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AVERTISSEMENT

.En programmation mathématique et peut &tre plus encore en optimisation dis-
créte, la construction de méthodes performantes -de résolution de problémes (dont
l'origine concréte induit des tailles importantes) nécessite l'association de
connaissances en analyse numérique et en informatique, d'autant plus qu'il
existe de nombreuses inferactions entre la modélisation d'un probléme, la

conception d'un algorithme et 1'élaboration du programme associé.

D'autre part, toute analyse théorique doit s'accompagner d'une analyse
expérimentale car il convienf toujours d'évaluer les résultats au regard de
ceux des méthodes dé3ja connues, ce qui entraine une multiplicité des expéri—
mentations 3 réaliser, celles-ci dépassant largement le cadre du travail d'une
Seule personne puisqu'il est bien connu que les programmes dans ce domaine sont

de grande dimension.

Toutes ces raisons, associées 3 un intérét commun pour la programmation
mathématique en nombres entiers, expliquent notre étroite collaboration qui a
permis non seulement de trés vite dépasser le cadre de la programmation pour
arriver au stade théorique (sans jamais perdre de vue les implications pratiques),

mais encore de pouvoir ainsi sulvre plus facilement 1'évolution extrémement
rapide de la discipline.

A

Comment par ailleurs, limiter un travail en commun effectif a des concer-
tations épisodiques ? Chaque idée, au contraire, une fois émise, doit, pour
€tre acceptée, avoir résisté aux remarques et aux critiques de 1l'autre qui
l'enrichit de ses découvertes personnelles.

C'est dans cet esprit que nous nous sommes toujours efforcés de collaborer,
aussi serait-il1 vain d'attribuer 2 1'un ou l'autre tel ou tel résultat. Puisque
nous avons mis au point ensemble la totalité du travail, il nous est apparu que

cette solidarité constante nous contraignait d'adopter une présentation commune.
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INTRODUCTION






Ce travail s'inscrit dans le cadre des études consacrées 3 la
programmation mathématique en nombres entiers dont les applications sont
répandues dans les domaines économiques et techniques (problémes d'inves-
tissement, de localisation d'usines, d'implantations d'entrepdts, d'affec-

tation de personnel, d'utilisation de machines, de découpes, etc...).

I1 concerne plus précisément la résolution des programmes mathé-
matiques 3 n variables bivalentes*, c'est-d-dire des problémes d'optimisa-
tion sur le cube unité de R™ d'une fonctionnelle linéaire soumise 3 des

contraintes linéaires ou non exprimées sous forme d'égalités ou d'inégalités.

Cet exposé n'a pas pour but d'énoncer la méthode de résolution
universelle mais plutdt de contribuer 3 son élaboration (si jamais elle
existe un jour 1) en faisant état de nos résultats aussi bien théoriques

[ P R
qu expérimentaux obtenus depuis quelques amnées.

Il est scindé en quatre chapitres : 1l'exposé des généralités
(chapitre 1) utilisées dans les autres chapitres est suivi de 1'étude
approfondie du probléme de base, appelé probléme du knapsack (qui ne posséde
qu'une seule contrainte) (chapitre 2) et de son utilisation dans le gontexte
des problémes 3 Plusieurs contraintes (chapitre 3). Le dernier chapitre

concerne la résolution d'un type de probléme du knapsack non linéaire appelé
"knapsack baudruche".

Le développement de chaque chapitre est précédé d'une introduction

qui le situe dans 1'ensemble de l'exposé et en précise la portée.

. L, 2 Y -
Le chapitre 1 est consacré d 1'énoncé des concepts généraux sul
vants

* il est toujours possible d'envisager des variables ne prenant que les

valeurs 0 oy 1 par simple changement de variables.



La partie I fournit les différents types de stratégies pouvant

&tre employées pour accélérer la résolution du probléme tout en le trans-
formant en un probldme plus simple : les définitions et résultats généraux
relatifs aux relaxations, relaxations lagrangiennes, contraintes composites,
y précédent la description de leurs vtilirations (obtention de bornes, ré-
duction de la taille du probléme) dans les méthodes dites d'énumération implif
cite qui constituent l'une des deux grandes classes 3 laquelle nous avons '
consacré nos recherches (seuls les principes et inconvénients des méthodes

dites algébriques, formant l'autre classe, seront rappelés).

Les problémes de convergence des algorithmes ne se posent pas en
programmation mathématique en nombres entiers puisque le nombre des solutions
de tout probléme est fini, Mais ce nombre pouvant atteindre 2"(nombre de som-
mets du cube unité de R") et devenir ainsi démesurément grand, méme pour les
petites tailles de problémes (par exemple, 2soost supérieur & 1015). il con-
vient d'analyser la complexité des algorithmes de résolution, c'est-a-dire
de pouvoir mesurer théoriquement les coiits des algorithmes en temps d'exécu-
tion et en espace mémoire nécessaire 3 leur implantation sur ordinateur.
C'est 1l'objet de la partie II qui fournit, aprés les notions générales sur la
compléxité théorique, un résumé sur la théorie des problémes réputés diffi-
ciles (NP-complet, Ardu) débouchant sur les définitions relatives aux méthodes
dites approchantes qui aboutissent 3 un minorant de la valeur du probléme

avec une précision donnée a priori.

Le chapitre 2 est une étude exhaustive du probléme fondamental
en optimisation discréte : le probléme dit "du knapsack" en variables

bivalentes, qui poss&de une contrainte unique en inégalité :

Son intérét indéniable dans le cadre de la résolution des pro-
blémes concrets de grandes tailles (partie I : relaxation lagrangienne,
découpe, rotation et contraction de contraintes) a conduit de nombreux au-
teurs 3 élaborer des méthodes de résolution du knapsack appartenant 3 deux

grandes classes




- les méthodes approchantes : dont une synthése est réalisée au
paragraphe III.1 (pour aussi simple que soit sa formulation, le knapsack

fait partie des problémes d'optimisation réputés les plus difficiles)

- les méthodes exactes : la portée de la programmation dynamique
(rappelée au paragraphe III.1) étant limitée par la taille des problémes
et la grandeur de leurs données, et les cas les plus défavorables exhibés
en théorie n'apparaissant pas en général dans la pratique, une majorité
d'auteurs ont mis en oeuvre des algorithmes d'énumération implicite aboutis-

sant d la solution exacte du probléme en des temps d'exécution trés accep-
tables,

Il est actuellement clair que les plus efficaces d'entre eux com-

portent trois phases successives i

o
=2
1]
7]
o
=

_______ : résolution de la relaxation

Phase 2 : réduction de la taille (élimination de variables aprés attribution

de valeurs bien définies)

g
=g
[
7
o
w

_______ résolution du probléme réduit par une méthode d'énumération implicite,

d;tte derniére phase n'occupant qu'une place infime, du point de
vue temps de calculs, par rapport aux deux premiéres - par exemple, pour les
problémes de 5000 variables, les temps requis pour la phase 3 sont de l'ordre
de 7.4 % des temps globaux - nous nous sommes uniquement attachés & rappeler
en partie VI deux principes d'énumération, aprés avoir décrit la succession

des tests permettant de parcourir implicitement l'arborescence de 1l'ensemble
des solutions.

Par contre, notre intérét s'est porté plus particuliérement sur
1'étude approfondie des deux premiéres phases pour lesquelles nous proposons

de faire le point en apportant a chaque fois notre contribution :



La méthode classique de résolution de la relaxation du knapsack
comporte un classement initial des données dont la part énorﬁe des temps
de calcul par rapport aux temps globaux de résolution a conduit a la
mise au point d'une nouvelle méthode trés efficace ne nécessitant plus ce
tri systématique des données (partie II) ; 3 titre d'exemple, cette méthode
de complexité linéaire aboutit 3 un gain de l'ordre de 74 % pour les pro-

blémes de 9000 variables,

L'exposé d'un catalogue de méthodes d'encadrement sur la fonction
économique et sur la contrainte (partie III), et de résultats théoriques
relatifs aux relaxations lagrangiennes du knapsack (partie IV) précéde
la présentation d'un cadre commun pour tous les algorithmes de réduction
connus, et d'une nouvelle méthode performante (quant aux nombres de variables
éliminéés) mettant en jeu des relaxations, des relaxations lagrangiennes,

et des relations binaires et de dominance entre variables (partie V).

Enfin la partie VII regroupe les expériences numériques associées
aux algorithmes présentés en parties II, V et VI ; elles ont été réalisées
avec plus de 550 problémes tests (450 tirés au hasard suivant la loi unifor-
me de 50 a 13000 variables ; les autres (jusqu'd 200 variables) étant extra}
de la littérature). Les résultats relatifs 3 une nouvelle version de notre
méthode de résolution exacte y sont en particulier répertoriés ; ils montrent
que cette méthode - appelée MSB 79 - est de complexité expérimentale linéairJ
et plus rapide que celle de Martello et Toth - appelée MT - (publiée tout
récemment) qui était annoncée par les auteurs comme la plus performante
[par exemple, paur n = 5000, la méthode MSB 79 est prés de 3 fois plus rapidé
que la méthode MT ; méme en excluant les temps de la phase 1, le gain en

temps d'exécution apporté par notre méthode est de 1'ordre de 22 %].

Le chapitre 3 concerne les problémes en variables entiéres 3
plusieurs contraintes (tous les exemples envisagés sont d'origine concréte)
le contenu de chacune de ses trois parties est une nouvelle preuve de 1'impo!

tance de 1'étude du chapitre 2 :




La premiéfe partie montre que la réduction (3 la fois en nombre
de variables et en nombre de contraintes) d'un probléme Jd plusieurs contrain-
tes est réalisée efficacemeht par la conjonction de tests simples appliqués
en particulier sur des problémes du knapsack extraits du probléme d'origine
[les problémes d'investissement traités sont tirés de la littérature ; la

taille maximale envisagée est : 5 contraintes, 50 variables].

Les deux autres parties ont pour objet les résolutions de deux

types de problémes qui nous ont &té personnellement proposés :

(i) un probléme d'affectation (implantation de groupes de divers
sites sur plusieurs périodes) - partie II - dont la particularité est de
posséder des contraintes du type partitionnement, l'ensemble S des autres
contraintes n'admettant pour &léments non nuls que des coefficients égaux 3 1.
Sa transformation en un probléme dﬁ'knapsack équivalent, par contraction des
contraintes de S en une contrainte unique (dont 1'ensemble des solutions
entiéres réalisables est identique a celui du systéme) a permis sa résolu-
tionpar une adaptation de la méthode exposée au chapitre 2. Les expériences
numériques montrent que les temps d'exécution sont comparables 3 ceux rela-
tifs aux problémes du knapsack tirés au hasard [taille maximale envisagée :

14 contraintes, 160 variables ; temps de résolution associ& : 59 secondes sur
Gamma M 40].

(ii) un probléme de fabrication qui se pose dans de nombreuses
branches industrielles, en particulier dans le domaine de la fonderie lors-
qQu'il s'agit de regrouper des commandes de tdles dans le but de réaliser les

coulées de métal au meilleur cofit (partie III). Sa résolution comporte entre
autres

- une élimination de contraintes et de variables basée non seu-

lement sur la relaxation lagrangienne, mais également sur les aspects écono-
miques du probléme

- un algorithme glouton s'appuyant sur des résolutions exactes
de problémes dy knapsack issus du probléme initial, et fournissant tres

rapidement de bons minorants des valeurs des exemples traités.

[taille maximale envisagée : 174 contraintes, 1038 variables ; temps d'exécu-

tion associé : 162 secondes sur UNIVAC 1110].



L'exposé s'achéve par l'étude d'un type de probléme du knapsack
non linéaire dont le second membre de la contrainte est une fonction non

croissante de la somme des variables (chapitre 4) :

Ce probléme, introduit par Guignard et Posner [G.P.] est également
d'origine concréte : parmi 1les diverses interprétations économiques, citons
d'une part, la généralisation de celle du knapsack classique lorsque le con-
ditionnement des objets mis dans le sac, est pris en compte, d'autre part,

1'exploitation optimale d'un ordinateur en multiprogrammation.

Une méthode de réduction de la taille de ce probléme appelé

"knapsack baudruche" (en Englais, "collapsing knapsack') présentée en partie
IV, inclut :

(i) la détermination d'un encadrement de la somme des variables
en utilisant des généralisations de l'algorithme pour la relaxation.du knap-

sack proposé en partie II du chapitre 2,

(ii) la construction d'une enveloppe convexe de point de 22 qui est
3 la base de la détermination de deux types de problémes du knapsack classi-
que : le premier permet la génération d'un algorithme glouton pour une borne
inférieure de la valeur du probléme ; la résolution de la relaxation du se-
cond fournit une borne supérieure de la valeur du probléme et conduit 3 un
schéma de réduction utilisant la relaxation lagrangienne et la contraction d¢

contraintes,

Les résultats numériques de la partie V montrapst que la méthode
proposée donne des résultats satisfaisants quant aux nombres de variables

€liminées et & 1'évolution des temps de calcul avec la taille des problémes '

- elle suffit 3 elle seule dans de nombreux cas - et en particulie’
pour les cing problémes tests de [G.P,] - pour fournir soit la solution opti’
male, soit un sous-probléme dont la solution sera obtenue par une technique

simple d'énumération.




- l'apport de cette réduction en phase initiale de la méthode
proposée par [G.P,] permet une accélération importante de la résolution :

les temps d'exécution sont couramment divisés par 100 et plus.

Les résultats présentés regroupent pour l'essentiel différentes
publications effectuées depuis 1972, Toutefois, il nous a semblé préférable
de les remodeler et les présenter avec une certaine unité ; ce qui a permis
d'inclure les résultats les plus récents non encore publiés. Cet exposé ne
doit pas &tre considéré comme une fin en soi, les différents chapitres of-

frant encore de nombreuses possibilités de développement.






NOTATIONS






Les notations utilistes tout au Long de £'expost sont Les suivantes :
LAl E partie entiére d'un réel X 3 A1 = - L-Al

etant donné un ensemble J :

(J] : enveloppe convexe de J
|J| : cardinal de J
J\U : complémentaire d'un sous-ensemble U de J

&tant donnd A une matrice de fonmat (I x J) oll I et J sont des ensembles §inis :

aij : élément (i,j) e I x J de A

Al : colonne j € J de A

A, : ligne i € I de A ‘

&l ! sous-matrice de A composée des colonnes Al jed'cd
Al : sous-matrice de A composée des lignes A ielI' cl

&tant donng y un vectewr (Ligne ou colonne) indicE par un ensemble J.:

yj oo €lément j € J de y
Yy : sous-vecteur de y composé des éléments v5 jed'cd

&tant donng un problime d'optimisation (P) :

v(P) : valeur optimale de (P)
v(P) * : (resp. v(P)) borne supérieure (resp. inférieure) de v(P)
F(P) : domaine de (P)

(P | xe x) : lorsque (P) est résolu avec les conditions supplémentaires x e X
[i.e. (3] : xj =€) ou (}jl, j2 : le = Cl Xj2 = €2) ou

1° Ep € {0,1}, 27¢ N]

: x. est fixée 3 la valeur ¢ ¢ {0,1}

Lonsque (P) est un probime & n variables bivafentes :

(§ X3 2 2) avec €, €
X, + ¢

X ¢ solution optimale de (P)

v = {x e¢R" | xj =0Qoul, j=1,...,n}
(P) : probléme (P) dans lequel [V] remplace V
X

: solution optimale de (P)
etant donng x ¢ [V]

[x] : élément de V tel que [x]j = ijJ 3 = 10,0






GENERALITES

CHAPITRE 1






INTRODUCTION

. 2 2 [
Ce chapitre est consacré 3 1'énoncé de concepts genéraux qui

entreront en ligne de compte dans les études des chapitres suivants.

Deux questions fondamentales liées d la programmation mathématique

en variables bivalentes sont abordées :

LY

* Quels types de stratdgies pewt-on employer pour ransgonmer Le
probleme d'onigine en un problime plus simple fournissant des informations
conséquentes pour accélirer La ndsofution du problime initial ?

La description de 1l'utilisation des relaxations (types lagran-

giennes ou contraintes composites) répondra & cette question.
x Comment Svaluer Le coit d'une méthode de nésofution ?

Ce sera 1l'objet de l'analyse de la complexité des algorithmes.






I - RELAXATIONS

Dans la plupart des problémes de programmation mathématique en
nombres entiers, c'est uniquement un sous-ensemble S de contraintes
(en anglais "side constraints") qui rendent leurs résolutions "ardues",
Deux grands principes simples (mais efficaces comme il sera vu dans les

chapitres futurs) permettent de générer un nouveau probléme qui
- d'une part, sera pfus facile & rdsoudre que £e problfime initial,

- d'autre part, fournira une boane supérieure (resp. inférieure) de
la valeur du probléme d'origine, si celui-ci est un probléme de maximi-

sation (resp. minimisation).

Princige 1 : Combiner linéairement les |S| contraintes pour aboutir 3 une

contrainte unique dite "composite".
Principe 2 : "Supprimer" les |s| contraintes

- soit en les éliminant du probléme ; cela générera (comme dans
le principe 1) ce qu'on appelera au sens large une relaxation.

- soit en les introduisant par combinaison linéaire dans la fonc-
tion économique (le terme "dualisation" sera également employé) pour
aboutir 3 une relaxation Laghangienne.

Note :
I1 est poséible d'imaginer une stratégie hybride faisant intervenir

3 la fois les deux principes précédemment évoqués, c'est-d-dire par

éxemple partitionner S en S;» 5,4 Sy dans le but de

- transformer leé contraintes de Sl en contrainte composite

- éliminer les contraintes de 82

- dualiser les contraintes de 83.



Les définitions et résultats généraux relatifs aux relaxations

et relaxations lagrangiennes (§ I.1. et I.2.) précédent la description de

leurs utilisations dans le cadre des méthodes dites d'énumération impli-

cite (§ I.3.).

1,1 - DEFINITIONS ET RESULTATS GENERAUX

D8 4inition 1

Un probleme de maximisation (resp. minimisation) (Q) est appeld
nelaxation d'un problime de maximisation (resp. minimisation) (P) &84
\\
(i) F(Q) 2 F(P)
(ii) La fonction Economique de (Q) majone (nesp. minore) celle de

(P) sur F(P)

Note :

(P) est un exemple de relaxation de (P).

Déginition 2

(i) Etant donné un probleme de maximisation du type suivant :

max.imisen cX
sous Les conditions Ax <b
(P) .
Cx <4
X €V

On appetle relaxation faghangienne de (P) associe aux contraintl
Ax S b et 3 u 2 0 [vecteur Ligne & composantes rtelles de méme dimensif
que b), Le problame

max cx + u (b - Ax)

(RP(w)) | %
4.6. Cx s d

x eV




(ii) Le dual de (P) est Le probleme de minimisation

(D) minimiser v(RP(u))
.. uz220

Définition 2 bis

(1) Etant donné un problme de minimisation du type suivant :
[ min cx

(P) 4.¢. Ax 2 b

Cx24d

XxXeV

L

On appelle relaxation Lagrangienne de (P) associle aux contraintes
Ax 2 b et 3 u 20 (vecteur Ligne A composantes ndelles de méme dimension
que b), fe probleme

min ¢x + u (b - Ax)
X
(RP(u)) | 4.c. cx24

xeV

(ii) Le dual de (P) est Le problme de maximisation

(D) max v(RP(u))
4., uzoO

—~———

(1) ¥u 2 0 (RP(u)) est une relaxation de (P)
(ii) le domaine de (RP(u)) étant indépendant de u sera noté par
la suite F(RP).



Définition 3

La nelaxation Laghangienne d'un probeeme d'optimisation (P) pos-
s2de La proprilté d'intégralité &4 v(RP(u)) = v(RP(u)) ¥Wu 2 0.

Exemples : dans le cas particulier ol les contraintes Cx < d (ou Cx 2 d)

n'existent pas (i.e. toutes les contraintes sont "dualisées"), alors

(i) si (P) est un probléme de maximisation
v(RP(u)) = v(RP(u)) = ub + max {(c - ua) x | x € V}

ub + (c.-uAd)
ngtu) ]

od Jtuw) = {j € {1,...,0}' | o5 -uAj> 0}.

(ii) si (P) est un probléme de minimisation
viRP(u)) = v(RP(u)) = wb + min {(c - wA) x | x € V}

= u + Z _ (c.-uAj)
jed(u)

od J(u) = {j e {1,...,n} | cs - wad < o},

Les résultats suivants démontrés dans Geoffrion [G23] montrent gv
la mesure du "gap" (ou valeur absolue de l'écart entre v(P) et v(D))
est fournie exactement par | v(P) - v(P) | lorsque (RP(u)) (u 2 0)
posséde la propriété d'intégralité, Lorsque cette propriété n'est pas

vérifi€e, un multiplicateur u 2 O pourra &tre tel que :

| v(P) - v(RP(u)) | < | v(P) - w(P) |

Théondme 1

En notant u Le multiplicateur associl au systdme Ax < b & £'op-
timum de (P)




S{ F(P) # ¢ alons
(1) 84 (P) est un probldme de maximisation
v(P) S v(D) = max {cx | Ax s b ; x ¢[(F(RP)]}
s v(RP(W) < v(P)
(i) &4 (P) est un problime de minimisation

v(P) 2 v(D) = min {cx | Ax 2 b ; x e ((F(RP)]}
2 v(RP(u)) 2 v(P).

.
Theoname 2

Lonsque £a nelaxation Lagrangienne de (P) possdde La propriltd
d'intsgnatits et F(p) # @ alors v(D) = v(RP(W)= v(F).

1.2 - CoMPARAISON DE RELAXATIONS

Un autre exemple de relaxation d'un probléme du type

[optimiser cx
4.0, AXR D
(P) ) CxR d
x eV
-

(ol R représente la relation S ou 2)
€St le problime obtenu en remplagant un ensemble de contraintes (par
€Xemple Ax R b) par une contrainte unique dite composite construite

Par combinaison linéaire (voir, par exemple, [G26]) i.e. :

optimiser cx
(P(u)) s.c. uAx Rub
Cx R4
xeV
(avec u 2 0 vecteur ligne & composantes réelles de méme dimension
que b).



L'étude suivante concerne un probléme de maximisation de la forme

max cx
4.c. Ax £ b
(P) Cx < d
XeV

et ses deux types de relaxations, u 2 O donné :

max cx
(P(u)) 4.C. uAx < ub (contrainte composite)
5 Cx < d
x eV
L
= \
max cx + u(b - Ax)
x
(RP(u))
4.c. Cxsd (relaxation lagrangienne)
X €

Le théoréme suivant montre que "le gap" fourni par une contrainte
composite peut &tre inférieur 3 celui fourni par la relaxation lagran-

gienne :
Théondme 3

min v(P(u)) £ min v(RP(u))
uz0 u20

Démonstration

¥Yu 2 0 (RP(u)) est la relaxation lagrangienne de (P(u)) associée

a la contrainte uAx < ub et au multiplicateur égal & 1, d'ol

¥u 2 0 v(P(u)) € v(RP(u))

En particulier, cette inégalité est vérifiée pour

u : v(RP(u)) = min v(RP(u))
u20
<> min v(P(u)) < v(P(u)) < min v(RP(u))

uz0 uz0



Dans le cas particulier ol les contraintes Cx < d n'existent pas,
(RP(u)) possédant la propriété d'intégralité,le résultat précédent se pré-

cise en montrant que

min v(RP(u)) = v(P) :
u20

Lemme
\
Etant donnds, un domaine convexe D de R™ x R

Dx = {y eR" | (x,y) € D} ¥x e R",
£es fonctions £ et g suivantes
£ :ZRm + R

et vx eZRm

g : D cR™+R tel que gly) =
X

{+eo u’,nxzq;

rx,y € R sinon (y e Dx)

(%,5) une solution optimale du probleme :
(Pl) min f(x) + g(y) 8.c. (x,y) € D,

et Les problemes :
(Pz) min f(x) + gly) 8.¢. y € Dy

(®)) min [£(x) + min g(y) 4.¢. y € D]
XeR

alons Les problimes (P;), (Py), (P3) sont Equivalents.

“Enonstration

1, (Pl) <

> (P,)

a) £(x) + g(y) s £(x) + g(y) ¥ (x,y) € D.

Donc, en particulier :



£(x) + gly) < £(x) + gly) ¥ (x,y) € D (i.e. ¥y ¢ D).
==> £(x) + g(J) s £(x) + min {g(y) | y € D=} (1)

b) min {g(y) | y € Di} < gly) puisque y « D

> £(x) + min {g(y) | ¥ € Do} < £(x) + gly) (2)

(et (2) ==> £(x) + g(y) = £(x) + min {g(y) | vy € D7}

2. (Pl) < >(P3) :

\
a) £(x) + g(y) < f(x) + gly) ¥ (x,y) € D (i.e. ¥y € Dx)
S £f(x) + min {g(y) | vy e D}

+ o si Dx =g
avec min g(y) =

yeD r_ € R sinon
X x

=> f(x) + gly) S minm[f(x) + min {gly) | y € Dx}] (3)
xR

b) z = min_[f(x) + min {g(y) | y € D_}]
<R" ‘ X

S £(x) + min {g(y) | y € Dx} ¥x € R"
en particulier :
z S f(x) + min {g(y) | y € Di}
D'aprés la premiére partie de la démonstration, on peut donc conclure qué
minm[f(x) + min {g(y) | y € Dx}] < £f(x) + g(y) (4)

X€R

(3) et (4) ===> f(x) + g(y) = min_[£(x) + min {g(y) | y € D_}].
xéRm X

0

D'ol le



10

Theondme 3 bis

Etant donnis Les, problimes

(Q,) min [max cx §.¢. uAx S ubd ; x € V]

u20

u -

(QQ) min [udb + max (c = u A) x 8§.¢. x € V]
u20 X

atons v(Q;) s v(Q,) = v(P)
Eémonstration
(i) v(Ql) < v(Q2) : conséquence directe du théoréme 3

(1i) v(Q2) = v(P) : u 2 0 étant donné, le dual de

max (¢ - uA) x 84.c. Ux<e ; x20
X

(o2 U désigne la matrice unité d'ordre n et e le vecteur colonne dont les

n éléments valent 1) s'écrit

minwed.C. uA+w2c j;wz20
(avec n ey . s
W € R multiplicateur de Lagrange associé 3 Ux S e).

Le lemme permet alors de conclure (en posant x = u et y = w) que
(QQ) est équivalent 3
Min ub + wesd.C,b uhAtw2c s u20 ;w20

d
ual ge (P), d'0d la conclusion.
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[.3 - UTILISATION DES RELAXATIONS

Soit le probléme

max cx
(B) 8.6, Ax b
xeV

ol A est une matrice de format m x n

c est une ligne de format n ; b une colonne de format m

telles que Cys 440 b; €2 ; ¥ie {1,...,m}, ¥j € {1,...,n}.
\

\

I1 existe deux grandes classes de méthodes de résolution de (B) :
* les mithodes alglbriques (dites "de coupe") diles & Gomory [G29] dont le

principe est la construction de 1l'enveloppe convexe de F(B), tout au moin$

au voisinage de x" : si la solution de (B) n'est pas entiére - sinon le
probléme (B) est résolu - ces méthodes générent une séquence de contrainte
additionnelles (appelées "plans de coupure") qui réduisent F(B) tout en
gardant intact le domaine entier, jusqu'd 1l'obtention d'un probléme dont
la solution (en continu) est une solution de (B) (voir [G4, G8])

i.e. en notant (B_) le probléme (B) avec p contraintes additionnelles

3q € N : les problémes (Bl), (B2),...,(Bq) sont résolus tour 3 tour de sof

que

F(B) > F(B;) » F(§2) 3,..2 F(ﬁq) > [F(B)]
et max {cx | x € F(ﬁq)} = v(B).

Les nombreux inconvénients de ces méthodes :

- les hyperplans de coupure peuvent &tre pratiquement paralléles
dans les derniéres itérations, ce qui peut créer des phénoménes de dégéné”

rescence,

- une dofutinn ndalisable unique est fournie en fin de méthode,
d'old la nécessité de prévoir la sauvegarde des résultats associés 3 chaqv®

probléme du type (Ep)



~ la classe des problémes pouvant &tre traités est trés limitée ;
tous les sous-déterminants de la matrice des contraintes ne devant pas étre
trop grands, ce sont essentiellement les problémes de recouvrement et de
Partionnement qui vérifient ces conditions.

font que nous nous sommes particuliérement intéressés 3 la seconde classe ;

* les méthodes d'enumération {molicite (encore appelées "Branch and Bound",
S€paration et Evaluation Progressive ou Séquentielle), plus efficaces et

Tealistes que les précédentes. (Voir [G7,612,621,G33,G34,G35,G36,G43,Gu45,Gu6,
G52

’G55,G57,G58,G6u]). Leurs deux principes fondamentaux sont :
(i) définir un schéma d'exploration exhaustive de l'ensemble des
S°IUtions, c'est-d-dire en fait l'ensemble V des 2" sommets du cube unité

(c'est la notion de 48paration qui permet de décrire V sous forme d'arbores-
cence),

(ii) en chaque noeud de cette arborescence, c'est-3-dire lorsque
U Sous-ensemble de variables ont été fixées soit 3 0 (ensemble d'indices
noté X)) soit & 1 (ensemble d'indices noté X;), considérer le sous-probléme

Ainsi génépé .

(P) E,EB | Xs =1¥jeX ; X5 =0 ¥je XO)
i.e. .z cj + max 'z cj xj
jexl j€X2
. s §A xgSb- ] A’
jeX? J€x1
xj =0Ooul ¥je x2
L

ol X, = {1,..0n} \ (X5 U Xl)

Po 5 . .
UP répondpe aux deux types de questions sulvantes :

a) Est-il inutile de résoudre ce probléme (P) ?

en d'autres termes,
est-il possible de prouver que
/1% € T(P) : cx » v(B) ?

b ol v(B) est un minorant de v(B) déterminé au préalable par une
eUI‘isti

. Que (c'est la notion d'dvafuation par excés qui est mise alors en
jeu)



S'il est répondu positivement & cette question, il est inutile
d'explorer la partie de l'arborescence assocife A Xz(il faut alors considér

une autre partition de {1,...,n}).

S'il est répondu négativement, l'autre question est la suivante :

b) Est-il possible de réduire la taille de (P) ?

en d'autres termes

Est-il possible de mettre en évidence un sous-ensemble Xy de X,
tel qQue la résolution de

(p | X ej) jeXy, €; € {0,1}

est inutile ? (voir a))

Si la réponse est positive, la réduction de la taille de (P) obte
nue en posant x; = 1 - €. ¥j € X, (le terme "élimination" des variables

d'indice j € X, sera également employé) aboutit au nouveau sous-probléme

P . =1 €. Vj e X)),
(P | x5 3 ¥ 3)

Les résultats suivants permettent de répondre 3 ces préoccupatio

Thondme 4

Si 3 v(P) : v(P) < v(B) (5)
alons ¥x € F(P) : cx < v(B)

Démonstration

Par définition v(P)(z)V(P)};==>v(P) < v(B).

Conollaine -

S< 3 v(B) : v(B) < v(B)
alors v(B) = v(B)
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Kenonstration

Théoréme 4 avec 1l'hypothése supplémentaire Xy = Xy = 8.

Etant donnés € e {0,1}, j € X,
S{ 3 vw(p | X5 = e) : v(P | X = €)  v(B)

alons X3 + 1 - ¢ sous £'hypothdse X =1 VK € Xl et x, = 0¥k € X

Kmonstration
Si 3ee {0,1} : v(P | x5 = €) < v(B)
théoréme 4 }=> ¥x € F(P | X3 =€) cx < v(B).,.
«o. ==> il est inutile de résoudre (P | x. = ¢) } )
v(P) = max {v(P | x5 = 0), v(P | x5 = 1)} 3 > 1l faut
considérer le sous-probléme (P , x5 = 1l - €), d'ol 1la conclusion.
Con ,
lollaine . O
Etant donnés ¢ e {0,1}; j e {1,...,n}
S{ 3 w(B | X5 = e) : v(B | X5 = €) < v(B) alors xs + 1-c¢
Dé

—lstration

Théoréme 5 avec 1'hypothése supplémentaire Xy = X, = 0.
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(i) En notant x € F(B) la solution associée a v(B)

€) = v(B | Xs =€)

1-¢)<v(B)<

v(B | x.
si3ee (0,1}, je {1,...,n}: ]

v(B | X3

v(B . =1
v(B | X5

le corollaire du théoréme 5 nécessite la considération du sous-probléme

(B | X5 =1 - €) bien que v(B) = v(B) et Jx* : x; =1-c¢€

(i1) j e {1,...,n} et € € {0,1} étant donnés, un majorant

v(P | xj z €) de v(P | xj = €) est fourni par la valeur d'une relaxation

v

de (P | X5 = €). Les sommets du graphe de dominance suivant donne un échan’

tillon de relaxations qui seront utilisées par la suite :

i.e. kel c{1,...,m}
étant donnés

u vecteur ligne de dimension convenable

(Pk) max cx 4.c. A xS b ; xeV
(PI) max cx 4.C. AI X < bI s} XeV
(RPk(u)) max CX + u (bk - Akx) 4.C. xe V
(RPI(u)) max cX + u (bI - AIx) 4.¢. x eV

(et les relaxations et séparations associées)

les arcs du graphe sont tels que
(Py) + (P,)) = v(P)) < v(P,)

(ce qui est bien entendu équivalent 3 ¢ "(Pl) plus complexe &
résoudre que (P2)").
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Les résultats précédents conduisent 3 1'énoncé d'un algorithme
général de réduction de la taille d'un probléme de maximisation (B)
qui sera utilisé de maniére plus sophistiquée dans la plupart des méthodes

exposées ci-aprés :

Algonithme de néduction

1 Résolution de (B)
©si x € V alors v(B) + v(B) ; stop

2 Utiliser une (ou plusieurs) heuristique (8) pour déterminer
v(B).

' 3 Déterminer un majorant de v(B) (par exemple v(B) =lv(B)})

si v(B) = v(B) ‘alors v(B) & v(B) ; stop

4 Réduction du nombre de variables de (B) :
vj e {1,...,n}
gaee'{o,l}:G(lej.:e)sz(s) alors x; + 1 - ¢
X, TX_v {5}
sinon si v(B | X3 = ¢) > v(B) alors

v(B) «v(B | x5 = ¢)

“'si v(B) = v(B) alors v(B) + v(B)

(1) 11 est clair que toutes ces considérations sont applicables

aux prbblémes de minimisation 3 condition

- d'échanger les r8les de v(.) et v(,), et de L.] et I.]

- d'inverser les sens des inégalités,
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(ii) dans la majorité des cas (sauf lorsque A est totalement uni-
modulaire), la résolution de (B) ne peut apporter des informations suffisantes
Sur la solution optimale de (B) ; les deux exemples suivants donnent une

11lustration de cette assertion :

Considérer la solution entiére réalisable la plus "proche" de la
Solution optimale de (B) peut aboutir au point entier diagonalement opposé

3 1a solution optimale de (B) :

g

\ ‘ Max .5x1 + 8x2
s.C, uxl + 5x2 <6
X1 X, = Ooul
X = (IL\ , v(B) = 7.4
X = (é) y CX =5
\ * o
AN X = (1) s, V(B) = 6
N
0\ R
\ X N ﬁxl
N

La solution de (B) peut &tre diagonélement opposée 3 la solution

d - P
¢ (B) (la solution x "arrondie" n'est pas réalisable pour (B)) :
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e

max x1 + 2 x2

8d.Co - 20x1 + l&Sx2 s 27
10x1 + 10x2 < 19
Nle - 10x2 < 36

Xys %o =0Ooul

x= (D) et x" = ()
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I1 - COMPLEXITE DES ALGORITHMES

Dans ce domaine de la programmation mathématique pour lequel les
Variables sont astreintes 3 prendre des valeurs discrétes, les problimes
de Convergence des méthodes de résolution ne se posent pas : l'ensemble
des solutions de tout probléme étant fini, il suffit, 3 la limite, de
construipre un algorithme explorant exhaustivement cet ensemble pour ob-
tenir 1a ou une solution optimale en un nombre §ini d'&tapes, donc en un

Nombre fini d'opérations.

Fournir des informations sur le colit d'un algorithme c'est-3-dire
Sur le temps d'exécution et 1'encombrement mémoire nécessaires 3 son im-
Plantatjon sur ordinateur, c'est l'objet de 1l'analyse de la complexité

des algorithmes qui peut se scinder en deux classes :

(i) La complexits dite "expirimentafe" qui indique une mesure
Précise du cofit de 1'algorithme, c'est-3-dire une mesure fonction des
Choix , d'utilisation d'une machine bien définie, d'un langage, d'un
Sompilateur... Par exemple, dans cette optique d'une analyse qui peut
€tre Qualifiée d'"a posteriori”, il peut exister un temps d'exécution

Propre 3 chaque type d'opérations.

(11) La complexit? dite "th¥orique" qui donne un ordre de grandeur
du coge de l'algorithme, indépendamment du type de machine utilisée ;
®S temps d'exécution et 1'espace mémoire de l'algorithme sont en général
(:Sefonétions - notées respectivement T et E -~ de la taille du problidme
*®+ du nombre n de variables ét du nombre m de contraintes).

bt C'est ce deuxidme type d'analyse - pouvant &tre qualifié d'"a
r
orin - qQui fait l'objet de notre étude,

. Quelques notions générales sur la complexité théorique des algo-
Ithnes (§ 111

4 ) précédent un résumé sur la théorie des problémes réputés

ff :

rey leiles - appelés NP-complets - (§ 1I.2) débouchant sur les définitions

. :tives aux méthodes dites “approchantes" (§ II.3) qui seront &tudiées
§tall ay chapitre 2 (§ III.1.2 et III.1.3.).
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II.1 - NOTIONS GENERALES

Définition 4

S4 pour un® algonithme donng,
dk, heR, fetg :N2-»N
Jno, my € N:¥n2n Vm2m T(n,m) < k f(n,m)
E(n,m) < h g(n,m)
alors cet algorithme est dit de complexité O(f(n,m)) en
Lemps He caleul et 0(g(n,m)) en encombrement mémo.inre.

(i) Des paramétres autres que ceux caractérisant la taille
du probléme peuvent &tre introduits ; deux exemples geront fournis aux

chapitres 2 (§III.1) et 4 (§ IV.u4),

(ii) Les paramétres n et m qui caractérisent la taille du problém
doivent €tre en fait une mesure de la "longueur" de la représentation des

données du probléme.

Par exemple, on peut imaginer que deux exemplaires d'un mé€me
probléme donné nécessitent deux types de représentation "machine" diffé-

rentes compte-tenu des valeurs respectives de leurs données :

Si dans la représentation la plus simple c'est-3-dire une machinf
dite "par mot", le premier nécessite un mot par donnée et le deuxiéme deu€
mots par donnée, un algorithme dit de complexité 0(2") dans 1la terminolog’

précédente, aboutit en fait 3 un temps de calcul proportionnel 3 2" pour 14

premier exemplaire et 3 22n pour le deuxiéme exemplaire.

Bien que de nombreux articles sur la complexité &voquent la long’
d'entrée des données en représentation binaire [C12, €20, C23], dans tout

ce qui suit on supposera la mise en oeuvre des algorithmes sur une machiﬂﬂ
d mot, que tous les exemplaires d'un méme probléme auront la méme représed

tation (nombres de mots par donnée identiques),et enfin que toutes les op

‘rations seront équivalentes du point de vue coiit.

|-
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(iii) Tous les raisonnements qui suivront seront faits pour la
Complexité en temps de calcul (on supposera toujours savoir implanter les

algorithmes en mémoire).

Dans toute la suite, on supposera la taille du probléme uniquement
définge Par le nombre n de variables [c'est le cas lorsque m = 1] ; les types
de Complexité rencontrés le plus souvent seront O(nk) (avec k € R) [1a

OMplexité sera alors dite polynbmiafe], O(nlogn) et 0(2").

L'objection la plus évidente 3 formuler sur cette définition de
la Complexité est la suivante : seul le comportement'asymptotique de 1'algo-
Tithme est envisagé puisque les constantes multiplicatives sont négligées ;
a%nsi un algorithme dont le temps de calcul est une fonction du type

30

2 p 2y . 20
N+ 20, 2%0 sera dit de complexité 0(n”) bien que 2™~ > 2°" n pour

n < 210 10 20

et 22On > n? pour 2°° < n < 2°°... Dans un méme ordre d'idée, i1

b
aut remarquer que 2" < 103n ¥n < 10...

Sans perdre de vue cette critique [pour les problémes de petite

j taille, il sera intéressant de remettre en jeu les constantes de propor-
tionnalité ; par exemple dans le domaine du classement des éléments d'un
fiChieP. le tri dit par "insertion" est plus performant que le tri appelé

" .
Wicksopgn pour n € 10] deux arguments significatifs viennent étayer la

' nots
tlon ge complexité de la définition 4 :
i Les progrés de la technologie font que :

= d'une part, 1l'accroissement des tailles maximales des problémes
ac - .
Ceptées Par les ordinateurs donne de moins en moins d'importance aux
C Ong
| tantes multiplicatives.
'
= d'autre part, la recherche d'algorithmes performants du point

e
Vue de la complexité théorique de la définition 4 deviendra de plus en

P . . s
us Cruciale 3 1l'exemple suivant, théorique mais significatif, illustre

Cetyt
| e g £
ernieére assertion :
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En supposant que :

- pendant un temps donné -t, une machine M, puisse réaliser

210 opérations

- le traitement d'une donnée parmi les n d'un probléme (P)

nécessite une opération unique.

le tableau suivant indique pour quatre algorithmes de complexités
différentes, les tailles maximales de (P) pouvant &tre traitées pendant
le temps t : d'une part sur la machine Ml et d'autre part sur une machine
\

M, supposée seize fois plus rapide.

Algorithme Complexité Tailles maximales
M M
—-l— - — o - - -— —
1 o(2"™) 10 1w (10+4)
2 O(n2) 32 128 T (32x4)
3 o(n) 1024 16384 : (1024x16)
4 0(10g,n) ,1024 21633u((2102u)15)

Tableau 1
[1.2 - PROBLEMES NP-COMPLETS

Aprés avoir noté que l'analyse de la complexité d'un algorithme
doit €tre faite indépendamment des données du probléme traité, deux types

d'analyse sont rencdontrés dans la littérature :

- 1'analyse du cas £e pfus défavorable - notée D-analyse -
qui considére la complexité de l'algorithme pour les n données du problémé

fournissant le temps d'exécution le plus long.

- l'analyse probabiliste (ou moyenne) - notée P-analyse - qui
au contraire de la D-analyse, cherche 3 borner le temps d'exécution dans
la "plupart des cas" ; i.e. connaissant la loi de répartition des données
du problime, elle détermine la probabilité pour que le temps d'exécution
soit inférieur 3 un seuil donné ([C5, C13, C18]).
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I1 est clair que la D-analyse et la P-analyse offrent des avanta-
8es et des inconvénients différents pour atteindre l'oﬁjectif de base qui
e§t la prévision des performances d'un algorithme ; c'est pourquoi ces
dnalyses assocides 3 l'analyse empirique (expériences sur ordinateur) doi-

Vent &tre considérées comme complémentaires et non en opposition.

Bien que la D-analyse soit a priori la moins proche de 1'analyse
expérimentale, elle offre l'avantage de ne faire aucune hypothése sur les

donnéeg du ppobléme et présente donc un caractére plus général que la
P‘analys@,

C'est dans ce cadre de la D-analyse qu'a &té développée 1'étude d'une
grande classe de problémes combinatoires probablement non traitables numé-

riQUement par quelque algorithme que ce soit.

Plus Précisément la conjecture est la suivante : fout algonithme pour L'un
des PA0beemes de La classe doit, dans le cas le plus défavorable, nécessiter
"M Zemps d' oxgeution croissant exponentiellement avec fa taille du probfime

deux types d'étude viennent étayer cette assertion :

- Etude expirimentale : tous les algorithmes connus d ce jour pour

ces Problémes sont de complexité exponentielle.

- Etude thonique : Cook [C4] et Karp [C11] ont défini la classe
des Problémes dits NP-complets qui sont équivalents dans le sens suivant : si
U des Problémes de cette classe pouvait &tre résolu en un temps polyndmial

tlors ce serait le cas pour tous les autres problémes de la classe.

La démarche de 1l'utilisation de ces problémes dans le cadre de
1'°Ptimisation est maintenant résumée avant de d&finir plus précisément 1la
terminologie employée :

Un problme d'optimisation (P) &tant donné, on suppose qu'il
n'existe Pas en 1'état actuel de la connaissance d'algorithme de complexité
polynamiale pour le résoudre sur ordinateur (dans le cas contraire ce
pb°bléme est considéré comme "facile"). Dans le but de déterminer s'il y a

® &rande probabilité pour qu'il n'existe jamais un tel algorithme
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((P) appartiendrait 3 une classe de proﬁlémes que nous appelerons Ardus )
on considére le pnobléme de decision associé (DE) (i.e, probléme d'existenc
de solution), plus facile 3 résoudre 3 priori (le résultaq fourni est vrai
ou faut).

Si (DE) appartient 3 la classe dite P des problémes les plus facil
alors on ne peut conclure que (P) est Ardu. Si, par contre, (DE) appartient
d la sous-classe appelée NP-complet des problémes dits NP alors (P) est

dit Audu,

I1.2.1 - Algorithmes non déterministes et problémes de d&cision

Tous les algorithmes évoqués jusqu'd présent sont des algorithmes
déterministes : ce sont des algorithmes classiques destinés 3 la mise en
oeuvre sur ordinateur, pour lesquels le n8sultat de chaque opération est

défini de mandidre unique.
D'un point de vue théorique, il est alors supposé £'existence

- d'une part d'algorithmes dits non déteministes pour lesquels

chaque opération peut admettre tout un éventail 8 de résultats possibles.

- d'autre part d'une machine "idéale" dite non déterministe qui,
en cours d'exécution de tels algorithmes, peut choisir un résultat quelco’

de S (en un temps d'exécution 0(1) ¥ |s]).

2 2 [ Pl /'
Plus précisément un algorithme non déterministe n'admet que le r°

sultat unique : Succls ou tchec suivant que le probléme traité a ou n'a P?

de solution ; il comporte en outre une fonction appelée choix de S dans 5‘

dont la valeur est fixée par la machine non déterministe qui est ainsi SUD

J

tissant 3 la réponse positive Succ?s de l'algorithme, si elle existe. Ai“J

sée fournir pour chaque opération de l'algorithme le ou les bon(s) choix

la réponse d'un algorithme non déterministe sera Echec si et seulement s}

n'existe aucune voie (i.e. aucun choix) pour aboutir 3 une réponse posit}
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EEEEE&Q ¢ Un algorithme non détgrministe recherchant 1'existence d'une

Valewr x dans un #ichier a8y, 8,,...,a est le suivant :

0 x et a1s Ayyeee,a donnés

13« choix (1,2,...,n)

2si a; = x alors imprimer j ; Succls
sinon Echee

Un tel algo;itﬁme est de complexité 0(1) ; en effet la machine non
déterministe est supposée trouver directement par l'intermédiaire de la fonc-
tion choix 1l'existence ou la non existence d'un indice j de {1,...,n} tel que
aj ® X, I1 est 3 noter que 1'algorithme déterministe réalisant ce traitement

s (]
Tait de complexité 0(g).

Pour de nombreux probf2mes de décision ne pouvant &tre résolus en
temps Polyndmial par un algorithme déterministe, il existera par contre un
31gori thme non déterministe de complexité polyndmiale ; c'est le cas pour
le Probléme de décision du knapsack 3 n variables bivalentes qui peut se

£
ormulen comme suit

\.
Etant donnés | (B) max cx 4.¢. ax S b § x e V
et v(B) un minorant de v(B)

Existe-t-il x € V : ¢x > v(B) et ax S b ?

(DE)

] L'algorithme non déterministe suivant de résolution de (DE) est
]
V'évidence ge complexité 0(n) :

QD, al'.”'an’ Cl,...,Cn’b donnés

1 x5« chodx (0,1) j =1,...,n

2 8i cx > v(B) et ax S b alors Succls
sinon Echec
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Bien que (DE) soit plus simple dans sa formulation, il est aussi
complexe & résoudre que le proﬁléme (Bj : i1 n'existe pas d'algorithme
déterministe polyndmial donnant une solution de (DE) puisqu'a priori (tou-
jours dans le contexte du cas le plus défavorable) il faudra expilorer les
2" sommets du cube unité. Ce n'est pas le cas pour l'algorithme non déter-
ministe qui 3 chaque &tape de l'exploration de l'arborescence,réalisera l¢

bon choix d'affectation de la valeur O ou 1 3 chacune des n variables :

Exelee

Etant donnés

(B) max 3x, + 4x, + X5 8.C. 2%, + 3%, + 5%, Sb jxe€V

et
(DE) 3x € Vi3x, + x, + x, > v(B) et 2x, + 3x, + 5x, S b ?

CX

ax

L'arborescence ci-dessus couplée au tableau des 23 valeurs pos~
sibles du couple (cx, ax), x € V, fournit une simulation déterministe du

déroulement de 1l'algotrithme non déterministe
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- en cas de réponse Succlé une seule branche de l'arbre est par-

Courue (i.e. celle en trait gras, lorsque v(B) 3etb=4)

- en cas de réponse Echéc, les huit branches de 1'arbre sont explo-
rées en un Lemps 0(1) : ce qui correspondrait & l'existence d'une machine

"surdouge qui pourrait effectuer autant de calculs en paralléle qu'il est
nécesséire !

11.2.2 - Problémes Ardus

DRfinition 5 . [cu, c12, €20]

La classe P est celle des problimes de dEcision pour Lesquels iL
Siste un algornithme déterministe de complexitl polfynomiale.

D8Liy s
\éﬁf"“\'twn\é : [c4, C12, €20]

La daAAe NP est celle des problemes de dicision pour Lesquels it
Xte un abgonithme non déterministe de complexits potynimiale.

A 1'évidence P est un sous-ensemble de NP, Est-il inclus stric-
tement dans NP ? Cette question n'a connu, 3 l'heure actuelle, aucune

eponSe bien que la conjecture soit P # NP.

La théorie venant étayer cette conjecture a pour base la définition

q
Une Sous-classe de NP,de problémes a priori plus difficiles que les autres :

Dess ...
\5‘%&\%1 Ccu, c12, €20]

Les problemes NP-complets forment La sous-classe de NP définie
uit

i ¥(P) € NP-complet, &'il exdstait un algornithme détenministe de
d "':‘eu,te polynomiale powr (P) alors 4L en existerait un pour tout problime
R p.

QO"‘MQ s
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Ainsi, s'il était possible de résoudre par un algorithme déter-
ministe de complexité polyndmiale un quelconque des problémes NP-complets
alors P = NP,

De4inition §

Un probeme d’optimisation sera dit Mdu si Le problime de decit
ass0cll est NP-complet,

‘Donc un probléme d'optimisation Ardu ne peut (en 1'état actuel

de nos connaissances) &tre résolu théoriquement par un algorithme de comf

xité polyndmiale. \

On peut introduire,'é 1l'instar de Garey, Johnson {C8], la nothJ
de problémes Fortement Ardus pour lesquels il n'existe méme pas d'algori
me dit pseudo-polyndmial, c'est-d-dire un algorithme dont le temps de dﬂ

" é

cul est borné par un polyndme des deux variables : "taille du probléme

"un paramétre spécifique par exemplaire considéré".

Exemple : On rappelle au chapitre 2 § III.1.3 que la résolution par la
programmation dynamique du probléme du knapsack est un algorithme de 00%

plexité O(nb), ol b est la valeur du second membre du probléme considért!

Le probléme du knapsack qui entre dans la catégorie des probléﬂ
Adus n'est donc pas Foatement Ardu ; il est parmi les moins difficileSI
résoudre en théorie.

(1) La théorie des problames P, NP et NP-complets est issue d¢
1'étude théorique des langages [NP étant un sous-ensemble des langage?s {
récursifs qui eux-m&mes sont inclus dans l'ensemble des 1anguages récur‘
sivement &numérables] ; il est donc supposé savoir associer 3 tout pro’

bléme de décision un langage de la méme classe c'est-a-dire P ou NP.

(ii) Pour une bibliegraphie détaillée voir Garey, Johnson [c7)
Sahni et Horowitz [C20] et Weide [C23].
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[1.2.3 - Méthodes approchantes

En se plagant du point de vue économique, des problémes dits
Adug sont 3 résoudre chaque jour dans les entreprises, mais le terme
"résolution" n'a alors pas le sens théorique classique : seule une bonne
Solution réalisable est demandée ; sa détermination est souvent obtenue
trés éimplement par l'emploi d'heuristiques (i.e. algorithmes pour lesquels
1a preuve d'optimalité n'est pas faite) qui non seulement "ne coflitent pas

Cher" mais ge plus aboutissent 3 des valeurs proches de l'optimalité.

Comme dans le cas de la complexité des algorithmes, deux types

d'a“alyses théoriques des heuristiques sont proposées dans la littérature :

- 1'analyse du cas fLe pfus dégavorable - appelée D-analyse -
.q“i considére le (ou les) exemplaire (s) du probléme traité fournissant

1'€cart maximum entre la valeur optimale et celle donnée par 1l'heuristique.

- 1'analyse probabifiste- appelée P-analyse - : une hypothése sur
la 101 de répartition des données du probléme étant faite, elle &tablit
des Propriétés probabilistes de l'heuristique telles que : la détermination
d'une borne sur la probabilité de trouver un écart entre la valeur op-
Hmale et celle de 1'heuristique, inférieur & un seuil donné.

La terminéiogie employée pour l'étude de la D-analyse des heu-

Pistiques a été introduite par Garey, Johnson [C7] (voir également Ca3, as,
Cng)’ elle sera utilisée pour l'analyse détaillée des heuristiques pour le

Problime dy knapsack (vodr chapitre 2 § III.1).

Etant donnés un probléme de maximisation (P), considéré en tant que
®llection de tous ses exemplaires numériques notés (E), et un algorithme
f°“Pnissant un minorant v(E) de v(E) (supposé posifif) quelque soit l'exem-
Plaipe numérique (E) de (P) :

L4 inition 9

L'algonithme est dit e-approchant pour Le problime (P) &4
3 €e [0.1[ H
Welque 404t L' exemplaire numérique (E) du probfime (P)
(v(E) = v(E))/v(E) s € (6)



31

(i) La relation (6) est équivalente a
v(E) 2 (1 - ¢) v(E) (6')

(ii) Les relations (6) et (6') indiquent implicitement que

3(E) : v(E) = (1 - €) v(E)

\
ou

* 3 K3 [ ' * .
3 suite infinie (Ek)kéN d'exemplaires de (P) :

!(Ek)/V(Ek) o l-c¢

(iii) Il est clair que la définition n'a pas de sens pour

e ¢ [0,1[.

Définition 10

Un algonithme approchant pour (P) est un algonithme vernifiant
(6) ¥ € € JO,1L
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Note

- -

Un algorithme approchant est donc "ajustable" suivant le degré
de Précision¢ ¢ J0,1[ requis ; ce n'est pas le cas pour un algorithme
€-approchant qui ne peut garantir au mieux qu'une valeur approchée
e Prés, ¢ &tant imposé.

Definition 11

Un akgonithme approchant polynomial pour (P) est un algorithme
Wprochant dont Le temps d'exdeution est bomnt par une fonction polyndmiale
de 2 taitre du probeame.

Note

~S——

Un tel algorithme sera appelé P.A. (pour Polynomial time Appro-
Xmate),

Rfinition 12 :

Un afgonithme approchant totalement polynimial est un algorithme
app"‘"‘-hamt dont Le temps d'extcution est boané pour une fonction polynimiate
2 fois de fa taille du pmobum& et de L£'inverse de La prdcisdon.

Note

-~
-
-

A Un tel algorithme sera appelé F.P.A., (pour Fully Polynomial time
ppr'°"imz-1te).






LE PROBLEME DU KNAPSACK

EN VARIABLES 0-1

CHAPITRE 2
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INTRODUCTION

L'intérét indéniable du probléme du knapsack en variables biva-

lenteg
*
CX = max c¢x
(B) 4., ax € b
XxXeV
* *
c, aeXN n et b eN
avec n .
max a, S b< ) a. (voir note)
1<4<n j=1 3 .

dans 1e cadre de la résolution de problémes concrets de grande taille
([Gll, G28, G37, G639, Gu2], partie I et chapitre 3) a conduit de nombreux

a , p .
Uteurs 3 glaborer des méthodes de résolution de (B) appartenant 3 deux

grandes classes :

(1) Les mithodes approchantes : Le probléme de décision du knap-
Sack &tant NP-complet (voir chapitre 1, partie II) certains auteurs [Al &
AL2) Ont construits des algorithmes de complexité polyndmiale c'est-3-dire
vl fournissent une valeur approchée de v(B) avec une précision donnée a
Dbiopi, en un temps polyndmial fonction de la taille de (B) et de.l'inverse

d ”,
€ la Precision, pour les plus performantes d'entre elles (§ III.1.3),

(ii) fLes méthodes exactes : les cas les plus défavorables exhibés
en théorje n'apparaissant pas en général dans la pratique - un paralléle
St 3 faire avec 1a méthode simpliciale qui n'est pas de complexité poly-
"omia)e en théorie [C14] - une majorité d'auteurs ont mis en oeuvre des
algOrithmes énumératifs aboutissant & la solution exacte de (B) en des
te"‘Ps de calcul empiriques trés acceptables.

Il est actuellement clair que les plus efficaces d'entre eux
(Balas
Spielb

~

» Zemel [K21, Barr, Ross [K3], Fayard, Plateau [K8 3 K16], Guignard,

erg (K241, Hansen [K26], Ingargiola, Korsh [K28], Lauriére [K31],
ap

c tello, Toth [K34], Nauss £X37], Suhl [Kul], Walukiewicz [Ku4u], Zoltners

Kysg
D Comportent trois phases successives :
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Phase 1 : résolution de la relaxation de (B) ;

v(B) = max {cx | ax s b, x € [V]}

Phase 2 : réduction de la taille de (B) (élimination définitive de varia-

bles aprés attribution de valeurs bien définies)

Phase 3 : résolution du probléme réduit par une méthode 1'énumération im-

plicite,

Cette derniére phase n'occupant qu'une place infime, du point d?

vue temps de calculs, par rapport aux phases 1 et 2 - par exemple, pour 1;

!

problémes de 5 000 variables, les\temps requis pour la phase 3 sont de 1'

de 7.4 % des temps globaux - nous nous sommes uniquement attachés a rappel

(partie VI) deux principes d'énumération :

- la procédure dite LIFO (Last in First Out) prdnée par Balas
[Gl, G2] et Geoffrion [G20] et utilisée dans la majorité des

méthodes pour le knapsack

- la procédure dite lexicographique, exposée dans [K8, K9, }(10].E

Par contre, notre intérét s'est porté plus particuliérement su’
1'étude approfondie des deux premiéres phases pour lesquelles nous propo”

sons de faire le point en apportant a chaque fois notre contribution.

v

.
Phase 1 (partie II) : la méthode classique de résolution de (B) comporte

le tri initial des données suivant l'ordre décroissant des cj/a. j = l,-ﬂ
La part énorme des temps de calcul consacrés d ce tri par rapport aux el
globaux de résolution [K12] a conduit 4 la mise au point d'une nouvelle
méthode trés efficace ne nécessitant plus le tri systématique des donnée’
d titre d'exemple, cette méthode de complexité 0(n) aboutit & un gain de

l'ordre de 74 % pour les problémes tirés au hasard de 9 000 variables.

Phase 2 : 1'exposé d'un catalogue de méthodes d'encadrement sur la fonctiM,
économique et sur la contrainte (i.e. déterminant v(B) (§III.1), v(B) (51

et b (§ III.3) telles que (B) peut &tre remplacé par
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max cx 8.¢. v(B) < cx < v(B) ; bsaxs<b; xeV)
e 4 P . .
t de resultats théoriques relatifs aux relaxations lagrangiennes de (B)

( 7 2 N P .

Partie IV) précéde la présentation d'un cadre commun pour les algorithmes

de réduction de la taille de (B) et d'une nouvelle méthode performante mettant
N jeu des relaxations, des relaxations lagrangiennes, des relations binaires

®t de dominance entre variables (partie V).

Les expériences numériques - réalisées sur UNIVAC 1110 - relati-

v P .
€S A ces trois phases sont résumées en partie VII.

Enfin, il est 3 remarquer que la résolution de (B) par la program-
Mation dynamique est évoquée au § III.1 en résultats préliminaires & 1'exposé

de . a .
S algorithmes approchants totalement polyndmiaux.

NOte

L'hypothése

cj,vaj >0 0 ¥i e {1,...,n}
max a, S b< ) a,
1<j<nI j=1 3

Pe .
. x‘“‘et‘cant d'éliminer les solutions triviales, découle des remarques sui-
al’ltes . \

i .. .
> @ priori s les données b, cj, aj(j = 1,...,n) sont de signes quel-

Co
nqueS, alors :

(i) des changements de variables de la forme

permettent d'obtenir des coefficients cj tous non négatifs,
(ii) en posant alors
+ . - .
J° = {5 | as > 0}, J° = {j | ay s 0}

il est clair que x; =1, ¥j € J
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(iii) si b+ ) _ |a | < 0 alors le domaine de (B) est vide,
jed

(iv) sib+ Y _la.| =0 alors x; =0 ¥j e J*
jes~ J J

(v) si Z g 23S b + Z _ |a.| alors X, =1 Vj € gt
jed jed J J
(vi) lorsque (v) n'est pas vérifié,

si 3k € 37 tel que ¢, =0 oua >b+ ) _ |a.
s k k jeJ- J

alors x; = 0.
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I - INTERET DU PROBLEME

L'intérét de 1'étude du probléme du knapsack (en dehors de son
intePPPétation économique propre) a de multiples facettes dans le cadre
de 13 résolution de problémes de grande taille ; quatre d'entre elles ont
€t Petenues :

L'utilisation du probléme du knapsack comme sous-probléme permet

- soit d'obtenir un majorant du probléme d'origine : 1'exemple
trai+z 2 2 P
Paité est celui du probléme d'affectation généralisé (§ I.1).

-~ soit de rendre plus efficace une méthode 4'optimisation : par
Sxemple

. en accélérant la méthode simpliciale pour le probléme de découpe
‘e dimension (§ I.2).

. en renforgant les coupes dans les méthodes algébriques (§ I.3).

La transformation d'un systéme d'équations diophantiennes en

Ne &
®quation unique équivalente (§ I.4) permet le traitement d'un probléme

Unplusieups contraintes par une méthode de résolution du probléme du knapsack.
e
( il1}IStration concradte sera fournie aux chapitres 3 (partie II) et 4

[, :
l- RELAXATIONS LAGRANGIENNES DU PROBLEME D’AFFECTATION
GENERALISE

aiy L'exemple classique pour lequel la relaxation lagrangienne four-
des Sous-problémes du knapsack en variables O - 1 est le probléme

1]
afg . 2 .
®Ctation généralisé [noté G.A.P.] (voir [G16, Gu2, Gu4, G511).

Sa formulation est la suivante :



38

win 5T e x..
iel jed *3 A
s.c. ) x..=1 ¥jeJ={1,...,n} (7
. ij
i€l
(G.A.P.) ‘
1 a.. . b Vi eIz {1,....n} (8.
jed o4
X,, =0oul Viel, ¥jeld (¢
ij

L'interprétation économique du (G.A.P.) est l'affectation opti-

male de m machines & n taches données.
\

\

- Connaissant les quantités toutes positives suivantes :

cij cout nécessaire & la réalisation de la tiche j par
temps la machine i, ¥i ¥j

capacité (en temps) de la machine i

o
"

- Sachant qu'une tiche ne peut &tre affectée qu'd une machine

et une seule (contraintes (7)).

La variable 4'état xij prend la valeur 1 (resp. 0) si la mach¥

i est affectée a la tache j (resp. sinon).

Note
Le fait qu'une machine peut réaliser plusieurs tiches (contraif
(8)) constitue la généralisation du probléme d'affectation classique oY
contraintes du type (8) seraient | x;: =1 ¥iel= 1] = |J]
jeg I '
(pour le (G.A.P.) (8) == 2 (aijlbi) xij S 1 et en général |I| # |J|J'
jed
g

Deux types de relaxations lagrangiennes générent des problém@

du knapsack en variables 0 - 1 :
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IXRS~£ : la dualisation des containtes (8) aboutit au probléme

min § § e, x4 .z u; (b, - 1 a

cs X, .)
. . i . ij "1
(R'G.A.P,l(u)) iel jed 1] J iel jed ] ]

sous les contraintes (7) et (9) ; u eimf

d L. . .
Nt la résolution est triviale puisque

v .
(RGoap. ) = uw by +min { ] T (e;5 - vy a) x4 |
iel . jeJ iel ] 3
! x,.=1 LAR xij = 0 ou 1l Vi ¥j}

jel 1]

You, b, + Y min { ] (Ci' u, a,.) x.. |

jer * jeJ ier 431 1 1)
jEI X5 513 Xj5 =0 oulV i)
) igl RN sz i I R
Notes
(i) la complexité de résolution de (R.G.A.PT (u))est O(mn) .
N (1ii) dans le cas particulier od u = 0, la valeur optimale correspond

t
affectation de chaque t3che 3 la machine de moindre coiit sans se préoc-

ep L )
des capacités des machines.

T
e .
"22-3 * la dualisation des contraintes (7) :

mn } ] c.x.+ ) u (1- 7 x.)
(R-G.A.R?(u)) i€l jeq 3 11 4oy 3 jer 13

sous les contraintes (8) et (9) ; u e R"
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conduit 3 la résolution de m problémes du knapsack non triviaux puisqu'en

posant : V¥iel

(B (u)) min § (c.s - u.) x.. 8.C. } a,. x..Sb,;
PPAANE R RS jeg 13733 7

X,. =0oul¥jeld
1j

on obtient

V(R.G.APAW) = | u, + 1 v(ai(w))
jed I ieI

\

N

[.2 - LE PROBLEME DE DECOUPE A UNE DIMENSION

I1.2.1 - Enoncé

Un fournisseur est supposé avoir en &fock des piéces de métal
rectangulaires de p types (p longueurs différentes Ll’ L2,..., L, les
largeurs étant toutes identiques) ; 3 chaque pidce d'un méme type k € {1,
est attaché un coiit ¢ faisant intervenir entre autre la fabrication, le*

port, le stockage.

Les demandes de mémes caractéristiques des différents client®
sont supposés regroupées en m postes de commandes correspondants 3 d plew
de longueurs 2 (i=1, 2,...,m) qui sont (en général) a découper dans 169

piéces stockees.

En supposant que le coilit de fabrication des Z d piéces
est €gal 34 la somme des colits des piéces stockées utllisees %i e, les
résultant de la découpe d'une piéce stockée - piéces de métal non affectﬂ
un client - sont considérées comme {nutifisables), le probléme de découp’
une dimension est donc la fabrication des m postes de commandes au moiﬂdﬂ

coiit.
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[.2.2 - Formulation du probléme

La matrice A des contraintes étant construite de la maniére

pour chaque type de piéce stockée - de longueur Les

k ¢ {l,...,p} - sont envisagées toutes les possibilités de decoupes sa-
tlsfalsantes (i.e. aboutissant 3 une chute inférieure 3 un seuil M donné)

FOUr générer comme suit |J, | colonnes de A :

¥j ed 0L -

k X ij “i

1nes-13
[+ 1}
©
A
=

i=1

ol alJ = (nombre de découpes de longueur 2 ) e N Vi V¥j

le Probléme de découpe se formule :

min ) X,
k=1 K jEJk ]
(cs)
s.c. I ax o =d i=1,...u
k=1 jeJ 33
k P
xj €N Vj ¢ kd) J,
k=1
. L
U %y désigne 1 d'utilisations du j1°M®
seq j gne le nombr§ utilisations du j type ?e découpe (repré-
'€ par la colonne A9) Vi € cy Jy s (on pose n = [Jkl)

k=1 k=1

1.2.3 - Utilisation du probléme du knapsack

La matrice A possédant un nombre important de colonnes - Gilmore

Cite
de ( dans [G24], des tailles courantes de problémes concrets de 1l'ordre
m

Poup =20, n = 24 000) pour les petites tailles et de(m = 30, n = 190 000)

ur e
S tailles "raisonnables" - les problémes de mémorisation nécessitent

rég
y Olution de (CS) en appliquant le schéma classique de la méthode sim-
Clale
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Le passage d'une base réalisable I & une base voisine est r~éa115‘i

par la résolution de trois systémes linéaires :

(i) trouver u : u AI = e

(ii) si 4s ¢ I : u AS > Cq alors I est optimale ; stop.
s

soits ¢ 1: cg < u A

(iii) résoudre al y = AS

siy < 0 alors (CS) posséde une valeur infinie, stop.

\

AN

(iv) résoudre AI x =d

pour déterminer r : xr/yr = min {xj/yj I ¥5 > 0}

(v) poser I =1 - {r} + {s} ; aller en (i)

s p e
> cg (et donc la détermin?

La phase de recherche de s ¢ I : uA
tion de l'optimalité) est accélérée par 1'introduction de résolutions ¢¢

problémes du knapsack (p au maximum dans le cas de 1l'optimalité) suivan?
Etant donné k € {1,...,p}

uzk = max u + u
2 %2

14
zj eN j=1,...,m

.ot U 2
m™m

teeot !am zm < Lk

La phase (ii) de la méthode simpliciale devient donc :

0k *1
1lsi v(Bk) < € alors aller en 2
déterminer s ¢ J, : AS = ¢k ; aller en (iii)

k
2sik <palorsk+ k+1; allerenl

sinon I est optimale ; stop.
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Note
Pour plus de détails, se référer & [K17, K18, G19, G2u], et &

(k19, G103 pour les problémes de dimensions supérieures.

[.3 - RoTATION DE CONTRAINTES

Dans le but de rendre plus efficaces les méthodes algébriques de
rés°lUtion des problémes en nombres entiers, Kianfar [G40, Gul] puis Walu-
Kiewicy et Kaliszewski [G62] proposent de transformer 3 chaque itération
le Probléme en un probléme équivalent (i.e. pdssédant le méme domaine entier)
dont le nombre de points extrémes d coordonnées entiéres du domaine continu

Soj . « . .
olt Supérieur 3 celui du probléme d'origine.

La méthode employée est la rotation de contraintes - soit celles du
g S _s. e . zZ_ 2. 2 ) 2
P ©bléme initial, soit les coupes générées en cours de méthode - de sorte
u . .
ue les Nouvelles contraintes obtenues passent par au moins autant de

boi . . s
DTS entiers que les originales.

La rotation d'une contrainte mise sous la forme

Hes~1s

a. X. Sbodbdb, a.eXN j=1,...,n
551 i %5 > 8y J s s
eg .
t Obtenye comme suit :

eta .
Ot domné k € {1,...,n}, si la valeur de

k
P n n
) max 1 a.x, 4.c. ) a; x5 Sb-a

3y X: = 0oul¥j £k
js1 33 521 k* 73
(do irk T 5%k
n
5 t une solytion optimale est notée xk) est strictement inférieure 3

%> alors i1 est clair que la contrainte :
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ol Ek =b - v(Pk)

passera par le point entier x défini par :

k .
X = 1l et Ej = xj j=1lyeeey k-1, k+ 1,...,n
n
ce qui n'était pas le caspourla contrainte z a. x. = b,
Ce procédé peut alors &tre itéré sur une autre variable de la

comtrainte

n
a * . X, <b
%t Loa
j#k

Note

Cette étude entre dans le cadre de celle faite par Bradley,

Hammer et Wolsey [G6].

ExemEle :
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Les solutions bivalentes de 3x1 + 4x2 < 6 sont (0,0), (1,0) et

(0,1) 3 1l'application du principe exposé ci-dessus permet, en deux rotations

Successives, d'aboutir & la contrainte 6x1 + 6x2 < 6 dont 1l'ensemble des

Solutions bivalentes est identique 3 la précédente, mais qui s'appuie sur

les deux points entiers (0,1) et (1,0) :

2 .
V(P)=max{3xl|3x156-1+;x1=00u1}=0 ==——>a2=6

S
—1la contrainte initiale est transformée en 3xl + 6x2 < 6.

v(pl -
(*%) = max {6x2 | 6x2 <6 -3 Xy = Ooul} =0 —a, = 6

d'od 1a conclusion.

I,
4 - CONTRACTION DE CONTRAINTES

[.4.1 - Introduction

L'é€laboration de méthodes performantes de résolution du probléme
knapsack ne peut qu' 'accroitre 1l'intér@t des résultats généralisant et
Dell°rant de fagon sen31ble ceux de Mathews [E8] qui en 1897 avait démon-
3, ::fll est possible de transformer un systéme d'équations diophantiennes
Valen icients entiers tous strictement positifs en une équation unique équi-
® (i.e. dont l'ensemble des solutions entilres réalisables est iden-

i
Que 3 celui du systéme).

De nombreux auteurs (Anthonisse [E1], Bradley [E2], Glover [E4],

Woolsey [E5], Padberg [E10], Zionts [G64], dans les années 70-72,
* Pl récemment Kaliszewski et Libura [E6], Kendall et Ziomts LE7], Meyer [E9] et

lOVeP et
et

sinh

ble érg [Ell E12] dans les années 76-77) se sont donc intéressés au pro-
e

de de 14 contraction de m contraintes en une seule, c'est-a-dire 3 celui

e
"lacer yn systéme de la forme
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Ax = b A est le format (m x n)
(Sl) x€CniN® ol b est le format (m x 1)
} a,., b, € Z Vi ¥j
ij’ i
CcR
par le systéme équivalent
a Ax = ab (10) m
(82) xeCcn® ol a € 2

Avant d'exposer le prigcipe des méthodes de contraction de deV
contraintes en une seule, il est indispensable de noter que 1l'équation )
est obtenue 3 la suite d'une cascade de combinaisons linéaires d'équatio”
prises deux 3 deux. Ses coefficients, qui sont donc fonctions 3 la fois
de la taille du systéme (Sl) (nombre de contraintes et de variables) et
des valeurs des coefficients des contraintes initiales, peuvent prendred:
valeurs extrémement grandes. Méme pour des systémes de petite taille mais4

Aq

d coefficients élevés, la manipulation d'entiers aussi grands peut con-

duire 3 des difficultés sur le plan informatique.

Par contre, un systéme de contraintes n'admettant pour é1ément®
non nuls que des coefficients égaux a un, peut éventuellement se préter

plus favorablement 3 l'application de telles méthodes, et ne pas conduif®

d des coefficients excessifs (pour fixer les idées, citons .l'exemple de
22 contraintes d'un probléme de 177 variables [G38] possédant environ 7.
d'éléments égaux 3 1 qui a abouti & des coefficients non négatifs inféri;

a 3.5 1012, en utilisant les résultats de [E2]).

|
i
{

Ce sera l'objet de 1l'étude faite au chapitre 3, partie II.

1.4.2 - Principe des méthodes

[ . (] ‘
Puisque la contraction de plus de deux contraintes en une sew
se déduit de celle de deux contraintes en une seule par itération du pr?

cédé, l'étude suivante concerne l'équivalence de
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A =
1*°Dh
A2 X b2
_Xe€ XnC CINn

e -
t de (al Al +a, A2) X = o b, +a, b,

_X€ X

En notant ¢i ¢t X +Z
pour i = 1 et 2

X H-¢i(x) = bi - Ai X

le F< ~ eq s 2 2
théoranme 6 fournit le résultat le plus utilisé dans la littérature :

Tiorame ¢
Le systeme
o, (x) =
(Sl) ¢2(x) =
x € X

€St 2.,
t ®Quivalent 3

(32) o ¢1(x) *t a, ¢2(X) =0
. X € X

SOUS
les hypothéses suivantes

. . * -
(i) @, 8, €N : P.G.C.D. (a,, @) =1

(ii) «, > max l@z(x)l ou o

1 , >max |¢1(x)|

xeX xeX

-

D
~nstration

W ¥xex: 0(x) = ) =0=a, ¢(x)+a, (x)=0

¥ al, a2 € R
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(ii) Etant donné x € X tel que

-al ¢,(x) + a, ¢,(x) =0 (11)

@, > max |¢1(x)l (12)
xeX

_P.G.C.D. (a;, 0,) =1 (13)

On montre que l'hypothése ¢2(x) # O est contradictoire :

(11)=> ¢l(x) = - (az/al) ¢2(x)‘°'| ¢l(x)| = (u2/al)| ¢2(x)| (14) } )
bo,ol, 10,0] eN et (13)

veee = |o,(x)|/a, €N !

2 1 } — |¢2(x)|/a1 21

a €N, ¢.(x) #0

}=—> |¢l(x)l 2 °,

ce qui est impossible,

Ainsi ¥x € X (11), (12) et (13)= ¢2(x) =0
(11) }

Une généralisation de ce résultat a été récemment formulé par
Kendall et Bionts [E7] :

Théondme ?

Les systemes (S,) et (S,) sont Equivalents sous Les hypoth¥s?
suivantes :
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(1) P.G.C.D. (a;, a,) =1
(ii) ¥x € X a, ne divise pas ¢,(x) ou a, ne divise pas ¢,(x).

Eémonstration

Etant donnés a, et a vérifiant (1) et (ii),et x € X tel que
% ¢1(X) ta, ¢2(x) = 0 , il faut montrer que ¢1(x) s ¢2(x) 0

(1a réciproque est triviale).

(11) = ¢l(x) = - (02/a1) ¢2(x) (15)

o (x) €% } = - (ay/a)) 0y(x) € %
l ., LA BN N ]
P.G.C.D. (al, a2) 1

Tree ™ ¢’2(x)/a1 €2

cene = ¢l(x)/a2 € Z, ce qui contredit (ii)
(15)

Sauf g3 ¢l(x) = ¢2(x) = 0.

o
Note
Bien que les problémes
max cx
(P) s.¢. Ax = b
XxeCnk"
et
max  c¢x
(P(a)) 4.0, alx = adb

xeCnN
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possédent la méme valeur, il n'en est pas de méme pour (P) et (F(a)).
Puisque (P(a)) est une relaxation de (P), la double inégalité suivante

est vérifiée :
v(P) s v(P) s v(F(a)) (16)

Pour les problémes traités au chapitre 3, on aura toujours
v(P{@)) >> v(P) ; mais ce résultat n'est pas général comme le prouvent
les exemples suivants pour lesquels on retrouve l'éventail des quatre
possibilités offertes par la relation (16) :

\

\

ExemEle 1

Soit le systéme de contraintes

2xl-0-2x2 $3
(I) | x S1

1
X 20

X120 ¥

(domaine limité par les

traits gras).

2xl+2x2+x3=3 - x253/2,x353
<“‘? xl+xu . =1 xlsl’x451
X, 201i=1,...,4
Le systéme diophantien
associé a (I) .
E -
2x1 + 2x2 t Xy = 3 (17)
+ X =
(an X, + X, 1 (18)
s s 1’)‘253'/2”‘353”(1}51
xienizl’.."q
admet aprés contraction des contraintes (17) et (18) (ol =1 et a, = 2)s

le systéme équivalent suivant :
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4x1+2x2+x3+2xq=5

(1) X) S 1,x, $3/2,x; S 3,x, 51

2 4

X, €N, 1= 1,00.0,4

Le systéme en variables continues associé est donc :
Ty <
0 xl+2x2 5
) OSx151
_OSx2$3/2
(domaine limité par les traits hachurés).
Pour cet exemple et le suivant, on a donec
(P) max cx 4.c. x vérifie (II)

(P) max cx 4.¢. x vérifie (I)
(P(a)) max cx 8.¢. x vérifie (II').

Vesl-1, 11 = w(F@) = v(F) = 9/2 > w(P) = 1

s (1, 2] = v(p{q})':7/2> v(P) = 3 > v(P) = 2.

E

~mple 2

Soit le systéme de contraintes
X, n
(1) Lt 2, 82
xl s1
\xl’ X, 20

(q

Omaj . .
ile 1imité par un trait gras).
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x1 + 2x2 + x3

= —— s <
(1) X, *x, 1 >| % $S1x, S1

X, 204 = 1,...,4 -

_x2 S 1,x3 52

Le systéme diophantien associé a (I)

2 (19)
1 (20)
(1 x| S1,x, S 1,x, S2,% 1

X, €N i = 1,...,4

N
x
+
x
w
n

nW + +
&
1"

\ b
admet aprés contraction des contraintes (19) et (20) (a1 =leta,:= 2.

le systéme équivalent suivant :

3xl + 2x2 + x3+2x4 =4
' < <
(1I1') Xy l,x2 s l,x3 s 2,xu 1
X; €eNi=1,...,4

[l
Le systéme en variables continues associé est donc le suivant’

- <
3x1 + 2x2 L !
(I1) 0s x1 S1
_9 < %, s1

(domaine limité par les traits hachurés).

a) c = [0-1, 1]=> w(F(@)) = v(F) = v(P) = 1
b) ¢ = [1, 21 = w(F(@)) =8/3>v(P) = v(P) = 2,
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IT - RELAXATION DU KNAPSACK

La solution de la relaxation de (B) obtenue en relichant les

Conditions d'intégrité sur les variables

max cx
4.6. ax sb
x € [V]

(B)

St fournie par le

Theonzme g

Etant donng U €K = § € I = {1,...,n} | a, s b} tel que

} a.sb< } a.
jeu 3 jeuu{i} ?

¥j eU cj/a:i 2 cp/ap Vp £ U

_ci/ai = max {cp/ap | p £ U}

“1e sofution optimale % de (B) est définie par

X, =1 v, el

3J ]

x; = (b - I a;) / a,

= e 3. * .
xj=0 3 ¥VjelL=I\Wu{iD).

Dé . .
-922§££33122 : Evidente dans ce cas particulier de la programmation

llnéaire.
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Note

(i) lorsque | a, =Db, xe€ v(>'cj =1¥jeU, ij =0Vvjel 2!

jeu ]
* -
=> X =X

(ii) la restriction de I 3 K permet de réduire la valeur de (B)

lorsque 3j € I\K cj/aj > ci/ai.

Conollaine
(i) v(B) 2 | ¢, ; v(B) s Lv(B)J
jeu 3

(ii) v(B) - v(B) < c; (21)

Démonstration

#
!

* . xA%) eV : 3 =1¥jel, X5 = 0 ¥j £ U est une solution
réalisable de (B) ; la valeur c x obtenue ainsi est 3 l'évﬁ

dence un minorant de v(B).

. v(B) s v(B) et v(B)e N==>Lv(B)! est un majorant de v(B)

* (i) = V(B) - v(B) s Lv(B)} - [ c. < w(B) - ] c.=ci§. &
jeu 3 jeU_J =
Xy < 1
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Jusqu'en 1977, (B) a toujours été résolu par l'algorithme clas-
Slque - que nous appelerons C.K.R. (i.e. Classical Knapsack Relaxation) -
®Xposé en figure 1.

:Q
2 Triep les données pour obtenir (aprés renumérotation des variables)
C: /a, 2 (22)
J > C. /ao Zoooz C. /a-
1 J1 32 J2 In In

k
gp°Ser‘k"'=min {x | X a, > b}

7 a, = b alors L £ I\U sinon i "J %L -I\(U v {ihH), x 1 ¢ (b- } a, ) /a

jeu 3 k jeu 3
y 3 - - -
‘xj’IVjeU,xj«OVje L; v(B) *c x
\
\
Figure 1 : Algorithme C.K.R.

q Compte-tenu du temps de calcul prohibitif de la premidre étape
&

et algorithme (voir partie VII et les références [K12 , KX131), nous

8y p°s°ns de determinep U (et 1 s'il y a lieu) sans avoir recours au tri
Ste
emathUe des donnees nécessaire 4 l'obtention de (22).

Nk, Le nouvel algorithme envisagé pour la résolution de (B) - appelé
‘R

dte *@. New Knapsack Relaxation) - est une adaptation de la méthode
I'mln

ant les p plus grands éléments d'une liste de n nombres ( p
< n), qui est elle-méme dérivée de l'algorithme de tri Quicksort
1, c2, ¢9, c1s, c17, c213).

L'exposé de son principe (figure 2) nécessite la donnée de la :
LI
~ition 5

Etant donngs keJCQcN

U{z}oaz.em Vi e Q
jeQ 3
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La (2, k) - partition de J est définie par La rdunion des thois sous-
ensembles de J

W, 2, k) = (5 ed | zg > 2, }
E(J, z, k) = {j eJ | 2, = 2}
LJ, z, k) = J\(U(J, 2, k) v E(J, Z, k)).
et du
\\
Théondme 9

Etant donnés [reIRetE={j€I|cj=raj}
dsb

La nésolution de

max Z c, x, 4.¢C. Z a, x. Sd; 0sx.51 V¥jekE
jeE 3 3 jeE J

de ndduit A La determination de G < E tel que

!} a.sadet JpeEsd< ) a.
jeg I jeGu{p} 3

Démonstration : Voir lemme du théoréme 1 de [K13].
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™"
x
c

P ;3 RE j&é {cj/aj}

1 S€lectionner k € J et déterminer la (R,k) - partition de J

2-§i Z a. >b alors J = U(J, R, k) ; aller en 1
jeU(J,R,k) sinon U = U v WJ, R, k)
é-ii 2 a. = b alors L ® I\U; aller en 6
jeu 3 - -
E-ﬁi b < z a + a alors alors i+ k3 L3 IN(uv {i})
Jet X, + (b - 1 a )/a;
1 jey 3
aller en 6
§~§- Z a. 2b

jeUug(a,Rr,x) 3

3£2£§ construire un sous-ensemble G de E(J, R, k)

tel que
J a.sb< [ a; +a, peI\uy c)
jeuug 3 jeuus
U2UugG;
si 2‘ = b alors L=I\Wsinon i<«p;L=INuuiiD
jeu | v - 1 ay/ay
\ aller en 63 u

Sinon y = y u E(J, R, k) ; J = L(J, R, k)

aller en 1

§ x -
\xi‘l VjEU.x

\u

3 ~ 0¥je L; v(B) + cx ; stop

Figure 2 ; Algorithme N.K.R.



Exemple numérique : probléme de 12 variables tiré de [K6]

3 : 12 3 4 s 6 7 ] 9
cy . : 10 10 13 7 s 14 7 6 13
3 : 7 9 10 12 5 7 10 . 13 7.
cj/aj : 1,43 1.11‘ 1.33 .s8 1 2 .70 .46 1.86

Itération 1 :

' Jy= 1,2, .., 12}, k 21, U=9

- (KX )-partition de J, :

§j :+ 10 9 & 11y S5 & 1 8 3
't
g : 15 13 m ‘0, s 7 1 & 13
. ) s
s + 10 1 1 ‘7, s 12 10 13 10
[ )
UGJyaR,k, ) = (10, 9, 6}, ¥ 3+ "‘1 =31 <b= sl

ch(Jl.n,kl)

Itération 2 :

10
15
10

.50

11

1.30

Us {10, 9, 6, 1}, J = L(J1’R-"1)='(5' 4, 7, 8, 3, 2, 11, 12}, b = 20, k2

- 2
j: 12 1 2 3 )5 :
| [}
(Riko)-partition de Jp ¢ ey i 10 @ 10 13,5,
] yi o8 6 9 w0 s 5
WJ,.R,k,) = (12, 11, 2, 3}, ) a, =33>b =z 20
. i«U(Jza.kz)

Iteration 3 :

v = {10, 9, 6, 1}, Ja s U(J2‘R'k2): {12, 11, 2, 3}, b = 20, ka &

1+ 03 w1 'z, o2
) . . ' (
{Rak3)-partition de 95 : eyt 1 8 ,10 10
a, t 10 6 Vsl 9
b I ' ' )
U, R, k)= {3,11) a,s16<b< - [ a, *a
T Sty Jeutag Rk )? K3

=>y=(10,9,6,1, 3, 11}, { = 12, L = (2, 5, 8, 7, u}

13

12

s 2

7

7

10

Adnei le fichier des cj/‘j obtenu en fin d'algoritime NKR est le suivant :

c’ t 15 13 1y 10 1 L 10 10 S

a j : 10 7 7 7 10 [ 8 9 S

alors que ce fichler classé suivant l'ordre décroissant des cj/'j est le suivant 1

°j ¥ 14 13 15 10 8 13 10. 10 L
L 5 1 7' 7 10 7 6 10 8 9 H)

6
13

7

10

7
10

7

12

12

10

1.28

]

12

7
12

13

b = 51
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Les justifications et différentes variantes de 1l'algorithme N.K.R

(ay Niveau de 1'étape 1] sont données dans [K13] ol il est également démon-
tré 1e

Theoname 10
L'akgonithme N.K.R est de complexité O(|K|) en moyenne.

O

1
L algorithme exposé ici est en de nombreux points semblable 3 celui

de Balas et Zemel [K2] ; par contre celui de Lawler [A3] différe un peu
au Niveay du principe de 1'étape 1 :

ay 14 .
lieu de 1a séquence

(i) sélection de k ¢ J

(ii) détermination de la (R,k)-partition de J

1 ' .
Auteyp propose la détermination de la médiane de R = U {Cj/aj}

. P .']
Pour lequel i1 existe un algorithme de complexité lingaite (voir [c1l)y,

ce ] 242
qQui 1yi permet d'aboutir 3 une complexité globale O(IKI) dans le cas
® Plus défavorable puis que le nombre d'opérations sera borné par

lo |K| .
h k| fz (1/27) <2 h |K| od h e N.
j=0

De nouvelles variantes de notre algorithme sont proposées en
Papy .
tie VII ; on verra en particulier que la meilleure d'entre elles apporte
e
Moyenne yn gain de 82 % par rapport d l'algorithme C.K.R. pour les

Propyy s
blémes de 9 000 yariables tirés au hasard.






60

IT1 - METHODES D’ENCADREMENT

L'utilisation de méthodes d'encadrement de la fonction écono-
mi . ' s
'que et de la contrainte va permettre de resserrer le domaine initial

de (B) qQui deviendra
F(B) = {x eV l v(B) < cx < v(B), b < ax < b}.

Les déterminations de v(B), v(B) et b (§ III.1, III.2, et III.3)
S K 3 3 [3 P (3
ont Suivies de leur utilisation dans le cadre de l'évaluation du nombre
m .
IXimum de solutions réalisables de (B) (§ III.u).

L1 - MinoranTs DE V(B)

L L'obtention d'un minorant de la valeur de (B) peut se faire par
INtermédiaire de nombreux procédés appelés heundistiques ; celles-ci

SQ 2
I‘epar‘tissenr, dans le cadre de la D-analyse, en trois classes dont les

Algaus
g°I‘1thmes les plus performants seront détaillés :
- les algorithmes gloutons (sept méthodes sont décrites)
\

~ les algorithmes approchants pofyndmiaux (Johnson [A7], Sahni
[A12] et Chandra, Hirschberg et Wang [A1])

- les algorithmes approchants totalement pofyndmiaux (Ibarra
et Kim [A6], Lawler [A9] et Magazine, Oguz [Al11]) dont 1'exposé
nécessitera des rappels sur la programmation dynamique (LG5,
G56, G63, K201).

Note

~
Se

Se référer 3 [A2] pour une P-analyse d'un algorithme glouton.

0
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IIT.1.1 - Algorithmes gloutons

L'algornithme glouton est le type d'heuristique utilisé le ple
couramment dans le cadre de la résolution des problémes d'optimisation ¢

nombres entiers.

Si le probléme posséde n variables, un tel algorithme fournit |
une solution réalisable en fixant tour-d-tour les valeurs des variables
(n étapes au maximum sont nécessaires) ; chaque fixation est faite daﬂsy

but d'obtenir une solution améliorant localement la solution précédenté:

\
II1.1.1.1 - D-analzse

Dans le cas du probléme du knapsack, présenté ici dans son cad®
le plus général :

—

n
max Z c. X.
j=1 l 1]

n
$.C. Z a, X, sb
(B) j=1 3 3
0 s x, S u,
] ]

xj €N j=1,...,n

aj <b j=1,...,n
%}b/ajj si le probléme est non borné
u =
J

9 < Lb/ajj sinon (qj = 1 pour le knapsack 0 - 1)

le type d'algorithme glouton - appelé algorithme G - le plus simple es
le suivant (il fournit une solution réalisable x de (B) et la valeur 8%’

sociée vG(B)) :
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ornithme G
13«15B5+b;v(B) +0;

2 §j *‘min(uj, LS/ajJ) ; b+b - aj §j 5

ve(B) + v (B) + e X5 3

J
3sij=n alors stop ;
i.§i b = 0 alors §k «0k=3j+1,...,0n 3 stop

23«5 4+1 ; aller en 2 ;

~~a28

(i) 1'algorithme G est de complexité O(n)
(ii) en général l'algorithme G est précédé d'un tri des données

- s'il s'agit d'un classement par ordre décroissant suivant les
v
Aleurs ges c'/aj j=1,...,n, alors il est clair que globalement 1l'al-

€rithme atteint 1a complexité O(n log, n).

. - s'il s'agit par contre du résultat fourni par 1'algorithme
‘KR, alors la complexité globale de £'algorithme glouton précédé du
tri . .

™1 reste égale 4 0(n) ; cet algorithme sera noté par la suite U*, sa va-

W seps donc notée VG*(B), pour tout probléme du knapsack (B) envisagé.

O

!
Les résultats suivants prouvent que l'algorithme glouton est 1/2-

P
Prochant dans le cas du probléme du knapsack non borné (i.e. uj= Lb/ajJ ¥j),
° .
S qQue dans le cas du knapsack borné (par exemple, uj = 1 ¥j) il n'existe

QUQ
W e de [0,1[ pour lequel il soit e-approchant.
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Théondme 11 (Fisher [A3], Kannan et Korte [A8])

Lonsque

c,/a, = max (c./a.)
Yl 9<54n (23)

L'atgorithme G est 1/2-approchant pour Le problfime du knapsack non bo*

Démonstration

\\
Il faut montrer deux résultats sous l'hypothése (23)

(i) 2 VG(B) 2 v(B)
(ii) ;(Ek)kéN suite d'exemplaires de (B) : VG(Ek)/V(Ek)kj;,,l/2
(i) par hypothése uy = Lb/ajJ Vj = v(B) = c¢,b/a; (2u)

(puisque le dual de (B):min ub s.¢, wa>c ; uz0

admet pour valeur bmax (c./a.))

1<j<n
v(B) < v(B) et (24) ;}=>VG(B)/V(B) > Lb/alJ/(HE
vG(B) 2 ¢, Lb/alj, par constructio

b/al S Lb/alJ +1

e =D vG(B)/v(B) 2 Lb/alJ / (Lb/alJ + 1)
= 2 vG(B) 2 v(B).
¥j aj <b = Lb/alJ 21

(ii) On considére les exemplaires (Ek)k22 3 deux variables suivants

max (k+2)xl + k x, 4.C. (k#l)x1+k X, S 2k Xys X,€ N

= VG(Ek) =k + 2 et v(Ek) = 2k=»-vG(Ek)/v(Ek) = (k+2)/2k + 1/2

k4,
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Note

-

Une conséquence évidente du théoréme 11 est : l'algorithme G est

€-approchant ¥ € € [1/2,1[.

Iﬁégggmg_lg (Fisher [A3], Kannan et Korte [A81)

Dans Le cas du problime du knapsack en variables 0-1, £'algonithme
(? h'est e-approchant pour aucun € de [0,10, quelque s04it La nelation d'ondre
Mposte aux données.

D&

~enstration

Pour chacune des hypothéses de tri des données, il suffit de trou-

Ve une suite d'exemplaires (Ek) de (B) pour lesquels
->
vo(E ) 7/ v ) 20
On ne retiendra dans cette démonstration que les deux hypothéses
d : N L.
€ tri, les plus usitées : l'ordre décroissant des cj/aj et celui des

C. 3 =
jd=1,...;n:

(1) p N
Ypothése cl/al 2 c2/a2 20002 cn/an.

[«173

On envisage la suite de problémes (€, ), ., & 2 variables

max 2xl + kx2 s.C. Xy + k X, <k X1 Xy = Ooul

=
6B =2 et v(E) = k = v (EI/VE) = 2/i*:;o

(13
1) hypOthQAQ teyzc, 22

Les exemplaires (Ek)k22 de (B) envisagés sont les problémes a
v Y
rlables syivants
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max k x, + (k-1) Xy toaot (k-1) X

1
(Ek) s.c. k x1 + X, teeat xk < k
xj = 0oul j=1,...,k

2

= v .(E ) =ketv(E)=1(k-1)
G 'k k 2
= VG(Ek)/v(Ek) =k/(k -1)"+0
k++oo,

Note

\~

Si le probléme en variables 0-1 est dérivé d'un probléme en
nombres entiers par multiplication du nombre de variables du type
Lb/a.l
{ J
X, =

i 3%
d'aprés le théoréme 11.

yjk avec yjk = 0 ou 1, alors l'algorithme G est l/2-appr“

II1.1.1.2 - Catalogue

Les sept heuristiques Hj(j = 1,...,7) de la littérature - ¢°
valeur A, = v.(B) et de solution x? - sont cataloguées ci-dessous da

1'ordre chronologique.
Aprés avoir noté que
vw(B) 2 | ¢, k=1,...,7,
k jeU J

s . s . N e
une mesure de leurs précisions, dépendante des données du probléme,

fournie par le résultat suivant (3 rapprocher avec celui de [Kuu]) *

Th&ondme 13

¥rel] c., v(B)]
jeU ]
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(v(B) - 1) / v(B) s1-(] a;/b)

jeu
Démonstration
¥ixel Z c., v(B)]
. jeU J
(v(B)- A)/V(B) s (v(B) - Z ¢;)/v(B) a) (b- ] a)) W

jeU

jeU
< (v(B) - ) cJ)/v(B)

jeu 2 c] + (c, /a )(b- 2 a.)

jeu jeU ] > voee

Yieu c. 2 (e, i/3;) a; = ] c. 2 (C /a ) ) a.
J J jeu ] ]eU

(c/a)(b-i a.)
jeu J

"o = (y(B)-A)/v(B) S =1-() aj/b).

(ci/ai)b jeU

Ho .
1~ Dantzig (1957) [K5]

Suivant l'ordre p dans lequel les variables sont prises en compte :

\

. décroissant des rapports cj/aj(P=l), des cj(p=2), des cj-aj(p=3)

. croissant des rapport cj/aj (p = 4), des 3y (p = 5)

« naturel des variables (p = 6)

et ”
® Méthode aboutit 3 la valeur
k -1

f c. avec k
j=1 J

k
Vl.p(B) =M T D min {k | .z ay > b}

d€¢
e ]
minge par l'algorithme suivant :
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12 «0; 3«1,

l.p
2_§£ aj <€ b alors Al.s-ll.p + cj H
b +Db - a,
en 2 j

Sij<nalors j*3j+1; aller

3 kp + j § stop

Note

\
Lorsque les variables sont classées suivant 1'ordre décroiss®

des cj/aj (i.e. p = 1) alors :

k_ =1, x1+1 = [x].
)%
Ce classement sera adopté pour les heuristiques Hj j = 2’.,”@

0

H) - Greenberg et Hegerich (1970) [K23]

La premiére phase de la méthode de résolution exacte de (B)é;

blie par Greenberg et Hegerich, fouwrnit une solution x° ¢ F(B) définif

j-1
1l si aJ Sb - Z ak xk

j = 19""n

x
Je
n

0 sinon

La valeur Ay associée, supérieure ou égale 3 Aj.q» est de‘teﬂ11i
née par l'algorithme suivant (cas particulier de l'algorithme G lorsqu

u. = 1 :
3 ¥3)
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1a,+

2 ¥ M 33t

28ij<nalors j *+j+ 1 sinon stop

2
b+«b-a,;
)

si b = 0 alors stop

3 Sia, sbalors A, + A, + c. ;
== R thty

aller en 2

I N
! est 3 noter que A, = v,(B) = v,(B | x; = 0).

H, o as
3 "~ Guignard et Spielberg (1972) [K24]

Aprés le calcul de vé(B) = AZ’ les auteurs prennent l'option de

i . .
Xer la variable de base 3 1 pour déterminer Aa par l'algorithme suivant :

1) ¢ max {)‘2’v2(B lxi=l)};k"i-l;)(0§

2 xemax v, (B | x

=0 V4 eXO-U G} ) X, = 1)
1<is<k

L i

38ix> 2, alors A+ Aj stop
o =%V kb k*vk-13
S8i k > 1 alors aller en 2 ;

sinon X

+
0
+
(¢}

o

Yote

.-

[

On posera ), = max {rys v (B | x; = 1)h
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I

H, - Ingargiola et Korsh (1973) [k28]

L'algorithme de réduction d'Ingargiola et Korsh contient imPliJ

tement la détermination de

Ay =max {v, (B | x =0), v (B] X; = 1)

max {v, (B | x, =€) | e=0sij<i, 1 sinon}}
jzl"..’n * J
JAL

Hs - Hansen (1974) [K26]
2 2 A

Lorsque z aj xj < b, la valeur obtenue par H2 peut &tre ¢
j=1

rée par l'algorithme suivant :

E.Ecart +«b -
J

URaet=

a, x? D WA S W
1 373
2 8i il existe k, £ € {1,...,n} tels que
2 _ 2 _
(xk =1, X, = 0) et (ck < ¢y, a + Ecart 2 al)
Alors Ecart * Ecart - a, + 3 3
As * As + cl TS b
8i Ecart > 0 alors aller en 2

3 Stop

Hg - Fayard, Plateau (1976) [K11]

La valeur obtenue par la méthode H, peut &tre améliorée sens’

blement en prolongeant le calcul de Al q Par celui de A2 pour obtenif '

Ag = max {v,(B | x; = 0), v,(B | x; = 1),

_ max {v2(B | X5 = e) | € =0sij<i, 1 sinon}}
3=1,¢..4n
j#i
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H. - Balas et Zemel (1977) [x2]
Etant donnée
U= {5, 3pneeendgqds det L= Gggaeensi)

la partition ded= {1,...,n} fournie par la méthode de résolution de (B)

du type N.K.R. (k=1 ¥jeU, 0¥ el, (- I 2,)/a; 3= 1) la pro-
. » Al jEU
Cedure Proposée par les auteurs est une généralisation de 1'heuristique

H

£X7<—.z cj;g*-!rlin aj
jeu jed

ZL_OUI‘ k = jl’ j2"°°’ji_1
trouver un minorant de v(B | x = 0) comme suit :

A« c. j écart *b - ) a, ; X, = ¢
jeg\{k} i’ jeux{x} 3 1

Eour_h =1, ji+1""’jn
si a = écart ou a, +as écart

alors X, =X, v {n}

1
A« A+ ch

écart + écart - a,
Si écart # 0 et 3h e (L u {1])\X; : g-&cart < a, < écart

alors A +A + C 3

S_i)‘>X7 alorsl,]*'l

3 Stop

IT11.1.2 - Algorithmes approchants polyndmiaux (not&s P.A.)

o Les résultats du paragraphe III.1.1 montrent que l'algorithme glou-
n
. St au mieux 1/2-approchant dans le cas entier et n'est pas e-approchant
ng

le cas borné (i.e. il est toujours possible de mettre en évidence un

Ag 42
defavorab].e pour lequel la précision tend vers 1).
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Il est alors nécessaire de mettre en jeu une Znumération des ¥

lutions pour aboutir 3 une méthode approchante ; cette énumération nej
|

des temps d'exécution avec la taille du probléme ; cette exploration ﬁ;

ra 3 l'évidence n'étre que partielle pour assurer la croissance polyn?
solutions sera accompagnée d'une ou plusieurs utilisations de 1'algor’”

Deux types d'algorithmes P.A. pour le probléme du knapsack €?

variables bivalentes sont présentés : le premier di 3 Johnson [A7] Swﬂ
plique au cas particulier ot cj = 3y ¥j ; le second élaboré par Sahni”

et repris par Chandra, Hirschberg et Wong [A1] est général.

III.1.2.1 - Algorithme P.A. pour le probléme :

(PB) max ax§.C. ax S b 3 xe V

Cette méthode consiste 3 effectuer une partition des données ’

le réel T > 1 étant donné, on pose

R=1(5e{1,...,n}] as > b/T} et A = {1,...,n}\A

pour résoudre exactement le sous-probldme (PB | x, = O ¥j e A) - en émﬂ
mérant au besoin toutes ses solutions réalisablesj- avant d'amélioref”
valeur obtenue par un algorithme glouton prenant alors en compte les dg
de A, non considérées dans la premiére phase de la méthode. | ;
|

Cet algorithme - noté PAl(T), puisqu'il dépend du paramétre T

fournit une valeur approchée vA(B) et la solution X associée :
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ﬂ'@hme PAl(T) :

1 Déterminer ScaA:

_a,=max {] a.| I a,sb}
je§ 3 scA jes I jes 3

2 l'algorithme G appliqué au sous-probléme
(Plej 1 Vjeé;xj=o ¥ e A\S)

fournit Sc A : } a,sb- Z__a.
jes I je§ I

3 VA(PB) + Z_ a, ; x. +1 Vje Su S, O sinon.
jESU§ J J

4 Stop

Iﬂgﬁﬁgmg_li (Jobnson [A7))

4 L'algonithme PA,(T) est approchant polyndmial ¥ T 2 1/e,ee 10,1
Ong ; 4q cc;mpzexj/té est O(nk) avec k = LTJ 84 T € N, T - 1 &inon.

D¢

~Dstration :

Soient € €¢'10,1[ et T 2 1/¢.

H)Ed@&&m?ﬁﬁ)quMMMM:

3s*c (1,...,n} :v(PB) = J , a, <b.
jes 3
Deux cas sont 3 envisager :
cas 1 : S=4A:
- * = * *

en posant §*=s*nAets" =5" A,

alors v(PB) =] _a.+ ) . a..
je§* 1 kes® 3
par définition de S, ] a; s 1 ay
jes jeS
=> v(PB) < v,(PB)

par hypothése, a. .
jest? yeg

0... - )
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= 3hed v,(PB) + 3 > b

a, S b/T } = v,(PB) > b = b/T } vee

v(PB) < b

cevs = v,(PB) > v(PB) (1 - 1/T)

}., v,(PB) > (1 - &) v(PB)
T2 1/¢

d'od la conclusion.
(ii) £'atgonithme PA,(T) esL de complexite poxynomiale :
x complexité de £'&Lape 1 : étant donné S c A,

z a, sb
jes ]

= || (b/T) <b => |S| <T ...
¥j € S aj > b/T

.es. = en posant k = LT) si T €N, T - 1 sinon,

~ k 9
s | sc&: § a,sbt|s|{s|sec{1,...,n}: |s| s k} = 1Y
jes I j®

ees ™ 1'étape 1 est de complexité O(nk).

* La complexité de £'Etape Z est O(n) puisque 1l'algorithme 6

est de complexité linéaire et que |§| < n.

Ky
P n
Ainsi, globalement, l'algorithme PAl(T) est de complexité o

0




Se-as

(1) T doit &tre choisi le plus petit possible pour minimiser la
Complex;t& de 1'algorithme ; amsx, en pratique, on choisira T = 1/¢

(oy T1/e1 si 1a condition T € N est requise).

(ii) En fait, Johnson inclut en phase 2 de son algorithme un tri des
*iN&es suivant 1'ordre décroissant des a5, je A il a été vu que ce
try €St inutile pour démontrer que l'algorithme est approchant ; de plus,
e ™ethode de tri étant de complexité O(n log, n), il est clair que 1'al-
Sorithme pa 1(T) est de complexité O(n log, n) si e > 1/2 (i.e. k =L1/ei<2),

k
0(n ) Slnon

0

III,1.2.2 - Algorithme approchant pour (B) max cx 4.c. ax S b ;3 xe V

Les données de (B) ayant été triées suivant 1'ordre décroissant

fes cJ/aJ 1'énumération partielle de l'ensemble des solutions de (B)
st I‘ec‘tllsee par l'exploration de toutes les solutions de (B | b xJ < k),
*N €tant donné ; toutes les combinaisons des coefficients de la con-

Falnte telles que \

):Sa]sb et |S|Sk (25)
je

. done énumérées et pour chaque S vérifiant (25), l'algorithme G

ey Pliqué pour le sous-probléme (B | x; = 1 ¥j € S) ; 1la mellleure

3
de i de la fonction économique ainsi atteinte sera le résultat v (B)

algol:‘lthme [noté PA, (x)1
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Algorithme PA, (k)

1 Ranger les données dans l'ordre décroissant des rapports °¥&

de sorte qu'aprés renumérotation des variables :
cl/al 2 c,/ay 2,002 ¢ /a

Z_VK(B) “max { ] ¢, + vG(B | xj = 1¥je 9)

€5 |s| s k et | a,s b}
jes I

3 Stop

Théondme 15 (Sahni [A12])

J
L'algonithme PAz(b.) est approchant polynomial en posant k = [/‘
Ve elo,1[ donné ; sa complexité est O(k nkﬂ)

Démonstration

Soient ¢ € JO,1[ et k =I§5é4
€

(i) £'algorithme PAz(k) est approchant :

3s* ¢ {1,...,n} : v(B) = Z . G et .z . aj < b.

deux cas sont & envisager;JES JeS
x* k .
cas 1 |87 sx 4 VA(B) = v(B), par construction.
cas 2 : s 2k +1: ‘

Soit § €S*: |§] =k et ¥j € § cjzep¥ie S*\§
k “h o
vy(B) 2 1 c. + vg(B | X; =1 ¥ €5) } .

¥S umy = Loe+ . e (27)
jes 1 jes™\§ I

k = .
oot mp V(B) - v, (B) S ], e, - vg(B | %x: = 1¥j ¢9)
jes\§ I J

< v(B | X5 = 1¥j¢S) - vG(B | Xy = 1¥j ¢85 }
corollaire du théoréme 8

(
veee = V(B) - vﬁ(a) <c
T
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avec T indice de la variable de base de (B | x5 = 1¥j e ).

(26), (28) et T £ 5= v(B) - Vi(B) s o} . (29)

((k + 1) plus grand élément de la sulte (c ) j e s™)
(27) et |S"\§| 2 1 = w(B) 2 (k + 1) ck+1
(29) s e e

tevs = (v(B) - v<(B))/v(B) S 1/(k+l)

]

(iiy £'algornithme PAz(k) est de complexité polynimiale :

Etant donné

} -==>(v(B)—v,[:(B))/v(B) <

B2 {sc{1,...,n}||s] sk; I a;<D)
jes

. k
] < (s ¢ (ay000md] I8 s ] = ] (?)
j=1

1]
! algorithme G (de complexité 0(n)) est appliqué pour tout S € Q

"*ee = 1'algorithme PAz(k) est de complexité O(knk+1) puisque d'une part,
la complexité d'une méthode de tri est O(n log, n) et d'autre part,
€

SletkeN=ka21,

-
-

(i) v ¢ € ]0’1[ Kk = F%;q—a F%T 2 1 - ¢ ; une suite de problémes

(Eh)hza d k + 2 variables peut &tre construite de telle sorte que
lin
hte (E n)/V(E) = k/(k + 1) :

Etant donné, ¥h 2 3

max 2x1 + hx2 +...+ h xk+2

(Eh) s.c. X, + hx,

+eoot hxk+2 s (k + 1)h
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k _ _
vA(Eh) =k h+ 2et v(Eh) =z (k + 1)h

kK h+ 2 ok

= VaE)/, (B = (TR R

(ii) k étant donné, Sahni [Al12] propose une autre mesure du de?#

précision de son algorithme @ partir des remarques suivantes :

(29) = v(B) - v‘;(n) S 80y

s \
((k+1)€™ plus grand élément de la suite (cj) j=1,...,n)

v(B) 2 Crax - MaX  c.
1<j<n

c
k+l,

coes = (v(B) - Va (B))/v(B) < min {k+1’ c

max

II1.1.3 - Algorithme approchants totalement polyndmiaux (notés FPA)

Le temps d'exZcution d'un algorithme approchant polyndmial n'¢¥)
une fonction polynamialé que de la taille du probléme ; il est par Cmﬁi
gonction exponentielle de £'inverse de La précision (1'algorithme PA2“#
de complexité O(L1/es n' Y€1) Cette croissance exponentielle dlSparaJtN
les algorithmes approchants totalement polyndmiaux [voir Ibarra et Klm[
et Lawler [A9]]) pour lesquels le temps d'exécution est une fonction Po1y

ndmiale & la fois de la taille du probléme et de l'inverse de la px‘ec:Ls

Deux principes sont a la base de tels algorithmes : la réSolut
par la programmation dynamique d'un probléme "normalisé", et la paz‘titi
des données. Il est & noter que le premier principe est suffisant pour
tir & un algorlthme FPA ; le second vient encore améliorer les resulfaﬁ

théoriques.
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1I1I.1.3.1 - Résultats préliminaires (programmation dynamique)

L'énumération de l'ensemble des solutions d'un probléme du knapsack

Peut &tre faite par la programmation dynamique de deux maniéres duales :
(i) d'une part, en définissant
k k
fk(y) =max {) c.x, ] I a;,%x Sy;x.=0o0ulj=1,...,k}

pour k € {1,2,...,n} ety e {1,...,b}

d , ]
s le byt de calculer de fagon récursive :

0 siy« a;
£(y) = y = 1,...,b

c sinon
1

£ (y) ={ s 2 sty <3
k max &, (y) 3 o * fi_y(y = 3)} sinon

pour k = 2,...,n ety = 1,..0,Db

a . .
) Valeup optimale de (B) étant 3 1l'évidence fh(b) ; un tel algorithme est
® Compeexits O(nb).’

(ii) d'autre part, en définissant

k k
(z) = mi . X. . X. 22 3 %X.=0 iz
g n{l ay X ) c5 % IR oulij=1,...,k}
j=1 j=1
n
pour k € {1,2,...,n} et z € {1,..., Z c.}
-
]
afy
n d'obtenir pécursivement
0 siz>c¢ x
Sl(z) = § 1 o2= 1, 2500052
a sinon
1
- g _.(2) .
gk(z) - ; k l“ siz > )
min {gk_l(z) poat gk_l(z - )} flnon

Pour k = 2,...,n €t 2 = 1,...;z*

.
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z*, valeur optimale de (B) - obtenue ainsi par un algorithme de compl®

xité 0(n v(B)) - est donnée par :

Theondme 16 (Fisher [A3])

v(B) = z° = min {z eN | gn(z+l) > b}

Démonstration

VzeN:gn(z+l)>‘b'=>{er|abeetchz+l} =

~> v(B) < z,

* .
d'od v(B) s z = min {z e N | (z+l)>b1}*v(3)=zf

gn(z*) < b, par définition de z = v(B) 2 z

Une conséquence directe des points (i) et (ii) est donc 1€

ThEordme 17

La programmation dynamique ndsoud £e problime du knapsack o
variables 0-1 parn un algorithme de complexitZ O(n x min (b, v(B)))-

(i) La détermination du procédé le plus eri;‘ficace [terme
min (b, v(B))] peut &tre fait en comparant b et ] ¢, ou mieux
Lv(B)J. 3= 2
. . . - . . P’f;
(ii) Cet algorithme est dit pseudo-polynomial (chapitre 1
II) ; mais si Ja e N : ¥n Cys Ay < o j=1,...n alors tout algorith™

grammation dynamique est polyndmial puisque de complexité o(n?) (12
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“nstante multiplicative de n? &tant un multiple de a].

(1ii) Les complexités évoquées tout au long de 1'exposé sont des
c S, . : . ~ .
Omplexités en temps de calcul ; une digression est faite d ce niveau pour
i .
"clure 1es pésultats trés récents de Magazine et Oguz [A11] sur la com-

Plexitg en espace mémoire [dite spatiale] ; on supposera ici que b < v(B) :

La détermination de v(B) par la programmation dynamique décrite
Cis o, 2, .
dessus, est réalisée par un algorithme de complexité spatiale O(nt+b)

l’l H P
' ®ntrée des données ; b : calcul par récurrencel.

Par contre lorsqu'il s'agit de déterminer la solution optimale
as e . 2
Socige 3 v(B), il faut connaitre la solution attachée 3 chaque
y N . . N
¢ {1»...,b} ; d'ol une complexité spatiale O(nb) (identique 3 la com-

Plexisrz
“kité en temps de calcul, dite temporelle).

Dans le cas de 1'utilisation d'une calculatrice ne permettant

Pag

m un te) encombrement mémoire, Magazine et Oguz proposent un algorithme
i . . ”

o(hs Performant en temps d'exécution, puisque de complexité temporelle
n

ot l°82n b), mais dont la complexité spatiale est O(b) ; cette méthode
la Suivante

Remar P . * _ * N
T\\siﬂijggiimiggizg : déterminer k = max {k | X, = 1} parallélement

qy
() n'augmente pas' la complexité temporelle de la programmation dyna-

u . . .
due Puisqu'il suffit de déterminer

¥k ¢ {1,...,n} ind (y) = { % S% £ > £ ()
Vy {O,...,b}‘ 1ndk_l(y) sinon
lsiyz2 ay
avec indl(y) = { )
0 sinon

p()ub
Poser * - indn(b). I1 est important de noter pour la suite que

¥y e {0,...,b}, en notant x*(y) la solution optimale de

max cx 4.C. ax <y 3 xe V

Uong »
®ind (y) = max (x | x (y) = 1},

dens Le Principe est alors d'itérer la phase 2 du procédé suivant décrit

Premidre ijtération.
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N,

fournit v(B) et k" = max {k | x; = 1} (ce qui implique que
x; =0 j=k+ 1,...,n).
m=k -1 composantes de x" sont & déterminer.

Phase 2 :

1 séparation de (B | x;* = 1) en deux sous-problémes de dimensi®
identiques (3 une unité prés si m est impair) :
1 * .
(B7) = (B | X =1 xj =03 =1lm/2] + 1,...,m)
2 * .
(B°) = (B | X* =13 %5207 = 1,000, Lm/2))
\ .
les résolutions de (Bl) et de (Bz) par la programmation dynam

que fournissent respectivement :

1 . .1
fLm/2J(y) et 1ndLm/2J(y) ]

2 2 y-o,...,b-a.k*
fm(y) et ind (y)
tels que v(Bl) = fén/2j(b'ak*) et v(B2) = fi(b - ak*).

2 détermination de
*
v(B)

1 2
y € {0,1,...,b—ak*}: fLm/2fy*)+ fm(b - - y*)

e *_.l * *_.2 *
= en posant k, = 1ndLm/21(y ) et k, = 1ndm(b -ax -y )s

%* . 565
deux nouvelles valeurs de composantes de x sont détermin®

oz ok z 1
K T

En notant qu'd 1l'itération k de la phase 2 :

k * .
- 27 valeurs de composantes de X sont déterminées

s .
- le nombre d'opérations de chacun des 2K problémes résolus ev
k-1 ‘

9———Z—k——b,he]N,

borné par h

au cours des log, n (au maximum) itérations de la phase 2, le nombr®

rations est borné par
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log2n ) 2k-l
h ] 2° Z==—— b=h(nlogymb - nb)
k=1 2
d'od 14 complexité temporelle globale O(n log, nb) ; la complexité spa-

tale est 3 1'évidence 0(n+b) [4 tableaux de dimension b sont suffisants
€0 phase 2].

III1,1.3.2 - Normalisation de (B)

Etant donné K un réel supérieur d 1, la résolution par la pro-
graMmation dynamique (2°Me procédé) du problime noamalisé

n
max ) Lcj/KJ X,
j=1
n
(BK) d.c. ] a, x,5b
521 3 3
X, T0oul j=1,eee,n
L ]
est 3 1'&

évidence un algorithme de complexité O(n v(B)/K). Le colit (en temps
eXecutlon) de résolution de (B ) est donc K fois plus faible que celui
e(B) » un choix judicieux de K permet d'aboutir d@ un algorithme approchant
alement polyndmial pour (B) en résolvant uniquement (B ) par la program-
atlon dynamlque H la valeur retenue par cet algorithme - note FPA (K) -

Qst Z
. v : v(B)) = Le./KJ et a, < b :
J€S£ ¢y avec SK c {1,...,n} K Jeg 3 e Jéé* 3

T
\EEQEQEQ_LE (Ibarra et Kim [A8], Lawler [A9])

¥e ¢ 10,1[ en posant K -Hmax c., La nésolution par La pro-
1SJSn

og lon dynamique de (B) est un a.!:gou/thme approchant totalement
Momiag poun (8) ; sa compﬂex,uté est 0(n’/e).

8
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Démonstration

e ¥ _
Soit S, < {,...,n} : v(BK) = .z . Lcj/KJ et .z a, €b

* ]
JeSK jESK
(la valeur de 1'algorithme FPA,(K) est donc v,(B) = § , c.)
1 A 5€és j
K
(1) £'abgonithme FPA (K] est approchant :
;Vj € {1,...,n} e <K(Lcj/KJ+ 1) veus
veeem VS ell,eeen) J etk Y lekd< ks )
. jes 3 jes I
*
38" c{l,...,n}: v(B) = } c. cons
. jes*J >
v,(B) 2K v(B) 2K ):*Lcj/K_]

jeS

ceee= ¥(B) - v,(B) S K |s*] (30)
s s (31) ) = w(B) - v,(B) < € max e

K== max c. 1<jsn o

£
n 1<js<n ]

max c, s v(B)
1<jsn

veee=> (v(B) - VA(B)) / v(B) s ¢

(i1) £'akgonithme FPA,(K) est totalement polynomial :
n

v(B) € ) c,sn xmax c,= n v(B)/K < ns/e, d'old la complexité
j=1 3 1sjsn

o(a®/e).

sl
Le résultat suivant généralise et améliore celui du théoreémé

Théondme 19

S{3meR, v(B) et v(B) : v(B) < m v(B) (32)
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w&ors en pOAamt ¥eelo,il K= e v(B)/n £'algorithme FPA, (K) est de
CompLexits o(n?/e).

nonstration

La preuve est calquée sur celle du théoréme précédent :

(i) vv(B)(30),(31) ¢t K = € v(B)/n = v(B) - vA(B) S € v(B) s € v(B)

n v(B)

- n’ n
€ €

' !
—~
| o
~

(1i) v v(B) ¥ v(B)

'i

(32)
¢ qui implique une complexité O(n2/e) pour l'algorithme FPAl(K).

0.

-\,£Qggl_ (Lawler [A3])

¥e ¢ J0,1[ en po&ant K= —-max {v *(B), max cJ} £'algonithme
ALK eqe complexits 0(n2/e). 1sj<n

D¢
~istration

+ rappel (voir partie II) : la résolution de (B) par 1'algorithme
NKR fournit U ¢ {1,...,n} et i ¢ U :
v(B) < § ¢, + c; S 2 max {] c.» c;} (33)
jeu 3 jeu 3

« d'autre part, l'algorithme 6" fournit
ve*(B) 2 ] c, (3)
jeU ]

* €n posant v(B) = max {vG*(B), max c.}
1<j<n
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(33) et (34) = 3Im =2 : v(B) = v(B) < m v(B)
le théoréme 19 permet alors de conclure, en notant que l'algorithme NKR

est de complexité O(n).

II1I.1.3.3 - Partition des données de (B)

La partition des données va aboutir 3 une complexité O(n/ez) ¢d)

est meilleure que O(n2/e) lorsque, pour ¢ € J0,1[ fixé, n devient arbit®®
\

\

rement grand.
Etant donnés T et K ¢ R, on pose

C=1{je {1,...,n} | cs > T} 3 ¢ = {1,...,n\C

—
max ) Le./KJ x,
jeg 3 j
(B, ) s.c, a. X, $b
T,K jEE ] ]
xj =Ooul ¥jeC
Spx=iset ) ay < bl

jes

}
pour définir 1'algorithme totalement polyndmial suivant, d 3 1'origin®
Ibarra et Kim [A6], puis amélioré par Lawler [A9] :

Algornithme FPAQ(KLT)

J—

)

résolution de (BT,K
-‘E
2 v,(B) *+ max { .2 ey ¢ v, ,(B | X5 = 1¥jeS; Xs = oVl
SCST x JeS
1)

Théondme 20

J
Etant donnés v(B) et v(B) tels que v(B) s m v(B), m ¢ R,» (’«”p"

)
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k-1

ek v(iB) et T=a, ¢ v(B) . (35)

¥eelo,il K=a )

1

avee 2 Sk sN ; @, a, <]0,1[ et a1/02+a2 <1

; Ugonithme FPA,(K,T) est approchant totalement polynimial ; sa complexits
1 0(n/ k) |

Stonstration

(1) £'atgorithme FPA~2(K,T) est approchant :

Soient € ¢ Jo,1[ et s < {1,...,n} - : v(B) = ) N cj.
jes

- * - * *
Enposant S =S n Cet$S =85 nC, il est clair que

\
v(B) = ] e, + L, c.
je§* I jeg* I
) )
2 . B, *
v,(B) 2 K jgg*LcJ/KJ +v1.1%Be s >
= - a* o - ¥
ol (Bg g*) = (B I X =1¥eS jx 0¥ el\E))
""”v(e)-v(g)sz c,-xXLc/KJ+2 c, -~ v, (B, .*) (36)
AT 568" ) je5" 3 jest 3 BTGS T
or !
QP.I-*C-KZ Le,/Kd < K |S7
jes” J ot v(B) :
? -Q <K% (37)
-t
¥j € S c, > T
3
De pius,
KRN (8 B (
j€§t j v.l C,S*) S C,S*) “Via BQ,S*) < ci*
-Q<T (38)
Oﬂ lp.

indice 4e la variable de base de (EO s*):i*eg
g )
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Donc

(36), (37) et (38) = v(B) - VA(B) <K !.E.—Bl + T }

k v(B), T = a k1 v(B) od 2 S k €N

K=a 2

lE

k-1 3

a
1
veee = v(B) - VA(B) <(-§ e v(B) + a, € v(B)

€ e [0,1[ = &1l e > cens

v(B) s v(B)
%1
....->v(B)—v(B)<( +a)ev(B)
) = v(B) - v,(B) < ¢ wv(B).
al A
— a2 <1
2

(ii) L' algornithme FPA (K,T) est totalement polynomial, de compl
xité O(n/e ) puisque

* - La résolution de (B ) par le procédé 2 de la programmati"n
dynamique aboutit & un nombre d'operations borné par h nTv(B_) = T(n) s
h eN

- T(n)Sh-n—‘-r(Q -
K h wWB) n _
}-’ T(“)‘E"'v535 Ko } h m
)

- k
K = a, € v(B)

¢
- Le nombre de solutions réalisables envisagées par ce pr'océd

borné par v(B)/K donc par LI , et & chacune d'elles est associée 16
a, T

deroulement d'un algorithme glouton de complexité O(n) (puisque |C| s n)

g
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gﬁfﬁfﬂé&g (Lawler [A9])

Etant donnés
v(B) = max {VG*(B), max c.} , v(B) = v(B)
1<jsn
ong en posant
2 €
¥ ee 10,10 K=~ v(B) et T =3 v(B)

Capn .. .
Ugonithme FPA,(K,T) est de complexits O(n/e).

Da
~stration

& Conséquence directe du théoréme 20 dont les hypothéses sont véri-
14
(1) (33) et (34) = v(B) s 2 v(B)

(ii)k =2

(ii1) @, = 1/4 ‘et a, = 1/2 =9.a1/a2 ta, = 1.

N
Qte : 2

Mig Les choix des valeurs des paramétres k, 4y et a, aboutissent d une
lm. L] e [ [
W, Sation des complexités théorique et expérimentale puisque ¢° > e
2 .
* ® = 1/4 = max (a, - 02) et enfin
2 2
a,€10,1[

@, = 1/2 = max {02 l /4a, + 6, S 1 ;0,c¢€ Jo,1[}.
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III;2 - MauoraNTs DE v(B)

4
11 est possible d'aboutir 3 un majorant de v(B) meilleur (c'est

de valeur plus faible) que le majorant classique [v(B)] en utilisant

- soit la relaxation du probléme asymptotique de Gomory [6301]
(voir Fréhel [G17] et Gondran [G31] pour les cas des variables entiéreS

et bornées)

- soit des relaxations des deux sous-problémes de (B) obtenuspaI

\
séparation sur lavariable de base : (B | x; = 0) et (B | x; = 1)

[I1.2.1 - Relaxation du probléme asymptotique de Gorory

La résolution de

v(B) - ) dcj) + max ) d;.) X5 = ¥ d; X, - (ci/ai) X,
jeu jeu jeL '
n
(AG) s.¢. J a,x,+a x_ 28
21 3 J 8 s
J=1
j#L

Osxjsl VjeLuU;szO

Gb = ¢, - (c,/a;)a at = (c./a;) a, -
R R 1 A B s A B
ol ay = (aj/ai) - Laj/aiJ _ ¥j
n
x =b - jzl as x, et 8 = (b/ai) - Lb/aiJ

avoutit au majorant AL = LV(AG)J de w(B) (voir[K11]).

- i
En remarquant que v(AG) = v(B) lorsque Z a. 2 B, la résowt
jeU J
de (AG) n'offre un intér&t que si | a, < g, ce qui est équivalent 3
jeU
] la./a;l 2 Lb/a,]
jeu 32 .

(voir propositions 2.2 et 2.3 de [K38]).



90

NOte

-
-~

Des exemples sont présentés dans [K11].

I11.2.2 - Relaxations de (B | x; = 0) et (B | x; = 1)

a) Il suffit de résoudre les sous-problémes (B | X; = 0) et

( . -
B | X; = 1) pour obtenir 3 1'évidence un minorant de v(B) en posant :

A2 = lmax {v(B | x, = 0), v(B | x, = 1)}
Yotes
(i) ¥j e L v U max {v(B | X5 = 0), v(B | X5 = 1)} = v(B)
. (ii) 22 <l puisque la contrainte O g X, S 1 est relachée en

120 dans 1e probléme (AG).

8]

\

b) Un autre type de majorant de v(B), supérieur 3 A2 (mais

Obt
®nu Plus rapidement) est proposé dans [K42] :

i:c/ar=max {c./a, | § e L}
e
n nOtant 1 1 l ]
i ci/ai = min {cj/aj [ 3 € U}
AS
) Z C. + cz3 - <
jey 03 Yoo jguaj)/al
-Z c""maX{.Zc.x.IZax.sb-Za.'x.GNVjeL}
JGU J jeL J ] jeL j J jeu J 9 J
e v Y -
(8 I X. =1¥%¥jeU,; x. =0) = v(B I X, = 0)
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A= ] e toe, - c;( 1 a;+a; -b)a;
jeu = jeU = |
(
= c. + ¢, - min { c, x. | ) a, x 2 ) a,+a, -b ¥,
jzu i jEU 373 Vg0 33 g0 3t i

2 v(B | Xy = ov¥jel;x = 1) = v(B | x; = 1)

-3 = Lmax(23, AM) 1 2 A2,

I11.3 - MINORANT DE AX"

. y
Etant donné v(B), la recherche d'une solution x de F(B) fel;

P . . 1 o * enu
cx > v(B) est 3 la base de la détermination d'un minorant de ax obt

résolvant :

min ax
(Y) |s.c.exz2v(B)+1
.x € [V]

pour poser b = [v(Y)T.
La solution de (Y) se déduit du
Théondme 21

Etant donné z e N, une solution optimale ¥ de

min ax 4.¢. cx 2z ; x € [V]

est definie par La détermination de U'c J = {1,...,n) tel que

p—

J c.tc >z2 ]
jeu! J q jeu' ]
Vj e U'a./c. S a_/c_ ¥ '
j e J/ 3 p/ D peéuU

= mi '
ag/cq min {ap/cp | p ¢ U

e

comme sult
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[,
x,. =1 ¥j e U'
J
n
x = (z - c.)/c
q ( jZ:U' J)/q
n .
xj =0 ¥j e L' = J\(U' v {q})
Emonstration
Evidente dans ce cas particulier de la programmation linéaire.
0
¢ .
~oltaine
(1)z=v(B)+1 = U =U;q=1i; L =L
(ii)ge[z a. + 1, b]
jeU )
D
Loonstration
\.
Voir théoréme 2.2 de [K381].
0

. (1) b sera d'autant plus proche de b que v(B) sgra'grand et a,
n
4 par rapport a cy.

% (y (11) un minorant de ax*, supérieur & b est obtenu par séparation
)

Mmin {v(Y | x; = 0), w(Y | xg = DI,



93

II1.4 - ENCADREMENT DE ZxJ

L'encadrement de la fonction économique et de la contrainte *

v(B) < cx s v(B) (39)

b Saxsb (40)

permet la détermination d'un majorant (inférieur a 2") du nombre de sol¥

tions de (B) 3 envisager :

En posant (voir [G25])

k .
= mi }
£, = min {k | '21 cs > ¥(B), ¢) 2 ¢y 2.2 ¢
L= max(ll, 22) avec : ] j
£, = min {k | j§1 as 2 b, a 2a)2..2 g
k -
. u, = max {k | J c; S V(B), ¢) S ¢, Suu.$ c,}
u = min (ul, u2) avec jﬁl . ,
u, = max {x | jZI aj s Db, oy $a,s...53,

on déduit que

¥x € F(B) = {x € V | x vérifie (33) et (40)}
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®® qui implique
LI 2 n n
lF®) s I () < I G =2
.. k=g k=0

Une illustration numérique est fournie par les tableaux 2 et 3 :

- les neuf problémes étudiés sont caractérisés dans le tableau 2

~ le tableau 3 donne les valeurs de

v(B) = v,(B), ¥(B) = A%,

b= min {ax | ex 2 vy(B) + 1 5 x e [VI,

les
b , .
°nes ¢ et y associbes et les majorants correspondants de |F(B)|.

Il est A remarquer enfin, que les bormes £y %55 u, et u, peuvent

N 1
ftp
e P
detEPminées par des algorithmes du type NKR, donc de complexité O(n)
en
mO a4 2 P
Yenne, ceg résultats seront généralisés dans le cadre de la résolution

dy
DI\O A 2, ~
blame du knapsack "baudruche" ; les théorémes et algorithmes associés
¢

nt ~ . ” 4
donc détaillés au chapitre 4.
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PROBLEME | VARIABLE 1 2 3 4 s 6 7 8 9 10 11 12 b
c to1 20 79 29
1 a 10 2 8 3 11
(63] 1 o 0 o
[x11] x* : o] o 1 1
c 8 15 15 s
2 a 4 8 8 5 17
[ty 1 1 (] (] \
(x11) xk (o] 1 1 o )
c 6 8 10 1
3 a 2 3 7 10 20
ile]‘ 1 i 1 1 o .
x* o 1 1 1
¢ 6 8 10 11 9
4 a 2 3 7 1o 9 20
(x212 Ixl 1 1 1 o o
x* (] 1 1 1 (]
c 52 17 ® /93 813 768 724
s a 45 15 4 793 820 777 137 837
(xs.k9.k101]  I&) 1 1 1 o o o o
x* 1 1 () o o 1 o
1 ) NS ey
X c 11 21 1 33 43 53 sS 65
6 [;] 1 1 21 21 33 43 4 S5 110
X 1 1 1 1 1 o o o
(a12] x* 1 1 1 o 1. i ° o
|
c 12 42 65 1% Ss 457 57 45 2
2 a 5 4 75 42 72 631 83 73 14 650
[K11] ] 1 1t 1 1 o 0 o o .
x* 1 o] o (o] 0 1 0 o 1
I Py
c 3 1 1 5 10 15 17 15 18 20
8 a 2 1 1 5 11 17 20 18 25 30 90
(G611 [x] 1 1 1 1 1 1 1 1 o o
x* t t 1 1 o 1 1 1 1 o
4—‘/
c 14 . 13 15 10 8 13 10 10 s 7 7 6
9 a 7 7 10 7 6 10 8 9 5 10 12 13 51
[x6] (21 1 1 1 1 1 1 « O 0 o] (o} o o}
x* 1 1 1 1 o 1 1 o o o o o ]
4_/

Tableau 2 °
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\
Frobléme | n | v(B) | W(B) | b |eey|s | 2°
\
1 4 101 11 6
L 110 16
2 4 28 32 16 10 16
\
3 Y 24 32 13 4 16
\
4 5 24 32 13 10 32
T
> |7 | 839 825 91 128
6 90 2
< |8 |19 164 182 56
7

g | 313 471 381 129 512
’\—
8
: 77
> | 67 77 837 | 1024
9 12 73 77 48 gou - | 4096
\

Tableau 3
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IV - RELAXATION LAGRANGIENNE

. . .
Un encadrement de v(B) et de ax é&tant connu, le probléme (B) est

One .
Supposé se formuler comme suit :

max cx
s§.¢. x € F(B)
Hrec F(B) = (x e v | v(B) < cx s v(B) ; b S ax < b}
r
<§m§l tv(iB) 2 } e., w(B) L v(B) ] etb2 Y aj + 1.
jeu 3 jeU
B

e Les résultats suivants - nécessaires 3 l'expos& de 1' algorithme

ed‘-lctlon de la partie V - concernent 1l'élimination de variables par

is
3tion des relaxations lagrangiennes.

\'
1o RESULTATS GENERAUX

En considérant
\

min cx
~(B)  |s.c.axzb
XxeV

= les relaxations lagrangiennes respectives de (B) et de (B,)
définies Vu € R,
(RB(u)) max cx + u(b - ax) §.c. x € V
(RB, (u)) min cx + u(b - ax) &.c. x €V

= les duaux respectifs de (B) et de (B,)
(D) min v (RB(u))

4.¢. u20
(D,) max v (RB,(u))
A.c’ uzo

leg
re.
Chag ultats des théorémes 1 et 2 (§ I.1, Chapitre 1) aboutissent 3 la

€ sus ,
Ulvante §'inégalités :
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Théondme 22

En notant u(resp. u,) £e mubtiplicateur associl & ax < b (resp:
ax 2 b) a £'optimum de (B) (resp. (5*)) :

¥u 62R+

v(RB_(u)) € v(D,) = v(B,) = v(RB(u,)) s v(B,) < v(B) s v(B)
v(B) s v(B) s v(B) = v(RB(u)) = v(D) < v(RB(u))

qui implique, en conjonction avec le corollaire du théoréme 5 (§ 1.3, &

pitre 1) :

Théonéme 23

Etant donnés e € {0,1}, k € {1,...,n} et u €R,

L v(RB(u) | x, = e) ] s v(B)

= >xk+1-e
[ v(RB(w) | x, =€) 1> v(B)

~ ”, [3 3 . rd [ (3 (] » 9
Ces crit3res d'élimination définitive de variables utilisant i¢
relaxations lagrangiennes (RB(u)), dites majorantes, et (RB,(u)), dite’
minonantes, se définissent plus précisément encore en introduisant 13

notion de pénalité :

Definition 14 :

Une p&nalitl est une boane inférnieure de £'augmentation (aszgﬁ}
diminution) apportée & La valeur d'une nelaxation d'un probleme en V””;P
entidnes de minimisation (nesp. maximisation) Lonsqu'une contrainte 8%
mentairne est imposée.

En effet, étant donné u € R, en pusant
+ . - . -
Tl =05 e (1,000 | eg - uag> 0F et J(W = {5 € {Luuon} | oy T
[ce qui implique que )

v(RB,(u)) = ub + (c. - ua.) et v(RB(u)) = ub + (c.
* - ng-(u) J J jZJ+(u) )
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®t en définissant les pénalités d;(u) et p?(u) relatives 3 la contrainte

X, - ) : [
jTe(ief1,...,n} et ee {0,1}) et associbes respectivement aux pro-

blémes (B) et (B*) :

o

dj(u) = p;(u) = cj - uaj | ¥y € I ()
1 o) -

d- = R = . - . *

45w pJ(u) uay - e; V¥jed (u)

leg 2
¥ Pésultats du théoréme 23 deviennent :

Loltaine

Etant donnds u e R,

(c
D3k e a@ ¢ L vRBw) - 2w 1 s w(®)
<

=>xk+ 1

Yk e d™w) ¢ T virB, W)+ po(w) 1> ¥(B)

(1 ]
DIk e 1 L vrew) - alw) 15 v(e)
%

=3 X

Ikeat) T v(RB(u)) + pr(u) 1> ¥(B)

Dén
AStration : Voir théoréme 3.1. de [K11l.
\

y
2 - RELAXATIONS LAGRANGIENNES PRIVILEGIEES

Parmi 1'infinité des relaxatiuns lagrangiennes de (B) et (B*),

Sey) . . .
® 14 connaissance de 2 n + 4 d'entre elles, dites puivilégiles, est

N s
isant

cey € puur appliquer ces tests d'élimination de variables ; ce sunt

eS C 2, . .
9Ssuciées aux multiplicateurs suivants :

Uy ¢ nombre arbitrairement grand

(pour privilégier b <ax < b)
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u, = cz/a2 £ = 1,...,n
[supposés tels que c1/al 2 c2/a2 2,,..2 cn/an pour simplifier
la suite de cet exposél

u = 0 (pour privilégier v(B) < cx < v(B).

n+l

Cette assertion découle du théoréme suivant (le résultat relatif aux

relaxations lagrangiennes majorantes a également été établi dans [x25] )

Théondme 24

Etant donnés € € {0,1}, k € {1,...,n}, u €R et 2 € {O,....“*l}:

ue lu,u 2+1]; 38,8, et ¢ {2, 2+1} :

v (RB(w) - dO(u) 2 v(RB(uy ) = dplu, )
1 : 1
o o
v (RB,(u)) + pp(u) S v(RB,(uy )) + py(u; )
2 2
v (RB(w) - dl(w) 2 v(RB(uy D) - 4 (g )
3 3

v (RB,(w)) + PL(w) % v(RB,(uy ) + py(u, )
4 4

‘Démonstration : Voir lemme 3.1. et théoréme 3.2. de [K11] et [K38]

0

IV.3 - MEILLEURES RELAXATIONS LAGRANGIENNES

. . (3 3 (3 2 o 2 n
Parmi les 2 n + 4 relaxations lagrangiennes priviléegiées, i1 ¢
existe deux (l'une majorante et l'autre minorante) meilleures que 1€5 2 i

tres : ce sont celles qui permettent la plus grande réduction de (B)s *" |

qui réalisent respectivement
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Pour 14 majorante :

max | (ke {1,...0n) | Lv(RB(W) | x =) Jsu)} | (31)

Usy . u
0%eresllnyq

PoWr 1a minorante :

X | (ke {1,...,n} | T vRB,(W) | x =) 1> 3B | (u2)
02eealngy

Comme il est exclu du point de vue pratique de déterminer les deux

Meiy
leuI“‘3SI‘elaxations lagrangiennes au sens de (41) et (42), 3 1'instar de la

majo .
rita ) . . .
%€ des auteurs (qui n'envisagent que les relaxations majorantes), nous

Oisy .
Pons en premidre approximation :

V(RB(u)) = min v(RB(u)) (43)
u20
V(RB,(u,)) = max v(RB,(u)) | (44)
u20
oy -
u = u, = ci/ai avec i et r indices des variables fractionnaires
u, = u, = ¢ /a respectives de (B) et de (B,).
ey, Ces derniéres relations résultent de la théorie de la dualité, mais
ent g ” N -
t €galement se dédhire des trois résultats suivants :

P

"o
\\EE£~£LJ.(£emme 3.1 de [K111)

Etant donnss u eR et le {0,1,..., ntl1} : u e Cug, u£+l]
v(RB,(u, )) 2 v(RB, (u))

v(RB (u,1)) s v(RB(u))
2

1 219 22 € {k, k+1}

P

A0 (3e
\% (Lemme 3.2, de [k38])

‘) v(RB(u;)) < V(RB(u;_;)) $...5 V(RB(u;)) < v(RB(u,))

D) v(RB(u;)) € v(RB(uy,})) S...5 V(RB(w)) $ v(RB(y_ . .))

n+l
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Propri8t8 3 (Lerme 3.3. de [K38])

(1) v(RB,(u)) 2 v(RB (u _,)) 2...2 v(RB,(uy)) 2 v(RB,(u;))
(ii) v(RB,(u_)) 2 v(RB(u_,,)) 2...2 v(RB,(u))) > v(RB, (u_,,))

(i) les pénalités aésociées a (RB(ui)) (resp.(RB*(ur))) ne sont

rien d'autre que les coiits réduits 3 l'optimum de (B) (res?

(ii) on montre d'autre part que (théoréme 3.4, de [K38])

f
'

v(RB(uz)) = max {cx | ax Sb, 0 S X <1V¥j#k, (xk)} 2 =1,

" e~

v(RB(u

n+l)) =

c, = max {cx | x € v}
3 J

1 .
et |

. . - i
v(RB,(u )) = min {cx | ax2b ;0% x5 S 1¥j#k, (xk)} 2

v(RB,(u . .)) =0 = min {cx | x € V],

Osikel
En posant € = et en remarquant que
1sikel

- )
v(P | X = ck) = sig v(RP(u) | X, = ek) z v(RP(ui(k) | X © €k

ot X3 (k) St la variable de base de (P | X, = €,)
[==> i(k) e Uu {i} sikeL et i(k) e L u {i} si k ¢ U]

la détermination de
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&t de

s - - -
] l(k) (resp. £ = i(k)) indice de la variable de base de (P | x, = 0)

e B | = 1)), -
Pey
Met de conclure que

¥k € {1,...,n} wu¢ [uE, uzl

e {R, 1+ 1,...,2) v(RP(uz) | X, = ek) s v(RP(u) | X, = ek)

Qet*
te .
Temarque et la suivante

(43) =—=f= v(RB(ui) I X = ek) = min v(RB(u) | X =€ )

u20 k7w € {1,...,n}
(44) = v(RB*(ur) | ¥ = ek) = E:’o( v(RB*(u) | X, = ek)

Sont .
Verifiges dans les expériences et exemples numériques suivants :

** Expériences sur ordinateur :

v Une étude sur 1'utilisation des relaxations lagrangiennes majorantes
e
It des Problémes 3 coefficients tirés au hasard suivans la loi uniforme dans

Dtep,,
al

N le [0, 99] (sous la condition max a; s b < J

a.) donne les ré-
1<3sn j=1 3

S suivants

de * dans le tableau 4 sont répertoriés, pour les problémes

&

50’ 100

utiy.
( lisant (RB(u, )), k parcourant différents sous-ensembles D, de {1,...,n}
“epugg L 5

Dbghib

Doub

» 500 et 1 000 variables les nombres moyens de variables &liminées

~x T 11,...,n} jusqu'a D = {i}) (note : compte-tenu du temps de calcul
itig, les expériences relatives a3 Dk = {1,...,n} ont été réduites 3 3

0 Variables, sont inexistantes pour 1 000 variables).
* pour les 100 problémes de 50 variables,

N * la figure 3 représente l'histogramme relatif & la distribution de

ol Y A
(RBQJ 1emes selon le nombre de variables éliminées en utilisant
k )9 k € { 1

s++osn}  (1l'amplitude élémentaire des classes étant de une
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unité, 1'ordonnée hj d'une classe j d'amplitude nvj et d'effectif np, €s

défini h. = np. ).
éfinie par : an/an)

. dans le tableau 5 sont répertoriés les nombres Nk > 0 de prow
pour lesquels la meilleure relaxation lagrangienne majorante est (RB(ui#
(N.B. : il existe deux problémes pour lesquels (RB(ui_l)) et (RB(ui+1”

toutes deux les meilleures ==> J N, > 100).
k

\
Exemple 1. (Tableau 6) : probléme 3 7 variables (n° 5 du tab!

[r =6,i =4, v(B) = 836, L v(B) ] = 839 et b = 829] : les relaxations 19¢
giennes minorantes ne jouent aucun rdle ; deux variables sont fixées 3

utilisant (RB(ul)) pour X, (RB(uq)) pour x.

. Exemple 2. (Tableau 7) : probléme 3 3 variables [r = 1, i z
v(B) =7, L v(B) 1 =8 et b = 9]:1a solution optimale est déterminée dir
tement en utilisant les relaxations lagrangiennes : x; = 1 avec (RB*(UB
= 1 avec (RB(uQ)) ou (RB(u3)), x; = 0 avec (RB*(ua)) en tenant compt’
x, = 1, A
La figure 4 (resp. 5) représente pour l'exemple 1 (resp. 2) les graphesl
fonctions de R dans R définies par u —> v(RB(u)) (en trait gras) et

u—> v(RB*(u)) (en pointillés).

" Figure 3 . .
’
1/
8
3
o ‘ —
el | .

ny,

a 23 0 33 L 4 4 0
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[\;

Nombre de Nombre moyen de variables &liminfes en utiliaant

—

v *
&es Problémes | RB(w ) k = 1,...,n §RB(u; ) I:l RB(u;,, )
50 100 42,22 42,22 y 42,16
100 80 88,74 88.74 6 88.74
500 30 479 475 10 475
1 000 7 970.43 | 20 | 970.43
\
Tableau 4
x -3 -1 o +1
L 1 11 81 9
;‘ Tableau 5 1.2
8%9.1 (73 949.6
.u.;r'v...@ f
B ‘s\
['4 ad -~
$14.9) \\\ '
) - -
- -~ -
s.““;l"
' 435,90

- - - -0$,22

.’.'“P - =" 4
.'
7 $.40 . g
s .
r'd
{
I'd
,
P .
’
’
’
<
—~——y v
i . * % *
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___./
. ’
c 52 17 © 793 813 768 724 J
& 1 © 793 820 T 737 ‘
v(B) - ‘“IV
- - RE(W'"
X Y "‘RB,(“)(” %M C2™%%2 %M SexM ST%W%s gty Sy MET
‘ i)
1 52/45 | 403.02 o -0.33 £6.22°  -123.35  -134.5% -129.87  -127.64 w
’ (x;-o) \
. 3
2 17/15 | 350.73 1 o -5.33 -105.73°  -116.33 -122.60  -111.27 “
'
34 1 39 ? 2 o o -7 -9 -13
\x
{x=0)
3 N
5 813/820 | 26.15 7.38 2.13 0.34 6.7 o - 237 - &M
[
1L
6 768/7T17 | 24,07 7.52 2.17 0.46 9.18 2.50 o - 4.46
) . f
W
) 724/731 | 24.62 7.7 2.26 0.7 13.99 7.46 4.7 o
Tableau 6
. »
. [
;
4 AJ——///
¥
)
8)-v(RB_(u )) -aa v(RB(%
X w v(B)-v(RB_ W o, -u & c-u 8, oy-u 8y
o
1 | s/ 1.75 o -1.75 -3.2%
Yo
bey=1) .
3.9
2 | 23 2.3 2.3 ° -0.33
o
k1 1)
i ¥
3 | ws 2.60 2.60 0.2 o
(xd=1) (x§=0)

Tableau 7
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V - REDUCTION

La présentation d'un cadre commun pour les algorithmes de réductiom
de 14 taille de (B) (§ V.1) précéde 1l'exposé d'une nouvelle méthode performan-
te (8 V.3) mettant en jeu des relaxations, des relaxations lagrangiennes,

T des relations binaires et de dominance entre variables (§ Vv.2).

V.1 . SYNTHESE

1 Les algorithmes de réduction du probléme du knapsack entrent dans

e

“adre commun exposé au Chapitre 1 ; il se précise toutefois comme suit :
SCh

Eg GENERAL DE REDUCTION DU KNAPSACK

1 Résolution de (B)
si x € V alors v(B) « v(B) ; stop.

Soit Xs la variable de base de (B)

2 Utiliser une (ou plusieurs) heuristique (s) ou un algorithme
approchant pour déterminer v(B)

3 Déterminer v(B) ; si v(B) = v(B) alors v(B) *+v(B) ; stop.

OsikelU
% Réduction de la taille de (B) : X. = X, £ @ et g, =

— 0] 1 k .

1sikel
U1, Pour k e Uu L

81 v(B | % =€) s y(B) alors x « 1-¢ ;
X s X v tk}
1 ek 1 ek

4.1.1, sinon si A, = v(B | x =€) > v(B)
alors v(B) *A,

si v(B) = v(B) alors v(B) *+v(B) ; stop.

4.2, Pour €, =0, puis 1

« - C - PS - .
si v(B | X; = €) < v(B) alors Xs 1 € 3

4.2.1, sinon si A = v(B | x; = ci) > v(B)
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alors v(B) *2

s
si v(B) =

v(B) alors v(B) + v(B) ; st

Avant d'exposer de maniére détaillée notre nouvel algorithme 4
, . P o i $ der
de réduction, la présentation du tableau 8 a pour but de mettre en évl&|

P . tafl
les particularités de chacun des 12 algorithmes de réduction connus (1is?
arrétée au 30 Mai 1979 ) ; il indique successivement pour chacune des

méthodes (considérées dans 1l'ordre chronologique)

- l'heuristique choisie
- la (les) majoration (s) envisagée (s) 3 l'étape 4 ;

P : . 5
Etant donnés X, X,, € € {0,1} et k € {1,...,n}, les trois tyP°

o’
de majorations de v(B | X = €) rencontrés dans la littérature sont :

type 1 : L v(RB(u) | X =€ ) ] relaxation lagrangienne

type 2 : L v(B I X, =e) ] ] relaxatioﬂ
type 3 : L v(B | Mo TE 3 oxg O¥j eXy;x, =1VjeX)]

(i) Toutes les méthodes (3 1l'exception de [K2] et [K131]) envisd
¢
la résolution de la relaxation par l'algorithme C.K.R. (av®

classement des données).

(ii) Dans le but de ne pas dédoubler le nombre de types, nouslﬂ
avons pris le parti de supposer que chaque algorithme ut?
la partie entiére dans le calcul de l'évaluation par excé®

(méme dans le cas ol l'auteur ne l'emploie pas).

(iii) Les étapes 4.1.1 et 4.2 n'ont un sens que dans le cadre de
1'utilisation des relaxations (types 2 et 3).

1

(iv) L'étape 3 n'est envisagée que dans les méthodes [x31] et [ﬂ;%
qui se démarquent des autres méthodes par le fait que le caf
de A contient implicitement les étapes 4.1.1 et 4.2.1 ai"fl
que les calculs de v(B | ¥ = Ek) avec €, = 0 sike uu BV
151iketlu{il},
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(v) Dans nos méthodes [K11], [K12] les calculs des valeurs des re-

laxations tiennent compte du raisonnement suivant

si 3peX,telquea >b- ] a,alors x_ =0 ¥x € F(B).
2 P jex. 3 P
1
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Méthode

v(B)

Type de majoration

de v(B | X = €)

Fayard, Plateau
[xs, k9, K10l
(71, 72, 75)

Ingargiola, Korsh
(k281, (73)

Dembo, Hammer
[ke, K7]
(74, 78)

Hansen
[(K26] (74)

Barr, Ross

(k31 (75)

Suhl [K411(78)
Zoltners [ K481 (78)

1l et 3

Lauriére
[x31] (76)

Martello, toth
[x3ul (77)

Fayard, Plateau
[x11, K12]

(76, 77)

c—— .-..+ .

let3

Nauss
(k373 (76)

Balas , Zemel

[K2] (77)

let3

Tableau 8
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V.2 - RESULTATS PRELIMINAIRES

La notion de dominance entre variables sera introduite dans le but
e’minimiser le volume des calculs de la phase effective de réduction évo-
e Précédemment. En outre, les relations binaires déterﬁinées, en parti-
?uiEp’ d partir des relaxations lagrangiennes, permettront d'affiner les

Sva . .
IUatlons par excés obtenues par relaxation.

V.2.1 - Relations de dominance

, n

" Dans le but de simplifier, étant donné& R = k_} {cj/aj}, les é1é-
en i=

tSU(J, R, k), E(J, R, k) etL(J, R, k) de la (R,Jk} partition seront

Teg .
pecthement remplacés par Uk’ Rk et Lk.
D'autre part 1'exposé de cette partie nécessite la donnée de la

Des: .
g ition 15

Lo Etant donnds x, ¢ € J = {1,...,n} on dira que X dgmine Xy 84 et seu-
wo:"t 83 €1» €, € {0,1} x <« € => x,+¢,;0n notera De2 La nelation
e bartiel associle L.e. 1

2 .
X Del X, 3 (xyo+e) > x €

V.2.1.1 - Dominance entre variables d'indices € U u {i}

leg Pour de telles variables, on va montrer que Xy domine Xy lorsque
e P
UX conditions suivantes sont réunies : & € Uk ] Ek et c, 2 Cr*

L

\Qms

Etant donnds x € U u {i} et 2 € U v E,

8L CR, 2 ¢
ko 0
Wons (1) dplu,) 2 & (u,)
(ii) v(B | *2 = 0) s v(B | X, = 0)
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Démonstration : Voir lemme 1 de [K12].

0
Théondme 25
Etant donn€ k ¢ U v {i}
Ailil € U UE Zel que c, & S
alons x DY
X P1 ¥
\\
Démonstration : Voir théoréme 1 de [K12].
8

(i) Sous les hypothéses
c /3, 2 c2/a2 .02 cn/an (T)
(i.e. U={1, 2,0.., i -1} etL ={i+1,1i+2,...,n})

etc, 2y 2.2 €542 ¢y

2

le lemme du théoréme 25 permet de conclure que :

a2 Sup) 2.2 4w 2 dlu) =0 ‘

v(B | X, = 0) s v(B | x2==0) <. .5 V(B | X g F 0) ¢ v(B | %
c'est-a-dire X Di x, ¥e, k €{1,...,i} : 2 < k.

¢

/
¢
(ii) Les résultats de ce lemme (i) se généralisent au cas de’ y
de toute relaxation lagrangienne privilégiée :
p e (1,...,n) étant fixé on montre donc que :

Pour k ¢ UPUE etReUku Ek

(o) 0
alors ¢, 2 ¢ = dz(up) 2 dk(up)

ce qui implique que :

sous 1l'hypothése (T) si Cp 26,y 2...2 cp
alors di%u ) 2...2d°% (u) 2d%u) = 0.
p p-1p PP
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V.2.1.2 - Dominance entre variables d'indices € L v {i}

e - = - > ————— - — - — T T = e = e - - - —— - ——— — -

Pour de telles variables, on va montrer que X domine x, lorsque

2
les deux conditions suivantes sont réunies :
.
€ Lk u Ek et ak < az
BQMQ
Etant donnds k ¢ L v {i} et £ ¢ L v Ek'
8L akSaf
1
alons (1) dkfui) < d(uy) ) ,
(ii) v(B | X = 1) 2 v(B | X, = 1).
Dém
\\EEEIEEEZSR : Voir lemme 2 de [K12]
0
Théoqqmz 26
Etant donné kx ¢ L y (i}
84
r 3L € Lkou Ey Zel que ajza
0 \
s xk Do x2
i3
Mo
\\\EEEEEEEQQ : Voir théoréme 2 de [K12].
a
Ngtes .

(1) sous 1'hypothése (T)
S1 ai < aial £...8 an_l S an
alors x, D_ X, ¥k, & € {{,...,n} s k <2
Puisque le lemme du théoréme 26 conduit aux chaines d'inégalités

1 1 1 1
0=
di(uy) < d;+1(ui) Seo.sd (u) s d_(u;)

v(B | xi=l) 2 v(B | xi+1=1) 2,..2 v(B | xn_1=1) 2 v(B | xn=1)
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(ii) Les résultats de ce lemme (i) se généralisent au cas des

pénalités de toute relaxation lagrangienne privilégiée *

p e {1,...,n} étant fixé :
Pour k € Lp UE et 2 i Lk u Ekl
alors ay < a, => dk(up) < dl(up)
ce qui implique :

i S...S
si ap < ap+1 an

1 1 1
= <d <...S d (u).
alors O dp(up) p+1(up) n{Up

\\

) . o
Etant donnés k # £ € {1,...,n}, si les deux conditions des théof
z . t _A_Aa3 3 >C }
et 26 sont réunies, c'est-a-dire si ck 2 cl et aks av alors ck/ak 3
(i.e. 2 € Lk U Ek et donc k € U2 v El\ ; les résultats des lemmes
précédents peuvent ainsi &tre particularisés en considérant les valeurs
, 1
de (B | X = €) et de (B | X, =€), €€ {0,1}, pour montrer que x, D; A

(o]
xk Do Xg .

Lemme
Etant donnés k, £ € 11,...,n} Zels que k # &
S4 a, S a etc 2 y
alons v(B I X = o, X, = 1) s v(B | X = 1, X, = 0),
Démonstration
v(B | ® =0, x, =1) =
n n
c, + max { C. X. . X. € b- . =
I} jzl 5 %3 l jgl a5 b-a,, X5 Ooul¥j#k,} .
ik, 2 3 Ak
J ’ J# i czsck

ay s a, @ b~ a, Sb - a,
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551 373

n n
* = vy(B | X =0, Xy = 1) < S + max { Z C. X. | jz aj xj < b-ak;
Ak, 2 3%

x5 = 0 ou 1V 3 #k,2} = v(B | X =1, x, = 0).

i
otne 7

Etant donnds x # & ; k,& € {1,...,n}
Si ak < az et ck 2 CZ
alons (i) v(B | Xy

(ii) v(B | X)
o°
(iii) X, D1 X, et x, Dy X,.

0) < w(B | X,
1) 2 v(B | Xy

0)
1)

D¢

(i)
®t (ii) découlent du lemme précédent lorsqu'on a remarqué que, pour

e (g 1
vy } donné,

¥ =€) = max {v(B | X, =€, X =€), v(B | X = €, =1-¢€)}
v |, :

(lll) est

X
)
g = €) = max {v(B | Xp T €, X = €), v(B | Xg T €, % = 1‘- €)}.

une conséquence directe de (i) et (ii).

¢

\gigéﬁﬁégg

S&
¢, 2 <, 2...2 . et a; s a, <...5 a

n
ons (i) v(B I X, = 0) S v(B | X, = 0) £,..5 v(B | X

(ii) v(B | B, = 1) 2 v(B | Xy = 1) 2...2 v(B | Xn
(iii) X, D 1 % et X, Do X ¥ k < 2,

0)
1)
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Démonstration : conséquence directe du théoréme 27,

Etant donnés k, £ ¢ {1,...,n} : ¢ /3y > S /a,
i) ¢ 2 c, ety >a, ==> v(B | x = 0)s v(B | X, = 0)
Considérons

$ 1h
max {9 x, + 5 x, + 6 X3 t 6 x, | 5 X, t 3 x, + 4 Xy + 4%,

1,00., U}

xj =0oul,j
c1 2 et 3 > a2, mais

v(B | x, =0) =17 > v(B | x, =0) = 15

(par contre v(B | X, = 0) = 17 < v(B | x, = 0) = 18)

=£> v(B | x = 1) 2 v(B | X, = 1) ¢

> C

ii) a < a, et ¢ <c

Considérons

L

. g by
max {# x; + 8 x, + 3 x3 + 8 x, | 2% + 5%, +2x3+6x,

x5 = Ooul, j=1,.0.,4}

a3 < au et c3 < cu, mals

v(B | Xy = 1) =7 < v(B | x, =1) =8
(par contre v(B | X, = 1) = %% > v(B | x, = 1) = 8).

V.2.2 - Relations binaires

On suppose &tre au cours de l'étape # d'un algorithme de ré-

duction, donc connaitre la partition XO’ Xl, x2 de {1,...,n}.

Etant donnés € ¢ {0,1} et k € Xy 1'évaluation par excés

v(B | X = €) envisagée dans [K11] est obtenue par relaxation de

(8 | X 5 €3 %% 0 Vie X, ; x5 =1 ¥j € X;)

i.e. on résoud
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] c.+c e+ max 1 c:ox
jex, . EX, O 3
i#k
s.e. ) a,x, Sb - ) a, - a,
jex, I jex, ! X
nfa S
L 0sX5 <1¥jeX, \ {x}

. Cette &valuation, plus fine que celle utilisée dans [K28], peut encore
;I‘ affinée en considérant les relations binaires déduites des coupes
*@nies pap

8 * Les relaxations lagrangiennes (i.e. v(RB(u) | x =€) > y(B)) :
¥ e {0,1}, p ¢ X,» u€R, : L v(RB(u)) - d;(u) - d;(u) 1 s v(B)

Qlox\s
X, *1-6 sous 1'hypothése x, = e

* La_fonction €conomigue : (i.e. cx > v(B))

8 |
Pe X2 z c. + ¢ €S v(B)-Z c.
. ] k - j
jex Jex,
q#k?.P
Qlob
3
xP 1 sous 1'hypothése X =€
* La_contrainte ({.e. b S ax < b)
- Si ]
Pex a >b - a, - a,_ ¢
2 P J'Ex i %k
alcbg X 1
p*o sous 1'hypothése X =€
- si 3
Pey
.+ E<Db - .
2 Z a] Ay 2 z ay

jGX j‘x
oy | 3tk 1
pT1 sous 1'hypothése X =€
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Ainsi en posant, § € {0,1} donné,
Xié(xk =e)={pe X, | X5 + & sous 1l'hypothése X, = e} c X,
1'évaluation par excds obtenue par relaxation de

Blx =eix; =0 ¥jeXx, 3x,=1 ¥ieX;

X = 3§ Vjexc(xk= €), 6 ¢ {0’1})

 cagbes
sera meilleure (c'est 3 dire plus faible en valeur) que celles envisag®

dans [K28] et [K11].
— \

V.3 - NOUVEL ALGORITHME DE REDUCTION

Le principe du nouvel algorithme proposé est d'aﬁorder quatref%
la phase effective de réduction (étape 4) de 1l'algorithme général en cmﬁw
dérant, d'itération en itération, des majorations de plus en plus faibuij
en valeur - par conséquent de complexité de plus en plus forte - apPliqu
sur des ensembles de variables décroissants par inclusion.

‘Cet algorithme, qui entre dans le cadre commun exposé au par‘"g"a
phe V.1,, se particularise par les points suivants :
f

e
- 1'heuristique choisie pour les minorations de 1'étape 2 ot 4

les itérations de 1'étape 4 est celle due 3 Greenberg et Hegerich

- la borne supérieure de l'étape 4 est
L max {v(B | x; = 0), v(B | x; = 1)} ]

§
- les quatre itérations de l'étape 4 - dont le volume des c31°J
est en outre sensiblement diminué par l'apport des relations de dominaﬂ
sont enchainées de la manidre suivante :
Itération 1 : utilisation de la relaxation lagrangienne (type 1) - dér&f
lement uniquement de la partie 4,1, de l'algorithme - en prenant en co {
les relations de dominance entre variables (voir également_Walukiewic¢

et Zaltners [Ku5]) .
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Itépa - . s 90 . . t 3
~I3tion 2 : ¥ k € X, = J\(Xy u X;) : utilisation de la relaxation (type 3)

entenant compte des relations binaires déduites de b < ax £ b. En outre
omp 2

"Mse en mémoipe des valeurs Xk = v(B | X, = €,) supérieures au v(B) courant
thxd'intpoduire le point suivant en fin d'itération (si v(B) a augmenté au
fours des étapes 4.1,1, et 4,2.1, de 1'itération) :
Poup . . -
€ : : +« 1 -¢€
X2 E&.Ak s v(B) alors X K -
X 2 X, vuik
1-ek 1 ek

23333332_2 P ¥k o€ X, utilisation de la relaxation (type 3) en tenant compte
*® Telations binaires déduites de b<axsb, de v(B) + 1 S cx et de

¥ -

~B < v(RB(u) | x =€) J.

1 | . i

‘Eaﬂlﬁyl:t : VK € X,, en posant (P | X, = ek) la relaxation de (B | x = Ek)
fhue d 1'itération 3, et en notant ik sont indice de base optimale, utili-

Sass
"on de | max (v(p | % = e, %, =0), WP | % =€, x =D

k

!°te

~
~—-

b La généralisation d'un algorithme de réduction au cas des variables
Opn—

u ses Permet de resserrer le domaine du knapsack en augmentant (resp. dimi-
) les valeurs des bormes inférieures (resp. supérieures) des variables

Vo .
¥ Par exemple Ingargiola et Korsh [K29l). \

e
onsio
d .
IMse °rons e probléme 3 5) variables suivant
Y
X
1 *30
. x2 + uexa + gsxu + st + 90x6 + 78x7 + 91x8 + 62xg + Buxlo +
X
11 * 9gy
%x 12t uaxla + gexlu + 73xls + uuxls + 95x17 + Sux18 + qulg + 60x20 +
Q¢ 38x
3 22 t 7l+x23 + 80x2q + 7l&x25 + 57x26 + 39x27 + 55x28 + 28x29 + 56x30 +
31 % 65
X
“x ap t 36x33 + 53x31+ + uexas + l&2x36 + 19x37 + 16x38 + 17x39 + 25xu0 +
4 +
1% 26y

yo t 27)(1‘3 + lgxqu t 16x, o + l?xu6 + 9%, ., + llxu8 + 10x, ., + 5x

47 49 50
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sous la contrainte ,

uxl + 2x2 + 5x3 + 10xu + x5 + 19x6 + 17x7 + 26x8 + 2Oxg I

37x11 + ulx12 + 2ux13 + 57x14 + Ngxls + 31x16 + '75x17 + l+3xl8 +

+ 78x23 + 92x2l+ + 90x25 + 70x26 + 49x27 + 7Ox28 36x29 ’

+

32x21 + 38x22

51+x31 + 95x32 + 53x33 + 87x3L+ + 79x35 + 73x36 + 38x37 + 33x38 36x39

-+

leul + 78x“2 + 90xu3 + 93xqu + 80x“5 + 65x46 + 59x“7 + 713)(“’8 + 78x“9

xj =0oul j=1l,0e.4 50 \

dont les variables sont déjd triées de telle sorte que
z z‘.’
cl/a1 02/a2 2 cn/an
étape 1 :
1 = 1,...,31

68/95  j
0 j = 33,...,50

u, = 65/95, v(B) = 2025 . 526

LA
n
"n
[
11}
w
N
L ]

étape 2
v(B) = v,(B) = 2015 (3 noter que v,(B) = T} e, =1979 = ¢ [XD).

étage 3
v(B) = 2024

étape 4
Itération 1 :

‘ . 15
35 variables sont éliminées par la relaxation lagrangienne, les relatio”

de dominance étant utilisées de la maniére suivante :

0 j+i-1

1 §§lv(§){cj - uy aj)J <3(B)alors aller en 2

sinon § « j - 1, aller en 1

(L)

Xj‘l, p*‘j-l t
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3 si °5 2 cj alors X5 +1,p*+p-1, aller en 3

4 sil v(B) - (cp - uy ap) 4 < v(B) alors X« 1, 3 «p
Sp+ p-1, aller en 3

lsil v(B) - (ui aj - cj) 1 < y(B) alors aller en 2
51299 j* 3 +1, aller en 1

2 xj«o,p*'jfl

si ap 2 aj alors xp «0,p*tpt1l, éller en 3

sil v(B) - (u; a, - cp) 1 < v(B) alors x,+0,3*p

o | |w

P+«p+ 1, aller en 3
s
*Pour ce probiéme :

) j =31, 30,.., 1

V4 . 3 /es
x31’ X300 2Xpg DOD €liminé

Yo Xpg 1y cpg = TH TX Xy Xpg ¢ 1
"Xt 1, °22 38
. x21 <+ 1’ c21 = 35 => x20, xlg’oou’xe + 1

* Xg mon éliminée
=> xu, x3 + 1

+« 1 c2 =30 => Xy +«1

b) =«
) 1.3 33, 34,.., 50

x33,00’ X38

non éliminées

* X, ,+«0,a,, =53 = «0

b, 39 39 *30* *u12ct02 *s0

in

e . total est de 31 multiplications, 31 soustractions pour une perte
1

“OMparaisons.
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itération 2 :
On considére le sous-probléme 3 15 variables d'indices € X2 = {5, 26, 2:Q
Une nouvelle évaluation par défaut est trouvée v(B) = 2016 ; une seulé

est éliminée :

Lv(B | %y = 0) =L v(B) - dygluy) 1= 2016 = w(B) > xyg + 1

Itération 3 :

z « 5
7 variables sont éliminées en conﬁiderant le sous-probléme 3 14 variabl®
suivant

~ -
1757+max st + 39x27 + 55x2

s.c, 36%gy + 53x,, + UBx,, 8

X, + 49x,, + 70x,, + 36x,, + 72x_ ., + Sux_., + 95x_,, ¢

+ 28x29 + 56x30 + 39x31 + 65x32 +

+ l&2x36 + 19x37 + 16x3

8
+ 17x39

5 27 28 29 30 31 32

350
53x33 + 87x3u + 79x35 + 73x36 + 38x77 + 33x38 + 36x39 <

xj =0Ooul j=5, 27, 28,.., 39

dont les cotits réduits 3 1'optimum de (Fi)sont les suivants

3 5 27 28 29 30 31
d?(ui) 4,316 S.474% 7.105 3.368 6.737 2.053

j 33 34 35 36 37 38 89
d;(ui) .263 6.526 6.053 7.947 7 6.579 7.632

bl
-~ . 2 5
Le tableau 9 montre 1'intérét des relations binaires déduit®

3
la relaxation lagrangienne pour les variables d'indices j = 34,..,39 ¢ /
rant?

sont ainsi éliminées 3 la valeur 0 (ces relations n'apportent pas d

ration par rapport 3 1l'itération 2 pour j = 5, 27,.., 33).
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Oy Notera
(¥ N .
1 | X, = 1) l1a relaxation de (Pllxk =1, Xs = Ve Xs(x,=1), & {0,1})
k D - - -
v(Pllxk 1) Xl(xk = 1) X (xk = 1) v(?‘llxk = 1)
3
4 2018 5, 275004 31 35,...4 39 ~» (second
membre= -19)
3
S 2019 S5y 27444+ 30 |34, 36,..., 39 1988
3
§ 2017 Sy 2744404 31 |34,35,37,38,39 -» (second
membre= - 5)
3
L 2018 S, 274+..45 31 |34,35,36,38,39 1988
3
s 2018 5, 27,.0.5 31 |34,..., 37, 39 1995 j
3 -
~\\j.~J 2017 5, 274.00., 31 34,..., 38 1996

Tableau 9

On aboutit alors 3 l'ensemble X2 = {5, 27,..., 33} avant de

Cale - .
Uer (P | x,, =€) €€ {0,1}, ol X3, est la variable de base optimale

32

e
le(B) donec de (Pl) - 31 est inutile de calculer v('I\"1 | X3y = €) puisque
CoOtt .~ 2
pu‘out réeduit associé 3 X309 est nul - on trouve ainsi v(P1 | Xqo = 0) = -
*Sque ] a.<b =337
jex, 3 < .
j#33
Iz
\ESEEEEEELJi . \
e :
8o
~ IS Probldme considéré est
*ma
\ X 5x5 + 39x27 + 55x28 + 28x29 + 56x30 + 39x31 + 36x33
¢
. 2u2
s xs + u9x27 + 70x28 + 36x29 + 72x30 + 51+x31 + 53x33 < 255
“~ xj - 0 ou 1 j = 5’ 27’000,31. 33.

®% colits péduits 2 1'optimum de (35) sont les suivants (la nouvelle

Vab.
lah
le de base est x., => uy = 39/54) :

31
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j 5 27 28 29 30

et d§3(ui) = 2.278
dg(ui) 4,278  3.611  L.uuy 2 Y

'3 2 2.2 1ellr 1
Les variables x27, x28, x29 et x30 sont éliminées 3 la va
en séparant chacun des problémes (P2|xk =0) k e {27,..., 30}, sur la

variable de base associée. A titre d'exemple, le schéma d'élimination dé

. . \
X0 est le sulvant \
X33 est la variable de base optimale de (P2|x27 z 0)
"]

= = = 3 - = - 30}
v(z2 | Xyq = 0y Xgq 0) = 2005 puisque X (x27 0, X5, 0) = {5,28993,

= = = i = = = 2%
v(P2 | Xn NO, X33 1) = 2002 pulsqu§ Xl (x27 o, X33 1) = {5,28,
donc max {v(P2 | Xyq = o, Xag = 0), v( 9 | X7 = 0, X3q = 1)} i 2%%; i Nﬁ

v =

Finalement on aboutit au probléme

2000+max 5x5 + 39x31 + 36x33
(P,)

3 Afcf 15 € Xe + sux31 + sax33 < 28

dont le domaine est vide puisque

x5 + Sux31 + 53x33 S 28 => x31 et X33 +« 0

x5 + Sux31 + 53x33 215 => x31 ou x33 + 1

La solution optimale est donc celle associée 3 w(B) = 2016 trouvée 3

1'itération 2.

\
I
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VI - ENUMERATION IMPLICITE

Le probléme (B) étant supposé non résolu par l'algorithme de

eduction préliminaire
i.e. x £V, v(B) < v(B) et

1 . P
® Schéma choisi pour 1'énumération
duPPObléme réduit - dont le nombre

e 3
*t Uexploration lexicographique :

A partir de x1 €V, les 2"

]
XY ¢ s
G = 2,3,...,2") son générés dans
x2 : (1 - xi, x;,
3 1 1
X : ( xl’ 1 - x2’
1
xs : ( Xi, ' )(2, 1 -
1
xs H (1 - xi’ )(2, 1 -
n
x? : (1 - xi, 1- x;, 1-

!93es

x,| # @
exhaustive de l'ensemble des solutions

de variables |X2|sera encore noté n -

- 1 autres sommets du cube unité

1'ordre suivant :

x;,....., | xi)
xg‘,....., x;)
x3,....., x;)
xg,....., xrll)
x;',....., xi)

1
xagoosoo’ 1 - x:;)

(1) : Le choix de xl € V implique la définition d'une hiérarchie

*nt
Te leg variables (voir § VII).
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(ii) En choisissant une partition {I,I} de {1,...,n} (on pose J
m = |I]), ce schéma exploratoire peut n'&tre appliqué que pour le cube’;

de R™™ (associé au sous-ensemble de variables d'indices appartenant 31;
-

dans le but de résoudre pour chaque vecteur bivalent xj de R™™™ 1e pro

bléme auxiliaire paramétré :
+ max cp Xy
(pA) s.C. a; t; <b - ag Xj

xj =0oul ¥jel

(1ii) L'autre type de procédure d'exploration dite LIF@(i.e-
Last In First Out) sera décrite dans 1'exemple numérique détajllé e f
de cette partie.

L'arborescence associée au schéma exploratoire des solutiod?

est parcourue implicitement comme suit :

Etant donné un noeud de cette arborescence, c'est-a-dire uné

partition {X, X, X2} de (1,...,n}

0}

X = {3 | X5

avec

les test successifs suivants sont appliqués au sous-probléme

(P) = (B | x5 = 0 VieX) s X =1 ¥je X,)
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Le. I .+ max ) Cj xj
jexl jeX2
jex, jcxl
xj =0oul ¥ e X2
——————

1
<81 b(P) < 0 alors F(P) 5 ¢ ; aller en 12

L%
/(/J
-
o
~
o
~r
"

0 alors xj +«0 Vj e X2
XO = xo v X2 3 X2
aller en 5.1

4

3y =
<Y e X2 : 3 > b(P) alors X3 +0 3 X, = Xo v {3}

X, 2X\{j}
is
\‘E-xz = @ alors aller en 5.1
3
\\i.jgx aj < b(P) alors X3 “1V¥jeX,
2 X, EX, uXy) 3 X% 0
5.1 v(P) + ] c.
jex, J
\ aller en 11
Lot g

< ¥(P) v(B) alors 3x € F(P) : cx > y(B)
aller en 12

'\i:i: X(P) la solution associée 3 v(P) (i.e. obtenue en résolvant une
Xation de (P))
N2 X(P) ¢ F(P) alors v(B) + cx(P)
aller en 11.1

] .
~Utingge f g P
Ser une hewristique pour déterminer v(P)
)
~ 8i
= up) > v(B) alors v(B) + v(P)

si v(B) = v(B) alors v(B) + v(B) ; stop.
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10 Algorithme de réduction => modification de Xo, Xl, X,
§i x2 = @ alors aller en 12
Descente dans £'arborescence

11 si v(P) > v(B) alors v(B) + v(P)
11.1 si v(B) = v(B) alors v(B) + v(B) ; stop

~ Algofithme de réduction
12 Remontée dans £'arborescence

Note

(i) La relaxation de (P) choisie est (RP(ui)) c'est-3-dire
(RB(ui) | X5 = 0 V).G Xy 3 X = 1Vje Xl)

(ii) Se référer a [K9] (et & [K11] pour une version récursﬁw)‘
gb
_pour l'explication des tests &voqués ci-dessus, dans le cadre de 13 oi

oeuvre de l1l'algorithme.

¢

L'exemple numérique suivant donne le déroulement de notre méwy
(appelée M.S.B.) lorsque m = 2 et la hiérarchie entre variables est ¢,
par le classement par ordre décroissant des valeurs absolues des colit?
duits 3 1l'optimum de (B).
. f
Ce méme exemple est repris pour le déroulement d'un algoritmwj
type Procédure par Séparation et Evaluation Séquentielle utilisant 1"
nique énumérative'dite L.I.F.0. (voir par exemple [G36]).
!
Les figure 6 et 7 donnent les parties de l'arborescence décf“f;
1'une et l1'autre des méthodes (les numéros indiquent la chronologie %

vationg de variables).
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Considérons le probléme :

max 52x1 + 17x2 + l+Ox3 f 793x1+ + 813x5 + 768x6 + 72l+x7
4.¢C, 45x1 + 15x2 + 1&0x3 + 793xu + 820xs + 777x6 + 737x7 < 837

Ooulij=1,...,7

(B)

X.
J

Méthode M.S.B.

——————————————

=(1,1,1, ;33. 0, 0, 0), v(B) = 846

s {1,2,3};i=48;51L={5,6,7}

c %!
[} | ]

* minorant de v(B)
¥ = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 1), ¥(B) = v,(B) = 833 ;

* majorant de v(B)

<
~~
w
x
n
o
g
"

839.708 ; V(B | x, = 1) = 839 = ¥(B) = 839

* néduction

v(RB(u,) | x, = 1) = 833 = y(B) == x; + 0

* exploration Lexicographique implicite :

day - hitrarchie entre variabes : les variables sont considérées

s

l'°rdre décroissant des valeurs absolues des colits réduits, c'est-3-dire :
1 o o
dg=9>a0=724d27>d4=2>d3=024 =0

- partition de {1,...,6} : I = {3,u) et I = {6, 1, 5, 2}

g, . - sommet initial du cube wnité de R* pour l'exploration léxi-
Phique | “



130

(1) xf = [3); = (0, 1, 0, 1) = (X, %ys Kgs Xp)

69 + max 40x3 + 793xu

= X, = {6, 5} et X,;={1; 2} = (PA) S 4.0, HOX, + 793x, S 771
X3s X, = 0 ou 1
- X, = 0, X, = 1=> v(PA) = 69 + 40 = 109 (= Yl(B)) < v(B)

(i1) x% = (o, 1, O, o)\-o X

\

o = (6,5, 2} et x; = {1}

52 + max 40x3 + 793xu

= (PA) s.c. 40x3+793xus792->x3=1,xu=o->yw)'

x3, X, =0oul

(iii) modification de Xg f
20
i.e. est-il utile de considérer les solutions telles que Xg

et x1 = X =1:

x2=(0,1,1,1) et x3

:=00,1,1,0)2

c'est-a-dire
865 + max 17x, + 4Ox, + 793%,
(B | x,=0;x =x 21): d.C. 15x%, + 4Ox; + 793%,

1
Xy X, %, = 0 ou 1

’

(P) $

non, puisque b(P) = - 28 => F(P)

1]
Q

(iv) modification de x, ?

!
i.e. est-il utile de considérer les solutions telles que *p

x = (0, 0, 0, 1)
xg = (0, 0, 0, 0)
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L]
"

(0, o’ 1' 1)

(0, 0,1, 0) 7

Wi

¢'est-3-dire
® o max 813x5 + 17.x2 + 40x3 + 793x“
2 (B | X = X, = 0) : |4.c. 820x, + 15x, + 40X, + 793x, < 837 ?
xj =0Ooulg; j=5,2,3,4
oug . -
<Y, puisque ¥(P) = v(RP(u,)) = v(RB(u,) | X, = 0) = 839 > v(B).

(v,(P) = 830 (xg = x, = 1, x5 = x, =0) = v(P) < y(B),= 833)

"%: (0, 0, 0, 1) = X, = {6, 1, S} et X, = {2}

17 + max 40x3 + 793xl+
=™ (p : -
A) 8.c. 4Ox, + 793x, S 822 = %3 = 0, x, = 1'=> v(PA) = 810

Xys X, = Ooul

(v) x2 = (0,0, 0,0 = X, = {6, 1,5 2) et X, =9

\
. - (PA) max l+Ox3 + 793x1+
4.c, qua + 793x, < 837 => %y = X, _- 1= v(PA) = 833

Xys X = Ooul

(vi) modification de Xg 7

i.e. est-i1 utile de considérer x% et xg, c'est-3-dire les solu-

Y
B3 telleg que x. =

6 = % =0 et Xg =1

soit

813 + max 17x2 + l+Ox3 + 793xl+
S| x =2x =20;x =1): 8.C. 15x, + 4Ox, + 793x, S 17 ?
Xys Xgy X = Ooul
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non, puisque v(P) = v(P) = 813 + 17 = 830 < v(B)

vii) modification de Xy ? (puisque toutes les solutions tellesqw
X; = 0 ont été envisagées) :
4 9 16 , . olv
i.e. est-il utile de considérer X3 a X © est-d-dire les 8

tions telles que Xg = 1:

soit
\\
768 + max 52x, + 813x; + 17x, + 4O0x, + 793x, iy
(P) = (B | x5 = 1) 8.C. USx, + 820%; + 15, + 4Ox, + 793 X,
xj =0Ooulj=1,5, 2, 3, 4,

oui, puisque V(RP(u,)) = v(RB(u,) | x5 = 1) = 837 > v(B)

x(P) = (1, 1, 0, 1, 0, 0) € F(P) => v(B) = w(P) = cx(P) = 837

UL I I 1 * % * 0
xl f x2 = x6 = et x3 = xl+ = x5 = x7 = 0.




x. =1

x,=x =0
M

(837)

Step

ks

x2= x2=
x3=1 xu= x3=1 x4=0

109) (92)
Figgsg 6

Stop

x2=1 x2=0
x3=0 xu=1 x3=xu=l
(810) (833)

Les affectations des variables reliées par un trait ——sont faites globalement.

€ET
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Méthode P.S.E.S

Cette méthode est liée A la technique énumérative dite LIFY o
consiste 3 gérer comme suit la liste d'indices PF des variables fixées

0 ou 1 associée au déplacement dans l'arborescence :
- descente dans £'arborescence

(i) lorsqu'une variabie X est fixée temporairement par un &
gorithme de réduction alors PF devient PF v {k}.
[X, devient X, v {k} si x =03 X devient X, v {x} si X = 1]
o
(ii) le choix d'attribuer la valeur 1 & une variable x, se tre
par le remplacement de PF par PF u {kl}. (X1 devient X, v {x})

‘

- nemonte dans £'arnborescence : lorsqu'il est démontré 1'1““:9.
48
1ité de résoudre un sous-probléme, la remontée jusqu'au noeud associ® &)

it
choix se traduit par la recherche dans PF de l'indice non souligné 53

plus 3 droite pour

- d'une part, le souligner
er
- d'autre part, supprimer tous les indices situés 3 sa droi?

. ' g6
Les particularités de la méthode décrite (inspirée de cell®

Greenberg et Hegerich [K23]) sont les suivantes :

ol

1 tri des variables suivant 1l'ordre décroissant des rapport ]

[l
!

: , ul
2 la §¢paration s'opére sur la variable d'indice j*, telte 9
cj*/aj*= max {cj/aj | 3 ¢ X,}

pour faire le choix d'attribuer la valeur 1 A X

3 L£'gvaluation par excds en un noeud utilise la valeur de ¥

‘nelaxation du sous-probléme.
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Ayant appliqué l'algorithme de réduction explicite pour 1l'algo-

rj . :
‘thne M.S.B, on suppose donc avoir 3 explorer implicitement les solutions
% problame

¢ -
% sachant que v(B) = 839 et v(B)

(®y 5

(B | xl = 1)

( max S2x, + 17x2 +
B
| x7 = 0) §.0. U5x

iHne=

X,
3

+ le2 +
Ooulj

‘+0x3 + 793x4 + 813x
‘+0x3 + 793x1+ + 820x%

1’000’6

83

3

+ 768x6
+ 777x6 < 837

5
5

(1) choix d'attribuer La valeur 1 2 X; ¢+ PF = {1} (X, = {1}, X =

52 + max 17x2 + 40x3 + 793xu + 813x

b
J

s.C. le2 + l+Ox3

=0Ooul

a -
45793 » b(P) et ag = 820 > b(P) = Xy

PF

‘\
Y(P) = Ly(E | x, =1, X, = x5 = 0)J = 837 > y(B)

(x

A\

(ii) choix d'attrnibuer La valeur 1 2 x

134 -
1, 2}, X, = {4,5})

~

(p)

-

> v(p)

(x

~
Que

Cx

"

B x =x:=1x

[

837 > Y(E)

Xg

0) :

0
5 + 768x6

+ 793xl+ + 820xS + 777x6 <792
j :2’..‘,6
=% =0 (Xo = {4,5})
= {1, 4, 5}

2 ¢ PF = {1, 4, 5, 2}

69 + max I+Ox3 + 768x6
s.0, l+0x3 + 777x6 S 7717

Xgs Xg = Ooul

(ii1) choix d'attribuer £a valeur 1 2 Xg ¢+ PF = {1, 4, 5, 2, 3}
T2, 0y, % = u, 5D

Xy =

OetpPF=(1,4,5, 2,3, 6} ; 1a solution x associée est telle

109 <« v(B)

2)



(iv) remontte dans £'arborescence : PF = {1, 4, 5, 2, 3}
X, = {1, 2}, Xy = {3, 4, 5})
/
= xs =1etPF=1{1,14,5,2,3, 6} ; la solution )_c_associée est telleq
= 837 > v(B) = v(B) 837
(v) nemont8e dans L£'arborescence : PF = {1, 4, 5, 2}
(X, = {11}, Xy = {2, 4, 5})
52 + max l&Ox + 768xg ;
= . 9
==>(P)=(B|x1=1’x2=xu= =0) : bc.40x3+777x657
xa, =0 ou 1
= ¥(p) = Lv(F)J = 835 < v(B) ; il est donc inutile de résoudre (P)
)
(vi) nemontde dans £'anborescence : PF = {1} (xl =9 xo = o
max 17x2 + l&Ox3 + 793x + 813x5 + 768%g 831
= (P) = (B | x, = 0) 8.c. 15x, + 4Ox, + 793x, + 820x + 777%g *
xj =Ooulijs= 2,...,6
= ¥(P) = Lv(B | %, = 0) = 839 > v(B)
v(RP (1).| %, = 0) = 837 = v(B) = x, + 1 0
v(RP (1) | Xs = 1) = 832 < y(B) = %, + 0  sous 1'hypothése *1
v(RP (1) | %, = 1) = 830 < y(B) = x5 0
= PF = {1, 2, 5, 8} (X, = {2}, Xy = {1, 5, 6})
g)
(vii) choix d'attribuer fa valewr 1 2 x5 : PF = {1, 2, 5, |
(x, = {2, 3}, X, = {1, 5, 6])
=> x, =0 =>FF = {1, 2, 5, 6, 3, 4} ; la solution x associée est té
que cx = 57 < v(B) -

136
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(viii) nemontie dans £'anbonrescence : PF = {1, 2, 5, 6, 3}

X, = {2}, %, = {1, 3, 5, 6})

- x“ =1=>PpF = {1, 2, 5, 6, 3, 4} ; la solution x associée est telle

e ox = 810 < v(8).

/@\ |

xl= X = 0
AN =
" x2=l
~ ~
%5 = x5=0

ALL

x3 lx3-0 Stop X3=1 ;é=0
A \ /
_o lx‘-lj x, =0 Ix4=l
(109) (837) (57) (810)

Figure 7
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VII - EXPERIENCES NUMERIQUES

" Les algorithmes présentés en parties II, V et VI ont été mis

fn
%fuvre gyy UNIVAC 1110 en considérant 534 problémes tests :

- des problémes de 50, 100, 500, 1000, 2000, 5000, 7500, 9000 et

0 Variables tirés au hasard suivant la loi uniforme

_ n
(c., a. 0,99] et b e [max a, a.[),’
]’ j e[ ’ I_San j? le 3()’

Z\ s
3son de 50 exemplaires pour chaque taille.

g - les 84 problémes tests de 75, 100, 150 et 200 variables prove-
t
de 1'Ecole des Mines du Colorado [K131,

(e Pour chaque série de problémes n (resp. NP) désignera la taille
Sp.

& le nombre) des problémes de la série. Tous les temps sont donnés

miyy e
llllsGCOndes.

deg A titre d'information, les tableaux 11 et 12 fournissent un résumé
N px'lncipales expériences de la littérature (les années de parution

Qh 2, P ’
3que article sélectionné sont répertoriées dans le tableau 10):

-

- le tableau 11 indique pour chaque méthode les quantités :

n : taille maximale envisagée

—

P : nombre d'exemplaires dans la taille n

= le tableau 12 donne les caractéristiques des problémes traités,

o
Ug .
tires au hasard suivant la loi uniforme.
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\

\=\=\=\

—

e

~a

N \=\

S,
Auteurs Référence |Année Auteurs Référence| M
4—)
BR Barr et Ross K3 75 IK Ingorgiola et Korsh K28
gorg 5
C Cabot Ky 70 L Lauriére K31
I
DH Dembo et Hammer K6 4 MT Martello et Toth K35
™
FP1 Fayard et Plateau | K8,K10 71 N Nauss K37
I,
FP2 Fayard et Plateau 79 S Suhl K4l
H Hansen K26 7ﬁ Z Zoltners K45
: R
HS Horowitz et Sahni4J K27 ™
e
Tableau 10
n 6000
20 60 200 500 1000 | 5000 7500 9000
r——
NP
5 HS MT
9 N
10 H
25 DH BR
y/
21 S
40 IK
50 c FP2 L
__4/
100 FP1

Tableau

e

=

=N
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\
o Jo, 100] y ' ] c; €
j» aj € [1oouloo] 0, 1000 [aj‘B, aj*B]
\ ?
. FP1 FP2
m‘;" 3 <bsla ’
S
\
! H
| aelo,1l L
l MT
|
| @ = 0.2 HS, FP2 HS HS , MT
b s . (B=0) (B=10)
| PP3 s BR
a = 0.5 T HS HS , MT
| éK’N z (B=0) (B=10)
I
| a = 0.8 FP2 (:Zm)
\l
Tableau 12
VI
L1 - RELAXATION
VII.1.1 Mise en oeuvre
Mg La mise en oeuvre des algorithmes CKR (utilisation du "tri ra-
en

k (Quick sort)) et NKR nécessite la sélection d'un &Lément de néference
€y

o d°nne 3 parmi différentes solutions possibles (voir [K13]), notre
of
X S'est porté sur 1'élément "med:.an" des trois éléments situés en téte,

RE
ln et au milieu du fichier 3 partitionner.
Yot
i,, Dans le cadre des problémes tirés au hasard, des résultats relatifs

gy "roduction d'une &valuation préalable du rapport c. /a sont réperto-
3 paragraphe VII.1. 2e. seus le vocable NKR EVAL.,
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D'autre part d partir d'une certaine taille de fichier, aPPelée
Sewdl par la suite, l'algorithme de tri rapide, moins performant, est 3
remplacer par le tri dit par insertion [C21]. Ce seuil (10 pour NKR, 8 »
CKR) a été établi expérimentalement sur 10 problémes de 5000 variables

(tableau 13).

Enfin, J étant donné, lors de la détermination de la (R,k) -
partition, les éléments de E(J,k) sont répartis dans U(J,k) et L(J,k) de
maniére 3 minimiser les permutations. La mise en oeuvre de 1'algorith®

est proche de celle préconisée pour le tri rapide par Sedgewick [C21]

Seuil | CKR NKR
5 974.71 | 272.96

6 963.15 -

7 965.59 -
8 959.41 | 272.98
9 965.43 | 272.67
10 969.47 | 270.70
11 970.58 | 273.26
15 1009.36 | 300.64

- Tableau 13

VII.1.2 RE&sultats numériques

a) Le tableau 14 donne, pour les problémes tirés au hasards .
apergu des temps de calcul relatifs aux algorithmes CKR select (CKREN;[
une méthode de tri dite par sélection [Cl, C15], utilisée dans la wét?
MSB 71 [K8, K101), CKR Quicks (CKR avec la méthode de tri rapide) €t

(voir partie II).
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La colonne gain % CKR Quicks (resp. gain % CKR select) indique

ep°UI‘Centage moyen de gain de l'algorithme NKR par rapport aux méthodes
CleS ique s.

"~ b) Les tableaux 15 et 16 donnent une idée de la dispersion des

te
™S de calcul ; ils fournissent, pour chaque taille de probléme, en colonne
= Min (resp. Max) : le temps de résolution minimum (resp. maximum)

- Moy. Min(resp. Moy. Max) : la moyenne des dix plus faibles

(resp. importants) temps de résolution

- Moyenne : le temps moyen de 50 problémes tests.

\
\:L~ NP 'NKR  [CKR Quick4 CKR Sélect |Gain % CKR Quicks|Gain % CKR Select
30
5 . .
IE“ 0 3.02 5.23 14.96 42.26 % 79.81 %
\\E~ 30 5.78 11.50 51.85 49.74 % 88.85 %
500
S0 | 26,47 73.07 1 135.79 63.77 % 97.67 %
o) i -
0
%150 | ug.10 | 159.82 4 451,53 69.83 % 98.92 %
;;\
0
*\11 0 | 102,10 | 3us.87 16 500 * 70.48 % 99.38 %
;E“Ljfl. 270.70 | 959.u41 / 71.78 % /
0g -
50 T4.12 % /
~_ 478.68 | 1849.80 / .
* uh \J~

i
Quement pour 3 problémes tests.

Tableau 14
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CKR MIN MOY. MIN | Moyenne MOY. MAX MAX

50 4.6 4,86 5.23 5.60 5.8

100 10.6 10.86 11.50 12,08 13.0

500 66.0 69.u48 73.07 77.26 81.0

1000 131.6 150,78 159.42 167.u44 174.6

2000 321.8 333.78 345.87 358.76 376.8

5000 907.4 927.44 959,41 995.52 | 1 .039.2

9000| 1 769.0 | 1 797.54 | 1 849.80 | 1 898.88 | 1 932.8

Tableau 15
g
NKR MIN MOY. MIN | Moyenne MOY. MAX MAX

e

50 1.8 2.06 3.02 4,08 5.2
I

100 2.6 4,06 5.78 7.56 8.8
e

500 11.0 17.50 26,47 36.52 39,0
S

1000 27.2 32,02 48,10 66.38 80.4
I

2000 66.8 74,90 102.10 136.42 170.8
e

5000 139.4 189.04 270.70 359.08 405.2
™

9000 274.0 323,02 478.68 612.94 696.4
™

Tableau 16
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c) Les temps indiqués pour les algorithmes NKR et CKR Quicks

d . .
08 les tableaux 13 3 16 concernment une version "rapide" d'encombrement

XDemoire‘sn pour CKR Quicks et 5n pour NKR. Les tableaux 17, 18 et 19

) . . .
ot eux relatifs 3 des versions moins rapides (CKR.L, NKR.L), mais d'encom-

bp .,
‘ment ‘mémoire 4n.

Note

-
~-

I1 serait possible d'atteindre un encombrement mémoire 3n en

s .
\mprlmant la sauvegarde de la numérotation d'origine des données.

0
n NP NKR.L CKR.L gain % CKR.L
1000| s0 49,98 224,16 77.70 %
5000( 50 285,54 1 360.46 79.01 %
9000| 50 508,82 2 504.82 79.69 %
13000{ 50 758.79 3 900.07 80.54 %
Tableau 17
CKR.L MIN MOY. MIN | Moyenne MOY. MAX MAX
1000| 178.8 209,92 224,16 235,28 243,.8
5000/ 1 308.6 1324,80] 1 360.48 | 1 410.06 | 1 u488.4
9000| 2 100.01 | 2 348.41 | 2 504.82 | 2 584.63 | 2 709.2
13000| 3 427.6 3 767.28 | 3 900.07 | 4 033.20 | 4 185.2

Tableau 18




145

d) Le tableau 20 contient pour chacune des sept séries de pﬁﬁ

de 1l'Ecole des Mines du Colorado

- les moyennes des temps de calcul de

. 1'algorithme CKR en utilisant la méthode de tri select
(colonne Alg. CKR/Select) et la méthode de tri Quick®

(colonne Alg. CKR/Quicks)

/
NKR.L MIN MOY. MIN Moyenne MOY. MAX MAX
/
1000 24,2 30.98 49,98 71.56 87
/
5000 111 188.80 285.54 387.82 434.2
_/
8000 262.6 334.06 508.82 661,36 7744
__/
13000 116.2 Lyy, 26 758.79 1 121.92 1 361-8
/
Tableau 19
\

+ 1'algorithme NKR (colonne Alg. NKR/Moy.)

- le temps minimum (resp. maximum) atteint pour résoudre

laxation avec 1l'algorithme NKR (colonne Alg. NKR/Min (résp. Alg.

- les comparaisons des algorithmes NKR et CKR :

. colonne Gain % CKR/Select : rapport moyen des temp
l'algorithme CKR en utilisant Select sur les tempS de
gorithme NKR ‘

+ colonne Gain % CKR/Quicks : pourcentage moyen des gal?
obtenus par l'utilisation de l'algorithme NKR au 1iev

gorithme CKR (avec Quicksort pour le tri).

y

ort

’

187
e

g d¢

1"11

&
o’
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/ .

Hrieg n | wp | Alse OKR Alg. NKR Gain & CKR
\ Select Quicks Min Moy Max Select Quicks
1
2 | 200 | 10 | 170.30 36.05 10.2 14,68 22.6 11.60 59.26
3 3001 10| us.s6 14.76 2.4 5.32 8.1- 8.56 63.96
y | 300 ]| 10| wus.es 14,55 4.1 8.36 11.2 5.46 42.54
5 100 | 10 | us.60 13.70 5.1 6.14 7.1 7.43 55.18
8 100 [ 10 { 4S.70 14.50 4.3 7 8.3 6.53 51,72
7 {150 | 12| 96 25.94 3.1 13.05 17.4 7.36 49,69
~—— 75122 | 26.30 11,40 3.2 4.63 5.4 5.68 59,39
]

Tableau 20

e) Algonithme NKR EVAL :

Pour les problémes dont les données sont tirées au hasard il est
lathement aisé d'obtenir une bonne évaluation de la valeur du rapport
® bage c, /a . Cette évaluation préalable permet d'améliorer trés sen-

lhlement (3usqu'a 52 % pour n = 5000) les performances de l'algorithme NKR,
(1) détermination de £'&valuation c; /a; de c;/ay :
e e

Cette evaluation est basée sur la détermination d'un encadrement
;; i) de 1'indice de base i, suivie d'une intégration de la fonction
y S1t€ qe probabilité de la variable aléatoire R = C/A ol C (resp. A) est

Variable aléatoire relative 3 la fonction économique (resp. contrainte).
Enmd"-elnent de £a valeur de £'indice de base !

- estimation par excés I de i :

-Les données du probléme étant supposées classées dans l'ordre des

*Ws décroissantes des c. /aJ, la détermination de 1l'estimation par excés

e
1 est basée sur la construction d'une contrainte a'x < b telle que
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L'intervalle [0.100] est subdivisé en m intervalles contenant

chacun p(= %) éléments pour définir a'x £ b par

: 2 at x, sb
k=1 jed, ]

avec ¥k ¢ {1,...,m} | J {(x-1) p+1, (kx-1) p+2,...,kp}

k
100
. _ .
aj TN (2k-1) V¥j € J
\\
Les déterminations de
. k*—l *
ks ) ] alsb< ) ] a! ,
221 jeJ, f=1 jed, 3
K*-1 -1
.lke'Jk*:g-l .Za5+._ *X agsb
=1 jed, j=(k -1)p+1
k*-l ik 3!
et b < 2 2 ag + *2 )
121 jeJ, j=(x -1)ptt
P
- v e, = (k*-1)p+1,...,(k*-1)p*tﬂ
avec a" =
J

{ 100 * 1 .
m (K0 ¥ e 0,
permettent de poser :
- * .
i=(k-1)p+ ik
- estimation par défaut i de i :

Elle est obtenue en supposant que ¥j a; = 50 => i = b/50
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* Bvaluation de 4'./“4',

Soit Y la courbe representatlve de la fonction densité de pro-

ba'blll‘te de R

N
y4
1/2
18|
1/32 4
———— ——— I Qe 7\
0 4
Connaissant 1 et i il est aisé de calculer par intégration c: /a .
luatlon par défaut de c, /a et c, /a évaluation par excés de ¢ /a
v Pratiquement nous avons choisi d'approcher y par la courbe sui-
te -
Pour poser c; /a; = (2 cj/ag + c;/a;)/3
e e = =
\.
YWR
1/2
/8
0 1 2 r
(11) Resultats numdriques (me5)
l%@ La colonne't erreur'du tableau 21 qui donne l'erreur moyenne faite

h%tb ll €valuation de ¢ ;/a; pour les différentes tailles de probléme,
a PPGCision de cette méthode ; le tableau 22 traduit son efficacité



par comparaison avec les temps d'exécution de 1'algorithme ‘NKR.D
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(NKR EVAL est construit & partir de NKR.L).

ci-dessus est faite dans les tableaux 23, 24 et 25 respectivement P°m

les problémes de 1000, 5000 et 9000 variables,

f) Finalement, une comparaison des cinq algorithmes décrits

n i i 1 cio/3ie | €4 /23 | 8 erreur
50 23,58 32.24 30.96\ 1.0042 0.8504 18,09 %
100 48.46 66.14 60.80 0.9u408 0.8345 12.74 %
500 226,38 315.06 287,14 1.0471 1.0u486 0.14 %
1000 501.36 661 615 0.9930 1.1591 14,33 %
5000{ 2 540.16 3 117.96 3 347.88 | 0.9476 0.8428 12,43 %
9000] 3 0oub6 4 032 3 729 0.5919 0.5382 9,98 %
Tableau 21

n NKR EVAL | NKR.L % gain

1000 36.88 49,98 35.52 %

5000}) 187.32 285,54 52,43 %

9000 3u4.18 508.82 47.84 %

Tableau 22
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Méthode MIN MOY. MIN | Moyenne | MOY. MAX MAX
NKR EVAL 20.2 24,84 36.88 49.30 58.6
NKR 27.2 32.02 48.10 66.38 80.4
————
NKR.L 24,2 30.98 49.98 71.56 87
CKR 131.6 150.78 | 159.42 | 167.uu 174.6
S ———
CKR,L 178.8 209.92 | 224.16 235.28 243.8
———
Tableau 23 - 1000 variables
———
Méthode MIN MOY. MIN | Moyenne | MOY. MAX MAX
\
NKR EVAL 97.8 140.9 187.32 233.28 279.4
\
NKR 139. 4 189.04 270.70 359.08 405.2
e ———
NKR.L 111 188.80 | 285.54 | 387.82 | u434.2
————
CKR 907.4 927.u44 959,41 995.52 | 1039.2
\_
CKR, [, 1308.6 1324.80 | 1360.46 | 1410.06 | 1488.4
\
. Tableau 24 - 5000 variables
S ————
Méthode MIN MOY. MIN| Moyenne | MOY. MAX MAX
\
NkR 62.16 344,18 433,24 493
X EVAL 198.0 2
NKR 274 323.02 478.68 612.94 696.4
\ .
NKR.1, 262.6 334,06 | 508.82 661.36 | 77u.4
_CKR 797.54 | 1849.8 1898.88 | 1932.8
— KR 1769 1
CKR.L, 2150.21 | 2399.22 | 2504.82 | 2599.77 | 2672.26

Tableau 25 - 9000 variables
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L'algorithme de réduction de la partie V a été mis en oeuvré

- pour des problémes tirés au hasard : résultats repertoriés

dans les tableaux 27 (problémes 1 3 13) et 31.

i - pour les problémes de la littérature suivants :

(i) 19 problémes caractérisés dans le tableau 26

(i) 84 problémes de l'école des Mines du Colorado 0
X 1
résultats répertoriés dans les tableaux 27 (problimes 14 A 32), 28, 29,

et 33
1
Probléme . Domaine des ) b _Référence
j 3 .
14 999
15 2000
16 [1,789] [1,3541] 3000 Chapitre “
17 5000 de [K9)
18 7000
19 8000
20 12000 .
21 [1,280] 600 | Contrainte®
b7 [22,4260] [1,200] 500 dulgrﬁbiéme
23 (1,100] 500 de[gusl
24 [20,101) [2,10] 11
25 [5,15] (4,81 17
26 [(6,11] {2,10] 20 Problémes
27 [6,11] [2,10] 20 139
28 [17,813] [15,820] 837 | du § IIL.%
29 [11,65]) [1,55] 110 ’
30 [2,457] © [5,631] 650
31 [1,20] {1,30] S0
32 (5,15] 5,13 51 -

Tableau gg
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a) Les tableaux 27, 28 et 29 rassemblent en colonne :
n : la taille du probléme

¥, (resp. (;1)) 1'évaluation par défaut (resp. excds)obtenue 3 l'étape
-3 (resp. 4) de la méthode de réduction

gy ' )
BRj (3=1,...,4) : le nombre de variables éliminées au cours de la jéme
itération de 1l'étape 5

L : le nombre de variables éliminées aprds l'itération 1,
en appliquant le principe de 1l'algorithme de Lauriére
[(Xx31] ; le nombre total de variables éliminées par cet
algorithme est donné par la somme des nombres des colon-
nes ITER 1 et L

3§~(Pesp, (;2)) 1'évaluation par défaut (resp. excds) trouvée en fin
d'itération 2 de 1'étape 5 '

NVR : le nombre de variables "restantes" (i.e. non éliﬁinées)
3 la fin de notre méthode de réduction

!?te

(1) Les valeurs indiquées dans les colonnes v et ;j(j=1,2) sont

&gul
i .
Téeq lorsqu'elles atteignent la valeur optimale du probléme.

(i1) Pour les tableaux 28 et 29 on trouvera en colonne

DOM : le nombre de variables éliminées par les relations de
dominance (au cours de la premiére itération de 1'é&tape 5)

QQ%> (11) . Les valeurs optimales des problémes 19 et 24 (tableau 27)
tivement 5899 et 108) ne sont atteintes qu'au cours de 1'itération 4 .
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v
- I1 en est de méme pour les problémes‘s.e, 6.3 et 7.21(t
bleau 29) (respectivement 4150, 5793 et 12528)

(iv) Pour les problémes de l'Ecole des Mines du Colorado, seul®?
valeurs de dix problémes ne sont pas atteintes en fin de méthode de réw
le tableau 30 répertorie ces valeurs et les écarts avec les évaluation®
défaut de fin d'algorithme,
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%
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—
noly, | ¥y |mERL L (ITER 2|y, ¥, |ITER 3|ITER | NVR
50 | 1286 | 1319 | 2 18 18 | 1313 | 1318 2 6 0
S0 | 1060 | 1088 | 35 2 2 | 1062 | 1085 5 0 8
S0 | 1814 [ 1844 | 24 7 7 | 1817 | 18uu4 6 0 13
50 | 2007 | 2012 | uu 1 6 | 2007 | 2012 - - 0
50 | 1763 | 1786 | 28 14 14| 1778 | 1785 8 - 0
50 1uu<; aus7 | w3 2 7 | 1451 | 1use - - 0
50 | assu | 1577 | 38 8 12 | 1565 | 1576 - - 0

100 | 3279 | 3204 | 68 | 20 | 20 | 3289 | 32049 2 0 10
100 | 2946 | 2053 | 88 o | o |20 | 2050}f 5 1 6
"100 | ue12 | w631 | 65e| 27 35..J u628 | w631 - - 0
500 (22890 (22891 | w96 4 ¥ [22890 122890 | - - 0
500 | 7012 | 7016 | u88 10 12 | 7014 | 7016 | - . 0
500 | 7282 | 7201 | w67 | 19 | 19 | 7286 | 7291 | 9 5 0
%0 | w13e | w2ug | 19 2 9 | 4190 [ u214 6 6 0
40 | ues3 | w7ss | 17 5 23 | 4749 | w751 - - 0
40 | uoss | soo2 | w.| a1 | 26 4983 [ wess | _ - 0
40 .5152 5513 5 1 3s | 5321 | s3uu - - 0
4 | s826 | s83u p 35 5 5 | s826 | seau | . 0
40 | sgoy | s916 | 31 0 0 | 5897 | S912 9 - 0
40 | 081 | 6085 | 36 2 v | 6081 | 6083 | - - "0
37 110780 10965 7 8 23 10883 f10920 | - - - 0
% [10129 [10706 1 8 33 [10537 {10566 [ - - 0
32 112343 [12347 | 30 2 2 [12343 |12347 | - - 0
4 100 | 1 0 0 0 101 | 110 0 4 0
4 28 32 1 3 | 3 0. 1} - - 0
K | 32 o.| 3 4 29 32 - - 0
5 24 32 0 2 5 29 32 - - 0
1 833 | s8u6 1 2 6 837 | 839| - - 0
8 139 | 164 0 4 8 | 159 164 | - - 0
9 1 s13| so8| o 9 s | sm| sm{| - - 0
1o 7| 7| o s | 10 5| 6| - - 0
12 73 78 5 1 1 sl 7 1 5 0

Tableau- 27
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Tableau 28
Pb n v, A ITER 1 | DOM | L ITER 2 | . ¥, v, ITER 3" | ITER 4
1.1 | 200 | 2123 | 2151 169 152 |29 31 2iv7 | 2151 - -
1.2 | 200 | 3763 | 3771 181 165 | .8 8 3766 | 3171 1 1
1.3 [ 200 | 5579 | 5589 166 150 | 17 17 5584 | 5589 2 1
1.4 | 200 | 6585 | 6586 196 185 4 4 6585 | 6586 - -
1.5 | 200 [ 7487 | 7490 190 178 | 10 10 7488 | 7489 - -
1.6 | 200 | 8308 | 8314 178 162 | 19 22 8311 | 8313 - -
1.7 | 200 | 9016 | 9024 164 154 | 3u us 9023 | so2u - -
1.8 | 200 | 9661 | 9662 | 138 191 2 2 9661 | 9662 - -
1.9 | 200 | 10601 |10606 181. 170 | 10 10 1os04 [ 10605 1 1
1.10 | 200 |11118 |11118 200 184 1200 - - - - -
2.1 | 100 | 1135 | 1165 86 76 6 7 .M 1163 7 -
2.2 | 100 | 1701 | 1709 88 78 4 7 1701 | 1706 2 3
2.3 { 100 | 2401 { 2415 78 65 | 19 22 2411 | 2415 - -
2.4 | 100 | 2085 | 2988 95 87 2 5 2985 | 2987 - -
2.5 | 100 | 3us1 | 3ues 75 63 | 18 25 3us9 | 3463 - -
2.6 | 100 g-;g 3865 86 73 1 1 13859 | 3865 3 o
2.7 | 100 | 4203 | w210 86 75 7 7 4207 | 4210 ‘1 6
2.8 | 100 | 4489 | uug1 9 92 3 3 4ugg | uugl - -
2.9 | 100 | 4674 | 4676 97 88 3 3 ﬂ 4676 - -
2.10 | 100 4805 | 4805 - - - - - - - -
3.1 | 100 | 1319 | 1326 95 88 4 5 1319 | 1325 - -
3.2 | 100 | 2016 | 2021 “a1 84 3 3 2016 | 2020 2 4
3.3 | 100 | 2593 | 2597 93 85 1 1 2593 | 2596 3 3
3.4 | 100 | 3087 | 3107 64 52 | 32 36 3102 | 3108 - -
3.5 | 100 | asue | 357 52 38 | uu ug |- 3573 | 3577 - -
3.6 | 100 | 4004 | 4023 60 48 [ 20 20 4011 | 4023 5 2
3.7 | 100 | w41y | uuu3 49 a1 | so 51 4438 | yuu2 - -
3.8 | 100 [ 4783 | ugos 60 W | 31 31 uso1 |usos | 2 1
3.9 | 100 | 5430 | 5435 91 81 4 9 5430 | 5435 - -
2.10 | 100 | ss08 | 5922 78 70 | | 25 5916 | 5921 7 -
4.1 [ 100 [ 719 [ 9723 91 82 7 9 722 723 - -
4.2 | 100 | 1358 | 1373 65 58 | 34 35 1371 | 1373 - -
4.3 | 100 | 1952 | 1961 70 60 |23 | 2 1957 | 1960 3 4
u.4 | 100 | 2u91 | 2u98 78 63 | 12 12 2u94 | 2u97 2 2
4.5 | 100 | 2992 | 3000 72 58 | 11 1 2935 | 3000 5 4
4.6 | 100 | 3468 | 3u73 86 73 1 1 3u68 | 3u72 2 1
4.7 | 100 | ag11 | 3927 4o 29 | 35 35 3921 | 3927 3 4
4.8 | 100 | 4358 | u361 86 72 5 5 L4359 | u3s1 3 0
4.9 | 100 | 5152 | 5166 53 43 |41 41 5_165 5166 2 Y
4.10 | 100 | 5850 | 5861 62 51 | 38 38 5860 | 5861 - -

pL

20

0

10

18
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N~

Ph\]\‘
oy, i, ITER 1 poM | L | ITER 1 v, v, ITER 3 | ITER & NVR

bs\‘\dg
{; ]300 | 30| 492 65 55 | 32 35 48 191 - - 0
S |100 1 g70| 997 68 s9 | 23 23 330 996 1 0 8
S4  [100 f 1705 1710 81 go | 80 9 170 1710 - - 0
S5 |00 | 2340| 23uy 93 82 | © 0 2340 23u4 2 5 0
S (100 | Zg38] 2905 89 77 4 4 2300 2905 2 0 5
S {100 | 3373] 3a3sy 80 67 | 18 18 3380 3384 2 - 0
S (100 | 3794] 3799 91 82 4 4 3794 3799 3 3 0
Sa  [100 | §1a7] 41st 82 76 | 10 10 ¥14g 4151 0 8 0
Sg {190 | wuas| wuu3 89 go | 7 11 | st bowsus - - 0
1 [100 | ugso| wee3 90 83 2 u 4659 4663 1 5 0
b2 {150 | T3en] u2en - - - - = - - - 0
63 |50 | So%3] So76 119 105 | 30 31 5074 5076 - - 0

Sy [150 [ 963 5796 92 76 | 51 53 5792 5795 2 3 0
8,5 |150 6457| su81 102 91 40 40 6u75 6477 2 6 0
b6 [150 | 2094 7128 82 66 | 59 59 7122 7128 0 1 8
3 350 | 7901| 7706 140 127 | 100 10 7706 7706 - - 0
b4 1150 | g192] 217 84 70 | 21 44 8199 8208 3 1 18
S |150 | gey1] 8717 28 21 | 2u 112 8680 8684 10 - 0
S9 |150 | 9666| 9681 110 96 | 3t 31 9675 9680 5 Y 0
S [350 Y1047s] 10483 129 1s | 21 21 | 10480 | 10482 - - 0
13 150 |11180] 11188 128 119 | 13 13 | 11185 | 11188 0 0 9
21 150 |11709( 11715 132 122 | 18 18 | 7w | 11714 - - 0
12 |75 ) se96| 5716 56 us | O 10 5696 5709 2 2 5
19 | 75| 6334 e3s2 - 59 48 2 16 6334 6338 - - 0
Ty 195 | E55a] gosu 23 19 | 15 46 £933 6942 6 - 0
Ls LS| quge| 9510 54 42 1 9 487 7502 0 0 12
Lo | 7| 7s99] 7610 4 32 | 10 27 7585 7595 1 3 0
Yo 15 9ees] 7710 40 29 u 24 7670 7687 2 9 0
L[ 7] 9970] 7810 40 29 2 29 7770 7780 6 - 0
19|25 | 7853 7010 35 26 | 29 7859 7872 3 ) 0
M0 175 | 7918] so10 27 22 | 13 48 7964 79¢S - - 0
Ly | s 8408| 8510 26 20 | 40 45 8496 8527 5 - 0
L |7 8370| 8980 64 51 4 11 8970 8974 - - )
23 7 | 5653 9072 56 w | s 8 3059 | 9062 3 8 0
lg | 7 9118 9165 3g 26 | 37 37 9164 9164 - - ]
275 | a2uz| 9969 59 48 3 4 9202 9257 ) 0 12
y8 175 | 9a3u| 93us ‘60 4g | 9 12 9340 | 93u6 0 3 - )
2 [ 751 9u23] ause 59 48 5 5 9425 9428 2 9 0
y18 175 11016430048 28 21 | w7 w7 | 10245 | 10247 - - 0
21178 110514 10611 27 20 | 30 w0 | 10592 | 10607 3 0 s
Y2 4 7S 111568] 11572 66 60 s 9 | 11561 | 11566 - - 0
|78 |y, 20 54 | 12065 12068 - - 0
2 021{12174 21 14

| "% [ 75 | 12204 12620 8 6| 8 20 | T2uzw | 12557 1 u6 0

N 7S 112864 12806 56 ug | 17 19 | 12878 | 12890 - - 0

L '
Tableau 29
Pb 3.6 4. 4.5 W6 8.7 6.7 T 7.6 T 7.16
V(B) | wois  2u95 2096 3469 3924 8200 7491 7676 9246  9u31
Ecart 3 1 1 3 1 M 6 4 6

Tableau 30
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b) Le tableau 31 (resp. 32) fournit pour les problémes de 505

100, 500 et 1000 variables tirés au hasard (resp. pour chacune des séri®’

des problémes de l'Ecole des Mines du Colorado)

- la taille n des problémes
- le nombre NP de problémes

- pour chaque itératidn ITER j(j=1,....,4) de notre algo

et pour la méthode de Lauriére (colonnes Lauriére) dans la

partie NVR (resp. MAX) le nombre moyen (resp. maximum) de

rifhme

o
variables non éliminées en fin d'itération, ou de method"p
Lauriére
¢
‘D
- en colonne ITER 1/DOM, la moyenne des pourcentages de var’ J
éliminées directement par les relations de dominance (san?
d calculer les cofit réduits associés)
- Bﬂ'
: 1
n|NP ITER { LAURIERE ITER 2 ITER 3 ! d
NVR | MAX | DoM | NVR |MAX | NVR |MAX | NVR | MAX ’NR/
_/15
2
50| 100 11,20 u8 84 (4,22 19 2.87 19 2.01 13 0.
{
/
100| 100 11.24 35 89 5.53 15 3.90 15 2.90 9 3.
. o
!
500} 30 }17.67 76 | 97 '6.,83| 20| S5.57| 20 |3.40| 17 1
1000 10 |25.90{ 81| 98 |3.60] 15| 3.u0| 15 |3.40| 15 D/

Tableau 31
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ITERIL LAURIERE ITER2 )| ITERS3|ITERUWN

Strie n |NP
NVR [MAX DOM .| NVR |MAX | NVR [MAX NVR | MAX | NVR |MAX
.
1 200 |10 f17.70 | 36 {93.18 | 4,40 | 17 | 3.70 17 3.30] 16} 3 1%

2 100 |10 |12.44 | 25 |B88.18 S.44 13 | 3.56 13 2.11] 10 ] 1.11 10
100 {10 [26.70 | 51 [82.60 ) .6.40 | 20 | 4.80 | 20 | 2.90; 15 1.90°| 13
“ 100 |10 |[29.70 | 60 |83.09 9 . 25 | 8.70 | 25 6.70] 22 | .80 | 18
$ 100 |10 |16.20 | 35 |88.26 5.50 9 | 4.50 9 3.40 8 1.30 8
150 |12 |u5.82 |122 |86.70 [16.91 | 98 | 6.54 22 4,55 19 | 3.18 18
) 75 ~22 32.04 { 67 |77.91 {19.27 $9 1 7.09 | 47 5.59f 46 1.55 12
\\\“~~u___>

™oyenne effectuée sur NP-1 problémes (la solution optimale d'une des NP relaxa-

tions est pivalente)

Tableau 32
lableaud =<

X ¢) Une comparaison entre les résultats obtenus pour les problémes
ll
s AU hasard et ceux obtenus pour les problémes de 1'Ecole des Mines

1] .
c°l°Pado permet de conclure que pour ces problémes :

1 - 1'efficacite de l'itération 2 joue un rdle beaucoup plus

{
IWQPta“t que pour les problémes tirés au hasard

2 - 1'écart entre les performances de notre algorithme de ré-

Uoe ¢
lon et celles de la méthode de Lauriére est encore accentué

le 3 - 1'apport des itérations 3 et 4 n'est pas négligeable ;

t . <
o ableau 33 en apporte la preuve ; il contient pour ITER j(3 = 3 et 4)
quonn
€

& - NP le nombre de problémes dont les variables ne sont pas toutes

Ming .
"Ces en fin d'itération ITER (j-1)

Qim - MOY (resp. MAX) : lé nombre moyen (resp. maximum)de variables

& . . .
€8 en cours d'itération j.

h\s ITER 3(resp. 4) n'est .d'aucune utilité pour 6 (resp. 8) des 47

* 40) problémes concernés.
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NP Variables Eliminées
‘MOY MAX
ITER 3 47 2.62 10
ITER & 40 4.12 46

Tableau 33

\

\

VI1.3 - ALcoriTHME MSB 79

Une analyse trés détaillée des résultats de notre méthode - a*
MSB 71 ([K8, K10] et [G54])- destinée & mettre en relief 1'importance ges
du tri des données, précéde la donnée des résultats relatifs 3 la nou"e‘11
version de notre algorithme - appelé MSB 79 - qui est prouvé &tre plus;*
formant que celui de Martello et Toth publié tout récemment (1978) (voif
[K35]) ; cette nouvelle version se décompose comme suit :

1 Résolution de (B) par £'algorithme NKR (partie II)

2 Réduction de la taille de (B) (partie V) avec uniquement
1'utilisation de &'{ité¢ration 1

3 Enumdration implicite (partie VI) avec une hiérarchie de wﬂi
bles basée sur une adaptation de la méthode de tri rapide avec "seuir'dﬂ:
laquelle les sous-fichiers, obtenus en cours d'algorithme, de dimensions
dépassant pas le seuil sont laissés en état (abandon du tri par :I.nsel'ti‘oﬂ

(§ ViI 1.1).

VII.3.1 - Analyse des résultats de 1a méthode MSB 71

Pour les problémes du knapsack tirés au hasard suivant 1la 10 5

uniforme, la progression des temps de calcul de la méthode MSB 71 (P“b 3 g
e
dans (K8, K3, K10])en fonction du nombre n de variables est de 1'ordré
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Ces temps de calcul incluent les temps du classement des données
Nwant 1l'ordre décroissant des cj/aj(] = 1,...,n), qui constitue la phase
nltlale de l'algorithme CKR, L'étude détaillée des temps de résolution va
kmmttre de mettre en lumiére l'extréme importance des temps consacrés 3
etpl les autres temps (concernant la réduction et l'exploration) devenant
egll8eables 4 partir de 1000 variables.

Le tableau 34 a rassemble pour chacune des trois étapes

1 Relaxation (CKR)
2 Réduction
3 Exploration

Ws 14 colonne "temps" : les moyennes des temps de calcul

-

0s 14 colonne "%" : les moyennes des poucentages des temps de calcul par

3
Port dux temps globaux de résolution.
Ces résultats mettent en lumiére les points suivants :

d (i) La methode de tri utilisée dans MSB 71 (CKR Select) est
“Mplexits 0(n?). '

R (ii) Le pourcentage de ces temps par rapport aux temps globaux de
Q

% 'tion est une fonction croissante du nombre de variables (de 80 % pour

ablables d 99,5 % pour 2000 variables).

Oeq (iii) La réduction et l'exploration sont de complexité O(n) et
Cy
% PENt une place de plus en plus négligeable lorsque n croit (de 20 % pour
“iables 3 0,5 % pour 2000 variables).

Pty  Adnsi, si on ne tenait compte que de la réduction et de l'explo-
0
sﬁh i C'est-i-dire si on supposait les variables triées, la méthode MSB 71

l
' de complexité O(n) pour les problémes tirés au hasard.
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Relaxation (CKR Réduction Exploration Tots

n | NP Temps | % Temps | % Temps | %
B
50] 50 | 14.96| 78.80 | 1.64 | 8.6 2.38 | 12.60 | 18°
' 0
100| so | s1.85| 85.60 | 3.33 | 5.5 5.42 | 8.90 60.5

'
500] 50 [1135.7¢| 97.w0 | 12.77 | 1.1 17.08 | 1.50 1165-5

. 3
1000| 50 |4451.53| 98.80 | 22.84 | 0.51 | 28.04 | 0.69 |4502:°
165%

2000] 50 | 16500 | 99.41 | 45.09 | 0.27 | 52.71 | 0.32

Tableau 34 a

4
Le tableau 34 b met en relief encore davantage la nécessit®

de définir une régle du jeu :

auth
Les tomps de rBsofution du knapsack pan Les mithodes class”
doivent-ils inclure ceux du tri des dennles f

fort|

8¢ La nBponse eat positive - et c'est notre conviction pro s

que cet exposé démontre qu'il est possible de se passer du classementpo
résoudre la relaxation du knapsack et d'accélérer ainsi sensiblementto
les algorithmes classiques de résolution du knapsack - dans la rubfimw
"AVEC TRI", la colonne "GH"- (resp. "MSB 71) rappelle pour la méthoded;y
Greenberg et Hegerich (resp. notre méthode) les moyennes des temps de °
globaux répertoriés dans [K8], qui incluent les temps du tri des doméezw

2 e 4 . 2 s 7 Aelc
(expériences réalisées sur Gamma M40, tous les temps sont exprimés eP

/
s - » 001
S4 La nZponse est nEgative, sous le libellé "SANS TRI", 1€%~ o

0
nes "G H" (méthode de Greenberg et Hegerich) et "MSB" (notre méthode) &f
nissent les moyennes des temps de calcul obtenus en excluant les temp®

saires au tri des données.
Les résultats des colonnes

t

"GH/MSB 71" : rapports des temps de la méthode de GreenberS °
. )

Hegerich (T, ) sur ceux de la méthode MSB (TysP

"GAIN" : pourcentage de Tey - Tugp Par rapport a Tgy
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iﬂdi
. duent des conclusions tout-i-fait disproportionnées suivant la régle du
*adopge,

' N e

ot
¢ Hegepioy
it

-Ainsi, si 1l'on ne se référe qu'd la rubrique "SANS TRI", la méthode

t environ 10 fois (resp. 12 fois) plus rapide que celle de Greenberg

pour les problémes de 500 (resp. 1000) variables, le gain étant

oyl
¢ %Urs de 1'ordre de 90 % quelque soit la taille des problémes,

NV
mpl‘exité

L'utilisatioﬁ de la méthode de tri Quicksort

AVEC TRI SANS TRI

GH/ . GH/
GH |MSB 71 MSB71 Gain GH MSB 71 MSBT1 Gain
50 1.80 1.26 1.43] 30 . 792 .252 3.14§ 91.97
100 B.44| 4,26 1.51t1 33.85 2.627 447 5.88( 92.40
500{110.88] 93.70 1.18) 15.49({19.,148] 1.968 9.73| 89.72
1000{409.65{368.85 1.11 9,95 |44.489]| 3,689f 12.06| 91,71

Tableau 34 b

conduit 3 une
pratique 0(n) pour la méthode MSB 71 (voir tableau 35).

n Alg CKR Réduction Exploration { Temps globaux Gain
Select |Quicks Select{Quicks| Select |Quicks

50 14,96 5.23 1.64 2.38 2,76 18.98 9,631 49,26

100 51.83| 11.50 3.33 5.u42 6.04 60.60| 20.87] 65.56

. 500] 1135.79] 73.07 12,77 17.08{ 16.51| 1165.641102,35] 91,22

1000{ u451.53]159,u42 22.94 28.04( 25.06| 4502,51{207.42( 95.39

2000| 16500% [345.87( 45.09 | 52.71| 4u4.32| 16598« |435.28| 97.38

* uniquement pour 3 problémes tests.

Tableau 35
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VII.3.2 - Résultats de 1a méthode MSB 79

Les temps d'exécution étape par étape de la méthode MSB 79
(tableau 36) précédent une comparaison des méthodes MSB 71 [avec utilisd”
tion du "tri rapide"], MSB 79 et celle de Martello et Toth., (tableau 37)

"

n Relaxation | Réduction | Exploration | Total % Sgén71
o |
50 2.99 1,23 2.39 6.61 423;21, !
100 5.62 2.37 5.22 13.21 36.70
500 27.91 10.63 11.46 50.00 51.15
1000 50.72 23.56 9.57 83.85 59.57
2000 112.15 31.75 '21.19 165.09 62.07
5000| 281.04 81.07 28.76 390.87
7500  394.32 105.50 33.74 533,56 1;//
Tableau 36
.
I
DONNEES TRIEES DONNEES NON TRIEES
n gﬁ?gi ool MsB 79 | M.T. MSB 71| Msp 79 | M-T"

50 4.90 4,12 5.58 9.63 6.61 10.3
100 10.19 8.41 | 11.32 20.87 | 13.21 | 22°
500 32.67 25.48 | 36.80 || 102.35 | 50.00 110.67

1000| 55.14 40.27 | 51.48 [{ 207.u42 | 83.85 2097
2000| 103.95 67.48 | 84.76 || 435.28 | 165.09 w16
5000 ///// 143.36 | 183.10 ///// 390.87 1109'98
7sooV/////// ’/f/ (// 533.56

/) ). /

Tableau 37



Le tableau 38 montre (pour n
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va
'eur 4y second membre sur les temps de calcul.

1000) la faible influence de la

" L'intérét du classement systématique, par ordre décroissant

&s
penalJ.tes est inversement proportionnel 3 la taille du probléme : lors-
Y croit, de nombreuses pénalités étant du méme ordre de grandeur, il

ppeferable d'employer la méthode de tri rapide avec seuil, dans laquelle

es . 3 3 ”
S0‘18~fichiers obtenus en cours d'algorithme, de dimensions ne dépassant

Pag

S

Le tableau 39 montre que le seuil optlmal est de 35 (resp. 60) pour

(Pesp . 7500) variables.

MSB 79
\ Relaxation| Réduction Exploratioy Total H.T.
P ———
a = 0.2 56,22 25.90 13.42 95.54 205.67
tuz a P ——
jla=o.5 55.33 25.02 14,23 94,58 209.18
—
\\\\\\~ a=0.8 50.10 23.57 8.35 82.02 219.93
Q\\j\f\f_:_faj 50,72 23.56 9,57 83.85 203.76

/

o2
—

14
=
f =

1 . .
¢ seuil sont laissés en état.

5000 VARIABLES

7500 VARIABLES

Bre
3
h
P
5
P
0
\.
80
D
)
\

.

Hiér:rchie ExploratiorJ Temps Hiérgrchie Exploratlo\lx Temps
es implicite global es implicite global
variables P exploratiorJ variables xploration
24,04 32 56.04 29.03 21,36 50,39
21.32 22.31 43.63 //jjfji;zy ;z/j;c;// 1/1;/;//
G / N
19.13 14,73 33.86 //jjj;c;/"//fj/j;/’* //ﬁ;/j,f;;7
— / /
18.84 9.92 28,76 24,42 12.19 36.61
—
18.40 11,03 29,43 23.77 10.71 34.48
[ ——
18.14 13.14 31.28 23.41 10.33 33.74
zzzzzz/j/C/ //2////;/; 23,07 11.67 3u, 74

Tableau 39






PROBLEMES EN NOMBRES

ENTIERS A PLUSIEURS CONTRAINTES
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INTRODUCTION

Les points fondamentaux de la méthode proposée pour la résolution

unPl‘Obleme 3 m contraintes et n variables discrétes du type

‘max cx
4.C. AX = a
(B) xJ.‘:Ooul Vi ed,
x. €N ¥j € J2
J
ol J1 1] J2 = {1,...,n} et J1 n J2 =@
|
&gnt
les syivantes :
L Req,,

% ion de La taille de (B) 3 la fois en nombre de variables et en

o ) .
® de contraintes (voir partie I).

Vg . . .
q WMition d'un schéma d'exploration : de 1'ensemble des points entiers

V|
domaine

Sy : d& partir 4'un sommet de ¥ ou géndre les 2" - 1 autres sommets

va
N un procédé du type lexicographique.
~ ; \
X d'une partition de {1,...,n} :

. Une partition {I, I} de {1,...,n} est déterminée pour appliquer
D Ineipe d'exploration sur le sous-ensemble de variables d'indices ap-

e -
fant 3 I et résoudre i chaque étape un probléme du type :

cgXp t max c{ Xy :
(Pa) s.c. AT x za- A xg
(45)
xj z0Qoul V¥jel
%lu L'ensemble I est choisi de telle maniére que l'exploration des

ty
QQA °hs de (45) soit la plus simple possible compte-tenu de la structure

Difse . )
0 4 ‘fférentes méthodes de résolution de (45) peuvent &tre employées ; nous

o
s testées quatre :
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3.1. Emploi d'une technique basée sur la réduite de Smith qui
z : e
permet de se ramener 3 une matrice triangulaire inferlam
infiniment plus maniable en pratique (voir [G151).
3.2, Utilisation de la base optimale de (B) : I(resp. I) aésif”

1'ensemble des indices de base (resp. hors-base) 3 l'optimum de (B)-

Le systéme du type

I _ I __
A xI = a A X7

peut &tre résolu de deux maniéres :

3
s 0 ® o P4 r
a) Emploi du tableau simplicial & l'optimum de (B) résolu P?

méthode simpliciale écrite en rationnel, pour considérer :
f

- 1 I - - W
X, = (AI) 1 a- (AI) 1 AI X= avec (AI) 1 a. , (AI) la..e ¢
I I i ij
b) Utilisation de
I PA . I
det (A7) : déterminant de A
BI : matrice des cofacteurs de AI
pour considérer det (AI) X = BEa- BI AI Xg»
o

Ces procédés qui, en théorie, permettent de considérer des ? f
3
mes de tailles quelconques, sont pratiquement trés vite limités pa¥

deur des entiers obtenus ou par la durée du temps de calcul.

1

'
3.3 Transformation en un probléme du knapsack équivalent patﬂ,
of
contraction d'un sous-ensemble de contraintes en un® cesf
. 1
unique dont 1l'ensemble des solutions entiéres réallsab

identique a celui du systéme (voir partie II).
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3.4, Choix d'un sous-ensemble I tel que la matrice AI soit dia-
gonale (lorsque la structure de A le permet) :
Cette méthode a été utilisée avec succés lors de la résolu-

tion du probléme de fabrication exposée en partie III,






REDUCTION POUR LES PROBLEMES
A PLUSIEURS CONTRAINTES
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INTRODucnon

Le but de cette partie est de montrer que la réduction (3 la fois
8
" "ombre de variables et en nombre de contraintes) d'un probléme linéaire

n A
" Variables 0-1 peut &tre réalisée efficacement par la conjonction de tests
mples

b appliqués, en particulier, sur des problémes du knapsack extraits du
P

*bleme d'origine.

o L'énoncé des tests d'élimination définitive de variables et de
o
ntra.intes (§ I.2) précéde la présentation de notre algorithme de réduc-
0
" (§ 1.3) (voir [GH9]).

2 Ces travaux, entrepris en collaboration avec Pierre Hansen, ont

0

Y i 3 des résultats numériques satisfaisants (§ I.4), les expériences

Q:Dt €& réalisées sur CII 10070 & partir de problémes d'origine concréte
hné

®S par Petersen [Gu48].

[, .
L. FORMULATION DU PROBLEME :
L'étude de la réduction des problémes linéaires 3 m contraintes et

Ay,
QP
iaMes bivalentes

max cx
(B) 8.0, AX s b
XeV
ldg
g
Ypy les coefficients e de c, by de b et a5 de A ({=1,...,m; 3 =1,...,n)

Pbeb aup1°°$és &tre des entiers non négatifs_ (caractéristique que possédent les
knep Tes de Petersen)] aura pour support l'utilisation de problémes du
83
<k extraits de (B) notés comme suit, pour k, p € {1,...,m} donnés :

max cx max Ak X
i k
60C| A S b ’ ' B AOCO A X S b
) D x > s o ( p) p

XeV XeV

(8°
P p
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[.2 - TESTS DE REDUCTION DE LA TAILLE DE (B)

snes (O
Les tests exposés ci-dessous sont énoncés avec les problemesls
¢
(Bg). (B:) d'origine ; ce qui permet 1l'élimination dZfinitive de varid®

et de contraintes.

. i
Il va de soi que si ces tests étaient utilisés en cours g'it 5
P * 3 le
tion d'une méthode d'exploration, donc avec un sous-ensemble de varid

fixées d priori :
x5 = ij € {0,1} j e Wec{1,...,n} (H)

les éliminations déduites des tests ne seraient valables que sous l'hﬂw

thése (H). De plus, il y aurait lieu d'ajouter le résultat suivant *

5
étant donné (SB) le sous-probléme de (B) pour lequel (H) est

sée vérifiée, si l'une au moins des valeurs suivantes

(1) Lv(SB)]
(if) Lv(SB)))
pe {1,...,m}, u ¢2R+
(ii1) LV(RSB;)(u)J
bV’
est inférieure 3 v(B) alors il est inutile de considérer le sous-ens®

{(xeV . = X., J € W}
| X5 = X5, 3

[.2.1 - Elimination de variables

Theondme 28
Etant donnés

k € {l’oac’m}. € € {o’l}’
u 2 0 de ddimension convenable,

8'4L existe j e {1,...,n} zel que

#
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(v1) akj > bk

Uorg La variable d'indice j dodit étrhe fixZe 2 £a valeur O ;

(v2) Lv(RBX(w) | x5 €)1 S v(B)

0y
(v3) Lv(ﬁﬁ l xj = e)] £ !(B)
0y
(V4) Lmax {v(ﬁi | X5 T €y Xy(ey = 0), v(ﬁi | X, %€y Xy T 1)} 15v(B)
avee x, . variable de base o»p«tbna.ze_ de (ﬁ)‘: | x; = €)
0y

(V5) Lv(RB(u) | %, = €)1 % v(B)
“org La variable d'indice § dodit etrhe §ixfe A fa valeur 1 - ¢.

bé 2 2
) %nstratiOn : Le résultat relatif 3 (V1) estévident ; les autres résul-
Q a 2 3 Pd

s d"‘Coulent de ce que les différentes quantités envisagées sont des

]Or\ants de V(B ' x‘j =),
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Etant donnés

k e {1,...,m}
i(kx) indice de base optimale de (ﬁ;)

on considére les problémes

=0 - =0 -
(B | %0y = 0) et (B | %,y = D).

\ 30
L'application des tests (V2) et/ou (V3) et/ou (V4) permet la construct

des ensembles

é €
x5’e = {j € {1,...,n} | xj fixée A la valeur € lorsque X5(k) © $re b

pour énoncé le

ThEondme 29 (voin [K111)

Etant donnés k € {1,...,m}, € € {0,1}, &4

Vo) X = K o0 K 70

alors Les variables d'indices je X doivent itreflxées & La valewt ©

4ot

Démonstration : Toute variable d'indice j € X, (supposé non vide) .

prendre la méme valeur sous les hypothéses complémentaires ”i(k5 =

xi(k) = 1.

1.2.2 - Elimination de contraintes

Théondme 39
La contrainte

XSb k E{l’.oo’m}

Ao x 3 b

. » | cat?
peut etre &Limine du probllme (B) sous L'une des hypothlses AUAVant

)
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n
(c1)y § a5 €D

j=1
Be {1,...,k-1,kt1,...,n} tel que

(c2) By € 3 j =1ye..,n

bk 3 bp

(c3) lv(ﬁgil < b

(cy) qp = lmax {v(B | x, ,

i(p) ° 0), v(B | Xi(p) ° 1} sb

avee i(p) 4indice de base optimale de (Bp).
1 Rk .
€ ¢ {0,1}:qp >b et lv(Bp | Xi(p) = 1 e)) s b

(c5) qp,ea lhax{v(ﬁzki(p)=c,x =0) v(B | x, ):1)}1‘ b

i(p,e)” i(p) € *i(p,e X

avec i(b,e) indice de base optimate de (X | x, = e).
P i(p)

235@53222122; :

(t1y ¢ &vidente .

Ezz)'° {xev | Apx < b }eixev)] Atx < b, }
)= wxev °Apbep-tAkx (Lv(B )Jsb

(o k

“uz et (C5) aboutissent par separations d des bornes supérieures de
D inférieures 3 b,

Nore, 0

-
-

(i) (C2) est un cas particulier du point (C3) di 3 Hansen [K26)

(1i) dans le cadre d'une méthode d'exploration, si 1'hypothése présé-
dant le test (C5) est vérifiéemais si qp,c > b, alors il est possi-
ble de conclure que la contrainte k peut &tre él{minée sous 1'hy-

potheése xi(p) = l-¢.
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1,3 - ALGORITHME DE REDUCTION

2 . e seatil?
L'algorithme de réduction suivant donne un apergu de 1'utilisd’

des tests d'6limination de variables et de contraintes exposés ci-dessus

. . - s’
(d'autres fagons d'enchainer ces tests pourraient bien entendu, etre env?
gées).
En posant \
X, (resp. Xl) 1'ensemble d'indices des variables éliminées ao
(resp. 1)
E 1l'ensemble d'indices des contraintes éliminées
X, = {1,...,0 (X uX;) et E={1,...,mN\E
. . .z , eme
les différents tests seront appliqués, pour XO’ Xl, E donnés, au proble
B
Y e, 4+max ] c. X,
jeX ] jeX 33
1 2
4.C, a X. <b, - a Vi e E
i) 3 1 ij
J€x2 jéxl
X, =0oul 3
3 u ¥j € X2
L
Principe :
Phase 1 :

e
Elimination évidente (tests (Cl) et (V1)) de contraintes et ¢
variables.

"Préparation” de £'ELimination de variables i 0)
Calcul des valeurs des relaxations de chacun des knapsaCks ¢
J
k=1,...,m extraits de (B). Classement des contraintes de telle sorté 9

=0 =0 =0
v(Bl) < v(B2) $...% v(Bm).
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Phase 3 :

ELimination de variables par 1'intermédiaire d'algorithmes de
Pé V4 -~
dUCt;on appliqués tour-3-tour sur (Bi), (82),..., (B;)-

ELimination de contraintes

Tests appliqués sur (Bt) k = 2,00.,m

Phase 5 :

ELimination de variables en utilisant :

~ les contraintes composites

- la relaxation du probléme (B) réduit :

Alga .
~rithme détaillé

\\

: v(B), u € 10,1[ donnés ; X = x = E =9
t 11 n « -
~= X,], k +1¢€E
2 2 n e
S4 (€1) vrai pour contrainte k afoas E = E U {k}
i allen en 1.2
S4 (V1) vrai pour variable xj, j € X, et la contrainte k
akons Xy £ X, v {j} '
‘ aller eni.1
N\

Ccalcul de v(ﬁi)
44 k < m alors kek+l
aller en 2
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. * . . es
5 classement des contraintes suivant 1l'ordre croissant des valeurs d

knapsacks (Eﬁ) 3 on suppose donc que
=0 =0 =0

v(Bl)S v(B2) Se0. S v(Bm)

k¢l

6 i(k) indice de base optimale de (ﬁi)
\\
pour j =1, 2,...,i(k) - 1, i(k) + 1,...n faire
¢ € {0,1} donné
si (V2) vrai pour x, alors aller en 6.1

si Lv(RBﬁ (v) | x; = €)lsu.v(B) alors

ef
si (V3) vrai pour x, alors Elk/;
si (V4) vrai pour X alors 2

sinon aller en 6.2

6.1x_ % x_u {j}

6.2 Stop
si 3de € {0,1}:(V3) vrai pour X: (k) alors Xe = Xeu {i(x)}
application de (V6) => modification possible de Xe, e € {0,1}

(3 r'd 4 [ s/ V4 **
Si 3de € {O,l}:Xe a été modifié 3 l'étape k alors aller en 1.1

3 I3 *
sinon si k < m alors k o

s’

7 pour k = 2,...,m faire

k £

w

Si (C3), puis (C4), puis (C5) vrai pour (ﬁl ) alors E

Si 3p e {1,...,k-1,k+1,...,m}:(C3) vrai pour (k,p) alors E -

8 pour j = 1,.,.,n faire
si de € {0,1}:(VS) vrai pour xj alors Xe = XE v {j}

si 3e € {0,1}:Xea été modifié alors aller en 1.1

sinon stop.

=gV

¢

k"

p

v "l
f
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* le classement peut €tre également basé sur les valeurs obtenues
par séparation, i.e. max {v(ﬁz | X5 (k) ° 0), v(ﬁi | Xi(k) = 1)},
k € E.

** le petour d1'étape 1 est inutile lorsque les variables sont
fixées 3 leurs valeurs optimales dans chacun des knapsacks

—o -
(Bk), k € E.
*** ce pointn'est 3 envisager que si m vaut quelques unités.

§

L,
§ - EXPERIENCES NUMERIQUES

. L'algorithme de réduction a &té implanté sur CII 10070 pour considé-
e
T les 7 problémes donnés par Petersen dans [Gu8]

g Pour chacun d'eux, les valegzs expéfimentales de 3 ont été les
Ains":Dlicateurs optimaux associés d (Bk) k € E pour (V2), (B) pour (V5).
s on a considéré 3 chaque fois les meilleures relaxations lagrangiennes
auSens des relations (43) et (44) qui ne correspondent pas nécessairement
1”i}us grand nombre de variables éliminées (VOiE § IV23?u chapitre 2). Mais
Nisation du test (vV6), pour les problémes (Bi) k € E, a permis de tenir

¢
Qmpte qr

autres relaxations lagrangiennes.

Le tableau 40 indique, pour chacun des 7 problémes, en colonne

. contraintes (resp. variables) : les nombres de contraintes
(resp. variables) du probléme initial (I) et réduit (R) aprés

utilisation de l'algorithme.

« v(B) : la valeur optimale du probléme

. lv(ﬁoll : les parties entiéres des valeurs des 3 "meilleurs"
k P

knapsacks et les valeurs correspondantes de k.

« Lv(B)J : la partie entiére de la valeur de la relaxation du
probléme initial, le nombre de variables éliminées (V5-I) par

application directe du test (VS5).
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.Ci(i=1,...,5) (resp. Vi(i = 1,...,6)) : le nombre de cO%

[3 . . . T4
traintes (resp. variables) é&liminées par le test associe:

. K : les indices k des knapsacks (Bg) pour lesquels au moin

un des tests (Vi) i =1, 2, 3, 4, 6 a été efficace.
Le tableau 41 précise :

!
- les indices des varlables fixées définitivement 3 O(colon®® 0
et 4 1 (colonne Xl).

- les numéros des contraintes éliminées (colonne E),

N ée
(i) Pour chaque probléme, on a posé v(B) = v(B), valeur doo®
- is’
dans [G49] . (Se référer a [G3, G27, G60] pour des descriptions d'hew

tiques).

(ii) problémes 1 et 2 : ils se raménent chacun 3 un probléme ;
. or0
knapsack dont toutes les variables sont finalement &liminées ce qul pr

1l'optimalité de la valeur v(B).

(v(BS) = min v(B°)) qui permettent 1'élimination du plus grand nomb?*
2 k
1<k<10
3 l'a?
de variables. Mais une variable supplémentaire est éliminée grdce © .o

. - (B
plication du test (V4) sur le knapsack (Bg) qui est tel que v(B;) > VK

¥k £7...

(iv) Déroulement de l'élimination des variables :

oC
~ . ) 2 « 3 a‘l
Probléme 4 : 11 variables élininées avec (Bg). puis 1

o
(Bio), puis 1 avec le test (V5), et enfin 1 avec (52)‘

ve

(Bio) et enfin 1 avec le test (VS).
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knapsacks du type (Bi) conduit 3 1'étude de la construction de
problémes du knapsack dont les contraintes sont combinaison

linéaire des contraintes d'origine.
A titre d'information :

Pour le probléme 6 : la somme des contraintes 1, 2 et 5 aboutit 3

i+2+5)J = 10760 et avec

un knapsack noté (Bi+2+5) tel que Lv(B

lequel 7 variables sont éliminées.

)
1+5
permet l'élimination de 11 variables.

Pour le probléme 7 : le knapsack (B

) tel que Lv(B;,5)J = 16761



Probléme

Contraintes

Variables

R

R

v(B)

lv(ﬁi)]

Lv(B))

V5.1

C1

c2

Cc3

C5

Vi

V2

V3

vy

V5

V6

10

3800

4271
4325
4400

o s

hi3y | 2

1,5

10

10

87061

93780
99462
102145

-

92977 2

2,3

10

15

4018

Bi49
4211
4233

[

41271 3

10,8

10

20 -

6120

6184
6540 1
6555

6155 |12

10

2,10

10

28

10

12400

12523
1302211
13312

12462 (15

14

2,10

39

28

10618

11122
11444
11536

10668 |11

10

50

35

16537

17071
17Q79
17999

NN WNKEH] PONN RPON WOl ®ON

16601 |15

12

Tableau 40

6LT
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Proy
- 1éme - X
| me X, L E
ol Toutes les variables sont €liminées 1,2,3,4,6,7,8,9,10
2 1,3,4,5,6,7,8,9,10
| 3 11, 13 2,6,10,14,15 1,2,3,4,5,6,9
y
| \ 4,5,6,7,8,10,11,12,13 | 1,14,15,17,20 1,3,4,5,6,8,9,10
4,5,7,8,11,12,13 14,15,17,20,21,22, | 1,3,4,5,6,7,8,9
23,25,26,27,28
LB 3,5 4,6,11,15,16,17, 4
27.29.32
L 3,5,46 6,11,15,16,17,32, 4
4O,41,42,43,47,48

Tableau 41







11

RESOLUTION D'UN PROBLEME D‘AFFECTATION
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INTRODUCTION

L'objet de cette étude est la résolution d'un probléme d'origine
Q?mréte d'implantations de groupes de divers sites sur plusieurs périodes
Honcg et formulé au § II.1) dont la particularité est de posséder des con-
tbairltes du type § x. = 1 (probléme de partitionnement), l'ensemble § des autres

¢ .
W&ralntes n'admettant pour éléments non nuls que des coefficients égaux
ln

Ces caractéristiques associées 3 la bivalence des variables font que
ac°ntraction des contraintes de S aboutit & une é&quation unique é&quiva-
te dont les coefficients sont de grandeurs raisonnables (par exemple pour
4 €t n = 160, la contrainte ax = b résultante est telle que m?x aj = J00

%ty
bs 1600, voir § II.3).

Cette contraction permet ainsi de générer un probléme du knapsack
Quj £ s s .
dhlvalent, 3 variables bivalentes devant vérifier, outre la contrainte
8031+
_gallté, des conditions du type "partitionnement" - dite G.U.B (Genera-
U

ty PPer Bound) - La méthode de résolution est une adaptation de celle
Osée

N au chapitre 2 ; elle prend effectivement en compte au niveau des
\
Ws, les contraintes "G.U.B" (§ II.2).

\.
l La premiére phase de notre méthode consistant en la résolution de
] belﬂXation du probléme, deux choix sont possibles : ou bien considérer

pbobléme initdal, ou bien considérer le probléme obtenu aprés contraction.

Y Au § 11.3, on verra, sur les exemples traités, que le premier choix

Dh‘:e Plus judicieux : il permet d'aboutir d des temps de résolution com-

les 3 ceux de [K8] qui étaient relatifs 3 des problémes tirés au hasard.
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II.1 - PROBLEME ETUDIE

11.1.1 - Enoncé

Etant donné p emplacements, il s'agit d'installer au mellleurp J

21y
q moyens de production au cours d'un temps découpé en m périodes t (323
en tenant compte des contraintes suivantes :

\
\ !
1) Impossibilité d'installer, au cours d'une période, plus d‘mlﬁ

. 2 jnst?
moyen de production sur un emplacement donné. {Le nombre de moyens in
sur un emplacement est donc compris entre O et m].

né
2) Pour chaque période ti(i e {1,...,m}), le nombre u; de moy®

de production 3 installer est imposé (de telle sorte que ) u; = q)
j=1
ot
Ainsi, connaissant, pour chacun des emplacements, le coiit q'i® p

lation de r e {0,1,...,m} moyens de production (cofit dépendant de T °
la chronologie des installations), il faut minimiser la somme globale

colits d'installations.

I1.1.2 - Formulation
nf’és'
D'aprés la condition 1, pour un emplacement et urk période do

on peut installer ou non un moyen de production ; de plus, il faut e’ Mﬁ

t ,
(#

compte de la chronologie des installations. Ainsi, pour un emplacemen5
e

cela implique 1l'existence de 2" chroniques d'installation envisaged 0
puis l'installation, au cours des m périodes d'aucun moyen de productwy
jusqu'aux installations de m moyens de production (une au cours deé ch?
période)).
1af”
Ces 27 chroniques peuvent &tre représentées par la matrice d
fectation L(m x 2™) suivante, indicée en lignes par les périodes et Ilyf
colonnes par les chroniques d'installation, dans laquelle pour uné pe

ti et une chronique j données, on a

{l si un moyen de production est installé

0 sinon ‘

L.,
1]



123445 ,,, g0 toml g oml ol qoml o yomlyg o0

f—

lOoooo 0 1 1 1 1 1 oo 1
200000... 1 0 -0 0 0 0 eer 1
M~

400000 ee 1 0 0 0 0 0 een 1
S

%0001 ... 1 0 0 0 0 1 vee 1
S

1001170... 1 0 0 1 1 0 vee 1
. _

019 0 1 0 1 0 RS |
\lo... l

Parmi ces 2™ chroniques, il ne faudra en retenir qu'une et une seule ;

o

¥a donc associer 3 chaque chronique j une variable d'état bivalente xj telle
ue .

1 Si j est adoptée
X, =
J 0 sinon
\‘ » m .
Le choix d'une chronique impliquant 1'é@€limination des 2 - 1 autres,

{ :

£

3t considérer la contrainte suivante (du type "G,U.B.")

ey Tout ce raisonnement étant valable pour chacun des p emplace-
ts

> On est conduit finalement d poser :

P
' Jk = {(k - 1) 2" 4+ 1,..05k 2™} = ensemble des indices des 2"
chroniques attachées a un em-

placement k € {1,...,pl}.

fJ : vecteur ligne des colits d'installations associés aux chro-

- k niques deul'emplacement k e {1,...,p}

DN% ’

Op '
Muler 1e probléme de la fagon suivante :
h



(PB)

x
-~ n
(@]

avec ¥i ¥j u, e N, f. ¢ Z, £,
1 ] 1]

Note

Dans le cas particulier ot u, =

partitionnement.

Si on pose :

(PB) s'écrit :

-

184

3
) =u, i=1,...,m (46)
k
=1 k=1,0.0,p ")
P )
oul ¥, € t_) Jk (48
k=1
0 ou 1,
de

1 ¥i, (PB) est un problém®

n = p.2" : nombre de variables de (PB)
*
vi={xev| } s = 1, k = 1,...,p}
jed
k ¢
n
£20f) , £ ,0ennfy 1 L = DLy Losenos L]
p fois
]
1
X
J2
x : L]
X
_.JPJ
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min fx
N
4.C. Lx = u

*
XeV

*
déSignera une solution optimale de (PB).

I1.1.3 - Propriétés relatives aux seconds membres des contraintes

Si pour une période donnée ti s le nombre de moyens d installer
o .

w SUpérieur au nombre d'emplacements, alors le probléme est impossible,

g
St ce que traduit la

Py

~Rets 4

SL 3 e {1,...,m} tel que u, > p alors F(PB) = @
(o]

Ainsi, pour un probléme réalisable le nombre maximum de moyens

Ing

tays - 2. cq 2

lgs sur p emplacements au cours des m périodes est-il égal a pm.
\ .

On pose
LY
Piz{JE {l,ooo’n} | g'ij-l}
1=21,...,m
No= (e {1,..,0) | ¥ =0
Ces ensembles sont tels que :
p
rPi U N, = k,J Jk
Pok=1
P, nN, = ¢ i=1,...,m (49)
i i
n m-1 .
= =5 =P 50
IPil lNil 2 p.2 (50)
L

On a alors 1la
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Propriété 5

¥x € F(PB)

(1) 84 3i_ e {1,...,m} 2el que u, (53)

p alors x, = 0 ¥j e N,
) J *o

(s2)

(ii) 84 3 e {1,...,m} tel que u, 0 alors X = 0¥jeP,

(o] (o]

Démonstration

isi)F(PB) } “”'ti X =P = max {ti x| xev)) _1¢
° ° wry (U1 x7

1a relation (49) permet alors de conclure.

(raisonnement analogue pour la deuxiéme partie de cette propriété).

Propriété 6

. m
Une contrainte U, x = u; Ztefle que (51) (ou(52)) s0it venitt

o o ,
peut étre EliminZe du probleme (PB). 1L en est de méme poun Les vaﬂiﬂblw

d'indices appartenant & N. f{ou P, ).
o o

Démonstration

P * ot
Conséquence directe de la propriété 5, par définition de V °

d'aprés (50).

D'od le
Corollaine

S'4k exixte t seconds membres u; du type (51) ou (52), £eb 1
conthaintes associles peuvent étrne él&m&néeé du probleme (PB) doni Le
nombre de variables est alons divisé par Zt.
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D'aprés les propriétés précédentes, on supposera par la suite

e e probléme (PB) est tel que :

1< u, sp-1 i=1,...,m (53)

I
2. ResoLuTron pu proBLEME (PB)

I1.2.1 - Modification de la formulation du probléme

Un probléme équivalent au probléme (PB) est obtenu en contractant

le
Ystéme de contraintes (46) en une contrainte unique
n
] a, x, =b (54)
j=1 J ]
4 t l'ensemble des solutions bivalentes réalisables est identique 3 celui
S N
YStéme (u6) :
. n
F(PB) = {x € V | Z a. x, = b},
51 373

\\

g En posant e :.fj(j = 1,...,0), le probléme équivalent 3 (PB)
n
d done 14 forme suivante :
' r—
n
max Z cj xJ
j=1
n
(B) s.c. § a,x,=b
j=l J ]
X € V*
X -

-

des'
(WB 1gnera toujours une solution optimale de (B)

)
Qto =~ v(PB)).

Notera ¥ (respectivement x) une solution optimale de (B) (resp. (FB)).
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I1.2.2 - Description de la méthode

. L . tad¥
Dans ce qui suit sont exposées les points fondamentaux de 1

tation de la méthode décrite au chapitre 2.

11.2.2.1 - RESOLUTION DE LA RELAXATION

. on €

La premiére phase de la méthode consistant en la résolutio?

- .

la relaxation du probldme, il faut faire le choix entre (B) et (PB):
' - i

A priori, on pourrait choisir (B) dont la structure partlcul
ment simple du systéme de contraintes permet d'établir les quelque’ "
2 P'd . e 3 . 'Ca
propriétés suivantes débouchant sur une programmation simple et eff}

a) I1 est clair que

l’-.o’p

~
bd
n
.
=
n

1,...,n

x. 20 3
3 J

o s . . . 2 eme

Ainsi la méthode simpliciale permet de résoudre le problern

= ey . , . 22 S
(B) en ne prenant en compte que les conditions de non négativite de

variables. (Cette remarque s'applique également pour (PB).)

s
h [ [ o
b) Ce probléme comportant p + 1 contraintes, on sait queé» P ;
{e
une solution de base réalisable, les composantes hors-base sont tov

e
nulles et, seules les composantes de base (au nombre de p + 1) peuV

€tre positives non nulles.
On a alors la

Proprnidtg ?#

Une solution de base rnéalisable de (B) posside nscessairt?”
p - 1 ou p composantes &gales A 1.
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C'est une conséquence directe du lemme suivant pour lequel on

J = {1,...,n}
Vx e R" Q(x) = {j e J | O < x; < 1}
1(x) = {§ € Q) | x5 = 1}

e

60% Etant donnée une partition (Jk)k:l,... . de £'ensemble J, une
N nBalisable du systime

Z xj =1k=1,...,p
Jedy (55)
Xx. 20 ¥y e J
(T) i J
la(x)| s p+ 1

pOé

43 '
© L'une des deux formes suivantes
0
&’MQ ’ .
X, = 1
Yk € {1,...,p} Jik € Jy Lel que 0w .
X5 2 0¥ e gy - {4
0
"%
xi + xi =1
kg ko
3ko € {1,...,p} iik, :I.}< € Jy Lel que . . .
\ 1 2 0 xj =0 ¥je Jk - {lk o }
o 1 2
x, =1
*x

¥k ¢ {l,...,k° -1, k, t 1,...,p} 31 € Iy el que
. X5 =0 VjeJk-{lk}
§

%
M

APaP hypothése, on a la relation |Q(x)| S p t 1 de plus,
) (55) = [1(x)| sp s |Q(x)] (56)
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. 2 - . PR e
Si on démontre que x € R" ne peut €tre solution reallsabled

(T) que dans 1'une des deux hypothéses suivantes :

|Q(x) ]
|Q(x) |

|2(x)| = p (H1)
p+1et |Hx)] =p-1(H2)

-~ \e
le lemme sera démontré puisque, d'aprés (56) sous l'hypofhes

. o1le
(H1) (resp. (H2)) x ne peut &tre solution réalisable de (T) que St el

posséde la forme 1 (resp. 2).\

- Supposons que |Q(x)] = p + 1 : deux cas sont envisagés

@

0
o]
7]
-
| o
~
X
h
1}

p= 3k € {1,...,p} } x, > 1= (T) no?
jeJk J

o 1

cas 2 : |1(x)] = p' S p -2 : il est possible de saturer P

contraintes du systéme (55) : par exemple
Z X. =1 k=1,...,p'

mais il reste encore a satisfaire p - p' contraintes avec seulement
. es
|Q(x)] - |2(x)| = p - p' + 1 variables prenant des valeurs non nult

inférieures 3 1, ce qui est impossible.

!

o
. conn®"
- Supposons que |Q(x)| = p : si |1(x)| < p, par un raiso”

-~ . 3 - 1 n
analogue d celui du cas 2, on montrerait que x ne peut &tre solut?
réalisable de (T).

g
' re :
- v
En conclusion, & l'optimum de (B), deux cas peuvent se pr?

= *
l. - X e V <= [pvariablesde base ont la valeur 1

1 variable de base est nulle (forme 1)

Le probléme (B) est ainsi résolu.
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>xn

(v = p - 1 variables de base ont la valeur 1
2 variables de base ont leurs valeurs comprises entre

0 et 1 (forme 2)

c) Il est trés simple de déterminer une solution de base réalisa-

leaVec une matrice de base facilement inversible, du type classique :

0 u Y vecteur colonne, B € R

t
U U, U' matrices unité, a vecteur ligne
avec

( Mais, il faut bien noter que, par construction de la contrainte
5 — -
4, toute solution réalisable de (PB) est solution réalisable de (B)

Ql ) - V4
ors Que la réciproque est fausse. (le systéme (46) est remplacé par
Seule copntrainte (54) (combinaison linéaire des contraintes initiales)

AR} .
i3 modification du nombre des variables). D'ol la relation :

v(B) 2 v(PB) 2 v(B)

Qi es

Ug t 3 1a base de notre décision de choisir (FB) ; v(PB) sera, 3

vldence, obtenue beaucoup moins rapidement que v(B)((PB) posséde plus

Y “ntrajntes que (B))mais correspondra 3 une meilleure évaluation de
),

Pour les problémes traités sur ordinateur, on verra au § II.3
Qh; du point de vue temps de calcul, la perte initiale découlant du
X de (PB) est largement compensée par le gain obtenu lors de 1l'explo-
v\lOn des solutions de (B). Pour ces problemes on aura toujours
§ >> V(PB),mais ce résultat n'est pas général : voir les exemples du

‘Y du chapitre 2.
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I11.2.2.2 - REDUCTION DE LA TAILLE DE (B)

Etant donnés

. 1
(1) v(B) = cx od x € F(B) est obtenue par 1'intermédiaire de

résolution du systéme 7%1 y =b
' 1

L oyy=p
jedy X

0 < Y5 < min(p, Lb/ajJ) ¥jedJd,

and

- . 450
(i1) 1 = {1,...,pt1} (resp. I = {1,...,n}\I) 1l'ensemble dvind
s égauxa

¢

o¥
de base (resp. hors base) et le vecteur ligne d des coefficient

colits réduits fournis par la méthode simpliciale d& 1l'optimum de (PB)

le corollaire du théoréme 5 (chapitre 1) permet de conclure que @
Th8oneme 31
S{3jelI: Lv(PB) + de s v(B) alonrs x5 * 0

Note

s . én’
Par la suite n désignera toujours le nombre de variableS m
s'il y a eu élimination de certaines d'entre elles.

I1.2.2.3 - EXPLORATION DE V"

n}
a) Schéma d'exploration - choix d'une partition de {1,.:**

g
Mﬂ

1ordre

Les colonnes des contraintes sont classées suivant 1 "

croissant des valeurs absolues des cofits réduits. Si 3k représent®




193

J ‘os s N
k ™difié par ce classement (k = 1,...,p), le probléme (B) se formule
flnale'ﬂent :

B n
max ] c. X,
2y 373
J—
n
$.C. a. X, =b
L o2
J-
J. %=1 k=1,...,p (57)
jed
xeV
ivec
|dn| 2 |dn-1| 2...2 ldr+1| 2d 2d _,=..3d =00dr=p+m
!Ete
n Mé&me dans le cas ol certaines composantes dj(j € I) sont nulles,

“nviendra que les indices 1, 2,...r sont les indices de base.
0

Le principe d'exploration systématique de notre méthode est le

alli"ant .
A 1 rd [
(1) & partir de x7 défini par :
1. Cenopo1
xj-o J = 1,e004n n-r
le ' ’
3 0" \ '
8§n-2 autres sommets ’% (3 =2, 3,..4,2" ) du cube unité de R” sont
e -

™s dans 1'ordre lexicographique :
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4/,
Composantes
n'  n'-1 . 3 2 1}
sommets
__/
2 0 0 . . o o !
3 0 0 . . o 10
4 \ 0 0 . o 1 !
S 0 0 . . 1 0 0
o' . . . . . .
2" 1 1 . 14‘i/1

pour ne considérer que les &léments vérifiant les relations (57).

Par définition do‘V*, il est clair que

Une condition n¥cessaire pour que x € V' est que x possdde P
composantes &gales 2 1,

. p
La condition est suffisante Lorsque ces p composantes xji"" b
sont telles que I €9y (k= 1,...,p)

Note

‘pﬂ
La détermination de la premiére solution réalisable de (8) gs

l'ordre lexicographique est accélérée par les déterminations de

3

*
t = max {tl, t2} :

avec t, = max min {(33c¢ 3k}
1<k<p
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ot ]
%% min {t | 8(t) = b}

Uae) - max { ] a, x,

t . t
LGN | Z a % £b; | X Sps Xy = 0 oul j=1,...,t}.
J: :

i=1

0

(ii) A chaque étape de ce schéma exploratoire si x (3 =r+ 2,...,n)
3
Slgnent 1es valeurs respectives des variables d'indices r+2 rt+3,...,0,

{
faut résoudre un probléme du type :

el
max z C. X.
el ]
J_
r+1 n
.C. Z a. Xx. =b - Z aj %5
(Pa) j=1 J=r+2
) x5 8 k= 1,...,p
jeIk
x; = 00ul = 1,...,0t1
QV&Q
I, =J,n (Tulr + 1))
k k .
\\
. - 0 sidje 3k - I, tel que LI 1
k 1 sinon
fote
Q%m Il est & noter que I n J, #@ k=1,...,p. Ainsi la sous-matrice

% S8e deg p dernidres lignes de la matrice des contraintes de (PA),

Wlélfte un seul élément non nul (égal 3 1) dans chaque colonne et au moins
SMment non nul (égal 3 1) dans chaque ligne.
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Thondme 32
S'4l exdiste une solution x € F(B) : cx = v(B) telle que

Ik € {r +1,...,n} Lv(PE) + koS.!(B)
X =1

alons cette sofution est une solution optimale de {B) (v(B} = g(B)L

\

Démonstration : Voir théoréme 2 de [G13].

£ V4 *
b) Exploration implicite des éléments de V :

- 2 ,.~S

Tant que les hypothéses du théoréme 32 ne sont pas verlflée’

2 [ [ . P& B ) [ e

il faut déterminer des critéres permettant d'éliminer des familles d
- -’ o e

solutions. Pour exposer ces tests, on suppose &tre d 1l'étape suivan®

de 1l'algorithme :

0!
Etant donnés X, et X, 3 Xy u X = {t, t+1,...,n} (=¢.x2={i;} b
=0

toutes les solutions telles que xj =1VjeX, et xj

1
ont été considérées,

3o
. £icd
Compte-tenu de 1l'ordre lexicographique, il faut envisager la modif3®

de la variable Xy deux cas peuvent se produire :

cas 1 : teX : il faut considérer la variable d'indic®

t+1 (Xl devient Xl\{t})
4]

{en
cas 2 : te Xy :si 3k désigne 1'ensemble auquel appart®

deux possibilités sont & étudier :

dicé

(i) 3j € 3k n Xl : i1 faut considérer la variable d'in

t + 1 (X, devient X \{t}). |
] 50/

e’

(ii) yk n Xl = @ : pour explorer systématiquement toutes 1 13{}
lutions de V*, il faut, a priori, attribuer la valew J’

s ont 70
variable d'indice t(X1 devient X, u {t} et X5 devien
pour envisager la résolution du sous-probléme : : ‘
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[~ t-1
max } ¢, x,
iz J J
J-
s.c. | a, x, =b(P) (58)
(P) j=1 3
‘ x, =6 (t) k = 1,...,p (59)
jeI (t) k
k
L_ xj =0oulj=1,...,t -1
B b(P) =b - ) a,
jexl ]
avec Ik(t) = {1, 2,...,t - 1} n 3k
0sidjed -I(t)tel que x. = 1
- k k =3
§,(t) =
1 sinon
-
Deux types de tests sont considérés :
1) Tests basés sur les contraintes :
\
%N * I1 est clair que la contrainte (58) ne peut admettre de

{o
on bivalente si 1'une ou l'autre des hypothéses suivantes est vérifiée :

Hl : 1le P.G.C.D. des aj (3 =1,...,t - 1) ne divise pas b(P)

H2 : en posant

Fu =a_= min a
& 1<ise-1 3

g = min j
1<j<t-1
j#s

°2 a3 1a fois

5(p) < g, b(p) # 0 et b(P) # a

-~
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* Posons N = p - |X |. Les contraintes (59) impliquent qu'uné
solution réalisable x de (P) doit &tre telle que {{j ¢ {1,...,t - 1}|

On considére alors le probléme

r

t-1
z=max ) a, x,
3=1 J ]
I a, x. s b(P)
=1 J ]
[{5 € {1,000y t - 1}] xs = 1}|s N
xj =0Ooul j=1,00.,t -1

]
«Q

Si z < b(P) alors on peut conclure que F(P)

X,
Le majorant de v(P) choisi estv(RPB(w) | X 0 VjeX,, xlj} ¥3€

ol w désigne le multiplicateur associé 2 Ux=ua l'optimum de (PB)-

[1.3 - EXPERIENCES NUMERIQUES

ot
La méthode, programmée sur GAMMA M 40, environ 65 fois plus 1 16

que 1'UNIVAC 1110, a été testée sur des problémes de 80, 112 et 160 Va? !

|
Pour chacun de ces problémes le nombre de périodes est ide“tiq ﬂ
ast?
(m = 4), Seuls le nombre p d'emplacements et le nombre q.de moyens i
changent d'un probléme 3 l'autre.
3V
La matrice d'affectation représentant les 16 chroniques d'in®

lation envisageables sur un emplacement est donc :

>
n

w N P

(0000000011111111)
(0000111100001111)
(0011001100110011)
(0101010101010101)

> > >
n on

+
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Les coefficients a, (J =1,...,16) et b obtenus par contraction

t
x“3I>'er'tc>p1es pour chacun des problémes tests dans le tableau 42 (un

emple

fll numérique relatif au probléme de 80 variables est fourni en note
e)l ’

(het ~§Pans le tableau 43 sont rassemblés pour chacun des problémes (B),

k (PB) les valeurs optimales de la fonction :économique (colonne v.o.),

% temps de calcul donnés en secondes (colonnes t, t1l, t2) ainsi que les

% S de solyutions réalisables testées lors de l'exploration de (B) (colon- -

R et spo).

5%1 Les colonnes SR1 et tl (resp. SR2 et t2) sont relatives 3 la
h%
& "(B)). Chaque temps de calcul indiqué pour (B) est la somme du temps

ton ge (B) en ayant résolu dans une premiére phase le probléme (PB)
S . . . .
°lutlon en continu et du temps d'exploration des solutions bivalentes.

l\t La présolution de (B) en premiére phase ne permet pas d'obtenir

Mau T ge (B) dans les limites de temps de calcul indiqués dans le ta-

QQS » dang les cases correspondantes de la colonne SR2 sont alors indi-
Partie supérieure le nombre de solutions réalisables testées et en

e . . , . .
1%iteinfel‘ieure la valeur de la fonction &conomique atteinte dans ces
8

/

blémes

0 141 30 171 6 147 36 177 1 142 31 172 7 148 37 178§ 84S

\ aj j = 15...,16 b

LT ~— —

N S0y ::E O 6416 804 6820 841 6517 815 6921 85f 170
\1'2 )

Q .

\112 v P=

i
Klﬁo v P=10 ®
aco |0 343 49 392 7 350 56 399 1 3u4 50 393 8 351 57 udo|1600

Tableau 42
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H H H B)

: Problémes : (FB) : (B) : _Er“ﬁ
L iveel TIXITITSRLRITITTeieTITTRATTITERETTT Ly
: 1 : 4 B44.66:20 : 1 : 21 : 4 847 : 179 5: 4 L
R el e e el B e L e A v
: : : : : : : : : g
: 8 273 c25 : ; ' 8 . g.1!

. 2 : Sol.bivalente : 25 : 8273 :>2h: 444 : i
e L. S e e e ccco- LU PR = ’ ﬂ
: : 9.33155 + 1 153 : 9740 :>2h : v 17-3’21

\\
Tableau43
Note

Le systéme de contraintes du probléme 1 (p

est de la forme

.
L, x
1z I
(s,) ‘ZJ X,
Je k
ij=00u
En posant
)
9.(x) =2 - L X
i i x=1 Jk

et en remarquant que

max{¢,(x) | x € V')

min{¢,(x) | x € v*}

la contraction de tout systéme du type

vix) =
¢.(x) =0
1
X € V*

WY
= 5; a,=2 i=1,2%
1
i=1,...,4
k=1,,..,5
®
z xeV
j=1,...,80

i=l,...,"+
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Se ~ P - .
ra d'aprés le théoréme 6 (chapitre 1),

Y(x) + 4 ¢i(x) =0
Le systéme équivalent & (S,) est donc le suivant

X = 170
"

e

(Ll + 4L, + 16L3 + squ) . )

*
XxeV

La forme particuliére des contraintes fait que les résultats

-

Us
*a Bradley ne fournissent pas des coefficients de taille plus faible
v .
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RESOLUTION D'UN

PROBLEME DE FABRICATION
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Ly - PROBLEME ETUDIE

II1.1.1 - Enoncé

. Le probléme consiste & couler des "brames" (t3les. préliminaires
b
forte épaisseur) afin d'obtenir par transformation (laminage puis décou-
Ee)tout ou partle d'une commande c'est- -3-dire un ensemble de t tdles de¢

lme
"sion et de qualité exigées.

Une t3le k de caractéristique (i', j') ol i' désigne les dimen-

(dlm et j' la qualité du matériau, peut &tre reallsee d partir de coulées
® 43,

161
, ® X est fonction des caractéristiques de réalisations (i,j) [nécessai-

"t supérieures & (i', §')].

mﬁnslonset de qualités supérieures. Donc le colit de fabrication de la

De plus 4 un ensemble de brames de caractéristiques (i,j) pro-

Y

{ .

(ut Par ype séquence de coulées identiques et en nombre uij’ correspondront
Qj‘l) coulées pleines (de poids P), seule la derniére coulée pouvant

\ ® Dartiellement utilisée (de poids compris entre P et P-M, jj» la marge

{j ftany imposée).

\.

Ry Ainsi connaissant les colits et contraintes matérielles d'utili-

{ 2. PR :

&t°n des procédés de fonderie employés, il faut réaliser le meilleur pro-
Mnc €St-3-dire une pondération entre le maximum de t3les fabriquées et le

im
Mum de rebus résultant.

I11.1.2 - Formulation

A chaque pidce k on associe une variable d'état bivalente.

h si la pidce commandée k est fabriquée dans la
dimension i et la qualité j, le poids de matériau

Xy, =
1k <nécessaire étant noté 345k

0 sinon
\
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Le fait qu'il y ait possibilité de rejeter les commandes non '
1313
rentables et que le choix d'une dimension et d'une qualité implique 1e

mination des autres possibilités, se résume par la contrainte

DRETHERI
i,]

En posant :

P ! le nombre de piéces commandées
s ¢ nombre total de dimensions
I(k) : l'ensemble des dimensions i € {1,...,s) acceptables pow*
la piéce k
K(i,35) = {k € {1,...,p} | a5k # 0}  v(i,j)
J(k) : l'ensemble des qualités j acceptables pour la piéce k-
maximiser Z cijk xijk -a.{ éi
i,3,k
sous les conditions

(60’
W S 1 k=l,...,p
(1,5) € I(k) x J(x) 13K

1
@

(PF) ‘ s (63
Pu,. - M,. < ) a,.. X,. < Pu,. yivj ¢
ij ij keK(1,3) ijk "ijk i)
1 si i,3 : .
N =§ 31(1,3) u13 20 (5ﬁ
T {o sinon
uij eN xijk = 0oul ¥i ¥j ¥k
avec les données
a, P, Mij’ cijk' aijk e R ¥i ¥j vk
Notes
. eﬂ’io,l
1 s8i au moins une coulée est réalisée dans l1a dim
(1) Gi =
0 sinon

\4
ne’
(ii) Des conditions de bornes sur les Ugs peuvent gventuel’

&tre introduites,



i
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(1ii) Les dimensions de (PF) sont

-~ Pour les variables

od g = {(i,3) | i € I(k), j € J(k)} (i.e. ensemble des brames

=
" e~1g

s
lo |+ 1 9G] +a
1 i=1 .

(i,j) acceptables pour la commande k)

= Pour les contraintes : p t+ m

avec m

(iv) 4 désignera la matrice des contraintes (61) qui est composée

=1

i=1

|o(i

)|

“Matrices "pseudo-diagonales"

[matrices diagonales agrandies de lignes nulles c'est-a-dire

~ qu'il existe un élément non nul et un seul par colonne

. .+
~ que les éléments non nuls Ag et Ag

Cutives sont tels que il < 12].

e
S contraintes (60) et (61)).

2

1
de deux colonnes consé-

A titre d'exemple, un petit probléme, relatif 3 4 pidces, 6

o
S et yne qualité correspond a la structure matricielle suivante

-
-
————

a
311

J(i) : ensemble des qualités j compatibles avec la dimension i.

(82)

(61)
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[I1.2 - RESOLUTION DE (PF)

z . . 22 2 3 es
Les différentes particularités de la méthode sont les suivant

I11.2.1 - Réduction "triviale" de la taille de (PF)

s . - . zp 51
Une coulée de caractéristiques (i,j) ne peut &tre réalisee€ s

N\

a..k < P - Mi.
kek(i,j) I ]
e

ce qui implique £'éLimination de La contrainte correspondante du sys )
te

(61) et la gixation définitive 3 la valeur 0 des variables associées °

d-dire

2

X... =0 Wk e K(1i,3)

ijk

I11.2.2 - Minorant de v(PF)

£

ol
ol
Un minorant de la valeur de (PF) est déterminé par des réso

uﬂ)
successives de problémes du knapsack. L'algorithme (& rapprocher de (C
est le suivant :
En notant
max Cosy X,
kek(i,3) ijk Tijk
4.C, Q,., X,. + ., ® 0 (mod P
kek(i,3) 13k "ijk 713 ¥ ( )
(B,.) ’
ij
0« yij s Mij’ yij eN
{_ xijk = 0oul ¥k e K(i,j)
&
(un P

ij . P .
et x'J une solution optimale associée, s algorithmes gloutons Gi

dimension i) de valeur V(Gi) sont mis en jeu, pour poser finalement

v(PF) = max v(G,)
i=1,...,s .




b
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= {1,...,s)\{i}

i - - ... =0 ¥k eK
(Pij) (B1J | x € K)

o
[+ ]
4
o
x
"
Q
[72]
1]

J(1i) r(p

j=

'm

S
m

= @ alors aller en 3

i)

2 soit j* : v(Pij*) = Tag(i) v(Pij)
je

2.1 3 +«3 + V(Pij*;j*
Ku {k | X334 1}

X
I

aller en 1

3sivies ¥jed) F(Pij) = @ alors aller en 4

x *
soit (i, j ) : v(P,*.*) = max max v(P..)
1 ieS jed(i) 1J
s = s\{i"}
1+ i"

aller en 2.1

4 v(Gi) «2 - a(s - |s|) ;3 stop

En posant h = % a, . /P
xek(i,j) >3
si ] a, -lnP2P-M,alors wB, )= [ ¢
kex(i,5) B T ey, gy

Sinon le probléme (Bij) "est équivalent au probléme du knapsack

classique

max Coap Xis

d.c. a,.. X,.. S Lhl P
kex(i,j) 13k 13

L xijk = 0oul ¥k e K(i,3).
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111.2.3 - R&solution de (PF)

Pour résoudre (PF), il suffit de remplacer les conditions

X} 5k = 0 ou 1l par X{ 5K S 1 et les conditions (62) par
6,51 .
bi 6 < Z ui. < Bi Gi 1 = l,...,S
jeJ (i) {
avec
¥ib, = réel suffisamment petit (1/1000 par exemple)
Bi = nombre maximum de coulées réalisables dans la dimension i
c'est-d-dire, en posant Qi = max LY Vi,
k=1 jeJ(i) I
Q./P siQ, - LQ./PJ 2 P - max M..
Bi - i i i 5ed(1) ij
LQi/PJ sinon
Note

En posant Q = E max max a i » pour déterminer
k=1 iel(k) jed(i) I

iz1,...,s jed(i) H

{Q/P si Q - LQ/PJ 2 P - max max M..
B =

LQ/PJ sinon
y, ¥
(nombre maximum de coulées réalisables toutes dimensions confondues’’

contrainte suivante

pourrait &tre adjointe 3 celle de (PF).
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II1.2.4 - Réduction de la taille de (PF)

L'originalité de la structure de (PF) fait que l'application du
§
or"“-me 31 (partie II) pour les variables 6 permet l'élimination en bloc

“ntraintes et de variables.

En appelant 2, la variable d'écart associée i 6 dans la con-
hlnte 61 <1, en notant dg et d, les colits réduits associés d 1'op-
o ge (PF) et en posant i

{ d si Gi est de base 3 1'optimum de (PF)
Y, = z

i

dé. sinon
i
4y —
Yot Lv(PF) - |y, |Jsy(PF) alors
o
% - si 8§, est de base, au moins l'une des contraintes (60) concer-

f Par 13 dimenBion doit &tre active (i.e. au moins une pidce doit &tre

1q1,8 . . .
€e dans 1la dimension 10).

% ~ si 6 est hors base, toutes les variables et contraintes con-

Se . o s . . .
Y S par 1a dlgen51on 10 doivent &tre éliminées (i.e. aucune pidce ne doit
e g
abz‘lquee dans la dimension 1 ).

I11.2.5 - Schéma exploratoire

a) la partition {I, I} de {1,...,n} est définie par
1]
I .. p N

~ A" diagonale réguliére

Y%

Qg
Permet 3 chaque étape la résolution d'un systéme simple du type
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I I
Aij Xy + Yij % - Aij X3 (mod P)

xz =0oul ¥2Lel

0 < Yis < Mij
| ]

o
. . . : mens®’
b) les variables sont classées "dimension qualité" par ndimen

2 . ur®
qualité", dans le but de traiter globalement les variables relatives 3

I

méme dimension. Plus précisément, ce classement est de telle sorte 4¥° y
ot

"dimension qualité" dans laquelle il est possible d'effectuer la plu®

séquence de coulées soit considérée en priorité ; et ainsi de suite, P
” [ - ” - (] ~ . [ . 2 nt

ordre décroissant d'intérét jusqu'a la "dimension qualité" corresponda

la plus petite séquence de coulées.,

[I1.3 - EXPERIENCES NUMERIQUES

2 . ~ 10
Les caractéristiques des huit problémes testés sur UNIVAC 1 M
. ' .« cof™
sont fournies au tableau 44 ; pour chacun d'eux, la premidre (resp. 5° s
. P . Py 0, o - 2 : "tr1
ligne concerne les caractéristiques initiales (resp. aprés réduction 168

de leur taille [voir § II11.2.1]) } les nombres de contraintes et de varllf
sont ceux de (PF) ; les vecteurs de la colonne "Nombre de contraintes
indiquent pour chaque dimension i : |{j e J(i) l £ a,. 2 P-M,.}.

K ijk ij

Les temps de calcul donnés en secondes répertoriés dans le
s

de
problémes 7 et 8 aprés un temps d'exécution de 300 secondes, alors queé ot

. Ld ) Pd P4 e
tableau 45 ; il est d noter que l'exploration a été interrompue pour !

bons minorants de v(PF) sont obtenus par l'algorithme du § III.2.2 €?

de 40 secondes,
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45

Tableau

[ Nombre Nombre de Nombre Nombre de contraintes Nombre de
gy s coulées Total de __ | variables
R de dimensions par dimension coulées (61) (60)+(61)| (PF) IO total
‘ 6 (0,0,1,0,0,1) vl 24 28 o4 so { 80
—— (4, ,0,8,4,4) . ‘
Y b A I T2 [T 12 1
. \‘~,__~ (oooollonoll)
-t 6 (1,1,1,0,0,0) .1 6 12 30 18 3l
e : (1,1,1,1,1,1)
N 3 : A ] 18 iv | 20
| ““““ C S (1,1,1,0,0,0) "L' °
[ 4 6 (1,1,1,1,0,0) 1 72 %0 17v | 960 |1038
{ e~ (12,12,12,12,12,12)
m u8 6 T8 | 792 | 6%
21‘ o (12,12,12,12, 0, 0)
\'\ 6 (3,2,2,1,0,2) 3 57 78 147 282 | 3uS
S (10,10,10,10,7,10)
3 ( 74 53 5§ 208 |73%
\‘\.\ 6,6,6,2,0,4) :
A 6 (2,1,1,1,0,0) 2 SR _ 8 o | 328 | ase 1
. " T3 W 571176 2%
S ~—— (“-“»“r“oooo)
2 5 T 7(2.3.2,3,0) 3 o u8 78 | 373 | 3e8 |
\ IR RE)
. I 16 W 56 | 349 { 369
~ - (“.“l“'“lo) .
_______ Y -
4 6 (4,4,3,3,2,1) 6 60 105 177 | s10 | 676
M— (10,10,10,10,10,10)
4 42 87 105 | 552 | 600
T (8,9, 9, 9, 8, 1)
" 6 (2,1,4,4,4,2) 6 ( w 96 152 {701 | 151
\ " “Lalananans)
\ 3 ( 32 o 102 | 625 | 663
4,4,8,8,4,u4)
\ \
Tableau 44
Pb |Réduction Réduction
n° | "Tpiviale'et Relaxation et Total
partitionnement Exploration
1 0.64 0.13 L0.09 0.85
2 0.60 — 0.18 0.09 0,88
3 & 145 12 U 162
4 2.70 16.70 4 23.40
5 2.80 15.70 30 48.50
6 2.70 28 40 70.70
7 7 173 > 300 > 300
P— pa
8 5 157 > 300 > 300
1T
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I - INTRODUCTION

p Ce chapitre concerne 1'étude d'une extension du probléme du
]
Mack en vapiables bivalentes classique , que nous appellerons "knapsack

hlld
P Ywche" (en anglais "collapsing knapsack"), introduit par Guignard et

W
" dans [gxg],

le second membre de la contrainte de ce knapsack ?baudruche" n'est pas

Egn
8t
Mt : c'est une fonction non croissante du nombre de variables mises

L

n%(i.e. du nombre d'objets mis dans le sac) ; la formulation de ce pro-
o
est done la suivante (lorsque le nombre de variables est n) :

— . |
max Z c. X.
52 3
n n
(k) s.c. ) a, x sb () %5
j=1 J J j:l
L xj =0oul j.= 1,00

d
VQQ Sc" ajEN Vje{l,...,n}

h|

2 b : application non croissante de {1,...,n} dans K.

U sz
ha ne interprétation concréte de (K) est la généralisation de celle du

Sa
% <k classique lorsque le conditionnement des objets mis dans le sac,

et
S en compte.

U <
™ " autpe aspect de 1'intérét de ce prébléme concerne 1'exploitation

1 .
¢ d'un ordinateur en multiprogrammation :

Py T Suppose qu'd un instant donné, un choix étant 3 faire entre n

a
"™mes q'ytilisateurs potentiels Pj’ j = 1,.0.5m, ON connaisse @
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L
ay : ressources demandées par Pj (i.e. programme objet, y compris

sous-programmes de bibliothéque)
ey @ profit réalisé par l'exploitant pour le passage de Pj

R : ensemble des ressources disponibles par l'ordinateur.

2 rd 1 e
Le passage simultané de k programmes P_, P_,...,P nécessit s

1* *2 kK ey av
en fait un encombrement a. + s(k) ol s(kx) désigne celui nécessaire
371 ;
téme pour la gestion du matériel et l'exécution des k programmes. EP i@“
u no

présentant ce "besoin systéme" par une fonction non décroissante d ,
k d'utilisateurs s(k) - obtenue statistiquement - de telle sorte qué A
semble des ressources disponibles lors du passage de k programmes eSf/tﬁ
b(k) = R - s(k), on retrouve la formulation de (K) avec xj variable g'e
prenant la valeur 1 lorsque Pj est "actif", et O sinon (j = 1,..-9“%
La méthode de réduction de la taille de (K) présentée el pﬂﬁﬂ

IV, inclue

il

quat”

(i) la détermination d'un encadrement de la somme des var:

(voir §III.1 pour l'aspect théorique et § IV.2 pour 1l'exposé des

algorithmes associés qui sont tous de complexité O(n)).

!
X
(ii) la construction d'une enveloppe convexe de points de 2 .

(voir § IV.3) qui est 3 la base de la détermination de deux typeSs de P

blémes du knapsack classiques (§ III.2)

¥

Z é!‘a
P [ P4 . [ . en
- le premier (appelé linéarisation minorante) permet 12 g

d'un algorithme glouton pour une borne inférieure dela valeur de ()
(§ IvV.u4).
d
co”
- du 5
) s
al

- la résolution de la relaxation - complexité O(n

’

PR . . . P vé
(appelé linéarisation majorante) fournit une borne supérieure del?

4
ion 188

de (K) et conduit 3 un schéma de réduction utilisant la relaxat

gienne et la contraction de contraintes (§ IV.5).
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. Les résultats numériques de la partie V montrent que la méthode
, Posée donne des résultats satisfaisants quant aux nombres de variables

.i.‘
Mnées et 3 1'évolution des temps de calcul avec la taille des problémes :

q - elle suffit 3 elle seule dans de nombreux cas ~ et en par-
Hopr s -
Uep pour les cing problémes tests de [EK9] - pour fournir soit la
Ut} ~ .
. ton optimale, soit un sous-probleme dont la solution sera obtenue par

T
technique simple d'énumération.

- 1l'apport de cette réduction en phase initiale de la méthode
| Posge dans [EK9] permet une accélération importante de la résolution :

%
temPs d'exécution sont couramment divisés par 100 et plus.
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IT - NOTATIONS

" Les notations suivantes viennent en compldment de celles décrites
ut debut d'expost :

P ¢ point de:lR2 de coordonnées (j,b(j)) j € {1,...,m}
od m = max {s € {1,2,...,n} | b(s) # 0}

M ={P£9 phl""’pu} odl<2<us<m<n

Hz’u : Profil du convexe [Mz,u]

(pj p,) : droite déterminée par Py et p

A\

[pj pk] : éegment de support (pj )
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IIT - RESULTATS PRELIMINAIRES

Les résultats théoriques nécessaires 3 1'exposé des algorithmes
d“D
hgg
m)’ieure et supérieure de v(K) mais également pour réduire la taille de

drement de I X; (§ III-1) précédent la présentation des linéarisations

Tobleme qui seront utilisées non seulement pour obtenir des bornes

l
1. ENCADREMENT DE I X3

]-
Leg Quatre méthodes d'encadrement de Z Xy - i.e. de détermination de
! =
"y n
‘R . 2 ¢ ) x5 S u ¥ x réalisable et/ou optimale de (K) - présentées

8 j=1
$
v, sont justifiées par les résultats des cinqg théoreémes suivants :

b

%. \

VieU cy2¢ ¥k (63)
Y¥3vucqa,...n)
| I a5 s b(]u]) (64)
jeU ‘
n
Q{OMVXQV :cx>2cj=>zxj2|0""1.
\\ el i

E
"y tant donné U vérifiant (64), 1a solution x définie par X =1 ¥Jeu,
E ¢, est réalisable pour (K) puisque ax < b(|U]) par hypothése et

v? * 1U] par construction ==> cx = [ ¢y est une borne inférieure de
l() j(U
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Si de plus U vérifie (63), alors
n

VxeV : z xj < U] => cx S cx
i=1

d'od la conclusion. O

: {
Note : L'algorithme B, associé cherchera l'ensemble U (vérifiant (63) ¢
de cardinalité maximale pour poser £ = |U| + 1. O

\
4

' e
Le résultat suivant est une généralisation de celui de [G25] rapp

dans [K11]
Théondme 34
Etant donné€ v(K)

¥ieU c52cp Vk¢U

4£}UC{1,...,H} H (66)
) cy 2 ¥(K)+1 > ) ¢y = min ¢,
jeU jeU jeU
n
alons v x € V ¢t cx > v(K) ==> Z xj 2 Jul.
- j:l

/

Démonstration :

Etant donné U vérifiant (66),1a solution x définie par x
of
0¥ 3 ¢ U, permet d'améliorer la meilleure valeur connue de la gonct

mique v(K) supposée connue, puisque cx 2 v(K) + 1.

Si de plus U vérifie (65), alors

n

¥VxeV : X, € |[Ul => cx € ex = min ¢
jzlj ol - chj§=>cx$y_(K)

(66)

d'od la conclusion. O

\
3

]

5"
=1¥°’
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b p
$‘ L'algorithme B, associé cherchera donc les |U| plus grands &léments
la Suite (cj) - avec U vérifiant (66 )- pour poser L=|ul.D

. le théordme suivant généralise un résultat de [G25] au cas de la
I,ont“inte du knapsack "baudruche" ; 11 est également utilisé dans [EK9]

t .
' (Vec toutefois le classement par ordre croissant des £léments de la suite

VielL azsa ¥k4L (67)
l! e I L ¢ {1,...{1}: 2 aj Sb(|L|) (68a)
| jeb .
, .
b(|Lj+ 1) < I a, + min a, (68b)
jeL 1 jeL

n
alors ¥ x e F(K) ] % < |L].
i=1

Btration :

ff

"tant qonné x définte par x; =1 ¥ 3 €L, 0¥ 3L

Y. '
NN . 1
J'EL ai ’(683)'
b =—> x ¢ F(K)
n —
jzl x5 = |u]
[ \
X n
‘v : Z X, > |L|
j=1 j .
»=>ax2a§+minaj
jéL
(67) => ...

(68b)

= n
a > p(|L}+1) 2 b ( § %) = x ¢ F(K)

j=1
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Note : La solution x définie ci-dessus est en conséquence une solution

réalisable possédant le maximum de variables non nulles ; 1'algorithmé

By associé déterminera x pour poser u = lLl. O

Le théoréme suivant est également présenté dans [EK9) (mais av9¢1

at
classement par ordre décroissant de la suite (c /a ), et une démonstr

différente) :
Theondme 36 \
[ (5ﬂ
¥jel cj/aj 2 ck/ak ¥k¢U
. (10)
Si3Uvuef{1,...,n}:} } a.-a, < b(|ul) s ] a
’ jeU 3 jeU
avec t : ct/at = Win c./a.
B jeU

)/3
al ul) = + c (b(|U}) - a J
o e |} 42 I_eU SE R ol jeug{t} j

i=1 A‘__”’///

Démonstration : ¥ U ¢ {1,...,n}

n
v(k.| } Xy 2 lul)

> |u|] - 1) puisque xy € {o,1} ¥ 3
i=1 j=1

"
<
~~
-

~3
]
e

¥}

n
max {cx]ax s b( ] x.)3 Z x >|U| -1,%,50 ou'l

b fonction non croissante; z xjéN vxeV
i=1
n 1v
eer ==> v(K| Z Xy 21UD) < max{cx|axsb(|u|); T x; >|U| -1; x40 ou
j=1 j 13
}
< max{cx|axsb(|U|); Z X >|U| 1; 0sx sl L
= 1 ]
f
du
Etant donné U ¢ {1,...,n} vérifiant (69) et (70), le problémé

" classique :

max cx
(P,) s.c. ax s b(|u])

x € [V] AA‘
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L) -
"t pour solution réalisable optimale (partie 1I, chapitre 2) x définie par :

1 ¥3jeun {t}
;j = a J=t
0 ViU
LI _
YT - a0 /a € 30,11 (d'aprés (70)).
jel\{t}

De pius (P2) est une relaxation de

—

max cx
s.c. ax < b(|u])

n
(e)) Dok > ol -1

j=1

L x € [V]

Wy -
Umet x pour solution réalisable puisqu'd 1l'évidence
n -
|lu] - 1< Z xj < |u]
3=1

v(P.) = v(P,) = cx = z c. +c.a
1 2 jeU\{t} t

n
 => 3| J x;2l0D) =lekl. O
=1

v(K) e N ; (71)

%%‘U“ ensemble U ¢ {1,...,n} vérifiant (69) et (70)n'existe pas nécessairement

t . .
Ut probléme (K) ; considérons en effet l'exemple numérique suivant :

3 .
Tobléme test 1 de [EK9] (voir Annexe) dans lequel sont seules modifiéesy

1
®S valeurs de b(6) et b(7) de sorte que

b(6) = q s u3 et q 2 b(7) 2 29 = b(8)

Po
Ur congerver la non croissance de la fonction b

Le 4
h%ﬁ § cing plus grandes valeurs des rapports cj/aj ¥ j sont dans
Te '
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: i

= = = = >c/a
56/4 > c7/a7 64/7 > cl2/a12 32/6 > c_ ./a 45/14 g/%8

/ 16" 716

€11/%11

Par définition, b(|U|) décroit lorsque |U| croit :

U = {11} §; T a;, TH< b(1) = 264 ;

U= {11,7} s, =8 +a; =11 b(2) = 223 ;
U= {11,7,12} Sy =8y ta, = 17 < b(3) = 216 ;
U = {11,7,12,16} S, = 8g+a g =31< b(4) = 214 ;
U= {11,7,12,16,8} és ='s, #ag = 44 < bB(5) =126 ;

mais de plus, par hypothése, s. > b(6)

¥ U c {1,...,n} vérifiant (69)et |U| 2 6

] a.>b(Ju]) mais ] ay - a, > b(|u])
jeu 3 jeU

ce qui contredit la double inégalité (70).

Par contre, dans cet exemple a été mis en évidence un ensemble

£ ayltdt
U = {11,7,12,16,8} vérifiant : b(|U| + 1) s ] ay < b(|u|) ; 1e résul
jeU

suivant prouve que 2 c. est alors une borne supérieure de
jeU
Xx. 2 |[Ul +1):
jlu v

n
v(K | Z
J:

1
Th8ondme 37
¥jel cj/aj 2 ck/ak ¥keéU

SA:&UC {lguoo’n} (72)
b(lu] + 1) s } ay < b jul)
jeU

n
alons vik | ] xs 2 || + 1) = )

1=1 jeU cj A—————/’///
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No
&

Soit U ¢ {1,...,n} vérifiant (69) et (72), .1la fonction b étant

" troissante :
V(K n n . ) .
l ! x. 2 |u|+1) < max {cx|ax < b(|ul+1); ] X3 2 |ul+1 3 xj-O oul¥ijl};
=1 3 j=1
&
Mus, J a, 2 b(Jul+1) d'aprés (72), et I X3 2 U]+l => 1T X3 2 |u|, donc
jeu

V(K n .
| Z x. 2 |U]+1) s max {cx|ax < z aJ, Z X3 2 |ul X3 = 0 ou 1 ¥j} (73)
j=1 J jeU j=1

Le probléme du knapsack classique

p—

max CX

s.c. ax s ) a

(Pu) jeu ]

L x e [V]

ol U vérifie (69)

Yg, \ ,
Dour solution optimale reallsable x définie par x] =1%jeU,

Uy
ey 3 (P,) étant , en outre, une relaxation de
Cmax ex
4.C. ax s z a.
jeu
(Py) o
z X, 2 |U|
j=1 )
x € [V]
%iﬁdm i - ) -
®t x pour solution réalisable (ax = a, 3 ) x = |u],
1eU J 1=1 ]
Yoy J 3
V(P y = -
) v(P,) = 'EU ey
’ - x| ] xgz [ulsn) = T e
(73) i=1 jeU J 0
(h) . L'algorlthme B .déterminera U ¢ {1,...,n} vérifiant (69) et (70) ou

ulVant les problemes, dans le but d'utiliser le résultat du :
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Conollaine
Etant donnds v(K) et U ¢ {1,...,n} verifdant (69),

c./a, =min c./a.
vt jeU

( , ceeo (70)
c. + e, ul) - T a./a| siUvenigie |
) I_jeuz{t} 1ot jeun{t} tJ
z = ¢
e, 80 U vtrigie (7
| jeU J

u' = |u|l - 1 (resp. |U]) &4 U vEnifie (70) (resp. (72)).

84 z s v(K) alors
n

¥ x € F(K) : cx > v(K) => z xj su'.

371 -

Démonstration :

n n
v(K) = max {v(K | Z x, 2 u'+l), v(K | }: x. s u')}
j=1 ] j:l J

n
théorémes S6 et 37=> v(K | z xj 2u'+l) = z } —=> ¢
j=1

z s v(K) par hypothése

/

.«o ==> si 3} x réalisable : cx > v(K) alors cette solution ne

peut &étre que solution réalisable de (K | g xj < u'), d'od 13

conclusion. [ =1

II1.2 - LINEARISATIONS DU PROBLEME - APPLICATIONS t

La construction de l'enveloppe convexe de

Ml,m = {plsp2’--°apm} K
. g8
permet d'envisager deux types de linéarisation du probléme (K) (vo?*
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ITI.2.1 - Linéarisation minorante

Toute droite d'équation y = as + 8 séparant l'origihe de [Ml m] sera
- - ’

tnle Qe
¥se{1,...,m} as + B < b(s) {74)

d ‘ .
e le probléme du knapsack classique

(ILK) s.e. ) (aj-g) X <8
j=1

xj =0oulij=1,...,n

liu@

{r

hy Ugori thme glouton (voir § IV.4) - une borne inférieure de v(K) puisque
< v(K).

> v(ILK)
Nyt {

B

isation minorante de (K), permettra de construire - par l'intermédiaire
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y Ml’lo H {pl’p2’.ol’plo}

= {p;sP,+P7:Pg PPy}

Figure 8

IIT1.2.2 - Linéarisation majorante

De maniére tout 3 fait symétrique, toute droite d'équation

y = as + B "séparée" de l'origine par [Ml m] sera telle que
1]
¥Vse{1,2,...,m} b(s) € as + B

La résolution de la relaxation du probléme du knapsack
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j=1 J ]
n - -
4.C. (a.-a)x. s B
(PLK) ]zl J ]
xj =0oul j=1,ie4,n

|

l“@arisation majorante de (K), aboutira 3 une borne supérieure de v(K)
Yolp §IV.5) et permettra de plus d'éliminer définitivement des variables
* (k) en appliquant un algorithme de réduction du type de la partie V du

thayres
Pitre 2, basé sur le principe :

Pour j € {1,...,0}, € € {0,1} et v(X) donnés :
v v(eLK | xs = e) s y(K) ==>x; + 1 - e

1

GEEQES§ :

I8
la monotonie de b fait que les linéarisations minorante et majorante

Yy

qun toutes de pentes négatives, ce qui implique que les coefficients
§

bc°ntPaintes de (ILK) (resp. (#LK)) seront de la forme aj + ng

8 - .
b 3 + la]) j=1,....m.

2

" LOPSQUe

) 0

"Ye{1,2,...,m} : L <uet £ ss= '21 X3 Su
J =

%

8 e

b - . 2z

®Sultats précédents peuvent &tre appliques aM .
P Ju
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L J
Cas particuliers :

e
(i) b(&) > b(u) et Ppyq2ecc Py 1€ [Pl-Pu] ¢ le meilleur choix des 1in®

sations minorante et majorante s'impose :

a=a=RW BB o g =B s bw) - ua= b - Lo
note : u = £+41 ==> a = a = b(u) - b(¥£)

(ii) b(#) = b(u) : puisque b est non croissante, b(s) = k = constanté

¥s € {2,...,u} ; le probléme {K) devient :

[ n
max Z c. X,
551 33
n
$.C. Z a. x. sk
i=1
n
L< ] x,su
j=1 3
xj =0oul j=1,.c.,n

(iii) u = 2 : le probléme (K) se réduit &

n
s.¢. I a, x, s bu)
j:l J J
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l11.2.3 - Remarques sur 1a perturbation des coefficients de la

% contrainte
e 35

“ant domngs 4, k € 1,...,0}, § # k, alons

Cj/aj 2 ck/ak = cj/(aj +a) 2 ck/(ak +a)

0 £1une des hypothlses exclusives sulvantes :

)
1 cj 2 ) et ae R+
WZ) cj S ¢ et o eR_: o2 max (-aj, -ak)
[H3) c5 < ¢ et O0sacg a*(a,j,k)
oll a*(a’j’k) = (cjak - ckaj) / (ck-cj)
(H)

et o(a,j,k) s aso0.

%n
1 . F—— . 75
\\\\\\‘93 : cj/aj 2 ck/ak > c5a)y 2 Cxa; (75)

)

\

(H,)

(75) .
e = . it c. (a, +a) 2 c (a.+a)
t (ou > cjak + acj 2 C)a; + oc, soit ¢y ( K k(35
H

2)
qr

S0 14 conclusion; (il est 3 noter que (H2) ==> a,ta 2 0 et aj+a 2 0).
'(Hs) => ¢, - cj >0 et a*(a.j,k) 20

A
Appa
P8 avoir remarqué que
*
(H) =>c¢_-c, <0et o (a,j,k) 0
4 k j

(5, (H) [0,a"(a,3,k)] sous (H,)
= - ¥ a

et (ou) > a(ck cj) < c]ak ckaj € [a*(a,j,k),o] e (Hu)
H
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Soit ck(a+aj) < cj(ak+a), d'ol 1la conclusion. O

Le résultat suivant indique dans quelles limites le passage d'uné .
2 . . 4 tio
linéarisation 3 une autre n'apporte pas de perturbation dans la résol! ;

de la relaxation du knapsack par l'algorithme CKR (voir partie II, Chapﬂﬂ
Conollaine

Etant donnZs aé =ay t od o, € R :

cl/ai 2 c2/aé 2 teeceessees 2 cn/aa,

en posant
"M -
aj = aj ta, oll a, € R+, ay # a,

2 1
+ ® sous (H,)
et a*(a',j,k) = a*(a',j,k) sous (H3) ou (H4)
max (-a%,-ai) sdo0ud (HZ’ ’ '
" . h+1»m
4 aelO, min a (a',h,h+t1)J ou a e [ max a (a's™

h:l’oo,n-l hzl’oo’n-l

1] " "
alons cl/a1 2 c2/a2 2 teecrnenns 2 cn/an

7

Démonstration :

!
f
n"d’
Il suffit d'appliquer le théoréme 38 dans lequel a' remplace 2°

que ag = aé + a,

V e e o - ! ' b —
he {1,...,0-1} ¢y /ap 2 ¢ ,/a) > cp/ap 2 ey, /ap




229

a i ' 7]
€ R+ sicy2ze . (Hl)
pour a>0 ,
a g a*(a',h,h+1) sinon (Ha) B
] -al .- i T
2 max ( al, ag+l) sicy e, (H2)
pour a < O,
@ 2 o*(a',h,h+1) sinon (H,)
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IV - METHODE DE REDUCTION DE LA TAILLE DE (K)

iy -
1 - PRINCIPE DE LA METHODE

s

Y 2 {1,...,0}, X, EX =0

Détermination de £, u € {1,...,m} tels que

Ls ) xj <u
jeX2

dvec (§ 1v.2) :

U : nombre maximum de plus petits éléments de la suite (aj)jex
~ 2
dont 1la somme n'excéde pas b(u)
= r+1, avec r : nombre maximum de plus grands &léments de la suite
(cj)jex dont la somme correspondante des aj n'excéde pas b(r).

2

\\

la détermination de £ fournit une valeur initiale de v(K).

7~

Elimination des variables d'indices j : aj > b(L)
( P =
l.e, Xy = {3 | a; > b()} et X, = X, \ Xg)

/car

AlgOPithme glouton déterminant 2z, minorant de v(K) ; deux méthodes
s ”» ”, [] P4 L] 3
Ont décrites au § IV.4, dont 1l'une est basée sur des linéarisations
?lHOrantes construites 3 partir de convexes emboités contenus dans

L]

2,u] (§1v.3).

8
\ii S v(K) alors aller en 6 sinon v(K) «z

S —

D—
“termination de £' : nombre minimum de plus grands &léments de la

s
Uite (cj)jex dont la somme n'est pas inférieure 3 v(K)+1 (§ IV.2)

2
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si £' > £ alors X} | ay > b(L')} ; Xg 2 X, u X!

X

) x2 \ X! 5 £ <2

Détermination de u' : nombre minimum des plus grands &léments de 12

suite (c./a.).
( ]/ ] J€x2

rieure 3 b(u') (§ IV.2) 5 cette &tape fournit z, borne inféri ]
=z 0o

dont la somme correspondante des a n'est pas infe”

eurt
de v(K), et z2max {cx | ax sb ( §J x.); J x,2u'; x
. LX) s Lo ®gEulgx
]€X2 ]€X2
¥ je X2}
si z < v(K) et u' s ualorsu+ u' -1 ; aller en 7

sizo> x(‘K) alors v(K) « z

répéter les étapes 4 et 5 avant d'aller en 7

Phase de réduction

;bw
>b(R) - ) 33
jeL

élimination des variables d'indices k telles que a
oi |L| = 2-1 et ¥j € L, a; S a Vh £ L
(i.e. X} = {k I a, > b'(2)} ; Xy =X

k

v Xé s X, = X \X!

0 2 270

Choix d'une linéarisation majorante de (K) basée sur la sélectior
d'une droite y = as + B.

La résolution de la relaxation du knapsack classique

(PLK) max ] c.x, s.¢] (a,-a) x5 < B3 % = Ooul ¥3Je Xg‘
jex2 J J j€x2 J )

fournit une partition de X, =U0uv {i} u L telle que
¥jel, cj/(aj-a) 2 ci/(ai-a) 2 ch/(ah-a) ¥hel ,

(a.-a) < B < Z (a,-a)
jgu ) jeUu{i}

s_ibi(ﬂ_LlZ)_ls v(K) alors v(K) « v(K) ; stop

g
ge
. 2 > e
si !ﬁQLK) > gﬂK) et le vecteur associé est une solution reallsabl

alors v(K) « v(@LK) ;

' . . 2 €
Elimination définitive et fixation 3 1 de variables d'indices ]

1

.Xl U {j} N

si33jeU: v(pLK | X5 = 0) < v(K) alors xg+ 13 Xy "

b(s) « b(s) - a5, ¥ 2 ¢

x2zx2\{j}.; ‘ ‘
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8 lel = u alors v(K) « v(K) ; stop
Slxllzlalors£+|xl|+l / 8+8"I7{1| se .y u
H b(2) < 0 alors v(K) « v(K) ; stop

ﬂas<u:b(s)50alorsu+max{s|b(s)>0};

Elimina‘cicu définitive et fixation 3 0 de variables d'indices j ek :
$ .
Y3561, ay > H(&) = [b(e) si |x1| 2 g-1
b(2) - § a, avec ||X,| = 2-|X.|-1sinon
jex2 3 =2 1
. - Vhe§2 aysay ’¢Ikex2\&2
< v(gLk | Xy = 1) s v(K)
ilop'squ—o;xo‘z'xou{j} y X, = X, \ {3}

) - . . .
limiTl«:-ltion définitive et fixation 3 0 de variables d'indices j € U :

8 N . . .
.\iQJeUnx2:aj >b’(£)alorsxj*0;xosxou {J};x2 x2\{3};

P

o
\lxz = ¢ alors v(K) « v(K) ; stop. []

Pl

Vg

&ta . = .
‘tﬁbm-'\m : lorsque v(K) jgu cy avec U:¥3eU, oy 2 ¢, ¥k U
{ng ) R
b "8 en étape 1, il est clair que Z ¢, + max ¢, 2 v(K) + 1, d'ou
e jeu I j¢u 3
) IU| + 1 ; i1 est donc inutile de dérouler les &tapes 4 et 5. O

EVQ

" M€THoDES D’ENCADREMENT DE I
J
2

, Ly
"qq Utes les méthodes exposées ci-dessous sont des généralisations de
AR ‘
1%% thme NKR (chapitre 2) ; elles sont toutes de complexité O( |X2|) en moyenne
LSt . . P

"“nge Pations analogues 3 celle de[K13]);leur présentation nécessite la

!

3
%donnu 'z:U {z.} ol z. eR, ¥ J e Qe N

k ¢ J €0Q

{Q ‘
o LK) -pantition de J est definie par fa rbunion des trois sous-

. Membzu de J :
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T U (J,2,k) = {j eJ | 3 > zk}
E (J,2,k) = {j e | zy = z, }
L (J,Z,k) = J\ (u(,Z,k) v E(J,2,k)). O

Iv.2.1 - Détermination de £ e N : ] x. 22
jex, o

\

Deux algorithmes justifiés par les théorémes 33 et 34 du parazraphe

sont présentés :

(i) algorithme Bl :

. de
Cet algorithme recherche le nombre maximum r de plus grands g1ément® o
0

la suite (cj)j dont la somme correspondante des ay n'excéde pas b(r)s

eX2

poser £ = r + 1.

___——”’/// |

ALGORITHME B,

1] C = L_J {cj} s Uzpg ;I X 5+ 0 ; \
j€X2 |
1  sélectionner k € J et déterminer la (C,k)-partition de J 3 |
3|
ef
2 si ;E ay > b(r+]U(J,C,k)]) alors J = U(J,C,k); gllﬁi”
jeUuU(J,C,k) . i
sinon U = U u U(J,C,k)- 3
P+ + |U(J,C0k)| ' !
|
3 si ] a, = b(r) alors £ + r+l1 ; stop
jEU J !
4 si + a.2 b(r+|E(J,C,k)|) alors construire un

a.
T jeu 3 §eE(JS Jk)? ue
sous-ensemble G de E(J,C,k), de cardinalité maximale, tel 4

I a;sblr +161) ; £+ + 1G] + 1 ; stop
jeUuG y |
|

en
5 USUvuEW,CK) ; r+r+ |E(J,CK)]| 3 J = L(J,Chk) j‘fffff::;//
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NOtQ :
Lp
Enetape 4, l'ensemble G qui vérifie

) a; < blr+16]) < ] a

+a ol h ¢ E(J,C,k) \ G
1eUuG jeUuG ]

peu -
U 8tre vide lorsque

) oa, + a, > b(r+1) ¥ h ¢ E(J,C,k).
jeU

& .
D s . .
aAMs un but purement pratique - i.e. au niveau du code - il.est plus

it
"le d'envisager la définition de la (Z,k)-partition de J suivante :

T
Eition 16 bis

Etant donnss z, J etk (voir dEfinition 16}, 0n appellera (Z,k)-partition
de 3 pa ndunion des thois sous-ensembles de J suivants :

L3,2,x) = {jeJ-{k}|tjszk};E(J.Z,k)={k};U(J.Z.k)=J\(L(J,Z,k)u{k}). 0

Avec cette nouvelle définition, 1'étape 4 devient :

\\

\
il si § a,+ a, > b(r+1) alors £ + r + 1 ; stop

jeU
si ] a. + a_ = b(r+l) alors £ « v + 2 ; stop

jeU k

b

%
3 . p : &
Utres &tapes &tant inchangées. D

({4
)
Si&or‘ithme B2 :

C .
Y4 . ®t algorithme recherche le nombre minimum £ de plus grands éléments de
%mmete (cj)j€x dont la somme n'est pas inférieure 3 v(K) + 1, supposée
& 11 faut remarquer qu'il s'applique 3 tout probléme de maximisation

An3
lables 0-1 3 fonction économique linéaire.
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|
ALGORITHME B,
0 {c.} ; Uz@ ;3 I=X, 3 2«vi(K)+1;
- h 3 2 - -—
]ex2
:l Sélectionner k € J et déterminer la (C,k)-partition de J
2 Ssi Z c; > z alors J = U(J,C,k) ; aller en 1
T jeuwu(a,c,x) 3 - -
sinon U £ U v U(J,C,k) ;
3 si ] ec,=2 alors £ « |u| ; stop
jeuU ]
. toP
4 si Z c;2zalors £ « U] +T(z - ] cj)/°k1 i ?
jeUUE(J,C,k) 3 ' jeu
5 U=zUvuE(Q,C,k) ;J = L(J,Ck) ; aller en 1 /
Notes : qu‘

1- En étape 4, t = I(z - Z cj)/ck'l est le plus petit entier te
jeu

] co+twe 22
chj k

2- Avec la définition 16 bis, l'étape 4 est remplacée p3*

¢ st ]

te 2z alors £ « |U] + 1 ; stop
jer -

les autres étapes sont inchangées. ]

Iv.2.2 - Détermination de u e N : | x, su:
. jex, 3
2

Deux algorithmes justifiés par les théorémes 35, 36, 37 du

sont présentés :
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.

gerithme B, :
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Cet algorithme recherche le nombre maximum u de plus petits &léments de

Suite (
a,).
: j)J€X2

dont la somme n'excéde pas b(u).

ALGORITHME 83.

0 -
S A=zl (e} sLEes 0% 5 ueo .
! jeX 3
| 2
, N Sélectionner k € J et déterminer la (A,k)-partition de J ;
2
% S osi . a, > b(u + |L(J,A,k)|) alors J = L(J,A,k) ;
. JeLuL(J,A,k) aller en 1
i aler en
i sinon L = LuL(J,A,k) ;
u + u+|L(J,A,K)|;
3
S 81 Z a. = b(u) alors stop
jeL ]
I
i si a. + a, 2 b(u++ IE(J,A,k)l) alors
jeL I §€E(J,A,Kk) R
' U+y+t avec t” = max {t €N | Z aj ttwa < b(u+t)} ; stop
| jEL
)

/

/

L=pyEWJ,Ak) 3 u<+u+ |[E(J,AK)| 3 J=U(J,Ak) ; aller en 1

-

A
Vec 1a définition 16 bis,

l'étape 4 g'écrit :

,

.4|
a. +

a
p 3k

]

)
€

Si } a.+a

. S
\Jd‘

k

> b(u+l) alors stop

= b(ut+l) alors u « utl ; stop
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(ii) algorithme Bu :

Cet algorithme recherche le nombre minimum u' de plus grands g1éments
r»
de la suite (c, /aj)jex dont la somme correspondante des aj n'est pas 1“fé
!
d b(u'), dans le but d?obtenir une borne supérieure de v(K | | X3 2 u')
jex,
Afin de la présenter le plus simplement possible, cette méthode est

exposée directement avec la définition $6 bis de la partition :

\ -

ALGORITHME 84
0 U{c/a},U B3 JEX su«z'« 0
JeX
1 Sélectionner k € J et déterminer la (R,k)3partition de J ;
2 si 5 > blu'+[U(,R,1])
jeUuU(J,R,k)
alors J = U(J,R,k) ; aller en 1
sinon U = U v U(J,R,k) ; u' «u' + |U(J,R,X)]|;
z2' «2' ¢+ z ¢y 3
jeU(J,R,k)
3 si aj = b(u') alors stop
JeU sinon u' «+u' + 1 ;
4  si a, 2 b(u') alors stop
jeU ]
5 si . +a_ 2b(u') alors z' + z' + Lc #(b(u')- ] a )/8 )
= T3 3K E— k jeu 3
stop
6§ U=sUu{k};z ¢z +e i J=L(I,RK) ; aller eni/
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)
5332233 : déroulement de la premiére itération de l'algorithme B, :

Etant donnés J = x2, k € J et la (R,k)-partition de J notée, pour
mpllfler, (U,E,L), posons s = ay-
jeU

8> b(|u|) (étape 2) : 1'algorithme n'apportant pas d'information

Sur min c./a., i1 faut itérer le processus sur U (u' < ful)
jeu

8 = b(|u|) (étape 3) : le théoréme 36 permet dg conclure que u' = |U]

b(Jul+1) s s < b(Ju]) (tape 4) : le théoréme &7 implique u' = |u|+1

S <b(lul+1) s s + a, (étape 5) : par definition de la (R k)-partition,

k/ak < c./aj Vie U d'ol la conclusion apportee par le théoréme 36 :
W= |yl +1

$ta < b(|ul+1) (étape 6) : il faut poursuivre le processus sur L,

®n sachant donc que u' 2 JUJ+1 .

I
3~ DETERMINATION DES POINTS EX;?EMES DE L ENVELCPPE CONVEXE

D'UN ENSEMBLE DE POINTS DE

Deux méthodes de détermination de
H = cee }
2,u {pjl’pj2’ ’pjr ’

%
W
ty Shce des points extrémes de 1'enveloppe convexe de l'ensemble a

gy 1 points

Mz’u - {pl’p£+l’...’pu} Oa L’u € N' l <u
Y

t a2

d&crites dans ae paragraphe

% Pour chacune de ces méthodes appelées respectivement "séquentielle' et
ie“tielle" deux variantes sont présentées, l'une de
Sxitg O(t ) et l'autre dite "dynamique" de complexité 0(t).
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Note : La notation des é€1léments de ﬂt est celle définissant les pointS:t
coordonnées (s,b(s)), s € {£ £+1,...,u} mais il est 3 noter que L'hypod
de non crodssance de £a fonction b, nécessaire 3 la définition du pI‘Oblémé
(K), n'est pas netenue dans Les méthodes présentfes qui aboutissent dor ;

résultat cherché méme si 3 S5 5y € {£y.0.ul s, <5, => b(sl) < b(8"

Iv.3.1 - Notations et résultats préliminaires :

Propriété 9
(<) Pg» Py € Hl,u

(£d) v Pg € Ml,u *Pg € [pl pu] ==> Pg ¢ HL,u

Démonstration :

de
(i) Pp et p,» points d'abscisses respectivement minimale et maximalé st

tre

M£ y° font nécessairement partie de Hp ,, Par définition d'un point ex
s : ’

e

I1 est 3 remarquer que dans le cas particulier ou b est non croissant®’

1
mind

deux points sont également d'ordonnées respectivement maximale et

3
. d'
(ii) Une conséquence directe du point (i) est que [pl pu] € [Ml,u]’

la conclusion. 0

* Notations :

¥ i, ke {€,0..u : § <k, 0 = b(k) - b(§)

i,k k 53

désignera la pente de la droite (pj Py ).

On posera en outre

{pj € Mz’u I ngj > Gt’u} v {plgpu}

{p | 0p.4 < O, o} v {ppopy}
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2y (resp. §£ u) la séquence des points extrémes de [Mi,u] (resp. tﬂi,u])'

) ﬁl,u n El,u ; {pl’pu}
N~~~

X
stration :

La propriété 9 implique
[Ml,u] = [ML,u] v [!C,u]

% e
[M£ u] n [!Z u] = [pl pu], d'ou la conclusion. [

)
Prin s
~lcipes des méthodes :

)
W la méthode "séquentielle" est basée sur la dZcomposition du convexe
) buangleb possédant tous un sommet commun : 1'un ou l'autre des points

8
te P, (voir figure 9).

%, S{ le choix s'est porté sur p , la construction de Hl,u se fera en
N} - by . e 242
y !Ssant 1es points extrémes de [Ml,u] et de [§£,u] (propriété 10) de

(N
Mére suivante :

En notant :

N

Ht,u = {Pzgpi ,--o,pi ’pu}’ l{‘e’u = {pt’phl
1 r, . 9

aYeC 2 < i, < ... <'ir <u, £ <h

9o 0. ’ph 9Pu}
r

1 < .40 < hr < u et rl + r2 = -2
1 2

L T(s,j,k) le triangle de sommets P , Ps €t Py,

g

& ‘s
Composition du convexe sera
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r.-1

- 1

[Mp 1 = T(L,dpu) v ( §§£ T(4,d,, o))
r2-1

[¥p 1= T(,hpu) v ( h)l T(hy by, ow).

Les triangles étant construits dans 1l'ordre croissant de k :

i.e., pour [El,u]’ dans 1'ordre
\\.

T(l,il.u), T(il,i2,u)..... T(irl_l,irl,u)

et, pour [!l u]’ dans 1l'ordre
]

T(l,hl,u), T(hl,h2,u),..., T(hrz_l,hrz,u)

)

- ")
les é€léments de Hy , et de H,  seront déterminés de manidre uun‘u

]
dans l'ordre croissant des indices.

(ii) La méthode "tangentielle" est basée sur la d¥composition du conveﬂ
en quadiilatires convexed superposés auxquels il faudra adjoindre uP (s

deux) triangle(s) si r, ou r, est impair (resp. r, et r, sont impairs)

1
(voir figure 10) :

s
Avec les mémes notations que dans la partie (i), on posera de pl

i
abov*
Q(s,i,j,k) le quadrilatére convexe de sommets p_, Py» Py ot Py pour

d une décomposition du type

Y -
h, 1 = ALty ) o ) W yohieods ckerrte ko) ¥ T

Y =r,/2 et T=4§ si r,. est pair

1
avec R
Y=Lr /2] et T(1_,i_ ,i_ ) sinon
Y y+1 y+2

=3
]



Fi gure 9

Décomposition en triangles

de [{pl, Pyseces p30}]

The

3 N b )% 30\
rS

ba
2

v A S v v A v v v v v v v L v A3 L4 v v v v A v v 2 J ¥ v L] v ! 4

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

o
[V
N
w
&
[8,]
(o4}
X
s ]
[Te]
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269 ] %
261

P

252
249 4

Figgre 10

HE

v21 Décomposition en quadrilatéres. convexes
4

2074 de E{p3.pu,...,p12}] et de [{pls,pls,...,p22}]

I | P17 g

ehd

771 ’ x

8 |

11 x o

v

T < N — — v v

»
© 1 2 3w % © 7 8 9 10 11 12 13 1% 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 s
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2

] X
U] = Q(€,h b, u) v ‘&:ﬁ Q(hk-l.hk.h,2-k+1'hr2-k+2) vl

!

ap

(

1=
n -
"

s r2/2 et si r, est pair

= T(i_,1 ) sinon

Y = Llry/2l et Y’ y+1® 11»2

|=3
]

les quadrilatéres &tant construits dans 1'ordre croissant de k
" *8 triangles T ou T (s'ils existent) sont introduits en dernier lieu -
élémm, de Ht et de Hp seront déterminés de manidre alternde
»

®Xemple, pour H, , dans l'ordre p, ,p. ,P; ,p Pe P ...etc.).
. Lyu 11' ir 12’ ir -1’ i3 1r -2
1 1 1
IvV.3.2 - M&thode séquentielle
{) v
\v"“iante 1 : (algorithme S1) ‘
' posant, pour j € {£,...,u-1} donné,
-j - -
"{.u ={p My |Xx>3)
e j k
t -
nl,u = ipy « LT3N | x> 3},
‘ .
Y )
uumithme S1 déterminant les &léments de Hl,u et El,u es? le
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CONSTRUCTION DE ﬁl.u
0 HL,n = {pl}, 10 «L,k+0
1 2] = max {© | p_ e TR }
= i ,w¥ i, ,w w L,u
k k
2 k «k + 1, 1k - w*
Hppu = gy 0 Py b
3 si ik # u alors aller en 1
4 stop
CONSTRUCTION DE ﬂt.u
g ﬂl,us{pl}' h°+l.k+0
_ Py
1 ehk’"a = min {ehk’w I p, € !L.u}
2 k «k +1, hk +« w*
l*vl.,u = ﬂt.u v {phk}
3 si hy # u alors aller en 1
4  stop

note : Cet algorithme sera plus efficace si ﬁi
k’
i

(resp. !hk' g {phk, pu}) remplace il.}:u (resp. ¥, )

U
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Yorame 39
Er posant t = |'ﬁ£’u| -lett ='|§£’u| - 1, L'algorithme S, est de
Complexits 0 (tl4t?) dans te cas Le plus dEfavorable -

N—

%aon

“Stration

\ Le plus mauvais cas pour 1l'algorithme Sl correspond d un ensemble HL u
) ’
Que

3:{_

| =t -k Vo e ¥y

A

[1]
I+

|}
x

ka eHL,u

i Pour un tel cas, les T+ t itérations nécessaires A la détermination de
t-u et l{-t 0’ correspondent 3 un nombre global d'opérations borné par
]

KI(E+(F-1) 4 ..+ 1)+ (£+ (1) +.,.4+1)] ol keN
i, 1
A conclusion., O

M ¢ 1'algorithme S, est 1'une des deux méthodes proposées par

y Gepy (e9] e princ:lpc de l'autre méthode - dite itérative - est le
va
tnt (dans le cas de la construction de Ht )

®™n posant ¥ j, k € [£,u] § <k ﬁ;.k = My 0\ (pyop )

F
Q siiz,ui£*‘*£*““‘*°5“’“5‘“.*1,‘;5{1’1'%}
1 S1 s = ¢ alors aller en 5§
2 d(pw*, [ptpu]) 3 max {d(pw,[pl pu]) | P, € s}
R, R, uip.)
Lou - Lu Y Py
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- %
4 oSt
—% -
k+ k+l 3 L, = HW*E,; Liste = Liste u {Lk}

aller en 1

8i k = 0 alors stop
sinon § = Lk s k+ k-1
LisEe = Liste \ {S} ; aller en.1.

AN

(ii) Variante 2 (algorithme 82) :

Etant donnés

- N . - -
Hz'u = {Pznpzl.PIzwnon;'Pu} ’ Hl,j Hl,j U{pu}

vj#u

* -
.P_h?,---,PE qu} H ﬂt,j = El,j U{pu}

ut’u = {pz‘pl)_ 1

1

: e
la variante dite "dynamique" de la méthode séquentielle est basée suf

principe suivant

en posant i, = by = L et i§¢1 = h_fl = u,
ﬁz est déterminé en fonction de ﬁz i Pour q = 1,2,....;
*Tqt1 ’"q

1,2,."’£

* . "
ﬂ(,h est déterminé en fonction de ﬁl,h pour q
—q+1 —q

. de
en utilisant les régles suivantes présentées uniquement dans le cadr®
ﬁl,u (11 suffit de changer les sens des inégalités pour H, ) :

t de Hl!u

»

Etant donnés H = {PpsPs sve+sP } et P le nouveau poin
l,iq [ALE 1 Iq+1
envisagé :
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R -
\Q&_& Py n'est pas point extréme de EML 1 v {pu}] :
q+l >Tqtl

Py

k-1 '

!
g} A76)
i >0
k“lik ik-qu+1 i iq+1u
W&oog . LE@; .0
L’iq+1 L,iq *

Ngt

Nt en ytilisant la droite (pi pu) - d'équation y = Gi u(s--u) + b(u) -

ly k " |
Telations (76) sont équivglentes a b(1q+1) < eiku(iq+1-u) + b(u). O

A i |
\Q£~3 t p;  est point extréme de [ML,I‘ v {p,}1, introduit sans
*Llp qel - q+l
M@ssion d'éléments de Hz,i :
\ q
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, A
- st
régle 3 : p3 est point extréme de [M, 3 v {pu}], introduit avec SW
q+l *Tqtl

d'éléments de ﬁz i
]

q

si <] £0, 3 w = k-1, k-2,,..,j+1,]
iwiw+1 iw1q+l ’ . ’ ’

et O, >0 <
lj-lij ij-liq+l

-% -%
alors H T = (H T X {P 'oo"p ’p }) U {p }’ D
l’iq+1 z’iq ij+1 ik-l ik Iq+1
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N
ALGORITHME SZ
(construction de Hz,u)
8y =loppgspd s dg <5y dyikoed et
1 siq= r alors stop
3 qQ «qQ+1
si © >0 -
= Ly i1<-1iq
alors si 0O, < O3 alors aller en 1
—— Lu iu _
Q@ sinon k « k+1 ik +« 1
-— _ - q
Hl,u é Hl,u v {pik}
aller en 1
3 T - 0
= Hl,u - Hl,u \ {pi }
si k=1 alors aller en 1
k +k-1
si Gik-lik < Oik-li alors aller en 3 i
9 ginon k « k+1 3 ik +« 1
—_— q
Hp o ® Hp w ¥ {pik}
aller en 1

MQ

e 4

En posant ¥ = M, S -2etys= |§£.ul - 2 (on supvose que

%:).

Mo w3 (ppp,) et My | 3 {pgop, D) E'atgonithme Sy est de complerits
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Démonstration :

Le cas le plus défavorable correspond d un emsemble de points rels ¢
chacun d'eux soit introduit dans une séquence partielle puis suppriméau
cours d'une itération ultérieure (cette suppression ne pouvant avoir et
pour le dernier point de EL,u,\{pl’pu} - ou de_!t’u \ {pz.pu} - introdtt®
Ainsi, pour chaque point, cinq calculs du type ij z (b(j)-b(k))/(j’k). ﬁpﬁ
- avec cinq couples (j,k) tous différents - seront 3 envisager soit 5 4
et 10 soustractions ; d'old 1? conclusion. O

1V.3.3 - Méthode tangentielle

coﬂ’Ple;

et V)
xités identiques 3 celles de §, et S, respectivement ; les méthodes 5 o

e
et T, d'autre part, différent:par leur mode explo!‘atoir o

Les deux variantes T, et T, de la méthode tangentielle ont des

d'une part, T1

2 : . 1 101'3
Mt,u (séquentielle pour S, et S,, alternée pour T, et T, ) 3 llexp

2 ”’ tes
alternée est en outre exploitée pour l'élaboration de régles plus for

d'exclusion (basées dorénavant sur des quadrilatéres convexes)

(1) variante 1 (algorithme Tl) :

ge
¢ jof
Sa présentation ne sera faite que dans le cadre de la construct twﬁ

- . g8
HL,u (pour le cas de Hp o 3 i1 suffit d'échanger les rdles des minin

et des maximisations, en ayant pour référence !C u).
L]

En posant, pour a, w € {£+1,...,,u-1} donnés,

-* -
Ma,w - Ha,w \ {pa’pw}

l'algorithme T, déterminant les éléments de ﬁl q oSt 1le suivant @
1]

1
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\
ALGORITHME T1
(construction de nt,u)
0 T = ] .
= HZ,u = {pl’pu} ’ k1 «%3 k2 +u

1 si M = @ alors stop
1°%2
2 g = 0 e M¥
< ke, max { ko | P, Mkl’k2}
. - -
kKyew s Hp yEHp U {Pkl}
3 A -
2 si Mk k.G # alors stop
1°72
4 0 = min {0 | p. € M }
= k. ,w* " K oW W Mk k

2? 2’ 1’72

Ht,u v {pk2} ; aller en 1

x . o
k2*‘w ,Hz,u

\\

HU

Vans \
Xriante 2 (algorithme T,) ¢

[

de 1!

tf algorithme S au cas de 1l'exploration alternée

Ute dans le cadre de la construction de HZ

E ~
tant donnés

9 Seules seront exposées les régles de la variante dite "dynamique" de

nu h°de tangentielle dont le déroulement est une simple adaptation de

leur présentation

\ik 2u

H - -

2,4 séquence des points extrémes de M uM

k ‘C'ik ' i ,u
1 1 2
avec k, < k, et 1. , 1. € {€,...,u}
y 1 ? kl k2
Di - - .
q (iq € ]ikl!ik2[) le nouveau point de Mp u envisagé pour
ik U

construire H

p, i i désignant 1'un ou 1'autre des
’
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1w ikt
ensembles qui et HZ s suivant la place de p3 par
9 kl ] q q
rapport & p; €t Pj
i i
1 2
ik »u
régle 1 : P3 n'est pas point extréme de ﬁl,i K
q k.,’"q
1
pl
k-l'\__.pik
\\ 3 e 2
P3
o.. q \
k
Py 'S
Py
p(iy 50, 4 (i) +p0 )
9 Ltk @ ! k4
alors H - =8H,: .0
—— L4 1 l,lk
1 4 1 ’
i su
_1k2’ ssioﬂ
régle 2  PJ > point extréme de Hp 3 3 » est introduit sans suppreé
q i X i kl’ q
- k2 de
d'éléments de Hyp 4
’lk
1
p -
iy Pi
1 - ‘\q
- —
O p. . == \pk
. "k,-1 :
® Pk +1 .,
Pp X
Py
si < T o .
s1 b(lq) >0, A, (i -4, ) + b(lkl)
1 72
et O, > 0, - 30 . > 0, .
i, _ ,1 i, 4 i,i i, 1
k17K k,~1"'q qQ* k1 k" kytl
u
_ik2, _ik2 su
alors H - = H vips} O
—_— Z,ik i L,ik i
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ik su
ggle\3 Py s point extréme de ITIK i 7 » est introduit avec suppression
. ]

q i »u k,’"q

G - = i () i io
SRVOI NP Sl oS Ul Je- M PRS AR

q 1 1

%

e ze - w:i ,i ,o-o’i._‘i
k.+1 k2+2 321 j2
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"x1¥.3.4 - Exppriencgs numériques :
o?

Les figures 11 & 16 représentent les enveloppes convexes 35501

- . ,
probldmes 1, 2, 4 - et donc 5 - de 1'annexe ; le tableau suivant répert’
its

pour ghacun des algoritimes 82 et 72. les points successivement introdu
et €1iminés au cours d'itérations ultérieures :

""(".i‘; ’ ' : ‘ ..... o /

Probléme I"l’ml Figure Algorithme S, Algorithme T,
]
1 6 11 - ParPs
12 Paupsopg/
) 7 13 |PgsPgsPy5+P16°P179P1g2P29 0 7
- 6
1y p8'p9'p16’p17’p18’p22’ 2
1
4.5 4 15 : P2.p3.P7 .
’ 16 pz Opaopscp-,ops /
du

Le déroulement de 1'algorithme 82 pour la construction de i1,30
probléme 2 (figure 13)est le suivant :

Hlie = {pl'pe’pao}

=%
Hio~ {p,sPgsPgsP3o} (rigle 2 : 9,826, ©s,30 > 99.30) 1
. #

Y == ®* . =R . = @' (régle 1 : 0, .50 6. . <6 k = 30"
1,100° M1,13 T M,14 T Fly,q (reBie 1t Ug 394 \ et U9 30<%, 30

- - .' ' )

LT {p1’pe’p9'pls'pao} (rédgle 2 : 05,9 > ©g,15 °t Og 30 > 8,5,30

-* .

e = { } (reé : 0 - . 0 e ) ‘91911
1,17 = 1P1PyqoP3q’ (régle 3 : By 16 < Og 19 3 O 9 <85 47 3 %1,8

A = { } (ra

1,18 = {PysPygsPgot (régle 3 : 8, 1, <6, ,0)

-
H1.19 z {pl,plg.pao} (rdgle 3 : 01,18 < 91’19)
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it
I ok *

;,20 S 51’21 = ﬁl.lg (régle 1 : 91’19 > el,k et 019’30 < ek,30 k=20,21)
452 = {p,sp1qsPpysPgo) (rgle 21 0y 14> 0, o) €t 819 30 >0p; 30)

%aa= ﬁ;,zu = ﬁ:,zz (régle 1 : O 5y > Oyg €t By 40 < G oo k=23,24)
¢

W5 = {p ), qPp5Pgo) (rd8le 3 1 O1q 55 < O1q o5 et 8 49 > 8; 5e)

%

g = ﬁ;,zs (régle 1 : €, 55 > O1g 25 ©t O55 30 < O26,30

HCu : g 0

1,25 - {Pl’plg’st'pao}'
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Wy - ALGORITHMES GLOUTONS POUR LES BORNES INFERIEURES DE V(K)

Deux algorithmes gloutons déterminant des bormes inférieures v(K) = ex
d‘V(K) sont présentés dans ce paragraphe (il va de sci que les algorithmes

. :
denCadrement de fournissent également des bornes inférieures de v(K)

x
% =1 )
Ot {1 faudra tenir compte dans la méthode de réduction) :

Iv.4.1 - Algorithme G1

Cet algorithme di 3 Pierre Hansen, eat une adaptation de 1'heuristique
Pour 3¢ probldme du knapsack classique, due 3 Greenberg et Fegerich [K22] :

Dans 1'heuristique classique, les données sont classées définitivement
:uvant_l'ordre décroissant des cj/aj. j =1,...,n, alors que dans 1l'algorithme
Q;CG classement est remis en cause aprés chaque fixation de variable en

At compte de la diminution éventuelle du second membre due 3 la non

&
zmmmnce de la fonction b.

N~
ALGORITHME Gl
O x«o0; X, 205 X, £ {1,...,0} ; b(0) 2 b(1) ; q*_q* +v(K) <0
1 x «xa1

8i k =m+:1 alors 5j «0 Vije X2 ; stop

2 si q" = q alors q+ min 8y
j¢X2
3 -8i z a, + q > blk) alors zd +0V3e X, 3 stop
j¢x1 3 —
147 ¢ eyu/Camb(h-1)-bK)) = max o4/ (agsb(k-1)-b(K))

j¢X2
si J a, ¢ a0 $ b(k) alors X023 VIKIv(K)+a, ,
Jex, 3 X, = x.u{3*}x, = X\ (3%}
13 % X = X\
q* « aj' 3 aller en 1
sinon .30 +0 ;5 X, 2 X\ {i*}

aller en 4§

\
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Notes :

(1) La valeur de b(0) deyant 8tre choisie non inférieure 3 b(1), peut .
) ave

atré

en particulier 1'ordonnée du point d'intersection de la droite (p, P;
l'axe Oy, i.e. 2b(1) - b(2).

n
({11) si 3L : L < z Xy alors b(0), b(1),...,b(£-1) doivent @tre non

. j=l 118“’
inférieures 3 b(L) et telles que b(k) 2 b(k+1) k = 0,...,£-1.; en paf‘dcu
u
pui 8

ces valeurs peuvent étre les ordonnées des points d'une droite d'ap

convexe [ML m], passant par 'py, d'abscisses respectives 0,1,...,0-1 o
9

Théondme 41

En designant par t € {1,...,m} Le nombre de variables mises 2 1»
L'atgonithme G; est de complexit?

({) o({e+l)n - t2) dans Le meilleur des cas

(40) 0(n%+t?) dans Le plus mawvais cas’

_/

Démonstration :

po

(1) ¥ X, le nombre d'opérations pour obtenir 1'indice j* associé e5* ’Wfi

. on

par k|X2| od k €N (calcul du maximum d'une liste de |X2| nombres)  °
sant le nombre de variables mises 3 1 par l'algorithme G1 égal 3 ¢

le meilleur cas correspond a

" Pour tout Xis X5 k, j* considérés Z
jcxl
0
Sous cette hypothése, le nombre total d'opérations est alors bo,a’
k(n + (n-1) + ... + (n-t+1)) = k (tn - ‘_(;"_1_1 ) augmenté de kn, por?
au calcul unique de j_1min a; en étape 2, dﬂf
=15,

..’n
(11) Le plus mauvais cas pour 1l'algorithme G, correspond a un Pr°bl

aj + 8, s b(k) ".

P‘r # |
90‘;1

les données sont telles que 1
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sl ,eeeyd 1 a, = min a, sa, $.,.5a
1’2 ’“e i, §=1,...,n j 12 it
) k-1
a, < b(1) et a; < b(k) - a k = 2,.0.,t
iy i Lgl ip e

vke{l....,t-l} g /§ai +b(k-1)-b(k))> cy /(ai +b(k=1)~b(k)) Lzk+1,...,t

k k 4 L
¥i2g ke{1,...,t} : a, > b(1) et c./(a,+b(0)-b(1))>c, /{a, +H(0V-h(1))
k j 3 3 il il
Eneffet, pour un tel probléme
'y
hzle test de 1'étape 2 sera toujours vérifié ==> calcul d'un minimum

Uy
* liste de |x2| nombres.
j

LY X2 le test de 1'étape 3 ne sera jamais vérifié

t .
. Pe 4 dshutera par n-t calculs de maximumede listes de nombres de

2,..
% t 3 les variables d'indices 11,12,...,it seront ensuite fixees ail,

inalites successives n, n-1,...,t+l pour fixer LY Aovijt i

Qet ordre avec 3 chaque fois le calcul du maximum d'une liste de

"eS de cardinalité t, puis (t-1),..., puis 1.

R Conséquence le nombre total d'opérations sera borné par
t :
Sy b (e + 20t 4 e+ 1)) k["(g*l) + t(;*l)
m&nto

de kn, borne associée au calcul initial de j=1 min n 2jen étape 2. (]
. 900y

Un
% ® Variante de cet algorithme, de complexité améliorée aussi bien dans

nt leyp des cas lorsque n 2 30 et dans le plus mauvais cas lorsque t est

Yy SVant n(t s s-v n) - ce qui sera toujours le cas dans les exemples
N (voir partie V) - fait intervenir une etape d'élimination de variables :

4
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/
‘ ALGORITHME Gi
0 ke8; X585 X,2(1,..,0}; B(O)2b(1)5 qeq”>b(1); (K}«
1l k<*k+1
si k = mt1 alors X *+0VJeX,; stop
2 si q = g~ alors q * max a,
1€%;
3 si z a; +q>b(k) alors E =z {j € X | a; > b(k) - Z a.}
- —_ . j —_— 2 3 . ]
]exl Jexl
| Ej +0 VjeE;siEs= X, alors stop
X, S X, \E ; q+ max a,
2 2 jeX2 ]
4 5%+ c.w/(a #+b(k-1)-(b(k))=max c;/(a +b(k-1)-b(k))
Xpa * 15 ¥(K) « ¥(K) + age; X) 2X 03] X X, \{3*}

qt “+ aj* 3 aller en 1 4_——‘—”’///

Théondme 42

En designant par t € {1,...,m} , £e nombre de variables mises
a1, L'akgorithme G; est de complexitd

(<) O(n+t2) dans Le mellleun des cas

(4d) o(t(n-t))dans Le plus mauvais cas.

/

Démonstration : pﬁ
pol?
t le

(1) Il est A noter que le plus mauvais cas pour l'algorithme G1 es
pour l'algorithme Gi :

. En effet, pour le probldme énoncé dans la deuxidme partie de 12 gus
tration du théordme 41 les n-t variables d'indices j # 11,12,....1t vonf’
é€liminées en premidre itération, en &tape 3 ; d'ol un nombre d'OPération )
borné par 2kn, k € N donné (il faut tenir compte du calcul initial de j:lﬂ'”

: . y

H)

/
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Il reste alors 3 attridbuer la valeur 1 aux t variables non &liminées,

quiCorrespond 3 un nombre d'opérations borné par k(t+(t-1)+...+1) = k Eiéill.

QUI* nombre d'itérations étaﬁt égal A t, le plus mauvais cas sera tel que
itération (mise 3 1 de la téme variable) soit effectuée avec un ensemble

% que Ix | = n-t+1 (cardinalité maximale) ; ainsi quelle-que &oit

é"ation ie{1,...,t}, les ensembles X, considérés aux étapes 2, 3 et u

" de cardinalité supérieure 3 n-t+1.

)

2

kls°“8 cette hypoth&se, le nombre global d'opérations, pour les t dtérationms,
( “apes 3 et 4, et celui de 1'étape 2 sont tous deux bornés par

(n~1) + ... + (n-t+1)), d'old la conclusion. 0

Iv.4.2 - Algorithme G,

Yy Le Principe de cet algorithme consiste 2 appliquer une séquence d'algo-
$ gloutons sur des probldmes du knapsack classiques, linéarisations

o

"Mtes construites 3 partir de convexes emboités contenus dans ["z,u] :

A\

\1%

3 L,u donnés : £ s I X su; L+t
| W = nombre de variables fixées 3 1 par 1'algorithme G,
‘ l Construction de H
| Lyu
| ¢ Détermination d'une séparation de [ﬁi,u] et de l'origine
» )

Algorithme glouton sur le knapsack, linéarisation minorante

| associée
: 8i w < u alors mise 3 jour de v(K) ; changement de coordonnées ;

| £ +w j aller en 1




265

L'exposé de 1'algorithme détaillé est suivi d'une discussion suf le

choix de la linéarisation (point 2 du principe général) et de 1'étude

la complexité.

o

| o=

I~

*)

| o=

jon

lon

|~

joo

IV.4.2.1 - ALGORITHME DETAILLE

n
L,u: £ ‘.E Xy Su;w+0;X)= {1,...,n}
i=1
u+tu; L« £ ; v(K) <0
\

\

si£=ualorsa+«0; 8+ b(u) ; X

X2 ; aller en 8

Construction de H, . > séquence des points extrémes de
[nﬁ,gq = [{?g'ngl"°°'?g}]

Détermination de y = as + B, séparation de [ut u] et de 1
—’—

Elimination temporaire des variables d'indices k : ak*lﬁl

X, =%, \ {k | a + [a] > 8}

si X, = @ alors aller en 12

1(ie. X5 = {j*}) alors v(K) + v(K) ¢ aj* ;

xj* el wewtl ’

n
siw< u alors aller™>
sinon stop

Résolution par 1l'algorithme NKR de la relaxation de

(ILK (a,B)) max Z cjx.A.cI (ajﬂ:)x.SB +x.=0 ou 1 ¥ je
jeX jeX ] ]
(1inéarisation minorante de (K) associée a la séparatio?

y = as+B).

L'algorithme NKR fournit un sous-ensemble U de X tel qué

o
w
T (a +a)sB< § (aj+a);v jeU cj/ajzci/aizck/ak v k¢

jeu 3 jeuu{i}

. 108
t orlgl

13

de

4
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8§ x+1¥3eu
v(K) + v(K) + Z °y
jeU -
w+w+ U
8i w = u alors stop
19 si £ = u alors aller en 12
Hg w+w+1.t*1.x25x2\u
b(s) +b(s) - ] a5)
jeU ¥se {w,...,u}
s+s-w+1l 3
E si b(1) < 0 alors stép ;
€ X =%\ {k | a, > b(1)} (élimination des variables d'indices
k : a >b(1))
si x2 = @ alors stop ;
d u=max {s | b(s) > 0}
e sil =ualors cy* / ag* = max {ej/aj | 3 e X} 3
Xyt +1 3 v(K) “x(l()-faj*;atop;
I aller en 2
13 algorithme glouton du type Greenberg et Hegerich sur
(ILK (a,B)) : déterminer U" c X, \ (U v {i}) : |u"| s u-w
X, +1¥ 3 eU"; v(K) «v(K) + Z j } stop
.. j(U"

o 3
S~—

\\QSEEQ Quelques explications sont 3 donner sur certains points particuliers
'algorithme G, : ‘

IR

% L°P3que L = u, cet algorithme se réduit i l'algorithme glouton classique

‘lzp. Greenberg et Hegerich (test en &tape 1 puis heuristique en &tapes 8,

-ttt 12), '

&

L'é1imination temporaire de 1l'étape 4 se déduit de 1'incompatibilité
N ! .
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des relations : J (aj + lah) xg S B et x =

JeX,
joon
e
u

3-  Lorsqu'aucune variable n'est utilisable avec la séparation sélect
(étape 5), 1'étape 12 achdve l'algorithme glouton du type Greenberg et M
sur le probléme (ILK(a,B8)) dont les paramétres sont ceux de la sépai"daﬂ
1'itération précédente.

. ¥
4- L'étape 6 traite le cas particulier ol une seule variable est Utﬂj’
temporairement (i.e. dans %e probléme linéarisé (ILK (|a|, B))).

. \ §3
5- Les étapes 8 et 9 concernent l'algorithme glouton classique applmu
(ILK(a,B)) avec un test d'arr&t en étape 9. Il est 3 noter que
¥sV¥x:ax<as+ 8 =>ax < b(s), d'od ax < b(w+|u]).

7 0
6- La mise 3 jour des données nécessaire 3 l'exécution de l'iterati

suivante est faite en étape 11 :
o

58 ;
. etage 11-a : suppression des points p ,...,p"+lul (par 12 mis Hi

de £), changement de coordonnées des points pL,...,p (b(s) dimiﬂué 3

s =L,..0,u 3 nouvelles abscisses respectives 1, ..,gféfl)
'
. e’
. tape 11°b : 0 2 b(1) 2 b(2) 2 ... 2 b(u-2+1) ==» aucune V¥
peut plus &tre utilisée.

7’“h
. étape 11-c : aprés élimination des variables d'indices k ‘' ®x
1l'algorithme s'achdve si aucune des variables n'est utilisable.
. o ti’nt
. €tape 11-d : mise 3 jour de la borne supérieure u de Exj 1afr
compte 3 la fois du changement d'abscisse et de 1a nécessité de '’
que les seconds membres positifs.
it
. étape 11-e : si une seule variable est a mettre 3 1, 103130rx2

glouton se réduit 3 la recherche du rapport maximum des cjlaj- p
puisque, d'apréds 1'étape 11-c, a, S b(1) VI« X,
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. étape 11.f : une nouvelle itération peut &tre mise en jeu. [

IV.4,2.2 - CHOIX DE LA LINEARISATION*

]
)?Pincige ;

Etant donné E(, {pz,ph ,...,ph P, }, parmi les nombreux choix

b
ssib1es de séparation de [HL ] et de 1l'origine, on citera en particulier :
i
(Dt phl) ou (phl phz),..., ou (phrpu) droites d'appui 2 [ML,u]
Qles que

( - -

Py pj) n [Ml,u] = [pk pj] (k,3) = (L,hl),(hl,hQ),...,(hr,u)

(3 ‘
)DL. ou Dhl,..., ou D droites d'appui a [Hl,u] telles que

a) Dk n [Ml’u] = {Pk} k = L. hl’...’hr"u
b) en notant O la pente de Dk ¥ k ev{L,hl,...,hr.u}.

“w< g, <0, < <O < < oo < <0 <a S O
L L,hy °‘h1 hysh, °h2 °‘hr hsu ® %

v

Qs

b
tP,) ou D, ou D, avec - = <op <@ <o 0.0

/

{,~ ' Dans le cas particulier od El,u z {pl,pu}. ces choix se réduisent

‘o Dans 1e but,
ine Part, de choisir une linéarisation qui "épouse" au mieux la forme

!
Convexe [M L uJ (dans le sens de son allongement)
: »

\

q
Q
Utre part, de minimiser le volume des calculs
Yy
]
" vong pris le parti de procéder de la manidre suivante :

-
- - - -

0
Ute 14 discussion de cette section peut &€tre transposée pour la linéari-

ti°n majorante en raisonnant 3 partir de H g lieu de He o
L, '}
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-SiH, = {pL,pu}, on considére (pL pu) d'équation
y = blu) + 8,  (s-u).

- 81 El {pL,pu}, on considére Dpws paralléle 2 (pL pu).

~Ny

avec h" tel que d(ph*,(plpu)) = © max d(Pk,(PLPu))
pkeﬁl;u

dont 1'équation est \

v = b(h*) + ez’u(s-h*).

La séparation choisie en définitive est la droite d'équation

. - U }
y = as + B telle que S u si Hp o ® {pg'Pu

B8 Lb(k)-kel;uj avec k = z

h* sinon

$
3 laquelle sera associé un probldme linéarisé 3 coefficients tous entf;ﬁﬁ
d 1l'instar du probléme d'origine ; de plus, les choix de a et e B b ;
que y sépare ? de l'origine et donc répond 3 la question. i
|
Note : les choix de a et de B ne sont bien évidemment pas 3 tous coups,,al‘d‘i
meilleurs, cependant ils permettent d'aboutir par l'ilgorithmc G,y 8 gﬁF

e
optimales des quatre premiers problémes proposés par Guignard, pos”

b) Complexité :

]
té
Une fois adopté le principe.du choix de la séparation, il ¥é°

t
définir la méthode la moins coliteuse pour déterminer P+ En posa” ¢ ﬁd
t = |ﬂ£ u|, i1 est clair que toutes les méthodes seront dp;complcx

) . e
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\ _
“erche du maximum d'une liste de nombres) ; elles ne diff2reront donc
4

Nes ‘des autres que par la constante multiplicative de t. Deux types de

h°d°8 sont présentées :

® Méthodes 1 et 2 : elles utilisent chacune la distance euclidienne de

A

L{)u a (plp ), les nombres d'opérations pour chaque p, étant respecti-

) "t 1 (y compris 2 appels de fonctions) et 13, les méthodes 1 et 2 sont

1°0cités comparables.

\ " Méthode 3 : utilisant un multiple (indépendant de pk) de la distance

by idienne de chaque point de H, 3 (ptp ), elle s'avére au moins quatre
Plug rapide que les méthodes 1 et 2 qui sont donc données pour information.

b
s,
N Py* peut &tre déterminé en calcalant directement max d(pk.(Pl_P ))
x« pk‘—-l u

| emal‘qmmt que la méthode 3 est plus rapide que la construction de [!:C 1,

;“‘ ' claip qu'avec le choix de B énoncé au a), la détermination de H L.u
..
e a celle py+ est moins efficace que le calcul direct - ce qui n'est pas le

%N“P les méthodes 1 et 2 - le code comportera néanmoins la séquence des

“b x"“‘-'Cions de H —-C u et de Pp» laissant ainsi la possibilité de choisir un
() [
tYpe de séparation. O

u\/
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En supposant connue l'équation de (plpu) : . §
¥, ® el,u s+y avecy =Db(u) -u ez’u
Jes trois méthodes sont les suivantes (se référer 3 la figure 17) :
(1) Méthode 1 :
En posant :

m projection de p, sur (plpu)

o angle opposé 3 [pk mk] dans le triangle PP

¥ op € Hp o d(p,(pgp)) = dlpyem) = dlpg,py) * sin oy

Arctg O, , - Arctg ©p ) et en considérant le
k] ]

En remarquant que ak
il

carré de la distance pour minimiser le nombre d'appels de procédures,

faut donc calculer pour chaque Py € EL u '’
L]

i

0y
o, = DBO) =BU) ey - b2 + (£-K)2) w sin?(Arctg 6, ~-ATCH U
L,k k-z L’u

ustract

ce qui correspond 3 11 "opérations" se décomposant en 4 additions/so uﬁ |
cvr |

5 multiplications/divisions et 2 appels de procédures (Arctg OL u est cal
9
une seule fois en début de méthode).

(i1) Méthode 2 :

Les coordonnées (sk,yk) de m, sont calculées comme suit :

“moe (pgp) => ¥, =0y 8+ Y 7n
- 1l'équation de (pk mk) orthogonale & (pzpu) est de la forme
y = -S/et u + b(k) + k/el u’ donc en particulier j
9 1] l
|
(78) '

Y = ° sk/el,u + b(k) + k/ez’u
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s T (0 *(BO) - ¥) + k)/(Gi’u + 1)

(717) et (78) =—>
Y © el,u oYY

=> a2(p,m) = (5,7 + (y, - b(k))?

® qui correspond 3 13 opérations ge décempesart en 7 s3itlons/soustractions

% 6 multiplications/divisions.
(111) Méthode 3 :

Puisqu'il suffit de trouver le point de Hp , le plus éloigné de (plpu)’
L]
‘tte méthode ne calcule pas la distance euclidienne de P, & m mais celle
de P, d my, point d'intersection de [p,p ] avec la droite s = k, puisque

"2 €y, Alpem) = dpyom) + cos & 79

Y Arctg el,u est indépendant de Py -
Ce calcul ne nécessite que 3 opérations puisqu'd 1'évidence :

d(pyome) = k * el,u + Y - b(k) ; (80)

!EEEE : '

b Qk = d(pz,pk) + d(pkapu) < Qj = d(pz,pj) + d(pj ,Pu) => d(pk'mk) < d(pjomj)

(SQntre exemple : pour d(pl,pu) = 90 ; d(pk’mk) = 11 et d(pt’mk) s 45 3

“Dj,mj) = 10 et d(pt.mj) = 10 ; on aboutit a Q = 92.65 et Qj = 94,76. O

dn est A remarquer que le calcul effectif de d(pk,mk) par la méthode 3 est
?e Surcroit plus rapide que celui des méthodes 1 et 2 : le nombre d'opérations,
"Rl 3 5 (d'aprés (79) et (80)), se décompose en 2 additions/soustractions,

? Multiplications et un appel de procédure. (J
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IV.4,2.3 - COMPLEXITE DE L'ALGOBITHME G,

ThEordme 43

En désignant par t € {1,...,m} Le nombre de variables mises 2 1,
L' algonithme G, est de complexité

({) 0o(n) dans Le meilleur des cas

(L) O(tkn-t)) dans Le plus mauvais cas

Démonstration :

(1) Dans le meilleur des cas, l'algorithme G, détermine les t variables
mises A 1,d¥s la résolution de la premidre linéarisation minorante ; le

nombre giobal d'opérations sera donc borné par

kn (construction d'une enveloppe convexe - étapes 2 et 3)
+ kn (élimination temporaire de variables - &tape 4)
+ kn (résolution par l'algorithme NKR du problédme li.néai‘“é
et fixation des t variables 3 1 - €tapes 7, 8 et 9).

k € N donné,

d'ol la conclusion.

(i1) Le plus mauvais cas correspond 3 la fixation d'une seule variable 2 1 ae
r
chaque itération ; i.e. pour un ensemble X, associé 3 une itération, le now?

d'opérations associé sera borné par :

3 k |x2| (étapes 2,3,4,7,8 et 9)
k € N donné, elﬂ
+k(|x2|'l) (8limination définitive de variables - gta?

Le nombre global d'opérations correspondant aux t itérations est don®

majoré par

k([3nfn-1] + [3(n-1)+n-2] + ... + [3(n-t+1)+n-t]) = k(u4nt - 2t2 +t). 0O
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1v.4.2.4 - EXEMPLES DE DEROULEMENT DE L'ALGORITHME G,

(1) Probléme test n°2 : n = m = 30 (voir Annexe)

n
a) Hypothdse de départ : ) ‘xj S11: -1i.e. £ =1, u= 11~ (figure 18):
=1 B

gébation 1: X, = {1,2,...,30}

H%ll = {pl’p2’p11’p10’p9} (séquence des points extrémes de [M 1.

i,11
% étant 1'unique point sous [pl p11] dont la pente est -10.2,
4 droite de séparation de [H 1] et de l'origine est y = -11s + 289,
d '

°l le probléme linéarisé :

RiP (11,289)) max Z c.x. &¢c.) (a,+11) X3 < 289;

x Ooul VjeX
jex, 373 jex, p j

x )'

4
Nt toutes les variables sont utilisables (i.e. x3 2

L'algorithme NKR fournit U = (1,7,11,16,12,9,20,8} et { = 2 tels que

+ 11 = 309

I (ag+11) = 238 < 289 < | (ag411) + 2,

jeU jeU

'W < 11 => 55 =1V3jeU; v(K) = Z c, =451 ;3 X, =X, \U;

i
433 : Z a, +a,, = 150 + 60 = 210 < b(9) = 221 ==> en ayant pour référence
jeU
* problame (K) la variable Xy, aurait pu &tre fixée 2 1. 0

{
J@Fation 2 : ws= |U| =g =>1=

xj £3=u
jeX
Les coordonnées de Pgs Pyo ©t Py, deviennent respectivement (1,71),

'57). (3,38)

¥, .
Tk | ay > b(1) = 71} = {2,13,15,22,23,28,30} ==> X, = X, \ E

§
\11 = {Pg,pll.plo} z Mg 11° la droite de séparation de [Hg 11] et de 1l'origine

t
int Y = =178 + 87 (droite de pente entidre la plus proche de celle de (pgp,,)),

DPObléme linéarisé (A IX | = 15 variables) est le suivant :
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(ILK (17,87)) max ] cixyo.] (a,#17)x; S 87, x;20 ou 1 ¥ § € X,
jex2 jeX2 3

dont toutes les variables sont utilisables (i.e. X3 X2).

L'algorithme NKR fournit U = {21} et i = 26 tels que

a21 + 17 =77 < 87 < a5, + 356 * 2 x 17 = 159

= let y(K) =451+ 9325w ;X =X, \ {21)

w+ |U| = 9'< 11 => x,,

w+|Ul=9;2L=15s ] x.<$2zu
ch2 J

t 4
"

itération 3 :
\\
Les coordonnées de Pig €t Py, deviennent respectivement (1,-3) et (2,-21)

b(1) = -3 < 0 ==> le sous-probléme

max ) c. X.4&C.) ajx.sb(z xy ;1< ¥ xjs2; ﬂ,ooul

. j j .
]ex2 jex2 ch2 ]ex2
vieXk
ayant un domaine vide, 1l'algorithme G, s'achéve :
%=1 371,7,8,9,11,12,16,20,2] et v(K) = 544,
. e1ﬂ:
b) Hypothése de départ 4 < J x. < 11 : - i.e. £=4 et uz1l - (£igw”
jeX2 )
2 ” X
L'unique différence avec le déroulement précédent réside dans le chol
de la linéarisation de 1l'itération 1 ; le premier convexe envisagé est 'Qﬂ
(M ] =>H = {4,11,10,9,8,5} d'od la droite de séparation y = -108
4,11 4,11 _p1es

qui aboutit 3 un problédme linéarisé conduisant 3 des fixations de vari

identiques au a).

(ii) Probléme test n°5 : n = 100, m = 10 (voir Annexe)

n
a) Hypothése de départ z Xy <7 :-1i.e. £=1,u=7 - (figure 20) ¢
j=1

itération 1 : X2 = {1,2,...,100}

P#

Hl,? = {pl.pu.p7} 3 p, est 1'unique point de H1.7 n'appartenant pas 3 fpl
d'od la droite de séparation y = -100s + 869 et le probléme linéarisé °
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- Figure 18

Probléme 2 (Annexe)

1< ij <11
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Probléme 2 (Annexe)

4 < ij < 11
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(ILK(100,869)) max )} c.x.4.c.)] (a,+100) x, < 869; x, = O ou 1 ¥ j € X
: 3] : 3 J ] 2
jeX2 3ex2 ,

dont une variable n'est pas utilisable (la variable x,, est &liminée défini-

T4
tivement 3 0 puisque a,, = 1000 > b(1) = 978) (i.e. X, = X, \ {74}).

L'algorithme NXR fournit U = {28,31,42,65} et i = {59} tels que

L (a,4100) = 676 < 869 < ] (a.+100) + agg + 100 = 926

jeu 3 jeU 3

U] =4 e % 2 1¥ €U w0 = § e, 29235 % 2% \U

jeU
Note : ] a. + agg = 276 + 150 = 426 < b(5) = 4u5 =—>
jeU
] c.tc., = 923 + 256 = 1179
jeU 1759

mais alors b(6) = 437 - 426 = 9 < a ¥ k € X, => aucune autre variable

2
Ne pourrait €tre mise 4 1, et la valeur obtenue est inférieure 3 celle de

1'algorithme G,. 8]

itération 2 : w = |U| = 4 => £=1x Z X, $3=u
jcx2
Les coordonnées de ps,p6 et P, deviennent respectivement (1,169),
(2,161), (3,103), |E| = |{k | a, > b(1)}] = 89 variables sont éliminées et
Prennent la valeur 0.

\\

=> X, = {3,50,51,59,67,70,86}
?5‘7 = {pgsP,sPg} = Mg 7» 1a droite de séparation de [MS,7] et de 1'orig;ne
€tant y = -33s + 202 (droite de pente entiére la plus proche de celle de

(P5p7)), le probléme linéarisé est le suivant :

A max 256xsgﬁ226x86+31x70+151x3+115x51+ux50+92x67
(LK (33,202)) | 4.c. 183x,4+158x,, +186x.., < 202

67
xj =0oul ¥j

+9ux70+99x3 + 67x51+91x50

L'algorithme NKR fournit U = {51,3} et 1 = {86} tels que

+ 2 x 33 = 166 < 202 < a +a, +a + 3 x 33 = 324

35, * 23 59 ¥ 33 % 3g

51
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we |Ul = 6<7 ==>x =x,=1ety(K) =923+ 115+ 151 = 1189
itération 3 :w=w+ |Ul =6 ; }] x,=1:=L=uaold X, = {50,59,57,70.95}
jeX2 3
les coordonnées de P, deviennent (1,3) => ¥ k ¢ X, a, > 3 et 1'algorithme
G, s'achéve en ayant fourni :
v(K) = 1189 avec _)_(.] =1 j=3,28,31,42,51,65.
b) Hypothése de départ 2 s ij $7: -i.e, £22 et u=7 - (figure 21)

\

\

Comme pour l'exemple 2, la différence avec le déroulement du a) résid®

. . . . : . nv
dans le choix de la linéarisation de 1'itération 1 ; le premier convexe €

’ —_— - ' »
sagé est [M2’7] => H2’7 = {p2,p“,p7} d'ol la droite de séparation

P4 () 2 8
y = -97s + 856 qui aboutit 3 un probléme linéarisé permettant de fixer 3l

valeur 1 les variables identiques au a) ; il faut toutefois noter que C¢

probléme posséde 77 variables (au lieu de 99 dans a)) puisque

- d'une part, [{k | a, > b(2) = 862}] = 9

- d'autre part, |{k € X, ] a + 97> 856} |

18 ==> |x,| = 77. O

g
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Probléme 5 [Annexel 1 € ij s 7

- 4
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Probléme 5 [Annexe] 2 < Exj <7

978 4

Figure 21

862 <

712 1

233 +
201 ~

35 1
. . “‘/10/
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IV,5 - ALGORITHME D'ELIMINATION DEFINITIVE DES VARIABLES

L'encadrement de ) X5 et la borne inférieure v(K) étant donnés par

les étapes 1 2 6 de l'algorithme, la phase de réduction finale de notre
méthode constitue 1'étape 7 ; au déroulement de cette phase, explicité en
§ Iv.1, il faut ajouter les deux précisions suivantes sur :

IV.5.1 - La linéarisation majorante

Sa détermination a été élaborée de maniére tout 3 fait symétrique a
Celle de la linéarisation minorante détaillée en § IV.4.2.2.; il suffit,
lorsque 1le point de linéarisation Py de ﬁl u @ été sélectionné, de considérer

9

la droite d'équation
y = as + B telle que o = rel,u1 et B = b(k) - k el,u1

Pour construire

_
max Z cj xj
jeX2
(#LK) s.¢. )} (a.,~a) x; < B
jex, 3 i
' 2
\ X. =0OoulV¥jeX
| ] 2

1v.5.2 - La borne supérieure de v(K | x, = ¢,), €, € {0,1}, k e X,

La résolution de (PIK) par 1l'algorithme NKR fournit une partition
de X, = U u{i} v L rappelée au § IV,1 ; la borne supérieure utilisée dans
l'algorithme mis au oeuvre pour la majorité des problémes, est celle liée
la relaxation lagrangienne de (@LK) associée 3 X = ci/ai, multiplicateur
®Ptimal de la contrainte] (a.-a) X5 S 8

jex2
(RK(X))max ] c.x, + AB=- ] (a;-a) x,) 4.¢.x;, = O oul¥je X,
jex, 33 jex. 3 3 3
2 2
Ainsi, étant donnés k € X,et€ =1sikeU, 0sikel, 1'évaluation

Par excds de 1'étape 7 sera

WK | % = og) =LVIRK(R) | % = g )4
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Aprés avoir noté que

Propri8té 11

Jul < 2 - 1 = v(BLK) < v(K)

Démonstration

'En posant éq c X, : a3 h

v(PLK) = jEU c5 e, x; < 1 eyt ey < I cy ol q = |uf +1

= v(PLK) < }_ c

jECz_l

, = v(@LK) < zﬂK)
théorémes 33 et 34

et qu'd l'évidence

Propridts 12

(£) 84 |U| € {2-1,...,u}

alors v(RK(X) | 2 s ) =%,
jeX2 ]

A

u) = v(gLK)

(£i) 84 |U| € {2,000,u-2} ou |U] = 2-1 et k e L )
alons v(RK(R) | x =€ 52 ] x sw =Rk | 5

jeX, ] 4__‘,,///

K ?

deux autres types de majorants de v(K | X = ek), de valeurs plus faibles
que Lv(RK(X) | % = €.)) peuvent &tre envisagés lorsque vl 2 u:

a) ta vateur de La relaxation Lagrangienne de (@PLK) dans Laquauel "

est introduite fa contrainte de borne (suptriewre) sur £a somme des v

c'est-3a-dire
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Lv(RK(X) | % = ¢, 3 ] X5 S wl = Lv(RK(X) | % =€) - QI
jeX2

0 si k € Uet |U| =uouu+l
avec Q = _
} (c;-2a!) sinon
jeu 33

4 ~Aa! - Ja' ¥V
¥j e U cj Aaj s ch Aah h € Lkg
U c Uest tel que

U] ~u-1sikeUet Ul 2u+2
ol Iyl = )
i » lul - u+1sike L
as za, -a¥je X2
Notes

- -

(i) lorsque |U| 2 2-1,
v(RK(R) | X = 6§ s LS ) X3 Su) = A8 + .E (c.-2a

JeX, | ]
¥3 U . - U - 1a! U
j e O cs iaj ¢y - Aal ¥hoe u\U

- isi |U| <u
[u] =

U sinon

qvec U < U

(ii) lorsque k € U et u] = 2-1,
v(RK(}) | = ; 4 < ) = v(RK(D) = g ) + max (c.-Aa!').
L ijz 50T | * * % jeL 3 3

0

b) La valeuwr de La nelaxation Lagrangienne de fLa nelaxation du
Problame
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max 2 c. X
jex, 373
s.ce. ) al %, S B (81)
J€X,
2 xj Su (82)
jeX2
= : . S $
X T g i 0Sx S1 Ve X, \ k!

ol a} = ay - a ¥jeX

j 2

\

obtenue en remplacant Les contraintes (81) et (82) par une contrainte oompvblxg'

-

max ) c. X,
jex, 3 3

..V (at+y)x. <B+yu
Ly 3 i
JeR,

X =€ b 0 < xj S1 Vje X2\{k}

La détermination du multiplicateur y a été réalisée en utilisant
les résultats sur la contraction de contraintes qui permettent de remplacer
le systéme

, _ =
a'x + yl =8
e X + y, = u
e X 2 2
| x € vV yl, y, € N

par le systéme équivalent

~
(a' +yg) x + Y, * vy, @ B+ yu

e X 2 2

er;yl,y2eN
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Plus précisément, ce sont les résultats de [E2] et de [G13]

qui ont &té employés :

en posant

: |a | = ' ! ' A
A s X I_ql qs|x2letV3€§anSatheX2\_q
chx2:lAq|=q$|X2IetheAqa32a{1VheX2\Aq

&t en remarquant que

0=y,

0sg 2

les pésolutions de

()
8t de

(P2)
Youtissent &

<B-minf{a'x | ex22 3 x eV}

1]
w0
]
o~
(Y

Su-min{ex |ex 24 3 xeV}=z=u-2_

B+ max a'x + ¥y

gram
-

4.C. e x + y2 Su-1

|- B+ min a'x + ¥y

4.8. e x o+ Y, 2u+1l

xeV 3 0sxg Y, Su-14

Y = max {v(Pl), - v(P2)} + 1
swax{ ] aj- [ oanE- ] a1
j € i“_ 1 ] Eéﬁ J eé‘l‘f‘ 1
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IV.6 - EXEMPLES NUMERIQUES

Deux exemples de déroulement de la méthode sont proposés :

les problémes 2 et 5 de l'annexe, pour chacun desquels sont envisagés les

deux cas correspondant 3 l'utilisation, en &tape 3, des algorithmes G1 ou

G2 ; les temps sont fournis en millisecondes (mise en oeuvre sur UNIVAC !

(1)

IV.6.1 - Probléme 2 (Annexe)

Utilisation de l'algorithme G1 :

Temps

1.6

3.8

1

LY

|

avec

102

fon

jor

3

o

\

n
X, S 11 = u (algorithme B3)

j=1 )

n
L=usg]) x; et ¥(K) = 274 (algorithme B.)
j=1

aucune variable é&liminée

110)'

1'algorithme G, fournit v(K) = 497 et la solution x associé :

%071 ¥jeU, OV j£U:
v = {7, 11, 12, 16, 1, 9, .8, 24, 20, 18}

64 56 32 4577386 35 8 58 38

5

aj s 7 y 6 14 31 42 13 3 33 uy ax = 197
n

L=17¢ jgl X3 (algorithme B,)

(Etant donné U = {1,7,9,21,23,26} l'ensemble des indices des £

plus grands éléments de la suite (cj) :
1 c, =490 < w(K) = 497 < ] ¢, + max e
jeu 3 jeu 3 jéU

aucune variable éliminée

1'algorithme B, fournit

= 490 + ¢

2

ci¥

= 5u8)
0 5
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de u ne peut &tre diminuée.

v={17, 11, 12, 16, 1, 9, 8, 24, 20,
cg 64 56 32 45 75 86 35 8 "58
ag: 7 4 6 14 31 42 13 3 33
_telsque ) as-ay) = 153 <b(10) = 207 < } 2
jeu jeU
— ey + c,p,(207 - 153)/a,; = 459 + 93
jeU\{21}
— 7 = |542.7] = 542 > v(K) ==> bien que lu|

! phase de réduction
7. T = =
linéarisation majorante : y = - 11s + 315
(pg est le point le plus éloigné de (p7p11))
1.2 -7.8

1. J.2 1a résolution de la relaxation de

(PLK) max Z c
j=1

\.

ivec é

L3

La

‘fournit

={7

e, : 64
a, + 17
3

et i

11,

56
4

= 26 (c26

—> v(PLK) =

12,

32
6

=77 3 a

)

jeU

33

45
14

26

X:48.C, Z (a
j=1

75
31

9,

86
42

65) :

cy#77 X (315-309)/76 =

8, 20,
35 58
13 33
I (a

jeU

21}

93
60

550.08

= 213

21}

93 et czl/azl-min c
60 jeu

x 54/60 = 542.7

= 10, la valeur

j+11)xj < 315 xj =0Ooul V3

j+11) = 308<315<309+65+11

Lv(PLK)) > v(K) ===> pas de conclusion sur 1'optimalité de v(K)

v(PLK) =

jeu

) ey

jeU
) ay = 210 < b(9)

= 221)

= 544 > v(K) ===> v(K) = Suu

/aJ
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7.5 élimination définitive et fixation A 1 des 9 variables d'indice®

(ii) Utilisation de 1'algorithme G

© b(10) - ay

j e x = {12,11,7,16,8,21,1,9,20} (les cofits réduits 2 1'optim?
de (PLK), associés A ces variables sont tous supérieurs a
10.66 > v(@LK) - v(K) = 6.08).

m—> £ = 941 = 10 ; la nouvelle valeur de b(L) est alors
= 207 - 210 = -3 =—> y(K) = 5S4l 3

jcxl
1a solution associée 3 v(K) est optimale (toutes les variables

, d'indices j ¢ X, sont nulles). 0

\
9 ¢

Les seules modifications par rapport au (i), interviennent aux éta

pes

3, 6, 7-1, 7-2 et 7-5 :

3

avec

jon

2
.
—

1'algorithme G2 fournit dorénavant - en un temps identique 3 61‘

la valeur optimale de (K) : v(K) = S4l4 et la solution z_associée‘
ﬁj =1 ¥jeU, 0OV 3 £U:
v=4{1, 11, 7, 16, 1, 9, 20, 8, 21}
§ cj : 32 56 64 45 75 86 58 35 93
a, : 6 4 7 b 31 42 33 13 60 ; ax = 210
J )

- o
la valeur z = 542 obtenue par l'algorithme B, est alors ingérie
ad v(K) = 544 ==> u = |U| -2=9
ﬁ7’9 = i7’9 = {p,,pgsPg} (temps : .2 ms)
linéarisation majorante en Pg iy = -58 + 265 (temps : .2 ms)
la résolution de la relaxation de

n n
(PLX) max ) e.x.4.C.] (a,45) < 265 ; x, = O ou 1 ¥ J
P M L3 3
j=1 j=1
fournit la méme partition de {1,...,n} que dans le (i) avec 659

cependant une valeur différente dely(afflj=L544+77X(265-255)/6
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1V.6.2 - Probléme 5 (Annexe)

Bien que l'algorithme G, aboutisse 3 une valeur de v(K) inférieure a
celle donnée par l'algorithme G2, 1'algorithme Bu permettra, en €tape 6,
de "retrouver" la valeur obtenue par G, ; ce qui impliquera un déroulement
identique de toute l'étape 7 pour les deux variantes de notre méthode dont
les temps de calcul globaux seront sensiblement différents : temps avec
G2 = 67% temps avec G, :

(1) utilisation de 1l'algorithme G_ :

1
Yemps
: n
.y ] ) ] x; £7 = u (algorithme B,)
= cs2q 3 -3
=1
n
1.8 L=25 7} x; et  y(K) = 300 (algorithme B,)
j=1 - .

1 2 1es 10 variables d'indices j € E = {12,25,32,36,40,53,63,74,79,96}
sont éliminées et fixées 3 0 (les valeurs des a, associés sont
supérieures 3 b(2) = 862) ; X, = {1,...,n} \ E (=> |x2| = 90)

2
3.6 3  1'algorithme G, fournit v(K) = 1094 et la solution x associée :
Xy = 1 ¥VieU, 0¥J U
us=1{wu2, 28, 65, 59, 51, 70}
: 4 i
avec 5 Cj 221 245 246 256 115 1
: 22 50 120 150 34 61 ; ax = 437

%

2 4 L=u4z¢g 2 X

(algorithme B,)
. 2
JeX2

3

(Etant donné U = {2,52,58} 1'ensemble des indices des 3 plus
grands éléments de la suite (cj) :

+ max cj =892 + ¢ = 1183)

c; = 832 ¢ v(K) = 1084 < c
ZU 3 jeu 3 34U 82

Je
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5 48 nouvelles variables sont é€liminées et fixées A 0 (les valeurs
des a, correspondants appartiennent 3 1b(4),b(2)])
=> X, = {42,28,65,59,51,70,8,31,3,6,86,2,88,10,83,34,17,98,68, 16,
21,39,23,33,85,26,67,73,15,30,71,66,64,84,11,57,94,55,95,9,50,46}
(|x2| = 42),

6 l'algorithme B, fournit

u={u42, 28, 65, 3, 51, 31, 86}

3 c. : 221 245 2ue 151 115 211 226
avec ) .. 22 50 120 66 3w 34 125 ST Cgg/dgg = min c./a;
] jeU
tel que J] a., -a,. =376 <b(7) =379< ] a, =501

jeU ] 86 jeu 3

—

cj + c86(379-376)/a86 = 1189+226%3/125 = 1194.4
jeU\{86}

S (1) z = 1194 > v(K) = 1094 => la valeur de u n'est pas diminuée
avec 37
! a z = g e = 1189 car |un{86}| = 6 et { a,=376<b(6)?
jeu\{86} ' jeul{s6} 3
—> v(K) = 1189
répétition des étapes 4 et 5 :

* L=55 7§ X3 (algorithme B,)
jeX2

re
(étant donné U = {2,10,17,88)} 1'ensemble des indices des quat
plus grands &léments de la suite (cj)j x
€%

= 2)
1156 + csg 141

) ¢y = 1156<y(K) = 1189¢ ) cytmax c
jeu seu I g0 3

* 3 nouvelles variables d'indices j ¢ E
et fixées 3 0 ; X, £ X, \ E (=> |x,|

7 'minée
{55,57,95} sont é1*
39).
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7 phase de réduction

2 1.1 Hg 5 = Mg 5 = {pg,Dg.py}

2 linéarisation majorante en pé ty = -333 + 635

3 7.237.8

7.2 1la résolution de la relaxation de

(LK) max Jc.x &c.] (a,+33)x, 635 ; x, =Ooul ¥ Je
jexgj j€X2 J 3 ] X2

fournit
v={u2, 28, 31, 65, 51, 3}

'ic : 221 245 211 246 115 151
avec 3 J ,
“lay: 22 50 8 120 M 68

et 1 =76 (c =226 § a,=125) :.jgu(aj+33) = 574<635<574+125+33

=> v(fIK) = ¥ ©4+226%(635-574)/158 = 1189+226%61/158 = 1276.25
jeU
7.3 et 7.4 Lv(PLK)] >v(K) = v(PLK) => pas de test d'arrdt ni de

modification de v(K).

7.5 €élimination définitive et fixation 3 1 des 2 variables d'indices

Jex = 128,42} ==> ] c;=u66; ] a;3 272 5 X TX \ X
Jexl jexl
szs8 - lel z 82 85,6,7 ==>L =3etuczS5;

b(3) = 4u5-72 = 373 ; b(4) = 437-72 = 365 ; b(5) = 379-72 = 307.

7.6 élimination définitive et fixation 3 0 de 30 variables d'indices
jeL=Xx,\ (Vv {ih =

* 6.d'éntrécelles, d'indices j € {15,17,33,64,73,84}, sont
telles que ay > b(3)

* les 24 autres sont telles que v(@LK | Xy = 1) < v(K)
(utilisation des coiits réduits 2 1'optimum de (PLK)).
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Le problédme initial est donc réduit 3 7 variables :

pu—

466 + max 151x3 + 2u6x65 + 115x51 + 21183l + 226x7 + 298x2 + 256x59 o)

(1Y
s.C. B6xy + 120x,. + Jhxg, + Buxy, + 125x,  + 231x, + 150xg ot

$5
3¢ x3 + Xes + x51 + x31 + x76 + Xy + Xgg
xj = 0oul j =3, 65, 51, 31, 76, 2, 59

‘avec b(3) = 373, b(4) = 365 et b(5) = 307

\
(ii) Utilisation de 1'algorithme G, :

Les modifications par rapport au (i) interviennent aux étapes 3, 4 et 5

3 1'algorithme G, fournit - en un temps woitié moindre 3 celul de
6, (7 ms) - la valeur v(K) = 1189 et la solution x associée :

x =1 V3ieU, OV EdU:
= { 42, 28, 31, 65, 51, 3}

avec é C; ¢ 221 245 211 246 115 151 .
aj t 22 50 84 120 34 66 ;3 ax = 376

4  1'algorithme B, aboutit directement (sans utilisation préalabl® ;
g de 1'algorithme B,) AL =5« ] % |
dex, i
(étant donné V== {2,52,58,82} l'emsemble des indices des quatr® |
plus grands &léments de la suite (cj)j x !
. €%2
) ¢y = 1183<y(K) = 1189< ) €y + max c; = 118%+c,, = 1473) |
jeu jeU jéu
5 51 variables sont &liminées et fixées A 0 (elles correspondent 3

celles éliminées en deux fois par la '"wariante G " (répétit1°n de?
étapes 4 et S aprés 1'étape 6)).

Note : les tests de fin d'étape 6 &tant négatifs, il n'y a plus répétition

des &tapes 4 et 5 avec la "variante G,".
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¥ = EXPERIENCES ‘NUMERTCUES

La méthode de réduction de (K) a été mise en oeuvre sur UNIVAC 1110

n tonsidérant

d“nelmrt- § V.1 - les ¢ing problémea tests de 30, 50 et 100
"riables utilisés dans [EK9] (vois les caractéristiques en annexe)

\mmnre;mrt- § V.2 - des problémes de 30, 50, 100 et 1000 variables

treg au hasard suivant la loi uniforme.

Pour chaque série de problémes, n désignera leur taflle et
*max {§ € {1,...,0} | b(3) > 0} ; tous les temps seront donnés en

llisecondes.

0. ProBUEMES TIRES DE [EK9]

Le tableau 46 indique pour chacun des cing problimes les résultats
Mificatifs obtenus en :

&EEes 1 et 2 : encadrement de § xj + borne inférieure de v(K) atteinte

l'algorithme Bl ; nombre de variables aprés €limination (|X2|) H
P8 4'exécution.

Q‘Eﬂﬁiig : bornes inférieures de v(K) atteintes par les algorithmes G, et

2* temps d'exécution respectifs (avec pour G2 1'indication supplémentaire

l e“tre parenthéses - du temps partiel nécessaire aux constructions d'enve-
Pes convexes).

\

§

{QEEes 4, 5 et 6 : encadrement final de § xj ; nombre de variables aprés
|

™nation ; temps d'exécution,
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* Note : (probléme 5) : dans la variante de la méthode utilisant l'alzoritme

G
1’
ment par l'algorithme G2 dans 1l'autre variante.

1'algorithme B, permet d'aboutir 3 v(K) = 1189, valeur obtenue direct®”

0
- étape 7-1 : temps nécessaire A la détermination de l'enveloppe convexe 4¢
puis de la linéarisation.

Hl,u
- étapes 7-2 3 7-8 : borne supérieure de v(K) donnée par linéarisation
majorante ; nombres de variables éliminées 3 1 (|x1|) et & 0(|X°|) ’

nombre de variables restant aprés élimination ; temps d'exécution.

* Note : (probléme 2) :dans 13 variante de la méthode uti.l:{.sant'1'&18°r1tme
Gl’ la résolution de la relaxation de la linéarisation majorante perﬂet'
1'amélioration de la borne inférieure de v(K) qui atteint ainsi Sul, vale”
obtenue directement par 1l'algorithme G, dans 1l'autre variante.
g ge
La derniére colonne de ce tableau46 fournit enfin les temps glOb’“x

réduction pour chacune des deux variantes de la méthode (utilisation de °1

ou G2).

)
Le tableaul47 résume les résultats de la "variante G2" détaillés dar

le tableau 46 ;i1 fournit successivement pour chaque probléme :

la borne inférieure de v(K)
* note : seule celle du probléme 5 n'atteint pas v(K) dont la Vv

est 1264

alew’

0

- 1l'encadrement de z xj avec l'indication supplémentaire du nombre d€

J
variables mises 3 1 3 1'optimum (§ x;)

- le nombre de variables &éliminées 3 1 (|x1|) et 30 (IXOI)
- le nombre de variables non éliminées par la méthode de réduction

- le temps global de réduction par notre méthode

- les temps globaux de résolution de (K) par la méthode de [EK9] @ baﬁ :

10
. d'une part, précédée de notre phase de réduction (temps g;Kd%

. d'autre part, sans phase initiale de réduction (tempS de




\\\_‘ .
\ Etapes 1 et 2 Etape 3 Ctapes &, S, & Etape 7-1 Etapes 7-2 4 7-8 Temps
\ll u| v(K) |X2| Temps] v(K) |Temps| L] u |X2| Temps]| Témps v(K) lel |X°| lx.‘,l Temps|Total
Gy . 8.8
Y . 358 | 2.2 ) .
Oulefamw | 30 | 2. - s=1s{e] 2 | 2 - 2 | s aw | 1 | 1.6
\‘q s8 |(.4) ' 10
= ,
Wy 497 | a7 2.2 .8 ss0® 1.6 [11.2
V] 274 3 3 e 30 . 9 21 0
g Sus |(.8) 17]9 2.8 .. .11 1.8 [11.6
[
t b | ue . ] 12
6liuf w2e 30 2.6 9 || 30 2 Y 8s3 10 18 2 2.2
\ Ggw (25.: . 10
\\_ ¢
G .
L tass | o . 3 12
el s71s 39 I 15|18 28 ™ 1330 | s '™ 1 2.8
\\L 1256 [(.4) 2.8 12.4
]
N , loss [13.8 |5 |7* 7.2 : 528
7| 300 %0 | 5.2 ¥ 39 " 1276 | 2 92 6 s f—
\\ 1189 |(.6) [S| 7 8 ) ) :
TABLEAU 46
NG
|
LN vao |2l | u IARETAR TN Temps. Temps Temps
\J - J 1 0 2 global || de [EK9]
B
10| 358 {5 6 6 ‘5 24 1 10 .10 331
%
80| suy |7 9 |9 9 21 0 11.6 11,6 1283.2
Y : \ .
7130} ey7 | 9| 13 jiv | 10 18 2 10 10 1501.2
' ) 4
lin 101256 | s| 6 |6 5 4y 1 12.4 12.4 - 318.8
: )
\J 10| 1189* 6 | 7 2 91 6 42.4 48.8 2324 .4
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e e e A ————————— 0
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V.2 - PROBLEMES TIRES AU HASARD

La méthode a également été testée sur 415 problémes de n = 30, 50, 100
et 1000 variables, dont les données - entiérespositives - ont été tirées &
hasard suivant la loi uniforme dans des intervalles dont les bornes SuPé'

rieures sont répertoriées dans le tableau suivant (colonnes c, a, b) :

L esmee™]
Tableau | Série n NP c a b m
1 300
49 30 { 10 [ 100 | 100 10, 20, 30
2 \ 600
e
3 300
50 30 | 10 | 200 | 200 10, 20, 30
y 600 o
5 1000
51 50 | 10 | 300 | 1000 10 20, 30
6 2000 4jEL,J
7 1000 :
10, 30, 50
52 8 100 | 10 | 300 | 1000 5000
70, 100
9 10000 ]
10 1000
§4 11 1000 { 5 | 300 | 1000 | 10000 | 10,100,500
12 50000
0 /.

Les 12 séries de problémes ont été construites comme suit : pour

chaque taille n donnée

: t
- d'une part, NP couples (c,a) ¢ N" x N" ont été tirés au hasard suivd®

les caractéristiques décrites ci-dessus

n
- d'autre part, pour chaque série associée 3 n, le tirage au hasard d¢ =
da*
nombres bl’ b2....,b » bornés supérieurement par la valeur correspo” 3

de la colonne b, a permis la construction de différentes fonctions b’
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chaque vale;r de m (indiquée en colonne m du tableau précédent) a &té
associée une fonction b définie sur {1,2,...,m} et 3 valeurs by » by ,...
cey bi s correspondant aux m premiers nombres bl’ b2....,bm ranéés par
ordre (! décroissant.

Ainsi, chaque série 1 ¢ {1,...,12} correspond a NP X m problémes
tests, od my désigne le nombre d'éléments de la colonne m associée :

PXelee { la série 1 est un ensemble de 30 problémes ; 3 chacune des ®,=3
Valeurs de m (10,20 et 30) correspond une fonction b unique - 3 valeur dans
]0,300[ - qui est associée 3 NP = 10 couples (c,a) distincts dont les &léments

Sont 3 yaleurs dans 10,1000 x ]0,100[. O

Pour chaque série de problémes caractérisée par la borne supérieure
des yaleurs de la fonction b associée,et pour chaque yaleur de m considérge,
leg tableaux 49, 50, 51, 52 et 54 rassemblent les différentes valeurs

Moyennes suivantes - NP problémes sont testée - en colonnes :

Me. ¢ (resp. Alg.G,) : valeur et temps fournis par 1'algorithme glouton 6,
(resp. G,» avec 1'indication supplémentaire du temps

partéel pour les constructions d'enveloppes convexes)

borne inférieure (resp. supérieure) obtenue en fin

v(K) (resp. 7(K))
‘ d'algorithme

(v(K) - v(K)) / ¥(K)

pourcentage de cet écart relatif, borne supérieure
sur la précision de notre méthode

n
£ (resp. u): borne inférieure (resp. supérieure) finale de Z xj
. j:l

| x nombre de variables non &liminées avant le déroulement

de 1'étape 7

2!

Temps étapes 1 3 7-1

temps nécessaire au déroulement des étapes 1 3 7-1

inclus,pour la variante G, de notre méthode’

nombres resbectifs de variables fixées 3 1, 3 0 et
non éliminées en fin d'étape 7.

.00 1%l 1%,



Temps réduction : temps nécessaire au déroulement des étapes 7-

Temps total

299

7-8

23

: somme du temps des étapes 1 3 7-1 (avec la

variante GQ) et de celui des étapes 7-2 3 7-

8.

Les tableaux 48 et 53 permettent une comparaison des temps de

calcul. Pour chacune des séries concernées on a en colonnes :

Temps global (resp. Temps de [EK9]) : le temps global de résolution de
\
méthode de [EX9] avec (resp. sans) phase initiale de réduct

Note

Pour certains problémes, les temps d'exécution de la méthode [
phase de réduction, étant prohibitifs,la résolution de (K) a dd &tre i
dans les limites indiquées ; les moyennes fournies sont alors dissociées *
exemple, pour la série 4 (n=30, m=10) : 1l'exécution de 2 problémes a été iv

rompue aprés 10 secondes, alors que leur pésolution avec la phase in

jon

itiale ¢

e
. . : en?
réduction a nécessité une valeur moyenne de 49.3 ms ; les deux autres mOY

indiquées concernent les 8 autres problémes. -

0
—
SERIES 1 et 2 SERIES 3 et 4
b - Temps Temps ., Temps Temps
’ global de (EK9] global de [EK9] |
10 1 514,26 4 535.36 45.27 1 064.02
300} 20 20.08 2 779.52 31.48 3 1uy,84
(5-36,72) (>10000) '
30 28.25 2 763.75 43,36 2 476.4
(6-181.8) (>10000)
__________ I | RN R | R
10 858.42 3 718.02 383,51 1 138.71
’ (2 - 49.3) (>10000)
600 20 25.40 4 813.48 505.95 2 716.65
(5-769.45) (>10000) (6-2329) (>10000)
30 38.u44 2 194.4 27.87 932,97
(5-142.8) (>10000) (7-106) (>10000)
/’

Tableau 48

gx9] sa9®
nt erromP
pﬂ
ter”

U

)Parl

¢




= . 300
N —— ——— -
h v(X)-v(X) . Temps Temps [Temps
g cl Alg. G2 - y t I étapes X l |x I lx I
Z(Q,Tonpl v(X) [Temps| X(X) | v(K) LK uo Xl | Ix 0 21 iréduction Total
W] — — :
.9 3.2 | 503.7{ 3.38| 507.2| sws.2 8.08 6.2} 7.7] %0 9.28 {'1.2(12.5(16.3| 2.80 ([12.08
(.u4) .
".s 3.65| 6u1.2| 3.18} 650 673.6 3.63 7.9| 9.9) 30 9.62 | w.6[15.9/10.3] 2.82 [12.u%
! ’ (.40) .
KN 3.98| 682.9f 3.22| 689.7] 709.S 2.90 8.6|10.5{ 30 9.56 | s.6|15.2] 9.2 2.7% [12.30
\ (.50)
o
.1 3.232| 638 2.78| 646.4f 677.3 4,78 8.3| 8.9] 30 8.72 | 3.slie |12.5] 3.08 {11.78
1 (.20)
"2 .26 817.9| 3.58| 832.9] 890.3 6.89 |10.8{11.8] 230 9.40 | 3.5| 7.7(28.8] 2.44 J11.6%
’ (.40)
kt' 4.76| 961.6| 3.70| 965.7] 983 1.79 [12.8f1u.8] 30 | 10.36 | 8.9[10.7|20.%] 2.78 [13.1u
N (.62)
TABLEAU 49 (30 VARIABLES)
i, -
O - Alg. G2 v(K)-y(K) .. | Temps Temps |[Temps
X 1 K v(K (€3) L X §tapes X 1%, | Ix,1 )
qu..p. v(K) |Temps x(x) ."" ) ! ' u | 2' 1 ‘97_1‘ 1' (] 2! fpéduction Toral
N - y 8| 3 5
‘2 2.s6| gus.1] 2.60] su7.7]| 920.9 8.64 s.2| 6.4]29.7] 8.ue | 2.5|17.6) 9. .10 J11.%6
(0 (.38)
Sy 3.48] 994.7| 3.02|1001 1043.1 4,20 6.2| 7.8|30 8.50 4.6118.7| 6.7 2.%0 10.90
{ (.u6)
? 3.40]/1000.6] 2.96/1016.6}1086.8 4.92 e.u} 8.1]30 8.50 | 4.1]18.3] 7.6f{ 2.52 |1i1.02
N (.52)
m. P—————
1 ! 3.08[{1103.1] 2.78/1111 [1203.2 8.30 6.8| 7.8]30 8.96 | 1.6]12.1]/16.3] 3.06 (12.02
i (.32)
1 g 3.94)1342.2| 2.96|1358.9|14u43.9 6.25 8.4]10.5]|30 9.20 | 3.2)11.5/15.3] 2.96 }112.16
W (.48)
1 b.26]1483.7] 3.16]1458.4)1508.9 3.u8 9.3]|11.5]30 0.76 | s.8|1u.6] 9.6] 2.68 111,42
N (.62)
TABLEAUSC (30 VARIABLES) -
\
u\ -
‘o c - °
Y Alg. G »(X)-¢(K) Tenps
‘X) 1 2 v{K F . Te g
v Yy tapes wps ({Temns
;ln T..p. Z(K) Temps l(x) v(K) . L u |X2| 1 jp1-1 lx],l |X°| |x2|:riductioq'l'ot:l
'- P ——
by Y 3,08 1129.8} 3.06|1132.8]/1218.8 7.61 (4.6 J6,1 J28.4] 10.30 | 3.2{u0.7| 6.1| 3.48 |13.76
3. (.46) .
\ 2 3.88|1342.2] 3.80]|13u6.7]|1419.8 5.43 5.6 |7.4 Jau.s5| 12,10 | & |3e.9| 7.1] uw.6v |18.74
LR (.52)
iy 3 $.1411389.3| w.24|1408.8[14080.9 5.12 5.5 |7.9 i38.8}) 12.40 | &.4]39 6.6 S.o08 17.48
\ (.84) . '
8 .
kh 5.06/1499.5| 4,168|1504.5[1549,2 2.97 e 8.3 |u3.7| 13.06 | 6.1]39.3] 4.6 S8.34 i8.90
9 (.58)
' 5.16/1525.7] 4.s58(1529 [1598.% b.54 (6.2 [8.7 (uS.3[ 14.26 [ S.7({38.5( 5.8{ 6.16 [(20.40
l\?b — (.66) -
9
Mo Y.90|1433.6| w.32]1842.1)1543.8 7.05 [s.7 [7.2 Ju7.9] 12.68 | 3.3|34.4[12.3] &.38 |16.88
(.52)
Mu 5.90]1810 4,.54)1822.3)1884.1 3.39 7.3 [9.9 [so 13.08 | S.8]34.2]10 4.7 117.78
B! (.72)
U8 8.52f1924.7]| s5.24)1936.7)2013.9 3.97 (7.7 [10.u% |so 12.62 | 5.9}33.9/10.2] 3.28 [15.90
" (.98) .
M% 8.12]|2022.8| 4.84]2029.4]2083.8 2.68 |8.1 J11.1 |50 13.36 | 6.813s.8] 7.4| w.76 |18.12
A (.9%)
\\\\ 7.02[2109.8] 4.68/2119 [2174.3 2.61 [8.5 [11.8 |50 12.46 | 7.1]3%.2] 8.7} 3.9 |16.u0
> (106)

TABLEAU 51 (50 VARIABLES)
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Tableau 53 .

: = 1
Alg. G Alg. G v(K)-y(K) Temps Ln-v' t
1 2 - (‘0“
b (m v(K) |Teaps| v(K) [Temps v(K) | w(x) 263 ¥ 4 u |)(2| :t:p;:l |x1| | X1 |X2| §duet’)
?
, Nl
10}1248.2]10.30{1261.8| 7.06[1265.5]1430.8] 11.30 |u.s [6.5 |u9.5| 19.28 | 1 {7s.2]20.90 5 ;
. (.u8) '
30/2065 |13.88|2099.6] 8.56]2099.6|2166.8 3.20 |[7.9 83.3| 23.70 | 6.0[82.6f10.8] 3¥ y
(.80) : 10
1004 $0/21768.2|13.16(2178,2] 8.52|2200 [2253.8 2.45 8.3 [12.5 |06 20.30 | 8.6]/63.9[ 7.8] 3
(1) ,90
7012253.7|15.78(2272.4] 8.20|229% |2330.7 1.60 [s.6 h2.7|92.8] 26.28 | 8.7[8u.7] 6.8 15
(.92) 14
100/2300.5]|14.66{2293,1] 6.40(2293.4|2341.9 2.11 8.6 Nn3.2]93.5) 25.82 | 9 [ew.7] 8.3 15 ’
(.92) ’9{,
10{1922.8| 9.95/1927.%{ 8.12/1942.3]2103.8% 8.3 |7.3 |s.6 |97.4| 22.66 | 1.8}70.9]27.3 T
, (.3%) 5.90
3013502.3(168.78/3521.9] 9.68/3543.9]3656.4 3.17 {13.2 {16.8 J100 22.64 | 3.2|61.1]35.7 4
(.80) .1
Boooisoluo1778]22.20{4027.8] 8.24}u031.1]%1089.4} ., 3.93 M15.2 R0.6 {100 22.86 | 3.2|us |48 -8 ! 1
. ) (.9%) : 5.5"
70{u54u.8f28.22{4601 9.32]4817.6|4700. 4 1.79 J17.s 3.5 100 23.70 j10.4]61.2]28.% » 1
(1.3) $.0
100 |4753,.3/28.72{4770.2} 9 4822.8)4077.8 1.13 J18.2 p6.6 |100 25.18 |18.7|65.6]19.7 /F
(1386) 1. '
1002152.7]10.54 (2184, . 4] 8.24]2192.3(2395.8 9.28 (8.2 19.6 1100 | 24.78 | .1 [61.3 3.6 " !
(.38) : 6
30({4112.9{19.42]4102.7] 9.u4B|%120.6({433 .S .39 15. % EO-I 100 24,54 (2,5 [23.2 4. 3 ‘2.
’ (.70) . 1.
10000 [50{499i.3|2%.74{5075.5{10.668{5085.7({5166.8 1.59 [19.6 Eu.a 100 | 25.28 [8.4 [s6.4[35.2 20
(.92) 8.
70{%734,.2]29.3%|5079.4] 9.60[5884.1{5997.9 1.93 Ez.s 9.6 |100 | 25.46 |8.7 |3s.952.% " ‘
(1.19) 1.
006294 [31.42]/6318.1| 9.96/6323.1]6455.8 2.10 Eu.s 33.2 {100 | 25.72 [10.8 |39.u]u9.? /
. (1.9
TABLEAU 52 (100 vARIABLES)
em———
SERIES S ot 6 SERIES 7 ot 8 )
"l‘ows‘ Temps Temps Tenps
Pl ® | gobar | detmxod| P! ® { pona | g reve)
p—
10 20.2 « 306.48 10 1 319.68 13 484,26
20 21.96 1 081,71 20 281,34 | >18 000
1000| 30 %1,50 | 2 208.86| 1000 S0 84,16 | >15 000
%0 20.16 2 34,89 10 626,96 | >1% 000
(1-18.1%) (>12000)
50 . 28.87 3 208.82 100 6s.90 | >15 000
(1-18.4) |- (>12000) )
10 337.46 4 372,57 10 326,40 | »1% 000
(3-331) (>12000)
20 22,07 8 171.9 ko] 45.69 ] >15 000
(7-412) (>12000)
2 30 38,0 4 640,86 | soo0] SO 50,60} >15 000
(9-304) (>12000)
40 17.% S 915 70 | 1 181.%6| >15 000
. ] (9~178) (>12000) .
$0 153 »12000 100 207.89 | »>1S 000
‘__———‘A



PO S ¢

N —
Aly. . v - Tenmps
]zu)l ,f:p. !(::‘ Tf:ps () | v(x) (x;zxgx) L ju |Ixl :‘;p;fl EANLY l*zlriﬁﬂ??ioq$3:5i
Mg, 78.21|2174.2|us.16]2185 |3317 51.81 s 0.4|39% |170.12 | 0 Dw3.e Fxs.u 36.64  [206.76
08.20553. g6 7204, 4 é;fﬁi 7384.417336.4 - 2s.u{vo los1 [247.72 [au.2peu.6] 1.2]191.48 Ju39.12
1. 2)s54 7384. 4 ;3223)733u.u 7336.4 - 25.4|u0 961 |2us.92 3».2Fau.o 1.2 /191 4o  [440.22
1)7 (2.92) :
) W.s{91.4u] 2700 57.28) 2725.2 | 4823.2 76.99 9.8|10 [%934169.20 | O u8.8 P51.2 | 02,72 [251.92
e, 939.de0620.0 '(11“1; 20680..%1665.' “.76 |72 |99 11000 }207.92 |50 P30 h20 | 102 309.92
", 1184.6821651.2 g::gghz1sss.s 21695.8 .19 [7s.8]110 [1000 |226.80 |74.8peu.6[60.6| 53.56 [280.36
(8.36)

s g 104 .68 2707.% [62.08| 2791.6 11836.6 | 32u 10 |10 (1000 [25%.32 | © 0 1000 f331.08 |586.20
h“" 975 .6822703.2 gi?;; 23659.2 b0629.8 | 71.73 |e3.s)100 (1000 [191.60 | O 0 |1000 ]191.80 J383.20
Jhss. 18962011399 1:3:5'.::¢Eu1399 Juws.z .23 [150.2203.21000 {259.76 [90.8 25.Taz.1u.u 306. 68
! . . 84 . ’ .

Tableau 54 (1000 variables)

Les résultats du tableau 54 montrent que pour certains problémes de 1000 variables

lie. séries 10 (m=10), 11 (m=10 et 100) et 12 (m=10 et 100)) le choix de
v(RK X =
(RK(X) | X =€)

“Onme majorant de v(K | X, = § ) est insuffisant.
\
Des expériences additionnelles ont alors été réalisées en considérant deux
Wtpes types de relaxations de (K | X = §) explicites au § IV.5.2, utilisant

- les conditions de bormes sur Z X., dans la relaxation lagranglenne

3 ]

- la contraction de contraintes.

. Le tableau 55 fournit un complément des résultats du tableau 54 3 il indique
n .

s.particulier pour chacun des nouveaux choix de majorants (mis en ceuvre en

§ P 2 .
Wence), les valeurs moyennes des suppléments de temps d'exécution nécessaires

Vgqs . . .
€limination de nouvelles variables.
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Relaxég.:n Contraction de contraintes
Lagrangienne
- _ v(K)-v(K)
b | m [ v(K) |X2| Temps [ v(K) ‘—‘i("K)—' |X2| Temps
*
100d 10 3 175 1174.8 31.04] 2256 0.03 S1.4 33.92
o 10| 4161.4(281.8 65.56| 2782 0.02 76.2* 84,28
0Q '
100)21665.4}419,8 88.73]23623.6 1.88 Nlu.ﬁ* 140.5
10 18417 11000 224,2 2963 0.004 811.8** 453.2
200G
100}30597 1000 | 218.6 [28410.6 0.25 1000 978.32

* Pour 2 problémes 1l'optimum est atteint

x% £ = u =

10 et |x1| =y

TABLEAU

55

‘(1000 VARIABLES)
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L'analyse de ces résultats aboutit aux conclusions suivantes :

(1) pour n fixé

a/ variation avec m :

- La borne supérieure de la précision de notre méthode, ainsi que le

nombre de variables non éliminées sont des fonctions décroissantes de m.

- L'encadrement de la somme des variables, la différence u-£, le temps

de construction du convexe et celui de 1l'algorithme G, sont des fonctions

1
Croissantes de m.

- Par contre, les temps de l'algorithme G2 sont peu sensibles 3 la
Variation de m (la croissance avec m des temps de constructions des
Convexes est compensée par la mise 3 un d'un plus grand nombre de variables
3 chaque itération) ; il en est de méme pour le temps total de réduction;

3 1'exception des séries 5 et 7 pour lesquelles la croissance avec m est
Significative.

A

b/ variation avec b :

- L'élimination & O des variables, basée sur la comparaison des coeffi-
tients de la contrainte avec b(£), est d'autant plus efficace que les valeurs

Prises par b sont petites.

~ = Le nombre de variables €liminées est une fonction croissante de

l'c‘slmplitude des valeurs de b,
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(ii) bornes inférieures de v(K) :

est plus efficace que 1l'algorithme G, aussi bien ¢

- L'algorithme G 1

2
temps de calcul qu'en valeur.

{ho
- Les valeurs finales de v(K) sont en majorité obtenues par l'dlﬂorins
Yy o
G2 ; mais les algorithmes d'encadrement de ibxj, ainsi que les 1inéaris?
,' S
majorantes ont une contribution non négligeable dans leurs déterminatio’

(iii) variation des résultats avec n :

a/ pour m fixé et b prenant ses valeurs dans un intervalle42922§ a

. i

f.e. pour m = 10 et b(j) € 10,1000 j=1,...,m - unique possibilité par®
1'éventail des problémes tests - le tableau 56 montre en particulier 18

croissance linéaire du temps de calcul avec n.

b/ pour m = n/2 et b prenant ses valeurs dans un intervallg_922ﬁ§;
(i.e. b(j) € 10,1000 ¥ j) : les résultats du tableau 57 aboutissent

' : e
une conclusion identique quant 3 1'évolution du temps total. Par contr®’
est i°
$9%
39

la croissance de 1l'écart entre les temps des algorithmes G1 et G,
beaucoup plus forte ; enfin, la borne supérieure de la précision 81"510
le nombre de variables non éliminées sont dorénavant des fonctions dée

santes de m, 3 1l'instar du cas "n fixé".

$
Tem?
= )
. Alg. G, Alg. 6, - |W(K)-y(K)|, |, |x2l fot?
W(K) | Temps | wv(K) | Temps (k) /76
. 4 13,
50 | 1108.5 | 3.ou | 1120.5 | 3.06 | 7.61 |u.6|6.1] 6% e
8 °,
100 | 12u8.2 | 10.03 | 1261.8 | 7.06 | 11.30 |u.8|6.5| 2° “fﬂiﬁ
1000 | 2008.2 | 78.21 | 2174.2 | us. . 8. u[216-
8.21 | 217 8.16 | 51.80 |8 (8.4)21%

Tableau 58(m = 10, b(4) ¢ J0,1000f ¥ j)
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n o Alg. G, Alg. G, v(K&-:(K) L lu |X2| 22125
v(K) Temps v(K) Temps -
20 1299.2 3.88 1342,2 3.80 5.83 5.6|17.417.1 116.74
50
- 30 1389.3 5.14 1389.3 4.24 5.12 5.5(7.9(6.6 17.u48
100 50 2178.2 13.16 2178.2 8.52 2.44 |8.,3P12.%7,5 36.08
1000{ 500 7388.2 |554 | 7384.4 | 87.60 .007 284%({u40 (1.2 440,32

Re . . . '
<&marque : Cowparalson des algorithmes G1 et G1 :

Tableaud7 (m = n/2, b(j) € 10,1000f ¥ §)

Une étude comparative empirique (tableaux 58 et 59) des algorithmes

G1 et Gi - du point de vue temps de calcul puisqu'ils sont deux variantes

d'une méme méthode et aboutissent donc 3 des valeurs identiques - permet de

Conclure 3 la plus grande efficacité en moyenne de 1'algorithme G

Il est a noter enfin que pour n

= 100 et m

1

10 et 30, les résultats
Sont 3 1'avantage de G, ¢ l'efficacité de 1'étape d'élimination de 1'algo-
Tithme G, est d'autant moins grande que le nombre de variables mises 3 1

8st petit. O

P —
10 30 50 70 100
b m= ' . ,
SR T U TR S T R T PR B IR
\
Ecart 11.4 [10.6 |29.0 (19,2 [32.0 {21.2 (32.0 {23.6 |38 26.6
Maximum 9.0 |11.6 |16.6 [19.6 |23.2 [25.0 [22.2 |23.8 - -
S0
00 Plus mauvais([11i.4% [11.8 ]29.0 |19.6 |32 25 32 27.8 139 27.6
cas .
Moyenne 9.95/10.68(18.78{18.58(22,2 |21,36|24.22(24.24[32.56(22.23
Ecart 20.8 {11.6 |20.6 |19.2 |31.0 |24.4 |37.0 [26.6 (40.2 ]32.2
Maximum 8.8 [10.6 [20.8 |22.8 [22.8 |2u4.2 [27.2 |29.0 |29.0 |30.2
109
00Plus mauvais|20.8 [11.6 |20.8 [22.8 |31.0 [25.4 {37.0 [30.4 |40.2 [32.2
cas
Moyenne 10.54110.94[19.42(19.82|24.74|24.12(29.34(28.66(31.42130,78
Tableau 58 (n = 100)
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SERIE 10 11 12
Probléme G,y Gi N Gi Gl Gi
1 772.8 455,2 1335.6 989.8 1832.4 1852.4
2 447.6 545,2 1449, 4 1139.86 2376.4 1921.8
3 640. 4 427.2 926.6 929.4 1510.2 1744.6
y 447.6 621.4 1113.2 1100.0 1901.8 1909.6
.5 461.6 458.8 1048.6 1014.8 1860.2 1777.2
Moyenne 554.0 501.52 1184.68 1034.72 1896, 2 '1841.12

\

Tableau 59 (n= 1000, m = 500)




PROBLEME 1

\_—.

o
]

DONNEES

75 27
45 8

31 96
14 46
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ANNEXE

DES PROBLEMES TESTS DE [EK9]

9 38
38 17

17
58

16 64
4y 45

52
33

20
93

46

60

64

77

264 223 216 214 126 108 49

35
95

13
98

29

104

86 27

42 us8

27 22

) Cx =

56 32 21 22 37
77 9 2 16 19
4 6 83 65 96
65 6 94 66 83
(m = 10)
358

290 269 261 252 249 234 230 229 221 207 188 176 172 165 158
158 157 155 150 120 117 111 91 82 77 48 20 11 9 2

:1-’

ceta identiques aux données du probléme 1
. b -
Kt S R U S R S S *
77 Xg T Xg T Xyy T ¥yp T X1 T ¥po ¢ X
p
8L Eme 3
c et a identiques aux données du probléme 1
b(j§) =300 ~ §=1,...,30
*1: VLI S B S B .
v 3 X = Xg T X9 T X33 T %12 7 X316 T *20
k -
2300 3 ox" = 647

x* = 210 3 cx* = 544



PROBLEME 4

X6 = X197
PROBLEME §
* %
Xo8 T X331

276
165
201

77

403
694
125
720

3978

249
224
211
108
232
280

85

506
3u3

84
246
542
708
837

978

71
204
288
225

850
145
635
843

862

298
286
255

81
210

42
119

231
378
852
759
632
8u8
492

862

111
229
241

61

820
292

49
232

712

151
106
250
170

23
216

66
618
394
790
967
534
697

712

234
279
209
120

794
667
459
466

470

274

97
225
238
193
168

65

748
762
269
598
397
866
186

470

233
228

98
112

375
855
3n
374

4u5

248
82
74

y

246
53

129

638
752
u87

58
120
655
461

445

309

272

81

10
315
156

437

29
130
187
115

91

68

34

230
KL
914

34
227
824
903

437

180
211
55

480
603
756

379

sy ax

64
201
251
300

92
291
179

498
817
539
708
153
721
664

379

6 =1 ax

15
51
80

640
6
666

233

=3

75
52
138
36
204
161
228

16
240
287

647
921
12

201

47 3

165
174
143
240
244

73
197

249 326

251
gy
882
281
182
303

233

*

821
220
830
570
43y
519

201

435

178
167
87

645
382
795

35

cX

290

87
126
154

11
191
258

316
930
899

L4ug9

61

304

733

35

) X

212
110
96

800
517
561

89
226
245

378
345
289

= 1256

121
190
iuy
261
148
226

241
330
535
794
367
125

*

140
272
221
104

38
275

54
853

22
456
593
692

1264

207
47
104

358
265
416

269
245
185
294

282

761

50
510
Buk

(m

65

230
199

390
291
321

"

131
287

43
256
169
270

769
502
643
150

28 P00

264

672

(m*

62

175

335
g3
515

10)

175
61
78

112

25

217

432
368
530
595
559
567

30)
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SUBROUTINE MSB79 (CeAsB ¢NeXGsN1sISCORT)

THIS SUBROUTINE SOLVES THE 0~=1 KNAPSACK PROBLEM

see N1=CE&XG=MAXIM]IZE C(1)EX(1)4eeet?C(NIEX(N)
(B). SUBJECT TO

.

. A{1)EX(1)2cee®A(NIEX(N)<=B
ece X(J)=0 0OR 1 JElsesessN
ALL PARAMETERS ARE INTEGER

INPUT PARAMETERS
- VECTORS C AND A esee

e INCLUDED IN (8)
- SCALARS B AND N XXX

= SCALAR ISORT DEALS wITH THE SORTING OF THE DATA
OF THE REDUCED PROBLEM BY DECREASING

ORDER OF THE REDUCED COSTS IN ABSQLUTE VALUE

eeee 0 IF QUICKSORT ALGORITHM IS USED

ISORT =
XX THRESHOLD VALUE UNDER WHICH THE

SUBFILES PRODUCED DURING SORTING

N < 1000 ISORYT = O
N = 1000 ISORT = 8
N = 2000 ISORT = 10
N = 5000 ISORY = 35
N = 7500 ISORT = 60
QUTPUT PARAMETERS
= SCALAR N1 = OPTIMAL VALUE ssee
e OF (B)

= VECTOR XG = CPTIMAL SOLUTION s

INTEGER A(N)C(N)+XG(N)

DIMENSION IP(7500)+sDA(7501),1AUX1(100),1AUX2(100)
INTEGER XE(7500),X(7500)

INTEGER SUPsDIFCMCM2,SUP2,VEEVeXMeXMFL 4 XM2,PLUS
INTEGER EX ¢XGMsS,B

REAL K2sK2RsN3IK2,IVAL

DO 2 I=1,N

2 1IP(1)=1

L1=8
CALL KLOK
SOLVING OF RELAXATION OF (B)
$=0
ISEUIL=10
K=0
0Q 10 1I=1.N
fR=A(1)
KLY I=CCLY
AQO TALILI=C LI 2R

ARE IGNORED



r’f o -
‘roZ> 12 Iro=rszry

0023 IH=IC12

0024 IF(IH=T18.GTe ISEUIL) GOTC S
0026 Ji1=18+1

0027 23 IF(J1.GT<1H) GOTO 301

0029 J2=J1-1

0030 91 IF(J2.LT.IB) GOTa 92

0032 IF(DA(JV2)eGEDA(J241)) GOTO 92
00234 : J3=J42+41

003% 1Pv=1IP(J2) -
0036 VAL=DA(J2)

0037 IVAL=A(J2)

0038 IP(J2)=1P(J3)

0039 A(J2)=A(I3)

0040 DA(J2)=DA(J3)

00al A(J3)=TVAL

0042 1IP(J3)=1IPV

0043 DA(J3)=VAL

0044 J2=J2-1

0045 GOT0O 91

0046 92 J1=J1+1

0047 GOTO 23

0048 5 J1=18B

0049 Ja=(IH+1IB) /2

0050 J2=J4

00s51 IF(DA(J1)oLEDA(J2)) GOTO 95
0053 J1=J4

0054 Ja2=18

0055 95 J3=1IH

0056 IF(DA(J3)eGECDA(I2)) GOTOC 96
0058 J2=1IH

0059 IF(CA(J3) «GE.DA(J2)) J2=J1
0061 96 VAL=DA(J2)

0062 IVAL=A(J2)

0063 IPV=IP(J2)

006e DA(J2)=DA(IH)

0065 A(JI2)=A(IH)

0066 1IP(J2)=IP(1H)

0067 IF(IB.GE.IH) GOTO 8

0069 6 IF (DA(IB)«LTe VAL) GOTQ 7
0071 K=K+A(1B)

0072 18=1B+1

0073 IF(IB.GE«.IH) GOTO 8

0075 GOT0 6

0076 7 DA(IH)=DALIB)

0077 - A(TH)=A(1IB)

0078 IP(IH)=IP(IB)

0079 4 IH=IH=-1

0080 IF(1BeGEs1IH) GOTO 8

0082 IF(DA{IH) sLE.VAL) GOTO 4
0084 DACIB)=DA(IH)

0085 A(IB)=A(IH)

0086 IP(IB)=IP(IH)

0087 K=K+A(IH)

0088 IB=1B+1

0089 IF(IBsLTeIN) GOTO 6



0100

0000000000000 0V00000V0000T0000000OOO00O0000
R T Ty O S e S Y
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8

99

301
151

303

304
305

306
307

DA(IB)=VAL
A{IB)=1VAL

K=K+IVAL

IP(IB)=1IPYV
IF(K.LTeLL1) GOTO 11
K=K=A(1IB)
IF(K.LT(.L]1) GOTO 200
I18=18-1

ngK.EQoLl) GOTO 199
K=

IC1=18

GOTO 12

IB1=]IB+1

S=K

GOTO 12

I8=18-1

IC=0

DO 152 I=1,N
K13=1P(1)
C{I)=x(K13)

S=1B-1

00 99 1=1,S
IC=1C+C(1)

R=A(18)
ReIC+((L1-K)%®C(1IB))/R
G0OTO 307

S=1B=-1

DO 151 I=1,N
K13=1IP(1)
C(I)=x{K13)

IC=0

DO 303 I=1,S
IC=IC+C(1)

DO 304 1I=IB,IH

J=1

K=K+A(1)

IC=1IC+C(1)
IF(KeGEJL 1) GOTO 305
CONTINUE

IF(KeEQeLY) GOTO 306
18=J4
R=A(1B)
K=K-A(IB
IC=IC=C(
R=IC+((L
GOTO 307
R=1C
18=J
VE=zL1=K
1v2=VvE
N1=1C
W=N

)
I8)
1=K)%C(IB))/R
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0157 VExVE=-A(TI)
13 IP(1)==1P
- I

S
~
3
2
\
2
~
4
i
N
)

100000

O
®
[
°
-y
[
-
L]
-~y
)}
-

R=A(1B)
R=C(IB)/R
M1=N+1 -
2=N=1
MI=N-=2
DA(M1)=R
IF(1241 .EQ(N1) GOTO 188
C REDUCTION ALGORITHM
I=1
suP=1
16 DA(I)=ABS(C(I)~R®A(1))
IF(DA(L)eGTeFVC) GOTO 15
17 DA(M)=ABS(C(M)=RRA(M))
IF(DA(M)GT.FVC) GOTO 14
M=M-1
IF(MNE.I) GOTO 17
sSup=]
GOTO0 18
14 R1=DA(M)
DA(M)=DAC(I)

ACI)

c(l)

Homo |l memijt DO
I

E=ENuEZpam
lwvwawwmamE

EOONIPPXram
= HHEHH B
wIPw

15 IF(1.GEM)}GOTO 19
I=1+1

GOTO 16

SUP=1+41

O0VOVVVVIOIVVODDO®E®BE®OVD®NNNNNNN OCOROOROROAW
»OONOANPUNOORNONPUWUNOONCRLUWN= VONONLPWN=OY

Q0000000000000 00000000000000 000000000000
PO ) ) =0 550 pud ubd pud ud (b Pub Puud Puub Gub osd Db Puud Pud Pud Joud Busd Gubd Pod G fued (ud Pud Gud Db Pub gmd (oub PN Pus Pub Pud Pab P put gy

o
N

202

IF (SUP.LT.N) GOTO 88

1v2==1
SUP=M1
GOTO 93
ISEVIL=8

IF(ISORTeNE.O) ISEUIL=1SCRY
SORTING OF THE DATA CF THE REDUCED PROBLEM

J=1
188=SUP
IBH=N
I1B=188
TH=1I8H

IF(IH~IB.GTe ISEUIL) GOTC 203



ISORT.NEs0O) GOTO 207
18¢1

J1 +GTeIh) GOTYO 207
Ji-1

IF(
Ji=
IF(
Ja=
IF(J2.LT.1IB) GOTO 22

IF{DA(J2).GEDA(J2+1)) GOTO 22

J3=J2+¢1
IPC=C(J2)
1PB=A(J2
IPV=1IPR(

IP(J3)=1PV

Ja2=J2=1

GOTO 21

J1=J1+1

60TO 20

J1=18

Ja=(IH+1IB) /2

J2=Js

IF(DA(J1) oLE.DA(J2)) GOTO 35
Ji=J4s

J2=18

J3=1H

IF(DA(J3)«GELDA(J2)) GOTO 3€
J2=1IH

IF(DA(J3)«LTDA(J1)) U2=U1
IVAL=DA(J2)

IPVY=1IP(J2)

IPB=A(J2)

IPC=C(J2)

DA(J2)=0DA(188B)
IP(J2)=1P(188)

A(J2)=A(188)

C(J42)=C(18B8)

IF(IB.GE+IH) GOTO 210
IF(DA(IH) «eGTIVAL) GOTO 205
IH=IH=1

IF(1B«GESIKH) GOTO 210

GOTO 206

DA(IB)=DA(INH)

IPLIB)=1IP(1IH)

A(IB)=A(TIH)

C(1B)=C(1IHK)

18=18+1

1F(18.GE 1) GOTYQ 210
IFLDALLIB) «GE e« IVALY GOTOQ 204
OALIWI=DALLIBY}
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207

208
93

74
73

76
75

IPCIB)=]IPY

A(IB)=IPB

C(IB)=]1PC

I=18

IF (J«GTe100) GOTO 201
1AUX1(J)=]
IAUX2(J)=1BH

J=J+l

IF(1.LE.,IBB+1) GOTO 207
IBH=]I~-1

GOTO 202

J=J=-1

IF(J.EQ¢0) GOTO 208
I=IAUX1(2)+1
IBH=TAUX2(J)
IF(IBH.LE.]I) GOTO 207
188=1}

GOTQ 202

CONTINUE

IF{(SUP.EQe.1) GOTO 73
I1SU2=SUP=]}

DO 74 I=1,1SU2

XE(I)=1

IF(IP(1)eGTL0) GOTO 74
XE(1)=0

IP(I)==IP(1)
IF(IP(I).LE«100000) GOTC 74
XE(1)=1

IP(I)=1IP(1)-100000
CONT INUE

IF(IV2.LT.0) GOTO 70
DO 7S I=SUPN
X(1)=0

IF(1P(1)eGT.0) GOYO 76
XE(I)=

IP(TI)==IP(1)
XG(1)=0

IF(IP(I).LE.100000) GOTO 75
IP(1)=1IP(1)-100000
XE(I)=1
GOTO 75

XE(1)=1

XG(1)=1

CONTINUE

PARAMETERS FOR THE RESOLUTION OF
THE AUXILIARY PROBLEM (DENGTED BY (PeAe) )

LM=A(N)

LM2=A(M2)
CM=C(N)
CM2=C(M2)
EX=XG(M2)

XGM=XG(N)

IF(LM=LM2,LE.0) GOTC 81
syp2=tm

INF=LM2

J=N

.-



0355 GOTO 82

0356 81 SUP2=LM2
0357 . INF=LM
03%8 - J=N=1
0359 82 1Z=0
0260 IF(C(J)eLTeC(28N=-1~-3)) 1Z2=1
0362 LS=LMeLM2
0363 DIFZEVHLM2REX+LNEXGM
03¢a M=N
0365 N3=1C
0366 N=N3=CM28E X~CME XGM
03¢7 N3K2=N
03¢8 c K=SUP
C . IMPLICIT ENUMERATION ALGORITHM
g NEW CURRENT SOLUTION BY SOLVING (PeAe)

0369 c CALL KLOK
037¢C GOTO 86
0371 56 x(x)=1
0372 TP2=N
0373 DIF1=DIF
0374 IF(XG{(K)eNEL1)GOTO 27
0376 N=N~-C(K)
0377 DIF=DIF+A(K)
0378 GOTO 28
0379 27 N=N4+C(K)
0380 DIF=DIF=A(K)
0381 28 N=N=PLUS
0382 IF(DIF.GE.0) GOTO 86
038a IF(K.NE.,M3)GOTO 58
0386 X(K)=0
0387 IF(XG(K)eEQ0)KZR=K2R+A(K)
0389 DIF=01F1 :
0390 N=TP2
0391 GOTO 48 :
0392 B6 IF(DIF.GE.LS) GOTO 66
0394 IF(DIF.LTINF) GOTO 65
0396 IF(I2.EQ.1) GOTO 61
0398 IF(DIFeGE«SUP2) GOTO 64
0400 61 IF(INF.EQeLM) GOTO €3
0402 62 XmM2=1
0403 Xm=0
0404 XM1=DIF=LM2
0405 GOTO 67
0406 63 Xm2=0
0407 xXmM=1
0oa08 XM1=D1IF=LM
0409 GOTO 67

Q410 64 1F(INFL,EQ.LM) GOATO &2
oaL\2 GOYQO 63

oal\d 65 MWM2=0

QavA AWM=Q

oa\s AWML =D 1F

cale GO0 &7

Sa 66 wwm2=1\




42
43

44
45

46

a7

48

49

51

S0

S2

Vo el o X 2L
NI=N

IF(NOLESN1)GOTO 47

NEW CURRENT OPTIMAL SOLUTION

FVC=FVC4+N1=N
N1 =N

IF(SUPGTM3)GOTO 43
DO 42 I=SUP M3

XE(I)=XG(I)

IF(X(I)eEQel) XE(I)=1=XG(]

CONTINUE
XE(M2)=XxM2
XE(M)=XM
VE=sXM1

IF(1Z41 .EQeN1) GOTO 70
IF(SUP oGTeM1)GOTO A4S

1SU2=SUP

DO 44 I=ISU2.,M1}
IF(DA(I)LTLFVC)IGOTO 4S5

SUP=SUP+¢]

IF(X(1)«EQe1)GOTO 70

CONTINUE

IF(SUP ,GE.M)GOTO 70
IF(ISORT«NE.O) GOTO 47
IF(X{(SUP)eNE«l) GOTO 47

SUP=SUP+1

IF(SUPGE.M)GOTO 70

GOTO A6

IMPLICIT LEXICOGRAPHICAL SEARCH

K=M2
Z=DA(M]1 ) XM]
K2R=DIF

IF(XM2eNE +EX) Z=Z+DA(
IF(XMeNEoXGM) Z=Z+DA

M2)
(M)

IF(K.EQsSUP)GOTO70

K=K=1

IF(X(K)eNEs1)GOTO 50

X(K)=0

IF(XG(K)eNEL1)GOATO 49

ODIF=DIF=-A(K)
N=N+C(K)
GOoT0 51
ODIF=DIF¢A(K)
N=N=-C(K)
K2R=K2R+A(K)
Z=Z+DA(K)
GOTO A8

STEP 6
K2==DA(K)+2
IF(N34+K2.LE.
IF(XG(K)eNE
K2R=K2R+A(K)
G070 53
K2R=zK2R=A(K)

N1
1)

)
G

GOTO 57
oTO S2

STEP 1 AND STEP 2



0491
0492
0494
0496

0497
0498
0499
0501
0502
0504
03505
0507
0509
0511
0sS12
0514
03515
0517
0s18
0520
0522
0523
0524
0525
0526
0528
0529
0530
0531
0532

0533
0E34
053
05137
0539
0S40
0541
0542
0544
0545
0546
0547
0548
0549
0551
0553
0854
0556
0557

0S58 |
Q0559

U560

53

5S4

55
7

57
a3

87

84

58
59

60

69

CONT INUE

IF(K2R+GE+0)GOTC Sa&
IFIXG(K)}eEQeO) K2I2R=K2R+A(K)

GOTO 48

STEP 3,5 AND 6

EV=K2R
1S52=K*1
IF(1S2.GTeM)

GOTO 77

DO S5 1=1S2,M
IF(AC(]I)eLEK2R)IEV=EV=A(1])

CONTINUE

IF(EV.LTL0)GOTO 56
IF(N34K2=DA(M1)%EV.GT«N1)GOTO 83
IF(XG(K)eEQ:0)K2R=K2R+A(K)

GOTO 48

IF(XG{K)eEQel) K2R=K2R¢A(K)

GOTO 48

IF(1S2.GTeM3) GOTO %6
DO 84 I=[S2,M3
IF(A(1)eGTeK2R) GOTO 87

IF(XG(I)«EQ,
X(1)=1
DIF=DIF=A(1)
N=N+C(1)
GOTO 8s

1) GOTO 84

IF(XG(I).EQ.0) GOTO 8a

X(1)=1
DIF=DIF+A(1)
N=N=C(1)
CONTINUE
GOTO S6

EXPLICIT LEXICOGRAPHICAL SEARCH

H=2

I

EQ.1

= fot 3 Dlote
OOl iHexx

J)
«0)

Ot Z O M oerm
ONNes~NTN Y
=0 N~
ANom o
e N w
Dwéd+ oo

m »

xX(J)=0
N=Ne+C(J)
DIF=D1IF-=-A(J)
H=H+1

) GOTO 60

«EQ.0) GOTO 69

GOTO 8¢

IF(J.GTK+1)GOTOQ SO
IF(K.EQeSUPIGOTO 70

X{K})=0

IF(XGIK)eEQ.OIK2R=K2R+A(K :

N=TP2
O1F=D1F1
GOTYQ a3

TN CONTINUE

CTCALL L Qv
o aF

IFT RE[/TVULTSZ ARE G
~ . a. A a -

ATLANT O

NEWN 1w



ossr
o062

0563
0564
0565

0566
0567
0868
0569
0s70
0S71

0572
0573
074
0575
0576
0577
0578
0§79
0s80

173
72

71

104

103

201
102

N =AY

TFCIV2) 72689472
DO 173 I=1l.M
XE(I)=1
CONTINUE

DO 71 I=zl.M
K=1P(1)
X(K)=C(1)
XG(K)=XE(I)

DO 104 Iz=1.M

FORMAT(®*® ARRAY OUT OF BOUNCS IN QUICKSORT SUBROUTINE

RETURN
END




