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AVERTISSEMENT 

.En programmation mathématique et peut être plus encore en optimisation dis­

crète, la construction de méthodes performantes·de résolution de problèmes (dont 

l'origine concrète induit des tailles importantes) nécessite l'association d~ 

connaissances en analyse numérique et en informatique, d'autant plus qu'il 

existe de nombreuses interactions entre la modélisation d'un problème, la 

conception d'un algorithme et l'élaboration du programme associé. 

D'autre part, toute analyse théorique doit s'accompagner d'une analyse 

expérimentale car il convient toujours d'évaluer les résultats au regard de 

ceux des méthodes déjà connues, ce qui entraine une multiplicité des expéri­

mentations à réaliser, celles-ci dépassant largement le cadre du travail d'une 

seule personne puisqu'il est bien connu que les programmes dans ce domaine sont 
de grande dimension. 

Toutes ces raisons, associées à un intérêt commun pour la programmation 

mathématique en nombres entiers, expliquent notre étroite collaboration qui a 

permis non seulement de très vite dépasser le cadre de la programmation pour 

arriver au stade théorique (sans jamais perdre de vue les implications pratiques), 

mais encore de pouvoir ainsi suivre plus facilement l'évolution extrêmement 
rapide de la discipline. 

Comment par ailleurs, limiter un travail en commun effectif ~ des concer­

tations épisodiques ? Chaque idée, au contraire, une fois émise, doit, pour 

être acceptée, avoir résisté aux remarques et aux critiques de l'autre qui 
l' . hi enr~c t de ses découvertes personnelles. 

C'est dans cet esprit que nous nous sommes toujours efforcés de collaborer, 

aussi serait-il vain d'attribuer à l'un ou l'autre tel ou tel résultat. Puisque 

nous avons mis au point ensemble la totalité du travail, il nous est apparu que 

cette solidarité constante nous contraignait d'adopter une présentation commune. 
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Ce travail s'inscrit dans le cadre des études consacrées à la 

programmation mathématique en nombres entiers dont les applications sont 

répandues dans les domaines économiques et techniques (problèmes d'inves­

tissement, de localisation d'usines, d'implantations d'entrepôts, d'affec­

tation de personnel, d'utilisation de machines, de découpes, etc ••• ). 

Il concerne plus précisément la résolution des programmes mathé­

matiques à n variables bivalentes*, c'est-à-dire des problèmes d'optimisa­

tion sur le cube unité de~n d'une fonctionnelle linéaire soumise A des 

contraintes linéaires ou non exprimées sous forme d'égalités ou d'iné&alités. 

Cet exposé n'a pas pour but d'énoncer la méthode de résolution 

universelle mais plutôt de contribuer à son élaboration (si jamais elle 

existe un jour l) en faisant état de nos résultats aussi bien théoriques 

qu'expérimentaux obtenus depuis quelques années. 

Il est scindé en quatre chapitres : l'exposé des généralités 

(chapitre 1) utilisées dans les autres chapitres est suivi de l'étude 

approfondie du problème de base, appelé problème du knapsack (qui ne possède 

qu'une seule contrainte) (chapitre 2) et de son utilisation dans le ·90ntexte 

des problèmes à plusieurs contraintes (chapitre 3). Le dernier chapitre 

concerne la résolution d'un type de problème du knapsack non linéaire appelé 
"knapsack baudruche". 

Le développement de chaque chapitre est précédé d'une introduction 

qui le situe dans l'ensemble de l'exposé et en précise la portée. 

Le chapitre 1 est consacré à l'énoncé des concepts généraux sui-
vants 

------------------

* il est toujours possible d'envisager des variables ne prenant que les 

·:aJ..eurs 0 ou 1 par simple changement de variables. 



La partie I fournit les diff~rents types de stratégies pouvant 

ltre employées pour acc616rer la résolution du problème tout en le trans­

formant en un problème plus simple : les définitions et résultats généraux 

relatifs aux relaxations, relaxations lagrangiennes, contraintes composites, 

y pr~cèdent la descriptio.l de leurs \:t:tlüations (obtention de bornes, ré­

duction de la taille du problème) dans les méthodes dites d'énumération impli 

cite qui constituent l'une des deux gra~des classes à laquelle nous avons 

consacré nos recherches (seuls les principes et inconvénients des méthodes 

di'tes algébriques, formant l'autre classe, seront rappelés). 

Les problèmes de· convergence des algorithmes ne se posent pas en 

programmation mathématique en nombres entiers puisque le nombre des solutions 

de tout problème est fini. Mais ce nombre pouvant atteindre 2n(nombre de som­

mets du cube unité de F.n) et devenir ainsi démesurément grand, même pour les 

petites tailles de problèmes (par exemple, 250 est supérieur à 10
15

), il con­

vient d'analyser la complexité des algorithmes de résolution, c'est-à-dire 

de pouvoir mesurer théoriquement les coûts des algorithmes en temps d'exécu­

tion et en espace mémoire nécessaire à leur implantation sur ordinateur. 

C'est l'objet de la partie II qui fournit, après les notions générales sur 1 

compléxité théorique, un résumé sur la théorie des ~roblèmes réputés diffi­

ciles (NP-complet, Ardu) débouchant sur les définitions relatives aux méthode 

dites approchantes qui aboutissent à un minorant de la valeur du problème 

avec une précision donnée a priori. 

Le chapitre 2 est une étude exhaustive du problème fondamental 

en optimisation discrète : le problème dit "du knapsack" en variables 

bivalentes, qui possède une contrainte unique en inégalité : 

Son intérêt indéniable dans le cadre de la résolution des pro­

blèmes concrets de grandes tailles (partie I : relaxation lagrangienne, 

découpe, rotation et contraction de contraintes) a conduit de nombreux au­

teurs à élaborer des méthodes de résolution du knapsack appartenant à deux 

grandes classes : 



- les méthodes approchantes : dont une synthèse est réalisée au 

paragraphe III.l (pour aussi simple que soit sa formulation, le knapsack 

fait partie des problèmes d'optimisation réputés les plus difficiles) 

- les méthodes exactes : la portée de la programmation dynamique 

(rappelée au paragraphe III.l) étant limitée par la taille des problèmes 

et la grandeur de leurs données, et les cas les plus défavorables exhibés 

en théorie n'apparaissant pas en général dans la pratique, une majorité 

d'auteurs ont mis en oeuvre des algorithmes d'énumération implicite aboutis­

sant à la solution exacte du problème en des temps d'exécution très accep­
tables. 

Il est actuellement clair que les plus efficaces d'entre eux com­

portent trois phases successives t 

Phase 1 -------

Phase 2 

Phase 3 

résolution de la relaxation 

réduction de la taille (élimination de variables après attribution 

de valeurs bien définies) 

résolution du problème réduit par une méthode d'énumération implicite. 

• 
Cette dernière phase n'occupant qu'une place infime, dupoint de 

vue temps de calculs, par rapport aux deux premières - par exemple, pour les 

problèmes de 5000 variables, les temps requis pour la phase 3 sont de l'ordre 

de 7.4% des temps globaux- nous nous sommes uniquement attachés à rappeler 

en partie VI deux principes d'énumération, après avoir décrit la succession 

des tests permettant de parcourir implicitement l'arborescence de l'ensemble 
des solutions. 

Par contre, notre intérêt s'est porté plus particulièrement sur 

l'étude approfondie des deux premières phases pour lesquelles nous proposons 

de faire le point en apportant à chaque fois notre contribution : 



La méthode classique de résolution de la relaxation du knapsack 

comporte un classement initial des données dont la part énorme des temps 

de calcul par rapport aux temps globaux de résolution a conduit à la 

mise au point d'une nouvelle méthode très efficace ne nécessitant plus ce 

tri systématique des données (partie II) ; à titre d'exemple, cette méthode 

de complexité linéaire aboutit à un gain de l'ordre de 74 % pour les pro­

blèmes de 9000 variables. 

L'exposé d'un catalogue de méthodes d'encadrement sur la fonction 

économique et sur la contrainte (partie III), et de résultats théoriques 

relatifs aux relaxations la~angiennes du knapsack (partie IV) précède 

la présentation d'un cadre commun pour tous les algorithmes de réduction 

connus, et d'une nouvelle'méthode performante (quant aux nombres de variables 

éliminées) mettant en jeu des relaxations, des relaxations lagrangiennes, 

et des relations binaires et de dominance entre variables (partie V). 

Enfin la partie VII regroupe les expériences numériques associées 

aux algorithmes présentés en parties II, V et VI ; elles ont été réalisées 

avec plus de 550 problèmes tests (450 tirés au hasard suivant la loi unifor­

me de 50 à 13000 variables ; les autres (jusqu'à 200 variables) étant extra 

de la littérature). Les résultats relatifs à une nouvelle version de notre 

méthode de résolution exacte y sont en particulier répertoriés ; ils montrent· 

que cette méthode - appelée MSB 79 - est de complexité expérimentale linéair 

et plus rapide que celle de Martello et Toth - appelée MT - (publiée tout 

récemment) qui était annoncée par les auteurs comme la plus performante 

[par exemple, pour n = 5000, la méthode MSB 79 est près de 3 fois plus rapid 

que la méthode MT ; même en excluant les temps de la phase 1, le gain en 

temps d'exécution apporté par notre méthode est de l'ordre de 22 %]. 

Le chapitre 3 concerne les problèmes en variables entières à 

plusieurs contraintes (tous les exemples envisagés sont d'origine concrète) 

le contenu de chacune de ses trois parties est une nouvelle preuve de l'impo 

tance de l'étude du chapitre 2 : 



La première partie montre que la réduction (à la fois en nombre 

de variables et en nombre de contraintes) d'un problème à plusieurs contrain­

tes est réalisée efficacement par la conjonction de tests simples appliqués 

en particulier sur des problèmes du knapsack extraits du problème d'origine 

[les problèmes d'investissement traités sont tirés de la littérature ; la 

taille maximale envisagée est : 5 contraintes, 50 variables]. 

Les deux autres parties ont pour objet les résolutions de deux 

types de problèmes qui nous ont été personnellement proposés : 

(i) un problème d'affectation (implantation de groupes de divers 

sites sur plusieurs périodes) - partie II - dont la particularité est de 

posséder des contraintes du type partitionnement, l'ensemble S des autres 

contraintes n'admettant pour éléments non nuls que des coefficients égaux ~ 1. 

Sa transformation en un problème du knapsack équivalent, par contraction des 

contraintes de S en une contrainte unique (dont l'ensemble des solutions 

entières réalisables est identique à celui du système) a permis sa résolu­
tion par une adaptation de la méthode expos~e au chapitre 2. Lés e~riences 

numériques montrent que les temps d'exécution sont comparables à ceux rela­

tifs aux problèmes du knapsack tirés au hasard [taille maximale envisagée : 

14 contraintes, 160 variables ; temps de résolution associé : 59 secondes sur 
Gamma M 40]. 

(ii) un problème de fabrication qui se pose dans de nombreuses 

branches ~ndustrielles, en particulier dans le domaine de la fonderie lors­

qu'il s'agit de regrouper des commandes de tôles dans le but de réaliser les 

couléesdemétal au meilleur coût (partie III). Sa résolution comporte entre 
autres : 

- une élimination de contraintes et de variables basée non seu­

lement sur la relaxation lagrangienne, mais également sur les aspects écono­
miques du problème 

- un algorithme glouton s'appuyant sur des résolutions exactes 

de problèmes du knapsack issus du problème initial, et fournissant très 

rapidement de bons minorants des valeurs des exemples traités. 

[taille maximale envisagée : 174 contraintes, 1038 variables 

tien associé : 162 secondes sur UNIVAC 1110]. 

temps d'exécu-



L'exposé s'achève par l'étude d'un type de problème du knapsack 

non linéaire dont le second membre de la contrainte est une fonction non 

croissante de la somme des variables (chapitre 4) : 

Ce problème, introduit par Guignard et Posner [G.P.] est également 

d'origine concrète : parmi les diverses interprétations économiques, citons 

d'une part~ la généralisation de celle du knapsack classique lorsque le con­

ditionnement des objets mis dans le sac, est pris en compte, d'autre part, 

l'exploitation optimale d'un ordinateur en multiprogrammation. 

Une méthode de réduction de la taille de ce problème appelé 

"knapsack baudruche" (en 'anglais, "collapsing knapsack") présentée en partie 
IV, inclut : 

(i) la détermination d'un encadrement de la somme des variables 

en utilisant des généralisations de l'algorithme pour la relaxation.du knap­

sack proposé en partie II du chapitre 2. 

(ii) la construction d'une enveloppe convexe de point de z2 
qui est 

à la base de la détermination de deux types de problèmes du knapsack classi­

que : le premier permet la génération d'un algorithme glouton pour une borne 

inf6rieure de la valeur du problème ; la résolution de la relaxation du se-

cond fournit une borne supérieure de la valeur du problème et conduit à un 

schéma de réduction utilisant la relaxation lagrangienne et la contraction dE 

contraintes. 

Les résultats numériques de la partie V montrett que la méthode 

proposée donne des résultats satisfaisants quant aux nombres de variables 

éliminées et à l'évolution des temps de calcul avec la taille des problèmes 

- elle suffit à elle seule dans de nombreux cas - et en particuliel 

pour les cinq problèmes tests de [G.P.] - pour fournir soit la solution opti' 

male, soit un sous-problème dont la solution sera obtenue par une technique 

simple d'énumération. 



- l'apport de cette réduction en phase initiale de la méthode 

proposée par [G.P.] permet une accélération importante de la résolution 

les temps d'exécution sont couramment divisés par 100 et plus. 

Les résultats présentés regroupent pour l'essentiel différentes 

publications effectuées depuis 1972. Toutefois, il nous a semblé préférable 

de les remodeler et les présenter avec une certaine unité ; ce qui a permis 

d'inclure les résultats les plus récents non encore publiés. Cet exposé ne 

doit pas être considéré comme une fin en soi, les différents chapitres of­

frant encore de nombreuses possibilités de développement. 
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partie entière d'un réel À 

~tant do nn~ u.n e.YL6 emb.t.e. J 

[J] 

IJ 1 
enveloppe convexe de J 

cardinal de J 

J\ U complémentaire d'un sous-ensemble U de J 

~tant donn~ A u.ne. ma..Vt.ic.e. de. 6oJt.ma.t ( r x J) où. I et J ~ont du e.YL6e.mb.t.u 6..i~ 

a .. élément ( i ,j) E: I x J de A 
~) 

AJ colonne j E: J de A 
' ... 

A. ligne i E: I de A J 
AJ' sous-matrice de A 

, 
des colonnes Aj j E: J' c J composee 

AI' : sous-matrice de A composée des lignes Ai i E: I' c I 

~nt donn~ y u.n ve.cte.ull (,Ugne. ou. c.o.t.onne.) ..ind..ic.~ paiL u.n e.YL6emb.t.e. 1 

y. 
J : élément j E: J de y 

YJ' : sous-vecteur de y composé des éléments y. j E: J' c J 
J 

U:a.nt donn~ u.n pllob.t.ble. d'op~a.tion (P) : 

v(P) valeur optimale de (P) 

v(P) (resp. _!(P)) borne supérieure (resp. inférieure) de v(P) 

F(P) domaine de (P) 

(P 1 x E: X) lorsque (P) est résolu avec les conditions supplémentaires x E: X 

[i.e. Oj : xj = E) ~ Ojl, j2 : xjl =El xj2 = E2) ~ 
(3 Xj ~ R.) avec E:, El' t 2 E: {0,1}, R. E: Ji] 

x .... E: 
J 

.t.o .tu, q u. e. (P) 

x. est fixée à la valeur E: E: {0,1} 
J 

ut u.n p!lob.t.bne. a n vall....ia.b.t.u b..iva..t.e.ntu 

* x solution optimale de (P) 
v 
<i?> 

= {x E: lRn 
1 x. = 0 ou 1, j = l, .•• ,n} 

J 
problème (P) dans lequel [V] remplace v 

x solution optimale de (P) 

~tant donn~ x E: [V] 

[x] élément de V tel que [x].= Lx.J j = l, •.• ,n 
J J 
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GENERALITES 

CHAPITRE 1 
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INTRODUCTION 

Ce chapitre est consacré à l'énoncé de concepts génér~ux qui 

entreront en ligne de compte dans les études des chapitres suivants. 

Deux questions fondamentales liées à la programmation mathématique 

en variables bivalentes sont abordées 

* Q.u.e.l.6 typu de ~J.tlr.a.-t~g.-i.U~ peut-on employetr. poWL .tlt.a.n66oJUneJL le 

pll.oblbne d' o!Lig.<.ne en u.n pMbl~me p.l.u.IJ ~J.-i.mple 6oWLMIJ~Jan.t du .<.n6oJUna..üon6 

c.on~J~qu.entu poWL ac.c.UéJLeJL la lt.~o.tu..:ti..on du. p11..0bl~me ..i..nL:ti.al ? 

La description de l'utilisation des relaxations (types lagran­

giennes ou contraintes composites) répondra à cette question. 

* Commen-t ~vafueJL le c.oût d' u.ne m~thode de lt.~olu.-ti..on ? 

Ce sera l'objet de l'analyse de la complexité des algorithmes. 
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1 - RELAXA T 1 ONS 

Dans la plupart des problèmes de programmation mathématique en 

nombres entiers, c'est uniquement un sous-ensemble S de contraintes 

(en anglais "side constraints") qui rendent leurs résolutions "ardues". 

Deux grands principes' simples (mais efficaces comme il aera vu dans les 

chapitres futurs) permettent de générer un nouveau probl~me qui 

- d'une part' sera p~ 6a.cile. a Jt~ou.d!Le. que. le. pMblble. ~. 

- d'autre part, fournira une boJtne. supérieure (resp. inférieure) de 

la valeur du problème d'origine, si celui-ci est un problème de maximi­

sation (resp. minimisation). 

Principe 1 : Combiner linéairement les lsl contraintes pour aboutir à une 

contrainte unique dite "composite". 

Principe 2 "Supprimer" les lsl contraintes 

- soit en les éliminant du problème ; cela générera (comme dans 

le principe 1) ce qu'on appelera au sens large une ~n. 

- soit en les introduisant par combinaison linéaire dans la fonc­

tion économique (le terme "dualisation" sera également employé) pour 

aboutir à une Jtei.a.Xauon la.gJta.ng..i.e.nne.. 

Note ----
Il est possible d'imaginer une stratégie hybride faisant intervenir 

à la fois les d~ux principes précédemment évoqués, c'est-à-dire par 

exemple partitionner s en s1, s2, s3 dans le but de 

- transformer les contraintes de S en contrainte composite 
1 

- éliminer les contraintes de s2 
- dualiser les contraintes de s3• 

0 
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Les définitions et résultats généraux relatifs aux relaxations 

et relaxations lagrangiennes ( § I .1. et I. 2.) précédent la description de 

leurs utilisations dans le cadre des méthodes dites d'énumération impli-

cite ( § I. 3 • ) • 

1.1- DËFINITIONS ET RÉSULTATS GËNËRAUX 

Un p~toblbne de ma.~cttion (!Lu p. rnUuJnihationl ( Q.l ut a.ppel~ 
JLela.x.a.tion d'un p!Loblbne de ma~ation (ILUp. rnUuiniha.ü.on) (Pl .6-i 

Note 

\ 
\ 

(i) F(Q) ~ F(P) 

(ii) la 6onction ~conomique de (Ql majo!Le (!Lup. m.inoJLel celle de 

(Pl .6UIL f (Pl 

(P) est un exemple de relaxation de (P). 

0 

( i) Etant donné un pJLoblbne 'de ma.~llÜOn du type .6u.ivan.t 

(P) 

max..<.m..W eiL ex 

.60~ lu conC:Ü.:Üon-6 Ax s b 

Cx s d 

x ~ v 

On appelle !Lela~on !agJLangienne de (Pl d-6.60ci~e aux co~ 
A x s b et à u ~ o ( vec.teuJL Ugne a compo.6an.tU IL~eUu de même dimen.6.LO 

que b l , le pJLoblbne 

(RP(u)) 

max ex + u (b - Ax) 
x 
~.~. ex s ù 

x ~ v 



(ii) Le dual de ( P) ut le p11.oblbne de ~a..t.ion 

( D ) m.i.n-i.m.i.UJL v( RP ( u)) 

.6.C.. u 0!: 0 

min ex 

( p) .6 • c.. A x 0!: b 

Cx 0!: d 

x~ v 

On a.ppeUe Jtel.a.x..a.ti.on la.g~tang.ienne de ( P) 4.6.6oc..i~e au." c.o~u 
Ax 0!: b et à u 0!: 0 ( vec.te.u!L Ugne a c.ompo.6antU Jt~eUu de même cii.men.6.ion 
qu.e b) , le p~~.oblbne 

Note ----

(RP( u)) 4 • ~. 
[

min ex + u (b - Ax) 

ex 0!: d 

x E: v 

(ii) Le dual. de ( P) ut le p~~.oblbne de rna.x..i.m.<..6ttti.on 

(D) 

[ 
max v(RP( u)) 

.6.c.. u 0!: 0 

(i) Vu 0!: 0 (RP(u)) est une relaxation de (P) 

(ii) le domaine de (RP(u)) étant indépendant de usera noté par 

la suite F(RP). 

0 
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La Jt.ei.a.xation .fo.gJta.ng.ienne d'un piLObtbne d' o~a.ti.on (Pl po~­

.6~de la p!Wp!Li.Ul d'.intlgltaLUl .6-i v(RP(u)) = v(RP(u)) Vu C!: o. 

Exemples : dans le cas particulier où les contraintes Cx s d (ou Cx C!: d) 

n'existent pas (i.e. toutes les contraintes sont "dualisées"), alors 

(i) si (P) est un problème de maximisation 

v(RP{u)) = v(RP(u)) = ub + max {(c - uA) x 1 x € V} 

= ub + r t (c.-uAj) 
j€J~ u) J 

où JCu) = {j € {l, ... ,nl'l C!. -uAj> 0}. 
J 

(ii) si (P) est un problème de minimisation 

v{RP(u)) = v(RP(u)) = ub + min {(c - uA) x 1 x € V} 

= ub + r - (c.-uAj) 
j€J (u) J 

où J(u) = {j € {l, ••• ,n} 1 - uAj O} c. < • 
J 

0 

Les résultats suivants démontrés dans Geoffrion [G23] montrent qu' 

la mesure du "gap" (ou valeur absolue de l'écart entre v(P) et v(D)) 

est fournie exactement par 1 v(P) - v(P) 1 lorsque (RP(u)) (u C!: 0) 

possède la propriété d'intégralité. Lorsque cette propriété n'est pas 

vérifiée, un multiplicateur u C!: 0 pourra être tel que : 

1 v(P) - v(RP(u)) 1 < 1 v(P) - v(P) 1 

Th~oiLVrle 7 

En notant u le mu..U.i.pUc.a.tewr. a.6.6oul a.u. .6y.6t~me Ax s b a t'op­

timum de (~) 



6 

s~ F(P) ~ ~ alo~ 

( i > ~~ (Pl ut un pJLobl~e de matim.Ua..ü.on 

v(P) !> v(D) = max {ex 1 Ax !> b ; x € [(F(RP))} 

!> v(RP(Ü)) !> v(P) 

(ii) ~~ (Pl ut un pJLobl~e de ~a:Uon 

v(P) ~ v(D) = min {ex 1 Ax ~ b ; x € ((F(RP)]} 

~ v( RP(Ü)) ~ v(P). 

LoiL6qu.e la. Jr.ela.xa.û.on la.gJtang~enne de (Pl po~~ ~de la. p!Lo~U~ 

d'.in:t~g!r.o.LU~ et F(P) ~ ~ aloM v(D) = v(RP(Ü)) = v(P). 

1.2 - COMPARAISON DE RELAXATIONS 

Un autre exemple de relaxation d'un problème du type 

(P) 

optimiser ex 

~.c. Ax R b 

Cx R d 

x f v 

(où R représente la relation !> ou ~) 

est le problème obtenu en remplaçant un ensemble de contraintes (par 

exemple Ax R b) par une contrainte unique dite compo~~e construite 

Pa~ combinaison linéaire (voir, par exemple, [G26]) i.e. : 

(P( u)) 

optimiser ex 

~.c. uAx R ub 

Cx Rd 

x f v 
(avec u ~ 0 vecteur ligne à composantes réelles de même dimension 

que b). 
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L'étude suivante concerne un problème de maximisation de la forme 

(P) 

max ex 

.6.c.. Ax :S b 

Cx :S d 

x € v 
et ses deux types de relaxations, u ~ 0 donné 

max ex 

(P(u)) .6 • c.. uA x :S ub (contrainte composite) 

Cx :S d 

x € v 

\ 
max ex + u(b - Ax) 
x 

(RP(u)) 
.6 • c.. Cx :S d (relaxation lagrangienne) 

x € v 

Le théorème suivant montre que "le gap" fourni par une contrainte 

composite peut être inférieur à celui fourni par la relaxation lagran­

gienne : 

ThéoJtème 3 

min v(P(u)) :S min v(RP(u)) 

u~O u~O 

Démonstration 

Yu~ 0 (RP(u)) est la relaxation lagrangienne de (P(u)) associée 

à la contrainte uAx :S ub et au multiplicateur éf,al à 1, d'où 

Yu~ 0 v(P(u)) :S v(RP(u)) 

En particulier, cette infgalit~ est v6rifi~e pour 

~ : v(RP(~)) = min v(RP(u)) 

u~O 

·>min v(P(u)) :S v(P(~)) s min v(RP(u)) 

u~O u~O 

11 
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Dans le cas particulier où les contraintes Cx S d n'existent pas, 

(RP(u)) possédant la propriété d'intégralité,le résultat précédent se pré­

cise en montrant que 

(Pl) 

(P 2) 

(P3) 

min v(RP(u)) = v(P) 

u~O 

Etant donn.~.6, un doma...i.n.e convexe D de JRm x Rn 

D = {y e: lRn 1 (x,y) e: D} Vx e: JRm, 
x 

lu 6onc..tiolu f e;t g .6u..i.van.tu 

f : lRm + JR 

et Vx e: lRm 

·. 

g : D x c lRn + :R .tel. que g(y) = { : ~ 
x,y 

(x,y) une .6oi.LLti..on optimal.e du. p!Lob.tble 

min f(x) + g(y) .6.C. (x,y) e: D, 

et .tu p!Lob.tblu : 

min f<x> + g<y> .6.c. y e: D-
y x 

min [f(x) + min g(y) .6.C. y e: D ] 
XE:Rm x 

U D = ~ x 

e: JR .6inon (y e: D ) 
x 

alo!L.6 .tu p!lob.tblu ( P 1 ) , (P2), ( P 3) .6ont ~qu..i.va.te.nt.6. 

a) f(x) + g(y) s f(x) + g(y) v (x,y) e: D. 

Donc, en particulier 

• 
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f(x) T g(y) S f(x) T g(y) V (x,y) € D (i.e. Vy € D-). 
x 

===> f(x) T g(y) S f(x) T min {g(y) 1 y € D-i 
x 

b) min {g(y) 1 y € D-} s g(y) puisque y € D-x x 

(1) 

====> f(x) T min {g(y) 1 y € DX} S f(x) T g(y) (2) 

(l)et (2) =,. = f(x) T min {g(y) 1 y € D-} 
x 

' \ 
a) f(x) T g(y) s f(x) T g(y) v (x,y) € D (i.e. Vy € D ) 

x 
s f(x) T min {g(y) 1 y € D } 

x 

avec min g(y) = { 
y!D 

x 

T • si D = ~ x 

r ! :R sinon x 

=> f(i) T g(y) S min [f(x) T min {g(y) 1 y € D }] 
x~m x 

b) z = min [f(x) T min {g(y) 
xœm 

y € D }] 
x 

s f(x) T min {g(y) 1 y ! D } 
x 

en particulier 

z s f(i) T min {g(y) y ! D-} 
x 

rn Vx ! lR 

(3) 

D'après la première partie de la démonstration, on peut donc conclure que 

min [f(x) T min {g(y) 1 y ! D }J s f(x) T g(y) 
xœm x 

( '+) 

{3) et (4) => f(x) T g(y) = min [f(x) T min {g(y) 1 y E D }]. 
xœm x 

0 

D'où le 
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min [max ex ~.c. u Ax s u b 
~0 

x t: V] 

min [u b + max (c ~ u A) x ~.c. x t: V] 
~0 x 

conséquence directe du théorème 3 

u ~ 0 étant donné, le dual de 

max (c - uA) x ~.c. Ux s e x ~ 0 
x 

(où U désigne la matrice unité d'ordre n et e le vecteur colonne dont les 

n éléments valent 1) s'écrit 

min w e ~.c. uA + w ~ c w ~ 0 

(avec w t: ~n multiplicateur de Lagrange associé à Ux S e). 

Le lemme permet alors de conclure (en posant x = u et y = w) que 
(Q2) est équivalent à 

min ub + w e ~. c. uA + w ~ c u ~ 0 w ~ 0 
dual de ( P), d'où la conclusion. 

0 
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1.3- UTILISATION DES RELAXATIONS 

Soit le problème 

où A est une matrice de format rn x n 

c est une ligne de format n ; b une colonne de format rn 

telles que c., a .. , bi! 2; Vi € {l, ••• ,m}, Vj €. {l, ••• ,n}. 
J l.J 

\ 

Il existe deux grandes classes de méthodes de résolution de (B) : 

* les m~:thodu alg~b!Liquu (dites "de coupe") dûes à Gomory [G29] dont le 

principe est la construction de l'enveloppe convexe de F(B), tout au moinS 

au voisinage de x* : si la solution de (B) n'est pas entière - sinon le 

problème (B) est résolu - ces méthodes génèrent une séquence de contrainte 

additionnelles (appelées "plans de coupure") qui réduisent F(B) tout en 

gardant intact le domaine entier, jusqu'à l'obtention d'un problème dont 

la solution (en continu) est une solution de (B) (voir [G4, GB]) 

i.e. en notant (B ) le problème (B) avec p contraintes additionnelles 
p 

~q !:N: les problèmes (B1), (B2), ••• ,(Bq) sont résolus tour à tour de sor 

que 

F(~) ~ F(Bl) ~ F(B2 ) ~ ••• ~ F(B ) ~ [F(B)] 

1 
- q 

et max {ex x! F(B )} = v(B). 
q 

Les nombreux inconvénients de ces méthodes 

- les hyperplans de coupure peuvent être pratiquement parallèleS 

dans les dernières itérations, ce qui peut créer aes phénomènes de dégéné' 

rescence. 

- une ~oiut)nn h~~~ble unique est fournie en fin de méthode, 

d'où la nécessité de prévoir la sauvegarde des résultats associés à chaq~e 

problème du type (B ) 
p 
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- la classe des problèmes pouvant être traités est très limitée ; 

tous les sous-déterminants de la ~atrice des contraintes ne devant pas être 

trop grands, ce sont essentiellement les problèmes de recouvrement et de 

Partionnement qui vérifient ces conditions. 

font que nous nous sommes particulièrement intéressés à la seconde classe 

* les m~thodu d' ~num~on Lrr!':JUc.lie (encore appelées "Branch and Bound", 

Séparation et Evaluation Progressive ou Séquentielle), plus efficaces et 

réalistes que les précédentes. (Voir [G7,G12,G2l,G33,G34,G35,G36,G43,G45,G46, 

GS 2,GSS,G57,G58,G64]), Leurs deux principes fondamentaux sont : 

(i) définir un schéma d'exploration exhaustive de l'ensemble des 

Solutions, c'est-à-dire en fait l'ensemble V des 2n sommets du cube unité 

(c'est la notion de ~~p~on qui permet de décrire V sous forme d'arbores­
cence). 

(ii) en chaque noeud de cette arborescence, c'est-à-dire lorsque 

un sous-ensemble de variables ont été fixées soit à 0 (ensemble d'indices 

noté X0 ) soit à 1 (ensemble d'indices noté X1 ), considérer le sous-problème 
ainsi généré : 

Pour 

(P) : (B 1 x. = 1 vj t: x1 
. x . = 0 Vj t: X

0
) 

J ' J 
i.e. ~ cj + max t cj x. 

jt:Xl jt:X2 J 

~. c.. /. Aj xj ~ b - t Aj 

jt:X2 jt:Xl 

x. 
J 

= 0 ou 1 Vj t: x2 

où x 2 = {l, ... ,n} \ <x0 u x1 > 

répondre aux deux types de questions suivantes 

a) Est-il inutile de résoudre ce problème (P) ? 

en d'autres termes, 

est-il possible de prouver que 

/x t: f(P) : ex ,. y(B) ? 

heurist· 
lque (c'est la notion d'~vatuation par excès qui est mise alors en 

où y(B) est un minorant de v(B) déterminé au préalable par une 

jeu). 



--·····--·--····-·---------------

S'il est répondu positivement à cette question, il est inutile 

d'explorer la partie de l'arborescence associ~e à X2 (il faut alors considér' 

une autre partition de {l, ••• ,n}). 

S'il est répondu négativement, l'autre question est la suivante 

b) Est-il possible de réduire la taille de (P) ? 

en d'autres termes 

~st-il possible de mettre en évidence un sous-ensemble x3 de x2 
tel que la résolution de 

(P 1 x. = E.) j € X3, E. € {O,l} 
J J J 

est inutile ? (voir a))\ 

Si la réponse est positive, la réduction de la taille de (P) obte 

nue en posant x. = 1 - E. Vj € x3 (le terme ~'élimination" des variables 
J J 

d'indice j € x3 sera également employé) aboutit au nouveau sous-problème 

(P 1 x. = 1 - E. Vj € X3). 
J J 

Les résultats suivants permettent de répondre à ces préoccupati01 

Th~oJr.ble 4 

Si ~ v(P) v(P) ~ y(B) 

alo~ Vx € F(P) : ex ~ y(B) 

Démonstration 

Par définition v(P)(~)v(P)}==>v(P) ~ y(B). 

CoJr.oUa..br.e · 

Si 3 v(B) v(B) ~ y(B) 

alo~ v(B) = y(B) 

(5) 

D 
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Q§_monstration 

Théorème 4 avec l'hypothèse supplémentaire x0 = x1 = 0. 

D 

Etant donn~ t € {O,l}, j ~ x2 
Si ~ v(P 1 x. = t) : v(P 1 x. = t) ' y(B) 

J J 
ai..olt6 xj + 1 - t ~oUA t' hypo.th~e xk = 1 'Ile: € x1 et xk = 0 'Ile: € x

0 

D' ~nstration 

Si -3 t € {0,1} v(P 1 xj = t) S y(B)l_ 
théorème 4 J-> Vx € F(P 1 xj = t) ex s y(B) •• 

. . . =,. il est inutile de :résoudre ( P 1 x. = t) } => il faut 
v(P) =max {v(P 1 x.= 0), v(P 1 x.= 1)} J 

J J 

considérer le sous-problème (P 1 x. = 1 - t), d'où la conclusion. 
J 

D 

Etant donn~~ t € {0,1}, j € {1, ••• ,n} 

Si ~ v(B 1 x. = t) : v(B 1 x. = t) S v(B) alo~Â x. + 1 - t 
J J - J 

Théorème 5 avec l'hypothèse supplémentaire x
0 

= x1 = 0. 

D 
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Notes 

(i) En notant x~ F(B) la solution associée à y(B) 

: [ v(B 1 
x. = t> = v<s 1 X. : E) 

J J si :J E ~ { 0 ,1}, j ~ { 1, ••• ,n} 
v(B 1 x. = 1 - E) < y(B) < 

J 
v<s 1 x. 

J 

le corollaire du théorème 5 nécessite la considération du sous-problème 

* * (B x. = 1 - E) bien que v(B) = y(B) et ix : x. = 1 - E 
J J 

(ii) j ~ {l, ••• ,n} etE~ {0,1} étant donnés, un majorant 

= ~ 

= 1 

v(P x. = E) de v(P 1 x. : E) est fourni par la valeur d'une relaxation 
J J 

de (P 1 x. = E). Les sommets du graphe de dominance suivant donne un échan· 
J 

tillon de relaxations qui seront utilisées par la suite 

u vecteur ligne de dimension convenable l i.e. k f: I c {1, ••• ,m} 

(Pk) max ex ~.c. Ak x s bk ; x ~ V 

(PI) max ex ~.c. AI x s bi ; x ~ V 

(RPk(u)) ~x ex + u (bk - Akx) ~.c. x~: V 

(RP1(u)) ~x ex+ u (bi - A1x) ~.c. x~: V 

(et les relaxations et séparations associées) 

les arcs du graphe sont tels que 

étant donnés 

(ce qui est bien entendu équivalent à r "(P1) plus complexe à 

résoudre que (P2)"). 

0 
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Les résultats précédents conduisent à l'énoncé d'un algorithme 

général de r~Juction de la taille d'un problème de maximisation'{B) 

qui sera utilisé de manière plus sophistiquée dans la plupart des méthodeS 

exposées ci-après : 

Notes 

1 Résolution de {B) 

: si x ~ V alors v(B) + v(B) ; stop 

2 Utiliser une (ou plusieurs) ·heu~istique (s) pour déterminer 

y(B). 

3 Déterminer urt majo~ant de v(B) (par exemple v(B) =lv(B)}) 

si y(B) = v(B) ·alors v(B) +y(B) ; stop 

Xo = xl = ~ 

4 Réduétion du nombre de variables de (B) 

uJ• ~ {1 } T , ••• ,n 

si ~ e € {O,l} 

sinon si y(B 

vcs x. = E) s y(B) alors x. + 1 - E 
J J 

x1_e 1 x1_Eu { j} 

xj : E) > y(B) ~ 

y(B) • y(B 1 x. = t) 
J 

. ·si y(B) : v{B) alors v(B) + !(B) 

{i) il est clair que toutes ces considérations sont applicables 

aux prOblèmes de minimisation à condition 

-d'échanger les r~les de y(.) et v(.), et de L.J et r. l 
- d'inverser les sens des inégalités. 
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(ii) dans la majorité des cas (sauf lorsque A est totalement uni­

modulaire), la résolution de (B) ne peut apporter des informations suffisantes 

sur la solution optimale de (B) ; les deux exemples suivants donnent une 

illustration de cette assertion : 

~emple 1 

Considérer la solution entière réalisable la plus "proche" de la 

Solution optimale de (B) peut aboutir au point entier diagonalement opposé 

à la solution optimale de (B) : 

Max . Sx1 + 6x2 

~. c.. 4x1 + Sx2 ~ 6 

xl' x2 = 0 ou 1 

~ x = ( 1, ) , v(B) = 7.4 
x •4 

" x = (1) , c~ = 5 

' 
0 

* (0) ' x = , v(B) = 6 

' 
1 

x ' xl -
~ ' 

La solution de <5> peut être diagonalement opposée à la solution 
de (B) (la solution x "arrondie" n'est pas réalisable pour (B)) 
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max x1 + 2 x2 

' x 
~. c.. - 20x1 + 45x2 

s; 27 

1 10x1 + 10x2 
s; 19 

45x -1 
10x2 

s; 36 

xl' x2 = 0 ou 1 

(" 9) * (0) x = et x = 1 0 

..... 

0 0 
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Il - COMPLEXITE DES ALGORITHMES 

Dans ce domaine de la programmation mathématique pour lequel les 

Variables sont astreintes à prendre des valeurs discrètes, les problèmes 

de convergence des méthodes de résolution ne se posent pas : l'ensemble 

des solutions de tout problème étant fini, il suffit, à la limite, de 

construire un algorithme explorant exhaustivement cet ensemble pour ob­

tenir la ou une solution optimale en un nomb4e 6ini d'ltap~, donc en un 

nombre fini d'opérations. 

Fournir des informations sur le coût d'un algorithme c'est-à-dire 

SUr le temps d'exécution et l'encombrement mémoire nécessaires à son im­

Plantation sur ordinateur, c'est l'objet de l'analyse de la complexité 

des algorithmes qui peut se scinder en deux classes : 

(i) .ta. c.omp.texltl dü:.e "expl!Umenta.f.e" qui indique une mesure 

Précise du coût de l'algorithme, c'est-à-dire une mesure fonction des 

choix : d'utilisation d'une machine bien définie, d'un langage, d'un 
co~· 1 ··~l ateur ••• Par exemple, dans cette optique d'une analyse qui peut 
êt 

re qualifiée d'"a posteriori", il peut exister un temps d'exécution 

Propre à chaque typ~ d'opérations. 

Ui) .ta. c.omplexltl dü:.e ".thlo!U.que" qui donne un ordre de grandeur 
du c ... 

out de l'algorithme, indépendamment du type de machine utilis~e ; 
les te " ~ mps d'exécution et l'espace memoire de l'algorithme sont en gen~ral 
des f . 

onctions - notées respectivement T et E - de la taille du probl~me 
(i.e d ) • u nombre n de variables èt du nombre rn de contraintes • 

C 1 est ce deuxUme type d'analyse - pouvant !tre qualifié d' "a 
Prior-i" 

- qui fait l'objet de notre étude. 

Quelques notions générales sur la complexit~ théorique des algo­
l'ithm 
d 

es (§ II.l) précédent un r~sumé sur la théorie des problèmes r~putés 
iffi i 

c les - appelés NP-c.omp.t~ - (§ II.2) débouchant sur les définitions 
l'elatives 

en détail 
aux méthodes dites .. approchantes" (§ II.3) qui seront hudiées 

au chapitre 2 (§ III.1.2 et III.1.3.). 
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11.1- NoTIONS GÉNÉRALES 

S.i powr. un• algo!U.thme. donn~, 
2 :Jk, h € lR, f et g : :N -+ ~ 

:Jn0 , m0 € ~ : Vn 0!: n
0 

Vm 0!: m
0 

[T(n,m) s k f(n,m) 

E(n,m) s h g(n,m) 

a.to~ c.e.t algo!U.thme. ut d.i.t de. c.omple.U.t~ O(f(n,m)) en 

.te.m~ de. c.alcul et O(g(n,m)) en e.nc.omblle.me.nt m~o.ille.. 

Notes 

0 

(i) Des paramètres autres que ceux caractérisant la taille 

du problème peuvent être introduits ; deux exemples èeront fournis aux 

chapitres 2 (§III.l) et 4 (§ IV.4). 

(ii) Les paramètres n et m qui caractérisent la taille du problèn~ 

doivent être en fait une mesure de la "longueur" de la représentation des 

données du problème. 

Par exemple, on peut imaginer que deux exemplaires d'un même 

problème donné nécessitent deux types de représentation "machine" diffé­

rentes compte-tenu des valeurs respectives de leurs données : 

Si dans la représentation la plus simple c'est-à-dire une machin' 

dite "par mot", le premier nécessite un mot par donnée et le deuxi~me de~ 
~ts par donn'•• un algorithme dit de complexité 0(2n) dans la terminolog~ 
précédente,aboutit en fait à un temps de calcul proportionnel à 2n pour] l' 

2n premier exemplaire et à 2 pour le deuxième exemplaire. 

Bien que de nombreux articles sur la complexité évoquent la lon 

d'entrée des données en repr,sentation binaire [Cl2, C20, C23], dans tou<J 

ce qui suit on supposera la mise en oeuvre des algorithmes sur une machinJ 

à mot, que tous les exemplaires d'tin ~me problème auront la même représeJ 

tation (nombres de mots par donnée identiques).,et enfin que toutes les opl 

rations seront équivalentes du point de vue coût. 

J 
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(iii) Tous les raisonnements qui suivront seront faits pour la 

complexité en temps de calcul (on supposera toujours savoir implanter les 

algorithmes en mémoire). 

D 

Dans toute la suite, on supposera la taille du problème uniquement 

définie par le nombre n de variables [c'est le cas lorsque m = 1] ; les types 

de complexité rencontrés le plus souvent seront O(nk) (avec k € ~+) [la 

complexité sera alors dite polynômialeJ, O(nlogn) et 0(2n). 

L'objection la plus évidente à formuler sur cette définition de 

la complexité est la suivante : seul le comportement asymptotique de l'algo-
rithm . , 

e est env1sage puisque les constantes multiplicatives sont négligées ; 
ains· 

2 
1 un algorithme dont le 

n + 220 30 
temps de calcul est une fonction du type 

n + 2 sera dit 
n < 210 20 2 

et 2 n > n pour 

i , ( 2) b.. 230 220 de complex te 0 n 1en que > n pour 
10 20 2 ~ n < 2 ••• Dans un même ordre d'idée, il 

faut n 
remarquer que 2 < 103n Vn ~ 10 ••• 

Sans perdre de vue cette critique [pour les problèmes de petite 
tai11 • , 

e, 11 sera interessant de remettre en jeu les constantes de propor-
tionnal.:t' 

4 e ; par exemple dans le domaine du classement des ~léments d'un 
f' 
lchier, le tri dit par "insertion" est plus performant que le tri appelé 

"q . Ulcks ort" pour n ~ 10] deux arguments significatifs viennent étayer la 
notio · 

n de complexité de la définition 4 

Les progrès de la technologie font que 

- d'une part, l'accroissement des tailles maximales des problèmes 
accept' 

ees par les ordinateurs donne de moins en moins d'importance aux 
constantes 

multiplicatives. 

- d'autre part, la recherche d'algorithmes performants du point 
de "'Ue 
1 

de la complexité théorique de la définition 4 deviendra de plus en 
p us cru • 

C1ale ; l'exemple suivant, théorique mais si~ificatif, illustre 
1 Cette dernl.· e're assertion : 
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En supposant que 

- pendant un temps donn~ 't, une machine 

210 opérations 

M1 puisee réaliser 

- le traitement d'une donnée parmi les n d'un probl~me (P) 

nécessite une opération unique • 

. le tableau suivant indique pour quatre algorith'lles de complexités 

différentes, les tailles maximales de (P) pouvant être traitées pendant 

le temps t : d'une part sur la ~chine M1 et d'autre part sur une machine 

M2 supposée seize fois plus rapide. 

Algorithme Complexité Tailles maximales 

Ml M2 ---. ~ - - - ---
1 0(2n) 10 14 (10+4) 

2 O(n2) 32 128 (32x4) 

3 O(n) 1024 16384 ' (1024x16) 

4 O(log2n) 21024 216384((21024)16) 

Tableau 1 

11.2- PROBLËMES NP-COMPLETS 

Après avoir noté que l'analyse de la complexité d'un algorithme 

doit être faite indépendamment des données du problème traité, deux types 

d'analyse sont renèontrés dans la littérature : 

- l'analyse du ~ te~ d~6avo~bte - notée D-analyse -

qui considère la complexité de l'algorithme pour les n données du problème 

fournissant le temps d'exécution le plus long. 

- l'analyse p4Dbab~te (ou moyenne) - notée P-analyse - qui 

au contraire de la D-analyee, cherche à borner le temps d'exécution dans 

la "plupart des cas" ; i.e. connaissant la loi de répartition des données 

du problème, elle détermine la probabilité pour que le temps d'exécution 

soit inférieur à un seuil donné ([CS, C13, C18]). 
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Il est clair que la D-analyse et la P-analyse offrent des avanta­

ges et des inconvénients différents pour atteindre l'objectif de base qui 

est la prévision des performances d'un algorithme ; c'est pourquoi ces 

analyses associées à l'analyse empirique (expériences sur ordinateur) doi­

~ent être considérées comme complémentaires et non en opposition. 

Bien que la D-analyse soit a priori la moins proche de l'analyse 
e'lrT\, • 
··~er1mentale, elle offre l'avantage de ne faire aucune hypothèse sur les 

d , . 
annees du problème et présente donc un caractère plus général que la 

P-analyse. 

C'est dans ce cadre de la D-analyse qu'a été développée l'étude d'une 

grande classe de problèmes combinatoires probablement non traitables numé-
t>iq uement par quel,ue algorithme que ce soit. 

Plus p , . , • to··~ "'" L !~L- •• rec1sement la conjecture est la su~vante : ~ ~o~e po~ ~ un 
d~ ~obt~m~ de ta ~he doit, dans le cas le plus défavorable, nécessiter 

un temP6 d' ed.c.u..tion Cll.O..i..6ha.nt ex.ponentie.Uemen.t a.ve.c. ta to.LUe du. pMbibrte 
deux types d'étude viennent étayer cette assertion : 

- Etude ex.p~entale : tous les algorithmes connus à ce jour pour 
Ces p 

robl~mes sont de complexité exponentielle. 

- Etude th~o~que : Cook [C4] et Karp [Cll] ont défini la classe 
des -

Problèmes dits NP-complete qui sont équivalents dana le sana suivant : si 

l'un des probl~mes de cette classe pouvait être résolu en un temps polynômial 
alot-s ' ce serait le cas pour tocs les autres problemes de la classe. 

La démarche de l'utilisation de ces problèmes dans le cadre de 
l'o 

Ptimisation est maintenant résumée avant de d~finir plus précisément la 
terminologie employée : 

Un probl~me d'optimisation (P) étant donné, on suppose qu'il 
n•e . 

~lste pas en l'état actuel de la connaissance d'algorithme de complexité 
PolYnô i 

m ale pour le résoudre sur ordinateur (dans le cas contraire ce 
Pt-obu 

me est considé~ coume "facile"). Dans le but de déterminer s'il y a 
Une gt'ande probabilité pour qu'il n'existe jamais un tel algorithme 
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((P) appartiendrait à une classe de problèmes que nous appelerons ~) 

on considère le p!tObtbte. de. d~wi.on associé (DE) (i.e. problème d'exi•tenC' 

de solution), plus facile à résoudre à priori (le résultaq fourni est vrai 

ou faut). 

Si (DE) appartient à la classe dite P des problèmes les plus facil1 

alors on ne peut conclure que (P) est ~du. Si, par contre, (DE) appartient 

à la sous-classe appelée NP-complet des problèmes dits NP alors (P) est 

dit A!tdu.. 

II.2.1 - Algorithmes non déterministes et problèmes de décision 

Tous les algorithmes évoqués jusqu'à présent sont des algo~eJ 

d~erominiht~ : ce sont des algorithmes classiques destinés à la mise en 

oeuvre sur ordinateur, pour lesquels le ~~uttat de chaque opération est 

défini de mani~e unique. 

D'un point de vue théorique, il est alors supposé t'e~tence 

- d'une part d'algorithmes dits non d~t~ pour lesquels 

chaque opération peut admettre tout un éventail S de résultats possibles. 

- d'autre part d'une machine "idéale" dite non d~eJun.i..nihte qui, 

en cours d'exécution de tels algorithmes, peut choisir un résultat quelcO~~ 

deS (en un temps d'exécution 0(1) V lsl>. 

, , _;~ 

Plus precisement un algorithme non déterministe n'admet que le JVf 

sultat unique : Suce~~ ou fchec suivant que le problème traité a ou n'a P~ 

de solution ; il comporte en outre une fonction appelêe choix deS dans S~ 
dont la valeur est fixée par la machine non déterministe qui est ainsi s~J 

sée fournir pour chaque opération de l'algorithme le ou les bon(~) choix J 
tissant à la réponse positive Suce~~ de l'algorithme, si elle existe. AiPJ 
la réponse d'un algorithme non déterministe sera Echec si et seulement si 

n'existe aucune voie (i.e. aucun choix) pour aboutir à une réponse positi 
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~emple : Un algorithme non déterministe recherchant l'existence d'une 

valeur x dans un ·fichier a
1

, à
2

, ••• ,an est le suivant : 

Q x et a1 , a2 , ••• ,an donnés 

l j +choix (1,2, ••• ,n) 

2 Si a. = x alors imprimer J' 
-- J 

sinon Echec. 

Su c.e.~ 

Un tel algorithme est de complexité 0(1) ; en effet la machine non 
déte,_ · · ' 1 1 i 'd · i 4 ' 11~n~ste est supposee trouver directement par nterme 1a re de la fonc-

tion c.hoix l'existence ou la non existence d'un indice j de {l, ••• ,n} tel que 

aj = x. Il est à noter que l'algorithme déterministe réalisant ce traitement 

serait de complexité 0{~). 

f] 

Pour de nombreux p~obl~m~ de dlcl6ion ne pouvant être résolus en 
temps Polynômial par un algorithme déterministe, il existera par contre un 
algorithme non d' i i · ' 1 - · 1 ' 1 eterm n ste de complex1te po ynom1a e ; c est e cas pour 

le Problème de décision du knapsack à n variables bivalentes qui peut se 
fo~ler comme suit : 

(Dt) 

\ 

Etant donnés (B) max ex ~.c.. ax s b ; x € V 

et y{B) un minorant de v(B) 

Existe-t-il x € V : ex > y(B) et ax s b ? 

L'algorithme non déterministe suivant de résolution de (DE) est 

à l'évidence de complexité O(n) 

Q n, a1 , .•• ,an' c1 , ••• ,cn•b donnés 

l ~j + c.hoix (0,1) j = l, ••• ,n 

~!! c~ > y(B) et ax sb alors Suc.c.~~ 

sinon Ec.hec. 
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Bien que (DE) soit plus simple dans sa formulation, il est aussi 

complexe à résoudre que le problème (B) : il n'existe pas d'algorithme 

déterministe polynômial donnant une solution de (DE) puisqu'a priori (tou­

jours dans le contexte du cas le plus défavorable) il faudra explorer les 
n 2 sommets du cube unité. Ce n'est pas le cas pour l'algorithme non déter-

ministe qui,à chaque ~tape de l'exploration de l'arborescence,réalisera 1e 

bon choix d'affectation de la valeur 0 ou 1 à chacune des n variables : 

Exemple 

\ 
Etant donnés 

[ 

(B) 

et 

(DE) 

x € v 

1 5 3 4 7 

5 a 2 7 5 

3 L'arborescence ci-dessus couplée au tableau des 2 valeurs pos' 

sibles du couple (ex, a~), x € V,fournit une simulation d~terministe du 

déroulement de l'al1orithme non d~terministe 
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-en cas de réponse Su~~~, une seule branche de l'arbre est par­

courue (i.e. celle en trait gras, lorsque y(B) = 3 et b = 4) 

- en cas de réponse Eche.~, les huit branches de l'arbre sont explo-
:r>ées n :t à ~n un e.m~ 0(1) : ce qui correspondrait l'existence d'une machine 
"s , 

Urdouee" qui pourrait effectuer autant de calculs en parallèle qu'il est 
nécessaire 

II .2.2 - Problèmes ~ 

~· ~on S : [C4, C12, C20] 

La cla6~e. P u:t ~e.Ue. du p!lob.U.mu de. d~U6.i.on powr. luquw il 

e.~:te. un a.lgoiLUJvne. dU~:te. de. ~omplem~ polynôrnia.le.. 

P._~M_n_; :1-: "'~ ~ 
~ : [C4, C12, C20] 

La c.la.6~e NP u:t ~e.Ue. du p!loblbnu de. d~U6.i.on powr. luquel..6 il 
e~:te. un a.lgo!tLthme non d~:tVUni~:te de ~omple.U;t~ polynôrnia.le. 

A l'évidence Pest un sous-ensemble de NP. Est-il inclus stric­
tement 

dans NP? Cette question n'a connu, à l'heure actuelle, aucune 
t-' 
eponse b · ' · • p "' "P ' 1en que la conJecture so1t r N • 

La théorie venant étayer cette conjecture a pour base la définition 
d''Une 

sous-classe de NP,de problèmes a priori plus difficiles que les autres 

P!6.tn_; t-: -·- -
~ [C4, C12, C20] 

~ Lu pJr.obl~mu NP-~omplet-6 6oJune.n:t la ~oU6-c.la.6~e. de NP d~6.i.n.ie. 
lllt!e ~ u.i.t 

~ 'Y( P) .: NP-~omple.:t, ~'il ew:ttU.t un al.go~ d~:teltm.i.~:te de. 

d:~f.e'4_;t~ polynôrnia.le. poUit (Pl aloi[J, il e.n u.,U:teJtai:t un powr. :tout p!lobl~me. 
P. 
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Ainsi, s'il était possible de résoudre par un algorithme déter­

ministe de complexité polynômiale un quelconque des problèmes NP-complets 

alors P • NP. 

V~ 6.in.U:io n 8 

Un p!LobUme d' op~a.tion ~eJta· dU:. Mdu. ~.i le p!LObl~me de d~c..W 

CUI.locil ut NP-c.omple.t. ~ 

Donc un problème d'optimisation ~ ne peut (en l~état actuel 

de nos connaissances) 5tre réeolu th~oriquement par un alaorithme de co 

\ 1 xité polynômiale. 

On peut introduire, à l'instar de Garey, Johnson (CS], la notiOJ 

de problèmes fo~ement ~ pour lesquels il n'existe même pas d'algorif 

me dit pl.leu.do-polynôm.ial, c'est-à-dire un algorithme dont le temps de c~ 
cul est borné par· un polynôme des deux variables : "taille du problème" J. 

"un paramètre spécifique par exemplaire considéré". 

Exemple : On rappelle au chapitre 2 § III.1.3 que la résolution par la 

programmation dynamique du problème du knapsack est un algorithme de co~ 

plexité O(nb), oa b est la valeur du second membre du problè~ consid~JJ• 

Le problème du knapsack qui entre dans la catégorie des problè 

~ n'est doric pas fo~en.t ~ ; il est parmi les moins difficileS 

résoudre en théorie. 

Notes 

(i) La théorie des probl~mes P, NP et NP-complets est issue de 

l'étude théorique des langages [NP étant un sous-ensemble des langages t 
récursifs qui eux-mimes sont inclus dans l'ensemble des languages rée ut''' 
sivement énumérables] ; il est donc supposé savoir associer à tout pro' 

blème de décision un langage de la m5me classe c'est-à-dire P ou NP. 

(ii) Pour une bibli~~raphie détail16e voir Garey, Johnson [c7J 

Sahni et Horowitz [C20] et Weide [C23]. 

0 
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11.2.3 -Méthodes approchantes 

En se plaçant du point de vue économique, des problèmes dits 

~ sont à résoudre chaque jour dans les entreprises, mais le terme 
" , résolution" n'a alors pas le sens théorique classique : seule une bonne 

solution réalisable est demandée ; sa détermination est souvent obtenue 

très ~implement par 1' emploi d'' h~.ti..quu (i.e. algorithmes pour lesquels 

la Preuve d'optimalité n'est pas faite) qui non seulement "ne coûtent pas 

cher" mais de plus aboutissent à des valeurs proches de l'optimalité. 

Comme dans le cas de la complexité des algorithmes, deux types 
d'an 1 , ' a yses theoriques des heuristiques sont proposees dans la littérature 

- l'analyse du C46 le pl.u.6 d~6a.voJt.able - appelée D-analyse -

qui considère le (ou les) exemplaire (s) du problème traité fournissant 
l', 

ecart maximum entre la valeur optimale et celle donnée par l'heuristique. 

- l'analyse ptobab~te- appelée P-analyse - ; une hypothèse sur 

la loi de répartition des données du problème étant faite, elle établit 

des Propriétés probabilistes de l'heuristique telles que : la détermination 
d'un e borne sur la probabilité de trouver un écart entre la valeur op-

timale et celle de l'heuristique, inférieur à un seuil donné. 

La terminologie employée pour l'étude de la D-analyse des heu­

ristiques a été introduite par Garey, Johnson [C7] (voir é&alement [A3, AS, 

Cl9J), elle aera utilisée pour l'analyse détaillée des heuristiques pour le 

Problème du knapsack (voir chapitre 2 § III.l). 

Etant donnés un problème de maximisation (P), considéré en tant que 

Collection de tous ses exemplaires numériques notés (E), et un algorithme 

fournissant un minorant v(E) de v(E) (supposé positif) quelque soit l'exem­

Plaire numErique (E) de (P) : 

L'algo~e e.4t dit t-ap~ochant po~ te p~obt~me (P) ~~ 3 - ----"-"---
t ( [O,l[ : 

q~etq~e ~o~ t'e~emp~e num~ue (E) du p~obt~me (P) 

(v(E) - v(E))/v(E) s t (6) 
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Notes 

(i) La relation (6) est équivalente à 

v([) ~ (l - E) v(E) 

(ii) Les relations (6) et (6') indiquent implicitement que 

~(E) v(E) = (1 - E) v(E) 

\ 
ou. 

3 suite infinie (Ek)k~ d'exemplaires de (P) 

(iii) Il est clair que la définition n'a pas de sens pour 

Et (0,1(. 

D 

V~6.UU:Uon 10 

( 6') 

Un algolt.Uhme a.ppJr.Oc.hant poUIL ( P) ut u.n algoiLWune vlJU6.ül.nt 
(6) v E ~ Jo.JL 
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Note ----
Un algorithme approchant est donc "ajustable" suivant le degré 

de Précision&~ )0,1[ requis ; ce n'est pas le cas pour un algorithme 

&-approchant qui ne peut garantir au mieux qu'une valeur approchée 

à E près, E ltant ~po~l. 

Un ai.go!LWune app1t0c.lumt polynômial poUit (P) ut un ai.goJtU:June 

ltppJLoc.han.t dont le temp~ d' ex.lcu.Uon ut bo!tnl paJr. une 6onc.Uon polynôm.i..ale 
de ta. Wlle du. piLObUme. 

Note ... __ _ 

Un tel algorithme sera appelé P.A. (pour Polynomial time Appro-
lÙ.Illate). 

0 

Un algo.ILU:.hmt app!U?c.lumt totalement polynôm.i..al ut wt algoltU:Jwtt. 

ap~chant don.t Le. Ump6 d' exl~n ut bo~~.nl powr. unt 6onc.t.i.on polynêmUlle 
ella, 6o.U de l4 taille du. p~tobUme et de l' .i.nv~e de l4 p!Llc.U.ion. 

~~te --

Un tel algorithme sera appelé F.P.A. (pour Fully Polynomial time 
, Approxima te). 

0 
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LE PROBLEME DU KNAPSACK 

EN VARIABLES 0-1 
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INTRODUCTION 

L'intérêt indéniable du problème du knapsack en variables biva-
lentes 

[ex* = max ex 
(B) ~. c. ax ~ b 

x E: v 

*n * c, a E: ~ et b E:~ 
avec n 

max a. s b< I a. (voir note) 
:!..~j~n J j=l J 

dans le cadre de la résolution de problèmes concrets de grande taille 

([Gll, G28, G37, G39, G42], partie I et chapitre 3) a conduit de nombreux 

auteurs à élaborer des méthodes de résolution de (B) appartenant à deux 

&randes classes : 

(i) leh m~odeh ~p~ochanteh : Le problème de décision du knap­

sack étant NP-complet (voir chapitre 1, partie II) certains auteurs [Al à 

Al2] ont construits des algorithmes de complexité polynômiale c'est-à-dire 
\"';\.:.1 

fo•.:trnjssent une valeur approchée de v(B) avec une précision donnée a 
Pr>ior· 1 , en un temps polynômial fonction de la taille de (B) et de l'inverse 
de la , 

precision, pour les plus performantes d'entre elles (§ 111.1.3). 

(ii) le6 m~thodeh ex~cteh : les cas les plus défavorables exhibés 
en th' . 

eor1e n'apparaissant pas en général dans la pratique- un parallèle 

est à fa· ' · l' · 1 · ' t d 1 · ' lre avec la methode s1mp 1c1a e qu1 n es pas e comp ex1te poly-
nom· 

lale en théorie [Cl4] - une majorité d'auteurs ont mis en oeuvre des 

algorithmes énumératifs aboutissant à la solution exacte de (B) en des 

temps de calcul empiriques ·très acceptables. 

Il est actuellement clair que les plus efficaces d'entre eux 
<sala 
S s, Zemel [K2], Barr, Ross [K3], Fayard, Plateau [K8 à Kl6], Guignard, 

~Pielberg [K24], Hansen [K26], Ingargiola, Korsh [K28], Laurière [K31], 

[artello, Toth [K34], Nauss [K37], Suhl [K41], Walukiewicz [K44], Zoltners 
1<4 5] ) 

comportent trois phases successives : 



Phase 1 

Phase 2 

Phase 3 
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résolution de la relaxation de (B) 

v(B) = max {ex 1 ax s b, x € [V]} 

réduction de la taille de (B) (élimination définitive de varia­

bles après attribution de valeurs bien définies) 

résolution du problème réduit par une méthode !'énumération imr 

plicite. 

Cette dernière phase n 1 occupant qu'une place infime, du point del 
vue temps de calculs, par rapport aux phases 1 et 2 - par exemple, pour lJ 
problèmes de 5 000 variables, les\temps requis pour la phase 3 sont de l' J 
de 7.4 % des temps globaux- nous nous sommes uniquement attachés à rappel 

(partie VI) deux principes d'énumération : 

la procédure dite LIFO (Last in First Out) prônée par Balas 

[Gl, G2] et Geoffrion [G20] et utilisée dans la majorité des 

méthodes pour le knapsack 

- la procédure dite lexicographique, exposée dans [KB, K9, KlO]' 

Par contre, notre intérêt s'est porté plus particulièrement sut 

l'étude approfondie des deux premières phases pour lesquelles nous propo~ 

sons de faire le point en apportant à chaque fois notre contribution • 

• 
Phase 1 (partie II) : la méthode classique de résolution de (B) comporte 

le tri initial des données suivant 1' ordre décroissant des c. 1 a. j = 1, • · ,! 
J J ' 

La part énorme des temps de calcul consacrés à ce tri par rapport aux te~ 

globaux de résolution [Kl2] a conduit à la mise au point d'une nouvelle 

méthode très efficace ne nécessitant plus le tri systématique des donnée5 ' 

à titre d'exemple, cette méthode de complexité O(n) aboutit à un gain de 

l'ordre de 74 % pour les problèmes tirés au hasard de 9 000 variables. 

Ph 1 , , ·~ ase 2 : 1 expose d'un catalogue de methodes d'encadrement sur la fonctJ. . 
- ( § J· économique et sur la contrainte (i.e. déterminant !(B) (§III.1), v(B) 

et ~ (§ III.3) telles que (B) peut être remplacé par 
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max. ex. ~. c.. ~(B) < ex. s v(B) ; ~ s ax. s b ; x. f: V) 

et de résultats théoriques relatifs aux. relaxations lagrangiennes de (B) 

(partie IV) précède la présentation d'un cadre commun pour les algorithmes 
de réduction de la taille de (B) et d'Une nouvelle ~thode performante mettent 
en jeu des relaxations, des relaxations lagrangiennes, des relations binaires 

et de dominance entre variables (partie V). 

Les expériences numériques - réalisées sur UNIVAC 1110 - relati­

Ves à ces trois phases sont résumées en partie VII. 

Enfin, il est à remarquer que la résolution de (B) par la program­

mation dynamique est évoquée au § III.l en résultats préliminaires à l'exposé 

des algorithmes approchants totalement polynômiaux.. 

Note ----

L'hypothèse 

[

c., a. > 0 
J J 

max. a. s b < 
lsjsnJ 

n 
Vj f: {1, ••• ,n} 

r 
j=l 

a. 
J 

Pe~ettant d'éliminer les solutions triviales, découle des remarques sui-
Vantes : \ 
s· 
~,a Priori , les données b, c., a.(j = l, ••• ,n) sont de signes quel-

conq J J 
'Ues, alors 

(i) des changements de variables de la forme 

x.! = 1 - x.. 
J J 

permettent d'obtenir des coefficients c. tous non négatifs, 
J 

(ii) en posant alors 

J+ = {j 1 a. > 0}, J 
J 

= {j 1 a. s 0} 
J 

* il est clair que x.. = 1, Vj € J 
J 
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(iii) si b + r - la.l < 0 alors le domaine de (B) est vide, 
j,::J J 

(iv) si b + ï - la.l = 0 alors * . ~ J+ x. = 0 VJ 
j!J J J 

(v) si L r - 1 a.l * Vj ~ J+ a . s b + alors x. = 1 
. J+ J J J 
J~ j~J 

(vi) lorsque (v) n'est pas vérifié, 

si 3k ~ 
+ 

ck = 0 ou ak > b + I - la.l J tel que 

* jEJ J 
alors '1< = O. 

0 

J 
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1 - INTERET DU PROBLEME 

L'intérêt de l'étude du problème du knapsack (en dehors de son 

interprétation économique propre) a de multiples facettes dans le cadre 

de la résolution de problèmes de grande taille ; quatre d'entre elles ont 
été retenues 

L'utilisation du problème du knapsack comme sous-problème permet 

- soit d'obtenir un majorant du problème d'origine : l'exemple 

t~aité est celui du problème d'affectation généralisé (§ I.l). 

- soit de rendre plus efficace une méthode d'optimisation par 

• en accélérant la méthode simpliciale pour le problème de découpe 

à une dimension (§ I.2) • 

• en renforçant les coupes dans les méthodes algébriques (§ I.3). 

La transformation d'un système d'équations diophantiennes en 
Une ' 
à equation unique équivalente (§ I.~) permet le traitement d'un problème 

Plus· 
U leurs contraintes par une méthode de résolution du problème du knapsack. 

(ne ill~tration concr~te sera fournie aux chapitres 3 (partie II) et ~ 
Part~e IV). 

l.}- RELAXATIONS LAGRANGIENNES DU PROBLËME D'AFFECTATION 
G~N~RALIS~ 

nit d 
d• es sous-problèmes du knapsack en variables 0 - 1 est le problème 

affectation généralisé [noté G.A.P.] (voir [Gl6, G42, G44, GSl]). 

L'exemple classique pour lequel la relaxation lagrangienne four-

Sa formulation est la suivante 
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min ~ r c. 0 x. 0 

ü:I j€J l.] l.] 

~. c.. r x. 0 = 1 Vj € J - {1, ••• ,n} (71 

i€I l.J 

(GoA. P.) 
< e: r a .. x. 0 s b. Vi € I - {1, •• o ,n} 

j€J l.] l.] l. 

x. 0 

l.] 
= 0 ou 1 Vi € I, Vj € J (9 

L'interprétation économique du (G.A.P.) est l'affectation opti' 

male de rn machines à n tâches données. 
' 

- Connaissant les quantités toutes positives suivantes : 

c. 0 = coût ] nécessaire à la réalisation de la tâche j p~r l.] 
a .. = temps la machine i, Vi Vj 

l.] 
capacité (en temps) de la machine i b. = l. 

- Sachant qu'une tâche ne peut être affectée qu'à une machine 

et une seule (contraintes (7))o 

La variable d'état x. . prend la valeur 1 ( resp o 0) si la ma eni! 
l.] 

i est affectée à la tâche j (respo sinon). 

Note 

Le fait qu'une machine peut réaliser plusieurs tâches (contrai~ 

(8)) constitue la généralisation du problème d'affectation classique où 

contraintes du type (8) seraient ~ x .. = 1 Vi € I--? lrl = IJI 
j€J l.J 

[pour le (G.A.P.) (8) ~ ~ (a .. /bi) x .. s 1 et en général lrl ~ IJIJ· 
j€J l.J l.J 

0 

Deux types de relaxations lagrangiennes génèrent des problè~: 

du knapsack en variables 0 - 1 : 
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~ la dualisation des containtes (8) aboutit au problème 

min I I c .. x .. + I u. (b. I a .. x .. ) 
(R.G.A.P.l(u)) id j€J ~J ~J i€I ~ ~ j€J ~J ~J 

sous les contraintes (7) et (9) n . U€:R ' 

dont la résolution est triviale puisque 

Y(R.G.A.P. ~u)) = I u. b. +min { I r (c .. - u. a .. ) x .. 
i(I ~ l. j€J id l.J l. l.J l.J 

I x .. = 1 v j; x .. = 0 ou 1 Vi Vj} 
l.J l.J j€I 

= I u. b. + I min ! I (c .. - u. a .. ) x .. 
id l. l. j€J iE:I l.J l. l.J l.J 

~ x .. = 1· x .. = 0 ou 1 v i} l.J ' jd _l.J 

= I u. b. + I min (c .. - u. aij) 
i€I l. ~ j€J id l.J ~ 

~~tes ---
(i) la complexité de résolution de (R.G.A.Pt (u))eat O(mn) • 

~ (ii) dans le cas particulier où u = O, la valeur optimale correspond 
c:t l'aff 

ectation de chaque tâche à la machine de moindre coût sans se préoc-
cupel' d -

es capacités des machines. 

la dualisation des contraintes (7) 

(R.Q 2 
·A.P.(u)) 

min I r c 1 . x. . + I u. < 1 -
i€I j€J J l.J j€J J 

sous les contraintes (8) et (9) 

l x .. ) 
i€ I l.J 

n 
UE:lR 

0 
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conduit à la résolution de rn problèmes du knapsack non triviaux puisqu'en 

posant : ViE:I 

Ï (c •. - u.) x .. ~.c.. 
• J ~] ] ~] 

a .. x .. s: b. 
~] ~] ~ 

JE: 

on obtient 

: 2 
v(R.G.A.P {u)) = 

x. . = 0 ou 1 Vj E: J 
~] 

u. + 
] 

' \ 

i 
v(B (u)) 

1.2- LE PROBLËME DE DËCOUPE A UNE DIMENSION 

1.2 .1 - Enoncé 

Un fournisseur est supposé avoir en ~toc.~ des pièces de méta1 
rectangulaires de p types (p longueurs différentes L1, L2, ••• , L , les 

p . 
largeurs étant toutes identiques) ; à chaque pièce d'un même type k E: {1,•' 

est attaché un coût ~ faisant intervenir entre autre la fabrication, le tf 

port, le stockage. 

Les demandes de mêmes caractéristiques des différents 

sont supposés regroupœs en m po~teh de c.ommandeh correspondants à 

de longueurs 1. (i = 1, 2, ••• ,m) qui sont (en général) à découper 
~ 

pièces stockées. 

rn 

clientS 
• 'ce! d. pl.e 

~ 5 
dans 1e 

En supposant que le coût de fabrication des Ï di pièces 

est égal à la somme des coûts des pièces stockées utilisée~=(i.e. les ~ 
résultant de la découpe d'une pièce stockée - pièces de métal non affectM 

1 
un client -sont considérées comme ~~abieh), le problème de décoUP6 

une dimension est donc la fabrication des rn postes de commandes au moin~ 
coût. 
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1.2.2 -Formulation du problème 

La matrice A des contraintes étant construite de la manière 
suivante 

pour 

k€: {l, ••• ,p} 

tisfaisantes 

chaque type de pièce stockée - de longueur Lk, 

- sont envisagées toutes les possibilités de découpes sa­

(i.e. aboutissant à une chute inférieure à un seuil M donné) 

~cur gér.érer comme suit jJkl colonnes de A 

0 s L -
k 

rn 
L 

i=l 
a .. 
~J 

R.. S M 
~ 

où a .. = (nombre de découpes de longueur!.) € N Vi Vj 
~J ~ 

le Problème de découpe se formule : 

<cs) 

OÙ x. 
] 

sen té 

x. 
J 

f l .6. c.. a .. x. = d. 
k=l j€Jk 

~J J ~ 

p 
x. € ll Vj 'u Jk J k=l 

désigne le nombre d'utilisations 

Par la colonne'Aj) Vj € éJ Jk. 
k=l 

i = l, ••• ,n. 

.ième 
du J nt~-e ge 
(on pose L 

k=l 

1.2.3 - Utilisation du problème du knapsack 

découpe (repré-

jJk 1) 

La matrice A possédant un nombre important de colonnes - Gilmore 
Cite ù 
q ans [G24], des tailles courantes de problèmes concrets de l'ordre 
e (rn - 20 . . - , n = 24 000) pour les pet~tes ta~lles et de(m = 30, n = 190 000) 

~oU!' les t.::1illes "raisonnables" - les problèmes de mémorisation nécessitent 
'<l r~ 
Pl' ~Solution de (ëS) en appliquant le schéma classique de la méthode sim­

l.cl.<lle : 
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Le passage d'une base réalisable I à une base voisine est réali 

par la résolution de trois systèmes linéaires 

(i) trouver u 

(ii) si ~s ~ I : u As > c alors I est optimale ; stop. 
ss 

soit s t I : cs < uA 

(iii) résoudre AI y = As 

si y s 0 alors (CS) possède une valeur infinie, stop. 

AI x = 
\ 

(iv) résoudre d \ 

pour déterminer r X/Yr = min {x./y. 
J J 1 y. 

J 
> 0} 

(v) poser I - I - {r} + {s} aller ~ (i) 

La phase de recherche de s t I uA s > Cs (et donc la détermin~'1 
tion de l'optimalité) est accélérée par l'introduction de résolutions de 

problèmes du knapsack (p au maximum dans le cas de 1' optimalité) suivantS 

(Bk) 

Etant donné k € {l, ••• ,p} 

)< 
zl + + ••• + uz = max ul u2 :z2 u z rn rn 

" • c.. 11 zl + 12 z2 + ••• + R. 2m s Lk rn 
z. €:N j = l, ••• ,m 
") 

La phase (ii) de la méthode simpliciale devient donc 

0 )< + 1 

l si v(Bk) s ck alors aller en 2 

déterminer s € Jk : A5 = Jk ; aller en (iii) 

2 si k < p alors k + k + 1 aller en 1 

sinon I est optimale ; stop. 
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Note ----

Pour plus de détails, se référer à [K17, KlS, G19, G24], et à 

[Kl9, GlO] pour les problèmes de dimensions supérieures. 

0 

1.3 - ROTATION DE CONTRAINTES 

Dans le but de rendre plus efficaces les méthodes algébriques de 

~Solution des problèmes en nombres entiers, Kianfar [G40, G41] puis Walu­
kie · ~lez et Kaliszewski [G62] proposent de transformer à chaque itération 

le Problème en un problème équivalent (i.e. possédant le même domaine entier) 
dont le nombre de points extrêmes à coordonnées entières du domaine continu 
so· 

lt supérieur à celui du problème d'origine. 

La méthode employée est la rotation de contraintes- soit celles du 

Problème initial, soit les coupes générées en cours de méthode - de sorte 

que les nouvelles contraintes obtenues passent par au moins autant de 
Points . · . . 1 ent1ers aue les or1g1na es. 

La rotation d'une contrainte mise sous la forme 

n r 
j=l 

a. x. s b où b, a. ~ ~ 
J J J 

j=l, ••• ,n 

est obtenue COJII!le suit 

étant 
donné k ~ {l, ••• ,n}, si la valeur de 

(~) n n 
max L a. x. ~.c. r ~J. XJ. s b - ak ; x. = 0 ou 1 Vj ~ k 

j=l J J j=l J 
j1k j~k 

<dont k 
h , une solution optimale est notée x ) est strictement inférieure à 

~' alors il est clair que la contrainte : 
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n 

ak ~t l: ù. x. = L 
j=l J J 

j~k 

p,1~;sera pr~r le point entier x défini par 

k 
x._ _ = 1 et x. = x. j = 1 , ••• , k - 1 , k + 1 , ••• , n 
-K -) ) 

n 
ce qui n 1 était pas le cas pour .la contrainte ~ 

j=l 
a. x. = b. 

J J 

Ce procédé peut alors être itéré sur une autre variable de la 

r nnt rainte 

Note 

n 

~ 
j=l 
jjl!k 

a. x. sb 
J J 

Cette étude entre dans le cadre de celle faite par Bradley, 

Hammer et Wolsey [G6]. 

0 

Exemple 
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Les solutions bivalentes de 3x1 + 4x2 s 6 sont (0,0), (1,0) et 

(O,l) ; l'application du principe exposé ci-dessus permet, en deux rotations 

successives, d'aboutir à la contrainte 6x
1 

+ 6x2 s 6 dont l'ensemble des 

Solutions bivalentes est identique à la précédente, mais qui s'appuie sur 

les deux points entiers (0,1) et (1,0) : 

max {3x1 1 3x
1 

s 6 - 4 ; x1 = 0 ou 1} = 0 = 6 

=>1 a contrainte initiale est transformée en 3x1 + 6x2 s 6. 

\'(pl) = max {6x2 1 6x2 s 6 - 3 ; ~ = 0 ou 1} = 0 

d'où la conclusion. 

0 

l,4 -CONTRACTION DE CONTRAINTES 

1.4.1 - Introduction 

L'élaboration de méthodes performantes de résolution du problème 

du knapsack ne peut qu'accroître l'intérêt des résultats généralisant et 
ël!né!• \ 
t , lo~ant de façon sensible ceux de Mathews [ES] qui en 1897 avait démon-

à~e qu'il est possible de transformer un système d'équations diophantiennes 
Coeffl'cl'ents · · t 't'f é · i é · entiers tous str1ctemen pos1 1 s en une quation un que qui-

\>al ente (i , t• .e. dont l'ensemble des solutions entieres réalisables est iden-
lque à Celui du système). 

G!o\'e~ 
et et Woolsey [ES], Padberg [ElO], Zionts [G64], dans les années 70-72, 
~e·Plus ~écemment Kaliszewski et Libura [E6]• Kendall et ZioDts [E7J. Meyer 

1nbe~ 
hl~ g [Ell, E12] dans les années 76-77) se sont donc intéressés au pro-

ellie d 
de e la conttaction de m contraintes en une seule, c'est-à-dire à celui 

~elllplacer un système de la forme 

De nombreux auteurs (Anthonisse [El], Bradley [E2], Glover [E4], 

[E9] et 



[Ax = b 
(S1) x ( C n :Nn 

par le système équivalent 

[
.a Ax = ab 

x t: C c :Nn 

( 10) 
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A est le 

où b est le 

a .. , b. 
l.J l. 

C c :Rn 

rn où a t: Z 

format (rn x n) 

format (rn x 1) 

( z \li \lj 

' Avant d'exposer le principe des méthodes de contraction de de~~ 

contraintes en une seule, il est indispensable de noter que l'équation (lf 

est obtenue à la suite d'une cascade de combinaisons linéaires d'équati~ 

prises deux à deux. Ses coefficients, qui sont donc fonctions à la fois 1 

de la taille du système (S1) (nombre de contraintes et de variables) et 

des valeurs des coefficients des contraintes initiales, peuvent prendre d~ 
valeurs extrêmement grandes. Même pour des systèmes de petite taille maiS~ 

à coefficients élevés, la manipulation d'entiers aussi grands peut con~ 
'1 

duire à des difficultés sur le plan informatique. 

Par contre, un système de contraintes n'admettant pour élémentS 

non nuls que des coefficients égaux à un, peut éventuellement se prêter ~ 
plus favorablement à 1' application de telles méthodes, et ne pas conduire~ 
à des coefficients excessifs (pour fixer les idées, citons .l'exemple de 

22 contraintes d'un problème de 177 variables [G38] possédant environ 7:J 
d'éléments égaux à 1 qui a abouti à des coefficients non négatifs inféf~: 

à 3.5 10 12 , en utilisant les résultats de [E2]). , 

Ce sera l'objet de l'étude faite au chapitre 3, partie II. 

1.4.2 -Principe des méthodes 

Puisque la contraction de plus de deux contraintes en une se~' 
o' se déduit de celle de deux contraintes en une seule par itération du pt 

cédé, l'étude suivante concerne l'équivalence de 
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-(a
1 

A
1 

+ a
2 

A
2

) x= a
1 

b
1 

+ a
2 

b
2 

x E: x 

En notant~. X+ Z 
l. 

x t+ '.(x) = b. - A. x 
l. l. l. 

pour i = 1 et 2 

le th' ... 
ecreme 6 fournit le résultat le plus utilisé dans la littérature 

Le ~y~:tbne 

-~1(x) = 0 

(S1 ) ~2 (x) = 0 

x~x 

est .. 
equivalent à 

soUs 1 

a
1 

~1 (x) + a
2 

~2 (x) = 0 

x E: x 

es hypothèses suivantes 

(i) 

(ii) 

* a
1

, a
2 

E: ~ P.G.C.D. (a
1

, a2 ) = 1 

a
1 

>max 1~2 (x)j ~ a
2 

>max 1~1 (x)j 
XE:X XE:X 

(i) Vx E: X ~1 (x) = ~2 (x) = 0 --> a
1 

~1(x) + a
2 

~2 (x) = 0 

v a
1

, a
2 

E: R 
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(ii) Etant donné x ~ X tel que 

-a
1 

<!>
1
(x) + a

2 
<!>

2
(x) = 0 (11) 

a2 > max 1 <1> 1 ( x) 1 ( 12 ) 
xE: X 

_P.G.C.D. (a1 , a2) = 1 (13) 

On montre que l'hypothèse <1>
2
(x) ~ 0 est contradictoire : 

(11)=> <!>1(x) =- (a/a1) 4> 2(x)-> 1 <1> 1(x)l = (a/a1 >1 4>2(x)l 

t 4> 1 (x) 1 , 14> 2 (x) 1 ~ ~ et 

.... ~ 

ce qui est impossible. 

Ainsi Vx ~ X (11), (12) et (13)-> 4>2(x) = 0 

(11) 

•••• =-> a
1 

4>
1
(x) = 0 

a1 # 0 } -> 4>
1 

(x) = O. 

} 

D 

(14) l .. 
(13) s 

Une généralisation de ce résultat a été récemment formulé par 

Kendall et ~ionts [E7] : 

Th~o11.we 1 
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(i) P.G.C.D. (a
1

, a
2

) = 1 

(ii) Vx E: X a
1 

ne cUv~e pa.4 ~ 2 (x) ou a
2 

ne cUv~e pa.4 ~ 1(x). 

~monstration 

Etant donnés a
1 

et a
2 

vérifiant (i) et (ii),et x € X tel que 

al ~l(x) + a
2 

~2 (x) = 0 , il faut montrer que ~1(x) = ~2 (x) = 0 

(la réciproque est triviale). 

(11) -> ~ (x) 
1 

.... 

= - (a2/a1 ) ~2 (x) (15)} 

~l(x) E: Z ->-<.a/al) ~2(x) € Z } 

P.G.C.D. (a
1

, a
2

) : 1 
.... 

(15) } •••• -> ~ 1(x)/a2 E: Z, ce qui contredit (ii) 

saUf si ~ (x) = 
1 

Bien que les problèmes 

(P) 

(P(a)) ~~x lu. 

0 

ex 

aAx = ab 
xE: C n ~n 
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possèdent la même valeur, il n'en est pas de même pour (P) et (PTQ}). 

Puisque (P(Q}) est une relaxation de (P), la double inégalité suivante 

est vérifiée : 

v(P) s v(P) s v(PTQJ) ( 16) 

Pour les problèmes traités au chapitre 3, on aura toujours 

v(pt'Q}) » v( P) ; mais ce résultat n'est pas général comme le prouvent· 

les exemples suivants pour lesquels on retrouve l'éventail des quatre 

possibilités offertes par la relation (16) : 

' \ 
Exemple 1 

Soit le système de contraintes 

Le système diophantien 

associé à (I) 

2x1 + 2~ + x3 = 3 (17) 

x1 + x4 = 1 (18) 
(!') 

xi s 1,"2 s 3./2,~ s 3,x4- s 1 
X. € W.T i : 1 Il 
~ ~· , ... , ..,. 

/ 

• JI 

~-, ...... 
• ...... 1C ...... 

...... -\",_. 
...... -{~2~ 

2 

admet après contraction des contraintes (17) et (18) (a
1 

= 1 et a
2 

= 2), 

le système équivalent suivant : 
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x1 s l,x2 s 3/2,x3 s 3,x4 s 1 

x1 E: ~, i = 1, ••• ,4 

Le système en variables continues associé est donc 

4x1 + 2~ s 5 

0 s x
1 

s 1 

0 s x
2 

s 3/2 

(domaine limité par les traits hachurés). 

Pour cet exemple et le suivant, on a donc 

(P) max ex ~.c. x vérifie (II) 

(P) max ex ~.c. x vérifie (I) 

(ptQ}) max ex ~.c. x vérifie (II'). 

a) c = [- 1, l] ~ v(P(a}) = v(P} = 3/2 > v(P) = l 

b) c = [1, 2] ~ . . (-) 3 ( ) ~ v(P\aJ) =7/2> v P = > v P = 2. 

Soit le système de contraintes 

(l) 
xl + 2x2 s 2 
xl s l 

\t ~ 0!: 0 

<cio~~~a· l.ne li•ité par un trait gras ) • 

0 
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- x
1 

+ 2x2 + x - 2 3 - ~ s 1,x
3 

s 2 

xl + x4 = 1 => xl s l,x4 s 1 

x. 2: 0 i = 1' ... ,4 
~ 

Le système diophantien 
,, 

à (I) assoc~e 

x1 + 2x2 + x3 = 2 (19) 

x1 + ~ = 1 (20) 

x_i s 1, ~ s 1, ~ s 2 , x4 s 1 

x,€:Ni=l, ••• ,4 
~ 

\ 

admet après contraction des contraintes (19) et (20) (a1 = 
le système équivalent suivant : 

(II') 

3x1 t 2~ + x3 +2x4 = 4 

x
1 

s 1,x2 s l,x
3 

s 2,x4 s 1 

x. € :N i = 1, .•• ,4 
~ 

= 2),' 

Le système en variables continues associé est donc le suivant 

3x1 t 2~ s 4 

(II) 0 S x
1 

S 1 

0 s x s 1 
- 2 

(domaine limité par les traits hachurés). 

a) c = [- 1, 1]==> v(P{Q)) = v(P) = v(P) = 1 

b) c = [1, 2J -> v(Pfà)) =B/3 >v(P) = v(P) = 2. 

0 
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II - RELAXATION DU KNAPSACK 

La solution de la relaxation de (B) obtenue en relâchant les 

conditions d'intégrité sur les variables 

est fournie par le 

E.ta.n.t do n.nl U c: K = {j € I 

r a. sb < r a. 
j€U J j€Uu{i} J 

= {1, ••• ,n} 1 a. s b} .tel. qu.e 
J 

Vj € U c/aj ~ 1>/ap Vp /. U 

ci/ai = max {cp/ap 1 p /. U} 

une ~otu:u.on op.timal.e i de (S) ut dl6We paiL 

- € u x. = 1 v. 
_J r J 
x. = (b a.) 1 a. 

l. 
j€U J l. - Vj € L = I \ (U u {i}) 0 x. = 0 

J 

n .. 
~ Evidente dans ce cas particulier de la programmation 
linéaire. 

0 

.. 



Note 

(i) lorsque r 
j€U 

* ==>x =x 
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a. = b, x € V(x. = 1 Vj € U, x. = 0 Vj € L = 
J J J 

(ii) la restriction deI à K permet de réduire la valeur de (B). 

lorsque 3j € I\K c./a. > c./a .• 
J J ~ ~ 

CoJLoil..tUJr.e 

1 
\ 

c. ; v( B) s Lv( B) J 
J 

0 

(ii) v(B) - y(B) < c. (21) 
~ 

Démonstration 

* x:[x] € V : x. = 1 Vj € U, x. = 0 Vj i U est une solution il 
- -J -J 

* 

réalisable de (B) ; la valeur c x obtenue ainsi est à l'~"!'.~ 
denee un minorant de v(B). ~ 

• v(B) s v(B) et v(B)€ ~ => lv{B)J est un majorant de y(B) 

(i) ~ v(B) - v(B) s Lv(B)J - .L 
J€U 

c. s v(B) -
J 

0 

l 
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Jusqu'en 1977, (B) a toujours été résolu par l'algorithme clas­

sique- que nous appelerons C.K.R. (i.e. Classical Knapsack Relaxation)­
exposé en figure 1. 

! T~ier les données pour obtenir (après renurnérotation des variables) 

cj /aj 0!: c. /a. 0!: ••• 0!: c. /a. (22) 
1 l J2 J2 Jn Jn 

~Pose~ k* = 

~ Poser u = 

k 
min {k L a. 

p=l Jp 
p~K 

{j1, ••• ,jk*-1} n K 

> b} 

~ L a. 
j~u J 

= b alors Li I\U sinon i + j *'L : I\{U u {i}), xi+ (b- La.) /a. 
k jt:U J ~ 

4 -
- ){J, • 1 'IIJ' u - 0 

t: ' x 0 + 0 'IIJ t: 
J 

L; v(B) 

Figure 1 Algorithme C.K.R. 

Compte-tenu du temps de calcul prohibitif de la première étape 
de 

cet algorithme (voir partie VII et les références [K12 , K13]), nous 
P~op0 sons de déterminer U (et i s'il y a lieu) sans avoir recours au tri 
syst" . '. 

ematlque des données nécessaire à l'obtention de (22). 

» Le nouvel algorithme envisagé pour la résolution de 
•l<,R 

d# ' (i.e. New Knapsack Relaxation) - est une adaptation de 
et en..: 

(B) - appelé 

la méthode 
~ .. ~.~.nant 

donn# 
e < n), 

(Voir> [ 

les p plus grands éléments d'une liste de n nombres ( p 

qui est elle-même dérivée de l'algorithme de tri Quicksort 

Cl, C2, C9, C15, C17, C21]). 

L'exposé de son principe (figure 2) nécessite la donnée de la 

Etant donnl-6 Jc:Qc::N 

U{z.} ol) 
jt:Q J 

Z, t: lR 
J 

V.j t: Q 
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la. ( Z, ki - fXllt.tilion de J ut d~6.UU.e paiL la. JL~un.iort du tlw.i6 ~oU-6-

erth emblu de J 

et du 

Th~oiLbne 9 

U(J' Z, 

E(J, Z, 

L(J' z, 

k) = {j € J 1 zj > ~} 

k) = {j € J 1 zj = ~} 
k) = J\(U(J, Z, k) u E(J, 

' \ 

Z, k)). 

Etant dortné.6 
[ 

r € lR et E = { j € I 1 c j = r a j } 

d s b 

la. JLuoluti.on de 

max L c. x. ~.c. L a. x. s d ; 0 s x. s 1 Vj € E 
j€E J J j€E J J J 

~e IL~duli il la. dU~rt de G c Etel que 

L a. s d et Jp € 00 d < L a. 
j€G J j€GU{p} J 

Démonstration Voir lemme du théorème 1 de [K13]. 

0 
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.2. J : K ; U = 0 ; R ! U {c ./a. } 
j&J J J 

! Sélectionner k € J et déterminer la (R,k) - partition de J 

2 si t 
-- L • U( J€ J,R,k) 

a. > b alors J - U(J, R~ k) ; aller en 1 
J 

sinon U - U u U(J, R, k) 

_! ~ L a . = b alors L ! I \ U ; aller en 6 
j€U J 

4 s· b t - ~ < L a. + a. alors 
j€U J JC 

~-Si t L a. ~ b 
j €UUE(J ,R,k) J 

i + k ; Li I\(U u {i}) 

x. + ( b .• r a . ) 1 a. 
1 • J 1 

aller en sJ€U 

!kot:! construire un sous-ensemble G de E(J, R, k) 

tel que 

L aj s b < r aj + ap' p € I\(U u G) 
j€UUG jeUUG 

u:uuG; 

~ r a. = b 
j€U J 

\ 

alors L - I\U sinon 

~ U : U u E(J, R, k) ; J - L(J, R, k) 

aller en 1 

6 ' .... \.1 Vj € u, x ~ o Yj € L; v(B) + ex 
j 

Figure ~ Algorithme N.K.R. 

i + p ; 

x .... (b 
1 

aller en 

stop 

L : I\(u u {i}) 

- r a.)/a. 
. u J 1 

6J€ 
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lxemple numérique : problème de 12 variahles tir6 de [K6) 

j 1 2 3 

10 10 13 7 

5 6 

5 

7. 

7 

8 

6 

9 

13 

7 9 10 12 5 7 10 13 7 

1.11 1. 33 .se 1 2 .70 .'16 1. 86 

Itération 1 

J1 = {1, 2, •.•• 12}, k1 = 1, u = ~ 

j 10 9 

15 13 

10 7 

Itération 2 : 

6 

7 

1 

1 11 

: 1 
,101 
1 1 
1 71 

:J 1 

cj 

.j 

\ 

5 7 8 

5 7 7 6 

5 12 10 13 

12 11 2 3 

10 8 10 13 

1 .6 9 10 

U(J2,R,k2): {12, 11, 2, 3}, I .j = 33,. b • 20 
j~U(J 2 ,R, k2) 

1Urat1on 3 

j 1 

1~j~3l:e~r~i~i2Q.~~-~3 cj 1 

.j 1 

U(J3,R,k3). (3,11}, I .j 
jcU(J3 ,R,k

3
). 

3 11 

13 8 

10 6 

• 16 ~ b < 

1 12 2 
1 
1 10 10 
1 
1 1 9 
1 1 

I •:J 
:J~uc J3 ,R ,k

3 
> 

-=> U : {10, 9, 6, 1, 3, 11}, 1 • 12, L • {2, 5, 8, 7, '+} 

3 

13 

10 

; 5 

1 5 
1 

• • 5 

10 11 

15 8 

10 6 

1.50 1.30 

2 11 

10 8 

9 6 

8 7 

6 7 

13 10 

Ainai le fichie~ dea cj/aj obtenu an fin d'alaorithma NKR est le suivant 

15 13 lit 10 13 • 10 10 s fi 7 

10 7 7 7 10 6 8 9 ! 13 10 

12 

10 

8 

1.25 

12 

10 

8 

7 

12 

7 

12 

alors que ce flchier claaa6 auivant l'ordre d'crohsant du c:J'•:J est le auivant 1 

lit 13 15 

7 • , 10 

10· 

' 
1 

6 

13 

10 

10. 

1 

10 7 7 

9 5 10 12 13 

• b s 51 
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Les justifications et différentes variantes de l'algorithme N.K.R 

[au niveau de l'étape 1] sont données dans [K13] où il est également démon­
t!'é le 

L' a.tgo!LUhme N.K. R ut de c.omple.x.Lté 0 ( IK 1) en moyenne. 

0 

L'algorithme exposé ici est en de nombreux points semblable à celui 

de Balas et Zemel [K2] ; par contre celui de Lawler [A3] diffère un peu 
au n' lVeau du principe de l'étape 1 : 
au l' leu de la séquence 

(i) sélection de k e J 

(ii) détermination de la (R,k)-partition de J 

l'auteur propose la détermination de la médiane de R = l.J {c./a.} 
Pour leq 1 · · · h d 1 · ~ li ~_ i~·J ( J J[ ] ue ~1 ex~ste un algor~t me e comp ex~te nea1re voir Cl ) 
c ' 
le qui lui permet d'aboutir à une complexité globale O(IKI) dans le cas 
e Plus défavorable puis que le nombre d'opérations sera borné par' 

h 

De nouvelles variantes de notre 
Partie VII ; on verra en particulier que 
en moy , 

enne un gain de 82 % par rapport a 

algorithme sont proposées en 

la meilleure d'entre elles apporte 

l'algorithme C.K.R. pour les 
Pl'oblème s de 9 000 yariables tirés au hasard. 



\ 
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III - METHODES D'ENCADREMENT 

L'utilisation de méthodes d'encadrement de la fonction écono­

mique et de la contrainte va permettre de resae~er le domaine initial 

de (B) qui deviendra 

F(B) : {x € V 1 !(B) < ex S v(B), b S ax Sb}. 

Les déterminations de !(B), v(B) et b (§ III.l, III.2, et III.3) 

sont suivies de leur utilisation dans le cadre de l'évaluation du nombre 
ma · Ximum de solutions réalisables de (B) (§ III.4). 

III.l- MINORANTS DE v<B> 

L'obtention d'un minorant de la valeur de (B) peut se faire par 
l' int , . . , , , . . 

erméd~a~re de nombreux procedes appeles h~~Ue6 ; celles-ci 
se t-' 

epat-tissen~ dans le cadre de la D-analys~ en trois classes dont les 

algot-ithmes les plus performants seront détaillés : 

- les algorithmes glouton6 (sept méthodes sont décrites) 

-les algorithmes ap~o~ polynô~~ (Johnson [A7], Sahni 

[Al2] et Chandra, Hirschberg et Wong [Al]) 

- les algorithmes ap~och~ totalement polynô~~ (Ibarra 

et Kim [A6], Lawler [A9] et Magazine, Oguz [All]) dont l'exposé 

nécessitera des rappels sur la ~og~~on dynam~que ([GS, 

G55, G63, K20]). 

Se référer à [A2] pour une P-analyse d'un algorithme glouton. 

0 
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111.1.1 -Algorithmes gloutons 

L'algo~e glouton est le type d'heuristique utilisé le pl~i 

couramment dans le cadre de la résolution des problèmes d'optimisation~· 

nombres entiers. 

Si le problème possède n variables, un tel algorithme fournit 

une solution réalisable en fixant tour-à-tour les valeurs des variableS 

(n étapes au maximum sont nécessaires) ; chaque fixation est faite dans 1 
but d'obtenir une solution améliorant localement la solution précédente•. 

\ 
III.l.1.1 - D-analyse 

Dans le cas du problème du knapsack, présenté ici dans son ca~ 
le plus général 

n 
max r c. x. 

j=1 J J 

n 
.6.C. r a. x. s b 

(B) j=1 J J 

0 s x. s u. 
J J 

x. f.fl j = 1, ••• ,n 
J 

a. s b j = 1, ••• ,n 
J 

~lb/a.J si le problème est non borné ... - J ou u. 
J q. < lb/a.J sinon (q. = 1 pour le knapsack 0 - 1) 

J J J 

le type d'algorithme glouton - appelé algo~hme G - le plus simple est 

le suivant (il fournit une solution réalisable x de (B) et la valeur as'i 

sociée vG(B)) : 
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~oiLUJvne G 

1 . -
- J + 1 ; b + b ; vG(B) + 0 ; 

~ ~j + min(uj, lb/ajJ) ; 

VG(B) + vG(B) + c. x. ; 
. J -J 

~ ~ j = n alors stop ; 

b + b - a. x. ; 
J -J 

~ ~ b = 0 alors ~ + 0 k = j + 1, ••• ,n stop 

2. j + j + 1 ; aller en 2 ; 

Notes -----

(i) l'algorithme G est de complexité O(n) 

(ii) en général l'algorithme G est précédé d'un tri des données 

- s'il s'agit d'un classement par ordre décroissant suivant les 

~ale~s des c./a. j = 1, ••• ,n, alors il est clair que globalement l'al-
&ox-· J J 

lthme atteint la complexité O(n log2 n). 

- s'il s'agit par contre du résultat fourni par l'algorithme 

N.K.R. alors la complexité globale de l'algo~e glouton précédé du 

tx-i reste égale à O(n) ; cet algorithme sera noté par la suite ~·, sa va­
leur sera donc notée vG*(B), pour tout problème du knapsack (B) envisagé. 

1 

Les résultats suivants prouvent que l'algorithme 
apPX>och~nt dans le cas d bl' d k k b ' ~ u pro erne u napsac non orne 
àlox-s 

que dans le cas du knapsack borné (par exemple, u. 
~~tde J [0,1[ pour lequel il soit E-approchant. 

0 

glouton est 1/2-

(i.e. u.= lb/a.J Vj), 
J J 

= 1 Vj) il n'existe 
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Théo~ème 11 (Fisher [A3l, Kannan et Korte [AS]) 

Lolt.6que 

(23) 

.t' ai.go!LU:June G u.t 1 /2-a.ppJt.Oclr.ant poM .te p!Loblème du kna.p.6a.c.k. non boit. 

Démonstration 

\ 
Il faut montrer deux résultats sous l'hypothèse (23) 

(i) par hypothèse u. = Lb/a.J Vj -> v(B) = c
1
b/a1 (24) 

J - J 
(puisque le dual de (B):min ub ~.c.. ua> c; u ~ 0 

admet pour valeur b max ( c . 1 a. ) ) 
!Sjsn J J 

v(B) s v(B) et (24) l=>vG(B)/v(B) ~ lb/alJf(t>/' 
vG(B) ~ c1 Lb/a1J, par constructio~ 

b/a1 s Lb/a1J ~ 1 

.... ~ 

(ii) On considère les exemplaires (Ek)k~2 à deux variables suivants 

(k+2)/2k-+ 1/2 
k-+a>. 

0 
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Note ----

Une conséquence évidente du théorème 11 est l'algorithme G est 

E-approchant V E € [1/2,1[. 

0 

~o~~me 12 (Fisher [A3], Kannan et Korte [ABl) 

Van.6 .te c.a.6 du p~tab.tè.me du kna.p.6a.c.k. en vaM.ab.tu 0-1, .e.' a..tgo!r.Lthme 

G n'ut E-a.pp!tocha.nt powr. a.u.c.un Ede [0,7[, qu.e..tqu.e .6oli .ta. ~e.i.a.tion d'oJtdJr..e 
~P0.6ée a.u.x donnée-6. 

~nstration 

Pour chacune des hypothèses de tri des données, il suffit de trou­

Ver une suite d'exemplaires (Ek) de (B) pour lesquels 

On ne retiendra dans cette démonstration que les deux hypothèses 
de t ri, les plus usitées : l'ordre décroissant des c./a. et celui des 

J J 
C, j - 1 
~ - , •• • ,n 

(i) hypothè6e: cl/al~ c2/a2 ~ ••• ~en/an. 
On envisage la suite de problèmes (Ek)k~2 à 2 variables 

2/k .. 0 
k+too 

k Les exemplaires (Ek)k~2 de (B) envisagés sont les problèmes à 
Variables suivants 
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max k x1 + (k-1) x2 + ••• + (k-1) 

(E ) .6 • c.. k x1 + x2 + ••• + 
k = 0 ou 1 j 1, ••• ,k x. = 

J 

~ vG(Ek) = k et v(Ek) = (k - 1)
2 

~ vG(Ek)/v(Ek) = k/(k - 1)
2 ~ 0 
}<~oo. 

Note 

~ 
~ s k 

0 

Si le problème en variables 0-1 est dérivé d'un problème en 

nombres entiers par multiplication du nombre de variables du type 

Lb/a.J 
I J 

xj = j=l Jjk avec yjk = 0 ou 1, alors 1 1 algorithme G est 1/2-appro' 

d'après le théorème 11. 

0 

III.1.1.2 - Catalogue 

Les sept heuristiques H.(j = 1, ••• ,7) de la littérature- de 
J • 

valeur À. = v.(B) et de solution xJ - sont cataloguées ci-dessous d~: 
J J 

l'ordre chronologique. 

Après avoir noté que 

c. 
J 

k = 1, ••• ,7, 

, • • d1( .J-.-~ , .. e6 une mesure de leurs precls~ons, ~penuw~e des donnees du probleme, 

fournie par le résultat suivant (à rapprocher avec celui de [K44]) : 

Th~o!Lbne 1 3 

c., v( B)] 
J 
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{v(B) - ~) 1 v{B) s 1 - ( l a./b) 
je:U J 

~onstration 

V~~ [ Ï c., v(B)] 
. j~U J 

(v(B)-À)/v(B) s (v(B) 

s {v(B) 

- jLU 0 j)/v(B) (c./a.) (b- L a.) 
e: ~ ~ • u J L c. )/v( B) = ____ ___.J._~ __ 

je:U J ~ ~ 
L c. + (c./a.)(b- La.) 

je:U J ~ ~ je:U J 

\lj E: u ~ ( 1 ) c. ~ (c./a.) a.~ L c. ~ c. a. 
J ~ ~ J je:U J ~ ~ 

(ci/a.){b-L a.) 

L a. 
je:U J 

~ je:U J ~ 
""'> (v{B)-À)/v{B) s ---------- = 1 - ( L a./b) • 

je:U J 

. . . . 

Hl - Dantzig (1957) [K5] 

(c./a. )b 
~ ~ 

0 

.... 

Suivant l'ordre p dans lequel les variables sont prises en compte 

• décroissant des rapports c./a. (p=1), des c.{p:2), des c.-a.(p=3) 
J J J J J 

• croissant des rapport c./a. (p = 4), des a. (p = 5) 
J J J 

• naturel des variables (p = 6) 

Cette , 
methode aboutit à la valeur 

k -1 

v1 (B) = À : f c. avec k 
·P l.p j~l J p 

<1€tet>rn· , 
lnee par l'algorithme suivant 

k 
= min {k 1 L a. > b} 

j=l J 
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2 Si a . ~ b alors ~ + A + c . ; 
-- J 1.p 1.:p J 

3 k + j ; stop - p 

b + b - a. 
) 

Si j < n alors j + j + 1 ; aller en 2 

Lorsque les variables ;ont classées suivant l'ordre décroiss~f 
des c./a. (i.e. p = 1) alors 

J J 

k = i, x1.1 = [-] x • p 

Ce classement sera adopté pour les heuristiques H. j 
J 

= 2 t ••• t 
6· 

0 

H2 - Greenberg et Hegerich (1970) [K23] 

La première phase de la méthode de résolution exacte de (B) ~tf 
blie par Greenberg et Hegerich, fournit une solution x2 ~ F(B) défini•y 

x~= { 

j-1 
1 si a. ~ b - r 2 

J k=1 ~ ~ 

0 sinon 

p 
j = 1, .... 

La valeur À2 associée, supérieure ou égale à À
1

•
1

, est déte~' 
née par l'algorithme suivant (cas particulier de l'algorithme G lorsq~s 
uj = 1 Vj) : 
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.!. ~2 + À 1.1 ; j + i ; 

~ Si j < n alors j + j + 1 sinon stop 

3 Si a. s b alors ~ 2 -- J 
b 

+ À2 + c. ; 
' J 
+ b - a. ; 

J 
si b = 0 alors 

aller en 2 

H3 - Guignard et Spielberg (1972) [K24] 

stop 

Après le calcul de v (B) = À , les auteurs prennent l'option de 

fixer la variable de base à 1
2

pour dé:erminer ~3 par l'algorithme suivant 

~~te 
--

2 À + max v 
2 

( B 1 x 
1 

= 0 V 1 E: X
0 

· u {j } 
lsjsk 

! g ~ > À 3 alors ~ + À ; stop 

x = 1) i 

sinon x0 = x0 u {k} ; k + k - 1 ; 

Si k > 1 alors aller en 2 

~ Stop 

0 
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H4 - Ingargiola et Korsh (1973) [K28] 

L'algorithme de réduction d'Ingargiola et Korsh contient impli 
tement la détermination de 

max 
j=1, ••• ,n 

j;ti 

H5 - Hansen ( 1974) [K26] \ 

x. = l)l 
l. 

x. = t) 1 t = 0 si j < i, 1 sinon}} 
J 

l 
1 

1 n 2 
Lorsque L a. xl. < b, la valeur obtenue par H

2 
peut 3tre 

j=1 J 
31'~~v 

1 
rée par l'algorithme suivant 

1 Ecart + b - I 
j=1 

2 a. x. 
J J 

2 Si il existe k, 1 ~ {1, ••• ,n} tels que 

(x! = 1, x~ = 0) et (ck < c 1, ~ + Ecart ~ a
1

) 

Alors Ecart + Ecart - a 
1 

+ ~ 

À5 + Às + c1 - ck 
Si Ecart > 0 alors aller en 2 

! Stop 

H6 - Fayard, Plateau (1976) (K11] 

., 
La valeur obtenue par la méthode H4 peut être améliorée sens~ 

blement en prolongeant le calcul de À1•
1 

par celui de À
2 

pour obtenit: 

À6 = max {v2(B 1 x. = 0), v2(B 1 x. = 1)' l. l. 

max {v2(B xj = t) 1 t = 0 si j < i, 1 sinon}} 
j=1, ••• ,n 

j;ti 

! 
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H7 - Balas et Zemel (1977) [K2] 

Etant donnée 

la partition de J: {1, ••• ,n} fournie par la méthode de résolution de (B) 
du t - t' yPe N.K.R. (xj = 1 Vj ~ U, 0 Vj € L, (b - L aj)/a. j = i) la pro-. u l. ' . J€ 
cédure propoaée par les auteurs est une .généralisation de l'heuristique 

"a : 

to" ·• est 

1 À + 
- 7 r c. ; 

j€U J 
a+ min 

jE:J 

~pour k = jl, j2, ••• ,ji-l 

a. 
J 

trouver un minorant de v(B 1 ~ = 0) comme suit : 

À + r c. ; écart + b - r a. ; x = 0 
jE:U\{k} J jE:U\{k} J l 

pour h = i, ji+ l' ... ,jn 

Si ah = écart ~ ah + a ~ écart 

alors xl = xl u {h} 

À+ À+~ 

écart +écart - ~ 

Si écart~ 0 et ~h € (L u {i}}\X1 ~-écart ~ ~ < écart 

alors À + À + ch ; 

Si À > À7 alors À7 + À 
• • 

! Stop 

111.1.2 -Algorithmes approchants polynOmiaux (notês P.A.) 

Les résultats du paragraphe III.l.l montrent que l'algorithme glou­

au mieux 1/2-approchant dans le cas entier et n'est pas &-approchant 
dans l 

e cas borné (i.e. il est toujours possible de mettre 
cas d' 

efavorable pour lequel la précision tend vers 1). 
en évidence un 



71 

Il est alors nécessaire de mettre en jeu une lnum~n des ~ 
lutions pour aboutir à une méthode approchante ; cette énumération n•:,j 

ra à l'évidence n'être que ~elle pour assurer la croissance polyn° 
1 

des temps d'exécution avec la taille du problème ; cette exploration ~j 
solutions sera accompagnée d'une ou plusieurs utilisations de l'algor1 i 

1 

Deux types d'algorithmes P.A. pour le problème du knapsack ePi 
variables bivalentes sont présentés : le premier dû à Johnson [A7] s'ar/ 

,. ,. . (~ 
plique au cas particulier où c. = 

J 
et repris par Chandra, Hirschberg 

\ 

' 

a. Vj ; le second 
J 

elabore par Sahnl 

et Wong [Al] est général. 

III.1.2.1 - Algorithme P.A. pour le problème : 

(PB) max ax ~.c.. ax s b ; xE: V 

Cette méthode consiste à effectuer une partition des données : 1 

le réel T > 1 étant donné, on pose 

A= {jE: {l, ..• ,n} a. > b/T} et~= {l, ••• ,n}\A 
J 

1 

i 
1 

1 
1 
1 

pour résoudre exactement le sous-problème (PB 1 x. = 0 Vj E: A) - en énll'
1 

J - ' mérant au besoin toutes ses solutions réalisables- avant d'améliorer) 

valeur obtenue par un algorithme glouton prenant alors en compte leS d 

de ~' non considérées dans la première phase de la méthode. 

Cet algorithme - noté PA1 ( T), puisqu 1 il dépend du paramètre 1 

fournit une valeur approchée vA(B) et la solution~ associée : 
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&_orithme PA
1

(T) : 

1 Déterminer S c: A 

L a . = max { L a . 1 L a . s b} 
j~s J Sc:A j~s J j~S J 

~l'algorithme G appliqué au sous-problème 

(PB 1 x. = 1 Vj ~ 
J 

fournit § c: A L a. 
j~§. J 

4 Stop 

~ (Johnson [A7~) 

L'a.f.go!LU:hme PA7(T) ut a.ppJLoc.ha.nt polyrtôrMa! v T ~ 1/t,t~ Jo,l( 

; 4~ compte~~ eht O(nk) ~vec k = LTJ 4~ Ti~' T- 1 4inon. 
) 

Soient E ~'Jo,1[ et T ~ 1/t. 

* ~ S c: {1, ••• ,n} : v( PB) = l * a. s b. 
jt;S J 

Deux cas sont à envisager : 

cas 1 : S = A : - -
en posant S * = S * n A et ê* = s* n ~, 

alors v(PB) = I_. a. t L * 
j€ S J k€ .§. 

par définition de S, L. a. s L a. 
j €5 J j €S J 

a .• 
J 

.... 

. . . 
' -> v(PB) = vA(PB) • ., 
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cas 2 : ê ~ ~ : 

-> 3 h € A v A (PB) + ~ > b } 

~ s b/T 
-> vA(PB) > b - b/T } • •. 

v(PB) s b 

••••-> vA(PB) > v(PB) (1- 1/T)}- vA(PB) > (1- E) v(PB) 
T 2: 1/ E 

\ 
\ 

d'où la conclusion. 

* comptexltŒ de t'Œtape étant donné S c A, 

L a. sb 
j€S J 

Vj € S ) 
-> lsl (b/T) < b-> lsl < T ••• 

a. > b/T · 
J 

• • • • =='> en posant k = LT J si T f~ , T - 1 sinon, 

l{s 1 sc: A: L a. sb} 1 s 1 {S 1 sc {l, ••• ,n} 
j€S J 

k . nk+1 _ 1 s ~ nJ = 1 
1.. n - 1 - • • • • 

j=1 

••• ~ l'étape 1 est de complexit~ O(nk). 

*ta comptexitŒ de t'Œtape 2 est O(n) puisque l'algorithme G 

est de complexité linéaire et que lêl s n. 

Ainsi, globalement, l'algorithme PA1(T) est de 

~)· 

complexité o(fl j 

1 
1 

0 l 



~~tes 
~~~ 

(i) T doit être choisi le plus petit possible pour minimiser la 

complexité de l'algorithme ; ainsi, en pratique, on choisira T = 1/E 

(ou rlhl si la condition T E: ~ e~t requise). 

(ii) En fait, Johnson inclut en phase 2 de son algorithme un tri des 

données suivant l'ordre décroissant des a., jE: ~ ; il a été vu que ce 

t~i est inutile pour démontrer que l'algo;ithme est approchant ; de plus, 

Une méthode de tri étant de complexité O(n log2 n), il est clair que l'al­

go~~thme PA
1
(T) est de complexité O(n log

2 
n) siE> 1/2 (i.e. k = l1/EJ< 2), 

O(n ) • 
Slnon. 

0 

III .1. 2. 2 - Algorithme approchant pour ( B) max ex ~. c.. ax s b ; ·xE: V 

Les données de (B) ayant été triées suivant l'ordre décroissant 
des 

Cj/aJ., l'énumération partielle de l'ensemble des solutions de (B) 
est ,. 
k l'éalisée par 1' exploration de toutes les solutions de (B 1 t x. s k), 

E ~étant donné ; toutes les combinaisons des coefficients de laJcon­
tl'ainte 

sont 

telles que 

L a . s b et 1 si s k 
j E:S J 

(25) 

donc "' "' "' "' · f' t ( ) ' es enumerees et pour chaque S ver~ ~an 25 , 1 algorithme G 

~a~ apPliqué pour le sous-problème (B 1 x. = 1 Vj E: S) ; la meilleure 

de e~ de la fonction économique ainsi atieinte sera le r~sultat v~(B) 
cet 

algorithme [noté PA
2
(k)] 



75 

Algorithme PA2(k) 

" " • fa· ! Ranger les donnees dans l'ordre decro~ssant des rapports cj 

de sorte qu'après renumérotation des variables : 

c 1 a :2: c2 1 a2 :2: •• •:i!: c 1 a 
1 1 n n 

2 v~(B) +max { r c. + vG(B 1 xj = 1 Vj E: S)l 

j E:S J 1 si :s; k et r a. s b} 
j E:S J 

! Stop 
\ 

Th~o~ème 15 (Sahni [A12]) 

L' ai.goltLtlune PA2 (Il) ut app~oc.luvtt polynôm<.al. en po~a.nt k 

V E .:: JO,l [ donn~ ; ~a. comp.l.ex.Lt~ ut O(k nk+l) 

Démonstration 

Soient E E: Jo,l[ et k = ~~~ 

(i) l' ai.goJLUhme PA2 ( k) ut a.pp~t.ocho.n:t 

-3 s* c:{l, ••• ,n}: v(B): L c. et 
. s* J 

deux cas sont à envisager:JE: 
r a. s b • 

. s* J JE: 

cas 1 1 S *1 s k r k vA(B) = v(B), par construction. 

1 S*l cas 2 : :i!: k + 1 : 

Soit S c: S * : 1 S 1 = k et Vj E: S c. :i!: ch Vj .:: S \s 
vkA(B) :i!: r c. + vG(B 1 x. :\ VJ' E: S) } . - J J ••• 

JE:S v(B) = L c. + r * - c. (27) 
j E:S J j E:S \S J 

k 
.... -> v(B) - vA(B) s L * _ c. - vG(B 1 x. = 1 Vj E: S) · 

jtS \S J J 

' (Î 

s v(B xj = 1 Vj E: S) - vG(B 1 xj = 1 Vj E: S) ) 
corollaire du théorème 8 
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avec T indice de la variable de base de (B 1 x. = 1 Vj E S). 
J 

- k * (26), (28) et T t S ~ v(B) - vA(B) S ~+1 
((k + 1)ème plus grand élément de la suite (c.) 

* * J (27) et ls \SI ~ 1 ~ v(B) ~ (k + 1) ck+1{ 
(29) 5 ... 

.... 

(29) 

j ( s*> 

""'> ( v(B) - v~(B))/v(B) s 1/(k+1) l 
k =F~El J 

~(v(B)-v~(B))/v(B) S E 

(ii l t' ai.go!LU:hme PA2 (ki ut de com~ex.U.~ polynôm.Utte 

Etant donné 

n = {Sc {l, ••• ,n}l lsl s k ; ~ aj sb} 
jES 

1 
. k 

ni s l<s c {1, ••• ,n} 1 lsl s k} 1 = j~l <j> 

l'algorithme G (de complexité O(n)) est appliqué pour toutS<~··· 
····~l'algorithme PA

2
(k) est de complexité O(knk+1 ) puisque d'une part, 

la complexité d'un~ méthode de tri est O(n log2 n) et d'autre part, 
E: 

~ l et k € ~ .. k ~ 1. 

0 

~~tes ---
[1-e:J k (i) V E ( ]O,l[ k = l~l-? k+l ~ 1 - E ; une suite de problèmes 

(E ) 
h h~3 à k + 2 variables peut être construite de telle sorte que 

• 

Etant donné, Vh ~ 3 

max 2x1 + hx2 + ••• + h ~+2 
~. c. x1 + hx2 + ••• + h~+2 s (k + l)h 

xj = 0 ou 1 j = l, ••• ,k + 2 
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(ii) k étant donné, Sahni [Al2] propose une autre mesure du de~· 
précision de son algorithme à partir des remarques suivantes : 

(29) 

' ' ((k+l)eme plus grand élé~ent de la suite (c.) j = l, ••• ,n) 
J 

v(B) 0!: c max = max 
lsjsn 

c. 
J 

•••• ~ (v(B) - v~(B))/v(B) s min {k!l' ck+l}. 
cmax 

0 

111.1.3 -Algorithme approchants totalement polynOmiau* {notés FPAl 

•' 

Le :temp6 d' ex~c.u.tion d'un algorithme a.ppJr.oc.ha.n:t polynôm.ial n'est, 

une fonction polynômial~ que de la taille du problème ; il est par coflt~, 
6onc.ü.on exponmüell.e de l'htveJL6e de la. pll~c.i.6..ion (l'algorithme PA2 (~'l1 
de complexité O(Ll/EJ nrl/tl) Cette croissance exponentielle disparai1: i 

• (1 
les algorithmes approchants totalement polynômiaux [voir Ibarra et K~~ 

et Lawler [A9]) pour lesquels le temps d'exécution est une fonction pol~~ 
" '5~ nômiale à la fois de la taille du problème et de l'inverse de la pree~ 

·~ 
Deux principes sont à la base de tels algorithmes : la réso~~t~ 

·~ 
par la progranunation dynamique d'un problème "normalisé", et la partit" a.t' 

des données. Il est à noter que le premier principe est suffisant po~ 

tir à un algorithme FPA ; le second vient encore améliorer les résult81:
5 

théoriques. 
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III.1.3.1 - Résultats préliminaires (programmation dynamique) 

L'énumération de l'ensemble des solutions d'un problème du knapsack 

Peut être faite par la programmation dynamique de deux manières duales : 

(i) d'une part, en définissant 

k k 
fk(y) = max { ~ 

j=l 
c. x. 

J J 
~ a. x. s y 

j=l J J 
x. = 0 ou 1 j 

J 
= 1, ••• ,k} 

pour k ( {1,2, ••• ,n} et y ( {l, ••• ,b} 

dans le but de calculer de façon récursive 

y= l, ••• ,b 
sinon 

pour k = 2, ••• ,n et y= l, ••• ,b 

si y<~ 

sinon 

l.ël "1 1 
il eur optimale de (B) étant à l'évidence fn(b) ; un tel algorithme est 

de C.Ornptex.ul 0 (nb) • '· 

(ii) d'autre part, en définissant 

~(z) 
k 

= min { L 
j=l 

a. x. 
J J 

k 

ï 
j=l 

c. x. 2: z 
J J 

n 
pour k ( {1,2, ••• ,n} et z ( {1, ••• , r c.} 

j=l J 

x. = 0 ou 1 j = 
J 

Q.f• 
l.n d' obt · " · t enLr recursLvemen 

= ~ 
+<» si z > cl * gl(z) z = 1, 2, ••• ,z 

al sinon 

~(z) ={ 
gk-l(z) si z > ck 
min {gk_1(z) ; ~ + gk-l(z- ~)} sinon 

pour k = 2, ••• ,n et z 1, ••• ~z * = 

l, ••• ,k} 
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z*, valeur optimale de (B) - obtenue ainsi par un algorithme de cornple' 

xité O(n v(B)) - est donnée par : 

Th~o~~e 16 (Fisher [A3]) 

v(B) * = z = min { z e lN 1 ~ ( z+ 1 ) > b } 

Démonstration 

Yz e ~ ~ ( z + 1) > 'b -> {x e V 1 ax s b et ex :il! z + 1} :: ~ 
-=> v{B) s z, 

d'où* v( B) s z * = min { z e :N 1 ~ ( z + 1) : bz!} ,.. v( B) = z ~ 
g (z ) s b, par définition de z ~ v{B) ' 

n 

0 

Une conséquence directe des points (i) et (ii) est donc le 

Th~o~~e 11 

La. piLOgJt.anrnatioYL dynam.ique ~~~oud le p!Lobl~e du kMp~a.ck eft 

va!U.a.blu 0-1 pM UrL al.goiLU:hme de c.omplex.Lt~ O(n x min (b, v(B)))· 

Notes 

(i) La détermination du procédé le plus 

min (b, v(B))] peut être fait en comparant b et 

L v(B) J. 

efficace [terme 
n 
I c. ou mieux 

j=l J 

' (ii) Cet algorithme est dit p6eudo-polynômia.l (chapitre 1, p' , 
II) ; mais si 3a e ~ : Yn c. , a. s a j =1,, • •1\ alors tout algori thllle 

J J 
grammation dynamique est polynômial puisque de complexité O(n2 ) [18 



80 

constante multiplicative de n2 étant un multiple de a]. 

(iii) Les complexités évoquées tout au long de l'exposé sont des 

complexités en temps de calcul ; une digression est faite à ce niveau pour 
inclure les résultats très récents de Magazine et Oguz [A11] sur la com-

Plexi~é en espace mémoire [dite spatiale] ; on supposera ici que b s v{B) 

La détermination de v(B) par la programmation dynamique décrite 
ci'de 
[ 

ssus, est réalisée par un algorithme de complexité spatiale O(n+b) 
n . .. 

· entree des données ; b : calcul par récurrence]. 

Par contre lorsqu'il s'agit de déterminer la solution optimale 
assac· .. 

lee à v(B), il faut connaître la solution attachée à chaque 
'y ~ { • 

l, •.• ,b} ; d'où une complexité spatiale O(nb) (identique à la com­
Plexit' 

e en temps de calcul, dite temporelle). 

Dans le cas de l'utilisation d'une calculatrice ne permettant 
Pas Un 

tel encombrement mémoire, Magazine et Oguz proposent un algorithme 
llloins 

Performant en temps d'exécution, puisque de complexité temporelle 
O(n J. 
est og2n b), mais dont la complexité spatiale est O(b) ; cette méthode 

la sui vante : 

Retnar 
à ue réliminaire : déterminer k* = max {k 1 ~ = 1} parallèlement 

\P( B ) n ' · "' 11 d 1 · . augmente pas' la complex1te tempere e e a programmat1on dyna-
lllique 

Po~ 

PUisqu'il suffit de déterminer 

\lk € {1, ••• ,n} in~(y) = { k 
\ly € {O, ••• ,b}, in~-1(y) 

si fk{y) > fk_
1 

(y) 

sinon 

{ 

1 si y 2: a
1 

avec ind1(y) = 
0 sinon 

Poser k* = ind (b). Il est important de noter pour la suite que 
n 

\ly € {O, .•• ,b}, en notant x*{y) la solution optimale de 

<llol:'s max ex .6 • c.. ax s y ; x € V 
indn(y) =max {k 1 ~(y) = 1}. 

dan s sa 
Première itération. 

Le principe est alors d'itérer la phase 2 du procédé suivant décrit 



81 

~~~~~-! : la résolution de (B) par la programmation dynamique 

fournit v(B) et k* = max {k 1 ~ = 1} (ce qui implique que 
*· x. = 0 j = k + 1, ••• ,n) . 
J * * rn = k - 1 composantes de x sont à déterminer. 

Phase 2 : 

.!. séparation de (B 1 ~* = 1) en deux sous-pl"oblèmes de dimensicf 

identiques (à une unité près si-m est impair) : 

: (B
1

) _ (B ~* = 1 ; xj = 0 j = Lm/2J + 1, ••• ,rn) 

(B
2

) _ (B ~* =1; xj = 0 j = 1, ••• , Lm/2J) 

les résolutions de (B1 ) 'et de (B2 ) par la programmation dyna~­
que fournissent respectivement 

ftm/ 2/y) et indt1112 /y) 

f!(y) et ind! (y) 
y = 0' ••• ,b - ~* 

2 détermination de 
* 1 * 2 * y € {0,1, ••• ,b-ak*}: flm/ 2iy )+ fm(b - ~* -y ) = v(B) 

* . 1 * * . 2 * ~ en posant k1 = ~ndlm/2 J(y ) et k2 = ~ndm(b - ~* - y ), 

* , . /e5' deux nouvelles valeurs de composantes de x sont determ~ne 

* ~*= 
1 

* ~* = 1. 
2 

En notant qu'à l'itération k de la phase 2 

k * 2 valeurs de composantes de x sont déterminées 

- le nombre d'opéra~ions de chacun 
n-2k-1 

k e~t 
des 2 problèmes résolus · 

borné par h k b, h € :JN, 
2 

au cours des log? n (au n1aximum) itérations de la phase 2, le 

rations est borné par 

) 
nombt'e i 

1 

1 
1 

1 
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log2n k-1 
h L 2k n - ~ b = h (n log2n b - nb) 

k=l 2 

d'où la complexité temporelle globale O(n log2 nb) ; la complexité spa­

tiale est à l'évidence O(n+b) [4 tableaux de dimension b sont suffisants 
en Phase 2]. 

0 

III.1.3.2 - Normalisation de (B) 

Etant donné K un réel supérieur à 1, la résolution par la pro-
' ~ammation dynamique (2eme procédé) du ~bl~e nororn~~ 

n 
max L Le ./KJ x. 

j=l J J 

(Bl<) 
n 

.6 • c.. l. a. x. !) b 
J j=1 J 

x. = 0 ou 1 j = 1, ••• ,n 
J 

est à l'évidence un algorithme de complexité O(n v(B)/K). Le coût (en temps 
d'e , 

~ecution) de résolution de (BK) est donc K fois plus faible que celui 

de (B) ; un choix judicieux de K permet d'aboutir à un algorithme approchant 
total 

ement polynômial pour (B) en résolvant uniquement (BK) par la program-
lllatio 

n dynamique ; la, valeur retenue par cet algorithme -noté FPA1(K) -
est . t c . * . - \" 

l. avec S c {1, ••• ,n} : v(BK) - L*lc./KJ et l. *a. !> b : 
J ( s; J K j € S K J j € SK J 

ihë 
~ (Ibarra et Kim [A6], Lawler [A9]) 

Ve: t: l0,1[ en po.6a.nt K = E. max c., la. Jr..Uolu..Uon. pailla. pto-
n 1!>'!> J g' . J n 

h <tt.Wn dynami.qu.e de (BK) ut u.n a.igo!rlilune a.ppJr..oc.ha.n:t totalement 
""

0.f.Yttô · 3 nt.ta..t pou.Jr.. ( 8 ) ; .6 a. c.omplex.-Ué ut o ( n 1 r. ) • 
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Démonstration 

Soit sK* c (1.,00 o ,n} : v(BK) = \' * lc./KJ et Î * a. sb .Ls J 'd:' J 
JE: K J ~K 

(la valeur de l'algorithme FPA1(K) est donc vA(B) = Ï * c.) 
j E:SK J 

(i) .(.'algoltUhrne FPA1 (Kl ut a.pp!Loc.hant : 

Vj E: {1, o o o ,n} c. < K( le. /K J + 1) o o o o 
J J 

oooo-> VS ·~t: {1,.oo,n} Ï c. 4: K Ï lc./KJ < K lsl 
jE:S J jE:S J 

~ S * c {1, o o o ,n } : v( B) = Ï c . 
. * J 

. ... 

o o o o => v(B) 

. J E:S 

vA(B) ~ K v(BK) ~ K Ï Lc./KJ 
j E:S * J 

- vA(B) S K ls*l (30) 1 
ls*l sn (31) ~ v(B)- vA(B) s E max c. 

K E 1sjsn l 
=-max c. 

n 1 . J 
S]Sn (B) max c. s v 

lsjsn J 

o o o o ""'> (v( B) - v A ( B)) / v( B) S E 

(ii) l' algoiLUhme FPA 1 ( K l ut totalement polynômi.a.l : 

\ ,•' 

J . 

n 
v( B ) s Ï c . s n x max 

j=1 l 1sjsn 
c.-=> n v(B)/K s n3/E, d'où la complexité 

J 

O(n
3

/E)o 

0 

~B· 
Le résultat suivant généralise et améliore celui du théorème 

Th~M.bne. 19 

S~ } rn E: ~+, ~(B) et v(B) v(B) s rn ~(B) (32) 
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a.tolt.6 en po.6a.n:t v e f: J 0,1[ 1< = e y(B)/n l' algoiLLthme FPA
7 

(K) ut de 
c.omptex,U:~ o ( n 2 1 €) • 

~nstration 

La preuve est calquée sur celle du théorème précédent 

(i) Vy(B)(30),(31) ~ 1< = e y(B)/n => v(B) - vA(B) :s; e y(B) :s; e v(B) 

2 2 -
(ii) V y(B) V v(~) n ~(B) _ n v( B) s n v( B ) } 

- 7 y{ B) E y{ B) 2 
~ n v(B) sm!!..... Vn 

K e: 
(32) 

Ce nu • • ( 2 r ( 
~ l lmplique une complexité 0 n /t:) pour 1 algorithme FPA1 K). 

0 

~ (Lawler [A9]) 

F Ve: € ]O,l[ en po.6ant 1< =*max {VG*(B), max c.}, l'algoiLLthme 
P,A.J (K) e,6.t ccmplex.U~ O(n2 /e:). lsjsn J 

• rappel (voir partie II) : la résolution de (B) par l'algorithme 

NKR fournit U c {l, ••• ,n} et i î U: 

v<s> < r c. +ci s 2 max { r c., c.} (33) 
jf:U J j!U J l 

• d'autre part, l'algorithme G* fournit 

VG*<B> ~ r c. 
j!U J 

• en posant y(B) = max {vG*(B), max 
lSjSn 

c.} 
J 

(34) 
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(33) et (34) ~ ~ rn = 2 : v(B) = v{B) < rn y(B) 

le théorème 19 permet alors de conclure, en notant que l'algorithme NKR 
est de complexité O{n). 

0 

III.1.3.3 - Partition des données de {B) 

La partition des 

est meilleure que O(n2
/t) 

rement grand. 

données va aboutir à une complexité O(n/t2> q~; 
] , b •tral' lorsque, pour t € 0,1[ fixe, n devient ar 1 

' ' 

Etant donnés T et K € ~, on pose 

ë = {j € {l, ••• ,n} c. > T} ; g = {1, ••• ,n}\ë 
J 

max L Lc./KJ x. 
j€C J J 

(BT,K) .6.C.. ~- a. x. s; b 
j€C J J 

x. = 0 
J 

ou 1 'Yj € c 

ST ,K = {.s c: c 1 ~ a. s; b} 
j€S J 

J 
pour définir l'algorithme totalement polynômial suivant, dû à l'origine 

Ibarra et Kim [A6], puis amélioré par Lawler [A9] : 

1 résolution de (BT,K) 

Th~OII.bne 20 

Etant donn~.6 y(B) et v(B) tel-6 que v(B) s; rn y{B), rn € ~T' en ri 
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k k-1 Y E € Jo,1[ K : a1 t y{B) et T : a2 & y(B) (35) 

a.vtc. 2 s k 6 :N ; a1 , a2 s] 0,1[ et a
1
ta

2
+a

2 
s 1 

t' a.l.goJt.i:tJune FPA2 ( K, T) ut a.ppto ~ totalement polynôm.i.al ; ~a. c.omptexli.l 
1!4.t 0( ni &k) 

D' • 

~ 

(i) l..'algoJtU:June FPA2 (K, T) ut a.ppiLOcha.nt : 

Soient E ( Jo,l[ et s* c h, ... ,n} . : v(B) = r * c .• 
j€S J 

-* * - * * En posant S = S n C et ê = S n ~. il est clair que 

v(B) : L_* c. + L * c. 
jES J jE§ J 

• 
vA(B) ~ K L_ lc./KJ + v1 1(BC s*) 

j€S* J • _, 

où (B *) = (B 1 xJ. = 1 Yj ( s* ; XJ. = 0 Yj ( ë\s*> 
~.s 

or 

-* Yj c S 

De plus, 

ca l•· - * 
lndice de la variable de base de (B~,s*>:! E~ 

••• 

t 

(37) 

< T (38) 
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Donc 

(36), .... (37) et (38) ~ v(B) - vA(B) < K ~ ~ T } 

k k-1 K = a1 & y(B), T = a2 & y(B) où 2 s k ( ~ 

al k-1 
•••• ~ v(B) - vA(B) «--=. E v(B) ~ a2 E y(B) 

a2 

k-1 
E ( (0,1( ~ E < E 

v(B) s v(B) - \ 

.... 

•••• _, v( B) 
~ v(B) - vA(B) < E v(B). 

l'' 
(ii) l' algoJLUhme FPA2 ( K, T) ut totalement polynêm.ial, de coiiiP 

xité O(n/&k) puisque 

• - La résolution de (BT K) par le procédé 2 de la prograrnmati0~ 
' n v( B) <~~' dynamique aboutit à un nombre d'opérations borné par h K = T(n) 3 

h(~ 

' 

T(n) s JL ~B~ ~ } 
a2 !! &k • ~ 

j m ( :R v(B) s m v(B) 
~ -

- Le nombre de solutions 

borné par v(B)/K donc par ~ ~' 
• ~ & 

é ~ 
réalisableg envisagées par ce procéd 

et à chacune d'elles est associée lB 

déroulement d'.un algorithme alouton de complexité O(n) 1 
L p)' 

(puisque lg ;a 

D 

. ' 
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~ (Lawler [A9]) 

!(B) = max {vG*(B), max c.} , v(B) = v(B) 
lsjsn J 

2 
E e: 

V e: ~ ]O,l[ K : ~ !(B) et T = 2 !(B) 

f'' Conséquence directe du théorème 20 dont les hypothèses sont véri-
l.ees • 

PUJ.sque 

(i) (33) et (34) ~ y(B) S 2 v(B) 

(ii) k = 2 

0 

~l.· • Les choix des valeurs des paramètres k, a1 et a2 aboutissent à une 
nl.rn· l.satio d xi , , . , . 1 . 2 k 

~ n es cornple tes theor1que et exper1menta e pu1sque e: > e: 
~ 2 2 

, \ = 1/4 = max (a
2 

- a2) et enfin 
a2~JO,l[ 

a2 = 1/2 = max {a2 1 1/4~ + a2 s 1 a2 ~ ]0,1[}. 

0 
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111.2- MAJoRANTs DE v<B> 

Il est possible d'aboutir à un majorant de v(B) meilleur (c'est-l' 

de valeur plus faible) que le majorant classique Lv(B)J en utilisant 

- soit la relaxation du problème asymptotique de Gomery [G30] 

(voir Fréhel [G17] et Gondran [G31] pour les cas des variables entières 

et bornées) 

- soit des relaxations des deux sous-problèmes de (B) obtenus t 
\ 

séparation sur lavariable de base! (B 1 xi= 0) et (B 1 xi= 1) 

(AG) 

où 

111.2.1 -Relaxation du problème asymptotique de Go~ory 

La résolution de 

- \' 0 \' 0 v(B) - L d. T max L d. x. 
jt:U J jt:U J J 

L d: ~. - (c./a.) x. 
jt:L J J . ~ ~ s 

d~ = 
J 

c. -
J 

x = b -s 

n 
~.c. r a. x. T a x ~ B 

j=1 J J a s 

j~i 

0 ~ x. ~ 1 Vj t: L u U x ~ 0 
J s 

1 (c./a. )a., d. = (c./a.) a. - c. 
~ ~ J J ~ ~ J J 

a. = (a./a.) - la./a.J 
J J ~ J ~ 

Vj 

n 

r 
j=1 

a. x. et B = (b/a.)- Lb/a.J 
J J l. ~ 

~outit au majorant ~1 = ' . L v(AG)J de v(B) (voir[K11]). 

• 0~ 
- t} 

En remarquant que v(AG) = v(B) lorsque L a. ~ e, la résol0 

de (AG) n'offre un intérêt que si L 
jt:U 

L La./a.J ~ lb/a.J 
jt: u J ~ ~ 

jt:U J 

i t ". 1 tà a. < e. ce qu es equ~va en 
J 

(voir propositions 2.2 et 2.3 de [K38]). 

j 
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~ote ---
Des exemples sont présentés dans [Kll]. 

0 

111.2.2 - Relaxations de (B 1 xi • 0) et (B 1 xi = 1) 

a) Il suffit de résoudre les sous-problèmes (B 1 xi = 0) et 

(~ 1 xi = 1) pour obtenir à l'évidence un minorant de v(B) en posant 

2 - 1 À = lmax {v(B x. = 
~ 

0), v(B x. = 1}}J 
~ 

(i) Vj ~ L u U max {v(B 1 x. = 0), v(B 1 x. = 1)} = v(B) 
J J 

( '') ,2 1 . 1 t . t 0 1 , ~~ A ~ À pu~sque a con ra~n e s x. s est relachee en 
l(, ~ 0 ~ 
l. dans le problème (AG) • 

0 

b) Un autre type de majorant de v(B), supérieur à À2 (mais 
Obt 

enu Plus rapidement) est proposé dans [K42] 

en [ i c;-/a:- = max {c ./a. 
notant ~ ~ J J 

i c./a. = min fe ./a. 
l ~ J J 

~3 ::: 

.L C, + c~(b - ra.)/a-: J(U J ~ . u J ~ JE: - r - c. + max {. L c. x. 1 l aj x. j(u J jE:L J J jE:L J 

~ '~<à x. = 1 Vj E: u = 0) v(B x. = J ~ 

j E: L} 

j E: U} 

s b - r 
j~U 

= 0) x. 
~ 

a. 
J 

x. E: If Vj ~ L} 
J 
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>.4 = r c. -t c. - c.( La. -ta. - b)/a. 
jE:U J ~ ~ . u J ~ ~ - JE: -

r < r r r - b ·' = c. -t ci - min cj x. a. x. :li!: a. -t a. ; "j ' 
jE:U J jE:U J jE:U J J jE:U J ~ 

v· '1 J 1 

:li!: v(B 1 x. = 0 Vj E: L . x. = 1) = v(B xi = 1) 
J 

, 
~ 

->>.5 3 4 >. 2. = lmax(>. , >. )J :li!: 

0 
\ 

II 1.3 - MINORANT DE * AX 

ll1 
Etant donné !(B), la recherche d'une solution x de F(B) te 1 

* .. ~ 
ex > !(B) est à la base de la détermination d'Wl minorant de ax obten .. 

résolvant 

[

min ax 

(Y) ~.c. ex :li!: !(B) -t 1 

· x E: [V] 

pour poser ~ = fv(Y)l. 

La solution de (Y) se déduit du 

Th~OJr.bne 21 

E.ta.nt donn~ z E: :N, une ~o.l.u-t<.on op-ti.ma.le i' de 

min ax ~.c. ex :li!: z ; xE: [V] 

ut d~J.UU.e n~~h la d~t~on de u' c J = {1 } -#o~o o ,.,- ~ , ••• , n ~ICA. que 

C. -t C > Z :li!: 
J q 

c. 
J 

Vj E: u•a./c. s a /c Vp t u• 
J J p p 

a /c =min {a /c 1 pi U'} 
~ q p p 
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"' x. = 1 
J 

Vj E: U' 

"' x = (z -q c. )/c 
J q 

"' x. = 0 
J 

Vj E: L' : J\(U' u {q}) 

Evidente dans oe cas particulier de la programaation linéaire. 

( i) z : !( B) + 1 -> U' = U ; q = i ; L 1 = L 

(ii) b E: [ r a. + 1, b] 
jE:U J 

\ 

Voir théorème 2.2 de [K38]. 

0 

0 

~ (i) ~ sera d'autant plus proche de b que !(B) s~ra grand et ai 
c:rl'qnd 

Par rapport à ci. 

de ( 'i) 
(ii) un minorant de ax*, supérieur à~ est obtenu par séparation 

fmin {v(Y 1 xi = 0), v(Y 1 x1 = 1)}1. 

0 
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111.4- ENCADREMENT DE LXJ 

L'encadrement de la fonction économique et de la contrainte 

< ex s v(B) (39) 

' \ 
sax sb (40) 

permet la détermination d'un ma.jo.IU11lt. [inférieur à 2n) du nomblle. de. ~oLJ.L' 

tic~ de. (8) à envisager : 

En posant 

1 = max(1
1

, 12) avec 

u =min (u
1

, 

on déduit que 

(voir [G25]) 

k 

~l = min 
{k r c. 

j~l J 

12 = min {k r a. 
j=l J 

k 
= max {k L e. 

j~l J 

= max {k 1 L a. 
j=l J 

> y(B)' cl 0!: c2 0!:. • .0!: c } 
Il 

0!: ~' al 0!: a2 0!: • • .0!: a } 
Il 

s v(B), c1 s c2 s ••• ~ e
11

} 

s b, a
1 

s a
2 

s ••• s an} 

Vx f F(B) = {x € V 1 x vérifie (39) et (40)} 

n 
1 s r x. s u 

j=l J 

j 
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ce qu· • l lmplique 

U· 

IF(B)I $ r 
k=1 

Une illustration numérique est fournie par les tableaux 2 et 3 

- les neuf problèmes étudiés sont caractérisés dans le tableau 2 

- le tableau 3 donne les valeurs de 

~ = rmin {ax 1 ex~ v2(B) + 1 ; x € [V]}l, 

~es b 0 l'nes 1 et u associées et les majorants correspondants de 1 F(B) 1. 

~ Il es~ à remarquer enfin, que les bornes 11 , 1
2

, u
1 

et u2 peuvent 
t~e d~ . 

eterminées par de~ algorithmes du type NKR, donc de complexité O(n) 
en 

~Yenne. Ces résultats seront généralisés dans le cadre de la résolution 
cl.\l 

Pt>oblème du knapsack "b&udruche" ; les théorèmes et algorithmes associés 
se~ont 

donc détaillés au chapitre 4. 
• 



-
PRœLEHB VARIABLB 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 b 

-
c 101 20 79 29 

1 • 10 2 8 3 11 
[i) 1 0 0 0 

[Kll] x*. 0 0 1 1 
' -c 8 15 15 5 

• 4 8 8 5 . 
J,1 2 

[X} 1 1 0 0 \ 
[Kll) x*. 0 1 1 0 _.... 

c 6 8 10 11 
' 3 • 2 3 7 10 20 • [f'] 1 1 1 0 Ï:K21] 

x* 0 1 1 1 -c 6 8 10 11 9 
4 • 2 3 7 10 ·g 20 

[K21J (xJ 1 1 1 0 0 
x* 0 1 1 1 0 . 

...;-
c: 52 17 4() "I'JJ 813 768 724 

5 • 45 15 40 793 820 777 737 831 
[KS.K9.K101 (x] 1 1 1 0 0 0 0 

x* 1 1 0 0 0 1 0 . .. _..,...... 

c 11 21 31 33 43 53 55 65 
6 • 1 11 21 21 33 .43 45 55 t10 

[A12] 
[:i] 1 1 1 1 1 0 0 0 
x* 1 1 1 0 1· .1 0 0 

...-' 
c 12 42 65 35 55 457 57 45 2 

7 • 5 42 75 42 72 631 8~ 73 14 650 
[Kll] 

[l 1 1' 1 "1 1 1 0 0 0 0 
x* . 1 0 0 0 0 1 0 0 1 v 
c 3 1 1 5 10 15 17 15 18 20 

8 • 2 1 1 5 11 17 20 18 25 30 90 
[G61] [xJ 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 

x* l 1 1 l o· 1 1 1 1 0 .--
c 14 13 15 10 8 13 10 10 5 7 7 6 

9 7 7 6 8 • 13 SI • 10 7 10 9 5 10 12 
[K6] [xl 1 1 1 1 1 1 . 0 0 0 0 0 0 

x* 1 1 1 1 0 1 1 0 o· 0 6 0 
y 

Tdble;m 2 
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r--

Pz.oblème n y(B) v< a> b .t u 1 F(B) 1 S 2n 

1---

1 4 101 llO 11 2 2 6 16 -2 4 28 32 16 2 3 10 16 --3 4 21f 32 13 3 3 4 16 --- ·-4 5 24 32 13 3 3 10 32 
1--. 

5 7 833 839 825 2 4 91 128 r--.. 
6 8 139 164 90 3 5 182 256 

1--
7 9 ....._, 313 4'H 381 1 3 129 512 

8 10 67 77 .....__ 77 4 8 837 1024 

9 12 73 77 48 6 7 924. 4096 

Tableau 3 
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IV - RELAXATION LAGRANGIENNE 

* Un encadrement de v{B) et de ax étant connu, le problème (B) est 
<lon 

c supposé se formuler comme suit 

r max ex 

l!.c.. x € F(B) 

avec F( 
B) = {x € V 1 y(B) < ex s ~(B) b S ax S b} 

!_apt)f>, 
~: ~(B) ~ I 

j€U 
c., ;(B) s l v(B) Jet b ~ I a. + 1. 

J j€U J 

0 

..l Les 
'~e ~ 

t'educt · · lon 
Ut· l.lisat' lon 

résultats suivants - nécessaires à l'expos~ de l'algorithme 

de la partie V- concernent l'élimination de variables par 

des relaxations lagrangiennes. 

IV,1 
- RËSULTATS GËNËRAUX 

les 

En considérant 

- (B ) 
* 1:~:. :: > ~ 

[ x € v 
- les relaxations lagrangiennes respectives de (B) et de (B*) 

définies Vu € ~+ : 

(RB(u)) max ex+ u(b - ax) ~.c.. x € V 
x 

(RB*(u)) min ex+ u(b- ax) ~.c.. x € V 
x -

- les duaux respectifs de (B) et de (B*) 

(D) min v (RB(u)) 
4.c. u~O 

(D*) max v (RB* ( u)) 
.6 • c.. ~0 

t>é~Ul 
~h~t" tats des théorèmes 1 et 2 (§ 1.1, Chapitre 1) aboutissent à la 

l.ne . 
sulvante d'inégalités 
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Th~M.~me. 2 2 

En no.ta.n:t u(resp. u*) le. rruLti..pUc.ateu.Jr.. a.6llOU~ a ax s b (resP· 

ax ~ b) a l'optimum de. ca> Cresp. cs.>> : 

Vu f: :R+ 

v(RB*(u)) s v(D*) = v(B*) = v(RB(u*)) s v(B*) s !(B) S v(B) 

v(B) s v(B) s v(B) = v(RB(u)) = v(D) s v(RB(u)) 

qui implique, en conjonction avec le corollaire du théorème 5 (§ !.3, ena' 

pitre 1) : 

\ 
\ 

Théo1r.~me 23 

E.ta..n.t donn~ t f: 

L v(RB(u) 1 xk = 
ou => xk+ 1- E 

{0,1}, k f: {1, ••• ,n} et u f: :R+ 

d J S !-{B) } 

x = t) 1 > v(B) 
k 

Ces crit~res d'élimination définitive de variables utilisant les 

relaxations lagrangiennes (RB(u)), dites majolr.ante.ll, et (RB*(u)), diteS 

minolr.dn:te.ll, se définissent plus précisément encore en introduisant la 

nutiun de p~natit~ : 

Une. pénai.Ué e.ll.t une. botme. in6 éJUe.Uir.e. de. ~'augmentation ( !r.e.hP· .~~ 
diminution) appo!ttée a la vale.wt d'une !r.ehu:aüon d'un p!r.obl~me e.n "~r 
e.n:t.U!r. e.ll de mirU.tn.<l> aüo n (Ir. e.ll p. maxim..W aüo n) lo!L6 q u ' une c.o n:tlr.ain.te. .h uP 

me.nta..Vr:. e. e.ll.t impo~ e. e. • 

En effet, étant donné u E: :R+' en posant 

J+(u) = f1· {1 } f: ' ••• ,n 

rce qui implique que 

v(RB*(u)) = ub + L _ 
jE:J (u) 

\)~: 

cj - uaj> 0} et J-(u) = {j f: {1, ••. ,n} 1 cj ... 
1

1 

)l. 
\la' 

(c. -ua.) et v(RB(u)) = ub + L (c. - î 
J J jE:J+ (u) J 
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et en définissant les 

xj = E ( j € { 1, •.. , n} 

blèmes (B) et (B ) : 

pénalités d~(u) et p~(u) relatives à la contrainte 
J J 

et E € {0,1}) et associées respectivement aux pro-

* 
0 1 + d. (u) = pj {u) = c. -ua. v· € J {u) 
J J J J 

1 0 J-(u) dj(u) = pj(u) = ua. - c. Vj € 
J J 

le~ ré::;ultat::~ du théorème 23 deviennent 

Etant don.n.~ u € lR 

(i) ~ k € J+{u) : L v(RB(u;) 0 
dk(u) J s v{B) l 

r v(RB*(u))+ p~(u) 1 > v{B) J 

1 
L v(RB(u)) - dk(u) J s !:(B) } 

f v(RB1u)) + p~(u) 1 > ;(B) 

n~ 

~strat{ --u-n " ' 1 d [ ] ~ Voir theoreme 3. • e Kll • 

IV.2 ~ RELAXATIONS LAGRANGIENNES PRIVILËGIËES 

0 

Parmi l'infinité des relaxations lagrangiennes de (B) et (B*), 
~eU.le l· . . : u . l( 

d connaissance de 2 n + 4 d'entre elles, d1tes ~v~~g~~~, est 
~Uff· 

lsante puur appliquer ces tests d'élimination de variables ; ce sunt 
celles 

associées aux multiplicateurs suivants 

UO nombre arbitrairement grand 

(pour privilégier b sax s b) 
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u1 = c1/a1 1 = l, ••• ,n 

[supposés tels que c1/a1 ~ c2/a2 ~ ••• ~en/an pour simplifier 

la suite de cet exposé] 

un+l = 0 (pour privilégier y(B) < ex i v(B). 

Cette assertion découle du théorème suivant (le résultat relatif aux 

relaxations lagrangiennes majorantes a également été établi dans [K25]): 

Th~oiL~e. 2 4 

0 
~ v(RB(u1 )) 

0 
v (RB(u)) - dk(u) - dk(u1 ) 

1 1 

v (RB*(u)) 
0 0 

+ pk(u) S: v(RB*(u1 )) + pk(ui. ) 
2 2 

v (RB(u)) 
1 ~ v(RB(u1 )) 

1 
- cik(u) - dk(ui. ) 

3 3 

v (RB*(u)) + 
1 s: v(RB*(u1 )) 

1 ) pk(u) + pk(u1 
4 4 

Démonstration Voir lemme 3.1. et théorème 3.2. de [Kll] et [K38] 

0 

IV.3 -MEILLEURES RELAXATIONS LAGRANGIENNES 

Parmi les 2 n + 4 relaxations lagrangiennes privilégiées, il eO 
1 1.1' 1 

existe deux (l'une majorante et l'autre minorante) meilleures que leS 
3 

e· 
i 

, ( ) !· ! 
tres : ce sont celles qu permettent la plus grande reduction de B ' 1 

qui réalisent respectivement 1 

1 
! 
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- PoUl:'> la majorante 

rna x 
u:::u 

0' •• • ,un+1 
{k € {1, ••• ,n} 1 l v(RB(u) 1 ~ = E) J s ~(B)} 

, PoUl:'> la . 
m~norante 

~~ 1 {k € {1, ••• ,n} 1 r v(RB*(u) 1 xk = €) 1 > v(B)} 1 
0'•. • ,un+1 

(41) 

(42) 

Comme il est exclu du point de vue pratique de déterminer les deux 
llleille 

Ul:'>esrelaxations lagrangiennes au sens de (41) et (42), à l'instar de la 
lllaj 0l:'. , 

lte des auteurs (qui n'envisagent que les relaxations majorantes), nous 
Cho· • 

lsl~ons en première approximation 

V(RB(Ü)) = min v(RB(u)) 
u~O 

v(RB*(u*)) = max v(RB*(u)) 
u~O 

(43) 

(44) 

~- = u. = c./a. avec i et r indices des variables fractionnaires 
~ ~ ~ 

u* = u = c /a respectives de {B) et de (B*). r r r 

Ces dernières relations résultent de la théorie de la dualité, mais Peu'{e 
nt également se déd~ire des trois résultats suivants : 

~~:I-1C • 
~ (.femme 3.1 de [Kll] > 

Etant donn~ u € lR et 
+ 

~ tl, 12 € {k, k+1} 

t € {0,1, ••• , n+l} : u € 

v(RB*(u1 )) ~ v(RB*(u)) 
1 v(RB (u1 )) s v(RB(u)) 
2 

J>'to . 

~ (.femne 3.2. de [K38]) 

(i) v(RB(u.)) 'v(RB(ui_1))' 'v(RB(u )) < v(RB(u )) ,. "" •.• ,. 1 0 
(• ~ 
li) v(RB(u1 )) s v(RB(ui+1)) s ... s v(RB(un)) s v(RB(un+

1
)) 
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P4op4l~t~ 3 (lemme 3.3. de [K3sJ> 

Notes 

(i) v(RB*(ur)) ~ v(RB*(ur_1)) ~ ••• ~ v(RB*(u1)) ~ v(RB*(u0 )) 

(ii) v(RB.(ur)) ~ v(RB*(ur+1 )) ~ ... ~ v(RB*(un)) > v(RB*(un+l)) 

(i) les pénalités associées à (RB(ui)) (resp.(RB*(ur))) ne sont 

rien d'autre que les coûts réduits à 1' optimum de ( B) ( resP· 

(ii) on montre d'autre part que (théorème 3.4. de [K38]) 

1 

v(RB(u
1

)) = max {ex 1 ax sb, 0 S x. s 1 Vj ~ k, (xk)} R. = 1,·•"' 
n J 

v(RB(u +1 )) = L c. =max {ex 1 x € V} 
n j=1 J 

et 

v(RB*(u
1
)) =min {ex 1 ax ~ 12; 0 s xj S 1 Vj '/. k, (~)} 1 

1 •' :: J.' ' 

v(RB*(un+1)) = 0 =min {ex 1 x f V}. 

= { 0 si k € U 
En posant e:k 

1 si k € l 
et en remarquant que 

0 

= min v(RP(u) 1 xk = e:k) = v(RP(ui(k) 1 ~ = ~~ 
~0 

où xi(k) est la variable de base de (P 1 ~ = Ek) 

[ > i(k) € U u {i} si k € L et i(k) € L u {i} si k € UJ 

i 
)l; 

la détermination de 

k € u k f L · a- = max a. • k 
jfl J 
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et de 

~ :: i(~) (resp. i = i(k)) indice de la variable cie base de (P 1 '\ = 0) 

<t>esp. (P 1 ~ = 1))' 

Pe!'rnet de conclure que 

Vk ~ {1, ••• ,n} Vu t [ui, u1 J 

~ 1 ~ {Ï, i + 1, •.. ,!} : v(RP(u1) 1 ~ = Ek) s v(RP(u) 1 ~ = Ek) 

c:~tte 
r~marque et la suivante 

sont , 
~erifiées dans les expériences et exemples numériques suivants 

Une étude sur l'utilisation des relaxations lagrangiennes majorantes il\>ec d 
1,. es Problèmes à coefficients tirés au hasard suivant la loi uniforme dans 

l.nt n 
s er~alle [O 99] (sous la condition ~~x aj sb< L a.) donne les ré-
Ul.ta.ts 8 • ' lsjsn j=l J 

u~~ants 

Qe 50 * dans le tableau 4 sont répertoriés, pour les problèmes 

eh , loo, 500 et 1 000 variables les nombres moyens de variables éliminées 
'' Ut• 
(qepu~lisant (RB(~)), k parcourant différents sous-ensembles Dk de {1, ••• ,n} 

l.s D - {1 } · '' D - { i}) ( t t t d t d 1 1 ~~hib, k - , ••• ,n Jusqu a k - !!~-~ : comp e- enu u emps e ca cu 
~0~ l. tif, les expériences relatives à Dk = { 1, ••• ,n} ont été réduites à 3 

soo 
~ariables, sont inexistantes pour 1 000 variables). 

* pour les 100 problèmes de 50 variables, 

figure 3 représente l'histogramme relatif à la distribution de 

selon le nombre de variables éliminées en utilisant 

{l, ••• ,n} (l'amplitude élémentaire des classes étant de une 
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unité, l'ordonnée hj d'une classe j d'amplitude nvj et 

définie par h. = np./nv.). 
1 J J 

d'effectif np· es 
J 

• dans le tableau 5 sont répertoriés les nombres Nk > 0 de probl 

pour lesquels la meilleure relaxation lagrangienne majorante est (RB(ui+~ 

(N.B. : il existe deux problèmes pour lesquels (RB(ui_
1
)) et (RB(ui+l)) 

toutes deux les meilleures ==> r Nk > 100). 
k 

\ 
Exemple 1. (Tableau 6) : problème à 7 variables (n° 5 du t~1 

[r = 6,i = 4, y(B) = 8361 L v(B) J = 839 et b = 829]; les relaxations 1aS! 

giennes minorantes ne jouent aucun rôle d · bl f' ' a' ( eux var1a es sont 1xees 

• Exemple 2. (Tableau 7) : problème à 3 variables [r = 1, i:: 3 

y(B) = 7, L v(B) J = 8 et b = 9]:la solution optimale est déterminée di~ 
tement en utilisant les relaxations lagrangiennes : x; = 1 avec (RB*(ul) 
* * te x
1 

= 1 avec (RB(u2 )) ou (RB(u3)), x2 = 0 avec (RB*(u3)) en tenant comP 

* x1 = 1. 

La figure 4 (resp. 5) représente pour l'exemple 1 (resp. 2) les graphes 
1 

fonctions de~ dans~ définies paru~ v(RB(u)) (en trait gras) et 

u --> v(RB {u)) (en pointillés). 
* 

1 
Figure 3 

• 
7 

I""P"""" 

1 

3 

1 "'--J 

21 21 • 10 
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,.._ 

Nombre de Nombre moyen de variables éliminées 
""-

Variables 
r--

50 

lOO 

soo 
1 ooo 

Probl~mes RB(~) k : 1, ••• ,n RB(ui+k) lkl RB(ui+k) 
s 

lOO '+2.22 '+2.22 4 42.16 

90 88.74 88.74 6 88.7'+ 

30 479 475 10 475 

7 970.43 20 970.43 

Tableau 4 

k -3 -1 0 +1 

"t 1 11 81 9 

Tableau 5 t ..... 7.2 ' ~-----------::94.~ .. 
m.''--~ 114.)..-...-.... 

t ....... 
r ......... 

114.1) ........... 

10 

.. , .... , .. 4 ., 

, 

1.30 

, 

....... ... _ 

, ........ 

I.JJ 

FiJI!'! 1 

..... 

, .. 

... ... ... 27 ..... 
....... US.H 

... 

II.H 

... - ... t.JJ .. t . 

1 

•a 

en utilisant 

lkl RB(ui) 
s 

1 40,5' 

2 86.22 

5 474.33 

10 969,8 
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, 
c 52 17 «> 793 113 761 ne ,, 
• cs 15 «> 793 120 . 777 737 

1 k 

v(B) -
cRS<~ 1~ 

'\ v( RB.,('\) c1,.1 cz-'\•z c3-'\•3 c., •• cs"'\~ c,,., a,,., 
1 

1 52/45 «>3.02 0 ~.33 -6.22 • -123.35 -134.55 -12!1.17 -127.64 
1,,, 

(x%-o> 
1sl·-

2 17/15 350.73 1 0 -5.33 -1o5. 73 -116.33 -122.60 -111.27 

' 3, 4 1 39 7 2 0 0 - 7 - ' -u 

' cx,'*-o> 
,,1 

5 813/820 26.15 7.38 2.13 0.34 6.77 0 - 2.37 - 6.71 

6 768/n7 24.07 7.52 2.17 0.46 2.50 4.46 
sl·11 

9.11 0 -
ljl l . 

1 724/737 24.62 7. 79 2.26 0.71 13.99 7.46 4.70 0 

Tableau 6 

, 
c 5 2 3 • 

' • • J 5 

1 

v(B)-•{RB,('\)) 
. y{)tll(~))" 

k '\ C1•'\&1 c2'Az c3:\a, 

•·'' 1 5/4 1. 75 0 -1.75 -3.25 

lx 'tl) ,,, 
2 2/3 2.33 2.Jl 0 -o.JJ 

"'t•1) .. ~ 
3 J/5 2.60 2.60 0.2 0 

cxr-1) lx J-o> 

Tableau 7 
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V - REDUCTION 

La présentation d'un cadre commun pour les algorithmes de réductioa 

de la ~aille de (B) (§ V.1) précède l'exposé d'une nouvelle méthode performan­

te(§ V.3) mettant en jeu des relaxations, des relaxations lagrangiennes, 

et des relations binaires et de dominance entre variables (§ V,2), 

V.! ... SYNTHËSE 

Les algorithmes de réduction du problème du knapsack entrent dans le 
cad~e commun exposé au Chapitre 1 ; il se précise toutefois conme suit : 

SC litt-lA 
GENERAL DE REDUCTION DU KNAPSACK 

l Résolution de (B) 

Ei, x f V alors v( B) + v( B) ; stof. 

Soit x. la variable de base de (B) 
J. 

2 Utiliser une (ou plusieurs) heuristique (s) ou un algorithme 

approchant ~our déterminer v(B) 

3 Déterminer v(B) si v(B) = ;(B) alors v(B) +!(B) ; stop. 

={: 
si k f 

4 Réduction de la taille de (B) x = xl - '/J et e:k 0 si k f 

~.1. Pour k f U u L 

g v< B 1 ~ = E:k) s !(B) alors xk + 1 - E: k 

xl = x1 u {ki -e: -e: k k 

4.1.1, sinon si ~k = !(B 1 ~ = e:k) > !(B) 

alors !(B) + \ 

u 

L 

si !(B) = v(B) alors v{B) + !(B) stop. 

4,2, Pour e:i = 0, puis 1 

si v(B 1 x; : e:) s v(B) alors x. 
- J. - 1 

+ 1- e:, 
J. 

xl-e:. ! x u 1-e: 
i J. 

{i} 
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alors ~(B) + >.k 

si ~(B) = ~(B) alors v(B) + ~(B) stoP' 

Avant d'exposer de manière détaillée notre nouvel algorithme 

de réduction, la présentation du tableau 8 a pour but de mettre en ~viden·l 
les particularités de chacun des 12 algorithmes de réduction connus (liste 

arrêtée au 30 Mai 1979 ) ; il indique successivement pour chacune des 

méthodes (considérées dans l'ordre chronologique) 

- l'heuristique choisie 

-la (les) majoration (s·) envisagée (s) à l'étape 4; 

Etant donnés X
0

, X
1

, t € {0,1} et k €. {l, .•. ,n}, les trois tyPes 

de majorations de v(B 1 ~ = t) rencontrés dans la littérature sont 

tlEe 1 

type 2 

type 3 

Notes 

L 

l 

L 

v(RB(Ü) 1 ~ = r ) J relaxation lagrangienne 

v(B 1 ~ = t ) J 1 
v(B 1 ~ = t xj = 0 Vj f x0 ; xj = 1 Vj f X1 )~ 

.) 
rela~at~ · 

(i) Toutes les méthodes (à l'exception de [K2] et [K13]) envi58g 1 

la résolution de la relaxation par l'algorithme C.K.R. (aveC 1 

classement des données). 

(ii) Dans le but de ne pas dédoubler le nombre de types, nous , 1 ·v! 
avons pris le parti de supposer que chaque algorithme utl / 

la partie entière dans le calcul de l'évaluation par excèS 1 

(même dans le cas où l'auteur ne l'emploie pas), 

(iii) Les étapes 4.1.1 et 4,2 n'ont un sens que dans le cadre de 

l'utilisation des relaxations (typ~s 2 et 3), 

11 
~3U 

(iv) L'étape 3 n'est envisagée que dans les méthodes [K31] et [ Ji 
3lc 1 qui se démarquent des autres méthodes par le fait que le c , 

de >. 6 contient implicitement les étapes 4.1.1 et 4,2,1 ains~ 
- 1 {.i}r que les calculs de v(B ~ = tk) avec tk = 0 si k € U U 

1 si k € L u {i}. 
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(v) Dans nos méthodes [Kll], CK12] les calculs des valeurs des re· 

laxations tiennent compte du raisonnement suivant 

si ~ p € x2 tel que ap > b - L aj alors xp = 0 V x € F( B) • 
jE: Xl 

0 

\ 
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Méthode ~(B) 

Fayard, Plateau 

110 

Type de majoration 

de v(B 1 '1< = d 

1 [K8, K9, KlO] 

(71, 72, 75) 
- -----· ----------- ------------+------------, 

Ingargiola, Korsh 

[K28], (73) 

Dembo, Hammer 

[K6, K7] 

(74, 78) 

Hansen 

[K26] (74) 

Barr, Ross 

[K3] (75) 

Suhl [K41](78) 

Zol t.1ers [ K45l 

Lauri ère 
[K3t] (76) 

Martello , toth 
[K34] (77) 

(78) 

). 
1 

2 

1 

1 

1 et 3 

2 

-

Ir-------···· ·--· ··--·- . . ... -----------·- --·--------------
Fayard, Plateau 
[Kll, K12] 

( 76' 77) 

Nauss 

[K37] (76) 

1 et 3 

~3 1 

----------- -·--···------+-------~-----------_...... 

Balas , Zemel 

[ K2] (77) 
). 

7 
1 et 3 

~----------------~-----------~-------------------

Tableau 8 
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V.2 .. RtSULTATS PRELIMINAIRES 

La notion de dominance entre variables sera introduite dans le but 
de rni • • 

n1m1ser le volume des calculs de la phase effective de réduction évo-

quée P~ 'd • b • • d' i ' · ~~ce emment. En outre, les relat1ons 1na1res eterm nees, en part1-
cu1· · 
• le~, à partir des relaxations lagrangiennes, permettront d'affiner les 
eval . 

Uatlons par excès obtenues par relaxation. 

V.2.1- Relations de dominance 

n 
Dans le but de simplifier, étant donné R = ~ 

lllent · j-1 
s U(J, R, k), E(J, R, k) et L (J, R, k) de la (R, kJ 

l'esPectivement remplacés par Uk, Rk et Lk. 

{c./a.}, les élé­
J J 

partition seront 

D'autre part l'exposé de cette partie nécessite la donnée de la 

def. 

V.2.1.1 -Dominance entre variables d'indices € U u {i} ---------------------------------------------

les d Pour de telles variables, on va montrer que xk domine x1 lorsque 

eux conditions suivantes sont réunies : R. € Uk u Ek et c
1 

~ ck. 

~ 

Etant donn~~ k € U u {i} et R. € Uk u Ek 

~.(. c1 <!: ck 

aio~ (i) d~(ui) <!: ~(ui) 

(ii) v<a 1 x1 = o> s v(B x = 0) 
k 
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Démonstration Voir lemme 1 de [Kl2]. 

0 

Thlollbre 2 5 

Etant donnl k € u u {i} 

~i jt € uk u Ek tel que c1 ~ ck 

' ' 
Démonstration Voir théorème 1 de [Kl2], 

D 

Notes 

{i) Sous les hypothèses 

t 
c1;a1 0!: c2/a2 0!: •• •0!: en/an (T) 

(i.e. U = { 1, 2, ... , i - 1} et L = {i + 1, i + 2, ... , n}) 

et c1 0!: c2 0!: ••• 0!: ci-l 0!: ci 

le lemme du théorème 25 permet de conclure que 

d~( ui) 0!: ~ ( u1 ) 0!: ••• 0!: d? 
1

<u.) 0!: cf.(u.) = 0 
].- l. l. l. 

v( B 1 x
1 

= 0) s v( B 1 

c'est-à-dire ~ DÎ x1 

x2 =0) s ... s v(B 1 xi-l 

Yt, k €{l, ... ,i} : t < 

= 0) s v( B 
k. 

(ii) Les résultats de ce lemme (i) se généralisent au cas 

de toute relaxation lagrangienne privilégiée : 

p € {l, .•. ,n} étant fixé on montre donc que : 

Pour k € U u E et 1 € U k u E k 
p p 0 0 

alors c1 0!: ck ~ d1(up) 0!: dk(up) 

ce qui implique que : 

sous l'hypothèse (T) si c1 ~ c2 0!; ••• :1!!: cp 

alors d0
1(u) ~ ... ~ d0 

1(u) ~ d0 (u) =O. 
p p- p p p 

0 

j 
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Pour de telles variables, on va montrer que ~ domine xt lorsque 
les de d • · · t ' · ux con ~t~ons su~vantes son reun~es : 

Etant donn~ k € L u {i} et t € Lk u Ek 

~.i ~saf 1 

alo~ (i) dk(ui) s d1(ui) 

(ii) v(B 1 ~ = 1) ~ v(B xi = 1). 

Voir lemme 2 de [Kl2l 

Etant donn~ k € L u {i} 

~.i ~R. € Lk u Ek tel que ai 2:: ak 
a..f.o~ x. D0 x \ 

1< 0 t 

0 

bëlllo 
~ Voir théorème 2 de [1(12]. 

tlot ...... es ....... 

( i) 

0 

Sous l'hypothèse (T) 

si ais ai+1 s ••• s an_1 san 
0 

alors xk D
0 

xt Vk, t € { i, ... ,n} : k < 1 

puisque le lemme du théorème 26 conduit aux chaines d'inégalités 

0 = di<u1 ) s di+1Cu1 ) s ••• s d~_1 Cu1 ) s d~(u1 } 

v(B 1 x 
1

=1) ~ v(B n-
x =1) 

n 
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(ii) Les résultats de ce lemme (i) se généralisent au cas des 

pénalités de toute relaxation lagrangienne privilégiée 

p € {1, ••• ,n} étant fixé : 

Pour k € L u E et t € Lk u Ek 
p p 1 1 

alors ak s at => dk(up) s dt(up) 

ce qui implique : 

si a sa 
1 

s ••• s p p+ 

alors 0 = d1
(u ) p p 

s ... s 

\ 

1 d (u ) • 
n p 

0 

, rèr 
Etant donnés k '# t € · { 1, ... ,n}, si les deux con di ti ons des theo 

et 26 sont réunies, c'est-à-dire si ck <!:ct et aks a1, alors ck/ak >c/l 

(i.e. t € ~ u Ek et donc k € u1 u E1 ) ; les résultats des lemmes 
précédents peuvent ainsi être particularisés en considérant les valeurs 1. 

de (B 1 ~ = E) et de (B 1 x1 = t), E € {0,1}, pour montrer que x1 nÎ ~ 
D
o 

xk o xR.. 

Lemme 

Etant donn~ k, t € \1, .•• ,n} t~ que k ~ R. 

Si ak s a1 et ck <!: c1 
aloM v( B 1 xk = 0, x1 = 1) s v( B 1 xk = 1, x

1 
= 0). 

Démonstration 

v(B 1 ~ = O, xt = 1) = 
n n 

ct t max { L c. x. L a. K. s b-a x. = 0 ou 1 v j 
j =1 J J j=l J J t' J 

j~k,R. j~k,t c1 s ck 

ak s a1 ~ b - a1 s b - a k 

~ k,t} 

} •' 
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n n 
··• :::::::::. v(B 1 '1< = o, XR. = 1) s ck + max { L c. x. L a. K. Sb-'\:; 

j=l J J j=1 J J 

jtk,R. jtk,R. 

x. = 0 ou t v j 'F k,R.} = v(B 1 '1< = 1, XR. : 0). 
J 

0 

Etant donné6 kt R. ; k,R. € {1, ••• ,n} 
s. 
~ ak s aR. et ck ~ CR. 

ai.oM (i) v(B 1 xk = 0) s v(B XR. = 0) 

(ii) v(B 1 xk = 1) ~ v(B XR. = 1) 
Dl 0 

(iii) XR. '1< et~ D0 xR.. 1 

(. ) 
l. et ( · · ) " " "d ' ,( 11 decoulent du lemme prece ent lorsqu on a remarqu~ que, pour 

t ~ { 
o,l} donné 

'~( B 1 ' 

Xk : E) : max {v(B 1 Xk : E, XR. : E), v(B 1 Xk : E, XR. : 1 - E)} 

et ~(B 1 \ 
(iii) XR.: E): max {v(B 1 XR.: E, ~: E), v(B 1 XR.: E, ~: 1- E)}. 

est une conséquence directe de (i) et (ii). 

s ... s v( B 

;:: .•. ~ v(B 

0 

x = 0) 
n 

x = 1) n 
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Démonstration conséquence directe du théorème 27. 

Notes 

0 

Etant donnés k, 1 ~ {l, .•• ,n} : ck/~ > c1/a1 
i) ck :i!:: c

1 
et ak > a1 =1=> v(B 1 '1<: = 0) s v(B 1 x1 = 0) 

Considérons 

1 
~ 1!• max {9 x1 + 5 x2 + 6 x3 \ 6 x4 5 x1 + 3 x2 + 4 x3 + 4 x4 

x . = 0 ou 1 ' j = 1 , ••• , 4} 
J 
c

1 
> c

2 
et a1 > a2 , mais 

v(B 1 x1 = 0) = 17 > v(B 1 x2 = 0) = 15 

(par contre v(B 1 x1 = 0) = 17 < v(B 1 x2 = 0) = 18) 

ii) ak s at et ck < ct ~> v(B 1 '1<: = 1) :i!:: v(B 1 x1 = 1) : 

Considérons 

max {'~ x
1 

+ 8 x2 + 3 x3 + 8 x4 1 2 x1 + 5 x2 + 2 x3 + 6 x4 ~ 
6

' 

x. = 0 ou 1, j = 1, ••• ,4} 
J 

a
3 

< a
4 

et c3 < c4 , mais 

v( B 1 x3 = 1) = 7 < v( B 1 x4 = 1) = 8 

. - 1 51 - 1 (par contre v(B x3 = 1) = 1) > v(B x4 = 1) = 8). 

0 

V.2.2 -Relations binaires 

de ... ~ .. On suppose être au cours de l'étape~ d'un algorithme ~ 

duction, donc connaître la partition X0 , X1 , X2 de {l, ••• ,n}. 

Etant donnés E ~ {0,1} et k € x2 , l'évaluation par excès 

v(B '1<: = E) envisagée dans [K11] est obtenue par relaxation de 

i.e. on résoud 
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J c. + ck E + max ! c. xj 
J€Xl J ~x J 

j~k2 

.6. (!;. ! a. x. s b - I a. - ~· jf:X2 J J jf:Xl J 

j~k 

o s :llj s 1 vj f: x
2 

\ {k} 

Cette 6valuation, plus fine que celle utilisée dans [K2t], peut encore 

·~ affinée en considérant les relations binaires déduites des coupes 
fo,,_ 

-uies par 

S 
* Les ~la~atiorts lagrangiénnes (i.e. v(RB(u) 1 ~ = E) > y(B)) 

i j~ E E 
f: {O,l}, p f: x2, u f: ~+ : l v(RB(u)) - dk(u) - dp(u) J s y(B) 

~ot's 
~p + l- 6 sous l'hypothèse~ = E 

sous l'hypoth~se xk = E 

ax s 11) 

a > b - L a. - ak E 
p jf:X J 

l 

sous l'hypoth~se ~ = t 

l a. + ~ t < b - L a. 
jf:X J j X J 
j~k ?P c l 

sous l'hypoth~se ~ = t 
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Ainsi en posant. ~ € {0.1} donné. 

X6(~ = t) : {p € ~ 1 xp + ~ sous l'hypothèse ~ = t} c X2 

l'évaluation par excès obtenue par relaxation de 

(B 1 x. = E ; X. = 0 Y j € X ; X. = 1 Y j € x_ ; 
K J 0 J ""1. 

éeS 
sera meilleure (c'est à dire plus faible en valeur) que celles envisaS 

dans [K28] et [Kll]. 

\ 

V.3- NouvEL.ALGORITHME DE RËDUCTION 

· fol! 
Le principe du nouvel algorithme proposé est d'a5order quatre ., 

pSI 
la phase effective de réduction (étape 4) de l'algorithme général en co i 

'bles ' dérant, d'itération en itération, des majorations de plus en plus fal 1 

tJ~~ 
en valeur - par conséquent de complexité de plus en plus forte - appliq 1 

sur des ensembles de variables décroissants par inclusion. 1 

· Cet algorithme, qui entre dans le cadre cOTTUTiun exposé 

phe V.l., se particularise par les points suivants : 
au par•lfj 

et dB 
- l'heuristique choisie pour les minorations de l'étape 2 

les itérations de l'étape 4 est celle due à Greenberg et Hegerich 

- la borne supérieure de l'étape 4 est 

L max {v(B 1 x1 = 0), v(B 1 xi= 1)} J j 

!CJI, 
- les quatre itérations de l'étape 4 - dont le volume des ca ~~ 

pC 
est en outre sensiblement diminué par l'apport des relations de domi08 

sont enchaînées de la manière suivante : 

éto~'. 
Itération 1 : utilisation de la relaxation lagrangienne (type 1) - d ~1 

olfiP · 
lement uniquement de la partie 4.1. de l'algorithme - en prenant en c r; 

'f, ~ . 

les relations de dominance entre variables (voir également. Walukie"iC 

et Zaltners [K45]) • 
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!t' 
~ : V k E x2 = J\(X0 u X1) : utilisation de la relaxation (type 3) 

en tenant compte des relations binaires déduites de b s ax s b. En outre 

~~e en mémoire des valeurs Xk = v(B 1 ~ = Ek) supé~ieures au !(B) courant 

fln d'introduire le point suivant en fin d'itération (si v(B) a augmenté au 
~~d -

es étapes 4.1.1. et 4.2.1. de l'itération) : 
Po\Jtl k . _ 

~ X2 si Àk S !(B) alors ~ + 1 - Ek 

x
1

_€ - x1_€ u {k} 
k k 

lté:r-at. 
~:Vk€X, 
~sl' 2 

elations binaires 
~(B) < l ( - 1 

utilisation de la relaxat;on (type 3) en tena~t compte 

déduites de b s ax s b, de !(B) + 1 s ex et de 

v RB(u) ~ = Ek) J • 

·xtér-ati · 1 1 ~atlon u • Vk E x en posant (P ~ = Ek) la relaxation de (B ~ = Ek) 
~€fi~ • 2' K K 

nie à l'itération 3, et en notant ~ sont indice de base optimale, utili-
sation d 1 } 

e l max {v(P 1 ~ = Ek' xik = 0), v(P ~ = Ek' x~= 1) J. 

b La généralisation d'un algorithme de réduction au cas des variables 
Ot>n' 

n ees Permet de resserrer le domaine du knapsack en augmentant (resp. dimi-

ll.lnt) le • f' · ( ' · ) d • abl ( s valeurs des bornes 1n er1eures resp. super1eures es var1 es 
'toiro '-

p~ exemple Ingargiola et Korsh [K2g]). 
• \ 
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sous la contrainte 

4x1 2x2 + 5x3 
+ 10x4 + x5 + 19x6 + 17x7 + 26x8 + 20x9 

t 32~)( 

1 
+ 

37x
11 

+ 41x12 + 

32x21 + 38x
22 

+ 

54x31 + 95x
32 

+ 

91x41 + 78x42 + 

x. = 0 ou 1 
J 

étape 2 

24x13 + 57x14 + 49x15 + 

78x23 + 92x24 + 90x25 + 

53x33 + 87x34 + 79x35 + 

90x43 + 93x44 + 80x45 + 

j = 1' ... ' 50 
\ 

~(B) = ~2 (B) = 2015 (à noter que v1(B) 

étape 3 

v<s> = 2o24 

étape 4 

Itération 1 : 

31x16 + 75x17 + 43x18 + 81x t 5ij~ 
19 1 

70x26 + 49x27 + 

73x36 + 38x37 + 

65x46 + 59x47 + 

i-1 
= I 

j=1 
c. = 1979 

J 

70x28 + 36x t 
72~11 29 

33x38 + 36x + 53~ 39 

73x48 + 78x49 
t gl~ 

= c [XJ). 

35 · b é · · ' 1 1 · 1 i les ..... elatl"
0115 

var1a les sont l1m1nees par a re axat1on agrang enne, ~ 

de dominance étant utilisées de la mani~re suivante : 

0 j+i-1 

1 Silv(B)-(c.- u. a.)J <v(B)alors aller en 2 
- J l. J 

2 x. + 1, p + j - 1 
J 

sinon j + j - 1, aller en 1 
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3 si c ~ c. alors x + 1, p + p - 1, aller en 3 
p J p 

4 si l v( B) - ( c - u. a ) J < v( B) alors x + 1, j + p 
-- p ~ p p 
~ p + p - 1, aller en 3 

0 j+i+l 

1 si l v(B) - (u. a. • c.) J < v_(B) _alors .aller en 2 
-- ~ J J 

2 x. + o, p + j + 1 
J 

sinon j + j + 1, aller en 1 

3 si a ~ a. alors x + O, p + p + 1, aller en 3 
p J p 

4 si l v(B) - (u. a - c ) J < v(B) alors x + 0, j + p 
-- ~ p p - p 
~ P + p + 1, aller en 3 

Ains· 
l,Pour ce problème 

a) i...= 31, 30, •• , 1 

x x x non éliminées 31' 30' .. ' 26 

x25 + 1, c25 = 74 => 

x22 + 1, c22 = 38 

x21 + 1, c21 = 35 => 

x5 non éliminée 

C = 30 => x1 + 1 
2 

b) • 
l_! 33, 34, •• , 50 

x33'''' x38 non éliminées 

l x39 + o, a39 = 53 => x40' x41''''' xSO + 0 
El &~in t 

otal est de 31 multiplications, 31 soustractions pour une perte 
<l.E! 11 

co'hlpar>aisons. 

• 
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itération 2 : 

On considère le sous-problème à 15 variables d'indices e: x
2 

= { 5, 26, 21 , .. 

Une nouvelle évaluation par défaut est trouvée y(B) = 2016 ; une aeule 

est éliminée 

Itération 3 

7 variables sont éliminées en considérant le sous-problème à 14 variables 
\ 

suivant 

1757+max 

.6.C:. 

JXS + 39x27 + 55x28 + 28x29 + 56x30 + 

36x33 + 53x34 + 48x35 + 42x36 + 19x37 + 

.x5 + 49x27 + 70x28 + 36x29 + 72x30 + 

53x33 + 87x34 + 

x. = 0 ou 1 
J 

79x
35 

+ 73x36 + 38x
77 

+ 

j = 5, 27, 28, •• , 39 

39x31 + 6Sx32 + 

16x38 + 17x39 

54x31 + 95x32 + 

33x38 + 36x39 
s 

dont les coûts réduits à l'optimum de (P1 ) sont les suivants 

j 5 27 28 29 30 31 

0 d. (u.) 4.316 5.474 7.105 3.368 6.737 2.053 
J ~ 

j 33 34 35 36 37 38 99 

1 d. (u.) .263 6.526 
J ~ 

6.053 7.947 7 6.579 7.632 

350 

d' 
Le tableau 9 montre l'intérêt des relations binaires déduiteS 

qll! 
la relaxat~on lagrangienne pour les variables d'indices j = 34, •• ,39 

_~,/ 
sont ainsi éliminées à la valeur 0 (ces relations n'apportent pas d'~ 

ration par rapport à l'itération 2 pour j = 5, 27, •• , 33). 

.~ 
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On Y notera 

(~1 1 ~ = 1) la relaxation de (P1 1xk = 1, xj = 6 Y j € x
6

(xk=1), 6 {0,1}) 

~--~--------~----------r---------~----------1 

---------------
34 

2018 5, 27, ••• , 31 35, ••• , 39 -oo (second 
membre= -19) 

35 
2019 5, 27, ••• , 30 34, 36, ••• , 39 1988 

36 
2017 5, 27, ••• , 31 34,35 ,37_,38 ,39 (second -oo 

membre= - 5) 
37 

2018 5, 27, ••• , 31 34,35,36,38,39 1988 
38 

2018 5, 27, ••• , 31 34, ••• , 37, 39 1995 
39 

2017 5, 27, ••• , 31 34, ••• , 38 1996 

"---
Tableau 9 

On aboutit alors à l'ensemble X2 = {5, 27, ••• , 33} avant de 
cale 1 

uer v(P 1 x = E) E € {0,1}, où x32 est la variable de base optimale 
de ( 1 32 

B) donc de (P ) - il est inutile de calculer v(~1 1 x
32 

= t) puisque 
le Coût , d . 1 . , à 1 . . -re u~t assoc~e x32 est nu - on trouve a~ns~ v(P

1 
x

32 
= 0) = - ® 

I>Uisque \" 
.L a. < b = 337 
J€X2 J • 
j~32 

!t€ro 
~: \ 

Le so 
Us Pl'Obl~me considéré est 

la22+rnax 
sx

5 
+ 39x27 + 55x

28 
+ 28x29 + 56x30 + 

~.c. 
• 242 s x + 49x27 

+ 70x28 
+ 36x29 + 72x30 + 

5 

x. = 0 ou 1 
J 

j = 5, 27 .... ,31, 33. 

39x
31 

+ 36x33 

54x31 + 53x33 s 255 

dont 
les coûts réduits à l'optimum de (P2) sont les suivants (la nouvelle 

~aro· 
l.able 

de base est x
31 

=> u1 = 39/54) : 
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j 5 27 28 29 30 

0 4.278 3.611 4.444 2 d. (u.) 4 
J ~ 

Les variables x
27

, x
28

, x
29 

et x30 sont éliminées à la valeur 1 

en séparant. chacun des problèmes ( P 21 xk = 0) k € { 27, ••• , 30}, sur la 

variable de base associée. A titre d'exemple, le schéma d'élimination de 

x27 est le suivant : \ 

x
33 

est la variable de base optimale de (P21x27 = 0) 
'\, 

v(P2 x27 = 0 • x33 = 0) = 2005 puisque xl 
'\, 

v(P2 x27 = 0 • x33 = 1) = 2002 puisque xl 
'\, 

0)' v(~ 2 1 donc max {v(P2 1 x27 = 0, x33 = 

Finalement on aboutit au problème 

+ 39x31 + 36x33 

[ 

2000+max 5x5 

~~c.~ 15 s x5 + 5ijx31 + 53x33 s 28 

dont le domaine est vide puisque 

+ 54x31 + 53x33 s 28 => 

=> 

(x 27 = 0' x33 = 0) 

(x27 = o, x33 = 1) 

x27 = O, x33 = 1)} 

{5 28,30} ol = 
' 30i' 

= {5,28,29, 1 

= 2005 01i. 
< v( B) :: z 

La solution optimale est donc celle associée à ~(B) = 2016 trouvée A 
l'itération 2. 

0 
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VI - ENUMERATION IMPLICITE 

Le problème (B) étant supposé non résolu par l'algorithme de 

~duction préliminaire 

le s h' c ema choisi pour l'énumération exhaustiv~ de l'ensemble des solutions 

du P~oblème réduit- dont le nombre de variables IX21sera encore noté n-
est l' . . exploration leX1cograph~que 

A partir de x 1 'V, les 2n - 1 autres sommets du cube uni té 
J(j ( j = 2,3, ••• ,2n) " " " d l'ordre suivant : son generes ans 

i (1 -
1 1 1 xl) xl' x2' x3, ••••• , 

n 
x3 ( 1 1 1 xl) xl' 1 - ~. x3, ••••• , 

n 
x'+ (1 -

1 
1 -

1 1 xl) xl, ~· 
x3, ••••• , 

n 
x5 ( 1 1 

1 -
1 xl) xl' ~· x3, •. • • • , n 

6 
(1 -

1 1 1 
1 xl) x x

1
, ~· - x3' • • • •• , n 

~ (i) : Le choix de x1 ' V implique la définition d'une hiérarchie 

t~ les variables (voir § VII). 
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1 

1 

! 
i 

(ii) En choisissant une partition {I,Ï} de {l, ••• ,n} (on pose j 
m = 1 I 1 ) , ce schéma exploratoire peut n'être appliqué que pour le cube ~! 
de F.n-m (associé au sous-ensemble de variables d'indices appartenant à Il 1 

, b . n-m 1 ro" 1 dans le but de resoudre pour chaque vecteur ~valent xi deF. e P ! 

blème auxiliaire paramétré : 

(PA) 

x. = 0 ou 1 Vj € I 
J 

(iii) L'autre type de procédure d'exploration dite LIF~(i.e· 

Last In First Out) sera décrite dans l'exemple numérique détaillé en f~ 
de cette partie. 

0 

L'arborescence associée au schéma exploratoire des solutions 

est parcourue implicitement comme suit : 

Etant donné un noeup de cette arborescence, c'est-à-dire UO' 

partition {X0 , x1, X2} de {l, ••• ,n} 

avec [ xo = {j x. = 0} 
J 

xl ={ j 1 x. = 1} 
J 

les test successifs suivants sont appliqués au sous-problème 



127 

i.e, r c. + max r cj xj 
j~Xl J j~X2 

~.e. Î aj xj S b(P) = b - Î a. 
j~X2 j~Xl J 

xj = 0 ou 1 Vj ~ X2 

!. .!!. b(P) < 0 alors F(P) = ~ ; aller en 12 

3_!!, b(P) = 0 alors xj + 0 Vj ~ X2 

3 'l' ... J ( x 
2 

x0 = x0 u x2 ; x2 = ~ 
aller en 5.1 

aj > b ( P) alors xj + 0 ; x0 = x0 u { j } 

x2 = x2 \{j} 

~ !_i v 
~~2 =~alors aller en 5.1 

S Si \' 
... --. jL aj s b(P) alors 

()(2 

xj + 1 Vj ~ x2 
x

1 
: x

1 
u x2 ; x2 = ~ 

\ 

5.1 v(P) + L c. 
j~Xl J 

aller en 11 

6 ... -
.... :.._l. "V(P) ~ ( ) ~ ~ y(B) alors jx € F(P) : ex > y B 

aller en 12 

t Soit -
X(P) la solution associée à v(P) (i.e. obtenue en résolvant une 

~elaXation de (P)) 
Si ( """' x P) ( F(P) alors y(B) + cx(P) 

aller en 11.1 

! Util . . 
isel\ une he.uJLi .. U:.i..qu.e. poUl\ déterminel\ y( P). 

9 8. 

'~ !(P) > y(B) alors y(B) + y(P) 

si y(B) : v(B) alors v(B) + y(B) ; stop. 
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10 Algorithme de réduction-? modification de X
0

, X
1

, X
2 

si x2 = '-' alors aller en 12 

Vu c.ente. da.n6 l.' cVtboiLu c.enc.e 

11 si v(P) > y{B) alors y{B) + v{P) 

11.1 si y(B) : v(B) alors v(B) + y(B) ; stop 

Algorithme de réduction 
12 Remon:tle da.n6 l' cVtboJLuc.enc.e 

Note 

{i) La relaxation de (P) choisie est (RP(ui)) c'est-à-dire 

(RB(ui) 1 xj = 0 Vj € x0 ; xj = 1 Vj € X1) 

(ii) Se référer à [K9] (et à [Kll] pour une version récursi18 ) 1 
é é i le Cadre de la _.:~.s• pour l'explication des tests voqu s c -dessus, dans 

oeuvre de l'algorithme. 

0 

~t~~~ L'exemple numérique suivant donne le déroulement de notre ~ 

(appelée M.S.B.) lorsque m = 2 et la hiérarchie entre variables est dO~' 
"'tB par le classement par ordre décroissant des valeurs absolues des cou 

duits à l'optimum de (B). 

ID'~ 
Ce même exemple est repris pour le déroulement d'un algorit~ tf 

type Procédure par Séparation et Evaluation Séquentielle utilisant 1a 

nique énumérative dite L.I.r.o. (voir par exemple [G36]). 
' 

1 
,~. 

Les figure 6 et 7 donnent les parties de 1' arborescence d'cr:f.t ji' 

d86 l'une et l'autre des méthodes (les numéros indiquent la chronologie 
~~+:".~"'8 de variables). 
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Considérons le problème : 

max 52x1 + 17~ + 40~ ~ 793~ + 813x5 + 768x6 + 724~ 

~.c. 4Sx1 + 1Sx2 + 40Xa + 793~ + 820x5 + 777x6 + 737x, ~ 837 

x.= 0 ou 1 J'= 1, ••• ,7 J . 

Méthode M.S.B. 
--------------

- 737 -x= (1, 1, 1, 793, O, 0, 0), v(B) = 846 

U ; {1, 2, 3} ; i = 4 ; L = {5, 6, 7} 

* mino~ de v(B) 

x2 = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 1), y(B) = v2(B) = 833 

* ma. j oltœl:t de v ( 8) 

v(B 1 x4 = O) = 839.708 ; v(B 1 ~ = 1) = 839 ~ v(B) = 839 

* Jtlducti.on 

v(RB(u4) 1 x7 : 1) = 833 : y(B) ~ X, + 0 

d~ - ha.iuvr.c.hie. entlt.e va!Liab.tu : les v~iables sont considérées 
8 l'o~--·~~ décroissant des valeurs absolues des coûts réduits, c'est-à-dire 

dl -- 0 1 0 0 0 . 6 9 > d1 = 1 ~ d5 = 7 > d2 = 2 > d3 = o ~ d4 = o 

- pa!Lti..tio n de {1 , ... , 6} : I = {3 , il} et Ï = { 6 , 1 , 5 , 2} 

~o&t- . - ~ormret hr..U.i.al du cube unité de :R
4 pour l'exploration léxi-

~Phique 
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69 + max 40~ + 793~ 

-> x
0 

= {6, 5} et x
1
=<1• 2} -> (PA) · 4.c.. 40~ + 793~ ~ 777 

x3 , ~ = 0 ou l 

~ ~ : O, x3 = 1 ~ v(PA) : 69 + .40 : 109 (: ~1(B)) < y(B) 

2 (ii) XÏ: (0, 1, 0, 0),-> XO: {6, 5, 2} et Xl: {1} 
' 

52 + max 40x
3 

+ 793~ 
-> (PA) 4.c.. 40~ + 793x4 ~ 792 -> x3 = 1, ~ = 0 -> &-

x3, x4 = 0 ou 1 

:: 0 
i.e. est-il utile de considérer les solutions telles que ~6 

et x1 - x - 1 • - 5 - • 

xï = (0, 1, 1, 1) et xÏ = (0, 1, 1, 0) ? 

c'est-à-dire 

(P) : (B 1 x6 = 0 ; x1 = x5 = 1) 

~~ puisque b(P) : - 28 ~ F(P) : ~ 

( iv) moc:U6.i.c.a..tion de x 1 f 

jess + max L 4.C.. 

17~ + 40"3 + 793~ ; 

15~ + 40x3 + 793~,. ~ 
~ , x3 , ~ = 0 ou l 

::1 
i.e. est-il utile de considérer les solutions telles que ~ 

5 "ï = (0, o, o, 1) 

6 XÏ : (0, 0 1 0 1 0) 
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7 x- (0, o, 1) I : 1, 

8 (0, o, 1, 0) ? "ï= 

c• est-à-dire 

(P) ! (B 1 x : 
6 

~~x cc· 
813x5 + 17":2 + 40~ + 793x4 
820x5 + 15":2 + 40~ + 793~ s 

xj = 0 ou 1 ; j = s, 2, 3, 4 

837 ? 

~~ Puisque v(P) : v(RP(u4 )) : v(RB(~) 1 x1 = 0) = 839 > y(B). 

5 
XI = (0, o, o, 1) ~ xo = {6, 1, S} et xl = {2} 

17 + max 40x3 + 793~ 

4.C. 40x3 + 793~ S 822 ~ 

x3 , ~ = 0 ou 1 

.-
x3 = o, ~ = 1 .-> v(PA) = 

6 (v) xÏ = (0, o, o, O) -? x0 = {6, 1, s, 2} et x1 = 0 

\ 

max 40x3 + 793~ 
4.c. 40x3 + 793x4 s 837-> ~ = x4 = 1 -> v( PA) = 833 

x3 , x4 = 0 ou 1 

(vi) modi6.i.c.a.tion de x5 f 

810 

i.e. est-il utile de considérer xi et x~, c'est-à-dire les solu­
tions 

'telles que xG = x1 = 0 et x5 = 1 : 

soit 

813 + max 17x:z + 40~ + 793~ 
4.c. 15":2 + 40x3 + 793~ s 17 ? 

x2 , x3 , ~ = 0 ou 1 



132 

~' puisque v(P) = v(P) = 813 + 17 = 830 < y(B) 

vii) modi6lcation de x6 f (puisque toutes les solutions telleS q~ 
x6 = 0 ont été envisagées) : 

9 16 lll' i.e. est-il utile de considérer xl à xÏ' c'est-à-dire les so 

tiens telles que x6 = 1 : 

soit 
\ 

[68 + max 52x1 + 813x5 + 17"2 + 40x3 + 793~ 
60 

!, 

(P) - (B 1 x6 = 1) 4. c.. 4Sx1 + 820x5 + 15"2 + 40~ + 793 ~ ~ 
x. = 0 ou 1 j = 1, 5' 2' 3' 4 0 

J 

oui, puisque v(RP(u4 )) = v(RB(u4) 1 x6 = 1) = 837 > y(B) 

x(P) = (1, 1, o, 1, o, 0) € F(P) ~ y(B) = v(P) = cx(P) : a37 

* * * * * * * "'"'> xl = ~ = x6 = 1 et x3 = x4 = xs = ~ = o. 

0 



(837) (log> (92) (810) 

Figure 6 

Les affectations des variables reliées par un trait==:.soot faites globalement. 

(833) 

~ 
w 
w 
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Méthode P.S.E.S 
~--------------

Cette méthode est liée à la technique énumérative dite LIF~ q~ 
L s A 

consiste à gérer comme suit la liste d'indices PF des variables fixee 

0 ou 1 associée au déplacement dans l'arborescence : 

- duc.ente cl.a.n6 t' aiLboJr..uc.enc.e 

' ~ (i) lorsqu'une variable xj est fixée temporairement par un 

gorithme de réduction alors PF devient PF u {k}. 

[X0 devient x0 u {k} si ~ = 0 ; x1 devient x1 u {k} si ~ = 1] 

'l 
trad!V. 

(ii) le choix d'attribuer la valeur 1 à une variable ~ se 

par le remplacement de PF par PF u {k}. (X1 devient x1 u {k}) 

!' 
- Jr..emon.Ue cl.a.n6 t' aJr..boJr..Uc.enc.e : lorsqu'il est démontré l' inot . 

• L. ail 1 
lité de résoudre un sous-problème, la remontée jusqu'au noeud assocle J' 
choix se traduit par la recherche dans PF de l'indice non soulign~ sit 

plus à droite pour 

- d 1 une part, le souligner 

- d'autre part, supprimer tous les indices. situés à sa droi'te• 

68 
Les particularités de la méthode décrite (inspirée de cell6 

Greenberg et Hegerich [K23]) sont les suivantes : 

ft c· . 
1 tri des variables suivant l'ordre décroissant des rappo~ l 

tJB 
~la 4lpall4tion s'opère sur la variable d'indice j*, tell8 4 

c·•/a .• = max {c./a. 1 j f X2} 
J J J J 

pour faire le choix d'attribuer la valeur 1 à x .• 
J 

!t'lvaluation par exc~s en un noeud utilise la valeur de 
18 

·Jr..elaxation du sous-problème. 
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Ayant appliqué l'algorithme de réduction explicite pour l'algo­

~ithme H.S.B, on suppose donc avoir à explorer implicitement les solutions 
du PX'oblème 

(B 1 "'7 : 0) r~x L.e. 
52x

1 
t 17~ t 40~ t 793x4 t 813x5 t 768x6 

45x1 t 15~ t 40~ t 793~ t 820x5 t 777Xs s 837 

x.= 0 ou 1 j = 1, ••• ,6 
J 

en sachant que v(B) = 839 et y(B) = 833 

(i) c.ho.ix d'a.:UJzi.buVL la. valeuiL 1 a x1 : PF = {1} (Xl = '{1}, X0 = ~) 

(Il) :: (B 1 x = 1 1) l
2 t max 17~ t 40~ + 793~ + 813x5 t 768~ 

~.c. 15~ t 40~ ~ 793~ + 820XS + 777~ S792 

x. = 0 ou 1 J = 2, ••• ,6 
J 

a. .. 7 
4 .. 93 > b(P) et a

5 
= 820 > b(P) ~ ~ = x5 = o (X

0 
= {4 ,s}) 

PF = {1, 4, 5} - -
, .. 

~(P) : lv(B 1 x
1 

= 1, ~ = x5 = O)J = 837 > y(B) 

()( .. <ii) c.ho.ix d' a.:UJzi.bueJL .ta. valeuiL 1 a x2 PF = { 1, ~. 2_, 2} 

l .. { 1, 2} , xo = { 4 '5} ) 

"""> [9 t max 40~ t 768x6 
(P) - (B 1 xl=~ = 1, ~ = xs = 0) ~. c. 40~ + 777x6 s 777 

x3 , x6 : 0 ou 1 

, .. 
~(P) - 837 > !(B') -

()( .. (iii) chc.ix d' a.:UJzi.buvr. la. valeuiL 1 a x3 : PF = {1, ~~ 2.., 2, 3} 

• l. .. { 1 , 2 , 3 } ' xo = { 4 ' 5 } ) 

"""> 

<1~ \ :: 0 et PF = {1, 4, 5, 2, 3, ~} ; la solution x associée est telle 
~ C)( - 1 - -

.. - 09 < !(B) ·· 
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(iv) Jtemont~e. c:la.n6 l.' altboJtu c.enc.e. : PF = {l, ~' ~, 2 , !_} 

(X1 = {1, 2}, x0 = {3, 4, 5}) 

==> x
6 

= 1 et PF = { 1, ~' ~, 2, _!, ~} ; la solution x associée est telle q~ 
ex = 837 > y(B) ~ y(B) = 837 

: (v) Jtemo~e. c:la.n6 l.' altboJtu c.enc.e. : PF = {l, ~, ~' !_} 

(X1 = {1}, X0 = {2, 4, 5}) 

\ 

-'> ( P) :. ( B 1 x
1 

= 1 , ~ = ~ = x5 = 0) 

52 + max 40x3 + 

.6. c.. 40x3 + 

~, x6 

768Xs 
777x6 ~ 792 

= 0 ou 1 

==> v(P) = Lv(P)J = 835 < y(B) ; il est donc inutile de résoudre (P) 

(vi) Jtemont~e. c:1a.n6 l.'altboJtuc.e.nc.e. : · PF = <.!.l cx1 = 0 ; x0 :: {ül 

17~ + 40>ta + 793x4 + 813x5 + 768l<6 1 
s3 

-> (P) - (B 1 x
1 

= 0) .6. c.. [~ 15x2 + 40x3 + 793x4 + 820x5 + 777l<s ~ 

x. = 0 ou 1 j 
J 

= 2 ' ••• ,6 

-> v<P> = lv(B 1 x1 = O)J = 839 > y(B) 

v(RP (1) 1 ~ = 0) = 837 = y(B) -> ~ + 1 

v(RP (l) 1 x5 = 1) = 832 < y( B) -> ~ + 0 

v(RP (1) 1 x6 = 1) = 830 < v(B) ~ x + 0 
- 6 

'"""> PF = {!, ~' ~' ~} (X1 = {2}, x0 
= {1, 5' 6}) 

( vii ) choix d' tLt:t!Libu.e.Jt la. va.te.u.Jt J a x 3 

(X1 = {2, 3} , x0 = {1, 5, 6}) 

, ~. 
, 1 

sous 1' hypothèse "1 1 

-> x4 = 0 -> PF = (!.' ~' ~' ~, 3 , 4} 

que ex = 57 < y(B) 

te~~e ; la solution x associée est 

' 
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(viii) Jt.emorz;t~e. d.a..n6 l' allboJt.uc.enc.e. PF = {..!_, ~' ~. ~. ~} 

(){l = {2}, xo = {1, 3, 5, 6}) 

""'> x4 = 1 ~ PF = {1, ~~ ~~ ~. ~. ~} ; la solution x associée est telle 

que ex = 810 < y(B)~ 

0 

Figure 7 





VII - EXPERIENCES NUMERIQUES 

Les algorithmes présentés en parties II, V et VI ont été mis 

en oeuvre sur UNIVAC 1110 en considérant 534 problèmes tests : 

t - des problèmes de 50, 100, 500, 1000, 2000, 5000, 7500, 9000 et 
3000 

Variables tirés au .hasard ~uivant la loi uniforme 

n 
(c., a. ~ [0,99] et b € [max a., ~ a.[), 

J J l~jsn J j=l J 

à ~a· 
~son de 50 exemplaires pour chaque taille. 

- les 84 problèmes tests de 75, lOO, 150 et 200 variables prove-
~ 

de l'Ecole des Mines du Colorado [Kl3]. 

( Pour chaque série de problèmes n (resp. NP) désignera la taille 
~es 

p, le nombre) des problèmes de la série. Tous les temps sont donnés 
en ~· 

~llisecondes. 

d A titre d'information, les tableaux 11 et 12 fournissent un résumé 
es p~· 

d lncipales expériences de la littérature (les années de parution 

e Chaque article sélectionné sont répertoriées dans le tableau 10) : 

- le tableau 11 indique pour chaque méthode les quantités 

n : taille maximale envisagée 

NP : nombre d'exemplaires dans la taille n 

t0~ - le tableau 12 donne les caractéristiques des problèmes traités, 
ti~s au hasard suivant la loi uniforme. 
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~ 
Auteurs Référence Année Auteurs Référen:~ 

71 
BR Barr et Ross K3 75 IK Ingorgiola et Korsh K28 /l 

- 1 ~ 
Lauri~re ), c Cabot K4 70 L K31 

- 71 
DH Dembo et Hanuner K6 74 MT Marte llo et Toth K35 / -
FPl Fayard et Plateau K8,K10 71 N Nauss K37 ~ - 71 1 

FP2 Fayard et Plateau 79 s Suhl K41 :1 - 71 1 
\ 

H Hansen K26 74 z Zoltners K45 / -HS Horowitz et Sahni J K27 74 _/ 

Tableau 10 

__..., 

~ 20 60 200 500 1000 5000 7500 9000 6oooo 
_./ 

.. 
5 HS MT 

_......-

9 N _......-

10 H __.,.. 
25 

DH BR 
z _........ 

27 s __..., 
40 IK 

_.../ 

50 c FP2 ~ 

L--" 
lOO FPl 

. 
Tableau 11 
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, ____ 
]0, lOO] c. ! 

c. ' a. e ou ] 0, 1000] J 
J J [10, 100] [a.-13, a.+I3J 

r...__ J J 

max FP1 , FP2 
a. s b s l:a. 

j J J s 1....___ 
1 H 
1 aE:]o, 1[ L 

1 
MT 

1 
1 (l = 0.2 HS, FP2 HS HS , MT 

b :: ar 
1 

( 13=0} (13=10} 
a. 
J BR,DH 

1 BR 
(l = o.s FP2,HS HS HS MT 

1 IK,N , 
z (13=0) (13=10} 

1 
z 

= MT la o.a FP2 
(B=lO) 

1 

Tableau 12 

VII •l - RELAXATION 

VII.l.l Mise en oeuvre 

Pi La mise en oeuvre des algorithmes CKR (utilisation du "tri ra-
de•• (Q . 

~ uick sort)) et NKR nécessite la sélection d'un lt~ent de ~~6~ence 
~ J 

CL donné ; parmi différentes solutions possibles (voir [K13]), notre 
IICi)( 

s'est porté sur l'élément "médian" des trois éléments situés en tête, 
~ f' 

~n et au milieu du fichier à partitionner. 

t l.' Dans le cadre des problèmes tirés au hasard, 

t>:t€ intr>oduction d'une évaluation préalable du rapport 
s a 

u Paragraphe VII.1.2e. sous le vocable NKR EVAL. 
~ •.. 

• • 

'· 

.;. 

des résultats relatifs 

ci/a1 sont réperto-

D 



141 

D'autre part à partir d'une certaine taille de fichier, appel~e 
Seuil par la suite, l'algorithme de tri rapide, moins performant, est à 

remplacer par le tri dit par insertion [C21]. Ce seuil (10 pour NKR, 8 ~~ 
CKR) a été établi expérimentalement sur 10 problèmes de 5000 variableS 

(tableau 13). 

Enfin, J étant donné, lors de la détermination de la (R,k) -

partitiori,les éléments de E(J,k) sont répartis dans U(J,k) et L(J,k) de~ 
manière à minimiser les permutations. La mise en oeuvre de l'algorith~e . 

est proche de celle préconisée pour le tri rapide par Sedgewick [C21] 

Seuil CKR NKR 

5 974.71 272.96 

6 963.15 -
7 965.59 -
8 959.41 272.98 

9 965.43 272.67 

10 969.47 270.70 

11 970.58 273.26 

15 1009.36 300.64 

Tableau 13 

VII.l.2 Résultats numériques 

~! 
a) Le tableau 14 donne, pour les problèmes tirés au hasard, ' 

<fBC ' 
aperçu des temps de calcul relatifs aux algorithmes CKR select (CKR 8 

Al 
_>{t!JO" 

une méthode de tri dite par sélection [Cl, C15], utilisée dans la~ ~ 

MSB 71 [K8, KlO]), CKR Quicks (CKR avec la méthode de tri rapide) et~ 
(voir partie II). 
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La colonne gain % CKR Quicks (resp. gain % CKR select) indique 
le p 

ourcentage moyen de gain de l'algorithme NKR par rapport aux méthodes 
Clas • Slques. 

· b) Les tableaux 15 et 16 donnent une idée de la dispersion des . 
telllr\ 

··~s de calcul ; ils fournissent, pour chaque taille de problème, en colonne 

'-r--
n 

1

......_ NP 
51"--. 0 so ;':"-loo r--

so 
l~r--0 so 
lî;'r--

oo so 1;;----.._ 
oo so 
~~~ 

oo so 
1~ 9ooo r--
............ so 
'tt 

- Min (resp. Max) : le temps de résolution minimum (resp. maximum) 

- Moy. Min(resp. Moy. Max) : la moyenne des dix plus faibles 

(resp. importants) temps de résolution 

- Moyenne : le temps moyen de 50 problèmes tests. 

NKR CKR Quicks CKR Sélect Gain % CKR Quicks Gain % CKR Select 

3.02 5.23 14.96 42.26 % 79.81 % 

5.78 11.50 51.85 49.74 % 88.85 % 

26.47 73.07 1 135.79 63.77 % 97.67 % 
' 

48.10 159.42 4 451.53 69.83 % 98.92 % 

102.10 345.87 16 500 * 70.48 % 99.38 % 

270.70 959.41 1 71.78 % 1 

478.68 1849.80 1 74.12 % 1 

\ln' 
lquement pour 3 problèmes tests. 

Tableau 14 
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-
CKR MIN MOY. MIN Moyenne MOY. MAX MAX 

50 4.6 4.86 5.23 5.60 s.8 -
lOO 10.6 10.86 11.50 12.08 13.0 

500 66.0 69.48 73.07 77.26 81.0 -
1000 131.6 150.78 159.42 167.44 174.6 -
2000 321.8 333.78 345.87 358.76 376.8 -
5000 907.4 927.44 959.41 995.52 1 .039. 2 

1 -
9000 1 769.0 1 797.54 1 849.80 1 898.88 1 932.8 

Tableau 15 

-
NKR MIN MOY. MIN Moyenne MOY. MAX MAX -50 1.8 2.06 3.02 4.08 s.2 -100 2.6 4.06 5.78 7.56 8.8 -500 11.0 17.50 26.47 36.52 39.0 -1000 27.2 32.02 48.10 66.38 80.~ -2000 66.8 74.90 102.10 136.42 170.8 -5000 139.4 189.04 270.70 359.08 405.2 -9000 274.0 323.02 478.68 612.94 696.~ -

Tableau 16 
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c) Les temps indiqués pour les algorithmes NKR et CKR Quicks 

dans les tableaux 13 à 16 concernent une version "rapide" d'encombrement 
rné • 

mo1re 6n pour CKR Quicks et Sn pour NKR. Les tableaux 17, 18 et 19 

s~t e~ relatifs à des versions moins rapides (CKR.L, NKR.L), mais d'encom-
bt-e .. 

ment mémoire '+n. 

Il serait possible d'atteindre un encombrement mémoire 3n en 

s~Primant la sauvegarde de la numérotation d'origine des données. 

0 

n NP NKR.L CKR.L gain % CKR.L 

1000 50 49.98 224-.16 77.70 % 

sooo 50 285.54 1 360.46 79.01 % 

9000 50 508.82 2 504.82 79.69 % 

13000 50 758.79 3 900.07 80.54 % 
\ 

Tableau 17 

CKR.L MIN MOY. MIN Moyenne MOY. MAX MAX 

1000 178.8 209.92 224.16 235.28 243.8 

5000 1 308.6 1 324.80 1 360.46 1 '+10.06 1 488.4 

9000 2 100.01 2 348.41 2 504.82 2 584.63 2 709.2 

13000 3 '+27.6 3 767.28 3 900.07 4 033.20 4 185.2 

Tableau 18 
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---NKR.L MIN MOY. MIN Moyenne MOY. MAX MAX ---1000 24.2 30.98 49.98 71.56 87 __...... 
5000 111 188.80 285.54 387.82 434.2 

---9000 262.6 334.06 508.82 661.36 774.4 ___.. 
13000 116.2 444.26 758.79 1 121.92 1 361.8 

Tableau 19 

\ 

d) Le tableau 20 contient pour chacune des sept séries de P 
rob) 

de l'Ecole des Mines du Colorado 

- les moyennes des temps de calcul de 

• l'algorithme CKR en utilisant la méthode de tri Select 

(colonne Alg. CKR/Select) et la méthode de tri Quick50rt 

(colonne Alg. CKR/Quicks) 

• l'algorithme NKR (colonne Alg. NKR/Moy.) 

~~ 

- le temps minimum (resp. maximum) atteint pour résoudre J.ll ~i 
laxation avec 1 'algorithme NKR (colonne Alg. NKR/Min {re.sp. Alg. N'($/ 

- les comparaisons des algorithmes NKR et CKR 

• colonne Gain \ CKR/Select : rapport moyen des temps dB 1 ~' 
l 

l'algorithme CKR en utilisant Select sur les temps de 

gori thme NKR 

!tl9 
• colonne Gain \ CKR/Quicks : pourcentage moyen des ga d') 

obtenus par l'utilisation de l'algorithme NKR au 1i6~ 

gorithme CKR {avec Quicksort pour le tri). 
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i---
Sé~i@a 

n KP Ala. CKR Al&· KKR Gain \ CKR 

~----~ 
Select Quicks Min Moy Max Select Quicks 

1 
200 2 10 170.30 36.05 10.2 14.68 22.6 11.60 59.26 

3 lOO 10 45.56 14.76 2.4 5.32 8.1 . 8.56 63.96 
.. lOO 10 45.65 14.55 4.1 8.36 11.2 5.46 42.54 
s lOO 10 45.60 13.70 5.1 &.14 7.1 7.43 55.18 
6 lOO 10 45.70 14.50 4.3 7 8.3 6.53 51.72 , 150 12 96 25.94 3.1 13.05 17.4 7.36 49.69 

'-._.._ 
75 22 26.30 11.40 3.2 ... 63 5.4 5.68 59.39 

Tableau 20 

.. 

e) Algo~e NKR EVAL 

Pour les problèmes dont les données sont tirées au hasard il est 
t>el.atl" v · ' ' ir b ' 1 · d d ement a1se d obten une onne eva uat1on e la valeur u rapport 
de ba , 

se c./ai. Cette évaluation prealable permet d'a~liorer très sen-
Sib 1 

l.ement (jusqu'à 52 % pour n = 5000) les performances de l'algorithme NKR. 

(i) d~n de !'~valuation ci /ai de ci/ai : 
e e 

Cette évaluation est basée sur la détermination d'un encadrement 
Ci ':"J . 
~'' 1 de l'indice de base i, suivie d'une intégration de la fonction 
\4ens • é 
l lt de probabilité de la variable aléatoire R = C/A où C (resp. A) est 

~ ~~iable aléatoire relative à la fonction économique (resp. contrainte). 

~ E 
~entent de la vale.wz. de l' .inc:Uce de b(U e 

- estimation par excès I de i 

.Les données du problème étant supposées classées dans l'ordre des 
~leux; 
l s décroissantes des c./a., la détermination de l'estimation par excès 
"'dei J J 

est basée sur la construction d'une contrainte a'x sb telle que 
:1. 

) a• 
~:::l. j 

i 
s r a •• 

j=l J 
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L'inte~valle [0.100] est subdivisé en rn inte~alles contenant 

chacun p( 2 ~) éléments pour défini~ a'x s b pa~ m 

avec Vk f {1, ••• ,m} [Jk = {(k-1) p+1, (k-1) p+2, •.• ,kp} 

aj = ~~ (2k-1) Vj f Jk 

Les 

* k 

\ 

déte~minations de 

* k -1 r 
1 =1 

I a! sb < 
j€J 1 J 

* k -1 r r a! 
1=1 j E:J 1 J 

k* 

r r a! 
1:1 jE:J 1 J 

~-1 

+ * r a'! s b 
j=(k -1)p+1 J 

* k -1 
et b < r r a' + j 1=1 jE:JR. 

i k ,, 
t' a· 

* L J j=(k -1)p-tl 

;o~ (2k*- ~> vj E: J 1 = (k*-l)p+1, ••• ,(k*-l>p-ttrJ 

!QQ. (2k*- !) VJ' J \J 2m 2 E: k* 1 

permettent de pose~ 

- estimation p~ défaut i de i 

Elle est obtenue en supposant que Vj a. = 50 ~ i = b/50 
J 



• Eva..t.ua.u.on de c. .fa. . 
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Soit y la courbe représentative de la fonction densité de pro­
habilité de R 

y 

1/2 ~----""' 

1/J3 

1/32 

0 
'---·-
1 

_j_-==:::::::::::=::::==:=:=::::r= 4 ----~ r 
2 

• Connaissant I et i il est aisé de calculer par intégration ci-/a-
1 
•• e., l -

~ Uation par défaut de ci/ai et ci/ai évaluation par excès de ci/ai • 

.,~~ Pratiquement nous avons choisi d'approcher y par la courbe sui-
""1te p 1 ) 
. 0~ poser ci /ai = (2 cr/al + ci ai /3 

e e 

y 

1/2~---------------~ 

l./8 

--~----------~------------_.--------------------------+ 
0 1 2 

r 

lC)t>s La colonne'\ erreur" du tableau 21 qui donne l'erreur moyenne faite 
"'- de l' .. 
~~t~ evaluation de ci/ai pour les différentes tailles de problème, 

e la .. 
Precision de cette méthode ; le tableau 22 traduit son efficacité 



n 

50 

lOO 

500 

1000 

5000 2 

9000 3 
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par comparaison avec les temps d'exécution de l'algorithme·NKR.L 

(NKR EVAL est construit à partir de NKR.L). 

f) Finalement, une comparaison des cinq algorithmes décritS 

ci-dessus est faite dans les tableaux 23, 24 et 25 respectivement P0~ 
les problèmes de 1000, 5000 et 9000 variables. 

i ' i c. /a. c. 1 a. % i erreur - 1e 1e 1 l. 

23.58 32.24 30,46, 1.0042 0.8504 18.09 % 

48.46 66.14 60.80 0.9408 0.8345 12.74 % 

226.38 315.06 287.14 1. 0471 1. 0486 0.14 % 

501.36 661 615 0.9930 1.1591 14.33 % 

540.16 3 117.96 3 347.88 0.9476 0.8428 12.43 % 

046 4 032 3 729 0.5919 0.5382 9.98 % 

Tableau 21 

n NKR EVAL NKR.L % gain 

1000 36.88 49.98 35.52 % 

5000 187.32 285.54 52.43 % 

9000 344.18 508.82 47.84 % 

Tableau 22 
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Méthode MIN MOY. MIN Moyenne MOY. MAX MAX ,_ 
NKR EVAL 20.2 24.84 36.88 49.30 58.6 

NKR 27.2 32.02 48.10 66.38 80.4 ,_ 
Nl<R.L 24.2 30.98 49.98 71.56 87 ·-

CKR 131.6 150.78 159.42 167.44 174.6 --CKR.L 178.8 209.92 224.16 235.28 243.8 -
Tableau 23 ~ 1000 variables 

,_ 
Méthode MIN MOY. MIN .Moyenne MOY. MAX MAX -

NKR iVAL 97.8 140.9 187.32 233.28 279.4 
1-

NKR 139.4 189.04 270.70 359.08 405.2 
1-

NKR.L 111 188.80 285.54 387.82 434.2 
1-

CKR 907.4 927.44 959.41 995.52 1039.2 
1-

CKR.L 1308.6 1324.80 136().46 1410.06 1488.4 ·-
\ 

Tableau 24 - 5000 variables 

1-

Méthode 
1-

MIN MOY. MIN Moyenne MOY. MAX MAX 

1~KR EVAL 198.0 262.16 344.18 433.24 493 

NKR 274 323.02 478.68 612.94 696.4 --NKR L --· 262.6 334.06 508.82 661.36 774.4 

CKR -- 1769 1797.54 1849.8 1898.88 1932.8 

CKR.L 2150.21 2399.22 2504.82 2599.77 2672.26 

Tableau 25 - 9000 variables 
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VII.2- RËDUCTION 

L'algorithme de réduction de la partie V a été mis en oeuvre 

- pour des problèmes tirés au hasard résultats repertori~S 
dans les tableaux 27 (problèmes 1 à 13) et 31. 

- pour les problèmes de la littérature suivants 

(i) 19 problèmes caractérisés dans le tableau 26 

(ii) 8.. probla.e. de 1' école dea Mines du ColOI'ado 
301 

résultats ~pertoriés dans les tabl~ 27 (problùea 1 .. l 32), 28, 29, 

et 33 ; 
.. __.-r 

Problème 
Domaine des b Réfét,ence 

C• ~ J ------------...... 
------------- --------------- --------------- ---------

14 999 

15 2000 

16 [1,789] [1,3541] 3000 Chapitre 
0

4 

17 5000 de [1(9] 

18 7000 

19 8000 

20 12000 , .. 
------------- ---------------

..... 
--------------- --------- ---~-------

0 °21 [1,280] 600 ContrainteS 
~0 .......... • 0 . 1, 2 et 3 6 22 [22,4260] [1,200] 500 du oroblème 
23 [1,100] . 500 de [G48] .. .... 

------------- --------------- --------------- ---------
___________ ... 

24 [20,101] [2,10] 11 

25 [5,15] [4,8] 0 17 

26 [6,11] [2,10] 2Q Problèmes 

27 [6,11] [2,10] 20 1 à 9 

28 [17,813] [15,820] 837 du § III· ij 

29 [11,6S] 
~ 

[1,55] 110 

[2,457] 
. 

[5,631] . 30 650 

31 [1,20] [1,30] 90 

32 [5,15] 5,13 51 

Tableau 26 
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a) Les tableaux 27, 28 et 29 rassemblent en colonne 

n la taille du probl~me 

!1 (resp. (v
1
)): l'évaluation par défaut (resp. exc~s)obtenue à l'étape 

3 (resp. 4) de la méthode de réduction 

lltR 
j (j=1, •• ,,4) :le nombre de variables éliminées au cours de la j~me 

itération de l'étape 5 

L le nombre de variables éliminées apr~s l'itération 1, 

en appliquant le principe de l'algorithme de Lauri~re 

[ 1<31] i le nombre total de variables éliminées par cet 

algorithme est donné par la somme des nombres des colon­

nes ITER 1 et L 

~ .(I>esp. (v
2
)): l'évaluation par défaut (resp. exc~s) trouvée en fin 

d'itération 2 de l'étape 5 

NVR le nombre de variables "restantes" (i.e. non éliminées) 

à la fin de notre méthode de réduction 

s011 l (i) Les valeurs .indiquées _dans les colonnes Yj et vj(j:1,2) sont 
"'i&nées lorsqu'ailes atteignent la valeur optimale du probl~me. 

(ii) Pour les tableaux 28 et 29 on trouvera en colonne 

DOM le nombre de variables éliminées par les relations de 

dominance (au cours de la premi~re itération de l''tape 5) 

(~~ (iii) - Les valeurs optimales des problèmes 19 et 24 (tableau 27) &p, 
Cti~ement 5899 et 108) ne sont atteintes qu'au cours de.l'itération 4 
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- Il en est de même pour les problèmes . 5. 8, 6. 3 et 7. 21 (ta' 

bleau 29) (respectivement 4150, 5793 et 12528) 

s l; 
(iv) Pour les problèmes de l'Ecole des Mines du Colorado, seule l' 

valeurs de dix problèmes ne sont pas atteintes en fin de méthode de rédU~I 
le tableau 30 répertorie ces valeurs et les écarts avec les évaluations 

défaut de fin d'algorithme. 

\ 
0 
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----Pb 
yl n 

.Y.l . ITER 1 L ITER 2 .Y.2 v2 ITER 3 !TER ~ NVR ................ ------ ------ ------ ------ ------ ------ ------ ------ ------ ------ ------
1 50 1286 1319 2~ lB 18 1313 1318 2 6 0 

2 50 1060 1088 35 2 2 .!.221 lOBS 5 0 8 

3 so 18l'l 18~~ 2~ 7 7 1817 1B~'l 6 0 13 

~ 
50 2007 2012 ~~ 1 6 ~ 2012 - - 0 

s sa 1763 1786 28 14 11+. .!!!! 1785 8 - 0 

6 • 
sa 1~~9 1457 ~3 2 7 1~51 1~56 - - 0 

' sa 155~ 1577 38 8 12 ~ 1576 - - 0 

8 loo 3279 329'l 68 20 21J 3289 3291+ 2 0 10 

9 loo ~ 2953 SB 0 0 29~6 . 2951 5 1 6 

lo · loo 1+612 ~631 65~ 27 36 .• ~628 '+631 - - 0 

11 soo 22890 22891 496 .. .. 22890 22890 - - 0 --
12 soo 7012 7016 ~88 10 12 701'l 7016 - - 0 

13 soo 7282 7291 1+67 19 19 7286 7291 9 5 0 
11j 

llO 1+136 'l2'+9 19 2 9 !!2.Q. 'l211+ 6 6 0 

1s 
liO ~653 '+789 17 5 23 4749 4751 - - 0 

16 
llO ~ 5002 .. 31 36 4983 1+999 - - 0 

17 
. 

40 5162 5513 5 1 35 5321 534~ - - 0 

la 
liO ~ 5834 35 5 5 ~ 583~ - - 0 

19 
liO 5891+ 5916 31 0 0 5897 5912 9 - 0 

2o 
40 
~ 6085 36 2 .. 6081 6083 - - 0 

21 
37 10780 10965 7 8 23 10883 10920 . - - 0 --

22 
311 10129 10706 1 8 33 10537 10566 - - 0 

23 
32 12343 123'l7 30 2 2 123~3 123~7 - - 0 

21j 
Il 101 111 0 0 0 101 110 0 .. 0 

2s 
Il 28 32 1 3 3 30 31 - - 0 -26 .. 2~ 32 0 3 .. 29 32 - - 0 -27 
5 2~ 32 0 2 5 29 32 - - 0 

28 -
7 833 8~6 1 2 6 837 839 - 0 

2g - -
8 139 16'+ 0 .. 8 159 16~ 0 

3o - - -
9 313 508 0 9 9 ~71 ~71 0 

31 
- -- -

10 67 7~ 0 5 10 75 76 0 
32 - - -

~~ 73 78 5 1 1 75 77 1 5 0 
.. -

Tableau 77 
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Tableau 28 -

Pb n !1 v ITER 1 DOH 
1 

L ITER 2 !2 v2 ITER 3'' ITER 4 JIVR -
1.1 200 2123 2151 169 152 -·29 31 2i47 2151 - - 0 

--. 
9 1.2 200 3763 3771 181 165 .8 8 3766 3771 1 1 --

1.3 200 5579 5589 166 150 17 17 5584 5589 2 1 111 

1.4 200 6585 6586 196 185 4 4 6585 6586 - - 0 --
1.5 200 7487 7490 190 178 10 10 7488 7489 - - ~0 

1.6 200 8308 8314 178 162 19 22 8311 8313 - - '0 --
1.7 200 9016 9024 164 154 34 46 9023 9024 - - 0 --
1.8 200 ~ 9662. 198 191 2 2 9661 9662 - - 0 

-- . 
1.9 200 10601 10606 181• 170 10 1 10 10604 10605 1 1 1 

1.'10 200 11118 11118 200 194 200 - 0 - - - -
2.1 100 1135 1165 86 76 6 7 1148 1163 7 - 0 

--
2.2 100 1701 1709 88 78 4 7 1701 1706 2 3 0 --
2.3 100 2401 2415 78 65 19 22 2411 2415 - - 0 --
2.4 100 ~ 2988 95 87 2 5 2985 2987. - ' - 0 

--
2.5 100 3451 3463 75 63 18 25 3459 3463 - 0 ---. 
2.6 lOO 3859 3865 86 73 1 1 . 3859 3865 3 0 10 

·--
2.7 100 4203 4210 86 75 7 7 4207 4210 1 6 0 

--
2.8 lOO 4489 4491 97 92 .3 3 4489 4491 0 - ---
2.9 100 ~ 4676 97 88 3 3 4674 .1+676 0 - ---
2.10 100 ~ 4805 0 - - - - - - - --- ' 
3.1 100 1319 1326 95 88 4· 5 1319 1325 0 - -----. --. 

0 3.2 10Q 2016 2021 91 84 3 3 2016 2020 2 .. --
3.3 100 2593, 2597 93 85 1 1 2593 2596 3 3 

0 

3.4 100 3087 3107 64 52 32 36 3102 3105 0 - ---
3.5 100 3549 3577 52 38 44 48 3573 3577 0 - ---
3.6 100 4004 4023 60 48 20 20 4011 4023 5 2 

13 

3.7 100 4414 4443 49 31 50 51 4438 4442 
0 - ---. 6 

3.8 100 4783 4805 60 44 31 31 4801 4805 2 1 --
3.9 100 5430 5435 91 81 4 9 5430 5435 

0 - -
3.10 100 5908 5922 78 70 14 25 5916 5921 

0 
7 -

4.1 100 
0 

719 723 91 82 7 9 722 723 - --
4.2 100 

0 
1358 1373 65 58 34 35 .!!!! 1373 - -

4.3 100 1952 1961 70 60 23 
0 

23 1957 1960 3 4 

4.4 100 2491 2498 78 63 12 
6 

12 2494 2497 2 2 

4.5 100 2992 3000 72 58 1l 
8 

11 2995 3000 5 4 

4.6 100 3468 3473 86 73 1 1 3468 3472 2 1 
10 

4.7 100 3911 3927 llO 29 35 35 3921 3927 3 4 
lB 

6 
4.8 100 4358 4361 86 72 5 5 4359 4361 3 0 --

0 
4.9 100 5152 5166 53 43 41 41 51611 5166 2 4 

l;Jt --
4.10 100 5850 5861 62 51 38 38 5860 5861 - ---
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.......__ 
Pb -n \' v1 ITER 1 DOM L l'l'ER 1 'l.2 v'J ITI:R 3 ITER 1+ NVR -1 r--__ -5, t 

lOO 5,( . '+30 1+92 65 55 32 35 1!84 '1+91 - - 0 
s.a lOO 970 997 . 68 . 59 23 23 990 996 1 0 8 
s.~ lOO 1705 1710 .91 80 80 9 1708 1710 - - 0 
s.s lOO 231+0 231+4 93 82 0 0 2340 2344 2 5 0 
s.s loo 2'89e 2905 89 77 4 4 2'900 2905 2 0 5 
s. 7 lOO 3373 3384 80 67 18 18 3380 3384 2 - 0 
s.a lOO 3794 3799 91 82 4 4 '379'4 3'199 3 3 0 
S,g lOO '+142 4151 82 76 10 10 4148 4151 0 8 0 
S,t() lOO 41+38 441+3 89 80 7 11 4441· 4443 - - 0 
S,t lOO 

~ 1!663 90 8~ 2 4 4659 1!663 1 5 0 s.( 1so --'+264 1+261! - - - - - - - - 0 
6,3 Iso 5059 5076 119 105 30 31 5071+ 5076 - - 0 . s.~ lSO 5763 5796 92 76 51 53 5"'7'92 5795 2 3 0 s.s 150 61!57 6481 102 91 40 40 6475 61!77 2 6 0 s.s 150 7094 7128 82 66 59 59 '7i:n 7128 0 1 8 
S, 7 lSO 7701 7706 HO 127 10' 10 7706 7706 - - 0 s.a lso 8192 ë2ï7 81! 70 21 44 8199 ë2ëi8 3 1 18 S,g 1so 861+1 8717 28 21 24 112 8680 8684 10 - 0 
6,1() lso 9666 9681 110 96 31 31 %75 9680 5 4 0 s. tt 1so 101+75 10483 129 118 21 21 10480 10482 - - 0 
S,t( 1s0 11180 11188 128 119 13 13 ï"ïïë5 11188 0 0 9 7 ·t 1so 11709 1171S 132 122 18 18 ïï7ï4 11714 - - 0 
7 ·~ 7S 5696 S716 56 45,· 0 10 5'69'6 5"709 2 2 5 
7 ·3 7S 6334 63S2 . 59 48 2 16 6334 6338 - - 0 
7 ·4 75 6i9iï 6951! 23 19 15 46 6ffi 6942 6 - 0 l.s 75 7487 7510 54 42 1 9 '71!87 7502 0 0 12 
7 ·6 75 7579 7610 44 32 10 27 7585 7S9S 1 3 0 7. 7 75 7668 7710 40 29 4 24 7670 7687 2 9 0 7.a 75 7770 7810 40 29 2 29 7770 7780 6 - 0 
7 ·9 75 ?às3 7910 35 26 4 29 78S9 7872 3 8 0 7·to 75 7918 8010 27 22 13 48 7961! 79(5 - - 0 7 ·tt 75 81+08 8510 25 20 40 45 81!96 85~7 5 - 0 7,t~ 75 '8970 8980 61! 51 4 11 8970 8974 - - 0 7 ·ta 75 9à53 9072 56 44 5 8 '9'059 9062 3 8 0 7 •t4 75 
7 ·ts 7S 

9118 9165 38 26 37 37 9161! 9161! - - 0 
7 ·'ts 75 9242 9257 59 48 3 4 9242 9257 0 0 12 
7 •17 75 

9331! 931!8 '6o 49 9 12 9340 9346 0 3 . 0 
7 ·ta 7S 9423 91!39 59 48 5 5 9425 91!28 2 9 0 

7. tg 75 
10161! 1021!8 28 21 47 47 10245 10247 - - 0 

7 ·~() 1 75 
10511! 10611 27 20 30 40 ï'0'592 10607 3 0 5 

7 ·~t 7s Usse 11572 66 60 5 9 ïï56I 11566 - - 0 

7 ·~~ .7s 12021 12174 21 11! 20 51! 12065 12068 - - 0 

7s 
12204 12620 8 6' 8 20 12421! 12557 1 46 0 
12861! 12896 56 48 17 19 12878 12890 - - 0 

...... ....__ 

Tableau 29 

,..._ 
Pb 3.6 4.4 4.5 4.6 11.7 6.7 7.4 7.6 7.11+ 7.16 

"--

\T(B) 4014 2495 2996 3469 3924 8200 7491 7676 9246 9431 
.._ 
l:cart 3 1 1 1 3 1 4 6 4 6 ...._ 

Tableau 30 
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b) Le tableau 31 (resp. 32) fournit pour les problèmes de so, 
/ ·es 

100, 500 et 1000 variables tirés au hasard (resp. pour chacune des serl 

des problèmes de l'Ecole des Mines du Colorado) 

: 

n N p 

50 lOO 

lOO 100 

500 30 

1000 10 

- la taille n des problèmes 

- le nombre NP de problèmes 

-pour chaque itératidn !TER j(j=1, •••• ,4) de notre algoritb~ 
et pour la méthode de Laurière (colonnes Laurière) dans la 

partie NVR (resp. MAX) le nombre moyen (resp. maximum) de 0~ 
variables non éliminées en fin d'itération, ou de méthode p 

Lauri ère 

. al'~~ 
- en colonne !TER 1/DOM, la moyenne des pourcentages de varl ~~ . a" 

éliminées directement par les relations de dominance (sans 

à calculer les coût réduits associés) 

~ 
I'T'"E:R 1 LAURIERE ITER 2 ITER 3 l1 ~ 

NVR MAX 1 DOM NVR MAX NVR MAX NVR MAX ~ v v j! 

11.20 48 84 4.22 19 2.87 19 2.01 13 0· 72 
! 

11.24 35 89 5.53 15 3.90 15 2.90 9 
1.,12 

j: 

17.67 76 97 6.83 20 5.57 20 3.40 17 
1.)3 

1 
( 

25.90 81 98 3.60 15 3.40 15 3.40 15 0 / 
/ 

Tableau 31 
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r--
S'x-ie 'Il NP I. T E R 1 LAURIERE I T E R 2 I T E R 3 I T E R Il 

NVR MAX DOM NVR MAX NVR MAX NVR MAX NVR MAX 
r---

1 200 10 17.70 36 93.18 11.110 17 3.70 17 3.30 16 3 111 
2* 100 10 12.1111 25 88.18 5.1111 13 3.56 13 2.11 10 1.11 10 
3 100 10 ~6.70 51 82.60 .6.110 20 11.80 20 2.90 15 1.90' 13 
lj 

100 10 2'9. 70 60 83.09 9 25 8.70 25 6.70 22 11.80 18 
s lOO 10 16.20 35 88.26 5.50 9 11.50 9 3.110 8 1.30 8 
6* 150 12 115.82 122 86.70 16.91 98 6.511 22 11.55 19 3.18 18 , 

75 22 32.011 67 77.91 19.27 59 7.09 117 5.59 116 1.55 12 

• ~Yenne effectu~e sur NP-1 problèmes (la solution optimale d'une dea NP relaxa­

tions est bivalente) 

Tableau 32 

t
. c) Une comparaison entre les résultats obtenus pour les problèmes 
l.~ 

s au hasard et ceux obtenus pour les problèmes de l'Ecole des Mines 
du c 

Olo~ado permet de conclure que pour ces problèmes 

1 - l'efficacite de l'itération 2 joue un rôle beaucoup plus 
i~~tp01'tant ' · " que pour les problemes t1res au hasard 

~ 2 - l'écart entre les performances de notre algorithme de ré-
~ucti 

on et celles de la méthode de Laurière est encore accentué 

~e tëù) 3 - 1' apport des itérations 3 et 4 n'est pas négligeable ; 

en leau 33 en apporte la preuve ; il contient pour ITER j(j = 3 et 4) ; 
CQlonne 

€~i . 
lili nées en fin d'itération ITER (j-1) 

- NP le nombre de problèmes dont les variables ne sont pas toutes 

€1 -MOY (resp. MAX) : le nombre moyen (resp. maximum)de variables 
'illlin~ 

ees en cours d'itération j. 

h'e ITER 3(resp. 4) n'est·d'aucune utilité pour 6 (resp. 8) des 47 
sp. 40) 

problèmes concernés. 

0 



159 

NP Variables Elimin~e• 

MOY MAX 

ITER 3 Il? 2.62 10 

ITER Il llO ... 12 116 

Tableau 33 

' ' 

VII.3- ALGORITHME MSB 79 
•tl 

Une analyse très détaillée des résultats de notre méthode ~ dl 
des t 

HSB 71 ([KS, K10] et [G54])- destinée à mettre en relief l'importance 
ll' du tri des données, précède la donnée des résultats relatifs à la nou~e 

version de notre algorithme - appelé HSB 79 - qui est prouvé être plUS ~( 
formant que celui de Hartello et Toth publié tout récemment (1978) (~oit 
[K35]) ; cette nouvelle version se décompose comme suit : 

1 Résolution de {B) par l'algo~e NKR (partie II) 

2 R~duction de la taille de {B) (partie V) avec uniquement 

.l'utilisation de l'it~on 1 

·t 
3 Enum~n .i.mpUcü:e (partie VI) avec une hiérarchie de .,af~5 - . ~~ 

bles basée sur une adaptation de la méthode de tri rapide avec "seuil 
8 

9 tl 
laquelle les sous-fichiers, obtenus en cours d'algorithme, de dimensi0P ) 

dépassant pas le seuil sont laissés en état (abandon du tri par insertiOP 

(§ VII 1.1). 

VII.3.1 - Analyse des résultats de la méthode MSB 71 

. 1oi Pour les problèmes du knapsack tirés au hasard su~vant la 19 _ . .,J..ie J 
uniforme, la progression des temps de calcul de la méthode HSB 71 (p~ ~· oe 
dans [KS, K9, KlO])en fonction du nombre n de variables est de l'ordre 
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Ces temps de calcul incluent les temps du classement des donn~s 
su· 
. lvant l'ordre décroissant des c./a.(j = 1, ••• ,n), qui constitue la phase 
lnit· J J 

lale de l'algorithme CKR. L'étude détaillée des temps de résolution va 
Pel'tne 

ttre de mettre en lumière l'extrême importance des temps consacrés à 
ce tr-. 

l, les autres temps (concernant la réduction et l'exploration) devenant 
négl.. 

lgeables à partir de 1000 variables. 

.. dans la 

Le tableau 34 a rassemble pour chacune des trois étapes 

1 Relaxation (CKR) 

2 Réduction 

~Exploration 

colonne "temps" les moyennes des temps de calcul 

.. d<ins l 
t' a colonne "%" : les moyennes des poucentages des temps de calcul par 
~PPot-t 

aux temps globaux de résolution. 

Ces résultats mettent en lumière les points suivants 

d~ (i) La méthode de tri utilisée dans HSB 71 (CKR Select) est 
"c 2 \ 0lllplexité O(n ) • 

~ (ii) Le pourcentage de ces temps par rapport aux temps globaux de 
sol. . 

So Utlon est une fonction croissante du nombre de variables (de 80 % pour 
"~ëU:>· 

lables à 99,5 %pour 2000 variables). 

occ (iii) La réduction et l'exploration sont de complexité O(n) et 

s0 llPent une place de plus en plus négligeable lorsque n croit (de 20 % 
"~ëU:>· 

lables à 0, 5 % pour 2000 variables). 

pour 

t'qt· Ainsi, si on ne tenait compte que de la réduction et de l'explo-
l.on 

~ ' c'est-à-dire si on supposait les variables triées, la méthode MSB 71 E!t-i'l' 

l.t de complexité O(n) pour les problèmes tirés au hasard. 
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___..., 

Relaxation ( Cl<R l Réduction Exploration Total 
n 

1 
NP 

TelTips 1 ' Temps 1 ' Temps 1 ' ___... 
sol 50 1~.961 78.00 1.64 1 8.6 2.38 1 12.60 lB· 98 

::...-..-
1001 50 51.851 85.60 3.33 1 5.5 5.42 1 8. 90 60·60 

~ 

5ool 50 1135.791 97.40 12.77 1 1.1 17.08 1 1. 50 l165·6ij ::-...-
1oool 50 4451.531 98.00 22.94 1 0.51 28.04 1 0.69 4502· 51 

~ 

2oool 50 16500 1 99.4.1,_ 45.09 1 0.27 52.71 1 0.32 16598 
1 

Tableau 34 a 

• é Le tableau 34 b met en relief encore davantage la nécess1t 

de <iéfinir une règle du jeu : 

• utA Lu .u.p. de. woi.u.tion du. lz.nap6a.ck paiL lu mUhodu cJA.hhi4 

do.i..ve.nt.-.<1..6 .i..nclwt.e. c.e.ux dLL W du dinvtlu r 

flde 
S.i .i.a. IL~pon..llt i6-t po-6-U:.ive - et c'est notre conviction p:rofo -1 

t pO 
que cet exposé démontre qu'il est possible de se passer du classemen 

résoudre la relaxation du knapsack et d'accélérer ainsi sensiblement tO~ 
les algorithmes classiques de résolution du knapsack - dans la rubriq~e 

d6 
"AVEC TRI", la colonne "GH" · (resp. "MSB 71) rappelle pour la méthode ~cJ 

Greenberg et Hegerich (resp. notre méthode) les moyennes des temps de c 
le5 

globaux répertoriés dans [K8], qui incluent les temps du tri des donne 0~ 
( .... . " 1· "' G M40 1 · .... en het exper1ences rea 1sees sur amma ,tous es temps sont expr1mes 

,. 
cola-

S-i.. .i.a. IL~pon..lle ut nê.gc:tüve, sous le libellé "SANS TRI", 1es fol 

nes "G H" (méthode de Greenberg et Hegerich) et "MSB" (notre méthode) r.l 
nissent les moyennes des temps de calcul obtenus en excluant les te~9 

saires au tri des données. 

Les résultats des colonnes 

"GH/MSB 71" 

"GAIN" 

et 
: rapports des temps de la méthode de Greenberg 

) 
Hegerich (TGH) sur ceux de la méthode MSB (TMsa 

: pourcentage de TGH - TMSB par rapport à TGH 

' 

• 
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ind · 
. ~quent des conclusions tout-à-fait disproportionnées suivant la règle du 
Jeu iidopt' ee. 

M Ainsi, si l'on ne se réfère qu'à la rubrique "SANS TRI", la méthode 

SB 71 est environ 10 fois (resp. ~2 fois) plus rapide que celle de Greenberg 
et li '·t eger-ich pour les problèmes de 500 ( resp. 1000) variables, le gain étant 

1~ ouj OUr-s 
de l'ordre de 90 % quelque soit la taille des problèmes. 

AVEC TRI SANS TRI 

GH HSB 71 
GH/ Gain GH HSB 71 GH/ Gain HSB71 HSB71 

50 1.80 1.26 1.43 30 .792 .252 3.14 91.97 

lOO 6.44 4.26 1.51 33.85 2.627 .447 5.88 92.40 

500 110.88 93.70 1.18 15.49 19.148 1.968 9.73 89.72 

1000 409.65 368.85 1.11 9.95 44.489 3.689 12.06 91.'11 

Tableau 34 b 

~ L'utilisatio~ de la méthode de tri Quicksort conduit à une 
Otnp l. e >ti , • 

te pratique O(n) pour la méthode MSB 71 (vo1r tableau 35). 

n Alg CKR Réduction 
Exploration Temps globaux 

Gain 
Select Quicks Select Quicks Select Quicks 

1-

50 14.96 5.23 1.64 2.38 2.76 18.98 9.63 49.26 
1-

lOO 51.8~ 11.50 3.33 5.42 6.04 60.60 20.87 65.56 
1-

500 1135.79 73.07 12.77 17.08 16.51 1165.64 102.35 91.22 
1-

1ooo 4451.53 159.42 22.94 28.04 25.06 4502.51 207.42 95.39 
1-

2ooo 16500* 345.87 45.09 52.71 44.32 . 16598• 435.28 97.38 ·-
* uniquement pou~ 3 problèmes tests. 

Tableau 35 
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V.II.3.2 -Résultats de la méthode MSB 79 

Les temps d'exécution étape par étape de la méthode MSB 79 

(tableau 36) précèdent une comparaison des méthodes MSB 71 [avec utilisa~ 

tion du "tri rapide"], MSB 79 et celle de Martello et Toth. (tableau 37) 

__.. 
Relaxation Réduction Exploration Total 

Gain 
n % MSB 71 _...... 

50 2.99 1~23 2.39 6.61 45.69 
~ 

100 5.62 2.37 5.22 13.21 36~ 

500 27.91 10.63 11.46 50.00 51.15 _...... 
1000 50.72 23.56 9.57 83.85 59~ 

2000 112.15 31.75 . 21.19 165.09 

~~ 5000 281.04 81.07 28.76 390.87 

7500 394.32 105.50 33.74 533.56 ~ 
Tableau 36 

DONNEES TRIEES 

MSB71 avec MSB 79 M.T. MSB 71 MSB 79 n Quick Sort 

50 4.90 4.12 5.58 9.63 6.61 

100 10.19 8.41 11.32 20.87 13.21 

500 32.67 25.48 36.80 102.35 50.00 

1000 55.14 40.27 51.48 207.42 83.85 

2000 67.48 84.76 165.09 

5000 

7500 

Tableau 37 
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Le tableau 38 montre (pour n = 1000) la faible influence de la 

'~&leur du second membre sur les temps de calcul. 

L'intérêt du classement systématique, par ordre décroissant 

des Pénalités, est inversement proportionnel à la taille du problème : lors-
que n • "' · "' "' t d .. dr · d · "1 cro~t, de nombreuses penal~tes etan u meme or e ue gran eur, ~ 
est .. 

Preférable d'employer la méthode de tri rapide avec seuil, dans laquelle 
les s 

eus-fichiers obtenus en cours d'algorithme, de dimensions ne dépassant 
~ils le 

seui~ sont laissés en état. 

50 
Le tableau 39 montre que le seuil optimal est de 35 (resp. 60) pour 

00 <resp. 7500) variables. 

MSB 79 

l"-- Relaxation Réduction Exploratio ~ Total M.T. 

a = 0 .2 56.22 25.90 13.42 95.54 205.67 
L -'~t a. a = 0 .s 55.33 25.02 14.23 94.58 209.18 1 -
~~-a = 0 .8 50.10 23.57 8.35 82.02 219.93 

a. ~ b ~ < I:aj 50.72 23.56 9.57 83.85 203.76 

Tableau 38 

5000 VARIABLES 7500 VARIABLES 
-::---_ 

Hiérarchie Hiérarchie Seuil EKploratio des des 
variables implicite variables 

24.04 32 

21.32 22.31 43.63 

19.13 14.73 33.86 

18.84 9.92 28.76 24.42 12.19 36.61 

18.40 11.03 29.43 23.77 10.71 34.48 

23.41 10.33 33.74 

23.07 11.67 34.74 

Tableau 39 





PROB~EMES EN NOMBRES 

ENTIERS A PLUSIEURS CONTRAINTES 

\ 

CHAPITRE 3 



\ 
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INTRODUCTION 

d•un . 
Les points fondamentaux de la méthode proposée pour la résolution 

P~oblème à m contraintes et n variables discrètes du type 

max ex 

.6. c.. Ax = a .. 
Vj € J1 (B) x. = 0 ou 1 

J 
x. €:N Vj € J2 

J 
où J1 u J = {1, ••• ,n} et J1 n J2 = {ll 2 

sont 
les sui vantes : 

l~~l'+:-
~ ~n de la taille de (B) à la fois en nombre de variables et en 

Ol!Q)t-e de 
contraintes (voir partie I). 

~ D~6 .. 
d ~on d'un .6c.hbna. d' e.xplo!r..a.:Uon : de 1' ensemble des points entiers 
~ do~n~. ... n 

s "q~ne : à partir d'un sommet de V ou génere les 2 - 1 autres sommets 
\U.\>qnt un procédé du type lexicographique. 

~ Cho. , 
~d'une ~on. de {1, ••• ,n}: 

le Une partition 
Pt-inc. 

p~ ~pe 

{I, Ï} de {1, ••• ,n} est déterminée pour appliquer 

enqnt à 
d'exploration sur le sous-ensemble de variables d'indices ap­

i et résoudre à chaque étape un problème du type : 

~XÏ + max cf XI 
ï 

(PA) .6.C.. A XI = a - A x-I (45) 
x. = 0 ou 1 Vj ( I 

J 

S!.)ll!tt L'ensemble I est choisi de telle manière que 1' exploration des 

de~ ons de (45) soit la plus simple possible compte-tenu de la structure 
• l). 

~~ ~fférentes méthodes de résolution de (45) peuvent être employées ; nous 
q\>0ns 

testées quatre 
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3.1. Emploi d'une technique basée sur la réduite de Smith q~ 
permet de se ramener à une matrice triangulaire inférie~e 
infiniment plus maniable en pratique (voir [Gl5]). 

3.2. Utilisation de la base optimale de (B) : ~(resp. Ï) dési~ 
l'ensemble des indices de base (resp. hors-base) à l'optimum de (B)• 

Le système du type 

\ 
' 

peut ~tre résolu de deux manières 

r 1~ 
a) Emploi du tableau simplicial à l'optimum de (B) résolU pa 

méthode simpliciale écrite en rationne~ pour considérer 
• t. 

x
1 

= (A1 )-1 a - (A1)-1 AI xi avec (AI)-1 ai , (A1)-1 aij f: f2 ~~' 

b) Utilisation de 

[ 

det 

BI 

déterminant de AI 

matrice des cofacteurs de AI 

pl'~) 
Ces procédés qui, en théorie, permettent de considérer des f 

mes de tailles quelconques, sont pratiquement très vite limités par ~a 
deur des entiers obtenus ou par la durée du temps de calcul. 

roaf . 

3.3 Transformation en un problème du knapsack équivalent y- t~) 
coti 1 

contraction d'un sous-ensemble de contraintes en une ~~ 

unique dont l'ensemble des solutions entières réali5 
alJl.es 

identique à celui du système (voir partie II). 
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3.4. Choix d'un sous-ensemble I tel que la matrice A1 soit dia­

gonale (lorsque la structure de A le permet) : 

Cette méthode a été utilisée avec succès lors de la résolu­

tion du problème de fabrication exposée en partie III. 



1 
\ 



1 

REDUCTION POUR LES PROBLEMES 

A PLUSIEURS CONTRAINTES 



1 
\ 
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lNTRODUCT ION 

Le but de cette partie est de montrer que la réduction (à la fois 
en 

nombre de variables et en nombre de contraintes) d'un problème linéaire 
en .., 

~iables 0-1 peut ~tre réalisée efficacement par la conjonction de tests 
Si111p 

les appliqué~ en particuli~. sur des problèmes du knapsack extraits du 
Pl'ob l.èa!e d'origine. 

c L'énoncé des tests d'élimination définitive de variables et de 

ontz.aintes ( § I. 2) précède la présentation de notre algorithme de réduc­
tion (s 

I • 3 ) (voir [ G4 9]) • 

Ces travaux 9 entrepris en collaboration avec Pierre Hansen, ont 
~OUti 
~ à des résultats numériques satisfaisants (§ 1.4), les expériences 

1 ilnt .. .. 
d ete réalisées sur CII 10070 à partir de problèmes d'origine concrète 
0nrl"' 

es Pill' Petersen [G48]. 

1,1 F 
- ORMULATION DU PROBL~ME 

n L'étude de la réduction des problèmes linéaires à rn contraintes et 
,~i 

ables bivalentes 

(B) 
[
::. :: ~ b 

x ( v 
t~to .. 

•lt l 
~ont es coefficients cj de c, bi de b et aij de A (i = 1, ••• ,m ; j = 1, ••• ,n) 

~t-0bl:UPposés ~tre des entiers non négatifs_ (caractéristique que possèdent les 

~~~ ~s de Petersen)] aura pour support l'utilisation de problèmes du 
aaek 

8 xtraits de (B) notés comme suit, pour k, p ( {l, ••• ,m} donnés 
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1.2- TESTS DE R~DUCTION DE LA TAILLE DE (B) 

(Sl· 
Les tests exposés ci-dessous sont énoncés avec les problèmes 

(B~) d'origine ; ce qui permet l'~limination d~6..i.n.U:.ivt de variables 

contraintes. 

''t~ra' Il va de soi que si ces tests étaient utilisés en cours d 1 

tion d'une méthode d' exploratio~, donc avec un sous-ensemble de variables 

fixées à priori : 

x. = x. € {0,1} j € Wc {1, ••• ,n} (H) 
J J 

les éliminations déduites des tests ne seraient valables que sous l'h~· 
thèse {H). De plus, il y aurait lieu d'ajouter le résultat suivant : 

si 
étant donné (SB) le sous-problème de (B) pour lequel (H) est 

sée vérifiée, si l'une au moins des valeurs suivantes 

( i) l v(SB)J 

(ii) l v(ss<') J 
p 

p € {l, ••• ,m}, u ~ ~+ 

(iii) lv(RSB0 )(u)J 
p 

J11i'lS 
est inférieure à ~(B) alors il est inutile de considérer le sous-ense 

{X € V 1 x. : x., j E W}. 
J J 

1.2.1 - Elimination de variables 

TM.olthne 2 8 

k E {1, ••• ,m}, E € {0,1}, 

u ~ o de dimen4~n convenable, 

4'i! ~~e jE {1, ••• ,n} ~el que 
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(Vl) ~j > bk 

~ .tet vaJr..iabte d' iJ.uü.ce j doU Ute 6.Ule 4 .la valewr. o ; 

(V2) Lv(RB~(u) 1 xj·= E)J S y(B) 

(V3) Lv(B~ 1 xj = E)J s y(B) 

(VS) Lv(RB(u) 1 x. = E)J s v(B) 
J -

~-\4 .la va/Uabte d'.intüce j doU Ulr.e 6.Ule 4 ta val.e.wr. 1 - t. 

):l€ 

~ : Le résultat relatif à (Vl) est évident; les autres résul­
ilts d' 
~· ecoulent de ce que les différentes quantités envisagées sont des 
)o~a 1 nts de v(B x

1 
= El. 

0 
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Etant donnés 

k € {1, ••• ,m} 

i(k) indice de base optimale de (~) 

on considère les problèmes 

<ëk 1 xi(k) = 0) et (~ 1 xi(k) = 1). 

' tion 
L'application des tests (V2) et/ou (V3) et/ou (V4) permet la construc 

des ensembles 

x~.€ = {j € {1, ••• ,n} 1 xj fixée à la valeur € lorsque xi(k) 

pour énoncé le 

Thloltbrte 29 ( vobt [K71J) 

Etant donnl6 k € {1, ••• ,m}, r L {0,1}, ~i 

(V6) "t = 'b,t n '1,t t- !a 

alo~ lu vtl!Uablu d' .UUU.c.u j € \ doivent êtlte. 6{du 4 l.4 valtul' '' 

60!t 
Démonstration : Toute variable d'indice j ' X (supposé non vide) 

t :: 0 et 
prendre la ~me valeur sous les hypothèses compl~mentairee xi(k) 

xi(k) = 1. 

0 

I.2.l - Elimination de contraintes 

Thloltlme. 3J 

k € {1, ••• ,m} 



n 
(Cl) r ~. , bk 

j=l J 
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~p f: {1, ••• ,k-l,k+l, ••• ,m} tel que. 

(C2) ~ ~ apj j = 1, .•• ,n 

bk ~ bp 

(C3) Lv(B~'J ~ bk 

(C4) q_ = Lmax {v(Bk 1 x.( ) = 0), v(Bk 1 x.( ) = l)}J s bk 
~ p 1 p P, 1 p 

-k ave.c i( p) btcUc.e. de. ba.6 e. op.timal.e. de. ( B P) • 

hf: {0,1}:'\> > bk e.t Lv(B~ 1 xi(p) = 1-t)j ~ bk 

. -kL - -k 1 
(CS) ~.t~ lmax{v(Bp~i(p)Tt,xi(p,t)=O),v(Bp xi(p)=t,xi(p,t)=l)}J~ bk 

ave.c i(p,t) btcUc.e. de ba.6e. optimale. de. (B~ 1 xi(p) = t). 

~ 
~. 
<e1 > ... 
(C2) 

evidente \ 

~ {x € V A x s b } c {x € V 1 Akx s bk} 
(C3) P p -k 

"""> Vx € V A x sb -li ~x •lv(Bp)J s bk 
(cil) P P 

L ~t (CS) aboutissent par séparations à des bornes supérieures de 
"<a~> . !ot P inf6rieures à bk. lj 

''-.!! 

(i) (C2) est un cas particulier du point (C3) dû à Hansen [K26] 
(ii) dans le cadre d'une méthode d'exploration, si l'hypothèse p~cé-

dant le test (CS) est vérifiéemais si ~,t > bk alors il est possi­

ble de conclure que la contrainte k peut être éliminée sous l'hy­

pothèse xi(p) = 1-t. 

0 
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1,3- ALGORITHME DE RËDUCTION 

·o~ 

L'algorithme de réduction suivant donne un aperçu de l'utilisat~ 
des tests d 'êliminat ion de variables et de contraintes exposés ci -dessus 

en 'lisa' 
(d'autres façons d'enchainer ces tests pourraient bien entendu, être 

gées). 

En posant \ 

x
0 

(resp. x
1

) l'ensemble d'indices des variables éliminées à 
0 

(resp. 1) 

E l'ensemble d'indices des contraintes éliminées 

,me 
les différents tests seront appliqués, pour x0 , x1 , E donnés, au proble 

Principe 

variables. 

c. + max 
J 

Phase 1 

c. x. 
J J 

a .. x. sb. -
l.J J l. 

x. = 0 ou 1 
J 

a .. 
l.J 

Vi € E 

Elimination évidente (tests (Cl) et (Vl)) de contraintes et de 

Phase 2 

"PIL~pa!t..a.Ü.on" de. l' U ... -i..mina..û.cn de. va!Lia.blu : OJ 
,e~. 

Calcul des valeurs des relaxations de chacun des knapsacks . 

k=l, ••• ,m extraits de (B). Classement des contraintes de telle sorte 
qlle 

(
-o -o -o 

v B
1

) s; v(B
2

) s ... s v(Bm). 
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Phase 3 : 

Etlmination de v~l~ par l'intermédiaire d'algorithmes de 
l'é duction appliqués tour-à-tour sur (B~), (§2), ... , (B~). 

0 .... 

( 
.... 

Phase 4 

Tests appliqués sur (B~) k = 2, .•• ,m. 

Phase 5 

Elimination de v~l~ en utilisant 

- les contraintes composites 

- la relaxation du problème (B} réduit 

,!( B) , ~ ~ ]0, 1 [ donnés 

n + k+le:E 

1.2 -
~ m +lEI 

g (Cl) vrai pour contrainte k al..oM E : E u {k} 

al.leJL en 1 • 2 

~ (Vl) vrai pour variable xj' j e: x2 et la contrainte k 

E!oM Xa ! Xa u {j} 

calcul 

g k < 

al.leJL en 1 • 1 

-o de v(IÇ) 

rn al.oM k+k+ 1 

al.leJL en 2 
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5 classement des contraintes* suiv~nt 1' ordre croissant des valeurs deS . 
-o knapsacks (Bk) ; on suppose donc que 

k+1 

6 i(k) indice de base optimale de (B~) 

' ' 
pour j = 1, 2, ••• ,i(k)- 1, i(k) + 1, ••• n faire 

E f: {0 ,1} donné 

alors aller en 

alors 

6.1 si (V2) vrai pour xj 

si Lv(RB~ (u) 1 xj = E)JS)I.ylB) 

si (V3) vrai pour 
~ 

~ x. alors ~ 

=-&Y J 
si (V4) vrai pour x. alors al. 

J =-
sinon aller en 6.2 

6.1 x - x~ u {j} 
-- & "" 

6.2 Stop 

si~& f: {0,1}:(V3) vrai pour xi(k) alors X&: X&u {i(k)} 

application de (V6) ~ modification possible de X , & f: {0,1} 
& 

' ** Si ~& f: {0,1}:X a été modifié à l'étape k alors aller en 1.1 
& 

~~ 

sinon si k 
)c ... ~ ' 

< rn alors er-
1 

=-~ 

'!_ pour k = 2, ••• ,rn faire 
- k Si (C3), puis (C4), puis (CS) vrai pour (B

1 
) alors 

Si ~pc {1, ••• ,k-1,k+1, ••• ,m}: (C3) vrai pour (k,p) alors 

~ pour j = 1 , ••• , n faire 

si ~& f: {0,1}:(VS) vrai pour x. alors X - X u {j} 
J & E 

si lE f: {0,1}:X a été modifié alors aller en 1.1 
E 

sinon stop. 
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* le classement peut être également basé sur les valeurs obtenues 
-o 1 -o 1 par séparation, i.e. max {v(Bk xi(k) = 0), v(Bk xi(k) = 1)}, 

k f Ë. 

** le retour à 1' étape 1 est inutile lorsque les variables sont 

fixées à leurs valeurs optimales dans chacun des knapsacks 
-o -(Bk)' k fE. 

*** ce point n'est à envisager que si rn vaut quelques unités. 

D 

l,4 - EXPËR I ENCES NUMËR I QUES 

L'algorithme de réduction a été implanté sur CI! 10070 pour considé­
~eX> l 

es 7 problèmes donnés par Petersen dans [G48] 

Pour chacun d'eux, les valeurs expérimentales de u ont été les 
l!t~U_t. -o - -optimaux associés à (Bk) k f E pour (V2), (B) pour (V5). A. l.Plicateurs 
l.ns • l., on a considéré à chaque fois les meilleures relaxations lagrangiennes 

a.u. 
sens des relations (43) et (44) qui ne correspondent pas nécessairement 

a.u. 
l• Plus grand nombre de variables éliminées (voir § IV. 3 du chapitre 2). Mais 

IJ.til' è -o -c lsation du test (V6), pour les probl mes (Bk) k f E, a permis de tenir 
0

lllpte d'autres relaxations lagrangiennes. 

Le tableau 40 indique, pour chacun des 7 problèmes, en colonne 

• co~nte4 (resp. v~!e4) : les nombres de contraintes 

(resp. variables) du problème initial (I) et réduit (R) après 

utilisation de l'algorithme. 

• v(B) : la valeur optimale du problème 

• lv(B~)J : les parties entières des valeurs des 3 "meilleurs" 

knapsacks et les valeurs correspondantes de k. 

• Lv{B)J : la partie entière de la valeur de la relaxation du 
-

problème initial, le nombre de variables éliminées (V5-I) par 

application directe du test (V5). 
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• Ci (i = 1, ••• ,5) (resp. Vi(i = 1, ••• ,6)): le nombre de con~ 
·" traintes (resp. variables) éliminées par le test assoc1e• 

0 • s 
• K : les indices k des knapsacks (Bk) pour lesquels au mo1n 

un des tests (Vi) i = 1, 2, 3, 4, 6 a été efficace. 

Le tableau 41 précise 

xl 
- les indices des variables fixées définitivement à O(colonne 0 

et à 1 (colonne X1). 

- les numéros des contraintes éliminées (colonne E). 

~e 
(i) Pour chaque problème, on a posé v_(B) = v(B), valeur donn 

'S' 
dans [G49] • (Se référer à [G3, G27, G60] pour des descriptions d'heur~ 
tiques). 

' dll 
(ii) EE~e!~~~~-!-~!-~ : ils se ramènent chacun à un probleme ~ 

• roll 
knapsack dont toutes les variables sont finalement éliminées ce qu1 P 

l'optimalité de la valeur ~(B). 

(iii) E~e!~~~-~ : ce sont les tests appliqués au knapsack (B~) 
=min v(B~)) qui permettent l'élimination du plus grand no~~ 

1SkS10 
à l.'~p' 

de variables. Mais une variable supplémentaire est éliminée grâce O) 
.,(e~ 

plication du test (V4) sur le knapsack (B~) qui est tel que v(B~) ~ 
Vk '1- 7 ••• 

(iv) Déroulement de l'élimination des variables 

"" ~E~e!~~~-~ : 11 variables éli,ninées avec ( B~) , puis 1 a 

(B~0 ), puis 1 avec le test (VS), et enfin 1 avec (B~)· 

2 
a'~ec 

~E~e!~~~-~ : 1S variables éliminées avec (B~), puis 

(B~0 ) et enfin 1 avec le test (VS). 
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(v) ~~è!~~~~-~-~!-Z .: l'échec des tests (Vi) i ~ 5 appliqués aux 

knapsacks du type (B~) conduit à l'étude de la construction de 

problèmes du knapsack dont les contraintes sont combinaison 

linéaire des contraintes d'origine. 

A titre d'information 

Pour le problème 6 : la somme des contraintes 1, 2 et 5 aboutit à 
o ) -o un knapsack noté (B1+2+5 tel que Lv(B1+2+5)J = 10760 et avec 

lequel 7 variables sont éliminées. 

Pour le problème 7 : le knapsack (B~+S) tel que Lv(B~+5 )J = 16761 

permet l'élimination de 11 variables. 

D 

\ 



Problème Contraintes Variables v(B) lv(~)J . 
I R I R k 

" 
4271 i. 

1 10 1 6 0 3800 4325 1 
4400 6 

93780 2 
2 10 1 10 0 87061 99462 10 

102145 8 

./ 4149 10 
3 10 3 lS 8 4011 4211 9 

4233 8 

6184 2 
4 10 2 28 . 6 6120 6540 10 

65S5 1 

12S23 2 
5 10 2 28 10 12400 13022 10 

13312 1 

11122 1 
6 5 4 39 28 10618 11444 2 

11536 3 

17071 1 
7 s 4 50 35 16S37 17079 2 

17999 s 

'rableau 40 

Lv(B)J Cl C2 C3 cs 

V5.1 

-

4134 2 9 

92977 2 9 

4127 3 6 1 

6155 12 2 6 

12462 15 2 1 5 

10668 11 1 

. 

16601 15 1 

Vl V2 V3 V4 

2 3 1 

3 3 3 1 

1 4 1 

--
10 1 1 

14 1 

1 

3 

VS V6 K 

l,S 

2,3 

1 10,8 

1 1 .2,10 

1 2 2,10 

10 1 

12 1 

1 

1 

-1 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

_l 

.... 
~ 
ID 
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l'--
~t-obl~rne . xo xl E 

1 

; l les variables sont éliminées Toutes 1,2,3,4,6,7,8,9,10 
2 

1,3,4,5,6,7,8,9,10 
3 11, 13 2,6,10,14,15 1,2,3,4,5,6,9 
4 

4,5,6,7,8,10,11,12,13 1,14,15,17,20 1,3,4,5,6,8,9,10 s 
14,15,17,20,21,22, 4,5,7,8,11,12,13 1,3,4,5,6,7,8,9 
23,25,26,27,28 

6 3,5 4,6,11.15,16,17, 4 
1 l7,:lY.3:l 
1 
1 7 

3,5,46 6,11,15,16,17,3~ 4 
40,41,42,43,47,48 

Tableau 41 





1 1 

RESOLUTION D'UN PROBLEME D'AFFECTATION 



\ 
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1NTRooucr 1 oN 

L'objet de cette étude est la résolution d'un problème d'origine 
conc ~ 

(
• ~ete d'implantations de groupes de divers sites sur plusieurs périodes 
enon ,; 

ce etformulé au § II.l) dont la particularité est de posséder des con-
tt-a. 

lntes du type t x. = 1 (problème de partitionnement), l'ensemble ides autres 
cont . J J 
à ~alntes n'admettant pour éléments non nuls que des coefficients égaux 

l, 

la Ces caractéristiques associées à la bivalence des variables font que 

l contraction des contraintes de S aboutit à une équation unique équiva-
ente d . 

ont les coefficients sont de grandeurs raisonnables (par exemple pour 
lit ' 

' 4 et n = 160, la contrainte ax = b ré sul tante est telle que mÇtx a. = 400 
~ b ] J 

~ 1600, voir § 11.3). 

. Cette contraction permet ainsi de générer un problème du knapsack 
eqlli \Pal . . d , . f. d•· ent, à var1ables b1valentes evant ver1 1er, outre la contrainte 

egal· ... 
1. l. te , des conditions du type "partitionnement" - di te G. U. B (Genera-
~~ed 

e Upper Bound) - La méthode de résolution est une adaptation de celle 
~os"' cal ee au chapitre 2 ; elle prend effectivement en compte au niveau des 

c\ll.s, les contraintes "G.U.B" (§ II.2). 

la La première phase de notre méthode consistant en la résolution de 

le ~laxation du problème, deux choix sont possibles : ou bien considérer 

~~oblème ini~al, ou bien considérer le problème obtenu après contraction. 

est Au § 11.3, on verra, sur les exemples traités, que le premier choix 
le 1 ~~ P us judicieux : il permet d'aboutir à des temps de résolution com-

~l.es à ceux de [K8] qui étaient relatifs à des problèmes tirés au hasard. 
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11.1- PROBLËME ~TUDI~ 

1 1.1.1 - Enoncê 

~ 
Etant donné p emplacements, il s'agit d'installer au meilleur pr , 

t. ( i::l,•' 
q moyens de production au cours d'un temps découpé en rn périodes 1 

en tenant compte des contraintes suivantes 

' , d'un 1) Impossibilité d 1 installer, au cours d 1 une période, plus )é! 
instal 

de production sur un emplacement donné. (Le nombre de moyens moyen 

sur un emplacement est donc compris entre 0 et rn]. 

2) Pour chaque période t. ( i € { 1, ••• ,rn} ) , le nombre u. de rnoyeflS 
1 1 

de production à installer est imposé (de telle sorte que 
rn 
L 

j=1 
= q)· u. 

1 

d' iPst8 
Ainsi, connaissant, pour chacun des emplacements, le coût 

t dt 
lat ion de r E: { 0,1, .•. ,rn} moyens de production (coût dépendant de r e • 

de• 
la chronologie des installations), il faut minimiser la somme globale 

coûts d'installations. 

11.1.2 - Formulation 

)' 

pê5 1 

D'après la condition 1, pour un emplacement et ~ période dofl 
pit' , 

on peut installer ou non un moyen de production ; de plus, il faut te d/ 
rnePt , 

compte de la chronologie des installations. Ainsi, pour un emplace (~e 

cela implique l'existence de 2m chroniques d'installation envisageab1~
5

P 
vo 

puis l'installation, au cours des rn périodes d'aucun moyen de produc ~ 
cllBq 

jusqu'aux installations de rn moyens de production (une au cours de 

période)). 

d'sf~ 
Ces 2m chroniques peuvent être représentées par la matrice 

fectation L(m x 2m) suivante, indicée en lignes par les périodes et efl·~e 
, ér~ 

colonnes par les chroniques d'installation, dans laquelle pour une P 
t. et une chronique j données, on a 

1 

{

1 si un moyen de production est installé 
1
ij = 0 sinon 



0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ... 1 

. . . . . 
lll'3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 

lll'2 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 . . . ... 
Ill' 

1 0 ... 1 0 0 1 1 0 1 

Ill 
1 0 1 0 1 0 ... 1 

'• 

Parmi ces 2m chroniques, il ne faudra en retenir qu'une et une seule ; 
on '-~ 

a donc associer à chaque chronique j une variable d'état bivalente x. telle 
q\ie 

il 

J 

Si j est adoptée 

sinon 

Le choix d'une chronique impliquant l'élimination des 2m - 1 autres, 

faut considérer la contrainte suivante (du type ".G.U.B. ") 

. rn 
2 

I 
j=1 

x. = 1 
J 

illllnt Tout ce raisonnement étant valable pour chacun des p emplace-
s, on est à 

~~~ 
fct'lll 

conduit finalement poser 

Jk = {(k- 1) 2m + l, ••• ,k 2m} =ensemble des indices des 2m 

chroniques attachées à un em­

placement k ~ {1, ••• ,p}. 

vecteur ligne des coûts d'installations associés aux chro-
.. 

niqu~s de l'emplacement k ~ {l, ••• ,p} 

Uler le problème de la façon suivante 



(PB) 

avec Vi Vj u. ! N, f. 
~ J 

Note 
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f. x. 
J J 

~.c.L.( I xJ) = 
~ k~1 k 

x. = 
J 

' 

x. = 1 
J 

0 ou 1 v. 
J 

u. i = 
~ 

1, ... ,rn 

k = 1' ••• ,p 

! l:J Jk 
k=1 

! Z, 1 . . = 0 ou 1. 
~J 

Dans le cas particulier où u. 
~ 

, 
8 

de 
= 1 Vi, (PB) est un problem 

partitionnement. 

Si on pose 

(PB) s'écrit 

0 

rn n = p.2 : nombre de variables de (PB) 

v*={x!VI L x.=1,k=1, ••• ,p} 
je:Jk J 

~~ 
- [L L L.J -'"--i' _i, ... ,__;; 

~ 
p fois 

x = 



.6. c. 
[

min 

* 

fx 

"' Lx = u 
x E: v* 
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~ désignera une solution optimale de (PB). 

11.1.3 - Propriétés relatives aux seconds membres des contraintes 

Si pour une période donnée t. , le nombre de moyens à installer 
~ . 

est o 
supérieur au nombre d'emplacements, alors le problème est impossible, 

C'e 
st ce que traduit la 

S~ ji E: {l, ••• ,m} tel que u. > p aio~ F(PB) = ~ 
0 ~0 

in Ainsi, pour un problème réalisable le nombre maximum de moyens 
Still.l.' es sur p emplacements au cours des rn périodes est-il égal à pm. 

' 
On pose 

P.= {jE: {l, .•• ,n} 
~ 

"' i .. = 1} 
~J 

N~ ={jE: {1, ••• ,n} 1 l .. = 0} 
... ~J 

Ces ensembles sont tels que 

P. u N. = ~ Jk 
~ ~ 

k=l 

P. n N. = ~ 
~ ~ 

IP ·1 IN.I 
n m-1 

= = 2- p.2 
~ ~ 

On a alors la 

i = l, ... ,m 

i=l, ••• ,m (49) 

(50) 



186 

Vx ~ F(PB) 

(i) ~-<. 3i ~ { 1, ••• , rn} tel. que. u. = P ai.o!L6 x. : 0 Vj ~ N. 
0 l. J l. 

0 0 

(51) 

(ii) ~-<. ji ~ {1, ••• ,rn} tel. que. u. = 0 ai.OIL6 x. = 0 Vj ~ P. 
0 l. J l. 

0 0 

(52) 

Démonstration 
\ 

(51) 
"' x ~ F(PB) = max {L. l. 

0 

x 1 x ~ v*ll 
(47) J=>{j 1 x. ;:: 1} ' 

J 

la relation(49) permet alors de conclure. 

(raisonnement analogue pour la deuxième partie de cette propriété). 

0 

Pllop!Ué.té. 6 

"' '6iJ€.• Une. c.otttJt.a...i.ttte. L. x= u. tille. que. (57) (ou(52)) ~oU v~ 
l. l. 

pe.ut UAe é.Um.tné.e du p~Wbt~e (PB J. Il e.n ut de. même. potLIL lu vaJua.bl~ 

Démonstration 

(ou P, ) • 
.{.0 

C " d' t d 1 • "t" 5 d"f' · · d v* et onsequence 1rec e e a propr1e e , par e J.nl.tJ.on e 

d'après (50) • 

0 

D'où le 

Colt.oUa...i.!r..e. 

S'il e.x..at:e t ~e.c.ottd~ membllu u., du .type. (57) ou (52), le-6 t . .{. 

c.ont'uU.ntu a.6~oc.-<.é.u pe.uve.nt Ulle. é.Um.Uté.u du pJt.obl~me. (PB) dont .te 
nom biLe. de. va!Ua.blu ut ai.o!L6 cU..v~ é. p<Vt zt. 
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D'après les propriétés précédentes, on supposera par la suite 

que le problème (PB) est tel que 

1 s u. s p - 1 
l. 

i=1, ••• ,m 

1!,2 ... RéSOLUTION DU PROBLËME (PB) 

11.2.1 -Modification de la formulation du problème 

(53) 

l Un problème équivalent au problème (PB) est obtenu en contractant 
e s" ' JSteme de contraintes (46) en une contrainte unique 

n 

I 
j=1 

a. x. 
J J 

= b (54) 

Qcnt 
q l'ensemble des solutions bivalentes réalisables est identique à celui 

\J. S" ' JSteme (46) 

n 
F(PB) = {x ~ v* I 

j=1 
a. x. = b}. 

J J 

~~ En posant c. =-f.(j = 1, ••• ,n), le problème équivalent à (PB) 
end d J J 

0 nc la forme suivante : 

n 
max I c. x. 

j=1 J J 

n 
{B) .6 • c.. I a. x. = 

j=l J J 

* x ~ v 
~tt 

dés· 
(~( ~&nera toujours une solution optimale de {B) 

n> 
~t ::: - v(PB)). 

b 

on 
notera i (respectivement x) une solution optimale de (B) (resp. (PB)). 
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11.2.2 -Description de la mêthode 

.l' ad3r 
Dans ce qui suit sont exposées les points fondamentaux de 

tation de la méthode décrite au chapitre 2. 

11.2.2.1 - RESOLUTION DE LA RELAXATION 

. n de 
La première phase de la méthode consistant en la résolut~0 

la relaxation du problème, il faut faire le choix entre (B) et (PB)· 

. ëfl' 
A priori, on pourrait choisir (B) dont la structure partiC~l 

ment simple du système de contraintes permet d'établir les quelques e· 

efficac 
propriétés suivantes débouchant sur une programmation simple et 

a) Il est clair que 

I x. = 1 k = 1' ... ,p } j€Jk J 
==> x. s 1 j = 1, ... ,n 

J 
x. ~ 0 j = 1, ..• ,n 

J 

Ainsi la méthode simpliciale permet de résoudre le problème 

(B) en ne prenant en compte que les conditions de non négativité des 

variables. (Cette remarque s'applique également pour (PB).) 

poli 
b) Ce problème comportant p + 1 contraintes, on sait que, 

te5 
une solution de base réalisable, les composantes hors-base sont toU t 

uvetl 
nulles et, seules les composantes de base (au nombre de p + 1) pe 

être positives non nulles. 

On a alors la 

·eJ11oJ Une ~olution de b~e ~~~able de (S) po~~~de n~c~~~ 

p - 1 ou. p compo~antu ~galu a 1 • 
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C'est une conséquence directe du lemme suivant pour lequel on 

J={1, ••• ,n} 

\lx € F.n Q(x) = 
l(x) = 

{j € J 1 0 < x. s 1} 
J 

{j € Q(x) 1 x. = 1} 
J 

~oR,...... Etant donn.~e u.ne pcvt.t.U<.on (Jk)k_1 de l' e~emb.te J, u.ne 
"""'4..() - , ••• ,p 

tt Jt~a..f.-L6a.b.te du. l>!Jl>-"Ume 

(T) 

r x. = 1 k = 1, ••• ,p } 
j€Jk J 

x. <!: 0 Vj € J 
J 

1 Q(x) 1 s p + 1 

Vk € { 1, ••• ,p} 

x. 
~k 

1 

+ x. 
~k 

2 

= 1 

(55) 

x. : 0 Vj € Jk - {ik ,ik } 
J 0 1 2 

. Par hypothèse, on a la relation 1 Q( x) 1 s p + 1 de plus, 

(55)=> [l(x)l Sp s IQ<x>l (56) 
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Si on démontre que x E: ~n ne peut être solution réalisable de 

(T) que dans l'une des deux hypothèses suivantes : 

IQ<x>l = lt<x>l = P 

IQ<x>l = p + 1 et lt<x>l = 
(Hl) 

p - 1 (H2) 

'se 
le lemme sera démontré puisque, d'après (56) sous l'hypothe 

. elle 
(Hl) (resp. (H2)) x ne peut être solution réalisable de (T) que sl 

possède la forme 1 ( resp. 2 ). \ 

- Supposons que IQ(x) 1 = p + 1 deux cas sont envisagés : 

cas 1 p ='> jk E: { 1, ••• ,p} 
0 

cas 2 : lt<x>l = p' s p- 2 : il est 

contraintes du système (55) : par exemple 

I 
jE:jk 

x. = 1 
J 

k = 1, ••• ,p 1 

I 
jE:Jk 

0 1 

possible de saturer P 

mais il reste encore à satisfaire p - p 1 contraintes avec seulement et 

1 Q( ) 1 11( ) 1 
1 1 . abl d nurr.es x - x = p - p + var1 es prenant es valeurs non 

inférieures à 1, ce qui est impossible. 

analogue 
1 1 1 

• o!lll 
- Supposons que Q(x) = p : si l(x)l < p, par un ral5 

'oll à celui du cas 2, on montrerait que x ne peut être solutl 

réalisable de (T). 

0 

e~\ 
ef.l 

. ~e 
dtl~' 

En conclusion, à l'optimum de (B), deux cas peuvent se pro 

1. - x E: v* <==> fP variables de base ont la valeur 1 

l! variable de base est nulle (forme 1) 

Le problème (B) est ainsi résolu. 
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t V <~ p - 1 variables de base ont la valeur 1 . r 2 variables de base ont leurs valeurs comprises 

0 et 1 ( forme 2 ) 

entre 

c) Il est très simple de déterminer une solution de base réalisa­
ble avec une matrice de base facilement inversible, du type classique : 

a 8 

U' y 

0 

0 

u L
, U' matrices uni té, a vecteur 

avec 
y vecteur colonne, e € ~ 

ligne 

Mais, il faut bien noter que, par construction de la contrainte 
(54) 

, toute solution réalisable de (PB) est solution réalisable de (B) 
~Or> s que la réciproque est fausse. (le système (46) est remplacé par 
4 . 

seule contrainte (54) (combinaison linéaire des contraintes initiales) 

Sans tllodification du nombre des variables). D'où la relation : 

v(B) ~ v(P~) ~ v(B) 

~~· 

1 ,~ est à la base de notre décision de choisir (PB) ; v(PB) sera, à 

Q e~idence, obtenue beaucoup moins rapidement que v(B)((PB) possède plus 
e co 

1t(8). 
ntraintes que (B))mais correspondra à une meilleure évaluation de 

Pour 
~~e 

les problèmes traités sur ordinateur, on verra au § II. 3 

de vue temps de calcul, la perte initiale découlant du 1 du point 
l:hoi 

~de (~) est largement compensée par le gain obtenu lors de l'explo­
~at· 
lt( .. l.on des solutions de (B). Pour ces problèmes on aura toujours 

8) ). -s 
1 

:> v(PB),mais ce résultat n'est pas général : voir les exemples du 

' 4 du chapitre 2. 
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II.2.2.2 - REDUCTION DE LA TAILLE DE (B) 

Etant donnés 

( ( ) Ù ( ) ' • " • • e de 13 i) ~ B = c~ o ~ € F B est obtenue par 1 1ntermed1a1r 

résolution du système aJ y =·b 
1 

y. = p 
~ 

·ce' 
d' indJ. (ii) I = {1, ••• ,p+1} (resp. Ï = {1, ••• ,n}\I) l'ensemble 

de base (resp. hors base) et le vecteur ligne d des coefficients éga~ 
a~ 

cotlts rfduits fournie par la méthode simpliciale à 1 'optimtun de (Pa) 

le corollaire du théorème 5 (chapitre 1) permet de conclure que 

ThloJt.~me 31 

Si. ~j € I lv( PB) + d. J s _!( B) al..o)U) x . + 0 
J J 

Note 

111éme 
Par la suite n désignera toujours le nombre de variableS 

s'il y a eu élimination de certaines d'entre elles. 

0 

II. 2. 2. 3 - EXPLORATION DE v*. 

p} : 
a) Schéma d'exploration - choix d'une partition de {1~ 

Les colonnes des contraintes sont classées 

croissant des valeurs absolues des coûts réduits. Si 
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J 
k lllodifié par ce classement (k = 1, ••• ,p), le problème (B) se formule 

f' ~nalement 

n 
·max I c. x. 

j=1 J J 

n 
A • c.. I a. x. = b 

j=1 J J 

I x. = 1 k = 1, ••• ,p (57) 

j€~ J 

x ~ v 

Même dans le cas où certaines composantes d.(j ~ Ï) sont nulles, 
on c • J 

onv~endra que les indices 1, 2, ••• r sont les indices de base. 

0 

Le principe d'exploration systématique de notre méthode est le 

(i) à partir de x~ défini par 

1 x. = 0 j = l, ••• ,n' = n- r- 1 
J 

~es ~n'-1 
&' autres sorranets J1 ( j = 2, 
en€toés 

dans l'ordre lexicographique 

n' . , n' 3, ••• ,2 ) du cube un~te de~ sont 
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Composantes 

n' n'-1 3 2 1 

sonnets 

2 

3 

4 

5 

n' 
2 

' ' 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 1 

. 

1 1 1 

pour ne consid~rer que les ~l~ments ~rifiant les relations (57). 

* Par d~finition de V , il est clair que 

0 1 

1 0 

1 1 

0 0 

1 1 

Une corr.cJ...i.,tion nlc.e.ua.Ute. poUIL que x c v* ut que x po~~ldt P 

c.ompo~antu lgalu a 1 • 

La. c.oruü.t.i..on ut ~u66.Uante .to.uque c.u p co~npo~antu xj
1

• • · · ·"~ 
4ont tettu que· jk' Jk (k = l, ••• ,p) 

Note 

La d~termination de la premi~re solution r6alisable de 

l'ordre lexicographique est acc~l~~e par les d6terminationa de 
* . t =max {t

1
, t 2} : 

avec t 1 = max min {j 1 j c )k} 
l~k~p 

(B) d6fl' 
.. ; 



195 

et t ~ 2 .. min {t 1 l?l(t) = b} 

où ~( t) t t t 
= max { I a. x. I a. x. ~ b I x. s p x. = 0 ou 1 j =1' 0 0 0 , t }, 

j=l J J j=l J J j=l J J 

0 
(ii) A chaque étape de ce schéma exploratoire si x.(j = r + 2, ••• ,n) 

dé • -J 
. slgnent les valeurs respectives des variables d'indices r+2, r+3, ••• ,n, 
~l faut " ... 

k 
'~!e .. 

resoudre un probleme du type : 

max 

.s 0 c. 0 

r+l 
L c. x. 

j=l J J 

r+l n 
I a. x. = b - I a. x. 

j=l J J j=r+2 J -J 

L xj= '\ k = l, ••• ,p 
jdk 

x.= 0 ou 1 j = l, ••• ,r+l 
J 

Ik "' (Iu{r+1}) = Jk n 

= { 
0 si jj € )k - Ik tel que x. 

-J 
6k 

1 sinon 

= 1 

~~~ Il est à noter que In Jk ~ ~ k = l, ••• ,p. Ainsi la sous-matrice 

~~~osée des p dernières lignes de la matrice des contraintes de (PA), 

~ •0~te un seul élément non nul (égal à 1) dans chaque colonne et au moins 
et· 

ement non nul (égal à 1) dans chaque ligne. 

0 

• 
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TMo!t.Vrle 32 

ex = !(B) telle que 

~k € {r + l, ••• ,n} rlv(P!) + t\Js ,!(B) 

L ~ = 1 

ai.olt4 cette ~o.f.u.Uon ut une ~olu.ti.on op.t.Una.le de (8) (v(B) = ~(BI l· 

Démonstration Voir théorème 2 de [Gl3]. 

* b) Exploration implicite des éléments de V : 

D 

... "" è "" "fi~es, Tant que les hypotheses du theor me 32 ne sont pas ver~ 

il faut déterminer des critères permettant d'éliminer des familleS dB 

solutions. Pour exposer ces tests, on suppose être à l'étape suivante 

de l'algorithme 

··' 
.. 

t" 

Etant donnés x0 et x1 : x0 u x1 = {t, t+l, ••• ,n} (~ 

toutes les solutions telles que xj = 1 Vj € x1 et xj 

ont été considérées. 

x ::{1,• 
2 . l. ~0 

= 0 \IJ 

i;iO~ 

Compte-tenu de l'ordre lexicographique, il faut envisager la modifica 

de la variable xt ; deux cas peuvent se produire : 

cas 1 t € x
1 

: il faut considérer la variable d'indice 

t + 1 (X1 devient X1\{t}) 

cas 2 t € x0 : si )k désigne 

deux possibilités sont 

tl 
• eflt 

l'ensemble auquel appart~ 

à étudier : 

~ d·ce 
(i) 3j € Jk n x1 : il faut considérer la variable d'in~ 

t + 1 (X0 devient x0\{t}). 
so' 

~ les 8 
(ii) Jk n x1 = Ill : pour explorer systématiquement toutes l ~ ~.' 

lutions de v*, il faut, a priori, attribuer la valeur' ~ \(f! 
• 11 t 0 variable d'indice t(X1 devient x1 u {t} et x0 dev~e 

pour envisager la résolution du sous-problème . ~ 
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.6. c.. 
. (P) 

avec 

197 

t-1 

I c. x. 
j=1 J J 

t-1 

r a. x. = b(P) 
j=1 J J. 

l. xj = 6k(t) k = 1, ••• ,p 
jdk(t) 

x. = 0 ou 1 j = 1, ••• ,t- 1 
J 

b(P) = b - a. 
J 

Ik(t) = {1, 2, ••• ,t- 1} n )k 

(58) 

(59) 

={ 0 si jj E: 
6k(t) 

)k - Ik(t) tel que ~j = 1 

1 sinon 

Deux types de tests sont considérés 

1) Tests basés sur les contraintes : 
-------------------------------

\ 
~lu. . * Il est clair que la contrainte (58) ne peut admettre de 

t~o 
n bivalente si l'une ou l'autre des hypothèses suivantes est vérifiée 

le P.G.C.D. des a. (j = l, ••• ,t- 1) ne divise pas b(P) 
J 

en posant 

on a à la fois 

a -a = min & - . ~ 
~j$t-1 J 

S = min aj 
l$j$t-1 
j~ 

h(P) < S, b(P) ~ 0 et b(P) ~ a 
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*Posons N = p- jx1 1. Les contraintes (59) impliquent qu'une . 

solution réalisable x de (P) doit être telle que l{j f {1, ••• ,t- 1}l"j::lll:~· 

On considère alors le problème 

t-1 
z =max ~ a. x. 

j=1 J J 

t-1 
4.c.. ~~ a. x. s b(P) 

j=1 J J 

j{j f {1, ••• , t- 1}1 x. = 111s N 
J 

x. = 0 ou 1 j = 1, ••• ,t- 1 
J 

Si z < b(P) alors on peut conclure que F(P) = ~ 

Le majorant de v(P) choisi est v(RPB(w) 1 

où w désigne le multiplicateur associé à tx = u à 

'€x1l 
x. = o Vj,x

0
,x.=l ~J ~ 

J .L 
l'optimum de (PB)• 

11.3- EXPËRIENCES NUMËRIQUES 

lBflt 
La méthode, programmée sur GAMMA M 40, environ 65 fois plUS sJll1s· 1 

que l'UNIVAC 1110, a été testée sur des problèmes de 80, 112 et 160 ~ari ! 

1 

iqi)B 
Pour chacun de ces problèmes le nombre de périodes est !dent tBl~~, 

(rn= 4). Seuls le nombre p d'emplacements et le nombre q.de moyens à ins 
changent d'un problème à l'autre. 

d ' inst8 La matrice d'affectation représentant les 16 chroniques 

lation envisageables sur un emplacement est donc : 

Al = (0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1) 

A2 = (0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1) 

A3 = (0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1) 

A4 = (0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1) 

l' 
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~ Les coefficients a.(j = 1, ••• ,16) et b obtenus par contraction 
"'Qt t>' J . 
~ epe~toriés pour chacun des problèmes tests dans le tableau 42 (un 

f·e~nple numérique relatif au problème de 80 variables est fourni en note 
1lla.le). 

Œ) Dans le tableau 43 sont rassemblés pour chactm des problèmes (B), 

les et (Pa) les valeurs optimales de la fonction.:économique (colonne v.o.), 
tell!to, 

~~ ··~s de calcul donnés en secondes (colonnes t, tl, t2) ainsi que les 

~s de solutions réalisables testées lors de l'exploration de (B) (colon­
lies SR. 

l et SR2). 

~ Les colonnes SRl et tl (resp. SR2 et t2) sont relatives à la 

(~~lution de (B) en ayant résolu dans tme première phase le problème (PB) 

~ ~· Œ)). Chaque temps de calcul indiqué pour ( B) est la sonune du temps 

solution en continu et du temps d'exploration des solutions bivalentes. 

lt~~t· La résolution de (B) en première phase ne permet pas d'obtenir 

~le l.l!llJJn de ( B) dans les limites de temps de calcul indiqués dans le ta­
qll • 

~~s , dans les cases correspondantes de la colonne SR2 sont alors indi-

~·en Pax-tie supérieure le nombre de solutions réalisablês testées et en 
l.e i 

l~ nférieure la valeur de la fonction économique atteinte dans ces 
tes . 
~ ~b~~ 
~ llles a. j = 1 i ••• '16 b 

~ 1'--- J 

~ 
eo , P=5 

0 64 16 80 4 68 20 84 1 65 17 81 5 69 21 85 170 1'--. ai=2 -
( 

ll.2 , P:7 · 
0 141 30 171 6 147 36 177 1 142 31 172 7 148 37 178 "'-. ai=i+1 

845. 

a 
l6o ..; P=10 

' ai=4 
0 343 49 392 7 350 56 399 1 344 50 393 8 351 57 ~- 1600 

Tableau 42 
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(Bl 
: Problames : (PB') : ( B) : ~ ,•'ii 
:-----------:--------- :------: -----· ----:-------:-------:--------: ,.,_ __ t .. ;,,~''. 

v.o. t SRl tl v.o. t2 SR2 , ----~· •\ 
·-----------·---------~----·-----·----·-------·-------·--------.- 1•' . • . • 1 • • 7 . 79 • 5 •• 4 : 
: 1 : ~ 84-4.66 : 20 : : 21 : 4 84 : 1 : ,,,,' 

·-----------·--------- ~----·-----:----·-------·-------·--------:----~~· . . . . . . . . : ~:~ 

: 8 273 : 2 5 8 ••· 8 •. 7 : 3 •. 
2 : Sol. bi va~ente : 2 5 : 1 273 : > 2 h : 8 346 • : / 

-----------: ----------· ----: -----:----: _____ .;._: -------:--------: ____ ....... , f.. . . . . . ' ~ )'' 
• • • • • 4 17 .3 : 1 

~ 9 739 •. 33 : 55 1 59 9 740 > 2 h 10 023 : 

Tableau 43 

Note 

Le système de contraintes du problème 1 (p = 
est de la forme 

5; a.=2 
~ 

i = 1, ••• ,4 

(S1) r x. = 1 k = J 

ij'f 
. -1 2,3, ' 
~- ' 

~ j€Jk 1, ... ,5 J 
= x € 

'/ 

x. = 0 
J 

En posant 

5 
+.(x) = 2 - Li I xJ 
~ k=1 k 

et en remarquant que 

ou 1 

Vi 
max{~.(x) 

~ 

min{+1(x) 

x , v*} = 2 

x , v*} = - 3 

la contraction de tout système du type 

t~~~) : ~ 
~ * x € v 

j = 1, ••• , 80 

i=1, ••• ,4 
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d'après le théorème 6 (chapitre 1), 

1jl(x) + 4 ~.(x) = 0 
l. 

Le système équiv•lent à (S1) est donc le suivant 

5 
L XJ = 170 

k=l k 

, La forme particulière des contraintes fait que les résultats 
d~s ' 

a Bradley ne fournissent pas des coefficients de taille plus faible 
(\1 • 0

ll:' [Gl3]). 

0 



\ 
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11 1.1 - PROBLËME ~TUDI~ 

III.l.l - Enoncê 

d Le problème consiste à couler des "brames" (tôlespréliminaires 

e fo~te épaisseur) afin d'obtenir par transformation (laminage puis décou­
P&ge) 
d' tout ou partie d 1 un~ conunande c'est-à-dire un ensemble de t tôles de: 
~· . 8 lon et de qualité exigées. 

s· Une tôle k de caractéristique (i', j') où i~ désigne les dimen-
~on 

cd set j' la qualité du matêriau, peut être réalisée à partir de coulées 
6 di t~ lllensions et de qualités supérieures. Donc le coût de fabrication de la 
le k ,. • • d ~ . ( ~ est fonction des caracter~st~ques e r~alisat~ons i,j) [nécessai-

elilen 
t supérieures à (i ',j')]. 

~ De plus à un ensemble de brames de caractéristiques (i,j) pro-
~Uit 
(,, Par une séquence de coulées identiques et en nombre u .. , correspondront 
~ ~J 

~~i.fl.) Coulées pleines (de poids P), seule la dernière coulée pouvant 
•t>e 

~ Partiellement utilisée (de poids compris entre Pet P-M .. , la marge 
i.' ét ~J 
) ant imposée). 

s~t· Ainsi connaissant les coûts et contraintes matérielles d'utili-

fi.t~on des procédés de fonderie employés, il faut réaliser le meilleur pro­
C' 

~i. , est-à-dire une pondération entre le maximum de tôles fabriquées et le 
ll~lll\Un 

de rebus résultant. 

III.l.2- Formulation 

A chaque pièce k on associe une variable d'état bivalente. 

1 si la pièce commandée k est fabriquée dans la 

dimension i et la qualité j, le poids de matériau 
~ijk = é nécessaire étant not aijk 

sinon 
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Le fait qu'il y ait possibilité de rejeter les commandes non 
, •éli' 

rentables et que le choix d'une dimension et d'une qualite implique l 

mination des autres possibilités, se résume par la contrainte 

Notes 

L '!jk ~ 1 Vk 
i,j 

En posant : 

p 2 le nombre de pièces commandées 

s : nombre total de dimensions 

I(k) l'ensemble des dimensions if {1, ••• ,s} acceptables P0~ 

la pièce k 

K( i ,j) 

J(k) 

: {k f {l, ••• ,p} 1 a .. k ~ O} V(i,j) 
l.J 

l'ensemble des qualités j acceptables pour la pièce k· 

maximiser L cijk xijk 
i,j,k 

sous les conditions 

l xijk ~ 1 k=l, ••• ,p 
(i,j) f I(k) x J(k) 

(PF) ( 6~) r YiVj Pu •• - M .. ~ L a. 'k x. 'k ~ Pu .• 
l.J l.J kfK( i, j) l.J l.J l.J 

cS. J1 si 3(i,j) 

l. 10 sinon 

u .. ~ 0 
l.J 

u .• € :N 
l.) xijk = 0 ou 1 Vi Vj Vk 

avec les données 

a , P , M .. , c .. k , a .. k € 1R Vi V j Vk 
l.J l. J l.J 

(i) c5. 
l. 

dilllel1' 
si au moins une coulée est réalisée dans la 

sinon 

iO~ 

ellt 

(ii) Des conditions de bornes sur les ufj peuvent éventuel
18111 

~tre introduites, 
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(iii) Les dimensions de (PF) sont 

- Pour les variables 

p • 

n = I IJkl. + I IJ<i>l + • 
k=l i=l 

où Jk = {(i,j) 1 i € I(k), j € J(k)} (i.e. ensemble des brames 

(i,j) acceptables pour la commande k) 

J(i) : ensemble des qualités j compatibles avec la dimension i. 

- Pour les contraintes p + rn 

s 
avec rn= L IJ(i)l 

i=l 

~~ (iv) A désignera la matrice des contraintes (61) qui est composée 

Us,~trices "pseudo-diagonales" 

[matr·ices diagonales agrandies de lignes nulles c 1 est-à-dire 

- qu'il existe un élément non nul et un seul par colonne 

- que les éléments non nuls Aij et A~+l de deux colonnes consé-
1 ~2 

cutives sont tels que i 1 < i 2J. 

:'~a· A titre d'exemple, un petit problème, 
!, l.ons 

relatif à 4 pièces, 6 

l'Il~ 
les 

t 

et une qualité correspond à la structure matricielle suivante 

contraintes (60) et (61)), 

1 1 1 11111 Il 111 .
1 -------------------·----------------------

(61) 
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111.2- RËSOLUTION DE <PF> 

... anteS• 
Les différentes particularités de la méthode sont les su~· 

III.2.1 -Réduction "triviale" de la taille de (PF} 

... ... . . ( . ) - , . , e si Une coulee de caracter~st~ques i,J ne peut etre real~se 
\ 

\ 

t a. 'k < P - M •• 
kE:K(i,j) ~J ~J 

'flle 
ce qui implique l'~on de la co~nte correspondante du syste t' 

'eS 
(61) et la 6ixation dé6initive à la valeur 0 des v~l~ associées c 

à-dire 

x. 'k = 0 Vk E: K(i,j) 
l.J 

III.2.2 -Minorant de v(PF} 

·cr.~ 
lllt~ 

Un minorant de la valeur de (PF) est déterminé par des réso J) 
[G~tZ 

successives de problèmes du knapsack. L'algorithme (à rapprocher de 

est le suivant : 

En notant 

(B •. ) 
l.J 

max L cijk xijk 
kE:K(i,j) 

~.c. L aijk xijk + yij i 0 (rnod P) 
kE:K(i,j) 

xijk = 0 ou 1 Vk E: K(i,j) 

et Xij une 1 ti · 1 i' so u on opt~ma e assac ee, s 
(utl p~ 

algorithmes gloutons Gi 

dimension i) de valeur v(G.) sont mis en 
~ 

v(PF) = max 
i=l' ••• ,s 

v(G.) 
l. 

jeu, pour poser finalement 
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K: ~ ; S = {1, ••. ,s}\{i} 

- (B.. 1 x .. k = 0 Vk f K) 
l.J l.J 

~· . 

! si Vj f J(i) F(Pij) = ~ alor• aller en 3 

~soit j* : v(P .*) =max v(P .. ) 
iJ jfJ(i) l.J 

2 • 1 o + o + v( P .. * ) * - l.J .. 
K : K u {k 1 x7~*k = 1} l.J 
aller en 1 

3 si VifS Vj f J(i) F(P .. ) =~alors aller en 4 
-- l.] 

· (i* ·*> v(P.•.*) =max max SOl. t , J l. J 

S : S\ {i*} 

i + i* 

aller en 2.1 

i€S j€J(i) 

~ v( G i) + o ,~ a ( s - 1 S 1 ) stop 

En posant h = Y a .. k/P 
kfK( i, j) l.J 

v(P .. ) 
l.J 

~ I a. 'k - LhJ P ~ P - M .. alors v(Bij) = I cl.'J'k 
k€K(i,j) l.J l.J k€K(i,j) 

~inon le problème (B .. ) est équivalent au problème du knapsack 
lJ 

classique 

tna.x I cijk xijk 
kfK(i,j) 

~.c.. r aijk x. 'k s LhJ p 

k€K(i,j) l.J 

xijk = 0 ou 1 Vk € K( i ,j). 

0 
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111.2.3- Résolution de {~) 

Pour résoudre (PF), il suffit de remplacer les conditions 

xijk = 0 ou 1 par xijk ~ 1 et les conditions (62) par 

avec 

Vi b. 
l. 

~ ~ 1 
i 

ô ~ r 
i j~J(i) 

i = u .. ~ B. ô. 
l.J l. l. 

' \ 

= réel suffisamment petit (1/1000 par exemple) 

1' ••. ,s 

B. : 
l. 

nombre maximum de coulées réalisables dans la dimension i 

c'est-à-dire, en posant Q. = I max a .. k 
l. k=1 j€J(i) l.J 

Vi, 

Q./P 
l. 

si Q. - LQ./PJ ~ P- max M .. 
l. l. j€J(i) l.J 

LQ ./P J 
l. 

sinon 

Note 

En posant Q = I max max a .. k' pour déterminer 
k=1 i~I(k) j€J(i) l.J 

{

Q/P 
B -

LQ/PJ 

si Q - LQ/PJ ~ P - max max 
i=1, ••• ,s j~J(i) 

M •• 
l.J 

sinon 

v 
(nombre maximum de coulées réalisables toutes dimensions confondues), 

contrainte suivante 

r 
i,j 

u .. s B 
l.J 

pourrait être adjointe à celle de (PF). 

0 
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111.2.4- Réduction de la taille de {PF) 

L'originalité de la structure de (PF) fait que l'application du 
théo ' . 

~eme 31 (partie II) pour les variables ô. permet l'élimination en bloc 
~c 1 

ontraintes et de variables. 

t En appelant z. la variable 
~ai 1 

d'écart associée à ô. dans la con-
1 

t' nte ôi s 1, en notant dô. et dz. 
trn\l!n d - 1 1 

les coûts réduits associés à l'op-

e (PF) et en posant 

{ d si ô. est de base à l'optimum de (PF) 
'Y. zi l 

= 1 
dô. sinon 

1 
s· 
~ 3 i l v(PF) h. 1 J s _y_(PF) alors 0 l 

0 

- si ô. est de base, au moins l'une des contraintes (60) concer-
%es 1 
f P~ la dimen~ion doit être active (i.e. au moins une pièce doit être 
~--· ··l.quée dans la dimension i ). 

0 

~~ 
~~i 

ô. est hors base, toutes les variables et contraintes con-
1 

digension i doivent être éliminées (i.e. aucune pièce ne doit 
0 

dans la dimension i ). 
0 

111.2.5 - Schéma exploratoire 

a) la partition {I, Ï} de {l, ••• ,n} est définie par 

- lrl = m 

- A1 diagonale régulière 

Permet à chaque étape la résolution d'un système simple du type 



I 
A •• x1 + y .. -
~J ~J 

I 
A •• x

1
-

~J 

x = 0 ou 1 Vt ~ I 
1 

0 s y .. s M •• 
~J 1] 
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(mod P) 

·on 
b) les variables sont classées "dimension qualité" par "dimensl 

à l)lle 
qualité", dans le but de traiter globalement les variables relatives 

' e~ même dimension. Plus précisément~ ce classement est de telle sorte qu 11 ao· 
"dimension qualité" dans laquelle il est possible d'effectuer la plUS gt 

séquence de coulées soit considérée en priorité ; et ainsi de suite, P~. 
nt a 

ordre décroissant d'intérêt jusqu'à la "dimension qualité" corresponda 

la plus petite séquence de coulées. 

111.3- EXPËRIENCES NUMËRIQUES 

Les caractéristiques des huit problèmes testés sur UNIV AC l.l)O ) 
ode , seco ., 
·t~i8' 

''tl'~ 
ligne concerne les caractéristiques initiales (resp. après réduction ~eî 

de leur taille [voir i III. 2 .1]) • les nombres de contraintes et de ,aria.!' ~ 

sont fournies au tableau 44 ; pour chacun d'eux, la première (resp. 

sont 'ceux de (PF) ; les vecteurs de la colonne "Nombre de contrainteS 

indiquent pour chaque dimension i ~ l{j ~ J(i) 1 ta .. :2: P-M .. }j. 
k ~]k 1] 

(61) 

Les temps de calcul donnés en secondes répertoriés dans 1e 
J.es 

tableau 45 ; il est à noter que l'exploration a été interrompue pour 
de 

problèmes 7 et 8 après un temps d'exécution de 300 secondes, alors que lll"iP' 

bons minorants de v(PF) sont obtenus par l'algorithme du § III.2.2 en 

de 40 secondes. 

•• 

\ 
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1~---:----------r------------~--------~-----------------------------r----------~ . ~ Nolllbre 
')tic, a 

;'··· ..•• :. --~· dimensions 

Nombre de 
coul,es 

Nombre Nombre de contraintes Notnbre de 
Total de variables 
coul,es (61) (60)+(6lt(Pr) xijk total par dimension 

-------------- ----------------- ------------ -------------------- ---------- ----- ----- ---------
6 (0,0,1,0,0,1) 1 21+ 28 6'+ 50 80 

--- ('+,'+,'+,'+,'+,'+) 
'• -,.2..------t-------1-------+--'--..:........;~....!2. ----- .. ----~;--- 12 . ... 12 
· ··.......... (0,0,1,0,0,1) 

-~--------------- ----------------- -------------------- ---------- ----- ----- ---------
6 (1,1,1,0,0,0) . 1 6 12 30 11 31 

~----r------4--------------~--------~(~1~-·~-1~1~1~1~1~) ____ ,_ __ ~--,_~~~~+-~----J 
:\.. ;j • ~ 9 18 li+ 20 

1 ,'· ~-----;--------- -;;:;:;:;:~:~;---~~----;·----- -;:~:~::~~:~:::::::; ----;;---- ;;; __ j_;;;_ ~;;·----
··;;··-. _______ :________ ----------------- ( 12 ,12 ~~2 ,12. 0. 0) 

~~t-- 6 (3,2,2,1,0,2) ----;------1-:::~::~~:~::~~~::~- ----;;---- ~~;-- -;;;- ;;-----
66 78 792 841f 

·· ... __ -----------r ~---------------+-_-_-__ -_-__ -_-__ -_-__ -_-__ -_-+_-__ -_-_-__ -_-__ -_-+~--.!.:~~::..:::..!..:~::.:(*': ~:;::~~_=,~:.!.~.:...!--~-::..:--:....--+_-_-__ ..,., .. _ ..... 3 __ -_~ __ -h_:noi:.-~~--h-:..-.o_-, __ --+-_ ..... :~_~_-__ -_. ___ _J 

~ 6 (2,1,1,1,0,0) 2 2'+ 1 1+8 8'+ 328 358 

'• '•, 
'• 

~-----~--------+--------------+---------+-· (~1+~·~ ... ~ ... ~·~'+~,'+~·~'+~)-----+--·~--~~~~~--+-~----J 
.. 16 1+0 52 276 296 

........... ___________ _ (1+,'+,4,4,0,0) 

(2,3,2,3,0) 3 20 
~ (1+,4,4,1+,1+) 
~----~---4----------+-----~~~~~~----+--=--+-T-+~~~~ '+ 16 '+'+ 56 3'+9 369 

5 '+8 78 373 398 

------------------ -----------
(4,4, .. ,4,0) .......... ___________ _ 

105 177 610 

87 lOS 

1 
SS2 -600 

--------- ----------- ---------
96 152 ' 701 751 

81+ 102 625 663 

Tableau '+'+ 

Pb Réduction Réduction 
no "Triviale" et Relaxation et Total 

partitionnement Exploration 
1--

l 0.64 o.l~ 
1. 

0.09 0.85 .... 
2 0.60 ll.19 0.09 0.88 

..... 
3 a. 145 12 ! 162 

1--
4 2.70 16.70 4 23.40 

~ 

5 2.80 15.70 30 48.50 ..__ 
6 2.70 28 40' 70.70 

~ 

7 7 173 ,. 300 >300 
1--

8 5 157 >300 ,. 300 
....... 

r 

Tableau 45 
-
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1 - INTRODUCTION 

~ Ce chapitre concerne l'étude d'une extension du probl~me du 

Psack variables bivalentes classique , que nous appellerons "l<napsacl< 

(en anglais "collapsing l<napsacl<"), introduit par Guignard et 
. en 
~Ud r-uche" 
~~ 8net- d ans [EK9]. 

Le s ~ econd membre 
~n 

de la contrainte de ce knapsacl< "baudruche" n 1 est pas 
1 

c'est une fonction non croissante du nombre de variables mises &tant 
lUn 
. (i.e 
l)~ • 

Ille est 

(K) 

du nombre d'objets mis dans le sac) ; la formulation de ce pro­

donc la suivante (lorsque le nombre de variables est n) : 

n 
max I c. x. 

j=1 J l 

n n 

.6 • c.. I a. x. s b ( l. x.) 

j=1 J J j=1 J 

x. = 0 ou 1 j . = 1, ••• ,n 
J 

~~~c ~ c.' a. €:N 'Y j € {1, ••• ,n} 
J J 

~ b : application non croissante de {l, ••• ,n} dans :N. 

interprétation concrète de (K) est la généralisation de celle du 

classique lorsque le conditionnement des objets mis dans le sac, 

en compte. 

lJn ~tt autre aspect de l'intérêt de ce problème concerne l'exploitation 

lllal.e d 'un ordinateur en multiprogrammation : 

On ~~ suppose qu'à un instant donné, un choix étant à faire entre n 
~all'Qn es d'utilisateurs potentiels Pj' j = l,.,.,n, on connaisse : 



a. 
J 

c. 
J 

R 
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i les 
ressources demandées par Pj (i.e. programme objet, y compr s 

sous-programmes de bibliothèque) 

profit réalisé par l'exploitant pour le passage de Pj 

ensemble des ressources disponibles par l'ordinateur. 

Le passage simultané de k programmes P
1

, P 2 , ••• ,Pk nécessite s)i 
~ • e ail 

en fait un encombrement L a. + s(k) où s(k) désigne celui nécessalr 
j=l \ , 

tèm'e pour la gestion du matériel et 1 1 exécution des k programmes. En re 
8 

, . ' ' f . , . du notnllf presentant ce "beso~n systeme' par une onct~on non decro~ssante 
•e!l' 

k d'utilisateurs s{k) - obtenue statistiquement - de telle sorte que~ 
semble des ressources disponibles lors du passage de k programmes est t 

d •ét8 
b(k) = R - s(k), on retrouve la formulation de (K) avec x. variable 

prenant la valeur 1 lorsque P. est "actif", et 0 sinon ( j J = 1, •• • ,n)' 
J 

·e 
a tV 

La méthode de réduction de la taille de {K) présentée en P 

IV, inclue 

(i) la détermination d'un encadrement de la somme des 

(voir §III.l pour l'aspect théorique et§ IV.2 pour l'exposé deS 

algorithmes associés qui sont tous de complexité O(n)). 

(ii) la construction d'une enveloppe convexe 

(voir § IV.3) qui est à la base de la détermination de 

blèmes du knapsack classiques ( § III. 2) 

',. 1 
de points de , 

de pfO 
deux types 

.~ 
t)' 

é!lét's 
- le 

d'un algorithme 

(§ IV.4). 

premier (appelé linéarisation minorante) permet l& g 

glouton pour une borne inférieure de la valeur de (1<) 

ofld 
- la résolution de la relaxation - complexité O(n) - dU sec~ 

va.1.8 

(appelé linéarisation majorante) fournit une borne supérieure de 1a sfl' 

de (K) et conduit à un schéma de réduction utilisant la relaxation 
la,gt' 

gienne et la contraction de contraintes (§ IV.S). 
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Les résultats numériques de la partie V montrent que la méthode 
~-. see donne des résultats satisfaisants quant aux nombres de variables 
~-nees et à l'évolution des temps de calcul avec la taille des problèmes 

- elle suffit à elle seule dans de nombreux cas - et en par-
t' 
~~· . 

le~ pour les cinq problèmes tests de [EK9] - pour fournir soit la 
~~· 
. lon optimale, soit un sous-problème dont la solution sera obtenue par 
~t 

echnique simple d'énumération. 

~ - l'apport de cette réduction en phase initiale de la méthode 
?os' 

le ee dans [EK9] permet une accélération importante de la résolution 

Stemps d'exécution sont couramment divisés par lOO et pius. 



' \ 
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II - NOTATIONS 

Lu nota..ti.o~ ~u.iva.n:tu v.iennen.t en c.omplbten.t de. c.el..l~ dlCILUu 

tl! tou.t dlbu.t d ' ex.po~ l 

p. 
J 

M 
1, u 

H 
1, u 

point de~2 
de coordonnées (j,b(j)) j € {l, ••• ,m} 

où rn= max {s € {1,2, ••• ,n} 1 b(s) ~ O} 

Profil du convexe [Mn ] A., u 

droite déterminée par pj et pk 

segment de support (pj pk) 



' \ 
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III - RESULTATS PRELIMINAIRES 

QI Les résultats théoriques nécessaires à l'exposé des algorithmes 

~enca<h-ement de t x. (§ III-1) précèdent la présentation des linéarisations 
Pl'ob ' J J 

1 leme qui seront utilisées non seulement pour obtenir des bornes · 
nfér-i 
(~ eure et supérieure de v(K) mais égale.ent pour réduire la taille de 
l, 

III a 
•l - ENCADREMENT DE .~ 1 xj 

)-
n 

Les quat.re méthodes d'encadrement de 

tl n 

I xj - i.e. de détermination de 
j=l 

\l~li:t~ I x.~u 
j=l J 

Y x réalisable et/ou optimale de (K) - présentées 

~q tv.... , 
' sont justifiées par les resultats des cinq théorèmes suivants : 

(63) 

~ ~ U c {1, ••• ,n} 
I aj ~ b(lul> 

je:U . 
(64) 

n 
: ex > r cj ===> r xj ~ lui + 1. 

je:U j=1 

Q tt~ 
~ j nt donné u vérifiant ( 64), la solution .! définie par .!j = 1 Y j e: U, 

~ lU, est réalisable pour (K) puisque a_!~ b()UJ) p~r hypoth~se et 
.( l( 

hl 'J' ::: ]U] \' par construction ===> ex = L cj est une borne inférieure de 
~~~ j t:U ) . 
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Si de plus U vérifie (~3), alors 

n 
'Y x ( v I xj ~ lUI ===> ex ~ ex 

j=1 

d'o~ la conclusion. 0 
' 

Note L'algorithme a
1 

associé cherchera l'ensemble U (vérifiant (63) et 

de cardinalité maximale pour poser l = lui + 1. 0 
' ' ~~ 

Le résultat suivant est une généralisation de celui de [G25] raPPe 

dans [1<11] 

ThloJL~ 34 

Etant donnl v(K) 

~.i 1 U c: {l, ••• ,n} 

ale~ 'Y x € v 

Démonstration 

: ex > !,(K) 
n 

===> I x. ~ tut. 
j=l J 

·1 
W' 

0' 
" j t 1 

Etant donné U vérifiant (66),la solution x définie par~ = l ~l 
- -J i,011 

0 'Y j t U, permet d'améliorer la meilleure valeur connue de la tonct 

mique !,(K) supposée connue, puisque c~ ~ !,(K) + 1. 

Si de plus U vérifie (65), alore 

v x ( v 
n 

: I xj < lui ===> ex ~ c~- min cj ~ 
. j=l j(U ~ 

(66) 

d'o~ la conclusion. 0 
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~te ~: L'algorithme a
2 

associ6 c~erchera donc les lui plus grands éléments 

a suite (cj) - avec U vérifiant ( 66 )-~ur poser l = lui. 0 

, ~ théor~me suivant généralise un résultat de [G25] au cas de la 
~ . 
. tt'ainte du knapsack "baudruche" ; il est également utilis6 dans rEKI] 

1 \a~ec 
· ( toutefois le classement par ordre croissant des 'lérnents de la suite 

'l)) : 

~ 
1 

V k t. L 

b(ILI+ 1) < L a.+ min a. 
jE:L J jtL J 

n 
a.loiL~ V xcF.OO Ix.~ ILl. 

j=l J 

ttant donné ~ définie par ~j = 1 V j ' L, 0 V j i L 

~~ ~ 

' 

.L aj ; (6Ba) 
JEL 

=> x c F(l<) 

n 
L xj > ILl 

j=1 

(67) 

===~ ax ~ a~ + min aj 
jiL 

(6Bb) 

'• """:. n 
a x > b ( 1 L 1·+ 1 ) ~ b ( I x . ) -> x f. F ( 1< ) 

j=1 J 

=> ... 

(67) 

(68 a) 

(6Bb) 
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Note : La solution x définie ci-dessus est en conséquence 

réalisable possédant le maximum de variables non nulles 

B
3 

associé déterminera~ pour poser u = ILl. 0 

une solution 

1 'algorithTIIe 

Le théorème suivant est également présenté dans [EK9] (mais aveC 1• 
tion 

classe.ment par ordre décroissant de la suite (c./a.), et une démonstra 
J J 

différente) : 

Th~oJLb!e 3 6 ' \ 

Si. :J U c {l, ••• ,n}: 
(70) 

Démonstration :YU c {1, ••• ,n} 

n n 
v(K, 1 L xj ~lui>= v(K 1 r xj > lui - 1) puisque xj E: {0,1} V j 

j=l j=l 
n n . \''} 

= max {cxlax S b( r x. h r xj>lul-l,x.:O ou' 1 J •' 
. j=1 J j=1 J 

n 
b fonction non croissante; r x.iN y x c v 

j=l J 

n 
===> v<KI r x.~lUl) s max{cxlaxSb(lul>; 

j=1 J 

n r x.>lul-1; 
j=l J 

x.=O ou 1 
J 

\' j} 

n 
r x >lul-1; 

j=l j 

(1~) 
OSX Sl yj} 

j 

d\J 
Etant donné U c {1, ••• ,n} vérifiant (69) et (70), le probl~ 

y;f'i 

classique : 

[
::. :: s b( lui> 

x E: [V] 
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ad !!let 
Pour solution réalisable optimale (partie II, chapitre 2) xdéfinie par 

1 v j ( u \ {t} 

x. = a j = t 
J 

0 v j t u 

aürx:: Cb<lul>- L a.> 1 at( 10,1J (d'après C7o)). 
jt;U\{t} J 

De plus (P ) est une relaxation de 
2 

max ex 

~. c.. ax s b( 1 ul) 

n 
L xj > ,lui - 1 

j=l 

x t: [V] 

q~i a.dn.~t -
"~ x pour solution réalisable puisqu'à l'évidence 

donc 

r v(P
1

) = v(P2) = ex = c. + ct a 
jt:U\ { t} J 

=> v<KI 

v(K) t: N (71) 

n r xj~l ul) =LcxJ. 0 
j=1 

Un . 
tlo~l' ensemble U c {1, ••• ,n} vérifiant (69) et (70)n'existe pas nécessairetnent 

tout problème (K) ; considérons en effet l'exemple numérique suivant 

lll'oblème test t de [EK9] (voir Ânnexe). ·dans lequel sont seules modifiées 
les Valeurs de b(6) et b(7) de sorte que 

b(6) = q $ 43 et q ~ b(7) ~ 29 = b(B) 

Pou l' conserver la non croissance de la fonction b ; 

t'o L~s cinq plüs grandes valeurs des rapports cj/aj V j sont dans 
t>qt>e 
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, 31) 
c11/a11 = 56/4 > c7/a7 = 64/7 > c12;a12 = 32/6 > c16;a16 = 45/14 > c818a' 

Par définition, b(lul> décroit lorsque lui croit : 

u = {11} sl = a11 = 4 < b( 1) = 264 ; 

u = {11,7} s2 = s1 + a7 = 11 < b(2) = 223 

u = {11, 7 ,12} s3 = s2 + a12 = 17 < b(3) 

u = {11,7,12,16} 54 = s 3 + a 16 = 31 < b(4) 

u = {11,7,12,16,8} ~5 = s4 • a8 = 44 < b(5) 

mais de plus, par hypothèse, s 5 > b(6) 

=> 

YU c {1, ••• ,n} vérifiant (69)et lui ~ 6 

I a.> b(lul> mais 
jt:U J 

ce qui contredit la double inégalité (70). 

= 216 

= 214 

= 126 ; 

Par contre, dans cet exemple a été mis en évidence un ensemble 
ltat 

U = {11,7,12,16,8} vérifiant : b(IOI + 1) ~ I aj < b(lul> ; le rés~ 
jt:U 

suivant prouve que r c. est alors une borne supérieure de 
jt:U J 

n 
v(K 1 I x. ~ luJ 

j=l J 

Th~olt~me 31 

+ 1) : 

Si 3 u c {1, •.. ,n} 
[ 

y j ( 

a.lo~ 

b<lul 

n 

+ 1) ~ I aj < b<lul> 
jt:U 

I x. ~ lui + 1) = 
j=1 J 
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Soit U c; { 1, ••• ,n} vérifiant ( 69) et ( 72), .la fonction b étant 

non 
cr-oissante 

~(~ 1 n n ï x. 0!! IUI+1) ~max {cxlax ~ b( IUI+1); r xj 0!! luf+1 ; xJ.=O ou 1 y j} 
j:1 J j=1 

~ 
Plus, r a. <!! b( )U)+l) d'après 

jE:U J 
(72), etE xj <!! IUI+l ===> E xj <!!lui, donc 

n ~(~ 1 n ï x. 
j:l J 

<!! IUI+l) ~max {cxlax ~ L a.; ~ x. <!! lui ; x. = 
jE:U J j=l J J 

0 ou 1 Yj} ( 73) 

Le problème du knapsack classique 

max ex 

li. c.. a x ~ L a • . u J J€ 

x E: [V] 

où U vérifie (69) 

\ qtbttet 
o ~· Pour solution optimale réalisable x définie par x. = 

) t u J 
(P4 ) étant , en outre, une relaxation de 

max ex 

li. c.. ax ~ 2 a. 
jE:U J 

(P3) n 
2 x. 0!! lui 

j=l J 

~~i 
x E: [V] 

n 
~d!net x pour solution réalisable (ax = I 2 -a. x. = 

j~U J j=l J 
q~() 

t-~ '1( p 
v(P

4
) 2 

] 
3) = = c. 

J n 
j t:U 

"'9 v<K 1 I x. 0!! lul+l) 
( 73) j=l J 

1 '#j ( u, 

1 u 1) t 

= 2 c .• 
jt:U J 

0 

()<) ~ L'algoz:ithme B
4

déterminera U c; {l, ••• ,n} vérifiant (69) et (70) ou 

Uivant les problèmes, dans le but d'utiliser le résultat du : 
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Etant donn~ v(K) dUc {1, ••• ,n} vl!ti6-ûutt (69), 

z = 

u' = lui - 1 (lt~p. lui) ~.i u vW6-(.e (10) (lt~p. (12)). 

~.i z s v( K) al.oti 

n 
V x E F(K) ex > v(K) ===> l x. su'. 

j=l J 

Démonstration 

n 
v(K) =max {v(K 1 l x. ~ u'+1), v(K 1 

j=1 J 
n 

n 
l x. ~ u' )} 

j=l J 

théorèmes _f6 et 37===> v(K 1 l x. ~ u 1+1) : z 
j=1 J 

-z s ~(K) par hypothèse 

=> ... 

••• ===>si~ x réalisable : ex> v(K) alors cette solution ne 

peut être que solution réalisable ~e (K 1 Ï x. su'), d'oÙ 1a 
j=l J 

conclusion. 0 

111.2- LINEARISATIONS DU PROBL~ME- APPLICATIONS r 

La construction de l'enveloppe convexe de 

A' 
• gV' • fJ 

permet d'envisager deux types de linéarisation du problème (K) (vo~r 
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III.2.1 - Linéarisation minorante 

Toute droite d'équation y = as +~séparant l'origine de [M1 ] sera 
~U ,m 

e que 

'Y s E {1, ... ,m} as + ..ê. ::!> b(s) 04) 

!t d 
cne le problème du knapsack classique 

n 
max I c. x. 

j=1 ) ) 

n 
(ILK) .6. c.. I 

j=1 
(a .-a) 

J -
x. 

J 
s a 

x. = 0 ou 1 j = 1, ••• , n 
J 

li~· 
~~· 

QI lsation minorante de (K), permettra de construire - par l'intermédiaire 
'ln ill b4) &orithme glouton (voir § IV. 4) - une borne inférieure de v( K) puisque 

""'> v( ILK) s v( K) • 

·'(Ï' 
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Figure 8 

111.2.2 - Linéarisation majorante 

De manière tout à fait symétrique, toute droite d'équation 

y = as + S "séparée" de l'origine par [Ml J sera telle que ,m 

Vs € {1,2, ••. ,m} b(s) s as + B 

La résolution de la relaxation du problème du knapsack 
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n 
max L c. x. 

j=l J J 

n 

(0LK) 
.6 • c.. L (a.-a)x. ~ s 

j=l J J 

x. = 0 ou 1 j = 1, ••• ,n 
J 

liné . ~lsation majorante de (K), aboutira à une borne supérieure de v(K) 
('{ . 0l~ §IV.S) et permettra de plus d'éliminer définitivement des variables 
Qe ( 1< ~h ) en appliquant un algorithme de réduction du type de la partie V du 

apitre 2, ~~tié sur le principe : 

Pour j € {l, ••. ,n}, E € {0,1} et ~(K) donnés : 

v(li'LK 1 x. = E) S ~(K) ====> x. + 1 - e. 
J J 

t, 
·tq ~ monotonie de b fait que les linéarisations minorante et majorante 
~0nt j~s toutes de pentes négatives, ce qui implique que les coefficients 

(~Contraintes de (ILK) (resp. (li'LK)) seront de la forme a. + lai 
~Sp, J -

aj +lai> j=l, ... ,n. 

l { 
1 Il { 

€ 1,2, ... ,m} t < u et t s s = 
n 

~ 
j=l 

x. ~ u 
J 

~~ . 
• t'# 

esultats précédents peuvent être appliqués à Mt · ,u 
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.. 
Cas particuliers : 

'• 

(i) b(!) > b(u) et P.e.+l' o o o ,pu-l~l J.lu] 
sations minorante et majorante s'impose : 

1 r' 
le meilleur choix des linea. 

Cl = Cl = ;;;.b~( u;;..:)~-...:b;r.:(:...!..:...) 
u - l et 8 = B = b(u) - ua = b(!) - l~ 

note : u = l+l ====> Cl = a = b(u) - b(!) 

(ii) b(1) = b(u) : puisque b est non croissante, b(s) = k = constante 

Vs € {1,ooo,u}; le problème (K) devient 

n 
max r c. x. 

j=l J J 

n 
4 0 Co r a. x. s k 

j=l J J 

n 
R. s I x. s u 

j=1 J 

x. = 0 ou 1 j = 1, •• o ,n 
J 

(iii) u = 1 le problème (K) se réduit à 

n 
max r c. x. 

j=1 J J 

n 
4 0 Co r a. x. s b(u) 

j=l J J 

n 
l. x. = u 

j=l J 

x. = 0 ou 1 j = 1, ••• ,n 
J 

0 
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111.2.3 - Remarques sur la perturbation des coefficients de la 
contrainte 

E . 
~ donn~ j, k E: {l, ••. ,n}, j ~ k, alo~ 

c. 0!: ck J 

c. s: ck J 

c. < ck 

=> 

et 

et 

et 

a E: R : a 0!: max (-aj' -ak) 

0 s: as: a*(a,j,k) 
J 

où a*(a,j,k) = (c.ak- ckaJ.) 1 (ck-cj) 
' J 

IH41 * 
" . cj > ck et a (a,j,k) s: as: O • 

........____ _________ _ 
~ 
~ : cj/aj 0!: ck/ak => cjak 0!: ckaj (75) 

Q'c~ (il est à noter que (H2) ====> ak+a ~ 0 et aj+a <!: la conclusion; 
lt· * t) [H3) => ck - c. > 0 et a (a,j,k) 0!: 0 

Atlr-ès J avoir remarqué que 
* (H4) => c - cj < 0 et a (a,j,k) s: 0 k 

[

[o,a*<a,j ,k)] 

Y aE: * 
[a (a,j ,k) ,O] sous 

sous 

0). 
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Le résultat suivant indique dans quelles limites le passage d'une 
• , lution 

linéarisation à une autre n'apporte pas de perturbat1.on dans la reso ~ ;: 

de la relaxation du knapsack par 1 'algorithme CKR (voir partie II, chapi 

CoMUailr.e 

en polltmt 

aj = aj + a2 où a2 ~ ~+' a2 ~ a 1 

a = a a 2 - 1 

e.t ëi* (a 1 ,j ,k) = 

~Ji a ~ ] o, 

+ 00 

a*(a 1 ,j,k) 

max (-aj,-ak) 

l!Oiâ IH,) 
l!Oeâ (H3) ou !H4) 
l!Oeâ (H2) , 

-* min a (a 1 ,h,h+l)] ou a~ [ max 
h=l, •• ,n-1 h=l, •• ,n-1 

Démonstration 

Il suffit d 1 appliquer le théorème 38 dans lequel a' remplace 8 ' 

que aj = aj + a, 

=> c /a" :!: c /a" h h h+l h 

6(.( 

tlot 
etl 
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lot'sque 

a € F. si ch ~ ch+l (Hl) 

J 
+ 

pour a> 0 , 

a s * sinon (H3) a (a' ,h,h+l) 

a~ max (-a' -a' ) si ch s ch+l (H2) 

J 
h' h+l 

pour a< o. 
* (H4) a ~ a (a' ,h,h+l) sinon 

D 

\ 



\ 
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IV - METHODE DE REDUCTION DE LA TAILLE DE <K> 

~~.1 ... PRINCIPE DE LA METHODE 

1 
' 

l 
' 

Détermination del, u € {l, ••• ,m} tels que 

avec ( § IV. 2) : 

u : nombre maximum de plus petits éléments de la suite (aj)j€X
2 

dont la somme n'excède pas b(u) 

t : r+l, avec r : nombre maximum de plus grands éléments de la suite 

(cj)j€X
2 

dont la somme correspondante des aj n'excède pas b(r.). 

\ 

La détermination del fournit une valeur initiale de v(K). 

tliminati~n des variables d'indices j aj > b(l) 

(i.e. x
0 

: {j 1 aj > b(l)} et x2 = x2 \ x0 > 

Algorithme glouton déterminant ~' minorant de v(K) ; deux méthodes 

Sont décrites au § IV.4, dont l'une est basée sur des linéarisations 

~inorantes construites à partir de convexes emboîtés contenus dans 
[f1 ] 

.t, u ( § IV • 3 ) • 

Si -...;;:,! :S :!(K) alors aller en 6 sinon !(K) + z 

Déte . ' rm1nation de l : nombre minimum de plus grands éléments de la 
suite (c.). X dont la somme n'est pas inférieure à :!(K)+l (§ IV.2) 

J J€ 2 



5 

6 

si l' > l alors X' - {j 
0 
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aj>b(!')} 

Détermination de u' : nombre minimum des plus grands éléments de la 

suite (c./a.). X dont la somme correspondante des a. n'est pas infé~ 
J J ]€ 2 J 

rieure à b(u') (§ IV.2) ; cette étape fournit ~,.borne 

de v(K), et z ~max {ex 1 ax sb ( L x.) L xj ~ u' ; 
j € x2 :. J j € x2 

si z s ,!(K) et u' s u alors· u + u' - 1 aller en 7 

si ~ > ,!(K) alors v(K) + z - -
répéter les étapes 4 et 5 avant d'aller en 7 

7 Phase de réduction 

:: p'( 
7.0 élimination des variables d'indices k telles que ak > b(t)- L aj 

j€L 
où ILl = 1-1 et Yj f L, aj s ~ Yh ~ L 

(i.e. X0 : {k 1 ak > b'(t)} ; x0 : x0 u X0 ; x2 : X2\X0 

7.1 Choix d'une linéarisation majorante de (K) baséé sur la sélection 

d'une droite y = as + s. 
7.2 La résolution de la relaxation du knapsack classique 

(0LK) max L c.x. 4.e~ (a.-a) x. s B ; xj = o ou 1 V j f X2· 
J• €X J J j€X J J 

2 2 

fournit une partition de x2 = U u {i} u L telle que 

7.3 sq_!(0LKUs v(K) alors v(K) + ,!(K) stop 
(r 

dEl 
7.4 

7.5 

si v(~LK) > v(K) et le vecteur associé est une solution réalisable .__ -
alors ,!{K) + ,!(~LK) 

• t. l) : 
Elimination définitive et fixation à 1 de variables d'indices J 

si j j f U v{I1JLK 1 x. = 
J 

0) s v(K) alors X + 1 . x = x u {j} 1 

J• '1- 1 ' 
{t,•' 

b(s) + b(s) -a., Y 5 t. 
J 

x2 = x2 \ {j} ; ~ 
--------------------------- ____ _. ... 111 
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~ lx11 = u alors v(K) + v(K) • stop 

~ IX
1
1 ~ t alors l + lx

1
1 + 1 1 s+ s .. 1~1 s = t. 1 1 1. u 

!!. b(!) < 0 alors v(K) + ~(K) t stop 

!.!. 3 s < u : b(s) ~ 0 alors u + max {s 1 b(s) > 0} s 
l 

~ t lirninat ion définitive et fixation à 0 de variables d'indices j € L : 

~3j€L: aj>b'{t) = [b(1) si lx
1
1 ~ 1-1 

b(i) 2 a. avec 
j €~2 ~ 

~ Y(0LK 1 xj = 1) ~ vO() 

~x + o ; x
0 

: x
0 

u {j} ; x2 = x2 \ {j} ; 
1,) • j 

"\ tlirninat ion. ' · f · i à 0 d · ' · i · U definit1ve et 1xat on e var1ables d 1nd ces J € : 

Si .1 • . l 
""' ~ J € u n x

2 
: a . > b' ( ) 

' ] 
1,~ 
~ Si }{ 

""' 2 = ~ alors v(K) + ~(K) ; 

~~ 
' 

_)(2\{j} 

stop. 0 

~~ ~ : lorsque ~(K) = ,L c. avec U : v j € u, cJ. ~ ck, v k t U 
'~torn· . J€U J . 

tné ,. .. . ~ ( ) , ... (, en etape 1, il. est cla1r que L c. + max c. ~ ~ K + 1, d ou 
~~ j€U J jiU J 
~ ~ lui + 1 ; il est donc inutile de dérouler les étapes 4 et 5. 0 

lu 
'',~ 

... f.tËTHODES D 1 ENCADREMENT DE l x. : 
J je: x2 

,, ~0\lt 
qlD es les méthodes exposées ci-dessous sont des généralisations de 

! • t:>\lt-i t ' 
-~~ hrne NKR (chapitre 2) ; elles sont toutes de complexité 0( 1 x

2
1 ) en moyenn'! 

~ llstr-
'~· a.tions analogues à celle de [ 1<13]) ;leur présentation nécessite la 

·~ rL 
~ la ,, 

~ 

[

·z = U .{z.} où. zj e::R, V je: Q c:N 
j€Q ] 

k € J c: Q 
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U (J,Z,k) = {j € J zj > zk} 

E (J,Z,k) = {j € J zj = zk} 

L (J,Z,k) = J \ (U(J,Z,k) u E(J,Z,k)). 0 

IV.2.1 - D~termination de 1 ( ~ : 

' Deux algorithmes justifiés par les théorèmes 33 et 34-

sont présentés : 

(i) algorithme B1 
s de 

Cet algorithme recherche le nombre maximum r de plus grands élément of 
) pO 

la suite (c.). X 
J )€ 2 

poser l = r + 1. 

dont la somme correspondante des aj n'excède pas b(r ' 

ALGORITHME B1 

0 c : U {cj} ; u : 0 ; J : x2 ; r + o ; 
j€X2 

1 Sélectionner k € J et déterminer la (C,k)-partition de J 
fi ~ 

si ~ aj > b(r+IU(J,C,k)1) alors J: U(J,C,k); ~ 
j €Uuu(J ,c ,k) 

2 

sinon U : U u U(J,C,k)· ; 

r + r + lu<J,c,k>l 

!i r a. = b(r) alors l + r+l ; stop 
j€U J 

3 

si 2 a. + ~ a.~ b(r+IE(J,C,k))) alors construire un 
- j€U J j€E(J~,k)J 
sous-ensemble G de E{J,C,k), de cardinalit6 maximale, tel que 

4 

l aj ~ b(r ~ lGI) ; l + r + lGI + 1 ; stop 
j€UuG 

5 U : U u E(J,C,k) r + r + IECJ,C,k)l ; J- L(J,C,k) 



M 
~: 

234 

l· E , 
n etape 4, l'ensemble G qui vérifie 

, r aj s b(r+]G]) < r. aj +ah où h € E(J,C,k) \ G 
J€UuG j!UUG 

P~ut ... 
etre vide lorsque 

r aj + ah > b(r+1) 
j!U 

V h € E(J,C,k). 

(, D 
ans un but purement pratique - i.e. au niveau du code - il·.est plus 

Sitnp 
le d'envisager la définition de la (Z,k)-partition de J suivante : 

·~{ni.,.!. • .•• 
~ 

l~s 

Etant donn~ z, J Uk (voiJL d~6(.ni.ti..on 161,on appelleJLa (Z,k)-pa~Ltilion 

de J la ll~union du tlr.o.iA ~o~-enAembtu de J ~uivant4 : 

L(J,Z,k) = {j!J-{k}lzjs~k};E(J,Z,k)={k};U(J,Z,k)=J\(L(J,Z,k)u{k}). 0 

Avec cette nouvelle définition, l'étape 4 devient 

\ 

4• si r > b(r+1) alors l + r + 1 ; stop ....._ a . + ak 
j!U J 

si r a. + ak = b(r+l) alors l + r + 2 ; stop - j!U J 

autres étapes étant inchangées. 0 

~ Cet algorithme recherche le nombre minimum l de plus grands éléments de 
sl.li.t 

~~~ e (c.). X dont la somme n'est pas inférieure à y(l<) + 1, supposée 
ll1.1e J J€ 2 

~~ ; il faut remarquer qu'il s'applique à tout problème de maximisation 
'ia~. 

tables 0-1 à fonction économique linéaire. 
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ALGORITHME B2 

0 C : U {c.} ; U : Il J - x2 z + v(K) + 1 ; 
j€X J 

2 

'1 Sélectionner k E Jet déterminer la (C,k)-partition de J 

2 Si L 
j€UuU(J,C,k) 

3 Si l c. = z 
J j€U 

4 Si L 
j€UuE(J,C,k) 

5 U : U u E(J,C,k) 

Notes : 

1- En étape 4, t 

I cj + t * ck ~ .! 
j€U 

c~ > z alors J : U(J~C,k) ; aller en 1 
J 

sinon U : U u U(J,C,k) ; 

alors l. + lui . stop ' 

~ z alors l. + (ul + r<.!- I cj)/ck1 c. 
J jEU 

. J: L(J,C,k) ; aller en 1 ' 

• stoP 
' 

2- Avec la définition 16 bis, l'étape 4 est· remplacée pat' 

4' alors l. + lui + 1 ; stop 

les autres étapes sont inchangées. 0 

IV.2.2- Détermination de u ( ~ : 

~~·l 
d\l § l 

Deux algorithmes justifiés par les théor~mes 3 5, 3 6, 3 7 

sont présentés : 
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; Cet algorithme recherche le nombre maximum u de plus petits 'léments de 
~su. 

lte (a ) dont la somme n'excède pas b(u). 
. j j€X2 

ALGORITHME B3 . 

~ A : U {a.} ; L : " ; J = x2 ; u + o 
j€X2 J 

1 
' Sélectionner k € J et déterminer la (A,k)-partition de J ; 

2 
' 

3 
' 

4 
' 

s1• f 
- L a. = 

j€L J 

a. > b(u + IL(J,A,k)l) alors J: L(J,A,k) ; 
J 

b(u) alors stop 

aller en 1 

sinon L: LuL(J,A,k) 

u + u+IL(J,A,k)l; 

+ ~ a. ::!:b(u~+ 
j'€E(J ,A,k) J 

IE(J,A,k)l) alors 

avec t* = max {t € E 1 

s 
~=Lu E(J,A,k) ; u + u + IE(J,A,kll ; J- U(J,A,k) ; aller en 1 

~ 
~. 

' A..,ec la définition 16 bis, 1' étape 4 a' écrit 

~ L aJ. + ak > b(u+1) alors stop 
j€L 

s' f \ ~ L a. + ak = b(u+1) alors u + u+1 stop 
~j€L J 
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(ii) algorithme B4 : 

Cet algorithme recherche le nombre minimum u' de plus grands éléments . ,~ 
ér'e' 

de la suite (c./aj). X dont la somme correspondante des aJ. n'est pas inf ' 
J J€ ~ •) 

à b(u'), dans le but d obtenir une borne supérieure de v(K 1 r xj ~ u ' 
j€~ 

Afin de la présenter le plus simplement possible, cette méthode est 

exposée directement avec la définition 16 bis de la partition : 

0 R: U 
j€X2 

{c./a.} 
J J 

ALGORITHME B4 

u - ~ ; u' + z' + 0 

1 Sélectionner k ! J et déterminer la (R,k)~partition de J 

2 si . L aj > b(u'+IUCJ,R,k)l> 
J€UuU(J,R,k) 

alors J: U(J,R,k) ; aller en 1 

sinon U: U u U(J,R,k) ; u' + u' + lu(J,R,k)l; 

z' + z' + l cj ; 
j€U(J,R,k) 

3 si l aj = b(u') alors stop 
j€U sinon u' + u' + 1 ; 

si l a. ~ b(u') alors stop 
j!U J 

4 

si l a. + ak ~ b(u') alors z' + z' + lck•(b(u')- l aj)/a~J 
J j!U stop j€U 

5 

6 U : U u {k} z' + z' + ck J : L(J,R,k) aller en 1 ~ 

-----------------------------------~ 



238 

l 

~ : déroulement de la premi~re itération de l'algorithme B4 : 

Etant donnés J ~ x2, k t: J 
li~npt· lfier, (U,E,L), posons s = 

et la (R,k)-partition de J notée, pour 

L aj" 
jt:U 

!_> b(lul> (étape 2) : l'algorithme n'apportant pas d'information 

sur min c./a., il faut itérer le processus sur U (u' ~ lui> 
jt:U J J 

!..: b( lui) (étape 3) : le th~orème 3ô permet -~'conclure que u' = lui 

lli,UI+l) ~ s < b( lui) (étape 4) : le théorème 31 implique u' = lul+1 

~ b(IUI+1) ~ s + ak (étape 5) :par définiti~n de la (R,k)-partitio~, 

Ck/ak ~ c./a. Y jEU d'où la conclusion apportée par le théorème36 : 
J J 

u• = lui + 1 

~ak < b(IUI+1) (étape 6) : il faut poursuivre le processus sur L, 

en sachant donc que u' ~ )U)+1 • 

lv 3 ' ... D~TERIHNATION DES POINTS EXTijEMES DE L'ENVELCPPE CONVEXE 

D'UN ENSEMBLE DE POINTS DE ?' 

Deux méthodes de détermination de 

Hl = {pj ,pj , ••• ,pj }, 
,u 1 2 r 

~~ 
qllen t, ce des points extrêmes de l'enveloppe convexe de l'ensemble à 
' \l .. t + 1 points 

~~~t d' 
ecrites dans ee paragraphe 

\ 'Pou:r chacune de ces méthodes appelées respectivement "séquentielle" et 
lige ~!J~ ntielle", deux variantes sont présendes, 1 'une de 
le"it' 2 " e O(t ) et l'autre dite "dynamique" de complexité O(t). 
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Note : La notation des éléments de H~ est celle définissant les pointsde 
-- 4., u t}IPt 
coordonnées {s,b{s)), s € {t,t+l, ••• ,u}, mais il est à noter que t'hyP0 

de non ctoih~ance de la 6onction b, nécessaire à la définition du problè~ 
c au 

{K), n'ut pa.6 lle.tenu.e da.n6 tu ml.thodu pJL~en.t~u qui aboutissent don ~ 
( ). 

résultat cherché même si 3 s
1

, s
2 

t: {t, .•. ,u} : s
1 

< s
2 

=> b{s
1

) < b 
5
2 

IV.3.1 Notations et résultats préliminaires 

Démonstration 

{i) Pt et p , points d'abscisses respectivement minimale et maximale d:~. 
M~~ , font n~cessairement partie de H~ par définition d'un point e"tt'e 

4. 'u . 4. 'u ce' 
Il est à remarquer que dans le cas particulier où b est non croissante' ~e· 

· ·niJnS 
deux points sont également d'ordonnées respectivement maximale et ml 

d'O~ 
(ii) Une conséquence directe du point (i) est que [pt pu] € [Mt,u]' 

la conclusion. 0 

* Notations 

v j, k € {t, ••• ,u} : j < k, ej,k = b(k~: ~(j) 

désignera la pente de la droite (pj pk). 

On posera en outre 

M : 
t,u 

M !!l,u 

{p. € M~~ 
J 4-,U 
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!t ij tu (resp. H
0 

) la séquence des points extrêmes de [M 11 ] (resp. [M 0 ]). 
, """"lt.,U .(.,U ~,u 

~Ué 10 

~t 

!.<.) H l,u = H0 u H0 .(.,u ~,u 

(.(..(.) H-
11 n Ho 
.(.,U -.l.,U 

La propriété 9 implique 

[~,u] n [~,u] = [pl pu]' d'où la conclusion. 0 

1

~es des méthodes 

li) 
!!t :a méthode "séquentielle" est basée sur la dlc.ompo.6Lti.on du convexe 

~ ~gte.6 possédant tous un sommet commun : l'un ou l'autre des points 
{ l!t 

Pu (voir figure 9). 

choix s'est porté sur Pu' la construction de Hl,u se fera en 

les points extrêmes de [Mo J et de [Mil J "(propriété 10) de 
.(.,U """"lt.,U 

suivante 

tn notant 

a...,ec o < • .(. ~ 1 < ••• < • • • < 

~(s,j,k) le triangle de sommets p , p. et p s J k' 

~1! q~ 
~composition du convexe sera 

= r-2 
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[M. J 
4-tU 

r 2-1 

[M• ] 
"""-tU 

= T(l,hru) u ( ~ T(~,~+l'u)). 
k=l 

Les t~iangles 'tant construits dans l'ordre croissant de k 

i.e., pour [Ml ], dans l'ordre 
,u \ 

T(t,i
1
,u), T(i

1
,i2,u), ••• , T(i 1 ,i ,u) 

rl- rl 

et, pour (M. ], dans l'ordre 
-<-,U 

T(t,h
1

,u), T(h1 ,h2 ,u), ••• , T(h 
1

,h ,u) 
r2-· r2 

les éléments de "t et de H. seront détermin's de maniare ~lqutntl~t ,u -<. 1 U 

dans l'ordre croissant des indices. 

(ii) La méthode "tangentielle" est bade sur la dlc.mrrpo~Lti.on du corl'"e"" 
(re~P· 

en q~ttt4 convext4 superpos's auxquels il faudra adjoindre un 
deux) triangle(s) si r 1 ou r 2 est impair (resp. r

1 
et r

2 
sont impairs> 

(voir figure 10) : 

l\J' Avec les mêmes notations que dans la partie (i), on posera de P 

t!f 
a!>OIJ 

Q(s,i,j,k) le quadrilatare convexe de aommets p
8

, p1, pj et pk pour 

A une décomposition du type 

'Y 
[Mt ] = Q(t,i1 ,i ,u) u (~ Q(ik-l'ik,ir -k+l'ir -k+2> u T 

,u rl k=2 1 1 

avec [ 

- pair y = r/2 et T = ' ai r 1 est 

y = Lr/2J et T = T(i_,i_ ,i ) sinon 
'Y y+l y+2 
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176 
172 

165 
159 

158157 
155 

150 

120 
11 

111 

91 

82 
77 

... 
20 

11 

p2 
Figure 9 

Décomposition en triangles 

de [{pl, P2'"":' P3o}] 

9 • Ll:l ~~. -'~ 2~ t t 1 ' t • ' ' ' i 1 1 ' 1 ' • 1 1 • ~ ' ' ' 1 ' • • .. ' .. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12 13 1q 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
s 

...., 
~ ...., 



y 

"l x 

269 
261 

Jt 

2 52 p3 
21t! Figure 10 

231t 

B3 
221 

Décomposition en quadrilatères.· convexes 

207 de [{p3,p4, ••• ,p12}] et de [{p15'p16' ••• ,p22}] 

118 

IH 
165l p12 

p•Ul 
,. 

55 150 

x ,-

120 
11 7 

1 11 p22 

91 
]IC 

82 
IJC 

77 )C 

lt8 
)( 

20 
1C 

\\\ ._. 'IC .. 

' c ' ' 0 ' • 1 • ' • i 1 ' c c ' c ' c ' c 1 c ' 1 ' ' ' ' !) 
~ "1 't'. ~ 'l.~ 'l.'l. 'l.'l 'l.~ 'l.~ 'l.~ 'l.~ 'l.ï 'l.'t'. '1.9 'l() 2 'l. 22 2~ 2~ 2~ 2~ 21 28. 2~ 30 ~ 'l. 'l -~ ~ '-'> s 

"' + w 



: :~ l = "'-,u 

et T : • si r 2 est pair 

et 

Les quadrilat~res 'tant construits dans l'ordre croissant de k 
'l 
l es triangles T ou T (s'ils existent) sont introduits en dernier lieu -

('• 
6 lé~~~ents de Hl et de H. •u-ont d~termin~s de manUre d.tvt.nlt 

~t> ,u ~,u 

e~emple, pour iil,u' dans l'ordre pi ,pi ,pi ,pi ,pi ,pi , ••• etc.). 
1 r

1 
2 r

1
-1 3 r

1
-2 

IV.3.Z -Méthode sfquent1e11e 

tn posant, pour j c {l, ••• ,u-1} donn~, 

{pk c !l,u 1 k > j}, 

d~terminant les 6liments de Hl et H. ,u ~,u 
est le 
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CO~STRUCTION DE kl,u 

0 1!1 {p.t}• i 0 + l, k + o t.,:u -
i 

e = max {ei w 1 Pw ~ ii k l 
ik,wt l,u 1 

k' 

\ 
2 k + k + 1, ik + w* 

H = ".t u {pi } l,u - ,u k 

3 si ~ ~ u alors aller en 1 

4 stop 

0 

CONSTRUCTION DE H -l,u 

1 - ~ eh_ * - min {eh. 1 p ( !!. } _K,w ~,w w ~,u 

2 

3 

4 

k + k + 1, ~ + w* 

H, : H, u {ph.. } 
~,u ~,u _K 

!! ~ ~ u alors aller en 1 

stop 

note : Cet algorithme Rera plus efficace 

_ik 
(resp. ~. u \ {p~, pu}) remplace Ml,u 

- { } si Hi \ pi , Pu 
k' u k 

(resp. M~ ) 
!!l,u 
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En po~41Lt t = IMl 1 - 1 tt.!= lM. 1 - 1, l'a.tgoJU.t..~e. s1 ut dt. ,u . ~,u 

t Le plus maUTais cas pour 1 'algorithme s1 correspond 1 un ensemble "t,u 
~l n ,ue 

1~ 1 = l,u 
-t - k y pk ( "t ,u 

l~,ul = t - k 

ij Pour un tel cas, les t + t it~rations n~cessaires 1 la d6termination de 

t,ll et .H. , correspondent A un nombre global d 'o~rations born6 par 
~,u 

k r<t + (t-1) + ••• + 1) + <.! + (,!-1) + ... + 1)] on k ( Jf 

~'l)ù 
l& conclusion. n 

~ : 1 'algorithme S est 1 'une des deux ~thodes propoHes par .,"'a 1 
~t et-y [G9] ; · fl• principe de 1 'autre ~thode - dite it6rative - est le 

'ftnt (dans le cas de la construction de Hl ) : ,u 

~ S : Ml• ; l + l ; u + u ; k + 0 ; Liste : • ; Hl _ {p.,pu} 
,u - - ,u "" 

1 ' !! S = t alors aller en 5 

2 ...... 

3 
' 
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4 s -· - H~w* 

k + k+1 -· Liste Liste u {~} ; ~ - H -w*u ,_ 

aller f' n 1 

5 Si k = 0 alors stop 

sinon S : ~ ; k + k-1 

Liste : Liste \ {S} 
\ 

aller en .1. 

(ii) Variante 2 (algorithme s2 ) 

Etant donnés 

-Mt = {p!,p-i ,pi , ••• ,p~i·-,pu} 
,u 1 2 r 

v j ~ u 

~e 
la variante dite "dynamique" de la méthode séquentielle est ba~e sut' 

principe suivant 

en posant 10 = ~ = t et ir+l = ~+1 = u, 

-· est déterminé en fonction de -· Ht,lq+1 Ht I pour q = 1,2, ••• ,r 
' q 

H* est détermin~ en fonction * 1,2, •••• !, 
!!l,.!!q+l 

de !!t h pour q = 
'-q 

. d e d" 
en utilisant les règles suivantes présentées uniquement dans le ca r 

Ht (il suffit de changer les sens des inégalités pour H. ) : 
,u """"-•u 

i de ~[, 11 
PI le nouveau po nt 

q+l 
-· Etant donnés Ht i 

, q 
et 

envisagé : 



2 .. 8 

~: p~ n'est pas point extrême de [Ml I u {pu}] 
lq+1 , q+1 

~76) 

-* -· "t I = "l I · 0 
, q+1 , q 

~ 
~te : ""- en utilisant 
~~s 

la droite (pi p ) - d'équation y = ei (s-u) + b(u) -
k u ku 

l'elations (76) sont équivalentes à b(l +1> ~ e1 <I 1-u> + b(~). o 
q ku q+ 

~l~ ... 
~ : PI est point extrême de 

~~~t' q+1 -· 
ession d'éléments de Hl I 

\ , q 

> 01 i 
k-1 q+l 

ii* - = 
l,iq+l 

et 

[Ml I· u {p }], introduit 
' q+1 u 

sans 
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règle 3 : PI est point extrême de [Mt I u {pu}], introduit avec suPP 
q+1 ' q+1 -· d'éléments de Ht-,i 

q 

et 0. i > ei. -i 1
j-1 j J-1 q+l 

-· alors H - = 
t,iq+1 

w = k-1, k-2, ••• ,j+1,j 

res! 
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ALGORITHME s2 

(construction de Ht,u) 

si q = r alors stop 

q + q + 1 

~ 0i i > 0 i 1 
k-1 k k-1 q 

alors si e. 
- ~ku 

s ei u alors aller en 1 

q sinon k + k+1 ; ik + 1 
- - q Hg : Hg u {p. } 
~.u ~,u ~K 

aller en 1 

Hg = Hg \ {pi } 
~,u ~,u k 

si k = 1 alors aller en 1 

k +k-1 

alors aller en 3 

sinon k + k+1 ; ik + Iq 
- -Hg : Hg u {pi } 
~,u ~,u k 

aller en 1 

E~ po~ant ~ = IMg 1 - 2 et t = IMg 1 ... 2 (on ~uppo~e que 
~,u - ~,u 

Mi,u j {pl,pu} et ~,u j {pl,pu}) l'algo~e s2 e.ht de compte~~ 

0(~ + ~). 
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Démonstration 

l s qlle 
Le cas le plus défavorable correspond à un e•semble de points te 

• é au chacun d'eux soit introduit dans une séquence partielle puis suppr1m 
i liell 

cours d'une itération ultérieure (cette suppression ne pouyant avo r ) 
- ~~· pour le dernier point de M. \{p. ,p } - ou de M. \ {p. ,p } - intro 
~,u ~ u ~,u ~ u ) 

Ains~, pour chaque point, cinq cilculs du type 9jk : (b(j )-b(k))/(j-1< , ·siO~ 
' 5 dl'fl 

-avec cinq couples (j,k) tous différents- seront à envisager soit 

et 10 soustractions ; d'où la conclusion. 0 
' \ 

IV.3.3 -Méthode tangentielle 

w 
Les deux variantes T 1 et T2 d~ la méthode tangentielle ont des cOfll:t Sj 

xités identiques à celles de Sl et S2 respectivement ; les méthodeS 51 de 
oire 

d'une part, T 
1 

et T 2 d'autre part, diffèrent: par leur mode explorat tiol'l 

Ml (séquentielle pour s
1 

et s
2

, alternée pour Tl et T
2 

) ; l'explora 
,u ..trortes 

alternée est en outre exploitée pour l'élaboration de règles plUS~ 

d'exclusion (basées dorénavant sur des quadrilatères convexes) 

(i) Variante 1 (algorithme T
1

) : 

Sa présentation ne sera faite que dans le cadre de la 

Hg (pour le cas de Hg ; il suffit d'échanger les rôles 
~,u ~,u 

et des maximisations, en ayant pour référence Mg ). 
~,u 

En posant, pour a, w ~ {ltl, .•• ,u-1} donnés, 

l'algorithme T
1 

déterminant les éléments de H est le suivant l,u 
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ALGORITHME T1 

(construction de Rl,u) 

0 

1 - -· si Hk k = ~ alors stop 
1' 2 

2 - 0k * = max {0k w 1 Pw € ~ k } 
l'w l' l' 2 

k + w* HD : Hl u {pk } 
1 "-tU ,u 1 

3 - . -· s~ ~- = ~ alors stop 
- -Kl ,k2 

1 ~ 1 -· 0 * = min {ek w Pw € 

L ______ _ ~l,k/ k2 ,w 
2' 

k2 + w* ; Hl - Hl u {pk } aller en 1 ,u ,u 
2 

~ 11}€ Seules seront exposées les règles de la variante dite "dynamique" de 
. thod , 
''l~t e tangentielle dont le deroulement est une simple adaptation de 

~ ~e l'algorithme s2 au cas de l'exploration altern~e ; leur présentation 
~~it -

e dans le cadre de la construction de HD 
"-•U 

séquence des points extrêmes de M u M 
l,ik ' ik ,u 

1 2 

J)';' 
~ <I ~ ]ik ,ik [) le nouveau point de M envisagé pour 
q q 1.. 2 l,u 

ik ,u 
- 2 H - d~signant l'un ou l'autre des l,ik 'i 

1 q 

construire 
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ensembles 
i ,u 

- q Ho . 
.(..'l.k 

1 

. u 
_1k2' . 

et Hi.. ! suivant la place de PI pa~ 
' q q 

règle 1 

rapport à p. 
l.k 

1 

et p. 
l.k 

2 

p~ n'est pas point extrême de 
1 

q 

ik ,u 
- 2 H -i..,ik ,i 

1 q 

p. l.k • ,.._ ___________ p. 
·1 l.k 

- ........ 2 
\ 

' 
Pt..~----------------------~'L .· . 

p-:­
l. q 

::;i b ( I > ~ e. . ( I - ik > + b ( ik > 
-- q 1 k ' 1 k2 q 1 1 

. u 1 u l.k ' Ïk ' 
- 2 - 2 

alors H, i 7 = Ho . . 0 

u 

.(..' k 'l. .(..' 
1 k 

1 q 1 

règle 2 : PI , point extrême de 

q ik ,u 

d'éléments de H, ~ 

ik ,u 

H 2 -
i..,ik ,i , 

l q 

siotl 
est introduit sans supP~es 

.(..'l.k 
1 

.. 
p. 

p":' 
1 

- .M_q ...._ - . pk •• 

Pt..~------------------------------------~:2~+~
1

~\ .· 
1 k -1 

1 

alors 

i ,u 
- k2 
H -
i.., ik 'i 

1 q 

i ,u 
- k2 

= Hi.. i u 
' k 1 

0 



~: p-:-' 
l.q 

point extrême de 
ik ,u 

- 2 
Ho • 
~,l.k 

1 

e s e -
"' ,l-1+1 w ,i q 
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, est introduit avec suppression 

u {pi } . 0 
q 
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-)~f.3.4- E!Ptrtens11 numériques 

·ésS 1~ 
:~> "' l assocl ; Les fi~s 11 •. 16 representent les .nve eppes convexes · 

probÏ~ea 1, 2, ~ - et don~ 5 - de l'annexe ~ le tableau aui vant ~pert or if 
pour qbacun dea algorit~a s2 et T2, les pointa successivement introdUit• 

et 'limin'a au cours d'it,rations ult,rieures : 

~ 
~------~~---~~------~---------------------------~------------------------
Probl~me IH1. 1 Figure ,m Algorithme s2 

. 
1 

2 

~.s 

7 

.. 

11 

12 

13 

1~ 

15 

16 

P3.p5 ,p9 ~ 

Pa!Pg•Pls'P16'p17'Pla'P22 ng 
p 6''' Pa•Pg•Pts•Pl7'Ple'P2~ 

T 

- dtJ Le d6roùlemen~ de l'algorithme s2 pour la construction de H1, 30 
probl~me 2 (figure 13)est le suivant : 

-· 1) 
81,17 = {pl ,pl7 ,p30} (r•igle 3 . 99,16 < 99,17 • 9e,9 < 9&,17 

. 9 (el) . • 1,8 

-· {pl.pl8,p30} Hl,l8 - (r~gle 3 . 81,17 < 91,18> - . 

-· {pl,pl9'p3~} (r~gle 3 Hl,l9 = . 91,18 < 91,19) 0 
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., 
1 -· -· 1,20:: "1,21 = "1,19 (règle 1 : 91,19 > 91,k et e19,30 < ek,30 k=20,21) 

~ 
1•22 :: {pl,pl9'p22'P3o} (règle .2 : 91,19 > 91,22 et 919,30 >922,30) 

~ 
12 - ü* -• < ' e > 9 e < 9 k 2 > 13 ~ 1,24 = "1,22 regle 1 : -19,22 19,k et 22,30 k,30 = 3 •24 

~ 
1'25 :: {pl,p19'P2s'P3o} (règle 3 : 919,22 < 919,25 et 91,19 > 91,25) 



~ 
~··~----------~·~""~--------------------------~·-----·~-----------------·~.-- ~~p ~ .., ~~ !! ! = 

f'o ::: NN ~ 

---·------------------------------------------------~-----

.. A • • 00 • i 

1 .. ~~ ! ! • J: ... N • 
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5 • 1 1 1 10 u .a u 11t .15· 11 tl • JI 20 21 22 23 ~ z a %1 a 21 30 • 
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.• 
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IV.4 - ALGORITHMES GLOUTONS POUR LES BORNES INFERIEURES DE V(K) 

Deux algorithmes gloutons d'terminant des bornes inf6rieures v(K) = ex 
d - -
• ~(K) sont pr6sent's dans ce paragraphe (il va de soi que les algorithmes 

d• ~ . 
encadrement de .l xj fournissent 'salement des bornes inférieures de v(K) 

d J=l 
ont il faudra tenir compte dans la méthode de réduction) : 

IV.4.1 -Algorithme G1 

Cet algorithme dû à P!erre Hansen, est une adaptation de l'heuristique 

~~ le probli~e du knapsack classique, due à Greenberg et Fegerich [K22] : 

Dans l'heuristique classique, les données sont classées définitivement 

:i~ant. l'ordre décroissant des cj/aj' j = l, ••• ,n, alora que dans l'algorithme 

l' ce classement est remis en cause après chaque fixation de variable en 
t~nït , 

~~i 
nt compte de la diminution eventuelle du second membre due A la non 

ssance de la fonction b. 

0 -
1 -
2 -
3 -
4 -

ALGORITHME G1 
\ 

; x
1 

= ., ; x
2 

! {1, ••• ,n} ; b(O) ~ b(l) * ; q + q + ~(K) + 0 k + 0 

Je + lc+l 

si Je = m +: 1 alors xj + 0 V j f x2 ; stop 

* si q = 

si r aj + q > b(Jc) alors ~j + 0 v j f ~ ; stop 
jfXl 

* j : cj•/(aj*+b(i-1)-b(Jc)) = max cj/(aj+b(Jc-1)-b(Jc)) 
jfX

2 
alors ~· +1; y(K>+!,(K)+aj* 

x1 : x1u{j*};~ : x2\{j*} 

q* + aj* ; aller en 1 

sinon ~j* + 0 ; x2 = x2 ' {j*} 
aller en 4 
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Notes : 
êtt'B (i) La valeur de b(O) devant ltre choisie non inférieure à b(l), peut 

en particulier 1' ordonnée du point d'intersection de la droite (p1 p2> a<~ec 
l'axe Oy, i.e. 2b(1) - b(2). 

n 
(ii) Si 3 l: l ~ I xj alors b(O), b(1), ••• ,b(l-1) doivent être non 

j =1 11er' . tiCO 
inférieur~à b(l) et telles que b(k) ~ b(k+l) k = O, ••• ,l-1.; en par 

ces valeurs peuvent être les ordonnées des points d'une droite d'appui 
50 

convexe [Ml,m]' passant par'Pt• d'abscisses respectives O,l, ••• ,l-1· 0 

Th~o.dme 41 ' 

En d~i.sna.nt paJt t t: {.1,.,,, ,ml le nomblt.e de valt.ia.bt.u lfti6U 4 1, 

l' al.golf.li:lurte. G1 ut de. c.orrtple.xlil 

Démonstration 

' t !)OJ'll 
(i) Y x2 le nombre d'opérations pour obtenir l'indice j* associé 85 ~f. 

eJ1 ' •• 1 par k 1 x21 où k d~ (calcul du maximum d'une li ste de 1 x21 nombres) i , l 
{li' 

sant le nombre de variables mises à 1 par l'algorithme G
1 

égal à t ~ 

le meilleur cas correspond à 

Sous cette hypoth~se, le nombre total d'opérations est 

k(n + (n-1) + ••• + (n-t+1)) = k (tn- t(~- 1 ) ) augmenté de 

au calcul unique de j_1min a. en étape 2. - , .•. ,n J 
(ii) Le plus ~uvais cas pour l'algorithme G1 correspond 

les données sont telles que a 
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a. = min aj sai s ••• sai 
~1 j=1, .•• ,n 2 t 

k-1 
s b(k) - r a 

l•1 il 
k = 2, ••• ,t 

~k~{l, ••• ,t-1} ci /tai +b(k-1)-b(k))> c1 /(ai +b(k-~)-b(k)) l=k+1, ••• ,t 
k k l l 

~ j~ik k€{1, ••• ,t} : aJ. > b(1) et c./(a.+b(O)-b(l))>c1 /(a1 ·~(0\-b(l)) J J 1 1 

tn effet , pour un tel problème 

1 ~ 

1,< le test de l'étape 2 sera toujours vérifié===> calcul d'un minimum 
Une li 1 1 ste de x2 nombres. 

1~ 
l ~ X2 le test de l'étape 3 ne sera jamais vérifié 

~'€t 
, ~Pe 4 débutera par n-t calculs de maximumsde listes de nombres de 
~ina11 ' ".t tes successives n, n-1, ... ,t+l pour fixer ~j 1 0 V j ~ i 1,i2, .. 

4 t; les variables d'indices i 1,i2 , ••• ,it seront ensuite fixées 1 1, 
ns c 
:~ et ordre avec 1 chaque fois le calcul du maximum d'une liste de 

~~s de cardinalit' t, puis (t-1), ••• , puis 1. 

tn c. , 
on sequence 

~ 1-
(n'l) + ••• + 

le nombre total d'opérations sera borné par 

(t+l) + 2(t + ... + 1)) = k[n(~+l) + t(~+l)] 
~~Il t" 

ede kn, borne associée au calcul initial de j:l,~~~,n aj en étape 2. 0 

Une 
~ ~ariante de cet algorithme, de complexité améliorée aussi bien dans 
ill 

1tt eur des cas lorsque n ~ 30 et dans le plus mauvais cas lorsque t est 
. de~a n · \tt€ nt n(t s 3 V n) - ce qui sera touJours le cas dans les exemples 

8 (~oir partie V) - fait interven~ une etape â 1élimination de variable~ 
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ALGORITHME Gi 

k + k + 1 

Ri k : m+1 alorS X. + Q V j ( X2 i StOp 
- -J 

si q = q* alors q + max a. 
- ~€X2 J 

si ~ a. + q > b(k) alors E : 
j€X J 

1 

{j ( x2 1 a > b(k) - r a.l 
j . x J 

J€ 1 

~j + 0 V j t E ; si E = x
2 

alors stop 

x2 = x2 \ E ; q + max a. 
jtX J 

2 

4 j* c.•/(a.•+b(k-1)-{b(k))=max c
1
··/(aj+b(k-1)-b(k)) 

J J j(~ 

xj* + 1 ; ,!(K) + ,!(K) + aj*; x1 = x1u{j*}; x2:X2\{j*} 

q* +a.* ; aller en 1 
J 

ThloJLbte 4 2 

En dl6ignant ~tc {1, ••• ,m} , te nomb11.e de v~te4 ~~ 
4 7, 1..' ai.gollU:June Gj e4t de c.ompl..exUl 

(U) O(t(n-t))~ Ù plw, lllaU.Va.U ~. 

D~monstration : 
1
l'l 

_,! .. 
(i) Il est l noter que le plus mauvais cas pour l'algorithme G1 est 1' 

pour l'algorithme Gi : 
d'~tl~ .. 

En effet, pour le probl~me 6nonc6 dans la deuxi~me partie de la &tf' 
,-ont 

tration du théor~me 41 les n-t variables d'indices j ~ i 1 ,i2, ••• ,it ) 
tiol'l1 ~~ 

éliminées en premi~re itération, en étape a ; d'o~ un nombre d'opéra ~~~~ 
de ·' borné par 2kn, k c N donné (il faut tenir compte du calcul initial j:::1•'' 
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ll reste alors 1 attribuer la valeur 1 aux t variables non ~limin6es, 
'M correspond l un nombre d'op,rations born' par k(t+(t-1)+ ••• +1) = k t(~+l). 

li) 
L~ nombre d'it6rations 'tant 'gal l t, le plus mauvais cas sera tel que 

~t"'"' ~me 
1 

it,ration (mise l 1 de la t variable) soit effectu6e avec un ensemble 

\t'l que 1 x21 = n-t+ 1 (cardinal! té maximale) ; ainsi quelle .. que soit 

;~:ét-ation i € { 1, ••• , t}, les ensembles x2 considérés aux 'tapes 2, 3 et '+ 

de cardinalit6 sup,rieure 1 n-t+l. 

' Sous cette hypothèse, le nombre global d'opérations, pour les t·~térations, 
~~ . 
~ap i , , i(~ . es 3 et 4, et celu de 1' etape 2 sont tous deux bornes par 

; (n~l) + ••• + (n-t+l)), d'où la conclusion. 0 

IV.4.2 -Algorithme G2 

~t~~ Principe de cet algorithme consiste 1 appliquer une séquen~e d'algo­

l!~ s gloutons sur des problimes du knapsack classiques, linéarisations 
cl'~ 

ntes construites 1 partir de convexes emboîtés contenus dana (M1 u] : 
' 

0 ... 

l ... 

3 ... 

l,u donn's : l ~ I xj ~ u ; { + l 
j 

w = nombre de variables fix6es 1 1 par l'algorithme G2 

Construction de H• 
~,u 

D6termination d'une s'paration de [M. J et de l'origine """!_,u 

Algorithme glouton sur le knapsack, linéarisation minorante 

assocUe 

!! w < u alors mise 1 jour de ~(K) ; changement de coordonnées ; 

t + w ; aller en 1 

~ 4 
~Stop 

--------------------------------------------------------------------------------------------------



265 

L'exposé de l'algorithme détaillé est suivi d'une discussion sur 
18 

choix de la linéarisation (point 2 du principe général) et de l'étude de 

la complexité. 

0 

1 

2 

IV.4.2.l- ALGORITHME DETAILLE 

n 
l,u : l s l 

j=1 
x. s u ; w + 0 

] 

u + u l + l v(K) + 0 

\ 

x
2 

! {1, ••• ,n} 

si l = u alors a + 0 a + b(~) ; x = x2 ; aller en 8 

Construction de fi~,~ , séquence des points extrêmes de 

[~·~] = [ {p~,p~+l t ... ,p~}] 
• ine 

3 Détermination de y = as + ~' séparation de [H~,~] et de l'orl.g 

4 Elimination temporaire des variables d'indices k : ak~l~l '! 
x3 : x2 \ {k 1 ak + 1~1 > ~} 

5 si x
3 

= ~ alors aller en 12 

6 = {j*}) alors v(K) + v(K) + a.* - - ] 

X,* + 1 ; W + W + l 
] ll 

efl 
si w < u alors ~ 

sinon stoP 

7 a + 1 a 1 t a + _ê., x = x3 

8 Résolution par l'algorithme NKR de la relaxation de 
j i. J( 

(ILK (a,B)) max l cjx.~.c.~ (aj+a)x.sa ;x.=O ou 1 Y 
j€X J j€X J J 

(linéarisation minorante de (K) associée à la séparation 

y = as+I:D. 

L'algorithme NKR fournit un sous-ensemble U de X tel que 



9 .!j+lYjfU 

~(K) + v(K) + I cj 
j€U . 

w+w+lul 

si w = ~ alors stop 
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~ si l = u alors aller en 12 

.!! ! w + w+1 ; !, + 1 ; ~ : ~ \ U 

b(s) + b(s) - .I aj ~ 
J€U { Ys f {w, ••• ,~} 

s+s-w+l) 

b si b(l) $ 0 alors stop ; 

c ~ = x2 ' {k 1 ak > b(l)} (6limination des variables d'indices 

k : ak > b(l)) 

si x2 = • alors stop ; 

d ~ = max {s 1 b(s) > 0} 

! si !, = ~ alors Cj* 1 aj* = max {&j/aj 1 j f ~} ; 

.!j* + 1 ; ~(K) + ~(K) + aj* ; stop ; 

f aller en 2 

~ algorithme glouton du type Greenberg et Hegerich •ur 

(ILK (a,S)) : d6terminer U" c ~ \ (U u {i}) : lu"l $ u - w 

x + 1 y j , U" ; ,!(K) + v(K) + I cj i stop 
, · 4 - j€U" ... 

~ : Quelques explications sont 1 donner sur certains points particuliers 
t• &lgorithme G

2 
: 

~. Lorsque l = u, cet algorithme se r6duit l l'algorithme alouton classique 
~ t . 

9 ~. Greenberg et Hegerich (test en 6tape 1 puis heuristique en 6tapes 8, 
1 l. 0 et 12) .. 

L'~limination temporaire de 1'6tape ~ se d~duit de l'incompatibilit~ 
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des relations .I (aj + 1~1> xj ~! et~= 1 
JE~ 

ion n'' 
3- Lorsqu'aucune variable n'est utilisable avec la séparation sélect ri~ ".,. (étape 5), l'étape 12 ach~ve l'algorithme glouton du type Greenberg et d• 

sur le probl~ (ILK(a,6)) dont les paramètres sont ceux de la s~parati~ 
l'itération préc~dente. 

~~· 
4- L'étape 6 traite le cas particulier o~ une seule variable est utilis 

temporairement (i.e. dans le probl~me lin~aris6 (ILK <1~1, !))). 
\ 

5-

. d 
iqllC: 

Les ~tapes 8 et 9 concernent l'algorithme glouton classique appl 

(ILK(a,6)) avec un test d'arrêt en étape 9. Il est A noter que 

Ys Y x: ax ~as+ a==> ax ~ b(s), d'o~ ax ~ b(w+lul>· - - -
6- La mise à jour des données nécessaire à l'exécution de l'itératioP 

suivante est faite en étape 11 : 

a jo\)1' : 

• étape 11-a : suppression des points Pw• ••• ,pw+ lu 1 (par la 111i
5
:, IU 'l' 

de~), changement de coordonnées des points Pt•••••Pu (b(s) diminu' jt 1 

s =~ •••• ,~;nouvelles abscisses respectives 1, ••• ,~-~+1) 

• étape 11-b : o ~ b(l) ~ b(2) ~ ••• ~ b(~-~+1) ===~aucune ~ar 
peut plus ltre utilisée. 

~· i31'le 

., ~(~)! 

• étape 11-c : apr~s 6limination des variables d'indices k ~ 
l'algorithme s'ach~ve si aucune des variables n'est utilisabl•· 

!8~t 
ui t t 

• étape 11-d : mise à jour de la borne supérieure ~ de txj • q ~~~~· 
•eo""' 

compte A la fois du changement d'abscisse et de la nécessité den 

que les seconds membres positifs • 

• étape 11-e : si une seule variable est A mettre l 1, 

glouton se ~duit l la recherche du rapport maximum des cj/aj' 

puisque, d'apr~s l'étape 11-c, aj ~ b(1) y j f x2. 
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• éta·pe 11. f : une nouvelle itération peut être mise en jeu. 0 

IV.~~2.2 - CHOIX DE LA LINEARISATION* 

l) p 
...t!._ncipe 

Etant donné H, = 
~,u 

les nombreux choix 

Possibles de séparation 

{pl,phl, ••• ,phr'pu}' parmi 

de [Ht ] et de l'origine, ,u on citera en particulier 

a) Dk n [Hl,u] = {pk} k = l, h1 , ... ,hr ,u 

b) en notant ~ la pente de Dk v k € · {l , h 
1

, • • . , hr , u} , 

... CID < al 
\ 

<eh h < ~ < ••• < ~ <eh u ~ 0 <el h < ~ < a u , 1 1 l' 2 2 r r' 

le cas particulier o~ H, = {pl,p }, ces choix se réduisent 
~,u u 

ou Dl ou Du avec - ~ < al < el,u < au ~ O. 0 
' 

Ilans le but 
~· . 
~ ~ne Part, de choisir une linéarisation qui "épouse" au mieux la forme 
\i c 

onvexe [Hl ] (dans le sens de son allongement) 
,u 

~· &~t~e part, de minimiser le volume des calculs 

~~, 
, avons pris le parti de procéder de la mani~re suivante ,, ..... ..... 

------------~ 

~0\.l.te la discussion de cette section peut être transposée pour la linéari-
&ilti 

on majorante en raisonnant à partir de H1 ,u au lieu de ~t,u• 



- Si H .!!l,u 

2ô9 

"' y = b(u) + el (s-u) . ,u 

dont 1' équation est \ 

"' y = * * b(h ) +el (s-h ). ,u 

La séparation choisie en définitive est la droite d'équation 

que [ 

a = L0 J l,u 
y = as +~ telle 

~ u si !!.t_ 
~ = lb(k)-kel J avec k = 

,u 
.u l h* sinon 

à laquelle sera associé un problème linéarisé à coefficients 

à l'instar du problème d'origine ; de plus, les choix de a et 

"' que y sépare y de l'origine et donc répond à la question. 

= {pl ,Po 
} 

le' i 
Note : les choix de a et de ~ ne sont bien évidenunent pas à tous co\lP

5

~~/! 
meilleurs, cependant ils permettent d'aboutir par l'algorithme G2 aO" (J:~9;. 

Po sn et' 
optimales des quatre premiers problèmes proposés par Guignard, 

b) Complexité 

' J Une fois adopté le principa.du choix de la séparation, il rest 

définir la méthode la moins coûteuse pour déterminer ph*• En posant' ott) 

1 1 
le~it 

t = !!.t,u , il est clair que toutes les méthodes seront ~~~cOIDP 
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.~Chet-che du maximum d'une liate de nombres) ; elles ~e. d~(8reront donc 

"' ~es·des autres que par la constante multiplicative de t. Deux types de 
~lhOQ 

es sont p~sentées 

, ' ~thodes 1 et 2 : elles utilisent chacune la distance euclidienne de 
~ ( H ':.:.t,u 1 (plpu)' les nombres d'o~rations pour chaque pk étant respecti-

1, nt ll (y compris 2 appela de fonctions) et 13, les m6thodes 1 et 2 sont 
'fficaci tés comparables. 

~ '~thode 3 : utilisant un multiple (indépendant de Pk) de la distance 

!ll:idienne de chaque point de !!t, u l ( p .tPu), elle a' aYire au moins quatre 

Plus rapide que les ~thodes 1 et 2 qui sont donc données pour infor.ation. 

~~ .. 
'' Ph• peut être déterminé en calcàlant directement aax d(Pk,<P.tPu)) ; 

Pkf!t,u 
'~ 
q '~t'quant que la méthode 3 est plus rapide que la construction de [~,u]' 
'•t ~ Clair qu'avec le choix de! énoncé au a), la détermination de ~.u 
'l~ ~ le ~ celle Ph* est moins efficace que le calcul direct - ce qui n'est 

' ~Ut- les ~thodes 1 et 2 - le code comportera néanmoins la séquence des 
&tt-u 

•~t~, etions de !!t,u et de ph* laissant ainsi la possibilité de choisir ·un 

tYpe de séparation. 0 

' ..... 

' , . 
..... 

-
1 
1 
1 
1 

' - r 
' ...... ...! 

\ 

1 
1 - -o--

tnk: 

pas le 

~: 
-t~--------------~k~---------------------------u._ ______ ~; 

Figure 17 
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En supposant connue l'~quation de (plpu) 

yl = el s + y avec y = b(u) - u el ,u ,u 

les trois méthodes sont les suivantes (se référer à la figure 17) 

(i) Méthode 1 

En posant 

[
~ : projection de pk sur (plpu) 

~ : angle opposé à [pk ~] dans le triangle pkpl~ 

En remarquant que ~ = Arctg el,u - Arctg el,k et en considérant 1e 
l'l carré de la distance pour minimiser le nombre d'appels de procédures, 

faut donc calculer pour chaque pk ( ~,u : 

1 

1 : 

1 ' 1 

b(k) - b(l) el,k = puis ((b(!) 
2 2 2 tf ea 

b(k)) + (l-k) ) * sin (Arctg el -Aret~ 1 

k-t ,u 1 

·or.s, 
act~ : 

ce qui correspond à 11 "opérations" se décomposant en 4 additions/soustX' ~é l 
calcll ; 

5 multiplications/divisions et 2 appels de procédures (Arctg el,u est l 

une seule fois en début de méthode). 

(ii) Méthode 2 

Les coordonnées (sk,yk) de ~ sont calculées comme suit 

- l'équation de (pk~) orthogonale à (p!pu) est de la forme 

y = -s/0l + b(k) + k/0l , donc en particulier ,u ,u 

(77) 

(76) 
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(77) et (78) => 

k)/(9!
2 + 1) ,u 

ce qui ccrroespond à 13 opér-atio~~ ee èécc~pc~::~'t ~-, 7 ;.i,:'it:on-s/soustractions 

et 6 multiplications/divisions. 

(iii) Méthode 3 : 

Puisqu'il suffit de trouver le point de ~,u le plus éloigné de (plpu)' 

Cette méthode ne calcule pas la distance euclidienne de pk à ~ mais celle 

de Pk à~~ point d'intersection de [plpu] avec la droite s = k, puisque 

(79) 

~ : Arctg el,u est indépendant de pk. 

Ce calcul ne nécessite que 3 opérations puisqu'à l'évidence 

(80) 

~ \ 

l) Qk = d(pl,pk) + d(pk,pu) < Qj = d(pl,pj) + d(pj,pu) ~> d(pk'~) < d(pj,mj) 
( 
~~~!r!_!~!~E!! : pour d(pt,pu) = 90 ; d(pk,~) = 11 et d(pt'~) = 45 ; 

d(pj'mj) = 10 et d(pl,mj) = 10 ; on aboutit à Qk m 92.65 et Qj = 94.76. 0 · 

~) Il est à remarquer que le calcul effectif de d(pk'~) par la méthode 3 est 

de surcroît plus rapide que celui des méthodes 1 et 2 : le nombre d'opérations, 

~gal à 5 (d'apr~s (79) et (80)), se décompose en 2 additions/soustractions, 
~ 
~Ultiplications et un appel de procédure. 0 
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IV.4.2.3 - COMPLEXITE DE L'ALGOfiTHHE G2 

ThloJLbrtt · 4 3 

Er~ dl.Usnan.t paiL t ( {1, ••• ,m} le ..oltlbJLe de vaJLi.a.blu 1Ri6u 4 J, 

l' algolt:Ltlultt. G2 ut de eorrtpleu.tl 

( .i) o ( n > dan6 le lfleill.Wit du cM 

(U) O(t(n-t)) c1a.n6 le plu6 mauva.U c.4U 

\ 
Démonstration 

(i) Dans le meilleur des cas, l'algorithme G2 détermine les t Yariables 

mises A ~disla résolution de la premi~re lin,arisation minorante ; le 

nombre ~~obal d'o~rations sera donc borné par 

k ( ~ donné, 

3) 
kn (construction d'une enveloppe convexe - étapes 2 et 

+ kn (élimination temporaire de variables - 'tape 4) 

+ kn (résolution par l'algorithme NKR du problame lin,arisi 

et fixation des t variables A 1- étapes 7, 8 et 9)· 

d'où la conclusion. 

(ii) Le plus mauvais cas correspond A la fixation d'une 'seule variable à 1 i 
oftll't'e 

chaque it,ration ; i.e. pour un ensemble ~ associé A une itération, le n 

d'opérations associé sera borné par : 

k • li donné , ~ 
(étapes 2,3,4,7,8 et 9) 

ll) 

(élimination définitive de variables - 't5Pe 

Le nombre global d'opérations correspondant aux t itérations est donc 

majoré par 

k([3n+n-l] + [3(n-l)+n-2] + ••• + [3(n-t+l)+n-t]) = k(4nt- 2t2 + t). 0 

l' 
l' 
1 
1. 
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IV.~.2.4 - EXEMPLE~ DE DEROULEMENT DE L'AIJ;ORITHME G2 

(i) Probl~me test n°2 : n = m = 30 (voir Annexe) 

n 
a) Hypoth~se de départ : L 'x s 11 - i.e. t: 1, u: 11- (figure 18): 

j=l j 

~ation 1: X2 = {1,2, ••• ,30} 

~~ étant 1' unique point sous 

la droite de séparation de [M
111

J 
[p1 p11J dont la pente est -10.2, 

et de l'origine est y= -lls + 289, 
d' ' t ou le problème lin~arisé : 

(tLI< (11,289)) max l c.x. ~a.c.r (a.+ll) x. s 289; x = 0 ou 1 Y j t X2 jtX J J j€X J J j 
2 2 

dont toutes les variables sont utilisables (i.e. x
3 

: x
2

). 

L'algorithme NKR fournit U = {1,7,11,16,12,9,20,8} et i = 2 tels que 

238 < 289 < r (a.+ll) + a21 + 11 = 
jtU J 

309 

lU! <: 11 => ~· = 1 'y j f U ; y(K) : l c. = 451 ; X
2 

: X
2 

\ U ; · 
J jtU J 

M 
~ : r a. + a21 = 150 + 60 = 210 < b(9) = 221 => en ayant pour référence 
t~ j €U J 
Probl~me (K) la variable x21 aurait pu être fix~e 1 1. 0 

ité 
~ : w = lui = 8 ===> t = 1 s r xj s 3 = ~ 

jtX
2 

( Les coordonn~es de Pg• p10 et p11 deviennent respectivement (1,71), 
<,S7), (3,38) 

t ' { ' k 1 ak > b(l) = 71} = {2,13,15,22,23,28,30} => x2 : x
2 

\ E 

~ 
9,ll = {p9,p11,p10} = M9 , 11 ~ la droite de s~paration de [M9, 11J et de l'origine 

ita 
t nt Y = -17s + 87 (droite de pente enti~re la plus proche de celle de (p9p11)), 

' l>t-obl~me linéarisé (1 J x21 = 15 variables) est le suivant 
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(ILK (17,87)) max ! cjxj~.c..J.!X (aj+17)xj s 87; xj=O ou 1 Y j € x2 
j€X2 "" 2 

dont toutes les variables sont utilisables (i.e. x3 : ~). 

L'algorithme NKR fournit U = {21} et i = 26 tels que 

a
21 

+ 17 = 77 < 87 < a21 + a26 • 2 x 17 = 159 

w + lui = 9 < 11 ==> x = 1 et v(K) = 451 + 93 = -21 544 i ~ 

itération 3 : w = w + lui = 9 ; ~ = 1 s I 
j€X2 

x. s 2 = u 
J 

' Les coordonnées de p
10 

et p
11 

deviennent respectivement (1,-3) et (2,-21)• 

b(1) = -3 < 0 ===> le sous-probl~me 

max x.) 
J 

1 $ x.s2 
J 

; x.aO ou l 
J 

ayant un domaine vide, l'algorithme G2 s'achève 

x. = 1 j=1,7,8,9,11,12,16,20,21 et v(K) = 544. 
-J 

y j l ~ 

b) Hypothèse de départ 4 S L 
j€X2 

x. $ 11 
J 

!9) : 
- i.e. l=4 et u=ll - (figure 

L'unique différence avec le déroulement précédent réside dans le choi~ 
de la linéarisation de 1' itération 1 ; le premier convexe envisagé est 288 

-t 
[M4 11J ===> H4 11 = {4,11,10,9,8,5} d'o~ la droite de séparation y = -1°9 

t t 1C9 
qui aboutit à un problème linéarisé conduisant à des fixations de variab 

identiques au a). 

(ii) Problème test n°5 n = 100, m = 10 (voir Annexe) 

n 
a) Hypothèse de départ L x. s 7 

j=l J 
- i.e. ~=1,~=7 - (figure 20) 

itération 1: x2 = {1,2, ••• ,100} 

H1,7 = {p1,p4 ,p7} i p4 est l'unique point de 

d'o~ la droite de séparation y = -lOOs + 869 

) 
à (Pl p7 

H1 , 7 n'appartenant pas 

et le problème linéarisé 
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261 
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x 

Figure 18 

Problème 2 (Annexe) 

1 ~ I:x. s 11 
J 

Je 

" 
liC 

1( 
)& 

" 

J( 

111---r--,---,---r-~~~--~--,---~~r--,---r---r--~--r-~~~---r--~--T---r-~--~--~~~-:~~~-==-::~~~--~ 9 s 2 J( " 

0 1 2 3 ~ 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1~ 15 16 17 18 19 20 21 22 23 2~ 25 26 27 28 29 30 

"' -.J 
(1) 
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234 Problème 2 {Annexe) 
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(ILK(100,869)) max l c.x. ~.C.L (a.+100) x. S 869; x. = 0 ou 1 Y j E: X2 jE:X J J jE:X J J J 
2 2 

dont une variable n'est pas utilisable (la variable x7~ est éliminée défini­

tivement à 0 puisque a7~ = 1000 > b(1) = 978) (i.e. x2 = x2 \ {7~}) • 

. L'algorithme NKR fournit U = {28,31,~2,65} et i = {59} tels que 

L (a.+100) = 676 < 869 < L (a.+100) + a 59 + 100 = 926 
jE:U J jE:U J 

lui = 4 

Note -
: x. 

-J 
=1YjE:U _!( K) = l c. = 

jE:U J 
923 ; x2 = ~ \ u 

l a. + a59 = 276 + 150 = 426 < b(S) = 445 ====> 
jE:U J 

l c.+c59 = 923 + 256 = 1179 
jE:U J 

mais alors b(6) = 437 - 426 = 9 < ak Y k E: x2 ====> aucune autre variable 

ne pourrait être mise à 1, et la valeur obtenue est inférieure à celle de 

l'algorithme G2• 0 

i!ération 2 : w = lui = 

Les coordonnées de 

( 2' 161), (3,103), lEI = 

Prennent la valeur O. 
\ 

4 => l = 1 s x. s 3 = u 
J 

Ps'P6 et p7 deviennent respectivement 

1 {k 1 ak > b(1)}1 = 89 variables sont 

~> x
2 

= {3,SO,S1,59,67,70,86} 

(1,169), 

éliminées et 

ijs 7 = {p5,p7 ,p6} = M5 7 , la droite de séparation de [M5 7J et de l'origine 
, . . . . 

etant y = -33s + 202 (droite de pente entière la plus proche de celle de 

(p5p7)), le problèmelinéarisé est le suivant : 

. [max 256x59~216xa 6+11x70+151x3+11Sx51+4x50+92x67 
(ILK (33,202)) ~.c. 183x59+158x86+94x70+99x3 + 67x

51
+91x50+186x

67 
s 202 

x. = 0 ou 1 y j 
J 

L'algorithme NKR fournit U = {51,3} et i = {86} tels que 

a 51 + a 3 + 2 x 33 = 166 < 202 < a
51 

+ a 3 + a 86 + 3 x 33 = 324 
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6 < 7 ====> x = x = 1 et _v(K) = 923 + 115 + 151 = 1189 -51 -3 

it~ration 3 w = w + lui = 6 ; I xj = 1 = L = u on x2 = {50,59,67,70, 86} 
j€X2 

les coordonnées de p
7 

deviennent (1,3) ====> Y k € x2 ak > 3 et l'algorithme 

G2 s'achève en ayant fourni : 

v(K) = 1189 avec x. = 1 
-) 

j=3,28,31,42,51,65. 

b) Hypothèse de d~part 2 s txj s 7 - i.e. f=2 et ~=7 - (figure 21) 

' 
Comme pour l'exemple 2, la différence avec le déroulement du a) réside 

nvi' 
dans le choix de la linéarisation de l'itération 1 ; le premier convexe e 

sagé est [H2 7J ====> H2 7 = {p2 ,p4 ,p7} d'on la droite de séparation 

97 t i ' . ~ ... l' , . , d fi "' ! l& y = - s + 856 qu about1t d un probleme 1near1se permettant e xe~ 

valeur 1 les variables identiques au a) ; il faut toutefois noter que ce 

problème possède 77 variables (au lieu de 99 dans a)) puisque 

d'une part, l{k 1 ak > b(2) = 862}1 = 9 ====> lx2 1 = 90 

-d'autre part, l{k € x2 1 ak + 97 > 856}1 = 13 ====> lx31 = 77. 0 
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Problème 5 [Annexe] 1 ~ Ex. ~ 7 

Figure 20 
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Problème 5 [Annexe] 2 s Exj s 7 

y 

978 

Figure 21 
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IV.S -ALGORITHME D'dLIMINATION D~FINITIVE DES VARIABLES 

L'encadrement del x., et la borne inférieure v(K) étant donnés par 
j J -

les étapes 1 à 6 de l'algorithme, la phase de réduction finale de notre 

méthode constitue l'étape 7 ; au déroulement de cette phase, explicité en 

1 IV.l, il faut ajo~ter les deux précisions suivantes sur : 

IV.S.l -La linéarisation majorante 

Sa détermination a été élaborée de manière tout à fait symétrique à 

Celle de la linéarisation minorante détaillée en § IV.4.2.2.; iltuffit, 

lorsque le point de linéarisation pk de Hl,u a été sélectionn~, de considérer 

la droite d'équation 

y = as + ë telle que a = reg 1 et ë = rb<k> - k el 1 
~,u ,u 

Pour construire 

max I c. x. 
jE:X2 J J 

(IIJLK) .6. c.. r (a. -a) x. s s 
jE:X2 J J 

\ x. = 0 ou 1 Vj E: x2 
J 

IV.5.2 - La borne supérieure de v{K 1 xk • Ek), Ek E: {0,1}, k E: x2 

La résolution de (IIJLK) par l'algorithme NKR fournit une partition 

Qe x2 = U u{i}·u L rappelée au§ IV.l; la borne supérieure utilisée dans 

l'algorithme mis au oeuvre pour la majorité des problèmes, est celle liée 

à.la relaxation lagrangienne de (IIJLK) associée à~= c./a., multiplicateur 
~ ~ 

0Pt imal cie la COntrainte l (a . -a) X. S i : · 
jE:X J J 

2 

(RK(~)) max r c.xj + ~(B - L (a.-a) x.) ~.c.. xj = 0 ou 1 Vj ( x2 
jt:X2 J jE:X2 J J 

Ainsi, étant donnés k E x2 et Ek = 1 si k E U, 0 si k t: L, l'évaluation 

~ar excès de l'étape 7 sera 
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Après avoir noté que 

1 - 1 ~ v(~LK) < v(K) 

Démonstration 

~
j € 

·En posant ë c X2 : 
q ë 1 

q 

cq cj ~ch Vh t: X2\ëq 

= q s lx21 

v(~LK) = r c. +c. x.~ r c. + c. s r_ c. où q = lui+ 1 
j t: U J l. l. j t: U J l. j €C J 

q 

=> v(~LK) < L c. } 
j€C1-1 J 

"""> v( ~LK) < v(K) 
théorèmes 33 et 34 

et qu'à l ·1 évidence 

'PJLo ·~t~ 12 

(.i) .&.i 1 ul t: {1-1, ••• ,u} 

ai.oM v(RK( À) 1 1 S L x. s u) = v(~LK) 
J j€X2 

(U) .&-i 1 ul t: {1, ••• ,u-1} ~ 1 ul = 1-1 U: k t: L 

alo!L6 v(RK(À) 1 ~ = e:k ; 1 s L x. s u) = 
jt:X J 

0 

v(RK(À) 

-

deux autres types de majorants de v(K 1 ~ = e:k), de valeurs plus faibl65 

que lv(RK(>:) 1 ~ = e:k)J peuvent être envisagés lorsque lui ~ u : 

a) .ta. va.te.u/L de. i.a. Jtei.a.xa.tlon lagJtang.ie.nne. de. (~LK) dan.& ta.qu.~eltJ' 
ut .intJr.oc:û.U;te. i.a. c.on.tluWt.te. de. boJtne. (.6u.p~Jl..iW!le.) .&ulr. i.a. .&omme. de..& v~ 
c'est-à-dire 
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Lv(RK(~) l"k= E:k I x. s u)J = Lv(RK(~) 1 "le = E:k) - QJ 
jE:X2 J 

{ 0 si k E: u et 1 ul = u ou u + 1 
avec Q = 

L (c .-Àa!) sinon 
jE:~ J J 

Vj F.. U cj-'kj s ch - ~ Vh ' ll\1:! 
U c U est tel que 

où - lU l = { 1 U 1 - u - 1 si k E: U et 1 U 1 ~ u +2 

- 1 U 1 - u + 1 si k E: L 
a! : a. - a Vj E: X2 J J 

Notes .... ___ _ 

avec 0 c U 

(i) lorsque lui ~ 1-1, 

v(RK( J.) 1 ~ = \ ; 1 s L 
j E:X2 

x. s u) 
J 

= li+ L (c.-'k~) 
j E:Ü J J 

Vj E: 0 cj - kj ~ ch - i~ Vh E: U\U 

i si lui < u 
lül = { 

u sinon 

(ii) lorsque k E: U et lu 1 = 1-1, 

v(RK().) 1 "le= \ ; 1 s L x.) 
j E:X J 

= v(RK(À) 1 "le= \)+max (c.-Àa!). 
jE:L J J 

2 

0 
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max I c. x. 
j €X2 J J 

.6. c.. I a~ x. s ë (81) 
j€X2 J J 

I x. s u (82) 
J 

j€X2 

'1<=\ 0 s x. s 1 Vj € x
2 

\ {k } 
J 

oil a' - Vj € x2 j = aj - a 

' \ 
d ( 82) JQ'Vt Wtt co~~.to l'ompe~Lte : obtenue. en Jtemplaçant tu c.otttJUt.i.lttu ( 871 

max I c. x. 
j€X2 J J 

.6. c.. I (a! + y) x. s B + yu 
j€X2 J J 

'1<= tk 0 s x. s 1 Vj € X2\{k} 
J 

La détermination du multiplicateur y a été réalisée en utilisant 

les résultats sur la contraction de contraintes qui permettent de remplacer 

le système 

a'x + yl = B 

e x + y2 = u 

e x 0!: 1 

x € V ; y1, y2 €~ 

par le système équivalent 

(a' +ye) x+ y1 + yy2 = B + yu 

e x 2: 1 
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Plus précisément, ce sont les résultats de [E2] et de [G13] 

qui ont été employés 

en posant 

Aq c: x2 
. . 

et en remarquant que 

0 ~ y1 ~ 

0 ~ y2 ~ 

les résolutions de 

et de 

ilhoutissent à 

= max { 

IX 1 = q ~ lx2 j et Vj E: A a! :!!: a{ Vh E: X2\A q q J 

s - min {a' x 1 ex:!!: t .; x € V} = e 

u- min {ex lex :!!: .t . x € V} = u -' 

- ë + max a'x + y
1 

.6.c.. e x 

x ( v ; 0 ~ y2 ~ u - .t 

-
- B + min a' x + y 

1 

.6.c.. ex . + y :!!: u + 1 
2 

x ( v ; 0 ~ y2 ~ u - 1 

I a! 
jE:!R, 

J 

.t 

q 
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IV.6 - EXEMPLES NUM~RIQUES 

Deux exemples de déroulement de la méthode sont proposés 

les problèmes 2 et 5 de l'annexe, pour chacun desquels sont envisagés leS 

deux cas correspondant à l'utilisation, en étape 3, des algorithmes G1 ou 
G

2 
; les temps sont fournis en millisecondes (mise en oeuvre sur UNIVAC 1110)· 

: IV.6.1 - Problème 2 (Annexe} 

(i) Utilisation de l'algorithme G
1 

\ 

Temps 

1.6 1 
n 
j~l xj s 11 = u (algorithme B3 ) 

n 
1 l = 4 s l x. et !,(K) = 274 (algorithme B1 ) 

j=1 J 

•4 2 aucune variable éliminée 

3.8 3 l'algorithme G
1 

fournit !_(K) = 497 et la solution x associé 

x. = 1 y j € u, 0 y j i u : 
-J 
u = {7, 11, 12, 16, 1, 9, .8, 24, 20, 18} 

àvec ~ cj 
l a. 

J 

64 · ss 32 .. 4s·7s=es ss a se 38 

7 4 6 14 31 42 13 3 33 44 ; ax = 197 

1.2 4 

.4 5 

.6 6 

n 
l = 7 s Ï x. (algorithme B2) 

j=1 J 

} d ci" (Etant donné U = {1,7,9,21,23,26 l'ensemble des indices es~ 

plus grands éléments de la suite (c.) : 
J 

l c. = 490 < !_(K) = 497 < l c. +max cj : 490 + c20 j€U J j€U J jiU 
= 548) 

aucune variable éliminée 

l'algorithme B4 fournit 



288 

u = { 7, 11, 12. 16, 1, 9, 8, 24, 20, 21} 

i'le~ ~ cj : 64 56 32 45 75 86 35 8 '·58 93 -et c21/a21-min cj/a. 
aj : 7 4 6 14 31 42 13 3 33 60 j€U J 

. tels que ) aj-a21 = 153 <b(10) = 207 < r aj = 213 
JE:U jE:U 

---> r cj + c21(207 - 153)/a21 = 459 + 93 x 54/60 = 542.7 
jE:U\{21} 

---> Z = L542.7J = 542 > v(K) --->bien que lui = 10, la valeur 

de u ne peut être diminuée. 

l phase de réduction 

~ "7,11 = M7,11 = {p7,p8,p9,p1o'P11} 

linéarisation majorante : y = - l1s + 315 

(p9 est le point le pius éloigné de (p7p
11

>> 

2.:.2- 7.8 

la résolution de la relaxation de 
n n 

(0LK) max ,L CjXj4.c.r (aj+11)xj $ 315; Xj : 0 OU 1 Y j 
J=1 j=1 

\ 

·fournit : 

u = { 7, 11, 12. 16, 1, 9, 8, 20, 2ll 

~'~ec ~ ~j 64 56 32 45 75 86 35 58 93 

aj 7 4 6 14 31 42 13 33 60 

et i = 26 (c26 = 77 i a26 = 65) : r (aj+11) = 309<315<309+65+11 
j€U 

---> v(0LK) : l cj+77 x (315-309)/76 = 550.08 
. j€U 

~ Lv(0LK)J > ~(K) ~ pas de conclusion sur l'optimalité de v(K) 

~ ~(0LK) = L cj = 544 > ~(K) ---> ~(K) : 544 
j€U .. 

( r aj = 210 < b(9) = 221) 
j€U -
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7.5 ~limination définitive et fixation l 1 des 9 variables d'indices 

j € x1 = {12,11,7,16,8,21,1,9,20} (les coGts réduits à l'optiœuœ 

de ()tX), associ~s l ces variables sont tous sup~rieurs l 

10.66 > v(0LK) - ~(K) = 6.08). 

---> t = 9+1 = 10 ; la nouvelle valeur de b(l) est alors 

b(lO) - Ï aj = 207 - 210 = -3 ~ v(K) = 544 ; 
j€Xl 

:la solution associ~e l ~(K) est optimale (toutes les variableS 

, d'indices j i x1 sont nulles). 0 

\ 
(ii) Utilisation de l'algorithme G2 

Les seules modifications par rapport au (i), interviennent aux 6tapeS 

3, 6, 7-1, 7-2 et 7-5 : 

3 l'algorithme G2 fournit dor~navant - en un temps identique 1 Gl, 

la valeur optimale de (K) : v(K) = 544 et la solution x associ~e : 

x. = 1 v j ( u, 0 v j i u : 
-J 

u = { 12, 11 t 7, 16' 1, 9, 20, 8, 21} 

~ 
cj : 32 

avec 
56 64 45 75 86 58 35 93 

a. : 6 
J 

4 7 14 31 42 33 13 60 ; ~ = 210 

6 la valeur z = 542 obtenue par l'algorithme 8 4 est alors inf6rie~~ 
A ~{K) = 544 ~ u = lui - 1 = 9 

7.1 H7, 9 = M7, 9 = {p7 ,p8 ,p9} (temps : .2 ms) 

linéarisation majorante en p8 : y = -5s + 265 (temps .2 ms> 

7.2 la résolution de la relaxation de 

n n 
(0LK) max Ï cJ.xj4.C. Ï (aj+5) ~ 265 ; xj : 0 ou 1 V j 

j=l j=l 

fournit la même partition de {l, ••• ,n} que dans le (i) avec ~5s5 
cependant une valeur différente de Lv(0LK)J = l544+77X(265-2S5)/

6 
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IV!~.2 - Problème 5 {Annexe) 

Bien que l'algorithme G1 aboutisse à une valeur de v(K) inférieure à 

celle donnée par l'algorithme G2, l'algorithme B4 permettra, en étaPe 6, 

de "retrouver" la valeur obtenue par G2 ; ce qui impliquera un déroulement 

identique de toute l'étape 7 pour les deux variantes de notre méthode dont 

les temps de calcul globaux seront sensiblement différents : temps avec 

G2 = 67\ temps avec G1 : 

(i) Utilisation de l'algorithme G
1 

n 
2.4 1 r x 

. j=1 j 
5 7 = u (algorithme ~3 ) 

1.8 

l 

13.& 

2 

3 

avec ~ 

n 
t = 2 ~ r x 

j=1 j 
et ~(K) = 300 (algoritlmle B1) 

les 10 variables d'indices j c E = {12,25,32,36,40,53,63,74,79,96} 

sont éliminées et fixées à 0 (les valeurs des aj associés sont 

supérieures à b(2) = 862) ; x
2 

_ {l, ••• ,n} \ E (==> lx21 = 90) 

l'algor~thme G1 fournit y(K) = 1094 et la solution ~ associée 

xj = 1 V j c U, 0 V j t U : 

u = { 42, 28, 65, 59, 51, 70} 

cj 221 245 246 256 115 11 

aj 22 50 120 150 34 61 ; ax = 437 

4 t = 4 ~ L xj (algorithme B2) 
jcX2 

(Etant donné U = {2,52,58} l'ensemble des indices des 3 plus 

grands éléments de la suite (cj) 
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48 nouvelles variables sont éliminées et fixées à 0 (les valeurs 

des aj correspondants appartiennent à Jb(4),b(2)J) 

==> x2 = {42,28,6S,S9,S1,70,8,31,3,6,86,2,88,10,B3,34,17,98,68,16, 

21,39,23,33,85,26,67,73,15,30,71,66,64,84,11,57,94,55,95,9,50,46} 

< 1 x21 = 42 >. 

l'algorithme B4 fournit 

u = { 42, 28, 65, 3, 51, 31, 86} 

avec ~ 
\ 

226 c. 221 245 246 151 115 211 
J 

et c86/a86 =min c./a. a. 22 50 120 66 34 34 125 jfU J J J 

tel que L a. - a86 = 376 < b(7) = 379 < L a. = 501 
jfU J jfU J 

---> . L cj + c86(379-376)/a86 = 1189+226X3/125 = 1194.4 
· J!U\{86} 

~ (i) z = 1194 > v(K) = 1094 ==> la valeur 
avec ) 

( UD z = r c = 1189 car IU\{86}1 = 
j!U\{86} j 

---> y(K) = 1189 

2.2 répétition des étapes 4 et 5 

* l = 5 ~ .L xj (algorithme B2) 
J€X2 

de u n'est pas diminuée 

) ~ij31 6 et r a.=376<b(6 ~ 
j!U\{86} J 

(~tant donné U = {2,10,17,88} l'ensemble des indices des qustfe 

* 

plus grands éléments de la suite (cj)j€X
2 

L cj = 1156<y(K) = 1189< r Cj+max cj = 1156 + c59 = 
j€U j(U jtU 

1412 ) 

3 nouvelles variables d'indice• j € E 

et fixé~s à o ; x2 = x2 \ E <==> lx2 1 

ée5 
= {55,57,95} sont éli.II,)Jl 

= 39). 
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7 phase de ~duction 

•2 7·1 H5,7 = "s,7 = {p5,p6,p7} 

.2 lin,arisation majorante en p6 y = -33s + 635 

3 ·7.217.8 

7.2 la résolution de la relaxation de 

(IIJLJ:<) max .Içjxj ~c..I . (aj+33)xj $ 635 ; xj = 0 ou 1 Y j E ~ 
J€X2 j€X2 

fournit 

u = { 42, 28, 31, 65, 51, 3} 

avec,. ~cj 
la. 

221 245 211 246 115 151 

22 50 84 120 34 66 
J 

et i = 76 (c76=226 ; a76=125) : .. I (a.+33) = 574<635<574+125+33 
J€U J 

==> v(0LJ:<) : r c.+226X(635-574)/158 : 1189+226X61/158 : 1276.25 
jEU J 

7.3 et 7.4 lv(Qll.J:<)J >,!(K) = ,!(IIJLJ:<) ==>pas de test d'arr8t ni de 

modification de ,!(K). 

7.5 'limination d'finitive et fixation à 1 des 2 variables d'indices 
j ( xl = {28,42} ===> r c. = 466 . r aj = 72 ; x2 = x2 \ xl ; • j€X J j€X 1 1 
s = s - lx11 = s-2 s=5,6,7 ===> t = 3 et u = 5 ; 

b(3) : 445-72 = 373 ; b(4) : 437-72 : 365 ; b(5) : 379-72 : 307. 

7.6 'limination d'finitive et fixation à 0 de 30 variables d'indices 

j E L = x
2 

\ (U u {i}) 

* 6l4:'êntrêcelles, d'indices j E {15,17,33,64,73,84}, sont 

telles que aj > b(3) ; 

* les 24 autres sont telles que v({llLJ:< 1 xj : 1) < ,!(K) 

(utilisation des coûts r6duits à l'optimum de (IIJLJ:<)). 
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Le probl~ initial est donc r6duit l 7 variables 

466 + max 151x3 + 246x65 + 11Sx51 + 211x31 + 226x76 + 298x2 + 256x59 J 

4\.e. 66x3 + 120x65 + 34x51 + 84x31 + 12Sx76 + 231x2 + 150x59 ~<j!~"j 

x,6+ x ~ 5 
59 

xj = 0 ou 1 j = 3, 65, 51, 31, 76, 2, 59 

avec b(3) = 373, b(4) = 365 et b(5) = 307 

\ 
(ii) Utilisation de l'algorithme G2 

'i 

Les modifications par rapport au (i) interviennent aux étapes 3, 4 et 5 1 

3 l'algorithme G2 fournit -·en un temps moiti6 moindre l celui 4e 

G1 (7 ms) - la valeur ~(K) = 1189 et la solution x associ6e 

4 

~ = 1 v j € u, 0 v j i u : 

u = { 42, 28, 31, 65, 51, 3} 

221 245 211 246 115 151 

22 50 84 120 34 66 ; ax = 376 

l'algorithme 82 aboutit directement (sans utilisation pr6alabl8 

de l'algorithme 84) à t = 5 ' r xj 
j€~ 

(étant donné. u~= {2,52,58,82} l'eosemble des indices des quatre 

plus. grands éléments de la suite (cj)j€X
2 

: 

5 51 variables sont éliminées et fixées l 0 (elles correspondent l 
d•' celles éliminées en deux fois par la ''yariante G1" (répétition 

étapes 4 et 5 apras l'étape 6)). 

Note les tests de fin d'étape 6 étant négatifs, il n'y a plus répétition 

des étapes 4 et 5 avec la "variante G2". 
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V ~ .EXItR 1 ENCF.S .\NMRKlJES 

La ~thode de r6duction de (k) a 6té mise en oeuvre sur UNIVAC 1110 

et\ Considérant 

'd• une part - f V .1 - les cinq problames tests de 30, 50 et 100 

·~iables utilis6s dans [EK9] (voi~ les caract6ristiques en annexe) 

'd'autre part - § V. 2 - des problèmes de 30, 50, 100 et 1000 variables 
tt ~ 
~~s au hasard suivant la loi uniforme. 

Pour chaque série de problèmes, n désignera leur taille et 

':: max { j f { 1, ••• ,n} 1 b( j) > 0} ; tous les temps seront donnés en 
~il li secondes. 

Le tableau 46 indique pour chacun des cinq probl~mes les résultats 
~ \ 
~ificatifs obtenus en : 

'' ~es 1 et 2 : encadrement de f xj ; borne inférieure de v(k) atteinte 

~ l . 1 1 t 'algorithme s1 ; nombre de variables apras élimination ( x2 ) ; 

~Ps d'exécution. 

' ' ~~~bornes inférieures de v(K) atteintes par les algorithmes G1 et 

~'temps d'exécution respectifs (avec pour G2 l'indication suppl6mentaire 

l ~ntre parenthèses - du temps partiel n'cessaire aux constructions d'enve­

~Pes convexes). 

'' ~s 4, 5 et 6 : encadrement final de r xj nombre de variables après 
~~t J 
~ination ; temps d'exécution. 
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* Note : (problème 5): dans la variante de la m~thode utilisant l'alaorit~ 
u­G1, l'algorithme B4 pennet d'aboutir à v(K) = 1189, valeur obtenue direc 

ment par l'algorithme G2 dans l'autre variante. 

0 
- ~tape 7-1 : temps nécessaire à la .détennination de l'enveloppe conve2C8 de 

Mt puis de la linéarisation. 
,u 

- étapes 7-2 à 7-8 : borne supérieure de v(K) donn~e par lin~arisation 

major~nte ; nombres de variables éliminées à 1 <lx1 1> et à o<lx0 1> 
nombre de variables restant après élimination i temps d'exécution. 

*Note : (problème 2) :dans lÀ variante de la méthode utilisant l'algorit~ 
G1 , la résolution de la relaxation de la linéarisation majorante permet' 

l'amélior~tion de la borne inférieure de v(K) qui atteint ainsi 544, yale~ 
obtenue directement par l'algorithme G2 dans l'autre variante. 

0 de 
La dernière colonne de ce tableau .. 6 fournit enfin les temps globaUl' 

réduction pour chacune des deux variantes de la méthode (utilisation de Gl 

ou G
2

). 

Le tableau47 résume les résultats de la "variante G
2

" détailléS dans 

le tableau 46 ;il fournit successivement pour chaque problème 

- la borne inférieure de v(K) 
1eul' * note : seule celle du problème 5 n'atteint pas v(K) dont laya 

est 1264 
0 

- l'encadrement de ~ xj avec l'indication supplémentaire du nombre de 

J * variables mises à l à l'optimum <! xj) 

-le nombre de variables ~liminées A 1 <lx1 1> et à 0 <lx0 1> 

- le nombre de variables non éliminées par la méthode de réduction 

- le temps global de réduction par notre méthode 

- les temps globaux de résolution de (K) par la méthode de [EK9] : ~~J.) 
glOY 

• d'une part, précédée de notre phase de réduction (temps cJ(9J)• 
de c~ 

• d'autre part, sans phase initiale de réduction (temps 
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'~"'-
ttap .. 1 et 2 ttape 3 ~tapee .. , 5, 6 Etape 7-1 &;tap•• 7-l • 1-1 Te111p1 

' • l. Il ,!CK) '~' Te!llpS !(K) Te111p1 t Il lx21 Te~~~pa T~a v<K> lx11 lx01 '~' Te11p1 Toul '~ 
Gl 1.1 

'10 .. 
351 2.2 

6 27 .. 30 2.11 

Îs1 
3.6 5 6 30 2 ... 362 5 211 1 1.1 ....__ 

t'--~ 
(.Il) 10 

Gl 
55o• iao 1197 3.1 7 11 2.2 .1 1.1 11.2 .. 11 271t 30 3 30 !1 21 0 

111111 
3.8 

'~~ (.1) 7 9 2.6 ... 555 1.1 11.6 

iao 
Gk7 .... . 12 

6 111 1121 30 2.1 9 lit 30 2 ... lU 10 11 2 2.2 r--
~ 2.8 10 6117 (.lt) 

t-.. 

1to 
1

Gi251 3 3 12 
3 6 575 311 3 5 6 25 r-- .Il 1330 5 lill 1 2.1 r--

~ 3.1 
'~ ~ 

1256 (.lt) 2.1 12.1i 

1to 
IGl 

5 7* 52.5 10911 13.6 7.2 
2 7 300 90 5.2 39 ~ .. 1271 2 92 6 j25.1 r:--

1 ~1111 7 112.11 
............ (.6) 5 7 .. 

TABLEAU q5 

1 r--1 

1 

n 
l rx~ IX11 lxol lx2 1 

Temps Temps Ill !,(K) u Temps 
......... J global de [EK9] 

t-
ÎQ 

'10 35a 5 6 6 ·5 24 1 10 . 10 331 
lo 

30 544 7 9 9 9 21 0 11.6 11.6 1283.2 
~ \ . 

1 30 647 9 13 14 10 18 2 10 10 1501.2 
1 

.lo 
10 1 1256 5 6 6 5 44 1 12.4 12.4. 318.8 

~~ 1189* 5 6 7 2 91 6 lf-2.4 48.8 2324.4 

TABLEAU 47 
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V.2 - PROBL~MES TIR~S AU HASARD 

La méthode a également 6t6 testée sur 415 problèmes de n = 30, 50, 1°0 

et 1000 variables, dont les données - entièrspositives - ont 6té tir~es au 

hasard suivant la loi uniforme dans des intervalles dont les bornes su~~ 
rieures sont répertoriées dans le tableau suivant (colonnes c, a, b) 

-
Tableau Série n NP c a b m -

1 300 
49 \ 30 10 100 100 10, 20, 30 

2 600 -
3 300 

50 30 10 200 200 10, 20, 30 
4 600 --5 1000 

51 50 10 300 1000 10 t 20, 30 
6 2000 40, 50 

~ 

7 1000 
10, 30, so 

52 8 100 10 300 1000 5000 
70, 100 

9 10000 __... 
10 1000 

54 11 1000 5 300 1000 10000 10' 100,50° 

12 50000 

Les 12 séries de problèmes ont été construites comme suit pour 

chaque taille n donnée 

-d'une part, NP couples (c,a) ( ~n x ~n ont 6té tir6s au hasard sui~ant 
les caractéristiques décrites ci-dessus 

- d'autre part, pour chaque série associée ! n, le tirage au hasard de 
11 

te 
Mfl 

nombres b1, b2, •• ·• ,bn' bornés supérieurement par la valeur correspoP J 

de la colonne b, a permis la construction de différentes fonctions ~ : 
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chaque valeur de m (indiqu~e en colonne m du tableau p~c~dent) a ~t6 

associ~e une fonction b d~finie sur {1.2 ••••• m} et à valeurs bi • bi , ••• 
1 2 •• , bi , correspondant aux • premiers nombres b1, b2, ••• ,bm rangés par 

ordre ~ décroissant. 

Ainsi, chaque s6rie if {1, ••• ,12} correspond à NP x mi prob1~s 

tests, o~ mi désigne le nombre d'éléments de la co1?nne m associée : 

~emple : la série 1 est un ensemble de 30 problèmes ; à chacune des m1=3 

'>'aleurs de m (10,20 et 30) correspond une fonction b unique - A valeur dans 

]0,300[ - qui est associée à NP = 10 couples (c,a) distincts dont les 6lémenta 

~nt à valeurs dans ]0,100[ x ]0,100[. 0 

Pour chaq,ue série de problètoes caractérisée par la borne sup~rieure 

de~ valeurs de la fonction b aasociée,et pour chaque yaleur de m consid,~e. 
les tableaux 49, 50, 51, 52 et 54 rassemblent les différentes valeurs 

~Yennes suivantes - NP probl~mes sont testée - en colonnes : 

Alg. G1 (resp. Alg.G2) : valeur et temps fournis par l'algorithme glouton G1 
(resp. G2, avec l'indication supplémentaire du temps 

partâ~l pour les constructions d'enveloppes convexes) 

~ 

y(K) (resp. v(K)) borne inférieure (resp. supérieure) obtenue en fin 
'. 

d'algorithme 

(y(K) - v(K)) 1 y(K) pourcentage de cet écart relatif, borne supérieure 

sur la pr6cision de notre méthode 

n 
l (resp. u): borne inférieure (resp. supérieure) finale de Ix~ 

j=1 J 

e~ps étapes 1 A 7-1 

nombre de variables non éliminées avant le déroulement 

de l'étape 7 

temps nécessaire au déroulement des ~tapes 1 à 7-1 

inclus.pour la variante G2 de notre méthode· 

nombres respectifs de variables fixées à 1, à 0 et 

non éliminées en fin d'étape 7. 
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Temps réduction temps nécessaire au déroulement des étapes 7-2 à 

7-8 

Temps total somme du temps des étapes 1 à 7-1 (avec la 

variante G
2

) et de celui des étapes 7-2 à 7-8. 

Les tableaux 48 et 53 permettent une comparaison des temps de 

calcul. Pour chacune des séries concernées on a en colonnes 

l 

Temps global (resp. Temps de [EK9]) : le temps global de résolution de (K) p~ 
méthode de [EK9]' avec (resp. sans) phase initiale de réductiOil 

Note 

Pour certains problèmes, les temps d'exécution de la méthode [EK9] ~~e 
• lllPil 

phase de réduction, étant prohibitifs,la résolution de (K) a dû être inter~ 
dans les limites indiquées ; les moyennes fournies sont alors dissociées : p~ 

t. • nt et" 
exemple, pour la série 4 (n=30, m=lO) : l'exécution de 2 problèmes a éte 1 

• le de 
rompue après 10 secondes, alors que leur ~ésolution avec la phase initla 

nnes 
réduction a nécessité une valeur moyenne de 49.3 ms ; les deux autres moye 

indiquées concernent les 8 autres problèmes. 
0 

_.. 
. SERIES 1 et 2 SER.IES 3 et 4 __.... 

b IR 
Temps Temps .,r Temps Temps 

1 global de (EK9] .. 
global de [EK9] 

----- ---- ------------ --------------- -----------------------------
10 1 514.26 4 535.36 45.27 1 064.02 

.. 

300 20 20.08 2 779.52 31.48 3 144.84 
(5-36.72) (>10000) 

30 28.25 2 763.75 43.36 2 476.4 
(6-181.8) (>10000) . ----- ---- ------------ --------------- ---------------

_____________ ... 

10 858.42 3 718.02 383.51 1 138.71 

600 20 
(2 - 49.3) (>10000) 

25.40 4 813.48 505.95 2 716.65 
(5-769.45) (>10000) (6-2329) (>10000) 

30 38.44 2 194.4 27.87 932.97 
(5-142.8) (>10000) (7-:106) (>10000) 

~ 

Tableau 48 
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t'--... --·---- -·-- ·--- ---·--------· - ---· 
At1 • c u,. C:z v(IO-v( K) . Temps Te•p• Te•p• Il 1 !,(K) ;(K) !,lK~ t u 1 X:zl 

6tapee 1 x1 1 lx0 1 1 X:zl ~ Te•p• !,(K) Temps 1 l 7-1 r6duct io~ Total 
111

·9 3. 2 503.7 3.38 507.2 51f8.2 8.08 1.2 7;7 30 9.28 1.2 12.5 16.3 2.80 12.01 

''1. 5 
( ..... ) 

3.155 11111.2 3. 18 650 673. Il 3.113. 7.9 !1.9 30 9.62 11.6 15.9 10.3 2.12 12.1flf 

''1. 7 
(. 110) 

3.98 682.9 3.22 689.7 709.5 2.90 1.11 10.5 30 9.511 5.11 15.2 !1.2 2.711 12.30 

r--- (.50) 

'ta.l 3.32 635 2.78 n11.11 677.3 4.78 1.3 8.!1 30 8.72 3.5 llf 12.5 3.011 11.711 

'''· 2 
(. 20) . 

11.26 817.!1 3.58 8 32.9 190.3 11.89 10.1 11.11 30 9.110 3.5 7.7 18.8 2.44 11.1111 

~,:. (. 40) 
... 76 !161.6 3.70 965.7 983 1.79 12.1 116.11 30 10.311 1.9 10.7 10 ... 2.78 13.111 

['-.... (. 62) 

TABLEAU 49 - (30 VARIABLES) ... .._, ~ '·' ' . ..... ...- , . 
LIL; __ 1 . 

. ·"-· .. ~--

l'- .. 
lt1. 

01 u,. C2 v(K)-.x,(K) T••P• T••P• Te•pa !1~) 
,!(K) T••P• 

!.( K) ;(K) ,!lK~ t u 1 x; 1 hapea 1 x 1 1 1 X0 1 1 X2 1 !r6c!uct io~ Tot a.'. ~ Ta•p• 1 l 7-1 
Il' 

9.9 3.10 11. Sll • 2 2.56 8116.1 2.110 8117.7 920.9 8.11 .. 5.2 6.11 29.7 8.116 2.5 17 .Il 

''s (. 311) 
·li 3.111 9911.7 3.02 1001 101f3.1 ... 20 6.2 7.8 30 8.50 ... Il 18.7 11.7 2.110 10.90 

~oa (.lill) 
3.110 1000.11 2.911 1016.6 1066.6 ... 92 6.11 8.1 30 1.50 11.1 lB. 3 7.6 2.52 11.02 

~ (.52) 

3.08 1103. 1 2.711 1111 1203.2 8.30 11.8 7.8 30 8.96 1.6 12.1 16.3 3.011 12.02 
ill~ (. 32) 

• 5 3.911 13112.2 2.911 1358.9 111113.8 6.25 .... 10.5 30 9.20 3.2 u. 5 15.3 2.96 12. 16 ,,1, (. 118) 
• 3 4.211 1453.7 3.16 11158.11 1508.8 3.1111 9.3 11.5 30 8.76 5.8 111.6 9.6 2.66 ll.lf2 

~ (. 62) 

. . 
TABLEAU 5C (30 VARIABLES) 

. 
- . ... . w••·•-•-- •• . - --·- ... -- .. --- -

1 

~ 
'1 •• c u,. G2 ;(K)-;t(K) T••P• '~) 1 
!~ '~'••p• !,(K) Ta•pa !,(K) ;(K) !,(K) t u 1 X2l 

6tapaa 
1 Xli 1 Xol 1 X2l 

Temps Tea='~ 
0 .._ . 1 l 7-1 lz'6duct ior Total 

'· s '' J.o .. 1129.5 3.06 1132.11 1218. 8 7 .u ... a 11.1 28.11 10.30 3.2 40.7 11.1 3.1t6 13.76 ,, 
(.116) •2 

~., 
3. 88 13112.2 3.80 13116.7 11619.8 5.43 5.6 ? ... 34.5 12.10 .. 38.9 7.1 .4.111+ 111.7 .. 

•3 (.52) 
11.11e i ill 1 5 ·14 1389.3 ... 2 .. 11108.8 1480.9 5.12 5.5 7.9 38.8 12 ... 0 ..... 39 6.11 5.08 

'· s 5.o6 
(.liat) 

~l, 1499.5 4.111 1504.5 1549,2 2.97 6 8;3 43.7 13.06 6.1 39.3 4.6 5.84 18.9(1 
•7 (.58) 

~ 
5. 111 1525.7 ... 58 1529 1598.5 ... 54 6.2 1.7 45.3 1 ... 26 5.7 38.5 5.8 6.16 20 ... 0 

(. 66) . 
~ 

• 9 
14.9o ~lo 1433.11 4. 32 14112.1 151t3.8 7.05 5.7 7.2 .. 7.9 12.68 3. 3 311.4 12. 3 4.18 16.88 

(.52) 

"t 5.90 1810 4.511 1822. 3 1884.1 3.39 7.3 9.9 50 13.0 .. 5.8 311.2 10 4.7 .. 17.78 
' ~.1 

&.52 
(. 72) 

'l" 1921f. 7 5.2 .. 1936.7 2013.9 3.97 7.7 10.1f 50 12.62 5.9 33.9 10.2 3.28 15.90 
·~ '·12 

( .U) 
to, 2022.11 4.811 2029.4 2083.8 2.118 1.1 11.1 50 13.36 6.8 35.8 7.11 14.76 18.12 ·• (. 94) 
"-... 7. 02 2109.8 lf.68 2119 217 ... 3 2.61 8.5 11.8 50 12.411 7.1 34.2 8.7 3.9'+ 16.110 .._ ( l. 011) 

TABLEAU 51 (SQ VARIABLES) 
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·- ___.,.. . 
v(K)-.I,(K) 

r 
Ali· Gl Ali· G2 Ta apl 

1 x2 1 
T••P1 f 

b • ,!(IC) Taapa !,(IC) Taapa ,!(lt) v<K> !,00 L \1 1 x2 1 6tapal 1 X1 1 1 x0 1 ~ruuctio 
0 0 

1 l 7-1 ----,. : 
10 12'+1.2 10.30 1261.1 7.011 1285.5 1'+30.8 11.30 '+.1 6.5 '+9.5 u. 21 1 71.2 20.1 5. 

( • '+8) 
1'· s• ' 30 2065 13.88 2099.11 1.56 2099.6 21611.1 3.20 7.9 11 13.3 23.70 11.1 82.11 10.1 

(. 80) u.10 ' 
100~ 50 2178.2 13. 111 2178.2 8.52 2200 2253.8 2.~5 1.3 12.5 Ill 2'+. 31 8.11 13.9 7.5 

' ( 1) 
15·'0 

70 2253.7 15·. 78 2272.'+ 8.20 22n ~310. 7 1.10 1.1 12.7 92.1 211.11 8.7 h.7 1.11 
' (.92) 15 .1• 

100 2300.5 1'+.116 2293,1 1.1+0 2293.'+ 231+1. 9 2.11 1.1 13.2 93.5 ~5.12 1 11+.7 1.3 
(. 92) ~~ 

010 1922.8 9.95 1927.1+ 8. 12 191+2. 3 2103.5 1.30 7.3 1.6 97 ... 22.1111 1.8 70.9 27.3 
g,66 

(.3'+) 5. ,o 
1 

30 3502.3 u. 78 3521.9 9.118 35'+3.9 31151 •. '+ 3.17 13.2 111.1 100 22.11+ 3.2 61.1 35.7 l 
(. 80) ,.12 

~ooc 50 1+017:1 22.20 '+027.1 1.21+ '+031.1 1+111.'+ • 3. 93 15.2 ~0.1 100 22.811 3.2 '+8 ..... l 
(. 9'+) •. 5~ 

70 1+5'+
0
'+ .Il 2'+.22 '+1101 1.32 '+111.3 .1 '+700.~ 1.71 17.5 ~3.5 100 23.70 10.'+ 11.2 21.'+ l 

( 1 • 3) 1.o2 
100 1+753.3 28.72 '+770.2 9 1+822.1 '+177 .e 1.13 u. 2 ~11.1 100 25.11+ 15.7 15.1 11· 7 

~! 1.311) -
61.3 38.11 

11·1 
10 2152.7 10.51+ 2181+.1+ 1.2'+ 2192.3 2395.8 9.28 8.2 9.1 100 2'+.71 .1 l 

(. 38) 
. •. 1• 

30 '+112. 9 19.'+2 '+102. 7 9.'+8 •H20.6 '+33'+. 5 5.39 15 ... ~0.1 100 21+.51+ 2 •. 5 2 3. 2 7'+· 3 

(. 70) 
~ .. •• 3 35.2 

,,62 

llXXXl 50 1+99i.3 2'+.71+ 5075.5 10.68 5085.7 5168.8 1.59 19.1 100 25.21 1.'+ 56.'+ : 
(. 92) rl2. 9 52-'+ 

•. :o 
70 573'+.2 2 g. 3!+ 5171.'+ 9.60 5811+.1 5997.9 1.93 29. Il 100 25.'+6 1.7 38.9 : 

(1.1~ ,_sw 
lOO 629'+ 31.'+2 11318.1 9.96 6323.1 11'+55.1 2.10 ~ ... 9 33.2 100 25.72 10.1 39.'+ 1+9~~ 

( l.lt~ 

TABLEAU 52 (1()() VARIABLES) 

-
SD!ES 5 ~~ Il SEillES 7 ~ 1 

~---- --- ---------- ---------- ----- ------.. ---------- --------------
b • T~~~pa T~~~pa 

b • T.-pa Te ~~pa 
&Lob al. de [EK9] &lob al. 4e [EX9] 

----- --- ---------- --------- ---- ----- -------· --------------
1.0 20.2 • 306.1+8 10 1 319.68 13 1+8'+. 26 

20 21.911 1 081.71 20 211.31+ >15 000 

100C 30 1+1,50 2 2011.86 100C 50 81+.16 >15 000 

llO 20.111 2 31+1+.69 70 11211.96 >15 000 
(1- 18 .lit) (>12000) 

50 21.67 3 208,1+2 100 65.90 >15 000 
(1- 11.'+) (>12000) 1------- ---- f---------- ---------- 1----- ----- -------- --------------

10 337.1+6 .. 372.57 10 326.1+0 >15' 000 
(3-331) (>12000) 

20 22,07 • 171.93 30 1+5.69 >15 000 
(7-1+12) (>12000) 

2000 30 31.0 .. 61+0. 6 5000 50 50.60 >15 000 
(9-301+) (>12000) 

1+0 17 ... 5 915 70 1 181,511 >15 000 
(1-178) (>12000) 

50 153 >12000 100 207.89 >15 000 -
Tableau 53 0 
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'-~----~----------~----r----,-------T---~--~--,------r--~--~--~-------r---, 
~la. G

1 
Ali· 0

2 
;(K)-.x.(k) 

'(") _v(K) ;(K) _v(k) 
-~ Teapa ~(K) Temps 
'-..... 
,loo a · 2 7 8 • 2 1 2 17 4 • 2 48.16 2185 3317 51.11 1 1.11 3114 170.12 0 ~3.6 1216.4 u.1 .. 2011.76 

t u 

laa a 
' ·2553.&e73S...4 

(.56) 
86.44 738't.4 7336.11 - 25.4 40 961 2117,72 34.2 1964.6 1.2 191,41 ~9.12 

laa a. 2 ~54 7381+.4 
( 2. 92) 
87.60 7384.1+ 7336.11 - 25.1+ 40 961 248.92 31+.2 ~64.6 1.2 191., 40 440.32 

~--r---~----~--~-----+----~-------+--~--~---4------r---r---+---+-----~~--~ 3
'· 8 91.44 2700 

(2.92 

~48.1 

~~ 3 6. E 969. 6~~0620.6 
11

h·E 1184.68:21651.2 

57.28 2725.2 4823.2 
(. 28) 
71. 12 20680.1 21665.11 
(5.52 

76.1!1 

11.76 

.u 

1.8 10 .. ga_ Il 

72 99 1000 

75.6 110 1000 

169.20 0 œ51.2 12.72 ~51.92 

207.92 50 ~30 ~20 102 309.92 

226.10 74.8 .64.6 60.6 53.56 280.36 

~ 
:llss·-.-.r---+----+--+---+---+----+--+--+-....;---+--t----t--~---t----i 

104.68 2707.4 62.88 2791.6 .11136.6 

98.36 21655.6 21695.1 
( 6. 36) 

1211 10 10 1000 254.32 0 0 1000 331.11 58&.20 
111 < • 611 > 

Il 975.6822703.2 69.76 23659.2 160629.1 71.73 13.11 100 1000 111.11 0 0 1000 191.10 383.28 
lt~s c 1. u 

•lli96.2C41391 135.1C 41391 "1495.2 .23 
(8. 64 

150.2 ~03. ~ 1000 259.76 10.1 121.e ~82.e 41,12 3015.68 

Tableau 54- ( 1000 variables) 

Les résultats du tableau54-montrent que pour certains problèmes de 1000 variables 
(• 
t.e. séries 10 (m=lO), 11 (m=10 et lOO) et 12 (m=10 et 100)) le choix de 

~ornme majorant de v(K 1 xk = \ ) est insuffisant. 

Des expériences additionnelles ont alors été réalisées en considérant deux 

~lltr-es types de relaxations de (K 1 ~ = \) explicités au § IV.5.2, utilisant 

- les conditions de bornes sur lx., dans la relaxation lagrangienne 
j J 

- la contraction de contraintes. 

Le tableau 55 fournit un ~omplément des résultats du tableau 54- ; il indique 
~1'1 

Particulier pour chacun des nouveaux choix de maJ'orants (mis en oeuvre en 
~€ 
~ quence), les valeurs moyennes des suppléments de temps d'exécution nécessaires 

lt 'l' . . e ~m~nat~on de nouvelles variables. 
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Relaxation Contraction de contraintes Lagrangienne 
·-

~(K) lx2 1 ~(K) 
~(K)-;!(K) 

lx2 1 rn Temps !_(K) 

10 3 175 174.8 31. 04 * 2256 0.03 51.4 

10 4161.4 281.8 65.56 * 2782 0.02 76.2 

lOO 21665.4 419.8 88.73 23623.6 1.88 414.6* 

1 
\ 

a11. a** 10 18417 1000 224.2 2963 0.004 

100 30597 1000 218.6 28410.6 0.25 1000 

* Pour 2 problèmes l'optimum est atteint 

** t = u = 10 et lx1 1 = 4 

TABLEAU 55 "(1000 VARIA~LES) 

Temps 

33.92 

84.28 

140.5 

453.2 

978.32 

-

... 
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L'analyse de ces résultats aboutit aux conclusions suivantes 

(i) pour n fixé 

a/ variation avec m 

- La borne supérieure de la précision de notre méthode, ainsi que le 

nombre de variables non éliminées sont des fonctions décroissantes de m. 

- L'encadrement de la somme des variables, la différence u-l, le temps 

de construction du convexe et celui de l'algorithme G1 sont des fonctions 

croissantes de m. 

-Par contre, les temps de l'algorithme G2 sont peu sensibles à la 

~ariation de m (la croissance avec rn des temps de constructions des 

convexes est compensée par la mise à un d'un plus grand nombre de variables 

à chaque itération) ; il en est de même pour le temps total de réduction; 

à l'exception des séries 5 et 7 pour lesquelles la croissance avec rn est 

Significative. 

b/ variation avec b 

- L'élimination à 0 des variables, basée sur la comparàison des coeffi­

Cients de la contrainte avec b(l), est d'autant plus efficace que les valeurs 

Prises par b sont petites. 

- Le nombre de variables éliminées est une fonction croissante de 

l'amplitude des valeurs de b. 
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(ii) bornes inf~rieures de v(K) : 

i en - L'algorithme G2 est plus efficace que l'algorithme G1 aussi ben 

temps de calcul qu'en valeur. 

it~ 
- Les valeurs finales de ~(K) sont en majorit~ obtenues par l'algor 

G2 .; mais les algorithmes d'encadrement deL xj' ainsi que 

majorantes ont une contribu~ion non n~glige~le dans leurs 

tioOS 
les lin~ari58 

dherminations· 

(iii) variation des r'sultats avec n : 

a/ pour m fixé et b prenant ses valeurs dans un intervalle donn! ~ 
i.e. pour m = 10 et b(j) € ]0,1000[ j=1, ••• ,m- unique possibilit~ pa~i 
1 'éventail des problèmes tests - le tableau 56 montre en particulier lél 

croissance linéaire du temps de calcul avec n. 

b/ pour m ~ n/2 et b prenant ses valeurs dans un intervalle do~ : 
(i.e. b(j) € )0,1000[ V j): les résultats du tableau 57 aboutissent! 

une conclusion identique quant à l'évolution du .temps total. Par contre,i 
i,C 

la croissance de l'écart entre les temps des llgorithmes G1 et G2 est e 
i qll 

beaucoup plus forte ; enfin, la borne supérieure de la précision ainS i9~ 
le nombre de variables non éliminées sont dorénavant des fonctions d~C~ 
santes de m, à l'instar du caa "n fixé". 

/. 
v(K)-y(K) 

___. 1e111P~ 

n Alg. G1 Alg. G2 l u 1 X 1 'l'OtB 

!fk) Temps :!(K) Temps v(K) 2v. 
___.. 3 16 

l . 
50 1108.5 3.04 1129.5 3.06 7.61 4 6 6 l l 6;.J. g~ • • 211· 

100 1248.2 10.03 1261.8 7.06 11.30 6 5 20·8 16 4.8. 2o6· 

1000 2008.2 78.21 2174.2 48.16 51.80 8 8. 4 216·ijV 

Tableau 56(• = 10, b(j) € ]0,1000[ V il 
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n m Alg. G1 Alg. G2 ;{'K)-v(K) t u lx21 Temps 

~(K) Temps v(K) Temps V~K~ Total 

20 1299.2 3.88 1342.2 3.80 5.~3 5.6 7.4 7.1 :16.74 
50 

30 1389.3 5.14 1389.3 4.24 5.12 5.5 7.9 6.6 17.48 

lOO 50 2178.2 13.16 2178.2 8.52 2.44 8.3 ~.5 7.5 36.08 

1000 500 7388.2 554 7384.4 87.60 .007 2!i4 40 1.2 440.32 

Tableaul7 (m = n/2, b(j) € ]0,1000[ V j) 

~marque : Co~paraison des algorithmes G1 et Gl 

Une étude comparative empirique (tableaux 58 et 59) des algorithmes 

G1 et Gi- du point de vue temps de calcul puisqu'ils sont deux variantes 

d'une même méthode et aboutissent donc à des valeurs identiques - permet de 

Conclure à la plus grande efficacité en moyenne de l'algorithme Gi· 

Il est à noter enfin que pour n = 100 et m = 10 et 30, les résultats 

Sont à l'avantage de G1 : l'efficacité de l'étape d'élimination de l'algo­

~ithrne G2 est d'autant moins grande que le nombre de variables mises à 1 

est petit. 0 

r--

10 30 50 70 lOO 
b m = 

G1 G' G1 G' G' G1 G' G1 G' Gl 1 1 1 1 1 ...... 

Ecart 11.4 10.6 29.0 19.2 32.0 21.2 32.0 23.6 38 26.6 
Maximum 9.0 11.6 16.6 19.6 23.2 25.0 22.2 23.8 - -

sooo 
Plus mauva.is 11.4 11.8 29.0 19.6 32 25 32 27.8 39 27.6 
cas 

Moyenne 9.95 10.68 18.78 18.58 22.2 21.36 24.22 24.24 32.56 22.23 
r--

Ecart 20.8 11.6 20.6 19.2 31.0 24.4 37.0 26.6 40.2 32.2 
Maximum 8.8 10.6 20.8 22.8 22.8 24.2 27.2 29.0 29.0 30.2 

toooc 
Plus mauvais 20.8 11.6 20.8 22.8 31.0 25.4 37.0 30.4 40.2 32.2 
cas 

.......... 
Moyenne 10.54 10.94 19.42 19.82 24.74 24.12 29.34 28.66 31.42 30.78 

Tableau 58 (n = 100) 
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SERIE 10 11 12 

Problème Gl G' 1 G1 G' 1 G1 G' 1 

1 772.8 4-55.2 1335.6 989.8 1832.4- 1852.4 

2 4-4-7.6 545.2 1449.4 1139.6 2376.4 1921.8 

3 640.4 427.2 926.6 929.4 1510.2 1744.6 

4- 447.6 621.4 1113.2 1100.0 1901.8 1909.6 

5 461.6 458.8 1048.6 1014.8 1860.2 1777.2 

Moyenne 554.0 501.52 1184.68 1034.72 1896.2 1 1841.12 

\ 
Tableau 59 ( n = 1000 1 m = 500) 
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A N N E X E 

DONNËES DES PROBLËMES TESTS DE [EK9] 

~BLEME 1 

c = 75 27 9 38 17 20 64 35 86 27 56 32 21 22 37 

ij5 8 38 17 58 93 7 95 8 28 77 9 2 16 19 

a = 31 96 16 64 52 46 7 13 42 48 4 6 83 65 96 

14 46 44 45 33 60 77 98 3 31 65 6 94 66 83 

b = 264 223 216 214 126 108 49 29 27 22 (m = 10) 

lt~ * * * * * * * l :: K7 : X9 = x11 = x12 = x16 = 1 a x = 104 ; ex = 358 

~ 
\ 

e et a identiques aux données du problème 1 

b = 290 269 261 252 249 234 230 229 221 207 188 176 172 165 159 

158 157 155 150 120 117 111 91 82 77 48 20 11 9 2 

~~~ 
* * * * * * * * * * l :: x7 = xe = X9 = x11 = x12 = x16 = x20 = x21 = 1 ; a x = 210 . ex = 544 

' 

~ 
e et a identiques aux données du probl~me 1 

b(j) = 300 j = 1, ... ,30 

~~~ 
l ::: )( * *· * * * * * * * * * * = x7 = xe = Xg = x11 = x12 = x16 = x20 = x21 = x24 = x26 z x27 = 1 ; 

3 
\ltlt 

* :: 300 ; ex = 647 



PROBLEME 4 

c = 

a = 

b = 

* * * 

309 

276 71 111 231+ 233 272 1BO 15 16 17B 212 89 207 65 62 

165 201+ 229 279 228 5 211 51 21+0 167 110 226 1+7 230 ij 

201 288 2'+1 209 98 81 55 BO 287 87 96 2'+5 10'+ 199 175 

77 225 61 120 112 

1+03 850 820 791+ 375 10 1+80 61+0 61+7 61+5 BOO 378 358 390 335 

691+ 1'+5 292 667 855 315 603 6 921 3B2 517 31+5 265 291 83ij 

125 635 1+9 '+
1

59 377 156 756 666 12 795 561 289 '+16 321 515 

720 81+3 232 '+66 371+ 

97B B62 712 1+70 1+1+5 1+37 379 233 201 35 (m : 10) 

* * * * * x6 = x17 = x23 = x31 = x33 = x39 = 1 a x = 3'+7 ex = 1256 

PROBLEME 5 

e = 

a = 

b = 

21+9 298 151 271+ 2'+B 29 6'+ 75 165 290 121 140 269 131 
175 

22'+ 2B6 106 97 82 130 201 52 171+ 87 190 272 2'+5 287 
61 

78 
211 255 250 225 71+ 1B7 251 13B 1'+3 126 l'+'+ 221 lBS 43 

10B B1 170 238 '+ 115 300 36 2'+0 151+ 261 10'+ 294 256 
112 

232 210 7 193 21+6 91 92 201+ 2'+1+ 11 1'+8 3B 6 169 
253 

277 
280 1+2 23 16B 53 68 291 161 73 191 226 275 282 27° 

BS 119 216 65 129 31+ 179 228 197 25B 

ij3Z 
506 231 66 7'+8 638 230 1+98 21+9 326 316 2'+1 95'+ 761 769 

369 
3'+3 378 618 762 752 3'+1 817 2s1 821 930 330 as3 so 5°2 

30 
81+ 952 391+ 269 1+87 91'+ 5 39 '+81+ 220 899. 5 35 22 510 6

43 
:95 

2'+6 759 790 sga sa 3'+ 708 882 830 '+'+9 794 456 84'+ 150 
55 

542 632 967 397 120 227 153 281 570 61 367 593 428 .lP00 S s63 
708 848 531+ 966 655 824 721 182 434 301+ 125 692 264 672 

837 492 697 186 461 903 661+ 303 519 733 

978 862 712 470 445 437 379 233 201 35 
.. j.O) (m .. 

* * * * * * * * x2B = x 31 = x42 = x51 = x65 = x86 = 1 ax = 435 ex = 1264 
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SUBROUTINE MSB79 (C,A,e ,N,xG,NleiSORT) 

THIS SUBROUTINE SOL~ES ~HE 0-1 KNAPSACK PROBLEM 
••• Nl=C•XG=~AXI~IZE C(t)•X(l)+eee+C(N)*X(N) 
• SUBJECT TO 

(B)e 
• A(l)*X(l)+eee+A(N)*X(N)<=B 
••• X(J):O OR 1 Jz1e••••N 

ALL PARA~ETE~S ARE INTEGER 

INPUT PARA~ETERS : 
VECTORS C AND A •••• 

• INCLUDED IN (8) 
SCALARS B AND N •••• 
SCALAR ISORT OEALS •tTH THE SORTING OF THE DATA 

OF THE REOUCED PROBLEM BY OECREASING 
OROER OF THE REOUCED COSTS IN ABSOLUTE VALUE 
•••• 0 IF QUICKSORT ALGORITHM IS USED 

ISORT = 
•••• THRESHOLO VALUE UNOER •HICH THE 

SUBFILES PROOUCEO OURING SORTING ARE IGNOREO 
N < 1000 ISORT = 0 
N = 1000 ISORT • 8 
N = 2000 ISORT • 10 
N = 5000 ISORT • 35 
N = 7500 ISORT = 60 

OUTPUT PARA~ETERS : 
SCALAR Nt = OPTI~AL VALUE •••• 

• OF ( e) 
- VECTOR XG = CPTI~AL ~OLUTION •••• 

INTEGER A(N),C(N),XG(N) 
OI~EhSION IP(7500)e0A(7501)eiAUX1(100)eiAUX2(100) 
INTEGER XE(7500),X(7500) 
INTEGER SUP.OIFeC~.C~2.SUP2,VE,EVeX~.x~1.X~2.PLUS 
JNTEGER EX,XGMeS,B 
REAL K2tK2ReN~K2eiVAL 
DO 2 I=leN 

2 IP(J)=I 
Ll=B 

CALL KLOK 

SOLVING OF RELAXATION OF (B) 
S=O 
1SEU1L=10 
1<.=0 
OQ \0 1-=\.,N 
~-="\\\ 
--..\l.)=-C.\l.) 

'\.~ 0"-\.'\.'\=C..\.'\.'\1~ 



·V~:i
4

22 
(1(123 
0024 
0026 
0027 
0029 
0030 
0032 
0034 
003!5 
0036 
0037 
0038 
0039 
0040 
0041 
0042 
0043 
0044 
0045 
0046 
0047 
0048 
0049 
00~0 
00~1 
0053 
00~4 
00~5 
00~6 
00~8 
00~9 
0061 
0062 
0063 
0064 
0065 
0066 
0067 
0069 
0071 
0072 
0073 
0075 
0076 
0077 
0078 
0079 
0080 
0082 
0084 
0085 
0086 
0087 
0088 
0089 

..ti'"C""..I'-.,..., 
r2 re~rsr 

IH=ICl 
IF(IH-IB.GT.ISEUILJ GOTO 5 
Jl=lB+l 

23 IF(J1eGTeiH) GOlO 301 
J2sJ1-1 

91 IF(J2eLTeiB) GOlO 92 
lF(DA(J2)eGEeDA(J2+l)) GOlO 92 
J3=J2+1 
IPV=IPCJ2) 
VALsDA(.J2) 
IVAL=AC.J2) 
IP(.J2)=1P(.J3) 
A(J2):A(.J3) 
DA(J2)=0A(.J3) 
A(.J3)=1VAL 
IP(J3)=1PV 
DA(J3)=VAL 
.J2=.J2-1 
GOTO 91 

92 .J1=J1+1 
GOTO 23 

5 .J1=1B 
.J4=(1H+IB)/2 
.J2=.J4 
IF(OA(.J1)eLEeDACJ2)) GOlO 95 
.J1=.J4 
.J2=1B 

95 J3=IH 
IF(OA(J3)eGEeDACJ2)) GOTO 96 
.J2=1H 
IF(CA(J3)eGE.CA(.J2)) .J2=.J1 

96 VAL=DA(.J2) 
IVAL=AC.J2) 
IPV=IPC.J2) 
CA(J2)=0A(IH) 
A(J2)=ACIH) 
IP(J2)=1P(IH) 
IF(I8eGEel~) GOlO 8 

6 IF (OA(IB)eLTe VAL) GOTO 7 
K=K+A(IB) 
18=18+1 
IF(IBeGEel~) GOlO 8 
GOTO 6 

7 DA(IH)=DA(IB) 
A(lH):A(I8) 
IPCIH)=IPCIB) 

4 IH=IH-1 
IF(IBeGEeiH) GOlO 8 
IF(OA(IH)eLEeVAL) GOTO 4 
DA(IB)=DA(IH) 
A(IB)=A(IH) 
IP(IB)=IP(IH) 
K=K+A(IH) 
IB=IB+l 
IF(IBeLleiH) GOlO 6 



0091 8 OA(IB)::~:VAL 
0092 A(IB)::J'IAL 
0093 Kz:K+I'IAL 
0094 IP(JB)=IPY 
0095 lF(KeLTeL1) GOTC 1 1 
0097 K=K-A(IB) 
0098 IF(KeLTeLI) GOTC 200 
0100 IB=IB-1 
0101 IF(K.EQeLl) GOTO 199 
0103 K=S 
0104 IC1=1B 
0105 GOTO 12 
0106 11 IBiaiB+1 
0107 S=K 
0108 GOTO 12 
0109 199 IB=IB-1 
0110 200 IC=O 
0111 DO 152 Iz1,N 
0112 K13=JP( 1) 
0113 152 C( I):X(K13) 
0114 S= IB-1 
0115 00 99 t=1.s 
0116 99 IC=IC+C(I) 
0117 R:A(IB) 
0118 Rz:JC+((L1-K)$C(IB))/R 
0119 GOTO 307 
0120 301 S= IB-1 
0121 co 1!51 1=·1•N 
0122 K13aJP(I) 
0123 151 C( U=X(K13) 
0124 IC=O 
0125 DO 303 Izt.s 
0126 303 IC=IC+C(I) 
0127 DO 304 I•IB.IH 
0128 .J=I 
0129 K=K+A(I) 
0130 IC=IC+C( 1) 
0131 IF(KeGEeL1) GOTO 305 
0133 304 CONTINUE 
0134 305 IF(KeEQeLI) GOTO 306 
0136 IB=.J 
0137 R=A(IB) 
0138 K=K-A(IB) 
0139 IC=IC-C(IB) 
0140 R=IC+((Ll-K)$((18))/R 
0141 GOTO 307 
0142 306 R=IC 
0143 IB=J 
0144 307 'IEzL1-K 
C\45 1'12='1E 
0\46 1-4\=IC 
0\4"1 tl.:t-4 

c. 
~'"'~ c. .... ~~ ...... ~~ ...... 

c. 
_<G~-.11!: .. :~ .. ~-c _...._~'--~~~'- -..,,.._.,., <::. ~ ~~ ... ' ~--~~ ~~'-,l.~~ ~~ ~ 'r-''E... .......... ,_ .. _:\ç: '""'.... '~'..,., 



ô:i~-

0.1~6 

0157 
OJ58 
0159 
0160 
0161 
0162 
0163 
0164 
0165 
0166 
0167 
0168 
0169 

0171 
0172 
0173 
0174 
0176 
0177 
0179 
OleO 
01e2 
0183 
01e4 
0185 
Ole6 
01e7 
0188 
0189 
0190 
0191 
0192 
0193 
0194 
0195 
0196 
0197 
0199 
0200 
0201 
0202 
0204 
0205 
0206 
0207 
0208 

0210 
0211 
0212 
0213 
0214 
0215 

c 

c 

.r;,.;- ,-.,.-~--"- r--:--rr-;,, ~.c:7TC7 .,., 

N.I.-N.I#Cr.l-' 
tfE:cVE-A ( I J 
lPflJ•lPflJ+lOOOOO 

13 lP(tJ=-IP(I) 
IP(IBJ=-IPCIB) 
IZ41=R 
FVC=R-NI-1 
R=A(IB) 
R:~:C(IB)~R 
M1=N+1 
M2=N-1 
M3=N-2 
DA(M1)=R 
IF(IZ41eEOeN1) GOTO tee 

REDUCTION ALGORITHM 
1=1 
SUP=1 

16 DA(IJ=ABSCC(I)-R$A(I)) 
IF(DA(I)eGTeFVC) GOTO 15 

17 DA(M)=ABS(C(M)-R$A(M)) 
IFCDA(M)eGTeFVC) GOTO 14 
M=M-1 
IF(MeNEel) GOTO 17 
SUPzl 
GOTO 18 

14 Rt=DA(M) 
DA(M)zDA(I) 
DA(I)=R1 
H=IP(M) 
IP(M)ziP(I) 
IP( 1 )zH 
H=A(M) 
A(M)zA(I) 
A( 1 )=H 
H=C(M) 
C(M)=C(I) 
C( 1 )=H 
M=M-1 

15 IF(IeGEeM)GOTO 19 

19 
18 

188 

88 

202 

1= 1+1 
GOTO 16 
SUP=I+t 
IF (SUPeLTeN) GOTO 88 
IV2=-1 
SUP=Mt 
GOTO 93 
ISEUIL=8 
IFCISORTeNEeO) ISEUIL=ISO~T 

SORTING OF THE DATA CF THE 
.1=1 
IBB=SUP 
IBH=N 
IB=IBB 
IH=JBH 
IF(IH-IBeGTeiS=UIL) GOTC 203 

REDUCED PROBLEM 



0217 
0219 
0220 
0222 
0223 
0225 
0227 
0228 
0229 
0230 
0231 
0232 
0233 
0234 
0235 
0236 
0237 
0238 
0239 
0240 
0241 
0242 
0243 
0244 
0245 
0246 
0247 
0249 
0250 
0251 
0252 
0254 
0255 
0257 
0258 
0259 
0260 
0261 
0262 
0263 
0264 
0265 
02~7 
0269 
0270 
0272 
0273 
0274 
0275 
0276 
0 2'7'7 
02'76 
o2eo 
~~~~ 
~OZ.~-:!> 
'<:)~%-­
~? ..... -..... 

IF(ISORTeNêeO) GOTO 207 
.11=18+1 

20 IF(JleGTel~) GOTO 207 
.J2=Jl-1 

21 IF(J2eLTel8) GOTO 22 
lF(OA(J2).~E.DA(.J2+1)) GOTO 22 
J3=J2+1 
IPC::C ( J2) 
lPBaA(.J2) 
IPV:JP(J2) 
IVAL=DA(J2) 
IP(J2)zJP(J3) 
DA(.J2)=DA(J3) 
ACJ2)=ACJ3) 
CCJ2)zC(J3) 
A(J3)=1PB 
C(J3)=1PC 
DA(J3):1VAL 
IP(J3)=1PY 
J2=J2-l 
GOTO 21 

22 .J1=J1+1 
GOTO 20 

203 .Jl=IB 
J4=CIH+I8).12 
.J2=J4 
lFCDACJ1)eLEeDACJ2)) GOTO 35 
J1•J4 
J2=18 

35 J3ziH 
IF(DACJ3)eGEeDACJ2)) GOTO 3~ 
J2=1H 
IF(DA(J3)eLTeDA(J1)) J2=J1 

36 IYAL=DACJ2) 
IPY=IPCJ2) 
IPBzA(J2) 
IPC:C(J2) 
DACJ2)=DA(IB8) 
IP(J2t=IPCI88) 
A(J2)=ACI88) 
CCJ2)zC(JBBt 
IFCIBeGEeiH) GOTO 210 

206 IF(DACIH)eGTeiYAL) GOTO 205 
IH=It+-1 
IF(IBeGEeiH) GOTO 210 
GOTO 206 

205 DACIB):OACJH) 
IPCIB)=IPCIH) 
A(IB):A(l~) 

cc tal=cc un 
20~ 18=18+\ 

l~t\BeGEel~l GO~O 2\0 
~~\~~\~8\.~E.~~~L\ GO~O 20, 
~"'- '""'"=~"'- '\.'1:1.'\ 
'\.9-'-'-""'"~'-?'."\.~'\ 
C..'-'-"''=C..'-'~" ..... "- "\..'-""\ ........... '-. '~"" 

.---



47~4!!!P~ 

Q289 
D29D 
0291 
0292 
0293 
029. 
0296 
0297 
0298 
0299 
0301 
0302 
0303 
030. 
0306 
0307 
0308 
0310 
0311 
0312 
0313 
0315 
0316 
0317 
0318 
0320 
0321 
0322 
032t\ 
0325 
0326 
0327 
0329 
0330 
0331 
0333 
033. 
0335 
0336 
0338 
0339 
03.0 
03.1 
03.2 
03.3 

03.4 
0345 
0346 
0347 
0348 
0349 
0350 
0352 
0353 
0354 

1,_-r..,-JIJJIII'-L.. ,-_.,.,...,., <CiLJTCJ .,.;;;;-c..r~ 

zro o,.rre,-r,,.L 
IP( IBJ•IPV 
A(lBI•lPB 
C(IBJ•IPC 
lziB 
IF (JeGTe100) GOTO 201 
IAUX1(.1)•1 
IAUX2(JJ•IBH 
JzJ+1 
IF(leLEeiBB+l) GOTO 207 / 
IBH•I-1 . 
GOTO 202 

207 J=J-1 
IFCJeEOeOJ GOTO 208 
JziAUX1(J)+1 
IBH=IAUX2(J) 
JF(JBHeLEeiJ GOTO 207 
IBB=I 
GOTO 202 

208 CONTINUE 
IFCSUPeEOe1) GOTO 73 

93 IS\J2=SUP-1 
DO 74 l•leiSU2 
XE(IJ=1 
IF(IPCIJeGTeOJ GOTO 74 
XE( 1 )sO 
IP(I)•-IPCJJ 
JF(JPCI)eLEelOOOOO) GOTC 74 
XE(J)•l 
IPCI)•JPCIJ-100000 

7• CONTINUE 
IFCJV2eLTe0) GOlO 70 

73 DO 75 I=SUP.N 
X(J)=O 
IF(IPCIJeGTeO) GOTO 76 
XE ( 1 )=0 
lPCIJ=-IP(I) 
XG(J)zO 
IFCIPCI)eLEelOOOOO) GOTO 75 
IPCIJ•IPCIJ-100000 
XE(J)=1 
GOTO 75 

76 )tE(I)=1 
XG(J)=l 

75 CONTINUE 
C PARAMETERS FOR THE RESOLUTION OF 
C THE AUXILIARY PROBLEM (OENOTED BY (PeAe) ) 

LM=A(N) 
LM2:A(M2) 
CM=C(N) 
CM2sC(M2) 
EX=rXG(fl42) 
XGM=XG(N) 
IF(LM-LM2eLEe0) GOTO 81 
SUP2=U4 
INF=LM2 
J=N 



0:355 
0356 
0:357 
0:3!58 
0:359 
0~60 
0362 
0:36:3 
03E4 
0:365 
0366 
0367 
0368 

0369 

0370 
0371 
0372 
0373 
0374 
0376 
0377 
0378 
0379 
0380 
0381 
0382 
0384 
0386 
0387 
0389 
0390 
0391 
0392 
0394 
0396 
0398 
0400 
0402 
0403 
0404 
0405 
0406 
0407 
0408 
0409 
04\0 
0 .. \ 2. 
0''- "!. 
0 .. \. .. 
~-\.~ 
~'"b 
~,", 

c 
c 
c 
c 
c 

GOTO 82 
81 SUP2=LM2 

INF•LM 
J=N-1 

82 JZsO 
IFCC(J)eLTeCC2•N-l-J)) IZel 
LS=LM+LM2 
OIF•EV+LM2•EX+LW•XGM 
M=N 
N3=1C 
N=N3-CM2.EX-CM.XGM 
N3K2=N 
K=SUP 

IMPLICIT ENUMERATION ALGORITHM 
NE• CURRENT SOLUTION BY SOLVING (PeAe) 

CALL KLOK 

GOTO e6 
56 X(K)=l 

TP2sN 
DIF1=DIF 
IFCXG(K)eNEel)GOTO 27 
N=N-CCK) 
OJFsOJF+A(K) 
GOTO 28 

27 N=N+C(K) 
DIFsOJF-A(K) 

28 N=N-PLUS 
tFCDIFeGEeO) GOTO 86 
IF(K.NEeM3)GOTO 58 
X(K)=O 
IF(XG(K)eE0eO)K2R=K2R+A(K) 
OIF=DIFl 
Nz:TP2 
GOTO 4e 

86 IFCDIFeGEeLS) GOTO 66 
JF(OIFeLTeiNF) GOTO 65 
IFCIZeEOe1) GOTO 61 
lF(OIFeGEeSUP2) GOTO 64 

61 IF(INFeEOeLM) GOTO 63 
62 XM2=1 

XM=O 
XM1=DIF-LM2 
GOTO 67 

63 XM2=0 
XM=l 
XM\=OlF-LM 
G01'0 67 

64 1F\1NF.EQeLM) G01'0 62 
G01'0 63 

65 ... "'2.:0 
---"-=0 
--.-...'-='0\.'f' 
(0.'0~'0 b"'T 

bb --.""2.='-

/-



c74-:.r-Z 
0423 
0424 

0426 
0427 
0428 
0430 
0431 
0432 
0434 
0435 
0436 
0437 
0438 
0440 
0442 
0443 
0444 
0446 
0447 
0449 
0450 

"0452 
0454 
0456 
0457 
0459 

0460 
0461 
0462 
0463 
0465 
0467 
0469 
0470 
0472 
0473 
0475 
0476 
0477 
0478 
0479 
0480 
0481 
0482 

0483 
0484 
0486 
0488 
0489 
0490 

,v..;-,v.,-,L-~S 

N3.-N 
IF(N.LE•N11GDTO 47 

C NEW CUR~ENT OPTINAL !OLUTION 
FYCzFYC+Nl-N 
Nt:N 
IF(SUPeGTeM3)GOTO 43 
DO 42 I•SUPeM3 
XE( 1 )2XGl I) 
IF(X(I)eEOel) XE(I)=l-XG(I) 

42 CONTINUE / 
43 XE042):XM2 

XE(M)sXM 
YEaXMl 
IF(IZ4leEOeNI) GOTO 70 
IFCSUP eGTeMl)GOTO 45 
ISU2=-SUP 
DO 44 I=ISU2.M1 
IF(DA(IIeLTeFYC)GOTO 45 
SUP=SUP+l 
IF(X(I)eEOei)GOTO 70 

44 CONTINUE 
45 IF(SUP eGEeM)GOTO 70 

IF(ISORTeNEeO) GOTO 47 
46 IF(X(SUP)eNEel) GOTO 47 

SUP=SUP+l 
IF(SUPeGEeM)GOTO 70 
GOTO 46 

C IMPLICIT LEXICOGRAPHICAL SEARCH 
47 KzM2 

Z•DA(Ml)*XMl 
K2R=DIF 
IF(XM2eNEeEX)Z•Z+DA(M2) 
IF(XMeNEeXGM) Z•Z+DA(M) 

48 IF(KeEOeSUP)GOT070 
K=K-1 
IFCXCK)eNEel)GOTO 50 
X(K)=O 
IF(XG(K)eNEel)GOTO 49 
DIF•OIF-A(K) 
Ns:N+C(K) 
GOTO 51 

49 DIF•DIF+A(K) 
N•N-C(K) 
K2FI=K2R+A(K) 

51 Zs:Z+OA(K) 
GOTO 48 

C STEP 6 
50 K2=-0A(K)+Z 

IF(N3+K2eLEeNl)GOTO 57 
IF(XG(K)eNEel)GOTO 52 
K2FI=K2R+A(K) 
GOTO 53 

52 K2R=K2R-A(K) 
C STEP 1 AND STEP 2 



0491 
0492 
0494 
0496 

0497 
0498 
0499 
0501 
0502 
0504 
0505 
0507 
0509 
0511 
0512 
0514 
0515 
0517 
0518 
0520 
0522 
0523 
0524 
0525 
0526 
0528 
0529 
0530 
0531 
0532 

0533 
0!:34 
0535 
0537 
0539 
0540 
0541 
0542 
0544 
0545 
0546 
0547 
0548 
0549 
0551 
0553 
0554 
0556 
055"7 
0'5'58 
ossq 
~~El.~ 

53 CONTINUE 
lFCK2ReGE.O)G010 54 
IF(XG(K)eEQeO) K2R=K2R+A(K) 
GOlO 48 

C STEP 3.5 AND 6 
54 EV=K2R 

IS2=K+t 
lFCIS2eGT.~) GOTO 77 
DO 55 l=IS2.M 
IF(A(l)eLEeK2R)EV=EV-A(l) 

55 CONTINUE 
77 IFCEVeLTeO)GOTO 56 

IF(N3+K2-DA(Ml)*EVeGTeN1)GOTD 83 
JF(XG(K).EQ.O)K2R=K2R+A(K) 
GOTO 48 

57 lFCXG(K)eEOel) K2R=K2R+~(K) 
GOTO 48 

83 IF(IS2eGT.~3) GOTO 56 
DO 84 l•IS2.M3 
IF(A(I)eGTeK2R) GOTO 87 
lF(XG(I)eEQel) GOTO 84 
X(l)=1 
DIF=DtF-A(l) 
N=N+C(l) 
GOTO 84 

87 IF(XGCileEOeO) GOTO 84 
X(I)st 
DIF=OIF+A(I) 
N=N-C( l) 

84 CONTINUE 
GOTO 56 

C EXPLICIT LEXlCOGRAPHICAL SEARCH 

c. 

58 H=2 
59 .I=N-H 

JF(X(.I)eEQel) GOTO 60 
IF(XG(.I)eEOeO) GOTO 69 
X(J)=1 
DIF=DIF+A(.I) 
N=N-C( .1) 
lF(DlFeGEeO) GOTO 86 
GOTO 58 

60 X(J)=O 
N=N+C(J) 
DIF=DlF-A(J) 

69 H=H+1 
JF(.IeGTeK+l)GOTO 59 
IFCKeEOeSUP)GOTO 70 
X(K)=O 
1F(XG(K)eEC.OlK2R=K2R+A(K: 
N=TP2 
Olf'=OlF\ 
GO.,.O ~S 

"l'\ C.O"'"ll."'\lE 

c."''-'- "-'-0"-c.. 
c.. "''-'-- UV' ,_ ,._ '?_ ">-'ë.. 'S'-l'\__-,; ·;. ,,,;?.'ë.. <:;. "\. 'l'ë.."' '\."' 

-· --- .. -~• ., • .. • ~._-y • ""'"' .~~.-,~ D ~C"' ... 

/' 



0.561 
0562 

0563 
0564 
0565 
0566 
0567 
0568 
0569 
0570 
0571 
0572 
0573 
0!:74 
0575 
0576 
0577 
0578 
0579 
0580 

89 
173 
72 

71 

104 

103 

201 
102 

;v-N 
IF( 1V21 72.89• 72 

DD J73 J:J,"f 
XE(I)=I 
CONTINUE 
00 71 Izi•M 
K=IP(I) 
X(K)zC(I) 
XG(K)zXE(I) 
00 104 I=I•M 
K= IP( IJ 
XE(K)=ACI) 
DO 103 Jzl•M. 
C(IJ=X(I) 
ACI)=XECI) 
RETURN 
•RITEC2.102) 
FORMAT(' ARRAY OUT OF BDUNCS IN QUICKSORT SUBROUTINE 1 ) 

RETURN 
END 


