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" La science considérée comme un ensemble
accompli de connaissances est la production
humaine la plus impersonnelle ; mais comsi-
dérée comme un projet qui se réalise progres-
sivement, elle est tout aussi subjective et
psychologiquement conditionnée que n'importe
quelle entreprise humaine."

A. Einstein



(.../...) Mais le rapport des mathématiques aux sciences de la
nature n'est pas a4 sens unique (.../...). Sous l'application des mathé-
matiques aux sciences de la nature se dissimule un autre rapport, inverse :
celui par lequel les mathématiques sont obligées de poser, pour répondre
3 la demande des sciences, des problémes qui peuvent &tre soit de

"mathématique appliquée" , soit de mathématique pure.

Tout se passe comme si les mathématiques rendaient

aux sciences, sous une forme élabor@e, ce qu'elles ont regu d'elle.

Dans cet échange organique, a t—on encore de droit de

parler d'application ?

Ne doit-on pas dire qu'il existe entre les mathdmatiques

et les sciences de la nature un autre rapport, un rapport de comstitution.

(L.Althusser, : cours de philosophie

pour scientifiques (I967) )
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INTRODUCTION GENERALE
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Un grand nombre de travaux qui concernent 1'évolution en régime dyna-
mique des systémes électromécaniques ont mis en &vidence un résultat essen-
tiel (EhﬁS]). En effet le paramétre "charge'" généralement variable, améne
une variation sensible des coefficients caract@ristiques du modéle représen-
tatif du processus étudié. C'est notamment le cas des moteurs qui entrainent
une charge mécanique variable, ou encore des génératrices débitant sur une
impédance non constante.

Pour tenir compte de cette remarque, nous avons &té amenés 3 mettre
au point une méthode d'approche particulidre d'analyse et de synth&se adap—
tée i cette classe de systémes monovariables continus non-linéaires.

Le probléme de la synthése d'une régulation associde 3 un systéme de

cette nature nous conduit 3 poser les questions suivantes :

= Par quelle méthode peut-on définir une loi de commande qui prenne

en compte les variations. de charge ?

— De quelle manidre les performances du systéme asservi sont-elles

affectées par des perturbations de cette nature ?

- En conséquence, d'un point de vue pratique, comment peut-on gérer
1'&volution du paramétre charge pour faire en sorte que les performances

du systéme restent convenables ?

Il s'agit donc, d'une manidre générale d'adapter la structure du
. systéme aux variations de charge afin de conserver une qualité de fonction-
nement imposée 3 priori par le cahier des charges.
De nombreuses &tudes théoriques et pratiques ont &té d&veloppées
dans le domaine du contrdle adaptatif des processus.
En particulier, les travaux des professeurs Landau, Astrom et Mono-
poli ([Al ], [L3 ], [LA ], [M4 ]) ont permis de définir des structures

de commande adaptative (fig. 0.1)

da(e)
e
r(t) E(t)[i M&canisme u(t) s (€
| CAnhEme > Processus -
d'adaptation |

Fig. 0.1



Dans ce sens, pour un processus dont les paramétres sont mal définis, la
commande u(t) est &laborée 3 la fois & partir de 1l'écart entrée/sortie e(t)
et de signaux d(t) représentant 1l'Ecart entre le comportement du processus et
celui d'un modé&le de référence connu, ce dernier définissant le comportement
asymptotique souhait& du systéme ainsi régulé.

En général, ces é&tudes supposent a priori l'invariance des paramétres
du processus durant la phase d'adaptation, la durée de celle-ci n'étant géné-
ralement pas précisée de manidre théorique.

Par ailleurs, dans les travaux du professeur Lj. T. Grujic': ([G7 J, [ G8 ]“)
on ne suppose connue qu'une majoration des intervalles d'évolution des paramétres.

Dans ce cas, 3 condition de disposer du vecteur d'état, il est possible

de donner un majorant du temps d'adaptation (settling time).

La méthode que nous proposons d'utiliser nécessite la connaissance 3
tout instant d'une valeur nominale des coefficients caractéristiques des pro-
cessus étudiés ainsi que des bornes qui limitent les variations de la charge
réelle.

Ces valeurs estimées permettent de définir une loi de commande du sys—
téme réel [L5].

Ce type d'adaptation, désigné par le terme 4' "adaptation en boucle

ouverte' pose plusieurs problémes :

% D'une part, la valeur estimée de la charge est variable, la trajectoire
nominale du systé@me est alors solution d'un modé&le de référence généralement

non—-stationnaire dont les propriétés de stabilité restent i vérifier (tjGé ]).

% D'autre part, le caractére généralement trds aldatoire des variatioms

de charges rend 1l'identification de ce paramétre peu précise.

Il est donc particulidrement délicat d'adapter la loi de commande en
fonction de cette estimation. En conséquence, on doit &tudier dans quelles

conditions ce systéme posséde des performances convenables.

La méthode que nous proposons d'utiliser fait appel 3 la notiomn de
stabilité dynamique introduite par MM. MAIZIERES, LAURENT et BORNE. L'étude
consiste alors 3 limiter la dispersion des trajectoires possibles du systéme
étudié en les maintenant dans le voisinage d'une trajectoire nominale. Dans
ce sens, l'utilisation de critéres de stabilité des systdmes non~linéaires
dus respectivement & M. GENTINA et & M. BORNE permet de mener 3 bien cette

étude.

En particulier la mise en oeuvre 4'une nouvelle représentation dans

l'espace d'état d'une classe de systdmes monovariables permet d'optimiser

!
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d®une certaine manidre les résultats découlant de l'utilisation de ces cri-
téres de stabilité. De plus, les calculs correspondants sont sensiblement
simplifiés.

Le plan que nous proposons d'adopter pour cette présentation comporte
trois parties.

Un premier chapitre permet d'introduire toutes les phases de 1l'Etude
sur l'exemple d'une régulation de vitesse par um moteur 3 courant continu
commandé par l'induit. Dans toute cette partie, le comportement non linéaire
du systéme résulte de la variation de sa charge mécanique.

A partir de cette hypothése, nous posons le probléme d'une régulation
de vitesse par retour unitaire et action proportiommnelle.

La synthése de 1'asservissement pour deux charges nominales distinctes
. conduit ainsi naturellement 3 adapter les paramétres du r&seau correcteur &
la charge nominale du systéme.

Tout d'abord, nous envisageons le cas de fluctuations de la charge au-
tour d'une valeur nominale constante et connue, permettant ainsi 1'adaptation
du réseau correcteur.

Dans ce cas, il est possible de définir, en fonction des: performances
désirées pour l'asservissement, les domaines de variations admissibles de la
charge autour de sa valeur nominale.

Nous envisageons ensuite l'effet d'une variation de la charge nominale,
tout d'abord en &chelon puils en continu. Dans ce dernier cas, nous abordons
1'étude du comportement du systéme soumis & une charge variable, puis 1l'Etude
du cas plus réel ol la charge est soumise 3 des fluctuations au voisinage de
la charge nominale. Ce point de vue permet de définir les contraintes de dis-

persion maximale de la charge autour de sa valeur nominale ainsi que les con-

ditions limites d'@volution en régime dynamique de la charge nominale.

Un deuxiéme chapitre permet la géné€ralisation des résultats présentés
précédemment & une classe importante de systémes monovariables.

Cette &tude repose essentiellement sur la mise en oceuvre systématique
d"un nouveau mode de représentation des systémes monovariables.

En effet, le modé&le mathématique que nous proposons d'utiliser, conduit
3 une optimisation des résultats des crit8res de stabilité déja utilisés dans

le premier chapitre.

Enfin, un troisiéme chapitre permet d'illustrer 1'&tude théorique précédente.
I1 s'agit d'une régulation de vitesse 3 charge mécanique variable réalisée a
partir d'un groupe Ward-lécnard.

L'adaptation est envisagée sur la base de deux ré@seaux correcteurs clas-

siques : tout d'abord un réseau 3 action proportiomnnelle, ensuite un réseau 3
action proportionnelle et intégrale.



CHAPITRE I




I) Introduction

Nous envisageons dans ce chapitre l'analyse et la synthé&se d'une
régulation de vitesse dont l'élément de puissance est un moteur i courant
continu commandé par l'induit et 3 flux inducteur constant. Cet organe

entraine une charge mécanique variable.

Cette propriété se manifeste essentiellement sous deux formes :

- la charge nominale, quantité supposée connue et susceptible -de varia-
tions contrdlables nous permet d'adapter les paramétres du réseau correcteur
définissant la commande du systéme asservi.

- la charge réelle du dispositif est soumise & des fluctuations inprévi-
sibles 3 1l'interieur d'un domaine de variations admissibles centré sur la
charge nominale.

Cette étude, menée dans l'hypothdse déterministe limite l'&tendue des

hypothéses de dé&part.
Le fonctionnement du dispositif est abordé dans le cadre non-liné-
aire, nous précisons donc tout d'abord un modéle d'évolution valable dans

ces conditions. [M%]

2) Représentation mathématiques du processus : choix d'un modéle

Considérons un moteur 3 courant continu 3 excitation séparée

commandé par l'induit (figure 1.1).

Le flux inducteur ¢, est supposé constant (l'enroulement inducteur

est alimentd par un courant constant).




L'induit,soumis & une temnsion u est parcouru par un courant i.

Le circuit d'induit, composé de n spires a une résistance r.
La force-contre-éléctromotrice e est liée 3 la vitesse angulaire w du
rotor par la relation suivante :
e = k'ud,

ol k' est une constante positive caractéristique du moteur.

La réaction transversale d'induit ¢t est,par hypothé&seycaractérisée par
une relation linéaire en fomction du courant i :

n.¢, = 1.1 (2.1

Supposant, en outre,que la chute de tension Au aux contacts balais/col-
lecteurs est négligeable devant u, il vient :
: di
=e +ri+ 1= 2.2
u e (2.2)
[ désigne les couples des forces d'origine électromagnétique , il est
caractérisé par l'expression :

I = k'¢o.i (2.3}

L'équation fondamentale de la dynamique établit la relation entre T
et w lorsque la charge mécanique du moteur est constitué d'une inertie J

et d'un frottement fluide f.
d

r=J =T (w) + fow (2.4)
avec .
J=J +J
o} c
= +
o c

(Jo,fo) et (Jc’fé) désignent respectivement l'inertie et le coeficient de

frottement du moteur 2 vide et de la charge.

2.1. Cas linéaire

w(p)
u(p)

Lorsque J et f sont constants, la fonction de transfert

s'obtient en &liminant i des équations précédentes :



d ot -
(Jdt + Ho k ¢o'l' 21,10
(r +1 4 i=u-k'9w (21,2)
dt o) 2
Dérivant (21,1), il vient :
9o S = ‘
Q° & a, & + azm bzu _ (21,3)
T £
avec a (T+3)
12,2
== if.+k % £21,4)
82713 K]
H
b =k¢°
2 17

2.2, Cas général

Dans l'hypothése ol J et £ varient trés rapidement autour de valeurs
constantes J et £ avec une amplitude infiniment petite, les termes qui caracté-
risent ces fluctuations interviennent de maniére prépondérante en raison de la
dérivation apparaissant dans l'élaboration d'un modéle de la forme précédente :

& = £( &, w, u)
Toutefois, l'influence de leur variations rapides sur la sortie du processus
est en fait négligeable. En effet, on peut toujours représenter l'édvolution

du systéme précédent par l'expression :
2.2 t

€ k' k"o
r £ r £ o _ < 7o ,
eGP *ft G317 u)‘“("’d"fto SO

0

ou les quantités 1 et J n'interviennent plus par leurs dérivées.

Ces considérations nous permettent d'adopter un mod2le formel du
type proposé em (21,3) pour caractériser 1'évolution du systéme lorsque £

et J varient.

Ce modéle correspond 3 celui déduit de l'application des méthodes
classiques d'identification appliquées au processus pour différentes valeurs

du paramétre charge [?1, Lé} .



3) Fonctionnement du moteur en asservissement de vitesse

3.1) Position du probléme - Choix d'une structure de réseau correcteur

adagtable.

Dans le cas ol la charge est constante et égale i sa valeur nominale,
la synthdse de l'asservissement d'un processus de fonction de transfert
gzl(p2 + alp + 52) se raméne, dans le cadre continu linéaire au czlcul d'un
réseau correcteur RC(p) (voir figure 1.2) assurant pour le systéme bouclé

les performances impos&es par le cahier des charges.

u (t) | 5
« RC(p) T

v

Figure 1,2.

Les paramétres du réseau correcteur sont naturellement dépendants
du but 3 atteindre et des caractéristiques du processus. En conséquence,
lorsque celui-ci &volue, il faut adapter 3 chaque instant les coefficients

du réseau correcteur i partir des valeurs estimées (52, 51, 32) de (bZ’al’aZ)

Il vient ainsi la structure suivante :

r Rés;?£ u(t) ;¢/ ] w(e)
‘ # Systéple asservi »
corregteur

7 7
I, J, £

Figure 1.3,

pour laquelle le fonctionnement nominal est décrit par le modéle de référence

implicite : (cf figure 1.4)



(t) 2 Z G(t)
u ”
T —| Résea Systéfﬁ/éz;ervi
correfteur
7 ~%
3.1 37

Figure 1.4. : Modé&le de référence implicite

Nous sommes alors amené 3 comparer les &volutions du systéme
réel et cellesdu systéme nominal afin de montrer que 1l'é@cart w(t) - &(t)
entre les sorties des deux modéles reste borné et converge i l'interieur
d'un domaine borné centré sur l'origine. En effet, la notion de convergence

asymptotique de w(t) vers &(t) n'a guére de sens dans ce cas.

3.2) Formulation du probléme

Nous noterons dans la suite :

£
8’=[J] 1 g ef
. €1 .
g = [3] g G<P
désignant l%ensemble des valeurs admissibles du couple Ef,J]V.
t e : {to e R, € = Eto, +°°[} désigne le temps.

2. 2 . -
x(t) <€ \_.GR', Z(t) L A représentent respectivement les vecteurs-état.

du systdme et du modéle de référence.

QL) R & (t
x(t) =lm(t)‘ (L) = ey (32, 1)

Les &volutions de ces vecteurs sont régiss par :

aey = [ ~21(® —az(g)] k(o) + [bz(g)] Cu(E) (32.2)
1 0 0
-~ -~ ﬂ -~
. I 1 by (8)
2(t) = | o JrEE® 1o feu(t) (32,3)
Envisageons dans cet exemple un réseau correcteur & action propor-
tionnelle.

u(t) = k(8 (u () - w(t))



- 10 -

La loi d'adaptation (8 —#k(g)) est caractérisée par l'invariance du

"gain statique"
b,(8) . k(®)

a,(® + k(@ b,@

kS =

Dans ces conditions, en posant :

r81(g,8) = a}(Z) = a](g)
§3(g,8) = k(®)(by(g) = by(8))
62(8,8) = az(g) ~ a5(8) + 3d3(8:8)
q21(8 = a;(@
ay(g) = ay(@ + k(8) . by(g)
[ 82(8) = k(B) . b,y(®)

Le modéle du systéme boucl& est précisé par :

@ + 5,@D] 5 - [0® + 6,,8) 8,(8) + 65(2,8)
x(t)4 x(t) + - u ()
_ 1 0 0

et la trajectoire nominale est solution de :

[ ® ;5 -e,® 3,(®]
&t)= | 6 R(e) +| | (o
Pour une entrée‘ur(t)l‘écart d(t) = x(t)-%(t) est alors régi par :
. [e,® 4 8@ 5 -0,@® + 5,8 AekyuplL),
d(t) = ace) + | 8(t),8,8) (32,4
1 0 0
x(.) = -(5,(g,8) il(t) + 8,(g,8) . iz(t)) +# 63(8,2) wup(t))

Nous sommes ainsi amenés 3 caractériser les propriétés des solutioms du
systéme précédent et du modéle de ré&férence implicite.
Nous utiliserons & cette fin un critére 'g[GZJ déduit de l'utilisation des

normes vectorielles que nous proposons d'abord de rappeler
P

X Remarque : La différence d'ordre de grandeur entre les quantités r/1l et
| St .

£f/J conduit & supposer la réalité des valeurs propres k] et Xz de la matrice

=2 (8), = a4, ()
| o . Des racines complexes conjuguées nécéssiteraimnt dans ce

cas un gain k(g) trés important.
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3.3) critére € [G2]

Soit un processus décrit par l'équation d'état d'ordre nin 64 )
. P. = o (C1)

t 6€;€: ts s®, €= Ego, + [
n

ze® est le vecteur état

g 14 représente les perturbations s'exergant sur les éléments de A(.)
”n nxn
Alt,xz,g) : f)‘a x? -~ est une matrice d coefficients non constants

5'41 existe une norme vectorielle q de A" dans&f_ telle que la
matrice pseudo-majorante M(t,x,g) = qu(A (tyxyg)) de la matrice du régime

libre vérifie les hypothéses suivantes :

H1) les éléments non constants de M(t,x,g) sont isolés dans une seule
ligne ou une seule colonne

H2) Je <0, (M(tyz,g) - € I;) est l'opposée d'une matrice quelque soit
(tyzyg) 6 Cx R" = @

H3) M(t,x,g) est irréductible sur la frontiére de € xly\nx&

alors le point d'équilibre (x = o) du systéme (C,1) est globalement exponen-—
tiellement stable et
* s les éléments non constants sont isolés dans une seule ligne
sott ule) G(R,i le vecteur vérifiant
M(t,x,g) « ule) = ¢ . ule) (c,2)
alors la fonction définie positive v(x)

v(x) = Max (qi(x)/ui(a))
t=1...k

g +
vérifie : D (v(z)) <¢ . viz) ¥ (,3)
* si les éléments non constants sont isolés dans une seule colonne,

définissant u(c) G&,ﬁ par :

Mt(t,x,g) cule) = e . u (e) (C,4)
alors la fonction définie positive v :
v(z) = uble) . q(z) (C,5)

satisfait D (v(z)) < e.v(z)

L'application de ce critdre au régime libre de 1'équation de l'erreur
32.4) nécessite le choix d'une norme vectorielle convenable ou de maniére
?
gquivalente, d'une représentation particuliére bien adaptée 3 une norme

vectorielle d'un type donné [B%,[M%]

+
# D note l'opérateur de dérivée 3 droite par rapport au temps.
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3.4. Représentation particulidre

Dans le cas oi g est constant, la stabilité asymptotique du modéle de
référence (32,3) est assurée par la condition gécessaire et suffisante :

M or Ay ® = -8

xl # AZ = az(g) =3, (34,1)

Je <0, R(A)) <5 Ry < e

La transformation de 1'Equation d'&tat (32,3)

par le changement de base

T =%, |8
¥ = (34,2)
b-q 1 J, W
améne : - -
Al 0 32
¥ (t)= G ca(8) 0 (34,3)
L | XZJ 0

Le choix d'une norme vectorielle q(x)
t
q (x) = (‘YT[v [YZ‘ )
implique une condition suffisante de stabilité asymptotique du régime libre

de (34,3) identique 3 la condition nécessaire et suffisante (34,1).

En ce sens, la tramsformation (34,2) définie plus haut optimise 1l'uti=

lisation du critére ¥ , du moins ponctuellement.

La stabilité du systéme nominal dans le cas précédent étant évidente,

nous allons aborder le probléme en posant l'hypothése de l'invariance de g.

4.1. Cas d'une charge variable aurour d'une valeur nominale constante
La charge nominale est constante et les paramétres al, % 82 varient
dans un voisinage de valeurs &l, &2 et 32
4.1.1, Etude de stabilité@ asymptotique

Considérons le régime autonome de l'équation d'erreur (32,4)

-b@ + ¢ @] s -F,@ + 6,6.8)

&(t) 1 0

x(t) (411,1)

-e

x(t) : CaR* ©oxT(r) = [:xl(t), xz(t)]
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- ~a () - a,(®)
Notons T un vecteur spectral de [ } ’ 2 & précisé par :
0

z e@? zta [Xl, xz]

R4k, = -0, (@

XIXZ = a2(§)

et posons :

1 - »-):
Y(t’) = { 2} x(t)

0o 1
Alors
X, =8 (g’:g) ;5 —|X, 8 (832) + 34 (gag) .
O B [r2 5, 222 Ly (8) (411,2)

! ; %,

L'application du critére E’au processus décrit sous cette forme

implique, lorsque les conditions suivantes sont réalisées :
de < 0 { i) XZ < g

1) Yg ey (e-%) (e=%)) + (e-1) §,(2,®)

- &y . 8,(8B) +8,(e )| > O (411,3)
que la fonction v(x(t))lel,?? est définie positive
v, (t
v(x(t)) = Max ( ——, |y, ()] (411,4)
g - Az

y(8) =[‘ ) 32] x(t)
] 1

et satisfait & 1'inégalité :
+
D (v(x(t))) < e. (v(x(£)))

Le point d'équilibre (x=0) du processus (411,1) est alors globalement

exponentiellement stable.

4,1,2. Etude de stabilité dynamique E{,ﬂ

Considérons la trajectoire nominale du systéme soumis 3 une entrée

bornée u_ . Elle est définie par :



&(o) = R(t) + Cug(e) (412, 1)

D'aprés les résultats précédents la fonction définie positive

v(x,t) (411,4) satisfait 3 la contrainte :

DT (V(R(D)) £ e.V(R(E)) + ¥(u, (D))/ (e = %) €412,2)

avec : Y(u (t)) = Maxe (62<§)-ur(t))
t €

En conséquence, pour une entrée ur(t) bornée, la trajectoire
nominale (412,1) reste bornée au cours de som évolution.
Les variations de Gl(g,g), dz(g,g) et 63(g,§) étant par hypothése bornées,
on peut définir :

’ + ~ -~ ™
o(tyu_(£)):C =R 5 o(t,u_(£)) = Max (X(t,u (1), £(1),8,8))/(-%,)
o T = T
T 6(t,+ =
g &P

avec :X(t.ur(t), }?(t) ,8,§)=53(g,§)‘ur(t)"(51(8:@)-§1<t>+52(gs§)-§2(t))
et () € R* ; o(ur) = Max @ (t,up(t))

t €€
g e

et par application du ré&sultat précédent i 1'équation d'erreur :

ey =|1 T2 (x(e) - 2N
0 1

R+ @@ (@) 5 Ry @ @)@ -s@)  [xO
&(t) = e (t)+

2

il vient la condition (411,3)
Je <0 1) Xz < €
i) Yg el i (e = R (=R) + 8, (8:8) - (e=7y)=[7,.8 (g, B)+

$,(g8, )| > 0
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Lorsque la condition précédente est vérifiée, la fonction définie.
ositive :
i e, (0)]

v(e®) = Max( Ty [y (D)

satisfait & la contrainte (412,3)

D7 v (e(t)) £ ev(e(r)) +o(t,u_(t)) (412,3)

Cette dernidre inégalité implique qu'en réponse i une entréeur(t)
bornée :
1) 1'écart (x(t)- X(t)) entre une trajectoire et la trajectoire nominale

reste bornée.

2) dans ce cas e(t) converge 3 l'intérieur d'un domaine d2£ini par :

v(e(t)) < L e ()
£

Le modéle &étudié et la forme de ce résultat permet une interprétation dans

le plan de phase,(dl,dz) v (voir figure 1.5)

d,(8) = x (&) = &(t) = &) - &(e)

dz(t) —'xzﬂt) - iz(t) =y (t) = &(L)

Le polygdne A B C D représente le contour du domaine v(e(t))= ¥y
A" B' C' D' et A" B" C" D" sont respectivement les domaines
Lim(|e (£,ur(£))]
{v (o) =z 20} et {vie(e) =2 |
€ r

<]

L'évolution du point représentatif de d(t) est limitée’ au

domaine :

{v(e(e) < Max (v(e(e)), 1o @ br @)}

et converge i l'int&rieur de A' B" C'" D",

Le résultat essentiel de cette &tude ainsi que son interprétation
dans l'espace d'état nous permet d'envisager le cas d'une variation en
P P g

escalier de la charge.

Dans ce cas, la modéle de référence est "linéaire par morceaux"”

en fonction du temps.
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N

-

~N
Y. (e=X2)

Figure 1.5.

4.,2. Charge nominale variant comme une fonctionm én escalier du temps :

Notons £; le terme général d'une suite croissante et non bornée 3
valeurs dans C(t:O est la borne inférieure de €)-
Las variations de la valeur nominale de la charge en fonction du temps
SN sont alors représentées par :
g Yiel
. {Vt e [ti, tiv1[[8() = §(D)
g(i) : application de N dans @.
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Dans le méme esprit que l'étude du cas précédent, nous allons tout d'abord
P

étudier le régime Libre de l'&quation d'erreur.

4.2.1. Etude de la stabilité asymptetique

L'équation qui caracté@rise l'@volution de l'E@cart entre le systéme
et son moddle de référence implicité (32,4) s'exprime en régime autonome
sous la forme :

?(al(é(i))+ 51(8,§(i))) 3 -(az(é(i))+62(g,§(i)))

%(t) = x(t) (421,1)
1 ; 0

3 .
Désignons par (i) :ell’ 1e vecteur spectral instantané de
—a (B(1)); = @y (§(i))
I B |

) =[x, 1,m]

1 - Xz(i)
Notons : y(t,i) = . . x(D)
0 1

Dans ce cas, les variations de y(t,i) sont régies par :
%, (D=8, (2,8(0))) 5 =[,(1)(8,(2,8(1))) +6,(g,8(D)]
D" (¥ (t,1))= | , % (1) y(t,i)
i 2 (421,2)
L'application du critére € 2 ce modile sur l'horizon t e[ti’tiﬂt

montre que @

lorsque sont vérifides les contraintes :

Je <0, Ja> 1, 3y, < 0
Yied, Vgef
1) Ap< Xz(i) < ar€
2) (&= RN + (g -R7,(0))8,(g,8(1)) (421,3)
=12, (1) (8 (g,8(1))) + 8,(g,8(10)| 2 0 ‘

alors quelquesoit i elf;la fonction définie positive
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PG
v(x(t),i) = Max (—————, [y,(t,1)])
g =X_.(1)
2
1= 2,(1)
y(e,i) = ¢« x(t)

0 1

posséde la propriété suivante :

Feele,e, L, DT v&@,i) < vx),D) (421,4)

A l'inverse du cas precedent, on ne peut en déduire immédiatement la
convergence asymptaetique des trajectoires du systéme (421 1) en raison du

caractére multiforme de la fonction v(x(t),1).

En effet, avec les hypothdses précédentes (421,4), l'évolution de la

valeur de v(x(t),i) peut s'opérer comme il est indiqué ci-dessous (voir figure

1.6)
&
vix(t),1)]
A | Ks
v(x(ti_’_l),i“'l) -
{423~ ti+l)
v(x(t1),1) ae e(ti+2 i+1
ol SO 'v(x(ti+l)’i+l)
V(X(ti'.,,l),i) ______ —~— — !
D L
Es E vl Eiv2
Figure 1.6,

Une condition suffisante de stabilité asymptotique globale peut
alors s'exprimer par :
In <o, ¥ied, Vix(e; ) e R

(421,5)
{ V(X(ti+]), i+1) ¢« en( ti) . v(x(ti),i)
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si le systéme (421,2) satisfait les hypothéses d'application du critére £
(421,3) quelquesoit i € A -

Compte tenu de la propriété (421,4)cette dernidre contrainte

est équivalente 3 :
VC e(ﬁ", {v(x,i) _$c:.e-'€(t]'-""I ~% )}é {V(x,iﬂ) < c-e-n(ti"'l—t'i)}.

Dand le plan de phase (xl,xz), cette contrainte est satisfaite si le

domaine MNPQ est inclus dans M'N'P'Q' (figure 1.2)

$ =

Ml

\M

CD' (e=Ay(i+1))
CD(e = A9(i))

Q
Q' i
t ]
j! c0 ot X2
b , >
§
:,
oD 2D Rt
; N
~CD (=24, (1)) e R
-CD'! (a-2.>\2(i+})) e = ==Xy

figure 1.7
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MNPQ: lieu des points tels que v(e(ti+1')ai) = ¢-D
M'N'P'Q':lieu des pointstels que v(e(ti+1),i+l)-= c-D!

D = ee(ti+l-ti)

avee pr= QN(Eiv17t)
Cette relation d'inclusion s'exprime sous la forme :
e <n<90
1 2(X2(i+1) - Xz(i))
. -t. e —— - 4 6
ti+] "E1 ? D) Lg (1 + G -72(1*'1)) (421,6)

Cette contrainte permet de gérer les changements de la charge

nominale pour obtenir des performances de stabilité asymptotique souhaitées.

Le lemme | résume les résultats de cette &tude

Remarque :
Si X2(1+1) < Xz(i), aucune contrainte n'apparait sur Cipp = t
Lemme |

Sott ty le terme général d'une suite croissante et non bornée & valeur
dans € = [t O,+°°[ et §(t) la valeur nominale de la charge définie par une

fonetion en escalier :
Yiel
Vee [t to.] ., g(t) =4
Soit le processus d'égquation :

“(ay(g) + 6,09:3,)) 5 ~(an(§;) + 5,5(9:8,))

[*]
x(t) = - x(t) (L1,1)
1 3 0
X1(7) et
Xo(7) désignant les valeurs propres de [?al(gij ; ‘“z(gi{}
1 N 0

Si les hypothéses suivantes sont vérifides :
i) 3e <0, Ja>1, Fhy <0, In € Je, 0f
Vied , Ygel
1) Ay < Tg(i) < e
2) (e~ ?l(i))(EJTz(i)) + (54X2(i)) 61(g,§1)

-rxg(z) §,(9:9,) + Sz(g,gi)l >0
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2K (i41)= X (1))
L g (1 & —2 A
n-e £ - x2(i+1)

17) ti+1-

;2

Alors la fonction définie positive v(x(t),z)

| @) () = Ry(2) zy(t)|

v(x(t),1) = Max ( O Ny s [xz(t)l)

satisfait aux conditions :

Vi el
Ve e[t g [ Du(z(t),i cew(a(t),i)

v(x(t., ), i+1) < eN(Eiwg ~ B3

i+ . v(x(tﬁ),i)

et le point d'équilibre (x=0) du systéme (L1,1) est globalement asymptoti-
quement stable.

4.2.2. Etude de stabilité dynamique (cf annexe 5)

Le comportement nominal du processus soumis 3 une entrée Ur(t) est

décrit par la relatiom :

6 (E1), = 9,@EN T +8,(8(1))7]

| o R(L)+ o ur(t) (422,1)

-]

()=

Un raisonnement semblable 3 celui mis en oeuvre dans le cas précédent,
montre que,
Az(g(i)) et Bz(g(i)) &tant par hypothé@se bormés, la trajectoire X(t) du
processus (422,1) soumis 3 une entrée bornéeur(t) est bornée au cours de son
8volution si le régime 1libre du systéme (422,1) satisfait les hypothéses
du lemme 1,

Dans ces conditions, on peut toujours définir :
Po_(0),1) 1 Cxdr®e

Lo (t)i) = Max|x(t,u ,R(t),8(i),8(1)) /& -, (i) (422,2)
o K € [i,itf....+ =[,g 66 28]
tefes ti+1[
Max ¢ ( u (€),1)
i€

ey () eRe: g (2)
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Le régime ~1libre de 1l'Bquation d'erreur (32,4) s'exprime sous la

forme :
d(t) = x(t) = %(t)

! =%, (1)

2(t,i) = f o (x(E)=R(L))

Vied, Vee[e,, to [

. TR - 8,8 3R, (1) .6 (8,B(15)+8,(8,8(1))
D" (e(t,i))= (e(t,1))
| ; %p(i)

X (t,u_,R(t),8(1),8(i))
+ - (422,3)

0

Si les hypothéses du lemme | sont satisfaites, l'&cart (x(£)=8(L))
reste borné-au cours de son é&volution et converge i l'intérieur d'un
domaine P précisé par :

. - o2 . |e1|
VL GJ/, e €R R v(d ,1i) = Max(m, ]ezl )

Vi ed,Di=a2 :{d e 2i &> e=g "'_'izgi):l- d ; v(d(t),i) jﬁiﬁ:(‘f'(ur(.)i))}
) D= UDi
el

4,2.3, Interprétation

Notons - <p* = 4 lim o ( (u_, i)
n ) r
=%, = Min ( %, (1)); X, € R-

2 ied

Le domaine $) peut 8tre représenté dans le plan (d],dz) figure 1.8
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$He-Ay)

.y

Figure 1.8.

—— oo

4.3 La euaarge nominale varie continuement en fonction du temps

Aprés avoir caractérisé le fonctionnement du dispositif en présence
de variations discontinues de ses param&tres, nous envisageons maintenant
des &wolutions continues. de ceux-ci.

{ 5us

4.3.1, Etude de stabilité asymptotique \Yie

Considérons, dans ce cas le régime autonome de 1'Equation d'erreur (32,4)

N '—al(é(t)) -8 | (8(t),2); *az(§<t))-52(‘g‘(t) »8)
R(t)m - x(t) (431, 1)
; 1 j 0
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ol al(g(t)) etaz(g(t)) sont des fonctions continues et bormées du temps t.
On note Xl(t), xz(t) 3 IXI(C) + Fz(t) ="dl(§(t))

% (0. ) =a,(F(6)

ee gy = | 1 TR
0 1

Supposant Xz(t) dérivable, il vient

R 0=8(E(0),8) 5 ~[1,(0) .8, (B(8),)+8,(3(0),8)]
y(e)= . y(e)
1 : xz(t)

b : —»ﬁz(t)
+ y(t)
0 : 0

?
L'application directe du critére £ 3 ce modéle n'étant pas possible,
il convient d'en mener l'étude selon les primcipaux points de la démonstra—

tiondg_ce dernierE?Z} :

soit ¢ eR

v, () '

On note : z2(t) : Rf-ﬂRf : zt(t) 4 [,1 s yz(tlj
e=%,(t) "

alors o

R (0)=8 (§(8),)+ ORI _ Ry(6) .8, (§(0),)+8, (8(8) @)
g(t)= T, ) (‘e'—'fz(t)) (e= 7, (E) 5 ()
(anz(t)) H Xz(t)

Considérons la norme de z précisée par :

a(@) = wax (|z,], |z,

Par un résultat connu des techniques d'agrégation par les normes
vectorielles i?i] , on peut montrer que si les conditions suivantes sont
vérifiées :

Je <0, Ja > 1, 3n, e<n<0,3§296{-

1) Ve e€, p, <2,(0) < ea (431,2)
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D Y¥ee®, (e -3 () -R,(£))+8 (B(8),8) (e -Ry (D)) —
Yg e®

[7,(£)8, (B(£),8) + 8,(8(t),8)| 2 O (431,3)

SRR I RN
3N 2 2 (431, 4)

(e =R, (t))

Alors la fonction définie positive v(x(t),t)
1 -{2(t)
y(t) = . X(t)
0 1
|y1(e)|
Max ( E:E;Tt) ’ |Y2(t)|)

ne>

v(x(t),t)

satisfait 3 1'inégalité
ptv(x(t),t) < n. v(xft),t)

Remarque :

Y Les conditions d'application du résultat précédent se décomposent en @

- une contrainte sur la dispersion des paramétres Sl(t,g) etéz(t,g)

(condition 2)
- une contrainte sur la dynamique d'&volution de la charge nominale(3)

Yedr Par intégration de la relation (431,4) on obtient un minorant du
temps de passage t. , = t; d'un état initial Xz(i) d un état final

Xz(i+l) lorsque la variation de XZ est continue.

€., -t, > —— Lg(l+ R DR () (431,5)

i+l "1 = (n-e) K, EFD

Comparant cette minorante 3 celle obtenue pour une variation brusque

. de la charge:
1 X2<i+1)-x2(i)

L. . -t.
2 ;:5L8<1+2 7,0 ) (421,6)

i+] "1 =
l)kz(i+1) < Xz(i), les deux majorations se résument 3 la condition triviale

{ti+1 2 ti}
2) ,(i*1) > R,y (0)
La minorante du temps de passage d'un point de fonctionnement initial 3

un point dé ferctionnement final est minimale dans le cas d'une variation en

escalier de la charge.
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En conséquence pour passer d'un point de fonctionnement caractérisé par

Xz(i) i un autre pour lequel la valeur du paramétre est X, (i+!) en temps
n(ei+1=ti)

. < . . .

i+ S © v(x(t;),t;)

la variation de charge doit d'opérer en &chelon (ce dermier résultat est simi-

minimal, eu &gard aux contraintes V(x(ti+l)’ t
laire i ceux relatifs 3 la commande en temps minimal des systémes linéaires).

4.3.2., Etude de stabilité dynamique

Dans les mémes conditions que dans les cas &tudiés dans les
volets précédents, on peut montrer que sous réserve des conditions de stabilité
asymptotique &tablies antérieurement, toute solution de 1'é@quation d'erreur :
A RGN RO B PHCOR NSO x(t,u_,%(8),8(t),8
d(e)= d(t)+
-1 : .0 0

est bornée si la quantité x(t,ur,i(t),g(t),g) est. uniformément bornée.

Dans ces conditions, pour une entrée Ur(t) bornée quelconque, on

peut définir :

(P(UI'.’ ] t) -
Ut = Max|xf{t,0,%(t),8(t),8)]
. t€
ge®
0(u.) eR+ 1 o(u) = Max (§(u_,t))

et l'écart d(t) possidde les propriétés suivantes :
- d(t) reste borné au cours de son &volution
- d(t) converge 3 l'intérieur d'un domaine précisé& par :
ldl(t)—Xz(t)dz(t)l

Ve 6f , v(d(t),t) = Max (— ENE sl ()

D-{eet’; s o) & {vn 5 Gy umpe,0l ]}

Conclusion

Le modéle étudié dans ce chapitre nous a permis d'introduire une méthode
d'étude des systémes pour lesquels les coefficients définissant la dynamique
sont variables. Nous avons ainsi pu définir des conditions admissibles de
fonctionnement pour l'adaptation en boucle ouverte envisagée.

Nous nous proposons maintenant d'étendre cette méthode 3 des processus

d'ordre quelcnnque.
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CHAPILITRE I1I




- 28 -

1 = Introduction

Le cas étudié dans le chapitre précédent montre que l'essentiel
de la méthode proposée réside dans l'utilisation du critére de stabilité

que nous avons rappelé (I.3.3.3).

Le but de ce chapitre est de déduire de ce dermier, des ocutils
simples et pratiques pour l'&tude de la stabilité dymamique des systémes

continus non linéaires.

A cette fin, nous proposons de décomposer notre exposé en.

cingq parties.

Dans la premiére sont définies des représentations de type
modal (E@Z]) d'une classe importante de systémes continus monovariables.
Ces modéles mathématiques, d'un caractére original permettent une mise en
forme des systémes envisagés bien adaptée 3 l'utilisation du critére de

stabilité que nous nous proposons d'utiliser.

Le seconde partie est consacrée i des rappels concernant 1'ap-
plication des techniques de majoration déduites de l'utilisation des normes

vectorielles dans 1'étude de la stabilité des systémes non linéaires

B BD-

Nous utilisons &galement la dé&finition de la notion de stabilité
dynamique Eda . Ce concept introduit une mesure de la dispersion des

trajectoires d'un systéme soumis & des perturbatioms.

Nous abordons dans cet esprit l'étude des systémes dymamiques
soumis 4 des variations de charge lorsque la relation entre celle-ci et

les paramétres définissant le processus est imparfaitement connue.
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Le troisidme volet de notre &tude envisage le cas od le
fonctionnement nominal du systdme &tudié peut-8tre défini par un modéle

linéaire stationnaire..

L'étude des propriétés de stabilité dynamique des systémes

linéaires non stationnaires fait l'objet de la quatriéme partie.

Enfin, nous envisageons le cas ol le comportement nominal
du processus étudié peut &tre défini par un systéme appartenant & la classe

précédente.
Dans chacune de ces &tudes est précisé le cas particulier das
systémes de référence présentant une seule valeur caractéristique d 1l'ordre

maximal [G3] )

Enfin, par souci de clarté, nous rappelons les résultats

obtenus dans ce chapitre sous forme de critéres pratiques.

2 - Représentation des systémes &tudiés

Dans ce chapitre, nous proposons l'étude des processus mono-
variables non-linéaires dont l'@volution peut @tre caractérisée par une
équation d'état appartenant 4 l'une des classes définies par les é&quatioms

(2.1) et (2.2) %

fo) :
x (t) = [—- a (t,x,g).v‘l: + H] x(t) + b(t,x,g) . u(t)
(2:1)

s(t) = v'l: x(t)
° B t t
% (t) & |- v a(t,x,g) + H x(t) + vy u(t)

. (2.2)
s(t) =Db (t,x,g) . x(t)

avec les notations suivantes :
- n€ V«définit l'ordre du systéme
te®: (e €R ;€= [c .+ =

u(t) et s(t) applications deQ?dansd{désignent respectivement l'entrée

et la sortie du processus.
Par hypothése u(t) € U ( ensemble d'applications continues par

morceaux et uniformément bornées).
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n
- x(t) °Cu0'(. est le vecteur &tat :
Ee®™"" . @.. =5
) ij i

* 1,3 prend la forme :

O3
\"
0

- v1656{ s v [: 0 .........Q]

- a(.) et b(. ) vecteurs fonctionnels uniformément bornés i image dans 0!,

qui définissent la relation-liant la dynamique des systémes“étudiés avec les
variations de structure.

e : .
- ga@c ! représente les perturbations s'exergant sur les vecteurs

a(.) et b(.)

Le critére que nous utilisons implique des représentationms

relatives aux systémes (2,1 ; 2,2) bien adaptées 3 sa mise en oeuvre.
Cette transformation est obtenue par un changement de base,
introduite 3 partir des mod&lés linaires stationnaires qui appartiennent

aux classes de processus envisagées

Dans cette hypothése, nous envisageons successivement les formes

canoniques relatives i l'observabilité et i la commandabilité.

2.1. Systémes lindaires décrits sous la forme canonique d'observabilité

Les systémes lindaires envisagés peuvent &tre caractéris@s par

une fonction de transfert :

s{p) _ =n(p)
u(p) d(p)

Dans cette définition p étant la variable symbol:.que de Laplace, d4.(p) et n (p)

(21,1

sont des polynSmes en p de degrés respectivement &égal & n et strictement

inférieur 3 n.

La mise en &équation de ce systdme sous la forme canonique d'cbser-

vabilité est alors :
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-]

X = (-a,v, +H)x+b .u

1

(21,2)
s = VT « X

La relation entre ces deux représentations s'exprime de maniére trds simple

par les équations de passage (21,3) {52] :

re €

d) =A%+ a" L, v )

a(A) = b% . v(}) ,
Wty = [}n'l...An'i,....l]

t

(21,3)

2.1.1. Définition de la représentation &quivalente

n
r ¢ € &tant un vecteur de paramétres, le choix particulier d'une
matrice triangulaire inférieure de changement de base'P_l(r) permet la

description du systéme original (21,!) sous la forme (cf annexe 1) :

y(&) = P ' (x) . x(t)

y(e) = [-p() . v[ + I(@] y(&) + b () . u(e) (211,1)
s(t) = vl”; y(t)
avec r € ¢ .rt =" El, Ags weevnainn. AYJ
e €e" ; = B d(x i ‘
p() ) =& a0 4 B — 2 (211,2)
e#k k e
B e BT, =Ly v O § I )
eFk kk - A
e
RS b
Xz\\\ <::>
\\\\\\
J(r) = diag(r) + H = <::> NI (211,3)
A
b 1

Remarques :
- lorsque certaines composantes de r sont identiques, ces quantités
sont définies par passage i la limite.

- afin d'unifier les notations, on emploie la convention usuelle

e
e

n

i

=n
4ol

(Al

- ke) = |
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Les matrices de changement de basept-l(r) et P(r) sont précisées par :

-1 nxn -1 _ 1 -y T 1
P@el T 5 @ @)y 5Tk A L T (211,4)
e#k ze
ici (). .=0
N CICODI
P(rlgt 1 =17 (P(r))l i =1 (211,5)
" ,
i P(r)). . = (-1 q, . .
23 (®( ))1,3 (=0 i3, n=
ufi_:j =i : fonction symétrique des racines du polynome en x d'ordre n - j
N
_3 Cay =R ity n-i

Exeggle' :

Considérons un processus de fonction de transfert :

2
s(p) _ 21 P *byP iy
e(p) 3. 42, !
P +a,1p +a2p+a,3

(211,6)

la représentation dans l'espace d'état sous la forme canonique d'observabilité

est alors :
- a, l 0 b1
% = - a, .O 1 . X + b2 . u (211,7)
- a, 0] 0 b3
s = [1, o, 0]. X
. 3 t :
Soit re‘e Tr =[ )‘1’ )\2, k3] posons @
1 0
() = g * Ay 0 (211,8)
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i1 vient :
1 0 0]

P(r) = -(Az + A3) 1 0 (211,9)
Xz ..A3 -)\3

Le changement de base ainsi défini transforme 1'équation de départ (211,7)

en :
y = P_1 (r) . x
-, (X) + ) 1 0 l-b'l (r)" .
§ = "Pz(r) )\2 1 y + ! bé (r) W (211,10)
=P, (¥) 0 Ay Lbé (r)J
5 = [i, 0,0 1. vy :
avec
_ 3 2
P3(r) = d(Az) = A3+ ajds + 2, + ag
p,(r) = d(XB) _ d(kz) = (xz +A A, A 2) +a, (A, + A,) + a
27 Aq -kz 3 7372 2 1 73 2 2
py(r) =3 l~x [d(}(\i) : i(;&) B d(lg) :xdu?’)} Ay # Ay A9 + 2y
2 ] 2 3 1 3
(211,.11)
b'(r) =n(d) =b, AZ+b, A, +b
3 3 1 3 2 73 3
‘ n(l3) -n (kz)
bz(r) = % = b1< X3 + kz) + b2
3 2
L) - - ()
1 X%, = ) RS 1
En particulier, le choix de T (T& '63 3 2t =[X1, Xz ,X3] :
{i = 1,2,3; d(Xi) = O})comme paramétre du changement de base permet la
représentation du systéme original sous la forme remarquable :
y(£) = 2TN(®) . x(t)
i, 10 by (D)
jy={ 0 X, I y(t) + by (B) |ult) (211,12)
0 0 7, b3 (%)
s(t) =y, (1)
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‘Cette dernidre &quation nous améne naturellement i &tablir un paralléle

entre cette description du systéme original et la forme modale classique

o

Il y a en effet identité des deux représentations lorsque le spectre

de la matrice de régime libre (-a.vt

" + H) est réduit 3 une valeur propre

multiple ( & un point tripld,

On peut néammoins remarquer que, par opposition au modéle obtenu par
1'utilisation du changement de base transformant la matrice (—a.v? + H)
en sa réduite de Jordan, le systéme différentiel (211,12) est structurel-
lement invariant [G,A] par rapport 3 la configuration du spectre de la

matrice de régime libre de ce systéme.

Ce dernier résultat, &tabli de manidre naturelle 3 l'ordre 3 é&tant
donnée la simplicit@ des notations, peut aisément Etre &tendu 3 n'importe
quel ardre.

Nous proposons donc son enoncé sous la forme des deux propriétés suivantes :

— Propriété n° |

-1 - . . . e s .
P(r) et P (r) étant des matrices triangulaires inférieures, la matrice
du régime libre de 1'équation transformée 3 la forme spéciale :
t - - n ~
[3¢r) - p(x) . v ]. Par cons&quent pour un paramétre r € € domné, un
changement dans le vecteur a n'affecte que les &léments de la l&re colonne

de la matrice obtenue.

- Propriété n°2

En désignant vecteur spectral d'ume matrice carrée un vecteur dont Les
composantes sont les valeurs propres de cette matrice, le choix d'un vecteur
- [ < PR
spectral t de (-a.v1 + H) comme paramétre du changement de base conduit a

représenter le systdme sous une forme originale indépendatite de T par :

y(&) = P (®) . x(t)

X] 1 . <::> b; (%)
$ (v) RN y(t) + u(t) (211,13)
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Le schéma bloc déduit de cette mise en équation dans l'espace
d'état est proposé (figure 2,1). Le systéme est ainsi mod&lisé par une
chaine de cellules du premier ordre, chacune réagissant en fonction de

l'entrée etde la cellule précédente.

b'y(

)

] v _ T3

b'i‘*'l(‘fT L'i(f) b'l(?)
Vi (£) :
v (®) o y; (0), y,(6)
THe S—TH 40—
+4 *+ :
! Xn R . X

Figure 2.1.

Dans ce diagramme, les intégrateurs sont des opérateurs de 14 dans £ . On
peut néammoins en déduire de maniére aisée une représentation ne comportan
que des intégrateurs opérant sur a‘en regroupant par paires les cellules

comportant des Xi complexes conjugués (cf annexe 2).

A partir de la forme canonique ainsi définie, nous proposons une &u

simple des propriétés des systémes linéaires décrits sous la forme initial

2.1.2. Etude de stabilité

Le schéma~bloc (figure2,])fait apparaitre le processus comme une

chaine de sous-systémes du ler ordre.

Le systéme est donc asymptotiquement stable si et seulement si chaq

sous-systéme est asymptotiquement stable.
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zLe systéme est globalement
exponentiellement stable ; — 2 Je <o, Vi = 1,..n, Oi(xi) < 52

2.1.3. Etude de commandabilité

Il apparait de manidre immédiate sur la figure2l que toutes les
composantes du vecteur &tat sont commandables si on ne peut trouver une
racine Xn du polyndme d(.) qui annule la composante bé () du vecteur

de commande.
Cette condition est identique 3 celle &tablie par Kalman Eg ,IJ

2.1.4. Etude d'observabilité

L'équation d'état ( 211,7) est toujours observabie.

Cette propriété est déduite par dualité de la propriété de commagdabi-

1ité du sustéme déduit de la forme canonique de commandabilité (22)

La représentation définie dans cette partie nous permet une interpré-
tation simple et globale des propriétés des systémes linéaires décrits sous

la forme canonique d'observabilité.
Nous proposons maintenant la poursuite dlune démarche en tout point

aralldle dans l'@tude de leur représentation d'état sous forme canonique de
P P q

commandabilité.

2.2. Systémes linéairesdécrits sous la forme canonique de commandabilité

La mise en &quation sous forme canonique de commandabilité des systémes
linéaires &tudiés est :

t
a + Ht) X+ v

% (-V1 . p e v
. (22, 1)
s =b , x

Cette représentation est la forme duale [?,5] du mod&le &tudié dans
la partie précédente (21,1) ; en conséquence, en transposant l'étude menée

antérieurement nous nous. limiterons 3 1'énoncé des resultats obtenus.
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- Représentation équivalente

Par changement de base, l'Equation d'état initiale (22,1) se transforme

en .
y(t) = P°(x) . x(t)
$) =[-v‘; L p() *+ 35(x) J y(6) + v, . u(e) (22,2)
s(t) = (' ENE . y(e)

N
re € est un vecteur de paramétres.

Exemgle;

Envisageons de nouveau le systéme de fonction de transfert :

2
blp + b2p + b

s(p) - 2 (22,3)
u(p) 3, . p2 + By # B
P 1 2 3
On déduit :
-a, -az -a3 1
% = 1 0 X + 0 u (22,4)
0 1 0

[51’ bys b3] *

3
Le changement de base défini par re& € (¢© =[xl, i x3]) (211,8 3 211,9)

s

conduit 3 :

y = Pt(r) « X
(A, = p(D) p, (1) p4(1) 1

§ = 1 i }2 0 y + 0 u (22.,5)
Lo ] A3 0

s = 6@, By, By | .y

Le choix de T, vecteur spectral de (—vl.at+Ht) comme paramétre du
changement de base conduit & la forme remarquable :
y(t) = B5(®) . x(t)

Xl 0 0 |
g(e)=| 1 XZ 0 |y(t) + o u(t) (22,6)
o
0 1 X3

s@) =[b1®, by®, b3 ] . ¥
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Ce résultat se généralise d un ordre quelconque.
La forme particuliére des équations d'&tat (22,5) et (22,6) nous
améne i reformuler dans le cas présent les deux propriété&s remarquables

du changement de base.

- Propriété n°l

t -1 1 , . \ S
P (r) et(P "(r)) éEtant des matrices triangulaires supérieurass; le
paramétre r étant constant,ud changement dans le wecteur a n'affecte que les

éléments de la lere ligne de la matrice du régime libre de 1l'é@quation (22,2).

~ Propriété n°2

T étant un vecteur spectral de (-vl . at + Ht), le choix de T comme

aramétre du changemment de base transforme l'équation d'état initiale (22,1)
P 3 q

sous la forme duale de la représentation définie dans le cas précé&demt(211,13)

v(t) = PS(B) . x(t)

A | I
Ca O :
§(e) = \\ “\ y(t) + ! u(t) (22,7)
O\ \\ :
1 Xn 0

s(t) =B @) y(o

Cette derniére Equation peut &tre représentée par le schéma-bloc figure(2.2)

b' () b (®) b (D) b' (%)

1 i+l n

Figure 2.2,
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- De méme que dans la partie précédente, la réalisation du schéma de la
figure 2.2 avec des intégrateurs opérant sur(R s'obtient en transposant
les résultats de 1'anmexe 2.

- la figure 2.2nous permet de conclure simplement quant aux propriétés des

systémes linéaires décrits sous le forme canonique de commandabilité

2.2.1. Etude de la stabilité

Le schéma-bloc (figure 2.2.) fait apparaitre le systéme comme

~ I .
une chaine de sous-systémes du premier ordre.

Le systéme est asymptotiquement stable si et seulement si chaque

sous systéme est asymptotiquement stable.

Le systéme est globalement

<> {Je<o, . = 1,..m, R(R) s e}

exponentiellement stable

2.2.2. Propriété d'observabilité

I1 apparait de maniére évidente sur la figure 2.2. que les composantes

yn_k(c) jusqu'a yn(t) ne sont pas observables si la relation :

b' f =l.0.l'll'..=b' f‘=0
(®) L ®
est vérifiée. Cette derniére égalité revient 3 exprimer que le numérateur
et le dénominateur de la fonction de transfert envisagée ont k+l zéros
communs : n(X ) = ....... = n(X =

() () =0
Cette derniére égalité nous permet de retrouver la condition usuelle

[?,1] relative aux pdOles et aux zéros.

2.2.3, Propriété de commandabilité

En considérant la figure 2.2. il apparait immédiatement que le systime est

toujours commandable.
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Conclusion

La représentation définie dans ce chapitre nous a conduit 3 préciser
une forme modale des systémes monovariables linéaires qui permet d'établir

et d'interpréter de manidre simple certaines de leurs propriétZs usuelles.
Dans la transformation proposée, seules la premiére ligne ou la
premidre colonne de la matrice du régime libre sont affectées par une

variation des paramétres caractéristiques de la dynamique du systéme.

Ce résultat nous permet dans le méme esprit d'aborder 1l'&tude des

sgstémes non linéaires (2,1 ; 2,2).

3. Représentation et étude d'une classe de systi@mes non linéaires

Le précédent volet de l1'@tude nous a permis de préciser une transfor-
mation originale des modéles mathématiques des systémes monovariables
linéaires stationnaires. Cette transformation s'applique aisément aux

systémes non linéaires,

Ainsi un changement de base défini par une matrice P-I(r) a

coefficients constants (211,4 ;3 211,5) améne :

& (t) = (-a(t,x,8) . vi + W) . x(£) + b(t,x,8) . u(e)

s(t) = v5 . x(6) 2,0

sous la forme :

v(t) = B (r) . x(t)

$(8) = [-p(x, (6,x,8)) . v5 + J(@]-y(e) + b'(r,(£,%,8)) . u(®) 2D

t
s(t) = v - y(t)
de méme l'équation :

(e) = (=v, . a‘(,x,@) + B . x(£) + v . u(o)

‘ (2,2)

s(t) = bt(t,x,g) . x(t)

devient :
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y(£) = P(r) . x(t)
y(t) = [‘V1 .pt(r,(t,x,g)) +-Jt(rl]. y(t)~+ﬂv1 . u(t) (3.2)
s(t) = b'%(r, (£sx58Y) . yCE)

Les vecteurs fonctionnels p (x(t,x,g))et b'(r(t,x,g))
sont définis comme précédemment (211,2)
Notons n(A,(t,x,g)) et dii,(t,x,g)) (A& € ) des polyndmes dont les

coefficients, fonctions de (t,x,g) sont précisés par :

{ a(X, (t,%,g)) = vo(A) . b(t,x,g)

dr, (t,x5,8)) = A%+ vE) . alt,x,g) (3.3
alors :
t -
T =Dlgo-.|.oeco.-.kn]
(s (£r5,8)))« = L. d(A ,(t,%:8)) - 1 ‘ (3,4)
p(r,(t,x,g s = L. s(EsXy g . . bwassws >
1 k=1 k g;ix(_ }\k ke
n n |
(' (rft,x,2)N.:= Z_. n(X ,(t,x,g)) . 1.
’ 7 ki S,

3.1)Remarque relative aux notions de commandabilité et d'observabilité appliquées

aux systémes non—-linéaires

A partir des représentations des systémes non linéaires que nous
avons introduites, on peut étre tenté de mener leur &tude dans le méMme

esprit que dans le cas linéaire stationnaire.

Toutefois, on ne peut affirmer que les processus décrits par
1'dquation (2,1) (respectivement(2,2)) sont non commandables (respectivement
non observables) qu'd la condition que, quelque soit (t,x,g) & (€= ahxf)

a(\(t,x,g)) et d(A,(t,x,g)) aient des racines communes.

En conséquence, l'extension de l'application des concepts d'observa-
bilité et de commandabilité aux systémes dont le modé&le est non linéaire

est diffici lement envisageable directement [Ll ],

Le mode de représentation des systémes non linéaires auquel est
associd la forme canonique d'observabilitd dans le cas linéaire est donc

noté C, le second (2,2) étant désigné par la forme L.
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L'analyse de la classe des systémes non linéaires que nous é&tudions
est abordée par les techniques d'agrégation déduites de l'utilisation des
normes vectorielles [?1] [Gl] ainsi qu'3 partir du concept de stabilité
dynamique [M 1]

3.2. Techniques d?agrégation, les normes vectorielles

La stabilité des systémes non linéaires est souvent abordée par
la seconde méthode de Lyapunov: Celle ci conduit généralement 3 reporter

cette &tude sur celle d'un systéme de comparaison du 1° ordre.

D'un point de vue distinct, la définition de modéles de comparaison

d'ordre supérieur élargit la classe des processus concernés.

L'utilisation des normes vectorielles permet d'associer systéma-

tiquement & un processus décrit par :

% = A(t,x,g)x (32, 1)
x(t) : aeu‘e"
A(tax’g) : e"en‘P ~A

un systdme de comparaison d‘ordre inférieur ou &gal [?,67

.C"m

En effet l'utilisation d'une norme vectorielle [k 1] g, de taille
k (q(x) :€ -'a'l') nous permet de déduire de l'dquation précédente l'inégalité
+.
D . (q(x)) < qu (A(t,%,8)) . q(x) (32,2)

* (.) dé&finit l'opérateur dérivée 3 droite par rapport au temps.

od .D

La matrice pseudo-majorante Mq (A(t,x,g)) est une application i image dans

G{k‘k construite 3 partir de la norme q et de A(t,X,g) ESI] [9 l]

Celle ci étant choisie de sorte que ses éléments hors diagonaux
soient non négatifs, le systéme :

2 (t) = (A(t Xy8)) . z(t)
z(to) = q(X (to))

(32,3)

est de comparaison d'ordre k du processus initial d'aprés 1l'inégalité:

Vee® , qx(t)) < z(t) .
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Les propriétés de la matrice pseudo-majorante qu(A(t,x,,g)) permettent
ainsi de conclure relativement 3 la stabilité du systéme initial.

L'utilisation dans cette optique du Lemme est 3 la base de la démons-

tration du critére.
LEME £ [6,2]

2
5'i1l existe une norme vectorielle q, application de ‘€" dans (R .,
telle que la matrice pseudo-majorante M(t,z,g) = Mqq(A(t,z,g)) vérifie
les hypothéses suitvantes :

H1) Les éléments non constants sont isolés dans une seule ligne

H2) Jc € J-«; 0[, ((M(tyz,g)) ~ ¢ I) est 1l'opposée d'une M~
matrice sur € xE"xf
(1'hypothése H2 peut s'exprimer de maniére équivalente par les
conditions de Kotelyanskit : [(-?, 4]
ky k¥+1lyiooom
M(

k. k+1 n) étant un mineur principal d'ordre n-k+1 de
3 v e

(M(tyxyg) = € I) 3

kil (K ktle...n
Je < 0,(~1) . M(k, k+1.....n>> o

H3) M(t,z,g) est irréductible sur la frontiére de (Cz€zf).
Alors :
1°) € est un majorant de la partie réelle du spectre de M(t,xz, g
2°) U(e) étant défini comme le vecteur propre de M(t,x,g) assosié
de considéré comme valeur propre limite,
U(e) est de direction fixe et ses composantes sunt strictement positives
(si cette propriété est établie par ailleurs, l'hypothése H3 est inutile).
3°) La matrice M'(t,x,d) définie par :
M'(t,z,g) = (Diag(u(e))) ™ M(t,z,g) . Diag(u(c)) o (32,4)
“’7,‘ j( yXyg)

vérifie :
Vizl"""""‘n’ ng u,ij (tyx,g) < € (32,5)
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3.3. Adaptation de la méthode

Une mise en oeuvre de la méthode de majoration précédente requiert
le choix d'une norme vectorielle particuliére 3 la classe des systémes
é8tudiés. Dans cet esprit, nous sommes amenés i adopter une norme vectorielle
de taille n afin de définir un syst@me majorant d'ordre égal 3 celui du

processus &tudié.

Considérons la norme vectorielle q précisée par :

A =yl : €N AREs Iyl = Iyl = Gy §i)l/2 (33, 1)

Relativement 3 celle-ci, la pseudo—-majorante Mqq(A(t,x,g)) d'une

. n nn
matrice fonctionnelle A(t,x,g) :fxax f—-v‘c est. déduite de maniére simple

d partir de cette dermiére E,B};fB,ll

A(t,x,8) = 3aij (t,x,g)%
Mqq(A(t,x,8)) = % Hij (taxag)g (33’2)

YI,.j = l,..0000em, 1 #J u‘lj (tyx’g) lal] (t,x,g)‘
Yi=l,000eee..n, uii (t,x,g) =®R(a;j;(t,%,8))

Cette définition nous permet d'exprimer les matrices pseudo-
majorantes des matrices de régime libre des systdmes &tudié&s aprés changement

de base (3,1 ; 3,2) par Mt(r,(t,x,g)) et M(x,(t,x,8)).

avec (RO - R (x, (£,%,8))) ;ipz(r(-))[...............lpn(r,(.))T
LS. ;‘R(Az)
~ ~
~ ~
~ ~
~ ~
M(r(t,x,8)) = -~ N o (33,3)
~ ~
~ ~
~ ~N
~ .\X )
- t s RO N
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Remargues 2

M(r(,%x,g)) est la matrice pseudo-majorante de (-vy.at(t,x,g) + HE)

. - L
relativement 3 la norme vectorielle q'(x(t),r) = IP (r).x(t)[.

Les conditions d'application du 1emme:§ cette matrice sont dans ce
cas réduites 3 la vérification des inégalités de Kotelyanskii.

Dans le cas particulier des systémes linéaires stationnaires, le
choix du vecteur spectral T comme paramétre du changement de Wase raméne

celles-ci aux conditions linéaires de stabilité :
{3e<oYi=1,...n , R{xp < e {33,4)
En ce sens, l'utilisaftion conjointe du mode de représentation et de
la norme vectorielle choisie minimise les contraintes imposées par l'utilisation

du critére, du moins pour certains éléments de la classe de systémes envisagés.

3.4, Systémes non—linéaires centrés sur un systéme linéaire 3 coefficients

constants

L'application du critéretaux systémes lin€aires stationnaires repré-
sentés sur une base appropriée n'entraine aucune restriction dams l'expression
des conditions de stabilité.

Nous proposons ainsi de montrer la validité de la conjecture linéaire
dans le cas ol les paramétres de. structure des processus non linéaires évoluen

3 l'interieur de domaines centrés sur des valeurs fixes.

3.4, DEtude des systdmes décrits sous la forme C

Les paramétres de structure a(t,x,g) du systéme :

gfut) (-a(t,x,g) . vf + H}x(t) + b(t,x,g) . u(t)
s(t) = x,(t) (2,1

varient dans un voisinage d'une valeur constante 3. Cette valeur nominale des
paramétres de la matrice du régime libre nous permet de définir une matrice de
changement de base P-l(f),(f étant un vecteur spectral de (-§.v§ + H) .

Notons que, dans ce cas,T peut 8tre considéré comme un point de centrage du

spectre de (-a(t,x,g) . VT + HY .
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. Etude de stabilité

L'application du critére € 2 1'stude de la stabilité du point
d'équilibre (~x=o) de : '
$o) =[oeE, (e v+ 3® ] v SV
se raméne 3 la vérification de l'existence de € < 0 tel que (M(f(t,x,g)) =e I)
vérifie les inégalités de Kotelyanskii.

Etant donn& la forme particulidre de M(¥,(t,x,g)) (32,3), celles ci
se réduisent aux conditioms :
dJe<0
Yk =2,....n ; &(Xk) < € .
Y (£,x,8) €€ «R"x® , ii;tl (e =R(%p)) +®ip (2, (e, x,0)NW . L, (e-R®p))

n=-1| .
1 A n X _
- Ly @ x| B (e ~RAD) ~lp (Fy (eaxe)) | 20 G4LD)
2t _ [ .
avec T~ = [Xl, XZ,........ XI_J
V. =1 L o (B (E,x,8)) = L. d(R,,(t,%,8)) B mmme—
i - ,....n 3’ pi 1', ,X,g = k=i k,, ,X,g e=i E—.Te—
e#k

d(A, (t,x,2)) = )\n + at (t,%x,8) . v(A).

Dans ce cas, le critére € se ramdne 3 la mise en oceuvre du lemme

L1 a application simple.

LEMME &/ 1
St le vecteur a(t,z,g) : Tz R” z P R" définissant les parame-
tres de structure du processus
8(t) = (-a(t,z,g) « 05 + H) @ (t) (L1,1)
évolue dans un domaine centré sur un vecteur constant &,
t

# étant un vecteur spectral de (-&.vl + H), st alt,xz,g) et & satisfont les
contraintes suitvantes :
Je<o, WYk =20, R7Y <«

n
27) V(t,x,g) ¢ xRzl , L

Lt =8(%.)) = T2 |BR(B, (6a2ag)) | 0l (e= (Ro))= |p. (7, (t,2,9))| > O
izg lF Z kha IFRIZ; (T, 259 co=Rpq(E : P, 1 (L& g 4

(e =R(X.J)) + Rip (#,(t,2,9)))
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Alors, le point d'équilibre (x = 0) du systéme (L1,1) est globalement exponen=

tiellement stable et la fonction définie positive

n=1 n
v(x(t)) = \yn(t)l + ‘:1 lyq_.(t)l b ‘Ez (e = (%))
1= =1

y(t) = P L(8) . z(t)
vérifie :

Drv(z)) < e . v(z)

Etude de stabilité dynamique ﬂg]}

Le lemme précédemment &tabli permet de caractériser 1l'évolution en

régime libre d'un processus de la classe envisagée.

Nous proposons maintenant de préciser les propriétés de stabilité

dynamique de ces systémes soumis 4 une commande u(t).

Dans ce cas, les trajectoires nominales X(t) du processus sont précisées

par un modéle linéaire :

Q

{ %(t) = (-3.ve

]

[ * H) . %(t) + 6 . u(r)
i(to) =0 & 3 (341:3>
Les trajectoires du systéme &tant solutions de
{ £(0) = (-a(t,x,g) v + Bx(t) + b(t,x,8) . u(t)
x(to) =X ey

L'écart entre les trajectoires est alors
d(t) = x(t) - &(v) (341,4)
et son évolution est caractérisée par :
e(t) = P H(®) . d(t)
U §6ty = [=p(E, (D) vl + ID] . e() + p(E,(5,%,8) - § () +

[b' (2, (t,x,8)) = b"(B)] ult) (341,5)

Pour une entrée u(t) donnée, X(t) est parfaitement connu .
Dans un cadre plus général, si le modéle qui définit la trajectoire
nominale est asymptotiquement stable en régime autonome, pour une entrée u(t)€lY

quelconque, X(t) reste bormé au cours de son é&volution.
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La trajectoire nominale &tant décrite par :
(e = B (@) . &R(D)
§(e) =o€ b
y(r) = J(F) . F(&) + b'(¥) . u(r)

u(t) étant born@ par hypothése, on peut définir h eo\i s, h = Max !b'(f) .u(e)]

u(t) e W
te®

On en déduit l'inégalité majorante :

ot (F)) < J(RE) . |F)] +h

§i la condition suivante :

Ja>1,3c < 0, Yi= 1,...n,a(7\"i) <e .a
est vérifié alors JY'( R(%)) satisfait les hypothéses du Lemme <

et la fonction définie positive :

v(Fe) = uie) . 5]

satisfait 3 1'inégalité :

DY (v(F(E))) < e. v(F(E)) + ut(e) . R

ce qui démontre la propriété.

Dans ces conditioms, a(t.,x,g)} et b(t,x,g) étant par hypothése

uniformément bcrmés par rapport a(t,x,g) € ( € «<R"s ®),pour toute entrde u(t)el

botnée, on peut alors définir les vecteurs h(u,t),h(u), et h

B(u, )i U xPall® @ B(u,t) = Max ([p(F, (7yx,8)) % () + B' (E(r,x,8) . ulm]|

x € j*
g epr
X, ey
T € [c, +,°°[
n(u) + Us@® : h(u) = Max (h(u,t))
te€
B = Max (h(u))

B eR? :

uell

On abtient ainsi 1'inégalité majorante caractérisant l'évolution de e(t)

D" (Je(e)]) < M5 (%, (t,x,8)) . le(t)] + n(y,b)
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Comme précédemment, si M(F(t,x,g))vérifie les conditions d'application
du Lemme &1, la fonction d&finie positive :
v(e(t)) = ut(e) . le(t) |
satisfait 3 1'inégalité :
D (v(e(t))) < e.v(e(t)) + u(e).h(y,t)

Cette dernidre contrainte montre que l'écart e(t)"
. reste borné au cours de son &volution et converge vers l'intérieur

d'un domaine précisé par :

v(e(t)) s Tufe) . Lim (h(u,8))  (341,6)
tr

Nous proposons de résumer ces résultats dams le critére Cl
Critére L'l
Soit le procegssus monovariable défini par l'équation d’état (C1,1)

o
T = (=altyx,g) . v:’ + Hx + b(tyxz,g) . u(t)
' (C1,1)

s(t) = vf . z(t)

S'11l existe une valeur nominale constante & de a(t,z,g), telle que,
#(#%= [_1.?1,..,......Xn]) étant un vecteur spectral de (—éz“.v? +H),4 et al(t,z,g)
satisfont a4 :
Je <0
Yk=1,0000eaun (R.(Xk) <n£ .
Y (t,z,9) 6 (TR =), L, (s -R(R;)) +Rip, (2, (t,2,9)) Ly (e-R(X)).
n=1

n N
- k52 |, (7 (tyzyg)) | cp=laq (e -@L(xi)) ~ ip, (% (tyxsgd)| > 0

alors :

- la dispersion des trajectoires du systéme (C1,1) soumis & une commande
u(t) bormée est bormée et converge vers L'intérieur d'un.domaine précisé par :
vie) g %(ut(e) . lim (R(ust)))

T+

e(t)=P L(8) (z(t) - &(t))

n
w(e) =L, 0 €= RO ureneeininennens e =®(%)); 1]
Rlust) : U x Tr R :h(u,t)-‘—'Max{p(f?,(r,x,g)).:f,’l(r)+b'(2"’,(r,x, ))
- ult)
6 [t, + o[

(x,g,xo) § R"xPx S
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- Remarques sur le résultat proposé :

X La dispersion des trajectoires est d'autant plus petite que l'ampli-
tude des variations de a(t,x,g) autour de a(t,X,g) et de b (t,x,g) autour de
b(t,%,g) est petite.

X D'aprés (341,6) plus les valeurs propres de la matrice de régime
libre (-a,(t,x,g).vtl: +H) ((t,x,8) € (Cx®x®)) se situent 3 gauche de 1'axe
imaginaire, plus la majorationdéterminée par la méthode et relative 3 la dispersion

des trajectoires est petite.

3.4.2Etude des systémes décrits sous la forme L

De fagon analogue, nous proposons de caractériser l'écart entre les

trajectoires d'un processus d'équation :

£(8) = (v .a"(t,x,8) + BOx(E) + v .u(t) (342, 1)
et une trajectoire nominale solution d'un modéle linéaire :
£(t) = (-v,,3°% + BD)x() + v .u(e) (342,2)

x(t ) =0 € ¥

Les démonstrations des propriétés &tabliass dans cette section &tant
similaires 3. celles déweloppées dans le volet précédent, nous nous limiteromns &

1'8noncé des résultats.

Dans cet esprit, la mise en oceuvre du lemme L2 permet d'établir la

stabilité du régime libre des systémes envisagés.
Lemme L2

5S¢ le vecteur a(t,x,g)
définissant les paramétres de structure du processus :
2(8) = (v .a®(t,z,9) + g°).x(t) (12,1)
Svolue dans un domaine centrd sur un vecteur constant & ; # ¢ €", (ft:[xl, Roees X

étant un vecteur spectral de (-vz.c‘z'tﬂ'z’t)), st les contraintes suivantes sont

- satisfaites :
Je<02)Yk=2, . eeesun, ﬁ(xk) < e
. n
10) ¥ (t,m,g) 6 €xR P , T (c=&(%,))+8(p (%, (5,5,9))) Ryle- RR)) -
1=1 ’
" g (5, (tazag)) | T (e=R(X)) - |p, (% (t2,9))| > o

k=2 i=k+1



_sl—

alors la fonetion définie positive

v(x(t)) = Maz { |y (¢)| , Mz (ly,ee0] 7 & (e=Rx)} )
22T i v ani=1 k=1+1
y(t) = Pt(f) . 2(t)
satisfarlt & Ll'inégalité :
D (v(x(t))) < €. v(z(t))
et le point d'équilibre (x = 0) du systéme (L2,1) est globalement exponentielle-
ment stable.

- Etude de la stabilité dynamique

L'écart entre les trajectoires du systéme soumis 3 des perturbations et
la trajectoire nominale est précisé par :
d(t) = x(t) - x(t)

tin changement de base (211,4)de paramétres T, vecteur spectral de (-v‘.§t+Ht)
permet de représenter son évolution par :

e(t) = P5(®) . d(v)

8(t) = (=v,-p"(F,(t,x,8)) + IT(D) e(t)

+ (v p"(E, (£,%,8)) .« R(D))

(342,3)

Comme dans le cas précédent si le systdme lindaire (342,2) définissant

la trajectoire nominale est asymptotiquementstable, on peur définir les quantités

g(u, ), €(u), @
‘f(u,t) : U x€ -1@1-; (f(u,t) = Max(!pt('f,(f,x,g) . (1) l)
x & G{n
g € iy
X ey
v e [t, + =l
$(w) : UK+ ;@) = Max (§(u, 1))
t €€
Fe R+ ; -‘f = Max (@(u))
u €W

L'utilisation de la norme vectorielle q,nous permet de déduire une

inégalité majorante caractérisant les &volutions de e(t)

DY (le(t)] ) < M(E,(t,%,8)) . |e(t)| + v, P,
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Alors, si M(%,(t,x,g)) satisfait les hypothé&ses du Lemme :,, la fonction
définie positive!

v(e) = Max(le (©)] , Max Ie @] .
i=1,..n-

n
L., (&= ®RGEYY

- avec € < 0
Vk. =2.,...0n } Mxk) < g
satisfait

+ n
P ovle(e)) e vle () +Q(u,e) /I (e - R(AY)

En conséquence, e(t) reste borné au cours de son évolution et converge’

vers un domaine précisé par :

v(e(t)) < lim qgu,t) / (e ‘Lo (e -R.(xk))

£ -

Nous proposons de ré€sumer ces ré@sultats sous la forme du critédre fz
Critére fz

Soit le processus monovamlable défini par l'équation d'état (C2,1)
2(t) (‘U . a (t xz,9) + H ) x(t)ﬂ‘fu ul(t)

I (C2,1)
s(t) =b (tyxyg) « x(Et)

A

S'1l extste une valeur nominale constante & de a(t,x,g),F étant un

vecteur spectral de (-vl.,c‘z't+Ht) (#°= [Xl_, ceeneee an ), telle que &
satisfont aux contraintes suivantes :
Je <0, Yk e [1,....n] Rz <€

V(t,zg) 6 Cx®" P :ﬁl(s—ﬁm)%ﬁmpﬁm(t%gH)II&-WW))
=1 - 1=2

et a(t,x,g)

n-1 "
- ;ﬁz |2y (7, (832900 | B, (e =R(X)) = |p, (7 (t,2,9))] 2 0

alors 1'écart entre les trajectoires du systéme (C2,1) et la trajectoire nominale

Z(t) précisée par :
2ee) = (w, . a8+ ) L EE) rvg L uct)
=) =
reste bormé et converge vers un domaine défini par :
e(t) = PY(#) . (x(t) - &(t))

¢ (u,t) : Uz€ s R+ ; & (u,t) = dax 1p%(5, (t,2,9)) « &()]
: (x,9,%, ) ERM@PsS
T8 [t + of

n
- £ M .(t) T (e =R(X )}
vle(t)) = Maz {|e,(t)] , L-sz‘.".nl-i PRI 1

vie(t)) < lim 9 (u,t) /( €. kg2 (e=R(%J)))

£




3.4.3) Cas d'un point de fonctionnement 3 racines multiples

Dans le cadre des systémes linéaires stationnaires la synthése d'un
asservissement se raméne généralement au calcul d'un ré&seau correcteur destiné
i lacaliser -les valeurs propres de la matrice-du-régime- libre en boucle fermée
le plus & gauche passible de- 1'axe imaginaire tout en limitant. le module de
leurs parties <imaginaires. Le cas ol toutes ces: valeurs garactéristiques sont

8gales .satisfait donc cet objectif.

Nous sommes ainsi amenés 3 particulariser les systémes non-linéaires
dont le fonctionnement nominal peut €tre caractdrisé par un processus linéaire
stationnaire & valeur propre multiple, ce qui, de plus, nous permet de simplifier

la mise en oceurre des critdres précedemment &tablis.

Dans ce cas, la trajectoire X(t) d'un syst@me décrit sous la formeC
est définie par :
2 -~ t -~
= (-a. + + .
x(t) (-2 v, H) %(t) B.u(t) (363, 1)
x(to) = 0 .
et les composantes du vecteur spectral T de (-3 . v1'+ H) sont toutes égales 3

une valeur constante X

La transformation de l'équation d'état :
2(e) = (-a(t,x,@) . v + H) . x(t) + b(t,x,8) . u(t) (343,2)
par un changement de base de paramétre T améne
y(r) = 27N(®) . x(t)
t

§(t) = [-p(‘f,(t,x,g)) -V * J(’f)]» y(t) + b'(%,(t,x,8)) . u(t)

- “ -~ “ . -
Les vecteurs p(%,(.)) € Ret b (F,(.)) € R sont alors définis par

DS,}]:

| n-i
(p(r,(t,%,8))); = oopyy axn'i(d(x’(t’x’g>)) (343,3)
g | n-i ,

(b'(ri(t:xag)))i = (n(x;(t,X,g)))

(n=-1)! axn-i

La transformation des équations d'état sous forme L s'opére d'une

maniére analogue.
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Ces systémes constituant un cas particuliérement intéressant de la
_classe de ceux que nous avons &tudié précédemment, les résultats obtenus sont

précisés dans les critéres £3 et €4 :

Critére €3

Soit un processus monovariable déerit par une équation d'état du
type (C3,1) ou (C3,2)

8(t) = (-altyz,g) . v5 + B) . =(t) + b(b,z,g) .« u(t)
s(t) = v§ . x(t) (€3, 1)
B(t) = (v, . at(t,x,g) * Ht) x(t) +v, . u(t)

1 1 (C3,2)
s(t) = b ' (tyzyg) . x(t) ?

- !¢l existe une valeur nominale constante & de a(t,x,g) telle que
les composantes du vecteur spectral ¥ de ( -:c‘i.vg+H) sotent toutes égales d une
valeur * 6 R

- 5% a(t,x,g) et & satisfont les conditions suivantes :
Je <0 1) X < ¢
i) Y(t,zg) 6 xR =6

(oo )" 5 L 3" d(s, (t,5,9))) gyl
& (n=17! ° =1 < (€
Q%)
n1 a”’k n=k
-5 — - (d(F, (tyxyg)))|. (e=X) > 0
k=2 (n=k)! 6 x)n K,

Alors le processus (C3,1),(C3,2) a les caractéristiques suivantes :
- le régime libre de ce systéme est globalement expounentiellement stable

- ce systéme posséde la propriété de stabilité dynamique uniforme.

Dans ce cas trds particulier ol au cours des variations de a(t,x,g) les
valeurs propres de la matrice du régime libre restent confondues et varient
autour d'une valeur nominale constante égale 3 X, les conditions d'application

de ce dernier critére prennent une forme simple :
critére £4

Soit un processus monovariable d'aquation d'dtat (C4,1) ou (C4,2)
B(t) = (=alt,z,g) . v? + H).x(t) + b(tyz,g) . ul(t)

s(t) = v? . x(t)

(C4,1)
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x(t)
s(t)

(v, at(t,x,g) + B). x(t) + v

bt(t,x,g) . X(t)

= u(t)
(C4,2)

- St pour toute valeur de (t,z,g) dans (€ xR"x® ), les valeurs propres de

§+H) sont toutes égales d une valeur. x(t,x,g)

- 5% 71 existe une valeur nominale constante % de A(t;x,g)

(=a(tyxyg) v

- Si Att,x,g) et X satisfont aux conditions suitvantes :
Je <0, X <ce

Vit,z,g) € (xR x® ), 1 -7/2 < At,z,g) = X +

e = £ S &

+ .
<, étant la racine de 2(1 +n . x) = (1 + x)n

Alors le systéme défint par l'équation d'état (C4,1) ou (C4,2 ) a
les propriétés sutvantes :
- le régime libre de ce systéme. est globalement exponentiellement stable

- ce systéme posséde la propriété de stabilité dynamique uniforme.

3.5. Systémes linéaires non stationnaires

La méthode d'étude des systémes non linéaires que nous avons suivie
conduit i une trajectoire nominale précisée par un modéle de référence. Le choix

de ce dernier est essentiel dans la mise en oeuvre pratique des critéres &tablis.

En conséquence, lorsque les variations de charge appliquées 3 un
processus entrainent des changements importants des paramétres de structure, la
comparaison de la dynamique de celui-ci avec celle d'un sustéme linéaire &

coefficients constants peut s'avérer trop contraignante.
Nous sommes ainsi amenés 3 envisager l'é&tude des modéles de référence
non-stationnaires. Les conditions de stabilité de ces derniers é&tant moins

connues, nous nous proposons tout dlabord de les rappeler.

3.5.1. Etude de stabilité dynamique asymptotique [M,l]

La classe des sust@mes que nous étudions est caractérisée par :

%(t) = A(t) . x(t) + b(t) . u(r) (351,1)
avec = dans le cas de la forme C

A(t) = (= a(t) . v] +B)

a(t) : @ — R"

b(t) : € Q"
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- et pour la forme L :
¥ A(t) = (-v, . a"(t) + HD)
X b(t) = v,

Etant donnée une entrée u(t) €U, 1l'&volution de 1'&cart entre deux
trajectoires xl(t) et xz(t)(xl(to) # xz(to)) solutions de l'équation d'état
(351,1) est régie par le systéme :

d(t) = xl(t) - xz(t)

3a(t) = A(t) . d(t) (351,2)

Cette dernidre &galité@ raméne l'étude de stabilité dynamique asympto-

tique des processus &tudiés & celle de leur stabilité@ asymptotique en régime
libre.

3.5.1.1, Systémes décrits sous la forme C

Le régime libre du processus est caractérisé par :
£(t) = (-a(t) . v; + H) . x(c) (3511, 1)

"
On note r(t) (€€ un vecteur spectral instantané de
t t g )
(=a(t) . vy H) (r (t) = [Al(t).....kn(t)])
On supposera dans la suite r(t) dérivable.
Le changement de variable (211,4)
-1
y(e) =P {r(8)) . x(t)

conduit 3 la relatiom :

§0) = [3() + & 7' o) L rE@En]. o (3511,2)
oi l'expression de
d -1
3T (B (x(£)) . B(x(t)) = ;nijg

est précisée par (cf annexe 3)

i<] I,, =0
1 1] o ° 51
.. . = j+1 . . o= I s
ij . * J 1T].'_H,l k=i+1 .Ak (3531, 3)
i-l
i>j+1 o, .=2,% I A, = A
J i,j k=i 'k e=j+l( k e)

L'utilisation de la norme vectorielle q permet d'établir 1'inégalité :

(|70 ) < WREMN + [ 27 @©)] 2] . [y |

£

R(z(6) € R, RTx(e)) =[RO (), ieiiniini s, RO ()] (3511,8)
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L'application du Lemme £ 3 la matrice Jt(d{(r(t))) ‘a pour corollaire la

propriété suivante :

S'il exiéte € <0 et a >1, vVt e‘f, Vi € [l,....n], R_(Ki(t)) < g .0
alors le vecteur u(e,r(t)) .
t g} n
u(e,r(t)) =[k22=(€ -Gt(kk(t));....ggi+1 (e -OL(Ak(t)o);.....;lj (3511,5)

i ses composantes toutes strictement positives

Considérons la fonction définie positive v(x,t)
t
{v<x,t) =u (g,r(t)) . |y(©)]

y(&) = 2 (e(t)) . x(t) (3531,6)

Alors, par définition de u(e,r(t)) et de JW®(rlt))), il vient :

DY w(x, )< uf(e,r () (eI + [BTN(x()) . B(x(e))]) . |y(e]+&E(e,r(e)) . |y (o) ]

(3511;7)
or A(e,r(t)) s'exprime simplement en fonction de u(e,r(t)) par
&C(e,r(t)) = u'(e,r()) . D(e,r(t),E(t))
| Crvy momiae § o B d/de(ROp)) .
avec D(e,xr(t),z(t)) Diag ; k=§+l m%—; (3511,8)

en conséquence, 1l vient

D v(x,t)s ut(s,r(t))-[’sl + 127N 2(e)) . P(e(r)) |+ D(e,r(e), () ] ly(o) |

Alors si, quelque soit b € f, la somme des &léments de toute cdloune de
[e1 +DiagCuce,x(e)) J&e ™ x(e))) 2 (x(e))) DEdg(ule,x(2) ) +DCe,x () (0] est
inférieure 3 un nombre n négatif, la’'stabilité asymptotiqué du systéme initial .
{3511,1) est assurée et la foﬁction v(x,t) satisfait & 1l'inégalité :

p’ (vix,t)) 2 n . v(x,t)

Les formules précédentes (3511,8)et (3511,3) nous permettent d'exprimer

cette dernidre contrainte sous forme litterale :
Je <o, 3a > ,Yi=1.......n, agi g€

1) Vislooooon, R < ROW(R) 2 e 2@

- a/ar@0 ) +13, |
(e ~R(,)

[ A

i) K (e, x(e),E(E))
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n °
) , B d/dtm{(lj)) lk£i+1 M |
Ki(e,r(t),r(t)) = —jii-l-l E'Mf}j) Mo —m_(xi+l))

AN\

n 1 3=1
j§i+2 ( 3 xl kg‘j Xk fegi.,.l Ay - )‘e*)
I 1(8 - R()\e))

(Vi=t.oooomm1, K (e,r(0),B(8)) <n-¢ (3511,9)

Remargues :

X Cette derniére condition définit une limite supérieure sur la vitesse
d'évolution du spectre de (-a(t).v? + H), c'est @ dire sur les variatioms
de a(t).

%X On peut remarquer que la contrainte (i) : Yi=1,....n, 3 e'<0,
@\(Ai(t)) < g¢' peut s'exprimer par la condition :th e€ s, le systéme d'équa-

tion 3?: = (-a(tl).v? + H)‘x%,est exponentiellement stable.

Nous: proposons le rappel de ces résultats sous la forme du critére

d'application pratique :

Critére 85

Soit le processus défint par une équation d'état (CS5,1)
8(t) = (-a(t).v5 + B) . w(t) + b(t) . u(t), (cs,1)
r(t) étant & chaque instant un vecteur spectral de (-a(t) . v§ + H)
. _
rU(e) = (A (8 e A (8]

Si a(t) et 8(t) satisfont aux conditions suivantes :

n —
r3e <0 ; Ja-> I ; 3.1_0_623 N _1:*_—[_)\_1,........., A ]

) Vk=loooan, ROA)

A

RO (£)) < e a

~d/dt (gO\)) + (R |
( e-rﬂ_(Kn))

22) K (e,r(t),B8(t))
n-1

e
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T = lidanses n=2
n d/dt (R(x.)) ik_’z‘ o
k.(e,0(t),B(t)) = -, T I 4 =il
) p(ea2(t) B(2)) "=t (e-a«kj)) (e=a(x_ .7
n J=1
1 b
it T e ) 127 Bi oclleg (g = 2]
IT. e=R e
e=1+]
Y Z=1,00000un-1, Kn_i(e,r(t), B(t)) <n - ¢
Alors la fonetion v(x,t) définie par :
viz k) = uble,r(t)) . |y(t)|
y(t) =2 Le(t)) . z(t)
n
u®(e,n(t)) =[L, (e=ROA()))5eenns e =RA (2)) 5 1]

vérifie L'inégalité différentieclle:
D+b(x;t) <nv(x,t)
et le systéme (C5,1) est asymptotiquement stable au sens de la stabtlité

dynamique.

Exemgle :

Considérons le systéme d'ordre 4 défini par :

(-2, () 1 0 0]
-a,(t) 0 1 0

&(t) = ~a,(6) o | |ex (3511,11)
-a4(t) 0 0 0

Soit r(t) ; rt(t) = [Al(;), Az(t), A3(t),.lé(t)l un vecteur spectral de
(~a(t) . v? + H)

P-l(r(t)) et P(r(t)) étant précisés (211,4 ; 211,5), l'expression de

%E—%P-l(r(t))g . P(r(t)) est dans ce cas :
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0 0 0 0
; . i?ji3+i4 0 0 0
T1E N} pEE)= (3511,
33(>\3--x2)+i4(x4-x2) R334 0 0 12)
i VACVASVOXCAZYY S, A, 0
De méme : _
(e- R(A) (5= RA ) (- RA )
(e=R(A3)) (e= R(A,))
u(e,r(t)) = \ (3511,13)
(e=& ()
! |

Le critére.fs, conduit aux conditions :

Je <0,3a>1, 3 (&19 1\2_’ l3’ AL;’) ¢ f4

HYeel,¥i=1,234 RA) QR () s¢ .
ii) In, € <n <0

-d/dt(®R (A ,)) + [X,]

. <= e
* T R0
x - d/ar@A))  a/de@C D), [+ 3yl . ERCVEI WY o
e -Rry e -R(AY S -y Ce= R(A) (e=R(H)))
x - d/de@(,))  d/de(@() d/de(®(},)) . 1%, * i3 + ]
e - R (A T -R(G) £ ~RG, e ~&(x,)
R0 =) + 3,04 - A (R0 - A Gy - A S
(@) (= R (R0, (e QA ) (e~ &1 00

Si ces contraintes sont vérifi&es, le processus non stationnaire

(3511,11) est asymptetiquement stable.
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3.5.1.2, Systémes linéaires non stationnaires sous forme L

Le régime autonome des processus envisagés est maintenant décrit
par :
f(e) = (v, . a%(t) + EO).x() | (3512, 1)
ou de maniére &quivalente aprés changement de variable par :
y(&) = S(x(r)) . x(t)
$( = [5G - [ @ @@ L rEEIf] Ly @s12,2)

L'étude de la stabilité de ces syst@mes est abordée de la méme
manidre que celle de la forme duale (3511,1), aussi nous n'expliciterons que les

points de démonstrations distincts de ceux du volet précédent

Si r(t) satisfait la conditiom :
Fe<0, Jox1, Yi=l......n,yce€,Ir €, o?LQi)< R(A; (2) < e

alors les composantes du vecteur u(e,r(t)) (3511,5) sont toutes strictement
positive et bornées.

1

Dans ce cas, z(t) = (Diag(u(e,r(t))))- ’ fPt(r(t)) . x(t)l est une norme

vectorielle de taille n de x(t) qui satisfait 1'inégalité :

D+(2(t))s [el+ Mag ' (a(e,m(2))) . |27 (2(0)) .B(x(0)) | .Diag(ule, 2(0)))
~D(e,7(£),2(0) )2 (£) (3512, 3)

Dans ces conditioms, s'il existe une valeur n <0, telle que,
quelque soit t, la somme des &léments de toute ligne de la matrice pseudo-
majorante définie précédemment (3512,3) soit inférieure 3 n,

alors la fontion définie positive :

v(x,t)=Maxﬂyn(t) |, Max{|y.(c)]|/
i=],..n-

ok
dioy eRE |

vérifie 1'inégalité :

ot vi{x,L) € novelx,t)
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Nous proposons maintenant de particulariser 1%¥&tude pré&cédente aux systémes

pour lesquels les composantes de r(t) sont &gales.

3.5.1.3. Cas particulier

Lorsqu'd chaque instant, le spectre de la matrice (-a(t).vlﬂ-l)
est réduit & un point, r(t) prend la forme :

rt(c) = [A(t), AE) cevenrannns k(tﬁ]

I1 en résulte une simpilification des notatioms utilisées dams la

partie précédente.

En effet : .
(e, r(6)) =[(emA ()™ (e PTE L (e, 1]

%E'SP-](r(t)) 2 . P(r(t)) = i(t) . S

%E Cub(e,z(E))) = - 3(&) . ut(e, (L)) . s

™ .
0
o=l
~
- - ~
avec Sn.- n-2 < ~
' \\
~
2 0
L. 1 O_

Les énoncés des critéres fS et €6 sont alors simplifiés. On obtient

ainsi respectivement €7 et €s.

Critére f?

Etant donné un processus dont l'équation d'état (C7,1) est telle qu’a
chaque instant les composantes du vecteur spectral r(t) de (—a(t).v§+ﬁ) sont

toutes égales d A(t)a

8(t) = (=a(t) . u§ +H) . x(t) (C7,1)
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St les hypothéses sutvantes sont vérifiées :

i) 3e<0, 3a>1, IreR, Vet , A<t <ea

i) 3n, e <n <0, YVt &€, |[R(t)| - R(t) < (n-?i_gj-K(t))

alors le point d'équilibre (x = 0) de (C3,1) est globalement asymptotiquement

stable et la fonmction v(z,t) définte par :

n n—1
vz, t) = (e=M(8))" " |y (8)]

y(t) = P l(n(t)) . o(t)

satisfart 4 l'inégalité :

+
D (v(x,t)) < ny vz, t).
Critére £ 8

Etant donné un processus dont l'équation d'état (C8,1) est telle

qu'a chaque instant les composantes du vecteur spectral r(t) de (—vl.at(t)+Ht)
sont toutes égales & A(t)
8(t) = (=, . a"(t) + &) . z(8) (c8, 1)

Lorsque sont vérifiées les hypothéses :
©)3e < 0, Ja <1,3x ER , YVt 6T, A <A(t) <e.a

(n=e) (e=A(%))
m=1)

22)An, e < n <0, ¥t €€ ,|R(t)| + R(¢t) <

Le point d’'équilibre (x=0) de (C8,1) est globalement asymptotiquement
stable et la fonction v(xz,t) définte par :

v(zst) = Maz PROAICEN M
22100 22

y(¢) = P(r(t)) . z(t)
satisfart 4 :

D'wiz,t)) < n . viz,t)

-~

Ces résultats sont applicables aux processus pour lesquels aussi
bien la charge que la relation entre cette derniére et les paramétres de

structure sont parfaitement déterminées.

Les critéres établis permettent de gérer les variations de charge de

maniére i conserver des propriétés de stabilités désirées.
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3.6. Systémes non-linéaires dont un fonctionnement nominal est défini par

un systéme de la classe précédente,

D'une maniére générale, la relation entre les paramétres de
structure d'un processus et sa charge est imparfaitement connue ; de méme,
la mesure de cette derniére est souvent entachée d'erreur. L'8tude précédente

permet néanmoins de préciser le comportement nominal de ces systémes.

Ainsi, la trajectoire nominale des systémes (36,1)

%(t) = (-a(t,x,8). v +H).x(t) + b(t,x,8) . u(t)
s(e) = vi . x(t) (36, 1)
x(eg) = x_ € s
peut-étre approchée par celle du processus : (36,2)
F(t) = (&) . vi o+ B) . R(D) + B(E) . u(D)
(o) = v . () (36,2)
() =06 b

Par une démarche analogue & celle suivie dans le cas ou 3(t)
est constant, on peut montrer que si le régime libre du processus (36,2)
satisfait les conditions d'applicatiom du critéreZS, pour une entrée Pornée

u(t) €U, %(t) reste bornée au cours de son &volutionm.

3.6.1. Etude de -stabilité . dynamique

L'écart entre x(t) et la trajectoire nominale § {t) peut &tre
caract@risé@ aprés un changement de variable défini par Z(t)

(¥(t) : vecteur spectral de (-3(t) . v? + H)

Il vient :
-1 . A
8(e) = P T(B(L)) . (x(t) - E(t)) (361,1)
e(t) satisfaisant 1'égalité différentielle :

2o =[ L elEmy. ram)] em

o, (ex) vt s @] e 361 2
[ PE®, (e x,) ] 7 (D)
#[-0" () + b1 (E(0), (e,x,8))] - ulE)
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-

Par un raisonnement similaire 3 celui du critére ES, pour une entrée

u(t) e'u,bornée, }?l(t) est bormé au cours de son &volution.

Nous:pouvons ainsi définir h(u,t) et h(u) par
n
h(u,t) : (UxB)eR+

h(u,t) = Max|p(E(F), (%, )&, @ W (FG),(T,%,8))-b" (F())..u®
(x,8,x) € (R"xPx¥)

re ft, +=[
4]
h(u) : W R+ | h(u) = Max h(u,t)
te®

L'utilisation de la norme vectorielle |.| nous conduit 3 l'inégalité

majorante :

D¥(fe(®)]) < (1 (B(D),(t,x,8)) +|55 ) B EENRRE ()| [e(0) [*h(u,e) (361 ,4)

avec o
,.(q:(il(t))-pl(.)] ; ) 1\; .
lp, ()] L RGN O
? : ~
M(E(t), (t,%,8)) = N (361 ,5)
AN ) ,‘1
\\v
| Ip, (0] R, () |

Comme on 1l'a vu précédemment (34) Mt('f(t),(t,x,g)) satisfait 3 chaque

instant les hypothéses du Lemme x,, lorsqu'on vérifie la condition :

Ye e €
Jao>1
i)de<oVi=2,....0,371ief, R@AD < R(Ai(D) < e
i1) ¥ (t,x,8) € (@ xR7xf)
R -RE () +Rp,E®, () . 1 ¢ -&E, )
i=1 1 1=2 1

n-1 n _ (361 ,6)
&, I E@ x| L Ce -8R, () ~[p (E(8), (t,x,8)) |>0

La fonction définie positive v(x,t) précisée par :
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vix,t) = u (e, B(6)) . |y(v)]
y(t) = Bl (x()) . x(t)

-~ . -~ = n -
u(e,z(t)) : ui(e,r(t)) k=g+1(€ (xk(t))) (361 ,7)
satisfait a :
D* (v(x,t)) < ut(e,B(£)). (el + IP-I(?(C)) - P(r(ed)) . [y (e)] (361 ,8)

+ a8, 2 |y | + uF(e,x(e)) . hew

L'équation ( 361,6) est identique & la relatiom (3511,8) lorsque

h(u) est nul.

On peut en conclure :

- si la condition (3611,5) est vérifiée
- et si le systéme (36,2) définissant le comportement nominal satisfait

aux hypoth&ses du critéref%

que @
In <0, Dev(x,t) < n.vix,t) + u’(&,2(r)) h(u,t) (361 ,6)

Le systéme (36,1) possé&de la propriété de stabilité@ dynamique

uniforme.

T,

Nous proposons de résumer ce dernier résultat par le critére

Critaére 39

Soit un processus monovartable défini par l'équation d'état (C9,1)

B(t) (-a(t,xbg).vg +H).x(t) + b(tyxz,g) « ul(t)
(C9,1)

s(t) v? . x(t)

- S5'71 existe pour tout t £ L, une valeur mominale &(t) de al(t,x,g)

et une valeur nominale B(t) de b(t,z,g)
- B(t) = [il(t), kz(t)..............fﬁ(t)] © stant un vecteur spectral

de [~4(t) .5+ ]
St &(t) et alt,z,g) satisfont les hypothéses suivantes :

r3a>L,3e<0, ViztomVte€, 3 i, 6 ROZ)<RXi(t))<en

Vit,z,g) 6 Tz R" =f

———

17)
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n =1 .
L(e-mi(w #R(p, (B(8), (t,2,9))) . L, (e=&F,(¢))) = JE5| by (B(t),

(tsz,g))] .« R (e-RR (8)))-lp, (22), (Bmg)) | > 0

1=k+]
117) Le systéme nominal d'équation d'état (C9,2)
{%(t) = (<4(t) . vS + H) . E(t) + B(t) . u(t) (€9,2)
#(t,) =0

satisfait les hypotheses du critéreC 5.
. J n
Alors quelque soit u(t) W, on peut définie h(u,t) € R+

h(u,t) = Maz|p(F(t), (t,2,9)) &, (1) + (D! (B(1), (1,2,g))-b" (Ff1))).u(1)]
(z,g;2,) € R c®x¥)
T & [, +[
et la fonetion définte positive v(x,t)
v(zt) = ulle,7(t)) |P LEE)) . (b))
satiefait
D (w(z,t)) < n . vim,t) + ub(e,5(t)) . hlu,t)
et la systéme (C9,1) posséde la propriété de stabilité dynamique uniforme.

L'étude des systdmes auxquels on associe un modéle de type L peut

étre conduite de la m@me manidre que précédemment.

Nous proposons donc de n'en donner que le résultat en é&nongant le
crit8re pratique PIO. De méme dans le cas odl on peut définir pour les processus
précédents un modéle nominal d'évolution présentant la particularité d'avoir
ses valeurs caractéristiques toutes &gales, une simplification des notations

permet de déduire des ré@sultats précédents les critéres d'application simple

€11 etfi2.

Critére C10

Soit un processus monovariable défini par l'équation d'état ((10,1)
[v,.a"(t,mg) + £°] - @(t) + v, . u(t)
bt(t,x,g) .x(t)

8(¢t)
s(t)

(C10,1)

]

/

S'il existe une valeur nominale &(t) de a(t,x,g) quel que soit

tef; . .
FlE) = [fi(t),.......fn(t)]t étant un vecteur spectral de [-vl.d (t) + Hé] 5

si &(t) et alt,x,g) satisfont les hypothéses suivantes :
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'Je < 0

Ja =* ]
DVistoiiin, Yee€ 35, 6 €, R5) < RIT(L)) < ea
17) V(t,x,g) € (fxﬁnx(?)

| n

n
VOB (=R, 12))) +R(p (5(t), (t,2,))). L, (e -R(X_(t)))
n
T e (2(8), (b)) | T (e=8R,(8))) =|p, (B(2), (8,3,9))| ¥ O
k=2 i=k+1

111) Le systéme nominal défini par l'équation d'état (C10,2) :

Bet) = (= ,.8"(5) + B).8(8) + v .u(t) (€10, 2)

\ satisfait aux hypothéses du critéref 6

Alors quelque soit u(t) € UL, on peut définir :
$ (U, t) : (Ux®)—= R+
¢ (wt) = Maz |pP(8(<), (T,mng)) . 2(1)|
(x,g,:z:'o) & (K'cfzY)
T & [t, +=f

et la fonction définie positive v(z,t)

o(zyt) = Maz(ly (¢)], Max  (ly, 80|/ T (e=g(%0)))

=1, JHi=~1 i=k+]
y(t) = PX(n(t)) . x(t)
satisfait :
D (o(z,t)) <. vlz,t) +Put) / (T, (e =R(X))

et la systéme (C10,1) posséde la propriété de stabilité dynamique uniforme.

Critare €11

Sott un processus monovariable décrit par une équation d'état du type
(C11,1) (respectivement (C11,2))

{5(7:) = (-a(t,x,g).uj + H . z(t) + bltyzyg) . ult)
s(t) = v? . z(t) (c11,1)
R - t - t
2(t) = (=v, . a’ (t,x,g) + ) 2(t) + v, . u(t)
£ 1 (c11, 2)
s8(t) = Db (tyxzyg) « x(t) ?
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5!l existe & chague instant une valeur constante nominale d(t) de
a(t,x,g) telle que les composantes du vecteur spectral 7(t) de (-&(t).u?ﬂ)

sotent toutes égales d une valeur X(t) & R

5t a(t,x,g) et 4(t) satisfont les conditions suivantes
Je <0 Z)3a > 1, INER , A < A(E) < ae
L)Y (tymyg) 6 (€z W'xf)

”n 1 é,n-l - n=1
(e=R(8))" + =i —— (d(5(5), (5,2,g))) . (=R(t))
(6% ()
o
n 1 g n-k
-7 — (d(5(t), (ts2,9))) . (= X(8)) > 0
k=g FRID opin) ik

Si de plus X(t) satisfait la conditiom (C11,4)(respectivement C11,5)

In,e<n<0; |Ret)| - Ret) < (“'f,i_gj“”t” (C11,4)
3n, s<n<0;|£‘(t)] + }%(t) < (n—e:(i-gj:-'X(t)) (C11,5)

Alors - le régime libre du systéme (C11,1) (respectivement (C11,2)
est globalement asymppotiquement stable.
~ Le systéme (C11,1) (respectivement (C11,2)) posséde la
propriété de stabilité dynamique uniforme.

Critére £12

Soit un processus monovariable défini par une équatian d'état du
type (C12,1) ou (C12,2)
[a(t) = (=al(t,@,g) .05 + H) . @(t) + b(t,z,g) . ult)

s(t) = v5 . =(t) (c12,1)
2(¢) = (-vl-at(t,x,g) + Ht).x(t)ﬂ:l . u(t)
{s(t) = bt(t,x,g) . x(t) (c12,2)

Si pour toute valeur (t,x,g) de (=& xf) les valeurs propres de

(-a(t,x,g).v? + H) sont toutes égales 4 une valeur A(t,x,g)

Si on peut définir & chaque instant wne valewr nominale X(t) de
Alt,x,9)
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57 X(t) et:(t,xz,g) satisfont les conditions suivantes :
Je <0, IMER, Vit,z,g) 6 Caflz®
1) A < R(t) < ¢

i) 1 -"W7Z <\t,zg) - X(¢) < =,

xF étant la racine de 2(1l+nx) = (1+x)n

alors - la régime libre de (C12,1))est globalement asymptotiquement
stable st X(t) satisfart (C12,3)
gn; e <n<0, ¥t e€,|Rt)| - Rt) < (n-e)(e=R(t))/(n=1) (€12,3)

- le systéme (C12,1) posséde la propriété de stabilité dynamique
wntforme st X(t) satisfait (C12,3)

-~ le régime libre de (C12,2) est globalement asymptotiquement
gtable st X(t) satisfait (C12,4)

In,e<n <0, Vet 6€:|% (t)|+ R(t) < (n=e)(e=R(£))/(n~1) (C12,4)

- le systéme (C12,2) posséde la propriété de stabilité dynamique
uniforme si X(t) satisfazt (C12,4)

Conclusion

L'utilisation conjointe des techniques de majoration et d'une forme
originale de représentation des syst@mes monovariables d'ordre quelconque nous
a permis d'obtenir des résultats d'application simple, utilisables dans 1l'étu-

de de la stabilité@ dynamique des systémes &tudiés.

Les critéres permettent de connaitre les conditions de fonction-
nement admissibles d'un systéme adapté en boucle ouverte au regard des
variations de la charge autour de leur valeur nominale ainsi que des chan-

gements opé&rés sur cette derniére.
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Rappel des principales notations
]

Numéro de
‘l'expression
Notation 4 partir de Signification (&ventuellement)
laquel%e elle
apparait
a (21,2) aef”
a(t,x,g) (2,1) a(t,x,g) : (€xR"xP) - K"
b (21,2) b e
b(t,x,g) (2,1) b(t,x,g) : (@ x&"xP) = R"
b' (g(t,x,8)) 211,1) b' (g(t,x,8)) = P—l(r) .b(t,x,g)
d(r) (21,3) d(x) € BLx; d(v) =2 + ab.v()
d(A (L, %,8) (3,3) xR xPrnd: d(A, (t,x,80=A +a" (t,%,8) .v(})
D(e,r(t),2(t)) (3511,8)
g (2,1) g 6Pc®R® définit les perturbationsde .
structure.
H ’ (221) HeR™" = 3hij = ‘Si+-1,j$
J(r) (211,3) l:"q gnxt . J(r) = Diag (r) + H
a(A) (21,3) n() € €oxd; ) = 5w (h)
n(A(t,%,8)) (3,3) Cx® P ~r Cex1; n(i(t,x,8))=d"(t,x,8) . v(})
p(x) (211,1) | AR A
p(rft,x,8)) (3,1) e xCxR"x P —r e”
P! () (211,4) 1 ARC L At
P(r) (211,5) gn— e
4 (2,2) Pc®® : domaine admissible des perturbations de
structure (g e®)
R(r) (3511,4) | €7 = R” ®()), = R((D)))
b4 Domaine admissible de conditions initiales
€ (2,2) Cc®: it eR, € = ., =L}
w Domaine admissible des commandes u(t)
u(e) (32,5)
u(e,r(t)) (3511,5)
v, (2,2) v, €Q", v = [1,0.....0]
v(}) (21,3) Cr € i v (M) {An-l, AT A, 1]
vecteur (211,12) Les composantes d'un vecteur spectral d'une matrice
spectral carrée sont les valeurs propres de celle-ci, chacune
avec son ordre de multiplicité.
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CHAPITRE III
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Introduction

L'application des résultats mis en &vidence dans les chapitres précé-
dents sur un systdme rédel est abordée dans cette partie de notre &tude.

Nous envisageons, i titre d'illustration concréte, la régulation en
vitesse d'un groupe Ward-Léonard de moyenne puissance en présence de varia-
tions de charge. Celle-ci est constituée par une génératrice 3 excitation

séparée débitant sur un réseau de résistances commutables.

Nous proposons la mise en oeuvre de deux types distincts de modes de
commande :

- tout d'abord, en supposant les variations de charges connues et contrd-
lables,nous envisageons la synthé@se d'un réseau correcteur adapté en boucle
ouverte. Cette &tude nous aménera 3 définir les conditions admissibles de
fonctionnement d'un asservissement de ce type

- dans une seconde application, nous serons amenés i faire la synthése
d'un réseau correcteur fixé& assurant un fonctionnement correct de l'asser-

vissement quelquesoit la manidre dont g'opérait- les variations: de..charges.

1) Description du systdme &8tudié

l.1. Le groupe Ward-Léonard

Ce dispositif est comstitué d'une chaine de trois &léments &lectro-

mécaniques (figure 3.1)

- un moteur asynchrone triphasé (ASl).qui constitue la source d'énergie

- une génératrice 3 courant continu (Gl) & excitation indé&pendante dont
1'induit est entrainé par le moteur (ASI)
La tension appliquée 2 l'enroulement inducteur (EI) constitue la commande
du processus. Par ailleurs un enroulement inducteur auxiliaire(EAR) permet
de corriger l'effetd'hystérésis di 3 la rémanence du flux dans les parties
férro-magnétiques.

- un moteur 3 courant continu dont l'inducteur est soumis 3 une tension
d'excitation constante et dont 1l'induit est en série avec le générateur

précédent (Gl) . La vitesse angulaire de l'arbre de ce moteur comstitue
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la grandeur 3 asservir.

Le capteur de vitesse est constitué d'une dynamo tachymétrique (GT)

solidaire de 1l'arbre et dé&bitant sur un circuit haute impédance.

1.2, La charge mécanique (figure 3.1.)

Elle est constituée par une génératrice G2 identique i G1 entrainée

par le moteur M]. Son inducteur est soumis 3 une tension d'excitation constant

L'induit débite sur un réseau de résistances commutables pouvant prernc

les valeurs suivantes :

R(D) (g
o«
1 30
2 15
3 10
Moteur
asynchrone Génératrice

———mmm g —m e

) |
! |1
D |

|

51 | G4

S

. R(1)
Ve t —~
e p——J. gw
s "
V.
’ T RQ)
Ver L | ~
Charge
, | mEcanique
Figure 3.1.



- 76 -

1.3. Choix d'un modéle mathématique du systéme

Le processus &tant &tudié dans le cadre d'une hypothése de linéarité .

il peut &tre représenté selon une forme mathématique simple.

1.3.1. Approche d'un modéle linéaire

Définissons tout d'abord les notations qui sont utilisées dans la

description des paramétres du groupe Ward-Léonard.

R et L désignent la résistance et 1l'inductance de 1'inducteur de la génératrice

¢
r, : la ré@sistance du circuit formé des induits de Gl et Ml en série
wg : la vitesse d'entrainement de Gl (supposée constante) ‘
k', : le facteur de proportionnali#é caractéristique de la force &lectromo-

trice e, de G! relativement 3 l'intensité d'inducteur ie et 3 la vitesse

Wy d'entrainement.
w1
l e le
k2 et k3'dénotent respectivement la constante de proportionnalité relative 3
1la force contre-€lectromotrice e2 de M2 et 4 la force électro-motrice

=. 1
e, k

e, de G2 3 tension d'induction constante

e, ='k1w
=k
ey q
J et f représentent le moment d'inertie et le coefficient de frottement fluide

de l'ensemble des rotors de G2, M2 et GT.

En négligeant les effets des non linéarité@s en premiére approximation

il vient [MB]:
1
k.. .
o) . Srfzte (131, 1)
Ve (p) 2 k% )
R+ Lp) (k, + ,(Jp + £ + -E'{Tf)—)

- Ce processus peut donc étre représenté par un modéle du second—-ordre dont

les paramétres sont des fomctions de R(I).(charge commutable).

1.3.2, Adaptation de la commande

La commande du groupe est envisagée & partir, d'un &lément de faible

puissance utilisant un processeur analogique et numérique.
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De tels éléments ne peuvent fournir de courants d'intensité supérieurs
3 quelques milliampéres, ce qui est notoirement insuffisant pour alimenter

l'enroulement inducteur de la génératrice G! (l'intensité nominale de

1l'inducteur &tant de 1A.
La réalisation d'un &tage amplificateur a de ce fait nécéssité@ une é&tude

particulidre ainsi que la réalisation d'un prototype que nous avons décrit

dans 1'annexe 4.

Objet de 1'Btude

Il s'agit essentiellement d'asservir la vitesse du groupe Ward-Léonard,
le dispositif devant fonctiomner en régulateur quelquesoient les perturbations
de charge . L'amplificateur de puissance étant parfaitement identifié nous nous
intéresserons 3 l'ensemble "Amplificateur + groupe Ward-Léonard" pour lequel
la variable d'entrée est la tension Ue appliquée 3 l'entrée de l'amplificateur
et la sortie est la tension V_ mesurée aux bornes de la génératrice tachymé-

T
trique.

1.3.3. Caractére non linéaire de l'asservissement

Le relevé de la caractéristique statique entrée-sortie du processus pour
chaque valaur de R(I) (I = 0,1,2,3) (figure 3.2) met en &vidence un comporte-=

ment non linéaire.

On peut affecter ce caractére d'une part 3 l'amplificateur (essentielle-
ment non linéaire) et d'autre part 3 la caractéristique d'aimentation des

parties ferromagnétiques de la génératrice.

Dans ces conditions, pour une charge donnée, le systéme 3 asservir
peut—-étre assimilée 3 un processus linéaire précédé d'une caractéristique

non linéaire selon le schéma de la figure 3.3.

De maniére 3 simplifier 1l'étude, nous supposerons un fonctionnement

en régime dynamique pour une consigne d'amplitude suffisamment significative.
P
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(A) 3y

pivuooi-paeM
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*Tt¢ 2and1y




Ve V-
U, 1; 3 1 i

N >

p2 +a,(Dp + aZ(I)

Figure 3.3

Dans ce contexte pour toute valeur de la charge la non-linéarité est

du type secteur :

<

{Vi=0,1,2,3,35(1) e R+, 0<7-<b(D}
e

La borne inférieure Q0 du gain équivalent tient compte du phénoméne

de saturation de la caractéristique.

Partie dynamique

Une identification (effectuée pour des valeurs de l'entrée Ug
telles que, la caractéristique non linéaire puisse &tre assimil@e 3 une droite
confirme le choix d'un modéle du second-ordre dans la description du compor-=

tement dynamique du processus.

Celui-ci peut dinsi &tre décrit selon le modéle d'une &quation d'état

du second ordre

t _rd
= 37 VT]

f

x
= al(I) 5= az(I) bz(I)
{ %(t) = 1 0 x(t) + 0 ue(t)

{o £ b*z(l) < 5,(D)
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avec : I al(I) aZ(I) E}(I)
o | 9.0 17.1 17.1
1 IT.1 23.1 21.95
2 13.3 29.0 25,23
3 13.3 29.5 23.60

2) Synthése d'un réseau correcteur proportionnel:adaptable 3 la charge
13 2e

Dans cette partie, nous considérons la structure d'asservissement

suivante @

Pl
Uet8d | / Vi L6)

» Processus --T-h

/

Ghargc

r)

Figure 3.4.
L'action du réseau correcteur proportionnel est adaptée en fonction
de la charge comnecté@e au processus afin d'assurer du syst@me asservi des

performances dynamiques données indépendantes de la charge.

Dans cet exemple, nous supposons que l'adaptation du gainm ajustable
k(I) permette d'assurer un fonctionnement en régulateur pour lequel les carac-
téristiques seraient proches de celles d'un systéme linéaire & gain comstant

imposé.

L'étude de cet asservissement doit donc vérifier la validité des
deux propriétés essentielles suivantes :
- en premier lieu, il est nécessaire que pour toute charge supposée
constante (I = 0,1,2,3) le systdme soit globalement asymptotiquement stable.
- en second lieu, il convient de préciser les contraintes & imposer 3 la
dynamique des variations de charge afin d'assurer la stabilité asymptotique
globale du processus en régime autonome et sa stabilité dynamique uniforidie en

régime forcé.
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Considérons le régime autonome de l'asservissement :

-2 (1) 5 =(ay(D) + by(I) k(D))

k(t) = x(t) (2.1)
1 0

Il est nécessairte d'assurer la stabilité asymptotique globale du

systéme pour b;(I) = EE(I).

Dans ce cas, il faut et il suffit que les racines du polynome
d(A, 1)

2

el dA,I) = A +a (1) .A+(a,(I) + B"Z(I) k(1))

soient localisées dans le demi-plan gauche.

Nous choisirons la valeur fixée du gain statique en 2mposant 3 la
matrice du régime libre (21) des valeurs propres X](I) et AZ(I) réelles

-

quelque soit I et localisées le plus 3 gauche possible de 1'axe imaginaire.

Il vient :
I XI(I) AZ(I) k(I) gain stafique
0 - 4.5 = 4,5 0.184 0.15
] - 3.67 = T.43 0.190 0.+15
2 =3.50 - 9-80 0.21 0.15
3 - 3.48 - 9,82 0.22 0.15

La valeur faible du gain statique n'est pas génante car elle est
relative 3 une entréeur(t) qu'on peut modifier par un gain constant situé en
amont de l'asservissement. (L'objectif 3 atteindre est de réguler la sortie

VT(E) autour d'une valeur désirée V_ proportionnelle i une entrée T affichée)

T

Notons t(j) (] Gwﬂs les instants de commutation de la charge avec :

e(i+1¥ = e(3)

t£(0) s

(Y

"

La charge connectée durant l'intervalle [;(j),t(j+l)t est notée I(])

Par transformation de l'é@quation (21) par le changement de base :
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LA, (G,

0 1

y(t,3) = x(t)

I1 vient :(¥ j ed
Ve e [cd),cG+nL
A (T(3)) =2 (T(3)) 5 =d(A,(T($)),3)

§(t,3) = y(81) (2.2)
! 5,1

avec

¥1=0,1,2,3;h e € ; d(x,1) = x2+a1(1).x+(az(1)+b§(1) k(D))

Considérant 1'égalité E(Az(l,j)),j) =0

i1 vient U\, (1(3)),3) = k(). [B,(1G)+b5TGN]
et; compte tenu du choix effectué sur k(I)

VI=0,1,2,3:k(I) >0

I1 vient : Vj el : - d(A(1(3)),5) > 0

Dams ces conditions, la matrice du régime libre de 1l'équation (21) est

confondue avec sa propre pseudo-majorante.
Etant donnée la propriété{VI, AZ(I) < Al(I)<e<O }1'app1ication du
Critdre € prouve donc la stabilité asymptotique globale du régime autonome de

cet asservissement pour I fixé.

2.1. Dynamique de la variation de charge

Pour chaque valeur de la charge (I=0,1,2,3) nous avons constaté la
stabilité asymptotique globale (critére €2) du systéme en assurant l'existence
d'une fonction définie positive :

Ix](t) - xz(z).xz(t)l

v(x(t),I) = Max { — 5 » =) [}
2N

Ay <A(I> e <0

qui satisfait la condition suivante :
Vi s Vee [e, e+, Dro(x(0),0) < e.v(x(e),D)

Par application des résultats obtenus dans le premier chapitre (I, 421)
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il suffit donc de respecter la contrainte ci dessous
| A (T(E+1)) =2, (1(3))
= A (T(3* 1) }

t =& =24

1
i1 ; At = Max {O, ;:z Lg(1+2,

e <n<2~o0

pour assurer la stabilité dynamique uniforme du processus et la stabilité

asymptotique globale de son régime autonome.

Résultats numériques :

e ==4
ne-=3
1(3) I(j+1) LAGNGTH  AEGe T s (8)

0 1 4,5 = 7.43 0
0 2 =4.5 - 9.80 0
0 3 =-4.5 - 9.82 0
1 0 =7 .43 = 445 1.54
1 2 =7.43 - 9.80 0
] 3 -7.43 = 9,82 0
2 0 =9.80 - 4.5 3.10
2 1 -9.80 = 7.43 0.87
2 3 =9,80 = 982 0
3 0 -9 .82 - 4.5 3.10
3 1 ~9.82 - 7.43 0.87
3 2 =9.82 - 9.80 0.007

2.2. Réalisation pratique (voir figure 3.5)

La commande du groupe amplificateur de puissance - groupe Ward.Léonard
est assurée par un calculateur temps réel TI000 couplé & une calculatrice ana-

logique qui assure le rdle d'interface numérique/analogique.

Le principe mis en oeuvre dans cette commande consiste & faire ume re-
quéte de variation de charge qui est prise en compte par le calculateur. Ce
dernier n'autorise la transition demandée que lorsque l'intervalle de temps

At correspondant s'est &coulé (principe de sécurité).
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() = E : Amplificateur A
r e(t) ug (t) plificateur Groupe Ward- v (t)
* % de puissance Léonar%

- , /
. charge
Calculateur
numérique
APCR
, LATP(O) AP(1) |

Requéte de connecti 1
q ction . Compte rendu de connection d'une nouvelle

t
d'une nouvelle charge charge.

Figure 3.5.

/"N..
£ oo
i "’“% :
IRINNY

-
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STRUCTURE DU PROGRAMME DE

CONTROLE DE VARIATION DE CHARGE

Attente d'une
requéte

3
U AP(I) -
i=0

Reconnalissance
du niveau I de
1'appel

— I=IP

Programme prioritaire d'horloge

I.# IPF =T

x Masquage des requétes

% Enclenchement d'une
temporisation TEMPO:
TEMPO = TMP(IP,I)
ENCL = 1

TN
{ 5(_:3>
N

—==tHTR  et=tHTR  —=2HTR

de I =033
I # IP
si TMP(IP,I) # O
alors TMP(IP,I)=TMP(IP,I)-!

TEMPO # O —T— == TEMPO = O
¢
TEMPO = TEMPO = 1 ERCL ENCL=1
? FT = |
e T

—+=FT=] (fin de tempori-
sation)

FT =0

% autorisation de
variation de charge

%x Démasquage de 1'appel
de compte rendu de
connection d'une nouvelle
charge.

T APCR

Initialisation
I =20
Démasquage des appels d'horloge.

% sortie de la valeur k(I)
IP=1
de I =023, I#IP,
TMP (IP,I) = T(IP,I)
Demasquage des appels de
requéte ¢ ENCL = 0
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Les requétes de connections d'une nouvelle valeur de la charge sont
matérialisdes par des boutons poussoirs 3 contact travail connectd@s sur le

systéme prioritaire du calculateur,

Un tableau contient les valeurs des temporisations pour chaque transition
de charge possible, un autre contient les valeurs du gain k(I) du réseau
correcteur pour les différentes charges.

Lorsqu'on autorise la connection d'une nouvelle charge, on charge dans
trois registres les valeurs des temporisations correspondantes 3 tous -les
états successeurs de l'&tat qui vient d'@tre initialisé, Ces registres sont
alors décrémentés jugqu'd zéro par un programme prioritaire d'horloge qui maté-
rialise le temps de gel des requétes de changement de régime.

Lorsqu'une requéte AP(1) de connection de la charge I est regue, on
commence par comparer l'indice I de la charge demand8e et l'indice IP de la

charge actuelle. S'ils sont &gaux cette requéte est bien entendu rejetée.

Dans le.cas contraire, om commence par interdire toute nouvelle requéte,
on charge ensuite un registre TEMPO avec l'état du registre de temporisation
T™™P(IP,I) correspondant 3 la transition démandée. TEMPO est alors décrémenté
jusqu'd la valeur O par le programme d'horloge et lorsqu'il atteind la valeur

0, la transition est aurorisée.

Dans le dispositif expérimental mis en ceuvre, l'autorisation est maté-
rialisée par un message 3 un opérateur humain qui effectue la variation de
charge et en donne compte rendu au calculateur par un appel prioritaire APCR.

Les requétes ultérieures de variation de charge sont alors validées.

REMARQUES

x La simplicité du programme de contrdole de variation de charge (il ne
s'agit que d'un séquenceur) permet d'envisager trés simplement son implanta-
tion sur un microprocesseur muni d'une structure prioritaire suffisamment
riche (INTEL 8085 par exemple) ce dernier commandant un multiplieur amalo-,

gique numérique.
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xx La phase d'autorisation de variation de charge du d&but de la place
suivant la transition FT = | jusqu'id la transition APCR peut &tre supprimée
en méme temps que l'intervention d'un opérateur humain si on commande les
variations de charge directement 3 partir du calculateur (par exemple en
mettant en sdrie avec les résistances matérialisant la charge des tramsistors
de puissance fonctionnant en interrupteurs statiques, le calculateur assurant

la commande de leur courant de base.

3.Synthése d'un réseau correcteur 3 action proportionnelle et intégrale

indépendante de la charge.

La problématique envisagée dans cette dermiére partie de notre &tude
différe sensiblement de celle qui a &té présentée dans l'exemple précédent.
On suppose en effet que l'on ne dispose d'aucune information sur la maniére
dont s'oparent les wariations de charge et que, de plus, clles ne sont pas
contrdlables. Toutefois comme précédemment nous supposerons connues les plages

de variation des paramétres définissant la dynamique du processus.

3.1. Mise en équation du probléme

La structure du systdme asservi est représenté par le schéma suivant :

/

u_(t e(t) RESEAU u(t) s(t)
| CORRECTEUR PROCEZSUS
/
CHARGE

Il vient comme précédemment :
xc(t) =[8(e), s(e]

%
~a (1) ;3 -a,(I) % (1)
1 2 x, (£) + | 2 u(t)
l H o) 6}

%, ()

avec

t
u(t) = kI . “/. e(t) . dt + kp £ (&)
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Si on envisage le fonctionnement de ce dispositif en régulateur, l'é@tude
de stabilité dynamique se raméne 3 l'&tude de stabilité asymptotique globale
du régime libre défini par 1'équation suivante :

~a, (1) 5 —(a,(I) + b .k ) 5 =(k;.b3(I))
1 ’ 2 2 ) ? I'72
x(t)=" 1 ; 0 ; 0 x(t) 31
0 ; 1 ; 0
t - %0 9
x(8) = [°8(),8(1),s(1)]

3.2. Etude de stabilité

D'aprés l'énoncé du critére P le probléme revient 3 préciser un couple
de valeurs (k s k ) et un paramétre r € 83(17T [k ’ )‘2’ 3J )} tels que
¥yi = 0,1,2,3, becl) e [o, B (1)]

les conditions d'appllcatlon du crit8re soient satisfaites,

Pour effectuer cette synthé&se, on peut considérer la matrice du régime

libre apréds un changement de base de paramétre r et &tudier dans quelles

-

conditions cette dernidre est fdentique 3 sa pseudo-majorante dans le but

de ramener les conditions d'applications du critére €2 2 une expression trés
simple.

-

La méthode revient alors 3 chercher un paramétre de changement de base com—

patible avec la premiére condition puis de déterminer les valeurs de kIet kp

assurant la stabilit@ agymptotique globale du processus.

On note : 1 =(A, + AiAAg
y(t) = 0 1 ')\3 x(t)
K 0 1
I1 vient : (-p1(D) 5 -p2(D1) ‘P?(I)
y(t) = ! Ay 0 y(t) (32)
i 0 1 Ay
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+ a, + A
2 2
(k3 + AZ

% 3 2 * ]
p3(I) = A3 + al(I).A3+(a2(I)+kp.bZ(I))x3+ka2(I)

2 T A

#ahg) +a (DO + A2)+(az(1)+kp.b§(1))

avec : pl(I)

p5(D)

Pour assurer la vérification des conditions de stabilité@ sur la pseudo-
majorante de cette matrice les paramétres Az et k3 doivent satisfaire 3 la
condition suivante :

{ a(kz) <0
&(13) <0

L'égalité entre la matrice du régime libre de (31) et sa pseudo-majorante
entraine :
¥Yi=o0,1,2,3

¥o3 e [0,5,(n]

p?(I) e® y p’;(l’.) <0
p3(D 6R , p5(1) £ 0
Il vient :
xzeaa -
A, ER -

On cherche une valeur de kp 3 priori positive.

Dans ce cas :
* _ 2 2 —
p2(1)< pz(I)-+(X3+X2A3 +X3) +aI(I).(A2+A3)+a2(I)+kpb2(I)

3

2 —
3 +al(I)>\3 + (az(I)).A3+ki.b2(I)

p3(D)< py(I)= A

On est ramené ainsi d trouver (AZ,A3) edlf tels que

Vl =0, 1, 2,3, p2(I) <0
py(I) = 0
sous réserve de la condition nécessaire de stabilit& suivante :
k. >
{k, > o}

On est alors amené 4 vérifier :
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3 2 :
VI, AB + aI(I) . 13 + az(I) . A3 <0 (33)
x% M, + 2 (D) + (Ag‘ + 2 (1) Ag+ 2y (D) < 0 (34)

Cette derniére inégalité (34) pe peut etre satisfaite que si le discri-
minant de l'équation du second degré en AZ est positif.
By, Viso,1,2,3 5 32« 22, (0. A+ 4.a(D=ad(D) < 0 (35)

Ce dernier systéme d'inégalités suppose satisfaibe la condition (36)

¥i=0,1,2,3, | 4@af(D) - 3a,(D) =a"(D) > 0 |
(36)
a (I) + A'(D) a (I) -~ A" (D)
-1 1
A3 el - s = [,
3 3
Il vient ainsi l'ensemble des résultats présentés dans le tableau ci-joint

-— - t . - t
3 3
0 i 710,90 - 6,63 < A3 < 0.63
1 14,68 - 8.56 < A3 < 1,19
2 18,96 -10.75 < A3 < 1.89
3 18.88 -10.70 < A3 < 1.83

Yi=0,1,2,3 ; Ay e [-6.63, o

A 1l'interieur du domaine de variation admissible du paramétre XB’ on cher-

che une valeur qui minimise la quantité:

Max ((xg +a (D) x_f) + 2y (D) 2,) (37)
i=0,1,2,3
Il vient A3 = -1,20

Le choix de ki se fait alors conformément i 1l'inégalité :

{¥1, p,(D) < 0}
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et il vient k, & 0, 9.29/Max (FZ(I))[
I=0,1,2,3

ie: k €]o, 0.39[

De méme, on conduit la recherche de AZ en cherchant la valeur qui minimise
la quantité :

2 2
Max (A +A A, #A) + (A, +A,) a (I) + a,(I)
1=0,1,2, 3 3 7273 73 2 3 1 2

I1 vient alors Xz = - 3,90

Dans ces conditions, la matrice de fonctionnement (38)

~ X . _ X P 1
2D po(D 5 - p3(D)

oSO AL N S (38)
| 0 H l H )\3 i

étant confondue avec sa pseudo-majorante, les conditicms de Kotelyanskii

appliquées 3 M;(XZ,X3, I)- ¢I (e<0) se résument au systéme d'inégalité (39)

2 (39)

2 x
¥1=0,1,2,3, e3+a (De+a,(De + by (1) (k e+kp) 2 O

Cette derniére condition est satisfaite de maniére évidente pour :

e =0
-kI = 0.39
k = 0.32

P

Si on suppose les conditions de fonctionnement telles que l'effet de
la saturation se traduise par l'inégalité:gé(l)/Z < b;(I) < E?(I)
on obtient pour le réglage :
k., = 0.39

I
k. =0.20
1%

pour un coefficient € de décroissance exponentielle

g < = 0.1
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Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en &vidence sur un exemple concret la
facilité de mise en oceuvre de la méthode de synthése proposée. Les critéres
établis dans le chapitre II permettent em effet trds rapidement d'aboutir i
une synthése de régulateurs assurant une trés bonne sécurité de fonctionnement
du dispositif de contrdle. En effet, de trés fortes perturbations de structure

euvent &tre acceptées au cours du fonctionnement.
P P

La recherche d'un réglage des paramétres revient ainsi 3 satisfaire les
conditions d'application du critd@re approprié en tenant compte des incertitudes

relatives 3 la connaissance imprécise du modé&le.
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Conclusionﬁgénérale

La notion d'agrégation déduite de l'utilisation des normes vecto-
rielles nous a permis de mettre en &vidence une méthode de synthése par régu-
lateur adaptable de systémes monovariables non linéaires. Dans ce sens, nous
avons &té amenés 3 présenter un mode de représentation original des systémes
monovariables linéaires au non-linéaires. Ce type de description & en effet
permis d'optimiser et d'étendre les conditions d'application de critéres
de stabilité &tablis en [Gl] , [GZJ . Nous avons ainsi &t& amené 3 reformuler

ces critéres en termes de synthése.

A partie de méthodes d'analyse, nous avons ainsi pu &tablir de
nouvelles conditions de fonctionnement de processus fortemeut perturbé&s au

niveau structurel lors de leur &volution en régime dynamique.

Une mise en ceuvre concrdte a permis d'insister sur la facilité
d'utilisation de cette méthode qui nous a conduit a préciser les caracté-
ristiques de performances d'un asservissement non linéaire et non station—

naire.

Les résultats présenté@s dans ce mémoire devraient nous permettre
d'aborder 1'étude des systémes multivariables non lin€aires et ainsi de
résoudre le probléme fondamental de la sécurité de fonctionnement d'un

processus en présence de perturbations structurelles importantes.
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ANNEXE |

.retn rt=[ 1, ,A]

1) P (r) est défini quelque so:.t T G‘C

n
L'expression de P (r) comporte des termes en l/eH. (Ak-ke) , aussi

il est d'abord nécessaire d'assurer que cette expression est définie si certaines

composantes de r sont égales.

i ! . = =
Soit l'exemple t?I que :A n An-l Xn—Z
@l = T oA I )
D R S P G v
- &tk ke
i<n=-2 3
n=3  pes a
@7 )y S B
" et 87t "k e
n-j ] n—-j 1
4-[A . t A .
n2 (ln-z An—d)(ln-Z.An) o=l (An—l An-Zj(An-l kn)

n—j 1 ' n-3 i
+ A - o hid =)
8 (An ‘a1 )(A M- 2)] e=i *ahe

-1 =3 n-j 1
P . . = z A . II.
( (1‘))1,J Wi M g ( e)
n=j _ ,\0n~] n=j _ 0]
+.HE? ( 1 ) 1 M2 T A _ ‘=2 T Ay J
efi - - - -
A A An—Z An-l (An—z A n? (An-l An)

Cette derniére expression est définie par passage 3 la limite :

<o
- =3 -] o 1 n 1
Tl 5 =L A . I G + () (amjeny AR (—r)
sl k=i &5k k e e=i AnT"e
2) la matrice P-l(r) (211,4) est l'inverse de P(r) (211,5)

Soient les expressions (211 4) et (211, 5)
n-J n

P e T @ nd; X——-.A-— (211,4)
e#k
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nxn L <3 (P(r))i:j =0
P(r) e € Pfieg @@l (211,5)
i>3 @@ ;= D" Tisj,n-j

: n n Gk e =
5 - = - ] T R, o
avec YJ < I dn-j (xs r) kgj*l (X Xk) l_;_j ( l) o'l Jl,n=].X

- S 5 . -
alors P i,(.) et P(.),] désignant respectivement la iéme ligne de P l et la

jéme colonne de P(r) il vient :

-1, = o £ n 1
L) gL T T ) (a1, 1)
. £, . n
Vist.ooon=1,v5(0) . 2(), 5= dgmi oD =allg o A (A1,2)
vt(kk).P(.),n = 1
alors :Vi=1,.....n,Vj=l,....n
-1 n n 1
(P "(D)2(e))i,] = 2 d& (% ,2) « T, (g (A1,3)
k.-l n=-] k g;& Ak Ae
2.1.) i > j
Pour k > j+l1, Gy (AoT) = 0 (Al,4)

alors (P-l(r) . P(r) 1,] 0 pour i > j

2.2.) i = j

On déduit des expressions précédentes (A1,3 ; Al,4) =

- d :
i< 5@ @RELI = L — (a1,5)

L, (o
1 %;ﬁ kk Xe
i
Etant donnée la convention utilisée : I. (X
Z
Yi = Tunsss o, @ ') . P(2)i,i =1

2.3.) i < j
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Soit ']un ensemble d'indices : (u, V) e’]z et soit Ku \)=']- %u,vg
g ]

1 1

L (0 () =/ ( () - 1
e 3$£ Ny RN eg’u,v RN eedu’v
1
+ gL (n ( )
kedu,v eeﬂp,v >k ke
efk

or Card (3u v> ¢ Card (5)

2 1
Yo, 635 = + ———c—=0
Wy vt

I1 vient donc par récurence
. . -1 . .
i<j; ® () .P(x))i,j=0

3) Expression litterale de P-l(r)(-a.vT+H).P(r)

1

(AA =X\

Les polyndomes n(-) et d(-) &tant précisés par :

a(d) =bC.v(})
d) = AT+at.u()

alors on déduit de l'expression (Al,1)

(Al1,5)

TN,y - =k O - 40« I )
e | g7 e e

o .n o ]
T kil - O o) - R
‘ e#1 k e

n I

cRds ( - )
g#fi >\k Ae

avec Vi=l, v .n:pi(r) = kﬂ'i d(lk)

. o1 ! -7
or, VL-I,....II 1 (P (r))(.),j'l'l .- H P (r))(.),_‘l

P-l(r))(‘)’ [ H=0

Alors considérant (Al,6), il vient :

S =R - p(0) .V

P-I(r) (=a.v |

avec :

“ n
B () Ly = kdi AT O - i ‘

T

e

))

(A1,6)

@
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- n
or (P(x) . P(r)), ;" kB (A . dn—j(}‘k) ’ eﬁ' =
’ e

alors (E(r). P(r))i ; = 0 pour i > j
s

(®(r).B(x))i,] = kéi A€ é?i{ ( 7—1_—7—)) pour i 2 j
2 k e

On en déduit :

Vi-1,...0,3). P(r)i,i = A
Vi=1,..... n=1; (P(r),P(r))i, i+l = |
Vi=2,...... n, Y i=2,....m, § > i+, (?(r)oP(r))i ;=0

Alors‘ﬁ(r),P(r) = J(r) = Diag (r) + H
Compte tenu de l'égalité : V? . P(xr) = v?

1l vient :

P'](r) (=a.v§ + H).P(r) = J(r) = p(x) . vf

n
Wi 40 . B e

p(r) €#", (p. () T
1 g#& Xk ke

b' ()

(w]
®
B
B
m
]
P
]
ey
(2]
p s
o
]

el
b'(x) €87, (L) = B al) (I, ———)

S;& Ak_ke
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ANNEXE I1

Le schéma bloc de la figure (2,1) peut &tre défini quelque soit
n
tef

Il convient cependant de remarquer que l'intégration ne peut pas

en général &tre restreinte i une opération de ® dans &

Une représentation d'un systéme d'ordre n ne nécessitant que n inté-~
P |

_ . _ e s
rateurs opérant sur & peut &tre trouvée en remplagant les blocs|. 1’ 1 ar
g P S T |P

-~ O ; o
" un bloc équivalent : Ry 2] : 14
-12G0) 5 RO

avecf®(X;) 1 1 ; O Xy 51 L 1 0
-2y RGY | LieGos 1 To s % T G

Dans. ce but, les composantes complexes conjuguées de T sont groupées

deux par deux.

On définit ainsi un ensemble ‘”(f) (o E,....n] et un vecteur de
paramétres w(f) par :
ied® » {r, =T}

1+1 i

UV(‘r‘)%
Vii,i) e @, § 41, [i-3]> 2
i e D), @@, =3a3) ,
w(t) eR" : 3
i gM@®, W@, =0

Alors définissant les matrices de changement de base :
() = I + j.Diag (w(®)) . H"
D(E) = I - j.Diag (w(®)) . H'

I1 vient :
pz(e) =D ) .2 h®) . ()
2(t) = S(¥) . z(t) + b"(F) . ult)

s(t) = v© . z(t) (a2, 1)

1
BU(E) =D (8) . P () . b(t)

avec S(8) = J(R(®) - (Diagw(®)))? . u*
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D(%) que le vecteur état z(t) = (P{T) . D))~

commande b" (zr
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On peut voir, 3 partir des définitions respectives de P(Y) et

1

) = (®(® . DE)

. b sont des &léments deOﬁn.

. x(t) et le vecteur de

Alors, on peut représenter l'équation d'état (A2,1) par le

schéma-bloc de la figurea,2.ce schéma-bloc ne comportant que des é€léments

réels.
u(t) o _
1
b"l(‘i.)
. (t)
i+1
zn(t) zi(t)
—— - ———— + f
K5 |-
2
j X3
'y
1 R
b":41 (1) b' 4 (B! b"1(T)
z4,,() zj(t) z,(t)=s(t)
= = Ol

()

K% 5)

-~ om owuw am b

Figure A.2.
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ANNEXE 3

On se propose d'établir :

& ey - ) ={n

ij
L P> i+l ; rf"--rz1 X i'n_-l (A= A) (a3, 1)
avec Ty ¢ o 3ORLITS Rag Ak e=j+1 "k e
. n -]
j=i-1 3 Oi,i=1 = &5 Ak
Soient (" (r(t))) L () et (P(r(t)))( Y53 respectivement la i&me ligne de
?

(r(t)) et la jéme colonne de P(x(t)

O Pty . L ()

r . = L. o I, (=——

i, () k=1 k g;ﬁ Xk Xe

. . t =

j=l,e..n-1 ; v (Xk) . (P(r(t:)))(')’j dn_j(kk,r(t)) (43,2)
n
I +1(Ak-ke)

-1 ~ n ° a )
@ @O 2@ 5 vk ke - ST sl o, L) econ ) |

A

= I..
1]

. -1 . . e e .
Les matrices P (r(t)) et P(r(t)) sont triangulaires inférieures et leurs
diagonales sont constituées d'é&léments comstants, on en déduit de toute évidence

if3: Hij =0

Etant donndes les formes particuliéres de P_l(r(t)) et P(r(t)), il suffit

d'établir 1'expression littérale des éléments de la premiére colonne de

(P (r(t))) P(r(t)), les autres s'en déduisant aisément.

d -1 oot 3 n 1

.—-—.(P (r(t)) . = E_ v (}\ ) o mm—— ( g. —-.—-———)

OAm 1,(.9 k=1 k A m g#t Kk Xe
. 1

tey o}
+ Sim (v~ ( o) - (e%é ST
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1 = - . t = = =
V3= ot 5 vEOQ @GO () o= do g 20 g1 Oy =3

: o _ (B _L__ -
kgiv ) = S hegs = ) ¢ RGBT =0

or : S W) . @E(E))) 4 (I (-0
r"a)\m m’ " (o5l Sa te=2 ¢ e) o = 1
m
i
= g;% (Xm = )\e)
5. = | _n n '
Alors m {(P (r(t))i,(.)} i P(r(t))(.),j —g_%% (Xm - ke)/g%% (km - Ae)

I1 vient donc :

1
3 a i-1
i®» 2, I, z. £ . 101 (\ - xe)
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ANNEXE 4

L'amplificateur de puissance

Dans ce dispositif, l'enroulement inducteur El de la génératrice
Gl est soumis 3 une tension redressée double altermance de valeur efficace

U,

Le principe de cet amplificateur consiste 3 découper la temsiom
alternative d'alimentation & l'aide d'un triac dont la gachette est soumise
i des impulsions de couraut dont l'angle d'amorgage Y est modulé par le .

module de la tension d'entrée Ve'

Le signe de U, est défini par commutation d'un relais commandé par
un comparateur (bvloc B4). Ce relais inverse simultanément la tension 3
laquelle est soumis un deuxiéme enroulement (EAR) de la génératrice GI.

Ce dispositif est destin& 3 corriger le phénoméne d'hystéris de la caracté-

ristique de la génératrice.

Le circuit TCA 780 (Bloc B3) délivre les impulsions de courant

de gachette. Son: fonctionnement est représenté sur la figure A 4.2.
Les passages par O de la tension alternative alimentant le circuit
de puissance sont déterminés par la temnsion appliquée sur la borne 5. Cette

tension détermine l'origine des angles de conduction.

L'angle ¢ de décalage entre 1l'impulsion et le passage par Q

, . : V2
est déterminé par la relation : ¢ = IIx(—g) 3 V2 € E), 3Vj (A4T)
ull
’ ﬂ _J
_____ - o —
|
[
}

FIGURE A.42
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La tension de commande v, est comprise dans 1'intervalle[}lOV, + 1

le bloc Bl constitue un redresseur 3 faible seuil qui é&labore v, = |ve

Le montage d%fférentiel du bloc B2 délivre une temnsion
e
v, = -
311 v
Ve .
max
En conséquence la relation entre l'angle d'amorgage et l'entrée e

déterminée par :

e
b= T - g 1)
La tension efficace aux bornes du pont de diodes est donc :

\ \
, 1.
Uyee = 2D x(]—‘-,-:—-—l T sinf2m I-v—ei-] )

max max
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ANNEXE 5

Rappels sur la notion de stabilité dynamique Eﬂj

La notion de stabilité d'un systéme dynamique 1a plus couramment

envisagée est relative 3 son fonctionnement en régime libre.

D'un point de vue distinct, lorsque ce dernier est soumis 3 une
commande on doit préciser la dispersion de ses trajectoires en présence de

perturbations sur la structure et sur l'état.

Ce probléme, réductible au précédent dans le cas linéaire (en cas
de perturbations sur 1'état) recquiert une plus grande attention dans le cas

non-linéaire qui nous préoccupe ici.

La notion de stabilité d'une trajectoire a d'abord &té évoquée par
Lyapunov, sous le vocable de stabilité de mouvement mais aucumn moyen pratique
d'étude de cette propriété n'était proposé.

On a ainsi €té amené 3 introduire le terme de stabilité dynamique
permettant par adjonction de qualificatifs (uniforme, asymptotique, exponentiell
une souplesse d'étude identique aux &tudes de stabilité en régime libre.

Nous proposons d'abord de rappeler les définitions relatives 3 ces
concepts puis de préciser la méthode d'&tude que nous adoptons pour caractériser

cette propriété.
Définitions
Les trajectoires des processus étudiés eont caractérisées dans 1l'espac

d'état £ de dimension finie par 1le vecteur :

x(t, to’ xo’ g, u(t))
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% toed'(
x &£ =[t0,+°°[
x x € ¢ cen

x u(t) appartenant 3 un ensemble admissible WUl d'applications de € dans &lm

définit la commande 3 laquelle le systé@me est soumis.

& s , ’
x g eP e désigne les perturbations structurales intervenant sur le
processus pendant la phase de commande.

XX = x(to) e¥f

Notons : i(t,to, X 0, u(t)), la trajectoire nominale du processus,
considérée en l'absence de toute perturbation}pour une entrée et des condi
tions initiales données et :

x(t,tl,i(tl) + le,g,u(t)) la trajectoire du systéme en présence de
perturbations structurales et apr&s une perturbation sur 1'état 6x. € fcf

1

intervenant entre les ilnstants t1 = th.Z to et tl.

Définition |

Le systéme dont l'état est défini par le vecteur x & £ posséde

la propriété de stabilité dynamique uniforme si :

Jse R, V(t,tl)e_qu, Viz,,6z.g,u(t)) € T =Tz U 1im| |&(t;t o2 ,0,u(t))

E—

-x(t,tl,i(t1)+6xz,g,u(t))l| <8

Définition 2

Le systéme dont i’état est défini par le vecteur z € E posséde la
propriété de stabilité dynamique asymptotique 8'il existe des fonctions
# et 0 de classes respectives K et L au sens de Hahn, telles -que :
¥ (6,,06€°%, V (z,,68,,9,u(t))€ PSafalf | 2(t,t 2 ,0,u(t))

- @t t, 8t )+ sx,g,ult))]] < a(t=t ).f (| 15le |)

Méthode d'étude

Nous envisageons de caractériser les trajectoirez x(t) du systéme
d'équation d'état :

%(t) = £(t,x(t),g,u(t))
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en les composant aux trajectoires non perturbées précisdes par :
2 o
x(e) = £(t£,%(t), 0, u(r))
x(to) =0

En notant d(t) le vecteur &cart
d(t) = x(t) -%(t)
dont 1l'Bvolution est régie par :
d(e)=£(t,&(t)+d(t),g,u(t)) - £(t,%(t),0,u(t))
on se propose de montrer dans quelles conditions 1l'évolution de d(t)
est bornée 3 la limite (ultimately bounded E..,6] ), c'est 3 dire définie
quelque soit t & T et bornée indépendamment de x(t ) € r et de u(t) € U

lorsque t tend vers 1'infini.

L‘ 1
&\5‘ N

J n" el \{//\
L \T’




