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I l  La science considérée comme un ensemble 

accompli de connaissances est la production 

humaine la plus impersonnelle ; mais consi- 

dérée comme un projet qui se réalise progres- 

sivement, elle est tout aussi subjective et 

psychologiquement conditionnée que n'importe 

quelle entreprise humaine." 

A. Einstein 



(.../...) Mais l e  rapport des mathématiques aux sciences de l a  

nature n ' e s t  pas à sens unique (.../...). Sous l 'appl icat ion des mathé- 

matiques aux sciences de l a  nature s e  dissimule un autre rapport ,  inverse : 

celui par lequel l e s  mathématiques sont obligées de poser, pour répondre 

à l a  demande des sciences, des problèmes qui peuvent ê t r e  s o i t  de 

"mathématique appliquée" , s o i t  de mathématique pure. 

Tout se  passe comme s i  l e s  mathématiques rendaient 

aux sciences, sous une forme élaborée, ce qu'elles ont reçu d ' e l l e .  

a 
Dans ce t  échange organique, a t-on encore de d ro i t  de 

parler d 'appl icat ion ? 

Ne doit-on pas d i r e  q u ' i l  ex is te  entre l e s  mathenatiques 

e t  les  sciences de l a  nature un aut re  rapport, un rapport de cons t i tu t ion .  

(L.Althusser, : cours de philosophie 

pour scient i f iques (1967) ) 
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I N T R O D U C T I O N  G E N E R A L E  
- . - . - . - . - . - . - . - . - . - . - . - . - . - . - . - a -  . . . . . . . . . . . . . . . .  

ü,n grand nombre de travaux qui concernent l'évolution en régime dyna- 

mique des systèmes électromécaniques ont mis en évidence un résultat essen- 

tiel ( [ M3 ] ) . En effet le paramètre "charge" généralement variable, amène 
une variation sensible des coefficients caractéristiques du modèle représen- 

tatif du processus étudié. C'est notamment le cas des moteurs qui entrainent 

une charge mécanique variable, ou encore des génératrices débitant sur une 

impédance non cons tante. 

Pour tenir compte de cette remarque, nous avons été amenés à mettre 

au point une méthode d'approche particulière d'analyse et de synthèse adap- 

tée à cette classe de systèmes monovariables continus non-linéaires. 

Le problème de la synthèse d'une régulation associée à un système de 

cette nature nous conduit à poser les questions suivantes : 

- Par quelle méthode peut-on définir une loi de commande qui prenne 
en compte les variations de charge ? 

- D e  quelle manière les performances du système asservi sont-elles 

affectées par des perturbations de cette nature ? 

- En conséquence, d'un point de vue pratique, cornent peut-on gérer 
l'évolution du paramètre charge pour faire en sorte que les performances 

du système restent convenables ? 

Il s'agit donc, d'une manière générale d'adapter la structure du 

système aux variations de charge afin de conserver une qualité de fonction- 

nement imposée à priori par le cahier des charges. 

De nombreuses études théoriques et pratiques ont été développées 

dans le domaine du contrôle adaptatif des processus. 

En particulier, les travaux des professeurslandau, Astrom et Mono- 

poli ( [AI ], [L3 ], [Lb 1, CM4 ]) ont permis de définir des structures 

de commande adaptative (fig. 0.1) 

-- -. - . P 
d' adaptation Processus s 

Fig. 0.1 ' i 



Dans ce sens, pour un processus dont les paramètres sont mal définis, la 

commande u(t) est élaborée à la fois à partir de l'écart entréelsortie ~ ( t )  

et de signaux d(t) représentant l'écart entre le comportement du processus et 

celui d'un modèle de référence connu, ce dernier définissant le comportement 

asymptotique souhaité du système ainsi régulé. 

En général, ces études supposent a priori l'invariance des paramètres 

du processus durant la phase d'adaptation, la durée de celle-ci n'étant géné- 

ralement pas précisée de manière théorique. 
1 

Par ailleurs, dans les travaux du professeur Lj . T. Gruj ic ( [ ~ 7  1, [ Ga 1) 
on ne suppose connue qu'une majoration des intervalles d'évolution des paramètres. 

Dans ce cas, à condition de disposer du vecteur d'état, il est possible 

de donner un majorant du temps d'adaptation (settling time). 

La méthode que nous proposons d'utiliser nécessite la connaissance à 

tout instant d'une valeur nominale des coefficients caractéristiques des pro- 

cessus étudiés ainsi que des bornes qui limitent les variations de la charge 

réelle. 

Ces valeurs estimées permettent de définir une loi de commande du sys- 

tème réel  CL^]. 
Ce type d'adaptation, désigné par le terme d' "adaptation en boucle 

ouverte'' pose plusieurs problèmes : 

i D'une part, la valeur estimée de la charge est variable, la trajectoire 

nominale du système est alors solution d'un modèle de référence généralement 

non-stationnaire dont les propriétés de stabilité restent à vérifier ( ( 6 6  1'). 
x D'autre part, le caractère généralement très aléatoire des variations 

de charges rend l'identification de ce paramètre peu précise. 

Il est donc particulièrement délicat d'adapter la loi de commande en 

fonction de cette estimation. En conséquence, on doit étudier dans quelles 

conditions ce système possède des performances convenables. 

La méthode que nous proposons d'utiliser fait appel à la notion de 

stabilité dynamique introduite par MM. MAIZIERES, LAURENT et BORNE. L'étude I 

consiste alors à limiter la dispersion des erajectoires possibles du système 

étudié en les maintenant dans le voisinage d'une trajectoire nominale. Dans 

ce sens, l'utilisation de critères de stabilité des systèmes non-linéaires 

dus respectivement à M. GENTINA et à M. BORNE permet de mener à bien cette 

étude. 

En particulier la mise en oeuvre d'une nouvelle représentation dans 

l'espace d'état d'une classe de systèmes monovariables permet d'optimiser 



d'une certaine manière les résultats découlant de l'utilisation de ces cri- 

tères de stabilité. De plus, les calculs correspondants sont sensiblement 

simplifiés. 

Le plan que nous proposons d'adopter pour cette présentation comporte 

trois parties. 

Un premier chapitre permet d'introduire toutes les phases de l'étude 

sur l'exemple d'une régulation de vitesse par un moteur à courant continu 

conmiandé par l'induit. Dans toute cette partie, le comportement non linéaire 

du système résulte de la variation de sa charge mécanique. 

A partir de cette hypothèse, nous posons le problème d'une régulation 

de vitesse par retour unitaire et action proportionnelle. 

La synthèse de l'asservissement pour deux charges nominales distinctes 

conduit ainsi naturellement à adapter les paramètres du réseau correcteur à 

la charge nominale du système. 

Tout d'abord, nous envisageons le cas de fluctuations de la charge au- 

tour d'une valeur nominale constante et connue, permettant ainsi l'adaptation 

du réseau correcteur. 

Dans ce cas, il est possible de définir, en fonction des performances 

désirées pour l'asservissement, les domaines de variations admissibles de la 

charge autour de sa valeur nominale. 

Nous envisageons ensuite l'effet d'une variation de la charge nominale, 

tout d'abord en échelon puis en continu. Dans ce dernier cas, nous abordons 

l'étude du comportement du système soumis à une charge variable, puis l'étude 

du cas plus réel où la charge est soumise à des fluctuations au voisinage de 

la charge nominale. Ce point de vue permet de définir les contraintes de dis- 

persion maximale de la charge autour de sa valeur nominale ainsi que les con- 

ditions limites d'évolution en régime dynamique de la charge nominale. 

Un deuxième chapitre permet la généralisation des résultats présentés 

précédemment à une classe importante de systèmes monovariables. 

Cette étude repose essentiellement sur la mise en oeuvre systèmatique 

d'un nouveau mode de représentation des systèmes monovariables. 

En effet, le modèle mathématique que nous proposons d'utiliser, conduit 

à une optimisation des résultats des critères de stabilité déjà utilisés dans 

le premier chapitre. 

Enfin, un troisième chapitre permet d'illustrer l'étude théorique précédente. 

Il s'agit d'une régulation de vitesse à charge mécanique variable réalisée à 

partir dr un groupe Ward-léonard. 

L'adaptation est envisagée sur la base de deux réseaux correcteurs clas- 

siques : tout d'abord un réseau à action proportionnelle, ensuite un réseau à 

action proportionnelle et intégrale. 



C H A P I T R E  1 



1) Introduction 

Nous envisageons dans ce chapitre l'analyse et la synthèse d'une 

régulation de vitesse dont l'élément de puissance est un moteur à courant 

continu commandé par l'induit et à flux inducteur constant. Cet organe 

entraine une charge mécanique variable. 

Cette propriété se manifeste essentiellement sous deux formes : 

- la charge nominale, quantité supposée connue et susceptible de varia- 
tions contrôlables nous permet d'adapter les paramètres du réseau correcteur 

définissant la commande du système asservi. 

- la charge réelle du dispositif est soumise à des fluctuations inprévi- 

sibles à l'interieur d'un domaine de variations admissibles centré sur la 

charge nominale. 

Cette étude, menée dans l'hypothèse déterministe limite l'étendue des 

hypothèses de départ. 

Le fonctionnement du dispositif est abordé dans le cadre non-liné- 

aire, nous précisons donc tout d' abord un modèle d'évolution valable dans 

ces conditions. Pl- 
2) Représentation mathématiques du processus : choix d'un modèle 

Considérons un moteur à courant continu à excitation séparée 

commandé par l'induit (figure 1.1). 

Le flux inducteur $, est supposé cons tant (1' enroulement inducteur 

est alimenté par un courant constant). 

- 
Figure 1 . 1 ,  



L'induit, soumis à une tension u est parcouru par un courant i. 

Le circuit d'induit, composé de n spires a une résistance r. 

La force-contre-éléctromotrice e est liée à la vitesse angulaire w du 

rotor par la relation suivante : 

e = k'w4. 

où k' est une constante positive caractéristique du moteur. 

La réaction transversale d'induit 4, est,par hypothèse,caractérisée par 
une relation linéaire en fonction du courant i : 

Supposant, en outre,que la chute de tension bu aux contacts balais/sol- 

lecteurs est négligeable devant u, il vient : 

r désigne les couples des forces d'origine électromagnétique , il est. 
caractérisé par l'expression : 

r = k'$o.i 

L'équation fondamentale de la dynamique établit la relation entre ï' 

et w lorsque la charge mécanique du moteur est constitué dr'une inertie J 

et d'un frottement fluide f .  
d r = J - (W) + fu dt 

avec : 

J = JO + Jc 

f = fo + fc 

(Jo,fo) et (Jc,f-) désignent respectivement l'inertie et le coeficient de 
C 

frottement du moteur à vide et de la charge. 

2.1. Cas linéaire 

W(P> Lorsque J et f sont constants, la fonction de transfert - 
U(P> 

s'obtient en éliminant i des équations précédentes : 



d (J- + f)o = k'4 * i  
dt O 

Dérivant (21,1), il vient : 

r f 
avec a = ( ï + y )  

1 

2 . 2 .  Cas général 

Dans l'hypothèse où J et f varient très rapidement autour de valeurs 

constantes 3 et S' avec une amplitude infiniment petite, les termes qui caracté- 
risent ces fluctuations interviennent de manière prépondérante en raison de la 

dérivation apparaissant dans l'élaboration d'un modèle de la forme précédente : 

Do = f( W ,  w, u) 

Toutefois, l'influence de Leur variations rapides sur la sortie du processus 

est en fait négligeable. En effet, on peut toujours représenter l'évolution 

du système précédent par l'expression : 
2 2 

r f k' 
s + (T + 

1:J 
) W  (7) dr = - . u(r) . d~ 

to bJ 

ou les quantités 1 et J n'interviennent plus par leurs dérivées. 

Ces considérations nous permettent d'adopter un mobP;r formel du 

type proposé en ( 2 1 , 3 )  pour caractériser l'évolution du système lorsque f 

et J varient. 

Ce modèle correspond à celui déduit de l'application des méthodes 

classiques d'identification appliquées au processus pour différentes valeurs 

du paramètre charge 1, ~ 2 ]  . 



3) Fonctionnement du moteur en asservissement de vitesse 

3.1) Position du problème - Choix d'une structure de réseau correcteur 
adaptable. 

Dans le cas où la charge est constante et égale à sa valeur nominale, 

la synthèse de l'asservissement d'un processus de fonction de transfert 

b̂ 2/(p2 + â p + â ) se ramène, dans le cadre continu Linéaire au czlsul d'un 
1 2 

réseau correcteur RC(p) (voir figure 1.2) assurant pour le système bouclé 

les performances imposées par le cahier des charges. 

Figure 1.2. 

Les paramètres du réseau correcteur sont naturellement dépendants 

du but à atteindre et des caractéristiques du processus. En conséquence, 

lorsque celui-ci évolue, il faut adapter à chaque instant les coefficients 

du réseau correcteur à partir des valeurs estimées (b^ âl, â2) de (b2,alsa2) 2 

Il vient ainsi la structure suivante : 

Figure 1.3. 

pour laquelle le fonctionnement nominal est décrit par le modèle de référence 

implicite : (cf figure 1.4) 



Figure 1.4. : Modèle de référence implicite 

Nous sommes alors amené à comparer les évolutions du système 

réel et cellesdu système nominal afin de montrer que l'écart w(t) - Y ( t )  

entre les sorties des deux modèles reste borné et converge à ltinterieur 

d'un domaine borné centré sur l'origine. En effet, la notion de convergence 

asppto tique de w(t) vers G(t) n'a guère de sens dans ce cas. 

3.2)  Formulation du problème 

Nous noterons dans la suite : 

désignant l'.ensemble des valeurs admissibles du couple [f ,JI . 
t e C : f to e @. , e = +- [ ) désigne le temps. 

x(t) : 8 de, 2(t) :edareprésentent respectivement les vecteurs-état 

du système et du modèle de référence. 

W(t) 
( t )  = w (t) ] i(t) =[" G(t) (1 

Les évo 

X(t) = 

lutions de ces vecteurs sont régies par : 

Envisageons dans cet exemple un réseau correcteur à action propor- 

tionnelle. 

u(t) = k(g) (ur(t) - "(t)) 



La loi d'adaptation (g +k(g)) est caractérisée par l'invariance du 
II gain statique" : 

Dans ces conditions, en posant : 

Le modèle du système bouclé est précisé par : 

et la trajectoire nominale est solution de : 

O - u  r (t) 

Pour une entrée .u,(t)llécart d(t) = x(t)-P(t) est alors régi par : 

Nous sommas ainsi amenés à caractériser les propriétés das solutions di 

système précédent et du modèle de référence implicite. 

Nous utiliserons à cette fin un critère eE2] déduit de l'utilisation des 

normes vectorielles que nous proposons d'abord de rappeler 

Remarque : La différence d'ordre de grandeur entre les I quantités r/l et 
A 

la réalité des valeurs propres A 1 et A 2  de la matrice 

O 
. Des racines complexes conjuguées nécéssiteraiant dans ce 

cas un gain k(g) très important. 



Soit  un processus décrit p m  l'équation d'état d'ordre nin BN ) : 

x eûtn es t  l e  vecteur é ta t  

g € @ représente les perturbations s 'exerçant sur les  Qléments de A (. ) 

GI"x B 4 Rn" e s t  une matrice à coefficients non constants A(t,x,g) . 

S r i l  existe une nome vectorie 2 le q de bZ* dmts8.$ t e  2 le que la 

matrice pseudolnajorante M(t,x,g) = M (A(t,x,g)) de la  matrice du régime 
44 

libre vér i f i e  les  hypothèses suivantes : 

H I )  l e s  é l h e n t s  non constmrts de M(t,x,g) sont isolds dans une seule 

ligne ou une seule colonne 

HZ) 3 E < O, (M(t,x,g) - E Ik) es t  l'opposée d'une matrice quelque soit  

(t,x,g) 6 4 x R* x B 
H3) M(t,x,g) e s t  irréductible sur la frontiére de e e e f 

alors le point d'équilibre ( x  = ol du système (C, 1 )  e s t  globalement exponen- 

t i e  llement stable e t  

I). s i  les  éléments non constants sont isolés dans une seule ligne 

so i t  ulc)  E & le  vecteur véri f iant  

M(t,x,g) . U ( E )  = E . U ( E )  

alors la fonction définie positive v ( z )  : 

v (x )  = Max ( q i ( x ) / u i ( ~ ) )  
i=l.. . k 

vér i f ie  : ~ + ( v i x )  1 5 c . v (2) 
1 

* s i  les  éléments non constants sont isole's duns une seuls eolonne, 
. k  définissant U ( E )  €&+ par : 

alors la fonction définie positive v : 
t v (x )  = U ( € 1  . q(x )  

sat is fa i t  3' (v ix)  1 2 E . v (2.) 

L'application de ce critère au régime libre de l'équation de l'erreur 

( 3 2 , 4 )  nécessite le choix d'une norme vectorielle convenable ou de manière 

équivalente, d'une représentation particulière bien adaptée à une norme 

vectorielle d'un type donné ~ B Y , [ M ~ ]  

* D' note l'opérateur de dérivée à droite par rapport au fem?S. 



3.4. Représentation particulière 

Dans le cas où 3 est constant, la stabilité asymptotique du modèle de 
référence (32,3) est assurée par la condition nécessaire et suffisante : 

' il + A = a = - 1 

1, . i2 - a (B) = â2 
2 

.3€ < O, & < X I )  4 - E ;  6(X2)  5 E - 
La transformation de l'équation d'état (32,3) : 

par le changement de base : 

améne : 
O El.['] - u  r (t) 

2 

Le choix d'une norme vectorielle q(x) : 

implique une condition suffisante de stabilité asymptotique du régime libre 

de (34,3) identique à la condition nécessaire et suffisante (34,l). 

En ce sens, la transformation (34,2) définie plus haut optimise l'uti- 

lisation du critère , du moins ponctuellement. 

La stabilité du système nominal dans le cas précédent étant évidente, 

nous allons aborder le problème en posant l'hypothèse de l'invariance de 2. 

4.1. Cas d'une charge variable autour d'une valeur nominale constante 

La charge nominale est constante et les ,paramètres ci B varient 
1 *  a2' 2 

dans un voisinage de valeurs â 1, 3 et r2 

4.1.1. Etude de stabilité asymptotique 

Considérons le régime autonome de 1' équation d' erreur (32,4) : 



(2) ; - a ,  (0) 
Notons f un vecteur spec t ra l  de précisé par : 

O 

e t  posons : 

Alors : 

L'application du c r i t è r e  f au processus déc r i t  sous ce t t e  forme 

implique, lorsque l e s  conditions suivantes sont réa l i sées  : 

que l a  fonction v(x(t))i est définie posi t ive 

v(x(t))  = Max ( 

e t  s a t i s f a i t  à l l i néga l i t ' é  : 

D+ (v(x( t ) ) )  2 E .  (v(x( t ) ) )  

Le point d 'aquilibre (x=O) du processus (411,l) e s t  alors globalement 

exponeritiellement s table .  

4.1.2. Etude de s t a b i l i t é  dynamique 11 
Considérons l a  t r a j ec to i r e  nominale du système soumis à une entrée 

bornéeu . Elle e s t  déf inie  par : r 



D'aprés les résultats précédents la fonction définie positive 

v(x,t) (411,4) satisfait à la contrainte : 

avec : $(%(t)) a Max (~~(s)*~~(t)) 
ee 

En conséquence, pour une entrée u r (t) bornée, la trajectoire 

nominale (412,l) reste bornée au cours de son évolution. 

Les variations de 6, (g,g), 62(g,8) et d3(g,i) étant par hypothèse bornées, 

on peut définir : 

r:t,ur(t)) ; ~(t,~(t)) = Max U(r,ur(~) , .g9g))/(~-X2) 
T 6 p,+ ooc 
g BP 

avec : *(t,ur(t) , X(t) ,g,g)=63(g,g)-~r(t)-(6 (g,B) -gl (t)+d2(gS8) *Z2(t)) 

et par application du résultat précédent à l'équation d'erreur : 

il vient la condition (411,3) 

]ECO i) X2 < E  

ii) < d g  e @ ; (E - X2) (€-Tl) + 6 (g,B). ( E - ~ ~ ) - \ * ~ * S  (gyg )+  



Lorsque la condition précédente est vérifiée, la fonction définie 

positive : 
lel (t) l 

v(e(t)) = Max( --)Y Ie2(t)1) 

satisfait à la contrainte (412,3) 

Cette dernière inégalité implique qu'en réponse à une entréeu (t) r 
bornée : 

1) l'écart (x(t)- 2(t)) entre une trajectoire et la trajectoire nominale 

reste bornée. 

2) dans ce cas e(t) converge à l'intérieur d'un domaine defini par : 

Le modèle étudié et la forme de ce résultat permet une interprétation dans 

le plan de phase (dl >dl) : (voir figure 1.5) 

Le polygône A B C D représente le contour du domaine v(e(t))= y 

A' B' C r  D' et Al' B" C" Dl' sont respectivement les domaines 

L'évolution du point représentatif de d(t) est limitéeeau 

domaine : 
1 

{v(e(t)) 5 M a  (v(e(to)). 9 br (CI)) 1 

et converge à 1' intérieur de A" B" C" Dl1. 

Le résultat essentiel de cette étude ainsi que son interprétation 

dans l'espace d'état nous permet d'envisager le cas d'une variation en 

escalier de la charge. 

Dans ce cas, le modèle de référence est "linéaire par morceaux" 

en fonction du temps. 



Figure 1.5. 

4.2. Ch\arge nominale variant comme une fonction èn escalier du temps : 

Notons t le terme général d'une suite croissante et non bornée à 
i 

valeurs dans (to est la borne inférieure de é ) . 
Las variations de la valeur nominale de la charge en fonction du temps 

sont alors représentées par : 

Y i  eN 
{ yt e [ti, ti+~ [; P(t) = P(i) 

g ( i )  : application de #dans p. 



Dans le même esprit que l'étude du cas précédent, nous allons tout d'abord 

étudier le régime&ibre. de l'équation d'erreur. 

4.2.. 1. Etude de la stabilité asymptetique 

L'équation qui caractérise l'évolution de l'écart entre le système 

et son modèle de référence implicite (32,4) s'exprime en régime autonome 

sous la forme : 

Désignons par P(i) : JUbiz le vecteur spectral instantané de 

Notons : y(t,i) = x ( t >  

Dans ce cas, les variations de y(t,i) sont régies par : 

i - l g , i  ; -[x2(i) (Sl(g,g(i))) +S2(g,2(i))] 

D+ (y(t,i))= r" 1 t a x2 (il 1 y(t,i) (42 1,2) 
L' application du critère <C à ce modèle sur l'horizon t €Ei ,ti+l [ 

montre que : 

lorsque sont vérifiées les contraintes : 

j r  < O, 3 a  > 1, 3~~ < O 

Y i  e x ,  V g  €6 
1) h2< k2(i) < a.€ 

2) ( ,E - Tl (i)) ( r-X2( il) + (s -*2(i>>61(g,g(i)) (42 1,3) 

-Ik2(i)(dl(g,P(i))) + 62(g.H(i))l 1 0 

alors quelquesoi t i € x, la fonction définie positive 



lyl(t,i) l 
v(x(t) ,i) = Max ( s lY,(t,i)l> 

possède la propriété suivante : 

A l'inverse du cas précédent, on ne peut en déduire immédiatement la 

convergence asymptatique des trajectoires du système (421,1) en raison du 

caractére multiforme de la fonction v(x(t),i). 

En effet, avec les hypothèses précédentes (421,4), l'évolution de la 

valeur de v(x(t),i) peut s'opérer comme il est indiqué ci-dessous (voir figure 

1.6) 

Figure 1.6. 

Une condition suffisante de stabilité asymptotique globale peut 

alors s'exprimer par : 
Z 

{ 
3s < O, Yi e JJ ,  V<x(ti)) E 

v(~(t~+~), i + I) - 4 es(ti+~-ti) . v M t i  1 ,il 



si le système (421,2) satisfait les hypothèses d'application du critère 

(421,3) quelquesoit i e 4- 

Compte tenu de la propriété [421,4)cette dernière contrainte 

est équivalente à : 

Dand le plan de phase (x1,x2), cette contrainte est satisfaite si le 

domaine MNEQ est inclus daqs M ' N ' P ' Q '  (figure 1 .?) 

figure 1.7 



MNPQ:lieu des points tels que v(e(t i+ 1 -)ai) ' c..D 

M'~'~'Q':lieu des points tels que ~(e(t~+~), i+l) = C O D '  

D = e  E (ti+ i-ti) 
avec 

D'= e ri(ti+l'ti) 

Cette relation d'inclusion s'exprime sous la forme : 

Cette contrainte permet de gérer les changements ae la charge 

nominale pour obtenir des performances de stabilité asymptotique souhaitées. 

Le lemme 1 résume les résultats de cette étude 

Remarque : 

Si X2(i+l) 5 k 2 (i), aucune contrainte n'apparait sur ti+ - fi 

Lemme 1 

Soit ti l e  terne général d'une suite croissante e t  non bornée à valeur 

dmis -f = [to, +- [ e t  g( t )  la valeur nomina le de la charge définie par  une 

fonction en escalier : 

Y i e N  

Soit Ze processus d dqaation : 

(gi) + d l (g3Qi ) )  i ( )  + 6 2 ( g , 8 i ) )  
&t) = - x ( t )  ( E l ,  1) 

I ; O 

r l ( i )  e t  

k 2 ( i )  désignant tes valeurs propres de 
O 

S i  les  hypothèses suivantes sont véri f iées : 

i l  3~ < O, 3 a  > 1, 3b < O, 3n B ] E ,  O C  
Y i  e N ,  ~ g e 1 3  

1) L2 < T 2 ( i )  < E 

2 )  ( - i ~ - ~ i  + (o-TZi i ) )  611g,g1) 

- 1 i 6 ,  (g, 8,) + 6 ,  (g9  gii 1 2 O 



Alors la fonction &finie positive v ( x  ( t J  , i)  

1 xl ( t )  - k 2 ( i )  x 2 ( t )  1 
v ( x ( t ) ,  i)  = M a x  ( 

(E - k 2 ( i ) l  a / x 2 ( t ) l l  

sa t i s fa i t  aux conditions : 

e t  le point drdquiZibre (x=O) du système ( J I ,  1 )  e s t  globalement asymptots- 

quemen t s tab le. 

4.2.2. Etude de s t a b i l i t é  dynamique (cf annexe 5) 

Le comportement nominal du processus soumis à une e n t r é e  u r ( t )  e s t  

d é c r i t  p a r  l a  r e l a t i o n  : 

Un raisonnement semblable  à c e l u i  m i s  en oeuvre dans l e  cas  p récéden t ,  

montre que, 

A ( g ( i ) )  e t  0 ( g ( i ) )  é t a n t  pa r  hypothèse bornés,  l a  t r a j e c t o i r e  ? ( t )  du  2  2 
processus  (422 , l )  soumis à une e n t r é e  b o r n é e u r ( t )  e s t  bornée au cours d e  son 

é v o l u t i o n  s i  l e  régime l i b r e  du système (422 , l )  s a t i s f a i t  l e s  hypothèses  

du lemme 1 , 
Dans ces  c o n d i t i o n s ,  on peu t  t ou jou r s  d é f i n i r  : 



Le régime libre de l'équation d'erreur (32,4) s'exprime sous la 

forme : 

d(t) = x(t) - f (t) 

Si les hypothèses du lemme 1 sont satisfaites, l'écart (x(t)-X(t)) 

reste borné.,au cours de son évolution et converge à l'intérieur d'un 

domaine b) précisé par : l ell 
Y i  e$, e €a2, v ( d  ,i) = ~ a x (  (s-~~(i))> lez1 ) 

4 . 2 . 3 .  Interprétation 

-X = Min ( k2(i)); X e @-- 
-2 

ie -2 

Le domaine 9 peut être représenté dans le plan cd ,dl) figure 1.8 



Figure 1 . a .  

4.3 La charge nominale varie continuement en fonction du temps 

Après avoir caractérisé le fonctionnement du dispositif en présence 

de variations discontinues de ses paramztres, nous envisageons maintenant 

des éaolutions continues de ceux-ci. 

4 . 3 . 1 .  Etude de stabilité asymptotique 

Considérons, dans ce ces le régime autonome de l'équation d'erreur (32,4) 



où al (g(t)) etct2(p(t)) sont des fonctions continues et bornées du temps t. 

[kl(t) + kZ(t) *-aI(B(t)) on note T l  (t) y k2(t) 

1 k l  (t) . Vt) =a2(Z(t)) 

Supposant X2(r) dérivable, il vient 

-[k2(t) .al (~(t) ,g)+62(~(t) +Xl(t)-6 ](z(t) sg) Y 

?(t>= 
9 

. Y(t) 
1 k2(t) 

L'application directe du critère P à ce modèle n'étant pas possible, 

il convient d'en mener l'étude selon les principaux points de la démonstra-- 

rion%,ce derniorw : 

Soit E: € A 
on note : s(t) : e d t  

alors O 

X2(t) . -f2(t) x2(t) .a, (~(t) ,g)+a2(g(t) lg) 
(t)-a, (g(t) ¶pl+ 

2 (tIa .~~~ - (E- X2(t)) 1 i (t) 
Considérons la norme de z précisée par : 

q ( z )  = Max I l  1 ~ ~ 1 )  

Par un résultat connu des techniques d'agrégation par les normes 

vectorielles E;] , on peut montrer que si les conditions suivantes sont 

vérifiées : 

3~ < 0, %I > 1, 3 n y  E ( 7 ,  ( 0 ,  3h2 dl- 

I ) t eê, A, < ~ ~ ( t )  < €. 



Alors la fonction définie positive v(x(t),t) 

satisfait à l'inégalité 

Remarque : 

*Les cnnditions d'application du résultat précédent se décomposent en : 

- une contrainte sur la dispersion des paramètres 61(t,g) etS2(t,g) 
(condition 2) 

- une contrainte sur la dynamique d16volution de la charge nominale(3) 
*par intégration de la relation (43 1,4) on obtient un minorant da 

temps de passage t - t. d'un état initial k (i) à un état final i+ 1 L 2 
X2(i+l) lorsque la variation de i2 est continue. 

Comparant cette minorante à celle obtenue pour une variation brusque 

. de la charge: 

1 x2 (i+ 1) -k2 (i) 
t i + p i  > *g(l+2 

(E -XZ (i)) ) (421,6) 

1)X2(i+l) 5 k2(i), les deux majorations se résument à la condition triviale 

La minorante du temps de passage d'un point de fonctionnement initial à 

un point de Cor-ctionnement final est minimale dans le cas d'une variation en 

escalier de la charge. 



En conséquence pour passer d'un point de fonctionnement caractérisé par 

X (i) à un autre pour lequel la valeur du paramètre est X' (i+l) en temps 2 2 
minimal, eu égard aux contraintes v(x(t ) ,  ti+l) 2 e n(ti+l-ti) .v(x(t i+ i i t i  
la variation de charge doit d'opérer en échelon (ce dernier résultat est simi- 

laire à ceux relatifs à la commande en temps minimal des systèmes linéaires) . 

4 . 3 . 2 .  Etude de stabilité dynamique 

Dans les mêmes conditions que dans les cas étudiés dans les 

volets précédents, on peut montrer que sous réserve des conditions de stabilité 

asymptotique établies antérieurement, toute solution de l'équation d'erreur : 

k, (z(t))+~ (g,iZ(dI ; -[a2(g(t)+62(g,~(e) 

8(t)= 
- 1 Y . O 

est boaee si la quantité x(t,u X(t) ,g(t) ,g) est uniformément bornée. r' 

Dans ces conditions, pour une entrée u (t) bornée quelconque, on r 
peut définir : 

e aI.+ : 9(ur) = Max (<p(ur,-t)) 
te e 

et l'écart d(t) possède les propriétés suivantes : 

- d(t) reste borné au cours de son évolution 

- d(t) converge à l'intérieur d'un domaine précisé par : 

1 dl (t)-k2(t)d2(t) 1 
t e t ,  v(d(t),t) = M ~ X  ( 

E -k2(t) ;/ d2(t)I) 

= (d e6L2 ; {(d GO) + {v(d,t) 2 1 lim (ur), t)) 1.r t- 

Conclusion 

Le nodèle étudié dans ce chapitre nous a permis d'introduire une méthode 

d'étude des systèmes pour lesquels les coefficients définissant la dynamique 

sont variables. Nous avons ainsi pu définir des conditions admissibles de 

fonctionnement pour l'adaptation en boucle ouverte envisagée. 

Nous nous proposons maintenant d'étendre cette méthode à des processus 

d'ordre quelcnnque. 



C H A P L T R E  I I  



1 - Introduction 

Le cas étudié dans le chapitre précédent montre que l'essentiel 

de la méthode proposée réside dans l'utilisation du critère de stabilité 

que nous avons rappelé ( 1.3.3.3) . 

Le but de ce chapitre est de déduire de ce dernier, des outils 

simples et pratiques pour l'étude de la stabilité dynamique des systèmes 

continus non linéaires. 

A cette fin, nous proposons de décomposer notre exposé en 

cinq parties. 

Dans la première sont définies des représentations de type 

modal (CU]) - z d'une classe importante de systèmei continus monovariables.. 

Ces modèles mathématiques, d'un caractére original permettent une mise en 

forme des systèmes envisagés bien adaptée à l'utilisation du critère de 

stabilité que nous nous proposons d'utiliser. 

Le seconde partie est consacrée à des rappels concernant l'ap- 

plication des techniques de majoration déduites de l'utilisation des normes 

vectorielles dans l'étude de la stabilité des systèmes non iinèaires 

Nous utilisons également la définition de la notion de stabilité 

dynamique . Ce concept introduit une mesure de la dispersion des 
trajectoires d'un système soumis à des perturbations. 

Nous abordons dans cet esprit l'étude des systèmes dynamiques 

soumis à des variations de charge lorsque la relation entre celle-ci et 

les param'etres définissant le processus est imparfaitement connue. 



Le troisième volet de notre étude envisage le cas où le 

fonctionnement nominal du système étudié peut-être défini par un modèle 

linéaire stationnaire.. 

L'étude des propriétés de stabilité dynamique des systèmes 

linéaires non stationnaires fait l'objet de la quatrième partie. 

Enfin, nous envisageons le cas où le comportement nanilnal 

du processus étudié peut être défini par un système appartenant à la classe 

précédente. 

Dans chacune de ces études est précisé le cas particulier des 

systèmes de référence présentant une seule'valeur caractéristique à l'ordre 

maximal pl. 
Enfin, par souci de clarté, nous rappelons les résultats 

obtenus dans ce chapitre sous forme de critères pratiques. 

2  - Représentation des systèmes étudiés 

Dans ce chapitre, nous proposons l'étude des processus mono- 

variables non-linéaires dont l'évolution peut être caractérisée par une 

équation d'état appartenant à l'une des classes définies par les équations 

(2.1) et ( 2 . 2  ) : 

avec les notations suivantes : 

- n E  ddéfinit l'ordre du-système 
- t ~ l :  {t E 6l ;.e= C, ,+ 

O O 

- u(t) et s (t) applications de fdansbl désignent respectivement 1' entrée 

et la sortie du processus. 

Par hypothèse u(t) € U ( ensemble d'applications continues par 
morceaux et uniformément bornées). 



n 
: ~ u . R  est le vecteur état : 

- H 6: ccnxn . (Hlij a &i + l,j prend la forme : 

1 1 Li 4 - a.) et b(.) vecteurs fonctionnels uniformément bornés à image dans dln 
qui définissent La relation-liant.la dynamique des systèmes étudiés avec les 

variations de s t.ructure . 

- g C @c ae représente les perturbations s'exerpant sur les vecteurs 
a(.) et b(.) 

Le critère que nous utilisons implique des représentations 

relatives aux systèmes ( 2 , l  ; 2,2) bien adaptées à sa mise en oeuvre. 

Cette transformation est obtenue par un changement de base, 

introduite à partir des modèles linéaires stationnaires qui appartiennent 

aux classes de processus envisagée6 

Dans cette hypothèse, nous envisageons successivement les formes 

canoniques relatives à lrobservabilité et à la commandabilité. 

2.1. Systèmes linéaires décrits sous la forme canonique d'observabilité 

Les systèmes linéaires envisagés peuvent être caractérisés par 

une fonction de transfert : 

Dans cette définition p étant la variable symbolique de Laplace, d.(p) et n (p) 

sont des polynômes en p de degrés respectivement égal à n et strictement 

inférieur à n. 

La mise en équation de ce système sous la forme canonique d'obser- 

vabilité est alors : 



La relation entre ces deux représentations s'exprime de manière très simple 

par les équations de passage (21 $ 3 )  b 2 ]  : 

l e t  
t d(~) = + a . v (A) 

n(X) = bt . v(h) (21,3) 

V A )  = [hn-:...hn-i $....II 
2.1.1. Définition de La représentation équivalente 

r t tn étant un vecteur de paramètres, le choix particulier d'une 
- 1 matrice triangulaire inférieure de changement de base P (r) permet la 

description du système original (21,l) sous la forme (cf annexe 1) : 

Remarques : 

- lorsque certaines composantes de r sont identiques, ces quantités 
sont définies par passage à la limite. 

- afin d'unifier les notations, on emploie la convention usuelle 

a ( A n - h e ) =  1 
e-n 
e3n 



- 1 
Les matrices de changement de basep  ( r )  e t  P(r)  sont précisées par : 

n n-j n nxn - 1 1 
p l (  ; (P ( r ~ ) ~ , ~  = ksi egi 

e#k 'k- $e 

1 i 2 j (P ( r ) l i s j  a (-1li-' u. 1-j , n-j 

- u. : fonction symétrique des racines du polynôme en x d'ordre n - j : 
~ j ,  n-j 

II n i-j - n-i 
(x,r)  = n (x - Ak) =iij (-1) ci-j, n-j . x dn- j k=j+l 

Exemple : 

Considérons un processus de fonction de t r ans fe r t  : 

l a  représentation dans l 'espace d 'é ta t  sous l a  forme canonique d 'observabi l i té  

e s t  a lors  : 

Soir r ge3 : rt =[ A l ,  A 2 ,  A 3 ]  posons : 



il vient : 

O 

P(r) = (21 1,9) 

Le changement de base ainsi défini transforme l'équation de départ (211,7) 

en : - 1 
y = P  (r) . x  

1 n 

A 2 :] Y +  (211,lO) 
O 

X3 

avec : 

En particulier, le choix de 2 (TB e3 ; ?t = , f , f i l  ; 

{ i = 1,2,3; d(k i )  = O l)couaue paramètre du changement de base permet la 

représentation du système original sous la forme remarquable : 

( y(t) = P . x(t) 



Cette dernière équation nous amène naturellement à établir un parallèle 

entre cette description du système original et la forme modale classique 

cp'l]' 

Il y a en effet identité des deux représentations lorsque le spectre 

de la matrice de régime libre (-a.vt + H) est réduit à une videur Propre 1 
multiple ( à un point tripl+. 

On peut néanmoins remarquer que, par opposition au modèle obtenu par 
t l'utilisation du changement de base transformant la matrice (-a.v + H) 1 

en sa réduite de Jordan, le système différentiel (211,12) est structurel- 

lement invariant G,4 par rapport à la configuration du spectre de la C 1 
matrice de régime libre de ce système. 

Ce dernier résultat, établi de manière naturelle à l'ordre 3 étant 

donnée la simplicité des nota.tions, peut aisément être étendu à n'importe 

quel erdre. 

Nous proposons donc son enoncé sous la forme des deux propriétés suivantes : 

- 1 P(r) et P (r) étant des matrices triangulaires inférieures, la matrice 

du régime libre de l'équation transformée à la forme spéciale : 
t n 

[~(r) - p (r) . vl ] . Par conséquent pour un paramètre r E donné, un 

changement dans le vecteur a n'affecte que les éléments de la lére colonne 

de la matrice obtenue. 

En désignant vecteur spectral d'une matrice carrée un vecteur dont Les 

composantes sont les valeurs propres de cette matrice, le choix d'un vecteur 

spectral P de (-a.vt + H) corne paramètre du changement de base conduit à 
1 

représenter le système sous une forme originale indépendailte de S par : 



Le schéma baoc déduit de cette mise en équation dans l'espace 

d'état est proposé (figure 2,l). Le système est ainsi modélisé par une 

chaine de cellules du premier ordre, chacune réagissant en fonction de 

l'entrée etde la cellule précédente. 

Figure 2.1. 

Dans ce diagr-e, les intégratéurs sont des opérateurs de r dans f . On 
peut néanmoins en déduire de manière aisée une représentation ne comportan 

que des intégrateurs opérant sur & en regroupant par poires les cellules 
comportant des Xi complexes conjugués (cf annexe 2). 

A partir de la forme canonique ainsi définie, nous proposons une épi 

simple des propriétés des systèmes linéaires décrits sous la forme initial 

2.1.2. Etude de stabilité 

Le schéma-bloc (figurez. 1 )  fait apparaitre le processus corne une 

chaine de sous-systèmes du ler ordre. 

Le système est donc asymptotiquement stable si et seulement si chaq 

sous-système est asymptotiquement stable. 



Le système est globalement 

exponentiellement stable 1 1 3~ < 0, Vi = 1, on, d(xi) 5 € 1 

2.1.3. Etude de commandabilité 

Il apparait de manière immédiate sur la figure2.l que toutes les 

composantes du vecteur état sont connnandables si on ne peut trouver une 

racine X du polynôme d(.) qui annule la composante bn (?) du vecteur n 
de commande. 

Cette condition est Ldentique à celle établie par Kalman E J 1 3  
2.. 1.4. Etude d'observabilité 

L'équation d'état ( 211,7) est toujours observab&e. 

Cette propriété est déduite par dualité de la propriété de commapdabi- 

lité du système déduit de la forme canonique de commandabilité (22) 

La représentation définie dans cette partie nous permet une interpré- 

tation simple et globale des propriétés-des systèmes Linéaires décrits sous 

la forme canonique d'observabilité. 

Nous proposons maintenant la poursuite &une démarche en tout point 

parallèle dans l'étude de leur représentation d'état sous forme canonique de 

commandab i 1 i té. 

2.2. Systèmes linéairesdécrits sous la forme canonique de commandabilité 

La mise en équation sous forme canonique de commandabilité des systèmes 

linéaires étudiés est : 

Cette représentation est la forme duale L B , ~  du modèle étudié dans 
la partie précédente (21,l) ; en conséquence, en transposant l'étude menée 

antérieurement nous nous limiterons à l'énoncé des resultats obtenus. 



- Représentation équivalente 
Par changement de base, l'équation d'état initiale (22 , l )  se transforme 

n 
r~ est un vecteur de paramètres. 

Exemp 1 e; 

Envisageons de nouveau le système de fonction de transfert : 
CI 

On déduit : 

3 t. Le changement de base défini par r E 2 (r =[A *, A2, A3 ] ) (2 1 1,8 ; 2 1 1,9) 

conduit à : 

t t Le choix de ?, vecteur spect~al de (-vl.a +H ) comme paramètre du 

changement de base conduit à la forme remarquable : 

I y(t) = pt(?) . x(t) 



Ce résultat se généralise à un ordre quelconque. 

La forme particulière des équations d'état (22,s) et (22,6) nous 

amène à reformuler dans le cas présent les deux propriétés remarquables 

du changement de base. 

t 
P (r) et (P-l (r)) étant des matrices triangulaires supérieuras ; le 

paramètre r étant constant,un changement dans le vecteur a n'affecte que les 

éléments de la lere ligne de la matrice du régime libre de l'équation (22,2). 

- Propriété n02 
t t î étant un vecteur spectral de (-v . a + H ) ,  le choix de ? comme 

1 
paramètre du changemant de base transforme l'équation d'état initiale (22,l) 

sous la forme duale de la représentation définie dans le cas précédent(211,13) 

Cette dernière équation peut être représentée par le schéma-bloc figure(2.2) 

Figure 2.2. 



- De même que dans la partie précédente, la réalisation du schéma de la 
figure 2.2 avec des intégrateurs opérant sur d s'obtient en transposant 
les résultats de l'annexe 2. 

- la figurej?.2nous pennet de conclure simplement quant aux propriétés des 
systèmes linéaires décrits sous le forme canonique de commandabilité 

2.2.1. Etude de la stabilité 

Le schéma-bloc (figure 2.2.) fait apparaitre le système comme 

une chaîne de soussystèmes du premier ordre. 

Le système est asymptotiquement stable si et seulement si chaque 

sous système est asymptotiquement stable. 

Le système est globalement 

{ exponentiellement stable 1 - 0, li a 1,**n,fi(xi) 5. fZ 1 

2.2.2. Propriété d'observabilité 

Il apparait de manière évidente sur la figure 2.2. que les composantes 

Yn- k (t) jusqu'à y (t) ne sont pas observables si la relation : n 

b;l(?) = a........... = b' (P) = O n-k 
est vérifiée. Cette dernière égalité revient à exprimer que le numérateur 

et le dénominateur de la fonction de transfert envisagée ont k+I zéros 

comuns : n(kn) = ....... = n ( L k )  - O 
Cette dernière égalité nous permet de retrouver la condition usuelle 

p, I] relative aux pôles et aux zéros. 

2.2.3. Propriété de commandabilité 

En considérant la figure 2.2. il apparait immédiatement que le système est 

toujours commandable. 



Conclusion 

La représentation définie dans ce chapitre nous a conduit à préciser 

une forme modale des systèmes monovariables linéaires qui permet d'établir 

et d'interpréter de manière simple certaines de leurs progriét5; usuelles. 

Dans la transformation proposée, seules la première ligne ou la 

première colonne de la matrice du régime libre sont affectées par une 

variation des paramètres caractéristiques de la dynamique du système, 

Ce résultat nous permet dans le mêae esprit d'aborder l'étude des 

systèmes non linèaires (2,l ; 2,2). 

3. Représentation et étude d'une classe de systèmes non linéaires 

Le précédent volet de l'étude nous a permis de préciser une transfor- 

mation originale des modèles mathématiques des systèmes monovariables 

linéaires stationnaires. Cette transformation s'applique aisément aux 

systèmes non linéaires. 

Ainsi un changement de base défini par une matrice P-' (r) à 

coefficients constants (211,4 ; 211,5) amène : 

t 2 (t) = -at,x,g . v l  + H) . x(t) + b(t,x,g) . u(t) 
t s(t) = VI . ~ ( t )  (2,l) 

sous la forme : 

y = P r )  . x(t) 
t 

?(t) [-p(r, (t,x,g)) v l  + J(r)]- y(t) + bl(r, (t,x,g)) . u(t) ( 3 , l )  

t 
s(t> = v, . y(t) 

de même l'équation : 

8(t) = (-vl . at(t,x,g) + H ~ )  . x(t) + v l  . u(t) 
t s(t) = b (t,x,g) x(t) 

devient : 



1 f(t) = v p r t g  + ~~(r)] . y(t) 4 vl u(t) (3.2) 

Les vecteurs fonctionnels p (q(t,x,g)) et b' (r,(t,x,g)) 

sont définis comme précédenment (2 1 1,2) : 

Notons n(X, (t,x,g)) et d{A, (t,x,g)) (Xse ) des polynômes dont les 

coefficients, fonctions de (t,x,g) sont précisés par : 

alors : 

3.1 )Remarque relaiive aux notions de commandabili té et d' observabilité appliquées 

aux systèmes non-linéaires 

A partir des représentations des systèmes non linéaires que nous 

avons introduites, on peut être tenté de mener leur étude dans le &me 

esprit que dans le cas linéaire stationnaire. 

Toutefois, on ne peut affirmer que les processus décrits par 

l'aquation ( 2 , l )  (respecti~ement(2~2)) sont non commandables (respectivement 

non observables) qu'à la condition que, quelque soit (t, x, g) E ( e r Rh% 8 )  
n(A(t,x,g)) et d(X, (t,x,g)) aient des racines communes. 

En conséquence, 1' extension de 1' application des concepts d'observa- 

bilité et de commandabilité aux systèmes dont le modèle est non linéaire 

est difficilement envisageable directement 

Le mode de représentation des systèmes non linéaires auquel est 

associé la forme canonique d'observabilité dans le cas linéaire est donc 

noté C, le second (2,2) étant désigné par la forme L. 



L'analyse de la classe des systèmes non linéaires que nous étudions 

est abordée par les techniques d'agrégation déduites de l'utilisation des 

normes vectorielles [ ~ j ] ; [ 6 l l  ainsi qu'à partir du concept de stabilité - - 
dynamique LM, 1 1 .  

3.2. Techniques d'agrégation, les normes vectorielles 

La stabilité des systèmes non linéaires est souvent abordée par 

la seconde méthode de Lyapunov. Celle ci conduit généralement à reporter 

cette étude sur celle d'un système de comparaison du 1" ordre. 

D'un point de vue distinct, la définition de modèles de comparaison 

d'ordre supérieur élargit la classe des processus concernés. 

L'utilisation des normes vectorielles permet d'associer systèma- 

tiquement à un processus décrit par : 

x(t) : @ J  e" 
nui 

A(~,x,~) : e % en& 4 

un système de comparaison df ordre inférieur ou égal @, 63 

En effet l'utilisation d'une norme vectorielle R, 1 q, de taille 
k C'l 

k (q(x) :en!&) nous permet de déduire de l'équation précédente 1' inégalité 
(3292) 

où .D+ (.) définit l'opérateur dérivée à droite par rapport au temps. 

La matrice pseudo-majorante M (A(t,x,g)) est une application à image dans 
qq akSk construite à partir de la nonne q et de A(t,x,g) k, 1];[G,l]. 

Celle ci étant choisie de sorte que ses éléments hors diagonaux 

soient non négatifs, le système : 

1 2 (t) = M (A(t,x,g)) z(t) 
QQ 

z(to) = qCx Cto)) 

est de comparaison d'ordre k du processus initial d' après 1' inégalité : 

Vtee ¶ q(x(t)> 2 z(t> @ 



Les propriétés de l a  matrice pseudo-maj orante M.  ( A ( t  ,x,g) ) permettent 
qq 

a ins i  ae conclure relativement à l a  s t a b i l i t é  du système i n i t i a l .  

L 'u t i l i sa t ion  dans ce t t e  optique du ~ e m m e 8  e s t  à l a  base de l a  démons- 

t r a t ion  du c r i t è re .  

Q 
S 'il existe une norme vectome 2 te  q, application de 'en dans + 

t e  Zle que Za matrice pseudulncUorante M(t,x,g) = Mqq (A(t,x, g )  ) véri f ie  

les hypothèses suivantes : 

H I )  Les élèments non constants sont isolés dans.une seule ligne 

H2) 3.  E 19; O[, ((M(t,x,g)) - E 1 1 e s t  l'opposée d'une M- 

matrice sur 9ox iond?  

( 2  'hypothèse H2 peut s 'exprimer de manière équivalente par les 

conditions de Kotelyanskii : @, 47 

k, k+l,, ... n 
étant un mineur principal d'ordre n-k+l de 

( M ( e , ~ , g j  - E 11 ; 

B3) M(t,x, g )  e s t  irréductible sur la  fmntiére de ( P x  T>@) .. 
Alors : 

1°)  E: es t  un majorant de la partie réel le du spectre de M(t,x,gJ 

2 O )  U ( E )  étant défini  comme le vecteur propre de M(t,x,g) assoaié 

à ~ :  considéré corne valeur propre limite, 

U ( E )  e s t  de direction fixe e t  ses composantes sant strictement positives 

( s i  cet te  propriété e s t  étab l i e  p a r  a i  lleurs, 2 'hypothèse H3 es t  i nu t i l e ) .  

3 O )  La matrice fil' (t, x, 9) définie par : 
-1 

M' (t,u,g) = (Riag(u(E:))) M(t,x,gl . DZag(u(E:l) (32 ,4 )  

vér i f ie  : 
- Y i  - 1 ........... n, j = I  E p r i j  (t,x,g) - < E: 



3.3. Adapta t ion  de l a  méthode 

Une mise en  oeuvre de l a  méthode de m a j o r a t i o n  p récéden te  r e q u i e r t  

l e  choix  d 'une  norme v e c t o r i e l l e  p a r t i c u l i è r e  à l a  c l a s s e  des  systèmes 

é t u d i é s .  Dans c e t  e s p r i t ,  nous sommes amenés à adop te r  une norme v e c t o r i e l l e  

de t a i l l e  n  a f i n  de d é f i n i r  un système majoran t  d ' o r d r e  é g a l  à c e l u i  du 

processus  é t u d i é .  

Considérons l a  norme v e c t o r i e l l e  q p r é c i s é e  p a r  : 
i? - 112 

s ( r )  = lu1 : tn4&; / d i  = / y i /  = ( r i  yi) ( 3 3 , l )  

Relat ivement  à c e l l e - c i ,  l a  pseudo-maiorante Mqq(A(t,x,g)) d 'une  

m a t r i c e  f o n c t i o n n e l l e  A( t ,x ,g)  : f x f l t ~ - r ~ ~ y s t  d é d u i t e  de manière  s imple 

à p a r t i r  de  c e t t e  d e r n i è r e  

C e t t e  d é f i n i t i o n  nous permet d 'exprimer les m a t r i c e s  pseudo- 

m a j o r a n t e  des m a t r i c e s  de régime l i b r e  des  systèmes é t u d i é s  ap rè s  changement 

de base  ( 3 , l  ; 3,2)  p a r  Mt( r , ( t ,x ,g) )  e t  M ( r , ( t , x , g ) ) .  

avec 

M(r ( t ,x ,g)  



Remarques : 

M( r(t,x,g)) est la matrice pseudo-majorante de (-VI .at(t,x,& + ~ t )  
t 

relativement à la norme vectorielle 9'  (x(t) ,r) = 1 F (r) -x(t) 1 

Les conditions d'application du lemmegà cette matrice sont dans ce 

cas réduites à la vérification des inégalités de Kotelyanskii. 

Dans le cas particulier des systèmes linéaires stationnaires, le 

choix du vecteur spectral ̂ r comme paramètre du changement de base ramène 

celles-ci aux conditions linGaires de stabilité : 

1 3 ~  < os'di = ~,...n , R{x i )  5 c { 

En ce sens, l'utilisation conjointe du mode de représentation et de 

la norme vectorielle choisie minimise les contraintes imposées par l'utilisation 

du critère, du moins pour certains éléments de la classe de systèmes envisagés. 

3.4. Systèmes non-linéaires centrés sur un système linéaire à coefficients 

constants 

L' application du critére t aux systèmes linéaires seaiionnaires repré- 
sentés sur une base appropriée n'entraine aucune restriction daas l'expression 

des conditions de stabilité. 

Nous proposons ainsi de montrer la validité de la conjecture linéaire 

dans le cas où les paramstres de. structure des processus non linéaires évoluen 

à l'interieur de domaines centrés sur des valeurs fixes. 

3.4.1)~tude des systèmes décrits sous la forme C 

Les paramètres de structure a(t,x,g) du système : 

varient dans un voisinage d'une valeur constante 2. Cette valeur nominale des 

paramètres de la matrice du régime libre nous permet de définir une matrice de 
- 1 t changement de base P (?),(F étant un vecteur spectral de (-â.v + H) . 

1 
Notons que, dans ce cas,? peut être considéré comme un point de centrage du 

t spectre de (-a(t,x,g) . v, + H). 



Etude de s t a b i l i t é  

L'application du c r i t è r e  G à l ' é tude  de l a  s t a b i l i t é  du point 

d 'éaui l ibre  (x-O) de : 
t 

9 ( t )  = [ -p (~ , ( t , x ,g ) )  .vl  + J(P) ] . y ( t )  (341,l) 

se  ramène à l a  vér i f ica t ion  de l 'existence de E < O t e l  que (M(P~t,x,g)) -e 1) 

v é r i f i e  Les inégal i tés  de Katelyanskii. 

Etant donnal l a  forme par t icu l iè re  de M(?, ( t  ,x,g)) ce l les  c i  

se  réduisent aux conditions : 

3 € < 0  

V k  = 2, . .  ..n ; R( tk )  c E n  

v ( t Y x y ~ )  ce ~LR"'x6' i l 1  fl (E -R(ki ) )  + R(P 1 (Py ( t , x , g ) ~  *ig2(~*(2i)) 

-t avec r = [XI ,  X 2  ,....... . X  n  1 
n n 1 V = 1 ,  ...., i ' Pi k t  I. e-i (P, ( t ,x ,g) )  = . d k  n 

e#k 

Dans ce cas, l e  c r i t è r e  se ramène à l a  mise en oeuyre du lemme 

1 d '  application simple. 

LEMME & 1 : - 
S i  le  vecteur a (t, x, g )  : e x  mn x s6-. Ô1" dkfinissant l e s  paramd- 

tres de structure du processus 
t 4 i t )  = i-ait,x,g) . vl + H) x I t )  ( L I ,  1)  

évolue dans un domaine centré sur un vecteur constant â, 

F étant un vecteur spectral de v + H s i  aIt,z,g) e t  â satisfont tes 

contraintes suivantes : 

3 ~ < 0 ,  i l  Y k = 2, .. . .n, @ink) < E 
n 

ii) dIt,x,g) e &x6ZhxL? , igl I E  -@.Iri)) + R ( p l I l , I t , x , g ) ) )  



AZors,Ze point dt&quiZibre (x  = O )  du s y s t h e  (L1,l)  e s t  gZoba2ment exponen- 

t i e  2 Zement stab 2s e t  Za fonction &finie positive 

- 

Etude de s t a b i l i t é  dynamique @,II 

Le Lemme précédemment é t a b l i  permet de c a r a c t é r i s e r  l ' é v o l u t i o n  e n  

régime l i b r e  d 'un  processus  de  La c l a s s e  envisagée .  

Nous proposons main tenant  de  p r é c i s e r  les p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  

dynamique de c e s  systèmes soumis à une commande u ( t ) .  

Dans ce cas, l e s  t r a j e c t o i r e s  nominales X( t )  du. p roces sus  s o n t  p r é c i s é e s  

p a r  un modèle l i n é a i r e  : 

Les t r a j e c t o i r e s  du système é t a n t  s o l u t i o n s  de 
t 

% ( t )  = ( -a ( t ,x ,g)  .v ,  + H)x(t)  + b ( t , x , g )  . uCt) 

= X  e Y  
O 

 é écart e n t r e  l e s  t r a j e c t o i r e s  e s t  a l o r s  : 

d ( t )  = ~ ( t )  - P ( t )  

e t  son é v o l u t i o n  est  c a r a c t é r i s é e  p a r  : 

e t  = P . d ( t )  ' ~ ( t )  = i - p (P , ( t , x ,g ) )  . v i  + J ( P ) I  . e ( t )  + p ( ? , ( t , x , g ) )  . X l ( t )  + 

[b' ( f ,  ( t , x ,g )  - b '  ( f )  u ( t )  (341,5) 

Pour une e n t r é e  u ( t )  donnée, 2 ( t )  e s t  p a r f a i t e m e n t  connu . 
Dans un cadre  p l u s  g é n é r a l ,  s i  l e  modèle q u i  d é f i n i t  l a  t r a j e c t o i r e  

nominale e s t  asymptotiquement s t a b l e  en régime autonome, pour une e n t r é e  u ( t ) € u  

quelconque, 2 ( t )  r e s t e  borné  au c o u r s  de son é v o l u t i o n .  



La t r a j e c t o i r e  nominale é t a n t  d é c r i t e  p a r  : 

, ? ( t )  - PT'(?) . X(t) 

-. - 
u ( t )  é t a n t  bornP p a r  hypothèse, on peut  d é f i n i r  h  e@: , h  = Max b )  . u ( t )  1 

On en dédui t  l ' i n é g a l i t é  majorante : 

D+ ( 1 9 ( t ) I )  5 J I l  +Tl 

S i  l a  cond i t ion  su ivan te  : 

Ici > 3 < o s Y i =  n i  L E  .ci 

e s t  v é r i f i é  a l o r s  .Jt( R ( ? ) )  s a t i s f a i t  l e s  hypothèses du Lemme 

e t  la  f o n c t i o n  d é f i n i e  p o s i t i v e  : 

v ( 9 ( t ) )  = u t ( € )  1 
s a t i s f a i t  à l ' i n é g a l i t é  : - 

D+ ( v ( ? ( t ) ) )  5 S .  v ( y ( t ) )  + u t (c )  . h  

ce  qu i  démontre l a  p r o p r i é t é .  

Dans ces  cond i t ions ,  a ( t & , g )  e t  b ( t , x , g )  é t a n t  par  hypothèse 

uniformément 'riccés par r a p p o r t  à ( t  ,x,g) e ( f ~ 6 2 "  6 6 ) ; pour . toute  e n t r é e  u ( t )  BU 
botnée,  an peut  a l o r s  d é f i n i r  l e s  vec teurs  h ( u ,  t )  ,h(u) , e t  B 

h ( u ~ t > :  U x f 4  : h ( u , t )  = Max ( Ip (? ,  (r,~,g)) .X  1 (?) + b f  , Yg * u ( r > l  

x e A n  

g  

x O € 3  
7 e C t Y  + m l  

h(u)  t UU&? : h(u) = Max ( h ( u , t ) )  

se 

On a b t i e n t  a i n s i  l ' i n é g a l i t é  majorante c a r a c t é r i s a n t  l ' é v o l u t i o n  de e ( t )  

D+ ( l e ( t )  1) 2 Mt , t g  . / e ( t )  1 + h ( u , t )  



Comme précédemment, si M(?,(t ,x ,g) )vérifie les conditions d'application 

du Lemme Z1, la fonction définie positive : 
t 

v(e(t1) = u (€1 . le(t> 1 
satisfait à l'inégalité : 

t 
D +  (v(e(t))) 2 ~.v(e(t)) + u ( ~ ) . h ( u , r )  

Cette dernière contrainte montre que 1' écart e (t) 

reste borné au cours de son évolution et converge vers l'intérieur 

d'un domaine précisé par : 

v(e(t)) 2 $ ut(€) Lim (h(u,t)) (34 1,6) 
t- 

Nous proposons de résumer ces résultats dans le critère Cl 

Critère r1 

Soit le  processus monovariabZe défini par 2 'équation d'état ( C I ,  1) 

(CS,  1) 

S ' i l  ex is te  wle valeur nominale constante â Qe a (t, x,g), t e l l e  que, 

P ( $ ~ =  [ X I , .  ....... X 3) étant un vecteur spectral de (-6. v: +il), d e t  a(t,x,g) n 
satisfont à : 

alors : 

- la dispersion des trajectoires du système (Cl,1) soumis d une cononande 

u(ti bornée e s t  bombe e t  converge vers l ' intérieur drm.domaine précisé par : 



- Remarques sur l e  r é su l t a t  proposé : 

f La dispersion des t ra jec to i res  e s t  d'autant plus p e t i t e  que l'ampli- 

tude des variations de a( t ,x ,g)  autour de a(t,X,g) e t  de b (t ,x,g) autour de 

b(t,X,g) e s t  pe t i te .  

f D'après (341,6) plus l e s  valeurs propres de l a  matrice de régime 
t 

l i t r e  (-a(t,x,g).vl +H)((t ,x,g) e ( ~ x a ~ x ~ ) )  se  s i tuen t  à gauche de l 'axe 

imaginaire, plus l a  majorationdéterminée par l a  méthode e t  re la t ive  à l a d i s p e r s i o n  

des t ra jec to i res  e s t  pe t i t e .  

3.4.2)Etude des systèmes décr i t s  sous l a  forme L 

De façon analogue, nous proposons de carac tér i ser  l ' é ca r t  entre  l e s  

- t r a j ec to i r e s  d' un processus d' équation : 
t t 

f ( t )  = (-vl.a (t ,x,g) + H ) x ( t )  + v l .u ( t )  (342,l) 

e t  une t r a j ec to i r e  nominale solution d'un modèle l i n é a i r e  : 
t i ( t )  = (-vl,ât + H ) x ( t )  + v l  .u( t )  (3.42,2) 

x( t0)  = O e Y' 

Les démonstrations des propriétés é tab l ies  dans ce t t e  section é t an t  

s i m i l a i r e &  ce l les  déueloppées dans l e  volet  précédent, nous nous limiterons à 

l'énoncé des résu l ta t s .  

Dans cet  e s p r i t ,  l a  mise en oeuvre du lemme L2 permet d ' é t a b l i r  l a  

s t a b i l i t é  du régime l i b r e  des systèmes envisagés. 

Lemme L2 

S i  l e  vecteur a (t ,x,  g) 

définissant les  paramètres de structure du processus : 
O t t 
x i t )  = i-vl.a ( t g  + H ).rit) (L2.1) 

évolue dans un domaine centré sur un vecteur constrmt â ; F € en, i i ) '=[~~,  k2 . . . k n Y 
A t  t 

é t a t  un vecteur spectral de (Y .a +H )), s i  l e s  contraintes suivantes sont 

sa t i s fa i t e s  : 

3 E: < O i )  \dk=2 ,...... n, A ( k k )  < E 
n n 

ii) Y ( t , x , g ) € ~ r d " * ~  . ii ( o - b l ( Z ) ) + ; R ( p I ( l ,  ( t , ~ . g ) ) ) ~ ~ ~ ( r - P ( k ~ ) )  - 
i = I  



alors la  fonction définie positive 

t / y ( t 1  = P ( 3  . t ( t )  
sa t i s fa i t  à l ' inégalité : 

+ v  . t ) ( z ( t ) )  

e t  le  point d '&quilibre ( x  = 01 du système ( L 2 , l )  e s t  globalement erponentielle- 

ment stab le.  

- Etude de l a  s t a b i l i t é  dynamique 

L'écart. entre  l e s  t r a j ec to i r e s  du systéme soumis à des pe.rturbations e t  

l a  t r a j ec to i r e  nominale e s t  précisé  par : 

d ( t )  = ~ ( t )  - X(t) 

fin changement de base (21 1,4)de paramètres ?, vecteur spectral  de (-v, . â ' + ~ ~ )  

permet de représenter son évolution par : 

e ( t )  = pt(?) . d ( t )  

+ (v, .pt(?. ( t ,x,g)) %t) )  

Comme dans l e  cas précédent s i  l e  système l inéa i r e  (342,2) déf in issant  

l a  t r a j ec to i r e  nominale e s t  asymptotiquementstable, on peut déf in i r  l e s  quantités 

S u , t ) ,  <g(u), q 

- 
; y = Max (cg(u)) 

L 'u t i l i sa t ion  de l a  norme vec tor ie l le  q,nous permet de déduire une 

inégal i té  majorante caractér isant  les  évolutions de e ( t )  : 

D+ ( j e ( t ) ]  5 ~ ( ~ , ( t , x , g ) )  . l e ( t ) l  + v I  . ~ ( u , t )  



Alors, s i  M(î, ( t , x , g ) )  s a t i s f a i t  l e s  hypothèses du Lermne L, l a  fonct ion 

dé f i n i e  posi t ive:  
n 

v(e)  = Max(/en(t)  1 , Max l e .  ( t )  1 ./ IL (E - a ( k k ) ) )  
i = l , .  .n-t k=i+ 1 

avec E < O 

Vk = 2. . . . .n ; L(kk) < E 

s a t i s f a i t  
n 

D' v ( e ( t ) )  5 E ~ ( e  ( t ) )  + Y(u,  t )  / (E - 6((xk)) 
k= 2 

En conséquence, e ( t )  r e s t e  borné au cours de son évolution e t  converge 

vers  un domaine p réc i sé  par  : .. 

Nous proposons de résumer ces r é s u l t a t s  sous l a  forme du c r i t è r e  
r2 

Cr i t è r e  f2 

Soit  l e  processus monovariab te dé f in i  p a r  l 'équation d ' é t a t  (C2,I ) 

S ' i l  ex is te  m e  valeur nonrinale constante 23 de a(t,x,g),P étant un 
*t t vecteur spectral de (-vl.a +H ) (pt= [ k l , . .  . . . . . X n ]  I ,  t e l t e  que d e t  a(t,x,g) 

sa t i s font  aux contraintes suivantes : 

I 
alors l ' écar t  entre les  trajectoires  du système ( C 2 , l )  e t  la  trQjectoire nominale 

2i-t) préeisée par : 
t 

S i t )  = l u 1 .  bt + 8 1 . f f t i  + v l  . u i t )  

z i toI  = O 1 -- 
res t e  borné e t  converge vers un domaine dé f in i  par : 

t e i t )  = P (3) . ( x i t )  - 2 i t ) l  
t 9 iu, t )  : U x ê u a+ ; .g iu, t l  = i d m  Ip (ri, (r,x,gl i . 2171 1 

(2, g ,  x0) e &*#o. 3 
€ [t, + =L 



3 . 4 . 3 )  Cas d'un point de fonctionnement à racines multiples 

Dans le cadre des systèmes linéaires stationnaires la synthèse d'un 

asservissement se ramène généralement au calcul d'un réseau correcteur destiné 

à :ocaliçer .les valeurs propres de fa-matrice-du--régime- libre en boucle fermée 

le plus à gauche possible d e  l'.axe imaginaire taut en limibaat- le module de 

leurs parties imaginaires, Le cas ~G.toutes eeçi valeurs caractéri'stsques sont 

égales .satissait donc cet objectif. 

Nous sommes ainsi amenés à particulariser les systèmes non-linéaires 

dont le fonctionnement nominal peut être caractérisé par un procasaus linéaire 

stationnaire à valeur propre multiple, ce qui, de plus, nous permet de simplifier 

la mise en oeurre des critères précedemment établis. 

Dans ce cas, la trajectoire %(t) d'un système décrit sous la formec 

est définie par : 

%(t) = (-â.v; + 8) P(t) + G.u(t) 
( 3 4 3 , l )  

P(to) = O 
t. 

et les composantes du vecteur spectral ? de (-â . v l  + H) sont toutes égales à 

une valeur constante 

La transformation de l'équation d'état : 

par un changement de base de paramètre f amène : 

y = ( 2 )  . x(t) 
9(t) = [-p(î,(t,x,g)) v; + J(T)J. y(t) + b1 t g  . ~ ( t )  

m n 
Les vecteurs p(?, ( .))  € a et b' (?, ( , ) )  € @ sont alors définis par 

[Gy 31 : 

1 

i 
(~(r,(t,x,g)))~ = (n-i)! ' ;-::i(d(x, (t,x,g))) 

1 
(b' (r, (t2x9g))) 

=(-! 

La transformation des équations d'état sous forme L s'opére d'une 

manière analogue. 



Ces systèmes constituant un cas particuliérement intéressant de la 

classe de ceux que nous avons étudié précédemment, les résultats obtenus sont 

précisés dans les critères 103 et e4 : 

Critère t 3  

Soit un processus monovQyYiable décrit  par une équation dté tat  du 

type ( C 3 , l )  ou (C3,2) 

- s ' i l  exCste une valeur nominale constante â de a(t,x,g) t e l l e  que 
t les composantes du vecteur spectral r^ de (2â.u.,+H) soient toutes égales à une 
d. 

valeur k e & 

- S i  a(t,x,g) e t  2 satisfont les  conditions suivantes : 

3 ~ < 0  ~ ) X < E .  

i i l  V( t ,x ig)  € @xGL*r@.  

Alors le  processus (C3,1),  (C3 ,Z)  a les caractéristiques suivantes : 

- le  régime libre de ce système e s t  globalement exponentiellement stable 

- ce système possède la propriété de s tabi l i té  Q'pamique uniforne. 

Dans ce cas très particulier où au cours des variations de a(t,x,g) les 

valeurs propres de la matrice du régime libre restent confondues et varient 

autour d'une valeur nominale constante égale à r ,  les conditions d'application 
de ce dernier critère prennent une forme simple : 

Critère f4 

Soit un processus monovariab le  d 'aquation d 'titat ( C o ,  1) ou (Co ,  21 



- S i  pour toute va leur de f t ,  x, g )  dans f f ic 8" x ) , les  va leurs propres de 
(-a(t ,  t ,g )  .vt+g) sont toutes égales à m e  valeur. k(t,x,g) 

1 - S i  i Z  existe une valew nominale constante f de X(t;x,g) 

- Si *ft,x,g) et X satisfont aux aonditions suivantes : 

+ n 
étant la racine de 2 ( 1  + n . x)  = 1'1 + x)  

Alors le  système défini  p a ~  2 'équation d'état (Cd ,  1) ou f C 4 ,  2 ) a 

les propriétés suivantes : 

- le régime libre de ce système e s t  globaZement exponentiellement stable 

- ce. s y s the  possède- la propriété de s tabi l i té  dynamique uniforme. 

3.5. Systèmes Linéaires non stationnaires 

La méthode d'étude des systèmes non linéaires que nous avons suivie 

conduit à une trajectoire nominale précisée par un modèle de référence. Le choix 

de ce dernier est essentiel dans la mise en oeuvre pratique des critères établis. 

En conséquence, lorsque les variations de charge appliquées à un 

processus entrainent des changements importants des paramètres de structure, la 

comparaison de la dynamique de celui-ci avec celle d'un système linéaire à 

coefficients constants peut s'avérer trop contraignante. 

Nous sommes ainsi amenés à envisager l'étude des modèles de référence 

non-stationnaires. Les conditions de stabilité de ces derniers étant moins 

connues, nous nous proposons tout dtabord de les rappeler. 

3.5.1. Etude de stabilité dynamique asymptotique CM, 11 

La classe des systèmes que nous étudions est caractérisée par : 

X(t) = A(t) . x(t) + b(t) . u(t) (351,l) 

avec - dans le cas de la forme C 



- et pour la forme L : 
i A(t) = (-v1 . at(t) + H') 

Etant donnée une entrée u(t) e u ,  l'évolution de l'écart entre deux 

trajectoires xl (t) et x2(t) (xl (to) # x2(to)) solutions de l'équation d'état 

(351,l) est régie par le système : 

Cette dernière égalité ramène l'étude de stabilité dynamique asympto- 

tique des processus étudiés à celle de leur stabilité asymptotique en régime 
libre. 

3.5.1.1. Systèmes décrits sous la forme C 

Le régime libre du processus est caractérisé par : 

+ H) . x(t) %(t) = (-a(t) . v I  (351 1,l) 

On note r(t) ( B J  fa) un vecteur spectral instantané de 
t 

(-a(t) . v l  + H) (rt(t) = pl (t). . . . .~~(t)l 
On supposera dans la suite r(t) dérivable. 

Le changement de variable (2 1 1,4) : 

y(t) = r x(t) 

conduit à la relation : 

?(t) = [~<r(t>) + $ (p-'(r(t))) . ~(r(t))]. y(t) 

où l'expression de 

est précisée par (cf annexe 3) 

i l j  II.. = O  
l j  n 

i = j+l II = C 
ii 1 , i k = i + j  . At - 

L'utilisation de la norme vectorielle q permet d'établir l!inégalité : 



t L'application du Lemme à la matrice J (@(r(t))) -a pour corollaire la 

propriété suivante : 

S'il existe E < O et'il >i,dt e t , k  e [l, .... n],K(hi(t)) < E .il 

alors le vecteur u(s,r(t)) : 
t - n n 
u(c,r(t)) =[,;, ,<c - R(A,<~)>:. . . *g=i+l (c - dl(hk(t).));. . . . . ;1] (3511,5) 

à ses composantes toutes strictement positives 

Considérons la fonction définie positive v(x,t) : 

Al.ors, par définition de u(ê,r(t)) et de J(&(r[t))), il vient : 

or Y(~,r(t)) s'exprime simplement en fonction de u(c,r(t)) par 
t 

st(c,r(t)) = u (~,r(t)) . D(E,r(t),f(t)) 

avec D(r,r(t),B(t)) = Diag { -k=f+l 
en conséquence, il vient 

+ 
D v(x,~)c ut(E,r(t)>[E1 -+ 1;-l (r(t)) . P(r(t)) j +  ~(~,r(t) ,f(t)) J i  lY(t) 1 

Alors si, quelque soit t C? f, la somme des élèments de toute calonne de 
d [EI +Diag(u(E,r(t))) . IX(F'-' (r(t))) .P(r(t))l; DzA~(~(&,~(~)I)+D(E,~(~) ,?(t)>]est 

inférieure à un nombre n négatif, la'stabilité açymptotiqcS du système lnitial - 

(3511,l) est assuréé et la fonction v(x,t) satisfait à l'inégalité : 
+ 
D (v(x, t)) < 0 v(x,t) 

Les formules précédentes (35 1 1,8)et (35 1 1,3) nous permettent d'exprimer 

cette dernière contrainte sous forme littérale : 

~ E < o ,  l a >  i = I ....... n, 31. - 1 e B  

i) k~l...... n,@.(A,) &(Ak(t)) 5 E . a 



Remarques : 

f Cette dernière condition définit une limite supérieure sur la vitesse 

d'évolution du spectre de (-a(t) .vy + H), c'est à dire sur les variations 

de a(t). 

X On peut remarquer que la contrainte (i) : v i =  1, ... .n, 3 E ' <O, 
&(A. (t)) < r '  peut s 'exprimer par la condition : dt € e , le système d'équa- 

1 
tion 1% = (-a(tl) .Y: + H)ix est exponentiellement stable. t 

Nous proposons le rappel de ces résultats sous la forme du critère 

d'application pratique : 

Critère 

Soit l e  processus déf ini  p a r  une 4quation d é ta t  (CS ,  1 )  : 
t e ( t )  = ( a ( t ) . v l  + fi) . x l t )  + b i t )  u ( t )  , ( C S ,  1 )  

r i t )  é t m t  d chaque i n s t m t  un vecteur spectral de (-a(*) 7); + 8) 

S i  a ( t )  e t  &(t)  satisfont aux conditions suivantes : 
.......... . 3:  6rn; 2 = [+ 

5 -Yl A 1 



Alors la fonction v  (x, t )  ddfinie pcrr : 
t 

v (z , t )  = u ( € , Z ? ( t ) )  . ly(t) 1 
-1 

tj(t) = P  ( r i t ) )  . z ( t )  

v é ~ f i e  2 ' indgalité diffdrentie Zle : 
LItv(x,t) 5 q v ( z , t )  

e t  le s y s t h e  (CS, 1 )  e s t  asymptotiquement stable au sens de la s tabi l i té  

&nantique. 

Exemple : 

Considérons.  l e  sys tème  d ' o r d r e  4 d é f i n i  p a r  : 

1 O 

O 1 

O 1 . ~ ( t )  (3511,l  1) O 

O O "] O 

s o i t  r ( t )  ; r t ( t )  = [ h l  ( , t) ,  h 2 ( t ) ,  h 3 ( t ) ,  .Ai(t)] un v e c t e u r  s p e c t r a l  de  

P-' ( r ( t ) )  e t  P ( r ( t ) )  é t a n t  p r é c i s é s  (21 1 , 4  ; 21 1 , 5 ) ,  l ' e x p r e s s i o n  de  

d 
r t  . P ( r ( t ) )  e s t  dans  c e  c a s  : 



De même : 

Le critère conduit aux conditions : 

i) V t  ed, V i  = 1,2,3,4, @,Oi) 5 R(A~(~)) 5 E .a 

i i ) ,  E c rl < O  

Si ces contraintes sont vérifiées, le processus non stationnaire 

(35 1 1, : 1 )  est asymptatiquement stable. 



3.5.1.2. Systèmes linéaires non stationnaires sous forme L 

Le régime autonome des processus envisagés est maintenant décrit 

par : 

ou de manière équivalente après changement de variable par : 
* 

L'étude de la stabilitg de ces systèmes est abotdée de la même 

manière que celle de la forme duale (3511,1), aussi nous n'expliciterons que les 

pointa de démonstrations distincts de ceux du volet précédent . 

Si ~'(6) satisfait la condition : 

alors les composantes du vecteur u(~,r(t)) (3511,5) sont toutes strictement 

positive et bornées. 

Dans ce cas, z(t) = ( ~ a ( u r t ) ) )  . 1pt(r(t)) . x(t) 1 est une norme 
vectorielle de taille n de x(t) qui satisfait 1' inégalité : 

Dans ces conditions, s'il existe une valeur ri <O, telle que, 

quelque soit t, la somme des éléments de toute ligne de la matrice pseudo- 

majorante définie précédemment (3512,3) soit inférieure à r i ,  

alors la fontion définie positive : 

vérifie l'inégalité : 

D' v(x,t) 5 n.v(x, t) 



Nous proposons maintenant de particularieer lzétude précédente aux systèmes 

pour lesquels les composantes de r(t) sont égales. 

3 .-5.1.3. Cas particulier 

Lorsqu'à chaque instant, le spectre de la matrice (-a(t).vl+H) 

est réduit à un point, r(t) prend la forme : 

11 en résulte une simplification des notations utilisées dans la 

partie précédente. 

En effet : 
n-i 

ut(s,r(t)) =c~-A(t)~-~,. . . . . ., (€-A(t) , . ...> (~-h(t)) 11 

avec 

- t . u r t  sn 

9 

Les énoncés des critères 25 et y6 sont alors simplifiés. On obtient 

ainsi respectivement e7 et f8. 

Critère t 7  

Btant donné un processus dont 2 ' équation d 'é ta t  (C7,l) e s t  t e  22s qu 'à 
t 

chaque instant  l e s  composantes du vecteur spectral ~ ( t l  de (-ait) .vl+H1 sont 

toutes égales à A ( ~ ) A  



S i  les hypothèses suivantes sont vdd f i ée s  : 

1 i)  ~ E < o ,  30. 1, 31€@, dt&4 , - A C  - ~ ( t )  < E a 

alors le point d'dquilibre ( z  = 0)  de (CS, 1) e s t  globalement asymptotiquement 

stab le e t  la fonction v ( x ~  t )  &finis  par : 

sa t i s fa i t  d l ' inégalitd : 
f 

D ( v ( z , t ) )  - < rlj v ( z s t ) .  

Critère )o 8 

Etant donnk un processus dont 2 ' dquation d'dtat ( C 8 , l )  e s t  t e l l e  
t 

qu'à chaque instant les composantes du vecteur spectral r ( t )  de (-VI.= (t)+tit) 

sont toutes dqates à X ( t )  

ursque sont udrifiées les  hypothèses : 

i c O a A t?R. Vt 'te, i x A ( t )  < a - 
(n-E) (€4 (t)) i i ) 3 n , E < n < o i b l t 6 5 , I X ( t ) I + f ( t ) 2  I n - I )  

Le point d'dquilibre (x=O) de (C8,11 e s t  gtobalement asymptotiquement 

stable e t  la fonction v(z ,  t) déjcZnie p a ~  : 

sa t i s fa i t  à : 

Ces résultats sont applicables aux processus pour lesquels aussi 

bien la charge que la relation entre cette dernière et les paramètres de 

structure sont parfaitement déterminées. 

Les critères établis permettent de ggrer les variations de charge de 

manière à conserver des propriétés de stabilités désirées. 



3.6. Systèmes non-linéaires dont un fonctionnement nominal e s t  dé f in i  par 

un système de l a  c lasse précèdente. 

D'une manière générale, l a  r e l a t ion  ent re  les  paramètres de 

s t ruc ture  d'un processus e t  sa charge e s t  imparfaitement connue ; de même, 

l a  mesure de ce t te  dernière e s t  souvant entachée d 'erreur .  L'étude précédente 

permet néanmoins de préciser  l e  comportement nominal de ces systèmes. 

Ainsi, l a  t r a j ec to i r e  nominale des systèmes (36,l) 

peut-être approchée par ce l l e  du processus : (36,2) 

Par une démarche analogue à c e l l e  su iv ie  dans l e  cas ou â ( t )  

e s t  constant, on peut montrer que s i  l e  régime l i b r e  do processus (36,2) 

s a t i s f a i t  l e s  conditions d' application du c r i t è r e  5, pour une entrée bornée 

u ( t )  E u ,  2 ( t )  res te  bornéeau cours de son évolution. 

3.6.1. Etude de s t a b i l i t é  dynamique 

L'écart  entre  x ( t )  e t  l a  t r a j e c t o i r e  nominale 2 [ t )  peut ê t r e  

caractér isé  après un changement de variable  déf in i  par f ( t )  
t (P ( t )  : vecteur spec t ra l  de (-â(t)  . v I  + 8)) 

Il vient  : 

e ( t )  s a t i s f a i san t  l ' é g a l i t é  d i f f é r e n t i e l l e  : 



Par un raisonnement similaire à celui du critère r5, pour une entrée 

~ ( t )  eubornée, i? 1 t est borné au cours de son évolution. 

Nous-pouvons ainsi définir h(u, t) et h(u) par 

h(u,t) : ( u x e ) u G  

h(u,t) = Maxlp(t(i), (~,x,g)).P~k M b '  (?(TI, (r,x,g))-bl(̂ r(r))).+~@ 

x ) e (RnxQxfP) ( ~ $ 8 ,  

r e  rt, +-C 
h(u) : u* 62: , h(u) = Max h(u, t) 

t e(le 

L'utilisation de la norme vectorielle 1 . 1  nous conduit à l'inégalité 

majorante : 
d 

~ + ( l e ( t )  1) 5 (M (?(t),(t9x,g)) ~-l(t(t))(.~(e(t)) /.le(t) /+h(u,t) (361 , 4 )  

avec : 

M(£(t), (t,x,g)) 

t Comme on l'a vu précédemment (34) M (t(t),(t,x,g)) satisfait à chaque 

instant les hypothèses du Lemme g, lorsqulon vérifie la condition : 
v t  e e 

3 a >  1 
i) 3 E < 0. Y i = 2,. . . .n ,3  5 i E B, &(xi) - < R(Xi(t)) < ~a 

La fonction définie positive v(x,t) précisée par : 



s a t i s f a i t  à : 

L'équation ( 361,6) e s t  ident ique à l a  r e l a t i o n  (3511,a) lorsque 

h(u) e s t  nu l .  

On peut en conclure : 

- s i  l a  condit ion (3611,5) e s t  v é r i f i é e  

- e t  s i  l e  système (36,2) déf in i ssan t  l e  comportement nominal s a t i s f a i t  

aux hypothèses du c r i t è r e 5  

que : 

3~ c O, D + v ( x , ~ )  5 W V ( X , ~ )  + U t ( ~ , ? ( t ) )  . h ( U , t )  

Le système (36, l )  possède l a  p ropr ié té  de s t a b i l i t é  dynamique 

unif orme. 

Nous proposons de résumer ce dern ie r  r é s u l t a t  par l e  c r i t ë r e  r9. 

Cr i t è r e  r9 

Soit  un processus monovariab l e  d é f i n i  par l 'équation d ' é t a t  f Cg ,  1 i 

- S ' i l  -ste p o u  tout t € m e  valeur nonrinale â f t i  de a(t,x,g) 

e t  une valeur nonrinale Zi(t) de b(t,x,g) 
A - ~ ( t i  = Cfl i t i ,  h g ( t i .  . . . . . . . . . . . . . ĥ  i t ) ]  é t a t  un vecteur spec tmt  

t n 
de [-âi t l  .vl+fl] 

Si â ( t )  e t  a(t,x,gi sa t i s font  Zes hypothèses suivantes : 



n a-l 
i = I  1 " t z +Rip1 iS i t l ,  I t , ~ , g l i ) . ~ 3 ~  l~-@\lt))i  - k ~ 2 1  pkiPltl, 

C iii) .k système nominal d'équation d'état (C9,2) 

sa t i s fa i t  les  hypothdses du critPre C 5. 

P l  

Alors que lque so i t  u ( t)  B U ,  on peut définie h(u, t )  € RI 

hlu, t) = M T  , , g  3 T + ( b t ( F ( ~ ) ,  (~ ,x ,g)) -b  ' ( S ~ T ) ) )  . u ( T )  1 
(x,g,xo) e io~"zb'xY) 

-t= e [ t a  +C 
e t  ta fonction défdnie positive v (ac, t )  

t v(xa t )  = u lo,E(t)l  . t . x ( t )  1 
sa t i s f a i t  

t 
d ( v ( x , t ) )  < ii . v(x , t )  + u t . h(u,tl 

e t  k système ( C 9 , l )  possdde la propriété de s tabi l i té  dynamique uniforme. 

L'étude des systèmes auxquels on associe  un modèle de type L peut ,. e t r e  conduite de l a  même manière que précédemment. 

Nous proposons donc de n 'en  donner que l e  r é s u l t a t  en énonçant l e  

c r i t ë r e  pra t ique p10. De même dans l e  cas où on peut  d é f i n i r  pour l e s  processus 

précédents un modèle nominal d 'évolut ion présentant  l a  p a r t i c u l a r i t é  d 'avoir  

ses  valeurs  c a r ac t é r i s t i ques  tou tes  égales ,  une s imp l i f i c a t i on  des nota t ions  

permet de déduire des r é s u l t a t s  précédents l e s  c r i t è r e s  d ' app l ica t ion  simple 

e tY12 .  

C r i t è r e  Y'IO 

Soit un processus monovariab Ze défini par Z ' équation d ' é ta t  ( C I  O, 1 )  

( C I O ,  1)  

I 

S ' i l  existe une vaZeux nominate â ( t l  de a(t,z,g) que2 que soit  

t e f ;  
* tIT; 

~ ( t )  = [fi (t), . . . . .. . " ( t ) ~  é t m t  un vecteur spectmt de [-vl.â i t i  + HS , 
s i  â(t) e t  a(t,x,g) satisyont Zes hypothèses suivantes : 



iii) Le système nominal défini par L'équation d'état ( C I O ,  2) : 
t $(t) = ( -v2.dt ( t )  + 8 ) . d i t )  + v I .u ( t )  (CIO ,  2 )  

sa t i s fa i t  aux hypothèses du critére f 6 

Alors que Zque so i t  u ( t)  € x, on peut définir  : 

y (u,t) : (Uxqo), d l +  
t 

9 t )  = M U 3  1~ (?'(T)> ( r , ~ , g ) )  2 ( ~ )  1 
( X , ~ , X ~ )  G ( R ~ x ~ x ~  

r 8 lt, + =L 
e t  la  fonction définie positive v (x, t )  

v (x , t i  = ~ a z ( l ~ ~ ( t )  1 ,  Mer y / f ( t - f i (rk)) ) )  
2 i=l. .a-1 i=k+ 1 

t y ( t )  = P ( r ( t ) )  . x ( t )  

sa t i s fa i t  : 

~ + ( v ( x , t ) )  < TI .v(x,tJ +l f (u , t )  / ( ? ( t  - W I X , ) )  e=2 
e t  la  système (C10,I) posséde la propriété de s tab i l i t é  dyncmique uniforme. 

Critère f 1 1 

Soit un processus monovariable décrit par une équation d'état du type 

(CI 1, l )  (respectivement ( C l  1,2) ) 



S ' i l  ex is te  à chape instant une valeur constante nominale â ( t )  de 
t 

a(t,x,g) te l le  que les composantes du vecteur spectral F ( t )  de (-i?(t) .vi+H) 

soient toutes égales à une valeur X ( t )  6 @. 

si a(t,x,g) e t  â ( t )  satisfont tes conditions suivantes 

X < X (t)  < a€ I E  < O ZI3a > 1, 3 1  BR , - 
ii) V ( t, x, g) 6 (fz $knxi?) 

n 1 n-k 

-"  k=2 
(d (P( t ) ,  It,x,gl)) . ( E -  x ( t ) l nJ (  > O 

( d k i t )  

S i  de p l u s  R ( t )  s a t i s f a i t  la  condition (C11,4) (respectivement C11,5) 

Alors - t e  régime l ibre du système (C11,l) (respectivement (C11,Z) 

e s t  g Loba Zement asympaotiquement stable. 

-- Le système ( C I I ,  1 )  (respectivement ( C l  1,2) ) possède la  

prop&e'td de stabi l i t 4  dynamZgue uni fome. 

Critère '1: 12 

Soit un processus monovariab te défini par une équatinn d'état du 

type (C12 , l )  ou (C12,Z)  

( C l  2,Z) 

S i  pour toute valeur ( t , g g )  de ( f i # x ~  tes  valeurs propres de 
t 

(-ait ,  x, g )  . v + 8) sont toutes- kgalos d une valeur h ( t ,  x, g )  

S i  on peut définir à chque instant une vaZeur nominale X ( t )  de 



S i  X ( t )  etX(t,x,g) satisfont les conditions suivantes : 

3~ < O, j - e & .   vit,^,^) e (ZI#X@) 
i l  X < X ( t )  < E - 

i 
i I - nJi < h(t,x,g) - X ( t )  < zw 

x$ étant la  racine ds 2 1 1 h t r )  = (l+xln 

alors - la  régime libre de ( C 1 2 , l ) )  e s t  globalement asymptotiquement 

stable s i  X ( t )  sa t i s fa i t  (C12,3) 

l n ;  < II < O, y t e e , ( f ( t )  ( - ut) < ( E - W ~ )  ) / ( n - ~ )  ( c z ,  3) 

- le  système (C12,l) possède la propriété de s tab i l i t é  dynamique 

uniforme s i  X ( t )  sa t i s fa i t  (C12,3) 

- le  régime libre de (C12,21 e s t  globalement asymptotiquement 

stab le s i  X ( t )  sa t i s fa i t  (C12,#) 

3 i, E < II  < O, V t  64: 14 i t )  1 + f ( t )  < (q-1 ( E - x ( ~ )  ) / ( n - ~ )  (C12,4) 

- le  systdme (C12,Z) possède la propriété de s tab i l i t é  dynamique 

uni  fomre s i  X ( t )  sa t i s fa i t  ( C l  2,4) 

Conclusion 

L'utilisation conjointe des techniques de majoration et d'une forme 

originale de représentation des systèmes monovariables d'ordre quelconque nous 

a permis d'obtenir des résultats d'application simple, utilisables dans l'étu- 

de de la stabilité dynamique des systèmes étudiés. 

Les critères permettent de connaître les conditions de gonction- 

nement admissibles d'un système adapté en boucle ouverte au regard des 

variations de la charge autour de leur valeur nominale ainsi que des chan- 

gements opérés sur cette dernière. 



Rappel des principales notations 

vecteur 
spectral 

Notation 

g e @Cae définit les perturbations de 
structure. 

Numéro de 
1 ' express ion 
à partir de 
laquelle elle 
apparai t 

En 4 'enxn 
cm" e n SM 

@cRe : domaine admissible des perturbations de 

Signification (éventuellement) 

, 

structure (g e P )  
tn-eR" (dl(r)Ii = R((r)i) 

cn* 1- : J(r) = Diag (r) + B 
t 

n(X) e V C ~ I ;  n(A) = b .v(A) 
t ex@-*6)u f t x 3 ;  n(q(t,x,g))=b (t,x,g) . v(X) 

Domaine admissible des conmiandes u(t) 
I 

Les composantes d'un vecteur spectral d'une matrice 
carrée sont les valeurs propres de celle-ci, chacune 
avec son ordre de multiplicité. 

Domaine admissible de conditions initiales 

e=a: )t O e ~ ,  t? = Eto, + 1 
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Introduction 

L'application des résultats mis en avidence dans les chapitres précé- 

dents sur un système réel est abordée dans cette partie de notre étude. 

Nous envisageons, à titre d'illustration concrète, la régulation en 

vitesse d'un groupe Ward-Léonard de moyenne puissance en présence de varia- 

tions de charge. Celle-ci est constituée par une génératrice à excitation 

séparée débitant sur un réseau de résistances cornmutables. 

Nous proposons la mise en oeuvre de deux types distincts de modes de 

commande : 

- tout d'abord, en supposant les variations de charges connues et contrô- 
lables,nous envisageons la synthèse d'un réseau correcteur adapté en boucle 

ouverte. Cette étude nous aménera à définir les conditions admissibles de 

fonctionnement d'un asservissement de ce type 

- dans une secodde application, nous serons amenés à faire la synthèse 

d'un réseau correcteur fixé assurant un fonctionnement correct de l'asser- 

vis sement que lquesoi t la manière dont sr opèrent- les variakions de charges . 

1) Description du système étudié 

1.1. Le groupe Ward-Léonard 

Ce dispositif est constitué d'une chaîne de trois éléments électxo- 

mécaniques (figure 3.1) 

- un moteur asynchrone triphasé (ASl) qui constitue la source d'énergie 
- une génératrice à courant continu (G1) à excitation indépendante dont 

l'induit est entrainé par le moteur (ASI) 

La tension appliquée à l'enroulement inducteur (EI) constitue la commande 

du processus. Par ailleurs un enroulement inducteur auxiliaire(EAR) permet 

de corriger l'effetdlhystérésis dû à La rémanence du flux dans les parties 

férromagnétiques. 

- un moteur à courant continu dont l'inducteur est soumis à une tension 

d'excitation constante et dont l'induit est en série avec le générateur 

précédent (Gl) . La vitesse angulaire de l'arbre de ce moteur constitue 



la grandeur à asservir. 

Le capteur de vitesse est conskitué d'une dynamo tachymètrique (G T ) 

solidaire de l'arbre et débitant sur un circuit haute impédance. 

1.2. La charge mécanique (figure 3.1,) 

Elle est constituée par une génératrice G 2 identique à GI entrainée 

par le moteur M l .  Son inducteur est soumis à une tension d'excitation constant 

L'induit débite sur un réseau de résistances commutables pouvant prenc 

les valeurs suivantes : 

Moteur - 
asynchrone Génératrice 

1 Moteur . L m  

C' I 
- - - - -O-- - .  

i 

Charge 
mécanique 

Figure 3.1. 



1.3. çhoix d'un modèle mathématique du système 

Le processus étant étudié dans le cadre d'une hypothèse de linéarité . 
il peut être représenté selon une forme mathématique simple. 

1.3.1. Approche d'un modèle linéaire 

Définissons tout d'abord les notations qui sont utilisées dans la 

description des paramètres du groupe Ward-Léonard. 

R et L désignent la résistance et l'inductance de l'inducteur de la génératrice 

1 

r, : la résistance du circuit formé des induits de G1 et Ml en série 

: la vitesse d'entrainement de G1 (supposée constante) 

k t l  : la facteur deproportionnalité caractéristique de la force électromo- 

trice e de G1 relativement à l'intensité d'inducteur i et à la. vitesse 
1 e 

we d'entrainement. 

k et k dénotent respectivement la constante de proportionnalité relative à 2 3 
la force contre-électromotrice e de M2 et à. la force électromotrice 2 

3 
de G2 à tension d'induction constante 

J et f représentent le moment d'inertie et le coefficient de frottement fluide 

de l'ensemble des rotors de G2, M2 et GL. 

En négligeant les effets des non linéarités en première approximation 

il vient CM)]: 
k' k2. we , 

U(P) = 
Ve (P) 

(131,l) 

2 
'4 IR + Lg) (k2 + r,(Jp + f + -3 
~ ( 1 )  

- Ce processus peut donc être représenté par un modèle du second-ordre dont 
les paramêtres sont des fonctions de R(I).(charge commutable). 

1.3.2. Adautation de la commande 

La commande du groupe est envisagée à partir, d'un élément de Saible 

puissance utilisant un processeur analogique et numérique. 



De tels éléments ne peuvent fournir de courants d'intensité supérieure 

à quelques milliampères, ce qui est notoirement insuffisant. pour alimenter 

l'enroulement inducteur de la génératrice G1 (l'intensité nominale de 

lriuducteur étant de 1A. 

La réalisation d'un étage amplificateur a de ce fait nécéssité une étude 

particulière ainsi que la réalisation dlun.prototype que nous avons décrit 

dans l'annexe 4. 

Objet de 1'Etude 

11 s'agit essentiellement d'asservir la vitesse du groupe Ward-Léonard, 

le dispositif devant fonctionner en régulateur quelquesoient les perturbations 

de charge . L'amplificateur de puissance étant parfaitement identifié nous nsu2 
intéresserons à l'ensemble "Amplificateur + groupe Ward-Léonard" pour lequel 
la variable d'entrée est la tension Ue appliquée à l'entrée de L'amplificateur 

et la sortie est la tension V mesurée aux bornes de la génératrice eachymé- T 
trique. 

1.3.3. Caractére non linéaire de l'asservissement 

Le relevé de la caractéristique etatique entrée-sortie du processus pour 

chaque valaur de R ( I )  (1 = 0,1,2,3) (figure 3.2) met en évidence un comporte- 

ment non linéaire. 

On peut affecter ce caractère d'une part à l'amplificateur [essentielle- 

ment non linéaire) et d'autre part à la caractéristique d'aimentation des 

parties ferromagnétiques de la génératrice. 

Dans ces conditions, pour une charge donnée, le système à asservir 

peut-être assimilée à un processus linéaire précédé d'une caractéristique 

non linéaire selon le schéma de la figure 3.3. 

De manière à simplifier l'étude, nous supposerons un fonctionnement 

en régime dynamique pour une consigne d'amplitude suffisamment significative. 





Figure 3.3 

Dans ce contexte pour toute valeur de la charge la non-linéarité est 

du type secteur : 
v 

{ Yi = O, 1,2,3, 3 b(1) e a+, O e 2 < b(1) 1 
U, 

- 

La borne inférieure O du gain équivalent tient compte du phénomène 

de saturation de la caractéristique. 

Partie dynamique 

Une identification (effectuée pour des valeurs de l'entrée Ue 

telles que, la caractéristique non linéaire puisse être assimilée à une droite 

confirme le choix d'un modèle du second-ordre dans la description du compor- 

tement dynamique du processus. 

Celui-ci peut ainsi être décrit selon le modèle d'une équation d'état 

du second ordre 
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avec : 

2) Synthèse d'un réseau correcteur proportionnel-adaptable à la charge 

Dans cette partie, nous considérons la structure d'asservissement 

i) 

1 

O 

f 

2 

3 

suivante : 

-4 - 
al(I) a2(1) b2(I) 

9 .O 17.1 17.1 

II. 1 23.1 21.95 

13.3 29 .O 25.23 

13.3 29.5 23.60 

+ 
ue cd, *Ce) 

Processus 
T b 

L , 

Figure 3.4. 

L'action du réseau correcteur proportionnel est adaptée en fonctton 

de la charge connectée au processus afin d'assurer au système asservi des 

performances dynamiques données indépendantes de la charge. 

Dans cet exemple, nous supposons que l'adaptation du gain ajustable 

k(1) permette d'assurer un fonctionnement en régulateur pour lequel les carac- 

téristiques seraient proches de celles d'un système linèaire à gain constant 

imposé. 

L'étude de cet asservissement doit donc vérifier la validité des 

deux propriétés essentielles suivantes : 

- en premier lieu, il est nécessaire que pour toute charge supposée 
constante (1 = 0,1,2,3) le système soit globalement asymptotiquement stable. 

- en second lieu, il convient de préciser les contraintes à imposer à la 

dynamique des variations de charge afin d'assurer la stabilité asyaptotique 

globale du processus en régime autonome et sa stabilité dynamique uniforme en 

régime forcé. 



Considérons le régime autonome de l'asservissement : 

Il est nécessaire d'assurer la stabilité asymptotique globale du * - 
système pour b2(I) = b2(I). 

Dans ce cas, il faut et il suffit que les racines du polynome - 
d(A,I) : 

2 h e 't ; ;(A, 1) = A a (1) + a 2  + b2(1) k(1)) 

soient localisées dans le demi-plan gauche. 

Nous choisirons la valeur fixée du gain statique en imposant à la 

matrice du régime Libre (21) des valeurs propres h (1) et hZ(I) réelles 1 
quelque soit 1 et localisées le plus à gauche possible de Ifz:e  imaginaire. 

Il vient : 

La valeur faible du gain statique n'est pas génante car elle est 

1 AZ(I) k (1) gain s taf iqae 

relative à une entréeu (t) qu'on peut modifier par un gain constant situé en r 
amont de l'asservissement. (L'objectif à atteindre est de réguler la sortie 

O 

1 

2 

3 

V ( f )  autour d'une valeur désirée ? proportionnelle à une entrée ? affichée) 
T T 

- 4.5 - 4.5 0.184 O. 15 

- 3.67 - 7.43 O. 190 O. 15 

-3.50 - 9.80 0.21 O. 15 

- 3.48 - 9.82 0.22 O, 15 

Notons t(j) (j €<K) les insgants de commutation de la charge avec : 

t(j+l) 2 t ( j >  

t(0) = to 

La charge connectée durant l'intervalle G(j),t(j*i)[ est notée I(j) 

Par transformation de l'équation (21) par le changement de base : 



II vient : ( y  j e d  . 

avec : 
2 

YI-O, 1,2,3;YA e t  ; d(x,I) = A +a1(I).A+(a2(1)+b2(1) .k(I)) 

Considérant l'égalité d(A2(1, j)) , j) - O 
il vient dCA2(I(j)),j) = k(I(j)) [ ~~(~(j))+b;(~(j))]- 
et; compte tenu du choix effectué sur k(I) 

V I  = 0,1,2,3 : k(1) > O 

Il vient : v j  6X : - d(A2(()) j) > O 

Daas ces conditions, la matrice du régime libre de l'équation (2.1) est 

confondue avec sa propre pseudo-majorante. 

Etant donnée la propriété(l~, A2(I) < A l  (I)<c<O ~ltapplication du 

, Critère prouve donc la stabilité asymptotique globale du régime autonome de 

cet asservissement pour 1 fixé. 

2.1. Dynamique de la variation de charge 

Pour chaque valeur de la charge (I=0,1,2,3) nous avons constaté la 

stabilité asymptotique globale (critère f2) du système en assurant l'existence 

d'une fonction définie positive : 

/ xl (t) - A2(I) .x2(t) / 
v(x(t) ,I) = Max ( 

E - A2(I) , lx2(t)l\ 

qui satisfait la condition suivante : 

yj ; \(te [t(j),t<j+i)l , D+v(x(t),t) 5 E.v(x(~),~) 
Par application des résultats obtenus dans le premier chapitre (1,421) 



il suffit donc de respecter la contrainte ci dessous : 

pour assurer la stabilité dynamique uniforme du processus et la stabilité 

asymptotique globale de son régime autonome. 

Résultats numériques : 

& = - 4  

ri - . -  3 

2.2. Réalisation pratique (voir figure 3.5) 

La commande du groupe amplificateur de puissance - groupe Ward.Léonard 
est assurée par un calculateur temps réel Tl000 couplé à une calculatrice ana- 

logique qui assure le rôle d'interface numérique/analogique. 

Le principe mis en oeuvre dans cette commande consiste à faire une re- 

quête de variation de charge qui est prise en compte par le calculateur. Ce 

dernier n'autorise la transition demandée que lorsque l'intervalle de temps 

At correspondant s'est écoulé (principe de sécurité). - 



f 

/ 
J 

uef t> Amplificateur 
- - VT(t) 

de puissance - 
1 1 k(1)  charge 

Requête de connection. Compte rendu de connection d'une nouvelle 
d'une nouvelle charge charge. 

Calculateur 4 - - - 

numér ique 4 rn 

I 

Figure 3.5. 
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STRUCTURE DU PROGRlirMME DE 

CONTROEE DE VARIATION DE CHARGE 

t empor isa t ion  TEMPO: 
TEMPO = TMP (IP , 1 )  

. 
A t t e n t e  d ' une  

r equê te  - - w 

3 
u U ( I )  . L I  

I = O  
7 

Reconnaissance 
du niveau 1 de 
1' appel  

-- I=IP  

l- FT=l ( f i n  de tempori- 
sat . ion)  

FT = O 
t a u t o r i s a t i o n  de  

v a r i a t i o n  de charge  
t Démasquage de 1' appel  

de compte rendu de 
connect ion d 'une nouvel le  

, charge.  
I 

I 

Progranmie p r i o r i t a i r e  d 'horloge 

s i  TMP(IP,I) # O 

X n i t i a l i s a t i o n  
I = O  
Démasquage des  appels  d 'hor loge .  

t s o r t i e  de l a  v a l e u r  k(1)  
IP-1 
de 1 = O à 3, 1 # IP ,  
TME'(IP,I) = T ( I P , I )  
Demasquage des  appels  de 
r e q u ê t e  : EEJCL = O 



Les requêtes de connections d'une nouvelle valeur de la charge sont 

matérialisées par des boutons poussoirs à contact travail connectés sur le 

système prioritaire du calculateur, 

Un tableau contient les valeurs des temporisations pour ahaque transition 

de charge possible, un autre contient les valeurs du gain k(1)  du réseau 

correcteur pour les différentes charges. 

Lorsqu'on autorise la connection d'une nouvelle charge, on charge dans 

trois registres les valeurs des temporisations correspondantes à tous les 

états successeurs de 1'5tat qui vient d'être initialisé. Ces registres sont 

alors décrémentés juqqu'à zéro par un programme prioritaire d'horloge qui maté- 

rialise le temps de gel des requêtes de changement de régime. 

Lorsqu'une requête Q(1) de connection de la charge 1 est reçue, on 

commence par comparer l'indice 1 de la charge demandée et l'indice IP de la 

charge actuelle. S'ils sont égaux cette requête est éFez entendu rejetée. 

Dans le-cas contraire, on commence par interdire toute nouvelle requête, 

on charge ensuite un registre TEMPO avec l'état du registre de temporisation 

TMP(IP,I) correspondant à la transition démandée. TEMPO est alors décrément& 

jusqu'à la valeur O par le programme d'horloge et lorsqu'il atteind la valeur 

O, la transition est autorisée. 

Dans le dispositif expérimental mis en oeuvre, l'autorisation est maté- 

rialisée par un message à un opérateur humain qui effectue la variation de 

charge et en donne compte rendu au calculateur par un appel prioritaire APCR. 

Les requêtes ultérieures de variation de charge sont alors validées. 

REMARQUES 

k La simplicité du programme de contrôle de variation de charge (il ne 

s'agit que d'un séquenceur) permet d'envisager très simplement son implanta- 

tion sur un microprocesseur muni d'une structure prioritaire suffisamment 

riche (INTEL 8085 par exemple) ce dernier commandant un multiplieur analo-. 

gique numérique. 



e La phase d'autorisation de variation de charge du début de la place 

suivant la transition FT = 1 jusqu'à la transition APCR peut être supprimée 

en même temps que l'intervention d'un opérateur humain si on commande les 

variations de charge directement à partir du calculateur (par exemple en 

mettant en série avec les résistances matérialisant la charge des transistors 

de puissance fonctionnant en interrupteurs statiques, le calculateur assurant 

la conmnande de leur courant de base. 

3.S~nthèse d'un réseau correcteur à action proportionnelle et intégrale 

indépendante de la charge. 

La problbèmatique envisagée dans cette dernière partie de notre étude 

diffère sensiblement de celle qui a été présentée dans l'exemple précédent. 

On suppose en effet que l'on ne dispose d'aucune information sur la manière 

dont s'opfirmt les viriations de charge et que, de plus, e X e s  ne sont pas 

contrôlables. Toutefois comme précédemment nous supposerons connues les plages 

de variation des parametres définissant la dynamique du processus. 

3.1. Mise en équation du problème 

La structure du système asservi est représenté par le schéma suivant : 

I CHARGE 

11 vient comme précédemment : 



Si on envisage le fonctionnement de ce dispositif en régulateur, l'étude 

de stabilité dynamique se ramène à l'étude de stabilité asymptotique globale 

du.r&gime iibre défini par l'équation suivante : 

3.2. Etude de stabilité 

D'après l'énoncé du critère p le problème revient à préciser un couple 
2 3 T 

de valeurs (k , kI) et un paramètre r B (r = [ h l ,  A2, ) tels que 
P 

Vi = O,] ,2,3, y bt(i) € [O, b2(1)] 

les conditions d'application du critère soient satisfaites. 

Pour effectuer cette synthèse, on peut considérer la matrice du régime 

libre après un changement de base de paramètre r et étudier dans quelles 

conditions cette dernière est identique à sa pseudo-majorante dans le but 

de ramener les conditions d'applications du critère r2 à une expression très 

simple. 

La méthode revient alors à chercher un paramètre de changement de base com- 

patible avec la première condition puis de déterminer les valeurs de k et k 
1 P 

assurant la stabilité agymptotique globale du processus. 

On note : 

Il vient : 



avec : pI(I) = + a + A2 + 
1 3 

2 +h A ) + al (1). (A3 + X2)+(aZ(I)+k -bZ(I) 2 p2(I) = (A3 + 2 3 
P 

Pour assurer la vérification des conditions de stabilité sur la pseudo- 

majorante de cette matrice les paramètres X et X doivent satisfaire à la 
2 3 

condition suivante : 

L'égalité entre la matrice du régime libre de (31) et sa pseudo-majerante 

entraine : 

v i = O, 1,2,3 

Il vient : 

On cherche une valeur de k à priori positive. 
P 

Dans ce cas : 

On est ramené ainsi à trouver (A X ) €aL tels que 
2' 3 - 

Yi = O, 1, 2,3, 

sous réserve de la condition nécessaire de stabilité suivante : 

On est alors amené à vérifier : 



Cette dernière inégalité (34) ge peut être satisfaite que si le discri- 

minant de l'équation du second degré en A est positif. 2 

Ce dernier système d'inégalités suppose satisfaite la condition (36) : 

Il vient ainsi 1' ensemble des résultats présentés dans le tableau ci- joint 

A l'interieur du domaine de variation admissible du paramètre Ag,, on cher- 

che une valeur qui minimise la quantité: 

M ~ X  ((A: + al (1) i3  + a2(1) i3)) (37) 
i=O, 1,2,3 

Il vient 

Le choix de ki se fait alors conformément à l'inégalité : 

{YI, p3(I) 5 O }  



et il vient ki €- 1.0, 9.29/Max 
I=O, 1,2,3 

De même, on conduit la recherche de X2 en cherchant la valeur qui minimise 

la quantité : 

Max 
2 

+ x ~ )  + ( A ~  +13) al(l) + a2(1) 
1=0,1,2,3 ('3 +'2'3 j 

Il vient alors X2 = - 3.90 

Dans ces conditions, la matrice de fonctionnement (38) 

étant confondue avec sa pseudo-majorante, les conditiczs de Kotelyanskii 

appliquées à ( A , , ,  1)- 1 (€<O) se résument au système d'inégalité (39) 
L 

Cette dernière condition est satisfaite de manière évidente pour : 

Si an suppose les conditions de fonctionnement telles que l'effet de - 
la saturation se traduise par llinégalité:b [I)/2 2 < b;(1) < $(I) 
on obtient pour le réglage : 

I , 

- pour un coefficient E de decroissance exponentielle 



Conclusion 

Ce chapitre a permis de mettre en évidence sur un exemple concret la 

facilité de mise en oeuvre de la méthode de synthèse proposée. Les critères 

établis dans le chapitre II permettent en effet très rapidement d'aboutir à 

une synthèse de régulateurs assurant une très bonne sécurité de fonctionnement 

du dispositif de contrôle. En effet, de très fortes perturbations de structure 

peuvent être acceptées au cours du fonctionnement. 

La recherche d'un réglage des paramètres revient ainsi à satisfaire les 

conditions d'application du critère approprié en tenant compte des incertitudes 

relatives à la connaissance imprécise du modèle. 



Conclusion générale 

La notion d'agrégation déduite de l'utilisation des normes vecto- 

rielles nous a permis de mettre en évidence une méthode de synthèse par régu- 

lateur adaptable de systèmes monovariables non linéaires. Dans ce sens, nous 

avons été amenés à présenter un mode de représentation original des systèmes 

monovariables linéaires au non-linéaires. Ce type de description a en effet 

permis d'optimiser et d'étendre les conditions d'application de critères 

de stabilité établis en [ ~ l ] ,  [~2] . Nous avons ainsi été amené à reformuler 

ces critères en termes de synthèse. 

A partie de méthodes d'analyse, nous avons ainsi pu établir de 

nouvelles conditions de fonctionnement de processus fortemeht perturbés au 

niveau structurel lors de leur évolution en régime djtnamique. 

Une mise en oeuvre concrète a permis d'insister sur la facilité 

d'utilisation de cette méthode qui nous a conduit à préciser les caracté- 
ristiques de performances d'un asservissement non linéaire et non station- 

naire. 

Les résultats présentés dans ce mémoire devraient nous permettre 

d'aborder l'étude des systèmes multivariables non linéaires et ainsi de 

résoudre le problème fondamental de la sécurité de fonctionnement d'un 

processus en présence de perturbations structurelles importantes. 
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ANNEXE 1 

r ef, rt =[A ,,..........., x n 3 
1) P (r) est défini quelque soit r e tn ------------- n 

L'expression de P-' (r) comporte des termes en 11 iï. (A -A ) , aussi 
e7ik k e  -. 

il est d'abord nécessaire d'assurer que cette expression est définie si certaines 

composantes de r sont égales. 

Soit l'exemple tel que :A = X - - n n-I 'n-2 - 1 n n-j n 1 
(P (r)Iij = c ik n. 1 

k s i  e ~ t ;  k 

Cette dernière expression est définie par passage à la limite : 

j 5 n-1 
n- 3 n 

<P-' (r)li, = L ~:-j . iï. 1 
n-j-2 n-3 1 

) + (n-j)(n-j-I).X 
k=i n 

e=i ln-Xe 1 
Bfk k e 

2) la matrice ( r  (21 1,4) est l'inverse de P(r) (21 1,5) 

Soient les express ions (2 1 1,4) et (2 1 1 ,5) 
- 1 n n-j n 

P-' (r) E <emn : (P r i  = x . iï 
1 

e-i A k - $ (211,4) 

e#k 



i < j (P(r))i,j 1 0  

~(r) e fnnn : 1 i = j r i i  = 1 

i > j (P(r>>i,j = (-i)isj ei-jyn-j 

n n i-j #,-. n-i 
avec Y j < n, dn-j (x,') =kgj+l (X -Ak) = iCj (-1) 1 j,n-j .x - 

- 1 alors p-li, (.) et P(.) , j désignant respectivement la iéme ligne de P et la 

jéme colonne de P(r) il vient : 

Pour k ) j+l, B-j (Ak,+) = O 

alors (P-'(r) . p(r) i,j = O pour i > j 

On déduit des expressions précédentes (A1 Y 3 ; A1941 
- 1 I 1. (A 

i 2 j, (P r Y i e7k ik-~e (A1 

i 1 
Etant donnée la convention utilisée : .iii (hk - A > = '  

eq1 e 



2 
Soi t  3 un ensemble d t  indices : [p, v) € e t  s o i t  1 = 1 - { e y v  / 

V Y V  

o r  Card (1 ) c Card (1) 
?J ,v  

Il v i e n t  donc p a r  récurence : 

i j ; ( P )  . P ( r ) ) i , j  = O 

- 1 t 
3) Expression l i t t e r a l e  de P (r).(-a.v l+H) .P (r) 

Les polynômes n ( - )  e t  d ( - )  é t a n t  précisée  par : 
t n(A) =. b .v(X) 
n t  

d(X) = X +a .a(X) (A1 ,5)  

a l o r s  on dédui t  de l ' express ion (Al, 1) 

E n 1 
avec V i = l , .  . . .n:pi(r) = k-i d ( ~ ~ )  . ( Xk - X 1 

e7k e 

Alors considérant  (A1,6), il v i e n t  : 

- 1 t cq t 
P t r )  (-a.vl + H) = P ( r )  - p ( r )  . v l  

avec : 



a l o r s  ( T ( r ) .  P (r) ) i, a O pour i > j 

iC) £ 1 ( ~ ( r )  . ~ ( r ) ) i , j  = k=i hk( ( hk - X ) )  pour i 2 j 
e 

On en déduit : - 
i = 1,. ( P r )  P ( r ) ) i , i  = h i  

Alors  ?(r)  , P ( r )  = J ( r )  = Diag ( r )  + H 

Compte tenu de l ' é g a l i t é  : v: . P ( r )  - v 
t 
1 

il vient  : 

De même P ~ - ' ( r )  . b = b' (r) 
n n 

b' ( r )  e rnr (b! ( r ) )  = kgi n(Xk) ( n. 1 
1 .- 1 

7 'k-'e 



ANNEXE II 

Le schéma bloc de la figure ( 2 , l )  peut être défini quelque soit 

t etn 

Il convient cependant de remarquer que l'intégration ne peut pas 

en général être restreinte à une opération de adans & 

Une représentation d'un système d'ordre n ne nécessitant que n inté- 

grateurs opérant sur bi. peut être trouvée en remplaçant les blocs 
un bloc équivalent : 1 

Dans ce but, les composantes complexes conjuguées de r̂ -sont groupées 

deux par deux. 

On définit ainsi un ensemble &?) C E, .... n] et un vecteur de 

paramêtres w(T) par : 

Alors définissant les matrices de changement de base : 

D-'(?) = 1 + j.Diag (~(2)) . H t 

Il vient : 

z(t) = D-* (T) . P-'(?) . x(t) 

1 Z(t) = S(P) . z(t) + bf'(f) . u[t) 
t s(t) = v . z(t) 

b = - T )  . - ( T  . b(t) 
avec S(î) = J(R(P) - (Diag(w(?))l2 . H~ 



Alors, on peut représenter l'équation d'état (A2,l) par le 

schéma-bloc de la figureg.2,ce schéma-bloc ne comportant que des élèments 

réels. 

S(?) = 

- bla ,) 1 
-C 

\ ' . \ 

\ \ \ 

\ 
\ 

\ 
\ ' 
\ \ 

\ 
\ 

\ 

\ R(Ri) 1 
\ \ 
\ \ 

\ .. 2 \ 
\ 

-lm (Ti) ,R(ki) \ \ 

0 
1 

%.* 
\ 
\ 

'. 
\ 

O '. \ 
\ 

R(lj+,4 \ 
\ \ 

1 
\ 
\ \ 
\ \ 
\ 
\ 1 n - * 

d 

On peut voir, à partir des définitions respectives de P(F) et 

D(F) que le vecteur état r(t) = (P(P) . Il(?))-' . x(t) et le vecteur de 

commande bW(r) = (P(î) . D ) )  . b sont des élèments de Rn. 



ANNEXE 3 

On se propose d'établir : 

i z j : ~  = O  
i j 

n i- 1 
avec nij : i > j ; j eojil (Ak- 

n o  
j = - 1  ; 1 i Xk 

Soient (P-' (r (t) ) ) et (P(r(f))) respectivement la iéme ligne de 
i, ( * )  

P-'(r(t)) et la jéme colonne de P(r(t) 

- 1 
Les matrices P (r(t)) et P(r(t)) sont triangulaires inférieures et leurs 

diagonales sont constituées d'éléments constants, on en déduit de toute évidence: 

i i j ;  %j = O 

:- 1 
Etant données les formes particulières de P (r(t)) et P(r(t)), il suffit 

d'établir l'expression littérale des éléments de la première colonne de 

d - P ( r t )  . P(r(t)) , les autres s'en déduisant aisément. dt 



n 
t - d (Ak, r(t)) ;=!+, (Ak - Ae) V j  = i ..... n-i ; v (ik).(P(r(t)))(,),j n-j 

a n n 
Alors r i ,  p(r(t)) = n (lm - A ) /  n .  (Am - Ae) 34 e g=& 

Il vient  donc : 

C Q F D  



ANNEXE 4 

L'amplificateur de puissance 

Dans ce dispositif, l'enroulement inducteur EI de la génératrice 

G1 est soumis à une tension redressée double alternance de valeur efficace 

Le principe de cet amplificateur consiste à découper la tension 

alternative d'alimentation à l'aide d'un triac dont la gachette est soumise 

à des impulsions de courait donc l'angle d'amorçage d, est modulé par le 

module de la tension d'entrée V . e 

Le signe de Ue est défini par commutation d'un relais commandé par 

un comparateur (bloc B4). Ce relais inverse simultanément la tension à 

laquelle est soumis un deuxième enroulement (EAR) de la génératrice G 1 .  

Ce dispositif est destiné à corriger le phénomène d'hystéris de la caracté- 

ristique de la. génératrice. 

Le circuit TCA 780 (Bloc B3) délivre les impulsions de courant 

de gachette. Son? fonctionnement est représenté sur la figure A 4 , 2 .  

Les passages par O de la tension alternative alimentant le circuit 

de puissance sont déterminés par la tension appliquée sur la borne 5. Cette 

tension détermine l'origine des angles de conduction. 

L'angle $ de décalage entre l'impulsion et le passage par O 
v 2  est déterminé par la relation : $J = n ~ ( ~ )  J V2 € CO , 3 ~ ]  (a40 1 )  

FIGURE A .  4 2  



La tension de commande v est comprise dans llintervalle~lO~, + 1 i  e 
le bloc BI constitue un redresseur à faible seuil qui élabore v1 = Ive 

Le montage différentiel du bloc B2 délivre une tension 

v2  = 3 (1 - 

En conséquence la relation entre l'angle d'amorçage et l'entrée e 

déterminée par : 

v 
9 = n . ( i  - 1 v 

e 
1) 

max 

La tension efficace aux bornes du pont de diodes est donc : 

1 
Uef 2 x (  1-1 e - oin(2n te-] 1) 

max e 
max 





ANNEXE 5 

- 
Rappels s u r  l a  no t ion  de s t a b i l i t é  dynamique pl] 

La not ion  de s t a b i l i t é  d'un système dynamique l a  p l u s  couramment 

envisagée est  r e l a t i v e  à son fonctionnement en régime l i b r e .  

D'un po in t  de vue d i s t i n c t ,  lorsque ce d e r n i e r  e s t  soumis à une 

commande on d o i t  p r é c i s e r  l a  d i spe r s ion  de s e s  t r a j e c t o i r e s  en  présence de 

pe r tu rba t ions  s u r  l a  s t r u c t u r e  e t  s u r  l ' é t a t .  

Ce problème, r é d u c t i b l e  au précédent .dans l e  cas l i n é a i r e  (en cas  

de pe r tu rba t ions  s u r  l ' é t a t )  r e c q u i e r t  une p lus  grande a t t e n t i o n  dans l e  cas 

non- l inéai re  qu i  nous préoccupe i c i .  

La not ion  de s t a b i l i t é  d'une t r a j e c t o i r e  a  d'abord é t é  évoquée p a r  

Lyapunov, sous l e  vocable de s t a b i l i t é  de mouvement mais aucun moyen p r a t i q u e  

d 'étude de c e t t e  p r o p r i é t é  n ' é t a i t  proposé. 

On a a i n s i  é t é  amené à i n t r o d u i r e  l e  terme de s t a b i l i t é  dynamique 

permettant  par  adjonction de q u a l i f i c a t i f s  (uniforme, asymptotique, exponentiel1 

une souplesse  d 'étude iden t ique  aux études  de s t a b i l i t é  en régime l i b r e .  

Nous proposons d 'abord de rappeler  l e s  d é f i n i t i o n s  r e l a t i v e s  à ces 

concepts pu i s  de p r é c i s e r  l a  méthode d 'étude que nous adoptons pour c a r a c t é r i s e r  

c e t t e  p r o p r i é t é .  

Déf in i t ions  

Les t r a j e c t o i r e s  des processus é tud iés  eont  c a r a c t é r i s é e s  dans l ' espac  

d ' é t a t  E de dimension f i n i e  p a r  'le vecteur  : 

~ ( t ,  t o ,  X o '  g, ~ ( t ) )  



* t € d l  
O * ê = [to, + 4 

i x e cen 

k u(t) appartenant à un ensemble admissible U d'applications de f dans &" 
définit la commande à laquelle le système est soumis. 

a g €6' cee désigne les perturbations structurales intervenant sur le 
processus pendant la phase de commande. 

Xo = x(to) € Y 

CI Notons : x(t, to, xo, O, u(t)) , la trajectoire nominale du processus, 
considérée en l'absence de toute perturbati~n~pour une entrée et des condi 

tions initiales données et : 

x(t,tl,P(tl) + 6xl,g,u(t)) la trajectoire du système en présence de 

perturbations structurales et après une perturbation sur l'état 6x 8 Ys<& 
1 

intervenant entre les instants t - 6tl > to et tl. 
1 - 

Définition 1 

Le système dont L'état e s t  déf ini  par le  vecteur x 6 possède 

La propriété de stabil i td dynamique unifonne s i  : 

Définition 2 

Le système dont 2 ' é ta t  es t  &f in i  par Le vecteur x € 5 possède l a  

propriété de s tabi l i td  dynamique asymptotique s ' i l  ex is te  des fonctions 

d e t  0 de classes respectives K e t  L au sens de Hahn, t e l l e s  .que : 
2 v (g, ~,~)ee  . v (xO, 6ml3g3 U ( ~ J ) B Y X I P X P X ~  1 î.(t,to,zo.~,u(t)) 

Méthode d'étude 

Nous envisageons de caractériser les trajectoirec x(t) du système 

d'équation d'état : 

X(t) = f(t,x!t) ,g,u(t)) 



en les composant aux trajectoires non perturbées précisées par : 

1 ~:h~,==f:t,i(t>, o. u(t>) 

En notant d(t) le vecteur écart 

d(t) = ~ ( t )  -X(t) 

dont l'évolution est régie par : 

a(t)=f(t,i(t)+d(t) ,g,u(t)) - f(t,z(t) ,o,u(~) 

on se propose de montrer dans quelles conditions l'évolution de d(t) 

est bornée à la limite (ultimately bounded k.61 ) , c'est à dire 4éfinie - 
q w l q ~ e  so i t  t B $ e t  bornse indépendamment de x( tO) e )O et de u(t) €3 U 

lorsque t tend vers 1' inf in;. 


