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Je réunis dans une même pensée, tous ceux, collègues, maîtres et 

amis qui ont contribué de près ou de loin à ce que cette thèse voie le jour. 



INTRODUCTION 

Ce travail trouve son origine dans un article de L. JENTSCH (1) 

publié dans les "Mathematische ~achrichten" en 1975. L'auteur y aborde divers 

problèmes stationnaires en théorie de la thermo-élasticité. Ces problèmes aux 

limites elliptiques sont résolus par la méthode des équations intégrales. 

En particulier il étudie le problème extérieur (même dans le cas multiplement 

connexe) et donne certaines conditions de radiation suffisantes pour avoir 

des théorèmes d'unicité. Il était dès lors très tentant de reprendre le 

problème de diffraction par un obstacle borné simplement connexe par des 

méthodes "time-dépendent" dans l'esprit de la théorie du Scattering. 

On considère donc en fait le problème comme une "perturbation" du problème 

d'évolution dans l'espace libre. 

Plusieurs difficultés se font alors jour, dont voici les principales : 

1 )  Le modèle mathématique du problème étudié est un systèmel'hybride"(aussi bien 

dans le cas perturbé que non perturbé) : un système d'équations hyperbolique 

( système de l'élastodynamique) couplé au moyen de deux "petits" paramètres 

n et m à une équation parabolique (équation de la chaleur). Formellement 

en l'absence des forces volumiques et de sources de chaleur; s'y ajoutent 

-+ 
des conditions initiales pour le déplacement u et la température 8 , 

ainsi que des conditions aux limites dans le cas du problème perturbé. 

2 )  En adoptant le point de vue (assez naturel dans un problème d'évolution 

comme ici) de la théorie des semi-groupes, les opérateurs A (problème non 
O 

perturbé ) et A (problème perturbé ) sont non auto-adjoint s et générateurs 

tous deux de semi-groupes de contraction. 
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O r  l a  t h é o r i e  des  opéra teurs  non au to-adjo in ts  non bornés n ' a  pas  

encore l e  même degré de f i n e s s e  que c e l l e  des  opé ra t eu r s  auto-adjoints .  

Les s e u l s  opéra teurs  qu i  ont é t é  é tud ié s  assez  extensivement ( v o i r  N .  

DINFORD e t  T. SCHWARTZ T.  111) sont  des  opé ra t eu r s  d i f f é r e n t i e l s  e t  en 

f a i t  uniquement dans l e  cadre de  l a  t h é o r i e  des  opé ra t eu r s  spectraux.  

Signalons i c i ,  que nous n'avons même pas r é u s s i  à prouvert  que A 
O 

ou A é t a n t  des  opé ra t eu r s  spec t raux ,  e t  c e c i  pour des  r a i s o n s  purement 

techniques ,  l a  d i f f i c u l t é  é t a n t  d ' o b t e n i r  des formules simples à manipuler 

pour l e  s p e c t r e  ( v o i r  p a r  exemple l e s  t e n t a t i v e s  de s i m p l i f i c a t i o n  du 

c h a p i t r e  III, t o u t e  l a  p a r t i e  consacrée à l a  d e s c r i p t i o n  d é t a i l l é e  du 

spec t r e  de  . 
3 ) Les problèmes de pe r tu rba t ion  d 'opéra teurs  non auto-adjoint  s n'on pratiquement 

é t é  abordés n u l l e  p a r t  à n o t r e  connaissance. Signalons t o u t e f o i s  l ' a r t i c l e  

de  N.  LEVAN "On t h e  Uni ta ry  subspace of a d i s s i p a t i v e  pe r tu rba t ion  of a 

con t r ac t ion  ~ e x n i - ~ r o u ~ ' ' ~ a r u  dans l e  "Indiana Un ive r s i t y  Journa l  of 

Mathematics", de J u i n  1979, où l ' a u t e u r  s e  pose l e  problème, mais uniquement 

dans l e  c a s  de pe r tu rba t ion  a d d i t i v e  d'un opéra teur  borné; l e  papier  c o n t i e n t  

cependant quelques e r r e u r s  (ex .  : prop. 2 . 1 ) .  

4) Dans l e u r  pap ie r  : "Sca t t e r ing  Theory f o r  d i s s i p a t i v e  hyperbol ic  systems" 

LAX e t  PHILLIPS développent une t h é o r i e  de S c a t t e r i n g  pour des systèmes 

hyperbol iques d i s s i p a t i f s ,  m & i s  où l e  système non pe r tu rbé  sous-jacent e s t  

l u i  par  con t r e  conse rva t i f  e t  d é c r i t  par  un groupe d ' opé ra t eu r s  u n i t a i r e s .  

b i e n  que l e s  au t eu r s  ( c f .  appendice de l e u r  a r t i c l e )  montrent qu'en r é a l i t é  

l e  système non per turbé  e s t  dans un c e r t a i n  sens " i n u t i l e "  e t  qu'on peut 

développer l e u r  t h é o r i e  en n ' e x p l i c i t a n t  pas l e  système non per turbé  

(dans son aspec t  physique conc re t )  l e u r  t h é o r i e  ne recouvre pas n o t r e  

problème. En e f f e t ,  l e u r  hypothèse fondamentale e t  qu i  f a i t  l e  gros  du 

t r a v a i l  dans l e u r  t h é o r i e ,  à savo i r  : 



( H )  
P i i m  1 I P +  ~ ( t )  f l  1 = O = i i m  1 IP: ~ * ( t )  f d f  € H , où H e s t  

t*m t++m 

m l ' e s p a c e  de Hi lbe r t  dans l e q u e l  opèrent  ~ ( t )  e t  T  ( t )  du problème pe r tu rbé ,  

e s t  en défaut  dans no t r e  ca s .  En e f f e t ,  dans n o t r e  problème, nous n'avons 

c e  r é s u l t a t  de décroissance g loba le  que pour f  dans un c e r t a i n  sous-espace 

fermé de H .  

A p a r t i r  de ces  quelques p o i n t s ,  il a  semblé u t i l e  de développer 

une t h é o r i e  de  S c a t t e r i n g  ra i sonnable  pour l e  ca s  de deux systèmes 

( H ~ ,  ~ ~ ( t )  ) e t  ( H ,  ~ ( t )  ) t o u s  deux d i s s i p a t i f s .  En f a i t  on montre ( e t  

c ' e s t  l ' o b j e t  du chap i t r e  1) qu'on peut a f f a i b l i r  l ' hypothèse  (H), a j o u t e r  

f 1 en cont re  p a r t i e  une a u t r e  hypothèse, t r è s  f a c i l e  à v é r i f i e r  (D+ CH , 
1 

- 
H é t a n t  l a  p a r t i e  u n i t a i r e  de H )  e t  développer une t h é o r i e  en tous  p o i n t s  

analogue à c e l l e  de LAX-PHILLIPS. D ' a i l l e u r s ,  dans c e  l e r  c h a p i t r e ,  

on a r e p r i s  l e  même p l a n ,  l a  même numérotation des  paragraphes que dans l e  

p a p i e r  de LAX-PHILLIPS. Le moyen technique ind ispensable  a  é t é  l e  recours  

à l a  t h é o r i e  de l a  d i l a t a t i o n  des opérateurs  de con t r ac t ion  dans un 

espace de H i l b e r t  développée pa r  Nagy-Foias dans l e s  années so ixante .  

I l  s ' avè re  qile l e u r  décompoçitiond'une con t r ac t ion  T  en une p a r t i e  

u n i t a i r e  e t  une p a r t i e  complètement non u n i t a i r e  ( c .n .u . )  e s t  t r è s  f ruc tueuse  

e t  en t o u t  c a s  pour nous ind ispensable  aux Chapi t res  1 e t  V.  En g ros ,  l e  

r é s u l t a t  auquel on a b o u t i t  e s t  que, g râce  aux hypothèses f a i t e s ,  on 

r é u s s i t  à é v i t e r  l a  p a r t i e  a .n.u.  (qu i  concentre  à e l l e  s e u l e  l a  p a r t i e  

d i s s i p a t i v e  du phénomène physique) des  deux semi-groupes. 

Ce r é s u l t a t  a des  inc idences  importantes s u r  l e s  p r o p r i é t é s  ana ly t iques  

de  l a  mat r ice  de  S c a t t e r i n g  ~ ( z )  e t  permet même de l e v e r  une c e r t a i n e  

ambiguité qu i  s u b s i s t a i t  dans l e  t r a v a i l  de LAX-PHILLIPS quant à l a  

c a r a c t é r i s a t i o n  des zéros  e t  des  pô le s  de ~ ( z )  ( v o i r  remarque 3 p.  31 du 

chap. 1). 



Le présent travail se développe alors en résumé comme suit : 

Les Chapitres II, III et IV sont consacrés au problème non perturbé. 

* Au chapitre II, on commence par chercher le cadre fonctionnel qui 

réduit le problème aux données initiales à une équation d'évolution dans 

un bon espace de Hilbert Ho : 

d + -+ -+ -f (dt+ Ao) ; = O , u(0) donné dans Ho. Pour cela on a posé u = (u,,u2,u7) 

-+ -f 
avec = u(x,t), ug = at u(x,t) u = û (x,t) et avec : 1 7 

3 3 3 .  3 3 Ici H~ = EL(R ;C ) x L~(R ,C ) x L~(R ;CI. 

L'opérateur A. est alors dissipatif maximal, donc générateur d'un 

Co-semi-groupe de contractions T (t) et la solution (unique) du problème 
O 

de Cauchy est donnée par l'application : 

Dans un second temps, on détermine explicitement la décomposition 

1 de To(t) en sa partie unitaire T (t) opérant dans le sous-espace H 1 
O O 

(on des transversales mécaniques pures) et en sa partie complètement 

O O 1 
non unitaire (c .n.u. ) T (t ) dans H = Ho Ho (ondes longitudinales 

O O 

couplées avec la dissipation thermique). 

* Le chapitre III est consacré à la partie complètement unitaire. On 

O 
construit explicitement T (t) au moyen de la transformée de Fourier, 

O 

on étudie le comportement asymptotique (t -+ + ) et on détermine les 

O 
propriétés spectrales du générateur infinitésimal A . En particulier, 

O 

O on démontre que le spectre de A est purement continu et qu'il consiste 
O 



en l a  réunion K = R- V CE où C e s t  une courbe contenue dans l e  
E E 

demi p lan  gauche. 

* Au c h a p i t r e  I V ,  on aborde l e  problème des  condi t ions  de r a d i a t i o n .  

Pour c e l a ,  on étend l e s  techniquer  de LAX-PHILLIPS pour l ' o p é r a t e u r  

des ondes. On c o n s t r u i t  des  s o l u t i o n s  fondamentales e t  on donne des 

condi t ions  de r a d i a t i o n  s o r t a n t e  e t  e n t r a n t e  pour l ' o p é r a t e u r  A . 
O 

Il s ' avè re  t r è s  u t i l e  dans ce contexte  d ' i n t r o d u i r e  l e s  concepts  de 

d i s t r i b u t i o n  éventuellement -t- s o r t a n t e ,  de  so lu t ion  éventuellement 

b i - sor tan te  de l ' é q u a t i o n  

+- 3 +- 
( n o - ~  ) f  = g où g  e s t  à support compact, 

+ -+ 3 4 
de so lu t ion  ?..I-bi-sortante de l ' é q u a t i o n  b f  = g 6 e '  ( R  ;C  ) où b  

1i u 
e s t  l ' o p é r a t e u r  : 

e- 2 Vdiv-c ro t ro t -p  1 
b i 3 

Fi -u ri d i v  

Ces concepts  é tendent  l e s  no t ions  de d i s t r i b u t i o n  éventuellement 

2 
s o r t a n t e  e t  de so lu t ion  y - s o r t a n t e  de l ' é q u a t i o n  (A-p ) u  = g € E '  

i n t r o d u i t e s  pa r  LAX-PHILLIPS dans ( 1 )  e t  permettent  une formulat ion 

c o r r e c t e  des  condi t ions  de r a d i a t i o n  e t  permettent  de d é f i n i r  deux 

c l a s s e s  d ' u n i c i t é  pour l e s  s o l u t i o n s  fondamentale de l ' o p é r a t e u r  A. . 
Ces r é s u l t a t s  é tendent  ceux de L. JEUTSCH ( 1  ) pour l e  cas  p = - i w  , 

w E R. 

On termine l e  Chapi t re  par  une démonstration o r i g i n a l e  de  c e r t a i n s  

théorèmes d ' ex i s t ence  e t  d ' u n i c i t é  de l ' é q u a t i o n  

La même démonstration permet de démontrer des  r é s u l t a t s  analogues pour 

l e s  opéra teurs  de l ' é l a s t i c i t é  e t  de Maxwell. Cet te  méthode permet e n t r e  

a u t r e  d ' a v o i r ,  sans aucun c a l c u l ,  des  s o l u t i o n s  fondamentales (uniques)  

de ces  opé ra t eu r s ,  connaissent  uniquement c e l l e  du Laplacien. 



* Le Chapitre 1 présente l'extension de la théorie de MX-PHILLIPS exposée 
dans ( 3 ) au cas où le système non perturbé est lui-même dissipatif. 

On a cherché surtout à trouver des hypothèses simples à vérifier qui 

permettent de se ramener à peu près au plan d'attaque de LAX-PHILLIPS. 

Ce faisant, il appert que c'est la partie dissipative à elle seule 

(représentée par les parties c.n.u. de T (t) et ~(t)) qui est à l'origine 
O 

des difficultés. En particulier, même dans le cas étudié par LAX-PHILLIPS 

dans ( 3 ) , c'est la partie c .n.u. du semi-groupe perturbé ~ ( t )  qui 

concentre les ambiguités et les "nouveautés" en ce qui concerne les propriétés 

analytiques de la matrice de scattering S (z) dans le demi-plan supérieur 

(problème des '!zéro" de S (z) qui ne se pose pas d m s  le cas conservatif 

classique exposé dans leur monographie ( 1 ) ) . 

* Le chapitre V présente l'application de la théorie abstraite développée 

au chapitre 1 à un ~roblème de diffraction d'ondes thermo-élastiques par 

un obstacle borné. On s'est borné au cas le plus simple où on impose des 

-f 
conditions de Dirichlet homogènes à la frontière : uIaG = O et B l a C  = O 

(en fait on traite d'une façon tout à fait analogue le cas d'un obstacle 

isolé thermiquement =O). On s'est surtout appliqué 
a G 

à vérifier ltapplicabiliCé de la théorie générale à ce cas. En particulier 

on ne s'est pas tropétendu sur la construction de la "matrice" S (2); ceci 

représente un travail technique élémentaire et sans grande nouveauté par 

rapport aux constructions de LAX-PHILLIPS dans ( 1 et 3) et de PYZH' anov 

( 1 et 2). Quoiqu'il en soit la méthode pour construire S(z) est donnée 

dans le chapitre 1, partie Dy paragraphes 3, 4 et 5. On termine le chapitre 

avec un théorème d'amplitude limite, qui justifie donc a priori l'étude 

des solutions stationnaires ramenant le problème de diffraction à un problème 

-f 
aux limites pour le système elliptique b u ; c'est ce que fait L. JENTSCH (l), 

lJ 

dont le travail nous a servi de point de départ. 



Tout au long de ce tx-avail, on a essayé d'exposer les choses avec 

le plus de concision possible pour ne pas alourdir le texte et accumuler 

les pages; les calculs, souvent pénibles, ont néanmoins été exposés avec 

assez de détails pour en permettre une vérification facile : ceci a donné 

au texte un aspect technique, par moments assez désagréable (ex.: chap. III). 

J'espère que ceci ne nuira pas exagérément à la bonne compréhension 

de l'ensemble. Mon souhait est que ce travail puisse susciter un intérêt 

accru pour une aussi belle théorie que celle du Scattering, à laquelle 

cet effort tente d'apporter une contribution intéressante. 

Qu'il me soit permis, en conclusion, de remercier tous mes maîtres 

et collègues pour l'aide précieuse et multiforme qu'ils m'ont apportée, 

et en particulier à Monsieur le Professeur J.C. GUILLOT, dont les 

critiques sans complaisance ont été décisives dans l'avancement de ce 

travail. 
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CHAPITRE 1 

THEORIE ABSTRAITE DU SCATTERING POUR DES PHENOMES D I S S I P A T I F S .  

A - THEORIE DE L A X - P Y I L L I P S  POUR DES SYSTEMES HYPERBOLIQUES D I S S I P A T I F S .  

Nous donnons i c i  une p ré sen ta t ion  résumée des hypothèses e t  des r é s u l t a t s ,  

sous c e s  hypothèses, de l a  t h é o r i e  développéepar LAX-PHILLIPS dans (LP). 

a )  I l  e x i s t e  un système non pe r tu rbé ,  dont l e  modèle mathématique e s t  un groupe 

à un paramètre d '  opéra teurs  i n i t a i r e s  U ( t )  opérant dans un espace de Hi lbe r t  Ho. 
O 

* Il e x i s t e  deux sous espaces fermés d i s t i n c t s  (qu'on supposera souvent orthogonaux) 
D+ e t  D- t e l s  que : 

( i )  U ( t )  D+ C D+ t 2 0  
O 

Ct ( t )  D - C D - t , < O  
O 

( i i )  

(iii) 

( i v )  D+ D - éventuellement 

* On démontre a l o r s  (d 'une façon t o u t  à f a i t  canonique, en supposant Ho s épa rab le )  

q u ' i l  e x i s t e  deux r ep résen ta t ions  J+ de Ho dans L ~ ( R ; N )  : J+ : H - L ~ ( R ; N )  - O 

t e l l e s  que J+ : D+ > L ~ ( R + ; N )  

N e s t  un espace de Hi lbe r t  a u x i l i a i r e  donné pa r  N = D+ 8 V D+ , ou V e s t  l e  

copénérateur  de U ( t )  . [En r é a l i t é  on a D+ Q V I)+ = N e t  D- @ V-1 D = N '  , m a i s  
O - 

on i d e n t i f i e  N e t  N '  c a r  un i t a i r enen t  isomorphes]. 

. De p lus  J+Uo(t) = T++J,oÙ r t t e s t  l e  ~ e m i - ~ r & ~ e  de t r a n s l a t i o n  ?i d r o i t e  de k t  
- 

u n i t é s  dans L ( R ; N )  , c 'es t -à -d i re  : r f ( s )  = f ( s f t )  pour f ( s )  E L * ( R ; A ) .  
2 rt 



2 

D+ s e r a  d i t  sous-espace s o r t a n t ,  D- e n t r a n t .  

J+ : r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  s o r t a n t e ,  J- : représenta t ion  de 

t r a n s l a t i o n  e n t r a n t e .  S o i t  Fs l a  t ransformat ion  de Lanlace-Fourier en m e  v a r i a b l e  : 

- 03 + 
Alors D+ devient  $C N ) ,  ensemble des fonct ions ana ly t iques  dans 

icrt 
cf = {z € C : I m  z > O 1 , D- devient  $@-;PT) e t  u 0 ( t )  l a  mu l t ip l i ca t ion  p a r  e  . 
Nous appel le rons  F J+ : r ep ré sen ta t ion  s p e c t r a l e  s o r t a n t e  e t  F J : repri .sentat ion 

S - 

s p e c t r a l e  e n t r a n t e .  Notons que pour D+ 1 D- l e s  deux r ep résen ta t ions  ( e n t r a n t e  e t  

s o r t a n t e )  co ïnc ident ;  on a  a l o r s  3 = J+ = J - e t  Ho = D+ @ D-,  puisque 

b )  I l  e x i s t e  un système "perturbé",  d é c r i t  pa r  un Co-semi-groupe d 'opéra teurs  d e  

con t r ac t ion  dépendant d'un paramètre t ,  opérant dans un espace de Hi lbe r t  3, e t  

t e l  que : 

a a  05 D+ = u 0 ( a )  D+ e t  D- = U.o(-a) D- avec a  1 0  . 

?k 
s-lim P: T ( t )  = O 

0Ù P* ( r e s p .  pP) - désigne l a  p r o j e c t i o n  s u r  l e  complément or thogonal  de DY r e  D" - ) . 
a  a  

On supposera désormais que D 1 D e t  on posera  D ~ =  D+ @ D , a  z O . On no te ra  que + - - 

D a p p a r t i e n t  à H- n H . 

c)  I l  e x i s t e  deux opéra teurs  j e t  j  t e l s  que : 
O 

1 )  Ho -. H 

2 )  l i n é a i r e  cont inu  e t  
- --- - -  

3 )  jo = I s u r  D P 3)  j = 1 s u r  D 

C Rmahque : Notons qu ' a lo r s  l e s  opéra teurs  j  = e t  jA=m j O sont  des 

con t r ac t ions .  Ce sont  en r é a l i t é  jo e t  j' qui se ron t  u t i l i s é s  p a r  l a  s u i t e ,  

e n  gardant  J e t  j s u r  D ~ ,  e t  en prenant  J = Jf  e t  j = j 1  s u r  l e s  complémentaires. O O O 



En p a r t i c u l i e r ,  on pourra  t ou jou r s  prendre pour j o ( r e s p .  j  ) l a  p ro j ec t ion  orthogonale 

de Ho ( r e sp .  H )  s u r  D~ qui e s t  commun à H e t  H . . . Dans ce c a s ,  on a  d ' a i l l e u r s  
O 

X X 
en p l u s  jo = j e t  j = j o  ) . Notons de s u i t e  que tous  l e s  r é s u l t a t s  de la t h é o r i e  

sont  indépendants de l a  r é a l i s a t i o n  concrète  de j e t  j s a t i s f a i s a n t  ( L  P 4 ) .  
O 

2. RESULTATS SOUS LES HYPOTHESES L P 1 ,  2 ,  3, 4.  

On d é f i n i t  a l o r s  ( s u r  l e u r  domaine d ' e x i s t e n c e )  l e s  opérateurs  su ivan t s  : 

* * 
W l  = s- l im W l ( t )  : Ho -> H W = s-lim W (t) : H-> H 

t + m  
1 O t++m 
* * * 

W 2 ( t )  = U o ( - t )  j T ( t )  : H -> Ho W 2 ( t )  = T ( t )  j u 0 ( t )  : Ho -> H 

$f * 
W2 = s-lim W ( t  ) : Ho -> H 

t t t m  

Les opéra teurs  W s e r o n t  d i t s  opéra teurs  d'ondes. 

4t 
C s e r a  d i t  opéra teur  de S c a t t e r i n g ,  C e s t  son a d j o i n t .  On s ' i n t é r e s s e r a  s u r t o u t  à C. 

1)  Sous l e s  hypothèses (LPI -4 ) ,  on démontre a l o r s  que W, e t  W e x i s t e n t  s u r  t o u t  Ho 
2 

e t  H respect ivement ,  qu'on a  en p a r t i c u l i e r  : 

W 1  Uo(s)  = ~ ( s )  m l ,  w2 ~ ( s )  = u O ( s )  w2,  W, = I s u r  D' - e t  w2 = I s u r  D: . 

2 )  On démontre que Z e x i s t e  pour t ou t  x € Ho,  q u ' i l  comrnute avec U donc avec -r 
0 ' t 

dans l a  r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n ;  donc, dans c e t t e  r ep ré sen ta t ion  C opère comme 

l a  convolution pa r  une d i s t r i b u t i o n  à valeurs  opéra teurs  ~ ( s ) ,  c ' es t -à -d i re  : 

-7 C = .$* 3 , c ' e s t - à -d i r e  ( J ~ f ) ( s )  = (S * f)(s) 

Dans l a  r ep ré sen ta t ion  s p e c t r a l e  correspondante,  C opère comme l a  

"mul t ip l i ca t ion"  p a r  l a  fonct ion à valeurs  opérateurs  : 

S ( Z )  = 1 ~ ( s )  eiZS ds S ( z )  e s t  appelée mat r ice  de Sca t t e r ing .  

c ' e s t - à -d i r e  ( S f )  ( 2 )  = ~ ( z ) f ( z )  f ( z )  E a(. ; N )  



3) On c o n s t r u i t  a l o r s  S ( z )  pour I m  z  < O p a r  l ' i n t e r m é d i a i r e  de va leurs  propres  

I I  genéra l i sées" .  (dans un sens convenable) de l ' o p é r a t e u r  A ,  e t  S ( z )  e s t  un opé ra t eu r  

cont inu,  ana ly t ique  pour t o u t  z € C- . ( ~ C - ; L ( N )  ) .  

P P P 4) Pour z  € c+, on i n t r o d u i t  l e  semi-groupe ~ ( t )  = P+ ~ ( t )  P- opérant l e  K - =H 0 DP 

dans lui-même. S o i t  B son généra teur  i n f i n i t é s i m a l .  Alors ,  s i  R ( ~ , B )  =(AI-B)- '  e s t  

méromorphe, on a  : 

{ensemble des pôles  de S ( z ) )  = - i a  (B) 

5 )  En f a i t ,  il s ' a v è r e  que l e s  pô le s  de S ( z )  correspondent à des fonct ions propres  

+ 
géné ra l i s ées  s o r t a n t e s  (i DP ) de A,  que l e s  zéros de S ( z )  dans C correspondent 

à des fonc t ions  propres  o r d i n a i r e s  de A ,  en f a i t  des fonc t ions  propres  e n t r a n t e s  

P (L D+ ) de A. 

6 )  oc(A) con t i en t  tou jours  l ' a x e  imagina i re ,  a  ( A )  e s t  dans {Re o < O} e t  peut  
P 

auss i  b i e n  ê t r e  dénombrâble, que r ecouvr i r  entièrement l e  demi-plan {Re a  < O } .  

B - RELAXATION DE L'HYPOTHESE ( L  P 3 ) .  

Pour l e  l e c t e u r  f a m i l i a r i s é  avec l a  t h é o r i e  du s c a t t e r i n g ,  l e s  hypothèses 

( P I )  e t  ( L P ~ )  sont  souvent t r è s  f a c i l e s  ?i v é r i f i e r .  L'hypothèse ( P b )  dépend 

de Ho e t  H e t  l e  bon choix de jo e t  j dépend de l a  r é a l i s a t i o n  concrète  de ces  

deux espaces .  En f i n  de compte, l 'hypothèse  l a  p lus  dure à s a t i s f a i r e ,  e t  dont 

l a  v é r i f i c a t i o n  représente  un gros t r a v a i l  technique e s t  ( L P ~ ) .  Aussi allons-nous 

ex iger  un peu moins, s o i t  : 

( ~ 3 )  = {s-lim P: ~ ( t )  = O , uniquement s u r  e N W , )  1 
# 

e t  ( ~ 3 )  = {s-lim P ~*(t) = O , ---------------- R(w:) } 

où R (x) e s t  l ' image  ange) de l ' o p é r a t e u r  x. 

Bien s û r ,  c e t t e  hypothèse a f f a i b l i e  n ' e s t  i n t é r e s s a n t e  que s i l e s  sous- 

* 
espaces images de W e t  W sont  acces s ib l e s  e t  possèdent de "bonnes p r o p r i é t é s  '. 

1 2 

Nous t r a i t e r o n s  p l u s  l o i n  ent ièrement  un exemple t r è s  i n t e r e s s a n t  qui  a l e  mér i te  

de s ' a p p l i q u e r  2 l a  t h é o r i e  de l a  t he rmo-é l a s t i c i t é  l i n é a i r e .  



Rappelons a l o r s  l e  : 

Lemme : S o i t  W un opéra teur  d'un espace de H i l b e r t  Ho dans un a u t r e  H e t  t e l  que : 

b) W = 1 s u r  w? sous-espace D commun à H e t  à H . 
O 

a l o r s  : 

I L 
C )  W envoie ( D ) ~  dans ( D ~  ) 

O * 
d) W = I s u r  D . 

Ce lemme s e r a  démontré à l a  f i n  du chap i t r e .  

* 
~ p p l i q u é  à w,( t ) e t  W ( t ) , l e  lemme donne : 

1 1 * * 
W 2 ( t )  : - > ( D P )  , W 2 ( t )  = 1 s u r  D! , c 'es t -à -d i re  T ( t )  jo U o ( t )  = 1 s u r  DY 

+ *O 

w; ( t )  : - P P 
> (n-) , W , ( t )  = I s u r  DP , c 'est-à-dire  ~ ( t )  j uo(-t)  = 1 s u r  D- - 

O 
O 

* * 
r é s u l t a t s  qui  r e s t e n t  va lab les  pour W 

1 ' W l ,  W2 e t  W 2 .  

* 
1) (LP 1, LP2, LP4) e n t r a î n e n t  que W1 e t  W e x i s t e n t ,  indépendemment du choix de 

2 
j j .  h e H*. * * 2 )  R ( w ~ )  e s t  i n v a r i a n t  p a r  ~ ( t )  ; R(W2)  e s t  i n v a r i a n t  pa r  T ( t ) .  

3) ( L P I ,  LP2, L P ~ )  e t  ( H Z )  e n t r a î n e n t  que W2 e x i s t e  s u r  R ( W ~  )=  W 1  Ho,  indépendemment 
du choix de j ,  jo; e t  W; sur R(w:). 

Pkeuve : 

1)  S o i t  f de l a  forme f = U  ( s )  k ,  k € ~ f  . Alors : 
O 

Pour t assez grand ( t  > s ) ,  on a donc : 

w l ( t )  f = T ( S )  ~ ( t - s )  jo Uo(-( t -s))k= T ( S )  wl(t-s) k = T ( s ) k  indépendant de t .  

Pour de t e l s  f ,  on a donc W ,  f  = T ( S )  k. L'ensemble b , ( s )  k ,  s f R ,  k E DP } é t an t  - 

dense dans Ho,  e t  étant donnée l a  forme e x p l i c i t e  de W f (indépendance de jo , j  ) 1 

l ' a s s e r t i o n  e s t  démontrée pour W 
1" '  

De même f = Uo (-s )k , k E DI e n t  r a ine  : 

46 * 
W: f  = T ( s ) k ,  d ' où  découle l ' a s s e r t i o n  pour W 

2 1 -  



Y 2) D'après ce qui précède, on a aisément : w H = U TY(s) D: 
2 O 

s >O wl H~ = u T(S) DP . on a alors : 
s 50 

3) Soit donc f € R(w,). On décompose ~ ( t )  f en 

~ ( t )  f = d(t) + e(t) , où d(t) E D+ et e(t) = P: T(t) f 1 DY . Alors : 

w2(t) f = uo(-t)j T (t) f = Uo (-t) d(t) + go(-t) j e(t). 

= u0(-t) W2(s) d(t) + uO(-t-s) j ~ ( s )  e(t) 

= u0(-t) d(t) + u0(-t) w2(s) e(t) 

soit W2(t+s) f - W (t) f = %(-t) [W2(s) - Ij] P: ~ ( t )  f , donc : 2 

P I Iw2(t+s)f-w2(t)fl 1 = I I  (w2(s)-1j) P: ~ ( t )  fl 1 ( 1 IP+ ~ ( t )  fl 1 -> O 
t* 

f 
par hypothèse (H3), d'où découle l'assertion pour W on opère de rnêrne pour W 2 ; 1 '  

Théak2mc 7.3 .  : sous les hypothèses LP 1 , LP2, LP3 , L P ~  et ( ~ 3 )  

a) wl u0(s) = T(s) W1 et W1 = 1 sur D-comme P Wl(t). 

b) W2 T(s) = ~ ( s )  W2 sur R(w,) et w2 = I sur D+P r) R(w,) 

d) Supposons D+ J. D- et a 2 O . Alors : 

L 
W2 : (jo uo(-a) DP ) - > ( u0(-a) D+ P 

H ) H 
O * * * 

On a des résultats analogues avec les hypothèses LP1 234 et ( ~ 3 )  ,pour W et W2 
1 

Pour W1, toutes ces propriétés sont démontrées dans (LP). Pour W on a : 2 ' 



b )  I l  s u f f i t  de remarquer que R ( w ~ )  e s t  i n v a r i a n t  pa r  T($). On é c r i t  a l o r s  

V f  e R ( w , )  : w 2 ( t )  T ( s )  f  = u o ( s )  w2( t+s )  f ,  d loù  quand t -+ + 

W2 ~ ( s )  f = uo(s) W2 f c .q . f . d .  

W, = 1 s u r  D! n R(wl) e s t  inmédiat.  

c )  Conséquence immédiate de ce q u i  précède e t  de c )  du Lemme. 

d )  R ( w ~ )  con t i en t  D! (en e f f e t  f  E DP - w l ( t ) f  = f), d'ou : 

u0(-a) DE C D' y C R ( w ~ ) .  Donc W2 e s t  b i en  d é f i n i  s u r  D- a+p . on a  a l o r s  

( ~ ~ 1 , 2 , 4 ) U  H3 " C = W W e x i s t e s u r  t o u t  Ho e t  e s t  une can t r ac t ion  de Ho . 
2 1 

46 * * r i  r I 
( ~ ~ 1 , 2 , 4 ) b  ( ~ 3 ) *  => C = W W r 1  I I  11 I I I I  11 I I  

1 2  
* 

(LP 1,2,4)U H3 U ( ~ 3 ) ~  => C e t  C e x i s t e n t .  On peut a l o r s  développer l e  r e s t e  de 

* * 
l a  t h é o r i e  (en ayant à l ' e s p r i t  que D ( w ~ )  = I ( ( W ~ )  e t  D ( w ~ )  = R(w,) ) .  

C - THEORIE DU SCATTERING POUR CERTAINES P A I R E S  DE SEMI-GROUPES DE CONTRACTION. 

Nous voulons comparer l a  comportement asymptotique ( t  -> +m) de deux 

systèmes physiques,  dont l e  premier e s t  d é c r i t  p a r  un Co-semi-groupe d 'opéra teurs  

de con t r ac t ion  opérant  dans un espace de H i l b e r t  H . Ce l e r  système s e r a  d i t  non 
O 

per turbé .  Le deuxième système e s t  l u i  aus s i  d é c r i t  pa r  un Co-semi-groupe ~ ( t )  de 

cont rac t ionq ,opérant  dans un H i lbe r t  H ,  e t  s e r a  considéré en f a i t  comme une 

I;erturbation"de To( t ) . Nous a l lons  essayer  de d e c r i r e  une t h é o r i e  de S c a t t e r i n g  

ra i sonnable  pour une t e l l e  p a i r e  : 

7 .  HypuXhau g é n é m l u .  

1 
S o i t  ~ ~ ( t )  = T;(t) 8 T ~ ( c )  l a  décomposition canonique de S 0 ( t )  en : 

3 
O 

T  ( t )  = semi-groupe c  .n. u. opérant dans l e  s ~ u s - e s p a c e  B 
O 

1 ~ ~ ( t )  = semi groupe u n i t a i r e  opGrant dang l e  sous-espace H 
O 

O 1 Sur  T  ( t ) ,  nous ne supposons rien pour l e  moment. S u r  T o ( t ) ,  nous supposerons ce 
O 

q u i  suit : S o i t  v o ( t )  l e  groupe u n i t a i r e  ~ p é r a n t  dans B' obtenu en posant  : 
O 



T 1 ( t )  pour t >, O 
O v o ( t )  = 

T:(-t) pour t $ 0  

1 HypoXhène H l  : 11 e x i s t e  pour ( V  ( t ) ,  H ) deux sous espaces fermés D+ e t  D- , 
O O 

1 1 * 
l e  l e r  e n t r a n t  e t  l e  deuxième s o r t a n t ,  c ' es t -à -d i re  en termes de T 0 ( t )  e t  To (t) : 

i ( i )  
1 

1' ( t )  D+ C D+ 
O 

T I X ( t )  D- C D4 
O 

( H I )  (ii) ~ : ( t )  D+ = { O  e t  0 ~:*( t )  D- = en s e  rappelant  que 

1 * 1 1 ~A(t)~i*(t) = I 
(iii) U To ( + t ) ~ +  = Ho U T:(t) D- = Ho = T ' * ( ~ ) T  1 (t) 

O O 

Remmque : t e s t  i c i  t ou jou r s  p o s i t i f .  

Hypothène H2 : s o i t  P > 0. Définissons l e s  sous-espaces DY e t  gP - pa r  : 

1 op + = v 0 ( p )  D+ [ D ~ = T ~ ( P )  D+ C D+ 

On f a i t  a l o r s  l 'hypothèse  : 

D! e t  D P  - sont  commms à Ho e t  H ,  e t  on a  de p lus  : 

~ ( t ) f  = v o ( t ) f  = ~ : ( t ) f , V f e  DY e t  ~ * ( t ) f  = v o ( - t ) f =  ~ ' * ( t ) f  o  V f  e D! 1 

Cet te  hypothèse permet donc t o u t  de s u i t e  d ' a f f i rmer  que : 

T ( ~ ) D * C D ;  e t  T * ( ~ ) D ~ c D ~  

9 ~ ( t )  DY = {  O} e t  n ~ * ( t )  DP = {O} 
t 

( ~ 4 )  : il e x i s t e  j e t  j opé ra t eu r s  l i n é a i r e s  ayant l ~ m ê m e s  p r o p r i é t é s  que 
- - O 

précédemment . 
Nous déf in issons  a l o r s ,  en a a l o g i e  avec ce qui s e  f a i t  pour l e s  groupes 

l e s  opéra teurs  su ivan t s  sur l e u r  domaine d 'ex is tence  ( q u i  r e s t e  b ien  s û r  à d é f i n i r )  : 

Opérateur d'onde W 1  : 

Er O 
l l e s  p ro j ec t ions  de Ho S o i t  W , ( t )  = ~ ( t )  jo T o ( t )  : Ho -> H e t  Po, P o ,  

O 1 1 
s u r  H e t  Ho r e sp .  h E Ho W l ( t )  h  = ~ ( t )  jo ~ ' ( t )  [PO h  + Po h 1 

O O O 



O* O On pose a l o r s  = ~ ( t )  jo To ( t )  Po r  ho-,^ 

= ~ ( t )  jo ~:*(t)  p 1  : H~ ->H 
O 

O* 
W:(t) = ~ ( t )  j o  T~ 

O 
a l o r s  

1 * Wi(t) = ~ ( t )  jo T~ 

On d é f i n i t  a l o r s  (quand i l s  e x i s t e n t )  l e s  opéra teurs  W = s - l i m  W ( t )  , s o i t  : 

O 1 1 t*w 
W1 = s-lim ~ , ( t )  = s - l i m w l ( t )  + s-lim Wl( t )  = W: + W 

t*m 1 

W: = s-iim by( t )  PO = W0 PO T A  1 
O 1 O 

e t  W '  = ç - i i m  w l ( t )  PO = Zt' p l  
t*=' 1 1 O 

Donc, on a  : 

1 ou w1 = w1 , avec 
> H 

Opérateur d'onde W2 : 

s o i t  w 2 ( t )  = ~ * ( t )  j ~ ( t )  
O 

: H - > H  
O 

1 avec w O ( t )  : H -> HO e t  w 2 ( t )  1 
2 O 

: H -> Ho. Et  on a a l o r s  avec W = s r l i m  w 2 ( t )  : 
2 

O* W; = ç - i i m  T ( t )  P: j ~ ( t )  : H -> H O 
O 

O 1 
W 2 = W  + W  avec 

2  2 1 1 rc 1 
W2 = s - l i m  T  ( t )  Po j ~ ( t )  : H -> H 1 

O O 

opéra teur  de S c a t t e r i n g  C : 

on pose L = w w = (w'+w') ($7 PO + Fjl p l )  : H~ -> H 
2 1  2  2 1  O O 

1 
Co : HO ->  et L ,  : H -> 1 

O 
= W2 $7 , C l  = w W 

O 2 1 

On d é f i n i t  a l o r s  : 

= w0 a0 : -> H -> 
1 1 

O 2 1 O O 

CO = W0 8' - ' -> H -> 1 
1 2 l e H o  Q 



* 
opé ra t eu r  d'onde W1 

* * * * 
W1 = s-1imW ( t )  = s-lim T o ( t )  jo T  ( t )  = 

1 
*O + w*' : H -> H 

W1 2  O 

* * 
W;O = s-lim ~ ~ ( t )  PO * ~ * ( t )  = s-ïim ~ : ( t )  PZ jo T  ( t )  

O j o  

* 
= s-iim ( ~ ( t )  jo P: T:(t)) = s - l im(T( t )  jo 'I'o(t)* 

* 
= s-lim [57(t) 1 = (Fil)' : H -> H O 

O 

1  .* + wS' = s-iim ~ ~ ( t )  po J O  T ( t )  = s-lim ~ ~ ( t )  1 p0 J, T ( t )  = (a : ) *  : H-> H 
1 .* * 1 

O 

c ' es t -à -d i re  : 
* *O *l 

W 1  = W + W* 
1 

* 
Opérateur d'onde W2 

ik * * * *O 

2  2  
: H ~ - > H  avec : id = s-limW ( t )  = s - l i m T  ( t )  j T ( t )  = W  + W 2  

2  O 

* * 
id:' = s-lim T  ( t )  j TZ( t )  PZ = W2 *O PO : Ho -> H 

* O * 
w,*O = s-lim T ( t )  j* TZ( t )  = (w2)  : HO-> H 

* * 1 1 *1 p l  w*' = s-iim T  ( t )  j ~ ~ ( t )  Po = W2 
2  : H o *  H 

* .* 1 * * I l  1 *' = s-iim T ( t )  J T o ( t )  = s-lim T  ( t )  j Po T o ( t )  = s - l i m ( ~ : * ( t ) ~ ~  j ~ ( t ) ) *  
W2 

1 * 1  
= (w,) : Ho -> H 

c ' es t -à -d i re  : 

* 1 = w z 0  PO + W2 *1 p l  O 
O * 

W2 = W2 I *  *O + W2 O 
= (w,) + 

* 
Opérateur de S c a t t e r i n q  : C 

* * * * * r = w  w = (1 ( r  ) 1  : H ~ - >  H 
1 2  O 

* %O * * * 
( r  = w;' w; = ( w l )  W2 = ( W  2  wO)* 1 = (Co) : Ho -> H O 

O 

* *1 * 1 *  * 1 * * 
( I  ) 1  = W1 W2 = ( w l )  W2 = ( W 2  W 1 )  = ( L I )  : Ho -> H 

1 
O 

De même, on au ra  : 
* 1 *O 'Lx1 % O *  l *  1 'Lo * 1 * O (z I o  = W1 w, = ( w l )  (w2)  = (w2 w l )  = ( C o )  : Ho 

* O *O %*O O O *  O * O 

2  1  
O-> H - > H o  (1 = W 1  W2 = (w;)* (w;)* = ( W  W ) = ( C o )  : Ho 

1 %1 * 
O * : Ho-> H = ( w  W ) = ( x l )  

1 
2  1 O 

-> Ho 

on a  aus s i  : 



La t h é o r i e  de S c a t t e r i n g  (en  gros e x i s t e n c e  e t  p rop r i é t é s  des opéra teurs  

W1 W2 y Zet des  a d j o i n t s )  qu l  on voudrai t  a i n s i  développer e s t  extrêmement généra le ,  

H." 
On peut résumer dans l e  schéma su ivan t  : 

tf 
14 / 4 

mais nous renonçons pour  l e  moment à l e  f a i r e .  Nous a l lons  p l u t ô t  v o i r  des  cas 

concre ts  où on peut  conclure assez rapidement en s e  ramenant à l a  t h é o r i e  développée 

p a r  LAX-PHILIPS dans (LP) . 

ff; - 
C 

Pour c e l a  nous f a i sons  d'abord l 'hypothèse  su ivante  : 

Nous avons a l o r s  la propos i t i on  : 

L F 

1." 

PnopobiX,ion : Sous l ' hypo thèse  supplémentaire ( ~ 5 ) ~  l a  t h é o r i e  du S c a t t e r i n g  

ci-dessus seramène à f a i r e  l a  t h é o r i e  de MX-PHILLIPS pour l e  couple (V ( t ) , ~ ( t  ) 3 
O 

1 '  ' 

20 

P h ~ u v Q  : En e f f e t  : 

1 
e t  a l o r s  C O  = C = O . 

O O 

O O* 0 * 
D'aut re  p a r t  1 Iwp(t)hl  l =  / ( T ~  ( t )  P: j ~ ( t )  1 1  = 1 / T ~  ( t ) k ( t )  / / tx_ > 0 ,  

c a r  k ( t )  E HO V t ,  d'où W; = O e t  donc O 
C , = O .  

On a donc en d é f i n i t i v e  : 

1 
L = O $  L I  où 

1 1 ~l 
Z 1 = W  w 1 -> H -> H 1 

2 l Z H o  O 

?. 1 1 On a donc à déterminer  uniquement Z 1  . Nous voyons en f a i t  que W, , W e t  
1 2 

) :  Lim;(e u<krçe.  



L '  s on t  respectivement l e s  opérq teurs  d'onde e t  de S c a t t e r i n g  p ~ w  l e  couple 
1 

O 1 
-> S o i t  a l o r s  ~ ( t )  = T ( t )  @ T ( t )  l a  décomposition canonique de ~ ( t ) ,  e t  

~ * ( t )  = Ta*(t)  @ T1*(t)  c e l l e  de T*( t ) .  
O O* * 
T ( t )  = ~ ( t ) / ~ ~  = contraction c.n.u.  et de meme pour T ( t )  = T it)lH, 

1 
T ( t )  = ~ ( t )  IH1 = semi-groupe d 'opéra teurs  u n i t a i r e s  e t  de même pour 

Nous a l lons  maintenant f a i r e  l e s  hypothèses su ivan te s  : 

( H I )  d'.' e j a  vu 

( ~ 2 )  ' 1  ( H )  

( ~ 4 )  l' I I  

( ~ 5  ) 

( ~ 6 )  R ( W : )  = 8: H ~ C  H 1 ( ~ 6 ) ~  R ( W ~  .i, 1* ) = Wp l* Ho 1 C H 1 

- 1 i m  P+ ~ ( t ) f  = O Y f  ~ ( 5 : )  seulement 

( t )  f = O V f e  seulement. ment. 
En somme, à p a r t  l 'hypothèse  ( ~ 5 )  qu i  permet de s e  ramener au  cas (LP), on a f f a i b l i t  

l ' hypothèse  ( ~ 4 )  en remplaçant p a r  (H7), mais on renforce  pa r  l 'hypothèse  supplé- 

mentaire  ( H 6 ) .  

A propos de l 'hypothèse  ( ~ 6 ) ,  nous pouvons t o u t  de s u i t e  énoncer l e  : 

1 
1 )  ( ~ 6 )  3 gP - C H I  : oui c a r  R ( w l )  =  UT(^) DP . En f a i t  pour k E DE on a carrément 

n . 1  s>o 

1 DP C H I  9 ( ~ 6 )  : o u i  ca r  a l o r s R ( % ~ )  = U T ( s )  gP - C H 1 
S 10 

1 1 1 1 P 

jo H C H e n t r a î n e  en  p a r t i c u l i e r  que D- e t  D! sont  dans H ; a l o r s  D ~ C H  ( ~ 6 )  
* 

1 )  R ( W ~  ) = u T*(s) D: 2) *  jo H~ 1 c H 1 D: c H' c q f  d 



L'hypothèse ( ~ 5 )  nécessite souvent une majoration du type 

1 IT;(t)hl 1 6 f (t) 1 1 hl 1 V h E HO , OÙ f(t) -> O quqnd t -> + m . Ce qui exige 
O 

souvent que le spectre de A soit dans un demi-plan Re z S k < O .Nous allons 
O 

en fait, en utilisant maintenant en plus ~6 et H7, affaiblir considérablement 

( ~ 5 )  et la remplacer par : 

* * 
Phvpan&on b b  : Sous les hypothèses H 12345 6 6 7 7 on a : 

%O O 
1 ) L'opérateur d'onde W existe pour tout h E H et en fait %O h = O ; 

1 O 1 
O 1 

d'où Co = C = O . 
O 

O 1 
2)  opérateur d'onde W existe pour tout g E H et on a : 2 

W: g = O y E H1 ; d'où 
D C 1 = 0 .  

3 )  La théorie du Scattering pour le couple {T0(t), T(t)} se ramène à la théorie 

de LAX-PHILLIPS pour le couple {vo (t ) , T (t ) 1 . 

Pheuve 

1) On a exactement la même démonstration que pour la proposition précédente où 

la u-convergence n'avait pas servi. En effet : 

t++m > O , puisque S-lim TO* (t ) = O , 1 lGy(t)h/ 1 = 1 I~(t)p~ TZX(t)hl / C I  ~TZ*(t)hl / -- O 

d'où %y = O . 

1 
2) Soit g € H ; alors : 

1 1 1 
~ ( t )  = sl(t) g = pP T (t) g +(1-P~)T (t) g OÙ (1-P?) T (t) g e DY + 
et wO(t) g = To*(t) PO j PC ~'(t) g + ~z*(t) PO j (1-PI) Tl(t) g 

2 O O 

1 
mais j = I sur D et PZ = O sur D+ P , ~'*(t) PO j(1-P*) T (t) 0 . 

+ 0 O .. 
On a donc seulement : 

I Iwi(t) gi / = I l~O*(t) PZ j PT ~l (t) g/ 1 r' 1 I P ~  T' (t) gll t;;_> O par (~7). 

D'OÙ WO g = O v g E H1 . 
2 

En particulier : Z: = W O %1 W z O puisque R(W~ % 1 )C H 1 par (~6). 
2 1 



Rwnanqua 2 : 

, 1 ) ~ a  réciproque de 2 )  e s t  en généra l  fausse;  notons en passant  que l a  

1 1 1 1 
condi t ion  j Ho C H e s t  beaucoup p l u s  f o r t e  que DP C H (il y a en p lus  DY C H ) .  

O - 
E l l e  permet beaucoup de s i m p l i f i c a t i o n s  dans La t h é o r i e ,  mais e s t  t r o p  r e s t r i c t i v e .  

Dans ce qui s u i t  nous développons complètement l a  t h é o r i e  sous l e s  hypothèses 

1) 
(Hl . . . 7) . Nous mentionnons d'abord que l e s  hypothèses s u r  V ( t )  entra7ner.t 

O 

[d 'une façon canonique, comme LAX-PHILLIPS  ( 1 ) 1 l ' e x i s t e n c e  de deux 

1 1 t ransformat ions  u n i t a i r e s  J+ de HA dans L ~ ( R ; N  ) ,  N é t a n t  un espace de H i l b e r t  
- 

déterminé à une t ransformation u n i t a i r e  pres .  
1 1 1 * 1 1 

2) On a en f a i t  : i: = S-Lim T ( t ) ~  6 To ( t ) ,  où IJ e s t  l a  p ro j ec t ion  de H s u r  H . 
t++w 

D - THEORIE ABSTRAITE SOUS LES HYPOTHESES ( H )  

7 .  OPERATEURS D ' ONDES-OPERATEUR DE SCATTERING. 

ThZokQme 7 .  1 .  

Sous l e s  hypothèses ( f f ) ,  on a : 

%J 1 1 1 
'L 

1 a )  W e x i s t e  sur tout  H , e s t  un opéra teur  de H I  dans H , e t  R ( w ~ )  = U T ( ~ ) D P  
1 O O 

s20 
1 % 1 1 % 1 O 

b )  W2 e x i s t e  s u r  R ( w , )  C H . En géné ra l ,  il n ' e x i s t e  pas s u r  H f 3  R(W ) D H  . 
1 

1 1 
C )  S O ( t )  e t  T ( t )  sont commutés pa r  %' e t  W: c ' es t -à -d i re  : 

1 

1 % 1 1 
d )  Fi] = I s u r  D! e t  wp = I s u r  DY n R ( W , > C D + ~ H  = DY 

a I e )  s o i t  a > p .  envoie (D-)  d m ç  ( D ~ )  - 
H 

O 
H 

1 a A 
e t  . (o:)l l  n ~ ( 5 : )  - 2 -  

> 
H ( D + I H  O 1 

Y) S i  DP 1 DY , a lo r s  y a 2 O : 

Pkeuve  : Tous ces  r é s u l t a t s  sont  une simple " r6écr i ture1 '  du Th. 1.3 du paragraphe B; 

P 1 1 il s u f f i t  de remarquer que D+ e s t  dans H , que ~ ( s )  = T ( s )  e t c .  

( 1 )  H . . . 7 veut d i r e  ( H  1 2 4 567) u(H~)* u(H~)* , c 'es t -à -d i re  (H). -1 



Théotëme 1 . 2 .  

1 1 
a )  L = w2 8; e x i s t e  e t  cornmute avec T'  : T,(s) L = L T ~ ( S )  

O 

a )  conséquence i w é d i a t e  des  r e l a t i o n s  de commutation du t h .  1 . 1 .  

P b) S o i t  f  D! , a l o r s  2' f  = f  = d + e où d f DY e t  e l  ~ + , d ' o ù  
1 

1 1  P Sf-f = (w2-1) (d+e)  = (w2-1)e, e t  ceci,  d ' après  e )  du t h .  I l  . Y  e s t  or thogonal  à D+ 
1 dans Ho . - 

E )  Coro l l a i r e  de b, pviçque DP C (D:)~J 
Nous supposons dorénavant que D! J. DP - (q J+ 

2 .  EXTENSIONS DES ESPACES Ho ET H , 

- i z s  1 
Les fonct ions de l a  forme e n ,  n  € N s  ' avèrent  ( v o i r  paragraphe 3 e t  

s u i t e )  jouer  un rô l e  p r imord ia l  dans l a  d é f i n i t i o n  e t  l a  cons t ruc t ion  de S ( z )  ; 

malheureusement on v o i t  q u ' i l s  n ' appar t iennent  pas  à  ils y sont  loca lement ) .  

Aussi va-t-on étendre Ho e t  H a f i n  de l e s  y i n c l u r e  e t  pouvoir en f a i r e  usage. 

On d é f i n i t  H I  = 1 1 
O , LOC 

( R ; N  ) qui  e s t  donc une extension de L ( R ; X  ) .  2 
1 2 é t a n t  u n i t a i r e ,  nous i d e n t i f i o n s  H avec L ( R ; N  ) e t  disons que Ho = HZ B HA 

O 2 

e s t  une ex tens ion  de H . 
O 

1 ~ ' ( t )  : opéra teur  de t r a n s l a t i o n  à d r o i t e  dans , donc ~ : ( t )  3 ~ ( t ) ,  ce qui 
O O 

f a i t  de T o ( t )  = T:(t) B ~ i ( t )  une extension de T o ( t ) ;  l e  B i c i  sigi-iifie 

somme d i r e c t e  d'espaces v e c t o r i e l s ,  sans no t ions  d ' o r thogona l i t é . .  . 

a a 
P+ , P- : respectivement m u l t i p l i c a t i o n  pa r  l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de R- + a 



1 * En f a i t ,  on s e  con ten te ra  d'une extension u n i l a t é r a l e  de H . On pose : O 

- I f  =  na, + m ) ; ~ r ] ,  a  r é e l  a r b i t r a i r e  
Ho 

(3 2 = HO @ jj" 3 Ho)  
O O 

X I '  e s t  un espace de Fréchet  avec comme semi-normes s ( f )  = / 1 f ( s )  1 / *  ds ; 
o a C'̂ 

1 
N 

c ' e s t - à -d i r e  que (f 1 ->f <=> f  -> f n 
dans chaque L na ,+m)  ; N? (pour  t o u t  a )  

n 2 
- 'l 

Qn gardera  l e s  mêmes no ta t ions  poiir Les r e s t r i c t i o n s  de T 1 ( t ) ,  A e t  o:i a H '  = Ho iH H A 1  
O O O O 

1 a a a 1 
On é c r i t  d 'abord H = D - @ D +  , a > p , puisqu'on s a i t  que D C H . + - 

0n pose : 6: = L (R+ + a;N 1 ) ,  D- -a = L2,Loc 
1 

2, Loc 
( R - - ~ ; N  ) e t  on d é f i n i t  a l o r s  : 

On v o i t  faci lement  que ces  ex tens ions  sont  indépendantes de a .  

* P: : annule l a  composante dans 5: e t  éga le  l ' i d e n t i t é  dans Ka BI Ca ; analogue - 

pour pa - 

- 1 -a  
% T (t) : . s u r  D+ s e r a  l a  t r a n s l a t i o n  à d r o i t e .  

-a 1' 1, s u r  D I I  I I  
- s i  a?  p+ t ,  tou jours  r é a l i s a b l e  vu que 

a e s t  a r b i t r a i r e .  

1 . . s u r  K : p a r e i l  qu 'avant ,  c ' es t -à -d i re  T ( t )  : 
a a 

-If * T ( t )  : analogue. 

- - 1 * A l  : s o i t  f € G' . Alors  f = f  + k + f+  su ivant  l a  décomposition de H . - 

Soient  a l o r s  E - ( s )  e t  ~ + ( s )  deux fonc t ions  cm d é f i n i e s  s u r  (-,:a) e t  

( a  respect ivement ,  s 'annulant  au  vois inage de a e t  -a  respectivement 

e t  éga le  à 1 au vois inage de 2 respectivement.  



On a a l o r s  : 

1 
Le c r ~ c h e t  a p p a r t i e n t  ?i H donc A [ . ]  e s t  b ien  déterminé. Sur l e s  composantes 

extrêmes A' a g i t  comme $ , donc s e r a  -as .  On d i r a  que f E G '  e s t  dans D ( A ' )  si 

1 
k E D ( A  ) e t  f - e t  f+ sont  localement L e t  cec i  Qéf in i t  dgnc me extension 
- 

2 

A = A O @ ~  de A . 
- - 
Q I  Q I  a  'L 1 

Q 

* w l  : w,  = 1 s u r  D- , on é tendra  donc pa r  W = 1 s u r  Er, 1 
1 W 1  r e s t a n t  l e  même - 

a 
- - 1 s u r  K . On étend a i n s i  5' comme opéra teur  8 ! H -2 . 

1 1 1 O 

-a - 1 . Sur D+ , on gardera  encore W = 1 
2 

-a . Sur D- : s o i t  f  E Da ; op décompose en f  = 1 f .  où f .  E L e t  - 
j J J 2 

supp f .  CC-j-1,  - j+11  . 
J 

1 1 On pose w f = ; W f . Comme supp. W f .  C Is r: - j  + 1+2 1 , l a  somme 2 2 j  2~ 

d é f i n i s s a n t  W' e s t  localement f i n i e ,  e t  d é f i n i t  donc sans  ambigwté me 
2 

fonc t ion  localement Le . 

Ains i  on d é f i n i t  b ien  -1 -1  
W, : 

H -> iil . 
O 

Toutes ces ex tens ions  gardent l e s  p r o p r i é t é s  dé jà  c i t é e s  pour l e s  opérateurs  

- - 
de dépa r t .  En p a r t i c u l i e r  : L cornmute qvec T:( t )  , L e s t  causa l ,  c  'es t -à-dire  : 

l e s  va leurs  de f à s  $ a n ' in f luencen t  pas l e s  valeurs  de f  à s  > a + 2p 

- 
( p a r  exemple :(p2' f) = PO Z Y )  - - 



3. COIUSTRL~CTTON DE S(z) POUR I m  z < O ( ~ e  i z  > 0) 

S o i t  e  l ' é lément  de HI' d é f i n i  pa r  : 
0 O 

-izç 1 - 
j e o = e  n ,  I m  z  < O ,  n  élément de N ; eo  E HO'  , donc e  = 1 e e s t  

1 O 

b ie i i  d é f i n i  e t  appa i . i ?~sn t  à f i1  ' . 
O 

- 1 - 1 - i z ( s - t )  i z t  
e  e s t  une fonct ion propre de T ( t )  : ~ ~ ( t )  eo = r t  Je,= e  n = e  e .  

O O O 

- - 1  De p lus  : ?:(t) e = ~ : ( t )  5 e = i ~ ~ ( t )  e, = e 
i z t  - C e  = e  i z t  

1 
e l ,  donc, é t a n t  

O 0 

- 1 a i n s i  fonct ion propre de ~ ~ ( t )  -3 e l  = J I eo = e m oii m = m(z,n) € N 
1 

m dépend l inéa i rement  de n ,  on peut  donc poser  : 

l l 
m =  S ( z )  n  où S ( z )  e s t  une fonct ion à va leu r  opérateurs  de N dans N . 

S ( z )  e s t  appelée matr ice de S c a t t e r i n g .  On a a l o r s  l e  théorème.:  

ThEa~2rnc 3 .  7 .  

1 1 a )  Pour t o u t  z € C- = (1m z < O ) ,  S ( z )  e s t  un opéra teur  borné dans N ( ( S ( Z ) E B ( N  ) )  

l l ~ ( z ) l l r  e  
20 1 I m  z  / 

b )  S ( z )  e s t  analyt ique dans C-. 

1 c )  Pour t o u t  f € H e t  qui e s t  représenté  pa r  une fonct ion à support dans R- , 
O 

C f  = g e s t  représenté  p a r  une fonct ion à support dans R- + 2p . Cependant 

f e t  g ont  tous  l e s  deux des r ep ré sen tan t s  spec t raux  qui possèdent des 

'L 'L 
prolongements ana ly t iques  dans C-; ces prolongements f ( z )  e t  g ( z )  sont  encore 

% 
l i é s  pa r  S ( z )  f ( z )  = z ( z ) .  

0 - 2P O - 
a )  y ( ~ 2 '  f )  = P L f  p a r  c a u s a l i t é ,  d 'où i (P e o )  = P Z eo - O 

- - - - P- e l  . 
2 P I lp: e l  1 I = I  /m111(2 k m  z  $ 1  IP -  col 1 = ln1 1 / ( 2  ~ r n  z] 1 / 2  e 2 ~ 1 1 m  ' 1  cqfd 

0 2 SP (remarquer que I P  e l  1 1  - col[ 6 1 1 ~ -  [ [  , puisque 1 e s t  une 

1 O con t r ac t ion  dans Ho e t  que P- e l ,  p2' - e appart iennent  à H' d'où l é g i t i m i t é  
O O ' 

- 
de l ' u t i l i s a t i o n  des normes e t  de C à l a  p l ace  de C ) .  



b) s o i t  h = ~ ( s ) k ,  k E N 1  e t  p ( s )  cont inue,  r é e l l e ,  supp p ( s )  C R +  e t  compact, 

donc h  E HA . On a  : 

( 1 )  + m -i zs S n ,  k  = \ ( S ( ~ ) n , k ) ~ l ~ ( s )  e  -i zs ( L p2' e  h) = ( e l ,  h )  = ( e  ds = - O '  
H ' 

O 
H ' 

O O n 

= ( ~ ( z ) n , k )  ,P ( - z ) ,  o"(z) e s t  l a  transformée de Four ie r  de p ( s ) .  
N 

# 
= (pzp  eo Y L h) qui  dépend analytiquement de z , donc S  ( : ) e s t  

faiblement d 'où fortement ana ly t ique .  

1 
c )  C comrnute avec T ( t ) .  Dans l a  r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n ,  i l  corrsniite avec 

O 

l a  t r a n s l a t i o n  à d r o i t e  T donc i l  e s t  r é a l i s é  dans c e t t e  r e p r é ~ e n t a t ~ i o n  comme t y  

l a  convolution pa r  une d i s t r i b u t i o n  & valeurs  opéra teurs  S ( s ) ,  c ' e s t - à -d i r e  : 

1 1, f = S  * 1 f .  avec supp ~ ( s )  C {supp 1 f )+ 2p vue l a  c a u s a l i t é .  

1 1 1 -i z r  
On a a l o r s  3 C T  ( r )  f  = J T ( r ) g  ( f  e t  g  € H ) .  Mult ip l ions  pa r  e 

O 
et 

O O 

in tégrons  de -R à +R . On a  
+R s  +R 

j g ( s - r )  e  
- i z r  - i z  s j g ( t )  eizt d t  - - izs  

d r  = e  . . . x . . .  > e  g ( z )  
- R S-R R + t m  

pilisque supp g ( r )  CR- . 

1 j J Z ~ ~ ( r - 1  f  = S f ( s - r )  e i -i z  r d r  = S r j f ( s - r )  e  - i z r  
d r  = 

- R -R -R IL e-izs  rscR i z t  dt J f ( t )  e  

Quand R -> + : 

i z S  ( s + R f ( t )  eizt d t  t end  vers  e  -i zs e f ( z )  s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  en s de 1 3  forme 

s -R 
- 

( a, + i( l a  convergence ayant l i e u  dans l e  sens Lp . Viie l a  c o n t i n u i t é  de d a n s  

- - i z s  ?. k l '  , l e  l e r  membre tend vers  I (e -  f ( s )  ) dans L2 [ ( a , + i ; ~ l .  O r  c e t t e  
O 

- i z s  'L ?J 
expression n ' e s t  par  d é f i n i t i o n  a u t r e  que e  S ( z )  f ( z ) ,  d 'o5 g ( z )  = ~ ( z ) S f ( z ) .  

( 1 )  oui c a r  ( E P*? e  ,h l  = (PO Z e  h ,h)  p a r  c a u s a l i t é  . - O - O 



Cl 
S o i t  e  = W e  . Alors : 1 O 

i z t  
b) e  e s t  une fonct ion propre  de ~ ' ( t )  : ~ ' ( t )  = e  e  

- i z s  
z) on a  1 e- = e n  , composante de e  dans DP - 

-- 

'L 1 
a )  Evident d ' ap rè s  l a  d é f i n i t i o n  de 5' e t  des hypothèses s u r  R ( W  ) .  

1 1 
- 
pl -1 i z t  TI 

b )  ~ ' ( t )  e = ~ ' ( t )  3' e  = T ( t )  eo  = e  w e  = i z t  
1 O 1 O 1 O 

e .  

- 1 -a 
C )  S ( t )  opère comme l a  t r a n s l a t i o n  9 d r o i t e  s u r  Ea e t  D + ,  donc : - 

- i z s  J e - ( s )  = e  n - e t  J e + ( s )  = e  - i z s  n  
- + 
'L a 

O r  W1 = 1 s u r  D- , d'où e - ( s )  = e  ( s )  pour s  < - a  d'où n- = n 
O 

- 1 a  
D e  même W = 1 s u r  D+ , d'où J e + ( s )  = J e l ( s )  3 pour s  > a  on a 2 

n = S ( z ) n .  cqfd.  + 

En u t i l i s a n t  l a  décomposition e x p l i c i t e  de e  = e  + e  + e  , e t  l e  f a i t  
- k +  - 1 1 

que e e s t  une fonct ion propre de T ( t )  (donc e  l ' e s t  de T ( t ) ) ,  on v o i t  que k 
- 1 e  e s t  auss i  fonc t ion  propre  de A pour l a  va leur  propre i z ,  c ' e s t - à -d i r e  

- 1 - O A e = i z  e  . ( ~ n  f a i t  on a  aus s i  A e  = i z  e ,  puisque A e  = O ) .  considérons 

1 T - - 
a l o r s  l e  vec teur  v  = e-P e  , 02 j e  , où j  e s t  l ' e x t e n s i o n  de jo  en 

O O O O 
- 

posant j = 1 s u r  DP ( a l o r s  j envoie H dans E)  ; v e s t  appelée onde d i f f r a c t é e .  
O O O - - 1 F" e s t  l a  p r o j e c t i o n  de H dans H . Alors  : 

- i z s  - i z s  1 T 
( * )  v- = e--(eo)- = n - e  n  = O = e- - ( jo  eo ) -  = e--(P J, e-) - 

L 
( x )  On a : e  = ( e o ) -  + f  + ( e o ) +  , f@kP); d 'où j é t a n t  une c o n t r a c t i o n  jof ( ~ 0 ) ~  

O 
1 1 

O 1 
et jof e ( D P ) i  A lo r s  jo eo)-= Jp ( e  ) +j f + ( e o +  z I ( e  +I> ? f + ( e  ) 1- 

0 -  O O - O O -F 

- 1.: - 
- e  e t  P J~ e o ) +  - ( eo )+  



1 - 1 * )  
v- = O e t  I m  z < O e n t r a î n e n t  que v (5 H . Appliquons ( A  - i z )  à v ,  on aura  : 

- 1 - 1 - 1 ( A  - i z )  v = ( A  - i ~ ) ( e - ~ l J  e ) = ( i z  - À 1 )  P I  j eo , d'où puisque v E H : 
O O 

Plus, on a même, connaissant  l a  forme e x p l i c i t e  de e : 
O 

1 ( iz-A' 1 P' S e E K ; on a a l o r s  en p a r t i c u l i e r  pour s p : 
O O P 

1 J ( A  - i z )  v =  O O = - ( a  + i z )  -7 v+ , d ' o 3 . J  v+ = e 
- i z s  

s m ,  m é t a n t  une fonct ion 

de e c ' es t -à -d i re  en f i n  de compte de z e t  n.  On pourra  donc poser  : 
0 '  

m = K t ( z )  n ,  où K 1  e s t  une fonc t ion  à valeur  opéra teur  e t  on aura  : 

4. PROLONGEMENT DE S ( z )  à I m  z > O  ET SEM-GROIIPE ~ ( t ) .  

a On considère l e s  opéra teurs  ~ ( t )  = P+ ~ ( t )  pa avec a . p - 
1 1 Comme ~ ( t )  = ~ ' ( t )  @ T ( t ) ,  on a a u s s i  ~ ( t )  = z o ( t )  @ Z ( t )  où : 

1 z O ( t )  = P: T O ( ~ )  pa - = ~ ' ( t )  e t  z ( t )  = PZ ~ ' ( t )  pa - 

a )  ~ ( t )  forment un Co-semi-groupe de con t r ac t ions  opérant dans l e  sous espace 

Ka = H €l ( D a  - @ ~ f ) ;  ~ ( t )  ann ih i l e  Da B D: . - 

1 
b) Ka = HO 8 K; Ka = H 1  , ( D a  - @ D:) . 

1 1 1 
Z ( t )  e s t  un CO-semi-groupe de con t r ac t ions  opérant dans K , Z ( t )  ann ih i l e  a 

a a 1 
D - @ D +  e t  s - l i m Z  ( t )  = O .  

P~LQUVQ 

a )  Es t  démontré dans (LP). 

1 b) La même démonstration (où on remplace ~ ( t )  par  T ( t )  ) fou rn i t  l e s  deux premières 

1 1 1 a 1 p r o p r i é t é s  de Z ( t ) .  Pour f F Ka on a Z ( t )  = P+ T ( t )  f ;  cec i  p lus  l 'hypothèse  

( ~ 7 )  : 

1 1 I-LirnP: ~ ( t )  f = O  )/ f R ( w , )  C H  en t r a înen t  que s - l i m Z  ( t )  = O .  
--_--------__--__-_------------------------------------------------------------------- 

1 *) Ceci e s t  l ég i t ime  puisque V=P (e-S e ) e t  e-Joeo D ( À )  =, u (5 o ( i l )  
O O 



* Il  e s t  à remarquer qu'on n ' a  p lus  s-lim ~ ( t )  = O vu, qu'on n ' a  r i e n  supposé 

O 
s u r  l e  comportement asymptotique de T ( t )  = z O ( t )  pour  t + + a . 

u S o i t  B l e  générateur  i n f i n i t é s i m a l  de ~ ( t ) ;  on a a l o r s  l a  décomposition de B 

1 O 1 1 1 e n :  B = B o B B  oÙB = A O e t  B e s t  l e  générateur  de Z ( t ) ,  B = B I  . -- 1 
1 

K 
a 

On dédui t  donc de b) que Re o ( B  ) < O ,  a l o r s  q u e ~ ( ~ O )  5 O e t  même 
P 

~ e o ~ ( B ' )  S O a p r i o r i  (NOUS ver rons  en f a i t  que Re 0 ( 3 )  < 0 )  . 
P 

+ s o i t  f  e ~ ' n  ~ ( 7 1 ' )  : on a : 

S i  f  E H n D ( A ) ,  on aura  encore : 

- 1 J(2 f ) +  = J(A f ) +  = - as  J f +  pour  s > p e t  J(À f ) -  = J ( A ' ) ~  = - a s J f  pour s < - a .  - - 

1 1 1 1 O * S o i t  f E K a n  D ( A  . Alors Z ( t )  f = P+& T ( t )  f , Z ( t )  f = O ,  d'où en dé r ivan t  

à t = O :  

1 1 B f = P T A  f ,  d 'où 

1 
J ( B  f ) +  = J f+ pour p < s < a 

pour s > a 

1 a 
si  ~ E D ( A  ) e t  g l D a  - , a l o r s  P+ g E D ( A ' )  n K: E D ( B ' )  e t  

' l a  a 1 1 B P+ g = P+ A g 1 g s o r t a n t  

1 a 
s o i t  f E K 1 D ( A )  , on aura  a l o r s  ( JB f ) +  = J ( B  f ) +  e t  B P+ g = P A g s i  

a + 
g E D ( A )  e t  g .L D - ~  . 

ThZakeme 4.2  

a )  S o i t  p o  ( B )  l a  composante p r i n c i p a l e  de p ( B ) .  Alors  S ( 2 )  admet un prolongement 

ana ly t ique  à p a r t i r  du demi-plan i n f é r i e u r  dans -i P o ( ~ ) .  

b) En f a i t ,  on a plus  : a )  e s t  v r a i  pour p o ( B 1 )  q" con t i en t  p o ( B ) .  



Pkeuve : 

a )  e s t  démontré dans (LP) , démonstration qui  r e s t e  va l ab le  ca r  ne f a i s a n t  pas 

appel  à l ' hypothèse  ( ~ ~ 3 1 .  

1 
- 
,lJ 1 b) S o i t  z t e l  que I m  z  < O ,  e t  n  E N . S o i t  e  l ' é l émen t  de H ' '  : e  = W 

1 eo . 
- 1 On s a i t  que e  e s t  fonc t ion  propre de A . 

Soient  < - ( s )  e t  < + ( S I  l e s  deux fonct ions plateaux su ivantes  : Tl: y + ,*- 
-t- -- 
-a -f-F of O 

+ 4 +& > 

S o i t  f  = e  - J ' l  <- J e -  - f 1  <+ J e+ , qu'on é c r i r a  p lus  simplement : 

f = e - 5  - e  - - 5, e+ . Alors f E K: e t  donc ( z f ) +  = ( A '  Y ) +  dloN : 

- - - 1 - - 1 A <- e- - A 5-  e- = - 5' e- + i z  F e  e t  A <+ e+ = i z  <+ e  = A <+ e+, en s e  - - + 
rappelan t  l e s  formes e x p l i c i t e s  de e- ,  e+ . 

1 1 a  1 
f  E Ka B f  = P+ A f , c ' e s t - à -d i r e  : 

1 Re i z > O => i z  E P,(B ) e t  on a donc une so lu t ion  unique : 

f = - ( i  z - (EL  e-)  qui montre que f ( z )  peut ê t r e  prolongée analytiquemrnt 

+ 
pour l e s  po in t s  du demi-plan C appartenant  à -i p ( B ' )  

O 

e+ é t a n t  de l a  forme e  - i z s  
S ( z )  n  e t  f + =  ( 1 - < + )  e + =  e + p o u r  s  < o < n , on a 

-i zs 
donc : f +  ( s , z )  = e  S (  z )  n  p o u .  p < s < a  ; on conclut  a l o r s  que S (z) 

lui-même admet un prolongement ana ly t ique  pour z  E - i p  (B'). 
O 



1 1 Pour t o u t  z  € -i g(B ) e t  t o u t  n  € N , il e x i s t e  un vec teur  propre 

- 1 - i z s  
de A '  dans H' t e l  que A e = i a e, e- = e - i z s  

n  e t  e+  = e .S ( z ) n .  

-i zs 
Prenons e- = e  

1 
n  pour s  < - P e t  t+ - comme au  thêoreme précédent ,  Z € -i p o ( B  ) 

1 S o i t  f = - ( i z  - B I ) - '  (5: e - ) ,  f e s t  unique e t  f  E Ka ( f ;  e- E I f 1 ) .  
a 

-i 2s 
D é f i n i s ~ o n s  e+ par  e+  F e S ( z )  n  e t  e  p a r  e  = f + <- e- + F +  e+ . On a  

a l o r s  : r(iT17iz)cJ, = I-(iil - i z ) e /  - = 0, dlo: : 

- 1 a - 1  
(A - i z ) e  = ??+(A - i z )  e = P: b 1 ( f + 5  - e  - + <+ e t ) -  i z ( f  + <- e- + E+ e+)i . 

Le vec teur  propre e obtenu e s t  en f a i t  l e  prolongement ana ly t ique  de 
- 
"b 

e = W e  d é f i n i  pour I m  z  < O . Lax e t  P h i l l i ~ s  d é f i n i s s e n t  e  & p a r t i r  de 
1 O 

-1  ' 
f = - ( i z  - B) (5-(s1.e-), ce qui  e n t r a î n e  c e r t e s  que pour I m  z < O e  e s t  

- - 2. - 1 
vecteur propre de A ,  m a i s  e  n ' e s t  p a s  a  p r i o r i  éga l  2 W 1  eo & H , c a r  l ' é q u a t i o n  

O O O 1 1 Ax = i z  x  équivaut  à A x = i z  x e t  A x1 = i z  x e t  c ' e s t  l a  p a r t i e  dans 
- 

--  1 H qui  r e p r é s e n t e $ '  e .  maiscomme I m z  < O  <- Re i z  > O ,  i z n ' e s t p a s  
1 O "  

O va leur  propre de A , d'où x0 = O . On a u r a i t  donc pu p a r t i r  de e  d é f i n i  par  

- 1 
f = - ( i z  - B) ( 5  ' ( s  ) e- )  comme LAX-PHILLIPS. 

T h é u h è m ~  4.4 

1 - 1 Pour t o u t  g '5 e t  t o u t  z e -  i 0 (B ) ,  ii e x i s t e  dans H une so lu t ion  

- 1 à l ' é q u a t i o n  ( i z  - A ) h = g ,  qui  e s t  s o r t a n t e  dans l e  sens  02 s a  composante 

dans Da - e s t  n u l l e .  



P~LQUVQ 

1 
S o i t  f ,  s o l u t i o n  unique de ( i  z  - B ) f  = g. A l o r s  f  E K: 3 l a  

composante de f s u r  Da - e s t  n u l l e .  

1 1 
g+ = O ( g  E K  ) e n t r a î n e  : ( i  z + 3 s )  f +  = O pour  P < s < a (< -  ( ( i z  - B ) f ) + = O )  

Donc f +  e s t  de l a  forme : 

- i z s  ~n pour  P < s  < a 
f + =  { e  O 

pour  s > a 

- i z s  On d é f i n i t  a l o r s  h+ = e  m p o u r  s > p , pro longean t  f+ à 2 P 

h = f  - f + h+ répond a l o r s  à l a  q u e s t i o n .  On a  + 

a  . h e s t  un prolongement de f .  En e f f e t  P+ h  = f 

-a - i z s  . Composante de h dans Da - = O e t  coinposante de h dans D+ = e  m ,  d 'où  : 

- 1 -i zs -i zs  - 1 
pour s > a  on a ( i z  - A ) h = i z  e m - i z e  1 

rn = O ,  donc ( i z  - A )h Ka 
a  - 1  

e t  donc : P+ ( i z  - A  ) h  = ( i z - A ' )  h . 
- 1 . S o i t  5+ l a  f o n c t i o n  ayan t  s e r v i  pour  d é f i n i r  l ' o p é r a t e u r  A 

A l o r s  h = ( 1  - E+)h + 5+ h  

1  -a 1 a a 1 
e t  (1-6,) h e D ( A  ) e t  "o r thogona l"  à D- , d 'où : B P ( l - E + )  h = P+ A (1 - '+ )  h .  + 
On a donc : 

- 1  a - - 1  - 1 1 ( i z - A  ) h  = ~ ; ( i z - ~ ' ) h  = P+ [ i z  h - A ( 1 -  + ) h  - A ( + h)] = P: ( i z  h - A (i-(+) hl 

1 a 1 a  1 
= i z f  - B P + ( 1  - < + ) h  = i z  f - B P+ h = ( i z  - B ) f c q f d  

R~marcju~n 

1 
1 )  En r é a l i t é  on v o i t  que h E K '  e t  ( i z  - x ' )  h € K p  , c a r  f 1 D P  . 

P'  - 

2 )  La même démons t ra t ion ,  extrêmement s i m p l e ,  s ' a p p l i q u e  a u  cas g é n é r a l  de 

LAX-PHILLIPS e t  en donne donc une a u t r e  preuve c o n c i s e .  



1 1  1 3) L'équation BX = i z x + 51 e- e s t  équiva len te  à B x = i z x + 6' e- 

O e t  BO x0 E i z x + O c a r  support ( 5 1  e - )C  [-a, -0-g. Pour q F O ( B ) C  T> ( B O ) ,  

O - 1 o n a d o n c  x = O .  D o n c l a v a l e u r  f = -  ( i z -B)  < L e - ,  q u ' o n a u r a i t  

u t i l i s é  s i  on a v a i t  appl iqué l a  théonie  (LP) t e l l e  q u e l l e ,  co ïnc ide  avec 

1 
c e l l e  qu'on a u t i l i s é e  f = - ( i z  - B ) (5: e- ) .  

Nous f a i sons  dorenavant l 'hypothèse  su ivante  : 
\ , ,  , , 

1 1 ( ~ 8 )  : l a  r é so lvaq te  R ( X , ' B  ) de B e s t  m$romorphe dans C .  

1 1 
Alors l e  s p e c t r e  de B s e r s  purement ponctue l ,  donc .(BI) = O (B ) pa r  (~8), 

P 
1 1 e t  aus s i  p ( B  ) = p o ( ~  ) . 

1 - 1  , S ( z )  a & t é  d c f i n i e  à p a r t i r  de f + ( s , z ) ,  où f = ( iz-B ) 5- e- . Quand z tend 

vers  un po in t  z f   op(^'), I l f ( z ) I I  c r o i t  comme une c e r t a i n e  puissance négat ive 
O 

de l a  d i s t ance  1 z-zol . On v o i t  que S. ( z )  admet un prolongement ana ly t ique  

dans -i p ( B I )  e t  qu'en f a i t  s e s  s i n g u l a r i t é s  sont  des pô le s .  

1 P 
S o i t  b ,  vec teur  propre de B ; a l o r s  b- , composante de b dans D- e s t  n u l l e .  

1 i z t  i z t  1 1 J: Ptreuve : z ( t )  b = e b =, (b ,b - )  = ( z l ( t ) b ,  b - ) = ( T  ( t ) b ,  b-=(b,~ ( t ) b - ) .  

1 * +t 1 corne b F RI T (t) b- E D- 
Ka 

pour t > a-0; l e s  produi-ts s c a l a i r e s  ci-haut 
a '  

sont  donc tous  nu l s  pour t > a-p d 'où  : 

Lemme 5.2 

- 1 
S o i t  i z  une va l eu r  propre de B I ,  a l o r s  A a un vecteur  propre  q o r t s n t  pour  l a  

O 

même va leur  propre i z  e t  réc ip~oquement .  
0 ' 

1 
- i z s  -i O 

o m  p < s < a  Phcuve : S o i t  b vecteur  propre de B ; on a donc b+ 
s > a  

O p < s < a  
Définissons h+ p a r  : h+ - 

-i zs 
e O m s h a  



- 1 
Alors a  = b+ + h+ e s t  un vecteur  propre  de A ; comme a- = b- = O a e s t  s o r t a n t .  

a Réciproquement, on pose ra  b = a -5 a  = P+ a ;  a lo r s  b  e s t  un vec teur  propre + + 
de BI pour l a  même va leu r  propre.  k (a) 

1 4 

'? 
I c i  E+ e s t  l a  fonct ion 1 I + qui  a  dé j à  s e r v i  au 

O +a 

théorème 4.2. Ce théorème e s t  à rapprocher  du théorème 4 . 4  r e l a t i f  à p (13). 

P i L o p o d X o n  5 . 3  
- 1 

S o i t  e  un vec teur  propre de A , à l a  f o i s  e n t r a n t  e t  s o r t a n t ;  a l o r s  

* e e s t  s o r t a n t ;  il e s t  associé  à une va leur  propre i z o .  D'après l e  lemne 

précédent P: e e s t  un vecteur  propre de B I ,  donc I m  z > O 
V- 

* e e s t  e n t r a n t  e t  I m  zo > O e n t r a î n e n t  : e appa r t i en t  à H ,  donc e  e s t  un 

1 1 
( v r a i )  v e c t e u r  propre de A . O r  A e s t  an t i -au to-adjo in t ,  d 'où l a  c o n t r a l i c t i o n .  

1 * C o h o U e  1 : On a l e  même r é s u l t a t  pour A . 

C o t r o U a h e  2 : S i  e  e s t  vec teur  propre  e n t r a n t  e t  s o r t a n t  pour A , a l o r s  

O O 
e  € H e t  en  f a i t  e  e s t  un vec teur  propre  de A ; il peut  b ien  s û r  aus s i  

ê t r e  nu l .  

Comme conséquence de Prop. 5.3 e t  du c o r o l l a i r e  1 ,  on a l e  : 

1 Aucun vecteur  propre b de B ne possède une composante b+ n u l l e ;  

* * 1 i 
aucun b de B une b- n u l l e .  

Lemme 5 . 4  

S i  i z  e s t  une va leur  propre  de B 1 ,  a l o r s  z e s t  un pôle  de S (z) 
O O 

( z o  € c+) .  

YiLeuve : 

1 S o i t  i z  pôle de R ( h  ,B ) donc -iSo pôle  de ~ ( h  ,BI*)  c ' es t -à -d i re  
O 

- * - i z  e s t  une va leur  propre de BI* . Alors (~emme 5 .3)  b  e s t  une exponent ie l le  
O 



non n u l l e  pour -a < s  cp ; il e x i s t e  a l o r s  une fonct ion ~ - ( s )  e t  un vecteur  n 

t e l s  que : 

( t l ( s )  - e - i z ~ s  n ,  b r )  + O 

- 1 
S o i t  z  v o i s i n  de zo e t  z  / zQ7 e ( z )  l e  vec teur  propre de A d é c r i t  dans l e  

théorème 4.3 ( q u i  e s t  en f a i t  un prolopgement ana ly t ique  de W e  à Tm z  > 0 ) .  
1 O 

On d é f i n i t  f  = f ( z )  pa r  : f  = e -5- e- - 5+ e+ . 
1 On démontre, comme au  théorème 4 .2 ,  que ( i z - B  ) f  = - 5 '  e  ( s , z ) ,  d 'où : - - 

1 3C X * 
( ( i z - B  ) f ,  b ) = i ( z - z o )  ( f , b )  = (5: e - ( s , z ) ,  b )  ( F J  e-izs n ,  b*) 7- O . 
Donc quand z  -> zo> / / f ( z )  / / -> + comme 

1 
( z-zo)no' > O e n t i e r .  

Supposons que S ( z ) n  s o i t  holomqrphe en z  . Définissons l e s  c o e f f i c i e n t s  de 
O 

k- 1 l 1 f ( z ) ( z - z Q )  di. k  > O ,  y ( z  ) e s t  un c e r c l e  de Laurent : fk  = - 
2Il O 

c e n t r e  n séparant  z  
O 

1 1 1 k- 1 A l o r s B  f  = -  / B f ( z - z O )  d z = i z  f k + i f  
k 2n  O k+ 1 O O 

1 i z f  = i ( z - z  ) f + i z  f 1 
Y (  2 0 )  

Puisque z  e s t  un pôle  d ' o rd re  ko ,  on a  f  
O ko+ 1 = O , donc fk  e s t  un vecteur  

1 
O 

-52s p r o p r e d e B .  O r o n  s a i t q u e  f + ( ç , z )  = e  ~ ( z ) n p o u r p  .: s  < a e t  donc s i  

S ( z )  n  é t a i t  holomorphe en zo, on a u r a i t  ( fko )+  = O cont red isant  a i n s i  l e  

Lemme 5 .3  cqfd. 

Lcrnmc 5 .5  . Avec l 'hypothèse  supplémentaire: 

I ( ~ 8 )  : R(X,B  ) e s t  méromorphe dans C ,  l e s  3  condi t ions  su ivantes  sont  - 
équ iva l en te s  : 

(1) $ ( s ) a u n p ô l e e n z  . 
O 

1 1 2 i z  appa r t i en t  à a ( B  ) = a ( B  ) 
O 

1 ( 3 )  A' possède un vec teur  propre s o r t a n t  (qonc s u r t o u t  g é n é r a l i s é  pour A ) , 

avec i z  comme va leur  propre .  
O 



Pkeuve : Ce n ' e s t  qu'un résumé de Lemme 5 .2 ,  ~héorème  4.2 e t  Lemme 5 .4 .  

1 1 . S o i t  a lo r s  z t e l  que i z  f!  op(^ ) , donc i z  € P ( B  ) .  D'après l e  
O O O 

- 1 
théorème 4.3, il e x i s t e  une c l a s s e  de vec teurs  propres  e ( z )  de A a s soc i é s  

à l a  va leur  i z  . En f a i t  il n 'en  e x i s t e  pas  d ' a u t r e .  S o i t  en e f f e t  g un au t r e  
O 

-i zos 
vec t eu r  propre assoc ié  à i z  a l o r s  g- e s t  de l a  forme e 

O y 
n ,  n é t a n t  un 

1 
élément de N . Le théorème 4.3 aff i rme q u ' i l  e x i s t e  un vecteur  propre e t e l  que 

- -i zs e- - e n,donc (g-e)- = 0 ,  c 'es t-à-dire  (g-e) e s t  unvec teur  propre s o r t a n t  

de A '  associé  b i z  . Ceci e s t  impossible v u  que i z  
1 

O O 
f! op (B ) (~emme 5 . 2 ) .  

- 1 . S o i t  zo, I m  z < O ,  v a l e u r  propre de A , On a v a i t  obtenu ( c f .  paragraphe 3 ) .  
O 

-1 ZOÇ 
e+ (zo )  = e S ( z ) n  . 

Donc e ( z o )  e s t  e n t r a n t  s i  e t  seulement s i  S ( z ) n  = O.  On ob t i en t  donc l a  

c a r a c t é r i s a t i o n  su ivante  des  zéros de S ( z )  dans C-. 

Les zéros de S ( z )  dans l e  112 p lan  i n f é r i e u r  C- correspondent à des 

- 1 
vec teurs  propres  e n t r a n t s  de A pour l a  va l eu r  propre i z ;  ce sont  des vec teurs  

propres  géné ra l i s é s  de A ' ,  dans l e  sens où i l s  n 'appar t iennent  à H '  que localement.  

En p l u s  ce sont  des va l eu r s  propres  de A, c a r  i z  n ' e s t  pas va leur  propre  ( v r a i e )  

Q S o i t  maintenant Im z > O (<=+ ~ e i z  < O )  e t  s o i t  e (  z )  un vecteur  propre  

e n t r a n t  de A pour l a  v a l e u r  propre i z .  Alors  : 

- O O 1 O 
Ae = i z e  <- A' e l  = i z  e l  e t  e = i z e où e = e @ e ; c e c i  é t a n t  

d ' a u t a n t  p lus  vrai que pour  I m  z > O ,  e € H donc en f a i t  Ae = i z e  , d'où 

1 O O 1 1 A e 1 = i z e l  e t  A' e  = i z e . O r  A e s t  ant i -auto-adjoint  dans H , 
1 1 donc A e l  = i z e l  3 e = O . D'où : 



1 Povr I m  z > O ,  il n ' y  a aucup vec teur  propre e n t r a n t  pour  A , donc 

S ( 2 )  ne s ' a n n u l e  en aucun poin t  du p lan  supériaux-. Les vecteurs  propres  e n t r a n t s  

O de A sont en r é a l i t $  des vecteurs  propres  pe A e t  n ' e n t r e n t  aucunement dans l a  

desc r ip t ion  des p r o p r i é t é s  ana ly t iques  de S ( z ) .  En p a r t i c u l i e r ,  l e s  pôles  

de S ( z )  dans C+ sont exactement l e s  va leurs  propres  de B I ;  ce son t  d ' a i l l e u r s  

l e s  seu les  s i n g u l a r i t $ s  de S ( z ) .  

6. SUR LE SPECTRE DE A . 
Dans l e  paragraphe précédent ,  nous avons c a r a c t é r i s é  complètement 

l e  spec t r e  ponctue l  de A. I l  e s t  contenu dans l e  demi-plan Re X < O e t  y 

O 
coïncide avec l e  spec t r e  ponctuel  de A . Nous avons montré que ce spec t r e  

ponctuel  n ' a v a i t  aucune inf luence  s u r  S (z) e t  que s e u l s  l e s  vec teurs  propres 

s o r t a n t s  géné ra l i s é s  de A '  e n t r e n t  dans l a  desc r ip t ion  de S (z). Quant au 

s p e c t r e  cont inu  on peut d i r e  ce qui  s u i t .  

L'axe imaginaire  appa r t i en t  à oc (A' ) 

P ~ Q U V Q  

1 P La r e s t r i c t i o n  de T ( t )  à D+ correspond dans l a  r ep ré sen ta t ion  de 

t r a n s l a t i o n  à l ' o p é r a t e u r  de t r a n s l a t i o n  s u r  une demi-droite. Le générateur  

de ce de rn i e r  semi-groupe a  un s p e c t r e  qui  recouvre ent ièrement  l e  demi-plan 

Re h (O. Toute extension de ce généra teur ,  en p a r t i c u l i e r  A '  contienr.  dans son 

1 1 * 
s p e c t r e  l a  f r o n t i è r e  de c e t  ensemble ( ~ e  A = O ) .  O r  n i  A n i  A n ' on t  de 

va leurs  propres  imagina i res ,  sinon l e s  vec teurs  propres  corresponds s e r a i e n t  à 

l a  f o i s  e n t r a n t  e t  s o r t a n t  contrairement à l a  propos i t ion  5.3  e t  son c o r o l l a i r e  1 .  

1 
En e f f e t  s o i t  i o  , a € R l a  va leur  propre correspondante pour A . 

Dans l a  r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n ,  on a  a l o r s ,  s i  e ( o )  désigne l e  vec teur  

propre correspondant : 



- i a s  J e+(o) = e n2(u) 

1 
e é t a n t  dans H J e € L (R; N ) , d 'où  nécessairement n l  = n = O ,  donc 

2 2 

e ( o )  e s t  à l a  f o i s  e n t r a n t  e t  s o r t a n t .  

1 * 
Mêmes arguments pour A . 

7 - VARIANTES POllR LES PREL!VES DES TCIEURE!4ES : 4 . 1 ,  4 . 3  QX 4 . 4  DANS LE CAS 

GENERAL ( c a  de LP 1 . 

donc ( 1-g+) g e s t  s o r t a n t  e t  € D(A) . 

d'où B P: ( 1 - <  ) g = pa A(1-5,) g, c 'es t -à -d i re  + + 

On en dédu i t  le lemme : 

Lemme 

S o i t  f € D(A). Alors : 

1) B P: (FE- 1) = P: A ( f - 6  - f - ) 

Pkeuve : 

1) f-< - f - e s t  s o r t a n t ,  on applique l a  formule ci-haut à g = f-5- f- 

2 )  Conséquence de l,),vue l a  l i n é a r i t é  de f. 



Alors  : 

01 E:(e-<-e-o+ = [PC cJ+ = e+ pour p < s < a . On a doqc : 

- i z s  - 1 pour p < ~ < a  : e  S ( z )  n  = - ( iz -B)  E l  e - ,  d'où l a  conclusion.  

Pmuve du TizévaZme. 4.3 

-1 zs a On prend e+ = e  - i z s  
S ( z ) n ,  d 'où e  = P e  + e e t  e- = e + + +'  n 

a - 1 a - 1 
P+ @ =-(iz-~) 51 e- + 5- e- =+ P+ (e - t -  e - )  = - ( iz -B)  €,Je- 

a a a  PZ (A-iz)e = pa A e- iz  P+ e  = B P+ ( e - ~ - e - ) -  a s ( < -  e- ) - iz  P+ e + 

- - 
Finalement [(A - i z ) l e  - = 0 = L ( ~ - i z )  e l +  d ' où  : 

a - ( A  - i z )  e = P+ ( A  - i z )  e  = O q f d .  

Pmuve du thévtème 4.4  

a  h e s t  s o r t a n t  e t  € D ( A )  9 P: A h = B Pf h ... En p lus  f = P h + 
a a 

P:(A-iz) h = B P+ h - i a  P+ h 



2 - PREUVE DU LEMME DU § B. 
A 

Soit x E D  et y €  (D )H . Soit E E $ pour le moment non fixé on a alors : 
O 

W (x+€y) = X+ EW y , d'où : 

IIw(x+ ~ ~ 1 1 1 ~  H 4 M ~ / / x + E ~ I ( ~  , où on aposé M =  I I w / I ~  1 puisque w est 

une contraction. 

C'est-à-dire 

2 
M g 1 2 Re E ( x ,  W Y ) ~  -C 2 I E ~  1 /Y/ l 2  

i ri on pose E = 1 E 1 ein , alors Re e (X,WY)~ 4 ( E  1 1 I Y  1 12v E ,  c'est-à-dire 

i ri Re e (x,~y) 4 O <- cos ri Re(x,wy) - sin ri &n (x,wy) $ O . 

3 - REMARQUE SUR LES LEROS DE S(z) DANS LE DEML PLAN SUPERLEUR 

Dans le travail de LAX-PHILLIPS, il subsiste une indétermination : il 

+ 
se peut qu'un point z E C soit en même temps et zéro de S (z) . D'après 
ce qui précède, la décomposition de Nagy-Foias permet de voir que les zéros 

proviennent exclusivement de la partie C.n.u.; ils correspondent à des valeurs 

propres de AO. C'est ce qui explique que dans notre cas, on n'a pas de zéros de 

S(z) (cf. ~ h .  5 - 6 ) ,  puisqu'on a réussi à"évitert' la partie c.n.u. ... 
Cette remarque permettrait probablement de lever une partie de ltambiguité 

en question. 
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CHAPITRE II 

PROBLEME AUX DONNEES INITIALES : EXISTENCE, UNICITE. 

7. EQUATTONS DE LA Tff ERMO-ELASTI C I T E  L l M E A l R E ,  ffOiZ1UGENE E T  1SUTRUPE.  

7 . 7 .  E q u d i o n  de La chdewt  clam un miLieu d o f i d e .  

Dans l e  cas où nous a l l o n s  nous p l a c e r ,  où on ne t i e n t  compte que 

des phénomènes de thermo-conduction co as de convection : cas des l i q u i d e s  par 

exemple) , l ' équa t ion  thermodynamique du m i l i e u  s ' é c r i t  : 

as T-= 
a t  Q , S e t  Q é t a n t  l ' e n t r o p i e  e t  l a  q u a n t i t é  de cha leur  mises en j eu ,  

t l e  temps, T l a  température absolue.  

-t 
S i  q désigne l e  vec teur  dens i t é  de f lux  de cha leu r ,  on a : 

-+ as d i v g  Q =  - d i v  < , d 'où  T - =  - a t  
-+ as 

La l o i  de Four ie r  donne q = - x $ T + T - = a t  x A T  
-+ -Z , u = vecteur  déplacement ; d'où : O r  S = S ( T ) + K a d i v u ,  K = X + -  

O 3 

aSo a -+ 
T -  

aT + B K T ~ d i v u = x A T  

2 
C -C 
-pv D'aut re  p a r t  : Cp - Cv = K 6 T K 6 To - ci 

On pose 0 = T - To . On supposera toy jours  que 8 << T . Alors : 
O 

s o i e n t  k = x / C v  , '1 = ( C  - c ~ ) / ~ B  . On o b t i e n t  donc, en l ' absence  de sources de 
P 

chaleur  : 

1 a e  A - - - -  a -+ 
a t  rl - d i v  u = O a t 

* En présence d'une sou rce  de cha leur  q ( x , t )  , on a u r a i t  : 



' 2 .  Equation de l1impu&iun. 
1 

On adopte l e s  d é f i n i t i o n s  e t  no ta t ions  su ivan te s ,  en supposant t o u t e s  

-+ 3 
: ? a  condi t ions  de d é r i v a b i l i t é  s a t i s f a i t e s ;  x désigne un poin t  de R , G un 

\vert de R', 3G s a  f r o n t i è r e  topologique (quand e l l e  e s t  f Q), suffiqarnment 

I-égul ière  . 

* ;(x) : G -> C vec teur  déplacement au  po in t  x  

+ 1 
E ( u )  = - ( u .  + U .  . ) désigne l e  t enseu r  des  déformations i j 2 1 , j  J 5 1  

e -t -+ 
n (u) = A6 d i v  u + 2 p E~~ (G) : t enseu r  des con t r a in t e s  G las t iques ,  
i j i j 

A e t  u cons tan tes  de LAME. 

+ -+ * $(x) = ( u l ( x ) ,  u2 (x )  ? (x )  ): G -> c3 x c3 x C : vecteur  thermo-élastique 

+ 
avec u ( x )  = 0 ( x ) ,  u2 (x )  7 

7 

+ e + e + 
G ( u )  = o i j ( u l )  u  = O  ( u )  - y d i j  u 7 :  

7 i j  
con t r a in t e s  thermo-élastiques i j  

2 
avec y = X + - p a , a : c o e f f i c i e n t  de d i l a t i o n  l i n é a i r e .  

3 

-+ 
représente  l e  vec teur  t ens ion  é l a s t i q u e  au  p o i n t  de 3G,  où l a  normale e s t  n  . 

-t -f 3 S i  u, v : G-> C , on pose : 

-f + + -f e + -+ -+ 
q(u ,v )  = e q .  avec q = 

i 1 j o ( u )  vi; donc l ' o r d r e  (u ,v )  e s t  important .  i j 

Alors : 

-> En l ' absence  de f o r c e s  de volumes, l ' é q u a t i o n  de l ' impuls ion  s ' é c r i t  a l o r s  : 



+o;r ,t - nyp pax8 ( riz + y) = v ri + n r p  p.ex8 ( r i  + y )  = g 3an.e 
7 -- t-- f t-- * 

C - d = ~ p . e . x $  h - n  
f-- 



p - +  -3 + 2+ 
c 'es t -à -d i re  : - - a u 

r o t  r o t  u + grad d i v  u  - m a 0 = - k  
X+2p a t - 

2  2  2  
O 

C 
1 1 1 a + C 

1 a8 
C 

L 'équat ion de l a  cha leur  devient  : - A0 - - - - 
k k '  k a t  

-r i - -  d i v  u  = O , s o i t  : 
k a t  

+ + 
2, 

1-i +.+ - --  a u  + r o t  r o t  u  + grad d i v  u  - m grad O = - - 
X+2p 2 f ( x , t )  at, 

Nous u t i l i s e r o n s  l ' u n e  ou 1' a u t r e  des deux formulat ions,  su ivan t  l e  contexte .  

2 .  PROBLEMES ENVISAGES ET PRORLEMES DE CAUCHY ABSTRAITS ( P .  C.A. ) ASSOC1 ES. 

2 . 7 .  PhabLèma hi!&. 

t € R+ représentan t  l e  temps, s o i t  R un ouvert  de R ~ ,  de f r o n t i è r e  

(quand e l l e  e s t  # 4 ) ,  v a r i é t é  r é g u l i è r e  de dimension 2 ,  s i t u é e  d ' u n  même c ô t é  

du p lan  tangent  en t o u t  po in t  M € a R . 
3 

On cherche u ( x , t )  e t  8 ( x , t )  so lu t ions  du système ( 1 )  , ( 2 ) ,  s a t i s f a i s a n t  

en p lus  à des condi t ions  i n i t i a l e s  e t  à des condi t ions  aux l i m i t e s .  

* Les condi t ions  i n i t i a l e s  sont  : 

au 
(1) : à t = O ,  on s e  donne u ( x , 0 ) ,  ;n (x ,O)  , B ( x , o )  en t o u t  po in t  x  € R . 

* Les condi t ions  aux l i m i t e s  peuvent ê t r e  : On s e  donne s u r  aR : 

* De p l u s  Q peut ê t r e  : 

R  = R 3 

3 R  = ouver t  re la t ivement  compact de R . 
a =  II dont l e  complémentaire e s t  un compact de R 3 . 



Nous avons a i n s i  l e s  problèmes su ivan t s  : 

3 1. (0 = R ) n (1) = problème aux va leurs  i n i t i a l e s  ( ~ a u c h y )  . 
+ 

l i : (-6- compact) (1) n LI : problème i n t é r i e u r  D ( O ) ~  D(:) : D i r i c h l e t  8 e t  en u.  

4; : 11 " n ~4 : 11 I l  ~ ( 0 )  n t ( < )  : Newmann en O ,  
-+ 

t ens ion  u . 
e t  l e s  problèmes e x t é r i e u r s  correspondants  l e ,  2e ,  3e e t  4e. 

Dans l e  p ré sen t  t r a v a i l ,  on s ' i n t é r e s s e  s u r t o u t  aux problèmes 1 ,  l e ,  3e ,  

e t  en p a r t i c u l i e r  au  comportement asymptotique ( t  + + m) des so lu t ions .  

2.2. PhabRèmen h é e h  v u d i n n  & P.C.A.  

-+ 
Supposons que l e  vec teur  u ( x , t  ) cherché s o i t  suffisamment r é g u l i e r  

2-t 2+ 
pour v é r i f i e r  l e  théorème de Schwarz : a u  - - a u . L'équation de l a  

axi a t  a t  axi 

chaleur  devient  a l o r s  : 

+ 
au ( x y t )  = - k d i v  ( x , t )  + k A 8 ( x , t )  a t 

+ + -+ + a u  
On pose a l o r s  : u ( x , t )  = u ( x , t ) ,  u ( x , t )  = - , u ( x , t )  = 8 ( x , t ) .  

1 2 a t  7 
+ + -f 

Avec u = ( u  1 ,  u2, u ) € C 3  x c3 x C , on a a l o r s  pour l e  systerne ( 1 )  (2) : 
7 

k ri d i v  

En appelant  A l ' o p é r a t e u r  m a t r i c i e l  de d é r i v a t i o n ,  on a dcnc : 

Et  l e  système ( 1 )  ) ( 2 )  s e  r é d u i t  à une équat ion d 'évolu t ion  ( q u i ,  

b ien  s û r ,  ne l u i  e s t  pas  équivalente).  On o b t i e n t  donc en remplaçmt  ( 1 )  (2) 

pa r  l ' é q u a t i o n  (EV)  une s é r i e  de nouveaux ~ r o b l è m e s  que nous appelerons 



"problèmes r é e l s  vo is ins1 ' .  Ce son t  ces problèmes vo i s in s  que nous a l lons  nous 

a t t a c h e r  à résoudre. 

Pour ce f a i r e ,  nous suivons l a  technique,  devenue courante au jourd 'hu i ,  

qui  c o n s i s t e  à regarder  ces problèmes comme des Gquations d'évolut,ion dans des 

espaces fonc t ionnels  ( i c i  il s ' a g i r a  de ~ i l b e r t )  = . 

Soient  X. n  espacesde  Hi lbe r t  s épa rab le s ,  chacun correspondant à une 
J 

7  condi t ion  f r o n t i è r e .  En f a i t  on a  donc X.(R; C ) .  
J 

* v t  € R: ( t  e s t  considéré comme un on a : 

-+ * t = O , on donne u ( x , 0 )  e x . ( n ; c 7 )  
J 

* x e s t  un espace de d i s t r i b u t i o n s  . ( c ' e s t - à - d i r e  x  C U t  ('d;ci) a l g .  e t  
j j 

t opologiquement ) 

* D ( A )  C x. e t  non vic?e e t  A e s t  un opéra teur  dans x . 
J j 

Nous obtenons a l o r s  l e s  problèmes de Cauchy a b s t r a i t s  : 

-+ 
Trouver u  s o l u t i o n  de : 

P.C.A.  ( j )  : - A t, ; ( X , O )  E D ( A )  

7  dans X . ( R ; C  ) 
3 

Nous a l l o n s  donc : 

1 - Résoudre l e  P.C.A. ( j )  : 

2 - En é tud ian t  l a  r é g u l a r i t é  des  s o l u t i o n s  de ce problème v o i r  dans q u e l l e  

mesure on o b t i e n t  des  s o l u t i o n s  des "problèmes v o i s i n s "  e t  éventuellement 

des problèmes i n i t i a u x  donnés. (Solu t ion  e s t  i c i  p r i s e  bien s û r  au sens 

"c lass ique") .  

3 Nous a l lons  commencer p a r  l e  problème de Cauchy dans R . 
* Remarques : 1 ) A d t e  EchXuhe de A . 

-+ -f -f -+ 
On peut é c r i r e  Av, v  = ( v  v  ) sous l a  forme : 

1 ~ ~ 2 ~  7  
-f -+ + -f 

Av = Y. ) + Bi v  + C v  , OÙ l e s  opéra teurs  de d é r i v a t i o n s  m a t r i c i e l s  
ij ,i 7 i 



sont respectivement du segpd, ler et d'ordre zéro. On a effectivement : 

+ A kl 
-> (A v. ) =(O, - ij lj ,i , k A v ) ,  c'est-à-dire : 

P 7 

+ Y +  -f v = (O - - V v , - k ri div v2), c1est-à-dire : 
-> Bi Y i  1 P 7 

B ~ =  { b  = O  saufb = - l e t b  = - B Q } .  
i j 

47 P 7 4 

B2 = C II " b = - Y e t b  
5 7 7 5 = - k n l .  

P 

On voit que les matrices A B. et C ne sont pas symétriques 3 l'opérateur A ij 1 

ne sera qu'exceptionnellement symétrique. (11 faudra sans doute des conditions 

très fortes à la frontière). 



+ + 
On p e u t ,  au  Lieu de s e  donner t ( n , u )  à l a  f r o n t i è r e ,  s e  donner 

+ + - +  -+ -+ 
~ ( n , u )  = t -y  n u ce qu i  pe rme t t r a i t  de poser  en p lus  l e s  problèmes su ivants  : 7 

S i  : (6 compact) n I n L : problème i n t é r i e u r  ~ ( 8 )  n T (U) 
5 

s i :  - ) n L6 : problème i n t é r i e u r  N (  0 )  fI T (Z) 
ave c 

Ces problèmes ont  é t é  envisagés dans l e  cas  s t a t i o n n a i r e  ( ~ é ~ e n d a n c e  

harmonique pa r  r appor t  au  temps par  J e u t s c h  ( ) .  

3 .  qUEL?UES RESULTATS PRELiA4INAZRES.  

3 . 7 .  RdaLLom i n t é a f i d u .  

S o i t  R , ouvert  re lat ivement  compact de R\ de f r o n t i è r e  aR de 

1 -+ + c l a s s e  C p a r  morceaux. Soien t  u e t  v t e l s  que : 

+ 1 -  3 
U ( X )  e c2(n;c3) fl c ( R ; C  ) 

e t  3 x 1  F c2cn;c3>n c l ( n , c 3 )  

On a a l o r s  : 

-f -+ 3 -+ 3 
où ~ ( u , v )  = h d i v  u d i v  v + 2 ri E (u) c i j  (;) (sommation s u r  l e s  i n d i c e s ) .  i j 

-+ + + +  a v -+ -+ + - +  
t ( n , v )  = 2 u - + A n d i v  v +  u n A r o t  v .  

an 



2ème r e l a t i o n  : 

-+ -f 7 1 -  7 Même fi . Soient  u e t  v E ?(Q;c ) n  C (n;C . On a : 



avec 

+ 
B u =  u1 + k i! Vu7 

Y d i v  kA Y 
-f 

P 
- d i v  u2 + k A u 
P 7 

On en déduit  en p a r t i c u l i e r  : 

- - - - 
-+ l + +  -+ Y -+ -+ e t  1 :.A: dx = 1 cl u2 - - E ( U ~ ,  u l )  - k ( V  u l 2  + -  u d i v  u - k n Ù d i v  u dx 

P 7 P 7 2 7 2 
R Q 

- 
-+ + - + +  + -+ au 

.t ( n , u , )  dS - u7.u2.n dS + k 1 ou b ien  àU P  P 
a R a~ a R 

- - - 
-+ + l + +  j :.A ; dx =/[ u1.u2 - p E(u*, u l ) -  B I $  u l 2  - < -+ 

-f + 

7 
. V  u + k n u2.V l d x  

P 2  7 
R R 

9- 
- 
-+ + +  -+ + + + u . t ( n ,  u l )  d~ - B ri 2 P 

an a~ a R 

2 3. 7 3 . 2 .  Le can de L (R ,c  ) 

Ce paragraphe e squ i s se  t r è s  sommairement l e  ~ r o b l è m e  de Cauchy dans 

3 7 L (R ;C ) Les r é s u l t a t s  sont  essent ie l lement  "négat i f s"  e t  j u s t i f i e n t  l e  2 

recours  à un espace p l u s  "adéquat" dans l e q u e l  nous nous plaçons à p a r t i r  du 

paragraphe su ivant .  



3  7  Opérateurs Adjo in ts  dans L2 ( R  ; C ) . 
% 

+ 
% -?- + % 

S o i t  A l ' o p é r a t e u r  A u  = A u  D ( A )  = CO (R3;C7)  ; D ( A )  é t a n t  dense 

3  7  % *  dans L ( R  ; C  ) , on peut d é f i n i r  A . 2  

3  7  -+ -+ -+ - s o i t  8 = (a1, q2, ) E D( R ;C ) = ~ ( 1 )  e t  u  = ( u  u )  E D ( A  % ) .  1 ~ ~ 2 ,  7  

On a  a l o r s  au  sens  des d i s t r i b u t i o n s ,  e t  en s e  s e rvan t  des r e l a t i o n s  é t a o l i e s  

p lus  haut : 
- - 

* 1 * +  + + -f 
= u*($), où u  e s t  l a  d i s t r i b u t i o n  ? = ( -  - A 

u2 "-=1 
+ k ii u   AU + '  d i v  u,). 

P 7  ' 7  P 

-+ 3  7 +* 3 7  
-> Réciproquement, s i  u k L2 ( R  ; C  ) e t  u  E L ~ ( R  ;C  ) , on a ,  en remontant l e s  

c a l c u l s  : 

On a donc : 

-+ 
%le 

A u  = u  = B u  au  sens des d i s t r i b u t i o n s .  

c  ' est-à-dire  p l u s  précisément : 

-?- 3. 3  * u E L ~ ( R  , C  ) .  1 

-+ 3 3 3 3 + 3  3  * u  2  E L 2 ( R  ; C  1 n A* :, E L ~ ( R  ; C  ) :- u  E H ~ ( R  ; C  ) ,  ( A *  e s t  é l l i p t i g u e ) .  2  

-+ 3 En p a r t i c u l i e r  d i v  u  E L2(R ; c )  2 
3 r De même on o b t i e n t  u  E H 2 ( R  ;c). 

7 

s o i t  



r, 
-> On é l a r g i t  a l o r s  l e  domaine de A p a r  fermeture au sens de l a  norme du 

graphe, c ' e s t - à -d i r e  qu'on considère désormais l e  p l u s  p e t i t  prolongement 

% 
fermé de A ,  que nous noterons A.  

Et  on a donc obtenu deux opérateur:; ,  don', chacun est, - -  1' id i3 in t  - de 

l ' a u t r e  : 

A = (?Y)* = A 
** %X 

e t  A * = A  . 
On a a l o r s  : 

3. 7 3. 7 D ( A )  = (2 € L ~ ( R  , C  ) : A u d i s t r . Ê  L~(R ,C ) 1 donc : 
P 

-+ -f 
On remarque gu 'on ne peut  pas s épa re r  l e s  condit ions s u r  u u e t  u même 

1 '  2 7 ' 
?# 

localement. D'où des "comportements" d i f f é r e n t s  de A e t  A , en p a r t i c u l i e r  

dans l e s  problèmes d 'évolu t ion  qui  l e u r  sont  l i é s .  

* Notons qu'on a t o u t  de même : 

3 D ( A )  n D(A") = H , ( R ~ ; c ~ )  x H ~ ( R ~ ; c ~ )  x H ~ ( R  ; c )  , qui  e s t  dense dans 

3. 7 L ( R  , C  ) e t  cec i  permet éventuellement de cons t ru i r e  des opéra teurs  
2 

raisonnablement d é f i n i s  t e l s  : 

A+A* 
* 

A A  + p A* 1, IJ e C  ; en p a r t i c u l i e r  Re A = - A-A 
2 

e t  lm A = - - -  
2 i 

Décroissance de 1 'Energ ie  e t  Conséquences 

3. 7 -> S o i t  ; € D ( A )  e t  suffisamment r é g u l i e r ,  pa r  exemple ; F D ( A ) ~  S (R ,C ) 

( S : fonc t ions  c m  à décroissance r a p i d e ) .  On a l o r s  

i i m  j -t T 
Au.u dx ou B ( G , N )  e s t  la d o u e  de cen t r e  O 

N + f  m 
B ( O , N I  

e t  de rayon N .  lx/< ri . S, = a B ( 0 , ~ ) .  
d 

Donc 



- - 
1 

- 
(AU, -+ -+ 3. 3  = Lim /j[=l.:2 - p E (;2,:l)- k l ?  u  l 2  + Y u d i v  u  -k d i v  u  dx U ) ~ 2 ( ~  , C  7 P 7 2 7 2 

I x I < N  
-1 

-+ 
puisque u E  s(R3;c7) 

Cet te  formule s e  prolonge en f a i t  pour  : € D ( A )  n {?u f L ~ ( R ~ ; C ' )  H)Qiv f2 € L ( R ~ ; c )  1. 
7 2 

A 3 3  3  3 
qu i  e s t  é g a l  à X = Hg ( R  ;C  ) x H~ ( R  ; C  ) x H * ( R ~ ; C )  2 D ( A )  f )  D ( A * )  e t  e s t  

3. 7  dense dans L  ( R  , C  ) .  
2 

-+ 
-> S o i t  a l o r s  u ( x , t )  € X e t  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d 'évolu t ion  : 

- - + 
- A; U ( X , O )  = f ( x )  E D(A) d t  

(Nous supposons qu'une t e l l e  so lu t ion  e x i s t e  pour  un ensemble non v ide  de données 
-+ 

du -+ -+ -+ 
i n i t i a l e s ) .  Alors  (dt U)L2(~3 ;C7)  = (Au, u )L2(~3 ;C7)  d 'où : 

2 -+ -+ 
d t 

3. j 1 x t  1 I o  = R e  ( A U ,  u) , ( .  é t a n t  l e  produi t  s c a l a i r e  dans L (R ,C ) ,  2 

. j é t a n t  c l a i r  d ' après  l e  contex te .  

- 
-+ -+ -+ -+ d"2 

u, , d i v  u ~ ) ~  = 1 E ( U  u  )dx+P(u2,  I o  d ' ap rè s  l ' é q u a t i o n ;  donc : 
1 '  2 

R 

- k: / ~ E ( ~ l , ~ l ) ~ 2  dx 1 s o i t  en f i n  de compte : 

R3 



Appelons "énergie  de l a  sc1::t 1.-. "l 'expreusior:  i3 ,-ls i n t é g ï  L c ,  or, a  a l o r s  

( en  l a  no tan t  E (:(t) ) . 

Candunionn : 
+ 

1 )  Théorème d ' u n i c i t é  : I l  ne peut e x i s t e r  p lus  d'une s o l u t i c n  u ( x , t ) €  x . 
Preuve : 

On a  E ( J x , t )  6 E (:(X,O) ) . 
O r  ;(x,o) = O E (;(x,o) ) = O E (:(x,t)) = O ,  c ' e s t - à -d i r e  : 

-+ -+ -f 

u 2 ( x , t )  = O , u ( x , t )  = O e t  E ( U  ( x , t ) ,  u,  ( x , t )  )=  O , e n t r a î n a n t  7 1 
-+ -+ + 
u , ( x , t )  = ~ ( t )  x + b ( t )  où ~ ( t )  e s t  une mat r ice  ant isymétr ique ( a  p r i o r i  

dépendant du temps) e t  b ( t )  un vec teur  cons tan t  ( a  p r i o r i  dépendant du ternps 
+ 

du + 

a u s s i ) .  Mais a l o r s  l ' é q u a t i o n  - - d t  - Au nous donne en p lus  : 

-+ d -+ 
u 2 ( x , t )  = - u l  ( x , t )  = O 3 S e t  b indépendants du temps. Comme d t  
-+ 3 3 -+ -+ u l ( x y t )  e L ~ ( R  ;C ) p a r  hypothèse on a u l ( x , t )  = O . Donc u ( x , t )  = O . 

Remarque : La r e l a t i o n  de d i s s i p a t i v i t é  ci-haut donne pour t = O 

-+ + 
E ( u ( x , t )  = E ( f ( x )  ) e t  permet donc d ' i n t r o d u i r e  une not ion de "so lu t ion  

+ t a  -f 
f a i b l e " ,  où l a  donnée i n i t i a l e  e s t  p r i s e d a n s  l e  sens E ( u ( t )  -> E(f), pour 

l a q u e l l e  l e  théorème d ' u n i c i t é  continue à ê t r e  v r a i .  (En f a i t  donc on aura 

-f -f globalement une s o l u t i o n  f o r t e  en % e t  u  e t  localement seulement en u l ) .  
7 



2 )  Quant à l ' e x i s t e n c e ,  nous démontrerons dans l e  paragraphe s u i v a n t ,  q u ' i l  

e x i s t e  une s o l u t i o n  à éne rg ie  f i n i e  p a r  t o u t e  donnée à éne rg ie  f i n i e . .  . 
S o i t  a lo r s  ~ ( t )  l ' o p é r a t e u r  : 

-f 
f ( x )  [à énerg ie  f i n i 4  - > ~ ( t )  f = c ( x , t )  

3 7  -+ L'ensemble (3 E L ~ ( R  ;C  ) : f  à énerg ie  f i n i e }  e s t  dense dans 

3 7 3  7 L ~ ( R  ;C ) , puisque contenant c m ( R  ; C  ) , mais l ' o p é r a t e u r  ~ ( t )  n ' e s t  pas 
O 

3  7 cont inu dans l a  topologie  de L ~ ( R  ; C ) . On ne peut  donc l ' é t e n d r e  d 'une façon 

3. 7 univoque à L ~ ( R  , C  ) t o u t  e n t i e r .  

3 
De p l u s  ~ ( t )  f 1  ( o n a  E (;(IL)( = E  ( f ( x ) )  m a i s n o n p a s  1 t = O  t = O  

+ -f 1 ] u ( x , t )  - f ( x )  1 1  -> O ) ;  donc ~ ( t )  n ' e s t  pas  un semi-groupe. 

L2 

d  
3 )  x 0  ne garde pas un s igne  cons t an t ,  en p a r t i c u l i e r  il n ' e s t  

L2 
pas  ,< O . Il n ' y  a  donc pas de " s t a b i l i t é "  du phénomène. 

4) Toutes ce s  cons idéra t ions  nous amènent donc à vo i r  que l ' e s p a c e  "na ture l"  

du problème (il aura a u s s i  bien d ' a u t r e s  v e r t u s )  e s t  l ' e space  des fonct ions 

à énergie  f i n i e  dans l e q u e l  nous nous plaçons désormais. 

4. ETUDE DE ( E  PANS H . 
o u  

4 . 7 .  intxuduotian. 

Les c a l c u l s  q u i  précèdent nous suggèrent de prendre nos données 

i n i t i a l e s  dans l ' e space  su ivan t ,  que nous appelons Ho : 

3. 7  H : se ra  l e  complété de ?7 (R , C  ) pour l a  norme : 
O 



Le p rodu i t  s c a l a i r e  correspondant é t a n t  no té  : 

n On r a p p e l l e  que EL(Rn;cn) désigne l e  complété de D ( B ~ ; C  ) dans l a  

norme : 

+ -+ 
Cet t e  norme é t a n t  a l o r s  équiva len te  à E(ul  , u 2 ) .  

h e t  u é t a n t  des cons tan tes  f i n i e s ,  on peut  donc i d e n t i f i e r  Ho ,  à l ' e s p a c e  

produi t  : 

3 3  
Ho = EL(R 3; c3) x L2(R ;C  ) x L2(R3; C )  

muni de l a  topologie  produi t  h a b i t u e l l e ,  l a  moins f i n e  rendant  cont inues 

l e s  p r o j e c t i o n s  ni . H e s t  a l o r s  s épa rab le ,  c a r  produi t  de t r o i s  espaces 
O 

séparables .  
% 

'L -+ -t 'L 3 7  % O S o i t  a l o r s  A 1 !opérateur  : A u  = A u  e t  D ( A )  = D ( R  ;C  1. A e s t  a l o r s  préferné .  

-+ -+ 3. 3  
Pour u ,  v  € C ( R  , C  ) ,  on s a i t  que l ' o n  a  : 

O 

-+ * - +  -+ -+ -+  -+ -+ 
u.A v  = d i v  q ( u , v )  - E ( u , v ) ,  d'où : 

- 
t -+ 

(;,A' ;)L2(R3;C3) = - E ( u , v ) .  On a  a l o r s  : 

R 

Alors : 



On a donc : 

3. 7  
% 

D(R ,C ) = D ( A )  é t a n t  dense dans H o ,  on peut  a l o r s  d é f i n i r  l ' o p é r a t e u r  ad jo in t  

?k 
A . Par d é f i n i t i o n  on a  : 

%* O S o i t  2 E D(A ) .  Par  d é f i n i t i o n ,  on a : 

%* -+ % - +  -+ v f € ~ ( 2 )  
O O 

- -+ 1 * - +  3 -+ -+ 
- (Y2, + P z  ( A  f l - y v f 7 ,  g ) + ( k  Af7 - k q d i v  f 2 ,  y ) 

L2 rik L2 

avec 

Toutes l e s  dé r iva t ions  sont  p r i s e s  au  sens des d i s t r i b u t i o n s  

( c e c i  e s t  permis ,  puisque H e s t  un espace de d i s t r i b u t i o n s ) .  Au sens des O 



d i s t r i b u t i o n s ,  on a a l o r s  : 

* -+ 
e t  g7 = n k d i v  g + k A g7 2 

c 'es t -&-dire  

ta* 'L* 
où A désigne l ' a d j o i n t  formel de A (dans L2 ( R ~ ; c ~ ) .  On a en f a i t  

* 
- -  O 

P 

d i v  kA 

On d é f i n i t  de  même un opéra teur  A au  sens des d i s t r i b u t i o n s  pa r  : 

t a  a Â 3 ($) = h ( t A  5) , où A e s t  l ' a d j o i n t  formel de A dé j à  déterminé dans 

l e  paragraphe précédent (B du paragraphe 3 ) . 
@ ~éciproquement  , s o i t  : 

+ 'L* + 'L* + -tY 
g € Ho t e l  que A g d i s t r .  € Ho,  A g = g , où l e s  dé r iva t ions  sont  au sensde D l .  

-+ a 4 
S o i t  f € D ( A ) ,  quelconque. g f Ho,  on a : 



%* 
3. A e s t  d i s s i p a t i f .  

3  7 %* % D ( R  ; C  ) é t a n t  dense dans D ( A  ) , il s u f f i t  de l e  v é r i f i e r  pour € D ( A )  . 
3 7 S o i t  a l o r s  V €  V ( R  ; C  ) ,  on a  : 

+ % - +  -+ 'b (X* :, ;) = ( v ,  A Y )  , c a r  v  E D ( A ) ,  d 'où 

%* 4. Nous a l l o n s  c a r a c t é r i s e r  en d é t a i l  D ( A  ) .  

* + -+ 3 3 -A u + Y V U  E L ~ ( R  ; C  ) 1 7 
-+ 3 k n d i v  u  + k A u  E  L ~ ( R  ; c )  2  7 

P lus  précisément : 

+ 0 Pour u  - 2 -  
-+ 3  3  -f 3 ---f + 3 3 u E  E L ( R  ; C  ) 5 d i v  u  E  L  ( R  ; c )  e t  r o t  u2 E L2 (R  ;C ) ,  ce qui implique 

2  2 2  

3.  3  que t o u t e s  l e s  dér ivées  premières sont  dans L ( R  , C  ) ;  on a donc en f a i t  : 2  
-+ O 1  3. 3 O 
u  € H ( R  ,C ) , avec l e s  no ta t ions  de LIONS (H") e t  H' ) 2  

3  -+ 3  3  E  L2(R ; c ) ;  corne d i v  u  E  L 2 ( ~  ; c ) ,  on a  A u € L 2 ( R  ; c ) ;  donc, après 
2  7 

l e s  r é s u l t a t s  c l a s s iques  pour l e s  opéra teurs  e l l i p t i q u e s ,  t o u t e s  l e s  dgrivées 

( d i s t r i b u t i o n s )  d 'o rdre  1 sont  La i n t ég rab le s ;  m a  donc en p a r t i c u l i e r  

-+ 3 3 3 -f 3  3  V u  5 L 2 ( R  ; C  ) :  d'où u  E  H~(R ; c ) .  En f a i t  on ap l i i s  : V  u7 F L 2 ( ~  ;C ) , 
7 7 

-+ 3 --++ -f 3 3  d i v  V u A u  E  L ~ ( R  ; c ) ,  r o t  V u  = O en t r a înen t  V u  E E L ( R  ;C ) ,  ce 
7 7 7 7 

+ 
qui  veut d i r e  en p a r t i c u l i e r  que V u  7 L 2 , ~ o c  ( R 3 ; C 3 ) .  

O Pour u,  : 

+ 3. 3 * -+ 3 3 * v u E L ~ ( R  , C  ) => A U,  
7 

€ L ( R  ;C ) ,  d'où pa r  l ' e l l i p t i c i t é  de A , 
2  



On peut  donc résumer : 
7 

%* 'L* D(Â+) = H~ n = ~~(1') x D ~ ( A  ) x D ~ ( A  ) ,  avec : 

4 . 3 .  Semi-cjtoupe SoXuitiun 

4 .3 .1 .  Rappel2 : 

On r a p p e l l e  l e s  3 r é s u l t a t s  c l a s s iques  su ivan t s  : 

--Proposition 1 : S o i t  A un opéra teur  dans un espace de Hibert  X ,  de domaine 

* 
X-dense, A son a d j o i n t .  Quel  que s o i t  l ' o p é r a t e u r  A '  prolongement A ,  on a : 

ir X 
( A '  ) = A* , e t  A e s t  un opéra teur  fermé. 

-7Propos i t i on  2 : S o i t  A un opéra teur  fermé, d i s s i p a t i f ,  à dcmaine dense dans 

un espace de Banach X muni d'un produi t  semi- in té r ieur  (donc en p a r t i c u l i e r  

n 
un ~ i l b e r t ) ,  avec 4 d i s s i p a t i f  a u s s i .  Alors  A e t  A% sont généra teurs  de 

deux Co-semi-groupes d 'opéra teurs  de con t r ac t ion ,  a d j o i n t s  l ' u n  de l ' a u t r e .  

Ce t t e  propos i t ion  e s t  en f a i t  l e  c o r o l l a i r e  du théor&ne 3.1. de LUMER-PHILLIPS 

( 1 ) .  

--+Proposi t ion 3 : S o i t  A un opéra teur  dans un espace ite Banach X ,  à domaine 

dense. Alors l e  problème de Cauchy a b s t r a i t  (P.  c . A .  ) . 

e s t  uniformément b i e n  posé s i  A e s t  p régénéra teur  d'un semi-groupe I .a issant  

i n v a r i a n t  D(A). S i  A e s t  fermé, l a  condi t ion  devient  : "A e s t  généra teur  d ' u n . .  . " 



Cet t e  p ropos i t i on  e s t  un r é s u l t a t  dû à PHILLIPS. 

Pour l e  vocabulaire  on a  : 

* so lu t ion  A c ' e s t  une app l i ca t ion  t -> u ( t )  d é f i n i e  pour t € [O, +rn[(ou t 2 O ) ,  
- 

u ( t )  € D ( A )  e t  - du e x i s t e  au  sens  f o r t ,  - 
d t  

d u ( t )  = ~ u ( t )  V t 2 O e t  U ( O )  = f .  
d  t 

- 
* Bien posé A f  € D ( A )  , j ! une s o l u t i o n  (unique u ( t  , f )  e t  s i  fn -> O (en norme), 

- . - 

X 
a l o r s  u ( t ,  f n )  -> O , e t  c e c i  pour  chaque t .  

* uniformément bien posé A S i  en p l u s  u ( t ,  f n  ) -> O uniformément s u r  l e s  
- - 

compacts de [ O ,  + . 

4.3.2.  Senli-cj&oupe h o ~ ~ o r l  : 

% +  + 2 
% 

LA r e l a t i o n  Re (A  LI, u ) ~  = - 1 /O01 I o  i O exprime que A e s t  

% 
O 

d i s s i p a t i f .  De p l u s ,  D ( A )  é t a n t  dense dans Ho ,  il e s t  préfermé. S o i t  a l o r s  A 

IL* * 'L * * 
son p lus  p e t i t  prolongement fermé (en  f a i t  ( A  ) ) .  On a  a l o r s  A = A . On 

O 

.i: 
d é f i n i t  a i n s i  deux opé ra t eu r s  Aoet A,, a d j o i n t s  l ' u n  de l ' a u t r e ,  fermés, 

d i s s i p a t i f s  ( c e c i  s e r a  prouvé b i e n t ô t )  ... D'après l a  propos i t ion  2 ,  i l s  sont 

donc généra teurs  de deux Co-semi-groupes de con t r ac t ion . .  . Ceci implique 

* 
d ' a i l l e u r s  qu' a l o r s  A e t  k sont  d i s s i p a t i f s  maximaux, c ' es t -à -d i re  q u ' i l s  

O O 

n ' o n t  pas de prolongements fermés d i s s i p a t i f s .  ( c f .  PHILLIPS CL) ) . 
* 

Les problèmes de CAUCHY a b s t r a i t s  d u s  Ho,  r e l a t i f s  à A e t  A , sont  a l o r s  
O O 

uni formément b i e n  posés. On a  e x i s t e n c e ,  u n i c i t é  e t  dépendance cont inue 

t: 
p a r  rapport  à des données i n i t i a l e s  dans D ( A )  ou D ( A  ) .  

O O 
-+ + 

pour ; ( ~ , x ) = f  e D ( A )  on pose u ( t , x )  = etAoi', e t  pour D ( A * ) ,  

-+ * + * 
on a  v ( x , t )  = e t  A. g  . Les opéra teurs  etPoet etAO é t a n t  con t inus ,  

* 
D ( A ~  e t  D ( A  ) é t a n t  denses dans Ho,  i l s  se  prolongent donc ( p a r  l e  théorème 

O 

de HAHK-BANACH) e o n t i n h e n t  d'une façon unique à t o u t  Ho. On d é f i n i t  a i n s i  

une so lu t ion  du problème de CAUCHY i n i t i a l  pour t o u t e  donnée i n i t i a l e  

appartenant à H . 
O 



-> Domaine de A,: 

P a r  cons t ruc t ion  ( fe rmeture  dans l a  norme du g raphe ) ,  on a  : 

+ -f 
D ( k ) =  { u  F Ho : A u  d i s t r .  E Ho } , s o i t  : 

+ 3 3 -f 3 3 O r  U, E EL(R ;C ) 7 d i v  u2 € L ( R  ; c ) ,  d 'où A u E L ~ ( R  ; c ) ,  donc : 
2  7 

* + 3 3 D ( A ~ ) =  Ho n A u,  E L2(R ; C  ) ;  on v o i t  a l o r s  faci lement  que 

3 
A U  F L ~ ( R  ; c )  7 

* 
Toutes l e s  remarques f a i t e s  à propos de A. s ' app l iquen t  intégralement  ici. 

* 
Ceci permet de d é f i n i r  des opéra teurs  de l a  forme hAo+ u A. , de domaine 

* D ( A ~ ) =  D ( A 0 ) ,  on a  donc en p a r t i c u l i e r  : 

* * 
avec A = R + i F  , A. = R-iF, R e t  F  au to-adjo in ts  e t  D ( A  ) =  D ( A  ) = D ( R )  = D ( F ) .  

O O O 

La so lu t ion  semi-groupe du problème de CAUCHY r e l a t i f  à A e s t  

évidemment une so lu t ion  " fa ib le" .  En f a i t ,  e l l e  e s t  fortement cont inu  en t 



e t  l e  " f a ib l e "  s e  r appor t e  p l u t ô t  aux v a r i a b l e s  d 'espace .  Nous dégageons 

principalement 3 c l a s s e s  de s o l u t i o n s ,  de r é g u l a r i t é  c r o i s s a n t e  : f a i b l e ,  

pa r t i e l l emen t  f o r t e  e t  f o r t e . .  . Auparavant on a  l e s  : 

4.4.7.  2 Lemm b u t  L u  d i n ~ b u a X o ~  dddpendant d '  un paamè&e. 

S o i t  TA€ V( R) dépendant d'un p a r m è t r e  A € A ,espace topologique 

donné (R ou C en g é n é r a l ) ,  R ouvert de R~ . 
X 

Dé ~ L v L t i o r n  

1 )  TA e s t  d i t e  d i f f é r e n t i a b l e  en h = ho s i  l a  fonc t ion  h -><TA , $(XI > e s t  

d i f f é r e n t i a b l e  pour  t o u t  $(x) 'C D(R) e t  on a  : 

2) meme chose pour l a  c o n t i n u i t é  en A = X . 
O 

Lemmu 

1) Supposons TA d i f f é r e n t i e b l e  pour t o u t  h € A . Alors ,  il en e s t  de même de 

P(D)T, , quel  que s o i t  l e  polynôme de d é r i v a t i o n  P(D) e t  en p lus  on a  : 

a, P(D)T, = P(D) a, T, . 
2) Supposons Th cont inue  pour h € A  . Alors ,  il en e s t  de même de P(D)T 

A ' 
quel  que s o i t  l e  polynôme P(D). 

Pfieuve : 

1) On a  < P(D)T&X); $(x) > = < T,(x), P*(D) $(x) > 

O r  $(x)€ D (R) 5 P*(D) &X)E D (fi), donc < T,(x), P*(D)$ (x) > e s t  

d i f f é r e n t i a b l e  en X , d'où : 

a, < T,(x), P*(D) = < a, T , (x), P*(D) 4 (XI > 

= < P(D) a, T~(x), $ (XI> 

e t  a, < T (x), P*(D) 4 (x) > = ~,<P(D) T ~ X )  ,3 (x) > , s o i t  finalement : 

a, < P(D) T (x), $(x) > = <P(D)~, TA(x), d(x) , ce qui  veut d i r e  que 

P(D) T,(x) e s t  une d i s t r i b u t i o n  d i f f é r e n t i a b l e  en h e t  on a  : 



Notons en p a r t i c u l i e r  que : a ax T  ( x )  = ax a T  ( x )  k = 1 , .  . . ,n . 
A k X  k X A  

2)  Mêmes arguments. 

* 
T continue => < T  P ( D )  Q ( x )  > continue,  donc < P ( D )  T ~ ( X ) ,  $ ( X I >  , 

X A ' 
c 'es t -à -d i re  P ( D )  T X ( x )  cont inue en A . 
. Plus  généralement, s i  Q ( D ~ )  e s t  un polynôme de dé r iva t ion  eii h , l ' e x i s t e n c e  

de Q(D,)  T ~ ( x )  implique c e l l e  de Q ( D A )  P(Dx) TA(x)  e t  on a  même : 

déf  -+ -+ 4 . 4 . 2 .  S o l u l i o n  d a i b l e  = U ( X , O )  = f ( x )  € H : 

-+ -+ 
L 'app l i ca t ion  D ( A ~  -> D ( A ~  : U ( X , O )  -> u ( x , t ) =  etAo:(x,O) s ' é t e n d  

pa r  con t inu i t é  à Ho t o u t  e n t i e r  d'une f a ~ o n  unique, e t  on a  donc : 

T(t )  -+ 
Ho 3 :(x,o) + u ( x , t )  E Ho e t  1 /:(x,t) ( l H  ' 1 O 1 , l ' a p p l i c a t i o n  

O 

é t a n t  fortement cont inue.  Ho 

On a donc : 

-+ 1 *+ 3. 3  u , ( x , t )  € c ( R + ;  E L ( R ~ ;  c3)n C (R ; L ~ ( R  , C  ) ) 

+ 3  
u 7 ( x , t )  E C ( R  ; L ~ ( R  ;c)  ) 

C ' e s t  une s o l u t i o n  t rès  géné ra l i s ée  car,hormis l a  con t inu i t é  en t 

-+ 
Q u ( x , t )  n ' e s t  pas  s o l u t i o n  de l ' équa t ion  d 'évolu t ion  ( 1 2 ) ,  c ' e s t  une l imi l e  

-f 
de so lu t ions  de c e t t e  équa t ions ,  so lu t ions  a t t achées  à l a  s u i t e  { u n ( x , 0 ) }  ~ D ( A )  

-f 
convergeant vers  u (x ,0 )  dans H . 

O 

O E l l e  n ' e s t  pas  du t o u t  s o l u t i o n  du problsme v o i s i n ,  n i  a  f o r t i o r i  du problènle 

i n i t i a l .  

-+ 
4.4 .3 .  S o l u t i o n  p a h t i a e r n e n t  dohtite : U ( X , O )  = f-(x) € D ( A ~ )  

On s a i t  dé jà  que l e  semi-groupe ~ ( t )  l a i s s e  D(Ao)invariant ,  c ' es t -8-  

d i r e  :(x,t) € D ( A ~ .  On a donc : 

* Par  l a  con t inu i t é  f o r t e  en t : 
-+ 1 + 
u, ( x , t )  € c ( R + ; D , ( A )  0 c ( R  ;,,(A) > 



où l e s  D .  (A) sont  considérés comme espaces de Hi lbe r t  (saus-espaces fermés de H ) . 
1 O 

* P a r  l e s  lemmes du paragraphe 4 .4 .1 ,  t o u s  l e s  polynômes de d é r i v a t i o n  de 

-+ 
u ( x , t )  en l e s  v a r i a b l e s  d'espace sont  a u s s i  aontinument d i f f é r e n t i a b l e s  en t 

P ( D )  :, ( x , t )  € C'(RI; D 1  ( R 3 )  ) .  

1 + 3  
En p a r t i c u l i e r  d i v  Gl  ( x , t )  €C ( R  , 0' ( R  , e t  on a 

a -+ a + 
d i v  - u ( x , t )  = - d i v  u , ( x , t ) .  a t  1 a t 

+ a -+ 3  3 A + Comme u 2 ( x , t )  = - u  ( x , t )  € EL(R  ;C , on a d i v  at u l ( x , t )  = d i v  u ( x , t )  a t  1 a t 1 
3 en t a n t  que d i s t r i b u t i o n s  € L,(R ;c). 

* S o i t  a l o r s  R, ouvert  re lat ivement  compact de R', on a  a l o r s  : 

-f 

ul  ( x . t )  E C(Z ,D3)  , (on u t i l i s e  l e  lemme de Sobolev) . 
u7(xyt) E ~ ( n ) .  

Donc finalement : 

-f + 
U ~ ( X , ~ ) E  c [ R ~ ;  c(n;c3)] e t  q x Y t )  E C~R; ;  c (n ;c ) l  . 

+ 
t u  (x) v é r i f i e  l ' é q u a t i o n  d 'évolu t ion  dans H , mais e s t  so lu t ion  f a i b l e  dans  

O O 
l e s  v a r i a b l e s  d 'espace  ( f o r t e  en l a  v a r i a b l e  t e p p s )  du problème v o i s i n  e t  même 

a -+ a -+ 
du problème i n i t i a l  vu que d i v  - u  = - d i v  u  a t  1 a t  1 .  

-f -+ 2 -+ 2  -+ 4.4.4.  ~ o t a t i o n  hohte : U(X,O)  = f ( x ) €  D ( A ~ )  = {yEHo ; A. y d i s t r .  € Ho} . 
-f 2 
f ( x )  € D(A:) =+ A2 ?;(x) E Ho, donc T  ( t )  A f ( x )  e x i s t e  e t  a p p a r t i e n t  à H . 

O O O O 

De p lus  D(A;) D ( A ~ )  - T o ( t )  ? € ~ ( A ? e t  ~ ~ ( t )  A ? E D ( A ~ )  

Sur D(%), Aoet ~ ( t )  commutent, d 'où : 

-f 
Donc : . u ( x , t )  € D ( A ~ )  

-+ -+ 
3 

1 
du e s t  so lu t ion  de l ' é q u a t i o n  . En posant ( ~ $ 0 )  = f ( x )  , on v o i t  que - 

d t  d t  

ddvo lu t ion  : 



+ 
a v e c  v ( x , t )  - - * dt  ( x y t >  = ~ ~ < t >  03. 

On en dédui t  donc, comme au  paragraphe précédent : 

r Par  l a  con t inu i t é  f o r t e  en t : 

d;: - + 
d t  

E c ( R ~  ; D 1 ( A )  ) C'  I R t ;  D 2 ( A )  1 

Donc finalement : 

e t  u 7 ( x Y t )  E  c [ R ~ ; D ~ ( A ~ ) ]  n c1 [R, ' ;D~(A)] 

c l  es t-à-dire  : 

3 2  O r  u  € D ( A  ) ,  en t r a îne  en p a r t i c u l i e r  : 

3 3 3  -+ 2 3 3  4 3  u1 E  ($(R ; C  ) u2 E  H ( R  ;C  ) e t  y, E H ( R  C ;  localement ,  on a  donc 

-b 2 -  3  -+ 3  2 - u1 ( x , t )  €C (Q;C ) ; u 2 ( x , t ) E  c ( ~ ; c  ) et u  ( x , t ) E  C ( 0 ; ~ ) .  0 relat ivement  compact. 7 
d': -+ * P a r  - - 
d t  

- A v ,  on a  en p l u s  : 



* Parmi d ' a u t r e s  r é s u l t a t s  de r é g a g r i & ,  nous remarquons donc s u r t o u t  que : 

a + a + -t 
d i v  - u1 ( x , t )  = - d i v  u l  ( x , t )  e t  appartenant  à C (Rt;D1 ( A )  ) , c 'est-à- 

ô t  a t  
+ 

d i r e  donc à C ( Rt ;  C ( ~ ; C )  P relat ivement  compact. 

* En conclusion 

+ 
a )  u ( x , t )  v é r i f i e  l ' é q u a t i o n  d 'évolu t ion  d'une façon cont inue en x e t  t .  

+ 
b )  u ( x , t )  v é r i f i e  l e  système i n i t i a l ,  d 'une f ~ ç o n  çont inue en x e t  en t .  

C'est  b i en  une solgltion " f ~ r t e "  , l a  f o i s  du problème v o i s i n  e t  du 

problème i n i t i a l .  

4.4.5. Plub gén&/raeernent, on peut  envigager des  doqnées i n i t i a l e s  qppartenant 

k à D ( A  ) ,  e t  avoi r  des p r o p r i é t é s  de r é g u l a r i t é  c r o i s s a n t e s  aveç k .  On s a i t  
dk- 1 

q u ' a l o r s  - u ( x , t )  s e r a  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d16volu t ion  (problème de 
dtk- ' 

Cauchy a b s t r a i t ) .  : 

+- 
On en dédui t  a l o r s  que :(x,t) = T o ( t )  U ( X , O )  E D ( A ~ )  ). 

Donc, on aura  au  moins : 

-+ 
J: S i  ?(x) f. D ( A m ) ,  on a u r a  donc u ( x , t )  € D(A~) c ' e s t - à -d i r e  

-+ u ( x , t )  € [ H " ( R ~ ; c ~ ) ] *  x H - ( R ~ ; c )  = [D ( R  3 ;C  3 ) ]  2 x DL2(R3 ;C) .  

L2 
Comme cas p a r t i c d i e r  important ,  on a l e  théorème : 

3 3 2  
Le P. C.  avec des données i n i t i a l e s  ?(x) E [O (R ;C  ) ]  x D (R~;c) 

-+ L2 L2 
3 3 2 

admet une so lu t ion  unique T ( t )  f  appartenant a u s s i  à [O (R ;C  ) ]  x D L  (R~;c). 
O L2 2 

Dérnom;ttLation : immédiate puisque f € D ( A W ) .  
O 

3 7 * S i  ?(x) ED(R3;C7), on a v u  que D(R  ;F ) C D ( A ~ ) ,  e t  en u t i l i s a n t  le lmme 

de Sobolev, on a l e s  résul ta ts  su ivan t s  : 



m 

Remmque 1 : En f a i t  pour des données € D ( A ~ ) ,  donc en  p a r t i c u l i e r  pour des  
k  

d  u  
données dans H w  ou C m  à support compact, l e s  dér ivées  - ( x , t )  son t  for tement  

d t k  

cont inues k ,  on a donc en p l u s  

-f 3 2 
f ( x )  E D(A;) *T( t )  f ( x )  €crn(R+, cm (R ) ) -  C ( R +  x R ~ )  

Remahque 2 : h E H o ,  on a  l a  décro issance  de l ' é n e r g i e  sous  l a  forme : 

Théotrème 
+ 

3 .  7 Le problème de Cauchy * =A < avec données i n i t i a l e s  dans D ( R  ,C ) 
d t  O 

+ 
admet une s o l u t i o n  unique qui  e s t  C ~ ( R  ;D(Llrn)); pour t o u t  ouvert R r e l a t i -  

O 
-+ w 

vement compact, on a  : u ( x , t )  F C R ~ " ( 7 7 ) ;  l ' é n e r g i e  de l a  s o l u t i o n  

e s t  décro issante  en fonc t ion  du temps. 

1 )  Pour des données i n i t i a l e s  appartenant  ?i H même tre:;  i r r 6 a u l i è r e s Y  
O '  

l a  r e l a t i o n  de décro issance  de l ' é n e r g i e  implique a l o r s  que 

-+ 
V ? ( x , t )  E L ~ ( Q ~ )  OU Qt e s t  l e  cy l ind re  Q = R3 x [ ~ , t l  t/ t > O . t X 

+ + 
Donc on a  s u r t o u t  V y ( x , t )  = L (R ) en t a n t  que fonc t ion  de t .  

2 t 
* 2)  On a  bien sÛr des r é s u l t a t s  t o u t  à f a i t  analog-s pour l ' o p é r a t e u r  A, . 

Nous rappelons que l e  générateur  i n f i n i t é s i m a l  ( s o i t  A )  e s t  d é f i n i  p a r  : 

pour l e s  h ê H t e l s  que c e t t e  l i m i t e  e x i s t e .  C ' e s t  un opérateur  fermé, 

D ( A )  e s t  dense dans H e t  (A-1)-' e x i s t e  pa r tou  'dans  H (  € B ( H )  1. 



Donc l ' o p é r a t e u r  T = ( A  + 1) ( A  - 1 e s t  b ien  d é f i n i  dans t o u t  H : 

-1 
en e f f e t  D(A-1)-' = H e t  R(A-1) = D ( A )  . 

T, t ransformée de CAYLEY de A s ' a p p e l l e  cogénérateur  de ~ ( s )  . 
T détermine A ,  donc ~ ( s )  d 'une façon univoque e t  réciproquement. On a en 

f a i t  : 

- 1 -1 1 
T-1 = (A+I) (A-1) - 1 = ( A - 1  ( - 1  = $A-I) e t  A=(T+I) (T-1)-' 

On a a l o r s  l e  théorème c l a s s ique  su ivant  : 

Pour que l e  Co-semi-groupe { ~ ( s ) ) ,  s 2 O s o i t  composé d 'opéra teurs  

normaux, auto-adjoints  ou u n i t a i r e s ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  que son CO-générateur 

s o i t  normal, auto-adjoint  ou uni$a i re .  

4 . 5 .  Réduction du A etni-gkoupe TJ t )- Suun edpacei u l v h m  

On v o i t  donc que l ' é t u d e  du semi-groupe pebb ê t r e  remplacée p a r  

c e l l e  de son cogénérateur  (un s e u l  opéra teur ,  qui de p lus  e s t  borné).  En 

p a r t i c u l i e r ,  il r é s u l t e  de l a  décomposition canonique d'une con t r ac t ion  en 

un opéra teur  u n i t a i r e  e t  un opéra teur  complètement non u n i t a i r e  ( c .n .u . )  

s u r  des sous-espaces fermés orthogonaux (éventuellement l ' u n  se  r é d u i t  à 

{ O ) ) ,  une décomposition s i m i l a i r e  du semi-groupe lui-même. 

S i  H' désigne l e  sous-espace d l u n i t a r i t é  de ~ ~ ( t ) ,  on a pa r  
O 

d é f i n i t i o n  : 

La décomposition de ~ ~ ( t )  engendre a u s s i  une décomposition de D(Ao)en 

1 1 D(Ao) @ D ( A ~ ) ,  où A' s e r a  l e  générateur  de T ( t )  e t  A: c e l u i  de T O ( t ) ,  
O O O 

1 e t  on a en f a i t  D ( A ~ )  = D ( A , ) ~  Ho e t  D(A;) = D ( A ~ ) ~  HO . 
Nous cornmençors d 'abord p a r  é t a b l i r  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  i n t é r e s s a n t s  en eu-mêmes. 



Théottème 

3 + 
S o i t  hE D(A,) e t  u ( x , t )  = ( ~ ~ ( t ) h ) ( x ) .  ABors s i  u  (*,O) = O oour 

7 

O < t 4 T f i x é ,  o n a :  

+ 3 
1)  a i v  u l ( x , t )  = d iv  u 2 ( x , t )  = u  (x , t )=o  Q t 4 T 

7  
-+ 3 

2 )  d i v  h l  = d i v  hg (x )  = h7(x)  = O . 

PKQUVQ : 

1 )  Preuve de 1 )  : h e D ( A ~ )  e n t r a î n e  que ( ~ ~ ( t ) h ) ( x )  e s t  so lu t ion  de l ' é q u a t i o n  

d  d ' évo lu t ion  - ; (x , t )  = A. z ( x , t )  Z(x,0) = z(&) € D ( A ~ )  t )  O , t c r  . d t  

c  ' est-à-dire  : 

d  -+ 1 , u 7 ( x , t )  = k 4 11/(~,t) - k d i v  u 2 ( x , t ) .  

O r  ff E D ( A ~ )  e n t r a î n e  :(x,t) € D ( A o ) .  en  p a r t i c u l i e r  A :(x,t) f Ho; 
O 

d  d  
donc - u ( x , t )  e x i s t e  a u  sens  f o r t ,  en p a r t i c u l i e r  - d t  dt y , ( x . t )  e x i s t e  

3 dans L (R ;c) e t  d é f i n i t  donc une d i s t r i b u t i o n  unique. On a  donc pour t o u t  
2 

E v ( R ~ ; c ) ,  3 é t a n t  indépendant de t : 

O = < u 7 ( x , t ) ,  Q > , d'où O = - a < u7(x . t ) ,  Q ( x )  7 = C- d  h  ( x , t ) ,  J > , s o i t  : 
d t  d t  7  

d  - dt y ( x , t )  = O . La 3ème équat ion de ( s )  donne a l o r s  

O < t < r  . 
d  -+ 

De même - u  ( x , t )  e x i s t e  au  sens f o r t  e t  d é f i n i t  donc une d i s t r i -  
d t  2 

bu t ion  unique, d'où paur  t o u t e  fonct ion t e s t  8 (x) : 
d  -+ d -+ 

< d i v  u 2 ( x , t )  ,& =<-< - ; ( x , t ) , $  4 (x ) ,  =- -<div u2(x,t) d ( x )  > = O d t  2 d t  

d -t donc d i v  - u  ( x , t )  = O en t a n t  que d i s t r i b u t i o n .  
d t  2 

En prenant l a  divergence dans l a  2ème équat ion de ( S I ,  on a  : 

-+ t 3 O = A d i v  u  ( x , t ) ,  ce q u i  implique,  vu d i v  u l ( x , t )  e L*(R ;c),  
1 



2 )  Preuve de 2)  

~ ~ ( t )  é t a n t  un semi-groupe, l ' a p p l i c a t i o n  
O 

t c-> T ( t ) h  
O 

e s t  par  d é f i n i t i o n  for tement  cont inue;  en p a r t i c u l i e r  on a  : 

s - l i q  T o ( t )  = 1 c 'es t -à -d i re  
t a  

On trouve donc tou t  de s u i t e  d i v  h l ( x )  = h7(x)  = O . 
+ Pour d i v  ( x )  , on f a i t  appel  aux r é s u l t a t s  de r é g u l a r i t é  du paragraphe 4.4.2,  2  

-+ 1 + 
en p a r t i c u l P r  h E D ( A  ) 3 :l ( x , t )  e c(R+;D, (A)  ) f i  C (R ; D ~ ( A )  ) , s o i t  : 

O 

-+ dul ( x y t )  
u 2 ( x , t )  = d t  

E c ( R + ; D ~ ( A )  ) où D ( A )  e s t  considéré comme espace de H i l b e r t  

muni de l a  norme du graphe. On a donc : 

donc 

-+ -+ 
l i m  1 1 d i v  u 2 ( x , t )  - d i v  h2 (x )  / 1 3 = O 
t+o+ L ~ ( R  ; C I  

co i roaa ihe  

-+ 
h e  D ( A )  O e t  F o ( t ) q 7 ( x ) = O  V t  > O e n t r a î n e n t  : 

d i v  [To(t) = d i v  ~ ~ ( t ) g ,  = [To(t)hI7 = t( t )"O 

On peut  a l o r s  démontrer l e  r é s u l t a t  e s s e n t i e l  : 

Théotrème 

1 -+ -+ 
Le sous-espace H' e s t  d é f i n i  par  : H = {h E H : d i v  h =d iv  h =h -O} , 

O Q O 1 2  7- 
1 1 3 3  1 3 3  

c 'es t -à -d i re  en f a i t  : H = EL ( R  ; C  ) x L 2 ( R  ; C  ) x {O} . 
O 

Ptreuve : 

a - Désignons p a r  X l e  sous-ensemble : 

+ -+ 
X =  { h E H  : d i v h l = d i v h 2 = h  = O  1 . 

O 7 

H é t a n t  un espace de d i s t r i b u t i o n s ,  e t  l e s  d é r i v a t i o n s  é t a n t  au sens des 
O 



d i s t r i b u t i o n s ,  X e s t  un sous-espace fermé de H . C'es t  un espace de H i l b e r t  
l 

s i  on l e  munit de l a  topo log ie  indui te .  

I . S o i t  A l a  r e s t r i c t i o n  de A à X, c ' es t -à -d i re  : 
O O 

1 1 
D(A;) - ~ ( n ~ ) n x e t  = A ~ :  p o u r t o u t ;  E D ( O )  

-f j. -+ LI---+-+ -f 
O r  u € o ( A o  ) n X e n t r a i n e  A. u = ( u2,  ;rot r o t  u.,, 0 ) e t  donc A. u E X . . . 

I 
En conséquence A e s t  un opéra teur  de X dans X , 

O 

3 3 3 3 D'après l e s  décompositions de EL(R ; C  ) e t  L ( R  ;C ) , on a : 
2 

1 3. 3 1 3 3  X = EL ( R  ,C ) x L ~ ( R  ; C  ) x {O} 

1 On v o i t  dès l o r s  que D(A ) e s t  dense dans X e t  que foq$ l l emen t  on a : 
O 

* 1 f O s o i t  de même A l a  r e s t r i c t i o n  d e A  à y . On au ra  de même : 
O O 

-+ *1 + 
u € D(A*' ) 3 A u E X , donc A*' d é f i n i t  un opérateur  de X dans X. 

O O 

Formellement : 

-1 

A*1 = 1 
O 

= - A. formel. 

1 3 3 ---+ 1 3 3  D(A;') = D(A*) fl x = { h E H~ : h2 E EL ( R  ;C ) ,  r o t  r o t  hl+€ L&R ;C ) ,  h7=0 i . 
O 

I . L'opérateur  A a i n s i  d é f i n i  e t  un opéra teur  an t i -au to  ad jo in t  dans X e t  on a : 
O 

1 
On a donc A = - 

O 
A*' 

O 

D'après l e  théorème de Stone, il e s t  d'un groupe d 'opéra teurs  u n i t a i r e s  

opérant  dans X. 



O En conclusion,  on a donc démontré que : 

1.  X e t  X '  = H @ X r édu i sen t  T o ( t )  Q O 

b - Réciproquement 

s o i t  h E D(A,) n . Alors : 
O 

d . E D ( A  ) - 3  @ - T ( t )  h = A. T o ( t )  h T 0 ( t )  hl = h 
O d t  O t = O  

j: * * 
e t  @' & ~ O ( t ) h =  ~ ~ ( t ) h  ~ ~ ( t )  h /  = h 

t = O  

j: 
c a r  D ( A ~ )  = D ( A ~ )  

d 
@ en t r a îne  a l o r s  - 1 / T o ( t )  h l 2  = 2 ~ e ( A ~  T o ( t ) h ,  T ( t ) h ) H  d t  H 

O 
O 

O 

d 
e t  , 1 / ~ O ( t ) h l  1 ;  = 2 Re (A* O T:(t)h, ~ : ( t )  h )  d'où 

O 

* * @ équivaut à : Re (Ao T o ( t ) h ,  T o ( t )  h )  = O = Re ( A  T ( t )  h ,  ~ : ( t ) h ) .  O O 

c ' est-à-dire  : 

* 4 4 * 
T 0 ( t )  h = ( u l ( x , t ) ,  u 2 ( x , t ) ,  u ( x , t )  ) 7 

* 
Donc u (x,-f,) = O = u (x,t)  d t > O . . . . D'OÙ d 'après  l e  théorème précédent : 

7 7 
+- +- 

d i v  h l ( ~ )  = d i v  h 2 ( x )  = h7(x )  = O 

Finalement, on a obtenu : 
-+ 

1 
-f -f 

h f Ho n D(ao) , d i v  h l  = d i v  h = h = O <- 
2 7 

s o i t  en d é f i n i t i v e  : 

1 H n D(Ao)  C X ,  c ' es t -à -d i re  X con t i en t  un sous-ensemble dense dans 
O 

H1 e t  e s t  fermé. Alors  / X  1 O 



Donc 

Remahque : On peu t  donner une démonstration d i f f é r e n t e  de b), qu i  dispense 

d ' invoquer  l e  théorème précédent .  On argue comme s u i t  : 

u ( x , t )  = O e n t r a î n e  par  l a  çon t inu i t é  f o r t e  du semi-groupe que 
7 

1 
h7 (x )  = O . . . D ( A ~ )  fl Ho é t a n t  dense dans H: , l e s  éléments de H I  doivent 

O 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 

ê t r e  de l a  forme : h = ( h l y h 2 , 0 )  . S o i t  Y = 1 h E Ho : h = ( h l ,  h2,  O )  

1 
justement.  On a donc H C Y . 

O 

Puisque A. do i t  i n d u i r e  pa r  r e s t r i c t i o n  2 D ( A  ) n H '  un opéra teur  
O O 

1 
de H dans lui-même, on a nécessairement,  au  moins 

O 

1 -+ 
A (D(A;) c Ho C Y , d'où d i v  b2 = (Ao zI7 = O . 

O 

-+ 1 -+ 
Donc nécessairement h E D ( A  ) n H d i v  h2 = O . Par dens i t é ,  l e s  éléments 

O O 

1 -f + -+ -+ 
de H sont  nécessairement du type  h = ( h  hp,  O )  avec d i v  h2 = O . 

O 1 ' 
1 1 

Pour que A ~ ( D ( A ~ )  n H ~ )  C Ho , il e s t  a l o r s  néces sa i r e  que : 

-+ A+2u -+ + 
d i v  (Ao h ) 2  = - A d i v  h l  = O => d i v  h l  = O c a r  de c a r r é  i n t é g r a b l e .  

P 

On a donc obtenu que nécessairement H I  C X . c .q . f .d .  
O 

De ce q u i  précède, on dédui t  l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

Théotr2me : s o i t  h € D ( A ~ )  

1 ) Supposons que pour t = r > O f i x é  on a i t  1 1 To( r )  hl 1 = / / h / 1 , a l o r s  on a : 

1 I T ~ ( ~ )  hl / = 1 ] h l  1 \I t 2 O e t  même p i u s  : ~ ~ ( t )  h E H~ l V t 2 0  

* 
2) De même 1 I T ~ ( T )  hl / = 1 / h l  1 = > I  ITo( t )  hl 1 = 1 / h l  1 V t  2 O 

e t  ~ 2 ( t )  h E HA v t 2 O . 

1 1 
3 )  S i  T ~ ( T )  h € Hopour un r > O f i x é ,  a l o r s  T o ( t )  h E Ho v t z O . 



2  Alors  1 I ~ , ( t ) b /  1 = 1 [ h l  l H  entraîne : 

H- O 

Ir I ~ + [ ~ ~ ( t ) h  + 1 / 2 d t  = 0  , d'où [ ~ , ( t ) h l  (x)=o pour  0  4 t r 
L , ( R ~ ; c ~ )  7 

O 

-t -+ 
Vu l e  théorème, on a en p a r t i c u l i e r  d i v  h  = d i v  hg = h7(x)  = 0 ,  c 'est-à-dire  

1 

h E D(A:) . 
D'après l e  théorème de décomposition, on a  a l o r s  : 

1 1 
~ ~ ( t  ) h  F D ( A ~ )  C Ho , d'où en p a r t i c u l i e r  l e s  a s s e r t i o n s  de 1 ) .  

X * 1 1 
2)  ~ ê m e s  arguments que 1 )  ; on o b t i e n t  T o ( t )  h  E D(Ao  ) 

C Ho 

I 
3) Conséquence év idente  de 1 ) e t  2 ) ,  ou bien pa r  l ' i n v a r i a n c e  de H pa r  ~ ~ ( t ) .  

O 

Cuma&e : S o i t  h  f Ho . Alors : 

1 )  1 T T  h  1 = 1 h  1 pour un r > O  f i x é  e n t r a î n e  auss i  1 I ~ ~ ( t ) h l  / = ( I h (  1 

* 
2) Même r é s u l t a t  pour T0( ) h . 

d 2  pour h  E H ~ ,  on n ' a  p lus  - 1 I ~ ~ ( t ) h l  l 2  = - Y- I I?[To(t)hl7I I 
d t  rik L , ( R ~ ; c ~ )  ' 

en e f f e t  s i  on prend une s u i t e  {h E D ( A 0 )  , h -> h dans Ho ,  r i e n  n ' ob l ige  n  n  
d  3 dt/ 1 . 1  l 2  à t end re  dans L  (R ; C  ) v e r s  une l i m i t e .  

2 - 
+ t  

d t  En f a i t  on n ' a  p lus  que ( ITo( t )  hl 1 - 1 / h l  / s 2 (Io 1 1  [To(t)h171 IL? 
L + 

Il s u f f i t  a l o r s  de remarquer que l a  fonc t ion  c ro i s san te  e t  cont inue.  

E l l e  e s t  donc cons tan te  s u r  [ O , T ]  

Même démonstration paur 2 )  . 



4.5.2. P&e c, n.u. C o nd~iom. 

Soit alors Ho = H 9 HA . On a en fait donc : 
O O 

O 
D'après l'unicité de la décomposition, H sera donc la partie c.n.u. 

O 
' ' 'O 

de Ho. Si u E Ho, on a donc, d'une fapon unique u = ?  + z l  , u E HE 
1 O +O 1 + l  O 1 et ;' E Ho et A. : = A. u @ A. u , symboliquement A = A. @ A. . 

O 

1 ' 1  To(t) = TO(t) @ T1(t) c s  To(t): = (To(t) @ T1(t)(? @ G1) = T0 ; $ T u , 
O O O O O O O 

avec TZ(~) = ~ ~ ( t )  et ~:(t) = T (t) 
O IH 

O 

Formellement, on a alors 

O 1 
On peut alors préciser la caractérisation de H et Ho . 

O 

1 cmme 
O 

Soit h E D(A:). Supposons que II~~(r)hll = I/h/l pour un r > O . 

Alors h = O . On a donc pour tout h E D(~:):/I~:(t)hlI<llh/l . 
Ptreuve 

rl> 
Soit h = h @ O .  Alors h E D(A ) .  On invoque le théorème, d'où 

O 

1 
h £ Ho , contradiction, d'où h = O . 

On a ainsi "décomposé" le problème de Cauchy en deux problèmes 

disjoints; alors la solution du problème dz(x,t)- 
dt 

:(X,t), <(x,o) = ;O @ z1 E D ( A ~ )  

sera donnée par : 

R emmque * 
Tout ce qui a été fait est dit pour Ao, l'est aussi pour A et les 

0 y 

problèmes adj oints correspondants. 



Appendice au  c h a p i t r e  1 

Effe t  du changement de va r i ab l e  de l a  page ( 3 ) sur l e s  

p r i n c i p a l e s  formules.  

-> L'équation d ' évo lu t ion  devieqt  : 

-f -f 
A Y 

1 -+ 3 1 P.A; EX = ,/[:l.v2+u2.(h;j; - m v v 7 ) + y ( - o  d i v  Y + A v  dx2 n ouver t  de bord C . 2 7 
R n 

d'où 

- - 
-+ 1 -f -+ -+ - + 

u .A u dx = - - I E ( U ~ ,  u l )  + m y d i v  u - TI 41 d i v  u X+2v 2 2 



s o i t  

(décro issance  de l'énergie). 

2 
On posera donc E ( t ( t )  ) = 

A+2u 



+ c; - -+ 2 -+ 2 
s o i t  E ( u ( t ) )  = ~ ~ ( ; ( t )  + E (:(t) avec ES(u) = - 1 / r o t  u l I  I o  + 1 lu2s)j0 

P 
C 

2 
1 

-> Pour Ho,  on a donc : 

C 
2 
2 -+ - - - +  = -  + + -+ + + m 
2 ( u , ,  r o t  r o t  v l )  - ( u l ,  V d i v v l )  + ( U  v )  + -  ( 

C 1 2 > 2  ri ~ 7 . ~ 7 )  

-> ~ f o p é r a t e u r  a d j o i n t  devient : 

%* -+ % + - +  -+ * + 1 -+ + )  
( A g), = ( A  f , g lH  = ( f 2 3 ' A  g l )  hT2; 

O O 
7 9g2 

m -+ + - ( - 0  d i v  u + A u7, g7 ) .  
ri 2 

On a donc, formellement ( l e  domaine ne va pas changer b ien  s û r  ! ) .  



CHAPITRE I I I  

1 1 . A .  CONSTRUCTION DE ~ ' ( t ) ,  ~ ' * ( t )  
O - 0 - 

1. PRORLEME Ew1 VALENT 

O 
Puisque TZ( t )  e t  ~:'(t) a g a r t i e n n e n t  à L ( H o ,  H o ) ,  il s u f f i t  de l e s  

O 

O connaî t re  s u r  un sous-ensemble dense dans H . Nous a l l o n s  donc c o n s t r u i r e  
O 

T O ( t )  s u r  D ( A O )  qui  e s t  dense dans Ho. Il s u f f i r a  après  de prolonger  pa r  
O O O 

con t inu i t é  à t o u t  HO (on s a i t  que l e  prolongement e s t  a l o r s  unique) .  
O 

S o i t  donc ? (x )  E D ( A ~ ) .  On a  a l o r s  : 

+ + 
T o ( t )  f ( x ) I t z 0  = f ( x )  ( l i m i t e  f o r t e  en O ) I O 

+ j. 

Posons u ( x , t )  = T O ( t )  f ( x ) .  On a  donc : 
O 

d  u I ( x , t )  -+ 
= - k q d i v  u 2 ( x , t )  + k A u 7 ( x , t )  ! d t  

a;, a + 
D'après l e s  lemmes du chap. 1 . 4 . 4 . 1 ,  on a  d i v  - ( x , t )  = - d i v  u  ( x , t )  a t a t 1 

+ 
2 

3 e t  de même pour u  ( x , t ) ,  e t  cec i  en t a n t  de D ' ( R  ) .  Comme on a  en p l u s  

i?i ( x , t )  E D(A:), on a  : 
+ 

a + 3 d i v  - ( x , t )  = - d i v  u  ( x , t )  en t a n t  qu'éléments de L ( R  ;c) a t a t I 2 
+ 

au2(x , t )  
e t  d i  v  - -  - a d i v u 2 ( x , t )  I I  I l  I I I I  I I  I I  a t a t 

On ob t i en t  a l o r s  : 



i a -+ x+2p - d i v  u  ( x , t )  = - 
2 

A d i v  G l ( x , t )  - A u 7 ( x y t )  a t P P 

au ( x , t )  7 = - k ri d i v  G2(x , t )  + k A u 7 ( x , t )  a t  

-+ + 
En posant 4 ( x , t )  = d i v  u  ( x , t ) ,  + ( x , t )  = d i v  u  ( x , t )  e t  0 ( x , t )  = u ( x , t ) ,  

1 .  2 7 

on o b t i e n t  l e  système : 

+ + 
Dans l e  qrnhlerne de Caiichv de délsart on donne f ( x )  = u ( x , 0 ) ,  donc on 

-+ -+ 
donne en f a i t  d i v  u l (x ,O)  = $(x ,o ) ,  d iv  u2(x ,0)  = $ ( x , ~ )  e t  0 ( x , ~ )  = u ( x , ~ )  ... 

7 
-+ -+ -+ 

 équation d i v  u  = ( d i v  u l ,  d i v  u  ) =(0 ,0 )  dans HO n 'ayant  que l a  s o l u t i o n  2  O 

-+ -+ -+ 
t r i v i a l e  u  = u2 = O ,  l e  problème de Cauchy i n i t i a l  e s t  équivalent  au  problème 

1 

de Cauchy r e l a t i f  à 4 , + , 0 . C'es t  ce problème p l u s  simple que nous a l l o n s  

-+ -+ 
résoudre,  sachant  que d) , I) , déterminent u l  e t  u  univoquement. 

2  

. : ( x , t ) ,  t 2 O E D ( A ~ )  e n t r a î n e  que 4 ( x , t ) ,  ) ( x , t )  e t  e ( x , t )  sont  dans 

3  3  L ~ ( R ~ ;  c ) ,  pour t 3 O. Le vec teur  ( 4  , $, 0)  a p p a r t i e n t  donc à L ~ ( R  ; C  ) ,  ce 

qu i  a u t o r i s e  l a  t ransformat ion  de Four ie r .  

En f a i s a n t  l e s  changements de var iab le  ind iqués  en page ( 2 ) ,  on o b t i e n t ,  en 

gardant l e s  même n o t a t i o n s  pour 4 ,  , 9  l e  système : 

+ -+ __3 a2u1 2  
grad d i v  u - grad 9  = - 

1 A 4 -  m A 0 . U  
a t 2  s o i t ,  

-+ 
a t 2  

a Av- Tl - a e d i v  u  = -  a e 
a t  1 a t  A 9 - n ) = -  a t  



s o i t  finalement : 

En posant h = (ft) , on s e  ramène ?i une équat ion d 'bvolu t ion  dans l ' e s p a c e  

3 3 = L ( R  ;C ) , avec donnée i n i t i a l e  h € Xo . de Hi lbe r t  Xo 

+- -f 

i x .  5 -+ -f 
En posant û ( ~ , t ) =  k 3  e u ( x , t )  dx ( x ,  6) E R~ R ~ ,  on o b t i e n t  l e  problème : 

r5 * * A  

P : 
mn d t  

= h(5 ,0 )  = ( b o ,  % , B o )  avec : 

* 

O A côté  du problème p r i n c i p a l  P nous considérons a u s s i ,  brièvement l e s  mn' 

problèmes : 
. . 

J: P : cas où n = m = O . Les équat ions sont  entièrement découplées. On résoud 
O O - 

para l lè lement  deux problèmes, l ' u n  purement é l a s t i q u e ,  l ' a u t r e  purement thermique 

( ~ q u a t i o n  de l a  cha leur  t o u t  simplement). 

* 
'rno : C'est  l ' approximat ion  de l a  thermique ( c f .  Landau-Lifschitz) . On résoud 

_3 

d'abord l ' é q u a t i o n  de l a  chaleur  e t  on r e p o r t e  l e s  va l eu r s  g r a d e  dans l ' équa t ion  

* 

* P : s e r a i t  l e  problème obtenu en t e n a n t  compte uniquement de q . Ceci 
on 

e s t  peu r é a l i s t e e n  t h e r m o é l a s t i c i t é .  Par  con t r e ,  dans l a  " théo r i e  de l a  

consol ida t ion  des mi l ieux  poreux" ( t h é o r i e  de l a  déformation d'un mi l i eu  poreux 

é l a s t i q u e  s a t u r é  p a r  un f l u i d e ) ,  on f a i t  souvent une t e l l e  approximation. 

A 

Nous montrons comment l a  s o l u t i o n  du problème Pm permet de r e t rouve r  
A 

l e s  3 au t r e s  e t  dans que l l e  mesure, ces approximations du problème P sont  mn 

va lab les  (ayant  en vue l e s  app l i ca t ions  numériques). 



s o i t  

P Posons t = h  + -,(A= t - 3 ) .  O a a l o r s  : 
3 

. l e r  cas : p < 3 ( 1 + ~ )  : 

3 2 Le d iscr iminant  A (4 p + 27 q ) de ( E '  ) e s t  a l o r s  p o s i t i f .  On a donc 
O 

une racine r é e l l e  e t  2  r ac ines  imaginaires  conjuguées. 

. 2ème cas : p > 3 ( 1 + ~ )  : 

On c a l c u l e  l e  d i scr iminant  : 



S o i t  ô ( E )  l e  d i scr iminant  de ce trinôme du second degré en p.  On a : 

donc ô ( E )  = O pour 

: & ( E )  < O L, A> O .  E possède encore une r ac ine  r é e l l e  e t  2  
O 

imaginaires  conjuguées. E t  c e c i  v p € ) 0 ,  + m ( .  

* ECJ 2 
2 

5 ~ :  E > O . Le trinôme p + 2p( 1 - - - - ) + ( I + ~ ) ~  admet 
2 8 

2 rac ines  p ( E )  e t  p  ( E ) ,  avec 
1 2  

3 2 
p 1 ( ~ ) . p 2 ( ~ )  = ( I + E )  e t  p l ( & )  + p 2 ( & )  = 2 (2 + S- - 8 1 ) >  O.  Donc 

1 
> O e t  p2 > O . Mais comme on e s t  dans l a  zone p > 3 ( 1 + ~ ) ,  on d o i t  avoi r  

* Donc encore une rac ine  r é e l l e  e t  2  complexes conjuguées pour E < 8 p. 

* A s e r a  n é g a t i f  e n t r e  l e s  2  r ac ines  p 1 et p2 
: -+---C--C--> 

0 + Pl - P Z +  

Les expressions de p l  ( E )  e t  p ( E )  n '  é t a n t  pas  d'un emploi commode, nous a l lons  2 

plutôt es saye r  de "coincer" au maximum l e  domaine dans l e q u e l  A < 0 .  



c ' e s t  un extremum en r é a l i t é  un minimum, puisque p < . On a  donc : m 

Le plan ( p , ~ )  peut donc ê t r e  pa r t agé  en 2 régions complémentaires, 

comme indiqué  s u r  l a  f i gu re  1 (v. p.  60-61). 

-> La rég ion  non hachurée: ( T )  on a  a l o r s  1 r ac ine  r é e l l e  e t  2 complexes conjuguées. 

+ La rég ion  hachurée : (T) c o n t i e n t  ime sous région ( e n t r e  p ( E) e t  E) ) 1- 

dans l a q u e l l e  on a  3 rac ines  r é e l l e s .  

Remmqu~n . 
Pour l a  t he rmoé la s t i c i t é ,  où E e s t  p e t i t  ( <  8)  e t  souvent < < 1 ,  on e s t  

donc tou jou r s  dans l a  région non hachurée. Nous é tudierons  cependant l e s  cas 

où O < E < , qui  mettent  en évidence des comportements i n t é r e s s a n t s ,  en 

p a r t i c u l i e r  un phénomène de non-propagation c a r a c t é r i s t i q u e .  

2 .2 .  E.iLude dam Le cacl d l  une cl e~.Ce kacine kéeUe (h&givn ( T ) ) 

Soient  p ( p , ~ )  , X ( P , E )  e t  X ( P , E )  l e s  r ac ines  de E i, r é e l l e ,  
O ' 

- 
A = a +  if3 , A = a- i@ . On a  a l o r s  



B f O , on o b t i e n t  a l o r s  pa r  é l imina t ion ,  à l a  p l ace  des 2 de rn i è re s  équat ions : 

2 
B~ = 3 a  + 2 p a + p ( ~ + ~ )  

8 a3 + 8 p  a2 + 2p ( p  + 1 +r)  a  + E p2 = O z G ( a , p , ~ )  = O . 
\ 

On a  en p l u s ,  l e s  r e l a t i o n s  su ivantes  e n t r e  l e s  r ac ines  : 

v + 2 a  = - p  

h X  + 2a  p =  p ( 1 + ~ )  

2  
On vo i t  t o u t  de s u i t e  que l ' o n  a  a  < O e t  li < O.  On prendra  6 = + &X + 2pa+p(l+E) 

3 2  2 O E  = O . Alors O = h + p h + p h +  p  = ( h  + P )  ( h 2  + P )  d'où : 

- - 2 
u = l i  (p,O) = - p  ; ho 

O 
= h (p,O) = i = i 1 , ho = h(p,0)  = - i 6 ( pJ = ) .  

En prenant  un système de coordonnées ( p , ~ , a )  E, l ' é q u a t i o n  
P  

G ( a , p , ~ )  = O d é f i n i t  une su r f ace  algébrique,  qu'on peut  v i s u a l i s e r .  I l  e s t  

en p a r t i c u l i e r  i n t é r e s s a n t  de cons t ru i r e  l e s  courbes a  = f ( E )  e t  a  = gE ( p )  
P  

qu i  en r é s u l t e n t ,  l i g n e s  de n iveau  de l a  su r f ace  G. 

2.2.7.a. a  = f ( E )  
P  - 

On é tud ie  a  pour  p f i x é  en fonct ion de E ,  ( P , E )  € (T). On a  : 

d~ = O = [a4 2 + 16 p  a +  2p ( p + l + ~ ) ]  da + (p2 + 2 ~ u )  d~  + ( 8  a2 + 2a(  1 + ~ ) + ( 2 a + ~ ) ~ ) d p .  

~ ( o , p , E )  = E p2 > O e t  G ( -  , p , ~ )  = -1  6 O -> - < a  ( p , ~ )  < O . 
2 

I_f 

Donc p2 + 2pa > O 9 grad ~ ( p , a , ~ )  # 6 p a r t o u t  ( s a u f  p  = 0 ) .  



On a donc : 

e t  comme 3 a2 + 2 p  a +  p ( l + ~ )  = 82 > O , on a  donc : 

4 

a a  * On peut r a i sonne r  autrement : supposons - = O . Ceci e n t r a i n e  a  = - a E 2 .  

En r epor t an t  dans G = O,  on a  : - ( I + E )  + E = O, ce qui  n ' e s t  poss ib l e  que s i  

a 0. 
E = + . Donc - n e  s ' annu le  pas dans [ O ,  + m [  e t  comme = - x i 0  a E 2(p+1) 

e l l e  garde ce s igne  E . 
* En ca l cu lan t  l e s  dé r ivées  success ives  de A ,  en fonct ion de E a u  p o i n t  E = 0 ,  

on a  l e s  développements su ivan t  de a  e t  B en fonct ion de E , convergeant 

2  * On a a" [24o + 16 p u +  ~ p ( p + î + ~ ) ]  + a '  j48 aa '  + 16 p  ci' + 2 p l  + 2pa'  = 0  

s o i t  finalement : [ 2 a  + p  = 1 + E ]  

En é l iminant  p  e n t r e  c e t t e  équation e t  ~ ( p , a , ~ )  = O ,  on o b t i e n t  l a  courbe : 

a  = ( I + E )  ; l i e u  des p o i n t s  d ' i n f l e x i o n .  
2 

* Nous ne cons t ru i rons  pas  l e s  courbes a  = a ( E ) ;  nous verrons p lus  l o i n  comment 
P  

on déduit  ces courbes,  a i n s i  que l e s  courbes a  = a  ( p )  de c e l l e s  correspondantes 
E 



* pour 6 ( p  ) , nous avons dé jà  vu que B pouvai t  ê t r e  nu l  pour ( P ,  E )  appartenant  

2 
à (T). De p l u s ,  on a  B -p = 3 a2 + 2pa + p i  - p < 3 ~  3 6 ' 6  

p  > 3  E + 3 des va leurs  de p  e t  E t e l l e s  que B <  )/;, 

* En r é a l i t é ,  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  c o e f f i c i e n t s  e t  rac ines  de E nous permettent 
0 ' 

de nous contenter  d ' é t u d i e r  p(p , E )  e t  d 'en déduire  l e s  r é s u l t a t s  correspondants 

pour  B e t  a. 

2 . 2 .  7. b a  = f E ( p ) .  s e r a  é tud ié  ap rè s  P & ( ~ ) .  

2 * u l h 1 2 = - p  P < O  e t  u = O  u n i q u e m e n t p o u r p = O  

3 2 * On a  : ~i u , ~ , E )  = p + pli + l i p ( l + c )  + p2 = O 

2  
d 'où  O = dm =[3 - A + 2 PU + p ( î + ~ ) ]  dii+[u2 + P ( I + E ) + P ~ J  dp + U P  d~  . 

__f -f 
On v o i t  que p  f O 3 grad 0  f O . 

d.lJ ( E )  
De l a  r e l a t i o n  ii t 2a = -p , on a  A = 

d& 
2  

Comme ?A < O ,  on en dédui t  que 3  p' + 2 p  + p ( l + ~ )  > 0. 

On peut aus s i  r a i sonne r  directement comme pour a .  

s o i t  p  p +  p ( l + ~ )  = O => f P = -( 1 + ~ )  1, l i e u  des p o i n t s  à t angen te  d ' i n f l e x i o n .  

En r epor t an t  dans 0  ( P , ~ ,  P ) =  O ,  on o b t i e n t  p2 = ( 1 + ~ ) ~ ,  d'où 

Donc l e s  courbes changent de concavité i n i t i a l e  à p a r t i r  de p  = + 1 (correspondant  



- donc fonc t ion  c ~ o i s s a n t e  > O de p  e t  O < p ' ( p , ~ )  < 1/2.  * u ' ( P , o )  - l+p 

+ On a  l e  développement su ivan t ,  convergeant v p > O : 

3 * Comportement quand E + +  m: on a  a l o r s  E  Q p + p p 2  + p E u + P2 = O , d'où : 
O 

+ p + l i m i t e  f i n i e  f O : impossible .  

+ p -+ - , a l o r s  E % 3 + p E p = O , impossible.  
O 

* Pente aux p o i n t s  d ' i n f l e x i o n  : 

du - - - 6 > O t a n t  que E < 8 ,  c ' es t -à -d i re  p < 27. 
d  E l u = - (  I + E )  3 - J G  

Pour p  > 27, l e s  po in t s  d ' i n f l e x i o n  é t a n t  s u r  l a  courbe p  = ( 1 + ~ )  
3 /2  

qui  e s t  a l o r s  dans l a  zone d ' ex i s t ence  de 3 r ac ines  i1 , P  , u  r é e l l e s ,  on 
1 2 3  

é t u d i e r a  ce cas  envisageant ( p , ~ )  € (S) . 

on a  encore 3 p 2  + 2pp + p ( ~ + ~ )  = g 2  > O . 
Donc s igne  u, = - s igne  ( u  2  + u ( l + ~ ) + 2 p ) .  Supposons u 2 + u ( l + ~ ) + 2 p  = O pour une 

dp 

va leur  p. On d o i t  a l o r s  a v o i r  simultanément : 

En él iminant  p ,  on a  : 



donc , d'où oljE) garde un s igne  cons t an t ,  ce lu i  
dP 

q u ' e l l e  a v a i t  pour p  - % O pa r  exemple. 

O r  p  -> O 9 p -> O . Posons p = k ; a l o r s  k 2  2 ~  
p3a + p  k P + ( l + ~ ) k  ppa +p2=0. 

d 'où a  = 1 e t  donc E  p u ( l + r )  + p z =  O -> 
O 

Dès l o r s  : 1 % - -  
dp p=O I+E 

La pente  à l ' o r i g i n e  c r o i t  donc de -1  à O quand E c r o i t  de O à + a . 

* Comportement quand p  -> . 
CI On v o i t  d ' ap rè s  E  que p d o i t  t end re  vers  - . Posant u 2 k p  , 

O 

on t rouve avec des c a l c u l s  analogues à ci-dessous que a  = 1 e t  k = -1  . Donc 

i-i 2 -p. Pour p lus  de p r é c i s i o n ,  on pose p % -  p  +y = -p ( 1 -  - Y ) . En remplaçant 
P  

dans go, on o b t i e n t  

3 3  2 2 3a 2n CY. 
O = -p ( 1 -  p ) 3  + p  ( 1 -  l 2  - p  ( 1 -  p ) ( l + , )  + p 3- p(1-  -1 + p ( l -  - ) - (1 -  - ) ( l + r )  

P  P  P P 

+ 11.0 
s o i t  f inalement  

O = +  y - E + -  ( 1 + ~ )  => y = E donc en d é f i n i t i v e  : ~ ( p )  - p +E 1 
P  P=m 

( v o i r  f i g u r e  3 . a ) .  

2.2.3. Remahpuea nuii a E ( p )  e t  f i E ( p ) ,  rf 0 . 
1 .  Re la t ion  2ahi~=-p donne 2a = -p-p ce qui  nous permet de c o n s t r u i r e  graphiquement 

a en fonc t ion  de p,  connaissant  p ( p ) .  En p a r t i c u l i e r ,  on v o i t  que 
E 

- p  s 2 a i O  

En ou t r e ,  on o b t i e n t  : 



da 1 E 
2aE ( P )  p z O - ~ + e =  P X  e t  2  - ( p )  pzO -1 + - = - -- 

1 +E a~ 1 +E 1 + €  

2  2  2. Pour B , on a B = 3 a  + 2 p a  + p ( l + ~ ) ,  d 'où : 

* p -> O B2 a p ( l + ~ )  c ' e s t - à -d i r e  
p=o 

?. 2 Sp. JX 

B~ - 3 a  - @ -  C I  + E .  
2 

3 a  
2 

* - - 3 a 2 + 2 a +  1 + E .  O r - + 2 a = a  ( 2 + - ) < O ,  d o n c .  
P  P  P P  P  

B * Sachant que p  représente  l a  f réquence,  - l a  v i t e s s e ,  on v o i t  que l a  v i t e s s e  
6 

des ondes long i tud ina l e s  e s t  i n f é r i e u r e  à CE e t  que pour l e s  t r è s  grandes 

fréquences ( p  -+ ) c e t t e  v i t e s s e  tend vers  1 ,  c ' e s t - à -d i r e  l a  v i t e s s e  d e s  

ondes é l a s t i q u e s  long i tud ina l e s  ( ~ u r e s ,  sans tempéra ture) .  . . Mais dans l a  r é a l i t é ,  

on ne peut  pas  augmenter l a  fréquence indéfiniment .  On ne peut  dépasser l a  

fréquence de coupure de Debye ( v o i r  à ce propos l a  d i scuss ion  i n t é r e s s a n t e  dans 

P. Chadwick ( ) à propos des ondes thermo-élastiques p l a n e s ) .  . . En r é a l i t é  

donc, il f a u t  s e  p l a c e r  dans l e  domaine des p e t i t e s  f réquences,  oÙ on a  a l o r s  

2 . 2 . 4 .  C a  de la Xhmo-étah.t iCi ; tE ( ~ < < 1 )  ~ é e M e  : 

Soient  + ( u , ~ ,  E ) =  p 3  + p 1i2 + p u ( ~ + E )  + p2 e t  

+ ( a Y p , c )  = 8 a3 + 8 p  a* + 2p ( ~ + l + ~ ) a  + ~ p  2 

On a  a l o r s  : 

* @ ( - P , P , E )  = -p2 E 6 0 , + ( - ( P - E )  ,P,  E) = E [ E ~  + P (  1-E)] > 0 ,  donc l a  rac ine  

u ( p , ~ )  e s t  t .  q. : 

- p < p < O p o u r p s ~  e t  - p < p < - p + ~  pour p  > E , c 'es t -à -d i re  : 



, ou b ien  mieux,  vu ) s u p ( -  ', - U ( P , E )  < O 2 

2.3. Ca où on a 3 nacinu n é ~ U u  (négion C ? ) 

Dans ce cas l e s  3 branches s o l u t i o n s  de l ' é q u a t i o n  E deviennent r é e l l e s .  
O 

- 
Nous appel lerons p 

1 ,  p 2 y  p3 l e s  prolongements r e s p e c t i f s  de y ,  A e t  A quand 

B -> O . Donc p2 e t  p3 s e ron t  l e s  s o l u t i o n s  de l ' é q u a t i o n  : 

2 O = 3 a + 2 p u +  P ( l + € )  

c ' es t -à -d i re  que pour p donné e t  p > 3 (  1 + ~ ) ,  on aura  : 

On a  a i n s i  l e s  expressions e x p l i c i t e s  p e t  li3 : e t  il e s t  poss ib l e  de l e s  é t u d i e r  
2 

convenablement. 

I c i ,  nous a l lons  donc s u r t o u t  nous i n t é r e s s e r  à 
l i l  

2 . 3 . 7 .  p l  = p l ( € )  

a p  1 
 équation E donne tou jours  - - - 1 

O a E - p 2  
3 5  + 2pu1 + P ( ~ + E )  

2 
O r  3p1 + 2p p + p(  l + ~ )  e s t  tou jours  d i f f é r e n t e  de zéro ,  sauf  s i  u = u2 ou 1 1 

- p l  - p3  , c 'es t -à -d i re  dans l e  cas où E admet une r ac ine  double ou t r i p l e .  
O 

Cas de l a  r a c i n e  double 

Les deux rac ines  d ~ u b l e s  poss ib l e s  s e ron t  l e s  s o l u t i o n s  cornunes des 

2 équat ions : 



so i en t  h l  ( E )  e t  h 2 (  E )  . En él iminant  p  = 3h2 
2X+1+& ' O n a :  

0 = ~ 3 -  3h4 - 3h3( I+E)  + 3h" 
2A+1+& 2A+1+& , C'est-à-dire  

(2h+l+E) 

* 2  dont l e  d i scr iminant  e s t  6 ( E )  = (-4 + 5 E ) 2  - 16(1 + & )  = 9 E ( E - 8 )  O si 1x1 
On a  donc : 

On peut f a i r e  l e s  p réc i s ions  su ivantes  : 

1 )  h l ( & )  e t  h ( E )  sont s i t u é e s  de p a r t  e t  d ' a u t r e  de h = - ( 1 + ~ ) .  On peut  l e  
2 

v é r i f i e r  p a r  c a l c u l  d i r e c t .  

Pour E = 8, on a h1 (8 )  = h 2 ( 8 )  = - 9  = - ( l + 8 )  <=> ( 8 , h l  (8 )  F { A  =-( 1 + ~ )  1 , l i e u  

des poin ts  d ' i n f l e x i o n .  On a a l o r s  : 

dh r4' - ( ' - 5 ~ ) l d h  + [5h + ~ ( I + E ) ]  d ~  = O ,  donc - ->a> s i  4 -> 4-5&, de c  ' es t -à -d i re  
4-5 E s i  A -> - 4 y = - 9 et & = 8 ,  po in t  commun d ' i n t e r s e c t i o n  des courbes 

0 Racine t r i p l e  : 

. C'est  l a  r a c i n e  commune aux 3  équat ions + p  h 2  + ph ( I + E )  + = O 1 

2  3X + 2  p X +  p ( l + ~ )  = O  2 

6h + 2pp = O 3  

En él iminant  p ,  il v ien t  h3 = - ( l + c )  

Donc l e s  3  r a c i n e s  p l  u2 p3 coïncident  pour p = - ( 1  + E ) .  
1 



a p l  O On a a l o r s  l ' a l l u r e  su ivante  pour - en fonct ion de E : a E 
l 

I 
I 
I 
I 
l 

I I 
I 1 
l I 
I 

! 4 % t ez 
1 

E, 

I I I 

I 
l 

, L s  
1 

c l  = i n f  

E = sup  
2 

- 1 
E3 = 

O On a donc l e  cas de f igu re  ci-bas,  dans l a  zone de "détr iplement"  de l a  

Les r é s u l t a t s  sont  représentés  p a r  l a  f i g .  2 .a .  

3 

r ac ine  

r? r4w 



dvl  ( P I  2 
U l  + u l (  I + E ) + ~ P  

On a encore - - - 2 
dp 2 

, e t  encore v 1  + u l ( l + € ) +  2p > O 
3ul  + 2~ vl+p(  1 + ~ )  

Le dénominateur e s t  encore d i f f é r e n t  de zéro ,  s au f  s i  u 1  - - il2 Ou V 1  - - P 3  ou 

- - " - u 2  - v" D'où : 

. Cas de r ac ine  double 

3 2 On él imine E e n t r e  l e s  deux équat ions h + p h 2  + ph ( l + r )  + p = O 

2 3 h + 2pX + p ( l + € )  = O 

ce qui  donne 

3 dont l e  d i scr iminant  h4  + 8 h3 = (h+8) e s t  p o s i t i f ,  puisqu'on e s t  dans l a  

zone IE 2 8 , p 27, ps - 8 )  . L'équation admet donc tou jours  2 r a c i n e s ,  

dont une s eu le  p o s i t i v e .  On a donc deux va leurs  remarquables : 

Auxpoints ( p i , h ) , o n  a  une tangente  v e r t i c a l e .  p  r ac ine  double pour E = - 8 
1 

h 2  64 ( c f  es t -à -d i re  E = + 9) e t  a l o r s  p = - = - = 32 . 
2 2 

O Courbe p2 - p h 2  - 2 A 3  = O 

On coupe avec A = t p t $ O . On o b t i e n t  l a  r ep ré sen ta t ion  paramétrique : 

d' où l e s  v a r i a t i o n s  : 



O Cas de r a c i n e  t r i p l e  

U , ( P )  = U & P )  = u3(p) 

Il f au t  a l o r s  a v o i r  en p lus  6 A + 2 p = O => p = - 3 A , l i e u  des 

po in t s  où l e s  3 s o l u t i o n s  r é e l l e s  coïncident .  

O Pour p tendant  vers  1 ' i n f i n i ,  on a  bien s û r  t ou jou r s  A % - p + E 

O On a en conclusion l ' a l l u r e  su ivante  dans l a  zone de "détriplement" de l a  

r ac ine  r é e l l e  : 

Les r é s u l t a t s  sont  rassemblés dans l a  f i g .  4 .a .  



En fa i san t  appel  aux r é s u l t a t s  connus pour l e  cas  de va leurs  propres  

d i s t i n c t e s ,  on a l a  s o l u t i o n  sous l a  forme : 

donc : 

I a t 
I ( F , t ) = e  ( A ~ o s B t + B s i n B t ) + ~ ~ ~ ~  
A 

( F , t )  = eat ( A '  COS fit + B'  s i n  B t )  + C I  

A a t 
8 ( e y t )  = e  (D COS B t + E  s i n  B t )  + F ~ ~ ~  

où l e s  c o e f f i c i e n t s  A ,  B, C ,  A '  , 3' , C '  , D y  E ,  F ( non nécessairement indépendants)  

2 son t  des fonct ions de a ,  B , P (donc en f a i t  de 151 ) , de m,  ri e t  des données 

A A 

i n i t i a l e s  3 
0 )  8' eo 

(A-hi I)(A-h. 1) 
So i t  L~ = i $ j # k .  

( A k - h i ) ( h  - A . )  
k J  

. Pour p f i n i ,  on v o i t  faci lement  d ' a  r è s  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  c o e f f i c i e n t s  e t  

r ac ines  (P .  7 )  que sup  
1 I L k  :PI 

< + m  

. Pour p + O ou p + + m ,  l e s  comportements assymptotiques de u ,  a ,  B déterminés 
2 

p. 1 1  e t  12 donnent = C ( E , OÙ C k  e s t  une cons tan te  dépendant Lk C k ( ~ )  2 k 
P 

uniquement de k e t  E . On o b t i e n t  donc f inalement  sup I  l ~ g  :I / 
<++C'est-à-dire 

1 l ~ ~ ( ~ ) ' l  1 ER+ / I U I  1 
SUP < + m. 
+- 
~ E R ~  1 IC I  1 

5 



On a donc : 

-+ ok 
2. Supposons en p lus  que u f D ( A ~  ) 

On s a i t  qu '  a l o r s  e s t  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d 'évolu t ion  : 
dtk- l  

-+ O + 
En posant u ( x , t )  = T ( t )  u ,  on a donc : 

O 

dk- 1 
u ( x , t )  Ho > O 

dtk- l t -++Co 

En p a r t i c u l i e r  s i  f E Il(AZrn), a l o r s  T Z ( ~ )  f E s ( R + ,  Hrn(R3)  ) 

3 -  Nous démontrerons un peu p lus  avant que l e  semi-groupe a d j o i n t  ~ ~ ( t )  O* 

donne l i e u  exactement aux mêmes modes de décroissance vers  zéro quand t -> + m .  

4. La s o l u t i o n  exac te  ci-haut (dans 1 'espace dua l )  e s t  d i f f i c i l emen t  explo i -  

t a b l e  pour des c a l c u l s ,  s u r t o u t  quand m e t  son t  p o s i t i f s  a r b i t r a i r e s .  

Dans l e  cas  de l a  the rmo-é l a s t i c i t é ,  où E e s t  t r è s  p e t i t  ( < < 1 )  

(chacun des m e t  Q l ' é t a n t  séparément d ' a i l l e u r s ) ,  il e s t  i n t é r e s s a n t  de 

rechercher  des s o l u t i o n s  approchées, pour  : 

x Pouvoir f a i r e  des ca l cu l s  e f f e c t i f s .  

9t Avoir une idée  p l u s  p réc i se  des phénomènes physiques en jeu .  

2.5 .  Rernmqu~n csuh 1.a csolution exacte 
A 

Nous voyons que q(A) peut s ' é c r i r e  sous l a  forme condensée : 



ave c 

Posons : 

e = ( A  - A . ) ( x  - A . )  
k  k 1  k J  k f i f j  ( i y j y k  € ( 1 , 2 ~ 3 ) )  



On remarquera que p+A. 
1 + -hk> a loù  -EP +(p+h. ) (P+A.  )= - P ( E + A ~ ) +  A .  A 

1  J l j  

Nous pouvons a l o r s  f a i r e  l e s  d é f i n i t i o n s  e t  remarques su ivan te s ,  à propos de : 

Sera  appelé "opéra teur  de conversion mécanique -> mécanique". En e f f e t ,  

* * 
il a g i t  uniquement s u r  l a  p a r t i e  mécanique ( $  io) du s i g n a l  d ' en t r ée  pour 

0 y 

* * 

l a  t ransformer  en une p a r t i e  purement mécanique ( i ~ (  S ,t ) , O( S ,t) , 0). SM e s t  

l a  somme de 3 opéra teurs  : 

1. Alt 
B1 : con t i en t  à l a  f o i s  de l a  d i f f u s i o n  e t  de l a  propagat ion.  Donne des 

ondes é l a s t i q u e s  propagées e t  a t ténuées .  

A 

B e 
A2t 

2 : mêmes p rop r i é t é s .  

* A 3 t  
B e 
3 : Pas de propagation. On a des  ondes é l a s t i q u e s  s t a t i o n n a i r e s ,  

purement amort ies .  

Sera  appelé "opéra teur  de conversion thermique + thermique"; a g i t  
A 

uniquement s u r  l a  p a r t i e  thermique ( 8  ) du s i g n a l  d ' e n t r é e ,  pour l a  t ransformer  
O 

en p a r t i e  purement thermique. 
* X l t  * A 2 t  

: Diffusion + propagat ion.  D e  même pour C2 e 

* 

C3 A3t : Diffusion pure.  

Sera appelé "opéra teur  de conversion mécanique-thermique"; 

a g i t  uniquement s u r  l a  p a r t i e  mécanique de l ' e n t r é e  pour  l a  t ransformer en 

température à l a  s o r t i e .  Contient  a u s s i  visiblement de l a  d i f f u s i o n  e t  de l a  

propagat ion.  



Sera  appelé "opérateur  de conversion thermique -> mécüniquel'; a g i t  

uniquement s u r  l a  p a r t i e  thermique du s i g n a l  d ' e n t r é e  pour l a  t ransformer en 

changement de volume. 

I l  f au t  no te r  b i en  s n r  a u s s i ,  que, l e s  vr t e s s s d e  propagation é t a n t  

fonc t ion  de 6 , il y a en p l u s  du phénomène d ' a t t é n u a t i o n ,  un phénomène de 

d i spe r s ion .  

* 3 3 S i  on appel le  ~ ( m , n , t )  l ' a p p l i c a t i o n  de L*(R ;C ) dans lui-rn6nie 

3 4 + 4 

-f 
d é f i n i e  p a r  : uo(E) = ( S ) ( E ) ,  1 0 ( ~ ) ,  e o ( E )  ) - > u ( ~ , t )  = ~ ( t )  uo, on a a l o r s  : 

Veux cah pcwticuliet~~s hnpotr;ta& : 

7 P/~ob&rnc du choc 2he.m~Lou~ 

Les données i n i t i a l e s  sont  do(x)  = $,(x) = O e t  eo (x )  = 6 ( x ) ,  d 'où 

* * 
flO( E )  = Go(  5 )  = O e t  e O ( F )  = 1 .  On o b t i e n t  a l o r s  t r è s  simplement : 

A 3 e 
hk 

9 (< , t )  = m p  1 - 
ek 

* 

+ ( t , t )  = m p 
' k e  tXk 

e 
1 k 

Plus généralement, on peut envisager  l e  problème avec donnée mécarii cliit: p u r e  



2 Pxobl2rne avec dannéu mécanicju~n pme~ 
A 

Les données i n i t i a l e s  sont  $ O ( E )  = f ( c ) ,  î 0 ( c )  = g ( ~ )  G o ( < )  = 0 . 
La so lu t ion  s e r a  cherchée donc sous l a  forme : 
A 

-f 
A A 

u( t , t )  = [SM + n Sm 1 Do( E )  , qu'on peut  c a l c u l e r  expl ic i tement  comme ci-avant 

2 .6 .  Sulufiam apphochéu 

Nous avons vu que l e s  r ac ines  A é t a i e n t  développables en  s é r i e s  de k 

puissance de E , s é r i e s  rapidement convergentes.  Désignons pa r  A N  l a  somme 
k 

p a r t i e l l e  des N premiers termes. D'autre  p a r t ,  nous voyons que l e s  termes 

non nuls  des mat r ices  B, C ,  D e t  E son t  fonc t ion  de E s e u l  ( i c i  on f a i t  b ien  

sûr un c e r t a i n  abus en prenant  n, m e t  E comme va r i ab l e s  indépendantes; nous 

sommes en r é a l i t é  que E = mn). . . En f a i t  ce son t  des fonc t ions  s imples  des A 
k 

e t  sont  aus s i  développables en s é r i e s  p a r  rappor t  à E . Nous pouvons dès l o r s  

é c r i r e  l e s  approximations su ivantes .  

A N 
A A A 

Bk 
= iip) E' e t  d e s  expressions analogues pour C , D e t  Ek . 

p=o P k 

A 3 N t A: A A A 

e t  de même pour S 
rJ, 

et Sm ' 
1 p=o 

On peut donc é c r i r e  : 

d'où 

+ 

On a a i n s i  obtenu une s o l u t i o n  approchée du  problème Pmn .valable  V t 

Problèmes Poo , P e t  P 
on mo 

: n = m = O . A l o r s N = O  

A 

La formule ci-haut  donnant S(m,n; t )  donne a l o r s  : 



c o s l c l t  
s i n  1tIt O 

- 1  < ( s i n ( < l t  c o s ( ~ ( t  O 

O O e  -l<12t 

A 

-+ A 

Donc, s i  u o ( < )  = G o ( < ) ,  0 ( E )  ) ,on  a u r a  
O 

-' ( y- ;(E) = t Ddt UT, on o b t i e n t  : Par  i nve r t ion  de  Four ie r  (F 

a 
m(x,t)  = t [ M t  $ (x ,O) l  + ,t ( t  [Mt Q(x,o)  l ) ,  où Mt d = moyenne de id s u r  l a  

sphère de rayon t .  On tombe donc s u r  l a  formule de Poisson, s o l u t i o n  b ien  connue 

du problème de Cauchy pour l ' é q u a t i o n  des ondes. On o b t i e n t  p a r  a i l l e u r s  : 

de Cauchy pour l ' é q u a t i o n  de  chaleur  t(,) = O s i  t < O 

= I s i t > O  

A 

s ( o , o ; ~ )  = * ( O )  SM + représente  donc l e  phénomène découplé. Il y a  l i e u  de 

soul igner  i c i  qu'on n ' o b t i e n t  pas S  = S découplé + termes de pe r tu rba t ion  en m,n... 

Au c o n t r a i r e ,  on v o i t  que même dans l e s  premiers termes (p  = O )  on a  des mul t ip l ica-  - 

t AN 
t i o n s  par  e ( c e  qui f a i t  que tous  l e s  termes tendent  vers  zéro quand t -> + w ) .  

Ainsi  l e  problème thermoé2astique ne peut  ê t r e  regardé comme une pe r tu rba t ion  

" g e n t i l l e "  du problème purement découplé. 



I *  I 1 'on 1 m = 0, q f O . Encore N = O 

A 

( O )  = 1 3 (BLO) + C On a donc : ~ ( 0 , n ; t )  = S p ) +  Sko)+ il s, 
1 k 

- - (i+l<I ) s i n  t151 + e 
- t 1 C 1 2  

p(p+1 P ( P + ~  

On a finalement : 

tl<I cos t l c I  O \+ n(n&,, l x  

O e - t I c I  



A A A ( o )  On a a l o r s  ~ ( m , O ; t )  = S ( 0 , o ; t )  + m Ssy 

On t rouve  : 

A 

Les deux express ions  de pm0 e t  ton coïnc ident  avec ceux obtenus par  %alcul  

d i r e c t  (on résoud l ' u n e  des équat ions  e t  on r epor t e  dans l ' a u t r e . .  . ) . 

2.7. 7 .  SalutLon du pno blème i n i t i a l .  

On a a i n s i  obtenu l a  s o l u t i o n  dans l ' e s p a c e  image. Le r e t o u r  au problème 

i n i t i a l  p a r  t ransformat ion  de Four i e r  i nve r se  e s t  t r è s  incommode. Aussi allons-nous 

o b t e n i r  directement  une s o l u t i o n  approchée. L a  s o l u t i o n  dans l ' e s p a c e  image nous 

s e r t  i c i  uniquement pour donner l a  forme de l a  s o l u t i o n .  

+ 
On a donc pour u ( x , t )  e t  e ( x , t )  

En r epor t an t  dans l e  système de dépa r t ,  on détermine ( p a r  i d e n t i f i c a t i o n  

des puissances  de Q e t  m) des r e l a t i o n s  de récurrence qu i  permettent  de c a l c u l e r  

+ 
u ( P , ~ )  e t  8  (p ,q )  ( a u  fond, c ' e s t  une méthode de r e l a x a t i o n ) .  C ' e s t  ce que font  

S o l e r  e t  B r u l l ,  en p o s t u l a n t  a  p r i o r i  l a  so lu t ion  sous c e t t e  forme. 

En r é a l i t é ,  beaucoup de c o e f f i c i e n t s  de l a  s é r i e  double s ' annulent  

identi@uement,  quelque s o i t  l e  problème posé. Finalement,  l a  s o l u t i o n  d o i t  ê t r e  

recherchée sous l a  forme : 



on v o i t  que ces  r é s u l t a t s  recoupent directement  l e s  n o t r e s ,  obtenus d i rec tement .  

A A 

Remarque : Nous n 'avions obtenu auparavant que $( t , t )  , ;( S ,t ) e t  O (  6 ,t) . Pour 
A * A 

+ + -t A avo i r  u l ( t , t )  e t  u 2 ( 5 , t ) ,  il s u f f i r a i t  de prendre  G l ( i , t )  = - - $ ( t , t )  et 
A -b 
+ 
u 2 ( t , t )  = - 

/ c l 2  

Dans ce c a s ,  on peut  développer l a  s o l u t i o n  su ivan t  l e s  puissances de t ,  

e t  avo i r  l e s  approximations que l ' o n  veut.  

s o i t  u o ( t )  = e tBo ( en  f a i t  l ' o p é r a t e u r  donnant l a  s o l u t i o n  du problème découplé) . 
On s a i t  a l o r s  que l e  problème de Cauchy e s t  équiva len t  à l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  de 

Vo l t e r r a  : - 

Sachant qu'on a dé jà  l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  (qu 'on ne peut  a f f i rmer  sans  

démonstration s u r  l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e ,  vue l a  présence de l ' o p é r a t e u r  non borné B ) 
1 

on c a l c u l e r a  l a  s o l u t i o n  p a r  l e s  méthodes d ' i t é r a t i o n  h a b i t u e l l e s ;  notons en p l u s  



qu'on e s t  dans l e  ca s  où l e  noyau dépend uniquement de ( t - s ) ,  qui  permet 

beaucoup de s i m p l i f i c a t i o n s .  

2.8. Suh ph0 b lèma  a d j a i n a  

Lès cas a d j o i n t s  s e  ramènent à l ' é q u a t i o n  d 'évolu t ion  dans HO : 
O 

A 

- = **O ; , :(x,o) donné E HZ . 
d t O 

-f -+ 
En posant d* = d i v  vl  , +, = d i v  v  e t  O* = v , on a : 2 7 

Par  t ransformat ion  de Four i e r ,  on o b t i e n t  : 

L'équat ion c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  a l o r s  : 

On re t rouve  donc l ' é q u a t i o n  E . On peut  a l o r s  reprendre tous  l e s  
O 

O c a l c u l s  f a i t s  pour T  ( t )  e t  c o n s t r u i r e  expl ic i tement  ~ ' * ( t )  ; en p a r t i c u l i e r ,  
O O 

on t rouve ra  donc l e  même mode de décroissance ve r s  zéro quand t -> + . 



11. B. PROPRI ETES SPECTRALES DE A:, A'* 
O 

7 .  RAPPELS - DEFlNlTlONS 

Nous rappelons l e s  d é f i n i t i o n s  e t  r é s u l t a t s  de base su ivan t s ,  r e l a t i f s  

à un opéra teur  quelconque T (non obligatoirement auto-ad.joint)dans un esnace de &?.nach 

complexe B ,  nous désignons pa r  D ( T ) ,  R ( T )  respectivement l e  domaine e t  l ' image  

de T. On pose TA = T-AI, h € C quelconque. 

D é ~ i W o n a  1 .  

- > Les va leurs  de h pour l e s q u e l s  TA admet un inve r se  borné R ( \ ; T )  à domaine 

dense dans B. forment l 'ensemble r é so lvan t  p ( T )  ; R (  A , T )  e s t  appelée l a  

r é so lvan te  de S. 

- > Les va leurs  de A pour  l e s q u e l s  T admet un inve r se  non borné à domaine dense 
h 

dans B forment l e  s p e c t r e  cont inu  o C ( T ) .  

- > Les va leurs  de A pour  l e s q u e l s  T admet un inve r se  à domaine non dense 
A 

forment l e  s p e c t r e  r é s i d u e l  u ~ ( T ) .  

- > Les va leurs  de A pour l e sque l s  il n ' y  a pas  d ' i n v e r s e  forment l e  s p e c t r e  

ponctuel  a ( T I .  
P 

On appe l l e  l a  réunion de oc , oR e t  u l e  s p e c t r e  de T : a ('T) = u ~ ( T ) u u , ( T )  O ( T) . 
P OP'  

Théoir2me : Les 4 ensemble p (TI, oc (T) ,  uR(T) ,  u (T)  son t  d i s j o i n t s ,  e t  l e u r  
P 

réunion e s t  1' ensemble du  p lan  complexe. 

Déd"~nh 2 : On d i t  que l ' o p é r a t e u r  T possède l a  : 

. P l  : s i  3 xo, xo # O e t  T(x0) = O 

. P2 : s i  R ( T )  e s t  non dense dans B .  

. p s i  X I  € D(T) e t  t e l l e  que : ( i )  1 lxn /  1 = 1 e t  (ii) 1 1T(xn)l 1 -> O . 
3 



On a a l o r s  l e s  c a r a c t é r i s a t i o n s  su ivantes  du s p e c t r e  : 

. h E o ( T )  s i  Th possède au  moins une des p r o p r i é t é s  P .  ( i  = 1,2 ,3)  
1 

. h € o  (T) s i  Th possède P 
P  1 

. h € % ( T )  s i  " I I  P2 mais pas P 
1 

En p l u s  on a l ' o r d r e  de su ivsn t  : Pl > P2 > P dans l e  sens que : 
3 

. Pl force h à ê t r e  dans o  , même s i  on a  P2 e t  P 
P  3 -  

. P2 force A à ê t r e  dans a , en l ' absence  de P mais même en présence de P R 1 ' 3 

. P3 n ' e s t  d é c i s i f  qu 'en  l ' absence  de Pl e t  P2 ; auquel cas h E  oc(^) 

O O On e s t  a i n s i  m e n é  à é t u d i e r  l ' é q u a t i o n  (Ao-h)  u  = f ,  u  E D ( A ~ ) ,  f E H o . .  . , 
A O 

A 

qui  s e  ramène p a r  t ransformat ion  de Four.ierà(A ( 5 ) -  1) û = f dans l ' e s p a c e  
O 

A n  
H ~ ( R  ) = F Ho, donc en f i n  de compte à l ' e x i s t e n c e  de l ' o p é r a t e u r  i nve r se  de l a  

A O m u l t i p l i c a t i o n  [ A ~ ( F ) - ~ I ]  . . . Et on aura  : 

E P(A;) ssi [ Â ~ ( E ) - A I ] - ~  e x i s t e  e t  e s t  borné. 

. h € o ( A ~ )  autrement.  

D'où l a  n é c e s s i t é  dl é t u d i e r  l ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  dé t  ( Â O (  E , )  - X I ) = O  . 
O 

Tous c a l c u l s  f a i t s ,  on t rouve  : 

A p a r t  X = 0 ,  qu'on é t u d i e r a  à p a r t ,  nous voyons que t o u t  r e v i e n t  à é t u d i e r  

2 O 
l ' é q u a t i o n  : Z + Z A ( h + l + ~ )  + h 3  = O . Comme nous savons dé j à  ( A  e s t  généra teur  

O 

O 
d 'un  semi-groupe de c o n t r a c t i o n )  que l 'ensemble {h :Re h > 01 a p p a r t i e n t  à p ( A o ) ,  

nous ne ferons l ' é t u d e  que pour Re AC O . 



2 . 7 .  Rucinu queLcunqu~11 

2  
Le d iscr iminant  e s t  A ( A , € )  = A ( A + I + E ) ~ - ~ A ~  = ~ ~ r ( ~ + l + E ) ~ - b  A]= 

- 
avec h l ( € )  = - (E-1 )  + 2  iJ; e t  A ~ ( E )  = - (E-1)  - 2  i& . 

On a a l o r s  l e s  2  p o i n t s  de branchement A l  ( E )  e t  hl ( E ) .  Pour avo i r  

deux branches uniformes Z ( A )  e t  Z (A),  on opère Par  exemple l e s  coupures 
1  2 

ci-dessous : 

Pour d é f i n i r  Z1/2 (h )  e t  Z;/*(A), nous chois i ssons  l e s  déterminat ions 
1 

t e l l e s  que im z " ~  e t  Im Z  
1  

1/2 so i en t  p o s i t i v e s ,  de t e l l e s  s o r t e  q u ' e l l e s  
2 

co ïnc ident  avec l e u r s  ml&urs r é e l l e s  p r i s e s  DOW A r é e l  < O . (pour  r é e l ,  

on a  2  rac ines  r é e l l e s ) .  
- 

Les p o i n t s  de branchement A e t  A ,  son t  s i t u é s  su r  l a  parabole  P E x  = - 
1  

A (A,+I+E) 
A = A ,  3 on a  l a  r a c i n e  double Z( A ,  ) = - I 

'3 1 I 

- h l ( h l ~ l + ~ )  
h  = h => on a  l a  r a c i n e  double z ( h l )  = - 1 2  



Posons X = a + i B  , a < O .  

Le cas 8 = O ( A r é e l )  s ' é t u d i e  fac i lement .  Le d iscr iminant  vaut  a l o r s  : 

A(~,E) = a2 [(a+l+E12 - u 4 - > O . 
On a  donc tou jou r s  2 r ac ines  r é e l l e s  z e t  z2 avec z 

1 1 z2 
= a3 < O . Une 

s e u l e  des r ac ines  e s t  p o s i t i v e .  De p lus  zl + z2 = - a  ( a  +I+E), du s igne  de 

a+l+~ , ce qui  veut d i r e  que ce s e r a  l ' u n e  ou l ' a u t r e  su ivant  que l ' o n  a 

a+l+& > O ou < O . 
* a=-(l+€) => Z = -  z = 2 ( ~ + ~ ) 3 / ~  > O => = JF(I+~) 3/ 4 

1 2 1 

* a f - (I+E); nous prendrons z > O => z l 2  > O pour a > - (I+F). 
1 1 

Dans t o u t  ce qu i  s u i t  nous supposerons 8 f 0 . 
Pour a v o i r  des r ac ines  r é e l l e s ,  il f a u t  avo i r  simultanément : 

2 2 Z+h Z(I+E) + +Z )a2-fi2 +a(l+~)+a(a -36 ) I  = O 

2 2 h2 Z+ z(I+E)+ -3a ) = O 

En é l iminant  Z , on o b t i e n t  l ' é q u a t i o n  du l i e u  de A : 

2 2 2 2 3 
Alors 8 =3a d l  où Z - 4 a Z-8 a3 = O ,  dont l e  d i scr iminant  ha (a+2) 

n ' e s t  p o s i t i f  que pour a 6 - 2 c 'es t -à -d i re  , auquel cas  on a  deux 

r ac ines  Z e t  Z2 p o s i t i v e s  (8 a3 < O , 4a2 > O); pour E = 3, on a  1 
1 +E - 1+& - 

Z, = Z2 = 8 - S o i t  AD l e  po in t  ( -  - , -h - ) e t  h son conjugé. 
2 D 

O Cas généra l  

2 On pose Y = . On a  a l o r s  : 

2 2 2 3 2 O = ( ~ - 3 a ) ~  + [Y( 3a + a ( î+E)+a2)-y2-3a (a +a( I+E) 11 (2a+l+~>+a (2a+l+~) - 3 a ~  (E~+I+E) 2 

2 2 2 
= -Y (E+P~)+ Y[-6a +(2a+i+c) (4a +a( 1+~)-3o(~a+l+c))]-a~[24~+(~~-4)ot2( I + E ) ~  , s o i t  : 



qu'on va r ega rde r  comme équat ion du second degré en Y .  Le d iscr iminant  A vaut : 

2  2 
A , )  = k a - +  3 a ( 2 + ~ ) + ( 1 + ~ ) 3 ~  - ( 2 a + ~ )  a 3 [ 2 a 3 + ( 5 ~ - 4 ) o  +2(1+,)3 . 

'+' e s t  une r ac ine  double. e t  s ' a r r a n g e  t r è s  b ien  s i  on remarque que a  = - - 
2  

On o b t i e n t  a l o r s  : 

1+& 
G a = - -  

2 
. r ac ine  double. Cas dé j à  envisagé.  

2  
o a < -  ( '+&) : pas de r ac ines .  8 

G a = -  ( 1+EIZ 8 : rac ines  double. 

I f&) 
g a  - L_f : 2  r ac ines  Y, e t  Y2 dont l e  s igne n é c e s s i t e  l ' é t u d e  des t r inômes 

8  

f ( a , d  e t  g(a,c). 

Etude de f ( a , ~ )  

2  2  2  * 6 ( E )  = 9 ( 2 + ~ )  - 8 ( 1 + ~ )  = E + 2  O E + 28 > O 3 t ou jou r s  2  r ac ines  Y,(€) e t  r 2 ( € ) ,  

t o u t e s  deux négat ives  ( r  ( E )  c r 2 ( c )  ) .  
1 

ave c  
1  1  

&2  = 2 + f i  = 2 + 4 ( 1 + - ) = 6 + -  
3  2 8  



On a  donc : 

Etude de g ( a , ~ )  

2  O 8 'c * S ( E )  = ( 5 ~ - 4 )  - 1 6 ( i + c ) ~  = ~ E ( E - 8 )  l 

t o  - r a c i n e s  ~ ~ ( € 1  e t  s ~ ( E )  

On a donc : 

O < E < ~ :  d a , & )  > 0  . 
8 < E < + a  2 r a c i n e s  s  ( E )  e t  s ( E ) ,  t o u t e s  deux n é g a t i v e s ,  e t  on a  : 1 2 

@?9 J, a + A %  - ;a L "ZT A~ 1 -42 O a 

t o -  - D 3 
1 > 

a(d) 

a  g 3 
) - $ < a <  O/ g ( a )  > O ,  d l o Ù Y ,  Y 2 =  ( a )  < O . Une s e u l e  r a c i n e  p o s i t i v e  donc;  2a+& 

d ' o ù  une s e u l e  branche B = B ( a )  . 



g ( a )  > O ,  f ( a )  > O  =- 2 r a c i n e s  Y e t  Y2 n é g a t i v e s ,  d 'où a u c m e  1 

branche B = @ ( a ) .  

1 < ~ < 8  g ( a )  > O , f ( a )  < O => 2 r a c i n e s  Y e t  Y t o u t e s  deux p o s i t i v e s ,  1 2 

d ' o ù  2 b ranches  B = 6 ( a ) .  

d o n c s  < r  < s  1 1 2 .  

On a  donc : ( 4 t 8  

S 4-4 , b4 Jr - 
% (4) 
- 

A { ( d )  

+ 
-t 

l 1 .  

34 
t' -4- 

- 
0 - 1  - 

0 4 n r ~ ~ i  

-t O - 

I ~ W ~ L  

- 



On a l e  cas  de f i g u r e  : 

~ e ~ r é s e n t a t i o n   aram métrique des courbes C . 
E 

Pour pouvoir ~ r é c i s e r  un peu p l u s  l e s  courbes C nous a l l o n s  couper 
E y 

p a r  l a  d r o i t e  6 = t a  . Sachant que C e s t  symétrique p a r  rapport  à OCY , on s e  
E 

con ten te ra  de t € ( O ,  +m (ou  t € )  - O ) .  En remplaçant Y par  t2 u 2 ,  on a : 

dont l e  d i scr iminant  e s t  : 

On remarque ( ! )  que t2 = 3 e s t  r ac ine  double de A ( ~ , E )  e t  on o b t i e n t ,  après 

des ca l cu l s  f a c i l e s  e t  en posant t2 = u . 



Etude de h ( u , ~ )  

On en conclut  : 

O < E < 8 : 2 rac ines  u e t  u  de s ignes  opposés,  donc une s e u l e ,  l a  p o s i t i v e  1 2 

e s t  a.eceptable,  s o i t  u  : 
O 

E > 8 : 2 r ac ines  néga t ives  -> inacceptab les .  

Pour h ( t z , ~ ) ,  on a  donc : 

Remarques supplément a i r e s  

A ( ~ , E )  e s t  p o s i t i f  pour t2 2 te. Donc 2  branches ci (t) e t  a ( t )  pour 
O 

2 
1 2 

t2 > t , dont l ' e x p r e s s i o n  e s t  : 
O 

On v o i t  q u ' i l  e s t  bon de savoir l e  s i g n e  de t2 - 3. O r  : 
O 



2  1 t - 3 = -  2 - 
O 2 

2  + 4 ~ + 8 + 8 G  - 3 ~ 5 3  s igne  t2-3)  = s igne  (8J l+&-h(& -&-2) )=  
E O - 

( 2 4 1 + ~ - (  I + E )  (E -2 )  

2 = s igne  E (3-E) , c ' e s t - à -d i r e  

E < 3  => to .3 

E = 3  3 t 2 = 3  
O 

8 > ê > 3  -> to 2 < 3  

Q pour t2 - - to 2  , on a  un po in t  double,  s o i t  Be son ordonnée e t  n son absc i s se ;  
c  

a annule donc A ( a , & ) ,  d 'où a = -  ( I + E ) ~  

C c 8 ; e s t  l a  r ac ine  double de 
c  

( C E ) ,  donc : 

Donc n ' e x i s t e  que s i  1 < c r 9 e t  vant a l o r s  B~ =--. 
1-E 

c ' e s t - à -d i r e  qu'on a  : 

. Pour O < E < 1 : l a  d r o i t e  B = + to e s t  t angen te  à l a  courbe C 
E 

. Pour 1 < E < 9 : l e  p o i n t  ( ac  , B ~ )  e s t  un p o i n t  double de l a  courbe C en p lus  
E ' 

1+& 
2 

1+E @ = + -  
- 2  

1+& Pour E 2 9 : 11 n ' y  a que l e  p o i n t  double a = - - 1 + ~  
2  , e = +  3-5- . . 

2 2  équation (P) devient  du l e r  degré en t : ( 1 - E )  t + 3~  + 1  = O . 

Il  y  a  donc un po in t  d ' i n t e r s e c t i o n  e t  un s e u l  ( e t  non symétrique p a r  rappor t  à Oa), 

e t  c e c i  pour JE. Pour E < 1 ,  il n ' y  a  aucun poin t  d ' i n t e r s e c t i o n  : C e s t  
E 

E donc confiné dans l a  bande - - < a < O . 
2  

 ordonnée du p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n  s ' éva lue  en r e p o r t a n t  dans C d 'où  : 
E ' 



2 2 2  (ou  b i en  fi = t a ) 

On v o i t  que quand E -> 1-0 
2  E 

B ( - z ) - > + -  . 

. t = O <" g ( o ) = ~ ;  on re t rouve  l e s  deux po in t s  d ' i n t e r s e c t i o n  avec Oa : S ,  ( a )  e t  

s 2 ( a ) .  

E O t2 -> + : a , ( t )  -> O , a 2 ( t )  -> - - 
2 

E 
Donc a  = - - 

2 
e s t  asymptote pour l a  branche a ( t )  . 

2 

O E = 8 - g ( a )  = O avec s  = s donc branche tangente  à Oa 
1 2 

E = g  = - O c = O .  

0 Dispos i t ion  r e l a t i v e  des branches a ( t )  en fonct ion de E ; t f i x e  : 
2 

4 2 ~t + 6 ( 2 + ~ )  t + 5 ~ - 4  e s t  une fonct ion c r o i s s a n t e  de E . S o i t  a l o r s  : 

2 2  2  
e ( ~ )  = c2 t4 + 2 ( ~  -U -8) t + E ~ - ~ E  = c 2 ( t 4  + 2 t 2  + 1 ) - 8 ~ ( 1 +  t ) - 16 t 2 

4 - b ( e ( E )  ) = 2(1+ t2 )  [ ~ ( î i t ~ ) - F J .  or -- - 4 < - -  4 E 2  - E .  c ornrne 
d €  l + t 2  4( I+E+J~+E ) 

O 
4 E 

2  d  t > t 2  , on a  donc - ( e  ( E ) ) .  0 .  
O d E 

Donc t r 2 ( t )  e s t  une fonct ion déc ro i s san te  de E . On a  donc l a  d i spos i t i on  su ivan te  

Tous l e s  r é s u l t a t s  r e l a t i f s  aux équat ions ( C  ) e t  (P) son t  f i gu rés  dans l e s  
E 

f i g .  b .  1 ,  ..., 6. 



2  
Pour l ' é q u a t i o n  ( z )  : Z + Z h  ( X + I + E )  + h 3  = O ,  nous pouvons donc 

a f f i rmer  : 

1.  x ~ c  \ {  C u { I m = o )  n {Re x 6 0 1  - E- 

Il e x i s t e  a l o r s  deux r-acines Z e t  Z non r é e l l e s  t o u t e s  l e s  deux. ' - 2  

On a  deux r a c i n e s  r é e l l e s  de s ignes  opposés 

a l o r s  : 

O > a  z - ( I + E )  ==> z ~ ( A , E )  > O y z 2 ( X , ~ )  < O 

On a  tou jours  au  moins une r ac ine  r é e l l e ,  s i  2 a + 1 + ~  f O : 
2  2  

z , ( ~ , E )  = 
B -3a , dont nous a l lons  é t u d i e r  l e  s igne  : 

1 +E 
D'abord ~ ( t ,  - -2 , E )  = ( t  2 -3) 2  > O. 

a 1 ( t ) + a 2 ( t )  1+& 2  
- ( -  - ) = ( t - ( a - E ] ]  . 1 O , d'où 

2  2 4 ( 1+t2)  

a + a  
- 1 2  1 + €  

> t2 c 3  (on s a i t  q u ' a l o r s  E >3)  => - -  ( - - )  < O  
2  2 

a  +a 
- 2-E > t2  > 3 ,  a a i r s -  

1 2  h 1 - --- - 
2+€ 2  

1 +E 
c ' e s t - à -d i r e  qu'on a  : t 2 < 3  : a  < a  < - -  1 2  2  

< O 



On a donc dans t o u s  l e s  c a s  : Z ~ ( A , E )  > 0 . 
Des r e l a t i o n s  : 

2 2 2 
Z l  Z2 = a  ( a 2 - 3 ~  ) + i B ( 3 a  -6 ) 

2 2 z1  + Z2 = 3 -a - a ( i + ~ ) - i ~ ( 2 a + i + c )  

2 2 2 2 2 a + l + €  a ( a  -3' ) ( * a + ~ + c ) - i  B ( B  -3n on d é d u i t  : z 2 ( A , ~ )  = 
B =3 a 

2 
B -3n 

e t  donc I m  Z ( A , E )  f O s i  h f A D  OU X f hD , p o i n t s  doubles  de C quand i l s  
2 E '  

e x i s t e n t .  

Ce c a s  s e  p r é s e n t e  uniquement quand E 2 3 . On a a l o r s  deux r a c i n e s  
2 

r é e l l e s  p o s i t i v e s  : - ( I + E )  
' ID - 2 ( 1  + J ( E - ~ ) / ( E + ~ )  ) 

I l  e s t  c l a i r  qu 'on a a l o r s  o ( A O ) = C  U {Im X = 0)n {Re X s O 1 
O E 

et (A:*) t (id). 
* 
SPECTRES DE A' ET A'* 

O O 

O + O . O 6 o (A') : s i n o n ,  il e x i s t e r a i t  ; € D ( A  ) e t  tql 1 ul I H  = 1 e t  A u = O , 
P 0 O O 

O 

c ' e s t - $ - d i r e  

-+ -+ -+ O 3  3 Comme x = O  <- d i v x = O  dans L*(R ; C ) ,  on a : 

+ -+ + + 4 

u 2 = O ,  A d i v u l - m A u  = O , A u  = O  -->u = O , A u  = O ,  A d i v u l = O  
7 7 2 7 

3 + -f -f ce q u i  impl ique ( u  e t  d i v 8  L2(ll ;c) ) :  u2 = O ,  7 1 
u7 = O ,  d i v  vl = O  . 

-+ -+ -f 3 3 O r  d i v  u l  = O implique que u = O , puisque u E EL'(R ;C ) .  On o b t i e n t  donc 
1 1 



1 / C I  I =  O , con t r ad ic t ion .  

O* 
On démontre de même que O f a  ( A  ) . 

P  0 

O 
Puisque h = O n ' a p p a r t i e n t  n i  à o ( A  , n i  à 5 ( A o * ) ,  i l n ' a p p a r t i e n t  

P  0 P  0 

00 O 
pas à a ( A  ) -  a ( A  ) qui  e s t  é g a l  à o (Ao) par  d é f i n i t i o n .  

P  0 P  0 R O 

O 
O €0 ( A 0 )  : il suffit d 'exhiber  une s u i t e  ; F D ( A  ) ,  non précompacte, e t  t e l l e  

c O n  O 

+ L 
+ 2  + L2 Choisissons v  t e l l e  que v  -> O e t  d i v  v - 

2n 2n 
> O ( c e  q" e s t  poss ib l e ,  n  

+ 
c a r  v  E D(A:) ) . On s a i t  q u ' i l  e s t  a l o r s  poss ib le  de c h o i s i r  v  F W ; ( R ~ ; C )  n  7n 

t e l  que 1 1 A u - 1 1 -> O ,  avec u  non précornpacte [ c e c i  e s t  dû au  f a i t  que 
7n 7n 

2 3 O E s p e c t r e  cont inu de l ' o p é r a t e u r  B = - A ,  D(B) = W ~ ( R  ; c )  1 .  
-f + 

I l  s u f f i t  a l o r s  de c h o i s i r  v  t e l l e  que d i v  v  = m v  . 
1 n  1 n  7n 

Les mêmes arguments s  ' appl iquent  à A'*. 
O 

Nous a l lons  envisager  l e  cas A f O . 

3 . 2 .  S p c c L t e ~  poncAue~.  

S o i t  O f h E o (A'). I l  e x i s t e  a l o r s  une d i s t r i b u t i o n  r é g u l i è r e  
O P 0 

O 
~ ( x ; h ~ )  E D(A:), avec / / ~ ( x ; h ~ )  / I H  = 1 e t  ( A ~ - A ~ )  I3 (x ; io)=  O .  Par  Four ie r ,  

O 

on ob t i en t  : 

A 

On en déduit  que l e  support  de E ( < ; A ~ )  e s t  concentré s u r  une sphère 

5 1  = c s t e ,  l a  cons tan te  é t a n t  f i x é e  par  h o  . . . Ce support e s t  de mesure n u l l e  

3 O* dans R d ' o ù  l a  con t r ad ic t ion .  Le même argument vaut pour A . On a  donc : 
5 O 



3 . 3 .  - Em embles Réd o l v a n t s  ------------------ --.- - - 
Théotème 

2 O* 
Si Im d (A) # 0, alors hfp(AZ) et heP(Ao ) 

1,2 

soit F = (i1,i2,f7) 

O -+ -+ 
considérons l'équation (E) : (A - 1)u = F au sens des distributions 

O 

tempérées. On a alors : 

-+ -+ -+ + -+ -+ 
u2 = h u1 + fl u = A U  + f  

2 1 
+ -+ 

1 
O j. 2 -+ -+ + (A -hI)u=F<= Vdiv u l - m v ~  = h U +f 9 (A-), ) div ,-m A u = ), div fl+div y p  O fU7 -+q =bu;2+ 1 -+ 7 -+ 

(A-h )u -n h div u, = f7 + ri div f 7 1 

Par transformation de Fourier, on obtient : 

-+ 
où D(c) est le 2 x 5 opérateur matriciel ,et + G(S) -+ = 

+ -+ 
c'est-à-dire 1 I G ( ~ )  I I  = 1 151 1 Par Plancherel. 

L (R<;C ) Ho 

d iv  u1 

1 



m m n  S o i t  a l o r s  1 . l m  une norme dans C , e t  . 1 ,  l a  norme dans L ( C  , C  ) ,  

Le dénominateur de HA ( 6 )  e s t  un polynôme du quatrième degré en 1 F 1 . Il e x i s t e  

donc une cons tan te  c l  ( A ) > O  t e l l e  que : 

De même pour l e  numérateur, qu i  e s t  un polynome de 3e degré en / F 1 , 3 une 

2 3/2 cons t an te  c 2 ( h )  t e l l e  que : Jnuméra teur l i  c 2 ( h ) / C 1 3  É c 2 ( h ) ( l + ) ~ I  ) 

Donc 

ix.É; -+ 
Alors  1 e  H h ( c )  z ( < ) l 2  I( ~ ( h )  I G ( E ) I ~  . On o b t i e n t  a l o r s  par  Planchefel  : 

-+ +- +- -+ + -+ 3  3 
On a a l o r s  h u  = V d i v  u  m V u  -f 7 u € L 2 ( ~  ;C ) e t  / )z2)  16 c L ( l )  l l $ /  1 . 2 1 7 2  2 

Ho 

-+ O + 
En d é f i n i t i v e  u  î? H on a  A0 = AU+$ au sens des d i s t r i b u t i o n s  ternphrées. 

+ +- O O 
O O + O + O Comme u e t  F sont  dans H on a  A u  5 H o ,  c ' e s t - à -d i r e  que u  € D ( A ~ ) .  
O O 

On o b t i e n t  donc : 
O + -+ + O 1 )  I l  e x i s t e  une s o l u t i o n  unique dans S' de l ' é q u a t i o n  ( A  - 1 ) u =  F, P 5 H . 
O O 

2 )  C e t t e  so lu t ion  a p p a r t i e n t  à D ( A ~ )  . 
3 ) L ' opéra teur  

O e s t  dans ~ ( 1 1 ~ ~ ~ )  O O . 
-1 -+ 

O 

+ + 
4) A: = h u  + F e n t r a î n e  que : 

L'opérateur  O 

-1 + 

e s t  dans L( $, D ( A ~ )  , où 

O 

O 
D ( A ~ )  e s t  muni de l a  norme du graphe, qui  en f a i t  un Hi lbe r t .  

5  ) On a un r é s u l t a t  analogue pour p !A0*) . 
O 



3. & SpecLt~n cor&inun 

O 
Ce qui   réc cède nous a u t o r i s e  à conclure que 0 ( A  ) e s t  contenu dans l a  

C O 

réunion de C e t  de {Re Ar01 n { m h  = O ... Nous a l l o n s  démontrer réciproquement 
E 

que c e t t e  réunion appa r t i en t  à o (A'). Commenqons pa r  l e  r é s u l t a t  fondamental 
c  O 

su ivan t  : 

2 
S o i t  B l ' o p é r a t e u r  : B f  = - A f  , D(R) = H;(R").  Alors : 

n 
1 ° )  B e s t  au to-adjo in t  p o s i t i f  dans LÎ(R ) 

O O O 
2O)  opérateur B : B f = - Af , D ( B )  = c ~ ( R ~ )  e s t  e s sen t i e l l emen t  auto-adjoint  

- O 

Les a f f i rma t ions  1') e t  2O) sont  t r è s  c l a s s iques  maintenant e t  nous ne 

l e s  démontreron& pas.  Pour prouver 3') il s u f f i t  d ' exh ibe r ,  pour chaque X r é e l  

p o s i t i f ,  une s u i t e  {xn} , xn & D ( B ) ,  non précompacte, e t  t e l l e  que 

S o i t  a l o r s  : { E ~ }  une s"te de nombres p o s i t i f s ,  c j  j+ +_ > O 

Ix .1  une s u i t e  de p o i n t s  x E R , avec l x j /  j4m > + O C  

J j n 

$ ( x )  € cm (R 1, non identiquement n u l l e .  
O n 

Nous a l l o n s  c h o i s i r  ( E . )  e t  { x . )  , de t e l l e  façon que l e s  suppor ts  des fonc t ions  
J J 

gj (x)=$(E.  (x-x.) a i e n t  une i n t e r s e c t i o n  v ide .  Ceci e s t  t ou jou r s  poss ib le  
3 J 

1 (on peut prendre  pa r  exemple : E = -  e t  1x.l = j ( j + l ) ;  supp.+ ( x )  ={lx(< 1 ) .  
j j J 



n  
On cons idère  a l o r s  l a  s u i t e  f .  = E "" $ ( E .  (x-X.  ) )  e  

ik.: + 

J j* J J 
I w I  = 1 .  

2  2 r 
-+ l I f j ( ~ ) I l  = E n  j j I $  ( E . ( x - x . )  ( dx = 

J J ) 1 $ ( Y )  I dy > O ,  e t  f i n i e  + dToG 
L ~ ( R " )  R~ Rn 

+ f. à support compact c"'. 
J 

ont  une i n t e r s e c t i o n  v ide .  

Donc f ;  n ' e s t  pas précompacte; e l l e  e s t  bornée. 

d'où 

On v o i t  pa r  là q u ' i l  e s t  t ou jou r s  poss ib l e ,  é t a n t  donné A 2 O , de c o n s t r u i r e  

m 

une s u i t e  de fonc t ions  C à suppor ts  compacts, non pré-compacte e t  t e l l e  que 

n + +  
1 1 ( a + A ) f n l  1 O .  Donc  oc(^) = [O, +m[ 

L2 

2  2 . En p a r t i c u l i e r ,  v X t e l  que Re A < O , A $ a ( - B ) ;  l ' o p é r a t e u r  A - A  e s t  a l o r s  

2 
: (8-h2)- '  e x i s t e  e t  E B ( L ~ ( R " ) ;  H;(R") ) ;  un isomorphisme de  (R") s u r  L2(R  

é t a n t  donnée une s u i t e  {un} , un E L 2  , on a  : 



-f 
P4euve : S o i t  h f i x é ,  appartenant  à l 'ensemble du théorème. S o i t  i u .  1 une s u i t e  

J 

d 'é léments  de D(A'). On a : 
O 

+ 
+ l ) ( ~ - h ) u ~ ~ - q  d i v  u 23 1 1 2  L ~ ( R ~ ; c )  

2 D 'au t re  p a r t ,  pour h c h o i s i  comme indiqué ,  l ' é q u a t i o n  Z + h ( h + l + ~ ) ~  + ,d3= O 

admet au  moins une r a c i n e  r é e l l e  p o s i t i v e ;  appelons-là d2 e t  s o i t  Z l ' a u t r e  r ac ine  
1 

(on gardera  l a  même r a c i n e  s i  h e s t  l ' u n  des deux po in t s  doubles h ou h) . 
D 

On a a l o r s  : 

2 2 Z + h(h+ l+r )  Z + h3 = (z-d ) ( z - z l )  avec Im Z 1  # O ,  sauf  s i  A = h ou TD . 
D 

+ 
Nous a l lons  maintenant " fabr iquer"  une "bonne" s u i t e  u : 

j  

1 ° )  Pour u nous prenons : 
7 j 

c ' es t -à -d i re  l e s  f .  du théorème précédent  avec d = fi. 
J 

On a donc : {u } e s t  une s u i t e  non précompacte, cm à support compact e t  
7 j  

+ + 
u l j ,  nous l e s  cherchons t e l s  que : 

;t + 
1 j u2j  = U l j  

-+ -+ 2 + -f 
- A u  = m V u  

2 j  7 j  
(Cdiv- A ) u = m V u 

1 j 7 j  
(2) 

3 3  opérateur C 3 = d i v  3 , D ( C )  = i l  € EL: ( R  ; C  ) : d i v ?  d i s t  E L ~ ( R ~ ; c ~ )  1 

O 3 3  e s t  un opéra teur  auto-adjoint  néga t i f  dans L ( R  ; C  ) ( c f .  Lemme c i - a p r è s ) .  Donc 

2 
2 

2 O 3 3  " CJ (Cl; . L ' o p é r a t e w  (c-A ) r é a l i s e  donc un isomorphisme de L ( R  ; C  ) s u r  D ( c ) .  2 
+ 

~ ' 6 q u a t i o n  ( 2 )  détermine donc une s o l u t i o n  unique 9j € D ( c ) .  En p a r t i c u l i e r  

+ + -+ O 

ul f D l  (A:). Et  a l o r s  u = h v appa r t i en t  manifestement à D (A ) . 
2 j  1 j 2 O 



-t 2 -f 3 u  é t a n t  C: , on v o i t  d ' ap rè s  ( 2 )  que A d i v  u = d i v  u + L2(R ;C) 
7 j  1 j I j  

On a  donc : [(A-A) u - ri h d i v  : f ~ ( R ~ ; c )  e t  donc appa r t i en t  à D ( B )  . 
7j 15 

3') On considère a l o r s  l ' exp res s ion  : 

2 -+ 2 
(B-h ) [ ( ~ - h ) u ~ ~  - r i h  d i v u l j ]  = ( A + z , )  ( A + d )  u  

7 j  
d ' ap rè s  2 ,  1 e t  

l ' é q u a t i o n  en Z .  

On a  donc : 

2 -+ 2 
(A-h  ) L ( 8 - h ) ~ ~ ~ -  q h d i v  u 1 = [(A-h2) + ( h 2  + z,)] ( A +  d  ) uTj 

1 j 
3 Le second membre a p p a r t i e n t  à L (R ; c )  e t  on o b t i e n t  donc : 2 

-+ 
( A - A )  u  -q h d i v  Y = + (h2+ z l )  ( A - h 2 ) - '  ( A +  d2) u  

7  j l j  7  j 

(A-ha)-' é t a n t  borné, on a  donc : 

4') Avec l e  choix qu'on f a i t  de l a  s u i t e  . on a  : 
J 

- - O 

Donc, d ' ap rè s  3 O ) :  

On a  donc exhibé,  pour h donné corne dans l ' énoncé ,  une s u i t e  {B}: un € D(A~), 

u n  e s t  non précompacte, puisque { u  ne l ' e s t  pas  dans L (on ne s ' e s t  pas 
7n 2 

donc occupé p lus  de s a v o i r  s i  l e s  a u t r e s  composantes é t a i e n t  de ~ a u c h y ) .  

O 1 1 A - 1  un 1 1 -> O . Le cas h = O ayant déjà é t é  é l u c i d é ,  on a  donc b ien  : 
O 

O O 
oc(Ao) = o(Ao) = C U i I m h =  O} f) {Re A $ 0  

E 



Lemme 
-+ + 3. 3 + 7' 2 .  3 L'opéra teur  {C f = 7 d i v  ? ; D ( C )  = { ? E L ~ ( R  , C  ) : 'V d i v  f  d i s t r .  € L ~ ( R  , C  ) ]  

e s t  opéra teur  au t  O-adj o i n t  n é g a t i f .  

Piteuve 

1 3 .  3  Il e s t  év ident  que C e s t  symétrique, n é g a t i f  2 domaine dense (3s  (R ,C ) )  

0 3 3  Il r e s t e  donc à démontrer que ( c - A )  D ( C )  = L ( R  ;C ) pour A > O . 2 
3 3 1 3 3 

-f 

s o i t  g ( x ) ~  L ~ ( R  ; C  ) - g ( < )  = F(~(x)) E L ~ ( R  ; C  ) [ i n  g(<) = O  1 e t  

+ -+ 

f ( x )  = F'-1 
1 -f + + -f 6 ( t i ]  o r s  i d i  f = A f  ( a  0 ( 3 ; c 3 )  e t  

1 - I ~ I  1 2 - A  2 

+ 3 3 -f V f = F  - [ + -1 L ~ : R  ; c  1.  Donc 1 D ( C )  1 cqfd 
- 1 ~ 1  -1 J 

2 0 3.  3  Conc~lrnioiz : (c- h ) ,  h > O , r é a l i s e  un isomorphisme e n t r e  D ( C )  e t  L ( R  , C  ) . 
2 























CHAPITRE I V  

REPRESENTATIONS DE TRANSLATION E T  SPECTRALE. 

SOLUTIONS FONDAMENTALES. CONDITIONS DE RADIATION. 

1 
1 * 1 .  SEI ! I -GROUPES  T ( t )  E T  T ( t ) .  PQUPRTETES  ELEME\/TAIRES. 

O O 

1 Les r é s u l t a t s  de ce c h a p i t r e ,  concernant l e  semi-groupe T ( t )  , son t  
O 

souvent une reforrnulation de r é s u l t a t s  i m p l i c i t e s  ou e x p l i c i t e s  de LAX-PHILLIPS 

e t  G. SCHMIDT respectivement pour l ' é q u a t i o n  s c a l a i r e  des ondes e t  l e  systsme 

d 'équat ions  de MAXWELL, sans  en ê t r e  cependant une simple synthèse .  

1 Pour c o n s t r u i r e  l e  semi-groupe T ( t )  , nous savons q u ' i l  s u f f i t  de 
O 

résoudre l ' é q u a t i o n  d '  évolu t ion  : 

d'i: { - =  -+ 
d t  A: : 1 u ( 0 )  = f(x) F D(A;) 1 dans HO , puis  de prolonger  pa r  

-+ 1 + 
con t inu i t é  à t o u t  H I  . O r ,  pour u  £ Ho , on a  d i v  u  = O ,  donc l ' o p é r a t e u r  

O 

1 
A au sens des d i s t r i b u t i o n s  s ' é c r i t  : 

O 

7 . 1 .  S u t  une équ&an d u  andu  vvectatueUe d n a  R 3  

3 3 3 3 On i n t r o d u i t  l ' e s p a c e  W = BL(R ; C  ) X  L ~ ( R  ; C  ) ,  espace de Hi lbe r t  
O 

3. 3 2 obtenu en complétant [ V ( R  ,C ) 1 dans l a  norme : 

On considère l e  problème de Cauchy : 



2 + 
= C A w ( x , t )  ----+ 

+ -+ -+ 2 ' c2 
W(x,o) = w1(x)  e t  wt(x,o)  = w2(x) ,c = - - - 

qui  s ' é c r i t  : 

* 
B e s t  a l o r s  un opé ra t eu r  an t i -au to-adjo in t  ( B  = - B ) e t  généra teur  du 

O O O 

t B 0  semi-groupe ( en  f a i t  groupe) s o l u t i o n  V ( t )  = e d ' opé ra t eu r s  u n i t a i r e s .  
O 

S o i t  l e  sous-espace : 

On a a l o r s  l e  théorème : 

Théotëme : ( schmidt ,  ~ h .  1.2.7) : 

1 I,e sous-espace W r é d u i t  l e  groupe V ( t )  ; c 'es t -à -d i re  que s i  on 
O O 

1 1 1 d é f i n i t  v o ( t )  e t  B comme l e s  r e s t r i c t i o n s  de V ( t )  e t  Bo à w1 , a l o r s  v 0 ( t )  
O O O 

1 e s t  un groupe d ' opé ra t eu r s  u n i t a i r e s  s u r  w 1  dont B e s t  l e  généra teur .  
O O 

1 . 2 .  Couiquences p o u  ~ : ( t )  e t  ~ l * ( t )  
O - 

1 1 + Les semi-groupes T o ( t )  e t  T ( t ) ,  q u o i q u f u n i t a i r e s ,  ne s o n t  d é f i n i s  
O 

que pour t > O . On pose ra  a l o r s  



1 
e t  S ( t )  e s t  a lo r s  un groupe d ' opé ra t eu r s  u n i t a i r e s .  

Les théorèmes s u i v a n t s ,  v ra i s  pour  V I  s ' é t e n d e n t  donc sans problèrre 
O 

1 
~héorème 1 : Si m e  Ho e t  supp m ( r )  {lx-xol Z r i  , a l o r s ,  pour I t /<  r , on 

a aus s i  : supp bl( t)  2~ {lx-xo/  > r - c l t ) }  

1 
Théorème 2 : m E Ho e t  supp m (x)C { lx-xol a r }  donnent pour 1 t 1 > r : 

supp [ s l ( t )  m I ( x )  {Jx-xol 3 c ItI - 

'Théorème 3 : Si m e t  sont  dans H '  aveC[~l(t)m] ( x )  = 0 Pour / X I r  c t  (b t .>O) .  
O 

- 
a io r s  que b l ( t )  3 (x) 5 0 pour l x l <  - c t  ( t < 0 ) ,  a l o r s  m e t  m 

sont orthogonaux ( (m.;) = 0 ) .  

1 O * 1 
Théorème 4 : S o i t  m f D(A . S i  pour une va l eu r  u f R : (ii0-iu)m = O pour 

O 

/ X I >  r ,  a l o r s  m a u s s i  s 'annule pour l x / >  r . 

Les théorèmes 1 e t  2 s o n t  f o r t  connus e t  dépendent é t ro i t emen t  du  

f a i t  que l a  v i t e s s e  de propagat ion e t  f i n i e  ( i c i  = c ) ,  ( t h .  d'Huygens e t  

Domaine de dépendance). 

Pour l e  théorème 3, il s u f f i t  de remarquer que : 

2 2 +  -+ 
Pour l e  théorème 4, on a pour 1x1, R : ( c  A +  p ) m l  = O ,  d 'où p a r  

-f + + 
l e  théorème de Rel l ich  m l  = O pour 1 xl > R , donc m = i m = 0 pour 2 1 

1x1 > R a u s s i .  

2 .  EXTENSION A CERTAINES VONNEES DISTRiBUT10FJS. 

1 O 
Nous a l lons  é t e n d r e  l e s  semi-groupes T ( t )  e t  T ( t )  à c e r t a i n e s  

O O 

c l a s s e s  de d i s t r i b u t i o n s  comme données i n i t i a l e s .  I l  s 'avère qu'on n ' a  pas 

O 
l e s  mêmes p o s s i b i l i t é s  pour  s l ( t )  que Pour T o ( t ) *  

O 



On p a r t  des r e l a t i o n s  : 

( i )  ( ~ ~ ( t )  3, $ ) H  = (1, T O ( ~ )  g  va lab le  7,; € Ho 
O 

-+ * 
( i i )  A * T * ( ~ )  U = T  ( t )  A*: va lab le  'U € D(A*)  

c ' es t -à -d i re  : 

-+ * + -+ + 
(ilbis ( [ ~ ~ ( t ) f I ~  , -A g l ) o  + P ( [ T ~ ( ~ )  f12 ,  g2Io + $ ( [ ~ ~ ( t ) f - l ~ , ~ i ~ ) ~  = 

* -+ 1 * +  -+ + 
( i i ) b i s :  T 0 ( t )  {-g2,- - ( A  gl-yV g7) ,kn  d i v  g2 + k A g7 1 = 

P 

-+ -+ + + -+ + -+ + + 
- Faisant  successivement g  = ( g l  , 0 , 0 ) ,  g  = ( 0 , g 2 , 0 ) ,  g  = ( 0 , 0 , g 7 ) ,  

on o b t i e n t  : 

* * + * 
( [ T o ( t ) t f l l , - ~ *  ,-A [ ~ ~ ( t ) { $ ~  , ~ , o } I ~ ) ~  + ~ ( f ~ , [ ~ ~ ( t ) l g ~  ,U,O}J 2 ) 0  



3 3 * - +  -+ + 
> S o i t  a l o r s  $ € V ( R  ; C  ) .  L'équat ion A u = $ admet une s o l u t i o n  unique u 

+ -+ -+ * +  -+ * - + +  
t e l l e  que g = (u O ,  6) €2 D ( A ~ ) .  En e f f e t  A u = O en t r a îne  ( A  u , ~ ) ~  = O 1 ' 

+ -+ -+ -+ -+ 3 3 - / l u  I l E L  = O -. u = O dans EL(R ; C  ) ,  e t  u = y r $ o ù y  e s t  une m a t r i c e 3 ~ 3 ,  

F * - +  + 
s o l u t i o n  îondamentale tempérée de l ' o p é r a t e u r  A e s t  so lu t ion  de A u = $ . . .  

Donc : 

3 3 + X + -t + e C o ( ~  ; C  ) ,  on peut  l ' é c r i r e  sous l a  forme $ = - A u avec (u ,0 ,0 )  F D(A~). 

+ -- f -+ + + -i + -f 

De p l u s ,  on a a l o r s  : = + p r o t  r o t  u - ( A  + 2p) V d i v  u ... s o i t  u = u o + U 1  
-+ + - + -+ 

l a  décomposition canonique de u ( d i v  u = O , r o t  u = O ) .  On peut  donc poser  : 1 O 

+ + -+ -t ----+-+ -+ -+ + 
O =  g l + $ o  où d l  = + p l  r o t  r o t  u e t  $Io = - (  A+2p) v d i v  uo, qui nous donne 

1 
-+ 3 3 2 3 3  3. 3 l a  décomposition de I+!I su ivant  E L ~ ( R  ; C  ) e t  E L  ( R  ; C  ) (3 € E L ( R  , C  ) ) .  

+ -f -3 -+ 
Donc : y $1 € c i  (R3;c3) n { d i v  q1 = O} , on peut  l ' é c r i r e  $ = +u r o t  r o t  u 

1 1 

avec (Gl,O,o) E ~ ( A : ) e t v  JO € C: (R3;c3)C! {Foi d }  , on peut  l ' é c r i r e  

-+ -+ -+ -+ 
9, = - ( A +  2p) V d i v  uo avec (uo,b,O) € D ( A ~ ) .  

-> V $, $ , , cm à supports  compacts, on peut  é c r i r e  : 

Pour é tendre  T ( t )  à des données d i s t r i b u t i o n s ,  il s u f f i t  de 
O 

pouvoir donner un sens aux seconds membres, d 'une façon cont inue .  



+ 
2 . 1 .  E r t eu ion  de s l ( t )  aux d i n ~ b i L t i o u  ? = (T l  , T 2 , 0 ) ,  d i v  T l  = d i v  f2 =S. 

+ + + 
u = u  + u  e n t r a î n e  : 

O 1 

+ ---t l*  -t 1 * -+ -f 

= ( y l ,  u r o t  r o t  [ T ~  ( t )  l , , ~ l o  + P ( f 2 ,  i'To ( t )  i u l , 0 , 0 } 1 2 ) 0  

+ (? l , - (h+2u)  b d i v  [ ~ ' * ( t )  { ; o , 6 , 0 ~ ] l ) o  + P ( - -  ) + 6 ( f7 , - - j  
O 

+ 1 
-> S o i t  a l o r s  f  € H ; on a : 

O 

1 ---+ l*  + + -f l* -f -t 

( [ T 0 ( t )  -fil, d ) ,  = ( T l ,  u r o t  r o t  [ T ~  ( t )  + a  ( f 2 , [ T  ( t ) { u l , 0 , 0  I 2 l 0  

La r e l a t i o n  ( i i ) b i s  donne a l o r s  : 

1 * -+ + l* -t + ----+ l* -+ + 
To ( t )  {o,O,,O} = {-  piTo ( t ) { u y , 0 , 0 } 1 2 ,  u r o t  r o t  [ T ~  ( t )  { u l , O , O l l l , O l  , soit : 

1 * - Comme h , C" e t  à s u p p o r t  compact n1  impl ique  p a s  que T  ( t  ) $ s o i t ,  c ' ~  
O 

e t  à suppor t  compact, on  ne p e u t  dès  l o r s  é t e n d r e  l e  second membre 

1 
(donc Do(t 1 . 1  ) à des  données d i s t r i b u t i o n s ,  s a n s  c o n d i t i o n  s u r  l e u r  suppor t  

1 
On ne peu t  donc é t e n d r e  "d i rec tement"  T ( t )  à des  d i s t r i b u t i o n s  que lconques .  

O 

1 
-> Nous a l l o n s  o p é r e r  i n d i r e c t e m e n t ,  en  remarquant que S ( t )  c o ï n c i d e  avec 

V ' ( t  ) ,  c  'es t -$-dire  avec  V ( t )  pour  des données à divergence  n u l l e  dans Il . 
O O O 

O r  V o ( t )  s ' é t e n d  f a c i l e m e n t  à d e s  données d i s t r i b u t i o n s  quelconque.  

+ 3 7  + -+ +- + 
Pour f  € D '  (R ;C  , f  = (f l ,  f 2 ,  O )  t e l l e  que d i v  f  = O ,  on d é f i n i r a  don 

1 s ( t )  p a r  : 



Il e s t  t r i v i a l  que ces formules d é f i n i s s e n t  une extension de S ' ( t  ) précédemment 

1 d é f i n i  dans H . 
O 

1 
Pour S (t) l ' e x t e n s i o n  d ive r se  à des  données d i s t r i b u t i o n s  de support 

1 '1 quelconque a  é t é  rendue impossible  pa r  l e  f a i t  que S ( t )  $ n ' é t a i t  pas 

m ' 
à support compact e t  C , quand $ l ' é t a i t .  Ceci e s t  p lus  encore l e  

O O* 
cas  pour T  ( t  ) e t  T  ( t  ) parce  q u ' i l  y i n t e r v i e n t  un phénomène de d i f f u s i o n .  

O O 

3 7 ToX(t  ) $ e s t  c e r t e  encore pour $ €Û(R ;C ) , mais n ' e s t  plus à support 
O 

O O* 11  compact. On pourra  donc é tendre  T (t ) e t  T  naturel lement  à des 
O O 

données d i s t r i b u t i o n s  à support  compact : 

+ O 
-> S o i t  f E H o ,  on o b t i e n t  a l o r s  faci lement  : 
/ 

4 

-+ -+ O* + + 
( [ ~ z ( t )  Ill = ( f l , - ( ~ + 2 p ) d d i v  [ T ~ ~ ( ~ ) ~ U ~ , O , O } I ~ ) ~  + p(f2,1To ( t ) i ~ ~ , 0 . 0 ? 1 ~ ) ~  

+ nk ( f7 , [TZ*( t )  {: O ,6,0117) 

O* -Z + 1 ' -+ O* 

( [ T ~  ( t )  = - ( f l , - ( H 2 u ) V  d i v  [T, ( t ) { $ o , o , o ~ ~ l ) o  + 

P 



-f ' -f + -f -% + 
e t  u  = u  + u  e s t  l a  décomposition canonique de u  E D ( A ~ )  e t  u = -A V . O 1 

O 
-> I l  e s t  c l a i r  que l e s  formules va lab les  pour f  € H s ' é t enden t  t e l l e s  

O 
' -+ -+ 

q u e l l e s  à des d i s t r i b u t i o n s  f  = (f f  f  ) à support compact e t  t e l l e s  que 
1 '  2 '  7 -- - 

-+ + - 3 - f  -+ O 0 
r o t  fl+= r o t  f 2 î .  Et on remarquera encore que ([T ( t ) f ~ ~ , $ ) ~  =([T (t)fl,,$~~ - 

O 

Une d i s t r i b u t i o n  h e s t  d i t e  - so r t an t e1 '  

1 ( ' ' i n i t i a l e m e n t  en t r an te" )  s ' i l  e x i s t e  un r > O t . q .  S  ( t )  h s ' annule  

dans l e  cône 1 X I <  t-r pour t > r ( 1 X I <  t-r pour t < -r) . Implicitement 

-+ -+ 
donc d i v  hl = d i v  h2 = h = O . 

7 
I l  e s t  équiva len t  de d i r e  qu '  3 r > O t . q .  

1 1 * 
T ( t )  h = O pour lx/< t-r,  t r ( r e s p .  T~ ( t )  h = O pour 1 x 1 ~ - t - r  pour 

O 

t < -r) .  

Nous avons en p l u  l a  p ropos i t i on .  

-+ + -+ -f ++ 
s o i t  f = ( f , , f 2 , 0 )  une d i s t r i b u t i o n  t . q .  d i v  f 1 = d i v  f 2 = 0; 

1 '  1 1 on a  a l o r s b t  : d i v  [S ( t ) f I 1  = d i v  [ S  ( t )  'fi, = [S ( t ) f I 7  = O . 

P ~ E U V  Q 

S o i t  bo l ' ana logue  pour l ' é q u a t i o n  des ondes s c a l a i r e s  de l ' o p é r a t e u r  



3 2 3 avec Wo = BL(R ;C) x L (R ; c )  . . . b est alors générateur d'un groupe d'opérateurs 
O 

3 k unitaires vo(t) dans u o .  soit $ E D (R ;c};~o,$) E ~ ( b ~ )  t/ k i 1; on a alors : 
d 
- dt v0(t) {O,$} = b, v0(t) {O,$} . vo(t) { O , Q I ~ ~ = ~  = {O,$) comme limite 

forte dans wo. De plus  IO,^} E D(bo) vo(t) {O,$} E D(bo), c'est-à-dire 

3 en particulier [vo(t) {0,h1, et [V (t) {0,&1~ sont dans BL(R ;c). Comme 
O 

vo(t) est continu de ~ ( b  ) dans ~ ( b  considéré comme espace de Hilbert muni 
O O 

de la norme du graphe, on a : 

2 D'autre part {O,$}€ [CZ(R3;C) l2 entraîne que vo(t) {O.QK [c~(R~;c) I , 

et Cm en x et t. On déduit alors facilement que : 

-+ 
v vo(t) {O,@} = (à,$@, comme limite forte 1 t=O 

2 3 3  dans 8L(R3;C3) x L (R ;C ) .  

O - +  Or le problème de Cauchy ($ ; (x,t) = Bo u(x,t) 

U(X,O) = (6,bd) E D(B'). 
O 

possède une solution unique donnée par ;(x,t )=vZ(t) {Ô,q} = v,(t> {O,?$] 

On obtient donc : 

tf 4 E D (R3;C) on a 

on a donc : 

1 
< div rsl(t) illy 4 > = <[s (t) f 1, i j  0 > V 4 e v (R~;c). 

-+ -+ -+ 
= r, ~ ~ v o ~ - t ~ i o , ~ ~ ~ i 2 ~ - i 2 ~ ~ v o ~ - t ~ ~ o , ~ $ ~ i l  

= Y,($ [V 0 (t){o,3}i2)- P2( [v0(-t){~,B~~) 
-+ -+ 

= O puisque div fl = div f2 = O . cqfd. 



2.4. ExXea ion  de ~ ~ ( t )  à des données did.thiblLÜom € D'  ( R ~ ; c ~ ) .  
L2 

Nous a l lons  donner i c i  une extension de t o u t  T  ( t )  aux d i s t r i b u t i o n s  
O 

3 3 3  3  3  appar tenant  à : 0' ( 3  ; C  ) x 0 '  (R ; C  ) x D '  ( R  ;c)  qui  e s t  ident ique  
L2' L2 L2 

3- xHm(R3;c),  3-  x H - ~ ( R ~ ; c ) ,  dua l  de l ' e s p a c e  de Sobolev [H ( R  , C  11 à [ H - ~ ( R  , C  ) I 

3. 7  l u i  même ident ique  à [D (R3;C3)12 x 0 ( R 3 ; C )  = D ( R  , C  ) .  
L2 L2 L2 

Le théorème de r é g u l a r i t é  ( ~ h .  Chap. 1) aff i rme que 

3  7 3. 7  VZE D ( R  ; C  ), T o ( t )  i a p p a r t i e n t  aus s i  à D ( R  , C  ) .  11 en e s t  de même 
L2 * -+ L2 

a u s s i  t r i v i a l emen t  pour T ( t )  f .  
O 

On a donc : 

O 
3. 7 ( T o ( t )  3, $lH = (?, T * ( t )  $ )H pour? = ( f  ?. f ) €  D ( R  , C  ) 

O O 
1 '  2' 7  L2 

- > D'aut re  p a r t ,  l ' é q u a t i o n  

* - +  -+ 3 3  A u = IJ où 3 € H m ( R  ;C ) admet une s o l u t i o n  unique, qu i  a p p a r t i e n t  

3  3  ( t h .  de F'riedrichs) à Hm(R ; C  ) a u s s i  ... D e  p l u s ,  d ' ap rè s  l e  théorème de 

3 3 + - + * - P l ?  + 
décomposition de D ( R  ;C ) ,  on au ra  u  = u  + u  avec d i v  u  = O e t  

9 O 1 1 
L 

-4 -+ -+ 
r o t  uo = O . 

-> On conclu t  a lo r s  comme auparavant que : 

-+ -+ 
e t  l e s  deux formules analogues pour  [To( t )  f12 e t  [ T o ( t )  f I 7  . 
Ceci d é f i n i t  entièrement l ' e x t e n s i o n  de T0( t )  aux d i s t r i b u t i o n s  

+ 3. 7 f 6 D' ( R  , C  ) ,  puisque l e s  seconds membres cont inuant  à avo i r  un sens,  d'une 
L 2  
façon cont inue en 3, $ , . 



- > En p lus ,  l e s  décompositions r e spec t ives  de 0 (R3;c3) e t  D '  ( R 3 ; c 3 )  

L2 L2 
en éléments à divergence n u l l e  e t  à r o t a t i o n n e l  n u l ,  nous donne, ap rè s  des 

c a l c u l s  t o u t  à f a i t  analogues à ceux des paragraphes 2.1 e t  2.2 l e s  r é s u l t a t s  

su ivan t s  : 

-+ -+ -+ -t 
x f  = ( f l  , f 2 , 0 )  avec f [D '  ' ( R ~ ; c ~ )  l2 , e t v  $€[D' ( R ~ ; c ~ )  I , 

2 L2 

1 -+ 
< [s ( t )  f I7 ,  Ip = O . 
<. , . > é t a n t  l a  d u a l i t é  e n t r e  

-+ + + +  -+ * f = ( f l . f 2 , f 7 )  avec f E [ n ' O  (R3;c3)12 x D i  ( R 3 ; c )  
L2 2 

On o b t i e n t  a l o r s  l e s  mêmes formules qu 'au paragraphe 2 .2 ,  avec 

-+ 3 e t  5 appartenant  à DO (R3;c3)  e t  0 E D ( R 3 ; c ) ,  uo é t a n t  comme 

-+ L2 -+ L2 
c i -haut ,  é t a n t  l a  p a r t i e  de $J dans DO ( R 3 ; c 3 ) ,  l e  crochet  de d u a l i t é  

é t a n t  e n t r e  D 2 e t  D 2 . 
L L 

L2 

* La quest ion de l ' o p t i m a l i t é  de ces  ex tens ions  r e q u i e r t  une étude p l u s  

~ o u s s é e .  Pour T ( t )  seul ,  on d o i t  s ' a t t e n d r e  à une réponse négat ive .  Pa r  
O 

cont re  s i  on recherche une ex tens ion  de T ( t )  qu i  i n d u i t  des ex t ens ions  
O 

1 
pour T 0 ( t )  e t  T:(t) respect ivement ,  il e s t  t r è s  probable que l ' e x t e n s i o n  

de 2.4 s o i t  opt imale.  

3. REPRESENTATION DE TRAMLAT'ION DE L1EWAT1ON DES ON9ES VECTORIELLES. 

Nous pa r tons  du problème de Cauchy pour l ' é q u a t i o n  des ondes : 

2 -t 2 a, u ( x , ~ )  - c A ; (x , t )  = O 

-+ -+ + 
x o  t x , o  = f ( x )  = ( f l . f 2 )  



dans l ' e s p a c e  [ s ( R ~ ; c ~ )  l2  no té  S . On s a i t  a l o r s  que f ( x )  E S e n t r a î n e  

-+ -+ 
(u,utXx,t)  a p p a r t i e n t  à S a u s s i .  

P a r  t ransformation de Radon, l e  problème devient  : 

2 TJ a u ( s , u ; ~ )  - c2 a 2  U ( s , o ; t )  = O . 
t s  

% 'L 'L % % 

f = (u ( s ,w ;o ) ,  u t ( s ,o ;o)  = ( f l ( s , w ) ,  f 2 ( s . w ) ) .  

2 3 dans l ' e s p a c e  3 ( R  X S  ) où S e s t  l a  sphère u n i t é  de R . 
2 2 

L'équation des ondes pe-at s e  f a c t o r i s e r  de deux façons : 

'L 

( c f l )  : (at+ cas)  (a,-c a s )  u ( s , w ; t )  = O 

'L 

(0,) : ( a t  - c a s )  ( a t  + cas)  u ( s , u ; ~ )  = O 

-+ 
c 'es t -à -d i re  ( o l )  : ( a t  + c 8,) ml(s ,w; t )  = O 

-t 
( 0 2 )  : ( a t  - cas) m 2 ( s , . w ; t )  = O 

-?- 'L 
où on a posé m ( s , w ; t )  = ( - a t  + c as )  u ( s ,w ; t )  1 

-+ 'L 
m2(sywit) = ( a t  + c as) u ( s , o ; ~ )  

Pour t = O ,  pn pose ra  donc na ture l lement  : 

 après ( o l )  e t  (cf2) , on a t o u t  de s u i t e  : 

O 
m l ( s , w ; t )  = m (s-ct ;w) e t  m2(s,w;t) = m O ( s  + c t ;w)  1 2  

On a donc : 

La t ransformat ion  de Radon inve r se  donne a l o r s  : 

O r ,  on s a i t  que l ' i n t é g r a l e  ci-dessus ne dépend que de l a  p a r t i e  paire de 

l ' i n t é g r a n d ;  on peut  donc l u i  a j o u t e r  une fonct ion impaire ( e n  (s ,w) ) 

quelconque; en p a r t i c d i e r  on peut a j o u t e r  ou r e t r anche r  l a  fonc t ion  

-+ + 'L 
a s ( m  -m )= 2 as  u ( s ; t )  qu i  e s t  impaire ,  e t  on o b t i e n t  a l o r s  

1 2  t 



Nous obtenons donc l a  s o l u t i o n  du problème de Cauchy, sous l ' u n e  ou  l ' a u t r e  

des formes : 

De p l u s ,  nous avons : 

S o i t  d  = ( f  ,f2)€ S Wo : on a a l o r s  p a r  PARSEYAL : 

% 'L 
2 +  -t 

Vu que a f ( s  e t  as f2(s  .w) s o n t  de p a r i t é  c o n t r a i r e s  e t  que ces  c l a s s e s  s 

sont  or thogonales  dans L ~ ( R  x s2) , on a  encore : 

Considérons a l o r s  l e s  deux a p p l i c a t i o n s  : 

On a  donc l$ = R1 J où J e s t  l ' o p é r a t e u r  de m u l t i p l i c a t i o n  p a r  J = (U Dl); 

J e s t  une invo lu t ion  ( J' = 1). On a : 

R I B o d = - c  a s R 1 d e t  R B d = + c  a s R 2 d  
2  O 

e t  R 1  , R2 son t  isométr ique d ' a p r è s  ( ) 

Ces deux app l i ca t ions  s e  prolongent  faci lement  , a l o r s  p a r  dens i t é  

à deux app l i ca t ions  u n i t a i r e s  de W dans L  ( R  x s*) = L ~ ( R ; L ~ ( s ~ ) )  
O 2  

Mêmes raisonnements que dans LAX-PHILLIPS ( 1 ) p,  1037 105). On v o i t  que 

R t ransforme l e  groupe v o ( t )  en l e  groupe r de t r a n s l a t i o n  à d r o i t e  de c t  
1 c  t 

u n i t é s .  

R2 
11 11 11 11 r * i l  

c  t à gauche de c t  u n i t é s .  

Nous a l l o n s  dorénavant c h o i s i r  l ' u n e  de ces deux r ep résen ta t ions ,  

s o i t  R - nous l ' appe le rons  R e t  remarquons que ce choix  donne l a  même 
1' O 

r e p r é s e n t a t i o n  que dans LAX-PHILIPS pour 1 'équat ion des ondes. 



Finalement,  de R nous obtenons une v r a i e  r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  R du 
O 

groupe v0( t )  dans Wo ( R  V ( t  ) devient  Tt  en posant  simplement : 
O 

-0 
Rd = k ( s , ~ )  = & R d ( c s )  = & a ml(cs,w) 

O S 

La s o l u t i o n  de l ' équa t ion  d e s  ondes e s t  a l o r s  donnée élégamment p a r  : 

On résume dans l e  théorème su ivan t  : 

ThéohZrne 
R 

L ' app l i ca t ion  : 
Wo 
- > L2 ( R ; L ~ ( S ~ )  ) 

?, ?, 
-f - 

= d - ~d = iC as(-f2+ ca ~ , ) ( c s , u )  s 

e s t  une r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  ( u n i t a i r e )  du groupe V ( t )  opérant  
O 

dans Wo .On a R v o ( t )  = -C R .  t 

3 Leme : s*posons que f e t  a f appart iennent  à L ~ ( R  ) ( r e sp .  B L ( R ~ )  ) .  
j 

11 e x i s t e  a l o r s  une s u i t e  {on)  C 5 ( R 3 )  t .q. {Q 1 e t  { a .  Sn 1 convergent 
n J 

vers  f e t  a .  f respectivement dans L ( r e s p .  B L ) .  
J 2 

Pheuve : 

1 3  3 1 3  1 )  f  e t  a .  f  E L ~ ( R ~ )  => f E H  ( R  ) .  O ~ C ~ ( R  ) e s t  dense dans H (R ) .  
J 

3 I l  e x i s t e  donc une s u i t e  {Q.I c Co (R ) t . q .  1 3  
J 

-> f dans H ( R  ) 

c 'es t -à-dire  
L 

a a cqfd 
J 

1 3  2 )  f e t  a .  f  € B L ( R ~ )  =, a f E H ( R  ) .  Il e x i s t e  d o n c [ % ) ~ ~ : ( R 3 )  
J j 

L 

e t  t e l l e  que 
2 

$k ->a. f J s o i t  a l o r s  {yk)  t e l l e  que 
J 

L2 a j  % ->a2 f 
j % = a y pour t o u t  k Y k  ~ 3 3 ~ )  

j k 

Une t e l l e  s u i t e  {y 1 e x i s t e  t ou jou r s .  
k 



La s u i t e  yk répond à l a  ques t ion ,  puisqu 'on a  : 

L 
2  <=> a .  f 

a .  { a .  y  1- 
J ~ k  

a j ( a j f )  1 {ajyk)- J 

Lemme 
-+ +- +- 

S o i t  3 dans Wo e t  k ( s  , w )  = R W. Alors  a .  W E W s i  e t  seulement 
J  O 

-+ -+ -+ 
s i  w a k  ( s , w )   EL^ ( R ; N ) ,  N = L ( S  ) .  ûn a a l o r s  : R a .  ï ? =  w .k (s ,w) .  

j s  2  2  J j 

Ptreuve 
Cu 

Les a s s e r t i o n s  sont  v r a i e s  pour des  données C à support compact. 

-? Co 

 après l e  lemme précédent ,  il e x i s t e  une s u i t e  {W C Co t e l l e  que, 3 f Wo : 

Wo 
n  

j. Wo +- +- 
n -  $ e t  a .  Wn ->a G .  S o i t  kn = R $ n  . Alors : ~ . . c l  = R a .  W € D ( R ; N ) .  

J j J n  J n  
-+ 2 ->R W=kdans L2(R;N); e t  {wj e s t  une s u i t e  de Cauchy dans L  ( R ; N ) ,  n 

-+ 
2  

+- 2  
a ioù  : .kt -> K = R a .  w e L (R;N) .  

j n  J 

+- 1 Mais a u  sens  des d i s t r i b u t i o n s  w..k converge v e r s o j  a s  g(s,w) 
J  n  

-+ -+ 
donc w . a s  k = R a .  w e t  w a s  i; E L ~ ( R ; N ) .  

j J j 

+- 
Réciphoyueme~ : Supposons que w a k ( s  ,a) € L ( R ; N ) .  Il e x i s t e  a l o r s  aus s i  

j s  2 
-+ +- 

une s u i t e  I ~ ~ : ~ } . c D ( R ; N )  t e l l e  que kn -> k  dans L ~ ( R ; N )  e t  

-+ - 
Wj as kn > w as t. S o i t  Wn=~-i 2 (qu'on sait e x i s t e r  e t  ê t r e  donnée 

j n  
-+ 

e x p l i c i t e m e n t p a r l e s  f o r m u l e s d u t h .  ) ;  o n a d o n c  a .  W = R - l u .  a s k . A l o r s  

Wo 
J  n  J  n  

+- 

'n 
->R-1 k  = W 

W 
O -+ -+ a .  W -> F t e l  que R F  = w j  as k 

J  n  

+ ' -+ 
Au sens de 9' ( R ; N )  , a .  W converge à l a  f o i s  vers  F e t  vers  a W ,  d 'où  

J  n  
-+ j. 

j 
j. 

F = a .  W e t  p a r  conséquent a .  3 € Wo e t  R a .  W = w as k ( s , o ) .  
J J J j 

RedMcüon  d W: 

-+ +- +- +- 
S o i t  f  = E  W' c ' es t -à -d i re  d i v  f  = ( d i v  f l ,  d i v  f 2 ) = ( 0 , 0 ) .  

O 

On a a l o r s  : 



Théotème 

1 
La r e s t r i c t i o n  de R à Wo e s t  une r e p r é s e n t a t i o n  de t r a n s l a t i o n  

1 1 1 u n i t a i r e  du groupe V ( t )  opérant  dans W où W e s t  appl iqué s u r  l e  
O 0 y O 

1 
sous-espace L ( R ; L  ( S  ) )  où : 

2 2 2  

Pheuve 
-+ 

 après l e  lemme précédent ,  pour t o u t  f  E Wo, on a : 

'% 
% 

- + - Y  + 
a. a f ( x )  = a .  w. f ( s , w ) ,  e n p a r t i c u l i e r  V.f = ~ . a ~ ? ( s , w ) .  Alors : 
1 x i  1 1  

% % 
-+ +O -+ -+ -+ -+ -+ & . a  s m1(s,w) = W . ( C  a 2 ? - a  '? ) = c a s  

S I S 2  ( W  as  f i ) -  w . a s  f2  = c as($.?1)-($.?2) 

-+ -+ -+ -+ 
d'où w.k(s,w) = O s i  d i v  f = d i v  f = O ,  e t  réciproquement. 1 2 

4.  REPRESENTATiON DE TRANSLATION J POUR LE GROUPE s1 ( t )  

1 4.1. Donné'u à énetgie dinie ( - E H~ ) 

1 3 3  1 3. 3 Nous savons que BL ( R  A C  ) e s t  i den t ique  à EL ( R  ,C ) .  On peut  

1 a l o r s  i d e n t i f i e r  H1  à w1 @ {O} . Le semi-groupe S ( t )  admet a l o r s  l a  décompo- 
O O 

1 s i t i o n  : S ( t )  = v:(t) B O . ( O  : opéra teur  n u l ) .  S o i t  a l o r s  J = R B O . 
1 La r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  R pour V ( t )  dans W donne donc immédiatement 

O O 

1 1 -+ une r ep résen ta t ion  J pour S ( t )  dans Ho p a r  J (Z l  , f2 ,0)  = R (?, ,$). 

1  Définissons a l o r s  l e s  deux sous-ensembles de L ~ ( R ; N  ) : 

1 op + = I ~ ( s )  E L ~ ( R ; N  ) : supp f ( s )  c [ ~ , + ~ [ ]  ; 

1 
= { f ( s ) E  L ~ ( R ; N  ) : supp f ( s ) C I  -p l  1 , p > O . On a a l o r s  ( c f .  l e s  - 

p r o p r i é t é s  de l a  t ransformat ion  de  ado on) pour l e s  antécédents  ( e t  en i d e n t i -  

1 1 f i a n t  p a r  l'ipomorphisme J l e s  espaces H e t  L ~ ( R ; N  ) )  : 
O 

1 f ( x )  E D: S ( t )  f ( x )  = O pour 1x1 < t + p t > O 

1 
f ( x )  E D O  - s ( t )  f ( x )  = O  pour l x /  < - t + ~  , V t  < O  . 



En f a i t  on démontre ( ap rè s  ex tens ion  de 1 - l  aux d i s t r i b u t i o n s  D ' ( R , N ~ ) )  

P que l e s  imp l i ca t ions  inve r se s  sont  v r a i e s  e t  on a : f  E D+ <- s l ( t )  f ( x )  =O 
- 

pour 1x1 < Itl + P . 
Pour D+ , on a  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  (on l e s  v é r i f i e  d 'abord 

- 
pour des données à support compacts, p u i s  on u t i l i s e  un argument de 

d e n s i t é )  : 

1+)  ( i )  ~ l ( t )  o  D! c D! ( i )  ~ ' ( t )  D! c D+ t > ~  

(ii) 1 n T;(t) D: = 101 c 'es t -à -d i re  ( i i )n  s ( t )  D+ = 101 
t 2 O  

(iii) 1 T1*(-t 1 Df = Ho 
O 

(iii) U s l ( t )  D: = H i 
O tso 

(ii) n ~ ' * ( t )  DE = {O) 
O 

(iii) 

( i i )  n s l ( t )  D - = 101 
tso 

1 1 
(iii) U S  ( t )  DP - = Ho 

t > , O  

1 
2 )  DY e t  DP - son t  des sous-espaces fermés orthogonaux de H . 

O 

3) Soient  D+ l e s  sous espaces correspondant à p = O . On a  
- 

1 1 1 * ~f = s ( p )  D+ e t  DP = s ( - p l  D- = T~ ) D- . plus  généralement,  
- 

a  1 
on no te ra  D+ = S ($  a)D+ ,v a > O . 

- - 
+ 

Un sous-espace de H'  v é r i f i a n t  1 ) ( r e s p .  1 ) )  s e r a  d i t  s o r t a n t  
O 

( r e s p .  e n t r a n t ) .  I l  e s t  démontré dans LAX-PHILLIPS ( 1 Chap. II) que 

l ' e x i s t e n c e  d'un sous-espace D s o r t a n t  ( r e s p .  e n t r a n t )  a s su re  l ' e x i s t e n c e  

d'une r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  d i t e  s o r t a n t e  ( r e sp .  e n t r a n t e )  dans 

L (R;N), N é t a n t  un espace de H i l b e r t  a u x i l i a i r e .  Mais s i  D+ I D  , c e  qui 2 - 

e s t  l e  cas pour nous ,  ces deux r ep résen ta t ions  co ïnc ident .  Nous avons donc 

en résumé l e  : 



Théoaème de aej3hé.A e n t d o n  

1 1 Pour S ( t )  opérant  dans Ho, il e x i s t e  une r ep ré sen ta t ion  de 

1 
t r a n s l a t i o n  à l a  f o i s  s o r t a n t e  e t  e n t r a n t e  s u r  L (R;N ) où 2 

1 
N = i f ( w )  € L,(s,;c~): w.f(m) = O} t .q  ,.: 

-+ -+ -+ 
1 )  S i  f = ( f l ,  f 2 ,0 )  e s t  de c l a s s e  S, son r ep résen tan t  e s t  donné p a r  : 

+ 
Inversement, s i  k ( s , w )  e s t  cm , on d é f i n i t  J-l p a r  : 

-1 -+ 
L a  s o l u t i o n  de problème de Cauchy é t a n t  donnée p a r  J (k(x.w-t) .  

2 )  Dans c e t t e  r ep ré sen ta t ion  : 

+ -+ -1  -t -+ 
k = O pour  I s /  < r  J k = O pour 1x1 < r 

1 1 
S ( t )  devient  it : J S  ( t )  = r t  J .  

1 
devien t  l ' o p é r a t e u r  -3 avec pour domaine = i f  CL ( R ; N  ) : 

S 2 
1 -3  f  € L2(R;N ) ) , c ' es t -&-di re  l e  généra teur  i n f i n i t é s i m a l  de T 

s t 

4.1. ExXemion de J-' à d a  données dh.t<LibUtiom € D' (R;N ) 

-+ 
k ( s )  n ' é t a n t  pas  forcément cm , il nous f au t  é t end re  J-' aux 

' -1 -t d i s t r i b u t i o n s .  On étend p a r  d u a l i t é ;  en remarquant que ( J  kXx) dépend 

-+ -+ 
localement de k (uniquement de k ( s )  pour  / S I  S l x l ) .  on p a r t  de : 

(J-l  k , g )  1 = [ k y J  g 1 1 
c 'es t -à-dire  : 

H 
O L ~ ( R ; N  ) 

- 



t/ g E C;(X), g e s t  C:(S), donc l e  second embre a un sens pour  

-+ 1 
k E 23' ( R ; N  ) e t  e s t  con t inu  p a r  rappor t  à g; c e c i  nous d é f i n i t  J" k  

comme d i s t r i b u t i o n .  P lus  précisément : 

% 
3 -+ -+ -2 + + + 

= (+,o,o)=, 1($) = [  k ,  J I$,O,O}I= B,as J{$,o,o} 1 = [ ~ ( s y w ) , 9 ( s , d  1 

Alors  : 

1 
1 - S i  E L ~ ( R ; N  ) sans ê t r e  cm, f 1  k  e s t  une d i s t r i b u t i o n ;  en f a i t  e l l e  

a p p a r t i e n t  à H I  e t  l a  s o l u t i o n  du problème de Cauchy e s t  donnée p a r  une 
O 

I 
d i s t r i b u t i o n  en x, qu i  dépend continûment de t dans l a  topologie  de Ho . 

+ 1 
2  - S i  k E D' ( R ; N  ) , a l o r s  l a  s o l u t i o n  du Problème de Cauchy e s t  une 

d i s t r i b u t i o n  an x  e t  en t .  

Dans l e s  deux c a s ,  on a l e s  deux formes a f f a i b l i e s  de l ' é g a l i t é  

( s l ( t ) ~ - '  k )  = 

+ % 'L + -+ ( s l ( t )  J-' k ) ' ( $ )  =[Z(x.w-t,w), i p ( s , w ) l  = i k ( s ) ,  $(x.w+t) l  ; ce s u i  

m 
e n t r a î n e  qu'on o b t i e n t  un terme C en t .  Il en va de même pour l e s  a u t r e s  

composantes. 

w 
= [k(s ,w) ,  $(xw-s)d obtenant  a i n s i  une fonc t ion  C en  x. 



Les p r o p r i é t é s  de f 1  sont  conservées,  en p a r t i c u l i e r  k = O pour 

- 1 1 s 1 < r 3 J k = O pour 1 xl < r qui exprime l a  dépendance l o c a l e .  De p l u s ,  

on a : 

Théattèrne 

1 -+ 
s o i t  2 e V '  ( R ; N  ) e t  2 = 0 pour 1 s 1 > r . Supposons J" 2 à 

support compact. Alors on a : supp J-' 1 f 11x16 r } .  

4.3.1. 1n tégm. t~  i ndé f i n i e  d'une din*iLibu,tLon T € D' ( R ~ )  ---- --------- ................................. 

S o i t  R l a  d i s t r i b u t i o n  cherchée. On a : 

T = as  R <=> T(Q) = as R ( g ) y  4 € c ~ ( R ) .  On d é f i n i r a  R p a r  : 

~ ( 4 )  = - T($@(S)  1, où $ ( s )  e s t  une fonc t ion  cm à support  compact qui dépend 10 
de 4, t e l l e  que $ , s d ( ~ )  = $ ( S I  . 

On prendra : 

Pour exprimer l a  dépendance en 0 e t  4, nous écr ivons  a u s s i ,  

$( û , & s ) .  On v é r i f i e  faci lement  que $ e s t  cm , à support  compact, dépendant 

de ceux de f3 e t  8 . (on a u r a i t  pu  penser  2 prendre + = Isddd , m a i s  a l o r s  

+ ( s )  b ien  qua cm n ' e s t  p l u s  à support  compact, ce  qui t oGte fo i s  aurait é t é  

s u f f i s a n t  pour  d é f i n i r  une c e r t a i n e  i n t é g r a l e  de T € E 1 ( R ) ) .  

4.3.2. Extemion de J ii d a  d h M b u f i o m  à àuppotrA: compact e,t à ciivwgence ....................................... ------- -------_------ ---- 
nul le .  ------ 

3 7 '  ' -+ -f s o i t  g € E ' ( R  ; C  , g = (g l , g2 ,0 )  e t  d i v  g = 0 

-1  -, -+ On u t i l i s e  encore l ' i d e n t i t é  : ( g , J  k) = [ ~ g , k l ~ ~ ( ~ ; ~ l )  k E C ~ ( R ; N ' )  
U 
"O 

L 

1 On d é f i n i t  a i n s i  une d i s t r i b u t i o n  Jg(s ,w)  € € ' ( R ; N  ) ; J g = O pour  1s 1 > r 
r 

s i  g =  O pour 1x1 > r  J g e s t  cm en wdans l e  sens où J ~ ~ ( s , u ) ( ( s )  ds 

m -+ 1 
e s t  une fonc t ion  C en w V ( ( s )  € C: ( R ~ ; N  ) . 



- 1 
La formule de d u a l i t é  (g,J k )  = [ Jg ,k l  ne permet pas d ' é t end re  

H 
O CO 

à des d i s t r i b u t i o n s  quelconques g à divergence n u l l e ,  c a r  s i  k e s t  Co ,  il 

- 1 n 'en  e s t  pas de même de J k. Aussi va-t-on s e  con ten te r  de c e r t a i n e s  

d i s t r i b u t i o n s  qu'on va d é f i n i r .  

Dé d i n i  fion 

1 
S o i t  k(s) ~ D ' ( R ; N  ) e t  supp k ( s )  [-r, + w[,r > O. k e s t  d i t e  

- 1 
s o r t a n t e .  Nous d i rons  a u s s i  que d = J k e s t  s o r t a n t e .  

Nous posons a l o r s  k = J d ,  d'où une ex tens ion  de 3 . 
Toute d i s t r i b u t i o n  d s o r t a n t e  e s t  donc éventuellement s o r t a n t e  

comme on l e  v o i t  p a r  l a  formule en 4.2 b ) ;  l a  réciproque e s t  inexac te ;  

en e f f e t  . s o r t a n t e  suppose : 

1) que J d  e x i s t e .  

2 )  que J d  = O pour  s  < -r. 

D' a i l l e u r s ,  pour l ' é q u a t i o n  des ondes s c a l a i r e s ,  LAX e t  PHILLIPS ( 1 ) 

dans des notes  s u r  l e  c h a p i t r e  I V  ( p .  130-131) exhibent  un exemple de 

données "éventuellement s o r t a n t e s "  q u i  ne possèdent pas  de r ep ré sen tan t s  

s o r t a n t s .  

1 3 6  4.3.4. Extemion .................................... de J aux dinX&ibu.tiom de D'  ( ~ - ; c - ] - y ( ~ ) - ( ~ ~ - S g h @ $ , - p , ~ ~ ~ 1  
L2 

Lemme 1 
' 3 3 

S o i t  $ € D (R ;C ) . Il e x i s t e  a l o r s  une décomposition unique e t  
L 

' -+O ' 5  
cont inue  $ = $ + $ t e l l e  que 7 e t  b1 s o i e n t  dans u ~ ~ ( R ~ ; c ~ )  , d i v  $'=O, 

---+ 'O -+ 1 
r o t  $ = O .  On é c r i r a 9  = p 2 @  U . 

- 2  - .- 2 

Pneuve 
-+ 3 3 -+ -f 
+ C L * ( R  ; c )  o ù ; o i P = i j e t  d i v $ l  = O ,  

50 e t  â1 de c a r r é  i n t é g r a b l e .  



a + o  a + l  cc +O $ E D 3 Da $ = D ) + D ) . Supposons D ) E L2 pour ] c c /  s n  . Alors  : 
L  

1 
a  +O d i v  D ) = d i v  D' $ f L 2  

-f )- Da " E L2 y l a i s  n  +1- l a  msme chose pour 
r o t  D~ = E L~ B . 

Donc $ e t  $' E D . La c o n t i n u i t é  v i e n t  de l a  r e l a t i o n  : 
L 

a +  2  a -+O 2  a 1  2  1 1 0  $11 = / I D  ) 1 1  + \ I D  ) 1 1  , l ' u n i c i t é  de l ' u n i c i t é  de l a  décompo- 
L  L L  

+ +O +l  3. 3  s i t i o n  ) = ) + iy dans L ~ ( R  , C  ) .  

Lemme 2 : 

3 3  1 )  I l  e x i s t e  une décomposition cont inue de D' ( R  ;C ) en composantes à 
L2 

r o t a t i o n e l  n u l  e t  à divergence n u l l e  : 

3 3  O 1  O + 2 )  En fa i t ,  s i  T  f D f 2 ( R  ;C  ), a l o r s  T  = T  + T  où T ( 9 )  = T(T) e t  
L  

1 3 )  Les r e s t r i c t i o n s  de TO e t  T  en tant qu'éléments de D'(R3;c3) son t  

1 + 1 --t -+ a l o r s  : T0 = - - t V d i v  T e t  T1 = + - ?8 r o t  r o t  T. r r 

Ptreuve : 

1 ) e t  2 )  év idents  à p a r t i r  du lemme 1 p récédent .  

3 3  1 --+---++ 1 1 + + * A & -  3) S o i t  $ €D(R ;C  . Alors  $ = - ' . - * r o t  r o t  IP- -.- Vdiv  ip 
~ I T  r ~ I T  r 

= $ ' + $ O  

O 2 .  
On au ra  démontré 3 )  s i  on démontre que IJ e s t  L . O r  : 



I r  1 + 
$O = - . V d i v  $(y)  dy = Lim - 1 1 

4n 
€4 

- - Lim 1 
E* 47; . d i v  O ( Y ) ~ Y  + j nj. 
R++rn 1 XqY 1 =E 

1 -+ 

2 -  
d i v  $ (y )  dy, qui  e s t  de c a r r é  i n t é g r a b l e  d 'après  

lx-YI lx-YI 

l e s  i n é g a l i t é s  de Sobolev s u r  l e s  noyaux à s i n g u l a r i t é s  p o l a i r e s  ( c f  p a r  

exemple G. SCHMIDT ( 1  1 ) .  

1 2  +l 1 ---++ Donc $ e s t  aussi L e t  I/J = ; * r o t  r o t  8 cqfd 

On e s t  a l o r s  en mesure de démontrer l e s  deux lemmes su ivan t s .  

Lemme 3 : 

1 J e s t  une a p p l i c a t i o n  b i j e c t i v e  de il (R3;c3) x 103 sur 

1 - 1 L* 
( R ; N  ) .  Son inverse  co ïnc ide  avec J précédemment d é f i n i e  pour k(s )€crn  . 

T 2 
L 

1 1 si k = J m, a l o r s  Iliio m l /  = / / a :  k l l  2 ( ~ ; ~  ). 
H 

1 O 
L 

O Pour m e  [V (R3;c3)12 x {O} on d é f i n i t  : 
~2 

Lemme 4 : 

1 J e s t  une a p p l i c a t i o n  b i j e c t i v e  de [il1 '(R3;c3) l2 x (01 s u r  D ; ~ ( R ; N  ) 

- 1 L2 1 e t  son inve r se  coïncide avec J étendue aux d i s t r i b u t i o n s .  S i  m e s t  l a  

p a r t i e  à divergence n u l l e  d'une d i s t r i b u t i o n  Èî support  dans { 1 xl i r ) ,  a l o r s  

J ml a  son support  dans ils1 i r . (ml n ' e s t  pas  à support  compact en g é n é r a l ) .  



Le lemme 1 e n t r a î n e  p a r  d u a l i t é  que J e s t  un isomorphisme. 

1 
S o i t  a l o r s  $ £  DL2(R;N ) . Alors J-' 4 E ~ ~ ; ( R ~ ; c ~ )  l2 x{O} e t  donc 

L 
(J-' 4) '  = J-I simplement, d 'où  : 

- 1 - 1 1 
a l o r s  d = O  pour / S I  < r  J d = O  pour lx[< r - m ( J  9) = O = J m ( @ )  

1 1 1 
pour  1x1 < r (dans J m ( 9 )  l a  d u a l i t é  e s t  e n t r e  D 2 ( ~ ; ~  ) e t  6); ( R ; N  ) ! ) .  

L L 

5. SOLUT10N FONDAMENTALES DE A' . 
O 

1 
S o i t  g l a  p a r t i e  à divergence n u l l e  d'une d i s t r i b u t i o n  g à support  

1 1 
compact C { 1 xl < r} . Alors  l ' é q u a t i o n  ( A  -p )  f  = g où p € C quelconque, 

O 

possède une so lu t ion  éventuel lement  s o r t a n t e  unique, e t  dont l e  r ep ré sen tan t  

1 p a r  t r a n s l a t i o n  e s t  l a  d i s t r i b u t i o n  de D '  ( R ; N  ) , donnée p a r  : 

-LJ s  
k ( d )  = [J g1  ( eus  ~ ( e ~ , e  4;s) avec supp e CI-a,-r] e t  

O 

I oo(o)do = 1 ,  eo é t a n t  cm. 
R 

Gupposons que J f = k e x i s t e .  Alors  formellement - ( a S + p )  k = J g  
1 

qui e x i s t e  d 'après  l e  théorème précédent .  S i  g' é t a i t  CO on a u r a i t  l a  

so lu t ion .  

-CO 

1 1 
Mais s i  g  6 C;(R;N 1, k ( s )  e s t  une i n t é g r a l e  i n d é f i n i e ,  quvon o b t i e n t  comme suTt 

us on a a ( eus  k) = eps(as+u)k ,  d 'où : aS(eF k)=-e J g l ,  donc eps k e s t  une s 

i n t é g r a l e  i n d é f i n i e  de l a  d i s t r i b u t i o n  e" J g l .  On a donc $(s,w)E D(R;N' )  

. On pose a l o r s  + (s,4 = e-pS d ( s , ~ ) ~  d'où : 



eus.e-us k ($ )  = eus J ( $(Oo,e-") $ ; s )  ) c 'es t -à-d i re  
1 

- u s  
k ($ )  = Jgl (SIiS $(0,, e & s ) ,  où l e  choix de Bo va nous permettre 

maintenant d ' avo i r  un "bon' sup2ort pour k ( d ) .  Nous prenons supp eocl -00,-1.1; 

a l o r s  : supp $ C  { s  s- r 1 =. supp $(eo,d)  c { S S - r l  , car pour s >  -r 
-;r r- ' 

on a : $(s,w)= [?(o,w)do - ~p( r ,dd i  x l  ûo(oyddo = + 
00 f-, 1 00 

D'autre p a r t  g1 = O pour 1x1, r => J g = O pour / S I  > r  . 
Donc pour s$ - r (J g1 = O )  on a k($)  = O . 

- 1 
f = J k e s t  s o r t a n t e  (donc éventuellement s o r t a n t e )  e t  en p lus  : 

1 - 1 1 1  ri) = (no-u) J k = -J-l ( a s + u )  ir= J" ~g = g . 

2 )  Unic i ; té  

1 1 
Supposons A g = ug. Alors S ( t )  g = evt g. g éventuellement 

O 

1 s o r t a n t e  implique : S ( t )  g = O pour l x / <  t-r , donc g = O puisque t e s t  

a r b i t r a i r e ,  d'où l ' u n i c i t é .  cqfd. 

-t 3 
-> Soi t  a l o r s  x. l e  ième vecteur de base dans C e t  définissons l a  d i s t r i -  

1 

' -+ 3 3 -f bution 6i = -6(x) xi dans DI2 ( R  ; C  ) par  xi($) = fli(0) xi. Alors : 
L 

-f 
= - ' * ($  d i v  x i )  (3) = -xi(+ $div 3) = - x. r I\ &($ di" $ ) ( x )  dx, 

-b 

'O -+ 1 3 3 X. 

donc 6i e s t  l a  d i s t r i b u t i o n  - '7 d i v  - dans D ' ( R  ;C ) ;  de même e s t  ' r 1 

-.s --+ Xi +O 
r o t  r o t  - . On d é f i n i t  a l o r s  S1 = L 3; e t  60 = 1 6i . Soi t  a l o r s  

r 
1 

i 
-+1 ' ( 6 1 ~ )  l a  7 7 matrice dont l e s  vecteurs colonnes sont  ( 6  , 0 ,0 ) ,  (6,d1,0) 

i ' 1 e t  (o ,a ,o) ;  l e s  l ignes  e t  l e s  colonnes de (61  ) sont  donc à divergence nulle. 7 
1 De plus ( 6 1  ) n ' e s t  pas à support compact. Cependant, en remarquant que 

7 
1 E '  C D ' 2  , l e  théorème précédent s 'appl ique  ( ( 6 1  ) e s t  l a  p a r t i e  à 

L 7 
divergence nu l l e  de l a  d i s t r i b u t i o n  6 1  ) e t  donne : 

7 



1 1 1 ~ ' é ~ u a t i o n  (A - u )  G ( x , ~ )  = ( 6 1 ~ )  ( x )  possède une s o l u t i o n  unique 
O 

dont chaque vec teur  colonne e s t  une d i s t r i b u t i o n  éventuellement s o r t a n t e .  

CALCUL DE ~ l ( x , p )  

7 1 Méfhade d h e o t e  
+ 1 +2 

S o i t  Gk = (zk, Gk,  G:) un vec teur  colonne. L'équation 

1 1 
( A ~ - P )  G ( x , P )  = (61~) s ' é c r i t  : 

1 7' 7'1 -t 
(A0-u)  Gk(x,u) = (6k ,0 ,0)  pour k = 1,2,3 

d o  G = O k . 
1 + + +l 

( A  O - Gk(x,p) = ( 0 , 6 ~ , 0 )  pour k  = 4,5,6 

\ 7' 
Gk(x.u) = O pour k = 7 . 

On cons t a t e  donc q u ' i l  s u f f i t  de c a l c u l e r  un s e u l  bi pour k  € ( 1,2,3)  ou 
k 

k € ( 4 , 5 , 6 ) ,  v u e l a  s t r u c t u r e  des  équat ions.  En p a r t i c u l i e r  il s u f f i t  de 

+ +l +l  + 
connaî t re  rn s e u l  des deux termes J ( O , &  , O )  e t  J (6 , 0 , 0 ) .  . . s i  on en a  beso in . .  . 

k  k- 

Nous a l l o n s  donc e f f e c t u e r  l e s  c a l c u l s  pour k = 4,5,6 p a r  exemple. On a  

-+l us 7' -1 e u s  -+ 

= J g  ( e  il, 2 , )  =G(J  - 1  - 
8' 

= d ( l l e ~ s  hl2= (J e u s  &12(0)  

% 

Q 9 t 
-+ 

où 9 e s t  l a  t ransformée de Radon de t$ . 
7' : 1 m 

O r  ( O o y )  ) e s t  une fonc t ion  C de s ;  on a donc : 
O 



sa3TJq'euI E x E sap sauuoxoa saT J n s  q u a s s p k  q o ~  $ 0 ~  s.maq'e~?do sa? 
tt 

4 1 = l m l  
S lLtc  

mp ( m c o )  sna e \ - - z 
A 

- ( O )  " ( f  f-) 
1 - 



2' ) ?Ethode i n h e o t e  

En transposant  au cas v e c t o r i e l  l e s  r é s u l t a t s  de LAX-PHILLIPS sur  

l ' équa t ion  s c a l a i r e  des ondes, on a pu d é f i n i r  l ' ex tens ion  du groupe v o ( t )  

aux d i s t r i b u t i o n s ,  extension qu'on a vd ê t r e  cons is tante  ave no t re  

1 extension de S ( t )  dans l e  sens que : 

+ 
[ v 0 ( t )  Il1 ($) = [ ~ ~ ( t ) ( i , o ) ] ~  (6 ) pour f d i s t r i b u t i o n  $ divergence 

nu l l e .  On d é f i n i t  de l a  même manière l e  concept de d i s t r i b u t i o n  éventuel le-  

ment s o r t a n t e  pour V ( t )  e t  on y étend l a  représenta t ion  de t r a n s l a t i o n  R .  
O 

En p lus ,  on peut démontrer également l e  : 

+ + + 
1 )  L'équation ( B ~ - P )  f = g où g e s t  à support compact admet une solu t ion  

éventuellement s o r t a n t e  unique. 

2 )  En p a r t i c u l i e r  l ' équa t ion  (Bo-u) l'(x,ri) = 6(x)  1 admet une solu t ion  

unique r ( x , p ) ,  matrice 6 x 6 dont l e s  vecteurs colonnes sont  ev .s .  

r ( x , u )  e s t  donné par  : 

-+ -+ 
Toute solu t ion  de l ' équa t ion  ( B  - u )  f = g se  décompose en l a  

O 

+ +O +l  +1 +O 
somme f = f + f où f e t  f v é r i f i e n t  respectivement : 

1 + l  +1 +O -+ ( B ~ - P )  f = g e t  (Ba-ri) = g , 'g  Ee' (F13;C6) 

+ -+ z2 = ri f l  + g,  
-+ + 

En e f f e t  (Bo-p) f = g c=l 
O 

+ 
O 



+ +1 -3 é t a n t  à support compact, e s t  dans D' , d'où l a  décomposition g  = g @ g - 2  
-+ +O + 

L 
avec d i v  g1 = O e t  r o t  g  = O . 

+ 1 2 +  + -+O +O 1 2 - - + - - + +  '1 1 @ en t ra îne  : f l  = ?  [ c  v d i v  f l - (g2  + u g l ) l  + -  [-c r o t  r o t  f l - ( g 2 + i i g l ) l  
P v 2  

1 +O - - + +a +O e t  f l  - ic2  3 a i v  f 1  - (g2 + p g l ) l  . 
u 2 

-+O + 1 Comme on v o i t  r o t  f  = O e t  d i v  f  = O , d'où : 
1 1 

2  --t--t 1 +1 + 1 
,A2 f 1  = -c r o t  r o t  f l - (g2  + p g l )  i 2 + [ p2 ?= c  Vdiv $y-(;; +p$)  

+ + 1 1  -+O +O +1 +-O 
où on a  u t i l i s é  l a  décomposition indu i t e  s u r  f2 : f2  = (p f  +g )+(pf  +g )=f2 + f2 . 

1 1  1 1  

+ 
Posant = ) e t  P = (il, , on ob t i en t  donc : f  = f1  + avec : 

1 +1 +1 -+O 
( B ~  - ,A) f  = g e t  ( B O U )  3' = g cqfd. 

-> Ce lemme appliqué à l ' équa t ion  ( B  - u )  P ( x , , A )  = 6(x)  I 6  en t ra îne  que 
O 

1 O 1 1 1 1 
, A  = + l? où r ( x , u )  e s t  so lu t ion  de l ' équa t ion  ( B  P = 6 16, 

O 

1 1 1  1  
où r e s t  donhé par  Pl = - ( B ~  I. - S I~). NOUS voyons donc que l a  7  x 7 

P 

matrice : 

1 e s t  so lu t ion  de l ' équat ion  ( A  -p) F = ( 6 1 ~ )  1 
O 

De p lus  P ' ( x , p )  e s t  éventuellement s o r t a n t e  pour l e  groupe v o ( t ) ,  donc F 

1 e s t  éventuellement s o r t a n t e  pa r  S ( t )  . F e s t  donc b ien  l a  so lu t ion  cherchée. 

1 1 1  1 1  Un c a l c u l  élémentaire p a r  P = - ( B ~  1. - ( 6 ~ ~ )  )donne exactement G ( x , p ) .  
1.i 

1 
En somme, " G ( x , , ~ )  e s t  l a  p a r t i e  à divergence nu l l e  de r ( x , , ~ )  ". 



**-+l 1 l - t  
Par tons  p a r  exemple de ( h )  - r o t  r o t  G ,-. c2 "k-3, 

L 

k = 4,5,6.  Nous savons d é j à  que c e t t e  équat ion admet une s o l u t i o n  unique 

+ 1 8' t e l l e  que (8' p G , O )  s o i t  éventuellement s o r t a n t e .  De p l u s ,  pour t o u t  p 
k k '  k 

1 
appar tenant  à un ouvert  connexe de P ( A  ) ,  nous savons ( p a r  l 'isomorphisme 

O 

de l a  t ransformat ion  de Four i e r  e n t r e  S '  e t  S '  ) que c e t t e  équat ion admet 
X 5 

une s o l u t i o n  unique dans S ' .  
-+ 
X 1 - - 1 k-3 +1 

De l ' é q u a t i o n  ( h )  on a : li zk = r o t  r o t  (- - - 
2 2 r Gk ' Y 

+l C C 
- 3 - 3 - t  

c 'es t -à -d i re  que G e s t  obl igatoirement  de l a  forme r o t  r o t  % ; ( h )  devien t  
k 

a l o r s  : 
2 

+ 
--3 - 3 - 3 - t  + 

(h' ) : r o t  r o t  r o t  r o t  % -V d i v  4 + 
- 

L 
- l %-j = 8 , c 'es t -2-d i re  

C 
2 ' k + 2  r 

C 

+ - 3  )=, 
On cherche a l o r s  une d i s t r i b u t i o n  tempérée s o l u t i o n  de A %  - %(% + 2 

-+ -t -+ C P r 
-t Xk-3 c 'es t -à -d i re  A  ( $  + - 1 %-3 ) = - A - -  1 k 2 2 - -?a(x) < 

u2 r c lJ r u lJ 1-i -3 

1 d 'où  : comme p ( A  ) compte deux composantes connexes : 
O 

1 )  Dans l a  l è r e  composante {Re l~ > O} , on prendra  (pour  r e s t e r  dans S '  ) : 

P 
+ - -r 

1+ 1 --+--te 
C 

- r o t  r o t  - Gk - -  
-1  + 

U 
2 r 5 - 3  

2 )  Dans l a  2ème composante ( ~ e  l~ < O ) ,  ce  s e r a  : 
+ E r  

C 
+ k r  

C 
+- l e  = -  -1 + +1- 1 1 -+ e Gk - r o t  r o t  -1 -+ 

'k 2 r "k-3 2 r %-3 

1 1 + 1 + 
En c a l c u l a n t  [S ( t )  {zk , ,O)]par l a  formule de Poisson étendue aux 

k 

d i s t r i b u t i o n s  ( c a l c u l  assez  simple puisque l e s  moyennes sphériques de 

fonct ions dépendant uniquement de r son t  a s sez  simples à c a l c u l e r )  on v o i t  

q u ' e l l e  donne une onde sphérique d ivergente ,  ce  qu i  veut d i r e  en f a i t  que 

1 + (2;' , ii zk , O )  e s t  ev .  s o r t a n t e ( ~ o i r  a u s s i  unmei l l eu r  argument en p. 2 

de llAddendum à ce c h a p i t r e ) .  



I l  e s t  i n t é r e s s a n t  de n o t e r  que l a  so lu t ion  fondamentale evs coïncide avec 

l a  so lu t ion  fondamentale tempérée dans l e  demi plan Re u > O e t  l a  so lu t ion  

fondamentale en t ran te  avec l a  so lu t ion  tempérée pour Re ri < O . En f a i t  donc 

+ 
G (x,ri) e s t  l a  d i s t r i b u t i o n  de D '  obtenue en prolongeant à t o u t  l e  plan 

complexe l a  d i s t r i b u t i o n  tempérée obtenue pour Re u > O . 

6. SOLUT1O;US FONDAMENTALES DE A - ri I ET COND'ITIONS DE RADIATION 
O 7 

+ + 
t ou te  d i s t r i b u t i o n  so lu t ion  de l ' équa t ion  (Ao-u)f = g admet l a  décomposition 

-+ -+O +1 -+O +l +O 1 +1 +1 
f = f + f où f e t  f sont  so lu t ions  de : (A: - u ) P  = g e t  (Ao-u) f = g 

-+ +O +l + +1 
où g = g B g e s t  l a  décomposition canonique de g en g E[D:'(R3;c3)12x ( 0 )  

Pheuve . 
-+ -+ 

1 )   équation ( A  - u )  f = g équivaut à : 
O 

2 --t --+ 2 + + + + 
[ ( Y d i v - c  r o t  r o t  - u f - m V  f = u g l  + g2 

7 

d'où : 

2 v ~ v -  c 2 -+ r o t  --+ r o t  - m )  (;)=( gl + + ;: ) 
ri ( f i )=  (:q u2 d i v  ri A 

n d i v  g + ri g7. ,c'est-à-dire 

--f+ 

O r o t  rot10 
a = a l + a  u Fi u , a i = ( ' O  -- - - -- - - --1- ;), -- 



e s t  un opérateur d i f f é r e n t i e l  du l e r  ordre. 

On a donc l e s  3 équivalences suivantes : 

-+ 
Pour t ou t  g E [DI: (R3;c3) l2  x 10) , on a : 

L 

-+ 3. 7 
-> Pour tou t  g f D I 2 ( R  ,C ) : 

L 

-+ -+ 

2(:;) = a (fi) - DP = ai (:;) - Du zl+ a;(:;) - D P  g o 2) On a : ( e )  =, P 
P 



O 1 1  On v é r i f i e  faci lement  que a l  aO = O = a a e t  que a D 2 = 0  e t  
1-i lJ Fi !J !J Fi 

O 
a u  D g1 = 8, donc : 

On a  a l o r s  : 

On en dédui t  que (f:)' = (:) c 'est-&-dire  qu'on a en f a i t  + f l  = 3; + 
1 

où i1 v é r i f i e  l ' é q u a t i o n  : +l +1 
1 - ( u  g l  + g 2 )  e t  

'0 2 - 
f l ' é q u a t i o n  p 1 

en f a i t  : 

+l - +1 On peut  dès l o r s  poser  : f 2  - g l  + !J p l  +O +O +O 

1 
e t  f 2  = !J f  + g l  e t  a l o r s  

1 
+ +l +O + -+ 1 + O  
f2 = f + f . En résumé, on a donc décomposé f  en f  = f  + f avec 

2 2 
+l -fi +O +O ? = ( f l ,  f2 ,0)  e t  ? = ( f l y  f2 ,  f 1. D'après l e s  équivalences ( e l )  e t  ( e ~ ) ,  

7  

on a : 

La réciproque e s t  t r i v i a l e .  

CakaU&e 
' 1  

If5 I o  6" I6 O 
posons 6' = (-*) e t  6' I~ = ( ) . Toute so lu t ion  

de l ' é q u a t i o n  m a t r i c i e l l e  (Ao-v)  ~ ( x , v )  = 6(x )  I7 = 6  1 + 6' 1 s ' é c r i t  
7  7 

O 1 l a  forme ~ ( x , l i )  = E (x,Fi) + E (x ,u)  où E ~ ( X , ! J )  e t  E'(x,!J) sont  des 

1 1 1 d i s t r i b u t i o n s  s o l u t i o n s  de ( A O - ~ )  ~ O ( x , p )  = 6° 1 et ( A ~ - ~ )  E ( X , p )  = 6 I7 
O 7 

respect ivement .  



Il s u f f i t  d ' app l ique r  l e  lemme à chaque vec teur  colonne de ~ ( x , u ) ,  

sachant  que l e  second membre e s t  à support compact, donc dans V t 2  . 
L 

-+ 3 .  7 Une d i s t r i b u t i o n  f € D?R .C  ) s e r a  d i t e  éventuellement t - s o r t a n t e  

+ 1 
ssi f = ?' + To où T1 e s t  éventueiiement s o r t a n t e  par  S ( t )  e t  To e s t  

une d i s t r i b u t i o n  tempérée. On a a l o r s  l e  : 

O 3 7 \i p e c/o,(A0), , # 0 , f p € D ' p ( ~  ;c ) ,  f = g1 + 2 é t a n t  l a  décomposition 

i 
L 

canonique de g : 

0 ->O 1 )   équation ( A  -,) h - g admet une s o l u t i o n  tempéré unique. 
O 

-+ -f 
2 )  L'équation (Ao-,) h = g admet une s o l u t i o n  éventuellement t - s o r t a n t e  

+ +O 
unique h = h + hl où g' e s t  l a  s o l u t i o n  éventuellement s o r t a n t e  

1 +1 -+1 unique de l ' é q u a t i o n  (Ao-u)  h = g . 

+O 3 7 
1 )  2 € D l 2  3 g € S ' ( R  ; C  ) ,  d 'où ,  par  t ransformat ion  de ~ o u r i e r  : 

L 
A 

go = F-' El:(() - u 1)-' 6 ° ( ~ d  ; l ' u n i c i t é  é t a n t  immédiate puisque 

+ 
-+O + g1 où h l  e t  ho sont  s o l u t i o n s  2 )  Le lemme précédent  permet d ' é c r i r e  h = h 

'O de (A:-,) h l  = e t  (A:-,) ho = g . Alors  : 

' 1 1 + 1 
h éventuellement s o r t a n t e  p a r  S ( t )  h e s t  unique d 'après  l e  théorème. 

"O "O 
h tempérée => h unique d 'après  1 ) .  cqfd : 



P o u  p E c\oc (A:) : 

1)  équation (A:-p) ~ ~ ( x , p )  = (SI7)' admet une solu t ion  tempérée unique. 

2 )  L'équation (Ao-p) E (x,p)  = 6(x)  1 admet une solu t ion  fondamentale unique 
7 

dont l e s  vecteurs colonnes sont  éventuellement t - so r t an t s .  

I l  s u f f i t  de remarquer que chaque vecteur colonne de 6 ( x )  1 e t  
7 

dans E' (R3;c7) c D ' ~ ( R ~ ; c ~ )  e t  d 'appl iquer  l e  théorème précédent.  
L 

1 Nous savons que E(x,p) = E ( x , ~ )  + ~ O ( x , p ) .  On s a i t  dé jà  que 

1 E ( X )  = G ( x , p ) .  Il r e s t e  donc à ca lcu le r  EO(x,ii). On peut b ien  sûr 

u t i l i s e r  l a  t ransformation de Fourier;  nous a l l o n s  i c i    lu tôt u t i l i s e r  

une méthode "heurist ique" comme au paragraphe précédent qui  donnera l e  

r é s u l t a t  cherché avec une grande s impl ic i t é .  

+ +l -f2 7 O So i t  Ek = ( E k ,  Eky Ek) un vecteur colonne de E ( x , p ) .  L'équation 

O 
(Ao-p) ~ O ( x , p )  = ( 6 1 ~ ) ~  e s t  a l o r s  équivalente à : 



I O k = 1 , 2 , 3  

+2 
-q d i v  Ek + ( A - p )  E7 = 

k O k = 4,5,6 

6 (x )  k  = 7 . 

-+2 - + 1 Ek - Li Ek ( 1  ) 
+ 

-f -+ 1 -+ O -+ -+ "k V d i v  Ek - u2 - ~ V E :  = 6 x..-~ = -V d i v - -  3  
r (2 ) 

7 -+ 1 ( A - L I )  Ek -0 LI d i v  Ek = O (3) 

+ 1 L 'équat ion ( 2 )  en t r a ine  que E e s t  de l a  forme E l  = 6 Jk . Posons 
k k  

en out re  E~ = Bk . ( 2 )  e t  ( 3 )  deviennent : 
k 

+ 2 X 
"3 ) = 0 V (  A gk - - m  Bk + d i v  - 

(1') 
r 

ek - 'i LInJk = + 

c  ' es t -à -d i re  (n-ri2) dk - m  = - d i v  - 5-3 + c où c e s t  une constante  r 

( A - Y )  Bk - 'i Li A Qk = 0 
-+ 

d'où 

s o i t  

( ( A - U 2 ) ( A - r i )  Bk - E II A Bk = - ri n A d i v  Xk-3 
r 

t 2 3 3 - 3  E n  - A ri ( r i  + 1 + & )  + 11 ] = - ( A - r i )  d i v  - - k r C 
+ 

2 X 
k- 3  L A  - A Li ( U  + 1 + E )  + Li3] Bk = -U II A d iv-  r 

En posant d2 = - 2 -  - - z avec l e s  déterminat ions I m  d > O ,  où z e t  1 ---Z 2- d2 - 2 192 1 

2 z sont  l e s  r a c i n e s  de l ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  Z + ~ i ( ~ i + l + ~ )  Z + ri3 = O 2  

dé j à  é tud iée  au chap i t r e  II, on o b t i e n t  a l o r s  : 
A 

O Or k C J ( A ~ )  -. I m  z $ O . Soi t+a lo r s  S e S'  l ' un ique  s o l u t i o n  de 
192 k  

2  "k l ' é q u a t i o n  : ( n + d l )  (n+d;) Sk = d i v  - 
r e t  xk l ' un ique  s o l u t i o n € S '  de 



2  
de (Afdl) (~+d:) zk = - u C. 11 e s t  immédiat que xk = - - IiC e s t  une solu t ion  

3 ;  C'est  l a  so lu t ion  pu iqu ' e l l e  e s t  unique. 

Calcul! de Sk + 
2  2  S o i t  yk = (A+d2) Sk; a l o r s  (A+d ) jk = d i v  - 

1 Ir-3 , d'où r 

-+ + + 
2  2  1 

r 
'k-3 ] l  d i v  -3 ) = O=(A+dl) - d i Y  + 1 A d i v  - A ik + d l ( %  - - 

r 
d2 

r 

1 l  d i v  lk-3]= + c  ' est-à-dire 
'k-3 

, dont l 'unique  r 

solu t ion  tempérée e s t  : 

+ i d l r  i d  r 
1 %-3 1 e  + e  1  

ljlk 
- ? d i v - =  - -  d i v  - d'où % = - d i v  -1 + 2  

r r 5 - 3 '  r \-3=( A+d2 )Sk 
1 

On troovera de même : 
id,r 

I 
i d  r 

2  i d  r 
2  2 1 1 e  

= (? d i v  
e  r +  1 

c 'est-à-dire ( d  -d ) S - -  
2 1  k r Xk-3 d i v  - 

d2 
2  2  -+ 

d2-d 1  + -  d i v  , s o i t  
r 

i d  r idl '  -+ 
1 Sk = - e  -+ 1 -$ di;- 1 d i v  - e  1 2  2  r - 3  - 2 + -  %-3 

r %-3 
d i v  - 

d2-d 1 1 
r 

Tai. -+ 

O r  ( ,A-P)  d i v  [y *a-3 ]= (A+d 2  -d 2  -u)div  1-1 = d i v  ( S ( x ) <  )-(d2+ii)div([-] 
-3 

e  i d r  -+ i d r  + 
A d iv  - e 

r 5 - 3  
= d i v  ( S ( X ) % - ~ ) -  d i v  - r 5 - 3  



+ + 

"k-3 -+ 
r 

Xk 
( A - u )  d i v -  = d i v  ( 6 ( x ) \ -  1- p d i v  - ; on en déduit  : 

3  r 

id2 r  
d: P 

+ 
1 e -+ e  

d i v  - 
"k-3 - 
- d i v  --- r : r k 

2 2  3  5 - 3  
+O 

Comme d  1 2 = ~  d  , o n & -  Ii ? d i v  5 - k-3 
2 r 

lJ P 
2 

pour k = 4 ,5 ,6 ,  on o b t i e n t  : i d  r 
2  

i d  r 
1-i tf d i v ( l +  -)e - (  1+1-i/d;)e 1 

1 d2 -+ 1 -+ O 

r - 6 
t idd2-d,  

% - 3 -  2  k-3 
lJ 

1 id,r i d .  r 

Vu ( 2 )  , on pose E '  =?Jk  e t  E~ = Bk d 'où : 
/ 

k 
4 

k  



on a  donc : 

)J7 - m e 7  = c t e  (~+d : ) (~+d ; )  JI7 = m ~ ( x ) -  p c 
2 2  2 ( A - P )  e7 -Q 0 A J7 = (A+dl)(A+d2) e7 = (A-p  ) 6  ( x )  

2 S o i t  uk l a  d i s t r i b u t i o n  tempérée s o l u t i o n  de (A+d l ) (A+d~)ok  = 6 ( x ) .  On a a l o r s  : 

i d  r 
1 i d  r 

e  2 e  2  
- - -  (a+d2)u - 

2 k  , (b+dl l u k  = - r , s o i t  : r 

2 E t  a l o r s  dk = m u  + c t e  e t  ek = (A-, ) % c 'es t -à -d i re  f inalement  : 
k  

O On remarquera qu'en r é a l i t é  E  (x ,u )  e s t  dans D'2  . 
L 



O O 
1 )  V u O ( A O ) ,  l ' é q u a t i o n  ( A o - u )  E ~ ( X , P )  = 6' 1 admet une s o l u t i o n  7 

tempérée unique dont l e s  vec teurs  colonnes sont  donnés p a r  l e s  formules 

précédentes .  

2 )  0 ( (O),  l t < l u a t i o n  ,Ao-u) E ( X , P )  = 6 ( * i  : admet une so lu t ion  
i 7 

1 O é v e n t u e l l e ~ e n t  t - s o r t a n t e  unique E ( X , P )  = E ( x , u )  + E (x , ' ) ,  e t  dont l e s  

vec teurs  colonnes sont  donnés p a r  : 

i d  r 
2 2 2 i d l r  

1 1 -+ + -  - V d i v  ( l + u / d 2 ) e  - ( l + u / d l ) e  -+ 1 + 
4 ~ '  2 2 

d -d 
r - - 6 ( x )  \-3 

2 1 5 - 3  u 2 

i d  r i d  r 
e 

2 
-e 

1 ' d i v  -+ 
r "ic-3 

I 

1 --e C - +- 
r o t  r o t  1 

4 ~ l J  r % ' G e =  ? d i v  
d2-dl 

id,r  i d , ,  
E 

C 1 -- 3 d i v  
e  -e 1 

2 2 4~ ( dq-d, 1 r jk- r  



2  2  2 1  
On a a l o r s  d  = d2 

4 3  
1 

= d  = -  1 - i ( p + 1 + ~ )  e t  d  = l ~ ,  I m d 2  O .  2  

Comme u € P ,  on a  r i f O e t  u f  - ( I + E ) ,  donc d 2 f 0  . 
dk e t  Bk v é r i f i e n t  a l o r s  l e s  équat ions  : -+ 

k  = 4,5,6 : (A+  ( = - ( A - u )  d i v  - - r ( n+d2 1 7,!J7=m6 ( x )  - p ~  
-+ 

Xk-3 , k = 7  
( A +  d2)2 9, = - p A d i v  - 

r ( ~ + d ~ ) ~  0 7  = 6 ( x )  

2  Comme pour l e  cas d  f d2 , on peu t  en f a i t  n é g l i g e r  l e s  termes en ii C ,  
1 2  

p u i s q u ' i l s  n ' i n t e r v i e n d r o n t  pas en  f i n  de compte dans l e s  3 . On commence p a r  : 
k  

1 - 1  : 
-+ 

2  2  Calcul  de Sk : (A+d212 Sk = d i v  -î . On pose % = (A+d ) ik-(A:d )%= 
r 

3 - 3  d i v  - . r 

Alors ,-: - e  -1 + 
7 , ! J  - - -  il s ' a g i t  donc de résoudre : 

d2 
-+ 

e  
i d r  -+ 

(A+d2) S = - - d i v  - 1 1 2  

d2 
d i  r , 1 0  s = s + sk 

k k  
avec : 

i d r  
-+ 

2  1 
(A+d ) sk = - - dk d i v  e -1  -+ \-3 e t  ( A + d )  2 2 1  s k = -  d i v  a-3 , donc t o u t  de 

d2 r 
i d r  

e  -1  -+ 1 i d r  
s u i t e  : e  -1 -+ - d i v  1 

r %-3 = - p3 
= -  

Pour S I on p a r t  de : 
k  ' 

i d r  
i d r =  ,id -- e  e  

ar r 

i d r  
d i v  

e  -1  -+ - d i v e  i d r  -+ 1 1 i d r  -+ = -  S k = - -  3 r % - 3 - 2 i d 3  d i v  e  5 - 3  
lJ 2 i d  



. On a a l o r s  : 

2 1 
i d r  

e -1 -+ 
2 

- -  i d r  -+ +2i  d i v  e i d r  -+ - 3  d i v  e a-3 = - 7 d i v  
1-i 

r %-3 2d3 5 - 3  

1 i d r  -+ 

e k = - F i  rl A 
Sk 

= -,, ,-,E+ d2 - d 7 s k  = 2 i u  n - d i v e  
2 d Xk-3 

d t  où f inalement  : 

k = 4,5,6 -+ 
i d r  + 

'1 1 -+ e 
2 

V d i v  - 1 ' \-3 
4 n E ~ ( x , u )  = - - 2 r X k - 3 - 7 3  $ d i v  eidr %-3 +-v 2 d i v  - r 

lJ 21 d lJ 

+2 ' 1 
E ~ ( x , ~ J )  = u Ek ( X > U )  

7 i d r  -+ Ek = - d i v  e %-3 n2id 

-1 i rir 
2 e 

On d o i t  a v o i r  : (n+d2l2 d = m 6 ( x ) ,  d 'où ( ~ + d  ) d7 =-m - , d'où 
7 r 

m i d r  Ip = - -  e e t  8 = - -  ' e  
i d r  

7 2 i d  7 2 i d  

c ' es t -à -d i re  : 

m -t i d r  , + 1 1 . i d r  v e g2 = lJ E7; E7 = - - 
' 7 7 2 i  d 

e } .  
2i d 

Rematrq ua 

1 )  Ce c a l c u l  d i r e c t  coïncide avec c e l u i  obtenu en f a i s a n t  t end re  "formellement" 

2 2 
(on peut  rendre p l u s  r igoureux)  d2 e t  d vers  d . Montrons-le s u r  Sk p a r  

2 1 

exemple : 



d i v  
- 

(d2-d l )  S = - 
%-3 - 7 d i v  

k-3 
d i v  - 

r r 
1 

idBr e i d r  i d j d r  i d r  
e  - e  on pose d  = d(  I+E ) d = d(  l + r  ) . Alors 7 - . e  = -( l + i d r & .  ) 

1 2  2  r r 1 

-+ 
2 1 e  1 1 %-3 i d r  l + i d ~  r l + i d r ~  

2d ( E  -E ) S  = - div-  
2  - 

2 1 k  d2 r ( 1 + 2 ~  
) + - d i v  - 

2 1 +2 E 
1 d4 r 

i d r  
-+ 

e  + 
d i v  - ( i d r -2 )  ( E ~ - E  ) %_3 1 

2 + ~ d i v ~ ,  d o n c q d r  + 0 :  
d r d  

r 1 '2 

-+ 
1 

i d r  
e -+ 1 i d r  

-> - d i v  - - %-3 = d i v  - - - ( i d r -2 )  )km3 e  - 1  + Sk 
d 

4 r r 3  

1 - - i d r  + 
d i v  e  

Xk-3 
cqfd 

q: a 

2 )  A p a r t i r  de c e t t e  remarque , on s ' a b s t i e n d r a  dorénavant de f a i r e  des 

c a l c u l s  pour  l e  cas u € P. On procèdera "par passage à l a  l i m i t e "  é t a n t  

entendu qu'on ne cherche que l e  r é s u l t a t .  

6.2. Cm de découplage ( m  = I-, = O ) .  Cm de. l tE la ; t i c i ; t é .  

Pour m = q = O (-E = 0) on a  l ' é q u a t i o n  

2  2  z + u (1i+i) z + u 3  = ( z+u)  ( z + u  ) = O , d'où d2 = - U 1  e t  d2 = - 2 
1 2 1 i .  

En no tan t  ~ ( x , u ; m , q )  pour montrer l a  dépendance en m e t  r? , on o b t i e n t  

a l o r s  : 



- P r  
-u/c r 

-+ e  
-V d i v  - 1 - e  

1 + r o t  r o t  
r 3  r 

1 
3  

O 

- - ' r  
C - P r  

1 + - + e  - 1 1 -+ 
V d i v  e  -1 - r o t  r o t  

2  
1 - -  

r u2 r 
1-i I 3  

- C r  - U T  
1 - - - + - - t e  - 1 1 -i - - e  - r o t  r o t  r I 3  Ii 

V d i v  - ' 1  
11 

3 

où ~ e ( x , ~ )  e s t  l a  6 x 6 matrice fondamentale éventuellement s o r t a n t e  de 

O 
l 1 o P é r a t e ~  ( A* 0 ) de l ' é l a s t i c i t é  ( v o i r  F. F'ARSY , R .  LEISy ~ u ~ r a d z e ) .  

A+2u 

Ce f a i s a n t  d ' a i l l e u r s ,  on cor r ige  l e s  so lu t ions  fondamentales qu'on trouve 

* 2  -t dans Kupradze, Leis e t  F. Parsy. En e f f e t  l e s  so lu t ions  de ( A  -il ) u  = 
CS I 3  

que donnent ces auteurs  ne sont  valables qu'en dehors de l ' o r i g i n e  e t  ne 

sont  pas des so lu t ions  au sens des d i s t r i b u t i o n s .  Cependant e l l e s  coïncident  

avec l a  nô t re  en dehors de l ' o r i g i n e  (il n 'y  manque que l e s  termes en 
-Gr 
e  

d i s t r i b u t i o n  de ~ i r a c )  . . . - - e s t  a l o r s  l a  so lu t ion  tempérée de 4 sr 
(A-u)e = 6 ( x )  dans l ' ouver t  connexe C \{axe r é e l  négat i f? .  A n o t e r  qu ' a lo r s  

l e  spect re  de s e  r é d u i t  à l ' a x e  imaginaire ( spec t re  de (2 1, 
X+2 !A 

union l ' a x e  r é e l  n é g a t i f  ( s p e c t r e  de A ) .  

R e m q u a  

1 )  La forme des vecteurs colonnes de E(xYu;m,n) montre qu 'à  l ' i n s t a r  du 

semi-groupe T ( t )  ( cf. Chap. II) on peut l ' é c r i r e  sous l a  forme : 
O 



l e s  qua t re  termes peuvent a v o i r  des  i n t e r p r é t a t i o n s  analogues à c e l l e s  des 

Pages . Ceci e s t  normal puisque l a  réso lvante  R (  p ; A ~ )  n ' e s t  a u t r e ,  pour 

Re li > 0 ,  que l a  t ransformée de Laplace (qu i  e s t  l i n é a i r e  ! ) du semi-groupe T ( t  ) 
O 

2 )  Les opéra teurs  EM, ET, Em, E dépendent de E e t  peuvent ê t r e  développés en 
n 

s é r i e  de puissances de q,h. Nous aurons un développement de l a  forme : 

m 

E = E  ( 0 )  ( O )  + Elo )  + m E + n Eno) + 1 ~ P ( E M )  + E ~ P )  M m + m E?)+ ri 
1 

E ( P )  e s t  l e  coe f f i c i en t  d 'o rdre  p du développement de E. 

En p a r t i c u l i e r ,  on a : - 

6 . 3 .  ConciiiXom de Radiation 

2 - -+ Une so lu t ion  de l ' é q u a t i o n  c r o t  r o t  f + p2 if = 
-t -+ -f -+ 

d i v  g = O e t  g E E '  (R3;c3) e s t  d i t e  p - s o r t a n t e  s s i  ( f ,  u f , O )  e s t  evs p a r  

s l ( t ) .  

CokoUaihe 7 

2--+- 2 -+ -+ -+ L'équation ( c  r o t  r o t  + ii ) f = g où g e s t  à divergence n u l l e  e t  

-+ -+ à support  compact possède une unique s o l u t i o n  p - so r t an t e  f = * g où 
1 2--  2 1 Y, 

y, e s t  l ' un ique  3 x 3 ma t r i ce  s o l u t i o n  de (E r o t  r o t  + p ) y = (6 I ~ ?  am 

1 
Ci 

vecteurs  colonnes , - sor tan ts ;  y e s t  donnée pa r  : 
1-i 



-+ 3 4 Une d i s t r i b u t i o n  h  = (h ,h ) € Û'(R ;C ) e s t  d i t e  p- t  - s o r t a n t e  1-4 
-+ -+ 3 7 s i  l a  d i s t r i b u t i o n  ( h l ,  u h l  >Ali) E D ' ( R  ;C ) e s t  éventuellement t - s o r t a n t e .  ( p .  ) 

On a a l o r s  l e  : 

2 - t  -+ -+ -+ pour t o u t  pfc  \O,(A:), l ' é q u a t i o n  ( a  -u ) f = g  où g  = ( g l y g 4 )  
U 

€ E '  ( R 3 ; c 4 )  admet une s o l u t i o n  li-t-sortante unique. Ce t t e  s o l u t i o n  e s t  l a  

-+ 
somme d'une d i s t r i b u t i o n  p-sortante  à divergence n u l l e  ( f  , O )  e t  d'une 1 

-+O d i s t r i b u t i o n  tempérée à r o t a t i o n n e l  n u l  ( f  , f 4 ) .  E l l e  e s t  donnée p a r  

-+ -+ 2  
f = r * g où r e s t  l ' un ique  s o l u t i o n  p- t-sortante  de l ' é q u a t i o n  ( a  -p ) x 

1J- 

X r  (x,U) = 6(x) Il+. r ( x , ~ )  e s t  donnée pa r  : 

-+ -+ 
Posons f2  = p f  . On a a l o r s  1 'équivalence 

-+ 
f 2  = I-i f l  

1 
r(x,lJ)= i 

'- 4n(d2-dl : 

- i d 2 r  
2  

i d  r 
1 2  2  Fi 

-+ ( I +  u/ci:)e - (  i+u/a l  l e  d  -d - --r 
C 

V d i )  1 +- 
r 3 112 r o t  rTt 3 

1 - 

2  2  d  -d 
2  1 

1i* 
s ( x )  Ig 

i d  r i d  r 
e  1 - e  2  



-+ 
d 'où  su iven t  à l ' év idence  tous  l e s  r é s u l t a t s  s u r  f .  

-f 
Pour r ( x , u ) ,  il s u f f i t  de prendre successivement pour g : 

i -+ 
i = 1,2 ,3  g = ( 6 ( x )  X i , o )  e t  i = 4 ph = (e,6(x) ) .  

On o b t i e n t  donc r à p a r t i r  de ~ ( x , ~ )  en ex t r ayan t  l e s  termes dans l e s  

colonnes 4 ,5 ,6 ,7  e t  des l i g n e s  1,2,3,7 e t  en l e s  renumérotant dans l'ordre. 

Au l i e u  de t r a v a i l l e r  avec l ' o p é r a t e u r  a u ( q u i  suppose d ' a i l l e u r s  ~ f :  O ) ,  
2 - -  2  Vdiv-c r o t  rot-p 

on peut i n t r o d u i r e  l ' o p é r a t e u r  b  = 
= 3 

1-i - n u  d i v  

qui d i f f è r e  de a p a r  l a  de rn i è re  l i gne  seulement ( d i v i s i o n  pa r  u ) .  
1-i 

+ -f 
Alors  l ' é q u a t i o n  ( A ~ - ~ )  f = g e s t  équiva len t  à : 

-+ -+ -+ 

f2 = lJ f l  + g1 

-+ 

-+ 
n d i v  g ,  + g7 i 

Alors  l e  c o r o l l a i r e  2 peu t  s ' énoncer  d'une façn év idente  en terme de b - 
11 ' 

nous obtenons a i n s i  une a u t r e  s o l u t i o n  fondamentale p - t - so r t an t e  de b 
il 

obtenue à p a r t i r  de r ( x Y Y )  en m u l t i p l i a n t  l a  de rn i è re  colonne pa r  i~ . 
Nous l ' a p p e l l e r o n s  encore T ( x ,  u) . 

C ' e s t  l a  ma t r i ce  b qu'  a é tud ié  J en t sch  dans son papier  
-iw 

s u r  l e s  ondes thermo-élastiques s t a t i o n n a i r e s  ( s i n u s o ï d a l e s  en t) -Pour 'J =-ici!, 

nous trouvons l a  même ma t r i ce  fondamentale dans J e n t s c h ,  sauf  l e  terme 

- -  6(x )  1 que Jen t sch  ( su ivan t  Kupradze , ~ u r c h u l a d z e )  . . . ) omet, c a r  
2  

lJ 
3 

il ne f a i t  pa s  clairement  s e s  c a l c u l s  au sens des d i s t r i b u t i o n s  ( s a  

s o l u t i o n  e s t  bonne en dehors de l ' o r i g i n e  seu lement ) .  ( c f .  Jen tsch  ( 



3 -+ + 3 -+ -+ 
Soient  v  = ( v  v ) e t  u  = ( O ,  u2, y,). Alors  : l Y  v l y  7 

-+ + + A* $ 
1 3 2 

U. (Ao-p)  v  = O + a-. (- - n v v - v l ) + u  [ ( A - p ) v  - ~p d i v  v 
X+2p 7 7 ' 7 

de b en échangeant -m en ri e t  - Q pen + m . (pour  B v o i r  p. Chap. II, B e s t  
lJ 

1' a d j o i n t  L~ de BQ) 
La r e l a t i o n  ( ) du chap i t r e11  dev ien t  a l o r s  : 

1 3 3 \d R ,  ouver t  de bord C , on %pour  u e t  v siiffisamment r é g u l i e r s ,  pa r  exemple 

( c 2 ( a )  n c l ( ; ) )  : 

+ -+ 3 
+ j (-m V7 U2.n -Q lJ 9 v l . ~ ) d s  

a R  3 -+ + -+ 
En posant u  = (u1.u4)  e t  v  = ( v  v ) on a donc : 

1 '  4 

On pose a l o r s  : 



On o b t i e n t  a l o r s  : 

3. 4 Ces r e l a t i o n s  montrent que bt e s t  l ' a d j o i n t  de b dans L ~ ( R  ,C ) 
11 lJ 

t S o i t  A l ' o p é r a t e u r  obtenu à p a r t i r  de A. en changeant -Q en + m e t  - m en + ri 
O 

t t b  e t  a  l e s  sous-opérateurs  correspondants .  Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que l ' o n  

peut  f a i r e  pour At t o u t  ce  qui  a é t é  f a i t  j u s q u ' i c i  pour  Ao. En p a r t i c u l i e r ,  
O 

on o b t i e n t  : 

1 
1 - Alt = A avec t o u t e s  l e s  conséquences que c e l a  e n t r a î n e .  

O O 

O o t  O t  3 - ( A o )  = 0 (Ao ) = u  ( A  ) e t  même équat ion c a r a c t é r i s t i q u e  
C O 

2  Z + A ( A + ~ + E )  Z + A 3  = O . 
4 - On peut  d é f i n i r  une s o l u t i o n  fondamentale t - s o r t a n t e  unique pour 

O u E C \u(Ao) , qui  s ' o b t i e n t  à p a r t i r  de E ( X , U )  en changeant -m en + ri 

e t - n e n + m .  

5 - On peut  reformuler  t ous  l e s  r é s u l t a t s  précédents ,  en p a r t i c u l i e r  on 

au ra  l e  

-+ 3. 4 
Coho4!X&e 2 t  :v l~ $ U(A:), l ' é q u a t i o n  bt +f = ; où 2 = ( g l  ,g4) E E 1 ( R  ,C ) 

lJ 
+ t + 

admet une s o l u t i o n  U- t -sor tan te  unique donnée p a r  f = r ( x , ~ )  * g  où : 



i d  r 
2 2 

i d l  r 
( l+v/d2)e - (  1+ /d:)e 2 2 - r / c r  

Vdiv d2d 1 - -+ e 
r I + -  r o t  r o t  - 1 

Fi2 
r 3  

I i d - r  

C o n ~ o n n  de Radiation 
u 

S o i t  a l o r s  E ( X , P )  l e  prolongement à t o u t  C de l a  mat r ice  ~ ( x , ; )  

O précédemment d é f i n i e  pour  ; € C \ O ~ ( A ~ )  ; on a donc : 

U V " O  "O 
E ( x y ~ )  = E l ( x Y u )  + E ( x , ~ i )  = Gl(x.u) + E (x,;) où G , ( X . P )  e s t  

1 b l  l a  s o l u t i o n  fondamentale e .v .sde A e t  E ( x , ~ i )  e s t  encore dans S'  puisque 
O O 

Im d 2 O t J p  E c ) .  1.8 

-+ v -+ + 
1 )  S o i t  u E C .  Alors l a  s o l u t i o n  f  = E ( X , U )  * de l ' é q u a t i o n  ( A  - p l  f = g 

O 
-+ 3 7 où g € E '  ( R  ;C ) s e r a  d i s e  s o l u t i o n  éventuellement bi-soi-tante (evbs)  

V 
pour  ou ~ ~ ( t ) ) .  En p a r t i c u l i e r  ~ ( x , ; )  e s t  l a  s o l u t i o n  fondamentale 

evbs de A . 
O 

V 

2 )  S o i t  r(x,Fi) l e  prolongement correspondant de r(x,Fi).  Alors l a  d i s t r i b u t i o n  

-+ -+ u -+ 3. 4 f  = ( f l y f b )  = r ( X , p )  * g où g E E ' ( R  , C  ) s e r a  d i t e  ri-bi s o r t a n t e .  

-+ -+ -+ 
Dans ce cas  F = ( f l  . ; f l y f 4 )  e s t  l a  s o l u t i o n  evbs de l ' é q u a t i o n  

-+ -+ -+ 
(Ao-p)F = ( 0 ,  g l y g 4 ) .  On a a l o r s  l e  : 

-+ 
-+ -+ -+ 

S o i t  f = [::) l a  s o l u t i o n  u-bisortante  de I ' équat ion ( b  -;) f = g 
Fi 

' 3 4  -+ E E ( R  ; C  ) .  Alors f  s e  décompose d'une façon unique en : 



i i + i -, 
r e spec t ives  des équat ions Lx f = U g avec : 

2 -+ - 1 v /d l  ) O  d i v  g l ( x )  + m+v g 4 ( x )  

0' g = 1 
2  2  

bn(d -d ) 
2 1 

2  2  - ri d i v  g - ( u  + d , ) q ( x )  1 - 1 

-+ 
( 1  + U/ 2)  ? d i v  i l ( x ) -  m V g 

d2 

u2 g = 1 

2 2  2  
bn(d2-dl)  L n d i v  g , ( x )  + ( u 2  + d2) gh (x )  

V 

E l l e  provien t  de c e l l e  de T(xY li) qu i  peut  s ' é c r i r e  : - - 
V 1 2  3 1 , = X ,  + x + x - - 6 ( x )  14 avec : 

u 2  



i d  r 
e  

2 
T-, d i v  - r 

i d  r 
e  

2 
d i v  --- 1 

3 

-+ -+ -+ 1 -+ ème - - 1 % . r i  * - 6 ( ~ )  f g l ,  où ? désigne l e  k 

U 
k i = 1  k=l 

vecteur colonne. 

1 -+ 
1 2 

= - -  g  ( x )  + $ ( X I  + $ ( X I  + 3 f ( x ) ,  avec : 

U 
2 1 

1 i d  r 
-+ 1 2  -+ e  l - +  -+ e  -1 1 ( 1+p/dl ) V  d iv  - f ( X I  = % * g l  - q d iv  - 1 

47T ( d2-dl 
r 

2 r idl '  
1 2 e  -+ -+ + 1 Gl-( 1+p/dl )+ - xk * V d iv  g l  + r 



- - 2  + -+ 
+(  l + u / d l )  6 ( x ) *  v d i v  zl-n 6(x) $ g  

l C 4n( d2-dl ) 4 1 

i = 2 ; Les mêmes c a l c u l s  donnent : ----- ----- 

i = 3  
=a===- 

4 
3 3 

-+ -+ + -+ 
f ( x )  = L xk. r t  x = 3 -+ 

k 1 % - r t  * g c a r  T4 = O ; a l o r s  : 1 1 k 

3 -!& r 
-+ 1 C 

f ( x )  = O e t  f l =  - 2 L Cs( - e  -+ -+ 
r o t  r o t  1 

4  TU 11 r 
Xk * g l )  = -  

4.rru 2 1 %  - - r 
C 

. - - +  % * r o t  r o t  g l )  . 
r 

3 
U -+ p2 3 3 

O r  ( A - - )  f l  = (-2;t - -  -+ 2 x  2 ) f l ( x )  , c a r  d i v  f  = O 
C r! 1 

3 - - 
1-i2 + e  + e t  ( A -  )? ,  = 4nu2 1 r x  * r o t  r o t  g l  , d t o U :  
C 

k - - 1  



3 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  une a u t r e  décomposition de f ,  
1 3 1 

-t 1 -+ -t 
f = - -  g ( x )  + f '  + 1;' + f 1  avec l e s  f '  v é r i f i a n t  l e s  équat ions 

2 1 

i $ 1 - p +  
L-- f  - g respect ivement .  
n $ & &  

Posons h  = f - f ' ;  on o b t i e n t  a l o r s  : 

-+ - - +  -t 
O r  d i v  h , ( x )  = 0 ,  (1 ) e n t r a î n e  r o t  h ,  = 0 ,  c ' e s t - à -d i r e  

I I 

s + - t  -t .-3i3 
2 3 + 

r o t  r o t  h  ( x )  = O;  L 'équat ion ( r o t  r o t  - ) z l ( x )  = O e n t r a î n e  a l o r s  (ri# O )  
1 

C 

. On a a l o r s  : 

~ ' a ~ r è s  ( l ) ,  on a a l o r s  : 

2 2 
A. -+ 

Pui  sque d l  # d2 on a a l o r s  h = O i . c .q . f . d .  



i 

3 )  3 détemine lu ? univoquement. 
i. 

Les f ne son t  pas  des s o l u t i o n s  quelconques des équat ions  
i i 

i -+ i + i. f  = Z) g . E l l e s  doivent en e f f e t  s a t i s f a i r e  l e s  r e l a t i o n s  f = r '  * 
1 -+ 2 -+ 3 

qu i  imposent à f e t  f  d ' ê t r e  temprrées e t  à f l  d ' ê t r e  l a  s o l u t i o n  -- 2  + éventuellement s o r t a n t e  unique de l ' é q u a t i o n  ( r o t  r o t  + . ~ i  2 )  - 
/ c  f l  - 

- 1 - * +  - - -  
2 

r o t  r o t  g . 
1-i 

On au ra  dès l o r s  : 

i + i 
f ( h )  = e ( x )  * oi avec : 

i d l '  
e  - -  1 ---+ + - r o t  

r d l  

O 

i d  r 
e 1 

(+ y d i v  - r 

i d2r 
1 --+-e + - r o t  r o t  

r g < x ,  = 

V d i v  (:-+ 

i 
ce ;  1 



2 
e -1i/cr 

C 
2 

- '' r o t  ro t  
2 I3 + 6 ( x h 3  

Fi 1i - - 

O 

c2 -+ e -u/c r 
- - 

I 3  2 
V d i v  

r I 3  

O 

= 

-+ 
1 -+ 

Vérif ions-le  s u r  f ( x )  p a r  exemple : 

i d l  r i d l r  
1 1 - + - e  -+ 

' ;1~ * D g- - r o t  r q t  r 2 r 1 
i d l r  1 

-+ e 
X4. ( -  - 1 

* O  P) 4 .  

i d ,  r i d , r  

1 3  
On v é r i f i e  a u s s i  facilement pour f  e t  f . 



Dans l e  complémentaire du support de 2 ,  l a  s o l u t i o n  p-b isor tan te  

+ + + L 3 2  
de l ' é q u a t i o n  b f = g s e  décompose d'une façon unique en f = f + f + f où 

L' + -+ 
l e s  f son t  des s o l u t i o n s  (déterminées univoq~ement  p a r  f )  des équat ions  
i i 

+ -+ 
L f = O respectivement.  On a a l o r s  l e  : 

S o i t  G un ouvert  connexe re la t ivement  compact contenant l e  support  de 

g ,  aG s a  f r o n t i è r e .  S o i t  x un p o i n t  à l ' e x t é r i e u r  de G, x G U a G. On a 

a l o r s  : 

+ i i 
-P 

i -+ 
f ( x )  = 1 1 L ( x - y )  d i v  f l ( y ) - f l ( y )  d i v  + ( x - ~ ) ]  .: dS + X 

i= 1 Y Y - Y  Y 4 ' 
a G 

id ,  lx-y1 id ,  1 x-y 1 

3 3 3 -f -+ 
; 1 [ Y Y ( ~ - Y )  A r l ( y )  - r o t  Y f l ( Y ) ~  y3 (x-y)l n dS 

Y Y  

car P (x-Y) = ~ ( x - Y )  = O puisque y E G e t  x e G . 

ave c 

i = 1 2  -----A- ------- 
3 i i i i idi  1 x-y 1 

+ -+ + + + - t e  a i 
Ni ( X ' Y )  = L xk(yk(x-y) d i v  f l ( y ) - f  ( y )  d i v  y (x-y))  n + x4.(-- ày f4-  

k= 1 1 k X Y 

i idi l  x-y1 a e 



i i i d i /  x - ~ I  
i -+ -+ i -f 

=[y (x-y) d i v  f l  - f l  d i v  y ( ~ - ~ ) l  

3 
3 -+ - 3  3 -+ 

= [ r o t  Y (x-y) A f l ( y )  - r o t  f l ( y ) n  y (x-y)]  .n 
Y Y 

-f . SoLt a l o u  ? (x )  solution de l'équation be f  =;dam un o u v M  connexe fl 

On va démonter l a  p ropos i t i on  généra le  su ivan te  : 

Pnopoh & i o n  
-f -+ 

Toute d i s t r i b u t i o n  f ,  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  b f = 6 admet une 
Fi 

+ J $ 3  2 
décomposition unique f = f + f + f où l e s  f  son t  des s o l u t i o n s  (déterminées 

-+ i $  -+ 
p a r  f )  des équat ions f  = O respectivement.  Nous commençons pa r  deux lemmes : 

Lemme 7 
n 

2 
..Toute s o l u t i o n  r é g u l i è r e  (de  c l a s s e  cm) de 1' équat ion 77 ( A  + di) h = 0 ,  

i= 1 
dans un ouvert  connexe fi , où A e s t  un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  

2 ( s c a l a i r e  ou m a t r i c i e l )  d 'ordrem, d. f d2 pour  i f j ,  s 1 é c r i t ,  d 'une façon 
1 j  

unique, sous l a  forme : 

n 2 
h = hi où hi e s t  s o l u t i o n  r é g u l i è r e  de ( A  + d i  ) h i  = O dans Q. 

i= 1 

Pneuve 

1 )  Exis tence : p a r  récur rence .  En e f f e t  

2 2 2 2 2 ( E )  2 ( A  + d l )  ( A  + d2) ...( A + dn) h = O <- ( E ' )  ( A +  d2) ...( A + d )h = ul  
n 

où u e s t  une s o l u t i o n  de ( A  + d:) ul  = O . 
1 

O i =2 
e s t  une so lu t ion .  S i  ( E ' )  e s t  l ' é q u a t i o n  homogène assoc iée  à ( E ' ) ,  on a donc : 



O 

s o l u t i o n  de ( E ' )  = s o l u t i o n  généra le  de ( E ' )  + h l  , e t  h l  e s t  s o l u t i o n  

2  de (A+dl) h l  = O d 'où l a  récur rence  ( c ' e s t  vrai pour n  = 1 ,  e t c . .  . ) .  

2)  Unic i té  

S o i t { h j  ? = { h l  
1 ' " "  

h '  une a u t r e  décomposition de h ;  a l o r s  
n  

w = { hi-hj 1 = { W .  ? e s t  a u s s i  s o l u t i o n  de ( E ) .  On a donc : 
1 

= O = h - h .  
i= 1 

2  
(A+%) wi = O i l w i  i (2 { l , . . . , n }  

S o i t  k f i x e ,  1 $ k < n, quelconque. Alors  : 

2 2  2  2  =n  ) wk= n (di-4;)wk=> Wk = O cqfd 
i#k  i #k 

Cana n  

1)  Toute s o l u t i o n  c2 de l ' é q u a t i o n  'n (*+a:) h  = O dans un ouver t  connexe 
i= 1 I n  

2 
0 C R~ où di # d2 , pour i # k ,  admet une décomposition unique h  = hi, k  

2 I 

où chaque hi e s t  une s o l u t i o n  déterminée de ( A +  d . )  hi = O . 
1 

3 
2 )  Même conclusion avec A remplacé p a r  l ' o p é r a t e u r  m a t r i c i e l  V d i v  . 

Lemme 2 
-+ + 

Toute d i s t r i b u t i o n  s o l u t i o n  de b f = O dans un ouvert  connexe 
Fi 

R c R~ e s t  cm . 

Ceci e s t  une conséquence t r i v i a l e  de l l h y p o - e l l i p t i c i t é  de l ' o p é r a t e u r  

w 
b 

; bU 
é t a n t  hy-po-elliptique pwsqu 'on  a  exhibé une s o l u t i o n  fondamentale C 

U 

en dehors de l ' o r i g i n e .  



d' où nécessairement : 

-+ ( *) 
B e t  d i v  u é t a n t  r é g u l i è r e s ,  on a donc 0 = + B2 e t  d i v  u = 

2 2.--t-+ -+ -+ - +  -+-+  -+ ( A +  di) ( B .  , d . )  = O . De même - c r o t  r o t  u + V d i v  u - u 2  : - mV0=O o u = u  +u 
1 1  P s 

2 -+ 2 - - - t - + - +  -+ -+ + -+ 
avec : 1 ~ .  u = -c 

S 
r o t  r o t  u e t  u 2  ; = V d i v  u - m V 0, donc d i v  us = O e t  

P 
---+ -+ -+ j. -+ * - +  * - +  
r o t  u = 0 ,  c 'es t -à-d i re  d i v  u = d i v  u e t  r o t  u = r o t  u . On a donc : 

P P s 

Alors : 

2 s - - t +  
u 2  Cs + c r o t  r o t  us = O 1 e t  

t 

2 -+ 2 
p2(? d i v  + d:) (t' d i v  + d2): =(?div+d2) (?div+d2)vdiv ;-m($div+dl) (?div+d:)$ 0 

2 P 1 

-+ 
u 2 z  = à d i v Z  - m V 0 .  

P P 

-+ 2 +  2 2 -+ 2 
= ( ~ a i v + d ~ ) ~ ( ~ + d ~ ) d i v  :-m(?div+dl)v (b+d2)8 

-+ 2 2 -+ =v(A+dl) (A+d2) ( d i v  u-me) = 6 
-+ -+l -+2 2 +i 

donc u = u + u d'une façon unique e t  (9 d i v  + d. ) u = 6 . 
P P P  = P 

On a donc bien. : 

. S o i 2  a l a u  G comme dawLcl Le Xhéohèrne de mphéaenta,tion cd une so lu t ion  

-+ -+ 
quelconque de b f = O dans l ' o u v e r t  connexe R3\c : 

1J. 

S o i t  VR 1 ' ouvert  re la t ivement  compact de f r o n t i è r e  

aVR = a G  u SR, où R e s t  assez grand pour que l a  boule 

B ~ (  ôBR = sR) contienne G (cas  de f i g u r e ) .  

S o i t  x € VR, x aVR . En appliquant  l e s  

r é s u l t a t s  ci-haut ,  on a : 
__________________----_-------------------------------------------------------------- 

(*) d'une façon unique ! 



-+ + + 3 4 f  s o l u t i o n  y-b isor tan te  de b  f  = g e  E'(R ;C ) équivaut à u 

-+ -+ 3 4 
ThEoaErne : L'équat ion ( b  ) f  = g € E'(R ;C ) admet une s o l u t i o n  unicue qui - Ft 
s a t i s f a s s e  ( c . R . s . ~ ) .  C e t t e  s o l u t i o n  e s t  l a  sol-ut ion %!.sortante : 

Nous appelons ces  condi t ions  : condi t ions  de r a d i a t i o n  s o r t a n t e  

+ + 
g é n é r a l i s é e t . ~ n  r é a l i t é  donc, parmi l e s  s o l u t i o n s  p o s s i b l e s  de b  f  = g , 

1i 

nous avons c h o i s i  c e l l e  qui s a t i s f a i t  C.R.S.G. e t  nous l ' avons  appelée 

y-bi-sortante .  

i-:-12 ------- 

3 i d .  J 3 
j 

O = L i .  l<.[ /  - $ d i v  e  \ . d i y  f l ( y ) - f l ( y )  d i v  ( 
R++w 1 d2 1 X-Y 1 Y I Y ~ = R  j 

i d ,  1 x-y 1 

-+ -+ 3 -+ 1 3 -+ 
or s u r  l y l  = R ,  on a  = m =  e  e t  Iy-xl =IyI-x.u+ O(-) , q, = 

r I Y I  



i d .  1 
1 

( Y I  

i d .  lx-y1 i d j  l y l  i d j  / Y  1 
a - e  J - - e  
+ i d  + O ( e  

an I x-Y l I Y I  j I Y I  ) 

Y 

On o b t i e n t  en d é f i n i t i v e  : 

i~ I Y I  
+ + + J 

+ L i m  (-wdiv f l  + i d  f , ) ~ ( ~  , )asy + x4. 
j I Y I  + 1 ($- 54-idj r4 R++w 

l y l = ~  Y 

Y 

-+ 3 3 3 
O = L i m  C -+ -3+ -+ ] +  

R++m 1 
zy ; k ( ~ - ~ )  ",(Y)- r o t  f ,  ny,(x-y) .n dS 

Y - 



' -!J/clx-y 1 -u/c 1 x-y ( 
-+ 

3 
o r  ?k(x-Y) = c2 -+ V d i v  e -+ 7s- r o t  r o t  y (x-y) = 

-+--+ 
7s-2 I x-Y l !J 

k I x-Y l  
-lJ/clx-y 1 

- e  
-+ ' 2  -lJ/c l  x-Y I 

r o t  r o t  5 e t  tq(x-Y) = - 
- e 2  

- r o t  r o t  
I x-Y l 2  

P 1i 

Comme x  # y  => 6 ( ~ - ~ )  =O . 

e r o t  !J e  
Y X k = + -  A w )  e I X-Y l  C IyI  

3 - U / C  r -!J/c r - -f 2  2--+ e  -+ 
r o t  y Y k = + U / c  r o t  y e 

r 5 e t  r o t  r o t  
r a =  

On o b t i e n t  dès l o r s  : 

' - +  L 

+ 1 ( -w  A r o t  f l  + - T l )  5 ( e  
C dS 

l Y 1 2  Y I Y  I'R 

-+ -+ 
3 3 y / c l y l  

-+ -+ 3 - - +  p +  e 
c 'es t -à -d i re  O = L i m  e  U A  ( w A r o t  f l -  - f,) 

C 
ds IY I Y R' 



j 
Rappelons que z(x)=/ 

j ' 
r (x-Y) ;(y) dy, d'où 

+- 
-f -( l+u/d:) 

Posons e t  a =  
1 2 2 

4n(d2-dl )  

d'où : 

1 i d  r i d l r  
+- 3 e -f 3 e +- ? (x )  = 1 xk. [a l  V d i v  - 5 * g l  - 0 d i v  - 

r r % * 9 4 ]  



Les mêmes c a l c u l s  donnent : 

2 
e 

i d2  I X I  
) avec : 

1 x 1 ~  

11-z-0 
3 -1~/cIx-yI + - + - e  . r o t  r o t  

+ + 
f(x) = 5 . g 1 ( y )  dy 

4.n lJ 
lJ G - - I x-Y l lJ 
C 2 - -14 C ,, +. _ -v/c 1 X I  

--+ e avec r o t  r o t  - < = $  ( < A  5 ) n a ' .  eP Y.0 + 6 ( e  
X 1" 

C 
1 

1 X l 2  1 X l 2  



+ -+ + + + +  
(on u t i l i s e  0 A(8 A g )  = -; + ~ ( e . ~ )  . 

P - -lx1 
Li P tm - 1x1 

+ +  
- - 1x1 e - 4 x 1  

+ e  C 

En remarquant que r o t  1x1 + d(e ) 9 

l X I  

u 
- -lx1 C u + +  

-+ -3 11 e  
- &lx1 C 

8 A r o t  f l  = -  
3 - 8  A g l ( y ) d y  + t ( e  ) ,  dl06 : 

47Tc 
X 

G 1 X l 2  

1 
+ + + +  

3 
Puisque 2~ f au  + A '  + + U '  3 --+ + + 

t ( n , u )  = - - + n d i v  u  + - n A r o t  u ,  d i v  f = O 
A1+2u1 X1+u l  an A ' + ~ P I  X I+2p l 1 

3 
+'. + -+ a; 3 

1 
3 

2 t ( e , f  ) = 2c 
- +  3 3 

1 + ) + c  ( e n r o t  f -  f -  c y f l  , s o i t  
A I + ~ U  I a e C 

f inalement : 

. Supposons a l o r s  Re p 3 0  

+ + 3 4 + 1 ) S o i t  f une s o l u t i o n  quelconque de l ' é q u a t i o n  b f = EE1 (R ;C ) , supp g C G. 

On a dé j à  démontré que pour x  e x t é r i e u r  à G y  on a  : 

x é t a n t  quelconque à l ' e x t é r i e u r  de G y  on a  donc en fait : 

R*w 1 Y 



2 
O r  R e v 2 O  ~ I m d  

132 
> O 1 1 Ni(x.y) dSy => O ,  d 'où finalement : 

+ -?- -+ 
En conclusion donc : f  s o l u t i o n  p-bi-sortante  de b f  = g <=> L i m  N ( x , y ) d ~  =O 

1i R++m f 3 Y 
-?- -+ -?- S~ 2)  S o i t  f s o l u t i o n  P-bi-sortante  de b f = g. On a a l o r s  l e  comportement : 

lJ 

-+ -?- 
Réciproquement, s o i t  f  s o l u t i o n  de b f  = à, s a t i s f a i s a n t  l a  r e l a t i o n ( ~ . ~ . ~ )  

Li 

On a  a l o r s  : 
3 

- 3 - f  3 3 
N ~ ( x , Y )  s $ / 1: n r o t  f 1 -' c f , l  + - l  ~ Z ~ r o t  3 - k I , I ~ S ~ ,  

Y R2 
1 c  

lyI=R I y l = ~  

donc 
+ 

N3(x,y) dS - > 0 <=.> f e s t  u-bisortante .  
Y R+tm 

l y l = ~  

On a donc en f a i t  démontré l e  théorème su ivant  : 

ThEoa2me 

Pour Re 1i > O ,  on a  l e s  p ropos i t i ons  équiva len tes  : 

+ + -?- 3. 4 + 
1 )  f  e s t  l a  s o l u t i o n  p-b isor tan te  de l ' é q u a t i o n  b f  = € E ' ( R  ,C 1,  Supp g C G. 

Li 
-+ -+ 

2 )  3 e s t  une s o l u t i o n  de b f  = g qu i  s a t i s f a i t  Lim N3(xYy) dSy = O 1i 
H m  

3 ,  
f 
S~ + 

3) x à l ' e x t é r i e u r  de G y  on a : f ( x )  = 1 N ~ ( ~ , Y )  as 
Y 

' a~ 
4) i e s t  une s o l u t i o n  de b ? = 2 qui  s a t i s f a i t  à l a  c o n M o n  de aadiation 

lJ 

+ 3 
- - +  

3 1 , , l f i  A r o t  f l  -1 c f l l a x  = d ( r )  



On peut aus s i  a l o r s  démontrer l e  : 

Théa&èmc) 
' -+ 3 

S o i t  f l a  s o l u t i o n  u-bisortante  de l ' é q u a t i o n  b f = g,  e t  Re IJ > O . u 
Alors ,  pour x & G : 

4 

u 
a G 

i ème + 
k vecteur  colonne de r k 

On appl ique l a  "formule de B e t t i f l  pour  l e  domaine borné VR , 
-+ -+ ' ' 

avec v = f e t  u = r i  . Corne b f = O dans vR, on o b t i e n t  : 
u 

3 
2 

3 
Comme 7 a l e  même comportement asymptotique que f e t  vue l a  condi t ion  de rad ia t ion  

k 
3 

1 
-+ 

v é r i f i é e  p a r  f pour Re u 2 O ,  l e  second membre t end  vers  zéro.  C .q .  f .  d ,  

La réciproque étant en géné ra l  f aus se ,  il n ' y  a pas équivalence.  - 



6 . 3 . 3 .  ConcfhLio~n de t r n l l t i d o n  entxanteb. 

En remplaçant éventuellement s o r t a n t e  p a r  i n i t i a l e m e n t  e n t r a n t e ,  on 

d é f i n i t  de l a  même manière l e  concept de d i s t r i b u t i o n  éventuellement t - e n t r a n t e .  

A p a r t i r  de quo i ,  nous obtenons des théorèmes analogues aux théorème no 

En p a r t i c u l i e r ,  pour 1-i € C/a (A') on o b t i e n t  l a  s o l u t i o n  fondamentale 
O 

1 t - In i t i a l emen t  e n t r a n t e  en remplaçant 1-i p a r  - p dans E ( x , ~ ) .  On a p p e l l e r a  
e  1 E  (x,~) = E (x ; -p)  + ~ O ( x ~ 1 - i ) .  On en dédui t  a l o r s  une s o l u t i o n  fondamentale 

re - t -en t ran te  de b u  e t  p a r  prolongement à t o u t  C ,  l a  s o l u t i o n  fondamentale 
1i 

e 
1-i - sor tan te-en t ran te  r (remplaçant l a  u-b isor tan te)  ;d'où a u s s i  l e  concept 

Fi 
-+ + - +  

de s o l u t i o n  p-sortante-entrante  de b  f  = g,  E '  ( R ~ ; c ~ ) .  On o b t i e n t  a l o r s  
1-i 

des théorèmes analogues à ceux obtenus avec l a  s o l u t i o n  p-b isor tan te .  Pour l e s  

condi t ions  de r a d i a t i o n  néanmoins, l e s  choses son t  a s sez  dissymétr iques.  On 

o b t i e n t  l e  : 

Théutreme 

Pour Re LI 6 0 ,  on a l e s  p ropos i t i ons  équiva len tes  : 

-3- -+ -+ 3 4 1) f  e s t  l a  s o l u t i o n  p-sor tan te  e n t r a n t e  de l ' é q u a t i o n  b f  = g  € E ' ( R  ; C  ) , 
Li 

-+ 
supp g C G . 
-+ -f -+ 

2 )  f  e s t  une s o l u t i o n  de b  f  = g  qui  s a t i s f a i t  : 
1-i 

remplaçant ~i p a r  - p. 

3)  d x à l ' e x t é r i e u r  de G ,  on a  : 

+ -f 

4) 1. e s t  une s o l u t i o n  de b  f  = g  qui  s a t i s f a i t  aux condi t ions  de r a d i a t i o n  
1-i 

e n t r a n t e s .  



Plus précisément : 

(B Re ii < O  e t  p f! O (A:) : a lo r s  Ci l ,  ~ 4 1 ,  C L 2  e t  Cl2 sont  autom~tiquement 

r é a l i s ée s ,  il n 'y  a plus que C 3  à exiger;  C 3  e s t  l a  "symétrique" de C.R.S .  

(B ii f ~ ( A Z )  \ ( hD U I D )  : s eu l  un parmi I m  d e s t  nu l ,  s o i t  d par exemple : 
1 2  1 

a l o r s  Cl2 e t  ~ 4 2  sont à enlever.  

- 
@ u = AD OU p = hD . Alors tou tes  l e s  conditions sont  à prendre en considé- 

ra t ion .  

Pheuve 

Il  s u f f i t  de calquer su r  ce qui  réc cède ayant déjà toutes  l e s  estimations 
i i i  
A 

nécessaires su r  l e s  comportements de f l ,  f f 4  e t  l eu r s  dérivées. 



I Remahpue : Pour les conditions de radiation, aissi que le développement en, 
+ + - + -  

des solutions de b u = f, f à support compact, on purait pu utiliser le$ 
Fi 

techniques utilisées par C. WILCOX pour les équations de Maxwell et l'équation 

vectorielle des ondes (moyennes sphériques, fonctions d'~ndes etc. ) cf. 

WILCOX ( 2 ) .  Les calculs sont assez semblables dans chaque cas et d'un 

caractère très technique. Une application intéressante à l'opérateur 

de l'élasticité est dans (F. PARSY, ~hèse). Il semble en fait acquis 

que ces techniques s'appliquent à tous les opérateurs hypo-elliptiques à 

coefficients constants, et d'une manière très appropriée aux elliptiques 

parmi eux. 

Condunian : On a le théorème d'unicité suivant pour le problème extérieur. 

+- +- 
Théafiëme : Le problème de Dirichlet pour l'équation b .u = O à l'extérieur G 

A 

d'une surface aG bornée, possède, pour Re X 2 O, une solution u-bisortante 

unique (u et aG étant assez réguliers pour pouvoir utiliser la formule de 

Green). 

+ + 
Pheuve : Soit (u,0 ) solution du problème homogène u( aG = O , 

9 1 = 0 a G 
- - 

-+ 
On part de = m V 0  

+ 
(A-A) 0 = A n div u 

+- 
On multiplie 1 par X TI u et 2 Pa& , on fait la somme et on 

intègre sur G = G ( 1 xl 6 R) . Alors : R 

-+ * +  2 -  + 2  -f -+ - +  -+ j ( A  n u A u - / A /  hrilu, -nCi1912 +rnè A 8 )  dx = X E ( div 9 u dx = XE[ 0.n.u dS 



car les données homogènes annulent les intégrales sur aG j SR = { 1x1 = R I  . 
D'autre part, les comportements à l'infini exhibés en pp. 63-65, 

-f - f 3 3 3 3 +  
impliquent que a e 

( E  e n.u-u.t(n,u) + - ) dS - > O .  
an,  R++w 

 SR 
Donc quand R ->+a on a, en posant X = a + i f 3  : 

3  3  2 + 2  2 
j(h ri E (u,u) + ri lu1 +Xmlel +ml? 812) dx = 0, c'est-à-dire 

G 

3  
1 )  a = Re X > O : on a tout de suite 8 = O et u = O . pp. 

3 -+ 
2) a = Re X = O , c'est-à-dire X = i B : alors V8 = O -8 = cte puisque 

G est connexe, mais on a en plus 

2 2 2 2 
(a+d,(X) ) (b+d2(X) ) 8 = O 3 d,(X) dp(X) 8 = O 3 8 = O en fait 

3  3  
2 donne alors : div u = 0; d'après le théorème de décomposition ceci donne 

3  
u = 6 . Il reste donc : 
P 

3  
div u = O 

S 
3  

vsl ac = if 
3  1 us vérifie les conditions de radiation classiques. 

+ + 3  
D'OÙ u = O , donc u = O , e = O cqfd. S 

Rmmque : La méthode est en défaut pour Re u < O , et ne donne donc pas 

l'unicité pour ce cas. 
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Addendum a u  Chapi t re  I V  

SUR UNE AUTRE DEMONSTRATION DU TH. p. 33 ET CONSEQUENCES . 

Au cours  d'une t h é o r i e  du  S c a t t e r i n g ,  on e s t  t ou jou r s  amené à démontrer 

l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  e t  à c o n s t r u i r e  exp l i c i t emen t  des  s o l u t i o n s  fondamentales 

e n t r a n t e s  ou s o r t a n t e s  d 'un  opé ra t eu r  d i t  non p e r t u r b é , .  . . Ces c a l c u l s  sont  

souvent t r è s  pénib les  ( c f .  G .  SCHMIDT ( 1 ) pour l e s  équat ions de l 'é lectromagné-  

t isme e t  F .  PARSY ( 1 ) pour l e s  équat ions de LA&. D ' a i l l e u r s  pour G l  ( x ,  u) 

nous avons s u i v i ,  l a  méthode de Schmidt. Nous a l l o n s  v o i r  qu'en f a i t  c e s  c a l c u l s  

peuvent ê t r e  to ta lement  é v i t é s  s i  on connai t  l e s  s o l u t i o n s  fondamentales de 

O 1 
1 1 0 p 6 r a t e w  B~ =(c2x qui,  l u i ,  a été largement é tud ié .  

Nous commençons pa r  i l l u s t r e r  l a  méthode en d é t a i l  pour n o t r e  opé ra t eu r  A 
1 

O 

nous indiquerons e n s u i t e  brièvement l e  p l an  à s u i v r e  pour l e s  équat ions  de 

Maxwell e t  l e s  équat ions de 1 ' é l a s t i c i t é .  

1 -+ -+ 1 A 1 . Sur l ' é q u a t i o n  ( A  - u )  ( f , ~ )  = ( g  , 0 )  
O 

-+ z1 e s t  l a  p a r t i e  à divergence n u l l e  d'une d i s t r i b u t i o n  g E E'(R~;C~). 

Posons : 

Alors  : 

1 + 1 1 + 
(A,-u) ? ,O)  = ( g  ,O) (9 ( ~ ~ - p )  f = 2' <- 2 - -  -+ -+1 c r o t  r o t  f 1 - p f2 = g2 

-+ + + -+ 
s o i t  h = ( h l ,  h2 ,0)  = ( h , ~ )  une d i s t r i b u t i o n  a u x i l i a i r e ,  pour l e  moment indéterminée 

e t  ( h , ~ )  = (? ,O)  + ( h , ~ ) .  Alors : 

+ -+ -t -+1 -+ -+ 

1 f 2  + h2  - u ( T l  + h l )  = g1 + h2 - IJ h l  
( B ~ - P )  $ = 

2 -4 - -+ -+ + 1 2 - + - - 4 - t  -f 
c r o t  r o t  (f ,+gl ) - d f 2 + h 2 )  = g2 + c r o t  r o t  h l  - o2 



On f a i t  a l o r s  l e  choix 
-+ 1 -f 1 -+ 1 

-+ g2 - - -+ g l  
e t  h l  = -  

g2 
h2 - 1-i 

+ - 
2  

, d'où : 
1-i 

1-i 

1 c 2  - - +l +2 c2  - - -+ -+ ---+ -+ -t -?-1 r o t  r o t  ( p  g  +g ) = - ro t  r o t  ( L I  gl+g2) , puisque r o t  g = r o t  g 
l 2  Fi 

2  

s o i t  en f i n  de compte : 

-+ c 2 - - P  + -?- -+ 
( B  - ~ i )  k = ? r o t  ro t  ( 0 ,  1-i g l  + gg) 

O 
Fi 

+__t 

où l e  second membre e s t  l e  r o t  r o t  d'une d i s t r i b u t i o n  à support compact. 

On a  a l o r s  l e  théorème : 

Soi t  ;! l a  s o l u t i o n  éventuellement s o r t a n t e  (pour v0 ( t  ) ) de 1 'équation 

-+ + +  -?- - -++ -+ --+ + - -+ -+ 
(O-u) e  = g, g  E E' ( R ~ ; c ~ ) .  Alors k = ro t  r o t  e  = ( r o t  r o t  e l ,  r o t  r o t  e 2 )  e s t  

1 -+ -3-+-?- 1 
une s o l u t i o n  evs de l ' é q u a t i o n  : (Bo -1-i) k = r o t  r o t  g , pour l e  groupe V ( t ) .  

O 

1 -?- 1 --"+ -*-+ 1  -+ --3 -+ ---+ -f -f 
1 ) ( B  -p) k = (O-LI) r o t  r o t  e  = r o t  ro t  ( B  - y )  e  = r o t  r o t  e  = r o t  r o t  g . 

O O 

1 2 )  Z e s t  evs pour v o ( t )  : 

Pour V ( t ) ,  on a  d é f i n i  l ' ex tens ion  aux d i s t r i b u t i o n s  par  : 
O 

1 
So i t  v o ( t )  l a  r e s t r i c t i o n  de v o ( t )  aux d i s t r i b u t i o n s  à divergence n u l l e .  11 e s t  

1 
c l a i r  que c e t t e  extension e s t  l a  même que c e l l e  de S  ( t )  ( à  l a  dernière  composante 

3  3  p r è s ) .  On a  donc pour t o u t  ;fg € D ( R  ;C ) .  

-+ ---f -+ -+-+ -4 + 
(~:( t )  r o t  r o t  f )  ($1 = ( v o ( t )  r o t  r o t  f ) l ( $ )  = r o t  r o t  [ ( v o ( t )  P) , ( $ ) ]  . 

1 ---+ - -?- 1 
Donc s i  e s t  evs pour V o ( t ) ,  r o t  r o t  f l ' e s t  pour v o ( t ) .  cqfd 



S o i t  é l a  s o l u t i o n  evs  (pour  vo( t )  ) de l ' é q u a t i o n  : 

-+ + 6 -+ 
(Bo-u) e  = g  E E '  ( R ~ ; c  . Alors  (k,O) e s t  une s o l u t i o n  éventuel lement  s o r t a n t e  

1 
(pour  S  ( t ) )  de l ' é q u a t i o n  

1 + -3 --f -f 
-u ) (k ,0 )  = r o t  r o t  g  . 

6 1 + 
S o i t  2 € E ' ( R ~ ; c  ) .  S o i t  g  , s a  p a r t i e  à divergence n u l l e  ( g  f D' ! )  

1 1 L~ Alors  ( g  , O )  e s t  evs  pour  S  ( t )  . 

Paeuve 

1 Dans l e  lemme 4 ,  du  paragraphe 4.3.4 nous avons démontré que J ( g  , O )  

1 1 é t a i t  à support  compact e n  s  ( €  E ' ( R  ; N  ) ,  donc s o r t a n t e .  Alors  J-' J ( g  ,O)=(;' $ 0 )  
s  

e s t  donc evs .  

-+ -+ I 

(f,~) = ( k , ~ )  - (;,O) e s t  evs  pour l e  groupe S ( t )  . 

P ~ ~ U V Q  : 

-f -t A - +  + +  
évident  puisque h e s t  l a  p a r t i e  à divergence n u l l e  de H = - (gp ,ugl+gp) .  

IJ 

On peut  a l o r s  démontrer l e  : 

Théotrème 

1 -+ +l L'équat ion  ( A ~ - I J ) ( ~ , O )  = ( g  , O )  où 2' e s t  l a  p a r t i e  à divergence n u l l e  

d7une d i s t r i b u t i o n  2 f E ' ( R ~ ; c ~ )  possède une s o l u t i o n  éventuel lement  s o r t a n t e  

1 (pour  S  ( t ) )  unique. 

Paeuve 
+ 

1 )  Existence : S o i t  e l a  s o l u t i o n  evs  de l ' é q u a t i o n .  

+ -+ -+ -+ 
(Bo-u) e  = ( O ,  u g l  + g 2 ) ,  dont  on s a i t  l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  

( v o i r  par  exemple L.P. p. 120) 

-+ 
Par ce qu i  précède,on a l ' e x i s t e n c e  de  f avec : 



' c 2 - - + +  c2  ' +  , 
f = r o t -  r o t  e-h = - '1 +1 

r o t  r o t  e-  7 (LI g ,  -+ 1 
2  2 + g2 3 1-i g ) ; en p a r t i c u l i e r ,  s i  

1-i 1-i 
2 

-hl 1-i+ 
g l  = O ,  on a  : - 

+ c Z - - + - +  
f = - r o t  r o t  e  - - 

2 
1-i 1i 

2 )  u n i c i t é  : on reprend l a  même démonstrat ion que p .  24 c ' e s t - à -d i r e  

+ 1 -+ -+ 
f evs => 3 r > 0 t - q .  S ( t )  f = 0 pour 1x1 < t-r f = 0 c a r  t e s t  a r b i t r a i r e .  

Cana éci uence. Appfication. 
+ -+ -+1 -+ 

1 ) S o i t  g  = ( O ,  6 ( x )  %)O), a l o r s  g  = O ;  donc l a  s o l u t i o n  éventuellement s o r t a n t e  
1 

de (A1-LI)  ( p , 0 )  = (6, 6:,0) s e r a  donnée pa r  : 
O 

c2-+-+-+  1 +l  + 1 e  - v r  -+ e - + (P,O) = - r o t  r o t  ek 
2 

- - ( 3:) avec e  = - ( 
1-i 1-i 

2 k'Fi k 2 rXkSLI- I- 3) 
C 

c ' es t -à -d i re  : 
- -u,. -II, 

C 
l. 

f k = l r o t Z e  + 1 --+--te 
-f -+ 

1 2  r 5 e t  fk2 = - r o t  r o t  
Fi 

x, e t  ? = O  , k =  1,2,3 . 
U 7 

+ -+ + d l  
k + + 

2 )  S o i t  ;= ( a  ( X I  $- O ,  O ) .  Alors  h l  = -  
3 ' , h2 = O , d'où : 

1-i 

C l--t---+e + -+ - U r  + 

= - r o t  r o t  1.-e 
r \-3 e t  < = - r o t  r o t  

1-i 1-i 
r %-3 e t  $ = 0 ,  k  = 4,5,6 . 

1 On re t rouve  donc exactement l e s  vec t eu r s  colonnes de G ( x , ~ ) .  

CeLte mézhode now a donc pe)unin de démonzm l 'exintence QA: l ' d & é  eA de 

connlxuirre exp.f'Lci&rnent aann aucun c d c u t ,  % ~oluf ion %ondamentale ~ o t f a n t e  
1 

bl(x,l-i)  de l ' o p é h a t e ~ r  A . 
O 

A 2. APPLICATION A L 'OPERATEUR DE L ' ELASTICITE 

N o  donnons brièvement l e  p l an  pour  1 lopéra teur  A = (Of1) , 
O 

f _+---+ + A O 
A = -LI' r o t  r o t  + (X'+U') V d i v .  

3 3 3 3 1 ) Dans l ' e s p a c e  Ho = EL(R ;C ) X L ~ ( R  ;C ), 1 'opé ra t eu r  A o ,  de domaine : 

u n i t a i r e s ,  qui  s e  décompose en deux groupes : 



t A  
O 

t A O  
O 

t A  l  
e @ e O = e  1 1 3 3  1 3 . 3  1 s u r  l e s  sous-espaces H = Ei, ( R  ;C ) x  L ~ ( R  ,C ) HZ = u H . 

O O 

O 

O 

r o t  r o t  O 

O 
1 'opéra teur  dé j  à envisagé  dans 1 ' espace 

3 .  3 3 3 O W = BL(R ,C ) x L  ( R  ;C ) .  On a a u s s i  : B = B 1 
O 2 e t  B = B  

O O 

1 t B  
C 

t B  
c t ~ l  c 

O O 
B = B O @ B  e t  e 

C 
= e  @ e  

C C C 
c V d i v  r o t  r o t  O 

3 )  On étend ~ ~ ( t )  = e tAo aux d i s t r i b u t i o n s  p a r  des  formules analogues à c e l l e s  

pour V ( t  ) , e t  on d é f i n i t  de l a  même manière l a  no t ion  de d i s t r i b u t i o n  
O 

éventuellement s o r t a n t e  p a r  T o ( t )  : 

+ -+ -+ 
f ~ D ' ( R ~ ; c ~ )  e s t  evs  s i  g r >  O t . q .  U o ( t )  f  = O pour 1x1 < c t-r 

m 

c = min ( A '  + 2p1 , p l ) .  m 

+ -+ 4) On c o n s t r u i t  l a  s o l u t i o n  evs de (Bc-p )  = g,  g E E'  pour c = c 1 . EX on en 

dédui t  exactement comme nous l ' a v o n s  f a i t  ci-haut l a  s o l u t i o n  evs  (pour 

1 
t ~ l  

O 1 +l -+l l e  groupe U ( t )  = e ) de l ' é q u a t i o n  (A -1i) f  = g . 
O O 

O 5 )  On cons idère  après  c = c 2  e t  on cons idère  1 'équat ion ( A  - u )  fto = 2. 
O 

On prendra a l o r s  : 

+O -+ 1 +O +O +O -+2 O f = V  d i v e 2 - -  
2 

( P  g l  + g2 . P g2 ) .  où e e s t  l a  s o l u t i o n  evs (pour  v o ( t ) )  
-+ P +  -+ 

de (Bc  - ~ i )  r2 = ( 0 ,  P g l  + g 2 ) .  
2 



-+ +O 6 )  s o i t  a l o r s  f = f + ;1 . Alors  : 

-'l 1 
f evs pour  U ( t )  

O + - ? e s t  evs pour U ( t ) .  
et fO If 11 uE(t  O 

+ 7 )  En p a r t i c u l i e r  pour g = ( ~ ( x )  Gy$ k k = 1,2,3,  on o b t i e n t  : 

1 + - e  c2 + 

~i r ~i r 5 5 + - r o t  r o t  

+- + 
pour h = 4, 5, 6 , % = (0, 6 ( x )  %-3 ) on o b t i e n t  : 

d + I 

F=frotro-t :L 1 + e - 1  +- 

1 2 r %-3 - ' 2  r %-3 
- V d i v  

Fi 

expressions qui coïnc ident  avec c e l l e s  t rouvées  en  p. 43 ( ~ e  ( X , I J )  ) 

A 3. EQUATIONS DE MAXWELI 

A )  A e s t  l ' o p é r a t e u r  
O 

A e s t  a l o r s  généra teur  d ' un  groupe d 'opéra teurs  u n i t a i r é s  U ( t ) .  La décomposition : 
O O 

A~ = A: e A 1 où A~ = ( O )  = A 0 O 3 3  
O 

O O 1 M. 
M O = BL' ( R  ;C ) x L ; ( R ~ ; c ~ )  

O 

engendre l a  décomposition de U ( t )  en  
0 

1 u O ( t )  = I e u l ( t )  0 
1 I . 



1 
S i  V ( t )  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  aux données à divergence n u l l e  du groupe 

O 

1 v o ( t )  de l ' é q u a t i o n  des ondes on a  : u o ( t )  = J-1 V ( t )  J où J e s t  une isornétr ie  
O 

1 + -+ ---+ -+ + + 
e n t r e  l e s  espaces M e t  W: , t e l l e  que s i  J m  = W, a l o r s  m l  = r o t  w l  e t  mî = w2 . 

O 

Nous commençons pa r  démontrer l e  : 

-+ 6 -+I + I  
1 ) Soi t  f  E D' ( R 3 ; C  ) une s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  ( A  - u )  ? = g  

O 
, g  e s t  l a  

+ 3 6  + + I  -+O 
p a r t i e  à' divergence n u l l e  de g  € E'  ( R  ;C ) ,  g  = g  + g . 

+ 
Il e x i s t e  a l o r s  une d i s t r i b u t i o n  h t e l l e  que : 

-+ 1 - - +  -+ k = ( -  - + 
r o t  f f 2 )  + h e s t  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  

U 1 ' 
+ 1 -- + 1 - - +  ( 0 - u )  B = - - r o t  r o t  (8, g2 - - r o t  g l ) .  

2  
U 

U 

2 )  Réciproquement 

+ -+ 
S i e e s t  s o l u t i o n d e  ( B - U ) ; =  (8 g l ) , g l  e t  g 2 € ~ ' ( ~ 3 ; ~ 3 ) ,  s o i e n t  : 

O 

f = - 1  - - +  1 - +  1 -+l - r o t  r o t  e 2  + - r o t  g  - - 
2  

U 
2  

U 
1 U g2 

1 -4 -+ [ i f l  = - r o t  f ,  
1 +l --++ 1 +l  

U - y g l  = 1 - ; T  g1 
-+ + -+ 

-+ +l Alors  f  = ( f l  , f 2 )  e s t  s o l u t i o n  de l ' é q u t i o n  ( A ~ - U  J f = g  . 

- - -+  
- Ii F2 = r o t  f l  + 8: 

-+ 
--t- A-+ 2 - t - t  

- rot  r o t  ( r o t  f l ) - ~  ro t  f l  = 

-" --t -+l - +1 
r o t  r o t  g  + u r o t  g  2 1 

-+ 1 - +  + -+ -+ + -+ 
Posant m = - - 

1 
r o t  f  e t  m2 = f 2 ,  m =  ( m  m ) ,  on a  : 

2  1 1 '  2  
* U 

----+--+ 1 --+-++1 1 - -+ l  
r o t  r o t  m + 2 +  m l - -  - r o t  r o t g  2 

U 

+ - r o t  g l  
2.. lJ 



-+ + 
m - 1 -+l 

1 
2 r i m l = - -  ri g2 

Alors  : (O-LI) m = - --t -+ -+ 1 -t - + 1  1 - + 1  -+l 
- r o t  r o t  ml  - ri m2 = - - r o t  r o t  g  - -  

2 2  ri r o t  g1 + g2 
ri 

+ -+ + - +  + -+ 
On pose a l o r s  k = m +  h ,  h =  ( h l ,  h 2 ) ,  a l o r s  : 

u - -  
', r o t  r o t  8 1  - A r o t  g '  

1 
+ gp - r o t  r o t  h l  - ri h2 

-+ - 1 - +-1 1 -+l On prend a l o r s  : h2 - - - r o t  gl + - = - -  -+ 1 
2 l  r o t  g  ; on o b t i e n t  donc : 

ri ri 
3 1 

f 

1 
O 

(B - r i )  k = 
O 1 - 4 - - + + 1  1 ---+--t + - + l  - -  -+ -+ -+ 

2  
r o t  r o t  g2 + - r o t  r o t  ( r o t  g  ) d'où d i v  k ,  = d i v  k2  = O , 

ri 1-i 
3 1 

e t  donc on a  finalement : 

+ 1 --t--t + -+l 1 -+1  1 -t- -+ -+ 
( O - 1 - i )  k = - - r o t  r o t  ( 0 ,  g2 - - r o t  g l )  = - - 1 1 

2 U 
2 r o t  r o t  ( O ,  g2 - - r o t  g l )  

ri 1i ri 

B) Réciproquement : 

-+ -+ -f 
e  v é r i f i e  : e2 = ri e l  

-+ -+ - -+ 1 - - +  - - A e l W 1 - i e 2 - g 2  ri r o t  g  
1 

---4--+ 1 -  1 +1 -+-+ +l 
d 'où itf2 - - - r o t  r o t  e  + - r o t  g  - g2 = - r o t  g  

1 ri 1 - R2 

-+ 
-+ -+1 e t  on a v a i t  d é j à  ri f l  = r o t  f2 - g1 cqfd  

C) On d é f i n i t  a l o r s  l a  no t ion  de d i s t r i b u t i o n  éventuellement s o r t a n t e  p a r  : 

d i s t r i b u t i o n  (é tendant  u o ( t  ) aux d i s t r i b u t i o n s  ) : 

Nous appel le rons  u;(t) l a  r e s t r i c t i o n  de U ( t )  aux d i s t r i b u t i o n s  à divergence n u l l e .  
O 



1 
D )  On d é f i n i t  une r e p r é s e n t a t i o n  de t r a n s l a t i o n  J pa r  M s u r  L 2  ( R ; N  ) p a r  : 

O 

Réciproquement : 

-1 -t ' m l < x >  = <J  k ) l ( x )  = w A k1(x.w,w) do e t  m ( x )  = - - f' ' 2  2  IT 1 k' ( x . ~ w ) d w  
1 w l = l  Iwl=l 

1 
On peut a l o r s  é tendre  J aux d i s t r i b u t i o n s  de [ o f 2  ( R ~ ; c ~ ) I ~  s u r  

L 
1 1 0 ( R ; N  ) .  J e s t  a l o r s  un isomorphisme e t  on a : 
L~ 

1  
-> Si  m e s t  l a  p a r t i e  à divergence n u l l e  d'une d i s t r i b u t i o n  à support dans 

1 
{ l x l ~  1-1 , a l o r s  J m a son support dans { Isl  x r )  . 
De c e c i  on dédui t  t o u t  de s u i t e  l e  Lemme : 

Lemme : 

' ' -Y -f 

Soi t  f  = ( f  ,f ) une d i s t r i b u t i o n  à divergence n u l l e .  Supposons que f 1 2  

s o i t  à support compact o u  b i en  l a  p a r t i e  à divergence n u l l e  d'une d i s t r i b u t i o n  

' 
à support compact. Alors  f  e s t  evs  p a r  uo ( t  ) . 

E) On e s t  a l o r s  en mesure de démontrer l e  : 

Théorrème 
-+ ' -t 1 - - t  - - r o t  g , )  Soi t  e l a  s o l u t i o n  evs unique de 1' équat ion (B -p) e = (6, g2 

O 

-+ ' -f 3 
où = ( g l , g 2 )  f2 E 1  ( R 3 ; C 6 ) .  Alors  l a  d i s t r i b u t i o n  f  obtenue de e comme a u  théorème 

-t '1 ' 1 
précédent  e s t  l a  s o l u t i o n  éventuellement s o r t a n t e  unique de ( A ~ - I J )  f = g où g 

' 
e s t  l a  p a r t i e  à divergence n u l l e  de g. 

7 7 1 7 1  

f e s t  une s o l u t i o n  de (A0-u)  ? = cl, avec 7 = r o t  e - - 
1 1 P gl 

e t  

+ I - - t - - - '  1 --'1 1'1 
f 2 = - -  r o t  r o t  e + - r o t  r o t  g l  - - g2 . On a a l o r s  : 

P u 
2 P 



_f -+ 1 --t -+ ---b +- -+ - - rot el(rot iuo(-t) {q,0112) [uo(t) rnll(o)  LU^(-^) {;b, l-i 

-+ -+ -t-+ 1 --+ -+ ---+ + 
= el([uo(-t){ OY rot $JI2) - - rot el([uo(-t) {by - rot @Il1) 

1-i 

par "A, Uo(t) = uo(t) A: . 

-+ -f 1 ---+ -t 1 - f +  
= el[([ul(-t){d, rot $ 1 1 ~ )  - ; rot el([uo(-t) {d, - rot IPII~) 

O 

1 1 1 _f 1 -+ 1 -+ 
or j uo(t) = Vo(t) j <=> {[uo(t) ;ll = rot Lv;(t) (jY)ll; [uo(t)f12 =[vO(t)(jf)l2 

-+ -+ - 3 - f  
et j (8, rot 91 = 16, rot 4 1 , d'où : 

+- 1 -+ * 1-+-+ - 1 _tf 

[uo(t) ~1 1 ( $ >  = el <rVo(-t) {O, rot ;8Il,)+ ; rot el(rot fVo(-t){d, rotg}ll) 

-+ 1 -+ - 3 - t  l - - t - - t - +  1 - - +  
= el (Lvo(-t) {O, rot SN2) + ; rot rot el(LVo(-t){d, rot $11,) 

-+ 2 -+ -+ 1--+ 2 -+ -+ -+ 
Or A el = ~i el + g2-; rot g = p e + 5 où G ~ E ' ( R ~ ; c ~ )  et donc (0,~) est 1 1 

éventuellement sort ante ; d ' autre part : 

- - - +  1 -+ 1 1 
rot rot e ([vo(-t){-Il,) = - ~e,([~~(-t){-}l,) puisque div vo(-t) {-1 = O, donc : 

1 

-+ -+ -+ 1 - - +  1 ---b -+ 
iuo(t) mI1(9) = el([vo(-t) (6, rot 8,) - 1-i e1([vo(-t){8, rot @Ill)+ G (  v~(-t){-Ill) 

-+ -+ *+ +- --f -+ +- 
= el( vo(-t){o, rot ~ I I ~ ) -  pel(rvo(-t)~o, rot ~ I I , )  + c(rvo(-t)i-}il) 

-+ -+ -+ -+ 
Comme (el, p el ) est éventuellement sortante pour vo(t) et que {O, -G) 1 'est 

aussi car à support compact, 3 r > O t.q. [u0(t) ml, = O pour 1x1 < t - r , 

t 2 r. 

+- 
On démontre de la même manière un résultat analogue pour L U ~ ( ~  )ml2 ; 

-+ 
on a donc démontré que f était evs. 

Pour l'unicité, on utilise exactement le même argument que pour les 

2 paragraphes Al-A2. 



F) Appl ica t ion  : 

3 -+ -+ -+ 
a )  On prend g l  = 6 ( x )  xk , g2 = O k = 1,2 ,3  : 

- P r  -rir 
-+ -+ 1 -t -+ -+ 1 -  e -+ -+ 

a i o r s  : (Bo-ri) ek = ( O ,  - - r o t  6 ( x )  xk) e = - r o t  ( 7 x 
k 1-i k Y r i -%)  ri 

-+ 
1 - -P" -+ -rir -+ - - e e 4- 3 r o t  (7  5 , 1-i y %) 

1-i 

-+l----+-L g l  - r o t  r o t  
r 

- -+ -rir -+ 1 --t e e - r o t  ( - u r % * ' Y % )  

-+ e -+ -+ -+ -+1 - U r  
f  = r o t  - 5 = e t  ri f l  = r o t  f 2  - g1  , c 'es t -à -d i re  

2 Yk r 

-+ - P r  , e -rir -+ e -+ 1 4 - 3 3  

Alors  e = - ( -  r 5 - 3  ' ri r 5 - 3  1, kk = - - r o t  r o t  e 
k-3 2 k-3 

-+ 1 --+ -+ - e 
f = - r o t  m2 - - 

l;k 1-i P r r 5 - 3  

-+ tJ 

On t rouve  a i n s i  l a  s o l u t i o n  fondamentale éventuellement s o r t a n t e  de 1 ' opéra teur  

-+ -+ 

P r 

1 A - 1-i 16. Ces expressions co ïnc ident  avec c e l l e  de G .  SCHMIDT ( 1 , ~ . 3 0 7 ) .  
O 

G' ( ~ ~ 1 - i )  

- 
-+ 1 +- Pr-l -+ 3 

m = - r o t  r o t  
2,k 1-i r \-II= f2,k 

r 



APPLICATION DE LA  THEORIE ABSTRAITE DU CHAPITRE 1 

DIFFRACTION D'ONDES THERMO-ELASTIQUES 

1. LES SD.11 GROUPES T ( t )  ET ~ ' ( t )  DU PROBLEVE EXTERIEUR ( l e )  

1. PROBLEME REEL ET P.C.A. associé 

1.1. Introduction 

3 S o i t  G un ouver t  de R dont l e  complémentaire e s t  un compact R , 

d ' i n t é r i e u r  A e t  de f r o n t i è r e  a A  . On s ' i n t é r e s s e  au problème de l a  d i f f r a c t i o n ,  

p a r  un o b s t a c l e  r i g i d e  en  A , dont l a  su r f ace  ah e s t  maintenue à température 

cons t an te ,  d'ondes s e  propageant dans un mi l i eu  thermo-élastique rempl issant  G. 

Mathémat iquement, c 'es t  l e  problème (1 ) ( v o i r  Chapi t re  II, p. 4-5 ) avec comme : 

- Données à l a  f r o n t i è r e  : 

* 
( t , x l )  f R+ x a A 

+- -  onn nées i n i t i a l e s  : u ( x , ~ )  = h l  (x) 
-+ -f 

a, U ( X , O )  = h2(x )  pour t o u t  x f G 

e ( x , o )  = h7(x )  

Cc r 
où e t  0 r ep ré sen ten t  l e s  é c a r t s  de déplacement e t  de température pa r  rappor t  

au  champ i n c i d e n t .  Suivant  l a  " s t r a t é g i e "  géné ra l e  d é c r i t e  au début du 

Chapi t re  II, nous a l l o n s  a s s o c i e r  à ce problème r é e l  un "P.C.A. assoc ié"  dans 

un bon espace de H i l b e r t .  

L'ESPACE H 

Les données i n i t i a l e s  s e ron t  p r i s e s  dans l ' e s p a c e  H su ivant  : 

7 H s e r a  l e  complété de 0 (G;C ) dans l a  norme : 



7 Pour € P ( G ;  C ) ,  c e t t e  norme e s t  équ iva l en te  à : 

2 -+ 2 - +  2 1 1'1 1 = ( " 2 ~ )  1 1 d i v  h l  1 1 L 2 ( ~ ; ~ )  + IJ 1 Irot h l  / 1 L 2 ( G ; ~  3 + i den t ique ,  e t  cont inue 

donc de l ' ê t r e  pour t o u t  h € H . 
-+ 3 

S o i t  a l o r s  EL(G)  l ' e s p a c e  des  d i s t r i b u t i o n s  v e c t o r i e l l e s  T ,  t e l l e s  

que E . (5) s o i t  de c a r r é  i n t é g r a b l e .  Alors ,  on démontre comme dans DENY-LYONS 
i J  

( 1 ) p o u r l 1 e s p a c e ~ L ( ~ ) ,  q u e :  

--+ O 3 * +  -t O 3 Théokènie : EL(G) = EL(G;C ) @ {t : A T = O )  , où EL(G;C ) e s t  isomorphe au 
complété de D ( G ; c ~ )  dans l a  norme 1 1 . I  1 EL 

Nous avons donc : 

7 * H e s t  évidemment s épa rab le ,  puisque ces  t r o i s  f a c t e u r s  l e  son t ;  v ( G ; C  ) y 

e s t  dense pa r  d é f i n i t i o n ,  De p l u s  c ' e s t  un espace de d i s t r i b u t i o n s .  

+ 7 3 -+ -+ - 
* S o i t  h e crn(G;c ) . Comme supp h C G ,  on a  h = O dans A ; on peut donc 

O % 

n 3 + 
prolonger  ?: à R t o u t  e n t i e r  en posant h E if dans . La fonc t ion  h a i n s i  

obtenue appa r t i en t  à Ho. On v o i t  pa r  15 que H admet un prolongement "na ture l"  

3.  3 dans H . Ceci e s t  b i e n  s û r  v r a i  pour s e s  t r o i s  f a c t e u r s  dans EL(R , C  ) ,  
O 

-+ -+ 
S i  h E H ,  on en  dédui t  donc que h l  E L2 ,Lot 3  ( G ; C  ) ;  c ' e s t  a i n s i  en 

O 3 3 f a i t  qu'on entendra "EL(G;C ) e s t  l e  complété de ( G ; c  ) " .  

-f -f 
x Nous noterons par  a i l l e u r s  ~ ( u , t  ;G '  ) ou 1 lu1 1 H ( G i  ) l ' é n e r g i e  l o c a l e  contenue 

3 

dans G '  où G ' C C G .  S i  G '  = GR = G fl { / X I  < R )  nous noterons 1 ( u ( l G R  e t  

, l a  "forme b i l i n é a i r e "  a s soc i ée .  



1 . 2 .  FORj.!Uf-E D E  G R E E N  - F 'UEL7417NATRES 

S o i t  A l ' o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  formel d é j à  d é f i n i  au Chapitre  II, p .5 .  
-+ " 7 -+ -+ 1 -  3  + " 

Soient  u  e t  v E C avec u  e t  v dans c2(G;c3)n C ( G ; C  ) , u 2  e t  v2 dans 
1 1 

1 
C (c;c3) n c(G;c3) e t  u7 e t  v  cans c'(c;c) fl c 1 ( 6 ; c ) .  On a  : 

7 

+ 2 (-k ii d i v  ?2 + BA;) u ]  dx 7 7 

- - - 
-+ -+ -+ - + -  -+ 

= 1 [E(:1,~2)-E(u 2  ,v  1 ) - Y ( U ~ . V  v  +u d i v  v2 )+  y ; Au + 
7 7  1 1 7  7 

- 
+- - 

+ d i v  ( U  Vv7 - v7 ? u7) + d i v  q (u2 ,  
rl 7 " :,)l dx 

avec 



3 + + 3 -f 

E(U,V) = h div u div v + 2 u 1 cij (u) .E (;) . . - - i j 

Zmhaduction : soient A et A les opérateurs minimal et maximal associés 
min max 

à A , c'est-à-dire : 

Cahac~é&atian de D (A ) 

1 
3 O 

u E EL(G;C~) 2 

X + +- 3 
D ( A ~ ~ ~ )  = H n -A U, + YVU e L~(G;C ) = 

7 
+ 

rl div u2 + A u7 €L2(G;c) 

c'est-à-dire : 

= [$JL (G;c3)"{~* :, E L 2 [lx [L2(G;C3)n ;L(G;C3gX H2(G;C) 

On démontre en effet facilement le : 

Lemme : Soit u E L (G;c) et tel que A u € L~(G;c), G étant un domaine non borné 
2 

de R3. Alors u E H~(G;c). 

3 Soit S (x) une fonction C (R ) , telle que 5 (x) = O dans un voisinage 

de aG et 5 1 dans un voisinage de l'infini. On a alors au sens des distributions : 

~ ( g u )  = S A u + u A 5 + 2 ? 5 .$  u, d'où A (SU) € L ~ ( R ~ )  puisque le support de 

3 v 5 est compact ( =i 16~ 1 dx2 < +m ) , 
j R  

3 donc 5 u E H2(R ) ,  ce qui permet 

de conclure à u E H~(G). 



Il est clair que la même démonstration s'adapte à un opérateur 

* -+ élliptique du second ordre scalaire en matriciel (en particulier A u); 

-+ -+ 
on aura donc en particulier que u € 'lJ(Amax) - 

1 H2,~oc (G). 

* D(A,~~) étant dense, il existe alors (Amin) . Il est clair d'après la 
formule de Green que : 

?k 
A ,  = E = max 

et on s'aperçoit de suite que 

~ ( 8 ~ ~ ~ )  = NAmax) 

-+ + -+ 
Pour tout u = (u ,u ,u ) comme dans la formule de Green, on a : 

1 2 7  



s o i t  a l o r s  U E D ( A  ) ; a l o r s  : 
max 

- - 
au 

( i )  u E H ~ ( G )  - u - E L2(  G ) ,  donc 7 dS 7 7 '  an 
> O 

c R-++m 

+ + + - +  R++m + + +  
u2.T(n ,u) .  EL2(G;C) donc on a s 2 . ( , ) d ~  -----+O . En e f f e t  ~ ( i i , u )  peut ê t r e  

n ' O 
prolongé en une fonc t ion  L2 puisque 2 E $L u E BL(IZ)  pa r  1 ' i n é g a l i t é  de Korn 

-+ 3 D'au t r e  p a r t  V u € L ( G ; C  ) ;  donc on a : 
7 2 

au - 

= - 2: 116 u711 + 2 R e I  l u  - + 
3 2q 7 '  an 

d ~ ,  puisque u = O 
L ~ ( G ; C  ) a G 

-+ m 
(il s u f f i t  de prendre une s u i t e  u € C  OHet de pas se r  2 l a  l i m i t e ) .  

n 

+ ' 
(ii) Pour u e t  v ,  t ous  deux dans D ( ~ , , ) ,  l a  formule de Green devient  : 

' -+ -+ av au 
(U ,A 7 - 7  max Y),  = ( B  max U , V )  + rl 1 (u7 an - v  7 - )  an d ~ .  

Ce q u i  précède nous suggère de  cons idé re r  l ' o p é r a t e u r  A,, su ivant  : 

-+ -+ ' 
(A,, u = A u d i s t r .  poiir ii e D ( A )  

i 
O 3 

AD = = [EL(G;C in  < A *  t, i s t  e 2  ~ G ; C ~ ) > I L ~ ( G ; C ~ ) ~ I ; ~ ( ~ ; ; C ~ ~  



Ceci t r a d u i t  bien l e  fa i t  que s ' annule  a u s s i  pour a G ,  puisque H e s t  l e  
1 

noyau de l'hom6omorphisme H 1 ( G )  -> H 1 ' 2 ( 3 ~ )  pour a G  s a t i s f a i s a n t  à 

l a  p r o p r i é t é  de 1 - r é g u l a r i t é  ( c f .  par  exemple ADAMS ( 1 ) p. 2  16, 

Th. 7 .55) .  

Alors : 

- 7 ( i )  D ( A ~ )  e s t  d e n s e d a n s H , p u i s q u e c o n t e n a n t D  ( G ; C  ) .  

(ii) D ( A  ) e s t  fermé dans H : 
__D 

+ 
Soi t  un E D ( % )  une s u i t e  A - convergente,  c ' e s t - à -d i r e  D 

-+ + -+ 
Donc ci j (u2)  = E ($2) E L ~ ( G ; c )  e t  u2 = T~ ?.p.  i j  

+ -+ -+ O 
En d é f i n i t i v e  u = T e t  u  E L~ n EL . 2 2 2 

T 

d ' où 
-+ 

Au7 = T + n d i v  u2 € L 2  , donc u 7 7 H2 
O 

D'aut re  p a r t  : u E H / G )  3 1  luTn1 1 7n H l  ( ( Y )  < k( l l  + l  b u 7 l  I o )  , 

1 O O 

Donc u - 
7n 

> v E H1(G) , puisque Hl e s t  complet. 7 



E L + -  > u et A* : distr. E L2(G;C 3 ) * U  - 
1 n 1 1 n 

-+ + D +  * + -  D' * +  
U - Or u - 1 

> u = > A  u 
1 

-> A  , 
1 n u 

1 n 1 n 

-+ H + -  * + -+ L2 -+ X -+ L2 +- >T- A u - ~ V U  ->T = + A  u - Mais A un - 
1 n 7n 1 1 n 1 7 T + m - V u  

* +  ff -+ 
Par l'unicité de la limite dans D '  on a donc : A ul = T + m V u € L2. 

1 7 

+ * -t -+ -+ 
Donc u l  E [D(A~)] et A  u, = Tl + m v u 

7 

-+ -f 
En conclusion u € D(A ) et T = A cqfd. D D 

(iii)& est dissipatif 

-+ +- 
a <  

7 +- On avait déjà R ~ ( A ~ ~ ~  u1 u)= - '1 l$u 1 l 2  +Re Y. 
u7 

dS. Pour UED(A~), 
ri 7 Y-2 ri 

Y 

l'intégrale de surface est nulle et on a : 

-+ -+ 
Re ( A  D u, u )  = - 116 u71 l 2  5 O , d'où la dissipativité. H 

L2 

Remarquons qu'on a obtenu l'opérateur A en imposant une condition de D 

Dirichlet à la frontière pour avoir la dissipativité, ce qui autorise en fait 

à augurer que AD sera dissipatif maximal. 

Par définition 

J- +- -+ * 
i h E  H : Y E D(%),3? E H  t.q. ( ~ g  y,u) = y ,  h ) 

-+ * 
h = h pour h E D(AD) 

Il est clair que : 

A; C A* 
* * 

=+ D(A~) C D (Amin) . (car A: est une extension de A ) 
min min 

Au sens des distributions nous aurons donc : 

* +- 
% h =  B ;  



-+ -+ * -t -+ 
soit alors u F D(AD) et h E D(AD) ; u et h sont dans D(A ) tous deux. 

max 
-+ -t -+ -+ - au -+ 

Or (h, Amax uIH = (B max h ,  u ) ~  + Y I  rl h 7 - an 
dS , puisque h F D(Brnax) 

a G 

d'où nécessairement h 71aG = O au sens des traces (dans H ~ / ~ ) ( ~ G )  ) 

* 
Soit 3 E {trace h 

7 / a ~  = O 1 = v ( ~ ~ ~ ~ ) n  { U ~ E  H~ n il (GHI 
Alors, v : F D(AD) on a : 

-+ -+ -+ u 
-+ + - 7 -+ -+ 

(h, u ) ~  = (X,  A max u ) ~ =  ( B ~ ~ ~  h,u)* + j h .- ds = (max h,u)H, d v o ~  
rl 7 u 

De plus : 

* * 
(i) AD est fermé, car D(A,) est fermé dans H ( s  lest le cas pour tout opérateur 

ajoint ) 

* -+ X -+ 
(ii) AD est dissipatif : soit u E D(A ; alors u E D(AD) et on a : 

D 

1.4 .  --------- Len nemi-gtoupen --- ------------- ~ ( t )  et T*{~) : 

* 
Ainsi A et AD sont dissipatifs et fermés. On invoque alors un 

D 

corollaire du théorème de LUMER-PHILLIPS (cf. par exemple dans K. YOSHIDA p. 250) 

pour conclure que A et A* sont les générateurs de deux Co-semi-groupes de D D 

contraction mutuellement adjoints. Les deux semi-groupes laissent D(%) et 

* 
D(AD) respectivement invariants; ils fournissent les solutions des deux 

problèmes d'évolution : 



et se prolongent par continuité à H tout entier. Ceci fournit la solution du 

* 
problime de Cauchy pour AD et AD . 

-+ * Soit alors u € D(A ) ; la relation de dissipativité donne alors facilement : D 

relation qui donne le taux de décroissance de l'énergie en fonction du temps. 

Pour des données quelconques dans  et pas dans D(H)), on ne peut plus 6crir-e 

d d 
cette relation puisque - 1 IT(t)h/ l 2  n'est plus défini; en effet ~ ( t ) h  d t 

n'existe plus au sens fort. Il faut alors considérer la formule intégrale : 

-+ H - t  +- H -+ 
Soit alors ihn] ED(A~) et Ih,] -> h E H; donc ~(t)h, ->~(t) h. 

-+ 
La formule (d) ci-dessus donne alors que la suite wn = ? [~(t) hn 1 

3 est une suite de Cauchy dans L~(G;C ) .  D'autre part Gn o> ?[~(t)h]~ , d'où : 

Le semi-groupe ~ ( t )  apparait ainsi comme "régularisant", puisque pour 

+ 
h quelconque dans H, on n'avait pas V h E L2 . 7 

Ainsi la formule de décroissance de l'énergie (d) s'étend sous la 

même forme à tout H. En fait donc ~ ( t )  envoie H sur EL(G;C$) L~(G;C~)X H , ( ~ . ; c ) ;  

et l'ensemble des trajectoires {T(t)h, t > O ,  h E Klest un sous-espace propre de H. 

* * 
On a des résultats analogues pour T (t ) puisque D(A~) = D(%) 



1 .5 .  R é g u é  -- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  d a  SaLuXiam 

Comme pour le problème de l'espace libre, nous distingons diverses 

classes de régularité suivant la régularité des données initiales. En répétant 

les mêmes arguments, on définira diverses classes de solutions : 

-+ + 
b a L h a n  - - - - - - - - -  hdible - - - - -  : U ( X , O )  = f(x) E H 

Alors ~ ( t )  jf E C (R+;H) mais n'est pas solution de l'équation 

d'évolution et à fortiori du problème extérieur réel. Cependant on a : -.. 

$ [~(t) Tl7  E L ~ ( Q ~ )  où Qt est le cylindre ]0,t[x G 

-+ 
b o h t i o n  --------- paht iaerne~ . t  ------------- i o h t e  ---- : U(X,O) = i(x) E D(A ) .  D 

Alors ~ ( t  ) Ilf € D(A.) est une solution de 1 'équation dlévolution, mais 

pas encore solution classique du problème réel. En particulier : 

a -+ - div u (x,t) = div x , )  en tant de L~(G;c) a t 1 a t  1 

-+ k 
b0&50n ---------  oht te ---- : U(X,O) = i.(x) E D(A 1 , B 5 2. 

-+ 
Alors (~(t) ?)(x) est solution forte du problème réel, u, est de 

k k 
classe C en x et t, u de classe C aussi et les valeurs initiales sont prises 

7 
au sens fort. On a aussi le : 

w 
Le problème extérieur avec des données initiales dans D(A ) admet D 

00 

une solution unique qui est C en x et t, et dont l'énergie décroit 

en fonction du temps. 

2 .  REVUCTTON DES SEMI-GROUPES ~ ( t )  ET ~*(t) : 

2 . 7 .  S m  qu&qua a p a c u  ~ o n ~ o n n ~  
1 1 

Soit H le sous-espace d'unitarité de ~(t). On sait que H est défini 

1 -+ * -+ 
par H = (u E H : 1 / T (t) ZI l H  = I  I:I I H  = 1 I T ( ~ )  ul I H V t  > O) . 

* 1 
On voit à l'évidence que H1 = (HX)' si (H ) désigne le sous-espace 

* * O O 
unitaire de T (t). On aura donc aussi (H ) = H pour les sous-espaces où 

T(t) (resp- T*(t)) est complètement non unitaire (c.n.u.) puisque 



O 1 H = H O H  . Nous commençons par des 
V & & h i L L o n n  : Soient : 

1 3 +- -+ 3 d+ -+ 
S (G) = {: E C~(G;C ) : div u = 0) , sO(G) = {u E C~(G;C ) : rot u = O 1 

1 
I,:(G;c3) = complété de S (G) dans la norme L2 ; i = 0,1 
O 3 EL,(G;C ) = Il II 

II II II EL ; i = 0 , l  . 

s 3 -+ 3 +- 
L~(G;C ) = {u E L~(G;C ) : div u = O 

O 3 
O 3 + EL (G;C ) = {G (3 EL(G;C ) : div u = O 

s 

3 s 3 LP(G;C~) = L (G;C ) O LJG;C 2 2 

Il est clair qu'on a les inclusions : 

Nous avons alors les caractérisations suivantes : 

Théotlème : (O.  LADYZNENSKAYA ( 1 ) p. 23) . 
0 3 -+ -+ 
L (G;C ) consiste en vecteurs de la forme u = Vg où ~€BL(G;c) 2 

Pheuve 
_f 3 1 3 -+ O 3 

Soit S(G) = {rot $, $ € C~(G;C ) }  C L,(G;C ) .  si v E L~(G;C ) ,  alors 

nécessairement : 

-+ ---+ +- + - +  +- 
O = (v, rot $)Ln rot v = O au sens des distributions. 

Z -+ -+ +- ++ -  - - +  +- 
Soi% alors v - x v la ''régularisée1' de v; on a donc rot v = p E  * rot v = 0 

E - P E  E 

+- 
et vE est cm; 



-f+ -+ -+ __f 

Comme r o t  v  = O , on peut é c r i r e  v ( x )  = grad d E ( x )  OÙ 
E E 

.-f 

d ( x )  = jX :E ( s )  . d s ,  l ' i n t é g r a l e  é t a n t  a l o r s  indépendante du chemin s u i v i ,  
xn -+ L 2 ( G t )  -+ 

x  un po in t  f i x é  quelconque de G .  Quand E --+ O ,  s a i t  que v  ( x )  > v  
O 

1 -+ -+ 
su r  t o u t  compact G '  C G ,  e t  d E ( x )  (G')> J ( x ) .  on a  donc v  = V$ s u r  t o u t  

-+ -+ 
G '  C C  G .  Comme G e s t  connexe on a  v  =v$ dans G e t  4 e B L ( G ) .  

+ -+ -+ -+ 
Réciproquement s i  v = v 4 a l o r s  ( v , u )  = (e39:L ) = ( 4 , d i v  G)  = O 

L2 2  
1 1 3 

pour t o u t  € S ( G )  q u i  e s t  dense dans L ~ ( G ; C  ) . 

ThéohErne 

-+ 1 3 II-+ + s i  u  E L ~ ( G ; C  ) a l o r s  n . u /  a G  = 0". 

-+ 1 3 -+ -+ 
S o i t  $ € HI ( G ) ,  4 quelconque. On a  pour u  E L ( G ; C  ) e t  n.u e x i s t e  

2 l ac 
- dans L2 

-+ -+ 
d l a G  u.n i - 

-+ -t -+ I -+ -+ + -+ 
+ l i m  Q.u.n dS = u.n dS puisque 4 e t  u.n sont  dans L ~ ( G  ) .  

R++m 

a a G 

Comme $ e s t  a r b i t r a i r e  dans H ( G ) ,  on a  u.n = O . 
1 -+ -+/ ac 

Ce t t e  r e l a t i o n  cont inue à v a l o i r  au  sens  des  d i s t r i b u t i o n s  H - " * ( ~ G )  

s i  u  e s t  quelconque dans 
1 

L ~ ,  puisqu '  a l o r s  81 a G  parcour t  H1I2(aû)  e t  l ' a p p l i c a t i o n  

1 
t r a c e  e s t  s u r j e c t i v e  d e  H (G ) s u r  H ' / ~ ( ~ G )  . 

3 -+ ---+ -3 -+ -+ ~ L ~ ( G ; C  ) = {u : r o t  r o t  u  = V J ~ Ù  4 e s t  une d i s t r i b u t i o n  s c a l a i r e ,  

harmonique dans G. 



-+ O -+ 1 -f -+ ---t -+ 
u E ELo <- u l  S (G) dans EL <- (rot u, rot (J)L_ = O 01 E C: 
-+ 2 

avec div (J = O. On a donc au sens des distributions : 

-3-3-f -+ 
rot rot u = V 4 , où 4 est une distribution. 4 est alors harmonique 

dans G et elle est donc finalement cm dans G. 

O 3 3 0 3 Soit ; E EL~(G;c ) tel que A* : E L (G;c ) .  Alors A* : € L~(G;C ) .  
2 

-+ O 3 -f-3-+ -+ * - +  -+ 2 
u E ELo(G;C ) rot rot u = V 9. Donc A u = V ( (h+2~) div :-ri$) E L , 

* -+ 3 0 3 c'est-à-dire A u E LO(G;C ) d'après la caractérisation de L~(G;C ) .  
2 

- - - f - f -+  -+ -b 
Ceci ne veut d'ailleurs pas dire que rot rot u(resp. V div u) sont 

O * -+ --4 -+ -b -+ 
dans L2 , puisque A u € L n 'entraine nullement que rot rot u(resp. V div ;) 

2 
O O 

le soit. Remarquons aussi que L (resp. ELo) contient les fonctions à rotationnel 
2 

O 

nul, qui sont dans L (resp. EL). 
2 

w Par ailleurs, il est tentant d'établir des inclusions inverses pour les 
O 1 1 

espaces  EL^ et ELs , L et LE . Pour LS C L ceci est malheureusement 
2 2 2 

-+ 
impossible : il suffit de considérer les fonctions de la forme u = $3 oÙ $ 

est harmonique ; Q est alors solution d'un problème de Neumann : 

-+ -+ 
AQ = O et an = n.u sur aG qui possède une solution unique en 

O O 

Pour ELs et EL, , on a par contre : 

D Z ~ i n d i a n  

n 
Soit R un ouvert relativement compact de R (n = 2,3). Nous dirons que 

R est uniformément contractile ssi : il existe une famille { T D l  de 

transformation T de R dans R pour p € ]0,1[ telles que : 
P 

(i) Tl = 1 : transformation identique 

(ii) T est injective b/ p E 10,lI et T (n) .Q 
P P 

tj p E lO,1[ 

a 
(iii) T (x), (y_) T (x) , a 

P 
T (x) sont uniformément continues en 

1 
axi ax P 

(P,x) E 10,11 X Q  . j 



ThéohCrne 

n 
Soi t  G ouvert de R dont l e  complémentaire e s t  un compact À = I\ a G  . 

Soi t  GR = G O  { 1 xl 6 R avec R assez grand pour que n c GR. Alors : 

O 3 O s  3 
G ~ + 2  

uniformément c o n t r a c t i l e  en t ra îne  : EL l ( ~ ; ~  = EL ((GC , donc a m s i  
O 3 O 3 

E L ~ ( G ; C  ) = EL&G;C ) .  

P h ~ v e  

La démonstration s e  trouve en f a i t  dans G .  HEYWOOD ( 1 p. 80-89 1. 

O 3 O 3 
On s e  p lacera  désormais dans ce  cas E!L1(G;c ) = E L ~ ( G ; C  1. 

ThéohCrne 

S o i t  d E D(A,) et z ( x , t )  = (T ( t )  h ) ( x ) .  Alors s i  u ( x , t )  = O pour 7 

O < t < T , T > O a r b i t r a i r e ,  on a : 

+- +- 
( i)  A div  u l ( x , t )  = div  u 2 ( x , t )  = u ( x , t )  = O v ( x , t )  E G x I O ,  T I  . 

7 
+- 

(ii) A d i v  g l ( x )  = div  h2(x) = h7(x) = O dans G . 

On argumente comme au théorème analogue du chapi t re  II (p .  29 

c 'est-à-dire en bref : 

d +- -b 
1 )  % E ~ ( $ 1  - :(x,t) e D ( A ~ )  e t  dt u ( x , ~ )  = u ( x , ~ ) ,  t 3 O ,  d loù  

-f 
div  u 2 ( x , t )  = O = u 7 ( x , t )  e t  Ax d i v  G l ( x y t )  = O pour t > O . 

2 )  La con t inu i t é  f o r t e  en t en t ra îne  : 
+ 

+- 1 I ~ ( t ) h  - hl 1 ,  t+ O+ > O e t  1 1 %  ~ ( t )  h-lb X ~ I = I I T ( ~ ) A ~  % - A ~  hl l H  0 

+ 
d'où en p a r t i c u l i e r ,  quand t -3 O : 



-+ L -+ 
O = d i v  u  ( x , t )  --$+ d i v  h  

2  - t -+O 2 
-+ L -+ -+ D ' -+ -+ 

d i v  u l ( x , t )  4 3  d i v  h l ,  donc d i v  u  ( x , t )  
1 

> d i v  h l ,  d 'où A d i v  h  = O , 
t -+O 1 

l e s  d é r i v a t i o n s  é t a n t  au s e n s  des d i s t r i b u t i o n s .  c . q . f . d .  

ThéohC!me O 
-+ + 

S o i t  l ' o p é r a t e u r  : B = 

O 3 1 3 e t  s a  fermeture.  Alors Ë e s t  an t i -au toadjo in t  dans EL,(G;c ) x  L ( G ; C  ) x  {O} = X I  
2 

Ptreuve 

1 )  B C -5"  
?& 

D ( B )  é t a n t  dense dans X I ,  e x i s t e  et e s t  é g a l  à B 

-+ -+ 
S o i t  f  E D ( B )  e t  g € D ( B )  . On a  en in t ég ran t  pa r  p a r t i e s  : 

- + - - +  
(BE, ; )  = - ( f , B g )  

1 1 -+ 
r e l a t i o n  qui  continue$ ê t r e  v r a i e  pour g  E ~ ( 5 )  ; il s u f f i t  de prendre une 

-+ -+ 
s u i t e  g de D ( B )  qli t end  dans l a  norme du graphe ve r s  g.  

n  
-* 

Par d é f i n i t i o n  même de  l ' o p é r a t e u r  a d j o i n t  on a  : Ë C -B 

2 )  B * c -  B : 

-+ -* -+ -+ -+ -+ -* + 
S o i t  g E D ( B  ) ,  g = ( g l ,  gp ,  O ) .  Alors  il e x i s t e  h = B g E X t e l  que : 

1 

T E D ( Ë )  on a i t  : 

- + - +  + -+ 
(B f , g )  = ( f , h )  

-+ 
1 

-+ -+ 
1 

-+ 1 3 * Prenons f = ( 0 , f  , O ) ,  avec f 2  E S ( G ; C  ) ;  a l o r s  : 2 
-+ -+ 

-+ -3--+ 
c ' e s t - à -d i r e  h2 = u r o t  r o t  g  au sens des d i s t r i b u t i o n s .  

1 



-+ -+ -+ * Prenons f  = ( f l y  0 ~ 0 ) .  

--++-+ -+ ++-+ 
Alors : -(1i rot rot fl ,gp)  = (fl 

L2 

-+ 
Nous ~hoisissons alors fl comme suit : 

1 3 
Soient $ et $ € S ( G ; C  ) .  On a : 

-+ -+ 
1 ($y$)L 1 c Ste 1 1 I) 1 1 , ; la fonctionnelle 1 ( $ 1  = ($,$) , est donc bornée 

2  EL -+ 
L 
1 dans EL'. D'après le théorème de Riesz, il existe f, E EL tel que : 

-+ -+ -f--+ -+ 
rot rot f l , $  . 

On a donc 

-+ + +  
- 1i rot rot f = Jf 1 

-+ -+ -+ -+ j. 

d'où , = -(?, ,hl) = - (4,hl) d'où-g 2  = hl 

L2 EL 1 L2 

-+ -* -+ - -+ 
donc g  = ( Z 1 , i 2 )  E D(B) et B g = - B g  c.q.f .d. 

admet une solut ion unique . 

 après la démonstration ci-haut on avait le résultat intermédi:3ire 

1 -+ -+ -f 

suivant : E s ( G )  il existe f l  tel que ( f  ,o,o)  E D(B) qui vgriîie : 1 
---f - -  -+ 
rot rot Y, = 

-+ 
u 

2 
-f 

Mais 1' équation B u = -if équivaut à 1i rot rot u 

I O = O  J 
L'opérateur B étant fermé on a donc R(B) = X1 d'où l'existence de entre 



1 3 3 + O 
-f 

En particulier Y I) E L~(G;C ) ,  il existe ul unique tel que u 1 F - ELll 

---?--3-t 1 3 
et rot rot ul - E L~(G;C ) et vérifiant : 

+ - - - f  

rot rot u, = 3 . 

On est alors en mesure de démontrer le : 

O 1 
Soit H = H OH la décomposition de Nagy-Foias de H. Alors : 

La démonstration se fait en plusieurs étapes : 

lère étape : 

' + ' 
11 est évident que D(B) C D(A~) et que pour tout u E D(B) on a R u = A u D 

- 
On a donc, puisque B est générateur d'un groupe d'opérateurs unitaires dans X I  : 

- 
tB + tAD+ 
e -tB ; = u = e u dans H et e tAD : dans H, et donc en particulier 

Donc : 

3 d : e D(B) on a LI E , vue la définition de Hl. Par densité, et la 

continuité de e t A ~  on a donc : 

2ème étape 

1 
Soit : E D(A,,) H . On a alors nécessairement (d'après la relation 

de dissipativité). 

D'après le théorème on a : 

-f -+ 
A div vl(x) = di-v u2(x) = U ( x )  = O 7 



-+ -+ -+ 
Soit donc Y  = {u f? H : A div v = O = div u = u 1 , ce sous-espace 

1 2 7 

fermé de H. On a nécessairement 

1  
H C Y = Y I  x L Z ( G ; c 3 )  x {O) . 

On a écrit Y  = YI x Y2 x Y  
3 .  

1 1 * Nous savons que D ( A ) ~  H  doit être dense dans H . O r  d'après ce qui précède, 

1  1  1 
on a : D ( A )  n x, C D ( A )  H' C D ( A )  il Y . Soit H = X~ x H~ x (01 . 

-+ -+ -+ -+ 3 +  
u = ( O ,  u ,O) avec u € L ; ( G ; r 3 ) n  L:(G;C ); u2 s'écrit d'une 2 2 

-+ + 
façon unique sous la forme u2 = V$ où $ E B L ( G ; C )  et est la solution du 

problème de Neumann : 

+ 
Si v désigne un élément quelconque de D ( A )  0 Y, on a alors : 

-+ -+ 
Donc : 1 D ( A ) ~ )  Y, d'où à fortiori u 1 D ( A )  0 H1 et u € Y. Or le choix de : 

2 
s 1  

est absolument quelconque dans L0 L donc on peut le choisir dans H , 
2 2 ' 

si HA I) (L: n L E )  est différent de {61 . 
-+ 1  + 

Il existe donc toujours un u € H tel que : u D ( A )  fl H 1 ; et 

-+ -+ 
u est différent de O sauf si 

H: 
(L: f) L:) = 16) , cf est-2-dire : 

O 

====3 
1  1 3 

D(A,) n H'C G1 E EL : A* :1 E L ~ I  x L ~ ( G ; C  ) { O ]  . 

1  * Nous opérons de même avec H . 
1 '  

3 " 3 L 2 ( ~ ; c 3 )  n E L ( G ; c 3 )  est dense dans EL(G;C ) ,  puisque contenant C ~ ( G ; C  ) .  

-+ 3 
O 

3 D'autre part si u € L ~ ( G ; C  ) T) EL(G;C ) et si div ; # 0, il existe 
-+ -+ 

telle que u = V 8 ; 8 est alors la solution du problème de Neumann 
+ 

A 4 = div u E L2  



Donc : 

O 3 -+ O il : € EL(G;C ) avec d i v  u  # O ,  il e x i s t e  une s u i t e  : E L2 fl EL t e l l e  n  
EL -+ -+ que : ->u; on peut donc tou jou r s  supposer que d i v  u  # O ( q u i t t e  à n n  

-+ prendre une s o u s - s u i t e ) ,  c 1 e s t - à  - d i r e  u  = ? Sn . 
n 

S i  E D ( A  ) H' on a donc nécessairement : 
D 

3  -+ Donc t o u s  l e s  t de EL(G;C ) t e l s  que d i v  u  # O sont orthogonaux à 

1 
D ( A ~ )  f l  H l .  Il f a u t  donc avo i r  : 

hème é tape  : v é r i f i c a t i o n  : 

Le raisonnement ci-dessus e s t  assez  i n d i r e c t ;  a u s s i  procédons-nous 

à une " v é r i f i c a t i o n "  d i r e c t e .  On a  : 

e s t  un s o u s - e s ~ a c e  inva r i an t  Qar A .-_-_---------- ---_-------_-- ---- D .  
O * -+ 3 1 3 O 

f a i t  : D(AJ n x, = G, E  EL^ : A U l  E L ~ ( G ; C  ) I  x {Zef L ~ ( G ; C  ) n E L ( G ; C 3 ) ~ ~ { o l  

-+ O - * + -  s 3 1 
= {u,  E  EL^ : r o t  r o t  u l  E LJG;C  EL^ n EL s ( G ; c ~ )  IX{O} 

+- O -T t+  3 1 
O 3 

= {u l  E EL, : r o t  r o t  u l  E L;(G;C €Le n E L ~ ( G ; C  ) IX{O}  

D'après  l e  lemme ci-après  on a  : 

-+ O 3 --3+ --3-+ 1 3  u  E  EL ( G ; C  ) e t  r o t  r o t  u ,  E L2(G;c3) - r o t  r o t  u  E L ~ ( G ; C  ) .  Donc : 1 1 1 

D(A,) n X, = D ( B )  e t  x e s t  i n v a r i a n t  p a r  . 1 



- 
(ii) A ~ I  = B : évident  d ' ap rè s  ( i ) .  

1 - - - - - - - - - 

On peut  a l o r s  p a r l e r  de l a  " r e s t r i c t i o n  de AT) à X " .  or 
1 '  

- 
*D = B , d'où A  ant i -au toadjo in t  donc générateil- d 'un  giol:p? 6'opéra 5eurs 

u n i t a i r e s  ( ~ h é o r è m e  de S tone ) .  

-+ O 3 ---+ ---+ -+ - 3 - f - f  1 3 3 Lemme : u E E L ~ ( G ; C  ) e t  r o t  r o t  u  E L ~ ( G ; C  ) =, r o t  r o t  u  E L ~ ( G ; R  ) .  

Pneuv e 
-f ---+ -+ 3 3 r o t  r o t  u  f L ( G ; C  ) e n t r a î n e  d ' a p r è s  l a  décomposition de L ( G ; C  ) : 2 2 
--4 --f -+ -+ -+ 1 3  r o t  r o t  u = t l  + a @, 4 E BL(G)  e t  t l  E L ~ ( G ; C  ) .  

-+ 
Mais on a  VU ( c f .  c o r o l l a i r e  p. 17) q u ' i l  e x i s t e  s l  unique, 

---+ -+ -+ -+ (Sl 1 ~ , ~ )  E D ( B )  t e l  que r o t  r o t  ç = t l  
1 . On a donc : 

---+ -+ -+ -+ 
r o t  r o t  (u-s, ) = ? Q 

-+ -+ O -+ -+ O 3 O r  u  - s E EL, donc u-s E EL ( G ; C  ) d ' ap rè s  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  de 
1 1 O 

-+ -+ -+ O -+ -+ 
Mais ( s l  ,0,0) E D ( B )  =. s  E EL1, d 'où u-s E E t l  , donc : 

1 1 
-+ -+ -+ -+ -+ 
u-sl E ELl fl ELo = {6) , d 'où  u  = s  e t  V@ = O , c ' e s t - à -d i r e  : 

1 
---+ ---+ -+ 1 3 
r o t  r o t  u  E L ~ ( G ; C  1. 

Remahqua 

1 
1 ) Que s i g n i f i e  : f D ( A ~ )  ? : 

* S o i t  : E D ( A )  n Y I ,  où Y = Y x Yp x 101 l e  sous-espace de H d é j à  mentionné. 1 
-+ 

On a  a l o r s  pour u  "suffisamment r é g u l i e r "  e t  E H, (G) 

-+ 2 
Comme V $ e t  A* : sont dans L , que 3 € H1I2( G )  , c e t t e  formule permet de 

-+ + +  
d é f i n i r  pour t o u s  l e s  : E D ( A )  n Y ,  une " t race"  n.A ul 3G , d'une facon cont inue 

-+ * 
e t  de p lus  n.A u  d s  = O . Cet t e  t r a c e  s e r a  dans L 2 ( a ~ )  en f a i t .  



-+ * -+ 1 * S i  u e s t  r e s t r e i n t  à D ( A )  n H I ,  on a a l o r s  A u € L e r  l ' i n t é g r a l e  1 2 
-+ * +  j b d . ~ *  : dx = O donc n .  A 

G 
~ i l a c  = O - 

-+ 1 + 
D'au t r e  p a r t  u2  E Lî n EL, , donc an peut  d é f i n i r  une t r a c e  u 21 a G  dans 

-+ 3 
e t  c e t t e  t r a c e  e s t  n u l l e  (en  p lus  de  n .u2/  a G  = G qui exprime l a  c o n t i n u i t é  de 

l a  v i t e s s e  normale).  

-+ * +  + + - +  + La condi t ion  n.A u = O pos t e  s u r  l e s  dé r ivées  du vec t eu r  t e n s i o n  t ( n , u )  

+ * +  
puisque x . A  u = o . .  

j 
, c 'es t -à -d i re  en f a i t  su r  l a  composante normale de 

IJ , j  
l ' a c c é l é r a t i o n .  

2 )  On peut a u s s i  v é r i f i e r  directement  que l a  décomposition en quest ion de H 

O 
r é d u i t  AD . En e f f e t  H e s t  i n v a r i a n t  par  A c a r  : 

-+ O 3 -f-+ -+ -+ O 3 
-> U E L:, ( G ; c ~ )  n EL(G;C ) - r o t  u2 = O - e EL ( G ; C  1. 2 2 O 

pu i squ ' a lo r s  : 

O +- JF + -+ 3 3 O 3 
D ( A )  H = {u, E EL O : A  u l  e L21x iuî E L ~ ( G ; C  In ELIX { H ~ ( G ; c  )n  I:,(G;C 11 

O 3 3 = { E ELo : A* z1 € L ~ ] X { : ~ E L ~ ( G ; C  ) n  E L o ( ~ ; c  ) I X { H ~ ( G ; C ) ~  ; , (G;C)}  

Co ncLunio n 
\ 

O 1 
L 'opérateur  AD e s t  r é d u i t  pa r  l a  décomposition de H en AD=AD @ % avec : 

O O 

1 O - - - - - t  1 1 O 

e t  D ( % )  { ~ ~ , n r o t  r o t  U ,  E L ~ }  x { L ~ ~ E L ~ }  x { O }  . 

\ On peut  aus s i  démontrer des  r é s u l t a t s  analogues au  tl-iéorème p .  33, 

Chapi tre  II. Mais l e  r é s u l t a t  devient  i c i  un peu d i f f é r e n t .  On a seulement l e  : 



Théokèrne : s o i t  2 & D ( A ~ )  

1 )  Supposons que pour t = * > O  f i x é  on a i t  I ITo( i )h l1  = [ lh l l  . Alors on a : 

-+ 1 ~ ~ ( t ) h l  1 = 1 lhl lvt s T e t  même ~ ( t )  h € Y pour t < r . 
?4! + * + -+ 

2 )  Même r é s u l t a t  pour T ( t )  h ,  s i  on a  1 I T  ( T )  hl 1 = [  1 hl 1 . 
+ 1 

3 )  S i  T ( T )  h  € H pour un T > O f i x é ,  a l o r s  ~ ( r )  2 € H 
1 

t 2 O .  

1 ) e t  2 )  sont  év identes .  

3 )  e s t  une re formula t ion  de l ' i n v a r i a n c e  de HI par  ~ ( t ) .  

On remarquera l a  d i f f é r e n c e  de 1 )  e t  2 )  avec l e s  1 )  e t  2 )  corresponC,ants du 

théorème du c h a p i t r e  II ( c a s  de l ' e s p a c e  l i b r e ) ,  p. 33. 

-?- -?- O 
(i) Il e s t  c l a i r  que l ' o n  a 1 I T O ( t ) h /  1 = 1 / h l  1 pour t = 0, puisque T ( O )  = 1, 

O 
c a r  T ( t )  e s t  un semi-groupe. 

O + +  
( i i)  ~ ~ ( t ) < h  n ' e n t ~ a ? n e p a s q u e R e ( ~ ~ h , h )  < O .  I l s u f f i t d e  

-f -+ -+ -+ -+ + 
cons idérer  l e s  h  de  l a  forme h = ( h l , h 2 , 0 ) ,  d i v  h l  # O # d i v  hp . 

(iii) En p a r a l l è l e  au  théorème précédent ,  on v o i t  que s i  pour une va leur  

to de t ,  1 ITO(to)  21 I < l  l $ /  1 . a l o r s  c e c i  r e s t e  v r a i  t 2 t O . 

3 .  WELOllES PROPRI ETES SPECTRALES 

Théohern~ 

On a l e s  c a r a c t é r i s a t i o n s  su ivan te s  de o (%) : 
P 

1 )  A = O e op(%) 

2 )  o  ( 4 ) n l ~ e  z  = 01 = 4 
P 

- 1 
3 )  AD ne possède pas de vec t eu r s  propres  à l a  f o i s  e n t r a n t s  e t  s o r t a n t s ,  où 

1 $ désigne l ' e x t e n s i o n  de aux données localement dans H ( su ivan t  l e  

schéma du Chapitre  1). 

4) o p ( ~ D )  n {Rez = 01 = + 



+ -+ + 
1 )  Soit h # O, h E D(A~) et AD h = O . Alors 

# -+ -F -+ -+ 
=> h 2 = 0  

+ 
A hl - m V h 7 = 0  9 d i v h  = O  ->Ah = O  

2 7 
-+ 

- rl div h2 + :: h = O 
7 

O 

Mais h E H ~ ( G ; c ) ,  donc A h7 = O ;=, h = O . 
7 7 

* -t -+ -+ 3 -+ O 

La deuxième équation donne alors A hl = O . Mais hl € EL(G;C ) ,  d'où hl = O 

+ -+ 
On a donc h = O, d'où la contradiction. 

-+ -+ 
Soit X = i a  , a # O réel la valeur propre présumée et a # O le vecteur 

-+ 
propre correspondant, a E D (4 ) . On n alors : 

-+ 

1 
-+ 

A a, + a2 2 = O dans G 
1 

-f X 
d'où l'analycité de a dans G, à cause de l'ellipticité de l'opérateur A . 

3 
( ~ n  fait on a immédiatement que toutes les dérivées de a sont de carré 

-f 
intégrable et que div a = O ) .  

Soit alors S(x) E cm (R~;IO,I]) , ~ ( x )  = 1 pour 1x1 >pet < (x) = O 

+ -f 
dans un voisinage de aG. Posons b(x) = < (x) a(x). 

+ 
Alors b(x) est à énergie finie, est cm et appartient à D(A ) ;  mais 

O 

1 -+ -+ + 1 
elle n'est pas dans D(A ) car div b(x) # O en général. Soit b(x) = b (x) + Do(x) 

O 
+ 3 .  3 2 

la décomposition de b en tant qu'élément de (R ,C )1 , avec 
- 2  

3 .  3 2 
L 

div 8 ' ( , )  = O et bO(x) E [D (R ,C )1 . 
T 0 
Li -+ -+ 2 -+ 

Comme b(x) = a(x) pour 1x1 > p et div a(x) = O , on a : 

b1 (XI = B(x) pour 1x1 > p . 
-+ 1 -F 

Pour 1x1 < P ,  on a b (x) = b(x) - bo(x) et est donc cm; donc 
-t 1 1 
b ( x )  F D(A~) et on a : 



-t 1 + (A: - i o )  b  ( x )  = O pour 1x1 > p .  

3 1 -h D'après  l e  théorème 4 ( c h a p i t r e  IY p. 3 )  on a  b  (x) = O pour  1x1 > P 

-f -f 
c 'es t -à -d i re  a ( x )  = O pour 1x1 > p . 

3 + + 
Par l ' a n a l y c i t é  de  a  on o b t i e n t  que a ( x )  = O dans G ,  d 'où  l a  con t r ad ic t ion  

cqfd.  

+ 3 @ S o i t  I p O e t  h l e  vec t eu r  propre correspondant ;  h  é t a n t  à l a  f o i s  e n t r a n t  

e t  so r t an t  e s t  donc à é n e r g i e  f i n i e ;  il r e v i e n t  donc en f a i t  de f a i r e  l a  démons- 

t r a t i o n  pour <, ce  qui  implique h = i 5 où o  = R ;  c ' e s t  a l o r s  une conséquence 

de  2 ) .  

@ op(nD) n r i R 1  = @ . 

Méthode dhec j te  
' 

S o i t  a  l e  vec t eu r  propre correspondant à A = i o  ,O € R* . 
Alors  

3 + 
a  = i ~ a  

2 1 

+ + * ' + 2  + 
( ~ g - i o )  a  = O <- A a ,  - m V a  = - a  a 

7 1 

d 'où : 

+ 
Mul t ip l i an t  (1 ) par  i ri a  u  e t  ( 2  ) pa r  m a e t  a jou tan t  membre à membre, on 

7 

o b t i e n t  : 

+ + 3  O 3 O 

Mais en p lus  a  € D ( A ) .  a l  € H ~ ( G ; C  ) n F:L(G;C ) e t  a7 E H2 n Hl . 
En i n t é g r a n t  a l o r s  par  p a r t i e s  ( l e s  va l eu r s  au bord e x i s t e n t  e t  

annulent  t o u t e s  l e s  i n t é g r a l e s  de s u r f a c e ) ,  on o b t i e n t  : 



-+ -+ 
D'où a = O ,  donc d i v  a = d i v  a = O . 7 1 2 

-34-f 2 -+ 3 
On a donc - p r o t  r o t  a + O a = O ,  ou, puisque d i v  a = O 

1 1 1 

-+ -+ -+ 3 -+ -+ ( A  + y ) a = O e t  a € L ( G ; C  ) .   après l e  théorème de R e l l i c h  on a a l  = O . 
1 1 2 

-+ -+ -+ 
d'où a u s s i  a 2 = i a a  = O  

1 
-+ -+ 

c 'es t -à -d i re  a = O . c .q . f . d .  

Méthode lndihecte 

Nous pouvons a u s s i  u t i l i s e r  un argument p l u s  formel : 

irt ) 
T O ( ~ )  é t a n t  c .n .u. ,  s e s  va l eu r s  propres  de module 1 (de  l a  forme e sont  

l e s  mêmes que c e l l e s  de  s a  d i l a t a t i o n  u n i t a i r e  minimum ( c f .  théorème p l u s  b a s ) ,  

d 'où l ' a b s e n c e  de  t e l l e s  va l eu r s  propres  pour ~ ' ( t ) ,  d ~ n c  absence de va l eu r s  

propres  imagina i res  pour . On a donc : 4 
O ( A J ~  P i . ~ = ~ ( g ) n = = + .  

P 

4. DECROISSANCE LOCALE D E  L1ENERG7E. 

Lemme 
-+ 

L'ensemble S = i u  e D ( A ~ )  : 1 I A ~  :I I H  + 1 1:l l H  < 11 e s t  précompact 

dans l a  norme "énergie  l o c a l e f ' .  

-+ 
S o i t  u € S.  On a a l o r s  : 

S o i t  G '  un ouver t  re la t ivement  compact de G .  On a a l o r s  de s u i t e  : 

+ l l : 2 1 \  < 1 , d'où 11:211 < 1 ,  d 'on (G } précompact 
EL(G '  ) H (G';c3) 2 L,(G' ) 

3 dans L 2 ( G 1 ; C  ) . 



-?- -?- 
De même 1 I A  u - ~i div u211 7 L~(G ) < 1  - I I A  u7Il L~(G ) 2 

< 1 +I Iq div u 1 1  <1+1=2 

L2 

O 

comme u7 E HJG) H l  !G) on a : 

X I /u71 I k ( I  bu7[ I + I I < kl ; en particulier 
H2(Gt ) L~(G' ) ~ ~ ( 6 '  ) 

Donc toutes les dérivées de u jusqu'à l'ordre deux inclus sont 
7 

uniformément bornées dans L (G' ) . On en déduit par le théorame de compacité 
2 

de Rellich (voir Yoshida p. que 

lu7} est précompact dans L ( G ' )  2 

{ a x i  u7I est précompact dans L2(Gf) il x = 1,2,3 . 
-+ 

-f 
En particulier {V u7} l'est. 

-b 
Pour u on a de même : 1 

1 InXU1 - m ? u71 1 < I - >  A x -?- U I I I L ~ ( G ~ )  < k2 , d'où 
L2(Gt ) 

On obtient danc en particulier : 

-?- - -? -  -f 
{div ul ) et (rot ul sont précompact s dans L~(G' ) , ou {ul précompact 

1 3 
dans H (Gf;C ) .  En résumé : 

-t - +  
{div ul 1 et {rot ul) précompacts dans L2(Gt ) 

1 {u2) précompact dans L2(Gt ) 

[ {u7} précompact dans Lp(Gf) 



-+ -f -+ 
c'est-à-dire {u = (ul,ug,u7)) précompact dans la norme énergie locale. 

On rappelle alors le : 

Théo/tème de (dieneh 
A 

Soit m(t) la transformée de Fourier d'une mesure signée à variation 

totale bornée. Alors : 

m ne contient pas de masse ~onctuelles (point masse) entraîne : 

CatroUaine 

Il existe line suite {tkl , tk-> f w  qdk- + et telle que 

6(tk) -> O (dans los conditions du théorème de ~iener). 

Phcuve 

Soit S le sous-ensemble de [-T, +T 1 tel que { k(t) 1 > d > O 
d 

. . . 
C Alors \f d > O, d c > O , il existe T assez grand tel que mesL Sd< - T. 

+T 
d 2d2 En effet : kfc > O  , ~ T ( c )  t.q. T > T(C)++I 16(t)12 dt<c=>- 
T 
mesL Sd < c 

-m 
- 1 

C 
d'où mes S < - T (mesL désigne la mesure de ~ebesgue). 

L d d2 
C 

Choisissons - 1 1 
< -  . Alors mes S < - T . C'est-à-dire que dans tout 2 2 L d  2 

T~ 
intervalle de mesure - , il existe au moins un point t pour lequel on a Im(t) /id. 2 



T 
Choisissons t dans l'intervalle (2, T). 

l - I On peut donc construire une suite Cdk = , ck - -- ;, , Tk 2 k, 

rr 
2k 

'k -- 1 6 tk ( T 1 telle que (i%(tk) ( 6  , c'est-à-dire qu'on 3 d6montrG qiir 
2 k 

il existe une suite {tk} - >+ +,elle que l m ( +  ') 1 -> O cqfd. 
t+=' L m + m  

Théok2me p ~ n c i p d  

Soit ~ ( t  ) un Co-semi-groupe il'opérateurs de contraction dans un 

espace de Hilbert, de A. Siipposons que l'on ait a (A) fl {Re z = O) = 4 
P 
W 

Il existe alors une suite {tk) -> +m et telle que T(t ) -> O (faible). 
k++m k 

Pneuv e 
O 1 

Soit T (t) @ T (t) la décoml>osition canonique de ~ ( t )  en un opé-ateur 

1 
unitaire T (t) et un opérateur c.n.u. ~ ~ ( t ) .  Alors : 

W O 
a) ~'(t) -> O : puisqu'il n'y a aucune condition spéciale sur T (t), il 

s'agit en fait de démontrer que quel que soit le CO-semi-groupe ~ ( t ) ,  

W 
complètement non-unitaire on a ~ ( t )  ->O . Pour cela on utilise le résultat 
suivant de Nagy-Foias : 

Lemme 

Soit ~ ( t )  un Co-semi-groupe de contractions dans un Hilbert H. Il 

existe alors un Co-groupe d'opérateurr unitaires ~ ( t )  dans un espace R , rontenant 

H comme sous-espace, tel que ~ ( t )  soit une dilatation unitaire de ~ ( t ) ,  

c'est-à-dire ~ ( t )  = P ~ ( t ) ;  P . projection de R sur H. De plus le spect1.e de H B .  

~ ( t )  est absolument continu. 

D'après le lemme on obtient : 

(~(t1f.g)~ = (~(t)f,g)~ = e dm(f , p )  où dm(f,g) = ( E ~  f , g )  est une nesiire Liht 
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. D'après le théorhe 

de Riemann-Lebesgue on a donc : 



t+- 
(z(t) f,dH -- > O t f f , g € H  . cqfd. 

1 W 
b) T (t) -> O 

1 iht 1 on a : ( T (t) f,g)H = e &il ( T , ~ )  , dm, (f,g) = (E, r ,g)  ~ l i  E 1 A 

1 est la résolution spectrale de A', générateur de T (t), dml (f ,g) est une mesure 

complexe.  après a) on a de plus o (A0)n{~e z = 01 = $ , dVoù 
P 

o (A)R { ~ e  z = 01 = o (A1) r\ { ~ e  z = 01 . 
P P 

Puisque par hypothèse a (A)n { ~ e  z = 01 = $ , la mesure m est 
P 1 

sans masses ponctuelles. D'après le théorème de Wiener et son corollaire, 

on a l'existence d'une suite {t 1 - 
k t++a > +m telle que 

k- 1 
(T' (tk)f,g)H --> O V(f,g)~ H x B. 

> +  c0t.q. D'après les propriétés spectrales de AD, on a donc :3{ tk} - 
W 

Thk) -'O. 

On peut alors démontrer la décroissance de l'énergie. 

P 4 0 p 0 b ~ 0 n  

Quel que soit g € D(A~), VG' CC G, on a : Lim inf E(T(~)~;G') = O 
t + +  a 

Soit C l'ensemble C = {T(t)p, t > O, g E D(A~)} . On a alors : 

1 I~(t)fl l H  + 1 l~T(t)f 1 l ( /  If/ I H  +//Af / I H  , donc l'ensemble C est précompact 

dans la norme énergie locale, c'est-à-dire : 

W Or il existe une suite {t } telle que {~(t~)f} -> 0. il suffit 
k 

de rénuméroter la suite {t } pour avoir Lim inf E(T(~)~;G') = O VG'CCG. k t+ +a 
Puisque D(A ) est dense dans H, on a : D 



1 1  f E H '  on a Lim in f  E (T ( t ) f  ;G' ) = O 
t++w V G '  CC G .  

Y S  €Ho on a  Lim in f  E O ( T O ( ~ ) ~ ; G ' )  = 0  
t + + m  

5. VERIFICATION DES HYPOTHESES H 1 2  4 5 6 7 8 6* 7* 

1 HypothEne H : o u i .  Voir Chapi tre  I V ,  p. 16 pour l ' e x i s t e n c e  e t  l e s  p r o p r i é t é s  

de D~ 
f 

Hypofhène  H2 : On c h o i s i t  p assez  grand pour que l ' o b s t a c l e  s o i t  contenu dans 

/2  
P l a  boule B ( O , P  ) .  Alors  l e s  d o n d e s  dans L sont  n u l l e s  dans 

P 
5 

c e t t e  bou le ,  d 'où D+ CH. Pour ce s  donn3es A e t  A co ïnc iden t .  
- D O 

HypoZhène H 4  : R é a l i s a t i o n  concrè te  de j e t  j 
O 

m 
S o i t  i(x) une fonc t ion  C , n u l l e  dans un vdis inage de G e t  é g a l e s  1 

pour 1 X I  > p , O 6 i ( x )  * 1 .  S o i t  j l a  m u l t i p l i c a t i o n  pa r  l a  

fonc t ion  i ( x )  . 
-+ -+ _+ 

r S o i t  h  = ( h  ,h  ,h ) € Ho. Alors  : 
1 2 7  

+ 
d i v  ( j h ) l  = i ( x )  d i v  h l ( x )  + hl  -3 i ( x )  

+ - +  
r o t  ( j h ) l  = i ( x )  r o t  h l  + "(x) fi1 

6 l l d i v  h i I l  2 ou O < c  e s t  une cons t an te  
L2(G) P 

qu i  dépend de p . De même : 

---+ / j r o t ( j h 1 ~ 1  l 2  s c l I l r o t  -3+ h1112 
3 + P J J4JI  O < e = c t e  e t  

3 
1 

L2(G;c ) L 2 ( ~ ; c  ) L2(G ) 



Mais G é t a n t  borné e t  l a  dimension de  l ' e s p a c e  é t a n t  impai re ,  on a : 
P 

-+ -+ 
3 où M e s t  une cons tan te  I l'il IL 2  (G P' oc3) ' M p I  I h l 1  lEL(Gp;C3) ' MpIIh l l  IEL(Gp;C ) P 

p o s i t i v e  dépendant de p . 

En résumé 1 1  ( j h )  1 I I  E L ( G ; C ~ )  ' j/ li;l l lEL(R3;C3) 
où M, e s t  une cons t an te  

3 

p o s i t i v e  dépendant de l a  fonc t ion  i ( x )  , donc de j  . 

-+ -+ 
c  ' es t -&-di re  : / 1 jhl 1 ç c j  1 1 hl 1 où O ( e e s t  une cons tan te  dépendant 

O j 

de l a  fonc t ion  i ( x ) ,  donc de j .  

* Dans l e  s e n s  inve r se  on v é r i f i e  a u s s i  fac i lement  que 

-+ 
I l  jhl l H  * k j  1 [?il l H  pour t o u t  h € H ,  O c k j  é t a n t  une cons t an te  qui  

O 

d6pend uniquement de l a  fonc t ion  i ( x ) .  

S o i t  donc j l ' o p é r a t e u r  de m u l t i p l i c a t i o n  par  l a  fonc t ion  i ( x )  . 
j s e r t  à l a  f o i s  de j  e t  de j . 

O 

En e f f e t  : 1 )  j e s t  un opéra teur  cont inu  de  Ho dans H e t  de H dans Ho par 

l e s  majora t ions  ci-haut  . 
-+ -+ -+ 3 P 2 )  S i  h € D! , a l o r s  h = O pour e t  j h  = h , d 'où  j = 1 su r  D+ . 

- - 

Hqpothèle HT : V é r i f i é  p a r  ~ ' ( t )  e t  ~z*(t). Revoir Chap. III p .  
O 

P -+ 
HypoXhènen ~6 et (~6)* : j o  = 1 s u r  D+ =- D ~ C  H . De p ius  d i v  h = O pour t o u t  

- $- 

-+ 
h  C DY , donc DY C H 

1 
- - 

1 1 Hqpothèhe H 8  : 1 )  Z (2p )  PL (B ) e s t  un opéra teur  compact pour p > O : 

Ce r é s u l t a t  s e  démontre exactement comme dans MX-PHILLIPS 

( 1 p. 452) auquel on renvoie l e  l e c t e u r .  Voir a u s s i  G-SCHMTDT. 



I 
2) Comme conséquence on a : Le générateur B' de Z (t) possède un spectre 

I 
purement ponctuel, et la résolvante R(A,B ) est méromorphe, holomorphe 

dans le demi-plan ReX 20. Donc (HF) est vérifiée. 

~ y p o ~ h ~ b ~  H7 : L'hypothèse ( ~ 7 )  fait l'objet 8u ths~rème suivant : 

Pteuve. 
1 

Nous allons en fait démontrer le théorème pour f E H . 
I 

1) Il suffit d'établir le résultat pour un sous-ensemble dense de H , par 
1 

exemple D ( A  ) .  Ce sous-ensemble est dense vu que A = O n'est pas valeur AD D 
1 

propre de A' ni de d* . De plus 1 P: T (t)] forme un semi-groupe de D 
P contractions dans KI, donc 1 /P+ ~ ( t ) g /  l E  est une fonction monotone non 

croissante (et positive). Il suffit donc de démontrer que : 

1 
Lim inf I I P ~  1' (t)g(IH = O g e 4 ~ ( 4 ) .  
t -+ +m 

2) Puisque la vitesse de propagation des ondes solénoidales est finie (elle est 

é ~ a l e  à c, mais en réalité par un changement de l'échelle de temps, on se 

ramène à c = 1 ) ,  on a : 

1 1  1 1 E (T (t) d ; ~ ~ )  s E ( d ; ~  ) V d  ettf O 5 t c 3 ~ ,  d E H , 4~ 
qu'on démontre de la même manière que pour l'équation des ondes en intégrant sur 

un tronc de cône d'onde (cf. par exemple dans LAX-PHILLIPS(~)P.~~~). 

1 1 
En prenant d = T(T) % g, ~ € D ( A ~ ) ,  on a : 

1 1 1 E ( 4 s  (t)g ; ~ ~ )  SE(T (T) d g ; ~  ) p o u r i ~ t i  T + ~ P  
4~ 

D'après le théorème ~récédent pour T assez grand le second membre 

devient arbitrairement petit, d'où : 

1 1 
\ f E > O  3T(E)t.9. T > T ( E ) -  E ( G T  ( t ) g i ~ ) < E P O ~ ï T 6 t $ ~ + 3 ~  



3 )  S o i t  a l o r s  

1 1 -+ -+ 
T ( t )  AD g  = ( ~ ! x , t ) ,  w t ( x , t )  , O )  e t  5 ( x )  comme auparavant .  On pose : 

-+ -+ -+ -+ 
(v,vt  '0)  = 5 ( w , w t Y O )  . On a  donc : 

1 d - +  -+ -+ + - w ( x , t )  = w t ( x , t )  
d t  * W ( X , O )  = g, 

dans R+ x G e t  
d  -+ --f Tc3 - r o t  r o t  ~ ( x , t )  = - W ( x , t )  

-+ 
d t  t ~ ~ ( n , ~ ) = - r o t  r o t  g l  = Agl 

en prenant  c  = 1 .  

s o i t  : 

-+ 
d i v  ~ ( x , t )  = O 

-+ -+ 
On a  donc pour v  : vtt - A v ( x , ~ )  = q ( x , t )  dans R 3 

-+ -+ -+ 
où q ( x , t )  e s t  fonc t ion  de  ~ ( x , t ) ,  des  dé r ivées  premières  de 5  ( x )  e t  ~ ( x , t ) ;  

-+ 
donc q e s t  à support compact e t  en f a i t  supp q ( x , t )  C { 1 xl i p l ,  

-+ -+ 1 
D ' a u t r e  p a r t ,  on n ' a  p l u s  d i v  v ( x , t )  = O e t  donc v  € H . 

On a  : 

1 1 + ' -+ 
T ( t )  AD 6 = {v,vtyO} + ( 1 - E )  {Gy GtY0) , d'où 

-+ -+ -+ -b 

= I {vyvt yo}I k +( 1-5 11 1 {wYwt ,O} 1 1 , puisque P: e s t  
O 

é g a l  à l ' i d e n t i t é  pour d e s  données dans H ,  à support  dans { lxl$P}.  

On a d o n c p o u r  r s t  s r +  3~ , as sez  gmnd : ( r >  r o ( & )  ) 

Nous devons donc avo i r  une : 

-+ -+ 
Estimation de I ~ P :  v , ~ ~ , o ~  p o w r i  t S i * 3 P . 

O 



+ 3 *l + *O v d 'une facon unique, avec : 
v ( x , t )  = ~ ( x )  % ( x , t )  E I l ( A o ) ,  donc v = v 

1 -t 1 v1 € H e t  ;O € Ho , d i v  v = O e t  a :O = d (G1 E D(A;) e t  f D ( A ~ ) ) .  
O O 

* * 3 3 +O -+ -+ 
O r  pour Ix l>p ,  on a v = W e t  div W = O donc d i v  v = 0 ,  = O poiir 

/ . X I >  p . Alors : 

as sez  grand d ' a p r è s  l a  décro issance  l o c a l e  de l ' é n e r g i e ;  en e f f e t  

-k * 
4 sup 15 1 E(  {W,Wt ,O} ;Gp ) auquel  on peut  appl iquer  l e  th6orèrne 

de décoissance de l ' 6 n q r g i e  contenue dans G . 
P 

3 
D'aut re  p a r t ,  q ( x , t )  e s t  une d i s t r i b u t i o n  en x à support compact. 

3 +1 +O 
On peut  donc l a  décomposer en q = q + q pa r  l e  théorème du c h a p i t r e  I V .  

* 1 +O 
On noteraque n i  q , n i  q ne sont  à support  compact en x. Cependant, grSce au 

théorème c h a p i t r e  I V ,  on a : 

* 1 3 1 J ( o , ~  , O )  e s t  à supPort compact en s ,  s o i t  2 (s,w)E E'(R;N 

4) Dès l o r s ,  il ne r e s t e  p l u s  qu 'à  ca lquer  l e  r e s t e  de  l a  démonstration su r  

3e  t r a v a i l  f a i t  par  LAX-PHILLIPS dans ( 3 ) p. 218-219 pour l ' é q u a t i o n  

des  ondes. 

1 + + l  +l 'L 1 + En posant  m ( s , t ; w )  = J {v  ,v , O ) }  e t  0' = - q ( s , t ; w ) ,  on a : t 

( a t  + a s )  ml = 1' avec supports  Z1(s )  [ -p l  + P I .  
1 

Le problème e s t  a l o r s  d ' e s t imer  I l  a s  m I I  . On évolue a l o r s  
L ~ ( R ; N ' )  

1 ' i n t é g r a l e  1 
2P 1 2 -0 

1 ( r + 3 ~ )  = j  l a s m  ( s , T + ~ P ) I  as d w = j  [ - l a s  + 1 - I ~ S  = I + I  I" 1 2 '  

entendons l ' i n t é g r a t i o n  s u r  S 
2 -  

I l  : 
1 1 

S < - 0  =, ( 3  + a s )  a s  m = O ,  d ~ n c  a m e s t  cons t an te  l e  long des t S 



1 1 caractéristiques s + t = h , en particulier : as m (s ,r+3p) = as m (s-r-3p ,O) 
- r -up 

d'où 1, = j 1 as m 1 (s,~) 1 2 ds, d'où I l  < E pour T suffisamment grand; en 

effet as ml est de carré intégrable. 

En intégrant sur les caractéristiques, on a : 

O 

Ici on a : 

Quand t + +w , la norme L* de a k?(s ,t) peut être rendue arbitrairement petite 
S 

-+ 
(car J-1 2 fait intervenir uniquement ~(x,t) et ses dérivées premières dans 

lx/< p , d'où la conclusion en utilisant la décroissance locale de l'énergie). 

Pour a m ' ( -p , r+2 -s) , on utilise encore la décroissance locale (on intègre 
S 

entre -p et + 2 p )  de l'énergie, donc : 

I2 = O ( E )  pour r suffisamment grand. 

Cc 



5. EXTENSIONS DE H ET H,  A ET AD 
O 0 

5 . 1 .  H' ex A' 
-0 O 

- 1 
Par  d é f i n i t i o n ,  l e s  éléments d de H sont r ep ré sen té s  dans l a  

0 

r ep ré sen ta t ion  de t r a n s l a t i o n  p a r  des fonc t ions  Jd qui  sont  l oca l eaen t  dans 

1 1 L (R;N ) , donc dans D '  ( R ; N  ) . Nous avons dé j à  remarqué que l e s  formules 2 

  hap p. I V ,  p .17)  donnant J ne dépendaient que localement de k ( s ) ,  ce qui nous 

- 1 
a permis d ' é t end re  J aux d i s t r i b u t i o n s .  Donc, s i  k ( s , w )  e s t  loca.lement dans 

1 
L ~ ( R ; N  ) ces  formules donnent une r é a l i s a t i o n  concrè te  des  éléments correspon- 

- 1 -f -f -f 
dants  de H comme données de Cauchy { u ,  u t ,  O }  où u e s t  localement dans 

O 

1 1 3. 3 
EL ( R ~ ; c ~ )  e t  u  e s t  localement dans L ~ ( R  , C  ) .  

t 
-1 -f -t -+ 

S o i t  a l o r s  d € D(A' )  e t  dl = A d , dl = ( d i ,  d;, O) : Alors : 
O O 

--+ -f 
j>f = -a J d  avec Jd e t  -8 

L 2 , ~ o c  ( R ; N '  ) . 
S s  

- - +  3 1 
On a  encore d i v  d = ( d i v  d d i v  d ,O) = O c a r  J d.w = O puisque J d  € N . 

1. ' 2 

De p lus  

-+ --+ -+ -+-f -+ 
- 1:12 5d = - w A(: A ~ d )  + ( U . J ~ I )  avec = 1 ,  d 'où : 

t J ~ = + ~ A ( W A S )  
D'autre  p a r t  : 

---+ -f + 2 -t + 
Donc r o t  r o t  d  = 2 -  

1 j a s U A ( U A J ~ ( X . ~ , ~ ) )  du = a s  ~ d ( x . ~ , ( ~ ) d ~ = d '  2 
Iw/=l  

Ainsi  on a  encore : 



(on a p r i s  c = 1 )  

- 1 
qu i  donne l a  r é a l j s a t i o n  de A comme opéra teur  d i f f é r e n t i e l  s u r  des données 

O 
1 

localement dans H . 
() 

- 
On a en d é f i n i t i v e  : 

Ho 
= ?IO w HO e t  A. = A: + A: . 

O 

5 . 2 .  k et $ 
- 1 - 1 

Comme poilr H , l e s  donnée:; dans H sont t e l 3  e s  que d 
O 1 E EL;~~(G;C~) 

1 3 
( G ; c  ) e t  d7 = 0,  c 'est-;-dire d € H 1 

d2 L2  oc LOC 

S o i t  d '  = z1d  . Ecrivons d = d + dm 
O 

où J d = 5- Jd- + 5, J ci+ m 

- 1 J 5 - J d  - e t  J-1 <+ Jd+ s 'annuleni.  pour 1 xl < a e t  son t  donc localement 

- 1 
dans e t  . Puisque A e t  A' a g i s s e n t  de l a  même f a ~ o n  s u r  de  t e l l e s  

O D O 

données, on v o i t  oue dm e s t  localement dans ~(4) e t  que J A' d = - a J dm . 
S 

- 1 
On o b t i e n t  donc, e n  r é p é t a n t  l e s  mêmes arguments que pour A que d '  = n1 d 

O '  

veut  d i r e  : 

d2 où d e s t  localement 

1 .. 
d ' dans H . 



CONCLUSIONS 

7ehTHEOREME P'AMPLZTUDE LIMITE 

Nous commençons par un théorème d'unicité, du type théorème de Rellich, 

qui prolonge le théorème 4.4 du $ 4 Chap. 1 (P. 22). 

ThEatCme 7 
- 

1 Pour tout u $ o(~D) U o ( B  1, iféquation : 
P 

~ f - ~ ~ f = h , ~ ù h  c H cOmp = n E' (G;c'O 
admet une solution éventuellement t-sortante unique; cette solution est une 

fonction analytique de p au sens de la norme "énergie locale". 

O 1 
h € H - h = h + h suivant la décomposition canonique de H; 

O 1 
remarquons encore une fois que h et h ne sont plus à support compact comme h; 

l'équation ci-haut équivaut alors à : 

O 
- L'équation (1) admet une solution f0 unique, puisque u € p (AD); cette 

solution est dans HO, donc est une distribution tempérée. 

- Pour (2), on remarque, qu'en prolongeant par zéro en dehors de G, on a une 

1 1 
inclusion naturelle de H dans H et H dans HA ; Alors h est la partie à 

O 

divergence nulle d'une distribution à support compact et admet un représentant 

1 1 1 
par translation Jh ,à support compact en ç ('J h € E ' ( R  ;N ) ) .  On fait alors 

appel au théorème 4.4 du Chap. 1 p. 22, qui affirme l'existence et l'unicité 
1 1 

de f sortante pour l~  op(^ ) .  

O O 
On a donc une solution unique f = f + fl, où f est une distribution 

tempérée et f1 est sortante, c'est-à-dire par définition f éventuellement 

t-sortante. c.q.f.d. On est alors en mesure de démontrer le 

ThEon2mc d ' a m p l h h d e  LhnLte : 
a - - 
at2 1 riésignons par b l'opérateur II = .soit p e o<A;>~)  op(^ ) t t a a - r i  -div A - -  

a t m -  a t 1 



-+ -+ 
S o i t  u ( x , t )  = ( u l ( x y t ) ,  u 4 ( x , t ) )  une s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  inhomogène 

-+ tJ.t -+ -+ 2 
a u ( x , t )  = e  f  ( x ) ,  où ? ( x )  = ( f l  ( x )  , f 4 ( x )  ) e s t  de c l a s s e  L e t  à support 
t 

-+ 
compact, e t  avec des données i n i t i a l e s  à éne rg ie  f i n i e .  Alors  u ( x , t )  t end ,  

-+ -+ 
dans l a  norme éne rg i e  l o c a l e  vers  eut G ( x ) ,  où v ( x )  = ( v l  ( x ) ,  v 4 ( x )  ) e s t  

-+ 3 
l a  d i s t r i b u t i o n  U-t-sortante unique s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  b v = - f .  

IJ 

P~LQUVE : 

Posons : 

-+ u ( x , t )  = (:, ( x , t )  y u 4 ( x , t )  ) , -+ u ( x , t ) = ( u l  -+ ( x , t )  ,a tul  -+ ( ~ 9 % )  ,u j+(x. t )  1. 

-+ -+ -+ -+ 
~ ( x )  = ( O ,  ? l  (x) , f 4 ( x ) ) ,  ~ ( x )  = ( v ,  , U v1 3 ~ 4 ) .  

Alors  : 

L L 
d  -+ -f 

(= - w ( x , t )  = O 
-+ -+ 

s o i t  w ( x , t )  = ~ ( x , t )  - e" b), a l o r s  ( s )  
-+ 3 

w ( x , t )  l t = ,  = u ( x , o )  - V ( X )  

-+ -+ -+ -f -+ 
u D i O r  b v  = -f<+ A V - p V = F, donc d ' ap rè s  l e  théorème précédent  on a  

3 

l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  de  l a  s o l u t i o n  l o c a l e  u- t - sor tan te  v  . 
D'après ( s ) ,  on a : 

G ( x , t )  = S ( t )  (6(x,0)-?(XI ) = ~ ( t )  8 ( x , 0 )  - ?,(t) ? (x )  

D'après l e s  r é s u l t a t s  de décro issance  l o c a l e  de l ' é n e r g i e ,  on a  : 

~ ( t  ) $(x ,o)  -> O dans l a  norme éne rg i e  l o c a l e .  



+ 1 
Pour T' (t) V (x), la démonstration est exactement la même que celle de 

LAX-PHILLIPS dans (1) p. 165, c'est-à-dire : 

-+ 1 -+ 
Par construction V (x) est éventuellement sortante; donc Vl(x) admet 

un représentant spectral k(x,w) nul pour s < - p et exponentiel pour s > p ; 

-+ 2 -+ -+ -+ -+ -+ 
et k(s,w) est localement L en S. On décompose k en k = k, + k2 ou kl = O pour 

-+ -+ 1 -1 -+ 

s < p et k à support compact. Soit V I  = J kl et it2 = J -1  -+ 

2 1 k2. Alors : 

1 1 -+2 
?(t) VI = ?l(t) VI + T (t) V I  

-+ 1 -+2 1 +2 T' (t) V s'annule dans 11x1 < t + p l  et comme V est à énergie finie T ( t ) ~  1 1 1 

tend vers zéro dans la norme énergie locale ... Le théorème est prouvé. 
On peut en Pait donner un résultat asymptotique encore plus intéressant 

et d'une plus grande nouveauté. 

Second Xhéotrèrne d'ampk2Aude GrniXe : 

1 -+ -+ -+ 
Soit p $ o (A;) O (B ) et f = (f, OÙ f (x) est la partie à diver- 

P P 1 

gence nulle d'une distribution à support compact. Alors : 

-+ -+ 
u(x,t) tend, dans la norme énergie locale, vers eUt :(x) , où v(x) est la solution 

-+ 
u- sortante unique de l'équation b1 $ = -(f ) .  u 1 9 0  

Ptreuvc : 

La démonstration est en fait la même que celle du ler théorème en 
-+ -+ 

remarquant qu'on a alors V = O . 
O 

Le théorème est vrai pour Re v 2 O et en particulier pour v = iw , 

w € R, c'est-à-dire pour des forces appliquées sinusoIdales, ce qui est le 

cas courant en pratique. 

ûemat~que : 1 )  Ce théorème met en évidence un comportement sélectif du système, 

qui "filtre" les ondes de changement de volume ... De plus, dans l'énoncé on n'a 
plus que u 6 o (A') et le second membre n'est plus à support compact, ni même 

P D 
à énergie finie. 

2) Bien que ce résultat demeure "très beau", il demeure deux questions 

importantes à résoudre : 

-+ Dans la pratique, comment pourrait-on des forces mécaniques à 

divergence nulle ? 

+ ~athématiquement, comment caractériser très simplement une distribution qui 

est partie à divergence nulle d'une distribution à support compact ? 



S m  La ma;DUce S(z) 

Nous avons vérifié que la théorie abstraite du chap. 1 est applicable 

au problème extérieur avec données de Dirichlet. Il s'ensuit que toutes les 

conclusions relatives à la matrice de Scattering et surtout à ses propriétés 

analytiques sont vraies, en particulier son extension méromorphe au demi-plan 

supérieur et l'absence de zéros dans ce même demi-plan. 

Pour la construction effective de la "matrice" S(z), la démarche 

est indiquée dans le chapitre 1 paragraphe 3 D. En réalité, on se convainct 

facilement qu'il suffit presque de "paraphaserl' les constructions analogues 

pour l'équation des ondes dans Lax-Phillips (1 ou 3), ou pour les équations 

de Maxwell dans G. Schmidt. On peut aussi s'en tenir de très près au travail 

très explicite de Pyzhyanov (1,2); les différences sont vraiment minimes et ne 

nécessitent très souvent qu'un effort de reécriture. 

On obtiendra entre autres que S(z) est de la forme 

S(z) = 1 + ~ ( z ) ,  où ~ ( z )  est un opérateur intégral 

+ + 
Le noyau k(0,w;z) étant obtenu à partir des comportements asymptotiques 

exhibés à la fin du chapitre IV. 

Suh d a  p m p e c L i v e A  po66.ibLe.h 

Pour conclure voici quelques réflexions pour des extensions possibles 

au présent travail. Nous les livrons en vrac, sans ordre d'importance : 

1 )  Etudier le cas de l'espace à dimension paire (en fait n = 2). A première 

vue ceci ne représente que des "aménagements" techniques; toutefois, 

il ne semble pas possible par les techniques du type LAX-PHILLIPS, d'arriver 

à des résultats aussi complets que pour n = 3. On sait en effet qu'alors 

D+ et D- ne sont plus orthogonaux et dès lors ~ ( t )  n'est même plus un 

semi-groupe. 



2) Etendre ce travail à d'autres données à la frontière : 

d 
a) '1 ac = O y ZGI aG 

= O . Ce problème ne semble pas requérir des techniques 

différentes. La majorité des résultats se laissent transposer sans 

aucune difficulté. Il semble tout de même que ce problème soit en fait 

plus "réaliste". 

b) 2(n,z) 1 aG = O , 0( ~ ' y t )  = O . Ce problème est en fait le plus l a~ 
intéressant et le plus difficile. S'il n'est pas difficile, en 

utilisant les formules de Green établies au chapitre V, de construire 

dans ce cas aussi un opérateur A générateur d'un Co-semi-groupe de N 

contractions, des difficultés~sérieuses apparaissent dès qu'on veut 

expliciter la décomposition de A De même la décroissance locale N ' 

de l'énergie pose des problèmes sérieux, vu qu'il y a possibilité dans 

ce cas de présence d'ondes de surface sur aG. L'étude spectrale de 

AN est aussi plus délicate, vue la  rése en ce du paramètre spectral 

dans les conditions aux limites mêmes et au second membre de 

-+ -k 
l'équation b u = f . 

U 

3 )  Etendre la classe d'ouverts G. 

4) ~'(t) étant c .n.u. nous savons qu'on peut lui associer une fonction 

contractive à valeur opérateur 0(~), d'une façon canonique. Il serait 

intéressant, non seulement de construire 0 ( A  ) explicitement, la relier 

aux propriétés spectrales de , mais surtout d'en donner une interprétation 

physique précise, un peu dans l'esprit de la "théorie de la synthèse" 

desl'réseaux électriques". 

5 )  Enfin, pourquoi ne songerait-on pas à étendre la théorie développée au 

chapitre 1 à des opérateurs plus abstraits de la forme 



espace de Hilbert, A l  "conservatif ", 

A2* dissipatif et AI2, A22 des 

opérateurs de "conversion" ? . 

6) On ne saurait terminer sans révéler la prochaine étape de ce travail à 

savoir l'étude du problème inverse, dont l'importance pratique est 

immense, et qui a constitué en fait la motivation initiale de ce travail. 

Il s'agit de "récupérer" les propriétés géométriques de l'obstacle 

(surtout s'il est convexe) par l'étude de l'opérateur de Scattering. 

Il faudra sans doute s'inspirer des travaux analoguqes de LAX-PHILLIPS 

(1947) TAYLOR-MAJDA (1977)~ WILCOX (1978) etc... 



ANNEXE AU CHAPITRE III 

Nous donnons ici une démonstration plus"é1égante" du théorème 

O 
caractérisant l'ensemble résolvant de A . 

O 

ThéohZrne : Imd 2 ( A )  # O A E p ( ~ z )  et A e p(~;). 
132 

O P ~ e u v e  : Soit A tel que Re A< O. On considère pour ; E D(A ) l'équation : 
O 

+ -+ + -+ O 3 3  3 3 
(E) ( A -  1) u = F = (f ,f ,f ) E S (R ;C ) x S'(R ;C ) XC;(G;C) où s0(R3;c3) 

1 2 7  
-+ m -3-f -+ 3 3 

est l'ensemble lu E Co, rat u = 01 . On sait qu'alors sO(R ;C ) est dense 

3 3 3 3 * -+ -+ dans ELo(R ;C ) (resp. L;(R ;C ) ;  en effet l'équation A u = O (resp. Au = 0) 

n'admet dans ~ ~ ~ ( r e s ~ .  LO) que la solution nulle. 
2 

Or $ e cl 3 A' ? €D(A'), d'où A' ; = A : + F E D(A~). Par 
O O O 

récurrence on a en fait Aok : E D(Ao) v k 2 0; en particulier donc 
O O 

-+ 
u € H'(R~;c~) V s 2 0 . 
(E) donne alors : 

2 -+ 
(A+dl (A)) (~+dE(h)) div : 1 = m A (f 7 +'ri div fl)+(A-h)(~ div Fl+div $2) 

(A+~:(A)) (A+~:(A)) u7 = IlA 2 div -+ fl+q Adiv ;2+(~-\ 2 )(f +ri div 3 ) 7 1 

-+ 0 3 3 -+ -+ 3 3 Comme f2e S (R ;C  ) ,  on a f = V )2 où q2 Ec~(R ;C ) 2 

Soit Z l'opérateur 

{ 
Z u = u distr. 

3 3 
D(z) = Iu €CL2(R ) :Au distr. E L~(R ) . 

2 3 

} 
et R(A,Z) la résolvante pour A Ep(Z). On sait que cet opérateur est auto- 

2 3 adjoint et donc sur A # O R(A,z) E L(L (R ) ;  D(z)) et R(X,Z) E L(L (R ) ) .  

2 2 Posons Ri =  di Z) quand Im di (A) f. O pour i = 1,2. Alors : 

2 -+ 2 2 (A + d2(h) ) div ul = m(1-dl Rl)(f + q div i'l)+ A ('-(dl+") div Tl 
7 

2 
-dl ( 1-(d>h)R1 d2)+ (A+d:)d2-(d;+h) d2 

-+ 2 2 
div ul = m Ra( 1-d 1 Rl )(f7 + div Tl) + A R2(l-(d +A)R ) div 1 1 1 



Donc, il existe kl, k2, k positifs tels que : 
3 

Mais j2 à support compact entraîne 

d'où 

Ildiv:111L2 l l F l l H  K 2 O .  
O 

Les mêmes arguments donnent : llu711 6 K' 11811, K t 2 O .  
L O 

+ + 
L'équation ( A - A )  u -II A div v = f + n div f entraîne alors : 7 1 7  1 

* * 
Puisque Re A < 0,  l'opérateur Z - A 2 ,  où Z est llopérateur auto- 

* 2 3 adjoint associé à A (comme Z à A) appartient à L(L (G;C ) ) .  

* 2 +  -% -+ -+ L'équation ( A  -A .u,)= m V u + A fl + f entraîne alors : 
7 2 

+- 3 3 
w 

est à support compact et f € EL(R ;C ) ;  donc : 1 
+ -+ I I  6 K ~ / V I I ~  3~~z211 = l  / A  Ul + f,l 1 i K 1181 l H  aussi; soit 

L2 O L O 

en définitive ; 

L'opérateur ( A -  A 1 existe donc sur un sous ensemble dense de H 
O 

et est fermé continu; ceci veut dire que A € p ( ~ : )  cqfd. 



ANNEXE AU CHAPITRE V 

On a invoqué à plusieurs reprises dans ce chapitre "le théorème 

de Rellich". Il s'agit en réalité de résultats établis par F. RELLICH en 

1943 dans son papier (Rellich (1 ) ) .  On ne confondra pas surtout avec le 

k 
théorème de Rellich sur la compacité de l'injection de H ( R )  dans (Q), 

k > j . Nous rappelons brièvement ces résultats, dont le premier constitue 
à proprement parler le "théorème de Rellichl'. 

2 
Théonème : Soit dans 1x1 > po >Oune fonction u(x) de classe C , solution de 

Au + Au = O avec A > O réel. Supposons u(x) f O . il existe alors p > O 

tel que pour p suffisamment grand et p l  > poy1 on ait : 

Co~équence 1 : Si lim lu[* dS = O, alors :(x) E O . Ceci est en particulier 

vrai pour u de classe L ~ .  

Comdquence 2 : (unicité) : Le problème de Dirichlet pour l'équation 
* 

Au + A u = O , h '€ R+ dans l'extérieur d'une surface S bornée possède 
m- 1 

une solution unique telle que lim rT(u -i Jh u) = O uniformément dans r 

toutes les directions; u et S sont suppos'ées suffisamment régulières pour 

pouvoir utiliser la formule de Green. 

Con~équence 3 : Supposons une condition de Dirichlet homogène sur S, de 

telle façon que l'opérateur A hilbertien associé à ce problème soit auto- 

adjoint. Alors A passé de un spectre purement continu, o(~)=o~ (A) C R. 



Rmmqucu : 

? )  Le théorème de Rellich a été l'objet de plusieurs études, en vue de son 

extension (AGMON , Wilcox, Kato (2) ) ;  en particulier on a établi des 

résultats analogues pour des perturbations du Laplacien de la forme 

Au + q(x) u où q(x) vérifie des conditions très générales. 

2) Le mathématicien russe I.N. VEKUA revendique aussi la paternité des 

résultats de Rellich (cf. son livre "New Methods for solving elliptic 

equations" pp. 318, note de bas de page). 
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