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NOTAT 1 ONS 

Les ind ices  A e t  f a t t a c h é s  aux d ive r se s  grandeurs s c a l a i r e s ,  

v e c t o r i e l l e s  ou t e n s o r i e l l e s  ne sont  jamais des i n d i c e s  de sommation ; i l s  

indiquent  s i  ces  grandeurs sont  r e l a t i v e s  respectivement au  s q u e l e t t e  

f i c t i f  ou au  f l u i d e  f i c t i f .  

De l a  même façon l e s  i nd ices  d e t  f a t t a c h é s  aux dér ivées  

d r o i t e s  i nd iquen t ,  pa r  rappor t  à quel  mi l i eu  s  ' e f f ec tue  c e t t e  dé r iva t ion  

maté r i e l l e .  

~ a r a c t é r i s t i q u e s  physiques du s o l  

7% = V i n t e r s t i t i e l  V t o t a l  
: p o r o s i t é  . 

e = V i n t e r s t i t i e l  V s o l i d e  
: i nd i ce  des v ides .  

f', : masse volumique du f l u i d e  i n t e r s t i t i e l  r é e l .  -- 

fa : masse volumique du s q u e l e t t e  r é e l  ( o u  g r a i n s ) .  

PA = ( 4 - h )  : masse volumique du s q u e l e t t e  f i c t i f .  

pF = " f ~  : masse volumique du f l u i d e  f i c t i f ,  

P = PA + ?Ç : masse vol.umique de 1 'ensemble des deux mi l ieux  f i c t i f s .  

Grandeurs cinématiques 

Y ( r e s p e c t .  ) : a p p l i c a t i o n  f a i s a n t  p a s s e r  de l a  p o s i t i o n  des 

p a r t i c u l e s  du s q u e l e t t e  f i c t i f  ( r e s p e c t .  du f l u i d e  

f i c t i f )  à l ' i n s t a n t  & à l e u r  p o s i t i o n  à l ' i n s t a n t  k . 

$ ( r e s p e c t .  F ) : t ransformat ion  l i n é a i r e  tangente  à (respect ivement  



-.) d 

Z+h ( r e s p e c t .  wF ) : v i t e s s e  du s q u e l e t t e  f i c t i f  ( r e s p e c t .  du f l u i d e  

f i c t i f ) .  

: v i t e s s e  t a r y c e n t r i q u e  de l 'ensemble des deux mil ieux f i c t i f s .  

9, ( r e s p e c t  9,) : composantes du t e n s e u r  des v i t e s s e s  de déformations 

du s q u e l e t t e  f i c t i f  ( r e s p e c t .  du f l u i d e  f i c t i f ) .  

ELi : composantes du t enseu r  des déformations i n f i n i t é s i m a l e s  e t  

incrémentales  du s q u e l e t t e  f i c t i f .  

E : vecteur  colonne h s i x  composantes de EiJq. - 
: vecteur  déplacement incrément a l e  du s q u e l e t t e  f i c t i f .  

- * ( r e spec t .  fiFY ) : composantes du t e n s e u r  t a u x  de r o t a t i o n  du 
4 9  

s q u e l e t t e  f i c t i f  ( respect ivement  du f l u i d e  f i c t i f ) .  

u y  : composantes du t e n s e u r  des r o t a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  e t  incrémen- 

t a l e s  du s q u e l e t t e  f i c t i f .  - 
Diii : composantes du t enseu r  dévia tor ique  de . 

= '4, Si; premiers i n v a r i a n t s  de D4 . - a - 
(GE,) = 34ij Zlj - 

- X i r  D a n , ~ A j i  (q3 - 
e, ( r e s p e c t .  e ) : d i l a t a t i o n  volumique i n f i n i t é s i m a l e  e t  incrément a l e  

du s q u e l e t t e  f i c t i f  (respectivement du f l u i d e  f i c t i f ) .  e4 = EtjSb$ . 

Grandeurs dynamiques 

: composantes du t enseu r  des c o n t r a i n t e s  t o t a l e s .  

: composantes du t e n s e u r  des c o n t r a i n t e s  e f f e c t i v e s  ag i s san t  s u r  l e  

s q u e l e t t e  f i c t i f .  

k : pres s ion  hydros ta t ique  du f l u i d e  f i c t i f .  
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# : vecteur  a c c é l é r a t i o n  de l a  pesanteur .  

t< : composantes du t e n s e u r  de Piola-Lagrange r e l a t i f  au s q u e l e t t e  f i c t i f .  

r;d' : composantes du t e n s e u r  de Piola-Kirchkoff r e l a t i f  au s q u e l e t t e  

CI ' I - -  / OC , F' , U , k , : t e n s e u r s  des grandeurs incrémentales  de , P , -a 

, T T ,  respect ivement .  
# 

V- : vec teu r  colonne à 6 composantes de y' CV 

I / 
6 ,;' : composantes du t e n s e u r  dévia tor ique  de r 
-L 

: composantes du t e n s e u r  dévia tor ique  de r' 
/ 0 S, = T,: si, premier i n v a r i a n t  de 

+ 
76 ) : force  volumique d ' i n t e r - a c t i o n  f l u i d e  f i c t i f  un s q u e l e t t e  

f i c t i f  ( r e s p e c t .  s q u e l e t t e  f i c t i f  s u r  f l u i d e - f i c t i f )  . 

o b j e c t i f  de Jaumann. 

Grandeurs énergét i ques  

Eh ( r e s p e c t .  FF ) : éne rg ie  i n t e r n e  spéc i f ique  du s q u e l e t t e  f i c t i f  

( respect ivement  du f l u i d e  f i c t i f ) .  

Grandeurs rhéologiques 

. Loi d ' i n t e r a c t i o n  

K;i : composantes du t e n s e u r  des perméabi l i tés .  

u Y = -  - 3t "t  : p o t e n t i e l  hydraul ique 



. Loi du f l u i d e  : 

k, : cons tan te  de compres s ib i l i t é  du f l u i d e  i n t e r s t i t i e l  & e l .  

. Loi du s q u e l e t t e  f i c t i f .  



INTRODUCTION 

Cette étude constitue une voie théorique approfondie pour aborder la 

rhéologie des sols argileux avec l'objectif de simuler l'essai pre~siométri~ue. 

Préoccupation motivée par l'importance de l'interprétation de cet essai pour 

le calcul des fondations d'ouvrage en mécanique des sols appliquée. 

Nous précisons d'abord la modélisation mécanique classique d'un sol 

en un milieu à deux phases continues dont l'étude s'inscrit alors dans le -- ___-_.~____-  --_- _--~ - .- --- -WC-" - . - - - --^*"-- 

cadre de la mécanique des milieux continus. 

La détermination du comportement global du sol résulte en définitive 

du comportement de chaque phase et d'une loi d'inter-action. Le comportement 

du fluide interstitiel peut être défini de façon relativement aisée. La loi 

d'inter-action résulte de la loi de filtration de DARCY. Le problème rhéologique 

fondamental pour un sol est alors posé par la détermination de la loi de 

comportement de la phase solide. 

Cette loi, trop complexe a priori dans son expression globale, est 

introduite sous forme incrémentale. Pour chaque transformation incrémentale, 

nous avons émis les hypothèses de petites perturbations. Le système d'équations 

linéarisées qui en résulte reste cependant c~mplexe du fait du couplage de 

deux milieuxdemobilité distincte d'une part et, d'autre part, de la lincari- 

sation à partir d'un état actuel précontraint. Les hypothèses qu'il faut poser 

pour retrouver les équations classiquement admises sont difficilement 
- 

justifiables sinon par le besoin de se maintenir dans un cadre opérationnel 

adapté à la mécanique des sols appliquées actuelle. 



Le même besoin nous a délibérément conduit ?i adopter la théorie de 

1'Ecole de Cambridge comme fondement du comportement de la phase solide. 

La loi rhéologique de Cambridge est définie par un n~mbre relativement 

restreint de paramètres. Nous la présentons dans le cadre de l'élasto- 

plasticité avec une par l'adjonction d'un paramètre 

à la fois en plasticité standard et non standard. La partie élastique 

non linéaire de la loi est modifiée par l'introduction d'une relation 

non linéaire entre les déviateurs des contraintes et des déformations, 

ce qui rend compte de la partie linéaire de 1~ courbe préssiornétrique 

Le paramètre supplémentaire que nous avons introduit permet de 

rendre compte du décalage entre l'asymptote oedométrique et l'asymptote 

de l'essai de compressibilité isotrope. 

La théorie est ensuite appliquge à la simulation d'essais d'expansion 

de cylindre creux en laboratoire et d'essai d'expansion in situ au pressiomètre 

autof oreur . 
Enfin, on trouvera en annexe un exposé de l'application de la !léthode 

des Eléments Finis à la résolution des systèmes d'équations développés tout 

au long de cette étude. 



CHAPITRE 1 

2 .  D E S C R I P T I O N  MECANIQUE D'UN S O L  ARGILEUX 

La desc r ip t ion  mécanique d'un s o l  e s t  essent ie l lement  phénoménologique 

p a r  oppos i t ion  à l a  d e s c r i p t i o n  des mécanismes microscopiques de l a  physico- 

chimie. Les é c h e l l e s  d 'observa t ion  sont en e f f e t  d i f f é r e n t e s .  

D'un point  de vue mécanique, un s o l  e s t  cons t i t ué  d'une phase s o l i d e  

e t  d'une phase i n t e r s t i t i e l l e  comprenant de l ' e a u  e t  des gaz d issous  ou  non. 

Il  e s t  c lass ique  d ' é t u d i e r  un t e l  mi l i eu  dans l e  cadre de l a  mécanique des 

mi l ieux  cont inus.  

En conséquence nous p réc i sons  dans ce chap i t r e  une schématisat ion du 

s o l  en deux mil ieux cont inus auquels il e s t  a l o r s  poss ib l e  d ' app l ique r  l e s  

l o i s  de l a  mécanique des mil ieux cont inus .  

Ce t t e  é tude reprend t r è s  largement l e s  t r a v a u x  de AURIAULI[l] e t  

CHAM80N [ 2 ]  . 

7 . 7  - C o n a U u t i o n  dea aoLn a/rgiLeux. 

Une a r g i l e  pure e s t  un système physico-chimique complexe argile-eau-gaz. 

Les minéraux a r g i l e u x  s ~ n t  des phy l lo  s i l i c a t e s  ( c  'est-;-dire en f e u i l l e t s )  . 

Leur arrangement p ré sen te  t r è s  souvent une a n i s o t r o p i e  r é s u l t a n t  de l ' h i s t o i r e  

mécanique du massif ou de l ' é c h a n t i l l o n .  La c l a s s i f i c a t i o n  de ces  minéraux 

e s t  fondée s u r  l ' é p a i s s e u r  des f e u i l l e t s  qu i  conditionne en grande p a r t i e  l e s  

p o s s i b i l i t é s  d'échanges ion iques  e t  d ' absorp t ion  d 'eau .  On d é f i n i t  a i n s i  t r o i s  



t y p e s  s t ruc tu raux  : l a  k a o l i n i t e  , l a  montmori l loni te  e t  1 ' i l l i t e .  

L'eau e s t  c l a s sée  se lon  t r o i s  c a t é g o r i e s  : 

- l ' e a u  de c o n s t i t u t i o n  fortement e t  intimement l i é e  aux minéraux arg i leux .  

On ne peut l a  déplacer  qu ' à  t r è s  haute  température (800' C à 1 0 0 0 ~  C )  . 
- 1 'eau fortement l i é e  e n  contact  d i r e c t  avec l e s  p a r t i c u l e s  a r g i l e u s e s .  

- l ' e a u  faiblement l i é e  e s t  l ' e a u  l i b r e  qui  s e  comp~r t en t  comme un f l u i d e  

c lass ique  e t  qui cons t i t uen t  du po in t  de vue de l a  mécanique un f l u i d e  

interstitiel mobile. 

La d i s t i n c t i o n  e n t r e  l ' e a u  fortement l i é e ,  l ' e a u  faiblement l i é e  e t  

l ' e a u  l i b r e  n ' e s t  pas f ranche .  Pratiquement en mecanique des s o l s  l e  f l u i d e  

i n t e r s t i t i e l  mobile e s t  c o n s t i t u é  de l a  p a r t  d ' eau  qui  s 'échappe d'un échan- 

t i l l o n  désagrégé placé 24 heures  dans une étuve po r t ée  à une température 

comprise e n t r e  105' C e t  110° C.  

La présence  de gaz dissous ou en b u i l e s  au  s e i n  du f l u i d e  i n t e r s t i t i e l  

l u i  confère me compress ib i l i t é  p lus  ou ploins importante .  

Du p o i n t  de vue de l a  mécanique macroscopique l e  système argile-eau-.gaz 

e s t  considéré comme un m i l i e u  à deux phases : 

- l a  phase s o l i d e ,  comprenant l e s  p a r t i c u l e s  a r g i l e u s e s ,  l ' e a u  de cons t i t u f  i on  

e t  l ' e a u  fortement l i é e .  

- l a  phase l i q u i d e  comprenant l ' e a u  faiblement l i é e ,  l ' e a u  l i b r e  e t  l e s  gaz 

dissous ou  non. Cet te  phase e s t  t o u j o u r s  c o n s i d é r k  comme un f l u i d e  c l a s s ique  

(mi l i eu  c o n t i n u  à mémoire inf iniment  c o u r t e ) .  

Ces deux phases s o n t  en f a i t  c a r a c t é r i s é e s  par  l e u r  mob i l i t é  d i s t i n c t e  

e t  l e u r s  i n t e r - ac t ions  l i m i t é e s  comme il l e  s e r a  p réc i sé  p a r  l a  s u i t e .  On 



n o t e r a  que ce concept phénomén~logique d'un mi l i eu  à deux phases e s t  

app l i cab le  à t o u s  t ypes  de s o l .  Ains i  pour un s o l  a r g i l e u x  non pu r ,  il 

s u f f i r a  d ' i n c l u r e  dans l a  phase s o l i d e  l e s  minéraux ou l e s  g r a i n s  

non a r g i l e u x ,  S e u l e s l e s  l o i s  de comportement s e ron t  d i f f é r e n t e s  d'un mi l ieu  

à un au t r e .  

7 . 2  - Schémcv2hation mécanique. d'un h o t .  

~ o n s i d é r o n s ,  dans un massif de s o l ,  une boule 3 cen t r ée  en M ; on 

y  d é f i n i t  : 

- l a  p o r o r i t é  h : 

vr : volume t o t a l  de l a  boule a .  
vi : volume i n t e r s t i t i e l  non occupé p a r  l a  phase s o l i d e  dans d .  

L a  dimension de Ob est d é f i n i e  de façon que ?L s o i t  s i g n i f i c a t i v e .  

E l l e  a p p a r a î t  clairement dans un diagramme f igu ran t  72 e t  l e  rayon 4 de 

O b .  

4 - * - - 
- l e s  v i t e s s e s  vw e t  5 , moyennes dans 3 des v i t e s s e s  e t  Vd 

des p a r t i c u l e s  de chaque phase r é e l l e .  

- l e s  masses volumiques moyennes P, et rd d é f i n i e s  de façon analogue. 

6. t 



- .-) 

- 7, e t  S)d l e s  forces  moyennes ramenées à l ' u n i t é  de volume de l ' i n t e r -  

ac t ion  phase s o l i d e  s u r  phase l i q u i d e  e t  inversement.  

schématise a l o r s  l e  s ~ 1  en deux mi l ieux  f i c t i f s  cont inus .  La 

k i n u i t ~ .  s e r a  dé f in i e  au  paragraphe su ivant .  

Le s q u e l e t t e  f i c t i f  (A) e t  l e  f l u i d e  f i c t i f  (f) sont  c a r a c t é r i s é s  

en chaque p o i n t  p a r  l e s  grandeurs su ivantes  : 

-i) -.) 

- l e s  v i t e s s e s  e t  . 
F 

- l e s  masses vol-uniques G et P' 

P, = f 4 - 4 r d  ; PF = P u  

- l e s  forces  volumiques d ' i n t e r - ac t ion  

7, = ; 7 = 7- 

7 . 3  - ff ypoXhCna de cum2niLté.  

Soient  y e t  l e s  app l i ca t ions  qu i  fon t  correspondre pour 

chaque mi l i eu  cont inu,  l a  p o s i t i o n  d'une p a r t i c u l e  à l ' i n s t a n t  & pa r  

rapport  à l a  p o s i t i o n  Me de c e t t e  même p a r t i c u l e  à l ' i n s t a n t  be . 



Mo e t  b sont  l e s  v a r i a b l e s  de Lagrange. 

P a r  d é f i n i t i o n  on d i r a  que l e s  deux mi l ieux  sont  cont inus et maté- 

r i e l l emen t  simples s i  [ 3 ]  : 

- Y e t  F sont cont inues.  

- Y e t  3 sont  r é g u l i è r e s  ( b i j e c t i v e s )  . 
- e t  sont d i f f é r e n t i a b l e s  c ' es t -à -d i re  qu'on peut d é f i n i r  l e s  

# - 

t ransformat ions  l i n é a i r e s  tangentes  S e t  F t e l l e s  que : 

- Y= e t  admettent des  dér ivées  r é g u l i è r e s  ce q u i  implique que l e s  

Jacobiens  de $ e t  de f son t  non nu l s .  

Physiquement ces hypothèses sont  équiva len tes  à admettre q u ' i l  ne s e  

p rodu i t  n i  f a i l l e ,  n i  c a v i t a t i o n ,  n i  péné t r a t ion .  

En e f f e t ,  p a r  d é f i n i t i o n  13 1  , w e  f a i l l e  ou une c a v i t a t i o n  implique 

S e t  F non continues; une p é n é t r a t i o n  implique S e t  F non r é g u l i è r e s .  

Cet te  hypothèse généra le  de con t inu i t é  de deux mi l ieux  f i c t i f s  va 

permet t re  l ' é c r i t u r e  des l o i s  généra les  de conservat ion p a r  l e u r  équation 

de c o n t i n u i t é  . 

1.4 - Lu& g é n é k d a  de cometvdt ion.  

Il s ' a g i t  d ' é c r i r e  pour  l 'ensemble des deux mi l ieux  -continus f i c t i f s  
-- _CI_I" -------- 

l e s  t r o i s  l o i s  c lass iques  de l a  mécanique : 



- l a  conservat ion de l a  masse. 

- l a  conservat ion de l a  q u a n t i t é  de mouvement. 

- l a  conservat ion de l ' é n e r g i e .  

A p a r t i r  d 'hypothèses que ncus formulerons, il s e r a  poss ib l e  d ' é c r i r e  

séparément ces t r o i s  l o i s  pour chacun des mi l ieux  f i c t i f s .  - 
7 )  Covu~hvd t i i on  de l a  mase. ........................ 

La masse s e  conserve lorsqu 'on  s u i t  dans son mouvement un domaine a 
de f r o n t i è r e  3R. 

On peut é c r i r e  séparément c e t t e  l o i  pour chaque m i l i e u  à condi t ion  

de Poser l ' hypothèse  1 : 

Hypothèse 1 : il n ' y  a p a s  de t r a n s f e r t  de masse d'un m i l i e u  à l ' a u t r e .  

Cela r ev i en t  à d i r e  q u ' i l  n ' y  a n i  colmatage, n i  d i s s o l u t i o n .  

On peut donc é c r i r e  : 

L'hypothèse de c o n t i n u i t é  implique l ' e x i s t e n c e  des équat ions de 

con t inu i t é  assoc iées  aux équat ions (7 )  : 
O O 

- en coordonnées de Lagrange. x4 , Xt , XJ O , c 



- en coordonnées de Eu le r  XI ,  X I ,  XJ , : 

Pour l 'ensemble des deux mi l ieux  on a  également : 

ave c  

C ' e s t  l a  l o i  t o r s o r i e l l e  qu i  t r a d u i t  l e  p r inc ipe  fondamental de l a  

dynamique. 

Le b i l a n  des e f f o r t s  e x t é r i e u r s  e t  i n t é r i e u r s  ag i s san t  s u r  chacun 

des mi l ieux  f i c t i f s  e s t  l e  su ivant  : 

- f* 0 l e s  forces  de pesanteur .  - + - 7 , Vfi l e s  fo rces  volumiques d ' i n t e r - a c t i o n  s q u e l e t t e  s u r  f l u i d e  

e t  f l u i d e  s u r  s q u e l e t t e .  

- ' e t  u l e s  t enseu r s  des c o n t r a i n t e s  de Cauchy r e l a t i f s  au  s q u e l e t t e  

f i c t i f  e t  au f l u i d e  f i c t i f  respect ivement .  L'hypothèse de c o n t i n u i t é  

implique 1 ' ex i s t ence  de ces  t enseu r s .  



Il e s t  courant  en mécanique des s o l s  d ' a s s i m i l e r  U ; i  à - l i ~ .  
où U e s t  l a  p re s s ion  i n t e r s t i t i e l l e  moyenne de l a  phase l i q u i d e  

dans d) e t  5; l e  symbole de Kronecker . Pour la s i ~ i t e  nous posr r i i i~s  d 
donc : 

La l o i  de conservat ion de l a  q u a n t i t é  de mouvemeqc s ' é c r i t  a l o r s  

pour l e  s q u e l e t t e  f i c t i f  : 

-J, 

O é t a n t  un po in t  quelconque e t  7'2 l e  vec teur  u n i t a i r e  de l a  

normale e x t é r i e u r e  en chaque po in t  de l a  f r o n t i è r e  Jf2 de . 

Les équat ions  pour l e  f l u i d e  sont  analogues. 

L 'hypothèse de c o n t i n u i t é  conduit  aux équat ions de con t inu i t é  

assoc iées  à (13)  : 

- en va r i ab l e  eu l é r i ennes  : 



- en va r i ab l e s  lagrangiennes : 

Transformons chaque terme de l ' é q u a t i o n  de l a  r é s u l t a n t e  du système ( 13) 

s u r  l e  domaine no , de f r o n t i è r e a n . ,  de l a  conf igura t ion  de ré férence .  

On démontre en  e f f e t  [2 1 : 

Enfin : 

Finalement on o b t i e n t  grâce à 1 'hypothèse de con t inu i t é  e t  1 ' équat ion 

lagrangienne de conservat ion de l a  masse : 

1 
La mat r ice  t d'éléments  kij = fh 4-i (det$) 

e s t  appelée mat r ice  de Piola-Lagrange . Cet te  mat r ice  n ' e s t  pas symétrique. 

On a p a r  d é f i n i t i o n  e t  d ' ap rè s  ( 1 4 '  ) : 

y-!. h i d 5 =  t;, hgd~' = 
'4 

T(N, Z) d Z 



T(M, nfi étant  l e s  composantes de l a  contra inte  en M à l ' i n s t a n t  k selon 

l a  f a ce t t e  de normale 2 . 

Ainsi l a  matrice de Piola-Lagrange permet d'exprimer une contrainte 

+ta J à p a r t i r  du vecteur surface élémentaire h d Se en M 
de l a  configuration de référence . 

Par son caractère hybride ( forces  a c tue l l e s ,  éléments de surface 

i n i t i a u x ) ,  l a  matrice de Piola-Lagrange e s t  peu pra t ique.  En conséquence, 

on préfère  in t roduire  un t enseur  symétrique 7)- : l e  tenseur  des contraintes 

de Piola-Kirchkoff. 

Pour c e l a  considérons l a  force élémentaire ac tue l l e .  

d? e s t  l a  transformée par l a  transformation l i n é a i r e  tangente du vecteur - 
élément a i r e  d dans l a  configuration de référence.  

par  dé f in i t ion  on posera : 

d'où : 

d'après ( 1 5 )  

e s t  un tenseur  symétrique e t  ( 1 4 ' )  devient : 



d i .  
a r: rtolai +idt477 0 4  .(t) + & 3xd ( 1:) 

Le cas du f l u i d e  e s t  analogue mais conduit à une formule p lus  simple 

du f a i t  de l ' i s o t r o p i e  du t e n s e u r  de Cauchy : [41  

On peut e n f i n  app l ique r  l a  l o i  de conserva t ion  de l a  q u a n t i t é  de 

mouvement à l 'ensemble des deux f l u i d e s .  En appl iquant  l e  théorème des 

a c t i o n s  mutuel les  il v i e n t  : 

e t  l a  l o i ,  sous s a  forme eu lé r i enne ,  s  ' é c r i t  : 

é t a n t  l e s  composantes du t enseu r  des  c o n t r a i n t e s  t o t a l e s .  

En composant ( 17) avec l e  système ( 14) on o b t i e n t  grâce à ( 18) e t  

( 8 ' )  : 

des vec teurs  de d i f f u s i o n .  

sont  l e s  composantes 

On suppose q u ' i l  n ' y  a  pas  de t r a n s f e r t  d ' éne rg i e  a u t r e  que mécanique 

e n t r e  l e s  deux phases; en  d ' a u t r e s  termes : 



~ ~ p o t h è s e  2 : Les t ransformat ions  subies  p a r  l e  s o l  sont t e l l e s  q u ' i l  n ' y  

a  pas d 'apport  d ' éne rg i e  c a l o r i f i q u e ,  é l e c t r i q u e  e t  chimique e x t é r i e u r e  

au s e i n  du domaine --R- . 
ds,- 3 

Les t ransformat ions  sont  donc  adiabatique,^ . On suppose d '  a u t r e  p a r t  
-- 

l ' e x i s t e n c e  d 'une énerg ie  i n t e r n e  spéc i f ique  5 e t  Ffi pour chacun 

des deux mi l ieux  f i c t i f s .  

I -  

La l o i  de conservat ion de l ' é n e r g i e  t r a d u i t  a l o r s  l e  f a i t  que l a  
\ t L* 

I '  i 

v a r i a t i o n  de l a  somme de l ' é n e r g i e  c iné t ique  e t  de l ' é n e r g i e  c a l o r i f i q u e  
8 

i 

i. 1 e s t  éga l e  au t r a v a i l  des fo rces  i n t é r i e u r e s  e t  e x t é r i e u r e s  : 

L a  r e l a t i o n  e s t  analogue pour l e  f l u i d e  f i c t i f .  

Selon l ' hypo thèse  de con t inu i t é ,  il v ien t  : 

- en v a r i a b l e  de Euler  : ( en  u t i l i s a n t  ( 14 )  ) 

Q ij e t  <j sont l e s  composantes des t enseu r s  des v i t e s s e s  de 

déformations définies  pa r  : 



- en é c r i t u r e  lagrangienne 

avec une r e l a t i o n  analogue pour l e  f l u i d e  f i c t i f .  

1 . 5  - BZan i nconnuu  équatiom. 

Les inconnues du problème s o n t ,  à ce s t a d e ,  l e s  su ivantes  : 

- 2 masses voïumiques : Pg 4 IF 
- 6 composantes de v i t e s s e s  : % 

I 
- 7 composantes de c o n t r a i n t e s  : r+' , U 

- 2 éne rg ie  i n t e r n e  spéc i f ique  : Eh;), €6 

I 8 ,  
(avec P;** = rd'' 

4 
1 

-.b 
- 3 composantes de l ' i n t e r a c t i o n  des deux mi l ieux  : ou . 

Les l o i s  généra les  ont  fou rn ie s  : 

- 2 équat ions de conservat ion de l a  masse. 

- 6 équat ions  de conservat ion du mouvenent . 
- 2 équat ions  de conservat ion de l ' é n e r g i e .  

Au t o t a l  on cons t a t e  q u ' i l  y a  10 équat ions  pour 20 inconnues. 

Pour rendre l e  système de r é so lu t ion  complet, il f a u t  d é f i n i r  en  p lus  

des condi t ions  aux l i m i t e s  : 



- l a  l o i  de comportement du s q u e l e t t e  f i c t i f  : 6 équat ions.  

- l a  l o i  d ' é t a t  permettant  de p r é c i s e r  U : 1 équa t ion .  

- l a  l o i  d ' i n t e r a c t i o n  f l u i d e  s q u e l e t t e  : 3 équa t ions .  

Ces l o i s  doivent  ê t r e ,  en t h é o r i e ,  compatibles avec l e  p r inc ipe  

d ' o b j e c t i v i t é  e t  l e  deuxième p r inc ipe  de l a  thermodynamique. 



CHAPITRE I I  

11. EXPRESSION GENERALE DES LOIS DE COMPORTEMENT 

Ce t t e  é tude  des l o i s  de comportement comprend donc t r o i s  p a r t i e s .  

La l o i  d ' i n t e r - ac t ion  e s t  l a  l o i  c l a s s ique  de Darcy. On pourra  t rouve r  

une j u s t i f i c a t i o n  théor ique  de c e t t e  l o i  expérimentale dans l e  t r a v a i l  

d  ' AURIAULT [ 1 1 . 

La l o i  d ' é t a t  permettant de l e v e r  l ' i ndé t e rmina t ion  s u r  U e s t  une 

l o i  assez généra le  du type  { (U , L) = O ; on ass imi le  en e f f e t  i a  piiasr 

l i q u i d e  r é e l l e  à un f l u i d e  baro t rope .  

Enf in ,  en ce qu i  concerne l e  s q u e l e t t e ,  l a  l o i  de comportement e s t  

exprimée sous forme incrémentale .  Il s 'avère donc néces sa i r e  de p r é c i s e r  

l a  mécanique incrémentale  selon l e s  hypothèses c l a s s iques  des p e t i t e s  pe r tu r -  

ba t ions  [ 5 ] .  

2 . 2  - Loi d 'irttetr- a c t i o n  dluide n queL&e. 

Nous admettons l a  l o i  expérimentale  de Darcy q u i  s ' é c r i t  : 

111 e s t  l e  module de l a  pesanteur  S .  
e s t  l a  v i t e s s e  de f i l t r a t i o n  ou v i t e s s e  de Darcy. 

On remarquera que c e t t e  l o i  e s t  ob jec t ive  ca r  e l l e  f a i t  i n t e r v e n i r  une 

d i f f é r ence  de v i t e s s e s  r e l a t i v e s  en un même p o i n t .  Il  e s t  courant  de n6g l ige r  
3 4 

ub devmt  v e  . 



K i i  sont l e s  composantes du t enseur  des perméabi l i tés .  ( k i j  = K, i )  

2.2 - L O ~  d t é m  du ahide .  

On suppose que l a  phase r é e l l e  e s t  un f l u i d e  p a r f a i t  barotrope.  

En passant  aux va leurs  moyennes U e t  dans f) il v ien t  

formellement : 

En mécanique des s o l s  il e s t  courant d 'admettre  : 

- pour un s o l  s a t u r é  : 

- pour un s o l  non s a t u r é  : 

ou ce qui e s t  équivalent  : 

Les l o i s  (4) e t  ( 5 )  induisent  un couplage volumique e n t r e  l e s  deux 

mil ieux f i c t i f s  comme nous l e  verrons au  chap i t r e  su ivant .  



2.3 - L o i  de compohtement du bcjueluXe &-Cid. 

La l o i  de comportement g loba le  d'un mi l i eu  s o l i d e  comme l e  s q u e l e t t e  

f i c t i f  e s t  extrêmement complexe. E l l e  f a i t  i n t e r v e n i r  de façon non l i n é a i r e  

t o u t e  l ' h i s t o i r e  mécanique du massif  s u  de l ' é c h a n t i l l o n  é tud ié .  

Ne sachant  pas é c r i r e  c e t t e  l o i  g loba le ,  on e s t  amené à chercher  

à l ' expr imer  sous forme d 'équat ions d i f f é r e n t i e l l e s  tangentes  au  système 

g loba l .  De façons assez généra le ,  on supposera ( [ I I ,  [ 6 1 ) que c e t t e  l o i  

peut  s ' é c r i r e  : 

9 t j '  s o n t ,  rappelons- le ,  l e s  composantes du t e n s e u r  des v i t e s s e s  

de déformation. Ce t e n s e u r  représente  un ê t r e  o b j e c t i f .  

e s t  un opéra teur  o b j e c t i f ;  on prendra comme on l e  v e r r a  pa r  

l a  s u i t e ,  l a  dér ivée  de Jaumann. 

R C cii , Mi; sont  des q u a n t i t é s  à déterminer expérimentalement. 

E l l e  ne dépandent pas  de Qii e t  de (!Ai) . M ,  t r a d u i t  l e s  p rop r i6 t6s  de 
d k  J 

r e l a x a t i o n  du matér iau.  La température e s t  supposée cons tan te  e t  n ' appara i -  

t r a  donc pas dans ces q u a n t i t é s .  

Ainsi  d é f i n i e ,  l a  l o i  ( 6 )  e s t  b ien  o b j e c t i v e .  

On d i t  que l a  l o i  ( 6 )  e s t  incrémentale  dans l e  sens où, s i  l ' é t a t  

I t 
du mi l i eu  e s t  par fa i tement  connu à l ' i n s t a n t  te , on peut c a l c u l e r  Cij e t  

Hi; pour déterminer  1 ' accroissement de con t r a in t e  à t e  + bk en fonc t ion  

de l ' accro issement  des déformations. 

Cet te  formulat ion i n d u i t  donc l ' é t u d e  de p e t i t e s  t ransformat ions  d i t e s  

incrémentales  un vois inage d'une conf igura t ion  a c t u e l l e  . On peut en  conséquence 

i n t r o d u i r e  l e  formalisme de l a  l i n é a r i s a t i o n  classiquement rencont ré  en 



- 20 - 

é l a s t i c i t é  i n f i n i t é s i m a l e  pa r  exemple. 

2 .4  - Fo/rmaeinme dcluLL~zéwLinatiurr -- - 151 

A p a r t i r  d'une conf igura t ion  a c t u e l l e  [g) , il s ' a g i t  d ' é t u d i e r  l a  

fami l le  des  t ransformat ions  l i n é a i r e s  tangentes  dépendant d'un s e u l  paramètre 

7 supposé p e t i t .  Comme on l e  v e r r a  c e t t e  c l a s se  de t ransformat ion  indu i t  

de p e t i t e s  déformations. Le formalisme de l a  l i n é a r i s a t i o n  e s t  complet s i  

l ' o n  suppose en o u t r e  l e s  déplacements p e t i t s  e t  développables p a r  rapport  

à I )  . On pourra  a l o r s  confondre l e s  coordonnées de Lagrange e t  d 'Euler .  

On suppose que l a  t ransformat ion  l i n é a i r e  tangente  e s t  proche de 

l ' i d e n t i t é  e t  développable pa r  rappor t  à wi p e t i t  paramètre : 7 

ave c .II h"' - 011) ~n 

On note [ 5 1  : 

De façon généra le  l a  t ransformat ion  l i n é a i r e  tangente  e s t  l e  produi t  

d'une r o t a t i o n  R e t  d'une ex tens ion  à d r o i t e  W o u  b i en  encore d'une 

ex tens ion  à gauche V e t  de l a  même r o t a t i o n  R . 

V e t  W sont  des mat r ices  symétriques d é f i n i e s  p o s i t i v e s  e t  6 e s t  

orthogonale ( d é t  R = 4 ) . 



A p a r t i r  de ( 7 )  on o b t i e n t  a l o r s  

W = V =  Z + E  + O ( I / ~  

R Z  Z ' c w  c O ( Q ?  

avec : 

En négl igeant  l e s  termes d ' o rd re  2 l 'hypothèse des p e t i t e s  d6formations 

e s t  c l a i r e .  

IC 

In t roduisons  l a  fonct ion de déplacement V/4,~l,/k) é c r i t e  en 

va r i ab l e s  d 'Euler  : 

D ' après  l 'hypothèse  se lon  l a q u e l l e  y e s t  d i f f é r e n c i a b l e  ( con fe r  1-3),  

il v i e n t  en d i f f é r e n c i a n t  ( 14) à t constant  : 

d'où 

ou encore puisque S *  s S4>*- 



e t  finalement : 

Remarquons que, de façon géné ra l e ,  on d é f i n i t  deux t enseu r s  de 

déformation [71 . Le t e n s e u r  des déformations en v a r i a b l e s  Lagrangiennes ou 

t enseu r  de dé format i on  de GREEN-LAGRANGE : 

e t  l e  t e n s e u r  des déformations en v a r i a b l e s  d 'Euler  ou t e n s e u r  des déformations 

d '  ALWSI-EULER.  

Toujours de façon on montre : 

d 'après  ( 10) e t  ( 11)  on en dédui t  : 



Ainsi  à l ' o r d r e  2 près  l e s  t enseu r s  des déformations s e  confondent 

avec l e  t enseu r  des déformations i n f i n i t é s i m a l e s  E classiquement é t u d i é  

en é l a s t i c i t é  i n f i n i t é s i m a l e .  

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  d 'exprimer 3)6 en fonct ion de & . Pour 
c e l a  rappelons encore un r é s u l t a t  généra l  [7] : 

a l o r s  d 'après  ( 15) e t  ( 7 )  : 

En e f f e t  : 

e t  en supposant de p l u s  : (c ' es t -à -d i re  l e s  v i t e s s e s  de déformation p e t i t e s )  : 

De l a  même façon pour l e  t a u x  de r o t a t i o n  

 intérêt des équat ions  (17 )  e t  (18) appa ra î t  l o r squ 'on  é c r i t  l a  

l o i  ( 6 )  r é d u i t e  au  premier  ordre .  Reprenons c e t t e  l o i  : 



J 1 î 
Au premier o rd re  e l l e  s  ' é c r i t  en supposant que ; , CIju e t  M e *  ' d 

sont  développables p a r  rappor t  à 7 :  
d ~ i l  ( . l -  & [h&-(-lr$ dl- = c.. ~ r t  + fit;# o h (  

d c  k J  (db 

OU encore : 

En i n t é g r a n t  c e t t e  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  i n s t a n t s  e t  = 4 + b& 
il v ien t  : 

O - - * e s t  l ' i nc rémen t  de con t r a in t e  noté  rt\* : ' J 

En c o n t r a i n t e s  de Kirchkoff on é t a b l i t  l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  : 

/ 0 
avec = rij e, = 5, FQ* . 

L a  l o i  ( 19) s  ' é c r i t  a l o r s  : 



 intérêt théo r ique  des con t r a in t e s  de Kirchkoff appa ra î t  i c i  pa r  

l e  f a i t  que l a  l o i  de comportement ne dépend p l u s  des r o t a t i o n s  propres  

du mi l ieu .  

2 )  fiypolthèae d u  p u  dép&acemen&. - ----------- ------------------ 

Pour l ' i n s t a n t  s e u l  l e s  dér ivées  du déplacement é t a i e n t  supposées 

p e t i t e s .  Il e s t  i n t é r e s s a n t  d 'envisager  l e s  déplacements eux-mêmes p e t i t  S .  

Supposons formellement t ou jou r s  : 

S o i t  $ une fonc t ion  de po in t  notée en 

va r i ab l e s  d 'Euler  e t  b ( , , , ) en v a r i a b l e s  de Lagrange. En 

u t i l i s a n t  l a  formule de Taylor e t  en supposant l e s  dér ivées  p a r t i e l l e s  de 

bornées on a : 

 après l 'hypothèse  des p e t i t e s  déformations on a également : 



S i  en o u t r e  on suppose l e s  v i t e s s e s  p e t i t e s ,  c ' es t -à -d i re  : 

a l o r s  

Ainsi  l e s  hypothèses de déformations, deplacements e t  v i t e s s e s  p e t i t e s  

impliquent que l e s  fonc t ions  de po in t  s e  confondent au  premier o rd re  en 

va r i ab l e s  d 'Eu le r  e t  à va r i ab le s  de Lagrange. 

En d é f i n i t i v e  on a  supposé que t o u t e s  l e s  grandeurs connues e t  inconnues 

admettaient  un développement formel p a r  r appor t  à un même paramètre 

vois inage de l a  conf igura t ion  i n i t i a l e  a c t u e l l e .  

On s e  propose de résoudre l e s  équat ions  du problème r é d u i t e s  au  premier 

o rd re  en pos tu l an t  que l e s  s o l u t i o n s  obtenues correspondront aux premiers  

termes des s o l u t i o n s  des équat ions non r é d u i t e s .  

Le cont rô le  de ces  hypothèses ne peut  pas  s e  f a i r e  s i  ce n ' e s t  p a r  

l ' é t u d e  de l a  cohérence des r é s u l t a t s  de chaque problème é t u d i é  . 
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CHAPITRE I I I  

111. LES EQUATZUNS COMPLETES DU PRUBLEME 

Les équat ions  complètes du problème son t  dédui tes  des équat ions  

du c h a p i t r e  1 e t  des l o i s  de comportement dans l e  cadre des 

hypothèses de p e t i t e s  pe r tu rba t ions .  Les inconnues sont  donc maintenant 

incrémentales .  

Nous n 'envisagerons  dans ce c h a p i t r e  que l e  cas où l e  s q u e l e t t e  

r é e l ,  c ' es t -à -d i re  chaque g r a i n ,  e s t  incompressible .  Nous f a i sons  l 'hypothèse  

supplémentaire s e l o n  l a q u e l l e  l e s  termes d ' i n e r t i e  sont  du deuxième o rd re  par  

rappor t  à 7 a u s s i  b i e n  pour l e  f l u i d e  que pour  l e  s q u e l e t t e .  Cela nous 

i n t e r d i t  de résoudre l e s  problèmes t e l s  que b a t t a g e ,  s é i smese tc . .  . 

Reprenons l a  l o i  de Darcy : 

1 ) Cacs du W e u  à deux phaea incomp~enbibten . ..................... ..................... 

Il e s t  c l a s s ique  en mécanique du s o l  de cons idérer  de tou te  façon l e s  

- c LI) gra ins  du s q u e l e t t e  incompressibles  ( f' - . D ' a u t r e  p a r t  dans 

l e  cas  d'un s o l  s a t u r é  d ' eau ,  l a  phase l i q u i d e  r é e l l e  e s t  également considérée 



comme incompressible  ( fw Z cLc) . 
A ces  deux condi t ions ,  l e s  équat ions  de con t inu i t é  s  ' é c r i v e n t  a l o r s  : 

en addi t ionnant  ces  deux équat ions ,  il v i e n t  : 

Compte t e n u  de La l o i  de Darcy on o b t i e n t  : 

en appl iquant  (2 .17)  en p e t i t e s  pe r tu rba t ions  : 

( 5 )  e s t  l ' é q u a t i o n  généra le  de l a  consol ida t ion  pour un m i l i e u  à deüx 

phases incompressibles  dans l e  cadre des hypothèses de p e t i t e s  p e r t u r b a t i o n s .  

2 )  C a  du rnXieu Ù phan& Liquide cornphebbible. ---------------- ......................... 

On a  tou jou r s  
kt = c -  e t  l ' o n  suppose, ce qui  e s t  à v é r i f i e r  

expérimentalement, que l a  l o i  de compress ib i l i t6  de l a  phase l i q u i d e  r é e l l e  

e s t  du type ( confe r  2 . 5 )  : 



M. = Xw Pw 
aue c gwz ch 

ou b ien  encore : 

A p a r t i r  des r e l a t i o n s  ( 1.8 ' )  on o b t i e n t  de façon t o u t  à f a i t  : 

rappelons que l e s  i n d i c e s  4 e t  F s i g n i f i e n t  que l e s  dé r iva t ions  

m a t é r i e l l e s  son t  e f f e c t u é e s  pa r  rappor t  à (A/ ou ( f )  respect ivement .  o r  

on a  faci lement  : 

rd é t a n t  cons tan t  on peut  encore é c r i r e  : 



u t i l i s o n s  l e s  hypothèses de p e t i t e s  pe r tu rba t ions  à l a  f o i s  pour l e  s q u e l e t t e  

e t  l e  f l u i d e  a i n s i  que l a  l o i  de compres s ib i l i t é  du f l u i d e  r é e l .  

3k  c a r  ql e t  V9k sont  supposés 0 ( v  de même que - donc 
axk  

au deuxième o rd re  p r è s  l ' é q u a t i o n  de l a  consol ida t ion  s ' é c r i t  : 

Il e s t  à remarquer que l ' hypo thèse  des p e t i t e s  pe r tu rba t ions  2 l a  f o i s  

pour l e  f l u i d e  e t  l e  s q u e l e t t e  ( p e t i t s  déplacements, p e t i t e s  déformations e t  

p e t i t e s  v i t e s s e s )  permet encore d ' é c r i r e  : 

3.2 - EqutuXana du acjucl&e. 

E l l e s  r é s u l t e n t  de 1 'é tude  en p e t i t e s  pe r tu rba t ions  des équat ions  

lagrangiennes de l a  conservat ion de mouvement lorsqu 'on  s u i t  l e  s q u e l e t t e  



dans son mouvement. En é c r i v a n t  l e s  équat ions ( 1 . 1 4 ' )  pour  l e  s q u e l e t t e  au  

i n s t a n t s  t e t  t e  e t  au  r e t r anchan t  membre à membre il v ien t  : 

Rappelons que l e s  v a r i a b l e s  sont  é c r i t e s  i c i  en coordonnées de 

Lagrange (no, t) e t  [va , ko) aux p o i n t s  fl, e t  

Ecrivons l e s  équat ions eu l é r i ennes  pour l e  f l u i d e  aux p o i n t s  /Y4 e t  

Ho ; il fau t  remarquer que pour l e  f l u i d e  ces deux p o i n t s  ne représenten t  

pas  l a  même p a r t i c u l e  f l u i d e  e t  que 1' on ne peut déduire  l e s  fonc t ions  de 

po in t  r e l a t i v e s  au f l u i d e  aux p o i n t s  Md e t  Me per  l a  t r a n s -  

formation 3; . 

dl- 
. . 

c i l -  dl&; 

En combinant ( 10) e t  ( 1 1 ) on o b t i e n t  1 ' équat ion su ivante  : 

Dans l e  cadre des hypothèses de p e t i t e s  p e r t u r b a t i o n s  on cherche 

l ' é q u a t i o n  r é d u i t e  au premier o rd re  p a r  rappor t  à 7 de (qc)/ . On suppose 

d 'abord que l e s  accé l é ra t ions  pour  l e  s q u e l e t t e  e t  l e  f l u i d e  ont un développe- 

ment p a r  rapport  à 7 à p a r t i r  du second o rd re .  Cela s i g n i f i e  : 



ffypokhCse - ----- --- 3 

Les termes d ' i n e r t i e  sont  négl igeables  (2ème o r d r e ) .  

Ainsi l e  premier  membre de (12)  e s t  n u l  au premier ordre p r è s ,  il 

v i e n t  : 

On suppose a l o r s  : 

a l o r s  en négl igeant  également l e s  termes de d i f f u s i o n  dans l ' e x p r e s s i o n  de 

4 )  i l v i e n t :  

= O 
Pour un é t a t  i n i t i a l  non p récon t r a in t  on re t rouve  l e s  équat ions  



d ' é q u i l i b r e  c l a s s iques  rencont rées  , p a r  exemple, en é l a s t i c i t é  i n f i n i t é s i m a l e .  

Il e s t  important de s e  rendre  compte du nombre des hypothèses purement 

formelles  q u ' i l  a  f a l l u  f a i r e  pour o b t e n i r  ( 14)  . 
En con t r a in t e s  de Kirchkof f  on a : 

3.3 - L a  c o n ~ ~ u n s  aux &tnt%e~ 

La mécanique incrément a l e  r e q u i e r t  l a  connaissance complète de 1 ' é t a t  

i n i t i a l  du massif  ou de l ' é c h a n t i l l o n .  Nous supposons ce problème r é s o l u  e t  

nous nous in t é re s sons  donc à l ' é v o l u t i o n  des condi t ions  aux f r o n t i ê r e s  à 

p a r t i r  d'un é t a t  a c t u e l  ce parfai tement  connu. 

D ' ap rè s  l e s  hypothèses de p e t i t e s  p e r t u r b a t i o n s  nous devons d i s t i n g u e r  

a p r i o r i  l e  cas  où l e s  cond i t i ons  à l a  f r o n t i è r e  sont cont inues p a r  rappor t  

a u  temps e t  formellement déve loppable  pa r  rappor t  à 7 e n t r e  l e s  i n s t a n t s  

te e t  t e t  l e  cas  d'un changement b r u t a l  à t a  qu i  occasionne une - 
d i s c o n t i n u i t é  à déterminer  e n t r e  te e t  tz . 

1)  C a  du c h a t q ~ r n ~ d  continu. ----------- - ---- - -------- 

Nous n 'envisageons que des forces  r é p a r t i e s  s u r  une po r t ion  de 

l a  f r o n t i è r e  r excluant l e s  forces  p o n c t ~ e l l e s  qu i  n  'ont pas d ' i n t é r ê t  p r a t i q u e  

en mécanique des s o l s .  

A 1 ' i n s t a n t  te en un po in t  n o  de l a  force  élémentaire  

s  ' é c r i t  : 

A l ' i n s t a n t  t en suivant  l e  s q u e l e t t e  dans son mouvement on au ra  en 

M Z  Yino)  



( 16) peut encore s ' é c r i r e  : ( confer  13' ) . 

retranchons(  15) à ( 17) e t  dévelop-poils per  rappor t  2 7 au  deuxième ordre  près  . 

 amenée 2 l a  conf igura t ion  l a  condi t ion  aux l i m i t e s  s  ' é c r i t  

au deuxième ordre  p r è s .  

O O 

d~ c - - ht r(Se- e ~ ~ ( ~ - J E * O + - ~ ~ K * ~ , . - F ~ ~  T;i ( 19) r J 

-0(,h rS:Jhj0d 94, 
Plus i eu r s  remarques s  'impo5ent : 

:: Dans l e  cas d'un chan~ement  constamment n u l  en W..' 
d F ' b  d&fiy=u 

(20) représente  un accroissement r é s u l t a n t  du changement de géométrie 

du mi l i eu .  

.. 
'' Dans l e  cas de l ' é l a s t i c i t é  i n f i n i t é s i m a l e  à p a r t i r  d ' m e  conf igura t ion  

non p r4con t r a in t e  on a  : 

c a r  a l o r s  : 



Nous uuy~posoriç par fa i tement  connu 1 ' é t a t  du m i l i e u  bi-phasique - 
à l ' i n s t a n t  . Un chargement e s t  a l o r s  appl iqué brutalement à l ' i n s t a n t  

+ 
t o  e t  il s l a g i t  de déterminer  l ' é t a t  du mi l i eu  à l ' i n s t a n t  t ,  . 

Pratiquement en mécanique des s o l s  c l a s s i q u e ,  on peut  cons idérer  

l e  chargement comme un phénomène t r è s  rap ide  mais con t inu  p a r  rappor t  au 

temps. A c e t t e  condit ion on peu t  reprendre l e s  équat ions  précédemment 

é t a b l i e s  en y changeant l ' é c h e l l e  de temps. Le problème du choc e s t  é c a r t é  i c i .  

Supposons maintenant : 

La l o i  incrémentale  du s q u e l e t t e  s ' é c r i t  a l o r s  au  deuxième ordre  

p r è s  : 

Quant à l ' é q u a t i o n  de l a  conso l ida t ion ,  on admettra  [2 1 q u ' e l l e  

peut  s e  r édu i r e  à : 

pour l e  f l u i d e  r é e l  compressible.  

€4 $#je * 6 pour l e  f l u i d e  r é e l  incompressible .  
O 

Remarquons que pour dé te rminer  expériment alement M i j il c înviendra  

de b i e n  d é f i n i r  l e s  é c h e l l e s  de temps d é f i n i s s a n t  l e s  e s s a i s  à cour t  terme 

e t  à long  terme.  



De façon théo r ique ,  c e t t e  no t ion  f i g u r e  formellement p a r  l ' o r d r e  

des premiers termes du développement de c e r t a i n e s  q u a n t i t é s .  Le problème 

d o i t  ê t r e  approfondi .  

O O 
Remarquons a u s s i  que l e s  termes de type  4 r,, sont  

n é g l i & s  ce qu i  ne s e  j u s t i f i e  pas p a r  l a  méthode des pe r tu rba t ions  exposée 

i c i .  

De façon t o u t  à f a i t  h e u r i s t i q u e  nous l e s  n é g l i p r o n s  p a r  l a  s u i t e  

en supposant pour c e l a  que l e s  c o n t r a i n t e s  t o t a l e s  r e s t e n t  du même ordre  

que l e u r s  incréments .  Les équat ions du problème se  réduisent  donc aux 

équat ions  su ivan te s  : 

Enfin il fau t  supposer qu 'au  terme d'un c a l c u l  incrémental  l ' e r r e u r  

t o t a l e  r e s t e  nég l igeab le .  Cela suppose que l e s  déformatlions t o t a l e s  r e s t e n t  d u  

même ordre que l e u r s  incréments.  



CHAPITRE I V  

1 V .  ELASTO-PLASTlQlTE AVEC ECROUTSSAGE EN DENSITE. 

La l o i  de comportement du s q u e l e t t e  i n t r o d u i t e  au  chap i t r e  ( 2 )  pa r  

l a  formule (6) e s t  une l o i  assez  générale  q u ' i l  s ' a g i t  de p r é c i s e r  pour un 

s o l  a rg i l eux .  

L'Ecole de Cambridge C8 1 ,  [ 9 1 , [ 101 , [ 111  a  e f f ec tué  de 

nombreuses recherches s u r  l e s  a r g i l e s .  E l l e  propose une l o i  de comportement 

de type  é l a s to -p l a s t ique  avec écrouissage en d e n s i t é  t o u t  à f a i t  i n t é r e s s a n t e  . 
En e f f e t  , non seulement e l l e  rend compte du comportement en deça de l a  rup tu re ,  

mais encore e l l e  débouche s u r  l a  t h é o r i e  c l a s s i q u e  de l ' é q u i l i b r e  l i m i t e  en 

mécanique des s o l s .  De nombreux au teu r s  ont  voulu p r é s e n t e r  l a  su r f ace  d 'équi-  

l i b r e  l i m i t e  comme une su r f ace  d'écoulement p l a s t i q u e .  On s a i t  a l o r s  qu 'en 

d é f i n i s s a n t  c e t t e  sur face  p a r  l e  c r i t è r e  de Coulomb e t  en pos tu lan t  l e  

p r i n c i p e  de normali té  l a  v a r i a t i o n  de volume à l 'écoulement  n ' e s t  p a s  en 

accord avec l ' expé r i ence .  Par  cont re  l a  t h é o r i e  de 1 'Ecole  de Cambridge 

p ré sen te  c e t t e  su r f ace  comme une sur face  d ' é t a t  c r i t i q u e  s u r  l a q u e l l e  l '&ou-  

lement p l a s t i q u e  s e  f a i t  à volume cons t an t .  

Afin de d é f i n i r  c lairement  c e t t e  no t ion  d ' é t a t  c r i t i q u e ,  il s  'avère 

u t i l e  d '  i n t r o d u i r e  l a  p l a s t i c i t é  d'une façon assez  Nous reprenons 

pour c e l a  l e s  t r avaux  de STUTZ [ 121 e t  BOEHLER [13len en donnant l e s  i dées  

e s s e n t i e l l e s .  

Quant à l a  formulation e x p l i c i t e  de l a  l o i  incrémenta le ,  ZIENKIEWICZ [ 141  

donne une expression mat r i c i e l l e  relat ivement  simple du type incrémenta1 

recherché.  



Enfin il e s t  i n t é r e s s a n t ,  pour l ' é t u d e  de l ' e s s a i  oedornétrique du 

chap i t r e  5 ,  d ' é t u d i e r  en  d é t a i l  l e  régime d ' a r ê t e  au  coin de l a  su r f ace  de 

p l a s t i c i t é  qu'engendre l a  t h é o r i e  de 1 'Eco le  de C3mbridge. 

En chaque poin t  du mi l i eu  e t  à t o u t  i n s t a n t  l a  v i t e s s e  de déformation 

du s q u e l e t t e  e s t  l a  somme d'une v i t e s s e  de déformation d ' o r ig ine  é l a s t i q u e  

p(t~ 
a e t  d'une v i t e s s e  d ' o r i g i n e  p l a s t i q u e  

On pos tu l e  donc l a  décomposition de l a  l o i  de comportement en deux 

l o i s  indépendantes .  

2 ) L a i  ZLabXigue ---------- -- 

e s t  l e  t enseu r  de l ' é l a s t i c i t é  c l a s s ique  ( i s o t r o p e  ou n o n ) ,  

P lus  l a  l o i  ( 1) pourra  ê t r e  hypo-élast ique.  En p e t i t e s  

pe r tu rba t ions  l a  l o i  ( 1 )  prendra l a  forme (2 -  ( 19) sans terme de v i s c o s i t é .  

?)  Lui p l a t i g u e  - DéAinLiion eX gCné/raLLtéa. ---------- -------A, - - A - - - - -  --- - - - - - - - - - -  

Nous admettons que l a  l o i  de comportement p l a s t i q u e  d ' un  mi l i eu  

an iso t rope  e s t  d é f i n i e  p a r  113 1 : 

- une l o i  e x p l i c i t e  e n t r e  l e  t enseu r  symétrique des c o n t r a i n t e s  de Cauchy 

e t  l e  t e n s e u r  symétrique des v i t e s s e s  de déformation, 

--e 4 

$ , LT2 , 5 sont  t r o i s  vec t eu r s  l i é s  au  mi l ieu .  



- l a  p rop r i é t é  d'homogénéité de degré zéro p a r  rapport  au temps de ( 2 ) ,  ou,  

ce qu i  e s t  é q u i v a l e n t ,  p a r  rapport  aux composantes de dg . 
En appl iquant  l e  théorème d 'Eu le r  il v ien t  : 

D'après l e  p r i n c i p e  d ' o b j e c t i v i t é  l a  fonct ion t e n s o r i e l l e  / e s t  

une fonct ion i s o t r o p e  p a r  rapport  aux v a r i a b l e s  indépendantes pip$ Zl  c@( <) 
En e f f e t  on do i t  a v o i r  : 

pour t o u t e  t ransformat ion  orthogonale 9 . 
On démontre a l o r s  [13]que l a  l o i  ( 2 )  admet une r ep ré sen ta t ion  i i , r & ù ~ c -  

t l b l e  : 

où l e s  G[ sont 21 généra teurs  t e n s o r i e l s  c o n s t r u i t s  à p a r t i r  des t e n s e u r s  
-4 '3 

e t  des p rodu i t s  con t r ac t é s  @ v$ 
Les d~ sont des  fonc t ions  s c a l a i r e s  de 21 i n v a r i a n t s  de 

(3?,G,Z4$)  
La p r i s e  en cons idéra t ion  des symétr ies  éven tue l l e s  du matér iau  

permet une réduct ion de l a  r ep résen ta t ion  ( 5 )  . 
Pour un matér iau  or thot rope  de révolu t ion  au tour  de l ' a x e  

on dgmontre l a  r e p r é s e n t a t i o n  su ivante  : 



avec 4 • - - .,* [a D ~ " , ~ / D ! ' ~ : ~ ~  [v,vjj3 t b ( ~ p . 3  i 

Pour un matér iau  i s o t r o p e  on a  : 

ave c  

A p a r t i r  de l a  l o i  ( 5 )  on peut exprimer l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  

i n v a r i a n t s  mixtes  de ( 3:' y7 z;.l s) e t  l e s  i n v a r i a n t s  mixtes  de 
J - J  - * 
Qq , Vs . La condit ion d'homogénéité de degré 0 p a r  rappor t  au 

temps rédui t  a l o r s  d'une u n i t é  l e  nombre des i n v a r i m t s  indépendmts de 

ce qui  a  pour  conséquenoe une r e l q t i o n  

e n t r e  l e s  i n v a r i a n t s  mixtesde (v', 1 1 8 , )  . C '  e s t  c e t t e  

r e l a t i o n  qui c o n s t i t u e  l a  forme l a  p l u s  généra le  du c r i t è r e  de p l a s t i c i t é ,  
w 

Dans l e  cas  de l ' o r t h o t r o p i e  de révolu t ion  au tour  de 'lr) on o b t i e n t  

pour forme générale  du c r i t è r e  : 

Pour un matér iau i s o t r o p e  : 



Examinons p lus  pa r t i cu l i è r emen t  l e  ca s  d'un matér iau  i s o t r o p e  [ 121 . 

4 )  P h X i d é  d'un matéhuru *no&ope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
-(Y I 

In t roduisons  l e s  dév ia t eu r s  4'  e t  0 4  des t e n s e u r s  P. e t  Pd (0 

l ~ 6 ' ; a r b  
O ij = r t w j  - J J II ht  

La r e l a t i o n  ( 7 )  s e  décompose a l o r s  en p a r t i e  i s o t r o p e  e t  dévia tor ique  : 

lY -& 
In t roduisons  l e s  t r o i s  i n v a r i a n t s  s u i v a n t s  de g1 rk S)d : 

Les r e l a t i o n s  ( 1 1 )  s ' é c r i v e n t  a l o r s  : 

* = 3 $4, 



: aJ?Ja? qnad uo Ja-px,p aur?Jo?qT nx? aazJ3 . '3 1 

'3 9 squaylsnu? xns 3;rodds.z ~ e d  7 - l a  - ' Q alSap ap Ta sau?8omoq 
4- 

quaman~qaadsaJ quaros b 4  s a l y a r e î s  suorqsuoJ s a r  anb 

a n b r ~ d q  sduiaq n s  q ~ o d d e ~  ~ e d  O 9 ~ 8 a p  ap gqytu~8ouioq,p uo?q?puos x ? ~  

: ? quasmpuoa ( € 1 )  SuoyqyaJ sa? 



l e s  équat ions ( 17) admettent pour so lu t ion  : 

( 1 6 )  e t  (19)  conduisent à une forme pa ramé t r iquedu  c r i t è r e  de p l a s t i c i t é  : 

En remarquant que e s t  l e  t aux  de d i l a t a t i o n  volumique, l a  dé for-  

mation à volume cons tan t  ne peut a v o i r  l i e u  que s i  l ' é t a t  des c o n t r a i n t e s  e s t  

représenté  p a r  un vec teur  dont l ' e x t r é m i t é  e s t  s u r  l a  courbe l i m i t e  6- O 

t r a c é e  s u r  l a  su r f ace  l i m i t e .  

Cet te  courbe l i m i t e  revê t  une importance év idente  lorsqu 'on  cons idère  

un écrouissage en dens i t é .  Dans ce cas  en e f f e t  s i  un po in t  de ?.a courbe 

6 ~ 0  e s t  a t t e i n t  l ' é c r o u i s s a g e  ne peut p l u s  avo i r  l i e u  e t  l t6coulement  

se  poursu i t  à volume cons t an t .  

4 . 2  - ELnota-y3.eccnfic,itQ avec EchoWnnaqe en dennLtë. - 

 é étude e s t  i den t ique  à c e l l e  menée pour  l ' é l a s t o - P l a s t i c i t é  sans 

écrouissage.  La p a r t i e  p l a s t i q u e  de l a  l o i  de comportement s ' é c r i t  : 



La r ep résen ta t ion  r é d u i t e  de ( 2 1 )  e s t  ident ique  2 ( 5 ) ,  l e s  O(; é t a n t  

en p l u s  fonc t ion  de E . 
On pos tu l e  1' exis tence  d 'un s e u l  paramètre d1écrouissage qu i  s e r a  

la masse volumique . fi 
Supposons l e  matér iau i s o t r o p e .  Pour f i x é ,  d ' ap rè s  ( 2 0 ) ,  on peut 

d é f i n i r  l a  courbe l i m i t e  t z o  . Lorsque v a r i e  c e t t e  courbe génère 

une sur face  appelée su r f ace  d ' é t a t  c r i t i q u e  : 

Cet te  su r f ace  c r i t i q u e  d é f i n i t  t o u s  l e s  é t a t s  de c o n t r a i n t e s  e t  

de dens i t é  pour l e s q u e l s  une déformation p l a s t i q u e  sans changement d ' é t a t  

e s t  poss ib l e .  

considérons un matér iau de d e n s i t é  i n i t i a l e  L i  soumis à des 

t r a j e t s  de chargements dans l e  p lan  (s, ( g )  p a r  commodité. Dans l e  

p lan  CS,, c) sont  représentées  ( f i gu re  1 ) des sur faces  d'écoulement 

% (  s q t % % ,  ~ 4 ) ~ ~  e t  l a  su r f ace  d ' é t a t  c r i t i q u e  

G ( S , , S , , ~ )  = 0 
. Le p ian  ( € 9  ) e s t  superposé 

au  p l an  I s t t s l )  
d vf l  de façon à r ep ré sen te r  l ' é v o l u t i o n  de f 9 = - . 
v 

Plus i eu r s  cas  peuvent se  p r é s e n t e r  : 

- 1 )  s i  l ' e n t r é e  en p l a s t i c i t é  s e  f a i t  en un po in t  où t >O , l a  défor- 

mation p l a s t i q u e  e n t r a i n e r a  une diminution de volume c '  est-$-dire 

une augmentation de l a  dens i t é .  

- 2) si l a  va l eu r  de t e s t  < O l a  6Sformation p l a s t i q u e  e n t r a î n e r a  iuie 

diminution de l a  d e n s i t é .  



- S i  un po in t  où 6- 0 e s t  a t t e i n t ,  l e  matér iau pourra  s ' é c o u l e r  sans 

changement d ' é t a t .  

f i gu re  1 

-.----- comportement é l a s t i q u e  

-- comportement p l a s t i q u e  avec écrouissage .  

La t h é o r i e  de 1 'Eco le  de Cambridge e s t  fondée s u r  c e t t e  no t ion  

di: su r f ace  d ' é t a t  c r i t i q u e .  Avant de p r é s e n t e r  c e t t e  t h é o r i e ,  nous pouvons 

r e s t e r  dans l e  cadre général  de l ' é l a s t o - p l a s t i c i t é  pour d é f i n i r  expl ic i tement  

l a  l o i  incrémentale .  



4 .3  - Expauhion de l a  l o i  i n a l m e n t d e  éLaXo-pLaZ4yue.e avec l c a u u h h a g ~  en 

d e r u a l .  

Comme l e  montre STLJTZ [ 12 1,  l a  l o i  d'écoulement p l a s t i q u e  n ' e s t  pas 

complètement d é f i n i e  pa r  l a  s e u l e  connaissance du c r i t è r e .  Cela e s t  bien en 

accord avec l e s  d é f i n i t i o n s  p lus  c l a s s i q u e s  de l a  p l a s t i c i t é  [241- 

C ' e s t  l e  c r i t è r e  de normal i té  qui  c o n s t i t u e r a  l a  l o i  complémentaire 

dant nous avons besoin.  Il e s t  i n t é r e s s a n t  à ce propos d ' i n t r o d u i r e  l e s  no t ions  

de fonc t ion  de d i s s i p a t i o n ,  de charges e t  f l u x  Ces grandeurs 

permettent  en  e f f e t  une d e s c r i p t i o n  assez  pu i s san te  du  comportement p l a s t i q u e .  

7 )  F u n ~ u n  de dinbipcdion. ----------------- ------ 

En supposant que l e  comportement p l a s t i q u e  s e  p rodu i t  s e lon  une 

évolut ion isotherme,  l e  deuxième p r i n c i p e  de l a  thermodynamique impose 

1 ' i n é g a l i t é  : 

Le comportement e s t  d i t  a l o r s  purement d i s s i p a t i f .  L a  grandeur 
IV Y = Dij représente  l e  t a u x  d 'énerg ie  d i s s i p é e .  On 1 ' appe l l e  fonct ion 

de d i s s i p a t i o n  in t r in sèque  volumique. 

On peut  décomposer Y en ç a  p a r t i e  sphérique $ e t  s a  p a r t i e  

dévia tor ique  : 

avec 



En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  paramétriques ( 20 ) on o b t i e n t  rapidement : 

Les quan t i t é s  9; e t  si seront  appelées  respectivement charges 

e t  f l ux  géné ra l i s é s  s i  e l l e s  v é r i f i e n t  l e s  condi t ions  su ivantes  : 

On remarquera q u ' i l  e s t  poss ib l e  d ' é c r i r e  l a  su r f açe  d'écaulement 

dans 1 'espace 9; . Une t e l l e  r ep ré sen ta t ion  s e r a  u t i l i s é e  dans l e  c h a p i t r e  4 

à propos de l ' e s s a i  b i a x i a l  de r évo lu t ion .  

3 1 ChdEhe de nom&é. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Le c r i t è r e  s e  d é f i n i t  de l a  façon su ivante  : 

1 
quelque s o i t  î- t e l  que O ( T ~  - 0  9 

*/  quelque s o i t  V t e l  que 

a l o r s  : 

D ' après  l e s  r e l a t i o n s  (27 )  il s ' ensu i t  une p r o p r i é t é  analogue pour 

l e s  f l u x  e t  charges g é n é r a l i s é s .  @Y 
On peut montrer a l o r s  que l e s  sont  nomaux à l a  sur face  de 

charge dans 1 'espace e t  de même 6; dans 1 'espace 



Autrement d i t  l e s  vec teurs  f l ux  s o n t  c o l i n é a i r e s  aux g rad ien t s  des 

sur faces  de charge : 

avec X e t  y p o s i t i f s .  

Il s ' e n s u i t  b i en  s û r  l ' é g a l i t é  : 

4 é t a n t  l a  d i f f é r e n t i e l l e  de 9; s u r  l a  su r f ace  d'écoulement 

l o r squ 'on  main t ien t  cons tan t  l e  c o e f f i c i e n t  d fFc rou i s sage .  

e t  d ' ap rè s  (30 )  

d 9  = 9; 4 s ;  
On re t rouve  a l o r s  Je p r i n c i p e  dfONSAGER : 

C ' e s t  à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  (31 )  e t  de l a  connaissance de l a  fonct ion 

de d i s s i p a t i o n  que 1 'on peut  d 6 f i n i r  complètement l a  l o i  p l a s t i q u e .  



4 )  _ _  Exptennion -__________________- - - - - - - - - -__- - - -_ -_  de û1 loi in&eM;tde éhto-p laa f iq iqug .  _ _ _ _ _  

En deçà de l a  su r f ace  d'écoulement p l a s t i q u e  l e  comportement e s t  

é l a s t i q u e  e t  s ' é c r i t  mat r ic ie l lement  pour de p e t i t e s  t ransformat ions  : 

Si l 'écoulement  p l a s t i q u e  a l i e u  on a  pour de p e t i t e s  t ransformat ions  

e t  d ' ap rê s  ( 2 9 )  : 

Le c r i t è r e  de p l a s t i c i t é  d o i t  ê t r e  s a t i s f a i t ;  en  d i f f é r e n c i a n t  on 

o b t i e n t  : 

On peut rassembler  dans une même r e l a t i o n  m a t r i c i e l l e  l e s  équat ions 

(321, (33)  e t  (34)  : 



avec : - 8.. 3 ' d E  
3 e  d x  

On peut é l iminer  l a  cons tan te  dA que 0 s o i t  nul  ou non e t  

o b t e n i r  : 

F E 
rJ 1 -  é t an t  l e s  vecteurs  colonnes de ( 35 ) . 
Avec : -4 

Dans l e  cas  de l ' é c r o u i s s a g e  en d e n s i t é  on peut p r é c i s e r  4 
indépendamment de dA ; en  e f f e t  : 

d'où 



La l o i  incrémentale  e s t  donc expl ic i tement  d é f i n i e .  Il e s t  important 

de n o t e r  qu'on peut  déterminer  des r e l a t i o n s  analogues en fonc t ion  des charges 

e t  f l u x  g é n é r a l i s é s .  

Un problème demeure en ce qui  concerne l e s  régimes d ' a r ê t e .  

ZIENKIEWICZ 15 1 suggère d'approximer l e s  su r f aces  d'écoulement p a r  des 

su r f aces  r é g u l i è r e s  pour l e s  r é so lu t ions  numériques. Il e s t  néces sa i r e  cependant 

d ' é t u d i e r  l a  ques t ion  e n  d é t a i l  en me de n o t r e  étude théor ique  s u r  l a  

compres s ib i l i t é  oedométrique a u  c h a p i t r e  5.  

4 . 4  - Régime d ' a/rZfe. 

Une a r ê t e o u  b i e n  un co in  sont  des s i n g u l a r i t é s  de l a  sur face  d'écoiilement 

p l a s t i q u e  où l a  normale e t  l e  p lan  tangent  s o n t  indéterminés.  

KOITER [ 16 1 donne une ana lyse  du oroblème que nous u t i l i s e r o n s  par  

l a  s u i t e  : 

Considérons une a r ê t e  qui  sépare l a  s u r f a c e  d'écoulement en deux 

domaines sans d i s c o n t i n u i t  6 .  Soient  8 :  [ r y  = O 

l e s  équations de ces  deux domaines. 

L'hypothèse de KOITER e s t  de supposer que l e  comportement p l a s t i q u e  

s u r  1 ' a r ê t e  r é s u l t e  d 'un comportement p l a s t i q u e  s u r  chacun des deux domaines ; 

c e l a  s e  t r a d u i t  p a r  l a  décomposition su ivante  : 



avec en  ou t r e  puisque l e s  deux c r i t è r e s  son t  s a t i s f a i t s  : 

C 

r e l a t i o n s  dans l e s q u e l l e s  : 

Comme dans l e  paragraphe 4.3.4 on peut i n v e r s e r  l a  r e l a t i o n  ( 39)  en 

u t i l i s a n t  (40)  e t  en él iminant  dl ,  sans di,sion pa r  ce s  

grandeurs qui peuvent ê t r e  n u l l e s .  On o b t i e n t  a l o r s  : 



Quant au c o e f f i c i e n t  d 'écrouissage  il s e r a  p r 6 c i s é  à 1 ' i s s u e  de 

l ' é t u d e  de l a  l o i  de Cambridge qui  p ré sen te  une t e l l e  a r ê t e .  

Remarquons une nouvelle f o i s  que l e s  r e l a t i o n s  ( 4 1 )  peuvent ê t r e  

t ransposées  aux charges e t  f l u x  g é n é r a l i s é s .  
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CHAPITRE V 

THEURIE DE L'ECOLE DE CAMBRIDGE POUR LES ARGILES. 

Il s  ' a g i t  d'une l o i  de comportement des  a r g i l e s  r e c o n s t i t u é e s  (remoulded ) 

homogènes, i s o t r o p e s  , normalement consol idées  o u  faiblement  s  ut-consolidées 

e t  s a t u r é e s .  

Nous l a  présentons dans l e  cadre de 1 ' é l a s t o - p l a s t i c i t  6 avec &rouissage  

en dens i t  6 i n t r o d u i t e  a u  chap i t r e  précédent .  

Fondée s u r  1 ' e s s a i  b i - ax i a l  de r évo lu t ion  ( e s s a i  d i t  " t r i a x i a l " ) ,  

c e t t e  t h é o r i e  e s t  d 'abord analysée sur l e s  chemins de s o l l i c i t a t i o n  çor res -  

pondants après  un choix c l a s s ique  de çharges e t  f l u x  g é p é r a l i s é s .  

Uneextension à des chemins de s o l l i c i t a t i o n  quelconques e s t  poss ib l e  

mais moins fondée expérimentalement. L' appa r i t i on  d ' a p p a r e i l s  vér i tablement  

t r i a x i a u x  e s tp rome t t euse  à c e t  égard. 

5.7 - Chemim de aalli&&onn bi-ax, ida de kévoldan. - 

7 )  L'usai  axial" d a a i q u e ,  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -- 

Un échan t i l l on  cy l ind r ique ,  i s o l é  p a r  une membrane imperméable, e s t  

soumis à une pres s ion  hydros ta t ique  e x t é r i e u r e  A . Une charge a x i a l e  2 
v e r t i c a l e  t o t a l e  l u i  e s t  t ransmise de façon r i g i d e .  C e t t e  charge e s t  cen t r ée  

p a r  un système à r o t u l e s .  

F igure  Schéma de 1 ' a p p a r e i l  "tri ax i  al ". 



Un conduit  r e l i é  à 1 ' é c h a n t i l l o n  permet l e  drainage de l ' e a u  

i n t e r s t i t i e l l e  ou  b i e n  l a  mesure de l a  p re s s ion  i n t e r s t i t i e l l e  pour un e s s a i  

non dra iné .  

Le  mécanicien des s o l s  admet de façon courante  un é t a t  

de c o n t r a i n t e s  t o t a l e s  uniforme au s e i n  de 1 ' é c h a n t i l l o n .  Cet é t a t  e s t  

c a r a c t é r i s é  par  : 

- une c o n t r a i n t e  p r i n c i p a l e  P; s u r  l a  f a c e t t e  ho r i zon ta l e  : 

$ é t a n t  l a  s e c t i o n  de l ' é c h a n t i l l o n .  

- un é t a t  de c o n t r a i n t e s  i s o t r o p e s  dans l e  p l an  ho r i zon ta l  : 

Bien que nous gardions p a r  l a  s u i t e  ce t y p e  de s o l l i c i t a t i o n  b i -ax ia le  

de r é s o l u t i o n  pour l e s  c o n t r a i n t e s  e t  l e s  déformations,  t r o i s  remarques 

s ' imposent : 

- 1 'hé térogénéi té  e t  /ou 1 ' a n i s o t r o p i e  du ma té r i au  é tud ié ,  l e s  dé fau t s  

géométriques dans l a  découpe du c y l i n d r e  e t  l e  dkfaut éventuel  du cent rage  

de l a  fo rce  v e r t i c a l e  c o n s t i t u e n t  des éléments pe r tu rba t eu r s  non nég l igeab le s .  

- b ien  q u ' i l  pu isse  ê t r e  r é d u i t ,  l e  f r e t t a g e  a u  niveau des bases  de 

l ' é c h a n t i l l o n  rompt l ' u n i f o r m i t é  des c o n t r a i n t e s  e t  des déformations. 

- e n f i n  comme l e  s i g n a l e  HAAR [ 17 1 l ' i d e n t i t é  de 5 e t  5 c ' e s t - à -d i r e  

en f a i t  l ' i d e n t i t é  de Ta e t  rg en  coordonnées cy l indr iques  n ' e s t  pas  

a s su rée .  E l l e  c o n s t i t u e  l a  s o l u t i o n  exac te  e t  unique pour l e  c y l i n d r e  dans 

l e  cas  du matér iau  é l a s t i q u e .  C e t t e  s o l u t i o n  a  donc b ien  s û r  1 'avantage de 

v é r i f i e r  l e s  équat ions d ' é q u i l i b r e  e t  l e s  r e l a t i o n s  de c o m p a t i b i l i t é .  

2 1 R e n - t t L d o n  du c o m p o ~ e m ~ n t  pLaclfiqgg. ------------------ --------- ----- 

En supposant un champ uniforme de l a  p re s s ion  i n t e r t i t i e l l e  il v ien t  : 



Ecrivons l e s  d i f f é r e n t s  i n v a r i a n t s  i n t r o d u i t s  au  chap i t r e  précédent 

pour un t e l  é t a t  de s o l l i c i t a t i o n .  

- pour l e s  c o n t r a i n t e s  

O O 

en e f f e t  0 
r 

O O 1 
- pour l e s  déformations en p e t i t e  pe r tu rba t ion  : 

L ' i n t roduc t ion  des grandeurs 9 , 7 , v,  b e s t  i n t é r e s s a n t e  

( p a r  a i l l e u r  c l a s s i q u e )  c a r  e l l e s  r ep ré sen ten t  des charges e t  flux géné ra l i s8s  

comme nous l e  démontrons p lus  l o i n .  



Reprenons a l o r s  l e s  r e l a t i o n s  (20 )  du c h a p i t r e  précédent d é f i n i s s a n t  

paramétriquement l a  su r f ace  p l a s t i q u e  : 

* * 
fl , 6 , sont  l e s  r e s t r i c t i o n s  de f i  , 8 , C aux chemins 

tF de s o l l i c i t a t i o n s  b i - ax ia l e s  de r évo lu t ion  c ' e s t - à -d i r e  avec rE) j-. 

On en conclut  : 
cls' 

Dans l e  cas de l ' e s s a i  b i - a x i a l  de r évo lu t ion  on  peut donc 

exprimer l e  c r i t è r e  de p l a s t i c i t é  pa r  une r e l a t i o n  : 

C ' e s t  1 2  un théorème qui deviendra une hypothèse pour ].es chemins 

de s o l l i c i t a t i o n s  quelconques. 



En ce q u i  concerne l a  fonc t ion  de d i s s i p a t i o n  : 

t [O lp) Y,= R E ,  = - p w  

ry oy 
+ q  

Ce/ 
Ains i  l e s  grandeurs { '1 e t  (F.1 r ep ré sen ten t  respectivement 

des charges e t  f l u x  g é n é r a l i s é s .  Nous l e s  u t i l i s e r o n s  p a r  l a  s u i t e .  

5.2 - Uypo.th&~ de l a  ;théohLe de l 'Ecole  de CambhLdge. 

Les données de base s o n t  l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e  où s ' i n i t i a l i s e  

l a  rupt  m e ,  l e s  courbes de c o m p r e s s i b i l i t é  i s o t r o p e  e t  1 ' expression de l a  

fonc t ion  de d i s s i p a t i o n  à p a r t i r  de l 'hypothèse  d 'un  comportement é l a s to -  

p l a s t i q u e  à l ' é c r o u i s s a g e  en d e n s i t é  e t  s e lon  l e  c r i t è r e  de normal i té .  

1 )  Combe d1E;taX chLti.yue ------------------- -- 

Selon que l ' a r g i l e  e s t  susconsol idée ou  normalement consol idée ,  on 

o b t i e n t  à p a r t i r  de l ' e s s a i  t r i a x i a l  deux types de d r o i t e s  i n t r in sèques  

dans l a  r ep ré sen ta t ion  de Mohr en c o n t r a i n t e s  e f f e c t i v e s .  



r/ \ a r g i l e  surconsol idée 

a r g i l e  normalement consol idée  ou faiblement 
surconsol idée  

Figure 2 - Dro i t e s  i n t r in sèques  de 
rupture  des a r g i l e s .  

Pour un matér iau normalement consol idé  ou  faiblement  surconsol idé  : 

' O  j c 

C ' e s t  l e  d e r n i e r  cas  qui e s t  concerné pa r  l a  t h é o r i e  de 1 'Ecole  

de Cambridge. 

Ainsi  l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e  s u r  l a  su r f ace  de p l a s t i c i t é  e s t  

d é f i n i e  par  : 

ou b i e n  encore 

/PI= ? 6&?' [ H Z  en compression 3- a&?' 
avec : I 

en ex tens ion  



Rappelons que dans l ' e s s a i  de compression l a  rupture  e s t  ob tbL 07ue 

à p a r t i r  d 'un  é t a t  i s o t r o p e ,  pa r  augmentation de 1 v:\ . L ' e s s a i  

d ' ex t ens ion  par  con t r e  e s t  mené en  augmentant 1 . 

2 )  C o u b u  _ _ _ _ - _ _ _ - _ _ _ _ _  de c o r n p f i u h i b ~ é  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  bo;trLope. _ 

Il s ' a g i t  des courbes r e l i a n t  l ' i n d i c e  des vides e à l a  p re s s ion  

i s o t r o p e  p lorsque  
7 - O  et 

F igure  3 - Compressibi3i té  i s o t r o p e  
des a r g i l e s ,  

e 
- courbes théo r iques  

- - -  courbes expérimental 

courbe Be compress ib i l i t é  

La courbe de compres s ib i l i t é  v ie rge  e s t  l a  t r a c e  de l a  su r f ace  

de p l a s t i c i t é  représentée  dans l ' e space  ( p , 9 , c ) s u r  l e  p lan  q 1 0  . 

C e t t e  courbe e s t  d é f i n i e  par  l ' é q u a t i o n  : 



La p re s s ion  de conso l ida t ion  % e s t  l a  p lus  grande p re s s ion  

a t t e i n t e  p a r  l e  matér iau .  L ' i nd ice  des vides de conso l ida t ion  QG e s t  en 

e f f e t  l e  c o e f f i c i e n t  d '  écrouissage du comportement é l a s to -p l a s t ique .  

En deçà de l a  courbe de compres s ib i l i t é  v i e r g e ,  à l ' i n t é r i e u r  de 

l a  su r f ace  p l a s t i q u e  pa r  conséquent,  l e  comportement é l a s t i q u e  i s o t r o p e  

du ma té r i au  e s t  d é f i n i  p a r  1 'équat ion : 

Une hypothèse importante  de l a  t h é o r i e  de l l E c o l e  de Cambridge 

c o n s i s t e  à g é n é r a l i s e r  ce comportement é l a s t i q u e  i s o t r o p e  quelque s o i t  l e  

dév ia t eu r  7 e t  à supposer une r i g i d i t é  dévia tor ique  de l a  l o i  é l a s t i q u e .  

C e t t e  hypothèse comme nous l e  verrons e s t  en désaccord avec l e s  

r é s u l t a t s  des e s s a i s  d 'expansion de cy l ind re  creux.  Pour n o t r e  p a r t ,  nous 

proposons de compléter l a  l o i  ( 5 )  pa r  un comportement dévia tor ique  d 'équat ion 

incrémentale  : 

quant à l a  l o i  é l a s t i q u e  sphérique e l l e  r é s u l t e  directement  de ( 5 )  : 

3 e s t  une cons tan te  qui  a  l a  s i g n i f i c û t i o n  d 'un  c o e f f i c i e n t  de Poisson.  

La courbe de compres s ib i l i t é  v ie rge  e s t  t r è s  b i en  v é r i f i é e  expérimen- 

ta lement .  Il n 'en  e s t  pas de même des courbes de décharge e t  recharge.  



L ' Ecole de Cambridge confère  un c a r a c t è r e  i n t r i n s è q u e  aux paramètres 

HAMBLY [ 18 ] confirme l ' hypo thèse  pa r  des e s s a i s  en déformation 

p l ane .  

Il s e r a i t  i n t é r e s s a n t  de confronter  ces r é s u l t a t s  à ceux d ' e s s s i s  

vér i tab lement  t r i a x i a u x  . 
Signalons en f in  l a  d i f f i c ' u l t é  de p réc i s ion  dans l e s  e s s a i s  de 

compress ib i l i  t 6 .  Même homogène, l e  matér iau  p ré sen te  cependant des grad ien ts  

s e n s i b l e s  de t e n e u r '  en eau.  

3 )  Fvnc.tivn de a h s i p d o n .  ----------------- ----- 

L 'Ecole de Cambridge a  proposé [ 19 1 p l u s i e u r s  expressions de l a  

fonc t ion  de d i s s i p a t i o n .  Nous en  re tenons  deux avant g é n é r a l i s a t i o n s  au 

c h a p i t r e  6 : 

cas 1 : 

cas  2 : ' P z  T Cv w e c  (,, e ( r u j y  " 
Le choix (8) de l a  fonc t ion  de d i s s i p a t i o n  correspond de façon 

évidente  à l ' hypothèse  que l ' é n e r g i e  d i s s i p é e  e s t  provoquée par  l e s  déforma- 

t i o n s  p l a s t i q u e s  de c i sa i l l emen t .  

La seconde expression prend en compte une con t r ibu t ion  des 

déformations p l a s t i q u e s  de volume. 

1 )  Equaiivnn - dc La suhaace ----------------- d'écoLLemcnX. 

El l e s  s o n t  données p a r  l ' i n t é g r a t i o n  des r e l a t i o n s  ( 3 1 )  : 



Rappelons que cec i  r é s u l t e  de l ' a p p l i c a t i o n  du  c r i t è r e  de normali té  

e t  d u  f a i t  que { e t  { $:?J son t  des charges e t  g é n é ~ a l i s é s .  

Il v ien t  donc : - pour l e  cas 1 : 

d'os l a  s o l u t i o n  : 

d ' a u t r e  p a r t  : 

La fonc t ion  cI(~,É) e s t  dédui te  de l a  connaissance de l a  courbe 

d ' é t a t  c r i t i q u e  e t  de l a  courbe de compres s ib i l i t  6 v ie rge .  

Sur l a  courbe d '  é t a t  c r i t i q u e  c  'es t -à-dire  pour tr O on d o i t  

r e t rouve r  7 = ; c e c i  implique : 

e t  a i n s i  : 

Lorsque 7 = O  c 'es t -2-dire  t= -q  il f a u t  : 



p a r  conséquent : Cd = ( -fc 
En d é f i n i t i v e  nous obtenons l ' é q u a t i o n  paramétrique en de l a  

s u r f a c e  d'écoulement : 

L 'é l imina t ion  de t e s t  f a c i l e  : 

- Pour l e  cas 2 : 

posons : A =  d m  

L ' i n t é g r a t i o n  donne : 

En ce qui  concerne q : 



/P /  
Sur l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e  e = O e t  9:qf: 

Il en r é s u l t e  : 

I P )  
Sur l a  courbe de c o m p r e s s i b i l i t é  v ie rge  9 = Q e t  V < O  

ca r  1 ' écrouissage e s t  d u r c i s s a n t .  Pour que v é r i f i e  l ' é g a l i t é  : 

il fau t  : 



i fV 
En e f f e c t u a n t  un développement limit 6 p a r  rappor t  à on 

o b t i e n t  paur l a  l i m i t e  : 

L'équat ion paramétrique complète de l a  su r f ace  d'écoulement e s t  

donc déterminée par  l e s  r e l a t i o n s  ( 13) e t  ( 1 4 )  . 
L'é l imina t ion  de t conduit  à 1 'Gquation : 

La s u r f a c e  d'écoulement pour chacun des cas  é tud ié s  e s t  représentée  

ci-dessous dans l ' e s p a c e  ( ? , y  s e * ) -  

courbe de conso l ida t ion  
v i e r g e  

dans 1 'espace ( 
. . 

d ' é t a t  c r i t i q u e  

( a )  

( a )  cas  1 
(b) cas  2 



Sur l a  su r f ace  d ' é t a t  c r i t i q u e  &;O , ce qui  implique 

1 : c, = e ,  - h - X 

cas  2 : ec = ee - X LL - XLn? 

O r  rappelons : e = e , -  { L h L  
IPc 

d 'où  l a  r ep ré sen ta t ion  de l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e  dans l e  p lan  ( e , P) 
cas 1 : e = e, - [ A - L )  - A L p  ( 1 8 )  

cas  2 : e = e. - O , - L ) L ~ J -  1 ( 1 9 )  

courbe de compres s ib i l i t é  

courbe d f é t , i t \  

cas  2 
Figure 5 



Différenc ions  l e s  équat ions ( 4 )  e t  ( 5 )  : 

de, = d - A  2% 

Eliminons 
t 

o r  on peut décomposer de e t  u t i l i s e r  l a  r e l a t i o n  ( 7 )  : 

e t  finalement : 

de(@ de ,  = - 
A - E  

La r e l a t i o n  ( 2 0 )  montre c la i rement  que s u r  l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e  

/!Y l 'écoulement s e  f a i t  à écrouissage cons tan t  pu i squ ' a lo r s  de - 0 .  

3)  L o i  élantique inaérnentale. ---------- _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - _ - - -  

C e t t e  l o i  non l i n é a i r e  e s t  donnée pa r  les  r e l a t i o n 9  ( 6 )  e t  (7  ) 



avec 

34 = - Il4 
d + i I  

4 ) L o i  ZXanZo-plantique inchZmentde. _ -__ -__ - -_ -  -----  --__-----------  

Sur l a  su r f ace  d'écoulement p l a s t i q u e  il faut reprendre l e s  

équations ( 37 ) du c h a p i t r e  précédent  : 

avec 1 

4 d e ,  - R z - -  

o r  d 'après  ( 18 )  : 

d ' a u t r e  p a r t  : 

d 'où 



Ces d i f f é r e n t e s  grandeurs son t  données ci-dessous pour l e s  deux 

cas  ê tud ié s  : 

l/r 
cas 2 : - 



5.4  - V ~ ~ &  exphimentde de La I théa~e .  

Il e s t  important de  donner sans p lus  a t t e n d r e  quelques fondements 

expérimentaux supplémentaires à c e t t e  t h é o r i e .  Seules  l e s  courbes d '  é t a t  

c r i t i q u e  e t  de  compres s ib i l i t é  i s o t r o p e  en ont c o n s t i t u é  j u s q u ' i c i  des  

bases  expérimentales t a n g i b l e s .  Il e s t  c e r t a i n  que l a  démarche de pensée 

de l l E c o l e  de Cambridge pour c o n s t r u i r e  s a  t h é o r i e  c o n t r e d i r a i t  c e t t e  étude 

syn thé t ique .  

La f i g u r e  6 r ep ré sen te  l e  chemin d'un e s s a i  de compression non 

d r a i n é  s u r  une a r g i l e  deLondres , normalement consol idée ,  dans l a  représen-  

t a t i o n  ( 1> , 7 ) d 'après  Schof ie ld  e t  Wroth [ 1 1 1 p .  183. 

L ' e s s a i  n ' é t a n t  pas d ra iné  e t  1 ' a r g i l e  é t a n t  normalement consol idée ,  

l ' i n d i c e  des vides e r e s t e  cons tan t  e t  éga l  à l ' i n d i c e  des v i d e s i n i t i d .  

Le  chemin de l ' e s s a i  e s t  donné à p a r t i r  du cas  1 par  l ' é q u a t i o n  : 

en e f f e t  : 
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60 

Essai t r i a x i a l  non 
40 drainé sur  une a r g i l e  

de LOIJDRES d 'après  
S C ~ F I E L D  e t  ~ O T H .  

20 

O 

Des e s s a i s  de rupture  drainés e t  non dra iné  sont  donnés d 'après 

PARRY sur 1s f igure  7 dans une représenta t ion adimensionnelle 

@ e s t  l a  valeur de 1) à l a  r q t u r e  (confer f i g .  5 ) .  

Dans c e t t e  représenta t ion l a  sur face  -dl  écoulement p las t ique  devient 

indépendznte de e, . En e f f e t  f v é r i f i a n t  l e s  équations ( 16)  ou ( i 7 )  

se lon l e  cas é tud ié ,  on peut él iminer eC dans l e s  équations ( 12) ou ( 15) 

e t  ob ten i r  : 

Cas 1 

Cas 2 

L ' i n t e r ê t  d'une t e l l e  représenta t ion e s t .  évident c a r  e l l e  peme t  

comme su r  l a  f igure  7 de rassembler de façon unique l e s  r é s u l t a t s  expéri- 

mentaux d ' e s s a i s  dra inés  ou  non. 

Ces r é s u l t a t s  conduisent aux remarques suivantes : 

- A l ' excep t ion  de t r o i s  r é s h t a t s  d 'extension plus suscept ib le  d ' e r reur  

expérimentale, il ne s e  produi t  pas de rupture  au-delà de l ' é t a t  c r i t i q ü e .  

ki deçà, l a  rupture s e  produi t  avant l ' é t a t  c r i t i q u e  sur une d r o i t e  de 

Coulomb. 

- La théor ie  s 'appliquera aux a r g i l e s  ncrmalement conçolid6es ou légèrecent 

surconsolidées pour l e sque l l e s  l u  p l a s t i c i t é  s e  produire avec 9 4 M . 
P 



- Il e x i s t e  e n f i n  une zone i n f é r i e u r e  III où on ne cons t a t e  pas  de rup tu re .  

Sa f r o n t i è r e  ne correspond pas exactement à l ' i n t e r s e c t i o n  de l a  d r o i t e  de 

Coulomb e t  de l a  s u r f a c e  p l a s t i q u e .  

Ces e s s a i s  s o n t  en  accord avec ceux qu ' a  menés HVORSLEV s u r  une 

b o i t e  de c i s a i l l e m e n t .  

Figure 7 - 

Essais  de rupture  
en c e l l u l e  
" t r i a x i a l e "  d 'après  
PARR Y.  

------ Cas 1 

- - - -  Cas 2 



2 )  L i w L t e ~  de &quh&é ex de p ~ m ~ ~ é ,  ------------- ------------- --------- 

Sans en  donner l e  mode o p é r a t o i r e ,  rappelons que l e s  l i m i t e s  

d l A t t e r b e r g  sont  des teneurs  en  eau  qui marquent de façon empirique un 

s e u i l  de l i q u i d i t é  e t  un s e u i l  de f r a g i l i t é  à l a  rup tu re .  L ' i n d i c e  de 

p l a s t i c i t é  5 e s t  a l o r s  d é f i n i  par  : 

avec : WL : l i m i t e  de l i q u i d i t é .  

Wp : l i m i t e  de p l a s t i c i t é .  

Ces l i m i t e s  sont  de t o u t e  évidence e f f ec tuées  s u r  un matér iau  en 

é t a t  de rup tu re .  D 'où 1 ' idée de Schof ie ld  e t  Wroth [ 1 1 1 d ' e n  déduire  

une t e n s i o n  i n t e r g r a n u l a i r e  à p a r t i r  de l a  t eneu r  en eau s u r  l a  courbe d ' é t a t  

c r i t i q u e .  

Figure 8 

Ces mêmes au teurs  o n t , , l ~ n s t a t é  empiriquement que pour l e s  a r g i l e s  

qui répondaient  b i en  à l e u r  t h é o r i e  il correspondai t  sensiblement  : 

o r  s u r  l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e  l e s  équat ions (18)  ou (19)  sont  v é r i f i é e s  

e t  en supposant l e  s o l  s a t u r é  : 



cas  1 : 
9'" 

WL = - 
Pd 

cas  2 : 

avec des  r e l a t i o n s  analogues pour . 
A p a r t i r  de (24 )  on o b t i e n t  pour l e s  deux cas  l e  r é s u l t a t  unique 

su ivan t  : 

avec f w z  9 / h 3  e t  P d  s 2' 2# /& il v i e n t  : 

r 0, 5 8 5  rT ( 2 5 )  

Cet t e  c o r r é l a t i o n  e s t  b i e n  v é r i f i é e  expérimentalement d  ' après  Schof ie ld  

e t  Wroth [ 1 1  1 p .  159. Nous l a  reproduisons f i g u r e  9, où e s t  p o r t é  en 

fonc t ion  de wL If4 . 

Figure  9 - 
Cor ré l a t ion  e n t r e  A e t  

ZrlL= WL YA d 'après  

Schof ie ld  e t  Wroth. 

Schofield e t  Wroth on t  également c o n s t a t é  # 55bar ce qui  conduit  1)4 
pour l e  ca s  1 à l a  conclusion su ivan te  : 

C e t t e  r e l a t i o n  (26)  e s t  à comparer à l a  d r o i t e  de l a  c l a s s i f i c a t i o n  



de Gasagrande ( f i g u r e  10) : 

.--- --- 
Lou 1 hfedium High plasticity 

Iiiorganic clays 
O 4-  Linc ' B .  from 

~ r l f l ~ d l  StdtCS 
PI = 0615 (LL-009)  

------ Line ' A '  
Inorg.inic 5111s pl = O 73 ( L L  0 2 )  

dnd orgdnic cldjs , 
r i ,  I r  

0 0 9  0 2  0 4  O 6 O 8 1 O LL 

Figure 10 

Ces r é s u l t a t s  nous pa ra i s sen t  préc ieux  pour cerner  l e s  s o l s  

a r g i l e u x  auxquels on pourra  appl iquer  l a  t h é o r i e  de l f E c o l e  de Cambridge. 

3 )  Scinnomè;tite de Labuhd tohe  

Cet e s s a i  permet une déterminat ion r ap ide  de l a  cohésion non 

dra inée  d'un ma té r i au  purement cohérent  comme une a r g i l e  pure p a r  exemple. 

C e t t e  cohésion e s t  fonc t ion  de l a  t eneu r  en  eau  comme 1; montré HVORsLEV 

ce qu i  n ' e s t  pas  a  p r i o r i  incompatible avec l a  t h é o r i e  de 1 'Ecole  de Cambridge 

La courbe d ' é t a t  c r i t i q u e  e s t  en e f f e t  paramétrée pa r  l ' i n d i c e  des v ides .  

Le moment de r o t a t i o n  de l a  p a l e t t e  e s t  supposé é q u i l i b r é  p a r  un 

c i s a i l l emen t  cons tan t  s i r  t o u t  l e  cy l ind re  e x i n s c r i t  ( f i g u r e  I I ) .  

F igure 1 1 



L'hypothèse du matér iau purement cohérent  conduit  à l a  r e l a t i o n  

Bien que nous ne connaissions pas d ' a u t r e s  informations s u r  l ' é t a t  

des c o n t r a i n t e s  e t  que ce lu i - c i  ne s o i t  pas  b i - a x i a l  de r évo lu t ion  supposons : 

(29) 

Puisque l e  matér iau  e s t  en é t a t  de rup tu re ,  écr ivons en a n t i c i p a n t  

l a  g é n é r a l i s a t i o n  de  l a  t h é o r i e  : 

9 = n7' 
avec d ' ap rè s  l e s  r e l a t i o n s  (18) e t  ( 19) s e l o n  l e  cas  é t u d i é  : 

p=~/e-~) pl-;) cas  2 

Il en r é s u l t e  pour l e s  deux cas  une l o i  du type  : 

Yi  avec : 4 = C )  ; b = - cas 1 

&A 

cas 2 

Un groupe d 'é lève ;  de l l E c o l e  des Mines de Douai a  déterminé l a  l o i  

expérimentale de l a  k a o l i n i t e  e t  a  obtenu une l o i  s i m i l a i r e .  

Les r é s u l t a t s  sont  rassemblés f i g u r e  12. Pour chaque cas  on a  

envisagé l ' a p p l i c a t i o n  des va leurs  de M e c  compression 

e t  en ex tens ion  
3ti(;of 



Figure 12 
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5 . 5  - Généha&haaXon de la Zhéatue à d a  cheminn queXconqua. 

ROSCOE [ 10 1 pose comme hypothèse que l a  fonc t ion  d'écoulement 

p l a s t i q u e  r e s t e  formellement l a  même : 

j ( f 3 1 9 t C c J  = O  

avec s: / 

l = = -  - =  - $ (r;+r;+Q/ 
3 

# 4 2  r / 2  1 = L ( ( r , -~ )  +(TL-r ) )  +(va 9 = W s  - v: /7"( ;9)  

D'après  l a  t h é o r i e  é l a s to -p l a s t ique  exposée a u  c h a p i t r e  4 c e c i  

e s t  poss ib l e  à l a  cond i t i on . :  

3 
On remarquera que C ( r ,  b )  devient  a  f o r t i o r i  identiquernent 

n u l l e .  

Par a i l l e u r s  l a  fonc t ion  de d i s s i p a t i o n  s ' é c r i t  : 

avec . 
= f + Cr + j ,  = €1 

1 ) Sutdace d l  écouRement planaXque. ---  ----------------- ----- -- 

Les équat ions ( 1 2 )  ou ( 1 5 )  se lon  l e  cas  é tud ié  peuvent ê t r e  

intégralement  r e p r i s e s  e t  t r a i t é e s a v e c l e s  flux e t  charges g é n é r a l i s é s  donnés 

pa r  l e s  r e l a t i o n s  ( 3 1 )  e t  ( 2 9 ) .  



Ces mêmes de rn i è re s  r e l a t i o n s  permettent  l ' é c r i t u r e  de l a  sur face  

d ' écoulement dans 1 'espace f V; , V; , ri) . Le p r inc ipe  de 

normal i té  e s t  app l i cab le  comme nous l ' avons  vu indifféremment aux va r i ab l e s  

d 'une p a r t  ou b i en  {r? , 1 E / d ' au t r e  p a r t .  

Un problème s u r g i t  quant à l a  déterminat ion de M qui  p e u t ,  

comme nous l ' avons  vu, prendre deux va leurs  s u r  l e s  chemins bi-axiaux de 

r évo lu t ion  en  ex tens ion  ou  en compression. 

Il e s t  commode ue r e p r é s e n t e r  l a  s e c t i o n  de l a  su r f ace  p l a s t i q u e  

dans l e  p l an  dévia tor ique  normal à l ' a x e  hydros ta t ique  dans l ' e s p a c e  

r e p è r e  [ 
avec l ' a x e  

. Pour c e t t e  r a i son  on peut  c h o i s i r  un 
3 - 4  --. 
e x  , e y , C z d i r e c t  pour l e q u e l  ex coïnc ide  

7r 
4 

hydros ta t ique  4 , ey f a i t  un angle de - avec (f e t  
4 

Figure  

Les formules de changement de repère  s ' é c r iven t  : 



La sur face  de p l a s t i c i t é  devient  a l o r s  dans l e  repère 

( v : , r y  pi) : L 2 

cas  1 : r i  ' +rLt - 9  ~ ~ z [ ~ ~ h / - d j + r c - p . ] ~ o  w 
1 ' 2 (33 )  

2 ' r  2 
cas  2 : ? ~ + r ~ - - f i r  9 :a [ "pl'?) tg] 

Il devient  évident  que l a  sur face  p l a s t i q u e  coupe l e  plan 

dévia tor ique  [ f ) se lon  un c e r c l e  dans l e s  2 cas .  

La f i g u r e  13 r ep résen te  l a  s e c t i o n  dévia tor ique  de l a  su r f ace  de 

p l a s t i c i t é  a u  niveau de l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e .  

Selon l e  choix de f l  il s ' a g i t  d 'un  c e r c l e  c i r c o n s c r i t  o u  

i n s c r i t  à l 'hexagone du  c r i t è r e  de Mohr 

La coupe t r a n s v e r s a l e  de l a  su r f ace  de p l a s t i c i t 6  dans l e  p l an  
f 

( r i  , r Y )  montre 1 ' ex i s tence  d'un co in  pour l e  cas  1 .  



c a s  1 

c a s  2 

F igu re  13 

Enfin,  b ien  que nous n'ayom pas r é s o l u  l a  ques t ion ,  nous suggerons 

s u r  l a  f i g u r e  13 une s u r f a c e  p l a s t i q u e  ova l i s ée  sans  s i n g u l a r i t é  qu i  p o u r r a i t  

répondre a u  problème posé  p a r  l a  déterminat ion de f7 . Une fonc t ion  de 

d i s s i p a t i o n  s a t i s f a i s a n t e  d e v r a i t  y  ê t r e  a s soc i ée .  

2 )  - Loi.  - - - ELanfique. - - - - - - - - 

On formule 1 'hypothèse que l a  l o i  ( 2 1  ) r e s t e  l a  même. E l l e  peut  

s ' é c r i r e  également avec les va r i ab l e s  f i T e  (€1 . 



31 ----------- Loi é lac lXo-ph f ique .  ----- -- 

Le paragraphe 4 )  de 5.3 peut ê t r e  in tégra lement  r e p r i s .  Les express ions  

y sont  formellement l e s  mêmes q u ' i l  s ' a g i s s e  pa r  a i l l e u r s  des grandeurs 

ou b ien  

Dans l e  cas  1 de l a  façon énoncée au  

c h a p i t r e  4. Précisons pour c e l a  q u ' i l  f a u t  prendre : 

Quant à l a  v a r i a t i o n  deL du c o e f f i c i e n t  d '  écrouissage s u r  

l ' a r ê t e  : 

En d é f i n i t i v e ,  pour l e s  deux types de l o i s  envisagées,  l e  matér iau  

e s t  d é f i n i  pa r  l e s  c inq  paramètres i n t r i n s è q u e s  1 , A , p. , 9 3: 
C ' e s t  l 'hypothèse  d ' i s o t r o p i e  qui  conduit  à ce nombre auss i  r é d u i t .  

Nous envisageons p l u s  l o i n  ( c h a p i t r e  6-4) une extension de l a  

t h é o r i e  en p l a s t i c i t é  s tandard  e t  non s tandard  avec l:t d c f i n i t i o n  

de deux nouveaux paramètres .  



CHAPITRE 6 

E T U g E  D E  L ' E S S A I  . U E D O I E T R I O U E  A LONG T E R M E  

C e t t e  étude e s t  motivée p a r  l e  beso in  de s i t u e r  l a  courbe de 

compres s ib i l i t  6 oedométrique p a r  rappor t  à l a  courbe de compres s ib i l i t é  

i s o t r o p e .  Il ne s ' a g i t  pas i c i  d ' é t u d i e r  l e  phénomène de l a  consol ida t ion  

dans l e  temps sous charge cons t an te .  

L 'ana lyse  de l ' e s s a i  oedométrique e s t  menée s e l o n  l a  t h é o r i e  

de 1 'Ecole de Cambridge e t  comparée à des r é s u l t a t s  expérimentaux obtenus 

à ~ a r t i r  de Kaolin r e c o n s t i t u é .  Une extension de l a  t h é o r i e  es t  proposée 

en f i n  de c h a p i t r e  en p l a s t i c i t é  s tandard  et  non s tandard .  

L ' e s s a i  oedométrique e s t  en  f a i t  un e s s a i  b i - a x i a l  de r évo lu t ion  

f r e t t é  l a t é r a l emen t  e t  d ra iné .  

F igure  1 - Schéma de l ' a p p a r e i l l a g e  oedométrique. 

S i  l ' o n  négl ige  l e s  f ro t t emen t s  l ' é t a t  de l ' é c h a n t i l l o n  e s t  

analogue à c e l u i  de l ' é c h a n t i l l o n  " t r i - a x i a l "  avec ES I O . Il s  ' ensu i t  : 



- pour l e s  c o n t r a i n t e s .  

de même pour l e s  incréments.  

- pour l e s  déformations : 

En p e t i t e  p e r t u r b a t i o n  : 

* 
en e f f e t  l a  fonct ion de déplacement u a pour composantes : 

l O 
Il en r é s u l t e  : 

6 . 2  - A p p f i c d o n  d e  La t h d o t u e  d e  L'Eco& d e  Cambtudge. 

L 'échan t i l l on  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  l e s  paramètres i n t r in sèques  

A 3 1 9  (P ' e t  l e  paramètre h i s t o r i q u e  ec . 
Il e s t  p lacé  en  é t a t  r e l a c h é  ( s o l l i c a t i o n s  e x t é r i e u r e s  n u l l e s )  dans 

l a  c e l l u l e  oedométrique. Soient e~ , y 9; son é t a t  i n i t i a l .  

, '  q y rep résen ten t  des t e n s i o n s  i n t e r n e s  s u r  l e s q u e l l e s  il faudra 

r e v e n i r .  



1 )  Phane ------------ éLanZiyue. -- 

Les r e l a t i o n s  incrémentales  du  comportement é l a s t i q u e  sont  directement  

dédu i t e s  des formules 5 (21) e t  5 (34)  : 

avec 

e t  1 'on o b t i e n t  p l u s  simplement : 

On peut  remarquer : 

L ' i n t é g r a t i o n  de l a  première des r e l a t i o n s  ( 5 )  e s t  f a c i l e ;  en  e f f e t  : 



fl 
L 'en t r ée  en p l a s t i c i t é  s  ' e f f ec tue  lo r sque  r, (P) e s t  so lu t ion  

de l ' é q u a t i o n  de l a  s u r f a c e  de p l a s t i c i t é  dans l a q u e l l e  : 

Now suggérons de prendre 9 : e e t  Tc* l a  t ens ion  i n t e r n e  

en  l i m i t e  de l i q u i d i t é  s u r  l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e .  

ca s  1 : 
A 

cas  2 : :O- fa 

avec 

Il v i en t  a l o r s  : 

I t 
cas 2 : ( = V f t '  - .L- 3(44)'I 

a[f-zojf  nL( i tolZ 

' 
é t a n t  f a i b l e  devant ~ [ f )  on remarque q u ' à  l ' e n t r é e  en 

p l a s t i c i t é  : 

L'ent rée  en p l a s t i c i t é  s e  f e r a  dans l e  domaine f  si 
3- IV , C e  ne s e r a  pas l e  cas  dans l a  su i t e ,ma i s  ? nous 

rlts 



appliquerons l a  t h é o r i e  de Cambridge. Pour l e s  a r g i l e s  u s u e l l e s  

( con fe r  t ab l eau  1 )  c e t t e  l i m i t e  i n f é r i e u r e  v a r i e  de 0.28 à 0.35. 

En reprenant  l a  l o i  incrémentale  d é f i n i e  p a r  l e s  r e l a t i o n s  du 

paragraphe 4) 5.3 on o b t i e n t  compte t enu  de ( 4 )  : 

Par conséquent : 

- pour l e  cas 1 : 
L 



- pour l e  cas  2 : 

d,a = E,D, 4 [ f  - )  4 + r f  
f P (A-v q' pz 

Expérimentalement l a  courbe de compression oedométrique t e n d  vers  

une courbe p a r a l l è l e  8 l a  courbe de compression v ie rge  i so t rope  dans une 

r e p r é s e n t a t i o n  logar i thmique .  

C ' e s t  ce  qu i  s e  pas se  lorsque  4 t e n d  vers une va leur  constante  

.p 
<L ; en e f f e t  e n  reprenant  l ' é q u a t i o n  de l a  s u r f a c e  p l a s t i q u e  : 

- pour l e  cas  1 : 

o r  rappelons : 

e t  on ob t i en t  : 

- pour l e  cas  2 : 

e t  de  l a  même façon que pour l e  cas  précédent  : 



Cherchons s i  une t e l l e  cond i t i on  peut  ê t r e  remplie p a r  l e s  

r e l a t i o n s  (7 ) pour l e s  deux c a s .  Remarquons d '  abord : 

- cas  1 

A p c r t i r  des r e l a t i o n s  ( 8 )  on peut  montrer que A d o i t  ê t r e  

s o l u t i o n  de : 

Les va leurs  u sue l l e s  de i l , ,  A , k e t  en supposant /U v a r i a n t  

de -1 à 0 , 5  ne donnent une s o l u t i o n  que lorsque  l e  produi t  des r ac ines  

du trinôme e s t  p o s i t i f ;  c ' es t -à -d i re  à l a  condi t ion  : 

Le r é s u l t a t  de nos i n v e s t i g a t i o n s  e s t  r e p o r t é  dans l e  t a b l e a u  1 

à p a r t i r  d ' a r g i l e s  dont l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  sont  données par  SCHOFIELD e t  

WROTH [ I l l  , p .  157. 

Tableau 1 

Klein Belton 

Wiener Tegel 

P 

Arg i l e  delondres 

Arg i l e  de Weald 

Kaolin 

M 
c 

0,845 

1 , O 1  

0,888 

0,95 

O 

k 

0,184 

0,026 

0,062 

0,035 

0,05 

l 

A 

0,356 

0,122 

O ,  161 

0,093 

0,26 

A 3 . - - -  
k 3 - a ~  

< O 

> O  

> O 

< O 

> O 

a  
- 

cas 1 

0,067 

O 

O 

0,009 

O 

cas  2 

0,30 

.: 0,33 

0,30 

0,32 

O,33 



Les ca l cu i s  de a ont é t é  menés à p a r t i r  de J=O, ? . De f a i t  

une v a r i a t i o n  de 3 a peu d ' e f f e t  s u r  ces v a l e u r s .  

S i  I fonreprend  l e s  r e l a t i o n s  (8), on peut  montrer que pour l e s  

v d e ~ s  usue l l e s  de , , 4 e t  p o w  3 de l ' o r d r e  de O,, 

p l a s t i c i t é  s e  poursu i t  avec dp >O e t  df . Lorsque n ' e x i s t e  

pas  on d o i t  donc envisager  de t r a i t e r  l e  comportement p l a s t i q u e  a u  co in  

de  l a  s u r f a c e .  

D 'après  ce qu i  a  été vu à ce  s u j e t  à p a r t i r  de l a  t h é o r i e  de 

Koi te r  [ 16 1 , on d o i t  a v o i r  s u r  l a  s i n g u l a r i t é  : 

avec en o u t r e  9 i o e t  d / ,  >e dp& > O  . 



La s o l u t i o n  de c e  système e s t  simple : 

A,, = - CS 
A (rt, t neg#) 3-2nc 3 A 

e s t  to,ours p o s i t i f ;  p a r  cont re  pour que &o il faut  : 

dans l e  cas  c o n t r a i r e ,  il a é t é  montré p a r  ( 1 3 )  q u ' i l  e x i s t e  une s o l u t i o n  

du trinôme ( 12) .  

Remarquons que nous avons p r i s  en  compte l e s  deux va leurs  de J"jl 
en compression e t  en ex tens ion  pour d é f i n i r  , et &z 

respect ivement .  

- cas  2.  

Dans l e  domaine de compression on o b t i e n t  de l a  même façon un 

polynôme de degré 5 : 

L'étude numérique de ce polynôme pour l e s  c inq  a r g i l e s  cons idérées  

conduit  à une s o l u t i o n  unique de I 'ordre de a = 0,30 .  

Ces va leurs  données dans l e  t a b l e a u  1 on t  é t é  ca l cu lées  pour 3- O,3 . 

Encore une f o i s  l a  va leur  de 3 a peu d ' i n f luence  s u r  l a  s o l u t i o n .  



Remarquons en f in  que l ' é c a r t  d ' ind ice  des vides maximum e n t r e  l e s  

courbes de compress ib i l i t é  oedométrique e t  i so t rope  es t  de l ' o r d r e  de 

= - 0 ,O2 étude qui suit, a  pour obje t  l ' é t u d e  expérimentale dt c e t  

écart e t  l a  modification de l a  théor ie  en conséquence. 

6.3 - E;tude e x p é p i c n t d e .  

Il s ' a g i t  de comparer l ' e s s a i  de compress ibi l i té  i sot rope r é a l i s é  

dans une c e l l u l e  " t r i ax i a l e "  à l ' e s s a i  oeclométrique. 

Deux types  d ' a r g i l e s  reconst i tuées  ont  Sté u t i l i s é e s  : un kaol in  

pretiquement p l u  ( ~ a o l i n  1) e t  un kaol in  comportant une proport ion non 

c h i f f r é e  d' i l l i t e  (~ao1 i . n  II). 

1 ) PREPARATTON DE L '  ECHAFJTi LLUN 

Le matériau,  in i t ia lement  sec e s t  broyé puis  tamisé à 8 0 p  . 
Xalaxé en présence d'eau il e s t  por té  à un état  l i qu ide  honogène ( a u  delà  

de l a  l in i i te  de l i q u i d i t é ) .  I l  e s t  ensu i te  préconsolidé dans un cy l indre  

à p i s ton  dont l e  dess in  e s t  donné ci-dessous. 

Echelle 1 / 4  

membrane poreuse 

p ie r re  poreuse 

aditex 

Figure 2 - Appareil de prgconsolidation.  



Cette préconsolidation n'est pas contrôlée quantitativement mais 

conduit à un matériau homogène dont la teneur en eau est de l'ordre de 50 %. 
Des mesures de teneur en eau sont données ci-dessous après une préconsolidation : 

Figure 3 - Teneurs en eau locales WP, 
d'un échantillon préconsolidé. 



2 )  CARACTERZSTZ2UES D i 3  DEUX MATERIAUX UT1 LISES 

E l l e s  sont  données dans l e  t a b l e a u  su ivant  : 

# v a l e u r  non mesurée empruntée à l a  b ib l iog raph ie  ( s e h o f i e l d  e t  Wroth [ I I ] )  

Limite  de l i q u i d i t é  WL 

Limite  de p l a s t i c i t é  WP 

Ind ice  de p l a s t i c i t é  Ip 

Masse volumique des 
g r a i n s  fi 
Angle de f ro t tement  
i n t e r n e  9' 

M = 
6 s i n  9' 
3-sin 9' 

e  
O 

?, 

k 

v 

TABLEAU 2 

Kaolin 1 

65 % 

35 % 

30 % 

2,  6zg/cm3 

* 
26 O 

1 ,O2 
* 

1 ,34 

0,150 

O ,O1 8 

non 
mesuré 

Kaolin II 

50,9 % 

33,3 % 

17,6 % 

2,  63g/cm 3  

23' 

0,90 

1 ,14  

0,134 

0  305 

Okservations 

dédu i t  d ' e s s a i s  consol idés  
non dra ines  en  c e l l u l e  
" t r i a x i a l e "  avec mesure de u 

e  X , k sont  dédu i t s  des 
O y 

courbes de compres s ib i l i t é  

i s o t r o p e  . 

dédu i t  des e s s a i s  
d '  expansion de cy l ind re  creux 

& 



3) RESULTATS DES ESSAIS DE COMPRESSTBILITE 

Le tableau suivant compare les résultats expérimentaux et théoriques 

avec la mise en évidence du peu d'influence de v sur les calculs théoriques. 

Les courbes expérimentales pages 97 et 98 révèlent comblen il est 

difficile de déterminer A avec une bonne précision. Les dispersions sont grandes 

par rapport à l'ordre de grandeur du décalage à déterminer. 

Précisons que les paliers de mesure ont été menés jusqu'à consolidation 

quasi-totale. Les courbes de compressibilité ont été construites à partir de 

l'état final de l'échantillon, éliminant ainsi tous problèmes de non saturation 

totale en début d'essai. 

Ecart A expérimental 
entre les courbes de 
compressibilité 

KAOLIN 1 
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O 

O 
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0,34 

0,017 

0,35 

0,017 
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O 
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non atundand 

La t h é o r i e  de Cambridge c l a s s i q u e  conduit  à un é c a r t  A b i e n  t r o p  

f a i b l e  e n t r e  l e s  courbes de compres s ib i l i t é  oedométrique e t  i s o t r o p e .  

Par a i l l e u r s  l e  c o é f f i c i e n t  K a t t e i n t  à l ' a symptote  oedom&trique e s t  
O 

t r o p  grand par  r appor t  à l a  r é a l i t é .  

En conséquence nous sommes amenés i c i  à modif ier  l a  t h é o r i e  se lon  

deux voies  : 

- extens ion  de l a  t h é o r i e  en  r e s t a n t  en p l a s t i c i t é  s tandard  (même fonct ion  

pour l a  su r f ace  p l a s t i q u e  e t  pour l e  p o t e n t i e l  des  déformations p l a s t i q u e s )  

en y i n t r o d u i s a n t  un paramètre y  . Cet te  ex tens ion  e s t  envisagée pour chacun 

des deux cas  d é j à  é tud ié s .  

- extens ion  de l a  t h é o r i e  e n  p l a s t i c i t é  non s tandard .  Les deux l o i s  géné ra l i s ées  

par  l e s  paramètres y  e t  yd dans l a  première ex tens ion  sont  assemblées pour m 

s e r v i r  de su r f ace  p l a s t i q u e  e t  de p o t e n t i e l  des déformations p l a s t i q u e s .  

Les deux cas  de p l a s t i c i t é  é t u d i é s  jusqu 'à  présent  é t a i e n t  fondés 

principalement s u r  l a  donnée p a r t i e l l e  de l a  fonc t ion  de d i s s i p a t i o n  : 

(V 
a s :  ( p z  f i r  E 

cas  2 : y -  p i -  

I l  a u r a i t  é t é  équiva len t  de poser  : - 

IV u = t 
cas 1 : 

, ,a [ + ) I -  " { l t )  
cas 2 : V = - 



L'idée d'extension ici est de les expressions 

ci-dessus en y introduisant un paramètre supplémentaire y : 

cas 1' : -- 

Les expressions ( 1 7 )  continues de respecter la condition d'écoulement 

i volume constant sur la courbe d'état critique . Cela n'aurait pas 
9 
I 

6té le cas si on avait directement multiplié 7 par 'f . 

La fonction de dissipation devient en conséquence : 

. [P) 
cas 1' : -- Y ,  p ( - v  )I + n i lp7 
cas 2' : -- 

On peut, de la même façon qu'au paragraphe 5-3, intégrer ces 

relations et on obtient : 

lt" + +H)  
( 1 9 )  4 = f  ( r  r 

* / p /  *p4 
G , + /@y n j  

cas 2' : = &#o;ey [ -- r 

= ?le r r  ld rr 

avec I ) =  



Les r e l a t i o n s  (19)  cons t i t uen t  l e s  r e l a t i o n s  paramétriques 

de l a  sur face  de p l a s t i c i t é .  L 'é l imina t ion  de 

permet de r e t rouve r  l a  forme c l a s s ique  

v 

su r f ace  de p l a s t i c i t é .  

(Le cas  1 correspond b i en  à l a  l i m i t e  du cas  1 ' lo rsque  f- 1 ) 

(Le cas  2 n ' e s t  pas une s i n g u l a r i t é  pour l e  cas  2 '  ) . 



La l i m i t e  du cas 2'  lo rsque  - / d 2  s ' o b t i e n t  faci lement  : 

Rappelons : 7 .  = ?[y) 
L'analyse de l ' asymptote  oedométrique s e  f a i t  de l a  même façon 

que c e l l e  exposée au  paragraphe 6-2. 

- équat ion de 1 'asymptote oedométrique : 

- r e l a t i o n  e n t r e  e t  Y su r  l ' a symptote  oedométrique. 

cas 2'  : 2 B 
Y =  

. . -- 

2 )  ExAe~nion -___-_-_-_-_______----- - - - - - - - - - - -  de l a  Xhéohie de CambtUdge en p l a f i d é  non 6Xandand. ....................... 

La seconde voie  t héo r ique  explorée c o n s i s t e  à conjuger l e s  

cas  1 '  e t  2 '  en u t i l i s a n t  un des deux comme s u r f a c e  p l a s t i q u e  p a * e t  

l ' a u t r e  comme p o t e n t i e l  p l a s t i q u e  F e t  inversement.  Ce seront  l e s  cas  3 

De façon généra le  l a  l o i  p l a s t ique  e s t  d é f i n i e  p a r  : 

- l a  su r f ace  p l a s t i q u e  : 



- l e  p o t e n t i e l  p l a s t i q u e  des  déformations : 

F I P I ~ ~ ~ P )  = O  " - 4 ~  3 P  E;; - - 
JE; 

Comme pour l a  p l a s t i c i t é  s tandard  (A P' on peut e x p l i c i t e r  l a  

l o i  incrémentale : 

Deux cas  peuvent a i n s i  ê t r e  c o n s t r u i t s  

cas  3 : e s t  donné pour  l e  cas 1 ' avec 2 ( =  bk 
F e s t  d o n ~ é  pour  l e  cas  2 ' avec f = r d  

cas 4 e s t  donné pour  l e  cas  2 '  avec r= rh 
e s t  donné pour  l e  cas  1 '  avec Y *  

Quant à 1' asymptote oedométrique e l l e  e s t  d é f i n i e  par  : 

cas 3 c =e, -AC&[-r;)+A l* 

P 2 

cas 4 

e = e, 
Ix - k> 

h t h -  L d + L .  kg Y l k ~  [ n2;;')) 



3 )  Réa&& - - - - - - - - - 

Le tableau suivant donne les valeurs de y qui permettent de 

simuler l'écart h expérimental entre les courbes de consolidation isotrope 

et oedométrique pour les cas 1' et 2'. 

On remarquera des valeurs de a satisfaisantes qui conduisent à 

3-a des valeurs Ko = - 2a+3 comprisent entre 0,57 et 0,50 en accord avec les 

valeurs courantes données dans la littérature. Malheureusement les valeurs de 

se révèleront trop grandes pour les simulations d'expansion de cylindre 

creux. De façon générale leur courbe de variation est forte dans le domaine 

de a concerné. 
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KAOLIN II 

0 ,039 

933 

049 

8 32 

0,75 

5 $5 

0,64 

4 ,9 

0,69 

KAOLIN 1 
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0,73 
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CHAPITRE 7 

ETUVE D'ESSATS P' EXPA,VSZON DE CAVITE 

CYLlNVRi~UE EN LABORATOIRE ET IN SITU. 

C e t t e  étude théor ique  e t  expérimentale a  pour o b j e t  1 ' i n t e r p r é t a t i o n  

de l ' e s s a i  p ress iomét r ique .  

Il e x i s t e  actuel lement  deux techniques pour r é a l i s e r  c e t  e s s a i  

ë.'expansion de c a v i t é  cy l indr ique  : l ' e s s a i  c l a s s ique  de MENARD e t  

1 ' e s s a i  au to fo reu r  de JEZEQUEL. Les r é s u l t a t s  sont  sensiblement d i f f é r e n t s .  

nous n 'en donnons pas l ' e x p l i c a t i o n .  

Il s ' a v è r e  que no t r e  étude s ' adap te  a u  pressiomètre  au toforeur  

qui donne des r é s u l t a t s  analogues à ceux que nous avons obtenus en  

l a b o r a t o i r e  p a r  des e s s a i s  d 'expansion de cy l ind re  creux en kao l in  s u r  

l ' a p p a r e i l  " t r i a x i a l " .  Pour ces  deux e s s a i s  une modél isat ion de type  

déformation p lane  en condi t ion  non dra inée  appl iquée à l a  t h é o r i e  de 

1 'Ecole  de Cambridge e s t  l a  même e t  semble b i e n  adaptée à l a  r é a l i t é .  

7 . 7  - E.ilodéRination d u  u a a i n .  

C e t t e  modél isat ion s e  fonde s u r  deux types d ' e s s a i  qui  son t  

d 6 t a i l l é s  p l u s  l o i n  : 

- e s s a i  d 'expansion d 'un  cy l ind re  creux en c e l l u l e  " t r i a x i a l e " .  

Un c y l i n d r e  creux e t  consol idé  à l a  p re s s ion  i s o t r o p e  1: p u s  

r e l âché  à l a  p re s s ion  i so t rope  1); . 

L ' e s s a i  d 'expansion c o n s i s t e  à i n j e c t e r  progressivement de l ' e a u  

dans l a  c e l l u l e  i n t é r i e u r e ,  en y mesurant l a  p re s s ion  /P , tout en  maintenant 

l a  p re s s ion  e x t é r i e u r e  à s a  va leur  i n i t i a l e  ,' . Par a i l l e u r s  t o u t e  P 
déformation v e r t i c a l e  e s t  empêchée p a r  blocage du p l a t e a u  de l a  p re s se  
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" t r i a x i a l e " .  L e  c i r c u i t  de drainage e s t  maintenu fermé. 

F igure  1 - 
Schéma de l a  c e l l u l e  c r euse .  

- e s s a i  i n  s i t u  a u  pre-ssiomètre au to fo reu r .  

Le p re s  s i o n è t r e  au to  foreur e s t  un ensemble modulaire s o l i d a i r e  

cy l indr ique .  A s a  base il comprend un module qui e f f e c t u e  l e  forage du 

s o l .  Le module in t e rméd ia i r e  e s t  l a  sonde pressiométr ique c o n s t i t u é e  

p a r  une c e l l u l e  d i l a t a b l e .  Le module sup6r ieur  regroupe un système 

min ia tu r i s é  hydraul ique .  

On suppose un é t a t  p l a n  de déformation à symétrie p o l a i r e  de pole  O . 



Dans ces  condi t ions  l 'ensemble des grandeurs pu problème sont  

fonct ions des seu les  v a r i a b l e s  4 e t  t ( l e  temps) .  

Les fonc t ions  de déplacement t o t a l  e t  incrémental  s ' é c r i v e n t  : 

En p e t i t e s  pe r tu rba t ions  l e  t enseu r  des déformations devien t  : 

avec : 

La l o i  de comportement incrémentale  de 1 'Ecole  de Cambridge é t a n t  

i s o t r o p e ,  l e s  repères  pr inc ipaux des c o n t r a i n t e s  e t  déformations incrémentales  

son t  confondus e t  on peut  a n t i c i p e r  : 

Enfin,  s i  l ' e s s a i  d 'expansion de cy l ind re  creux e s t  vér i tablement  

non d ra iné ,  nous supposons q u ' i l  en e s t  de même pour l ' e s s a i  p ress iomét r ique .  

Nous écartons donc de n o t r e  étude l e s  e s s a i s  p r e s s i o m é t r i q u e l e n t s  ( d i t s  

d ra inés  ) . 



2 )  Equativ~n du ptroblème. - ----------- -------- 

En reprenant  l e s  équations d ' é q u i l i b r e  du s q u e l e t t e  f i c t i f  en coordonnées 

p o l a i r e s  e t  dans l e  cas  p ré sen t  de symétr ie  il v i e n t  une équat ion unique : 

o u  b ien  encore : 

Les e s s a i s  n ' é t a n t  pas  d ra inés  il f a u t  exprimer l a  non v a r i a t i o n  de 

volume : 

fII  e €, = a  

e t  d 'après  l e s  r e l a t i o n s  ( 1 ) on en conclu t  : - u P t  hl = ff k) 
a 

3) Condi;tiuMn aux finite~. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

L ' i n j e c t i o n  d 'un volume d ' eau  é lémenta i re  I V  dans l e  t r o u  cy l indr ique  

i n t é r i e u r  e n t r a i n e  pour l e  déplacement incrémental  en boidde t r o u  IR = a) : 

A c e t t e  cond i t i on  commune aux deux e s s a i s  il f a u t  a j o u t e r  : 

- pour l e  c y l i n d r e  creux : 

p u i s  que 



- pour l ' e s s a i  p ress iomét r ique  : 

Remarquons t o u t  de s u i t e  que l e s  r e l a t i o n s  ( 5 ) ,  ( 6 )  e t  (9) impliquent : 

Dans l e  cas  de l ' e s s a i  d r a i n é  que nous n 'é tudions  pas ,  l a  condi t ion  

de non v a r i a t i o n  de volume e s t  remplacée p a r  1' équat ion de consol ida t ion  qui  

s ' é c r i t  en coordonnées cy l indr iques  : 

C e t t e  r e l a t i o n  suppose une pe rméab i l i t é  i s o t r o p e .  

E l l e s  s o n t  d i f f é r e n t e s  pour 1 'un e t  l ' a u t r e  e s s a i s  envisagés .  

- pour l e  c y l i n d r e  creux : 

L ' é t a t  i n i t i a l  e s t  i s o t r o p e  e t  l a  p re s s ion  i n t e r s t i t i e l l e  n u l l e .  

ki= 0 

- pour l e  pressiomètre  

Le système d 'au toforage  Par broyage e t  évacuation du s o l  e s t  peu 

pe r tu rba t eu r .  Pour c e t t e  r a i s o n  nous supposons que l ' é t a t  i n i t i a l  du s o l  

s o l  e s t  c e l u i  du massif semi-inf ini  au  repos .  Au iiiveau moyen de l ' e s s a i  nous 

admettons : 



k, e s t  appelé  c o e f f i c i e n t  de t ransmiss ion  des t e r r e s  au  repos .  

7.2- AppLLcaLion d e  La t h é o d e  d e  l ' E c o &  d e  Cambddge 

Etudions successivement l a  phase é l a s t i q u e  e t  l a  phase é l a s to -  

p l a s t i q u e .  

7 1  P h a e  ------------ é l a t i q g g .  

Reprenons l a  formule (34)  du c h a p i t r e  ( 1) : 

Le r é s u l t a t  e s t  immédiat : - - 1 
- - D z  - vî*) Q 

4 2  

e t  on remarquera pour c e t t e  phase é l a s t i q u e  : 

- 

l i 1 i n t é g r a t i o n  des r e l a t i o n s  ( 1 4 )  p a r  rappor t  à U Ia) conduit  à : 



D ' après  ( 14 ) l a  r e l a t i o n  d ' é q u i l i b r e  ( 3 )  dev ien t  : 

ce qui  implique : 

- pour l e  cy l ind re  creux on d o i t  avo i r  pour (2 = b : 

- 1  r* [ b )  = r, 16) - = O  

donc - 
0 (4) 9 - ü(b) = - % - Üf.) - d a  

- pour l e  pressiomètre  il s u f f i t  de f a i r e  tendre  6 ve r s  l ' i n f i n i  : 

La l o i  d 'expansion cherchée e s t  donnée Pour JI=* : 

- pour l e  cy l ind re  creux : 

- pour l e  pressiomètre  : 

Les r e l a t i o n s  ( 17) e t  ( 18) r ep ré sen ten t  t o u t e s  des d r o i t e s  confirmées 

pa r  1 ' expérience.  



2 )  P h a e  -------------  Zlatdo-pXafique.  ----- -- 

~ ' e n t r é e  en p l a s t i c i t é  a  l i e u  en bord de t r o u  lo r sque  l e  c r i t è r e  e s t  

a t t e i n t  c ' es t -à -d i re  pour : 

cas  1 

ca s  2 

D'après l a  d é f i n i t i o n  de 4 on en dédui t  l a  va l eu r  va(,,, (4)  qui 

l i m i t e  l a  d r o i t e  é l a s t i q u e  s u r  l a  courbe pressiornétrique : 

Dans l e  cas  du c y l i n d r e  creux il s u f f i t  de poser  = dans l a  

r e l a t i o n  ( 20). 

Etant  d o n n h l a  forme complexe de l a  l o i  incrémentale  é l a s to -p l a s t ique ,  

nous ne sommes pas a r r i v é  à une forme ana ly t ique  de l a  l o i  pressiométr ique 

dans l a  phase é l a s to -p l a s t ique .  Ce dé fau t  grave de l a  t h é o r i e  nous empêche 

de déterminer  analytiquement l a  p re s s ion  l i m i t e ,  asymptote de l a  l o i  pressiomé- 

t r i q u e .  Une r é s o l u t i o n  numérique s u r  o rd ina t eu r  s ' e s t  donc avérée néces sa i r e .  

Son schéma e s t  l e  su ivant  : 

a - détermina t ion  de l ' é t a t  du  matér iau en l i m i t e  d ' é l a s t i c i t é  c a r a c t é r i s é  

= t  =r 3 

par YVra y un y ' (p l  
pour un ensemble de N po in t s  s u r  l ' a x e  A . 



- - 7 

- 4  - 
b - Calcu l  pour ces  p o i n t s  de r ?i p a r t i r  de l ' incrément  E en  u t i l i s a n t  

l a  l o i  é l a s to -p l a s t ique .  La matr ice é l a s to -p l a s t ique  e s t  déterminée à 

p a r t i r  de 1 ' é t a t  a c t u e l  du matér iau.  

c  - I n t é g r a t i o n  numérique de l ' é q u a t i o n  d ' é q u i l i b r e  (4) p a r  l a  méthode de 

quadrature de Gauss en  5 p o i n t s .  

d  - Déterminat ion de l ' é t a t  a c t u e l  des N p o i n t s .  

dé itération s e  pour su i t  en reprenant  l e  processus à l a  phase 6 . 
Expl ic i tons  l a  méthode d ' i n t é g r a t i o n  numérique de l ' é q u a t i o n  d ' é q u i l i b r e .  

Il s ' a g i t  de c a l c u l e r  : 

En cho i s i s san t  l e  nombre de po in t&ul t ip l e  de 6 décomposons 1 ' i n t é g r a l e  : 

ut6 

e f f ec tuons  pour 

. 
c t l  ( B'%;+J 

chaque i n t é g r a l e  L; l e  changement de v a r i a b l e  d é f i n i  p a r  : 

L ' i n t é g r a l e  T;' devient  : 



La méthode de quadra ture  de Gauss en  c inq  po in t s  c o n s i s t e  à approximer 

ia fonc t ion  r é e l l e  à i n t é g r e r  par  un ~o lynôme  de degré 9 passan t  p a r  5 po in t s  

de l a  fonc t ion  r é e l l e  e n t r e  l e s  bornes d ' i n t é g r a t i o n .  

La p r é c i s i o n  opt imale du  résultat e s t  donnée pour l e s  c inq  va l eu r s  Od' 
de 1 ';) du t a b l e a u  ci-dessous. L ' i n t é g r a t i o n  exac te  de ce polynôme conduit  

au  r é s u l t a t  su ivant  : 

Tableau - Abcisses e t  c o e f f i c i e n t s  de pondérat ion 

pour l e s  formules de quadrature de Gauss 

( s e l o n  ZIENKIEWICZ [ 14 1 )  

Le mode o p é r a t o i r e  de l ' e s s a i  comprend l e s  é t apes  su ivan te s  : 

~3 ) Préconsol ida t ion  ---------------- 

E l l e  e s t  analogue à l a  p répa ra t ion  de l ' é c h a n t i l l o n  oedométrique. 

Le moule de préconsol ida t ion  e s t  cependant de dimensions p l u s  grandes 

cn rappor t  avec l e s  dimensions du cy l ind re  creux à ob ten i r .  Il comporte en 



o u t r e ,  comme on peut l e  cons t a t e r  s u r  l a  f i g u r e  ci-dessous,  un cy l ind re  

i n t é r i e u r  d ra inan t  q u i  a  pour but  d ' a c c é l é r e r  l e  temps de préconsol ida t ion  

par  réduct ion  de l a  longueur maximale du chemin de drainage.  Le d i s p o s i t i f  

permet également d ' o b t e n i r  un é c h a n t i l l o n  p lus  homogène quant à s a  t eneu r  en eau. 

Enfin il f a c i l i t e  l ' u s i n a g e  d u c y l i n d r e  i n t é r i e u r  avec un remaniement minimum. 

pap ie r  f i l t r e  

Echant i l lon  

membrane a d i t e x  
poreuse 

p i e r r e  poreuse 

é c h e l l e  113 I 

F igure  2 - Appare i l  de préconsol ida t ion  

du cy l ind re  creux 



b) Usinage du cylindre creux ----- ------------------- 

Le surfaçage des bases du cylindre et la surface extérieure sont 

obtenus selon les classiques du cylindre plein. 

Le cylindre creux est usiné sur un tour au moyen d'une trousse coupante 

en rotation ( 100 tours/mn) . 

c )  Nise en place en cellule triaxiale .................................. 

Cette opération est decrite par les schémas successifs de la figure 4 

d) Saturation et consolidation isotro~e .................................. - 

L'échantillon lui-même est saturé. Il s'agit en fait de saturer d'eau 

les tuyauteries et de faire échapper les pellicules d'air qui peuvent exister 

entreles membraneset $'échantillon. Pour cela l'échantillon est soumis à une 

pression isotrope de l'ordre de 0,2 bars et le circuit de drainage est maintenu 

ouvert. 

Ensuite intervient la phase de consolidation isotrope à la pression 

totale p choisie jusqu'à annulation de la pression interstitielle. 

e) Essai d'ex~ansion du cxlindre creux ---------- ----------- ------------ 

Le circuit de drainage de l'échantillon est fermé et on procède à 

l'injection de petits volumes d'eau dans la cellule intérieure par l'inter- 

médiaire d'unvérin à vis étalonné. 

La plage utilisée pour le vérin est invariable après rattrapage du 

3 jeu. Il y correspond une injection de 1,1 cm par tour avec une erreur de 

l'ordre de O,2 cm3 sur 20 tours. Le circuit d'injection est celui prévu pour 

les essais classiques non drainés. Il comprend en conséquence une tuyauterie 

rigide qui élimine tout problème de variation parasite de volume par dilatation 

On peut estimer rapidement l'erreur de mesure sur E faite après 20 tours 

ce qui correspond au maximum atteint pour nos essais. 



Fig. 3 

SCHEMA DE MONTAGE DE LEPROUETTE 



Fig. 4 
!. 

A 

FV pP' x. nr i '.:Pq@!/VE TTE 



3 avec: 16~1 = 2 2 c m  ; l~ôVl=0,2crn 3 

h = 12,5 cm ; (A h(=0,5 mm 

a = 1,75 cm ; I A  al=0,5 mm 

d'où une erreur de l'ordre de 7 % pour la déformation totale maximale 

atteinte. 

La mesure de la pression de la cellule intérieure est effectuée pour 

chaque palier d'injection de volume à 30", 60" et 90". La valeur instantanée 

s'est révélée trop fluctuante car dépendante de la rapidité d'injection. 

Or l'injection de volume se fait par rotation manuelle du vérin et dans 

ces conditions il est difficile de respecter une vitesse constante d'injection 

à chaque palier . Ces mesures ont été faites au moyen d'un capteur ne 
perturbant pas de façon significative la variation de volume. L'erreur totale 

de détermination de la pression est de l'ordre de 0,1 % à pl-eine échelle 

(pour 10 bars). 

2 ) Phéb & W o n  ef andyb Q d a  héh&-ath. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ----------------- 

Sept essais d'expansion de cylindre creux (kaolin II) ont été réalisés. 

Leurs caractéristiques sont données dans le tableau suivant. 



La tentative d'une détermination des paramètres y à partir du décalage A 

des courbes de compressibilité oedométrique et isotrope s'avère négative pour 

les simulations. Les valeurs de y déterminées sur les graphes des pages 113 à 118 

sont en effet trop grandes. Trop divergentes, les simulations qui en résultent 

n'ont pas été représentées parmi les courbes qui suivent. L'essai théorique n'est 

cependant pas à rejeter car il se révèle satisfaisant pour les simulations 

pressiométriques. Le nombre réduit d'essai de compressibilité (surtout isotrope) 

en tâche la validité de A et par conséquent des valeurs de y sensibles à A . 

No de 
l'essai 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Simulation 1 : cas 1 avec y = 1,6 

C'est la simulation la mieux adaptée globalement ( à  l'exception de l'essai 5 

sur lequel nous reviendrons). Il en sera de même pour le pressiomètre avec y du 

même ordre de grandeur. 

Pression de 
consolidation 
isotrope (bar) 

4 ,O0 

4 ,O0 

3,06 

4 ,oo 

4 ,O0 

4,12 

4,12 

pression initiale 
isotrope (bar) 

3 ,O5 

3,50 

3,06 

3 $8 

1 ,O5 

4,12 

4,12 

Observations 

Pas de palier de mesure à 90" 

Echantillon fortement érodé après 
une phase de saturation 
accélérée. 

i 

Cellule extérieure maintenue 
fermée par erreur jusqu'à E = 1%. 



Simulation 2 : cas 1 avec y = 1. --- 

C'est le résultat que donne la théorie classique de 1'Ecole de Cambridge 

modifiée cependant par l'introduction du comportement élastique déviatorique. 

Cette simulation se révèle systématiquement pessimiste quant à la valeur de la 

pression limite (comme pour le pressiomètre). 

Simulation5 : cas 2 avec y = 1 . 

Simulation globalement bien adaptée (ce sera encore une fois le cas pour 

le pressiomètre). 

Autres simulations. 
----A- 

Elles permettent de juger de l'influence de y sur le cas 2 (simulation 3 )  

et de comparer les simulations en ~lasticité standard et non standard. On remarquera 

que la pression limite est peu influencée par le potentiel plastique des déformations 

à surface plastique identique (simulation 2 et 4, 3 et 5 ,  6 et 8). Il est intéressant 

de considérer tout particulièrement les essais 4 et 5. 

Lors de la phase de saturation de l'essai 4, l'échantillon a été fortement 

érodé sur ses faces latérales (injection d'une pression trop forte dans le circuit 

de pression interstitielle). Une comparaison avec l'essai 1 montre qu'il s'en est 

suivi une forte diminution de la pression limite (4,6 bar à 4,l bar) et une 

augmentation de la pente de la partie linéaire de la courbe. Les simulations 

ont rendu compte du phénomène de façon relativement satisfaisante. Il a suffit 

de corriger les rayons intérieur et extérieur de l'échantillon en appréciant 

par mesure grossière les zones érodées. C'est peut-être 12 un espoir de 

pouvoir expliquer les divergences entre les essais pressiométriques type Menard 

et type Jezequel. 



L ' e s s a i  5 concerne un é c h a n t i l l o n  fortement surconsol idé  

( pc = 4 ba r  e t  pi = 1 b a r ) .  On c o n s t a t e  donc combien l a  t h é o r i e  n ' e s t  

pas  adaptée dans ce c a s  ce qui  confirme l e s  nombreux t ravaux déjà  e f f ec tués  

à ce  s u j e t .  Remarquons en f in  que l a  p re s s ion  l i m i t e  e s t  cependant correctement 

simulée. 



ESSRI D ' E X P A N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 

ESSOI 1 (CONSOLI DATlON 4. BRR 1 
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E S S R I  D ' E X P F I N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 
- K F I O L I N  II - 

ESSRI 1 (CONSOLIDRTION 4. BAR 1 

- POINTS EXPERIîiENTAUX 3 0  SECONDES 4- 
60 SECONDES X 

CONTRRINTE RRDIRLE EN BORD DE TROU (BRRI 
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E S S R I  D ' E X P R N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 
- K R O L I N  II - 



E S S R I  D ' E X P R N S I O N  DE C Y L I N D R E  C 
- K R O L I N  II - 

REUX 

ESSAI 2 [CONSOL IDAT ION 4. BUR 1 

- POINTS EXPERIHENTRUX 30 SECONDES + 
60 SECONDES X 

CONTRAINTE RADIRLE EN BORD DE TROU [BAR) 



E S S R I  D ' E X P R N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 
- KF lOL IN  II - 

ESSA 1 3 tCONSOLIDATION 3. BAR 1 

- POINTS EXPERIRENTAUX 3 0  SECONDES + 
6 0  SECONDES X 

CONTRAINTE RRDIALE EN BORD DE TROU (BAR1 



ESSRI D 'EXPRNSION DE CYLINDRE CREUX 
- KROLIN I I  - 

ESSAI 3 (CONSOLI DATION 3. BAR l 

- POINTS EXPERIUENTAUX 3 0  SECONDES + 
60 SECONDES X 

RUS Q 
CONTRAINTE RADIALE EN BORD DE TROU (BARI 



E S S F I I  D ' E X P R N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 
- K R O L I N  II - 

ESSAI  4 [CONSOLIDATION 4. BAR 1 

- P O I N T S  EXPERIMENTAUX 30 SECONDES + 
6 0  SECONDES X 
9 0  SECONDES A 

- SIMULATIONS : 

1 cas  1 = 1,6 
- 

2 c a s  1 Cambridge c l a s s i q u e  = 1 

3 c a s  2 = 2 

Re, Ri 

c o r r i g é s  

4 c a s  3 ( p l a s t i c i t é  non s t anda rd )  : = l ;  d = 2  

5 c a s  4 ( p l a s t i c i t é  non s tandard)  : = 2 ;  d = 1  
m 

6 c a s  1 = 1,6 R ~ ,  9. non c o r r i g é s  
1 

CONTRAINTE RADIALE EN BORD DE TROU [ B A R 1  
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E S S R I  D ' E X P R N S I O N  D E  C Y L I N D R E  CREUX 
- K F l O L I N  II - 

ESSAI 4 (CONSOL 1 DRT 1 ON 4. BAR 1 

- POINTS EXPERIUENTRUX 3 0  SECONDES f 
6 0  SECONDES X 
9 0  SECONDES X 

- SIMüLATIONS : 7 c a s  2 y  = 1 

8 c a s  3 ym = yd = 1 Re , R. c o r r i g é s  
1 

9 c a s 4  y = y d = 1  
m 

CONTRAINTE RADIALE EN BORD DE TROU tBAR1 



ESSRI  D y ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ o ~  DE CYLINDRE 'CREUX 
- K R O L I N  II - 

ESSRI 5 [CONSOLIDRTION 4. BRR 1 

- POINTS EXPERIMENTRUX 3 0  SECONDES + 
60 SECONDES X 

S., - SIMULATIONS : 

1 c a s  1  y =  1,6 

2 c a s  1  Cambridge c l a s s i q u  
( y = l )  

7. - 
3 c a s 2  y  = 2  

4 c a s  3 ( ~ l a s t i c i t é  non 5 
s t anda rd )  : y g 1 ;  yd=2 

6. - 5 cas  4 ( p l a s t i c i t é  4 . 
non s t anda rd )  : 
y, = 2; yd=l 

5.- 

4.- 

3.- 

2.- 

1.- 

O. 
~ d "  

I I 
1.5 2. O 2,s 3. 

I 

COKTRRLNTE RRULRLE EN BORU DE TROU IBRR 1 



E S S F I I  D ' E X P R N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 
- KROLIN II - 

ESSRI 5 (CONSOL 1 DATION 4. BAR I 

- POINTS EXPERIMENTAUX 3 0  SECONDES + 
60 SECONDES X 

CONTRAINTE RADIALE EN BORD DE TROU [BARI 
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E S S A I  D ' E X P A N S I O N  DE  C Y L I N D R E  CREUX 
- K R O L I N  I I  - 

E S S R I  6 [CONSOL I D R T  I O N  4. BRR 1 

- POINTS EXPERIBENTRUX 30 SECONDES + 
60 SECONDES X 



E S S R I  D ' E X P R N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 
- K R O L I N  II - 

ESSRI 6 [CONSOL IDRT ION 4. BRR J 

- POINTS EXPERIHENTRUX 3 0  SECONDES 4- 
6 0  SECONDES X 

8.- 9 0  SECONDES X 

7.- 

8 c a s 4  y = 1  
m 

6.- 

; - 5.- 

3 
O 
œ 
C 

LI 
O 

P 
Cr 4.- 
O 
a 
I 
u 
W 
J 
a 
c. 
O 

g 3.- 
Z 
O 
c-. 
C 
a 
s 
(L: 
O 
L 
W 
ci 2.- 

1. - 

, ,/+;j? 
i \ . /Li:  ,# 

O. 
2, ,,. 

4 . 0  " 
I I 

4. 5 5. O 5.5 I 
6. O 

CONTRFIINTE RADIALE EN BORD DE TROU (BRRI 

?\  
- SIMüLATIONS 6 cas 2 y = 1 

7 cas 3 y = yd =1 
m 

6 - 1 .  

%+ 



E S S R I  D ' E X P R N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 
- K R O L I N  II - 



E S S R I  D ' E X P F I N S I O N  DE C Y L I N D R E  CREUX 
- K R O L I N  II - 

ESSAI 7 tCONSOLIDRTION 4. BARI 

- POINTS EXPERIHENTAUX 3 0  SECONDES + 
60 SECONDES X 

CONTRAINTE RADIALE EN BORD DE TROU [BARI 



7 .4  - €&de exp&imevttde du ptte~~iornèZw aLLtoOotre~~. 

Le schéma du ~ressiornètre autoforeur est donné ci-dessous d'après la 

référence [ 2 5 ]  . 

Figure 5 - Schéma du pressiomètre autoforeur. 

Comme le souligne leurs auteurs, il est important de remarquer les 

caractéristiques suivantes à son sujet : 

- la trousse coupante est bisautée vers l'intérieur afin de limiter l'expansion 

latérale et donc le remaniement pendant la mise en place. 

- la remontée des sédiments de forage et du fluide d'injection se fait par 

l'intérieur et non entre la membrane et le terrain. 

- pendant la mise en place, la cellule fonctionne comme capteur de pression 

totale ce qui permet de suivre la qualité de la mise en place. 

L'essai proprement dit s'effectue à déformation controlée en injection 

à vitesse constante et continue. La pression totale est mesurée de façon 

quasi-continue. 



Les essais rapides, dits non drainés, se font à la vitesse d'injection 

3 de 100 cm par 10 minutes pour un volume utile initial de l'ordre de 1300 cm 3 

(longueur utile : 21 cm; diamètre : 89 mm). 

1 )  Site étudié : ------.----- 

De nombreux essais ont été effectués par le laboratoire des Ponts et 

Chaussées de St Brieuc sur le site de Cran dans la vallée de la Vilaine 

en aval de Redon. Le sol y est constitué d'une couche de 17 m d'argile molle 

sur des graves compactes. 

La coupe type du terrain et les caractéristiques géotechniques sont 

données figure 6 d'après la référence [26]. 

Figure 6 - Coupe de terrain du site de Cran et caractéristiques 
géotechniques. 

11 faut ajouter, d'après la même référence, qu'entre 8 et 17 m la 

cohésion drainée est nulle et l'angle de frottement interne vaut en moyenne 

34'. Pour cette même tranche des essais oedométriques donnent k = 0 ,22  et 

X = 0,347. Enfin on obtient également en moyenne un indice de plasticité 

de 47 % une limite de liquidité de 87 %. 



Ces deux derniers résultats peuvent être repportés sur la classification 

de Casagrande déjà donnée page 76 (figure 10). On peut constater ci-après 

combien ces valeurs sont a priori compatibles avec une application de la théorie 

de Cambridge. 

- Line ' A '  
PI -= O 73 ILL O 2 )  

Figure 7 - Eiément de compatibilité de l'argile de Cran 
(entre 8 et 17 m) avec la théorie de 1'Ecole de Cambri-dge. 

Un autre élément de compatibilité avec la théorie de Cambridge est 

donné par les valeurs moyennes suivantes (toujours par la couche située entre 

8 et 17 m). 

teneur en eau : Wm = 73 $ 

Cum = 0,28 bar 

or d'après les résultats de la page 77 on a par application de la théorie 

de Cambridge : 

on obtient effectivement Cu = 0,29 bar. 

2) Essais pressiométriques ....................... 

Deux essais pressiométriques effectués sur le site de Cran ont été 

extraits de la référence C241 pour simulations. Pour ces deux essais il a en 



effet été possible de connaitre toutes les données nécessaires à l'application 

de la théorie de 1'Ecole de Cambridge. 

TABLEAU 2 - Caractéristiques du sol au niveau 

des deux essais pressiométriques 

Caractéristiques 

Profondeur de 
l'essai (m) 

Niveau de la nappe 

(ml 

Contrainte verticale 
initiale ai (bar) 

v 

Contrainte verticale 
de préconsolidation 

O '  (bar) 
C 

Contrainte horizontale 
totale initiale 

ah. (bar) 

Teneur en eau 
initiale w 

A 

k 

l4J ' 
7 

Pressiomètre 1 

8,30 

O ,20 

O ,42 

0,90 

1,08 

60 % 

0,347 

O ,022 

34O 

Pressiomètre 2 

10,30 

O ,20 

0,54 

0,92 

1,30 

80 % 

0,347 

O ,022 

34" 



Les deux essais considérés sont figurés ci-dessous tels qu'ils se 

présentent dans la référence [24] : 

Pressiomètre 1 : (8 m 30) Pressiomètre 2:( 10 m 3 0 )  

Figure 8 - Essais pressiométrique:de Cran selon JEZEQUEL. 

(comparaison avec l'essai type MENARD). 

La détermination de 3 se fait 2 partir du module initial EL r A r , l4 )  

4 ( u w  /a) 
de la couche pressiométrique à simuler. D'après la formule (18)  de la pagel25 : 

avec C =  
3 [ l +  t:) g; 

L'essai 2 pose un problème car la contrainte r4 (a) totale 

horizontale initiale de 1,12 bar est manifestement trop faible et conduit à 



un module Ke = 0114 trop faible également. 

Ce résultat est d'ailleurs en dgsaccord avec le diagramme de la 

figure 9 dans lequel on peut constater 6 (a )  2 f,30 &k . 
Cette dernière valeur a été reprise pour la simulation de l'essai 2; 

c'est pourquoi les essais simulés et réels n'ont pas le même point de 

départ sur les courbes présentées dans la suite. 

Le module initial de la simulation de l'essai 2 est cependant 

le module donné par JEZEQUEL. Il conduit à une valeur de (confer tableau 3 )  

compatible avec celle relative à l'essai 1. 

O 1 2 3 

1 ressions totale  horizontales en1 bar 

Figure 9 - Diagramme de la contrainte totale horizontale 
a d'après JEZEQ,UEL [24]. r 

3 )  Calculs préliminaires aux simulations : ..................................... 

Les calculs ont pour objet de calculer la pression de consolidation ?'& 
et l'indice des vides eo sur la courbe de consolidation vierge à partir 



des va l eu r s  du t a b l e a u  2 selon l e s  ca s  é t u d i é s .  

a )  Calcul  de eo : 

La courbe oedométrique e s t  d é c r i t e  p a r  l e s  deux équat ions su ivantes  : 

d'où l ' o n  o b t i e n t  : 

Selon l e  cas  é t u d i é  on peut  déterminer  l a  va leur  de 2( e t  l a  

d i f f é r e n c e  4 qui  e x i s t e  e n t r e  l e s  courbes de consol ida t ion  oedornétriques e t  

i s o t r o p e s .   entrée dans l e s  abaques e t  

A =,a (4 s e  f a i t  à p a r t i r  de l a  connaissance de 

Km =  hi pour l e s  2 ca s  r e l a t i f s  à l ' e x t e n s i o n  de l a  t h é o r i e  

rl,; 
de Cambridge en p l a s t i c i t é  s tandard  (confer  abaques en f i n  de  c h a p i t r e ) .  

En d é f i n i t i v e  on peut déduire  : 

e, = E,-4 
b )  Calcul  de .PL 
Lors de l ' e s s a i  oedométrique l ' e n t r é e  en p l a s t i c i t é  s ' e f f e c t u e  pour 

(confer  p .  87) : 

La v a l e u r  de fr e s t  a l o r s  dédui te  p a r  l e  c r i t è r e  de p l a s t i c i t é  

se lon  l e  cas  é t u d i é  : 



Cas 1 : ----- 

cas 2 : ----- 

D'après le tableau 2 et ces calculs préliminaires on obtient : 

TABLEAU 3 

9 

Pressiomètre 1 

0,643 

0,161 

O ,021 

0,054 
-. 

O 

1,503 

1,471 

1,525 

1,6 

0,85 

1 

1,237 

1,141 

1,485 

D 

e, 

11 

I'G 
( ' ~ 9  

Pressiomètre 2 

O, 537 

0,158 

O ,04 1 

O ,064 

O 

2,022 

2,000 

2,063 

2,1 

1 ,O5 

1 

1,172 

1,108 

1,531 

cas 1 

cas 2 

Cambridge 
classique 

cas 1 

cas 2 

Cambridge 
classique 
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Les courbes pressiométriques et les courbes d'évolution de la pression 

interstitielle en bord de trou sont figurées pages 157 à 160. Les résultats 

numériques complets sont rassemblés en fin d'ouvrage. 

L'ensemble des simulations pressiométriques se ré~~kle bien adapté 

à la réalité. Certes le nombre d'essais simulés est restreint mais compensé 

par des similitudes de résultats avec les essais d'expansion de cylindre 

creux. 

Expérimentalement l'allure des courbes obtenues jutifie bien la 

mise en parallèle de ces deux types d'essai. Les stades successifs de 

l'évolution de la déformation en bord de trou sont du même ordre de 

grandeur. 

L'encadrement des courbes expérimentales par les diverses simulations 

est globalement identique à celui relatif aux cylindres creux : 

- le cas 1 avec y = 1 (~ambrid~e classique) se révèle systématiquement 

pressiomètre. 

- les deux meilleures simulations sont réalisées par le cas 2 avec 

y = 1 et surtout par le cas 1 avec y de l'ordre de 1,6 - 2 . 

Les courbes d'évolution de la pression intersittelle en bord de 

trou sont intéressantes car elles répondent assez bien aux constatations 

de JEZEQUEL [24] d'après des mesures effectuées : 

AU est de l'ordre de 0,5. - à la pression limite le rapport - 
Aar 



- la pressiori interstieielle en bord de trou diminue parfois 

légèrement au début de l'essai. C'est précisément le cas 

pour le simulation la mieux adaptée (cas 1 avec y 1 , 6 )  

avec, peut-être, plus d'ampleur que dans la réalité lorsque 

cela se produit. 

Remarquons enfin que l'entrée en plasticité s'effectue (confer 

résultats numériques en fin d'ouvrage), pour les deux essais simulés, 

dans le domaine de surconsolidation ( > M) . C'était le cas pour 
P 

lequel les simulations de l'essai d'expansion de cylindre creux (essai 5 )  

s'étaient révélées les moins adaptées. Le problème soulevé resteen 

suspens. 
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CONCLUSION 

Les essais d'expansion de cavité cylindrique dans les sols argileux 

normalement consolidés ou faiblement surconsolid6ç peuvent être simulés de 

façon satisfaisante à partir de la théorie de l'élastp-plasticité de 

1'Ecole de Cambridge. Pour y parvenir il a fallu introduire à partir de 

la théorie classique : 

- un comportement déviatorique élastique non linéaire qui permet 

de rendre compte de la partie linéaire du début des courbes d'expansion. 

- une généralisation des équations définissant les diverses surfaces 

plastiques à partir d'une généralisation de la fonction de dissipation 

(en plasticité standard ou non). La tentative de déterminer les nouveaux 

paramètres créés au moyen du décalage A entre les courbes de compressibilité 

oedométrique et isotrope s'est révélée être un demi-échec (cylindre creux) 

ou un demi-succès (pressiomètre) . 
Le résultat de ce travail ne peut avoir d'intérêt sans un prolongement 

que nous concevons dans trois directions : 

- exploitation de la théorie à partir d'essais pressiométriques pour les 

calculs de fandation. Cette voie est importante pour le praticien qui utilise 

cet essai in situ de façon assez répandue. L'intérêt est grand car la théorie 

à laquelle nous nous sommes délibérément attachés comporte un nombre réduit 

de paramètres (eo, A ,  k, , 4' , y ) . C'est d'autre part un schéma élasto- 
plastique qui peut etre (en petites perturbations) facilement intégré aux 

programmes d'éléments finis courants. 



- Amélioration théorique de la loi de Cambridge. Nous pensons au problème 

de la détermination M de la surface plastique qui se limite à deux valeurs 

(poussée et butée). Une variation continue de M devrait pouvoir être 

envisagée. La même question se sose au niveau du comportement dit élastique. 

Cette loi du type ds = A do se fonde sur une seule dgtermination de A à 

partir de la pression moyenne, L'approfondissement de ce problème nous 

conduirait peut-être à l'abandon de la théorie élasto-plastique de 

Cambridge pour une mécanique incrémentale plus complexe du type de celle 

développée notamment à Grenoble [27] . En l'état actuel des choses le 
débouché pratique en serait d'autant plus difficile. 

- ~éfinition statistique des  aram mètres de la loi de Cambridge à partir 

d'essais pressicmétriques. Cette mécanique statistique serait fondée sur 

les techniques d'identifications développêes par les automaticiens et 

utilisées maintenant dans de nombreux domaines (~écani~ue du vol par 

exemple). Le critère d'identification J représenterait l'gcart moyen au 

sens d'une fonctionnelle quadratique entre un ensemble d'essais pressiorné- 

triques et l'ensemble des simulations correspondantes : 

N : nombre d'essais; P : nombre de points par essais 

r (i) : pression en bord de trou expérimentale. 
j 

*(i) r : pression en bord de trou simulée. 
j 

Q(i) : facteur de mise h échelle permettant une pondération de l'importance 

des essais entre eux. 



L'identification consisterait alors à déterminer le paramètre 

{plT = { e  X ,  k, v ,  M, y) qui minimise J en résolvant par gradient 
O ' 

aJ conjugué (par exemple) le système --- - - 0 .  
a {pl 

Un filtrage de Kalman [28] peut même être mis en oeuvre  réala able ment 

à l'identification en vue d'éliminer l'incertitude des mesures et une 

certaine incertitude due à l'inadaptation du modèle. Il permet de donner 

une première estimation des paramètres pour le schéma d'identification. 

Une telle méthode systématiserait l'élaboration de formules du 

type de celles que Menard a appliquées pour l'exploitation de son pressiomètre. 



ANNEXE - FORMULATION DU PROBLEBlE EN VUE D'UNE 

RESOLUTION PAR LA FIETHODE DES ELEFIENTS F I N I S .  

La méthode des éléments finis connait un développement considérable 

dans les sciences de l'ingénieur. Elle permet en particulier une résolution 

complète de problèmes caractérisés par ; 

- une et des conditions aux limites variées et complexes. 

- un couplage de plusieurs phases à comportement non linéaire. 

- de grands déplacements et éventuellevent de grandes déformations. 

Les grands ouvrages de Génie-Civil exigent de plus en plus qu'on 

se pose les problèmes dans cette complexité afin de mieux satisfaire des 

critères de sécurité et de coût qui sont à la mesure de l'importqnce de 

ces réalisations. 

La modélisation biphasique des sols argileux et la loi de 

comportement de 1'Ecole de Cambridge pour le squelette sont suffisamment 

élaborées pour justifier l'emploi de cette méthode de calcul. 

ZIENKIEWICZ [ 2 0  1 est le premier, à notre connaissance, qui a appliqué 

ce type de problème. ~écemment d'autres chercheurs [21 ] ont appliqué 

le modèle élasto-plastique de 1'Ecole de Cambridge au calcul d'un 

remblai expérimental. 

Le problème variationpel et sa discrétisation par éléments finis 

sont présentés de façon complète pour le milieu biphasique à squelette 

non linéaire aussi bien à court terme qu'à long terme en petites perturbations 

Le même problème est envisagé dans le cadre des grands déplacements 

et grandes déformations à court terme seulement. Ce dernier point semble être 

prometteur pour les analyses de plus en plus fines du comportement pressiomé- 

trique à court terme par exemple. 



Signalons e n f i n  que l e s  non l i n é a r i t é s  d ' o r d r e  rhéologique e t  

d ' o rd re  géométrique ne sont  pas fondamentalement d i f f é r e n t e s  quant à l e u r  

t r a i t emen t  numérique p a r  l a  méthode des éléments f i n i s .  

A 1 - FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME EN PETITES PERTURBATIONS 

Nous reprenons i c i  l a  formulat ion type  donnée par  CHAMBON [ 3 1 

sans  nég l ige r ,  pour n o t r e  p a r t ,  l e  terme de compres s ib i l i t é  de l ' é q u a t i o n  

(23)  de l a  conso l ida t ion  donnée au c h a p i t r e  3. Les condi t ions  aux l i m i t e s  

s e ron t  données en c o n t r a i n t e s  t o t a l e s .  

1 )  Rappel du système d ' équa t ions  d i f f é r e n t i e l l e s  à résoudre ( ~ r o b l è m e  1) ___--_-----_--_-__--------------_------_---------_------.------------- 

Ce système e s t  c o n s t i t u é  par  l e  couplage de l ' é q u a t i o n  d ' é q u i l i b r e  

du s q u e l e t t e  e t  de l ' é q u a t i o n  de l a  conso l ida t ion .  

- équat ion d ' é q u i l i b r e  du s q u e l e t t e  : 

2 
On cherche l a  fonc t ion  v e c t o r i e l l e  U des  déplacements incrémentaux 

O 

d é f i n i e  s u r  l e  domaine % t e l l e  que pour t o u t  x ;  e ?! on a i t  : 

On suppose pour l ' i n s t a n t  que l e s  condi t ions  aux l i m i t e s  sont  
O 

données en c o n t r a i n t s  incrémentales  e f f e c t i v e s  s u r  ? . e t  en déplacements 
b 

L 

incrémentaux s u r  f de facon que rd U ce s r0 
* - # . ' r e s t  l a  f r o n t i è r e  du domaine é t u d i é .  Ainsi : cerl 4 - 



- équat ion de l a  consol ida t ion  : 

On cherche une fonc t ion  s c a l a i r e  y ( p o t e n t i e l  hydraul ique ) 
O 

t e l i e  qu 'en t o u t  po in t  xi 6 P. : 

O 

avec des condi t ions  aux l i m i t e s  qui  sont  l e s  é q u i p o t e n t i e l l e s  s u r  fi e t  
O 

l e s  l i g n e s  de courant  s u r  r&, avec 

s u r  (~4.) 

Avant de pas se r  à une formulat ion v a r i a t i o n n e l l e  de ce  problème 

il e s t  i n t é r e s s a n t  de donner une formulat ion qu'on appelera  i n t e rméd ia i r e .  

E l l e  s e  dédu i t  de c e t t e  première formulat ion de façon assez  simple. 

En ce qui  concerne l ' é q u i l i b r e  du s q u e l e t t e  e l l e  t r a d u i t  directement  l e  

théorème des t ravaux v i r t u e l s .  

2 )  Formulation in te rmédia i re  (problème 11) ....................................... 

~ é t a i l l o n s - l a  pour l ' é q u a t i o n  d ' é q u i l i b r e  : 
4 

. S o i t  b (J une v a r i a t i o n  v i r t u e l l e  de déplacement admissible  c ' es t -à -  

d i r e  un champ de déplacement cont inu  à dé r ivée  de c a r r é  sornmable 131 tel 

sû=, O 

que s u r  p, . 
On peut  é c r i r e  à p a r t i r  de l ' é q u a t i o n  d ' é q u i l i b r e  : 



d'où 

En t ransformant  l e  premier terme de c e t t e  i n t é g r a l e  de volume en i n t é g r a l e  
O 

de su r f ace  e t  compte t enu  du f a i t  que $ Ü= o s u r  P! il v i e n t  : 

On o b t i e n t  a i n s i  l a  formulat ion du problème q u ' a u r a i t  directement 

donnée l e  théorème des déplacements v i r t u e l s  . 
. Pour l ' é q u a t i o n  de l a  consol ida t ion  l a  formulat ion e s t  l a  su ivante  : 

K~ - ?A, JV ( 3 )  

P. 3%; 3 x 7  

6% fonc t ion  s c a l a i r e  cont inue ,  à dér ivée  de c a r r é  sommable, e t  

n u l l e  s u r  G' . 
En résumé l e  problème in t e rméd ia i r e  c o n s i s t e  à t r o u v e r  l e s  
d 

fonc t ions  u e t  (P v é r i f i a n t  l e s  condit ions aux l i m i t e s  r e spec t ives  
O O 4 

s u r  P e t  r ,  e t  t e l l e s  que pour t o u t e s  fonc t ions  $0 e t  d t  
respectivement n u l l e s  s u r  e t  pl0 l e s  r e l a t i o n s  ( 2 )  e t  ( 3 )  

s o i e n t  v é r i f i é e s .  précisons b i e n  que l e s  problèmes (1) e t  ( I I )  sont 

équiva len ts .  



3)  Formulation v a r i a t i o n n e l l e  .......................... 

. Pour l e  s q u e l e t t e  : 

In t roduisons  l a  fonc t ionne l l e  : 

(4 
4 

d é f i n i e  pour 6 A s Û e t  60 % O  s u r  ho . 
Puisque ci; { e s t  symétrique e t  compte tenu  de ( 2 )  on 

o b t i e n t  : 

S i  l 'on s e  r é f è r e  à l a  l o i  de Cambridge s tandard ,  e t  [ D C ~ ]  sont 

des mat r ices  symétriques d é f i n i e s  p o s i t i v e s  c ' es t -à -d i re  : 

* / 

La conséquence e s t  a l o r s  immédiate : Ü minimise Tls) . 
Le problème v a r i a t i o n n e l  e s t  donc de t rouve r  l a  fonc t ion  7- qu i  

v é r i f i e  l e s  condi t ions  aux l i m i t e s  e t  qui  minimise l a  fonc t ionne l l e  (4). 

En o u t r e  [221 s i  : 

on démontre a l o r s  l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  de l a  s o l u t i o n .  

I l  s ' avè re  p lus  i n t é r e s s a n t  d 'exprimer l e s  condi t ions  aux l i m i t e s  

en c o n t r a i n t e s  t o t a l e s  : 



La formule exprimant le théorème des déplacements virtuels s'écrit alors : 

La nouvelle fonctionnelle à minimiser est la suivante : 

. pour l'équation de la consolidation : 
La fonctionnelle à minimiser est alors la suivante : 

en effet en posant : /: (Pc )I <) il vient compte tenu de ( 3 )  : 

or K , la matrice des perméabilités, est sImétrique définie positive 

donc la solution (P cherchée minimise ( 5 )  . 

De la même façon que précédemment, on démontre que si : 

alors la solution existe et est unique. 

Le problème variationnel est donc formulé pour le couplage 

des deux phases et permet une résolution approchée par la méthode des 

éléments finis. 

A 2 - FORMULATION APPROCHEE PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

Résumons le problème variationnel à résoudre. Il s'exprime de 

façon unique pour les deux fonctionnelles. Il s'agit de trouver , véri- 

fiant les conditions aux limites sur r et minimisant : 
'1 r 



4 

avec : 

Sans e n t r e r  dans t r o p  de d é t a i l s ,  l a  méthode des éléments f i n i s  

cons i s t e  à minimiser l a  fonc t ionne l l e  pour une c l a s s e  de fonc t ion  1, 
appartenant  à un espace v e c t o r i e l  f i n i .  La s o l u t i o n  exac te ,  s i  e l l e  e x i s t e ,  

appa r t i en t  en r é a l i t é  à un espace fonc t ionne l  i n f i n i .  

Dans ce  sens l a  méthode des éléments f i n i s  donnera donc une 

s o l u t i o n  approchée du problème. 



En p r a t i q u e  l e  domaine é t u d i é  e s t  découpé en éléments géométriques 

f i n i s  auxquels on a s s o c i e  un nombre f i n i  de po in t s  appelés  noeuds. 

Au s e i n  d 'un  élément f i n i  ( e )  on é c r i r a  l a  fonc t ion  inconnue 

sous l a  forme : 

e s t  l a  va leur  de l a  fonc t ion  inconnue au noeud O< 

appartenant  à 1 ' élément ( e )  . T:' e s t  l a  fonc t ion  de pondération 

ou d  ' i n t e r p o l a t i o n  r e l a t i v e  au noeud O( dans 1 ' élément ( e  ) . E l l e  

e s t  éga le  à 1 au  noeud e t  n u l l e  s u r  l e s  a u t r e s  noeuds de l ' é l émen t .  

E l l e  e s t  par  a i l l e u r s  uniformément n u l l e  s u r  t o u t  a u t r e  élément que ( e ) .  

La  minimisat ion de l a  f o n c t i o n n e l l e  s ' e f f e c t u e  a l o r s  p a r  rappor t  

aux fonc t ions  de pondérat ions e t  l ' o n  o b t i e n t  : 

p désigne l e s  noeuds des éléments contenant l e  noeud O( , y compris 

0( lui-même. 

Définissons l ' é c r i t u r e  m a t r i c i e l l e  su ivante  : 



. pour l e  s q u e l e t t e  : 

l- ü 7 
- 
iI 

- 
[ 4 y r i  z , r = * * . ,  x u > u ~ w , j ; l y ]  

IV 
avec f i  Pi l o r sque  l e  po in t  conçidér6 e s t  à l1 i n t é r i e u r  de l ' é lément  

e t  que l e  po in t  nodal i e s t  a s soc i é  à c e t  élément sinon IV;'= O . 

avec [b] = [LI r 



. pour le fluide la discrétisation est la même : 

Enfin posons : 

La première fonctionnelle minimisée s'écrit alors : 

En ce qui concerne la seconde, rappelons : 

et ainsi on obtient : 



On peut  coupler  ce  deux équat ions m a t r i c i e l l e s  : 

On remarquera l a  symétr ie  de l a  mat r ice  CE:. "1 
car ri] et CL] sont  symétriques.  

En p r a t i q u e ,  pour l a  r é s o l u t i o n  de (8), il e s t  ~ r é f é r a b l e  de f a i r e  

pas se r  à d r o i t e  de l ' é q u a t i o n  ( 8 )  l e  terme p l a s t i q u e  i n c l u s  dans H e t  de 

procéder par  une méthode i t é r a t i v e  de t y p e  Ralphson-Newton.  é équation ( 8 )  

peut s ' é c r i r e  : 



c a r  

r 1P) 
avec : [ izpj > 1 COI i~ I d v  

b. 

Le système ( 8 ' )  a u t o r i s e  a l o r s  une inve r s ion  p a r t i e l l e  d é f i n i t i v e  

de l a  mat r ice  du membre de gauchece  qui  r ep ré sen te  un ga in  de temps t r è s  

important .  

A 3 - PROBLEME DU COMPORTEMENT A COURT TERME 

Ce problème que nous avons d é f i n i  en in t roduc t ion  de c e t  annexe 

s e  t r a d u i t  en t h é o r i e  par  l ' i n c o m p r e s s i b i l i t é  du s q u e l e t t e  f i c t i f .  Restant  

dans l e  cadre  des p e t i t e s  pe r tu rba t ions  nous donnerons deux méthodes de 

r é s o l u t i o n  équiva len tes .  



Nous écartons la méthode qui consiste à traduire la propriété 

d'incompressibilité par un ajustement des paramètres de la loi de comportement 

du squelette. L'illustration d'une telle méthode est donnée en élasticité 

linéaire classique lorsqu'on pose 3s 0, 5 pour résoudre ce type de 

problème. Le comportement à court terme est un problème de perturbation 

vis à vis du temps et non un problème d'incompressibilité intrinsèque du 

milieu. 

1) Méthode 1 (ZIENKIEWICZ [ 23 ] ) ................................ 

Si l'on reprend l'équation matricielle (8) en faisant jouer à dt 

le rôle d'un petit paramètre, on obtient : 

2) ~éthode 2 (~éthode de pénalisation) - ---------------------------- ----- 

Il s'agit de trouver une fonctionnelle équivalente au système : 

C'est un problème d'optimisation sous contrainte que l'on peut résoudre 

(entre autres méthodes) par la méthode de pénalisation. On admettra que 

le problème ci-dessus est équivalent au problème de minimisation par rapport 

a 
à W de la fonctionnelle : 



lo rsqu 'on  f a i t  t end re  7 vers  l ' i n f i n i .  

L z  s o l u t i o n  approchée par  l a  méthode des éléments f i n i s  e s t  donnée 

par  : 

OU encore : (10) 

Dans c e t t e  express ion  e s t  rendu a u s s i  grand que l a  p réc i s ion  

du ca l cu la t eu r  l e  permet.  On cons t a t e  que c e t t e  r e l a t i o n  m a t r i c i e l l e  e s t  

indépendante de l a  p r e s s i o n  i n t e r s t i t i e l l e .  

Le schéma de r é s o l u t i o n  e s t  a l o r s  l e  suivant  : 

* r é s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  m a t r i c i e l l e  (10).  

x ca l cu l  des  incréments de c o n t r a i n t e s  e f f e c t i v e s  par  l a  r e l a t i o n  : 

x ca l cu l  des  incréments de press ion  i n t e r s t i t i e l l e  à ~ a r t i r  de l ' é q u a t i o n  

d '  é q u i l i b r e .  

ou en dé r ivan t  par  r appor t  à 3,' : 



relation que l'on sait résoudre par la méthode des éléments finis par 

exemple. 

N'ayant pratiqué aucune de ces méthodes nous ne pouvons pas 

dire laquelle est la plus performante. 

A 4 - problème des grandsdéplacements ............................... 

La méthode la plus simple dans son principe consiste à garder 

l'analyse du milieu bi-phasique en petites perturbations en choisissant 

des incréments suffisamment petits. La configuration géométrique du milieu 

devra être réactualisée après plusieurs incréments sinon chaque incrément. 

Outre l'inconvénient a'avoir à ré-actualiser périodiquement le maillage 

en éléments finis, il subsiste comme nous l'avons déjà souligné des 

approximations d'ordre théorique difficilement justifiables (p. 36). 

Il s'agit essentiellement des hypothèses conduisant à négliger les 
6 O 

termes es r k * j  fjr dans 1 ' équation 

d'équilibre et la loi incrémentale ainsi que l'hypothèse de mouvement 

du même ordre pour le fluide et le squelette fictif. 

Si l'on se refuse à faire cette dernière hypothèse le problème 

devient inextricable et nous n'avons pas essayé de le résoudre. Par contre 

dans le cas du comportement à court terme l'hypothèse est valable et on 

. O  
peut essayer de supprimer les hypothèses concernant les termes O4 riJ 

O 

et f i l (  Tid . Nous traitons en conséquence le problème des grands 
déplacement dans le comportement à court terme du milieu bi-phasique. 

Une description lagrangienne par rapport à une configuration 

invariable du milieu est intéressante pour les applications de la méthode 

des éléments finis. Dans ce cas en effet leK-aillage reste fixe tout au 

long du problème. 



1 )  Description lagrangienne du comportement à court terme ...................................................... 

 ons sidérons une configuration quelconque de référence du 

milieu bi-phasique. ci hypothèse d'une étude à court terme du milieu conduit 

à poser : 

Le milieu se comporte cinématiquement comme un monosolide. 

Reprenons les équations d'équilibre du squelette et du fluide 

fictifsen coordonnées lagrangiennes c'est-à-dire dans le système de 

coordonnées relatives à la configuration . 

En add-itionnant terme à terme on élimine les forces d'inter-action 

et il vient : 

A cette équation doit s'ajouter le comportement incompressible 

à court terme qui se traduit par : 

2) Théorème des déplacements virtuels ---- .............................. + 
Soit un champ de déplacement virtuel cinématiquement 

Y+ 
admissible défini dans Yb . 

- 
En multipliant chaque terme de l'équation d'équilibre par SV 

scalairement et en intégrant sur tout le volume Ve il vient le théorème 



des déplacements virtuels en description lagrangienne 

avec 

Il est préférable d'introduire les conditions aux limites en 

contraintes totales. Pour cela il suffit d'intégrer par partie le terme 

de pression interstitielle et utiliser le théorème de Green; on obtient : 

œ jp;$, T T ,  SV,. dS .-O 

La contrainte de Kirchkoff correspondant à la pression intersti- 

cielle u apparait dans cette expression : 

3) ~héorème des déplacements virtuels incrémentiel. ............................................... 

La loi de comportement du squelette n' est connu que sous sa forme 

différentielle : 



En conséquence écrivons le théorème des déplacements virtuels 

pour deux configurations voisines p(q et v ( h + ~ q :  

défini sur Y>O 

J[t+41) f (h4)) 

+JÜ J i j  ri sui# 
défini sur 'P 

Retranchons membre à membre après avoir effectué la décomposition : 

[tt  at )  (HW 
b l;; t J'j,;. 

On obtient : 



avec STij = t - -  

4) Condition d'incompressibilité ------------ - ----- ---------- 

Elle se traduit dans la configuration actuelle par l'équation : 

c'est-à-dire d ; v ( Ü ) = @  

Intégrons sur VlY en ayant introduit un champ scalaire 3 défini 

sur Ut) : 

Transformons cette intégrale sur en rappelant que d)fS 0 : 

x$:' X&,ydV. .. 
&J ~ 1 :  

Y - 4(t,/ -4 l u  
posons : x - J- $ ; 6 ,  $ 

d P  - P J dd' 
On obtient : 



de même : 

v e  

e t  en re t ranchant  c e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  il v i e n t  : 

5 )  ~ i s c r é t i s a t i o n  P a r  éléments f i n i s  --_--_----------- -- ---- - ---------- 

I l  s ' a g i t  de d i s c r é t i s e r  l e s  équat ions ( 1 )  e t  ( 3 )  par  rappor t  
u 5 

aux champs inconnus A V e t  AU . 
considérons l a  d i s c r é t i s a t i o n  su ivante  : 



L'équation ( 1 )  s'écrit alors : V [ S V J ~  

~ < l ~ 8 ~ f [ o ~ ~ ] ~ ~ v  [~~]Imatrice[~]s-:iétrique de rigidité tangente. 
O 

I 
matrice symétrique 

déplacements qui 
'1 

+ uf~[fl$~cfJ [ 8,] +tNL] ' .3' première matri. e I )  des déformations 

,'b 

P.,$$v Du3 1 
initiales linéaire par rapport à 4u . 
deuxième matrice [ K  b d e  dérormations +[S']y vo [B'J '[DIpJ [ ''LI~VEWJ~ initiales quadratique par rapport AU. 

l 

v la UJ ' matrice kbJ symétrique . 
I r 

I vecteiir colonne des forces extér i-eures 

supposées conservatives 

Le système non linéaire à résoudre peut être condensé sous la forme 

matricielle après élimination de 

En ce qui concerne la matrice [~d  des grands déplacements on 

pourra trouver dans [ 141 sa constitution . 

Au lieu de décrire le problème incrémentiel par rapport à la 

configuration fixe ve (description lagrangienne totale), on aurait pu 
avant chaque incrément réactualiser la structure de façon que (P, = v(b,/ 

(description lagrangienne actualisée). 



Dans ce dernier cas la formulation est analogue à (4). ré inconvénient 

de la description lagrangienne actualisée est le fait d'avoir à réactualiser 

également le maillage. Son avantage consiste, dans certains cas, à une 

meilleure convergence dans la méthode de résolution de (4). 

Quaqt à l'équation (3) elle s'écrit : 

d'où 

= o 

Regroupons les équations (4) et ( 5 )  en y mettant à droite tous les 

termes non linéaires par rapport à A : 

CHI tFr] - [AU] [ A F ] + ~ I . ] ~ A N J - ~ ~ $ @  

( )  [ ~ ~ J c ~ J = [ @ d b ~ l  

Il est facile de montrer qu'en petite perturbation (6) devient 

le système (9) de l'annexe A 3. 

La partie linéaire par rapport à AU est encore symétrique 

dans l'équation (6). Cependant le nombre de degré de liberté est très 

important puisque A U possède 6 composantes dans le cas tridimensionnel 

général. 

6) schéma de résolution numérique -___--_----_--______-_-----_-- 

C'est le schéma classique de Ralphson-Newton appliqué à l'équation 

(6) qu'on peut écrire : 



avec : 

K' : regroupe tous les termes linéaires de (6) par rapport à d V 

(option complète Kr ) ou bien seulement la partie constante 

en adjoignant le terme 

au terme non linéaire 

Le schéma de résolution est alors le suivant pour chaque pas 

de calcul {AF! : 

Initialisation : 

* 
Test de convergence à 

1 ovi 

f 
nouveau pas de calcul 

Une grande expérience du calcul non linéaire est nécessaire pour 

le choix de la grandeur des pas et de l'option (avec ou sans Kr ) 

qui réalise le meilleur compromis entre la précision et le temps du calcul. 
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7 - Loi éCaLLyue inottémentaee : (p. 6 1 ) 

La loi élastique incrémentale, étant linéaire par rapport à E et 

de plus isotrope, ne dépend obligatoirement que de deux paramstres. On 

l'écrit habituellement sous la forme : 

1 - - 1 cij = g ((l+v)iij - v(bkC Okl ) ) pour i = j 

pour i # j 

ce qui implique : 

et dans le cas de solliciation bi-axiales de révolution on a également : 

Pour la loi de Cambridge : 

E = ~ ( p )  = 3(1-23)(1+e) 
k 

et la partie déviatorique de la loi devient bien, mais obligatoirement, la 

relation (6) de la page 61. Ne pas prendre de partie élastique déviatorique 

correspond à poser v = - 1 . 

2 - Chmin de h o W W o n ~  o e d o m é ~ y u e  : (p. 87-88) 

Il convient de rectifier la phrase "ce ne sera pas le cas dans la 

suite, mais nous appliquerons la théorie de  anb bridge" p. 87-88. 

En effet montrons que même si l'entrée en ~lasticité se produit pour 

> M, le chemin oedométrique peut se poursuivre dans le sens ' & avec 
P P 

passage de la courbe d'état critique. Prenons l'exemple du KAOLIN II pour 

lequel : X = 0,134, k = 0,05; M = 0,90, v = 0,0717. 



Elle s'effectue pour : 

9/y f3=2,398> M . 
P 

En ce point reprenons les formules (8) et (9) pages 88 et 89 : 

dp=1,224 c l D 1  2 O 
loi 2 : 

dq=1,975 c l D 1  3 O 

d p =  1,039 Dl 3 O 
loi 1 : 

dq=1,536 c l D 1  2 O 

P d -qdp 
et déterminons d(-1 = q2 

P P 

Pour cela utilisons les formules donnant p et q à l'entrée en 

plasticité page 87 et on obtient : 

(0;-0;) 

loi 2 
2 

x ( -  0,342) < O 
p (1-v) 

t q (0;:ojJ 
loi 1 a - = - -  

2 x ( -  0,342) < O 
p (1-1 

l'évolution de la plasticité s' effectue donc dans le sens > vers la 
9 

courbe d'état critique - = M . 
P 

2 )  Pasage _ _ _ _ _  ___________________- - - - - - - -  de l a  combe d ' é W  c & i A i y ~ ~ -  



En dé f in i t i ve  sur  l a  courbe d ' é t a t  c r i t i q u e  on a  l e s  r e l a t i ons  : 

i dp = E,  D l  5 O 

dq = O 

Ce r é s u l t a t  peut ê t r e  déduit  directement des formules incrémentales 

( 9 )  page 89 ce qui montre qu ' e l l e s  ne sont pas s ingu l iè res  sur l a  courbe 

d 1  é t a t  c r i t ique .  

(' ) décroi t  e t  tend vers  a  selon l ' é t ude  normale menée au chap i t re  6. 
P 


