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Appliquant la théorie des treillis continus et la notion
de point fixe minimal au treillis des parties d'un ensemble pour
la relation d'inclusion, Scott a fornulé une théorie de la séman-—
tique des schémas de programme et une définition de la notion de
type d'objet.
Dans cette approche tout sous-engemble d'un ensemble est considéré

comme une approximation de cet ensemble.

Par opposition, Nolin propose depuie plusieurs années de considé-
rer un ensemble comme une approximation de chacun de ses sous—ensem—
bles dans le sens que, savoir qu'un entier n est pair, c'est d dire
appartient au sous—ensemble des multiples de 2, est une information
sur n. Une telle notion d'approximation prend un caractére trés
concret dans la structure de table ol un ealcul d'accés d un élément
de table se fait souvent par la sélection d'une suite de sous-tables.

Adoptant le point de vue de Nolin, nous considérons un recouvrement
d'un ensemble comme une approximation de cet ensemble. Ainsi, par
exemple, le recouvrement de N : {N, pair, impair} est-il une appro-
ximation de N.



Dans ce travail, pour domner un sens précis 4 cette notion d'appro-
ximation, nous avons essayé d'utiliser la théorie des treillis
complets continue ou algébriques, nous servant en particulier des
résultate de L.E. Sanchis, en les appliquant 4 l'ensemble des farilles
de sous-ensembles d'un ensemble muni de la relation d'inclusion

entre familles.

Naus ramenons certaines relations de pré-ordre entre familles de
gous-ensembles d'un ensemble d la relation d'inclusion en congi-
dérant les familles ayant certaines propriétés de cldture finie

telles que la cldture par réunion finie ou par intersection finie

ou plus généralement en appliquant un nombre fini de fois une application
de l'ensemble dans lui-méme.

Nous avons étudié une notion d'approximation des applications d'un
engsemble dans un autre, cohérente avec la précédente.

De fagon plus précise, nous approchons une application h d'un
ensemble E dans un ensemble F par une application h d'une famille
dE’ de sous-ensembles de E dans une famille d, de sous-ensembles de F
entre E et F par une famille D de sous-ensembles du produit carté-
sten de E % F,

Les propriétés que doivent poaséder h et D font apparaftre deux
structureg d'inf-demi treillis complets pour lee parties dirigées,
algébriques, conditionnellement complete correspondant l'un aux
approximationg des applications de E dans F, l'autre qux approxima-
tions des relations binaires entre E et F.

Dans le cadre de cette dermiére structure qui est un sous—ensemble
du treillis complet algébrique des familles de sous-ensembles de
Ex F, nous montrons que l'image de ce sous-ensemble par une cldture
continue est encore une structure d'inf-demi treillis complet pour

les parties dirigée, algébrique, conditionnellement complet.



Ce travail représente une tentative pour substituer une notion
d'approximation globale d une notion d'approximation point par point
et peut permettre de définir une notion de type d'objet intégrant
d la fois une notion de structure algébrique et une notion d'approxi-
mation sur les ensembles support et lee opérations définissant la
structure algébrique. Cependant, un approfondissement théorique demeure
nécessaire en particulier en ce qui concerne la relation d'ordre entre
deux approximations d'une application et en ce qui concerne l'extension
a la structure d'inf-demi treillis algébrique, conditiomnellement complet,
de certains résultats énoncés par L.E. Sanchis et par Scott pour les
treillis complets algébriques.



Le chapitre O est une introduction d la problématique des types d'objets.

Dans le chapitre I, nous passons en revue la notion de type d'objet
dans les langages de programmation. Puis nous étudions les deux

grandes approches de la notion de type d'objet

1'approche algébrique de Goguen, Thatcher et Wagner )
1'approche plus topologique de D. Scott.

Dans le chapitre II, nous étudions 1l'interprétation d'un ensemble
de "mots-machine'" par les éléments d'un ensemble et nous situons

notre approche par rapport d celle de Scott et 3 celle de Goguen,

Thatcher et Wagner.

Dans le chapitre III,nous étudions le treillis des familles de
sous-ensembles d'un ensemble pour la relation d'inclusion entre
famille. Nous établissons un lien entre les sous-ensembles de
familles ayant certaines propriétés de cldture finie telle que la
cldture par réunion ou par intersection finie et certaines relations
de pré-ordre entre familles de sous-ensembles pouvant &tre interpré-

tées sémantiquement comme relation d'approximation.

Dans le chapitre IV, nous étudions une notion d'approximation pour
les applications d'un ensemble dans un autre et pour les relations
binaires d'un ensemble dans un autre qQui nous conduit a définir

deux structures d'inf-demi treillis algébriques conditionnellement

complet.

Dans le chapitre V, nous réexaminons l'interprétation d'un ensemble
de "mots-machine" en introduisant les notions définies dans les
chapitres III et IV et aprés les avoir mises en oeuvre sur deux
exemples, nous formulons une suggestion pbur la définition d'une

notion de type d'objets.



TABLE DES MATIERES

CHAPITRE 0 INTRODUCTION 1
CHAPITRE I . RAPPEL SUR LES TYPES DlOBJET 11
Description des types d'objet dans les langages de programmation....... 13
Théorie algébrique des types A oD JetS. . .cuueeeeceenecnneseoaseocasnenne 24
Types d'objets et topologie de 1'Ordre.....cesecesecesscsssscscssasnse 36
CHAPITRE 11 INTERPRETATION D'UN ENSEMBLE DE"MOTS MACHINE' 50

CHAPITRE 111  STRUCTURE D'ORDRE SUR L'ENSEMBLE DES FAMILLES DE SOUS-

; 6
ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE 3
Relations d’ordre entre familles de sous-ensembles d'un ensemble...... 63
NOLALIONS . e veeeeraeneonanssosaesscsonsnsosssscsssssasoasasanssnsacsss 67
Treillis des familles closes par réunion fiNie€.......eeceeeesseccecees 68
Treillis des familles de:sous-ensembles d'un ensemble pour la relation
A'INCIUSION .« veveeenuassasossnansosanssnsoassssesssscesssnasascsananss - 75
Application & la relation de finesse LE ............................... ) 94
CHAPITRE 1V STRUCTURE D’ORDRE SUR L'ENSEMBLE DES APPLICATIONS D’UNE 101
FAMILLE DE SOUS-ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE DANS UNE AUTRE :
NOTION DE TABLE ) ‘ 101
Application d'un élément de D (@)‘ dans un élément de DF(@) ........ 105
Interprétation d'un élément dé A(E,F) ccuueeeceeeeceeancasocansencanaas 136
Notion de table : structure d'ordre sur l'ensemble des tableS......... 140
CHAPITRE V  EXEMPLES 165
Premiére construction d'un type d'objet "entier”.......c.ceceececenanne 166

Deuxiéme construction d'un type d'objet "entier”......cececeeesecscanens . 178



CHAPITRE O

INTRODUCTION



Il n'est pas facile de donner une définition précise de la notion
de type d'objet quoique pour un praticien de la programmation elle soit-

intuitivement assez claire.

Cependant les méthodologies de construction de programme ont besoin
d'une telle notion et sa formalisation est indispensable a la cons-
truction de procédures automatisées de preuve, de transformation

et d'optimisation de programme.

Des recherches sur la notion de type se font dans le cadre du
Lambda-calcul typé d'une part et d'une théorie des "types d'objets"
ou d'une théorie des "types d'objets abstraits" d'autre part. C'est dans

ce dernier cadre qu'il convient de placer ce travail.

Les liens entre l'informatique et la logique, sont bien connus. Aussi
une certaine notion de type est-elle indivise entre ces deux disciplines.
Ainsi il est usuel, en programmation, de regrouper les objets sur lesquels

se font les calculs, en classes a chacune desquelles on associe un type.



Certaines de ces classes sont primitives., Les autres sont formées d'objets
construits 4 partir des objets des classes primitives.

La définition du type associé aux classes non primitives fait probléme.
Quel est, par exemple, le type d'un opérateur dont les opérandes données

et résultat appartiennent 3 certaines classes ? Quel est le type d'une

pile ou, en Algol 68 le type d'un ensemble de listes chainées ?

Le Lambda-calcul typé offre un cadre pour poser et résoudre ces problémes
dont la solution conditionne la mise au point d'algorithmes de vérification
de type pour les programmes écrits en langage évolué.

I1 s'agit 13, d'une notion de type trés générale et débordant.largement

le cadre de la programmation puisqu'aucune hypothése n'est formulée a3

propos des objets constituant les classes primitives.

En fait, les langages de programmation ont besoin de préciser la nature
des caractéristiques communes aux objets d'une classe. Ce peut &tre un
procédé de construction des objets, une représentation dans le langage,
une implémentation particuliére dans la mémoire d'un calculateur ......
Or, les méthodologies de construction de programme cherchent d& retarder
les choix d'implémentation. Elles nécessitent de séparer la définition
des propriétés logiques des objets de la définition d'une implémentation.

De méme pour les preuves, transformations et optimisations de programme.

Définir une telle caractérisation est le bout de la théorie des types
d'objets que 1l'on qualifie parfois d'abstraits pour en souligner 1'indé-

pendance vis a vis des questions d'implémentation.

De nombreux travaux ont été consacrés d la définition d'une telle carac-
térisation. Citons ceux de FINANCE, PAIR, REMY [18, 217 sur une notion
d'information, ceux de MAJSTER [16] sur les structures d'objets et leur
représentation d l'aide de graphes appropriés, ceux de GOGUEN, THATCHER

et WAGNER [6] qui cherchent a caractériser un type d'objet par une structure
algébrique et ceux de SCOTT [24, 257 qui propose une caractérisation, fondée
sur une relation d'ordre particuliére : la relation "moins définie que”

et sur les propriétés de treillis des ensembles munis de cette relation.



De 1l'ensemble des recherches sur la notion de type d'objet, deux

fagons de poser le probléme semblent émerger : l'approche plutdt
topologique de Scott et celle, plutdt algébrique de Goguen, Thatcher et
Wagner. Nous nous proposons, dans ce travail, de contribuer 3 explorer
une troisiéme voie ouverte par les réflexions de NOLIN [18], ARNOLD et
NIVAT [2] sur la notion de point fixe maximal. Avant de présenter cette
troisiéme voie, résumons les approches de Scott et de Goguen, Thatcher et

Wagner.

De fagon trés sommaire, une algébre est une structure mathématique compor-
tant un ensemble S d'objets : le support de 1'algébre et un ensemble I
d'opérations sur S. Une telle structure correspond assez bien d 1'idée
intuitive qu'on peut avoir d'un type d'objet comme le type réel ou le

type entier. Cependant plusieurs difficultés surgissent quand on cherche

d préciser ce modéles algébriques de la notion de type d'objet.

Premiére difficulté : dans un langage de programmation, il existe des
opérations dont les opérandes appartiennent 3 des ensembles différents ;
soit que l'opération soit définie entre objets de types différents soit

que plusieurs ensembles interviennent dans la définition du type. L'algébre
devra donc comporter non un ensemble support mais une famille d'ensembles

support ce qui est réalisé dans les algébres hétérogénes.

Seconde difficulté : les opérations ne peuvent &tre définies indépen-
damment les unes des autres. Ainsi, par exemple, les opérations "empiler"
et "dépiler" sur une pile P doivent elles &tre définies de fagon que
dépiler (empiler (p,a)) = p.

I1 faudra donc considérer des algébres vérifiant un certain systéme de

congruences sur une algébre libre.

Troisiéme difficulté : comment tenir compte des différentes implémenta-
tions d'un type d'objet. A chaque procédé<'implémentation correspond
une algébre puisqu'd une implémentation correspond des ensembles support

et des opérations particuliéres. Il est assez normal qu'entre ces algébres



existe une relation qui peut prendre la forme d'une application respectant
une structure algébrique caractéristique du type c'est 3 dire un

homomorphisme d'algébre.

On peut se demander si parmi toutes ces algébres il n'en est pas une dont
toutes les autres seraient des images homomorphes. Cette algébre définirait

un type indépendamment de toute implémentation.

I1 s'agit 13 du soubassement intuitif de la notion de I-algébre étudiée

par Goguen, Thatcher et Wagner.
Plus précisément, une I-algébre libre est définie par :
= S8 : un ensemble de '"types"

- Ag : une famille d'ensembles support
chaque ensemble support est associé 3 un type dans S

- L : un ensemble de symboles d‘'opération .
A chaque symbole d'opération o de I correspond un couple

(W,s) ol W e Sk et 5 € S,

(W,s) caractérise par W les types des opérandes-données de
0 et par s le type du résultat de o.

Les difficultés envisagées plus haut trouvent leur solution dans le cadre de

cette notion de I-algébre.

En particulier, il existe des f-algébres solutions d'une famille finie de
congruences sur une I-algébre libre. De plus, dans l'ensemble de toutes

les I-algébres ayant méme ensemble S de types et m@me ensemble I de symboles
d'opération , il existe des algébres initiales isomorphes entre elles dont

toutes les autres sont des images homomorphes.

La donnée d'une de ces algébres initiales définit un type d'objet indépen-

damment d'une implémentation particuliére.



La relation entre la définition d'un type d'objet par une I-algébre et la
définition de la syntaxe d'un langage de programmation par une grammaire
algébrique est assez nette. Si o0 est un symbole d'opération associé au
couple (w,s) nous pouvbns écrire ow + s au rebours de la régle de
grammaire, En filigrane se trouve la possibilité de preuve de programme

par un mécanisme voisin de celui de 1l'analyse syntaxique.

Cependant 1l'introduction d'opérations partiellement définies et de cas
d'erreur dans une I-algébre est difficile. D'autre part les langages

de programmation utilisent un procédé de construction des objets par
récursivité applicable par exemple d la construction des procédures mais
aussi a des objets tels que les listes, mal décrit par le moyen d'une
algébre initiale.'De plus, les calculs par approximation successive,
fréquents en programmation particuliérement en analyse nuﬁérique, nécessi-
tent, pour &tre modélisés une structure de nature topologique sur 1l'ensemble
des objets d'un type. Une autre approche de la notion de type d'objet

celle de Scott, quoique moins intuitive, peut &tre, tient mieux compte

de cet aspect du calcul. Nous allons la résumer d présent.

L'information que 1l'on détient sur le résultat de l'exécution d'un programme
est, de fagon évidente, minimum avant l'exécution de ce programme. La
valeur du résultat est indéfinie. Cette information devient maximum aprés
1'exécution si toutefois elle se termine. Pendant l'exécution, des valeurs
intermédiairespeuvent apparalitre correspondant d une information partielle.
Ainsi, si le résultat est un n-uple, 3 un moment donné du calcul, certaines
composantes du n-upple peuvent &tre déja calculées et d'autres pas encore.
De méme, si le programme calcule la table d'une fonction, par exemple n!

par valeurs croissantes depn, on dispose, d un instant donné du calcul,

d'une table partielle finie qu'on peut considérer comme une approximation

de la fonction,

I1 est assez naturel d'admettre qu'un programme calcule une suite croissante

d'approximations du résultat ; suite qui peut &tre réduite éventuellement



d deux éléments : l'indéfini et la valeur ou comme le propose Scott trois
éléments, 1'indéfini, la valeur cherchée et le surdéfini. Les ensembles
d'objets sur lesquels calcule un programme doivent donc €tre muni d'une

structure convenable donnant un sens précis 3 cette notion d'approximation.

C'est dans ce but qu'a été introduite la notion de Domaine de calcul.

Il existe plusieurs définitions légérement différentes de cette structure.

I1 s'agit fondamentalement d'une structure d'ordre partiel complet avec
un élément minimum mais Scott utilise une structure plus restrictive
celle de treillis complet injectif avec un élément minimum et un élément

maximum.

Dans un domaine toute suite croissante converge vers une limite qui est

sa borne supérieure.

Parmi les applications d'un domaine D dans un autre D' celles qui
préservent |les limites et que nous qualifierons de "continues" possédent

des propriétés remarquables.

En effet l'ensemble des applications continues de D dans D' est lui-mé&me un

domaine pour la relation d'ordre définie par £ [ g si £f(x) [ g(x) Vx ¢ D

Si D = D' alors une application continue de D dans lui-méme posséde un plus
petit point fixe qui est la limite de la suite (f)\l))n ol L est 1l'élément

minimum de D.

L'équation X = f(X) posséde ainsi une plus petite solution et l'on dispose

d'un procédé pour en calculer des approximations.

Les types d'objets usuels peuvent &tre muni assez simplement d'une structure

de domaine., Ainsi pour les listes, la relation d'ordre peut €tre celle des



sous-liste initiale avec comme é&lément minimum la liste wvide.

Pour N : l'ensemble des entiers, on introduit un élément noté i1 : l'indéfini
et onpose L [ n Vn € N u 1 ou bien comme le propose Scott, un élément

maximum noté T : le surdéfini et l'on pose

L1Ln[T Vne N UutuT

Dans sa thése "Syntaxe, sémantique et axiomatique d'un langage de programma-
tion simple", Vuillemin a montré 1l'intérét de cette démarche qui permet,
par exemple, de définir des procédures par des équations fonctionnelles au

point fixe.

Dans un treillis D, complet et injectif tel que les utilise Scott, certains

sous-ensembles de D ont encore une structure de treillis complet injectif

De tels sous-ensembles sont constitués par les points fixes d'une application
continue f de D dans lui-méme vérifiant en outre f o £ = £ c'est & dire un
retract. Ce sont de tels sous-ensembles que Scott considére comme types

d'objets.

Scott [24] a montré comment on pourraitconstruire un type d'objet par
approximation successive, comme solution d'une équation de domaines.
Lehmann [ 12,137 a donné de cette approche du probléme des types d'objets

une version dans le cadre de la théorie des catégories.

Une application trés significative de ces notions peut €tre trouvée dans
l'article de Scott "Data-types as Lattices'" [25]ou elles sont appliquées

d 1l'étude de la structure de PN : l'ensemble des parties de N.



PN a une structure de treillis complet injectif pour la relation d4'inclusion
entre sous-ensembles. L'ensemble vide ¢ est 1'élément minimum de ce treillis.

N en est 1l'élément maximum.

Cette structure généralise celle proposée plus haut pour N car

Scott introduit deux numérotations v et n . v est une numérotation des
couples d'entiers et n est une numérotation des sous-ensembles finis et
d'entier. Ces deux numérotations permettant d'associer a toute application

continue de PN dansPN un sous-ensemble de N : son graphe.

A toute application continue f de PN dans PN Gr(f) associe un sous-ensemble
u de N. Inversement, a tout sous-ensemble u de N correspond une application
de PN dans PN : Ft(u)

Ft(Gr(f)) =fetuc Gr(Ft(u))
En fait, si u est le graphe d'une fonction continue

u = Gr(Ft(u))

Il existe donc une application F = G, o F_ de PN dans PN telle que u = F(u)

si u est le graphe d'une fonction continue.

Plus généralement, tout type d'objet sur N sera constitué par l'ensemble

des points fixes d'une application de PN dans PN.



Scott, d'une certaine maniére, introduit en informatique, les objets infinis,
résultats de calculs eux-mémes infinis. Les applications de N dans N, les
ré2ls calculables, les sous-ensembles de N sont de bons exemples de tels
objets infinis qui ne sont manipulables par un calculateur que parce qu'ils

sont la limite d'une suite croissante d'approximations finies.

Ainsi, un sous-ensemble S de N est la limite d'une suite croissante de
sous-ensembles de cardinalité finie contenus dans S. De méme le nombre T

est la limite de la suite 3, 3.1, 3.14, 3.141, ........ Les éléments de
31 314 3141

. rd - . 3 o
cette sulte sont représentatifs des rationnels T 10 * 100° 1000 > *'°°°"

Entre l'ensemble MR des représentations de ré&ls dans un calculateur

et l'ensemble R existe un couple d'applications (f,g)

f:]R+MR g:MR+R

f est évidemment surjective.

Si le calculateur permet de représenter des rééls avec quatre chiffres
significatifs, tous les rééls dont le développement décimal commence par

3.141 vont avoir la méme représentation. Usuellement, pour définir la
3141
1000
est aussi logique d'accepter que g soit une fonction multivoque.

fonction g, on choisit un de ces rééls ; par exemple ici Mais il

Le segment de R : [3.141, 3.142[ est alors une approximation de m.

Plus généralement, nous considérons un sous-ensemble comme une approximation
de chacun de ses éléments. Un élément d'un ensemble est alors considéré comme
la limite d'une suite de sous-ensembles emboités ou plus généralement la

limite d'une base de filtre.

L'introduction, en informatique d'une telle idée est due a Nolin [18] qui
1'a utilisée dans une théorie des algorithmes. Arnold et Nivat[2 ] 1l'ont
particuliérement développée dans 1l'étude de la sémantique de schémas de

programme non-déterministes.



La fonction multivoque g : MR + R, donnée en exemple ci-dessus définit

une famille de sous-ensembles de R qui est en principe un recouvrement de
R. La structure algébrique induite sur My par les opérateurs algébriques
du calculateur n'est pas homomorphe 3 la structure de corps usuelle de R.
mais 3 une structure algébrique sur le recouvrement g(MR), structure que
nous pouvons considérer comme "approchant” la structure de corps des rééls.
A partir d'un recouvrement plus fin, cette structure pourra étre mieux

approchée.

I1 est possible de préciser cette notion d'approximation en introduisant une
relation de pré-ordre entre les familles de sous-ensembles d'un ensemble.
Soit dl et d2 deux familles de sous-ensembles d'un ensemble E.

Nous poserons
dl L d2 si

¥s € d,, do¢ d, tel que Uo = s

avec Card(o) finie
Cette relation de pré-ordre se trouve &tre une relation d'ordre sur certains
sous-ensembles de familles qui vérifient certaines propriétés de cldture ; par
exemple la cldture par réunion finie. Il s'agit méme alors d'un ordre partiel

algébrique ce qui rend possible 1'utilisation des résultats de Sanchis [22].

L'étude du probléme de 1'approximation d'une application d'un ensemble E
dans un ensemble F et de l'approximation d'une relation binaire entre E et T
conduit a définir deux structures d'inf-demi treillis, complets pour les

parties dirigées, algébriques, conditionnellement complets.

I1 est alors possible d'envisager la caractérisation d'un type d'objet par une
double structure d'approximation, d'une part, d'algébre d'autre part, ce qué nous

montrerons en conclusion sur deux exemples.



Pour un praticien, dans un langage de programmation,
un type d'objet exprime une certaine information sur
les propriétés des objets appartenant d une certaine
classe et sur la structure d'ensemble de cette classe.
Les travaux sur la notion de type d'objet s'efforcent,
par différentes voies, de formaliser la description

de cette information. Cestravaux doivent tenir compte
des réalisations pratiques en matiére de descriptions
de type telles qu'on peut les trouver dans les langages
de programmation opérationnels ou expérimentaux. Nous
présenterons donc les types d'objet dans les langages
de programmation essentiellement 3 partir du systéme
des modes en Algol 68 avant de donner la définition
d'un type d'objet par une algébre initiale et par une
structure de treillis complet. Ces deux définitions
nécessitent, au préalable, 1l'exposé d'un formalisme
mathématique avant de pouvoir &tre formulées de fagon

précise.

- 12 -



LA DESCRIPTION DES TYPES D'OBJET
DANS

LES LANGAGES DE PROGRAMMATION

Les langages de programmation évolués proposent, en général, deux
procédés pour créer un type d'objet

s

® la caractérisation explicite par une unité
syntaxique convenable du langage

v
"~

la description implicite par 1l'intermédiaire
de la structure d'imbrication des constructions du
langage

La combinaison des deux procédés conduit aux descriptions de types

” 3
récursifs.

Le premier de ces deux procédés correspond d la définition d'un type
par une déclaration de mode qui peut &tre éventuellement implicite

comme en Fortran.

- 13 -



Les objets d'une classe sont alors caractérisés par une unité syntaxique

commune : leur mode qui fixe :

-~ comment sont construits les objets de la classe et en parti-

culier un procédé syntaxique qui permet de décider si un objet
appartient ou non 3 la classe

® les régles 3 respecter lors de l'utilisation des objets dans

un calcul, c'est 3 dire essentiellement un ensemble d'opérations
sur les objets de la classe.

Le probléme qui se pose alors est de disposer d'un nombre suffisant de modes

tout en conservant une description syntaxique finie du langage.

Les langages
restreint de
d'extension.
est possible
élémentaires

procédé dont

les plus anciens : ALGOL 60, FORTRAN, n'avaient qu'un nombre
modes déterminés 3 la conception du langage et sans possibilité
Dans les langages plus récents tels qu'ALGOL 68 ou PASCAL, il
de construire une infinité de modes en combinant des modes
pré-définis a l'aide de constructeurs de mode, suivant un

1'origine est due a Hoare [9] et Standish [27]. Nous décrivons

ici ce procédé dans le cas d'Algol 68.

La définition formelle des modes en Algol 68 est une part du "Revised Report'

on the Algorithmique language Algol 68" [32]. On en trouvera une description

moins formelle dans le '"Manuel du langage algorithmique Algol 68" [17] ou

dans ko [111.

Nous n'en retiendrons ici que ce qui concerne la définition

des types d'objet .

Algol 68 permet de manipuler des objets qui sont

> des objets internes comme les repéres qui ont une valeur mais

pas de notation dansles programmes

® des objets dont la valeur est obtenue par 1l'élaboration d'une

notation comme les entiers ou les rééls ou par 1'élaboration d'une
construction comme les tableaux



Le mode d'un objet est une production terminale de la méta-notion MODE.
C'est un attribut syntaxique de 1l'objet. Ainsi un mode définit-il une
classe d'objets : la classe des objets ayant ce mode pour attribut.
Encore faut-il que les propriétés des objets de cette classe présentent
un intérét pour le programmeur. A cette fin, Algol 68 propose quatre

modes élémentaires pré-définis : Ent, Réel, Bool, Car dont les objets

>

appartiennent 4 des ensembles d'objets directement manipulables par

le calculateur.

Chaque mode élémentaire m précise

ar
ey

un langage Lm sur un alphabet Am dont les mots sont les
"notations" des objets du mode

by

un ensemble d'opérations donnant & la classe des objets
du mode une certaine structure mathématique

as
™

® une interprétation "privilégiée" des objets de mode m dans
un ensemble d'objets "abstraits". Ainsi 1l'interprétation des
objets de mode Ent se fait-elle dans l'ensemble des entiers
muni de la structure usuelle d'anneau euclidien.

Cing constructeurs de mode : [ ], Struct, Proc, Rep, Union, permettent

de construire une infinité de modes d partir des modes élémentaires.

Soit p : un entier, Mp une liste de modes : m m2,...,mp et

m un mode.

[ 1 et Struct correspondent au produit cartésien de classes, Proc,
aux applications d'un produit cartésien de classes dans une classe,
Union, 4 la réunion d'un nombre fini de classes. Rep est associé 3 une

classe de fléches pointant sur des objets.

[ 1 et Struct construisent des modes dont les objets sont des p-uples

d'objets, de méme mode pour [ J, de modes éventuellement différents



pour Struct. Ainsi un p-uple d'objets de mode m est de mode [ Jm et un
p-upple ordonné d'objets de modes respectivement m s, m2,...,mp est de mode
Struct (M ). Il existe une possibilité de construire les objets de mode
construits par [ ] et Struct. De tels objets se notent (nl, n2,...,np)

ol ns n2,...,np sont des constructions de modes convenablement choisis.

Des opérations sont associées & [ ]. C'est la mise en rang qui permet

de construire un objet du mode et les tranchages dont le plus simple est
la projection sur la iéme composante du produit. A Struct,sont associées
pt+l opérations qui sont la mise en rang et P selections: les P projections
sur les composantes du produit,

Proc permet de construire des modes dont les objets sont des routines.
Proc (Mp)m est le mode des routines dont les paramétres sont de mode

m, m2,...,mp et le mode du résultat : m. Une opération est associée a
Proc : l'appel qui exécute la routine en l'appliquant 3 ses paramétres.

Si la routine n'a pas de paramétre,en appelle cette opération le
déprocédurage

EEESB.(MP) est le mode de la réunion des classes de modes m s m2,...,mp.
Union est associé 3 une opération Unir qui permet de construire un objet
du mode. Un objet du mode Union (Mp)est : soit du mode m, s soit du mode
Mysee oos soit du mode mp mais il n'a qu'un seul de ces modes 3 la fois.
L'interét de ce constructeur est de permettre de définir des procédures
dont chaque paramétre peut &tre de plusieurs modes en formant ainsi des
fonctions génériques.

Rep m est le mode d'une classe d'objets qui sont des fléches pointant sur
les objets de mode m. Rep est associé & deux opérations : le dérepérage
qui permet d'obtenir 1'objet pointé par une fléche si on dispose de la
fléche et l1'affectation qui permet, si l'on dispose d'une fléche et d'un

objet de mode m, de faire pointer la fléche sur l'objet.

Les modes élémentaires et les constructeurs de mode ont été choisis de
fagon a fournir des classes d'objets correspondant a celles les plus
couramment utilisées par le programmeur et 4 permettre de construire les
autres. Cependant 1l n'est pas possible de construire des modes permettant
de typer toutes les classes d'objets souhaitables et d'autres voies ont été

explorées.



Il est, en effet, possible de construire implicitement un type d'objet
en utilisant la structure d'imbrication des constructions du langage
et les mécanismes de portée qui s'y rattachent. Ce procédé a été ratio-
nalisé grice 3 des notions telles que celles de Prolator, de Classe,

de Cluster, de Form.

Trés souvent, une construction d'un langage peut contenir des déclarations
et d'autres constructions. Unhe procédure, par exemple, peut contenir des
déclarations d'autres procédures. La construction externe constitue un
environnement pour les constructions internes. Il en_résulte qu'une
opération sur des objets peut exister dans un environnement et non dans

un autre. I1 faut donc prendre en considération non seulement un type
d'objet tel qu'il peut &tre défini par une déclaration mais les transfor-
mations qu'il peut subir du fait de son environnement. Plonger un ensemble
d'objets dans un certain environnement définit implicitement un type d'objet.
Cela peut permettre de séparer la donnée d'un ensemble d'objetsde la donnée
d'une structure mathématique pour cet ensemble, confiée d un environnement.
D'ou 1'intérét dans cette perspective de disposer des définitions abstraites
de types. Les langages existant permettent de fagon plus ou moins libérale,
des opérations d‘'inclusion, d'intersection, de réunion.sur les environnements
et dans les manipulations correspondantes sur les types d'objets. Notons

que la réunion évoquée ici n'a rien 3 voir avec le constructeur Union dont

nous avons parlé précédemment.

Inversement, une construction interne peut avoir certaines propriétés qui
ne seront pas accessibles 4 son environnement. Ainsi, la structure interne
d'une procédure est cachée pour le programme appelant cette procédure.

Des constructions spécifiques ont été proposées pour exploiter ce:te
possibilité. Citons la notion de Prolator [30], celle de Classe [5] dans
le langage Simula, celle de Form [33] dans le langage Alphard et celle de

Cluster dans le langage CLU [14]. Nous décrivons ici la notion de cluster.



Un cluster comprend deux parties :

s
P

un en-téte dont les éléments sont accessibles a
t'environnement

s
-~

un corps dont la structure est cachée a
{’environnement.

L'en-téte d'un cluster contient une liste d'identificateurs des procédures
correspondant aux opérations caractéristiques d'un type d'objet.

Le corps d'un cluster décrit la maniére dont sont représentés les objets du
type a l'aide d'objets plus élémentaires et contient la définition des pro-
cédures opérant sur les objets.

Considérons par exemple la définition du type d'objet "ensemble d'entiers"

caractérisé par un ensemble d'opérations

créer : créer une liste vide
insérer : ajouter un entier 3 un ensemble
retirer : enlever un entier & un ensemble
contient : teste l'appartenance d'un entier & un ensemble
égal : teste 1l'identité des deux ensembles
semblable : teste si deux ensembles contiennent les méme entiers
copie : recopier un ensemble

Le cluster correspondant sera :



- 19 -

1
cae [: Intset = Cluster is créer, insérer, retirer, contient, &gal,
en-tdte
semblable, copie ;
r Resp = Array int
créer =
insérer =
corps

LR R W XY

end intset

Le type Intset est représenté par 1l'intermédiaire de tableaux d'entiers
mais la structure interne d'un objet du type n'est pas accessible a
1'utilisation sauf 3 l'intérieur du €luster.

A 1'extérieur du cluster, le type est entiérement définie par un ensemble

d'opérations caractéristiques.

Une dernidre fagon de définir un objet est de faire appel aux déclaration
de modes récursifs suivant un procédé initialement proposé par Mac Carthy
[15].

La définition recursive des procédures est bien connue ; ALGOL 60 en dispo-
sait déja ; mais en Algol 68 ou en Pascal par exemple il est possible de

déclarer des modes résursifs.



Ces modes doivent permettre de manipuler des objets tels que listes,
arbres et plus généralement plexes. Ces déclarations posent quelques
problémes qui sont résolus de fagon empirique dans les langages de

programmation.

Considérons, par exemple, la déclaration de mode Algol 68 suivante

Mode m = Struct (Ent a, Rep m b)

On peut se demander quel est le mode m ainsi déclaré et quels sont

les objets ayant ce mode pour attribut.

Il s'agit évidemment de construire des objets ayant la structure de
liste chainée.

Les objets de mode m sont des couples dont la seconde composante

est un repére. Or les repéres sont des "valeurs'" sans notation dans

le langage, n'ayant d'existence qui pendant 1l'exécution d'un calcul

et purement internes aux calculateurs. Les calculateurs et leur mémoire
étant finis, les repéres ne peuvent €tre que des objets finis dont on sait
qu'ils sont assimilables 3 des adresses-mémoire. Il en découle que les
objets de mode m sont aussi des objets finis. Il est assez facile de
déterminer a prioril'encombrement mémoire d'un objet de mode m et donc
de construire un opérateur qui délivre, & la demande une adresse mémoire

ol ranger un objet de mode m : c'est le 'générateur" de repéres de mode m

Dans ces conditions, les objets de mode m sont tous les couples dont la
premiére composante est un entier et la seconde, un des repéres, en nombre
fini que peut délivrer le générateur de repéres. L'analyse syntaxique

et la compilation ne posent aucune difficulté mais s'il est possible de
former avec des objets de mode m des listes et des listes circulaires, ces

listes ne sont pas des objets de mode m.

- 20 -



Bien qu'on puisse construire des listes chainées en Algol 68, ces listes

n'ont pas de mode dans ce langage.

Une autre approche consiste 3 considérer la déclaration

Mode m = Struct (Ent a, Resp m b)

comme une équation au point fixe dans l'ensemble des modes. La résolution

de cette équation,comme celle d'une équation correspondant d une déclaration
de procédure récursive, pose un probléme. Par contre il est possible d'envi-
sager, d'aprés les travaux de Scott, la résolution de 1l'équation de types
d'objet correspondante. Une telle équation peut €tre traduite en une
équation de domaines. Scott et Lehmann proposent des procédés de résolution

de telles équations.

Nous pouvons tirer de cette rapide revue de la notion de type d'objet dans

les langages de programmation, un certain nombres de conclusions.

Remarquons d'abord qu'un cluster peut &tre paramétrisé de fagon d en faire
1'équivalent d'un constructeur de mode. Ainsi le cluster Intset peut &tre
paramétrisé pour €tre transformé en le constructeur de mode anythingset.
Cette transformation est liée 3 la notion de type générique étudiée par

D. Bert et P. Jacquet [3]. '

Réciproquement comme nous l'avons dit, le type d'objet associé 3 un mode

comporte la donnée d'ensembles d'objets et d'opérations.sur ces objets.

Remarquons ensuite 1l'importance du r3le joué par la donnée d'une structure

d'algeébre dans toutes ces définitions de type d'objet.

Enfin, des insuffisances peuvent &tre relevées dans les possibilités offertes
par les langages de programmation et des critiques peuvent &tre faites &

propos des mécanismes de définitions de types d'objet présentés ci-dessus.



En ce qui concerne la définition d'un type d'objet par 1l'intermédiaire
d'un mode, le probléme est celui du choix des modes élémentaires et

des constructeurs de mode. Ce choix a été fait en Algol 68 ou en Pascal
de maniére 3 ouvrir le plus large éventail de possibilités mais il n'est
cependant pas complétement satisfaisant.

Considérons, par exemple, en Algol 68, le mode déclaré [1:p, l:pl réel :
ce mode est associé 3 l'ensemble des tableaux carrés de réel, de dimen-
sions p.

Supposons que l'on veuille définir le type d'objet Matrice carrée de
dimension p avec des opérations telles que somme, produit et puissance
de matrices, inversion et calcul du vecteur propre.

En négligeant les problémes d'algorithmique numérique posés par la défini-
tion de ces opérations, il est possible, en Algol 68 de construire les
procédures correspondant d ces opérations et d'ajouter ces procédures a
un environnement de la déclaration du mode [1l:p, 1:pl] Eégl'

Cependant, ce que:l'on construit ainsi n'est pas le type d'objet Matrice
carrée de dimension p mais un type plus riche réunissant les propriétés
des objets du type précédent avec celles des objets du type [1:p, 1l:pJ

ré&l car on ne peut cacher la structure interne des objets de type

Matrice carrée. Cette difficulté se retrouve chaque fois qu'un type
d'objet ne correspond pas exactement d un mode tel qu'il peut &tre déclaré

dans le langage.

La notion de Cluster permet évidemment d'éliminer cette difficulté cependant
deux autres problémes apparaissent. En effet, d'une part il n'est pas
possible de "paramétriser' 1'implémentation des objets d'un type qui se
trouve fixée définitivement dans le Cluster. Or les méthodologies de
construction de programme demandent une telle paramétrisation.

D'autre part, supposons qu'on cherche d définir une procédure ayant deux
paramétres ; ces paramétres étant de deux types différents définis chacun

par un Cluster. Supposons, en outre que cette procédure doive faire appel

.d la structure interne des objets de ces deux types. On ne peut déclarer

cette procédure a l'extérieur des Cluster car alors elles ne pourraient avoir



accés a la structure interne des objets. Mais alors, dans quel Cluster
placer la déclaration de cette procédure. C'est un probléme qui n'a pas
de solution entiérement satisfaisante et qu'on retrouve de fagon encore

plus critique avec la notion de Classe en Simula.

Enfin, en ce qui concerne les définitions récursives nous avons déja

montré, par 1l'exemple de la déclaration de mode

Mode m = Struct (ent a, Rep m b)

que ce mode était associé d des couples d'objets et non aux listes chainées
qu'il est possible de construire mais qui ne sont pas décrite par un type
d'objet ; situation ficheuse qui oblige d analyser l'exécution du programme

pour savoir quels objets sont construits.

De nombreux travaux sont consacrés a la résolution de ces difficultés.

Nous présentons, dans la suite, deux formalisations de la notion de type
d'objet, formalisations caractéristiques des démarches de recherches
actuelles. Ces deux formalisations nécessitent quelques rappels mathématiques
avant de déboucher sur une définition de la notion de type d'objet. Nous
présentons d'abord la formalisation par l'intermédiaire de la notion

d'algébre initiale.



THEORIE ALGEBRIQUE DES TYPES D’'OBJETS

RAPPELS SUR LES ALGEBRES TYPEES INITIALES
DEFINITION D'UNE ALGEBRE TYPEE INITIALE

Intuitivement, une algébre typée initiale A est constitue par un ensemble
S de types, par une famille AS d'ensembles : les ensembles support de
l'algébre et par un ensemble d'opérations sur les éléments des ensembles

support.

Ainsi une algébre typée peut &tre constituée par :

1'ensemble S de types : {bool, ent}

. , -
la famille d'ensembles support AS {Aent’ Abool}

1l'ensemble d'opérations{succ, <, =}

: + A
suce Aent ent
= X -»>
Aent Aent Abool
< : A

x A
ent ent > Abool
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Déginition 1. Un domaine I d'opérateurs typé par S es1 une famille d'ensembles
L, s ol s appartient & un ensemble S de types et w appartient a S*.

Un élément I de Ew < est un symbole d'opération d'arité w,s de rang w et

b

de type s.

Soit S un ensemble de types et I un domaine d'opérateurs typé par S.

Déginition 2. Une I-alglbre A ol I est un domaine d'opérateurs Zypé par S
consiste en

- wn ensemble & de types
- une famille By = {As/s € S} d'ensembles support
- un ensemble de fonctions

{oA : AS x As2 X s.. X Asn+ AS / o€ zw,s’

W =85, ee. S et zw,s € L}

OA est l'opération de A nommée o.

Si W =A(la chaine vide) et ¢ € & onao, € A_.

A,S A S

EA s est l'ensemble des constantes de type s.
3

Déginition 3. Un r-homomorphisme h : A + B ol A et B sont deux I-algebnres ayant
méme domaine d'opérateuwns i, est une famille de fonctions <h
qui préserve Les opérations c'est a dire qui.satisgalt a :

S : As > bS>S€S



- 84 0 € ZA,S alons hs(oA) = op

- 484 0 € ZS s s s et <@158,.003 > € A xA ...x A
172°°""n? 51 52 *n

alons hs(oA(al’aQ"'an)) = oB(hsl(al), hs2(a2),...,hsn(an))

0

Une famille ¢ de I-algeébre consiste en :

- une classe |c| de -algébres ayantméme domaine I d'opérateurs

- de tous les I-homomorphismes entre objets de |c|

Définition 4. Une algebre A est initiale dans une gamille ¢ de :-afgebres
84 et seulement 84 poun chaque algebre B de ¢ € existe un £-homomonphisme
unique h : A+ B

Proposition 1. SL Les algebres A et A' sont toutes deux initiales dans
une gamille ¢ alons A et A' sont Lsomorphes.

S4 une dgébfle A' est Lsomonphe a4 une algebre A initiale dans une gamille
c alons A' est initiale.
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CONSTRUCTION D'UNE ALGEBRE INITIALE DANS
UNE FAMILLE DE ]-ALGEBRES

) -ALGEBRE DE MOTS

Soit £ un domaine d'opérateurs typé par S.

L'algébre de mots qu'il s'agit de construire a pour ensemble-support

les ensembles d'expressions "bien formées" construites avec les opérations
de X.

Appelons, par extension, I l'ensemble de tous les symboles d'opérations

du domaine d'opérateurs I c'est 3 dire v

* z
weS ,s€¢S w,s

Soit <Tz >SES la plus petite famille d'ensembles de chaines contenues
*

s
]
dans (Z v {Sﬁl}) satisfaisant aux conditions suivantes :

- zA,s = L,s
- siocgect W=-5,8....8 ett. el T alors
W,S 12 n 1 Z,si
citl, t2,...,tnl € Tz,s
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Theoreme 1. T, est une algebre initiake dans La gamifle éi’vgz de toutes Les

z-algébres de domaine d'opérateurns t Lypé par S.

Variables dans une Z-algébre.

L'introduction de variables dans une I-algébre est indispensable pour

pouvoir écrire des congruences sur une I-algébre libre.

Soit S un ensemble de types.

Soit X = <X > ou X = {x / n e N}
S S S s,

3

€S

XS est un ensemble "inexhaustible" de variables de type s.

Soit une famille Y typée par S ¥ = <Ys>SeS

telle que Y < X Vs e S.
s s

Soit I un domaine d'opérateurs typé par S et I(y) un domaine d'opéra-

teurs obtenu en rajoutant les éléments de YS azr

™
”~~
o)
L
n
™
=
H
>

Soit I(X) construit comme ci-dessus, en remplagant Y par X et TZ(X)'

Soit t € TZ(X)'

Appelons Var(t) l'ensemble des symboles de variable typés par S qui ont

une occurrence dant t

Y = Var(t) => t ¢ TZ(Y)



Définition 5. Lo z-akgebre constituée par

Tr(v)

- La gamille d'ensembles suppornt de TZ(Y)

- Le domaine d'opératewrs constitué par T

est La T-algebre librement engendrée par Y

Déginition 6. Poun toute r-algebre A typle par S et toute famille Y c X
typée par S, une affectation de valewrs de Lype s de A aux variables
de type s de Y, est une application © : Y > A

0 =<0 : Y 9A >
s s s seS

Proposition 2. Sodit A une I-algebre et ©:Y > A une agfectation, alonrs
AL existe un I-homomonphisme unique 8 : To(Y) > A qui Stend © dans
Le sens que és(x) =0 (X) VsesSetxeY..

z-algebre vérifiant un ensemble d'équation. I-congruences

Déginition 7. Une z-équation e @8t une paire <L,R> pour Laquelle 3Is € S
tel que L, R e T (X)_.



Déginition 8. Sodt Var(e) = Var(L) v Var(R)
Une r-algebre vernifie e 84 et seulement 44 :

V L'agfectation © : Y - A od Y = Var(e), O(L) = 6(R)

Si e est un ensemble de I-gquations alons A venifie e 84 et seulement
84 A vernifie e Ve € €

e esf une I-présentation.

Toute r-algebre vEirnifiant e est une (T,e) algebre.

La famille des (I,e) algebres est netéeA_A_;z .

>

ALQZ . posséde un objet initial TZ c vérifiant ¢ dont la construction
——f

b
est basée sur la notion de I-congruence.

Déginition 9. Une r-congruence = sur une r-afgébre est une gamille
=g de nelations d'équivalence sur A felles que 84

g€l b4 a.,a! e A ,44a, = a! ¥vi = 1,...,n
S.S,.+..5_ S, i*%i S. i~ s, i
12 n 1 i

alons oA(a ..,an) = o(ai,...,a')

1°° n

Si A est une I-algébre et = une I-congruence, il est possible de construire

une I-algeébre quotient.
Soit (A/E)S = AS/ES 1l'ensemble des classes d'équivalence de AS pour =_.
Soit, pour a € AS [a] la classe d'équivalence contenant a.

Considérons l'ensemble d'opérations o défini par :

A/=



- 31 0 ¢ EA,S alers GA/E = [oA]

- 31 0€l et [a.] € (A/2) alors
W,S i s

cA/E([al],... [anJ} = [oA(a .,an)]

170"

A/= constituée par la famille d'ensembles support <AS/E > et les opé-

s seS

rations décrites ci-dessus, est une I-algébre, quotient de A par =.

Proposdition 3. Soit A une i-algebre et R une nelation sur A alons AL existe
une I-conghuence minimale sun A, contenant R c'est €a I-congruence engendrie
par R sut A.

a

Theoneme 2. Soit € une I-presentation et = La I-conghuence sur Ty
engendnée pan e(TZ) alorns T./%5, Le quotient de T, par =, noté Ts .

]

Ty o o8t £'atgebre initiale dans La famille ALG . de toutes Les

I-afgebres verifiant c.

Nous pouvons, a présent donner une définition d'un type d'objet.

Un type d'objet est La classe d'isomorphisme

des algébres initiales d'une famille de Z-a]gébresr




Application a 1a définition d'un type d'objet : le type "Pile d'entiers

Soit § = {Pile, Ent, Booll} un ensemble de types dont les éléments

vont servir d désigner les ensembles support de l'algebre.

Cet ensemble de supports est A = {APile’ }.

AEnt’ ABool

Prenons comme domaine d'opérateur

L= {{Vvide}, {Empiler}, {Dépiler}, {Sommet}}

ol Vide par exemple est un symbole d'opération d'arité pile, bool, de rang

pile et de type bool

ZEilSa bool = {vide}

De méme zgile,ént,pile = {Empiler}
ZE}EE;BE&E. = {dépiler}
ZP_iLS,ELt = {Sommet}

Cela signifie que Empiler, par exemple'dénomme une opération définie

sur A . x A a valeur dans A . .

pile Ent’ pile

'Un certain arbitraire est possible dans le choix des ensembles A i1e?
A z - P4 z . L] z g

Ent? Abool et des opérations dénommées par Vide, Empiler, Dépiler,
Sommet. Cependant toutes les algébres résultant des différents choix

doivent &tre homomorphes. C'est 3 dire que entre deux algébres A et A'
typées par S et ayant I pour domaine d'opérateurs doit exister trois

applications

h telles que h

. t
hpile’ hEnt’ Bool pile ~ Apile M Apile

. L
hEnt : AEnt > AEnt

A

. 1§
hbool * poo1 ~ ABool
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hbool(Vide(p))

vide'(h_., (p))

h ;o (Empiler(p,u)) = Bmpiler'(hpile(P), he (W)
h ile(Dépiler(p)) = Dépiler'(h ile(p))
hEEE(Sommet(p)) = Sommet'(h ile(p))

Parmi toutes ces algébres homomorphes, une algébre A est initiale si
quelque soit l'algébre B appartenant d cette famille d'algebres, il existe
un homomorphisme unique de A vers B. Or, d'aprés ce qui précéde, il existe

au moins une de ces algébres initiales et elle est assez facile 3 définir :

Soit l'alphabet {Vide, Empiler, Dépiler, Sommet, (, ), Pile, Ent, Booll.

Soit A_ la famille d'ensembles support {AP dont

. A
S ile’ "Ent’ Abool}
les éléments sont définis de la maniére suivante :

Pile ¢ A .
—_— i

pile * EBt € Ap,

y Bool € Abool

SiteA ile alors la chalne Vide(t) € Abool

sit) e A j1e St T, € AEnt la chaine Empller(tl,tQ) € A ile
si te A, la chaine Dépiler(t) € A_,
Elle Elle

site A ile la chaine Sommet(t) e AEnt

Définissons d présent les quatre opérations dénommées

Vides, Empiler, Dépiler, Sommet.



A la chaine t € A_,. , l'opération dénommée Vide fait correspondre la

ile
chaine de Ab :

ool vide(t).
» . [ P [ z P4 -
A la chaine tl € A ile et la chaine t2 € ABnt’ 1'opération dénommée Empiler
fait correspondre la chaine de A . ¢
pile~*

Empiler (tl’tQ)
et ainsi de suite.

Le type d'objet "pile d'entiers" est la classe d'isomorphisme de cette

algébre initiale.

En fait, ainsi défini, le type d'objet "pile d'entiers' ne caractérise pas
bien ce qui est considéré généralement comme pile. Pour obtenir une meilleure
caractérisation il faut imposer des contraintes sous forme de relations entre

opérations : ce sont les I-équations qui définissent des I-congruences.

Nous poserons par exemple : Sommet(Empiler(xl,XQ)) = X,

Depller(Empller(xl,XQ)) =X

Dans 1'ensemble des I-algébres satisfaisant d ces relations 1l existe encore
une algébre initiale et le type '"pile d'entiers"peut &tre défini comme la
classe d'isomorphisme de cette algébre initiale. Il s'agit de 1'algdbre
quotient de l'algeébre de mot définie ci-dessus par les congruences corres-

pondant aux relations entre opérations.

Cette approche de la notion de type est intéressante et pourra sans doute

stintégrer & la conception de systémes de programmation comportant langages,

programmes de vérification ......... Cependant quelques problémes demeurent.

En effet, dans les langages de programmation, aux opérations intervenant
dans la définition des types s'ajoutent des structures de contrdle. S'il

est aisé de rendre compte de certaines structures de contrdle.



relles 4ue ia structure conditionmelle, par contre on ne peut introduire de

point fixe tel qu'il s'exprime dans les boucles et particuliérement la

"iant que'.

boucle
De plus, le résultat d'un calcul est parfois "Erreur" et non pas un élément
appartenant 4 1'un des ensembles support d'une I-algébre. Ceci est du

au fait que, sur un calculateur, les structures mathématiques correspondant
a4 un type ne sont qu'approchées. Ainsi 1l'ensemble des entiers "calculateur"
est fini et n'a pas exactement la structure d'anneau euclidien. Goguen,
Thatcher et Wagner ont montré que 1l'on pouvait rendre compte des erreurs

[ 6] quoique de fagon compliquée.

Far contre, les opérations partielles, les calculs par approximation,
1l'opérateur de point fixe jouent un rSle fondamental dans la formalisation
des types d'objets en tant que treillis pour une relation d'approximation

gue nous allons présenter maintenant.
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TYPE D'OBJET ET TOPOLOGIE DE L'ORDRE

FORMALISATION DES TYPES D'OBJETS UTILISANT UN ENSEMBLE MUNI
D'UNE RELATION D'ORDRE PARTIEL COMPLET *

La manipulation d'objets infinis tels que les réé&ls sur un calculateur,
dans un espace de mémoire fini et en un temps fini est possible grdce

a la structure d'espace métrique complet de R qui permet la construction
des réels comme limite d'une suite de rationnels pouvant &tre codés dans

la mémoire d'un calculateur. Cette structure d'espace métrique complet est
aussi importante pour le calcul sur machine que la structure de corps de
l'ensemble des rééls.

Ceci peut-il &tre transposé a d'autres ensembles d'objets méme si 1l'on ne
dispose pas sur ces ensembles d'une topologie métrique ? Répondant 3 cette
question Scott introduit une structure plus simple : celle de treillis continu
ou injectif pour une relation d'ordre la relation "moins défini que",
induisant ainsi une topologie de 1l'ordre et permettant le calcul par appro-

ximation.



Considérons par exemple un '"carnet d'adresses'". La recherche d'un nom m dans
;e carnet a pour but de fournir une adresse ADm mais elle ne peut aboutir
que si le nom m figure dans le carnet d'adresse. Une autre situation facheu-
se peut intervenir si plusieurs homonymes figurent dans le carnet.

Décider que le nom présent dans le carnet d'adresse, le plus proche dans
1'ordre Iexicographique, d'un nom absent, est une approximation de ce nom
n'a pas beaucoup de sens car l'ensemble des adresses associées aux noms

du carnet d'adresse n'a pas une structure aussi simple.

i nous représentons par 1 l'échec d'une recherche : 1l'adresse est
indéterminée et par T le résultat d'une recherche aboutissant d plusieurs
adresses : le résultat est surdéterminé, la recherche de 1'adresse d'un
nom m ne peut avoir que trois résultats : L, ADm, T.

ﬁDm nousaoporte plus "d'information" que L et T nous apporte "trop d'infor-

mations™. Nous poserons donc :

1 [ ADmLT

De plus, les ‘adresses sont incomparables entre elles.

D/;\

AD — — — ~AD

~. _—

Une telle structure est un exemple de la structure de treillis continu

A

utilisée par Scott.

Soit :

- AD l'ensemble des adresses associées aux noms du carnet ;

- (AD, [) cet ensemble muni de la structure présenté ci-dessus.
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Les applications continues de AD dans AD que nous noterons [AD - AD]

sont celles qul respectent les limites.

Nous donnerons dans le rappel mathématique qui suit la définition de la
continuité. Ici les applications croissantes de AD dans AD sont continues.
5 = [Dl > D1]

t également un treillis complet continu. Scott a montré que D_ est iso-

Dl = [AD + AD] est 3 son tour un treillis complet, comtinu D

=
=

morphe & [D_ ~+ D_J.

Des opérations sur ces ensembles structurés par [ peuvent &tre introdui-
tes : par exemple X : le produit cartésien, +, la somme disjointe, =,
la relation d'isomorphisme,

I1 est possible de définir des ensembles munis d'une structure "3 la Scott"
comme solution d'une équation 4 un isomorphisme prés.

Par exemple :

T
{
N = N+1 ou 1 est 1 aura comme résultat
|
1
T
v \;\\
\‘\K\is’,/”

Lehmann a proposé une formalisation de tout ceci dans le cadre de la
théorie des catégories Leh [12, 13].
Malheureusement, un probléme se pose : celui du non-déterminisme.
La recherche de l'adresse d'un nom m dans le carnet peut aboutir a plusieurs
adresses m - (ADm. seessAD ). m > Defm n'est pas univoque.

i lp
si une partie des adresses associées d un nom m figure sur une page
déchirée, 1l'ensemble des adresses que nous pouvons obtenir est une appro-
ximation de l'ensemble de toutes les adresses associées d un nom m.
La recherche de 1l'adresse d'un nom m devient ainsi une application de 1l'en-
semble des sous-ensembles de AD structuré par la relation d'inclusion
usuelle entre sous-ensembles. Dans ce cas 1'indéfini est l'ensemble vide

et le surdéfini AD lui-méme.
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AD AD ---- AD
m m m

1\\\\:3\\//// n
¢ =1

Scott 2 etadlé particuliérement PN, ltensemble de parties de N, ensemble
~articuliérement intéressant en informatique 4 cause de ses relations avec
la calculabilité et montré que, dans ce cas (PN, ¢) = [PN -+ PN]. Nous

exposerons dans la suite, la construction des types d'objet dans (PN, <)

RAPPEL SUR LES STRUCTURES D'ORDRE PARTIEL COMPLET

Rappelons quelques résultats classiques sur les domaines de calcul et

les treillis complets. Il existe 3 ce sujet plusieurs définitions légére-
ment différentes dont la base est une structure de sup-demi-treillis.
Scott utilise, lui, une structure de treillis possédant un élément minimum

et un élément maximum.
Définition 10. Un ordre partiel e¢st un ensemble D muni d'une nelation [
ayant Les propriétes suivantes :
<) Réflexavite : x [ x pour tout x [ D
AL)  Trnamsivite sl x [ yety [ zalorsx [ =z

LAA) Antisymetrnie : s4 x [y ety [ xalonsx = y

Nous noterons x [y six [ yetxzy



-k

Deginition 11. Un sous-ensemble X ¢ D d'un ondre partiel (b, [) est

dirigé &4 pour tout x5 X, € X, AL existe x, € X tel que

2 3

lex:ae,txz]'_x3

Définition 12. Un ondre partiel (D, [Jest complet 84 Toute partie
dirnigée X c D admet une limite supérieure UX e D telle que

L) x [ X pour tout x € X

L) s4ix[yeD WVeXalors X[y

Définition 13. Un elément x d'un ondre parntiel (D, [) est fini ou compact
ou algébrique relativemunt & y 84 quelque 804t La partie dinigée X c D
telle que y [ UX, AL exdisle z € X tel que x € z.

Définition 14. Un elément x d'un ondre partiel (D, [) est fini ou compact
ou algébrique &'il est fini nelativement & Lui-méme ; c'est a dine 84
VX ¢ D, X dindgée telle que x [ UX A existe z € X tel que x € z.

Définition 15. Un ondre pantiel complet (D, [) est injectif ou continu
84 pour tout y e D, y = I{x € D/ x est f4ini rnelativement a y}
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Définition i6. Un ordre parntiel complet (D, [) est fini ou algébrigue
84, pourt tout y € D, y = U{x ¢ D / x [ y et x algdbrique}

Les structures d'ordre partiel complet rencontrées en informatique
possédent un élément minimum souvent noté 1.

Scott utilise une structure de treillis complet injectif possédant un
élément maximum et un élément minimum. La structure de domaine de calcul
qui est un ordre partiel complet algébrique tel que l'ensemble des points:

algébriques soit récursif, est également utilisée.

L'ensemble des applications d'un ordre partiel complet dans un autre
joue un rSle important. Rappelons 3 présent quelques résultats sur les

ensembles fonctionnels associés aux ordres partiels complets.

Deginition 17. Une application £ : D + D' entrne deux ordres partiels
complets (D, [) et (D', [') est continue 44

U'£(X) = £(UX) pour tout ensemble dinigé X c D

La continuité entraine la monotonie et la croissance.

La structure de l'ensemble [D + D'] des applications continues de D dans
D' dépend quelque peu des caractéristiques des relations d'ordre [ et ['.
Nous considérerons entre deux é&léments f et f' de [D + D'] la relation

d'ordre suivante, notée [

fLFf sif(x) L' £f'(x) V¥x € D.
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Theoreme 3. {’ensemole [D - D' des applications d'un ondre partiel complet
(D, [) dans un autre [D + D] est Lui-méme un ordre partiel complet.

SL 5 o7 b sont algébriques atorns (D > D'] est Egalement algébrique.

34D e D' sont des domaines de caleul alors [D + D'] est un domaine de
caleuk.

4D i DY sont des trelllis contius {respectivement algébriques) alonrs

(D - '] Ced un thelddis continu (respectivement algébrique).

Theonpme 4. "du point fixe ou de Knester Tarsky. Toute gonction continue
f € [D~+ D] d'un ondre partiel complet (D, [) dans Lui-méme, admet
un plus petit point fixe Y(f) ¢ D el que

Y(£) = {(£%1) / m 2 o0} ou F* = fofo...of

Les résultats que nous rappelons a présent sont essentiellement extrait

de l'article de L. C. Sanchis : '"Data type as Lattices : Retractions,
closures and projections" [22 ]. Ils concernent les treillis complets mais
certaines définitions et certains résultats pourraient sans doute s'étendre

d des ordres partiels complets plus généraux que les treillis complets.

Déginition 18. Une application £ e [D + D] d'un treillis complet
dans Lui-méme est appelée

1
Fh

Retract AL fof

Cloture 8L I [ f I est L£'application ldentite

]

projection AL f [
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Proposition 5. S4 £ e [D + D] est une application continue d'un trhelllis
complet (D, [) dans Lui-meme alons £'ensemble FIX(f) des points fixes
de £ est un sous-tnelllis complet de D

Théondme 6. S4 £ est un netract, une cloture ou une projection dans D alons
f(D) est sous-trheilllis complet de D.

Thioneme 7. SL £ une cliture dans D telle que £(D) sont un sous-treillis
complet de D alorns £ est continue.

Théondme §. Si D' est un sous-tneillis de D alors D' est £'dimage de D par
un retract. SL D' est clos pour £'optration d'intersection N de D alorns
D' est L'image de D par une cliture.

S{ D' est clos pour L£'opération d'union U de D alors D' est £'image de D
par une profection.

Dégfinition 19, Une représentation d'un trnelllis (D, [) dans un trelllis
(D', L") une pairne d'applications (f,g) f : D~+D', g: D' +D
telles que :

£ et g sont credssantes monotones
I, L gof I, est £'application {dentité de U

fog L'l 1, et £'application identits de D'



Proposition 9. Une paire d'applications (f,g), £ : D> D', g : D' + D
est une neprésentation entre D et D' &4 et sewlement 84

Vx € D, y € D' f(x) [' y 84 et sewlement 84 x [ g(y)

Définition 20. Une neprésentation (f,g) entre demi-treilllis (b, [) et
(D', [') esL continue 44 g : D' + D est continue.

S{ g est une bijection, (f,g) est une cléture de D' dans D.

Si f est une bijection, (f,g) est une projection de D dans D'.

Une représentation d'un treillis dans un autre permet de relier leurs

structures dans le cas ou aucun des deux n'est sous-treillis de l'autre.

Théoname 10. Un trelllis (D', [) est une cloture continue d'un
thedllis (D, [) &4 et seulement &'AL est {somorphe 4 un sous-trneilllis complet
de D, femé poun L'intersection [0 sur D

Proposition 6. Si un trhelllis complet (D, [) est injectif (continu) et
44 (D', [') est un retract continu de D alons D' est infjectif.

Théongme 11. Un theillis complet (D, [) es injectif 84 et seulement 84
AL est une netraction continue de (PD, c) : £'ensemble des parties de D
muni de La nelation c usuelle entne sous-ensembles.
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Théondme 12. SL (£f,g) est une cloture continue d'un trhelllis (D', [')
dans un thelllis (D, [) et 44 (D, [) est algébrique alorns (D', [') est
aus s algébrique.

Théoreme 13. Un theillis (D, [) est algébrique 84 et seulement §'ilL est
une cloiure continue de (PD, <).

Theonreme 14. S4 Le trnelllis (D, [) est une projection continue du
thedlllis (D, <) alons (D, [) est algébrique

Un exemple classique d'utilisation de ces définitions est constitué
par 1'étude de la sémantique des schémas de programme déterministes.
Si D est un treillis continu (respectivement un domaine de calcul),
D, = [D » D] est lui-méme un treillis continu (respectivement un domaine

1
de calcul). Il en est de méme pour D = [Dl -+ Dl].

2

I1 est possible d'associer aux "bons" schémas, un élément de D2 c'est

d dire une fonctionnelle continue qui permet de définir, par approximation
successive, une fonction associée au schéma. Cette fonction est le '"'sens"
du schéma de programme. On trouvera dans VUI [30] un bon exemple de mise

en oeuvre de cette approche de la sémantique.

Un autre exemple est constitué par la construction des types d'objet entiers
en tant que retracts de PN, 1l'ensemble des parties de N, que Scott effectue.
dans le cadre d'un modéle du Lambda-calcul [ 25]

PN, muni de la relation de contenance usuelle entre sous-ensembles de N,
est un treillis complet continu et méme algébrique, dont les éléments

finis sont les sous-ensembles finis de N, 1'é1ément minimum : 1'ensemble

vide & et 1'élément maximum:N lui-meme.
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Les singletons de N sont incomparables par £ et l'on a

$ ¢ {n} € N Yn e N

De sorte que la structure proposée sur PN apparait comme une généralisation

de la structure de treillis continue sur N.

Une application f : PN + PN est continue si ¥x ¢ PN, VX, famille de
sous-ensemblesfinis de N telle que x = uy€X y

£(x) = Uy £

Il est possible de donner une formulation plus topologiquede cette

définition.

Prenons comme base de voisinage les sous-ensembles de PN de la forme

{X € PN / e ¢ X} pour e donné de cardinalité finie. Un ouvert est alors
une union de voisinages.

Une fonction £ : PN + PN est continue si l'image réciproque d'un ouvert

de PN par f est un ouvert. C'est a dire que f est continue si et seulement

si
¥X € Pn et pour tout e € PN, de cardinalité finie

e € f(X) si et seulement si Fe' c X tel que e ¢ f(e')

avec e' € PN et de cardinalité finie.

En fait cette définition de la continuité est équivalente a celle qui

découle de la structure de domaine.



Il est possible de faire correspondre d toute fonction continue de PN
dans PN, un sous-ensemble de N de la maniére suivante

commengons par numéroter les sous-ensembles finis de N.

Soit {ko, kl’ ceey Kk
N S

} un sous—ensembli de N avec k <k, £ ... £k
m-1 m=- o 1 m-1
m—l} = e avecn = .z ” ki.

i=o

Posons {ko,kl,..

A une fonction continue correspond un sous-ensemble de N x N

{(n,m) / m € f(en)}
Numérotons 3 présent les couples d'entier en associant a (n,m)
$(n,m) = % (n+m) (%-+ 1) + m. Nous appelerons Gr une application de 1l'en-

semble des fonctions continues dans PN définie par
Gr(f) = {v(n,m) / m e f(en)}

Inversement, a4 tout sous-ensemble u de N, correspond une application

continue de PN dans PN

ft(u)(x) = {m/ 3en € x tel que (n,m) € u}

Remarquons que ft(Gr(f)) = f et par ailleurs u g Gr(ft(u)) avec
u = Gr(ft(u)) s'il existe f tel que u = Gr(f)'

Posons GF =G o f
r t

u € GF(u) Yu € PN

n

u = GF(u) s'il existe f tel que u = Gr(f)

GF(GF(u)) = GF(u) c'est d dire GF o GF = GF

Une application telle que GF est un retract.

Les éléments de PN qui sont associés 3 une application continue, sont

caractérisés par le fait d'étre points fixes de GF.



Soit G = {u € PN / GF(u) = u}

L'image de PN par un retract continu est & son tour un treillis complet
continu qui posséde donc des éléments finis. Les éléments finis sont
les éléments de G de cardinalité finie. Il est possible, 3 présent de

donner une définition de la notion de type d'objet :

Un type d'objet est L'image de PN par un retract continu

Avant de donner un autre exemple de type d'objet, définissons les
fonctions de plusieurs variables.

f(xo,x WXy ) est une application de PN x PN ... x PN dans PN

1 k

qui est continue si elle est continue pour chaque variable.

120

3F € PN tel que :

f(xo,x

l,...,xk_l) =f C..eenn f«t(ft(r)(xo))(xl)...)(xk_l)

Soit C(x,y,z) =z>x,y = {nex/oez}u{me y/Ik tel que ktl ¢ z}

¢ siz =
xsiz=0

22 x%xy = ysiOgz
xuy 81 0 e 2 20
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Un couple (x,y) peut &tre défini par l'application

Px,y(u) = u>x, (u-1) >y, ¢

[ ¢ siuz¢ousioUlgu

0

u siu

1

y siu

L xuvuysiOUlgu
Pour x et y donnés : x = a, y = b.

P. .(u) est une application de PN dans PN pour laquelle
a,b

G_(p_ ,(u)) est un certain &lément de PN.
r “a,b

Le type d'objet '"couple" est formé par l'ensemble des &léments p de PN
tels que a,b tels que p = Gr(pa b(u)). Les éléments p de PN sont les
]

points fixes du retract

P(X’Ysu) Zu>x,ul> y,

Nous avons dit que 1'image de PN par un retract continu était un treillis
complet continu. Ceci assure que les éléments de ce treillis pourront
€tre calculés par approximation successive. Dans le cas du type d'objet
"couple" ces éléments finis sont les couples partiellement déterminés :

(0,0), (¢,y), (x,8).

La définition de types d'objet par une équation de types exige davantage.
Elle exige une structure d'ordre sur l'ensemble des retracts.

La relation ¢ sur l'ensemble des images de PN par les retracts continus
ne donne pas la structure souhaitée. L'ensemble des applications qui sont

des retracts, est un treillis complet mais non pas continu.



11 est possible de définir un autre ordre sur ces applications.

f < g sif est un retract de g.
Tout couple de retracts posséde un plus grand minorant pour cette

relation d'ordre. De plus, toute suite (ai)i de retracts telle que

eN

a. < a. et a. < a. osséde une limite supérieure u {a./i € N}.
i i+1 1 = i+l P P { 1/ }

Cette propriété permet de définir un retract comme limite d'une

suite de retracts ce qui est indispensable pour définir des types d'objet:

par une équation de retracts.

Une exploitation mathématique compléte des propriétés de 1l'ensemble des

retracts semble ne pouvoir se faire que dans le cadre de la théorie

des catégories. Leh [ 11,13 1.

Les formalisations de la notion de type d'objet peuvent sembler abstraites

et éloignées de préoccupations d'un praticien. Cependant, le travail’

de Vuillemin [ 31], de Tennent [ 28, 29], en ce qui concerne la sémantique

dénotationnelle, les travaux de Guttach [7, 8] en ce qui concerne la
théorie algébrique des types d'objets montrent que des applications

expérimentales sont possibles.



CHAPITRE I1

On sait que les calculateurs opérent, calculs et transformations
sur des objets, par exemple, des n-upples de bits que nous

appelerons "objets machine”..

Les programmeurs leur associent des objets extermes appartenant d certains
ensembles ! lettres del'alphabet, numéros-matricule, entiers, rédls, ...
En théorie de schémas de programme, on sépare, de méme, l'aspect
syntaxtque d'un programme : le schéma proprement dit, de son

aspect Aémantique L1é 4 la donnée d'une interprétation des symboles
apparatssant dans le schéma par des fonctions et des objets conve-

nablement chotisis.



Par une démarche similaire, définissons 1'interprétation d'un ensemble
v . . . P
'd’objets machlné'par un ensemble S d'objetsexternes, comme étant le couple

d'application (f,g) f: M=>S

g : S*M

g donne la représentation d'un objet de S par un objet de M
f donne le "sens" d'un objet de M.

'I1 faut avoir f o g = I, et go £ = IS ol IM est l'application identique

M
sur M et I_ l'application identique sur I

Le choix d§une interprétation est laissé g 1'arbitraire des programmeurs
et n'est pas complétement explicité, le plus souvent. Cette part d'arbi-
traire peut &tre réduite si on impose 4 f et g d'@tre des homomorphismes
pour une certaine structure mathématique des ensembles M et S. C'est préci-
sément 1'un des buts d'une déclaration de type d'objet dans un programme

que d'expliciter cette structure.

Pour des raisons évidentes M est un ensemble fini. Or, il est assez facile

de donner des exemples d'ensembles S infinis : 1'ensemble des rééls,
1l'ensemble des entiers .....

g ne pourra donc pas toujours &tre bijectiveni méme simplement injective. Dés

lors, la définition de f pose un probléme.

Avant d'explorer une troisiéme voie, commencons par examiner de ce point
de vue, les deux formalisations de la notion de type d'objet passées en
revue au chapitre I. Dans les deux cas g est considérée comme une application

partielle.

Pour Goguen, Thatcher et Wagner, un type d'objet est une algébre initiale.
f et g doivent donc &tre des homomorphismes pour une certaine structure
d'algdbre. Ceci s'intégre trés bien d la définition d'un type d'objet par

une algeébre initiale.



Choisissons alors dans §tnlsous-ensemble 0 pouvant &tre mis en correspondance
avec M par une bijection et adjoignons 4 M un objet supplémentaire :

"erreur"

g(s) = m e M sisec

g(s) = "erreur" si s € o

Considérons, par exemple TD l'ensemble des mots de 32 bits et N, 1l'ensemble

des entiers.

. _ 32
Soit NTD ={n/0<sns?2 1}

I1 est facile de définir une application partielle de N dans TD en posant

32 -
g(n) = <15 @5 .e585,> AVEC A 5 15..053) tels que n = igfiQ i-1

g(n) = "erreur" si n 2 232

La définition de f ne pose alors aucun probléme.

Cependant, f et g ne sont plus, aussi définies, des homomorphismes pour
une structure algébrique sur N telle que la structure d'anneau euclidien.
En pratique, on se contente d'avoir un homomorphisme approché dont les
"irrégularités'" sont bien connues des programmeurs expérimentés.

Mais il faut &tre plus exigeant pour une formalisation et introduire un
é€lément "erreur" dans la définition de la structure algébrique. C'est ce
que proposent Goguen, Thatcher et Wagner [ '18]. Ce n'est pas simple parce
que l'objet "erreur" posséde des propriétés absorbantes ce qui introduit

des difficultés logiques.

Ainsi, si @ est un opérateur binaire et m un élément de TD on aura en général

u B "erreur" = "erreur"
I1 faut introduire des opérations de test d'erreur qui permettent d'éviter
d'utiliser "erreur" comme opérande. La description d'un type d'objet par la

spécification d'une algébre initiale n'en est pas facilitée.
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Une seconde solution d& la définition de f et g consiste & supposer que

M et S possédent une structure de treillis d'approximation "3 la Scott".
S posséde un élément minimum L : 1'indéfini et un élément maximum T le
surdéfini .

De méme M posséde un élément minimum : L, 1'indéfini et' un &lément

maximum : "erreur", le surdéfini.

I1 n'est pas utile de supposer que M soit fini car la définition de g :

application partielle de S dans M n'utilisera qu'une partie finie de M.
f et g devront &tre des applications croissantes et méme continues

c'est 4 dire préserver les limites.

De plus fogl IS et IM Lgeof

Prenons, par exemple S = N u 1 U T muni de la structure d'ordre définie

par L[n[ T ¥neN vivuT

Prenons pour M 1l'ensemble des mots d'un nombre quelconque de bits et

posons ¥m € M 1(m) = nombre de bits de m.

Adjoignons 3 M:1 et "erreur" et posons L [ m [ "erreur" W¥m € M
"erreur" est le surdéterminé

1 représente la '"valeur" d'une variable dans un programme avant toute

application.
0
Posons gis) = <al,az,...,ap> ol a; = {
1
avec a,,a tel = § p-1
10 2,...,ap els que n = a, 2 .
i=1
Ceci si 0<n < 232—1

2

g(s) = L si s =10usis?2 23
g(T) = "erreur"

f s'en déduit immédiatement
f(1) = 1 '

i-1
f(<al,...,ap> = § a2 sip s 32
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f(<al,...,ak>) = Tsik> 32

f("erreur") = T

Si S posséde une certaine structure algébrique, les opérations qui

la caractérisent ont leur version "partielle'" définie pour les éléments
de S pour 1eéquels g est aussi définie mais il faudra que ces opérations
soient continues. Il s'en déduira immédiatement des opérations sur M par
1'intermédiaire de f et g.

Aussi supposons que dans 1l'exemple ci-dessus nous introduisons la fonction
successeur SUCC sur N. Il lui correspondra sur M la fonction SUCCM définie

par :
SUCCM(m) = g o SUCC o f(m)

La donnée d'une structure algébrique permet donc d'imposer des contraintes
d f et g conmme dans la définition purement algébrique d'un type d'objet
mais, de plus, il est possible de hiérarchiser et de relier entre elles
différentes implémentations d‘'un type d'objet; par exemple en définissant

g, pour les entiers inférieurs i 216, ou g, pour les entiers inférieurs 3 232.

Les deux fagons de choisir f et g que nous venons de voir s'efforcent de

rendre g bijective pour faciliter la définition de f.

Une troisiéme possibilité consiste 3 accepter que g soit surjective avec
la conséquence immédiate d'un tel choix : f devient multivoque. Il s'agit
13 d'une idée proche de celle de Nolin [ 18 ]. Dans ces conditions f(M)
sera une famille de sous-ensembles de S. Prenons par exemple S égale a

N et M égal 3 1'ensemble des mots de 32 bits.

Adjoignons @ M, "erreur".

. 32
Posons g(n) = <al,al,...,a32> sins<2°-1

avec

a. = {° et a_,a

32
- i-1
i 1 1’ 2,...,a32 tels que n = Z al2

i+l



i

g{n} = "errveur" si n 2 232
v i-1
f(<al,32,...,aa2>) = .Z ai2
i=1
1 " ; . 32
A "erreur" doit correspondre {n / n 2 2°°}

En effet nous ne sommes pas sans information sur le résultat d'un calcul
si celui-ci se termine par "erreur”. Dans ce cas, le résultat est un
entier supérieur a 232~1.

f(M v "erreur") est un recouvrement r de N

r={{n} /ns221}uin/nz2%2y

Une interprétation de M U "erreur'" dans N est alors caractérisée par

ladonnée du recouvrement r et d'un couple d'application (f,g)
ol Test définie par

f(<al,...,a

f(erreur") = {n / n 2 232}

et g par g({n}) = g(n) sin s 2321

g({n / n 2 232}) = "erreur"

Supposons 3 présent que nous disposions de M' : l'ensemble des mots de

64 bits. Nous pourons lui associer un recouvrement r' défini par :

6u 64}}

r'={{n} /n=s2 "-1}u{n/nz2

et deux applications (E‘,Q') définies par :

- 6 i
f’(<al,...,a64>} =1{) a2 }
i=1

f("erreur™) = {n / n 2 2%%
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g({n}) = <a > sin s 2%

10 2%y

6“}) = "eprreur"

g{n / n22
Remarquons qu'il est possible de définir des structures algébriques
sur r et r'. Par exemple la fonction SUCC sw

2

suce ({n}) {n+1} si n < 23 -1

32

succ ({n}) {n/nz 232} sin=2"°-1

32} 32}

sucC({n / n 2 2 )={n/n =22

et de méme sur r' la fonction SUCC!

succ'({nl}) = {n+1} si n < 264-1
succ'({n}) = {n /n2 264} sin-= 264—1
sucC'({n / n 2z 2% = (n / n 2 25

Les opérations correspondantes sur M doivent vérifier
succ, = § o succ o f

g' o succ o E'

suce!

Intuitivement r* est un meilleur recouvrement de N que r car tout sous-
ensembie appartenant a r est coupé en plusieurs sous-ensemblesle r'. De
pius, r' contient davantage de singletons de N que r. Pour cette raison,
SUCC' approche mieux que SUCC la fonction successeur sur les entiers.
Dans cet ordre d'idées remarquons que
3
succ({2°%-1}) = (n / n 2 2°%)
Vi rn32 .32
alors que suce'({27°-1}) = {27°}



{n/nz2 232} est en quelque sorte une approximation de 232.

Nous considérons donc que tout ensemble u contenant

un ensemble v est une approximation de v

Scott considére que, au contraire c'est v qui est une approximation de
u. Il est clair, cependant que si nous savons qu'un entier n est pair,
c'est 4 dire que n € {2xk / k = N}, nous détenons une information sur n.
Il est donc logique de considérer {2*k / k € N} comme une approximation
de n.

Donnons un autre exemple de ce type de démarche

Soit A 1'alphabet (a, B, z, O, E) et M 1'ensemble des formes

sententiales engendrées par la grammaire :

o>z + 8

B+B+ 0.z + E.B + 0.8
ol + représente une alternative

a + z + B est équivalent & a >z

a + B

M est notre ensemble de "mots machine".

Il est infini mais comme cela se produit dams le cas d'une structure

"y

d'approximation "a la Scott" il ne sera pas nécessaire de disposer de

tout l'ensemble M. Un sous-ensemble fini sera suffisant.
. * - .
Remarquons que la relation m, => m_ : m, dérive de m.,, est une relation

1 2 1?
d'ordre sur M.



Définissons, & présent un couple d'applications(f,g).

f est une application de M dans PN.

g est une application que nous préciserons dans un instant, d'un recou-
vrement r de N dans M.

f est défini récursivement par

f(a)

1]
z

il
4

£(8)

f(z)

|
o

{2xn / n € f(m)} E.m, O.m € M

f(E.m)

£(0.m) {%n+l/n ¢ £f(m)}

Le recouvrement r de N est défini de la maniére suivante :

{o}, N, N' appartiennent a r

si s € r alors {2%n / n € s} et {2*n+l / n € s} appartenant ar.

g peut &tre défini 3 présent : si s est égal a N, Nt ou {0} alors

@ sis =N

1
=z

g(s) = B si s

z sis = {0}

. + . .
Si s # N, N', {0} mais appartient 3 r, s est égal 4 {2n / n € s'} ou

{2n+l1 / n € s'} avec s' € r

E.g(s') sis={2n/ n e s'}

g(s) =

0.g(s') sis ={2nt+l / n e s'}
r est un recouvrement infini mais nous pouvons utiliser un recouvrement
de N plus grossier, extrait de r.

Par exemple r, = {N, Nf, {0}, {2*n / n € N+}, {2*n+1 / n € N'}}.
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‘Le sous-ensemble de M correspondant est M

Deux applications f_ et g1 sont associées

1

N siu
N+ siu
{0} si

pour u ¢ M fl(u) = 9

{2%n /
{2*n+1

{1} si

o si s

B si s

z si s

0.z si

pour s € r
E.B si

0.8 si

Nous pouvons également extraire de r le recouvrement r

Posons :

{2*n / n € N}

]
1"

{2*n+1 / n € N}

2]
[}

r, = N, N, {0}, {1}, {2}, {3}, {2*n / n

{2%n+1 / n € sl}, {2*n+1 / n € 52}}

= {a, B, z, 0.z, E.B, 0.8}
a Ml et rl :

Q

=8

e NT} siu-= E.B

nedN}sius= 0.8

n
(@}
N

N

Nt

{0}
{1}

{2#n / n € N7}

{(2%n+1 / n € NT}

0"

esl}, {2*n / n € 82},
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et M, = {a, 8, z, O.z, 0.0.2, E.C.z, E.8, 0.8, E.O.8, E.E.B8, 0.0.8, 0.E.B}

2

La définition du couple (fz,g2

longue, nous ne la donnerons pas.

) associé est immédiate quoiqu'un peu



r

Il est naturellement possible de définir des opérations sur r, r,, T,

Définissons par exemple, la fonction SUCC sur r

sucC (N) = N
succ (NH)= N
succ ({o}) = {1}

SUCC (s) = {n+tl / n € s} = s+l

SUCC a sur les singletons de N la méme définition que la fonction succes-
‘'seur sur les entiers.

De méme définissons sur M la fonction SUCC,..

M
Smﬁ“a)=a
SUCCM(B) =B
SUCCM(z) = 0.2
SUCC,,(0.m) = E.SUCC,(m) O.m, E.m, € M,
sSucc,,(E. ) = O.m
M m
En fait SUCCM = g o SUCC o £

SUCC = £ © SUCC, © g

La définition de SUCC et de SUCCM induit des définitions similaires sur

rl, Ml et sur r2, MQ.
Définissons SUCCl par exemple SUCC : r, +>r,.
( N sis =N
N+ sis =N
{1} si s = {0}
succ,(s) = { {2sn /n e N'} sis = {1)

{2*n+l / n ¢ N+} s5i s = {2*n / ne N+}
{2#n / n e N} sis = {2%n+l / n e N}




En fait SUCCl(s) = SUCC(s) pour s € r.
Il serait possible, quoique long, de définir SUCC2 1 r, +r, et nous

aurions SUCC2(S) = SUCC(s) pour s € r,.

11 est possible de doter les recouvrements d'une structure algébrique
par la définition d'opérationsconvenables et méme de caractériser ces

structures algébriques par une notion d'algébre initiale,

La fonction SUCCl est donnée sous la forme d'un ensemble de couples
{0, (LN (Lo}, {1h), ({1}, {2*n / neN')h),

({2%n+tl /n e N'}, {2%n / n e N'}), ({2*%n / n € N'}, {2%n41 / n e N' 1)}
Ce sont de tels ensembles, qui constituent le graphe d'une fonction,
que nous appelons tables fonctionnelles.

Il s'agit, en ce qui concerne SUCC., d'une famille de sous-ensembles

l’
de N x N. Il lui correspond un sous-ensemble de M x M.

{(a,a), (B,B), (2,0.2), (0,2, E.B), (E.B, O.B), (0.B, E.B)}.

Il est possible de définir un type d'objet en tant qu'algébre par la
donnée explicite de recouvrements finis pour les ensembles supports de
1'algébre et de tables fonctionnelles finies pour les opérations de

1'algébre.

Pour que tout ce qui précéde posséde un intérét, il convient de disposer
d'une relation d'ordre partiel complet algébrique entre familles de
sous-ensembles d'un ensemble de fagon d pouvoir construire une famille
comme borne supérieure d'une suite de familles finies et la table d'une

fonction comme borne supérieure d'une suite de tables finie.



Nous pouvons essayer 4'imaginer ce que peut &tre une telle relation a3

partir des exemples proposés dans ce chapitre.

Soit n un élément de N,

Soit s; un élément de v,

s1 existe car T, est un recouvrement de N.

tel que n € Sl'

Soit s, un élément de r, tel que n € S,-

S, existe car T, est un recouvrement de N et de surcroit s, £ s, car tout
élément de r, provient d'une fragmentation en deux d'un élément r..

I1 est facile de montrer que {n} € r et nous avons donc

Vo € N {n} ¢ s, S8,

S, est une meilleure approximation de n que si parce que n € S, €84
et c'est parce que ¥n ¢ N il existe sl(u) €r, et sz(n) €er, tels que
n e sz(n) < sl(n), que nous pourons dire que r, est un "meilleur"

recouvrement de N que r.

Nous étudierons dans le chapitre III des structures d'ordre partiel
complet algébrique précisant cette notion d'approximation entre familles

de sous-ensembles.



CHAPITRE III

Les réflexions quelque peu informelles que nous avons
présentdes dans le chapitre II, conduisent & nous in-
téresser aux familles de sous—ensembles d'un ensemble
et d rechercher une relation d'ordre entre ces familles
qui putsse exprimer une relation d'approximation au

sens ou nous L'entendions 4 la fin du chapitre II.
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Dans une premiére partie, nous étudierons une relation de pré-ordre

entre familles de sous-ensembles, définie par :

s deux familles de sous-ensembles d'un ensemble,

d1 LE d2 si ¥s € dl o : sous-famille de cardinalité finie de d2

soit dl et d

telle que Yp s' = s,
SEQ

Une classe d'équivalence associéed cette relation de pré-ordre ayant
un représentant de classe caractérisé par une propriété de cldture,
cldture par réunion finie, nous étudierons dans une deuxiéme partie
les propriétés de cldture des familles de sous-ensembles d partir du
treillis des familles de sous-ensembles d'un ensemble ordonnées par
la relation d'inclusion. Enfin, dans une troisiéme partie, nous tire-
rons quelques conclusions de cette étude quand au choix d'une rela-

tion d'approximation entre familles de sous-ensembles.

La recherche d'une structure d'ordre partiel sur les recouvrements
d'un ensemble, conduit d s'intéresser aux familles de sous-ensembles
d'un ensemble. Certaines de ces familles de sous-ensembles sont bien
connues telles que recouvrements, partitions, bases de filtre ...

De nombreuses relations d'ordre ou de pré-ordre peuvent €tre imaginées
entre familles de sous-ensembles.

Donnons en troix exemples

Ry ¢ LA RELATION D'INCLUSION

Une famille A est incluse dans une famille B si

Ya € A alors a€ B

Rl est une relation d'ordre qui n'est pas 3 priori le genre de tela-
tion que nous cherchons car si une famille A est incluse dans une
famille B, cela n'implique pas que la famille B fournisse de meilleu-

res approximations que la famille A au sens ol un ensemble est une

approximation de chacun de ses éléments.
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R, : LA RELATION DE FINESSE (au sens intérieur)

Une famille A est plus fine (au sens intérieur)
qu'une famille B si Vva ¢ A, il existe b ¢ B tel
que acb

R, : LA RELATION DE FINESSE (au sens éxtérteur)

3
Une famille A est plus fine (au sens extérieur)
qu'une famille B si ¥b ¢ B, il existe a ¢ A tel

que acb

R2 et R3 sont des relations de pré-ordre. La relation R2 et R3 correspond

au pré-ordre de Milner.

Les trois recouvrements de N : Pis Tps T déeritsdans le chapitre II, sont

reliés par la relation de finesse au sens de R, : r est plus fin que r

3 2

et r, plus fin que r,.
Conformément 3 ce que nous suggérions 3 la fin du chapitre II, si A et B
sont deux familles telles que A soit plus fine que B au sens de R3,

par exemple r, et r,, nous pourrons dire de deux éléments a € A, b € B

tel que a § b, que b est une approximation de a. La famille B est alors

une approximation de la famille A.

Réciproquement, b étant une approximation de chacun de ses &léments, a
fournit une approximation plus fine de certains éléments de b.

Cependant, la relation A plus fine que B n'implique pas que pour tout b € B
et tout u € b, il existe dans A une approximation de u. Il faut ajouter a

R3 une condition :

Vb € B, Vu € b, il existe a € A tel que a c b et u

[y]

a
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Nous avons alors la relation de pré-ordre Ré :
Une famille A est plus fine qu'une famille B si
pour tout b € B, il existe une famille o d'éléments

/He A telle que b = u s
S€EO

Nous imposerons une condition supplémentaire en exigeant que la cardi-
nalité de la famille o soit finie. Nous justifierons cette restriction

dans la suite de ce chapitre.

Nous définissons ainsi la relation de finesse Rg :
Une famille A est plus fine qu'une famille B si
poar tout b € B, il existe une famille o, de car-
dinalité finie, d'éléments de A telle que

b= us
S€0

Nous avons, par exemple, r plus fin que r, et T, plus fin que r, au

2
sens de R!.

3
L'ensemble des familles de sous-ensembles closes par réunion finie posseé-
de, s'il est muni de cette relation Rg une structure de treillis complet

algébrique que nous allons é&tudier d présent.
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NOTATIONS

Soit E un ensemble, nous noterons

PE

PPE

Ngs Ygs Sg

Nee> Ype® SpE

RS

<PPE

1'ensemble des sous-ensembles de E

l'ensemble des sous-ensembles de PE, c'est 3 dire
1l'ensemble des familles de sous-ensembles de E

respectivement l'intersection, l'union, 1'inclusion
entre &léments de PE, c'est 3 dire entre sous-ensemble
de E

respectivement 1'intersection, l'union, 1l'inclusion
entre éléments de PPE, c'est 3 dire entre familles
de sous-ensembles de E

la réunion d'une famille de sous-ensembles de E
Pour S € PPE RS = U E]s = {xeE/ Is € S tel que x € s}
seS

la relation d'inclusion entre sous-ensembles de PPE

la relation de finesse entre éléments de PPE définie par

d, d' € PPE dl d" sivsed, Joc dr

PE

tel que la cardinalité de o soit finie et R =s
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TREILLIS DES FAMILLES DE SOUS~ENSEMBLES D’UN ENSEMBLE.

CLOSES PAR REUNION FINIE, POUR LA RELATION LE

Soit E un ensemble et LE la relation entre éléments de PPE définie

précédemment

Proposition 1. La nefation ¢ implique fa relation EE’

Preuve.

Soit dl’d2 deux éiéments de PPE tels que d1 Spp d2

Soit s, un élément de dl

d; gpp 4 => (s, € d) =>5, € d))

Vs, € dys 30 gpp d, tel que Ro = s, avec Card(o) fini. Il suffit de prendre
é '
o réduite a {s }, d'ol d, I;_E d,.
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I1 découle immédiatement de cette proposition que LB est une relation de
pré-ordre.

I1 est bien connu que, si nous posons x = y si et seulement si x LE y
ety LE X, la relation = est une relation d'équivalence et nous pouvons
définir, 3 partir de la relation de pré-ordre LE’ une relation d'ordre

sur les classes d'équivalences.

Proposition 2. Les classes d'quivalences associles & La nelation Le»

sont des panties dinigies pour La nelation d'inclusion Sppe

Preuve.

Soit X une classe d'équivalence associée 3 LE'
Soit A, B deux &léments de PPE appartenant a X

Soit A UPF

I1 est clair que A EE A Upp Boar A o A UL B

PE PE
Soit s € A UPE B

B, la réunion de A et B

8i s € A, il existe ¢ A tel que Ro, = s et Card (oA) finie,

A <pE A

il suffit de prendre o, = {s.

. . . ' . - .
Si s € B, il existe oy <, A tel que R ; = s et Card (oA) finie
car, par hypothése, B EE A.

1 ~N
D'ou A Upp B LE A, A Upg B e X.

Tout couple d'éléments A, B € X est majoré dans X.

¢

Définition 1. Un Z€ement 4 e PPE est clos par réunion finie 44 Vo e PPE
tel que o Spg @ et Card(o) f§4inie, Ro € d.
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Proposition 3. Dans chaque classe d'Equivalence associle 2 [E, Al existe un
et un seul ELément clos par rdunion findie, L'ELEment maximum de fLa classe.

Preuve.

Soit X ume classe d'équivalence associé 3 LB

Soit X,y € X et x clos par réunion finie
x LE yety LE x.¥s €y, Jo_c,. xetCard (0 ) finie tel que RO = s.
Mais x étant clos Par réunion fini Ro_ € x.
Nous en déduisons Y Spp X

en sorte que si x est clos par réunion finie, ¥y € X y Spg X,
I1 est évidemment unique.

Soit Uy, X = {s / 3x € X tel que s € x}

Upp X @st 1'é€lément maximum de X. Montrons qu'il appartient 3 X.

Soit y € X.

Nous avons y LE X.

Upg

Soit s € UPE X

Si s € alors, il existe o ¢ tel que Ro = s et Card(oc ) fini: g = {s}

Sis¢éydy' € Xtel que s € y' et y' LE y de sorte que 30; Spp V- Par consé-

quent UL X € X  Up. X est donc 1l'unique élément de X clos par réunion finie.

Nous noterons DE(U) 1l'ensemble des éléments de PPE clos par réunion finie

Proposition 4. La nelation LE est une relation d'ondrne sun DE(U).
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Preuve.

La preuve en est immédiate d'aprés la proposition 3.

Proposition 5. La netation [ est Equivalente 2 La nelation d'inclusion

Spp W DE(U)'

Preuve.

Soit x, y € DE(U).

$i x gy ¥y alors x LE y d'aprés la proposition 1.

Si x LE ¥, ¥s € x, 30x Spp ¥ tel que Ro_ = s, Card(ox) finie.

y étant clos par réunion finie ch €y et x¢

pu¢
Proposition 6. D_(U) est clos pour £'intensection np..
Preuve.
Soit x, y € DE(U).
Considérons x n y.
PE
Soitog x @ y tel que Card(o) finie 0 € xet o < y.
PE PE PE PE
X,V € DE => Ro € x et Ro e y ;3 d'ou Ro € x Nop ¥
it

Proposition 7. D.(U) est un thelllis complet algibrique pour L.



Preuve.
DE(U) est un treillis
Soit dl’ d2 € DE(U).
D'aprés la proposition 6 d, et d, possédent un plus grand minorant d1 n d,

Nous noterons dl}jE d2 ce plus grand minorant dans UE(U). PE

Soit & présent d, v d
PE
d1 U d2 est le plus petit majorant de dl et d2 dans PPE mais il n'est pas
PE

nécessairement clos par réunions finie. Cependant le plus petit majorant de

n*

d1 et d2 dans UE(U) doit appartenir 3 la méme classe d'équivalence que

d, v d2. I1 s'agit donc de 1'élément maximum de cette classe.
PE

Nous noterons d1 UE d2 le plus petit majorant de d1 et d2 dans DE(U).

DE(U) est complet.

Soit D une partie dirigée de DE(U)'

Soitu D=1{s/ 3deD tel que s € d} d'o0dc u,_.DVd eD-

PE PE T
U D est clos par union finie. En effet,
PE
Soit 0 tel que 0 € u__. D et Card(o) finie.
PE PE

¥s € o, 3d(s) € D tel que s € d(s), o étant de cardinalité fini,

u d(s) existe et appartient & D. Ro € U d(s) car les éléments de D
seg seof
appartiennent & D_(U). D'od Ree u D car U_d(s) ¢ u,. D.
E PE E EE PE

I1 est clair que u_. D est la borne supérieure de D.

PE
Nous noterons U_ D la borne supérieure d'une partie dirigée de DE(U)'

Dp(u) est algébrique

Soit BE(U) = {d/d e DE(U) et Card(d) finie}

Soit 6 ¢ BE(U) et D une partie dirigée de DE(U) telle que GLE Up D.



D'aprés la proposition 5 & Spg UE D=1{s/3de D tel que s € d}

Vs € §, 4d(s) € D tel que s € d(s)

UE d(s) appartient & D et nous avons 8 ¢ u E d(s) ce qui entraine

PE
sed
s[ U E d(s). S est donc -fini.
E

seé
Soit, 3 présent 4 € DE(U) et A(d) = {8 € BE(U) /8 LE a}

A(d) est une partie dirigée car, soit 61, 62 € A(d)
§1Lpdy Sylpa=>¢8, U8, Lpd

car DB(U) est un treillis.
De plus Up A(4d) LE d.

Vs € d, 35 € A(d) tel que s € &, Il suffit de prendre § = {s}, d'ol
Up 8(d) = vy 8(d) 1 d
UE A(d) = d ce qui achéve la démonstration.

DE(U) posséde un élément minimum : la famille vide et un élément maximum

constitué par PE.

Constatons que, en vertu de la proposition 5, DB(U) est un sous-treillis

complet, algébrique, pour la relation d'inclusion Spp» du treillis formé

par PPE muni de la relation d'inclusion Spp



De plus si nous notons (:) » 1'opération qui 3 tout élément 4 de PPE
associe 1'élément maximum de la classe d'équivalence de d pour LE’

est une clotare. Nous avons, en effet :

~dgp (W @ et ) @ =) @
- g dy = (W) (@) g5 () (@)
- en vertu de la proposition 9 DE(U) est clos par intersection.

DE(U) est l'image de PPE par une cldture. Or, nous disposons d'un certain
nombre de résultats sur la structure de 1l'image d'un ensemble tel que PPE
par des retracts, cldtures ou projections.

Ce sont ces résultats que nous allons énoncer d présent. Ils nous permettron#®
de voir pourquoi le caractére fini de 1'opération (:) est indispensabls
comment étendre la définition de LE par 1l'utilisation d'autres opérations

que (:) , et nous conduiront d modifier la définition deLE.



ENSEMBLE DES FAMILLES
DE

SOUS-ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE

Les familles de sous-ensembles d'un ensemble E sont elles-méme
des sous-ensembles. Nous pouvons munir 1'ensemble de ces familles
d'une structure de treillis pour la relation d'inclusion s
analogue 3 la structure de treillis dont Scott a doté l'ensemble

des parties de N.

Il s'agit d'uns structure relativement bien connue. La plupart

des résultats que nous énoncons dans la suite, sous une forme
adaptée a PPE, ont été donnés par Scott dans 'Data-types as
Lattices" 3 propos de PN, sauf le résultat sur les propections

et par L-E Sanchis dans "Data-types as Lattices, retracts, closures
and projections" dans le cas d'ensembles plus généraux que PN mais
sous une forme différente 'de la notre, due a 1l'introduction, par
Sanchis de couples d'applicationsconstituant une représentation.
Nous renvoyons le lecteur aux rappels mathématiques que nous avons

faits dans le chapitre I.
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ThEon2me 1. PPE muni de £a nelation d'inclusion Spp @8t un e illis
complet algébrique.

Pour tout ensemble E, nous noterons

DE’ le treillis constitué par PPE muni de la relation Spp

- BE’ l'ensemble des éléments finis ou isolés de DE' Les éléments

de BE sont les familles de cardinalité finie.
- pour tout d € DE nous noterons
A(d) = {68 € BE / 55?5 d}

A(d) est de fagon évidente une partie dirigée'et sa limite Upg A(d)

égale d.

0. posséde un élément minimum constitué par la famille vide, que nous
E H]

noterons l. et un é1ément maximum constitué par PE lui-méme et que

nous noterons T.. Remarquons que si E est de cardinalité dénombrable,

BE ne sera pas dénombrable. Il aura la puissance du continu.

Produit cartésien de deux treillis de familles de sous-ensembles

Soit E et F deux ensembles : DE et DF les treillis de familles de

sous-ensembles correspondants. Le produit cartésien de E et F, ExF,

permet de constituer le treillis D onstitué par P P(EXF) muni de 1la

c
ExF
relation d'inclusion sur les familles de sous-ensembles de ExF. Mais
nous pouvons aussi considérer 1l'ensembleles couples (d,d') ou 4 € DE et
d' € DF' Il est facile de munir cet ensemble de couples d'une relation

d*ordre partielle notée c définie par :

P(E,F)



3 ] ]
Soit d,, dj € DE’ d,, d) € DF

(d,,d}) dy) si d o df et d) gpp d)

Spe,r) (40 1< 41

1'ensemble- des couples (d,d') muni de cette relation d'ordre forme
un treillis complet algébrique dont 1'é1ément minimum est le couple
(&g B

B est constitué par les couples (8,8') ol 6 € B_ et &' ¢ B_.
E,F E F

DE x DF est un sous-treillis de Dgx

. LF), 1'élément maximum (T TF) et 1l'ensemble des éléments finis

F

Ensemble des applications continue de DE dans DF.

Une application f de DE dans DF est continue si et seulement si pour

toute partie dirigée D de D f(UPE D) = Upp f(D) ot

E’
£(D) = {£f(d) / d € D}

Cependant, DB et DF étant algébriques, nous pouvons donner une défin

tion équivalente plus commode.

Proposition §. Une application £ d'un ondre partief complet algébriqu
(X, sx) dans un autre (Y, sY), est continue 84 et seulement 84 pourn t
x € X, Le sous-ensemble de Y defini par {f(u) / u <, x et u §inc} est
une partie dinigée de Y et vy {f(u) / u Sg X et u §ini} = f(x).

Preuve.

Soit x € X et A(x) = {u / u <, x, u fini}.

X

Nous savons que A(x) est une partie dirigée de X et que VX A(x) = x.
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Si f est continue, il est clair que f(x) = f(VX A(x)) = Vy f(A(x)).
Montrons la réciproque :
f est croissante

En effet, soit x, x' € X tels que x SX x'

Vu € A(x) us<, x S, x'" c'lest & dire A(x) ¢ A(x').

X X =PPE

Par hypothése f(x) = vy f(A(x)) et f(x') = Vy f(a(x'))

A(x) SPPE A(x') => VY £(A(x)) SY VY f(A(x')) c'est 3 dire f(x) SY f(x')

f est continue

Soit x € X et A(x) = fu / u <, x, u fini}

X

Par hypothése f(A(x) est une partie dirigée de Y dont la limite est f(x).

Soit Z une partie dirigée de X telle que V2 = x.

£(Z) est une partie dirigée de Y car f est croissante et VYf(x) SY fi(x).
Pour tout élément v € F(A(x)) Ju € A(x) tel que f(u) = v, u étant fini
u sy x = V2 => Ix'(u) € Z tel que u Sy
f(u) = v <y £(x'(u)) <y VYf(Z), ce qui entraine Vy £f( (x)) <y VYf(Z).
Comme nous avons déja VY f(z) s, v, f( (x)) = f(x), nous pouvons conclure

Y 'Y
d 1'égalité et 3 la continuité de f.

%x'(u) d'oud nous tirons

Dans la proposition 8, "l'hypothése {f(u) / u € A(x)} est une partie
dirigée", peut &tre remplacée par 1'hypothése "f est croissante sur
l'ensemble des &léments finis de X". Cette hypothése assure 1'existence

de V, {f(u) / u € A(x)} pour x € X.
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Dans le cas ol tout sous-ensemble de Y admet une bornme supérieure,
cette hypothése peut &tre supprimée. C'est précisément le cas des

treillis tels que DE pour lesquels la proposition 8 s'énonce simplement

Proposition 8 bis. Une application d'un theillis D dans un autre D

est continu 84 et seulement s4 Vd e DE, £(d) =u £(A(d))
PF

Conollaine. Un &LZment d de Up est point fixe d'une application continue
f de DE dans Lui-méme 84 et seulement 84 d = Upp £(A(d))

I1 est bien connu que 1'ensemble des applications continues d'un treillis
complet algébrique dans un autre est luiméme un treillis complet algébrique

(chapitre I, théoréme 1).

Nous noterons [0E + DF]’ le treillis des applications continuesde DE dans

DF pour une relation d'ordre notée s définie par :
f, g e [DE -> DF] f < g si et seulement si f(d) < g(d) Vvd e DE

Nous noterons \EIF‘H la borne supérieure d'une partie dirigée H de
b}
[DE > DF].
L'ensemble des éléments finis de [DE + DF] est constitué par des applica-

tions de la forme FU ol U est un ensemble fini de couples.

U= {(ul,vl), (u2,v2),...,(un,vn)} Ujslye..u € BE’ Vis VpeeoV € BP
r + e
ip sivie [1,n] ug £PE d
F (d) = 4 .
U Vi UPka UPF e UPka si uk [ PE d,
1 2 p 1

L u'k2 EPE d,...’ukp S‘PFd



Application d'un produit cartésien d'ordres partiels complets algébriques
dans un ordre partiel complet algébrique

Puisqu'il est possible de doter un produit cartésien d'oedres partiels
complets algébriques d'une structure d'ordre partiel complet algébrique,
il est également possible de définir des applications continues d'un tel
produit cartésien dans un ordre partiel complet algébrique.

Dans ce cas, la continuité se raméne 3 la continuité par rapport 3 cha-
cune des variables prises séparemment.

En particulier u__ et NpE qui sont des applications de DE x DE dans DE

PE
sont continues.

Applications fonctionnelles

Tout ce qui a été dit 3 propos des applications d'un ordre partiel complet
algébrique dans un autre reste valable pour les applications fonction-
nelles. La notion de continuité pour les fonctionnelles, se définit d'une

maniére similaire 3 celle des applications.

Proposition 9. L'opération de composition des appfications est continue.

Preuve.

Soit (X, Sx), (y, SY), (z, SZ), trois ordres partiels complets
algébriques ; [X + Y], [Y » 2], [X » Z], les ensembles d'applications

continues associés.

Soit G, une partie dirigée de [Y + Z] et H une partie dirigée de
[x » Yl.

I1 faut montrer que go(yx v H) = {g o h / h € H} et que
]

Yx,2
(YY,Z) oh = %,z {goeh / ge G}
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Soit 4 € X

g o (Y{h/h € H}) (4)

go (Y&,Y H) d g(VY'[h(d) / h € H})

{g oh / h e H} ()

Vg {g(h(d)) / h € H} Y%,z

Geci parce que Vg € G, g est continue.
De méme (v, , G) 0 h(d) = ((vy , {g / g € 6}) on)(d) =V, {g(h(d))/g o G}
9 H]

= Yy.z {gog/geal(d)

Points fixes et cldtures

Nous avons vu, dans le chapfitre I, que les points fixes des retracts
jouent un rdle fondamental dans la définition de la notion de type
d'objet donnée par Scott. Pour nous, ce sont les points fixes des
cldtures qui vont jouer un rdle important.

Considérons, par exemple un ensemble E et le treillis DE correspondant.
Nous pouvons définir, & partir de 1'opération Up d'union entre deux

sous-ensembles de E, une application partielle de DE dans DE en posant

GE({S}) = {s}ouls} est un élément de cardinalité 1 de DE

UE({Sl,S2}) z {s1 Vg sz}oﬁ {81,52} est de cardinalité 2

DE(d) = L_ si Card(d) # 1 ou 2

E
Dans la construction du treillis DE(U) donnée au début de ce chapitre,
nous avons fait jouer un rSle 3 des €léments d de PPE tels que

¥8 cpp d tel que Card($) < 2 UE(G) Spp 4-

Soit f une application de E dans D. Si nous remplagons E par une approximation
constituée par un élément de PPE, il pourra &tre intéressant que ¥s e PPE,

f(s) e PPE,
n

P

P

De méme si f est une application de E x E ... x E dans E.



Considérons une application g € [DE + DE]' Si d est un point fixe de g
Y6 € A(Q)  g(8) gpp

dirons alors que d est clos pour g.

d mais la réciproque n'est pas toujours vraie. Nous

Définition 2. Un EfZment d de D est clos pour une application g appar-

tenant a [D > D 1 84 g(d) < Spg 4

Pour tout élément d € D_, l'ensemble des éléments de DE clos pour g

E’
et supérieurs 3  posséde une borne inférieure. Cette borne inférieure
peut étre obtenue par intersection de tous les éléments de DE clos pour
g et supérieurs & d mais il peut &tre aussi construit par un procédé
analogue a celui de la construction du plus petit point fixe d'une

application continue.

Proposition 10. Si g est une application appartenant a [DE > DE] telle
qQue ¥d € DE, d gpp g(d) alors £'application Y de [DE -+ DE] x UE dans D
définie par Y(g,d) = up {g"(d) / n e N'} est continue en d.

Preuve.

Pour g donné, appartenant a [D > D J, Y est une application de D dans

I; dont il faut montrer la contlnulte

n+l
Spr 8 (d)

{g () / n € N} est une partie dirigée qui d& une borne supérieure égale
E {g"(d) / n e N'}.

D'apreés l'hypothese faite sur g d ¢ Spp g(d) => g d) ¢

Y est croissante

g étant continue g(d) c_. g(d') et ¥n € Nt g "a) ¢ “(an)

=PE =pg, &

Vn e N gn(d) Spp gh(ar) ¢ {gn(d') /neN)}

=pe YpE

d'ol nous tirons Upp {g"(d) / n e N} {g"(d") / n e n'}

Spg P
c'est A dire Y(g,d) Spp Y(g,d').



Y est continue

I1 faut, pour cela, en vertu de la proposition 6 bis que
Y(g, Vpg A(d)) = Upg {¥(g,8) /8e A(d)} vd € DE

Soit v € DE tel que v {v(g,8) / & € A(d)}.

2pe YpE

Nous avons alors Y(g,§) Spp v V8 € A(d) c'est 3 dire que

Ry + RN . n +
Upp {g (8) /ne N} Spp v V8 € A(d) d'ol nous tirons g (§) Spp § ¥YneN,

¥6 € A(d). Nous pouvons donc permuter les limites

g(8) g, V6 € 8(d), n e N => Upp (87(6) / 6 € A} vn e Nt

c'est & dire v {UPE {gn(é) / 6 eA(d) /ne Nle v Y(g, Upp A(d)) <.V

PE ~PE

Tout majorant de Upp Y(g, A(d)) est aussi un majorant de Y(g,

PE
Upg ACd))

Upg Y(g, A(d)) = n__ {v/v 2 Y(g, A(d)N)} 2pp Y(g, Upg A(d))

PE pE YpE

Or en raison du caractére croissant de Y, Upp Y(g, A(d)) Y(g, Upg A(d))

<pE

Y est donc continu en d.

Sid = i, Y(g,d) donne, Vg € [DE > DE] le plus petit point fixe de g.

Proposition 11. Si g est une application appartenant & [DE -> DE] telle que
vd € DE d gpp 8(d) alons L' application Y de (0 » 0.1 ~ 0, dans O déginie
par ¥d € DE Y(g,d) = Upp {g“(d) / ne N+}, est une cloture continue en d.

Preuve.

D'aprés la proposition 10, pour g donnée, Y est une application de DE dans DE'



De plus, il est clair que d ¢ . Y(g,d) €ar d Spp g(d) et g(d) e {gn(d) /neN}

=PE

I1 reste 3 montrer que Y est un retract.

d Spp Y(g,d) Vd e DE => Y(g,d) ¢

PE Y(g,Y(g,d)).

Y(g,¥(g,d)) = Y(g, Upg (%) /ne Nt = - {Y(g,g™(d)) £ n € Ny,
Ceci du fait de la continuité de Y en 4.

Y(g,Y(g,d)) = u {UPE{gn k@) 7 x e ¥} /neN} = Upg {gn'(d) / n' e N}

PE

d'ou Y(g,Y(g,d)) = Y(g,d). Y est bien un retract en d.

Proposition 12. Si g est une application appartenant 2 [DE + DE] telle que
d cpp g(d) pour tout d e DE alons 4 est un point fixe de g 84 et seulement &4
d = Y(g,4).

Preave.

Si d est un point fixe de g alors g'(d) =d Vn e N d'od Y(g,d) = d.
Réciproquement g(Y(g,d)) = Y(g,d).

En effet, g(¥(g,d)) = glupy {g7(d) / n e N'1) = v (&™) / n e N'} = ¥(g,0)
Si Y(g,d) = d nous avons alors g(d) = g(Y(g,d)) = Y(g,d) = 4.

n+l

i

Proposition 13. Si g est une application appartenant 2 [DE > DE], La borne
anfenieure de L£'ensemble des ELEments de DE clos pour g, supdrieurs @.mn
éLement 4a de DE, eat égal a Y(1yg,d) o 1 est L£'application identique de DR
dans DE.



Preuve.

Iyg est une application continue de DB dans DE' Nous avons, en effet

(Ivyg)(d) = d Upp g(d) et up,
d upp (Ivg)(d). Considérons, pour d € D

est continue. De plus, nous avons Vd € DE

s Y(Ivyg,d). D'aprés la proposition

12, Y(Iyg,d) est un point fixe de Iyg c'est 3 dire que Y(

Y(Ivg,d) Upg g(Y(Ivg,d)) = Y(Iyg,d) ce qui entraine g(Y(Ivyg,d)) Spr Y(Ivg,d)
Y(Iyg,d) est donc clos pour g.

Montrons que c'est la borne &nférieure des éléments de DE clos pour g,
supérieurs 3 d.
Soit 4' € DE d Spp
d' v (d') = d' = (Iyg) (4'). La proposition 11 entraine que Y(Iyg,d')=d'.

E d' => Y(g,d) SPE Y(g,d') = 4.

d', tel que g(d') Spp d'. Nous avons donc

pE &

Vu la croissance de Y, d Sp

ThEon2me 2. L'application C de [DE > DE] x DE dans DE définie par C(g,d)
c(g,d) = Y(Iyg, d) est une clofure continue en g.

Preuve.

Soit G une partie dirigée de [UB + DE] telle que G = g/

C est croissante
Soit g, g' € [DE > DE] gsg'

Iyvg < I g' =>Vd e D, (Iyg) (d) ¢

Spp (Iyg') (4)

d'od C(g,d) = upy {(Iyg)"(d) / n e N} Spp {(Iyg")™(d) / n e N'} = c(g,d).

C est continue

11 faut vérifier que C(yG,d) = y{C(h,d) / h e G} ¥d € DE’ pour toute partie
dirigée G c [DE > DE]

v{C(h,d) / h e 6} =y, (C(h,d) / he )= up, (Y(Iyh,d) / h e G}



Soit v € UE tel que Up. {Y(I h,d) / h e G} §,. v. Ceci entraine

PE
que Yh € G Y(Iyh,d) v c'est 3 dire Vh € G Upp {((I¥n)™(d) / n € N [

SpE PE’

Vh e G, Yu € Nt (th)n(d) Spg ¥

ou encore Vn ¢ N+, Vh € G (Iyh)"(d) Spp ¥V

vn e NT {(Iy(y&))®(d) / n e N} Spp V

d'ou Y(Iy(yG)),d) Spp V-

Nous avons Upp {Y((1 h),d) / h € G} Spp Y(Iv(yG),d)

d' ~ . z \d o
or, apres ce qul precede :

vd € DE C( G,d) ¢ Upp {c(h,d) / h € G} UPE{c(h,d) / h e Glc

pE"PEY T PE ¥

D'ol C(Y3,d) = uyp {C(h,d) / h € G}.

C est continue en g.

C est une cldture
vd € DE g(d) Spp C(g,d).
I1 reste 3 montrer que C est un retract.
Soit h l'application appartenant a [DE > DE] définie par:
h(d) = c(g,d)

Nous avons I < h d'od Iyh = h et C(h,d) = Y(Iyh,d) = Y(h,d)
¥(h,d) = v . (h"(d) / n e Ny,

h(d) = ¥(I g,d).



D'aprés la proposition 11, Y est un retract de DE dans DE’ d'ou
h”(d) = h(d) V¥n e N et Y(h,d) = h(d).

Par conséquent C(h,d) = h(d) . C est bien un retract.

. . .
En tant qu'application de [DE > DE] x DE dans DE’

rapport 3 chacun de ses deux paramétres. C'est aussi une clSture par

C est continue par
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rapport 3 chacun de ses deux paramétres. Ce résultat est attribué par

~

Scott [ 25, & Peter Hancock et Per Martin LSf.

Exemple.

Nous avons introduit au début du paragraphe "points fixes et clotures"

1'application de DE dans DE GE défini par :

( L. si Card (d) = 1 ou=z?

E
JE(d) = { fs} sid = (s}
[ {s;us,bsids= {sy Up s,}

Considérons l'application partielle de DE dans DE : Gé défini par :

L si Card (d) = 2

{sl Up 32} sid = {sl,s2} ol 5,5 S, Sp

Soit Up 1'application de DE dans DE défini par

GE<d) = upp (04(8) / 8 € A}



UE est croissante. Montrons qu'elle est continue.

Nous avons Upp {GE(G) / 6 € A(Q)}

-

Spp UPE(d) car U est croissante.

-

Soit u tel que u Spp UE(d)’ u de cardinalité 1. D'aprés le

procédé de fabrication de GE(d). I1 existe u' de cardinalité 2, tel que

Spp 4 et Ué(u') = u. Ce qui entraine 3v € A(d) tel que u' ¢, v

PE
T 1y = 3t -
et UE(u ) = UE(u') = u avec u Spp UE(v)
!u tel que £, UE(d) et Card (u) = 1, u Spp UP§ {UE(v) / v e A(d)}

u_ est donc continue. Nous pouvons associer 3 Up une application

de DE dans UE définie par
(:) (d) = Y(Ivug,d) = C(ug,d)

D'aprés les propositions 11, 13 et le théoréme 2, (:) est une cldture
continue de DE dans vE. I1 est clair que Vd € DE’ ¥6 ¢ A(d), RS € (:) (d).
(:) (d) est clos par réunion finie.

(:) est la méme opération que celle que nous avons fait intervenir

dans la construction du treillis DE(U).

Ensemble des points fixes d'une application continue de DE dans DE

L'ensemble des points fixes d'une application continue de DE dans DE
constitue un sous-~ensemble de DE et 1'on peut s'interroger sur la structure
de ce sous-ensemble. Nous avons donné dans les rappels mathématiques du

chapitre I quelque résultats 3 ce sujet.

Proposition 14. L'ensemble des points fixes d'une application continue
de DE dans DE est un sous-trnelllis complet de DE



Proposition 15. L'ensemble de points fixes d'un retract continu de DE dans
0, est un sous-thelllis complet infectif de DE dont Les ELEments injectifs
sont Les images des tlEments {inis de D par Le retract.

Nous ne redémontrerons pas ces deux résultats trés connus.
(Chapitre I, Proposition 1 et Théoréme 2).

Par contre nous redémontrerons les quatres résultats suivants :

ThEondme 3. L'ensemble des points fixes d'une cloture continue de DU
dans Lui-méme, est sous-trheillis complet algébiique de D dont Les tliments
finis sont Les images des elEments finis de D, par La cloture.

Preuve.

Soit g une cldture continue de DE dans DE'
Remarquons d'abord qu'une cl3ture est un retract. L'ensemble des points

fixes de g se confond avec 1'image de DE par g.

Soit Dp(g) cette image.
D'aprés la proposition 15, DE(g) est un sous-treillis complet de DE' 11
reste 3 démontrer l'algébricité de UE(g).

Soit BE(g) = {g(b) /b e BEI

Soit v € BE(g) et D tel que Up. D 2,0 v D gppp UE(g) Ju e BE

tel que g(u)=v car v ¢ BE(g) et ucp. v, D étant aussi une partie dirigée
de DE’ Jd € D tel que u g, d. Nous avons alors g(u) Spp g(d) car g est
croissante. C'est 3 dire v Spp d car v = g(u) et g(d) = d du fait que

de UE(g). v est donc fini.



Soit 3 présent d ¢ DE(g) et A'(d) = {ve BE(g) /v Spgp d}
A'(d) est 1'image par g de A(d) = {6 € BE /6 Spp d}.

g étant continue, nous avons :
- - t
g( Upp a(d)) = Upp g(a(d)) = opp A'(d)

or g(uPE A(d)) = g(d) = 4, 46l d est algébrique.

Remarquons que du fait des propriétés d'une cldture
d,.d, € AE(g) =>d, npp d, € UE(g)

d1 NpE d2 qui est la borne inférieure de d1 et d2 dans DE est aussi la
borne supérieure de d, et d, dans DE(g).

P4 I3 ]
La borne supérieure de d, et d, dans DE est d, n,. d, et d aprés les

proposition 12 et 13, Y(g,d d,)) = g(dl U d2) est la borne supérieure

1 Ype %2
de d, et d, dans DE(g).

ThEondme 4. Tout Sous-treilllis de DE, complet, algébrique, clos pour
L'intersection, est L'image de DE par une cloture continue.

Preuve.

Soit D un sous-treillis complet, algébrique de DE,clos pour
1l'intersection.
Définissons une application g de DE dans DE' dont 1'image soit D en

posant :

gld) = nyd’

4! EDE

L
d gpp 4



Du fait que D est fermée par intersection, g(d) € D. Montrons que g est
une cldture continue. Les &éléments de D sont les points fixes de g.

De ce fait g est un retract. De plus d g, g(d), d d, => d, Spp g(d2)

C
1 ~PE
et puisque g(d2) €D, g(dl) Spp g(g(d2)) = g(dz) : g est croissante, g est

bien une cldture ; montrons qu'elle est continue.
Soit d € DE et A(d) = {8 / 8 ¢ BE et § Epp d}.
Considérons g(A(d)). C'est une partie dirigée de D car g est croissante.

Sa limite Upg g(A(d)) € D.

Soit a € D tel que Up, g(A(d)) Epp @. Nous en tirons
' 3 41 L
Scpp 8(8) gpp @ V8 € A(d). Clest & dire 8 gip a V6 € A(d) d'od

= € D. Nous avons
Upp (d) gpp @ et g(uPE A(d)) upp g(a) = acar a

" g(upe A(d)) Epp Upp {3 / @ 2pp Upp £(8(A)), a € DId'od
glu,.. A(d)) Spe YpE g(a(d)).

D'aprés la croissance de g nous avons aussi :

Upp g(a(d)) Spg g(uPE A(d))

D'ol Upg g(a(d)) = g(UPE A(d)) g est continue.
i

ThEorZme 5. L'ensemble des points fixes d'une projection continue de DE
dans DE est un sous-tnelllis de DE, complet, algébrique, fermé pan
rtunion, dont Les ZlEZments finis sont Les images des ilEments finis de
DE par £a profection.

Preuve.

Soit g une projection continue de DB dans DE'
De méme que pour les cldtures, l'ensemble des points fixes de g se confond
avec 1l'image de UE par g.

Soit UE(g) cette image.
DE(g) est un treillis complet injectif car g est un retract.

Montrons qu'il est algébrique.



Soit u € BE’ considérons g(u).

Soit D une partie dirigée de UE(g) telle que g(u) Spp Ypgp D
u étant de cardinalité finie g(u) l'est aussi car g(u) Spp U» D est

aussi une partie dirigée de DE' I1 s'en siait qu'il existe d € D tel que
g(u) Spp 4-

Soit, 3 présent d ¢ DE(g) et A(d) = {u € BE / u Epp d}

glupp 8(d)) = g(d) = up, g(A(d)) = vy {g(u) / ue A(d)}
Ceci du fait de la continuité de g. Or,

d = ugp gu) / ue A(d)} <

Spr Ypg {g(u) / g(u) €. d et u e BE} c._ d

—PE =PE "°
D'ol si nous posons BE(g) = g(DE)

d = upp {v/ve BE(g), vV Spp d}

DE(g) est algébrique et l'ensemble de ses €léments finis est constitué

par 1l'image de BE par g.

Remarquons que, du fait des propriétés des projections, le, d2 € DE(g)
d, Upp 4, € Dplg) Dp(g) est fermé par union.

Theordme 6. Tout sous-trhelllis de DE, complet, algibrique, clos pour
L'union, est £'image de DE par une profection continue.
Preuve.

Soit-D un sous-treillis de @P complet, algébrique, clos pour

1'union.



Définissons une application g de DE dans DE en posant :

¥y € DE g(d) = pEd'
dreD

4
d'cpp 4

D étant fermé par union, g(d) .
g(vB) = D. Les éléments de D sont les points fixes de g.

Nous avons g(d) ¢ . d

=PE °
s ! ' ]
De plus si d, S, d, Vd' e D tel que d Spp 4, alors d' £p. 4,
1
d'ou g(dl) SpE g(dz).

g est donc une projection. Montrons sa continuité.

Soit D une partie dirigée de DE'

I1 faut montrer que :

g(uPED) = Upp {UPE d/d' € D}

d'sppd
d'eD
u {u d'" / de D} = Upp {upp 1d" 7 d" g d, d' € D} / d € D}
PE PE
d* u_. d _ .
PE = Upp {da* 7 a' Spp Upg D> 4' € D}
da' €D

g(uPE D) d'aprés la définition de g.

g est donc continue.
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APPLICATION

A

LA RELATION DE FINESSE LE

Rappelons la définition de LE

d, d' € PPE d LE d' si Vs € d, 10 < g 4' tel que Card(o) finie et s = Ro

P
Nous pouvons justifier 3 présent la restriction Card(o) finie.

Nous avons vu que, 3 partir de 1l'opération DE d'union entre deux sous-ensem~-
bles de E, nous pouvions construire (:) , ¢cldture continue de DE dans

DE telle que VY4 € DE et § ¢, d avec Card(8) finie

E

R(8) ¢ (V) (@)

L'image DE( (:) ) de DE par (:) est un sous-treillis complet algébrique
de DE' I1 s'agit précisément du treillis DE(U) que nous avions introduit

en début de ce chapitre.



Supposons que nous supprimions la restriction Card(o) finie. Considérons

t . = ' . z
(:) : cldture de DE dans DE telle que Vd € DE’ (:) (d) soit fermé
par réunion quelconque.

(:) ' est de fagon évidente une clSture :

vd, d, € DE, @ "(d,) Spp @ '(d,)

vd e D, ngE@ (d)

® Q@ W =Q @

Sur les éléments finis de DE’ (:) et (:)' coincident

véeB., (O =0 (&

Soit d € DE’ nous devons avoir, si (:) ' est continue

@ "@=u, (@ '(&) /8 eB, b,

rd o,/ r &4 . ' :

égalité que nous pouvons réécrire (:) (d) Upp { (:) a) /68 € BE’ $ Spg d}
d'aprés la remarque faite plus haut.

Mais up () (&) /6 €Dy, 6¢,.d = (@ (@

C'est 3 dire (:) '(d) = (:) (d) ce qui est impossible.

Si E est, par exemple, l'ensemble des entiers et d l'ensemble des singletons
de N, d = {{1}, {2},...,{n},...; par réunion finie on obtient 1l'ensemble

des parties finies de N tandis que par réunion quelconque on obtient PN.

(:) ' n'est pas continue et l'image de DE par (:) ' n'est pas un treillis

algébrique.

s ' 1 a ! =
En fait (:) (DB) n'est méme pas complet. En effet V6 ¢ BE’ (:) (8) (:) (8).
Considérons une partie dirigée de DE' Soit A cette partie dirigée.
+ P4 + U A 2z z s s .
Sa borne supérieure u, A € DE((:> ) car U, & est fermé par réunion finie

mais n'appartient pas a (:) '(DE) bien que A soit aussi une partie dirigée

de @ '(Dg).



La méthode de construction de DE( U ) est générale.

Soit f une application appartenant a [UE -+ DE]’ nous pouvons lui
associer ume cldture f définie par f (d) = C(f,d). L'image de DE par
f que nous noterons DE( f ) est un sous-treillis complet algébrique
de DE’ Mais nous pouvons aussi définir 3 1'aide de f une relation de pré-

ordre Lf entre éléments de PPE

dl’ d2 € PPE.

d; Lf d2 si Vs € dl,‘36 Spp d, tel que Card(68) finie et 3 n € N tel que se(IyE)"(8)

L'ensemble des classes d'équivalences associées 3 Lf est isomorphe a

UE( £ ).

Proposition 16. S4 f est une application continue de DE dans DE, La nelation
L déginie par

le, d, < PPE d; Lf d2 84
Vs e d), 36 g, d, tef que Card($) est findeetIne N tel que s e (IyD)™(s),
est une nelation de pré-orndre sur PPE.

Preuve.

Tout d'abord, il est clair que d Lf d Vde DE'

Soit dl’ d2, d3 € DE tels que d1 Lf d2 et d2 Lf d3.

Remarquons d'abord que d Lf d' <=> d LPE c(f,d') 4 Lf d'<=> d LPB C(f,d)
car Vs € 4.
36 Spp d' avec Card(8) fini et n e N' tels que s € (ny)n(é) Spp c(f,d').

Réciproquement si d ¢ g C(f,d")

P

C(f,d')<=> 3n € Nt tel que {s} c__ (Iy£)"(d")

Vs € 4, {s} ¢ Spp

—PE



(ny)n étant centinue, 3§ tel que Card(S) fini, § Sprp d' tel que :
{8} gpp (I¥H)(8)
d; [ d, <=> d, gpp C(£,4d,)
d, Lg 4y <=> d, gpp C(£,dy)

C étant croissante 4, ¢ C(f,da) => C(f,d2) Spp C(f,C(f,dS))

2 =PE
or C est un retract C(f,d2) c C(f,da).

PE

t ~
D'od d, Spp C(f,da) et d, [ d,.

Proposition 17. Si f est une application continue de DE dans DE/K'enAembﬁe
des classes d'équivalence associles a La nelation de pré-ondre Lf est
isomonphe au sous-treillis D ( (:)) de D.

Preuve.

Soit d € PPE.

Considérons C(f,d). Montrons d'abord que C(f,d) est équivalent a d.

D'aprés le procédé de construction de C(f,d), nous avons d Lf c(f,d).
Réciproquement, Vs ¢ C(f,d) In € N tel que S € (ny)n(d) et du fait
de la continuité de (ny)n, il existe §

que s e (Iy£)7(8)

cpp 4 avec Card(§) finie tel

d, [p d, => d, gpp C(£,4,) => C(f,d;) C(f,d,)

=PE
Dans la classe d'équivalence d'un élément d ¢ PPE, C(f,d) est 1'élément
maximum et de surcroit, il est le seul 3 &tre clos pour f car s'il
existait 4' tel que d Lf 4' et 4! Lf d avec 4' clos pour g

d[ d" => C(f,d) ¢

SpE C(£f,d') or C(f,d) est maximum.
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A toute classe d'équivalence nous pouvons associer son élément maximum qui
est clos pour f. C'est un élément de DE( f ).

De plus dl Lf d2 => C(f’dl) SpE C(f,d2) et C(f,dl) SpE C(f,d2) => dl Lf d2)
avec C(f,dl), C(f,d2), C(f,d2) € DE( f ).

Proposition 18. Toute application de PE" dans PE" est prolongeable en
une application continue de DE dans DE.

Preuve.

Soit g une application de PE" dans PE".

Nous pouvons définir une application partielle g de DE dans DE sur les
éléments de DB de cardinalité inférieure ou égal 3 n de la maniére suivan-

te :
Soit § € DE tel que Card(6) < n

A § associons K(8) : l'ensemble de toutes les combinaisons avec répétition
de m éléments pris parmi les n éléments de 6. Puis 3 tout élément n € K(§)

associons l'ensemble p(n) de ses permutations.

Soit L(8) = v ) p(n)

neK($
L(8) est un ensemble de n-upples d'éléments de PE.

Posons g(8) = up. {gle,,...,e ) / (e ,...,e ) € L(8)}

é(LE) = . {g(el,...,en)/(el,...,eﬁ) € L(8)} n'est pas une partie dirigée

de DE mais dans DE’ tout sous-ensemble posséde une borne supérieure.

Soit, 3 présent g : une application de DE dans DE définie par
gld) = Upp {g(8) / & SpE det § € BE’ Card(8) < n}

g est croissante car si d1 Sp d2 Yu Spp d1 tel que Card(u) < n

ugpe d; =>u Epp 4y => g(u) Spp g(d2) d'ol g(dl) Spp é(dz).

Demandons 3 présent la continuité de g.



Soit d € DE’ et u tel que Card(u) < n

ugpe d => 18(u) € 8(d) tel que u Sp §(u) car u est fini.
D'ol nous tirons g(u) ;PE g( ) g, g(a(d))

or g(u) Spp g(d) d'aprés la définition de g.

C'est d dire que Vu Spp 4, Card(u) < n

g(u) Spp g(d) et g(u) g(a(d)).

Spe YpE
Or, g étant croissante Upg g(a(a)) SpE g(d) et
UPE {é(u) / u SPE d, Card(u) < n} = g(d)

g est donc oontinue.

O

A toute application g de PE" dans PE" nous pourons donc faire correspondre
une cldture de DE dans DE définie par (d) = c(g,d) et un
sous-treillis complet algébrique de DE noté DE( ,rs-) dont les éléments
/ 5//? sont clos peur g. C'est 3 dire que Vd € DE( ), V(el,...,en) tel que
xiﬁé ) S PERRRFLIN d‘/ g(el,...,en) Spp 4-
I1 est possible, par exemple de construire le sous-treillis de DE constitué
par les éléments de PPE clos par intersection finie.
De plus, il est possible de prolonger toute application de E” dans E" en
une application de PE" dans PE" et donc en une application continue de DE
dans DE' @
Si nous nous donnons une approximation d'un ensemble E sous la forme d'une
famille de sous-ensembles de cet ensemble d'est 3 dire d'un élément de PPE,
cet élément pourra &tre choisi dans le sous-treillis complet algébrique

des éléments de DE clos par une application de E" dans E.
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Familles closes pour plusieurs applications continues de DE dans DB
Soit f et g deux applications appartenant 3 [DE > DE].

Soit d un élément de D§°
Si d est clos pour f et g f(d) Spr d, g(d) Spp d

S

ce qui entraine f(d) Sor g(d) Spp d c'est & dire (£¥g)(d) Spp d-

Réciproquement si (fyg)(d) Spp d alors £(d) Upp g(d) gop d d'ol

f(d) Spp d et g(d) Spp d-

L'ensemble des familles closes pour f et g est donc identique a 1'ensemble

des familles closes pour fyg.

Nous noterons D_( | fyg) ) l'ensemble des éléments de U_ clos pour f et g

E
en posant (d) = ¢(fvyg,d).

DE( | ) est bien entendu un sous-treillis complet, algébrique de DE
et nou¥Pouvons déduire de fyg, une relation de pré-ordre LE fvg d'aprés
la proposition 16.

Si nous nous donnons 3 présent n applications appartenant a [DE > DE]

fl’ f2,..

de D_, complet, algébrique, constitué par les éléments de D_ clos pour
E gebriq E P

.,fn nous pouvons, de la méme manidre, construire le sous-treillis

flyf2yf3 cee an.

Nous voyons ainsi qu'il n'est pas nécessaire de se restreindre dans la
définition d'une relation de finesse 3 1l'utilisation de 1l'opération d'union
UE entre sous-ensembles de E. Cependant, dans la suite de ce travail,

nous nous servirons, de facon préférentielle de la relation de finesse LE
définie en début de ce chapitre et donc du sous-treillis DE( (:) )
constitué par les familles closes par réunion finie mamis il nous arrivera
aussi d'utiliser un sous treillis de DE( <:> ) constitué par les familles

closes par réunion finie et par intersection finie.
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Remarque.

Si E est un ensemble dénombrable, PE 34 la puissance du continu. L'ensemble
des familles de cardinalité finie de sous-ensembles de E, n'est donc pas
dénombrable. Des problémes de calculabilité ne manqueront donc pas de

se poser que nous n'avons pas encore examiné.



CHAPITRE 1V
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Soit E et F, deux ensembles et f une application de E dans F.

I1 est facile de prolonger f en une application fPE de PE dans PF, en

posant pour tout sous-ensemble e de E
fPE(e) = {f(x) / x € e}
Cette application fPE est univoque et u-additive

L S ¢

PE )

) Vg ©p) = fppley) Up fipleg
Donnons nous une approximation de E sous la forme d'un élément d appar-
tenant a DE( (:) ), recouvrant E.

fpp @ssocie a 4, un élément fPE(d) appartenant 3 DF( (:) ) car fpp est

U- additive
fPE(d) = {fPE(S) / s € d}

Nous déterminons ainsi une application ag de d dans f(4d).

telle que pour s € d
af(s) = fop(s)

Cette application ag peut &tre considérée comme une approximation de f.
Cette notion d'approximation pour les applications de E dans F, découle
naturellement de la notion d'approximation pour les ensembles, développée
au chapitre III.

Nous avons introduit au chapitre II  deux recouvrements de N : r, etr,

Soit s, = {2n / n e N} s, = {(2n+1 / n e N}

N, N', {0}, {1}, s , s,

L]
1"

o]
!

= {N, N+, {o}, {1}, {2}, {3}, {2n/n € Sl}’ {QD/DESQ}, {2n+1/nesl},
2n+1/n532}}

r et r, sont des éléments de DN'
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. 3 éuni finie
Si (:) (rl) et (:) (PQ) sont les cldtures de r, et r, par réunion

© g @ @),
Nous avons également défini au chapitre II, deux fonctions Succl et Succ?

/

respectivement sur r,etr,.

Succl peut étre défini de deux maniéres

~par une table N > N
Nt >N
{o} + {1}
{1} + {2n/neN’)
{2n/neN'} > {2n+1/nen’}

{2n+1/neN’} - {2n/neN’}

C'est 3 dire par un élément de DNXN

+
(N, NYxNT, (o} x {1}, {1} x S1s 5 X Sy S, XS,

-par une application de r, dans r,

Succl(s) = n{s' € r, / s+l e s'}

Nous pourrions définir, de la méme fagon, Succ, sur r,.

2 2

Remarquons qu'un élément arbitraire de DN ne peut pas toujours étre

xN
considéré comme la table approchée d'une application de N dans N. Ainsi,
par exemple {NxN, N+XN+, {o} x {1}, {1} x S1» Sy X S5 Sy X 82} ne peut
convenir car on en peut avoir pour une application de N dans N

s, *s. ets.+s simultanément

De méme pour les applications d'un élément d de DN dans un élément d' de UN.

Nous étudierons d'abord un sous-ensemble noté A(E,F), de 1l'ensemble des
applications d'un é1ément d de DB dans un élément d' de DF’ correspondant

aux applications de E dans F.
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Nous mettrons A(E,F) en correspondance avec un sous-ensemble A(E,F) de
1'ensemble des applications de DE dans DF et nous le munirons d'un ordre
partiel complet algébrique. La relation d'ordre choisie sur A(E,F) corres-
pond 3 la relation d'inclusion entre sous-ensembles d'applications de E

dans F associés aux éléments de A(E,F).

Ensuite, nous étudierons un sous-ensemble, noté R(E,F), de l'ensemble
des familles de sous-ensembles de EXF : DEXF' Les éléments de ce sous-
ensemble peuvent &tre mis en correspondance avec les relations binaires

entre E et F. Nous munirons R(E,F) d'un ordre partiel complett algébrique.

Dans cette étude apparait une structure d4'inf-demi treillis, complet pour

les parties dirigées, algébrique, conditionnellement complet.
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Rappelons quelques unes des notations introduites au chapitre 111

D _( (:) ) est 1'ensemble des familles de sous-ensembles de E,

closes par réunion finie.

D_( @ ) est munie d'une relation d'ordre notée LE définie par
d, d' € DB( @ W d LE d' si Vs € d, il existe
o Spp 4, de cardinalité finie telle que R = s.
Cette relation d'ordre LE est identique sur DE( @ ),
Y . [} . . ~
a la relation d'inclusion ... Elle donne a UE( @ )
une structure de treillis complet algébrique.

U, et n sont les opérations de treillis sur DE( @ ).
- '
Nous avons d UE d' = ¢( @ , d Upg a")

'
dﬂBd

1]
anBd

E

BE( @ ) est 1l'ensemble des éléments finis ou isolésde D_( @ ).
La cardinalité des éléments de DE( @ ) est finie.

Pour tout élément d € DE( @ ) nous noterons

A(d)
A(d)

{6/6eB( (W) ) et s [ d)
@ /a [ a)

Nous noterons [ la relation d'ordre entre applicationsde D_( @ ) dans

0.( (L) ) aéfiniepar £ [ g si £(d) L, g(d) vd e D (E) ).
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APPLICATION D'UN ELEMENT DE D ( OB
DANS

UN ELEMENT DE PpC (U)

APPLICATIONS PARTIELLES DE 0. (W ) paNs Pp¢ (© )

Soit E et F deux ensembles et f une application de E dans F.

Associons & f, 1'application fpp de PE dans PE définie par

fop(e) = {£(x) / x € e} Ve oo E

fPE est v-additive et univoque.

Soit d un élément de DE( (:) ).

La donnée de fPE et de d permet de définir une approximation ag de f en posant

af(s) = fP (s) s e€d

E

ag est une application d'un élément d de DE( (:) ) dans un élément 4'
de DE( (:) ). Elle est u-additive, univoque et surjective.
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Réciproquement, 3 une application a d'un élément d de DE( (:) ) dans

un élément d' de DF( (:) ), u-additiwe, univoque et surjective, nous
pouvons associer I(a), l'ensemble des applications de E dans F qui ont

a comme approximation, C'est 3 dire que f € I(a) => f(s) ¢ a(s) V¥s € d.
Une relation d'approximation entre deux applications a et a' d'un élément

de UE( (:) ) dans un élément de DE( (:) ) ne sera intéressante que si elle
‘est compatible avec la relation d'inclusion entre sous-ensembles d'appli-

cations de E dans F.
Nous devons avoir a "meilleur que" a* => I(a) ¢ I(a').

Soit a, une application de dl dans di et a,

Pour choisir une "bonne" relation d'approximation entre a

une application de d2 dans d%.
1 et a,, remarquons

que nous pouvons associer 3 a_, une application partielle de UE( <:) ) dans

1
DF( (:) ) en posant

;1(6) = {al(s) / s € 8} § [pd)

a, étant u-additive et 6 étant clos par réunion finie, {al(s) / s € 8}

est également clos par réunion finie et {al(s) / s € 8} LF dj.

Or, il existe une relation d'ordre [ entre applications partielles ou non
de DE( (:) ) dans DF( (:) ). La relation a, L a, induit entre a, et a,
une relation d'approximation satisfaisante en ce sens que

a; L a, ==> I(a2) c I(al).

Soit A(E,F), 1l'ensemble des applications u-additives, univoques
et surjectivesd'un élément de UE( (:) ) dans un élément de DF( (:) )
et A(E,F), 1'ensemble des applications partielles de DE( (:> ) dans
2.C (.

Dans un premier paragraphe, nous étudierons les relations entre 1l'ensemble
A(E,F) et 1'ensemble A(E,F).
Dans un second paragraphe, nous étudierons la structure de ces ensembles

pour la relation [ définie 3 partir de la relation d'ordre entre application

de DE( (:) ) dans DF( (:) ).
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Caractérisation des applications partielles de DE dans DF associées
aux applications, additives, univoques et surjectives d'un &lément
de DE dans un &lément de DF

Soit dp, un élément de D dp un élément de DP et h une application

E’
additive, univoque et surjective de dE dans dF'

Associons a4 h une application partielle h de DE dans DF en posant

i UPé{h(u)} /ued}sid Spp dE
h(d) =

1_ sinon
F

Une telle application n'est continue que sur un sous-ensemble de DE
constitué par les éléments de DE constituée par les éléments de DE inférieurs

ou égaux a dE.
Soit, en effet 4 € DE-

81 d gpp dp. Soit A(Q) : {8 /68 € BE et § o0 d}

ued=> 35(u) € A(d) tel que u € 8(u) ce qui entraine

h(u) € h(8(u)) d'od h(d) ¢

Spp Ypp (h(8) / 8 € A(d)}

Réciproquement, soit § € A(d) u €8 => u e d et donc h($) Spp h(d)
d'ol vy {h(8) / § ¢ A(d)} SpF h(d). h est donc continue en d.

P . = = . . L3 .

ar contre si d ¢ PE dE h(d) lp, mais si d Npp dE 2 Lo, il existe

8 Spp d Npp dE tel que § ¢ BE' Ce qui entraine h($§) = L_ et donc

_ E F
h(d) # vy {h(8) / 8 € A(dD)}

les applications telles que h ont quelques propriétés caractéristiques.

h étant univoque

Vs SpE dE tel que Card(§) finie, Card(h(68)) < Card(s).

De plus h étant additive, pour tout d Spp dE tel que d soit clos par

réunion finie, h(d) est clos par réunion finie et Vd, d' Spp dE’ d, 4'



4 - 108 +

clos par réunion finie,
h(d UE d') = h(d) lJF h(d')

C'est pourquoi, dans la suite, nous nous contenterons d'étudier les
applications telles que h sur DE( (:> ).
Le domaine de définition de h étant un idéal de UE( (:) ). Rappetons

la définition d'un idéal dans un treillis.
Definition 1. Dans un theillis, un idéal 1 est un sous ensemble tel que
¥i,jeI,iUjel
AL ieTetj[ialons jel
0

Définition 2. Un ideal I est prinesipal s'il possdde un &Lement i tel
que

vielI,j[Li

Nous nous intéresserons d un sous-ensemble d'applications partielles

de DE( (:) ) dans UF( <:> ) que nous noterons A(E,F), ayant des
propriétés qui les rattachent aux applications h d'un élément de DE( <:> )
dans un élément DF( (:) ).

Definition 3. A(E,F), est £'ensemble des applications pantielles g de
0. (© ) dans 0. () ), de domaine de d¥ginition D, ayant Les
quatre propridtes sulvantes :
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a) g est continue sur son domaine de définition D
b) Le domaine de dEfinition D de g est un idéal de DE( uoo)
¢) g est finiment additive sur son domaine de définition et

8L {sl} et {52} sont des lLéments de cardinalité 1 apparte-
nant au domaine de définition p de g alons
g({sl Vg 32}) = g({sl}) Up g({SQ})

d) - 84 & est un Eliment de carndinalité finie de D
appartenant au domaine de définition D de g alonrs
Card(g(8)) < Card(6)

Soit d un élément de DE( <:) )

a(d) = {8/ 8 [ det b e BE( (:) ) est un idéal de DE( (:) ) mais
n'est pas principal
Notons A(d) = {d' / 4d' LE d et d' € DE( (:) )

A(d) est par contre un idéal principal.

Un idéal D de DE( (:) ) est aussi une partie dirigée de DE( (:) ) et
posséde donc une borme supérieure U D.

I1 existe toute une famille d'idéaux possédant cette méme borne supérieure
UE D ; par exemple A(UE D) et Z(UE D).

Tous les idéaux qui ont méme borne supérieure d, contiennent 1'idéal A(4d)
et sont contenus dans 1'idéal A(d) qui est le seul idéal principal ayant

cette borne d.

Soit g un élément de A(E,F), de domaine de définition D. Associons
lui 1a famille d'éléments de A(E,F) qui sont définis sur des idéaux ayant

méme. borne supérieure U_ D que D et coIncidant avec g sur A(UED).

E



4 - 110 -

Soit g, et g,, deux éléments de K(E,Fb de domaines de définition

reppectivement D, et D, la relation g, ¥ g, si et seulement si

2° 2
A(UB Dl) = A(UE D2) et g, et g, coincident sur A(UE Dl)’ est une relation

d'équivalence dans A(E,F).

Proposition 1. Si g est une application appartenant & A(E,F), de domaine
de définition D et d un &€ément de D, de cardinalité 1 alorns g(d) est un
gtement de cardinabitt 1 de 0.( (V) ).

Preuve.

Soit g € A(E,F), de domaine de définition D,

Soit d € D, de cardinalité 1d € D => g(4) = 1p et donc
Card(g(d)) > 0.
Mais d'aprés la propriété d) de g Card(g(d)) < Card(d) = 1.
Il en résulte que Card(g(d)) = 1.

O

Proposition 2. S{ € est un &¢ment de A(E,F) de domaine de définition B,
alons £'ensemble des éLéments de D, de cardinalité 1, foame une famille de
sous-ensembles de E close par ndunion ginde.

Preuve.

Soit {sl} et {82}, de cardinalité 1, appartenant & D.

1 Vg 82} d e D d'aprés la
} LE d d'ol d'aprés b) {sl U 82} € D.

Considérons 4 = {sl} Ug {32} = {sl, Sy 8
propriété c) de g. {sl u, s,
La famille de sous-ensembles de E constituée par les éléments de cardinalité

1 de D est donc close par réunion finie.
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Proposition 3. Si g est une application appartenant a A(E,F), dont Le
domaine de définition D est de £a forme A(d) od d est un ELZment de

D ( @ ), alors g est prolfongeable de fagon unique en une application

g appartenant 2 A(E,F), dont Le domaine de definition est A(d) et coinedd ant
avec g dur A(d).

Preuve:

Soit d' € DE( (:) ) tel que d' LE d.

Considérons A(d'). ¥§ € A(d') nous avons & LF 4’ LP d. Ce qui entraine
d'aprés 1'hypothése 8§ € A(d).

V6 € 8(d'), g(8) est définie. Il en est de méme pour U g(a(d*))

A(d') est une partie dirigée de D = A(d) et g est croissante sur D.

Construisons g en posant :
- si d' € D alors g(d') = g(d')

- si d' ¢ D mais si d°' LE d

g(d') = UF{g(G) / 6 € A(d")} = Up {g(8) / 6 € A(d*)} car 6 € D

- sinon g(d) = lp.

Le domaine de définition D de g est constitué par A(d).
g appartient 3 A(E,F) car
a) é est continue sur D d'aprés sa définition

b) D'aprés la définition de D qul est &gai & A(d), D est
un idéal de UE( <:> ) qui est de plus principal

d) e D. d' U_. d' e D.

1
c) Soit d L

1’
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Montrons que g(d1 Ug d2)

Up {(2(8) / 6 ¢ ACdY U

g(di) Up g(dé)

(Al '
g(d} Ug d))

£ dé)}

Up {g(8) / 8 € A(di 6E d&)} car g(8) = g(8)

' v A — ] ' 1
En effet d1 Up d2 € A(d) => 6§ e Dsiébe A(dl Ug d2)

¥ € A(di Ug dé), 6 peut se mettre sous la forme

Up 6, avec &, e A(di) et 6, € A(dé). I1 suffit de prendre

61 =34 ”E di et 62 =4 ”E dé

g(di Op dé) = Up {3(61 Up 62) / 6, € A(di), s,

g(d] Up d3) = up {g(6,)) Up g(8,) / 6, e 8(d]) et §, e A(d})}

€ A(dé)}

Up étant continue, nous pouvons réécrire cette égalité

(Al '
g(d1 Ug d2)

(uF {g(Gl) / 51 € A(di) ) UF(UF g(62)/62 € A(d&)})

é(di) Up é(dé) d'apréds la définition de g.

De plus, Uy a(d) = Up A(d) = {s / 38 € A(d) tel que s € &} d'aprds la défi-
nition de laborne supérieure d'une partie dirigée de DE( (:) ).

Soit, {81}, {82}, de cardinalité 1 appartenant i D.

{sl} et {82} appartiennent d& D et de ce fait

é({sl us,}) = glls) us,D) = g{s}) v gl{s,})

é({sl}) up E({s2})
car g et g colncident sur D.

d) Les éléments de D sont les éléments de D appartenant i

B.( (L) ).
Nous avons donc, Ve D

Card(g(6)) = Card(g(6§)) < Card(§)
g appartient bien a A(E,F).
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"8oit, 3 présent g' appartenant 3 A(E,F), colncidant avec g sur

D et ayant méme domaine de définition D que g

vt €D g(d) = U {g(8) / & e NAY = UL {g'(8) / & € A} = g'(Q)

g et g' coincident sur D.

a

Proposition 4. Si g est une application appartenant a A(E,F), de domaine
de définition D, alons pour tout €L¥ment d e D(d) = upp {g8({s}) / s € d}.

Preuve.

Soit g € A(E,F), D son domaine de définition et d € D.
¥s € d {s}est un élément de cardinalité 1 de DE( (:) ). {s} € D car {s} LE d.

Examinons d'abord le cas ol la cardinalité de d est finie.

Soit d' = Upp {g({s}) / s € 4d}.
a' Spp g(d) car g étant croissante sur son domaine de définition,
¥s € d, {s} LE d => g({s}) LF g(d).:

d' est clos par réunion finie.

Fn effet soit s!, s! € d'. 11 existe s

i = .
1» 85 s, € d tels que s} g({sl}) et

1* 72
! =
s} g({sz}).
d étant clos par réunion finie s Us, € d et g ayant par hypothése la

propriété c)

g({s2 v 32}) = g({Sl}) Up g({s2})

g({sl}) Up g(fsQ}) =sjup sy ed,

Nous pourrons écrire d sous la forme Up {{s} / s € d}.

La cardinalité de d étant finie et g étamt finiment additive

g(d) = g(U) {{s} / s € d}) = U, {g{s}) / s € d}.

g(d) est donc la cldture par réunion finie de vy, {g({s}) / s € d}

mais d' = u,. {g({s}) / s € d} étant clos par réunion finie

PF
g(d) = Up {g({s}) / s € d} = vy {g({s}) / s ¢ d} = d'
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Examinons 3 présent le cas général.

Considérons d € D et A(d)
g(d) = Ue {g(8) / 6 € A(d) = Upp {g(8) / & € A(A)}.

Ceci d'aprés les propriétés de la borne supérieure d'une partie dirigée

dge D¢ (O) ). |

Nous pouvons écrire

g(d) = {u/ 36 € A(d) tel que u € g(§)} = Upp {g({s}) / 386 € A(d) tel que s € &
Ceci parce que § € A(d) => g(8) = u,. {g({s}) / s € 6}

et u € g(8) => Is € & tel que {u} = g({s}).

C'est A dire que g(d) = Uy, {g({s}) / s € a}

a

Proposition 5. Si g est une application partietle de D .( (v) ) dans
D.( @ ), de domaine de d&finition D, telle que

a') ¥d € D, Card(d) = 1

b') Upg D est clos parn réunion finde

c') vd € D, g(d) est de carndinalité 1

d') .y {sl} et {32} appartiennent & D alors

g({s1 U 82}) = g({s2}) Up g({s2})

alons g est prolongeable de fagon unique en un &L8ment g de A(E,F) coin-
cidant avec g sur D et ayant comme domaine de definition A(uPE D).

Preuve.

Pogsons d_, = u__ D V¥d € D nous avons d LE d_. et d [

E PE
Définissons g de la maniére suivante :

E PE dE'

t ' = A(d
pour tout d e A(uPE D) A(aE)
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g(d) = g(d) si d e D
g(d) = Upp {g({s}) / s ed}l si d¢D
g(d) = Lp sid¢ A(uPE D).

Remarquons d'abord que si d est clos par réunion finig,é(d) est clos

par réunion finie.

Soit, en effet Vis Vy € g(d)

I1 existe {sl} et {s2} € d tels que v, = g({sl}) et v, = g({sz})
{sl u s2} € d car d est clos par réunion finie.

D'aprés 1'hypothése d') g({s1 up 8,1 = gli{s 1) up gl{s, D)
g({s1 U 32}) = vy Up Y,

Or g({s1 U SQ}) e g(d),

vV, Up VY, e g(d) et g(d) est clos par réunion finie,
a) g est continu sur A(dE)

Soit, en effet d ¢ A(dE) ; considérons A(d)

d = Ug A(d) = {s / 38 € A(d) tel que s ¢ 8}
Up 8(8(d)) = Uy {g(8) /7 6 € MAY = Up {uppl g({s)) / s € 6} / 6 € A(Q)}

=0PF{UPF {g({s}) / s ed}/ S e A(d)}

car upe {g({s}) / s € 6} est clos par réunion finie d'aprés la remarque
faite plus haut.
Up g(a(d)) = upp (8({s}) / s € 8} = g(d)

é est donc continue.
b) I1 est clair que A(dE) est un idéal de DE( 6:) )

c) Nous n'avons pas introduit dans A(dE) d'autres éléments
de cardinalité 1 que ceux de D, g et g coincidant sur D,
d'aprés la construction de g, si {s,} et {s,} sont deux

élément de D

é({s1 u. s.}) = gl{s v

£ S s,}) = gl{s;}) u, g({s2}).

E 2
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' g =
D'ol g({sl Up sl}) g({sl}) Up g({sz}).

Soit, & présent d, et d, € A(dE)
fl Up 4, € A(dE) et g est défini sur 4, UE d,
%(dl Up d,) = wPF{g({s}) /s €d, U d2}
g(d1 UE d2) est clos par réunion finie d'aprés la remarque faite plus
haut.
Nous pouvons donc écrire g(d1 g d,) = UF{g({s}) /s ed U d2}.
Nous avons UF{g({s}) /s €d; O d2} Spr UF{g({s}) /s ed U d2} car

d, U_d

d 2 ¥pp 41 “g 9o

1 Ypp ¢

Réciproquement, tout élément de d1 UE d2 pouvant étre obtenue par réunion

finie d'éléments de d1 Upp d2 et g vwérifiant 1'hypothése 4'

Up {g({s}) / s € d; U d2} 8pr Up {g{s}) / s € d; Ypp d2}.

Nous avons donc :

gld; Up d2) = Up {g({s}) / s ¢ d; Ypp d2}
=‘(UF {g({s}) / s € dl}) UF(UF {g{s}) / s € d2})
= é(dl) Up é(d2)
d) D'aprés la définition de g, il est clair que

V8 € A(dE) Card(6) est finie

or g(8) = Upp {g({s}) / s € &}
D'ol Card(g(6)) < Card(S)
g appartient 3 A(E,F)

Montrons 3 présent que g est unique. En effet, toute
application g' de A(E,F), coIncidant avec é sur D et ayant
A(dE) comme domaine de définition, coincide avec g car

¥d € A(dE)

g'(Q) = upe g'({s}) /s € a) = upp {g({s)) /s € a) = g(a)

0
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Coroflaire 1. Si g est une application partielle de Dyl @ ) dans

0:( (V) ) verigiant Les hypotheses de La proposition 5, g est prolongeable
de facon unique en une application g appartenant a A(E,F) de domaine de
déginition A(up. D) ol D est Le domaine de définition de g.

Preuve.

D'aprés la proposition 5 g est prolongeable, de fagon unique en g € A(E,F)

ayant comme domaine de définitionl}(u ). Nous pouvons alors appliquer

D
PE
la proposition 3. g est prolongeable de fagon unique en une application
appartenant 3 A(E,F) E, coIncidant avec g sur A(WPE D) et ayant K(UPE D)

comme domaine de définitionm.
O

C_onoa,uwe 2. S{ deux applications g, et g, appartiennent 4 A(E,F), de
domaine de définition nespectivement D, et D,. S4 D,eD, et 84 g, coineide
avec f, sur Les ELEments de cardinalité 1 de D, alons g, coincide avec g,
sur tout Di.

Preuve.

Soit dl = Upp {{s} / {s} € Dl}

d, est la famille dedous-ensembles de E constituée pap les éiéments de

cardinalité 1 de Dl'
D'aprés la propesition 2, d1 est close par réunion finie,

Soit g} la'restriction de g, aux é€léments de cardinalité 1 de D,

g} vérifie les hypothéses de la proposition 5

Soit D" 2e domaine de définition de g1
a') vd € D" Card(d) = 1

bl " = ” .
) Upg D d, et d, est clos par réunion finie.
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c') vd € D" g(d) est de cardinalité 1 d'aprés la proposition 1
1 2 : - ]
d') si {sl} et {82} e D" gi({sl Up 82}) = gl({sl}) Up g'({SQ})
Nous pouvons déduire, de la proposition 5, que gi est prolongeable de fagon

unique en une application g! appartenant 3 A(E,F) de domaine de définition
p ] ap

- [] _'
Add,). g, et g, colncident avec g| sur A(d,).

Soit d € Dl'
Considérons A(d) d ¢ D, car D, € D,. Les €léments de (d) appartiennent
a (dl) et a D, car ¥s € d {s} est un #lément de cardinalité 1 de D, et
S € dl

1]

g,(d) = U {g)(8) / 6 € M(d)} = UF{éi(G) / 8 € A(d)} Up {gl(G) / 8 € A(D)}

gl(d)

g, et g, colncident sur Dl'

. Proposition 6. Si g est une application appartenant & A(E,F), de domaine
de définition D et de co-domaine D' = g(D), alors D' est un idéal de

2.0 (O ).

Preuve.
Soit dj, dj e D.
Vérifions que D' est un idéal.
. L 1 =
Il existe d,, d, € D tels que dj g(dl), d) g(dz)
- [} . ' P N 4
g(d1 Up d) = g(dl) Up g(dz) d'aprés 1'additivité de g
= a '
dl UF d2

é ' ] '
Par conséquent d1 UF d2 e D',
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3 X F4 | 1 1 '
Soit, 3 présent d1 € D' et d2 tel que d2 LF dl’

. v -
Il existe d, € D tel que d} g(dl).

D'aprés la proposition, dj = ug {g({s}) / s € dl}

d) LF d} =>d} Spp Yor {g{s}) / s € dl}.

ce qui entraine l'existence de d, tel que d) = U, {g{s}) / s € d2}.

I1 faut montrer que d2 € D.

I1 est clair que d2 u__. d.. Montrons que d, est clos par réunion finie.

PE "1 2

1 1]
Soit s,, s, € 4, g({sl}) et g((sQ}) € d}
d} étant clos par réunion finie g({sl}) Ve g({sl}) € d).
I1 daittexister s € d, tel que g{s}) = g({sl}) Up g({SQ}).
Ceci d'aprés la définition de ).

@ » " - -~
Sis # s1 UE 82, nous pouvons construilre d2 en rajoutant {Sl UB 52} a

d, sans changer g(dz)-c'est 3 dire que g(dg) = g(d2).
Car nous venons de voir que g({s us, H = g({s b Ve g({s }) e d).

si d n'appartient pas 3 D, la cloture de 4, par réunion f1n1e appartlent

2
3 D car d, Spp 4; => c( (::) d, ) LE d, et g( s d2)) = g(d2)

Nous pouvons en conclure que d) € D'. D' = g(D) est un idéal de D_( ).
g F

Proposition . Si g, et g, sont deux ééments de A(E,F) de domaine de
définition nespectivement D, et D,, La nelation g = g, 84 et seuwlement 84

g, ¢t g, coincident en {s} Vs e Up D, = U D,

est une nelation d'Equivalence sur A(E,F).

Preuve.

Vérifions les trois axiomes de la relation d'équivalence :
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I1 est clair que g, =8¢ réflexivité
- la relation est symétrique g, 28, =>8, =8,

= g, =8, et g, 83 => g4 = g3 : transitivite

car U_ D UE D2 = UE D3 ce qui entraine

A(uE Dl) = A(UE D2) = A(UE Ds)

I1 suffit d'appliquer la proposition 5 et ses corollaires 1 et 2.

Intuitivement cette derniére proposition montre que deux applications

g, et g, de A(E,F) sont équivalentes si elles sont associées 3 un méme
é1ément a de A(E,F) et réciproquement, a tout €lément a de A(E,F),
appliquant un &lément d de t%( (:) ) sur un élément d' de DE( (:) ),
nous pouvons associer un ensemble d'éléments de A(E,F) qui coincident en
{s} ¥s € d c'est 3 dire que cet ensemble forme une classe d'équivalence
pour =, a posséde alors deux représentants privilégiées dans cette classe
d'équivalence, 1'élément de la classe qui a pour domaine de définition

A(d) et celui qui a pour domaine de définition A(d).

Structures d'ordre partiel induites sur A(E,F), et A(E,F) par la relation
d'ordre [ entre applications de Dp( ) dans D (U) ).

I1 existe une relation d'ordre partiel sur l'ensemble des applications de

DE( (:) ) dans I%( (:) ), noter [, définie par

£ [gsivded( (U ) £(d) [ g(d).
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Nous savons que 1l'ensemble [DB( (:) ) > DF( (:) )1, des applications
continues de DF( c:) ) dans DF( (:) ) est un treillis complet algébri-
que pour cette relation d'ordre. Mais les applications appartenant 3 A(E,F)
ne sont pas continues. Cependant, la relation [ donne 3 A(E,F), une structure
d'ordre partiel complet pour les parties dirigées et mé@me conditionnellement
complet. Cet ordre n'est pas algébrique mais 1'ensemble quotient de A(E,F)
par la relation d'équivalence 3 une structure d'ordre partiel complet
algébrique pour la relation d'ordre quotient de [ par =. Parallélement,
A(E,F) posséde une structure d'ordre partiel complet algébrique pour la
relation d'ordre [ 4nduite par la relation d'ordre cette application de
A(E,F).

Nous vérifierons que cette relation d'ordre a bien la propriété souhaitée

c'est 3 dire que si a et a, € A(E,F)

1

a, L a, => I(a2) = I(al).

Proposition 8. Pour tout couple g, et g, d'ZtZment de A(E,F), de domaines
de definition nespectivement D, et D,

g4 L g, 54 et seulement 84 Vd € D (d) = g2(d).

1’ &

Preuve.

Montrons d'abord que g, L g, => Vd €D (d) = gg(d) et pour cela,

1° &
montrons que g, et g, coincident sur les éléments de cardinalité 1 de D,.

Soit {s}, un élément de cardinalité 1 de D,

gl({s}) * 1
g, L g, => gl({s}) LF gz({s}) d'ol g2({s}) 21

car {s} € D,

P

D'aprés la proposition 1 gl({s}) et g2({s}) sont de cardinalité 1.
D'ol gl({s}) LF g2({s}) => gQ({s}) Spp g2({s}) et gl({s}) = g2({s}).
Nous pouvons appliquer le coroltlaire 2 de la proposition &

g, et g, coincident sur Dy et gl(d) = gz(d) vd € D,.
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Réciproquement,

Soit d € Dy @ )

sid¢ Dy gl(d) 1o et 1o LF g2(d)

F
gé(d) et gl(d) LF g2(d)

sideD, gl(d)

d'ot g, [ g,
O

A(E,F) n'est pas un treillis car il n'existe pas de majorant commun pour

n'importe quel couple d'éléments de A(E,F).

Soit, en effet, deux éléments de A(E,F), et ayant méme
g, et g, ay

domaine de définition {1., {s}} ol {s} est un élément de cardinalité 1

de 0 (W) ).

Posons gl(LE) = g2(lE) = ip

E,

gl({s})
g,({sh

{sl}

§s2}

ou {sl} et {s2} sont deux éléments de cardinalité 1 de DF( (:) ).

Si {Sl} » {82}, il n'est pas possible de trouver un majorant commun 3
- g, et g, car si un tel majorant commun, g4, existait, g, L g, et g, L g4

entrainerait d'aprés la proposition 8 :

gl({s}) = {sl} = g3({s}) = gz({s}) = {82}
I1 y a contradiction car nous avons supposé {sl} z {32}. Mais si g, et g,

sont majorés alors #1s ont un plus petit majorant commun.

Cette absence de majorants communs pour certains couples d'éléments de A(E,F),

a une signification intuttive.
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Les é1éments de A(E,F) sont associés avec des applications de E dans F
dont ils constituent des approximations. Il est normal de ne pas trouver
un majorant, c'est 3 dire une~meilleure approximations pour deux appro-

ximations données de deux applications différentes de E dans F.

Si E et F représentent N, 1l'ensemble des entiers, on ne peut trouver une
meilleure approximation commune d'une approximation de la fonction successeur

et d'una approximation de la factorielle.

Il est tout aussi normal, par contre, de trouver une meilleure approximation

commune de deux approximations données de la méme application de E dans F.

Proposition 9. Dans une classe d'équivalence associle & La nelation
d'8quivalence = entre &lLements de A(E,F), il existe un &LZment mindimum
et un &Lément maximum,

Preuve.

Soit A une classe d'équivalence pour la relation =.
Tous les éléments de A ont méme borne supérieure d, pour leur domaine de

définition et coIncident sur {§s} / s ¢ dA}.

Soit D le domaine de définition d'un élément de A.

Considérons A(dA)'
VS € A(dAL id € D tel que § LE d. D étant un idé€al § € D et A(dA) € D.

Soit g, 1'élément de A dont le domaine de définition est A(dA)'
Par application du corollaire 2 de la proposition 6, ¥g € A, de domaine
de définition D, g coIncide avec g, sur A(dA) d'ou Vd € A(dA) gm(d) = g(d)
et g L g. I1 est clair, par ailleurs que ¥g' ¢ A tel que g' [ g Vg e A,
g, Lg. g, est bien minimum.

Soit, 3 présent By 1'élément de A dont le domaine de définition est
A(dA). Nous avons alors D &£ K(dA) pour tout D, domaine de définition, d'un
élément g de A. Pour tout élément g de A, de domaine de définition D,
¥d € D, d € A(A) et g(d) = gy(d) d'od g [ gy
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11 est clair que si g' € A est tel que : Vg e A, g [ g' alors By Leg.
gy est 1'élément maximum de A.
0

P/Log sition 10. Dans une classe d'Equivalence A de A(E,F) pour La nelation
g, tout couple d'&fLéments de A possdde un plus petit majorant commun dans .A.

Preuve.

Soit A une classe d'équivalence, g, et g, deux éléments de A, de

domaines de définition respectivement Dl et D,, de co-domaines Di et D!,

2° 2

Posons dA = U, D, = UE D2.

E "1
Considérons D3 = {dl U d2 / d1 € D), d2 € DQ}.
Tout idéal D ayant pour borne supérieure dA et contenant D, et D2, contient
D3 puisque le € Dl’ d2 € D2, dl’ d2 € D et d1 UE d2 € D.
Vérifidns que D, est un idéal.
: = t =4+ U 1
Soit 4, d' € D, d =d, UE d, et d d) Yg d)
1 1]
avec dl’ d1 € Dl’ d2, d2 € D2
= ' 1) = U )y U U !
d Up a' = (4; Up d)) Up (a) Up d9) = (dy Up dp) U (4, Up )
' 1 . 1 u '€ D..
Or d1 UE d1 € D1 et d2 UE d2 € D2 De ce fait d E d 3

3 L
Soit d € D3 et d LE d

d = dl UE d2 avec dl € D1 et d2 € D2. Nous pouvons écrire
1 = ' ' + 3
d (a Mo dl) UE (d M d2) or d' M. d, LE d, ce qui entraine d' M.d, D
] — 1
et 4 ME d2 LE d >d ME d2 €D
D'od d' € D,. U_ D_ 1 UE D, =4,.

2 2°
3 E 73 1 A
Mais Vd € D3 d = d1 UE d2 avec d1 € Dl’ d2 € D2
d=4d, U.d,ed =>UED2

1 Y% 9, A € dA et donc UE D3 = dA'

Soit -3 1'é1ément de A ayant D, comme domaine de définition.
Par application du corollaire 2 de la proposition 6, g4 coincide avec g,

sur D1 et avec g, sur D2.
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vd € D, gl(d)

vd € D, g2(d)

g5(d) ; d'ol g, L gy

ga(d) 3 d'od g, L g,

De plus, g, est le plus petit majorant de g, et g, car pour tout élément
g de A(E,F), de domaine de définition D tel que g, Lg, g, Lg

vd € Dl gl(d) = g(d) ; vd € D2 g2(d) = g(d).

D'ou D1 € D et D, £ D et nous avons vu que dans ces conditions Dafg D.

2
Ce qui entraine gs(d) = g(d) si d € D,.
C'est 3 dire g, [g.

Proposition 11. S& g, et g, sont deux &fements de A(E,F), de domaine

de définition respectivement D, et D,, afors, pour tout majorant g de

g, et g,, appartenant a A(E,F), g est définie en {s} Vs ¢ UE(Dl) Up (U DQ)
et L existe un couple (31,32) Andépendant de g tel que

s, €U D, s, €U Dy, s =3 U5, et g({s}) = gl({sl}) Up g2({82}).

1 2

Preuve.

UB D1 et UE D2 sont les familles de sous-ensembles de E constituées 3

partir des éléments de cardinalité 1 respectivement de D, et D,.

et D,, il coincide avec g, en {sl} Vs u.D

Si g est un majorant de D 1 €Y% D

1

et avec g, en {32} Vs, € U D,.

g ayant les propriétés h) et c¢) de la définition des &léments de A(E,F),
quelque soit la famille finie o d'éléments de uE Dl et UE DQ' g est définie en
U {{s} / s € 6} de sorte que g est définie en {s} Vs ¢ (Ug D) Up (Up D).

Soit s € (UE Dl) Ug (UE D2)
(UE Dl) Up (UE D2) est obtenu par eldture par réunion finie de

(Ug D.) upp(Hy D).
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816 U ] U
Tout élément 8 € ( E Dl) E (
(UE Dl) Upp (UE D2)

E DQ) est réunion finie d'éléments de

= U
s = RO avec 0 S, (UB Dl) Cpp ( . D2).

Regroupons les éléments de U appartenant 3 U_ D, et a U, D_.

E "2
= g U U U é
s = Rol UE Rﬁ2 avec 01 EPE UE Dl et 0, EPE D E D1 et E D2 étant
E D1 et Rﬂ2 € g Dpe

g ot
o

clos par réunion finiq,Rﬂl eU

Posons s, = Rﬂl, et s, = Ruz
sont indépendants de g.
soient vides. Il est possible ainsi que

s1 et s2

I1 est possible que 01 ou 9,

i u # +_ mais 1'existence de g entraine
o) Npg O, * B si (Up D)) My (U D) = 4p X g
que g, et g, coincident sur les éléments communs a 0, et 0, s'il en
existe. Nous pouvons donc mettre s soug la forme Sy UE s, avec s, € UE D1

et s, € UE D2

g({s}) = g{s b = g({sl}) Ve g({s2}).

1 Ve 52

Or g colncide avec g, sur UE D, et avec g, sur UE D,.

D'old, g({s}) = gl({sl}) Up g2({32}).

Proposition 12. Tout couple d'ELEments de Z(E,F),majoné dans A(E,F),
possede un plus petit majonant commun dans A .

Preuve.

Soit, g,, g,, deux éléments de A(E,F), de domaine de définition

respectivement D1 et D2, de co-domaine respectivement Di et Dé.

Soit gy» un é1ément de A(E,F), de domaine de définition D3,
- 3 )
de co-domaine D}y tel que g, L g5 et g, L g5+
Soit D = {d1 U d, /d; €D

D est un idéal.

10 4y € D2}

Soit g un élément de A(E,F), de domaine de définition
D={d, u_d./ d; €Dy, d, ¢ D2} définie par ¥d € D g g(d) = ga(d).

1 E 2 1° 72
Nous avons D1 € D et D2 € D car les éléments de Dl sont des éléments de D
de la forme d' U_ 1. avec d' € D, et les éléments de D, sont de la forme

ETE 1 2

1" "
mE UE d" avec d" ¢ D2.
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vd € D, gl(d)

vd € D, g2(d)

gs(d)
g3(d)

g(d) d'od g, L g

g(d) d'ou g, {¢g

g est le plus petit majorant commun de g4 et g,.
En effet, soit g' un majorant de g, et g,.
Soit D' le domaine de définition de g'

D1 c D' et D2 cD'.

D' doit donc contenir dl UE d2 le € Dl et d2 € D2 c'est 4 dire D £ D'.
- ] |

De plus Vs € (U D) U (U, D) g({s}h) = g'({s}).
Ceci d'aprés la proposition 11 puisque il existe un couple (sl, 32),

. P4 [] = U
S, € UE Dl’ S, € UE D2, indépendants de g et g' tels que s s, Ygp S,
et g({s}) = gl({s v g2({s b = '({s}) _
Nous pouvons alors appllquer le corollaire 2 de la prop051t10n 5 qui entraine
que g' coincide avec g sur D.
C'est 3 dire que ¥d € D, g(d) = g'(d) et g L g'. g est bien le plus petit

majorant de g, et g5+

Remarquons que V¥d € D, d peut se mettre sous la forme d UE d2 avec d1 € Dl
et d, e D, g(d) = g(dl Ug d2) g étant additive g(d) = g(dl) Ug g(d2) =

gl(dl) UE g(d2) car g coincide avec g, sur D, et avec g, sur D

1 2°

Theondme 1. A(E,F), muni de fLa nelation d'ondre [, a une stwcture d'onrdre
partiel compleft.
Preuve.

Soit A, une partie dirigée de A(E,F).

Pour tout élément g de A notons Dg, le domaine de définition de g.
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Soit 4 € DB( (:) ).
Side Dg alors d € Dg' Vg' € A tel que g L g' et g(d) = g'(d).

Soit g, g' € A tels que 4 € Dg et 4 € Dg"

I1 existe g" € A tel que g" 1 g et g" J g'. Ce qui entraine g"(d) = g'(d)
g"(d) = g'(d) = g(d) et d € Dg"' Si deux éléments g et g' de A sont définis
en d, elles y ont méme valeur.

posons UA une application de DE( (:) ) dans DF( (:) ) définie par

Ua(d) = UF{g(d) / g € A}. Montrons que UA appartient 3 A(E,F).

Notons DA le domaine de définition de UA gt DA son co-domaine.

a) UA est continue.

Soit 4 € DA' Nous devons montrer que :
UA(Q) = U {UA(S) /7 & € A(D)},

Si UA est définie en d alors, d'aprés la définition de UA, 3g € A tel que
UA(d) = g(d) et pour tout &lément g' € A tel que 4 € Dg' g'(d) = g(d).
Side Dg’ A(d) € Dg car Dg est un idéal. De ce fait V6 e A(d) UA(S) = g(9)
UA(d) = g(d) = Up {g(8) 7/ 6 € A(d) = Up { A(8) / 6 € A(Q)}

A est continue.

b) D, est un idéal.

Soit d, d' € D,.
I1 existe g et g' ¢ A tels que :

UA(d) = g(d) ; UA(d') = g'(d")
g et g' possédent un majorant dans A : g" qui est défini en d et 4d°'.
g

C'est 3 dire que d, d' ¢ D ,, et donc d U, d' € D, car D_,, est un idéal
g E g g
UA est donc défini en d Up d' car UEA(d Ug d') = g"(dlt d').
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Soit d € D, et d' e DE( (:) ) 4 LE d dg € A tel que UA(d) = g(d).

. ' _ ' L ' .
d e Dg et d UE d => d' € Dg ; d'ol 4' € DA

c) Soit d, 4' € Dy d-UE d' €D, et ig € A tel que
UA(d U, d') = g(d Up d"). Or g € A(E,F) et g(d Up d' = g(d) Up g(d")
UA(d U d') = g(d) UF g(d') mais UA(d) = g(d) et UA(4') = g(d')

UA(d UE d') = UA(d) UP UA(d').

Soit {sl} et {32}, deux éléments de cardinalité 1 de D,-

I1 existe g € A tel que :

UA({sl})
UA({SQ})

g({sl})
g({s, 1)

g appartenant a A(E,FZ g({s1 Up 82}) = g({sl}) Up g({sz})
UA({sl Up s2}) = g({sl Up 32} = g({sl}) Up g({s2}) = (UA({sl})) Up(UA({s,}))

d) Soit § € D,, la cardinalité de § étant finie.

A’
I1 existe g € A tel que UA(S) = g(8).

Card(UA(§8)) = card(g(s))
A(E,F) est complet.

Théonme 2. A(E,F) est conditionnellement complet.

Preuve.

Soit A un ensemble d'éléments de A(E,F) ayant un majorant commun h.

Considérons la partie dirigée B de A(E,F) définie ainsi A c B et ¥d, d'e B
d Ud' e B.

B existe car tout couple d'éléments g1> &, de A, étant majoré par h, posséde
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un plus petit majorant commun g, u g, lui-méme majoré par h.
B posséde une borne supérieure UB [ h et majorant g Vg € A,
Soit g' un majorant commun des éléments de A.
Soit g5 8 deux éléments de B,
K Leg etg g = g, Ve, L g

or les éléments de A sont inférieure d g' d'ot :
¥vgeB gl g'etUB[ g

A possdde dans un plus petit majorant commun et A(E,F) est conditionnellement

complet.
0

Notons Km(E,F) le sous-ensemble de A(E,F) constitué par les éléments

minimum de chaque classe d'équivalence associé 3 la relation ®.

Thtondme 3. A (E,F) est munie par [ d'une structure d'ondre partiel complet
algibnrique. Les ELEments isolds de lm(E,F) sont Les ELéments de Km(E,F) dont
Le domaine de déginition est de cardinalité finle.

Preuve.
lm(E,F) est clos par l'opérateur U.

Soit 81> 8y € Km(E,F) et g, un élément de A(E,F) tel que
g, u g, et g, u g3-
g, et g, possédent un plus petit majorant commun g, u £, dans K(E,P).

Soit D, et D, les domaines de définitions, de g, et g, le

domaine de définition D de g, Ug, est {d1 U, d, / d; e Dy, d, € D2}
d, Uz d, e B( (W) ) Vd €D etd, eD,.
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z ¢ 7 -
Plus précisément D ={8/ 6 ¢ BE( (:) ), 6§ [ (UE Dl) Up (LJE D2)}
de sorte que g, U g, € lm(E,F).

Km(E,F) est complet.

Soit A une partie dirigée de Am(E,F).

A posséde une borne supérieure UA dans A(E,F).

Soit D, le domaine de définition de UA et Dg le domaine de définition

d'un #1ément g de A.

Soit D = {UE Dg / g € A},
D est une partie dirigée de DE( (:) ).
' = =
En effet g [ g > Dg < Dg' > UE Dg LE UE Dg"

Considérons UE D.

o
]

p = {8/ 6 €B( (:) ) et 6 [ U, D}

L=
in

16/ 6B (V) )ets [ u, D}
et | vé e {6/ 6 B (O )et 6L, U, D}

GLEUBD=>3deDtelque6f_Ed

Jg € A tel que d = Ug Dg

et, 3 nouveau, 3d' € Dg tel que § LE d' ce qui entraine

§ € Dg et 8re DA

UA appartient donc a Km(E,F).
Km(E,F) est algébrique.
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Soit g un élément de KmCE,F) de domaine de définition D tel que

la cardinalité de D soit finie.

Soit A une partie dirigée de Km(E,P) telle que g [ UA,
Nous avons alors UA(8) = g(§) V6 € D, \
D'aprés la canstruction de UA, 3g6 € A tel que § € D

Soit AD un sous-ensemble fini de A tel que

¥§ € D Jgs € Aj tel que 8 € Dg

AD est finie car D est fini.

AD posséde, 4 cause de sa cardinalité finie, un majorant dans A.

Soit gp ce majorant.

V6 €D gD(G) =g(8) et g[ gp-
I1 existe dans A un majorant pour g.

Soit 3 présent g un élément de Km(E,F) et A l'ensemble des
éléments de Km(E,F) dont le domaine de définition est, de cardinalité

finie, et qui sont inférieurs ou égaux a g.
A={g" e lm(E,F) / Card(Dg,) fini et g' [ g}

VS € Dg, il existe une application g appartenant a Am(E,P) telle que
V! LE 8, 36(6') = g(8') et, puisque la cardinalité de § est finie,

gs(8) = g(8). C'est 3 dire que § € D_ .
£s

La cardinalité de D_ est finiecar celle de § est finie, de sorte que g € A
()
et § ¢ DA’ le domaine de définttion de UA. Ceci entraine que ¥6 ¢ D , § € DA
g

et g€d) = UACS).
Nous avons, de ce fait g [ UA.
Comme g' [ g Vg' e AUA[ g et donc g = A.

Am(E,F) est bien algébrique.
Les éléments isoclée de lm(E,F) sont les applications dont le domaine de

définition est de cardinalité finie.
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Notons AE(E,F), 1l'ensemble des classes d'équivalences dans A(E,F) pour la
relation d'éqaivalence Z et [_ la relation d'ordre quotient associée & [.

Soit € , C, deux classes appartenant i A_(E,F)

1’
s .
C, L. C, s'il existe g, € C, et g, € C, tels que g, L gy-

Conollaire 1. A_(E,F) est muni par [_ d'une structure d'ondre partiel complet
algtbrique dont Les Efements {s0Lés sont Les classes contenant Les &Lements
isoLes de A (E,F).

Preuve.

La preuve est immédiate. L'application de Am(E,F) dans A_(E,F) qui fait
correspondre, 3 un élément g de Am(E,F), sa classe d'équivalence, est un

isomorphisme.

Soit a un é1ément de A(E,F) c'est 3 dire une application d'un
élément 4 de UE( (:) ) dans un élément d' de DF( (:) ).
a permet de définir un é&lément Ca de AE(E,P). Un élément g de A(E,F), de
domaine de définttion Dg’ appartient a C, si UEDg =det siVsed
g({s}) = {a(s)}. Notons a_ la classe d'équivalence associée 4 un élément
a de A(E,F) et a l'élémen; minimum associée 3 a_.

Réciproquement, soit C une classe d'équivalence appartenant 3 A_(E,F).

Soit Cm 1'é1ément minimum de cette classe, de domaine de définition.

i = L
Soit d UE DCm et d UF {(m(8) / 8 € Dcm}.
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A C,jest associé un élément a de A(E,F), appliquant d dans d' et défini par
a(s) = Cm(s) Vs € d,

Soit a;, a, ¢ A(E,F) ; a, appliquant dl dans di et a, appliquant

2
\

d2 dans d2.

La relation [_ sur AE(E,F) induit une relation d'ordre [ entre éléments

de A(E,F) définie par :

a; L a, si et seulement si a, LE a

2

Proposition 13. La nefation d'ondre L sur A(E,F) définie par alT. a, 44 et
seulement 84 a [ a, est quivakente a La nelation a, [ a, i et seutement
A4 dy L d2 et ¥s € d; al(s) = a2(s).

Preuve.

"
|
v
LR ]
—
i

Soit D- et D- les domaines de définitions de a, et a,.
a1 a2 1 2

Nous avons U_ D- [ _ U_. D- car D- D- ord, =U_D- et d, = U_, D- .
E al E E a2 a1 a2 1 E a1 2 E a2
Da .
1

In

De plus, Vs € UE

al(s) = 51({3}) = 52({s}) = a2(s)

Réciproquement, si d; L d, et si Vs € d; ai(s) = a2(s).

Soit 51 1'élément minimum de la classe a; associé a a, et a,

1'élément minimum de la classe a, associée 3 a,-

Soit D- et D- les domaines de définition de a, et a,..
al a2 1 2
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Nous avons UD- = dl et UD; = d2 et plus précisément Dal = A(dl) D52 z A(d2)

a& 5
dl LE d2 => A dl) s,A(dQ).
Appliquons alors la proposition 5 et ses corollaires 1 et 2.

a; L a, ce qui entraine il L 32 et par définition a, L a,.

0
Corollaine 2. A(E,F), muni de £a relation d'ondre [, est un orndre partiel
complet algibrique.

Preuve.
L'application de A(E,F) dans A_(E,F) défini par
a + a_ pour tout a e A(E,F)

est un isomorphisme et Az(E,F) est complet et algébrique.
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INTERPRETATION D'UN ELEMENT DE A(E.F)

Soit f une application de E dans F et a un élément de A(E,F)

de domaine de définition da et de co-domaine da' tel que :
a(s) = £(s) Vs e da

Sauf si da contient les singletons de E, f n'est pas la seule application

de E dans F telle que :

a(s) = f(s) Vs € da
La donnée de a définit donc de fagon approchée une application de E dans
F.
Plus généralement, puisque nous avons admis qu'un sous-ensemble était
une approximation des sous-ensembles qu'il contient, nousallons définir
1'interprétation I d'un élément a de A(E,F) en posant :

I(a) = {f : E+F / £f(s) c a(s) ¥s ¢ da}

I est une application de A(E,F) dans 1l'ensemble des sous-ensembles de
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1l'ensemble des applications de E dans F.

Vérifions que I a bien les propriétés voulue.

Proposition 14. S& a, et a, sont deux &fLéments de A(E,F)

a, L a, => I(a2) [ I(al)

Preuve.

Soit a, une application de d_ dans 4!
1 al a;

Soit a, une application de d_ dans 4!
2 a, a,

’

a, L a, => Vs ¢ dal al(s) = a2(S)

Vf € I(a_ ), Vs € d f(s) c a.(s) = a,(s) d'ocd f € I(a,) et donc
2 al 2 1 1
I(a2) c I(al).

Proposition 15. Si a, et a, sont des &léments de A(E,F), majornds par

a3

I(a1 U a2) = I(al) n I(a2)

Preuve.

Soit s € da u da .
1 2
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4
Nous avons soit s € d
a
1
soit s € da
2
soit s = s, Up s, avec S, € da > S, € da
1 2
Si s appartient simultanément 3 d et d, alors al(s) = a2(s) 3 cause
a
du majorant commun de a; et a, ag. 2

Soit £ un élément de I(al u a2)

Vs ed UAd f(s)
a a

1 2
ce qui entraine f(s)

In

(al u a2)(s)

In

al(s) si s € da

f(s)

In

a (s) sised
2 a2

' -~ L3
c'est 3 dire I(al u a2) < I(al) n I(a2).

Soit, 4 présent f € I(al) n I(a2)

¥s € d_ , f(s)
2

¥s e d , f(s)
az

In

al(s)

In

a2(S)

si s est de la forme s, U s_ avec s_. € d et s, e d
1 g 2 1 ay 2 a2

f(s) = f(sl Up 82) = f(sl) Up f(sz) < al(sl) Up a2(s2)

or (al u a2)(s) = al(sl) Up a2(s).

D'ol f ¢ I(al U aQ) et I(al J aQ) = I(al) n I(a2).

Proposition 16. S4 A est une partie dirigée de A(E,F),
I(ua) = n I(a).

aehA
Preuve.

UA est une application de UB{da / a € A} dans UF{d; / a € A},



Soit s € UE{da / a € A}, Ja € A tel que s € da et UA(s) = a(s)

Si f e I'(a) Vae A
Va € A, Vs ¢ da,f(s) c a(s) => f(s) c UA(s) et donc f ¢ I(UA).
' ~ .
C'est 3 dire 29 I(a) < I(UA).
Réciproquement.
Soit £ € I(UA).

¥s € U {d / a € A} £f(s) < UA(s).
E a

Soit a € A Vs € da UA(s) = a(s) car UA ] a d'ol f(s) < a(s)
car f(s) ¢ A(s) et f € I(a) d'ol I(UA) ¢ n (I(a))
aelA

I(uA) = n (ICa))
aehA

- 139 -
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NOTION DE TABLE

STRUCTURE D'ORDRE SUR L'ENSEMBLE DES TABLES

Considérons la déclaration de procédure ALGOL 68 suivante :

Proc F = (Réel X) Réel : (F(X))

Une telle déclaration fait un usage incorrect des possibilités de décla-
ration de procédure récursive offerte par le langage ALGOL 68.
La procédure F est indéterminée mais nous avons cependant une information

sur cette procédure : elle applique l'ensemble des rédls dans [-1, +1].

Pour réduire 1l'indétermination sur la procédure F, il faut remplacer, dans
le coup de procédure, F(X) par une régle de calcul convenable de la valeur
de la procédure en fonction du paramétre. Mais nous pouvons aussi imaginer

de préciser que la procéddure F applique 1'ensemble des rééls dans [-1, +11.
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F1 : Réél > [-1, +1]

ou encore de fagon plus précise

( Réel-w [-1, +1]
[o,%] + [0, +1]
F, ¢ { [zml>[-1, 0]

[- % 01 + [0, +1]

- #, - -2"-3 + [-1,0]

Nous pouvonsraffiner 1'information sur F en décomposant davantage les
intervalles [0, %J, [g3 3, [- %3 o}, [-m, - gﬂ, en intervalles plus
petits, par exemple, d'un diamétre 10 .

Nous détiendrons ainsi quelque chose de bien connu en programmation sous

le nom de "table” ou de "table fonctionnelle”.

L'analyse numérique fournit des méthodes qui permettent de mettre en

oeuvre une telle table de fagon plus réaliste.

Fondamentalement, une table correpond au graphe d'une relation fonctionnelle.
Ce graphe peut &tre implémenté de différentes facons, par exemple par une
abaque ou une courbe graphique sur une feuille de papier ou encore par la
donnée d'un ensemble de couples comprenant un é&lément de 1l'ensemble de départ

et un élément de l'ensemble d'arrivée comme dans la mémoire d'un calculateur.
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Dans le chapitre III, nous avons essayé d'approximer un ensemble E par

un recouvrement fermé par réunion finie de cet ensemble, c'est 3 dire

par un élément de DE( (:) ). Dans une premiére partie du chapitre IV,
nous avons essayé d'approximer les applications d'un ensemble E dans un
ensemble F par les applications d'un élément de UE( (:) ) dans un
é€lément de DF( (:) ), nous allons chercher 3 présent, d approcher une
table fonctionnelle et plus généralement une relation binaire entre E et F

par un sous-ensemble de DEXF'

Relations binaires et familles de sous-ensembles de E x F

Soit E et T deux ensembles)

E x F le produit cartésien de E et F.

Nous noterons :

(x,y) un élément de Ex Fol x e Eet y ¢ F,

Pp et Pp respectivement les projections sur E et sur F.

Pour tout V ¢ ExF

=ExF
pE(V) = {x e E/ 3y € F tel que (x,y) € V}
PF(V) ={y e F/ 3x € E tel que (x,y) € V}

I1 ne faut pas confondre ces projections liées au produit cartésien de

deux ensembles avec la notion de projection introduite dans les rappels
mathématiques du chapitre I et au chapitre III qui estdéfinie 3 partir
d'une relation d'ordre, Cependant, si on munit E et F‘d'une structure de
domaine de Scott plat, il s'en déduit une structure d'ordre sur ExF pour
laquelle Pp et pp sont aussi des projections au sens du chapitre I.

Une relation binaire entre E et F étant un sous-ensemble de ExF, l'ensemble
des relations binaires entre E et F se confond avec P(ExF), l'ensemble de

sous-ensembles de EXF.
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I1 existe plusieurs fagon de décrire une relation binaire, en utilisant
une représentation saggitale ou différentes représentations matricielles.
Nous allons utiliser une représentation "par coupe” dans laquelle on donne
pour tout x € E, l'ensemble de y appartenant 3 F tels que le couple (x,y)

appartienne d la relation.

Déginition 4. La coupe d'une relation binaire p entre E et F par un &ément
x de E est constitué par L'ensemble des &€éments y de F tels que Le couple

(x,y) appartienne & p.

Nous noterons p(x) la coupe de p par x
p(x) = {y / y e F et (x,y) € o}
Nous pouvons étendre cette définition 3 la coupe d'une relation binaire

par un sous-ensemble e de E et par un élément d de DE.

Déginition 5. La coupe d'une relation binaire p entre E et F par un
sous-ensemble e de E est constitul par La ndunion des coupes de p
par Les éLéments x appartenant d e :

po(e) = Up {p(x) / x € e}

Définition 6. La coupe d'une relation binaire p entre E el F par un &Lément
d de D, est constitul par L'ensemble des coupes de P par Les Eféments de d

p(d) = {p(s) / s € d}
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Nous pouvons également étendre les opérations de projection Pp et pp aux
familles de sous-ensembles de E X F c'est 3 dire aux éléments de DEXF en

posant pour tout élément D appartenant a DEXF

PE(D) {pE(s) / s € D}

PF(D) {pF(s) / s € D}

Soit V un sous-ensemble de E x F.

Soit VE = pE(V) et Vp = pE(V).

V n'est pas le seul sous ensemble de EXF dont les projections sur E et F

soient PE(V) et pF(V) et en général :

z x
WY VE VF

De méme, nous n'avons pas en général, pour un é€lément D quelconque de

DEXF D = pE(D) x PF(D)’ ni méme, D = {pE(s) x pF(s) / s € D}.

Nous qualifierons de projetable un sous-ensemble V de E x F tel que :

vV = pE(V) x pF(V)

Déginition 7. Un sous-ensemble V de ExF est projetable 44 :

vV = pE(V) X pF(V)

Si u est un sous-ensemble de E et v un sous-ensemble de F

uxVvoE UL {v/ve ExF et pE(V)=u, pP(v)=v}

ExF

Nous étendrons cette définition aux éléments de DEXF'



Déginition §. Une famille D de sous-ensembles E x F est projetable
44 chacun des sous-ensembles qui La compose est profetable

D = {pE(s) x pF(s) / s € D}

Proposition 17. Une intersection quelconque des sous-ensembles projfetables
est projetable.

Preuve.

Soit o une famille de sous-ensembles projetables.

s s) = n s
Nous devons montrer que pE( 0 ExF ) x pF( N o ) EXF

seg s€o sS€o
Deux cas sont & considérer, suivant que n ExFS est vide ou non.

Seq

Soit V

N exp S

SEC

Si V = . Ses projections pE(V) et PF(V) sont vides et l1l'on a bien

vV = pE(V) x pF(V).

Si V # @ Soit (x,y) un élément de E x F appartenant 3 V (x,y) e s Vs € o.

Ce qui entraine x € pE(s) Vs e g etye pF(s) ¥s € o.

] __ 3 )
C'est-3d-dire que x € n pE(s) et y € © ¢ pp(s).
s€o S€o

D'ol nous tirons :

(x,y) e Cn g pp(s)) X (n g PF(S))'
S€EC sSed

Réciproquement.



Soit (x,y) € ( ng pE(S)) x (g pP(s))
s€o seq
Nous pouvons déduire s € 0 PE(S) ety € N g PF(S)'
SET s€o
C'est 3 dire X € pE(s) Vs € c et y € PF(S) Vs ¢ 0.

Puisque, Vs € 0, s est projetable, S = pE(s) x pF(s) et X € pE(s) 5

y € pF(S) => (x,y) € s Vs €0 0

Proposition 18. Si o est une famille quelconque de sous-ensembles

profetables de E x F, alons &4 Npp S7# 0

SEQ

Pp(npp 8) = g pp(s)
SEC SEC

pF(nExF s) = Ny pF(S)
SET SEQ

SL Npgp S = g, £'une au moins des deux intensections g p(s),

Se€0 S€0

est vide et L'Egalité correspondante est vérnifiie.

Preuve.

nExF(S) # @. I1 existe donc au moins un &lément (x,y) de E x F

tel que (x,y) € s Vs € 0.
Vix,y) € nEXF(S)’ X € pE(nExF 8), y € Pp (nEXF(S)).

s S s

Mais (xX,y) € s Vs € 0 => x € pE(s), y € pF(s) ¥s € O.

D'ol x € n (s) ety e n pu(s) et p( n os) g 0p pls)

e Fr
Se€o seo seo seo
Pplng,p ) S ng pp(s).
S€q SEQ
Réciproquement, soit x € g pE(s) X € pE(s) ¥Ys € o

Seq
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np Pp(s)

SeC
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e PF(S) n'est pas vide sinon NexF

S€ECQ S€0

s = . Il existe donc y € Pp(s) Vs € o.

s étant projetable, (x,y) ¢ s Vs € o, et de ce fait (x,y) € NexpS

seo
Ce qui entraine x ¢ pE(nExF s) = g (pE(S))-
SEC S€C

La seconde égalité se démontre de fagon identique.

Z -
i i iti est néces .
Dans la démonstration ci-dessus, la condition nEXF(S) t cessaire

S€0 ﬁ
Si elle n'est pas vérifiée, nous avons, puisque d'aprés la proposition 17 nExF s
Seq
est projetable
Pp(Npyp ) = a,
S€C
pF(nEXF S) = ¢o
sS€0

On ne peut avoir simultanément g (pE(s)) 2 @ et nF(pF(s)) 2 @. Car il
seo seo
existerait alors un &lément (x,y) € E X F tel que (x,y) e s Vs ¢ o ce qui

in i ‘ =z 0.
entrainerait n . s )

S€EC

L'une au moins des deux intersections Ng (pE(s))’ Ng (pF(S)) doit &tre vide.

5€a seg

Il en découle que l'une au moins des deux égalités

Pplnp p s) = ng (pp(s))

S€0 S€EC
PF(nExF s) = ﬂF (pF(s))
S€0 S€0

est vérifiée.
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La propriété 17 montre que l'ensemble des sous-ensembles projetables
de E x F est une famille de parties closes pour l'intersection.
L'application qui associe @ un sous-ensemble V de E x F, le plus petit
sous-ensemble projetable contenant V, c'est 4 dire PE(V) x pF(V)’

est une cloture.

En tant qu'élément de P(ExF), une relation binaire n'est pas nécessairement
projetable. Mais si nous considérons la famille dE de sous-ensembles de E,

constituée par les singletons de E,
d = {{e} / € € E}

nous pouvons caractériser p par l'ensemble des coupes de p par les éléments
e de dE {(e, p(e)) / € € dE}. Quelque soit € € dps ¥ € p(e). (e,y) € p

Réciproquement, si (x,y) € p, y € p(x)
P = ExF {exp(e) / € € dE}

Ve € dE e x p(e) est un sous-ensemble projetable de ExF et {e x p(e) / € ¢ dE}

est une famille projetable, d'aprés la définition 8.

Si d est un élément de DE et p une relation binaire entre E et F il est

possible de leur associer un &lément projetable D(p,d) appartenant 3 DExF’

défini par :
D(p,d) = {s x p(s) / s e d}

De méme que pour V donné, appartenant & ExF, il existe une famille de
sous-ensembles qui ont méme projections sur E et sur F, un élément D de

DExF’ de la forme D(p,d) est associé d une famille de relations binaires

sauf si d = dE : {{e} / € € E} car dans ce cas cette famille se réduit 3 un

é&lément.
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Nous allons considérer les é&léments de DEXF’ de la forme D(p,d) comme
des approximations des relations binaires. Ces éléments forment un
sous-ensemble des éléments projetables de OEXF que nous caractérisons

d présent.

Ensemble des éléments de DExF de 1a forme D(p,d)

Soit 4 € DE et p une relation binaire entre E et F.

~

D(p,d) = {s x p(s) / s € d} est projetable mais 4 tout élément D projetable
ne correspond pas nécessairement un couple d,p tel que D = D(p,d).

En effet, les relations binaires entre E et F sont u-additives comme les
applications de E dans F

Vel, e, € E, p(el Ug e2) = p(el) Up D(e2)

s, € d tels Qque s, U_ s, = s

Soit sl, 32, 3 1 Vg 82 3

p(sa) = p(sl Vg s2) = p(sl) Up p(s2)

{p(s) / s € d} de sorte que

Nous avons pE(D(d,p) = d et pF(D(d,p)

s. e D(d,p)

quelque soilt Sy» Sys Sq

Pplsy) Vg Pplsy) = pplsg) => prls)) up pp(s,) = pplsy)

De plus, e, * e, => p(el) ® p(eQ).

Quelque soit S71° 59 e dip,d)
’

pF(Sl) x pF(s2) => pE(Sl) z pE(SQ)

Les éléments de DEXF de la forme D(p,d) ne peuvent pas &tre clos par

” . 3 -
réunion finie.
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Proposition 19. S& s, et S, sont deux sous-ensembles projetables de
E x F alons S Upyr S, est profetable 84 et seulement &4
s04% ) SEXF s,
8041t Sy Spyp s,
s04%L pE(sl) = PE(S2)

504t PF(Sl) = PF(S2)

Preuve.
P(s; Upyp Sp) = Pg(sy) Vg Pg(sy)
Ppsy Ugyp Sp) = Pp(sy) Vg Pplsy)
Si S1 YexF S est projetable

S) Vpup Sp = Pp(8) Up,p 85) X Ppls) Upp s))

(pE(sl) Up pE(Sz) x (pF(sl) Up pF(SQ))

= (pg(s) Pp(s)) b (Pp(s,) Pp(8,)) Up o (Pp(s,) Pp(sy))

Upxp (Pplsy) * pp(s;))

(5] Upep Sp) Ypep (Pglsy) ¥ Pp(s,y)) Up,p (pp(sy) x ppls)))

Les deux termes PE(Sl) X pF(S2) et PE(Sl) x PE(Sl) ne peuvent disparaitre

si ) et s, ne sont pas vides que par absorption dans s; ol s, ce qui impose

S) SExp Sp OU Sy Spup Sy oW Pp(sy) = Pplsy) ou ppls)) = ppls,).

0
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Proposition 20. Les ELéments de DEXF de fa gorme D(p,d) ne peuvent appanr-
tenin 2 0, . (O ).

Preuve.

La preuve est immédiate.

Un élément de D de la forme D(p,d) est projetable. C'est 3 dire que

ExF?
¥s € D(p,d), s est projetable. La proposition 19 nous montre que les
réunions de sous-ensembles projetables ne sont, en général, pas des sous-

ensembles projetables.

0
Nous noterons R(E,F) l'ensemble des éléments de DEXF vérifiant :
a) ¥D ¢ R(E,F) D est projetable
b) Si D € R(E,F), Vsl, 823 Sy € D

pp(s,) Ug Pp(sy) = pplsy) => ppls ) up pp(s,) = pplsy)

c) Si D € R(E,F), Vs;, s, €D

PF(Sl) ® pF(s2) => pE(sl) z pE(s2)

Structure d'ordre partiel complet algébrique sur R(E,F)

R(E,F) est un sous-ensemble de DExF et la relation d'inclusion EP(EXF) sur

DEXF est aussi une relation d'ordre sur R(E,F). Elle donne a DEXF une

structure de treillis complet algébrique. R(E,F) n'est pas un treillis pour
cette relation d'inclusion car en raison de la propriété c) que doivent posséder
leséléments de R(E,F), il n'existe pas toujours de majorant pour un couple

arbitraire d'éléments de R(E,F).
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Soit par exemple X, S, E ety , y, s Fy, #y,.

Soit D, = {x1 x yl} et D, = {xl x y2}

Dl et D2 appartiennent 3 R(E,F) mais on ne peut trouver de majorant
pour la relation d'inclusion commune a Dl et D, dans R(E,F).
X ¥, doivent appartenir 3 ce majorant.

En effet X x vy et Xy

Or pplx; x yy) =y; * pplx; ¥ ¥p) =y, alors que pp(x; X y)) = pplxy X y,)=x,
Cependant, nous pouvons démontrer la propriété suivante :

Proposdition 21. Tout couple d'éLéments de R(E,F), major& dans R(E,F)
possede un plus petit mafjorant dans R(E,F) qui est Le méme que Le plus
petit majonant de ces €LEments dans Der

Preuve.

Soit Dl’ D2, D3, trois éléments de R(E,F)
tels que D) gp(p py Dy et D) Sp(p ) Dy

Soit D =Dy gy Dy

D est le plus petit majorant de D, et D, dans DEXF'

1
I1 suffit de montrer que D appartient a R(E,F)

a) D, et D, étant projetables, il est clair que D est
projetable
b) soit. Ui, Uy, Ug, trois éléments de D

tels que pE(ul) up pplu,) = pB(ua)

appartiennent aussi d D, et de ce fait

U, Uys U 3

3
pp(u;) up pp(uy) = pp(uy)

soit u , u, € D tels que pF(ul) z pP(u2)

ujs U, € D, ce qui entraine PE(ul) z pE(UQ)
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est donc un élément de R(E,F)

Sp(EXF) eat un orndnre

partiel complet algébrique.

Preuve.

Démontrons d'abord que R(E,F) est complet.

I' posséde une borne supérieure dans D

Montrons que U

Up(ExF)

Soit I' une partie dirigée de R(E,F)

exr ¢ Yp(exp) T

P(EXF) I appartient a R(E,F)

a) I1 est clair que v I' est projetable car il est

P(EXF)
formé de sous-ensembles projetables de E x F

b) soit Ups Uy, Ug € UP(EXF)F tels que pB(ul) Vg pE(u2)=pE(u3)
iD € F.tel que U, Uy, Uy € D
Si pE(ul) Ug pB(u2) = PE(US) alors pF(ul) Up pF(u2)=pF(u3)
car D € R(E,F)

c) soit u;, u, € YB(E F) I' tels que pF(ul) ® pF(uz)
iD € T tel que U, U, € D avec D € R(E,F)

ce qui entraine pE(ul) z pE(u2)

I' appartient & R(E,F) qui est donc complet.

Montrons que R(E,F) est algébrique.
Les éléments isolés de R(E,F) sont les éléments dont la cardinalité est

finie.
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Soit D une famille de sous-ensembles E x F, de cardinalité finie,

appartenant d R(E,F) et T une partie dirigée de R(E,F) tels que

D Spe ) Vp(e 7y T
Yu e D dg(u) e I' tels que u e g(u).

La cardinalité de D étant finie {g(u) / u € D} est majoré dans I. Il

iste d élé : )
existe donc un élément g de T tel que : D Ep(Exp)g

Soit, A présent 8 € R(E,F).

Posons T = {D € R(E,F) / D p(EXF) g et Card(D) finil.

Yu € g {u} estun élément de R(E,F)

I est une partie dirigée de R(E,F).

En effet, deux éléments quelconques de T sont majorés par g . Ils possédent
donc un plus petit majorant commun dans D(E,F). Ce majorant est lui aussi
majoré par g et sa cardinalité est finie.Il appartient donc a T.
Up(ExF)TVP(EXF) &°

Mais Yu € g, {u} € R(E,F). La cardinalité de {u} étant finie, {u} el.

I1 en découle g I'. Nous avons donc l'égalité g = v

Sp(exr) YP(E F) p(ExF)L

R(E,R) est donc algébrique.

Theondme 5. R(ExF) est conditionnellement complet.

Preuve.

Soit I' un sous-ensemble de R(E,F), majoré par g.

Considérons la partie dirigée I'' de R(E,F) définiepar I' ¢ T

1 1
V%_, g2 eTl gl UP(EXF) 8o eT

I'' existe car

- T' n'est pas vide car il contient T

- tout couple d'éléments 21> 85 de I'', majorés par g, posséde
un plus petit majorant commun g1 UP(EXF) go» majoré par g
et appartenant a I'.



4 - 156 -

I'' posséde une borne supérieure u I'' majorée par g

P(ExF)
I'' est en effet une partie dirigée de R(E,F).

1 s 2z 2
UP(ExF) I'' est un majorant commun des éléments de T.

Montrons que c'est le plus petit.
Soit g' un majorant commun des éléments de T

g majore les éléments de I'' car :

V%., % € T'' tels que ﬁ EP(EXF) g’ et gz SP(EXF) g'

& Yp(exr) % Sp(exr) &

Comme les éléments de['' sont obtenus 3 partir des éléments de I par

application finie de l'opération u . Ona ¢ ¥g' e T,

P(E,F) Sp(ExF) 8 °

! Al 1 ]
D'ou UP(EXF) r SP(EXF) g .
I posséde donc un plus petit majorant commun et R(E,F) est conditionnellement

complet.

Ensemble des éléments de R(E,F) clos par réunion finie projetée

Nous avons vu que les éléments de R(E,F) ne pouvaient &tre clos par réunion
finie mais si D est un élément de R(E,F) tel que pE(D) est clos par réunion
finie, alors la propriété b) que possédent les éléments de R(E,F) entraine
que pF(D) est aussi clos par réunion finie.

Nous noterons R(E,F, (:) ) le sous-ensamble de R(E,F) constitué par les
éléments de R(E,F) dont les projections appartiennent a DB( <:) ) et

0. @ H.
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Proposition 22. R(E,E), (O) ) est un inf-demi treillis, complet
algébrique, conditionnellement complet.

Preuve.

a) Montrons que R(E,F, (:) ) est complet.
Soit T une partie dirigée de R(E,F, (:) )

UP(EXF)F e R(E,F)

Soit u € U

12 Yo0 Y3 P(ExF)

iy € T tel que u_, uys Uy €Y

1 3
vy ¢ R(E,F, (:) ) de sorte que

ppu)) up ppluy) = pplug) => ppluy) vp pp(uy) = pplug)

UP(EXF) I' appartient & R(E,F, C:) )

b) R(E,F, (:) ) est conditionnellement complet.

Soit Yy et Y, sont majorés dans R(E,F, (:) ), il est

clair que Yy UP(EXF) Yo existe et appartient d R(E,F, (:) )
R(E,F, ) étant complet et tout couple d'éléments

de R(E,F, (:) ), majorés dans R(E,F, (:) ) ayant un

plus petit majorant commun dans R(E,F, (:) ), cet en-

semble est conditionnellement complet.

c) Soit Yo Yy € R(E,F, (:) )

R
Y1 Op(exp) y2 € C(Es FsoU )

d) R(E,T, C:) ) est algébrique.
Soit y un élément de R(E,F, <:) ), de cardinalité finie
et I' une partie dirigée de R(E,F, (:) ) telle que
Y Sp(exp) V(<) 1
Y est aussi un élément isolé de R(E,F).

I1 existe d ! r '
existe donc y' € tel que ¥y EP(E F) y'.
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).

©

3 tg e R(E3F:
{y /7y € R(E,F, (:) ), Card{y) fini et v SP(EXF) g}
Yue g, {ul eR(E,F, (:) ) et {u} eR(g) d'ou Up(ExT) A(g)

a présen

Soit,

Posons Alg)

:g.

R(E,F, (:) ) est algébrique.

Il n'est pas possible de clore par réunion finie projetée n'importe

quel élément de R(E,F).

s 2 .
Considérons dans R 1'exemple suivant :

P

AN

e AN
e AN
L L AN IS
e RN NN
e AN
e RN
e RN
e AN,
Ll ]
Ll ENENNESS
i R
it I
i -
Lol N
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Ll R
i RN
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i R R,
Ll .
il RN
i R
il NN,
il SIS
il SIS
s .
i N
i N
R Lt R St ey
it N
i .
e RN,
il SIS
il .
il RN
i NI
i SIS
il SRS S
e ..
T
= >
o~
>
—
>
o) =
> BN
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By 7 Vs By M Yys Xy X Yge Xy
projetée car XU Xy T X, X U X = X mais Yy VY, =Yg et Yg VY, TV,
I1 faudrait rajouter x_ x yg et x

x yq} ne peut @&tre clos par réunion finie

. ® ‘ami
5 5 x e Or Vg * Vg et la famille close par

réunion finie projetée n'appartient pas a R(R, R).
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse clore par réunion
finie projetée un élément DER(E,F) est qu'il existe un élément D' de

e o £ s .. iz '
R(E,F') clos par réunion finie projetée tel que D EP(EXF) D'.

L'intersection d'un ensemble de sous-ensembles projetables étant
projetable, certains éléments de R(E,F) peuvent &étre clos par intersection

finie.

Proposition 23. L'ensemble des éféments de R(E,F), clos par rlunion ginie
projetée et pan intersection gince, est un ing-demi thelllis complet,
algébrique, conditionnellement complet.

Preuve.

La démonstration est fort semblable & celle de la proposition 22.

Soit T' une partie dirigée d'éléments de R(E,F, <:> ), clos par
intersection finie.

Yy I tel que la cardinalité de o soit finie,

9 Ep(exp) “P(EXF)
il existe ge I tel que o Sp(pxp) & °€ qui entraine

Npxp U € 8 et Npep U € UP(EXF)F

ueag ueo

B(EXF) I' est clos par intersection finie.
POExE

Soit vy un élément de R(E,F, ‘C:) ) clos par intersection finie,
Ya ¢ v {ul est un élément de R(E,T, <:> ) clos par intersection finie.
11 en découle 1'algébricité.
Les éléments isolés sont les éléments clos par union finie projetée et par

intersection finie, de cardinalité finie.
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Il

Soit g5 & deux éléments de R(E,F, (:) ) clos par intersection
finie. I1 est clair que g nP(EXF) g, est clos par intersection finie.
De plus si g, et g, sont majorés par un élément de R(E,F, (:) ) clos

par intersection finie, et g, possédent un plus petit majorant clos

g
1
par intersection finie. Il en résulte que le sous-ensemble de R(E,F, (:) )
formé des éléments clos par intersection finie étant aussi complet,

au sens des parties dirigées, est conditionnellement complet.
B

Les deux résultats que nous énongons dans les propositions 22 et 23

laissent présager un résultat plus général que nous donnons d présent.

Soit h une application continue a DEXF dans Dng.

Nous pouvons, par l'intermédiaire de l'opération C, introduite au
chapitre III associer d& h une cloture continu (:) telle que
vVd € DEXF’ (:) (d) est le plus petit é&lément de DEXF clos pour h

e . ~
supérieur a d.

c(h,d) = n +
c(h, Up(ExF) {(Iyh)"(d) / ne N}
ol U est l'opération d'union sur les applications et I l'application

identique de DEXF dans lui-méme. Si h est arbitraire, il se peut que
t ® @/ aded ) aREF =9

C'est ce qui se passe si (:) = (:) ol (:) est 1l'opération de
cloture par réunion finie des éléments de DExF’ puisque aucun élément
de R(E,F) ne peut &tre clos par réunion finie sauf les éléments de
cardinalité 1.

Cependant, certaines applications continues h, de DEX dans lui~-méme

F
sont telles que

(:) (d) € R(E,F) s'il existe § € R(E,F) tel que (:) (d) SP(EXF) g
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C'est le cas de la cldture par réunion finie projetée ou par intersection
finie.

Seit R(E,F, <:) ), l'ensemble des éléments g R(E,F) tels que

@ (g) = g.

Proposition 24. Si h est une application appartenant a [DEXF - DExF]
telle que Vd € szr' h (d) € R(E,F) 8'4L existe ge R(E,F) tel que
(:) () Sp(pypy s ons REF, (:) ) est un inf-demi tneillis,

complet algébrique, conditéonnellement complet.

Preuve.

a) R(E,F, (:) ) est complet.
Soit I' une partie dirigée de R(E,F, (:) ). Cette partie
dirigée posséde une borne supérieure Up(ExF) I'. Montrons
qu'elle appartient a R(E,F, (:) ).
Soit 8, de cardinalité finie tel que § Sp(ExF) YP(EXF) r
3 ge I' tel que § Sp(ExF) &
g € R(E,F, <:) ) et par conséquent (:) (8) EP(E F) &
Ce qui entraine (:) (8) EEf§XF) UP(EXF)F' I1 en découle
que Y8 Spipur) Yp(Exr) T (8) Sp(exp) Yp(exr) T oSt
donc (UP(ExF) r)s= Up(ExF) r
UP(EXF) r ¢« R(E,F, (:) ) qui est donc complet.

b) R(E,F, (:) ) est algébrique.

Soit T une partie dirigée de R(E,F, <:> ) et § un élément

de DEXF de cardinalité finie tel que § Sp(ExF) YP(EXF) r

(®) Sp(exr) Yp(exE) T
I1 existe g € T tel que ¢ SP(EXF) et puisque g € R(E,F, (:) )

(:) (8) Sp(ExF) (:) (g) = g. Les éléments de
R(E,F, (:) ) qui sont de la forme (:) (§) ol & est un
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. les éléments de cardinalité finie de DEx p sont donc
finis ouisolés L'ensemble de ces éléments n'est pas
vide si R(E,F, @ ) n'est pas vide.

soit g € R(E,F, () ).
soit Ag) = { () (&) / 8 sp(p gy €}

@ étant continu

UP(EXF)A(g)= @ (UP(EXF){S/GEP(EXF)g’ card(G) fini}

c'est 3 dire Up(ExF) A(g) = @ (g) =¢g

R(E,F, @ ) est algébrique.

Les éléments isolés de R(E,F, @ ) sont les images
par (:) des éléments finis de DEQF majores par uh
élément de R(E,F, @ )

Soit £ et g, ¢ R(E,F, @ )
g "p(exp) & RE.F ® )

C'est une propriégé des parties closes.

soit g et g, R(E,F, (@ ).
Soit gy ¢ R(E,F, (B) ) tel que &) Sp(pep) B30 B Sp(exr) o

& Yp(ExF) 82 étant majoré par g4 € R(E,F, @ ))

® (g pxp&) € RET ) ) et

® (gVp(exr)8) Sp(ExF)Ba’
D'aprés le chapitre III @ (d) = C(h,d) est le plus petit
majorant de d clos pour h. Il en découle que h( gl Up(EXF) :'g2)
est le plus petit majorant de y et v, dans R(E,F, h )
Comme R(E,F, @ ) est complet au sens de parties dirigées
R(E,F, @ ) est conditionnellement complet.

0
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Interprétation des &léments de R(E,F)
Si p est une relation binaire entre E et F et d un élément de DE’
D(p,d) est un élément de R(E,F). Réciproquement, posons
I(g = {p / g = Dp, pE(g))} I(g) peut &tre vide car une relation
binaire est additive alors que les éléments de R(E,F) ne sont que
finiment additives (propriété b de la définition des éléments de
R(E, F)).
 Proposition 25. Si v, et v, sont dewx Eéments de R(E,F)
81 Sp(exp) B2 = 1By = 12
I(2, Yp(pxp) Bp) = 1(8)) n I(g,)
I(g) v () s I(8) Nppypy &)
Preuve.
Soit p, € I(gl) et p, € I(g2).
I(g,) = {p / ¥s € p(8)), p(s) € pF(gl)}
I(g,) = {p/ Vs ¢ pE(gz), p(s) € pF(gQ)}
a) g1 Sp(exr) 82 =7 Pp(81) Spp Pp(8y) ot Prle)) Spp Peley)

P, € I(g2 => ¥s € PE(gl)’ 02(8) € pF(gl) car, du fait

Y, € I(g,z) P, € I(gl) et I(g2) EI(gl)

5 X p2(s) €g => g X g2(s) € g2



4 - 164 -

Continuité des approximations d'une application de E dans F
Une application de E dans F peut &tre,

- soit approchée par un élément de A(E,F)

- soit considéré comme une relation fonctionnelle et approchée par
un élément de R(E,F).

I1 existe une injection canonique de A(E,F) dans R(E,F), qui associe &
a € A(E,F), de domaine de définition da et de co-domaine d;, 1'élément Pa

appartenant & R(E,F), défini par :

Pa = {s xa(s) /s e da}
Nous pouvons en déduire que la proposition 24 s'applique aussi & A(E,F) et

A(E,F).

Un élément de A(E,F) peut &tre considéré comme une application partielle de
PE dans PF. En tant que tel, nous pouvons définir deux notions de continuité

pour les éléments de A(E,F)

1) - PE et PF sont des treillis complets pour la relation d'inclusion
entre sous-ensembles.

Une application f de PE dans PF est continue si

pour toute partie dirigée ¢ de PE
f(uEe) = ug f(e)

Un élément a de A(E,F), de domaine de définition da et de co-domai-

ne dé est continu si

pour toute partie dirigée € EPE da

a(u (e )) = uale ))

I1 en découle pour Fa = {s xa(s) / s € da} une propriété

similaire :
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pour toute famille o d'élément deI;
telle que pE(o) est une partie dirigée
de pE(Fa) alorSij(c) est une partie
dirigée de pF(Pa) et

(uE pE(c)) x (uF Pr(°)) €0

I1 est donc possible de parler d'une certaine maniére de continuité

pour les éléments de R(E,F).

2) La continuité des éléments de A(E,F) peut &tre définie en utilisant
les bases de filtre.
Une application f de PE dans PF sera alors continue si pour toute
base de filtre ¢ de PE

f(nE €) = Np f(e)

a € A(E,F) sera alors continue si :

pour toute base de filtre € de da

a(nE ea) = np a(ea)
I1 existe une propriété similaire pour les élémemnts de R(E,F).

Les éléments de A(E,F) sont finiment additifs et ceci entraine que si un
élément de A(E,F) est isolé ou fini, il sera continu dans les deux sens
présentés ci-dessus car il n'y a pas alors de partie dirigée ou de base de
filtre de cardinalité infinie et dans .ce cas la croissance de l'application

entraine sa continuité.

Malheureusement, la continuité n'est pas une propriété qui se conserve par
limite. C'est 3 dire que la limite d'une partie dirigée d'éléments de A(E,F)
continus n'est pas nécessairement un élément continu de A(E,F) et ceci pour
1'une ou l'autre définition de la continuité.

La continuité d'une limite devra donc faire toujours 1'objet d'une démonstration

particulieére.

<
Pty

s
o
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CHAPITRE V

Dans ce chapitre, nous allons, pour conclure,
appliquer les notions présentées dane les chapitres
précédents 4 la définition de types d'objet appro-
chés. Nous donnerons d titre d'exemple deux
econstructions d'un type d'objet "entier" non
standard.

Nous utiliserons pour cela la notion de I- algébre
d'une part, et une notion de relation d'ordre entre
algébres construite A partir des relations d'ordre
étudiées dans les chapitres III et IV.
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PREMIERE CONSTRUCTION

Nous avons vu, au chapitre I, qu'un type d'objet abstrait pouvait &tre
défini comme la classe d'isomorphisme d'une certaine algébre de mots, initiale
dans une classe de I-algeébres.

Considérons la classe Cl des L-algébres caractérisées par

- 1l'ensemble de types {ENT}

- ]
l'ensemble support AENT

- le domaine d'opérateur constitué par :

a: A~ AENT opération constante
. + ) ” .
0: A AENT opération constante
opération unaire
AENT - AENT P

Soit t; le type d'objet correspondant.
Donnons deux algeébres particuliéres dans cette classe Cl'
La premiére est 1'algyébre de mots initiales dans C,. Notons 13 A'.

L'ensemble support A p» Que nous noterons A, est constitué de tous les

EN
mots de la forme_1}11.. ou _111...10 spour p positif ou nul.

p fois p fois
Az {1Pa/peNtu{Po/pen}
les opérations de cette algébre sont

- 1'opération constante a qui donne la lettre a
- 1'opération constante O qui donne la lettre O
- 1'opération unaire 1 définie par ¥m € A 1 appliqué au mot m

donne le mot 1 m.

Remarquons que dans cette algébre 1l'ensemble support A est constitué par
l'ensemble des formes sententiales associées 4 la grammaire G dont llensemble

de régles est

a + o
a >0

a + la



5 - 167 -

que nous noterons sous la forme a + a + la + O ol 1l'opération + dénote
1'union ensembliste.
La seconde algébre particuliére de Cl’ que nous noterons A", a pour

ensemble support une famille de sous-ensembles de N que nous noterons N.
N = {{p} / p € N} Upn {({k / k2pl / peN}

N contient N, tous les singletons de N et tous les sous-ensembles de N de

la forme {k / k 2 p} pour p € N, les opérations de cette algébre sont

- 1'opération constante N, dénommée o
- l'opération constante 0, dénommée O

- 1l'opération unaire 1, dénommée 1, définie par
1s = {14k / k € s} = 1+s
pour tout s ¢ N.
L'opération 1 coincide avec la fonction successeur sur les singletons de N.
I1 est facilé de définir un homomorphisme d'algébre J de A' sur A"

(Z~-homomorphisme).

Définissons J de fagon récursive :

1]

J(a)
J(0)

n
o

Pour tout m € A tel que m est de la forme 1lm'
J(m) = J(1m') = {1+k/k € J(m')} = 1J(m') = 1+J(m')

Pour un mot m appartenant a A, de la forme 1% ou le, J(m) est vide.

En effet, J(1Po) < g(:P*o)  vp e N
J(1P ) N j(lP+l ) Vp € N
(3P(a)) = ¢

nPeN
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L'algeébre A' a un support de cardinalité infinie et, en pratique la mémoire
des ordinateurs étant finie, 1'ensemble support de toute réalisation concréte
de tl devra étre fini.

Nous allons donc définir une suite d'algébres que nous considérons comme

définissant des approximations de t. en ce sens qu'il leur correspondra

des algébres dont le support sera firmé de sous-familles de N approchant
de mieux en mieux N au sens de la relation [ défini au chapitre III.

Pour formuler de fagon plus précise cette notion d'approximation entre
types d'objet , il faut disposer d'une relation d'ordre entre support des
algébres.

En ce qui concerne N, nous disposons de la relation de pré-ordre [ entre
familles de sous-ensembles d'un ensemble, définie au chapitre III. Cette
relation est une relation d'ordre sur le sous-ensemble des familles closes
par réunion finie. Les sous-familles de N que nous aurons 3 considérer ne
sont pas closes par réunion finie, non plus que N mais, par chance, [ est
encore une relation d'ordre entre ces familles.

Nous utiliserons des sous-familles de N de la forme

{N}, {N, 1N, O}, {N, 1IN, 11N, 10, O} ....
ol 1 est l'opération définie plus haut, coincidant avec la fonction
successeur sur les singletons de N.
Soit h" une application partielle de PN dans PPN définie pour tout
s € N c'est 3 dire de la forme 1Po ou 1PN par

h"(s) = si s = 1Po alors {1Po} sinon {1Po, 1p+lN, 1PN}

Soit H" une application de PN dans PN définie par

H"(d)

o {h"(s) / s € d}

Posons H"O(N)

Nl
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Nous aurons par exemple :

arln) = nrv) = {1%, 13w, 1O8F = {0, 1IN, N}

H"2(N) H"(H"(N)) = {0,10,11N,1N,N}

B (N)= H"(H"(N)) = {0,10,110,111N,11N,1N,N}

Pour tout n € N H"™(N) est clos par intersection finie. De plus, si nous

posons Hgn(N) égal 3 la cldture par réunion finie de #"™(N) alars :

+
n l(

) "n "n
¥n € N Hc (N) [ Hc N)

Nous aurons par exemple :

HgO(N) = N

Hi(N) = {o0,1N,N}

C

Hg2(N) = {0,10,0010,0U11N, 11N, 1N ,N}

{Hgn(N) /n € N} est une partie dirigée de l'ensemble des familles de
sous-ensembles de N, closes par réunion finie. Cette partie dirigée
posséde une borne supérieure qui n'est autre que la cl3ture par réunion

finie de N.

keow)

Définissons a présent, pour tout n, k € N, une application gg K de H°t
b}
dans H"n(N).

Pour tout s € H"n+k

(N)
gg’k(s) = 0y {s' € H"(N) / s g s']

Ceci est possible car H"n(N) est clos par intersection finie et

¥s € H"n*k(s) IS € H"n(N) tel que s £ S puisque H"n(N) contient N et

" -
vs e H () s € N,



Prenons par exemple ns3, k=1

K" IN) = {0,10,110,1110,1111N,1IN,11N,1N,N}

w3 (N) = {0,10,110,111N,11N,1N,N}

gy ;(N) est une application de 1" (N) dans H" (N)
s
En fait

ptan) = BP0 u {1110} v 111N

g l({1110}) = Ny {111N, 11N, 1IN, N} = 111N

g} l(1111N) = 0y {111N, 11N, 1IN,N} = 111N
b}
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. L .
ce qui concerne les autres éléments de H" (N) ce sont aussi des é&léments

de H"3(N) et gg l(s) = s pour ces éléments. Nous avons, alors, pour
2

définir gg 1 la table
9

{o}
{10}
{110}
{1110}
1111N
111N
11N

N

N

De la méme fagon, gg 5 étant une application de H"u(N) dans H"2(N) la
H]

table correspondante est :

+ {0}
+ {10}
+ {110}
+ {111N}
+ 111N
+ 111N
+ 1IN
- IN
+ N

{o} + {0}
{10} ~ {10}
{110} - 1IN
{1110} » 11N
1111N + 11N
111N + 11N
1IN + 11N

IN -+ 1N

N -+ N
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" = gt 2
Remarquons que g2’2(s) 33.1(8) pour s € H""(N)
et g (d) gi ,(d) va L uw’
2,2 €31 .
C'est-3d-dire que g“2 Q‘L gg ; au sens défini au chapitre IVsi nous étendons
9 b

la définition de gy , et gy 4 a HgQ(N).
9 9

De fagon générale, pour n € N, si on clos g; x par réunion finie, en posant
b

n 1y = gt " '
gn,k(s uUs') gn,k(s) u gn’k(s ),
1"t . . « 7
{gn,k/k € Nlest une partie dirigée de A(NC, Nc)

(chapitre IV) ou Nc est la cldture de N par réunion finie.
La borne supérieure de cette partie dirigée est une application que nous
noterons 2;; dont nous pouvons donner une définition directe.

Pour tout s € N

g;(s) = Ny {s" € H"(N) / s € s'}

k.

- - s n
g'" colncide avec g!" . sur H"
n n,k

Soit I, 1'application de H""(N) dans N définie par
n

Id (s) = s
n
A partir de I, et de g; il est possible de définir une application 1n de

d
n

H""(N) dans H"%(N) & partir de l'opération 1 sur N.

Nous poserons, pour cela

¥s € H"(N) 1,(s) = g (U1, ()

n

= g"(1(s))

par exemple sur H"l(N).

1, se définira par ll({O}) = 1IN
ll(lN) = 1IN
= 1N

ll( N)
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sur H"2(N)

1, se définie par 12({0}) = {10}
12({10}) = 11N
12(11N) = IN
1,0 IN) = 1N
12( N) = N

H"n(N), muni de 1'opération ln est, en quelque sorte une approximation

de N muni de 1'opération 1.

Parallélement, en ce qui concerne A', nous allons doterPA d'une relation
de pré-ordre notée [, qui se trouve &tre une relation d'ordre sur le
sous-ensemble de PA intervenant dans la construction d'une suite de types

approchés du type t-
Cette relation d'ordre va &tre définie de fagon & ce que J, 1l'homomorphisme
d'algébre de A' sur A", soit aussi un homomorphisme pour cette relation
d'ordre,
Posons tout d'abord, pour tout couple (m,m') d'&lément de A,m[m' sinm
dérive de m dans la grammaire G.
I1 s'agit d'une relation d'ordre car la grammaire G n'a pas de régles
raccourcissantes
Nous avons alors si m et m' sont deux éléments de A tels que

m[ m J(m') SN J(m)
Posons, pour tout couple (M,M') de sous-ensembles de A

ML M siV¥m'" € M' dm ¢ M tel que m [ m'
[ est une relation de pré-ordre mais sur les éléments de P de la forme

{a}, {a + 1a + 0}, {a + 1o + 11la + 10 + O} ...

c'est une relation d'ordre.
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De fagon plus précise, posons, pour tout m € A, h'(m) égal au sous-ensemble

de PA obtenu en remplacant dans m le symbole o par Ot+loto et pour tout
M e PA

H'(M) = {h'(m) / m ¢ M}
Par exemple :

H'({a}) = {ot+ 1la + O}

H'2({a})

H'({a + 1a + 0}) = {a + 1la + 1la + 10 + O}

H'3({a}) {o + 1o + 1la + 11la + 110 + 10 + O}

Soit M la plus petitefamille de sous-ensembles de PA, au sens de la relation

de contenance entre familles de sous-ensembles de PA, telle que

{a} e M
Si M e M alors H'(M) ¢ M

M est la cldture de {al}l par H'.

La relation'de pré-ordre [ entre é&léments de PA, défini précédemment,
est une relation d'ordre entre &léments de M.

De plus ¥M e M M [ H'(M).

-

M posséde un élément maximum M

M= {a} u (U, B'PCah)

-

et cet élément M n'est autre que le support de A'

Remarquons que si H'"™(N) est clos par intersection finie, Ym,m' € H'n({a}),
il existe dans H'™({a}) un plus grand élément m" au sens de [ tel que m" [ m

etm" [ m'.
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Ceci permet de définir, apréds avoir posé H'°({a}) = {a}, pour n,k € N, une

application g ) de H'n+k({a}) dans H'"({a}).
k4

Pour m ¢ H'n+]({a})

g (m = sup (m'¢ H'({a}) /m' [ u

Nous définirons également :

pour m ¢ M

im(m) =

Prenons par exemple n

13 ({a})

H'*({a})

3, k

{a

{a

gé , est défini par la table
b4

10

110

1110
11lla
1lle
llo
la

¥y ¥ o+ ¥

¥

0

10

110
1llla
11la
1lla
lla
la

sup {m' ¢ H' {a}) / m' [ m

la + 1lo + 111lc + 110 + 10 + O}

la + 1la + 11la + 11lla + 1110 + 110 + 10 + O}

H'2({a}) = {o+ la + 1la + 10 + O}
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g& , est défini par la table
’ 6 -+ 0
10 =+ 10
110 + 1lla

1110 = 1la
111la ~* 1lla

11iae -+ 1lilc
lia -+ lla
lJa > 1lo
a +> a

gé coincide avec g | sur H'P({a}) car H'n+k({a} ) s M
b4

Nous pouvons alors, sur H‘n({a}), définir une algébre dont les opérateurs

On5 @ et 1 sont donnés par

On(m) = éﬁ(O(Idn(m)))

lm(m) éﬂ(l(Id (m)))

n

ol I est l'application de H'"({a}) dans M définie par
n

Id (m) =m pourm € H'n({a}).
n

Nous avons, par exemple, si n = O

0 = a

o}
a = o

o

1 o > o
o}
sin=3
O3 =0
o =0
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la est défini par la table

0 10
10 -+ 110
110 -+ 1lla
1lla - 1llla
1la - 1llla

la -+ 1lla

a - la

H'"({a}) muni de O, a
n’ n

gé est un homomorphisme d'algébre de A' sur H'"({a}). H'"({a}) est donc

, ln n'est pas une algeébre de mots. Par contre

le support d'une algeébre de la classe Cl et A' on le sait est initiale
dans cette classe.

Il existe, de plus un homomorphisme d'algébre qui est d'ailleurs la
restriction de J, de H'™({a}) sur H"(N).

On peut se demander si H'"({a}) vérifie une condition d'initialité
dans le sous-ensemble de Cl formé des algébres dont le support a méme
cardinalité que H'"({a}). C'est du moins ce que nous conjecturons.

Les applications H' et gé permettent de définir les opérations a s On
ur

et 1 sur H'"({a}) 3 partir des opérations a 0 et 1,

" ntl’ o+l 1S
H'" " ~({a}). Nous considérons donc la donnée de H' ({a}), Or’ ln’ a,, comme

n
apprnximation de A' et comme définissant un tvpe approché de Tl'
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DEUXIEME CONSTRUCTION

Nous allons donner un deuxiéme exemple de construction d'un type entier,
non standard en ce qu'il ne correspond pas & l'arithmétique entiére
usuelle du calculateur.

Nous allons, pour définir ce type noté t utiliser une classe C2 de

2’
£-algébres caractérisées par

1'ensemble de types {Ent}
1l'ensemble support A

ENT
le domaine d'opérateursconstitué par
les symboles d'opérations constantes: a
z
les symboles d'opération unaire : E
I

t2 est la classe d'isomorphisme de 1'algébre initiale de cette classe
C2 de I-algébres.

Comme dans 1l'exemple précédent, nous allons considérer deux algébres
particuliéres dans 02 :

- une algébre notée A' : 1l'algébre de mots initiale dans C,

son support, noté A est a+z+(E+I)+a+(E+I)+z

les opérations de cette algébre sont

les opérations constantes dénommées o et z qui donnent
les lettres a, Z

et

les opérations unaires E et I qui appliquées & un mot m

de A lui concatenent respectivement la lettre E et la
lettre I donnent Em et Im

de N, notée N

N={{k}/keN v {{2k /keN /ieN v {{2kt1/ Kk e N} / 1 ¢ N}

une algébre notée A" dont le support est une famille de Bous-ensembles



les opérations de cette algébre sont
les opération constantes a, z
a dénomme la constante N
z dénomme la constante O

les opérations unaires dénommées E et I

E dénomme 1l'opération qui au sous-ensemble
s de N associe {2n / n € s}

I dénomme 1'opération qui, au sous-ensemble

s de N associe {2n+l1 / n € s}

I1 existe un homomorphisme d'algébre J de A' sur A".

J est défini par

J(a)
J(z)
J(Em) = {2n / n € J(m)} = EJ(m)

J(Im) = {2n+1 / n € J(m)} = IJ(m).
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Comme dans 1'exemple précédent, nous allons définir une suite d'algébres

dont les supports sont des sous-familles de N et une suite d'algébres
N

dont lesﬁ%upports sont des sous-ensembles de A,

Pour N, nous allons considérer des sous-familles telles que

{Nn}
{N, EN, IN, {1},{0}
{N, EN, IN, EEN, EIN, IIN, {3}, {2}, {1}, {0}}

Pour A
{a}
{la, E, I, Iz, z}
{a, La, Ia, EEa, Ela, Ila, Iba, Bz, Iz, Ebz, 11z, Ibz, LIz, z)

A est ici 1'ensemble des formes sententiales associcesd la prammaire G
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G: a~+*+Ex+ Ia+ Iz + 2

et nous allons utiliser sur les sous-ensembles de A la relation [ définie

comme dans 1l'exemple 1 par.

ML M sivm' € M' Jm € M tel que m [ m'

olm [ m'" signifie m' dérive de m.
Nous pouvons alors définir .
- une application h' de A dans PA en posant, pour tout m € A h'(m)
égal au sous-ensemble de A obtenu en remplagant dans m, a par
a+ Ea+ Io+ Iz + z
- une application H' de PA dans PA définie par
H' (M) = {A(m/ m e M}
- une application h" de N dans PPN définie par

h"(s) = si s = mo alors mo sinon {mN, EmN, ImN, ml, mo}

les éléments de N étant de la forme mo ou mN avec m appartenant 3 (E+I)"

- une épplication H" de PN dans PN définie par
H'(d) = {h"(s) / s e d} dec N
Nous considérons la suite de sous-ensemble de A
fal, H'(lal), ... w“({u})A ..... ‘

et la sulte de sous-tamilles de N

N, HO(NY . oo .. et ON) L.
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Il est possible alors, comme dans le premier exemple présenté, de définir :

- une application g | de H'n+k({a}) dans H'™({a})

- une application §é de A dans H'™({a})

- une application gg K de H"n+k(N) dans H""(N)
?

- une application g" de N dans H"™(N).
&n

H"n+k(N)

Pour s €

" (s) = ny (st e H'UN) /s g s')

Pour s ¢ N
ég(S) = Ny {s' ¢ H'"(N) / s cs'}

Nous pouvons également définir

n+k({a}) dans H'"({a})

- une application gé X de H'
9
- une application ié de M dans H'"({al})

Pour m ¢ H'"™™({a})

g 1 (m) = sup {m' € H'"({a}) / m' [ m}

Pour m ¢ A
gﬁ(m) =sup {m' € H'"({a}) / m' [ m}

gu colncide avec g | sur H"n+k(N) et de méme §A coincide avec gﬁ | sur
3 2
H'“+k({a})
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Si nous prenons par exemple n=1, k=1

11"
81,1

1]
81,1

correspond

correspond

H"l(N)

H"2(N)

H'l({a})

H'2({a})

a la table

{0} » {0}
{1} » {1}

{2} »
{3} »
IIN +
EIN »
EEN -
IN »
EN »

EN
IN
IN
EN
EN
IN
EN

Ia
Ia
Ea
Ea
Ia
Ea
La
Io
1o

Fa

{N, EN, IN, {1}, {O}}

{N,EN,IN,EEN,EIN,IIN, {3},{2},{1},{0}}

{o+Ea+Io+IZ+z}

{a+Ea+Ia+EEa+EIa+IIa+IEa+Ez+Iz+EEz+11z+IEz+Elz+2}
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Si nous appelons Ig l'application de H"™(N) dans A définie par Ia (s)=s
¥s e H'™(N) et Iy Yrapplication de H'™({a}) dans M définie par
n

I (m) =m ¥m e H'"({a})
n
les opérations sur H"®(N) et H'™({a}) se déduisent de celles sur N et M
par l'intermédiaire de Ig . ﬁg, Ié . §£.
C'est ainsi que nous aurons : n

sur H"n(N) N =N

n d
n
- &n "
En g, © Eo Id
n
- S5t "
In =g'oTIo Id
n
et sur H'({al}) a_ = a
n n
= g! '
z =g ozo Id
n
- gt
Bn = oEo Ié
n
= &' '
In CA Eo Id
n
Par exemple sur H'l({a})
a =a
P
zZ_ =z
P

El et I, correspondent aux tables d'opération.



i

Pour I

Iz » la

Ioo > Io
Ea » Ia

Pour E z *+ Ea
Iz » Ea
Ia + Ea
Ea + Ea

a > Ea

La restriction de J 3 H'™({a}) est un homomorphisme d'algébre de H'P({a})
sur H'(N) et gﬁ est un homomorphisme d'algdbre de A' sur H'"({a}). Nous
dirons ici aussi que H'"({a}) muni des opérations @ s Zos En’ In est un type
approché de t,.
Nous pouvons tirer quelques enseignements de ces deux exemples.

Dans les deux cas N, est muni d'une relation d'ordre
s [ s' sis'"¢cs

Dans les deux cas N est la borne supérieure d'une partie dirigée de

familles de sous-ensembles de N closes par intersection finie. Les résultats
du chapitre III entrainent que N est aussi close par intersection finie.

N n'est pas close par intersection car l'intersection d'une famille de
sous-ensemble de la forme 1kN, k € N ou EkN pour k ¢ N, est vide.

On ne peut avoir un ordre partiel complet qu'en adjoignant N

@ : le vide. Cet ordre est complet sur toutes les sous-familles de cardi-
nalité finie de N que nous avons introduites.

Les types d'objets tl et t2 et leurs approximations comportent une double
structure algébrique et topologique qui autorise les calculs par approximation
Cependant, si l'on n'a pas obtenu un singleton de N comme le résultat au
bout d'un nombre fini d'étapes de calcul on n'a aucune garantie d'obtenir

un singleton comme résultat méme en utilisant N comme ensemble de calcul.
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La deuxiéme remarque que nous pouvons faire est que en ce qui concerne

tl et t2, N est close pour l'application 1 en ce qui concerne tl, pour les
applications E et I en ce qui concerne t2. Or IN ¢ N et de méme EN c N

"IN < N. Plus précisément N est respectivement la cldture de {O,N} par 1

et la cldture de {O,N} par E et I. Il conviendra d'étudier ce fait de
fagon plus approfondie car iljoue un rdle capital dans la définition de
la double structure algébrique et topologique pour tl et t2.

Enfin, on sait que dans les programmes, les déclarations de type permettent
d'effectuer une certaine vérification de la correction sémantique des
programmes. L'utilisation de types approchés diment choisis pourrait

permettre de rafiner cette vérification.
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