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AppZ.iqurmt la théorie des t r e i l l i s  continus e t  la notion 

de point fixe miniaal au t r e i l l i s  des parties d'un ensemble pour 

la relation d'inclusion, Scott a formuld une thgorie de la sdman- 

tique des schhas de programne e t  une définition de la notion de 

type d ' obie t . 
Dans cette approche tout sous-ensemble d'un ensemble e s t  considdré 

c m  une approximation de cet  ensemble. 

Par opposition, Nolin propose depuis plusieurs anndes de considd- 

rer un ensemble comne une approximation de chacun de ses sous-ensem- 

bles dmrs le sens que, savoir qu 'un entier n es t  pair, c 'es t  à dire 

appartient au sous-ensemble des multiples de 2, e s t  une information 

sur n. Une te  l l e  notion d 'approximation prend un caractère trds 

concret dQns la structure de table où un catcul d'accès à un dldment 

de table se fait  souvent par la  sdlection d'une suite de sous-tables. 

Adoptant le point de vue de Nolin, nous considdrons un recouvrement 

d'un ensemble comne une approximation de cet  ensemble. Ainsi, par 

exemple, le recouvrement de N : { N ,  pair, impair1 e s t i l  wre appro- 

ximation de N.  



Dans ce travail, pour donner un sens prdcis à cette notion d'appro- 

ximation, nous avons essayd d 'u t i l i ser  la thdorie des t r e i l l i s  

complets continus ou algdbriques, nous semant en particulier cies 
rdsultats de L.E. Sanchis, en les appliquant à 2 'ensemble des farrZlles 

de sous-ensembles d'un ensemble muni de la relation d'inclusion 

entre famil les. 

Naaramenons certaines relations de prd-ordre entre familles de 

sous-ensembles d'un ensemble à la reZation d ' inc lu ion  en consi- 

dérant les familles ayant certaines propridtds de clbture finie 

te l les  que la clbture par rdunion finie ou par intersection finie 

ou plus gdndralement en appliqwmt un nombre fini de fois une application 

de l'ensemble dans luiméme. 

Nous avons d t u d i d  une notion d'approximation des applications d'un 

ensemble dans un autre, cohérente avec la prdcddente. 

De façon plus prdcise, nous approchons une application h d'un 

ensemble E dans un ensemble F par une application j; d'une famille 
d de sous-ensembles de E dans une fanr:lle d,  de sous-ensembles de F 

E 
entre E e t  F par une famille D de sous-ensembles du produit cartd- 

sien de E F .  

Les propridtds que doivent possdder 3; e t  D font apparaftre deux 

structures d'inf-denri t r e i l l i s  complets pour les parties dirigdes, 

algdbriques, conditionne llement complets correspondant Z 'un aux 

approximations des applications de E dans F, Z 'autre aux approxima- 

tions &s relations binaires entre E e t  F.  

Dans le  cadre de cette dernière structure qui es t  un soue-ensemble 

du t r e i l l i s  complet aZgdbrique des familtee de sous-ensembles de 

E x  F, nous montrons que l'image de ce sous-ensemble par une olbture 

continue es t  encore une structure d'inf-demi t r e i l l i s  complet pour 

les parties dirigde, algdbrique, conditionne 2 lement comple t . 



Ce travail  reprdsente une tentative pour substituer une notion 

d'approximation globale à wze notion d'approximation point par point 

e t  peut permettre de déf inir  une notion de type d'objet intdgrcmt 

à la  fois une notion de structure algdbrique e t  une notion d'approxi- 

mation sur l e s  ensembles support e t  l e s  opdrations dbfinissant la  

structure algdbrique. Cependant, un approfondissement thdorique demeure 

ndcessaire en particulier en ce qui concerne la relation d'ordre entre 

deux approximations d'une application e t  en ce qui concemze l'extension 

à l a  structure d'inf-demi t r e i l l i s  algdbrdque, conditionnellement complet, 

de certains rdsul tats  énoncds par L.E. Sanchis e t  par Scott pour l e s  

t r e i l l i s  complets algébriques. 



Le c h a p i t r e  O e s t  une in t roduc t ion  à l a  problématique des types d ' o b j e t s .  

Dans l e  c h a p i t r e  1, nous passons en revue l a  no t ion  de type d ' o b j e t  

dans l e s  langages de programmation, Pu i s  nous é tudions  les deux 

grandes approches de l a  no t ion  de type  d ' o b j e t  : 

l ' approche  a lgébr ique  de Goguen, Thatcher e t  Wagner , 

l 'approche p lus  topologique de D. Sco t t .  

Dans l e  chap i t r e  II, nous é tudions  l ' i n t e r p r é t a t i o n  d'un ensemble 

de "mots-machine" p a r  l e s  éléments d 'un  ensemble e t  nous s i t u o n s  

no t r e  approche p a r  rappor t  à c e l l e  de S c o t t  e t  à c e l l e  de Goguen, 

Thatcher e t  Wagner. 

Dans l e  c h a p i t r e  II1,nous é tudions  l e  t r e i l l i s  des f a m i l l e s  de 

sous-ensembles d 'un  ensemble pour l a  r e l a t i o n  d ' i nc lus ion  e n t r e  

f ami l l e .  Nous é t a b l i s s o n s  un l i e n  e n t r e  l e s  sous-ensembles de 

f ami l l e s  ayant c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  de c l ô t u r e  f i n i e  t e l l e  que l a  

c l ô t u r e  par  réunion  ou p a r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e  e t  c e r t a i n e s  r e l a t i o n s  

de pré-ordre e n t r e  f ami l l e s  de sous-ensembles pouvant ê t r e  i n t e r p r é -  

t é e s  sémantiquement comme r e l a t i o n  d'approximation. 

Dans l e  chap i t r e  I V ,  nous étudions une not ion  d'approximation pour  

l e s  app l i ca t ions  d'un ensemble dans un a u t r e  e t  pour l e s  r e l a t i o n s  

b i n a i r e s  d'un ensemble dans un a u t r e  q u i  nous conduit  à d é f i n i r  

deux s t r u c t u r e s  d' inf-demi t r e i l l i s  a lgébr iques  condit ionnel lement  

complet. 

Dans l e  chap i t r e  V, nous réexaminons l ' i n t e r p r é t a t i o n  d'un ensemble 

de "mots-machine" en in t rodu i san t  l e s  no t ions  d é f i n i e s  dans l e s  

chap i t r e s  III e t  I V  e t  ap rè s  l e s  a v o i r  mises en oeuvre s u r  deux 

exemples, nous formulons une suggest ion pour l a  d é f i n i t i o n  d'une 

not ion  de type  d ' o b j e t s .  
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IMTRODUCT ION 



Il  n ' e s t  pas f a c i l e  de donner une d é f i n i t i o n  p réc i se  de l a  notion 

de type d 'ob je t  quoique pour un p r a t i c i e n  de l a  programmation e l l e  s o i t  

intui t ivement assez  c l a i r e .  

Cependant l e s  méthodologies de construct ion de programme ont besoin 

d'une t e l l e  notion e t  s a  formal isa t ion  e s t  indispensable à l a  cons- 

t r u c t i o n  de procédures automatisées de preuve, de transformation 

e t  d 'optimisat ion de programme. 

Des recherches s u r  l a  notion de type s e  f o n t  dans l e  cadre du 

Lambda-calcul typé d'une p a r t  e t  d'une théor ie  des "types d'objets" 

ou d'une théor ie  des "types d 'ob je t s  a b s t r a i t s "  d ' au t re  p a r t .  C'est  dans 

ce  de rn ie r  cadre q u ' i l  convient de p lace r  ce t r a v a i l .  

Les l i e n s  e n t r e  l l informat ique  e t  l a  logique, sont  bien connus. Aussi 

une c e r t a i n e  notion de type e s t - e l l e  ind iv i se  e n t r e  ces  deux d i sc ip l ines .  

Ainsi il e s t  usuel ,  en programmation, de regrouper les o b j e t s  s u r  lesquels  

s e  fon t  l e s  c a l c u l s ,  en classes à chacune desquelles  on associe  un type.  



Certaines de ces c l a s s e s  sont primitives. Les a u t r e s  sont  formées d 'ob je t s  

cons t ru i t s  à p a r t i r  des o b j e t s  des c l a s s e s  pr imi t ives .  

La dé f in i t ion  du type assoc ié  aux c l a s s e s  non pr imi t ives  f a i t  problème. 

Quel e s t ,  par  exemple, l e  type d'un opérateur dont l e s  opérandes données 

e t  r é s u l t a t  appart iennent  à ce r t a ines  c l a s ses  ? Quel e s t  l e  type d'une 

p i l e  ou, en Algol 68 l e  type d'un ensemble de l i s t e s  chainées ? 

Le Lambda-calcul typé o f f r e  un cadre pour poser  e t  résoudre ces  problèmes 

dont l a  so lu t ion  conditionne l a  mise au point  d'algorithmes de v é r i f i c a t i o n  

de type pour les programmes é c r i t s  en langage évolué. 

I l  s ' a g i t  l à ,  d'une not ion  de type t r è s  générale e t  débordant.largement 

l e  cadre de l a  programmation puisqu'aucune hypothèse n ' e s t  formulée à 

propos des o b j e t s  cons t i tuan t  l e s  c l a s s e s  pr imi t ives .  

En f a i t ,  l e s  langages de programmation ont  besoin de p réc i se r  l a  na ture  

des  ca rac té r i s t iques  communes aux o b j e t s  d'une c la s se .  Ce peut ê t r e  un 

procédé de cons t ruct ion  des ob je t s ,  une rep résen ta t ion  dans l e  langage, 

une implémentation p a r t i c u l i è r e  dans l a  mémoire d'un ca lcu la teu r  .,.... 
O r ,  l e s  méthodologies de construct ion de programme cherchent à r e t a r d e r  

les choix d1 implémentation. E l l e s  nécess i t en t  de séparer  l a  d é f i n i t i o n  

des  propr ié tés  logiques des ob je t s  de l a  d é f i n i t i o n  d'une implémentation. 

D e  même pour les preuves, transformations e t  opt imisa t ions  de prograrme. 

Déf in i r  une t e l l e  ca rac té r i sa t ion  e s t  l e  bout de l a  théorie des types 

d'objets que l ' o n  q u a l i f i e  pa r fo i s  d'abstraits pour en souligner l l i n d é -  

pendance v i s  à v i s  des quest ions d'implémentation. 

D e  nombreux travaux ont  é t é  consacrés à l a  d é f i n i t i o n  d'une t e l l e  carac- 

t é r i s a t i o n .  Citons ceux de FINANCE, PAIR, REMY C l & ,  2 1 7  sur une notion 

d'information, ceux de MAJSTER Cl61 s u r  l e s  structures d'objets e t  l e u r  

représenta t ion  à l ' a i d e  de graphes appropriés,  ceux de GOGUEN, THATCHER 

et WAGNER [ 6 1  q u i  cherchent à c a r a c t é r i s e r  un type d 'obje t  par  une structure 

algébrique e t  ceux de SCOTT C24, 2 5 3  qu i  propose une c a r a c t é r i s a t i o n ,  fondée 

s u r  une relation d'ordre particuliére : la  r e l a t i o n  "moins définie que" 

e t  s u r  l e s  p ropr ié t é s  de t r e i l l i s  des ensembles munis de c e t t e  r e l a t i o n .  



De l'ensemble des recherches s u r  l a  notion de type d 'ob je t ,  deux 

façons de poser l e  problème semblent émerger : l 'approche p l u t ô t  

topologique de Scot t  e t  c e l l e ,  p l u t ô t  algébrique de Goguen, Thatcher e t  

Wagner. Nous nous proposons, dans ce  t r a v a i l ,  de contr ibuer à explorer  

une t ro is ième voie  ouverte par  l e s  r é f l ex ions  de NOLIN 1181, ARNOLD e t  

NIVAT C21 s u r  l a  notion de point fixe maximal. Avant de présenter  c e t t e  

t roisième voie ,  résumons l e s  approches de Scot t  e t  de Goguen, Thatcher e t  

Wagner. 

De façon t r è s  sommaire, une a lgèbre  e s t  une s t r u c t u r e  mathématique compor- 

t a n t  un ensemble S d 'ob je t s  : le support de l'algébre e t  un ensemble C 

d 'opéra t ionssur  S. Une t e l l e  s t r u c t u r e  correspond assez  bien à l ' i d é e  

i n t u i t i v e  qu'on peut avo i r  d'un type d 'ob je t  comme l e  type - r é e l  ou l e  

type e n t i e r .  Cependant p lus ieu r s  d i f f i c u l t é s  su rg i s sen t  quand on cherche 

à p r é c i s e r  c e  modèles algébriques de l a  notion de type d 'ob je t .  

Première d i f f i c u l t é  : dans un langage de programmation, il e x i s t e  des 

opérat ions dont l e s  opérandes appart iennent  à des ensembles d i f f é r e n t s  ; 

s o i t  que l ' opé ra t ion  s o i t  d é f i n i e  e n t r e  o b j e t s  de types d i f f é r e n t s  s o i t  

que p lus ieu r s  ensembles interviennent  dans l a  d é f i n i t i o n  du type.  L'algèbre 

devra donc comporter non un ensemble support mais une fami l l e  d'ensembles 

support c e  q u i  e s t  r é a l i s é  dans l e s  a lgébres  hétérogènes. 

Seconde d i f f i c u l t é  : l e s  opérat ions ne peuvent ê t r e  d é f i n i e s  indépen- 

damment l e s  unes des aut res .  Ainsi ,  par  exemple, l e s  opérat ions "empiler" 

e t  "dépiler" s u r  une p i l e  P doivent e l l e s  ê t r e  dé f in ies  de façon que 

dép i l e r  (empiler  ( p , a ) )  = p. 

I l  faudra donc considérer  des a lgèbres  v é r i f i a n t  un c e r t a i n  système de 

congruences s u r  une algèbre l i b r e .  

Troisième d i f f i c u l t é  : comment t e n i r  compte des d i f f é r e n t e s  implémenta- 

t i o n s  d'un type d1 ob je t .  A chaque procédé ri' implémentation correspond 

une algèbre puisqulà  une implémentation correspond des ensembles support 

e t  des opéra t ions  p a r t i c u l i è r e s .  Il e s t  assez normal qu 'entre ces  algèbres 



e x i s t e  une r e l a t i o n  qui  peut prendre l a  forme d'une appl ica t ion  respectant  

une s t ruc tu re  algébrique c a r a c t é r i s t i q u e  du type c ' e s t  à d i r e  un 

homomorphisme d 'algèbre.  

On peut se demander s i  parmi tou tes  ces  a lgèbres  il n'en e s t  pas une dont 

tou tes  l e s  a u t r e s  se ra ien t  des images homomorphes. Cette  a lgèbre  d é f i n i r a i t  

un type indépendamment de t o u t e  implémentation. 

I l  s ' a g i t  là du soubassement i n t u i t i f  de l a  notion de C-algèbre é tudiée  

par  Goguen, Thatcher e t  Wagner. 

Plus précisément, une C-algèbre l i b r e  e s t  d é f i n i e  par  : 

- S : un ensemble de "types" 

- AS : une fami l l e  d'ensembles support 
chaque ensemble support e s t  associé  à un type dans S 

- C : un ensemble de symboles d 'opérat ion . 
A chaque symbole d 'opéra t ion  a de C correspond un couple 

(W,s) où W E S* e t  s E S. 

(W,s) c a r a c t é r i s e  par  W l e s  types des opérandes-données de 
a e t  par  s l e  type du r é s u l t a t  de a.  

Les d i f f i c u l t é s  envisagées p lus  haut t rouvent  l e u r  so lu t ion  d a n s l e c a d r e  de 

c e t t e  notion de C-algèbre. 

En p a r t i c u l i e r ,  il e x i s t e  des  C-algèbressolutions d'une fami l l e  f i n i e  de 

congruences sur  une C-algèbre l i b r e .  De p l u s ,  dans l 'ensemble de t o u t e s  

l e s  C-algèbres ayant  même ensemble S de types  e t  même ensemble C de symboles 

d 'opérat ion , il e x i s t e  des a lgèbres  i n i t i a l e s  isomorphes e n t r e  e l l e s  dont 

tou tes  l e s  au t res  sont  des images homomorphes. 

La donnée d'une de ces  a lgèbres  i n i t i a l e s  d é f i n i t  un type d 'ob je t  indépen- 

damment d'une implémentation p a r t i c u l i è r e .  



La r e l a t i o n  e n t r e  l a  d é f i n i t i o n  d'un type d 'obje t  par  une C-algèbre e t  l a  

d é f i n i t i o n  de l a  syntaxe d'un langage de programmation pa r  une grammaire 

algébrique e s t  assez  n e t t e .  S i  a e s t  un symbole d 'opérat ion associé  au 

couple (w,s) nous pouvons é c r i r e  aw + s au rebours de l a  r è g l e  de 

grammaire. En f i l i g r a n e  s e  t rouve l a  p o s s i b i l i t é  de preuve de programme 

par  un mécanisme vo i s in  de c e l u i  de l ' ana lyse  syntaxique. 

Cependant l ' i n t roduc t ion  d 'opéra t ions  par t ie l lement  d é f i n i e s  e t  de cas  

d ' e r r e u r  dans une C-algèbre e s t  d i f f i c i l e .  D'autre p a r t  l e s  langages 

de programmation u t i l i s e n t  un procédé de construct ion des  o b j e t s  par  

r é c u r s i v i t é  appl icable  par  exemple à l a  construct ion des  procédures mais 

a u s s i  à des o b j e t s  t e l s  que l e s  l i s t e s ,  mal d é c r i t  par  l e  moyen d'une 

algèbre i n i t i a l e .  De plus,  l e s  c a l c u l s  par  approximation successive,  

frê~~~nt- enprogrammation par t icul ièrement  en analyse numérique, nécessi-  

t e n t ,  pour ê t r e  modélisés une s t r u c t u r e  de nature topologique s u r  l 'ensemble 

des o b j e t s  d'un type.  Une a u t r e  approche de l a  notion de type d 'ob je t  

c e l l e  de Scot t ,  quoique moins i n t u i t i v e ,  peut ê t r e ,  t i e n t  mieux compte 

de c e t  aspect  du ca lcu l .  Nous a l l o n s  l a  résumer à présent .  

L'information que l ' o n  d é t i e n t  s u r  l e  r é s u l t a t  de l ' exécut ion  d'un programme 

e s t ,  de kaçon évidente,  minimum avant l ' exécut ion  de c e  programme. La 

valeur du r é s u l t a t  e s t  indé f in ie .  Cette  information devient  maximum après 

l ' exécu t ion  s i  t o u t e f o i s  e l l e  s e  termine. Pendant l ' exécut ion ,  des valeurs 

in ternédia i respeuvent  appara î t r e  correspondant à une information p a r t i e l l e .  

Ainsi,  si l e  r é s u l t a t  est un n-uple, à un moment donné du c a l c u l ,  ce r t a ines  

composantes du n-upple peuvent ê t r e  dé jà  ca lculées  e t  d ' a u t r e s  pas encore. 

De même, s i  l e  programme ca lcu le  l a  t a b l e  d'une fonction,  par  exemple n! 

par  va leur s  c ro i s san tes  d e p ,  on dispose, à un i n s t a n t  donné du c a l c u l ,  

d'une t a b l e  p a r t i e l l e  f i n i e  qu'on peut considérer  comme une approximation 

de l a  fonction.  

I l  e s t  assez  n a t u r e l  d'admettre qu'un programme ca lcu le  une s u i t e  cro issante  

d'approximations du r é s u l t a t  ; s u i t e  qui  peut ê t r e  r é d u i t e  éventuellement 



à deux éléments : l ' i n d é f i n i  e t  l a  va leur  ou comme l e  propose S c o t t t r o i s .  

éléments, l ' i n d é f i n i ,  l a  va leur  cherchée e t  l e  s u r d é f i n i .  Les ensembles 

d 'ob je t s  sur l e sque l s  c a l c u l e  un programme doivent donc ê t r e  muni d'une 

s t r u c t u r e  convenable donnant un sens p r é c i s  à c e t t e  notion d'approximation. 

C'est  dans ce but  qu'a é t é  in t rodu i t e  l a  notion de D o m a i n e  de c a l c u l .  

Il e x i s t e  p lus ieu r s  d é f i n i t i o n s  légérement d i f f é r e n t e s  de c e t t e  s t r u c t u r e .  

I l  s ' a g i t  fondamentalement d'une s t r u c t u r e  d 'ordre  p a r t i e l  complet avec 

un élément minimum mais Sco t t  u t i l i s e  une s t r u c t u r e  plus r e s t r i c t i v e  : 

c e l l e  de t r e i l l i s  complet i n j e c t i f  avec un élément minimum e t  un élément 

maximum. 

Dans un domaine tou te  s u i t e  c ro i s san te  converge v e r s  une l i m i t e  qui  e s t  

s a  borne supérieure.  

Parmi l e s  appl ica t ions  d'un domaine D dans un a u t r e  D' c e l l e s  qui  

préservent Les l i m i t e s  e t  que nous qua l i f i e rons  de " c o n t i n u e s "  possèdent 

des  propr ié tés  remarquables. 

En e f f e t  l 'ensemble des app l i ca t ions  continues de D dans D l  e s t  lui-même un 

domaine pour la  r e l a t i o n  d 'ordre d é f i n i e  par  f L g  s i  f ( x )  L g(x )  Vx E D 

S i  D = D' a l o r s  une app l i ca t ion  continue de D dans lui-même possède un p lus  

p e t i t  point f i x e  qui  e s t  l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  (P u ) ) ~  où 1 e s t  l 'élément 

minimum de D .  

L'équation X = f(X) possède a i n s i  une p lus  p e t i t e  so lu t ion  e t  l ' o n  dispose 

d'un procédé pour en c a l c u l e r  des approximations. 

Les types d ' o b j e t s  usuels  peuvent ê t r e  muni a s sez  simplement d'une s t r u c t u r e  

de domaine. Ains i  pour l e s  l i s t e s ,  l a  r e l a t i o n  d 'ordre  peut ê t r e  c e l l e  des 



sous - l i s t e  i n i t i a l e  avec comme élément minimum l a  l i s t e  vide. 

Pour N : l 'ensemble des  e n t i e r s ,  on i n t r o d u i t  un élément noté I : l ' i n d é f i n i  

e t  on pose L L n  Vn E N u I ou bien comme l e  propose Scot t ,  un élément 

maximum noté T : l e  su rdé f in i  e t  l ' on  pose 

Dans s a  thèse  "Syntaxe, sémantique e t  axiomatique d'un langage de programma- 

t i o n  simple", Vuillemin à montré l ' i n t é r ê t  de c e t t e  démarche qui  permet, 

par  exemple, de d é f i n i r  des procédures par  des  équations fonc t ionne l l e s  au 

point  f ixe .  

Dans un t r e i l l i s  D,  complet e t  i n j e c t i f  t e l  que l e s  u t i l i s e  Scot t ,  c e r t a i n s  

sous-ensembles de D ont  encore une s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  complet i n j e c t i f  

De t e l s  sous-ensembles sont  cons t i tués  par  l e s  points  f i x e s  d'une app l i ca t ion  

continue f  de D dans lui-même v é r i f i a n t  en o u t r e  f O f = f  c ' e s t  à d i r e  un 

r e t r a c t .  Ce sont de t e l s  sous-ensembles que Scot t  considère comme types  

d 'ob je t s ,  

Scot t  [24]  a  montré comment on pour ra i t zons t ru i re  un type d 'obje t  pa r  

approximation successive, comme solut ion  d'une équation de domaines. 

Lehmann [12,13: a  donné de c e t t e  approche du problème des types d ' o b j e t s  

une version dans l e  cadre de l a  théor ie  des  ca tégor ies .  

Une appl ica t ion  t r è s  s i g n i f i c a t i v e  de ces  not ions  peut ê t r e  trouvée dans 

l ' a r t i c l e  de Scot t  "Data-types a s  Latt ices" [25]où e l l e s  sont appliquées 

à l ' é t u d e  de l a  s t r u c t u r e  de PN : l 'ensemble des  p a r t i e s  de N .  



PN a une s t r u c t u r e  de  t r e i l l i s  complet i n j e c t i f  pour l a  r e l a t i o n  d ' i nc lus ion  

e n t r e  sous-ensembles. L'ensemble v ide  CJ e s t  l 'é lément  minimum d e  c e  t r e i l l i s .  

N en e s t  1' élément maximum. 

Cet te  s t r u c t u r e  g é n é r a l i s e  c e l l e  proposée p l u s  haut pour N c a r  

Scot t  i n t r o d u i t  deux numérotations v e t  q . v e s t  une numérotation des  

couples d ' e n t i e r s  e t  n e s t  une numérotation des  sous-ensembles f i n i s  e t  

d ' e n t i e r .  Ces deux numérotations permettant  d ' a s soc i e r  à t o u t e  app l i ca t ion  

cont inue de PN dansPN un sous-ensemble de  N : son graphe. 

A t o u t e  a p p l i c a t i o n  cont inue f de  PN dans PN Gr(f) as soc ie  un sous-ensemble 

u de N .  Inversement, à t o u t  sous-ensemble u de N correspond une a p p l i c a t i o n  

de PN dans PN : Ft(u)  

F (G  ( f ) )  = f e t  u 5 Gr(Ft(u)) 
t r  

En f a i t ,  s i  u e s t  l e  graphe d'une fonc t ion  cont inue 

I l  e x i s t e  donc une a p p l i c a t i o n  F = Gr O F de PN dans PN t e l l e  que u = F(u) 
t 

s i  u e s t  l e  graphe d'une fonc t ion  cont inue .  

Plus  généralement, t o u t  type  d ' o b j e t  s u r  N s e r a  c o n s t i t u é  par  l 'ensemble 

des p o i n t s  f i x e s  d 'une a p p l i c a t i o n  de PN dans PN. 



S c o t t ,  d'une c e r t a i n e  manière,  i n t r o d u i t  en informatique,  l e s  o b j e t s  i n f i n i s ,  

r é s u l t a t s  de  c a l c u l s  eux-mêmes i n f i n i s .  Les a p p l i c a t i o n s  de  N dans N ,  l e s  

r é è l s  ca l cu lab le s ,  l e s  sous-ensembles de N sont  de  bons exemples de te ls  

o b j e t s  i n f i n i s  qu i  ne son t  manipulables par  un c a l c u l a t e u r  que parce q u ' i l s  

s o n t  l a  l i m i t e  d'une s u i t e  c r o i s s a n t e  d'approximations f i n i e s .  

Ains i ,  un sous-ensemble S de  N e s t  la  l i m i t e  d 'une s u i t e  c r o i s s a n t e  de  

sous-ensembles de c a r d i n a l i t é  f i n i e  contenus dans S. De même l e  nombre IT 

e s t  l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  3, 3.1, 3.14, 3.141, ........ Les éléments de 
314 3141 c e t t e  s u i t e  sont  r e p r é s e n t a t i f s  des  r a t i o n n e l s  :, , TOOO , . . . . . . 

Entre  l 'ensemble M des  r e p r é s e n t a t i o n s  de r é è l s  dans un c a l c u l a t e u r  
R 

e t  l 'ensemble IR e x i s t e  un couple d ' a p p l i c a t i o n s  ( f , g )  

f  e s t  évidemment s u r j e c t i v e .  

S i  l e  c a l c u l a t e u r  permet de r e p r é s e n t e r  des  r é &  avec q u a t r e  c h i f f r e s  

s i g n i f i c a t i f s ,  t ous  l e s  r é è l s  dont l e  développement décimal commence par  

3.141 vont a v o i r  l a  même rep résen ta t ion .  Usuellement, pour d é f i n i r  l a  

fonc t ion  g, on c h o i s i t  un de c e s  r é è l s  ; par  exemple i c i  - 3141 Mais il 
1000 

est a u s s i  log ique  d ' accep te r  que g s o i t  une fonc t ion  multivoque. 

Le segment delR : C3.141, 3.142[ e s t  a l o r s  une approximation de  ïr. 

Plus  nous considérons un sous-ensemble comme une approximation 

de chacun de s e s  éléments.  Un élément d'un ensemble e s t  a l o r s  cons idéré  comme 

l a  l i m i t e  d'une s u i t e  d e  sous-ensembles emboités ou p l u s  généralement l a  

l i m i t e  d'une base de f i l t r e .  

L ' in t roduct ion ,  en informatique d 'une t e l l e  i dée  e s t  due à Nolin Cl81 q u i  

l ' a  u t i l i s é e  dans une t h é o r i e  des  algori thmes.  Arnold e t  NivatC2 ] l ' o n t  

pa r t i cu l i è r emen t  développée dans l ' é t u d e  de l a  sémantique de schémas de  

programme non-déterministes.  



La fonction multivoque g : MR +R, donnée en exemple ci-dessus définit 

une famille de sous-ensembles deIR qui est en principe un recouvrement de 

B. La structure algébrique induite sur M par les opérateurs algébriques 
R 

du calculateur n'est pas homomorphe à la structure de corps usuelle de IR. 

mais à une structure algébrique sur le recouvrement g(M R ), structure que 

nous pouvons considérer comme "approchant" la structure de corps des réèls 

A partir d'un recouvrement plus fin, cette structure pourra être mieux 

approchée. 

Il est possible de préciser cette notion d'approximation en introduisant une 

relation de pré-ordre entre les familles de sous-ensembles d'un ensemble. 

Soit d et d2 deux familles de sous-ensembles d'un ensemble E. 1 
Nous poserons 

Ys E d 3 a c d tel que va = s 1' - 2 
avec Card(a) finie 

Cette relation de pré-ordre se trouve être une relation d'ordre sur certains 

sous-ensembles de familles qui vérifient certaines propriétés de clôture ; par 

exemple la clôture par réunion finie. Il s'agit même alors d'un ordre partiel 

algébrique ce qui rend possible l'utilisation des résultats de Sanchis C221. 

 étude du problème de l'approximation d'une application d'un ensemble E 

dans un ensemble F et de l'approximation d'une relation binaire entre E et F 

conduit à définir deux structures d'inf-demi treillis, complets pour les 

parties dirigées, algébriques, conditionnellement complets. 

Il est alors possible d'envisager la caractérisation d'un type d'objet par une 

double structure d'approximation, d'une part, d'algèbre d'autre part, ce que nous 

montrerons en conclusion sur deux exemples. 



Pour un p r a t i c i e n ,  dans un langage de programmation, 

un type d 'obje t  exprime une ce r t a ine  information s u r  

l e s  propr ié tés  des o b j e t s  appartenant à une c e r t a i n e  

c l a s se  e t  s u r  l a  s t r u c t u r e  d'ensemble de c e t t e  c lasse .  

Les travaux s u r  l a  notion de type d 'ob je t  s ' e f f o r c e n t ,  

par  d i f f é r e n t e s  voies ,  de formal iser  l a  desc r ip t ion  

de c e t t e  information. Cestravaux doivent t e n i r  compte 

des  r é a l i s a t i o n s  p ra t iques  en matière de desc r ip t ions  

de type t e l l e s  qu'on peut l e s  t rouver  dans l e s  langages 

de programmation opérat ionnels  ou expérimentaux. Nous 

présenterons donc l e s  types  d 'obje t  dans les langages 

de programmation essentiel lement à p a r t i r  du système 

des modes en Algol 68 avant de donner l a  d é f i n i t i o n  

d'un type d 'ob je t  par  une algèbre i n i t i a l e  e t  par  une 

s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  complet. Ces deux d é f i n i t i o n s  

nécess i t en t ,  au p réa lab le ,  l 'exposé d'un formalisme 

mathématique avant de pouvoir ê t r e  formulées de façon 

préc ise .  



LA DESCRIPTION DES TYPES D'OBJET 

DANS 

LES LANGAGES DE PROGRAMMATION 

Les langages de programmation évolués proposent, en général, deux 

procédés pour créer un type d'objet : 

.. .. la caractérisation explicite par une unité 
syntaxique convenable du langage 

.. .. la description implicite par l'intermédiaire 
de la structure d'imbrication des constructions du 
langage 

La combinaison des deux procédés conduit aux descriptions de types 

récursifs. 

Le premier de ces deux procédés correspond à la définition d'un type 

par une d é c l a r a t i o n  d e  mode qui peut être éventuellement implicite 

comme en Fortran. 



Les objets d'une classe sont alors caractérisés par une unité syntaxique 

commune : leur mode qui fixe : 

., ,. comment sont construits les objets de la classe et en parti- 
culier un procédé syntaxique qui permet de décider si un objet 
appartient ou non à la classe 

., ,. les règles à respecter lors de l'utilisation des objets dans 
un calcul, c'est à dire essentiellement un ensemble d'opérations 
sur les objets de la classe. 

Le problème qui se pose alors est de disposer d'un nombre suffisant de modes 

tout en conservant une description syntaxique finie du langage. 

Les langages les plus anciens : ALGOL 60, FORTRAN, n'avaient qu'un nombre 

restreint de modes déterminés à la conception du langage et sans possibilité 

d'extension. Dans les langages plus récents tels qulALGOL 68 ou PASCAL, il 

est possible de construire une infinité de modes en combinant des modes 

élémentaires pré-définis à l'aide de c o n s t r u c t e u r s  d e  mode ,  suivant un 

procédé dont l'origine est due à Hoare [91  et Standish C273. Nous décrivons 

ici ce procédé dans le cas d'Algol 68. 

La définition formelle des modes en Algol 68 est une part du "Revised Report 

on the Algorithmique language Algol 68" C321. On en trouvera une description 

moins formelle dans le "Manuel du langage algorithmique Algol 68" Cl73 ou 

dans KO C113. Nous n'en retiendrons ici que ce qui concerne la définition 

des types d'objet . 
Algol 68 permet de manipuler des objets qui sont : 

.. .. des objets internes comme les repères qui ont une v a l e u r  mais 
pas de notation dansles programmes 

., .. des objets dont la valeur est obtenue par l'élabo~>ation d'une 
notation comme les entiers ou les réels ou par l'élaboration d'une 
construction comme les tableaux 



Le mode d'un ob je t  e s t  une production terminale de l a  méta-notion MODE. 

C 'es t  un a t t r i b u t  syntaxique de l ' o b j e t .  Ainsi  un mode d é f i n i t - i l  une 

c la s se  d 'ob je t s  : l a  c l a s se  des ob je t s  ayant ce mode pour a t t r i b u t .  

Encore f a u t - i l  que l e s  propr ié tés  des o b j e t s  de c e t t e  c l a s se  p résen tmt  

un i n t é r ê t  pour l e  programmeur. A c e t t e  f i n ,  Algol 68 propose quat re  

modes élémentaires pré-déf in is  : Ent , ~ 6 2 1 ,  Bool, Car dont l e s  o b j e t s  ---- 
appartiennent à des ensembles d 'obje ts  directement manipulables par  

l e  ca lcula teur .  

Chaque mode élémentaire m p réc i se  : 

.. ,. un langage L s u r  un alphabet A dont l e s  mots sont  l e s  
m m 

l lnotat ions" des o b j e t s  du mode 

.. .. un ensemble d 'opérat ions donnant à l a  c l a s se  des o b j e t s  
du mode une ce r t a ine  s t r u c t u r e  mathématique 

., .. une i n t e r p r é t a t i o n  "pr iv i légiée"  des o b j e t s  de mode m dans 
un ensemble d 'ob je t s  "abstrai ts l1.  Ainsi l ' i n t e r p r é t a t i o n  des 
ob je t s  de mode - Ent s e  f a i t - e l l e  dans l 'ensemble des e n t i e r s  
muni de l a  s t r u c t u r e  usuelle  d'anneau eucl id ien .  

Cinq constructeurs de mode : [ 1, S t r u c t ,  Proc, Rep, Ikiion, permettent 

de cons t ru i re  une i n f i n i t é  de modes à p a r t i r  des modes élémentaires. 

Soi t  p : un e n t i e r ,  M une l i s t e  de modes 
: ml' m 2 3 * * * ' m  

e t  
P P 

m un mode. 

[ 1 e t  S t ruct  correspondent au produit  c a r t é s i e n  de c l a s s e s ,  Proc, 

aux appl ica t ions  d' un produit  ca r t é s i en  de c l a s s e s  dans une c la s se ,  

Union, à l a  réunion d'un nombre f i n i  de c l a s ses .  Rep e s t  associé  à une 

c las se  de f lèches  pointant  s u r  des ob je t s .  

C 1 e t  S t ruct  cons t ru isent  des modes dont l e s  o b j e t s  sont  des p-uples 

d ' o b j e t s ,  de même mode pour [ 1, de modes éventuellement d i f f é r e n t s  



pour St ruct .  Ainsi  un p-uple d 'ob je t s  de mode m est de mode C l m  e t  un 

p-upple ordonné d 'obje ts  de modes respectivement m 1~ m 2 9 - - , m  e s t  de mode 
P 

S t ruc t  (M 1. Il  e x i s t e  une p o s s i b i l i t é  de cons t ru i re  l e s  o b j e t s  de mode 
P 

cons t ru i t s  p a r  C 1 e t  S t ruc t .  D e  t e l s  o b j e t s  s e  notent  (n 1~ n 2 ~ - * . ~ n  ) 
P 

où n 1~ n29--3n sont  des construct ions de modes convenablement chois is .  
P 

Des opérations sont  associées à C 1. C'est  l a  mise en rang q u i  permet 

de cons t ru i re  un obje t  du mode e t  l e s  tranchages dont l e  p lus  simple est 
ème l a  project ion sur l a  i composante du produi t .  A Struct , sont  associées 

p + l  opérations q u i  sont la  m i s e  en rang e t  P se lec t ions :  l e s  P projec t ions  

sur l e s  composantes du produi t .  

Proc permet de cons t ru i re  des modes dont l e s  ob je t s  sont  des rou t ines .  - 
Proc (M ) e s t  l e  mode des rou t ines  dont l e s  paramètres sont  de mode - P m  
ml¶  m2 , -  ,m e t  l e  mode du r é s u l t a t  : m. Lhe opérat ion e s t  associée  à 

P 
Proc : l ' appel  qu i  exécute l a  rou t ine  en l ' appl iquant  à s e s  paramètres. - 
S i  l a  routine n ' a pas de paramstre, e n  appelle c e t t e  opérat ion l e  

déprocédurage 

Lhion (M ) e s t  l e  mode de l a  réunion des c l a s ses  de modes m 
P 

1, m2,"*'mp* 

Lhion e s t  a s soc ié  à une opérat ion llhir qui  permet de cons t ru i re  un obje t  

du mode. Un o b j e t  du mode Lhion (M ) e s t  : soit  du mode m s o i t  du mode 
P 1 y 

m 2 - * *  
... s o i t  du mode m mais il n ' a  qu'un s e u l  de ces modes à l a  f o i s .  

P 
~ ' i n t e r ê t  de ce constructeur e s t  de permettre de d é f i n i r  des procédures 

dont chaque paramètre peut ê t r e  de p lus ieu r s  modes en formant a i n s i  des 

fonct ions  génériques. 

Rep m e s t  l e  mode d'une c l a s s e  d ' o b j e t s  qui  sont  des f l èches  pointant  s u r  

l e s  ob je t s  de mode m. Rep e s t  a s soc ié  à deux opérat ions : l e  dérepérage 

qu i  permet d 'ob ten i r  l ' o b j e t  pointé pa r  une f lèche s i  on dispose de l a  

f l èche  e t  l ' a f f e c t a t i o n  qu i  permet, s i  l ' o n  dispose d'une f l èche  e t  d'un 

o b j e t  de mode m ,  de f a i r e  pointer  l a  f lèche  s u r  l ' o b j e t .  

Les modes élémentaires e t  l e s  constructeurs de mode ont  é t é  cho i s i s  de 

façon à fourn i r  des c l a s ses  d ' o b j e t s  correspondant à c e l l e s  l e s  plus 

couramment u t i l i s é e s  par  l e  programmeur e t  à permettre de cons t ru i re  l e s  

a u t r e s .  Cependant il n ' e s t  pas poss ib le  de cons t ru i re  des modes permettant 

de t y p e r  toutes  l e s  c l a s ses  d 'ob je t s  souhaitables e t  d ' au t res  voies ont é t é  

explorées. 



Il e s t ,  en e f f e t ,  poss ib le  de cons t ru i re  implicitement un type  d 'obje t  

en u t i l i s a n t  l a  s t r u c t u r e  d ' imbricat ion des construct ions du langage 

e t  l e s  mécanismes de por tée  qui  s ' y  r a t t achen t .  Ce procédé a é t é  r a t i o -  

n a l i s é  grâce à des not ions  t e l l e s  que c e l l e s  de Pro la to r ,  de Classe,  

de Clus ter ,  de Form. 

Très souvent,  une const ruct ion  d'un langage peut contenir  des déclara t ions  

e t  d 'aut res  cons t ruct ions .  Lhe procédure, pa r  exemple, peut con ten i r  des 

déclara t ions  d 'aut res  procédures. La construct ion externe cons t i tue  un 

environnement pour l e s  construct ions in te rnes .  Il en r é s u l t e  qu'une 

opération sur des o b j e t s  peut e x i s t e r  dans un environnement e t  non dans 

un aut re .  I l  f a u t  donc prendre en considérat ion non seulement un type 

d 'objet  t e l  q u ' i l  peut ê t r e  d é f i n i  par  une déclara t ion  mais l e s  t r ans fo r -  

mations q u ' i l  peut s u b i r  du f a i t  de son environnement. Plonger un ensemble 

d 'ob je t s  dansun  c e r t a i n  environnement d é f i n i t  implicitement un type d 'obje t .  

Cela peut permettre de séparer  l a  donnée d'un ensemble d 'obje tsde  l a  donnée 

d'une s t r u c t u r e  mathématique pour c e t  ensemble, confiée à un environnement. 

D'où l ' i n t é r ê t  dans c e t t e  perspective de disposer  des d é f i n i t i o n s  a b s t r a i t e s  

de types. Les langages e x i s t a n t  permettent de façon plus ou moins l i b é r a l e ,  

des opérat ions d ' inc lus ion ,  d ' in t e r sec t ion ,  de réunion s u r  l e s  environnements 

e t  dans les manipulations correspondantes s u r  l e s  types d 'ob je t s .  Notons 

que l a  réunion évoquée i c i  n ' a  r i e n  à v o i r  avec l e  cons t ructeur  Union dont 

nous avons p a r l é  précédemment. 

Inversement, une construct ion i n t e r n e  peut avo i r  ce r t a ines  p ropr ié t é s  qu i  

ne seront  pas access ib les  à son environnement. Ainsi ,  l a  s t r u c t u r e  in te rne  

d'une procédure e s t  cachée pour l e  programme appelant c e t t e  procédure. 

Des cons t ruct ions  spéci f iques  ont  é t é  proposées pour e x p l o i t e r  c e l t e  

p o s s i b i l i t é .  Citons l a  notion de Pro la to r  C301, c e l l e  de Classe C51 dans 

l e  langage Simula, c e l l e  de Form C331 dans l e  langage Alphard e t  c e l l e  de 

C l u s t e r  dans l e  langage CLU C141. Nous décrivons i c i  l a  notion de c l u s t e r .  



Un cluster  comprend deux par t i es  : 

:: un en- tê te  dont les 414ments sont accessibles à 
l'environnement 

.. - un corps dont l a  structure est cachée A 
l'environnement. 

L'en-thte d'un c l u s t e r  cont ient  une l i s t e  d ' i d e n t i f i c a t e u r s  des procédures 

correspondant aux opérat ions ca rac té r i s t iques  d'un type d 'ob je t .  

Le corps d'un c l u s t e r  d é c r i t  l a  manière dont sont  représentés l e s  o b j e t s  du 

type à l ' a i d e  d 'ob je t s  p lus  élémentaires e t  con t i en t  l a  d é f i n i t i o n  des pro- 

cédures opérant s u r  l e s  ob je t s .  

Considérons pa r  exemple l a  d é f i n i t i o n  du type d 'obje t  "ensemble d 'en t i e r s"  

ca rac té r i sé  par  un ensemble d 'opérat ions : 

créer  c r é e r  une l i s t e  vide 

insé re r  : a j o u t e r  un e n t i e r  à un ensemble 

r e t i r e r  enlever un e n t i e r  à un ensemble 

contient  : t e s t e  l 'appartenance d'un e n t i e r  à un ensemble 

égal  : t e s t e  l ' i d e n t i t é  des deux ensembles 

semblable : t e s t e  s i  deux ensembles contiennent l e s  même e n t i e r s  

copie : recopier  un ensemble 

Le c l u s t e r  correspondant s e r a  : 



en-tête 

corps 

Intset = Cluster c&er, insérer, retirer,  contient, égal, 

semblable, copie ; 

créer = 

insérer = 

end intset  - - 

Le type Intset est représenté par l'intermédiaire de tableaux d'enfiers 

mais la structure interne d'un objet du type n'est pas accessible à 

l'utilisation sauf à l'intérieur du Cluster. 

A l'extérieur du cluster, le type est entièrement définie par un ensemble 

d'opérations caractéristiques. 

Une dernière façon de définir un objet est de faire appel aux déclaration 

de modes récursifs suivant un procédé initialement proposé par Mac Carthy 

C 1 5 1 .  

La définition recursive des procédures est bien connue; ALGOL 60 en dispo- 

sait déjà ; mais en Algol 68 ou en Pascal par exemple il est possible de 

déclarer des modes résursifs. 



Ces modes doivent permettre de manipuler des o b j e t s  t e l s  que l istes,  

a rb res  e t  plus généralement plexes. C e s  déc la ra t ions  posent quelques 

problèmes qu i  sont  r é s o l u s  de façon empirique dans l e s  langages de 

programmation. 

Considérons, par  exemple, l a  déclara t ion  de mode Algol 68 suivante 

Mode m = St ruc t  (Ent a ,  9 fi b )  -- - 

On peut se  demander quel  e s t  l e  mode - m a i n s i  déclaré  e t  quels  sont  

l e s  obje ts  ayant ce mode pour a t t r i b u t .  

Il s ' a g i t  évidemment de cons t ru i re  des o b j e t s  ayant l a  s t r u c t u r e  de 

l i s t e  chainée. 

Les obje ts  de mode - m son t  des couples dont l a  seconde composante 

e s t  un repère. Or l e s  repères  sont  des llvaleursll  sans notat ion dans 

l e  langage, n'ayant d 'exis tence  qui  pendant l ' exécut ion  d'un c a l c u l  

e t  purement in te rnes  aux ca lcula teurs .  Les ca lcu la teu r s  e t  l e u r  mémoire 

é t a n t  f i n i s , l e s  repères ne peuvent ê t r e  que des o b j e t s  f i n i s  dont on s a i t  

q u ' i l s  sont ass imi lables  à des adresses-mémoire. Il en découle que l e s  

o b j e t s  de mode - m sont  a u s s i  des ob je t s  f i n i s .  I l  e s t  assez f a c i l e  de 

déterminer a prioril 'encombrement mémoire d'un o b j e t  de mode - m e t  donc 

de construire un opérateur qui  d é l i v r e ,  à l a  demande une adresse mémoire 

où ranger un o b j e t  de mode m - : c ' e s t  l e  "qénérateurl ' .de repères de  mode rn - 

Dans ces condit ions,  l e s  o b j e t s  de mode m sont  tous  l e s  couples dont l a  - 
première composante e s t  un e n t i e r  e t  l a  seconde, un des repères ,  en nombre 

f i n i  que peut d é l i v r e r  l e  générateur de repères .  L'analyse syntaxique 

e t  l a  compilation ne posent aucune d i f f i c u l t é  mais s ' i l  est poss ib le  de 

former avec des ob je t s  de mode m des listes e t  des l i s t e s  c i r c u l a i r e s ,  ces - 
l i s t e s  ne sont pas des o b j e t s  de mode - m. 



Bien qu'on puisse construire des listes chainées en Algol 68, ces listes 

n'ont pas de mode dans ce langage. 

Une autre approche consiste à considérer la déclaration 

Mode m = Struct (Ent a, ResP m b) -- - - 

comme une équation au point fixe dans l'ensemble des modes, La résolution 

de cette équation,comme celle d'une équation correspondant à une déclaration 

de procédure récursive, pose un problème. Par contre il est possible d'envi- 

sager, d'après les travaux de Scott, la résolution de l'équation de types 

d'objet correspondante. Une telle équation peut être traduite en une 

équation de domaines. Scott et Lehmann proposent des procédés de résolution 

de telles équations. 

Nous pouvons tirer de cette rapide revue de la notion de type d'objet dans 

les langages de programmation, un certain nombres de conclusions. 

Remarquons d'abord qu'un cluster peut être paramétrisé de façon à en faire 

l'équivalent d'un constructeur de mode. Ainsi le cluster Intset peut être 

paramétrisépour être transformé en le constructeur de mode anythingset. 

Cette transformation est liée à la notion de t y p e  générique étudiée par 

D .  Bert et P. Jacquet [31. 

Réciproquement comme nous l'avons dit, le type d'objet associé à un mode 

comporte la donnée d'ensembles d'objets et d'opérations sur ces objets. 

1 

Remarquons ensuite l'importance du rôle joué par la donnée d'une structure 

d'algèbre dans toutes ces définitions de type d'objet. 

Enfin, des insuffisances peuvent être relevées dans les possibilités offertes 

par les langages de programmation et des critiques peuvent être faites à 

propos des mécanismes de définitions de types d'objet présentés ci-dessus. 



En ce  q u i  concerne l a  d é f i n i t i o n  d'un type  d ' o b j e t  p a r  l ' i n t e r m é d i a i r e  

d'un mode, l e  problème e s t  c e l u i  du choix des modes é lémenta i res  e t  

des cons t ruc teurs  de mode. Ce choix a é t é  f a i t  en Algol 68 ou en Pasca l  

de manière à o u v r i r  l e  p l u s  l a r g e  é v e n t a i l  de p o s s i b i l i t é s  mais il n ' e s t  

cependant pas complètement s a t i s f a i s a n t .  

Considérons, pa r  exemple, e n  Algol 68, l e  mode d é c l a r é  b : p ,  1:pI r é e l  : 

ce mode e s t  a s s o c i é  à l 'ensemble des tab leaux  c a r r é s  de r é e l ,  de dimen- 

s i o n s  p .  

Supposons que l ' o n  v e u i l l e  d é f i n i r  l e  type  d ' o b j e t  Matrice ca r r ée  de 

dimension p  avec des opé ra t ions  t e l l e s  que somme, p rodu i t  e t  puissance 

de ma t r i ce s ,  i nve r s ion  e t  c a l c u l  du vec t eu r  propre.  

En négl igeant  l e s  problèmes d 'a lgori thmique numérique posés pa r  l a  d é f i n i -  

t i o n  de ces opé ra t ions ,  il e s t  poss ib l e ,  en Algol 68 de c o n s t r u i r e  l e s  

procédures correspondant à c e s  opéra t ions  e t  d ' a j o u t e r  ces  procédures à 

un environnement de l a  d é c l a r a t i o n  du mode [ 1:p,  1:pI r é è l ,  - 
Cependant, ce q u e : l l o n  c o n s t r u i t  a i n s i  n ' e s t  pas  l e  type  d ' ob je t  Matrice 

c a r r é e  de dimension p  mais un type p lus  r i c h e  r é u n i s s a n t  l e s  p r o p r i é t é s  

des  o b j e t s  du t y p e  précédent avec c e l l e s  des  o b j e t s  du type  [ l : p ,  1:pI 

réèl c a r  on ne peut  cacher  l a  s t r u c t u r e  i n t e r n e  des  o b j e t s  de type  

Matr ice carrée.  Cet te  d i f f i c u l t é  s e  re t rouve  chaque f o i s  qu'un type  

d ' o b j e t  ne correspond pas exactement à un mode t e l  q u ' i l  peut  ê t r e  déc l a ré  

dans l e  langage. 

La no t ion  de C l u s t e r  permet évidemment d ' é l imine r  c e t t e  d i f f i c u l t é  cependant 

deux a u t r e s  problèmes appa ra i s sen t .  En e f f e t ,  d'une p a r t  il n ' e s t  pas  

p o s s i b l e  de "paramétr iser"  l ' implémentat ion des o b j e t s  d'un type q u i  s e  

t rouve  f ixée  déf in i t ivement  dans l e  C lus t e r .  O r  l e s  méthodologies de 

cons t ruc t ion  de programme demandent une t e l l e  paramét r i sa t ion .  

D 'au t re  p a r t ,  supposons qu 'on cherche à d é f i n i r  une procédure ayant  deux 

paramètres  ; ces paramètres é t a n t  de deux types  d i f f é r e n t s  d é f i n i s  chacun 

pa r  un Cluster .  Supposons, en o u t r e  que c e t t e  procédure doive f a i r e  appel  

à l a  s t r u c t u r e  i n t e r n e  des  o b j e t s  de ces  deux types .  On ne peut d é c l a r e r  

c e t t e  procédure à l ' e x t é r i e u r  des  C lus t e r  c a r  a l o r s  e l l e s  ne pourra ien t  a v o i r  



accès à la structure interne des objets. Mais alors, dans quel Cluster 

placer la déclaration de cette procédure. C'est un problème qui n'a pas 

de solution entièrement satisfaisante et qu'on retrouve de façon encore 

plus critique avec la notion de Classe en Simula. 

Enfin, en ce qui concerne les définitions récursives nous avons déjà 

montré, par l'exemple de la déclaration de mode 

Mode m = Struct (ent a, Rep m b) -- - 

que ce mode était associé à des couples d'objets et non aux listes chainées 

qu'il est possible de construire mais qui ne sont pas décrite par un type 

d'objet ; situation fâcheuse qui oblige à analyser l'exécution du programme 

pour savoir quels objets sont construits. 

De nombreux travaux sont consacrés à la résolution de ces difficultés. 

Nous présentons, dans la suite, deux formalisations de la notion de type 

d'objet, formalisations caractéristiques des démarches de recherches 

actuelles. Ces deux formalisations nécessitent quelques rappels mathématiques 

avant de déboucher sur une définition de la notion de type d'objet. Nous 

présentons d'abord la formalisation par l'intermédiaire de la notion 

d'algèbre initiale. 



THÉORIE ALGÉBRIQUE DES TYPES D'OBJETS 

RAPPELS SUR LES ALGÈBRES TYPÉES I N I T I A L E S  

DEFINITION D'UNE ALGÈBRE TYPÉE I N I T I A L E  

Intuitivement, une algèbre typée initiale A est constituée par un ensemble 

S de types, par une famille A d'ensembles : les ensembles support de 
S 

l'algèbre et par un ensemble d'opérations sur les éléments des ensembles 

support. 

Ainsi une algèbre typée peut être constituée par : 

l'ensemble S de types : {bool, - G)  

la famille d'ensembles support A - s - 'Aent, - %ooll - 
l'ensemble dlopérations{succ, <, = }  

SUCC : Aent 
+ A 

- ent - 
- .  
- ' Aent - Aent - Abool - 
< .  

Aent 
x A 

- ent * %ool - - 



D é 6 W n  - 1 .  Un domaine C d'opérateurs typé par S est  une ~amdXe dtenbembles  

c où s a p p W e n t  à un endemble s de t y p e s  et w appahtient à s*. 
w,s 

Un élément F de C est un symbole d'opération d'arité w,s de rang w et 
W¶S 

de type S. 

Soit S un ensemble de types et C un domaine d'opérateurs typé par S. 

Dé&inLtion - 2 .  Une C-@èhe A où c est  un domaine d t  o p & u t e m ~  typé pcvr s 
conaAdte en 

- un enh embLe s de tqpç6 

- une @mLUe = {A /S E S} d l m e m b l e s  nuppoht 
S 

- un enbemble de 60nctian-6 

a est l'opération de A nommée a. 
A 

Si W =h(ia chaine vide) et a E C on a a 
",S A AS* 

C est l'ensemble des constantes de type S. 
A¶S  

Dédid?%n - 3. Un C-homomorphisme h : A -t B où A B d o n t  deux 1-a&èbheb aq& 

même doma-ine d l o p & u t w  L, es* une   am Am Re de donctiom <hs : 
-+ bs>sEs 

q u i  phébmve l e s  op&atXons ctes;t à dihe q u i  ~a-Ch6aL-t à : 



O 
Une famille c de C-algèbre consiste en : - 

- une classe 1 c - 1 de C-algèbres. ayant même domaine C dl opérateurs 

- de tous les C-homomorphismes entre objets de - 

DédinLCion - 4 .  Une a è b h e  A ut h.iXL&e dand une &.uniDe c - de Z - u l g è h ~  
a i  et ademerzt b i  pwr chaque dgèbhe B de c - Lt? e h t e  un ~-homom~hphhme 
unique h : A -t B 

PtropoaiA;ion - 1 .  S i  &a algèbrtes A et A I  aont touXe6 deux inh%tu  dan^ 

une &nniLte d o m  A et A' aont ibomotrphe6. - 
S i  une @ & h e  AI ebt  domotrphe à une ulgèbm A i n W u L e  dam une &unLUe 



CONSTRUCTION D'UNE ALGÈBRE I N I T I A L E  DANS 

UNE FAMILLE DE 1-ALGÈBRES 

1-ALGEBRE DE MOTS 

Soit C un domaine d'opérateurs typé par S. 

L'algèbre de mots qu'il s'agit de construire a pour ensemble-support 

les ensembles d'expressions "bien formées" construites avec les opérations 

de C. 

Appelons, par extension, C l'ensemble de tous les symboles d'opérations 

du domaine d'opérateurs C c'est à dire u * C .  WES ,SES W,S 

Soit <T > la plus petite famille d'ensembles de chaines contenues 
C ,s*sES 

dans ( C  u {i,))) satisfaisant aux conditions suivantes : 

- si a E C w = s s ... s et ti E T alors 
WYS 1 2  n C ,Si 



TMonème - 1 .  T~ e6t une Gegebre hh%aLe d m  la &nûUe A&r d e  XotOU.te6 l e d  

c-Gegèbkeb de domaine d ' o p W e w ~ s  c t y p é  pah S. 

Variables dans une C-algèbre. 

L'introduction de variables dans une C-algèbre est indispensable pour 

pouvoir écrire des congruences sur une C-algèbre libre. 

Soit S un ensemble de types. 

Soit X = CX > ou Xs = {x s SES /neIl) 
s,n 

X est un ensemble "inexhaustible" de variables de type S. 
S 

Soit une famille Y typée par S Y = <Y > telle que Ys c Xs Vs E S. 
s ses 

Soit C un domainedlopérateurstypé par S et C(y) un domaine d'opéra- 

teursobtenu en rajoutant les éléments de Ys à C 

1 (Y) = C W f  A 
w,s W 3s 

Soit C(X) construit comme ci-dessus, en remplaçant Y par X et T 
C ( X ) '  

Soit t E TC(X). 

Appelons Var(t) l'ensemble des symboles de variable typés par S qui ont 

une occurrence dant t 



D é d W o n  - 5. T ~ (  y )  ta 1 - m è h e  consa%-û.de plvr 

- .ta   am il le dlemenibees auppoa de T ~ ( ~ )  

- Le domaine d '  o p W w  c o v m X t u é  patr c 

U t  .h 1-@èbtLe librement engendrée par Y 

Dé~inLtion - 6 .  Poun ;toLLte c - d g ë b ~ e  A Xgpée pcuz s et XoLLte damUe Y 5 x 
typée patl S, une affectation de v a l e m  de type s de A aux v & b h  

de Q p e  s de Y ,  ut une a p p k X d o n  O : Y -, A 

PhopoaLthn - 2 .  S o L t  A une 1-algëbte et @ : Y  -+ A une addecta-tion, a l o u  
ie eulste un E-honomoirpkisme unique 8 : T E (  Y )  + A q u i  étend 0 dam 

Le am pue O S ( x )  = O S ( x )  V S  E S etx E Y S .  

c-algèbre v e r i f  iant un ensemble d 'équation. Z-congruences 

P 6 ~ ~ 0 n  - 7. Une 1-équation e e6f: une puhe <L,R> p o u  hqu&e 3s E S 

t& pue L ,  R r T ~ ( x ) ~ .  



Vé@~LCion 8. S o d  Vade) Var(L) u Var(R) - 
Une C-nRgèbire vehidie e ai et aeuRement ai : 

Si E est un en6emble de ~-équ&onn &OUA vhidie E ai et heutement  
AL A vhidie e Ve E E 

E ebt  une C-p~dsentation. 
TolLte E-@èhe v~~~ E est une (C ,E 1 ~Qèbtre. 
La dami4Yede.h (1,~) @i?bt~es estflexée~~~ . =C ,E 

ALG possède un objet initial T vérifiant E dont la construction 
=C ,E C,E 
est basée sur la notion de C-congruence. 

PC&in&ion - 9. Une c-congmence = aw une ~-(LeSèb&e ut une &uniUe 
< > de udatiori6 d7équ*vdence 6~ t&ed que ai 
s SES 

hia.,a! E A ,aia r a' Vi = 1,. . . ,n 
a &. ..sn,s, 1 1  s i s i  i i 

Si A est une C-algèbre et - une C-congruence, il est possible de construire 
une C-algèbre quotient. 

Soit ( A / = ) s  = A /E l'ensemble des classes d'équivalence de A pour i . 
s S S S 

Soit, pour a E A [al la classe d'équivalence contenant a. 
S 

Considérons l'ensemble d'opérations a défini par : A/ r 



- s i c s e c  et C a . 1 ~  (A/=) alors 
w , s  1 s 

a (Gall, ... [a l i  = Cu (a ..., a 11 A/: 11 A 1' n 

A / r  constituée par la famille d'ensembles support <A /S  > et les opé- 
s s ses 

rations décrites ci-dessus, est une C-algèbre, quotient de A par -. 

PmpoaLCLan - 3 .  S o L t  A une Z - m è h e  et R une h W n  am A a l o u  exidte 
une L-congmence m M & e  ~ u h  A ,  c o n ; t e . n ~  R c 'es t  La 1-congmence engendrrée 
)XA R A W i  A. 

Thaothe - 2 .  S o i 2  E une I-pnénentation et E la 1-conguence am T, 
E 

engwuhée pan &(TI) &u T ~ / E ~ ,  l e  puoa%nt de T~ pm i,, notE T zY& 
T , e6.t l t @ è 6 ~ e  hia%.le danb la ~amiUe ALG de touZes le6 

1 , ~  =C,E 
~-@2&&6 véh i6 ian t  E. 

Nous pouvons, à présent donner une définition d'un type d'objet. 

Un type d ' o b j e t  est La classe d'isomorphisme 

des algèbres i n i t i a l e s  d'une f a m i l l e  de c-alaèbres, 



Application à la définition d'un type d'objet : le type "Pile d'entiers 

Soi t  S = { P i l e ,  En t ,  Bool) un ensemble de  types  dont l e s  éléments --- 
vont s e r v i r  à dés igner  l e s  ensembles support  de l ' a l g è b r e .  

Cet ensemble d e  suppor ts  e s t  A - 
S - {'pile A ~ n t  A ~ o o l  ) - - -  

Prenons comme domaine d ' opé ra t eu r  

C = {{Vide), { ~ m p i l e r )  , {I lép i le r )  , {sommet) ) 

où Vide par exemple e s t  un symbole d'opération d 'arité pile, bool, de rang 

p i l e  et de t y p e  bool 

I = {v ide )  ' p i l e ,  boo i  

De même = {Empiler)  nt , p i l e  

C = { d é p i l e r )  
p i l e  , p i l e  

Cela s i g n i f i e  que Empiler,  par  exemple,dénomme une opéra t ion  d é f i n i e  

s u r  A 
~ i l e  % n t y  a  v a l e u r  dans A ~ i l e  ' 

Un c e r t a i n  a r b i t r a i r e  e s t  poss ib le  dans l e  choix des ensembles A pile' 

A ~ n t '  %ool e t  des  opé ra t ions  dénommées par  Vide, Empiler, Dépiler ,  
- - 

Sommet. Cependant t o u t e s  l e s  a lgèbres  r é s u l t a n t  des  d i f f é r e n t s  choix 

doivent  ê t r e  homomorphes. C 'es t  à d i r e  que e n t r e  deux a lgèb res  A e t  A' 

typées par  S e t  ayant C pour domaine d ' opé ra t eu r s  d o i t  e x i s t e r  t r o i s  

app l i ca t ions  : 

t e l l e s  que h ile h p i l e  h ~ n t  - ' h ~ o o l  - p : + 



hDile (Empiler( p ,u)  ) = Empiler ' ( hDile(p) 3 hEnt(u)) 

hEnt ( Sommet ( p ) 
- 

=Sommetl(h ( p ) )  
p i l e  

Parmi t o u t e s  ce s  a lgèbres  homomorphes, une a lgèb re  A e s t  i n i t i a l e  s i  

quelque s o i t  l ' a l g è b r e  8 appartenant  à c e t t e  f a m i l l e  d ' a lgèb res ,  il e x i s t e  

un homomorphisme unique de A ve r s  B. O r ,  d ' après  ce  q u i  précéde, il e x i s t e  

au moins une de c e s  a lgèbres  i n i t i a l e s  e t  e l l e  e s t  a s sez  f a c i l e  à d é f i n i r  : 

S o i t  L'alphabet {Vide, Empiler, Dépi le r ,  Sommet, (, ), P i l e ,  z, - Bool). 

So i t  A l a  f a m i l l e  d'ensembles support  (A 
S p i l e  A ~ n t  %ool 1 dont  

- 
l e s  éléments s o n t  d é f i n i s  de l a  manière s u i v a n t e  : 

P i l e  E ; Ent E - 

S i  t E Anile a l o r s  l a  chaine Vide(t)  E %ool 

s ~ ~ E A  l a  chaine D é p i l e r ( t )  E A pile p i l e  

s i t ~ A  l a  chaine Sommet(t) E AEnt 
p i l e  - 

Définissons à présen t  l e s  qua t r e  opéra t ions  dénommées 

Vides, Empiler, Dépi le r ,  Sommet. 



A l a  chaine t E A l ' o p é r a t i o n  dénommée Vide f a i t  correspondre l a  
p i l e  ' 

chaine  de 
%ool  : Vide( t ) . 

A l a  chaine t E A 
1 

e t  l a  chaine t E A 
2 Ent ' l ' o p é r a t i o n  dénommée Empiler 

~ i l e  
I - 

f a i t  correspondre l a  chaine de A pile' 
Empiler ( t l , t 2 )  

e t  a i n s i  de s u i t e .  

Le t ype  d ' ob je t  " p i l e  d' e n t i e r s r '  e s t  l a  c l a s s e  d'isomorphisme de c e t t e  

a lgèb re  i n i t i a l e .  

En f a i t ,  a i n s i  d é f i n i ,  l e  type  d ' o b j e t  " p i l e  d ' en t i e r s ' '  ne c a r a c t é r i s e  pas 

bien  ce  qui e s t  considéré généralement comme p i l e .  Pour o b t e n i r  une mei l leure  

c a r a c t é r i s a t i o n  il f a u t  imposer des c o n t r a i n t e s  sous forme de r e l a t i o n s  e n t r e  

opéra t ions  : c e  son t  l e s  C-équations q u i  d é f i n i s s e n t  des  C-congruences. 

Nous poserons p a r  exemple : Sommet(Empiler(x x  ) )  x2 
1' 2 

Dans l 'ensemble des C-algèbres  s a t i s f a i s a n t  à ces  r e l a t i o n s  il e x i s t e  encore 

une algèbre i n i t i a l e  e t  l e  type " p i l e  d ' en t i e r s f lpeu t  ê t r e  d é f i n i  comme l a  

c l a s s e  d '  isomorphisme de c e t t e  a lgèb re  i n i t i a l e .  I l  s ' a g i t  de l ' a l g è b r e  

quo t i en t  de l ' a l g è b r e  de mot d é f i n i e  ci-dessus par  l e s  congruences cor res -  

pondant aux r e l a t i o n s  e n t r e  opéra t ions .  

Ce t t e  approche de  l a  no t ion  de type  e s t  i n t é r e s s a n t e  e t  pourra  sans  doute 

s ' i n t é g r e r  à l a  conception de systèmes de programmation comportant langages, 

programmes de v é r i f i c a t i o n  ......... Cependant quelques problèmes demeurent. 

En e f f e t ,  dans l e s  langages de programmation, aux opé ra t ions  in te rvenant  

dans l a  d é f i n i t i o n  des t ypes  s ' a j o u t e n t  des s t r u c t u r e s  de con t rô l e .  S ' i l  

e s t  a i s é  de r e n d r e  compte de c e r t a i n e s  s t r u c t u r e s  de con t rô l e .  



Leiles iiie 'ii , t r uc tu re  c o t i ~ i i i ~ ~ n n e l l e ,  p a r  c o n t r e  on ne peut  i n t r o d u i r e  de 

po in t  fixe t e l  q u ' i l  s'expr>ime dans l e s  boucles e t  par t icu l iè rement  l a  

boucle " :II' q u e " .  

De p l u s ,  l e  r é s u l t a t  d 'un  cd lcu l  e s t  p a r f o i s  "Erreur" e t  non pas un élément 

apparteiidnt. à l f u n  des ensenbles  su rpo r t  d 'une C-algèbre. Ceci e s t  du 

au f a i t  que, s u r  un c a l c u l a t e m ,  l e s  s t r u c t u r e s  mathématiques correspondant 

à un type ne sont  qu 'approchés .  Ains i  l 'ensemble des e n t i e r s  "ca lcu la teur"  

e s t  f i n i  e t  n ' a  pas exactement l a  s t r u c t u r e  d'anneau euc l id i en .  Gogi:en, 

l l i a tcher  e t  Wagner ont  montré que l ' o n  pouvait  rendre  compte des e r r e u r s  

16 1 quoique de façon compliquée. 

i'dr con t r e ,  l e s  opéra t ions  p a r t i e l l e s ,  l e s  c a l c u l s  par  approximation, 

l ' o p é r a t e u r  de poin t  f i x e  jouent url r ô l e  fondamental dans l a  fo rma l i sa t ion  

des types d ' o b j e t s  en t a n t  que t r e i l l i s  pour une r e l a t i o n  d'approximation 

qat nous a l l o n s  p r é s e n t e r  maintenant.  



La manipulation d ' ob je t s  i n f i n i s  t e l s  que l e s  r é s l s  sur un c a l c u l a t e u r ,  

dans un espace de mémoire f i n i  e t  en  un temps f i n i  e s t  p o s s i b l e  grâce 

à l a  s t r u c t u r e  d'espace métr ique complet d e R  q u i  permet l a  cons t ruc t ion  

des r é è l s  comme l i m i t e  d 'une s u i t e  de  r a t i o n n e l s  pouvant ê t r e  codés dans 

l a  mémoire d 'un ca l cu la t eu r .  Cet te  s t r u c t u r e  d 'espace mét r ique  complet e s t  

a u s s i  importante pour l e  c a l c u l  sur machine que l a  s t r u c t u r e  de corps de 

l 'ensemble des r é è l s .  

Ceci p e u t - i l  ê t r e  t ransposé à d ' a u t r e s  ensembles d ' o b j e t s  même s i  l ' o n  ne 

dispose pas s u r  ce s  ensembles d'une topologie  métrique ? Répondant à c e t t e  

ques t ion  Scot t  i n t r o d u i t  une s t r u c t u r e  p lus  simple : c e l l e  de t r e i l l i s  cont inu  

ou i n j e c t i f  pour une r e l a t i o n  d ' o r d r e  l a  r e l a t i o n  "moins défini que1', 

i ndu i san t  a i n s i  une topologie  de l ' o r d r e  e t  permettant  l e  c a l c u l  par  appro- 

ximat ion.  



Considérons par exemple un "carnet d'adresses". La recherche d'un nom m dans 

, u  ,  ri,,;. 2 pair but di four~iir une adresse AD mais elle ne peut aboutir 
m 

que si le nom m figure dans le carnet d'adresse. One autre situation facheu- 

,= peut intervenir si plusieurs homonymes figurent dans le carnet. 

Décider que le nom présest  d m s  le carnet d'adresse, le plus proche dans 

l'ordre iexicographique, d'un nom absent, est une approximation de ce nom 

n'a pas beaucoup de sens car l'ensemble des adresses associées aux noms 

du carnet d'adresse n'a pas une strüclure aussi simple. 

Si nous représentons par I l'échec d'une recherche : l'adresse est 

indéterminée et par T le résultat d'une recherche aboutissant à plusieurs 

adresses : le résultat est surdéterminé, la recherche de l'adresse d'un 

aom m ne peut avoir que trois résultats : 1, A m ,  T. 

--AC nollsa~~orte plus lldlinformation" que L et T nous apporte "trop d'infor- 
m 

mations1'. Nous poserons donc : 

De pius, les'adresses sont incomparables entre elles. 

Une telle structure est un exemple de la structure de treillis continu 

utilisée par Scott. 

Soit : 

- AD l'ensemble des adresses associées aux noms du carnet ; 

- (AD, L) cet ensemble muni de la structure présenté ci-dessus. 



Les applications continues de AD dans AD que nous noterons [ AD -+ AD] 

sont celles qui respectent les limites. 

Nous donnerons dans le rappel mathématique qui suit la définition de la 

continuité. Ici les applications croissantes de AD dans AD sont continues. 

Dl = [AD + AD] est à son tour un treillis complet, continu D = CD1 + Dl] 2 
est également un treillis complet continu. Scott a montré que Dm est iso- 

morphe à CDw + Dm]. 

Des opérations sur ces ensembles structurés par L peuvent être introdui- 
tes : par exemple X : le produit cartésien, +, la somme disjointe, =, 
la relation d'isomorphisme. 

Il est possible de définir des ensembles munis d'une structure "à la Scott" 

comme solution d'une équation à un isomorphisme prés. 

Par exemple : 
T 
1 

N = Nt1 ou 1 est 1 aura comme résultat 
I 
l 

Lehmann a proposé une formalisation de tout ceci dans le cadre de la 

théorie des catégories Leh [ 12, 13j. 

Malheureusement, un problème se pose : celui du non-déterminisme. 

La recherche de l'adresse d'un nom m dans le carnet peut aboutir à plusieurs 

adresses m -+ (AD , . . . , A m  . m .+ Def n1 est pas univoque. 
m m i 

1 i 
P 

Si une partie des adresses associées à un nom m figure sur une page 

déchirée, l'ensemble des adresses que nous pouvons obtenir est une appro- 

ximation de l'ensemble de toutes les adresses associées à un nom m. 

La recherche de l'adresse d'un nom m devient ainsi une application de l'en- 

semble des sous-ensembles de AD structuré par la relation d'inclusion 

usuelle entre sous-ensembles. Dans ce cas l'indéfini est l'ensemble vide 

et le surdéfini AD lui-même. 



L ZT.,U:~ I ) a ~ ~ ~ i ~ ~ J i è r e m e ~ ~ t  PN, l 'ensemble de p a r t i e s  de N ,  ensemble 

:7r~;~ixl ièr~ement  i n t é r e s s a n t  en informatique à cause de s e s  r e l a t i o n s  avec 

~d ca;cül&i;ité e t  montré que, dans c e  ca s  (PN, 5 )  = CPN + PNI. Nous 

exposerons dans l a  s u i t e ,  l a  cons t ruc t ion  des types  d ' o b j e t  dans (PN, 5 )  

PAPPEL SUR LES STRUCTURES D'ORDRE P A R T I E L  COMPLET 

Rappelons quelques r é s u l t a t s  c l a s s iques  s u r  l e s  domaines de c a l c u l  e t  

l e s  t r e i l l i s  complets. I l  e x i s t e  à ce s u j e t  p l u s i e u r s  d é f i n i t i o n s  légère-  

ment d i f f é r e n t e s  dont l a  base e s t  une s t r u c t u r e  de sup-demi- t re i l l i s .  

Sco t t  u t i l i s e ,  l u i ,  une s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  possèdant un élément minimum 

e t  un élément maximum. 

D Q . ~ ~ n  - 10. Un ordre partiel U X  un emembLe D m d  d'une h e e a t i ~ n  L 
ayant f3ho)3hiéXéb b i u v a n t ~ ~  : 



PC$in& ion  - 71. Un s o u - m e m U e  x 5 D d 'un o h  pamZ& (D', L) es t  

dirige5 s i  puh touX x,, x, E X, 2 &$e x, E X t& que 

DEbhiaXon - 12. Un o&e pa tL t id  (D, L)~AR: camplet  a i  tauXe pa/ctie 

ditLigée X 5 D admet une l i m i t e  4up&4ieutre UX E D tac que 

Vé&in&Lon - 13. Un élément x d 'un ohdhe pa~ZLet  (D, L) ut f i n i  ou compact 

ou alg4brique r e l a t i v e m d t  à y 4 i  qudque 4 o d  ka p N e  d h i g é e  X c D 
t u e  que y L ux, 2 &-te z E x t e t  que x E Z .  

Dé&X& ion  - 14. Un Uém& x d 'un ohdhe p W d  (D, L) ut fini ou compact 

ou algt5brique 4 'a ut 6i .n i  t reeativment a &-même ; c' ut b d ihe  4 i  

Vx 5 D, x d h i g g e  $elXe que x L ux .Lî U t e  z E x -tee que x É Z .  

D é ~ ~ o n  - 75. Un ondhe p&d complet (D, L) ut i n j e c t i f  ou cont inu  

h i  put &uX y E D, y = {X E D / x ut 6i.ni treeativement a y) 



Q é ~ i U v z  I b ,  Or, ok&@ ~ V U ~ L Q ~  coinpkd (D, L) Ut f in i  Ou algébrique - 
~ i ,  pit~ .tout y 6 D, y = U ~ X  E D / x L y el x at@bcique) 

Les s t r u c t u r e s  d 'ordre  p a r t i e l  complet rencontrées en informatique 

possèdent un élément minimum souvent noté I. 

Scot t  u t i l i s e  une s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  complet injectif  possédant un 

élément maximum e t  un él6ment minimum. La s t r u c t u r e  de domaine de calcul 

qu i  e s t  un ordre p a r t i e l  complet algébrique t e l  que l 'ensemble des points  

algébriques s o i t  r é c u r s i f ,  e s t  également u t i l i s é e .  

L'ensemble des appl ica t ions  d'un ordre p a r t i e l  complet dans un a u t r e  

joue un r ô l e  important.  Rappelons à présent  quelques r é s u l t a t s  s u r  les 

ensembles fonctionnels  associés  aux o rd res  p a r t i e l s  complets. 

PE@LiLion - 77. Une applkakion f : D + D' W e  deux o&es pahtie& 

cample& (D, L) et (D' , L' cantinue h i  

La con t inu i t é  en t ra ine  l a  monotonie e t  l a  croissance.  

La s t r u c t u r e  de l 'ensemble [D + D ' l  des appl ica t ions  continues de D dans 

D' dépend quelque peu des c a r a c t é r i s t i q u e s  des r e l a t i o n s  d 'ordre  L et  L'. 
Nous considérerons en t re  deux éléments f e t  f '  de CD -+ D ' l  l a  r e l a t i o n  

d 'ordre su ivante ,  notée L 



-- 
I héa/tCm --.- ir 5 .  - L ' @LA emole C D  -+ ~i ' i a p p ~ ~ o n 6  d'un ohdrte pahtcd complet 

c r; , L) d w  un &e C D  + u 3 e&t M-même un o&e paktid complet. 

r (  L ' k  jJT 5cnX u l g é b n q u e ~  atam i ~ )  + r)'l é g d e m w  &éb%ue. 

3 i  D : c p i  a m t  d a  domaines de calkut aRoa C D  + D' 1 ut un domaine de 

%-dd 

Y L  L' i O' m~t deb ah . iLL4~  c o W  jnebpectivement aîgébhiquu) a l o u  

;u -+ 1 j . j  r a i  ~n . t f L U  con t i nu  (hCbpe~V4mU. t  @éb/Lique). 

ThGotrhe - 4 .  "du point &i.x.e ctc do KnesXek T m h y .  T o d e  ionction contuuce 

f E C D  + DI d'un orrdhe pczhtcd camplet (D, L) dam ~ - m h e ,  adma 

un p l u s  petit point f i x e  Y(f) E D id que 

Les r é s u l t a t s  que nous rappelons à présent  s o n t  essentiel lement e x t r a i t  

de l ' a r t i c l e  de L.  C..$avzc&n : "Data type a s  La t t i ces  : Retrac t ions ,  

c losures  and projec t ions t t  C22  1. Ils c o n c e r n e n t l e s t r e i l l i s  complets mais 

ce r t a ines  d é f i n i t i o n s  e t  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  pourra ient  sans doute s ' é t endre  

à des ordres p a r t i e l s  complets p lus  généraux que l e s  t r e i l l i s  complets. 

~ é ~ i n i t i o n  - 18.  Une a p p m n  f E [D + Dl d'un . f i r m  cofnflet 

dam hi-même ut a p p d 2 e  

Retract b i  f o f  f 

Cloture 4i 1 L f 1 e6t l l a p p W n  iden.-tité 

projection h i  f L 1 



P/ropdLtLon - 5 .  Si f E CD + DI ut une applkaLLon continue d'un 

complet ( D , L) dam hi-même b u  l '  ensemble F I X ( ~ )  d e s  point% dixes 
de f est un 6 o u d - & W  complet de D 

Théotème - 6 .  Si f est un /r&.uot, une & ô M e  ou une p/roje&n dans D dom 

f ( ~ )  est a o w - & W  complet de D. 

Théo/rbe - 7 .  Si f une d ô m e  dam D tme que f (D) aont un hou-f i-  
complet de D & o u  f ut c o W e .  

ThZohème - d .  Si DI ut un bous-fieieeid de D & o u  D! est l'image de D pm 
un tetmct. S i  D I  &A pom l t o p h . L b n  d l in tmec t ion  n de D a l o u  

DI est l'image de D parr une ceô.tutre. 

S i  D I  est &a POWL l l o p W o n  d'union u de D b u  D *  ut l'image de D 
pah une pojeotion. 

Ré6-n - 1 9 .  Une sepreiaentation d'un @LW ( D ,  L) dçwb un &&%A 

(D!, LI) une. paihe d l a p p k k c ~ n a  ( f , g )  f : D + D I ,  g : D I  -+ D 

X&ea que : 

a & c i J SULLIC' J rncirio l a i i ~ b  

II, L gof ID e4-t &'applc&on i d U é  de 0 

f o g  L'$y U A  t1appk5ca%on d m @  de. 0' 



Phopo4LCLon - 9 .  Une p u h e  d'appeicat ion6 ( f , g ) ,  f : D + D ' ,  g  : D'  + D 

e s t  une h e p é ~ w t u t i o n  m e  D et D '  4 i  et 4ecLeemM 4 i  

V é 6 h ~ o n  - 20. Une h e p é b m t z t i o n  ( f  ,g) entrre d e m i - & t W  ( D ,  L) et 

(Df , L ' )  eôx cont inue 4 i  g  : D '  -+ D eôt CO~?%IU~. 

S i  g  eôt  une b i j e c t i o n ,  ( f , g )  e.ô.t une c l d t u r e  de D '  dand D.  

S i  f  est  une b i j w n ,  ( f , g )  est  une p w j e h n  de D dans D I .  

Une représenta-tiond'un t r e i l l i s  dans un a u t r e  permet de r e l i e r  l e u r s  

s t r u c t u r e s  dans l e  cas  où aucun des  deux n ' e s t  s o u s - t r e i l l i s  de l ' a u t r e .  

Théo&ème - IO. Un l ; l r U  ( D I  , L) eôt  une & m e  conXinue d ' u n  

a k u 2 . i ~  (D, L) h i  et 4 d e m M  6 ' Z  e s t  i.bomohphe à un 4 o u b - & t m  corn#& 

de D, behmé p o u  l ' i n t m e d . o n  O 4Uh D 

Phopo4rrtion - 6 .  S i  un &LW complet ( D ,  L)  eôt  i n j e d t j  (contUuc) et 

h i  ( D * ,  L I )  ut un hefrLaCt conCinu de D d o m  D I  eôt  i n j e&( .  

Théohème - I 1 .  Un &tW complet ( D , L) ut i n j e o t i d  a i  et b ~ e m e v L t  h i  

i l  e s t  une /ru%actkin cont inue d e  (PD, 5) : l1en4ernbee des mes de D 

muni de la t e e a t i a n  5 ~ ~ b u & e  &e A O L L A - ~ ~ A ~ ~ ~ ~ ~ .  



Théotème - 1 2 .  S i  (f,g) est une d ô u e  c o W e  d'un (DI, Li) 
dand un ; t / L U  (D, L) & A L  (D, L) est dgébhique u t o u  (DI, L ~ )  est 
auaai algiib*ue. 

ihEor,he - 1 3 .  Un (Dy L) eb.t @éb@ue A i  et A d e m M  h ' a  est 
une & Ô M e  continue de (PD, 5 ) .  

Théotème - 14 .  S i  Le R h U  ( D ,  i) est une ptro jeotion covctinue du 

(D, 5 )  & o u  (D, L) est & é b w u e  

Un exemple classique d'utilisation de ces définitions est constitué 

par l'étude de la sémantique des schémas de programme déterministes. 

Si D est un treillis continu (respectivement un domaine de calcul), 

1 
= CD -+ Dl est lui-même un treillis continu (respectivement un domaine 

de calcul). Il en est de même pour D = CD1 -+ Dl]. 2 

Il est possible d'associer aux llbons'' schémas, un élément de D c'est 
2 

à dire une fonctionnelle continue qui permet de définir, par approximation 

successive, une fonction associée au schéma. Cette fonction est le "sens" 

du schéma de programme. On trouvera dans VU1 C301 un bon exemple de mise 

en oeuvre de cette approche de la sémantique. 

Un autre exemple est constitué par la construction des types d'objet entiers 

en tant que retracts de PN, l'ensemble des parties de N, que Scott effectiie. 

dans le cadre d'un modèle du Lambda-calcul [ 251 

PN, muni de la relation de contenance usuelle entre sous-ensembles de Ny 

est un treillis complet continu et même algébrique, dont les éléments 

finis sont les sous-ensembles finis de N, l'élément minimum : l'ensemble 

vide 0 et l'élément maximum:N lui-même. 



Les s ingle tons  de N sont  incomparables par  5 e t  l ' o n  a  : 

D e  s o r t e  que l a  s t r u c t u r e  proposée s u r  PN a p p a r a i t  comme une g é n é r a l i s a t i o n  

de l a  s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  cont inue s u r  N .  

Une app l i ca t ion  f  : PN + PN e s t  cont inue s i  Vx E PN, W, f ami l l e  de 

sous-ensemblesfinis de N t e l l e  que x = u 
yex Y 

I l  e s t  poss ib le  de donner une formulat ion p l u s  topologiquede c e t t e  

d é f i n i t i o n .  

Prenons comme base de vois inage  l e s  sous-ensembles de PN de l a  forme 

{X E PN / e 5 X) pour e  donné de c a r d i n a l i t é  f i n i e .  Un ouvert  e s t  a l o r s  

une union de vois inages .  

M e  fonct ion f : PN + PN e s t  cont inue s i  l ' image réc iproque  d'un ouver t  

de PN par  f est un ouver t .  C 'es t  à d i r e  que f  e s t  cont inue s i  e t  seulement 

s i  : 

W. E En e t  pour t o u t  e  E PN, de c a r d i n a l i t é  f i n i e  

e  5 f (X) s i  e t  seulement s i  je '  5 X t e l  que e  5 f ( e V  ) 

avec e '  E PN et  de c a r d i n a l i t é  f i n i e .  

En f a i t  c e t t e  d é f i n i t i o n  de l a  c o n t i n u i t é  e s t  équ iva l en te  à c e l l e  q u i  

découle de la  s t r u c t u r e  de  domaine. 



Il est possible de faire correspondre à toute fonction continue de PN 

dans PN, un sous-ensemble de N de la manière suivante : 

commençons par numéroter les sous-ensembles finis de N. 

Soit {k kl, ..., k 1 un sous-ensembl de N avec k i k i ... i km-l 
m- 1 m-f O 1 

Posons {k ,k ..., km = e avec n = 
O 1' - n L ki* i=o 

A une fonction continue correspond un sous-ensemble de N x N 

L 

Numérotons à présent les couples d'entier en associant a (n,m) 
n (n ,ml (n+m) (- + 1) + m. Nous appelerons G une application de l1 en- 

2 m r 
semble des fonctions continues dans PN définie par 

Inversement, à tout sous-ensemble u de N, correspond une application 

continue de PN dans PN 

ft(u)(x) = {m / 3e x tel que (n,m) E ul n 

Remarquons que f (G (f)) = f et par ailleurs u 5 Gp(ft(u)) avec 
t r  

u = Gr(ft(u)) s'il existe f tel que u = Gp(f). 
Posons GF = Gr O ft 

u = GF(u) slil existe f tel que u = Gr(f) 

GF(GF(u)) GF(u) c'est à dire GF 0 GF = GF 
Une application telle que GF est un retract. 

Les éléments de PN qui sont associes à une application continue, sont 

caractérisés par le fait d'être points fixes de GF. 



Soi t  G = {u E PN / GF(u) = u )  

L'image de PN pa r  un r e t r a c t  continu e s t  à son t o u r  un t r e i l l i s  complet 

continu qui possède donc des éléments f i n i s .  Les éléments f i n i s  son t  

l e s  éléments d e  G de c a r d i n a l i t é  f i n i e .  I l  e s t  poss ib le ,  à présent  de 

donner une dé f in i t ion  de l a  notion de type d ' o b j e t  : 

Un type d ' o b j e t  e s t  l ' image de PN par un r e t r a c t  continu 

Avant de donner un a u t r e  exemple de type d ' o b j e t ,  déf in issons  l e s  

fonctions de p lus ieurs  va r i ab les .  

f (xo  .xl,. . . .X ) e s t  une appl ica t ion  de PN x PN . . . x PN dans PN 
kl \ 

a 

k 

q u i  e s t  continue s i  e l l e  e s t  continue pour chaque var iable .  

3F c PN t e l  que : 

S o i t  C(x,y,z) = z 3 x,y = En E x / O E z )  u {m E y/3k t e l  que k + l  E z )  

Q S ~ Z = Q  

x s i z = O  
Z 3 x,y = y s i O L z  

xuy s i  O E z f O 



Ui couple (x,y) peut être défini par l'application 

P (u) = u a x ,  (u-1) > y ,  Q 
XaY 

Pour x et y donnés : x = a, y = b. 

Pa,b (u) est une application de PN dans PN pour laquelle 

,b (u)) est un certain élément de PN. 

Le type d'objet est formé par l'ensemble des éléments p de PN 

tels que a,b tels que p = Gr(paab(u)). Les éléments p de PN sont les 

points fixes du retract 

Nous avons dit que l'image de PN par un retract continu était un treillis 

complet continu. Ceci assure que les éléments de ce treillis pourront 

être calculés par approximation successive. Dans le cas du type d'objet 

"couple" ces éléments finis sont les couples partiellement déterminés : 

iQaQ), (Q,yl, (x,Q). 

Ea définition de types d'objet par une équation de types exige davantage. 

Elle exige une structure d'ordre sur l'ensemble des retracts. 

La relation 5 sur l'ensemble des images de PN par les retracts continus 

ne donne pas la structure souhaitée. L'ensemble des applications qui sont 

des retracts, est un treillis complet mais non pas continu. 



11 e s t  poss ib le  de d é f i n i r  un a u t r e  ordre  sur ces  appl ica t ions .  

f S g si f est un r e t r a c t  de g. 

Tout couple de r e t r a c t s  possède un p lus  grand minorant pour c e t t e  

r e l a t i o n  d 'ordre.  De p lus ,  t o u t e  s u i t e  (ailicN de r e t r a c t s  t e l l e  que 

a S a  e t a i s a  
i itl i+ 1 possède une l i m i t e  supér ieure  u {a i / i  r N I .  

Cet te  propr ié té  permet de d é f i n i r  un r e t r a c t  comme l i m i t e  d'une 

s u i t e  de r e t r a c t s  ce q u i  e s t  indispensable pour d é f i n i r  des types d 'obje t ;  

par  une équation de r e t r a c t s .  

Une exploi ta t ion  mathématique complète des p ropr ié t é s  de l'ensemble des  

r e t r a c t s  semble ne pouvoir se f a i r e  que dans l e  cadre de l a  théor ie  

des catégories.  Leh C 11,13 1. 

Les formalisat ions de l a  notion de type d 'ob je t  peuvent sembler a b s t r a i t e s  

e t  éloignées de préoccupations d'un p ra t i c i en .  Cependant, l e  t r a v a i l  

de Vuillemin [ 313, de Tennent C 28 ,  29J, en ce q u i  concerne l a  sémantique 

dénotat ionnelle ,  l e s  t ravaux de Guttach C7, 81 en ce q u i  concerne l a  

théor ie  algébrique des types d 'ob je t s  montrent que des appl ica t ions  

expérimentales sont  poss ib les .  



CHAPITRE I I  

On s a i t  que l e s  calculateurs opèrent, caZculs e t  trûnefonations 

sur des objets, par exemple, des n-upplee de b i t s  que noun 
appe Zerons "objets machine ". 
Les pogtrammewtb leur associent des objets externes appartenant à certcrim 

ensembles : l e t t r e s  de 'alphabet, nwnéros-mtpi~ut~ ,  entiere, pQa18, . , , 
En théorie de schémas de programne, on adpare, de mame, l 'aspect 

syntaxique d'un programne : l e  schéma proprement d i t ,  de son 

aspect ~émanaXque l i é  à la donnde d'une interprdtation des symboles 

apparaissant dans l e  schéma par  des fonctions e t  des objets conve- 

nablement choisis. 



Par une démarche s i m i l a i r e ,  déf in issons  11 in te rp r4 ta t ion  dlu? ensemble 
1) 

ci1 ob je t s  r n a ~ h i n d ' ~ a r  un ensemble S d ' ob j etç externes,  comme é t a n t  l e  couple 

dl appl ica t ion  ( f  ,g) f  : M + S  

g donne l a  représenta t ion  d'un o b j e t  de S par  un ob je t  de M 

f donne l e  "sens1' d'un ob je t  de M .  

11 f a u t  avoi r  f O g = IM e t  g O f = 1 1 e s t  l ' a p p l i c a t i o n  identique S  M 
s u r  M e t  1 l ' a p p l i c a t i o n  identique s u r  1 

S s ' 
Le choix d'une i n t e r p r é t a t i o n  e s t  l a i s s é  à l ' a r b i t r a i r e  des progr?ammeurs 

e t  n ' e s t  pas complétement e x p l i c i t é ,  l e  p lus  souvent. Cet te  p a r t  d 'a rb i -  

t r a i r e  peut ê t r e  r é d u i t e  s i  on impose à f  e t  g d ' ê t r e  des homomorphismes 

pour une ce r t a ine  s t r u c t u r e  mathématique des ensembles M et  S. C 'es t  préci-  

sément l ' un  des bu t s  d'une déclara t ion  de type d 'ob je t  dans un programme 

que d ' e x p l i c i t e r  c e t t e  s t ruc tu re .  

Pour des ra isons  évidentes M e s t  un ensemble f i n i .  Or, il e s t  assez  f a c i l e  

de donner des exemples dl ensembles S  i n f i n i s  : 1' ensemble des réèls,  

l'ensemble des e n t i e r s  ..... 
8 ne Pourra donc pas toujours ê t r e  b i j e c t i v e  n i  m ê m e  simplement in jec t ive .  Dès 

l o r s ,  l a  d é f i n i t i o n  de f  pose un problème. 

Avant d 'explorer  une troisième voie ,  commencons par  examiner de ce point  

de vue, l e s  deux formalisat ions de l a  notion de type d 'obje t  passées en 

revue au chapi t re  1. Dans l e s  deux cas g e s t  considérée comme une appl ica t ion  

p a r t i e l l e  . 

Pour Goguen, Thatcher e t  Wagner, un type d 'obje t  e s t  une algèbre i n i t i a l e .  

f e t  g doivent donc ê t r e  des homomorphismes pour une c e r t a i n e  s t r u c t u r e  

d 'algèbre.  Ceci s ' i n t é g r e  t r è s  bien à l a  d é f i n i t i o n  d'un type d 'obje t  par  

une algèbre i n i t i a l e  . 



Choisissons a l o r s  dans Sunsous-ensemble a pouvant é t r e  m i s  en cornespondance 

avec M par  une b i j e c t i o n  e t  adjoignons à M un o b j e t  supplémentaire : 

"erreur" 

g ( s )  = "erreur" s i  s # a 

Considérons, par  exemple TD l 'ensemble des mots de 32 b i t s  e t  N ,  l 'ensemble 

des  e n t i e r s .  

Soi t  N = {n / 0 s n  s 232 - 1 )  
TD 

I l  e s t  f a c i l e  de d é f i n i r  une appl ica t ion  p a r t i e l l e  de N dans TD en posant 

32 - 
p(n) <al, a 2 , .  . . ,a 

3 2  > avec a  a l  , . . . ,a t e l s  que n  = a .  2 i-1 n  1 ,  
i=l 

La d é f i n i t i o n  de f  ne pose a l o r s  aucun problème. 

Cependant, f et g ne s o n t  p lus ,  a u s s i  d é f i n i e s ,  des homomorphismes pour 

une s t r u c t u r e  algébrique s u r  N t e l l e  que l a  s t r u c t u r e  d'anneau eucl id ien .  

En pra t ique ,  on s e  contente  d ' avo i r  un homomorphisme approché dont l e s  

" i r r é g u l a r i t é s "  sont  b ien  connues des programmeurs expérimentés. 

Mais il f a u t  é t r e  plus exigeant  pour une formal isa t ion  e t  in t rodu i re  un 

élément "erreur" dans l a  d é f i n i t i o n  de l a  s t r u c t u r e  algébrique.  C'est ce  

que proposent Goguen, Thatcher e t  Wagner C ,181. Ce n ' e s t  pas simple parce 

que l ' o b j e t  "erreur" possède des propr ié tés  absorbantes ce  qui  i n t r o d u i t  

des d i f f i c u l t é s  logiques. 

Ainsi ,  s i  8 e s t  un opéra teur  b i n a i r e  e t  n un élément de TD on aura en généra l  

u B "erreur" "erreur" 

I l  f a u t  in t rodu i re  des opéra t ions  de t e s t  d ' e r r e u r  qu i  permettent d ' é v i t e r  

d ' u t i l i s e r  "erreur" comme opérande. La descr ip t ion  d'un type d 'ob je t  par  l a  

spéc i f i ca t ion  d'une a lgèbre  i n i t i a l e  n'en e s t  pas f a c i l i t é e .  



üne seconde solution à la définition de f et g consiste à supposer que 

M et S possèdent une structure de treillis d'approximation "a la Scott". 
S possède un élément minimum 1 : l'indéfini et un él6ment maximum T le 

surdéfini . 
De même M possède un élément minimum : 1, l'indéfini et1 un élément 

maximum : "erreur", le surdéfini. 

Il n'est pas utile de supposer que M soit fini car la définition de g : 

application partielle de S dans H n'utilisera qu'une partie finie de H. 

f et g devront être des applications croissantes et même continues 

c'est à dire préserver les limites. 

De plus f 0 g L I s e t  I M L g O f  

Prenons, par exemple S = N u L u T muni de la structure d'ordre définie 

Prenons pour M l'ensemble des mots d'un nombre quelconque de bits et 

posons Mn E: M l(m) = nombre de bits de m. 

Adjoignons à M:L et "erreur11 et posons L L m L "erreur" Vm c M 

"erreurf1 est le surdéterminé 

1 représente la "valeur" d'une variable dans un progrme avant toute 

application. 

Posons 

avec al,a2, ..., a tels que n = 
P i=l 

Ceci si O r n < 232-1 

g(s) = 1 si s = 1 ou si s 2 2 32 

g ( ~ )  = "erreur" 

f s ' en déduit immédiatement 

f(1) = 1 



S i  S possède une c e r t a i n e  s t r u c t u r e  algébrique,  l e s  opérat ions qu i  

l a  ca rac té r i sen t  o n t  l e u r  version l 'part iel le1 '  d é f i n i e  pour l e s  éléments 

de S pour lesquels  g est a u s s i  d é f i n i e  mais il fauàra  que ces opéra t ions  
soient continues. Il s ' en  déduira immédiatement des opérat ions s u r  M pa r  

l ' i n t e rmédia i re  de f e t  g. 

Aussi supposons que dans l'exemple ci-dessus nous introduisons l a  fonct ion  

successeur SüCC sur N .  Il l u i  correspondra sur M l a  fonction SECM d a f i n i e  

par  : 

La donnée d'une s t r u c t u r e  algébrique permet donc d'imposer des con t ra in tes  

à f e t  g comme dans l a  d é f i n i t i o n  p m m e n t  algébrique d'un type d 'ob je t  

mais, de p lus ,  il est poss ib le  de h ié ra rch i se r  e t  de r e l i e r  e n t r e  elles 

d i f f é r e n t e s  implémentations dl  un type d' objet; par  exemple en dé f in i s san t  

g pour les e n t i e r s  i n f é r i e u r s  à 216, ou g2 pour les e n t i e r s  i n f é r i e u r s  a $2. 
1 

Les deux façons de c h o i s i r  f e t  g que nous venons de v o i r  s ' e f fo rcen t  de 

renàre  g b i j e c t i v e  pour f a c i l i t e r  l a  d é f i n i t i o n  de f .  

Une troisième p o s s i b i l i t é  cons i s t e  à accepter  que g s o i t  s u r j e c t i v e  avec 

l a  conséquence immédiate d'un t e l  choix : f devient  multivoque. Il s'agit 

là d'une idée proche de c e l l e  de Nolin C 18 1 .  Dans ces condit ions f(M) 

se ra  une famil le  de sous-ensembles de S. Prenons par  exemple S égale 3 

N e t  M égal  à l 'ensemble des mots de 32 b i t s .  

Adj oignons a M, "erreur". 

Posons g(n)  = <al,al, .  . . ,a 32' s i  n i; 232-1 

avec 
O 32 i-1 

a .  = i l  e t  al,a2,.  . . ,a t e l s  que n = 1 a12 1 32 
itl 



A t lemeurl '  d o i t  correspondre In / n 2 2 3 2 ~  

En e f f e t  nous ne sommes pas sans information sur l e  r é s u l t a t  d'un c a l c u l  

s i  ce lu i -c i  s e  t e m i n e  par  "erreur". Dans ce cas ,  l e  r é s u l t a t  e s t  un 

e n t i e r  supér ieur  à 2 3 2 - ~ .  

f(M u "erreur") e s t  un recouvrement r de N 

Une i n t e r p r é t a t i o n  de M li "erreur" dans N e s t  a l o r s  c a r a c t é r i s é e  par  

l a  donnée du recouvrement r e t  d g  un couple d' appl ica t ion  ( 8 ,g) 
O& Pest d é f i n i e  par 

e t  2 par 8({nl )  = g(n)  s i  n s 2 3 2 - ~  

Supposons à présent  que nous disposions de M' : l 'ensemble des mots de 

64 b i t s .  Nous pourons l u i  a s soc ie r  un recouvrement r' d é f i n i  par  : 

a 

e t  deux appl ica t ions  (fl,g') déf;inies par  : 



Remarquons q u ' i l  e s t  poss ib l e  de d é f i n i r  des  s t r u c t u r e s  a lgébr iques  

s u r  r e t  r ~ > .  Par exemple l a  fonc t ion  SUCC sua? 

e t  de même s u r  r1 l a  fonc t ion  SUCC' 

SUCC' ( t n )  1 = {n+l )  s i  n  < 264-1 

64 64 
SUCC1(ln)) = i n  / n r 2 1 s i n  = 2 -1 

Iles opéra t ions  correspondantes  s u r  M do ivent  v é r i f i e r  

In tu i t ivement  r *  e s t  un me i l l eu r  recouvrement de N que r c a r  t o u t  sous- 

ensemble appar tenant  à r e s t  coupé en p l u s i e u r s  sous-ensemblesle r ' .  De 

plus, r' con t i en t  davantage de s i n g l e t o n s  de N que r. Pour c e t t e  r a i s o n ,  

SUCC' approche mieux que SUCC l a  fonc t ion  successeur  s u r  l e s  e n t i e r s .  

Dans c e t  o rd re  d ' i d é e s  remarquons que 

a l o r s  que 



3 2 
l n  / n 2 2 3 2 ~  e s t  en quelque s o r t e  une approximation de 2 . 

Nous considérons donc que t o u t  ensemble u contenant  

un ensemble v est une approximation d e  v 

S c o t t  considère que, au c o n t r a i r e  c ' e s t  v q u i  e s t  une approximation de 

u. I l  e s t  c l a i r ,  cependant que s i  nous savons qu'un e n t i e r  n e s t  p a i r ,  

c ' e s t  à d i r e  que n E {2*k j k 6 &), nous détenons une information sur n.  

I l  e s t  donc log ique  de c o n s i d 6 ~ e r  {2*k / k E NI comme une approximation 

cie n .  

Donnons un a u t r e  exemple de ce type  de d k p c h e  

Soi t  A l ' a l p h a b e t  (a, 8 ,  z ,  O, E) e t  M l 'ensemble des formes 

s e n t e n t i a l e s  engendrées p a r  l a  grammaire : 

où + r ep ré sen te  une a l t e r n a t i v e  : 

a  -+ z + f3 e s t  équiva len t  à a -+ z 

a + B  

M e s t  no t re  ensemble de l1mots machine". 

11 e s t  i n f i n i  mais comme c e l a  se p rodu i t  dans l e  c a s  d'une s t r u c t u r e  

d'approximation "à l a  Scot t"  il ne s e r a  pas  néces sa i r e  de d i spose r  de 

t o u t  l 'ensemble M. Un sous-ensemble f i n i  s e r a  s u f f i s a n t .  
* 

Remarquons que l a  r e l a t i o n  m => m : m dé r ive  de m e s t  une r e l a t i o n  
1 2 2 1' 

d 'o rd re  su r  M .  



uéfinissons, à présent un couple dlapplications(f,g). 

f est une application de M dans PN. 

g est une application que nous pr6ciserons dans un instant, dlun recou- 

vrement r de N dans M. 

f est défini récursivement par 

Le recouvrement r de N est défini de la manière suivante : 
+ 

{O) , N, N appartiennent à. r 

si s 6 r alors {2*n / n E S} et {2*n+l / n E appartenant à 

+ g peut être défini à présent : si s est égal à N, N ou 10) alors 

Si s * N, N', 101 mais appartient à r, s est égal à {2n / n E sl} ou 

{2n+l / n E sl) avec sr E r 

r est un recouvrement infini nais nous pouvons utiliser un recouvrement 

de N plus grossier, extrait de r. 
+ Par exemple r = {N, N+, (01, {2*n / n r N+I, {2*n+l / n e N 1 1 .  1 



Le sous-ensemble de M correspondant e s t  M { a ,  8 ,  z ,  O.z, E.B, 0.6) 
1 

Deux appl ica t ions  f e t  g1 sont  associées  à M e t  r . 
1 1 '  

pour u e M 1 

0.z s i  s = 111 
pour s E r 1 g,(s) = E.B s i  s = {2*n / n E N+I 

Nous pouvons également e x t r a i r e  de r l e  recouvrement r 2 ' 
Posons : 

e t  M2 = {a, 8 ,  z ,  O.z ,  0.0.2, E.G.z,  E.8, 0.6, E.0.8, E.E.8, 0.0.6, 0.E.B) 

La d é f i n i t i o n  du couple ( f2 ,g2)  associé  e s t  immédiate quoiqulun peu 

longue, nous ne la  donnerons pas. 



I l  e s t  naturellement poss ib le  de d é f i n i r  des opéra t ions  sur r ,  
='lY ='2 

Définissons par  exemple, l a  f o n c t i m  SUCC sur r 

SUCC (N) = N 

SUCC (Nt)= N' 

swc ({O)) = il) 

SUCC ( s )  = {n+l  / n E s)  = s+l 

SUCC a sur les s ingle tons  de N l a  même d é f i n i t i o n  que l a  fonct ion  succes- 

saur sur les e n t i e r s .  

D e  même dé f in i s sons  s u r  M l a  fonct ion  SUCC M ' 

SUCCM(E. ) = 0.m 
m 

En f a i t  SUCCM g 0 SUCC 0 f  

L a d é f i n i t i o n  deSUCC e t  de SUCCM i n d u i t  des d é f i n i t i o n s  s i m i l a i r e s  sur 

r M e t  sur r 
1' 1 2' M2' 

Définissons SUCC1 par  exemple SUCC : r l + r  
1 ' 

+ + / { 2 * n + l /  n E N 1 s i s  = {2*n / n ~  N } 



En fait SUCCl(s) = SUCC(s) pour s c rl. 

il s e r a i t  poss ib le ,  quoique long, de d é f i n i r  SWC2 : r 2 -t r 2 e t  nous 

aurions SUCC2(s) = SUCC(s) pour s É r 2 ' 

I l  e s t  possible de do te r  l e s  recouvrements d'une s t r u c t u r e  algébrique 

par  l a  d é f i n i t i o n  d'opérationsconvenables e t  mgme de c a r a c t é r i s e r  ces  

s t ruc tu res  algébriques par  une notion d 'algèbre i n i t i a l e .  

La fonction SUCC e s t  donnée sous l a  forme d'un ensemble de couples 
1 

t(N,N), ( N ~ , N + )  ({O}, 1 ,  1 ,  t2*n / n r  N'}), 

({2*n+i / n É Nt}, t2*n / n c N'}), ({2*n / n c N'}, {2*n+1 / n c N'})} 

Ce s o n t  de t e l s  ensembles, qui  cons t i tuent  l e  graphe d'une fonct ion ,  

que nous appelons tables fonctiomelles. 

I l  s ' a g i t ,  en ce qui  concerne SUCC d'une fami l l e  de sous-ensembles 
1 ' 

de N x N .  I l  l u i  correspond un sous-ensemble de M x M. 

t ( a , a ) ,  ( 0 , 0 ) ,  (z,O.z), (0.2, E . B ) ,  (E.0, 0.01, (0.0, E . B ) ) .  

Il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  un type d 'ob je t  en t a n t  qu'algèbre par  l a  

donnée e x p l i c i t e  de recouvrements f i n i s  pour l e s  ensembles supports  de 

l ' a lgèbre  e t  de t a b l e s  fonct ionnel les  f i n i e s  pour l e s  opérat ions de 

l ' a lgèbre .  

Pour que t o u t  ce qui  précède possède un i n t é r ê t ,  il convient de disposer  

d'une r e l a t i o n  d 'ordre p a r t i e l  complet algébrique e n t r e  f ami l l e s  de 

sous-ensembles d'un ensemble de façon à pouvoir cons t ru i re  une fami l l e  

comme borne supérieure d'une s u i t e  de f ami l l e s  f i n i e s  e t  l a  t a b l e  d'une 

fonction comme borne supérieure d'une s u i t e  de t a b l e s  f i n i e .  



Nous pouvons essayer d ' i r ag ine r  ce  que peut ê t r e  une t e l l e  r e l a t i o n  à 

p a r t i r  des exemples proposés dans ce  chap i t r e .  

Soi t  n un élément de N ,  

So i t  s un élément de r t e l  que n E s 1 1 1' 

s e x i s t e  car r e s t u n  recouvrement de N .  
1 1 

Soi t  s un élément de r t e l  que n E s 
2 2 2 ' 

s e x i s t e  car r e s t  un recouvrement de N e t  de s u r c r o î t  s 5 sl c a r  t o u t  
2 2 2 

élément de r provient  d'une fragmentation en deux d'un élément r 2 1' 
I l  e s t  f a c i l e  de montrer que (n)  E r e t  nous avons donc 

Vn E N {nl  5 s2 5 sl . 

s e s t  une mei l leure  approximation de n que s i  parce que n E s c s 
2 2 -  1 

e t  c ' e s t  parce que Vn r N il e x i s t e  s ( u )  E r e t  s 2 ( n )  E r:, t e l s  que 
1 1 

n E s2 (n )  = s l ( n ) ,  que nous pourons d i r e  que r e s t  un "meilleur" 
2 

recouvrement de N que rl. 

Nous é tudierons  dans l e  chap i t r e  III des s t r u c t u r e s  d 'ordre p a r t i e l  

complet algébrique p réc i san t  c e t t e  notion d'approximation e n t r e  familles 

de sous-ensembles. 



CHAPITRE I I I  

Les ré f  lexions quelque peu informeZZes que nous aoms 

présentées dans l e  chapitre II,  conduisent à nous in- 

téresser aux familles de sous-ensembles d'un ensemble 

e t  à rechercher une relation d'ordre entre ces familles 

qui puisse exprimer une relation d'approximation au 

sens où ZOUG l'entendions à la f in du chapitre II.  



Dans une première partie, nous étudierons une relation de pré-ordre 

entre familles de sous-ensembles, définie par : 

soit dl et d2, deux familles de sous-ensembles d'un ensemble, 
L- 

dl LE d2 si Vs E dl 3 0 : sous-famille de cardinalité finie de d 2 

telle que % s' = S. 
s u  

Une classe d'équivalence associéeà cette relation de pré-ordre ayant 

un représentant de classe caractérisé par une propriété de clôture, 

clôture par réunion finie, nous étudierons dans une deuxième partie 

les propriétés de clôture des familles de sous-ensembles à partir du 

treiilisdes familles de sous-ensembles d'un ensemble ordonnées par 

la relation d'inclusion. Enfin, dans une troisième partie, nous tire- 

rons quelques conclusions de cette étude quand au choix d'une rela- 

tion d'approximation entre familles de sous-ensembles. 

La recherche d'une structure d'ordre partiel sur les recouvrements 

d'un ensemble, conduit à s'intéresser aux familles de sous-ensembles 

d'un ensemble. Certaines de ces familles de sous-ensembles sont bien 

connues telles que recouvrements, partitions, bases de filtre ... 
De nombreuses relations d'ordre ou de pré-ordre peuvent être imaginées 

entre familles de sous-ensembles. 

Donnons en troix exemples : 

RI : LA RELATION D '  INCLUSION 

Une f a m i l l e  A est incluse dans une f a m i l l e  B s i  

Va E A a l o r s  a E B 

R est une relation d'ordre qui n'est pas à priori le genre de eela- 1 
tion que nous cherchons car si une famille A est incluse dans une 

famille B, cela n'implique pas que la famille B fournisse de meilleu- 

res approximations que la famille A au sens où un ensemble est une 

approximation de chacun de ses éléments. 



R2 : LA RELATION DE FINESSE (au sens i n t e r i e u r )  

Une famil le A est plus f ine (au sens intbrieur)  

qu'une famille B s i  Va c A, il existe b c B  th1 

que a  5 b 

Rj : LA RELATION DE FINESSE ( a u  sens ixth(wr) 

Une famil le A est plus f ine (au sens extCr ieur~  

qu'une famil le 8 s i  Vb r B, il existe a  r A t e l  

que a  5 b 

R e t  R son t  des r e l a t i o n s  de pré-ordre. La r e l a t i o n  R2 e t  RJ correspond 2 3 - 
au  pré-ordre de Hilner.  

I 

Les trois recouvrements de N : rl, r2, r déapitsdans l e  chap i t r e  II, sont  

r e l i é s  pa r  l a  r e l a t i o n  de f inesse  au sens de R3 : r est plus f i n  que r2 

e t  r2 plus  f i n  que rl. 

Conformément a ce que nous suggérions h l a  f i n  du c h a p i t m  II, s i  A e t  B 

sont  deux famil les  t e l l e s  que A s o i t  plus f i n e  que B au  sens de R3, 

p a r  exemple r2 e t  rl, nous pourrons d i r e  de deux éléments a r A ,  b r B 

t e l  que a 5 b,  que b e s t  une approximation de a .  La f ami l l e  B e s t  a l o r s  

une approximation de l a  fami l le  A.  

Réciproquement, b é t a n t  une approximation de chacun de ses éléments, a 

f o u r n i t  une approximation p lus  f i n e  de c e r t a i n s  éléments de b. 

Cependant, l a  r e l a t i o n  A plus  f i n e  que B n'implique pas que pour t o u t  b c B 

e t  t o u t  u b ,  il e x i s t e  dans A une approximation de u. Il f a u t  a j o u t e r  h 

R3 une condit ion : 

Vb B ,  Vu r b ,  il e x i s t e  a t A t e l  que a 5 b e t  u = a 



Nous avons a l o r s  l a  r e l a t i o n  de pré-ordre R i  : 

Une fami l le  A est plus f i n e  qu'une fami l le  B s i  

pour tout b E B, il existe  une fami l le  a dV4l4ments 
/' 

de A t e l l e  que b = u s  
se a 

Nous imposerons une cond i t i on  supplémentaire en ex igeant  que l a  card i -  

n a l i t é  de l a  f a m i l l e  u s o i t  f i n i e .  Nous j u s t i f i e r o n s  c e t t e  r e s t r i c t i o n  

dans l a  s u i t e  de ce c h a p i t r e .  

Nous déf in issons  a i n s i  l a  r e l a t i o n  de f i n e s s e  R" . 3 -  

Une fami l le  A est plus f i n e  qu'une fami l le  B s i  

pour tout b E B, il existe  une fami l le  a, de car- 

d i n a l i t 4  f in ie ,  d1414ments de A t e l l e  que 

b =  u s  
SE u 

Nous avons, p a r  exemple, r p lus  f i n  que r e t  r p l u s  f i n  que rl au  
2 2 

s e n s  de R:. 

L'ensemble des f ami l l e s  de sous-ensembles c l o s e s  pa r  réunion f i n i e  possè- 

d e ,  s ' i l  e s t  muni de c e t t e  r e l a t i o n  RI1 une s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  complet 3 
a lgébr ique  que nous a l l o n s  é t u d i e r  à présent .  



NOTATIONS 

Soit E un ensemble, nous noterons 

PE 

PPE 

l'ensemble des sous-ensembles de E 

l'ensemble des sous-ensembles de PE, c'est à dire 
l'ensemble des familles de sous-ensembles de E 

n c E' "ES -E respectivement l'intersection, l'union, l'inclusion 
entre &léments de PE, c'est à dire entre sous-ensemble 
de E 

c respectivement l'intersection, l'union, l'inclusion 
"PE' "PE~ -PE entre éléments de PPE, c'est à dire entre familles 

de sous-ensembles de E 

la réunion d'une famille de sous-ensembles de E 

PourSe PPE R S : U  s = { x ~ E / 3 s ~ S t e l q u e x r s )  
E 

sis 

la relation d'inclusion entre sous-ensembles de PPE 

la relation de finesse entre éléments de PPE définie par 

d, cl' E PPE d d' si Vs E d, 30  c dl - PE 

tel que la cardinalité de a soit finie et Ra = s 



TRE I LLIS DES FAMI LLES DE SOUS-ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE, 

CLOSES PAR R~!UNION F I N I E ,  POUR LA RELATION LE 

S o i t  E un ensemble et LE l a  r e l a t i o n  entre  é léments  de PPE d é f i n i e  

précédemment 

Preuve. 

S o i t  dl,d2 deux éféments de PPE t e l s  que d l  cpE d2 

S o i t  s1 un élément de  dl  

V s l  e d l ,  30 c d t e l  que Ru = sl  avec Card(o) f i n i .  I l  s u f f i t  de prendre 
-PE 2 

u r é d u i t e  à {sll ,  dloil  d l  LE d 2 .  



Il découle immédiatement de c e t t e  proposi t ion que LE e s t  une m l a t i o n  de 

pré-ordre. 

Il  e s t  bien connu que, s i  nous posons x y s i  e t  seulement s i  x LE y 

e t  y LE X ,  l a  r r l a t i o n  5 e s t  une r e l a t i o n  d'équivalence e t  nous pouvons 

d é f i n i r ,  à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  de pré-ordre LE, une r e l a t i o n  d 'ordre 

s u r  l e s  classes d'équivalences. 

Ph0pOh&n - 2 .  Lu & d u  d'@q&va(enced ah do ci?!^ à La he(a t i0n  LE, 
d o n t  d e s  +es dihigtes poun la n e e a t i o n  d l u t c ( u s i o n  spE. 

Preuve. 

Soit X une c lasse  d'équivalence associée à L E ' 
Soit  A ,  B deux éléments de PPE appartenant 3 X 

Soit  A upF 8 ,  l a  réunion de A e t  B 

Il est c la ir  que A 5 A dpE 0 c a r  A cpE A uPE B 

Soit  s E A upE B 

S i  s E A ,  il e x i s t e  uA spE A t e l  que RuA = s e t  Card ( a A )  f i n i e ,  

il s u f f i t  de prendre oA = {d. 
S i  s r B ,  il e x i s t e  u% spE A t e l  que R = s e t  Card (O*) f i n i e  

ca r ,  par  hypothèse, B CE A.  

D'où A uPE B LE A. A uPE B E X.  

Tout couple d'éléments A ,  B E X e s t  majoré dans X.  

V E & i n i X o n  - 1 .  Un E l ? ! m e n t  d E PPE est  clos par  reunion f i n i e  h i  vu r PPE 

ta Que O cpE d et Card(o) durie, Ru E d .  



PaoposCtion - 3 .  Datu chaque & ~ e  dtéqdvaCence adooiZe a LE, i( el id te  un 
et un seut Z e Z d  d o s  pm /réunion &Lde, l t é t é m &  mixhum d e  lu ceab~e .  

Preuve. 

Soit X a e  classe d'équivalence associé à E 
Soit x y c X et x clos par réunion finie 

I 

x LE Y et Y LE x -*s r Y, "x c~~ x et Card (a x ) finie tel que Rux = S. 

b i s  étant cios par Aunion fini Ra r x. 
X 

Nous en déduisons 
Y EpE X 

en sorte aue si x est clos par réunion finie, Vy r X y c -PE X; 

Il est évidemment unique. 

Soit upE X = (s / 3x r X tel que s r XI 

'PE X ash L'élément maximum de X. Montrons qu'il appartient à X. 

Soit y E X. 

NOUS avons y LE upE X. 

Soit s c UPE X 

Si s E y alors, il existe a 
y 'PE 

y tel que Ra = s et Card(a ) fini : a = {SI 
Y Y Y 

Si s 4 y 3y' a X tel que s r y' et y' LE y de sorte que 30' v 'PE c y. Par consé- 

quent u X r X upE PE 
X est donc l'unique élément de X clos par réunion finie. 

Nous noterons D (U) l'ensemble des éléments de PPE clos par réunion finie E 

PnoposCtion - 4 .  La k W o n  LE ut une neCetion d 'o&e AW DE( U) . 



Preuve. 

La preuve en e s t  immédiate d'après l a  proposi t ion 3 .  

Preuve. 

Soi t  x ,  y  c DE(LJ). 

S i  x  SpE y a l o r s  x  L y d 'après l a  proposi t ion 1. E 

E 
c y t e l  que Ra = s ,  Card(a ) f i n i e .  Si x i  y, VS E X ,  3 u x - P ~  x  x 

y é t a n t  c los  p a r  réunion f i n i e  Ru x E y e t  x  zPE y 

PhoporiLion - 6 .  DE(U) d o d  p o u  l ' u i t m e e t i o n  

Preuve . 

Soi t  x ,  y  r D E ( U ) .  

Considérons x n y.  
PE 

S o i t  a s  x e y t e l  que Card(u) f i n i e  a 5 x e t  U 5 y.  
PE PE PE PE 

x,y r DE => Ru r. x e t  Ru r y ; d'où Ru r x npE y  

Pkopodit ion - 7. DE(u) ut un M W  comple t  algEbique p o u  LE. 



Preuve. 
DE(u) e s t  un t r e i l l i s  

S o i t  dl, d2  c  DE(u). 

D'après l a  p ropos i t i on  6 d  e t  d  possèdent un p lus  grand minorant d  n 1 2 PE 
d2 

Nous noterons  dl n E  d2 ce p lus  grand minorant dans DE(u). 

S o i t  à présent  d  U d2. 
PE 

d u d e s t  l e  p lus  p e t i t  majorant de d e t  d  dans PPE mais il n ' e s t  pas 
PE 

2 1 2 

nécessairement  c l o s  pa r  réunions f i n i e .  Cependant l e  p l u s  p e t i t  majorant de 

dl e t  d2 dans O (U) d o i t  a p p a r t e n i r  à l a  même c l a s s e  d 'équivalence que E 
dl u d  Il s ' a g i t  donc de l ' é lément  maximum de c e t t e  c l a s s e .  

PE 2 ' 

Nous noterons d U d  l e  p lus  p e t i t  majorant de dl e t  d2 dans DE(U). 1 E 2  

DE(u) e s t  complet. 

S o i t  D une p a r t i e  d i r i g é e  de 0 (U). E 

S o i t  u D =  { s  / 3 d c  D t e l  que s c d l  d ' o ù d c  u p E D V d  r D g  
PE PE 

u D e s t  c l o s  p a r  d i o n  f i n i e .  En e f f e t ,  
PE 

S o i t  a t e l  que a upE D e t  Card(u) f i n i e .  
PE 

V s  c  a ,  3d ( s )  e D t e l  que s c d ( s ) ,  a é t a n t  de c a r d i n a l i t é  f i n i ,  

U d ( s )  e x i s t e  e t  a p p a r t i e n t  à D. Ra c  U d ( s )  c a r  l e s  éléments de D 
SE13 oc aE 
appar t iennent  à D E ( u ) .  D'où R U  r u D c a r  UEd(s) 2 upE D. 

PE PE 
11 e s t  c l a i r  que u D e s t  l a  borne supér ieure  de D.  

PE 
Nous no temns  U, B l a  borne supé r i eu re  d'une p a r t i e  d i r i g é e  de 0 (U) ,  E 

DE(u) e s t  algébrique 

Soit 6 t BE(u) e t  D une partie dirigée de D E ( U )  telle que 
LiE D. 



D'après l a  p m p o s i t i o n  5 6 ZpE U E  D = { s  / 3d E D t e l  que s E d l  

vs E 6 ,  3 d ( s )  E D t e l  que s E d ( s )  

U d ( s )  a p p a r t i e n t  a D e t  nous avons 6 zpE U d ( s )  ce q u i  e n t r a i n e  
E E 

6 L U E d ( s ) .  S e s t  d o n c . f i n i .  
E * 

SE 6 

So i t ,  à présent  d  c (U) e t  A(d) = 16  c BE(u) / 6 LE d l  E 
A(d) e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  c a r ,  s o i t  6 , 6 E A(d) 

1 2  

c a r  DE(u) e s t  un treillis. 

ik p lus  UE A(d) LE d. 

V s  E d,  36 E A(d) t e l  que s E 6. I l  s u f f i t  de prendre 6 = { S I ,  d'où 

UE A(d) = d ce q u i  achève l a  démonstration. 

(U) possède un élément minimum : l a  f a m i l l e  v ide  e t  un élément maximum 
E 

c o n s t i t u é  par PE. 

Constatons que, en  ve r tu  de  l a  propos i t ion  5 ,  DE(u) e s t  un SOUS-treillis 

complet, a lgébr ique ,  pour l a  r e l a t i o n  d ' i n c l u s i o n  CpE, du treillis formé 

p a r  PPE muni de l a  r e l a t i o n  d ' i nc lus ion  EpE. 



D e  p lus  s i  nous notons @ , l 'opéra t ion  qu i  à t o u t  élément d  de PPE 

assoc ie  l 'é lément maximum de l a  c l a s se  d'équivalence de d  pour L @ E ' 
e s t  une c lô tu re .  Nous avons, en e f f e t  : 

- en ver tu  de l a  proposi t ion 6 2) (U) e s t  c los  par  in te r sec t ion .  
/ E 

DE(U) e s t  l 'image de PPE par  une c lô tu re .  O r ,  nous disposons d'un c e r t a i n  

nombre de r é s u l t a t s  s u r  l a  s t r u c t u r e  de l ' image d'un ensemble t e l  que PPE 

par  des retracts, c l ô t u r e s  ou projec t ions .  

Ce sont  ces r é s u l t a t s  que nous a l l o n s  énoncer à présent .  Ils nous permettrone 

de v o i r  pourquoi l e  ca rac tè re  f i n i  de l ' opé ra t ion  @ e s t  indispensable 
/ 

comment étendre l a  d é f i n i t i o n  de LE par l ' u t i l i s a t i o n  d ' au t res  opéra t ions  

que @ , e t  nous conduiront  à modifier l a  déf i f i i t ion  de L E *  



~NSEMBLE DES FAMI LLES 

DE 

SOUS-ENSEMBLES D' UN ENSEMBLE 

Les famil les  de sous-ensembles d'un ensemble E sont  elles-même 

des sous-ensembles. Nous pouvons munir l 'ensemble de ces  fami l les  

d'une s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  pour l a  r e l a t i o n  d ' inc lus ion  &, 
analogue à l a  s t ruc tu re  de t r e i l l i s  dont Scot t  a doté l 'ensemble 

des p a r t i e s  de N. 

Il s ' a g i t  d 'uns s t r u c t u r e  relat ivement bien connue. La p lupar t  

des r é s u l t a t s  que nous énoncons dans l a  s u i t e ,  sous une forme 

adaptée à PPE, ont é t é  donnés pa r  Scot t  dans "Data-types a s  

Lat t ices"  à propos de PN, sauf l e  r é s u l t a t  s u r  l e s  propections 

e t  par  L-E Sanchis dans "Data-types a s  La t t i ces ,  r e t r a c t s ,  closures 

and projec t ions"  dans l e  cas d'ensembles plus généraux que PN mais 

sous une forme d i f f é r e n t e  :de l a  n o t r e ,  due à 1' int roduct ion ,  par  

Sanch i s  de couples dvapplicationsconstituant une représenta t ion .  

Nous renvoyons l e  l e c t e u r  aux rappe l s  mathématiques que nous avons 

f a i t s  dans l e  chapi t re  1. 



Pour t o u t  ensemble E ,  nous noterons : 

- DE, l e  t r e i l l i s  cons t i tué  par  PPE muni de l a  r e l a t i o n  cpE 

- BE, l 'ensemble des éléments f i n i s  ou i s o l é s  de D Les éléments 
E ' 

de 8 sont  l e s  f ami l l e s  de c a r d i n a l i t é  f i n i e .  
E 

- pour t o u t  d  E nous noterons : 
E 

A(d) est de façon évidente une p a r t i e  d i r igée  e t  s a  l i m i t e  upE ~ ( d )  

égale d.  

D possède un élément minimum cons t i tué  par  l a  +amille v ide ,  que nous E 
noterons I e t  un élément maximum cons t i tué  par  PE lui-même e t  que 

E 
nous noterons T Remarquons que s i  E e s t  de c a r d i n a l i t é  dénombrable, 

E 
BE ne s e r a  pas dénombrable. I l  aura l a  puissance du continu.  

Produit cartésien de deux treil 1 is de famil les de sous-ensembles 

Soi t  E e t  F  deux ensembles : DE e t  D l e s  t r e i l l i s  de f ami l l e s  de 
F  

sous-ensembles correspondants. Le produit  ca r t é s i en  de E e t  F, EXF, 

permet de c o n s t i t u e r  l e  t r e i l l i s  DExF cons t i tué  pa r  P  P(EXF) muni de l a  

r e l a t i o n  d ' inc lus ion sur l e s  f ami l l e s  de sous-ensembles de ExF. Mais 

nous pouvons a u s s i  considèrer  l 'ensembleies couples (d,d'  ) où d  E e t  
E 

d' E DF. I l  e s t  f a c i l e  de munir c e t  ensemble de couples d'une r e l a t i o n  

d'ordre p a r t i e l l e  notée c d é f i n i e  par  : 
-P(E,F) 



Soit  d 1' d '  1 c DE, d2, d; r DF 

l'ensemble. des couples ( d , d l )  muni de c e t t e  r e l a t i o n  d 'ordre  forme 

un t r e i l l i s  complet algébrique dont l 'é lément minimum e s t  l e  couple 

(YE, lF), l 'élément maximum ( T ~ ,  T ) e t  1 'ensemble des éléments f i n i s  F 

'E,F 
e s t  cons t i tué  par  l e s  couples (6 ,6 '  ) où 6 r BE e t  6' r BF. 

DE x D e s t  un s o u s - t r e i l l i s  de DExF. F 

Ensemble des applications continue de DE dans DF. 

Une appl ica t ion  f de DE dans OF e s t  continue s i  e t  seulement s i  pour 

t o u t e  p a r t i e  d i r igée  D de DE, f (upE D )  = upF f(D) où 

Cependant, DE e t  é t a n t  algébriques,  nous pouvons donner une dé f in i -  
F 

t i o n  équivalente plus commode. 

PrropohLtLon - 8 .  Une appîicaRnon f  d'un o&e p U e L  complet utgéb*ue 

( x ,  s x )  d m  un autne ( Y ,  sy), tut contOWe h i  et h&ement h i  pom toi3 

x r x, l e  bous-menble de Y dedini pan { f ( u )  / u ix x ct u 6inil ut 

une p u t i e  dihigée de Y et vy ( f ( u )  / u sX x & u 6x1 = f ( x ) .  

Preuve. 

Soit  x r X e t  A(x) = {u / u SX x,  u f i n i } .  

Nous savons que A(x) e s t  une p a r t i e  d i r igée  de X e t  que V A(x) = x. X 



Si f est continue, il est clair que f(x) = f(VX A(x)) = Vy f(A(x)). 

Montrons la réciproque : 

f est croissante 

En effet, soit x, x1 E X tels que x SX x' 

Vu E A(x) u S x S X' c'est à dire A(x) sppE A(xl). X X 

Par hypothèse f(x) = Vy f(A(x)) et f(x') = Vy f(A(xl)) 

A(x) sppE A(xl) => Vy f(A(x)) S V f(A(xl)) c'est à dire f(x) Sy f(x') 
Y Y  

f est continue 

Soit x E X et A(x) = fu / u Sx x, u fini] 

Par hypothèse f(A(x) est une partie dirigée de Y dont la limite est f(x). 

Soit Z une partie dirigée de X telle que V? = x. 
f(z) est une partie dirigée de Y car f est croissante et Vyf(x) i f(x). Y 

Pour tout élément v E f(A(x)) 3u E A(x) tel que f(u) = v, u étant fini 
u S x = V? => Ix'(u) Z tel que u SX xl(u) d'où nous tirons X 
f(u) = v S f(x'Cu)) I V f(Z), ce qui entraine Vy f( (XI) iy Vyf(Z). 

Y Y Y 
Comme nous avons déjà V f(Z) S V f( (XI) = f(x), nous pouvons conclure Y Y Y 
à l'égalité et à la continuité de f. 

Dans la proposition 8, "l'hypothèse {f(u) / u E A(x) 1 est une partie 
dirigée", peut être remplacée par l'hypothèse "f est croissante s u r  

l'ensemble des éléments finis de X". Cette hypothèse assure l'existence 

de Vy Cf(u) / u E A(x)1 pour x E X. 



Dans l e  cas  où t o u t  sous-ensemble de Y admet une borne supé r i eu re ,  

c e t t e  hypothèse peut ê t r e  supprimée. C'est  précisément l e  c a s  des  

t r e i l l i s  t e l s  que D pour l e sque l s  l a  propos i t ion  8 s 'énonce simplement 
E 

P h o p o s ~ o n  -- 8 b d  . Une appfication d'un ~7~uXiX-6 D dand un accthe D 

est con-?%~ s i  et seuleni& s i  Vd c DE, f ( d )  = u f (A(d ) )  
PF 

CohoLtaine. Un iItZrn& d de DE est point 6ixe d'une appeication continue 
f de DE d m  Lui-mhe s i  et s d e n e n t  s i  d = up, f (  A(d) ) 

I l  e s t  b ien  connu que l 'ensemble des  app l i ca t ions  cont inues  d'un t r e i l l i s  

complet a lgébr ique  dans un a u t r e  e s t  luimême un t r e i l l i s  complet a lgébr ique  

( c h a p i t r e  1, théorème 1). 

Nous noterons CD + D 1, l e  treillis des a p p l i c a t i o n s  cont inues de DE dans E F 
il pour une r e l a t i o n  d ' o rd re  notée  s d é f i n i e  p a r  : F 

f ,  g r CDE + DF1 f i g si e t  seulement s i  f ( d )  i g(d )  Vd c DE 

Nous noterons Y H l a  borne supé r i eu re  d'une p a r t i e  d i r i g é e  H de 
EYF 

CD, + D,1. 
L'ensemble des  éléments f i n i s  de CD + OF] e s t  c o n s t i t u é  p a r  des  appl ica-  E 
t i o n s  de l a  forme FU où U e s t  un ensemble f i n i  de couples .  



Appl i ca t ion  d'un produit cartésien d'ordres p a r t i e l s  complets algebriques 

dans un ordre p a r t i e l  complet algébrique 

P u i s q u t i l  est possible de do te r  un produit  c a r t é s i e n  d 'ordres  p a r t i e l s  

complets algébriques d'une s t r u c t u r e  d 'ordre p a r t i e l  complet algébrique,  

il est également poss ib le  de d é f i n i r  des app l i ca t ions  continues d'un t e l  

produi t  ca r t é&ien  dans un ordre  p a r t i e l  complet algébrique.  

Dans ce cas ,  l a  con t inu i t é  se ramène à l a  con t inu i t é  par  rapport  à cha- 

cune des va r i ab les  p r i s e s  séparemrnent. 

En p a r t i c u l i e r  UpE e t  "E qu i  sont  des appl ica t ions  de DE x 0 dans DE 
E 

son t  continues. 

Applications fonctionnelles 

Tout ce  qu i  a  é t é  d i t  à propos des appl ica t ions  d'un ordre p a r t i e l  complet 

algébrique dans un a u t r e  r e s t e  valable pour l e s  app l i ca t ions  fonction- 

n e l l e s .  La notion de con t inu i t é  pour l e s  fonct ionnel les ,  s e  d é f i n i t  d'une 

manière s i m i l a i r e  à c e l l e  des appl ica t ions .  

So i t  (%, S ), (Y, S 1, (Z, S ), t r o i s  ordres p a r t i e l s  complets X Y z 
algébriques ; C X  + YI, CY + Z 1 ,  C X + Z 1 ,  l e s  ensembles dl  appl ica t ions  

continues associés. 

Soi t  G,  une p a r t i e  d i r i g é e  de [ Y  + Z 1  e t  H une p a r t i e  d i r i g é e  de 

Cx + YI. 
I l  f a u t  montrer que g ( y  H) 

O X,Y Yx,z {g O h / h r  HI e t  que 

(yysZ)  O h  = 3 , z  { g o h / g r G I  



Soit  d  E X 

e e c i  pmce  que Vg € G, g e s t  continue. 

a même ( y  G) 0 h(d) = {g / g E G}) o h ) ( d )  = 'vZ{g(h(d))/g O G} 
y,z 

= Y x,z {g 0 g / g r G )  ( d l  

Points f ixes e t  c l8tures 

Nous avons vu, dans l e  chap i t r e  1, que l e s  points  f i x e s  des r e t r a c t s  

jouent un rô le  fondamental dans l a  d é f i n i t i o n  de l a  notion de type 

d 'ob je t  donnée p a r  Scott .  Pour nous, ce sont  l e s  po in t s  f i x e s  des 

c l ô t u r e s  qui vont jouer un r ô l e  important. 

Considérons, par  exemple un ensemble E e t  l e  t r e i l l i s  0 correspondant. E 
Nous pouvons d é f i n i r ,  à p a r t i r  de l ' opé ra t ion  u d'union en t re  deux E 
sous-ensembles de E, une app l i ca t ion  p a r t i e l l e  de DE dans DE en posant 

- 
uE({s}) = {S}~Ù{S} e s t  un élément de c a r d i n a l i t é  1  de D E - 
uE({s ,s 1) = {S u s }où {s ,S e s t  de c a r d i n a l i t é  2  

1 2  1 E 2  1 2  

Dons l a  construct ion du t r e i l l i s  DE(u) donnée au début de ce chap i t r e ,  

nous avons f a i t  jouer un r ô l e  à des éléments d  de PPE t e l s  que 

v6 c d t e l  que ~ a r d ( 6 )  s 2  ÜE(6) gpE d. -PE 

So i t  f  une appl ica t ion  de E dans D.  S i  nous remplaçons E par une approximation 

cons t i tuée  par uri &lémerit de PPE, il pourra ê t r e  in té ressan t  que Y s  c PPE, 

f ( s )  F PPE. 
n 
7 

De même s i  f e s t  une appl ica t ion  de E x E ... x E dans E.  



considérons une appl ica t ion  g E CD + 1. Si  d e s t  un point  f i x e  de g 
E E 

V6 a A(d) g( 6) spE d mais l a  réciproque n ' e s t  pas toujours  vra ie .  Nous 

d i rons  a l o r s  que d e s t  c los  pour g. 

Dti{hLtLon - 2. Un tittirnatt d de DE u t  do6 pou& une application g a p ~ -  

.te& a CDE + DFl d i  g(d) spE d.  

Pour t o u t  élément d c DE, l 'ensemble des éléments de DE c l o s  pour g 

e t  supér ieurs  à d possède une borne in fé r i eu re .  Cet te  borne in fé r i eu re  

peut être obtenue par  i n t e r s e c t i o n  de tous  l e s  éléments de c l o s  pour 
E 

g e t s u p é r i e u r s  a d mais il peut  ê t r e  a u s s i  c o n s t r u i t  par  un procédé 

analogue à c e l u i  de l a  construct ion du plus p e t i t  poin t  f i x e  d'une 

app l i ca t ion  continue. 

PnopobLCion - 10. Si g u t  une appLication appentencznt à CDE + DEI t&e 

que ~d E DE, d sPE g(d) &M l'applicetion Y de CDE + DEI x DE d m  O 

dedutie pan ~ ( g , d )  = uPE  ci) / n E N+} u t  continue en d. 

Preuve. 

Pour g donné, appartenant à CD -+ DEI, Y e s t  une app l i ca t ion  de D dans 
E 

Or dont il f a u t  montrer l a  con t inu i t é .  
Li 

n+ 1 D'après l 'hypothèse f a i t e  s u r  g d c g(d)  => gn(d) spE g (d )  
n + -PE 

I g  ( d l  / n E N e s t  une p a r t i e  d i r igée  qui  à une borne supérieure égale 

Y est croissante 

+ n g é t a n t  continue g(d)  cpE g(d l  e t  Vn 6 N g ( d l  SpE gn(dl  ) 

d'où nous t i r o n s  u {gn(d) / n E N+} cpE UpE PE lgn( / n E N + I  

c ' e s t  à d i r e  Y(g,d) c Y(g,dl) .  -PE 



Y est  continue 

I l  f a u t ,  pour c e l a ,  en v e r t u  de l a  propos i t ion  6 b i s  que 

S o i t  v tz DE t e l  que v zPE upE { ~ ( g , 6 )  / 6 r A(d)l .  

N o u s a v o n s a l o r s ~ ( g , 6 ) ~ ~ ~ ~  V 6 r A ( d ) c ' e s t à d i r e q u e  
n + n + u I g  ( 6 )  / n r N 1 ctE v V6 r A(d) d'où nous t i r o n s  g ( 6 )  cpE 6 Vn r N , 

PE 
V6 r A(d). Nous pouvons donc permuter l e s  l i m i t e s  

c ' e s t  à d i r e  u 
PE (upE ign(6)  / 6 r A(d) / n r N+} spE v Y(g, u PE A(d)) spEv 

Tout majorant de u Y(g, A(d))  e s t  a u s s i  un majorant de Y(g, upE A(d)) PE 

O r  en r a i son  du c a r a c t è r e  c r o i s s a n t  de Y ,  u Y(g, A(d)) cpE Y(g, upE PE A(d) 

Y e s t  donc cont inu en  d. 

S i  d = LE, ~ ( g , d )  donne, Vg E [DE + 0 1 l e  p l u s  p e t i t  p o i n t  f i x e  de g.  
E 

Phopodition - 1 1 .  Si g est  une appeication apprutenant d [DE + DEI t&e que 

vd r DE d spE g ( d )  &OU l'appfication Y de COE +DEI x DE d m  DE deainie 
pan Vd s DE Y(g,d) = upE tgn(d)  / n s N+I, e6.t une d Ô M e  conLLnue en d. 

Preuve . 

D'après l a  propos i t ion  10, pour  g donnée, Y e s t  une app l i ca t ion  de 4 dans DE. 
E 



D e  p lus ,  il e s t  c l a i r  que d spE Y(g,d) Car d c g(d)  e t  g(d)  r {gn(d) / n c N') -PE 

Il reste montrer que Y est un r e t r a c t .  

Ceci du f a i t  de l a  c o n t i n i i t é  de Y en d. 

d'oii Y(g,Y(g,d)) = Y(g,d). Y e s t  bien un r e t r a c t  en d.  

Pkopo~Ction - 12. S i  g ut une appLication appa&twad à CDE + DEI teCee que 

=PE g(d)  poirn t o t 3  d r OE &/t6 d e6 t  un point 6ixe de g b i  et seulement b i  

d = Y(g,d). 

Preave . 

S i  d e s t  un point  f i x e  de g a l o r s  gn(d) = d Vn c N+ d'où Y(g,d) = d. 

Réciproquement g(Y(g,d)) = Y(g,d). 
n+ 1 En e f f e t ,  g(Y(g,d)) = g(upE tgn(d) / n r N+I) = upE {g ( d l  / n r N+) = Y(g,d) 

S i  Y(g,d) = d nous avons a l o r s  g(d)  = g(Y(g,d)) = Y(g,d) = d. 

Ptoposieion - 13. Si g ut une appLication ap)rutennnt 21 CDE -+ DEI, Ca botne 

h 6 W e u n e  de C1etuembCe de6 @lEmen& de DE d o s  pom g, oupi!fiieum r à - ~ n  

étément d de O,, ut é g d  à Y( ~ y g , d )  où I ut C'appfication ididentique de D 
E. 

d m  DE. 



Preuve . 

Iyg e s t  une appl ica t ion  continue de D dans DE. Nous avons, en e f f e t  
E 

(1yg)(d) = d UpE g (d)  e t  UpE est continue. D e  p lus ,  nous avons Vd E DE 
d UpE ( Iyg ) ( d) . Considérons, pour d c D Y( Iyg ,d) . D ' après  l a  proposi t ion E 
1 2 ,  Y(Iyg,d) e s t  un point  f i x e  de Iyg c ' e s t  à d i r e  que Y( 

Y(Iyg,d) UPE g(Y(Iyg,d)) = Y(Iyg,d) ce q u i  en t ra ine  g ( Y ( I ~ g , d ) )  EpE Y(Iyg,d) 

y ( ~ y g , d )  e s t  donc c l o s  pour g. 

Montrons que c ' e s t  l a  borne i n f é r i e u r e  des éléments de D c l o s  pour g ,  
E 

supérieurs à d. 

So i t  d1 E DE d SpE d g ,  t e l  que g ( d l )  SpE d l .  Nous avons donc 

d1 upE g ( d l )  = d' = ( Iyg)  (d l  ). La proposi t ion 11 en t ra ine  que y(lyg,dl  )=d ' .  

Vu l a  croissance de Y ,  d  c d '  => Y(g,d) SpE Y(g,dl ) = d' . 
-PE 

Th@oki?me - 2 .  L8appfi&n c de CDE + DEI x O, d m  DE di26inLe pin ~ ( g , d )  

c(g ,d)  = Y ( I Y ~ ,  d )  ut une ceôturre cotu%ue en g. 

So i t  G une p a r t i e  d i r i g é e  de CD + DEI t e l l e  que G = g: E 

C e s t  croissante 

Soi t  g, g 1  r CDE +DEI g s g 1  

Iyg i 1 g '  => Vd E DE ( Iyg)  ( d )  cpE ( I y g ' )  ( d l  

+ d'où C(g,d) = ' PE { ( ~ ~ ~ ) ~ ( d )  / n E N 1 cpE { ( ~ y g t ) ~ ( d )  / n E N+I = ~ ( g , d ) .  

C e s t  continue 

I l  f a u t  vérifier que C(yG,d) = y{C(h,d) / h E G }  Yd r DE,  pour  t o u t e  p a r t i e  

d i r i g é e  G - c [DE + DE] 

~ ( ~ ( h , d )  / h r G }  = upE {C(h,d)  / h E G }  = upE { ~ ( 1 y h , d )  h 



S o i t  v c D t e l  que upE { Y ( I  h ,d)  / h c G} spE V. Ceci e n t r a i n e  
E 

que Vh c G Y(Iyh,d) spE v c'est 3 d i r e  Vh E G upE { ( ~ ? h ) ~ ( d )  / n c N'I opEv 

OU encore  

+ 
vn t N' ( ( I Y ( Y G ) ) " ( ~ )  / n E N 1 cpE v 

d'où Y ( I Y ( Y G ) ) , ~ )  spE v. 

NOUS avons u {Y( (1 h ) , d )  / h c G l  cpE Y ( I Y ( Y G ) , ~ )  
PE 

o r ,  d ' ap rè s  ce q u i  précède : 

D'où C(yS,d) = wpE { ~ ( h , d )  / h G).  

C e s t  cont inue  en g. 

C e s t  une cloture 

I l  r e s t e  à montrer que C est un retract.  

S o i t  h l ' a p p l i c a t i o n  appar tenant  à CDE + DEI d é f i n i e  p a r :  

Nous avons 1 S h d 'où Iyh = h e t  C(h,d) = Y(Iyh,d) = ~ ( h , d )  
+ 

~ ( h , d )  = upE {hn(d)  / n E N 1 .  

h ( d )  = Y(I g ,d ) .  



~ ' a ~ r è s  l a  p ropos i t ion  11, Y est un r e t r a c t  de DE dans D E ,  d'où 

hn(d)  = h(d)  vn c N+ e t  ~ ( h , d )  = h ( d ) .  

Par  conséquent C(h,d) = h ( d )  C e s t  b i en  un r e t r a c t .  

En t a n t  qu 'appl ica t ion  de CD -t DEI x D E  dans D E ,  C e s t  continue p a r  E  
r appor t  à chacun de s e s  deux paramètres .  C ' e s t  a u s s i  une c l ô t u r e  p a r  

r appor t  à chacun de s e s  deux paramètres.  Ce r é s u l t a t  est  a t t r i b u é  p a r  

S c o t t  [25; à P e t e r  Hancock e t  Per  Martin Lof. 

Exemple. 

Nous avons i n t r o d u i t  au début  du paragraphe "poin ts  f i x e s  e t  c l o t u r e s "  
- 

l ' a p p l i c a t i o n  de  D dans DE u d é f i n i  p a r  : 
E E 

I IE 
s i  Card ( d )  t 1 ou*  2 

ÜE(d) = f s )  s i  d  = ( S I  

- 
Considérons l ' a p p l i c a t i o n  p a r t i e l l e  de D dans DE : UÈ d é f i n i  p a r  : 

E 

S o i t  u l ' a p p l i c a t i o n  de D dans D d é f i n i  p a r  
E E E 



a 

U e s t  c ro i s san te .  k n t r o n s  q u ' e l l e  e s t  continue. E 
a A A 

Nous avons u {uE(6) / 6 c A(d)l +E upE(d) c a r  UE e s t  c ro i s san te .  PE 

A 

Soi t  u t e l  que u SpE UE(d), u de c a r d i n a l i t 6  1. Deaprès l e  

procedé da f a b r i c a t i o n  de ÛE(d). I l  e x i s t e  u t  de c a r d i n a l i t 6  2 ,  t e l  que 

u t  SpE d e t  Ù;(ul) = u. Ce qui  en t ra ine  3v c A(d) t e l  que ut  CPE v 
a 

e t  ÛE(ut) = I;(u') = u avec u c u ( v )  -PE E 
a 

Vu t e l  que SPE UE(d) e t  Card (u )  = 1, u sPE UpE 
A 

{uE(v) / v c A(d)) 

u est donc continue. Nous pouvons assoc ie r  3 u une appl ica t ion  E E 
de DE dans DE déf i n i q  pap 

D'après l e s  proposi t ions  11, 13. e t  l e  théorème 2 ,  @ est une c l ô t u r e  

continue de DE dans DE. Il e s t  c l a i r  que Vd c DE, '16 c A(d), R6 c O ( d l .  

@ (d )  e s t  c l o s  p a r  réunion f i n i e .  

@ e s t  l a  même o p é ~ a t i o n  que c e l l e  que nous avons f a i t  i n t e r v e n i r  

dans l a  construct ion du treillis DE(u). 

Ensemble des points f ixes d'une appl icat ion continue de DE dans DE 

L'ensemble des  po in t s  f i x e s  d'une app l i ca t ion  continue de DE dans DE 

cons t i tue  un sous-ensemble de e t  l ' o n  peut s ' i n t e r r o g e r  s u r  l a  s t r u c t u r e  
E 

de ce sous-ensemble. Nous avons donné dans les rappels  mathématiques du 

chapi t re  1 quelque r é s u l t a t s  3 ce s u j e t .  

Pmps&n - 14. L' m h l e  des p o u  d i x e d  d'une apptication contuiue 



Piiopohition - 1 5 .  L e n ~ u 6 L c  d e  poortd $ires d'un ~~ c o n t i n u  de! DE  dan^ 

O, ekt un hotu-~%LCCLid  CO@^ Uljectid d e  DE d o 3  Les éîémen.?2 injeCti6.4 
6 0 e  Les h a g e s  d u  UllUCtd dinid de! DE pan Ce ke&.u&. 

Nous ne @edémontrerons pas ces  deux r é s u l t a t s  très connus. 
(Chapitre I, A.qpo&tÙm 1 e t  Th4ol.Bme 2). 

Par contre nous redamontmrons l e s  qua t res  r é s u l t a t a  su ivants  : 

Thtokene 3.  L eu pnble des  poinx2 6 i x u  d une! c l o u e  contu tue  d e  DE 
lu.L--&,~t ~ O U A - & U &  c a i p e & ~ @ b Ü ( & e !  dde DE dont LU Ulnentd 

6i.d hont  Les hagu des  Mhen.?2 &hA d e  DE p~ la ctoctotuke. 

Preuve. 

kit g une c lo tu re  continue de DE dans DE. 

Remarquons d'abord qu'une c ld tu re  e s t  un r e t r a c t .  L'ensemble des pointa 

f i x e s  de g s e  confond avec l'image de pa r  g. E 

Soit  DE(g) c e t t e  image. 

D t a p d s  l a  proposi t ion  15, DE(g) est un s o u s - t r e i l l i s  complet de DE. Il 

r e s t e  a démontrer l ' a l g é b r i c i t é  de OE(g). 

s o i t  BE(g) = {g(b) / b c BE) 

D ( g )  l u  c BE Soit  v c BE(g) e t  D t e l  que upE D zpE v D sppE 
t e l  que g(u)=v car v c 8 ( g )  e t  u c E -PE V' 

D é t a n t  a u s s i  une p a r t i e  d i r i g é a  

de DE, Id c D t e l  que u spE d. Nous avons a l o r s  g(u)  gPE g ( d )  c a r  g est 

croissante .  C'est  a d i m  v gpE d c a r  v = g(u)  e t  g(d)  = d du f a i t  que 

d c DE(g). v est donc f i n i .  



Soi t  a présent  d c DE(g) e t  ~ ' ( d )  = {v r BE(g) / v spE d l  

~ ' ( d )  est l 'image p a r  g de A(d) = (6 c BE / 6 cpE d l .  

g é t a n t  continue, nous avons : 

o r  g(upE A(d)) = g(d)  = d ,  d*oa d e s t  algébrique.  

Remarquons que du f a i t  des propr ié tés  d'une c lô tu re  

d qui e s t  l a  borne in fé r i eu re  de dl e t  d2 dans DE e s t  a u s s i  l a  
di "PE 2 
bomb supérieure de dl  e t  d2 dans DE(g). 

La borne supérieure de d e t  d2 dans DE e s t  dl  npE d2 e t  d 'après les 
1 

proposi t ion 12 e t  13, Y(g,dl upE d2) = g(dl u d2) e s t  l a  borne s u p 6 r i e u n  

de dl e t  dî dans DE(g). 

Preuve. 

So i t  D un s o u s - t r e i l l i s  complet, algébrique de DE, c l o s  pour 

1 ' i n t e r sec t ion .  

Définissons une app l i ca t ion  g de DE dans DE, dont l'image soit D en 

posant : 



Du f a i t  que D est fermée pa r  i n t e r s e c t i o n ,  g (d )  é D. Montrons que g e s t  

une c l o t u r e  cont inue .  Les éléments de D s o n t  l e s  p o i n t s  f i x e s  de g.  

D e  c e  f a i t  g  e s t  un r e t r a c t .  D e  p lu s  d spE g ( d ) ,  dl spE d2 => dl SpE g(d2)  

e t  puisque g(d2)  a D ,  g(dl) spE g(g(d2) )  = g(d2)  : g e s t  c r o i s s a n t e ,  g  e s t  

b ien  une c l ô t u r e  ; montrons q u ' e l l e  e s t  cont inue.  

Soi t  d  s DE e t  A(d) = {6 / d c BE e t  6  spE d l .  

Considérons g(A(d)) .  C'est  une p a r t i e  d i r i g é e  de D c a r  g  e s t  c r o i s s a n t e .  

Sa l i m i t e  u g(A(d))  a D.  PE 
Soi t  a  r D t e l  que upE g(A(d)) EpE a .  Nous en t i r o n s  

6sPE g ( 6 )  E~~ a V6  é A(d). C'est  à d i r e  6 -PE c a V6 r A(d) d'où 

'PE 
( d )  spE a e t  g(upE A(d)) upE g ( a )  = a c a r  a  f D .  Nous avons 

' g(up, A(d)) spE upE la  / a zPE upE g(A(d)) ,  a  a Dld'où 

g(upE A(d)) ZpE UpE g(A(d))* 

D'après l a  c ro i s sance  de g nous avons a u s s i  : 

D'où u g(A(d))  = g(upE A(d)) g  e s t  cont inue.  
PE 

Th@o*$me - 5 .  L1mem61e dea points d i x u  d'une pnojeotion continue de DE 

d w  DE e6.2 un A O U A - ~ ~  de DE, complet, algebhique, 6M 
dwtion, dont le6  eeém4nt4 6UCi4 hont les  k g e b  d u  U@ments ~inL.6 de 
DE pm PM p.0 jection. 

Preuve . 

Soi t  g une pro jec t ion  cont inue de 0 dans 
E E ' 

De même que pour  l e s  c l ô t u r e s ,  l 'ensemble des  p o i n t s  f i x e s  de g s e  confond 

avec 1' image de  D pa r  g. E 
Soi t  0 ( g )  c e t t e  image. E 

DE(g) e s t  un t rei l l is  complet i n j e c t i f  c a r  g e s t  un r e t r a c t .  

Montrons q u ' i l  e s t  a lgébrique.  



Soi t  u  BE, considérons g( u)  . 

Soi t  D une p a r t i e  d i r igée  de D ( g )  t e l l e  que g(u)  cpE upE D 
E 

u  é t a n t  de c a r d i n a l i t 6  f i n i e  g(u)  l 'es t  a u s s i  c a r  g(u)  spE U ,  D e s t  

a u s s i  une p a r t i e  d i r igée  de DE. I l  s ' en  s u i t  q u ' i l  e x i s t e  d  c D t e l  que 

g(u)  sPE d. 

S o i t ,  présent  d E DE(g) e t  A(d) = {u r BE / u c d l  -PE 

Ceci du f a i t  de l a  con t inu i t é  de g. Or,  

D'où s i  nous posons B ( g )  = g(DE) E 

0 (g )  e s t  algébrique e t  l'ensemble de s e s  éléments f i n i s  e s t  cons t i tué  E 
par  l 'image de 8 par  g. E 

Rearquons que, du f a i t  des propr ié tés  des projec t ions ,  *dl. dî c 

d c DE(g). - dl OPE 2 DE(g) e s t  fermé p a ~  union. 

Th@ok$me - 6 .  Tout ~ o u A - ~ ~  de 0,. compld. dgibhigue,  d o 6  pou 

L'union. ut L'image de DE ~UJL une p o j e c t i o n  continue. 

Preuve . 

Soi t  .D un s o u s - t r e i l l i s  de e. complet, algébrique,  c los  pour 

1 ' union. 



Définissons une app l i ca t ion  g de D dans en posant  : 
E E 

é t a n t  fermé p a r  union, g (d )  . 
g(DE) = D.  Les éléments de sont  l e s  p o i n t s  f i x e s  de g.  

Nous avons g(d)  CPE d. . 

De p l u s  s i  dl cpE d2 Vd' E 0 t e l  que d '  cpE dl a l o r s  d' SpE d2 

d'os g(d l )  ZPE g ( d 2 ) .  

g e s t  donc une p ro j ec t ion .  Montrons sa c o n t i n u i t é .  

Soi t  D une p a r t i e  d i r i g é e  de D E 
I l  f a u t  montrer que : 

- - g(upE D) d ' ap rè s  l a  d é f i n i t i o n  de g. 

g e s t  donc cont inue .  



APPLICATION 

A 

LA RELATION DE FINESSE LE 

Rappelons f a  d é f i n i t i o n  de E 

d ,  d '  r PPE d LE dd '  s i  V s  r d ,  l u  c d' t e l  que Card(o) f i n i e  e t  s = Ra -PE 

Nous pouvons j u s t i f i e r  à présent  l a  r e s t r i c t i o n  Card(a) f i n i e .  

Nous avons vu que, à p a r t i r  de l ' o p é r a t i o n  DE d'union e n t r e  deux s o u s - e n s e r  

b l e s  de E ,  nous pour+ons c o n s t r u i r e  @ , c l ô t u r e  cont inue de 1) dans E 
O t e l l e  que Vd DE e t  6 cpE d avec Card(6) f i n i e  
E 

L'image DE( @ ) de DE p a r  @ e s t  un s o u s - t r e i l l i s  complet a lgébr ique  

de DE. Il  s ' a g i t  précisément du treillis 1) (U) que nous av ions  i n t r o d u i t  E 
en début de c e  c h a p i t r e .  



Supposons que nous supprimions l a  r e s t r i c t i o n  Card(0) f i n i e .  Considérons 

@ ' : c lô tu re  de DE dans DE t e l l e  que Vd r 0 @ ' ( d )  s o i t  fermé E ' 
par  réunion quelconque. 

@ ' e s t  de fapon évidente une c l ô t u r e  : 

Sur l e s  éléments f i n i s  de D @ e t  @' coïncident  
E ' 

Soit  d  r DE, nous devons avo i r ,  s i  @ ' e s t  continue 

é g a l i t é  que nous pouvons r é é c r i r e  @ ' ( d l  = upE i @ ( A )  / 6 r BE, 6 cpE d)  

d'après l a  remarque f a i t e  p lus  haut.  

Mais upE { @ ( 6 )  / 6 r DE, 6 cpE d = @ ( d l  

C'est à d i re  @ ' ( d )  = @ (d l  ce qu i  est impossible. 

S i  E e s t ,  par  exemple, l 'ensemble des e n t i e r s  e t  d  l 'ensemble des s ingle tons  

de N ,  d  = { { 11, C2),.  . . , Cn) , . . . )/ par  réunion f i n i e  on ob t i en t  l 'ensemble 

des parties f i n i e s  de N t and i s  que p a r  réunion quelconque on o b t i e n t  PN. 

O ' n 'es t  pas continue e t  l'image de DE pa r  @ ' n ' e s t  pas un t r e i l l i s  

algébrique. 

En f a i t  @ '(DE) n ' e s t  61ne pas complet. En e f f e t  V6 E BE, @ ' ( 6 )  = @ ( 6 ) .  

Considérons une p a r t i e  d i r i g é e  de 0 S o i t  A c e t t e  p a r t i e  d i r igée .  E ' 
Sa borne supérieure u A r DE( O ) c a r  upEA e s t  fermé pa r  réunion f i n i e  

PE 
mais n 'appar t ient  pas à O !(DE) bien que A s o i t  auss i  une pa r f fe  d i r i g é e  

de @ ' ( D E ) .  



La méthode de construction de DE( u ) est générale. 

Soit f une application appartenant a [DE + 1, nous pouvons lui E 
associer une clôture f définie par f (d) = ~ ( f  ,dl. L< image de DE par 
f que nous noterons ( f ) est un sous-treillis complet algébrique E - 

de DE. Mais nous pouvons aussi définir à l'aide de f une relation de pré- 

ordre Lf entre éléments de PPE 
dl, d2 t. PPE- 

dl Lf dî si Vs t. dl,36 sPE d2 tel que Card(6) finie et $ n t. N+ tel que SE(I~~)"(~) 

L'ensemble des classes d'équivalences associées à Lf est isomorphe à 

DE( f ). 

Pmposition - 16. S i  f ut une a p w c a t i a n  contutue de DE dari6 DE, l a  *&atibn 
Lf dE6in.ie pah 

vd19 d2 5 PPE dl Lf d2 

d que Card(6) est d i . n i t ~ & 3 r ! ~  N+ t& que s t. (1yf)"(6), Vs dl, SpE 2 

ut une &&atian de p&é-ok.d&e 4u/r PPE. 

Preuve. 

Tout d'abord, il est clair que d Lf d Vd E DE. 

Soit dl, d2, dg E DEtels que d L d et d2 Lf dg. 
l f 2  

Remarquons d'abord que d J d' <=> d LpE f C(f ,dl d Lf dl<=> d LPE C ( f  ,dl 

car Vs E d. 
+ n 36 spE dl avec Card(6) fini et n E N tels que s E (1yf) (6) cpE C(f,dl). 

Réciproquement si d c C( f ,dl ) -PE 

+ 
vs r d, {SI spE C(f,dl)*=> 3n E N tel que {SI cpE (1yfIn(d') 



( l y f l n  é t a n t  cent inue ,  36 t e l  que Card(S) f i n i ,  6 -PE c d f  t e l  que : 

c é t a n t  c r o i s s a n t e  d2 spE C(f,d3) => C(f,d2) SpE C(f ,C(f , dg ) )  

o r  C e s t  un r e t r a c t  C(f,d2) ZpE C(f ,da)  

D ? O Ù  dl cpE C(f ,d3) e t  d l  Lf d3. 

Pnoposit ion - 1 7 .  S i  f ut une a p p l i c a t i o n  cont inue d e  DE dana DE/ l '  m e m b l e  
des  d a 6 6 e s  d' i!qu,ivdence aabocii!es à la enelation d e  prie-ode Lf ut 
Aonrinphe au sous-fnd.4l.i~ DE ( @ ) d e  DE. 

Preuve. 

Soi t  d  E PPE. 

Considérons C( f ,d ) .  Montrons d'abord que ~ ( f , d )  e s t  équ iva l en t  à d. 

D'après l e  procédé de c o n s t r u c t i o n d e  C( f ,d ) ,  nous avons d  Lf C(f ,d) .  

Réciproquement, V s  E C(f ,d)  l n  E N+ t e l  que s (1y f In (d )  e t  du f a i t  

de l a  c o n t i n u i t é  de (ryf)" ,  il e x i s t e  6  cpE d avec ~ a r d ( 6 )  f i n i e  t e l  

que s E ( ~ y f ) ~ ( ~ )  

Dans l a  c l a s se  d 'équivalence d'un élément d E PPE, C(f ,d)  e s t  l ' é lément  

maximum e t  de s u r c r o i t ,  il e s t  l e  s e u l  à ê t r e  c l o s  pour f  c a r  s ' i l  

e x i s t a i t  d' t e l  que d  L d'  e t  d '  L d avec d '  c l o s  pour g 
f  f  

d  L d '  => C(f ,d)  spE C ( f , d f )  o r  C(f ,d)  e s t  maximum. 



A t o u t e  c l a s s e  d 'équivalence nous pouvons a s s o c i e r  son élément maximum q u i  

e s t  c l o s  pour f .  C ' e s t  un élément de DE( f  1. 

De p lus  d  l f 2  L d  => C(f ,d l )  SPE C(f ,d2)  e t  C(f ,dl)  SpE C(f ,d2)  => d  l f 2  L d  ) 

avec C(f ,dl) ,  C(f ,d2) ,  C(f ,d2)  E DE( f 1. 

Pmpodition - 18 .  Toute appe*caa%on de pEn d m  pEm e6t  poCongeabee en 
une appLieetion contotue de DE d m  DE. 

Preuve . 

n  
S o i t  g  une a p p l i c a t i o n  de PE dans pEm. 

Nous pouvons d é f i n i r  une a p p l i c a t i o n  p a r t i e l l e  g de 0 dans s u r  l e s  
E  E 

éléments de de c a r d i n a l i t é  i n f é r i e u r e  ou é g a l  à n  de l a  manière suivan- 
E  

t e  : 

S o i t  6  E DE t e l  que Card(6) i n  

A 6  assoc ions  K(6) : l 'ensemble de t o u t e s  l e s  combinaisons avec r é p é t i t i o n  

de m éléments p r i s  parmi l e s  n  éléments de 6 .  Pu i s  à t o u t  élément TI E K(6) 

assoc ions  l 'ensemble p ( 0 )  de s e s  permutations.  

S o i t  L(6) = u ~ ~ ~ ( ~ )   TI) 

L(6)  e s t  un ensemble de n-upples d'éléments de PE. 

Posons g(6) = upF {g(e l,..., e n )  / ( e  ..., en)  E ~ ( 6 ) )  1' 

&lE) = LE. {g(el  ,..., e n ) / ( e  ..., en )  E ~ ( 6 ) )  n ' e s t  pas  une p a ~ t i e  d ip igée  1' 
de D mais dans DE, t o u t  sous-ensemble possède une borne supér ieure .  E 

S o i t ,  à présen t  g : une app l i ca t ion  de 0 dans d é f i n i e  p a r  
E  E  

g e s t  c r o i s s a n t e  c a r  s i  d  
1 =PE d2 d  t e l  que Card(u) 5 n  - Vu 'PE 1 

u  c d  => u  c d  => g ( u )  spE z(d2)  d'où g(d l )  cpE g ( d 2 ) .  
-PE 1 -PE 2 

Demandons à présent  l a  c o n t i n u i t é  de g. 



S o i t  d r DE, e t  u t e l  que Card(u) 6 n 

u c d => 36(u) E A(d) t e l  que u spE 6(u)  c a r  u e s t  f i n i .  
-PE - 

D l  où nous t i r o n s  g(u)  cpE i (  ) 5 ilZE g(A(d) 
- 

o r  g (u )  spE g ( d )  d l ap r& l a  d é f i n i t i o n  de O. 
C'est à d i r e  que Vu gpE d ,  Card(u) J n 

O r ,  g é t a n t  c r o i s s a n t e  u g(A(d))  gPE g(d)  e t  PE 

"PE {&u)  / u cpE d,  Card(u) J n} = g(d)  

g e s t  donc oont inue.  

m 
A t o u t e  a p p l i c a t i o n  g de PE" dans PE nous pourons donc f a i r e  correspondre 

une c l ô t u r e  @ de dans DE d é f i n i e  p a r  @ ( d l  = C(g,d) e t  un 
E 

s o u s - t r e i l l i s  complet a lgéb r ique  de D no té  DE( @ . t +  dont  l e s  éléments 
E 

sont  c l o s  peur  g .  C 'es t  à d i r e  que Vd s DE( @ 1, Y(el,..  . ,e ) t e l  que 
n 

e l ,  ... ,e r d ,  g (e l  ,..., e ) c d. n n -PE 
I l  e s t  p o s s i b l e ,  pa r  exemple de c o n s t r u i r e  l e  s o u s - t r e i l l i s  de D c o n s t i t u é  

E 
p a r  les éléments  de PPE c l o s  p a r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  

n m 
De p l u s ,  il e s t  pos s ib l e  de pro longer  t o u t e  a p p l i c a t i o n  de E dans E en 

n m une a p p l i c a t i o n  de PE dans PE e t  donc en une a p p l i c a t i o n  cont inue de D E 
dans DE. 

S i  nous nous donnons une approximation d'un ensemble E sous  l a  forme d'une 

f a m i l l e  de sous-ensembles de c e t  ensemble b ' e s t  à d i r e  d 'un élément de PPE, 

c e t  élément pour ra  être c h o i s i  dans l e  s o u s - t r e i l l i s  complet a lgébr ique  

des  éléments de c l o s  p a r  une a p p l i c a t i o n  de En dans E .  E 



Familles closes pour plusieurs applications continues de O, dans DE 

S o i t  f e t  g  deux a p p l i c a t i o n s  appar tenant  à [DE + D 1. E 

S o i t  d  un élément de Dg. 

S i  d  e s t  c l o s  pour f e t  g  f ( d )  aE d ,  g(d)  SPE d  

~éc ip roquemen t  s i  ( f  ~ g )  ( d )  5pE d  a l o r s  f ( d )  uPE g (d )  +E d  d'où 

L'ensemble des  f a m i l l e s  c l o s e s  pour f  e t  g  e s t  donc ident ique  à l 'ensemble 

des  f a m i l l e s  c l o s e s  pour fYg. 

Nous no te rons  D ( @ ) l 'ensemble des é léments  de DE c l o s  pour f  e t  q 

en posant @ ( d l  = C(fyg ,d) .  

) e s t  b i en  entendu un s o u s - t r e i l l i s  complet,  a lgébr ique  de D 
E 

dédui re  de fyg,  une r e l a t i o n  de pré-ordre  fig d '  ap rè s  

l a  p ropos i t i on  16. 

S i  nous nous donnons à présen t  n  a p p l i c a t i o n s  appar tenant  à [D -+ DE] E 
f l ,  f2, . . . , f  nous pouvons, de l a  même manière,  c o n s t r u i r e  l e  s o u s - t r e i l l i s  n  
de DE, complet,  a lgéb r ique ,  c o n s t i t u é  pa r  l e s  éléments de D c l o s  pour E 

Nous voyons a i n s i  q u ' i l  n ' e s t  pas  néces sa i r e  de s e  r e s t r e i n d r e  dans l a  

d é f i n i t i o n  d'une r e l a t i o n  de f i n e s s e  à l ' u t i l i s a t i o n  de l ' o p é r a t i o n  d 'union 

% e n t r e  sous-ensembles de E .  Cependant, dans l a  s u i t e  de ce t r a v a i l ,  

nous nous s e r v i r o n s ,  de façon p r é f é r e n t i e l l e  de l a  r e l a t i o n  de f i n e s s e  

d é f i n i e  en début de ce  c h a p i t r e  e t  donc du s o u s - t r e i l l i s  DE( @ 1 
r, 

c o n s t i t u é  p a r  l e s  f a m i l l e s  c l o s e s  pa r  réunion f i n i e  mais il nous a r r i v e r a  

a u s s i  d ' u t i l i s e r  un sous  t r e i l l i s  de D ( E @ ) c o n s t i t u é  pa r  l e s  f a m i l l e s  

c l o s e s  p a r  réunion f i n i e  e t  p a r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  



Remarque. 

S i  E e s t  un ensemble dénombrable, PE à l a  puissance du cont inu .  L'ensemble 

des f a m i l l e s  de c a r d i n a l i t é  f i n i e  de sous-ensembles de E ,  n ' e s t  donc pas 

dénombrable. Des problèmes de c a l c u l a b i l i t é  ne manqueront donc pas de 

s e  pose r  que nous n'avons pas  encore examiné. 



CHAPITRE I V  



S o i t  E e t  F ,  deux ensembles e t  f une a p p l i c a t i o n  de E dans F. 

I l  e s t  f a c i l e  de pro longer  f en une a p p l i c a t i o n  f de PE dans PF, en PE 
posant  pour t o u t  sous-ensemble e de E 

Ce t t e  a p p l i c a t i o n  f est univoque e t  u-additive 
PE 

Donnons nous une approximation de E sous l a  forme d'un élément d appar- 

t enan t  à DE( @ 1, recouvrant  E.  

PE a s soc i e  à d, un élément fpE(d)  appar tenant  à DF( @ ) car fpE est 

u- a d d i t i v e  

Nous déterminons a i n s i  une a p p l i c a t i o n  a de d dans f ( d ) .  f 
t e l l e  que pour s E d 

a f ( s )  = fpE( s )  

Ce t t e  a p p l i c a t i o n  a peu t  être cons idérée  comme une approximation de f .  f 
C e t t e  no t ion  d'approximation pour les a p p l i c a t i o n s  de E dans F, découle  

na ture l lement  de l a  no t ion  d'approximation pour l e s  ensembles, développée 

au  c h a p i t r e  III. 

Nous avons i n t r o d u i t  au  c h a p i t r e  I I -  deux recouvrements de N : rl e t  r 
2 

+ + S o i t  s = {2n / n E N 1 s2 = { 2 n t l  / n c N 1 1 
t 

r 1 = { N ,  N , { O ) ,  111, sl ,  s 2 1  

+ 
r 2 = {N, N {O}, (11, {23, (31, {2n/n c s l l ,  {2n/ncs2}, {2n+l/ncsl},  

2n+l/ncsp1 1 

r e t  r son t  de s  é léments  de ON. 1 2 



S i  @ ( r l )  e t  @ ( r 2 )  sont  l e s  c l ô t u r e s  de r e t  r p a r  réunion f i n i e  
1 2 

@ ( r i )  -pN @ ( r 2 h  

Nous avons également d é f i n i  au chap i t r e  II ,  deux fonc t ions  Succl  e t  Succ2 

respectivement s u r  r e t  r 
1 2  

Succl  peut ê tre  d é f i n i  de deux manières 

- p a r u n e  t a b l e  N + N 

Nt + Nt  

t O 1 + I l )  

{ 11 + {2n/n6Nt) 

{2n/n€Nt) +{2n+l /nrNt)  

{2n+l/nrNt) + {2n/n€Nt) 

C ' e s t  à d i r e  p a r  un élément de DNxN 

+ 
{NXN, N XN+,  {O) x  t ,  { I I  x s l ,  S I  x s2, s2 x s l }  

-par  une app l i ca t ion  de r dans r 
1 1 

Succl(s) = n t s l  E rl / s t l  5 s l l  

Nous p o u ~ r i o n s  d é f i n i r ,  de l a  même façon,  Succ2 s u r  r 
2  ' 

Remarquons qu'un élément a r b i t r a i r e  de ne peut  pas t ou jou r s  ê t r e  
N x N  

considéré comme l a  t a b l e  approchée d'une a p p l i c a t i o n  de N dans N. Ains i ,  
+ +  pa r  exemple { N ~ N ,  N x N  , (01 x {11, {1} x sl, s l  x s s x s 1 ne peut  

1' 1 2  
convenir c a r  on en  peut  a v o i r  pour une a p p l i c a t i o n  de N dans N 

s * S  e t s  * s  
1 1  1 2  simultanément 

De mê- pour l e s  a p p l i c a t i o n s  d'un élément d  de D dans un élément d '  de 0 
N N ' 

Nous étudierons d 'abord un sous-ensemble no té  A(E,F),  de l 'ensemble des 

app l i ca t ions  d'un élément d  de D dans un élément d '  de DF, correspondant 
E 

aux app l i ca t ions  de E dans F. 



Nous mettrons A(E,F) en correspondance avec un sous-ensemble A(E,F) de 

l 'ensemble des  a p p l i c a t i o n s  de 0 dans 0 e t  nous l e  munirons d'un o rd re  E F 
p a r t i e l  complet a lgébr ique .  La r e l a t i o n  d ' o rd re  c h o i s i e  s u r  A(E,F) cor res -  

pond à l a  r e l a t i o n  d ' i nc lus ion  entresous-ensembles d ' a p p l i c a t i o n s  de  E 

dans F a s soc i é s  aux éléments de A(E,F). 

Ensui te ,  nous é tud ie rons  un sous-ensemble, no té  R(E ,F) , de l 'ensemble 

des  f ami l l e s  de sous-ensembles de ExF : DExF. Les éléments de ce sous- 

ensemble peuvent ê t r e  m i s  en correspondance avec l e s  r e l a t i o n s  b i n a i r e s  

e n t r e  E e t  F. Nous munirons R ( E , F )  d'un o rd re  p a r t i e l  completi a lgébr ique .  

Dans c e t t e  é tude  a p p a r a î t  une s t r u c t u r e  d' inf-demi t r e i l l i s ,  complet pour 

l e s  p a r t i e s  d i r i g é e s ,  a lgéb r ique ,  condi t ionnel lement  complet. 



Rappelons quelques unes des notations introduites au chapitre III 

est l 'ensemble des  f a m i l l e s  de sous-ensembles de E, 

c lo ses  p a r  réunion f i n i e .  

est munie d'une r e l a t i o n  d 'ordre  notée d é f i n i e  pa r  

d ,  d' r DE( @ X d  LE d t  s i  V s  E d ,  il e x i s t e  

a c d ,  de  c a r d i n a l i t é  f i n i e  t e l l e  que R = S.  -PE 
Cet te  r e l a t i o n  d ' o rd re  LE e s t  ident ique  s u r  DE( @ 1, 
à l a  r e l a t i o n  d ' i n c l u s i o n  CpE. E l l e  donne à DE( @ 
une s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  complet a lgébr ique .  

son t  l e s  opéra t ions  de  t r e i l l i s  s u r  DE( @ ). 

NOUS avons à  uE d1 = C( @ , d  upE d l )  

d  nE d'  = d  npPE d "  

%' O ) est l 'ensemble des éléments  f i n i s  ou i s o l é s  de  DE( @ 1. 
La c a r d i n a l i t é  des éléments de DE( @ 1 e s t  f i n i e .  

Pour t o u t  élément d  c DE( @ 1 nous noterons 

Nous noterons L l a  r e l a t i o n  d 'ordre  e n t r e  a p n l i c a t i o n s d e  ( @ ) dans 

DF( @ ) d é f i n i e p a r  f L  g  s i  f ( d )  lF g ( d )  Vd c DE( 6 ). 



APPLICATION D'UN ~ L ~ M E N T  DE DE( Q 1 

DANS 

UN E L ~ M E N T  DE DF( @ 

APPLICATIONS PARTIELLES DE D E (  @ ) DANS OF( @ 1 

S o i t  E e t  F deux ensembles e t  f une a p p l i c a t i o n  de E dans F. 

Associons à f ,  l ' a p p l i c a t i o n  f de PE dans PE d é f i n i e  par PE 

PE e s t  u-addi t ive e t  univoque. 

S o i t  d un élément de DE( @ 1. 

La donnée de f e t  de d permet de définir une approximation af de f en posant 
Pf: 

a f  e s t  une a p p l i c a t i o n  d'un élément d de DE( @ 
) dans un élément d '  

de DE( @ ) . E l l e  e s t  u-additive, univoque e t  s u r j e c t i v e .  



~ é c i p r o q u e m n t  , à une a p p l i c a t i o n  a d 'un élément d  de DE( @ ) dans 

un élément dl  de  DF( @ ) , +add i t i ve ,  univoque e t  s u r j e c t i v e ,  nous 

pouvons a s s o c i e r  I ( a ) ,  l 'ensemble des  a p p l i c a t i o n s  de E dans F  q u i  on t  

a  comme approximation. C ' e s t  à d i r e  que f E I ( a )  => f ( s )  g a ( s )  Y s  E d. 

Une r e l a t i o n  d'approximation e n t r e  deux app l i ca t ions  a  e t  a '  d 'un élément 

de DE( @ 1 dans un élément de DE( @ ) n e  scpa i n t é r e s s a n t e  que s i  e l l e  

e s t  compatible avec la  r e l a t i o n  d ' i nc lus ion  e n t r e  sous-ensembles d1appl i -  

c a t i o n s  de E  dans  F. 

Nous devons a v o i r  a  "meil leur  que1' ab => I ( a )  s I ( a l ) .  

soit. a l  une a p p l i c a t i o n  de d l  dans d '  e t  a 2  une a p p l i c a t i o n  de d2 dans d;. 1 

Pour c h o i s i r  une "bonne" r e l a t i o n  d  ' approximation e n t r e  a l  e t  a 2 ,  remarquons 

que nous pouvons a s s o c i e r  à a  une a p p l i c a t i o n  p a r t i e l l e  de DE( @ ) dans 
1 

DF( @ en  posant 

a  é t a n t  u-addi t ive e t  6 é t a n t  c l o s  p a r  réunion f i n i e ,  { a l ( s )  / s c 6 1  
1 

e s t  également c l o s  par  réunion f i n i e  e t  { a  ( s )  / s E 6 )  L d'  
1 F  1' 

O r ,  il e x i s t e  une r e l a t i o n  d ' o rd re  L e n t r e  app l i ca t ions  p a r t i e l l e s  ou non 

de DE( @ ) dans DF( @ ). L a  r e l a t i o n  a 1 2  L a i n d u i t  e n t r e  a  e t  a  1 2  
une r e l a t i o n  d'approximation s a t i s f a i s a n t e  en ce sens  que 

S o i t  A(E,F) ,  l 'ensemble des  a p p l i c a t i o n s  u-addi t ives ,  univoques 

e t  s u r j e c t i v e ç d ' u n  élément de DE( @ ) dans un élément de OF( @ 
e t  A ( E  , F I ,  1' ensemble des a p p l i c a t i o n s  p a r t i e l l e s  de DE( @ dans 

O,(. 0 ). 
Dans un premier paragraphe, nous é tud ie rons  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l 'ensemble 

A ( E , F )  e t  l 'ensemble A(E,F). 
Dans un second paragraphe, nous é tud ie rons  l a  s t r u c t u r e  de c e s  ensembles 

pour l a  r e l a t i o n  L d é f i n i e  à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  d ' o rd re  e n t r e  app l i ca t ion  

de DE( @ ) dans DF( 0 1. 



Caracter i  sa t ion  des appl i c a t i o n s  p a r t i e l  1 es de DE dans DF associees 

aux appl ica t ions ,  a d d i t i v e s ,  univoques e t  s u r j e c t i v e s  d 'un  élément 

de DE dans un element de DF 

S o i t  dE,  un élément de DE,  d  un élément de D e t  h  une a p p l i c a t i o n  
F  F 

a d d i t i v e ,  univoque e t  s u r j e c t i v e  de d  dans dF. 
E 

Associons à h  une a p p l i c a t i o n  p a r t i e l l e  h de D dans D en posant 
E F  

( lF sinon  

Une t e l l e  a p p l i c a t i o n  n ' e s t  cont inue que s u r  un sous-ensemble de D E 
c o n s t i t u é  pa r  l e s  éléments de cons t i t uée  p a r  l e s  éléments de 0 i n f é r i e u r s  

E E 
ou égaux à d  

E ' 

S o i t ,  en e f f e t  d  E Il ' 
E  

S i  d  c d  S o i t  A(d) : {6 / 6  r BE e t  6 c d l  
-PE E '  -PE 

u  E d  => 36(u) E A(d) t e l  que u  E 6(u )  ce q u i  e n t r a i n e  

h (u )  é h t a ( u ) )  d 'où h ( d )  zPF uPF {h (6 )  / 6  E ~ ( d ) }  

Réciproquement, s o i t  6  E A(d) u  E 6  => u  E d  e t  donc h (6 )  c h ( d )  'PF 
d'où up, t h ( & )  / 6 E ~ ( d ) l  zP, h(d). h  e s t  donc cont inue en d .  

Par  con t r e  s i  d  é d  h ( d )  = lF, mais s i  d  n d  + L E ,  il e x i s t e  
PE E PE E 

d  t e l  que 6  E B Ce qu i  e n t r a i n e  h ( 6 )  + lF e t  donc ~ P E  'PE E E • 
h(d )  + "P F(b6) / 6 E ~(dd)} .  

Les a p p l i c a t i o n s  t e l l e s  que h on t  quelques p r o p r i é t é s  c a r a c t é r i s t i q u e s .  

h  é t a n t  univoque 

V6  c d  t e l  que Card(6) f i n i e ,  c a r d ( h ( 6 ) )  I Card(6). 
-PE E 

De p l u s  h  é t a n t  a d d i t i v e ,  pour t o u t  d  spE dE t e l  que d  s o i t  c l o s  p a r  

réunion f i n i e ,  h ( d )  e s t  c l o s  p a r  réunion f i n i e  e t  Yd, d v  zpE dE, d ,  d '  



clos par réunion finie, 

h(d UE d') = h(d) UF h(d') 

C'est pourquoi, dans la suite, nous nous contenterons d'étudier les 

applications telles que 6 sur D ( @ ). E 
Le domaine de définition de Ti étant un idéal de DE( @ ). Rappefons 

la définition d'un idéal dans un treillis. 

D E 6 U o n  - 1 . D m  un t n W ,  un i d e a l  1 ut un h o u  eruideinble te( que 

Vi,j c 1, i U j e 1 

VE~.inhXon - 2. Un i d e a l  1 es t  p.inciput 6 ' u  p o ~ 6 8 d e  un @lPmnt i t& 

q u e  

Nous nous intéresserons à un sous-ensemble d'applications partielles 

de DE( @ ) dans OF( @ ) que nous noterons A ( E , F ) ,  ayant des 

propriétés qui les rattachent aux applications h d'un élément de DE( @ 
dans un élément OF( 0 1. 

DE&iniüon 3 .  A(E,F), es t  L'emetnbLe des U ~ P ~ ~ C ~ O M  pahtidk.4 g d e  
DE( @ rdanb OF( @ 1, de d o m t h e  d e  dZ6inWon D, ayant Les 



g est conii.we 4wt 40n domaine de  d é ~ h i t L o n  D 

g es t  &iniment addLîXve swt son domiaine de d é ~ i n L t L o n  et 
d i  { s l l  et 1s21 s o n t  d a  UémW de c a n d i m i !  1 a p w e -  

nant au domaine de  dL6i-n D de g albu 

g ( ( s l  UE s21) = g((s l})  U F  g ( I s21)  

4 1  6 ut un UPment de  a m h a L i t é  dinie de O 

Soi t  d  un élément de DE( O 
A(d) = {6/ 6 LE d  e t  6 c BE( @ ) e s t  un i d é a l  de DE( O ) mais 

n ' e s t  pas p r i n c i p a l  

Notons Â ( d )  = {dl  / d' LE d  e t  dl DE( @ 
Â(d) e s t  par  cont re  un i d é a l  p r inc ipa l .  

Un i d é a l  D de DE( @ ) e s t  a u s s i  one p a r t i e  d i r igée  de DE( @ ) e t  

possède donc une borne supérieure UE D.  

I l  e x i s t e  t o u t e  une fami l l e  d'idéaux possèdant c e t t e  même borne supérieure 

UE D ; par exemple A(U D )  e t  Z(uE Dl. E 
Tous l e s  idéaux qu i  ont  même borne supér ieure  d,contiennent l ' i d é a l  A(d) 

e t  sont  contenus dans l ' i d é a l  i ( d )  qui  e s t  l e  s e u l  i d é a l  p r i n c i p a l  ayant 

c e t t e  borne d.  

So i t  g  un élément de A ( E , F ) ,  de domaine de d é f i n i t i o n  D. Associons 

l u i  l a  fami l le  d'éléments de A(E,F) qu i  sont  d é f i n i s  s u r  des idCaux ayant 

méme.borne supérieure U D que D e t  coïncidant  avec g  s u r  A(U D l .  
E  E 



Soi t  g l  e t  g2, deux éléments de K(E,F) de domaines de d é f i n i t i o n  
/ 

reppectivement D e t  D g ,  l a  r e l a t i o n  g g s i  e t  seulement s i  
1 1 2 

A(U D ) = A ( U  D ) e t  gl e t  g2 coincident  s u r  A (U  D ) , e s t  une r e l a t i o n  
E 1 E 2 E 1 

d 'équivalence dans A ( E , F) . 

Pmpodct ion - 1. Si 'g est une a p p î i a t i o n  a p m e n a n t  à A(E,F), de  do&e 

de d é $ k X o n  D et d un Uh& de D, de  c a r r d i w é  I &/rd g(d)  est  un 

Uénient de c#dim&tt 1 de  OF( @ 1. 

Soit  g E A(E,F), de domaine de d é f i n i t i o n  D ,  

Soit  d t~ D ,  de c a r d i n a l i t é  1 d E D => g(d) * IF e t  donc 

Card(g(d)) > 0. 

Mais d 'après l a  p ropr ié t é  d )  de g Card(g(d))  S Card(d) = 1, 
Il en r é s u l t e  que Card(g(d)) = 1. 

PmpohLtion - 2.  Si s est u n  Uhent de  A ( E , F )  de domaine de d é ~ h u X o n  D, 

&ltb t 'evuembte des é t é m m  de D, de c a / r d i W é  1,  dome une ~~e de 

hous-eribenrbtes d e  5 d o d e  pair héunLon &n ie .  

Preuve. 

Soit  {s l )  e t  { s 2 ) ,  de c a r d i n a l i t é  1, appartenant a D. 

Considérons d = ( s l )  UE { s 2 )  = {sl ,  s2, s s 1 d r D d 'après l a  
1 U~ 2  

propr ié té  c )  de g. { s  u s LE d d'où d 'après b)  { s l  u s21 r D. 1 2 2  

La fami l le  de sous-ensembles de E cons t i tuée  par  l e s  éléments de c a r d i n a l i t é  

1 de D e s t  donc c lose  par  réunion f i n i e .  



P ~ w ~ o ~ . & L o ~  - 3.  Si g est une a p p t i c a t i o n  appohtanav~t à A(E,F), dont  t e  
domaine d e  d @ & n U o n  D ut d e  la borne ~ ( d )  où d ut un U é m e n t  d e  

DE( @ 1, a l o u  g ut ph.oLongeabLe d e  6 q o n  unique en  une appLica t ion  
g a p p a h t e n w t  à Z(E,F), dont  t e  domaine d e  d?!&iniAXon ut i ( d )  d c â h d a v t t  
a v e c  g hm ~ ( d ) .  

S o i t  d '  c DE( @ ) t e l  que d '  $ à. 

Considérons A(d l ) .  V6 c A(dl )  nous avons 6 d 1  Lr. d. Ce q u i  e n t r a i n e  

d 'après  l 'hypothèse 6 E A(d). 
- - - 

E A(d l ) ,  g (6 )  e s t  d é f i n i e .  Il en e s t  de 
pour  'JFg(A(&'))* 

~ ( d ' )  e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de D = A(d) e t  g e s t  c r o i s s a n t e  sur D, 

Construisons g en posant  : 

- s i  d'  c D a l o r s  & d ' )  = g ( d l )  

- s i  d 1  4 D mais s i  d 1  LE d 

& d ' )  = uF{g(6) / 6 c ~ ( d < ) )  = UF ( i ( 6 )  1 6  E A(d l ) )  c a r  6 E D 

- sinon & d l  = lF. 

Le doaiaine de d é f i n i t i o n  D de g e s t  c o n s t i t u é  p a r  i ( d ) .  

g a p p a r t i e n t  3 A(E,F) car 

a g e s t  cont inue s u r  d 'après  sa d é f i n i t i o n  

b)  D'après l a  d é f i n i t i o n  de 5 qui  e s t  é g a t  i ( d ) ,  D est 

un i d é a l  de DE( @ ) q u i  e s t  da p l u s  p r i n c i p a l  

c S o i t  d i ,  d i  r 6. d i  UE d i  E 6. 



b n t m n s  que &d u d ) = &d;) uF 1 E 2  - 
g ( d i  'JE d i )  = UF {g(6)  / 6 L A(di UE d i ) }  

= UF {g(6)  / 6 L  di $ d;)) c a r  g(6)  = g(6)  

Y6 E A(df U d l ) ,  6 peut se  mettre sous l a  forme 1 E 2  
61 UE 62 avec 61 r A(di) e t  6 E A(d;). 11 s u f f i t  de prcndre 2 

= 6 $ d i e t 6 2 = 6 $ d ;  

& d i  UE d i )  = UF {g(61 UF 62) / 61 E & ( d i ) ,  62 E ~ ( d ; ) }  

i ( d i  UE d i )  = UF ( ~ ( 6 ~ )  UF g(62) / 61 c A(di) e t  d 2  L A(d;)} 

U é t a n t  continue,  nous pouvons r é é c r i r e  c e t t e  é g a l i t é  F 

D e  p lus ,  UE ~ ( d )  = UE d(d) = (s / 36 r A(d) t e l  que s c 6)  d f a p r a s  l a  dé f i -  

n i t i o n  de l a  borne supérieure d'une p a r t i e  d i r igée  de DE( @ ).  
Soit, f a l )  9 {s2}, de c a r d i n a l i t é  1 a p p t e n a n t  ( D. 
{s ) e t  { S  ) appartiennent a D e t  de ce f a i t  

1 2 

c a r  g e t  g coIncident s u r  D. 

d Les éléments de D sont  l e s  éléments de 5 appartenant à 

BE( @ 1. 
Nous avons donc, V 6 t~ D 

card(g(6))  = Card(g(6))  s Card(6) 

g appar t ient  bien a A(E,F). 



S o i t ,  à présent  g'  appartenant à A(E,F), corncidant avec g sur 

D e t  ayaat  même domaine de d é f i n i t i o n  D que g 
' vdl r & d l )  = UF l g (6 )  1 6  r N d ) }  = UF {g1(6)  / 6 r A(d)) = g ' (d )  

g e t  g' coïncident  s u r  B .  

Pmpo~Ction 4. Si g est  une appU&n uppvdenant a A(E,F), de do& 

de d E & W n  D, O(OM pu @LenRnt d E ~ ( d )  = upF {g({s l )  / s d l .  

Preuve . 

Soi t  g E A(E,F), D son domaine de d é f i n i t i o n  e t  d é D. 

vs E d { s ) e a t  un élément de c a r d i n a l i t é  1 de DE( @ 1: {SI c D c a r  {s}  LE d. 

Examinons d'abord l e  cas  03 l a  c a r d i n a l i t é  de d est f i n i e .  

So i t  d t  = upF { g ( { s l )  / s c d l .  

d t  EpF g(d)  c a r  g é t a n t  c ro i s san te  s u r  son domaine de d é f i n i t i o n ,  

V s  r d,  (81 LE d => g({s}) LF g(d1.8 

d' est c l o s  par  réunion f i n i e .  
En e f f e t  s o i t  si ,  s i  r d ' .  I l  e x i s t e  sl, s r d t e l s  que s i  = g ( { ~ l l )  e t  

2 
s i  = g({s21). 

d é t a n t  c los  pa r  réunion f i n i e  s u s r d e t  g ayant par  hypothèse l a  
1 2  

p ropr ié t é  c )  

g({s l l )  uF  g ( f s21)  = s i  u F  s i  c d ' .  

Nous pourrons é c r i r e  d sous l a  forme UF {{s l  / s r d l .  

L a  c a r d i n a l i t é  de d é t a n t  f i n i e  e t  g é t an t  finiment add i t ive  

g(d)  = g(UE) {{SI / s r d l )  = UF {g ({s l )  / s c d l .  

g(d) e s t  donc l a  c l ô t u m  p a r  réunion f i n i e  de upF {g( {SI)  / s E d l  

mais d'  = upF {g(Cs)) / s é d) é t a n t  c los  par  réunion f i n i e  



Examinons à présent  l e  cas général .  

Considérons d c D e t  A(d) 

Ceci d 'après les propr ié tés  de l a  borne supérieure d'une p a r t i e  d i r igée  

Nous pouvons écrire 

g(d)  = {u / 36 r A(d) t e l  que u É g(6)} = upF (g ( ( s1 )  / 36 r A(d) t e l  que s c 81 

Ceci parce que 6 r A(d) => g(6)  = u PF {g({s l )  / s r 61 

e t  u E g(6)  => 3s c 6 t e l  que ( u l  = g ( { s l ) .  

C'est  à d i r e  que g(d)  = UpF Ig( (s})  / s r d} 

PhoposCtion S .  ~i g ut une a p p î i c e t i o n  W & e  d e  D,( @ d m  

DF( @ 1, de  donaine de  d @ & L W o n  D, .t&e que 

& o u  g ut w t o n g e a b t e  de  @.çon unique en un Uément g de  A ( E , F )  coin- 
cidant avec g s a  D et ayant conne domine  de d Z 6 M o n  b(upE Dl. 

Preuve. 

Posons d 
E = 'PE 

D Vd E D nous avons d L d et d LpE dE. E E 
Définissons g de l a  maniare su ivante  : 

pour tou t  d r A(OpE D )  = A(dE) 



Remarquons d'abord que s i  d e s t  c l o s  par réunion f inie,g(d)  e s t  c l o s  

pa r  réunion f i n i e .  

Soit, en e f f e t  vl, v2 c 8(d)  

Il e x i s t e  { s l l  et  {s2} c d t e l s  que vl = g({sl}) e t  v2 = g({s2}) 

{sl u s2}  c d c a r  d e s t  c l o s  par  réunion f i n i e .  

 après l 'hypothèse d ' )  g({s l  uE s2}) = g({s l ) )  uF g({s21)  

g({sl  u ~ 2 ) )  ' uF  v2* 

OP g({sl  u s ? ) )  g(d). 

v uF v2 c g(d)  e t  g (d )  e s t  c l o s  par  réunion f i n i e .  
1 

a g e s t  continu sur A(d ) 
E 

S o i t ,  en e f f e t  d c b(dE) ; considérons A(d) 

d = UE ~ ( d )  = { s  / 36 A(d) t e l  que s c 6 1  

U, g(A(d)) = UF {&6) / 6 c A(d)} = UF {upF{ g({s}) / s c 6) / 6 c ~ ( d ) )  

- 
' 'PF {'PF {g({s ) )  / s c 6) / 6 E A(d)) 

c a r  uPF {g({s}) / s c 6) e s t  c l o s  par  réunion f i n i e  d 'après l a  remarque 

f a i t e  p lus  haut .  

UF g(b(d) )  = upF {g({s}) / s r 61 = g(d) 
- 
g e s t  donc continue. 

b)  I l  est c l a i r  que A(dE) e s t  un i d é a l  de DE( @ ) 

c ) Nous n'avons pas in t rodu i t  dans A(dE) d ' au t res  éléments 
- 

de c a r d i n a l i t é  1 que ceux de D ,  g e t  g corncidant sur D ,  

d 'après l a  construct ion de g, s i  {s1) e t  {s2} sont  deux 

élément de D 



Soi t ,  à présent  d e t  d2 E b(dE) 1 

dl UE d2 E A(dE) e t  g e s t  d é f i n i  sur d U d  1 E 2  
&dl UE d2 )  = upF{g({s}) / s E dl UE d2} 

g(d U d ) e s t  c l o s  par  réunion f i n i e  d 'après l a  remarque f a i t e  plus 1 E 2  
haut.  

Nous pouvons donc é c r i r e  g( d 1 U ' E  d 2 ) = UF{g( { s ) / s IE dl UE d2 1 .  
Nous avons UF{g({s}) / s c dl oPE d2} cPF UF{g({~}) / s E dl UE d2} c a r  

d U d 
di 'PE d2 P~~ 1 E 2-  

Réciproquement, t o u t  élément de d U d  pouvant ê t r e  obtenue par  réunion 
1 E 2  

f i n i e  d'éléments de d U d  e t  g v é r i f i a n t  l 'hypothèse d'  
1 PE 2 

Noos avons donc : 

d ) D'après l a  d é f i n i t i o n  de i, il e s t  c l a i r  que 

V6 t A(dE) Card(6) e s t  f i n i e  

or g(6)  = upF {g ({s l )  / s s 6) 

D'OÙ ~ a r d ( g (  6) ) Card(6 ) 

g appar t i en t  à A(E,F) 

Montrons à présent que e s t  unique. En e f f e t ,  t o u t e  

appl ica t ion  g t  de A(E , F I ,  coïncidant  avec g s u r  D e t  ayant 

A(d ) comme domaine de d é f i n i t i o n ,  coïncide avec g c a r  E 
Vd € A(dE) 

g l ( d )  = uPF {gl ({s})  / s c d} = upF {g({s}) / s E d l  = g(d)  



C o t o l l a i n e  1 .  Si g e d t  une appLica t ion  pamX&e d e  DE( @ ) davu 

OF( @ ) - u e h i d h n t  Led hqpopo.th8~eb d e  Ln poposLtLon 5 ,  g ut poLonge&Le 
d e  dacon u M u e  en  une a p p î i c a t i o n  appait&Mnt à A(E,F) d e  donaoie d e  

d @ ~ i n M o n  b(upE D )  où D ut l e  d o t d n e  de  dZdiniXLon d e  g.  

Preuve . 

D'après l a  proposi t ion 5 g e s t  prolongeable, de façon unique en g E A(E,F) 
ayant comme domaine de d é f i n i t i o n A ( u p E  D). Nous pouvons a l o r s  appliquer 

l a  proposi t ion 3 .  g e s t  prolongeable de façon unique en une appl ica t ion  - 
appartenant à A(E,F) 8, coIncidant  avec g sur A(WpE D) e t  ayant 6(upE D )  

comme domaine de d é f i n i t  ion .  

- 
Cotoa,t t ihe - 2.  Si deux applicatiom g et g2 a p p u e n n e d  à A( E ,F 1, de  

donaDie d e  d @ d i n i t i o n  t e d p e m u e m e n t  D~ et D p .  S i  D ~ =  D~ et s i  g2 coinc.de  
auec B~ Led Ué.tnents d e  cancü&E 1 d e  o1 a l o u  g2 colnc.de  auec gl 

6üh *O& Dl. 

Preuve. 

So i t  dl = upE {{SI / {SI c olI 

d e s t  l a  fami l le  demus-ensembles de E cons t i tuée  par: l e s  éiéments de 
1 

c a r d i n a l i t é  1 de D 
1' 

D'après l a  propeeit ion 2 ,  d e s t  c lose  par  réunion f i n i e .  
1 

Soi t  g1  l a  r e s t r i c t i o n  de g aux éléments qe c a r d i n a l i t é  1 de D l  
1 1 

gi v é r i f i e  l e s  hypotheses de l a  proposi t ion 5 

So i t  Dl' de domaine de dé f in i t ion  de gi 

b '  1 u DiT d e t  d e s t  c los  pa r  réunion f i n i e .  PE 1 1 



c '  Vd r Dl' g (d )  e s t  de c a r d i n a l i t é  1 d'après l a  proposi t ion 1 

Nous pouvons déduire,  de l a  proposi t ion 5 ,  que g i  e s t  prolongeable de façon 

unique en une appl ica t ion  g' appartenant à A(E,F) de domaine de d é f i n i t i o n  
1 

A(d 1. g e t  g coïncident  avec g i  s u r  A(dl). 
1 1 2 

Soit  d E Dl. 

p on sidérons A(d) d r D c a r  Dl 5 Dî. Les éléments de (d l  appartiennent 
2 - 

à (dl)  e t  à D2 c a r  V s  s d 1 s )  e s t  un Clément de c a r d i n a l i t é  1 de Dl e t  

gl e t  g2 coïncident s u r  Dl. 

P r r o p o a ~ o n  - 6 .  S i  g est  une appLica t ion  appa/Ltenavct h A(E,F), d e  domcLine 
de  d G ~ i n W o n  D et d e  co-domaine D'  = g(~), a l o u  D '  es t  un i d G d  d e  

Preuve. 

Soit  d i ,  d; tz D. 

Vérif ions que D '  est un i d é a l .  

Il  e x i s t e  dl, d2 r D t e l s  que d i  = g(dl ) ,  d; = g(d î )  

g(dl UE d2) = g(dl) UF g (d2)  d 'après l ' a d d i t i v i t é  de g 

= d i  UF d; 

Par conséquent dl  U d '  s. Dl. 
1 F 2 



Soi t ,  à présent  d i  E D'  e t  d$ t e l  que d i  LF d i .  

I l  e x i s t e  d r D t e l  que d i  = g(dl) .  
1 

D'après l a  proposi t ion,  d i  = U F  {g({s}) / s E dl) 

d; LF d i  =' d' = 2 -PF "PF {g({s}) / s 6 dl).  

ce qu i  en t ra ine  l ' ex i s t ence  de d t e l  que d; = U {g({s})  / s 6 d2) .  
2 PF 

Il f a u t  montrer que d2 6 D. 

I l  e s t  c l a i r  que d2 UpE dl. Montrons que d2 e s t  c l o s  pa r  réunion f i n i e .  

So i t  s 
1, s2 d2 g({s l l )  et g ( { ~ 2 1 )  r d i  

d; é t a n t  c l o s  par  réunion f i n i e  g({sl}) U F  g({sl}) E d i .  

I l  dmi t t ex i s t e r  s r d2 t e l  que g ({s ) )  = g({sl}) U F  g({s2}). 

Ceci d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de d i .  

S i s * s  
1 "E S2' nous pouvons cons t ru i re  d" en ra jou tan t  { s  2 U E  S21 à 

d sans changer g ( d 2 ) - c ' e s t  à d i r e  que g(d2) = g(d2).  2 
Car nous venons de v o i r  que g ({s  u s2})  = g({sl}) U F  g ( { ~ 2 } )  r d i .  

1 
S i  d n 'appar t ient  pas à D ,  l a  c l ô t u r e  de d2 par  réunion f i n i e  appar t ient  

2 
à D c a r  d2 EpE dl => C( @ d2) LE dl e t  g( 

Nous pouvons en conclure que d'  E D I .  D '  = g(D) e s t  un i d é a l  de vF( @ 1. 2 

Ptropo~Cticn - 7 .  Si g, et g2 6 0 n t  deux Uements d e  À(E,F) d e  dotnuine d e  
d@&ini t ion  tre6pedve.twn.t D~ et D2, h w n  g, r g2 h i  et d e d e m e n t  6i 

e.hX une & U n  d l t ? q ~ v d e n c e  b u h  A(E ,F). 

Preuve . 
Vérif ions l e s  t r o i s  axiomes de l a  r e l a t i o n  d'équivalence : 



- Il  e s t  c l a i r  que gl t gl : r é f l e x i v i t é  

- - l a  xwlation e s t  symétrique gl i g2 -> g2 t gl 

- - 
gl z g2 e t  g2- g3 -> gl g3 : t r a n s i t i v i t é  

c a r  UE Dl = % D2 = % D ce qui  en t ra ine  3 

Il s u f f i t  d 'appliquer l a  proposi t ion  5 e t  s e s  c o r o l l a i r e s  1 e t  2. 

Intuitivement c e t t e  dernière  proposi t ion montre que deux appl ica t ions  

g et g de A(E,F) sont  équivalentes s i  e l l e s  son t  associées  à un même 
1 2 

Qlément a de A(E,F) e t  réciproquement, à t o u t  élément 8 de A(E,F), 

appliquant  un élément d de DE( @ ) s u r  un élément d'  de DE( @ ) , 
nous pouvons a s s o c i e r  un ensemble d'éléments de A(E,F) qu i  coïncident en 

Cs) V s  r d c ' e s t  à d i r e  que c e t  ensemble forme une c l a s s e  d'équivalence 

pour t. a possède a l o r s  deux représentants  p r i v i l é g i é e s  dans c e t t e  c l a s s e  

d'équivalence, l 'é lément de l a  c l a s se  qu i  a pour domaine de d é f i n i t i o n  - 
A(d) e t  ce lu i  q u i  a pour domaine de d é f i n i t i o n  A(d). 

Structures d'ordre partiel induites sur A(E,F),  et A(E,F) par la relation 

d'ordre L entre appl ieations de DE( @ ) dans OF( @ ) . 

Il e x i s t e  une r e l a t i o n  d 'o rd re  p a r t i e l  s u r  l 'ensemble des appl ica t ions  de 

DE( @ ) dans OF( @ 1, noter  L, déf in ie  pa r  



Nous savons que l'ensenible [DE( @ ) + vF( @ )], des applications 

continues de OF( @ ) dans DF( @ ) est un treillis complet algébri- 

que pour cette relation d'ordre. Mais les applications appartenant à A(E,F) 

ne sont pas continues. Cependant, la relation L donne à A(E ,F) , une structure 
d'ordre partiel complet pour les parties dirigées et même mditionnellement 

complet. Cet ordre n'est pas algébrique mais l'ensemble quotient de A(E,F) 

par la relation d'équivalence à une structure d'ordre partiel complet 

algébrique pour la relation d'ordre quotient de L par z .  Parallèlement, 

A(E,F) possède une structure d'ordre partiel complet algébrique pour la 

relation d'ordre L induite par la relation d'ordre cette application de 

A(E,F). 
Nous vérifierons que cette relation d'ordre a bien la propriété souhaitée 

c'est à dire que si al et a2 E A(E,F) 

Pkopob-&ion - 8 .  P o m  *o<Lt couple  gl et g2 d' UEment d e  A(E,F), d e  dom-ed 
d e  d i l $ i W o n  k e d p e ~ v e m e n t  ol et D~ 

gl - C g, h i  et sedenent h i  rd E ill, gl(d) = g2(d). 

Preuve. 

Montrons d'abord que gl L g2 => Vd E Dl, gl(d) = g2(d) et pour cela, 

montrons que g et g2 coxncident sur les éléments de cardinalité 1 de D 1' 

Soit s 1 ,  un élément de cardinalité 1 de Dl 

gl({sl) L i car {SI c Dl F 
gl L g2 => gl({s}) LF g2({s}) d'où g2({~}) * lF. 
D'après la proposition 1 gl({s}) et g2({s}) sont de cardinalité 1. 

D'OÙ gl({s1) LF g2({s1) => g2({s1) cpF g2({s1) et gl({s1) = g2({s1). 
Nous pouvons appliquer le coro9laire 2 de la proposition 6 

g1 et g2 coïncident sur Dl et g l ( d )  .= gp(d) Vd E Dl. 



Réciproquement , 

A(E,F) n ' e s t  pas im t r e i l l i s  c a r  il n ' e x i s t e  pas de majorant commun pour 

n'importe quel couple d'éléments de A(E,F). 

Soi t ,  en e f f e t ,  deux éléments de A(E,F), g l  e t  g2 ayant même 

domaine de d é f i n i t i o n  {r,, {SI)  où {SI e s t  un élément de c a r d i n a l i t é  1 

Posons g ( 1  = g (1 = rF 
1 E 2 E 

gl({sl)  = 4s21 

09 {sl} e t  {s2} son t  deux éléments de c a r d i n a l i t é  1 de DF( @ 1. 
S i  { s  1 1 {s2} , il n ' e s t  pas  possible de t rouver  un majorant commun à 

1 
g e t  g car  s i  un t e l  majorant commun, g3, e x i s t a i t ,  gl L g3 e t  g2 L g3 
1 2 

e n t r a i n e r a i t  d 'après  l a  proposi t ion  8 : 

I l  y a contradict ion ca r  nous avons supposé Cs 1 s is 1. Mais s i  g 
1 2 1 et g2 

son t  majorés a l o r s  ils ont un plus p e t i t  riiajorant commun. 

Ce t t e  absence de majorants communs pour c e r t a i n s  couples d'éléments de A(E,F), 

a  une s i g n i f i c a t i o n  i n t u t t i v e .  



Les éléments de A ( E , F )  sont  associés  avec des app l i ca t ions  de E dans F 

dont i l s  const i tuent  des approximations. I l  e s t  normal de ne pas t rouver 

un majorant,  c ' e s t  à d i r e  une,-meilleure approximations pour deux appro- 

ximations données de deux app l i ca t ions  d i f f é r e n t e s  de E dans F. 

S i  E e t  F représentent  N ,  l 'ensemble des e n t i e r s ,  on ne peut t r o u v e r u n e  

mei l leure  approximation commune d'une approximation de l a  fonction successeur 

e t  d'une approximation de l a  f a c t o r i e l l e .  

I l  e s t  t o u t  a u s s i  normal, pa r  cont re ,  de t rouver  une meil leure approximation 

commune de deux approximations données de l a  même apBlicat ion de E dans F. 

PtropohLtXon - 9 .  Dam une ceadde d' Equivdence absociée a .ta u l a t i o n  
d' éqdvlteence = enthe Uémertts de A(E ,FI ,  iR exhte  un Uément dninruni 

et un U h e n t  &. 

Preuve . 
- Soi t  A une c l a s s e  d'équivalence pour l a  r e l a t i o n  I. 

Tous les éléments de A ont même borne supérieure dA pour l e u r  domaine de 

d é f i n i t i o n  e t  coïncident  s u r  {(SI / s c dAl .  

So i t  D l e  domaine de d é f i n i t i o n  d'un élément de A .  

Considérons A(dA). 

Y6 c A(d ) 3d c D t e l  que 6 LE d.  D é t a n t  un i d é a l  6 c D e t  A(dA) S D. 
A '  

Soi t  g, l 'élément de A dont l e  domaine de d é f i n i t i o n  e s t  A(dA). 

Par app l i ca t ion  du c o r o l l a i r e  2 de l a  proposi t ion 6 ,  Vg c A ,  de domaine 

de d é f i n i t i o n  D,  g coïncide avec % sur A(dA) d'où Vd c A(dA) gJd) = g(d)  

e t  L g. I l  est c l a i r ,  pa r  a i l l e u r s  que Vgl c A t e l  que g1 L g Vg E A ,  

% L 9 ' -  g,,, est bien minimum. 

S o i t ,  à présent  g l'.élément de A dont l e  domaine de dé f in i t ion  e s t  t.3 
b(d . Nous avons a l o r s  D E b(dA) pour t o u t  D ,  domaine de d é f i n i t i o n ,  d'un A 
élément g de A. Pour t o u t  élément g de A ,  de domaine de d é f i n i t i o n  D ,  

Vd c D,  d c Z(A) e t  g(d)  = gM(d) d'où g L gM. 



Il e s t  c l a i r  que s i  g' c A est t e l  que : Vg E A ,  g L g' a l o r s  gM L g ' .  

gW est 1 ' élément maximum de A.  

P ~ o p o s i ü o n  - 10. V a r u  une e(adse dl #quivatence A d e  A(E ,F) poun îa .ire(ation 

n, t u u t  w u p t e  d' éeémentd d e  A poss2de un pCud p& majo& commun duta .A. 

Preuve. 

Soit  A une c las se  d'équivalence , g1 e t  g2 deux éléments de A ,  de 

domaines de d é f i n i t i o n  respectivement Dl e t  D 2 ,  de CO-domaines D i  e t  DG' 

Posons dA = UE Dl = UE D2.  

Considérons D = (dl  U d2 / dl r Dl,  d2 É D 2 1 .  3 
Tout i d é a l  D ayant pour borne supérieure d e t  contenant DA e t  D 2 ,  con t i en t  A 
Dg puisque Vd Dl ,  d2 r D 2 ,  dl,  d2 r D e t  dl UE d2 É D. 

V6riY5bns que Dg e s t  un i d é a l .  

Soit d, d l  € D3 d = dl UE è2 e t  dl  = dl U 
1 E 

avec dl, d i  r Dl, d2 ,  d; 6 D2 

d UE d' = (d U d ) UE ( d i  UE d i )  = (dlUE d i )  UE (d  U d ' )  
1 E 2  2 E 2  

O r  d U d '  E Dl e t  d U d i  € D 2 .  De ce f a i t  d UE d t  € D g .  
1 E l  2 E 2  

Soit  d E Dg e t  d'  LE d 

d = d U d avec d c Dl e t  d2 r D2.  Nous pouvons é c r i r e  
1 E 2  1 

dl = ( d l  % dl) UE (dl  F$ d2)  o r  d'  % d L d ce  qu i  en t ra ine  dl 1 E l  
e t  d' % d2 LE d2 => d' % d E D2. 

dl 

2 
D'où d '  . D3. U D 1 UE Dl = dA. 

E 3 
Mais Vd r Dg d = d U d avec dl r Dl, d r D2 

1 E 2  2 
d = d U d LE dA => UE D2 E dA e t  donc U D 

1 E 2  E 3 = d ~ '  

Soit  g3 l 'élément de A ayant D3 comme domaine de dé f in i t ion .  

Par appl ica t ion  du c o r o l l a i r e  2 de l a  proposi t ion 6 ,  g3 coïncide avec g 
2 

s u r  D e t  avec gp s u r  D2. 1 



Vd r Dl gl(d) = g3(d) ; d'où g l L  g3 

Vd D2 g2(d) ' gg(d)  ; d'où g2 L 83 

De plus  Y g3 e s t  l e  p lus  p e t i t  M j o r a n t  de gl e t  g2 c a r  pour t o u t  élément 

g de A(E,F), de domaine de d é f i n i t i o n  D t e l  que gl r g ,  g2 f g 

D'où D l =  D e t  D2 S D e t  nous avons vu que dans ces condit ions D 5 D. 3 
C e  qui  en t ra ine  g ( d l  = g(d)  s i  d 5 D J .  3 
C 'es t  à d i r e  g3 L g. 

P ~ o p o ~ i x Z o n  - I I .  Si gl et g2 dont deux Uéments d e  A ( E , F ) ,  de  domalne 

et i( e d t e  un coup.te (s1,s2) Utdependant d e  g .tel pue 

sl r UE Dl, s2 UE D 2 ,  s = s 1 E 2  s e t  g({s}) = gl({sl}) uF  g2({s2}). 

Preuve . 

U D e t  U D sont  les fami l l e s  de sous-ensembles de E cons t i tuées  à 
E 1 E 2 

p a r t i r  des éléments de c a r d i n a l i t é  1 eespectivement de Dl e t  D2.  

S i  g e s t  un majorant de Dl e t  D2,  il coïncide avec g en {s 1 V s l  r U D 
1 1 E 1 

e t  avec g2 en {s2)  V s 2  r U D 
E 2' 

g ayant l e s  p ropr ié t é s  hl e t  c )  de l a  d é f i n i t i o n  des éléments de A(E,F), 

quelque s o i t  l a  fami l le  f i n i e  a d ' é l é e n r ~  de UE Dl e t  U D g e s t  d é f i n i e  en E 21 

UE / s r a} de s o r t e  que g e s t  dé f in ie  en {s} Vs r (UE Dl) UE (U D 1. E 2 

So i t  s c (UE Dl) UE ( U E  D 2 )  

(UE D ~ )  UE (UE D2) e s t  obtenu par  a lô tu re  par  réunion f i n i e  de 

t uE Dl) upE(YE D 2 ) .  



Tout élément s é (U D ) U (U D ) e s t  réunion f i n i e  d'éléments de 
E l  E E 2  

(UE Dl) UPE (UE D2) 

-. 
Regroupons l e s  éléments de U appartenant a U D e t  a U E  D2. E 1 
s = RU U Ra2 avec 0 

1 E 
U D U D e t  UE D2 é t a n t  

1 E~~ 'E Di et '2 'PE E 2 E 1 
c los  par  réunion finie, Wl  a U D e t  W 2  c U E  D2.  

E 1 

posons sl = F W ~ ,  et  s2 = Ra p. 

s e t  s sont  indépendants de g. 1 2 
11 e s t  possible que 0 ou ri2 so ien t  vides. II e s t  poss ib le  a i n s i  que 

1 

"E O2 
* (I s i  (UE Dl) (UE D2) * LE mais l ' e x i s t e n c e  de g en t ra ine  

que gl e t  g2 coïncident sur l e s  éléments communs à U1 e t  O 2  s ' i l  en 

ex i s t e .  Nous pouvons donc mettre s sous  l a  forme sl UE s2 avec s 1 E UE D l  

e t  s2 E UE D2 

g ({s l )  = U E  s21) = g({sl l)  U r  g({s21).  

O r  g coIncide avec g sur UE Dl e t  avec g2 s u r  UE D2. 
1 

D'où, g({s l )  = gl({sll) UF g2({s21). 

P&oposLtion - 12 .  Tout couple dPU@tnent6 de k ~ , ~ ) , m j o n é  h n d  A ( E  ,F), 
p o ~ b z d e  un p h 6  p& maj'ohavct commun dan4 A 

Preuve. 

S o i t ,  gl,  g2, deux éléments de A(E,F), de domaine de d é f i n i t i o n  

respectivement Dl e t  D2,  de CO-domaine respectivement D 1  e t  Di. 
1 

Soi t  gg, un élément de A(E,F), de domaine de d é f i n i t i o n  D 
3 ' 

de CO-domaine D' t e l  que gl L g3 e t  g2 L g3. 
3 

Soi t  D = {dl UE d:, / dl a Dl,  d2 r 

D e s t  un idéa l .  

So i t  g un élément de AcB,F), de domaine de d é f i n i t i o n  

D = {d U d / dl c Dl,  d c D 2 1  dé f in ie  par  Vd E D c g(d)  = g3(d)*  1 E 2  2 
Nous avons D D e t  D2 = D c a r  l e s  éléments de Dl sont  des éléments de D 

1 
de l a  forme d r  UE . L ~  avec d '  r D l  e t  l e s  éléments de D son t  de l a  forme 2 
ni U du avec dQ1 a D2. E E 



M E Dl gl(d)  = g3(d) = g(d)  d'où g1 L g 

g e s t  l e  plus p e t i t  majorant commun de gl e t  gp. 

En e f f e t ,  s o i t  g' un majorant de g e t  g2. 1 

Soi t  D'  l e  domaine de d é f i n i t i o n  de g'  

Dl c. D'  e t  D2 c D '  . 
D l  d o i t  donc con ten i r  dl  U E  d2 Vd 1 1  E D e t  d r D c ' e s t  à d i r e  D 5 D l .  2 2 
De plus  V s  E (UE Dl) UE (UE D 2 )  g({s})  = g l ( { ~ } ) .  

Ceci d'après l a  proposi t ion  11 puisque il e x i s t e  un couple (s lY s2) ,  

s r UE Dl, s2 r UE D 2 ,  indépendants de g e t  g '  t e l s  que s = s U 
1 1 E s2 

e t  g ( l s 1 )  = g l ( l s l l )  uF g2({s21) = g1 ( {s1 ) .  

Nous pouvons a l o r s  appliquer l e  c o r o l l a i r e  2 de l a  proposi t ion 5 q u i  ent ra ine  

que g1 coïncide avec g sur D .  

C 'est  à d i r e  que Vd r D, g(d)  = g l ( d )  e t  g L g ' .  g e s t  bien l e  p lus  p e t i t  

majorant de gl e t  g2. 

Remarquons que Vd E D ,  d peut s e  mettre sous l a  forme d U d avec dl r D 1 E 2  1 
e t  d2 r D g(d)  = g ( d  U d ) . g é t a n t a d d i t i v e g ( d )  = g ( d l )  U E g ( d 2 ) :  

2 1 E 2  
gl(dl) UE g(d2) c a r  g coïncide avec g s u r  D e t  avec g s u r  D2.  

1 1 2 

Thi!om?me - 1 .  A(E,F), mni de la tr&atian dtosd/re L, a une ~.t/cuctwre dtotrd/re 

p W &  cornflet. 

Preuve . 

Soit  A,  une p a r t i e  d i r igée  de A(E,F). 

Pour t o u t  élément g de A notons Dg, l e  domaine de d é f i n i t i o n  de g. 



Soit  à r DE( @ 1. 

S i  d  E D a l o r s  d  E D Vg' E A t e l  que g  L g' e t  g(d) = g l ( d ) .  
g  g' 

Soit  g, g' € A t e l s  que d  E D e t  d  E D 
8 8' 

I l  e x i s t e  g" E A t e l  que g'l 1 g e t  gr' 1 g' .  Ce qui  en t ra ine  g1'(d) = g l ( d )  

gl'(d) = g l (d )  g(d)  e t  d  E D S i  deux éléments g e t  g' de A sont  dé f in i s  
g" ' 

en d ,  e l l e s  y o n t  même valeur .  

posons UA une app l i ca t ion  de DE( ) dans OF( @ ) d é f i n i e  par  

UA(d) = U {g(d) / g  6 A) .  Montrons que UA appar t ient  à A(E,F). F 
Notons D l e  d k a i n e  de d é f i n i t i o n  de UA et DD; son CO-domaine. 

A 

a 1 UA est continue. 

Soit  d  E DA. Nous devons montrer que : 

S i  UA est d é f i n i e  en d  a l o r s ,  d 'après l a  dé f in i t ion  de U A ,  Ig E A t e l  que 

UA(d) = g(d) e t  pour t o u t  élément g '  E A t e l  que d  6 D 
g  ' g l ( d )  = g(d) .  

S i  d~  D A(d) SD c a r D  e s t  un i d é a l .  De ce f a i t  ~6 E d(d)  UA(&) = g ( 6 )  
g  ' g  g  

U A ( ~ )  = g(d) = UF lg(6)  / 6  E A(d) = UF ( A(&) / 6 E A(d)l 

A e s t  continue. 

b DA est un idbal.  

Soit  d ,  d1 E DA. 

Il  e x i s t e  g  e t  g' E A t e l s  que : 

g  e t  g' possèdent un majorant dans A : g" qui  e s t  d é f i n i  en d  e t  d ' .  

C'est  a d i r e  que d,  d1 E D e t  donc d  UE d1 E D c a r  D e s t  un i d é a l  
g  " g  " g  " 

UA e s t  donc d é f i n i  en d  UE d 1  c a r  UEA(d UE d l )  = g " ( d 5  d l ) .  



S o i t  d E DA e t  d'  c  DE( @ d '  LE d 3g c A t e l  que UA(d) = g(d) .  

c 1 Soi t  d ,  d'  DA. d  UE d '  E DA e t  gg E A t e l  que 

U A ( ~  UE d l )  = g(d uE d l ) .  O r  g  E A(E,F) e t  g(d u d1 = g(d) uF g ( d l )  E 
UA(d U d ' )  = g(d)  UF g ( d l )  mais UA(d) = g(d) e t  UA(dl) = g ( d l )  

UA(d UE d l )  = UA(d) UF UA(dl). 

So i t  { s  e t  {s , deux éléments de c a r d i n a l i t é  1 de DA. 
1 2 

I l  e x i s t e  g E A t e l  que : 

g appartenant à A(E,F), g({sl bE s21) = g ( { ~ l l )  uF g({s21) 

UA({sl UE s2})  = g({sl UE s 2 }  = g({sl l)  UF ~ ( { s ~ l )  = (uA({sl))) uF(uA({s2})) 

d 1 Soi t  6 E D l a  c a r d i n a l i t é  de 6 é t a n t  finie. A , 
Il e x i s t e  g E A t e l  que UA(6) = g(6). 

card(uA(6)) = Card(g(6))  

A(E,F) e s t  complet. 

Preuve. 

So i t  A un ensemble d'éléments de A(E,F) ayant un majorant commun h.  

Considérons  la^ p a r t i e  d i r i g é e  B de A(E,F) d é f i n i e  a i n s i  A B e t  Vd, d ' c  B 

d U d '  E B. 

B e x i s t e  c a r  t o u t  couple d'éléments gl, g2 de A ,  é t a n t  majoré par  h ,  possède 



un p lus  p e t i t  majorant commun g 1 2  U g lui-même majoré par  h .  

B possède une borne supérieure UB L h e t  ma5orant g Vg E A. 

Soit  g1 un majorant commun des  éléments de A .  

Soit  g 1' g2 deux éléments de B ,  

o r  l e s  éléments de A sont in fé r i eu re  à g' d'où : 

A possède dans un plus p e t i t  majorant commun e t  A(E,F) e s t  conditionnellement 

complet. 

Notons %(E,F) l e  sous-ensemble de A(E,F) cons t i tué  par  l e s  éléments 

minimum de chaque c las se  dléquivalence associé  à l a  r e l a t i o n s .  

ThEokPnie - 3 .  Am( E ,F) ut munie pan L d'une d h c t u n e  d' o&e putid complet 
utgEbhique. Les elCrnent6 ~ o ~ g h d e  A m t ~ , $ )  d o n t  Les Elémentd de \(E,F) dont 
Ce doniaine de d é ~ ~ n  e6.t de w d h a k X t é  dinie. 

Preuve. 

AJE ,FI e s t  c l o s  par  l ' opé ra teur  u . 

E A (E,F) e t  gg un élément de A(E,F) t e l  que Soi t  g19 g2 

g l u  B3 e t  82 U g3* 

81 e t  g possèdent un plus p e t i t  majorant commun gl U g2 dans A(E,F). 2 

Soi t  Dl e t  D2 l e s  domaines de d é f i n i t i o n 3  de gl e t  g2 l e  

domaine de d é f i n i t i o n  D de g1 U g2 est {dl UE d2 / dl r D l ,  d2  E D 2 1  

dl UE d2 z BE( @ ) vdl z D~ e t  à 2 r D 2 . 



Plus précisément D = / 6 r BE( @ ), 6 L (UE Dl) UE ( U DÎ)} 

de s o r t e  que g U g2 r Am(E,~) .  1 
 am(^,^) e s t  complet. 

Soi t  A une p a r t i e  d i r igée  de A (E,F). m 
A possède une borne supérieure UA dans A(E,F). 

So i t  DA l e  domine  de d é f i n i t i o n  de UA e t  Dg l e  domaine de dé f in i t ion  

d'un dlément g de A. 

Soit  D = {U D / g E A}. 
E g 

D e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de DE( @ 1. 
En e f f e t  g L g'  => Dg S Dg, => E g L E E g" 

Considérons UE D. 

6 L U D => 3d E D t e l  que 6 LE d E E 

3g E A t e l  que d = U D 
E g 

e t ,  à nouveau, 3dt E D t e l  que 6 LE d'  ce qui en t ra ine  
g 

UA appar t ient  donc à A (E,F). m 
Am( E , F) e s t  algébrique.  



Soit  g un élément de A,(E,F) de domaine de d é f i n i t i o n  D t e l  que 

l a  ca rd ina l i t é  de D s o i t  f i n i e .  

Soit  A une p a r t i e  d i r igée  de X m ( ~ , ~ )  t e l l e  que g  L U A .  

Nous avons a l o r s  UA(6) = g(6') ~6 s D. 

D'après l a  cans t ruct ion  de U A ,  3 5  s A t e l  que 6 s D 
4 

Soit  A un sous-ensemble f i n i  de A t e l  que 
D 

A e s t  f i n i e  c a r  D est f i n i .  
D 

A possède, à cause de s a  c a r d i n a l i t é  f i n i e ,  xm majorant dans A. 
D 

Soit  gD ce  majorant . 
76 r D gD(6) = g(6)  e t  g  L gD. 

I l  e x i s t e  dans A. un majorant pour g. 

Soit  à présent  g  un élément de A (E,F) e t  A l 'ensemble des  m 
éléments de A m ( ~ , F )  dont l e  domaine de d é f i i f t i o n  e s t .  de c a r d i n a l i t é  

f i n i e ,  e t  qui s o n t  i n f é r i e u r s  ou égaux à g. 

A = {g' r A,(E,F) / Card(D f i n i  e t  g' L g j  
g 

V6 r D il e x i s t e  une appl ica t ion  g appartenant  à ~ ( E , F >  + e l l e  que 
g  ' 

V6' LE 6, g6(6 ' )  = g(6 ' )  e t ,  puisque l a  c a r d i n a l i t é  de 6 est f i n i e .  

g6(6) = g(6). C ' e s t  à d i r e  que 6  r D . 
gcs 

La ca rd ina l i t é  de D e s t  f i n i e c a r  c e l l e  de 6  est f i n i e ,  de s o r t e  que g s A 
gs 

e t  6  s DA, l e  àomaine de dé f in t t ion  de UA. Ceci ent ra ine  que V6 s D 6  c DA 
R' 

e t  g t6 )  = UAC6). 

Nous avons, de ce f a i t  g  L UA. 

Comme g '  L g Vg' E A UA 1: g e t  donc g  = A. 

A,( E ,FI e s t  bien algébrique. 

Les é l éments i so lés  de  am(^,^) sont les app l i ca t ions  dont l e  domaine de 

dgf in i t ion  e s t  de c a r d i n a l i t é  f i n i e .  



Notons A,(E - ,F) , l 'ensemble des c l a s s e s  dl  éq l iva l ences  dans A(E ,F) pour  l a  

r e l a t i o n  d1éqr2ivalence E e t  L= - l a  r e l a t i o n  d 'ordre  quo t i en t  a s soc i ée  à L. 

S o i t  cl, c deux c l a s s e s  appar tenant  à A=(E,F) 
2 - 

Cl  L= C2 s ' i l  e x i s t e  g1 E C e t  g2 E C t e l s  que gl L g2. - 1 2 

C o / r o U e  - 1 . A, - ( E , F eb.t muni put L= - d'une & r . u W e  d' o&e pwtiet coniflet 
algEb/uque dont Le6 Uémevcit6 h o t &   ontt te^ cea6~cb contenant Les Uétnent4 
 dol lé.^ de À,(E,F). 

Preuve. 

La preuve e s t  immédiate. L 'appl ica t ion  de %(E,F) dans A,(E,F) - q u i  f a i t  

correspondre,  à un élément g de A (E,F),  sa c l a s s e  d 'équivalence,  e s t  un m 
isomorphisme. 

S o i t  a un élément de A(E,F) c ' e s t  à d i r e  une a p p l i c a t i o n  d'un 

élément d de DE( @ ) dans un élément d l  de  IlF( @ ). 

a permet de d é f i n i r  un élément C de A,(E,F). Un élément g de A(E,F), de a - 
domaine de d é f i n f t i o n  D a p p a r t i e n t  à Ca s i  U D d e t  si V s  E d 

g ' E g  
g( {SI)  = { a ( s )  1 .  Notons a- - l a  c l a s s e  d 'équivalence a s soc i ée  à un élément - 
a de A(E,F) e t  a l ' é lément  minimum assoc iée  à a = .  - 
Réciproquement, s o i t  C une c l a s s e  d l  équivalence appartenant  à A=(E ,FI .  - 

S o i t  C l ' é lément  minimum de c e t t e  c l a s s e ,  de domaine de  d é f i n i t i o n ,  m 

S o i t  d = U D e t  d '  = UF {(m(6) / 6 E Dc 1. 
'rn m 



A C, e s t  assoc ié  un élément a de A(E,F),  appl iquant  d dans d '  e t  d é f i n i  p a r  

a ( s )  = Cm(s) V s  E d.  

Soi t  al, a E A(E,F) ; a l  appl iquant  d dans d '  e t  a appl iquant  
2 1 1 2 

d2 dans d i .  

La r e l a t i o n  L= s u r  A=(E,F) i n d u i t  une r e l a t i o n  d 'ordre  L e n t r e  éléments - - 

de ~ ( E , F )  d é f i n i e  par : 

a l  L a 2  s i  e t  seulement 

Preuve. 

Soi t  D- e t  D- l e s  domaines de d é f i n i t i o n s  de à e t  a2. 
a 
1 

a 
2 

1 

Nous avons U D- L U LI- c a r  D- 5 Di o r  dl = U D- e t  d2 = U D- . 
E a l  E E a 2  a 

1 2 al a2 
De p lus ,  V s  c U D- . 

E a ,  

Réciproquement, s i  dl L d e t  s i  V s  E d a i ( s )  = a 2 ( s ) .  2 1 

Soi t  à l ' é lément  minimum de l a  c l a s s e  a a s soc i é  à a e t  a 
1 - 1 1 2 - 

l 'é lément  minimum de l a  c l a s s e  a a s soc i ée  à a 
- 

= 2 2 ' - 

- - 
Soi t  D- e t  D- l e s  domaines de d é f i n i t i o n  de a l  e t  a 2 .  a 

1 
a 2 



Nous avons UD- = dl et UD- = d et plus précisément Da = b(dl) Da = b(d2) a a 
2 

2 1 2 

Appliquons alors la proposition 5 et ses corollaires 1 et 2. 
- - 
al L a2 ce qui entraine a -1 L !2 et par définition a L a 

- - - - 1 2' 

C o h o W e  - 2 .  A(E ,F), muni de heeation dlo*e L, es2 un o&e w d  

complet a& é b a u e .  

Preuve. 

L'application de A(E,F) dans A-(E,F) défini par - 

a + a= pour tout a E A(E,F) - 

est un isomorphisme et A-(E,F) - est complet et algébrique. - 



S o i t  f une a p p l i c a t i o n  de E dans F e t  a un élément de A(E,F) 

de domaine de d é f i n i t i o n  d e t  de CO-domaine d t e l  que : 
a a' 

Sauf s i  d con t i en t  l e s  s i n g l e t o n s  de E, f n ' e s t  pas  l a  s e u l e  a p p l i c a t i o n  
a 

de E dans F t e l l e  que : 

La donnée de a d é f i n i t  donc de façon approchée une a p p l i c a t i o n  de E dans 

F. 

Plus  généralement, puisque nous avons admis qu'un sous-ensemble é t a i t  

une approximationdes sous-ensembles q u ' i l  c o n t i e n t ,  nousa l lons  d é f i n i r  

l ' i n t e r p r é t a t i o n  1 d'un élément a de A(E,F) en posant : 

1 e s t  une a p p l i c a t i o n  de A(E,F) dans l 'ensemble des sous-ensembles de 



l 'ensemble des app l i ca t ions  de E dans F. 

Vérif ions que 1 a bien l e s  p ropr ié t é s  voulue. 

P&opod&n - 14. Si a l  et a2 d o n t  deux Uhentù de A ( E , F )  

Preuve . 

Soi t  a  une appl ica t ion  de d dans d t  
1 a 

1 
a 
1 

Soi t  a  une appl ica t ion  de d dans d' 
2  a, a, 

V f c  I ( a 2 ) , V s  c d  f ( s ) s a 2 ( s )  = a l ( s ) d 1 o ù f e  I ( a  l e t d o n c  
a 
1 

1 
I ( a 2 )  5 I ( a l ) .  

PmposAXon - 1 5 .  Si a l  et a, d o n t  d u  Uenim de A ( E , F ) ,  ~ j o k b  PrVl 
a 

3 

Preuve. 

Soi t  s c d U d . a 
1 

a 2 



Nous avons s o i t  s E d  
a 
1 

s o i t  s E d 
a  2  

s o i t  s = s1 u E  s2 avec s 
1 '  dal' '2 daî 

S i  s appa r t i en t  simultanément à d e t  da a l o r s  a  ( s )  = a ( s )  à cause 
al 2 1 2 

du majorant commun de a  e t  a  : a  
1 2 3 '  

Soi t  f un élément de I ( a  U a ) 
1 2  

I L 

ce  q u i  e n t r a i n e  f ( s )  5 a  ( s )  s i  s E d 
1 a, 

c ' e s t  à d i r e  I ( a  U a 2 )  5 I ( a l )  "(a2). 
1 

S o i t ,  à présen t  f r I ( a l )  n 1 ( a 2 )  

s i  s e s t  de l a  forme s u 
1 E S2 

avec s E d  e t  s E d 
al a2 

o r  ( a  1 U a 2 ) ( s )  = a  ( s  uF a 2 ( s ) .  1 1  

D ' o ù  f E I ( a l  u a 2 )  e t  I ( a l  u a 2 )  = I ( a l )  n I ( a  1. 2 

Ptropo.û&n - 16.  Si A ai une p a t i e  W é e  d e  A(E ,F) , 

Preuve. 

UA e s t  une a p p l i c a t i o n  de U {d / a  E A )  dans U {d'  / a  E A ) .  E a  F a  



S o i t  s E U  { d  / a E A ) ,  3a E A  t e l  que s E d e t  U A ( s )  = a(s)  
E a a 

S i  f E I1 ( a )  V a  E A  

V a  E A ,  V s  E d$ f ( s )  5 a(s )  => f ( s )  5 U A ( s )  e t  donc f r I ( U A ) .  

C ' e s t  à d i r e  a A I (a)  5 I ( U A ) .  

R é c i p r o q u e m e n t .  

S o i t  f E I ( U A ) .  

Y s  r UE{da / a E A l  f ( s )  5 U A ( s ) .  

S o i t  a E A  V s  r da U A ( s )  = a ( s )  car UA 1 a d'où f ( s )  = a(s )  

car f ( s )  5 A ( s )  e t  f E ~ ( a )  d'où I ( U A )  5 n ( ~ ( a ) )  
a r A  



NOTION DE TABLE 

STRUCTURE D'ORDRE SUR L'ENSEMBLE DES TABLES . 

Considérons l a  déc la ra t ion  de procédure ALGOL 68 suivante : 

Proc F = (Réel X) Réel : (F(X) ) - 

Une t e l l e  déclara t ion  f a i t  un usage incor rec t  des p o s s i b i l i t é s  de décla- 

r a t ion  de procédure récurs ive  o f f e r t e  p a r  l e  langage ALGOL 68. 

La procédure F e s t  indéterminée mais nous avons cependant une information 

su r  c e t t e  procédure : e l l e  applique l 'ensemble des r éa lu  dans [-1, +13. 

Pour r édu i re  l ' indéterminat ion  s u r  l a  procédure F, il fau t  remplacer, dans 

l e  coup de procédure, F(X) pa r  une r é g l e  de c a l c u l  convenable de l a  va leur  

de l a  procédure en fonction du paramètre. Mais nous pouvons a u s s i  imaginer 

de p réc i se r  que l a  procédure F applique l 'ensemble des r é è l e  dans C - 1 ,  t11. 



ou encore de façon plus  préc ise  

Nous pouvonsraffinerllinformation s u r  F en décomposant davantage l e s  

F2 : 4 

71 71 TI 71 i n t e r v a l l e s  C O ,  CF, 711 , C -  7, 01, C-71 - 11 , en i n t e r v a l l e s  Plus 
- 8 

p e t i t s ,  par  exemple, d'un diamètre 10 . 

,- Réel* C - 1 ,  +11 - 
CO,;] + CO, +il 

71 
CT,nl + C - 1 ,  03 

[- $, O 1  + C O ,  +il 

71 
[- 71, - -1 + [ - 1 , O I  

2 
\ 

Nous détiendrons a i n s i  quelque chose de bien connu en programmation sous 

l e  nom de "table" ou de "table fonctionnelle". 

L'analyse numérique fourn i t  des méthodes qui  permettent de met t re  en 

oeuvre une t e l l e  t a b l e  de façon plus r é a l i s t e .  

Fondamentalement, une t a b l e  correpond au graphe d'une r e l a t i o n  fonct ionnel le .  

Ce graphe peut ê t r e  implémenté de d i f f é r e n t e s f a ç o n s , p a r  exemple par  une 

abaque ou une courbe graphique sur une f e u i l l e  de papier  ou encore par  l a  

donnée d'un ensemble de couples comprenant un élément de l 'ensemble de départ 

e t  un élément de l 'ensemble d ' a r r ivée  comme dans l a  mémoire d'un ca lcula teur .  



Dans le chapitre III, nous avons essayé d'approximer un ensemble E par 

un recouvrement fermé par réunion finie de cet ensemble, c'est à dire 

par un élément de DE( @ ). Dans une première partie du chapitre IV, 

nous avons essayé d'approximer les applications d'un ensemble E dans un 

ensemble F par les applications d'un élément de DE( @ ) dans un 

élément de OF( a ), nous allons chercher à présent, à approcher une 

table fonctionnelle et plus généralement une relation binaire entre E et F 

par un sous-ensemble de D EXF ' 

Relations binaires e t  fami 1 l e s  de sous-ensembles de E x F 

Soit E et F deux ensembles) 

E x F le produit cartésien de E et F. 

Nous noterons : 

(x,y) un élément de E x F où x c E et y E F, 

p et p respectivement les projections sur E et sur F. E F 

Pour tout V c ExF 
-ExF 

pE(V) = {x c E / 3y c F tel que (x,y) c VI 

pF(V) = {y r F / 3x c E tel que (x,y) r VI 

Il ne faut pas confondre ces projections liées au produit cartésien de 

deux ensembles avec la notion de projection introduite dans les rappels 

mathématiques du chapitre 1 et au chapitre III qui estdéfinie à partir 

d'une relation dtordre.Cependant, si on munit E et F d'une structure de 

domaine de Scott plat, il s'en déduit une structure d'ordre sur ExF pour 

laquelle p et pF sont aussi des projections au sens du chapitre 1. 

Une relation binaire entre E et F étant un sous-ensemble de ExF, l'ensemble 

des relations binaires entre E et F se confond avec P(ExF), l'ensemble de 

sous-ensembles de ExF. 



I l  e x i s t e  p lus ieu r s  façon de d é c r i r e  une r e l a t i o n  b i n a i r e ,  en u t i l i s a n t  

une représenta t ion  sagg i t a l e  ou d i f f é r e n t e s  représenta t ions  m a t r i c i e l l e s .  

Nous a l l o n s  u t i l i s e r  une représenta t ion  ''par coupe" dans l a q u e l l e  on donne 

pour t o u t  x E E ,  l 'ensemble de y appartenant à F t e l s  que l e  couple (x ,y)  

appartienne à l a  r e l a t i o n .  

OétjhXon - 4 .  La coupe d'une keeation binaLu p enthe E et F pm un Uément 

x de E es t  c o m ~ é  pah l'avuembte d e s  Uémenb y de F tee4 que l e  coupîe 

Nous noterons p(x) l a  coupe de p par  x 

Nous pouvons étendre c e t t e  d é f i n i t i o n  à l a  coupe d'une r e l a t i o n  b i n a i r e  

par  un sous-ensemble e de E e t  par  un élément d de D E .  

DtdinLtbn - 5 .  La coupe d'une k&aa%n bi.nahe p enthe E & F pa-t un 

bous-emembte e de E es$ comLLthé put îu héunion d e s  coupu de 'p 

pah CU ée?hentb x appahtenant b e : 

D8dinhXon - 6 .  La coupe d'une keeatian b h z & e  p entrLe E & F pa-t un Uément 

d de O,, es t  comLLthé p a ~  t'ememble d e s  coupes de p pa-t t e s  Uéments de d 



Nous pouvons également é t e n d r e  l e s  opéra t ions  de p r o j e c t i o n  p e t  pF aux 

f a m i l l e s  de sous-ensembles de E x F c ' e s t  à d i r e  aux éléments de p en ExF - 

posant  pour t o u t  élément D appartenant  à 
ExF 

Soi t  V un sous-ensemble de E x F. 

So i t  V pE(V) e t  VF = pE(V). E 

V n ' e s t  pas l e  s e u l  sous ensemble de ExF dont l e s  p r o j e c t i o n s  s u r  E e t  F 

s o i e n t  p ( V I  e t  pF(V) e t  en  généra l  : 
E 

De même, nous n 'avons pas en  généra l ,  pour un élément D quelconque de 

'Ex F D = pE(D) x pF(D), n i  même, D = {pE(s )  x pF( s )  / s c Dl. 

Nous qua l i f i e rons  de p r o j e t a b l e  un sous-ensemble V de E x F t e l  que : 

Dé&ini,?%n - 7.  Un hou-ensemble V de ExF U t  projetable 6 i  : 

v = p,(V) x pF(V) 

O 

S i  u e s t  un sous-ensemble de E e t  v un sous-ensemble de F 

u x v = u I V  / V sEXF ExF e t  pE(V)=u, pp(v)=v)  ExF 

Nous étendrons c e t t e  d é f i n i t i o n  aux éléments de D ExF' 



D86i&n - 8. Une &mille D de dous-enôembleô E x F es$ projetable 
d i  chacun des dous-ensembles qLLi la campode eb.t p t o j m b l e  

Prropoaition - 1 7 .  Une i n t e t t d e c t i a n  queLconque de6 bous-ensembles p/rajetables 

est ptlo j - b l e .  

Preuve. 

So i t  a une famil le  de sous-ensembles p ro je tab les .  

Nous devons montrer que p ( n s )  x pF( n E x F ~ )  = n E ExF EX F' 
S E O  S E O  S E O  

Deux cas sont  à considérer ,  su ivant  que 
"XF 

s e s t  v ide  ou non. 

S E U  

Soi t  V = n 
Ex F 

S .  

S E O  

S i  V = fi Ses projec t ions  p ( V )  e t  pF(V) sont  vides e t  l ' o n  a bien 
E 

v = p,(V) pF(v).  

S i  V t fi Soi t  (x ,y)  un élément de E x F appartenant à V, (x,y)  E s V s  E o. 

Ce qu i  en t ra ine  x E p  ( s )  Y s  E u e t  y E pF(s)  VS E o. 
E 

C'est-à-dire-que x E n p E ( s )  e t  y E c p ( s ) .  
S E O  S E  u F F 

D'où nous t i r o n s  : 

Réciproquement. 



s o i t  (x ,y)  E ( nE p E ( s ) )  ( " p F ( s ) )  

s EU SEU 

Nous pouvons dédu i r e  s E n P ( s ) e t Y E n ~  p  F (s).  

SEO SEO 

C.'est à d i r e  x  E p  ( s )  Y s  E a  e t  y E pF ( s )  VS E 0. 
E 

Puisqua, vs E O ,  s est p ro j e t ab l e ,  s = p E ( s )  pF(s )  e t  x E pE( s )  ; 

PhopobLCion I d .  Si. a  est  une quelconque de bous-ensenibles - 
pnoje tab les  d e  E x F, a l o u  h i  "xF s # $ 

S i  "xF s = 0,  uneau au moi^ d e s  d e u x i n t w e c ü o n a  nE p ( s ) ,  nF pF(s )  

S E O  SEO SEO 

es-t v i d e  et .t1éguLLté c o u e s p o n d a n t e  es t  v W d i é e .  

Preuve. 

n ( s )  * 0. Il e x i s t e  donc a u  moins un élément ( x , y )  de E  x F  
ExF 

tel que (x,y) E s VS E O .  

Mais (x,y) r s V s  E o => x E p  ( s ) ,  y É p F ( s )  V s  É o .  
E 

D'où x E n E  pF ( s )  e t  y É n p F ( s )  e t  p  ( n ExF CE " p E ( s )  
r 

SEO S E U  S E O  

pF(nExp  S )  cF " p F ( s ) .  
S E O  S E O  

Réciproquement, s o i t  x  E nE p E ( s )  x 6 p E ( s )  V s  E o 

S E O  



n p (s) n'est pas vide sinon n s = 8. Il existe donc y E pF(s) Vs 6 O. 
F F Ex F 

SEO SEO 

Ce qui entraine x c p (n s) = nE (pE(s)). E ExF 
SEO SEU 

La seconde égalité se démontre de façon identique. 

Dans la démonstration ci-dessus, la condition n Ex F (s) est nécessaire. 
SEO 

si elle n'est pas vérifiée, nous avons, puisque d'apds la proposition 17 n 
ExF 

est proj etable SEO 

On ne peut avoir simultanément nE (pE(s)) t 8 et n ( p  (s)) L 8. Car il 
F F 

SC0 SEO 

existerait alors un élément (x,y) E E x F tel que (x,y) E s Vs E a ce qui 
entrainerait n s t 8 .  

ExF 
SEO 

L'une au moins des deux intersections nE (pE(s)) , nE (pF(s)) doit être vide. 
SEO SEO 

Il en découle que l'une au moins des deux égalités 

pE(nExF S) nE (pE(s)) 
SEO SEO 

est vérifiée. 



La propriété 17 montre que l'ensemble des sous-ensembles projetables 

de E x F est une famille de parties closes pour l'intersection. 

L'application qui associe à un sous-ensemble V de E x F, le plus petit 

sous-ensemble projetable contenant V, c'est à dire pE(V) x P~(V), 

est une clôture. 

En tant qu'élément de P(ExF), une relation binaire n'est pas nécessairement 

projetable. Mais si nous considérons la famille d de sous-ensembles de E, 
E 

constituée par les singletons de E, 

nous pouvons caractériser p par l'ensemble des coupes de p par les éléments 

E de dE {(E, p(~)) / E c dE}. Quelque soit E E dE, y c ~ ( € 1 .  (€,y) r p 

VE E dE E x p(~) est un sous-ensemble projetable de ExF et {E x p(~) / E r d } E 
est une famille projetable, d'après la définition 8. 

Si d est un élément de D et p une relation binaire entre E et F il est E 
possible de leur associer un élément pmjetable D(p,d) appartenant à DExF, 

défini par : 

De même que pour V donné, appartenant à ExF, il existe une famille de 

sous-ensembles qui ont meme projections sur E et sur F, un élément D de 

DExF, de la forme D(p,d) est associé à une famille de relations binaires 

sauf si d = d {{E) / E E El car dans ce cas cette famille se réduit à un 
E .  

élément. 



Nous a l l o n s  cons idérer  l e s  éléments de 0 ExF ' de l a  forme D(p,d) comme 

des approximations des r e l a t i o n s  b i n a i r e s .  Ces éléments forment un 

sous-ensemble des éléments p r o j e t  a b l e s  de 2) que nous ca rac t é r i sons  
.ExF 

à p r é s e n t .  

Ensemble des éléments de ilExF de l a  forme D(p ,d) 

S o i t  d E D e t  p une r e l a t i o n  b i n a i r e  e n t r e  E  e t  F. 
E 

D(p,d) = { s  x p ( s )  / s E d l  e s t  p r o j e t a b l e  mais à t o u t  élément D p r o j e t a b l e  

ne correspond pas nécessairement un couple d,p t e l  que D = D(p,d). 

En e f f e t ,  l e s  r e l a t i o n s  b i n a i r e s  e n t r e  E e t  F son t  u-addi t ives  comme l e s  

a p p l i c a t i o n s  de E  dans F  

S o i t  s 
1' S2'  S3 

E d  t e l s  que s = s 
1 UE s2 3  

Nous avons pE(D(d,p) = d  e t  pF(D(d,p) = { p ( s )  / s E d l  de s o r t e  que 

quelque s o i t  s s s E D(d,p 
1' 2' 3 

De p l u s ,  e  + e  => (>(el)  + p ( e î ) .  
1 2  

Quelque s o i t  s l y  '2 E d(P,d) 
I 

p ( S  f p ( S  ) => P ( S  f pE(s2 )  F 1 F  2 E 1 

Les éléments de 0 de l a  forme ~ ( p , d )  ne peuvent pas  ê t r e  c l o s  pa r  
ExF 

réunion f i n i e .  



P & o p o 6 i A o n  - 19. Si sl et s2 d o n t  dpux h o u - w e m b l e s  p n o j e t a b l e s  d e  

E x F d o m  sl uExF s e6-t p n o j e t a b l e  d i  et s e u t m e n t  d i  
2 

Preuve. 

Si s u s est projetable 
1 ExF 2 

Les deux termes p (s ) x p (s ) et p (s ) x p (s ) ne peuvent disparaître E 1 F 2 E 1 E 1 
si s et s ne sont pas vides que par absorption dans s où s ce qui impose 

1 2 1 2 
S S ou S 
1 C ~ x ~  2 

s ou p (S = p (s ) ou pF(sl) = pF(s2). 2 C ~ x ~  1 E 1 E 2 



P ~ o p o ~ ~ n  - 20. Les 

.teWh a DExF( @ 

Preuve. 

La preuve est immédiate. 

Un élément de D 
ExF ' de la forme D(p,d) est projetable. C'est à dire que 

Vs E D(p,d), s est projetable. La proposition 19 nous montre que les 

réunions de sous-ensembles projetables ne sont, en général, pas des sous- 

ensembles projetables. 

Nous noterons R(E,F) l'ensemble des éléments de 0 vérifiant : ExF 

a 1 VD E R(E,F) D est projetable 

Structure d'ordre partiel complet algebrique sur R(E,F) 

R(E,F) est un sous-ensemble de DExF et la relation d'inclusion c -P(ExF) sur 

'EXF 
est aussi une relation d'ordre sur R(E,F). Elle donne à DExF une 

structure de treillis complet algébrique. R(E,F) n'est pas un treillis pour 

cette relation d'inclusion car en raison de la propriété c) que doivent posséder 

leséléments de R(E,F), il n'existe pas toujours de majorant pour un couple 

arbitraire d'éléments de R(E,F). 



Soi t  par  exemple xl cE E e t  yl, y2 cF F y1 f y2. 

D e t  D appartiennent à R(E,F) mais on ne peut t rouver  de majorant 
1 2 

pour l a  r e l a t i o n  d ' inc lus ion commune à D e t  D dans R(E,F). 
1 2 ' 

En e f f e t  x x yl e t  xl x y2 doivent appar teni r  à ce majorant. 
1 

- * p F ( x l x y 2 ) = y 2 a l o r s q u e p ( x  x y 1 ) = p E ( x 1 X ~ 2 ) = ~ 1  o r  p,(xl yl) - Y1 E 1 

Cependant, nous pouvons démontrer l a  p ropr ié t é  su ivante  : 

P/~opos&n 2 7 .  TOUX coupLe dfUéments de R(E,F), majo/r@ dans R(E,F) 

possède un p.lu6 p & X  majo/rant dans R(E,F) qu i  es2 l e  même que Le peuh 

p& majonant de ce6 Uément6 dam DExF0 

Preuve. 

So i t  Dl, D 2 ,  D a ,  t r o i s  éléments de R(E,F) 

t e l s  que D D e t D  5 
i =P(E F I  3 2 P(E F) '3 

So i t  D = D 5 
1 P(E F) D2 

D e s t  l e  plus p e t i t  majorant de D e t  D dans DExF. 
1 2 

I l  s u f f i t  de montrer que D appar t i en t  à R(E,F) 

a ) D e t  D é t a n t  p r o j e t a b l e ; , i l  e s t  c l a i r  que D e s t  1 2 
pro j e t a b l e  

b s o i t .  u 1' u 2' u 3' t r o i s  éléments de D 

t e l s  que pE(ul) uE pE(u2) = pE(u3) 

U1 3 U2' U3 appart iennent  a u s s i  à D 3 e t  de ce f a i t  

p,(ul) U F  pF(ul) = pF(u3) 

s o i t  u u r D t e l s  que pF(ul) r p (U ) 
1' 2 F 2 

ul' u2 E D ce qu i  ent ra ine  p (u ) % pE(uî) 
3 E 1 



D u D e s t  donc un élément de R(E,F) 
1 P(E F) 2 

Thgonenie - 4 .  R(E,F), muni de la h W n  dd'o&e =p(ExF) ebt un o d e  

pamXeL complet dgéb-ue. 

Preuve. 

Démontrons d'abord que R(E,F) e s t  complet. 

So i t  r une p a r t i e  d i r igée  de R(E,F) 

r possède une borne supérieure dans : u 
ExF P(ExF) r 

Montrons que u P(ExF) r appar t ient  à R(E,F) 

a > I l  e s t  c l a i r  que u 
P(ExF) r e s t  proje table  c a r  il e s t  

formé de sous-ensembles p ro je tab les  de E x F 

s o i t  ul, u2, u3 E u 
P(ExF) r t e l s  que pE(ul) uE pE(u2)=pE(u3) 

ID E r t e l  que u 1' U 2 9  U3 E D 

S i  pE(ul) u p ( u  ) = pE(u3) a l o r s  pF(ul) u p ( U  )=p (u  
E E 2  F F 2  F 3  

c a r  D E R(E,F) 

s o i t  u E u 
1' U2 P(E F)  r t e l s  que pF(ul) * pF(u2) 

I D  E r t e l  que u 1' u2 E D avec D E R ( E , F )  

ce qui  ent ra ine  p ( u  ) * p ( u  ) 
E 1 E 2 

U 
P(ExF) ï' appar t i en t  à R(E,F) qui  e s t  donc complet. 

Montrons que R(E ,F ) e s t  algébrique. 

Les éléments i s o l é s  de R(E,F) sont  l e s  éléments dont l a  c a r d i n a l i t é  e s t  

f i n i e  . 



Soit D une famil le  de sous-ensembles E x F, de c a r d i n a l i t é  f i n i e ,  

appartenant à R(E,F) e t  i' une p a r t i e  d i r i g é e  de R(E,F) t e l s  que 

'P(E F I  "P(E FI r 
Vu E D dg(u) E i' t e l s  que u  E g(u) .  

La c a r d i n a l i t é  de D é t an t  f i n i e  i g ( u )  / u E D) e s t  majoré dans i'. I l  

e x i s t e  donc un élément g de i' t e l  que : D c - P ( E ~ F ) ~ *  

So i t ,  à présent  g E R(E,F). 

Posons P = {D I R(E,F) / D c ~ ( ~ ~ ~ )  g e t  Card(D) f i n i l -  

Vu E g tu)  est  un élément de R(E,F) 

r e s t  une p a r t i e  d i r igée  de R(E,F). 

En e f f e t ,  deux éléments quelconques de i' sont  majorés par  g . Ils possèdent 

donc un plus p e t i t  majorant commun dans D(E,F). Ce majorant est l u i  a u s s i  

majoré par g  e t  s a  c a r d i n a l i t é  e s t  f i n i e . 1 1  appar t ient  donc à i'. 

u ~ ( ~ x ~ ) r u ~ ( ~ x ~ )  g 
Mais Vu E g ,  {u) E R(E,F). La c a r d i n a l i t é  de {u) é t a n t  f i n i e ,  (u)  c r. 
I l  en découle 8 c ~ ( ~ ~ ~ )  u P(E F) 

i' . Nous avons donc l ' é g a l i t é  8 = up(E,F)r. 

R(E,R) e s t  donc algébrique. 

Théonème - 5 .  R(EXF) est  c o W n n & m &  comptet. 

Preuve. 

Soit  r un sous-ensemble de R( E ,F) , majoré par  g . 
Considérons l a  p a r t i e  d i r igée  T '  de R(E,F) déf in iepar  i' 5 ï '  

V 5 ,  g2 E r 1  81 "P(EXF) 82 E r 1  
r 1  e x i s t e  c a r  

- T 1  n l e s t  pas vide c a r  il cont ient  r 
- t o u t  couple d'éléments gl, g2 de r 1  , majorés par  g, possède 

un p lus  p e t i t  majorant commun gl up(E,F) g2, majoré par  g 
e t  appartenant à r ' .  



i" possède une borne supérieure u 
P(ExF) r' majorée par g 

I" est en effet une partie dirigée de R(E,F). 

U P(ExF) r 1  est un majorant commun des éléments de ï. 
Montrons que c'est le plus petit. 

Soit g1 un majorant commun des éléments de r 

€2 majore les éléments de r1 car : 

Comme les éléments de r 1  sont obtenus à partir des éléments de ï par 

application finie de l'opération u P(E,F) On a g' =P(EXF) 
g l ,  vd' E r i .  

D'OÙ u r 1  c P(ExF) -P(ExF) 
r possède donc un plus petit majorant commun et R(E,F) est conditionnellement 

complet. 

Ensemble d e s  éléments d e  R(E,F) clos p a r  réunion f i n i e  p r o j e t é e  

Nous avons vu que les éléments de R(E,F) ne pouvaient être clos par réunion 

finie mais si D est un élément de R(E,F) tel que p (D) est clos par réunion E 
finie, alors la propriété b) que possèdent les éléments de R(E,F) entraine 

que p (D) est aussi clos par réunion finie. 
F 

Nous noterons R(E ,F,  @ ) le sous-ensdle de R(E,F) constitué par les 

éléments de R(E,F) dont les projections appartiennent à DE( @ ) et 



Preuve. 

a > Montrons que R(E,F, @ ) e s t  complet. 

S o i t  i une p a r t i e  d i r i g é e  de R(E,F, @ 
U 

P(EXF) 
r E R(E,F)  

S o i t  u  u u E U 1' 2' 3  P(ExF) 

3y E r t e l  que u 1 y  U29  U3 E Y 

y  E R(E,F, @ ) de  s o r t e  que 

p E l  (U  U E E 2  p (U  pE(u3) => pD(ul) U E  pF(ul) = pF(u3) 

U 
P(EXF) 

r a p p a r t i e n t  à RCEyF, @ ) 

b )  R(E,F, @ ) est condi t ionnel lement  complet. 

So i t  y  e t  y2  son t  majorés dans R(E,F, @ ), il e s t  
1 

c l a i r  que y 1 'P(EXF) Y2 
e x i s t e  e t  a p p a r t i e n t  à R(E,F, @ 

R(E,F, @ ) é t a n t  complet e t  t o u t  couple d'éléments 

de R(E,F, @ ), majorés dans R(E.F, @ ) ayant  un 

p lus  p e t i t  majorant commun dans R(E,F, @ ), c e t  en- 

semble e s t  condi t ionnel lement  complet. 

C )  So i t  y 1' Y 2  E R(E,F, @ 

Y1 'PP(EXF) y2 
E R ( E , F ~  U 

d ) R(E,F, @ ) est  algébrique. 
So i t  y un élément de  R(E,F, @ ), de c a r d i n a l i t é  f i n i e  

e t  i' une p a r t i e  d i r i g é e  de R(E,F, @ ) t e l l e  que 

U 
Y C ~ ( ~ x ~ )  P(EXF)  

r .  

Y e s t  a u s s i . ~ n  élément i s o l é  de R(E,F). 

Il e x i s t e  donc y '  E r t e l  que y c 
-P(E F) Y" 



S o i t ,  à p r é s e n t  g t A(E,F, @ 1. 

Posons ~ ( g )  c R(EyFy @ 1 ,  Card(y) f i n i  e t - !  5 P(ExF) g' 
Vu t g,  { u l  rR(E,F, @ e t  i u }  E R(g) d 'où Up(D<F) A(g) ' g.  

R(E,F, @ ) e s t  a lgébr ique .  

I l  n ' e s t  pas poss ib l e  de c l o r e  p a r  réunion f i n i e  p r o j e t é e  n ' importe  

q u e l  élément de R ( E , F ) .  
2 

Considérons dans R l 'exemple su ivant  : 



{ A l  Y1' X2 Y;, X3 Y j ,  Xq x y L t  1 lie peut ê t r e  c l o s  pa r  réunion t i n i e  

i,pcjel Ce c a r  x u x = x x U x 2 x mais y - - 
1 2  5' 3 1 5 1 U Y2 - Y5 e t  Yg " Yb - Yb. 

Il fdudrd i t  r a j o u t e r  x x y e t  x 
5 5 

x y6. O r  y5 f y6 e t  l a  f a m i l l e  c lo se  par  

rGuriion f i n i e  p r o j e t é e  r i s appa r t i en t  pas  2 R(&, R). 

iirie . ,ondition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour qu'on pu i s se  c l o r e  par  réunion 

f i n i e  p ro j e t ée  un élément ~ R ( E , P )  e s t  q u ' i l  e x i s t e  un élément D '  de 

U t  ) c l o s  parb rléunion f i n i e  pr>ojetée t e l  que D L ~ ( ~ ~ ~ )  D '  . 
1 ' i - l ~ t ? ~ s e c t i o r i  d'uri enserrible de sous-ensembles pr7ojetables é t a n t  

~ L ~ G  jc tdljle,  c e r t a i n s  éléments de R(E ,F)  peuverit ê t r e  c l o s  pa r  inter>sect ioi i  

f hie. 

Preuve. 

L a  démonstration e s t  f o r t  semblable à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  22. 

Soi t  r une p a r t i e  d i r i g é e  d '  éléments de R ( E  ,F, @ ) , c l o s  p a r  

i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  

Va c II 
-P(ExF) P(ExF) r t e l  que l a  c a r d i n a l i t é  de a s o i t  f i n i e ,  

il e x i s t e  g E r t e l  que u c -P(ExF) g ce  q u i  e n t r a i n e  : 

L + ( E > ; a )  
1' e s t  c l o s  par  i r i t e r sec t  ion  f i n i e  . 

boi t  y un élément de R(E,F, @ ) c l o s  pa r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e ,  

V d  - y l u }  e s t  un Qlernent de R ( E , I 9 ,  @ ) c l o s  pa r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  

1; eri découle l ' a l g é h r i c i t é .  

Les é l é m e n t s i s o ~ G ~ , s o n t  l e s  éléments c l o s  par  union f i n i e  p r o j e t é e  e t  pa r  

i n t e r s e c t i o n  f i n i e ,  de c a r d i n a l i t é  f i n i e .  



Soit pl, % deux éléments de R(E,F, ) clos par intersection 
& 

finie. Il est clair que g g est clos par intersection finie. 1 "P(ExF) 2 
De plus si g et g;, sont majorés par un élément de R(E,F, a ) clos 

1 
par intersection finie, g* et g, possèdent un plus petit majorant, clos 

& L 

par intersection finie. Il en résulte que le sous-ensemble de R(E,F, O ) 
formé des éléments clos par intersection finie étant aussi complet, 

au sens des parties dirigées, est conditionnellement complet. 

Les deux résultats que nous'énonçons dans les propositions 22 et 23 

laissent présager un résultat plus général que nous donnons à présent. 

Soit h une application continue à D dans DExF. ExF 

Nous pouvons, par l'intermédiaire de l'opération C, introduite au 

chapitre III associer à h une clôture continu @ telle que 

Vd 6 DExF, @ (d) est le plus petit élément de D clos pour h 
ExF 

supérieur à d. 

où u est l'opération d'union sur les applications et 1 l'application 

identique de D dans lui-même. Si h est arbitraire, il se peut que : 
ExF 

C'est ce qui se passe si @ @ où @ est l'opérationde 

clôture par réunion finie des éléments de D , puisque aucun élément 
ExF 

de R(E,F) ne peut être clos par réunion finie sauf les éléments de 

cardinalité 1. 

Cependant, certaines applications continues h, de DEXF dans lui-même 
sont telles que : 

@ (d) r R(E,F) s'il existe $j É R(E,F) tel que @ ( d )  =p(EXF) g 



C'est  l e  cas de l a  c l ô t u r e  par  réunion f i n i e  p ro je tée  ou par  i n t e r s e c t i o n  

f i n i e  . 
Soi t  R(E,F, @ ), l 'ensemble des éléments g R(E,F) t e l s  que 

@ (g) = g .  

Pmpod&n - 24 .  S i  h ut une appUcetion appmtenant a CDExF - DExFl 
.t&e que vd E DExF, h (d)  E R(E,F) 4'2 &te g E R(E,F) que 

@ ~ ~ ( E x F )  & a l o u  R(E,F, @ ) eb.t un in(-denii  t > r W ,  
compîet ébtuque, covd&ionn~ement  compîet . 

Preuve. 

a > R(E,F ,  @ est  complet. 

Soi t  I. une p a r t i e  d i r i g é e  de R(E,F, @ ). Cette p a r t i e  

d i r igée  possède une borne supérieure u P(ExF) 
r .  Montrons 

qut e l l e  appar t i en t  à R(E ,F ,  @ 1. 
Soi t  6 ,  de c a r d i n a l i t é  f i n i e  t e l  que 6 E ~ ( ~ ~ ~ )  u P (ExF ) 

r 
g g c  r t e l  que 6 c -P(ExF) 
g R(E,F, @ ) e t  par  conséquent @ 'P(E F )  ' 

U C e  qui  e n t r a i n e  @ ( 6 )  -p ExF) P(ExF) i'. 11 en découle 

que V6 -P(EXF) c 'P(EXF) 
u 

P(ExF) 
est 

donc O (up(ExF)  ' ) = u ~ ( ~ ~ ~ )  r 
U 

P(ExF) 
r r R(E,F, @ ) qu i  e s t  donc complet. 

b > R(E,F,  @ ) est  algkbrique. 

Soi t  l" une p a r t i e  d i r igée  de R(E,F, @ ) e t  6 un élément 

de VExF de c a r d i n a l i t é  f i n i e  t e l  que S c u 
-P(ExF) P(ExF) 

r 
U O ( 6 )  ~ P ( E ~ F )  P (EXF)  

r .  
Il e x i s t e  E r t e l  que 6 c -P(ExF) 

e t  p u i s q u e g  r R(E,F,  @ 
O ( 6 )  = P ( E ~ F )  @ ( = g. Les éléments de 

R(E,F, @ ) q u i s o n t d e  l a  forme @ ( 6 )  où 6 e s t  un 



les éléments de c a r d i n a l i t é  f i n i e  de IlExF, sont  donc 

f i n i s  o u i s o l é s  L'ensemble de ces  éléments n ' e s t  pas 

v ide  s i  R(E,F, @ ) n ' e s t  pas vide. 

So i t  g c R(E,F, @ 1. 
Soi t  A(g) = { @ ( 6 )  / 6 c ~ ( ~ ~ ~ )  gl 

@ é t a n t  continu 

U P(Ex F) ~ ( g ) =  @ (up(ExF){6/6~p(ExF) g ,  card(6)  f i n i }  

c ' e s t  a d i r e  u P(Ex F) A(g) = @ ( g )  = g 

R(E, F, @ ) e s t  algébrique.  

Les éléments i s o l é s  de R(E,F, @ ) sont  l e s  images 

par  @ des éléments f i n i s  de DExF majorêspar uh 

é lémentdeR(E ,F ,  @ ) 

cl s o i t  pl et  4 R(E,F, @ 1 

gi "(EX FI &2 R(E,F, @ 1, 

C'est  une propriégé des p a r t i e s  c loses .  

So i t  g l e t  g2 R ( E , F ,  @ 1- 

s o i t  g3 R ( E ,  F, @ ) t e l  que g 1 =P(EXF) g3' % =P(EXF) 3 

4 'P(EXF) f32 
é tan t  rnajcré p a r g 3  E R(E,F, @ )I 

O ( ~ P P ( E ~ F ) % )  = P ( E X F F ~ *  
D'après l e  chap i t r e  III a ( d )  = C(h,d) e s t  l e  p l u s  p e t i t  

majorant de d c los  pour h. 11 en découle que h(gl U p ( ~ x ~ )  ' ~ 2 )  
e s t  l e  p lus  p e t i t  majorant de y e t  y2 dans R(E,F, h ) 

Comme R(E,F, @ ) e s t  complet au sens de p a r t i e s  d i r i g é e s  

R( E , F, @ ) e s t  conditionnellement complet. 



7 -w -w 
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Interprétation des &léments de R(E,F) 

S i  p e s t  une r e l a t i o n  b ina i re  e n t r e  E e t  F e t  d un élément de 0 E ' 
D( p ,d) e s t  un élément de R( E , F) . Réaiproquement, posons 

I (  g) = {p / g = D(p, pE(g) ) )  I (g )  peut ê t r e  vide car  une r e l a t i o n  

b ina i re  est add i t ive  a l o r s  que les  éléments de R(E,F) ne sont  que 

finiment add i t ives  (propr ié té  b de l a  d é f i n i t i o n  des éléments de 

R( E , FI). 

Preuve. 



Continui te  des approximations d'une app l i ca t ion  de E dans F 

Une appl ica t ion  de E dans F  peut ê t r e ,  

- s o i t  approchée par  un élément de A(E,F) 

- s o i t  considéré comme une r e l a t i o n  fonct ionnel le  e t  approchée par  
un élément de R( E , F) . 

Il e x i s t e  une i n j e c t i o n  canonique de A(E,F) dans R(E,F), q u i  associe  à 

a  s A(E,F), de domaine de d é f i n i t i o n  da e t  de CO-domaine d'  l 'é lément ra 
a ' 

appartenant à R(E , F) , d é f i n i  par  : 

Nous pouvons en déduire  que l a  proposi t ion 24 s 'applique a u s s i  à A(E,F) e t  

A(E,F). 

U-I élément de A(E,F) peut être considéré comme une appl ica t ion  p a r t i e l l e  de 

PE dans PF. En t a n t  que t e l ,  nous pouvons d é f i n i r  deux notions de con t inu i t é  

pour l e s  éléments de A(E, F) : 

1) - PE e t  PF sont  des t r e i l l i s  complets pour l a  r e l a t i o n  d ' inc lus ion 

ent re  sous-ensembles. 

Une app l i ca t ion  f de PE dans PF e s t  continue s i  

pour toute p a r t i e  d i r igCe E de PE 

f(uEE) = U F  f ( € )  

Un élément a  de A(E,F), de domaine de d é f i n i t i o n  d e t  de co-domai- 
a  

ne d'  e s t  continu s i  
a  

pour toute p a r t i e  d i r i g e e  cPE da 

a ( u E ( ~ , ) )  = uF(a(ca))  

I l  en découle pour ï' = { s  x a ( s )  / s s d une p ropr ié t é  
a  a  

s i m i l a i r e  : 



pour toute fami l le  a  d'6Ldment d e r  a  
t e l l e  que p ( a )  est une p a r t i e  dir igCe 

E 
de p (I' ) alorsyp ( a )  est une p a r t i e  

E a F 
dirigCe de pF(ra)  e t  

( u E  pE(a ) )  x (uF  ~ ~ ( 0 ) )  E a  

I l  e s t  donc poss ib le  de p a r l e r  d'une c e r t a i n e  manière de con t inu i t é  

pour l e s  éléments de R( E ,  FI. 

2 )  La con t inu i t é  des éléments de A(E,F) peut ê t r e  d é f i n i e  en u t i l i s a n t  

l e s  bases de f i l t r e .  

Une app l i ca t ion  f  de PE dans PF s e r a  a l o r s  continue s i  pour t o u t e  

base de f i l t r e  E de PE 

a  E A(E,F) s e r a  a l o r s  continue s i  : 

pour toute base de f i l t r e  de d a  
a(nE = n F  

I l  e x i s t e  une p ropr ié t é  s i m i l a i r e  pour l e s  éléments de R(E,F). 

Les éléments de A ( E , F )  sont  finiment a d d i t i f s  e t  cec i  en t ra ine  que s i  un 

élément de A(E,F) e s t  i s o l é  ou f i n i ,  il s e r a  continu dans l e s  deux sens 

présentés ci-dessus c a r  il n'y a  pas a l o r s  de p a r t i e  d i r i R é e  ou de base de 

f i l t r e  de c a r d i n a l i t é  i n f i n i e  e t  dans ce  cas l a  croissance de l ' a p p l i c a t i o n  

en t ra ine  s a  con t inu i t é .  

Malheureusement, l a  con t inu i t é  n ' e s t  pas une p ropr ié t é  qui s e  conserve pa r  

l i m i t e .  C 'es t  à d i r e  que l a  l i m i t e  d'une p a r t i e  d i r i g é e  d'éléments de A(E,F) 

continus n ' e s t  pas nécessairement un élément continu de A(E,F) e t  cec i  pour 

l 'une ou l ' a u t r e  d é f i n i t i o n  de l a  con t inu i t é .  

La con t inu i t é  d'une l i m i t e  devra donc f a î r e  toujours  l ' o b j e t  deune démonstration 

p a r t i c u l i è r e .  



CHAPITRE V 

Dmrs ce chapitre, nous allons, pour conclure, 

appliquer les notions prdsentdes dans les chapitres 

précédents d Za ddfinition de types d'objet appro- 

chés. Nous donnerons d t i t r e  d'exemple deux 

constructions d'un t w e  d'objet "entiert' non 

standard. 

Noua u t i  liserons pour ce la la notion de c- algèbre 

d 'une part, e t  wze notion de relation d'ordre entre 

algèbres construite d partir des re Zations d 'ordre 

étudiées dans Zes chapitres III  e t  I V .  



PREMIERE CONSTRUCTION 

Nous avons vu, au chapitre 1, qu'un type d'objet abstrait pouvait être 

défini comme la classe d'isomorphisme d'une certaine algèbre de mots, initiale 

dans une classe de C-algèbres. 

Considérons la classe C des C-algèbres caractérisées par 
1 

- l'ensemble de types {ENT) 

- l'ensemble support A ENT 
- le domaine d'opérateur constitué par : 

a : A -+ AENT opération constante 

O : A + AENT opération constante 

1 : 
*ENT + *ENT opération unaire 

Soit tl le type d'objet correspondant. 

Donnons deux algèbres particulières dans cette classe C 
1 ' 

La première est l'algèbre de mots initiales dans Cl. Notons là A'. 

L'ensemble support A , que nous noterons A ,  est constitué de tous les ENT 
mots de la form e-+L 1 1.. ou .10 ,pour p positif ou nul. 

p fois p fois 

les opérations de cette algèbre sont : 

- l'opération constante a qui donne la lettre a 
- l'opération constante O qui donne la lettre O 

- l'opération unaire 1 définie par Vm E A  1 appliqué au mot m 

donne le mot 1 m. 

Remarquons que dans cette algèbre l'ensemble support A  est constitué par 

l'ensemble des formes sententiales associées à la grammaire G dont llensemble 

de règles est 



que nous noterons sous l a  forme a + a + l a  + O où l ' opé ra t ion  + dénote 

l ' un ion  ensembliste. 

La seconde algèbre p a r t i c u l i è r e  de C , que nous noterons A", a pour 
1 

ensemble support une fami l l e  de sous-ensembles de N que nous noterons N .  

N = {{pl / p r N l  upN {{k / k 2 PI  P 

con t i en t  N ,  tous  l e s  s ing le tons  de N e t  tous l e s  sous-ensembles de N de 

l a  forme {k / k 2 p l  pour p E N ,  l e s  opérat ions de c e t t e  algèbre sont  

- l 'opéra t ion  constante  N ,  dénommée a 

- l ' opé ra t ion  constante  0, dénommée O 

- l ' opé ra t ion  una i re  1, dénommée 1, d é f i n i e  par  

pour t o u t  s c N .  

L'opération 1 coïncide avec l a  fonction successeur s u r  l e s  s ingle tons  de N. 

I l  e s t  f a c i l e  de d é f i n i r  un homomorphisme d 'a lgèbre  J de A t  s u r  A" 

(C-homomorphisme). 

Définissons J de façon récurs ive  : 

Pour t o u t  m E A t e l  que m est de l a  forme l m '  

W 0 
Pour un mot m appartenant à A ,  de l a  fornie 1 a ou 1 O,  J ( m )  e s t  vide. 

En e f f e t ,  ~ ( 1 ' 0 )  < ~ ( l " l 0 )  Vp e N 



L'algèbre A t  a un support de c a r d i n a l i t é  i n f i n i e  e t ,  en prat ique l a  mémoire 

des ordinateurs  é t a n t  f i n i e ,  l 'ensemble support de t o u t e  r é a l i s a t i o n  concrète 

de t devra ê t r e  f i n i .  
1 

Nous a l lons  donc d é f i n i r  une s u i t e  d 'algèbres que nous considérons corne 

dé f in i s san t  des approximations de t en ce sens q u ' i l  l e u r  correspondra 
1 

des algèbres dont l e  support s e r a  formé de sous-famil les  de N approchant 

de mieux en mieux h! au sens de l a  r e l a t i o n  L d é f i n i  au chapi t re  III. 

Pour formuler de façon p lus  p réc i se  c e t t e  not ion  d'approximation e n t r e  

types  d 'obje t  , il f a u t  disposer  d'une r e l a t i o n  d 'ordre  e n t r e  support des 

algèbres.  

En ce  qui  concerne N ,  nous disposons de l a  r e l a t i o n  de pré-ordre L e n t r e  

f ami l l e s  de sous-ensembles d'un ensemble, d é f i n i e  au chap i t r e  III. Cette  

r e l a t i o n  e s t  une r e l a t i o n  d 'ordre s u r  l e  sous-ensemble des f ami l l e s  c loses  

pa r  réunion f i n i e .  Les sous-famil les  de N que nous aurons à considérer  ne 

son t  pas c loses  par  réunion f i n i e ,  non plus que mais, par  chance, L e s t  

encore une r e l a t i o n  d 'ordre  e n t r e  ces f ami l l e s .  

Nous u t i l i s e r o n s  des sous-famil les  de N de l a  forme 

où 1 e s t  l ' opé ra t ion  d é f i n i e  p lus  haut ,  coïncidant  avec l a  fonction 

successeur s u r  l e s  s ing le tons  de N .  

S o i t  hl' une appl ica t ion  p a r t i e l l e  de PN dans PPN d é f i n i e  pour t o u t  

s E N c ' e s t  à d i r e  de l a  forme lPo ou l P N  par  

h r l ( s )  = s i  s = lPo  a l o r s  {lPo} sinon (1'0, lP+l~, l P ~ 1  

S o i t  Hl1 une appl ica t ion  de PN dans PN dé f in ie  par  

O Posons H" ( N I  = N.  



Nous aurons par exemple : 

Pour t o u t  n  E N Hvn(N) e s t  c l o s  par  i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  De p lus ,  s i  nous 
n  

posons H""(N) é g a l  à l a  c l ô t u r e  par  réunion f i n i e  de FI1 (N) a l a ~ s  : 
C 

Nous aurons par exemple : 

O H" (N) = N 
C 

1 
HI1 (N) = ~0, lN,N)  
C 

2 Hu ( N )  = ~0,10,0U10,0UllN,llN, W,N} 
C 

{ H " ~ ( N )  /n E NI est une p a r t i e  d i r i g é e  de lfensemble des f ami l l e s  de 
C 

sous-ensembles de N ,  c loses  pa r  réunion f i n i e .  Cet te  p a r t i e  d i r igée  

possède une borne supérieure qu i  n ' e s t  a u t r e  que l a  c l ô t u r e  par  réunion 

f i n i e  de M .  

Définissons à présen t ,  pour t o u t  n, k r N ,  une app l i ca t ion  g" de H""+~(N)  
n  ,k 

dans Hftn  ( N ) . 
n+k Pour t o u t  s € HI1 (N) 

Ceci e s t  possible car H""(N) est c l o s  par  i n t e r s e c t i o n  f i n i e  e t  
n  

V s  r 3s E Hiin(N) t e l  que s 5 S puisque HI1 (N) con t i en t  N e t  
"n+k V s r H  ( N ) s S N .  



Prenons par  exemple ns3, k=l 

4 
BJ,l(N) e s t  une app l i ca t ion  de Hl1 (N) dans H i i 3 ( ~ )  

En f a i t  
H I ~ ~ ( N )  = H1l3(11) u {1110} u 111lN 

ce  qu i  concerne l e s  a u t r e s  éléments de H " ~ ( N )  ce  sont a u s s i  des éléments 

de H113(N) e t  BJ ( s )  = s pour ces éléments. Nous avons, a l o r s ,  pour 
,1 

d é f i n i r  BJ,l l a  t a b l e  

4 2 
De l a  même façon, g;,2 é t a n t  une appl ica t ion  de Hl' (N) dans Hl1 (NI l a  

t a b l e  correspondante e s t  : 



2 Remaiarquons que g" ( s )  = g;',l(s) pour s r Hlf (N) 
2,2 

e t  gfl  (dl ggSl(d) ~d L ~ 1 ' ~ .  
2,2  

c 'es t -à-d i re  que g M 2 , ? L  g3,1 au sens  dé f in i  au chapi t re  I V s i  nous étendons 

2 
l a  d é f i n i t i o n  de g" e t  g" à H: (N). 

2 , 2  3 ,1  
De façon générale,  pour n E N ,  s i  on c l o s  gI1 par  réunion f i n i e ,  en posant 

n ,k 

~ ; , k  ( S  U S I )  = g; ,k(~)  U G , k ( ~ ' ) ,  

{g;, k 
/k E d e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de A(N N ) 

C'  C 

( chap i t r e  I V )  où N e s t  l a  c lô tu re  de N par  réunion f i n i e .  
C 

La borne .supér ieure  de c e t t e  p a r t i e  d i r igée  e s t  une app l i ca t ion  que nous 

noterons g" dont nous pouvons donner une d é f i n i t i o n  d i r e c t e .  
n 

pour tou t  s E N 

coïncide avec gr' sur H""+~( N)  . 
n n ,k 

So i t  Id l ' a p p l i c a t i o n  de H w n ( N )  dans hl d é f i n i e  par  
n 

A p a r t i r  de Id e t  de gi il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  une appl ica t ion  1 de 
n 

n 
Hfln(N) dans Hfqn(N) à p a r t i r  de l ' opé ra t ion  1 s u r  N .  

Nous poserons, pour c e l a  

1 par  exemple s u r  Hl' ( N) . 

1 s e  d é f i n i r a  par  
1 



2 
s u r  Hf' (NI 

1 s e  dé f in ie  p a r  
2 

H""(N), muni de l ' opé ra t ion  1 e s t ,  en quelque s o r t e  une approximation n 
de N muni de 1' opération 1. 

Paral lèlement,  en ce qui  concerne A ' ,  nous a l l o n s  d o t g ~ A  d'une r e l a t i o n  

de pré-ordre notée L, qu i  s e  t rouve ê t r e  une r e l a t i o n  d 'ordre s u r  l e  

sous-ensemble de PA intervenant  dans l a  construct ion d'une s u i t e  de types 

approchés du type t 
1' 

Cet te  r e l a t i o n  d 'ordre va ê t r e  d é f i n i e  de façon à ce que J ,  l'homomorphisme 

d 'algèbre de A '  s u r  A", s o i t  a u s s i  un homomorphisme pour c e t t e  r e l a t i o n  

d' ordre .  

Posons t o u t  d'abord, pour t o u t  couple (m,m' ) d ' é l h e n t  de A,  m L m f  s i  m '  

dér ive  de m dans l a  grammaire G. 

I l  s '  a g i t  d'une r e l a t i o n  d '  ordre  c a r  l a  grammaire G n' a pas de r è g l e s  

racoourcissan%es 

Nous avons a l o r s  si m e t  m '  -nt deux éléments de A t e l s  que 

Posons, pour t o u t  couple (M,Mt ) de sous-ensembles de A 

M L M '  s i  V m '  E M t  3m E M t e l  que m L m'  

L e s t  une r e l a t i o n  de pré-ordre mais s u r  l e s  éléments de P de l a  forme 

c ' e s t  une r e l a t i o n  d 'ordre.  



D e  façon plus préc ise ,  posons, pour t o u t  m E A,  hl(m) éga l  au sous-ensemble 

de PA obtenu en remplacant dans m l e  symbole a par  O+la+a e t  pour t o u t  

M E PA 

Par  exemple : 

2 
H l  ( {a ) )  = Hf({a + l a  + 0) )  = {a + l a  + 11a + 10 + 0) 

S o i t  M l a  p l u s  pe t i t e  f a m i l l e  de sous-ensembles de PA,  au sens de l a  r e l a t i o n  

de contenance e n t r e  f a m i l l e s  de sous-ensembles de PA, t e l l e  que 

{a) E M 

S i  M E M a l o r s  H'(M) E M 

M e s t  l a  c l ô t u r e  de {a) par  H'  . 
La relation'.de pré-ordre L en t re  éléments de PA, d é f i n i  précédemment, 

e s t  une r e l a t i o n  d 'ordre  e n t r e  éléments de M. 
De plus VM E M MLH1(M). 

a 

M possède un élément maximum M 

- 
e t  c e t  élément M n ' e s t  a u t r e  que l e  support de A ' .  

Remarquons que si H l f n ( ~ )  e s t  c los  par  i n t e r s e c t i o n  f i n i e ,  V m , m f  r ~ ' ~ ( { c r ) ) ,  

il ex i s t e  dans H'"( { a ) )  un plus grand élément mu au sens de L t e l  que ml1 L m 

e t  ml1 L ml. 



O Ceci permet de d é f i n i r ,  apràs avoi r  posé H f  ( {a ) )  = {a), pour n,k E N ,  une 

appl ica t ion  g f  de ~ ~ " ' ~ ( { a ) )  dans H I  "( { a ) ) .  
n  ,k 

n+ 1 
Pour m E H f  ( { a ) )  

G , k  (ml = sup { m f  c Hfn({a) / m f  I; d 

Nous déf in i rons  également : 

pour m r M 

&(m) = sup (mf r ~ ' " ( { a )  / m1 L ml 

Prenons par  exemple n 3 ,  k = 1 

3 H f  ({a) > = {a + l a  + l l a  + l l l a  + 110 + 10 + 0) 

4 H f  ({a)) = {a + l a  + l l a  + l l l a  + l l l l a  + 1110 + 110 + 10 + 0) 

,l e s t  d é f i n i  par  l a  t a b l e  

O +  O 

10 -t 10 

110 + 110 

1110 -+ l l l a  

U l l a  + l l l a  

l l l a  + l l l a  

l l a  + l l a  

l a  * l a  

a  + a 

2 
H f  ({a) )  = {a+ l a  + l l a  + 10 + 03 



gb,2 
e s t  d é f i n i  pa r  l a  table 

O + O  

1 0  ' 10 

110 + l l a  

1110 + l l a  

l l l l a  + l l a  

l l l a  -t l l a  

l l a  + l l a  

l a  -t l a  

a +  a 

8' coïncide avec g1  sur { a ) )  c a r  H 1  
n n ,k ntk({a} ) c M 

n Nous pouvons a l o r s ,  s u r  H 1  ( { a ) ) ,  d é f i n i r  une a lgèbre  dont l e s  opéra teurs  

On, an e t  ln son t  donnés par  

où 1 e s t  l ' a p p l i c a t i o n  de HIn( {a}) dans M d é f i n i e  p a r  
n 

Id (ml = m pour m r ~ ' " ( { a ) ) .  
n 

Nous avons, p a r  exemple, s i  n = O 



5 e s t  d é f i n i  par  l a  t a b l e  

O + 10 

10 -t 110 

110 -t l l l a  

l l l a  -t l l l a  

l l a  + l l l a  

l a  -t l l a  

a -t l a  

H l n (  {a}) muni de On, an, ln n ' e s t  pas une algèbre de mots. Par  contre 

g' e s t  un homomorphisme d 'a lgèbre  de A'  sur Htn({a}). ~ ' " ( { a } )  e s t  donc n 
l e  support d'une algèbre de l a  c l a s s e  C e t  A'  on l e  s a i t  e s t  i n i t i a l e  

i 
dans c e t t e  c l a s se .  

I l  e x i s t e ,  de p lus  un homomorphisme d 'algèbre qui  e s t  d ' a i l l e u r s  l a  

r e s t r i c t i o n  de J,  de Htn({a))  s u r  H~'"(N). 

On peut s e  demander s i  ~ ' " ( { a ) )  v é r i f i e  une condition d l i n i t i a l i t é  

dans l e  sous-ensemble de C, formé des algèbres dont l e  support a même 
I 

c a r d i n a l i t é  que Htn( {a}). C'est  du moins ce que nous conjectur>ons. 

Les appl ica t ions  H l  e t  g1  permettent de d é f i n i r  l e s  opéra t ions  a n 
n 

n y  On 
e t  1 sur H f  ({a})  à p a r t i r  des opérat ions antl, On+l et 'n+l s u r  

n+f H '  ( l a } ) .  Nous considèrons donc l a  donnée de ~ ' " ( { a } ) ,  OP, ln, a n  comme 

apprnximation de A '  e t  comne & f i n i s s a n t  un type approché de tl. 



DEUXIEME CONSTRUCTION 

Nous a l l o n s  donner un deuxième exemple de cons t ruc t ion  d'un type  e n t i e r ,  

non s tandard  en ce  q u ' i l  ne correspond pas  à l ' a r i t hmé t ique  e n t i è r e  

u sue l l e  du c a l c u l a t e u r .  

Nous a l l o n s ,  pour d é f i n i r  ce  type  noté  t u t i l i s e r  une c l a s s e  C 2  de 
2 

C-a lgèb resca rac t é r i s ées  pa r  

l 'ensemble de types  {Ent)  

l 'ensemble support  A~~~ 

l e  domaine d ' o p é r a t e u r s c o n s t i t u é  pa r  

l e s  symboles d'  opéra t ions  cons tan tes  : 

l e s  symboles d 'opéra t ion  una i r e  : 

t e s t  l a  c l a s s e  d'isomorphisme de l ' a l g è b r e  i n i t i a l e  de c e t t e  c l a s s e  
2 

C de C-algèbres. 
2 

Comme dans l 'exemple précédent ,  nous a l l o n s  cons idé re r  deux a lgèb res  

p a r t i c u l i è r e s  dans C . 2 

- une a lgèbre  notée  A' : l ' a l g è b r e  de mots i n i t i a l e  dans C . 
+ 2 .  

son suppor t ,  no té  A e s t  a+ ~ + ( E + I ) + ~ + ( E + I )  z  

l e s  opé ra t ions  de c e t t e  a lgèbre  s o n t  : 

l e s  opéra t ions  cons tan tes  dénommées a e t  z  qui  donnent 
l e s  l e t t r e s  a, z 

l e s  opéra t ions  una i res  E e t  1 q u i  appl iquées à un mot m 
de A l u i  concatènent respect ivement  l a  l e t t r e  E e t  l a  
l e t t r e  1 donnent Em e t  I m  

- une a lgèbre  notée  A" dont l e  support  e s t  une f ami l l e  de sous-ensembles 

de N ,  notée N 



l e s  opérat ions de c e t t e  algèbre sont  : 

l e s  opérat ion constantes a ,  z 

a dénomme l a  constante N  

z dénomme l a  constante O  

l e s  opérat ions unai res  dénommées E  e t  1 

E dénomme l ' opé ra t ion  qu i  au sous-ensemble 
s de N associe  {2n / n E S )  

1 dénomme l ' opé ra t ion  qui, au sous-ensemble 

s de N associe  {2n+l / n E s 

I l  e x i s t e  un homomorphisme d 'algèbre J de A '  s u r  A''. 

J e s t  d é f i n i  pa r  

J ( a )  = N  

J ( z )  = O  

J(Em) = {2n / n E J(m)l  = EJ(m) 

J(Im) = {2n+l / n E J ( m )  1 = IJ(m). 

Comme dans l 'exemple précédent,  nous a l lons  d é f i n i r  une s u i t e  d 'a lgèbres  

dont l e s  supports  sont  des sous-familles de N e t  une s u i t e  d 'a lgèbres  
;4. 

dont l e s ' euppor t s  sont  des  sous-ensembles de A. 

Pour N ,  nous a l lons  considérer  des sous-famil les  t e l l e s  que 

{ N ,  EN, I N ,  {11 ,{0 )  

I N ,  EN, I N ,  E E I ,  E IN,  I I N ,  ( 3 1 ,  ( 2 1 ,  C l ) ,  { O ) ]  

Poi i r  A 

ta1 
t u ,  E , 1 , I z ,  z 1  

i t x ,  L a ,  I u ,  EElr,  Ç I a ,  I Ia ,  It:tr, k:z, I z ,  L E Z ,  11z, ILz, L I z ,  z J  



e t  nous a l l o n s  u t i l i s e r  sur l e s  sous-ensembles de A l a  r e l a t i o n  L d é f i n i e  

comme dans 1' exemple 1 p a r .  

M L M t  s i V m l  E M t  J m  E M t e l  que m L m1 

où m L m1 s i g n i f i e  m 1  d é r i v e  de m. 

Nous pouvons a l o r s  d é f i n i r  p 

- une a p p l i c a t i o n  h1 de A dans PA en posant ,  pour t o u t  m E A hl(m) 

éga l  au sous-eisemble de A obtenu en remplaçant dans m ,  a  pa r  

a + E a +  I a + I z + z  

- une appLic , a t i~ r ,  H' de PA dans PA d é f i n i e  par  

- une a p p l i c a t i o n  h" de N dans PPN d é f i n i e  pa r  

h M ( s )  = si  s = mo a l o r s  mo sinon { m ~ ,  E v ,  I m N ,  m l ,  mol 

l e s  éléments de N é t a n t  de l a  forme mo ou mN avec r i  appar tenant  à (E+I)* 

- une a p p l i c a t i o n  H" de PN dans PN d é f i n i e  par  

i iV(d)  = i h W ( s )  / s c d l  d 5 N 

Nous co~isldérnoriz l a  s u i t e  de :,ou:;-ensemble de A 



I l  e s t  poss ib le  a l o r s ,  comme dans l e  premier exemple présenté ,  de d é f i n i r  : 

- une a p p l i c a t i o n g r  de ~ ' " + ~ ( { a } )  dans Hrn({a))  
n ,k 

- une appl ica t ion  g r  de A dans Hln({a)) 
n 

- une appl ica t ion  gr' de H""+~(N)  dans Hrrn(N) 
n ,k 

- une appl ica t ion  grr de N dans H""(N). n 

n+k Pour s E Hlr ( N )  

Pour s E N 

g;(s) = n {sr E H~*"(N)  / s 5 S I )  N 

Nous pouvons également d é f i n i r  

- une appl ica t ion  g' de ~ l " + ~ ( { a } )  dans Hrn({a}) 
n,k 

- une appl ica t ion  8' de M dans Hrn({a))  n 

n+k P o u r m c  H r  ( { a ) )  

g;,k 
(ml = sup {ml E Hrn({a>> / m l  L ml 

Pour m E A 

g;(m) = sup {ml E H n a  / m r  L m) 

g;; coiricide d v r c  gtl s u r  H ~ ' " + ~ ( N )  e t  de même g r  coïncide avec g '  s u r  
11tk n  ,k n n ,k 

( t.1) 



S i  nous prenons par  exemple n = l ,  k=l 

HI'( {a}) = { a + ~ a + I a + I ~ + z ~  

gï, 1 
correspond à l a  table 

(0)  -+ (0)  

(11 + ( 1 )  

(21  -+ EN 

{3 1 + I N  

I I N  -+ I N  

E I N  -+ EN 

EEN -+ EN 

I N  + I N  

EN + EN 

N +  N 

p i ,  i correspond à l a  table 

z +  z  

EIz -+ Ea 

IEz -+ I a  

1 I z - t  Ia  

EEz -t Ea 

E z - +  Ea 

IEa + Ia  

E I a +  Ea 

ECa -+ Cu 

I I u +  Ia 

Ia -t Ia 

E:cx + Lu 



S i  nous appelons 1" l1 appl i ca t ion  de Hlfn( N )  dans A d é f i n i e  par  1" ( s  ) =s d 
V s  r H""(N) e t  1; ? ' app l i ca t ion  de Hln({a)) dans M d é f i n i e  par  dn 

n 

l e s  opérat ions s u r  H ' ' ~ ( N )  e t  Hln({a}) s e  déduisent de c e l l e s  s u r  N e t  M 
- l par  1' intermédiaire de Ilt , a, 1; , gn. 

dn n C'est ainsi que nous aurons : 

s u r  H " ~ ( N )  N~ = N 

e t  s u r  H;({a}) 

Par exemple s u r  H1 '( {a)  

a = c i  
P 

z = z  
P 

E e t  1 correspondent aux tables d'opérat ion.  
1 1 



Pour 1 
1 

Pour E 
1 

n  La r e s t r i c t i o n  de J à H' ( {a)) e s t  un homomorphisme d 'a lgèbre  de H ' ~ (  {a)) 

s u r  H~'"(N) e t  0; e s t  un homomorphisme d 'a lgèbre  de A' s u r  Hln( {a}). Nous 

d i r o n s  i c i  a u s s i  que HI"( {a)) muni des opéra t ions  an,  zn, En, 1 e s t  un type  
n  

approché de t 
2 

Nous pouvons t i r e r  quelques enseignements de ces  deux exemples. 

Dans l e s  deux c a s  N ,  e s t  muni d'une r e l a t i o n  d ' o rd re  

Dans l e s  deux c a s  hi e s t  l a  borne supér ieure  d'une p a r t i e  d i r i g é e  de 

f a m i l l e s  de sous-ensembles de N c l o s e s  pa r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  Les r é s u l t a t s  

du c h a p i t r e  III e n t r a i n e n t  que hi e s t  a u s s i  c lo se  p a r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  

N n ' e s t  pas c l o s e  par  i n t e r s e c t i o n  c a r  l ' i n t e r s e c t i o n  d'une f a m i l l e  de 
k k sous-ensemble de l a  forme 1 N ,  k E N ou E N pour k E N ,  e s t  v ide .  

On ne peut  avo i r  un ordre  p a r t i e l  complet qu'en ad jo ignant  N 

@ : l e  vide.  Cet ordre e s t  complet s u r  t o u t e s  l e s  sous-famil les  de card i -  

n a l i t é  f i n i e  de N que nous avons i n t r o d u i t e s .  

Les types  d ' ob je t s  t e t  t2 e t  l e u r s  approximations comportent une double 
1 

s t r u c t u r e  a lgébr ique  e t  topologique q u i  a u t o r i s e  l e s  c a l c u l s  par  approximation 

Cependant, s i  l ' o n  n ' a  pas  obtenu un s ing le ton  de N comme l e  r é s u l t a t  au 

bout d'un nombre f i n i  d ' é t apes  de c a l c u l  on n ' a  aucune g a r a n t i e  d ' o b t e n i r  

un s ing le ton  comme r é s u l t a t  même en u t i l i s a n t  N comme ensemble de c a l c u l .  



La deuxième remarque que nous pouvons f a i r e  e s t  que en ce qui  concerne 

t e t  t N e s t  c lose  pour l ' a p p l i c a t i o n  1 en ce  qui  concerne t , pour l e s  
1 2 ' 1 

appl ica t ions  E e t  1 en ce qu i  concerne t O r  1N c N e t  de même EN c N 2 
IN c N. Plus précisément N e s t  respectivement l a  c lô tu re  de {O,N) p a r  1 

e t  l a  c lô tu re  de {O,N) par  E e t  1. I l  conviendra d ' é tud ie r  ce f a i t  de 

façon plus approfondie c a r  i l j o u e  un r ô l e  c a p i t a l  dans l a  d é f i n i t i o n  de 

l a  double s t r u c t u r e  algébrique e t  topologique pour t e t  t2. 1 
Enfin, on s a i t  que dans l e s  programmes, l e s  déc la ra t ions  de type permettent 

d ' e f fec tue r  une ce r t a ine  v é r i f i c a t i o n  de l a  co r rec t ion  sémantique des 

programmes. L ' u t i l i s a t i o n  de types approchés dûment cho i s i s  pour ra i t  

permettre de r a f i n e r  c e t t e  v é r i f i c a t i o n .  
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