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CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DU DÉCOLLEMENT SUPERSONIQUE LAMINAIRE 

MISE EN OEUVRE ET PERFECTIONNEMENTS DES MÉTHODES DE CALCUL INTEGRALES 

par Gilles ABOUT 

Ce mémoire est consacré au calcul des phénomènes de décollement supersonique laminaire par résolutions 

couplées d'équations de fluide parfait et d'équations de couche limite sous forme intégrale. Trois thèmes de perfec- 

tionnements possibles pour ces méthodes intégrales de forte interaction ont été explorés : 

- Définition de profils de similitude approchés par une représentation analytique simple et mise en œuvre de la 

formulation du second ordre pour la couche limite proposée par Crocco. 

- Adaptation aux écoulements laminaires de la méthode numérique de calcul de Le Balleur et application à 

l'étude de décollement-recollements sur une rampe de compression ou sous une réflexion d'onde de choc. 

- Détermination de profils de vitesse à trois paramètres susceptibles de rendre compte des effets de sous- 

couche laminaire et mise en œuvre dans une méthode intégrale à trois moments, selon l'analyse suggérée par Crocco. 

Descripteurs (thbsaurus CEDOCAR) : Décollement - Ecoulement laminaire - Ouche limite - Ecoulement visqueux - 
Ecoulement bidimensionnel - Méthode intégrale - Ouplage - Ecoulement supersonique - Interaction forte - Mbthode numérique - 
lnteraction onde de choc-couche limite. 

CONTRIBUTION TO THE STUDY OF SUPERSONIC LAWINAR SEPARATION : 

UTlLlZATlON AND IMPROVEMENTS IN INTEGRAL METHODS OF CALCULATION 

SUMMARY 

This thesis aims to present the calculation of the supersonic laminar separation phenomenas by solving integral 

equations of interaction. Three topics of possible improvements for these integral methods have been developed in the 

case of strong interaction : 

- Definition of similar profiles approximated by a simple analytic representation and utilization of a second 

order formulation proposed by ûocco for the boundary layer. 

- Adaptation of Le Balleur's numerical method of calculation and application to the study of separated and 

reattaching flow on a compression ramp or under shock-wave reflexion. 

- Determination of three-parameter velocity profiles able to take the laminar lower layer into account and utili- 

zation in a three moments method as it has been suggested by Crocco. 

Descriptors (NASA thesaurus) : Separated flow - Boundary layer separation - Viscous flow - Boundary.layer - Laminar flow - 
Integral methods - Matching - Supersonic flow - Strong interaction - Numerical method - Shock wave interaction. 
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notations latines 

 AL,^: composantes de la vitesse 

p : pression 

: 90%~ 
" 11 : coordonnées physiques 

: enthalpie 

Pr : nombre de Prandtl 

T : température 

Cr : chaleur spécifique 

% 9 : coordonnées de la transformation de Stewartson 
q, : célérité du son au col 

M : nombre de Mach 

W : carré de la vitesse réduite 

f : profil de vitesse 

< : enthalpie totale rapportée à sa valeur à llextérieur de 
la couche limite 

i b t C : coefficients intervenant dans la représentation des 
d ,  7 ,  n profils de compression et de détente pour la couche limite 

q : vecteur vitesse 

H : paramètre. de forme qui est 

: paramètre de forme qui est 

j : paramètre de forme qui est 

r : paramètre de forme auxiliaire lié à la dissipation 

3 : paramètre de forme auxiliaire lié au flux de chaleur 

-7 : paramètre de forme auxiliaire lié au frottement 
g : iaut 7 13 
F : vaut JO? d~ 

C;j i = A 4 coefficients du système (1-21 ) 
i= 



j = ~ ,  2 coefficientz du système (1-21 ) 

z : vaut hl$ 
Re : nombre de Reynolds 

) :  coefficient défini en (1-46) 
Su : nombre de Sutherland qui vaut 

tR, : coefficient de Prandtl-Meyer défini en (1-62) 
Xp : défini en (1-80) 

N *, L*, I* 
: paramètres de forme de second ordre 

défini en (1-81) 

&I\J): défini en (1-83) 

4(\J: défini en (1-84) 
4 : coefficient de frottement 

8,) &C,: coefficients intervenant dans (11-1 8) 

F, G : opérateurs 

8 : coefficient r i  à B,/% 

Ca , c, : coefficients définis en (11-24) et (11-25) 
A(=) : fonction de déplacement 

Cd : profil de sous-couche 

: défini en (111-1 0) 

h. ,b ,m : coefficients de la représentation de profil de sous-couche 

EL; : coefficients de l'équation (111-28) L I ,  2,3 
L =  1 ,  2, 3 

A(n) : défini en (111-35) 

3 : fonction d'échelle définie en (111-39) 

Anj : coefficients des équations (111-44) définis en (11148) 
n = l , 2 , 3 , 4 ;  j = l , 2 , 3  

Notations grecques : 

: densité 

CS : densité relative 

I) : paramètre de forme de Faikner et Skan 



: variable de similitude 

1, : ordonnée de référence pour 

4, : intégrale double définie en (1-20) 

7( : pression relative 

: enthalpie relative 

0 : argument de la vitesse 

8, : angle de la paroi avec l'écoulement de référence 

: coefficient de viscosité 

: débit de quantité de mouvement 

CE : débit d' énergie cinétique 
5, : débit d'enthalpie 
cm : débit de déplacement 
U : fonction de Prandtl-Meyer 

y : fonction de courant 
CQ : fonction potentiel 

@ : fonction de dissipation 
, 
2 

8 : épaisseur dans les variables physiques : 8 = 

8, : épaisseur de quantité de mouvement 

8, : épaisseur d'énergie cinétique 
6 : épaisseur de déplacement 
& : épaisseur d'enthalpie 

: id. en incompressible dans la variable de similitude 

Y : rapport de chaleur spécifique 

k: épaisseur de déplacement incompressible 
w : pulsation 

0 : direction de la vitesse 

: variable de similitude de sous-couche 

;\ : constante définie en (111-45) 



L : ordonnée de référence pour la sous-couche 
z : vaut C;/sr 

: fonction d1 échelle entre couche et sous-couche 

A., : vaut A, 

A,: vaut ne 
il3 : défini page 54 

b4: défini page 54 

Indices : 

(-1 : condition dl écoulement de base 
AJ 

( ) : quantité exprimée dans les variables de Stewartson 

( )? paramètre de forme au second ordre 
( h: référence à i1 écoulement extérieur 

( )?: condition à la paroi 

( condition à l'infini amont 

( )O: condition génératrice. 



INTRODUCTION - 
Des phénomènes tels que le décollement supersonique laminaire ou l'interaction 
couche limite - onde de choc, demeurent des problkmes fondamentaux pour 
l'aérodynamique, tant sur le plan theorique que pratique. Les principales 
méthodes qui ont été développées pour leur analyse peuvent chronologiquement 
se regrouper en trois grandes catégories. 

(i) Résolutions couplées d'équations de fluide parfait et de couche limite au 
moyen de méthodes intégrales ou de méthodes aux différences (les équations 
de couche limite pouvant &tre celles de Prandtl, ou encore des équations 
plus complètes), cf [ I  , 2, 31. 

(ii) Mise en oeuvre de méthodes fondées sur les développements asymptotiques 
raccordés et mettant en jeu des structures à couches multiples (on peut se 
reporter ici au cours de M. ~e~tounian) cf [4]. 

(iii) Résolution des équations de Navier-Stokes compressibles par des méthodes 
instationnaires , voir par exemple [SI. 
Nous nous proposons dans ce mémoire d'étudier différentes voies d'améliorations 
possibles pour la catégorie (i), dans le cas où l'écoulement de fluide parfait 
supersonique est wi écoulement par onde simple, et où le calcul de la couche 
limite est effectué par une méthode intégrale. Rappelons que cette approche, 
introduite par Crocco et Lees [16], a reçu avec succès de nombreux développe- 
ments et qu'elle constitue une analyse des phénomènes d'interaction visqueux 
moins restrictive que la théorie classique de la couche limite, même lorsque 
les équations résolues sont seulement celles de Prandtl. 

La théorie classique de la couche limite de second ordre ne parvient en effet 
à rendre compte que de "l'interaction faible" qui peut exister entre un écou- 
lement supersonique non visqueux et une couche dissipative. Rappelons qu'une 
solution de couche limite de premier ordre est alors calculée à pression 
fixée, après avoir déterminé le fluide parfait au premier ordre, indépendamment 
de toute influence de la couche limite. Un second calcul de fluide parfait 
permet ensuite de déterminer les solutions de premier et second ordre réunies, 
à partir de l'épaisseur de déplacement de la seule couche limite de premier 
ordre. Un calcul de couche limite au second ordre peut éventuellement &tre 
a2outé, mais de m&me qu'au premier ordre, le champ de pression y est toujours 
une donnée. L'une des plus grosses lacunes de cette théorie est de conduire au 
décollement par l'intermédiaire d'une singularité, et d'interdire par là-même 
toute solution en aval de ce point. 

Afin de pallier cette insuffisance il eSt nécessaire, pour le moins,de 
reformuler le problème en introduisant le concept "d'interaction forte". Le 
calcul s'effectue dans cette théorie en couplant directement les résolutions 
du champ externe et de la zone dissipative. Il diffère donc essentiellement 
du précédent par le fait que toute hiérarchisation d'ordres de grandeur 
disparait dans l'influence mutuelle qui existe entre le fluide parfait et 
la couche limite. Le couplage entre les deux zones s'effectue généralement 
à une distance d de la paroi, qui représente 1' épaisseur physique de la 
couche limite. Les deux zones raccordées en 8 sont alors telles que le 
caractère hyperbolique des équations d'Euler en régime supersonique, lié au 
caractère habituellement parabolique des équations retenues pour la couche 
dissipative, permette en principe d'effectuer un calcul en progressant de 
l'amont vers l'aval. La résolution de ces équations couplées peut s'effectuer 
soit par une méthode aux différences, telle que l'ont appliquée les premiers 



Reyhner et Fltigge-Lote [3], soit encore par l'approche qui a été choisie ici, 
c'est-à-dire par application de méthodes intégrales. 
Le principe mQme de ces méthodes est de remplacer le système d'équations 
aux dérivées partielles par un système d'équations différentielles ordinaires, 
après intégration selon la direction normale des équations de la couche limite. 
Rappelons qu'il est possible dans une telle integration d'obtenir une infinité 
d'équations intégrales distinctes, telles que les différents moments par rapport 
à la vitesse des équations de mouvement. On peut alors adopter pour solutions 
numériques approchées, celles qui vérifient les n premières équations de moment, 
ainsi que les conditions aux limites. Le système ainsi défini est cependant 
ouvert et n'a de sens qu'associé à des relations auxiliaires de fermeture, dé- 
duites de distributions de vitesse et d'enthalpie dépendant de n paramètres. 
Contrairement aux usages numériques communs, les méthodes intégrales de couche 
limite se caractérisent par un nombre n de degrés de liberté extremement restreint, 
de l'ordre de quelques unités, et généralement même n = 1. Il est alors aisé 
de se rendre compte que la qualité de la méthode réside aussi bien dans le 
choix des distributions de vitesse et d'enthalpie que dans le choix et le 
nombre des équations à résoudre. Sans pouvoir citer ici les nombreux travaux 
ayant traité de ces méthodes, il est nécessaire de dresser un bref tableau 
des principaux progrès qui ont conditionné le calcul des décollements laminaires. 

Les premiers calculs furent effectués à l'aide d'une représentation 
polyn8miale du quatrième degré des profils de vitesse [6], puis du cinquième 
degré [7]. Les résultats restant imparfaits dans les régions décollées, 
Crocco et Lees [16] utilisent une équation de l'entraînement en tant qu'équation 
auxiliaire. Toutefois, la difficulté de relier le coefficient ainsi introduit 
aux caractéristiques des profils, conduisirent Honda [8] et Tani [g] à remplacer 
l'équation d'entrafnement par l'équation de premier moment de quantité de 
mouvement aussi appelée équation de 1 ' énergie cinétique. Lees et Reeves [1 O] 
et par la suite Klineberg [II] , firent une synthèse des améliorations 
apportées depuis lors et donnèrent aux méthodes intégrales leur formulation 
actuelle. A l'instar de Curle [12] et Gadd [13], les relations auxiliaires de 
fermeture sont issues des solutions de similitude, déduites des équations de 
Falkner et Skan [14] dans le cas incompressible et d'équations modifiées par 
Stewartson [B] dans le cas compressible. Ces solutions, calculées respecti- 
vement par Har tree et par Cohen et Reshotko LIS], ne dépendent que d'un seul 
paramètre f , lié au gradient de vitesse extérieure. La méthode de Lees et 
Reeves comporte toujours une équation auxiliaire unique (n = l), celle du 
premier moment de quantité de mouvement par rapport à la vitesse. Cette 
équation permet de calculer et d'éviter son identification au paramètre 
de gradient de vitesse de l'ecoulement réel, qui n'est nullement semblable. 
Un changement de variables inspiré par Stewartson autorise par ailleurs une 
formulation où les fonctions auxiliaires sont indépendantes du nombre de Mach. 
Klineberg étendit enfin la méthode aux écoulements avec flux de chaleur. 
Dans le cadre de cette formulation, et indépendamment des problèmes de couplage 
évoqués ci-dessous, les imperfections les plus significatives sont celles 
posées par la représentation numérique approchée des relations auxiliaires 
de similiturle, par la prévision précise de flux de chaleur ainsi que de 
plateaux de pression en cas de décollements étendus. 

Parallèlement au progrès des méthodes intégrales, l'élément déterminant 
initialement introduit par Crocco et Lees est la notion de comportements"subcri- 
tiques" ou "supercritiques" des couches limites, lorsque celles-ci sont 
couplées à un écoulement supersonique externe selon un concept de forte inte- 
raction. Les conséquences fondamentales de cette distinction, et son absence 
dans la plupart des autres approches théoriques ont fait l'objet de nombreux 
travaux, voir par exemple [l , 2, 1 1 ,  18, 23, 24, 251. 

Rappelons que dans le cas subcritique, les couches subsoniques présentes 
dans le voisinage de la paroi dictent le comportement qualitatif de la couche 



limite, supposée ici dénuée de gradient de pression normal. Dans ces 
conditions, on peut montrer que, malgré le caractère parabolique des équations 
de couche limite et le caractère hyperbolique de celles qui régissent le 
fluide parfait, la prise en compte de l'effet de couplage permet de trans- 
mettre en amont l'influence d'une perturbation qui est située plus en aval, 
ainsi que l'exige par exemple un processus de décollement. Dans le cas super- 
critique au contraire, si les hypothèses habituelles de continuité des 
solutions sont respectées, il est impossible de décrire au moyen des équa- 
tions de Prandtl, mBme couplées au fluide parfait, la transmission vers l'amont 
de l'influence d'une perturbation imposée par l'écoulement aval. Il est donc 
nécessaire pour rendre compte d'une telle influence de retenir également des 
solutions discontinues, d'une manière assez semblable à la prise en compte de 
solutions avec ondes de choc pour le fluide parfait. La discontinuité de la 
solution, qualifiée de "saut" supercritique-subcritique, a ici pour effet 
de faire brusquement passer d'une couche-limite supercritique en amont, à 
une couche subcritique en aval, capable dès lors de rendre compte de l'influ- 
ence de l'aval. A la différence des équations de choc cependant, la défini- 
tion d'équations de saut est restée un problème théorique mal résolu, physi- 
quement irréaliste. Il met en cause l'application des méthodes intégrales clas- 
siques de forte interaction aux couches limiteslaminaires sur paroi refroidie, 
ou encore aux couches limites turbulentes. Il a conduit à la recherche de 
méthodes prenant en compte explicitement le gradient de pression normal [ l g ] .  

De telles configurations supercritiques peuvent cependant 8tre éliminées, 
comme l'a montré Le Balleur [25], par simple modification de la manière dont 
est formulé le couplage entre les équations visqueuses et non-visqueuses. La 
notion de comportement subcritique ou supercritique avait en effet été définie 
pourdes méthodes où le couplage entre la zone visqueuse et le champ externe 
était effectué classiquement au niveau de la frontière 5 de la couche limite. 
En fait, Le Balleur a pu montrer que la qualité de couche supercritique 
doit Btre rattachée à ce type de couplage, qu'elle est tributaire du critère 
définissant & et que, moyennant un couplage par recouvrement où le calcul 
de fluide parfait se trouve prolongé dans la couche visqueuse jusqu'à 
la paroi, aucun comportement bupercritique ne peut plus se produire. On peut 
en conclure que la distinction des états supercritique et subcritique doit 
Btre associée, non ,à la seule couche dissipative, mais au calcul de forte 
interaction visqueuse dans son ensemble, lequel comprend la forme de couplage 
utilisée. Pour cette raison, le couplage à la paroi sera exclusivement utilisé 
dans toute la suite. 

La présente étude propose trois thèmes de perfectionnement des méthodes 
intégrales laminaires qui sont répartis respectivement dans trois chapitres. 

(i) Une première tentative d'amélioration consiste essentiellement à inclure 
dans la couche limite des termes qui seraient de second ordre dans une analyse 
de faible interaction. Cette analyse a été proposée par Crocco [ I I .  En 
l'absence de ces termes, le système se réduit au problème d'interaction clas- 
sique évoqué plus haut, à ceci près que l'écoulement de base est prolongé 
jusqu'à la paroi. La fermeture des équations intégrales est réalisée par des 
solutions de similitude dont on a pu définir une représentation analytique 
approchée. Cette représentation originale permet de calculer à la demande 
les fonctions auxiliaires par simple intégration numérique ; elle améliore 
la technique utilisée par Klineberg dans la mesure où une représentation unique 
est utilisée pour tous les profils de compression. 

On traite de cette manière le problème du décollement libre et on analyse 
les conditions d'obtention de solutions avec plateau de pression dans les 
décollements étendus. 



(ii) La seconde voie d'amélioration étudiée porte sur la méthode numérique 
de résolution. Dans la partie (i) l'interaction libre est traitée comme un 
problème de conditions initiales, dont on sait qu'il est mal posé. En cas 
de recollement, un t%tonnement sur les conditions initiales doit en effet 
gtre opéré de manière à traduire l'influence de l'aval sur l'amont. Pour 
pallier cette difficulté et pouvoir, par exemple, traiter des problèmes 
de décollement-recollement successifs, on a adopté dans cette partie la 
méthode proposée par Le Balleur [20, 251. Elle permet de résoudre itérative- 
ment un problème aux limites bien posé et de prescrire directement une 
condition supplémentaire à l'aval de l'écoulement. Dans cette étude, les 
équations intégrales de couche limite sont exemptes de termes de second ordre, 
et seule l'évaluation de la pression le long de la paroi présente une correc- 
tion de second ordre. Les mêmes relations de fermeture qu'au chapitre précédent 
sont adaptées à ces calculs. 

On traite par cette méthode le problème du décollement-recollement 
rencontré sur une rampe de compression ou encore à la réflexion d'onde de 
choc dans le cas d'une paroi adiabatique. 

(iii) La troisième voie d'amélioration anal sée s'inspire du schéma en 
triple couche de Stewartson [17] et Neilandf?2] pour introduire la notion 
de sous-couche laminaire dans une description intégrale, selon une méthode 
proposée par Crocco. Celle-ci consiste principalement à introduire deux 
nouveaux paramètres dans les distributions de vitesse afin de construire 
une famille de profils "composites" incluant couche et sous-couche. Pour 
ce faire, on a déterminé des profils de similitude approchés pour la sous- 
couche, après avoir sélectionné une représentation analytique simple. 
Par rapport à (i) ou à (ii), la méthode intégrale (iii) ajoute les équations 
de moment d'ordre 2 et 3 des quantités de mouvement afin de fermer le système 
d'équations différentielles, le nombre total d'inconnues étant maintenant 
porté à cinq. 

On discute les problèmes posés par l'intégration du système et on 
indique les premiers résultats obtenus par cette méthode. 



C H A P I T R E  1 

Ce chapitre est consacré d'une part à la détermination de solutions 
de similitude approchées, poursuivant en ceci le travail initié par Auffret 
[28], d'autre part à une. formulation intégrale de ler et 2nd ordre, du 
décollement laminaire supersonique cf [1 ] ainsi qu'à la mise en oeuvre dans 
le cas du décollement libre. 

1 - CHOIX DE LA REPRESENTATION DES PROFILS DE VITESSE ET DIENTHA.LPIE 
1-1 ) Solutions semblables 

En avant-propos, il nous semble nécessaire de rappeler que les solutions 
semblables sont des solutions exactes des équations de Falkner et Skan, 
valides dans les conditions particulières où le nombre de Prandtl Pr est 
égal à 1, et ou la viscosité est proportionnelle à la température. r 

Ces équations sont déduites des équations ordinaires de la couche- 
limite bidimensionnelle que nous pouvons écrire comme suit : 

équation de quantité de mouvement longitudinale 

- 0 équation de quantité de mouvement transversale (1-2) --- 
al 

(1-3) a (?"CI t a (yy) - - 0 équation de continuité 
ay. 

( 1-4 équation de l'énergie 

où nous avons : - & , équation d' état (1-5) 
tr - 
Z 

(1-6) kgr $, T + & relation enthalpie dlarr&t - température pour un gaz 
2 parfait à chaleur spécifique constante. 

avec pour conditions aux limites : 

: O  &c, w =  O 

Y-" ) AO- L: 



(1 indice e faisant référence à 1' écoulement extérieur). 

'!. étant l'enthalpie de paroi. 
P 

A partir de ce système d'équations, nous définissons classiquement de nouvelles 
variables en posant : 

d'où le système ainsi transformé : 

rV 

N 

4 + (y- 4 k  rl: 
où l'on a 
condition dtarrBt (indice supérieur O )  à la limite extérieure de la couche 
limite notée avec l'indice e. 

Pour PR = 1 et II . = 1 ,  les équations se réduisont à celles de t-c .t, 
Stewartson, qui admettent une famille de solutions semblables calculées 
par Cohen et  esh hot ka et obtenues en prenant zc = g"' avec : 



où y> représente la fonction de courant de l'écoulement transformé : 

de plus, si l'on définit : 

2 m p z -  
m+'l 

alors les équations de quantité de mouvement et d'énergie sont ramenées 
à des équations différentielles ordinaires comportant des solutions sembla- 
bles pour une vitesse transformée proportionnelle à une puissance constante 
de l'abscisse transformée. Nous aboutissons au système d'équations de Falkner 
et Skan généralisé par Stewartson qui s'écrit en posant f = F'. 

avec les conditions aux limites : 



Ces équations ont été intégrées numériquement dès 1937 par Hartree [21 mais 
dans des cas bien particuliers. Puis Stewartson [35], Li et Nagamatsu ?26] 
et enfin Cohen et Reshotko [15] ont élargi le domaine de solutions en 
montrant l'existence de deux solutions pour certaines valeurs de , 
l'une étant attachée, l'autre décollée. f 

1.2 - Choix de la représentation analytique approchant les solutions semblables - 
Notre but ici est de sélectionner une représentation analytique approchée 
des solutions de similitude utilisablesdans une méthode intégrale. Ce choix 
est essentiel et doit surtout permettre une représentation correcte des 
profils dans la "zone décollée". La construction de cette représentation 
analytique a été dictée par plusieurs considérations. 

- La première et la plus naturelle est que les conditions aux limites soient 
satisfaites. Pour cela il faut respecter {(O) = 0 et ) = quand 9 4  O 
Il a par ailleurs été choisi que f et tendent exponentiellement vers 
l'unité. 

- La seconde est le besoin de faire apparaître deux types de solutions pour 
certaines valeurs négatives de p : l'une étant valide pour les régions 
décollées, l'autre pour les régions attachées. 

- La troisième considération est que, dans la zone de paroi, et notamment en 
présence de courant de retour, les profils de vitesse doivent conserver une 
forme à peu près parabolique en raison de la petitesse des termes convectifs. 

- Enfin, il ne faut pas perdre de vue que le but de cette représentation 
analytique est de simplifier la méthode en exprimant de manière explicite 
les profils de vitesse et d'enthalpie. Il faut donc s'attacher à conserver 
à la représentation une expression elle-même aussi simple que possible. 

Tenant compte de tous ces éléments, les profils ont été exprimés analytiquement 
sous la forme suivante : 

1 

où les a, b , c , d , n représentent des coefficients et 
de référence. 

1.3 - Détermination des solutions semblables approchées - 
Les fonctions f et dépendent donc de 6 paramètres a , b , C , 

d y n  , 7 * :  



Ces paramètres vont être déterminés en fonction de 1 pour certaines valeurs 
de , le cas Cdll : 1 représentant le cas adiabatique : 

I 

soit: , , b. b ( r , f r )  ., . . . .  

Les profils f et ?( des relations (1-2) doivent approcher au mieux les 
équations de simili tude (1-1 O), (1-1 1 ) , au moins pour leurs propriétés 
globales. Nous utilisons pour ce faire la forme intégrée (2 fois) des 
équations (1-IO), ce qui donne 4 équations, ainsi que deux équations de 
moment d'ordre 2 et 3, par rapport à 7 de l'équation dynamique, ce qui 
ferme le système. 

Ces six équations peuvent s'écrire : 

d l  - q*- Y) dl 
O 

(1-19) s ? [ 4 - f ) d T  - 2 1 T 3 ( ~ - f ) d 7  - ( 4 t f ) j  y 3 ( 4 - f 2 ) q  1 CI 

3 , \ 2 , ~ - 4 ) 9 J 7 p - t i d 7 .  O + -  O $1 dy = O  

En remplaçant -f et k par leurs formes analytiques nous pouvons calculer les 
intégrales qui interviennent dans le système. Elles font intervenir l'intégrale 

- j 5 
= [ ( ; + + ]  . ( i  t4)n ! 0 ;  S z 7,. 

( I . 4  J v 

de plus, dans les équations (1-1 7), (1-1 8), (1-1 9) apparaissent des intégrales 
doubles qui sont intégrées numériquement en posant : 

in - 4  j n - 4  --Zq 

(1-200) d,, [ i) j) e x  & [ x ,  e dr, 

Les six équations peuvent maintenant s'écrire sous une forme explicite en 
fonction des paramètres ( a , b , c , k ,  Tt , n ) De plus, en divisant 
parP il est possible d'observer que quatre d'entre elles sont linéaires en 

Il ne reste donc qu'un systè e de deux équations non linéaires en a. et b 
pour des valeurs de n et fixées. Les équations peuvent ainsi s'exprimer 
sous cette forme : 



avec 

oùj = I ,  2 

La résolution en a et b de ce système est effectuée à l'aide d'une méthode 
itérative de Newton-Raphson généralisée. Cette méthode itérative à convergence 
quadratique présente pour difficulté essentielle le besoin d'être initialisée 
à des valeurs suffisamment éloignées de celles qui annulent les différentielles 
des équations (1-21), toutes les fois que leur non-linéarité conduit à des 
racines multiples. De plus, parmi les racines possibles, un choix de la 
solution optimale doit être opéré en fonction de critères physiques. Les 
calculs ont été effectuées pour six valeurs de Tp . Le champ de gradient 
de pression a né atifmuvert est plus étendu que dans les calculs de Cohen 
et de Reshotko [15 

Le point f = O s ' est révélé être un point singulier, et nous a placé dans 
l'impossibilité numérique d'obtenir des résultats corrects pour les f positifs, 
c'est-à-dire pour les écoulements accélérés. Nous avons donc été amenés à 
réduire dans ces cas le nombre des inconnues en posant n = 1. La forme 
de la distribution reste la même et le principe de résolution approchée 
également. 

Au total, nous avons obtenu, pour des valeurs discrètes de la température de 
paroi, une représentation analytique approchée des solutions semblables. 
Cette représentation est constituée de deux familles, l'une pour les écoule- 
ments accélérés, l'autre pour les écoulements retardés ; cette dernière 
suffisant à elle seule pour traiter de nombreux problèmes de décollement- 
recollement . 
Une tabulation des valeurs des constantes en fonction de n et 
situe dans l'annexe [il. 

Une comparaison des profils ainsi obtenus a été effectuée. Dans le cas 
adiabatique ils sont comparés à ceux de Hartree et dans le cas avec flux 
de chaleur avec ceux de Cohen et Reshotko. 

Les résultats paraissent très satisfaisants, tant au niveau des profils que 
des grandeurs intégrales caractéristiques, bien que la confrontation n'ait 
pu être faite, dans les cas les plus décollés, faute d'éléments de compa- 
raisor, . 
Les planches 1 ,  2, et 3 fournissent des exemples de profils de vitesse et 
d'enthalpie. 

2 - COUCHE LIMITE ET INTEUCTION DE PREMIER ORDRE - 
2.1 - Formulation - 

Les équations de Navier-Stokes expriment l'équilibre entre les forces d'inertie 
celles de pression et celles de viscosité, l'intensité de ces dernières étant 
négligeable pour l'écoulement extérieur. Au voisinage des parois solides 



par contre, les forces d'inertie sont du même ordre de grandeur que les forces 
de viscosité, ce qui entrafne un comportement singulier. De ce fait, la 
formulation des équations de la couche limite au premier et second ordres 
devrait en toute rigueur être issue d'une analyse asymptotique, conformément 
aux travaux de Kaplun, Lggerstrom et puis Van Dycke. Cette approche permet, 
en introduisant un petit paramètre E inversement proportionnel à la 
racine carrée du nombre de Reynolds, de construire un développement en 
pour le fluide parfait qui vérifie, à l'ordre le plus bas, les équations 
d'Euler et, moyennant dilatation de l'échelle en , un autre développement 'b pour la couche limite qui répond aux équations de randtl. 

La compatibilité entre les deux développements doit en principe &tre réalisée 
au moyen de conditions de raccord traduisant un couplage faible entre effets 
visqueux et non visqueux. Néanmoins, le problème du décollement est, comme 
nous l'avons dit, un problème de couplage fort, de sorte que la présente 
théorie doit au moins à ce niveau être distinguée de la théorie asymptotique 
classique. 

Afin de simplifier l'introduction des termes au second ordre dans les équations 
de la couche limite, on peut dès à présent employer le changement de coordonnées - 
proposé par Cole. Le potentiel des vitesses et la fonction de courant 9) 
d'un écoulement non visqueux de base nous servirons donc désormais de 
variables indépendantes, convenablement adimensionnalisées. 

Naturellement n'existe que si 1' écoulement de base est irrotationnel. Nous 
nous plaçons donc dans l'hypothèse restrictive d'un écoulement isoénergétique 
et isentropique. Selon l'analyse développée par Crocco [ I I ,  1' écoulement de 
base peut être prolongé jusqu'à la paroi comme le représente la figure 1. 

Les quantités surlignées correspondent à l'écoulement non visqueux, tel 
qu'il existe en présence de la couche limite. Au premier ordre, celles-ci 
s'identifient pour une plaque plane a G  quantités de référence, indicées e . 
Au second ordre de fluide parfait, la paroi n'est plus une ligne de courant 
pour l'écoulement non visqueux de base, mais correspond à une fonction du 
potentiel y qui peut s'exprimer : 

où p est l'indice de paroi. La connaissance de cette fonction 7 jointe 
aux conditions aux limites détermine l'écoulement extérieur. 



- 
Les équations de couche limite peuvent s'écrire dans les variables ( , ) 
comme suit : 

(1-23) ( 6 ~ ) ~  + f p  ( Q V ) ~  = 0 équation de continuité 

(1-24) = ' équation de quantité de mouvement transversale 
(1-25 ) (CU')? + Ps ( Q Y U ) ~  .. Qpi (1.6 d) + 4 '  f p  ( r .  AL+)+ 

équation de quantité de mouvement longitudinale 

de moment d'ordre 2 par rapport à (équation de l'énergie) 

- sa pp [(Y-,) fi2 y. 4; , (?  s;)+] (G L ) ~  + F p  (6 Y - 
avec pour conditions aux limites. 

et, pour plus de concision nous avons posé : 

toutes les quantités sont adimensionnelles. 

La vitesse de l'écoulement q , sa composante q, dans la direction de 
l'écoulement de base et sa composante q, dans la direction normale à ce 
même écoulement sont normalisées par rapport à qc , quantité de référence 
prise à l'infini amont. De même, la densité , la viscosité p , 
l'enthalpie /It et la pression P sont normalisées respectivement par 

1 
rapport à Fe 9 pe 9 qe 9 y= q; 

Enfin, et sont normalisées respectivement par rapport à ql P., 
et Aq, 1- où 1, est une longueur de référence. 

Nous pouvons intégrer l'équation de continuité par rapport à la variable Y 
+ entre vp et l'infini : 



où 5, peut &tre appelé débit de déplacement, par analogie avec l'épaisseur 
de déplacement usuelle. Cette quantité nous permet d'écrire l'équation 
de couplage de la couche limite et de l'écoulement de base, qui correspond 
à la condition de couplage à la paroi de Le Balleur. 

Pour compléter l'expression de cette relation, nous pouvons, en considérant 
que l'écoulement s'effectue par onde simple, utiliser la relation de 
Prandtl Meyer qui peut s'écrire dans nos nouvelles variables : 

étant la fonction de Prandtl-Meyer et ( i()  l'angle que fait la 
paroi avec la direction de l'écoulement de référence à l'extérieur. 

2.2 - Equations intégrales - 
On intègre suivant U/ les autres équations, c'est-à-dire les équations de 
quantité de mouvement longitudinale -et d ' énergie ciné tique. prenant pour 
définition de , C E  , CH 

00 

débit de quantité de mouvement 

00 \ a f i ( 4 - * I f )d i  débitd'énergiecinétique 

( 1-33 ) 
e 

T,'J.% ( 4 -  fi, .Y débit d'enthalpie 

on aboutit au système suivant : 

quantité liée au frottement 

go a 

L my, quantité liée à la dissipation. 



Il est commode de faire apparaftre dans les équations les paramètres de 
forme compressible de l'écoulement effectif : 

Les trois équations intégrées ainsi exprimées constituent le système 
décrivant l'interaction entre la couche limite et l'écoulement de base. 

2.3 - Forme finale du système d' équations - 
Les équations sont finalement transformées en effectuant le changement 
de variable suivant : 

Ainsi qu' en remplaçant par W , où W représente le carré de la 
vitesse réduite. W , dont l'expression en fonction du nombre de 
Mach s ' écrit : 

Nous savons qu'en fonction de 3 et les équations qui gouvernent 
l'écoulement de base sont : 

Supposant que toutes les perturbations de l'écoulement de base prennent 
origine à la paroi, nous savons que nous avons un écoulement de Prandtl 
Meyer pour lequel on peut déduire en tenant compte de (1-39) - 

De plus, il est possible d'exprimer à la paroi en fonction de 

Mi( 
au premier ordre (déduit de (1-40) 

De (11-32) et (1-38) nous avons également : 



ce qui nous amène au système du premier ordre suivant : 

avec pour équation de couplage : 

$U z Th est ce que 1' on peut appeler le nombre de Sutherland, c1 est- 
à-dire le rapport entre la température de Sutherland et la température 
extérieure. 

3 - FGLATIONS INTEGRALES AUXILIAIRES - 
3.1 - Paramètres de forme incompressible - 

Conformément au principe des méthodes intégrales, le système des équations 
précédentes est fermé au moyen de relations auxiliaires, identifiées à 
celles de la famille de profils choisie en (1-2). Pour ce faire, cette 
famille doit etre paramétrée en fonction d'un ou plusieurs paramètres 
de forme, ainsi que du nombre de Mach et de l'enthalpie YP 
La détermination pratique de ces relations auxiliaires est en fait le 
problème crucial de la méthode. En ce qui concerne la dépendance vis-à-vis 
du nombre de Mach, toute représentation approchée peut gtre évitée par 
l'emploi de la transformation de Stewartson, qui permet de se ramener à 
l'expression des seules épaisseurs incompressibles. Ce calcul peut se 
faire assez aisément en raison de la simplicité de la représentation 
analytique. 

Si l'on définit au préalable les épaisseurs classiques : 

épaisseur de déplacement 

étant la variable de similitude définie en (1-9) 
1 * 

A,= 1 f ( l - f )  d l  épaisseur de quantité de mouvement 

P 

A .  ; / 4 (1 - f ') d1 épaisseur d' énergie cingtique 



Les calculs font intervenir des fonctions Gamma et donnent analytiquement 
les résultats suivants dans le cas des profils décélérés : 

Les équations sont plus simples dans le cas accéléré : 



avec j f (0) = ( 4 - 4 / ? *  

Toutes ces épaisseurs sont calculées en fonction des grandeurs 
( a 9  b 9 c  L n  ? Y *  ) intervenant dans les distributions de vitesse 
et dl enthalpie. 

Comme dans le précédent paragraphe, nous pouvons introduire des paramètres 
de formes incompressibles définis par des rapports d'épaisseur. 

Les quantités tildées feront référence à llincompressibilité. 

On définit donc : 

ainsi que les grandeurs liées au frottement et à la dissipation : 
,d 

T =  A, $ ' ( O )  et "C bn. [@f" (o)?  

LI N -b 
les grandeurs H , K , 5 , 7 , 2 sont tabulées dans l'annexe [ I I .  
Il reste maintenant à choisir pour une valeur % fixée, un paramètre de 
forme autre que p en fonction duquel peut 8tre exprimée la famille de 
prof ils choisie, c' est-à-dire les grandeurs e , b , c , d , n , ?+ . 

N 

Il s'est avéré commode d'utiliser le paramètre H qui est le rapport des 
épaisseurs de déplacement et de quantité de mouvement, c'est-à-dire le 
paramètre de forme classique. Bien qu'il tende vers l'infini pour un 
profil de mélange isobare, puisque l'épaisseur de quantité de mouvement 
tend vers zéro, il a llavantage d'être le paramètre en fonction duquel 
toutes les grandeurs définies précédemment s'expriment relativement 
simplement. 

Les planches annexes (1-1 2) représentent les tracés des grandeys , b , c , 
, 7, , ) et les planches (4 - 7) représentent ( Û , ? , 3 , S ) en 

fonction de ce paramètre et l'on a exprimé analytiquement les six premières, 
constantes pour des 3 variant de 1 à 0,2. 
Ces expressions se situent dans l'annexe (2). Nous possédons désormais 



yV 

des familles de profils analytiques à un paramètre, H . Dans le cas - 

adiabatique, la liaison entre les fonctions a~~xiliaires ii , K , 3 , 
L , T de l'écoulement compressible réel et les épa2sseurs inom- _ 

pressibles issues de la transformation de Stewartson H , !? , J , T , - 
L doit maintenant &tre réalisée. 

3.2 - Liaison entre écoulement réel et écoulement incompressible transformé - 
Les relations de liaison recherchées peuvent &tre déduites de l'applica- 
tion en sens inverse de la transformation de Stewartson. Rappelons 
brièvement que, partant des coordonnées physiques, nous sommes d'abord 
passés au plan transformé de Stewartson, puis aux variables de simili- 
tude en utilisant (1-7). 

Nous pouvons définir les épaisseurs de Stewartson : 

où y est défini par rapport à 7 en (1-9). 

On montre que l'on a : 

où q (?) est défini en (1-9). 

Or, au premier ordre : 

On a immédiatement les relations : 



pour et CH ? les relations sont plm compliquées, pour la raison 
essentielle que K = A / ~  en (1.24) est différent de (1-9) 

En effet, la relation entre les deux quantités peut s'exprimer de la sorte : 

oh l'on fait apparattre à la place du nombre de Mach, la quantité W définie 
en (1-38). 

On a donc, en se servant de (1-57) : 

en tenant compte de la relation (1-54), on trouve enfin entre les paramètres 
de forme définis en (1-36) et en (1-47) : 

en de même en effectuant les transformations on trouve que : 

Si la dépendance des quantités tildées en W est nulle par définition, 
il n'en est pas de même pour les quantités H et 3 qui en dépendent 
de manière importante. 

Tous_ ces coefficients des expressions (1-60) et (1-61) sont des fonctions 
de H à qr fixé et de W . 

3.3 - Système de premier ordre - 
Supposant que les relations analytiques précédentes, déduites de profils 
semblables approchés, s'appliquent encore de façon approximative à tous 
les écoulements et adoptant comme inconnues k , VJ , z , le système de 
premier ordre s'écrit sous la forme : 



où %.(bJ) est défini en (1-46 ) 

3.4 - Correction de pression de second ordre - 
Il est possible pour la pression à la paroi de calculer une correction de 
second ordre, et ceci m&me avant l'introduction des termes de second ordre 
dans les équations intégrales. En effet, nous pouvons intégrer l'équation 
(1-24) en respectant la condition 7f = 4 lorsque ÿ 4 &, nous avons : 

/ O o  

où nous avons posé : P z  hlj P 

en tenant compte de la relation pression-vitesse. 9 = - Y M ~  clq 

et de (1-41 ) il est possible d'exprimer : 

de plus, nous pouvons développer en série de Taylor l'écoulement de base, 
à la paroi. 

Pour la pression, nous avons : P i  = ç 

Négligeant les termes en 0(6) , nous obtenons llexpression de (1-63) à la 
paroi : 

(1-66) 



d' où, en tenant compte de (1-33 ) 

Les planches ( 8 ) et ( 9 ) montrent l'apport quantitatif de cette 
correction de second ordre sur les distributions de pression. 

4 - COUCHE LIMITE ET INTERACTION DE SECOND ORDRE - 
4.1 - Formulation - 

Si l'on considère les équations classiques de second ordre, c'est-à-dire 
si l'on isole tous les termes O(&) dans les développements, le système 
ainsi écrit est excessivement lourd et de résolution peu commode. Au 
contraire, si l'on remarque que les termes visqueux ne sont contenus 
que dans un nombre restreint d'expressions, il est possible, comme l'a 
indiqué Crocco [l], de maintenir les termes de second ordre combinés à 
ceux de premier ordre pour conserver une écriture compacte. 

L'avantage essentiel est que l'apport des termes de second ordre n'est 
plus assujetti au calcul préliminaire de ceux du premier, ce qui est 
particulièrement adapté pour traiter le problème du second ordre comme une 
"interaction fortett. 

Le calcul de l'écoulement de base de second ordre s'effectuera donc en 
m8me temps que celui de la couche limite de second ordre, le couplage 
étant formulé de la m8me façon que dans l'analyse donnée au premier 
ordre. Il faut noter ici que, dans le cas d'une plaque plane, l'écoulement 
de base de second ordre ne s'identifie plus au loin de la paroi à l'écoulement 
non visqueux de référence, puisqu'il subit déjà l'effet de la couche 
limite. Nous justifions ainsi le fait d'avoir exprimé différemment au 
premier ordre l'écoulement de base et l'écoulement non visqueux de 
glissement sur la paroi, bien que ceux-ci soient manifestement confondus 
à cet ordre, en vertu de l'analyse asymptotique classique. 

Le système de premier ordre a été calculé au moyen d'équations intégrales. 
Nous allons donc généraliser aux équations de premier et second ordre 
réunies le m8me type de résolution en empruntant le plus possible au 
travail précédent. 

- 
Dans les variables I( , y, les équations simplifiées de second ordre 
peuvent s'écrire : 

(1-68) me fi)^ + ( ~ G W ) ~  1 0  pour l'équation de continuité 

pour l'équation de quantité de mouvement longitudinale 

pour l'équation de quantité de mouvement transversale 



pour l'équation de l'énergie et pour la loi d'état 

4.2 - Equations intégrales de second ordre - 
L'intégration des équations (1-68), (1-69) (1-70) et (1-71) fait apparaftre 
certaines intégrales qui dépendent à la fois de l'écoulement de base 
et de la couche limite. 

L'intégration peut etre réalisée en développant au voisinage de la paroi 
l'écoulement de base en série de Taylor, jusqu'à l'ordre e(6) inclus, les 
autres termes quant à eux restent inchangés. Nous donnerons ici l'exemple 
du calcul de 1' équation de mouvement (1-69). 

00 

(c "a)V dy + 1 (6 c ~ f i ) ~  dv 

( 1-73 ) '6 Yr 
1 0 .  

Ici, l'intégrale nouvelle par rapport au système de premier ordre, est : 
f . 0  

J- 
'+'f 

Q dépend de l'écoulement de base 9 
(3  -CM?) de la couche limite. 

On développe Qi( en série de Taylor : 

(1-74) Qi  = Qyp + [ Q?n -+ 0 (0 
L'intégration sous ces hypothèses peut s'écrire : 

@ 

i(i-Yr)[*-oaz)d)di t 0 ( 6 ' )  

YP Y 
en négligeant les termes en O ( 6 % )  , l'intégration est immédiate. 
On peut encore comme précédemment en conservant les définitions (1-33) 
et en introduisant le nouvelles définitions : 

cz* z J*(s- $) c f i (4 -4d i  

Sr 



ainsi que : 

1' intégrale (1-75) s ' exprime : 
4 

JL ai (9 -cfia) dy = Q~~ (5. + t,) + QU$ (6: + sr) 
toltes les autres intégrales qui interviennent dans .le système peuvent 
être intégrées de la même façon et donnent ainsi accès aux équations 
intégrales écrites plus après. 

4.3 - Relations de fermeture - 
Il est utile de remarquer que les solutions de similitude approchées 
déduites des équations de premier ordre peuvent 8tre utilisées aussi pour 
le traitement de second ordre. En effet, dans une méthode intégrale à 
n équations de moment, le seul but des distributions de vitesse et 
d'enthalpie est de fournir une famille de profils de référence à n degrés 
de liberté. Dans le cas où n = 1 ,  les solutions semblables constituent 
donc un choix optimal, quelle que soit la méthode. Introduisant les 
fonctions auxiliaires de second ordre : 

Celles-ci peuvent Btre d'abord reliées, comme au premier ordre, aux 
paramètres de forme incompressibles définis après transformation de 
Stewartson : 



Nous avons porté référence dans l'a~exe (3) les expressions des+ 
paramètres Hz HT , 

ri. 

K .  K,* , 3 y 20 , 3 2  , &.Y , Ga* y 

, L: , 12 , Z,* 

4.4 - Système final de second ordre - 
Finalement les équations intégrales incluant des termes de second ordre 
peuvent s'écrire e%utilisant les mêmes variables de calcul qu'au premier 
ordre W , z , H . La première équation, c'est-à-dire celle de 
quantité de mouvement, s'écrit : 

défini à partir de 

(141 ) a(~)est défini en ( 1-46 ) et 

(1-81 b, (w) . 2 [LA) 
W* W 

- 4 -  
Y-4  ( 4 . ~ )  [(Y+~)w - Y + A ]  (Y - 41(4 -w) 

De meme, l'équation de l'énergie cinétique prend la forme 



sx, zuq, 21.1 (2(nee, K.) + - ( 2  + IV), -. 
w 4-w 4-\.J ( 4 , ~ )  

a i l  - SX, i W i  [;y 8." w aW:+ a ? ) ,  
t 2- i 2G 

- t =) + -(- 
\nl a~ A-LJ a H  a~ 1 4 -  a w  W) 1 H q  

Enfin, pour lqquation de couplage, rappelons que les termes de second 
ordre avaient déjà été inclus dans la forme utilisée au premier ordre : 

5 - DISCUSSION - 
5.1 - Application au décollement libre - 

Les décollements peuvent &tre provoqués de multiples façons, en particulier 
par un obstacle situé à l'aval et faisant front à l'écoulement. Un 
exemple classique est constitué par l'écoulement au voisinage de l'angle 
concave d'un dièdre. La compression due à l'onde de choc oblique 
théorique issue de l'arBte est alors remplacée par une compression 
dédoublée. 



La première phase de la compression se produit en amont de la source 
qui donne naissance au décollement. La pression s'établit en aval du 
point defrottement nul à un niveau sensiblement constant appelé 
"pression plateau". 

La deuxième phase de la' compression a lieu lors du recollement. Une 
caractéristique essentielle du phénomène ainsi décrit est que la 
première phase est pratiquement indépendante des conditions imposées 
en aval, si ce n'est pour son positionnement longitudinal. 

Les développements de ce premier chapitre ont été mis en oeuvre pour 
étudier cette première compression que Chapman appelle "l'interaction 
libre". 

5.2 - Méthode de résolution - 
Les deux systèmes différentiels (1-62) et (1-79), (1-82), (1-85) sont 
ici simplement intégrés de l'amont vers l'aval à l'aide d'une méthode 
de Runge Kutta du quatrième ordre. 

- Dans le cas où sont résolues les équations du premier ordre, les condi- 
tions initiales sont choisies en perturbant légèrement dans le sens d'une 
compression la solution représentant le développement de la couche limite 
d'une plaque plane. On sait que les interactions subcritiques qui sont 
misesen jeusont à me&e de poursuivre l'amplification de cette perturbation 
infinitésimale vers l'aval. 



Pour le paramètre de forme, les conditions initiales en aval du bord 
d'attaque correspondent à la solution non perturbée de Blasius, qui peut 
être déterminée en résolvant les équations intégrales de couche limite à 
pression constante, pour une valeur initiale quelconque du paramètre de 
forme 10 ) . 
- Dans le cas incluant les termes de second ordre, le~~équations contiennent 
les dérivées premières des trois inconnues ( w  , z , H ), mais aussi en 
plus la dérivée seconde de b/ . Il est donc évident que l'on doive disposer 
de quatre conditions aux limites. Trois d'entre elles peuvent là encore 
représenter les valeurs initiales pour 2 , W et G tandis que la 
quatrième doit correspondre à une valeur finale fixée pour Wq . Pour la 
résolution on pose = R  et, en remplaçant W Q ~  par R g  dans les 
termes des 1-79), (1-82), (1-85), on transforme le système en 
quatre équations différentielles du premier ordre quasi linéaires par rapport 

ICI 

au quatre fonctions inconnues z , W , H et R . 
Le système étant très sensible, un tâtonnement sur la valeur initiale 

R ( O )  est nécessaire pour ajuster 12 valeur finale, W q  = 0 . Il faut 
noter que le traitement d'un décollement-recollement nécessiterait un 
tatonnement sur deux paramètres, puisqu'il faudrait en outre s'occuper de 
positionner le phénomène longitudinalement. 

5.3 - Distribution de pression (chute de pression après décollement) - 
Lees et Reeves [IO] en 1964 ont noté l'apport qualitatif des profils de 
similitude dans le traitement intégral de la couche limite pour des 
écoulements ayant subi une perturbation assez forte pour que celle-ci 
décolle. En effet ces profils permettent de mettre en évidence le plateau 
de pression statique déjà observé expérimentalement. Ils comparent les 
résultats de leur méthode avec ceux de Chapman, Kuehn et Larson [27]. 

La résolution des équations de premier ordre confirme les résultats de 
Lees et Reeves. L'amorce d'une région de pression-plateau a bien lieu 
dans la partie décollée. Néanmoins, si l'on poursuit les calculs vers 
l'aval pour atteindre des configurations très fortement décollées, 
comme les profils. de vitesse que nous avons définis au 1 le permettent ; 
on observe 11) une légère chute du plateau de pression, chute 
beaucoup plus lente toutefois que celle qui avait ité constatée avec 
les profils polynÔmiaux de Tani. 

Bien que l'amélioration primordiale que constitue l'adoption des profils 
semblables soit évidente (voir planche 12 ), une étude plus détaillée des 
conditions dans lesquelles les éq~a~ions intégrales conduisent à un 
plateau de pression a été effectuée. 

5.4 - Existence d'un plateau de pression - 
Les équations (1-62) peuvent s'écrire : 

- -  

( - r )  est lié au frottement 
2w 

-- f r  (L) est lié à la dissipation 
dq w 



Nous cherchons à déterminer une condition garantissant l'existence d'un 
"plateau de pression" ; on se place pour cela dans le cas isobare où H 
tend vers l'infini et on impose ungradient de pre-ssion nul : aP - o 
ou encore Wq = O . a* 

Le système (1-86) devient pour un gradiènt de pression nul : 

Les définitions formelles de H et K étant : 

d Slc - - d $1 dK d H  Il vient : - K +. 5, . - . - 
dq  d ? d H  dq 

dl où, en remplaçant 11*88) dans (1- ~ 7 )  : 

d'où la condition de compatibilité pour l'existence d'un plateau : 

avec - f . c [ 6 ) = &  ,puisque 6 =  dè d'après la relation de 
Prandtl-Meyer. 

Par ailleurs lorsque H - 4  , la dissipation f 3  Lt)-& et le frottement 
fa (1, - >O , de sorte que $ x ~ c k c .  Dans la relation de compatibilité 

le comportement du terme associé au frottement est cependant indéterminé 
car ( H a K / a ~  - K) peut tendre vers l'infini. L'importance du terme de 
frottement lorsque H-7wparaft cependant peu probable, compte tenu des 
connaissances expérimentales, ainsiquedel'apparition de plateaux de pression 
aussi bien en régime laminaire que turbulent, c'est-à-dire pour des lois 

T (H) très différentes. On doit alors remarquer qu'il existe une solution 
cohérente indépendante du frottement, c'est-à-dire avec : 



La relation de plateau de pression ( 1-90 ) donne alors en effet : 

soit encore L H . ~ ~ / ~ H - K ] + o  , ce qui est compatible avec l'hypothèse 
(1-91) quelle que soit la loi de frottement T (H) . 
Le comportement 

d K  - -crc 
3H 

apparaît donc comme le plus pobable. Rappelons que est ici le paramètre 
de forme qui représente le rapport des défauts d'énergie cinétique et de 
quantité de mouvement, H étant le paramètre de forme ordinaire. 

L'existence d'un plateau-pression semble donc lié à la linéarité de la loi 
K (H) pour des grandes valeurs du paramètre de forme k! . Une tabulation 

des solutions de similitude véritables montre effectivement qu'aux grandes 
valeurs de H , le paramètre K varie linéairement avec H , voir 
planche [ 13 ] . L 'approximation réalisée par les prof ils analytiques tend 
d'ailleurs elle aussi à être linéaire, avec une certaine imprécision 
cependant. 

C'est pourquoi une condition de linéarité rigoureuse a été imposée à 
K ( Hl pour des paramètres de forme fi > 6, garantissant par là-m8me 

l'apparition de plateaux de pression en cas de décollement étendu. 

5.5 - Correction de pression de second ordre - 
La condition de pression de second ordre apporte au niveau des configu- 
rations étudiées un léger apport qualitatif par rapport à la pression non 
corrigée. Cette correction est d'autant plus sensible que le nombre de 
Mach est grand. La planche ( 8 ) illustre ces calculs. 

5.6 - Comparaison calculs de premier ordre et second ordre - 
- Pour les distributions de pression, la planche (14) montre que les calculs 
de second ordre confirment ceux du premier ordre, en ne dévoilant qu'une 
très légère différence. 

Il est donc tout à fait légitime d'affirmer que l'approximation du premier 
ordre est une bonne approximation tout au moins pour la pression. 

- Pour ce qui est de la prévision du décollement, la différence est un peu 
plus sensible. Dans les méthodes traditionnelles le décollement théorique 
paraît toujours etre un peu plus postérieur au décollement expérimental, 
bien que l'estimation de ce dernier soit très imprécise ; on peut considérer 
dans ces conditions que la précision de l'analyse de second ordre apporte une 
amélioration certaine de ce point de vue, ainsi qu'en fdmoigne la planche (15) 
sur laquelle on a tracé la variation& paramètre de forme ti en fonction 
de X . 



Comme il a été succinctement indiqué en introduction, ce secondchapitre 
est consacré à l'adaptation d'une méthode, de résolution nwnérique plus 
élaborée, ainsi qu'à sa mise en oeuvre sur des configurations plus complexes 
qu'un déco11 ment libre. 

Les exemples traités seront des décollements-recollements provoqués par 
une rampe de compression ou encore par la réflexion d'une onde de choc 
oblique sur une paroi, mais le calcul pourrait etre appliqué sans aucune 
modification à des écoulements présentant plusieurs décollements-recolle- 
ments successifs. 

La méthode adaptée ici au régime laminaire est celle qui a été définie 
par Le Balleur [20, 251 dans le cas des couches turbulentes. Par rapport 
à l'analyse du Chapitre 1, les équations utilisées pour le problème 
visqueux sont limitées aux termes de premier ordre, excepté pour l'évaluation 
de la pression à la paroi, pour laquelle une correction de second ordre 
est appliquée. 

Le couplage visqueux-non visqueux est formulé dans l'optique d'un écoulement 
de fluide parfait prolongé jusqulà la paroi, de manière à éviter les 
interactions supercritiques. La technique numérique est capable de 
résoudre un problème aux limites bien posé comportant une condition à 
1' extrémité aval du calcul, 

Elle évite ainsi le recours usuel à une technique de tir, associée à 
l'intégration directe d'un problème de conditions initiales mal posé. 
Avant de décrire plus en détail le principe de cette méthode, il est 
utile de remarquer que, par rapport au chapitre précédent, les équations 
résolues sont exprimées non plus dans un repère c p - C Y  , mais directement 
dans les variables physiques. Intrinsèquement, au premier ordre, les 
équations de la couche limite sont les mêmes, mais il nous faut les 
exprimer différemment. Il en va de même pour les relations auxiliaires 
de fermeture qui doivent alors elles aussi s'exprimer différemment. 

1.1 - Equations intégrales et relations auxiliaires de fermeture - 
Les équations qui régissent la couche limite peuvent s'écrire sous leur 
forme intégrale comme suit : 

équation de continuité 
(couplage) 

équation de mouvement longitudinal 

ab ) a, 
+ S E  [ - 
a= AL a= - 4' 

équation de l'énergie cinétique. 



où 6 ,  , &,  J E j  &,représentent respectivement les épaisseurs de 
déplacement, de quantité de mouvement, d'énergie cinétique et de 
déplacement incompressible, et 

I 10" 

avec : 

1 e~ = tc lx, O) 

Les trois premières épaisseurs intégrales peuvent etre finalement reliées 
à celles décrites au premier cha itre. En introduisant la transformation 
de Stewartson déjà citée en (1-9 7 et en prenant les mêmes définitions des 
paramètres de forme H et K , on a tout d'abord : 

Les trois grandeurs complémentaires entrant dans le système d'équations 
sont le frottement pariétal, la dissipation globale et l'épaisseur de 
déplacement incompressible. 

1.l.a - Expression de l'épaisseur de déplacement incompressible - ................................................. 

en variables 

de Stewartson 

W or si l'on pose rvi = il vient, d'après la relation ( 1-57) du premier 
A - w  chapitre : 

dloù,en remplaçant, avec 4, 
u c  

et en tenant compte de (1-9) 



d'où, en éliminant les facteurs échelles. grâce à une division par $ 
on obtient finalement : I 

1.l.b - Expression de frottement à la paroi - ................................ 
La définition du frottement donne : 

et en appliquant la transformation (1-7) ' il vient : 

en posant fze ($1) . Qc MC O f  

iHe 
\ ,., 

Ss et en rappelant que q (?) = - et gz - - Qc Qe % 
AI QCO eeO 

alors : 

1.l.c - Expression de la dissipation globale - .................................. 
,S 

on suppose ici 

- 
en utilisant (1-9) , il vient : 



après transformation : 

qui, en variable de similitude, donne : 
m 

c'est-à-dire : 

- Forme finale du système d'équations - 
Y 4 Les inconnues relatives au fluide parfait sont 0 et m = + . M' 

On choisit pour inconnues propres au calcul visqueux une épaisseur b, et 
un paramètre de forme fi . 
Les équations résolues pour la couche limite s'écrivent finalement : 

-, 

Y 

avec J = 0 dans le cas adiabatique. 

Pour le fluide parfait, les équations se réduisent à la relation de 
Prandtl-Meyer : 



Contrairement aux méthodes d'intégration directe du Chapitre 1, la 
méthode utilisée ici dissocie les calculs de fluide parfait et de 
couche limite, de sorte que le couplage'n'est réalisé qu'au terme 
d'un processus itératif où se succèdent des résolutions visqueuses et 
non-visqueuses découplées. 

On sait que ce procédé est classique pour les configurations de faible 
interaction en régime subsonique ou transsonique, la technique usuelle 
consistant alors à demander la pression au calcul de fluide parfait, 
afin de réestimer ensuite l'effet de déplacement par un calcul de couche 
limite où la pression est une donnée. 

Rappelons que dans les méthodes de ce type, qualifiées de ltdirectes", 
le problème du décollement se présente comme une singularité en raison 
de la résolution de couche limite découplée qui y est effectuée avec 
une pression prédéterminée. Il est cependant possible dans un problème 
de couplage d'éliminer cette singularité par l'utilisation d'un mode de 
calcul inverse. Dans ce cas, le calcul de couche limite est effectué 
par une méthode dite "inverse" parce que la pression y est considérée 
comme un résultat. Cette loi de pression est ultérieurement prescrite 
au calcul de fluide parfait, lui-mBme résolu en mode inverse. 

Ainsique l'ont suggéré Klineberg et Steger [29], il est souhaitable de 
procéder à des itérations selon le mode direct dans les zones de couche 
limite ordinaire, et selon le mode inverse dans celle où les décollements 
se produisent. 

Ceci conduit à résoudre des problèmes de fluide parfait de type mixte. 
Cette complexité jointe à des difficultés majeures dans le raccordement 
des conditions aux limites en cas de zones successives où le mode direct 
alterne avec le mode inverse, ont conduit Le Balleur [20] à imaginer, pour 
les régions où le décollement peut se produire, un algorithme qualifié de 
"semi-inverse". Dans ce cas, le calcul de couche limite, effectué en mode 
inverse, est couplé itérativement à un calcul de fluide parfait qui demeure 
du type direct, exactement comme dans les régions de couche limite attachées. 

La méthode complète de couplage itératif est de type mixte, direct ou 
semi-inverse selon les régions. Elle est totalement automatisée en 
ce sens que : 

(i) le choix entre le mode direct et le mode semi-inverse est effectué 
en chaque noeud de calcul en fonction du paramètre de forme local de la 
couche limite à l'itération considérée. 

(ii) l'itération de couplage directe est stabilisée au moyen d'une loi 
de relaxation calculée en chaque noeud. 

(iii) 1' itération semi-inverse constitue elle-mBme un processus itératif 
stabilisé également en chaque noeud. 



2.1 - Mode direct et sous-relaxation - 
Désignant par & et 0 le module et la direction de la vitesse non 
visqueuse, le problème couplé consiste à imposer une relation entre a 
et 8 aux limites du fluide parfait. En mode direct, la direction 
de la vitesse à l'itération n , 8" est alors fixée pour le fluide parfait 
et la relation entre ~k et 0 , issue du système différentiel (II-l), 
peut s'écrire schématiquement : 

Le problème à résoudre est alors une itération de point fixe s'écrivant : 

On peut alors définir un opérateur F , correspondant à l'application 
successive d'un calcul de fluide parfait en mode direct et d'un calcul 
de couche limite dans le mBme mode, conduisant à l'écriture : 

La convergence de cette itération constitue le problème crucial. On 
renvoie pour une analyse détaillée de ce problème à la référence [20]. 
Indiquons que la convergence dépend de la matrice associée numérique- 
ment à l'opérateur F au voisinage de la solution go(%). Le Balleur 
a montré que les valeurs propres sont approximativement de la forme : 

i a B  Sm 
(11-2 1 ) 

rapport &/& , les vecteurs propres 
étant des dis tributions sinusoIdales de pulsation w pour[(f(s) - 8. (r)] 
Ces coefficients. ne sont pas tous plus petits que 1,  condition 
nécessaire de convergence de l'itération. Un coefficient de sous- 
relaxation peut alors Btre calculé à partir de la valeur propre de 
plus grand module, voir [20]. 

On peut montrer que la forme imaginaire de cette valeur propre en 
supersonique autorise la propagation d'une perturbation de l'aval vers 
l'amont. Ceci permet la prescriptiob directe d'une condition aux 
limites à l'extrémité aval du calcul, pourvu que les schémas numériques 
utilisés dans le calcul de couche limite pour estimer le gradient &/& 
n'éliminent pas cette influence. Des schémas décentrés vers l'aval sont 
présentement utilisés, de m&me dans le cas turbulent, voir [20]. 

En résumé, l'itération se présente sous la forme suivante en mode direct. 



2.2 - Mode semi-inverse - 
En cas de décollement, le calcul de la couche limite s'effectue en mode 
inverse, 0 ( r )  étant alors connu, et (3C) calculé. On pourrait en 
principe faire une itération de point fixe sur la vitesse. 

soit en définissant un opérateur G homologue de F 

( 1  = G [ A h n  (X)] 

l'itération pouvant Qtre également stabilisée par sous-relaxation, 
voir [20]. 

Néanmoins, pour les raisons indiquées plus haut, on utilise plut8t une 
itération semi-inverse. Un calcul de fluide parfait en mode direct est 
alors associé à un calcul de couche limite en mode inverse comme le 
montre la figure (4). 

Dans ces calculs, il apparaît deux expressions du gradient de vitesse 

'*L'(%) /dz. et Gn'lz)/& , respectivement associées au fluide parfait 
et à la couche limite. Une correction doit 8tre effectuée pour faire 
colincider les deux valeurs. Pour ce faire, on simule un calcul de petites 
perturbations du fluide parfait de type inverse, chargé de déterminer 
la perturbation à infliger à 8mIr)  pour que le gradient non 
visqueux cukr soit transformé en &. /&. La correction finalement 
définie s'effectue en subsonique à partir de lle;reur sur les gradients 
de vitesse eux-mêmes. 

et en supersonique à partir de l'erreur sur les dérivées secondes : 

br étant le pas d'espace pour la discrétisation du k.7&* 
En résumé, l'itération semi-inverse répond au schéma : 



APPLICATIONS - 
La méthode est appliquée au problème du décollement-recollement sur 
une rampe de compression. 

Malgré la présence d'ondes de choc dans de telles configurations, on fait 
l'hypothèse que le fluide parfait peut être calculé par la relation de 
Prandt l-Meyer . 
Les calculs sont tous initialisés à partir d'un état de plaque plane de 
façon à éviter la présence d'un gradient de pression initial infini à 
l'angle du dièdre. Cet angle est ensuite porté progressivement jusqu'à 
sa valeur finale. Ce processus d'initialisation est accompli en un très 
petit nombre d'itérations et ne conditionne nullement la convergence 
ultérieure de la méthode de calcul. 

Comme il est dit précédemment, il faut de surcroTt prescrire une condition 
à l'infini aval de l'écoulement. 

Pour cela on impose ici l'annulation du gradient de pression longitudinal 
au dernier point de calcul. Munie de cette condition, la résente offre 
des possibilités semblables à celle de Werle et Vasta [JO!, sans toutefois 
être restreinte aux écoulements par ondes simples. 

Deux exemples de calculs adiabatiques ont été retenus dans le but de 
comparer les résultats avec ceux obtenus par résolutions numériques des 
équations de Navier-Stokes, qu'avec les résultats expérimentaux donnés 
respectivement par Hakkinen, Greber, Trilling et Abarbanel [31] et par Lewis, 
Kubota, Lees [32]. 

3.1 - Réflexion d'une onde de choc - 
La configuration retenue par Hakkinen et Al1 possède les caractéristiques 
suivantes : 

- un nombre de Mach à l'infini amont Mes = 2 ; 

- un rapport de la pression finale loin derrière le choc réfléchi à la 
pression à l'infini amont : 2- = 1,4 ; 

P' - un rapport de chaleur spécifique : Y = 1,4 ; 
- un nombre de Reynolds fondé sur l'abscisse à la naissance du dièdre : 

Re = 2,96.105. 

Dans l'approximation d'onde simple pour le fluide parfait ce problème est 
assimilé au problème d'une rampe dont l'angle est alors le double de la 
déflexion due au choc incident, c'est-à-dire ici 0,1075 kd, . 

3.1 .a - Distribution de pression - .................... 
La comparaison à l'expérience, ainsi qu'aux résolutions numériques des 
équations de Navier-Stokes obtenues par Hollanders [33], paraPt très 
satisfaisante, les différences sur le rapport de compression ne dépassant 
pas quelques centièmes. La concordance est également bonne pour le plateau 
de pression. On doit noter ici que l'interaction forte de la région de bord 
d'attaque a été calculée en meme temps que le décollement da à 
l'onde de choc incidente, de sorte que le positionnement longikudinal 



du décollement est aussi un résultat de calcul. Voir planche (16). 

3.1.b - Distribution de frottement - ....................... 
La courbe de frottement est en bon accord avec l'expérience jusqu'au 
point de décollement et semble admissible dans la région décollée. La 
région recollée, quant à elle, présente une différence sensible aussi 
bien avec l'expérience qu'avec le calcul Navier-Stokes. On peut noter 
cependant que, dans l'expérience de Hakkinen et All, en régime laminaire, 
il est surprenant que la courbe de frottement en aval du recollement 
tende vers une solution un peu supérieure à celle de la plaque plane. 
On pourrait peut être expliquer ce fait en considérant que, derrière le 
choc, les mesures soient déjà effectuées dans une zone de début de 
transition, conduisant ainsi à une augmentation du niveau moyen de 
frottement. La solution présentée ici tend bien vers la solution 
laminaire de plaque plane pour les grandes valeurs de l'abscisse. 

3.2 - Rampe de compression - 
La configuration retenue par Lewis et Al1 possède les caractéristiques 
suivantes : 

- un nombre de Mach à l'infini amont M, = 4 ; 

- une température à l'infini amont : 7, = 131 R 
- un nombre de Reynolds fondé sur l'abscisse à la naissance du dièdre : 

Re = 6,8.104. 

3.2.a - Distribution de pression - ..................... 
Là encore les résultats théoriques sont enkès bon accord avec les expériences 
et autres calculs présentés, voir planche17'. Au début de l'interaction, 
le niveau de pression est toutefois légèrement supérieur au niveau expé- 
rimental. A coté d'un manque de finesse possible dans le maillage appliqué 
à la région du bord d'attaque, on doit remarquer qu'un écart du même 
ordre persiste entre les calculs et l'expérience à l'aval de l'interaction, 
et représente l'ampleur de l'incertitude expérimentale. 

Distribution de frottement - ..................... 
Une comparaison avec les calculs de Werle et Vasta prouve là encore la 
bonne concordance des résultats, voir planche n018. 



CHAPITRE III 

Comme il a été succinctement indiqué dans l'introduction, ce troisième 
cha~itre est consacré, en s'inspirant du schéma en triple couche, à la 
détermination de profils de vitesse dépendant de trois paramètres. 
On utilise au maximum les résultats déjà obtenus dans la première partie 
de ce mémoire. Les profils obtenus sont ensuite mis en oeuvre dans une 
méthode intégrale. 

1.1 - Schéma en triple couche - 
Pour pallier la singularité de décollement apparaissant dans l'étude 
asymptotique de la couche limite en faible interaction, Stewartson et indé- 
pendamment Neiland ont développé le concept de triple couche selon 
lequel la couche limite présente asymptotiquement une structure dédoublée. 

(i) une couche principale, de l'ordre de FIL' qui pour la région 
d'interaction est régie par des équations de type non visqueux à l'ordre 
le plus bas. - 

5 - 4 
(ii) une sous-couche de l'ordre de R'' ( 8 %  ' ) qui permet de 
satisfaire aux conditions d'adhérence à la paroi et qui est régie par 
des équations de type visqueux. 

Les équations de la couche et de la sous-couche sont inclues dans celles 
de Prandtl. Pour raccorder la couche principale à 1' écoulement extérieur 
non perturbé une troisième couche, de l'ordre de Rr') est introduite. 
La solution des équations de mouvement dans cette couche détermine les 
conditions aux limites au bord supérieur de la couche principale. La 
solution dans cette couche principale vérifie à l'ordre le plus bas 
les équations d'Euler unidimensionnelles linéarisées. Cette région transmet 
alors les perturbations de pression de la sous-couche visqueuse à la zone 
extérieure, et réciproquement, sans les modifier. La triple couche peut 
donc se schématiser comme indiqué ci-dessous : 



1.2 - Equations fondamentales - 
Dans la pratique, les équations aux dérivées partielles primordiales sont 
celles de la couche inférieure. 

Les solutions dans les autres couches ne servent alors qu'à déterminer 
les conditions aux limites aux deux bords de la sous-couche. A l'ordre 
le plus bas, on peut traiter la sous-couche comme étant incompressible. 

Les équations fondamentales qui décrivent la sous-couche s'expriment 
alors en effectuant un changement de variables détaillé à la référence [34]. 

a& a h  
4 -  - ap 

$ " -  - - -  PAL 
4- a vcc 

(111-1 ) a= 9 az ay2 
a'-r aV' e t  v = - -  A L =  - 

3.t a== et les conditions aux limites suivantes : 

(111-2) 4,: - a ur :O 
pour 1 --O condition d'adhérence à la paroi 

(111-3) a- a pour sc*-ootraduit le raccord à l'infini amont 

(111-4) - - A ) pour 9-- exprime le couplage entre sous- 
couche et écoulement extérieur 

(111-5) où A'(%) = - (x) ceci traduisant le couplage entre la sous- 

couche et la couche principale, A (r) est alors la fonction de déplacement. 

Ces équations et leurs conditions aux limites possèdent plusieurs solutions, 
la plus évidente étant celle de Blasiùs où l'on identifie M. 

à 7 , les autres solutions correspondant aux problèmes de forte interaction. 

1.3 - Solutions semblables - 
Nous nous proposons ici de déterminer des solutions semblables de l'équation 
(111-1) en posant pour variables de similitude e t :  

2% 
(111-6) 

La démarche reste ici la meme que pour la déterminationdes profils de couche 
principale, en supposant par la suite que les profils semblables représentent 
une bonne approximation des profils réels non semblables. Il faut noter 
que la solution donnée par Williamset Stewartson de l'équation aux dérivées 
partielles (111-1 ) munie des conditions (111-2) , (111-3) , (111-4) et 
(111-5) n'est elle aussi qu'une approximation de l'écoulement réel 
puisqu'elle n'est valable que pour des k infinis. Les profils semblables 
obtenus analytiquement ici seront par la suite comparés aux profils de 
cette solution. 



En utilisant (111-5) dans l'équation (111-1 ), il vient : 

d'où il vient pour la pression : 

&P 2( -413 - - ?C où A est une constante (111-7) 
& -  3 

avec pour conditions aux limites : 

. I (~)  = 0 pour condition à la paroi (511-9) 

. ? ' ( -O)  1 comme couplage entre sous-couche et écoulement extérieur, on 
utilise ici une condition sur la dérivée de la vitesse qui donne 
contrairement à (111-4) une condition indépendante de l'abscisse (111-4). 

1.4 - Choix de la représentation analytique approchant les solutions 
semblables de sous-couche - 

Le choix de la représentation est là encore essentiel et la construction 
de la représentation nous est dictée par les mêmes considérations que 
celles évoquées pour la couche principale. 

Les solutions doivent satisfaire (111-7) et (111-8). Dans l'équation 
(111-8) on effectue la substitution suivante : 

I 
(111-1 O) 9 = /1 , G c'est-à-dire : 

d 
(111-1 1 ) 

il vient pour 1' équation (III - 8 ) : 

équation qui peut aussi, en développant, prendre la forme suivante : 

dG 2 - - r: 
t - [ -I (c - 5,) G d i 4 ]  

(111-1 3) 
d2: 3 

- * [ a r c 2 - 2 5 6  3 r; 
en supposant que, pour { 4 - 
(111-1 4) 6 et dG Id < tendent vers zéro exponentiellement 

les termes en < et 5 s' éliminent et permettent ainsi de donner 
une condition sur 3 . 



on peut ainsi écrire (111-1 3) en remplaçant par (111-1 4) il vient en 
éliminant A : 

L'hypothèse (111-1 4) peut Btre vérifiée. 

Pour 2 = O, il existe une solution évidente de (111-16) qui est G= 5 . 
Il est alors possible de faire une étude au voisinage du point h= O en 
ne considérant que les termes linéaires. Il vient alors : 

JO 

en dérivant (111-1 7 ) ,  on a : 

U' 
La solution de cette équation différentielle soumise aux conditions 
G, = O et (111-18) est de la forme : 

Le comportement exponentiel de 6i pour 5; -00 est donc ainsi confirmé. 
Il est donc possible de construire une représentation analytique approchée 
pour G . 
Il a été retenu, pour que la solution reste homogène à l'expression des 
profils de la couche principale, une expression analytique de la forme : 

(111-21 ) 

où les % , , m~ représentent des coefficients et 5 y une ordonnée 
de référence. 

1.5 - Détermination des solutions semblables approchées - 
Les profils G de la relation (111-21) doivent approcher au mieux 
1' équation (111-1 6), du moins pour leurs propriétés globales. Ils 
dépendent de quatre paramètres h , A , nn , . De ces quatre 
paramètres, l'un peut être choisi provisoirement comme paramètre libre 
de la famille de profils. Le paramètre rn étant retenu à ce titre, le nombre 



d'inconnus est réduit à trois : , et G* . Pour fermer le 
système d'équations on utilise deux équations de moment d'ordre 2 
et 3 par rapport à 6 de l'équation (111-16). 

Les trois équations peuvent s'écrire : 

On applique ces équations à 6 = 0 et il vient le système suivant : 

rio) + JDPCzG d i  - +[CG d i j i G  dc, + t jOL d~ joq5,, G dl. = O  

O 

Les solutions de ce système sont données en fonction de m . Remarquons 
que si ~ ' ( 0 )  est fini, il faut que M soit inférieur à l'unité, en 
introduisant (111-21) dans (111-23) en utilisant (1-20) , il vient pour 
les 3 équations : , 



Ces trois équations ont la même forme et on généralise en posant 

Les 3 équations peuvent donc se généraliser sous la forme : 

où les E L j  sont fonction de hlh et m . 
De même, une expression simple de (111-1 5) s 'exprime sous la forme : 

J 

pour que le système (111-28) en ~15: et 9~ soit compatible il faut que 
le déterminant des coefficients soit nul. Il en résulte une équation du 
4e degré en A/. dont on calcule les racines, l'une d' elles étant la 
solution recherchée. Une tabulation des constantes ( a , h , m , 5% ) 
est dressée en annexe (5). 

Une représentation approchée de G est ainsi trouvée. Elle donne les 
profils de sous couche par simple intégration. 



en posant : 

Des tracés de profils de sous-couche sont répertoriés sur les' planches 
(19). Une comparaison avec les profils déterminés par Stewartson et 
Williams, montre que les résultats sont relativement concordants. 

Le choix du paramètre en fonction duquel les grandeurs b , II ,  , m  et 

r,, doivent &tre exprimées dépend de la simplicité de leur représenta- 
tion en fonction de ce paramètre. Il s'est avéré commode d'utiliser le 
paramètre 5, , les expressions choisies sont reportées dans l'annexe (4 ) .  

1.6 - Détermination des profils "composites" à trois paramètres - 
La différence essentielle avec la théorie développée au premier chapitre 
consiste uniquement dans la définition des profils& vitesse puisque 
nous nous sommes restreints au cas adiabatique. 

On suppose désormais, pour plus de clarté que les deux paramètres, 
caractérisant la forme des fonctions f et q des couches et sous- 
couches, fl et <,, sont nommés &, et &, . De plus, si la notion 
d'ordre est exacte à Reynolds tendant vers l'infini, il n'en est plus 
de même à Reynolds fini. On est donc amené à introduire un nouveau 
paramètre @ que l'on peut qualifier de facteur d'échelle entre 
couche et sous-couche et que l'on traite comme une inconnue. 

On peut alors admettre que soit donnée en termes d'une variable de 
similitude 7 de la façon suivante : 

Dans le traiterneht du chapitre 1, la variable était proportionnelle à 

7 . Ici nous allons supposer que s'exprime sous la forme : 

dans ces conditions '4, ne devient linéaire en 7 que lorsque + w . 7 
f et 7 sont alors respectivement définis par : 

= 4 -  ( q + a  t +  b 5') c -161" 



Les profils ainsi définis dépendent de trois paramètres ( d4 , d, , @ ). 
On les qualifie de "composites" parce qu'ils composent les profils de couche 
et sous-couche en une seule représentation. L'emploi d'une telle représen- 
tation paraît souple et satisfaisante, à ceci près que ne doit pas 
prendre de valeurs trop fortement négatives pour ne pas invalider la 
représentation f i  ( 6)  . Il serait de plus souhaitable, compte tenu 
de l'expression des profils, que la sous-couche recolle quand la couche 
principale décolle afin d'obtenir des profils physiquement réalistes. 

2 - EQUATIONS INTEGRALES - 
2.1 - Equations requises - 

Les équations supplémentaires requises pour fermer le système sont des 
équations de moment de l'équation de mouvement paL rapport à la vitesse. 
En généralisant, ces moments peuvent s'écrire sous la forme suivante : 

et 

Q 

et et rappelons que G (4-ÂLn) G 
'n = 1 gm (111-36) - 

Ces équations doivent s'exprimer en fonction de la variablede similitude 
7 , définie précédemment. Rappelons que des variables ( , ) on 

passe à la variable de similitude en transitant par le plan de Stewartson 
( , ). Une relation entre 7 et 

peut donc être obtenue à travers 

y , onsait que : - 

d'où, en posant 

(111-39) = be ( q )  )r on obtient la relation souhaitée. 

( faisant fonction d'échelle). 

Les inconnues du système sont donc portées au nombre de cinq : oC4 , d, , 
@ , , W , c'est-à-dire deux paramètres de forme, deux échelles, 

et la pression par l'intermédiaire de bi . Pour fermer le système, cinq 
équations sont donc nécessaires et les équations (111-35) sont écrites avec 

n = 4, l'équation de couplage faisant office de cinquième équation. 



2.2 - Relations intégrales de fermeture - 
Les relations (111-38) et (111-39) permettent de calculer les débits 

g, et g, , ceux-ci peuvent s'exprimer en fonction des épaisseurs 
incompressibles et A E  , degx épaisseurs A:, et AL étant : 
A, = (TC(I -PI d7 et A + =  1 f ( 4 - $ 4 )  dq 
Pour pouvoir généraliser l'écriture, nous emploierons désormais les 
notations suivantes A, = 0, et A, =. 0, . 
Le calcul de ces débits est simple. 

Par exemple celui de Ç. = ( 4 -  U) I? 
(111-40) 

c, = 4 - 1  d9 = Y n ,  

nous amène à 

et il vient r. = bp D* 

Le calcul de 5, est, quant à lui, un peu plus complexe, en effet : 

Finalement, le calcul étant poussé jusqu'au second ordre, 

2.3 - Système final d' equations - 
& A n  En posant - = A,,, CL+ + An, 4 4  + A,, @Y 
diP 

I 

on obtient le système d'équations intégrales suivant pour les équations 
de moment : 

An 9 ,  + A,, =L,~ + A,,= d l , j  + A,, Oq + An+ Wij = An 5 - 
k t  



et l'équation de couplage : 

W 

3 
p.,, + A.)] 9, + B,. 4.1. + B~~ dzq + B~~ ~q 

4 (111-45) 
a,. 8 ,  

t 
4-w 

(1 - w\= 
Les relations de fermeture sont les mêmes qu'au chapitre 1 et sont 
calculées numériquement par simple intégration en . Les coefficients 

Anj et Bmj du système peuvent aussi être calculés t-~ = 1,2, 3, 4 
J = 1, 2, 3 

m,indice fixé lié 
au déplacement. 

En effet, 

une équation pour les coefficients des équations peut s'écrire : 

avec ( m étant un indice fixé). 
t Q O  



3 - DISCUSSION - 
Si l'on considère la solution de Blasius comme étant la solution initiale, 
c'est-à-dire la valeur de 4, pour laquelle le profil de vitesse est une 
droite, les coefficients A,,\") et A,, l") sont nuls. 

(0 )  

Il advient donc que les cinq équations qui ne contiennent que d l l j  , 
vq(~ '  , w q ( ~ )  ne sont plus indépendantes. Mais la solution de trois 

quelconques d'entre elles, en incluant obligatoirement l'équation de 
couplage redonne bien la solution sans sous-couche. Les conditions de 
compatibilité sont alors respectées puisque tous les déterminants mineurs 
d'ordre 4 et 5 du système sont nuls. 

- L'initialisation de @ qui, rappelons le, exprime l'échelle entre la 
couche et la sous-couche, reste pour le moins un problème important. Si 
l'on se base sur le comportement successif de la solution numérique obtenue 
à partir du système (111-44) (III-46), voir planche (20), on remarque une 
divergence des paramètres et dr . La variable @ était d'ailleurs 
la variable la plus sensible et celle qui réagit la première. Une étude 
approfondie de ces phénomènes devrait pouvoir lever ces comportements 
curieux. Il semble qu'une condition de détermination de soit liée 
à l'annulation simultanée des numérateur et dénominateur donnant 
l'expression de 0- tiré du système d' équations (111-44) (111-45). 

<Q 

- Malgré ces problèmes, non encore élucidés, les résultats sont encoura- 
geants pour la méthode, en ce sens que la solution est réaliste et même 
satisfaisante tout au moins jusqu'au décollement de la couche principale. 
Un des points positifs et importants est lié à la prévision du décollement. 
En effet, les décollements théoriques sont bien souvent retardés par 
rapport aux décollements expérimentaux. 

Si 1' on se réfère à 1' expérience [31] décrite page 45 , ce décollement 
expérimental dans ce cas s'effectue pour un rapport de pression P/p, de 
1,09 alors que la prévision de décollement de nombreuses méthodes existantes 
le donne pour un rapport de l'ordre de 1,14. 

Un calcul de décollement libre sur plaque plane effectué dans les conditions 
de Hakkinen indique que l'apport de la sous-couche n'est pas négligeable 
puisqu'elle décolle pour un P/p, de 1' ordre de 1,09. De plus, le même 
niveau de plateau de pression que dans les calculs de premier ordre est 
atteint. Ces deux résultats préliminaires sont encourageants pour la méthode 
et forment une base de départ satisfaisante pour de futurs travaux. 



CONCLUSION - 
Trois voies d'amélioration des méthodes intégrales pour l'étude des 
phénomènes de décollement et de recollement laminaire en régime supersonique 
ont été explorées. 

- Des représentations analytiques de profils de vitesse et d'enthalpie 
approchant les solutions de similitude ont été déterminées, et les 
coefficients de ces représentations ont été exprimés analytiquement 
en fonction d'un paramètre de forme, pour diverses enthalpies de paroi. 
Une résolution par une méthode de tir du problème de fluide parfait 
couplé à des équations intégrales de couche limite incluant les termes 
de second ordre a été mise en oeuvre pour des configurations de décolle- 
ments libres. En l'absence des termes de second ordre, la méthode se 
réduit à une formulation de premier ordre classique, à laquelle on a 
appliqué une correction de second ordre pour la pression. La comparaison 
des calculs de premier et second ordre laisse à penser que le traitement 
de premier ordre est déjà une très bonne approximation. 

- Une méthode de premier ordre comportant une résolution numérique plus 
générale et totalement automatisée a été adaptée au régime laminaire à 
partir des solutions de similitude précédentes. Elle a été appliquée à 
l'étude de problèmes de décollement-recollement,notamment sur une rampe 
de compression ainsi qu'à la réflexion d'une onde de choc sur une plaque 
plane, en incluant les effets d'interaction forte de la région de bord 
d'attaque. 

Les distributions de pressions obtenues montrent alors un très bon accord 
avec l'expérience, ainsi qu'avec les méthodes de résolution des équations 
de Navier-Stokes. Les bonnes aptitudes d'une méthode intégrale couplée 
à un calcul non-visqueux pour un tel genre de problème ont pu ainsi être 
vérifiées. 

- Une famille de profils composites à trois paramètres a enfin été déter- 
minée en introduisant des profils de sous-couche dans les solutions de 
similitude. Dans ce but, ur.e représentation analytique approchée de profils 
semblables a été définie pour la sous-couche elle-même. Les profils 
composites ont été mis en oeuvre dans une méthode inté.grale à trois 
équations de moment. Les problèmes liés à la résolution numérique du 
système ainsi défini n'ont pu être résolus en totalité faute de temps, 
mais les premiers résultats obtenus paraissent encourageants. 

Manuscrit remis le 22 novembre 1979. 
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Annexe [ l ]  

n 1 Valeurs des paramètres de couche limite et coefficients des profils Xp = 1 I 
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Annexe [ l ]  suite 

I Valeurs des paramètres de coucha limite et coefficients des profils *sep= 0.4 1 
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Annexe [ I  ] suite 

- 

;Ir Valeurs des paramètres de couche limite et coefficients des profils Xp = 0.2 
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Annexe [ 1  ] suite 

I Valeurs des paramètres de couche limite et coefficients des profils = O 



A N N E X E  [2] 

Expressions analytiques utilisées pour la représentation des coefficients 
a , b , L , d , , n dans les deux représentations de profils 

de compression et de detente. 

a - 4,714114 r 0,777361 ( H - 4 ) +  3,76 722 (H-412 - 1 , 4 0 7 0 7  (H-4)' 

+ 01298716/(,-~) - 01045~57/( z-21z /CGbdL 



A N N E x E [2] (suite) 



A N N E X E  [z ]  

Expressions des paramètres de forme;icompressible de second ordre : 
/" 



A N N E X E  [41 

Expressions analytiques utilisées pour la représentation des coefficients 
A , h/ , m dans la représentation des profils de sous-couche en 

fonction de d s  . 

Des représentations polynomiales du Se degré ont été retenues 
;.A c. 4 ( ,'- *\ 

h =  CS; d, ; D : Ca; d, m 5 Cm; d2 avec = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

d ,  4 2 / 6 7  
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ANN N E x E [4] (suite) 



Annexe [5] 

Tabulation des coefficients des profils de sous-couche 
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- Profils de HARTREE 
O n analytiques 

Planche 1 - Comparaison des profils de vitesse dans le cas adiabatique 
avec ceux de Hartree. 

Planche 2 - Profils de vitesse pour une paroi refroidie : Hp = 0'2 
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Planche 3 - Profils d'enthalpie : Hp = 0'2 



Planche 4 - Comportement de K e n  fonction de # 
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Planche 8 - Calcul de premier ordre avec et sans 
correction de pression de 2e ordre. 



M =2. 

0 Expérience 
CHAPMAN et al. 

,, , 2e non corrigé 

- 2e non corrigé 

0, 4 0,6 0 8  X 1 - 
I 

Planche 9 - Calcul de second ordre avec et sans 
correction de pression de 2e ordre. 
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Planche 11 - Exemple de chute de pression après 
décollement dans le cas adiabatique. 
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Planche 12 - Comparaison des distributions de pression. 
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Planche 15 - Evolution de H(x) pour un décollement libre 
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Planche 17 - Distribution de pression 
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Planche 19 - Profils de sous- 
couche laminaire. 
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PLANCHES ANNEXES 

Planche 1 - Coefficient a de la représentation des profils de compression. 

Planche 2 - Coefficient b de la représentation des profils de compression. 



Planche 3 - Coefficient c de la représentation des profils 
de compression. 

Planche 4 - Coefficient d de la représentation des 
profils de compression. 

Planche 5 - Coefficient r), de 

la représentation des profils 

de compression. 



Planche 6 - Coefficient n de la représentation des profils de compression. 

Cas adiatique 

Planche 7 - Coefficients a, b, q * de la représentation des profils de détente. 



Planche 8 - Coefficient a de la représentation des profils de détente. 

Planche 9 - Coefficient b de la représentation des profils de détente. 



Planche 10 - Coefficient c de la représentation des profils de détente. 

Planche 11 - Coefficient d de la représentation des profils de détente. 



Planche 12 - Coefficient q, de la représentation des profils de détente. 

Planche 13 - Paramètre m de sous-couche. 



Planche 14 - Paramètre r de sous-couche. 

Planche 15 - Paramètre s de sous-couche. 


