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RESUME

Aprés un bref exposé sur les interprétations des vitesses induites
par la présence des parois en terme de corrections globales de Mach et
dtefforts,seule la détermination de ces vitesses est abordée sous 1'hy-
pothése exclusive de respect des conditions aux parois.Les deux méthodes
classiques,analytique et numérique sont critiquées en adjoignant des
idées novatrices.Suivant l'orientation actuelle cette étude porte prin-
cipalement sur l'adaptation des parois et sur l'utilisation des pressions
pariétales pour mesurer leurs effets.lLe facteur de relaxation du calcul
itératif de 1l'écoulement virtuel extérieur est optimisé ainsi que la po-
sition des vérins servant & déformer les parois.En tridimensionnel 1l'a-
daptation des parois verticales et les effets résiduels avec uniquement
les parois horizontales adaptées sont aussi abordés.Partant du premier
article sur l'utilisation des pressions pariétales,les meéthodes bi et tri
~-dimensionnelles & parois verticales pleines sont précisées.Cette derni-
ére fait 1l'objet d'applications.Puis les extensions aux veines de forme
quelconque,aux écoulements transsoniques et supersoniques ainsi que le
principe de la double mesure sont présentés.
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NOTATIONS

coenstante 1'intédgration dans le »lan transfor4(fonction ds p)
listance {(oua vitesze du son)

constante d'invégration dans 12 glan trancforad {fonction 12 2)
cordzs 1'an nrofil

coefficisnt de trainds 0 axe Ao izbiz

SoxITinlaas 1w Sralnde {Jrug,axs vent)

coefficient de vortance (lift,axs vent )
ccefficient de moment

coefficient de portance en axe maquette
coefficient de pression

Domaine de l'écoulement

fonction quelcongue

Force

fonction quelcongue

demi-hauteur de veine

incidence adrodynamique ou symbole complexe (7))
coefficient de pondération

coefficient de ponddration centré

constante ou indice entier

fonction de Bessel modifide de seconde espéce (en constante )
distance

ensemble des fonctions absolument sommables
intensité d'un doublet (ou indice entier )
rombre de Mach (ou voint courant )

inaice entier

pression (ou variable dans la transformée de Fourier )
intensité d'une source (ou pression cinétique )
naramétre de porosité des parois

fayon (cu paramétre de vorosité cu constante des gaz varfaits )
rayon vecteur

demi-envergure de l'aile

ourface

Surface de référence maquette

section ce la veine (&)

température

vitesse de perturbaticn

Vitesse de réfsérence (i 1'infini amont )
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vitesse globale
Volume de la maquetve
20tentiel complexe

variable complexe

angle d'attaque
facteur de compressibilité (Vi-uz )

intensité i' un tourbillon (ou rapoort des chaleurs svécifi

2
I
(0]
[9]

r
d'un gaz )

frontiére d'un domaine ()

coefficient de correction d'incidence

Laplacien (ou ovérateur aux différences )

coefficient global de corrections de vitesse longitudinale

variable dans le plan complexe (transformé )

variable d'intégration ou dans le plan comdlexe =y

coordonnde cylindrique (ou angle de fléche )

Allongement de l'aile ou variable intermédiaire (d?:%%g )

variable d'intégration ou dans le plan complexe =X |

masse volumique

potentiel de vitesses

fonction de courant

valeur mesurée ou bruke

valeurs corrigées

file infinie N

ensemble des images de la maquette par rapoort aux parois
verticales

empennage

horizontal

interaction (¢; = $-¢= )ou valeurs d'arrdt

nartie impaire

maguette

suivant la normele

indice de référence (infini anmont.)
parties pzire

doublet (solid blockage )
tourtillon

gaivant la ftangente

vertical



source (wake blockage )

suivant axe du vent
suivant l'envergure (ou haateur dans le olan complexe bidimen-

tionnel )

suivant la hauteur

Les lettres "chavpeautdes" (A ) rdsultent d'une transformation

o}
fonctionnell

[0

Les lettres "surligndes" ( = _) renrésentent des variables

réduites
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Les différences de caractéristiques afrodynamiques =antre les essais

en veine et en atmosohére illimitée ne sont que partiellement imvutables
4 la présence de parois.Car le critére de similitude de Reynclds,par ex-
emple,qui est indispensable pour extrapolsr les rdésultats sur meddles ré-
duits,n'est vas toujours respecté.it ceci incite 7 construire des soiffle-

riee préssurisées ou de zrande taille.Inversement,la connaissance de l'sf-

~h
o

t des parois permet d'en corriger les risultats d'essais et éventuellae-
z2nt d'introduire des maquettes de plus grande taille.Les calculs d'écou-
lements ne permettent d'inclure efficacement les conditions aux limites
sur les parois qu'en bidimentionnel.zZn ouire,ils nécessitent une mise en
oeuvre plus conséquente que celle des méthodes propres aux corrections

de parois.Et ceci acheve de justifier 1'intérdt de ce sujet.

Zn fait,l'étude des effets de parois se dissocie en deux parties
distinctes:la détermination des verturbaticns gu'eslles induisent et leurs
interprétations.Dans cette these oui rdcanitule le contenu de (4 ),on
décrit tout d'abord le procddé des corrections globales 2 vartir des sur-
vitesses calculdes var la méthode élémentaire des images.Le rassemblement
de leurs fondements révele gqu'elles ne s'apoliguent que si elles sont
faibles,ce qui restreint leur demaine d'apnlication.D'ailleurs,la cambrure
du chamo de vitesses engendrée par les varois s'intervpréte de fagon non
anivogue en terme de noints ds= fonctionnement dquivalents en dcoulement
i1limité (49).2Znsuite,seul le probldme non ambigu de recherches des vites-
ses induites est abordée sous l'hypothése omniprésente et désormais clai-
rement posde,de resvect exclusif des conditions aux varois.Selon le schdma
provosé,ies conditions locales qui importent devraient s'aporoximer par
un passage successif du champ lointain & celui proche du modele.

A part les méthodes accessoires d'analogie rhdo-£lectrique (33) et
gemi-emoirique (36),les survitesses induites s'obtenaient juscu'a présent
var deux méthodes basédes gur 1l'4mintion lindarisde du potzntiel en 4cou-
lement faiblement compressible.Celle numéricue de détermination d'une
fonction harmonigue dont les valeurs frontieres sont fixées,s'accomnoce
de toute forme de veine quelle que soit la macuette.la technique récente

des singularités hydrodynamicues (215) surpasse celle des schémas aux dif-

()

érences (%/?) malgréd les améliorations apoortédes récemment pour la réso-
lution de ce probleme classique.En effet,cette tachninue réduit d'une di-
mension le maillage de calcul en ne s'intédreesant qu'aux points frontieres,
Zn ddpit de sa justification thdorique par les formules de Green (4o},
l'ootimisation de cette médthode numérique reste cuverte.Danc les exposds
de la méthode dite "analytique™ (6.%),les idfes directrices des démonstra-

tionsn'apparaiscent pas clairement, Son analyse succinte fait ressortir
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les principales étapes de la démonstration teut en formalisant les hypo-

théses d'applicatioh.En outre on notera que le procédé de résolution quasi
—analytique s'adresse a toute forme de veine.Le cas de la veine bidimen-
sionnelle de longueur limitée vy est traité en tant que sous probleme loin
en amont de celui tridimensionnel.Notons aussi que la résolution analyti-
que pour la veine rectangulaire quelconque de longueur limitée est réalisa
-ble,a moins de se ramener & la superposition dedeux problémes déja réso-
lus de veines rectangulaires avec deux parois pleines.

En dehors de l'exploitation de la méthode numérique et de l'utilisa-
tion des formulaires résultant de celle analytique,l'objectif actuel est
soit dtannuler les effets de parois en les adaptant,soit de les définir
par les mesures pariétales.Ce dernier procédé présente surtout 1l'avantage
de s'affranchir des conditions aux limites idéalisées et employées jusqu'a
présent.Depuis la parution d'un critére pour déceler 1l'adaptation d'apres
la concordance entre les composantes de vitesses aux parois(8,9),le procé
-dé itératif par le calcul de 1'écoulement virtuel extérieur a été éprou-
vé(10,11).I1 a été récemment démontré qu'il peut &tre optimiser en le ré-
duisant & une seule itération(12,13).L'emploi des mesures pariétales en-
gendre les méthodes qualifiées d'intégrales.Sa formalisaton a &té amorcée
dans(14) pour le cas bi et tri-dimensionnel & parois verticales pleines
ou les problémes de référence dtincidence,de longueur limitée de veine et

de convergence du mach n'étaient gqu'effleurés.

Avant d'unifier ces deux procédes d'origine diverse qui se référent
aux mesures,le fonctionnement des parois adaptables est précisé.L'instal-
lation de lames flexibles semblent &tre le meilleur procédé pour atteindre
ltadaptation.Leur positionnement par des vérins est déterminé de sorte que
la convergence du processus itératif soit réellement assuré et que la dé-
formée soit approximée au mieux.E nsuite la combinaison entre les compo-
santes pariétales de vitesses del'écoulement intérieur a la veine et vir-
tuel extérieur qui intervient dans l'adaptation itérative est optimisée er

2

stinspirant de(13) et en la généralisant aux cas portant et & certaines
configurations tridimensionnelles.A l'optimum on parvient & l'adaptation
dés la premiére itération ce qui rend désuet le principe de 1l'écoulement
virtuel extérieur.D'ailleurs ce résultat avec la double mesure des compo-
santes frontiéres de vitesses s'inclut naturellement dans le cadre des mé
~-thodes intégrales.Ces deux composantes fournissent d'une part les vites-
ses aux parois en écoulement illimité ce qui permet 1l'adaptation immédi-
ate sans qu'il soit utile de se référer a un calcul itératif d'écoulement:
virtuels extérieurs;D'autre part les corrections résiduelles en veine par
-tiellement adaptée sont désormais accessibles sans assimiler les pres-=
sions mesurées sur les parois déformées a celles sur une surface de con-
tr8le plane (14).Bn veine rectangulaire 1l'effet de parois latérales plei-

nes apparait méme si les parois horizontales sont adaptées.Puisqu'il suf-

firait comme on le montre de peu déformer les parois verticales pour sup



e
-primer leurs effets,on s'attend a ce qu'ils soient faibles.Or cette con-

clusion est nuancée par la décomposition des effets.Les blocages de volume
et de sillage sont nettement amoindris ainsi que les gradients longitudi-
naux de vitesses induites.Seule 1l'incidence induite demeure inchangée.

La formalisation de 1l'emploi des mesures pariétales pour calculer les
vitesses provoquées par les parois s'est étoffée depuis sa premiére pu-
blication aussi bien sur le plan théorique que celui de l'enseignement des
premieres applications.En bidimensionnel les questions jusqu'a présent ef
—fleurées de choix de la référence dtincidence et de limitation de la lon
-gueur de veine sont clarifiées.Différentes formulations en ne se limitant
pas aux vitesses induites au centre de la veine (14) sont exprimées sui=
vant le choix de la référence d'incidence soit aux infinis amont ou aval,
solit en tout autre point et plus spécialement en celui ol elle s'annule
en méme temps qu'a 1l'infini.Pour une surface de contrfle polygonale telle
qu'une bande semi-infinie,la connaissance d'une composante de vitesses dé-
finit de méme les vitesses induites en tout point.Cependant une approche
différente permet de résoudre de fagon simple et analytique le cas de la
veine rectangulaire en s'inspirant de (50).Ensuite un autre avantage de
ces méthodes est décrit:l'introduction d'un Mach brut nettement faussé n
intervienr pas dans la détermination de l'incidence et surtout elle n'em
-péche pas de restituer le Mach pris comme repére en un point quelconque
de la veine et pas seulement celui au centre (14).De plus en écoulement
compressible un coefficient de sur-relaxation théoriquement exact en pre
-miére approximation accélére la convergence de ce processus auto-conver
—-gent de définition du Mach.De méme en veine rectangulaire & parois ver-
ticales pleines les vitesses induites sont ici exprimées en tout point de
la veine et quelle que soit la position de la maquette.Aprés des vérifi-
cations sommaires des formules appliquées sur la surface de contrdle ou
pour retrouver le cas bidimensionnel,le choix de la référesnce est aussi
relaté.L'extension aux veines tridimensionnelles de forme quelconque re-
produit le schéma de la méthode analytique en y remplacant les conditions
aux limites idéalisées par celles mesurées.Bn écoulement faiblement trans
=soniquerle développement de la solution de l'équation aux petites pertur
~-bations en puissance de M permettrait d'accéder au terme suivant du pre-
mier ordre en M2.Les caractéristiques des écoulements supersoniques se dif
-férencient radicallement de celles subsoniques bien que la justification
du concept avancé dans (15) de parois s'adaptant d'elles mémes s'apparente
a la méme formulation.Toutefols les principaux résultats dans ce domaine
se déduisent de la décomposition du potentiel de 1'écoulement en inva-
riants de Riemann.Enfin le principe de la double mesure est plus novateur
;Elle st'accommode de la non-planéité des parois;Elle lie les mesures a la
modélisation de la maquette.L'adaptation partielle et les effets résiduels
sont mis en dualité ce qui suscite la notion de parois horizantales sur-
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adaptées pour compenser la présence des autres.

Ltapplication de la méthode intégrale tridimensionnelle dans une vei-
ne rectangulaire a parois verticales pleines a été tentée avec les maquet
—-tes homothétiques M2 et M3 placées dans la soufflerie S3Ch.Dans ce der-
nier chapitre extrait de (16),1'accent est mis sur la validité de la mé-
thode et la mise en oeuvre numérique qui nous =st impartie.A part l'ana-
lyse et la critique des coefficients de pressions mesurées, l'auto-conver-
gence du Mach s'avére efficace.Les résultats obtenus sont encourageants et
en particulier les recoupements avec la méthode classique présumée exacte

en veine guidée sont concluants.
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CHAP. T CORRECTIONS  GLOBALES

DE PARDIS

Dans ce chapitre introductif la méthode élémentaire des images sert a
définir les corrections globales de parois. Les quelques singularités
hydrodynamiques utilisées pour schématiser le modéle réduit ne pertubent
pas l'écoulement a 1l'infini mais elles enfreignent les conditions aux
limites aux parois de la veilne. L'introduction de singularités images

par rapport aux parois permet de respecter les conditions aux limites ;
de plus, elles induisent des survitesses au voisinage du modele que 1l'on

by

attribue a la présence de parois. On assimile alors ces survitesses locales

a4 la différence entre les vitesses de 1l'écoulement confiné par des parois
et celles en écoulement illimité autour du méme modele.

Avant d'analyser les autres fagons de calculer ces survitesses dues a la
présence de parois (chap. II et III) et d'introduire une nouvelle méthode
(chap. IV), on se propose de montrer leur utilité, Ce sera l'occasion de
réunir les fondements des corrections globales de parois, ce qui n'a pas
encore été effectué semble-t-il.

Quelque soit le mode de détermination des survitesses dues a l'effet des
parois auquel est consacrée cette étude, on se contente de respecter les
conditions aux limites sur les parois., Or il s'avere dans un exemple
particulier (§ III) que les singularités introduites a 1l'intérieur du
modéle pour respecter la condition locale sur celui-ci induisent des sur-
vitesses du méme ordre de grandeur que les images. Si dans d4d'autres con-
figurations cette constation paradoxale se confirmait, il faudrait compléter
toutes les méthodes proposées jusqu'a présent par une seconde étape basée
sur le respect des conditions sur le profil.

I) INFLUENCE DES FRONTIERES

L'étude linéarisée classique des écoulements autour de profils minces est
subdivisée en probléme dt!'épaisseur et probléme portant. Le profil est dé-
composé en un profil symétrique d'épaisseur identique a celui dforigine et
en un squelette ou arc de courbe coincidant avec la ligne moyenne du
profil. Un potentiel de simple couche permet de schématiser le profil sy-
métrique. Le squelette spécifique de l'effet portant provoque des discon-
tinuités de vitesses tangentielles entre ses bords supérieurs et inférieurs
qui sont schématisées par une répartition de tourbillons suivant la corde

du profil, Un Ffilet tourbillonnaire ne pcuvant disparalftre 2 l'intérieur
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d'un fluide, en tridimensionnel, les segments tourbillonnaires significatifs
de la portance de 1l'aile se prolongent par des tourbillons marginaux coinci-
dant avec des lignes de courant.

L'éloignement entre la maquette et les parois, le doute concernant l'utili-
sation controversée d'une condition aux limites linéaires &% la dispersion
des mesures nous font préconiser une schématisation simple pour 1'étude

de 1l'effet des parois. On se contente souvent d'un doublet pour le profil
symétrique et un tourbillon pour l'effet portant bien qu'une discrétisation
en plusieurs singularités de ce type ne change rien dans le principe¥*,

L'effort de trafnée nécessite une singularité supplémentaire schématisant 1le
sillage. En effet, une source placée dans un champ uniforme subit une
action vers l'aval assimilabe a la trainée, de plus sa ligne de courant
nulle se remplace par un corps de longueur infinie dont la forme s'apparente
a la ligne de démarcation du fluide mort derriére la maquette., Toutefois, 1la
schématisation d'un phénoméne visqueux se fait au dépend de la conservation
du débit.

Bien que le moment de tangage se raméne *%& un doublet tourbillonnaire (19),
cet élément complémentaire est généralement négligé.

2) Parois planes

Pour une surface solide et pleine, la condition d'imperméabilité
stécrit :
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¥ sur la nécessité d'améliorer la schématisation, voir (17), pour une meilleuve
schématisation, voir (18)

*%Au lieu de schématiser suivant les effets physiques, on exprime le potentiel
complexe autour d'un profil théorique a partir de 1l'écoulement autour du cer-
" cle générateur. Par sommation des images, on obtient le potentiel d'interaction

dans un développement en puissance de z correspondant & des singularités
d'ordre croissant (19).
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Les singularités hydrodynamiques précédentes ne s'accomodent pas de ces
conditions aux frontiéres de l'écoulement. Pour une paroi plane et pleine
la superposition des mémes singularités symétriques par rapport au plan
permet de respecter la condition aux limites en tout point.

Soit ;%@ le potentiel de pertubation de 1l'écoulement illimité formulé gréce
a des singularités ; et § le potentiel de perturbation du méme corps en
présence de parois. Par définition le potentiel d'interaction de parois

i représente la différence de ces deux valeurs:

Fo= - e
Si 1'on suppose, hypothése fondamentale et généralement implicite, que
l'existence de parois ne modifie en rien les singularités représentatiwves
du modele, le potentiel d'interaction s'identifie au potentiel des images $;,
Cependant les singularités reflétées provoquent des vitesses supplémentaires
sur la surface du corps étudié ; et la condition locale d'imperméabilité sur
celui-ci est enfreinte. Ceci revient & dire que la fonction de courant nulle
n'épouse plus la forme du solide initial et que la somme des potentiels O
et ¢, représente 1l'écoulement autour d'un corps similaire a celui existant.
Cette infraction s'élimine en répartissant des singularités supplémentaires
a ltintérieur du corps. Cette introduction dans une seconde étape de nouvelle:
singularités s'accompagne de l'inobversation des conditions aux parois. D'ou
dtautres singularités reflétées pour s'assurer cette condition, puis d'autres
pour la condition locale. Les séries obtenues par ces passages successifs
du champ proche de la maquette au champ lointain aux parois convergent rapi-
dement, Puisque les intensités des singularités complémentaires & 1l'intérieur
du corps sont beaucoup plus faibles que celles significatives du corps en
écoulement illimité, la méthode des images se limite & la premiére étape
des singularités reflétées. Cependant on montrera a la fin de ce chapitreéIII
que cette limitation peut s'avérer insuffisante et que l'intervention des

conditions locales modifie le potentiel d'interaction.
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3) Conditions aux limites

Pour éviter le blogquage sonique ou pour minimiser les effets de parois

ou encore pour atténuer les réflexions d'onde de choc, depuis les années 50,
de nombreuses souffleries sont munies de parois & fentes longitudinales ou
de parois ventilées. Gréce & des approximations et des représentations con-
formes svccessives les conditions aux limites sur ces parois s'écrivent

(20, 21) : ﬁi x EZi_* . e »

dx J“J"" AN F

On admet que 1l'écoulement au voisinage de parois perforées finement est
homogéne ; la relation idéalisée et simplifiée pour ces parois dites poreuses

’

devient gy 1 Iy
°1 i %Y _o
é-‘L R 4=

Seule cette derniére condition aux limites linéaire , appelée aussi loi de
Darcy se traite par la méthode des images. En effet pour la respecter, et
conserver au voisinage des singularités représentatives de 1'émoulement
illimité les mes mémes "types" de singularité, il suffit de pivoter les
images d'un angle de 28 (22) :

s

=28 -~

//.

R g

4) Veine rectangulaire

Le raisonnement précédent relatif aux parois planes s'étend immédiate-

a

ment aux veines bidimensionnelless & parois planes et a celles rectangu-
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Pour une veine libre, la pression dans la cavité est en premiére approxima-
tion et d'aprés le théoréme de Bernouilli, constante ; la vitesse de pertun-

bation tangentielle sur la surface de séparation du jet est nulle.

Ainsi en parois poreuses pour passer du cas extréme de la veine guidée a
porosité nulle a celui de la veine libre, il suffit comme le montre le dessin
ci-contre de remplacer les images par leurs opposées : alterner le sens de

rotation et changer les sources en puits. &é

——
.............. '---_J e e =
_____________ _1_—-— _——— e e ———
N R . ! --—_------—--’g---‘-~‘~-__--—
Neine \>‘\AH"\QV\SIDV\&“Q %Dtdle Neine biﬂ\mlks;onng“g \\‘bl’e

La méthode des images décrites ci-dessus fournit les composantes des survi-
tesses induites par les parois en tout point de la veine. Elles sont assimi-

lées a celles provoqueés par les images. En veine rectangulaire, on aboutit
a4 des séries doubles qui ne s'expriment pas de fagon analytique simple (23)
sauf de rares exceptions (24). En bidimensionnel les séries simples s'ob-
tiennent par application du théoréme des résidus (25 p.115) ou par des
identités adéquates provenant de développements en série de Fourier (26).
Les formules analytiques des survitesses en tout point de la veine pour des
profils centrés ou non et pour différentes configurations de veines sont
transcrites chez la plupart des premiers auteurs (19, 27). -

5) Extension

La prise en compte analytique de 1'influence de frontiéres curvilignes
est difficile. Seule la circonférence et 1l'ellipse s'y préte partiellement
en considérant les singularités conjuguées par inversion par rapport au
cercle générateur (28)., Hormis ces cas d'espéces, le passage par une repré-
sentation conforme du demi plan supérieur au domaine considéré donne parfois
des résultats simples pour des frontiéres de forme différente., Clest le
cas par exemple d'une demie maquette sur le plancher d'une veine circulaire

(29).
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II) DETERMINATION DES_CORRECTIONS_GLOBALES

Les parois d'une soufflerie imposent & l'écoulement des conditions aux
limites trés différentes de celles de 1l'évanescence des perturbations a
1'infini en vol illimité. Cette différencg qualitative subsiste tant que les
parois n'ont pas la forme de lignes ou nappes de courant, auquel cas on
introduira le concept de parois adaptées. Ceci signifie que la présence de
parois habituellement non adaptées provoque en tout point de la veine et
plus particuliérement a l'emplacement du modéle un écart de vitesses entre
les essais et la configuration simulée. 2o/ ./ .00/ /777 (I IS N ENIa

—~——
TTT7T7 777777 7777777777777 7777 77 /7 77 772/
La réalisation dans une veine donnée d'un champ des vitesses autocur dlun

modéle réduit permet de mesurer ses caractéristiques aérodynamiques pour une
configuration donnée. La balance fournit les efforts globaux sur le modeéle
et en tridimensionnel la déformation de son support prouve indirectement

by

ltincidence ; les capteurs de pressions donnent quant a eux des indications
locales. Les corrections globales de parois consistent a prévoir, & partir
des mesures au cours d'un essai, un point de fonctionnement du modéle en
écoulement i1llimité ; c'est-a-dire une valeur pour chacun des coefficients
aérodynamiques globaux. D'aprés un champ de vitesse réalisé et des caracté-
ristiques globales mesurées telles que les efforts, l'incidence et la vitesse
loin en amont, on estime que dans un champ différent correspondant au vol

en atmosphére illimité, le modele aura tel point de fonctionnement.

En fait, la détermination de corrections globales constitue un probléeéme mal
posé. Lorsqu'apparaissent des phénoménes aérodynamiques sensibles aux petites
variations locales, par exemple ondes de choc, décollementsde la couche 1i-
mite ou zones supersoniques, les corrections globales sont imprécises 1a ou
elles devraient &tre importantes. C'est en partie pour cette raison que les
recherches dans de domaine transsonique sur ce sujet sont d'actualité. En
dehors de cet aspect qualitatif de différence irrémédiable entre deux écou-
lements pourtant voisins, le passage des valeurs mesurées aux valeurs extra-
polées en vol, suppose que l'on sache tenir compte d'une faible mod ifcation
du champ des vitesses. Or on est théoriquement incapable de supputer les
effets d'une distorsion du champ-
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Malgré cette invadilité de principe, les corrections globales qui se basent
sur de faibles différences de champs de vitesses fournissent d'assez bons
points de fonctionnement, meilleurs en tout cas que si l'on confondait point
d'essai et point de fonctionnement.

Ainsi les corrections globales se basent sur la connaissance des vitesses
induites par les parois en un point sur l'axe de la maquette (0x) ou au
niveau de la corde aérodynamique moyenne pour prévoir un point de fonction-
nement. Elles s'opposent aux corrections locales qui s'intéressent aux
vitesses complémentaires sur le profil en tout point. En dehors des valeurs
globales fournies par intégration des valeurs locales, elles visent les
corrections de C& en chaque point, ou l'interprétation des variations locales
d'incidence. Malheureusement ces corrections locales sont peu répandues (19)
et ceci tient problablement & la relation entre la difficulté de mise en
oeuvre et la précision souhaitée ou accessible pour les corrections.

i) Points de fonctionnement équivalent (19)
En se rapportant & la théorie linéarisée oll les effets perturbateurs se

superposent, on suppose que le modele placé dans un champ accéléré et incurve
par la présence de parois est équivalent & un modéle placé dans un écoulement
illimité et accéléré d'épaisseur inchangée et dont la courbure est augmentée
de celle de 1' inerement  local de pente entre les deux champs. L'accéléra-—
tion du champ ou les différences de module entre les vitesses en écoulement
illimité et confiné sont liées & l'effet d'épaisseur. On l'interpréte faci-
lement en modifiant globalement le nombre de Moch et les coefficients
adimensiomés par rapport a la vitesse. Localement ce sont les coefficients
de pression sur le profil qui changent. Il reste alors & traiter l'effet
portant, c'est-a-dire de 1l'équivalence entre le squelette du profil initial
en écoulement illimité et celui de ce squelette déformé par les incrémeniy

de pente.

A ce stade il existe trois schémas pour prendre en compte la courbure du

champ.
- la vitesse verticale adimensionnée par rapport a la vitesse de

référence et calculée en un point précis est interprétée comme une correction
d'incidence aérodynamique car elle correspond en premiére apporximation & un
inerement  local d'incidence. Cette méthode bien que peu satisfaisante car
elle dépend du point choisi, est la seule utilisable en tridimensionnel.

- Par transformation conforme inverse, le potentiel complexe dans 1le
plan du profil comprenant les effets de parois par l'intermédiaire de la
somme des images, fournit les pressions sur le cercle générateur.
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L'intégration de celle-ci, aprés avoir respecté la condition de Kutta-
Jou k ovsky au bord de fuite, fournit les efforts globaux, l'angle de por-—
tance nulle et l'incidence aérodynamique corrigée. Cette méthode est peu

utilisée car elle nécessite la connaissance analytique de la transformation
ixe de fw\"anz.e

conforme. ~- woll squelette
\4/\\‘ ' i incio\encev
.._.___;Uo , torde du dcrodyndmique
——— 4{: ‘uvoﬁl
—_— P anyle 4de
porfance nulle
=<
-

A a.ma\e ' atbaque

~-Par 1l'intermédiaire de la théorie des profils minces, la circulation
locale le long de la corde du profil et la forme du squelette se développent
en série. Ainsi les efforts globaux dépendent uniquement des premiers coef-
ficients de cette série.

Résumons les résultats de ce procédé extrait de (19) qui révéle clairement
les équivalences entre points de fonctionnement en écoulement confiné et
i1limité en effectuant la synthese des méthodes existantes. Le respect de la
condition de tangence le long du squelette primitif et du squelette déformé
d'une part, et le calcul analytique de la déformée a partir de la sommation
des images reflétées d'autre part, donne les angles corrigés (i, ,8, e &a ).
Plusieurs déterminations des points de fonctionnement équivalents sont alors
permises. Dans un premier cas, ltangle d'attaque est invariant, et la varia-
tion d'incidence aérodynamique se traduit par une correction du coefficient
de portance 1lié aux coefficients de la série. C'est la correction iso-
incidence. Dans un deuxiéme cas, la constance de l'incidence aérodynamique i,
signifie que la portance demeure inchangée., Il stagit de correction iso-
portance.
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En se reportant a la courbe de portance en fonction de lt'incidence, le point
d'essai en écoulement confiné H se transforme en différents pdints équivalent

suivant la correction envisagée.

3) Intensité des singularités - Maquette

Pour appliquer ces corrections globales, il faut connaftre les intensités
des singularités représentatives de la maquette. Les publications récentes ne
justifient plus la fagon de les déterminer ; et comme 1l n'est pas immédiat
d'en retrouver l'origine, reproduisons les ici. Ensuite on se propose de
concrétiser le mode de correction iso-portance afin d'achever de rassembler
les fondements de la méthode de corrections globales.

- Volume Développons le potentiel complexe bi-

dimensionnel de 1l'écoulement autour
d'un corps symétrique (30) :

m, Y] ;...‘.'m"‘,“.

L\r-_-\()‘.i~f= UQ ‘*Tﬁ*;?“.. 21’:3"
Soit (I') un contour fermé entourant
lt'origine, d'aprés le théoreéme des
résidus :
awrdy =owm, —‘fl .‘.i'\f)d

1,4 e
par intégration par parties de?g ety.x
on en déduit

Mgz - ’;V?‘QT:—{"_‘;A?AT

£

assimilons I au contour du profil d'ou:

,‘ " o= i{\‘ 3\7\41-—.-}?_.‘)7.'(—(,'\}“@_})24({‘_—)
L _:I‘fz \)_1—__(—; C{.‘- L{’f:di*k‘i}j)é Ax

nEA

Les différents corps testés dans une veine étant généralement de petites
dimensions, les images par rapport aux parois induisent sur l'axe de la ma-
quette des vitesses trés proches de celles induites par le doublet (24).

Pour tout de méme tenir compte des autres coefficients de la série (m,..--- M, )
on introduit un coefficient K, dépendant de la configuration de la veine et
du rapport entre les dimensions de la veine et de la maquette.
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Aprés calcul, on s'apercoit que ltintensité du doublet dépend essentiellement
du volume ou de la surface du corps (Vol.) 4'ou l'expression généralement
admise :

_ K. K, Vol

e T

Kz coefficient 1ié & la forme du profil ou du fuselage.

~Circulation

Soit w ZIe potentiel complexe de 1l'écoulement, exclusion faite du tour-
—
tourbillon représentatif de 1l'effet partant qui est placé en 3. Soit F la
réaction du tourbillon placé dans cet écoulement. D'aprés le théoréme de

Jou kovski qui relie la portance a l'intensité du tourbillon y on a:

F? . dw
=8 hﬂg
Par définition du coefficient de portance et de l'allongement de l'aile on en
déduit pour un tourbillon d'envergure finie :
T A
Ve d

Un calcul similaire relie le coefficient du moment autour du foyer de l'aile
a l'intensité J'du doublet tourbillon représentatif :
2y’
C. =

n = 2
U@G

-Sillage
Dvaprés le théoréme de Lagally (31) une source de débit q placée dans un
champ en un point ol la vitesse est w subit l'effort suivant :
?? =._fq;?
D'ou la relation entre le coefficient de trainée (, et 1l'intensité de la sour
ce q qui est sensée la représenter :
¢ U S,
q = —

En écoulement incompressible pour que la source fournisse la méme différence
de pression loin a l'aval, ce facteur doit &tre légérement modifié (32) :
q =.C£2_‘f°_i-; (40,4 )

4) Mise en oeuvre

- Pression cinétique

L'effet d'épaisseur engendre globalement une survitesse dans 1l'axe du
vent u . Celle-ci se traduit par une correction d'ensemble des coefficients

aérodynamiques . En effet la mesure des efforts par exemple, estadimensionnée
en la divisant par la pression cinétique q . Puisque la vitesse de référence
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change, tous les coefficients suivent (M, (¢ ().
Pour une transformation isentropique, on a :

M - U - U JL*‘O:ZHL
\l Y AT y JRTS
v '

1T T

2 . 2 ll‘r 25
e o Wore) (1202 12) vt (+02My) ot o daldag2Me) T 29 (44021Y)
A K F W s
On en déduit le Mach et la pression cinétique corrigée en Ffonction du Mach

brut et de la pression cinétique brute :

LT
ML = Mh ?:'_ T
Vi-0LMET —c2tix

qe = 9L~ (L-0WHT gy
-Incidence

Quelque soit la méthode de correction utilisée, on aboutit & une cor-
rection d'incidence aérodynamique accompagnée ou non de correction de por-
tance. On estime que deux profils de méme épaisseur et de courbure peu
différente ont des polaires semblables en axes 1liés au modéle, si bien que
l'on ne corrige pas la trainée en axe maquette. Quant a la trafnée relative
aux axes fixes, elles provient des formules de rotation des axes :

G = Qv 1A) w ¢y o (A1)

~ Moment de tangage

Dans la théorie des profils minces, le moment par rapport & un point
est la somme des moments des circulatiors élémentaires ce qui Ffournit 1les
moments corrigés en fonction du mode de correction iso-incidence ou iso-
portance. En dehors de cette théorie, seule l'analogie avec des plaques
courbées procure la correction de moment en fonction de la courbure du champ.

La seconde correction du moment de tangage est propre aux essais tridimen-
sionnels ou le modele comporte un empennage arriére.

|
< ¢

La variation d'incidence au niveau de 1' empennage arriére due & la présen-

ce des parois modifie la portance de celui-ci. La distance importante entre
l'aile et l'empennage fait bras de levier. Malheureusement on ne sait pas
corriger le moment en fonction de la variation d'incidence globale et seule
la différence entre les corrections d'incidence entre l'aile et 1'empennage
est prise en compte :
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- Poussée d!'Archiméde (Buoyancy)

La correction locale de pression sur le modéle améne une correction
de trafnée. Pour la méthode globale on admet que les surpressions induites
par les parois varient linéairement dans l'axe du vent((x ). Cette cons-
tance du gradient de pression est identique au cas d'un corps plongé dans
un liquide au repos, qui subit la poussée d'Archiméde d'ou :

de ). __ (4% v

1‘72 *fo“‘— k"&—x)c" — F}— "(-&—l"‘ ol

En se ramenant aux variables adimensionnées il s'en déduit :

dw 2 Vol
LLD= At

dx Sm

III) RESPECT DES CONDITIONS LOCALES

L'influence des frontiéres se détermine par le passage successif du
champ lointain au champ proche du modéle pour respecter successivement la
condition aux limites aux parois puis la condition sur le profil. Notre
intention est de montrer que si l'on franchit la seconde étape en réintro-
duisant au niveau du modéle des singularités supplémentaires paour respecter
la condition locale, les survitesses qu'elles engendrent sur le corps sont
du méme ordre de grandeur que celles provoquées par le respect de la condi-
tion a la paroi. Dans les études de corrections de parois, il est admis que
les corrections de vitesses calculées a l'emplacement du modéle ne modi-
fient que légérement sa forme. Mais dans cette méthode des images, il n'est
jamais question de respecter conjointement la condition & la paroi et sur
le profil,

Les calculs requis pour s'assurer de 1l'identité entre la ligne de courant
nulle et la forme du corps étudié sont difficilement praticables. Apres
lt'obtention du potentiel des images il s'agit de répartir des singularités
a 1t'intérieur du corps d'intensité a définir de sorte que la fonction de
courant en présence de toutes ces singularités soit nulle en tout point du
modéle. Afin de réaliser un calcul élémentaire de fagon analytique, on se
restreint au cas du doublet bidimensionnel qui correspond a l'écoulement
autour d'un cercle. Ne sachant pas résoudre l'équation intégrale de
Fredholm de premiére espeéce qui surgit, on se contente de respecter '"le
maftre couple" du cercle par introduction d'un simple doublet complémentaire
a l'origine. Il s'avére que la vitesse induite par cette singularité com-

plémentaire au point (0,* %) ol passe désormais la ligne de courant nulle
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A

est égale a celle provogquée par les images. Si dans d'autres modélisations
plus réalistes ces deux survitesses restaient du méme ordre de grandeur,

il serait primordial d'insérer le respect de la condition locale dans toute
méthode de détermination des effets de parois.

2) Calcul élémentaire

Placons un cercle de rayon v, entre deux parois planes. Exprimons
d'une part le potentiel complexe de l'écoulement illimité et d'autre part
celul des images,obignu par sommation.

Ay %

we Se transforme en fonction trigonométrique :

w, = .,3-\—_2'%(»&%\3-:‘%:«(

En séparant partie réelle et imaginaire il en découle la valeur de la fonc-

tion de courant vt

‘\’J = qu - M" ‘ra/e‘
IR - T
Pour retrouver la forme exacte du cylindre, distribuans des doublets:sur .

sur l'axe de la veine ; et imposons & la ligne de courant nulle résultante
de se confondre avec le cercle :

-~ 2.

= - - -Al. Mx “a/& 1 M\' __J&_E___ n 1)(.z+ Z=V'az
Y o= U“'f? 20 (_0\211':(/2 -mzrr;/& —2_1;-} (k) @"E)l*?z e ¢ 9

-2

Y

Ne sachant pas résoudre, on se contente d'insérer un seul doublet a l'ori-
gine et de vérifier que la ligne de courant nulle passe par les points

(o, Ivw ).

a2y fa by
—0=Ug-—m—-——-———-.—~—«m—————=o j’h
¥ = - 3% Azl - w2yl xz«—qz e foTn)
saif -’
_— Uy -« 2
ER A 29\“\"“/2.
L'intensité wm du doublet initial est reliée au rayon du cercle par :
m = 21 Ug (g‘
Dou ' . 0L
e -

En premiére approximation si le rayon du cercle est petit par rapport a la
hauteur de la veine, on a :

2
‘o ) wle
o d —_— m 2 om __.—)
8 3 \ ™

Ceci signifie que w' est petit & 1l'ordre deux devant wm , c'est-a-dire que

A

conformément & l'avis couramment admis, le corps initial est peu déformé,

Toutefois, calculons la vitesse de perturbation longitudinale induite au
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point ( o, *v. ) par les images puis par le doublet complémentaire .

) 2
Dovblet w = o a2 \’L‘:‘:\‘ S
4 et 3 * T
""q ~ AT
602
2 02
Ima%ts &E»=_"“lr._ - -M M -1
20% e “'“/R 2wt T2 | g2 ey,
2
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Saib: W, e WU/



-25-

CHAP METHODES ~ NUMERIQUES
ET  ANALYTIQUES

I) PRESENTATION

1) Différentes_approches

La différence entre un écoulement illimité autour d'un profil et celuil
confiné se caractérise par 1l'écart entre deux champs de vitesses. Comme on
vient de 1l'exposer, ces survitesses servent, bien imparfaitement il faut en
convenir, & corriger globalement les coefficients aérodynamiques ou locale-
ment les coefficients de pression sur le profil. Désormais au lieu de re-
chercher comment utiliser ces survitesses, on s'intéresse exclusivement a

la détermination de cette différence de champ.

Suite & la méthode élémentaire,des images différentes méthodes sont apparues.
Elles se classent en quatre catégories :

- analytiques

- numériques avec les petits pavés

- analogies rhéo-électriques

- semies-empririques.
Avant d'exposer le nouveau concept de parois adaptables qui vise non pas &
calculer les effets de parois mais & les annuler par déformation, puis
d'introduire une nouvelle méthode qui englobera en quelque sorte la précé-
dente, on se propose d'analyser et de critiquer les méthodes existantes.
L'approfondissement des deux derniéres n'apporte aucun élément essentiel et
on les mentionne succintement. Les deux autres permettent soit d'envisager
des veines de forme en plan quelconque (numérique), soit de traiter complé-
tement la condition aux limites introduites précédemment et de fournir des
expressions analytiques au lieu de séries,

La méthode numérique est assez récente ; pourtant elle se rapporte au pro-
bléme trés classique de détermination d'une fonction a Laﬂacwh nul

avec des conditions aux limites non moins classiques. Au lieu de se conten-
ter de mentionner le contenu des derniéres publications, on tente de juxta-
poser les schémas aux différences mis au point pour résoudre ce probleme
avec la technique des singularités hydronamiques utilisée depuis peu de
temps pour trouver cette Ffonction harmonique. Bien qu'ancien ce probléme
reste ouvert et pour innover & son sujet il serait intéressant de s'y con-
sacrer.
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Seul lt'exposé de la méthode analytique présente des résultats originaux non
pas sur le plan mathématique mais sur celui du traitement de 1l'effet de
parois, Les documents sur cette méthode sont assez conséquents et il peut
&tre difficile d'y discerner le schéma complet du calcul, d'autant qu'il y
manque des intermédiaires et des hypothéses dtapplication, ou bien que les
intermédiaires sont un peu gauches ce qui atourdit la démonstration.
L'étude du cas bidimensionnel servira & fixer le principe de la méthode.
Les hypotheses d'applicationseront introduites pour la veine rectangulaire
a parcis verticales pleines. On montrera ensuite que la méthode quasi-
analytique s'applique quelque soit la veine. Et on envisagera deux méthodes
pour résoudre de fagon plus simple le cas de la veine rectangulaire.

2) Analogie rhéo-électrique

Ltanalogie rhéo-électrique (33, 34) se base sur une simulation dtun
modeéle mathématique connu, par exemple : les fonctions harmoniques munies
d'une condtion aux limites. Pour résoudre le probléme aux limites posé, il
suffit de réaliser un schéma électrique qui répond aux mémes équations que
celles envisagées. Cependant elle reste pratiquement inusitée & cause pro-
bablement des questions de modélisation et de mise en oeuvre.

3) Lois semi-empiriques

Les lois empiriques proposées jusqu'a présent sont multiples (35) et
il est souvent difficile d'y dissocier la part expérimentale du fondement
théorique. On est obligé de recourir a ces indications semi-empiriques
chaque fois que l'une des hypothéses inhérentes aux méthodes ‘“répertoriées
est dépassée, Les deux thémes principaux englobés sous cette en-té8te sont
1'apparition de décollements ou l'utilisation systématique du facteur de

compressibilité de Prandlt ( g-Jiw)-

L'augmentation de trafnée occasionné par les décollements s'assimile a celle
que subit une plaque plane face au vent (36). Le sillage derriére des plaquec
de formes différentes est modélisé par un "bulbe" de fluide mort et 1l'hypo-
thése principale sur sa contraction en présence de parois se vérifie expéri-
mentalement. L'exclusion de cette théorie aux profils ou maquettes décollés
se ramene pratiquement aux schémas classiques en procurant l'intensité d'une
source représentative du fluide mort (37).

Au contraire, le facteur de compressibilité est fondé sur la linéarisation
des équations de Nawier- Stokes. Mais son extension au domaine transsonique
est ambiglile. Ses limites d'application se décelent en confrontant les résul-

tats de son application & ceux provenant de la méthode de ces petites pertu-
bations (38).
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IT) METHODES NUMERIQUES
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La méthode numérique actuellement utilisée pour définir 1l'effet de
parois est assez récente (%3). On la présente comme omnipotente. Certes,
elle s'accomode aussi bien de n'importe quelle forme et configuration de
veine que de toute position de la maquette quelle qu'elle soit. Cependant
sa mise en oceuvre nécessite des précautions numériques spéciales d'autant
plus que la durée des calculs demeure importante. Ainsi son champ d'appli-
cation se restreint & chaque généralisation d'une autre méthode. Il serait
drailleurs intéressant de comparer ses performances avec celles de la
méthode pseudo-analytique exposée dans le paragraphe suivant qui est aussi
valable a toute forme de veine,

Le probléme de la détermination d'une fonction & Laglacien nul se rencontre
dans de nombreux domaines de la physique comme il est montré de fagon non
exhaustive dans (5). Malgré les nombreux développements pour résoudre cette
question, il est impossible dtextraire une seule méthode qui serait la
meilleure. En fait il existe deux grands procédés : les schémas aux diffé-
rences ou les singularités hydrodynamiques. Le premier se rattache & une
théorie généraie assez élaborée qui traite de la résolution de n'importe
quelle équation différentielle ordinaire ou aux dérivées partielles. La
seconde se base sur une i1dée plus physique qui consiste & répartir des sin-
gularités hydrodynamiques sur le contour de la veine et d'ajuster leur
intensité pour respecter les conditions aux limites. C'est celle qui est
adaptée pour la détermination des effets de parois car elle présente 1'avan-
tage de ne nécessiter qu'un maillage de la frontiere ce qui réduit de un 1la
dimension de l'espace de calcul. En tridimensionnel au lieu d'un systéme
linéaire creux de quelques milliers d'équations, il ne s'agit que de centai-
nes.

2) Schéma aux différences (4, 5)

Ce mode de résolution nécessite d'étre précisé car les derniéres amélior:
tions ne sont pas toujours employées (39). Par un développement taylorien,
on vérifie que les dérivés partielles s'approximent par des différences

A

finies a un certain ordre suivant le pas de calcul. Cette approximation
discréte se construit & l'ordre de précision voulu, par le principe des
coefficients indéterminés ou par le truchement des opérateurs aux diffé-

rences.

Bn multidimension ceci s'étend aux maillages polygonaux sur lequels on ap-
Proxime non pas chacune des dérivés partielles séparemment, mais ol on

recherche directement 1'approximation de 1l*équation globalt & 1'ordre maximal

sur un pochoir comprenant le minimum de points.
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D'ailleurs l'introduction d'un opérateur idoine sur le second nembre permet
parfois d'accéder & un plus grand ordre d'approximation suivant une norme
adéquate, sans pour autant augmenter le nombre de points., Pourtant il ne
Faut pas perdre de vue qu'en général les deux phénomenes sont indissociables
L'élévation de 1l'ordre nécessite plus de points ce qui accrofit la largeur de
la matrice bande et rend sa résolution plus difficile. Bien que les tech-
niques de résolution de tels systémes plus ou moins larges aient été éprou-
vés depuis longtemps, on leur préfére le procédé de stationnarisation. Les
phénoménes physiques stationnaires qui répondent a 1l'équation de Laplace
sont souvent le résultat d'un processus évoluant dans le temps qui converge
vers un état d'équilibre. Le calcul instationnaire stavére souvent plus
simple que celui de l'obtention directe de 1l'état stable. Aprés avoir choisi
1'état initial (temps origine t = o), on cherche 1'état a l'instant suivant
par un schéma explicite ou implicite dans le temps. Tandis que la stabilité
numérique des schémas propres a l'équation de Laplace provient du principe
du maximum, l'analyse spectrale de ceux instationnaires montre la stabilité
et permet de minimiser le nombre d'opérations.

3) Singularités hydrodynamiques

Au lieu de résoudre directement l'équation différentielle, la solution
est approchée par une famille finie de singularités hydrodynamiques répartie:
sur le contour de la veine., D'apreés la formule de Green le potentiel de
ltécoulement a l'intérieur de la veine peut se prolonger a l'extérieur de
sorte que le potentiel ou sa dérivée normale soit identique pour les deux
écoulements, Ceci justifie la discrétisation de la relation intégrale de
Green qui revient a ajuster par résolution d'un systéme linéaire les inten-
sités de singularités dlordre un ou deux réparties & la frontiére et &

imposer les conditions aux limites idealisées en des points de coutrble.

Sur ie plan numérique le choix des singularités ni‘est nullement indifféreurt.
Le pou conditionnement de la matrice incite & choisir le type de singulari-
tés contribuant de fagon prepondérante a la relation au point de countrdle
propre Q@Eiement porteur. La communication (40) explicive des criteres pre-
cis pour guider ce cunoix des singularites, avec de DPlus la descCriptrion dofule
procéaure efficace pour sa fiabilite numérique, et eu pariticCuliesr POUL
évaluer correcrtrenment le coefricient d'influence diun pamneau sur itul-ndue,

Notons aussi qu'un encemb.e @mailié oo gincularites poenctfuelisas ne peut

(
convenir, Par passage’a la limite du pas de maillage vers zéro, la fonction
limite respecterait la relation & la frontiére sur un ensemble non dénom-

-

brable de points. Mais inversement cette fonction posséderait un ensemble

portant dense de singularités ce qui signifie 1z divergence du procédé.
amille

¥

Une fonction continue & la frontiére ne peut s'approximer sur une i

de fouctions discontinuaes 2t nor bornées.

(D
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Tn dépit de ces justifications, cette methode reste assez peu formalisée
aucune indication sur sa précision, son ordre, sa convergence 2t sa stabi-
1ité. Bt ceci se tradult par des conscations expesuientales et 0ok systéma-
tiques sur la finesse utile du malilage. En outre la Formule de Green niest
nullement indispensable paur établir cette méthode des singularites aydro-—
dynamiques., [l existe une fonction harmonique unique prenant des valeurs
donnees sur sa frontiere. L'approximation aussl DPreécise que souhalitée sur ur
éspace fini de fonction n'est realisable que si la limite de cet espace

quand sa dimension croit inceriniment s'identifie avec c2lui des fonctions
continues & I'interieur de D et sur la frontigre I'. cect Justifie par
axemple une autre metiiods e singularités | ) basée sur une approcie physi-

S

que du phénoméne qui consiste & répartir des singularités sur le contour
image de l'origine par rapport aux parois. Au lieu de sommer une série
d'images comme dans la méthode du méme nom, les intensités des singularités
sur le contour image sont ajustées pour respecter les conditions aux limites
L'effet prépondérant revient aux images directes du modéle tandis que les
autres singularités s'estompent en intensité vers l'amont et l'aval car elle
ne servent qu'a compenser la différence qualitative entre une 31ngular1te
image ajustée et la sommation d'une série d'images.:

Cette variante de la méthode des singularités aboutit nécessairement & une
matrice mal conditionnée car les vitesses induites par des singularités
unitaires voisines localement sont trés proches. On peut y remédier en
diminuant la distance entre les singularités et les parois, et en optant
éventuellement pour les singularités d'ordre le plus élevé, Toutefois le
probléme de la détermination d'une fonction harmonique connaissant ses.
valeurs aux frontiéres reste ouvert. Sur le plan numérique il se pose sous
la forme : trouver une famille fondamentale d'espaces finis de fonctions
harmoniques qui approxime au mieux l'espace des fonctions harmoniques dans
D et sur ' . Existe-t-il une base de chacun de ces espaces optimaux qui
se calcule plus simplement que par les formules alambiquées actuellement
proposées (42). En outre, sur le plan analytique, on raméne le probléme
précédent a de simples quadrations pour des formes de veines simples (chap IV
Ne serait-ce réalisable de fagon générale ?

I1I) METHODE ANALYTIQUE

La méthode dite "analytique" se référe aux transformées discrétes et inté-
grales de Fourier. Depuilis l'apparition des veines d'essais & fentes créées
pour éliminer le blocage sonique, puis avec les parois perforées suscepti-
bles d'absorber les ondes de choc, les ouvrages parus sur ce sujet abondent.

Or depuis 1954, date & laquelle Baldwin (20) schématisa la condition aux
limites pour les parois a fentes, les schémas de démonstration sont simi-
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laires pour chaque type de veine. A dessein de synthése seules ces quelques
idées maltresses sont exposées ci-dessous ce qui permet de formaliser les
conditions d'application et d'émettre des suggestions pour le cas général
et la veine rectangulaire.

1) Historigue (7)

Gréace aux transformées de Fourier, Baldwin exprime les corrections de
volume et de portance en bidimensionnel et en veine circulaire en respec-
tant les relations aux limites idéales qu'il a introduit. Puis par cette
seule méthode efficace avec ces conditions aux limites, de nombreux calculs
Pfragmentaires furent publiées aux alentours des années 60.

Wright (22) fournit les corrections angulaires ; Acum (48) 1'étend aux veins
rectangulaires de rapport hauteur sur largeur de veine quelconque. Ces mémes
calculs en parois poreuses furent abordés par Holder (44) ; Wright (45)
s'intéressa ensuite aux veines munies de quatre parois planes perforées,

Ce n'est qu'assez récemment que des formulaires Ffurent établis (6, 46).
Depuis les derniers ajouts sur la condition de nullité des transformées de
Fourier & 1'infini (47) et sur la modélisation des maquettes, on posséde
actuellement l'ensemble des coefficients de corrections en veines courant
plan ,circulaires et rectangulaires munies de parois pleines ouvertes ou

perforées.

2) Hypothése initiale
Un écoulement de fluide parfait stationnaire, isentropique, irrotion-

nel et faiblement compressib}e esy rég{ par 1l'équation de Laplace :
A?505B1%+ ‘Z—\;-z+ 3'51‘0
Supposons, hypothése fondamentale, que le potentiel considéré est régulier
4 1'intérieur de son domaine de définition (D). Or la présence d'un corps
quelconque dans la veine fait exclure cette hypothese. Pour s'en convaincre,
il suffit d'évoquer sa schématisation par des singularités . Ceci implique
que le potentiel d'interaction ¢; = «¢- . est régulier dans D si et seule-
ment si le potentiel de 1'écoulement confiné 1 présente les mémes singula-
rités que celui illimité ¢, . Cette condition équivant & l'hypothése sous-
jacente a la méthode des images ou les singularités représentatives du
modéle sont indépendantes de la veine, Cette restriction illusoire se tra-
duit dans tous les cas par l'infraction des conditions locales sur le profil,
Ainsi le probléme posé ci-aprés qu'il soit résolu par la méthode des images
ou celle analytique, posséde une solution unique. Et il n'en demeure pas
moins qu'il est, conformément & l'idée déja émise (p.1,2), mal posé car
indépendant des conditions locales.

L\(D.‘ B
+ respect des conditions limites aux parois
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3) bidimensionnel

3
3¢ Kif+1_3 -0 En schématisant la maquette par un
. y //4/// ’/////333/6, 3 doublet, une source et un tourbillon
T it - la condltlon aux limites déja intro-
, i Mo 20 duite (p ) devient
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D'apreés la linéarité du Laplacien et de la relation aux limites, la solu—3
tion générale de ce systéme est la superposition des trois fonctions qui
satisfont les équations précédentes avec un seul terme au second membre
soit y, doublet, soit y, source, soit ¢, tourbillon. Le Laplacien devient
par transformée de Fourier ltéquation différentielle ordinaire

¥ KA
e - SR?
D oy $: 103) = [#10) O p3) + L Bie) b be3)] TR

L'étape suivante consiste & relier les constantes d'intégration A et B aux
conditions aux limites. Ici on se restreint au cas symétrique (B ou A = 0)
car les potentiels y, et y, sont pairs en 3} tandis que ¢  est impair. La

seule relation en 3= A suffit car l'autre s'en déduit par symétrie.

Dans le plan transformé elle s'écrit :

.

—L - éi..q. é.‘&

Dedelet Am[-'r (hipey) - p KB psh *”t’s)*-ml“fs]; RT3 L9, -ieX < -3%)34
_P H 394

Sovrce K\\’)\“P& (B3) -'GKBP&‘ (Be3) + —m{%] -TI I 41,)‘«3 jﬁ- J‘ﬁJ;S:Q\
—AL ‘;‘Lr

Tovebillon g’rlf)i .{;SQ‘ Bey) = 1pK®p (2\(%?3)-\—-—-(,“ le;gJ T \-_;_f__ . ;{%ﬁ—a ‘:Q— ;3)3=A

Le stade le plus technique du calcul qui réapparait en tridimensionnel,
réside dans la détermination des transformées de Fourier des singularités
représentatives du modéle. En bidimensionnel les identités utiles s'obtien-

nent encore aisément (48)
A

“ ‘ A < D .
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L'introduction de ces expressions dans les relations aux limites trans-
Pormées procuve par un calcul algébrique élémentaire les valeurs de A et B :

~'?|<?>f%

ARBRe) + KB Shipag) « L2 Sh(Mag)
- a4t +Kp® « ‘—i"}

-kl
Ap)= Au+d, =% {§=25¢) ¥
M s B o
_shigl
Bip)= B, = L2
) T 2

Le potentiel ¢, et ses
transformée de Fourier
conséquents Ss'imposent

inverse.

SaRhe) =Ko yshy) « ‘,'.:\-”- k{Bky)
dérivées en tout point du domaine proviennent de la

Seuls des maniements de formules assez

avant d'aboutir aux coefficients d'effet de parois.

Ils comprennent essentiellement la séparation des parties réelles et ima-

ginaires et des simplifications occasionnées par la nullité des transfor-

mées de Fourier de fonctions impaires.

4) Veine rectangulaire a parois_verticales_pleines
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Pour alléger le calcul, on se limite
aux parois poreuses (K = 0) ce qui ne
change en rien la généralité de la dé-
monstration. Contrairement & ce qui
Précéde ou aucune allusion n'est émise
sur les conditions d'application des
transformées de Fourier, elles sont 1ici
éclaircies. Si les fonctions d'origine
sont absolument sommables, leurs imagec
existent et doivent s'annuler a 1l'infi-
ni d'aprés le lemme de Riemann-Llebesgue.
Rien ne permettant de l'affirmer pour
le potentiel, les transformées sontef-
fectuées sur les composant . de la vites
se qui devraient répondre a cette

condition ou s'y ramener. Cette condition étant nécessaire mais non suffi-

sante, on suppose de plus que les fonctions envisagées appartiennent au

moins* & l'ensemble des fonctions absolument sommables.

En outre les trans-

formées inverses sont comprises au sens large de la valeur pricipale. Une

FPacon d'amoindrir ces hypothéses est d'employer par exemple une transformée

bilatérale de Laplace (voir annexe 4). Les conditions aux limites completes

s'expriment :

§

]

¥ En se limitant & 1*ensemble des fonctions de carré sommable, la trans-

, # - < 2 - . . . . C 4
formée appartient aussi a L ce qui facilite la reciproclte.
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De facon plus détaillée qu'en bidimensionnel, décomposons le potentiel de
l'écoulement ¥ en un potentiel maquette y, , Plus le potentiel de ses ima-
ges par rapport aux parois verticales y_: et en un potentiel complémentaire

lﬂ- : \f = ‘fm'f"f; = Pm 9Py %

Dos g = P+ e

fe = YE' ~fm
Y. represente le potentiel d'une file infinie de maquettes iden-
tiques.

D'aprés la premiére relation aux limites ( ?ﬁzo}3=r3> et la définition de

e les deux fonctions y et i, sont périodiques, de période la largeur de
veine 26 . Leur différence (¢ :=¢-¢:) ainsi que toutes ses dérivées partielle:
possédent la méme propriété. Ceci permet une décomposition en série de

Fourier : 3 (x, -
ooy = 2 men o

3
\{’Ll" ™3) ———J e} )w:ﬂ:) da ¥n
o A = l"” na
De mEwme \‘;E Z &fml*/\'ﬁ‘ze"‘&\l) = L__) Z_.“?e ’L*"3)wﬂ.7;a
Ceci permet la decomp051t10n du probléeme tridimensionnel en une série de
bidimensionnel sur les harmoniques ol on reconnait pour wn=¢ ou pour Pe
uniforme en envergure la relation bidimensionnel du §3 :

B" 324\ . éZ ‘1‘ _ Al w? ;
U a2 53‘ - E
G (xng) Mwn C%eeemy) - 4, 9Geliny) en 3=k
R 3 LES T R 33
A C? gv\ M o= _ao

3 < - JQ} ‘)"ft = 9‘?1:
Qx. ‘)X (<18 73 3 ewn

; . e . R
Le potentiel ¢, étant défini & une constante additive prés, on le suppose

W= v+

identiquement nul a 1'infini amont (x=-»,49==© ), De plus l'on admet 1'une
des conditions 9;5 ou %& so wx=+2. SUlvant que ce soit l'une ou l'autre de ce:
conditions qui est remplie, on effectue les transformées de Fourier sur la
vitesse longitudinale ( 4, ) ou sur la vitesse verticale ( “y ). Ici on choi-
sit la direction ©, , ce qui prawwe les transformées intégrales de Fourier
valides de ces équations. Si «w, n'était pas nul aux infinis contrairement
2 1l'hypothése ici admise, il suffirait de la décomposer en un terme indépen-
dant de 2> et une autre fonction de x mais nul & 1'infini comme on l'expli-
citera au paragraphe suivant § 5.

by ECATEY)

- lBZ fz-r Mze:?- ) /\l'_\?ln,s)

332
" - ;\‘\*‘ N - o a_tfi €Zn = +h
\L‘_ SE T 3 = e ? l \‘FE -~ R? Jé ) 3 X
DI 0\\.\ . G.‘_ u|n'3‘ - [\ \f) (2\[}\3) *'BLQ) g/’\ “‘3)
Avec A = ‘}l(’z o

'S
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Suivant le schéma du paragraphe précédent, la symétrie induit que A =8,-8 -0
La relation aux frontieres en 3=&. pProcue chacup‘des termes Ag, 4, et B, -
L'étape cruciale se situe dans la recherche de C%E pour chacune des singu-
larités tridimensionnelles considérées. Par une démonstration élaborée qui
se base sur des proprletes particulieres des fonctions cylindriques, on
b

obtient ?uiqhué'fa.sous forme de fonctions de Bessel dlordrew-~% qui ne
sont autres que les fonctions élémentaires suivantes (49) :

= x S S S
‘f& T bm sz*,(s‘i‘z* 1)];/1 kfi& = 2‘1—2?2’ N e
__1 1 . X q -N3
IR L Ten = S o
= Ve e "2 2 ; oo
fr gy lhzipig-l“&s))_] ') Gor = E%r e
D'ou les conditions aux limites qui gpurnissent %es coeff cients d'intégra-
! . ik Qx = a h‘Pt -— I‘\ -Ml\f Z-
tion Asm’(&“M*TFQQ))' ﬂ =~ e 1rq%£)
. A ‘A -
L. A ): Y L T L S
R D R B e Ty
\ )« 2N Ok -;[ma‘“ N L ine )
Lm‘[%m, :&( )\- -y TR=—Y AN
st M) = Auwhy = Enlinn <
N 2yawd &A&*%%ﬁik
Ble) =8 = Le - sinm
Gw b Sh(vkj« RO R

Lorsque w est nul, N vaut par définition ®\pl , on retrouve alors les
équations bidimensionnelles a un facteur prés ab qui provient de la di-
mension des singularités tridimensionnelles.

Des maniements algébriques similaires & ceux bidimensionnels prowrent 1l'en-
semble des formules intégrales recherchées. En outre remarquons que ¢’ se
juxtapose & ¢,  pour donner ¢ . Les formules singuliéres de déterminatic:
de ce potentiel sont reportées en annexe 8. La résolution précédente s'adre:
se a w, ; Ainsi ¢ et u, se définissent par intégration a une constante
additive prés., Et la nullité de ¢,  a 1'infini amont fait intervenir la
limite des formules intégrales quand x tend vers -2 ., Ceci répond au

probléme de conditions aux limites soulevé dans les références (7, 47).

5) Veine Circulaire et Rectangulaire (4 parois_perforées)

A- Principe

La technique de résolution différe légérement. De la méme fagon
qu'en bidimensionnel, le potentiel de 1l'écoulement ¢ est décomposé en celu:
de la maquette vy, et celui d'interaction ¢;=¢-¢. . On passe en coordonées
cylindriques pour faire ressortir la périodicité (2w ) de la variable an-
gulaire (0) et intégrale suivant » . Cependant le Laplacien en coordonée
cylindrique se distingue par sa Fforme de celui en coordonnées cartésiennes
et les transformées successives le réduisent & une équation différentielle
ordinaire du second ordre que vérifient les fonctions de Bessel modifiées.
La suite du calcul consiste & exprimer les constantes d'intégration de cett:
équation différentielle en fonction des conditions aux limites en suivant
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le méme schéma que précédemment. Tout d'abord discernons dans Y; un élément
indépendant de x et une autre fonction de x mais nul & 1'infini amont ce qu
élargit le domaine d'application aux potentiels non nuls a -x» , D'aprés la
linéarité du Laplacien et des conditions aux limites ceci se traduit par la
décomposition en un probléme bidimensionnel et en un tridimensionnel compor-
tant les valeurs nulles a -» .

‘fi"‘l’/e) = Y =) + Wiy (x,r,8)

2
2D | a4 e a S4e
T der ¥ T TR et T
It 34, 4=zt
2 )¢ 91‘?.‘ PR | e)l‘?. 9 4y
(3;%—*-“177 YIRS «)0"0 B«e.‘1=_& §=’R
)
39 L4 99 -x 3
3" TRy 3‘9 =° v—-& "\‘\ 2 ) S0 4 e 4 Jg,
¢ 4 - 2 : iU L I
dx T Ry ;; =e 3:*0\ —-—3 Db § ¢ Je? c 4% =f
l.f:D ;, Ym *F© x = -2 A(Wix-b‘enz,)t 1_('5[(9{21“?«.;) -0 ;a._.' 'SQ'
3 g Ix Ry dy
T:L - Ts_ =0 3 = 42 thcl*'“fm;\_‘_ 4_- Q(A’Q;l*kf_“‘ o 3 - 1"0#
Ix. T R 3y
'-Qw\z ’:\'?i; =0 1"3'3‘
. : _A“P""- = ')_‘ﬁ‘_"_to v &‘: él?"‘ =0 €n X =«de
B- Probléme 2-) PP T iRy P

400000 secnssvene

Par la transformation intégrale de Mellin (49) ou par séparation des
variables (50), on démontre que :

Dar
‘f"i"‘z Y‘“[ A“ ) r\e e B“ m«@l

n=0
D'oll les conditions aux limites :
> \ 3.,
At I'A'n cealn-t)0 « By, MLM~1)E] - - jg.‘\r,G) : en \3:3&
n=O
E -nv"'\[B,coo(ml)S - AnM«{m\)B] = - J%.‘ {ne) en 3:*:9\
< veine circulaire
Les relations aux limites se notent en une seule équation :
_ 20
‘)l‘f‘i _ 9‘%\»1,9) - - Z_—_r,,,"“[n"m(n-\)e +?>,,u-lw-‘)9] en r=1,
‘}V' - v ! M~=0

C'est un développement ordinaire en série de Fourier dtautant plus simple
que les potentiels d'une source et d'un doublet au centre de la veine sont
indépendants de 6 et que celul d'un tourbillon en fer & cheval de faible
envergure centré dans la veine est proportionnel a 4in@ . C'est-a-dire que
ltapplication courante aux veines circulaires se résume a un seul coefficien

de la série. Il s'en déduit des résultats particuliérement simples (7).

-~ cas général

Puisque v dépend de B , les séries précédentes ne peuvent pas d'inverser.
Les constantes A. et B, s'obtiennent par discrétisation de ces relations
auquelles s'associent des simplifications dues & la parité en £ ou a la
symétrie en y - Cette méthode quasi-analytique couramment réservée aux
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veines circulaires ou rectangulaires s'étend paradoxalement a toute forme
de veine.

- Velne rectangulaire

Connaissant les conditions frontiéres sur un rectangle, il semble maladroit
de passer en coordomnées cylindriques. En effet par séparation des varia-
bles, le probléme plan de Dirichlet pour un rectangle se résoud entiérement
sous forme analytique. Développons cette idée provenant de (50). soit &

résoudre : Jui  Yu
Iy a3*
wonn aissant  wg en =% B et 3= 3’0\
. ) = 26y F) __3'6) ¢
posens - lg V)= f;)jq) _ f[‘g) = 30) \

Cette fonction w; admet les solutions particuliéres 'M\r-hmwttmwe etbmh;e\
quelque soit \ et les mémes en inversant les rbles de 3 ety . Par linéarit
l'équation initiale se divise en deux problémes identiques & une permutation
prés de y en 3y :

2 2 2
1 ) )l“-; duw; =0 21 7w 3wl _
J é\a’- + ha. —9‘31 -~ _W =0
u; =o en 3:1'2' w;  cenny en 3~jg
U] wvnau en 3:1‘% Uy =0 en 5_-&—&

La nullité d'une des conditions aux limites exclut la solution exponentielle
en cette variable, ce qui fournit les valeurs propres en AN et la solution
sous forme de développement en série de Fourier., En se limitant aux fonc-
tions paires en y , ce qui ne change en rien la généralité, on exprime les
coefficients du développement en fonction des valeurs limites en se servant
de l'orthogonalité des fonctions trigonométriques.

N\l =0 \= %}‘1\'
N Ou )\ - AT
o amibl =0 =T
. "M"é Nyt u'_? -%}
Sait . e (4y3) 'Z_M_{“‘JIA\-\ -\-5...2 2 }-\- be—a[ﬂme «\_%m e

conditions 11m1tes pour %, paire :

wirly ) = 2 citny [, SRR, 8 R
u“(,;’ Z_ w,zmi,,g[AM em‘ Q.._ R. e .l “aj
par 1ntegratlon dlrecte on en gsgult {J”“ﬂq
—.—J wy gk ) cee 25 “‘3 5\3 2t
po ‘ -”—%‘3—‘1?\ 2t B
_Zb_j u;\a,-&) soa"%?r' wydy = A e + Bwm e

(]

Y s i -22‘—;—'"7 .
. 2wl .
ov @ A = W& [u. [w\) - U (g,-?‘) < Loy oy Y

L -1
— _ematd

1A 2mt
B Mu!**‘ J[ -0 - sl e J e Y

s

La solution dont on démontre l'unicité & 1'aide du principe du maximum,par

exemple, nécessite la convergence des séries. Or pour des Ffonctions suffisa
ment dérivables, les coefficients de Fourier décroissent au moins comme 1/2

(51) ce qui achéve la démonstration,
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C- Probléme 3-D

ss0sscas e svsoss

Selon le schéma établi pour les parois verticales pleines, transformons
intégralement puis discrétement les relations tridimensionnelles. On en
~ . . . 2 4 2 2
déduit : Y i Ya, 2w o\ 3 _o

NESR N ER N AR
Ir® v v l *

En posant M=Bpr ,c'est une équation de Bessel modifiée dont la solution
générale est une combinaison des fonctions cylindriques de premiére ( In
et seconde espece (Ka ). Ces derniéres fonctions n'étant pas bornées en r=9,
son coefficient (&, ) est nécessairement nul. D'ol l'expression de W&, eb des
conditions aux limites

,\

2 z'\;. éu N 35\
\ TN = (e X) s,
Do s U, = A(p) Tulper) + Batg) Ka(Bpr)
puis 3. :ﬁﬁ%¥E£L+Z:[mdnwme+AmupwnﬂIqwq
€t A‘?ma+4_ f)::’m,_ _ ““§I - ;B } q 8y Aim &) ‘E o A ¢ -aV\I.\Mfa en
x -E‘v ‘)9 =< a"‘"“:‘ +2r;l( imteinG e fan n ( 32 I“LMQ) ‘A PV Y (mn ) T 9-*?'
A A
_ﬁl’- i s‘fmz _& ’qu—_(‘z " 5 _,B . - R ?'“Iﬂ 5 en
> oRy o 2{ T R % Z;.-A - GN"‘MW)(I T R R e 3=+l

Conformément au  cas bidimensionnel, on se résigne a résoudre numériquement
le systéme linéaire discrétisé. Cette fois, les termes du premier membre sont
des fonctions cylindriques et on utilise leurs relations de récurrence (49)

(\fd = Lﬂf/z i K°“’f"') I' Be) =@ Talth) I Pr
2(2w) £ one + Tui\el)
4 . ’
- Xe
‘fw -‘2—(3\;)1/" Wf") et ) Ka loBe)
(e" ;ng)me ‘\,KU”Q) K“ubf)z n %‘-’v——'-\(n«wﬁ')

- cas général

I1 est intéressant de souligner que ces relations sont valables quelque soit
la forme de veine.

- Veine circulaire

Les conditions aux limites se réduisent de méme & un seul terme relatif a la
singularité modele qui est le premier ou le second harmonique d'ol :
O, te,r,e) = Ml x pre) + A a6 Tippr)

.1 ie® “G_ 9 '
¢ en r=v (s, - 120 S ALOIE “’[zun\’“ A 'E%r—)g"‘(°] - E‘[z::a) AR 2em) MK'J

Az\ © 1?3 M =i 4fa$wék. 3_;54%%9 j
10) 4w [Ii T\W |=-i¢ P R ¥,

relations qui se 51mpllf1ent en :

o )] Tgpr + £ 7, lf“'*’l "'ESTT)%”' me)kufpec) o Bk o]

(aw )V 2

Az‘ \P)ir wr".“) e !3(1. - I N%ro)l Siﬂ S‘K‘Rﬁl‘u)f ”(_?‘_\L__‘i;&::a)_ ;T{& k;\f‘ﬁv‘u)]
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- Veine rectangulaire

La méthode de séparation des variables ne se généralise pas & un caisson
rectangulaire de longeur illimitée, car aucune des solutions particuliéres
(ot N, aim Mo, M ou <™  ne convient. Ceci signifié que la fonction n'est pas
développable en série double de Fourier comme on le précise dans (1). Cette
invalidité de principe est levée si la veine d'essai est schématisée par
un parallélépipéede de dimension bornée. Cette configuration plus réaliste
fait intervenir les condtions aux limites sur les bases du parallélépipéde
(en x=-0,0 V;$V§) qui se rattachent aux conditions réelles d'essais. La
méthode préconisée présente 1l'intérét de ramener la détermination des coef-
ficients des transformées de Fourier & de simples quadrateurs grice a

1'orthogonalité des solutions particuliéres.

Une autre approche plus classique consiste a reproduire deux fois 1l'étude

de la veine & parois verticales pleines :
2
2 b “f, Algf| é ‘nh

+ =0
(5 é_x A 3:: ‘)é:.
¢, = 0 n '3:1’2-
¥, 4 3% 39 1 3%
1 2 P LI - wm: 4 21 ~2 n = Q\
> ig'?i:.* A;?u - {-‘-{;; -0 de T Ry }3 T Jg R
[ q."k 3 ‘e‘ P ;em =0 2N O T ~de
Q(Q,,*t{?m;) * & (‘Qu*ffmz =0 en;—*& é_f'ﬁ-;= ‘;é"?‘n =0 en o = r3e
PES v dx x
g(@l::‘#m\.) + :“ é(qnz ""‘Pﬁ\»l -0 3“}=IQ\ + GZ .)‘;(jt - 32‘-&_ - g;:l =O
!f,,‘l'_- ‘fiz =C RN X = -2 ;‘P:. + ‘3 éq‘ - J‘fﬁz*- J"?‘“l ewn 3:1'2'
a“fnz - é‘f'}._ ‘)‘?m. I, 2 -~ R' 3‘3 3& bt 69
(i et e TR ¢ =0 en 3=t 8
‘?’- = ‘fmz en X T - >
tf:.__ J‘fm; -0 en P = D2
Jae T 9w

I1 est immediat que ¢, = ¢ vy, est solution du probléme initial. Con-
trairement aux cas de parois verticales pleines, il n'est cette fois-ci
plus question de potentiel d'une file infinie ( ¥ ) et la premiére condi-
tion aux limites porte sur le potentiel au lieu de sa dérivée normale.
Cependant ceci n'introduit que des changements de détails. -

‘(’-\"';):.3) = Y‘\ "3)+£[ Qilxin,3) mz“*‘ LF] +‘f (X, “;J)ML—‘JJ

Y

La suite du calcul reproduit celui déja effectué a la différence prés qu'il
reste encore a exprimer les transformées intégrales des développements de
., ©en série de Fourier suivantqurY” et suivant 3opese o
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CHAP PARDIS  ADAPT ABLES

I) PRESENTATION

- L'idée ancienne (27, 52) d'annuler les effets de parois en les déformant
suivant une ligne de courant calculée & priori fut abandonnée face au manque
de fiabilité des résultats obtenus. Les performances des machines & calculer
actuelles et la découverte de critéres adéquats pour déceler l'adaptation
des parois expliquent le déploiement récent de cette méthode absolue, ou la
présence de parois n'influe aucunement sur le champ de vitesse autour du
modéle. L'idée novatrice de parois auto-adaptables apparut simultanément
dans deux publications (8, 9) bien qu'elle germait dans d'autres centres
comme le dévoilent les notes internes de Monsieur Chevallier. Elle consiste

4 mesurer les composantes pariétales de vitesses et a détecter l'adaptation
par détermination des écoulements "virtuels extérieurs".

Prolongons analytiquement 1l'écoulement dans la veine schématisée par une
bande infinie a l'extérieur de celle-ci de sorte que la condition d4'évanes-
cence des perturbations a 1l'infini soit respectée, Le potentiel des vitesses
a l'extérieur des parois haute et basse est fixé par la connaissance d'une
des dérivées partielles a la frontiére (ceci sera explicité dans § II).
Ainsi pour les écoulements imaginés, l'une des composantes des vitesses aux
parois est liée a 1l'autre composante. Si l'on identifie pour chaque écoule-
ment les composantes verticales de vitesses aux parois, il est improblable
qu'il en soit de méme pour les composantes longitudinales mesurées et celles
calculées par les relations fonctionnelles de 1'écoulement virtuel exté-
rieur. Si cette cofncidence surgissait, 1l'écoulement interne serait sans

N

aucune restriction prolongeable & 1'infini ou les pertrubations s'annulent.

Ctest-a-dire que le champ interne dans la veine s'identifierait & celui
illimité et que les parois sont adaptées et sans effets.

Constatant générallement 1l'inadaptation gréce & ce critere, le second stade
du processus d'adaptation consiste a déformer les parois en leur donnant une
position ou elles sont présumées adaptées. Ce nouveau concept a suscité
plusieurs études et réalisations (10, 11) qui montrent l'efficacité du prin-
cipe d'améliorations successives et empiriques de la forme des parois pour
st'approther de 1l'adaptation. En quelques itérations, on parvient par diffé-

~

rentes techniques a une veine exempte de corrections.
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Un article récent (12) établit pour le cas bidimensionnel non portant, un
mode d*adaptation immédiat et sans itération par optimisation du procédé
itératif précédent., Ce résultat est presque aussitdt accompagné du calcul
des survitesses induites par les parois gréce aux mesures des composantes
de vitesses pariétales (13).

- Reprenant ces différents travaux, on précise tout d4d'abord un mode opéra-
toire indispensable pour assurer la convergence du processus itératif. Le
choix justifié du systéme d'adaption s'est porté sur les lames flexibles
déformées par des verins, Le positionnement optimal d'un nombre discret de
ceux-ci est décrit au § III. S'inspirant de la démonstration (12) on réta-
blira de fagon naturelle la méthode d'adaption immédiate et on l'étendra

au cas portant et tridimensionnel & parocis verticales pleines (§ IV). De
méme en veine circulaire, une démonstration silimaire & (53) permettra de
généraliser les cas particuliers qui y sont traités. Ceci rendra en grande
partie désuet le schéma basé sur le calcul de 1l'écoulement virtuel extérieur

Cette étude débouche sur celle entrevue dans (13) de la détermination des
effets de parois a partir des mesures des composantes de vitesses pariétales
Mais ceci anticipe sur le chapitre des méthodes intégrales et il sera abordé
en toute généralité ultérieurement. Notons dés maintenant que son applica-
tion aux parois adaptables est instructif. Les parois cofncident jamais
parfaitement avec une ligne de courant. Toutes les études de parois adapta-
bles parues jusqu'a présent visent l'adaptatioen-exacte au terme de laquelle
les parois n'induisent aucun effet. A l'opposé de ceci, le procédé de calcul
des effets de parois & partir des mesures de pressions aux parois et de la
connaissance des vitesses transmises sur celles-ci permet de calculer les
corrections résiduelles en veine partiellement adaptée. A cette conclusion
se point le calcul immédiat par la méme méthode de la position adaptée ce
qui met en dualité corrections résiduelles et veine partiellement. adaptée.
Ainsi on peut juger de l'opportunité d'améliorer 1l'adaptation.

Deux sujets dissociés mais se rapportant a l'adaptation tridimensionnelle
sont ensuite abordés. Pour une veine rectangulaire, il est montré que les
déformations nécessaires pour adapter les parois verticales sont faibles et
réalisables § V. Conjointement si on conserve ces parois planes les correc-—
tions devraient s'amoindrir en adoptant celles horizontales. Or cette dimi-
nution probante pour eertains effets doit étre nuancée § VI.

II) ADAPTATION ITERATIVE
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Selon l'équation de continuité et ltexistence d'un potentiel des vitesses,
les composantes de celles-ci sont liées par les équations aux dérivées
partielles de Cauchy-Riemann. En bidimensionnel elles représentent une
condition nécessaire et suffisante pour que %$¥=vx-f§ soit une fonction
analytique. Dans ce cadre des fonctions d'une varialbe complexe, les for-
mules intégrales de Poisson expriment v, ou vy en tout point en fonction
d'une de ces valeurs sur la frontiere du domaine de définition. Lorsque par
exemple ce domaine est le demi-plan supérieur, on a :

\3‘ ﬁ. = QL ) Jv
/ plan des 3 J}i} B ;}n - _33_—‘—5?3—) A

J-Qéz' I <—>—w—=\i_:w

dv 9% b 3

Div ¥ =0 — J’:’ = —ﬁ_ dvec 3::\‘-33

Ve (%,0) comnu Cavdhy - Rizmann Comc Fion ,1“3\\1['(4‘0-2.
X ol o) LA

L e )= ey
!x-}!clf
3 \l.‘) = —' l; ) _L)z;‘_gz

Schématisant la veine bidimensionnelle par une bande infinie, ces deux
relations fonctionnelles définissent les écoulements qualifiés de "virtuels
extérieurs", 1'un au dessus de la veine pour x» &, l'autre pour x <-4

En particulier la connaissance de V3 aux parois engendre le calcul de v,
pour l'écoulement virtuel extérieur ce qui boucle l'enchainement itératif
des opérations d'adaptation.

. - . \n .
- Mesure des vitesses longitudinales et transversales V;) ef‘Ué

- Calcul par la relation fonctionnelle de “‘” pour l'ecoulement

N » . N in
virtuel extérieur d'aprés " (ou inversement de v’ d'aprés v

)

- calcul inverse par la relatlon fonctionnelle de ”fﬂ)a apres la va-
leur prétendue adaptée : o™ b)Y (ou inversement ™" =
%v“’ -l v “’) !

- afflchage de ﬂﬁ“ Y soit en modifiant lt'aspiration au travers de
parois ventilées, soit en déformant une lame Fflexible avec des ve-
rins.

Les relations fonctionnelles précédentes pour un demi-plan s'étendent au
demi-espace tridimensionnel (8). En supersonique une perturbation ne peut
pPas remonter 1l'écoulement et ses effets ne se ressentent qu'en un sous-
domaine limité en quelque sorte par les caractéristiques passant par son
point d'émission. Au passage de M =4 , les équations aux dérivées partiel-
les régissant 1l'écoulement deviemnent hyperholiquesou l1ieu d'elliptiques;

Et les relations précédentes qui relient la vitesse en un point & celles su:
toute la frontiére du domaine, ne sont plus envisageables car spécifiques
d'une équation elliptique. Ce probléme a déja été soulevé en d'autres terme:
(54). Une solution appropriée sera abordée au chap. IV (§ ¥ ). Néanmoins



—40-~

dans le domaine transsonique qui est mixte (M localement > ou <41 ), les
schémas aux différences étudiés derniérement conviennent parfaitement paur
détecter 1l'adaptation par un méme critére de concordance des conditions
limites. Ceci nécessite que les ondes de choc n'atteignent pas les parois.

2) Réalisation

Les deux techniques pour changer vy ont été éprouvées dans des instal-
lations pilotes. Malgré l'obtention de parois adaptées en quelques itéra-
tions, la difficulté majeure rencontrée réside dans la fidélité des mesures
En parols pleines la composante verticale est légérement altérée par 1le
développement des couches limites et les écarts de pressions entre les
points de mesures sont faibles. Au Calspan les mesures de vitesses trans-
versales au travers de parois & porosité variable et & aspiration réglable
sont particuliérement soignées. M&8me avec de trés petits capteurs (deux
tubes chanfreinnés) les techniques de lissage des mesures s'imposent avant
l'utilisation des relations fonctionnelles (11). La premiédre est celle des
multip8les qui se sert en bidimensionnel de la méthode des moindres carrés
pour ajuster l'intensité de singularités dtardre croissant. Une précision
acceptable en tridimensionnel nécessite l'emploi de distributions de sin-
gularités aux parois au lieu de singularités ponctuelles. La seconde tech-
nique est de lisser les mesures sans modélisation avec des splines d’ajus-—
tement, puis d'interpaler ces valeurs théoriques et d'utiliser les schémas
aux différences propres aux équations aux petites perturbations en trans-
sonique.

En dépit de ces précautions l'emploi de lames flexibles semble préférable.
Ltargument de l'absorption des ondes de choc uniquement par des parois
poreuses mériterait quelques preuves et il sfy oppose la turbulence et le
bruit engendré par les perforations. Sur le plan mécanique et énergétique,
il en va tout autrement. Au lieu de déclinométres, de caissons dtaspiration
a débit variable avec circuit secondaire, quelques vérins suffisent.
L'importante différence de pression entre la veine et l'emplacement du
diffuseur ou est rejeté le débit secondaire nécessite l'emploi d'un compres
seur de grande puissance. A 1l'opposé la déformation des lames n'entrafne
aucun dépdt d'huile du compresseur dont on se dispense, et aucune pertur-
bation par réinjection du débit auxilliaire. Et maintenant que la technique

commence a s'établir, on cherchera plutdt a »éduire la puissance en dimi-
nuant la section de veine.

La derniére imperfection en suspens réside dans la longeur limitée de veine
Un calcul basé sur une méthode de singularités (10) par exemple précise
qu'une adaptation sur une longeur équivalente & quelques hauteurs de veine
( 223 4) réduit considérablement (90 & 98%) la correction de blocage, il
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n'en demeure pas moins que les parois déformées doivent se rattacher au
collecteur et au diffuseur. Cet aspect de raccord mécanique envisagé ulté-
rieurement (3) en bidimensionnel est problématique en tridimensionnel. En

particulier le diamétre d'une veine circulaire devrait &tre variable.

Hormis ce probléme, les jalons pour l'adaptation tridimensionnelle sont
déja posés (8) et méme en transsonique bidimensionnel les résultats Ffournis
par les premiéres installations sont concluants. D'ailleurs ces parois
auto-adaptables servent a titre indicatif & simuler 1l'effet de sol. En effe
au lieu de déformer les deux parois en forme de ligne de courant, il suffit
d'en garder une plane pour simuler le sol et d'adapter la seconde. Quant a
l'extension aux maquettes propulsées et & grande incidence (11), elle sem-
ble prometteuse bien qu'hypothétique.

3) Mode Opératoire

e e ey . s S Attt e s e

Le choix initial d'un coefficient de relaxation R égal & 1 se réfere

z
4 une interprétation par des singularités (9). Mais cette indication qui
prétend que la forme adaptée se situe & mi-chemin entre vx calculée et
mesurée n'est fondée sur aucune justification théorique. Si en écoulement
i11imité les distributions de singularités w et w  sur 1'axe de la veine
induisent respectivement aux parois les vitesses “*z‘ﬁ et v, ,ve , si
de plus en écoulement confiné on y mesure v ¢&1£? , rien ne prouve que,
v, étant mesuré, on aurait v;_. S'il en était ainsi le choix médian se-
rait rigoureux. L'expérience ferait plutdt opter pour un facteur de + (11).
Des considérations plus physiques clarifient ce choix en indigquant aussi
comment assurer la convergence du procédé itératif. L'optimisation du fac-

teur Xk est reporté au § II.

Si vy croft en tout point frontiere, la vitesse longitudinale augmente en
conséquence pour l'écoulement extérieur, tandis que son sens de variation
est inversé pour celui intérieur. Ceci indique qu'une combinaison convexe
entre uw, mesurée et calculée permettrait d'atteindre l'adaptation. Afin de
préciser cette notion descriptive, décomposons la déformée en qunatre mor-

ceaux superposables dont chacun caractérise un effet particulier.

b
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vobation d'ensemble diver gence

Aux effets portant et de volume classiques s'ajoutent la définition de
ltincidence & l'entrée de veine par rapport au profil ce qui laisse un de-
gré de liberté dans le choix de la forme de veine. Les effets visqueux tels
couches limites et sillage nécessitent une divergence globale. Mais 1la
vitesse longitudinale de 1l'écoulement est peu sensible a un faible incré-
ment de l'angle de divergence € , contrairement & celui interne. Comme on
le voit sur la figure ci-dessous, le processus d'adaptation itératif diver-

ge pour le choix médian.

fn¢ . /V& Les erreurs de mesures et de discréti-
25531
_ sation cumulées par intégration des
AN pentes locales ( Vy ) n'assurent pas la
viebuel 7 \ v
2coviemen > . . . .
EEZE&? bonne divergence de veine, Ce qui indi-
dooo —" que que le processus est susceptible de
_______________ o ek .
P ? * \ diverger. En se basant sur la conserva-
eme Y & covlement . fm s N .
%ﬁ%» virbuy] s QE;;§9 tion du deébit, un remede efficace con-
§ Sisterait a préciser ltamplitude de la
déformée a 1l'entrée du diffuseur par
Diver%ame ) . . P
détermination de 1l'épaisseur des couche

~limites. L'extrémité de la paroi adaptable se raccorderait a ce point voi-
sin de l'entrée du diffuseur par une rotation d'ensemble.

III) POSITIONNEMENT (55)

L'équation d'une lame flexible déformée par des vérins s'apparente & une
cubique par morceaux. Car si l'appui des vérins est ponctuel, la dérivée
du moment de flexion M, ne subit des discontinuités qu'en ces points. Or
on sait de la résistance des matériaux que pour une poutre élastique fai-
blement déformée :

Y M, . T Yodule de \[90-“4

T Mowmeat d’ T nerbie
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Entre les appuis, la lame ne regoit aucun effort extérieur, si bien que le
moment Yy varie linéairement. D'ou le résultat avancé : 4 ast une cubique
par morceaux. De plus au niveau de chaque vérin les cubiques doivent
stidentifier jusqu'a leur dérivée seconde car M, est continue. Ces cubi-
ques raccordées ou morceaux de polynomes sont & l'origine de la théorie de
splines . En effet si 1'on cherche la spline minimale, en premiére appro-
ximation, de 1'énergie de flexion d'une poutre (M?1fﬂ:\x)&x ) on démontre
que c'est la cubique par morceaux passant par les points d'appuis fixés.

Evidemment la position souhaitable pour les vérins en vue de respecter au
mieux 1'équation de la déformée dépend du critére de meilleure approxima-
tion choisi.

a

soit f) la déformée a approximer
S ensemble des splines ou morceaux de polynome

-Cherchons la cub%gue dont la courbure s'élatgne le moins de celle de .
Fes - j (T - Foo) dx = ooy (9a) - o) d=
x> S

On sait que c'est la spline d'ordre deux interpolant ¢ en chaque noeud.
De plus toute spline différant de celle d'interpolation par un polynome
du premier degré vérifie cette propriété optimale. Ceci signifie que si le
vérins sont positionnés dtaprés la déformée en leur point d'application

et si 1'on impose les conditions de raccordements introduites, la forme de
la paroi est optimale au sens de la courbure. C'est la méthode de posi-
tionnement la plus simple.

- Adoptons la norme de la convergence uniforme pour une fonction continue
3 valeurs réelles, définie sur un intervalle réel, soit Fe CLT).

“?- r” = ”:':’;IFW’”I)'

On cherche dans 1l'espace des morceaux de cubique $ qui est en sous-espace
vectoriel Ffermé de dimension n de C{I) |, celle qui minimise la norme pré-
cédente. Comme il existe un seul élément de S interpolant une fonction
guelconque en n points (condition de Haar), 1l'approximante optimale ¥ est
unique. D'aprés le théoréme d'alternance cde Tchebycheff  une condition
nécessaire et suffisante pour que T soit la meilleure approximation.

est qu'il existe n+i points tels que :

)= Fe)l= [6-F]
Flu) -F (i) = - il )+ Tlxin)
Soil . 67; 4 4, ... ,n une base de S

3 4 .
QAT @X emele *r; H\acruiw.

U:lgi)z

4 S 1:6
o st i)

. » . § . "
cu 'a,' somt lesg ecm\'s de ¢L4>(onhv\u.“¢l fow -J.Wu») de g

Nr o) = ZT Ay Tix)
“=
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La détermination de la spline optimale revient d'aprés cette caractérisa-
tion a trouver & 2t x; tels que :

" .
principe d'alternance > %y 75 i) = Flu) + -1)¢ s= A, -, nad
.":‘

minimiser P = few) - Txs) ) \g

Ce probléme se résoud numériquement par l'algorithme de 1'échange de Réwmds
adapté & C(I). Il importe dans cet algorithme de prendre une base de
spline convenable. La base T utiliséé dans les démonstrations théori-
ques est inadaptée car tous les coefficients de la matrice 7 (xi)sont non nul
ce qui nécessite l'inversion d'une matrice pleine. Au contraire les splines
a support borné, c'est-a-dire non nulles uniquement sur un intervalle x__,
X s fournissent des matrices bandes nettement plus simples.

- La meilleure approximation au sens des moindres carrés différe des pré-
cédentes mais elle est préférable & celle au sens de la courbure et se
calcule plus rapidement que la derniere étudiée. En effet le nombre de
vérin étant petit, les systémes linéaires 2 inverser sont de petites tail-
les (ordre de la dizaine), Et les problémes de conditionnement de matrices

A

propres & la méthode des moindres carrés (51) ne sera point crucial.
Dtailleurs l'appreximation demande peu de précision car les vérins pos-
sédent une certaine précision et la lame ne se déforme pas exactement
sous forme de cubiques par morceaux (efforts dus aux différences de pres-
sion veine-caisson, approximation de l'énergie potentielle de la lame). On
se contente amplement de cette méthode. '

— s . 2
\\@ -7 =I§m)_q‘—u)) dx = v_n:«s«j(m)- i) dx
ow sous fovma discrdhisde » * =

L _ o .
2_\_‘((9(.‘)—7‘&‘)} = mz};(ﬁx;)_r(u))

BExprimons g dans une base 7 de S et résolvons le probléme continu de mi-
nimisation sans contraintes :
;)

F :qu-‘ n

e Z A T Gigde = T () Flx) dx Yh=0,4,-—n
Jhe-7h —~ &
JNr-9 " o = /

PETH T
osons
P by - me) g max
T

c; ._.J T () fFix)dx

z D
I1 suffit de résoudre le systeme linéaire : } &q“ﬁ = ¢ i=04,.----,m
d‘:O
Ici aussi on a intéré&t a choisir une base de spline & support borné car
dans ce cas : . (=94, ..o, n
Q’\;é =T Y ‘x—“\ >3 §=Dl'i, _____ n

Aoz

J UE.,\’L) fo0)dx = '-T;U’\) flx) dx
E3

-2
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Pour le systéme discret explicitons directement le polynome recherché sans
passer par une base. Supposons que dans l'intervalle L§“,34] , la déformée
soit une cubigue ; s'il stavérait que mécaniquement le raccord au collecteur
corresponde a un encastrement, il faudrait un polynome de premier degré sur
cet intervalle (&, =0, =0 ). Comme la fonction Fiw) ci-dessous présente

une discontinuité de la dérivée troisiéme égale a un en Yy: et que toutes
ses autres dérivées sont continues, la spline s'écrit :

£, [\3) :Q."“QL = Q‘_g") s 1>y
) 9 LJ
=) Z__“ g - —-Z—_i -3,

Pour minimiser la fonctlonnelle dlscrete, on stipule que ses dérivées par-
tielles par rapport & et d: sont nulles .

2.
F- r??";{"x,) -Z *e ‘-—7_‘4(1 - j
.31’_:_“_,0
e)«. S

soit : Z—_u Lx - .._Z:A z_ [x‘-g Z’“ G(xa) b= 5123
’f\__A Z"‘e -4§) Hao- o)~ }: Z" bxg - :)n..)\, L_\xq 3;..) Flg) k=t o-n

Si la lame est encadtrée aux deux extremltes on se raméne & un probléme sanc
contraintes en substltuant d. et d., dans la fonction & minimiser :

zz: A = Z:: A: x; = (s

iTo izt

La détermination des coefficients de chaque morceau est envisageable par une
substitution fastidieuse et inutile.

- Les trois normes précédentes se généralisent si l'on formalise les con-
traintes mécaniques, par exemple limitation du rayon de courbure de la lame
pour ne pas dépasser les efforts admissibles. La spline d'ajustement aux

n points de discontinuité représente un compromis entre l'approximation au
sens de la courbure et la minimisation du saut de la dérivée troisiéme en
chaque noeud :

j icrp.)- FlX)X dx +\<Z lvu*)— T -)l ““”‘J{TM- F(x)] dx + \<Z_ Io’(x A )1

B
izt

A

Les deux autres méthodes se rapportent & l'algorithme de Rémes avec
contraintes et aux algorithmes généraux de programmation quadratique avec
contraintes (67).
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ITI) ADAPTATION TIMVMEDIATE

Q)Bidimentionnel non portant

A

Cette demonstration s'apparente & celle de Kraft et LO (I2) qui sont
enclins & l'utilisation des transformdes de Fourier,
La nullité du Laplacien se traduit dans le plan transformé pars

‘ Birt) ) -Bei 3
ey - L [he hpey) by shipgy]= LU ) Pt Y0P

-En écoulement illimitd 1'évanescence a 1'infini implique:
Me) Bh‘l}

e
-Bi713
3‘\’“’:3) - Rp)e
dx

Mp) =-8() —s $103) =

-~

s o) =~ B
BIPl3 les) =-S5 V-l03)

B?f \M) - - -P? A”)e
33 If\
Cette dernidre relation ramende dans le plan des (x,g)reproduit les for-

mules intégrales de Poisson.
-En écoulement confiné et pour le cas symétirique nonportant considérons

que Vz(x,0) est invariant ce quisexplique par l'ine x istence sur l'axe de
la veine de vitesses verticales induites par les parois.Admettons que 1l'on
a de plus mesuré v.” (x,h).Il est alors loisible d'exprimer A(p) et B(p)
d'aprés ces deux conditions aux limites Vz(x,0) et Vx(x,h).Le potentiel
transformé ¢ étant connu,il s'en déduit la condition aux limites Vgtx h)s.
La velation fonctionnelle de 1'écoulement virtuel extérieur 1llim1te Tour=
nit la valeur conjugude Vx(x ) dont on dédult la valeur Vx(x'h) 4 affi=-
cher & 1'étape suivante du processus d'adaptation itératif.Si l'on suppose
gue cette valeur présumée plus proche de l'adaptation est reallsee avec
exactitude ,les uBmes deductions que celles ci-dessus procurent Vx(x h)

et ainsi de suite,Sous cette hypothése la methode converge si Vx(x h)

tend vers la valeur en écoulement illimité lide & Vz(p,o).

e % (0 = % (g € ;o

m — OO (3\‘0‘

L'objet de cette étude est doublezsavoir sur quel intervalle de valeurs
du facteur de relaxation A 1le processus converge,optimiser h pour adapte:
en une seule itdration.

F1e3) = £ Lh) Bipeg) + v iee)]

D e . %, 0e) = - _\‘:_\"; Bie)
T M = ap) (Rieph) + £ o) hpek)
seib : B\) :—'P by ©
; o vy )
(Xipek) P e vy e

\H
I s'ensuit:

o) = ik Bl g0« ale)
LQ[[&eQ\)
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pour L!'dcoulement virtuel exterieur on a:

Tb) = 2P D ian) = - L Bieed) v g 2 vylee)
=02 = 75 3R ) \#h e v teh) - Bl (Bopyd)
Chaque itération se caracterise aimsi par:

T8 = - o L) o+ —f D)

) = - B i) T+ ey

Sl = R <R R e

-0r se propose de démomtrer par recurence ques
ael .
“)WI b = 'V(O:\?;Q»)rK - i < 3\?‘) i- K
B e} O pen)” 1-K
avee K= 4 -kt < Bpan]

D'aprds les relations de récurrence on a:

(i) PN i? 23 Xn)
: 5 o ___2\_}9\\; %) St i Vs ‘) 1-b),
v, (p%) S_ (B1eh) 5 TR wrvovi )

. A
= K ;ﬂ(") ‘_p‘i hd =041, .-~
YT YYD vn=ah

Coanme la relatiom znnoncde egst exacte pour n=0,supposons qu'elle le soit
3 q

aussi pour n,on em dédults

“

Y nad
A:l;,k) _x X ;:J \(“‘4. i vy Wee) l4_-'( ;;‘_ ,‘9\\? vy
pipl  dh{den) 4-¥ Prel ((Bek)

I1 s‘ensuit la validité de la relation avancée quelque solt m,

~Quand m erott 1ndefln1ment K tend vers zero si \K|<4 d'ol:

™ “ ey 40
o ’\J" le'&)s 'L; LU B\“ &lbfo‘) 4-K

D'aprds la definition de ¥K,il en découle la comvergemce du processus sur
1'intervalle suivante

A ) P - ’B\ﬂe‘
L r =2' f A
B TR = A o)
ow ¥ 2"\& -_"—L
? ] 14 Apink)

Au lieu de choisir k quelconque,prenons le tel que K_o-Ainsi des la

preanidre 1teratlom on parviemt la relation en écoulement illimité.
C'est & dire que vx(p n) et Vz(n h) en écoulement illimitd s' exprime direc-
tement en fonetion de Vx(p,h) et Vz(p @) .Le corollalre de cette conclusiom

deoasse la simple optlmlsatlon de k puisque Vz(p h) s'exprime aussi en
fonetion de ces valeurs limites.Ainsi la connaissance des deux coamposantes
der vitesses &4 la paroi %;)(p h) et %;‘(p h) procure d'une part leurs va-
Teurs parois adapiées et d'autre part Vx(p O) sur l'axe de Ia velime,.3i la
composante longitudimale au wméme eaplacemernt | z (p,O) er scoulemsnt 11li-
mité lul est soustrait,on obtient les vitesses résiduelles induites.Par
ce biais monateur on accédde aux corrections résiduelles veine partiellie~
ment adaptée.Bn outre celles-ci et les valeurs aux parois adapiédes sont fon
-ddes sur les nBmes mesures.Et le coneept de calcul d'écoulement virtuel
extérieur devient ddsuet vis avis de ces relations rigoureuses.

~2vh (p)
p‘wh = 2 = 4 ++ < )
4 + thoplae 2
A %) if —?‘30\\(" ,‘\‘D) \N V (f e\)
v e gt v e )%w&h\i ) —

* parye svivanbe
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“ S% P\ ~d
At) ey Sek) i -z ek
'\T; \?,Q‘) - laj_* (4 ] —Z\T‘L ) & )

1

- A At o yol A
s \pe) = V\mw-ﬁﬂw) a\ﬂi C)-—mgtm%}

2) Bidimensiommel portant

TA dewmonstration précédemte s'étend par symétrie & un profil bidimen-—
sionnel portant centrd dans la veine,Subdivosons cette étude en un probldus
portant et d'épaisseur.Pour un profil syméirigue les composantes longitudi-
nales Vx{(x,z) sont identiques en des points symétriques par rapport a Ox e

* -+ 1 rAd . - .
inversement pour Vzs o ,3) paire en z

vy (0 3) impaireen z

Cette configuration se schematise par une repartltlon de sowrces sur
1'axe qui correspond aux discomtinuités de Vsz(x,0) ou & la pente du pro=-
£i1 dans l'approximation des profils minces .D'aprés la symdétrie de ce
probléme non portant on se contente de definir le potentiel des vitesses
dans le domainme z %° avec une condition aux limites imvariante quelle que
soit la veine d4ventuellement en voie d'adaptation Tz(x,0).Puisque Vsz est
jmpaire ,ceci revient & se donmer les discontinuités de vitesses iransver-
sales sur l'axe.

Tes effets du sgueletde se conjuguent & ceux du profil de base symetri-
quesles r8les de Vz etVx s'inversent,Au lieu de discontinuité sur Ysz(x,0),
11 s'agit de discontinuité sur Vx(x,0); d'une répartition de tourbilloms
au lieu de sourecses,de fonctioms paires au lieu 4'lmpaires.Selon ceite
dissociation des parités décomposons les effets portant et dtépaisseur

de la faconm suivante: //, /7%?2%3/7 7 , Wﬂzﬂ)=%ﬂﬁwﬁ0wgprkﬂ
| L% 0= {7 bt - ot ]
L
e lx, Q\

LTI //}///////////////////4 / | |
DN =0 ’

r"s'x(xl'g‘ = Yoy ( D‘ )

7 ////////}/ 77777777777 5y o == vy ()

— - — G~ —- = Wt i s s, [retcR) =2 [ Selnd) 5 (5, - #1]
| , )
T ////////// 777777 A= | Lot208) =4 o ) -0
/. 1111777 _-__-_,r:\' .
v, Q:;,VPA) 3’ ,‘e&) o

1

W)= - v, (& 4)

7, /////////////f/ I /L;" )= % oA

Soit la décomposition en deux problsmes similaires:

Bz
Ny s o v,Rfonction paire et Vsz(x,h)fonction

© (x,= ) &-w 2y ~\\*\\\\\> bepo=o impaire connues
connves (yu;omctlom impairs et V z(x,h)fonction

Paire connues

% pour h elevé on retrouve pratiquenent le facteur % de{(9)ce qui est prévi-
sible.
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Torsque le profil est symdtrique on a montré que sur un intervalle asse

large de valeurs de% q Fwet vz (x, h) tendent vers cellss induites par une

répartition Vz(x,0) en escouleuent illimité,Pour awﬁ on irouve immidiate-

<

nsnt Vg)(x h)etvg)(x h) induits par les singularitds représentatives du mo-
déle ,En reprenant la démonstiratiom précédente dans le cas portant sans
épaisseur;on a qualitativement les mBmes rdésultats,mais en swposant
connues et discontinues non _ olas Vz(x,O) mais Vx(x,0).0n exprime cette foi:
ci }E’(o,a) en fonction de Vx (p h) et Jx(p,o)

I1 importe aussi de remarquer que le passage par les conditions zux
limites sur l'axe de la veine n'est qu'une coumodité de calcul proche
du phénoméne physigue car la décomposition en fonciiom paire et impaire
n'en dépend pas.Cette extention originale au domaine portant ne nécessite
pas de développements supplémentaires d'autant plus qu'elle sera précisé

et gdnéralisde par exemple aux profils exentrds au chapitre IV § 5

3)Veine rectangulaire i parois verticales planes

Par décomposition de fourier suivant y,L"etude de lIa veine rectangu-—

laire & parols verticales pleines se raméne 2 une série de problemes

bidimensionnels. 4 _
& ey = ;_'é-[mn\ R+ an\x)%(\a)]
avec >\= [32?1*- 'ﬁl‘—z

e.t

Ia connaissance de deux valews aux limites,par exemple Vz(p,n O)et
Vx(p,m h) quelque soit n,fixe An\) ot 8, u\ On en tire Ies expressions de
%EAp,m h)nth (p,1,h) en fonction de Vz(p,n 0) et Tx (p,n,n).Ta démons—
tration bidimensionmelle se généralise alors en remplacant Rigy par A
quelque soit n.Néanmois il est ici question de potentiels périodiques en y.
Les discontinuités sur l'aze de la veine correspond & celles d'une file
infinie en envergure .En outre lorsque les parois hautes =t basses sont
adaptées,il subsiste toujours 1l'effet des parois verticales i moins de
"suradoptertles parois(chap IV § 6)

4) Veime circulaire
Pour achever cet apergu de la convergence tridimensionnells,dlargis-

sons notre champ dYapplicationm aux veinmes circulaires.La démonstration

qui généralise les résultats de (53),ressemble & celle hidimensionnelle
hmormis 1'introduction de fomctioms eylindrigues engendrées par le Lapla-
clen en coordomnées cylimdriques.Or pour ces fonctioms seules les condi-
tioms aux limites conmues sur un arcle de cercle (r=w ) se traitent
facilement.L' indétermination des fonctions de Zessel de seconde espéce

( Xn) sur 1'axe (r=0)incite 2 admettre I'hypothdse maitresse de cette de—
monstration qui réside dans la constance de la dérivée normale*du potentiel
sur un cylindre de révolution de faible rayon v quelque soit la forme

; y -~ S . /o ) )
Cernt (‘em?'ue I iavaviance  de uslx,o) en bidimensiennel. Lo dagivee tbn;enhg\\( v

c\\n\‘ln. i intecduseailr A e L mewmea F&gon ¢



de la veine, 2
(Voir p.3%)

\
dve C W= B?r
b on %(e.w) =.i—[“n(!’)1l (7)) & Bu(p) K (b g )]
-Bri écoulement illimité 1'évanescence des perturbations a 1'infini
implique la nullité de An.D'ol:
§ene) = Bk ser)
R ¢

M = B.ip) \(.‘\B(*) ) 5 Ko (Ber)

3

EES R G,'. ‘v"\\): —_— yHn
éj (prmr) . i . BRalber) % (€ )
._Lf_a_?* = AN B.,(?)K-,\lﬁf“)

~Er écoulement confimé admetions que 1?‘") (xR et V(2,87 ) solent fixédes
et qu'a chague itération on sache obtenir exactement par réglage:
U,’:M(x/@ k) —Q.,\vm'\) e &) (n-~)
Reproduisons le schdma de calcul bidimensionnel.
Tr PR) = Aup)TalPed) s Balp) KalpR)
E o )= =B [Aae) JT, (B ere) + Ba ) Ka B 7o)
Par élimination sucessive et en allég ant l'expression en dcrivant
In ou Kn(R) pour Im ou Kn( g¢R ),on en tire:

-

Anlp) = . is\K'.(ro)?r,:Mm ¥ KoR) T ()
‘P, Ko) T “’\) - T,te) Knm)

Batple- 2 B »Uv) “(R) + T (K)vm)
B K t-o)I,m) -T {r)KnLR)
)

v, \h) = D 3 [T, lvaK (R) = TulR) Kl (v0)] +v1r.)[gm)\< ()= (R) K, (A)]
K \"0) Th[k) - I l"o) kh \_'\)

D'aprds le schéma d'adptation itératif on a les relations de récurrences

’
=X 3 X n)
v, (enR) ::.—k"’l_p\) v, IR}
& KwR)
ﬁ\"*\) 2 )7 o 2w
v (e A) = v, (n) + =) 3 R)

x

n)
D'ol la relatlon de récurrence propre 2 vl LYR

2 ine)

v, (pvR) = ;r? )| Tk 2)-T WK,
KRk, u.)r.m) I..("o)Kn‘“
=n) Ka) (fe)K ®)-T r'r>
+ % Mh%i Ap-L = I et L i
& Wa(R) Kulre) Tu (R) « L, |7) Ka (R)
)
Posons: K o 4 4 ol ToAe) Ky (R) <T(A) X, 1)
KnlB) K1) T IR) =T, (1) K, (R)
gui s'éerit aussi: 1)~1R) T 1k ,
W T K ke - Thie ke
kn\&)?kf/ Ty KalR) 3, (R)KLU) =T () K (R)

Ia relation de récurrence se contracte en:

D) 2 =
v,:“m)='_‘)”< K"‘” U lo) + (1= Q“k”’ \*)

Y (-‘o) %
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Déoontrons par récurrence la relation suivante:

= " = ~ )
") = LKW gy (=) 3 ) 4 0= 2K BT
(BK (e) ™

Pour m=t c'est directement la relation de rdcurrence.Supposons que cetie
relation est exacte pour m=-}) et wontrons qu'elle l'est aussi pour o
ce qui achdve la démonstration.

T SRR 2 “){ k“m{‘- TR e ‘“}
& Kntrs)
o _dKeta) T m),{ﬁnKi—l*-ﬁ"“)[i-(i—kK)M” + u—“f‘@“’m) Ga.Fb.
&Ry 100

—Quand @ crott indéfiniment (4 - =k ) +tend vers zéro sil|i-kk1<44 Drous

. j“‘) iKaibek = 2 .
G o enh) LY WA (4-0Y%,1n) - 0.2 (R}

YW = Jer %k,“ l$fv'°) r ‘B
ove)
sacib ¢ =X ia) ; Ka (BeR) X KlB?R)K Bera) \Bfﬂ)
“ﬁ (enk) = i;;%;;:%—%th"wq V9a9§o,2. Beee)
" KalPpR) 2R t“‘“P“’ - T 3¢

Ia relation obtenue par passage & la limite caractérlse l’ecoulemvn
1i1limité. S 1'on choisit en particulier ﬂ~=.1? on aura adaptation dés
la premidre itdération ce qui étend les conclusions étabIies en bidi-
mensionnel,

IV) PAROIS VERTICAIES ADAPTABIES

4" )obiet de 1'etude

Tl serait bien slr téméraire de projeter sans circonspection l'adapia-
tion de parols verdticales.Car avant d'envisager une installation aussi
complexe,il convient de s'assurer la mafitrise des parois horizontales
adaptables,2t ensulte d'apporter quelques arguments sur le bhénéfice
escomptable. Hormis la complexité technique d'une telle réalisation et la
diminution chiffrée au ¢ V des effets résiduels de parois,encore faudrai:
il d'une part définir le mode deraccordement wécanique entre les quatre
parois déformables et d'autre part & s'intdresser a la réduction plutdi
1llusoire de la discordanee des mesures entre les différentes souffleries
qu'engendrerait ce raffinement onéreux.

Malgré ces préliminaires pratigues , on se propose de montrer gue
les déformées de parois verticales seraient faibles et rdalisables.
Sur le plan du blocage de velume et de sillage, l'axisymdirie des singu-
larités (Ox) ndcessite des déformdes similaires pour les parois verticales
et horizontales ce qui déflore le sujet ;Néanmoins une suradaptation dss
deux parois déformables compenserait l'effet des parois latdrales(chap IV
§é).Seu1es les conséquences de la présence d'une nappe tourbillonnaire
s'échappant du bord de fuite sont difficilement palpables. Et cette dtude
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stadresse uniqueaent 2 cet aspect spécifique de l'effet portani, Le moddle

[N

portant sans epaisseur est schdwatisd par un tourbillon semi-infini en fer
4 cheval 4 circulation constante . Ce sujet n'étant abordé qu'a titrs in-
dicatif on se contente d'un seul tourbillon au lieu d'une distribution
en envergure car il fournit une borne supérieure de vitesses induites au
voisinage des parolis verticales .En outre on néglige la déflexion de lza
nappe tourbillonnaire crééepar les interactions mutuelles entrs le segment
porteur et les tourbillons marginaux semis-infinis.Cette appraximation es
confirmde & postériori dans les exemples numérigues envisagds . Selon ceti
schématisation élémentaire,les lignes de courant s'enroulent autour des
demi~droites tourbillonnaires .Cette forme hélicoidale de parois diant
irréalisable,on se propose de montrer que pour une confizuration rdaliste
cet enroulement n'apparait gqu'assez loin en aval du profil. Ceci signi-
fie que le concept de parois verticales adaptables n'est pas utopique et
conjointeament que les déformées restent petites,

3
ARV ERV RN
\\\\\ \\\ O
\\V‘ \ \\‘ \ \ \ V\\ \\v. ’</ \
{
s
A

2) Mise en oeuvre

a)Formulation

L'equation de la nappe de courant s'appuyant sur la droifte (s=->, y )
provient de l'intégration des relations différentielles exprimant la pro-
pridté intrinséque de tangsnce entre la vitesse et une ligne de courant.
La section de cette nappe par un plan horizontal (z=k) se rdsume 2
1tequation: 4y Wy

dac _-G:T‘l—,:

Ia seconde équation nécessaire pour definir une ligne de courant ne
fournit que son ordonnde initiale 3, @n“w-*zyo) dont la connaissance ne
présente aucun intérgt . La formulation de vitesses induites par un tour-
billon en U d'envergure s pour une aile d'allongement A et de coefficient
de portance &, est reportde en annexe®. En variables réduites repdrées
en les surlignant,om aboutit au problzme de Cauchy unidimensionnel:

(-zf‘g { 1 = 4 }
- S|4 + - {4
dy . Flgy) = Lok (P \‘j*i)‘[ \,F:L;g‘uw)‘} 3‘*(3‘-5)‘1 e (§-3)°
c\‘; 3, A

3y 1 +T E‘—T

4 -« % = —_—

‘ W h Vl'xzv-31+(3.“zgi \[;2*3),1_ l’j"?)z'}
Avec les ¢3¢A me bees ’3': 3/5‘ , T =19 , T = a—/b

et Nes vavisbles g= 3o , £=%/
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Pour concrétiser les ordres de grandeur , on prend pour références les
maquettes dtalons ONERA (il M2 etil3) placdes dans la veine 33M, 2 une por-
tance supérieure i celle de croisidre. D'ol les constantes:

B4 ¢ peve M3

%et-34 A= ) 658 peor M2 CpL=-6
512 pour 1 1FA

Pour des essais courants , l'envergure des maqueties dépasse rarement
de beaucoup la demi-largzeur de veine, La valeur extr8ne envisagde est

A

Peu réaliste,mais elle permet de déceler le ddbut ds 1l'enroulsment de 1a
nappe tourbillonnaire, Ia distribution de portance sur une aile d'envergu—
re limitde avolisine celle elliptique d'une aile de trainée induite minima-
le plutdt que celie uniforme retenue, Il serait plus exact de limiter ce
tourbillon qui s'étend sur toute l'aile et qui donne une majoration des vi-
tesses induites,au centre de gravité de la répartition elliptique situde

a 3u'r”Lv 13#) {44} de 1'envergure ce qui atténuenit les déformées,

— e e

Le point de départ de la ligne de courant pour lequel ¥=1 est rejeté a
1'infini amont. Numdriqueuwent czsci s'interpréte par Ie choix d'un point
initial a4 distance bornde ce qui revient atronquer 1l'intégration., Sinon
physiquement on cherche la nappe de courant se raccordant & la sortie du

-

collecteur & une abscisse & distance finie - X- <
= ~%
4y . _ * .
‘L—g—z F(‘qa) e '3-'39 =J F\i’\s)dx’ =j (1,3)([3& +JC(1 J)
e [ d -%

On se propose d'évaluer l'erreur de troncature qui correspond & la
déformée en - X pour le probldme thdorique . La perturbation longitudinale
est faible devant la vitesse de référence (% <<% ), De plus les pertuba-
tions provogqudes par le tourbillon en fer ‘2 cheval sont faibles loim en
amont; Bt on prévoit que §* F varie peu dans 1' intervalle 1-, - %[
ce qui se confirme & postériori. D'ol l'intégration directe avec ces

approximationsse
4 +% = 4
5 T3 = T -
= - 6373 [f 4 i E3 \ 1 = A i
- = u‘{x.:: - I e - = 4 X  _\pdX
J ) Z\;‘ﬂm)“ VS 3R] '524.(1):}‘( vi‘-rs‘-q—{i-r)’)

e

D'our , — S 7
e 1= S ) A R

Cette expression dépend de ¥, 3 ef X ;Comne il n'est pas aisé de la
majorer mdme en %X=0,on détermine numériquement son waximum en Z pour
§=846 et différentes valeurs de X , A titre indicatif on fournit aussi
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la valeur de z & l'optiaoum,
fa petitesse de qes coefficients laisse présumer que cette estimation

X 0 -1 | -2 -3 | -4 |.s par intégration directe sera encore va=-

_ _ N ~
DY ax. | bat6 |60 |2.3400 |4.208 | £4510 | Lokyid

N i - - s1lide loin en amont de la maguette surtout
pour la moindre envergure (8=5I2). De fais

3 opr. <32 4.3 | 2.2 3 3.9 142 pour celle-ci,cette approximation est pré-

3

cise au centiéme jusgue A=-4;
d)_Résolution compléte_

L'etude préalable spdcifique que les déformées sont petites et con-
jointement que ‘s varie peu. Ainsi l'intégration compldte ne pose aucun
problzme numérique. Devant les faibles temps de calcul,l'algorithme ex=~
plicite & pas sépards de Runge-Kutta est amplement satisfaisant. Bt il sea-
ble inutile,ce qui facilite la programation,de l'accélerer em le prolom—
geant par un des schémas explicite d'Adams comme il est de coutume., Inteé=—
ressons nous plus particulisrement au pas d'intégration nécéssaire pour
parvenir 4 une prdcision relative de l'ordre de 10 . Au moyen d'une
borne d'erreur, il s'avére que pour le schdm- d'Zuler d'ordre %t,ce pas est
trop faible pour la plus grande envergure si bien que l'on se reports sur
1l'algorithme de Runge-Kutta d'ordre quatre., I1 n'est alors plus possible
de prévoir le pas bien que l'estimation précedente en indique I'ordre de
grandeur; Mails cette lacune se coable facilement car ces méthodes de
Runge-Kutta s'adapte bien au contr8le de l'erreur par pas.

~ilethode d'Euler

Si f(x,y) est Lipschitzienne de constante K ,une borne supdricure da
l'erreur pour la méthode d'Buler s'exprime (56):
EYEAPE AP P [\
ou Y (Zn) est la solution exacte & l'abscisse x,.
3“ la valeur fournit par l'algorithme numérique de pas h.
avec

K.k = .;‘__(a(x“.) 3(1.\}) - fx, ,alu)) %[F (x,,/a(x,\)H & .,9(1..) £ (Za ) )1 lg‘f/)

b

L'estimation de Kgré@ce i une borne de Fb est problématique car d'une
part cells=ci est non bornde & l'emplacement de la singularité tourbillon-
nairs et 4'autre part la nappe de courant demeure a l'extdrieur d'un
noyau tourbillonnaire. Toutefois la borne asymptotique de son rayon
4 4-7 procure une majorante de K, et de Kizuggf\ﬁk*c%} pour diffé-
rentes valeurs de S. Ainsi pour s’assurer par ces bornes supdrieures une
pricision du millisme,le pas doit &tre hogs v pour §=846 et h £.045

-Runge=kutta ordre 4

Ia minimisation du facteur K, dans lequel interviennent toutes les dé-
rivées partielles constituant iﬂg ,sur l'ensemble biparametrique 4'alzo-
oA
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rithmes de Runge-Kutta d'ordre ~uatrs est inaccessible, On opte alors pour
le schéma le plus usité: .
9\.-_ V\len,jn) h) D’lz :«Q\.F(“n"%:/an“"o—.k’-:) j B\a-_p\(;[’c‘.r%,?-r,;z) )a\,'= Rp(x,alg,ih)
bgn'z.j;.(a\.-vzgt'\z*Zﬂn;vau,)

s - . , . \
On ne peut evaluer une borne de l'erresur exprimds ci-dessous i3 cause de
s nc 2 . . . o

la complexiteé de K* . Toutefois la petitesse de ¥, permet de certifier que
l'algorithme est numériquement stable (56).
& 'y
P k‘
2 &
iz .
- L) x

K ’,_ E-x ) K,

\i[f“)-gwl ﬁ@ \Q

120

On s'apercoit sur la planche (1) que pour § = 846,1"enroulement ne fait

'

que s'amoreer a l'abscisse X=4 qul se situe souvent & 1l'entrde du diffusew

V) EFFET DT PAROIS LATERALZS PLANTS (23)

——
~——

f) Objet de l'etude

a) Interdt

Ia petitesse des déformées nécessaires pour adapter les parois vertica<
les laisse supposer qu'elles n'induisent que peu d'effets. Au lieu de coupe
-rer qualitativement et hativement par la methode des images les effets in=
duits par une simple et double file de singularités,on propose de chiffrer
avec précision chaque composante de vitesse ce qui présente un triple in-

téré+t.

~En présence de parois hautes et basses adaptées,ceci fournit 1l'ensem~-
ble des survitesses résilduelles engendrées par les parois vertiecales pla=-
nes.la confrontation avec celles induites en veine & parois ventildes gré-
ce aux facteurs de correction adimensionnds révéle 1'intérdt de cette adap-
tation partielle. C'est le seul élément qui sera retenu dans 1'interpré-
tation des résultats.

-Dans la néthode analytique le potentiel d'interaction se coampose du
potentiel complémentaire et de celui d'upe simple file infinie d'images«ﬁi
auquel on accéde par cette dtude.

~Dans la méthode intégrale exposée au chapitre suivant IV son admet cette
décomposition ¢:= ¢ ~¢o -Et de plus la détermination de ¢, demande la
connaissance des vitesses longitudinales indultes aux parois par la file"it
infinie de singularités représentatives du moddle %ﬁf(yrﬂ).

e e e e e e v e

Pour s'affranchir des dimensions de la veine et de la maquette,on in-
troduit les facteurs adimensionnds qui sont désormais quasi-normalisds:

¥ N2 pas conrondre\ﬁet Y
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- 3
£, = u_,-%r blocage de volume
g N
%, =7§N€.Ei7 blocage de sillage
fow Sv g vk portance  oF §.:fusy S,z.ii——
I Smin ™ 5 I*/23%

La définition de § comprend le rapport hauteur sur largeur de veine o,
Une veine dont les parois horizontales sont adaptées ressemble plutdt a une
veine rectangulaire de hauteur illimitéepour laquelle ce facteur h est in-
déterminé.Pour y remedier on se réfere symboliquement a la veine carrée
h=1.En outre ce coefficient qui ne se préte qu'a des comparaisons conven-

tionnelles est 1ié a l'envergure du modéle et & son emplacement .En prati-
que on s'apergoit qu'il varie peu avec l'envergure.

2) Mise en oeuvre

a)Formulation

Les potentiels connus d'une source et d'un doublet fournissent par défi-
nition chaques composantes de vitesses proportionnelles au facteur de com-
pressibilité § & une certaine puissance et fonction des seuls paramétres
Xl ,V et Z.Au contraire seul le potentiel d'un tourbillon de faible enver-
gure est d'un emploi courant,ce qui engendre une schématisation du segment
porteur peu satisfaisante. La formulation entiérement relatée en annexe 8
fournit par le biais de la loi de Biot et Savart les composantes de vitesse
recherchées,Le potentiel complet s'obtient alors par intégration de ses dé-
rivées partielles.Et on peut vérifier qu'un déve | oppement 1limité au pre-
mier ordre par rapport & son envergure redonne le potentiel de faible en-
vergure. (se reporter a l'annexe 8).

-l ewm e e e man e o men w—

Les series doubles de la méthode tridimensionnelle des images se trans-
forme tres rarement sous forme analytique . Les tentations dans ce sens
pour les séries simples relatives a l'effet des parois verticales n' échou-
érent gqu'en partie. L'application adéquate du théoréme des résidus (2% p-115)
fournit uniquement les composantes au centre de la veine . En effet cette
méthode analytique ne s'applique qu'aux fonctions uniformes en puissances
entiéres. Et les singularités tridimensionnelles ne rentrent pas dans ce

cadre sauf a l'origine:

ZN(C) = D»
4
£$ [0) = v
n=\ S
4 (b omd o _ o2 N N N . _’4_1)
ga = -——--v‘ltT ltt}a = ’——"“j ) = 2_"7 e ( oan-T 2ntd

On se résigne a un calcul numérique de séries dont la convergence est
accélérée par la programmation de régles singuliéres et par 1' algorithme
de Wynn. Les formules relatives au tourbillon en fer & cheval sont soit
divergentes ,soit sous forme de différence de valeurs voisines ce qui impo-
se l'utilisation de premier procédé . L'accélération de la convergence par

le second n'a pu &tre démontreé théoriquement ;néammoins on se propose de
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montrer son efficacité au point ol l'expression analytique est connue. Sup-
posons que le calcul des séries suivantes est tronqué respectivement en
n=N, et n=N, . Et recherchons une borne inférieure du nombre de termes des

. . . . P - -3
sommes partielles necessaires pour atteindre une Preclsion de 210",

»

-3 1/ 3
2x10 "y ZN—« / . 1 f 1

Som} d.zo2e56s0s 47,
T = .
ety Sriglm e 2 P a 1)
. TRyl - 2 mel By e 2T
A partir des relations élémentaires suivantes ,on conclut: _
L e g » %0 . . kg ‘(“ dn L i P)
S Fn) | - Fin)cln . no . l LA [ P B —2Nt2)
Z._ '\)'2 f )‘ ) e 3 1)3 7 J(zm_._ 24\4;.) D_() -~
~at (N~ 4 4
N+ Na2 N4 h

D'ou:N, » 12 et N » 68

La différence entre N et N ne nous surprend pas car la premiére série
est en Y et la seconde equivaut a 4.* . L'application de 1' ¢-algorithme
permet de diviser par quatre le nombre d'itérations nécessaires.

c)Contrdle des résultats

La méthode des images se congoit autant pour les veines libres que pour
celles guidées, Pour un tourbillon en W la différence réside uniquement
dans l'alternance des sens de rotation. Sur le plan formulation les séries
sont identiques & part l'intervention d'un signe alterné (-}).0n stapergoit
que pour un plan particulier (§=1),cette alternance des singularités imagec
permet de simplifier par symétrie les séries qui se reduisent 3 un seul tex
me. Et lt'introduction de ce coefficient (-1Y‘permet un contrdle manuel des
résultats de programme,

d) Facteurs résiduels de correction

L'amoindrissement de ces facteurs en adoptant les parois horizontales
et eh gardant les autres pleines et planes est concluant. Le blocage de vo-
lume ainsi que le maximum des vitesses axiales dues au sillage sont divi-
sés par six (ph234)-. Leur variation longitudinale est aussi atténuéef! §)
La cambrure du champ est diminué de moitié(el. € ).Cependant &, ou la correc-
tion absolue d'incidence demeure inchangéece qui est directement prévisi-
ble en ne sommant que les images proches du modéle (pl+ ) , De plus les suz
vitesses verticales sur le modéle moindre (3 =-542 ) varie de ltordre de 20°

-D'apred la sensibilité des phénoménes aérodynamiques aux variations d'inci-

dences,la validité de la correction globale est sujette & caution surtout
dans des configurations extrémes,



CHAP. T METHODES INTEGRALES

Le point de:départ de ce chapitre est la publication récente (14) 4t

N

une méthode bidimensionnelle étendue aux veines rectangulaires a parois
pleines qui procure les vitesses induites au centre de la veine par des
parois de longueur limitée gréce aux mesures de pressions pariétales.lLa
motivation principale de cette étude est de se dispenser des conditions
aux limites idéalisées et critiquables (57,58) communément admises pour
les parois ventilées et de formaliser 1l'idée derniérement et simultané-
ement apparue dans plusieurs laboratoires,de se servir des mesures d'une
ou deux'composantes des vitesses aux parols pour contrdSler ou annuler
leurs effets.Malgré des études approfondies (59),cette condition aux li-
mites est restrictive et peu réaliste.Et 1l'interprétation des essais pré-
liminaires pour définir la porosité demeure ambigu.L'incitation a utili=-
ser les mesures aux parois ne s'est concrétisé que dans la méthode numé-
rique (60,61) faute de support logistique.

Depuis cette premiére communication ol le probléme de la référence
d'incidence par exemple n'était qu'effleuré,les résultats ici rassemblés
se sont étoffés aussi bien sur le plan de la théorie que celui de 1l'en-
seignement des premiéres applications.L'é€tude de la veine bidimensionnel-
le §I ou rectangulaire aveé parois verticales pleines_§II est généralisée
et agrémentée d'indications complémentaires.Les extensions aux veines de
forme quelconmﬂeéIII,aux écoulements soit faiblement transsoniques IV, soit
supersoniquesg\fsont originales* et pas encore éprouvées.La double mesu-
re aux parois pour définir leurs effets§VII est plus novatrice dans son
principe.D'une part elle précise la validité de la schématisation anté-
rieure de la veine par des parois parfaitement planes.D'autre part elle
met en dualité l'adaptation partielle et les effets résiduels,ce dont on
profite pour introduire le concept de suradaptation des parois horizon-
tales pour compenser en partie les effets latéraux.

Le dénominatif "“intégrales” choisi pour cet ensemble de nouvelles mé-
thodes est impropre car les survitesses en tout point de la veine s'ob-
tiennent par quadrature des valeurs aux limites pondérées par des fonc-
tions de "Green" a définir.Il ne s'agit nullement d'équations intégrales
bien qu'a l'avenir la prise en compte hypothétique des conditions locales

x

sur le profil incite & conserver cette dénomination.

I) BIDIMENSIONNEL

1°)FORMULATION
a)Principe

L'appareil mathématique pour le probléme plan se rattache aux Ffonc-
tions analytiques et plus précisement & la propriété de ces fonctions 4!
avoir une partie réelle et imaginaire qui vérifie 1l'équation de Laplace

A\?E!).Le potentiel d'interactionf; est une fonction harmonique de deux

'extensiiaux dcoulements instationnaires a été abordé par Mf Capelier |
dans une ke non publide et reprise en (4).

N T S U V. —
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variables,définie dans un domaine D inclus dans la veine de la soufflerie
Elle est considérée comme la partie réelle ou imaginaire d'une fonction
analytique wi(z).Ainsi les parties réelles et imaginaires de toutes les
dérivées de wi(z) qui existent nécessairement, sont aussi harmoniques.C'es
en particulier le cas pour les composantes des vitesses induites par les
parois u. et uyi.Leur détermination revient a résoudre le probléme de
Dirichlet qui consiste a trouver une Lonctlon harmonique dans un domaine
J,continde sur J et orenant certaines valeurs url".br sour todi domaine
simplement connexe D et'pour toute fonction continue par morcaux sur la
frontére,avec éventuellement des points de discontinuités de premiere es-
péce,il existe une solution unique du probléme de Dirichiet.De plus sa
résolution se raméne a la représentation conforme du domaine D sur le dem
-plan supérieur (y)o) Notons aussi que la fonction analytique —-.«-1(7) -

Uxd
de partie réelle(respectivement imaginaire) fixée a 1la frontlere

iu_ .
yi
est définie en tout point de D & une constante imaginaire(resp. réelle)
prés.Ceci provient du fait que ses parties réelles et imaginaires sont
liées par les relations aux dérivées partielles de Cauchy-Riemann qui fon

surgir une constante d'intégration.

Le probléme de Dirichlet est déja résolu pour le demi-plan supérieur,
il se caractérise par les relations de Poisson déja introduites(p.kisd .Con
-formément aux indications théoriques précédentes,une simple transforma-
tion conforme de ce demi-plan sur la veine procure chaques composantes de
vitesses en tout point intérieur a D d'aprés une de ses valeurs sur la
frontiére ' & une constante additive prés.

b) Bande infinie

Schématisons le domaine D par une bande de hauteur 2 shet de longueur
1llimitée,Insistons sur le fait primordial que D est inclus dans la veine
et que la frontiére I aussi dénommée "surface de contrdle" peut s'identi-
fier aux par01s de la veine,mais ceci n'est aucunement indispensable.lLa
fonction e 2B%ransforme la bande infinie sur le demi-plan supérieur.Les

p01nts se corres:ondent de ta fagon suivante : \3
22/ i W / /’ SN S %’
)
® B
L 2nh ////A )
- C X g {E A \E , 8 g
ey 2 L R R
Aux frontiéres en X=¢ sur l'axe réel on a: _
S . =2 oh T.x p=o
? = X <0 S e >0 « > ¥/ ak

?E’ w /0l

2
Cette représentation est conforme car sa dérivée en z est non nulle
sauf au point critique x=-=¢,Si on suppose de plus que uxi<partie réelle
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dw.

dz~
14 fonction u,; est alors analytique et nulle en son point transformé qui

est & l'origine.D'apres la propriété de conservation de 1'harmonicité par
toute transformation conforme et le fait que uxi(z) est borné a l1l'infini

de i est nulle a 1l'infini amont (x=-2) dans le plan de la veine C)

aval on peut appliquer les relations de Poisson dans le plan des (g?.D'o&
l'enchainement de relations¥*:

M)‘ jx,(EO)‘{?S +iC :u[zg)-‘u

Az
4w ( ‘%W')

i

L Tri/,g;n\ A(- "§/2"A)
=:C+d (‘§ °)—.?r"_——" 4. &250‘ ‘r
= 3 fanh _ o320k /2’#1 T3k

u(‘izfﬂl + "L%o} C
= f w U/:ﬁik i} g -y —ﬂ\ 45«

Par séparation des partles reelles et imaginaires
T2

(s i FL axi 1%, 2%) . \kua(‘s’o) j[\g
ay; | .3) J» ,,&( [9‘11 (%), m_% turr(x 8] w';_&ﬁ
N ; ‘x,g) . [ { rr(k-z}/ . oo “3/2‘*‘ u, (;zw‘) _ W(f x)f _goiﬂq/?fﬁ\ Gt \%,D)} ‘(g “+ L
Wl nﬁi%%+mn%M\ ' w5 )k = o0 "o

Par derlvatlon :
P A TSR I PP
T 23’&2 2Rk J\""’" +l=d‘la-) {&“__J""g ca"—a—)
Su;:(:a) w J{w%e&&m Sh i (5o wot "4k dhrte-)ponk — 4 ,”}A;

Iy (Lkn'li, §//2@\*wn3/2w)T 1- m’ﬁ)‘/)gﬂl in “3/ gﬁ
c) constante d'integration

I1 suffit de fixer une valeur de uyi en un point du domaine pour fi-
sont indépen-

xer la constante C .Comme aux infinis les limites de uyi

dantes de on peut choisir une valeur & 1'infini comme référence quelque
q

soit vy.
-Référence & 1'infini amont +2e

ﬁJ-xq =0 vy _— ?Adbw=0=-%4[%@3“0-%J3#14§-+C

Soit : C 1_J[u&2ﬂ)-LL o)] «} A
L wix=//58 © oS
[4 4 L& "y/;gl T - “a/Pﬂk A‘c
i) = (,HD‘) ; - 4ilhe
“ % Chrte-S)/onh «1ea ™8 /o0 ( woe$)opd, - wa i onh

L
Ctest la formule d'origine (44) quand v=6h

A

=Référence & 1'infini aval

\&a; (-e y,’) =0 V; - (=0
~Référence composée
s (424) ‘*a;(-ao,}) =0 %9 —_— J ENRZCIREY ‘;c}]“
Uy rz=$ g Uy, 5 2 ) - i (§,2)
?‘Q) }% Qn”‘+m"MM dim 2=F g md 45
- 2 253%

Formulation anti-symétrique en x-§%

-Compatibilité de références multiples
Théoriquement la veine ne présente aucune ascendence ni & 1'infini amont
,Ai & 1'infini aval : ‘%;P*@)= w;b’”9)=° vj

pron c0 = K[ Lutyant)- g (5]

La constante X est indéterminée et sous cette hypothése toutes les Fformu-

‘). svivante
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les pggcédentes sont équivalentes.Ce résultat n'est pas surprenant;En ef-
fet f{uxi(i,QBh)—uxi(E,O)}d§ représente la circulation de la vitesse 1le
long-ﬁe la surface de contr8le.Puisque le potentiel d'interaction est sup-

posé régulier et harmonique & l'intérieur de la surface de contr8le,cette
valeur devrait &tre nulle.En pratique il en va tout autrement.

2°) POINTS PARTICULIERS
a) Au centre de la veine

tod "/l =0
3:"59\ ~{°"/%&

by oy =1

Les expressions précédentes se simplifient et il en découle :

o

A U/ QB“‘) T My (‘E,e)
xi (% ah)= - z hJ ‘

- dn o (x=$)/2 80
4 - 41,(‘529&) - Wy ?D) 4 _
uyi(xr("h)“ z)‘j n(! T 1 5 pour uyi(J‘NY)—O
_ oA [T« wase) oy
uyi(x"eh)- j "’(x Umh 4 : pour uyi(+»,y)—o

i (% sh)= L J B x {u,¢l¥,>s!‘n)-~*,u\%,°>\j“§ feor b)) =
Ces formules furent publiées par Palatini en 1915 dans le cadre de 1'étu-
de des fonctions d'une variable complexe (49).La démonstration y est ef-
fectuée en utilisant la représentation conforme de la bande infinie (9 €
10,29&[>sur l'intérieur du cercle unité.Aulieu des formules de Poisson,
on y utilise l'intégEale de schwartz pour le cercle unité |z|«1 :

. b
£(z)= ziwjulﬁ)_;;_ef.%_fla + C

b) Aux parois

Connaissant les vitesses longitudinales sur la surface de contr8le,on dé-
termine les vitesses transversales au méme emplacement :
D

o wy (% 20%) wae 150 g ,
\13,(1,0) S { . Q”}'*)/‘P’p" - T ("&J‘}’/;fx& dt + C
i) o L o 15, 20) ax (8 c) +C
“\3‘. { '”2‘) ';"ji PESL RN 1 . Qn(;,x//ggf 4% ~

- Dem

PN
pal (\5 y 23

uxi(E,O) fixe les valeurs des deux autres uyi(x,o) et uyi(xg%w).Ce ré~

Ceci signifie que la connaissance de deux conditions aux limites u
sultat sera généralisé ultérieurement §YL

c) Point x, ol uyi(xo,gh)=o

-La connaissance de X, faciliterait le calcul de u,;-Bn effet dans
7

¥Les résultats présentés s'obtiennent en partant comme dans l'article de
base (14) de la vitesse complexe Wl—(fl+1w avec f potentiel d'interac-
tion et'? fonction de courant.Mails cet 1ntermed1a1re ne parait pas indic
-pensable.
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les expressions précédentes de uyilles coefficients pondérateurs de la fonc

-tion a intégrer sur un intervalle non borné tendent vers une limite non
nulle (par exemple th"z\\’_"1) La troncature de cette intégrale n'est jus-
tifiéeque pour des valeurs :

jﬂ{ “, l{m‘k) -, {é/c)} R < £

TK
En fait la longueur de veine est limitée,le domaine n'est pas une bande in-
Finie.On ne peut donc mesurer cette forction gue pour des abscisses bornées
.la troncature représente une nécessité numérique et surtout une erreur in-
hérente a la méthode qui est systématique.Mais si Xq était défini avec pré-
cision il en serait autrement.

! ) P 3

R;., 11., ﬂg\) = O :j { u‘;“ (E/?WA) - ")“1; iglc)} ﬂw%ﬁ ctt
D'ou : = , ) :

aqotm, mh) = ] T 2m) - s { Bt tﬁna_;«—ii) Lt

4 o
= QW%J ‘52?}‘) - .x\ O) i

'ik'rr"' - dwteh
o 20% "%A

Le coefficient de pondération converge vers zéro comme T/Ch%ﬁ&m).si 1'on
connaissait xo,la troncature n'induirait que des erreurs trés faibles.On se
propose de démontrer ltexistence d'une telle abscisse puis de la localiser
au voisinage du centre de gravité de la répartition suivant la corde des
tourbillons représentatifs de 1l'effet portant:

-Existance de X, K
éOit ; F = KLM» j “-3,‘\‘1! n’?“>({1

Posons *‘X—X—E et utlllsons la reference composée. )
(o mr S5
}f l&l;)w).. t;o)}! ﬂ "y' dx &\; :J{w k’?",&)—u (g,c)}l MLO? _/Y‘__Z&r\_,lﬁ == O

o X ___,‘
-Je

(Y 6h) est une fonction continue en X non 1dent1quement nullej;elle prend
des valeurs positives et négatives;Le point X5 existe donc.

-Des doublets ou sources vrépartis sur 1l'axe longitudinal induisent des
vitesses nulles sur l'axe y=eh .Ainsi pour un profil symétrique non por-
tant uyi(x,ﬁh)EO ' Xg est indéterminé.TIl reste lt'effet portant d'un profil
sans-@épaisseurque l'on représente par des tourbillons répartis le long de
la corde.Soit y(x) la densité de tourbillons modélisant le profil.Par la

méthode des images on a: 4 i /:? 4Bk 42nnb \
, o \‘3' 2 ( yJ -~ —2_1; r(xg_) g>__ k’"'l )2 L p)u 5 Rn‘ )1 c\x‘
LLLLLS LI 0 00 00000 02 s ST e ety
. .
Gl\ -~ e \
fagaaape w0t = 2y X% dax,
___é T v T y P(J) Tam Xh') Z L) -\-\j uq‘??«ﬁ‘*\\) g
_E e ; 5 ‘ e
eh < - / /

i .

*0On peut intervertir 1l'ordre d'intégration car les fonct ons intéressées
sont uniformement bornées Xx.
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e

Par une application adequate du théorime des résidus (25 p.I75)

to3 /2 Jrw == { Y. ok
Maly) = - —m—[ e )m - ﬂ’“h.«x.)g(?_w,z ke
R M ;/)% 32\1 X5 7(' \ 4 )L X =,
w X, = AXe - 2 Ry ) e
‘3!\ a) Jr(l d\“- _"‘ w_-%\ pp r’. 1)2 (\J-PM’I
En y=8h cette relation se 51mp11fle,ma1s elle ne fournit pas x, car Ia zé-
partition Y est inconnue.Sachant que la fonetion précéddente est impaire en

X=Xy ,00 prévolt que X, est proche du centre de gravité de y(x) ce qui se
vérifie dans un développement lilité en x o~%1 suppose petit,

u, t PR ! 1 w o~ ) I 4 « \“o-"') T _1241
’ )= Jpl){zmsan#w;‘- ™l x.)}A ‘Sﬂ\xu-m)& fTawwe T L Al Jo
20 ’
Dol jctﬁ*d /wc \ centre de gravité dey
X, = 5 % j Ju)cz \

Pulsquwe le maximum aux parois des vitesses axiales xé devrait aussi se si-=
tue au voisinage du centre de gravité de y ,on peut s'interroger sur sa co-
incidence avec X, .Cependant apres vérification elle n'est qu'approximative,

Ju__l‘ txj)\ j SRW M
i . =7 (x,‘) _—_2_"_(,\% ot
v 3’2%9. 3T s & o *2 . pour x_xo
* l\l e ¢ 2 ’
D*o }X\u.) Ae=x) [ L W(L—«x.) fotx'o-*-)*]dx, =0 e d x! X,

De plus ce résultat approché n'est exploitabla qu'en dissociant l'effet
portant @t ceux associés de volume et de sillage.Cette constatation jointe
aux erreurs de mesures et la nullité du gradient des vitesses longitudina-

les en xé fait préférer une méthode discréte et constructive de détermi-
3 moins de se donner ) (x,).

mwﬂ'——:‘—' Eu.bt 20k ) - wixi, o)} Axi =o

nation de xo,

-

L=

d) Formulation conjugée

Au lieu de supposer connues les vitesses longitudinales Uy BuX parois
,on peut trés bien se servir des valeurs transversales et en déduire us o
et 4y o en tout point de la veine.Au point de vue formulation on considdre
que les valeurs aux limites de la partie imaginaire de la fonction analy-
tique f(z) sont connues.En remplacant dans la démonstration précédente la
partie réelle par i1a partle imaginaire on aboutit & :

™ Lx-%) gk b ‘
%) = ) £ seatiloh g £z T | gy
w | 3) ms {\Ly\iz )&m%i /o ‘341,? ) (hmee~Shop, oo B +

i . (5, 20%) ) % g
A4 R y i i3, o 2 .© \
"’9; tx.4) =WJ **"“%.s& ; (B wie-1omh + o Nk + w0 - coany /2 5 ‘

] en un point fixe la valeur de la constante C',

Ia connaissance de u

[

X

30) VEINE DE LONGUEUR LIMITZE

a) Bande semie-infinie

Adoptons maitenant pour surface de contrdle une bande semi-infinie.
Conformdément aux résultats précédents,la connaissance de la fonction har-

monigque en tout point du frontidre permet de déterminer uixet uiy sa fonc-
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tion conjuguée,en tout point du domaine ,En principe il est indifférent de
prendre une demi-bande orientée suivant les abscisses croissantes ou dé-
croisgantes.Puisque les mesures de C ne s'effectuent qu'a l'aval afin de
perturber au minimum le champ de l'acoulemont et pour des raisons d'ins-
tallations,la cas de figure ci-dessus est retenu .
b s 3
A 2\

3
264, () f ~

~ ~ ~ ~

3 D X 4 . B ¢ b 3 X
éit: s // { s // ///7/;/ v
= b T _1_ el doxeid
290

C'est une transformation conforme de la bande semi-infinie sur le demi-
plan supérieur,sauf au point critique C ol Uog est analytique,Les fronti-

g¢res se correspondent de la facon sulvante :
¥ - drlz d X5t

3: (4]
e "
l xe]v»,(’[ 7 = 0
X = winimh oF X142
x = ? < - . o
]3 e[o20h] 17
~ “2-"‘ J‘ x /-1
PYY) : %= -y
x 9]”10[ .5 = ©

Par application de la formule de Poisson on obtient cette fois-ci:

(3 0, Lx
A1) | g o dexetd) Lu 13 m)_l;y"_ﬁeﬂ_ .,%}w, ) %ijﬂ)‘” *i_k(gp)i‘(‘_g_g%}
- _x el T “ J\‘, im o L Qe ) et
43 'Lg . oy "‘“"ﬁa -G ; My AR 20k Se ‘s‘%pi"“{'r;
. . z’f’ﬁ\
Soit : ‘L'\J,l&) e il - - J a4, (‘799\ CA\TT 0% At 94 l&;)’i—”"‘“j"m S dt + L j 24 HC] SQ\“""‘ 4}
‘\3 23T T 1—&7&—"—"3—9 7',PaQ m% B ?;;‘_’Bi'# M‘bﬂn?%a - LQ\n ‘—2;‘3

En décomposant en parties réelles et imaginaires,on obtient lzs expres=

sions volumineuses de U s et uyi.Au tentre de la veine elles s'expriment

o
W, ) < &umm; fr Moo (bl kol Jw,)w’%% }
D .}

288 . (9. 2Wofnaf x-§ o by S
, A T} Chn S B S T

; ' 2%,
. lx,3h) = _19‘ {j‘[“*:lh@\;‘i;[hoﬂ Sk n% at -J ");“"%P’Q‘ 143 ‘El +C
" L ey S sk

b) Extension

Avant d'introduire un autre schéma de démonstration,remarquons que
cette étude pourrait se prolonger 4 souhait en paszani en revue les trans
-formations conformes classiques,Car sur le plan théorigue cette transfor
-mation sur le demi-plan par exemple fixe la partie réelle et imaginaire
d'une fonetion analytique & une constante additive pris d'aprés une de ces

valeurs sur son contour,Et une technique telle la vélocimétrie laser per-
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met d'envisager diverses surfaces de contr8le,Cependant pour un domaine
trés simple tel qu'un rectangle de contrdle,la transformation conforme se
complique rapidement.

La transformation de Scharz-Christoffel pour les polygones fournit 1a
transformation conforme qui est uns intégrale elliptique,et dont la fonc=-
tion inverse qui nous intéresse n'est pas non plus explicite ,sinus elli=-
ptique de Jacobi.Ce mode de traitement bien qu'il ne solt pas totaleuwent
lopraticable,est maladroit.

i _
3 = cgiﬁ—ié_“Tﬁﬂ helol]
PR TIN5
Les constantes C et k sont lides a la hauteur 2sh et & la longueur du rec-

tangle 2X par las relations :
i 1R

{3 : d}
oV IL-1)(1-WF) SN -y
c) Rectangle

Le probldme de Dirichlet pour un rectangle a déja ét8 abordé dans la
méthode analytique (p.35).0n se propose ici de completer son étude,
3

/ Juw Y

LU SR % E
/? vy, Uai  oman Mp+x J;-wai\

:ﬁ‘l ﬂ i %Q\ “%‘:(le) / <

- / \

1\30\ 5“-.1 \)ﬂ‘g ﬁ:}_\_ z:x_ =0
y re et by

/// //‘/L//(;/’t)////// P24 a4 by = O u;-ﬂ?j\ 4, 50 e x=EX

\)( ' Uit  tommue e x=*X Wiia OV u;:i’ﬁg

Par repartltlon des variables et décomposition en deux probldmes avec des
conditions nulles sur deux parois,on a obtenu l'expression de uxii puls
1l'on s'est contentéd du cas symétrique.,Elargissons ceci au cas gdnéral

LY

Posons . .
L) = oy .o (x’”

»
-

wy { _ Waig | :3)«— ~x'9/ 22 Imeig (Rinet g . % ShZns! o
Ex,*a)_ =Zcm~27 %« oy v R, 2 ny

n=oy

aeiq (0] = Wy (o . mn "n N Akl
wp g = Jaz«ihw;;wwf(hd_i*kﬁTO

Par élimination directe on obtient Apn’Bpn’Ainet Bin que l'on reamplace
dans l'expression de Us, ,D'ol :

Uy = Uily) + Y \-;)

*
Aveo :| U, (;)—'—i‘f 5 [ ) T )T g ] ¢

-X
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, sx‘iﬁﬁ;ﬂ
Et . T‘l!’":}’n) :goé’hﬂ{g%l).
X s&a&uﬁ
X

C'est encore une wéth de de quadrature avec des coefficients de pondéra=

tion.,Sur l'axe de la vaine (y=V) la formule est un peu plus simple
pr e x Jn*' :‘_"_i -ml’l‘? .

AP ’&]ZEM——“ IPYELSLE 3 N b 225 b 222 )AH

Inel ‘A y ok
/ ~ = L‘Q\ 2&“ h - }

Le terume général décroit comme l'inverse d'un cosinus ou sinus hyperbo-

lique;Et quelques termes devraient suffire pour les approximer par tron-

cature.Montrons aussi qu'ad partir des éguations de Cauchy-Riemann,on a

la coumposante verticale de la vitesse uyit en fonction des deux conditions
i !

aux limites uxii(;’ Ph),

3 oy - 3“_‘3.1 . dMic

73 ) =73
D'ol : = anat 3
» 2nat oy p,?ﬁ qﬂ%* )
é Wy iy B 4 o l§ ‘I\E\),Y Mz-n..nb‘mznﬂ“§ 2'".“)(2&_)!_[1)* Mﬂ!»ﬂ—g-ﬂi__x____
3‘; = | it _{‘—:—‘ 2x X 2% $% 2n2! rral x X X o 2n nal}\ )
b3

% X

>
2t i .«l‘&\‘})
N 1 a l;_n&)x LMZ""nztm""*'né—«—_ﬂw. L_.__“(_;!_*.jw‘“xu«“__\g x
x| 2x X P Sk * sh 22084

~%R

Par intégration ils'ensuit :

\51(1,3 = U, (3) 0(9) +C

avee Ui(‘a) = QXJ g&l) Z I(xy,?’\;‘) le 2“14)_T‘1,3 )- _,( m)] LL;

-%
( ) (R ,‘,,Uﬂ«a)
—— - LMV + X
et : Rbopr) = PR G
X

Valeurs partlculleres au centre :

natd ¢ w.\l“, g_n’_}_ ¢ 1L _
C+_J[“ ;@‘)-xdgﬂk‘]Z(.: WXL (o 270t ?—MX “"’”'%Z")AE

g “uﬂ\ (% 2n
*

“s;tl’
Tl apparait une constante d'intégration C qui est fixée par la référence
d'incidence.Il reste encore & trouver une forme analytique pour les coef-
ficients de pondération ou bien 4 les calculer numériquement,Par perauta -
tion des variables x et y on résoud le probléme 2.Notons d'ailleurs une
étrange analogie entre les coefficients "discrets” Idnet IQn et ceux ob--

tenus en tridiwmensionnel avec des parois verticales pleines p. §3.

4°) COHYRENCE DE LA METHODE

a) Auto-convergence de la vitesse de référence
Supposons que la vitesse de référence avancée par l'expérimentateur
Ué est erronnée,et qu'il existe un inorément;guxi entre Ué et la valeur

véritable & 1l'infini amont Uo-En tout point la vitesse de pectubation est
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relide 4 la vitesse globale par :

Définissons par la méthode intégrale les composantes de vitesses en todt
point & partir des valeurs aux frontidres de ux,ux,uy et u}.Si la améthode
est cohé ente,une erreur éde gux sur chague valeur frontiere devrait se ré-
percuter complétement en tout poimt.Ceci admet le corollaire : quelque
soit la vitesse de référence choisie,la méthode intégrale basée sur les
mesures de pression aux parois fournit en tout point les mBmes composan—
tes de vitesses globales,C'est ce résultat intéressant que l'on dénomme
"auto-convergence de la vitesse de référence”,

W o4 Mﬂ( 4 (3, 20) . uelve) \“
Chor =€)k +cornifonle CRmix-5)o8h - cormy/onh

&
1]

Vo4 mﬂn(u(;m&) w [1,0) + iy \
)y kL (Dm(x-*//;d‘vm"yﬁr&& CQ\“.’L‘—E - M_%i. [

%o ‘
4y = LJSR,,,L}( un(f, 204) - uxlf,0) \AE + C

bh 25 wlx=8) T -
LA R
“-”9’ = J— Skﬂx'g uxlg/gr;&) et Suz - W.zl.g'p) -+ g‘*z b{.g -4 C—
Dlol : VBRI T et amifoh GRSk —con ol
Ve = Uo + uw = Uy, + uy + Suy xIs
]
AVec . “3 = u, -:f“quz e 5
R o e o S R | L - Y
(Y ] 2 wX 3 X = i i T ox— In
" S 4 20l m;f?& &"%-Ms}ij 2’%»(2‘"2“&-(,@ 20
+ e
2 Ql 33 Q x _}. p = - ?N\ 2 &_E
b 2, l&« .—k-*l& (&"__ﬁ_w‘?g.g 20 (Rz'n-’-;—;i—'-“ii%
Posons u~<n-__ il en découle : e
I,=0° par symétrie en u o

Lotk (R w4 Y N B |
2.ph T™ (Rzu—telll?’;& R ;
-2 2
Et on retrouve : - -

-0

) i i
Ve = Ug‘\'“,,_:"'o-f“‘ =U°.,.\Lx+éﬂx=(.§ VU.

Mg = \
I
Ceci explicite la cohérence de la méthode.En outre si la référence de wviw:
tesses est choisie de facon arbitraere,par les mesures de vitesses aux

parois on retrouve systématiquement la mBme vitesse globale,Toutefois le
paragraphe suivant apporte des nuances,

b) Auto—convergence de la pression de référence
On ne mesure pas directemegt ux;Mais d'aprés le théoréme de Bernouilli,

ces valeurs s'obtiennent en premidre approximation par les coefficients de
pPressions mesurés sur la surface de contrdle :
CQ==_L;-T°_-=_2 Ux M A~ -2 dy
f\)s‘/z Ve U(,‘
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La mesure de Py entachée d'une certaine erreur permet d'estimer successi=

vement U et u ’ aux parois.,Mais ces valeurs estimées ne permettent pas 4'

X
accéder de facon immédiate et rigoureuse a la vitesse en un point fixé.

Seit : ¢, p, et U, les valeurs de références exactes & l'infini
¢ amont,
o )
?i op et Ui les valeurs estimdes
Par définition : 430
1[
'\J; lx,g) - U° + “as/:fa _L__J( AP»-— " I:"?&a + &Fo:“":’ l“,g—; C\t
. PV ¢ w:,-m -t-tcd (4 :Jm _‘MJMA
Wley) =0 AL f i AT SR VE
e v s (D\W———'-"(M—& [»\njﬁg_cu&%—)

D'aprés le théordme de Bernouilli

t0)
N 5K AU R p. Ve
th p'*) Yyt

(0) Uw)l- dDe
? ) o TR (B S AN i 3 '
D'olr : Vu)(xz = Um +[E"'l -V|+ L“ :©) ")f{ :-— s - x-" ‘J='0; L5
; ’) 3) ] Wy P J L Jm;.f qLd% (Rvmg—m;-&

Ia constance de ﬁipo permet de reconnaltre l'intégrdle I, qui est égale &
1Hmrw,ﬂ,senmut: .
v, (1,3)" TR [%ay)- u] U,_:,(i - %%’0*"}
=31 l'dcoulement est incoapressible (fo f ) v (x,y) est exact en pre-

midre approximation.Posons comne précédemment U -UW—S U que l'on suppose

petit. v, -
= [ '———:’,) x> - g™ —_— ‘lq) ¥ vlxy)

~En écoulement compressible le rapport ?y@“) dépend du Mach.,On 1'ap=-
proxime dans l'hypothése d'un écoulement isentropique :

o 1- L; % \%4 w)
e - 3= ? SU /Ul‘) SU w)
y-1 V“ _: e - E
] iyl >ttt e
. o
sv” s 0 o
2 10} 10y* gu“‘)
L3 :.l)o SU n _2_—___
Soit ¢ 1 - %T;Uz ~ 1 -(1- = J(L+ 5 }

2
w ©) “) L
~ Bt finallement : k) %lxg)- U7+ (vt - 3 )

Pour obtenir la valeur de vx(x,y) exacte en premiére approximation,il faut

non pas appliquer la méthode intégrale brute mais multiplier préalablement
I'd ’ Ve 1

le résultat de l'integratio par s

est précis qu'au premier ordre.,Néanmoins la valeur exacte s'obtient par

itération.Confondons U0 et la vitesse exacte au point ol s'effectue le

.Ce facteur de sur-~relaxation n'

caleul.Ceci revient en quelque sorte a considérer que le Mach d'essai est
celui au point fixé.La relation de récurrence de ce processus itératif
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La vitesse vx(x,y) sera connue précisement quand :
X 1xy) Y]

U, = V,(’(,") =V = U
. . o - (,“‘
C'est & dire : j ( “L hggg Lt P\lﬂi f =0
Sldezgeall Aoy - oS

e¢) Référence & 1l'infini

Si les parois sont poreuses et que l'écoulement est uniforme mais in-

cliné d'un angle & par rapport & celui-ci,les pressions pariétales ne
changent pas avec & ,Les formulations précedentes se basent sur la nullité
de X & 1'infini ce qui n'inclut pas la configuration ici ensisagée.Pour
une veine &4 parois ventilées de longueur limitée on ne sait pas comment dé
-finir la référence d'incidence.Il est d'ailleurs plausible que celle-ci
dépende de 1l'essai.Ce probléme crucial n'est d'ailleurs pas spécifique a
cette méthode.Il se pose aussi pour les parois adaptables d;ligarde un
degré de liberté par la rotation d'ensemble.l’introduetion d'un déclino=-
mdtre & un emplacement approprié arr®dterait peut-8tre toute controverse a

ce sujet (62) en imposant la référence,
7 De mdme on admet la nullité de la vitesse de perturbation longitudi-
nale a 1'inPini amont.0r dans le collecteur celle-ci avoisine plutdt -Uon
Et il conviendrait d'intégrer les vitesses globales plutdt que celles de
perturbations.Mais la longueur limitée de veine rend la discrétisation de
ce procédé néfaste.Il est préférable d‘envisager une veine de longueur
siége d'une vitesse de perturbation nulle & l'infini amont.Cette remarque
de principe oblige & éliminer dans l'exploitation les points de mesures

proche du collecteur et de l'entrée du diffuseur,
d) Applications

Malgré ma collaboration néante & ce prepos,li est utile d'indiquer les
applications aussi bien théoriques que réelles.

~Les conditions aux limites sur une paroi poreuse plane et plaine gont
respectées par superposition des singularités images et éventuellement pi-
votées,de celles représentatives du modéle .Ll découle de la premidre des
représentations conformes précedemment présentées ,les potentiels comple-
xes de chaques singularités retenues et placées dans une bande - infi-
ie.Plus spécialement cecl procure les vitesses u,; aux parois dont on dé-
duit les vitesses induites par les quadratures avancées antérieureament (
144).

-Un profil répertoris comme 1= NACA 0I2 se calcule thdoriquement par
une méthode de singularités nue celui-ci soit en atmosphére illimitée ou
entre deux parois planes,la méthode précédente s'applique & partir des vi-
tesses longitudinales fournies aux parois.

-Les essais d'adaptation itérative de parois qui nécessitent aussi les

mesures des vitesses longitudinales,ont précedé cette théorie.L'applica=
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tion de cette méthode intégrale aux relevés de pression aux parois pré-
tendues adaptées confirme la nullité des corrections dans cette confi-
guration,

-Les autres applications qui ont succédé celle réaliste exposéde dans
(I4) sont toujours aussi probantes,Les essais (62,63) veines giiddes et per
~forées se regroupent trés bien.Ceci incite & aborder l'extension tridimen
-gionnelle.

II ) VEINE RECTANGULAIRE A PAROTS VERTICALES PLEINES

°) FORMULATION ET POINTS PARTICULIERS

a) Formulation

Reprenons les notations et le schéma de démonstration du chapitre II
(§III4) mais pour une maquette excentrée et dissymétrique.le probléme tri-
dimensionnel est ramend 4 une série de problémes bidimensionnels gréce i
la périodicité des différents potentiels en y.

208

o/l AL/

L&
J,

S S SR A Le—o
- 2pd [ ) .

P = Pm v = PP v = e TR

Soit @ ' Wi = g TR’
o = ¢ = ¥&

Les effets de parois latérales ont déja é1té détaillés chap. III(§V) La mé=
thode intégrale ici présentde s'attache & la détermination deCf d'aprés
les mesures de vitesses longitudinales sur une surface de contrdle compo=
posée de deux plans paralléles représentds sur la figure ci-dessus.Selon
la périodicité deT et«fe en y et leur syméitrie par rapport & Oz on a ¢

-

-

(f( ;3 = ..‘]0_. ;‘ ¢ 1,1,3)(04;—73%

n

. vf
fem3) =5 f‘f"‘ 33) = 5 4y

fo ,\;*LQAM;) ‘f’fl”” ):~fe(x, ~3) wer-"ﬁ
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Conformément aux résultats antérieurs,les transformées discrites et inté
-grales de Fourier si elles existent réduisent le probléme de Dirichlet
tridimensionnel aux relations :

Uolpmg) = A Bay + B sk
_[A“le)g)\a + 8, Ch .\3]

VB{-+““/#

Bt les valeurs llmites supposees connues

i}

ugcu‘""b)
Avec : A

!

,“U'""73‘?~) ((’r"'mﬁ\) Se U’"’w\k)
Contrairement au chapitre IT i1 ne s'agit plus de se baser sur une condi-
tion aux limites idéalisés pour fixer Anet Bn;yes valeurs aux limites me~
surdes GX moins celles sommées par les images axe (chap.III §V) servent
4 exprimer naturellement ces deux coefficients dont on exirait l'expres~
sion du potentiel-Ft de ses dérivdes partielles :

Am u)) = E‘L(f'nooj
B W) = “‘.,\\‘r”‘l”’&) _ T‘u\f:""’} (0 2%\

sh2 Ak A ETRN

:‘1 [o) 591}‘(7@"3)
xe h 2Rk

[‘EL\(’;*/?B&) ANy = T (gmi0) RN - 5)]

Dol : J\ii‘(f’n,‘}) = & % SQ\%M

N \
ﬁcuﬂﬁ)=icgz%x
En dérivant ces expressions pour obtenir les gradients intervenant dans

le calcul des corrections de parois (chap.I) et en retournant dans le plan
des variables inltiales il s'en déduit :

*

i‘lmshfw?j (5% mamh) T, (y 03] + W (5001, BM-J]“
ch(""'3 =£ [“ (5= 208) T lf%)* % (Exw0) L[ ’5,(3(?9“53“

[ [smoth) T lE83) + & (B ) T3 20R-3)) 45

Et les coefficients de pondérations :

.

‘s ’:?; } 1
T.0) f—mw— ¢ L 63) =) e

+>f\£ *)" 5&
- TN AN 1_~ ¢ =/e“ - i \3 '
Salhal = jw-‘“ oy I T u
p™ ] ’ ' el
[LWNY3 N= (’*’ﬁﬁt
Les expressions finales de uxc,uzc, h_ ,3—3‘ s'obtiennent par sommation
des différents harmoniques.
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b)Cas symétrique

Lorsque la maquette est sans dérapage dans l'axe de la veine(y=Bb),le
potentiel est symétrique par rapport & y=pb.Il en découle que les harmoni-
ques de rang impair du développement de Fou v ier sont nuls.

Y“493 = T\x,JG@- 43
‘f,_ {x, 20 3)= u ix, 2»«,3) = gt‘lz,énd,é)zo

Ainsi pour le cas courant symétrique, seuls les harmoniques de rang pair

dans les développements précedents sont & retenir.

¢)Valeurs particuliéres

-Au centre de la veine z=3gk ces expressions deviennent:

b ) = ) [temmznt) e L tsnmal] T (5, 4
-3 Kl

by 8] B 18 (1o 2) 2, Gt o] 3 1 ) 4

R > 2 z“,l

T ) g A

-Af!
avec T LEBY= j : c}; et Ty = f
. 2 l(,& B& ?".' ;’%“i; 2 2, QA?’Q\Ie* ,\?7(

Lorsque la symétrie par rapport a y=sh existe,ce sont les formules
d'origine(14).

e 4-"\[“

-Aux parois ou plus exactement aux surfaces de contr8le:

:EL (pree) = & Q‘_ { :‘;‘\Y,,,z;;u)l 1 i 2 (ge)
A o - s&zm\l\ﬁ; N
f*uﬁf ”*Vct_jg;ﬁ
Py - !
2 \/T"—f, " (f,n,;g\) = ( ~o)
\Lgc(@"/?aﬂ‘):?’ '—“—L - - ne ‘71

't ﬂ2&4‘*1 %z&v¢+ﬁ%

Ces deux relations linéaires lient deux des conditions sur la surface

o

de contrdle aux deux autres.Ainsi pour une fonction harmonique la connais-
sance de deux conditions aux limites parmi les quatres, fixe les valeurs du
potentiel,de ses dérivées et plus spécialement deux autres conditions aux
limites.Conformément a 1‘'étude analytique,si deux conditions retenues sont
uniformes ou si seul le premier harmonique existe,on retrouve exactement le
probléme bidimensionnel.Et les deux relations ici présentées généralisent
les conclusions sur l'adaptation immédiate des parois aussi bien en tridi-
mensionnel a parois verticales pleines que pour le cas particulier bidimen-

sionnel qui s'en déduit.Ceci sera explicité au § & ;

d)Formulation conjuguée ‘ R

Dans le méme ordre d'idée,au lieu des deux conditions aux limites W (W
et QAO) yles composantes normales fournissent aussi bien le potentiel
et ses dérivées partielles.En reprenant complétement le calcul précedent ou
en se basant sur les dgux relations entre conditions limites on montre que:

-~
A

\;‘(x, m~3) = ;_:_gj[% (-, *;2539:«) (‘g{ls) - u- (k—xm ° _L (% (l(?&-(}))] d¥

:‘n("'“-s)=—3?h%t(¥-“m 89 43 (some) T, (5 pob] 4

-
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A
g)x - am
M = 4 /‘[”; \%-x m,zlﬂl) (E 53) i (B-=m0) T, (3 N’Q"S))]CL§
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Iin
Les resultats ici présentés peuvent aussi provenir de la connaissance de

a I,, sont identiques aux valeurs intégrales précedemment introduites®

-

conditions aux limites mixtes telles que <« et &  fixés sur la méme

3; xe

paroi ou sur celles opposées,

e)Vérification sommaire
Les relations générales fournissent «(xmf3) en tout point en fonction

par exemple de Quﬁﬁm,zs&.) eti (% m9) pour toutes valeurs de ! ;Ce resultat
est apparemment contradictoire lorsque z =o ow 2ph ;0n devrait retrouver la
valeur ponctuelle imposée.Cependant montrons que les coefficients de pon-
dération sont de veritables fonctions de Green et que les résultats préce-
dents sont cohérents.Puisque la démonstration est identique pour z=0 et 2l
limitoqs nous a z=0. .

:k (1,#\,0) {‘* %-x "‘:2&‘ tC) + :,"“ (}'xl "lo){.l?,z{’i\)] ‘l%

xXe

= 2o

*’Z.‘ ¥ ]
¢ 3&,(0.\3—‘5.“_;_;‘,') 4 -0

1—‘1:“(;’0) = )'—" TnZ t
el 54 ‘&‘b& f""‘;ﬂ;f

I,.l%,zeﬁ)=j i zir’i“:‘: 4p j Lo = 5(¥)

2 Q(*m;)
Iim(t,uﬁ) stidentifie & la distribution de Dirac d'ordre un au point ( x-§&
D'aprés une propriété particuliére de cette fonction de Dirac on en déduit
que la formule est cohérente quand on s'approche d'un point du contour:

e -4

-

-~
)\3\‘.‘ \:(,n,o) = 217—'-} S(x-'&) :;‘_ (%/m,o) Af = :‘t:. (x,q,o/
.
Une autre demonstration équivalente consiste & ecrire que la transfor-
mée intégrale de Fournier est réciproque ce qui ne présente aucun lien avec
les fonctions de Green.

D

e
A = - ;_‘ wx ‘ )
x; ( o) = j ! {ji ‘, U-IL(QQ,O)A%}C{") = \T———-ile' J E( h’l") le t‘ [,"/“/L)

-
- -0

“«3o

f£)Constante d'intégration

Par 1l'intermédiaire des conditions de Courchy-Riemann,la composante
verticale est définie a une constante additive preés quelque soit l'enver-
gure.Ainsi toutes les valeurs %‘Oamﬁ;) comprennent une constante d'intégra-
tion.Pour assurer l'existence des transformées de Fournier (Ffonctions abso-
lument sommables) on suppose intrinséquement que <, tend vers zéro avec
1'éloignement de x a1~ ;Ceci Ffixe implicitement une référence d‘'incidence
antisymetrique en X qui correspond a celle composée en bidimensionnel.la
méthode élémentaire pour se donner une autre réference serait de calculer
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numériquement l'incidence sur un segment en envergure par les formules
composées et de décaler le graphe ({3=/h)) de sorte que ces valeurs ponc-

0N

tuelles de %(’””} ) valent celles choisies & priori.Une autre fagon plus
sophistiquée consiste a imposer la nullité des coefficients de pondération
relatif a l'incidence & une abscisse.

Lorsque ce point est rejeté & 1'infini,la référence d'incidence & 1'in-
fini amont ou aval s'introduit tout naturellement et de fagon similaire
4 1'étude bidimentionnelle.la transformation des coefficients de pondéra-
tion sous forme de séries equivalentes procure leur valeur asymptorique
aux infinis.La référence amont coincide avec la nullité de ces coefficient
& 1'infini aval tandis qu'ils prennent leur valeur maximale a l'autre ex-
trémité. (inversement pour la reference aval) (se reporter & 1l'annexe ()
On optera désormais pour cette référence amont qui est la plus plausible,
g)Coefficients de pondération

A titre de vérification analytique,on montre ‘par le théoréme des rési-
dus, appliqué & un contour d'intégration appropié que pour n=o,on retrouve
les coefficients de ponderation bidimenéionnels du §I;(annexe O

Les quatre intégrales descoefficients pondérateurs wesexpriment apparem-
ment pas sous forme de fonctions élémentaires.Elles dépendent uniquement
de deux paramétres ¥p et n,ce qui permet de les tabuler définitivement en
incompressible tandis que leurs valeurs seront interpolées dans la table
suivant le facteur de compressibilité.Ces intégrales sont difficiles a
calculer directement car ce sont des transformées de Fou v ier.C'est a dire
des fonctions oscillantes plus ou moins rapidement selon le paramétre x4
et sur un intervalle non borné.La description du mode de calcul adepté est

précisée au chap V)§ I,

III)VEINE CYLINDRIQUE DE FORME QUELCONQUE

Ces résultats bien qué_houveau sont calqués sur la méthode analytique
chap II)(UI$5) .Mais la condition aux limites,idéalisée et basée sur la
modélisation de la maquette,est remplacée par les mesures des coefficients
de pression sur toutes les parois.Il ne s'agit donc pas ici de reprendre
une étude exhaustive,mais de relever les différences avec 1l'exposé précé-
dent (p.32).
1)Principe
les décompositions discréte en £ et intégrale en x de Fou:rier fournissent
les expressions: 2o

P: 1%,6,¢) = i_‘_’:_’ff) . Z[Ci%_.(x,“,,)m«e N u};’lx,m,r)m«e]

nz=

\E; er) = A_.____‘““’)'f'm') +Zy“a1f)‘°"“9 (g nms] T, (er)

=i

La méthode différe au niveau du traitement des conditions aux limites:

3@:(1,09)__ JCF_ ét\fm..; A."-(LII {3 2 (otn + AL [psinnb] T (3
S~ T P S ol“()*f{\:—.hﬁm“ « Auigmnt] T Veie) = R

20
. Lok ) -~ . - R R
= 53‘_‘.“;1’,_ + 2 [‘;;(e,n,ﬂ)(mmé + Uiétbm,ﬂ)mme:l Ao garois

n=i
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2)Veine circulaire

R = alp) Par identification des développements en série de Fou v ier
on en déduit: 2 :

\f;(z,(,e} = _J (5-%0,R) L 1Y, )c\f +2in/Z [%;1§.xl«,£)ww9 + Ci’ (E--t,,u,a)m«ea] ‘J’“[klr) df

R

e 4

1 Per) it
To %, v) }’fll“\ 4f

La symétrie éventuelle apporte des simplifications.Par exemple pour

=30

avec

une maquette centrée,les termes en cosinus disparaissent.Ces coefficients
mériteraient une étude spécifique,orientée vers l'obtention numérique ou
la 51mpllflcatlon analytique.

3)Forme quelcongque

La condition aux limites ne s'inversent pas et seule une résolution
diserétisée dans le plan des transformées de Fournier procure les valeurs
discrétes des coefficients An(p)et Aﬁ(p).Dans la méthode dite "analytique"
les singularités modéles sont fixées et les conditions aux limites sont
iéalisées,ce qui engendre la formulation analytique du second menbre.
Inversement il s'agit cette fois ci.de rechercher les transformées des
conditions aux limites mesurées,ce qui rend le probléme plus délicat
sur le plan numérique.
4)Veine rectangulaire

C'est un cas particulier du précédent.Maisvcomme on 1'a deja indiqué
chap II)(§W),ce mode d'obtention est maladroit.Les conditions aux extré-
mités amont et aval se traitent par la méthode bidimensionnelle entiére-
ment analytique(-35).Le développement en série double de Four ier étant
inopérant pour ce probléme tridimensionnel,ilsuffit de se reporter a un
domaine parallélipidique de longueur limitée ou de le transcrire sous Fform
de deux problémes aux parois verticales ou horizontales pleines.Ceci ne
présentant pas de différences essentielles avec les indications du chap.liI
il semble superflu de les reproduire ici.

1V) PREMIERE APPROXIMATION TRANSSONIQUE

1)_Principe
Au lieu de 1'équation linéarisée valide en écoulement faiblement trans

sonique,partons de l'équation aux petites perturbations dont les fonde-
ments sont rappelés dans ( 38):

2 ) 2
3“’(1“) e _ oty de Jy
b R v, ’
La non linéarité de cette relation approchée qui se base sur les équa-

tions d'Euler,de Bernouilli et de continuité,compiique 1'équation régis-
sant le potentiel d'interaction.Il est admis pour 1l'équation linéarisée

que les potentiels ¥ ,Ymet %‘sont harmoniques & une contradiction d'échel-
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le prés sauf aux emplacements éventuels des singularités.Or si 1'on pose
que ¢ et ¢, repondent 4 l'equation aux petites periubations introduites
ci-dessus, ¢ satisfalit & L'equationys

PO (4 ) + £y i Yo Mw Ao P % J«r:}

It o

T [P P Yy e A

dy*

Afin de transformer cette equatiom aux dérivédes partielles en équation
différentielle ordimaire om utiliie comme précédemment Ia tramsformation
de Fourier bien que celle de Laplace permetirait d'élargir les hypothéses
d'application (armexe C).Supposant que le terme &, v’  est faible,on
cherche ; sous forme du développemmnet en puissamce de ce goefficient.A
1l'ordre zero on retrouve bien st 1'équation du paragraphe 4 d'ol:

\f"' wa R 9;2@\‘ g ‘&i;(e‘zw\) SQ‘B(’Q ¥ :\i: \(’1”) 50‘$(’(19~~3)?
2) Ordre i
Posons: lf; = Y, * a.i_ﬂz»f_

Cherchons la valeur principale de ~: en 5'7:—| W, I'équation aux petites per-
tubations devient dans le plam transformd:
J;e.-o -(L—\"-l) ¢ Z}‘.. . d;;'.n‘%"% -ii-4g) «?\]
¥ 7 _
o {Eﬁn. o T 08 (98 pay2) R ()‘so. L,{f‘r) e B 23 )}
—— a l

Vo 3 3 U ° d dx T 0. T J—t [ I Ix

‘fg désignme la transmormée de Fourier de cette expression. Pour 1’

by

approximation & l'ordre %, on se limite awtermes en ¥ W , les
puissances supérieures 4 un en ce terme sont négligées. D'apres la

relation vérifide par q,\, a4 l'ordre zéro, on aboutit & 1l'équation &
1l'ordre 4 :

oA

A T L Y. 2
Y-S, = fF{aw..‘m LR (N m.g_«gt}

?"-l ¢ §=x Jc  gat Vi

Notons avant de poursuivre ques
To(5y) =5 @)% )

Sinon l'équation aux petites perturbations s'écriraits
b Y 2
2 A . )‘.‘.D ;A
) 2 - .)ez‘f ="?3—I)_n° &Lf)
\3 o
Cette équation de la forme Yy'= £y~ 84" se résout facilement suivant
les puigsances successives de B {L) . Mais le probleme a traiter ici n'est
pas aussi simple; par exemple la transformée de 9;": 3;{; s'éerit
d'apres les théoremes de cgnvolutlon:

‘f;{.%.% 5 =- ;;J q’[%)&ﬁw*sqﬁk ssc\;] {A(e-«) RB -9y +Bie-1) B (p-9) JJ(F“I )y

-30

I,'équation aux petites perturbations approximée 4 l'ordre un devient
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une équation différentielle ordinaire du second ordre & coefficient

constant et non homogéne. Mals le second membre n'est pas une fonciion
élémentaire comme on le voit ci-dessus pour le terme en ;:E‘; —“;*—°
De plus sous cette forme le second membre est inexploiiable car fes

coefficients A 1) et B(y) qui devralent &tre exprimés en fonction des

conditions aux limites E\e, 230«) , apparaissent dans une équation intégrale.
Au lieu de ceci on se sert de l'expression de ¢, en fonction des valeurs
limites d'ou l'équation & résoudre:

) “’z‘* A=) e = FO)

. e

avee

- A ) e - A “ ;
P == S oy L1128 R0y % A6y ] [ vt o0l 8, g o Rrevid [

==

J(q o)t L Lk )y « %, b o) Kq l2Rk-y)] d 4

- (¢-a) ‘M?"bs)

[”L (ah)sh Bay + &40 kgl 49

Ia solution de M'équation homogéng & coefficient constant associéd
correspond & la solution générale de 4., . Suivant la méthode de variation
des coefficients, on cherche une solution particulieére de l'équation
avec second membre; en effet la solution géndrale est la somme de cette
solution particulidre et de la solution générale de 17équation homogéne
associée,

$o= A1y ‘“"?3 * 5(913)59‘1‘?3

e . ; JAG, Bl
_;_.a— = MQy)-te 52‘3?'6 “’5“'9)-3(’-(’9‘8(9 + ——#)&&fg + —3-33) 39\9(9

Supposons que: M—ulﬂdz(«; + Md\ Ha =0
3 N

On en déduit: %"UU"‘Q)Q‘H'Q* a(f,a)d\;zwl = i?f
g-A‘ _— : )8
D' o : ";g‘: =8 lwg)‘mea~W'3)>Q?’f;)]*3?["-“§§ﬂs°‘m - —égﬁj&ﬁea]

Compte de l'equatlon différentielle initiale, il s'en suilt:
30, I8(p,
3)‘(’4 -e¢ G = Fx3§=i&gl_——§§3)9°\”’(’3+ —gga)‘k“fa}
¥
Et la recherche des coefficients A et B se ramene au systéme:

éhg,-g (ﬂ%@ sb(g,a) 59\9?3 -0
L1 ELI(2 =
oyt Sptdeny = PO,
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On en dduit les solutions particuliéres nulles pour y=0:

) )
(m)-—} gy et B(py) —/‘;‘}’ (hp g dy

Exprimons les coefficients A et B en fonction des valeurs aux
limites ;;;U;;Kk) dont on déduit la solution dans le plan de Fourier:

‘:L‘; (?‘ O) = ;f ﬂ'(f) 2&& "
- . Fe 2 [
o () = e {0 hesheosty o)« Do {%e) ey 'M‘J w8 Yoy 49}

)= =t "

- a-!i “’)2’9\)_ ‘\“-x? (P/o) L MJ_QJCR F( »

Dol

i ,(;Q\ZBRP

Finallqunt:
?;hq)= [ A2 IRy & (prthpe Ph-y)

._ﬂ {SQ\BQT‘(” B 43 m—gﬂj—vﬁBqda-\—d&(gJ—mﬁbﬁA;}

Ve

Cette expression se presente sous la forme d'un premier terme
identique & 1'approximation & l'ordre O qui est celle du pavsyraphed
et d'un second terme proportionnel 2 %%tf qui est le début du dé~
veloppement en série suivant cette valeur supposée petite. Malheu-
reusement ce résultat - est lourd et peu maniable. Il conviendrait
de l'expliciterdans le plan des variables initiales et de tenter de
la simplifier en introduisant la forme développée de F(y).

f;) ECOULEMENTS SUPERSONTQUES

1) Principe

BEr supersonique l'equation linéarisée change radicalement de for-
me par rapport & l'equation de laplace en écoulenent subsonique faible-—
ment compressible.Au Iieu d'elliptique elle devient hyperboligue ce qui
explique les réserves deja emises (54) sur la possibilité de généralisation
Pour le problédme de Dirichlet la valeur du potentiel en un point de son
domaine est fixée par celle sur toute sa frontiere.En supersonique une
pertubation ne peut pas remonter 1'écoulement et ses effets me se ressen-—
tent qu'en un sous domalime limité en quelque sorte par les caractéristiques
passant par son point d'émission. Par exemple si la tuydre supersomigue
est parfaite,un raispnnement basé sur ces domaines d'influence montre que
théoriquement les parois n'induisent aucum effet sur la maquette si sa
cordekst inférieure & la hauteur de veine.On se propose de formaliser et
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d'étendre ce résultat .
2 ) Invariants de Riemann
La solution de l'equation hyperbolique s'ecritr
2 ¥y ‘e

e e

=0

i) = Fl:r.-&g) -a-a (x.gﬁg)

Supposoms que ¢ (o,3) et ¢.(03) solent identiquement nuls quelque soit 3;
C'est adire qu'il n'existe aucune perturbation antérieure & x=o.
L'utilisation de Ia transformde classique de Laplace est opératiomnelle
car les valeurs pour x {o m'interviennent pas ce quil simplifie 1'élimina=-
tion des conditions initiales en supersomique par emploi des transformées '

bilatérales en x (annmexe ().
24

3“(’ 2,3 4

13
=0
33’ f‘f

A e -8
— §3) = MW e

L'écoulement illimité se caractérise par la nullité de A.Il en découle :

\?“43) = %(”;}3?} _ \{ l2c "'3,3) = LB(UI‘

-p¢z7~"
us (xg3) = -3‘:‘(1, é) = [f B(o) e 3]

La seconde relation remplace l'équation de Polsson entre les composantes
de la vitesse en un point., La premitre est équivalente & g=0, c'est
a dire qu'il n'existe que des ondes progressives.,

WX, 3) = FL’-‘B})

En parois pleines et adaptées, les composantes verticales sur le
profil et 2 la surface de contrdle sont lides par la relation:

\L} [1,0) = - B F t*)

, B — Llé \JC-«-BQ\,'Q\) = ‘*3 (9‘-)0)
WS(X»Q\») = - f (x—f&\)

Ia parois adaptée épouse la forme du profil avec un déealage
d'abscisse d'une demi hauteur de veine,

En paroisporeuses, l'adaptation équivaut & confondre le facteur
de porosité et de compressibilitd. (R=0)

M)k ) =0 — B Femh) xRF -8R =0
b] Jx
s Rz

3') parois flexibles s'adaptant d'elles—m2mes. (64)
Ce concept théorique étend celul des parois awmte-adaptables. Ce

sont des parois qui s'adaptent d'elles—-mBmes d'aprés les efforts qui
luil sont appliqués (moment engendré par les différences de pression
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entre leurs deux faces), En schématisant les parois par des segments

articulés munis de ressorts de rappel, Dowell, auteur de cette deuxidme
théorie, montre qu'un choix approprié de la constante de rigidité

du ressoxt rend ce concept réalisable, Les paroils prendraient alors

la forme du profil avec un décalage d'une demi hauteur de veine,

Dans ce mdme article les résultats annoncés en 2) sont éligalement
démontrés. Suivant le schéma désormais classique en écoulement confiné,
la connaissance de deux conditions aux limites parmi guatre fixe le
potentiel et ses dérivées par l'intermédiaire des coefficimnts A(p)
et B(p). L'idée nouvelle est de développer les fonctions trigonométriques
en puissance de ezﬁ? . L'application du thdortme de retardement propre
aux transformées de Laplace fournit le potentiel en tout point sous
forme d'une série de valeurs ponctuelles aux frontieres. Par exemple:

a:“’l") R r"(’0‘ = 13“),2\\3) - :% {e®) dp Q&

On en déduit:
\Lz_(,%m} = - % U\s (x.,o) - }/;_,‘Z_-_\L- \'\;(x,-lnf’ﬁ\,b) +\L3 (1_&@. _Z(a-\}ﬁp‘) [I,Q,)]

Corollaires.

- Si c«2nd, les parols n'ont aucun effei,

- la forme des parois adaptées épouse celle du profil avee un ¢
décalage en abscisse de Bh: en illimité

u.z-(l,b) - ——é—-—“stllo) ——n L, (a'e - 3(1-(‘&\)0\)

3

- L'effet des paroisnon adaptdes devienti calculable,

L'extension aux parois poreuses est déja traitde dans cet article.
Néanmoins des réserves s'lmposent quant & 1l'équation de départ. Le
champ des vitesses est supposé continu car on utilise ses dérivées
partielles ce qul exclut l'exlistence d'ondes de choc, Tl faudrait y
adjoindre une équatién de conservation au travers de la discontinuité
(4). De plus 1'écoulement est supposé parfaitement supersonigue,
permanent et non dissipatif ce qui restreint le domaine de validité.

St e o st e s e o Y e T e

m;EITIESDINOSES=

VI) DOUBLE MESURE ( W, by ghan) ek 4 (= f.‘,ﬂ)

-f) Principe

3) - I1 existe une apparente contradiction entre l'idée de mesurer
deux composantes de vitesses sur une surface contrdle et le fait
que deux de ces conditions aux limites sur quatre fixent le potentiel.
En effet pour une bande infinie bidimensionnmelle,les conditions aux
limites d'une fonction harmonique sont lides par les deux identités
caractéristiques(¢.4)
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“ (o b -28) = BL".L{ Leltb) S nhomy )

¥ iP S 2 ah \ol B2 ol

A : ,L ) a- k-2&)
o) = 1\ % S e _ i L0 A }

Hpled) =0 T e Shoa phiel

Pourtant la double mesure (“_;‘\L,R‘Q:‘zm‘) et «y(x Q‘;Q:;A&\)analysée en
décomposant le potentiel en parties paire et impaire:.permettait 4!
adapter immédiatement les parolisjpuslaformalisation rationmelle présentée
ci~-dessous élimine ce paradoxe sur l'utilité de mesurer quatre conditions
aux limites alors que deux suffiraient.

b) = Le potentiel d'interaction est harmonique et l'on connait ses
dérivés aux frontleéres de la bande infinie.

N i\sh, ~N”BP‘| A
igJ& -Ae[ﬂw + By e ] = 4ok - 2, (0l)
oipith.-24) ATTURET Y] RN «
N [ AP = L (ph-R) - hulphe2h)

2 b

. " b, s
“s;(w’«~)=\el hmf -8 mb] ek -4, k)

4 (el IRYYURETS ) . 3
. [pA-al) =ipi| A o 4 < 3 2= 3 oty

Cecl ne coumprend gque quaitre équations pour six inconnues:
- %Y
xm\l\~2u\) "gmkﬁ‘.-zh‘\) J A "{—e

Jusqu'la présent la moddélisation du profil était fixde. Au lieu
de six inconnues il ne s'agissait alors que de deux A et B pour quatre
relations. Cecl s'interprdte en se servant des deux relations redondantes
pour lier les relations aux frontidres. Ainsi les mesures de coumposantes
longitudinales de vitesses sur une surface de contrdle jointe & la
schématisation du profil fournissaiént le potentiel 4'interaction.

Pour se dispenser de la modélisation, on envisagerait volontiers
de se servi des deux identités caractéristiques de l'harmonicité de Y. .
Mais i1 s'avere que le systime linédaire ainsi composé de six relations
4 six inconnues est singulier. Il apparatt deux relations entre les
quatre valeurs aux limites qui sont celles caractéristiques de 1'har=-
monicité de ¢ . Cette conclusion négative est ingiructive car elle
dévoile la cause de la contradiction.

En fait les deux identités d'harmonicité ne s'appliquent que si
le potentiel intéressé est régulier,ce qui n'est pas vérifié & 1'empla-
cement des singularités, De plus l'effet portant nécéssite la définition
de potentiels multiformes. On éliminait précédemment cette difficults
en divisant le domaine en deux parties ol les potentiels pairss et
impairs sont réguliers et uniformes,
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¢) - Dans la solution ici retenue, les conditions locales sur le
profil sont ignorées., Conformément a 1l'hypothése sous-jacente aux mé-
thodes existantes, le potentiel d'interaction a 1l'opposé de ¢.. et ¥
est régulier a 1l'intérieur du domaine. C'esi-a-dire que ¢ et q.
présentent les mémes singularités. Admettons que les dérivées partielles
de ¢, sont discontinues en y=0 ce qui équivaut & répartir des tour-
billons et sources représentatives du profil.

L'hypothése que toutes les singularités appartienment 2 la lignse
y=0 est fondamentale., Sans celle-=ci ou ume semblable, le probléme posé
reste indéterminé (six inconnues, quatre relations)., Et les mesures
aux parois ne permettent pas de simul tanément, localiser les singularités
et définir leur intensitd.

R R Xad

Z) FORMULATION - =_¢j¢(s)3«s oWy
E LY } 1:!;-&3_“)2-4_.3:. 2w G-*f-_‘_‘z

&
1 /I/ | | 4* - i
T ﬁ“(,‘,a,mfgggl 2

%4 - -

Seules les transformées de
b Fourier de ces expressions

TN - intesviennent ce qul nous

incite & les calculer.

24484

W \Q,'a) = - —lj‘a\—z d Y ) q9(¢)

- 4 ’"3[_ : \3‘ '\'5\ -

uah(fla) = ;—{N—Q ([P) - T e q (P)
Six =0 ces relations sont celles de Polsson. Notons aussi que la

Transformée de Fourier de u.(x,0) s'identifie 2 ¥¥Ah . Le systéme des

quatre éguations devient:

“ P\lt -l\“en - ‘\?w\t - -\Nt'

Lih)= aelay & v owe ™ ] = &b e Sy - w0

a (h2. 2] - piifh-2b) -2

MWMHM=RDW£M Luy@mkﬁq=ng4@-s_?_{w_ ;mﬂmm %m

« LY -1etd, « P —ipth_ SGL

Satek) =welfime ~Bg)e | = A - e - 55— )
tlelth-2k) -wn&--w] 4 o PrRob) B Q)

Gy lphork) =il [He 2 g i R (Ll L

Soit aprés résolution:
4 ix\fﬂ“} a‘i \9:%))
T o L .

_ 4 woehoh) (e ko)
B(¢) = gg,"‘"“""‘)\ e Wl )
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q10) = %\e,%)d« o & - aau,ﬂ.-zﬂ)("\\rmﬁi‘) - %‘i?'_ggw,r‘.}slwm. + 3 (p, -2k

s Y ¢ o “ A “
Y e) = ) {E(@,Q.)Q\NQ.-&- os(f,ﬂ\.-za)so\m(zll,)s —‘:(e,&.)(ﬂ\mﬂ. +5 (o bi-2h) Shypl \zﬂ\‘ﬂ,)

Ainsi la double mesure fixe d'une part le potentiel et d'autre
part les intensités des singularités représentatives du modile,

SEIEoOSIDEOSonNImoDT T SR NIm=s

Les dérivéesdu potentiel d'interaction sont déterminédes en rem—
plagami:les valeurs de A et B dans leurs expressions., Le retour i la
variable initiale x fournit les quadratures suivantes:

s Ko E X ad

u;u' \1'3) = A w (?-1,,&,)______‘3 (L“‘a) d} <+ Zi/\kgAf-x,R,-?Q) B (29‘ +‘4 - D“) (i&
™

) ()82 (-9 (§=c) s B2 hyt)*
i r
A w (o) —22F A 4w _x=% 4t
+ I usl 4 )(}"‘-)11-’52(9‘"'3) ZTJ 3“— ) 9\.-29- ('S-%/Lﬁ-ﬁzlza*'a’a\)z
wplcy) = :'_.J s ) B gy 4 wbotot) PEhry- &) gy
2'"'_,. q G-x)% ﬁz('\‘-a) am | 7™ Qi-z)"* p3 (:&*3-9\3

x- ¥ - §
- a5 ) —XT 7 qEL 14w i-2h %
ZW} )Qg,xf*_’;z(k‘_a)l Z‘TJ‘*(} 7 2 )Cg_x)l:‘_ &2(2&*’9-“\')2

-2

En présence de parois en voie d'adaptation il est désormais pos-
sible de calculer par cetite double mesure les survitesses induites.
D'ailleurs on peut vérifier par le truchement du critdre d'adaptation
qui découle des relations de Poisson, gque ces intdégrales s'anmulent
mutuellement en présence de parois adaptées,

De plus cette méthode intdgrale généralise la précéddente en ce
sens que la gdoméirie réelle de la veine intervient rigoureusement par
sa composante transversale, Jusqu'a présent la schématisation du domaine
. en une bande infinie,par exemple, imposait leur plandité parfaite, Or
il apparalt ici un terme complémentaire qui s'anmule bien entendu en
meme temps que les composantes verticales de vitesses., Toutefois 1la
double mesure est moins fiable que le procédé de schématisation joint
aux mesures de pressiomspariétales. Et il reste & trouver um compromis
pour utiliser simultanément la modélisation, et la composante verticale
qul engendre une correction complémentaire,



-86~

—— o =_._=_~.==_..._=_._._=—

Ia double mesure met en dualité les corrections résiduelles et les
défauts gdométriques d'adaptation sans se référer au calcul de 1l'dcou=-
lement virtuel extérieur. La notion d'adaptation immédiate par opti-
@isation du facteur de relaxatiom k s'introduit iei tout naturellement
sans faire appel & un processus itératif. En effet, pour que les parois
soient adaptdes, les vitesses mesurées aux parois devraient correspondre
a3 celles induites par les discontinuités représentatives du moddle,
C'est~a-dire:

A (B -9 W3l
.‘}\(’a -L;’-‘Laww| “q((’)
ju)

A () - 3 \\“3\
Yy =3 ml “) 214l

En 1'absence de modélisation de la maquette, les inconnues y et g
sont lides aux conditions aux limites par les relations exprimées pré-
cddenment., Par retour & la variable initiale x on obtient pour R.:BR :

i) = Sek) | o } L SO J.i—*. T i =) (3
o ] 2 ar

x-§ -§) 2 4 203 -;ﬂ-j@c-&) + b2

4
- ~om

+

) e 4l g el (08 [x-5) ¢
D)= S £ LR w*” m@"sm

-3?“

ub) (%.,bQ\) “al" ph) 1 Uz($-2,0h) At 4 _L-x -d’\)\ 4¥ “n("";-ﬂe\)(:&-ﬁ)
3 2 x-§ (~)2¢ 1 p2RE i -5)" + WpR3

- ~o

g ..\.;. S
(:n,-l&l\)- uéli,—’i’\} 1 ‘&(on,-w\)&g 4 ug (§-=,0h) , ph i W (§-x, pik) (x-§) (¢
2 x-% @i)*k!%’—a" Y m

-

Si le eritére d'adaptation est vérifid, les relations précédentes

se raménent aux identités:

“:.} 1, £ o) = ‘*,‘[’(;1'139\) et u\;’) (x, £9f) = b\a (=, x8b)

5 ) SURADAPTATION TRIDIMENTIONNELLE

Pour 1l'instant, seul le procédé de décomposition en parties paire
et impaire permet la généralisation aux veines A& parois verticales
pleines. Le schéma de la démonstration précédente est difficilement
praticable et il n'a pas aboutl pour cette configuration. Devant cette
difficulté, bornons nous au cas non portant ce qui ne diminue en rien
la généralité. La double mesure procvre le potentiel complémentaire

sans modélisation:
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-~ - 2-* “_1_1!—_1 ﬁ‘, A :
-~ ‘l wige ez | 2 it Wa(pn, 3h)
w (pm3) = € Ay g { A g, B+ ——J-——}
223 20> < o mrmi
A ?2.* ﬁz
T nrd o
- -Jg"-t s "’;Pa‘ ez W e 2
wyc o) = @ R\ eTh :; “lonoh) + % psh)

Le potentiel d'interaction s'obtient par sommation des<effets de
parois latérales qui nécessite la schématisatlon de la maguette., Pour
des parois horizontales adaptées, les composantes w, et L3 sont
nulles, mais 1'effet des parois latérales subsiste. Toutefois, il est -
concevable de suradapter les parois horizontales pour non pas annuler

Uy €t w; , wais les vitesses d'interaction 4, et «,, . Ce
nouveau concept n'apparait bien slir qu'en tridimensionnel, il se
concrétise de facon similaire 2 1l'étude des parois adaptables, par un
critdre de suradaptation et le calcul immédiat des composantes suradap-
tées aux parois,

Critére: a;dlim,o)-- “' (xyn0) v

(A \’HV‘,D} =0
o

- boaiind 3 G—.x
2% } -y 3 )
4 oo

Suradaptation: (” =w u?
D on (x n,\‘&\) Y n,8h) ~ Yer b, m, ah)

A i)
A . . -\Bﬂ\ —}\Bp\ A N
vec: We lomsh) = ipe B..u») =e [S\\BM G (g, 0h) - %ELQ\BQ\\ vz(g,n,dk)]
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CHRP.V  APPLICRTION

L'application de la méthode intégrale tridimentionnelle a &été tentée

@ MISE  EN OEUVRE .

dans une veine de gécmétrie voisine du rectangle avec dss parois verticales
pleines & la soufflerie S3ch, avec les maquettes homothétiques ONZRa (i2 et
M3).L'exploitation des résultats a fait l'objet d'un rapport détaillsd (16)
auquel on se reporterait si des renseignements complémentaires étaient sou-~
haités.

4) Test de validité.

Plusieurs tests sont réalisables pour valider cette méthode. La schéma-
tisation de la maquette par des singularités permet par l'intermédiaire de
la méthode des images d'accéder aux valeurs théoriques de ﬁn(x,n,,;p\). Les
quadratures avec les coefficients de pondération trouvés devraient fournir
les m@mes survitesses que les méthodes classiques. Il serait de méme envi-
sageable de calculer les vitesses aux parois horizontales provoquées par
une maquette répertoriée en présence ou pas de parois et d'appliquer ensui-
te la méthode exposée. Ces contrdles théoriques qui s'étendent pour le der-
nier procédé aux écoulements transsoniques par les schémas aux différences
propres aux équations aux petites perturbations, n'ont toujours pas été ef-
fectués pour cette extension tridimentionnelle.

Seuls des recoupements entre valeurs expérimentales ont été tentés.

-~ Un m&me modele placé dans une m2me veine devrait quelque scit la con-

figuration de celle-ci, parois pleines ou perfordes, possdder les mBmes ca-
ractéristiques corrigées. Cette coincidence probante en bidimentionnelle est

cette fois inopérente pour les raisons soulevées var la suite.

- Les résultats corrigés devraient se confondre avec ceux du m2me modéle
au mé@me nombre de Reynolds placd dans une veine de taille suffisante pour
Stre réputés exempts d'effets de parois. Cependant l'intervention de la vei-
ne d'essai et des caractéristiques aérodynamiques telles que turbulence ,
cambrure du champ, décollement etc... la rend imparfaite.

- L'application en parallele de la méthode ici avancée et de celle clas-
sique prétendue exacte en veine guidde permet une confrontation spécifique
de la mgthode de correctionsde parois.

L'interprétation des deux premiers raoprochements reste délicate, et il
n'en ressort qu'un jugement global qui r eplace l'détude des corrections de
parois dans son contexte général. La détermination du {a ch d'essai est par-

faitement autc-convergente et ceci se confirmera au§.III. Ainsi toute erreur



sur le Mach de référence n'influe aucunement sur le Mach corrigd. Mais il
en est autrement pour les mesures d'efforts et d'incidence. Il n'existe
olus un grand nombre de mesures dont la moyenne donadrde drocure tres pri-
cisément le Mach d'essai. Cette fois de nombreux paramétres induisent des
différences de mesures entre des essais effectuds cu non dans la mdme souf-
flerie. D'ailleurs la reproductibilité des essais dans une méme soufflerie
n'est pas toujours parfaite (76). Ceci interfire avec le paramétre éventuel

que constituent les effets de parois.

2) Validité.

Les différents tests de validité expérimentaux mentionnés présentent des
sources d'erreur que l'on classe en trois catégories: hypothéses théoriques,
discrétisation‘et erreurs de mesures.

a)Hypotheses
Le fluide est supposé parfait,faiblement compressible et 1l'écoulement per-—
manent,isentropique et uniforme & 1'infini amont.Les conditions locales
sont ignorges.La veine est de longueur limitée et on ne sait pas comment
interpréter les mesures & la sortie du collecteur et & l'entrée du diffuseur.
L'imperfection de la planéité réelle des parois intervient dans la méthode
par l'intermédiaire des pressions mesurées.Les corrections qu'elle induit
sont dans le bon sens;mais seul le principe de la double mesure permettrait
de la prendre complétement en compte,ce qui restreint le domaine de validié
aux "faibles"défauts de gdéométrie.Sur le plan théorique il faudrait connal-
tre les coefficients de pression en tout point.Pour les parois perméables,
cette notion de discrétisation pose un probléme de principe.Comment pourrait-
on mesurer les vitesses axiales au niveau d'un trou?En se contentant des me-
sures de pressions en dehors des perforations,rien ne permet de justifier
l'interpolation entre deux points de mesure,d'autant plus que les perfora-
tions induisent de brusques variations de vitesses et un gradient de pressior
important qui pourrait légérement influer sur la transmission des pressions
au travers de la couche limite.

De plus,la veines3lcwest formée d'un tronc de cdne sectionné par des

\ ‘e 3 - o \ . Vd ’
plans paralleles’éul s'assimile mal & un rectangle.Ces différentes sweces derreus
sont inéluctables.Si elles étaient prépondérantes,on pourrait juger de
1'étendue du domaine d'application de la méthode et de ses performances.Cr

on n'est pas encore parvenu & ce stade.

b)Discrétisation
C'est le domaine qui nous est imparti. I1 comprend

7’
e choix des ordonnees
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de mesures et des méthodes numériques.L'emplacement optimal des prises

de pression (1) est partiellement conditionné par les contraintes de
rédalisation:supports,hdsitation & perforer les pidces fixes et arrondies
de la soufflerie et interprétation ambigie des mesures en ces perfora-

tions hypothétiques.Cette limitation des points de mesure 2 moins de
6C % de l'envergure compromet l'analyse harmonigue.

Hormis l'cption prise pour la référence d'incidence a ltamont,
les choix des méthodes numériques d'exploitation ,décrites dans le para-
graphe suivant,sont sujets aux remarques préliminaires suivantes.

Les intégrales 4 calculer sont nécessairement tronqudes vue la ln-
%wurumneede la veine.Deux tendances apparaissent & ce propos:soit tron-
quer les int € grales dés que les coefficients de pressions mesurées indi-
guent que l'on se situe au niveau du collecteur ou du diffuseur;soit
scinder les survitesses complémentaires %% en leur terme relatif a la
file infinie %—‘%(x,q,tw)et en celui relatif aux mesuresu.(+ph) .Le poten=-
tiel des singularités sommées ¢, étant défini quelque scit x,on peut l'in
tégrer de -2 4 +2 .Pour le second terme on est obligé de tronquer comme
précédemment & la limite de la veine.En bidimentionnel cette seconde

méthode donnerait des rdsultats plus concluants (63).Mais jusqu'a présent
seule la premiere procédure a été exploitée car elle est plus commode sur

le plan du calcul.

Les résultats globaux sont aussi liés au critere d'élimination
des points entachés d'une erreur démesurée.Afin de s*en affranchir ils
sont remplacés par interpolation sur les points voisins en x.

¢c) Erreurs de mesure

seuls les coefficient& de pressions aux parois (Cp) apparaissent dans les
formules précédentes car par le théoréme de Bernouilli les survitesses
sont lides en premiere approximation aux Cp par la relation:
2w = "Cf

Ces valeurs (Cp) varient relativement peu sur la surface de con-
tr8lejelles sont sensibles aux moindres phénoménes.L'élément prépondérant
actuellement est l'exitence de fréquences basses dans la veine de 53(n
qui induisent des fluctuations temporelles de ces coefficients du méme
ordre de grandeur que leur amplitude de variaticn.les prises de pression
n'étant pas branchées de fagon aléatoire,ceci implique une précisiocn
désastreuse .pour l'analyse harmonique en envergure et fait émettre des
réserves sur la fiabilité des corrections d'incidence.En outre,puisgue
la précision absolue des capteurs est presque indépendant du Mach,l'appli:

cation de cette méthode en subsonique est problématique vue que l'erreur
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relative de mesures devient intolérable lorsque le Mach devient trop fai-
ble.

En dépit de ce défaut de fluctuations temporelles auquel on est
décidé a remédier dans l'avenir,ol un soin particulier sera apporté a la
orécision de mesures,le procédé d'exploitation exposé ci-dessous fourni

des premiers résultats encourageants.

3) Calculs oréalables

a)Sommation des singularités images

Les composantes u4¢,et Egsintervenant dans les corrections de parois ainsi
que les vitesses u«g aux parois qui servent 2 définir les conditions limi-
tes t;‘GhFépendent éventuellement.de‘%%et sont proportionnelles au facteu:
de compressibilité @ et & l'intensité de la singularité comsidérée.En inconm-
pressible (p =1) toutes les vitesses utiles et induites par une singulari-
téinitaire sont définitivement calculées par l'algorithme décrit dans le
chapitre T (§§) .En compressible,elles sont regroupées dans un tableau

4 pas constant de taille minimale.Pour chaque valeur de # ,les valeurs
requises s'obtiennent par interpclation.

b} Coefficients de pondération
La tabulation difficile numériquement des coefficients pondérateurs qui

sont des fonctions oscillantes plus ou moins rapidement suivant la valeur
du seul paramétre ¥/ ,est évitée en transformant ces intégrales sous
forme de séries de terme général décroissant exponentiellement (annexe8).
Cette sommation directe de séries est beaucoup plus rapide pour ¥/p
important que l'intégration par 1l'algorithme accéléré de Romberg méme
généralisé (1) .D'ailleurs pour ¥, >L le temps de calcul de ce dernier
procédé devient prohibitif.Les deux méthodes sont aussi performantes
po0ur ‘¥~ -2 .Au lisu de passer d'une méthode & l'autre suivant ¥/p ,1il
est préférable d'employer 1'¢ -algorithme de Wynw (£8)pwr 2ccéléver la conver-
gence du premier procédé;d'autant plus que sous ce programme est déja
apoelé pour la sommation des singularités images des parois verticales.

I ’ £ - by ’ .
Le procédé N\ d' Aitx en accélere la convergence de ces séries car
B Snnmd | Qs B ks

AN - > 5“__5 A=y D BS“
On ne peut assurer que l'algorithme utilisé qui en est la généralisation
soit plus efficace.Toutefois ces sdries qui divergent pour ¥, nul,sont

calculdes jusque ¥p=-.0L par cet algorithme accéléré en un temps compa-
q f/:3 8

/
rable & celui précité.Apres la tabulation de taille minimale sur les

symétries éventuelles en x ou y,les valeurs & l'origine sont interpolées
par le shéma & pas constant de Nevwile - Mtken .Puisque les somnations de
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ces séries convergent plus ou moins vite suilvantxp, on relie expérimenta-

lement le nombre de termes sommés i ce paramétre.Per¥conséquent l'accéléra-
tion de la convergence devient inutile et on la supprime.Les valeurs de

ces coefficisnts,pour une maquette centrde et pour les premiers harmoni-
ques,sont reportdes{el.8s41)

4) Discrétisation

a) Intégration

La dominante #tant la dispersion des mesures,au lieu d'une intégration
excellente pour des fonctions connues analytiquement avec la précision
désirée,on opte pour celles ol la variance de la somme reste moddrie.di
les mesures n'étaient entachdes que d'erreurs négligeables,la meilleure
méthode d'intégration composite serait celle pour laguelle l'erreur sur
chaque intervalle de calcul est la m&me.Le choix d'un pas de mesures non
constant répond & ce souci.Mais sur le plan rigoriste de l'optimisation de
la méthode,il faudrait un procédé différent pour chague terme vu le chan-
gement des coefficients de pondération,et pour chagque abscisse de détermi-
nation de la correction (4 ) .En l'absence d'indications plus adaptdes,on
ce contente de comparer deux méthodes d'intégration élémentaires & pas non
constant.Celle de Simpson devrait converger au moims comme le plus grand
pas & la puissance quatre.ilais ses coefficients de discrétisation non uni-
formes (% ,%, ,% pour un pas constant ) multiplient par deux la 'vavi ance
de la somme.lLa méthode des rectangles pour laquelle toutes les mesures ont
pratiquement le m8me poids,permet de minimiser les répercutions des erreurs
de mesure.

b) Décomposition de Fourier

Les quatre mesures en envergure dewu,,(xy, mk)autor1°ent une analyse discrete

de Fourier en envergure.Scit u, ﬁ=¢£4 ces mesures:
p
20 S 20d, wy
u':u.({"e) o )= °Z S lxn %o )m PYN

2B E 2 gour WFO

N avec ¢ =
lem’é’e‘)=2—£&) e ) o 1 dy {1 pove n=0
°

Pour chagque valeur de n,on approxime a, hﬂh?ﬁ) par:

W (%, 2 ) Z:_Am-\x M)

3=t
—Une fagon é4lémentaire de choisir les coefficients Ain est d'impose

gque l'approximation de l'intégrale deo 1 28lsoit exacte pour un polyndms

trigonométrique d'ordre le plus élevé possible en cos?ﬁ% .Ceci revient &

résoudre le systéme lindaire:
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Malheureusement,cette méthode donne des rédsultats dédsastreux vu les erreurs
de mesure.En effet,supposons que l'erreur de mesure & g0it en valeur absolu:
la m@me en tout point et que son signe soit celui du coefficient correspoun-
dant.Pour les quatre ordonnées retenues en envergure on a:

Loy = uto)+&Z'\h.e\ = Rie) x182¢

A

') = uu)«»sim.‘ = wd) 43k, LE

La méthode des coefficients indéterminds pour ces ordonndes en y est numéri-
quement assez instable car les erreurs sont fortement amplifides en valeur
absolue.On lui préfére la méthode mixte suivante.

Au lieu d'imposer que l'approximation soit exacte pour un polyndme
trigonométrique de degréd le plus élevé possible,on se limite & un polyndme
de degré m01ndre et le degré de liberté,ainsi laissé dans le choix des coef-
ficients,sert a mlnlmlqer'ZflmJ .L'exactitude de la fonctionnelle approximan-
te pour des polyndmes trlgonometrlques de certains degrés se traduit par de:
relations linédaires entre les coefficients de cette approximante.lLe problé-
me général aveg un nombre k de prises de pressions en envergure s'exprime:

W«j:\mn
avec Z_\( (nyfhon = f J¢€ loym)

P Y

En posant fi=R:-#" avecd; e+ A% non négatifs,on se raméne 4 un programme

Vh et m g Bt

lindaire (¢t) .Dans notre cas ot Xk =4 on a choisi m=2 .En substituant les
coefficients dans la fonction critére,le probleéeme revient & minimiser une
fonction convexe d'une variable linéaire par morceaux.Puisque l'on sait que
toute solution optimale d'un tel probléme appartient & une facette minimale
le minimum & tout n correspond % un point anguleux, (intersection de deux
segments de droite).Tout calcul fait,on obtient cette fois:
L) = Wio) + 2,45
W) =3d) + HTkE

Notons & titre indicatif que si 1l'on pose m=0,c'est & dire que l'on impose
‘aux coefficients Ao d'8tre seulement exacts pour u.= & ) H9~h‘29“\ =4
et de plus Ae= Moz ko = fuo = .26

L'inconvénient majeur de cette méthode provient de l'anpartenance
de la solution optimale & une facette minimale.En particulier pour l'exem-
ple traitd,(wm=2, b=k ) les coefficients affectds au second point de mesu-
re en envergure sont toujours nuls.C'est & dire que cette mesure,théorique-
ment peu significative il faut en convenir,n'intervient pas dans le calcul.
Ce résultat est inacceptable pour des mesures entachées d'une trop grande
erreur.Inversement,silon souhaite diminuer le nombre de points de mesure,
on peut éliminer cette ligne.

Pour achever cette étude de la décomposition de Fourier,signalons
un procédé assez séduisant emorunté au chapitre des splines (435%) .Les va-

leurs en envergure sont apporoximées par un polyndme trigonométrique d'un
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faible degré et on minininise 1'4cart entre l2s valeurs mesurdes et celles
de ce polyndme que 1l'on désire le nlus régulier possidle.Si f représente

les mesures e% v le oolynomn apnroximant tol qae:

ka ) A**\J [y 4y = %dhv H [y #tp) ey +,\j(313,)¢9}

'analogue discret qui est dirsctement exploitable revient & minimise:
g sur un réseau finig

Mim [ (g - )"+ ¥ &, [[3_3_;51) = ”}
gq 9 LT 94
La fonction f définie sur un ensemble born3,continu ou discret,

développe en série ou en série discrete de Fourier,ainsi que la fonction
lissante et régulidre g .La minimisation posde revient nar cette analyse
sur les harmoniques & diviser le coefficient de rang j de f par le facteur

£+ 0am)’ (¢6) ,Les harmoniques & haute fréquence sont considérablement
atténués ce qui constitue un filtre numérique.Pour le choix de A on peut
s'inspirer de la fréquence de coupure d'ane cascade de tels filtr?s;si on
introduit dans la fonctionnelle X minimiser X et la dérivie p-tsme an
lisu de N et la dérivée oremidre,les harmoniques de rang infdérieur & A\wj
restent inchangss tandis que les autres s'annulent lorsque n tend vers
1'infini,

L'apolication des deux premiers schémas de décomposition de Fourier
induisent des variations de corrections d'incidence en envergure supérieurs
leur valeur moyenne.Ce phénoméne non significatif provient de la disver-
sion des mesures et de sa propagation dans ces analyses de Fourier.L'inté-
r8t du lissage provosé survient de la liberté dans le choix de A qui per=

met dtamortir la variation en envergure jusqu'a ce qu'elle se juxtapose
x prévisions théoriques.Zn effet,l’oscillation relative des vitesses ver-
ticales autour de leur vszleur moyenne est ordvisible par une méthode du
D

ne image.Mais ce ovrocéddd n'=st pas encors ondrationnel.

-sent des d3calages temporels par bloc de douze valeurs dis aux fréquences
scee dans la soufflerie.
— L'intdgration exdcute d4j2 un certain licsege qui peut suffirse
orécision actuellement accegsible
—2n dehors des splines d’agusnement oa des polynlaes d'intsrpola-
tion, la lissage exige un modsle nathdmatiques qui int
Une ndthods du type moindre ca eres 2 5t3 2ntreprice et abandonnde, .

car elle se rattache 2 la mdthode numirigue =% elle serait trop voluminesu-



ce.Il dtait & cet effet prévu ine méthode du type Backward.Dans une premiors
dtane,sinilaire & celle d4j2 mentionnde (uiL les intensitds des singularitis
s zur lz contour inm 2 trole sont ajusties pour

calcul appararaissent aussi les corrélations zn*tre les mesurss 2t cnaque
singularité.Dans une seconde dtape,les cingularités non significatives
(corrélation trop faible ) et les mesures erronndes (2 plus de n dcart-type

de l'approximante) sont supnrimédes sans nécessiter la riinvercion d'une

matrice.Ce lissage de valeurs rrontiéres s'extrapole & 1'infini ce qui sup-
prime 1'inconvénient de la longueur limitée de veinejde pnlus,il permet d'op-
timiser la mdthode numérique en modifiant les singularités images sort

es possede un coefficient

'__l

gu'un nombre nminimal d'entre el

(D\

global de pondération maximum.Ces valeurs lissdes sont ensuite exploitées

par la méthode intégrale.Cependant la somme dirscte des vitesses induites

.3

par les singularités ajustdes fournit les m&mes valeurs que la méthode pré-

~

céddente.2n dehors de son intdrét propre & la méthode numérique,cetts dtude
se restreint ainsi % une vérification thdorique.it ceci justifis un peu

mieux son abandon.

’ﬂ/\ RESULTATS

1) Coefficients de pression mesuris

Sur le relevé de coefficient de pression apparait des discontinuités
repdrées par des traits verticaux (¢4 .Celles-ci proviennent de 1l'existen-
ce de fluctuations de pression & basse fréquence(~%43) .Car la prsssicn
niveau du coefficisnt de

z <

repérs $tant moyennée sur un temps plug long,l
a

(D

G

pression sur douze prises consdcutives et captfes guasi-instantaninent dd-
{,‘

ko)
Pod
pend essentiellement de 1l'instant auguel s'effectue cette mesure.Ces décala-

ges rendent délicate l'apolication de la méthode

A la limite,l'intdgration qui fournit le Hach,revient 2 moysnner la

L]

nn
n temporelle sur un ensemble de blocg de douze valeurs.Cependant

gio
tance 41 nombre de mesures naintient la précision du dach Z un nivesu

dstermination de l'incidence.Un dfcalage
naute et racse se traduit par une forte corrascticn 4! incidencs.2n outre,

]
les coafficisents de ponddration référencéds 3 llemont accentuent l'influence
) iserdticaticn st maximim,et ol



96—

s
W
n
O
s
s
[
(D~
3
4
o
ct
Y3
n

envergure orobldmztigue.it 1'4tude entreprise e2st znmputée
-ore aux Zcoulements tridimentionnels.

2) Gdométrie de la veine

L

In d4vit de cet 2l4ment primordial,une znal 1
plusisurs essais nmontre que les ccefficients de pressicn dgpe n
-l2ment de la géomdtrie de la veine et bien =ir de la signature de la maqiet-
te.Les moyennes des coefficients de pression 2 la varci basse sur trois

+

gssals vaine vide et autant en présence de la maguette N2 indiquent cett

fon
[$92

spendance vis A vis de la gdomdtrie.lion seulsment les gradients globaux
de vitecses sont trés voisins,mais de plus las variations point par roiant
sont Jdans le m8me sens ( ¢\.13)

3) Schématicsation maquette

La différence entre les Cp mesurés avec et sans magistte est redeve-
ble & la prdsence de celle-ci.afin d'éprouver sa schématisation,cette diffé-
rence est comparde i celle provenant de la mdthode des images en veine gui-
dde ('t ,Le sillage n'est pas introduit ce qii expligue la différence de
niveau de Cp & la sortie de la veine,.

Pour 1l'effet vortant,malgré une bonne concordance de niveau guelgus
soit l'envergure,les différences de Cp entre l=2s parois haute et bass
sont légérement troo fortes &4 l'amont tandis qu'a l'aval la tendance s'inve:
-Se,

La schématisation de 1l'effet de volume par un simnle doublet est
peu satisfaisante Seul l'efrlat des parois verticales,effectivement calculs,

t ici représenté.L'intervention des parcis norizontales les multiplie

s
théoriquement par un facteur proche de 2,5.A l'emplacement de l2 maquette,

[

es survitesses sont trop fortes tandis qu'hd l'aval =t 2 l'amont apparait
décéldération veu significative.Il sembdlerzit souhaitable d'affiner cett-

ntation d= l'effet da volume et de définir au misux l'intensitd de

o o
i}
’D\

g 1nau13L1te

suto-convergence du Mach

Le Hach pris pour réfidrence est celui au centre de la veine.Cette
valeur s'obtient itérativenment (.69 )de sorte gie la correction comnlémentai-
re u,. (60p) calculde A partir de ce sach rspere soit nulls.D'aores les oravi-
sions tndorigques,la coﬁvergence de ce processus itdratif devrait 8tre rapid
et m8me innddiate en incompressi®le.Zn fait,cing itérations assirent %

-4 . . ; -
“=.7C une précision de l'ordre de IC sur le Haca (@J@.nfln de tesgter cet®

convargence,on a introduit des ilach de référence 1n1t1°1x variant de C.3 2
C.5.0ans tous les cas,on retrouve le mBme Mach % IO prés en cing itdra-
tione.Cn =n conclat que les soins apnortds b la dsfinition nricise de
vrise de oression de référence cont désiets ,c2

r
vatear Initizle,on retrouvs toujours la a8me valsur.La méthode est réelle-
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CONCLUSION

Au lieu d'une détermination théorique fondée sur des conditions aux
limites peu réalistes et sur l'estimation du coefficient de porosité par
de multiples essais préliminaires(69),les méthodes intégrales ici présen
-tées se fondent sur desvaleurs mesurées.Suivant le procédé adopté, les
mesures de pressions pariétales suscitent l'adaptation immédiate ou la
détermination des perturbations provoquées par la présence des parois.

Aux notions de calculs itératifs d'écoulements virtuels extérieurs et
de combirnaison entre les composantes de vitesses des champs internes et
externes, succéde désormais |'optimisation du facteur de relaxation pour
adapter immediatement les parois.lLa réalisation de lames flexibles défor-
mées de fagcon optimale semble &tre le mode opératoire le plus approprié
pour assurer l'adaptation.En outre pour une veine en voie d'adaptation
,1la connaissance des effets résiduels d'aprés les mémes mesures permet
de juger de l'opportunité de les réduire en améliorant la forme des parois
.En veine rectangulaire la simple adaptation des parois horizontales di-
minue notablement le blocage de volume et de sillage ainsi que les gra-
dients longitudinaux.Le perfectionnement immédiat consiste & suradapter
les parois déformables pour compenser l'effet des autres et plus spéci-

alement pour annuler la courbure du champ.

Cet ensemble de résultats et indications s'intégre sous le titre gé=::
néral de méthodes intégrales.Le principe de 1l'adaptation immédiate et de
corrections résiduelles basées sur les mesures pariétales s'introduit na-~
turellement par la double mesure sur une surface de contr8le.Elle procure
directement le facteur de relaxation optimum.Hormis ses extensions cette
étude théorique fournit les vitesses induites d'aprés soit la modélisa-
tion de la maquette et les pressions pariétales,soit la connaissance de 2=
deux composantes de vitesses.D'ailleurs les intensités des singularités
représentatives du modéle se déduisent des ¢onditioms Pronliéres sur la
surface de contrble.la précision des mesures loin du modéle fait préco-
niser le premier schéma bien que la géométrie de la veine intervient ri-
goureseument dans le second par ses pentes locales.L'approfondissement
de la méthode bidimensionnelle permet d'élucider les problémes occasion-
nés par la référence d'incidence et la longueur limitée de la veine.les
précisions ou les modifications adéquates de formulation sur ces sujets
mériteraient une exploration systématique pour accéder & de meilleurs ré-
sultats.Malgré ces imperfections de principe,la méthode d'origine est
cohérente et rigoureuse sous les hypothéses classiques de fluide:parfait
et faiblement compressible,d'écoulement permanent et isentropique.En par-
ticulier 1l'introduction d'un Mach initial nettement faussé n'empéche pas
de toujours restituer le méme Mach pris comme repére.En écoulement com-
pressible un coefficient théorique de sur-relaxation accélére l'auto-con-
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vergence du Mach.Ceci rend surranné le soin apporté au choix de la pres-
sion de référence.D'ailleurs le fait de moyenner de fagon pondérée de nom
breuses mesures pour définir ce Mach laissait présager une telle conclu-
sion.les généralisations tridimensionnelles présentent qualitativement lec
mémes résultats.le cas de la velne rectangulaire & parois verticales plei
-nes se raméne a une série de problémes bidimensionnels par décomposition
en harmoniques.Pour une veine circulaire ou de forme cylindrique quelcon-
que il serait toutefois indispensable d'effectuer les mesures sur toutes
les parois.L'extension esquissée pour les écoulements faiblement compres
~-sibles et basée sur l'équation aux petites perturbations fait apparaitre
le terme "constant" qui est le résultat antérieur et le premier terme de

la solution développée en puissance de M2

.En écoulement supersonique les
caractéristiques concernant les effets de parois sont nettement plus struc
—turées.Tant que le modéle reste assez petit,ils sont nuls.Sinon la forme
des parois pleines et adaptées s'identifie & celle du profil décalé dtune
demi-hauteur de veine en x,tandis que celles poreuses devraient posséder
un coefficient de porosité égal & celuili de compressibilité.Cependant 1les
corrections en supersonique demeurent hypothétiques car en supplément des
hvpothéses classiques,le champ de vitesses est supposé continu ce qui ex-

clut 1és ondes de choc par exemple,

L'application dans une veine de géométrie voisine du rectangle a pa-
rois verticales pleines dévoile d'autresavantages et les principaux incon
-vénients de cette méthode.la petitesse des vitesses résiduelles aux pa-
rois reporte actuellement les difficultés sur llexpérimentateur.le fil-
trage des mesures et 1l'élimination éventuelle de basses fréquences de-
vraient fournir des résultats meilleurs que ceux déja comparables aux mé
—-thodes classiques.De plus la méthode intégre en partie la géométrie ré-
elle de la veine,siége d'effets visqueux.Et par l'analyse des mesures,la
schématisation de la magwette est éprouvée. QE&E

En dépit des résultats ici établis de nombreuses questions restent U=

vertes.Il serait intéressant de se consacrer a l'optimisation de la métho
—de numérique classique ou basée sur les mesures pariétales ensinspirant
éventuellement des idées émises.Les remarques avancées pour la résolution
analytique méritent d'é&tre poursuivies en particulier lorsque la veine est
rectangulaire et en généralisant les conditions d'application par l'emplol
systématique des transformées de Laplace.Hormis les problémes de mise en
oeuvre,la prise en compte de la longueur limitée de la veine en bi et tri-
dimensionnel demande un développement des calculs proposés.Les problémes
de la référence d‘'incidence et de corrections veine vide sont toujours pri
-mordiaux bien que théoriquement résolus.Le schéma de la démonstration re-
lative a2 la double mesure n'a pas encore aboutl en tridimensionnel.Pour
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1'étude des écoulements instationnaires et en fluide compressible,il se=
raitsouhaitable d'apporter quelque arguments complémentaires quamt a leur
validité et-draborder les questions posées par la mise en oeuvre numérigu:

Aussi bien pour les méthodes classiques que les autres cet exposé se
situe en général a un niveau théorique tandis que leurs performances dé-
pendent surtout de leur mise en oeuvre.Toutefois cette étude se limite 2
la détermination des vitesses induites par les parois,sous 1'hypothése
permanente de respect exclusif des conditions aux parois.Or les progrés
accessibles en introduisant les conditions locales,par exemple avec la
méthode des singularités,pourraient &tre plus conséquents que ceux qui
compléteraient la théorie ici exposée.Quant aux interprétations de ces
perturbations existantes lorsque les parois ne sont pas adaptées,elle ras-
te le point crucial d'un vaste probléme peu formalisé et mal posé.
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ANNEXE A PERTURBATIONS DUES  Aux
o SINGULARITES
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Par dérivatlon de leur potentiel tridimentionnel connu,on a en variables
réduites par rapport & la demi-largeur de veine b:
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Pour chaque valeur de x/B ol l'on désire connaltre les survitesses,il suffit
d'interpoler dans cette table.

II)TOURBILLON EN U_

g) Segment tourbillonnaire attaché

D'apres la loi de Biot et Savart (68)
‘Ul = _L [ngl -LGQQ.)

wnv

Avee ¢z Ty = WA
L‘”ez‘-‘ ‘LH = i.d—_
(cde, :’ M = . 3*5
. oy xag =)
Puisque:
S Wy molUjamd = Wi
ty o= Wl wd = \017‘-
On en déduit:
:1 = 13 f 3*5 - 5'3 }_
b (2 37) U»’éi@«?: Veg~gar)
TL.Q =o—— o o
T, o d= \ 13 R
3 umnwhgﬂ

Epega’ Jangar,
g) Tourbillons marginaux

WX (dewme

kivr

Ave v ,!3 ‘—(4 Q)
il = Aiz.___i_____
SRV



Pu}sq}ue_ .

@, ==V} sb = - ol S
J P
4 = ) até = ) iFi

en ea didut

E =0
S -
T .43 z
5¢ 7 lm\}c Tl

meart i)
{ x

T )
3 ( \[:2;3’*\5-3)‘\))

i, 2

Ve g

y Potentiel

L'intégration directe de ces dérivées partielles procure le potentiel du
fer & cheval 4' envergure S.Pour § petit,on retrouve dans un développement

limité au premier ordre le potentiel approché qui est utilisé dans la métho-
de analytique.
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19 Effet des parois latérales

Cet effet provient par la méthode des images de la somme des singularités
image par rapport aux parois latérales.Le changement de y en y - 2zn dans les
expressions précédentes fournit les singularités décalées.
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III)_REGLZS SINGULIERSS PQUR CE ICURBILLCN

f)Princige

Les séries exprimées ci-dessus pour le tourbillon en fer & cheval sont
soit divergentes scit sous forme de différences de valeurs voisines.Le seg-

ment porteur indicé par n provogue par exemple la vitesse verticale:

- iy = ,
o= A x - k ) 91 - 10491_)
3T Leve N A 3

aAve L c4 91 = g - T

V=3 g1

L&i\él \; *A

vr i‘+§lf [5 TP
Lorsque n crolt indéfiniment,cos®. et cosf, s'approchent de la m&me
fagon de un tandis que leur différence tend uniformément vers zéro.La sépa-

tion des deux termes de la série en somme de valeurs en cosf, et cosé,
fournit deux séries divergentes.Un calcul convenable nécessite de formuler
analytiquement la valeur principale de cette différence de sorte que la li-

mite du terme général soit effectivement nulle,

;7Seggent tourbillonnaire

Posons:
A = Qz-Ai - 2"\—?-—‘5 _ amaT _3
\}i',z.\- 32—1— (227 P \/";L+zz+ Gt 4 —Ta’)z
On a: - - o
a uig' = - :“;\ ";3* -3-?. Z{n{;\,Al_w}
"\IQE, = 0
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Exprimons la valeur principale de A par l'identité :

ke
I1 en découle: P

Wy = 0 = -
_\3‘.: ¢ ?2 - 2’“"3 2m f-‘s
% ,¢ = - —k° . x +
3 = b(g) Y3
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%) Tourbillons marginaux

De fagon similaire posons:

A =\ = 2m -3 —g _ 2wt -;) .
1\3) 32+L11—?—3)2 32\— &lw\*a—"j‘));—
" s — 2n -1 -3 x - 2’"1’1—:‘5 x = e

3 wl2ns3 -a\ \fx e 3 [ame3 S 3) 3’;(2“*7-’3 VIS o A ) ‘J)



h(F) = i 1
(j ) _3_2*(3_-2“*5_)1. 3 _'_(3_2.»\ 4)
Q’z L?) = — x S ——— x
2 2 2 7
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L)T\')\ n=y n=;

On a:

Par application de la m8me identité que orécéddemment il en découle:

T - L\_Tz Z % [zm-ﬁ-‘ﬁ){l'n 1"4-—-:3—)_37‘ _ {zm-h,\j)(zn*i:a)‘,VZ - an - g) klg) T i\zn«s)k‘(-ﬁ ) ?,_

e 2w\ 5 3) >(-3) '(3) »(-3) /!
3 { lm'l) _ ?“*L,.‘_ \*1\-1) G) o \2&13)*(2(-3))
w AN Z;; » ) d-3) b () ' (-7 j
e M\a)gBT\m-x-f;)hgﬂmJ—‘g \ZJ

DILS)':[-BI\—\Z’"-"T'g )’]{3 [2"‘*4 U ,N:L":S“'(MJ 3) \fxw,ﬂzm _5 -\24\ - 3)[3.,.(27.+4 ';)f]\} 145 1.{2»-. A~ 5 el
. + (2nad; 5 [3-'[2’"—4-') ]\lx,q.‘.u,\- 5

Ki(3) =§" (T« g‘) ~(en-5 -3} (2nT3) ] i"»«&ii_z(zﬂ-sf-«-z 7]

Ky (§) =33+ 2 X 32 BT Jon g R T3 en )" « 1077 em -3/ 37"

La série relative a Eig est équivalente & 4/: pour le premier terme pro-
venant de ﬂtg)tandis que le second est equivalent 24/*;Quant & la série de
‘EQE selle est iﬂ?irleure d'un ordre un soit en 1/, pour mbj)& /IS pouriﬂ(ﬂ.

Bien que les“semblent alambiqués,on retrouve presque toujours les m@mes
groupes de valeurs ce qui facilite la programmation.Remarquons ainsi que les
termes provenanti de Aifg) et Az(g) peuvent s'exprimer analytiquement sous
formes de fonctions trigonométriques.En effet ce sont les seuls termes ne
comprenant pas de puissances fractionnaires ce qui permet d'appliquer la mé-
thode basée sur le thdoréme des résidus (25 p.i1%)

IV)TCURBILLON AVEC FLECHZ

'QEbrmulation Au lieu d'un segment tourbillonnaire dirigé sui-

vant l'envergure,on schématise l'effet portant par deux segments tourbillon-

naires avec fléche.in cas de dérapage il suffirait d'introduire des segments

d'intensité différente et de les compléter par un doublet tourbillonnaire;
Cependant on se contente de la configuration symétrique courante;
La compressibilité s'interpréte comme une contraction d'échelle suivant

Oy et 0z.I1 s'ensuit les formules de rotation suivantes,en compressible:
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Py 4 >X" 3 dew - e_nvi"j\‘-'t 2wt ;"‘omfress;‘\()le
/T P
/’/ | \k
/ N

s X
X
sn reprenant le schéma de calcul précédent on a @

Wi = , y = 2 : =
W v’nféu(xkaé-s“fme’)’ {‘)—:‘«-02)’:G“é"«-A'iza‘(XMB«B\/MB) V oxtenlyanl2?

J ' R )
s S X bmb o BYia 8 —a X bim o+ By ad 3

I1 en découle les expressions en variables réduites par rapport agb;
Sauf x qui l'est avec 6¢.

i

—_ - Y SuAB A
w x - f
l«n\( 7 /5) W N o
}
- - -~ ) gﬁiﬁe
1‘“ b'-"a;s) == ““__}\ V, l-\
i ]
—— —— = — (s.T ;coée-ﬂwe 3
) —_ [ 2@
awec. A = 4 zmsijﬂg _ X b 4§ ab -T g

+(xm9- Me) x T - T T T
3 | V= *'f) 3 \]1*3 *3‘”5;9—»("'4“9*'0‘“6)*3 T3

Les survitesses du second segment s'obtisnnent en remplagant ¥ en-y ;

Contrairement au cas du segment rectiligne,l’'angle de fléche dépend de la
compressibilité.Pour une fléche nulle les expressions précédentes ne sont
fonctions que de *[p & un facteur multiplicateur prés en B ;Pour un tour-
billon unitaire (facteur CLz. éliminé),il est alors possible de les tabuler

levr
en %/ puis de les interpoler suivant la valeur de p .Pour un tourbillon

en fléche la tabulation devrait se réaliser en * et en 0 j;Actuellement on
se contente de confondre © ete’ ce qui represente un compromis entre rapi-
dité de calcul et précision limitée par une erreur de formulation.Bn incom-
pressible cet inconvénient n'apparait pas car on calcule définitivement les
coefficients de vitesse a l'emplacement des prises de pression.Remarquons de
plus que la symétrique en x disparait avec 1l'angle de fliéche ce qui double
le volume de calcul.

Régles singuliéres

Selon le cchéma decrlt antérieurement:
vy [y Me} S—'i Nk"a) _ Nl‘ﬁ)

i Wwh B T b(a) B“ﬁ)
Tae' \A 3 Nlﬁ N\:\:ﬂ g’\—_\lf i
A D(j d-3) ¥
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ou “35 et u}y sont les vitesses dejh exprimées,engendrées par les tourbil=

lons marginaux.
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Par le m8me procedd on exprimerait (I) le dernier terme utile %{P .
2



ANNEYE B

COEFFICIENTS DE PONDERNTION

Les coefficients de ponderation obtenus (p.# ) sont difficilement cal-

culables directement.Cn se propose dans un premier temps de montrer com-

ment on retrouve les formules bidimensionnelles & réfdrence composeée pour

l'harmonique de rang nul.Puis on
rie de chacune de ces intégrales
d'incidence.

donnera une expression scus forme de sé-

,en montrant comment définir la référence

I DPASSAGE DU TRI-aU BI-DIMENSIONNEL (n=0)
I1 s'agit de calculer analytiquement les 1ntegrales suivantes:
Y -
I - _P_‘Q‘_"’E dp T, = Mﬂ_a
1o RTINS e Shonhe
:; - ”:;-

L. 5¢c%34 - _J;E 9%9349

20 - TS 2Rbop ke T Swathkp
) On considére le contour d'integra-

{T, tion ci-contre qui exclut les deux p3-
- P > les simples par les deux demi-cercles
N
dont on fait tendre le rayon vers zé-
\'ﬂ' ](m L4 : rd
. ro.0n se propose de determiner préala-
-] > _{”\\ - +—> blement les deux intégrales suivantes
dont les quatre recherchees se deduisent
axei & SeE xe j 5%
o
4° JCALCUL DE: CW‘W )E Gt W T sw&«e

L'absence de singularité & l'inte

des residus:

rieur du contour donne d'aprés le théorsme

Sibpe il ) Klf" )

LT i
J;-‘ﬂ & . «G R J zf(i’ %) :(? )
o o sm“e A ETNTNA

Zn majorant de fagon élémentaire
que leur limites gquand R tena ver

[

(1) les intégrales I

8 1'infini est nulle.

L

et 1L

%2%u*

on montre

R Hee i) &lo~ 5o) ; s e
‘Puisque: o ZN-) e 20 A'., _ C;;—;(‘i* ) 'Q,f 2 c“’
50,‘29,0\0«;‘—“—) sh2nl p
[ 4 v
/ -le Kf
Il en decoule: [z“kﬂ J [
S22y 7 o U;'j
- pr
— Calcul delf
T
sait ¢ = E=v ele
StE ke ;"*3 :K
4
f¥ =g =2 e =y ¢ oY
L] > R
bova | R g[ﬂe)]cw U &0 do _ v
o ) ~ =0 T{,_;;&g ‘.2‘"5 T anh



~Calcul de f =113~

. s @R e
Sait: { = %+£ — f =2 R =2 YRS T
Y. zl‘ﬂ\(’ 22 ? (G ve) -2 (3Ee)
™ (g.ik)  e(kiE) w(§«ik)fonl,
K{g): 22;,& x.*,e",__.,,ﬁ__ =-_E_____,LTO{£)
élmt QZN\?— 230\2
‘R/z k 4 k) : 4k
e QAAM Jf’[“(}ﬂdg {2% . rielde _m :(t:%)
v —>0 A .?Bﬁ‘ v ?,‘.9 - 2)3&\
0d en conclut que:
+2=\ . 5k
é'e} eq’ i i - ;w.(}* ) .S /& :
£ dp =it = 1T v (yK)
LI IR S ls<i®) T opk i@

-

2) _ZABRISIION DI I, BT I,
I I Y -ie¥ -3
'3 e e ) P

»lf} SQ\? ) Y )

o NT) T
e‘s U)‘de E? 3 ~ A 14 )40
o= i Shafhy i Shabhy P Sh 28R

-0

N

Par application du résultat précédent on en déduit alzdbriquement (L):

T . A3 /500 T = 39\"‘\5/2%‘2\
10~ aph Cpnr(i,éga + a3 /p0h A 20 2Rl CQJ\'}/Z@-\—CMU/:B&

Cesont les coefficients de pondération bidimensionnel-avec la référence
composde w, (=) + 4, (+») =0 .
Ces formules font partie du formulaire de référence ( Yo,p 14%)

-p% K
3) CALCUL ﬁ;eef%ec\
. SRy e

Premiere méthode:

Elle s'obtient directement.en dérivant par rapport 2 ¥ 1e résultat idu

f’;;f: K A ﬁ'*“*‘\()
x ;)zj_“;e T ‘
N $amdhp 28y, TN
D ou il _ ¥ ¥
A*——-I CS): -EJ%—M?! QKP ? =-i-1zf,_ e%)‘\g ; ) 2
dy h2phy 2" 4. e%(;«r)}

— Deuxiéme méthode:

Reprenons le contour dessiné pr2cédemment; COn montre que:

@M5=h~n3=o

R—n20 /—> 2
Y ou: . , o
- % ke RT3 ER'Y, 3 ({287 KW ) -. (o~ z%) e )
} (4 e Pz{e “'je 2 9(10.. e e (*_';‘ﬂ‘;‘)‘(? 14 ‘{P*%)C\P*}*[zo
K2l 0 b 2mkp | kel i Dot (o ;B‘)x 3 i
-> r . }

£
Cn montre directement que l'origine n'est qu'un pdle apvarent d'ohJ =0
Redulsons le 32 et le 4°terme

_.‘;(9.—_) (4T L ( _‘ft A ‘ei i\
levimydp = 8™ H ~AmiE 2 4
A Soonk (e i)™ SQ\ZBQ\? ?BQ\ Shashp
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Par passage 2 la limite de r,il en découle:

m““k”_e“f"z“" P P P ST
- e ;Jl = - L
[1 ¢ Sy w0 by r—eo }m

-

La seconde intégrale a déja 4té calculée 1),et par la mdme méthode que pré-

cédemment;On montre que:

alieik)
QW\ - 'Trz Q:' /ZP’Q‘
=0 LER"
D'ol 1l'expression compléte qui équivaut & celle déji obtenue:

*'Jéie‘i e_K? A > i’.{.&{}wK) i- a;'—'—,g(‘iqu) . 2‘;%(5-*“‘)

2 = s - - + x =T
. Sadhp KD [1+ ﬁ*“*“"]‘ WRRT 4 oml¥iX)
A i +;K}
[ €'§ 2‘« do = w eﬁl\i
L Shamke TS [4+ Q‘;’r‘i\(t-ﬁqu

4) EXPRESSICN DE I, BT TI..:
D2 m8me qu'san 2) on obtient cette fois-¢i I, et I, % partir du résultat

ci-dessus: 4% .
e Rz 4 Pak M E‘TE ) 4
3 ——— '=i 2 o
T Saanhyp pee =3 (%2{3“\\0 n2nhe At

"““f. ¥ ‘”“°~ iy -
T..- J ® dees pde = }/E(’EQ?S ) ¢t Js)go\\b
- L X2 > AT, 2k p

on ew dddut &\3€bfiquem{n\‘ ‘i):
I T A
(e [(mﬁt/zy,u.-\—wo“;/,qﬂ‘]z

T sl AT %/
NSroh | Rrdonp + mn;/wa]

Iko -

TA) INTECRATION DE I.. & I,,

Ces quatre intégrales sont des transformées de Fou vier de fonctions rapi-

dement décroissantes dont on ne connait pas d'expression analytique élémen-
taire sauf pour n=0.Pour des valeurs de ! importantes,les intégrants sount
des fonctions rapidement oscillantes difficiles & intégrer (1).Cn se propose
d'exprimer chacune de ces intégrales sous forme de série dont le terme giné-
ral décroit exponentiellement ce qui permet un calcul rapide.

Dans le plan complexe,les p8les des intégrants sont simples et se situent

o )
en < 5 - :\[ i . 8)\].'1'\'1
I W A W

in

)
20 &‘

Seule I posséde un autre pdle en z=C; Les fornctions I,.a I,, sont paires en
¥ et on se contente d'étudier le cas ou $>0

Pour §>0 on a dans le plan complexe:
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T

.‘E\ / i
\ / -iet ) 1.2
\\\. \é\\\ R Avec a" [E}_/fod[g \’ “!}zaz}&{’
\\\\\\*-.__,___/ttl/// - e
—

On montre de fagon $ldémentaire que \gﬂ décroit plus rapidement que toute

puissance de U@pour 3425& et 6 ¢::§§ .2lles sont en particulisr majorées
par 1/ ;L'intégrale le long de (I) est nulle car l'ensemble sur lequel cette
majoration n'a pas lieu,2st de mesure nulle et g; y reste borné,

Les intégrales I, éIAn sont ainsi les scmmes des résidus de KP‘ 2 1l'in-
térieur du contour précédent.

T)CALCUL DE Ign:

-Par application du théoreme des résidus & ce contour:

50 /Q.M Y }SD\\‘; \ Y &\L \ e
I:? i : \] ) dvec =\)Z““———
n o =i, im’- Zv. S'PT.IAN ZB & e wpB?

=0 BV

Par application de la régle de 1' Hospital il en découle:

-4

¥
I"’Z:Ifw 2&“ T —E:;—E&Ei—
- P

in

ey i Z‘;*%! z—%f dha ko A
On en déduit: - S VAR
fh M“’—g e re
T 5y =) v —= o avee b= B2
Y WA 02

~-Puisque z est généralement proche de 8k ; c'est & dire que la maquette
est voisine du milieu de la veine,translatons les axes.
‘—"3-(’19\ —_— 3= \f-'r)\‘c\

Cn en déduit:

%m.t)wﬂl LExml) 43 -wwh 53) +[2 5 -2, 0mm ] 7,0, ¢4

ITEI 5 \)\19\ wl2r-)?
Avec T li‘Q) Z_—_K‘” ,MW (2K-1)

\[:SV\ «(2x-1)?
=t k-1 “l%‘v\:; e‘—;%‘é; \l~2£’+t~.|<‘

2n kk/t = -1
i ) Z\‘\ ) \},“’H’«’—kK"

Notons que JT.l%0) =0;C'est adire gu'au centre de la veine,le second terme

X

de l'intégrale est nul quelgue soit ¢
~Pour n=0 on retrouve le ceas bldlmenSLOnnel .
"T;/z,@\

4 A _}_ :ﬂ& Y o+ Bt -y _;E.m;/,g‘
4Gy = ) o e Chm )l [ ),
Gz=o

RIS

\)o?\ R Be.\:o )
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Ces deux termes sont des soanmes de progression géométrique dont on dédduit I

Ii°=l& . _iy}:gr_, won Tl
Ak by omb-y) e @BV T Al v gl

-

2°) CALCUL DE Iz,

Cette intégrale présentant un pdle en p=0,on introduit dans le contour
précédent un demi-cercle de rayon r entourant l'origine.Lorsque r tend vers
zero,l'intégrale le long de cette demi-circonférence tend vers la moitié du

N

résidu en ce point.C'est pourquoi on calcule le résidu a l'origine,puis con-

formément & la démonstration précedente,les autres résidus a l'intérieur du
contour choisi.
-r4 residu en =0

\ NECE S ST o
Ri = 2iw (’%:: m e x -F— Ivee \= \} - M}?g,z.
biob: R, = T mmpa lewrr‘ﬁ
= nh %mn& )'-i:
- ’ s _ e ‘» e\z d
R, résidu en 3 = -~ 0-,&,
a
— 33 Qmm ..___e' A (DL\S T Ml*ﬂnz
Rp. = 23w 1 \pr;; el

P“‘"“’W ie&Q\ZPﬁx\
P I

On en déduit:
‘W4¢J*R*%~ &ng 2
) /mﬁ‘ph

Re, = 1) & =
B \)r&\ M‘.’_Q\z_"&‘

-Par translation des axes il en découle:

3

! (xm,k)=;iﬁ[ [Eeemmh) = o v+ [ z-x,mww«s-x,m,-uﬂswsr)§ 2

3¢
wE —
"’ . ;@me'
Avec : V. 4 wr(p\/l - Z K 7N K
‘53“\3,‘4)- T & T e s "
. ‘&/ (gk~ )'r!z ’,‘é‘\[«nk-&-(zk 1)
T‘W(\g\;):%— mrh/y ‘h'n&t ZLL 2 € x(ZK-i)
&\M“ﬂ'?\/z Za. % l2k-1 )

Selon le schéma de calcul déja décrit,on montre que l'on retrouve des

résultats bidimensionnels avec la référence composée.Pour parvenir & une
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autre référenca d'incidence,il suffit de remarquer que tous les termes des
séries J,, et J, , sauf le premier tendent vers zéro quand § cr8it indé-
finiment.Ainsi il suffit de prendre deux fois le demi-résidu en p =C au lieu
d'une pour choisir la référence d'incidence & l'infini amont.Inversement en

éliminant ce résidu en p =0,on obtient la formule avec référence & 1l'infini
aval.

Référencs composée ?Q_w:o Ton (E/Z) =0
_ LT S
. b.8)= - 35 g k-

Référence amont

2“"\ S D\/z 20h

dugquel s QW‘ T“ lE,?) =

¥ —>o-

TRy - P s
|

Suivant le m8me schéma de calcul on transforme I . et Ihh en séries.

III) RECAPITULATIF

Les coefficients de pondération ne dépendent que de Ip .La position de

la maquette en hauteur est considérée comme un paramétre.En variables rédui-
tes on aboutit & 1' ensemble des résultats suivants:

x = X/pl §= E/n% 3= ?/BQ\

Rt

L5 3) J[u E-2)JlE3) vy, B2 53)] 4}

LEmI) =1 ﬁ: E5) T8, ) U B-2) T, B3] 0}
%—‘(x,r -4 JUa, BT T3S

[ 34
Lf‘
?‘l

3 g[ U,\Ph x J}p‘l;/é ‘\'U [;”‘ Jg». ]A‘E

3N . - -
ec \)_“.t = u;.‘ lX,m,Qu) + t‘ [1,«,2,2&)

U“I = -\;" (l,m,ﬂ\‘) - 1:.4.[1!“; 'e‘l‘?e‘)
el = D IR S~y
JZ“‘EB)=Z:L'1) Lim K11y E li)

K=zd

\J 12 +~ Lk K?
Vo= = K - &, (}) K m‘na/z mr‘ri 3 N
= -1 wea K __f ;2 + CE\ 3 t’ c'v'ence B
83 ) ;‘L ) 3 ~2R v kl(a' Snai2 2 e f i

ti ) ik i)K 2Rt E (}) nR/Z Q\ R ";“ Fias -llmo\.\"
) A s K-1)+ v
w3 e T e iy S
< Kot —
%3 ~  Glf)
{ s 5)’1 1) Ky ____;?____ (2K
Y ) 2 é m

FT3)=0 e M = _EQ___ 2K-1
I"“\I?’)"‘Z.&i)m I VT R )
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Tl53) < ) ) i g B 16)

_vee EP(§)= P:

1"_'} \} mlﬁ\-z#\- \IK-A—)Z

v 2K-1)

Remarquons qu'au centre de la veine g:O on a:  Jam= Jun=gén=Jen =0
Lorsque la configuration de la maquette est symétrique par rapport & ?=Bﬁ,

il suffit de ne considérer que les harmoniques de rang pair (n= 2m).



ANNEXE C TRANSFORMEE BIATERME DE LIPLAG

A maintes reorises les transformées de Fourier suivant CX sont utilisées
pour ramener une équation aux dérivées partielles 2 une 3quation différen-
tielle ordinaire.Leurs hypothéses d'application stant difficilement vérifiée
on se propose d'introduire la transformde de Laplace que l'on dénomme "bila-
térale".Car les résultats la concernant sont nombreux et rendent son applica

tion moins contraignante; Il opére sur des fonctions régulieres,nulles pour
Ao x

les valeurs de x négatives et bornées par e y OU S, est son indice de
croissance (49).
I) FeANULATION
Posons: ¥ = 9 -y
avec \(*: ; ¥ povr x%0 ok ?'= 5 o pove X %0
0 govr x 40 "f povr x40

L'équation bidimensionnelle de Laplace devient:

2 2 %
p} ‘)3_3 + A_‘f; =0 povy x 0
x*

2 by

s L, 0
}l ‘)‘a ‘1 3_({. .é_iﬁ. = C ()gur w L0

3 3‘37'

Soit ¢ la transformée de Laplace définie par:

(f(éka)%[f(x et A

dvec ;(j_) - ‘f’* (=) =‘f(x)
ov gpx)=/ﬁx)

4 définir:

ebuv’ .)(,)/o

Ceci équivaut

Y[{“)J - f P Py
Y [fel- ﬁiwe ix = F el =Jf('*’ & d

20

LY
e f[g(*)]—- Jf(x e =L1"J[fx)+/—x]€ A
On obtient de fagon élementaire les transformations inverses st les trans-

formées des dérivées suivant CX:

&kig,

* + P
f(x): o] peer X L0 E P) = —-—- F w e 6\\0 pove  x30
. A-ix
- : - Q.#ia-
f{x) =0 twur S0 (x) Fw)er C\f eue N LO
/ “ETE ¢ ¢

’ 2o - N . . “*
avec a rsel supérieur & l'indice de croissance de £ ou f



P‘t"‘ )| = e ¥le] - \J;}o_

Lea] - #2111l S
#Lx )] ¢ oy ) -e UL¢]
TEEey] = Fey - eiey ~¢ ¥ig]

II)_RESCLUTICN

Ces notations préliminaires étant acquises,il suffit de résoudre les

dquations aux dérivées partlelles en ? ou Lf grice a4 l'opérateur approprié
24X

J 3
- ¢ -? q’ ey) 7 _ff_ (eq}) =©
9 ot (6§ i 3))

‘“Le

L‘]\D = A—((’)LMB(; - BY{ }/umj‘;(:? + M) + ‘T)%lo,'a)-,‘_gi

Connaissant les conditions aux limites i?(x,ﬁw) ,on en déduit f o
—~—

(R4

g\:
_‘;f_ - e(\p,u, (MB(?-«-B MB?Q}*—?{LB"-'

I1 en découle::

N =+ M) - 3

s;— \O;O) » ‘;‘E"

V¢ 1 _ %

B+ = i —i i  © -—(‘E 0 )~ ——-——-—' 0,2!’9\)
A-(p),__‘_ T‘ﬁ( o) ’)_‘f(o,e)‘_f |
- 3 a‘f 1
g 9)1‘————"‘5— (2}3&\) 10) - l 0) x —'(Ozfﬂ\. R e

L (’MZBQ\() ¥ ( , P Maz)\g\? ‘h’ ‘D ) éx ) 2)‘%;2@«( $x ’ ) fQMZB&P

Réintroduisant ces valeurs dans %* et ;' ,puis en.sommant on trouve dans le
 pamdes Variables&initiale*'

/\
= A [ Awbey T30 P* ¢ -? (2h-y)
= — byt T2 102 )& x[(,zfsﬁ)e} _f’__i\

px “- =

a % axix

o o
+ éf(c 21 PPy \—(’_ )clp.q. anl g (-9 (7- Lo o+ jc_(c_f)} ( )4[,
= 25 p* ain2nhQ 2:11() 7 3im28h P oA M_?’ ?

A -1 L?(o,‘,))J (__ - __ P

et

Lorsque l'indice de croissance est nul,c'est & dire que les fonctions
q ’ q

sont bornées,cette expression se réduit en posant q=ip 2 la relation bidi-
mensionnelle déja établie:

Ao

+%

q(x-%) Yo )
7 = '*ﬂ m[ﬁ‘”‘”“)-‘*"“”w* T2 e gk )] dq <1
W i 1
.
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NOMENCLATURE ~ DES  PLANCHES

Ne de planche
ADAPTATICN D23 PARCIS VZRTICALZES (A= .2hf, ¢ =.6 4 N=%-3) ~1-
EFFET DE PARCIS LATERALES PLANZS
-Blocage de volume en fonction de h(hauteur/largeur de veine) —-2-
-Blocage de volume en fonction de la porosité des parois horizontales =-3-
-Blocage de sillage en fonction de la porosité des parois horizontales —4-
~Blocage de volume en fonction de l'abscisse x -
-Portance en fonction de l'abscisse —-6-
-Portance en fonction de la porosité ==
CCEFFICIENTS DE ©PONDERATION
~Vitesses longitudinales I, -8~
~Vitesses verticales 1I,, -9-
-Gradients de vitesses verticales I, -10-
-Gradients de vitesses longitudinales I, -11-
COSFFICIENTS DE PRESSIONS MESURZS ~12-
GEOMETRIE DE LA VEINE -13-
SCHEMATISATION MaQUETTE -14~
AUTO-CONVZRGENCE DU MACH
-Itération directe -15-
-Méthode accélerde -16-
CCUDE DE TRAINEE (Ca) EN FONCTICN DU MACH =17~
CCEFFICIENT. DE ©PORTANCE EN PONCTION DE L'INCIDENCE -18-
COMPARAISON MzZTHODZ NOUVELLE =T CLASSIQUE -19-
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