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Aprés un bref exposé sur les interprétations des vitesses induites 
par la présence des parois en terme de corrections globales de Mach et 
d'efforts,seule la détermination de ces vitesses est abordée sous l'hy- 
pothése exclusive de respect des conditions aux parois.Les deux méthodes 

classiques,analytique et numérique sont critiquées en adjoignant des 

idées novatrices.Suivant l'orientation actuelle cette étude porte prin- 
cipalement sur l'adaptation des parois et sur l'utilisation des pressions 

pariétales pour mesurer leurs effets.Le facteur de relaxation du calcul 

itératif de l'écoulement virtuel extérieur est optimisé ainsi que la po- 
sition des vérins servant à déformer les parois.En tridimensionnel l'a- 
daptation des parois verticales et les effets résiduels avec uniquement 

les parois horizontales adaptées sont aussi abordésepartant du premier 

article sur l'utilisation des pressions pariétales,les méthodes bi et tri 
-dimensionnelles à parois verticales pleines sont précisées.Cette derni- 

ère fait l'objet d'applications.Puis les extensions aux veines de forme 
quelconque,aux écoulements transsoniques et supersoniques ainsi que le 

principe de la double mesure sont présentés. 
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I X T . l C 3 U C T i C N  

L e s  d i f f é r e n c e s  de c a r a c t é r i e t i q ~ e s  a ~ r o d g n ~ n i q u e s  s n t r e  l e s  2 s c â i s  

en  ve ine  e t  en atmosohère i l l i m i t é e  ne  son t  que o z r t i e l l e a e n t  i m ~ u t a b l e z  

à l a  p r s s e n c e  6e pa ro i s .Ca r  l e  c r i t è r e  de  s i ~ i l i t u d 5  de Aeynolds , -ar  ex- 

eu- le ,  qu i  e s t  i n d i s p e n s a b l e  ?Our e x t r a ~ o l v r  l e s  r 4 s u l t a t  s s u r  m d S l e s  rS- 

d i ~ i t s , n ' e s t  ?as tou jo i r r s  r e spec t é .S t  c e c i  i n c i t e  '.I c n n s t r l ~ i r e  de s  E O - l f f l e -  

 ris^ p r é s s u r i ç 6 e s  ou de  s r ande  t a i l l e . I n v e r s e m e n t , l a  conna isszcce  de l ' e f -  
L- i e ~ ;  d e s  p a r o i s  re rmet  d t e r ,  c o r r i g e r  l e s  r 5 ~ u l t a t a  d ' e s s z i e  e t  éven tue l l a -  

:.2nt d t i n t r o d u i r r  d e s  naquet  t e s  de  p l u s  g r ~ n d e  t a i l l e , L e s  c a l c x l u  d '6coz-  

l emcnts  ne  ~ e r n e t t e n t  d ' i n c l u e  e f f i c a c s n e n t  l e ?  c o n d i t i o n s  aux l i n i t a s  

s u r  l e s  - a r o i s  qii'en ' P id ix sn t i onne l  .Sn o u t r s ,  i l s  n é c e s s i  t e n i  .me mise en 

oeuvre  ?lus conséquente  que c e l l e  des  né thodss  p ro- res  a u  c o r r e c t i o n s  

de  parois.EC cec i  achève de j u s t i f i e r  l ' i n t é r ê t  de ce s u j e t .  

Zn f a i t , l l é t u a e  de s  e f f e t s  de ~ a r o i s  s e  d i s s o c i e  en deux -ar t i l s  

d i s t i n c t e s : l a  d e t e r n i n a t i o n  de? ? s r t u r b a t i c n s  q r j ? i l e u  i n d u i s e n t  e t  l e u r s  

i n t e r p r 4 t a t i o n ~ ~ D a r . s  c e t t e  t h è s e  qu i  r 4czo i t : l l e  l e  contenu de ( 3  ) , o n  

d i c r i t  t o u t  d 'abord l e  orocSdé d e s  c o r r e c t i o n s  g l o b a l e s  à p a r t i r  d e s  s u -  

v i t e s s e s  ca l cu lSee  3ar l a  mathode é l éman ta i r e  d e s  imageseLe rassemblenent  

de  l e u r s  fondements rBvè le  q J 1 e l l e e  ne  s1ap31iquent  que s i  e l l e s  s o n t  

f a i b l e s , c e  qiri r e c t r e i n t  l e u r  2nmaine d'a~~lication.Dtaille.rre,la canbrure  

du chan? de  v i t e s s e s  engendrée pa r  l e s  ~ a r o i s  s 1 i n t e r ? r è t e  de façon non 

~ n i v o q u e  en  t e rne  de n o i n t s  da fonctionnement e q u i v z l e n t s  en  4couleaent  

i l l i m i t S  (19) .ansui  t e ,  s e u l  l e  problème non ambigu de r eche rches  d e s  v i t e s -  

s e s  i n d u i t e s  e s t  abordée  soxs  l ' h y p o t h è s e  ounipi-Seente e t  àksor-xiis  c l s i -  

~ e a e n i  ?osée  ,de  r e ~  3ec t  e x c l ü s i f  d e s   condition^ aux y a r o i s .  Selon l e  schéna 

yro-os4 ,;es condi t ions .  l o c a l e s  q u i  i m ~ o r t e n t ,  d e v r a i e n t  F' a ~ n r o x i m e r  p a r  

un p i s s a g e  ~ u c c e ~ s i f  &J chaap l o i n t a i n  à c e l ~ i  proche du modèle. 

A p a r t  l e s  r né t i i~des  a c c r s s o l r e s  d ' a n a l o g i e  r h . S o - ~ l e c t r i q u e  (33)  e t  

semi-?agir ique ( i G ) , l e e  e ~ ~ r v l t e s s e s   induite^ s ' o b t e n a i e n t  j ü s c u t à  ? r g s e n t  

D a r  dsux m6thodes ba s6es  sllr l ' ~ ~ 1 1 1 ~ t i o n  l i n V a r i s é e  du p o t - n t i e l  en ocou- 

l e q e n t  f a i b l e n o n t  compress ib le .Ce l l?  r . : ~ 4 r i c u e  de  d6 t e rmina t i on  d ' une  

f o n c t i o n  harmocicue don t  l e s  v a l e u r s  f r o n t i è r e ?  son t  f i x ~ e ç , e 1 a c c o m 2 0 ~ e  

dv  t o u t e  forme de v e i n e  a-uel la  que s o i t  l a  n a c x ~ e t t e . L a  technique r 4 c e n t a  

cles s i n g ~ l a r i t é s  hydrodynanicues  ( 2 , s  ) s u r p z i s e  ce11 e  des schémas aux d i f -  

f a r e n c v s  ( 4 , ~ )  a ô l g r 6   le^ a n é l i o r a t i o n s  a p 9 o r t é e s  rbceaxent  ?Our l a  rdço- 

l u t i o n  de c e  problème c l ae s iqae ,En  e f f o t ,  c s t t e  t l c h n i n u e  r 6 d d i t  d 'une d i -  

a e n s i o n  l e  mz i l l age  de  c a l c a l  en  ne s ' i n t 6 r e r s ~ n t  a u ' a l ~ x  po in t ?  f r o n t i è r e ? ,  

Zn d5p i t  de  sa j u s t i f i c a t i o n  t h d o r i ~ l e  p a r  l e s  f o r a ~ i e s  de Grren ( + O ) ,  

1 1 0 3 t i m i s a t i o n  de c e t t e  ngthode numsrique r r ~ t e  odverte.Dans l e s  ex20545 

de  l a  m6thode d i t e  " a n a l y t i q ~ e "  ( 6  ,'f) , l e s  idAos d i rvc t r i ce :?  a e s  d;zor,ctra- 

t ions  n t  a ~ ~ a r a i s ~ e n t  p a r  c lz i ren ien t .  Son ana ly se  s u c c i n t e  f a i t  r v e s o r t i r  
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les principales étapes de la demonstration t m t  en formalisant les hypo- 
théses dlapplicatiob.En outre on notera que le procédé de résolution quasi 

-analytique s'adresse à toute forme de veine.Le cas de la veine bidimen- 

sionnelle de longueur limitée y est traité en tant que sous problème loin 
en amont de celui tridimensionne1.Notons aussi que la résolution analyti- 

que pour la veine rectangulaire quelconque de longueur limitée est réalisa 
-ble,à moins de se ramener à la superposition dedeux problémes déjà réso- 
lus de veines rectangulaires avec deux parois pleines. 

En dehors de l'exploitation de la méthode numérique et de l'utilisa- 

tion des formulaires résultant de celle analytique,llobjectif actuel est 
soit d'annuler les effets de parois en les adaptant,soit de les définir 

par les mesures pariétales.Ce dernier procédé présente surtout l'avantage 
de s'affranchir des conditions aux limites idéalisées et employées jusqulk 
présent.Depuis la parution d'un critère pour déceler l'adaptation d'après 

la concordance entre les composantes de vitesses aux parois(8,9),le procé 
-dé itératif par le calcul de l'écoulement virtuel extérieur a été éprou- 
vé(l0,11).11 a été récemment démontré qu'il peut être optimiser en le ré- 
duisant à une seule itération(l2,i3).~~emploi des mesures pariétales en- 
gendre les méthodes qualifiées dlintégrales.Sa formalisaton a Sté amorcée 
dans(l4) pour le cas bi et tri-dimensionnel à parois verticales pleines 

où les problémes de référence dsincidence,de longueur limitée de veine et 

de convergence du mach n'étaient qpleffleurés. 

Avant d'unifier ces deux procédes d'origine diverse qui se réfèrent 

aux mesures,le fonctionnement des parois adaptables est précisé.L1instal- 

lation de lames flexibles semblent être le meilleur procédé pour atteindre 
lladaptation.Leur positionnement par des vérins est déterminé de sorte que 

la convergence du processus itératif soit réellement assuré et que la dé- 
formée soit approximée au mieux.E nsuite la combinaison entre les compo- 
santes pariétales de vitesses deilécoulement intérieur à la veine et vir- 

tuel extérieur qui intervient dans l'adaptation itérative est optimisée er 
s'inspirant de(13) et en la généralisant aux cas portant et à certaines 

configurations tridimensionnel1es.A l'optimum on parvient à l'adaptation 
dés la première itération ce qui rend désuet le principe de llécoulement 
virtuel extérieur.D1ailleurs ce résultat avec la double mesure des cornpo- 

smtes frontières de vitesses s'inclut naturellement dans le cadre des mé 

-thodes intégrales.Ces deux composantes fournissent d'une part les vites- 
ses aux parois en écoulement illimité ce qui permet l'adaptation irnrnédi- 

ate sans qu'il soit utile de se réfèrer à un calcul itératif dlécoulementc 
virtuels exterieurs;D1autre part les corrections résiduelles en veine par 

-tiellement adaptée sont désormais accessibles sans assimiler les pres- 

sions mesurées sur les parois déformées à celles sur une surface de con- 

trôle plane (14).~n veine rectangulaire l'effet de parois latèrales plel- 

nes apparait même si les parois horizontales sont adaptées.Puisqulil suf- 

firait comme on le montre de peu défor~er les parois verticales pour sup 
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-primer leurs effets,on s'attend à ce qu'ils soient faibles.0r cette con- 

clusion est nuancée par la décomposit5on des effets.Les blocages de volume 
et de sillage sont nettement amoindris ainsi que les gradients longitudi- 

naux de vitesses induites.Seule l'incidence induite demeure inchangée. 

La formalisation de l'emploi des mesures pariétales pour calculer les 
vitesses provoquées par les parois s'est étoffée depuis sa première pu- 

blication aussi bien sur le plan théorique que celui de l'enseignement des 

premières applications.En bidimensionnel les questions jusqulà présent ef 
-fleurées de choix de la réfèrence d'incidence et de limitation de la lon 
-gueur de veine sont clarifiées.~ifférentes formulations en ne se limitant 

pas aux vitesses induites au centre de la veine (14) sont exprimées sui- 
vant le choix de la réfèrence d'incidence soit aux infinis amont ou aval, 

soit en tout autre point et plus spécialement en celui où elle s'annule 

en même temps qu'à llinfini.Pour une surface de contrôle polygonale telle 
qu'une bande semi-infinie,la connaissance d'une composante de vitesses dé- 

finit de même les vitesses indui-ces en tout point.Cependant une approche 

différente permet de résoudre de façon simple et analytique le cas de la 
veine rectangulaire en s'inspirant de (50).Ensuite un autre avantage de 

ces méthodes est décrit:llintroduction d'un Mach brut nettement faussé n' 
intervienr pas dans la détermination de l'incidence et surtout elle nlem 

-péche pas de restituer le Mach pris comme repère en un point quelconque 
de la veine et pas seulement celui au centre (14).De plus en écoul, *ment 
compressible un coefficient de sur-relaxation théoriquement exact en pre 
-mière approximation accélère la convergence de ce processus auto-conver 

-gent de définition du Mach.De même en veine rectangulaire à parois ver- 
ticales pleines les vitesses induites sont ici exprimées en tout point de 

la veine et quelle que soit la position de la maquette.Aprés des vérifi- 

cations sommaires des formules appliquées sur la surface de contrôle ou 
pour retrouver le cas bidimensionne1,le choix de la référace est aussi 
relaté.L'extension aux veines tridimensionnelles de forme quelconque re- 
produit le schéma de la méthode analytique en y remplacant les conditions 

aux limites idéalisées par celles mesurées.En écoulement faiblement trans 
esoaiqne:le développement de la solution de 11équatio2 aux petites pertur 

-bations en puissance de M permettrait d'accéder au terme suivant du pre- 
mier ordre en  le les caractéristiques des écoulements supersoniques se dii 
-férencient radicallement de celles subsoniques bien que la justification 

du concept avancé dans (15) de parois s'adaptant d'elles mêmes s'apparente 
à la même formulation.Toutefois les principaux résultats dans ce domaine 
se déduisent de la décomposition du potentiel de l'écoulement en inva- 

riants de Riemann.Enfin le principe de la double mesure est plus novateur 
;Elle slaccommode de la non-planéité des parois;Zlle lie les mesures à la 

modélisation de la maquette.L1adaptation partielle et les effets résiduels 
sont mis en dualité ce qui suscite la notion de parois horizantales sur- 
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adaptées pour compenser la présence des autres. 

L'application de la méthode intégrale tridimensionnelle dans une vei- 

ne rectangulaire à parois verticales pleines a été tentSe avec les maquet 
-tes homothétiques M2 et M 3  placées dans la soufflerie S3Ch.Dans ce der- 

nier chapitre extrait de (16),11accent est mis sur la validité de la mé- 
thode et la mise en oeuvre numérique qui nous fst impartie.A part l1ana- 

lyse et la critique des coefficients de prlessions mesurées,l1auto-conver- 

gence du Mach s'avère efficace.Les résultats obkenus- sont encourageants et 
en particulier les recoupements avec la méthode classique prés-mée exacte 

en veine guidée sont concluants. 



CHRP.  I C O R R E C T I O N S  G L O B A L E S  

Dans ce chapitre introductif la méthode élémentaire des images sert à 

définir les corrections globales de parois. Les quelques singularites 
hydrodynamiques utilisées pour schématiser le modèle réduit ne pertubent 
pas l'écoulement à l'infini mais elles enfreignent les conditions aux 

limites aux parois de la veine. L'introduction de singularités images 

par rapport aux parois permet de respecter les conditions aux limites ; 

de plus, elles induisent des survitesses au voisinage du modèle que l'on 
attribue à la présence de parois. On assimile alors ces survitesses locales 

à la différence entre les vitesses de l'écoulement confiné par des parois 
et celles en écoulement illimité autour du même modèle. 

Avant d'analyser les autres façons de calculer ces survitesses dues à la 

présence de parois (chap. II et III) et d'introduire une nouvelle méthode 
(chap. IV), on se propose de montrer leur utilité. Ce sera lloccasion de 

réunir les fondements des corrections globales de parois, ce qui n'a pas 

encore été effectué semble-t-il. 

Quelque soit le mode de détermination des survitesses dues à l'effet des 

parois auquel est consacrée cette étude, on se contente de respecter les 
conditions aux limites sur les parois. Or il s'avère dans un exemple 
particulier ( §  III) que les singularités introduites à l'intérieur du 

modèle pour respecter la condition locale sur celui-ci induisent des sur- 
vitesses du même ordre de grandeur que les images. Si dans d'autres con- 
figurations cette constation paradoxale se confirmait, il faudrait compléter 

toutes les méthodes proposées jusqulà présent par une seconde étape basée 
sur le respect des conditions sur le profil. 

1) INFLUENCE DES FRONTIERES ------------------------. 
1) Schématisation de la maguette - - - - - - - -  ----- -- 
L'étude linéarisée classique des écoulements autour de profils minces est 

subdivisée en problème d'épaisseur et problème portant. Le profil est dé- 
composé en un profil symétrique d'épaisseur identique à celui d'origine et 
en un squelette ou arc de courbe coîncidant avec la ligne moyenne du 

profil. Un potentiel de simple couche permet de schématiser le profil sy- 
métrique. Le squelette spécifique de l'effet portant provoque des discon- 

tinuités de vitesses tangentielles entre ses bords supérieurs et inférieurs 
qui sont schématisées par une rkpartition de tourbillons suivant la corde 

du profil. Un filet tourbillonnaire ne pcuvant disparaître a l'intérieur 



d'un fluide, en tridimensionnel, les segments tourbillonnaires significatifs 
de la portance de l'aile se prolongent par des tourbillons marginaux coïnci- 
dant avec des lignes de courant. 

L'éloignement entre la maquette et les parois, le doute concernant l'utili- 

sation controversée d'une condition aux limites linéaires 6% la dispersion 
des mesures nous font pr6coniser une schématisation simple pour l'étude 

de l'effet des parois. On se contente souvent d'un doublet pour le profil 

symétrique et un tourbillon pour l'effet portant bien qu'une discrétisation 
en plusieurs singularités de ce type ne change rien dans le principe*. 

L'effort de traînée nécessite une singularité supplémentaire schématisant le 

sillage. En effet, une source placée dans un champ uniforme subit une 

action vers l'aval assimilabe à la traînée, de plus sa ligne de courant 
nulle se remplace par un corps de longueur infinie dont la forme s'apparente 
à la ligne de démarcation du fluide mort derrière la maquette.   ou te fois, la 

schématisation d'un phénomène visqueux se fait au dépend de la conservation 

du débit. 

Bien que le moment de tangage se ramène **à un doublet tourbillonnaire (19), 
cet élément complémentaire est généralement négligé. 

2) Parois planes - - - - - - - - -  
Pour une surface solide et pleine, la condition d'imperméabilité 

s'écrit : 

* sur la nécessité d'améliorer la schématisation, voir (17), pour une meilleus4 
schématisation; voir (1 8) 

**Au lieu de schématiser suivant les effets physiques, on exprime le potentiel 
complexe autour d'un profil théorique à partir de llécoulement autour du c e p -  

clegénérateur. Par sommation des images, on obtient le potentiel d'interaction 
dans un développement en puissance de z correspondant à des singularites 
d'ordre croissant (19). 



Les singularités hydrodynamiques précédentes ne slaccomodent pas de ces 
conditions aux frontières de l'êcoulement. Pour une paroi plane et pleine 

la superposition des mêmes singularités symétriques par rapport au plan 
permet de respecter la condition aux limites en tout point. 

Soit .-'fm le potentiel de pertubation de l'écoulement illimité formulé grâce 
à des singularités ; et y le potentiel de perturbation du même corps en 
présence de parois. Par définition le potentiel d'interaction de parois 

'-f' : représente la différence de ces deux valeurs: 

y: = y - ym 

Si l'on suppose, hypothèse fondamentale et généralement implicite, que 
l'existence de parois ne modifie en rien les singularités représentatives 
du modèle, le potentiel d'interaction s'identifie au potentiel des images 
Cependant les singularités reflétées provoquent des vitesses supplémentaires 
sur la surface du corps étudié ; et la condition locale d'imperméabilité sur 

celui-ci est enfreinte. Ceci revient à dire que la fonction de courant nulle 
n'épouse plus la forme du solide initial et que la somme des potentiels y,,, 
et y: représente l'écoulement autour d'un corps similaire à celui existant. 
Cette infraction s'élimine en répartissant des singularités supplémentaires 

à l'intérieur du corps. Cette introduction dans une seconde étape de nouvelle. 
singularités s ' accompagne de 1 ' inobversation des conditions aux parois. D 1  où 

d'autres singularités reflétées pour s'assurer cette condition, puis d'autres 
pour la condition locale. Les séries obtenues par ces passages successifs 

du champ proche de la maquette au champ lointain aux parois convergent rapi- 
dement. Puisque les intensités des singularités complémentaires à l'intérieur 

du corps sont beaucoup plus faibles que celles significatives du corps en 
écoulement illimité, la méthode des images se limite à la première étape 
des singularités reflétées. Cependant on montrera à la fin de ce chapitre$lll 

que cette limitation peut s'avérer insuffisante et que l'intervention des 
conditions locales modifie le potentiel d'interaction. 
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3) Conditions aux limites ...................... 
Pour éviter le bloquage sonique ou pour minimiser les effets de parois 

ou encore pour atténuer les réflexions d'onde de choc, depuis les années 50, 

de nombreuses souffleries sont munies de parois à fentes longitudinales ou 
de parois ventilées. ~râce à des approximations et des représentations con- 
formes soc c ess ives  les conditions aux limites sur ces parois s ' écrivent 

On admet que llécoulement au voisinage de parois perforées finement est 
homogène ; la relation idéalisée et simplifiée pour ces parois dites poreuses 

devient : J Y  - y L ! x = Q  
4 R 4 7  

Seule cette dernière condition aux limites linéaire , appelée aussi loi de 
Darcy se traite par la méthode des images. En effet pour la respecter., et 
conserver au voisinage des singularités représentatives de l'écoulement 

illimité les mes mêmes "typesn de singularité, il suffit de pivoter les 

images d'un angle de 26' (22) : 
ht 

4) Veine rectangulaire ------------ ------ 
Le raisonnement précédent relatif aux parois planes s'étend immédiate- 

ment aux veines bidimensionnelless à parois planes et à celles rectangu- 

laires 



Pour une veine libre, la pression dans la cavité est en première approxima- 
tion et d'après le théorème de Bernouilli, constante ; la vitesse de pertuy- 
bation tangentielle sur la surface de séparation du jet est nulle. 

Ainsi en parois poreuses pour passer du cas extrême de la veine guidée à 

porosité nulle à celui de la veine libre, il suffit comme le montre le dessin 

ci-contre de remplacer les images par leurs opposées : alterner le sens de 

rotation et changer les sources en puits. 

A 1 

La méthode des images décrites ci-dessus fournit les composantes des survi- 

tesses induites par les parois en tout point de la veine. Elles sont assimi- 
lées à celles provoqueés par les images. En veine rectangulaire, on aboutit 

à des séries doubles qui ne s'expriment pas de façon analytique simple (23) 
sauf de rares exceptions (24). En bidimensionnel les séries simples s'ob- 
tiennent par application du théorème des résidus (25 p:fV) ou par des 

identités adéquates provenant de développements en &rie de Fourier (26). 
Les formules analytiques des survitesses en tout point de la veine pour des 
profils centrés ou non et pour différentes configurations de veines sont 
transcrites chez la plupart des premiers auteurs (19, 27). - 

Extension 5 ) --------- 
La prise en compte analytique de l'influence de frontières curvilignes 

est difficile. Seule la circonférence et llellipse s'y prête partiellement 

en considérant les singularités conjuguées par inversion par rapport au 

cercle générateur (28). Hormis ces cas d'espèces, le passage par une repré- 
sentation conforme du demi plan supérieur au domaine considéré donne parfois 
des résultats simples pour des frontières de forme différente. C'est le 

cas par exemple d'une demie maquette sur le plancher d'une veine circulaire 

(29). 



11) DETEP\MIPTATION DES CORRECTIONS GLOBALES 

1) Principe ------ - 
Les parois d'une soufflerie imposent à llécoulement des conditions aux 

limites très différentes de celles de l'évanescence des perturbations à 

l'infini en vol illimité. Cette différencg qualitative subsiste LUC que les 

parois n'ont pas la forme de lignes ou nappes de courant, auquel cas on 

introduira le concept de parois adaptées. Cecf- signifie que la presence de 

yarois habituellement non adaptées provoque en tout point de la veine et 
plus particulièrement à l'emplacement du modèle un écart de vitesses entre 

1 es e s s ai s et 1 a c onf i gur a t i on s imu 1 é e . //,y//////////////,///(/////;,,/////~,/,/ /' ,',/' 

La réalisation dans une veine donnée 

,r 
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d'un chanp des vitesses autour d'un 
modèle réduit permet de mesurer ses caractéristiques aérodyriamiques pour une 

configuration donnée. La balance fournit les efforts globaux sur le modèle 
et en tridimensionnel la déformation de son support prouve indirectement 

l'incidence ; les capteurs de pressions donnent quant à eux des indications 
locales. Les corrections globales de parois consistent à prévoir, à partir 

des mesures au cours d'un essai, un point de fonctionnement du modèle en 
écoulement illimité ; c'est-à-dire une valeur pour chacun des coefficients 

aérodynamiques globaux. D'après un champ de vitesse réalisé et des caracté- 
ristiques globales mesurées telles que les efforts, l'incidence et la vitesse 
loin en amont, on estime que dans un champ différent correspondant au vol 
en atmosphère illimité, le modèle aura tel point de fonctionnement. 

En fait, la détermination de corrections globales constitue un problème mal 
posé. Lorsqulapparaissent des phénomènes aérodynamiques sensibles aux petites 
variations locales, par exemple ondes de choc, décollement~de la couche li- 
mite ou zones supersoniques, les corrections globales sont imprécises 12 où 

elles devraient être importantes. C'est en partie pour cette raison que les 
recherches dans de domaine transsonique sur ce sujet sont dlactualité. En 
dehors de cet aspect qualitatif de différence irrémidiable entre deux écou- 

lements pourtant voisins, le passage des valeurs mesurées aux valeurs extra- 

polées en vol, suppose que l'on sache tenir compte d'une faible mod ifcation 

du champ des vitesses. Or on est théoriquement incapable de supputer les 
effets d'une distorsion du champ- 



Malgré cette invadilité de principe, les corrections globales qui se basent 
sur de faibles difféfences de champs de vitesses fournissent d'assez bons 

points de fonctionnement, meilleurs en tout cas que si l'on confondait point 
d'essai et point de fonctionnement. 

Ainsi les corrections globales se basent sur la connaissance des vitesses 

induites par les parois en un point sur l'axe de la maquette (OX) ou au 

niveau de la corde aérodynamique moyenne pour prévoir un point de fonctl on- 
nement. Elles s'opposent aux corrections locales qui s'intéressent aux 
vitesses complémentaires sur le profil en tout point. En dehors des valeurs 

globales fournies par intégration des valeurs locales, elles visent les 
corrections de c q  en chaque point, ou l'interprétation des variations locales 
dtincidence. Malheureusement ces corrections locales sont peu répandues (19) 

et ceci tient problablement à la relation entre la difficulté de mise en 
oeuvre et la précision souhaitée ou accessible pour les corrections. 

i) Points de fonctionnement équivalent ( 19 ) -------------------------- -------- 
En se rapportant à la théorie linéarisée où les effets perturbateurs se 

superposent, on suppose que le modéle placé dans, un champ accéléré et incurvé 

par la présence de parois est équivalent à un modèle placé dans un écoulement 
illimité et accéléré d'épaisseur inchangée et dont la courbure est augmentée 

de celle de 1' i n t r i m e n t  local de pente entre les deux champs. L'accéléra- 

tion du champ ou les différences de module entre les vitesses en écoulement 
illimité et confiné sont liées à l'effet d'épaisseur. On l'interprète faci- 

lement en modifiant globalement le nombre de Moch et les coefficients 
adimensionnés par rapport à la vitesse. Localement ce sont les coefficients 
de pression sur le profil qui changent. Il reste alors à traiter l'effet 

portant, c'est-?-dire de l'équivalence entre le squelette du profil initial 
en écoulement illimité et celui de ce squelette déformé par les i n c r é m e n t s  

de pente. 

A ce stade il existe trois schémas pour prendre en compte la courbure du 

champ. 
- la vitesse verticale adimensionnée par rapport à la vitesse de 

référence et calculée en un point précis est interprétée comme une correction 
d'incidence aérodynamique car elle correspond en première apporximation à un 

incrément  local d'incidence. Cette méthode bien que peu satisfaisante car 
elle dépend du point choisi, est la seule utilisable en tridimensionnel. 

- Par transformation conforme inverse, le potentiel complexe dans le 
plan du profil compnenant les effets de parois par l'intermédiaire de la 
somme des images, fournit les pressions sur le cercle générateur. 



L'intégration de celle-ci, après avoir respecté la condition de Kutta- 
Jou k ovsky au bord de fuite, fournit les efforts globaux, l'angle de por- 
tance nulle et l'incidence aérodynamique corrigée. Cette méthode est peu 

utilisée 

conforme. 

car elle nécessite la connaissance analytique de 
- Lxe de f a t a n c e  ->- g nulle 

transformation 

-Par l'intermédiaire de la théorie des profils minces, la circulation 

locale le long de la corde du profil et la forme du squelette se développent 

en série. Ainsi les efforts globaux dépendent uniquement des premiers coef- 

ficients de cette série. 

Résumons les résultats de ce procédé extrait de (19) qui révèle clairement 

les équivalences entre points de fonctionnement en écoulement confiné et 
illimité en effectuant la synthèse des méthodes existantes. Le respect de la 
condition de tangence le long du squelette primitif et du squelette déformé 

d'une part, et le calcul analytique de la déformée à partir de la sommation 
des images reflétées d'autre part, donne les angles corrigés ( i,, 8, et da_ ) .  

Plusieurs déterminations des points de fonctionnement équivalents sont alors 

permises. Dans un premier cas, l'angle d'attaque est invariant, et la varia- 

tion d'incidence aérodynamique se traduit par une correction du coefficient 
de portance lié aux coefficients de la série. C'est la correction iso- 
imidence. Dans un deuxième cas, la constance de l'incidence aérodynamique i, 

signifie que la partance demeure inchangée. Il s'agit de correction iso- 

portance. 

dl, 
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En se reportant à la courbe de portance en fonction de l'incidence, le point 
d'essai en écoulement confiné H se transforme en différents Pbints équivalent 

suivant la 

3) Intensité des singularités - Maquette ----------------- ------------- ----- 
Four appliquer ces corrections globales, il faut connaître les intensité! 

des singularités représentatives de la maquette. Les publications récentes ne 
justifient plus la façon de les déterminer ; et comme il n'est pas immédiat 
d'en retrouver l'origine, reproduisons les ici. Ensuite on se propose de 

concrétiser le mode de correction iso-portance afin d'achever de rassembler 
les fondements de la méthode de corrections globales. 

- Volume 

Iha 
Développons le potentiel complexe bi- 
dimensionnel de l'écoulement autour 
d'un corps symétrique (30) : 

Soit ( p  ) un contour fermé entourant 
l'origine, d'après le théorème des 
résidus : 4,w*3 = ; w l  =ily+ T )  

x 
> par intégration par parties de 1 et?.' 

on en déduit : 
* 

h y =  - k t - T,,F d? 

assimilons f au contour du profil d'où-. 

Les différents corps testés dans une veine étant généralement de petites 

dimensions, les images par rapport aux parois induisent sur l'axe de la ma- 

quette des vitesses très proches de celles induites par le doublet (24). 
Pour tout de même tenir compte des autres coefficients de la série ( m , - - - - . .  fia ) 

on introduit un coefficient Ki dépendant de la configuration de la veine et 
du rapport entre les dimensions de la veine et de la maquette. 
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Après calcul, on s'aperçoit que l'intensité du doublet dépend essentiellement 
du volume ou de la surface du corps (vol.) d'où itexpression géné~alement 
admise : 

K l  P o \  m, = 
l t l r  

K, coefficient lié à la forme du profil ou du fuselage. 

Soit w %e potentiel complexe de l'écoulement, exclusion faite du tour- 
-4 

tourbillon représentatif de l'effet partant qui est placé en 3 ,  . Soit F la 

réaction du tourbillon placé dans cet écoulement. D'après le théorème de 

Jou.kovski qui relie la portance à l'intensité du tourbillo~r 4 o n a :  
-3 

Par définition du coefficient de portance et de l'allongement de l'aile on en 

déduit pour un tourbillon drenverqure finie : 

Un calcul similaire relie le coefficient du moment autour du foyer de l'aile 
à 1 ' intensité 6' du doublet tourbillon représentatif : 

-Sillage 
D'après le théorème de Lagally (31) une source de débit q placée dans un 

champ en un point où la vitesse est v;. subit l'effort suivant : - + F , - p q q  
D'oc la relation entre ie coefficient de trainée CD et l'intensité de la Sour. 
ce q qui est sensée la représenter : 

En écoulement incompressible pour que la source fournisse la même différence 
de pression loin à l'aval, ce facteur doit être légèrement modifié (32) : 

C, \II S m  
9 = 2 

+ 0,4 

4) Mise en oeuvre -------------- 
- Pression cinétique 

L 'eff et dt épaisseur engendre globalement une survitesse dans 1 ' axe du 
vent Ü . Celle-ci se traduit par une correction d'ensemble des coefficients 
aérodynamiques . En effet la mesure des efTorts par exemple, estadimensionnée 
en la divisant par la pression cinétique q . Puisque la vitesse de reférence 



change, tous les coefficients suivent (M, C,, CL, C,) . 
Pour une transformation isentropique, on a : 

On en déduit le Mach et la pression cinétique corrigée en fonction du Mach 

brut et de la pression cinétique brute : 

q. = qb(~rzf (~-O>ltn:ü -o,lri,~'y 
-Incidence 
Quelque soit la méthode de correction utilisée, on aboutit à une cor- 

rection d'incidence aérodynamique accompagnée ou non de correction de por- 

tance. On estime que deux profils de même jpaisseur et de courbure peu 

différente ont des polaires semblables en axes liés au modèle, si bien que 
l'on ne corrige pas la traînée en axe maquette. Quant à la traînée relative 
aux axes fixes, elles provient des formules de rotation des axes : 

- Moment de tangage 
Dans la théorie des profils minces, le moment par rapport à un point 

est la somme des moments des circulations élémentaires ce qui fournit les 

moments corrigés en fonction du mode de correction iso-incidence ou iso- 

portance. En dehors de cette théorie, seule l'analogie avec des plaques 
courbées procue la correction de moment en fonction de la courbure du champ. 

La seconde correction du moment de tangage est propre aux essais tridimen- 
sionnels où le modèle comporte un empennage arrière. 

A.. 

La variation d'incidence au niveau de 1 empennage arrière due à la présen- 

ce des parois modifie la portance de celui-ci. La distance importante entre 

l'aile et l'empennage fait bras de levier. Malheureusement on ne sait pas 
corriger le moment en fonction de la variation d'incidence globale et seule 
la différence entre les corrections d'incidence entre l'aile et l'empennage 

est prise en compte : 



- Poussée dl Archimède ( Bcloyanq) 

La correction locale de pression sur le modèle amène une correction 

de traînée. Pour la méthode globale on admet que les surpressions induites 

par les parois varient linéairement dans l'axe du vent(OA ) .  Cette cons- 

tance du gradient de pression est identique au cas d'un corps plongé dans 

un liquide au repos, qui subit la poussée d'Archimède d'où : 

En se ramenant aux variables adimensionnées il s'en déduit : 

III) RESPECT DES CONDITIONS LOCALES .............................. 
1)~rinci~e ------ - 
L'influence des frontières se détermine par le passage successif du 

champ lointain au champ proche du nodèle pour respecter successivement la 

condition aux limites aux parois puis la condition sur le profil. Notre 
intention est de montrer que si l'on franchit la seconde étape en réintro- 

duisant au niveau du modèle des singularités supplémentaires pour respecter 

la condition locale, les survitesses qu'elles engendrent sur le corps sont 
du même ordre de grandeur que celles provoquees par le respect de la condi- 

tion à la paroi. Dans les études de corrections de parois, il est admis que 
les corrections de vitesses calculées à l'emplacement du modèle ne modi- 

fient que légérement sa forme. Mais dans cette méthode des images, il n'est 
jamais question de respecter conjointement la condition à la paroi et sur 

le profil. 

Les calculs requis pour slassurer de l'identité entre la ligne de courant 
nulle et la forme du corps étudié sont difficilement praticables. Après 

l'obtention du potentiel des images il s'agit de répartir des singularités 
à l'intérieur du corps d'intensité à définir de sorte que la Ponction de 

courant en prksence de toutes ces singularités soit nulle en tout point du 
modèle. Afin de réaliser un calcul élémentaire de façon analytique, on se 

restreint au cas du doublet bidimensionnel qui correspand à llécoulement 
autour d'un cercle. Ne sachant pas résoudre l'équation intégrale de 

Fredholm de première espèce qui surgit, on se contente de respecter "le 
maître coupleu du cercle par introduction d'un simple doublet complémentaire 
à l'origine. Il s'avère que la vitesse induite par cette singularité com- 

plémentaire au point ( O , +  r,) où passe désormais la ligne de courant nulle 



est égale à celle provoquée par les images. Si dans d'autres modélisations 
plus réalistes ces deux survitesses restaient du même ordre de grandeur, 
il serait primordial d'insérer le respect de la condition locale dans toute 

méthode de détermination des effets de parois. 

2) Calcul élémentaire ---_-------------- 
Plaçons un cercle de rayon r; entre deux parois planes. Exprimons 

d'une part le potentiel complexe de l'écoulement illimité et d'autre part 
celui des images, obfenu par sommat 

u ". ion. 

ur, se transforme en fonction trigonométrique : 

En séparant partie réelle et imaginaire il en découle la valeur de la fonc- 

tion de courant y : 

Pour retrouver la forme exacte du cylindre, distribuans des doidblets :sur-.- 
sur l'axe de la veine ; et imposons à la ligne de courant nulle résultante 
de se confondre avec le cercle : 

+* 

Ne sachant pas résoudre, on se contente d'insérer un seul doublet à lfori- 
gine et de vérifier que la ligne de courant nulle passe par les points 
( ", Zr. ).  

y' = O  = m d"31R - - D  - - Y on (o,+r.) 
"+y 2k r ~ z n ~ ~ - < r o ~ ~ ~  27ï x z + j z  

LJintensité w du doublet initial est reliée au rayon du cercle par : 

En première approximation si le rayon du cercle est petit par rapport à la 

hauteur de la veine, on a : 

C3 14 F - 
a 

Ceci signifie que in' est petit à l'ordre deux devant WI , c'est-à-dire que 
conformément à l'avis couramment admis, le corps initial est peu déformé. 

Toutefois, calculons la vitesse de perturbation longitudinale induite au 



point  ( O, ,+r, ) par l e s  images puis  par l e  doublet complémentaire . 



METHODES NUMERIQUE5 
ET RNRIYTIQUE\ 

1) PRESENTATION ------------ 
1) Différentes approches 

-------------e ------ 
La différence entre un écoulement illimité autour d'un profil et celui 

confiné se caractérise par l'écart entre deux champs de vitesses. Comme on 

vient de l'exposer, ces survitesses servent, bien kmparfaitement il faut en 
convenir, à corriger globalement les coefficients aérodynamiques ou locale- 

ment. Les coefficients de pression sur le profil. Désormais au lieu de re- 
chercher comment utiliser ces survitesses, on s'intéresse exclusivement à 

la détermination de cette différence de champ. 

Suite à la méthode élémentaire,des images différentes méthodes sont apparues. 
Elles se classent en quatre catégories : 

- analytiques 
- numériques avec les petits pavés - analogies rhéo-électriques - semies-empririques. 

Avant d'exposer le nouveau concept de parois adaptables qui vise non pas a 
calculer les effets de parois mais à les annuler par déformation, puis 

d'introduire une nouvelle méthode qui englobera en quelque sorte la précé- 
dente, on se propose d'analyser et de critiquer les méthodes existantes. 

L'approfondissement des deux dernières n'apporte aucun élément essentiel et 
on les mentionne succintement. Les deux autres permettent soit d'envisager 

des veines de forme en plan quelconque (numérique), soit de traiter complé- 
tement la condition aux limites introduites précédemment et de fournir des 
expressions analytiques au lieu de séries. 

La méthode numérique est assez récente ; pourtant elle se rapporte au pro- 

blème très classique de détermination d'une fonction à L s p \ a r i e h  nul 
avec des conditions aux limites non moins classiques. Au lieu de se conten- 
ter de mentionner le contenu des dernières publications, on tente de juxta- 

poser les schémas aux différences mis au point pour résoudre ce problème 
avec la technique des singularités hydronamiques utilisée depuis peu de 
temps pour trouver cette fonction harmonique. Bien qu'ancien ce problème 

reste ouvert et pour innover à son sujet il serait intéressant de s'y con- 
sacrer. 
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Seul l'exposé de la méthode analytique présente des résultats originaux non 
pas sur le plan mathématique mais sur celui du traitenent Ge l'effet de 

parois. Les documents sur cette méthode sont assez conséquents et il peut 
être difficile d'y discerner le schéma complet du calcul, d'autant qu'il y 

manque des intermédiaires et des hypothèses d'application, ou bien que les 
intermédiaires sont un peu gauches ce qui aikourdit la d5monstration. 

L'étude du cas bidimensionnel servira à fixer le principe de la méthode. 

Les hypothèses d'applicationseront introduites pour la veine rectangulai-re 
à parcis verticales pleines. On montrera ensuite que la méthode quasi- 

analytique s'applique quelque soit la veine. Et on envisagera deux méthodes 

pour résoudre de façon plus simple le cas de la veine rectangulaire. 

2) Analogie ----- --------------- rhéo-électrique -- 
L'analogie rhéo-électrique (33, 34) se base sur une simulation d'un 

modèle mathématique connu, par exemple : les fonctions harmoniques munies 
d'une condtion aux limites. Pour résoudre le problème aux limites posé, il 

suffit de réaliser un schéma électrique qui répond aux mêmes équations que 
celles envisagées. Cependant elle reste pratiquement inusitée à cause pro- 
bablement des questions de modélisation et de mise en oeuvre. 

3) Lois semi-empiriques ----------- --- --- 
Les lois empiriques proposées jusqulà présent sont multiples (35) et 

il est souvent difficile d'y dissocier la part expérimentale du fondement 

théorique. On est obligé de recourir à ces indications semi-empiriques 
chaque fois que l'une des hypothèses inhérentes aux méthodes 'répertoriées 

est dépassée. Les deux thèmes principaux englobés sous cette en-tête sont 
l'apparition de décollements ou l'utilisation systématique du facteur de 

compressibilité de Prandlt ( rj = , j )  . 
L'augmentation de traînée occasionné par les décollements slassimile à celle 

que subit une plaque plane face au vent (35). Le sillage derrière des plaques 
de formes différentes est modèlisé par un "bulben de fluide mort et lihypo- 
thèse principale sur sa contraction en présence de parois se vérifie expéri- 

mentalement. L'exclusion de cette théorie aux profils ou maquettes décollés 
se ramène pratiquement aux schémas classiques en procurant l'intensité d'une 

source représentative du fluide mort (37). 

Au contraire, le facteur de compressibilité est fondé sur la linéarisation 
des équations de N;Lv\ar - S t o k e 5 .  Mais son extension au domaine transsonique 
est ambigüe. Ses limites d'application se décelent en confrontant les résul- 

tats de son application à ceux provenant de la méthode de ces petites pertu- 

bations (38). 



1 1 )  METHGDES N U M E R I Q U E S  ------------------- 
1) Présentation ----------- 
La méthode numérique actuellement utilisée pour définir l'effet de 

parois est assez récente (23). On la présente comme omnipotente. Certes, 

elle slaccomode aussi bien de n'importe quelle forme et configuration de 
veine que de toute position de la maquette quelle qu'elle soit. Cependant 

sa mise en oeuvre nécessite des précautions numériques spéciales d'autant 
plus que la durée des calculs demeure importante. Ainsi son champ d'appli- 

cation se restreint à chaque généralisation d'une autre méthode. Il serait 

d'ailleurs intéressant de comparer ses performances avec celles de la 
méthode pseudo-analytique exposée dans le paragraphe suivant qui est aussi 
valable à toute forme de veine. 

Le problème de la détermination d'une fonction à Laglacien nul se rencontre 
dans de nombreux domaines de la physique comme il est montré de façon non 
exhaustive dans (5). Malgré les nombreux développements pour resoudre cette 
question, il est impossible d'extraire une seule méthode qui serait la 

meilleure. En fait il existe deux grands procédés : les schémas aux diffé- 
rences ou les singularités hydrodynamiques. Le premier se rattache à une 
théorie générale assez élaborée qui traite de la résolution de n'importe 

quelle équation différentielle ordinaire ou aux dérivées partielles. La 
seconde se base sur une idée plus physique qui consiste à répartir des sin- 

gularités hydrodynamiques sur le contour de la veine et d'ajuster leur 

intensité paur respecter les conditions aux limites. C'est celle qui est 
adaptée pour la détermination des effets de parois car elle présente l'avan- 
tage de ne nécessiter qu'un maillage de la frontière ce qui réduit de un la 
dimension de l'espace de calcul. En tridimensionnel au lieu d'un système 

linéaire creux de quelques milliers d'équations, il ne s'agit que de centai- 
nes. 

2) Schéma aux différences (4, 5) ....................... 
Ce mode de résolution nécessite d'être précisé car les dernières amélior; 

tions ne sont pas toujours employées (39). Par un développement taylorien, 
on vérifie que les dérivés partielles slapproximent par des différences 

finies à un certain ordre suivant le pas de calcul. Cette approximation 

discrète se construit à l'ordre de précision voulu, par le principe des 
coefficients indéterminés ou par le truchement des opérateurs aux diffé- 
rences. 

Zn multidimension ceci s'étend aux maillages polygonaux sur lequels on ap- 

proxime non pas chacune des dérivés partielles séparemment, mais où on 

recherche directement llapproximation de lhéquation globale à l'ordre maximal 

sur un pochoir comprenant le minimum de points. 
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D'ailleurs l'introduction d'un opérateur idoine sur le second nombre permet 
parfois d'accéder à un plus grand ordre d'approximation suivant une n o r m e  

adéquate, sans pour autant augmenter le nombre de points. Pourtant il ne 
faut pas perdre de vue qu'en général les deux phénomènes sont indissociables 
L'élévation de l'ordre nécessite plus de points ce qui accroît la largeur de 
la matrice bande et rend sa résolution plus difficile. Bien que les tech- 
niques de résolution de tels systèmes plus ou moins larges aient été éprou- 

vés depuis longtemps, on leur préfère le procédé de stationnarisation. Les 
phénomènes physiques stationnaires qui répondènt à l'équation de Laplace 

sont souvent le résultat d'un processus évoluant dans le temps qui converge 
vers un état d'équilibre. Le calcul instationnaire s'avère souvent plus 

simple que celui de l'obtention directe de l'état stable. Après avoir choisi 
l'état initial (temps origine t = O), on cherche l'état à l'instant suivant 
par un schéma explicite ou implicite dans le temps. Tandis que la stabilité 

numérique des schémas propres à l'équation de Laplace provient du principe 
du maximum, l'analyse spectrale de ceux instationnaires montre la stabilité 
et permet de minimiser le nombre d'opérations. 

3) Singularités hydrodynamiques --- ---------- ---- ---- --- 
Au lieu de résoudre directement l'équation différentielle, la solution 

est approchée par une famille finie de singularités hydrodynamiques répartie: 
sur le contour de la veine. D'après la formule de Green le potentiel de 
l'écoulement à l'intérieur de la veine peut se prolonger A l'extérieur de 
sorte que le potentiel ou sa dérivée normale soit identique pour les deux 

écoulements. Ceci justifie la discrétisation de la relation intégrale de 
Green qui revient à ajuster par résolution d'un système linéaire les inten- 
sités de sinyulas5.tes d'ordre un ou deux réparties à la frorltière et a 

imposer les covlditions aux lirriiees ideaiisées en des poincs de coritrôle. 

Sur ïe plan numérique le choix cies singularités riJest nuilemeui-c indifférerlr. 
Le o n  corldi-cionnement de la matrice incite à choisir le type de siiigüiari- 

t é s  contx.ibudnr de façorl piepond&rance à ld au poin-c de controle 
%O\ _ 

proplLe avslement porleur. La coiruiiunlcaelon (40) explici-ce des crlc~i~es pre- 

cis POLU' yuldels ce CYLOLX des sl~g-d-la~lees, avec de pius la descripcioil u t u ? i t  

~ C I L ' ~ L L C ~ U L _ L ~ - I .  i!O~i.ili' pr~oc&a~..l-re efficace pour sa fiabilite nuriiérique, e-L el& -- - ~ - -  . -  

évaluer correcreilient le ~ o e r ' ~ ~ c i e ~ t  S ilif luence d'an par~~ie3i~ .Si , l .  1 ~ 1 - i ~ ~ G j l : e .  

, . . .  , Is'OtOEs aU.SSl q ~ ~ ' u . 1 1  ei?~ei;iü~e i.;.alllt : i- slz(-.,:i,li;t:c u - : ~ i ! ~ t ~ ï . t ~ L t i - ~  ;?& peut 

convenir. 'Par pesageLà la 1.imi~te du- pas de maillage vers zéro, la fonction 

limite respecterait la relation à la frontière sur un ensemble non dénom 
brable de points.  ais inversement cette foklction possécierzit uri eris?r??~Tc 

. , 
portait c2nse c ; i~oulaz- l tcs  ce qi-~.i si#---,?< u - ?f.e I.,:. divergence du procédé. 
Une fonction conticue 2 la frmti&re ne peut stapproxi~ner SUT Urle  ? ? i n L i l e  

ce :oilci-io-ls !-'Li-scoi-j.Li_rl;.:.'s $3;: ;;DY I^jgili_6~.::. 



-29- 

' y 1  dépit de ces jusiitlca~lons, cette rie~noâe reste assez peu turri~alisée ; 
aucune indication sur sa précision, son orare, sa c3~;vergenc2 oc sd scabi- 

iité. ~t ceci se traduit pdr u e s  cons i d ~ i ü ~ i s  o x p ,  ~ii~e~ltai?~ e c rîc,~ systema- 

tlques sur la ?messe utile du malliaje. En outre la ?ormule de Zreen niesl 
nulle;r , -a  ~ndlspensa~ie par-r' établir cette rnéthode des singularites hydro- 

aynamlques. 11 existe une 2onctlon harmonique unique prenant des valeurs 

donnees sur sa f rontlère. L ' approximation aussl précise que sou-haltée sur UT- 

espace fini ce fonctlon n'est reallsable que si la limite de cet espace 
quand sa dir!iei?sioui crolc inr eiir_lrfleliz s ' ldentif ie m e c  celu1 des ? m c  r i o n s  

CCEZLL'~-.SÇ 2 1 1 II:-- 1 leur de 3 et sur 1; -'roriridi3 . celx ,-:.s 11313 ?a: 
2xcnpIe ii?.e 3~1~17e r ::1~1= 22 singularités ( 4 ~ )  basée sur une approche physi- 
que du phénomène qui consiste à répartir des singularités sur le contour 
image de l'origine par rapport aux parois. Au lieu de sommer une série 

d'images comme dans la méthode du même nom, les intensités des singularités 

sur le contour image sont ajustées pour respecter les conditions aux limites 
L'effet prépondérant revient aux images directes du modèle tandis que les 
autres singularités s'estompent en intensité vers l'amont et l'aval car elle 

ne servent qu'a compenser la différence qualitative entre une singularité 
image ajustée et la sommation d'une série d'images. 

Cette variante de la méthode des singularités aboutit nécessairement à une 

matrice mal conditionnée car les vitesses induites par des singularités 

unitaires voisines localement sont très proches. On peut y remédier en 
diminuant la distance entre les singularités et les parois, et en optant 
éventuellement pour les singularités d'ordre le plus élevé. Toutefois le 

problème de la détermination diune fonction harmonique connaissant sest 
valeurs aux frontières reste ouvert. Sur le plan nwnérique il se pose sous 
la forme : trouver une famille fondamentale d'espaces finis de fonctions 
harmoniques qui approxime au mieux l'espace des fonctions harmoniques dans 
D et sur i! . Existe-t-il une base de chacun de ces espaces optimaux qui 
se calcule plus simplement que par les formules alambiquées actuellement 

proposées (42). En outre, sur le plan analytique, on ramène le problème 

précédent à de simples quadrations pour des formes de veines simples (chap IV 

Ne serait-ce réalisable de façon générale ? 

III) METHODE ANALYTIQUE ----------------- - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
La méthode dite "analytiquew se réfère aux transformées discrètes et inté- 
grales de Fourier. Depuis l'apparition des veines d'essais à fentes créées 
pour éliminer le blocage sonique, puis avec les parois perforées suscepti- 

bles d'absorber les ondes de choc, les ouvrages parus sur ce sujet abondent. 

Or depuis 1954, date à laquelle Baldwin (20) schématisa la condition aux 

limites pour les parois à fentes, les schémas de démonstration sont simi- 
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laires Four chaque type de veine. A dessein de synthèse seules ces quelques 
idées maftresses sont exposées ci-dessous ce qui permet de formaliser les 
conditions d'application et d'émettre des suggestions pour le cas général 

et la veine rectangulaire. 

1 ) ------- His t origue ( 7 )  
Grâce aux transformées de Fourier, Baldwin exprime les corrections de 

volume et de portance en bidimensionnel et en veine circulaire en respec- 

tant les relations aux limites idéales qu'il a introduit. Puis par cette 

seule méthode efficacr avec ces conditions aux limites, de nombreux calculs 
fragmenraires furent publiées aux alentours des annhes 60. 

'dright (22) fournit les corrections angulaires ; Arum (48) l'étend aux veinf! 
rectangulaires de rapport hauteur sur largeur de veine quelconque. Ces mêmes 

calculs en parois poreuses furent abordés par Holder (44) ; Wright (45) 
s'intéressa ensuite aux veines munies de quatre parois planes perforées. 

Ce n'est qu'assez récemment que des formulaires furent établis (6, 46). 
Depuis les derniers ajouts sur la condition de nullité des transformées de 

Fourier à l'infini (47) et sur la modèlisation des maquettes, on possède 
actuellement l'ensemble des coefficients de corrections en veines courant 
plan ,circulaires et rectangulaires munies de parois pleines ouvertes ou 

perforées. 

2) Haothèse initiale - --------------- 
Un écoulement de fluide parfait stationnaire, isentropique, irrotion- 

ne1 et faiblement compressible est régi par l'équation de Laplace : 
2 J'y dZ? J'y 

A Y r o : p  - +  2 - dl= + d3i ' 
Supposons, hypothèse fondamentale, que le potentiel considéré est régulier 

à l'intérieur de son domaine de définition (D). Or la présence d'un corps 
quelconque dans la veine fait exclure cette hypothèse. Pour s'en convaincre, 

il suffit d'évoquer sa schématisation par des singularités . Ceci implique 
que le potentiel d'interaction y; = y -  y,,, est régulier dans D si et seule- 

ment si le potentiel de llécoulement confiné y présente les mêmes singula- 

rités que celui illimité If, . Cette condition équivant à l'hypothèse sous- 
jacente à la méthode des images où les singularités représentatives du 

modèle sont indépendantes de la veine. Cette restriction illusoire se tra- 
duit dans tous les cas par l'infraction des conditions locales sur le profil, 

Ainsi le problème posé ci-après qu'il soit résolu par la méthode des images 
ou celle analytique, possède une solution unique. Et il n'en demeure pas 

moins qu'il est, conformément à l'idée déjà émise (p.lb,zr), mal posé car 

indépendant des conditions locales. 

b y; t-o 

+ respect des conditions limites aux parois 
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3) bidimensionnel 

En schématisant la maquette par un 
/ ,/ / doublet, une source et un tourbillon 

h la condition aux limites déjà intro- 
t duite (p. ) devient : 

hy.0 C d q  Z K  - + - -  d2v 1 d'f 
x d = dxJ3 - R  J a  

____.=t 
5c\t = 

+ y*J * yT 

1 

v l 

,/'//,' '/')//,/; f'/,, / 1 'A/ /,/ ',( ,; 1' /&", /Y/ ;/' 
- e - K a - ~ a - = o  
b r  2,bj R $3 

D'après la linéarité du Laplacien et de la relation aux limites, la solu- 

tion générale de ce système est la superposition des trois fonctions qui 

satisfont les équations précédentes avec un seul terme au second membre 
soit doublet, soit y, source, soit y, tourbillon. Le Laplacien devient 

par transformée de Fourier l'équation différentielle ordinaire : 
$y; + 2 A  - 2 P f  y; 
d a =  

L'étape suivante consiste à relier les constantes d'intégration A et B aux 
conditions aux limites. Ici on se restreint au cas symétrique (B ou A = 0) 

car les potentiels \4, et y, sont pairs en -J tandis que yT est impair. La 
seule relation en 3 =  k suffit car l'autre s'en déduit par symétrie. 
Dans le plan transformé elle s'écrit :. 

Le stade le plus technique du calcul qui réapparait en tridimensionnel, 
réside dans la détermination des transformées de Fourier des singularités 

représentatives du modèle. En bidimensionnel les identités utiles s'obtien- 

nent encore 

par cIc'ri\rl~\;ov\: 

aisément (48) : 



L'introduction de ces expressions dans les relations aux limites trans- 

formées procuvepar un calcul algébrique élémentaire les valeurs de A et B : 
13 -*Pm ,- * - " ' \ " ( q - i r n ~ )  '3 A \ , ) =  A W + Y I s  =' 

a m  ' r YP %~&QJ + + dthihgl 
- a è  QI~I  .L + K p D  g B W ) =  bY - > -  

SR\kV) -t K G  L ~ B R Q  1 ( t l & ~  
Le potentiel Y,. et ses d&riv;es'@én tout point du domaine proviennent de la 

transformée de Fourier inverse. Seuls des maniements de formules assez 1 

conséquents slimposent avant d'aboutir aux coefficients d'effet de parois. 

Ils comprennent essentiellement la séparation des parties réelles et ima- 
ginaires et des simplifications occasionnées par la nullité des transfor- 
mées de Fourier de fonctions impaires. 

4)  Veine rectangulaire ~arois verticales v le in es ------------ --------- ----------------- ------ 
Pour alléger le calcul, on se limite 
aux parois poreuses (K = O) ce qui ne 
change en rien la généralité de la dé- 
monstration. Contrairement à ce qui 
précède où aucune allusion n'est émise 

I sur les conditions drapplication des 
transformées de Fourier, elles sont ici -*---- 

I éclaircies. Si les fonctions d'origine 
sont absolument sommables, leurs image. 
existent et doivent s'annuler A llinfi- 

A ni d'après le lemme de Riemann-Le\oes%ae. 
Rien ne permettant de l'affirmer pour 
le potentiel, les transformées son@£ - 
fectuées sur les composant de la vites 

4 se qui devraient répondre à cette 
étant nécessaire mais non suffi- 

sante, on suppose de plus que les fonctions envisagées appartiennent au 

moins* A l'ensemble des fonctions absolument sommables. En outre les trans- 
formées inverses sont comprises au sens large de la valeur pricipale. Une 

façon dramoindrir ces hypothèses est d'employer par exemple une transformée 
bilatérale de Laplace (voir annexe 4). Les conditions aux limites complètes 

s'expriment : 

* En se limitant à l'ensemble des fonctions de carré sornmable, la trans- 

formée appartient aussi à f ce qui facilite la réciprocité. 
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De façon plus détaillée qu'en bidimensionnel, décomposons le potentiel de 
llécoulement y en un potentiel maquette y_ , plus le potentiel de ses ima- 
ges par rapport aux parois verticales et en un potentiel complémentaire 

<QL ip = T m  + y; = ym + y 2  -9' 

représente le potentiel d'une file infinie de maquettes iden- 
tiques. 

D'après la première relation aux limites ( k,~. l = ? k )  et la définition de 
43 ' .  

TE ? 
les deux fonctions y et ye sont périodiques, de période la largeur de 

veine 2 &  . Leur différence (n= .p-g , )  ainsi que toutes ses dérivées partielle: 

possèdent la m@me propriété. Ceci permet une décomposition en série de 

Fourier : P 

yL(=*3,3)  = """6' ;L * 2- *=1 q'ii,,à) 'M y 
n 

Ceci permet la décomposition du problème tridimensionnel en une série de 
bidimensionnel sur les harmoniques où on reconnait pour n = o  OU pour yE 
uniforme en envergure la relation bidimensionnel du 63 : 

m2aa A 

pu. 

Jhz J?'k,*!3] = - ~ 4 E ( ~ , - l 3 )  - 2 J ~ E W # * ~ J )  

Ja 4 d a  4 a f~ 4 a 
\PL =-y€4 C? x=z-  

&=A% OU d v ~ 2 A  ,, ,' = ,., 
Jx Ax d 3  

Le potentiel y= étant definl à une constante additive près, on le suppose - 
identiquement nul à l'infini amont ( -  ) De plus lion admet l'une 

des.conditions 9; * 50 ur-4. Suivant que ce soit llune ou l'autre de ce: 
d à, 

conditions qui est remplie. on effectue les transformées de Fourier sur la 
vitesse longitudinale ( u, ) ou sur la vitesse verticale ( w 3  ) Ici on choi- 
sit la direction 0, , ce qui procure les transformées intégrales de Fourier 
valides de ces équations. Si *, n'était pas nul aux infinis contrairement 
à l'hypothèse ici admise, il suffirait de la décomposer en un terme indépen- 

dant de x et une autre fonction de r mais nul h l'infini comme on liexpli- 
citera au paragraphe suivant § 5. 

A 

32 :,(PA%) J - W Z  * l 
= ($<- a,) ' s \ ~ l n 1 3 )  

J J =  



Suivant le schéma du paragraphe précédent, la symétrie induit que &. B,= B,=o 

La relation aux frontières en 3 =k procuve chacun des termes q i ,  A, e t  8, . 
4 

L'étape cruciale se situe dans la recherche de pour chacune des singu- 

larités tridimensionnelles considérées. Par une démonstration élaborée qui 
se base sur des propriétés particulières des fonctions cylindriques, on 

* A 

obtient qE<,GGw & sous forme de fonctions de Bessel d'ordre.-<lr qui ne 
sont autres que les fonctions élémentaires suivantes (49) : 

- - 
coeff cients d'intégra- 

tion : A - pK 

% T ( t ) x [ ~ ~ h k ) + & ~ ~ ~ ~ ~ ) \  = i t ( 'dd \I% L h 

s o ; t  -\VI i ( q - i r s \  , '& 
A ( ? )  = A \ , + &  = R 

A4 Û r a , p - & h k  
B(p) =. $ = % -  + lk 

!la' 8 J h ( h ~ \ . c  h h b w R t  

Lorsque n est nul, vaut par définition 9\41 , on retrouve alors les 
équations bidimensionnelles à un facteur près ~b qui provient de la di- 
mension des singularités tridimensionnelles. 

Des maniements algébriques similaires ceux bidimensionnels proctwent l'en- 
semble des formules intégrales recherchées. En outre remarquons que %, se 
juxtapose à y, pour donner y; . Les formules singuliéres de déterminatic 
de ce potentiel sont reportées en annexe 8. La résolution précédente sladre: 
se à v, ; Ainsi et ujL se définissent par intégration à une constante 
additive près. Et la nullité de y, à l'infini amont fait intervenir la 
limite des formules intégrales quand x tend vers - -  . Ceci répond au 
problème de conditions aux limites soulevé dans les références (7, 47). 

5) Veine Circulaire et Rectangulaire (4 parois ~erforées) .......................... ------------ ------ --------- 
A- Principe ................ 
La technique de résolution diffère légèrement. De la même façon 

qu'en bidimensionnel, le potentiel de llécoulement <p est décomposé en celu; 

de la maquette y, et celui d'interaction y; = ?-y, . On passe en coordonées 
cylindriques pour faire ressortir la périodicité ( Zn ) de la variable am- 
gulaire (8) et intégrale suivant x . Cependant le Laplacien en coordonée 
cylindrique se distingue par sa forme de celui en coordonnées cartésiennes 
et les transformées successives le réduisent à une équation différentielle 

ordinaire du second ordre que vérifient les fonctions de Bessel modifiées. 
La suite du calcul consiste à exprimer les constantes d'intégration de cett: 
équation différentielle en fonction des conditions aux limites en suivant 



le même schéma que précédemment. Tout diabord discernons dans 9; un élément 
indépendant de x et une autre fonction de x mais nul à llinf ini amont ce qu 

élargit le domaine d'application aux potentiels non nuls à - U  . D'après la 
linéarité du Laplacien et des conditions aux limites ceci se traduit par la 

décomposition en un problème bidimensionnel et en un triiiimensionnel compor- 
tant les valeurs nulles à - - . 

y, lxr'iQ) = 'f;' + Yi2 ( ~ , r r 8 )  

B- Problème 2-J) . . . . . . . . . . . . . . . . 
Par la transformation intégrale de Mellin (49) ou par séparation des 

4iQ;i _ym, - - - y = - . ? ?  
43  6 2  

d 9t.i - = - JY-t - 3 ,  - i .R  
a 4 3  

2 y ,  4 3 y;, , 'fv;2 

variables (so), on démontre sue : 

3-D - 

où les conditionpux limites : 

n = O  

%Y* à;r + -  r  d r  + -- C' Je '  

'(Q;Z+'!*S) AIlpizfl~. , ,~) 

J = = 0 
~ r *  

3 (Qia +i"i'z) -I :(S~,+Y,,,~) + -  a x Ru Jl 

Les relations aux limites se notent en une seule equation : 

C'est un développement ordinaire en série de Fourier d'autant plus simple 
que les potentiels d'une source et d'un doublet au centre de la veine sont 
indépendants de 8 et que celui d'un tourbillon en fer à cheval de faible 
envergure centré dans la veine est proportionnel à &d . Ciest-à-dire que 
l'application courante aux veines circulaires se résume à un seul coefficieri 
de la série. Il s'en déduit des résultats particulièrement simples (7). 

,cas général 

Puisque r dépend de 0 , les séries précédentes ne peuvent pas d'inverser. 
Les constantes A, et %,s'obtiennent par discrétisation de ces relations 

auquelles s'associent des simplifications dues à la parité en B ou à la 

symétrie en 3 . Cette méthode quasi-analytique couramment réservée aux 
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veines circulaires ou rectangulaires slétend,paradoxalement à toute forme 
de veine. 

,veine rectangulaire 

Connaissant les conditions frontières sur un rectangle, il semble maladroit 

de passer en coordonnées cylindriques. En effet par séparation des varia- 
bles, le problème plan de Dirichlet pour un rectangle se résoud entièrement 

sous forme analytique. Développons cette idée provenant de (50). Soit à 

résoudre : dZu;  + - = O  

d 32 
wnn b ; ~ ~ ~ n t  ; en 3 = et  3 = -C& 

Z 

P ~ 5 0 h 5  : 

La Ls Cette fonction u; admet les solutions : c ~ ~ k j e ,  ~ ^ A ~ ~ , w A ~ $ '  d h h j  iLJ 
quelque soit A et les mêmes en inversant les rôles de 1 et 3 . ?ar linéarit 

La nullité d'une des conditions aux limites exclut la solution exponentielle 

l'équation initiale se divise en deux problèmes identiques à une permutation 

près de y en 3 : 
a'.; 3k; LL; a2 u; 

en cette variable, ce qui fournit les valeurs propres en et la solution 

sous forme de développement en série de Fourier. En se limitant aux fonc- 
tions paires en 1 , ce qui ne change en rien la généralité, on exprime les 

'I 

coefficients du développement en fonction des valeurs limites en se servant 

de ltorthogonalité des fonctions trigonométriques. 
w)\t  -0 

U; rcnnu err u; = O evi 3 4  

q r + - q r = O  4 
U; z o  et\ 4 =?P. 

2- - * ?  
5 4 t  : u;~(j ,  3) =j\a,. e -isw\ ," , e? + 82n 

conditions limité; pour u,, paire : 
10 

Lnt l Zn+, R 

1 
U; JI, RI = A =. L D ~  ~ 4 .  e a m  + B.. e -2sm"J 

= O  42' d 3 +  
u: ‘ . I . I I I ~  e n  p _ t B  

par intégration directe on en déduit : 
b lh-'mk _ 2 *+l* k 

= LeiiG + b w e  Tr LI $ \ 3 ,~ ) 'u  2 s x ~  

La solution dont on démontre l'unicité à l'aide du principe du maximum,par 

exemple, nécessite la convergence des séries. Or pour des fonctions suffisa- 

ment dérivables, les coefficients de Fourier décroissent au moins cor~.e .i/n 
( 5 1 )  ce qui achève la démonstration. 



C- Problème 3-b 
a......... .. .* .. 

Selon le schéma établi pour les parois verticales pleines,transformons 

intégralement puis discrètement les relations tridimensionnelles. On en 

déduit : 

Zn posant = R P r  ,ctest une équation de Bessel modifiée dont la solution 

çénérale est une combinaison des fonctions cylindriques de première ( In > 
et seconde espèce ( k  ).  Ces dernières fonctions n'étant pas bornées en Y - 0 ,  

son coefficient ( 0 ,  ) est nécessairement nul. D'où llexpression de k,, e t  cies 

conditions aux limites : A 

Conformément au--cas bidimensionnel, on se résigne à résoudre numériquement 
le système linéaire discrétisé. Cette fois, les termes du premier membre sont 

des fonctions cylindriques et on utilise leurs relations de récurrence (49) : 
4 L ( P Q ~ )  
Y 4  = q m \ ~ z  <lppf) = n r,((rr) + I*+, \ p ~ v )  

p P r  =+ K. [pir) et 
" ;ihh2nepw,\rsp) h = 

(2 rr ) >'= 
,cas général 

Il est intéressant de souligner que ces relations sont valables que4que soit 
la forme de veine. 

- veine circulaire 
Les conditions aux limites se réduisent de même à un seul terme relatif à la 
singularité modèle qui est le premier ou le second harmonique d'où : 

A 

a,, (<,.,e)= !$ 1 , ( p b 4  + f i . s l l l  =Pr) 
e t  en r=c, z p0 + * I : [ ~ W ~ =  -if[+lz+YK~ - 

kt' 

n , \ t ) r Q [ ~ ~  r !fET>(tpr)]=-if i k t ~ u - 6 ~ ~  5 4?4!3%6 
R e  ( A  v )*/a -+ i?- QT)$'* 

b f  

relations qui se simplifient en : 
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, veine rectangulaire 

La méthode de séparation des variables ne se généralise pas à un caisson 

rectangulaire de langeur illimitée, car aucune des solutions particuliires 
- 'hx 

CA X x, A r ,  eXi OU e ne convient. Ceci signifié que la fonction n'est pas 

développable en série double de Fourier conlme on le précise dans (1). Cette 
invalidité de principe est levée si la veine d'essai est schématisée par 

un parallélépipède de dimension bornée. Cette configuration plus réaliste 
fait intervenir les condtions aux limites sur les bases du parallélépipède 
(eh x = Q I ,  ! V ) qui se rattachent aux conditions réelles d'essais. La 
méthode préconisée présente l'intérêt de ramener la détermination des coef- 

ficients des transformées de Fourier à de simples quadrateurs grâce à 

llorthogonalité des solutions particulières. 

Une autre approche plus classique consiste à reproduire deux fois l'étude 
de la veine à parois verticales pleines : 

rq, = * 
a(4 l_+l&- J%, i Ja, 

~ ' . u i .  'fyiz tqix - - 2 -  - en j = f l  
+ = 0 J x  3 =  R I I  d a  Br+ - J q a  J 3 a  y, = fm, =O a n  = = - a -  

J i  * I_ ( = .., l =?& b*, d.9, iL* = =*- 
A--  a, a~ d r  dx 

- - t 
4 %  R h  3 

ym2= y*% =C PU x=->P = L , +  i +*z e,% q=rt 
3rp-, - J C q * a - *  eu Jk- JQk 

R" d a  3 %  - k "  - = O  e-x=*w 
d =  J x d n (p, =O 

4 1  
eq ,=? 8 

Il est immédiat que .pi, = v , , y L  est solution du problème initial. Con- 
trairement aux cas de parois verticales pleines, il n'est cette fois-ci 
plus question de potentiel d'une file infinie ( y, ) et la première condi- 

tion aux limites porte sur le potentiel au lieu de sa dérivée normale. 

Cependant cecï n'introduit que des changements de détails. 

La suite du calcul reproduit celui déjà effectué à la différence près qu'il 
reste encore à exprimer les transformées intégrales des développements de 

y,, en série de Fourier suivant j teo,- y,, et suivant feu"+ 



RDAPTRBLES 

1) PRESENTATION ------------ 
- L'idée ancienne (27, 52) d'annuler les effets de parois en les déformant 
suivant une ligne de courant calculée à priori fut abandonnée face au manque 

de fiabilité des résultats obtenus. Les performances des machines à calculer 
actuelles et la découverte de critères adéquats pour déceler l'adaptation 

des parois expliquent le déploiement récent de cette méthode absolue, où la 

présence de parois n'influe aucunement sur le champ de vitesse autour du 

modèle. L'idée novatrice de parois auto-adaptables apparut simultanémiont 
dans deux publications (8, 9) bien qu'elle germait dans d'autres centres 

comme le dévoilent les notes internes de Monsieur Chevallier. Elle consiste 
à mesurer les composantes pariétales de vitesses et à détecter l'adaptation 
par détermination des écoulements "virtuels extérieursn. 

Prolongons analytiquement l'écoulement dans la veine schématisée par une 

bande infinie à l'extérieur de celle-ci de sorte que la condition d1évanes- 
cence des perturbations à l'infini soit respectée. Le potentiel des vitesses 

à l'extérieur des parois haute et basse est fixé par la connaissance d'une 

des dérivées partielles à la frontière (ceci sera explicité dans 6 II). 
Ainsi pour les écoulements imaginés, l'une des composantes des vitesses aux 

parois est liée à l'autre composante. Si l'on identifie pour chaque écoule- 

ment les composantes verticales de vitesses aux parois, il est improblable 

qu'il en soit de même pour les composantes longitudinales mesurées et celles 
calculées par les relations fonctionnelles de l'écoulement virtuel exté- 
rieur. Si cette cofncidence surgissait, l'écoulement interne serait sans 

aucune restriction prolongeable à l'infini où les pertrubations s'annulent. 

C'est-à-dire que le champ interne dans la veine s'identifierait à celui 
illimité et que les parois sont adaptées et sans effets. 

Constatant générallement l'inadaptation grâce à ce critère, le second stade 
du processus d'adaptation consiste à déformer les parois en leur donnant une 

position où elles sont présumées adaptées. Ce nouveau concept a suscité 

plusieurs études et réalisations (10, 11) qui montrent l'efficacité du prin- 
cipe d'améliorations successives et empiriques de la forme des parois pour 

s'approkher de l'adaptation. En quelques itérations, on parvient par diffé- 
rentes techniques à une veine exempte de corrections. 
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Un article récent (12) établit pour le cas bidimensionnel non portant, un 

mode dradaptation immédiat et sans itération par optimisation du procédé 

itératiî précédent. Ce résultat est presque aussitôt accompagné du calcul 
des survitesses induites par les parois grâce aux mesures des composantes 

de vitesses pariétales (1 3). 

- Reprenant ces différents travaux, on précise tout d'abord un mode opéra- 
toire indispensable pour assurer la convergence du processus itératif. Le 
choix justifié du système dladaption s'est porté sur les lames flexibles 
déformées par des v 4 i i n s .  Le positionnement optimal d'un nombre discret de 

ceux-ci est décrit au $ III. S'inspirant de la démonstration (12) on réta- 
blira de façon naturelle la méthode dladaption immédiate et on l'étendra 

au cas portant et tridimensionnel à parois verticales pleines ( 5  IV). De 
même en veine circulaire, une démonstration silimaire à (53) permettra de 
généraliser les cas particuliers qui y sont traités. Ceci rendra en grande 

partie désuet le schéma basé sur le calcul de l'écoulement virtuel extérieur 

Cette étude débouche sur celle entrevue dans (13) de la détermination des 
effets de parois à partir des mesures des composantes de vitesses pariétales 
Mais ceci anticipe sur le chapitre des méthodes intégrales et il sera abordé 

en toute généralité ultérieurement. Notons dès maintenant que son applica- 

tion aux parois adaptables est instructif. Les parois coïncident jamais 
parfaitement avec une ligne de courant. Toutes les études de parois adapta- 
bles parues jusqulà présent visent lladaptation~exacte au terme de laquelle 
les parois n'induisent aucun effet. ilopposé de ceci, le procédé de calcul 

des effets de parois à partir des mesures de pressions aux parois et de la 

connaissance des vitesses transmises sur celles-ci permet de calculer les 
corrections résiduelles en veine partiellement adaptée. A cette conclusion 
se $oint le calcul immédiat par la même méthode de la position adaptée ce 

qui met en dualité corrections résiduelles et veLne partiellement-adaptée. 
Ainsi on peut juger de l'opportunité d'améliorer l'adaptation. 

Deux sujets dissociés mais se rapportant à l'adaptation tridimensionnelle 

sont ensuite abordés. Pour une veine rectangulaire, il est montré que les 
déformations nécessaires pour adapter les parois verticales sont faibles et 

réalisables $ V. Conjointement si on conserve ces parois planes les correc- 
tions devraient s'amoindrir en adoptant celles horizontales. Or cette dimi- 

nution probante pour ~ertains effets doit être nuancée 6 VI. 

II) ADAPTATION ITERATIVE .................... 
1) Relation fonctionnelle --- - - - - _ _ - - _  _ _  _ _ _  



Selon l'équation de continuité et l'existence d'un potentiel des vitesses, 
les composantes de celles-ci sont liées par les équations aux dérivées 
partielles de Cauchy-Riemann. En bidimensionnel elles représentent une 

condition nécessaire et suffisante pour que -= Y,-' bi soit wje fonction &a 
analytique. Dans ce cadxle des fonctions d'une varialbe complexe, les for- 

mules intégrales de Poisson expriment v, oc cl en tout point en fonction 
d'une de ces valeurs sur la frontière du domaine de définition. Lorsque par 
exemple ce domaine est le demi-plan supérieur, on a : 

t" a des  3 

?r,(x,o) connu  

7 

Schématisant la veine bidimensionnelle par une bande infinie, ces deux 
relations fonctionnelles définissent les écoulements qualifiés de "virtuels 

extérieurstt, l'un au dessus de la veine pour x .;.,a , l'autre pour x 4 - 4  . 
En particulier la connaissance de Vi aux parois engendre le calcul de 
pour llécoulement virtuel extérieur ce qui boucle llenchainement itératif 

des opérations d'adaptation. 

- Mesure des vitesses longitudinales et transversales et v,'"' 
- Calcul par la relation fonctionnelle de c:"' pour llecouleme~t 
virtuel extérieur d1 après y;" (OU inversement de I?"' d1  après L:) ) a 

- calcul inverse par la relation fonctionnelle de o~"'àlaprès la va- 
leur prétendue adaptée : & v:)' + @-&) vz) (ou inversement u-'"") - 
kv'-)'+(i A) 5'*J ) 3 - 

3 - affichage de vi"') soit en modifiant ltaspiration au travers de 
parois ventilées, soit en déformant une lame flexible avec des ve- 
ri ns. 

Les relations fonctionnelles précédentes pour un demi-plan s'étendent au 

demi-espace tridimensionnel (8). En supersonique une perturbation ne peut 
pas remonter l'écoulement et ses effets ne se ressentent qu'en un sous- 
domaine limité en quelque sorte par les caractéristiques passant par son 
point d'émission. Au passage de M = l , les équations aux dérivées partiel- 
les régissant ltécoulement deviennent hyperholiquesou lieu d'elliptiques; 

Et les relations précédentes qui relient la vitesse en un point à celles su? 
toute la frontière du domaine, ne sont plus envisageables car spécifiques 
d'une équation elliptique. Ce problème a déjà été soulevé en d'autres terme: 
(54). Vne solution appropriée sera abordée au chap. IV ( §  ). Néanmoins 



-42- 
dans le domaine transsonique qui est mixte (Pl localement > ou C i  ) ,  les 
schémas aux différences étudiés dernièrement conviennent parfaitement paur 

détecter l'adaptation par un même critère de concordance des conditions 

limites. Ceci nécessite que les ondes de choc n'atteignent pas les parois. 

2) Réalisation ----------- 
Les deux techniques pour changer 

VI 
ont été éprouvées dans des instal- 

lations pilotes. Malgré ltobtention de parois adaptées en quelques itéra- 
tions, la difficulté majeure rencontrée réside dans la fidélité des mesures 
En parois pleines la composante verticale est légèrement altérée par le 
développement des couches limites et les écarts de pressions entre les 

points de mesures sont faibles. Au Calspan les mesures de vitesses trans- 
versales au travers de parois à porosité variable et à aspiration réglable 
sont particulièrement soignées. Même avec de très petits capteurs (deux 

tubes chanfreinnés) les techniques de lissage des mesures s i m p osent avant 
llutilisation des relations fonctionnelles (11). La première est celle des 

multipôles qui se sert en bidimensionnel de la méthode des moindres carrés 
pour ajuster l'intensité de singularités d'ordre croissant. Une précision 

acceptable en tridimensionnel nécessite l'emploi de distributions de sin- 

gularités aux parois au lieu de singularités ponctuelles. La seconde tech- 
nique est de lisser les mesures sans modélisation avec des s p l i n e s  d'ajus- 

tement, puis d'interpoler ces valeurs théoriques et d'utiliser les schémas 
aux différences propres aux équations aux petites perturbations en trans- 
sonique ; 

En dépit de ces précautions ltemploi de lames flexibles semble préférable. 
L'argument de l'absorption des ondes de choc uniquement par des parois 

poreuses mériterait quelques preuves et il siy oppose la turbulence et le 

bruit engendré par les perforations. Sur le plan mécanique et énergétique, 
il en va tout autrement. Au lieu de déclinomètres, de caissons d'aspiration 
à débit variable avec circuit secondaire, quelques vérins suffisent. 
L'importante différence de pression entre la veine et l'emplacement du 
diffuseur où est rejeté le débit secondaire nécessite l'emploi d'un compres 

seur de grande puissance. A l'opposé la déformation des lames n'entraîne 
aucun dépôt d'huile du compresseur dont on se dispense, et aucune pertur- 
bation par réinjection du débit auxilliaire. 3t maintenant que la technique 
commence à slétaDlir, on cherchera plutôt à ~éduire la puissance en dimi- 

nuant la section de veine. 

La dernière imperfection en suspens rêside dans la longeur limitée de veine 

Un calcul basé sur une méthode de singularités (10) par exemple précise 

qu'une adaptation sur une longeur équivalente à quelques hauteurs de veine 

( h à 4) réduit considérablement ( 9 0  à 987;) la correction de blocage, il 
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n'en demeure pas moins que les parois déformées doivent se rattacher au 
collecteur et au diffuseur. Cet aspect de raccord mécanique envisaçé ulté- 
rieurement (3) en bidimensionnel est problématique en tridimensionnel. En 
particulier le diamètre d'une veine circulaire devrait être variable. 

Hormis ce problème, les jalons pour l'adaptation tridimensionnelle sont 

déjà posés (8) et même en transsonique bidimensionnel les résultats fournis 

par les premières installations sont concluants. D'ailleurs ces parois 
auto-adaptables servent à titre indicatif à simuler l'effet de sol. En effe 
au lieu de déformer les deux parois en forme de ligne de courant, il suffit 

d'en garder une plane pour sinuler le sol et d'adapter la seconde. Quant à 

l'extension aux maquettes propu-lsées et à grande incidence (II), elle sem- 
ble prometteuse bien qulhypothétique. 

3) Mode Opératoire - ------------- 
Le choix initial d'un coefficient de relaxation A égal à $ se réfère 

à une interprétation par des singularités (9). Mais cette indication qui 

prétend que la forme adaptée se situe à mi-chemin entre ir, calculée et 

mesurée n'est fondée sur aucune justification théorique. Si en écoulement 

illimité les distributions de singularités vr\ et wi) sur li axe de la veine 

induisent respectivement aux parois les vitesses u,, cJ e t  ut, , v ' ~  , si 
de plus en écoulement confiné on y rnesure u, v; , rien ne prouve que, 
u: étant mesuré, on aurait zr . S'il en était ainsi le choix médian se- id 
rait rigoureux. L'expérience ferait plutôt opter pour un facteur de $ (11). 

Des considérations plus physiques clarifient ce choix en indiquant aussi 
comment assurer la convergence du procédé itératif. L'optimisation du fac- 

teur k est reporté au 9 II. 

Si u croît en tout point frontière, la vitesse longitudinale augmente en a 
conséquence pour l'écoulement extérieur, tandis que son sens de variation 
est inversé pour celui intérieur. Ceci indique qu'une combinaison convexe 

entre ux mesurée et calculée permettrait d'atteindre liadaptation. Afin de 

préciser cette notion descriptive, décomposons la déformée en q~jatre mor- 

ceaux superposables dont chacun caractérise un effet particulier. 

4J 
! 



vokd;on d'ensern bIc divergence 

Aux effets portant et de volume classiques s'ajoutent la définition de 
l'incidence à l'entrée de veine par rapport au profil ce qui laisse un de- 
gré de liberté dans le choix de la forme de veine. Les effets visqueux tels 

couches limites et sillage nécessitent une divergence globale. Mais la 

vitesse longitudinale de l'écoulement est peu sensible à un faible incré- 
ment de l'angle de divergence 8 , contrairement à celui interne. Comme on 
le voit sur la figure ci-dessous, le processus d'adaptation itératif diver- 

ge pour le choix médian. 
Les erreurs de mesures et de discréti- 
sation cumulées par intégration des 

pentes locales ( * b )  n'assurent pas la 
bonne divergence de veine, Ce qui indi- 

que que le processus est susceptible de 
diverger. En se basant sur la conserva- 
tion du débit, un remède efficace con- 
sisterait à préciser l'amplitude de la 

déformée à l'entrée du diffuseur par 
détermination de l'épaisseur des couche 

limites. L'extrémité de la paroi adaptable se raccorderait à ce point voi- 

sin de l'entrée du diffuseur par une rotation d'ensemble. 

III) POSITIONNEMENT ( 5 5 )  -------------- 

L'équation d'une lame flexible déformée par des vérins slapparonte à une 

cubique par morceaux. Car si l'appui des vérins est ponctuel, la dérivée 

du moment de flexion M F  ne subit des discontinuités qu'en ces points. O r  

on sait de la résistance des matériaux que pour une poutre élastique fai- 

blement déformée : 
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Entre les appuis, la lane ne reçoit aucun effort extérieur, si bien que le 

moment y varie linéairement. D'où le résultat avancé : est une cubique 
par morceaux. De plus au niveau de chaque vérin les cubiques doivent 
s'identifier jusqu'à leur dérivée seconde cai Mf est continue. Ces cubi- 
ques raccordées ou morceaux de polynomes sont à l'origine de la théorie de 
splines . En effet si l'on cherche la spline minimale, en première appro- 
ximation, de l'énergie de flexion d'une poutre ( ) on démontre 

que c'est la cubique par morceaux passant par les points d'appuis fixés. 

Evidemment la position souhaitable pour les vérins en vue de respecter au 

mieux l'équation de la déformée dépend du critère de meilleure approxima- 
tion choisi. 

soit la déformée à approximer 
ensemble des splines ou morceaux de polynome 

-Cherchons la cubique dont la courbure slélakgne le moins de celle de f 

On sait que c'est la spline d'ordre deux interpolant en chaque noe?~d. 

De plus toute spline différant de celle d'interpolation par un pol~ynume 
du premier degré vérifie cette propriété optimale. Ceci signifie que si le 

vérins sont positionnés d'après la déformée en leur point d'application 
et si l'on impose les conditions de raccordements introduites, la forme de 

la paroi est optimale au sens de la courbure. C'est la méthode de posi- 

tionnement la plus simple. 

- Adoptons la norme de la convergence uniforme pour une fonction continue 
à valeurs réelles, définie sur un intervalle réel, soit 6 ((') . 

On cherche dans l'espace des morceaux de cubique S qui est en sous-espace 
vectoriel fermé de dimension n de C\r) , celle qui minimise la norme pré- 
cédente. Comme il existe un seul élément de 5 i~~terpolant une fonction 

quelconque en n points (condition de ~aar), llapproximante optimale if est 

unique. D'après le théorème d'alternance de ~ e h e b ~ c h e f f  une condition - 
nécessaire et suffisante pour que T soit la meilleure approximation 

est qu'il existe ny.1  points tels que : 
1 -  X I  S F  -711 
F(xa) - c  ,x;) = - fw;.,) - + 5 = [ ~ ; + 1 )  

s o i t  : Q. Q - , A  ,......, n  ne b i s e  de 5 
'J 
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La détermination de la spline optimale revient d'après cette caractérisa- 
tion à trouver ai ?t x ;  zels que : 

n 

principe d'alternance 6. = Ç ] x . )  -+ t - i ) ' ?  ;= i) - -  -., n + i  g $ 4  
J - 

minimiser p = \ ((xi)- r ( x ; l l  3; 

Ce problSme se résoud numériquement p a i  l'algorithme de l'échange de R é m é s  

adapté à C(1). Il importe dans cet algorithme de prendre une base de 
spline convenable. La base pd. utilisée dans les démonstrations xhéori- 
 que^ est inadaptSe car tous les coefficients de la matrice J;. \ X I )  sont non nul 

ce qui nécessite l'inversion d'une matrice pleine. Au contraire les splines 
à support borné, c'est-à-dire non nulles uniquement sur un intervalle 

fournissent des matrices bandes nettement plus simples. 

- La meilleure approximation au sens des moindres carrés diffère des pré- 
cédentes mais elle est préférable à celle au sens de la courbure et se 
calcule plus rapidement que la dernière étudiée. En effet le nombre de 

vérin étant petit, les systèmes linéaires à inverser sont de petites tail- 
les (ordre de la dizaine). Et les problèmes de conditionnement de matrices 
propres à la méthode des moindres carrés ( 5 1 )  ne sera point crucial. 

D'ailleurs llappreximation demande peu de précision car les vérins pos- 
sèdent une certaine précision et la lame ne se déforme pas exactement 

sous forme de cubiques par morceaux (efforts dus aux différences de pres- 
sion veine-caisson, approximation de l'énergie potentielle de la lame). On 
se contente amplement de cette méthode. 

\ \ (  - T I \  =,\ i ts)  - k y l f d i  = ~t -j 5 { c b ) -  
I - 

DU S O L I )  forme d t 5 c r i t \ s i e  -. 
t.4 

b i X A I ) '  = -L (jlxi)-Tkl$ 

> = t  a-65 ;=, 

Gxprimons rr dans une base 9 de et résolvons le problème continu de mi- 
nimisation sans contraintes : 

d 

posons : 

Ji h 

Il suffit de resoudre le système linéaire : k,j  a; = ': ; =O,&,  . - - - - , f i  

à=o 

Ici aussi on a intérêt à choisir une base de Spline à support borné car 

dans ce cas : ;=9,i) - - - - ,  n 
4 ; j  Z r  V \;-j\ b3 z o , ~ ,  ----.) 
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Pour le système discret explicitons directement le polynome recherché sans 

passer par une base. Supposons que dans l'intervalle L y , ,  a r ]  , la déiormac 
soit une cubique ; s'il slavérait que mécaniquement le raccord au collecteux 

corresponde à un encastrement, il faudrait un poljmome de premier degré sui 
cet intervalle (a, = d, = o ) . Comme la fonctioc F; \x) ci-dessous présente 

une discontinuité de la dérivée troisième égale à un en 1; et que toutes 

ses autres dérivées sont continues, la spline s'écrit : 

Pour minimiser la fonctionnelle discrète, on stipule que ses dérivées par- 

tielles par sopt nulles ; 
3 = -x CL,- xj  - izd;[ x i  - 

; -0 6 i, 

4 ;  ad: 
n ' e, 

N 

s o i t  : ,.a, 3 
j a ,  xi - ' L A ;  Lxi lxi-li)+ =xX; Il.= D,F,Z,3  

i =O d = i  6 ;=, d-1 j = ~  

' f ~ : f - ~ ~ - ~ ; ) > ~ ~ - ~ p . f - ~ " ; ~ x ~ , ~ ~ - r - ) :  6 ,=l r d -  =Zb<d-l!,,):FL~a) i=i L=+, - - . - ,n  

Si la lame est encastrée aux deux extrémités on se ramène a un problème sans 
contraintes en substituant b, et d., dans la fonction à minimiser : 

La détermination des coefficients de chaque morceau est envisageable par une 
substitution fastidieuse et inutile. 

- Les trois n o r m e s  précédentes se généralisent si l'on formalise les con- 

traintes mécaniques, par exemple limitation du rayon de courbure de la lame 

pour ne pas dépasser les efforts admissibles. La spline d'ajustement aux 
points de discontinuité représente un compromis entre llapproximation au 

sens de la courbure et la minimisation du saut de la dérivée troisiPme en 
chaque noeud : 

Les deux autres méthodes se rapportent à l'algorithme de R F m &  avec 

contraintes et aux algorithmes généraux de programmation quadratique avec 

contraintes (67). 
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III) AIIAPTATION IN?ilEDIATE - 
i ] ~ i d i m e n t i o n n e l  non o o r  tent 

C e t t e  demonstra t ion s ' a p p a r e n t e  à c e l l e  de Kraft e t  LO (12) q u i  s o n t  

e n c l i n s  à l ' u t i l i s a t i o n  des  t rans formées  de Four ie r ,  
La n u l l i t é  du Laplac ien  s e  t r a d u i t  dans l e  p l an  t ransformé par: 

-En écoulement i l l i m i t é  l ' évanescence  à L' i n f i n i  implique: 
A f i \ { )  ,Olt13 

R \ p ) = - B I Q )  - y\f13)=- ' P 

C e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  ramenée dans l e  p l an  des  ( x , ~ ) r e p r o d u i t  l e s  fo r -  

mules i n t é g r a l e s  de  Poisson,  
-En écoulement conf iné  e t  pour l e  cas symétr ique nonpor t a n t  cons idérons  

que ~ z ( x , o )  e s t  i n v a r i a n t  c e  quis 'explique par  l f i n e x  i s t e n c e  s u r  l ' a x e  de 

l a  veine de v i t e s s e s  v e r t i c a l e s  i n d u i t e s  par l e s  parois.Adrnettons que l ' o c  
a de  p l u s  mesuré v l '  (x.h). 11 e s t  a l o r s  l o i s i b l e  d 'expr imer  ~ ( p )  e t  ~ ( p )  

d f a p r é s  c e s  deux c o n d i t i o n s  aux  l i m i t e s  ~ z ( x , o )  e t  V x ( x , h ) , ~ e  p o t e n t i e l  
10) 

t ransformé é t a n t  c o n n u , i l  s r  en d é d u i t  l a  c o n d i t i o n  aux  l i m i t e s  ~ z ( x , h ) .  

LA re Ia t  i o n  f o n c t i o n n e l l e  de 1' écoulement v i r  t u e 1  e x t é r i e u r  i l l i m i t é  four- 
i') 

n i t  La va leur  conjuguée ~g(x,h) dont on d é d u i t  l a  va l eu r  ~ x ( x , h )  à affi- 

c h e r  à  étape s u i v a n t e  du p roces sus  d ' adap ta t i on  i t é r a £ i f . ~ i  l ' o s  suppose 

que  c e t t e  v a l e u r  pr6surnée p l u s  proche de  l ' a d a p t a t i o n  e s t  r e a l i s é e  avec  
121  

e x a c t i k d e  , l e s  mbes deduc t ions  que c e l l e s  c i -dessus  p r o c u r e n t  ~ x ( x , h )  
ln) 

e t  a i n s i  de  su i te .Sous  c e t t e  hypothése  l a  methode converge s i  Vx(x,h) 
)r 

t end  v e r s  la  va leur  en écoulement i l l i m i t é  l i é e  à V Z ( ~ , O ) :  

C'@%$et de cette é tude  e s t  doLaEP1e:savoi.r sur q u e l  inte~valle de valeluns 

du f ac t eu r  de r e l a x a t i o n  k l e  p rocessus  converge,op-&imiserr k p o m  adapte1 

en  une s e u l e  i-tthratiorn, 
4 pw-u~f~) s*~w*\"n)] 
ulu) =. 

D' CL : Y, A \<,O) = - 3 0 0 )  
\Pl 1 4 (4 , , L i  = A(p)  LP Pt&) + 2- 01p) 410$) 

131 
soi t : B \p )  = 'Q 5 \Jl")  

R \ f  I 

R (Pl  = - L a,psppL; bIO 
~&!?fRl \ P l  F i f i  3 

IE s ' e n s u i t :  



p0.m. l '&coulement  v i z t u e l  e x t e r i e u r  on a: 

Chqne  i t é r a t i o n  se c a r a c t e r i s e  a i n s i  par:  

-On s e  propose de démontrer par  r é c u r e n c e  que: 

3 ' a p r o s  l e s  r e l a t i o n s  de  récurrence  on a: .. ( r n + * )  

il, k) = k[- a bIf\t) $>) + - + I ~ - ~ ) < ~ n )  

4(.) 13kp = V y, + ~ n = o , i , - - -  - 
Q l P l  IR PA) 

Comme Sa r e l a t i o n  annoncée e s t  exacte  pour ~ = O , S U ~ ~ O S O ~ S  qu'  e l l e  Se s o i t  

a u s s i  pour n,on err: déduit: 

Il s ' ensu i% la v a l i d i t é  de là r e l a t i o n  avancée quelque s o i t  a, 
-&uand ru ero'lt i n d e f i n i r n e n t , ~ ~  tend v e r s  zero s i  \K)LrF d'où: 

4 
A a,, Ail-, 1-0 

[ ta&) = x o  * ' ~ 3  ,,, L 
+ P\91 Ik(bfOiJ 4-n 

D'après ia d e f i n i t i o n  de  K,iL e n  découle la  convergence du processus  sur 

Au l i e u  de c h o i s i r  k quelconque,prenons Le t e l  que g=o;Airzsi dès Ha 
première i % é r a t i m  on p a r v i e n t  à lh r ehation: en écoulement i l l i m i t é .  

.A 

C ' e s t  à d i r e  que ~ x ( p  ,lx) e t  ?z(p ,hl en  écoulement i l l i m i t é  s? exprime direc-  
A t*) 4 

tement en f o n c t i o n  de  vx(p,h) e t  I'z(p,o) ,Le c o r o l l a i r e  d e  c e t t e  conclusion * A lb) 

dépasse la  s imple  optimisa"i;on de k puisque ~ z ( p , h )  s 'exprime a u s s i  en 

fonct ion de c e s  vale1m~s l imi t e s ,Ains i  ï a  connaissance des deux composantes 
A 16) A 1 6 )  

dei v i t e s s e s  à La p a r o i  Vz (p,h) e t  Vx (P ,hl g r o c m e  d1 une p a r t  l e u s  va- 
A c,) 

l e u r s  p a r o i s  adap tées  e t  d ' a u t r e  p a r t  ' ~ T X ( ~ , O )  sur  S'axe de Ik v e i ~ e , S i  Sa 
A Ib) 

composante ZorrgiCudirmle ail même emplacemenit 71 (p ,O) e n  écou~ement; illi- 

mité l u i  e s t  sous-brait ,on o b t i e n t  l e s  ui-f)esses  r é s i d u e l l e s  ir~d~aites,Pap. 

c e  biais monateur on acc6de aux correc t ior rs  r .és iduelSes veine p a r t i v l l e -  

ment adaptSs,9n a u t r e  c e l l e s - c i  e t  l e s  va leu r s  aux p a r o i s  adaptées  sont  fon  

-dées sur  l e s  mêmes mescrr~es,Et l e  concept  de c a l c a l  d '  écoulement v i r t u e l  

e x t é r i e u r  dev ien t  désue t  v i s  à v i s  de ces r e l a t i o n s  rigourreuseç, 



2) 3 id iaens iormeL n o r t a n t  
LA demonstra t ion précédente  s ' é t e n d  p a r  s y m é t r i e  d un p r o f i l  'Eiidirnen- 

s i o n n e 1  p o r t a n t  c e n t r é  dans 12 veine,Subdivosons c e t t e  é t u d e  en un prohlèm-c 

p o r t a n t  e t  d t  épa i sseur ,Pow un p r o f i l  symétr ique l e s  composantes l o n g i t u d i -  

n a l e s  ~ x ( x , z )  s o n t  i d e n t i q u e s  e n  d e s  p o i n t s  symét r iques  par r a p p o r t  à Ox e' 

inversement  pou r  Vz : 1 3 p a i r e  e n  z 

1 %  3 1% 3 )  impaire en  z 

C e t t e  c o n f i g m a t i o n  se schemat i se  p a r  me r é p a r t i t i o n  de sou rces  sur  

l ' a x e  qui corresponid aux discorri;inui-eé s de ~ s z ( x , 0 )  o u  à la  p e n t e  du pro- 

fil dans l lapproxiaa" ton  d e s  p ro f iEs  minces ,D1aprés  l a  symdtr ie  de c e  
probl&me non p o r t a n t  on se  c o n t e n t e  de d é f i n i r  l e  p o t e n t i e l  des v i t e s s e s  

dans  Se domaine z > O  avec une cond i f ion  aux l i m i t e s  invarianDe quelHe que 
s o i t  la ve ine  éventue l lement  e n  vo ie  d ' a d a p t a t i o n  VZ(X,O) , ~ u i s ~ u e  Vsz e s t  

Fspa i r e  , c ec i  r e v i e n t  à s e  donner Ses  d i s c o n t i r r u i t é s  de v i t e s s e s  t r a n s v e r -  

sales s u r  l1axe, 
Les e f f e t s  du sq&LeZle se conjuguent  à ceux  du  p r o f i l  de b a s e  symèt r i -  

que; l e s  r 8 l e s  d e  Va etVx ss' 5rrversent.A~ l i e u  de d i s c o n t i n u i t é  srrr BSZ(X,O) : 
il s r  a g i t  de d i s c o n t i n u i t é  sur BX(X,O) ; dT me r é p a r t i € i o r r  de toilrbiXlons 

a u  l i e u  de  somces,de f o n c t i o n s  p a i r e s  au Lfeu d 1  impaires,SeXon c e t t e  

d i s s o c i a t i o m  d e s  p a r i t é s  d6composons l e s  e f f e t s  p o r t a n t  e t  d1 é p a i s s e u r  

de l a  f a ç o n  su ivan te :  

S o i t  l a  décomposi£im en deux problSmes s i r a i l a i r e s :  

hfJ v&&fonction p a i r e  e t  Vsz(x,h) f o n c t i o n  

nix,zk) eb vji-,zk) impa i r e  connues 
r o m n u e >  impair?  e t  V z(:c,h)fonciion 

Pa i r e  connues 

p o u r  h e l evé  on  r e t r o u v e  prati_quemetnt lc f a c t e u r  K de(9)ce  q u i  es t  prnévi- 
s iblle . 



Corsque l e  p r o f i l  e s t  symétrique on a montre que sur un in terva l le  asse 

large de valeurs de&, <kk)et Vz (x,h) tendent vers celles induites par nze 
~6par.ti-tion vz ( x  ,O) en ecouleuient illimité,Pour on trouve immSdia",- 

1') 
asnt Vx ( x , h ) e t ~ z ' ( x , h )  induits par l e s  singularit6s représentatives d u  oo- 
dé1e.m reprenant l a  démonstsrûtion précédente dans l e  cas  portant sans 

ésaisseur.,on a qualita3ivemep-t Les ci8mes résultats,mais en s~rpposant 
connues e t  discorrtincres non p lus  'bz(x,0) mais VX(X,O) ,on exprine c e t t e  fai :  

A 1.)' * 16) .A 

c i  'Srx (p  ,lx) en fonction de Vx (p,h) e t  VX(P ,O) 
I L  importe auss i  d e  remapqtrer que l e  passag.e par  l e s  conditions am 

limites sur L'axe de lh veine n1 e s t  qu' une eommodité de caScul: proche 
du phénoahne physique car la décomposition en fonction: pa i re  e t  impaire 
n'en dépend pas,C!ette exiteution or iginale  au domine portant ne nécessite 
pas  de  déveXoppeaents supplémentai-in~es dt autant p l a s  qul elle sera précisée 
e t  généralisée p a r  exemple aux prof i l s  exentrQs au chapitre IV f 5 

3 ) ~ i r n e  rec-tfang-uhire à  rur ru ois ver-ticales  lames 
Par décoagositfon de follrler suivan% y,L1'etude de 3a veine r-ectangu- 

l a i r e  à parois  ver-kicales pleines se ~améne à m e  serie de problènïes 

Bidimens ionrneLs. 2 
y \ ~ , - I J )  = ,+[Lo\ ( R [ A ~ ) +  a w  % t i2i 

A 
A 

Ia connaissance de deux vaiietzrs aux l imites,par exempXe Vz(~,,n,o)et  
2 Y)  

VxEp ,ni&) quelque s o i t  rm,fixe Ahcl)  CS ,On en t i r e  l'es expressions de 
h L a  , 3 L)' i2- 2 10) 

~z(p,rm,h)et& (g,n,h) en fonction de P Z ( ~ , ~ , O )  e t  Vx (~,n ,h) .Sa démons- 

t r a t ion  bidimeirsiomeJlle se  généralise a lo r s  en remphçant p a r  A 
quelque s o i t  rr,Eéanmois il e s t  i c i  question de potent ie l s  périodiques en y. 

Ees discontinuités sur L'axe de La veine correspond à c e l l e s  d ' m e  f i l e  
inf in ie  en envergixre ,En outre  brsqrme l e s  paro is  hautes e t  basses sont 
adaptées,il subsiste toujours l ' e f f e t  des parois ver t icales  à moins de 
nstlaadopternLes parois(chap 'IY 5 a) 
4) Veine c i r cü ia i re  

PO= achever cet: aperçu de la coiavergercce %ridimen;sionrueKLe,QXa~s- 
sons notre champ drappgicatiora aux veines ciru=uJaires,la démonstration 
qui gdndralise l e s  r é s u l t a t s  de (53)  ,ressemble à c e l l e  bidimensionnelle 
hiormis S1 introduction de fonctions cyXindiriques engendrées p a r  Le Laph-  

cien en coordomées cyIimdriqaes.0r pour ces fomt ions  s e a e s  I e s  condi- 
tiorns aux l imi tes  eonntzes sur un a rc le  de cerclv ( r =  ) s e  traita% 
faeilememt, l5' indé teminadion des fanctions de Bessel de seconde espéce 
( ~ r l )  sur l ' a x e  (r=~) inc i te  à admettre L1hypofhdse maibesse de c e t t e  dé- 

t rnonstration qui  réside d a n s  l a  constance de l a  dérivée normale du potentiel 
sur un cylindre de révolution de fa ib le  rayon G quelque s o i t  l a  forme 

jt Cet; cernqlue l ' i n ~ . ~ v ; ~ r ~  d r  5 t x , o )  c b.d;,+,aas;çi,su\. LJ- d:r;ve'* ban r n t t a \ \ e  au 

C, \ t n 3 + e  C U  h e  Ir r n z ' n m  f asobi . s 



de 'Sa veine, 

(voir p.ai)  

-Eu écoulement i l l i m i t é  1' évanescence des  p e r t u r b a t i o n s  à l1 i n f i n i  
impl ique  l a  n u l l i t é  d e  An,D1oÙ:. 

A A 

y ' " " 1 ' )  = -- "\"p') 
i P 

-EB écoulement c o n f  in& admet.tons que y.'(-,e,k) e t  U, ( x , Q i  f * )  s o i e n t  f i x é e s  

e t  qu l  a :chaque i t6 ra t ion  on sache o b t e n i r  exactement p a r  réglage:  
i n \  ( n 3 '  y ( x , ~ , R )  = k  + b- e) Y:-', 

Reproduisons l e  schéma de c a l c u l  bidimensionnel.  
2 ikl la) = 4. IPT~) + gn (p j  kn\apR) 

2 
o, \ r l  "16)  = - 'PLA.@J<(P(~*) +B. (?j 

P a r  é l i m i n a t i o n  s u c e s s i v e  e t  e u  a l l é g  a n t  l ' e x p r e s s i o n  en é c r i v a n t  
I n  o u  K ~ ( R )  pour  In o u  Kn( $38 A ) ,on en t i r e :  

D 'après  l e  schéma d ' a d p t a t i o n  i t é r a t i f  on a l e s  r e l a t i o n s  de récur rence :  

A 

D'où la r e l a t i o n  de r d c u r r e n c e  p r o p r e  à $)lh) : 

Posons: 

a u i  s ' é c r i t  a u s s i :  1'- (RI 

- .  
k n \ & ) w  - . l , , [ k )  a- 

k" l t o )  

La r e l a t i o n  d e  r8currenc.e s e  c o n t r a c t e  en: 



Démontrons pa r  r é c u r r e n c e  la  r e l a t i o n  s u i v a n t e :  

pour  m = i  c  l e s t  d i r e c t e m e n t  l a  r e l a t i o n  de  r é c u r r e n c e , S u p p o s o n ~  - u e  c e t t e  

r e l a t i o n  e s t  e x a c t e  pour  a-b e t  montrons q u ' e l l e  l ' e s t  a u s s i  pour m 

c e  q u i  achéve  l a  d é m o n s t r a t i o n ,  

m 

-Quand m c r o f t  i n d é f i n i m e n t  (4- t e n d  v e r s  z é r o  s i  \ i - a k \ C i  D'où: 

La r e l a t i o n  ob tenue  p a r  p a s s a g e  à l a  l imite  c a r a c t i r i s e  L t  écoulement  

i l l i m i t é .  S i  l ' o n  c b i s i t  en  g a r t i c t r l i e r  .k = A- on a u r a  a d a p t a t i o n  d è s  
ic 

l a  p r e m i è r e  i t g r a t i o n  ce q u i  é t e n d  l e s  c o n c l u s i o n s  é t a b l i e s  en  B i d i -  

mens ionn el, 

PAROIS VERTICAIES ADAPTABLES 

serait  b i e n  sûr t é m e r a i r e  de g r o j e t e r  s a n s  c i r c o a s p e c t i o n  l ' a d a p t a -  

t i o n  de p a r o i s  v e r t i c a l e s . C a r  a v a n t  d '  e n v i s a g e r  une i n s t a l l a t i o n  a u s s i  

complexe,  il c o n v i e n t  de s ' a s s u r e r  l a  n a f t r i s e  d e s  p a r o i s  h o r i z o n t a l e s  

a d a p t a b l e s  , û t  e n s u i t e  d l a p p o r  t e r  q u e l q u e s  a rguments  sur l e  b é n é f i c e  

escomptable ,  Eormis la  comp1exit;é t e c h n i q u e  dl une t e l l e  r é a l i s a t i o n  e t  l a  

d i m i n u t i o n  c h i f f r é e  a u  4 7 des  e f f e t s  r é s i d u e l s  de  p a r o i s , e n c o r e  f a u d r a i -  
il d' une p a r t  d é f i n i r  l e  mode deraccordement  mécanique e n t r e  l e s  q u a t r e  

p a r o i s  d i f o r a a b l e s  e t  d ' a u t r e  p a r t  à s ' i n t é r e s s e r  à l a  r é d u c t i o n  p l u t ô t  
i L l u s o i r e  d e  la  d i s c o r d a n e s  d e s  mesures  e n t r e  les  d i f f é r e n t e s  s o u f f l e r i e s  

qu' e n g e n d r e r a i t  c e  raff i n e a e n t  onéreux,  

Malgré c e s  p r é l i m i n a i r e s  p r a t i q u e s  ; on se p r o p o s e  de montrer  q u e  
l e s  d6formées d e  p a r o i s  v e r t i c a l e s  s e r a i e n t  f a i b l e s  e t  r s a l i s a b l e s .  

Sur  l e  p l a n  du b l o c a g e  de v o l u m e  e t  de s i l l a g e ,  l ' a x i s y m 4 t r i e  d e s  s i n g u -  
l a r i t é s  (0x1 n S c e s s i t e  d e s  déformées  s i m i l a i r e s  pour l e s  p a r o i s  v e ~ t i c a X e ~  

e t  h o r i z o n t a l e s  c e  q u i  d é f l o r e  l e  s u j e t  ;NQarnmoins une s u r a d a p t a t i o n  d 3 s  
deux p a r o i s  d é f o r m a b l e s  c o m p e n s e r a i t  1' e f f e t  des  p a r o i s  l a t a r a l e s  ( chap  17 

6 .Seu les  l e s  conséquences  de la p r é s e n c e  d1  une nappe t o u r b i l i o n n a k u  

s ' écha ;?pan t  du bord  d e  L u i t e  s o n t  d iYt ' ic i lemenk g a l p a k l p s ,  E t  c e t t e  é t u d e  



s ' a d r e s s e  imiquement 3. c e t  a s p e c t  s p e c i f i q i l e  de  I ' e T f e t  p o r t a n t ,  Le modélv 

p o r t a n t  s a n s  é p a i s s e l a  e s t  scnSlna",is p a r  un t o u r b i l l o n  s e m i - i n f i n i  3n f e r  

à c h e v a l  à c i r c u l a t i o n  c o n s t a n t e  , 12e s u j e t  n ' é t a n t  a b o r d é  q u ' à  t i t r v  i n -  

d i c a t i f  on se  c o n t e n t e  d ' ~ n  sel11 t o w ù i l l o n  a u  l i e u  d 'une  d i s t r i b u t i o n  

en  e n v e r g u r e  car il f o u r n i t  une b o r n e  s u p é r i e u r e  de v i t e s s e s  i n d u i t e s  a u  
v o i s i n a g e  d e s  p a r o i s  v e r t i c a l e s  ,En o u t r e  on nég1ig.e l a  d é f l e x i o n  d e  l a  

nappe t o u r b i l l o n n a i r e  c r d k p a r  l e s  i n t e r a c t i o i l s  mLriuelles e n t r e  l e  segment 

p o r t e u r  e t  l e s  t ~ u r b ~ i l l o n s  marginaux s e m i s -  iiifii~is. C e t t e  appraxima"'  b-ion e s  

conf i rmée  à p o s t é r i o r i  d a n s  l e s  exemples n u u é r i ÿ ~ e s  envTçaq5s . Se lon  c s t t  

SC h é m a t i s a t i o n  é l é m e n t a i r e ,  l e s  l i g n e s  de c o s n a n t  s' e n r o u l e n t  a a t o m  des  

d e m i - d r o i t r s  t o u r b i l l o n n a i r v s  .Cette forme h é l i c o ï d a l e  de  p a r o i s  é t a n t  
i r r 6 a l i s a b l e , o n  s e  p r o p o s e  de montrer  que gour  une ~ o u ; l i ~ : ~ . ~ " s t i o n  r e a l i s t e  

c e t  e n r o u l e m e n t  n l a p p a r a i t  q u ' a s s e z  l o i n  en  a v a l  du p r o f i l ,  C e c i  s i g n i -  
f i e  que  l e  c o n c e p t  de  p a r o i s  v e r t i c a l e s  a d a p t a b l e s  n ' e s t  p a s  u t o p i q u e  e +  

c o n j o i n t v n e n t  que  l e s  daformées  r e s t e n t  p e t i t e s ,  

2) U s e  en  o e u v r e  

L ' e q u a t i o n  d e  l a  n a p p e  d e  c o u r a n t  s ' a p p u y a n t  sur  l a  d c o i t e  (%=--, 3. ) 
p r o v i e n t  de  l ' i n t 6 g r a t i o n  des  r e l a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  e s p r i n a n t  la ;)ro- 

p r i h t é  i n t r i n s é q u e  de tan.~. 'nce e n t r e  la v i r e s s e  e t  une l i g n e  dû c o l n a n t .  

La s e c t i o n  d e  c e t t e  nappe p a r  un p l a n  h o r i z o n t a l .  ( z=k )  se  résume à. 

1' equa t ion :  = - U$ 

d x  0. t- a- 

La seconde éqszation n g c e s s a i r e  po1-r d e f i n i r  une 1Lzne de c o u r a n t  n e  

f o u r n i t  p m  son  o rdonnae  i n i t i a l e  3, (enx.=-?y*)  à o n t  la  c o n n a i s s a n c e  ne  

p r é s e n t e  aucun i n t é r ê t  . La L o r n u l a t i o n  de  v i t e s s e s  i n d u i t e s  pac  un to>=-  
b i l l o n  e n  LI d ' e n v e r g u r e  s g o m  une a i l e  d 'al long,ement e t  de c o e f f i c i e n t  

de g o r t z n c e  C , e s t  r e p o r t é e  en annexe  B. 3 n  v a r i a b l e s  ~ S c l ~ i i t e s  r e p S r i e s  
e n  I z s  s u r l i g n a n t  ,on a S o u t i  t a u  pro'oli?me d e  Cauchy uinidiuvnsionnel:  

LY - = f 1ï,7) 5 

A: 

a,,, le+ p ~ v x  m 2 t r e s  - 5 =  3 / s  , T= V /  , ,= k/b 

et- \rr, ~ ~ r i ~ b l e b  - 3 - - Y/b Z =  x / b  



pour  c o n c r é t i s e r  l e s  o r d r e s  de  g r a n d e u r  , on p r e n d  pour  r é l é r e n c e s  l e s  

a i aque t t e s  Q t a l o n s  ONmA (ill,,;/I2 etii13) ? l a c s e s  dans  l a  veFne 33MA à une -or-  
L cance s u p é r i e u r e  à c e l l e  de c r o i s i b r e .  3 ' 0 Ù  l e s  c o n s t a n t e s :  

. 2 y b  n3 

\ = Y - 3 1  - 6 5 3  p c ~ t  ML C L =  - 6  
.sir p e  Hi 

2 0 1 s  d e s  e s s a i s  c o u r a n t s  , 1' e n v e r g u r e  des  m a q u e t t e s  d é p a s s e  r a r e m e n t  
de  beaucoijp l a  dvrnl- largeur de veina. La v a l e u r  extrVnie vnv i sagSe  e s t  

pevj r sa l i s te  ,mis e l l e  pe rmet  de  d é c e l e r  l e  déou t  d 3  i 'er :roi~lvtns?i ;  Ci,? l a  

riappe t o u r b i l l o n n a i r e ,  Ia d i s t r i b u t i o n  d e  p o r t a n c e  sur une a i l e  d 'envergu- 

r e  l imi-kée a v o i s i n e  c e l l e  e l l i p t i q u e  d ' u n e  a i l e  de  t r a i n é e  i n d u i t e  minima- 
l e  p l u t 8 t  que  celis uniforme r e t e n u e .  Il serai t  p l u s  e x a c t  de l i m i t e r  ce 

t o u r b i l l o n  q u i  s ' é t e n d  s u r  t o u t e  l ' a i l e  e t  q u i  aonne une m a j o r a t i o n  d e s  vi. 

tesses i n d u i t e s  ,au c e n t r e  d e  g r a v i t 6  de l a  r e p a r t i  t i o n  e l l i p t i q u e  s i t u i e  

à L 1% $ 3  ) \ d l /  d e  1' enverZtii.e c s  qiii atfénue&t l e s  d 6 f o r m 5 ~ s .  
3 ~ 4 - n )  

Le p o i n t  de d é p a r t  de l a  l i g n e  d e  c o u r a n t  pour  l e q u e l  Y=F e s t  r e j e t é  à 

1' i n f i n i  amont. Numériquement c 9 c i  s ' i n t e r p r é t e  p a r  Te c h o i x  d' un goirmt 

i n i t i a l  à d i s  t a n c e  b o r n b e  c e  q u i  r e v i e n t  &t ronquer  1' i n t é g r a t i o n ,  S i n o n  
physiquement  on c h e r c h e  l a  nappe de  c o u r a n t  s e  r a c c o r d a n t  h l a  s o r t i e  d u  - 
c o l l e c t e u r  )me  a b s c i s s e  à d i s t a n c e  f i n i e  - - - - - -7. x 

4 a  
r 

-=FI=,$) - - 3 , "  =J F[z,3)d= C(Z,$,<LZ + j c [ z , j l A z  
A r  

->D r )o -X 

On se p r o p o s e  d ' é v a l u e r  l 'erreur de  t r o n c a t u r e  q u i  c o r r e s p o n d  à l a  

déformée e n  - pour l e  p r o b l k a e  théora ique  , La p e r t u r b a t i o n  l o n g i t u d i n a l e  

e s t  f a i b l e  devan t  l a  v i t e s s e  de  r é f é r e n c e  (f cc 1. De p l u s  l e s  pertciba- 
t i o n s  p rovoquées  p a r  l e  t o u r b i l l o n  en f e r  .à c h e v a l  sont  f a i 3 l e s  loj-rr e n  

amont; E t  on p r é v o i t  qtle 3 5  ? v a r i e  p e u  dans 1' i n t e r v a l l e  l-*, - 7l 
c e  qui se  conf i rme à postér";ori .  D'où l ' i n t é g r a t i o n  d i r e c t e  a v e c  ces 

Zipgroxim-l;ims: 
4 + z x  % 4 

8 r d  4 F t a  1 -  - - ji 

x f 

D' où: 

C e t t e  e x p r e s s i o n  dépend de 7, 3 e t  T ;Comme il n ' e s t  p a s  a i s é  de l a  

majo re r  m e m e  en X=0,on d é t e r m i n e  numériquement son maximum en  'Z p o m  - 
s=845 e t  d i f f 4 r e n t e s  v a l e u r s  d e  X , A t i t r e  i n d i c a t i f  on Z o u r n i t  a u s s i  



l a  v a l e u r  d e  z à 1 ' opt i i ,ua ,  
p e t i L e s s e  de  ces c o e f f i c i e n t s  la isse  présumer que  c e t t e  es- t imation 

pa r  i n t é g r a t i o n  d i r e c t e  sera encor2  va- 

. l i d e  l o i n  en amont d e  la  maquet te  s u r t o u t  
pour la  moindre e n v e r g u r e  (%=512), D e  L a i <  

pour c e l l v - c i , c e t t e  a p p r o x i m a t i o n  e s t  prS- - 
c i s e  s u  c e n t i é n e  j u s ~ u e  X=-4; 

L 1 e t u d e  p r é a l a b l e  s g S c i f i q u e  que 15s d 6 3 o r ~ é e s  s o n t  p e t i t e s  e t  con- 

j o i n t e m e n t  que  v a r i e  peu. A i n s i  l ' i n t é g r a t i o n  complé te  n e  p o s e  aucun 

problème numérique, Devant l e s  f a f b l e s  temps de c a l c u l  , l t  axgori t h a e  ex-  

p l i c i t e  à p a s  s é p a r é s  de Runge-Kutta e s t  aaq lement  s a t i s f a i s a n t ,  Et il sem- 

b l e  i n u t i l e , c e  qui f a c i l i t e  l a  p rogramat ion ,de  l ' a c c é l e r e p  e n  Le p r o l o n i  

g e a n t  p a r  un d e s  schémas e x p l i c i t e  d'Adams comme il e s t  de coutume, ~ r r t é -  
r e s s o n s  nous p l u s  p a r t i c u l i è r e m e n t  a u  C a s  d '  i n t é g r a t i o n  n 6 c i s s a i r e  pour  

- 3 g a r v e n i r  à une p r é c i s i o n  r e l a t i v e  de l ' o r d r e  de  10 . Au noyen dl iine 
b o r n e  dl e r r e u r ,  il s ' a v é r e  q:ie gour 13 scli:$m- clT21der d ' o r d r e  $,ce pas  e s t  

t r o p  f a i b l e  pour l a  p l u s  g r a n d e  e n v e r g u r e  s i  b i e n  que l ' o n  se  r e p o r T 9  s a  

llalqori-&he de Runqe-Kutta d ' o r d r e  q u a t r e ,  I l  n'3s-t a l o r s  g l u s  p o s s i b l e  

da  p r d v o i r  l e  p a s  b i z n  que  l ' e s t i m a t i o n  p r é c e d e n t e  en i n d i q u e  L ' o r d r e  de 
g r z n d e u r ;  iflais cet te  lacune se comble f a c i l e m e n t  c a r e  ces méthodes d e  
Runge-Kutta s ' a d a p t e  b i e n  a u  c o n $ r ô l e  d e  l ' e r r e t i r  p a r  pas.  

-Xethode d ' E u l e r  

S i  f(x,-y) e s t  L i p s c h i t a i e n n e  d s  c o n s t a n t e  ,u:?e 'ûorile ~ :~p&- ivu i . e  da 

l ' e r r e u r  pour  l a  méthode d ' E u l e r  s ' e x p r i m e  (56): 

où 311.j e s t  la s o l u t i o n  e x a c t e  à l ' a b s c i s s e  z,. 
- l a  v a l e m  f o u r n i t  p a r  l ' a l g o r i t h m e  numir ique  d e  p a s  h. a " 

a v e c  
R 

= L$ R F.+~) - 7 ( % m l )  - f k,~i7@,) = [t: ~r ; ,~ (q )  + F( i.,j(in)j. F; (ifiJliB))l O(@') 

E ' e s t i m a t i o l ~  de  Kgrace  à une b o r n e  d e  s7 e s t  p rob lSmat ique  c a r  o r  uno 

p a r t  c e l l s - c i  e s t  non bornée  à l l e m p l a c e m e n t  de la  singularité t o u r b i l l o n -  
n a i r s  e t  d ' a u t r a  p a r k  l a  napae  de  c o l i r a n t  demeure à l ' e x t é r i e u r  dl dn 
noyau t o u r b i l l o n n a i r e .  T o u t e f o i s  l a  b o r n e  a s  y rn q to  t i y  ue d e  son rayon  

9 1 -T p r o c u r g  une  majo ran te  de  K ,  e t  d e  X L =  max \<*c ) pour d i f f é -  
rz ly j  

r e n t e s  v a l e u r s  d e  5. A i n s i  gour s ' a s s u r e r  p a r  ces  3 o r n e s  s u p 4 r i e u ~ e s  ilne 

p r * c i s i o n  du r n i l l i è m e , l e  p a s  d o i t  8 - t r e  h < 5. la-' gour  G 8 4 5  e t  h 4 .O45 

POW S= 512. 

-Eiunge-kutta o r d r e  4 

La m i n i m i s a t i o n  du  f a c t e u r  K, dans  l e q u e l  i n t e r v i e n n e n t  t o u t e s  13s d j -  
~ ? v ~ C ? S  p a r t i e l l e s  c o n s t i t u a n t  , s u r  l r e n s e m ? ~ l e  b i p a r a o ; s t r i q u e  d l a l , ? o -  

xs 
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r i t h m e s  de Xuc~e-Kut ta  d f o r d r r  l u a t r 3  e s t  i n a c c e s s i b l e ,  On o p t e  a l o r s  

l e  schéma l e  p l u s  u s i t é :  
A ,  8 , , 4 R f ,  j V3  = P , F ( L - $ ) ~ - $ )  j k k =  b ? F [ a * U ,  y - & , )  

On ne g e u t  eva luer  m e  borne de  l ' v r r e l w  vxp imév  ci-dec;sous: ii. causv  de 

l a  complexi té  de  K~ . T o u t e f o i s  la  p e t i t e s s e  de Y ,  permet de c e r t i f i e r  que 

l ' a l g o r i t h m e  e s t  
1 

Kr  ai^^)-^) < 
x=e i !  

On s ' a p e r c o i t  sur  la  p lanche  (2)  que pour 2 = 345,11enroulement n e  Î a i t  

que s l am"egc  à L1aS;scisse E=4 q u i  s e  s i t u e  souvent  l fen- l ; rée  d u  d i Z f u s e w  

V) E m T  D7 PAROIS L4'IT;IALTS PLAiJYÇ (23)  - -  
4) Obje t  de l ' e t u d e  

La p e t i t e s s e  des déformées n é c e s s a i r e s  pour a d a p t e r  l e s  p a r o i s  v e r t i c a -  
l e s  laisse supposer  q u ' e l l e s  nt i n d u i s e n t  qae pem d ' e f f e t s ,  Au l i e u  de eoapô 

-rer q u a l i t a t i v e m e n t  e t  hat ivement  p a r  l a  methode d e s  images l e s  e f f e t s  in-i 

d u i t s  p a r  une s imple  et double f i l e  de  s i w . u l a r i t é s , o n  propose  de c h i f f r e r  

avec  p r é c i s i o n  chaque composan-ke de v i t e s s e  ce  q u i  p r é s e n t e  un t r i p l e  in -  
t é r ê t .  
-En présence  de  p a r o i s  h a u t e s  e t  b a s s e s  a d a p t é e s , c e c i  f o u r n i t  l 'ensem- 

b l e  des  s u r v i t e s s e s  r é s i d u e l l e s  engendrées pa r  l e s  p a r o i s  v e r t i a a l e s  PB- 

nes.La c o n f r o n t a t i o n  avec  c e l l e s  i n d u i t e s  en veine à p a r o l s  v e n t i l s e s  gr$- 
c e  aux f a c t e u r s  de c o r r e c t i o n  adimensionnés r é v é l e  l f i n t 6 r ê t  de c e t t e  adap- 
t a t i o n  p a r t i e l l e .  C ' e s t  l e  s e u l  élément q u i  s e r a  r e t e n u  dans l ' i n t e r p r é -  
t a t i o n  des r é s u l t a t s .  

-Dans l a  méthode a n a l y t i q u e  l e  p o t e n t i e l  d '  i n t e r a c t i o n  s e  compose du 
p o t e n t i e l  complémentaire e t  de c e l a i  d ' w e  s imple  f i l e  i n f i n i e  d l i m e g e s  Y.) 
auque l  on accéde par c e t t e  étude.  

-ilans la  méthode i n t é g r a l e  exposée a u  c h a p i t r e  s u i v a n t  I V  ,on admet c e t t e  
décoinposition i; = y, .Et  de  p l u s  l a  dé t e rmina t ion  de y' demande l a  

conna issance  des  v i t e s s e s  l o n g i t u d i n a l e s  i n d u i t e s  aux  p a r o i s  par  l a  f i l e *  
i n f i n i e  de s i n g u 1 a r i t . é ~  r e p r j s e n t a t i v e s  du modéle % ( r , * B )  

d =  

Pour s l a f f r a n c h i r  des  dimensions de l a  ve ine  e t  de  l a  maquette,on i n -  

t r o d u i t  l e s  f a c t e u r s  adimensionnés  q u i  s o n t  d ~ s o r m a i s  quasi-normzlis6s:  

% 2 2  ?as confondre  yLet  y-, . 
C 
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- - 4 3  
€4 = blocage de volume 
- - 
E+, = blocage de si1 lage 

S... C O  - . -  LJJ C = U .  SV=& - port ance e t  SG = &,c,c) 47 
P>s,,,c, 3-1 YT $ 1 ~  

La dé£ inition de 5 comprend le rapport hauteur sur largeur de veine . 
Uue veine dont les parois horizontales sont adaptées ressemble plutôt à une 
veine rectangulaire de hauteur illimitéepour laquelle ce facteur h est in- 
déterminé.Pour y remedier on se réfere symboliquement à la veine carrée - 
h=l.En outre ce coefficient qui ne se prête qu'à des comparaisons conven- 

tionnelles est lié à l'envergure du modéle et à son emplacement .En prati- 
que on s'aperçoit qu'il varie peu avec l'envergure. 

2) Mise en oeuvre 

a)~ormulation - - - - - - -  
Les potentiels connus d'une source et d'un doublet fournissent par défi- 

nition chaquer composantes de vitesses proportionnelles au facteur de com- 

pressibilité (3 à une certaine puissance et fonction des seuls paramètres - - 
x/b ,y et Z.Au contraire seul le potentiel d'un tourbillon de faible enver- 
gure est d'un emploi courant,ce qui engendre une schématisation du segment 
porteur peu satisfaisante. La formulation entièrement relarée en annexe $ 

fournit par le biais de la loi de Biot et Savart les composantes de vitesse 
recherchéeS.Le potentiel complet s'obtient alors par intégration de ses dé- 
rivées partielles.Et on peut vérifier qu'un déve 1 oppement limité au pre- 

mier ordre par rapport à son envergure redonne le potentiel de faible en- 

vergure.(se reporter à l'annexe 8). 

b) Procéde dl obtention - - - - - - - - - - -  
Les series doubles de la méthode tridimensionnelle des images se trans- 

forme très rarement sous forme analytique . Les tentations dans ce sens 
pour les séries simples relatives à l'effet des parois verticales nt échou- 

èrent pl en partie. L1 application adéquate du thèorème des résidus (2s e. f r f j  

fournit uniquement les composantes au centre de la veine . En effet cette 
méthode analytique ne s'applique qu'aux fonctions uniformes en puissances 

entières. Et les singularités tridimensionnelles ne rentrent pas dans ce 

cadre sauf à l'origine: 
& , ( c l  = O 

90 

f , l O )  =)+ 
n = i  - '1. - 

F, ; L [ c J i $  -*) =LL[*~-*~) 
s J 274 n = t  

On se résigne à un calcul numérique de séries dont la convergence est 
accélérêe par la programmation de régles singulières et par 1' algorithme 
de Tilynn. Les formules relatives au gourbillon en fer à cheval sont soit 

divergentes ,soit sous forme de différence de valeurs voisines ce qui impo- 

se llutilisation de premier procédé . Lfaccélération de la convergence par 
le second n'a pu être démontreé théoriquement ;néamrr,oins on se propose de 
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montrer son efficacité au point où l'expression analytique est connue. Sup- 

posons que le calcul des séries suivantes est tronqué respectivement en 
n=N,et n=N, . Et recherchons une borne inférieure du nombre de termes des 

- J 
sommes partielles néScessaires pour atteindre une précisi011 de r v  10 . 

partir des 
Ir 

relations élémentaires suivantes , on conclut : - 

La différence entre N et N ne nous surprend pas car la premiPre série 

est en et la seconde equivaut à 41,' . L1 application de 1 f - algorithme 
permet de diviser par quatre le nombre d'itérations nécessaires. 

c)~ontrÔle des résultats - - - - - - - - - - - -  
La méthode des images se conçoit autant pour les veines libres que pour 

celles guidées. Pour un tourbillon en U la différence réside uniquement 
dans l'alternance des sens de rotation. Sur le plan formulation les séries 

sont identiques à part l'intervention d'un signe alterné C-1lr.0n slaperc,oit 

que pour un plan particulier (Y=l),cette alternance des singularités imagez 
permet de simplifier par symétrie les séries qui se reduisent à un seul tex 

-me. Et ltintroduction de ce coefficient (-1 )" permet un contrôle manuel des 
résultats de programme. 

d) Facteurs résiduels de correction - - - - - - - - - - - - - - - - -  

L~amoindrissement de ces Çact~urs en adoptant les parois horizontales 
et eh gardant les autres pleines et planes est concluant. Le blocage de vo- 
lume ainsi que le maximv.m des vitesses axiales dues au sillage sont divi- 
sés par six (p l .  x d  4) - . Leur. va~~iation longitudinale est aussi atténuée(pi.rl. 

La cambrure du champ est diminné de moitié( 6 ) .cependant Co ou la correc- 
tion absolue d'incidence demeure inchangéece qui est directement prévisi- 

ble en ne sommant que les images proches du modéle ( p l  * ) . De plus les sui 
vitesses verticales sur le modéle moindre ( a=  - si2 ) varie de l'ordre de 20: 
.Dl aprè9 la sensibilité des phénoménes aérod:mamiques aux variations d1 inci- 
dences,la validité de la correction globale es? sujette à caution surtout 

dans des configurations extrêmes. 



C H A P .  IP M E T ~ O D E ~  1 NTE GR A I E S  
Le point @idépart de ce chapitre est la publication récente (14) dl 

une méthode bidimensionnelle étendue aux veines rectangulaires à parois 
pleines qui procure les vitesses induites au centre de la veine par des 

parois de longueur limitée grâce aux mesures de pressions pariétales.La 

motivation principale de cette étude est de se dispenser des conditions 
aux limites idéalisées et critiquables (57,58) comawilément admises pour 

les parois ventilées et de formaliser l'idée dernièrement et simultané- 
ement apparue dans plusieurs laboratoires,de se servir des mesures d'une 

ou deux~eo,mposantes des vitesses aux parois pour contrôler ou annuler 
leurs effets.Malgré des études approfondies (59),cette condition aux li- 

mites est restrictive et peu réaliste.Et l'interprétation des essais pré- 
liminaires pour définir la porosité demeure ambigu.L1incitation à utili- 

ser les mesures aux parois ne s'est concrétisé que dans la méthode numé- 

rique (60,61)  faute de support logistique. 

~epuis cette première communication où le probléme de la référence 
d'incidence par exemple n'était quleffleuré,les résultats ici rassemblés 

se sont étoffés aussi bien sur le plan de la théorie que celui de l'en- 
seignement des premières applications.L1étude de la veine bidimensionnel- 

le 4 1 ou rectangulaire avec parois verticales pleines § II est généralisée 
et agrémentée d'indications complémentaires.Les extensions aux veines de 

forme quelconque 6 III, aux écoulements soit faiblement transsoniques IV, soit 
supersoniques f V sont originales* et pas encore éprouvées.La double mesu- 
re aux parois pour définir leurs effets$ VI1 est plus novatrice dans son 

principe.Dtune part elle précise la validité de la schématisation anté- 
rieure de la veine par des parois parfaitement planes.Dtautre part elle 
met en dualité l'adaptation partielle et les effets résiduels,ce dont on 

profite pour introduire le concept de suradaptation des parois horizon- 
tales pour compenser en partie les effets latéraux. 

Le dénominatif llintégralesv choisi pour cet ensemble de nouvelles mé- 
thodes est impropre car les survitesses en tout point de la veine stob- 
tiennent par quadrature des valeurs aux limites pondérées par des fonc- 
tions de "Greent1 à définir.11 ne s'agit nullement d'équations intégrales 

bien qu'a l'avenir la prise en compte hypothétique des conditions locales 

sur le profil incite à conserver cette dénomination. 

BEDIMENSIONNEL 

1 O )  FORMULATION 
a)~rincipe 

L'appareil mathématique pour le probléme plan se rattache aux fonc- 

tions analytiques et plus précisement à la propriété de ces fonctions d1 
avoir une partie réelle et imaginaire qui vérifie lléquation de Laplace 

A V = O  .Le potentiel dlinteractionV: est une fonction harmonique de- deux 
jltll extensic atm écoutements i n s t a t i o n n a i r  es  a é t é  abordé p m  MF Capelier , 

dans une he non p u b l i d e  e t  r e p r i s e  en (i), 
- ------ V I .  -... -_&-A-&-- - --- _ _ _ _ _ _  _. - 
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variables,définie dans un domaine D inclus dans la veine de la soufflerie 
.Elle est considérée comme la partie réelle ou imaginaire diune fonction 
analytique w.(z).~insi les parties réelles et imaginaires de toutes les 

1 

dérivées de w.(z) qui existent nécessairement,sont aussi harmoniques.Cies 
1 

en particulier le cas pour les composantes des vitesses induites par les 

parois uxi et u .Leur détermination revient à résoudre le probléme de 
yi 

Dirichlet qui consiste à trouver une fonction harmonique dans un domaine 
- 

3 ,  ~ o r - t l c ~ i e  sur 3 e t  -renaiit c e r t z i n v s  valeurs ;ur l' . t r  lour  ; ~ J U  uc=ictirLa 
simplement connexe D et pour toute fonction continue par morcaux sur la 
frontèr9,avec éventuellement des points de discontinuités de première es- 

péce,il existe une solution unique du probléme de Dirichiet.De plus sa 

résolution se rarnéne à la représentation conforme du domaine D sur le dem 
( - 7 )  -plan supérieur (y)o).Notons aussi que la fonction analytique -+i"=u tlz xi- 

iu de partie réelle(respectivernent imaginaire) fixée à la frontière 
yi 

est définie en tout point de D à une constante imaginaire(resp. réelle) 
près.Ceci provient du fait que ses parties réelles et imaginaires sont 

liées par les relations aux dérivées partielles de Cauchy-Riemann qui fon 
surgir une constante d'intégration. 

Le probléme de Dirichlet est déjà résolu pour le demi-plan supérieur, 
il se caractérise par les relations de Poisson déjà introduites (p .CI* .cor. 

-formément aux indications théoriques précédentes ,une simple transforma- 

tion conforme de ce demi-plan sur la veine procure chaques composantes de 
vitesses en tout point intérieur à D diaprés une de ses valeurs sur la 

frontière r à une constante additive près. 

b) Bande infinie 

Schématisons le domaine D par une bande de haxteur 2 oAet de lonwei*r 

~llimitée.Insistons sur le fait primordial que D est inclus dans la veine 
et que la frontière r aussi dénomnée llsurface de contrôle" peut siidenti- 
fier aux parois de la veine,mais ceci n'est aucunement indispensable.La 

fonction 6i "aXo~ransf orme la bande infinie sur le demi-plan supérieur. Les 

points se corres a façon suivante : 

A <f " '\ 

Aux frontières en x= sur liaxe réel on a: 
-0 

= ,* * 1 = 
- - e  

Cette représentation est conforme car sa dérivée en z est non nulle 

sauf au point critique x=-- .Si on suppose de plus que uXi artie réelle 



d e  c:w i est nulle à l'infini amont (x=- w )  dans le plan de la veine @ , - 
dz 

Ia fonctian uxi est alors analytique et nulle en son point transformé qui 
est à llorigine.D1après la propriété de conservation de llharmonicité par 

toute transformation conforme et le fait que uxi(z) est borné à l'infini 

aval on peut appliquer les relations de Poisson dans le plan des @ .D1oC. 

lienchainement de relations*: 

d z "9 A(- AL 

- ,"a/? 4 

Par séparation des parties réelles et imaginaires : 
t* 

t 

, 'Y =&'id s t 

Par dérivation : 

c) constante dfintegration 
Il suffit de fixer une valeur de u en un point du domaine pour fi- vi 

xer la constante C .Comme aux infinis ies limites de u sont indépen- 
yi 

dantes de y on peut choisir une valeur à l'infini comme réfèrence quelque 

soit y. 
-Réfèrence à l'infini amont -+% 

- ~ \ ~ ~ , ( \ , 2 ~ 1 -  \ ; ~ t c ) l  n j  + L  

Soit : 
a -* 

, ~ f ~ - k ) > , &  
L - "shd ,\ - %i[i,~) 

~t ~ ( ~ - 5 ) / $ + - 5 &  - ~ o ~ a / ~ d  3 
C'est la formule d'origine ( l e )  quand y=@h 

-Réfèrence à llinf ini aval 

th 

-Réfèrence composée 
"7; t-, 1) + g; (- w.1) = O 

Formulation anti-symétrique en x- C 
-Compatibilité de réfèrences multiples 

~héoriquement la veine ne présente aucune ascendence ni à l'infini mont 
,ni à l'infini aval : , = ul;  (--,y) = O 

4-b 

t' Y 

 où c = o = K 1 Luli /j12d) - 5. ( k . @ l  i ldk  
- 3- 

La constante K est indéterminée et sous cette hypothése toutes les formu- 



les p$cédentes sont 6quivalentes.Ce résultat n'est pas surprenant;En ef- 

fet {pxi(~, 2~h)-u,~(x ,O)] dx représente la circulation de la vitesse le 

long de la surface de contrÔle.Puisque le potentiel d'interaction est sup- 
posé régulier et harmonique à l'intérieur de la surface de contrôle,cette 

valeur devrait être nulle.En pratique il en va tout autrement. 

2") POINTS PARTICULIERS 

a) Au centre de la veine 

Les expressions précédentes se simplifient et il en découle : 
t>i 

-,- %, ( \ ,O)  & { 

pour uYi(~,y)=o - )r 
a,. (t, 2%) - k-i \\,a) 

L~ t 
- F. 

pour u (c>,y)=o 

Ces formules furent publiées par Palatini en 1915 dans le cadre de l'étu- 
de des fonctions d'une variable complexe (49).~a démonstration y est ef- 
fectuée, en utilisant la représentation conforme de la bande infinie ( J  6 

1 O, 2 di) sur 1 intérieur du cercle unité.Au1iet.1 des formules de Poisson, 
on y utilise l'intégrale de Schwartz pour le cercle unité lzlc 1 : - 

b) Aux parois 
Connaissant les vitesses longitudinales sur la surface de contrÔle,on dé- 
termine les vitesses transversales au même emplacement : 

*=- 

ceci signifie que la connaissance de deux conditions aux limites uxi ( \  ,>TL) 

' uxi ( $ , O )  fixe les valeurs des deux autres uyi(x,O) et u (x,isr).ce ré- 
yi 

sultat sera généralisé ultérieurement $Ti. 

c) Point xo où uVi(xo7~h)=o 

-La connaissance de x faciliterait le calcul de uyi.En effet dans 
O 

*Les résultats présentés s'obtiennent en partant comme dans l'article de 
base (14) de la vitesse complexe vri= <Pi+iyi avec yi potentiel dfinterac- 
tion et -yi fonction de courant.Mals cet intermédiaire ne parait pas indis 
-pe:nisable. 
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les expressions précédentes de u,,,les coefficients pondérateurs de la fonc 

J - 
-tion à intégrer sur un intervalle non borné tendent vers une limite non 
nulle (par exemple thnst, 1 ).La troncature de cette intégrale niest jus- 

tifiéeque pour des valeurs : 
?3- 

j ( = ( i , 2 1 ) -  \ , \ t , C l j d b  4 
r iC 

En fait la longueur de veine est limitée,le domaine n'est pas une bande in- 

finie.0n ne peut donc mesurer celte fa~cfkan qup pour des abscisses bornées 
.La troncature représente une nécessité numérique et surtout une erreur in- 

hérente à la méthode qui est systématique.Nais si xn était défini avec pré- - 
cision il en serait autremenp. 

D'où : 

-w 

L. l t , 2 W  - N=\ Li,@) (\ 

4 n  
.?'?A 

Le coefficient de pondération converge vers zéro comme l/~h?%$). Si l'on 

connaissait x la troncature n'induirait que des erreurs trés faibles.0n se 
0 ' 

propose de démontrer 1"xistence d'une telle abscisse puis de la localiser 
au voisinage du centre de gravité de la répartition suivant la corde des 
tourbillons représentatifs de l'effet portant; 

-Existame de xo 

Soit : 

Posons *~=x-'F et utilisons la référence composée. 
-2.. 

,it = O 

nul1e;elle prend 

des valeurs positives et négatives;Le point xo existe donc. 

-Des doublets ou sources répartis sur 1 axe longitudinal induisent des 
vitesses nulles sur l'axe y = ~ h  .Ainsi pour un profil symétrique non por- 

tant u (x,hh)=0 ,xo est indéterminé.11 reste lleffet portant d'un profil 
yi 

smç.:Ép~sseurque l'on représente par des tourbillons répartis le long de 

la corde.Soit y(x) la densité de tourbillons modélisant le profil.Par la 

méthode des images on a: 

*On peut intervertir liordre d'intégration car les foncr ons intéressées 
sont uniformement bornées x. 



Par une a p p l i c a t i ~ n  adéqua te  du thAor5ine 2es  r é s i d u s  ( 2 5  p.177) : 

d28 b j )  = - 
x -%, 

k1, 
= 

En y=8h c e t t e  r e l a t i o n  s e  s i i n p l i f i e , m a i s  e l l e  ne f o u r n i t  pas  xo c a r  La r8- 
p,? i t i i t ion  J est inconnlre.Sachant que l a  fonc t ion  p récéden te  e s t  impai re  en 

x-x3,0n p r é v o i t  qiie xo e s t  proche du c e n t r e  de g r a v i t 6  de  8 (4 c e  q u i  s e  

D'oh : c e n t r e  de g r a v i t é  de  y 

Pu i sque  l e  maximum a u x  p a r o i s  de s  v i t e s s e s  a x i a l e s  x' d e v r a i t  a u s s i  se si- 
O 

t u e  a u  vo i s inage  du c e n t r e  de  g r a v i t é  de r ,on p e u t  s1 i n t e r r o g e r  sur sa co- 

ïncidence avec  xo. Cependan& a p r é  s v é r i f i c a t i o n  e l l e  n '  e s t  qu'approximative.  

J (Las (x,Y) sa .% ,x, 
J Z  id= 2%Â =.ab) 3x pour X=X' O 

D'où : 
l ~ a , l  . \x~,,-x, .~ i +#-!& ~ x ~ - ~ , ~ 7 ~ ~ d o - ~ l ~ k ] d ~ ,  = 0 c .  i. d. s; % X~ 

D e  p l u s  c e  r é s u l t a t  approché n t  e s t  exp lo ikab la  qu l  en d i s s o c i a n t  1' e f f e t  
p o r t a n t  a t  ceux  a s s o c i é s  de  volume e t  de  s i l 1 a i ~ e . C e t t e  c o n s t a t a t i o n  j o i n t e  

aux  e r r e u r s  de mesures e t  la n u l l i t é  du m a d i e n t  des v i t e s s e s  longi tud ina-  
l e s  en x' f a i t  p r é f é r e r  une méthode d i s c r è t e  e t  c o n s t r u c t i v e  de détermi- 

O 
n a t i o n  de xo, à moins de s e  donner j' (xi) .  

Y 
T- tarr Z ~ - X 1  5 rrb.,2&)- uIx. ,o)J bx; = O 
J- T C  

L= i 

d)  Formulation c o n j  ugé e 
Au l i e u  de  supposer connues l e s  v i t e s s e s  l o n g i t u d i n a l e s  uxi aux p a r o i s  

,on p e u t  t r é s  b i e n  s e  s e r v i r  des v a l e u r s  t r a n s v e r s a l e s  e t  en dédu i r e  u. l x  
et u en t o u t  p o i n t  de l a  veine,Au p o i n t  de vue fo rmula t i on  on cons idè re  

i y  
que l e s  v a l e u r s  aux  l i m i t e s  de l a  p a r t i e  imaginaire de l a  f o n c t i o n  analy-  

t i q u e  f ( z )  sont  connues.En remplacant  dans l a  démonstr.ation précédente  la  

p a r t i e  r6e iL le  & a ~  2a p a r t i e  i m a g i n a i r e  on 
t- 1.. -Yb& 

Z i. co*na/2<3Q L ... intri  = 3 J- j~ l , i~2~)  L R ~ ~  ttaq/2,a 
+-a. 

*y.  ( f , 2 4 )  1 4 ,, +j;lxi) =sJ +.sr. [ L ~ I , x - ~ , 2 1 * + c . , ~ ~ +  nn-),,... - ~ a i h n  
- z- 

La conna issance  de uix en un p o i n t  f i x e  l a  va leur  de l a  c o n s t a n t e  C ' .  

3 ' )  -E_IllE DE LONGUEUR LIiViITTX 

a )  Bande semie-infin* 

Adoptons mai tenant  pour s u r f a c e  de c o n t r ô l e  une bande semi- inf in ie .  
Conformément aux r é s u l t a t s  p r é c k d e n t s , l a  connaissance de l a  fonc t ion  har- 

monique en t o u t  p o i n t  du f rznnt ière  permet de déterminer  u  e t  u  sa font- i x  i y  
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t i  or1 conjuguée ,en t o u t  p o i n t  du domaine, En p r i n c i p e  il e s t  i n d i f f é r e n t  de 

p rend re  une demi-bande o r i e n t é e  s u i v a n t  l e s  a b s c i s s e s  c r o i s s a n t e s  ou dé- 

c r o i s s a n t e s .  Puisque l e s  mesures de  C ne s ' e f f e c t u e n t  qu' à l ' a v a l  a f i n  de 
P 

p e r t u r b e r  a u  minimum l e  chanip de l lScoulement  e t  2our des r a i s o n s  d ' i n s -  

t a l l a t i o n s ,  l a  s sus  e s t  r e t e n u  . 
ij 'd 

/y\ (3) 
b 

Y 4) 

E Y 

C ' e s t  me t r ans fo rma t ion  conforme de l a  bande semi - in f in i e  sur l e  demi- 

p l an  supé r i eu r , s au f  a u  p o i n t  c r i t i q u e  C où uxi e s t  ana ly t i que .  Les f r o n t i -  

è r e s  s e  cor respondent  de  la  façog  s .uivante  : 

Par  a p p l i c a t i o n  de l a  formule de Poisson on o b t i e n t  c e t t e  f o i s - c i :  

En décomposant en p a r t i e s  r é e l l e s  e t  imag ina i r e s ,on  o b t i e n t  12s expres- 

s i o n s  volumineuses de  

L 

b) Extens ion  
Avant d '  i n t r o d u i r e  un a u t r e  schéma de démonstra t ion ,r  emarquons que 

c e t t e  é t u d e  p o u r r a i t  s e  pro longer  à s o u h a i t  en p a s s a n t  en r e v u e  l e s  t r a n s  
- format ions  conformes c l a s s iques .Ca r  sur  l e  p lan  t h é o r i q u e  c e t t e  t r ans fo2  

-mation sur l e  demi-plan par exemple f i x e  l a  p a r t i e  r é e l l e  e t  i m a g i n a i r e  

dl une f o n e t i o n  a n a l y t i q u e  à une c o n s t a n t e  a d d i t i v e  p r è s  d t a p r 6 s  une de ce s  

v a l e u r s  sur son contour.Et une technique  t e l l e  l a  v6 loc imé t r i e  l a s e r  p e r -  



met d ' env i sage r  d i v e r s e s  s u r f a c e s  de cont r6 le .cependant  pour un domaine 

t r é s  s imp le  t e l  qu 'un r e c t a n g l e  de c o n t r 8 l e , l a  t r ans fo rma t ion  conforme s e  

complique r a g i  dement. 

La t r a n s f o ~ m a t i o n  de  S c h a r z - C h r i s t o f f e l  pour l e s  polygones Î o u r n i  t 1s 

t r ans fo rma t ion  conforme q u i  est une i n t é g r a l e  e l l i p t i q u e ,  e t  dont l a  fonc- 

t i o n  i n v e r s e  q u i  nous i n t é r e s s e  n '  e s t  pas  non p l u s  e x p l i c i t e  , s i n u s  e l l i -  

p t i q u e  de  Jacobi.Ce mode de t r a i t e m e n t  S i en  q u ' i l  n e  s o i t  pas  t o t a l emen t  

impra t i cab l e ,  e s t  maladro i t ,  - 

Les c o n s t a n t e s  C e t  k s o n t  l i é e s  à la  hau teur  26h e t  à l a  longueur du r ec -  

t a n g l e  2 X par  15s r e l a t i o n s  : 
-1 

,r \ J- ? ) R R = C  a t  
( \ i - ! ) 2 ( i - k z y ) '  ,j f i i , [ i -  k 2 i T  

c )  Rec tangle  
Le probléme de  D i r i c h l e t  pour un r e c t a n g l e  a d é j à  é t é  abordé dans l a  

methode ana ly t i , que  (p. 35). on Se ProPose i c i  de  compléter  son étude.  

Par  r é p a r t i t i o n  d e s  v a r i a b l e s  e t  décomposit ion en deux problémes avec  des 

c o n d i t i o n s  n u l l e s  sur deux p a r o i s  ,on a ob tenu  1' express ion  de u  xi4 p u i s  
l ' o n  s ' e s t  con ten t é  du c a s  symé t r ique ,5 l a rg i s sons  c e c i  a u  c a s  g é n é r a l  : 

Posons : 2, \Y,J) = p (2.y) + (>c']) 

Par  é l i m i n a t i o n  di.r ec  t e  on o b t i e n t  Agn ,Bpn ,Ainet B que l ' o n  remplace i n  
dans l l e x p r e s s i o n  da uxii ,D1où : 

a v e c  : 

, = "9) "u-)) 
Y >O 

di (11 = il \t p q  .L  LI^%^,^?) 
2 Y  +,=, 

- X 



C'est encore  une méth de de  q u a d r a t u r e  avec  des c o e f f i c i e n t s  de pond8rz- 

t ion.Sur  l ' a x e  de l a  v ~ i n e  ( y 4 1  l a  formule  es t  un geu  p l u s  s imple  : 

Le terme g é n é r a l  d é c r o i t  comme l ' i n v e r s e  d 'un cos inus  ou s i n u s  hyper3o- 

1 ique ;E t  que lques  t e r n e s  d e v r a i e n t  s u f f i r e  pour l e s  approximer p a r  t r o n -  

ca tu re .  Montrons a u s s i  q a t  à p a r t i r  d e s  équa t ions  d e  Cauchy-Riemann,on a 

l a  composante v e r t i c a l e  de  l a  v i t e s s e  u  en fonc t ion  des  deux c o n d i t i o n s  y i  r 
aux  l i m i t e s  ux, ( S,tfih),  

J u J ( , l  - % = 3 u . c  - -  
19 9% T q j  

Par  i n t é g r a t i o n  i l s t  e n s u i t  : 

Valeurs p a r t i c u l i h r e f  a u  c e n t r e  : 
w a x r \ n r L M > 2 n t  & + , - ~ & G W Q L  

2 h  - 
c &  1-41 

-T i  n d -  *=, 

avec  : 

-'x 

Il  a p p a r a i t  une c o n s t a n t e  d ' i n t é g r a t i o r j  C q u i  e s t  f i x é e  p a r  l a  r é î d r e n c a  

) = " .a) - U. [ - a )  + ' 
X w 

a 1 )  5 i.-1 %,L[i,&).L n =\ [qXtJ,?+)- ~[-*,g,y)-T~=,3,n) -T/-*.~,-)] 
- * 

d t i n c i d e n c e . I l  r e s % e  encore  à t r o u v e r  une forme a n a l y t i q u e  pour l e s  coef - 
L i c i e n t s  de  ponderat ion ou b i e n  à l e s  c a l c u l e r  numérQquement,Par permuta - 
t i o n  des v a r i a b l e s  x  e t  y on résoud  l e  probléme 2,Notons d ' a i l l e u r s  une 

é t r a n g e  a n a l o g i e  e n t r e  l e s  c o e f f i c i e n t s  l t d i s c r e t s "  1 e t  Ian e t  ceux ob- i n  
*@nus en t r i d i m e n s i o n n e l  avec des  p a r o i s  v e r t i c z l e s  p l e i n e s  p. j3 .  

a )  Auto-convergence de l a  v i t e s s e _ d e r - f 6 r q n 9  
Supposons que  l a  v i t e s s e  de r 6  f 6 r  ônce avancée p a r  1' expér i x e n t a t e u r  

U; e s t  e r r o n n é e , e t  qu'  il e x i s t e  un incréaient  6 uxi m t r e  UA e t  la valeur  
v é r i t a b l e  à lt i n f i n i  amont u0.En t o u t  p o i n t  l a  v i t e s s e  de per tubation e s t  
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r e l i é e  à l a  v i t e s s e  g l o b a l e  p a r  : 

Déf in i s sons  par  l a  méthode i n t é g r a l e  les composantes de  v i t e s s e s  en t o h t  

p o i n t  à p a r t i r  des  v a l e u r s  aux  f i o n t i b r e s  de  ux,u&,u e t  u f . S i  l a  méthode 
Y Y 

e s t  cohé en te ,une  e r r e u r  d e  bux s u r  chaque va l eu r  f ' r on t i è r e  d e v r a i t  se r é -  

p e r c u t e r  oomplétement en t o u t  ~ o i m t . C e o i  admet l e  c o r o l l a i r e  : que lque  
s o i t  l a  v i t e s s e  de r é f é r e n c e  c h o i s i e , l a  méthode i n t é g r a l e  basée s u r  l e s  

mesures d e  p re s s ion  aux p a r o i s  f o u r n i t  en t o u t  p o i n t  l e s  memes composan- 
t e s  de v i t e s s e s  g l o b a l e s , C ' e s t  c e  r é s u l t a t  i n t é r e s s a n t  que  l ' o n  dénomme 
nauto-convergenoe d e  La v i t e s s e  d e  r é f d r  encen,  

/* % 

. 
= u o  + s, = LI, TL. ,+  f L , * I L  

Avec : 
d \ 

i . i l  

Posons u= ~ " - 8  il en décou le  : -+ rm 
Iz = 0 pa r  s y m é t r i e  en ce T- 

E t  on r e t r o u v e  : - 

Ceci  e x p l i c i t e  l a  cohérence  de l a  méthode.En o u t r e  s i  l a  r é f é r e n c e  de vj.9: 

t e s s e s  e s t  c h o i s i e  d e  façon  a r b i t r a & r e , p a r  les mesures de v i t e s s e s  aux 

p a r o i s  on r e t r o u v e  systémat iquement  l a  même v i t e s s e  g loba l e ,  T o u t e f o i s  l e  
paragraphe  s u i v a n t  a p p o r t e  d e s  nuances, 

b) Auto-convergence d e  l a  p r e s s i o n  de r é f é r e n c e  
On n e  mesure pas  d i rec teme$t  ux;Pais  d t a p r é s  l e  théoréme de B e r n o u i l l i  , 

c e s  v a l e u r s  s ' o b t i e n n e n t  en premibr e  approximat ion p a r  l es  c o e f f i c i e n t s  de 
p r e s s i o n s  mesurés sur l a  s u r f a c e  de c o n t r b l e  : 



La mesure de  po e n t a c h é e  d 'une  c e r t a i n e  e r r e u r  permet d ' e s t imer  succes s i -  
14 vement Uo e t  u g l  a u x  parois.Mais c o s  v a l e i u s  e s t imées  n e  pe rme t t en t  p a s  d'  

accéder  de  façon immédiate e t  r i g o u r e u s e  à la v i t e s s e  en un p o i n t  f i x é ,  

S o i t  : c, po e t  U, l e s  v a l e u r s  de r é f é r e n c e s  e x a c t e s  à l ' i n f i n i  
amont, 

14 foi . ' e t  u l e s  v a l e u r s  es t imées  
Par  d é f i n i t i o n  : +S 

- ., . 

10) ' 0 )  ("<4/24 i 4 - +  I j=21û  
", Ixtr)  = ,- 

it bot P - ~ ~ ~ - ~  i r  lRng +-a 
. .-. 

Dtapr$s  l e  théoréme d e  B e r n o u i l l i  : 
9. u* * A  ,,&Y -2 

7") viqA '9 

D'où : '9 l b )  ~ n i h i  /[ i * ~ + ~ ~ ~ = ~ d  + ?-+ k k  < ,x, j )= 0 +[xl~,~)-u.J+ -a- fO'u'*)-_ s,3 <$Tg- ?& \ 
La cons tance  de  Pbo permet de  r e c o n n a t t r e  1' i n t é g r $ l e  Il q u i  e s t  é g a l e  à 

1' un i t é  ,il s '  e n s u i t  : 

(0) 

- S i  l ' écoulement  e s t  i ncompres s ib l e  (fo=f ')  , ~ ( x , y )  e s t  e x a c t  en pre- 
Io)  ( 0 )  

mihre approdmat ion .Posons  comme pr6cédemaent Uo-U =i U que l ' o n  suppose 
p e t i t ,  

-En écoulement compres s ib l e  l e  r a p p o r t  dépend du Nach.On l l a p -  
proxime dans l l h y p o t h é s e  d 'un écoulement i s e n t r o p i q u e  : 

S o i t  : 

1 * ()l*) 

6;) (, + 2 au")) 
i - & -(b - P1" ,,.ya IJ '?I 

7 
I - 

E t  f i n a l 1  ement : $*\x$z % (*,J) - 6"'' + 6 uLS ( i  - 

Pour o b t e n i r  l a  v a l e u r  de vx(x,y) e x a c t e  en première  app rox ima t ion , i l  f e u t  
non pas  a p p l i q u e r  l a  méthode i n t é m a l e  b r u t e  mais m u l t i p l i e r  p réa lab lement  

4 l e  r é s u l t a t  de l ' i n t é g r a t i o  p a r  i-nG,z .Ce f a c t e u r  de s u r - r s l a x a t i o n  n '  
e s t  p r é c i s  qu 'au  premier  ordre.Néanaoins l a  va leur  exac t e  s ' o b t i e n t  p a r  
i t 6 r a t i o n . ~ o n f o n d o n s  U, e t  l a  v i t e s s e  e x a c t e  a u  p o i n t  où s ' e f f e c t u e  l e  

ca leu l .Cec i  r e v i e n t  e n  quelque s o r t e  à c o n s i d é r e r  que l e  Mach d ' e s s a i  e s t  
c e l u i  a u  p o i n t  fixé.,La r e l a t h o n  de r é c u r r e n c e  de c e  p roces sus  i t é r a t i f  



'"1 *";i/2& i s r  é c r i t  : Vtm-.) = ,, + 

La v i t e s s e  vx(x,y) sera connue préc i sement  quand : 
) La) ue v.  b,j) = u = (J 

c )  R s é r e n c e  à l ' i n f i n i  
S i  l e s  p a r o i s  s o n t  poreuses  v t  que  l ' écoulement  e s t  uniforme mais i i l -  

c l i n é  d'un a n g l e  p a r  r a p p o r t  &. c e l u i - c i , l e s  p r e s s i o n s  p a r i d t a l e s  n e  
changent p a s  avec A .Les fo rmu la t i ons  p réceden te s  s e  b a s e n t  sur l a  n u l l i t é  
de  d à l ' i n f i n i  c e  q u i  n ' i n c l u t  pa s  la  c o n f i g u r a t i o n  i c i  envisagée.Pour 

une ve ine  à p a r o i s  v e n t i l é e s  de longueur  l i m i t é e  on n e  sa i t  pas comment de 
- f i n i r  l a  r é f é r e n c e  d r i n c i d e n c e . I 1  e s t  d ' a i l l e u r s  p l a u s i b l e  que c e l l e - c i  
dépende de  1' essai. C e  probléme c r u c i a l  n '  es t  d ' a i l l e u r s  p a s  s p é c i f i q u e  à 

c e t t e  méthode.11 se p o s e  a u s s i  gour  l es  p a r o i s  a d a p t a b l e s  & tl ga rde  un 
degré de l i b e r t é  par l a  r o t a t i o n  d'ensemble.L1introduation d'un déc l ino-  

mètre  à un emplacement app rop r i é  a r r ê t e r a i t  peu t -9 t r e  t o u t e  c o n t r o v e r s e  à 

c e  s u j e t  (62) en imposant  l a  r é f L  3r enc e, 
De m h e  on admeik l a  n u l l i t é  de l a  v i t e s s e  de p e r t u r b a t i o n  l o n g i t u d i -  

n a l e  à l ' i n f i n i  amont.0r dans l e  c o l l e c t e u r  c e l l e - c i  a v o i s i n e  p l u t 8 t  -Vo, 

E t  il eonviendzlait  d ' i n t é g r e r  les  v i t e s s e s  g l o b a l e s  p l u t ô t  que c e l l e s  de 
p e r t m b a t i o n s .  Mais la longueur l i m i t é e  de  ve ine  r end  la d i s c r é  t i s a t i o n  de 
c e  procédé n é f a s t e . 1 1  e s t  p r é f é r a b l e  d ' env i sage r  une v e i n e  de longueur  
s i6ge .  d 'une  v i t e s s e  d e  p e r t u r b a t i o n  n u l l e  à l ' i n f i n i  amont,Cette remarque 

de  p r i n c i p e  o b l i g e  à é l i m i n e r  dans 1' e x p l o i t a t i o n  l e s  p o i n t s  de  mesures 
proche du c o l l e c t e u r  e t  d e  l ' e n t r é e  du d i f f u s e u r ,  
d )  A p p l i c a t i o n s  

Malgré ma c o l l a b o r a t i o n  n é a n t e  à es grsgos,ii esk u t i l e  d ' i n d i q u e r  l e s  
a p p l i c a t i o n s  a u s s i  b i e n  t h é o r i q u e s  que r b e l l e s .  

-Les c o n d i t i o n s  a u x  l imi tes  s u r  une p a r o i  poreuse  p l a n e  e t  p l a i n e  sont 
r e s p e c t é e s  p a r  s u p e r p o s i t i o n  des  s i n g u l a r i t é s  images e t  éven tue l lement  p i -  
vo tées ,de  c e l l e s  r e p r é s e n t a t i v e s  du modéle .L1 découle  d e  l a  premiSre  des 
r e p r é s e n t a t i o n s  conformes précedemment p r é s e n t é e s  , l e s  p o t e n t i e l s  comple- 
xes  de chaques  s i n g u l a r i t 6  s r û t e n u e s  e t  p l a c é e s  dans une bande i n f i  - 
i e .P lus  spéc ia lement  c e c i  p r o c w e  les  v i t e s s e s  uxi aux p a r o i s  dont on dé- 
d u i t  l e s  ' v i t e s s e s  i n d u i t e s  p a r  l e s  quadratufes avancées  an t é r i eu remen t  ( 

1114,4). 
-TJn p r o f i l  r 6ge r to r i  i conrne l? N4C.A 012 se  c a l c u l e  théor iquement  par  

une méthode de s i n g u l a r i t é s  que c e l u i - c i  s o i t  en a tmosphère  i l l i m i t i e o u  

e n t r e  deux p a r o i s  p l anes .  La méthode gr8c~édente s ' a p p l i q u e  à p a r t i r  des  vi-  
t e s s e s  l o n g i t u d i n a l e s  f o u r n i e s  aux pa ro i s .  

-Les essais d ' a d a p t a t i o n  i t é r a k i v e  d e  p a r o i s  qu i  n é o e s s i t e n t  a u s s i  l e s  

mesures des  v i t e s s e s  l o n g i t u d i n a l e s , o n t  g récedé  c e t t e  t héo r i e .L ' app l i ca -  
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t i o n  de c e t t e  méthode i n t é g r a l e  aux  r e l e v é s  de p r e s s i o n  a u x  p a r o i s  pré-  

tendues  adap tée s  conf i rme la  n u l l i t é  des  c o r r e c t i o n s  dans c e t t e  conf i -  

gura t ion .  

-Les a u t r e s  a p p l i c a t i o n s  q u i  o n t  succédé c e l l e  r é a l i s t e  exposée dans 

(14) s o n t  t o u j o u r s  a u s s i  p robantes .  Les  essais (62,631 ve ines  g u d é e s  e t  pe r  

- fo rée s  s e  regroupent  t r é s  b i e n - c e c i  i h c ~ ' $ e  à aborder  l ' e x t e n s i o n  t r i d i a e n  

F N E  RECTAMGULAIRX A PAROIS VEtiTICALES PLXINXS 

O ) FORMULATION ET POINTS PARTICULIERS 

a )  Formulation 
Reprenons l e s  n o t a t i o n s  e t  l e  schéma d e  démonstra t ion du c h a p i t r e  II 

($111~)  mais pour une maquette excen t r ée  e t  d issymétr ique.  Le probléme tri- 
dimensionnel  est ramene à une s é r i e  d e  probldmes b id imens ionne ls  g r â c e  à 

l a  p é r i o d i c i t é  des  d i f f é r e n t s  p o t e n t i e l s  en y. 

Soit ;  : y'; = c p ~  

Les e f f e t s  d e  p a r o i s  l a t é r a l e s  o n t  d é j à  é t é  d é t a i l l é s  chap.111(f v).La mé- 

thode i n t é g r a l e  i c i  p r é s e n t é e  s ' a t t a c h e  à l a  dé ie rmina t ion  de  <Pc d t a p r 6 s  

l e s  mesures de  v i t e s s e s  l o n g i t u d i n a l e s  sur une s u r f a c e  de c o n t r ô l e  coclpo- 
posée de deux p l a n s  p a r a l l é l e s  r e p r é s e n t 8 s  sur l a  f i g u r e  ci-dessus.Selon 

l a  p é r i o d i c i t é  d e y  e t  yE en y e t  l e u r  symé t r i e  p a r  r a p p o r t  à Oz on a : 



Conformément aux r é s u l t a t s  a n t é r i e u r s , l e s  t ~ a n s f o r m é e s  d i s c r è t e s  e t  i n t é  
-grales  de Fourier s i  e l l e s  e x i s t e n t  r édu i sen t  l e  probléme de D i r i c h l e t  
tridimensionnel apx r e l a t i o n s  : 

A A 

i 6 < f l ' j ,  = k id  + krpjsa+ 

E t  l e s  va leurs  limites supposées connues : 

Contrairement a u  c h a p i t r e  II il ne s ' a g i t  p l u s  de s e  baser  sur  une condi- 
t i o n  a u  l i m i t e s  i d é a l i s é s  pour f i x e r  Anet Bn;Les va leurs  aux l i m i t e s  me- 

A A A 

surées  ux moins c e l l e s  sommées par  l e s  images Ûxe (chap.111 $v) se rven t  
à exprimer naturel lement  c e s  deux c o e f f i c i e n t s  dont on ex-*ait l ' expses -  
s i o n  du p o t e n t i e l  e t  de s e s  dér ivées  p a r t i e l l e s  : -. 

En dér ivan t  c e s  express ions  gour obten i r  l e s  g r a d i e n t s  in tervenant  dans 
l e  calcul. des c o r r e c t i o n s  de p a r o i s  (chag. 1) e t  en re tournan t  dans l e  plar: 

- des va r i ab les  i n i t i a l e s  il s 'en  déduit  : 
.c3r 

+ 2 (l-+-.o)L Ik, ~ ( 2 b - J j f l  'i i ,~ .~ .~)  = ~ \ [ < ( t - ~ . - , ~ a ) ~ ~ ~ f i ~ t  

E t  l e s  c o e f f i c i e n t s  de  pondérat ions : 

;p rR ?r& X' P 
-P 

A t' 
-h= 

EtWc 

A ,hi s 'obt iennent  par  sommation Les expressions f i n a l e s  de ~ ~ ~ , u ~ ~ ,  (, 
d 5  

des  d i f f é r e n t s  harmoniques. 



b)~as - symétrique 
Lorsque la maquette est sans dérapage dans 1 ' axe de la veine(y=gb) ,le 

~otentiel est symétrique par rapport à y=pb.Il en découle que les harmoni- 
ques de rang impair du développement de Fourier sont nuls. 

Y \ ' I j , j )  = y \ x 1 2 @ 4 -  j , j )  
4 A 4 (PL (x,  2-.+1) 3) 6 U rc. Lxl 3 r t i  ' 3 )  ' ~ c \ ~ , z . l i * r l j )  ? O  

Ainsi pour le cas courant symétrique,seuls les harmoniques de rang pair 
dans les développements précedents sont à retenir. 
t!)~aleurs particulières 
-Au centre de la veine z= R A  ces expressions deviennent: 

+ A ~ * J s L )  = ' / ~ c h - = , ~ . 2 ~ ~ ~  r it[\-x,-,~J] 5- ($2,) A \ 
a'. 211 

-p f3- 
A A - 3' i~Jn.~i=~/[Lii-,*.21~~--di~-.-,~~];m(Lej~\ a r  

Lorsque la symétrie par rapport à Y = R R  existe,ce sont les formules 
d1origine(l4). 
-Aux parois ou plus exactement aux surfaces de contrôle: 

Ces deux relations linéaires lient deux des conditions sur la surface 
de contr8le aux deux autres.Ainsi pour une fonction harmonique la connais- 
sance de deux conditions aux limites parmi les quatres, fixe les valeurs du 
potentie1,de ses dérivées et plus spécialement deux autres conditions aux 
limites .Conformément à 1 'étude analytique, si deux conditions retenues sont 
uniformes ou si seul le premier harmonique existe,on retrouve exactement le 
probléme bidimensionnel.Et les deux relations ici présentées généralisent 
les conclusions sur l'adaptation immédiate des parois aussi bien en tridi- 
mensionnel à parois verticales pleines que pour le cas particulier bidimen- 
sionnel qui s'en déduit.Ceci sera explicité au 5 6 ; 
d)~ormulation conjuguée 

.A 

Dans le même ordre dtidée,au lieu des deux conditions aux limites $2&dk) 
A 

et < C O )  ,les composantes normales fournissent aussi bien le potentiel 

et ses dérivées partielles.En reprenant complétement le calcul précedent ou 
en se basant sur les deux relations entre conditions limites on montre que: 

A 

A A /[:,. ii-z.rn12ai i tp i )  - -. i i - i . q ~ i  ii, nix-iiq t ; ' [ x J m 1 3 )  = - 
2~ P d 



I ,n à I,, sont identiques aux valeurs intégrales précedemment introduites' 
Les resultats ici présentés peuvent aussi A provenir de la connaissance de -. * 4 

conditions aux limites mixtes telles que et qc fixés sur la même 
paroi ou sur celles opposées. 

e)~érification sommaire 
Les relations générales fournissent ;-(x,nl R ~ )  en tout ,point en fonction 

A 

par exemple de = L ( k / ~ ,  2 n 0. ) et &( '5, m. 0) pour toutes valeurs de k ;Ce resultat 
est apparemment contradictoire lorsque z = o M. 2& ;On devrait retrouver la 
valeur ponctuelle imposée.Cependant montrons que les coefficients de pon- 
dération sont de veritables fonctions de Green et que les résultats précé- 
dents sont cohérents.Puisque la démonstration est identique pour z=o et 2fi.E 

limitons nous à z=0. ,, 
r 

II .<(t /2&) s'identifie à la distribution de Dirac d'ordre un au point ( Z- k ' 

D'après une propriété particulière de cette fonction de Dirac on en déduit 
que la formule est cohérente quand on s'approche d'un point du contour: 

T F  

- > 

Une autre demonstration équivalente consiste à ecrire que la transfor- 
mée intégrale de Fournier est réciproque ce qui ne présente aucun lien avec 
les fonctions de Green. 

csl f r r  

f)constante d'intégration 
Par l'intermédiaire des conditions de Courchy-Riemarmn,la composante 

verticale est définie à une constante additive près quelque soit l1enver- 
A 

gure .Ainsi toutes les valeurs u,' ( x . ~ ,  p l )  comprennent une constante d1 intégra- 
tion.Pour assurer l'existence des transformées de Fournier (fonctions abso- 
lument sommables) on suppose intrinséquement que {&tend vers zéro avec 
l'éloignement de x àt- ;Ceci fixe implicitement une référence d'incidence 
antisymetrique en x qui correspond à celle composée en bidimensionne1,La 
méthode élémentaire pour se donner une autre réference serait de calculer 
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numériquement l'incidence sur un segment en envergure par les formules 
composées et de décaler le graphe ( 3 = p.)) de sorte que ces valeurs ponc- 
tuelles de G(x .v .  1 ) valent celles choisies à priori.Une autre façon plus a 
sophistiquée consiste à imposer la nullité des coefficients de pondération 
relatif à 1 'incidence à une abscisse. 

Lorsque ce point est rejeté à 1 ' infini, la référence dl incidence à 1 in- 
fini amont ou aval s'introduit tout naturellement et de façon similaire 
à 1 étude bidimentionnelle. La transformation des coefficients de pondéra- 
tion sous forme de séries equivalentes procure leur valeur asymptotique 
aux infinis.La référence amont coïncide avec la nullité de ces coefficient. 
3 l'infini aval tandis qu'ils prennent leur valeur maximale à l'autre ex- 
trémité. (inversement pour la reference aval) (se reporter à l'annexe O 
On optera désormais pour cette référence amont qui est la plus plausible. 
g)Coefficients de pondération - 

A titre de vérification analytique, on montre -par le théorème des rési- 
dus, appliqué un contour d1 intégration appropié que pour n=o, on retrouve 
les coefficients de ponderation bidimensionnels du 61; (annexe C) 

Les quatre intégrales descoefficients pondérateursnrs'expriment appaem- 
ment Pas sous forme de fonctions élémentaires. Elles dépendent uniquement 
de deux paramètres x/j et n,ce qui permet de les tabuler définitivement en 
incompressible tandis que leurs valeurs seront interpolées dans ia table 
suivant le facteur de compressibilité. Ces intégrales sont difficiles à 

calculer direcdement car ce sont des transformées de Fou r ier.Cfest A dire 
des fonctions oscillantes plus ou moins rapidement selor le parametre ~ / f  

et sur un intervalle non borné.La description du mode de calcul adopté est 
précisée au chap V) 4 1, 
III)VEINE CYLINDRIQUE DE FORME QUELCONQUE - -  - -  

Ces résultats bien que nouveau sont calqués sur la méthode analytique 
chap II) (TE 5s) .Mais la condition aux limites, idéalisée et basée sur la 
modélisation de la maquette,est remplacée par les mesures des coefficients 
de pression sur toutes les parois.11 ne s'agit donc pas ici de reprendre 
une étude exhaustive ,mais de relever les différences avec 1 ' exposé précé- 
dent (p .38  ). 
1 )principe 
les décompositions discréte en 0 et intégrale en x de Fou:rier fournissent 
les expressions: A w 

y'; (x,o,r) A I  ~ y ; l ~ . e , f ) =  - 
+ Z [ 'f; .) 

1 1 . ~ ~  v ) - ' ' ~  
2 * = l  

5 4 1 

I 

La méthode différe au niveau du traitement des conditions aux limites: 
A z.9 

J ?& d*(ll 3 %  (''Q @)= G - - = ;p 7xpp)+ ;c,T[l,,icd-e+ a : i i b m 8 ] r , p i ~ j  
d = 13- d =  1=, 

A V R  le) = A - - - ux'Lecf" + 
[ < +  I f , - , ~ ) < . r r 6  + <, \pr,&)**@] 2 

1=, 
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2)~eine circulaire 

k = 410) Par identification des développements en série de Fou rier 
on en déduit: 

A 1 

( ~ - x , o , ( ~ ) X l \ , r J d l  + ; < \ ! ~ - ~ , - < L J ~ - L I  - l; Ik-~,*,a)--8] r l i t r )  d i  

avec 

La symétrie éventuelle apporte des simplifications.Par exemple pour 

une maquette centrée,les termes en cosinus disparaissent.Ces coefficients 

mériteraient une étude spécifique,orientée vers l'obtention numérique ou 

la simplification analytique. 
3)~orme quelconque 

La condition aux limites ne s'inversent pas et seule une résolution 

digerétisée -. dans le plan des transformées de Fournier procure les valeurs 

discrétes des coefficients An(p)et k(p).Dans la méthode dite Itanalytiquett 
les singularités modéles sont fixées et les conditions aux limites sont 
iéalisées,ce qui engendre la formulation analytique du second menbre. 
Inversement il s'agit cette fois ci-de rechercher les transformées des 

conditions aux limites mesurées,ce qui rend le problème plus délicat 

sur le plan numérique. 
4)veine rectanqulaire 

C'est un cas particulier du précédent.~ais comme on l'a déjà indiqué 
chap 11)()*,ce mode d'obtention est maladroit.Les conditions aux extré- 

mités amont et aval se traitent par la méthode bidimensionnelle entière- 
ment analytique( p. 3s) .Le développement en série double de Fou r ier étant 
inopérant pour ce probléme tridimensiomel,ilsuffit de se reporter à un 

domaine parallélipidique de longueur limitée ou de le transcrire sous form 

de deux problèmes aux parois verticales ou horizontales pleines.Ceci ne 

présentant pas de différences essentielles avec les indications du chap.11 
il semble superflu de les reproduire ici. 

IV) PREMIERE APPROXIMATION TRANSSONIQUE 

1) Principe 

Au lieu de l'équation linéarisée valide en écoulement faiblement trans 

sonique, partons de 1 équation aux petites perturbations dont les fonde- 

ments sont rappelés dans ( 38): 

La non linéarité de cette relation approchéequi se base sur les équa- 

tions dlEuler,de Bernouilli et de continuité,complique l'équation régis- 
sant le potentiel dtinteraction.Il est admis pour l'équation linéarisée 

que les potentiels y ,ywet <P; sont harmoniques à une contradiction dléchel- 



l e  près sauf aux emplacements éventuels  des singyIari tés.0r  s i  S'on pose 
que e t  répondent 1' eq~tat ion a u x  p e t i t e s  pe r t  ubations i n t rodu i t e s  

ci-dessus, (Q; satisfait à L' eqros£iorr: 

Afin de trarnsformeir c e t t e  equation: aux dérivées p a r t i e l l e s  en équstion 

d i f f  ér ernltielle o r  diniaire orr, u-kilir e comme pr6oédemmeni; L a  transformation 
de Fourier b ien que c e l l e  de & p h c e  permet-trait d ' é b r g i r  l e s  hypotknéses 
d 'applicat ion (annexe C )  ,supposant que l e  terme %A nz e s t  f a i b l e  ,on 
ctinerck v; sous forme du développemet en  pu issame de  ce aoefficient.A 
S'ordre zéra on re t rouve b ien  sûr S'&qua-&ion du paragraphe 1 dl où: 

2) Ordre 2 
Posons: y; = + )y+' - dw; 

uo 

Cherchons la valeur pr inc ipa le  de y,. en nz . 1 ' &uation aux p e t i t e s  per- 
uo 

tub%ioras devient  dans l e  plan transformé: 

désigne ï a  transmormée de Fourier de c e t t e  expression. Pour 1' 

approximation à l ' o r d r e  9, on s e  l i m i t e  aux termes en nb , l e s  
puissances supérieures à un en ce terme sont négligées. D'après la  
r e l a t i o n  vér i f l ée  par y, à l ' o r d r e  zéro, on abou t i t  à l ' équat ion à 

l ' o r d r e  1 : 
J=& - -  (L- n:) CF;& = g )]yb "- J Y- +-- dyl. J?;- +--j ~ ~ 9 -  W. 

1' 4%' b t  4 J*L a= 

Notons avant  de poursuivre que: 

Sinon 1' équation aux p e t i t e s  per turbat ions  s ' é c r i r a i t :  

Cette équation de l a  forme 4 B a 2  s e  résout  facilement suivant  

l e s  puissances successives de B (k-1 . Mais l e  problème à t r a i t e r  i c i  n ' e s t  
a27 ;* pas  auss i  simple; pa r  exemple l a  transformée de -- J CQ;o 

J x +  ax- s ' é c r i t  
d 'après l e s  théorèmes de convolution: 

q\+: - 4: \ = - I,/;~fi~l~~jJ + lhJd )PI] ~ t - - q p ~ ~ ( ~ - q ) ~  - ~ Q - ~ ) Y . B  ~ - = I J ~ ] I I - ~ /  

,-P 

L'équation aux ? ~ t ; t e s  per turbat ions  approximée à l ' o r d r e  un devient 



une équat ion d i f f é r e n t i e l l e  o r d i n a i r e  du second ordre à c o e f f i c i e n t  

constant  e t  non homogène. Mais l e  second membre n ' e s t  pas  une fonction 
1' (fie 4 ~ : ~  éldmentaire  comme on l e  v o i t  c i-dessus pour l e  terme en -d, -dL 

De p l u s  sous c e t t e  forme l e  second membre e s t  i n e x p l o i t a b l e  ca r  - l e s  
c o e f f i c i e n t s  A \p) e t  B (p) q u i  devra ient  b t r e  exprimés en fonct ion  des 
condi t ions  aux l i m i t e s  5, If, &) , appara i s sen t  dans une équat ion in tégra le .  
Au l i e u  de c e c i  on s e  sert de l ' express ion  de +,en fonct ion  des va leurs  
l i m i t e s  d' où 1' équation à résoudlne: 

avec : 4 4 
= - j m, k;'qi2~) 'bqr * k q ~ k - J ~ = ~ i k + ~ ) ~ P ( Q y ) a  + î;(f7, &@, 

La s o l u t i o n  de ltéquation homogènd à c o e f f i c i e n t  cons tan t  a s soc ié  
correspond à l a  so lu t ion  gén6ra le  de y>,, . Suivant la méthode de variation! 
des coe f f i c i en t s ,  on cherche une s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  de l ' é q u a t i o n  
avec second membre; en ef'2e-t la s o l u t i o n  d n é r a l e  e s t  la somme de c e t t e  
so lu t ion  p a r t i c u l i h r e  e t  de la s o l u t i o n  généra le  de 13ééquation homogène 
associée, 

4 

= hiilal a ha + 6 

Supposons que: 

4 a (o;4 On en déduit:  B P [ ~ ~ ) , ~ ) & P ~ ~ +  b ( f , a ) d ~ f J ]  = - d a  
Dt où: 

Compte de 1' équation d i f f é r e n t i e l l e  i n i t i a l e ,  ilL st en s u i t :  

E t  la  recherche  des c o e f f i c i e n t s  A e t  B s e  ramène au systéme: 



On en d é d u i t  l e s  s o l u t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  n u l l e s  pour  y=0: 

Exprimons l e s  coe f ' f i e i en t s  A e t  B en f o n c t i o n  d e s  va le i i r s  aux 
i4 

l imites L, 2k) don t  on d é d u i t  la s o l u t i o n  dans l e  p l an  d e  Fourier :  

Cette exp re s s ion  se p r é s e n t e  sous  l a  forme d'un premier  terme 
i d e n t i q u e  à l ' approximat ion  à l ' o r d r e  O q u i  est c e l l e  du pava $ r i p i e  l 

e t  d'un second terme p r o p o r t i o n n e l  51: q u i  est l e  début du dé- 

veloppement en s é r i e  s u i v a n t  c e t t e  v a l e u r  supposée p e t i t e .  Malheu- 
reusement c e  r é s u l t a t  est l o u r d  e t  peu maniable, I l  c o n v i e n d r a i t  
d e  l ' e x p l i c i t e r  dans  l e  plian d e s  v a r i a b l e s  i n i t i a l e s  e t  de t e n t e r  de 
la  s imp l i f i e r  en i n t r o d u i s a n t  l a  forme développée d e  ~ ( y ) .  

9 ECOULEMENTS SUPERSONIQUES 
. .- 

1') P r i n c i p e  
En supersoniqae 1' equa t ion  l i n é a r i s é e  chan- r ad i ca l emen t  de  f o r -  

me p a r  r a p p o r t  à L7equa t ion  de Laplace e n  écoulement subsonique  faible- 

mmt compressible,Au l i e u  d ' e l l i p t i q u e  e l l e  dev i en t  hyperbol ique  c e  qmi 
exp l ique  l e s  r é s e r v e s  d e j à  emises (54) sur Ia possibilité de ~ é n é r a l i s a t i o n  
Pour l e  problème de D i r i c h l e t  l a  va l eu r  du p o t e n t i e l  en un p o i n t  de  son  
domaine e s t  f i x é e  par  c e l l e  sur Boute sa fcon t i è r e ,En  supersonique  une 
p e r t u b a t i o n  ne p e u t  pa s  remonter  1' écoulement e t  s e s  e f f e t s  ne se r e s s e n -  
t e n t  qu' en un sous  domaine l i m i t é  e n  quelque s o r t e  p a r  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  
p a s s a n t  pa r  s o n  p o i n t  d 'émission.  Par  exemple si  La t l~y&r.e supersotnique 
e s t  p a r f a i t e , m  raisgrmement h s é  sur c e s  domaines d '  influents montre que 

théoriquement l e s  p a r o i s  n i t i ndu i sen t  a u c m  e f f e t  su r  l a  maquette s i  sa 
corde(-st i n f é r i e u r e  à l a  hau teur  de veine.0n s e  p ropose  de f o r m a l i s e r  e t  



d ' é t end re  c e  r6sULa-k , 
2) I n v a r i a n t s  2 Riemann 

La s o l u t i o n  de l1 equat ion  hyperboliqcre s ' e c r i  t: 
b2y 12YJ k - - - = O  
1 J a 2  

Supposons que y ( O , $ )  e t  $=(O,$) s o i e n t  identiquement n u l s  quelque s o i t  3; 
C ' e s t  à d i r e  q u ' i l  n'ex&s%e a m u n e  perPurha t ion  a n t é r i e u r e  à x=o, 

ri' u t i l i s a t i o n  de  Ta -transformée c l a s s i q u e  de Laplace e s t  o p é r a t i o r m e l l e  
c a r  l e s  v a l e u r s  pour x 40 ni' intervienrren-k pas  c e  q u i  s i m p l i f i e  l ' é l i m i n a -  
t i o n  des  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  en supersornique p a r  emploi des  t ransformées  
B i l a t é r a l e s  en  x (annexe C), 

L1écouïement i l l i m i t é  s e  ca racGdr i se  pa r  la n u l l i t é  de  A , I I  en decoule : 
-Of3  > ?(as) = srpp- y 1%. b1.3) = PQ)J-* 

) = - = [gb(p) e 

La seconde r e l a t i o n  r emplaee 1' é q u a t i o n  de Po i s son  e n t r e  l e s  composantes 
de la v i t e s s e  en m poin t ,  La première  est é q u i v a l e n t e  à $=O, c ' e s t  

à d i r e  q u l  il n1 elrfste q u e  des  ondes pro$ressives.  

En p a r o i s  p l e i n e s  e t  adap tées ,  l e s  composantes v e r t i c a l e s  sur l e  

p r o f i l  e t  B l a  s u r f a c e  de c o n t r ô l e  s o n t  l i é e s  pa r  la r e l a t i o n :  

Ia p a r o i s  a d a p t é e  épouse  la forme du p r o f i l  avec un déca lage  
d ' a b s c i s s e  d'une demi hau teu r  de  veine,  

En pa ro i spo reuses ,  l ' a d a p t a t i o n  équivaut  -& confondre l e  B c t e u r  

de p o r o s i t é  e t  de  c o m p r e s s i b i l i t é .  (R=@) 

3') P a r o i s  S e x i b L e s  s l a d a p t a n t  d le l ies -méms.  (64) 

Ce concept  t h é o r i q u e  é t e n d  c e l u i  d e s  p a r o i s  an&@-adap tab les .  Ce 
son t  d e s  p a r o i s  q u i  s ' adap ten t  d'elles-mêmes d ' ap rè s  l e s  e f f o r t s  q u i  
l u i  s o n t  a p p l i q u é s  (moment engendré p a r  l e s  d i f f é r e n c e s  de  p r e s s i o n  



e n t r e  l e u r s  deux f a c e s ) ,  En schématisant l e s  p a r o i s  par  des segments 

a r t i c u l é s  munis de r e s s o r t s  de r a p p e l ,  Dowell, au teur  de c e t t e  deuxibme 

t h é o r i e ,  montre qulun c h o i x  approprié  de l a  cons tan te  de r i g i d i t é  
du r e s s o n t  r end  c e  concept r é a l i s a b l e ,  Les p a r o i s  prendra ient  a l o r s  
l a  forme du p r o f i l  avec un décalage d l  une demi hauteur d e  veine. 

Dans c e  même a r t i c l e  les  r é s u l t a t s  annoncés en 2) sont  élégalement 
démontrés. Suivant l e  schéma désormais c l a s s i q u e  en écoulement conf iné ,  
la connaissance de deux cond i t ions  aux l i m i t e s  parmi q u a t r e  fixe l e  
p o t e n t i e l  e t  s e s  dérivées pa r  l l i n t e r m é d i a i r e  des c o e f f i c i ~ n t s  ~ ( p )  
e t  EE(P). L ' idée nouvelle  e s t  de développer Les fonct ions  trigonométriques 

R 
en puissance de e  . ~ ' a p p l i c a t i a n  du théorème de retardement propre  

aux  transformées de Laplace f o u r n i t  l e  p o t e n t i e l  en t o u t  po in t  sous 
forme dl une s é r i e  de v a l e u r s  poncturelLes aux fron-kières, Par exemple: 

On en déduit:  

Coro l l a i r és ,  
- S i  ~ ~ 2 4 ,  l e s  p a r o i s  n 'on t  aueun e f f e t .  
- La forme des p a r o i s  adaptées  épouse c e l g e  du p r o f i l  avee un . 

décalage en a b s c i s s e  de m: en i l f i m i t é  

- Irt e f f e t  des parois  non adaptées  devient  ca lculable ,  
Lt extensian aux p a r o i s  poreuses e s t  d é j à  t r a i t é e  dans c e t  article, 

EFdanmoins des  r é s e r v e s  s'imposent quant à l ' équat ion  de départ. Le 
chmg des v i t e s s e s  e s t  supposé continu car on u t i l i s e  s e s  dér ivées  
p a r t i e l x e s  ce q u i  exc3lut I ' ex i s t ence  d r  ondes de choc. 11 f a u d r a i t  g 
ad jo indre  une équation d e  eor$serva%ion au k a v e r s  de l a  discontinrxité 
( 4 )  . De plius Pt écoalement e s t  supposé parfb i tement  supemonigue, 
permanent e t  non d i s s i p a t i f  c e  qui r e s t r e i n t  l e  domaine de  va l id i t é .  

1.) Pr inc ipe  
a) - Il e x i s t e  une apparente  con t rad ic t ion  e n t r e  l ' i d é e  de mesurer 

deux composantes de v i t e s s e s  sur m e  su r face  c o n t r ô l e  e t  l e  f a i t  
que deux de c e s  cond i t ions  aux l i m i t e s  sur q u a t r e  f i x e n t  l e  po ten t i e l .  
En effet pour une bande i n f i n i e  bidimensionnielXe,les condi t ions  aux 
l i m i t e s  d t  une fonct ion harmonique sont  l i é e s  par  l e s  deux i d e n t i t é s  

caractéristiques(q.y\t  1 



Pour tant  la double mesure [ \=-,g,-id e t  U a i l d  4,.2u ) )analysée  en 
décomposant l e  p o t e n t i e l  en p a r t i e s  p a i r e  e t  impaire pe rmet ta i t  d' 
adapter  immédiatement l e s  parois{~.bsj.L~formalisation ra t ionmel le  p résen tée  
cl-dessous é l imine  c e  paradoxe sur lf u t i l i t é  de mesurez q u a t r e  cond i t ions  
aux l i m i t e s  a l o r s  que deux s u f f i r a i e n t ,  

9 - Le p o t e n t i e l  d ' i n t e r a c t i o n  e s t  harmonique e t  l ' o n  s o n n a i t  ses 
d é r i v é s  aux n l o n t i è r e s  de la bande i n f i n i e .  

Ceci  ne comprend que q u a t r e  4quatiorrs potsr s i x  inconnues: 

J u s q u t à  p résen t  l a  modélisation du p r o f i l  é t a i t  fixée. Au l i e u  
de s ix  inconnues il ne  s'agissait a l o r s  que de denx A e t  B pour q u a t r e  
r e l a t i o n s .  Ceci  s t i n t e r p x è t e  en se servant  des  deux r e l a t i o n s  redondantes 
pour l ier  l e s  r e l a t i o n s  aux e o n t i b r e s ,  Ains i  l e s  mesures de composantes 
long i tud ina les  de v i t e s s e s  sur une su r face  de c o n t r ô l e  j o i n t e  à l a  
schématisat ion du p r o f i l  fourn i s sa i6n t  l e  p o t e n t i e l  d' i n t e r a c t i o n ,  

Pour se dispenser  de l a  modélisat ion,  on env i sagera i t  v o l o n t i e r s  
de se se rv i .  des denx i d e n t i t é s  c a r a c t é r i s t i q u e s  de l 'harmonic i té  de y, . 
Mais il s 'avère  que l e  système l i n é a i r e  a i n s i  comgosé de s ix  r e l a t i o n s  
à s i x  inconnues e s t  s ingu l i e r .  Il a p p a r a f t  deux r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  
q u a t r e  va leurs  aux limites q u i  sont  ceLiLes c a r a c t é r i s t i q u e s  de lf har- 
monicité de c p .  C e t t e  conclusion négat ive  e s t  inis truct ive car e l l e  

dévoi le  l a  cause  de la cont radic t ion .  
En f a i t  l e s  deux i d e n t i t é s  dtharmonici té  ne  s 'appliquent  que si 

l e  p o t e n t i e l  i n t é r e s s é  est régu l i e r ,  c e  q u i  n ' e s t  pas  v é r i f i é  à 1' empla- 
cement des  s i n g u l a r i t é s ,  D e  p l u s  lt e f f e t  por tan3 n é c é s s i t e  la d é f i n i t i o n  
de p o t e n t i e l s  mul t i fo rms .  On é l i m i n a i t  précédemment c e t h e  d i f f i c u l t é  
en d i v i s a n t  l e  domaine en deux p a r t i e s  où l e s  p o t e n t i e l s  p a i r s s  e t  
impai rs  sont  r é g u l i e r s  e t  uniformes, 



s) - Dans la so lu t ion  i c i  r e t enue ,  l e s  condi t ions  l o c a l e s  sur l e  
p r o f i l  son t  ignorées. Conformément à l 'hypothèse  sous-jacente aux mé- 

thodes e x i s t a n t e s ,  l e  p o t e n t i e l  d t  i n t e r a c t i o n  à l 'opposé de y, e t  y 
e s t  r é g u l i e r  à L' i n t é r i e u r  du domaine. C t  est-à-dire que y e t  y, 
présentent  l e s  mêmes s i n g u l a r i t é s .  Admettons que l e s  dér ivées  p a r t i e l l e s  
de y, sont  d iscont inues  en y=O c e  q u i  équivaut à r é p a r t i r  des tour- 
billions e-k soccc es r epr6 s e n t a t i v e s  du grof'il, 

E8thypothèse que t o u t e s  l e s  s i n g u l a r i t é s  appar t iennent  à l a  lime 
y=O est fondamentale, Sans cellie-ci ou m e  semblable, l e  problème posé 
r e s t e  indéterminé ( s i x  inconnues, q u a t r e  r e l a t i o n s ) ,  E-ê l e s  mesures 
aux p a r o i s  ne permettent p a s  de simultanément, l o c a l i s e r  l e s  s i n g u l a r i t é s  
e t  d é f i n i r  l e u r  i n t e n s i t é ,  

r S *  d r  A\!* A . *  k + P> + r> + p> * p )  
\ * \ I L *  k iy . ( r  * L  3 Seules l e s  transformées de 

IZL-R. 
l . , I Fourier- de c e s  expressions 
, I 

in te rv iennen t  c e  q u i  nous 
i n c i t e  à l e s  ca lcu le r .  

S i  =O c e s  r e l a t i o n s  son t  c e l l e s  de  Poisson, Notons a u s s i  que l a  
* 

Transformée de Fourier de  u,(x,o) s t i d e n t i f i e  à r(')/2 . Le système des 
q u a t r e  équat ions  devient: 

S o i t  a p r è s  résolu t ion:  



A i n s i  la  double mesure f i x e  d'une p a r t  l e  p o t e n t i e l  e t  d ' a u t r e  
p a r t  les i n t e n s i t é s  d e s  s i n g u l a r i t é s  r e p r é s e n t a t i v e s  du modèle, 

3-) CORRECTIOH S RESID WLLES ================= =----- 

Les dér ivées  du p o t e n t i e l  d ' i n t e r a c t i o n  s o n t  déterminées  en rem- 

p1açarrt:les v a l e u r s  de  A e t  B dans  leurs expressions,  Le r e t o u r  à L a  
v a r i a b l e  i n i t i a l e  x f o u r n i t  les quadra%ures  su ivantes :  

.+= 4 7  
I r 

En p ré sence  de  p a r o i s  en v o i e  d ' adap ta t ion  il est  désormais pos- 

s i b l e  de  c a l c u l e r  p a r  ce t te  double  mesure l e s  s u r v i t e s s e s  i n d u i t e s .  
B r a i l l e u r s  on p e u t  v é r i f i e r  p a r  l e  truchement du ûri-kère d ' adap ta t ion  

q u i  découle  d e s  r e l a t i o n s  de  Po i s son ,  q u e  ces i n t é g r a l e s  sfann!ul.ent 
mutuellemenii en présence  de p a r o i s  adaptées ,  

D e  p l u s  c e t t e  d t h o d e  i n t é g r a l e  g é n é r a l i s e  la p récéden te  en ce 
s e n s  que la géomét r ie  r é e l l e  de La ve ine  i n t e r v i e n t  r igoureusement  p a r  

sa composante t r a n s v e r s a l e ,  J u s q u ' à  p r é s e n t  la  schémat i sa t ion  du domaine 
en une bande i n f i n i e , p a r  exemple, imposa i t  l e u r  p l a n é i t é  p a r f a i t e ,  O r  

il a p p a r a f t  i c i  un t e rme complémentaire q u i  s tanrrule  b i en  entendu en 
même temps q u e  les  composantes v e r t i c a l e s  de  v i t e s s e s .  T o u t e f o i s  l a  
double  mesure est moins f i a b l e  que  l e  procédé de schéma t i sa t ion  j o i n t  
a u x  mesures de  p r e s s i o r m g a r i é t a l e s .  Et  il reste à t rouver  un compromis 
pour  utilise^ simultanément l a  mod$lisation,  e t  la composante v e r t i c a l e  
q u i  engendre une c o r r e c t i o n  complémentaire, 



La double mesure met en d u a l i t é  les  c o r r e c t i o n s  r é s i d u e l l e s  e t  l e s  
défauts  géométriques d 'adapta t ion  sans se r é f é r e r  au  c a l c u l  de l 'écou- 
1ernen.t v i r t u e l  e x t é r i e m .  La not ion d 'adapta t ion  immédiate par  op t i -  
misation du fac teur  d e  r e l a x a t i o n  k s' i n t r o d u i t  i c i  t o u t  naturel lement  
sans  f a i r e  appe l  à un processus  i t é r a t i f .  En e f f e t ,  pour que l e s  p a r o i s  
s o i e n t  adaptées ,  l e s  v i t e s s e s  mesurées aux p a r o i s  devra ient  correspondre 
à c e l l e s  i n d u i t e s  par  l e s  d i s c o n t i n u i t é s  r e p r é s e n t a t i v e s  du modèle, 

C f  est-à-dir e: 

En l 'absence de moddlisation de l a  maquette, l e s  inconnues e t  9 
sont  l i é e s  aux cond i t ions  aux l i m i t e s  p a r  l e s  r e l a t i o n s  exprimées pré- 
cddemment. Par  r e t o u r  à l a  v a r i a b l e  i n i t i a l e  x on o b t i e n t  pour 1, = B A  : 

+> -th -+% 

* L 

-2. -3. 

S i  l e  c r i t è r e  d 'adapta t ion  e s t  v é r i f i é  , l e s  r e l a t i o n s  précédentes 

s e  ramènent aux iden t i tds :  

Pour l ' i n s t a n t ,  s e u l  l e  procédé de décomposition en p a r t i e s  p a i r e  
e t  impaire permet l a  g é n é r a l i s a t i o n  aux veines à p a r o i s  v e r t i c a l e s  
pleines.  Le schéma de la démonstration précédente e s t  d i f f i c i l e m e n t  
p r a t i c a b l e  e t  il n ' a  p a s  a b o u t i  pour c e t t e  configurat ion.  Devant c e t t e  
d i f f i c u l t é ,  bornons nous au. c a s  non p o r t a n t  c e  g u i  ne diminue en r i e n  
l a  g é n é r a l i t é ,  La double mesure p r o r d  ro- l e  p o t e n t i e l  complémentaire 

sans modélisation: 



Le p o t e n t i e l  d ' i n t e r a c t i o n  s ' o b t i e n t  p a r  sommation des  e f f e t s  de  
p a r o i s  l a t é r a l e s  q u i  n é c e s s i t e  l a  schéma t i s a t i on  de la  maquette, Pour 
d e s  p a r o i s  h o r i z o n t a l e s  a d a p t é e s ,  les composantes 4, e t  us, s o n t  
n u l l e s ,  mais l ' e f f e t  des  p a r o i s  La£é ra l e s  subs i s t e .  T o u t e f o i s ,  il e s t  
concevable  d e  su radap te r  l e s  p a r o i s  h o r i z o n t a l e s  pour non p a s  annu le r  

e t  al' , tuais les  v i t e s s e s  d ' i n t e r a c t i o n  A%,. e t  al,. . Ce 

nouveau concep t  n  ' a p p a r a i t  b i en  . s O r  qut  en t r i d i a e n s i o n n e l  , il se 

c o n c r é t i s e  de façon similaire à l t é t u d e  d e s  p a r o i s  a d a p t a b l e s ,  pa r  un 
c r i t é r  e de  s u r a d a p t a t i o n  e t  l e  c a l c u l  immd d i a t  d e s  composantes suradap- 
t é e s  a u x  p a r o i s ,  

-4 4 * 
\ i * ~ n . o ) =  ~ _ k i n l o ) t * ~ k , ( ~ I ~ > ~ ) = ~  

So i t :  

-a 

Avec : 

Et. : 

So i t :  

Remarquons que &,:et  IL^,, , c a l c u l é e s  p a r  modél i sa t ion  n e  s o n t  
p a s  indépendantes  de e t  , . Mais l'on n e  sait comment forrnt!?liser a= 
c e  l i e n .  



CHRP. V 
M ~ S F  EN OEUVRE . 

L'apolication de la mSthode intagrale tridimentionnelle a Sté tent6e 

dans une veine de géométrie voisine du rectangle avec dzs parois verticale: 

pleines à la soufflerie S3ch, avec les maquettes homothétiqües C 1 ; L i i ~  (d2 et 

~3).L'e~$l0ita~i0n des résultats a fait l'objet; d'un rapport détail14 ( 4 6 )  

auquel on se reporterait.si des renseignements complémentaires étaivnt SOU- 

haités. 

4) Test de validité. 

Plusieurs tests sont réalisables pour valider cette méthode. La schéma- 

tisation de la maquette Dar des singularités 2ermet par l'intermédiaire de 
A 

la méthode des images dVacc6der aux valeurs théoriques de u,,(x,n,,&). Les 

quadratures avec les coefficients de pondération trouvés devraient fournir 

les mêmes survitesses que les méthodes classiques. Il serait de même envi- 

sageable de calculer les vitesses aux 2arois horizontales provoquées sar 

une maquette ré-ertoriée en présence ou pas de parois et d'appliquer ens~i- 

te la méthode exposée. Ces contrales théoriques qui s'étendent pour le der- 

nier procédé aux écoulements transsoniques 2ar Les schémas aux différences 

propres aux équations aux petites perturbations, n'ont toujours pas été ef- 

fectués podr cette extension tridimentionnelle. 

Seuls des recoupements entre valeurs expér,imentales ont été tentés. 

- Un même modèle placé dans une m&me veine devrait quelque soit la con- 
figuration de celle-ci, parois pleines ou ~erforges, possSder les rnêaes ca- 

ractjristiques corrigées. Cette coïncidence probante en bidimentionnelle est 

cette fois inosérente pour les raisons soulev4es par la suite. 

- Les résultats corriges devraient se confondre avec ceux du même modèle 
au même nombre de Reynolds place dans une veine de taille süffisante ?Our 

atre réputSs exempts d'effets de parois. Cependant l'intervention de la vei- 

ne d'essai et des caractgristiques aérodynamiques telles que turbulence , 
caabr~re du champ, décollement etc.., la rend imparfaite. 

- L'apglication en sarallèle de la méthode ici avancée et de celle clas- 
sique grétendue exacte en veine gdidBe permet une confrontation spécifique 

de la m4thode de corrections de parois. 

L'inter-rétation aes deux premiers rapprocheaents reste délicate, es il 

n'en ressort qu'un jugement global qui r cplace l'étude aes corrections de 

parois dans son contexte général. La déteraination d ~ .  Xach d'essai est ?ar- 

faitement auto-convergente et ceci se confiraera au1.111.   in si toute a r r s u r  



s u r  l e  i4ach de rSf i rence  n ' i n f l u e  aucunement s u r  l e  i4"iacn corr igS.  :/lais il 

en e s t  autrement pour l e s  mesures d ' e f f o r t s  e t  dl inciderLce.  I l  n ' e x i s t e  
2 1 ~ s  un grand nonbre de a s s u r e s  dont l a  moÿvnne gonadrée -rocure t r è s  pr5-  
cisément l e  :<ach d ' e s s a i .  Z a t t e  f o i s  de nombrsux p a r a n è t r e s  indu i s sn t  6es  

d i f f é r e n c e s  de mesur2s e n t r e  des  e s s a i s  e f f e c t u d s  CU non dans l a  même souf- 

f l e r i e .  ù ' a i l l e u r s  l a  r e o r o d u c t i b i l i t é  des  e s s a i s  dans une mêae s o z f f l e r i e  
n ' e s t  pas tou jour s  p a r f a i t e  ( 1 6 ) .  Ceci i n t e r f è r e  avec l e  a r a è t r e  éventue l  

que c o n s t i t u e n t  l e s  e f f e t s  de paro is .  

2 )  Va l id i t é .  

Les d i f f é r e n t s  t e s t s  de v a l i d i t S  ex7érimentaux inentionnis prSsentent  des  

sources d ' e r r e u r  que l ' o n  c l a s s e  en t r o i s  ca tdgor ies :  hypothèses t h j o r i q u e s ,  

d i s c r é t i s a t i o n  e t  e r r e u r s  de mesures. 

a)Hmothèses 

Le f l u i d e  e s t  susposé p a r f a i t , f a i b l e m e n t  compressible e t  l p i cou lemen t  per- 

manent , isentropique e t  uniforme à l ' i n f i n i  aciont.les cond i t ions  l o c a l e s  

sont  ignor6es.La veine e s t  de longueur l i m i t é e  e t  on ne sait p a s  comment 

i n t e r p r é t e r  l e s  mesures à l a  s o r t i e  du c o l l e c t e u r  e t  à l w e n t r é e  du d i f f u s e u r .  

L ' imperfect ion de l a  p l a n é i t é  r é e l l e  des p a r o i s  i n t e r v i e n t  dans l a  méthode 

pa r  l ' i n t e r m é d i a i r e  des p r e s s i o n s  mesuréeseLes c o r r e c t i o n s  q u ' e l l e  i n d u i t  

sont  dans l e  bon sens;mais s e u l  l e  p r i n c i p e  de l a  double mesure p e r a e t t r a i t  

de l a  prendre complètement en compte,ce qui  r e s t r e i n t  l e  domaine ae  v a l i d i ç é  

aux " fa ib1es"défauts  de géonét r ie .Sur  l e  p lan  théor ique  il f a u d r a i t  connaî- 

t r e  l e s  c o e f f i c i e n t s  de p r e s s i o n  en  t o u t  point.Pour l e s  p a r o i s  perméables, 

c e t t e  not ion  de d i s c r é t i s a t i o n  pose un problème de principe.Comment p o u r r a i t -  

on mesurer l e s  v i t e s s e s  a x i a l e s  au niveau d'un trou?En s e  contentant  des  me- 

s u r e s  de p r e s s i o n s  en dehors  des  p e r f o r a t i o n s , r i e n  ne permet de j u s t i f i e r  

l ' i n t e r p o l a t i o n  e n t r e  deux p o i n t s  de mesure ,d tautant  p l u s  que l e s  perfora-  

t i o n s  indu i sen t  de brusques v a r i a t i o n s  ae  v i t e s s e s  e t  un g rad ian t  de  p res s io r  

i a ~ o r t a n t  q11i p o u r r a i t  légèrement i n f l u e r  su r  l a  t r ansmiss i cn  des  2 r e s s i o n s  

au t r a v e r s  de l a  couche l i n i t e .  

De p l u s , l a  veineS3chest formée d'un t ronc  de cône sect ionng par  des  

p lans  p a r a l l è l e $ ~ u i  s ' a s s i m i l s  sa1 à un rectangle.Ces d i f f é r e n t e s  seurres d'errQu* 

sont  in6luc tables .S i  e l l e s  é t a i e n t  pr6sondkrantes,on p o u r r a i t  juger de 
l ' é t endue  du domaine d ' a p p l i c a t i o n  de l a  méthode e t  de s e s  performanceseCr 

on n ' e s t  pas  encore parvenu à ce s t ade ,  



de mesurelet des méthodes numériques.L'emp1acement optimal des prises 

de pression (&) est partiellenent conditionné par les contraintes de 

r6alisation:su~ports,h6sitation à perforer les piSces fixes et arrondies 

de la soufflerie et interprétation ambigfie des mesures en ces perfora- 

tions hypothétiques.Cette limitation des points de mesure à moins de 

60 $ de l'envergure compromet l'analyse harmonique. 

Hormis ltoption prise pour la référence dsincidence à l%ont, 

les cRoix des methodes numériques d'exploitation ,décrites dans le para- 

graphe suivant,sont sujets aux remarques préliminaires suivantes. 

Les intégrales 3. calculvr sont nécessairement tronquaes vue la \on- 

a u e w  i ;m;tS de la veine. Deux tendances apparaissent à ce propos: soit tron- 

quer les int égralee dès que les coefficients de pressions nesurées indi- 

quent que lqon se situe au niveau du collecteur ou du diffuseur;soit 

scinder les survitesses com~lémentaires d<Pc en leur terme relatif à la A d s 
file infinie 2 $i(xtr,k~)et en celui relatif aux mesures u,( i&)  .Le po ten- 

tiel ùas singlilarités sommées yE étant défini quelque soit x,on peut l'in. 
tégrer de - - à + 30 .Pour le second terme on est obligé de- tronquer comae 
précédemment à la limite de la veine.En bidimentionnel cette seconde 

méthode donnerait des rSsultats plus concluants (0).~1ais jusqu'à présent 

seule la première procédure a ét6 exploitde car elle est plus commode sur 

le plan du calcul. 

Les résultats globaux sont aussi liés au critère d"1imination 

des points entachés d'une erreur démesurée.Afin de sten affranchir ils 

sont remolacés par interpolation sur les points voisins en x. 

c) Erreurs de mesure 

seuls les coefficients de pressions aux parois ( ~ p )  apparaissent dans les 

formules précédentes car par le théorème 'de Bernouilli les survitesses 

sont lises en preaière approximation aux Cp par la relation: 
- 
34A = - c f  

Ces valeurs (Cp) varient relativement peu sur la surface de con- 

trô1e;elles sont sensibles aux moindres -hénomènes.L'él6ment prépondérant 

actuellement est l'exitence de fr6quences basses dans la veine de 53Ch 

qui induisent des fluctuations temporelles de ces coefficients du même 

ordre de grandeur que leur amplitude de variaticn.les prises ûe pression 
n'étant pas branchées de façon aléatoire,ceci implique une précisicn 

dssastreuse pour l'analyse harmonique en envergure et fait émettre des 

réserves sur la fiabilité des corrections dtincidence.Sn outre,puisque 

la prgcision absolue des capteurs est presque indépendant du Mach,18appli. 

cation de cette méthode en subsonique est problématique vue qus l'erreur 



relative de mesures devient intolérable lorsque le Mach cievient trop fai- 

ble. 

En dépit de ce défaut de fluctuations tenporelles auquel on est 

aéciaé à remédier dans llavenir,où un soin particulier sera apport6 à la 

précision de sesures,le procédé dlzxploitation exposé ci-dessods fourni 

des premiers résultats encourageants. 

3 )  Calculs uréalables 
a)~ommation des singularités images 

Les composantes aEf,et E 1 intervenant dans les corrections de garois ainsi a 
que les vitesses u,aux parois qui servent à définir les conditions limi- 

tes -, (&)&?pendent éventuellement. de t/D et sont proportionnelles au facteu: 
de compr~ssibilité f3 et à l'intensité de la singularité considér4e.En incom- 

pressible ( a  =d) toutes les vitesses utiles et induites par une singulari- 
tébnitaire sont dafinitivenent calculées par 1 'algorithme dgcrit dans le 

chapitre iiï ( j r )  .Zn compressible,elles sont regroupges dans trn tableau 
à pas constant de taille minimale.Pour chaque valeur deB,les valeurs 

requises s'obtiennent par interpolation. 

b4 Coefficients de pondération 

La tabulation difficile numériquement des coefficients pondérateurs qui 
sont des fonctions oscillantes plus ou moins rapidement suivant la valeur 

du seul paramètre XI,, ,est éiitée en transformant ces intégrales sous 

forme de séries de terme général décroissant exponentiellement (annexe$), 

Cette sommation directe de séries est beaucoup plus rapide pour */B 

iaportant,que l'intégration par l'algorithme accéléré de Bonberg mêae 
généralis6 (&) .D%illeurs pour =yb .A. Le tamps de calcul de ce dercier 
procédé devient prohibitif-Les deux méthodes sont aussi performantes 

?oxr X ~ -  -0 *AU lieu de passer d'une méthode à l'autre suivantr/~ ,il 
est préfdrable d'employer 1' é -algorithme de !?ynn iccélèïer Ici conver- 
gence du prenier procédé;dtautant plus que sous ce progranne est d 8 j à  

appelé pour la sommation des sing~larités images des parois verticales. 

Le proc6dé d t  Ait \c en accélère la convergence de ces séries car 

On ne peut assurer que l'algorithme utilisé qui en est la généralisation 

soit glus efficace.Toutefois ces sories qui divergent ?Our y/* nu1,sont 

calculhes jusque wln = .Dl par cet algori thme accélSr6,en un temps conipa- 

rable à celui précité,Apres la tabulation de taille minimale sur les 

symétries éventuelles en x ou y,les valeurs à l'origine sont interpolées 
-par le snéma B pas constant de Ncv,\ \c-  & ; t k o  .iDuiçqi~e les sonqations de 
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c e s  s i r i e s  convergent > l u s  ou moins v i t 9  s ~ I v a n t ~ s / ~ ,  on r e l i e  ex2ériments- 

lernent l e  noabre de termes somni5s 3 ce pararnètre.E~ur~consécpent l t a c c é l é r a -  

t i o n  de l a  convergence dev ien t  i n u t i l e  e t  on l a  susprime.Les va leu r s  de 

c e s  c o e f f i c i a n t s , p o u r  une maquette cent r5e  e t  poTJr l e s  p r e n i e r s  hzrmoni- 

ques,  sont  r e p o r t é e ~ ( ~ l . 8  ; d i )  

4)  a i s c r é t i s a t i o n  

a) I n t é g r a t i o n  

La doninante S t a t  l a  d i s p e r s i o n  Gzs mesures,au l i e u  d'une i n t o g r a t i o n  

e x c e l l e n t e  gour des  f o n c t i o n s  conn71es analytiq-demant avec l a  p r é c i s i o n  

dSai rés ,on  oo te  pour c e l l e s  aù l a  var iance  de l a  somne r e s t e  nodSr5e.iii 

l e s  mesures n ' é t a i e n t  en tachees  que d ' e r r e u r s  n é g l i g e a b l e s , l a  mui l leure  

mS thode d ' i n t é g r a t i o n  com?osi t e  s e r a i t  c e l l e  pour l a q u e l l e  1 ' e r r e u r  szr 

chaque i n t e r v a l l e  de c a l c u l  e s t  l a  même.Le choix d 'un  pas  de a,, eQures  non 

cons tan t  répond à ce souci.i%ais s u r  l e  p l zn  r i g o r i s t e  de l ' o p t i m i s a t i o n  de 

l a  méthode, i l  f a u d r a i t  un procédé d i f f é r e n t  pour chaque t e r a e ,  V U  l e  chan- 

gement des  c o e f f i c i e n t s  de pondéra t ion ,e t  pour chaque a b s c i s s e  de détermi- 

n a t i o n  de l a  c o r r e c t i o n  ( 66 ) .En l ' absence  d ' i n d i c a t i o n s  g l u s  adaptées ,on 

s e  contente  de comparer deux mgthodes d ' i n t é g r a t i o n  é l6menta i rss  à pas non 

constant .Cel le  de S im~son  d e v r a i t  converger zu moins comme l e  p l u s  grand 

pas  3. l a  puissance q ~ a t r e . ~ l a i s  s e s  c o e f f i c i e n t s  de d i s c r é t i s a t i o n  non uni-  

formes ( 4 4  ,zl, ,44 pour un pas cons tant  ) m u l t i p l i e n t  sar deux l a  v a r i  ance 

de l a  somne.la méthode d e s  r ec t ang les ,pour  l a q u e l l e  t o u t e s  l e s  nesures  ont  

pratiquement l e  même poids,permet de minimiser l e s  rSpercut ions  a e s  e r r e u r g  

de mesure. 

b) Décoinoosition de Four i e r  

Les qua t re  mesures en envergure d e ~ ~ ' ( ~ , l , ~ $ )  a u t o r i s e n t  m e  analyse  d i s c r è t e  

de Four i e r  en e n v e r g u r e o s o i t  upC l ; = ~ d \ 4  c e s  mesures: 
L 

z QU n*o avec g =  { 
F POO' " = O  

Pour chaque v a l e u r  de n,on a p ~ r o x i m e  : ' l x , * , ' $ )  par:  

-Une façon olémentôire  de c h o i s i r  l e s  c o e f f i c i e n t s  A ~ I ,  e s t  d'inposer 

que l ' approximat ion  de l ' i n t é g r a l e  deo 5 z ~ p s o i t  exac te  pour un uolynôl=iq 

t r igononétr iqire  d 'ordre  l e  p l u s  élev6 poss ib le  s n  c o s " ?  .Ceci r ev ien t  à 
z& 

rosoudre l e  système l i n é a i r e :  



$ïalheureusement,cette méthode donne des rSsultats désastreux vu les erreurs 

de mesure.En effet, supposons que 1 'erreur de mesure E soit en valeur absolu' 

la mene en tout ?oint et que son signe soit celui du coefficient corraspon- 

dant.Pour les quatre ordonnées retenues en enverLure on a: 
A 1 A 

4 
* to) = L L ' ~ ) + k T C \ b i O \  = +1*,8ê 

2 =i 

4 = u l - i ) + r t  la;.\ = :(4) i 3 h ~ g  
i 9 

La mgthode des coefficients indéterminés pour ces ordonnoes en y est numgri- 

quement assez instable car les erreurs sont fortement aqlifiées en valeur 

absolue .On lui préfère la méthode mixte suivznte. 

Au lieu d'insoser que ltapjroximatioc soit exacte 2our un aolynt3ae 

trigonométrique de degrS le plus dlevé poesible,on se limite à un 2olynÔne 

de degré moindrejet le degré de liberté,ainsi laissé dans le choix des coef- 

ficient s, sert à minimiser f lai..\ .LVexac t i tude de la fonctionnelle approxirnan- 
3 =O 

te pour des polyn8mes trigonométriques de certains degrés se trûduit par de: 

relations linéaires entre les coefficients de cette ap>roximante.Le problè- 

me général avec un nombre k de prises de pressions en envergure s'exprime: 
~ f - \ k i n \  

Ca Q. O 
y fi e+ m k-4 

avec )kit*\ = ,, , ( 0 1 ~ )  
i=\ 

En posant fi;= 61 -6: avec 4'; fi: non négatifs,on se ramène à un programnie 

linéaire (b*) .Dans notre cas où k =4 on a choisi ~ - , a  .En substituant les 
coefficients dans la fonction crit$re,le 9roblème revient à minimiser une 

fonction convexe d'une variable linéaire par morceaux.Puisque l'on sait que 

toute solution optimale d'un tel problème appartient à une facette minimaie 

le minimum à tout n corres2ond à un point anguleux,(intersection de deux 

segments de droite).Tout calcul fait,on obtient cette fois: 
* 

u [O) r ~ ( 0 )  C 2,4Sé 

:'ci) =Ù(L) +3,YkL 

Notons à titre indicatif que si l'on pose m=O,clest à dire que l'on imposa 

aix coefficients O;, d'être seulement exacts pour rc = c i  1 kr 1-1 lb.1 =i 

et de plus A,, = h W =  A,, = r .zs 

L'inconvénient majeur de cette méthode provient de lta?3artenance 

de la solution optimale k une facette niniaale.En particulier pour l'exem- 

ple traitd,(m= 2, &=1* ) les coefficients affectés au second point de mesu- 

re en envergure sont toujours nuls.C'est à dire que cette mesure,théorique- 

ment peu significative il f a u t  en convenir,ntintervient pas dans le calcul. 

Ce résultat est inacceptable pour des mesures entachées d'une trop grande 

erreur,Inversement,siYon souhaite diminuer le nombre de points de mesüre, 

on >eut éliminer cette ligne. 

Pour achever cette étude de la décomposition de Foürier,signalons 

.in procédb assez séduisant emorunt6 au chapitre des splines (4~9 .Les va- 
leurs en envergure sont apgroximées ?ar un polyn8ae trigonométrique d * un 



f a i b l e  degr6 2 t  on n i n i ~ i n i s e  l ' 4 c a r t  e n t r e  l e s  v a l r u r s  n e s u r é e s  e t  c e l l e s  

2e ce  yolyn8me que l ' e n  d s s i r e  l a  g l u s  r R e l i e r  pcss ib la .2+i  f r e s r g s e n t e  

S ' ana logue  discret  q u i  est d i r î c t e n e n t  e x p l o i t a b l e  r î v i e n t  à minimise; 

g s u r  an r é seau  f i n i ;  

La f o n c t i o n  f d e f i n i e  311- (an ensemble bornS ,con t inu  ou d i s c r s t , , i e  

d57relonpe en s é r i e  0 1 1  en  s x r i e  d i s c r è t e  ce  r ' o u r i e r , a i n s i  l u e  13. f o n c t i o n  

l i s s a n t e  e t  re&ul i&re g .La min imi sa t i on  ? o ~ G e  r e v i e n t  ? a r  c e t t e  a r a l y s e  

s u r  l e s  harmoniquas à d i v i s a r  l e  c o e f f i c i e n t  de rang  j ds f 2 ô r  l e  f a c t e d r  

+ ( t 6 )  .Les h ~ r n o n i q u e s  à h a u t e  f requence  son t  cons idh rab l enen t  

a t t é n u é s  ce  qu i  c o n s t i t u e  rn f i l t r e  n ~ m ~ r i q u e . ? o ~ ~ r  l e  choix  de on peu t  

s f i n s s i r e r  de l a  f rdqxence cle coupure d t r n e  cascade de t e l s  f i 1 t r e s ; ç i  on 
i èae  i n t r o a ~ ~ i t  dans  l a  f o n c t i o n n e l l e  à n i n i m i s e r  Xn s t  l a  dSrivge n- al1 

l i e u  de e t  l a  de r iv4e  p r - . r n i & r ~ , l o s  hctrnioniqurs i e  rzng i n f e r i e l l r  à XZmd 

r e s t a n t  incheng4s  tandis que l e s  a u t r e s  s ' a n n u l e n t  l o r s q u e  n  t end  v e r s  

1' i n f i n i .  

L f a y ? l i c a t i o n  a e s  dellx p remiers  schémas de déconpos i t i on  de  Z o u r i e r  

indiclisent d e s  v a r i a t i o n s  de c o r r e c t i o n s  av incLdence  en envergclrs s ~ p é r i e u r z  

9 l e u r  v a l e u r  moyenne.Ce phhnomène non s i g n i f i c a t i f  g r o v i e n t  Cie l a  d i s - e r -  

s i o n  d e s  mesures e t  de sa p ropaga t i on  dans  c e s  a n a l y s ~ s  de  i?ol l r ier .L1inté-  

r ê t  du l i s s a g e  Gronosé s u r v i e n t  de l a  l i b e r t s  l a n s  l e  cho ix  de qu i  99r- 

n e t  d ' amor t i r  l a  v a r i a t i o n  en e n v e r g w e  j ~ s p ' à  ce  q u v ^ l l e  se  j i ixtapose 
aux p r j v i s i o n s  t h é o r i ~ ~ ~ e s . { n  e f f e t , l l o s c i l l a t i o n  r s l a t i v e  d e s  v i t e s s e s  ver-  

t , i c a l e s  a u t o u r  de  l e u r  v a l e u r  moyenne e s t  ?r4vis i701e p a r  ~ d r e  m6fhode du 

t - ~ n -  i ~ a g e . 1 4 ~ i s  cv ?rocéd6 n v 2 s t  pas enco r s  o75 rc t i onne l .  

c)  L i ~ : z z ~ e  donnseq 

2 2 ~ s  le q r d r e  11 i i l5e,  1, a n s e q j l e  52s  m-esurrs alx y u r o l s  ~ s t  zucce=iibl-  

d t $ t r r  l i ssh  ccaa r  il 3st f z i t  2-u Czls2sn ( i d )  . I l u u i ? d r u  zrgl~entr 3 i ~ ~ r : -  

: l i t s n t  ce ~ r 3 ~ S d , 5  b i e n  ~3 s e u l  18 : u r c ro i t  d v  travzil j u s t i f i e  son ebznzor 

- Las qesurer  p-3 s o n t  p 2 ~ ;  en t achse s  : ' 2 r r s ~ r ~  a l ~ c i t o i r s s ; f ? l l 2 r  ~ ' J b i -  

- sen t  &es 3$ca l ages  t e z p o r e l s  ;Zr b l o c  i!e ùo.rz? vz ieurs  Û l e  x ~ x  Z r é q ~ r n c e s  

b z s c r ~  jans l a  s o u f f l e r i e .  
- P i n t G g r a t i o n  $xScute d 4 j 3  ;n c s r t - i n  l i r e z g e  2 ~ i  pellt s7;I^:'ir2 

3 c 7 ~ r  la ~ r 4 c i s i o n  a c t u e l l e a v n t  a c c e ~ u i b l n .  
- an deho r s  de s  s p l i n r ç  d 9 ô j ~ s t e m e n t  3 2  drs  p ~ l J n 8 ' 3 ~ ~  I ' l ~ t 5 r ? @ ? a -  

i i û n ,  13 lisregs e l i g -  -211 modo15 n a t h c 5 m a t i q ~ ?  q a  int3ri8r- s.lr l e  r 6 5  1 1 k : -  
1 .  

U Z ~  z S t h 0 C 3  S'J t y ~ e  z o i n 2 r r  C a r r e s  3 5 t 5  39- t renr i rq  o t  a>zndonr,?a, 

c a r  e l l e  Le r3tUache 5 12 a 6 t h o d e  nuzSrique o t  ellr s e r a i t  t ro ;  v ~ l ~ s l n c u -  
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ze.11 S t a i t  à- c e t  e f f e t  p r 6 n  ln5  méthodr GL* type  Uûckward.3ans -me  p r ~ a i ' 2 r s  
- - - , ., 

<tane , r i - . i l a i r~  5 c e l l e  a z j z  -aentionn:a ( ~ c ~ ) , l e s  i a t e n ç i t 5 s  22s  s ingu l a r i t 5 : :  

r S 2 s r t i e a  z ~ i r  li c ~ n t o u r  i n a ~ ?  .i3 l a  earfzlc2 is ccn t r i j l e  scrAt ~ 5 ~ s t L e s  ; c l r  

r e s ~ e c t e r  21-1 xieux  12s c o n i i t i o c s  ::ix l i 2 i t e ~  z o v l r 4 ~ s . J û r u  l r  cadre  5s C S  

cale-11 a2pz ru ra i s aen t  a u s i i  l e s  c o r r S l a t i n n s  s n t r e  l a s  q c c l r e s  2 t  cnaqur 

s ingu lc i ' i  t é .  Sans  ï n e  seconde 6 tape  , l e s  u i n g l l a r i  t S s  non s i g n i f i c a t i v e s  

( c o r r S l a t i o n  t r o p  f a i b l e  ) s t  l e s  mesures e r ronndSs  (?  2 1 ~ s  à r  n  i c z r t - t y p r  

6e  l t ap? rox in i an t r )  son t  s u p ? r i m S a s a n s  n é c e s s i t e r  l u  r s i n v e r z i o n  d 'une 

n3 t r i c e .Se  l i s z z g e  de v z l e u r s  ~ ' r o c t i k r e u  s t e x t r a p o l z  5 l ' i n f i n i  ce  q u i  sus-  

gr ime l t i n s c n v 4 n i e n $  de i a  lon&lredr l i 9 i t G e  de vu ine ;de  ,l~;,il p e r n e t  6'0:- 

t i m i s e r  12 rlothode n u a é r i q ~ e  i n  n o d i f i a n t  I d e  ~ i n g g l a r i  t é s  images,  de sor t , ?  

q l t u n  nomore n i n i z a i  d ' e n t r e  e l l e s  possède un c o r f f i c i r n t  

g l o b a l  àe  pondéra t ion  naxixum.Çes v a l e u r s  l i s s 6 e s  s o n t  e n s u i t e  e x s l o i t 6 e s  

3 2 r  l a  n4thocie in t5gra le .Vegendant  l a  eomne d i r v c t e  d r s  v i t e s s e s  i n d u i t e s  

p a r  l e s  s i n g u l a r i t é s  a j u c t g e s  f o u r n i t  l e s  a ê n e s  v a l e u r s  que l a  mothoue 2r6- 

cédznte .2n d2hors  de con i n t 4 r ê t  p ropre  5 l a  ~ é t h o d e  numér icpe ,ce t t?  é t u ù e  

se r e s t r e i n t  a i n s i  2i une v é r i f i c a t i o n  tnSor ique .3 t  c e c i  j l ~ s t i f i e  un  gel^ 

n i e u x  son abândon. 

I) C o e f f i c i e n t s  ~ 2 e  precz ion  a e s u r l s  

i u r  l e  r e l e v é  de  c o e f f i c i e n t  de L r e s s i o n  e p y a r a i t  de s  d i s c o n t ï n a i t é s  

r e2Srées  p a r  a r s  t r a i t s  v e r t i c a u x  (+a .Ce l les -c i  p rov iennent  5e l l r x i s t ? n -  

ce  c?e f l a c t u a t i o n s  de s r e s s i o n  à basse  f rSquence(-glf j )  .Car l a  ? r ? s s r o n  

r e p è r ?  Q t a n t  noyennée rdr üz t eape  p l ~ c  l o n g , l e  n iveaa  du c o e f f i c i s n t  da 

s r e s s i o r ,  s u r  do71ze p r i s l s  r o n s é c i ~ t i v e ç  r t ca; t<es  c juzsi - ins tantan ir,,.nt dS- 

pend r s e n t i e l l e n e n t  -le i 9 i n s t a n t  auquel  s r e f f 2 c t u e  c e t t e  aevure.Ces dScala-  

g s s  rendsn t  d o l i c a t e  l g a p ù l i c a t i o n  de l a  a é t h o c s .  

h l a  l i a i  t u , i t i r i t S g r a t i o r i  qu i  f o u r n i t  l e  i,I~tch, r e v i 2 n t  à zoyericer i a  

. i l s ?o r s ion  t e a j o r 5 i l e  s x r  )ln erisexble da b l o c r  d? douze vali.urs.Ce>cniar,t  

l t i . ~ ? o r t a n c e  -il n~m'cre de  n~c-i~rss x a i n t r e n t  1 û  y r 6 c i s i o n  .?J  ch 2 in ~ i v s 5 ~ J .  

s ccep  t a b l l .  
L=.s v S r i t a b l e s  3 i f f i c l r i t 4 ç  s u r g i s s v n t  Tour l P a n a l y s s  ha rnon iy i2  e t  1 2 %  

, j j t , ? r ~ i n j t l ~ n  de 1 i ~ ( = i ( i e f i c c  .dn ~ ' c d q p  t3mpor31 5 i f ÎSr3r? t  3 n t r r  12s ParCl 

; luut? e t  ' razse ue t r a r l u i t  un3 f o r t e  c s r r z c t i c n  3' incidenu?.dn o i i t r? ,  

l e s  c o + f f i c i e n t s  d~ pon5Qr2*ticn r h f j r p n c é s  3 1 9 ~ ~ n r t  s cc sn tuvn t  I ' l r - f l - ~ ~ f i ~ z  
. , lez ~ r s ~ ~ e r ~ ~  nesure?  ( s n  z) l;i n a 7  le d i s c r 6 t i r z t i c n  9 ~ t  *12li:ll,et O'! 

.2-2111211eIlt J ?  i X  ' 3 l C 7 : r > ç  9 n v e r ~ r r ~  :zcnt e f fec t i l$sc ,13 ;  d.sca14,iaL; - ~ i f f 4 : , p i l $  

?n  snv?r,olrs  j c l n t s  à la f ~ i b l r  str.bi1it.T nlni9riqire r r n d e c t  l l , L a l y ~ e  ?r? 



e r v e r g u r e  2robl-:naticpe.Zt l t 4 t - d e  e n t r e ~ r i ~ e  ;?st 239-1t.i>9 13 son ? l é n e n t  ;r 

- p r e  zux Sc,o;~lenlc?nts t r i d i ~ r n t i o n n e l  S .  

L )  S C o p ~ t r i e  d?  la ve ine  

Ln ti43it de  c e t  S l z a e n t  priniorAia1,une m a l y s e  e in . i i t cnn6e  s u r  

p l u s i e u r s  e s s a i s  x c n t r e  q ~ ?  l e s  c c e f f i c i v n t s  de > re3s r ion  34?endent e s s e n t i e :  

- 1 a e n t  de l a  g 4 0 9 6 t r i e  de  la ve ine  e t  b i e n  lie 12  s i g z a t - ~ r e  (79 12 - n a q ~ s t -  

te .Leç aoyennes d e s  c o e f f i c i e n t s  de 9 r e z s i o n  5 l a  o a r c i  bacse  s u r  t r o i s  
= , C F  ,,.,ais v2ine vicie e t  a i l t a a t  an  prosence c e  12  inaq le t t e  M t  incliquent c e t t e  

~li?enciance v i s  9 v i s  de l a  ~4onStrie. : :on seil lsr lent  l e s  ~ r î d i s n t  s g1obeü;c 

-ie v i t e s s e s  son t  t r S s  v o i s i n s , a z i s  i e  2 1 ~ s  12s v a r i a t i o n u  ? o i n t  p a r  c o i a t  

son t  J a n s  l e  mVme s e c s  ( p \  . \ 3 )  . 
2)  SchEmztieat ion maquette 

La d i f f o r e n c e  e n t r e  l e s  2-  mesurés avec  e t  s a n s  ~ a q i e t t s  e s t  redevz- 

b l e  à l a  prhsence üa  cc l l e - c i .Xf in  d ' ép rouve r  sa s c h & m a t i s a t i o n , c e t t e  d i f f é -  

rence  e s t  coVnparQe c v l l r  ~ r o v e n ~ n t  de l a  m4thocie d e s  imagss en ve ine  &-Ji- 

dév (pi.ib .Le s i l l a g e  n ' e s t  ?as i n t r o d u i t  ce  q l i  e x ~ i i q ï ~ e  l a  à i f f 4 r e f i c r  de 

niveau ce  Cp à l a  s o r t i e  ue l a  ve ine .  

Four l ' e f f e t  po r t an t ,ma lg r$  une bonne concordance de n iveau  c,llelque 

s o i t  l l e n v e r g u r e , l e s  d i f f o r e n c e s  de C? e n t r e  19s p a r o i s  hau t e  e t  b a ~ c e  

s o n t  16gSrement t r o o  f o r t e s  l ' amont  t a n d i s  q u ' à  l ' a v a l  l a  tendance s ' i n v e i  

-se. 

L a  s ch4ma t i s a t i on  de l ' e f f e t  de volume pa r  l n  s i a n l o  j o l b l e t  e s t  

geu sa t i s fa i san te .Seu1  l ' e f i ' a t  d e s  p a r o i s  ve r t i ca . l r s , e f f sc t ivement  c a l c : ~ 1 5 ,  

e s t  i c i  représent4.Lfintervention d e s  p a r o i s  n o r i z o n t a l e s  1 2  n u l t i g l i e  

théoriq1~emer.t p a r  un f a c t e u r  proche de 2 , S . A  l ' e -ni lacement  de 1 2  x a q ~ l e t  t e ,  

l e s  s u r v i t e s s e s  s o n t  t r o p  f o r t e s  t a n d i s  q d ' i  l ' a v a l  ' 2 t  ? l '  anont  zp f i â r a i t  

m e  dScGl5rat ion ?eu s i g n i f i c a t i v e . I I  s e a b l e r a i t  souha i tab12  U s a f f i n e r  c v t t r  

r a g r $ s e n t a t i o n  d ?  17e;Zet ;a volume e t  de d é f i n i r  au rn ï - ?~x  l ' i n t s ? n c i t 8  de 

ce s  s i ? i ~ u l ~ r i t S e .  - -CI  

4) adto-converr;ence 3-1 lgach 

Le  blach ? r i s  poirr r4 fSrence  e s t  c e l u i  au cer i t re  a e  l a  v e i n e . C r t t e  

v a l e u r  s ' o b t i e n t  i t é r a t i v e n e n t  (!.69)de s o r t e  q l e  iz c o r r s c t i o n  co?i?lSnectai-  

r uXL[c,op) c21culSe à ;?art ir  d a  ce  L a c h  r l ~ è r e  s o i t  n ~ l l r . J ' a ~ r & s  l e s  p r6v i -  . 
 ions t n & o r i q u e s , l z  convergence de ce  prl3cessgs i t d r  a t i f  d e - r r a i t  8 t r e  rs? i l l  

e t  n ê ~ v  ivx14diate en i n c o r n p r e s s i 3 l e . ~ n  f a i t , c i n q  i t s r u t i o n s  a c s l r ~ n t  % 
- 't 

,,=J'L 2rc;cir;ion lie l ' o r d r e  de I C  s u r  1 9  i.izc*l (?\.15) . d i n  113 t e s t a r  ce ' , '  

conv ,?~ te ; , ce ,on  2 intro211it  d e r  de rGf4roncî  i n l  Liu I:C v s r i z r ~ t  de  C .a 5 
A 

-i, 

C.6. J&ne tous  l e s  cas ,on r s t r o u v e  l e  meme Mach 'x I C  ~ r + ç  en c i n q  i t 6 r 2 -  

ti@np.Cn ?n c o n c ï l t  q i . ~  10s c o i n s  a i - o r t s s  :a. 13, t i . $ f i n i t i o n  ? r 4 c i s e  li 12 

: > r i s +  de - r e s s i c a  tir r é f 4 r e n c e  zont 65s ists  , c ~ r  -,:el$,15 5 0 i t  ~3 c ~ I I ) ~ ) :  t d ? ' - ~  

vd i e  l r  l n i t i k i e ,  an  r e + . r ~ ~ . ~ i r î  t o  1 jo,irc: la 7 1 4 ~ ~  ~213, , . r .L~ ..i:tht,,?e est. r 5 e l l o -  



ment alttc>-ccny~ergente. 

L ' 3331jce  ui~Sori-fi;e' p. !O)  >ç)z t<r i "  1r2 'I q5tts + x ~ l o l t i l t i 3 n  l - i n t r ~  y'2' 

ilv.izr,t c o q ? r e s c i e l ? , l l  ? ç t  ~ ~ ~ f ~ r ~ b 1 e  : I  ;a i r i :_ t . r  i? .,:ch '1 .=:lsc i? it4r-i 

l- Lion ,ncn  - ? r c  i 3:rti~ c - IY (4- $) i+~in : i r i7x t  6 i ~ r  C ?  : i . ~ i  r 

4 - c  -' ; r i -~~i  12 î;cteiir :e s i r - r s l z n r t i c n  (-1.r p... fi=.$) q ~ i  2 5 c r c i t  -.r:cnrnticn- 

nellerir:lti 2vzc 1. nu-.Qro 6 ' i i S r a t i c n . V r s  c o e f f i r i e n t s  accoLèrsnt  l a  convyr- 

r î n c e  e t  2 s r ~ e t t r n t  de se l i ~ l t z r  5 5 e ~ x  i t S r a t ~ c n u  i r  ~ c i c z ( ~ \ .  16 ) . " 
31 k j t r 3 ~  r ' s ~ ~ l t ~ t s  

L' i n t r r p r 4 t r t t i o n  grap'niql?? ;es n ~ ) ~ ~ i r ( ? s (  c*, = Ç ( 1 - i l  ) IIOL?.TC~ t 13. 

ccur'o3 Ca (H) 2 'Lnr ?.;rtzncs iocnCs (p i .  IV ) .LCS r t s u l t a t  s son; I r c c n r r  ~e ceu.: 

ob tenus  r n  v e i n l  r b ? - ~ t S 3  exeaqte  i r  c o r r e c t i o n s  d'apr;~ l e ü r  granle  t a i l l u .  

Lie rrigrne,  es c o r r e c t i o n s  PT; €,(,A) son t  dncouragezntev (f i . ia). 

La d i Î f 6 r e n c e  ~ s c e n t i s l l e  e n t r e  l a  .i-thodr c l z z s i c u 2  e t  c e l l e - c i  

2 r o v i e n t  a u s s i  b i 5 n  I z  i k c h  q ~ e  l ' l c c i d e n c e  (de i2 correctioz?. v r i n e  v i 5 3  

( p \ . i $ )  . 2 0 i r  le .;.lach c e c i  e z t  c o n f o r i s  > l ' i n t z r v e n t i o n  cir l a  g5omc2trir de L r  

veine.Cependant , lu  d d t e r ~ i o z t i o n  de l a  r 4 fS renc r  d ' inci2sn.c-  r e s t ?  l e  s o l n t  

c r u c i z i .  Sinon,les deux m6 tho(1rs s e  recoupent  b i3n.  



CONCLUSION 

Au lieu d'une détermination théorique fondSe sur des conditions aux 

limites peu réalistes et sur l'estimation du coefficient de porosité par 
de multiples essais préliminaires(69),les méthodes intégrales ici présen 

-tées se fondent sur desvaleurs mesurées.Sulvant le procédé adopté,les 
mesures de pressions pariétales suscitent l'adaptation immédiate ou la 

détermination des perturbations provoquées par la présence des parois. 

Aux notions de calculs itératifs d'écoulements virtuels extérieurs et 
de combinaison entre Les composantes de vitesses des champs internes et 

externes, succéde désormais 1 ' 0  ptimisation du facteur de relaxation pour 
adapter inunediatement les parois.La réalisation de lames flexibles défor- 
mées de façon optimale semble être le mode opératoire le plus approprié 
pour assurer 1'adaptation.En outre pour une veine en voie d'adaptation 

,la connaissance des effets résiduels d1aprés les mêmes mesures permet 
de juger de l'opportunité de les réduire en améliorant la forme des parois 

.En veine rectangulaire la simple adaptation des parois horizontales di- 
minue notablement le blocage de volume et de sillage ainsi que les gra- 
dients 1ongitudinaux.Le perfectionnement immédiat consiste à suradapter 
les parois déformables pour compenser l'effet des autres et plus spéci- 

alement pour annuler la courbure du champ. 

Cet ensemble de résultats et indications slintégre sous le titre gé-C. 
néral de méthodes intégrales.Le principe de l'adaptation immédiate et de 
corrections résiduelles basées sur les mesures pariétales s'introduit na- 

turellement par la double mesure sur une surface de contrÔle.Elle procure 
directement le facteur de relaxation optimwn.Hormis ses extensions cette 

étude théorique fournit les vitesses induites draprés soit la modélisa- 

tion de la maquette et les pressions pariétales,soit la connaissance de 5s 

deux composantes de vitesses.D1ailleurs les intensités des sinçularités 

représentatives du modéle se déduisent des ~ouidkls i~as  FranZkèms SUE ia 
surface de contrÔle.La précision des mesures loin du modéle fait préco- 
niser le premier schéma bien que la géométrie de la veine intervient ri- 

gouresewnent dans le second par ses pentes locales.L1approfondissenent 
de la méthode bidimensionnelle permet d'élucider les problémes occasion- 

nés par la référence d'incidence et la longueur limitée de la veine.Les 
précisions ou les modifications adéquates de formulation sur ces sujets 

mériteraient une exploration systématique pour accéder à de meilleurs ré- 

sultats.Malgr6 ces imperfections de principe,la méthode d'origine est 
cohérente et rigoureuse sous les hypothéses classiques de fluide parfait 

et faiblement compressible,dlécoulement permanent et isentropique.En par- 
ticulier l'introduction dlun Mach initial nettement faussé n'empéche pas 

de toujours restituer le même Mach pris comme repère.En écoulement com- 

pressible un coefficient théorique de sur-relaxation accélère l1auto-cnn- 
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vergence du Mach.Ceci rend surranné le soin apporté au choix de la pres- 

sion de réfCrence.D~ailleurs le fait de moyenner de façon pondérée de nom 
breuses mesures pour définir ce Mach laissait présager une telle conclu- 

sion.les généralisations tridimensionnelles prosentent qualitativement lez 

mêmes résultats.Le cas de la veine rectangulaire à parois verticales plei 
-nes se raméne à une série de problémes bidimensionnels par décomposition 

en harmoniques.Pour une veine circulaire ou de forme cylindrique quelcon- 

que il serait toutefois indispensable d'effectuer les mesures sur toutes 
les parois.L1extension esquissée pour les écoulements faiblement compres 

-sibles et basée sur l'équation aux petites perturbations fait apparaître 
le terme "constantn qui est le résultat antérieur et le premier terme de 

la solution développée en puissance de P12.~n écoulement supersonique les 
caractéristiques concernant les effets de parois sont nettement plus struc 
-turées.TanP que le modéle reste assez petit,ils sont nuls.Sinon la fokme 

des parois pleines et adaptées slideniifie à celle du profil décalé drune 

demi-hauteur de veine en x,tandis que celles poreuses devraient posséder 
un coefficient de porosité égal à celui de compressibilité.~ependant les 
corrections en supersonique demeurent hypothétiques car en supplément des 

hvoothéses classiques,le champ de vitesses est supposé continu ce qui ex- 

clut le3 ondes de choc par exemple. 

L'application dans une veine de géométrie voisine du rectangle à pa- 

rois verticales pleines dévoile d'autresavantages et les principaux incon 
-vénients de cette méthode.La petitesse des vitesses résiduelles aux pa- 

rois reporte actuellement les difficultés sur ltexpérimentateur.Le fil- 

trage des mesures et l'élimination éventuelle de basses fréquences de- 

vraient fournir des résultats meilleurs que ceux déja comparables aux mé 

-thodes classiqueS.De plus la méthode intégre en partie la géométrie ré- 

elle de la veine,siége d'effets visqueux.Et par l'analyse des mesures,la 
schématisation de la maqpette est éprouvée. 3 I I  S 

En dépit des résultats ici établis de nombreuses questiongrestent 
13 

~rtera.11 serait intéressant de se consacrer à l'optimisation de la métho 
-de numérique classique ou basée sur les mesures pariétales enfinspirant 

éventuellement des idées émises.Les remarques avancées pour la résolution 
analytique méritent d'être poursuivies en particulier lorsque la veine est 
rectangulaire et en généralisant les conditions d'application par lternploi 

systématique des transformées de Laplace.Hormis les problémes de mise en 

oeuvre,la prise en compte de la longueur limitée de la veine en bi et tri- 
dimensionnel demande un développement des calculs proposés.Les probl: n m e ~  
de la référence d'incidence et de corrections veine vide sont toujours pri 

-mordiaux bien que théoriquement résolus.Le schéma de la démonstration re-- 

lative à la double mesure n'a pas encore abouti en tridimensionnel.Pour 
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l'étude des écoulements instationnaires et en fluide compressible,il ses 
raitsouhaitable d'apporter quelque argwnents complémentaires quaEt à leur 

validité et d'aborder les qu-estions posées par la mise en oeuvre numérigu 

Aussi bien pour les méthodes classiques que les autres cet ex~osé se 
situe en général à un niveau théorique tandis que leurs performances dé- 
pendent surtout de leur mise en oeuvre.Toutefois cette étude se limite à 

la détermination des vitesses induites par les parois,sous llhypothése 

permanente de respect exclusif des conditions aux parois.0r les progrés 
accessibles en introduisant les conditions locales,par exemple avec la 

methode des singularités,pourraient être plus conséquents que ceux qui 

compléteraient la théorie ici exposée.Quant aux interprétations de ces 

perturbations existantes lorsque les parois ne sont pas adaptées,elle r L > -  

te le point crucial d'un vaste probléme peu formalisé et mal posé. 
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RNNEXE A PERTURATIDNI DUES AUX 

Par dérivation de leur potentiel tridimentionnel connu,on a en variables 

réduites par rapport à la demi-largeur de vgine b: 

Source Doublet 

Ces valeurs se tabulent au facteur multiplicatif près 
u,2 

OU ~ . r r ~ * & ~  2 i ~ k b  

Pour chaque valeur de x/$ où 1 'on desire connaltre les survi tassas, i l  suffit 

d'interpoler dans cette table. 

Sewent tourbillonnaire attaché 

A 3 D'après la loi de aiot et Szvart (6ü )  

wd, = !u = 1 i - d  
Ain 4x2* f+b14 ) *  

.S. 

Puisque: 

" a  = / V I  .;,a = i" + 
On en déduit: 

29 Tourbillons marginaux 



y P o t e n t i e l  

L ' i n t é g r a t i o n  a i r e c t e  de c e s  dé r ivées  p a r t i e l l e s  procure l e  p o t e n t i e l  du 

f e r  à cheval  d g  envergure S.Pour Zi p e t i t , o n  re t rouve  dans un développement 

l i m i t é  au premier o r d r e  l e  p o t e n t i e l  a i s r o c h é  qui  e s t  u t i l i s é  dans l a  métho- 

de ana ly t ique .  

I;J Effet des  p a r o i s  l a t é r a l e s  

Cet e f f e t  provient  p a r  l a  méthode d e s  images de l a  somme a e s  s i n g u l a r i t é s  

image par  rapport  aux p a r o i s  1a té ra l e s .Le  changement de y en  y - zn dans l e s  

express ions  précédentes  f o u r n i t  l a s  s i n g u l a r i t é s  décalées .  

f 

L - 

- 7 0  

La c o r r e c t i o n  de moment de tangage dépend a u s s i  d e  l a  v a r i a t i o n  de TTz-) sui 
t 

-vant Ox, 
- d Ü 3 ~ '  3 Y L E 1  -- C L  + i - 2 % - 6  - - = -  

J= 3 3 L X ~  vw - v v  
-7% * O  



I I I )  2YGLbS SIMGULIEdES POU3 C3 TCURBILLCN -- 
O Pr inc ipe  

Les s é r i e s  exprimées ci-dessus pour l e  t o u r b i l l o n  en f e r  à cheval sont  

s o i t  d ive rgen tes  s o i t  sous forme de d i f f é r e n c e s  de v a l e u r s  vo i s inas . l e  seg- 

nent  por t eu r  ind icé  pa r  n  provoque pa? exemple l a  v i t e s s e  v e r t i c a l e :  

Lorsque n  c r o f t  i n d e f i n i m e n t , c o ~ 0 ~  e t  cosQ, s 'approchent de l a  m8me 

façon de un t a n d i s  que l e u r  d i f f é r e n c e  tend uniformément v e r s  zéro.La sépa- 

t i o n  des  deux termes de l a  s é r i e  en somria ùa v a i e u r s  en cosLl, e t  cos0, 

f o u r n i t  deux s é r i e s  divergentes.'lTn c a l c u l  convenable n e c e s s i t e  de formuler 

analytiquement l a  va leu r  p r i n c i p a l e  de c e t t e  d i f f é rence  de s o r t e  que l a  li- 

mite du terme généra l  s o i t  effect ivement  n u l l e ,  

9 S e w e n t  t o u r b i l l o n n a i r e  

Posons: 

cLT '4x2 = - 
il a n h  L{R\$+A~))} n =i 

Bxprimons l a  va leur  p r i n c i p a l e  de A p a r  l ' i d e n t i t é  : 

I l  en ddcoule: a 

- 

A Y  2L 5 (2 )  = 4-2 + , m i - ' + , ' * - -  -2  + + - =  gr 9 Tourbi l lons marginaux 

De façon s i n i l a i r e  posons: 



?ar application de la même identité que grécadement il en découle: 

La série relative à est équivalente à pour le premier terme pro- a E' 
venant de h , t j )  tandis que le second est equivalent &'ln' ; Quant à la série de 
- ,elle est supirieure d'un ordre un soit en pour kQj 1 d f / n +  pour 4; (j)* * 

Bien que les semblent alambiqués,on retrouve presque toujours les manes 

groupes àe valrurs ce qui facilite la programrnation.Remarquons ainsi que les 

termes provenant de A, (7) et A, (7) peuvent s'exprimer analytiquement sous 
formes de fonctions trigonométriques.9n effet ce sont les seuls termas ne 

comprenant pas de puissances fractionnaires ce qui permet d'appliquer la mé- 

thode basée sur le théorème des résidus (25 p.115) 

IV) TGUi3BILLON A-VEC FLECHZ 

?,)r'ormulat ion Au livu d'un segment tourbillonnaire dirigS sui- 

vant ltenvergure,on schénatise l'effet portant par deux sebments tourbillon- 

naires avec fléche.Yn cas de déra9age il suffirait d'introduire des segments 

dtintensit6 différente et de les compl4ter par un doublet tourbillonnzire; 

Cependant on se contente de la configuration symétrique courante; 

La compressibilité s' interpré te comme une contraction d'échelle suivant 

Oy et Oz.11 s'ensuit les formules de rotation suivantes,en compressible: 



Zn reprenant le schéma de calcul précedent on a : 

Il en découle las expressions en variables rSduites par rapport àpb; 

Sauf x qui l'est avec 6 % .  

- 
Les survitesses du second segmant s'obtiennent en remplaçant7 en-y ; 

Contrairement au cas du segment rectiligne,llangle de fléche dépend de la 

compressibilité.Pour une fléche nulle les exsressions précédentes ne sont 

fonctions que de X/ls à un facteur ~ultiplicateur près en R ;Pour un tour- 

billon unitaire (facteur Cc" Qliininé),il eat alors possible de les tzbuler 
I+T\ 

en 7/p puis de les interpoler silivant la valeur de P .Pour un tourbillon 

en fldche la tabulation devrait se réaliser en et en (3 ;Actuellenent on 

se contente de confondre 8 et6 ce qui represente ün conpromis entre rzpi- 

dité de calcul et précision limitée par une erreur de formulation.5n incom- 

pressible cet inconvinient n'apparait pas car on calcule definitivement les 

coefficients de vitesse à l'emplacement des prises de pression.3emarquons àe 

plus que la symétrique en x disozrait avec lPangle de flSche ce qui double 

le volume de calcul. 

9 9égles singulières 
Sîlon le schéma décrit antjrieurenent: 



, ' 
où  et ü1 sont les vitesses à e j à  exprimées,engendr6es par les tourbil- a L' jE' 
lons marginaux. 

Par le même proceÛS on exprimerait (1) le darnier terme utile d"3_ 
dx 

. 



RNNEKE R 
Les coefficients de ponderation obtenus (p. Y3 ) sont difficiliment cal- 

culables directement.Cn se oropose dans un premier temps de aontrer com- 

aent on retrouve les fornules bidimensionnelles à rgfkrence conposèe pour 

l'harmonique de rang nul.?uis on donnera une expression sous fome de sé- 

rie de chacune de ces intégrales,en montrant comment définir la référence 

d'incidence. 

Il s'agit de calculer analytiquement les integrales suivantes: 

4 f io 
-a. 

On considére le contour dtintegra- 
-4 

dont les quatre recherchées se deduisent 
.<P 

02ap '' 

j ' 

A . 
\qE 

. - R 
- 

-F 

Ltabsence de singularité à ltinterieiir du contour donne d'a-rés le tn6orsrne 

dn majorant àe façon dlirnentaire (2) les intégrales SII: et on inontre 

tion ci-contre qui exclut les deux p$- 
;-i'- 
T F  * - r les siaples par les deux demi-cercles L-4 

que leur limites quand 3 tena vers l'infini est nulle. 

\ 

'I 

L 

-; t [p+ S) Kt?- .  -3%) 
'Puisque: e 

4 f 

a 
dont on fait tendre le rayon vers 26- 

ro.0n se propose de déterminer préala- 
L 

+>D 

Il en découle: - ;qZ  ut 
~ , ~ t + ; x l ~ J e  e A 

[ d +  CL 
%2kQ 

9 2- 
-> 

- Calcul de 
; 8 

i=,t Q = L = r e 

r - 3 blement les deux intégrales suivantes 



Oxï en conclut que: 

2) 3;CPIIYSSICii D3 1 ,, ET I,, 

Par application du résultat prscédent on en déduit al~ebriquement ( 1 ) :  

Cesont les coefficients de pondération bidimensionnel-avec la référence 

composée r , C - = = )  + u,~ (+=) = O  . 
Ces formules font partie du formulaire de rgférence ( ro, p.irr) 

- : p i  Y q  
3) CALCUL &if e 

%?&f cl P 

- ~remibre méthode: 
211e s'obtient directement en dérivant par rapport à le résultat du 

P ( k - i k )  
i K 4 - 9 

-> 
= 2 3  

9' O> 

-* 

- Deuxiéme méthode: 
Fieprenons le contour dessiné prScédemment; On montre que: 

On montre directement que l'origine n'est qu'un pale apgarent d'où ( = O  
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Par passage 3. la liaite de r,il en découle: - 

A> 

i~ \i+;r)\ ré.?'£ .*p Zr34 - 1 ~ 5  KQ 
2% + ;  [ e g 

f 4  , O - 0  + e - - - PL- ( 

La seconde intégrale a déjh été calculée Z),et par la même méthode que pré- 

cédemment; On montre que: 

D'où l'expression complète qui équivaut à celle d8jà obtenue: 

4) EXPTILSSIGN I l o  ET ILa: 
DJ aême qu'an 2) on obtient cette fois-çi I,,et I,,B partir du résultat 

ci-dessus: +P 

INTEGBATION Di2 Iih à Ikn 
Cas quatre intégrales sont des transformées de Fourier de fonctions rapi- 

dement décroissantes dont on ne cornait pas dfexpression analytique élémen- 

taire sauf pour n=O.Pour des valeurs de 3 importantes,les intégrants s o ~ t  

des fonctions rapidement oscillantes difficiles à intégrer ( f ) .  Cn se propose 

d'exprimer chacune de ces intégrales sous forme de série dont le terme gSnS- 

ral décroit exponentiellement ce qui pemet un calcul rapide. 

Dans le plan complexe,les pôles des intégrants sont simples et se situent 

Seule Izn posséde un autre p81e en z=C; Les focctions I,, 3. ILh sont paires en 

1 et on se contente d'étudier le cas où t70 
Pour 1 > 0 on a dans le plan complexe: 



On montre de façon BlSoentaire que J i j \  aécroit plus rapidement que toute 

- R 
\ 
t 9 / J'" "4 i, ,/TJ'~ 

LI1 

ouissance de pour 3 jlnO. et 6 * r + .Illes sont en particuliar sajoraes 
parl/d;ltintdgrale le long de (1) est nulle car l'ensenbla sur lequel cette 

sajoration n'a ?as lieu,est de mesure nulle et id y reste borné. 
Les intégrales IL, àIkR sont ainsi les soames des rasidus de Bjn 5 l'in- 

-*a 
I 

/ a v e c  
y. R ' -- 

-> 

4 

térieur du contour précédent. 

li ,y J-:] 42 

T)CALCUL iXJ L: 
-Par apylication du théorème des résidus à ce contour: 

Par application de la régle de 1' Hospital il en docoule: 

déduit : 

Th h a 1  

-3uisque z est généralement proche de RQ j 
c'est à dire que la maquette 

est voisine du milieu de la ,veine,translatons les axes. 

i'iotons que &,(\,O) =O;Cf  est àdire q~'au centre de la veine,le second terriie 

de l'intégrale est nul quelqqe soit f ; 

-Pour n=O on retrouve 
k 2. -%A 

k-t e.nqL& -,Ln%*) 
( e  - 4 x -  - QI 

&,=O 
J 

&=O 



Ces deux ternes sont des somes ce progression géométrique dont on aéduit 1 
it 

2." )  C&<UL 

Cette intégrale prgsentant un p81e en p=O,on introduit dans le contour 

précédent un demi-cercle ce rayon r entourant llorigine.Lorsque r tenu vers 

zero,llintégrale le long de cette deni-circonférence tend vers la aoitié du 

résidu en ce point.Ctest pourquoi on calcule le résidu à ltorigine,puis con- 

formément à la djmonstration précedente,les autres résidus à llintSrieur du 

contour choisi. 

-il& residu en q =O 

On en déduit: 
Q, V. -%&mm A ,  

RP. = 1-11 -$ .a 
.,,r Ra ( R. 

-Par translation des axes il en ddcoule: 
+-? 

Selon le schéma de calcul déjà dGcrit,on montre que l'on retrouve des 

résultats bidimensionnels avec la référence conposie.Pour parvenir à une 
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autre référenca dgincidence,il suffit de remarquer que tous les termes des 

séries J 3 ,  et J k n  sauf le premier tenaent vers zîro quand 5 cr8it ind6- 

finimenteAinsi il suffit de prendre deux fois le deni-résidu en p =C au lieu 

d'une pour choisir la référence d'incidence à l'infini amont.Invvrsernent en 

Sliminant ce résidu en p =O,on obtient la formule avec rdference à l'infini 
aval. 

36f érencv composée e, J 3 J \ , Z ) = o  
d o  

d6férence amont 

Suivant le meme schéma de calcul on transforme 1 3h  et I b h  en sSries. 

III) FtECAPITULATIF 

Les coefficients de pondération ne dépendent que de E/h .La sosition de 
la xaquette en hauteur est considérée comms uc paramètre.Zn variables rédui- 

tes on aboutit à l9 ensemble des résultats suivants: - - 
3r = r/BO\ t = t/b& 3 = k/Bk 



- Hemarquons qu'au cen t re  de l a  veine $=O on a: = a..= = 12% = O  
Lorsque l a  conf igura t ion  de l a  maquette e s t  symétrique par  r a j p o r t  à ]=se, 

il s u f f i t  de ne c o n s i d j r e r  que l e s  harmooiques de rang p a i r  (n= 2 m ) .  



ANNEXE C TRANSFORMEE BllRTERRLE bE LAPLR[E 
A maintes reprises les transforaées de Fourier suivant C X  sont utilisées 

gour ramener une équation aux dérivees partielles à une iquation differen- 

tielle ordinaire.Leurs hypothéses d'aiplication îtant difficilement varifiée 

on se propose d'introduire la transfornge de Laplace que l'on denomme "bila- 

téraleW.Car les risultats la concernant sont nombreux et rrndent son applica 

tion moins contraignante; Il opére sur des fonctions rSgulières,nulles pour 
4" x les valeurs de x négatives et bornées par e , où so est son indics de 

croissance (49 ) . 
1) FcRflULATION 

Posons: y = y* + y- 
avec Y'? = y pour et 

pou# r 

O pou* r * O  qcor ~ 4 0  

L'équation bidimensionnelle de Laplace devient: 

Soit la transformée de Laplace définie par: - 
r 

Ceci équivaut à définir: 

On obtient de façon Blementaire les transformations inverses et les trans- 

formées des à6rivées suivant GX: 
a+ ;,, 

.t avec a r6el supsrieur à l'indice de croissance de f ou f- 



I r )  R E ~ O L U T I G N  

Ces notations préliminaires Btant acquises,il suffit de résoudre les 

équations aux dériv8es partielles en (4' ou gr%ce à l'opérateur approprié 

Connaissant les conditions aux limites - ?[x, :~)  ,on en deduit t ; 
A 

11 en découle: 
A 

4 - 
iiéintroduisant ces valeurs dans ip' et y ,puis en sommant on trouve dans le 

des variables initiales: 
CL 4% 

A 4 4 4 

P* dy- ~ a -  ) Pz Q- ~ r > ~ l e - I f i > ~ J é < j + * ~ j ~ i t , ~ l ~ -  t t I c ) i f j d t  y =  - 
2 i m  P d i r 2 d P ' < J x  3 . i ~  p ~ 2 d Q  dx 

&Li=" 

Lorsque l'indice de croissance est nul,ctest à dire que les fonctions 

sont bornSes,cette exsression se réduit en posant q=ip à la relation biài- 

mensionnelle dojà établie: 



NOMENCLATURE DES PLANCHES 

-3locage de volume en fonction de h(hauteur/largeur de veine) 

-Blocage de volume en fonction de la porosité des parois horizontales 

-Blocage de sillage en fonction de la porosit4 des parois horizontales 

-Blocage de volurne en fonction de l'abscisse x 

-Portance en Îonction da l'abscisse 

-Portance en fonction de la porosité 

C C E F F I C I Z N T S  DE P O N D Z R A T I O N  

-Vitesses longitudinales I,, 
-Vitesses verticales I,, 
-Gradients de vitesses verticales I,, 

-Gradients de vitesses longitudinales Ikn 

$CHEZ-'IATI S A T I O N  MAQUETTE 

A U T O - C G N E B G E N C E  DU NACH 

-1tiration directe 

-Né thode accélerée 

CGUDE 3E T R A I N Z B  (Ca) EN FCTiCTION 9U MACH 

C C E F F I C I Y N T .  DY PORTANCE EN F O N C T I O N  DE L ' I N C I D E N C E  
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