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RESUME

La théorie générale des coques, élaborée depuis un siécle
par LOVE et KIRCHOFF, n'a pas connu un développement théorique important
dans la mesure ou la majorité des auteurs que nous connaissons (a4 part
NAGHDI) ont utilisé l'hypothése fondamentale de LOVE KIRCHOFF dans
leurs travaux, hypothése applicable uniquement au cas de coques minces.

Or le développement technologique actuel, et la présence des
moyens informaticues importants, nécessitent une évolution fondamentale
au niveau de la théorie des coques afin que cette théorie soit appli-
cable avec une marge de sécurité appréciable, aux cogques minces et
épaisses.

Dans la premiére partie de ce mémoire nous posons la base
d'une théorie générale de coques cylindriques, sans utiliser 1'hypo-
thése de LOVE-KIRCHOFF, l'é&laboration de cette théorie est effectuée
par linéarisation des équations de l'élasticité tridimensionnelle, cette
linéarisation nous permet en premier temps d'établir les expressions des
déplacements et des contraintes en un point quelcongque M de la coque,
considérée comme un solide tridimensionnel, en fonction des composants
uj du déplacement du point M, correspondant de sa surface moyenne,

et en deuxiéme temps nous établissons, sans aucune hypothése supplémen-
taire, les équations d'équilibre reliant les composants uj du

déplacement de la surface moyenne de la coque et leurs dérivées aux
charges extérieures ; ces équations sont selon le cas, celles de la
membrane, ou celles plus générales de la flexion.

La résolution de ces équations est faite d'une fagon explicite
en ce qui concerne la théorie de la membrane, par contre la résolution de
ces équations dans le cas de la flexion nécessite leur découplage par
approximations successives. Ceci nous conduit & proposer un systéme
de trois équations découplées dont la résolution peut se faire en
décomposant les déplacements et les charges extérieures en double série
trigonométrique, cette résolution nous permet de chiffrer 1°'écart entre
notre théorie et les théories classiques.

Dans la deuxiéme partie nous proposons, comme application
directe de notre théorie, une méthode de dimensionnement des appareils
& pression soumis & des actions locales (supports de différentes formes .
etc...) étant donné que l'approche classique basée sur les travaux de
ZICK (1951) est inapte & décrire correctement ce phénoméne.



La réalisation d'une expérience en vraie grandeur nous
permet la justification, d'une part de nos critiques 4 l'égard de
la méthode de ZICK qui sert de base & la version actuelle des codes

de construction des appareils & pression, et d'autre part de la
méthode que nous proposons pour dimensionner de tels appareils
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INTRODUCTION

Dans cette partie nous allons élaborer et résoudre une théorie
fondamentale des coques cylindriques, dont l'originalité réside dans sa
généralité dans la mesure ol & l'encontre des théories classiques, nous
n'avons pas appliqué 1'hypothése de LOVE KIRCHOFF, qui fait loi dans les
études des coques, €élaborées depuis le siécle dernier par la totalité des
auteurs gque nous connaissons,

Le premier chapitre constitue une étude approfondie de la
linéarisation des équations d'élasticité tridimensionnelle qul régissent
le probléme d'équilibre local des coques minces cylindriques, une
extension possible de cette théorie aux problémes des plaques, des
coques sphériques et des coques de géométrie quelconque fera l'objet
d "une étude similaire qui est en cours de publication.

La généralité de notre travalil trouve sa confirmation dans
le fait que partant des hypothéses non limitatives et justifiées
p hysiquement, nous développons par linéarisation les équations d'élas-
ticité tridimensionnelle, pour établir les expressions des déplacements,

des déformations et des contraintes en un point quelconque Jl¢ la coque

en fonctio des °placements du point correspondant de la surface moyen-
ne de cette . toque, et qu'a partir des équations générales d'équilibre
é tablies, nous otrouvons, selon les cas étudiés, la théorie de la

membrane et la théorie de la flexion des coques.

Ainsi notre travail ne se limite pas a établir l'expression des
déformations en un point quelconque de la coque comme l'on fait pour
certains cas particuliers de changements FRIEDRICHS (1949), REISSNER (1952)
NAGHDI (1957), et REISS (1960), ni a se limiter au cadre des théories
c lassiques basées sur 1l'hypothése de Love-Kirchoff, et dont les résultats

s ont comparables.

En effet la technique de linéarisation utilisée différe de
celle utilisée par REISSNER (1952), et par REISS (1960), par 1l'utili-
sation des échelles indépendantes pour les variables longitudinale ,
circonférentielle et radiale les expressions des déformations et des
contraintes trouvées colncident pour les deux premier ordres avec celles
des théories classiques, l'étude de l'ordre supérieur nous conduit a
é tablir les équations générales de la flexion de coque.



En effet l'hypothése fondamentale de Love-Kirchoff dans 1l'é&tude
classique des plaques et des coaques est similaire & celle de Bernoulli
pour la flexion des poutres, elle revient A supposer aqu'une ligne droite
normale d la surface movenne avant déformation reste droite et normale
a4 cette surface apros déformation, et de méme lonaueur qu'auvnaravant, ce
aui revient & dire que si les positions initiale et finale de la surface _
movenne sont connues, la position d'un point quelconocue de la coaque peut étre
déterminée, cette hypothése approrte donc une grande simplification car
elle permet d'exprimer les déplacements, les déformations et les contraintes
en un point guelconque de la coque d'une facon linéaire en fonction des
déplacements du point correspondant de la surface movenne, et de ramener

ainsi le probléme d'un cas tridimensionnel & un cas bidimensionnel.

Toutefois cette hypothése suppose aue les déformations et les
contraintes tangentielles & une surface normale a la surface movenne ainsi
que la contrainte normale & cette surface movenne sont négligeables, en effet
le fait de supposer gu'une fibre droite et normale & cette derniére conserve
la méme longueur implique que la contrainte normale correspondante et aue
les déformations dues aux autres contraintes princimales par le biais
du coefficient de Poisson soient négligeables, de méme le fait de supposer
que cette fibre reste droite implique aue les déformations dues aux contraintes
tangentielles et a leurs variations sont négligeables, dans ces conditions
les seules contraintes non nulles sont celles des directions longitudinale

i S i ag .
et circonférentielle (Ox, Oe, Xe)

Cependant les erreurs introduites par cette hvpothése sont souvent
négligeables pour les cogques dites minces, consitutées d'un matériau iso-
trope et homogéne et dont l'épaisseur est trés petite par rapport aux autres
dimensions géométriaues de la coqeet par rapport aux dimensions caracté-
ristigues des charges.

T'est ainsi que nous examinons dans le deuxiéme chapitre ces
théories classiaues afin de développer leur comparaison fondamentale avec
notre travail, en précisant l'esprit et la portée de chaaque théorie.

En effet ces théories donnent praticuement les mémes résultats,
car d'une fagon cénérale leurs auteurs étudient 1l'équilibre global d'une par-
‘tie de la cooue et leurs éguations sont similaires ainsi que les résultats
qu'elle donnent, leurs différences, en général négligeables, proviennent

surtout de la simplification de certains termes & des stades différents
du calcul notamment au stade de 1'évaluation des déformations.



Dans le troisiéme chapitre nous déveloprons une méthode générale
de séparation des inconnues pour aboutir 3 un svstéme de trois Amuations
découplées reliant respectivement la composante radiale de d¢éplacement
aux charges extérieures et les deux autres composantes v et w a u, ce
qui nous permet d'examiner les solutions analvtiques possibles, notamment
en développant le déplacement sous la forme d'une double série trigonomé-
trique. Les résultats du calcul effectué sur des exemples pratiaues nous
aident 3 chiffrer l'écart entre notre théorie et les théories existantes,
en particulier l'examen des ordres de grandeur des termes intervenant dans les
équations d'équilibre nous permet de définir le domaine de validité de
chaaue théorie et sa portée.

Enfin nous mentionnons les axes d'extension possible de notre
théorie, dans le domaine fondamental de linéarisation et dans les domaines
applicués de sa résolution numériqgue.
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CHAPITRE 1

THEORIE GENERALE
DES COQUES CYLINDRIQUES

1.1. - INTRODUCTION - GENERALITES

Les déformations d'une coque cylindrique en régime élastique
sont solutions exactes des équations de la théorie élastique tridimen-
sionnelle compatibles avec les conditions aux limites propres a chaque
probléme. Malheureusement, on ne peut, & l'heure actuelle, obtenir ces
solutions exactes.

Les théories classiques, appliquées aux coques minces,
fournissent une solution approchée au probléme précédent. Ces théories
reposent d'une part sur l'hypothése de LOVE-KIRCHOFF décrite précédem-
ment, et d'autre part sur la modification de l'expression des déforma-
tions, obtenue en tenant compte de la courbure locale de la coque.

Il en résulte une gamme étendue de théories dites "de coques minces"
proposées par les différents auteurs (5), (7), (19), (20) dont les
solutions sont peu différentes, parce que toujours basées sur 1'hypothése
de LOVE-KIRCHOFF.

Pour tenter d'élaborer une théorie générale, valable pour les
coques minces et épaisses, nous procédons d'abord & une linéarisation
particuiliére des égquations d'élasticité tridimensionnelle. Ceci nous
permettra 4d'établir les expressions des déplacements, déformations et
contraintes en un point quelconque de la coque, en fonction des déplace-
ments du point correspondant de la surface moyenne de la coque, le
probléme initial sera ainsi ramené & un probléme bidimensionnel.



1.2. -

La technique de linéarisation proposée nous conduit &
distinguer trois intervalles d'approximation, les résultats corres-—
pondant aux deux premiers intervalles s'identifiant aux résultats
classiques pour les contraintes et les déformations longitudinales
et circonférentielles, ils définisscnt en outre les valeurs admissibles
pour les contraintes et déformations radiales non accessibles aux
théories classiques. Les résultats correspondant au troisiéme intervalle
apportent des corrections non linéaires aux résultats précédents.

Une fois que nous avons établi l'expression des contraintes,
déplacements et déformations en un point quelconque M en fonction
des déplacements du point correspondant Mo de la surface moyenne,
nous intégrons selon l'épaisseur les é€quations locales d'équilibre pour
établir les €quations différentielles dont la solution donne les compo-
sants du déplacement du moint Mo de la surface moyenne, cette démarche
nous permet d'élaborer la solution générale du probléme dans le cas de
la théorie de la membrane, sans émettre aucune hypothése supplémentaire,
et de déduire des équations générales pour la théorie de flexion des
coques dont la simplification nous conduit & la théorie classique établie
par LOVE, TIMESHENKO, DONNELL, FLUGGE, etc ....

COQUE CYLINDRIQUE DE REVOLUTION : ASPECT GEOMETRIQUE ET NOTATIONS

Dans un systcéme de coordonnées cylindriques (0 , x, R), nous
prenons pour surface moyenne de la coque, la surface d'équation r = R,
dans laquelle R désigne le rayon moyen de la coque. Cette surface est
limitée par les plans x = 0 et x = L, L représentant la longueur de
la coque. Celle-ci est constituée de l'ensemble des points M (68 , x, r)
tels que :

r =R+ 2 avec z € [}h, +@] R
h désignant la demi-épaisseur de la coque. Figure (1.1.)

Nous repérons les déformations et les contraintes en un point
M (8 , x, r) quelconque dans un systéme d'axe local (el, e2, e3).

e, est le vecteur unitaire tangent & la circonférence perpendi-

culaire a 1'axe ox, passant par le point M et dirigé dans le sens trigono-

métrique par rapport a l'axe ox,
e, est le vecteur unitaire dirigé selon ox

e, est le vecteur unitaire radial dirigé vers l'extérieur de la
coque.
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Nous attribuons les indices (1, 2, 3) aux différentes compo-~
santes des déplacements et des contraintes selon ce repére local,
en particulier les composantes des tenseurs contraintes et du vecteur
déplacement, s'écrivent

(0. .) et (u,)

i) i
Parfois pour alléger 1l'écriture nous poserons
u, = v ; u, =w iuy =u

et pour comparer nos résultats & ceux d'autres auteurs, nous remplacerons
les indices 1, 2, 3 par 6, x, r.

1.3. - EQUATIONS DE L'ELASTICITE TRIDIMENSIONNELLE

1.3.1. - EQUATIONS D'EQUILIBRE LOCALES EN FONCTION DES CONTRAINTES

L'équilibre du cube curviligne élémentaire représenté
4 la figure (1.2.) s'écrit, en négligeant les forces de volume

b O33+13031+ 8032+O33°011 -6 (1.1.a)
or r 90 ax r
0 934 . l.a 914 . 30,5 . > Oq4 6 (1.1.b)
or r 30 ox r
3032+_1_3012+3022+°32_O
ar r 96 ox r (t.1.c)

1.3.2. - CONDITIONS AUX LIMITES

Les contraintes (0j4) doivent satisfaire les conditions
aux limites imposées aux surfaces élémentaires intérieures (Ql)
et extérieures (Q2) de la coque :

(1.2.a)

Il
+
g/

M € Q. , 03j (R - h) 2

]
1
b

M e Q o} 3 (R + h) 5 (1.2.Db)



Les conditions aux limites en x et en 0 seront
présentées ultérieurement pour chaque probléme particulier.

1.3.3. - LOI DU COMPORTEMENT ELASTIQUE, EQUATIONS DE COMPATIBILITE

Nous supposons que la coque est consituée d'un
matériau homogéne, isotrope et élastique et que ses déforma-
tions restent assez petites pour que la loi de HOOKE soit
applicable ; dans ces conditions, les déplacements et les
contraintes en un point quelconque sont liés par les relations

suivantes
_
_ _E 1 ov ow . du
01‘1=06_————1 2 L—; (u+§F—) + V ('5;-4-5;)
— (1.3.)
_ _E ow 1 v du
%227 % T T ’&'+\’|iF(“+’5§')+ar]
_ _E ou 1 v, ow
°33=°r’1_\)2 - LR )
. B  du ow
N T v St
e E_ | _ v, ,l @
91 T 7T +w |3 £ty ) (1.4.)

_ E 1 9w |, Ov
‘127 7AW [?5@'*5:]

E = module d'YOUNG ~ v = coefficient du poisson.
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Les relations (1.3.) peuvent aussi s'écrire sous

la forme suivante :

ou

E gy =033 = VO, +0yy)

E ,ov

r gt w =0y -V (0, *05,)
ow _

En outre, les six grandeurs 0j4
les équations de compatibilité qui s'écrivent :

(1.5.)

doivent vérifier

e} 2
2 31 1 1 9
Wt Pt -0 1y ST 3
r 26
2
- 2 (2 ° 031 + 0 -0,,) + 1 i OI
337, T 33 " %1 Y 1TEY 2
Y r
L2 (3 3 %, N U U L
31 7 o8 30 137 ¥ 1V T 50 9%
2
i (2 iiikz + 0, .) + L i OI =0
32 © L2 FY:) 32 1 + v 0x or
2
, 3032 - ) 1_801 )
12+r‘ 55~ %12 T+ Vv r 30 ox
C
=03q * 0yy ¥ 035

d =
5) OI =
= 0
193
_2-%-) CI=O
r
(1.6.)
o]



La formulation du probléme peut se faire de deux
maniéres équivalentes, soit avec les systémes d'équations (1.1.),
(1.3.), (1.4.), et les conditions (1.2.), soit avec les
systémes d'équations (1.1.), (1.6.), et les conditions (1.2.).

1.4. - PRINCIPE DE LA METHODE

La méthode utilisée consiste & choisir des é&chelles
appropriées pour les variables intervenant dans les équations. Il
importe & ce propos de remarquer qu'il convient dans ce choix de
privilégier la direction radiale compte tenu de 1l'épaisseur relati-
vement faible de la coque. C'est la raison pour laquelle, nous

développerons ces variables selon une série de puissancesen € ,

~ , . PR . h
paramétre assez petit, fonction de la demi-épaisseur relative R

selon une loi & définir pour chaque type de probléme, par identification

n
des coefficients de ¢ on obtient ainsi un ensemble 4d'équations
différentielles, qui définissent les valeurs d'ordre (n) en fonction
de celles d'ordre inférieur.

Cependant la grande difficulté que nous avons eu & résoudre
réside dans le choix des échelles adéquates,notamment pour la
variable longitudinale dont les caractéristiques dépendent de 1la
géométrie de la coque, de la répartition des charges, et de la zone
étudiée, nous aurons d'ailleurs l'occasion de discuter ce probléme
au paragraphe (1.5).

Une fois le choix d'échelles fixé, nous résolvons le
probléme a partir de la formulation basée sur les équations locales
d'équilibre (1.1) et les relations déduites dela loi de HOOKE
(1.4) et (1.5), ainsi que sur les conditions aux limites (1.2) et
nous vérifions que la solution proposée satisfait aux équations
de compatibilité (1.6).

Toutefois nous n'examinons pas, dans le cadre de ce
travail, les effets de la couche dite "limite", située prés des
fonds (x voisin de o et de L), l'examen de ce probléme sera effectué
ultérieurement par une méthode similaire & celle utilisée par
FRIEDRICHS (1949) et par REISS (1960), respectivement pour les
Plaques et pour les coques cylindriques §hargées d'une fagon rotation-

nelle et symétrique (v = O, O@j = Q, 5 = 0) ; cette méthode

revient & contracter 1'échelle en x et la variable correspondante

dans le domaine de la couche limite. Il faut cependant remarquer

que 1l'influence de la couche limite est négligeable en dehors de sa lar-
geur (selon x) qui est particuliérement faible, de 1l'ordre de
l'épaisseur 2h de la coque et en tout cas inférieure & v 2 R h
distance assez faible par rapport & R ou L.

e oo omap e = st <2

[



1.5. - HYPOTHESES - CHOIX DES ECHELLES

1.5.1. - HYPOTHESES

Pour réaliser la linéarisation précédemment décrite
nous ¢émettons certaines hypothéses qui, rappelons le, sont
justifides physiquement et qui sont beaucoup moins limitatives
que celles des théories classiques

HYPOTHESE N° 1

La coque est constituée d'un matériau isotrope,
homcgéne et non pesant, en outre nous supposons que les
déformations restent assez petites pour que la loi de HOOKE
soit applicable.

HYPOTHESE N° 2

L'effet du fond est tout & fait limité & une zone
trés faible que nous appelons couche limite, et dont la
dimension dans le sens de x est trés petite. Autrement dit la
contribution des fonds sur la répartition des champs des
déplacements et des contraintes est minime en dehors de cette
couche (figure 1.1.).

HYPOTHESE N° 3

La relation de définition d'een fonction de h/R est
de la forme

e = (n/r) /P

avec p réel positif (%), fonction du chargement de la coque et
de sa géométrie.

Le champ des déplacements et des contraintes en un
point M de la coque peut dés lors s'écrire sous la forme :
® n
u, (6, x, g, 2) = L € u.(n)’ (8, x, z)
] n=o J

(%) Remarques : Pour les coques trés épaisses, par exemple (h/R) = 0,5, p est un nombre
fractionnaire, pour les autres coques, p peut é&tre choisi comme entier.

— Pour la suite, nous supposerons que p est un entier, la démarche de calcul
restant valable pour p fractionnaire ou réel,
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g.. (6, x, €, z2) = X € o,. (6, x, z) (1.7.)

Les charges extérieures appliquées aux surface Q,,
de la coque se décomposent de la méme maniére que 1
ci~-dessus en série en £ . Nous supposerons cependant que ces
séries sont limitées dans leur développement aux valeurs de n
comprises entre p et 2 p-1, le premier terme de ce développement
étant nécessairement non nul. La Jjustification physique de cette
hypothése sera établie ultérieurement.

2

On peut dés lors écrire

p. (8, x) = b £ p. (6, x) (1.8.)
] p<n<2 p-1 J
avec
(n) _
pj (6, x) =0 pour n<p etn 222 p.
(p)

Le premier terme pj (6, x) non nul dans ce

développement va dépendre surtout de la nature de la charge et
de la géométre de la cogque.

Si la géométrie de la ccque et la nature du chargement
l1'imposent, le développement des charges extérieures selon (1.8.)
peut &tre prolongé au délad de 2 n-1. Lorsqu'il en est ainsi,
on décompose le probléme global en une suite de problémes
partiels qui vérifient individuellement la décomposition

précisée en (1.8.) selon l'expression suivante
2p-1 4p-1
pP. = ) e” p,(n) + z e p.(n) S P
] n=p J n=2p J

Cette décomposition montre clairement que chaque
probléme partiel est de la forme générale (1.8.), obtenue en
y remplagant p par p' = 2kp (k : entier positif).



1.5.2.

Le chargement extérieur en principe quelcongue peut
étre décomposé en une partie symétrique (p .) et en une partie
antisymétrique (ij) (Figure 1.3.). sJ

il y correspond une séparation du probléme global

en deux problémes symétrique et antisymétrique dont les inconnues
respecteront & priori la parité de chargement

PROBLEME SYMETRIQUE

1 + -
+ = — =
03j (6, x, R+ h) 5 (pj + pj ) psj (a)
(1.9.)
PROBLEME ATISYMETRIQUE
.. B, x, R+th) =+% @ -p.7)=¢tp (b)
33 ! 2 73 j aAj

Toutefois, cette distinction apparait pour les pj non
nuls, donc a partir de n 2 p, ainsi la résolution (n < p)
concerne le probléme global.

Cette distinction vaavoir une importance capitale dans
la résolution proposée, car de ces deux problémes le deuxiéme
est de loin le plus important vu qu'il est rattaché & la flexion
de la coque, par conséguence nous consacrons la majeure partie

de démonstration & ce probléme, par contre le premier probléme
est relatif & un chargement symétrique qui ne peut pas produire
que des contraintes indépendantes de z, sinon paires en z.

Ces contraintes doivent en outre vérifier les conditions aux
limites (1.9.a.), ce qui limite particuliérement la contribution

de ce probléme dans la flexion de la coque.

CHOIX DES ECHELLES

Echelle longitudinale

Le choix des échelles est un probléme crucial, parcea
qu'il est 1ié & la nature du chargement et & la zone d'application.

Dans les zones éloignées des fonds et des appuis,
1'échelle longitudinale est de l'ordre de R.

Prés des fonds, cette échelle est de l'ordre de h ;
au voisinage des appuis, 1'échelle longitudinale est intermé-
diaire et fonction de la charge, de la densité et de l'épaisseur
2 h de la coque, elle est de 1l'ordre de la longueur d'onde
caractéristique : v 2 h R (voir TIMESHENKO (1934), DONNELL (1976),
REISSNER (1945) etc ...).
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On peut dés lors, puisque nous négligeons le probléme
de la couche limite, choisirpour échelle longitudinale une

valeur % définie par la relation

h&f2 & v2hR (a)
Echelle radiale : h (%) (b)

Echelle des U (déplacement maximal qui

4 t
déplacements est de l'ordre de h) (e)
Echelle des U
=E . —
contraintes ° R @

1.6. - RESOLUTION DU PROBLEME

1.6.1. -~ EQUATIONS ADIMENSIONNELLES

(1.10.)

Pour résoudre le probléme linéarisé nous utilisons les

variables adimensionnelles suivantes :

Z
£ = = (a)
;=% (b)
YT U (c)
s 24
oy =5 (@)
p
~ Py
P, =3 (e)
avecr =R+ 2 =R (1 + e §) (£)

=

Contrairement aux auteurs classiques et & REISSNER (1945) et REISS
nous avons préféré le choix des échelles quasi indépendantes en x,
afin de conserver la généralité du probléme. Ce choix implique que
des échelles longitudinale et radiale tend vers zéro, l'autre tend
vers zéro.

(1.11.)

s e

(1960)

z et O

si 1'une
également

[,



Si nous remplagons les variables dans les équations

(1.1.) (1.4.) et (1.5.), nous obtenons le systéme suivant :
3 0 3 0 3 0
(1 + ep £) 33 + eP 31 + O (ep + e?P £) i? + ep (533 - 3&1) =0
af 96 9x
(a)
30 d 0 30
(1+ep£) 31+€p 11+a ep(1+ep£) 12+2€p 031=0
3¢ 26 ox
(b) .
d 0 3 o 30
(1 + P ) 32 L¢P 12+ep(1+s:p€)0L 32+€p'c732=o (c)
d& 26 9x
h (1.12.)
K+£—(1+epg) [E v ( I3
2 11 Oyp + 935) (a)
£=ep[0 -V (@ +0T )] (b)
dE 33 11 22
w _ — —
a-—=0 -V (O g (c)
ox 22 11+ 35
(1.13.)
e 1+ eP g 531=~——1— (1+epg)§."__gp ({,’_@_) (@)
2 (1+V) & a6
P 53.2 -1 a e S, 3w (e)
2 (1+Vv) N x ag
- (£)

12 ! —ai+oc(1+€p£)3—:'_
2 (1+v)| 36 ox

|




1.6.2.

1.6.3.

13 14 06 ox

- CONDITION AUX LIMITES

Les conditions aux limites en § = * 1 s'écrivent : \

o , 1) = ¢ +

Pour x et 0 les conditions seront définies pour chaque
type du probléme.

~ RESOLUTION

D'aprés les hypothéses précédemment citées, les
contraintes et les déplacements peuvent s'exprimer sous la
forme

0
™
al
m

g, . .
ij i3

=
i
~
c
o

En utilisant ces expressions dans les équations (1.12.)
(1.13.) et (1.14.) nous obtenons le systéme global suivant,
(dans lequel nous supprimons les barres placées au-dessus des
variables adimensionnelles.)

Dans ces équations, la sommation s'effectue de n = 0O
An=® ; enoutre, gq=n + p, S =n + 2p, p étant fixé.

(a)

(1.15.)

+ € £ + + a + 20
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3 0,,° 30, %" 30" 30" 30,,"
n 32, ¢ g 324 12, o 22 +032n +e%a g 2 .o
3 1 26 ox 9x
(c)
eh Bu ed 0. P -v @ " +o0.m (d)
- 33 11 22
g
n
n _n vV, _n n_ n n q n_y (g "4so
(= =8 0y m Y Oy F P33 ) e Oy Oy * 933 ))
(e)
e a i)-‘ﬁ:n(on—\)(o T ol ™) (1.15.) (£)
22 11 33 elde
9x
n n n
e G31n +e Eo 1n - SRR R AR - E} (g)
3 2 (14V) 3L dE 30
1 Il IPsl
ed g Mo 1 "y eYa R (h)
25 (14w 3 Ix
n n n
e’ o 4+ ef E;on=——1—-— en(?—w—-,»agx—)+gqagi"_ (1)
12 12 5 (14w 38 ax %
Avec les conditions aux limites suivantes :
oc 2p-1 n
Dol 53_“1) 0, x, £=*1 = I © .n:PA-n)
n=0 J n=p SJ J

(1.16.)
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Par identification des coefficients de en, nous
obtenons les équations différentielles (1.15.) définissant

(n) (n) \
9 u,
_(q) et u (q)

et les .
3 i

—_— en fonction des O,
& i

>

les RE

d'ordre q inférieur a n, ce qui induit une démarche récurrente
lors de 1'intégration en §.

Pour les trois intervalles d'approximation signalés
dans l'introduction, qui correspondent respectivement aux
valeurs de n suivantes

n<p : p<&n<2p ; n 2> 2p,

on obtient pour chaque valeur de n les équations différentielles
(1.15.) et les conditions aux limites (1.16.).

Ces égquations ne peuvent étre intégrées globalement
selon &, en effet cette intégration ne nécessite qu'une seule
condition aux limites, alors que deux conditions (1.16.) doivent
étre satisfaites. En décomposant le probléme global en deux
problémes symétrique et antisymétrique en £ (1.9.), 1l'intégra-
tion est alors possible.

1.6.3.1. - Ordre : n < p

Les équations (1.15.) se réduisent alors au systéme
(1.17.) qui correspond au probléme global

3 g, "
33 . 0 (a)
og
n
0 031 o )
5 (1.17
3 o, "
32 -0 (c)
13
Su
— =0 (Q)
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n

v
=0 (e)
o9&
(1.1.7)
ow"
——— =0 (£)
9&
n 1 n av" Vo n
o = — | "+ ow | 33 (q)
11 2 a 3x g
1 - 36 1 -y
n n vV O n
ozzn R N Ze + a‘g + 33 (h)
1 - V2 1 - v
n 1 ' v ,
%2 TTamy Bat o) (1)
ce qui donne
n n
G3j (x, 8, &) = 03j (x,9) (1.18.a.)
u” (%, 8, &) =u." (x,0) (1.18.b.)
i i
en tenant compte des conditions aux limites (1.16) nous
écrivons
n
O3j = 0 ) (1.18.c.)

Ceci signifie que les contraintes radiales doivent
étre du méme ordre de grandeur que les forces extérieures appli-
quées, ce qui est physiquement admissible.

Par ailleurs la solution (1.18.b.) indique que les
déplacements sont indépendants de £ et représentent ainsi le
déplacement d'ensemble de la coque, en particulier celui de sa
surface moyenne ( &= 0)
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De plus, la solution des équations (1.17. g & i) fournit

des contraintes indépendantes de & :

n n
011n - 1 L AN ow )
1 - v 36 Ix
n 1 dw" n v
o = o +V (u + —))
22 1 - \)2 ax ae (1.190)
n n
612n - 1 (aw b o v ) )
2 (1+v) 2386 9x N

Cette solution coincide avec la solution de la
théorie de la membrane classique.

Nous examinons plus loin la décomposition de ces
résultats pour le probléme symétrique et pour le probléme
antisymétrique ; en particulier nous établirons les équations
différentielles qui permettent la résolution en u,n (n < p)
pour chacun de ces deux problémes pris séparément.

Posons m = n - p et identifions les termes en €n ;
les équations (1.15.) se réduisent au systéme (1.20.) qui
correspond au probléme global :

3 0.,." 3 0. " 3o, " 3 g. ™
I A | - R T
& 3 26 9x
3 0.0 30.." 30" 3 g, "
31 + £ 31 11 +a 12 + 2 o31m =0
ok 13 96 ox
3 g 3o.m d0..°  3o.®
32 + £ 32 + 21 +a 22 + o32m =0
13 ok 26 ox )
(1.20.)
T B
9 33 11 22

(a)

(b)

(c)



ow ~ T n n
= o) - 5 O o
o 22 v (%t )
9x
I S AN A S N
0 e i__ag 3% ! (1.
r il m_"
- m _ 1 ow . ;_a_k_]__ i
32 5 (1w 8 x|
r n ~ T m
O'n+€ 612m= 1 aw-}aﬂ—,}.ag_av__}
2 {1+ '_ 36 9x 9% _|

mtant donné que O € m £ p, les grandeurs d'ordre m
doivent vérifier (i1.17.), par conséguence le systéme se réduit

20.)

selon (1.21.)

3 o.."
33_ . g ™ (a)
3 11
da. " da ™ 5 ¢ "
31 . 11 L a 12 -0 (b)
I 30 Ix
(1.21)
3o, 3¢ " 5o ™
32, 12 +Q 22 =0 (c)
o9& ELs] %
n n B _]
Glln S S L A _awj» + — 033n .5 Olim -vozzm
1 - VP 36 3x_} 1t -v 1 - v -
_ (d) _
n n
022n 1 v (un . v )+ a ow ) 033n Vv §E 011m v,
1 - V2 30 3x 1 -v 1-v? | B
{e)
. n n m
012n --F 012m N 1 ow +a v raE 3 v (£)
2 (1 + V) 20 9x 9x
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By (0,47 + 0,0
o&
av" -V ™
Qf a0
9 ax
L'intégration de ce systéme en £ fournit pour 03j
et u, les solutions suivantes : (1.22,)
n m
033 = 011 £ + cte (a)
m
n 3 0yy 3 0yy
031 = - E( + o ) + cte (b)
36 9x
30 m 90 m ©
032n=—g( 12 +q 22)+cte ©
G o
9 x (1.22.)
n - ‘ m m (d)
u Vv (011 + 0,5 ) + cte
n m du"
v = £ (v - L9+ cte (e)
36
P
who= - af oy octe (£)
ox

Les conditions aux limites sur 03jn n'étant pas nulles,
il convient, comme nous l'avons signalé de décomposer le probléme
global en problémes symétrique et antisymétrique.
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A - PROBLEME SYMETRIQUE

Les conditions aux limites relatives & ce probléme
s'écrivent (1.9.a.)

n n n
03j (+1) = ij (-1) = pSj

Il en résulte par identification avec la solution
générale (1.22.) qgue

n n
03j = pSj (1.23.)

n
Cette relation montre que les O sont indépendantes de §

3]
et de méme ordre de grandeur que les forces extérieures corres-
m

pondantes ; par conséquent nous avons pour l'ordre 011 inférieur
ap:
m
011 =0
m m
0 04 .o 0 Oy 6
af ox -
(1.24.)
m m
d 95 N 0 Oy 6
36 M ox

. . n
Par ailleurs, nous devons respecter la parité des u

selon &, ce qui implique, que les uin soient indépendants
de £ et que :
m m
011 +022 =0
S TGN (1.25.)
96
m
ou
a % - o

La solution du probléme symétrique d'ordre m < p reépond
aux relations suivantes obtenues en tenant compte de 1.9., a. b. etc.)

m
g,. =0
1]

W' = constante (1.26.)



m 32 ™
v+ =0
362 (1.26.)
m 3% ™
u + =0
362 )

avec u" () et v (9)

Cette solution s'écrit :

Wt = U cos 6
o
m ,
v --Uo sin 6 (1.26.bis)
W= 0
o,.," =0
1)

et correspond & un déplacement plan rigide, perpendiculairement

a l'axe de révolution de la coque. Ce déplacement implique la
nullité de toutes les contraintes et par conséquence nous pouvons
négliger la soclution (1.16. bis) dans la solution globale d'ordre
m < p donnée en (1.18.) et (1.19.)

Par ailleurs la solution du probléme symétrique d'ordre
2p > n 2 p sera établie plus loin en remarquant toutefois que :

n n
g,. =p

33 sj

W e, x, &) = ui“ 6, x) (1.27.)
n n

oij 6, x, &) = oij (6, x)

PROBLEME ANTISYMETRIQUE

La golution (1.22.) relative au probléme symétrique est telle que les
OBj en £ =+ 1 gont liées aux pressions extérieures selon les
expressions

=% p_. p<n<2p (1.28.)

Par identification avec la solution générale (1.22.)
nous obtenons la solution suivante :

n n
O3y = Pay & (1.29.)
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. . s m
Cette solution impose des conditions sur les Oij non

nulles (m < p) selon les expressions suivantes :

m n
11 T Pa3
3 o, ™ 3o, ™
11 12 n
- 5 + 0 A ) = Ppy (1.30.)
9 0 m 3 O m

( 12 + 22 ) n
30 & Tax = Pa2

Ces relations montrent que, pour le probléme antisymé-
trique, les contraintes d'ordre m < p sont de méme ordre de
grandeur que les charges extérieures d'ordre n supérieur a p.

Nous aurons d'ailleurs 1l'occasion d'étudier ce probléme

en détail lors de l'examen de la théorie de la membrane.
m P .
En outre, les Oi. sont définies en fonctions de
< m
déplacement u, de la surface moyenne de la coque, par les rela-
- m .

tions (1.19.) ; en substituant a Oij leurs valeurs tirées de

(1i.19.), nous établissons les équations différentielles en u.m
qui permettent, en premiére approximation de trouver les
déplacements de la suface moyenne de la coque selon le systéme
suivant

m ov™ ow' n
U + ——+ VO —) = - PA3 (a)
v? 36 Ox
(1.31.)
m 2 m _ 2 m 2 m
du + 3 v + 1 -V o2 3¢ v . a(1+Vv) 3° w - PA1n (b)
v2 36 362 2 ax? 2 9x 99
m 2 .m 2 2
o v du + 1+ v a 9° v + 1 -v3“w + 3w _ PA2n (c)

v? 3% 2 9x 98 2 982 ox?



33

31

32

11

22

12

It

]

Une

. m < .
fois que les ui sont déterminés nous pouvons

établir la solution générale du probléme antisymétrique d'ordre

p<n<paqui

se raméne aux expressions suivantes :

‘ m . m
= 2 B N (a)
1 - v? 30 Ix
Ll 2t -y 282 VT a1y 32" u
1-v¥ | 38 236 2 3x? 2 dx 36
(b)
- £ o v ™ . 1+v 32 y" c1-v 3% W™ + o2 3% W™
1 - v? 3x 2 dx 98 2 362 9x?
(c)
= & 3" - Gl m— v a? 5° u" (a)
1 -v2 | 36 362 3x2
m 2 m 2 m
- & v QX_‘_ 2 9% u v 9° u (o)
1-v: | 98 ax? 36?
- £ o v _ ow" P 3% W™ (£)
2 (1+V) ox 36 3x 96
3 (1.32.)
r m m
_\)g 'le+§'!"+ al. (g)
1—\) L 36 BX
™
T
T ) (h)
Bum
- a P
& (1)
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A ce stade, nous pouvons constater que, hors mis la
contribution négligeable du probléme symétrique, la solution
d'ordre m < p définit des déplacements et des contraintes indé-
pendants de £, et représentent par conséquent, le comportement
d'ensemble de la coque.

Par contre la solution d'ordre n, (p < n < 2p)
représente la déviation linéaire par rapport & la surface
moyenne de la coque, des déplacements et des contraintes en
un point quelconque de cdte £ et schématise ainsi la flexion
linéaire simple, d'ailleurs les expressions que nous avons

6tablies pour les contraintes Ofln . 022” et pour les déplacements

v et w' coincident avec celles données par les théories classiques
basées sur l'hypothése de LOVE-KIRCHOFF, par contre 1l'expression 012

comporte un terme supplémentaire en %%-par rapport & ces théories,

qui est pris en compte par les théories classiques "récentes" de
DONNELL (1976) et FLUGGE (1960) ; cependant, les expressions

n n 3 <
de u et de 03j que nous avons présentées ne sont pas accessi-

bles par ces théories.

1.6.3.3. - 0Ordren : n > 2p

Posons m = n - 2p, r = n - p et identifions dans le
systéme (1.15.) les termes en eP, tels quen=m+ 2p=1r + p :

n r r r
3 o 9 0 R
3, p_33 .31 L, 32 O33r_011r=0 (a)
ot 30 Ix
n r X r m
9 o 9 O 3 o 20
————31+£ 31+ 11 +a—————12+20'r+a5———. 12 =0 (b)
& 26 ox 31 9x
(1.33.)
n r X r m
3 C 9 0 3 0 9 0
32 + £ 32 + 12 + q 32 +032r+aE —22 =0 (c)
ok 98 ox Ix
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r
33~V Oy *0yy)
- " (1.33.)
2 (1 + V) o3ir-g—"—-+vr-i-
T 06
r
2 (1 +V)Y O ro. a-§5~
32 3
X
r n n
“Eg r, £ o v + i ow +a ov
12 2 (149) ox 2 (1+V) 36 ox
- n n
v
1 un + —+ 0V 3“71 + 033n - 3 >
-vi | 26 ax_l 1 -V 1 -V
r r
E“ -V (o,, +033]
n n
1 v @+ v )+ a ow + Y 033n _ MV E
-V 39 3x 1 - 1 - v?

Compte tenu du fait que 0 m < p, p< r < 2p, les

grandeurs d'ordre m et r doivent vérifier respectivement (1.17.),
(1.18.) et (1.23.), (1.32.). Ce qui dissocie le probléme global
en problémes symétrique et antisymétrique. Ces problémes peuvent
étre intégrés en tenant compte des considérations suivantes

1°) Pour le probléme symétrique, les inconnues doivent respecter

la parité imposée par le changement (conditions aux limites),
ce gqui minimise la contribution de ce probléme dans celui de
la flexion de la coque et nous conduit & négliger les valeurs

des ujn ’ G,jn (n 2 2p) relatifs & ce probléme, par contre la

résolution des équations déduites de (1.33.) relatives a ce

probléme nous permet de trouver les uir ’ Oijr (p < r < 2p)

relatifs au probléme symétrique d'ordre r.

(Q)

(e)

(£)

(9)

(h)

(1)
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2°) Pour le probléme antisymétrique nous devons respecter d'une
part les équations différentielles (1.33.) ainsi que les

conditions aux limites relatives a 03jn , n > 2p, et tenir

compte d'autre part de ce que les uim, (o £ m < p)

représentent les composantes du déplacement de la surface
moyenne de la coque, quand cette derniére est chargée
d'une fagon antisymétrique.

n
De plus, si les conditions aux limites sur 03j , h 2> 2p

n'étaient pas nulles, nous aurions alors & vérifier des condi-
tions supplémentaires entre les psjr et les psjn et la généra-

lité du probléme sera ainsi limitée, par conséquent, nous
justifions notre hypothése numéro (4) qui postule que les
termes d'ordre supérieur ou égal & 2p dans le développement de
p3j, sont nuls.

A - PROBLEME SYMETRIQUE

vu la parité des inconnues en § nous avons les deux
systémes suivants :

a) Systéme d'ordre n > 2p

ij“ 0, x, £) = o3j“ 0, x) (a)
oij" 9, x, £) = oij“ 6, x) (b)
w0, x, 0 = R (c)
svec (1.34.)
o“n-—-——l-—? u“+g—‘é—?+va;(ln (@)
1 - v
022n = ) i N v (u o+ %%fo +a %52 (e)

12 2 (1+v)

n n
_ 1 oW viw
g = [39 + Q ax__l (£)
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compte tenu des conditions aux limites sur 03jn (1) = 0,

ce systéme est semblable & celui d'ordre m < p pour le probléme
global (1.18.) et (1.19.), toutefois les uin et les oijn
interviennent dans les résultats en facteur en = Em, €2pf

donc en facteur de (EO,

systéme d'ordre p £ r < 2p

r Y
o r_o0 r 9 931 +a 9 932 ()
11~ 33 36 ox a
Y
3 0 d O
12 11 r
O T " T3 " 2% 93 (b)
b
3 92 _ 904, LT ©
3% 30 32 ¢
(1.35.)
r v r Bvr Bwr
33 " T<v taot e =©° (@)
r r aur
2 (1 + V) 031 + v ——36 = 0 (e)
r Bur
2 (1 + V) 032 —a———-—ax =0 (£)
r BVr
»2(1+\))012+a&—=0 (g)
Y X Y
011 -V (022 + 033 ) =0 (h)
avec
0. =p " (1)
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ce qui donne la solution suivante : (les oi.r et les uir sent
fonctions de 6 et de x seulement) J
r r .
G3j - psj (a)
r r
o p 3 p
r _ r sl s2
993 T Ps3 T3 Y% T ax (b)
i 3 p S p
012r (6, x) - 012r (9, xo)' = —/ ( s3 + sl +
96 26?2
X
2 r ©
9 ps2 r
o + 2 psl } dx (c)
ax 99
X X
3% p 3 p
0,, (8, %) - 0, (8, x) =/ f (——=3 sl
30?2 283
X X
o o
33 p T 3p . ° 30,7 (8, x)
o sl + 2 sl )y dx - 12 = dx (a)
dx 96?2 36 £L:)
(1.36.)
Bwr _
3 - © .
w (6, x) = constante (e)
v -
Q. ——ax ~ 0
oaaLr=2(1+v>or (£)
ox 12
r
2 X 9 p
- Qo 9° v = ki o s3 + 2 (1 + V) ps2r (g)

dx 36 1 - v? 9%
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r
2 T 3 p

o+ 9° v _ v s3 2 (1+V) p r (h)
32 1 -v2 98 s3

(1.36.)

(1)

Nous obtenons ainsi un systéme dont la partie
homogéne correspond & la solution (1.26.) (pour m < p)
relative & un déplacement rigide ; la solution générale
peut donc étre déterminée si ondorne la répartition des p
en fonction de 6 et de x avec des conditions aux limites
adéquates en x et en 0.

s]

B - PROBLEME ANTISYMETRIQUE - d'ordre n > 2 p

En intégrant les équations (1.29.) en £ nous obtenons
a4 une constante prés en x et 8 la solution générale du probléme
antisymétrique d'ordre n > 2 p, toutefois, nous devons vérifier
les conditions aux limites suivantes :

n
=+ -
933 (=% 1) =0
et en outre nous choisissons les déplacement tels que
uin (£ = 0) = 0 pour que les uim {(m < p) représentent les

déplacements de la suface moyenne de la coque. Ceci fournit
la solution suivante

2 m
033n S S R, O 2 u” - ov_ _ 2va LA + 3 2"+ a 3 72"
2 {1 - v?) 38 ox 20 9x .
2 _ m 2
031n=—--——__(g Doy 3 w8y 1oV 22V
2 (1 -V} 36 36 362 2 ax?
(b)
2 m
+ 3 (1 + V) o 9° w
2 9x 96
(E2 - 1) " I oam . 1 -V 3%® 3 (1 -v) 32"
032 = ————————;— Vaoa—+a—Vu + a + hud
2 (1 - v dx 9x 2 x 36 2 562
_ (c)
2
+ g2 v

%2 (1.37.)

(a)
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2 , m m
un=—-—§—?— Em+\) (1+v)V2um+(1-\)-v2)§L+\)a 3_w__
2 (1-v°) 26 Ix
(d)
_r?2 m 2 m 2 m
vn=——€-———- (2—\))-22‘1—4—8V+(1-—\))V?vm+g‘2';’G
2 (1-v) 36 362

{e)

2 m 2 Im 2 nm
W =t volddl ol ¥ Loy Py sa? v
9x 9% 36 2

(£)

2 m
o-lzn,___g____ (1_\))_3_“’_.__1'_\)(i_vzwm+ui_vzvm)
2 (1- v?) 30 2 96 dx
2 I 3 m 3 m
. 2% u +3 v +a3“w ) ()
9% 96  9x 962 x% 96
2 2 2 m m 3 m
g Pa I3 1 - 2v e v o2 3° w1 Bv_av_i_vzvm
oy gty |1 -2 3x2 1 - v® 28 367 36
2 m 3 m
+\)(1-2\)) aaw _va §_v2wm_a3 w ]+ v
1 - V2 dx Ix dx 967 2 (1 -v3) (1 -V

m m
2(um+8v+\)a____8w)__a_vz vm-aivzwm (h)
96 X 9x
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o B £2 _ v? U - v a2 3%y _Vv (2-V2) 3™ v E__V2¢m+
22 2 (1-v?) 1 - V2 ax2 1 - v 50 90
o2 3% " _ v a e - é__vz mo_ 3 Qi_wm
m? 36 1 - V2 9x ax ox?
vV m m
+ 2 1 - ) 2 W Ry My L3 grm 3 2w
2(1 -v7) (1 - : 56 ax 236 x
avec :
2 2
vz = _1__§_+ _a__

1.6.4. - EXPRESSIONS DES CONTRAINTES, DES DEPLACEMENTS ET DES DEFORMATIONS

EN UN POINT QUELCONQUE M DE LA COQUE EN FONCTION DES COMPOSANTES

DU DEPLACEMENT DU POINT MO DE LA SURFACE MOYENNE.

A titre d'exemple, nous résumons ci-dessous les résultats
obtenus par notre théorie pour le probléme global de la fléxion
d'une coque de géomctrie et de chargement habituels ( p = 1, m = Q)
la généralité du probléme €tant bien entendu sauvegardée puisque,
pour p # 1, il suffit Qd'effectuer une sommation sur m € |0, p| .
Par ailleurs, pour simplifier l'écriture, nous enlevons 1l'indice
m = O sur les déplacements du point M_ (8, x, R), les fonctions
relatives au point M (6, x, R + z) étant désignées par les mémes
notations

- Déplacements en M_ :

=
I
=
>
z
<
1

v (6, x) et w=w (8, x) (1.38.)
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(1.39.)

Déplacements en M :

h (1) z oV ow z?
u (6, x, R+ 2) =u+ = u - _’:1+_.+R_:l+
R s t-v R | 20 ox 2 (1-v?) R2
(a)
2 g2 . C oy - y2y OV ow
[u+\)(1+ V) R“V u + (1 v \))ae+\)Ra:'
. , )
v(e,x,R+z)= V+§v(1)+§- El—'g%]—‘——z’_ {'(2—\))%“5'4-8—\’
s 2 (1-v ) rR? L 362
2 o2 3%w (b)
+ (1 -v) RTV "’*Raxae]
_yh,W_z [ou] 2% 3u 3%v
w(e.x,R+Z)—was—R [ax}- - I:\)Rax-o-Raxae
2 (1-v ) R
) (c)
+ (1 - v) R? V? w+R28w:l
9x?2
- Contraintes en M :
(1.40.)
E 1 ov dw z 1 3% v 9%u
g (6, x, R+ 2) = — U+ =) Ve — = (—-—) 4V —_—
11 1 = v2 ; R a0 90X R l:l; 92 96 ax:I
2 [, 2 2
, .2 1 -2V (§_+\)_g_vi)_ 1 3_v_+vR8u
2 Rr? 1 - V2 ¥ (1-v?) R26 9x2

(a)




_E 1 w, 3v, z dv 1 3w 3%u
912 (e'x'R+z)_2(1+\)) g(R86+8x+R(§§"R§'§'2W
(b)
zZ |1 dw 1,3 2 9 o2 1
+ 5 R 58 E’(R ) % w + R % Ve, w) - )
2 R
2 3 3
(@u v + R 3w ) + % oL, (1)
dx 30  9x 262 x> 36 S

o<
QL
3|
i
Q2
%
N
{
o<
Q2 (o34
D> N
lwlﬁ

E v v aw z
Ozz(elxrR+z) 1_\)2 gE(u+3_e)+.3_x:!+E

(c)
3 3 ‘
VR V2. y+RrY —Rz—a—vz.w—Rzg—w]

bR W
R 22s
h (1) E z du  d%*vi1 1 -V 3%v
o (6, x, R+ 2) == (p ) + - = [— Y= + R
31 R si { - V2 3 R 96 362 R 2 axz
1 + v 92w ] (z2 - h?) [3311 2 2 3%y
+ — ==+ R =V u+ = —
2 dx 06 2 R2 R 96 36 R 392

(@) -



g

32

33

h (1) E z du . 1+ Vv 3% 1 - v 3w
(e:XrR'*'Z)-_-—p,\ 4 s - — vV — +
R s2 L = g2 R 9x 2 9x 96 2R 592
2 2 2 2 \
+R—8w o i = L) \)-QE+R2—§—V2.u+1_v v
3x2 2 R? 9x 9% 2 ox 06
\ (e)
2 2
% 3 (; ; V) 0°w " d°w
362 ax?
©, x, R+ z- =D p (1, _E 2|l 8y, oW 2 -n®
R ~S3 1_\)2 R R a6 ox 2R2
(£)
1 v, ow 9 g2 2 0 g2
—R(2u+86) 2vax+RaeV.v+R3xv.{I
~ [ 2 . 2 32 1 32
ol l'opérateur V° représente le Laplacien V© = —m + — —— ,
ox2 R 90?
les termes u (1), v (1), w (1), o] (1), o] (1) sont donnés en
IS s s 22s 21s
(1)

fonction de psj (6, x) par les formules (1.36.).

les déformations € au point M peuvent étre

ij
déduites facilement des contraintes oi. en M, par l'application
de la loi de HOOKE : J

i
=) El + V) oij -V (ckk) Gij]

g est le symbole de Kroncker.

En outre,

€,, = (1.41.)

ij

oua §,
b

Ainsi le probléme est entiérement résolu, toutefois, les
équations complétes qui donnent les composantes u, du déplacement
global du point M_ de la surface moyenne de la coque peuvent &tre
déduites directemeéent par intégration selon les équations locales
d'équilibre (1.1.) ce que nous ferons par la suite.
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~ CONCLUSION PRELIMINAIRE

La solution générale du probléme précédemment développée

nous permet de faire les constatations importantes suivantes :

a)

b)

c)

d)

- La solution proposée donne les m@mes valeurs pour 011, 012, 013

et pour v, w en M que les théories classiques si on se
limite aux deux ordres n < p et p < n < 2p, (a4 n < p pour u) ceci
confirme la généralité de cette solution ; d'autant plus que

les contraintes radiale 033 et de cisaillement 031, 032

ne sont pas négligeables et sont, par notre théorie, accessi-
bles au calcul, contrairement aux théories classiques ;

Le champ de forces extérieures va produire des contraintes
des valeurs plus importantes que sa propre valeur, autrement
dit, les contraintes sont de l'ordre €P. p, ce qui justifie
notre choix de considérer uniquement les pressions d'ordre n
supérieur a p.

Le systéme de base (1.19.) constitue une approche simple du
probléme et ne tient pas compte de la flexion locale de la
coque, par conséquent, nous pourvons examiner séparément, selon
le type de charges extérieures, les théories adéquates pour

le cas de la membrane et pour le cas de la flexion locale.

Les corrections & apporter aux théories classiques sont assez
importantes et peuvent se situer a deux niveaux

1°) Au niveau de la théorie de la membrane que nous pouvons
étudier localement & partir des équations (1.21.) et
non plus d'une fagon globale comme dans les théories
classiques et sans émettre aucune hypothése supplémentaire,
ceci constitue un apport fondamental & la théorie des
coques.
De méme en ce qui concerne les contraintes déterminées
par cette théorie, nous pouvons constater qu'une correc-
tion non négligeable aux valeurs de O et 4 O 2 provient

des relations des (1.37.h.) et (1.37.}} pour 2 £ =0.

2°) Au niveau de la flexion globale de la coque, nous avons
inclus 1l'influence des contraintes de cisaillements, ce qui
permet d'accéder aux déformations non linéaires et &
leurs contributions dans l'évolution des contraintes.
De plus nous avons inclus la partie symétrique de forces
extérieures p " dont l'influence, au niveau de la flexion
de la coque, reste cependant importante au niveau de la
déformation d'une fibre normale au cylindre moyen, ceci

apporte une correction fondamentale a 1'hypothése de
LOVE-KIRCHOFF.
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De plus les valeurs trouvées pour les ug et les Oij montrent

une répartition parabolique des champs de déplacements et des
contraintes au point M en fonction de sa cbte z,seule
répartition compatible avec les deux conditions aux limites
aux surfaces intérieure et extérieure Ql et QB de la coque (%) .

1.7. - THEORIE DE LA MEMBRANE

Les théories classiques traitent ce qu'on a 1l'habitude d‘appeler

la théorie de la membrane, en supposant négligeables les efforts tranchants
dans la coque et la flexion locale, le long de l'épaisseur 2 h de la coque,
nous allons exposer dans ce qui suit une nouvelle version de la théorie de
la membrane, plus générale qu'habituellement proposée, sans émettre aucune
hypothése supplémentaire & nos hypothéses générales de base exposées en (1.5.).

1.7.1.

— ORDRE DES GRANDEURS A PRENDRE EN CONSIDERATION

Les résultats que nous avons trouvées dans notre théorie
générale sont valables quelle que soit 1'épaisseur t = 2 h de la
coque, en particulier dans le cas ou l'ordre (p) est grand, la
théorie développée pour m < p donne des résultats suffisamment
proches de la réalité pour qu'on puisse négliger les ordres m
supérieures a p.

En effet dans les cas des coques usuelles, non sujettes & des forces
localisées trop importantes, on peut écrire

et _ (p) _
1o P . p'P - p (1.42.)

P représentant la pression due au chargement, de 1l'ordre
de 10° N/m? (pression hydrostatique d'un gaz liquifié) a 10° N/m?
(appareil a pression). Comme l'ordre de grandeur de p(P) doit atre
voisin de l'ordre de grandeur des contraintes induites (107 N/mz),les
valeurs de p vérifient les conditions

28 ps 4

¥) REMARQUE : Une telle répartition est impérative surtout pour les 034, notamment pour les
cas de constructions multicouches "coque en SANDWICH”, nous avons besoin d'une
telle répartition pour résoudre ce probléme.
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Par conséquent, les contraintes et les déplacements d'ordre
n supérieur a p sont multipliés par e" (e = 1072 a10™"), ce gui les
rend négligeables par rapport aux grandeurs d'ordre m < p. Ces
derniéres suffisent dés lors pour approcher les champs des contraintes
et des déplacements réels qui s'identifient d'ailleurs & ceux de la °
surface moyenne de la coque.

Ceci correspond physiquement a un comportement d'ensemble de
1'appareil puisque les contraintes et les déplacements ne varient pas
le long de l'épaisseur 2 h de la coque et ne sont fonctions que de
0 et de x (voir 1.19.}.

1.7.2. ~ RESOLUTION DU PROBLEME

En tenant compte de l'ordre des grandeurs intervenant
dans le probléme, les éguations qui en permettent la résolution
se réduisent au systéme (1.19,) et s’écrivent en variablesdimension-
nelles

337 Y11
3r R (a)
9 oyym N 9 oyym . 3 gy m (b)
or  “[Rr 38 9x
3 032n o ] 012m . ) 0y,m (¢} a3
or - R 26 9x T
(d)
i om . _1 m m
Wt ag) =g (O - 0y)
W _ 1 m m
3 ~ 8 G222 "V 9y (e)
m
l_ awm avm 2 (1 + V) 012

M T " E (£)
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En intégrant les équations (1.43.) en r entre R - h, R+ h

nous avons :
les variables)

033'(+h) - 035 (-h)
044 (+h) - 04, (~h)
O3, (+h) - O3, (-h)
or : O (+h) - ©

Ce qui donne la solution suivante :

P . R
91 % T ¢
8012__39__}_
ox t R
3022-_?.’5._1
9x t

(a)

(b)

(c)

(a)

(b)

(c)

(voir figure 1.4. On enlévera désormais 1'indice sur

(1.44.)

(1.45.)

Par intégration de ces équations en x nous obtenons la

solution suivante :

R
11 = ry

Q
|

P
0, = - =
22 f t

1 apr
127" % Po * 38

(1.46.)
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ol fl (8) et f2

conditions aux limites selon la direction de x, et peuvent représenter
par exemple des contraintes de cisaillement pour G et de flexion

our J 12
p 22° \

(0) sont des fonctions de 0 qui vérifient les

L'intégration des déplacement & partir du systéme (1.44.)
conduit a la solution générale suivante

X
2
w=—1- (0 \)0)6x+f(9)
E 22 11 3
X
(1.47.)
X,
2 (1 +V) 0O
i 12 _1 3w
v o= ( - R 36) dx + f4 (0)
E
xl
X
2 3o 5 £ (0)
_R _ 2 (1 +V) 12 1 3%, ...% "4
u=g (G -V 0y % 36 'Raez) dx+—33
X

Les fonctions arbitraires f3 (%), £, (6) seront déterminées

pour chaque type de problémes & partir des conditions aux limites
adéquates imposées en x.

Cette solution constitue la solution générale de la théorie
de la membrane des coques cylindriques et nous aurons l'occasion
de l'appliquer, dans la deuxiéme partie, au cas d'un appareil
cylindrique & axe horizontal reposant sur deux appuis en berceau,
ce gul va nous conduire & l'énoncée de la théorie dite de la poutre
équivalente.

Par ailleurs, et & titre d'exemple, nous allons l'appliquer
au cas d'un appareil soumis & une pression intérieure constante,
ce qui nous fournit les déplacements et les contraintes de la
membrane.
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1.7.3. - CAS D'UN APPAREIL SOUMIS A UNE PRESSION CONSTANTE

La pression intérieure étant supposée constante et
uniformément répartie sur les parois de l'appareil, le chargement
répond aux relations suivantes

P = cte

Y :
Py =0 (1.48.)
Pg =0

La solution s'écrit :

Oy5 %0
_ - R
991 =% =P, - %
(1.49.)
Oip = Ogx = £, ®
0., =0 =-Xf"(8) + £, (0)
22 xR 1 2

Pour des raisons de symétrie évidente en x = 0 et en x = L

les contraintes 022 étant uniformes en 6 nous avons

en x = O f2 (8) = cte
(1.50.)
en x =L f2 (8) = cte et f'1 (6) =0
Ce qui donne la solution suivanté :
f1 (8) = cte
(1.51.)
£f. (B8) = cte
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mais pour les mémes raisons de symétrie, la fonction f1 () est nulle ;

f2 (0) sera déterminée par l'examen de la projection horizontale de

l'effort global sur le fond :

en X =0
27
_};[;r . ds = 022 R . t do ; 022 étant constante
ond Ox

™R Pr=f2 6) . 2TR. t

ce qui donne finalement la solution suivante

(1.52.)

Q
I
Q
it
o]

Q
il
Q
1
o

Pour les déplacements nous avons :

X
Pr R
w (x) = E—Tg(l—2\))dx+f3(e)
0
Si
w = O pour ¥ = O,
(1.53.)
Pr R
W o= SE ¢ (1 - 2 v) x

ce qui donne v = 0 {(vu la symétrie de chargement)

et

c
I

(2 - v)
2Et
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Le déplacement maximal se produit en x = L ; par contre
nous constatons que le déplacement radiale u est uniforme.

Il importe de souligner la généralité de la théorie .

proposée, car nous pouvons examiner le cas ol Pr dépend de x et de 0
en tenant compte des conditions aux limites.

GENERALE' DE FLEXION DES COQUES CYLINDRIQUES

1.8.1.

1.8.2.

INTRODUCTION

Les théories classiques de flexion des coques reposent
entiérement sur 1'écriture des équations globales d'équilibre d'une
partie de la coque, et sur l'application de 1l'hypothése de LOVE-KIRCHOFF
pour relier linéairement les contraintes et les déformations en un
point donné M aux déplacements du point correspondant M. de la surface
moyenne de la coque ; en outre la majorité des auteurs émettent des
hypothéses simplificatrices concernant les moments de torsion Mxesﬂ:Mex

ainsi que les efforts tangentiels Qe ’ QX (voir chapitre II) ; ceci

limite considérablement les théories présentées a des cas spéciaux,
et rend leur résolution assez arbitraire par l'établissement des
relations entre les efforts tangentielles Qe ’ Qx et les moment

Me ! Mx'Mxe/ Mex
Pour notre part, nous essayons de développer dans la suite
une théorie nouvelle qui ne tient compte d'aucune hypothése "classique"

et nous verrons que la majorité des autres théories peuvent découler
de cette théorie.

THEORIE GENERALE DE FLEXION DES COQUES

La théorie générale que nous proposons est basée sur 1l'in-
tégration selon 1l'épaisseur des équations locales 4'équilibres linéa-
risées, le choix de 1'indice p découle des considérations physiques
suivantes : pour obtenir une flexion de la coque, les efforts appliqués
doivent induire une pression de l'ordre de 10° N/mz; par conséquent,
pour les coques usuelles £ = %b la pression P(p) qui doit étre de
l'ordre des contraintes (10’ N/mz) doit vérifier la relation :

soit :

10°F . 107 = 10° N/m?
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ce qui fixe l'indice p & 1, les développements des expressions du
déplacements et des contraintes doivent étre effectuées obligatoirement
jusqu'a l'ordre n > 2p.

Si1 nous exprimons les contraintes sous la forme suivante

avec (P 'p =P ) il vient
Ss) S]
2
_ 1 L2 | & 1 2
033 £ (£ 033 +PSJ) € 5 35 {a)
o..=0..%+¢e (o, +o0 1)+ezh—€—2—o2 (b)
12 12 12 i2s 12 12
(1.54.)
=2
= 1 1 2 |&7 2 v A
Opp =0y + € (B0 + 0 )+ e 1% 0yt o ;} (e
0., =0 +e (o, +0,. ") +¢? [ 0,2+ 22 (a)
22 22 22 22s | 2 22 1 -V
ol les Ojl sont les coefficients de & dans (1.32.) et 03j2 ’ 0122 . 0222,
2 E2- 1 g2
011 sont les coefficients, respectivement de ——5——-et = dans
(1.37.), A étant le deuxiéme terme des'oll(Z), 022(2) (indépendant de §),
les valeurs ¢ 1o ' o ! sont les contraintes dues a la

11s " "22s " T12s

résolution du probléme symétrique et elles sont déterminées directement
& partir de st (1.36.)

En remplagant ces termes dans les équations (1.15. a, b, et c)
nous obtenons le systéme suivant (1.55.) dans lequel la sommation
s'effectue de n =0 4 n = 3

nd 0550 o ) . 2 03y’ 3 03y .

P e o et [f ooy —gh e o
(a)

3P 3 p o, .2 3o}

si s2 3 |p2 2 _ 11 - .

" Oi4e TPyt THe YT | T E(ET (04, 7t "
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3¢g,.° d o, ! 30,. !
12 11s 12s 3 2 2 1
o s Y + 2 ps1 + —55— * % Ty + € I3 (c31 + >
3 g, .2 30, .2 30,.} 3o,,."
11 12 12 2 2 ¢ "12s
(gt e Ty D)t e ) (BT - 1) 0y Al —
1 —vv %éf} L =0 (&)

3 o .1 30..° 30..° 3o..' 30..°
n 32 12 22 » 1 12 22
£ 5E + € 6 + a o ) + € £ . (2 032 + 55 + o =
30.° 3o, ! 3 0.} 5 0.2
22 12s 22s 3 2 2 1 21
PO ) T % * € £° (04" + 3 (35
3 0.2 3 o1 2 do.,. !
22 22 £2 - 1 ) 22s Vv oAl _
PO )t e )+ (Bp) 0, 4 a5 FTov%%x| T 0O

(c)

Nous allons effectuer l'intégration de ces équations en
g € [;1, +i] ; cependant les résultats différent légérement selon que
nous incluons ou pas l'effet de variation de la courbure par l'inter-

vention du terme (1 + € &) équivalent & 1 + Z en coordonnées

initiales ,(1.56.) : R
9 P 3 P
(o] 2 si s2 2 3
- - 4 4 - =
Pr 2 ¢ 11 *2e 0lls Ps3 + 30 * 9x 3 €
2 2 1
T 803,° 303 lg o2 o 39 .2y 1, Tk
L, ox 9x 2 11 1 -V 3 33 96
3 ot
+ 0 32 _ !y o0.% +0¢€e* =0 (a)
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3 O110 8 012o ) 3o, ! 30, !
o
Pe + 2 € 56 + = + 2 € 2 p + 11s + o 12s
si 26 ox
— 2 2 1
PRV —02+l(30“+o¢3012)+m8012+3\)-2-)-1Ll
3 31 2 08 ox 9x 1 - v 36
- (b)
- 1 1 [0}
+—2—e3301+8011+ ? %12 +u8012+02+os“=o
3 31 30 ox ox 31
(o] 1 1
9 0 3 0o d 0 e}
12 22 2 12s ) 22s
PX + 2 € 6 + Q T ) + 2 € P 2 + T of N
2 2 1
+£e3—1-(8021 +a8022)+a8622+3\) o 2 (c)
3 2 90 9x ox 1 -V oxX
1 1 o
+£€302+201+3—0—1—2—+a3022 +a8022 +0€* =0
3 32 32 00 9x ox B

La derniére ligne de chaque équation représente les termes
supplémentaires dus & la prise en compte de la courbe locale

z , .
R = £ § ; nous verrons par la suite que ces termes sont d'importance
faible.

Par ailleurs, si nous remplagons chaque contrainte par son
expression en fonction de u, v, w, nous constatons que les grandeurs
relatives au probléme symétrique s'annulent mutuellement en vertu des
équations (1.35. a, b et c¢) , ceci confirme ce que nous avons annoncé
a propos de leur contribution dans le probléme de la flexion des coques
( voir hypothése 4).

En effectuant la substitution des Oij’ nous obtenons un

systéme complet d'équations différentielles en u, v, w, composantes
du déplacement d'un point quelconque de la surface moyenne de la coque
et fonctions uniquement de 6 et de x. La solution de ce systéme permet
de résoudre entiérement le probléme de la coque. Ce systéme s'écrit
. . . E t
en variables dimensionnelles, avec t = 2 h, X = ——“—7; (1.57.) .
1 -V
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R 38 12 R 17 =2 i’ i3k
Pr_ R
T X (a)
.1.... .a_u azv 1 + Vv 82w 1 - v aZv t2
2 ( * 2) * 2 R 9x b + 2 2 + " II (u.i, 13k’ ees)
R® 38 96 ax? 12 R
P
__8
S TK (b)
3w 1 -vdiw 1+v 9°v . v du . t2 g
2 ¥ 2 2 2 R ox af * R 3x * 2 ITI (ui’ ik’ I
ox2 2 R? 96 12 R
PX
TTK (c)

Les termes I, II, III seront explicitées plus loin, remar-
quons cependant que ces termes ne comportent pas de dérivées de u d'or-
dre supérieur a 4 ; pour l'instant nous allons examiner successivement
les différents systémes d'équations issus de 1.57. avec simplifications
a divers degrés.

1.8.2.1. -~ Systéme de base, HAGE - 1

La plupart des spécialistes de coques tels que LOVE,
NOVOZHILOV, TIMESHENKO, FLUGGE et DONNELL, ont constaté que pour
pouvoir étudier correctement la flexion des coques, il faut retenir
les termes qui comportent l'ordre de dérivation de u le plus important
et les auteurs y accédent d'une fagon approximative que nous aurons
1l'occasion de détailler au chapitre suivant.

En ce qui nous concerne, nous retiendrons les dérivées de u
avec l'ordre de dérivation le plus €élevé qui apparait dans les
équations (1.57.) (en l'occurence 4), nous obtenons ainsi le systéme
suivant :
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(1.58.)

1 ov dw  t? R o4 Py R -
E(u+8v)+\)8x+ 12\7.u- K-—o (a)

2 a2 2 P
.L.(§9.+ 3 v) N 1 ; Vv 9% + 12+RV ai ge + Eg =0 (b)
rR? 30 362 ox?
Vv du . 1+ v 3y 3%w . 1 - v 3%w Px _
R 5x T 2R x50 " * *x =° te)

ox? 2 R? 362

Ce syst2me constitue la base de la théorie classique de
flexion des coques, les termes autres que le terme en V' . u repré-
sentent les contraintes de la membrane.

Le choix de ce systéme simplifié trouve sa justification
dans les phénoméne physiques qui accompagnent la flexion réelle des
coques, en effet il est évident, en dehors du cas spécial de la
compression selon ox de la cogue, que le déplacement radial u joue
le rdle le plus important ; les deux autres déplacements peuvent
lui &tre comparés selon les échelles suivantes

-~ Echelle des u de méme ordre que l'épaisseur 2 h de la coque
- Echelle des v de l'ordre du rayon moyen R de la coque (1.59.)

- Echelle des w de l'ordre de la demi-longueur %-de la coque

Autrement dit nous avons les ordres de grandeurs suivants :

2h
V ~ — u
R
(1.60.)
w 4—1111
YL

Par conséquence, l'influence de u est prépondérante,
et cette influence est accrue par la dérivation d'ordre (4) de u,
nous verrons d'ailleurs 1'importance relative du termer v* . u dans
1'équation (1.58.a) par rapport & son premier membre, lors de la
résolution d'un probléme d'une coque cylindrique soumise a des actions

localisées (voir chapitre III).
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1.8.2.2. - Systéme complet HAGE - 2

‘ Considérons le systéme (1.57.) et remplagons chaque
terme par sa valeur & partir de (1.35.) nous obtenons ainsi le
systéme complet suivant :

t2
12 R?

2y (U dwf _ 1 9v 3v |1 v. v
El'z")[n‘“"ax] "R ae]+1—v’&(“+ae)+"a;| @)

5v _ 3%u 3 3% 3v ]t 3%, 2-wv 3V
TR TR T ['2(1-v]§ M R R Y M

1 v dw , t?
E(u+§—6-)+\)a;+ﬁ

1 (1.61.)
2 (1-2v2?)

RV'. u+

ox2 36?2 963
33v 4 - v 3V 93w 3 v 3w Pr R
R t i '2(1-\)))R2_—+[3"”2(1-v] =X
Ix2 38 ax? 9x 362
2 2 _ 2 2
% (%E + 3 Z) + 1 ; V gxwae + 1 > Vr 9°v + —t g 1
98 ox? 12 Rr? 2 (1-2v?)
2y 1 du , 3w . _ 1 3% _ 3v.,1 du
[(1 2\))(R 90 axas) Rae]+(3+1—v)R3
(b)
3 v 193%v 34V 3V 92w 5%
+ (- 2+ /) (- + ) (2 - V)R
1 -v R 8g2 2 1 -V 9x 39 %2 36
3 4 - 4
__11;9_11_(1+13_\)v)%8v_(54\)+13~v\))Rav
383 3" ox? 962
_ I8 y y P. R
_1-v R? 3'v (3 Vo, 3V ) (R d'w 9w ) - _ 0
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du 1+ v 3w Bw 1 -v 3w t? -V
v — + + R +
du 32 2, _d%v 3V du
\)$-+\)R ;;2—«»(2 \))axae +(1_ + 1 V) .
3 v 3%y 3 v? 3w 1 - 3v 3%w
+ + 1) + - (1 = V) R +
1 -V axae 1 -v BXZ 2 R 862
3 3 &
_32\) 3%u _(2;\))R28u_% (13_\)v+3;\)) v
ax 362 ox? ox 363
1 1 -v 3V 9" 1 -v 3" 1 5 - 4
ty 5Ty B 7R M"E( 2\)J'13-\)\))Raw
ax® 96 30" ax2 962
Y P R
(1+23(1\_)\)))R3aw == e
ox" K

Ce systéme constitue l'ensemble des égquations générales
d'équilibres d'une coque sollicitée par des charges quelconques,
sa généralité se trouve confirmée par la présence des termes
contenant les dérivées d'ordre (4) en v et w ce qui est dd &
1'isotropie du phénoméne, d'ailleurs ces termes n'apparaissent pas
dans les travaux d'autres auteurs ; en effet nous pouvons remarquer que
nos équations se présentent sous la forme suivante

2

EQUATIONS (a) : contient en facteur a des termes en

12 r?
u, et ses dérivées d'ordre (4), et (2)

v, w et leurs dérivées d'ordre (3)

2

EQUATIONS (b) et (c) contiennent en facteur & -
_____________________ 12 r?

des termes en :

dérivéesde u d'ordre (1) et (3)

dérivées de v et w d'ordre (2) et (4)
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Par conséquent, il est possible de tirer des valeurs

32v

32w

. . oV
approximatives des termes 30 ¢ 3% 30

ox

36 respectivement & partir

des trois premiers membres des équations de base (1.58.) a, b et c.

Ces valeurs reportées dans les équations (1.61.) conduisent

a4 négliger dans ces équations les termes facteurs de

2 2

LI

12 r?

(

1.8.2.3. - Systéme simplifiés obtenus & partir du systéme HAGE-2

Dans la majorité des cas les termes que nous avons notés
(I, IT et III) dans le systéme (1.57.) sont négligeables ; lorsqu'il
n'en est pas ainsi, il est toujours possible de simplifier ces termes

en utilisant la démarche décrite dans le paragraphe précédent.

Nous allons examiner dans ce qui suit les différentes

simplifications possibles qui conduisent aux équations d'équilibre

de la coque ne contenant que deux inconnues dans les termes en

2

facteur a
12 R?

En particulier le systéme de base (1.58.) s'écrit :

P R
1 ov u w  t2 R _u
Ra6 - - ®RFVa iz VoWt
32w _ 2 R r; du . 3%v 1 -v 3%y PB
% - T v, Bt ) tT3 2 T K
* R 30 ax
3%v _ 2R |v 3u _ 3w 1 - v 3%w  Ix
x98 T+V|R & L, : T K
- ox 2 R 96

(a)

(c)

(1.62.)

En remplagant dans I, II et III des équations (1.61.) les

v 3%w 3%v

o 1
dérivées R 38 ' 3x 58  3x 38 par leurs valeurs (1.62.) et en

négligeant dans l'expression (1.62. a) le terme facteur de

on obtient le systéme suivant :
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(1.63.)
1 ov ow t? 4 t2 3 u ow 8%u
~(u+z3) + Ve + =RV u + =+ Va-+ (3v-1) R—
R 30 3x 12 on2 | R ax o2
2 3%u 33w 4 - 3 v+ v 3% £2 IRA
SS=+ (3-2V) + R? =11+ af =
362 ax 962 2 ax® 12 R? K
(a)
1 ,9u  3%v 1 -v 3%v 1 +v 3w £? % 1 -V 3V
— Gz ) + + + ( + )
Rz 96 362 2 3X2 2 R Ix 96 12 R2 2 (i+ ) 1 UZ
1 3%y (1 - V) (14 2V 3 v 3%u 1 - v 3 v
~ L 2 (1 + V) * T
R 96° 1 -2 | 3x? 38 1 - v?
L 4 B A
AL L
_;1___av 1-2-\)8sz 21<I+v)+3\) + 1;34_1-—3\) 3'v
R? 230" ax* | AN 2 (1-v?)| ax? 98?
2 P
S PO S (b)
12 R? K
2 2 2 2 _u2 2
¥w 1 -v3w Viu 1+vV 3% t v, 3V
5x2 2 R? 982 R 2R 3x 38 12 R? 1+v 1 -vi
-
3 Ve 3
%8u+~1+2v 3 v Rau 2(i+v) 34V + 3V
3x 362 1 + v i ~ v? ax3 B
» 3w 1 _ 1 3w 3 v 3w
R =g wwy (B -V *3V 7 TN T 00 -2 ae
ox R 30 9x“ 96
2 p
= ~ (1 + ) — (c)
12 Rr® K

ol &, B, Y

représentent des opérateurs en 6 et en x.

|
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Une deuxiéme version de 1l'équation (1.63.a) peut s'obtenir

en éliminant seulement %3 ; ce qui donne :

1 dv ow | t? \ t2 u ow 5v _ 3%
“(u+5x) +V—+ — RV'. u+ (= + vV ) — R ——
R 96 9x 12 12 R? \ R o 2 %2
2 3 3 - 3 3
+ %_ du +’% v . 2 ; U 33y L4 2 Vo2 3w r (3 - 3°w
362 363 ax2 36 ox? dx 962
P R
- =0 (b)
X

L'intérét de cette transformation provient du fait que dans
chaque équation nous avons au second membre uniquement deux inconnues
avec leur ordre de dérivation le plus élevé, en particulier nous
constatons la présence des termes en V'.v et V'.w similaires au terme
v .u déja trouvé pour le déplacement radial, ce qui confirme la
généralité de notre théorie dans le cas d'un chargement quelconque.

Ces différentes versions montrent que nous pouvons présenter
les équations d'équilibres de plusieurs maniéres différentes, en outre
nous pouvons voir que les versions données par les auteurs classiques
sont en réalité éguivalentes si nous substituons & certains de leurs
termes, des termes équivalents tirés de (1.62.) ; physiquement ceci

revient & envisager le cas de flexion pure (termes de la membrane nuls)

1.9. - CONCLUSION

La théorie gque nous avons développée, sans utiliser 1'hypothése de
LOVE-KIRCHOFF est applicable aussi bien pour les coques minces que pour les
coques épaisses, soumises & n'importe quelle sollicitation, son intérét réside
donc dans sa généralité car elle nous a permis d'exprimer les contraintes et
les déplacements sous leur forme la plus générale notamment pour les contraintes
radiales et dcisaillement inaccessibles aux théories classiques.

Les équations d'équilibre relatives & cette théorie peuvent se
limiter & l'ordre (m) ce qui correspond & la théorie générale de la membrane
que nous avons établie sans émettre aucune hypothése supplémentaire, contrairement
a la démarche des autres auteurs qui supposent négligeables, a la fois,
l'influence des contraintes de cisaillements et 1'influence de la flexion locale ;
de plus la solution générale que nous avons €tablie pour cette théorie .peut étre
applicable a n'importe quel probléme en détaillant 1'évolution locale des
contraintes ce que ne permettent pas les théories classiques de la résistance
des matériaux (voir deuxiéme partie).
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Enfin nous avons pu déduire, sans aucune hypothése, les équations
d'équilibre relatives au probléme de la flexion, avec une grande généralité
puisque nos équations contiennent des dérivées d'ordre (4) des déplacements,
et que, de l'avis de la majorité des auteurs, ces dérivées sont seules aptes
a décrire correctement le phénoméne de la flexion.



CHAPITRE II

COMPARAISON
AVEC LES AUTRES THEORIES

2.1. - INTRODUCTION

Comme nous l'avons mentionné au chapitre précédent notre
théorie nous permet d'accéder a toutes les composantes du tenseur des
contraintes (respectivement des déformations) en tout pcint de la
coque, sans utiliser 1'hypothése de LOVE-KIRCHOFF qui traite un probléme
de déformations planes.

Pour saisir son intérét nous allons développer dans ce qui
suit la comparaison avec les théories connues des cogues ; cette
comparaison sera chiffrée a4 partir de la résolution analytique du
probléme de la flexion des coques minces et épaisses, en particulier
nous résumons dans ce qui suit leg résultats des théories classiques
de TIMESHENKO (1934), DONNELL (1933 et 1976), FLUGGE (1960),
BIJLAARD (1955) et des théories récentes de KOITER (1966) et de

NAGHDI (1963).

Ces théories peuvent &tre groupées en deux catégories
différentes dans la mesure ou elles appliquent strictement ou non
l'hypothése de LOVE KIRCHOFF , en particulier la théorie de NAGHEDI est
différente des autres dans la mesure ou elle suppose gue les rotations
d'une fibre normale 4 la surface moyenne de la coque sont indépendantes
des déplacements, ce gqui permet d'accéder a des valeurs admissibles
pour les contraintes de cisaillements.

Les autres théories sont pratiquement identiques dans leur
esprit et débouchent sur des résultats comparables, toutefois 1'étude
géométrique des déformations est plus ou moin poussée selon les auteurs.
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2.2. - THEORIES CLASSIQUES DFS COOUES MINCES

N\

2.2.1. - PPPROCHE SIMPLF DE DONMELL (1933), TIMESHENKO (1934), FLUCCE_(1960)

o o o ht - ———_—— = s o = o s ah = e e e o e s [Supiipauhoiivipnipnmpiig. gy

(THEORIES LINEAIRFS)

__________________ ’

Les théories des cogues minces reposent d'une nart sur 1 écriture
d'égquilibre global d'une nrartie de la cocue, ce aui se traduit par cin
éauations reliant les efforts globaux et les moments globaux sollicitant
cette vartie de coaue fig. (2.1) ; et d'autre part sur 1l'hvnothése de
LOVE-KIRCHOFF qui conduit & des déformations linéaires en fonction de la
cote =z du point considéré.

Partant des considérations géométriaues DONNELL (1933},
TIMESHENKO (1934) et FLUCGE (1960) nronosent une forme simple des
équations d'éguilibre alobal d'une prartie d'un cvlindre de révolution
d'épaisseur (t = 2 h) (fig. 2.1), en projetant les forces et les moments
appligués sur les trois axes du repére local, ces éguations deviennent
en négligeant les variations de la courbure due aux efforts normaux.

L
N oo Ny
o Nx 3 Nex
T Yt Tae Fr P =0
d Ne . ) NXe X )
30 Y Tax % trpg =0
(2.1)
+ r +Ng-r p_ = 0
36 9x
d M d M
3] x6
5 T Y T5x T ¥ % =0°
) Mx ) Mex
r . + 55 - Qx = 0
avec
th +h
Y = Jous 0z Q, = 9,392 (2.2)
_ -h
+h +h *n
- = o e}
Ng= 994 dz Nx = G99 dz Nxe = Noy 12 °%
-h



(b‘, e o

FIG. 2.1 bis Systéme simplifié des sollicitations
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o +h +h
=M = - g zdz
et My = - | Oy 2% M = | 0y, zdz et Mg T Tye 12
~h -h -h

Car dans la plupart des cas les auteurs supposent que

M =M (2.3)

ce qui permet 1'élimination de QQ et QX étant donné gque ces quantités
sont inaccessibles par ces théories, par conséauent les auteurs les

remplacent par leurs valeurs déterminées par les gquatriéme et cinguiéme

&quations
o M
n = 1 6 + 9 Mxe
) r 96 x
3 M M (2.4)

O0x

= 1
% =% vy

Le systéme d'équations (2.1) se réduit donc au systéme
suivant (2.5)

] Nx ] Nex
r = v 3 vt T P =0 (a)
I M 3 N 3 N 3 M
9 8 _ X 1 6 -
" T Y Y Tk r 58 ‘Y TP =0 (b)
2 2

2M 3° M 3° M
_2__2x L o +r X + N -rp =0 (c)
ax ae r 362 ax2 e Y

cus/
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Pour simplifier le probléme les auteurs supposent que les
déformations et les contraintes en un point quelcongue M (6, x, R + z)
sont des fonctions linéaires des déformations au point correspondant
M (8, x, R) du cylindre moyen et que les contraintes dans 1la

direction radiale sont supposées négligeables, (hypothése de LOVE KIRSCHOFF

des déformations planes) soient

Se (z) = Ee -—z‘Xe

€, (2) = e -~z x (2.6)
Yoy (2) =Ygy "2 2 Xgx
Avec
_ W 1 oV ]
% T 3x P B = E.(u + 559 ! €y %0
1 32 2
X = (<2 - v ; oy =2 (2.7
R 982 38 X ax2
=L 3_“1 _al’_ ! 3% u ov
Yox “R 3 * P2 Xgy = ;‘( M % " 5% )

Les contraintes sont déduites des déformations par la loi de
HOOKE selon les expression :

g,, = (E, +V E) :
Moo 8 * (2.8)
E
g,, = (E + Vv e
22 1 - v X e
_ E
%12 Yox



ce gqui donne pour les contraintes en un point M (8, x, R + 2) les .
valeurs suivantes

(2,9
) 2 3 2y
Oliz—.—?—— ;?(U+§-g.)+ .g% ,._Ez l—.(.a..._‘.l.-_l).’,\)-a—a._
1 - V2 1 -v? R 236% 38 ax?
2 2 ]
d v 3
0, = E %¥_+ % (u + %%_ _ _Ez u, v 0%u v,
1 - v? 1 -v2 | 9ax? Rr? 367 36|
-
G = E 1 dw N dv Ez ) 3%y gz
= R 90 & ox - + V 26 ox
12, (1 +V) R 00 X 2 (1 ) R X x|
nous aurons l'occasion de commenter ces résultats plus loin dans ce
chapitre,
En remplagant les Qij par ces valeurs dans (2.2) et (2.5)
on obtient les équations d'équilibre suivantes, (avec3‘= ;+ + gﬂet
3
D = ____EZL,.TS_ k = ———EE—E—- {(2.10)
12 (1 - v (1 - v7)
3 2 4 " L b
o W 1 (_V+u)+t_R(§_E+; _d'u + L a“)) (2.11)
3 R 36 12 3ax* RrR? 9x2382  R* et
2 3 3 R.Pp (a)
tc, 2 -v 23 )
= AR U L
12 R 9x2 39 rR3 063 K
‘, 2 - 2 2
1 + v 3w + 1 vV 34V + 1 3%v + 1 3u
2R 3x 36 2 ax? RZ 362 RZ 38
2 2 2 2 3 53 9
+ = 1 - v v N 1 3% _ .t ( 3°u + i LI P .o
12 R? 9x2  RZ 382 12 R”2Z  9x2938 RZ 9383 K
(b
2 2 2
ax2 2 r? 262
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Ces équations constituent la base des théories classiques,

et la majorité des auteurs supposent gue seul le terme. Y*u dans
2

12 R2

1'égquation (2.11.a) reste en facteur de ., les autres termes étant

négligeables.

Cette démarche de calcul fait apparaltre le besoin d'avoir
des dérivées d'ordre trés grand en u pour tenir compte de la flexion ,
d'od l'intérét d'utiliser les relations (2.4) pour définir des efforts
de cisaillement qui sont supposés négligeables.

Le systéme d'équations de base simplifiées, universellement
admis se limite & notre systéme (HAGE-1), ce systéme peut &tre traité
par dérivations successives pour aboutir au systéme suivant dit
"des équations de DONNELL)":

2 L
L2 a -vh ot 1o

v8 == P,

b R2 t2 ax* D

3 3

gh o 2%V 3%u__ 1 3w (2.12)

v rR2  9x2 30 R* 283

3 3

g+ = - v §._u_ + .l ___3__‘_,1__

w

R  9x3 R3 9x 962

Ces équations ont servi de base pour de nombreuses résolutions
analytiques, notamment pour l'étude du flambement des coques

Par ailleurs BIJLAARD (1955) propose la simplification des
équations (2.11) par la suppression du premier terme en facteur de

t2

dans (2.11,b), & condition de supposer que la coque est trés
12 R

mince ( §-<<‘O.1)
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=

ce qui conduit & un systéme d'équations plus complet que (2.12)
g8 4 12 =v%) Mu .1 .12 ®u 6+v-vh) 3Fu .
v R2t? ax*  Rr2 r® 366 Rr? ax" 262
7 +v 3% _Llgs g
R'-& ax2381+ D Y
3 2 5 5

[TV - S SR S S A u L 2w (2.13.)

v sx3 R2 9x 362 1 - v 12 RZ  3x3 982 RZ 3x 28"

g _2+v 2% 1 2% £2 2R 8% 3-v1 3%

- R S -

v R 9x2 36 30383 12 R%Z 1 - voAxt 30 1 - v R Ix? 303
i 3%u
= 3
R 36

2.2.2.- APPROCHES APPROFONDIES DE

o = e e O o —— e Y e Y R R e e e e

DUNNELL (1976) et de FLUGGE (1960) -

- v e o e w —-

PRISE EN COMPTE DE LA NON LINEARITE DES DEFORMATIONS

= T am m Yn e m S e e GG W G Ce em R D R e R R G e Pe TR GG M e G e e S

- - -0 -

Afin de compléter 1l'approche classique signalée au paragraphe

précédent,
équations
par FLUGGE

(1960) et DONNELL (1976), toutefois,

nous examinons ci-dessous les différentes variantes des
d'équilibre proposées par de nombreux auteurs, notamment
il est & notexr que ces

différentes théories différent surtout par 1l'analyse géométrique des
déformations et par 1'introduction ou non dans 1l'intégration des forces

et des moments (2.2) d'un terme correctif due & la courbure et égale &

z
1+ =
R

fonction de z par le développement en série du terme

Ce qui contribue & créer une non linéarité artificielle en

1

2
+ =
! R
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En partant de 1'hypothése de LOVE-KIRCHOFF et en supposant
que les contraintes 03j sont nulles FLUGGE (1960) propose une

variation lindaire des déformations en fonction de la cote =z du
point considéré par rapport a son homologue du plan moyen, ce qui lui
permet de trouver les déplacements sous une forme générale

Soient :

Yy T8
_ R+ 2z .z 32
V(z) R ' R 38 (2,14)
w = W - Z éi
(z) 9x

ce qui donne pour les déformations des valeurs suivantes

ow 32y
€ = =— - —_
X  9x 3x2

1 3dv 3 R 324 u
€, = = == - + (2,15)
8 R 3 (R¥2) 02 R+ z

.1 wm R+z v _a, _z , 3%
Yox "R + z 98 R 3x  RTR+ z 3x a8

et pour les équations d'équilibre globale en introduisant dans

l'intégration de N , M , N, N , M 1'influence de la courbure
2 X X %) ox (%)

par le terme (1+§)
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(2.16)
2 4 4 Nt
Vv —a—y* + -1_. (B_Y. + U,‘?‘ + t R 2—3 + .g... a u N 1 ?...E
3x R 06 12 ax*  RrR? ax? 30 R* 3%
2 a 3 3 3 2
+ -t 1 ) 3°w o2 3w ‘ 3 \V R 3°v 2 9%u L8
12 R? 2 3x 362 ax3 2 ax2 36 R 382 R
P R
- r = O (a)
K
2
1+ v 9w 1 & 1 -v 32¢ 4 3
2 2 2 o
R 3x 26 R 96 2 3x2  R2 3 b)
2 3 32 3 p
+ - 21 =) v _3-v a°n . A o
12 r 2 Ix2 2 3x2 38 K
3%2w 1 -v 3% 1+v 3% v 3w
3x2 2 r? 302 2 R 9x 238 R 9x
3. - 3, P
£2 1 - 32w R 33 u + i v 9%\ s X 0
+— 5 3 3x 262 ¥ (c)
12 R? 2 R2 238 I x 2R x
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t ;
Les termes en facteur de 5 représentent ceux qui
12 R

proviennent de la flexion locale (dans la plupart des cas) d'aprés

FLUGGE, ces équations se réduisent a

1 dv dw ., t2 R P, R
we (1] 4 ===) 4 — —t——— 4 - 2.17
R U5 *Vvt 7 V- x - ©° (2) -1
2
3w L1 -v 3% s L*+v 3%y v 3u Py
2 R - — o+ = =0
9x R? 262 2R 3x 36 R 93x K (b)
2
1ty 3% 1 &+1-v 32y 1 3u. .2 53
2R 93x 38 R2 392 o T L
2 3 R 36 1243 3x 262 (c)

1 33 P
- —}i) +-E- = 0O
R 363 K

et d'une fagon plus générale il suggére la conservation des termes en

(n) s ; .
u pour les valeurs supérieures de dérivation n dans les termes

2
< t . e . ;
en facteur a 5 i par des simplifications successives nous pouvons

12 R

retrouver exactement le systéme (2.12) de DONNELL.



Partant des considérations mathématiques et géométriques
DONNELL (1976) propose une théorie générale concernant les coques
cylindriques de révolution, en particulier, il propose une relation
lindaire entrc¢ les déformations en un peint M (6, x, R + z) et celles
du point correspondant du plan moyen Mga(8, %, R) de la forme

v B 2 3 2_.[ 3211
S L T R CASS A 4 LA -2 10
x P 2 Ix ax 9x IxX »18)
'r 2 3 2
® r 20 2 R 36 R R 30 R
VA 2
SISt SRR S N T
RZ 38 . Rr? 382 R?
(o o=y L 3w, w1 v, 3vo 13V, g,
0% a4y R 38 9x R 38 R 3 R 98 R
1 9w ow 2 32y 1 AW i 9v

R 9% BO R 9x 936 RZ 3 R 9x

Des relations plus simples s'obtiennent en négligeant les
2 2

] 3
termes (SE') et (EEJ dans Ex et les termes semblables dans
ee et Yex' A partir de ces relations DONNELL exprime les équations

dféquilibre global d'une partie du cylindre en supposant que ce cylindre
est trés mince-

- Py (2,19)
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et
3 3 2 2 v2 32
L @i +v ™ 2 rv* ) + =5 ( R —= +
R 08 dx 12 12R2 1 -v  3x?
- 2 2 33 _ 3
2 v 94u . 1 a4, v g2 3w 1 vV 3% w
1 -v) R 362 1 -v R 12 r? 933 2 ox 202
- 33 P
_ 3 ¥ g v R o
2 dx? 30 K
avec
3
1 - v2 12 (1 - v?)
et
32 t -v 2?2 1 932 1 -y 22 (2.20)
X = + i = + H
ax? 2 R 982 R? 362 2 3x?
7 = 1 + v 32
2 R 3dx 98
Par manipulation des deux premiéres équations & l'aide
des opérateurs X, Y, 2, on obtient les é&quations :
3 3 Z.p, - Y.p
_ v“w L ot 2% 3%, 2 8 x
R R? 3x 062 ax3 1 -v K
b —2 z . 2% za el vy iy & oxu+i gy
1 -v Ix R 08 ax R 38
et
ool (2rv %, 19% 2 Z2.py = X.Py
vV R R 9x2 36 R3 303 1 -v K
s=2 g, A g+l X gy ox @z ¥ vy
1 - v ax R 236 ax R 36
(2.21)

RARY
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et l'éguation compléte en u

y 4 b b
veu+L Vz (i—_—a_.u__. +_%_§_~E)+L(§__-3_H.___+1_ au
R? R? 3x? 362 rR* 36* R* R? 3x % 362 RY 6%
VY p 2 F 2 2 F 2
W2 L, ) 1 3
12 (1 =w9) 3 o Loy v i—-é—B'Fx + —9-(§—E-+ u) + bx
R2¢2 Ix4 D LRZ 3e? RZ 382 R dx 98
]
(w+ =~ 7% u (2.22.)
R
avec (‘223)
+h ) )
z
F = \)22dz= a_“i+2(§y_+u)_t {1'\)‘\’ 3°u
X 3 R 98 12 R 1 -V ax?
~h
2
_ Vv 2 (3 u u)}
(1 - v) R° 362
+h 2 2 2
Fg Opp 4 =K {Véﬂ+1—(?l+)+ {\) —
dx R 36 12 r* L1 -v  3x?
-h
2
+ 1 (a € u)}
(1 - v) R? 362
- +h
. i 2 2
LY [T 5 L Y 4
v 2 3 R 3 12 R? 3x W i
/ =h

Ce systéme est le plus complet des théories basées sur

1'hopothése de LOVE-KIRCHOFF ; en particulier pour les cas de faibles
déformations, le troisiéme et le guatriéme termes des deux équations

(2.2)

sont négligeables et on retrouve les équations (2.12) de DONNELL.
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2.3. - THEORIES MODERNES DES COQUES MINCES

Nous exposons dans ce paragraphe les théories élaborées
par KOITER (1966) et par NAGHDI (1963), théories qui servent de base
a4 la résolution des coques par la méthode des éléments finis ; toutefois
ces auteurs supposent que les déformations sont planes et par consé-
quence utilisent des hypothéses moins strictes mais comparables a celles
de LOVE-KIRCHOFF, et notamment le deuxiéme expose une thcorie basée
sur un principe variationnel élaboré par REISSNER (1950), et dont
la méthodologie sort du cadre de notre travail, pour cette raison nous
nous contentons de mentionner les différences avec les théories
classiques.

2.3,1,- THEQRIE DE_KCITER_(1966)

- o - o ———-—

La théorie de KOITER est essentiellement obtenue en supposant
la coque comme un solide & trois dimensions, d'épaisseur constante et
"petite", moyennant qudiKOITER suppose que l'état de contrainte est
approximativement plan et que la distribution des contraintes paralléles
a la surface moyenne de la coque est approximativement linéaire, ce qui
permet 1'intégration du taux d'énergie selon l'épaisseur afin d'exprimer
1'énergie potentielle en fonction des déplacements de la surface
moyenne de la coque qui sont fonctions uniquement de x et de 0

Toutefois l'introduction du calcul tensoriel dans la théorie
de la surface rend ce modéle applicable a des cogques de géométrie
quelconque par les biais des fonctions des formes que nous ne détaillons
pas ici.

Les déplacements d'un point quelconque vont étre égaux a :

v (z) e
z 3w (2,24)
v(z) TVTR 30
Ju
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ce qui est tout & fait comparable aux théories classiques.
N\
Cependant 1l'introduction des fonctions des formes fournit des
€équations complétes d’équilibre obtenues par dérivation de 1'équation
d'énergie potentielle, et valable uniquement pour une coque encastrée
a4 ses extrémités (x = O, x = L) soit :

(2.25)
g Sv w2 w2 3%u %0 29v 133w 2 3%
T U i -t Tl A Sl v Il - Sl S
X 2R 30 ox 360 R 3x%00
t2 3 Pr R
+T-2—{RV U} =K (a)
2 2 2
1 su 3w dw 1=y | 3w R(1-}) v
R (37 Yoy N vt yge ¢t 2 2 (b)
a8 9X
2 3 3 2 2
spto (2 w228 50 208,95 0w 2y
12R 36 9% 96 396 9x
_ _ PSR
- K
2 2 2
v %E. . 1;V v . 1;: 3 g + R 3 g _ P;R ()
x 3x986 36 9%

Nous pouvons remarquer que ces équations d'équilibre sont
comparables aux notres, aux équations complétes de DONNELL (1976), et
& celles de FLUGGE (1960). Toutefois nous devons souligner que cette
théorie part d'une hypothése semblable & celle de LOVE KIRCHOFF et que
par conséquent elle est incapable d'exprimer les contraintes de
cisaillement relatives a la direction radiale, de plus les résultats
pratiques de cette théorie semblent douteux dans lecas de la flexion.
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La théorie élaborée parNAGHDI repose essentiellement sur un
principe variationnel trouvé par REISSNER (1950), qui lui permet de
considérer les déplacements et les contraintes comme indépendants les
uns des autres.

En particulier si les déplacements sont supposés plans, on
peut les exprimer sous la forme suivante

u (z) = u (2.26)
v (z) =v + Blz (2.27)
w (z) =w + Bzz

ol u, v, w sont les déplacements d'un point.de la surface moyenne de la

coque, B, et B,  représentent les rotations autour de 3 et de 3. de a

1 2 1 2 3
Ces cing quantités sont supposées étre des fonctions indépendantes.

Avec ces considérations, nous pouvons déduire les déformations
de la membrane (z=0) qui sontles mémes que, celle des théories classiques

et les déformations de flexion linéaire qui dépendent de u, v, w, B1 et B2

Cependant pour trouver les contraintes, nous ne pouvons plus
appliquer la loi de HOOKE, mais les résultats du principe variationnel
qui relie les efforts et les moments globaux aux déformations locales,
et en déduire par les relations (2.2) les contraintes,les valeurs
trouvées sont celles des théories classiques, avec en plus des valeurs

adéquates pour 013 et 023 (2.28)
1+ & o = égi 1 _(£)2 21 p+ (1 - 2z _ 3 (5)2)_ lp-(1+ 2z
b+ g 13 "7 & h g Py h h gz P17y
L. . 2
- -3 (EJ )
2 2
z -3 ox & |- L1pt h -2z _ 5z
1+2) o, =3% 1 - TP 1+ )L1 2 o3(Ey |+



Par conséquent, cette théorie peut définir & priori des valeurs
pour 013, 023, toutefois comme nous l'avons signalé, la loi de HOOKE

\

n'est plus applicable aux contraintes locales, car les déformations sont
supposées linfaires, alors que les contraintes 023, 013 sont paraboliques

pour pouvoir satistaire aux conditions aux limites. Toutefois la mérite

de cette théorie est d'abandonner une partie de 1'hypothése de LOVE KIRCHOFF
car une normale 4 la surface movenne avant déformation ne le reste plus
forcément aprés déformation.

Une extension de cette théorie consiste & introduire 1'effet
de la contrainte normale 0_., mais il semble d'aprés l'auteur, gque cet

33
effet soit négligeable.
—
Qa
3
!
|
B Y |
""’““‘ B @ — i T—
@ /‘".— ' - =~ ¢
— | — e —
— . . , —
—— . —— / Q.z
— g - " . - - -

Fig. 2.2
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2.4. - COMPARAISON

Pour saisir 1l'importance de notre travail nous proposons
dans ce paragraphe la comparaison entre nos résultats et ceux des
théories précédemment exposées. Cette comparaison porte sur les
déplacements, sur les contraintes ainsi gue sur les équations d'équilibre.

Le tableau (2.1) montre les différentes valeurs des composants
du déplacement d'un point M de cote z par ramport & la surface moyenne,
nous pouvons constater que les théories classiques s'arrétent & l'appro-
ximation linéaire de LOVE KIRCHOFF, alors que notre théorie donne
exactement cette approximation, plus des termes non linéaires en z non
négligeables dans la mesure ol ils représentent les effets des contraintes

de cisaillement.

Les tableaux (2.2) montrent la comparaison entre les contraintes
011, 012 et 022, nous pouvons constater gue les expressions sont

identiques jusqu'a l'approximation linéaire mais que seule notre théorie
donne des valeurs admissibles pour l'approximation non linéaire en z.

De méme 1l'examen du tableau (2.3) nous permet de constater

qu'aucune théorie classique n'est apte 3 trouver des valeurs admissibles
pour les contraintes 013, 993 et 033, dans la mesure ou 1'approxi-

mation linéaire est inadéquate pour vérifier deux conditions aux limites
aux surfaces z =+ h ; et que seule la théorie de NAGHDI (1963)

propose des valeurs non linéaires en 2z pour 013 et 023 , en sacrifiant

la lci de HOOKE.

Par ailleurs si nous examinons les équations d'éaquilibre
(tableaux 2-4 & 2-6) nous constatons que les théories classiques
contiennent approximativement certains de nos termes plus précisément, nous
pouvons relier ces théories entre elles en utilisant la valeur proposée

v . s qs ,
pour EY) dans (1-62a), ce qui nous pousse a dire gu'il n'y a pas plu-
sieurs théories classiques mais une seule dont les résultats sont inclus
dans les éguations proposées par nous. Toutefois notre travail dépasse
ces théories limitées aux coques minces, car nous pouvons traiter les

cas de coques épaisses chargées d'une fagon générale.
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3.1,

CHAPITRE I11

RESOLUTION ANALYTIQUE

INTRODUCTION

Les équations d'équilibre global (1.61.) que nous avons trouvées
au chapitre précédent sont en général résolues analytiquement en supposant
que les déplacements du point M de la surface moyenne de la cogque peuvent
se mettre sous la forme d'un produit de deux fonctions indépendantes en x
et en 0.

Soit Ui (6, x) = 9, (6) fi (0) (3.1.)

Ces fonctions doivent tenir compte de la symétrie de l'appareil
et des charges appliquées et doivent en outre satisfaire les conditions
aux limites qui déterminent la nature de la solution.

Ainsi les fonctions gi (0) sont souvent fonctions trigonométriques

en 6 et la solution générale sera exprimée en fonction d'une série de FOURIER
en ces fonctions. Par contre les fonctions fi (x) peuvent &tre : soit des

fonctions polynominales, soit des fonctions trigonométriques , soit enfin
des fonctions exponentielles. Les séries trigonométriques sont plus parti-
culiérement utilisées pour résoudre le probléme des charges localisées.

Par ailleurs, la solution compléte du systéme (1.61.) est
constituée de la somme d'une solution particuliére et de la solution
générale du probleéme homogéne associé (forces extérieures nulles), cette
solution compléte est prise de telle fagon qu'elle vérifie les conditions aux
limites réelles en x et en 9.
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3.2 - EQUATIONS D'EQUILIBRE DECOUPLEES

3.2.1.- Céndralités

Cependant 1'élaboration d'une telle solution nécessite une
simplification importante des équations de base (1.61) pour les
remplacer par un systéme éguivalent d'éauations découplées en u, v et w
cette simplification est souvent basée sur l'intuition des auteur«
et sur leurs estimations des termes simplifiés ; c'est ainsi
aue de nombreuses solutions ont été proposées par DONNELL (1934) 2t (1976)
TIMESHENKC (1934), FLUGGE (1960), HOFF (1954), YUAN (1949) et
BIJLAARD (1955). Le principe de la méthode utilisée consiste a dériver
plusieurs fois les éguatiors d'éauilibre alobal bpour aboutir & trois

éguations, la premiére en Veu, la deuxiéme et la troisiéme exprimant

respectivement VY"y et Y%w en fonction de u, comme nous 1'avons
déja mentionné dans le chapitre II.

Pour notre part, nous allons utiliser les éguations
{1.63 b et c) et les traiter en procédant par approximations
successives & partir des relations (1.62 a, b et c¢). Cette méthode
est plus générale aue celle proposée classiauement dans la méme mesure
ol l'ensemble des termes des éauations (1.63 ou 1.61) est conservé.

3.2.2. -~ Méthode générale de séparation

Considérons le svstéme (1.63) aqui s3’'écrit en conservani

la premiére équation (1.61 )
(3.2.)

1 d ) t2 2
E(u+a—g)+va—w+—z— RPV* . u +-—t—— I(ui'ik' o)
12 R 12 RZ J
P. R
r .
= — {a)
2 2 - 2 2 ) P N
1 qu, 3% ,1+v 3w  1-v v, ¢t II (0 oy, --—qu ()
R? 90 262 2R ™30 2 a0 g5 g2 e k2
2 ()
w1 -v3iw 1+v % + ¥ du t2 - ,_.P_’.‘.K.z
3x2 2 RZ 862 2R ax ae R 9ox 12 Rz ‘ I (ul w ...) K 3
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od I, II, III sont respectivement le second terme des équations

(1.61. a) et (1.63. b et ¢) k2 et k3 sont les opérateurs en x et en 6

précédemment explicités.,

Pour résoudre analytiquement ces équations, il est commode
de séparer les inconnues u, v, w pour aboutir & un systéme d'équations
découplées, compcsé d'une équation en u et de deux autres équations

donnant v et w en fonction de u.

Pour effectuer ce découplace, nous dérivons dans un premier
_ temps l'équation (3.1. c) par les opérateurs

ce qui nous permet de tirer les valeurs de

i 4
9V ot ge 2V

ax® 36 ax 963
dans un second temps nous dérivons l'équation (3.1. b) par l'opérateur

1 @

R 9x b
et nous remplagons les deux termes précédents par leurs valeurs, ce qui donne
1'équation suivante pour w :

33u 1 adu 2 { 2 1 92III  32III 1+ 1 9211 ‘}

R R 9Xa82 2R | Tv RZ Tae2 C Tax? Ty R axae
2 2 2 (3.2.c.)
RPER ’ (kyP ) + 32 (kzP ) w1 (k,Py)
K |1-v 7 Rr2 367 ax? 1-v R dx 96

De mé&me si nous appliquons successivement les opérateurs :

—— et — — & l'équation (3.1. b.) nous obtenons des valeurs pour

y 4
_—§~E; et —§;E~— que nous remplagons dans l'équation (3.1. c.) aprés sa
ox 90 9x~ 930

2
dérivation par rapport a % 58 °° qui donne pour v :
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12(1-v2)  u . 1
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- (pay) 20U 1 3% £2 {'2 2m 1 WM 1w 1 _521II .}
= - ——————-—_T— " - _- ——
sx’se RS °° 12 RZITY 52 g2 ge2 1TV R9x 30
2 2 2
-1{_2_ R R B LA D I
K 17-9 2 2 a2 vV R ox 98

Enfin nous appliquons les opérateurs,V“ & l'équation (3.1.a.)
ce qui donne en remplacant V'v, V'w par (3.2.b.) et (3.2.c), et en

t2
12 Rr®

)

négligeant les termes en facteurs & (

R IS¢ SNV N ks S N L6 ¢ QUM kb &
RZtZ ax® R4 ) RZ  9x2938 R* 963 R3 9x2362

3 3
ovadtmmn oa foa, oz TP 4 0 (koPg)
R 3x3 D v T TI-VIR? TaxZ 88 R* 263

33 (kP ) 33 (k,P )
21 3 x Y X
R 302 ox R Ix (3.2.a.)

Les termes II (u, v) IIT (u, w) peuvent &tre. pris selon
1'approximation faite dans le systéme (1.63), soit égaux & zéro
(systéme 1.58), soit enfin en ne retenant que les termes en u dans
les éguations (1.63) nous allons examiner successivement ces possibi=-
lités dans le cas d'un chargement radial.

3.2.2.1. - Cas simple relatif au systéme de base 1.58

Si nous considérons le systéme de base (1.58), les termes
I, II et III sont tous nuls ce qui nous donne le systéme découplé
suivant :

}
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1 - v2 3l 1
e+ 2 U4 -y 3w 1o P, (a)
R2 ¢2 axh D
3 3
V"’ - - 2+ u - l—— -a—-u— (b) (3.3.)
v R2 ax2 38 R“ 263 '
v a3y 1 a3u
RS b ——— ()

R  9x3 R3 23x 382

Ce systéme de base coincide avec les équations de DONNELL,
il est surtout utilisé dans 1'étude du flambement longitudinal de la
coque, cas sa partie homogéne fournit comme solution la longueur
caractéristique de l'onde dans la direction longitudinale soit

2.2
>\ = "—B"E—é— = 0,55 VRT (3.4.)
12(1-%")

Nous ne détaillons pas ici la solution analytique corres-
pondante, d'ailleurs largement étudiée par les autres auteurs.
Ce probléme est traité entiérement en paragraphe (3.3.2.2.)

3.2.2.2.- Cas général relatif a notre systéme (1.61 a), (1.63 b et ¢}

Considérons le cas général ou les termes I, II et III
sont pris dans nos équations générales (1.61 a) (1.63 b) et (1.63 c)
gqui ont été établies sans aucune simplification préalable. Ce qui

donne le systéme suivant pour v et w (3.5)
(3.5)
4 £? (3+5v) (1-v) 38y .15 (1-v) + 1+8y-21v2 1 36y
Vove 24(1-v¢)R? R 08® 2 1-v R 3xZ 36

(1-v) 3 4v 3bv 2 ) . 3%y .
]:——-—2—— + 9 v- . ] 5 502 R [(1 v)(v-2) + 6\):[ %6

2 5
(2+v) 3%y 183y t 3 2 _ 3°u
T TR T9x%38 C R* 38%  12(1-v2)R2 (v + B ver 7v - &) wors
3v2424y +1 35y . 3+8v+v2 3%y (b)
2RZ axZ 90° 2RY 36°
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I 1 (3e5v)C1ov) 8% (5 (), 1e8v-21v2 9 1 oby
24(1-vZ)R2 R4 366 Z T-v R? 3xZ 20"
(1-v)3 4v abw 2 36w
_ 2_83u LA a3y _ t2 (4y2 - 3v(1+v)  (1-v)2 ) x
R ax3 " R3 3x 9672 1201-vIIR? T-v 2
1 3%y M1 2v 1 354
'ﬁs a'x' '56‘(' + L"z“ (1"7\))[1"\)] - (2"‘\)4’ 1_\) ] § 5‘)‘(—3———286
1 3o
[j-E (1-v2) (2+v) - sz:l R §;§~-} (c)
. 4. 4
S5i nous remplagons V v et V w wpar leurs valeurs dans
l'équation (3.2 a), nous pouvons obtenir une équation générale en u
uniquement & condition de négliger les termes en facteur &
2
( —E—E-) soit (3.6)
12R
_ ) W
8 12(1-v2) 3%y . 1 1 2, 3%u . 2(2+v) 3"y
V- u + =72 Bl + T { 72 [}1+6v+4v b eE + =7 557 552
2 3%y v(vZ+7v+2) 3%y 1+42v | 1 3%y
' RT36T :]’ T+ TR P SR 15
P
v{8+21v+5v2) by . 1 13-v-8v2 3%y - 4 r
0+ == axt 382 ~ R2° T Awv axZ 0% 0
Les équations (3.5) et (3.6) constituent les éauations

découplées, les plus générales que nous pouvons obtenir en particulier
ces équations présentent beaucoup d'avantage par rapport aux équations
ague nous avons trouvées dans la littérature.

Les tableaux (3.1) et (3.2) montrent une comparaison entre
nos équations et celles d'autres auteurs, nous obtenons avec un trés
faible écart les mémes coefficients que les autres auteurs pour 1l'é&qua-
tion relative & la composante radiale u du déplacement. Par contre les
équations relatives aux autres composantes du déplacement v et w
contiennent des termes correctifs en dérivées d'ordre (6) de ces
déplacements qui n'existent pas dans les théories classiques, ces
termes sont ern général non négligeables et présentent un intérét
certain lors de la résolution du probléme par double série de Fourier
car alors la convergence de la méthode se trouve accrue.



Tableau 3.1. premiere équation.

2 Y 4 b 4 6 6 6 6
t 8 2, U 3ty 3tu 3tu 3%y 3°%u 3%u 3°u
Aut = 98+ (1-v2) :

ULeUrs g2 YU TV g axy 352362 3o" 3xb 366 3x236" X" 302
HAGE. .
simple
module de 1 0 0 0 0 0 0 0
base
HAGE y 1+6v+4v2 5 u v ; v(v2+7v+2) 5 - dv2v 13-v-6v? , V(8+21v+5v2)
complet 2 2(1+v) 2(1+v) 2(1+v) 2{1+v)
HAGE 2
avec AYo 1 1,6 2 1 0,5 2 4,6 6,8
pourV=g3
BIJELAARD 1 0 0 0 0 2 7 + v 6 + v - vl

.I
SFLUGGE 1 0 4 - 2y 1 2v 2 8 - 2v 6
: )
DONNELL Cau2 2 . - 2
complet 1 4 + v-3v 4 -V 4 2v + v 2 6 v 6+ v + v
version 1
DONNELL
version 2 1 4 - 3y2 4 - 2v 1 2v 2 8 - 2v 6
|
DONNELL 1 1 - V2 3 1 v 2 7 5 + v
version 3 -
o2 _ _u2 _u2
WU- LEE ’ 1201-v4) 4 1 12(1-v°) 5 8 _1201-v7)
5 5 5
MORLEY 1 1 2 1 2 2 6 6
SIMMONDS 1 0 0 1 0 2 4 2




Tableau 3.2. ceuxiéme équation
ALteurs iy 36y 36y 36y 38y 30 _ 3% 3%u
N 368 ax730" ax" 262 ax® Ix%36 %2363 36~
HAGE ; 3+6v | [5,28v2n | 1 [ 1-v)2 gy 13y 2y | Zveav?-an? 3v2+24v+1 3+Bv+v?
. 2 .T T |2 M:éML T+] h 4 "2 ELT AN 2 1T - V2 2(1-v2) 201-v)
2y 1
(1-v)2{1+v
BIJLAARD . .
-V
ou autres L 0 o 0 0 TPy 1T-v 1
avteurs . .
]
o
N
| Troisieme équation
Al 3. 3% 90w 95w 3%y 3du 3%y
385 ax238% Ix" 867 axb 3x36" ax°062 x>
5 1+8v-2100( [ s . 9v 4v2 -y 1+7v 1
i —_—l - i S - X
_ vl | R Zp 7 20Ty 12
3+5v 1 3v 2-v 2+v Bve
I oY - Vv b——
HAGE ! ﬁ 2 1+v L] 2y 1 1-v 2 C3v(1ev) Dy . 2V 2 ANE
T+v (1-v12 {1+ (1-v3? 1-v
BIJLAARD 1 0 0 0 0 LAY S 0
1-v 1-v PO
PN
= m\,
. | | |
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En outre, il est intéressant de noter que dans la premiére -
équation de base en u nous avons pratiquement les mémes co&fficients

4 6
u
que les autres auteurs pour '9——-2-— et ’a-——‘é ; ce gui montre 1l'importance

o =]

de ces termes notamment dans le cas d'un chargement radial indépendant
de x, dont 1l'aspet physique se traduit par l'étude de flambement
circonférentiel d'un tube long.

Il importe de remarquer que les équations simplifiées ne peu-
vent étre utilisées que dans le cas de faible déformation de coques
minces. Lorsqu'il n'en est pas ainsi (grande déformations ou = coques
épaisses), on ne peut négliger & priori aucun terme par rapport
aux autres dans les équations générales et celles-ci sont par conségquent
les seules applicables.

Avant d'examiner les différentes solutions analytiques
possibles, nous exposons ci-dessous une séparation simple en v et en w,
valable pour le cas de faibles déformations.

3.2.3. - Séparation simple en v et w

e e et e e . et e o —— —

Une séparation simple des inconnues v et w peut se faire
en considérant l'équation de base (1.65 a) soit

2 4 P R
Qw1 v t'R u r
Vox T TR Mt " Vo g @4

W

Par dérivation en 1;5 nous obtenons la valeur de

Ix o
donc il suffit de remplacer ce terme dans l'équation (1.63 b)
nous obtenons ainsi une équation de la forme
2 2 b - L
v t By 1 97V 2 1-v 3v 'V R
MEPICES: { [:1 S A TR B iR v (.8)

1-3v v 1 du L 1+v t2 3 Y ) v t2
[:2 * (1—v)4:] 3xZ 362 }' R2 36 "7y TzRas W T TRz

4 4 BV 1 3%y 14 2y - sV 3% _ 1w 1y
[ (1-v)Z :] R? 365 | (1-vJZ | 3xZ 386 1-v K 08
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De méme par dérivation de Eﬁ% , tiré de la méme éguation

(1.58 a) par rapport a 2 nous pouvons &liminer

v
9 X ?9x 6

troisiéme équation (1.63 c) pour avoir une équation en w et en u

dans 1la

soit
32w 1 3%w 02 [ . 5 3%w
(2 357 " R 32 T OO 1[ ) R
(3.9.
Uev) 3% g 3w vy £2 3 gi.y (3:9)
RZ. 36" V axZ 382 2(1-v) 3x '

t< F'(_vz . 3v? 1 3%u {:[WvVv‘ . Sv{ R 3%y
sU1VIR | 7 R ax 62 V77 53

1l'équation définissant u étant la méme que (3.6).

Ce systéme a l'avantage d'étre plus simple que (3.5)



3.3 - RESOLUTION ANALYTIQUE N

Avant d'examiner les différentes solutions analytiques possiblesé
nous pouvons remarquer aue la solution générale de la théorie de la §
membrane, cue nous avons déja expesée au premier chapitre, est une :
solution du tvpe analytique (3.1) qui est entiérement défini si l‘'on {
se fixe les conditions aux limites en x et en ©. Ceci sera exposé
dans la deuxiéme partie, lors de l'étude des codes de constructions
des appareils a pression.

Etant donné que la solution compléte des équations (3.7)
est la somme d'une solution particuliére et de la solution générale
du probléme sans second membre associé, nous allons examiner dans
ce gqui suit, les différentes formes de solutions particuliéres
possibles, avant de résoudre le probléme homogéne.

3.3.1. - Solutions polynominales en x

Une solution particuliére du probléme des coques cvlindricues
peut &tre obtenu en considérant les déplacements comme un produit
d'une fonction trigonométrique en 6 et d'un polynome en x.

Ces fonctions doivent & la fois vérifier les conditions aux
limites en x et en @ et respecter la svmétrie du probléme ; de plus
les polynomes en x peuvent étre du second degré (dans ce cas nous
avons un cvlindre soumis uniguement 3 une flexion longitudinale et &
une flexion circonférentielle pure ou d'un degré supérieur (dans ce cas,

le cvlindre se comporte comme une poutre en flexion simple).

Pour fixer les idées nous allons traiter ici le probléme

d'un appareil cylindrique supporté par deux anneaux raidisseurs a ses
extrémités et soumis uniquement a4 la pression vdrostatique du
liquide contenu figure (3.1). Dans ce paragraphe, nous négligeons les
~fforts de cisaillement (probléme de la flexion pure). Dans la
deuxiéme partie de notre travail, ce probléme est réexaminé dans toute
sa généralité. Compte tenu de cette hypothése, les déplacements

s'écrivent dans la forme générale

-
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FIGURE 3.1.

FIGURE 3.2.
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2
(ax + bx + ¢c) co®

u =
2 .
v = {(dx + ex 4+ f) sin © (3.10)
2 ,
w - {(gx + hx + 1) cos @
avec Pr = pgR (1+cos 6) (3.11)

P représentant la masse volumiaque du liquide et g l'accé-
lération de la pesanteur. ’

Prenons l'origine des axes au milieu de 1'appareil, pour
respecter la symétrie du probléme et les conditions aux limites, les
déplacements s'expriment selon les expression suivantes :

2

[\
=

) cos ©

1t

o1}
%
i

|

u = (ax2 + ¢c) cos ©

2
~— ) sin © (3.12)

[ >

(dx2 + f) sin ©

<
]
"
Qs

%
f

iaN

w = hx cos © = hx cos ©

Vu la simplicité de la solution proposée nous pouvons
utiliser les éaduations découplées (3.3 b et ¢) pour v et w, et
1'éaquation compléte en u (3.6) ce aui nous donne

4

\Y)
a cos@= g+ 9 5 VPR {3.13.)
1 - 15v - 10v D
4 = ~-a
h = -2a

et dans le cas de la pression hydrostatiague (3,.11) nous avons
pour & la valeur suivante :

(1+V) P%R

(1-15V - 10vaD

(3.14.)

La solution correspondante pour les contraintes se réduit
alors ‘au svstéme suivant
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N E

o] =-——— 2 acos 8§ {(3.15.)
11 2
1 -wv
(712 =90
_ E 2a Cos ©
22 1—V2
O?ﬁ =0

Ce qui montre aue l'apmareil se comporte comme une noutre
soumise & une flexion pure dans les deux directions longitudinale
et circonférentielle, de méme 1'examen de la solution (3.13) montre
que chaque section droite avant déformation conserve sa forme
circulaire aprés déformation et subit uniquement une rotation autour
de son diamétre horizontal nous retrouvons ainsi les résultats
classiques de 1'hypothése de Bernoulli dans le cas de la flexion pure
d'une poutre.

3.3.2 - Solutions particuliéres en double série de FOURIER

3.3.2.1.~ Généralités

Dans la plupart des ¢tudes théoriaues de cooues, on utilise
les doubles séries de FOURIER comme solution particuliére.

L'intérét de cette méthode réside dans le fait gue les
équations différentielles (3.5) et (3.6) sont ramenées par cette
formulation & des éauations algébrigues.

Toutefois 1l'utilisation dc cette méthode suppose que les
charges extérieures peuvent &tre décomposées en double séries de
FOURIER et que les conditions aux limites en x et en © sont bien
définies sur les composantes u, v, w du déplacement d'un point Mo
je la surface moyenne de la coque, ce gui est toujours possible.

Dans le cas d'un chargement général (Pr, P§, Px) # (0,0 0))
nous pouvons traiter séparément et de la méme maniére chaoue cas de
chargement partiel radial, circonférentiel ou longitudinal, et
superposer les résultats pour trouver le probléme global.
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Afin de fixer les idées nous allons traiter le cas d'un \
appareil cylindrique dont les extrémités sont soudées & des fonds
de forme quelconque (la solution obtenue pour ce probléme peut é&tre
généralisée a4 d'autres cas en modifiant les conditions aux limites
correspondantes) .

Si nous dissocions la virole des fonds : fig, (3.2) nous
avons les conditions aux limites suivantes et aux extrémités
de l'appareil (x = 0, x = L)

u=v =20 présence des fonds (3.16)
%§-= o) absence de la flexion longitudinale (3.17)
ce gui donne pour les contraintes aux extrémités 011 = 022 =0

Pour des conditions aux limites différentes il suffit de
superposer 3 la solution particuliére la soclution générale telle aue
la somme de ces deux =zclutions vérifient les conditions aux limites
réelles.

En outre l‘'action des supports non soudés ou d'une charge
répartie localement peut étre analysée facilement en décomposant
cette charge en double série de FOURIER, soit rar exemple, en se
limitant au cas de charge radiale :

Pr {6, x) :Z;‘Zm Dmn cos m 6 sin Egi (3.18)

L'amplitude de 1l‘'harmonique (m, n) est définie par :

L 2T
D =2 )j Pr (8, x) cos m © sin B dx de (3.19)
mn L o ° L

Nous avons donné en annexe II les différentes valeurs possi-
bles des Dmn selon le chargement de 1l'appareil
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3.3.2.2.- Solution particuliére de ce probléne

Les déplacements du point Mo de la surface moyenne de la
coque qui satisfont aux conditions aux limites (3.17) sont de la

forme :
m
u{6,x) = z z Amn cos m & sin ax
n m L
m
v(e,x) = :E; j§~ Bmn sin m © sin nTx (3.20)
w(e,x) = ;E;‘ZE Cmn cos m © CoOS 2%5

Les coefficients de ces séries Amn, Bmn, Cmn sont directe-
ment obtenus en remplacant u, v, w par leurs expressions (3.20)
dans les équations générales découplées (3.5) et (3.6}, ce gui nous
permet de conserver la généralité du probléme dont la mesure ol nous
avons retenu la majorité des termes des éauations générales d'égquilibre
{(1.61) contrairement aux auteurs classigues dont les travaux seront
comparés plus loin.

Les coefficients de chague harmonigue sont égaux & ':

4 (m2a2+n212)2 (3.21}
A =L mn
mn D

V2 1R2
(m202 +n2012}" + lZLl{;~15 AHTH LY+ A (a)
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\
. (2+v) ma2 n2 02 + m? o4 + B (b) N
mn (m?2 a2 + n2 I12)2 + E
. . . AMm? ad -vandnd+c ' (e)
“mn D ‘
ver oL
aven G 5
- L . 2
Aow LM A (1+Bv +4v2) n* A% + m* o' + (2+v) m? a2 n2 12 - 12 M] n® 16
2 2(1+v)
oy ie2v 6 6 . 13“\)"8\)’2 2 a3 Loy (9+21v+5u2) 2 2 4 oh
R TETY) }om S TEreY ne 0% m* a* + (54 STTe9) ) m¢ e nt I
LR
\’\maj
\)2

3 2, ~ i 1 3 1 3
B oo {v® + By 7v 4]mn‘H’+(-2- \)2+12v+—2;)m3a3n2112+E§*4v+——2— mo o

C = [fl vZ- 3y -}i}j - Ll-;_»\-)!] m* a3 no+ E‘! + 5y - 7v2 - ?%] m? o nd 13

Y]
' 5 15
s (1 - v2) (2 +y) - gy2) MOT
a
. £2 mé oM 5 1+8v - 21v2
= . e - 2 - — etV b 2 2 72
E TEPNAT T { 5 (3+5v) (1-v) + [4 (1-v) + STI=0) :I m' a¢ nc Il

(1-v)3 9 2v 2 b ok n® 16
[«h—z-w * 3 v(1-v) - = :[m n* 1% +[(v-2) (1-v) + 6v] “SaT



Par ailleurs si nous remplagons les équations (3.5) et (3.6)
par les équations (2.13) de BIJELAARD nous obtenons

212
" (E‘w—ri-+n22)n

R’
A =
mn D m<L‘¢ . “R® - RV TR
oy n?n )) + 12(1-v2) IT'%”%T’ - miﬁ-[_’gm"%ﬁ- + (6+v—v2)n"w“+(7+\,)’-“—-“ig.}:..]

- m (2+v)n?n2R? ) Rbn" -v n®m?n?R?
mn " 9—7;3352+m)7[ 2 ¥ 12R? (1v L° —3-\) 7t m) A
L; E
nrR ~ ) 902
L vn?n?R? 2-__h% 1+v _, n’n‘R 2
Y S0y E— - me” Py + A
LA {“‘LT‘" G e R I

L'examen des valeurs données par notre théorie et par celle
de BIJELAARD (ou d'une fagon générale par les auteurs classioues)
montre la richesse de notre méthode dans la mesure ol aucune simpli-
fication préalable n'a été faite, et dans la mesure ou notre méthode
est valable aussi bien pour les cogues épaisses que pour les coaues
minces, alors que les autres méthodes ne le sont gque pour les cogues
minces, de plus nous pouvons remarquer la présence des termes en

2

12R2

facteur a au dominateur de Bmn et Cmn, avec des ordres de

dérivations élevées en x et en ©, ce gui va faciliter la convergence
de la méthode pour les grandes valeurs de m et de n , nous exami-
qons par la suite les résultats correspondant & nos formulations

et a4 celle de BIJELAARD.

Une fois les coefficients Amn, Bmn et Cmn déterminés, nous
pouvons calculer les composants de déplacements, des déformations et
des contraintes en tout point de la coque, & partir de nos résultats
(1.39), (1.40) et {1.41) ce ui résoud entiérement le probléme.
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3.3.2.3. - Echelles de chaque harmonique, limites supérieures de m et de n

Pour fixer les limites supérieures du développement en double
série de FOURIER il est nécessaire de se fixer des limites pour les
échelles de chaque harmonique, en particulier nous pouvons prendre comme
limite pour les échelles longitudinales la longueur caractéristique de

1'onde :
[ 2 2
A - /——&—t———— : (3.23.)

12 (1 - v?)

De m@me pour les échelles circonférentielles nous pouvons
fixer comme limite un multiple de 1l'épaisseur t = 2h de la coque soit
par exemple :

H=5.t=10.h (3.24.)

Cette valeur est suffisamment petite pour représenter 1'évolu-
tion du phénoméne sur la circonférence de l'appareil.

Ainsi pour l'harmonique du rang {(m, n) les &chelles sont :

. _ L
- Echelle longitudinale A(n) =
(3.25.)
2TR
- Echelles circonférentielle u(n) =-1;—

Les limites supérieures pour m et n s'obtiennent en comparant les
valeurs de (3.25.) & celle de (3.23.) et de (3.24.) soient :

=. |
. _ 2
Lx /12 (1-v3) (3.26.)
m v Rt

2 R
& ——
23 To.n

Ce qui nous fixe les ordres supérieures N et M pour n et m.

Dans le cas ou l'appareil et le chargement présentent une
symétrie en x et en 8 ces échelles seront réduites de moitié.
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3.3.2.4.- Cas particulier d'une charge locale répartie

Pour chiffrer la comparaison entre notre théorie et les
théories classigues nous allons utiliser un exemple pratique qui sera
détaillé dans la deuxiéme partie, et qui est relatif & l'examen de
l'action locale d'une charge radiale répartie dans une certaine zone
limitée en x et en © selon la figure (3.4) et ayant une variation
parabolique selon © ce qui simule l'action de deux supports en
berceaux sur un appareil cylindrique & axe horizontal de longueur L=6,4 m
et de rayon moyen R=0,6 m, l'épaisseur t=2h va étre considérée comme
variable afin que nous puissions examiner 1l'écart entre les différentes
théories selon l'épaisseur relative §~, le calcul va étre
effectué selon notre méthode et selon celle de BIJELAARD.

Le calcul est effectué en plusieurs points dans la section
des charges et au milieu de l'appareil, c'est—-a-dire loin des charges,
. : N . o
afin d'examiner l1'influence des contraintes de la membrane Oq1 °

nous attribuons 1'indice (a) aux résultats du calcul dans la section
des charges et 1l'indice (b) & ceux de la section du milieu.

I - PREMIERE EQUATION D'EQUILIBRE

Les tableaux (3.1) (a et b) résument les résultats relatifs
aux différents termes qui apparaissent dans la premiére égquation
d'équilibre (161 a) (tableau 2.4).

Nous pouvons constater que nos résultats coincident avec ceux
des théories classiques tant que la demi épaisseur relative ﬁ ne dépasse
t 1

-2
i 3 = A
pas la valeur 2.10 ce qui correspond & R 1 .

t -1 ,
Pour E-/V 10 nous avons un écart de l°'ordre de 10% entre

. . - t
les deux méthodes, cet &cart croit rapidement dés que R augmente, et

ceci provient du fait que la coque devient alors un solide tridimensionnel
et 1l'hypothése de LOVE-KIRCHOFF perd sa justification.

La figure (3.3) montre l'évolution entre les deux théories
En particulier nous pouvons faire les constatations suivantes :



" 2 3 3 3
Zone -d*appui Méthode Angle W W WW .WH 3 e 97u 1 3u 1 9w R 3 M 2 9w
3.1.a. L X &2 R 362 | R 93 8x% 26 ax°
=0 -7 5,9 -0,15 -1090 10,28 32,5 - 29 - 0,045 - 1,4
w — b ).“w i i
R - 4-10 HAGE =5 | 126 -1,3 0,027 | =~ 901 4 - 10 10,5 0,1 - 0,63 | 0,07
| | |
=T M 1,6 1,54 ~ 0,029 240 0,13 0,8 - 0,28 | - 0,11 - 0,001 0,11
w t
=0 | -7 6,9 - 0,16 1094 = 10,29 33 -32,9 | - 1,5 - 1,3 0,63
1 !
.3- H
BIJELAARD = 1,28 | - 1,36 0,027 | - 900 4 - 10,2 10,29 | - 0,29 - 0,627 0,07
=T 1 - 1,69 0,96 | - 0,03 250 0,136 0,79 | - 0,8 | - 0,12 - 0,001 0,12
=0 -11 6,5 - 0,58 -1510 | 26,3 32,17 | - 19,6 1,9 - 2,7 1,87
h _ -2 ™ |
g - 4-10 HAGE =7 | -3, 1,66 | - 0,11 - 524 8,8 |- 1,9 |+ 0,8 | - 0,1 - 1,87 | - 0,16
|
=7 0,96 | - 0,098 0,18 - 26,7, 0,37 7,5 | - 6,3 | - 0,19 0,018 0,26
% - t
- =0 -12,3 11,7 - 0,66 -1515 _ 26,4 34,87 | =~ 33,8 - 7,1 - 2,4 2
BIJELAARD = m. - 3,6 3,2 - 0,15 - 521 8,8 - 1,7 1,6 0,5 - 0,3 - 0,14
=T 1,1 | - 1,1 0,21 - 32,50 0,38, 86 |- 87 | -0,37 0,019 0,27
e R S -
=5 -24,5 | -18,2 10,7 -3081 13,8 . 28,.7 431 402 -108 -189
b “ m —
m - 0,4 HAGE =3 -16,5 | +34 -12,6 -1246 7,9 15,37 | -445 -399 - 7,2 191
t
=7 -21,3 -36,7 +13,6 + 19,39 - 3,3 -19,4 +440 +398 -105 -191
=0 - 2,4 1,6 - 0,8 -2874 13,17 6,5 | - 7,6 |- 8,3 0,49 1,85
. | |
BIJELAARD = M. - 0,78 -0,27 - 0,3 -1070 “ 7,3 - 0,41 + 1 - 2,6 - 0,37 0,36 H
! - o L b
' T
T -1 1,5 0,68 - 6,5 2,1 0,23 - 4,9 2,7 - 0,57 m - 0,09
: _




3

e g

e 8

AR

~ 4

{
A

1 o - 1 9 9 3 v ' w a3
Milieu angle | g W | e 2 : = = Rz = =3
3.1.b. ’ ) | x 3 Els) 9x 96 Ix 9x 90
i
=0 - 10,1 9,5 0,16 L 0,5 51,9 - 0,58 0,01 0,55
i
HAGE e w S
|
=1 6,4 |- 5,9 0,1 - 0,5 22,7 0,5 0,002 0,5
h 4073 2
w - L3
=0 10,3 10,39 0,16 ", 0,5 55,3 - 0,52 0,01 0,56
i
BIJELAARD }
uw 6,5 |~ 6,5 0,1 0,5 25,5 0,5 0,002 0,52
3 =0 - 10,9 9,3 0,39 0,07 22 - 0,17 0,04 0,05
- HAGE
u.w 3,8 |~ 4,1 0,07 0,41 16,4 | - 0,1 0,05 0,26
h = ».~O|M - .
R
=0 12,6 12,8 0,47 0,015 25,9 0,03 0,04 0,13
BIJELAARD
= w 4,4 |- 4,4 0,07 0,4 17,6 | - 0,46 0,05 0,24
=0 - 30,3 |- 8,5 10,39 1,3 436 417 104 -197
HAGE ~
™
=3 0,41 |- 28,9 19,7 0,2 459 419 109 -199
LR ,,
R
=0 12,6 |- 12,97 1,7 3,7 12,8 4,1 1,2 0
BIJELAARD
m
=3 0,42 |- 0,45 0,18 0,23 0,18 0,22 0,01 o

r

\
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|

A - COQUES MINCE

A-1 : Zone de 1l'appui

T T eupiis 1 _Sp gy

Le second memRre de la premiére équation peut étre réduit
au terme fondamental V u.

A-2 : Zone éloignée de l'appui (flexion circonférentielle pure)

Les autres termes en u et en v dans le second membre de
cette équation ne sont plus négligeable et dans le cas des cogues de
longueur assez faible (L% 2R & 4R) les termes en w ne peuvent
également é&tre négligés. Par conséquent il faut retenir dans ces zonez
éloignées des appuis la totalité des termes intervenant dans les

équations.

-2 <

B - COQUES D'EPAISSEURS INTERMEDIAIRES 10 = < 10

|
A
L

B-1 : Zone de 1l'appui

4 i . .
Le terme ¢ u reste prépondérant, toutefois dans la partie
supérieure de ces zones (6=T) les autres termes ne sont plus négligeables.

B-2 : Zones éloignées de 1l'appui

o o ot i T o

Les termes en v et en u sont du méme orxrdre de grandeur que
le terme V'u, et par voie de conséquence, sont & retenir dans la
premiére équation (1.61 a)

C -~ COQUES EPAISSES %} 107!

La coque est similaire dans ce cas & un solide tridimensionnel
et nous pouvons voir que dans la zone de l'appui tous les termes du
second membre de 1l'équation (1.61 a) sont importants, de plus dans les
zones éloignées de l'appui le terme YV 'u devient plus petit que ces
autres termes.

Dans tous les. cas nous pouvons proposer les conclusions
suivantes
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A - Cogques minces :

Retenir uniquement les termes en u et en v dans le second
membre pour les appareils assez long, mais dans le cas de§ appareils
courts il faut retenir en plus les termes en w.

B - Pour les autres coques : il faut retenir la totalité des termes
figurant dans l'équation (1.61.a).
II ~ DEUXIEME EQUATION

Les tableaux (3.2.a) et (3.2.b) résument les résultats de

calcul relatif & la deuxiéme éguation (1.61 b)

Nous pouvons constater l'existence d‘un léger écart entre
les deux méthodes méme pour les faibles valeurs de l'épassieur relative

h s . - .
R notamment pour la zone du milieu, sujette & la flexion circonféren-

tielle pure.

, h . .
Cet écart croit avec R ce qui nous permet d'écrire

A - Coques minces

Les termes prépondérants dans le second membre de cette
équation sont en u et en v dans les zones de l'appui, et en u dans
les zones assez éloignées de l'appui.

B - Coques d'épaisseurs intermédiaires et épaisses :

Dans toutes les zones les termes sont du méme ordre de
grandeur avec une importance relativement grande pour la dérivée en
6 de U, par voie de conséquence il faut retenir la totalité des termes

; dans cette équation.
III ~ TROISIEME EQUATION

Enfin le tableau (3.3a) résume les résultats relatifs a la
troisiéme équation d'égquilibre et nous pouvons proposer la formulation
suivante :

A - Pour h 510"2 nous pouvons négliger le second membre de 1l'équation

R
(1.61 c)
-2-. h - .
B - Pour 10 g i--S1o on peut ne retenir que les termes en u et en w
h -1 . c.s
C - Pour R L10 il faut retenir la totalité des termes.
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mm8m~ équation 1 du 1 v R 3%y 32y, R 3’u .w. 3’u 1 3'v R 3'v - R® a'v R 'w 'w u
3.2.a. R 20 R 392 Ix? x 99 ax? 30 3% | R g ax? 28 ax ax® 38| 3x 20
HAGE 15,8 | - 13,4 0,08 0,43 | - 24,3 |- 142 - 8 - 0,74 |- 27,5 1,18 - 4,8
=7
°= 3
BIJELAARD i6 - 15,9 - 1,1 0,43 - 24,3 - 143 - 9,8 - 0,6 - 0,27 0,024 0,47
h -3
R 4.10
HAGE - 7,1 6,55 0,12 - 0,13 0,69 62,3 3,96 - 0,36 0,16 0,025 0,47
)
© 2
BIJELAARD | = 7.2 7,3 0,15 - 0,13 0,69 63,1 4,4 - 0,03 |- o0,006| 0,004 0,016
!
m BIJELAARD 17,3 - 16,8 -3,6 1 - 37,9 - 78,761 - 10,8 - 17,7 57.8 1,68 - 5,2
— T
: o= 4
HAGE 15,8 - 9,06 0,97 0,93 - 37,67 - 74 - 5,5 - 4,7 - 45,9 2,64 4,7
h -2
wI&.HO
BIJELAARD 2,7 - 2,6 - 0,65 0,14 3,9 22,3 - 1,7 - 0,3 2,5 2,36 1,7
o T
T2
HAGE 2,2 |- 1,3 0,27 0,1 3,8 22,3 |- 0,74 i,7 - 5,9 2,2 1,67
HAGE 18,6 - 5,4 1,3 0,98 - 12,57 - 28,531~ 2,9 - 4,2 - 15,8 - 0,4 1,25
o ki)
T4
BIJELAARD 3,1¢ - 3,6 5 i - 12,28 - 14 - 32 13,8 53,5 - 3,9 - 3,9
h
—=0.4
R
HAGE 22,4 - 11,3 0,22 1,6 - 5,9 - 19,2 - 6,8 2,5 - 1,9 4,5 1.9 ,
=T |
€=
: 0.12 0_86 - 4.2 0.6 - 5.17 3.2 - 0.4 1.2 12,4 0.7 0,23




. - .- . [ [ " )
2éme équation 1 2u A R v 32, 3% 1 3 123 R v R v r» I w 3w
3.2.b. R 28 R 492 3x2 x 30 axt 30| R 20° R ap% ax? 20? ax" ax® 30| ox 238°
HAGE 19,5 - 18,4 - 0,27 0,26 0,87 |- 105,5 4,8 0,88 - 0,09 0,01 - 0,86
= 0
=3
BIJELAARD 19,8 - 19,9 - 0,26 0,27 0,9 |- 107,3 {- 12 0,86 0,07 0,019} - 0,88
h -3
z=4.10
HAGE 7,9 8 - 0,03 0,04 0,19 76,3 3,3 0,08 0,03 - 0,03 - 0,13
. !
°=3
BIJELAARD 8 8 - 0,05 0,038 0,18 77,66 4,8 0,19 0,02 - 0,026 | - 0,12
]
@©
o HAGE 12,6 11,99 | - 0,23 0,16 0,77 |- 35,2 |- 7,2 - 0,48 - 0,24 0,14 0,56
v
I 8= —
4
BIJELAARD 14,6 14,7 - 0,13 0,22 0,7 |- 40,85 |- 8,86 |- 0,78 - 0,04 0,14 0,43
h -2
2=4.10
HAGE 7,2 5 - 0,5 0,5 0,8 |- 7,3 |- 3,1 0,64 - 0,05 0,04 0,8
m
o= Wl
BIJELAARD 8,2 8,4 - 0,59 0,59 0,9 + 8,46 |- 3,2 0,9 - 0,05 0,028 1
5 |HAGE 21,7 14,6 - 1,4 1,37 0,7 F 22,29 |- o 1,7 - 4,6 - 8,27 1,6
o= N
BIJELAARD | - 8,5 9,1 2,9 |- 1,4 2,9 8,9 6 - 3,2 - 0,9 0,57 1,8
h_
&= 0-4
HAGE 30,5 19,75 | - 2,1 1,8 1,36 |- 30,5 |- 12,29 2 - 2,6 1
- I
©= 3
BIJELAARD g.. 1,2 13 3,9 -1,7 3,6 12,3 8,6 - 3,9 -71,6 0,87
i




- - - . 7 ﬁ NM ‘ T
) 3éme équation 3u ~m< wwms 1 wmt ywc <2 wwc 22 %< %< 1w R _dw 3 \
3 7 R - . N 2. 2 ;
u.w“m. * %20 dx° R 362 300> o e k30> R 36f 30 e
HAGE - 2,4 2,2 - 0,04 |- 2,3 12,78 - 3,4 |- 0,19 | -~ 12,3 12,5 - 0,13 1
=0 L
BIJELAARD - 2,4 2,45 - 0,04 |- 2,3 12,99 - 3,4 0,04 - 13,06 12,74 0,13 i
h -3
z=4-10
HAGE 0,38 |- 0,4 - 0,01 0,39 |- 4,5 - 1,5 |~ 0,04 4,5 |- 1,3 0,001 0,43
m
=z
BIJELAARD + 0,39|- 0,38 - 0,01 0,4 - 4,6 - 1,5 |- 0,05 4,6 |- 4,6 0,001 0,43
w HAGE - 2,5 2,2 - 0,09 |- 2,3 5,1 - 1,5 |- 0,12 - 5,4 5,2 0,02 0,5
I e= 0
BIJELAARD - 2,95 3 - 0,1 - 2,7 5,9 - 1,44 - 0,14 - 5,6 5,9 0,027 0,39
WI\. -2
Z=4-10 ,
HAGE - 1,2 0,87 - 0,08 |- 1 1,2 - 0,53|- 0,15 - 0,97 1 o,1 0,23
- T
o= 3
BIJELAARD - 1,38 1,4 - 0,09 |- 1,17 1,4 - 0,51 0,04 - 0,01 1,17 0,1 0,17
HAGE - 7,2 38,6 - 15,48 |- 22,4 7,27 0,264 -497 -547 264 237,7 233,3
= 0
BIJELAARD 3 - 3,2 0,46 2 -3 - 0,97 1 1,221~ 1,9 - 0,5 L 3,2
h -1
==4.10 ,
HAGE - 5,2 30,5 14,36 11,7 5,1 0,281 496 538,8 | -253 -236,5 - 211,4
.:. .
o=
BTTer amnmem 2,1 - 2.2 0.32 1 .48 - - n &R A 79 1 nan PR ~ A

-
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Ces calculs ont été obtenus en faisant varier uniquement R
il est évident qu'ils doivent étre utilisés avec précautions, car si

i . R . - < . .
en outre en fait varier L’ il faut s'attendre a une évolution qui

favoriser les dérivées en x, toutefois dans le cas des appareils
R 1 . N i
courants , I <116 et ceci correspond a des résultats que nous avons

présentds.

En outre si nous examinons les résultats relatifs aux
déplacements u, v, w de la surface moyenne de la coque, nous constatons
que dans le cas des coques minces, nos résultats coincident avec ceux
des théories classiques, par contre pour les cogues moyennes et épaisses
ces résultats sont trés différents.

A - Coques minces :

Les déplacements trouvés par les deux méthodes figures (3.4 a-b)
les deux méthodes montrent une ovalisation importante de la section
médiane. Ce résultat trés important a été vérifé expérimentalement
sur l'appareil que nous avons construit, et qui sera étudié en détail
dans la deuxiéme partie.

Nous pouvons également remarquer l'importance du déplacement
radial u vis & vis du déplacement circonférentiel v et longitudinal w

B -~ Coquesd'dpaisseur intermédiaire

L'ordre de grandeur du déplacement radial obtenu est légérement
plus faible que celui obtenu par les méthodes classiques.

Par contre nous pouvons constater que les méthodes classiques
exagérent les valeurs du déplacement circonférentiel v aussi
bien dans la zone de 1l'appui (ce qui est peu vraisemblable) que dans la
zone du milieu Fig (3.5 a et b).

C - Coques épaisses

Notons que la méthode classique n'est pas & priori adaptable
pour ce type des coques. Toutefois nous avons effectué le calcul en
augmentant l'intensité de la charge pour obtenir des déplacements
appréciables.

Les figures (3.6 a et b) résument l'évolution de ces dépla-
cements en fonction de l'angle polaire et nous pouvons constater que
notre méthode fait apparaitre l'ovalisation de l'appareil précédemment
constatée alors que les méthodes classiques donnent pour le déplacement
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radial u des valeurs pratiquement nulles au niveau de l'appui (ce qui
est paradoxal) et une ovalisation inversée au niveau du milieu de
1'appareil (le diamétre latéral diminue)

En outre, vu 1'intensité importante de la charge nous avons
fait apparaitre par notre méthode un début de flambement circonférentiel
d'autant plus vraisemblable gue la coque se comprte comme un milieu
continu tridimensionnel, ce phénoméne n'apparait pas dans les résultats
classiques.

Enfin nous constatons que notre méthode respecte la réalité
des déformations longitudinales dont la mesures ou nous avons une dila-
tation de 1l'appareil dans sa partie supérieure (de la zone de 1l'appui),
alors que les résultats classiques inversent le phénoméne.

Dans le cas ol le chargement s'effectue d'une fagon ponctuelle
ou au voisinage des fonds, il est commode d'utiliser pour £(x) une
fonction exponentielle, ou des combinaisons de cette fonction (ch (x)
ou sh (x)) pour satisfaire les conditions aux limites.

Pour notre part nous allons étudier cette possibilité lors
de l'examen de la solution générale des équations (3.7) avec Py=Pg=Px = O
pour cette raison nous ne détaillons pas ce type de solution largement
utilisée par les auteurs tels que FLUGGE (1960), TIMESHENKO (1934) et
DONNELL (19 76) '

Comme nous l'avons mentionné la solution compléte du probléme
est impérativement constituée de la somme de la solution générale des
équations (3.7) sans charges, et d'une solution particuliére, le plus
souvent prise en double série de FOURIER, telle que cette solution
compléte vérifie les conditions aux limites réelles propres a chaque
systeme.

Si nous appellons U(x,8), V(x,0) et w(x,0) la solution générale
du probléme sans second membre nous pouvons les mettre sous la forme :
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u®©e,x} = A epx cos moO .
v©,x) = B e* sin me (3.27)
wW(@e,x) = C epx cos mo

A étant réel ; B, C, p complexes

Reportons ces valeurs dans la premiére des équations (3.7)
ce qui donne

4
2 2 4 2 p2 4
(p? - E;) + a4 kY P* 4 3 1 [(L+6;+4v ) P°_ (2+v) m“ P . EL_]
R r* RY r2 RY
(3.28.)
1 [ vvi+7v42) ¢ m® 1+2V m?p* V(9+21v+5v%)
ol 2w P Brram ) T8 T
R RS RZ V)
, P’m (13—v-8v2 )' .
R 2 (14v) -

u 2 Rz

Avec : 4 K = 12 (1 -v9

(2h) 2
qui est une équation du 8&me ordre en P, dont les huit racines vont
étre fonction de m.

Etant donné la difficulté de la résolution d'une telle
éguation nous nous contentons de suivre une démarche analogue a celle
de HOFF (1954), en négligeant dans les équations (3.7) les termes en

2
facteur a -t 5 ¢ ce qui conduit aux équations de DONNELL (1936), soit
12R

don: le systéme

5 2 4
® - ) 4 *pt = 0 (3.209
R
dont les huit racines sont :
p, = oy + 161 Py = a2 + iB2

p, =0y - 1B, Pg = 0y - 1B,
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ps = - a; + i8) Py = = o = i
2 2
Q4K+ o Q-k-g"
avec ay = 2 By = 2 )
2
9 -k+o- Q@+ k-g-
02 = 2 82 - 2

0=/ E

Par ailleurs nous pouvons tirer B et C en fonction de A &

partir de (3.7) ou plus simplement & partir des équations de
DONNELL (3.3) soit

24 g2
B=-E—"1, pa
(p2-m?) (3.31.)
2_ 2
C = (2+v m2 oA

(p?- m2)2

Il est évident que seules les racines dont les déplacements
correspondants sont physiquement admissibles, seront seules retenues,
Stant donné que, pour obtenir les équations de DONNELL des dérivations

ont été effectuées et que des racines supplémentaires ont par conségquent
été introduites o

La forme générale de la solution est :

(3.32.)
—al!- . -uz—x-
E~l%L—§L " - le R(AI cos By % + A, sin BY'%) + e R (A3 cos B3 %’* Ay, s8in B, %
X X . . 7
a1 * %) i x
+ e R(A5 cos B8 %— Ag sin B) %) + e R (A7 cos B, % = Ag sin Bz )| cos mé



R

w (9, X) =

R

x B -
"Gl"‘ . x X - I3
v (8, x) "%%('T [e R(A;(M; cos B, -;—-V M, Blnﬁl'ﬁ') - A2(M; cos By g = M| sin By

- 121 -

o {x

.4
“a2R . x x . x
+e R{Aa(M; cos Bz-g + M, sin B §) - A, (Mp cosBop - M} 8in B2 § ) }

a X , | L x
+ e R {As(M] cosel-g - M), sin B % ) - Ag(M; cos B8, JI% + M} sing) 7 Y}

Qa

X . x . x .
+ c+ 2 K (p (MY cosB, -’-;; - M, sin B, 21;- - Ag(Mp cos B, g + M; sinBy 7 )} sein mé

-a,% . . x _ . x
"5_'11&7 EalR{A (N} - cos 81%+N1 sin B, -§)+A2 (Ny cos 8 § N; smBlR)

-8 2 L og X % - x
s e TR (- Ay(N] cos B,F + Nz sin 8o ) + A, (N cos 85 = N3 sin 8, 7 )
al""(' X : Xy - A (N 8 81 =~ + N' sin 8 £)
+e R (Ag(N} cos 8y & - Ny sin 8) §) = Ag (Ny cos 8y f : 1 |
8 2 . x x . x
+e?R { A; (N3 cos Bz-l’%-Nz 91n82§)—l\e (N cos 8; g + N3 sin 8, R):[ cos
o - 8} : ) . , 291 81 ,
avec M, = m? -(2+v = n? ——— 3.33.
‘ (o} + 83 )2 (o2 + 82 )
a%-— B% 2 apy B
M, = m? - - (2 +v) My = om?
(ad + 8%) (a2 + 83 )
[~ 2 ] r— , -
N, #a)| ——— +v N' mg | B -y
1 1 2 2 1 1 2 4 g2
_“1+31 N [ o] 1 a
Nz-az _—T + v N® -82 '—""m—_"\)
a? + g2 2 a2 + g2

A
L

Marn
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La solution générale du probléme est constituée d'une
combinaison linéaire de solutions obtenues pour les diverses valeurs
demz¢O, 1, , M soit

x
X | —a, X
—o . x R x .o X
g—igé-il m-J7 e R (Alm cosf, % + A, 8in Blﬁ) + e (A3m cosB; 7 * A, 8in 82R)
m
a1 x “2% x . x
Vot e (A, cos 8 % + A, sin i) *te - (Ay, cos Baf + Agy 8ind, ﬁ?i]cosme
-1X . X x . X
v (6, x) --é';(-z ) Ene R { Ay (M) cos 61%+ M) sin 8) 7 - Azm(Ml cos B i - M sin By 7!
R n
4+ ete... ] sin mé
v . - X \ x . x
" (g' X . 2:(2 )} E: 'R {-A,,(N] cos 81%'* N, sin 8, %) + A2m(N1 cosfip ~ N} sinB g )}
m

+ etc..,] cos mé

Cependant, pour calculer les différentes valeurs des coefficients

Py pacaea ’ A8m nous devons déterminer la solution compléte qui satisfait

aux conditions aux limites propres a chague probléme selon les relations !

u(8,x) = U(x,8) + I & Amn cos m6 sgin =2 2 X
v(6,x) = V(x,0) + £ £ B si in I x

’ . s mn 530 M6 sin I (3.35.)
w({B,x) = W(x,8) + £ ¢ C ., €08 mé cos ol x

=
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Pour fixer les idées nous allons examiner le cas de l'appareil
précédemment décrit (L = 6,4 m, R =0,6m ) et envisager les conditions
aux limites suivantes

-les fondsétant soudés a la virole ce gqui constitue un encastrement

u (3.36)

-loin des fonds , les déplacements ne sont plus affectés par la
présence de ces fonds (effet de la couche limite)

limites u, v, w = O

Dans le cadre de ces hypothéses, nous obtenons les Solutions
complétes suivantes

_ Solution compléte en exponentielle de ay

A.
: —o, X .
U=s-R) e R(Almc0361%+A2msin31§)cosme
i (3.38.)

X
~%IR X : x
vegr L [ e o o e B
m

y * x Ld
- A, (M cos By X - M! sin By R )j sin mé

2m R 1
R "R —_ A (N' cosg X+ N, sin 8 X )
W--e-}'('zze m 1R 1 R
X _n i X o8 mé
+ A, (Ny cosg g-N sinBg g ):[ ¢
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Or,
V(x = 0) =0 Ay My - A M =0
et
U : n'n ‘
ax(X'O) w -1 I Amn cos mb
A B (11 Al
soit - =R} [ 2mR1_'*Rm:[ cos mh --%Z(ZnAm)cosme
m m n

)|
Ayp B - 01 Ay = (gnAmn)

Cette dernidre condition ne sera réalisée que si la sommation en m dans
la solution sans 28me membre, & le méme nombre d'indices que pour la solution
particuliére, c'est & dire m = 0,1,2,...,20 dans les 2 cas.

Zn A

' v
A, =d_.1D ™ = I MlZ B A
m Lo ML 8 M- aiM
f nA
A = T n mn _ I M, Zn Amn
m L M L 8; M —oM
Wy A
D'old finalement :
X
. R mn R X ) x
U . Lz By M} -oMy e (Mjcos 8, R *M sinB g ) cos mé r
mn A .1
—EL1L1I . : S IR 2 2 . X .
v "2LK Ll 81M~ oM, ¢ (M1 + M{?) sin 8, R 8in mé

X
R 1 " mn IR

w R S —————
"z PIgrwcam © g

(3.39.)

{3.40.)

(3.41.)

(3.42.)

(a)

(b)

(M{N, - MN!) cos 8 X - (M{NJ+M\N,) sin 8; X cos mé

{c)
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_Solution compl&te en exponentielle de a

B.
Nous obtenons, par la méme méthode, avec les conditions aux limites :

V(x = 0,8) =0

o x (x = 0,6) = -L L T Ap, o8 mé
Ue=-g B e (M2 cos Bz + M) sin B2 §) cos mé .43.)
M} By-aMp
R, . ™A -asg L .
ve 2LK* LI My Ba-aMp e (M% +M32 ) sin Bzy "R' sin m8
X
n A -5
R 1 mn R X o x
W= SLKZ Lz W B, -aoM; e {(MJN, - MN3) cos B, R (M3N3+M,N5)8in B2x }cos mé

Pour m= O ces 3 expressions sont indétermines. Cherchons donc un équivalent pour

az, B2y My No, M) , N}

2 2
m m
Pourm-vo(az=—2—i B2 = 3¢
< M2 = - N2 = K
) (3.44.)
2K
kMé o7 N} = K
et ( M} B, -azMy = K
. X X
M% sSin B2§= K§
N X . X
¢ m(M3? + M) sin B, g 8in mé -2K3§e.
3
My N, - MpN3 = Ep 4 vk
2K 3
\. M} N} + MoN, = v K
Dans ce cas.
Pour m+»0 U=-2 7 mo_y e X2
L n R >
A
' R n mn
39X
Ve ) = 2 k30 %
n A
n_R mn 2K3 2
W= o ( + vk - XK (3.45.)
2LK Z K mZ = )

L'expression de W est alors infinie pour m = O. Cette solution en expo~
nentielle de a» n'est donc valable que dans le cas restreint ol la sommation en m

. .
dans l'expression de Amn ne commence pas par O.
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Les résultats numériques correspondent & la solution générale °
pour le réservoir précédemment décrit sont résumés par les courbes (3.6)
Nous pouvons remarquer l'atténuation rapide de cette solution a partir
d'une valeur voisine de la longueur d'ou de caractéristique (0,55 Rt)
ce qui justifie physiquement notre hypothése n° 2, par conséquent
1'étude d'une telle solution peut étre négligée dans la majeure partie des
cas pour cette raison nous n'étudierons plus cette solution dans la
deuxiéme partie de notre travail.

3.4. ~ CONCLUSION

La méthode que nous avons développée dans ce chapitre est trés
intéressante dans la mesure ol elle est applicable aussi bien aux coques
épaisses qu'aux coques minces.

En outre l'utilisation de l'analyse de FOURIER rend cette
méthode extremement maniable et peu onéreuse, avec une précision assez
satisfaisante comme nous aurons l'occasion de le constater dans la
deuxiéme partie.

Les calculs que nous avons effectués par notre méthode
semblent étre plus proches de la réalité que les résultats fournis
par les autres théories et cela d'autant plus que les cogues sont
épaisses.



CONCLUSTION

Nous avons établi les bases d'une théorie générale de
coque, sans utiliser 1'hypothése universellement admise de
LOVE-KIRCHOFF, cette théorie a été résolue analytiquement d'une
fagon générale ce qui nous a permis de chiffrer 1'écart entre nos
équations et celles d'autres auteurs. En particulier nous avons
pu constater que, si la coque a une épaisseur appréciable

2

( %-%10~ a 10‘1) la notion des déformations planes de LOVE-KIRCHOFF

n‘est plus satisfaisante, et ceci implique que la cogque soit regardée
comme un solide tridimensionnel ; nous avons constaté dans ce cas
que le déplacement radial u perd son réle privilégié dans
1'interprétation du phénoméne de flexion par le biais du terme V u

Par ailleurs, la méthode de résolution analytigue proposée
est caractérisée par sa maniabilité et par la facilité avec laquelle
on la met en oeuvre, contrairement & la méthode numérique des
éléments finis. Cette méthode est incommode & utiliser dans la mesure
oll, pour interpréter correctement nos éguations qui contiennent des
dérivées du quatriéme ordre, nous devions utiliser les polynomes
d'interpolation du cinquiéme degré, ceci revient par exemple en
utilisant 1'élément de SHEBA (1), (2), & déterminer 65 constantes
par élément, et souléve des difficultés de capacitépour les ordinateurs
d'une part, et implique d'autre part la connaissance des conditions
aux limites non seulement sur les déplacements et leurs dérivées

premiéres, mais également sur leur dérivées secondes.

Toutefois, le travail fondamental que nous avons effectué
et que nous prolongerons prochainementpour les coques de morphologie
quelconque, admet une extension possible par 1'étude de la couche
limite prés des bords du cylindre, cette étude est nécessaire pour
analyser complétement le comportement des appareils sollicités dans
cette région, de plus il sera intéressant de réexaminer ce probléme
dans le cas des déformations élasto-plastiques, et en tenant compte
des comtraintes thermiques.
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Par ailleurs la résolution numérique de nos équations
va étre dévelcoppée prochainement & l'université de Lille par la
méthode des éléments finis et par la méthode des équations intégrales,
lorsque ce travail sera terminé, il sera possible d'étendre les

applications de notre travail & l‘'étude de flambement des coques,
ainsi qu'a l'analyse de leur stabilité dynamique (vibrations)
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CONDITIONS DE COMPATIBILITE

I - INTRODUCTION

Dans cette annexe nous allons démontrer que les contraintes
déduites & partir de notre théorie vérifient les conditions de
compatibilité (1.4.).

II - CONDITIONS DE COMPATIBILITE

En utilisant les notations du premier chapitre les conditions
de compatibilités s'écrivent en variables adimentionnelles.

1+v

' 2 %
—_ 3013 ) . 1 ] OI , I
‘A°11-+2czp(2'a—e—" * 044 %0 ) ¥ cz’—ﬁr— + (eP+ €27E) .353'0

33

320,

"NY%2 4+ a T v ax?
(I.1)
N 30 . 2. o2 _2p 020
e 2P (B 4 1+2 Ee’+ 2 ¢ 1
A"33"“ 2 e (2 w0y, ¢ O39) * T+ v 5¢2 - = 0

— a: ,
D2 w2723 Ly oy, ek 370y
- FY’) 12 i + v 3%00 = 0
-——- 20 32..‘ S
Doyy - e2r(p 12, >, alefr e + %2 ) 9y
3 (2 =3 %3) * 1+ v %o, "9

%0 30 }
- 3o 3533 e 1 I __.2¢ ] a0
5613 + 2 cPe 3611 + Y = 2013) + 1+v Ec’-ﬂ:”ﬁ) 903¢ € a8
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avec
B + 0
OI = 011 * 022 33
(e o]
oij 6, x, €, z) = 5 g’ o..(n) 6, x, z)
n=o +3

X3

Z , 3 32
b 2o +a2(e2+ 20 2 ) —gzr—

9 ‘
A= (1+ 2ec+ 28 T (eF+ e 3t

. e . n
En identifiant les termes en facteur & ¢ nous aurons les
trois systémes suivants

1°) - Systéme d'ordre m<p

Les équations (I.1) se réduisent a

o 32022~A
Py =0
(I.2)

2 Wi
3%04y
3 £2 =0
320~“

21 _—
d E7

Les autres équations sont identiquement nulles, ces relations
sont automatiquement vérifées car les 0ij™ (m<p) sont indépentants de £
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2) Systéme d'ordre p £ n < 2p

l.es équations (I.1) se réduisent a (m=n - p)
32 o, 32 o, 3 ol ] 80?
el T 4E FErITT Y 3 T+Y 3¢ =0
zvﬂ 2 M m
d 955 . 3 I, ) 3 P _
3 E2 X 3 E -0
32 OT 32 o 32 o
33 . 1 0 g I -
5 &2 T+ 9 £° R .
32 o' 32 o, 5ol
2, ¢ 12 12,
3 2 "2 9 £ 3 £
2 4N 2
A 033 . a ) OI -
352 1 + v 9x JE
2 N 2 M
3 031 1 3 OI 4
3 £7 1+ v 38 3¢
Etant donné gue les OTj (m < p) sont indépendants Jd¢f et gque
les ozj (p £ n < 2p) sont du premier degré en £ ces relations sont identiguement
vérifiables.
3) Systeme d’'ordre n > 2p
Les équations (I1.1) se réduisent & (m = n - 2p, q=n - pl.
32 021 32 0?,‘ 32 qu 30?1 aqu
2 e g G 2 r !
E R B N
2 m 2 m 5 m
0 PP 2 E_.011 . . 1 r‘a o a 91 d o1 i
3 82 3 x 11 T+v | 36?7 "3¢ 53 )
2 N 2 .4 2 4 m 2
9 9, 9 T5s 9 022 3 P 3 Oos d 959
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2 m 2 m
2 9 0'22 0.2 3 OI
+ o + - — = 0O
axz 1"’\) 8)(
52 02 32 oga 3 023 ; 32 o? 3 o? , hYe o?
32 ‘%% T "% T TS 77 Tt T EL ES'ET"']‘“
32 ol 32 ¢ 32 o7 5 of 32 o 3% o 2 32 o7
___12 7€ E2 1z+ 12 . g — 12+a2-~ 1)‘ m o I -0
5 £ 3 £2 3 g4 3£ Y 3 x 12 4 + v 3x 96 :
2 N 2 4 g m z 0 82 T
3 032 . 2 3 032 . 9 935 o 3 oqzm Lo fﬁﬂiT. - “ 3¢ 0y .
£ 3 &2 3 £ "3 8 1+v 9x 3E 7 1+v 9dx 9f :
32 021 32 qu 3 ogq 3 UTq . - 8¢ o? 92 0? 32 o7
. o : - _ L ‘;:
5E2 T v i 238 YTV 3o e T E3esE T 3ee C
£ L

Etant donne les expressions de o , en £ ces équations se réduisent

au systeme suivant

2 N § 2 M 2 2 M q
T oy 2o o, 7 944 S, T or o, 3 01 7 .
3 £7 G 3 62 * 3z C 0TI 3 67 5t
2 g 2 2 \ 2 m
9 oy . 3 955 ) d Ios 3 955 o2 9T oy g
5 £2 3 £ 3 62 3 xZ T+ v 3 X2
2 n q 2 N
9% 033 . 9 033 P (’ 9% 07 .
3 £2 5 £ 1 T T N | 3 E? -
2 g 2 4" 2 4™ 2 47
Y. vr %2, 8% Ty o, [ S .
3 &7 3 € 3 62 @ 37 P12 T T v 3x 38
2 N q m 2
9% 04, . 8 03, . 9 94y . 3% 0y -
3 E“ 3 £ "3 6 1 + V. 3E 3 ’
2 40 g m 2 44 2 4M
3 031 9 031 9 o11 K — a OI 3 OI - a
V4 * -2 M - ye
3 E 3 £ 5 6 T+ v L 36 9¢f 5 6

En remplagant les °2j par leurs valeurs tiré du premier chapitre

nous constatons que ces relations sont vérifiées,
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I1.88R. Calcul de Dmn sur quelques formes de supports

{1 - Cas d'une charge hydrostatique

Supposons que le réservoir soit complétement rempli d'un liquide de densité p,

— — ¢
ol L
- —
4
La pression au point M est donnée par :
pr(x’e) = pg R(1 + cos6)
Ou, en tenant compte des extrémités en x =0 et x =1L :
p.(x,8) = pg R(1 + cosH) ) 5 gin 21X
T nmw L
n=1,3,55.:.
D'ol 1l'expression de D analogue & (51)
D = M m= 0,1
mn T
ne=1t, 3, 5,...
0 m = 2939h75!-°°
2 - Cag d'une charge rectangulaire de densité constante
i
TG . . - w—— e —a—— 2 | . 1 ‘- - »x
0 ' Fyi_ L |
'= b |
H [} .
f . i ,
tf f??} I denstte canstaate
|

Pr




La charge globale supportée par le rectangle est donnée par

Q = p_.28R.2b

p peut se décomposer en doubl

o
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e série de Fourier sous la forme

N 1 . ntb . nm .
p(x,8) = p q(8) ¥ 7 sin 7~ sin 5= sin 2%§
n=1,3.5
ale) = BB+ 2p 3 1
i r m=1,2,3 M sin mB cos mé

c'est-d-dire, en €crivant que

n-1i

singlz (=1) 2 pour n = 1,3,5,...

n-1 .
—— Lgp
. 2 r . nrb
Drnn = - ("1) W:?n s1in L (m = 0 sy N = 1,3,5’u.0)
! n-1
2 pr . . nrmb . -
- (=1} 7o 8in mg sin —— (m= 1,2,3,... 3 0 = 1,3,5,...)

3 - Cas de L appuis en "poteaux".

Considérons le cas d'un réservoir sur 4 appuis selon la figure suivante

77T,

Représentons un éclatement de la

3%
D Dy Ca c
33262251u e ﬁéi;ﬂcf
|k g }
A&f AL Bl. l%
# 7/
A A4 B4 B!

— -
-

LSS ey

surface latérale, vue de l'extérieur et super-

posons les U4 solutions suivantes :

Densité +p,. sur ABCD

Densité “Py sur A3B3C3D3

Densité ~p, sur ABC1Dy

Densité +pr sur A25202D2
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Nous aurons alors l'équivalent d'une densité constante +p, sur les b rectan~-

les seuls A A AjA;3, B ByB;Bj3, C C;C2C3, D DyDoD3.

ang ce cas D= Dmn(A AjAzA3) + D(B B)B,B;3) + D(C €,C,C3) + D(D D\D;D3)

D'ol, en ajoutant, l'effet de la pression hydrostatique :

n-1
= 16p
LpgR _ (_qy 2 r (@=By gi, BT (=& . nn (bta
Do ® hw - V) wrg (550) sin = (S)eos 7 (557)
m=0;n=1,3,5,...
Enansll n_132p
e LogR _ (_qy 2 r . (a-8) (a+8) . nv Db-a nn bta
I (=1) © —y—sinm 5 cosm - sin gy (=5) cos T =)
m= i ne 1,3,5;...
Bl 3
-1y 2 roo; a- atBy ., nr ,b-a nr bta
D ™ (=1) —r - sinm ( 5 ) cos m ( 5 ) sin T ( 5 ) T ( 5 )

Nous avons les 2 cas particuliers suivants qui se déduisent du cas ci-dessus

3 - Cas de 2 appuis en berceau

h——— e

77T TTTTTTTT 7///.7//,

p ek
Alors -1 8
4 R , ) Bp
D = - (=1 r ;. Am b-a av b+
| mn nn (=1) 7 sin T (—§~) cos ET"'ga) m=0 D= 1,3,5,...
R 2
D = - (=-1) r .: . mn ,b-a nr b+
mn “»—— sin mB sin T (v anr ,hta -
nmo 16p . n g ( ) cos . (57 m=1 n=1,3,5,,.
2 “
b == (-1) ‘"7“£ sin m in BT (b-a nn ,b+a
mn " 8 sin T ( 5 ) cos r (—§~) m3 2 m=1,3,5,..
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4 - Cas de 2 longerons

; T T i ! N
/7] e /1 /) ///// / B / /

n-1
-l g,
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INTRODUCTTION

La théorie que nous avons développée dans la premiére
partie admet de nombreuses applications pratigues, notamment avec
l'utilisation des méthodes de résolution numérique actuellement
développées. Comme application directe de nos travaux fondamentaux,
nous allons étudier dans cette partie les effets des charges locales
sur les coques cylindriques en vue d'améliorer une partie des codes
des appareils & pression.

En effet les codes A.S.M.E. et S.N.C.T. précisent que pour
la majorité des appareils & pression, l'effet prépondérant est celui
de la pression intérieure du service.

Néammoins, l'effet de la pesanteur et de la pression
hydrosatique peuvent &tre déterminant pendant les périodes de remplis-
sage ou de vidange de ces appareils, notamment pour les réservoirs
cylindriques & axe horizontal, reposant sur des appuis en berceau
ou en poteau, comme c'est le cas de la majorité des camions citernes
et des appareils de stockage de gaz liquifié.

L'analyse correcte de telles sollicitations et les
déformations gu'elles produisent est trés compligquée pour &tre décrite
par les méthodes usuelles de larésistance des matériaux, et une
approche simple, connue sous le nom de la poutre éguivalente, 3 inertie
réduite au niveau des appuis fournit des résultats qui servent de base

pour les codes A.S.M.E. et S.N.C.T.

Ces résultats ont été développés par ZICK en 1951 & partir
d'une étude expérimentale effectuée en 1948, utilisant des jauges de

déformation sur un appareil cylindrique & axe horizontal reposant sur
deux appuis en berceau non soudés.



Cependant, cette étude laisse apparaitre de nombreuses lacunes,
notamment en ce qui concerne d'une part, la prise en compte des effets
de la pression hydrostatique et d'autre part, la méthodologie utilisée
pour trouver les résultats théoriques de 1'étude.

Nous proposons dans cette partie l'exposé au premier chapitre
de 1l'approche classique connue sous le nom de la poutre équivalente ainsi
que les études expérimentales et théoriques de ZICK, qui constituent une
approche simple de ce probléme, résultant de l'utilisation des principes
usuels de la statique, le calcul de deux appareils par cette méthode
nous permet d'examiner les lacunes de cette étude et de dégager les criti-
ques que l'on peut formuler.

au deuxiéme chapitre, nous allons appliquer les résultats de la
théorie de la membrane que nous avons développée dans la premiére partie,
a ce cas pratique, pour retrouver le cas de la poutre équivalente, en ré-
solvant en outre le probléme dans les zones des appuis.

Au troisiéme chapitre, nous résolvons analytiquement ce problé-
me, en utilisant une version simplifiée de nos équations d'équilibre (3.7),
obtenue par 1l'omission des termes négligeables que nous avons déterminés
dans le chapitre (ITII) de la premiére partie, et en imposant une solution
pour les déplacements développable en double série de FOURIER, cette
forme de solution étant inspirée par la symétrie de 1l'appareil considéré
et de son chargement.

L'analyse de nos résultats nous permet de justifier les criti-
ques formulées a propos de l'interprétation et des résultats expérimentaux
de ZICK.

L e quatriéme chapitre est consacré & l'étude expérimentale que
nous avons effectuée aux laboratoires de l'Ecole Nationale des Techniques
Industrielles et des Mines de DOUAI, sur un appareil type, calculé, par
les deux méthodes précédentes et sur lequel nous avons effectué de nombreux
essals afin de déceler l'influence des appuis sur la répartition des con-
traintes dans les sections voisines et 1l'influence des fonds, cette étude
expérimentale nous permet d'apporter les corrections adéquates pour la repré-
sentation de pression de contact support-virole dans la mesure ot l'on
connait expérimentalement les courbes représentatives de la flexion locale
au dessus du support.

Enfin au cinquiéme chapitre nous faisons la synthése de ces études
afin de dégager. une nouvelle méthode plus adéquate que celle de ZICK.
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JCEAPITRE I/

THEORIE DE LA POUTRE EQUIVALENTE
METHODE DE ZICK POUR LES DIMENSIONNEMENTS DES
APPAREILS A PRESSION (Codes A.S.M.E. et S.N.C.T.)

1 -~ 1 - INTRODUCTION

Dans les pages gui suivent, nous exposons l'application des
méthodes classiques de dimensionnement des appareils & pression, cylin-
driques & axe horizontal, reposant sur deux appuis en berceaux ; la mé-
thode générale basée sur les principes fondamentaux de la statique, re-
vient & assimiler ces appareils & des poutres souples sollicitées en
flexion longitudinale.

La version actuelle des codes A.S.M.E. et S.N.C.T. est basée
sur les travaux de ZICK (1951), nous examinons pér conséquent les travaux
expérimentaux de ZICK et CARLSON (1948) ainsi que la méthode proposée
par le premier (1951) pour dimensionner de tels appareils.

Une application pratigue sur des exemples concrets nous montre
l'ordre des grandeurs des contraintes qui interviennent et une critique
théorique et numérique de cette méthode constitue la derniére partie

de ce chapitre.

1 -~ 2 - THEORIE DE LA POUTRE EQUIVALENTE

La théorie de la poutre équivalente revient & remplacer un
appareil cylindrique & axe horizontal et reposant sur deux appuis symé-
triques par une poutre simple soumise a une charge uniformément répartie
sur toute sa longueur, ce qui permet la résolution du probléme des contrain-
tes longitudinales introduites par la flexion de 1l'appareil sous l'effet de
son propre poids et du liquide continu, d'aprés les principes de la résis-
tance de matériaux classique.

Toutefois cette approche semble étre incorrecte dans les zones -
des appuis, ce qul a poussé ZICK (1951) & proposer une version modifiée
de cette théorie ; pour notre part nous allons exposer dans la suite les

deux versions de cette théorie.

v/



La figure (1) montre le systéme a étudier ainsi que les variables
dimensionnelles qui le caractérisent.

Ce systéme est constitué d'un appareil cylindrique & axe hori-
zontal rempli A'un ligquide de densité , les fonds étant elliptigques ou
sphériques, en premiére approximation nous pouvons supposer que le poids
total de l'appareil et du liquide est égal a 2.Q et que le poids est
uniformément réparti tout le long de l'appareil a condition de remplacer
les fonds par une partie cylindrique de longueur E—Ey ce qui conduit &

3
une densité de charge :

20 ;
W = - (1.2.1.,)

L+§H
Cette-densité permet de définir une poutre équivalente reposant sur deux
appuis simples au niveau des supports et ayant la méme longueur que la
partie cylindrigues de 1'appareil, la sollicitation de chague fond est
alors définie de la fagon suivante :
1) Une force verticale qui schématise l'action du poids qui est égal a
% H.w appliquée au centre de gravité du fond, située & g H de l'extrémité
de la partie cylindrique.
2) Une force horizontale résultante de la poussée hydrostatique du fluide
sur le fond, é€gale & R.w et située & une distance g de l'axe de l'appareil
(voir fugure 1.2.)

A partir de ce systéme isostatique nous pouvons déterminer l'ef-
fort tranchant et le moment fléchissant en tout point, la figure (1.3)
résume les diagrammes de composantes du torseuf des forces de gauche en
tout point de la poutre.

En particulier les valeurs maximales de l'effort tranchant sont
atteintes au niveau des appuis, et le moment fléchissant est trés impor-
tant au méme endroit et au milieu du cylindre.

La contrainte longitudinale (V?) ?ésultant de la flexion longitu-

dinale (en supposant que la totalité de la section travaille) vaut :

£ 2 (1.2.2.)

& cette contrainte on doit superposer la contrainte de traction produite

par la force diie & la pression hydrostatique R.w sur le fond et qui wvaut :

Lo, = = (1.2.3.)

e e
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Les valeurs extrémales du moment fléchissant ont pour valeur :

Au niveau de l'appui

l - -l— r .R/-- “3

L AL -.
Hqy = QA — _ .
AR |, L (12,40

Au milieu de 1l'appareil : 3L i

Moo=y | Lo ZA)Z_QM_£+R2—113
c 8 3 2 A
2 2
1+2 (R 5 H )
b, = & L _ LA
¢ 4 1 + é.ﬂ L
J L (1.2.5.)
b

Par ailleurs, la contrainte du cisaillement & 1l'endroit de 1l'appui

va étre égale & : (figure 1.4.)

= -2 sin Av (1.2.6.)

| '
/
w—’/
//
Fig. 1.4. : Contrainte de cisaillement au niveau du support.



el

ST LS SRRt DI Sl

TRELTEETT

e

pt

SETseyn:

ol

CaTRE ST

RS Seles

T




Cette théorie assez simple a été souvent utilisée pour le dimen-
sionnement des tubes trés longs, supportés par des anneaux raidisseurs au
niveau des appuis ; ce qui a pour effet de donner a ces tubes un comporte-
ment d'ensemble dans la direction longitudinale ; pour cette raison, cette
étude concerne uniquement la flexion longitudinale, et d'aprés sa conception,
elle est inapte & déterminer les contraintes circonférencielles q; =F§} ’
qui semblent étre, d'aprés les observations expérimentales,dominantes dans
le cas des appareils & pression supportés par des supports en berceau ou en
pottaux ; pour cette raison, cette théorie a été modifiée par ZICK (1951),
pour étre appliquée au probléme des appareils a pression.

1.3. - Etude expérimentale de ZICK et CARLSON (1948)

Pour étudier l'effet de support sur la répartition des contraintes
dans un appareil cylindrique & axe horizontal, ZICK et CARLSON ont effectué
en 1948 une série d'études expérimentales par jauges de déformation ;
quoique cette technique soit naissante & 1'époque, ils ont pu dégager des
résultats intéressants concernant notamment les zones affectées par la

présence des supports.

En utilisant deux appuis symétriques en berceau, et en changeant
successivement la position de ces appuis, ils ont pu déterminer 1l'influence
de la position de 1'appui, par rapport au fond de 1l'appareil, et 1l'influence

de ce dernier comme raidisseur quand l'appui se trouve auprés de lui.

1.3.1. - Caractéristiques de l'appareil utilisé par ZICK

Les caractéristiques de 1l'appareil utilisé sont les suivantes :

- Longueur totale Lt = 67 feet = 20,4 m
- Partie cylindrique :
. longueur L = 62 feet = 18 m
. Epaisseur e = 1 inch = 25,4 mm
O 520 saet = 2,7

Fonds sphériques :
. longueur H'= 2,5 feet = 0,76 m

. épaisseur e_ = 0,77 inch = 19 mm

f

Supports en berceau :
. largeur : 12 inch =300 mm

. angle de contact o = 120°

void e



- liquide continu

. eau pg = 1O4 N/m

charge par support :

. © = 63,38 tonnes
- positions successives des supports :

. A =1 i 5 F 9 et 13 feet

. A=0,3 ; 1,51 ; 2,7 et 3,97 métres

Résultats expérimentaux

L'approche de calcul classique par la théorie de la
poutre équivalente, (voir 1.2.) semble &tre correcte pour les
parties éloignées des supports, par contre les zones proches du
support sont sujettes & des déformations importantes suite a une
flexion circonférentielle que la‘précédente théorie ne peut pas
prévoir ; ces zones sont les sié&ges des contraintes trop importamn:
par rapport a celles données par la théorie de la poutre égquivale
te ; en particulier les auteurs ont tiré les conclugions
sulvantes :

{a) - Pour la position du support prés du fond (A = 0O),
1'effort tranchant va étre encaissé partiellement par le fond
et transmis par celui-ci & la partie supérieure du cylindre,
dans ce cas la flexion longitudinale est conforme a la théorie
de la poutre équivalente, néanmoins on constate la présence
d*une flexion circonférentielle qui produit une contrainte

maximale prés de l'extrémité du support.

(b) - Dbans tous les cas, les auteurs constatent que, pour la
flexion circonférentielle, le point critique est localisé
prés de l'extrémité du support, ol on rencontre les valeurs
maximales de la contrainte de traction (fibre intérieure) ;
et de la contrainte de compression (fihre extérieure). La
contrainte de traction est due & la flexion circonférentiel-
le, celle de compression résulte d'une part de la flexion
circonférentielle et d'autre part de la coumpression directe
du support (fig. 1.5). De méme, on constate que la contraint.

maximale de cisaillement est extrémale en ce point.
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(c) - Pour la flexion longitudinale de l'appareil, les auteurs
constatent que la théorie de la poutre équivalente est satis-
faisante pour les sections éloignées des supports, l'intégra-
tion des contraintes mesurées dans de telles sections donne
approximativement les mémes valeurs que celles de cette théorie.

Par contre, pour les sections proches du support, les
contraintes de flexion longitudinale mesurées, diférent considé-
rablement de celles données par la théorie : en particulier,
on constate qu'au dessus du support, les régions supérieure et
inférieure du cylindre sont en compression et la partie médiane
est en traction (Fig.1.6) ; les maxima des valeurs trouvées
pour les contraintes de traction sont rencontrées un peu en des-
sous de la médiane et valent respectivement 1330 PSI (0,9 daN/mm2)
et 2240 PSI (1,5 daN/mmz), selon que les supports se trouvent
prés du fond (A% 0) ou & 9 feet ; alors que les contraintes maxi-
males données par la théorie de la poutre équivalente sont respec-
tivement 20 PSI (0,014 daN/mm2) et 300 PSI (0,2 daN/mmZ) au niveau

de la fibre supérieure de la section droite.

(d) - D'autres expériences ont montré que si la distance entre les
supports est supérieure au diamétre du cylindre, les contraintes
importantes proviennent de la flexion circonférentielle et le
point critigue se trouve prés de 1l'extrémité du support, la
destruction de l'appareil résulte donc, en premier lieu de cette
flexion circonférentielle, et elle prend naissance aux extrémités

du support.

(e) - La pression intérieure ne modifie pas considérablement cette
répartition des contraintes ; en particulier, les auteurs ont
constaté que l'on a les mémes répartitions des contraintes de
cisaillements avec et sans pression ; de plus pour le cas ou
l'appareil est & moitié rempli, on trouve des valeurs des
contraintes inférieures & celles mesurées quand il est compléte-

ment rempli ; ceci étant vrai pour les quatre positions du support.

e/ onn
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En conclusion ZICK et CARLSON suggérent la réalisation
de nouvelles expériences et proposent, en attendant, leurs
résultats comme étant indicatifs ; en particulier il suggérent
le renforcement de lLa partie supérieure de la section au-dessus
de 1l'appuli et soulignent 1'importance des fonds, comme raidisseurs,

quand les supports sont situés & leur proximité.

1.4. - Etude théorique de ZICK (1951)

1.4.1. - Introduction

L'étude expérimentale précédente montre clairement
que les appuis introduisent des contraintes trés importantes dont
il faut trouver une justification mathématique adéquate, d'autant
Plus que ces mesures sont en contradiction avec la théorie de la

poutre équivalente au niveau des appuis.

En ce basant sur ses résultats expérimentaux, ZICK (1951)
a tenté de trouver cette justification en restant dans le
domaine de la résistance des matériaux classique,et il a distingué

dans cette étude deux cas :

- 1'un concerne la position des appuis prés des fonds,
- l'autre concerne le cas plus général des appuis assez éloignés
des fonds pour qu'on puisse négliger leur influence sur la

répartition des contraintes au-dessus des appuis.

Toutefois, cette &tude ne semble pas correcte, et elle
est critiquable en plusieurs points, nous reviendrons sur cette

guestion dans la partie (1.6.).
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Dans l'inventaire des forces agissantes et qui est proche
de celui de la théorie de la poutre équivalente (1.2.) ZI€K (1951)
commet une erreur trés importante car il ne tient pas compte de la,
poussée hydrostatique sur le fond comme une force de traction,

mais il 1'inclue d'une maniére erronée dans un couple.

En effet, d'aprés ZICK (1951), un fond peut &tre rempla-

cer par le systéme des forces suivantes

1. - Deux forces verticales égales dont leur module commun vaut
le poids du fond rempli (é- Hw), l'une d'ellesest appliquée
a %-H de la jonction du fond avec le cylindre, et l'autre est
appliquée au niveau de cette jonction, dirigée vers le haut

et représente l'effort tranchant diie & la jonction.

2. - Deux forces horizontales égales dont leur module commun
vaut la poussée hydrostatique Rw, l'une d'elle représente
cette poussée et par conséguence elle est appliquée & %
au-desseesdu centre et l'autre représente l'action de la
jonction fond-cylindre; d'aprés ZICK, elle est appliquée

au centre de gravité de la section.

Ceci a pour effet de créer un couple au niveau de la

jonction égal a :

2 3 R _
C = 3 Hw X 8 H-R 1 R H - W (1.4.1.)

Malheureusement, un tel inventaire ne respecte pas
les principes fondamentaux de la statique car le fond n'est pas

en équilibre (Fig.l.?

Le schéma équivalent de 1'appareil est donné dans la

figure (1.8)i1 est obtenu en remplacant les fonds par :

- . 2
~ un effort tranchant vertical égal a 3 Hw

- un couple de flexion appliqué a l'extrémité de la partie

2 _ g2
cylindrique : C = - RR-_BZ (1.4.2.)

4 w2
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L'inventaire dressé par ZICK fournit les mémes résultats généraux
que ceux développés en (1.2.) a condition d'enlever la force longitudinale de
traction die & la poussée hydrostatique R.w. En particulier le moment fléchis-

sant & deux extrémités aux appuis et au milieu, leurs valeurs respectives sont :

.

o |
2 1 -1=
) [2HA A (
M =Rw + -
4 l_3R2 2R? a |
1 - 2 +R2— B
L 2AL
=2Q4A |1~ . T8 = K1 Q.L (1.4.3.)
3L
.
et au milieu : -
2 2
R -H
142— 5
0.L L 4A
Mc = 7 - T = K2 Q.L (1.4.5.)
1+£-1 H
3L

L'effort tranchant est maximal aux appuis, et égal & Q ; les
diagrammes de ces moments fléchissants et de l'effort tranchant sont présen-
tés en (1.2.) Figure (1.3.)

Des abaques (en annexe I) donnent les valeurs de MC et M en fonction

de A, H, Rc' et L

1.4.3.1. ~ Valeur de la contrainte longitudinale dle & la flexion

D'aprés ZICK (1951} les mesures par jauge de déformations montrent
que la partie supérieure de la section droite du cylindre est sujette a dé
grandes déformations qui sont diies d'aprés l'auteur, a la flexion c§rconféren—
tielle produite par la contrainte de cisaillement, ce qui rend cette partie
inerte pour la flexion longitudinale ; dés lors la partie inférieure va encais-
ser seule le moment fléchissant Mq, cette partie est définie par un angle 2A
qui dépend de l'angle du support @ et du point ou la contrainte circonférentiel-

X _ 180°- € .
le est maximale ; ce point d'aprés ZICK se trouve a © 2 a partir du som-

met soit (figure 1.9.) 6

A=20 4 30°
12 R AR
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Les contraintes de flexion

longitudinale maximale vont

étre
Uq 3 sin® A
f1= T v, avec I =R e [ A+ Sin A cos A - 2 ————Z——-J
_ Sin A
vl— R ( A -cos A )
et

A remarquer qu'une seconde
fait que le torseur des forces de

de gravité G de la section utile.

M
s Sin
£, I :E)Vz =R -—7

2)

source d'erreur provient du
gauche n'est pas écrit au centre

Nous verrons ce point en (1.6)

L'angle du support est en général voisin de 120° d'ol

2

n
A < 8o° I=R3e[l,4+0,98x0,l74—2 &%3_2)_

I
3
I = 0,185 R e
v1 = 0,53 R } v2 = 0,296 R
. I 0,185 2 2
Dot 7, = = R“e = 0,35 R e
1 0,55 '

Alors que si la totalité de la section travaille on aurait

VA =

'1 R3 e
2 R

( I/v) =

e = 3,14 R2e

Soit une contrainte 9 fois plus petite

Par commodité ZICK a établi des diagrammes qui donnent

les coefficients d'amplification des contraintes

en fonction de 1l'angle @ du support (voir fig. 1.10)

1
et ;
K K 1
M
=——£—_2_
K'lM Re



-16-

Par ailleurs gi yn anneau raidisseur se trouve au niveau de
l'appui, ou si l'appui se trouve pré&s du fond qui joue alors

le x0le de raidisseur,on a :

K, =K', =1 autrement 4dit la totalité de la

section travaille

Au milieu du cylindre, l'effort tranchant étant nul
la totalité de la section travaille et la contrainte maximale

vaut :

M
+ C

3 n R2e

(1.4.7)

Dans le cas ol Mc est trés grand (appareil trop long)
f3 ne doit pas dépasser la contrainte critique de flambement
pour les fibres supérieures.

E.e

soit f, £ 0,0625

1.4.4. - Contraintes de cisaillement

o ot .t i S S o o et et i T o e e e e et

Dans ce cas la répartition de la contrainte de cisaille-
ment dans une section droite est proportionnelle au sinus de

l'angle central @ compté & partir du sommet.

Si 1'effort tranchant est V, sa valeur & droite de

l'appui est : fig.1.11

i L-2A-H

V=209 \ T T & ) (d'aprés ZICK) car
V=9Q-w (A+H +;§ )/ j§étant 1l'abscisse courante
3 partir du milieu de 1l'appui
avec W=£2—+Q—4'/—3—-I_-I- r V=0 - 29 (A+H+§)
v, (3L + R H)
. X . , . . A+ H
juste & droite de 1l'appui }= 0, ce qui donne V = Q -6Q—
3L+4H
Soit V= 0 L-22-0,74 A o x & —L2+AH— 13} (1.4.8)
L+ 4/3 H
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En appliquant la théorie des résistances de matériaux

a cette section on constate que la contrainte de cisaillement

va étre
T Y sin® (1.4.9)
KRe N
. . n .
sa valeur maximale est atteinte en 9b =5 <cequi
donne
1: - \'4 - L -2A - H;] __gg (1.4.10)
m L+ H nR&
I re

ce qui est remarquable c'est que cette valeur est indépendante
de l'angle du support, par contre 1l'effort tranchant V est

plus petit que Q. Pour le dimensionnement ZICK propose

1;1 < 0,8 Re ou Re est la limite d'élasticité
du matériau

e 3

N

Figure 1.11: Diagramme de cisaillement
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1.4.4.2. - Cas d'un appareil sans anneau raidisseur et dont 1l'appui

Dans ce cas, ZICK suppose que seule une partie de la section droite
va travailler et ceci est did au fait que l'autre partie est sujette a des

déformations assez importantes.

Cette partie est limitée (fig.l1.12) par 1l'angle

2 x(%—+ 56) =2 (N-«) d'aprés ZICK. Cet angle est déterminé expé-
rimentalement.

Zick suppose ensuite que la contrainte de cisaillement (Tnon ren-

forcé) va 8tre encaissée uniquement par cette partie, ce qui permet d'écrire :

T
. i Si.nzrbd\b -
T (non renforce) Y [

. >

T (rerforcd)

e e 22 B gt
j “.-j ! .')Zg‘ad h [_T; - % - é.‘ﬂ_}_‘_,"’ 57 ‘
(4

Zf B Veint
(non renforcé) = (T T n 4 sinicosaie

La contrainte de cisaillement f sera égale & : - B

Qsind I R R L
f4 T re(m - a + sinacosi) IR )
0. K4 I-H-2A
Le maximum est,em ¥ =@ : f4= (1.4.11)
R e L + H
avec K, = Ty (1.4.12)
4 M-0+ sindcos O

on doit vérifier f4(V) < O0,8Re
le maximum de f, () étant en § = W

[
pour @ = 120° K 4 1,140 on a une augmentation

Zﬁnon renforcé

= = 3,5 fois
U renforcé 0,32

oo/ o
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La présence du fond prés du support va modifier sensible-

ment la répartition des contraintes de cisaillement.

Sur le fond la contrainte de cisaillement va se dissocier
ig. 1.14

en f4 et en f5 (fig )

f5 = contrainte vers le bas sur la partie comprise entre

0« ¢1<‘N dde au fond

f4 = contrainte vers le haut sur la partie comprise entre
a < ¢2 < m die 4 la présence du support

et dont la valeur est déja déterminée en (1.4.4.2 ) ;

d'aprés cette répartition l'effort tranchant absorbé

par la partie supérieure du fond s'écrit:

ol 2
¢ sin” ¢, R@. d¢
1 £ 1 9] . ‘
2 = (00 = sin O cos O )
m Rc m

_ f

b
et la contrainte dans la partie inférieure est de la
forme
£, = —22 o - singl cosa | 4y 6,  (1.4.13)

2'TTRef T-0 + sin 0 cos O

de telle maniére qu'on a l'équilibre de la section du fond

@ Q sin2 ¢1 Re d ¢1 n
2 T Re, -2 f5<efRdd)2=O
(0] o

cecl parait paradoxal, car l'effort tranchant total doit
étre différent du zéro ; par ailleurs si on isole la
section opposée du cylindre, on constate qu'elle n'est pas
en équilibre nous reviendrons sur ce point en ( 1.6 )

Ainsi la contrainte de cisaillement maximale
f_. s'écrit:

5
_ 20 0 ~ sin O cos & —) \
£g = 2 TR g T - & + sSino cos o (sin d>2)

£ b0

soit
0K
f = — 2
5 R ef (1.4.14)
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de méme, la contrainte dans le cylindre : f6 est maximale pour

. K i .
$,= o £ = ¢ 5 sind, a - sinacosa

6 R e 7K5 = - mn - a + sinacosa

t(Lt et K5 sont donnés par la figurellléen fonction

de e

En résumé la partie supérieure du cylindre va é&tre
le siége d'une contrainte de cisaillement é&gale & f5 et la
partie inférieure va étre le siége d'une contrainte de ci-

saillement égale & £ toutes les deux sont dirigées dans le

4’
méme dens.

1.4.5 -~ Flexion circonférentielle

D'aprés 1'auteur, les contraintes de cisaillement dans la
section droite au dessus du support vont créer une flexion circon-
férentielle trés importante, qui dépendra de la proxi-
mité des fonds et de la présence des anneaux raidisseurs au dessus

du support.

1.4.5.1.- Cas d'un cylindre renforcé par anneau

Si on isole une demi-circonférence au dessus du sup-
port, par symétrie en A et C, les efforts verticaux sont
nuls et les déplacements horizontaux ainsi que les rotations

de sections en A et ¢ sont nules aussi (Fig.1.15)

La répartition des contraintes de cisaillement va étre

au point(u, (v 9“6 = —%—S"El-{lilé“w“ (1.4.15)

L'effort élémentaire de cisaillement appliqué sur

1'élément e x df avec dL =R . d Y vaut alors :

T-% dew=-%— sin ¢ 4y

ainsi ses composantes sont :

"E;=—%—— sin Y cos ¥ da Y

E: —%—- sinzwdd}
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Si on se place au point N ( ¢) ces deux forces élé-
mentaires vont produire un moment fléchissant &lémentaire

(dm)¢ =EXb1_ Exb2 avec b1=R(cos1p -cos ¢ ) ,

b2 =R (sin ¢ =~ sin P ) 1le moment fléchissant au point N
vaut alors :
¢
- - - £ g -
M¢ = M, P R (1-cos ¢) + = sin{ cos Y (cos P ~-cos ¢ )RAY
(0]
b
Q . 2 . .
- - sin Y(sin ¢ - sin P) RA Y
0

soit:

M¢ = MA - PtR(l—cosé) + MOJ avec MO= 2%— 1 - cos ¢ - :%sin o)

1. L,«.}é) (1.4.1%)

Le systéme isolé étant hyperstatique on doit faire

intervenir les déformations pour le résoudre
or la rotation des sections drojtes en A et en C est nulle

C
M, R4 ¢

/] EEI =0 (1)

de méme les déplacements horizontaux en A,B, C sont nuls

C
M<I> m RA®
= 0 avec m - R (cos ¢- cos R)
4E 1
B
M, mRd ¢
ce 'qui donne par intégration —Q—E—E————-= o (1D
A

ces relations (I), (II) permettent de résoudre le probléme

et de déterminer Pt et MA définis a la fig. 1.15 ainsi que M¢
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0 . ‘ . ,
P = [:3 51n28 - = B sin2f - 82 + %‘BZCOSZE]
! — 11.4.19)

- Or .2 1 1 . P2
M, = ar_ [jSLn B(I = g cosg + » BsinB = 28 )

3 . . .
A fsini + % BcosB3 (23 + siu2B8 = 5sinB + Rcosp!

-—

_ Qr o, L2 5 . 12
H¢ = 0K [: cos¢(sin"g - § Bsin2d + £ B7cos2p)
+ ¢sing (l 82 + i sin2R - sinzﬁ) '
2 4 (1.4.20)
1
+ Z‘BCOSB(ZB + sin2B)
T R :
nB(; g sin g + I Bcosdf)
avec o
. 2 ] ] .
K=sing - 5 52 A psinZB
M P M
A et L sont donnss a la fig.(1.16) b est donnée en fonction de
Q.R Q <R 9 et ¢
o
fig.(1.17) le maximum est obtenu pour ¢ = B = 180 - “5—
Soit MB = K. Q.R {(1.4.21)

par exemple pour ¢ = 3 = 120° MB = 0,056 O.R

les valeurs de K6 sont donnéesa la fig 1.18

Les contraintes résultantes seront examinées a la fin du

paragraphe suivant

Toutefois nous pouvons remarquer gue MA est égale pour 9 = 120°,
a 0,02 9.R, alors que M¢ vaut 0,056 Q.R (voir fig. 1.16 et 1.17), autrement
dit, ils sont du méme ordre de grandeur, ce gui sera entiérement démenti
par l'expérience (Chap.IV) car nous verrons qu'en dehors de la zone

ﬁe,EOO°Aﬂ le moment Mg est pratiquement nul.
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Selon ZICK les mesures par extensométrie suggérent
que le moment circonférentiel M6 est plus faible que
dans le cas précédent mais on peut conserver cette

valeur comme approximative.

Quand les fonds sont prés des supports nous avons
vu que la répartition des contraintes est modifiée,
ce qui contribue & diminuer la contrainte de cisaille-
ment et par conséguent MB dont la valeur est infé-
rieure & celle relative au cas d'un cylindre non ren-

forcé, soit :

= . 4.2
MB K7 0.R (1.4.22)
mree K. =K our A > 1
7% % P R
Kg A 1
= ——— x —_— < e—
Ky = g pow g >

Contrainte résultante de la flexion circonférentielle

Pour &tre en accord avec les mesures du (1.4.4)
ZICK suppose que ce moment fléchissant MB va étre en-
caisser par une section horizontale de 1'appareil
d'épaisseur e et de longueur égale a la plus petite
de deux longueurs L et 4 R ; cette section se

2
trouve au niveau du point B (figures 1.19 - 1.20)

AInsi on aura les contraintes de flexion suivantés
3 M

+ 8
> . = =
L 8 R : 43 SR o2 (1.4.23)
et . l2mg
pour L < 8 R f5 =- 5 (1.4.24)
L e

Cette hypothése reste tout a fait injustifiable
et nous la réexaminons en (1.6); notamment le mo-
ment fléchisaant proposé MB est trop important

(pour B = 120°, MB = 0,056 Q.R)
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Par ailleurs, un effet de poingonnement vimt ajouter une
contrainte de compression qui est maximale au point le plus bas
C, et supposée égale au quart de cette valeur maximale au point B

En effet ZICK suppose que l'effort de compression est égal
dQ0encCeta —%?— en B, et qu'en plus, la partie qui va encais-
ser ces efforts va &tre constituée par des cordes horizontales
d'épaisseur € et de longueur é€gale & b + l,56'V7§fE- o b
représente la largeur du support et e 1'épaisseur_cumulée du

cylindre et du plat renfort éventuel, figure (1.21)

Dans tous les cas la contrainte totale de compression
s'obtient en additionnant la contrainte de compression proprement

dite et celle dde & la flexion circonférentielle, soit

au point C  f£_ = 9 (1.4.25)

au point B £ = 0 g (1.4.26)

avec Li = inf ( BR, L)

Dans le cas d'un appareil reposant sur plusieurs appuis,
on prend L é&gal a deux fois la longueur intéressant 1'appui

considéré.

Dans tous les cas le dimensionnement s'effectue en véri-

fiant que fC £ 1,25 Re (1.4.27)
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b+ 4,56\/?2

e

FIGURE 1.21

Tl\u |'\o L]

FIGURE 1.22 - FOND ASSIMILE A UN DISQUE
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Le fait d'avoir une contrainte de cisaillement sur une
facette va impliquer que sur la facette perpendiculaire on

doit trouver la méme contrainte de cisaillement.
Si le fond est prés du support le long de la section

circulaire on doit avoir une force totale de cisaillement

égale a :

. 2 '
= 2 sin O (1.4.28)
™+ o + sina cos O

ZICK va supposer cu'un effort directement perpendiculaire
a celle-ci va agir sur le fond comme un effort de traction en
introduisant une contrainte longitudinale

_ _Effort
f8 = TSurface * 1,5 (1.4.29)

En supposant gue le fond est un disque plat la surface

intéressant cet effort est 2 R &f (Fig.l.22)

La contrainte de traction ainsi introduite va étre égale

a )
sin o
£, = g [: ‘ } x 1,5 (1.4.30)
2Ref(TT—OL+sinOLCQSOL ,
Kg Q
Soit f8 = — (1.4.31)
R e%

La figure(1.23)donne K8

Selon ZICK la contrainte £ doit étre combinée avec

8
la contrainte dfie & la pression interne du service g Zf
P R
on doit vérifier pour le fond f8 + o < 1,25 Re
£

Si la pression interne est négative on vérifie que

P R

£t < 1,25 Re

8 2 e
f,

Dans le cas de fond bombé ceci constitue une approxima-

tion.
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Dans le cas général la répartition des contraintes de
cisaillement respecte la symétrie circulaire et 1'effort tran-
chant encaissé par la partie inférieure de la section droite

(o, m) intéressé par le plat renfort au dessus du support va

étre égal a

v, =0 [ Lt cos o ] (1.4.32)

T - o + sin O cos

"Si, par ailleurs, on calcule le moment global au centre C
de toutes ces contraintes on constate qu'il est nul, ce qui
pousse l'auteur & suggérer que l'appui va produire des forces
radiales sur la partie inférieure du cylindre de la forme =

( en un point (R,%D )

0 /—cos¢+cosq]
P = I

R T~R +cos B sin R

Ainsi l'effort vV, va étre un effort de compression du plat ren-

fort qui va étre pris par une section supposée égale &
ex (b + 1,56 J/ Re )

VvV, =K
en posant 1 9 Q

La contrainte de compression résultante de cet effort

va étre k9 0O
f9 = (1.4.33)
e (h + 1,56 ¥ Pe
avec e = épalsseur totale du cylindre et du plat renfort, on
doit vérifier £ < 0,5 Re

1.4.10 -Anneau rdldlSSLUI au niveau de l'appul

Comme on a pu le constater la sollicitation la plus
importante va étre la flexion circonférentielle,notamment lcrsou

les fonds sont assez éloignés des supports.

, A 1 , cq s as
Si = > - il faut donc utiliser un anneau raidisseur

pour résister 9 la flexion circonférentielle (M8 ) la distance
longitudinale qui sera affectée par la présence de cet anneau

est de & = 0,78 / Re de part et d'autre de 1l'anneau, fig.1.21

7
e/ o
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par préférence on utilise des anneaux raidisseurs placés & 1l'in-
térieur de l'appareil puisque la sollicitation la plus importante

~est la compression des fibres du cylindre.

D'aprés les calculs effectués dans la parti4af4.5.1) on peut
tirer les sollicitations qui affectent 1l'anneau raidisseur (fig.1.22

en particulier.

Pt = KlOQ (1.4.34) ;
T . 2 9 . 2. 1
avec Klo— T \-3 sin R 5 Bs:m 2B-R°+ T B s 2-%
' 2
et K= sin” B -~ —1—-62 - —l—-sin 2 R
2 4
(1.4.35)
la figure 10 donne les valeurs de Klo en fonction de R
de méme

_ _4& .2 1 Lo 1 .2
M, = K,,Q.R avec K, = 75— [?ln 6}(1— 4~ cos B+-§-len B~ vy B)

3 .
- —4—Bs:m B

T —-i—BcosB(ZB-FSin2B 5 sinB+B ¢o8 Bj
(1.2.36)

le maximum du moment fléchissant circonférentiel est :
pour ( ¢ = B) MB = Kg Q.R (1.4.37)

D'autre part le moment fléchissant dd aux contraintes de

cisaillement est égal en ( ¢ = B ) a

Q

R 1 : -
(Ni:é = = (1 - cos B- 5—-851n8 Y= K Q.R (1.4.38)

12°
: i {1.18
le tableau(I)de la figurei ')donne les valeurs de KlU K12}K101K13

et K6

Si on isole l'arc du cylindre défini par (fig.1.25)
et si on examine son équilibre , on constate qu'il est sollicité

de la maniére suivante :
Un moment fléchissant : MB = K6 Q.R
Un effort mormal PB

Il en résulte que :

(Pt + PB) R + MB = MA + (Mt) B
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o

f _______ f Ky ) ‘inz Ko K¢ K13‘
135 90 0,93 0,286:/ 0,132 | 0,082 | 0,102
120 120 0,02 0,189:) 0,100 | 0,0528] 0,056 -
105 150 0,012 | 0,119: 0,078 | 0,0316} 0,021
90 180 0,006 { 0,0684 0,057 | 0,017 | 0,0004;

Figur¢1.25: montre .les Forccs dans
’

L'anneaw reidisseur
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Soit
1 [ .
i -Tl“ *%‘Ms};%
Pp = ( Ky + Ky = Kg =Ky ) Q
soit ' -
Pg = K3 0 } (1.4.39)

Ainsi l'anneau raidisseur va étre sollicité en compression

et en flexion, la contrainte résultante sera donc

K ) K_0O.R
£ o=- 13"+ 6 (1.4.40)

r I/c

Avec
Ar = surface de la section droite de 1'anneau raidisseur
I/c= module d'inertie de cette section voir fig. (1.26), (1.27)

Dans le cas ot plusieurs anneaux sont utilisés (par exemple

deux anneaux de part et d'autre du support) on a
{n : nombre des anneaux)
Ko 0, Ko QR

£ - o (1.4.41)
n r C
Il faut vérifier f£. < X2 (1.4.42)
10 2 -4.

+ P <R
et flO o

ou P représente la pression du service

Notons qu'il faut vérifier que l'effort tranchant sur la section

en B soit faible ; nous discutons ce point en (1.6).
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Supports

Les supports doivent résister au poids propre de

l'appareil ainsi gu'aux actions de contact.

Si on suppose que la répartition de ces actions est
conforme a la figure 1.24on doit vérifier surtout que 1l'ef-
fort de compression horizontale peut étre encaissé par le

support.

Pour le demi.support dessiné en 1.24 cette composante

horizontale vaut :

|
Il

0 [.—cosi+ cos B 7 R sin (T - ¢) dé
R .
p T -f + sin BcosBI
1+ cos B - %—-sin28
F=0 (1.4.43)
T - B % sin B cos B

Soit : F= 0.K,
pour ¢ = 120° B = 120° on a Kl4 = 0,204
¢ = 150° B = 105° K,, = 0,260

ZICK suppose que cet effort va étre encaissé par la

partie supérieure du support entre le cylindre et 3 en
dessous.
Soit pour un support d'épaisseur e
_ 3 F 2
£, = < < Re (1.4.44)
R x e

Pour faciliter le travail de bureau des études, ZICK
propose dans la figure 19 un monographe qui permet le choix
le plus économique pour les supports et pour leurs emplace-
ments basés sur un fluide de (42 liss rar cubi€ &* ). Pour
d'autresliquides ce graphe peut servir pour établir un avant

projet.
ol e



-38-

Pour des cylindres & faible épaisseur et a large diamétre
les supports doivent étre mis prés des fonds & condition que le
cylindre puisse supporter le moment fléchissant au milieu et que les
fonds doient assez résistants pour transmettre l'effort tranchant

aux supports.

Pour les cylindres & grande épaisseur, on peut mettre les
supports tel que le moment sur appui soit égal & celui du milieu a
condition que 1'épaisseur soit suffisante pour transmettre l'effort

tranchant au support, sinon il faut placer des anneaux raidisseurs.

1+4+13 - Conclusio

Cette étude laisse entrevoir beaucoup de lacunes sur le plan
théorique dans la mesure ot l'on voit souvent un effort tranchant
se transformer en effort normal et des contraintes de cisaildement
qui vont produire de moments fléchissants trop importants; nous
reviendrons sur ce point en (1.6) néanmoins ceci marque la volonté
de ZICK, de transposer théoriquement les résultats de ces mesures
expérimentales, en se limitant aux notions élémentaires de la résis-

tance des matériaux.

N N ~

L J—
Adq nings
&t supports
A0193

J L

JSL/ L add tings at i / .

supports
017z { 02 ;

| ! Cannot be
I / i swpported on
| two saddles _|
nes ] i
o wedt — A !
L~ etk e LTS A s at supports £ =025 |
) |

/11
/
4
pd

)/ T
. =1 -
//;y’osﬁsui
|-~ Check head-plate
Mickness,fv‘f\

(™

N\
~

YA &

I 1% 1% 1% 1 ¥ % % %
Shell thickness, ¢, inches i
: ]

y
4

Py - 40 N N !
: ~
1 ¢ —N\SPS [
> A A <= u § €0 ™ E\ i l
; . y q 70 \\<\\ \\\ ! I
& NN
Basis of design % 80— < '
A-285 Grade C carbon steel 2 90 N ‘|\
tiquid wt = 42 1b per cu E , ‘ NN )Qiy‘ I
Example shown by arrows g 100 \\ iNE ! S i
R= 5 Use 120° saddles < 110 - .,)X\\\v. N
L =8Ot A= R/2orless \p e DN \
t= X" ] Check head-plate thickness . 120 . &‘; \
130 B\ \
140 INDNING

Fig. 1.28 : Diagramme donnant le type et l'emplacement du support d'éprés ZICK
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1.5 - Exemples de calcul par la méthode de ZICK

1.5.1.~Introduction

— ———— e . e i o e e

Pour illustrer la méthode proposée par ZICK (1951) ( N
(voir 1.4) nous nous proposons d'exposer deux exemples de
calcul de deux appareils cylindriques & axe horizontal repo-
sant sur deux appuis en berceau. Le premier représente 1l'ap-
pareil étudié expérimentalement par ZICK et CARLON (1948) et
le deuxiéme un appareil plus petit glle nous avons construit
aux laboratoires de 1'Ecole Nationale des Techniques Indus-
trielles et des Mines de DOUAI et gue nous avons utilisé

comme modéle de base pour comparer avec les résultats fournis

par la_ méthode analytique: décrite dans la lére partie

1.5.2. - Appareil de ZICK et CARLSON

L'appareil proposé est schématisé par la figure (1.29)
nous effectuons le calcul pour les positions suivantes des
appuis A1 = 300 mm , A2 = 1500 mm, A3 = 2 750 mm
A4 = 3970 mm avec un appui de largeur égale 3 305 mm, et
un angle de contact égal & 2 B = 120°( voir figure 1.29) pour

les dimensions )

La charge linéaire représentant le poids d'eau continu
par métre linéaire va &tre w = 6 334 daN/m et les réactions

d'appuis vont étre égales &

0 = 63 386 daN
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1.29 : Appareil étudié par ZICK et CARLSON (1948)

X
A
N
b=200
) N
o /
o Q ]\”
oy ()
"
>~
L;;,<,______,WWW L=Cyeo e s

. 1.30.: Appareil étudié par HAGE (1978)
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C f%/\

demi-section droite au niveau de 1'appui
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1.5.2.1.- Flexion longitudinale

Le torseur des forces agissantes sur une section

=

droite de l'appareil & l'appul et au milieu est donné par

le tableau ci-dessous : N
Bection au dessus de l'appui ’ Milieu
Position de v Mg MC
1'appui Effort tranchantMoment fléchismriMoment fléchis.
daN da Nxm da Nx m
A, = 300 58 482 823 26,88.10"
4 4
A2 = 1 500 50 448 - 1,0056.10 19,276.10
4 4
A3 = 2 750 42 684 -~ 3,176.10 10,782.10
4 4
A4 = 3 970 34 920 - 6,075.10 3,531.10
t y i

Il en résulte que les contraintes maximales d
flexion longitudinales et de cisaillement vont étre (daN/mm"),

i
Position Appuis , Milieu
£, £, t, £, et f,
- - +
A, - 5.103| 5.107° 1,53 1,67
+
A, 0,7 - 0,33 1,64 1,2
- +
Ag 2,19 - 1,04 1,4 - 0,67
A, 4,2 -2 1,13 T oo,22
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Il est & remarquer que ces valeurs sont supérieures pour
la position A3 de 30 % & celles mesurées expérimentalement par
ZICK et CARLSON (voir 1.3 ); et la contrainte supplémentaire
dans le fond pour la position Al' vaut 1,23 daN/mm2

Flexion circonférentielle et compression locale dlie au support

Nous distinguons uniquement deux cas : le cas ou l'appui
se trouve prés du fond (position Al) et les autres cas qui se

réduisent ici & un seul. .

Pour le cas général (A2, A A4 ) le moment de flexion

3'
circonférentielle en 0o = 120 va étre égal a

3

M, = K, O.R = 0,0528 x 63 386 x 1,35 = 4,52 . 10~ daNxm

B

et pour le cas Al' MB =1,13 . lO%thm

Il en résulte que la contrainte de flexion circonférentielle

va étre égale ( au point q)= 120° point B )

£ = - —F = - 7,78 daN/mm2
et la contrainte de compression die au support en B vaut :

S * S 2
£, 5 T 1,04 daN/mm

Par ailleurs la contrainte de compression au point C
Ko Q
( ¢=7\) est égale a f6=— > — = - 3,2 daN/mm2
d e(b+l,56‘/Rc

Par contre, pour la position Ai ces valeurs deviennent emB®

* 1,95 dan/mm’

h
I

en B

7.1
et f = - 1,04 daN/mm2
7,2 !
et en C f6 =- 3,2 daN/mm2

En conclusion la sollicitation la plus dangereuse est celle
produite par la flexion circonférentielle et par la compression

du support au point B, dont la valeur totale est de 8,82 daN/mm2

Par contre l'expérience de ZICK et CARLSON (1948) met en

défaut la théorie de ZiCK.pour la position A car ils ont mesuré

1’

un ; 2
€ contrainte de flexion longitudinale égale & 0,9 daN/mm

oo/
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2
( & la place de 0,005 daN/mm"~) et pour la position A. respecti-

3
vement 1,5 daN/mm2 (& la place de 2,19 daN/mm?)

1.5.3.- Appareil construit par nous

Les caractéristiques dimensionnelles de 1l'appareil proposé
sont résumées dans la figure (1.30), nous procédons de la méme
maniére que précédemment en prenant cing positions successives

des appuis :

= 1100 mm et A_=1280mm

A, =8 mm, A, = 430 mm, A, = 760 mm, A, 5

1 2 3

La charge linéaire va étre égale & w = 1131 daN/m et 1la

réaction d'appui Q = 3 845 daN

Le torseur des forces agissantes est résumé dans le

tableau suivant :

Position d'appui Section au dessus de 1l'appui Milieu
mm vV daN Mg daNxm Mc daNxm
3
A1 = 80 3 528 - 17 5,49 10
3 3
A2 = 430 3 102 - 0,197 10 4,14 10
3 3
A3 = 760 2 759 - 0,49 10 2,87 10
3 3
A4 =1 100 2 375 - 0,93 10 1,57 10
3 3
A5 = 1 280 2171 -1,2 10 0,874 10




-
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I1 en résulte que les contraintes de flexion longitudinale et

de cisaillement vont étre : ( daN/mm“)
Position £ Ap§u1 £ £ Miil?u
3 4 ‘ 5 1 2
A, 3.10° | -3.10° 1,02 L 0,97
‘ +
A, 0,38 - 0,18 1,2 - 0,73
+
A, 0,96 - 0,46 1,08 - 0,5
+
A, 1,8 - 0,86 0,93 - 0,28
+
A 2,38 - 1,12 0,85 - 0,155
1.5.3.2.- Flexion circonférentielle et compression_locale dde

Pour le cas général ol l'appui est loin des fonds
(positions AZ' A3, A4 et AS) le moment de flexion circonfé-

rentielle maximal vaut (en B, o =] 20°)

MB = K6 . O.R = 121,8 daNxm

ce gui est du méme ordre de grandeur de Mq et de Mc

I1 en résulte que la contrainte de flexion résultante

va étre égale (en B)

£ =t ___-ﬁ—-= p 12,18 daN/mm2
7.1 2 e2

4 cette contrainte il faut rajouter la contrainte de com-

pression dde au support en B et qui vaut :

£ - .9 _ .. 38

7 9 = 0,96 daN/mm2
! 4 e.b 4 x 5 x 200

Par ailleurs en C (d= f1) on a la contrainte de compression

qui vaut :

£ = -9 . _=3845 _ _ 3 gan/mm®

6 e (b+1,56 Re) 5 x 254,8
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Par contre, pour la position A1 ces valeurs sont plus peites
: ’
par suite de la rigidification de la section au dessus du support

par le fond K

6
MB = K7 O.R = 2 Q . R = 30,45 daNxm
+
et f_ . =72 3,045  daN/mm°
7,1
£ = - 0,96 daN/mm2
7,2 '

Les tableaux suivants résument ces valeurs pour les deux
appareils en supposant que la pression intérieure du fluide est

égale a P

1.5.4 - Conclusion

Ces exemples de calcul, volontairement limité aux contraintes
produites par la présence des appuis, sur un appareil sans aucune
renfort, mettent en évidence l'importance considérable de la flexion
circonférentielle au dessus des appuis puisque cette flexion introduit
des contraintes qui sont dix fois plus importantes que celles produites

par les autres sollicitations.
Cependant ces valeurs semblent exagérées et nous. aurons l'occa-
sion de discuter leur grandeur au cours de ce travail.

Par ailleurs la poussée hytrostatique sur le fond va produire

une contrainte de traction longitudinale de méme ordre de grandeur

que celle de flexion sur appuis pour les positions A1 et A2 ; sa valeur
pour l'appareil de ZICK est de :
G=—Y - _ 6,334 - 0.04 daN/mm?
2T e 2 T x 25,4
2

et pour notre appareil o0 = 0,036 daN/mm

Nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe suivant.
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TABLEAU RECAPITULATIF -1-

APPAREIL ZICK et CARLSON

‘ APPUI Flexion Milieu - Flexion f7 max.
Positions Flexion longitudinale Cisaillement Compression circonférentielle longitudinale = 120°
+ Pression
, PR -3 )
5= 0 PR 510 o = 114 d= 120°  -1,04 ®=0 21,67
2e PR + 2e PR + 1,95 -1,04
A1 X = 120°,e——— 1,95 e
. PR -3
o = ==+ 5.10 1,53 A= p -3,2 o =" ;% + 1,67
o 100° £.= 28 4 0,7 = 120°
= 50 , ¥= 120 -1,04 4=0,0
A , - _
2 | ox | 1,64 W= 120°,2% £ 7,78 =y ER L 7,78 - 1,04
o o= == - 0,33 A=n -3,2
2e 14 I
PR
N . 14 idm - 1200, BR ¥ 7,78 PR ~ 0,67 PR + 7,78 - 1,04
3 o = 5o - 1,04 e 2e e
e
% T Iad
a =100° g—éR—+ 4,2 L
PR + 7,78 - 04
1,13 idm p= 120°,22 % 7,78 PR 7 0,22 P '
A : PR e 2c
4 X =7 — -2
2e
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TABLEAU RECAPITULATIF -2-
APPAREIL ' HAGE
2
(daN/mm"™)

Positions Pression p APPUI Flexion Mili&u - Flexion mq max.
Flexion longitudinale Cisaillement Compression ou..Hoosmm,\HmsﬁHmHHm longitudinale = 120°
=0 f£,=-+3.107 |o=114" y=120° - 0,9 | en = 120° §=0 et

= + 3,04 PR + 3,04 - 0,96
- - PR - 0,97
= m»umw.-w;o”w 1,02 o = - 2,9 muﬂm.? ' e
X= 100 2+ 0,38
] PR - 0,73
bw 1,2 idm + 12,18 72t PR + 12,18 - 0,96
= N WIMI - 0,18 e
PR
" ° ze 0% + 12,18 PR $ 0.5 idm
i - e
a 1,08 idm ' 2
3 PR
&H n %o 0,46
PR
¥=0 5+ 1,8 PR - 0,28 .
n 2e 0,93 idm + 12,18 e + idm
4
K“ n IWM - O~mm
PR
1= o ze” 2 + 12,18 PR 7 0,155 idm
A 0,85 idm - ! 2e
5 PR
=1 = - 1,12
2e !
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1.6 - CRITIQUES

1.6.1.

1.6.2.

Introduction

Nous avons pu constater que ZICK a pris comme base
de son étude théorique, les résultats expérimentaux obtenus
par jauges de déformation, chaque fois qu'il étudie une
zone déterminée, il envisage une contrainte unique,autrement’
dit il n'a jamais envisagé la répartition totale des con-
traintes en un point déterminé et essayé d'en dégager les
contraintes principales, mais au contraire il arrive qu'en
deux points trés voisins, il limite en 1l'un d'eux la con-
trainte de cisaillement et dans l'autre celle de flexion ou

de compression.

Par ailleurs beaucoup de ses propositions concernant
des parties ineffectives ne sont pas fondées théoriguement
et ne respectent pas les principes de bése de la résistance
des matériaux classiques. Nous examinons ci-dessous les cri-
tiques de cet approcheen nouslimitant aux principes simples

de la statique; les valeurs numérigques, données a titre

d'exemple, sont tirées de l'appareil n°2 ( HAGE )

Critiques

Ces critiques sont assez nombreuses, pour cette
raison nous pensons suivre une démarche paralléle a celle

de ZICK et critiquer chaque point de son étude.

nale

Nous avons déja signalé que ZICK a commis une
erreur importante en négligeant l'effort .de traction
dd & la poussée hydrostatique, en supposant que si
on isole le fond, le fluide contenu dans ce fond va
exercer une poussée hydrostatique R.w appliquée
a —%— au desssous du centre de l'appareil, et les

jonctions entre le fond et la partie cylindrique de

-

1'appareil sont équivalentes & une force R.w appliquée

vl
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au centre de gravité de la section droite ce qui raméne 1'action

horizontale du fond & un couple dirigé dans le sens des aiguilles

. . 52 . P .
d'une montre, égala R w . Nous avons signalé que cet inventaire
4
est faux car la poussée hydrostatique du fluide contenu dans

le fond ne s'applique pas sur la section du cylindre puisqu'elle
est transmise sur l'autre fond par l'intermédiaire Jdu fluide
contenu dans le cylindre, autrement dit l'action horizontale
totale produite par l'isolation du fond va &tre égale a une
poussée hydrostatique R w appliquée en —%—-et dirigée vers la
gauche.

Si on examine les contraintes dans la section droite au
dessus de l'appui, nous constatons que nous devons rajouter

dans la formule

£ = Mo

1 KlﬂRze

Une contrainte normale de traction égale & ( en supposant

comme ZICK qu'une partie de la section travaille )

f1=R.w
p 2AR e
Soit — qui n'est pas négligeable, pour 1l'appareil
2 el
1,1309
considéré £, = 13 = 0,08 daN/mm2

P 5 % 1,396 x5

ce qui est du méme ordre de grandeur que £, pour la position A

1 2
et nettement supérieur a f1 pour la position A1
De méme, si la totalité de la section travaille a 1la
flexion longitudinale ( M g ) et & la traction ( Rw ) 1l'im-
portance de f1p serait accrue, en effet si K1 = K'1= 1. on a
2
flgf R w TR e R w
1 2 T Re q 2 Mq

Par contre si la section utile est égale & celle proposée
par ZICK 2 (R A ) ce rapport devient

2
R
_ 5 R w KgTRe
OZ— f = X M =

1 2ARE q 2%A

2
R wT xj

oo/
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Pour le cas de B = 120° on a X, = 0,1 et XK', ,= 0,19 ;
A = 1,396, soit
—_— ]
p_ = 0,43 /% ppour K 1

et p 0,23 pH pour K

1

ce qui donne pour le cas de l'appareil que nous avons construit :

Section s
résistante Position A1 AZ A3 A4 AS
K'l 2,6 0,23 0,1 0,05 0,04
2nRe (¢
Z K'y 5 0,44 0,18 0,095 | 0,073
2 T Re OH 11,7 1,034 0,415 0,22 0,17

Cette importance non négligeable, comme nous pouvons le
constater risque d'étre plus grande si le rayon du cylindre est
plus grand.

Une deuxiéme source d'erreur provient du fait que ZICK
n'a pas écrit le torseur des forces de gauche au centre de gra-
vité de la section présumée "résistante' c'est-a-dire en

R sin A . . .
—x — au dessous de centre O de la section circulaire;

ceci a pour effet de modifier la valeur de Mg selon

M =M 4 R2 w sin A
gp q A

Pour saisir 1'importance de cet®erreur nous pouvons exami-

ner l'importance du terme R2w Ei%—é- selon la position de 1'appui
2 .
c'ex—édiregfinlengpqn;gﬂ = RMW s12 A ; pour notre appareil

2
Rw

A =go° et § =0,705 soit gH - 1,41 p,
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Autrement dit, les contraintes proposées par ZICK doivent

-~ o N - . - M
etre modifiées considérablement dans le rapport CH = 9 P
M

a
D } B N\
%fé A A |
; y:\
lod M1 2 3 By By
: 58
3 16,5 | 1,4 0,59 0,31 0,24
) ,
9P _ ¢ 17,5 | 2,4 8 1,59 1,31
Mq H r 7 F I 1’24

Autrement dit les valeurs proposées par ZICK pour la con-
trainte longitudinale de flexion doivent é&tre modifiées dans des
proportions allant du 165 % & 24 % ce qui est considérable, et nous

poussent 3 douter de la crédibilité de la méthode proposée par

ZICK.

Pour la section du milieu, l'erreur causée par la suppres-
sion de la poussée hydrostatique est plus petite,

sa valeur maximale pour la position A_ est de 23,34 %, et sa valeur

5

minimale, pour A, est de 3,7 %.

1
Dans tous les cas nous constatons que des modifications
trés importantes sont apportées si nous voulons appliquer les

principes de base de la résistance des matériaux classiques.

1.6.2.2 - Contrainte de cisaillement & l'endroit de 1l'appui

1.6.2.3 - Contrainte de cisaillement a 1l'endroit du support

=

1.6.2.3.1- Cas de cisaillement & l'endroit du support

Dans ce cas,ZICK a supposé que la totalité
de la section droite va encaisser 1l'effort tran-
chant; cet effort tranchant vaut :

L -2A-H

V=20
L+ H
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Sa valeur dépend surtout de la position dé 1'appui,
cependant cette valeur a été tirée par dérivation du
moment fléchissant & 1l'appui, mals comme en ce point
l'effort tranchant subit une discontinuité égale a Q
nous pensons qu'il aurait été plus logique de prendre

V = Q.

La contrainte de:cisaillement est alors la
méme gue celle‘proposée par la théorie de la poutre équi-

valente (voir 1.2.)

o
1l

g o sin ¢

Basé sur les mesures qu'il a effectuées en 1948 (1.3)
ZICK va supposer gu'une partie de la section droite va
encaisser l'effort du cisaillement V, cette partie diffé-

rente de celle travaillant & la flexion, va étre définie
19 B

par un angle (7 - a) telle que O = 5 (M- 5~ )
Pour le cas d'un support & 120°, o = 114°
et la section qui travaille va étre limitée par un angle

au centre é&gal & 132° (fig. t.\D )

Comme 1l'expérience montre que la contrainte maximale
de cisaillement se trouve en un point voisin de 114°
ZICK a essayé de proposer une théorie qui tient compte
d la fois de ce résultat, et du fait que la totalité de
l'effort tranchant V est absorbé (hypothétiquement) par
la section (Re, 132° ) ; il va supposer donc que cette

contrainte veaut :

V sin ¢

Tor = : ) o € I:oc, TTJ
Re[W-—d + sin O cos a]
dont le maximum est atteint pour ¢ = 0 , et dont les

valeurs pour ¢ € [O, o ] sont nulles ( fig.412)

Dans le cas d'un appui & 120°, ceci donne une con-
s , . .
trainte 3,5fois&0grande que la contrainte trouvée si la

totalité de la section travaille.

Toutefois, 1l'application de la théorie de résistance

des matériaux & la section présumée (R,l32° ) implique

eif e
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que la contrainte de cisaillement en o doit étre nulle
(effet de bord) (fig. 4.4)

En plus nous remarquons que ZICK a pris deux sections \
droites différentes définies par (R, A) et ( R, T -~ a) la
premiére travaillant 3 la flexion longitudinale et la deuxiéme
au cisaillement, or la théorie de cercle de MOHR montre clai-
rement que la contrainte de cisaillement est liée 4 celle de
flexion et il est paradoxal que ZICKaft trouvé la contrainte -
de cisaillement maximale en un point ol les contraintes prin-

cipales sont plus faibles qu'au point ( R, A ),

Nous avons vu que la présence du fond prés du support
va modifier la répartition des contraintes de cisaillement

car le fond va jouer le r8le du raidisseur ( 1.4 )

En particulier ZICK suppose que le diagramme de l'effort
tranchant est assez particulier (voir fig. LIQ) car il est

constamment positif.

Dans ces conditions la contrainte de cisaillement sur

le fond va avoir deux-valeurs (fig.A)Y)

- sur la partie supérieure la contrainte vaut :

- gur la partie inférieure

- 3 o R
E - 9] o sin O cos sin 4)2

T Re mT~0 + sin O cos O

pour ¢2 E[OL:TTJ

De telle maniére que la section droite du fond soit
en équilibre, ce gui est paradoxal , car ceci doit rester
vral méme pour A = 0,5 R , ce qui revient & négliger le poids
de la partie constituant le fond et une partie cylindrique

égale & A xR soit

[ mvosq w
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Dans le cas de notre appareil ceci est égal & = 382 daN soit
prés du 12 % de la valeur de l'effort tranchant global. Par ail-~
leurs le fond va étre sollicité dans ce cas par un effort de
traction qui sera reconverti en un effort de cisaillement sur la

partie supérieure du cylindre ( voir 1.4 )

4

Sur le support on a de part et d'autre la contrainte tz

donc 1l'équilibre du support n'est plus évident

i
t2 sin ¢2 , -
©2 X ~——smo——m— Re d¢2 = —%L—( O=sin o cosa)=£ Q

o

enfin sur la sect-ion opposée du cylindre la somme

de toute les forces élémentaires produites par les contraintes de
cisaillement dépasee largement la valeur de l'effort tranchant.
En effet toutes les forces sont dirigées vers le haut et leurs

valeurs valent (en projection verticale )

' . L Qsin2¢
= 2 (® Qsin ¢l 2 2 a - sinacosa d
R T— rd¢1 + Tr T - a + sinacosa T d>2
0 r a

. g
: 0s
2 ¢l sin¢lcos¢| @ + 2Q a - sinacosa %2 _ S1n$,cosd,
= —_ - i 2
- 2 2 o m T - a + sinacosa 2 X
= % (a = sinacosa) + ~%% (;»‘ Sinacos$>

S.# Q
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Ainsi, il apparait qu'une telle supposition ne peut étre
vérifiée puisqu'elle ne respecte pas les principes de la statique
. Ay
De plus le diagramme de moment fléchissant proposé par ZICK, pour

le cas, nous semble assez douteux (voir fig.4.4l)

Nous avons pu constater l'influence de la flexion circonféren-
tielle au dessus du supportdﬁéumnggfau'elle introduit des contraintes
beaucoup plus importantes que les autres sollicitations,

Une critique générale peut é&tre adressée & ZICK, car son approche
de ce probléme n'est pas fondée théoriquement surtout sur les deux

points suivants :

1 - Une contrainte de cisaillement peut élle créer un moment fléchis-

sant.

2 - Ce moment fléchissant créé dans une section au dessus de 1l'appui
nécessite-t-il une section horizontale dont la longueur est
- L

égale a —— ou 4 R pour étre encaissé ?

Car dans les deux cas desmodifications importantes doivent
étre incluses dans la théorie de ZICK, et pour le premier point, par
exemple le maximum de l'effort tranchant étant localisé & 1l'appui ne
serait-il pas plus logique de prendre unigquement la section intéres-
sant l'appui et supposée d'aprés ZICK de largeur b + 1,56 Yy R.e ?
Et pour le deuxiéme point la pression hydrostatique latérale ne
joue-t-elle pas un r8le important ? et la théorie des arcs reste-t-
elle applicable si on envisage le quart du cylindre (dimension =

2
supérieure a la longueur de l'arc )

Nous avons vu ( 1.4 ) que dans le cas l'arc considérée
(voir fig. 149) est sollicité de telle maniére gue le moment

fléchissant maximal vaut :

Mg = Kg Q-R

et pour B = 120° MF = 0,0528 Q.R
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avec M= —%%ji— f2 {R) =0,02 Q.R

= 2 =
P.= T £, (B 0,1 ©

La contrainte de flexion introduite sur la bande

L | ~ -
(( —5 ou 4 R) et e)va étre égale pour notre appareil 3 @

Fg = T FHLIE LR 112,18 dan/m’
Re

~

ce qui est de 10 & 100 fois plus que les contraintes introduites

par les autres sollicitations.

DOnc d'aprés l'auteur la contrainte due & la flexion circon

férentielle est trop importante.et la longueur hypothétique

—%L- ou 4 R des fibres intéressées par cette flexion reste
mal définie car si on isole un demi cylindre de longueur

—%—; ou 4 R et on étudie son égquilibre, on doit tenir compte
de la pression hydrostatique & l'intérieur de cette bande et
dont l'influence est de méme ordre de grandeur que celle de MB’
de plus dans ces conditions nous ne sommes pas surs que la

théorie des arcs s'applique sur une telle piéce.

Dans la mesure ol cette théorie s'applique,la piéce a étu-
dier est définie par la figure (b= —%—- ou 4 R)
la résolution de ce systéme est un peu plus compliqué gue le

précédent. Néanmoins une valeur approximative du moment M et M

peut s'écrire :foir annexe II pour les détails de calculs ) * °
By | Tt pghi}{b £, B
M = OR + D g R3.b £ (B )
A 2m 2 2
OR 0 g R3.b
Mg = o+ 5 £ (8)

On constate que les valeurs de ces moments sont tres modi-

fiées dans une proportion de l'ordre de 100 %.
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En effet :
w= pg TR
2. 2

: |_____pgR - _DgTTR _Wb

ce qui donne Q 5 b 5T b o \
. . L
autrement dit si Q _ w >
on a Q' ~ O

Il convient par conséquent de revoir complétement la notion
de la flexion circonférentielle car elle est la base de la
théorie de ZICK, c'est en effet elle qui délimite la zone défor-
mée au dessus du support et c'est elle qui donne la valeur maxi-
male de la contrainte.

Pour le cas ou l'appareil ne comporte pas d'anneau raidis-
sant ce raisonnement constitue une approximation d'aprés 1l'auteur

et nous avons des résultats légérement supérieurs pour Mﬁ-

Compression du_support

Dans tous les cas la bande intéressée par cette compression
a une longueur égale a b + 1,56 \/ﬁgh(voir fig. 1.4) cependant
ce qui apparait paradoxal c'est le fait que 1l'effort de compres-
sion est égal & Q en bas de l'appareil, et égal a %-é 1l'extré-
mité du support, variation arbitraire de cet effort.

Il serait plus logique de considérer la valeur réelle de
l'effort en chaque point, ce que nous faisons dans notre théorie

de la membrane (lére partie).



CHAPITRE TI

Application de notre théorie

de la membrane.

2.1. Introduction.
Nous avons mis en lumiére, au premier chapitre, les nombreuses
lacunes que présente la théorie de ZICK, notamment le fait gque cette théorie est

inapte & expliguer correctement le comportement de 1'appareil au niveau des supports.

Nous allons examiner dans ce‘chapitre 1'application de nos résultats
relatifs & la théorie de la membrane, autrement dit lorsque nous supposons gue 1'ap-
pareil a un éomportement d'ensemble, ce qui exclut pour 1l’instant 1'étude des flexions
locales circonférentielles et longitudinales, étude que nous effectuons au chapitre
suivant.

ToQte?ois nous verrons que 1'application de notre théorie de la
membrane va nous permettre de retrouver les résultats clessiques de la théorie de
la poutre équivalente ; de plus étant donné gue nous partons des équations locales
de 1’élasticité, nous sommes en mesure de détailler d'une fagon rationnelle 1’évolution
des contraintes dans les zones particuliérés du contact support-virole, évolution gue
la théorie classigue est inapte & décrire. Cependant ce travail constitue une étude
approché&e du probléme dans la mesure ol nous n'examinons pas pour 1l'instant le probleme

de la flexion locale de la coque.

2.2. Résolution par notre théorie de la membrane.

2.2.17. Présentation dﬁ probléme.

En supposant gue 1'appareil a un comportement d'ensemble, autrement dit,
qu’il se comporte localement .d’'une fagon "rigide"” notamment au niveau des supports,
nous allons le décomposer en cing zones : Figure (2.1)
Zone 1. Située entre le fond & gauche et le début du support, la longuesur de cette
zone est égale a A,

Zone 2 : ZONE du support de longueur b.
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Zone 3 ¢ Entre les deux supports.

Zone 4 et 5 respectivements symétriques aux z

Les forces extérieures agissant

ones 2 et 1.

es se reduisent & la pression hydrosta-

tigue de 1l'eau (Fig. 2.1)
Pr =p gR (1 _cos 6) s
(2.1)
P =Py =0
aux poussées résultantes sur les fonds = 5 g x 7 R3.

Dansrles zones des supports (2 et 4) nous avon
contact que nous paramétriserons plus loin.

Les contraintes prises en compt
selo

et sont uniforme sur toute 1'épaisseur ¢,

2.2.2. Résolution du probléme dans les zones (1

s en plus la pression extérieure de

e sont représentées par la figure (2.2),

n 1'hypothese de la théorie de la membrane.

), (3) et (5).

Dans les zones éloignées des ap

se réduisent & (voir premieére partie chapitre I

puis les éguations locales d'équilibre

)

Pr R
Ogq = 4 ° G(1 - cos 8)
3 0
LA sin © {(2.2)
ax
90 1?29
3% R 236
2
avec G =22 R .
L'intégration de ces équations va donner la solution générale suivante
Oqq ° G(1 - cos 6)
049 = - G 7 sin g + F1(6] (2.3)
2 af
_ X _ 1 X
Oy = * 6 (— 5 )] cos 8 + $2[8] 35 %8
2R
AL At roarasenta on toan e rAaartitinon des nontraintosn de ciesd N lement £ {87

représentent un taux de répartition

sont déterminées par les conditions

contraintes longitudinales ; ces deux fonctions

limites relatives & chaque zone ; toutefois
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) A\ (- @0)
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b
Figure (2.1)
Figure (2.2.)
\[\I\ -
Figure (2.3.)
I ] P x
" Figure (2.4.a)
NN ?I | | g?'
“ . - Ph 1
e — | >

- ; i Figure (2.4.b)
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en 1'absence des forces locales longitudinales ou des couples de {1exioas locales
nous avons une continuité des valeurs pour la contrainte longitudinale au raccordement
entre deux zones juxtaposées, par contre la présente des supports va modifier la répar-
tition des contraintes de cisaillements entre ces deux régions.

Ainsi les conditions aux limites vont Btre

- Zone 1 ¢ 0. x < A

en X = © 012 =0
_ Poussée _ G
9% iwrRT 2z 2%

- Zone 3 ¢+ A< x<UL-A

en X

| e

A et en xn~ - A continuité pour 955

Discontinuité de T1o due au support.

- Zone 5 : méme conditions que la zone 1.

La solution générale du probléme devient

Zone 1 : Oqq = G{1 - cos 9)
o = -2 ctno (2.5)
12 R ~ T
o =+ G x2 cos 6 + E
22 5 R2 2
Zone 3 : Oqq " G(1 - cos 6)
_ G L .
Oqp = ﬁ»[x 5 } sin 6 (2.6)
Oy = % G 5 (x2 ~ L{x - A)) cos 8§ + g
2 R
Zone 5 Ogq = G(1 - cos 6)
. _G . -
045 = ﬁ-[x L) sin 6
(2.7)
Opn = ¥ G (x - L]2 cos 6 + g
2 RZ
Les figures (2.3) et (2.4) représentent 1'évolution de 012 et de
o} en fonction de x (cos 6 étant pris négatif) nous constatons gque ces courbes

11

coincident avec celles obtenues & partir de la théorie de la poutre équivalente.
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2.2.3. Résolution du probléeme dans les zanes de l'appuil.

Toutefois pour avoir une solution compléte du probiéme nous devons
examiner la zone des appuis, gui sont soumis & des pressions de contact cent fois plus
grandes gue rla pression hydrostatigue.

La grande‘difficulté dans une telle étude provient surtout de 1la
schématisation de la pression de contact, et nous aurons 1'occasion de résoudre ce
probléme au chapitre suivant. Pour 1'instant, nous allons supposer gue cette pression
est radiale, qu'elle s'appligue proportionnellement & cos 0 , dans la direction circon-

férentielle et gqu'elle est uniforme dans le sens longitudinal. Figure (2.5)

Soit pour 6 E [@,@] o0 2 B représente cette fois 1'angle du contact

support virole

Pr = - Q_[bos 8- cos é] = - P (cos 6 - cos B) (2.8)
Rbﬁ'l’—8+5in B cos B]
A la solution précédemment décrite, nous superposcns la solution locale
a la zone de 1'appui
En effectuant un changement de variable locale
X = A + &

les éguations d'éguilibre se réduisent &

Opq = - P (cos & - cos B) %
o = - P é-[sin ) + g, (0)
12 t 1
. g2 5 gq(e) : (2.9)
0, = * Fp COS 6 5~ - o 8" g2(eJ

Les fonctions gq(ﬁ], gz(e) sont déterminées en examinant les condi-
tions aux limites en & =0 et & = b ; comme nous examinons le probléme local nous

pouvons prendre en & = o et &£ = b

0 (sinon 11 faut prendre Opy =~ A2 cos 6 +

Q
I
N @

pour le probleme global). Ce qui donne

g2[e] =0 et —— = + %E- £ cos 8 (2.10)



- 63 -

Figure 2.5 -~ Répartition de la pression du contact




- 64 -

o
~
Y

«PR (Cos @ - Cos
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T , .. figure 2.6.a

/
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. : C

PR (C0s 8 -Coy 13)
t
fiqure 2.6.b

L 4

figure 2.7.

{m figure 2.8. =~ solution locale dans la zone du support
UiLie ;
o



Soit g1(6] =+ %E-E sin 6 (2.11)

La solution compléte du probleme local valable pour |6[ € [@,gl
et £ E [ﬁ,ﬁ] est donc

PR

Oaqg =TT [éos 6 - cos é]

o, =23 -6] sino (2.12) \

022=§—g—t-g[:g—b] cos 6
A titre d'exemple nous avons représenté ces évolutions locales aux
figures (2.6), (2.7) et (2.8).Qellekci montrent 1'importance des effets locaux, que
les théories classigues sont inaptes & décrires correctement ; la solution compléete
s'obtient en superposant ces résultats aux résultats globaux précédemment obtenus (2.5).
Cependant nous pouvons remarguer gque pour analyser correctement ce phénomene il faut

modifier la représentation de la pression extérieure dans la direction longitudinale.

Pour comparaison au travail de ZICK nous pouvons déja souligner que
1’action de la pression locale des supports sur 1'appareil est décrite correctement.
En outre nous verrons au chapitre suivant que 1'action de supports est purement locale

ce qui justifie 1'interpretation donnée du‘phénoméne par notre travail.

2.2.4. Calcul des déplacements

Les déplacements sont donnés par les formules (1.4.7) (premigre partie)

qui s’écrivent

(8)

U = B—[O - vo._ ) - i { 2(1\)) i °12 . EEKlvz-)dx + 3F4
E 22 o E 26 R 93 86 a0
. 2(1+v) 12 1 3w
Vo= J ( T ] dx + ¥4[6]
1 X
W = T [ [022 —\)owadx + FB(G]
o

Etant donné que nous allons ultérieurement analyser en détail ce pro-
bléme nous nous contentons de donner 1'expression générale de ces déplacements loin
de la zone de 1'appui, soit la solution suivante pour la premiere zone

[ -1+ x2 - Kﬁf?:l g~ cos 8 + EE 1 - %—]
24R
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W=+§——->i [[-X2+\)]cose+(;——\)l—{
GR -

Cette solution montre notamment que 1'appareil se comporte comme une
partie en flexion simple (expression de W).

Par ailleurs cette solution confirme ce gue nous avons avanceé dans
la premiére partie ( Chapitre III ) sur la nécessité d'utiliser des bolynémes en x de
degré supérieur 3 deux pour u, v et w afin.de décrire correctement la théorie de

la poutre éguivalente.

2.3. Conclusioﬁ :

L'application de notre théorie de la membrane fait ressortir les
avantages suivants, sur la théorie de la poutre équivalente.

1) L'analyse fine des zones et 1'appul est accessible au calcul ;
notamment nous avons pu déterminer d'une fagon rationelle, 1'évolution des contraintes
longitudinale, corconférentielle et de cisaillement dans cette zone, alors gue la
théorie de ZICK est incapable d'accéder a cet analyse, ceci est essentiellement dG

en falt que nous partons des équations locales d’équilibre.

Z2) Nous avons pu déterminer les déformations moyennes de 1'appareil

ce gui nous permet de réaliser une étude complete du comportement global de cet appareil.
Toutefois la résolution exacte de 