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THEORIE GENERALE 

DES COQUES CYLINDRIQUES 



La t h E o r i e  g e n d r a l e  d e s  coques,  e l a b o r e e  d e p u i s  un s i è c l e  
p a r  LOVE e t  KIRCHOFF, n ' a  pas  connu un developpement t h 6 o r i q u e  i m p o r t a n t  
dans  l a  mesure où l a  m a j o r i t e  d e s  a u t e u r s  que nous conna i ssons  (à p a r t  
N A G H D I )  o n t  u t i l i s é  l ' h y p o t h è s e  fondamentale d e  LOVE KIRCHOFF dans 
l e u r s  t r a v a u x ,  hypothèse  a p p l i c a b l e  uniquement a u  c a s  d e  coques minces.  

O r  l e  développement technologique a c t u e l ,  e t  l a  p résence  d e s  
moyens in format iuues  i m p o r t a n t s ,  n é c e s s i t e n t  une é v o l u t i o n  fondamentale 
a u  n iveau  de l a  t h é o r i e  d e s  coques a f i n  que c e t t e  t h é o r i e  s o i t  a p p l i -  
c a b l e  avec  une marge de  s é c u r i t é  a p p r é c i a b l e ,  aux  coques minces e t  
é p a i s s e s .  

Dans l a  p remière  p a r t i e  de  ce mémoire nous posons l a  b a s e  
d ' u n e  t h é o r i e  g é n é r a l e  d e  coques c y l i n d r i q u e s ,  s a n s  u t i l i s e r  l 'hypo-  
t h è s e  d e  LOVE-KIRCHOFF, l ' é l a b o r a t i o n  de  c e t t e  t h é o r i e  e s t  e f f e c t u é e  
p a r  l i n é a r i s a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  de  l ' é l a s t i c i t é  t r i d i m e n s i o n n e l l e ,  cet te 
l i n é a r i s a t i o n  nous permet  en  p remier  temps d ' é t a b l i r  l e s  e x p r e s s i o n s  d e s  
déplacements e t  d e s  c o n t r a i n t e s  en  un p o i n t  quelconque M d e  l a  coque,  
c o n s i d é r é e  comme un s o l i d e  t r i d i m e n s i o n n e l ,  en  f o n c t i o n  d e s  composants 
u i  du déplacement du p o i n t  Mo co r respondan t  d e  s a  s u r f a c e  moyenne, 

e t  en deuxième temps nous é t a b l i s s o n s ,  s a n s  aucune hypothèse  supplémen- 
t a i r e ,  l e s  é q u a t i o n s  d ' , é q u i l i b r e  r e l i a n t  l e s  composants u i  du 

déplacement de l a  s u r f a c e  moyenne de  l a  coque e t  l e u r s  d é r i v e e s  aux 
charges  e x t é r i e u r e s  ; c e s  é q u a t i o n s  s o n t  s e l o n  l e  c a s ,  c e l l e s  de  l a  
membrane, ou c e l l e s  p l u s  g é n é r a l e s  de l a  f l e x i o n .  

La r é s o l u t i o n  de  c e s  é q u a t i o n s  e s t  f a i t e  d ' u n e  façon  e x p l i c i t e  
e n  c e  q u i  concerne l a  t h é o r i e  d e  l a  membrane, p a r  c o n t r e  l a  r é s o l u t i o n  d e  
c e s  é q u a t i o n s  dans l e  c a s  d e  l a  f l e x i o n  n é c e s s i t e  l e u r  découplage p a r  
approximat ions  s u c c e s s i v e s .  C e c i  nous c o n d u i t  à p r o p o s e r  un système 
d e  t r o i s  équa t ions  découplées  d o n t  l a  r é s o l u t i o n  p e u t  s e  f a i r e  en  
décomposant l e s  d6placements e t  l e s  charges  e x t é r i e u r e s  e n  double s é r i e  
t r igonomét r ique ,  c e t t e  r é s o l u t i o n  nous permet d e  c h i f f r e r  l ' é c a r t  e n t r e  
n o t r e  t h é o r i e  e t  l e s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s .  

Dans l a  deuxième p a r t i e  nous proposons ,  comme a p p l i c a t i o n  
d i r e c t e  d e  n o t r e  t h é o r i e ,  une méthode d e  dimensionnement d e s  a p p a r e i l s  
à p r e s s i o n  soumis à d e s  a c t i o n s  l o c a l e s  ( s u p p o r t s  d e  d i f f é r e n t e s  formes . 
e t c . . . )  é t a n t  donné que l ' a p p r o c h e  c l a s s i q u e  b a s é e  s u r  les t ravaux  d e  
Z I C K  (1951) e s t  i n a p t e  à d é c r i r e  cor rec tement  ce phénomène. 



La r é a l i s a t i o n  d'une expérience en v r a i e  grandeur nous 
permet l a  j u s t i f i c a t i o n ,  d'une p a r t  de nos c r i t i q u e s  à l ' é g a r d  de 
l a  m6thode de ZICK qu i  s e r t  de base à l a  version a c t u e l l e  des codes 
de cons t ruct ion  des appare i l s  â press ion ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  de l a  
m6thode que nous proposons pour dirnensionner de t e l s  a p p a r e i l s  



PREMIERE PARTIE 

1 - INTRODUCTION 

II  - CHAPITRE 1 : THEORIE GENERALE DES COQUES CYLINDRIQUES 

1 . 1 - INTRODUCTION - GENERALITE 

1 . 2  - COQUE CYLINDRIQUE ET REVOLUTION ASPECT GEOMETRIQUE 

ET NOTATIONS 

1 . 3  - EQUATION DE L ' E L A S T I C I T E  TRIDIMENSIONNELLE 

1 . 4  - PRINCIPE DELA METHODE 

1 .5  - HYPOTHESE - CHOIX DES ECHELLES 

1.6 - RESOLUTION DU PROBLEME 

1 . 7  - THEORIE DE LA MEMBRANE 

1.8 - THEORIE GENERALE DE FLEXION DES COQUES CYLINDRIQUES 

1 . 9  - CONCLUSION 

III - CHAPITRE I I  : COMPARAISON AVEC LES THEROIES CLASSIQUES 

2. 1 - INTRODUCTION 

2. L - TIIEORTES CLASSIQUES DES COQUES MINCES 

2 . 2 . 1  - APPROCHE SIMPLE DE DONNELL ( 1 9 3 3 )  - 
TIMESfIENKO ( 1 9 3 4 )  - FLUGGE ( 1 9 6 0 )  

2 . 2 . 2  - APPROCHES APPROFONDIES DE DONNELL ( 1 9 7 6 )  

FLUGGE ( 1 9 6 9 )  

2 . 3  - THEORIES MODERNES DES COQUES MINCES 

2 . 3 . 1  - THEORIES DE KOITER ( 1 9 6 6 )  

2 . 3 . 2  - THEORIES DE NAGHDI ( 1 9 6 3 )  

2 . 4  - COMPARAISON 



IV - CHAPITRE III : RESOLUTION ANALYTIQUE 

3.1 - INTRODIJCT ION 

3 . 2  - EQUATIONS D ' E Q U I L I B F E  DECOUPLEES 

3 . 3  - RESOLUTION ANALYTIQUE 

3 .3 .1  - SOLUTIONS POLYNOMINALES EN X 

3 . 3 . 2  - SOLUTIONS PARTICULIERES EN DOUBLE S E R I E  

DE FOURIER 

3 .3 .3  - SOLUTIONS PARTICULIERES EN EXPONENTIELLE DE X 

3 . 3 . 4  - SOLUTIONS GENERALES DES EQUATIONS ( 3 . 7 )  

SANS SECOND MEMBRE 

3 .4  - CONCLUSION 

V - CONCLUSION 

V I  - BIBLIOGRAPHIE 

V I 1  - ANNEXE I : CONDITIONS DE COMPATIBILITE 

VI11 - ANNEXE II : CALCUL DES Dmn 



I N T R O D U C T I O N  

Dans cette partie nous allons élaborer et resoudre une théorie 
fondamentale des coques cylindriques, dont 1 'originalité réside dans sa 
généralité dans la mesure où à l'encontre des théories classiques, nous 
n'avons pas appliqué l'hypothese de LOVE KIRCHOFF, qui fait loi dans les 
études des coques, élaborées depuis le siècle dernier par la totalité des 
auteurs que nous connaissons. 

Le premier chapitre constitue une étude approfondie de la 
linéarisation des équations d'élasticité tridimensionnelle qui régissent 
le problème d'équilibre local des coques minces cylindriques, une 
extension possible de cette théorie aux problèmes des plaques, des 
coques sphériques et des coques de géométrie quelconque fera l'objet 
d'une étude similaire qui est en cours de publication. 

La généralité de notre travail trouve sa confirmation dans 
le fait que partant des hypothèses non limitatives et justifiées 
physiquement, nous développons par linéarisation les équations d'&las- 
ticit6 tridim~n~ionnelle, pour établir les expressions des déplacements, 
des deformation.: ~t des contraintes en un point quelconque .!( l;* coque 
en fonctic>i des ~l~;placements du point correspondant de la surface moyen- 
ne de cette coquc, et qu'à partir des 6quations générales d'équilibre 
6 t,-it)llcs, I~OU:,  , 4~trouvons, selon les cas étudiés, la theorie de la 
ni c~iril~r,ine et Ia thCorie dc la flexion des coques. 

Alrisi notre travail ne se limite pas a établir l'expression des 
d6Formations en un point quelconque de la coque comme l'on fait pour 
certains cas particuliers de changements FRIEDRICHS (1949), REISSNER (1952) 
NAGHDI (1957) ,  et REISS (1960), ni à se limiter au cadre des théories 
classiques basées sur l'hypothèse de Love-Kirchoff, et dont les résultats 
sont compara~les. 

En effet la technique de linéarisation utilisée diffère de 
celle utilisée par REISSNER (1952) ,  et par REISS (1960), par l'utili- 
sation des échelles indépendantes pour les variables longitudinale , 
circonférentielle et radiale, les expressions des déformations et des 
contraintes trouvées coïncident pour les deux premier ordres avec celles 
des théories classiques, l'étude de l'ordre supérieur nous conduit a 
établir les équations générales de la flexion de coque. 



En effet l'hypothèse fondamentale de Love-Kirchoff dans l'6tude 
classique des plaques et des coaucs est similaire à celle de Bernoulli 
pour la fl(\xiori (Icr; poutrvs , < ~ 1 1 ( ~  rc.vi cn t c:iipposcr qu'une Li qnc droite 
nornialc. ;1 1<i :;iirf-,i(x\ movt1rinc\ iiv~irit <l6forrncit lori rr~çtc~ droite. et normal c 
à cette surface. 'ipri's d&formation, ct c3c m<?iiit. lonoueur qu'aunaravant, ce 
aui revient à dire que si les positions initiale et finale de la surface 
moyenne sont connues, la position d'un point quelconaue de la coaue peut etre 
déterminée, cette hypothèse anporte donc une qrande simplification car 
elle permet d'exprimer les déplacements, les déformations et les contraintes 
en un point quelconque de la coque d'une faqon linéaire en fonction des 
déplacements du point corresnondant de la surface movenne/et de ramener 
ainsi le Droblème d'un cas tridimensionnel à un cas bidimensionnel. 

Toutefois cette hypothèse suppose aue les déformations et les 
contraintes tangentielles à une surface normale à la surface movenne ainsi 
que la contrainte normale à cette surface movenne sont négliqeables, en effet 
le fait de supposer au'une fibre droite et normale à cette dernière conserve 
la même longueur implique que la contrainte normale correspondante et aue 
les d6formations tlues aux autres contraintes princinalcs nar le biais 
du cocfficicnt dc Poisson soicnt nfiqliqcahles, de meme le fait de supposer 
que cette fibr~ reste droite implique aue les d6formations dues aux contraintes 
tangentielles et à leurs variations sont négliqeables, dans ces conditions 
les seules contraintes non nulles sont celles des directions longitudinale 
et circonférentielle (Ox, Ge, axe). 

Cependant les erreurs introduites par cette hvpothèse sont souvent 
négligeables nour les coques dites minces, consitutées d'un matériau iso- 
trope et homoqène et dont l'cpaisseur est très petite par rapport aux autres 
dimensions qéométriaues cjc la c w o t  Dar rapport aux dimensions caracté- 
ristiques des charges. 

:'est ainsi aue nous examinons dans le deuxième chapitre ces 
théories c:assl.aues aFin de déveiop~er leur comwaraison fondamentale avec 
notre travall, en précisant l'esprit et la ~ortée de chaaue thgorie. 

En effet ces théories donnent pratiauement les mêmes résultats, 
car d'une façon n~nérale leurs auteurs étudient l'équilibre global d'une par- 
tie de la cocirue et leurs équations sont similaires ainsi que les résultats 
qu'elle donnent, leurs differences, en qénéral néqligeables, proviennent 
surtout de la simplification de certains termes à des stades diffcrents 
du calcul notamment au stade de l'évaluation des déformations. 



Dans l e  t r o i s i e m e  c h a p i t r e  nous dévelopnons  une méthode g é n é r a l e  
de s é p a r a t i o n  d e s  inconnues  pour  a b o u t i r  a un svs tème d~ t r o i s  f i v i ~ a t j o n r  
d6couplbes  r e l i a n t  resp<.ctivcmcrit l a  composante r a d i a l e  d e  déplacement  
aux c h a r q e s  c x t ( 5 r i c u r c s  c t  ]cc: dcux a u t r e s  composantes v  e t  w 5 u ,  cc 
q u i  nous pcrm(.t d'cxanii ncr l c s  s o l  u t  i o n s  ar ia lvt  i q i i ~ s  n o s s i b l e s ,  notamment 
en dfiv<?lnrmant  1~ cli.r>l dct.int*nt s o u s  lri. formc r i '  une d o u h l e  s e r i e  t r l  qonomb- 
t r i q u e .  L e s  r 6 ç u l t a t s  du c a l c u l  e f f e c t u 6  s u r  des  exemnles p r a t i a u e s  nous 
a i d e n t  à c h i f f r e r  l ' e c a r t  e n t r e  n o t r e  t h e o r i e  e t  l e s  t h é o r i e s  e x i s t a n t e s ,  
e n  p a r t i c u l i e r  l 'examen d e s  o r d r e s  d e  g randeur  d e s  t e rmes  i n t e r v e n a n t  dans  les 
é q u a t i o n s  d ' é q u i l i b r e  nous permet d e  d 6 f i n i r  l e  domaine d e  v a l i d i t é  de  
chaaue t h é o r i e  e t  s a  p o r t é e .  

E n f i n  nous mentionnons l e s  a x e s  d ' e x t e n s i o n  p o s s i b l e  d e  n o t r e  
t h é o r i e ,  dans  l e  domaine fondamental  d e  l i n 6 a r i s a t i o n  e t  dans  les domaines 
a p p l i a u é s  de  s a  r é s o l u t i o n  numérique. 



C H A P I T R E  

THÉOR I E G ~ N É R A L E  

DES COQUES CYLINDRIQUES 

1.1. - INTRODUCTION - GENERALITES 

Les déformations d'une coque cylindrique en régime élastique 
sont solutions exactes des équations de la théorie élastique tridimen- 
sionnelle compatibles avec les conditions aux limites propres à chaque 
problème. Malheureusement, on ne peut, à l'heure actuelle, obtenir ces 
solutions exactes. 

Les théories classiques, appliquées aux coques minces, 
fournissent une solution approchée au problème précédent. Ces theories 
reposent d'une part sur l'hypothèse de LOVE-KIRCHOFF décrite précédem- 
ment, et d'autre part sur la modification de l'expression des déforma- 
tions, obtenue en tenant compte de la courbure locale de la coque. 
11 en résulte une gamme étendue de théories dites "de coques minces" 
proposées par les différents auteurs (5) , (7) , (19) , (20) dont les 
solutions sont peu différentes, parce que toujours basées sur l'hypothèse 
de LOVE-KIRCHOFF. 

Pour tenter d'élaborer une théorie générale, valable pour les 
coques minces et. épaisses, nous procédons d'abord à une linéarisation 
particulière des équations d'élasticité tridimensionnelle. Ceci nous 
permettra d'et-ablir les expressions des déplacements, déformations et 
contraintes en un point quelconque de la coque, en fonction des déplace- 
ments du point correspondant de la surface moyenne de la coque, le 
problème initial sera ainsi ramené à un problème bidimensionnel. 



La technique de linéarisation proposée nous conduit à 
distinguer trois intervalles d'approximation, les résultats corres- 
pondant aux deux premiers intervalles s'identifiant aux résultats 
classiques pour les contraintes et les déformations longitudinales 

\ 

et circo11f6rcriticlles, ils definissent en outre les valeurs admissibles 
pour les contraintes et déformations radiales non accessibles aux 
théories classiques. Les résultats correspondant au troisième intervalle 
apportent des corrections non linéaires aux résultats précédents. 

Une fois que nous avons établi l'expression des contraintes, 
déplacements et déformations en un point quelconque M en fonction 
des déplacements du point correspondant Mo de la surface moyenne, 
nous intégrons selon l'épaisseur les équations locales d'équilibre pour 
établir les équations différentielles dont la solution donne les compo- 
sants du déplacement du moint Mo de la surface moyenne, cette démarche 
nous permet d'élaborer la solution générale du problème dans le cas de 
la théorie de la membrane, sans émettre aucune hypothèse supplémentaire, 
et de déduire des équations générales pour la théorie de flexion des 
coques dont la simplification nous conduit à la théorie classique établie 
par LOVE, TIMESHENKO, DONNELL, FLUGGE, etc .... 

1.2. - COQUE CYLINDRIQUE DE REVOLUTION : ASPECT GEOMETRIQUE ET NOTATIONS 

Dans un syst6me de coordonnees cylindriqucs(0 , x, R), nous 
prenons pour surface moyenne de la coque, la surface d'équation r = R, 
dans laquelle R désigne le rayon moyen de la coque. Cette surface est 
limitée par les plans x = O et x = L I  L représentant la longueur de 
la coque. Celle-ci est constituée de l'ensemble des points M (0  , x, r) 
tels que : 

r = ~ +  z avec z E [-h, +CJ , 

h désignant la demi-épaisseur de la coque. Figure (1.1.) 

NOUS repérons les déformations et les contraintes en un point 
M ( O  , a ,  r) quelconque dans un système d'axe local (el, e 2 ,  e3). 

e est le vecteur unitaire tangent à la circonférence perpendi- 
1 

culaire à l'axe ox, passant par le point M et dirigé dans le sens trigono- 
métrique par rapport à l'axe ox, 

e est le vecteur unitaire dirigé selon ox 
2 

e est. le vecteur unitaire radial dirigé vers l'extérieur de la 
coque. 

3 





F I G .  1.2. 

FIG. 1.3. 



Nous attribuons les indices (1, 2, 3 )  aux différentes compo- 
santes des déplacements et des contraintes selon ce repère local, 
en particulier les composantes des tenseurs contraintes et du vecteur 
déplacement, s'êcrivcnt : 

I > , i t - f o  is pour allfigcr 1 ' ficriture nous yoscroris : 

et pour comparer nos résultats à ceux d'autres auteurs, nous remplacerons 
les indices 1, 2, 3 par 0 ,  x, r. 

1.3. - EQUATIONS DE L'ELASTICITE TRIDIPlENSIONNELLE 

- EQUATIONS D'EQUILIBRE LOCALES EN FONCTION DES CONTRAINTES 

L'équilibre du cube curviligne élémentaire représenté 
à la figure (1.2.) s'écrit, en négligeant les forces de volume : 

1.3.2. - CONDITIONS AUX LIMITES 

Les contraintes (Uij) doivent satisfaire les conditions 
aux limites imposées aux surfaces élémentaires intérieures (a ) 
et extérieures (R ) de la coque : 

1 
2 



Les conditions aux limites en x et en 0 seront 
présentées ultérieurement pour chaque problème particulier. 

LOI DU COMPORTEiWN'i' ELASTIQUE, EQUATION!; DE COMPATIRILITE 

NOUS supposons que la coque est consituée d'un 
matériau homogène, isotrope et elastique et que ses déforma- 
tions restent assez petites pour que la loi de HOOKE soit 
applicable ; dans ces conditions, les déplacements et les 
contraintes en un point quelconque sont liés par les relations 
suivantes : 

E = module d'YOUNG - V = coefficient du poisson. 



Les relations (1.3.) peuvent aussi s'écrire sous 
la forme suivante : 

En outre, les six grandeurs Oij doivent vérifier 
les équations de compatibilité qui s'écrivent : 

avec : 

- O , - a l l + a  + a  22 33 



La f o r m u l a t i o n  du problème p e u t  se f a i r e  d e  deux 
maniè res  é q u i v a l e n t e s ,  s o i t  avec l e s  sys tèmes  d ' é q u a t i o n s  (1.1.), 
( 1 . 3 . ) ,  ( 1 . 4 . ) ,  e t  l e s  c o n d i t i o n s  ( 1 . 2 . ) ,  s o i t  avec  les 

i 

systèmes d ' é q u a t i o n s  (1 .1 .1 ,  ( 1 . 6 . ) ,  e t  l e s  c o n d i t i o n s  ( 1 . 2 . ) .  L 
\ 1 

1.4. - PRINCIPE DE LA METHODE 

La méthode u t i l i s é e  c o n s i s t e  à c h o i s i r  d e s  e c h e l l e s  
a p p r o p r i é e s  pour les v a r i a b l e s  i n t e r v e n a n t  dans les é q u a t i o n s .  Il 
impor te  à ce propos  de  remarquer q u ' i l  c o n v i e n t  d a n s  ce c h o i x  d e  
p r i v i l é g i e r  l a  d i r e c t i o n  r a d i a l e  compte t enu  de  l ' é p a i s s e u r  relat i-  
vement f a i b l e  d e  l a  coque. C ' e s t  l a  r a i s o n  pour  l a q u e l l e ,  nous 
développerons  c e s  v a r i a b l e s  s e l o n  une s é r i e  de  p u i s s a n c e s e n  E: , 

h  
paramèt re  a s s e z  p e t i t ,  f o n c t i o n  de  l a  demi-épaisseur  r e l a t i v e  - 

R ' 
s e l o n  une l o i  à d é f i n i r  pour  chaque t y p e  de p rob lème,par  i d e n t i f i c a t i o n  

n 
d e s  c o e f f i c i e n t s  de E on o b t i e n t  a i n s i  un ensemble d ' é q u a t i o n s  
d i f f é r e n t i e l l e s ,  q u i  d é f i n i s s e n t  l e s  v a l e u r s  d ' o r d r e  ( n )  e n  f o n c t i o n  
d e  c e l l e s  d ' o r d r e  i n f é r i e u r .  

Cependant l a  g rande  d i f f i c u l t é  que nous avons  e u  à résoudre  
r é s i d e  dans  l e  cho ix  d e s  é c h e l l e s  a d é q ~ a t e s ~ n o t a m r n e n t  pour  l a  
v a r i a b l e  , l o n g i t u d i n a l e  d o n t  l e s  c a r a c t 6 r i s t i q u e s  dépendent  d e  l a  
géomét r ie  d r  l a  coque>, de l a  r e p a r t i t i o n  des  c h a r g c s ,  e t  de  l a  zone 
é t u d i é e ,  nous aurons  d ' a i l l e u r s  l ' o c c a s i o n  de d i s c u t e r  c e  problème 
a u  paragraphe  ( 1 .5 )  . 

IJne f o i s  l e  c h o i x  d ' é c h e l l e s  f i x é ,  nous r é s o l v o n s  l e  
problème à p a r t i r  de  l a  f o r m u l a t i o n  b a s é e  s u r  l e s  é q u a t i o n s  l o c a l e s  
d ' é q u i l i b r e  ( 1 . 1 )  et .  l e s  r e l a t i o n s  d é d u i t e s  d e ï a  l o i  d e  HOOKE 
(1.4) e t  ( 1 . 5 ) ,  a i n s i  que s u r  l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  (1 .2)  e t  
nous v é r i f i o n s  que l a  s o l u t i o n  proposée s a t i s f a i t  aux é q u a t i o n s  
d e  c o m p a t i b i l i t é  ( 1 . 6 ) .  

T o u t e f o i s  nous n 'examinons p a s ,  dans l e  c a d r e  de  ce 
t r a v a i l ,  l e s  e f f e t s  de  l a  couche d i t e  " l i m i t e " ,  s i t u é e  p r è s  d e s  
fonds  (x v o i s i n  de  O e t  de  L ) ,  l 'examen d e  c e  problème sera e f f e c t u é  
u l t é r i e u r e m e n t  p a r  une méthode s i m i l a i r e  à c e l l e  u t i l i s é e  p a r  
FRIEDRICHS (1949) e t  p a r  REISS (1960) , respec t ivement  pour  les 
p l a q u e s  e t  pour  l e s  coques c y l i n d r i q u e s  f h a r g é e s  d ' u n e  façon  r o t a t i o n -  
n e l l e  e t  symét r ique  ( v  = O ,  0 = 0, - -  ae = O )  ; c e t t e  méthode 

0 j 
r e v i e n t  à c o n t r a c t e r  l ' é c h e l l e  en x e t  l a  v a r i a b l e  c o r r e s p o n d a n t e  
dans  l e  domaine de l a  couche l i m i t e .  I l  f a u t  cependan t  remarquer 
que l ' i n f l u e n c e  de  l a  couche l i m i t e  e s t  n é g l i g e a b l e  e n  dehors  d e  sa lar- 
g e u r  ( s e l o n  x )  q u i  e s t  p a r t i c u l i è r e m e n t  f a i b l e ,  d e  l ' o r d r e  de  
l ' é ~ a i s s e u r  2h de  l a  coque e t  e n  t o u t  c a s  i n f é r i e u r e  à fl 
d i s t a n c e a s s e z  f a i b l e  p a r  r a p p o r t  à R ou L. 



1.5. - HYPOTHESES - C H O I X  DES ECHELLES 

1.5.1. - HYPOTHESES 

Pour rfialiser la linéarisation précédemment decrite 
nous 6rnt.ttons ccrtaincs hypoth6scs qui, rappelons le, sont 
j u s t  if ii.c:; physic~ucmcrit ct qui sont beaucoup moins limitatives 
quc celles des th(>orics classiques : 

HYPOTHESE No 1 -------------- 

La coque est constituée d'un matériau isotrope, 
homogène et non pesant, en outre nous supposons que les 
déformations restent assez petites pour que la loi de HOOKE 
soit applicable. 

HYPOTHESE No 2 -------------- 

L'effet du fond est tout à fait limité a une zone 
très faible que nous appelons couche limite, et dont la 
dimension dans le sens de x est très petite. Autrement dit la 
contribution des fonds sur la rGpartition des champs des 
d6placenic?nts et des contraintes est minime en dehors de cette 
couche (figure 1.1. ) . 

HYPOTHESE No 3 -------------- 

La relation de définition d ' ~ e n  .fonction de h/R est 
de la forme : 

E = (h/~) 1 /P 

avec p réel positif ( * ) ,  fonction du chargement de la coque et 
de ça g6ométrie. 

Le champ des déplacements et des contraintes en un 
point M de la coque peut dès lors s'écrire sous la forme : 

('So Remarques : Pour les coques très épaisses, par exemple (h/R) i 0,5, p est un nombre 
fractionnaire, pour les autres coques, p peut être choisi comme entier. 

- Pour la suite, nous supposerons que p est un entier, la démarche de calcul 

restant valable pour p fractionnaire ou réel. 



avec : u (n) = O (n) = O pour n < O 
j i j 

Les charges exterieures appliquées aux surface R 
de la coque se décomposent de la mfme manière que l"2 

ci-dessus en série en & . Nous supposerons cependant que ces 
séries sont limitées dans leur développement aux valeurs de n 
comprises entre p et 2 p-1, le premier terme de ce développement 
étant nécessairement non nul. La justification physique de cette 
hypothèse sera établie ultérieurement. 

On peut dès lors écrire : 

(O, x) = C cn Pj ( e t  x) 
pins2 p-1 

j 
(n) (O, X) = O pour n < p et n >, 2 p. 

Le premier terme p 'P) ( 0 ,  XI non nul dans ce 
j 

développement va dépendre surtout de la nature de la charge et 
de la géomètre de la coque. 

Si la géométrie de la coque et la nature du chargement 
l'imposent, le développement des charges extérieures selon (1.8.) 
peut être prolongé au délà de 2 n.-1. Lorsqu'il en est ainsi, 
on décompose le problème global en une suite de problèmes 
partiels qui vérifient individuellement la décomposition 
précisée en (1.8.) selon l'expression suivante : 

Cette décomposition montre clairement que chaque 
problème partiel est de la forme gén6rale (1.8.), obtenue en 
y remplaçant p par p'  = 2 k p  (k : entier positif). 



Le chargement extérieur en principe quelconque peut 
être décomposé en une partie symétrique (p ) et en une partie 
antisymétrique (p 1 (Figure 1.3. ) . s j 

A j 

Il y correspond une séparation du problème global 
en deux problèmes symétrique et antisymétrique dont les inconnues 
respecteront à priori la parité de chargement 

PROBLEME SYMETRXQUE 

1 + - 
u ( O , x , ~ f h ) = - -  
3 j 

* (pj + Pj = Psj 

PROBLEME ATISYMETRIQUE : 

1 + - 
U (8. X. R f  h) =-k-(pj - p . )  = f  p 

31 2 J A j 
(b) 

Toutefois, cette distinction apparaît pour les p non 
nuls, donc à partir de n 3 p, ainsi la résolution (n < p) j 

concerne le problème global. 

Cette distinctionmavoir une importance capitale dans 
la résolution proposée, car de ces deux problèmes le deuxième 
est de loin le plus important vu qu'il est rattaché a la flexion 
de la coque, par conséquence nous consacrons la majeure partie 
de démonstration à ce problème, par contre le premier problème 
est relatif à un chargement symétrique qui ne peut pas produire 
que des contraintes indépendantes de z, sinon paires en Z. 
Ces contraintes doivent en outre vGrifier les conditions aux 
limites (1.9.a.). ce qui limite particulièrement la contribution 
de ce problème dans la flexion de la coque. 

1.5.2. - CHOIX DES ECHELLES 
Echelle longitudinale : -- -- 

Le choix des Bchelles est un problème crucial, parce- 
qu'il est lié à La nature du chargement et & la zone d'application. 

Dans les zones éloignées des fonds et des appuis, 
l'échelle longitudinale est de l'ordre de R. 

Près des fonds, cette échelle est de l'ordre de h ; 
au voisinage des appuis, l'échelle longitudinale est interné- 
diaire et fonction de la charge, de la densité et de l'épaisseur 
2 h de la coque, elle est de l'ordre de la longueur d'onde 
caractéristique : (voir TIMESHENKO (1934), DONNELL (19761, 
REISSNER (1945) e t c  . . . ) . 



On peut dès lors, puisque nous négligeons le problème 
de la couche limite, choisirpour échelle longitudinale une 
valeur R définie par la relation : 

Echelle radiale : h (*) 

Echelle des 
: u (deplacement maximal qui 

déplacements est de l'ordre de h) (c) 

Echelle des U 
U = E . -  

contraintes R 

1.6. - RESOLUTION DU PROBLEME 

1.6.1. - EQUATIONS ADIMENSIONNELLES - 

Pour résoudre le problème linéarisé nous utilisons les 
variables adimensionnelles suivantes : 

avec r = R + Z = R (1  + cP 5 )  (f) 

FEMARQUES : Contrairement aux auteurs classiques et à REISSNER (1945) et REISS (1960) 
nous avons préféré le choix des échelles quasi indépendantes en x, z et 8 
afin de conserver la généralité du problème. Ce choix implique que si l'une 
des échelles longitudinale et radiale tend vers zéro, l'autre tend également 
vers zéro. 



S i  nous remplaçons l e s  v a r i a b l e s  dans les équa t ions  
( 1 . 1 .  (1 .4 . )  e t  ( 1 . 5 . ) ,  nous obtenons l e  système su ivan t  : 



1.6.2. - CONDITION AUX LIMITES 

Les conditions aux limites en 5 = 2 1 s'écrivent : \ '  

Pour x et O les conditions seront définies pour chaque 
typc (lu prot>lC?rnc. 

D'après les hypothèses précédemment citées, les ! 

contraintes et les déplacements peuvent s'exprimer sous la 
forme : 

En utilisant ces expressions dans les équations (1.12.) 
(1.13) et (1.14) nous obtenons le système global suivant, 
(dans lequel nous supprimons les barres placées au-dessus des 
variables adimensionnelles.) 

Dans ces équations, la sommation s'effectue de n = O 
à n = ; en outre, q = n + p, S = n + 2p, p étant fixé. 



(dl 

Avec l e s  condi t ions  aux l i m i t e s  su ivan te s  : 

2p- 1 
01 - 
1 cn a cn n  

( n )  ( 0 ,  x, 5 = ' 1) = C 
3 j (pSj 5 pAj 

n, 
n=O n=p 



n 
Par identification des coefficients de E , nous 

obtenons les équations différentielles (1.15.) définissant 

(n) (n) \ a oij a u i 
les et les en fonction des a (') et ,u (9) a t a 5 ij i 

d'ordre q inférieur à nt ce qui induit une démarche récurrente 
lors de l'intégration en Ç. 

Pour les trois intervalles d'approximation signalés 
dans l'introduction, qui correspondent respectivement aux 
valeurs de n suivantes : 

on obtient pour chaque valeur de n les équations différentielles 
(1.15.) et les conditions aux limites (1.16.). 

Ces équations ne peuvent être intégrées globalement 
selon 5, en effet cette intégration ne nécessite qu'une seule 
condition aux limites, alors que deux conditions (1.16.) Cioivent 
être satisfaites. En décomposant le problème global en deux 
problèmes symétrique et antisymétrique en 5 (1.9.), l'intégra- 
tion est alors possible. 

1.6.3.1. - Ordre : n < p ------------- 

Les équations (1.15.) se rgduisent alors au systeme 
(1.17.) qui correspond au problème global : 



ce qui donne 

en tenant compte des conditions aux limites (1.16) nous 
écrivons : 

Ceci signifie que les contraintes radiales doivent 
être du même ordre de grandeur que les forces extérieures appli- 
quées, ce qui est physiquement admissible. 

Par ailleurs la solution (1.18.b.) indique que les 
déplacements sont indépendants de 5 et représentent ainsi le 
déplacement d'ensemble de la coque, en particulier celui de sa 
surface moyenne ( c= O )  



De plus, la solution des équations (1.17. g à i) fournit 
des contraintes indépendantes de 5 : 

pi 1 (a-  awn + v cUn + -11 avn 
'22 1 - v2 a. ae 

cette solution coincide avec la solution de la 
théorie de la membrane classique. 

Nous examinons plus loin la décomposition de ces 
résultats pour le problème symétrique et pour le problème 
antisymétrique ; en particulier nous établirons les équations 
différentielles qui permettent la résolution en u (n < p) i 
pour chacun de ces deux problèmes pris séparément. 

1.6.3.2. - Ordre : p,( n < 2p ------------------ 

Posons m = n - p et identifions les termes en E" ; 
les équations (1.15.) se réduisent au système (1.20.) qui 
correspond au problème global : 



'ta?: donné que 3 6 m 4 c r  l e s  grandeurs d 'ordre m 
doivent vér-fier ( 1 . 1 7 . ) ,  par zonseqcence l e  système se rédui t  

selon (1 .21. )  : 



n 
n L'intégration de ce système en 5 fournit pour 0 

et u les solutions suivantes : (1.22.) 
i 

3 j 

0 
n m 

3 3 = O11 
6 + cte 

m m 

o~~~ = - 5 ( 
a O11 

+ a  
a ('12 + cte 

a 6 ax 

O n 12 
3a x - (-- + a  22 + cte 

a o a x  

n u = -  m m 
V 5 (Oll + a22 ) + cte 

n w = -  aum a .: - .+ cte 

n Les conditions aux limites sur 0 n'étant pas nulles, 
33 - 

il convient, corne nous l'avons signalé de décomposer le problème 
global en problèmes symétrique et antisymétrique. 



A - PROBLEME SYMETRIQUE 

Les conditions aux limites relatives à ce problème 
s'écrivent (1.9.a.) : 

Il en résulte par identification avec la solution 
générale (1.22.) que : 

n 
Cette relation montre que les 0 sont independantes de 5 

3 j 
et de même ordre de grandeur que les forces extérieures corres- 
pondantes ; par conséquent nous avons poux l'ordre a 11 inférieur 
à p :  

n 
Par ailleurs, nous devons respecter la parité des u 

selon 6 ,  ce qui implique, que les u soient indépendants 
i 

de 5 et que : i 

La solution du problème symétrique d'ordre m < p répond 
aux relations suivantes obtenues en tenant compte de 1.9., a. b. etc.) 

m w = constante 



m a 2 v m  v + - -  - O 
ae 

m a Z u m  u + - -  - O 
ae2 

m 
avec u (0) et vm (0) 

Cette solution s'écrit : 

um = U cos 0 
O 

111 

v =-U sin 0 
O 

et correspond à un déplacement plan rigide, perpendiculairement 
à l'axe de révolution de la coque. Ce déplacement implique la 
nullité de toutes les contraintes et par conséquence nous pouvons 
négliger la so~lution (1.16. bis) dans la solution globale d'ordre 
m < p donnée en (1.18.) et (1.19.) 

Par ailleurs la solution du problème symétrique d'ordre 
2p > n > p sera établie plus loin en remarquant toutefois que : 

B - PROBLEME ANTISYMETRIQUE 

La solution (1.22.) relative au problème symétrique est telle que les 
n 

0 en 5 = 2 1 sont liées aux pressions extérieures selon les 
3 j 
expressions : 

Par identification avec la solution générale (1.22.) 
nous obtenons la solution suivante : 



ln 
Cette solution impose des conditions sur les 0 non 

i j 
nulles (m < p) selon les expressions suivantes : 

Ces relations montrent que, pour le problème antisyme- 
trique, les contraintes d'ordre m < p sont de même ordre de 
grandeur que les charges extérieures d'ordre n supérieur à p, 

Nous aurons d'ailleurs l'occasion d'étudier ce problème 
en détail lors de l'examen de la théorie de la membrane, 

m 
En outre, les U sont définies en fonctions de ij 

m 
déplacement u; de la surface moyenne de la coque, par les rela- 

A. m 
tions (1.19.) ; en substituant à a leurs valeurs tirées de i j 

m 
(1.19.), nous établissons les équations différentielles en u' - 

1 
qui permettent, en première approximation de trouver les 
déplacements de la suface moyenne de la coque selon le système 
suivant : 



m 
Une fois que les u sont déterminés nous pouvons 

i 
établir la solution générale du problème antisymétrique dkrdre 
p < n < p qui se ramène aux expressions suivantes : 



A ce stade, nous pouvons constater que, hors mis la 
contribution négligeable du problème symétrique, la solution 
d'ordre m < p définit des déplacements et des contraintes indé- 
pendants de 5, et représentent par conséquent, le comportement 
d'ensemble de la coque. 

Par contre la solution d'ordre n, (p < n < 2p) 
représente la déviation linéaire par rapport à la surface 
moyenne de la coque, des déplacements et des contraintes en 
un point quelconque de c8te clet schématise ainsi la flexion 
linéaire simple, d'ailleurs les expressions que nous avons 
dtablies pour les contraintes « " 

11 5 2  
" et pour les ddplacements 

n n v et w coincident avec celles données par les theories classiques n 
basées sur l'hypothèse de LOVE-KIRCHOFF, par contre l'expression 0 12 

a w  
comporte un terme supplémentaire en - par rapport à ces thgories, a e  
qui est pris en compte par les théories classiques "r6centesn de 
DONNELL (1976) et FLUGGE (1960) ; cependant, les expressions 

de un et de 0 
n 

que nous avons présentées ne sont pas accessi- 
3 j 

bles par ces théories. 

1.6.3.3. - Ordre n : n 2 2p ---------------- 

Posons m = n - 2p, r = n - p et identifions dans le 
système (1.15. ) les termes en .En, tels que n = m + 2p = r + p : 



Compte tenu du fait que O \< m < p, p 4  r < 2p, les 
grandeurs d'ordre m et r doivent verifier respectivement (1.17.), 
(1.18.) et (1.23.1, (1.32.). Ce qui dissocie le problème global 
en problèmes symétrique et antisymétrique. Ces problèmes peuvent 
être intégrés en tenant compte des considérations suivantes : 

1') Pour le problème symétrique, les inconnues doivent respecter 
la parité imposée par le changement (conditions aux limites), 
ce qui minimise la contribution de ce problème dans celui de 
la flexion de la coque et nous conduit à négliger les valeurs 

n n des u. o . .  (n a 2p) relatifs à ce problème, par contre la 
1" 1 3  

résolution des équations déduites de (1.33.) relatives à ce 
r problème nous permet de trouver les u , O r 
i i j , (P \< r < 2p) 

relatifs au problème symétrique d'ordre r. 



2') Pour le problème antisymétrique nous devons respecter d'une 
part les équations différentielles (1.33.) ainsi que les 
conditions aux limites relatives à 0 n n 2 2p, et tenir 

3j ) 
m compte d'autre part de ce que les u (O ,< m < p) i '  

représentent les composantes du déplacement de la surface 
moyenne de la coque, quand cette dernière est chargée 
d'une façon antisymétrique. 

n 
De plus, si les conditions aux limites sur U 

3j " n > 2~ 
n'étaient pas nulles, nous aurions alors à vérifier des condi- 
tions supplémentaires entre les p r et les p et la généra- 

sj sj 
lité du problème sera ainsi limitée, par conséquent, nous 
justifions notre hypothèse numéro (4) qui postule que les 
termes d'ordre supérieur ou égal à 2p dans le développement de 
p3 j, sont nuls. 

A - PROBLEME SYMETRIQUE 

VU la parité des inconnues en 6 nous avons les deux 
systèmes suivants : 

a) Système d'ordre n > 2p 

n n a 
3 j ( 8 , x , E ) = a  3 j ( 8 , ~ )  

avec : 



n compte t e n u  d e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  s u r  0 (2 1 )  = O, 
3 j 

ce système e s t  semblable  à c e l u i  d ' o r d r e  m < p pour  l e  problème 
n  n 

g l o b a l  (1 .18. )  e t  ( 1 . 1 9 . ) ,  t o u t e f o i s  les u  e t  l e s a  
i i j \ n  2~ i n t e r v i e n n e n t  d a n s  l e s  r é s u l t a t s  en f a c t e u r  E = E . E , 

h 
donc en f a c t e u r  d e  (-) . 

R 

b) - système d ' o r d r e  p ,< r < 2p 

a v e c  : 

a.. 



r r 
ce  q u i  donne l a  so lu t ion  suivante  : ( l e s  uij e t  l e s  u i son t  
fonct ions  de 0 e t  de x seulement) 



NOUS obtenons ainsi un système dont la partie 
homogène correspond à la solution (1.26.) (pour m < p) 
relative à un déplacement rigide ; la solution générale r: 
peut donc être déterminée si ondo~nela répartition des p 
en fonction de 8 et de x avec des conditions aux 1imi.tes sj 

adéquates en x et en 8. 

B - PROBLEME ANTISYMETRIQUE - d'ordre n >/ 2 p 

En intégrant les équations (1.29.) en 5 nous obtenons 
à une constante près en x et 6 Ta solution générale du problème 
antisymétrique d'ordre n > 2 p, toutefois, nous devons vérifier 
les conditions aux limites suivantes : 

et en outre nous choisissons les déplacement tels que 
u (5 = 0 )  = O pour que les u In (m < p) représentent les 
i i 

déplacements de la suface moyenne de la coque. Ceci fournit 
la solution suivante o 





avec : 

1.6.4. - EXPRESSIONS DES CONTRAINTES, DES DEPLACEMENTS E T  DES DEFORMATIONS 

EN UN POINT QUELCONQUE M DE LA COQUE EN FONCTION DES COMPOSANTES 

DU DEPLACEMENT DU POINT M DE LA SURFACE MOYENNE. 
O - 

A titre d'exemple, nous résumons ci-dessous les résultat:; 
obtenus par notre théorie pour le problème global de la fléxion 
d'une coque de géomc;trie et de chargement hab.ituels ( p " 1, m O) 
la généralité du problème étant bien entendu sauvegardée puis ue, 
pour p + 1, il suffit d'effectuer une sommation sur m f [O, p l  . 
par  ailleurs, pour simplifier l'écriture, nous enlevons l'indice 
m = 0 sur les déplacements du point M (8, x, R), les fonctions 

O 
relatives au point M (8, x, R + z )  étant désignées par les mêmes 
notations 

- Déplacements en M . 
0 -  ------------------ 

u = u (e t  X) i V = v (O, X) et w = w (O, X) 



- Déplacements en M : ----------------- 

- Contraintes en M : ---------------- 



h + -  O 
i l )  

R 22s  

v 
1  - + -  a2v + 3 ( 1  + V )  fi] 1 

2 
R- 

ax2 2 ax ae  



a i a2  
où l'opérateur v2 représente le Laplacien v2 = - + - - , 

ax2 R ae2 
( 1  les termes u , v ( 1  

I W  
( 1  " ( 1  

s , O22S , ('21s sont donnés en 
S s 

fonction de p ( ' )  ( 0 ,  X)  par les formules ( 1 . 3 6 . ) .  
sj 

En outre, les déformations E au point M peuvent être 
i j 

déduites facilement des contraintes U en MI par l'application i j de la loi de HOOKE : 

oiî 6ij est le symbole de Kroncker. 

Ainsi le probleme est entièrement résolu, toutefois, les 
équations complètes qui donnent les composantes u du déplacement 

i 
global du point M de la surface moyenne de la coque peuvent être 

O déduites directement par intégration selon les équations locales 
d'équilibre ( 1 . 1 . )  ce que nous ferons par la suite. 



1.6.5. - CONCLUSION PRELIMINAIRE 

La solution générale du problème préc6derment dëveloppée 
nous permet de faire les constatations importantes suivantes : 

\ 

a) - La solution proposée donne les mêmes valeurs pour 0 I l P  O 1 2 ~  O13 
et  pour V, w cri M que Ics th6ories classiques si on sc 
l i i i i l  te aiix deux ordres  r i  p ct p = 11 .: 2p, ( a  n < p pour u) ceci 
confirme la g6ndralité de  cette solution ; d'autant plus que 
les contraintes radiale 5 et de cisaillement 0 O  3 3 31' 32 
ne sont pas négligeables et sont, par notre théorie, accessi- 
bles au calcul, contrairement aux théories classiques ; 

b) - Le champ de forces extérieures va produire des contraintes 
des valeurs plus importantes que sa propre valeur, autrement 
dit, les contraintes sont de l'ordre C-P. p, ce qui justifie 
notre choix de considérer uniquement les pressions d'ordre n 
supérieur à p. 

c) - Le système de base (1.19.) constitue une approche simple du 
problème et ne tient pas compte de la flexion locale de la 
coque, par conséquent, nous pourvons examiner séparément, selon 
le type de charges extérieures, les théories adéquates pour 
le cas de la membrane et pour le cas de la flexion locale. 

d) - Les corrections à apporter aux théories classiques sont assez 
importantes et peuvent se situer à deux niveaux : 

I o )  AU niveau de la théorie de la membrane que nous pouvons 
étudier localement à partir des équations (1.21.) et 
non plus d'une façon globale comme dans les théories 
classiques et sans émettre aucune hypothèse supplémentaire, 
ceci constitue un apport fondamental à la théorie des 
coques. 
De même en ce qui concerne les contraintes déterminées 
par cette théorie, nous pouvons constater qu'une correc- 
tion non négligeable aux valeurs de 5 et à 5 provient 
des relations des (1.37.h. 1 et (1.37. if pour 2 2 5 = O. 

Au niveau de la flexion globale de la coque, nous avons 
inclus l'influence des contraintes de cisai12ementst ce qui 
permet d'accèder aux déformations non linéaires et à 
leurs contributions dans l'évolution des contraintes. 
De plus nous avons inclus la partie symétrique de forces 
extérieures p dont l'influence, au niveau de la flexion 

s 
de la coque, reste cependant importante au niveau de la 
déformation d'une fibre normale au cylindre moyen, ceci 
apporte une correction fondamentale à l'hypothèse de 
LOVE-KIRCHOFF. 



De plus les valeurs trouvées pour les u et les 0 montrent 
i i j 

une répartition parabolique des champs de déplacements et des 
contraintes au point M en fonction de sa côte z,seule 
répartition compatible avec les deux conditions aux limites , 
aux surfaces intérieure et extérieure i-2 et R de la coque (n). 

1 3 

1.7. - THEORIE DE LA MEMBRANE 

Les théories classiques traitent ce qu'on a l'habitude d'appeler 
la théorie de la membrane, en supposant négligeables les efforts tranchants 
dans la coque et la flexion locale, le long de l'épaisseur 2 h de la coque, 
nous allons exposer dans ce qui suit une nouvelle version de la théorie de 
la membrane, plus générale qu'habituellement proposée, sans émettre aucune 
hypothèse supplémentaire à nos hypothèses générales de base exposées en (1.5.). 

1.7.1. - ORDRE DES GRANDEURS A PRENDRE EN CONSIDERATION 

Les résultats que nous avons trouvées dans notre théorie 
générale sont valables quelle que soit l'épaisseur t = 2 h de la 
coque, en particulier dans le cas où l'ordre (p) est grand, la 
théorie développée pour m < p donne des résultats suffisamment 
proches de la réalité pour qu'on puisse négliger les ordres m 
supérieures à p. 

En effet dans les cas des coques usuelles, non sujettes à des forces 
localisées trop importantes, on peut écrire : 

P représentant la pression due au chargement, de l'ordre 
de 103 ~ / m *  (pression hydrostatique d'un gaz liquifié) à lo5 ~ / r n ~  
(appareil à pression). Comme l'ordre de grandeur de P(P) doit être 
voisin de 1 'ordre de grandeur des contraintes induites (lo7 ~ / m ~ )  ,les 
valeurs de p vérifient les conditions : 

k)  REMARQUE : Une telle répartition est impérative surtout pour les U 3 j r  notamment pour les 
cas de constructions multicouches "coque en SANDWICH", nous avons besoin d'une 
telle répartition pour résoudre ce problème. 



Par conséquent, les contraintes et les déplacements d'ordre 
n supérieur à p sont multipliés par E~ (E" = 1 0 - ~  à 1 0 - ~ ) ,  ce qui les 
rend négligeables par rapport aux grandeurs d'ordre m < p. Ces 
dernières suffisent dès lors pour approcher les champs des contraintes 
et des déplacements réels qui s'identifient d'ailleurs à ceux de la ' 
surface moyenne de la coque. 

Ceci correspond physiquement à un comportement d'ensemble de 
l'appareil puisque les contraintes et les déplacements ne varient pas 
le long de 1'Bpaisseur 2 h dc la coque et ne sont fonctions que de 
O et de x (voix 1.19.). 

1.7.2. - RESOLUTION DU PROBLEME 

En tenant compte de l'ordre des grandeurs intervenant 
dans le problème, les équations qui en permettent la résolution 
se réduisent au système ( 1 . 1 9 .  ) et s'écrivent en variables dimençion- 
nelles : 



En i n t é g r a n t  l e s  équations (1.43.) en r e n t r e  R - h, R + h 
nous avons : ( v o i r  f i g u r e  1.4. On enlèvera désormais l ' i n d i c e  su r  
l e s  va r i ab les )  

Ce qui donne l a  so lu t ion  suivante : 

Par i n t é g r a t i o n  de ces  équations en x nous obtenons l a  
so lu t ion  suivante : 



où f  ( O )  et f 2  (8) sont des fonctions de 8 qui vérifient les 
1 

conditions aux limites selon la direction de x, et peuvent représenter 
par exemple des contraintes de cisaillement pour 5 et de flexion 
pour O 

12 
2 2  ' 

\ 

L'intégration des déplacement à partir du système (1.44.)  
conduit à la solution générale suivante : 

Les fonctions arbitraires f (O), f4 (8) seront déterminées 
3 

pour chaque type de problèmes à partir des conditions aux limites 
adéquates imposées en x. 

Cette solution constitue la solution gGnërale de la théorie 
de l a  menibrane des coques cylindriques et nous aurons l'occasion 
de l'appliquer, dans la deuxième partie, au cas d'un appareil 
cylindrique à axe horizontal reposant sur deux appuis en berceau, 
ce qui va nous conduire à l'énoncée de la théorie dite de la poutre 
équivalente. 

Par ailleurs, et à titre d'exemple, nous allons l'appliquer 
au cas d'un appareil soumis à une pression intérieure constante, 
ce qui nous fournit les déplacements et les contraintes de la 
membrane. 



1.7.3. - CAS D'UN APPAREIL SOUMIS A UNE PRESSION CONSTANTE 

La pression intérieure étant supposée constante et 
uniformément répartie sur les parois de l'appareil, le chargement 
répond aux relations suivantes : 

Pr = cte 

Pr = 0 

Po = 0 

La solution s'écrit : 

Pour des raisons de symétrie évidente en x = O et en x = L 
les contraintes a étant uniformes en 8 nous avons : 

2 2 

e n x = o  f2 (0) = cte 

f2 (0) = cte et f I l  (0) = O 

Ce qui donne la solution suivante : 

fl (0) = cte 

f2 (8) = cte 



mais pour les mêmes raisons de symétrie, la fonction P (9) est nulle ; 1 
f ( 8 )  sera déterminée par l'examen de la projection horizontale de 2 
l'effort global sur le fond : 

\ 

ce qui donne finalement la solution suivante : 

Pour les déplacements nous avons : 
,x 

w = O pour # = 0, 

ce qui donne v = O (vu la symétrie de chargement) 



Le déplacement maximal se produit en x = L ; par contre 
nous constatons que le déplacement radiale u est uniforme. 

Il importe de souligner la généralité de la théorie 
proposée, car nous pouvons examiner le cas oil P dépend de x et de 8 

r 
en tenant compte des conditions a u  limites. 

1.8. - T H E O R I E  GENERALE' DE F L E X I O N  DES COQUES C Y L I N D R I Q U E S  

1.8.1. - INTRODUCTION 

Les théories classiques de flexion des coques reposent 
entièrement sur l'écriture des équations globales d'équilibre d'une 
partie de la coque, et sur l'application de l'hypothèse de LOVE-KIRCHOFF 
pour relier linéairement les contraintes et les déformations en un 
point donné M aux déplacements du point correspondant M de la surface 
moyenne de la coque ; en outre la majorité des auteurs O émettent des 
hypothèses simplificatrices concernant les moments de torsion M etM xe ex 
ainsi que les efforts tangentiels Qe , Qx (voir chapitre I I )  ; ceci 

limite considérablement les théories présentées à des cas spéciaux, 
et rend leur résolution assez arbitraire par l'établissement des 
relations entre les efforts tangentielles Q , Qx et les moment 

0 
Me Mx Mxe I Mex 

Pour notre part, nous essayons de développer dans la suite 
une théorie nouvelle qui ne tient compte d'aucune hypothèse "classique'' 
et nous verrons que la majorité des autres théories peuvent découler 
de cette théorie. 

1.8.2. - THEORIE GENERALE DE FLEXION DES COQUES 

La théorie générale que nous proposons est basee sur l'in- 
tégration selon l'épaisseur des équations locales d'équilibres linéa- 
risées, le choix de l'indice p découle des considérations physiques 
suivantes : pour obtenir une flexion de la coque, les efforts appliqués 
doivent induire une pression de 1 ' ordre de 106 ~/m' ; par conséquent, 

1 
pour les coques usuelles E = - la pression P(') qui doit être de 

1 O 
1 ' ordre des contraintes ( 10 N/m ') doit vérifier la relation : 

soit : 

10" . 107 = 106 ~ / r n ~  



ce qui fixe l'indice p à 1, les développements des expressions du 
déplacements et des contraintes doivent être effectuées obligatoirement 
jusqu'à l'ordre n > 2p. 

Si nous exprimons les contraintes sous la forme suivante 

avec (P = P ) il vierit : 
sj sj 

1 
où les 0 sont les coefficients de 5 dans (1.32.) et o 2 

j 33 '12 0 2 2 ~ 1  
c 2  - 1 et o sont les coefficients, respectivement de -- 

1 1  
- 

2 
52 dans 
2 

. 12) (1.37.), A étant le deuxième terme des o 
1 1  "22 

(" (indépendant de 5 )  . 
les valeurs o 1 1 

, o~~~ , u 
l sont les contraintes dues à la 

12 s 

résolution du problème symétrique et elles sont déterminées directement 
àpartirdep (1.36.) 

sj 

En remplaçant ces termes dans les ëquations (1.15. a, b, et c) 
nous obtenons le système suivant (1.55.) dans lequel la sommation 
s'effectue de n = O à n = 3 : 



Nous allons effectuer l'intégration de ces équations en 
6 € - 1  cl] ; cependant les résultats diffèrent légèrement selon que 
nous incluons ou pas l'effet de variation de la courbure par l-nter- 
vention du terme (1 + E: 5) equivalent à 1 + Z en coordonnées 
initiales , ( 1.56. ) : R 



La dernière ligne de chaque équation représente les termes 
supplémentaires dus à la prise en compte de la courbe locale 

z - = E 5 ; nous verrons par la suite que ces termes sont d'importance 
R 
faible. 

Par ailleurs, si nous remplaçons chaque contrainte par son 
expression en fon'ction de u, v, w, nous constatons que les grandeurs 
relatives au problème symétrique s'annulent mutuellement en vertu des 
équations (1.35. a, b et c) , ceci confirme ce que nous avons annoncé 
à propos de leur contribution dans le problème de la flexion des coques 
( voir hypothèse 4 ) .  

En effectuant la substitution des a nous obtenons un 
ij' 

système complet dVéquations différentielles en u, v, w, composantes 
du déplacement d'un point quelconque de la surface moyenne de la coque 
et fonctions uniquement de 0 et de x. La solution de ce système permet 
de résoudre entièrement le problème de la coque. Ce système s'écrit 

en variables dimensionnelles, avec t = 2 h, K = E t  (1.57.) . 
1 - v 2  



1 au a 2 ~  1 + v a 2 ~  - (-a -) + -- 
2 R a x  ao + -  - II (u. 1 I . . .) 

R~ ae ae2 ax2 1 2 R 2  

P 
- 8 - - -  (b) 

K 

Les termes 1, II, III seront explicitées plus loin, remar- 
quons cependant que ces termes ne comportent pas de dérivées de u d'or- 
dre supérieur à 4 ; pour l'instant nous allons examiner successivement 
les différents systèmes d'équations issus de 1.57. avec simplifications 
à divers degrés. 

1.8.2.1. - Système de base, HAGE - 1 

La plupart des spécialistes de coques tels que LOVE, 
NOVOZHILOV, TIM?2SHENKOl FLUGGE et DONNELL, ont constaté que pour 
pouvoir étudier correctement la flexion des coques, il faut retenir 
les termes qui comportent l'ordre de dérivation de u le plus important 
et les auteurs y accèdent d'une façon approximative que nous aurons 
l'occasion de détailler au chapitre suivant. 

En ce qui nous concerne, nous retiendrons les dérivées de u 
avec l'ordre de dérivation le plus élevé qui apparait dans les 
équations (1.57.) (en l'occurence 4), nous obtenons ainsi le système 
suivant : 



Ce systSme constitue la base de la théorie classique de 
flexion des coques, les termes autres que le terme en V' . u repré- 
sentent les contraintes de la membrane. 

Le choix de ce systême simplifié trouve sa justification 
dans les phénomène physiques qui accompagnent la flexion réelle des 
coques, en effet il est évident, en dehors du cas spécial de la 
compression selon ox de la coque, que le déplacement radial u joue 
le r6le le plus important ; les deux autres déplacements peuvent 
lui être comparés selon les échelles suivantes : 

- Echelle des u de même ordre que l%paisseur 2 h de la coque 

- Echelle des v de l'ordre du rayon moyen R de la coque (1.59.) 

LI - Echelle des w de l'ordre de la demi-longueur -de la coque 
2 

Autrement dit nous avons les ordres de grandeurs suivants : 

Par conséquence, l'influence de u est prépondérante, 
et c:ette influence est accrue par la dérivation d'ordre (4) de u, 
nous verrons d%illeurs 1' importance relative du termer v4  . u dans 
l'éc~uation (1.58.a) par rapport à son premier membre, lors de la 
résolution d'un problème d'une coque cylindrique soumise à des actions 
localisées (voir chapitre III). 



1.8.2.2. - Système complet HAGE - 2 

Considérons le système (1.57.) et remplaçons chaque 
terme par sa valeur à partir de (1.35.) nous obtenons ainsi le 
système complet suivant : 



3 v  a3u - -  - (7- + V)R2 fi-' (pi- LLlL] 2v- 
ax ae2 ax 

2 - v  2 
ax a e 3  

Ce système constitue l'ensemble des equations gén&rales 
d'équilibres d'une coque sollicitée par des charges quelconques, 
sa généralité se trouve confirmée par la présence des termes 
contenant les dérivées d'ordre (4) en v et w ce qui est dû il 
l'isotropie du phénomène, d'ailleurs ces termes n'apparaissent pas 
dans les travaux d'autres auteurs ; en effet nous pouvons remarquer que 
nos équations se présentent sous la forme suivante : 

EQUATIONS (a) : contient en facteur à - -------------- t' des termes en 
12 R2 

u, et ses dérivées d'ordre ( 4 ) ,  et (2) 

v, w et leurs dérivées d'ordre ( 3 )  

L 
EQUATIONS (b) et (c) contiennent en facteur & -- ...................... des termes en : 

12 R~ 

dérivéesdeu d'ordre (1) et ( 3 )  

dérivées de v et w d'ordre (2) et (4) 



Par conséquent, il est possible de tirer des valeurs 

av a2v 
approximatives des termes - - - a2w respectivement 2 partir ae ax ae ax ae 
des trois premiers membres des équations de base (1.58.) a, b et c. \ 

Ces valeurs reportées dans les équations (1.61.) conduisent 
B n6gliger dans ces équations les termes facteurs de 

t2 
(- 1 
12 R2 

1.8.2.3. - Système simplifiés obtenus A partir du système HAGE-2 

Dans la majorité des cas les termes que nous avons notés 
(1, II et III) dans le système (1.57.) sont négligeables ; lorsqu'il 
n'en est pas ainsi, il est toujours possible de simplifier ces termes 
en utilisant la démarche décrite dans le paragraphe précédent. 

Nous allons examiner dans ce qui suit les différentes 
simplifications possibles qui conduisent aux équations d'équilibre 
de la coque ne contenant que deux inconnues dans les termes en 

t2 
facteur à - . 

12 R2 

En particulier le système de base (1.58.) s'écrit : 

En remplaçant dans 1, II et III des équations (1.61.) les 

1 av a 2 ~  
dérivées - . -  a2v par leurs valeurs (1.62. ) et en 

R 3 ë V F X  ae a x a e  
t2 

négligeant dans l'expression (1.62. a) le terme facteur de - 
12 R2 

on obtient le système suivant : 



où a, fir y représentent des opérateurs en 0 et en x, 



Une deuxième version de l'équation (1.63.a) peut s'obtenir 
a w  en éliminant seulement- , ce qui donne : ax 

L'intérêt de cette transformation provient du fait que dans 
chaque équation nous avons au second membre uniquement deux inconnues 
avec leur ordre de dérivation le plus élevé, en particulier nous 
constatons la présence des termes en v4.v et V4.w similaires au terme 
V' . u déjà trouvé pour le déplacement radial , ce qui confirme la 
généralité de notre théorie dans le cas d'un chargement quelconque. 

Ces différentes versions montrent que nous pouvons présenter 
les équations d'équilibres de plusieurs manières différentes, en outre 
nous pouvons voir que les versions données par les auteurs classiques 
sont en réalité équivalentes si nous substituons à certains de leurs 
termes, des termes équivalents tirés de (1.62.) ; physiquement ceci 
revient à envisager le cas de flexion pure (termes de la membrane nuls) 

1.9. - CONCLUSION 

La théorie que nous avons développée, sans utiliser l'hypothèse de 
LOVE-KIRCHOFF est applicable aussi bien pour les coques minces que pour les 
coques épaisses, soumises à n'importe quelle sollicitation, son intérêt réside 
donc dans sa généralité car elle nous a permis d'exprimer les contraintes et 
les déplacements sous leur forme la plus générale notamment pour les contraintes 
radiales et&cisaillement inaccessibles aux théories classiques. 

Les équations d'équilibre relatives à cette théorie peuvent se 
limiter à l'ordre (m) ce qui correspond à la théorie générale de la membrane 
que nous avons établie sans émettre aucune hypothèse supplémentaire, contrairement 
à la démarche des autres auteurs qui supposent négligeables, à la fois, 
l'influence des contraintes de cisaillements et l'influence de la flexion locale ; 
de plus la solution générale que nous avons établie pour cette théorie peut Btre 
applicable à n'importe quel problème en détaillant l'évolution locale des 
contraintes ce que ne permettent pas les théories classiques de la résistance 
des matériaux (voir deuxième partie). 



Enfin nous avons pu déduire, sans aucune hypothèse, les équations 
dgéquilibre relatives au problème de la flexion, avec une grande généralité 
puisque nos équations contiennent des dérivées d'ordre (4 )  des déplacements, 
et que, de l'avis de la majorité des auteurs, ces dérivées sont seules aptes 
à décrire correctement le phénomène de la flexion. 

\ 



COMPARAISON 

AVEC L E S  AUTRES T H E O R I E S  

2.1. - INTRODUCTION 

Comme nous l ' a v o n s  ment ionné  a u  c h a p i t r e  p r é c é d e n t  n o t r e  
t h é o r i e  nous permet  d ' a c c é d e r  à t o u t e s  les composantes du  t e n s e u r  d e s  
c o n t r a i n t e s  ( r e s p e c t i v e m e n t  d e s  d é f o r m a t i o n s )  e n  t o u t  p o i n t  d e  l a  
coque ,  s a n s  u t i l i s e r  l ' h y p o t h è s e  d e  LOVE-KIRCHOFF q u i  t r a i t e  un problème 
d e  d é f o r m a t i o n s  p l a n e s .  

Pour  saisir s o n  i n t é r ê t  nous a l l o n s  d é v e l o p p e r  dans  c e  q u i  
s u i t  l a  comparaison a v e c  les t h é o r i e s  connues d e s  coques  ; c e t t e  
compara ison  s e r a  c h i f f r é e  à p a r t i r  de  l a  r é s o l u t i o n  a n a l y t i q u e  du 
problème de  la  f l e x i o n  d e s  coques  minces e t  é p a i s s e s ,  e n  p a r t i c u l i e r  
nous résumons dans  c e  q u i  s u i t  l e s  r é s u l t a t s  d e s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s  
d e  TIMESHENKO ( 1 9 3 4 ) ,  DONNELL (1933 e t  1 9 7 6 ) ,  FLUGGE (19601,  
BIJLAARD (1955) e t  d e s  t h é o r i e s  r é c e n t e s  de  KOJTER (1966)  e t  d e  
NAGHDI ( 1963) . 

Ces t h é o r i e s  p e u v e n t  ê t re  g roupées  e n  deux c a t é g o r i e s  
d i f f é r e n t e s  dans  l a  mesure o u  e l l e s  a p p l i q u e n t  s t r i c t e m e n t  ou  non 
l ' h y p o t h è s e  d e  LOVE KIRCHOFF , e n  p a r t i c u l i e r  l a  t h é o r i e  d e  NAGEDI est  
d i f f é r e n t e  d e s  a u t r e s  dans  l a  mesure où e l l e  suppose  q u e  les r o t a t i o n s  
d ' u n e  f i b r e  normale à l a  s u r f a c e  moyenne d e  l a  coque s o n t  i ndépendan te s  
d e s  dép lacemen t s ,  ce q u i  permet  d ' a c c e d e r  5 d e s  v a l e u r s  a d m i s s i b l e s  
pour  l e s  c o n t r a i n t e s  de  c i s a i l l e m e n t s .  

Les a u t r e s  t h é o r i e s  s o n t  p r a t i q u e m e n t  i d e n t i q u e s  dans  l e u r  
e s p r i t  e t  débouchent  s u r  d e s  r é s u l t a t s  comparables ,  t o u t e f o i s  l ' é t u d e  
géomét r ique  d e s  d é f o r m a t i o n s  e s t  p l u s  ou  moin poussée  s e l o n  les  a u t e u r s .  



2.2. - T H E O R I E S  C L A 5 S I Q U E S  DFS COQUES MINCES 

2.2.1.  - PPPROCHE S I M P L F  DE DONP!ELL [ 1 9 3 3 ) ,  T IMESHENKO [1034), FLUCCE [1?50) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -_-_.. ------------ ---- -------- ----- 

Les théories des coques minces renosent dkne nart sur l'écriture 
d'éauilibre global d'une nartie de la couue, ce aui se traduit par c i n ~  
Bauations reliant les efforts qlobaux et les moments qlobaux sollicitant 
cette ~artie de coaue fiq. (2.1) ; et d'autre part sur l'hvnothèse de 
L O V E - K I R C H O F F  aui conduit à des déformations linéaires en fonction de la 
cote z du point considéré. 

Partant des considerations g6ométriaues DONNELL (19331,  
T I M E S H E N K O  (1934)  et FLUCCE ( 1 9 6 0 )  nronosent une forme simple des 
équations d'équilibre alobal d'une partie d'un cvlindre de révolution 
d'épaisseur (t = 2 h) (fig. 2 . 1 ) ,  en projetant les forces et les moments 
appliaués sur les trois axes du repère local, ces équations deviennent 
en néuliqeant les variations de la courbure due aux efforts normaux. * 
NX ' N@ 2 

avec : 



FIG. 2.la Système complet des sollicitations 

FIG. 2.1 bis Système simplifié des sollicitations 



C a r  dans la plupart des cas les auteurs supposent que : 

= M 
M ~ x  ~e ( 2 . 3 )  

ce qui permet l'élimination de Q et Qx étant donné que ces quantites 
8 

sont inaccessibles pan ces théories, par eonséauent les auteurs les 

remplacent par leurs valeurs déterminées par les quatrième et cinquiPme 

équations 

Le système d'équations ( 2 . 1 )  se réduit donc au système 
suivant (2.5 ) 

( a )  

(bE 

(cl 



Pour simplifier le problème les auteurs supposent que les 
d6formations et les contraintes en un point quelconaue M (8, x, R + z) 
sont des fonctions linéaires des déformations au point correspondant 
M (8, x,  R) du cylindre moyen et que les contraintes dans la 
O 

direction radiale sont supposc~es négliqeables, (tiypotlièse de LOVE KIRSCHOFF 
des déformations planes) soient : 

Avec : 

Les contraintes sont déduites des déformations par la loi de 
HOOKE selon les expression : 



ce ~ u i  donne  p o u r  les  c o n t r a i n t e s  e n  un p o i n t  V 18, x, R + z )  les , 
v a l e u r s  s u i v a n t e s  : 

( 2  - 9  

0 = 
E + v q  - > 2  F (---)  a 2 u  a ,  + v -  

l i  l - v 2  ae2  ae a x 2  

nous a u r o n s  l ' o c c a s i o n  d e  commenter ces r é s u l t a t s  p l u s  l o i n  d a n s  c e  
c h a p i t r e ,  

En r e m p l a ç a n t  l e s  a par ces v a l e u r s  d a n s  ( 2 . 2 )  e t  (2 .5 )  
i j  

+ +t on o b t i e n t  les é q u a t i o n s  d ' é u u i l i b r e  s u i v a n t e s ,  ( a v e c p  = + ;-let 

2 



Ces é q u a t i o n s  c o n s t i t u e n t  l a  b a s e  d e s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s ,  
e t  l a  m a j o r i t é  d e s  a u t e u r s  s u p p o s e n t  que  s e u l  l e  terme. v4u dans  

t 
2 

l ' é q u a t i o n  (2.11.a) r e s t e  en  f a c t e u r  d e  - les a u t r e s  termes é t a n t  
12 R~ 

n é g l i g e a b l e s .  

C e t t e  démarche d e  c a l c u l  f a i t  a p p a r a i t r e  l e  b e s o i n  d ' a v o i r  
d e s  d é r i v 6 e s  d ' o r d r e  t r P s  g rand  e n  u  pour  t e n i r  compte d e  l a  f l e x i o n  , 
d ' o ù  l ' i n t é r ê t  d ' u t i l i s e r  l e s  r e l a t i o n s  (2.4) pour  d é f i n i r  d e s  e f f o r t s  
d e  c i s a i l l e m e n t  q u i  s o n t  supposés  n é g l i g e a b l e s .  

Le système d ' é q u a t i o n s  d e  b a s e  s i m p l i f i é e s ,  u n i v e r s e l l e m e n t  
admis s e  l i m i t e  à n o t r e  sys tème (WIGE-l), c e  sys tème p e u t  ê t re  t r a i t é  
p a r  d é r i v a t i o n s  s u c c e s s i v e s  pour  a b o u t i r  au  sys tème s u i v a n t  d i t  
"des  é q u a t i o n s  de  DONNELL) ": 

Ces é q u a t i o n s  o n t  s e r v i  d e  b a s e  pour d e  nombreuses r é s o l u t i o n s  
a n a l y t i q u e s ,  notamment pour  l ' @ t u d e  du flambement d e s  coques  

P a r  a i l l e u r s  BIJLAARD (1955) propose l a  s i m p l i f i c a t i o n  d e s  
é q u a t i o n s  (2.11) p a r  l a  s u p p r e s s i o n  du premier  terme en  f a c t e u r  d e  

2 
d a n s  (2.11 . b )  , à c o n d i t i o n  d e  supposer  que l a  coque e s t  très 

12 R2 

mince ( <c 0.1) 
R 



ce q u i  c o n d u i t  à un sys t ème  d ' é q u a t i o n s  p l u s  comple t  q u e  (2 .12)  

2.2.2.- APPROCHES APPROFUNDlES DE DONNELL LI9761 e t  de FLUGGE (1960) - .................................. ---i ----------i--- ---- 
PkISt EN COMPTE DE LA NON LINEP,RITE DES DEFORr iATIONS 
r - - - - - - - - C - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

A f i n  d e  c o m p l é t e r  l ' a p p r o c h e  c l a s s i q u e  s i g n a l é e  a u  p a r a g r a p h e  
p r e c e d e n t ,  nous  examinons c i - d e s s o u s  les d i f f é r e n t e s  v a r i a n t e s  d e s  
6 q u a t i o n s  C i t e q u i l i b r e  p r o p o s é e s  p a r  d e  nombreux a u t e u r s ,  notamment 
p a r  FLUCGE (1960) e t  DONNELL (19761, t o u t e f o i s ,  il es t  à n o t e r  q u e  ces 
d i f f é r e n t e s  t h é o r i e s  d i f f è r e n t  s u r t o u t  p a r  l ' a n a l y s e  g é o m é t r i q u e  d e s  
d é f o r m a t i o n s  e t  p a r  l ' i n t r o d u c t i o n  o u  non d a n s  l ' i n t é g r a t i o n  d e s  f o r c e s  
e t  d e s  moments ( 2 . 2 )  d ' u n  te rme c o r r e c t i f  due  à l a  c o u r b u r e  e t  é g a l e  à 

1 +  2 
R 

Ce q u i  c o n t r i b u e  à créer une non l i n é a r i t é  a r t i f i c i e l l e  e n  

1 
f o n c t i o n  d e  z p a r  l e  développement  e n  série  du  terme - 

z 1 + -  
R 



2.2.2.1. - EQUATIONS PROPÛSEES PAR FLUGGE ( 19601 _ - - _ _ - _ _ - - - - - - - - - -  

En partant de l'hypothèse de LOVE-KIRCHOFF et en supposant 
que les contraintes a sont nulles FLUGGE !1960) propose une 

3 j 
variation linéaire des d6formations en fonction de la cote z du 
point considér6 par rapport à son homologue du plan moyen, ce qui lui 
permet de trouver les déplacements sous une forme gén6rale 

Soient : 

ce qui donne pour les déformations des valeurs suivantes : 

et pour les équations d'équilibre globale en introduisant dans 
l'intégration de N M x t  NQ, N Q x t  Me l'influence de la courbure 

X I  

par le terme ( 1 2 )  : 
R 





2 
representent  ceux qui  Les termes en f a c t e u r  de - 

12 R 
2 

proviennent de l a  f l ex ion  l o c a l e  (dans l a  p lupar t  des cas )  d 'après  

FLUGGE, c e s  équations s e  réduisent  à : 

e t  d'une façon plus  générale il suggère l a  conservation des termes en 

u in) pour l e s  valeurs supér ieures  de dér iva t ion  n dans l e s  termes 

tL en f a c t e u r  à - ; par des  s impl i f i ca t ions  successives nous pouvons 

retrouver exactement l e  système (2.12) de WNNELL. 



Partcint  des  c o n s l d é r  AI ions rnaé.hérna.inques e t  g é o r n ~ t r i q u e s  
UONXELL (1976) oropose une t h e  rre c ~ é n é r a l e  concernan t  l e s  coques 
cyilndriquès i t  r @ v o l u t i o n ,  erl p a r t = c u l i c r ,  il propose  une r e l a t i o n  
3 int:airc\  t a n t r <  :i. , ~ c ; f o r n i ù t l o n  t2:i ,in pclnt M ( 6 ,  A, R + z )  et r e l i e s  
di] no ln t  cor r g x G x ~ ~ o r i d , i n t  tiu ; I I  <an noyeri M, ( 0 ,  x, R) de l a  forme : 

Des r e l a t i o n s  p l u s  s i m p l e s  s ' o b t i e n n e n t  en  n é g l i g e a n t  l e s  
'l CI 
L L 

a v au  
t e rmes  - ) e t  jax) dans  E e t  l e s  termes semblab les  dans a x x 

e e t  y g x .  A p a r t i r  de c e s  r e l a t i o n s  BONNELL exprime l e s  é q u a t i o n s  
8 

d ' é q u i l i b r e  g l o b a l  d ' u n e  p a r t i e  du c y l i n d r e  en supposan t  que c e  c y l i n d r e  
e s t  t r è s  rnince- 



avec : 

Par manipulation des deux premisres 6quations a l'aide 
des opérateurs X, Y, Z, on obtient les 6quations : 



et l'équation complète en u : 

avec : (2. IJ 1- 

Ce système est le plus complet des théories basées sur 
P'hopothèse de LOVE-KIRCHOFF ; en particulier pour les cas de faibles 
déformations, le troisième et le quatrième termes des deux équations 
(2 .2 )  sont négligeables et on retrouve les équations (2 .12)  de DONNELL. 



2.3. - THEOKIES MODERNES DES COQUES MINCES 

Nous exposons dans ce paragraphe les théories élaborees 
par KOITER ( 1966) et par NAGHDI ( 1963) , théories qui servent de base 
a la r6solution des coques par la méthode des el6ments finis ; toutefois 
ces auteurs supposent que les d6formations sont planes et par consé- 
quence utilisent des hypothèses moins strictes mais comparables A celles 
de LOVE-KIRCHOFF, et notamment le dcuxii.me expose une thCorie basée 
sur uri priricipc. variationrit.1 fildhorc' par REISSNER (195O), ct dont 
la méthodologie sort du cadre de notre travail, pour cette raison nous 
nous contentons de mentionner les différences avec les théories 
classiques. 

2,3,1,- THEQKIE DE KOITER (19661 
- - - - - - - - - m m - - - - - - -  ---- 

La théorie de KOITER est essentiellement obtenue en supposant 
la coque comme un solide à trois dimensions, d'épaisseur constante et 
"petite", moyennant ~ ~ D ~ K O I T E R  suppose que l-tat de contrainte est 
approximativement plan et que la distribution des contraintes parallèles 
à la surface moyenne de la coque est approximativement linéaire, ce qui 
permet l'intégration du taux d'énergie selon l'épaisseur afin d'exprimer 
l'énerqie potentielle en fonction des déplacements de la surface 
moyenne de la coque qui sont fonctions uniquement de x et de 0 

Toutefois l'introduction du calcul tensoriel dans la theorie 
de la surface rend ce modèle applicable à des coques de géometrie 
quelconque par les biais des fonctions des formes que nous ne detaillons 
pas ici. 

Les déplacements d'un point quelconque vont être égaux à : 



ce qui est tout à fait comparable aux théories classiques. 
\ 

Cependant l'introduction des fonctions des formes fournit des 
équations complètes d'équilibre obtenues par dérivation de l'équation 
d'énergie potentielle, et valable uniquement pour une coque encastrée 
à ses extr6niiti.s (x = O, x = L )  soit : 

1  a v aw t 
2 u 2 a u  

2 3 3 
- (u3-) + ? - + - t  - - - - -  a u  2 a v  l a V  2 a v  - - -  -- 
R a e 2 R R ae2 z? -7 + n àë - 1e3 a a x ~ a e  1 

aX 12R Clx 

1 a2v 
2 1-9 a 2 

- +  - - a w PXR + R -  = - 
axae 2R ae2 2 R a x 

Nous pouvons remarquer que ces équations d'équilibre sont 
comparables aux notres, aux équations complètes de DONNELL (1976), et 
à celles de FLUGGE (1960). Toutefois nous devons souligner que cette 
théorie part d'une hypothèse semblable à celle de LOVE KIRCHOFF et que 
par conséquent elle est incapable d'exprimer les contraintes de 
cisaillement relatives à la direction radiale, de plus les résultats 
pratiques de cette théorie semblent douteux dans lecas de la flexion. 



2 . 3 . 2 . -  THEORIE DE NAGHDI 119631 ------------------ ---- 

La t h é o r i e  é l a b o r é e  parNhGHDI r e p o s e  e s s e n t i e l l e m e n t  s u r  un 
p r i n c i p e  v a r i a t i o n n e l  t r o u v é  p a r  REISSNER (19501,  q u i  l u i  p e r m e t  d e  
c o n s i d é r e r  l es  dép lacemen t s  e t  les c o n t r a i n t e s  comme i n d é p e n d a n t s  les 
uns  d e s  a u t r e s .  

En p a r t i c u l i e r  s i  les d é p l a c e m e n t s  s o n t  s u p p o s é s  p l a n s ,  on  
p e u t  les  e x p r i m e r  s o u s  l a  forme s u i v a n t e  : 

v  (2 )  = v + B z  
1  ( 2 . 2 7 )  

w ( z )  = w + B2z 

où u ,  v ,  w s o n t  les dép lacemen t s  d ' u n  p o i n t . d e  l a  s u r f a c e  moyenne d e  l a  
c o q u e I l  e t  B  r e p r é s e n t e n t  les r o t a t i o n s  a u t o u r  d e  9 e t  d e  2 d e  a3 

1 2 1 2 
Ces c i n q  q u a n t i t é s  s o n t  supposées  ê t re  d e s  f o n c t i o n s  i n d 6 p e n d a n t e s .  

Avec ces c o n s i d é r a t i o n s ,  nous  pouvons d é d u i r e  les  d é f o r m a t i o n s  
d e  l a  membrane (z=O) q u i  s o n t l e s  m ê m e s  q u e ,  c e l l e  d e s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s  
e t  l e s  d é f o r m a t i o n s  d e  f l e x i o n  l i n é a i r e  q u i  dépenden t  d e  u ,  v ,  w ,  B e t  B 1  2 

Cependan t  p o u r  t r o u v e r  les  c o n t r a i n t e s ,  nous  ne  pouvons p l u s  
a p p l i q u e r  l a  l o i  d e  HOOKE, mais l e s  r é s u l t a t s  du p r i n c i p e  v a r i a t i o n n e l  
q u i  re l ie  les  e f f o r t s  e t  les moments g l o b a u x  aux d é f o r m a t i o n s  l o c a l e s ,  
e t  en  d é d u i r e  p a r  les  r e l a t i o n s  ( 2 . 2 )  l e s  c o n t r a i n t e s I l e s  v a l e u r s  
t r o u v é e s  s o n t  ce l les  d e s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s ,  a v e c  e n  p l u s  d e s  v a l e u r s  
a d é q u a t e s  pour  a e t  a 

13  23 
( 2 . 2 8 )  



Par conséquent, c e t t e  théor ie  peut  d é f i n i r  à p r i o r i  des valeurs 
pour a 1 3 t   toutefois comme nous l ' avons  s igna lé ,  l a  l o i  de HOOKE , 

n ' e s t  plus app l i cab le  aux con t ra in tes  l o c a l e s ,  ca r  l e s  déformations son t  
supposées l i n g a i r e s ,  a l o r s  que l e r  con t ra in tes  a son t  paraboliques 

2 3 '  13 
pour pc>uvoi r s'i t 1 ' ;  t< i i r t>  'liix c oricli tioric; ciux l imi tes .  Toutefois l a  nieri t e  
de cet  tc. t l i c w r ~ ~ '  tas t d'~ik>aridoriricr urici p a r t i e  de 1 'hypothèse de LOVE KIRCHOFF 
ca r  une normale 5 l a  surface  movenne avant  déformation ne l e  r e s t e  plus 
forcément après déformation. 

Une extension de c e t t e  théor ie  cons i s t e  à i n t rodu i re  l ' e f f e t  
de l a  cont ra in te  normale u mais il semble d 'après  l ' a u t e u r ,  que c e t  
e f f e t  s o i t  négligeable.  

33'  

Fig. 2 . 2  



2 .4 .  - COMPARAISON 

P o u r  s a i s i r  l ' i m p o r t a n c e  de  n o t r e  t r a v a i l  nous pro.posons 
d a n s  c e  pa ragraphe  l a  comparaison e n t r e  nos r é s u l t a t s  e t  ceux  des  
t h é o r i e s  précédemment exposées .  C e t t e  comparaison p o r t e  s u r  l e s  
d é p l a c e m e n t s , s u r  l e s  c o n t r a i n t e s  a i n s i  que  ç u r  l e s  é q u a t i o n s  d 1 6 q n i l i b r e .  

Le t a b l e a u  ( 2 . 1 )  montre  l e s  d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  d e s  composants 
Au déplacement  d ' u n  p o i n t  M de  c o t e  z p a r  r a n p o r t  à l a  s u r f a c e  moyenne, 
nous pouvons c o n s t a t e r  que l e s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s  s ' a r r ê t e n t  à l ' a p p r o -  
x imat ion  l i n é a i r e  de  LOVE KIRCHOFF, a l o r s  que n o t r e  t h é o r i e  donne 
exactement  c e t t e  approx imat ion ,  p l u s  d e s  termes  non l i n é a i r e s  e n  z non 
n é g l i g e a b l e s  dans  l a  mesure où i l s  r e p r é s e n t e n t  l e s  e f f e t s  d e s  c o n t r a i n t e s  
de  c i s a i l l e m e n t .  

Les  t a b l e a u x  (2 .2 )  m o n t r e n t  l a  comparaison e n t r e  l e s  c o n t r a i n t e s  
a U 

11 '  12 
e t  O nous pouvons c o n s t a t e r  aue  l e s  e x p r e s s i o n s  s o n t  

22# 
identiques j u s q u ' a  l s a p p r o x i m a t i o n  l i n é a i r e  mais que  s e u l e  n o t r e  t h é o r i e  
donne d e s  v a l e u r s  a d m i s s i b l e s  p o u r  l ' a p p r o x i m a t i o n  non l i n é a i r e  en  z ,  

D e  même hkxamen  du t a b l e a u  (2 .3 )  nous pe rmet  d e  c o n s t a t e r  
qu 'aucune t h é o r i e  c l a s s i q u e  n ' e s t  a p t e  à t r o u v e r  d e s  v a l e u r s  a d m i s s i b l e s  
pour  l e s  c o n t r a i n t e s  a a 

13 '  23 
e t  a 

33 ' dans l a  mesure où 1' approxi-, 

ma t ion  l i n é a i r e  e s t  i n a d é q u a t e  p o u r  v é r i f i e r  deux c o n d i t i o n s  aux  l imites 
aux s u r f a c e s  z = + h ; e t  q u e  s e u l e  ha t h e o r i e  d e  NAGHDI (1963) - 
propose  d e s  v a l e u r s  non l i n é a i r e s  e n  z pour  u e t  a , e n  s a c r i f i a n t  1 3  2 3 
l a  l o i  de  HOOKE. 

P a r  a i l l e u r s  ç i  nous examinons l e s  Gquat ions  d g  é a u i l i b r e  
( t a b l e a u x  2-4 à 2-6) nous c o n s t a t o n s  que l e s  t h 6 o r i e s  c l a s s i q u e s  
c o n t i e n n e n t  approximat ivement  c e r t a i n s  de  nos t e rmes  p l u s  pr6cisPment ,  nous 
pouvons : e l i e r  c e s  t h é o r i e s  e n t r e  e l l e s  e n  u t i l i s a n t  l a  v a l e u r  proposée  

pour  - a V  d a n s  (1-62a) , c e  q u i  nous pousse  à d i r e  q u ' i l  n ' y  a pas  p lu -  a e 
s i e u r s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s  mais une s e u l e  d o n t  les r é s u l t a t s  s o n t  i n c l u s  
dans  l e s  é q u a t i o n s  p roposées  p a r  nous.  T o u t e f o i s  n o t r e  t r a v a i l  dépasse  
ces t h é o r i e s  l i m i t é e s  aux  coques  minces ,  c a r  nous pouvons t ra i ter  les 
cas de  coques  é p a i s s e s  c h a r g é e s  d ' u n e  façon  g é n é r a l e .  
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RESOLUTION ANALYT IQUE 

3.1. - INTRODUCTION 

Les équations d'équilibre global (1.61.) que nous avons trouvées 
au chapitre précédent sont en général résolues analytiquement en çupposant 
que les déplacements du point M de la surface moyenne de la coque peuvent 
se mettre sous la forme d'un produit de deux fonctions indépendantes en x 
et en 8. 

Soit U .  (8, x) = g ( 0 )  fi ( 0 )  
1 i 

Ces fonctions doivent tenir compte de la symétrie de l'appareil 
et des charges appliquées et doivent en outre satisfaire les conditions 
aux limites qui déterminent la nature de la solution. 

Ainsi les fonctions g (O) sont souvent fonctions trigonométriques 
i 

en 0 et la solution générale sera exprimée en fonction d'une série de FOURIER 
en ces fonctions. Par contre les fonctions f (x) peuvent être : soit des 

i 
fonctions polynominales, soit des fonctions trigonométriques , soit enfin 
des fonctions exponentielles. Les séries trigonométriques sont plus parti- 
culièrement utilisées pour résoudre le problème des charges localisées. 

Par ailleurs, la solution complète du système (1.61.) est 
constituée de la somme d'une solution particulière et de la solution 
générale du problcme homogène associé (forces extérieures nulles), cette 
solution complète est prise de telle façon qu'elle vérifie 1-es conditions aux 
limites réelles en x et en 8. 



3.2 - EQUATIONS D'EQUILIBRE DECOUPLEES 

Cependant l'élaboration d'une telle solution necessite une 
simplification importante des 6quations de hase (1.61) pour les 
remplacer par un systeme 6auivalent d'6auations d6couplées en u, v et w 
cette simpli f ic-ation cst souvent basée sur 1' intuition de<- ,iutpiir'. 
et sur leurs rstimations des termes simnlifi6s ; c'est ainsi 
aue de nombreuses solutions ont été proposées par DONNELL 119341 et(1976) 
TIVESHENKO (1934), FLUGGE (1960), HOFF (1954), YUAN (1949) et 
BIJLAARD (1955). Le princi~e de la méthode utilisée consiste à dériver 
plusieurs fois les éauatiorq d'éauilibre alobal nour aboutir 5 trois 

éauatio~s, la première en v8u, la deuxieme et la troisième exprimant 

respectivement v4"  et v4w en fonction de u, comme nous I.'avons 
déjà mentionné dans le chapitre II. 

Pour notre vart, nous allons utiliser les 6auations 
i5.63 b et c) et les traiter en procédant par approximations 
successives à partir des relations (1.62 a, b et c ) .  Cette methode 

~ J r e  est plus générale aue celle proposée classiauement dans la même mec i  
où l'ensemble des termes des éauations (1 - 6 3  ou 1,61) est conserv~~. 

3.2.2. - Méthode qénérale de séparation .............................. 

Considérons le svstème (1.63) aui s'@~rit en conservant 
la première Gauation (1.61 J )  

{ j a L ? . !  



où I, II, III sont respectivement le second terme des équations 
(1.61. a) et (1.63. b et cl k et k sont les opérateurs en x et en 0 

2 3 
précédemment explicités. 

Pour résoudre analytiquement ces équations, il est commode 
de séparer les inconnues u, v, w pour aboutir à un système d'équations 
découplées, composé d'une équation en u et de deux autres équations 
donnant v et w en fonction de u. 

Pour effectuer ce découplace, nous dérivons dans un premier 
temps l'équation (3.1. cl par les opErateurs : 

ce qui nous permet de tirer les valeurs de 

dans un second temps nous dérivons l'équation (3.1. b) par lgopérateur 

et nous remplaçons les deux termes précédents par leurs valeurs, ce qui donne 
lséquation suivante pour w : 

De même si nous appliquons successivement les opérateurs : 

a - e t  - - a 2  à l'équation (3.1. b. l nous obtenons des valeurs pour 
a x 2  R' ae2 

a * w  et que nous remplaqons dans l'équation (3.1. c.) après sa 
ax ae3 ax3 ae 

a 
dérivation par rapport à ---- a~ ae ce qui donne pour v : 



Enfin nous appliquons les opérateurs V "  A 1 'gquation (3.1 .a. 
ce qui donne en remplaçant v4v, V"W par (3.2.b.) et (3.2.c) , et en 

+ 2 
n6gligeant les termes en facteurs à (- " 1 

12 R~ 

Les termes II (u, v) TP (u, w) peuvent être:-pris selon 
l'approximation faite dans le système (1.631, soit 6gaux à zéro 
(système 1.58), soit enfin en ne retenant aue les termes en u dans 
les équations (1.63) nous allons examiner successivement ces possibi- 
lités dans le cas d'un chargement radial. 

3.2.2.1. - Cas simple relatif au système de hase 1.58 

Si nous considérons le système de base (1.58), les termes 
1, II et III sont tous nuls ce qui nous donne le système découplé 
suivant : 



Ce systême de base coïncide avec les équations de DONNELL, 
il est surtout utilisé dans l'étude du flambement longitudinal de la 
coque, cas sa partie homogène fournit comme solution la longueur 
caracteristique de l'onde dans la direction longitudinale soit : 

Nous ne détaillons pas ici la solution analytique corres- 
pondante, d'ailleurs largement étudiée par les autres auteurs. 
Ce problème est traité entièrement en paragraphe (3.3.2.2.)  

3.2.2.2.- Cas général relatif à notre système ( 1 . 6 1  a), (1.63 b et c) 

Considérons le cas général où les termes I, II et III 
sont pris dans nos équations générales (1 .61  a) (1.63 b) et (1.63 c) 
qui ont été établies sans aucune simplification préalable. Ce aui 
donne le système suivant pour v et w ( 3 . 5 )  



( c l  

4 4 
Si nous remplaçons Y v et Y w Dar leurs valeurs dans 

l'équation (3.2 a), nous pouvons obtenir une équation générale en u 
uniquement à condition de négliger les termes en facteur a 

é2 2 
( -  1 soit (3,6) 

1 2R2 

Les équations (3.5) et (3.6) constituent les éauations 
découplées, les plus générales que nous pouvons obtenir en ~articulier 
ces équations présentent beaucoup d'avantage par rapport aux équations 
aue nous avons trouvées dans la littérature. 

Les tableaux (3.1) et (3.2) montrent une comparaison entre 
nos Gquations et celles d'autres auteurs, nous obtenons avec un très 
faible écart les memes coefficients quc les autres auteurs pour l'équa- 
tion relative à la composante radiale u du déplacement. Par contre les 
équations relatives aux autres composantes du déplacement v et w 
contiennent des termes correctifs en dérivées d'ordre (6) de ces 
déplacements qui nsexistent pas dans les théories classiques, ces 
termes sont en général non négligeables et presentent un intérêt 
certain lors de la résolution du problème par double série de Fourier 
car alors la convergence de la méthode se trouve accrue. 



Tab leau 3.1.  p r e m i è r e  équa t i on .  
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l 
En outre, il est intéressant de noter que dans la premiere \ 

équation de base en u nous avons pratiauement les mêmes coëfficients 
4 
u 

6 
u 

que les autres auteurs pour 2- 4 et a- ce qui montre l'importance 
8 €3 

6 i 
de ces termes notamment dans le cas d'un chargement radial ind6pendant 
de x, dont l'aspet physique se traduit par l'etude de flambement 
circonf6rentiel d'un tube long. 

! 
I Il importe de remarquer que les equations simplifiées ne peu- i 

vent être utilisées que dans le cas de faible déformation de coques ; I 

minces. Lorsqu'il n'en est pas ainsi (grande déformations vu coques 
épaisses), on ne peut négliger à priori aucun terme par rapport ! 
aux autres dans les équations générales et celles-ci sont par conséquent , 
les seules applicables. 

Avant d'examiner les différentes solutions analytiques 
possibles, nous exposons ci-dessous une séparation simple en v et en w, 
valable pour le cas de faibles déformations. 

3.2.3. - Séparation simple en v et w ........................... 

Une séparation simple des inconnues v et w peut se faire 
en considérant l'équation de base (1.65 a) soit - 

3 
Par dérivation en - a 2w 

a e  
nous obtenons la valeur de - 

a x  e 

donc il suffit de remplacer ce terme dans l'equatisn (1.63 b) 
nous obtenons ainsi une equation de la forme : 



De même par dérivation de 3 tiré de la même equation 

a n o ~ s  pouvons aiiminer &- dans la (1.58 a) par rapport à - a~ a x  e 
troisième équation (1.63 c) pour avoir une équation en w et en u 

soit 

I 'équation définissant u étant Pa même que (3.6) . 

Ce système a l'avantage d'être plus simple que (3.5) 



3 . 3  - FSSOLUTION ANALYTIQUE 

Avant d'examiner les différentes solutions analytiques ~ossibles; 
nous pouvons remarquer aue la solution generale de la theorie de la 
membrant., (.II(. nous avons d6jà exposée au premier chanitrc, cst une 
solution du tvne analytique (3 .1 )  qui est enti6rement défini si l'on l 
se fixe les conditions aux limites en x et en 8. Ceci sera exposé 
dans la deuxième partie, lors de l'etude des codes de constructions 
des awparcils à pression. 

Etant donné que la solution complète des équations (3.7) 
est la somme d'une solution particulière et de la solution générale 
du problème sans second membre associé, nous allons examiner dans 
ce uui suit, les différentes formes de solutions narticulières 
possibles, avant de résoudre le problème homogène, 

3.3.1. - Solutions polvnominales en x .............................. 

Une solution particulière du problème des coques cylindriauks 
aeut etre obtenu en considérant les déplacements comme un produit 
3 ' u n ~  fonction trigonométrique en 8 et d'un polynome en x. 

C e & ;  fonctions doivent à la fois verifier les conditions aux 
limites en x et en €3 et respecter la svmétrie du problème ; de plus 
les polynomes en x peuvent être du second degré (dans ce cas nous 
avons un cvlindre soumis uniauement à une flexion longitudinale et à 
une flexion circonférentielle pure ou d'un degré supérieur (dans ce cas, 
le cvlindre se comporte comme une poutre en flexion simple). 

Pour fixer les idées nous allons traiter ici le ~roblème 
d'un appareil cylindriaue supporté par deux anneaux raidisseurs à ses 
extrémités et soumis uniquement à la pression vdrostatique du 
liquide contenu figure (3.1). Dans ce paragraphe, nous négligeons les 
-fforts dc cisaillement (problème de la flexion pure). Dans la 
deuxième partie de notre travail, ce problème est réexaminé dans toute 
sa généralit@. compte tenu de cette hypothèse, les déplacements 
s 'écriv; nt dans la forme qénérale 



FIGURE 3 .  f . 

FIGURE 3 . 2 .  



P representant la masse volumiaue du liquide et q l'accg- 
lération de la pesanteur, 

Prenons l'origine des axes au milieu de l'appareil, pour 
respecter la symétrie du problème et les conditions aux limites, les 
déplacements s'expriment selon les expression suivantes : 

2 L 
2 

u = (ax2 + c) cos 8 = a (x - - 4 ) cos 8 

2 2 L~ 
v = (dx + f) sin 8 = d ( X  - - -  4 

) sin 8 

w = hx cos 8 = hx cos 8 

vu la simplicité de la solution propos6e nous pouvons 
utiliser les équations d6couplées ( 3 . 3  b et c )  pour v et w, et 
! ' f i nua t ion  complète en u (3.6) ce qui nous donne : 

et dans le cas de la pression hydrostatiaue (3.11) nous avons 
pour a la valeur suivante : 

La solution correspondante pour les contraintes se réduit 
alors'au çvçtème suivant : 



0 = - -  . E 2 a  Cos 8 
2 2 

1-v 
3 

C e  q u i  mon t re  a u e  l ' a ~ n a r e i l  se comnor t e  c o m m e  une p o u t r e  
souimise à u n e  f l e x i o n  p u r e  d a n s  l e s  deux d i r e c t i o n s  l o n g i t u d i n a l e  
e t  i z i r c o n f é r e n t i e l l e ,  d e  même l ' examen  d e  l a  s o l u t i o n  (3 .13 )  mon t re  
q u e  chaque s e c t i o n  d r o i t e  a v a n t  d é f o r m a t i o n  c o n s e r v e  sa forme 
c i r c u l a i r e  a p r è s  d é f o r m a t i o n  e t  s u b i t  uniquement  une r o t a t i o n  a u t o u r  
d e  son d i a m è t r e  h o r i z o n t a l  nous  r e t r o u v o n s  a i n s i  les r é s u l t a t s  
c l a s s i q u e s  d e  l ' h y p o t h è s e  de B e r n o u l l i  d a n s  l e  c a s  d e  l a  f l e x i o n  p u r e  
d ' u n e  p o u t r e .  

3 .3 .2  - S o l u t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  e n  d o u b l e  série d e  FOURIER _--_-_____-_________--------_--------------------- 

3 . 3 . 2 . 1 . -  G é n é r a l i t é s  

Ddns l a  p l u p a r t  d e s  C t u d c s  t h 6 o r i c f u c s  d e  coaues, on  u t i l i s e  
les d o u b l c s  s 6 r i e s  de FOURIER comme s o l u t i o n  p a r t i c u l i f i r e .  

L t i n t é r @ t  ù e  c e t t e  méthode r é s i d e  d a n s  l e  f a i t  que les 
é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  (3 .5 )  e t  (3 .6 )  s o n t  ramenées  p a r  cet te  
f o r m u l a t i o n  à d e s  e a u a t i o n s  a l g é b r i q u e s .  

T o u t e f o i s  l ' u t i l i s a t i o n  dr c e t t e  méthode supDose q u e  les 
c h a r g e s  e x t é r i e u r e s  p e u v e n t  ê t r e  décomposées e n  d o u b l e  séries d e  
F O U R I E R  e t  q u e  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  e n  x  e t  e n  8 s o n t  b i e n  
d c f i n i e ç  s u r  l e s  cornwosantes u ,  v ,  w du  d é p l a c e m e n t  d ' u n  p o i n t  M o  
!e la sur f , - ice  moyenne d e  l a  coque ,  ce q u i  e s t  t o u j o u r s  p o s s i b l e .  

Dans l e  cas d ' u n  charqement  g é n é r a l  ( P r ,  PO, Px) # ( 0 , O  0 ) )  
rious pouvons t r a i t e r  s é p a r é m e n t  e t  d e  l a  m ê m e  m a n i è r e  chaaue  cas de 
chargement p a r t i e l  r a d i a l ,  c i r c o n f é r e n t i e l  o u  l o n g i t u d i n a l ,  e t  
s u p e r p o s e r  les  r é s u l t a t s  pour  t r o u v e r  l e  problème g l o b a l .  



Afin de fixer les idées nous allons traiter le cas d8un \ 

appareil cvlindrique dont les extrémités sont soudées à des fonds 
de forme quelconque (la solution obtenue pour ce prohlPme Peut être 
gén6ralisGe 5 d'autres cas en modifjant les conditjons aux limites 
corrcspondùntcs) . 

Si nous dissocions la virole des fonds : fig. (3.2) nous 
avons les conditions aux limites suivantes et aux extrbmit6s 
de l'appareil (x = O,  x = L) : 

u = v = O  présence des fonds (3.16) 

absence de la flexion longitudinale (3.17) 

ce qui donne pour les contraintes aux extrémités 
011 - - 02* = O 

Pour des conditions aux limites différentes il suffit de 
superposer ?i 'a solution particulière la solution générale telle aue 
la somme d~ ces deux :clutions vérifient les conditions aux limites 
r4elle s . 

En outre l'action des supports non soudés ou d'une charqe 
répartie localement peut être analysée facilement en decomposant 
cette charge en double série de FOURIER, soit par exem~le, en se 
limitant au cas de charge radiale : 

Px- (8, x) - 
r? Tx - Z Z  Dmn cos rn Q sin - 

n m L 
(3.18) 

LgBamplitude de l'harmonique (m, n) est définie par : 

- 2 - -- r.n x 
TL 

Pr (8, x) cos m sin - 
L 

dx de (3.191 

Nous avons donné en annexe II les différentes valeurs possi- 
bles des Dmn selon le chargement de l'appareil 



3 . 3 . 2 . 2 . -  S o l u t i o n  ~ a r t i c u l i è r e  de c e  Droblène 

L e s  déplacements du p o i n t  Mo d e  l a  s u r f a c e  moyenne d e  l a  
coque q u i  s a t i s f o n t  aux c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  (3 .17)  s o n t  d e  fa 
forme : 

n r  x  
u i e , x )  = 2 E Amn c o s  rn e s i n  - 

n  m L 

nTx 2 2 Bmn s i n  m C3 s i n  - v ( ~ # x )  = 
L 

n7rx 
w ( e , x )  = 2 2 cmn cos  m Q c o s  - 

n m L 

Les c o e f f i c i e n t s  d e  c e s  sér ies  Amn, Bmn, Cmn s o n t  d i r e c t e -  
ment ob tenus  e n  remplaçant  u ,  v, w par Leurs e x n r e s s i o n s  ( 3 . 2 0 )  
dans l e s  e q u a t i o n s  g é n é r a l e s  découplées  ( 3 . 5 )  e t  (3.61, c e  q u i  nous 
permet de  c o n s e r v e r  l a  g é n é r a l i t é  du problème d o n t  l a  mesure où nous 
avons r e t e n u  l a  m a j o r i t é  d e s  termes d e s  ê a u a t l o n s  g é n é r a l e s  d P é q u i l i b r e  
(1.61) c o n t r a i r e m e n t  aux a u t e u r s  c l a s s i q u e s  d o n t  l e s  t r a v a u x  s e r o n t  
comparés p l u s  l o i n .  

Les  c o e f f i c i e n t s  d e  chaque harrnoniuue s o n t  6gaux a : :  





P a r  a i l l e u r s  s i  n o u s  r emplaçons  les é q u a t i o n s  (3 .5)  e t  (3.6) 
p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 . 1 3 )  d e  BIJELAARD nous  o b t e n o n s  : \ 

L'examen d e s  v a l e u r s  données  p a r  n o t r e  t h é o r i e  e t  p a r  cel le  
d e  BIJELAARD (ou  d ' u n e  f a ç o n  g é n é r a l e  p a r  les a u t e u r s  c l a s s i a u e s )  
montre l a  r i c h e s s e  d e  n o t r e  méthode d a n s  l a  mesure  où aucune  s i m p l i -  
f i c a t i o n  p r c a l a b l e  n ' a  6 t 6  f a i t e ,  e t  d a n s  l a  mesure  où  n o t r e  méthode 
e s t  valable.  ussi si b i e n  pour  I c s  coquc r  fipaisse:: q u e  pour  le:: coaucs  
minces ,  a lors  que  les  a u t r e s  niéthodes ne  l e  s o n t  qutl p o u r  les coques  
minces ,  de p l u s  nous nouvons rernarauer  la p r e s e n c e  d e s  termes en  

tL 
f a c t e u r  à - 

2 
a u  d o m i n a t e u r  d e  Bmn e t  Cmn, a v e c  d e s  o r d r e s  d e  

12H 

d é r i v a t i o n s  Glevées  e n  x e t  e n  8, ce a u i  v a  f a c i l i t e r  l a  conve rgence  
de Pa méthode pour  les  g r a n d e s  v a l e u r s  d e  m e t  d e  n  , nous exami- 
Tons p a r  la s u i t e  l e s  r é s u l t a t s  c o r r e s p o n d a n t  à nos  f o r m u l a t i o n s  
nt à c e l l e  de BIJELAARD. 

Une f o i s  les  c o e f f i c i e n t s  Amn, Bmn e t  Cmn d é t e r m i n é s ,  nous 
pouvons c a l c u l e r  les composants  d e  d é p l a c e m e n t s ,  d e s  d é f o r m a t i o n s  e t  
d e s  c o n t r a i n t e s  en  t o u t  p o i n t  de l a  coque ,  à ~ a r t i r  d e  n o s  r é s u l t a t s  
(1.39), ( 1 . 4 0 j  e t  ( 1 . 4 i )  ce u i  r é s o u d  e n t i è r e m e n t  l e  problème.  



3.3.2.3. - Echelles de chaque harmonique, Pimites supérieures de m et de n 

Pour fixer les limites supérieures du développement en double 
série de FOURIER il est nécessaire de se fixer des limites pour les 

\ 

échelles de chaque harmonique, en particulier nous pouvons prendre comme 
limite pour les échelles longitudinales la longueur caractéristique de 
l'onde : 

De même pour les Bchelles circonférentielles nous pouvons 
fixer comme limite un multiple de l'épaisseur t = 2h de la coque soit 
par exemple : 

Cette valeur est suffisamment petite pour représenter P'évolu- 
. .  . 

tion du phénomène sur la circonférence de l'appareil. 

Ainsi pour l'harmonique du rang (m, n) les échelles sont : 

- Echelle longitudinale 

- Echelles circonférentielle 2lTR 
I- 

V in) m 

Les limites supérieures pour m et n s'obtiennent en comparant les 
valeurs de (3.25. ) à celle de (3.23.) et de (3.24. ) soient : 

Ce qui nous fixe les ordres supérieures N et M pour n et m. 

Dans le cas où l'appareil et le chargement présentent une 
symetrie en x et en 6 ces échelles seront réduites de moitié. 



3 . 3 . 2 . 4 . -  Cas p a r t i c u l i e r  d 'une  charge  l o c a l e  r é p a r t i e  

Pour  c h i f f r e r  l a  comparaison e n t r e  n o t r e  t h é o r i e  e t  les 
t h é o r i e s  c l a s s i q u e s  nous a l l o n s  u t i l i s e r  un exemple p r a t i q u e  q u i  s e r a  
d é t a i l l é  dans  l a  deuxième p a r t i e ,  e t  q u i  e s t  r e l a t i f  à l 'examen d e  
l ' a c t i o n  l o c a l e  d ' u n e  charge r a d i a l e  r é p a r t i e  dans une c e r t a i n e  zone 
l i m i t é e  e n  x  e t  e n  8 s e l o n  l a  f i g u r e  ( 3 . 4 )  e t  a y a n t  une v a r i a t i o n  
parabo l ique  s e l o n  8 c e  q u i  s imule  l ' a c t i o n  de  deux s u p p o r t s  e n  
berceaux s u r  un a p p a r e i l  c y l i n d r i q u e  5 axe  h o r i z o n t a l  de  longueur  L=6,4 m 
e t  de rayon moyen R=0,6 m ,  l ' é p a i s s e u r  t=2h  va ê t r e  c o n s i d é r é e  comme 
v a r i a b l e  a f i n  que nous p u i s s i o n s  examiner l g é c a r t  e n t r e  les d i f f é r e n t e s  

'C 
t h é o r i e s  s e l o n  l % p a i s s e u r  r e l a t i v e  - R Y 

l e  c a l c u l  va ê t re  

e f f e c t u é  s e l o n  n o t r e  méthode e t  s e l o n  c e l l e  de  BIJELAARD. 

Le c a l c u l  e s t  e f f e c t u e  e n  p l u s i e u r s  p o i n t s  dans  l a  s e c t i o n  
des  charges  e t  au  m i l i e u  de l ' a p p a r e i l ,  c ' e s t - à - d i r e  l o i n  d e s  c h a r g e s ,  
a f i n  d 'examiner  l ' i n f l u e n c e  d e s  c o n t r a i n t e s  d e  l a  membrane 0 

O 

11 * 
nous a t t r i b u o n s  l ' i n d i c e  ( a )  aux  r 6 s u l t a t s  du c a l c u l  dans  l a  s e c t i o n  
des  charges  e t  l ' i n d i c e  (b )  à ceux  de  l a  s e c t i o n  du m i l i e u .  

1 - PREMIERE EQUATION DsEQUIEIBRE 

Les  t a b l e a u x  (3 .1)  ( a  e t  b )  résument  l e s  r é s u l t a t s  r e l a t i f s  
aux d i f f é r e n t s  t e rmes  q u i  a p p a r a i s s e n t  d a n s  Pa p remière  é q u a t i o n  
d ' é q u i l i b r e  (1.61 a )  ( t a b l e a u  2 - 4 )  . 

Nous pouvons c ~ n s t a t e r  q u e  nos r é s u l t a t s  c o ï n c i d e n t  a v e c  ceux 
h 

des  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s  t a n t  que l a  demi é p a i s s e u r  r e l a t i v e  ne  dépasse  
- 2 t 1 

p a s  l a  v a l e u r  2 - 1 0  c e  q u i  cor respond  à - h- R 1 0 0  ' 

t 
Pour  - 10-1 nous avons un é c a r t  de l ' o r d r e  de  10% e n t r e  

R 
t 

l e s  deux méthodes,  c e t  6 c a r t  c r o i t  r ap idement  d è s  que - augment? e t  
R 

c e c i  p r o v i e n t  du f a i t  que l a  coque d e v i e n t  a l o r s  un s o l i d e  t r i d i m e n s i o n n e l  
e t  l ' h y p o t h è s e  de LOVE-KIRCHOFF p e r d  s a  j u s t i f i c a t i o n .  

La f i g u r e  ( 3 .  3) montre l s & v o l u t i o n  e n t r e  l e s  deux t h g o r i e s  
En p a r t i c u l i e r  nous pouvons f a i r e  l e s  c o n s t a t a t i o n s  s u i v a n t e s  : 







h 
A - COQUES MINCE R 6 IO-* 

A-l : Zone de l ' a p p u i  
-----------A--- 

Le second memQre de l a  première  équa t ion  peut  être r é d u i t  
au terme fondamental V u. 

A-2 : Zone é lo ignée  de l ' a p p u i  ( f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  pure)  ........................ 

Les a u t r e s  termes en u e t  en v dans l e  second membre de 
c e t t e  équat ion ne s o n t  p l u s  négl igeable  e t  dans l e  cas  des  coques de 
longueur a s sez  f a i b l e  (L22W à 4R) les termes en w ne peuvent 
également ê t r e  nég l igés .  P a r  conséquent i l f a u t  r e t e n i r  dans c e s  zonez 
é lo ignées  des appuis  l a  t o t a l i t é  des  termes i n t e rvenan t  dans les 
équat ions.  

h 
B - COQUES D'EPAISÇEURS INTERMEDIAIIIEÇ  IO-^ 6 - 4 IO-' 

R 

B-1 : Zone de l ' a p p u i  --------------- 

4 
Le terme v u r e s t e  prépondérant ,  t o u t e f o i s  dans l a  p a r t i e  

supé r i eu re  de ces zones .(8=T) l e s  a u t r e s  termes ne son t  p l u s  négl igeables .  

B-2 : Zones é lo ignées  de l ' a p p u i  .......................... 

L s termes en v e t  en u s o n t  du même o r d r e  de grandeur que 2 l e  terme V u ,  e t  p a r  vo ie  de conséquence,sont  r e t e n i r  dans l a  
première Bquation (1.61 a )  

h 
C - COQUES EPAISSES R ) 10-1 

La coque est  s i m i l a i r e  dans c e  c a s  à un s o l i d e  t r i d imens ionne l  
e t  nous pouvons v o i r  que dans l a  zone de l ' a p p u i  tous  les termes du 
second membre de l ' é q u a t i o n  (1.61 a )  s o n t  impor tan ts ,  de p l u s  dans les 

4 zones é lo ignées  de  l ' a p p u i  l e  terme 'i? u d e v i e n t  p l u s  p e t i t  que Ces 
a u t r e s  termes. 

Dans t o u s  l e s  c a s  nous pouvons proposer  l e s  concPusions 
su ivan te s  : 



A - Coques minces : 

R e t e n i r  uniquement l e s  termes en u e t  en v dans l e  second 
membre pour les a p p a r e i l s  a s s e z  long,  mais dans l e  cas des  a p p a r e i l s  
c o u r t s  il f a u t  r e t e n i r  e n  p l u s  l e s  termes en  W. 

B - Pour les  a u t r e s  coques : il f a u t  r e t e n i r  l a  t o t a l i t é  des  termes 
f i g u r a n t  dans l ' é q u a t i o n  (1.61.a). 

II - DEUXIEME EQUATION 
L e s  tab leaux  (3 .2 .a )  e t  (3.2.b) résument l e s  r é s u l t a t s  de  

c a l c u l  r e l a t i f  à l a  deuxième équa t ion  (1.61 b)  

Nous pouvons c o n s t a t e r  l ' e x i s t e n c e  d ' un  l é g e r  é c a r t  e n t r e  
les deux méthodes même pour  l e s  f a i b l e s  v a l e u r s  de l ' é p a s s i e u r  r e l a t i v e  
h - notamment pour l a  zone du m i l i e u ,  s u j e t t e  à l a  f l e x i o n  c i rconféren-  
R 

t i e l l e  pure. 

h 
C e t  é c a r t  c r o i t  avec - c e  q u i  nous permet d ' & r i r e  :, 

R 

A - Coques minces : 

Les termes prépondéran ts  dans l e  second membre de  c e t t e  
équa t ion  s o n t  e n  u  e t  en v dans les zones de  l ' a p p u i ,  e t  en u dans 
les  zones a s s e z  é lo ignées  de l ' a p p u i .  

B - Coques d ' é p a i s s e u r s  i n t e r m é d i a i r e s  e t  é p a i s s e s  : 

Dans t o u t e s  les zones les termes s o n t  du même o rd re  de 
grandeur  avec  une importance r e l a t i vemen t  grande pour l a  dé r ivée  en 
8 de  U ,  p a r  vo i e  de conséquence il f a u t  r e t e n i r  l a  t o t a l i t é  des  termes 
dans  c e t t e  équa t ion .  

III - TROISIEME EQUATION 
Enf in  l e  t a b l e a u  (3.3a)  résume les r 6 s u l t a t s  r e l a t i f s  i3 la 

t r o i s i ème  équa t ion  d ' é q u i l i b r e  e t  nous pouvons proposer  l a  formulat ion 
su ivan te  : 

h - 2 
A - Pour - 6 1 0  nous pouvons nég l ige r  l e  second membre de l ' é q u a t i o n  

R 
(1.61 c) 

h 
B - Pour 1 - 1 on p e u t  ne r e t e n i r  que  les termes en u et en  w 

R 

h - 1 
C - Pour - <10 il f a u t  r e t e n i r  l a  t o t a l i t é  d e s  termes. 

R 











h 
Ces c a l c u l s  o n t  é t é  o b t e n u s  en  f a i s a n t  v a r i e r  uniquement - 

R 
il e s t  é v i d e n t  q u ' i l s  d o i v e n t  ê t r e  u t i l i s é s  avec  p r é c a u t i o n s ,  c a r  si , 

e n  o u t r e  en  f a i t  v a r i e r  
R L, il f a u t  s ' a t t e n d r e  à une é v o l u t i o n  q u i  

f a v o r i s e r  les d 6 r i v é e s  e n  x ,  t o u t e f o i s  dans  l e  c a s  d e s  a p p a r e i l s  
R 1 

c o u r a n t s  , - < -- 
L '  10 

e t  c e c i  cor respond  3 d e s  r 6 s u l t a t s  que nous avons 

pr6senti .ç.  

En o u t r e  s i  nous examinons l e s  r é s u l t a t s  r e l a t i f s  aux 
déplacements u,  v ,  w d e  l a  s u r f a c e  moyenne de  l a  coque,  nous c o n s t a t o n s  
que dans l e  c a s  d e s  coques minces ,  nos r é s u l t a t s  c o ï n c i d e n t  a v e c  ceux 
d e s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s ,  p a r  c o n t r e  pour  les coques moyennes e t  é p a i s s e s  
c e s  r é s u l t a t s  s o n t  t r è s  d i f f e r e n t s .  

A - Coques minces : 

Les déplacements  t r o u v é s  p a r  les deux méthodes f i g u r e s  ( 3 . 4  a-b) 
l e s  deux méthodes mont ren t  une o v a l i s a t i o n  impor tan te  d e  l a  s e c t i o n  
médiane. Ce r é s u l t a t  t r è s  i m p o r t a n t  a é t é  v é r i f é  expér imentalement  
s u r  l ' a p p a r e i l  que nous avons c o n s t r u i t ,  e t  q u i  s e r a  é t u d i é  en  d é t a i l  
dans l a  deuxième p a r t i e .  

Nous pouvons également remarquer l ' i m p o r t a n c e  du déplacement  
r a d i a l  u v i s  à v i s  du déplacement c i r c o n f é r e n t i e l  v e t  l o n g i t u d i n a l  w 

B - Coquesd 'épa i s seur  i n t e r m é d i a i r e  : 

L ' o r d r e  d e  g randeur  du déplacement  r a d i a l  o b t e n u  e s t  légèrement  
p l u s  f a i b l e  que  c e l u i  ob tenu  p a r  les méthodes c l a s s i q u e s .  

P a r  c o n t r e  nous pouvons c o n s t a t e r  que l e s  méthodes c l a s s i q u e s  
exagèren t  l e s  v a l e u r s  du  déplacement c i r c o n f é r e n t i e l  v a u s s i  
b i e n  dans  l a  zone d e  l ' a p p u i  ( c e  q u i  e s t  peu v r a i s e m b l a b l e )  que  dans  l a  
zone du m i l i e u  F i g  (3 .5  a e t  b ) .  

C - Coques é p a i s s e s  

Notons que l a  méthode c l a s s i q u e  n ' e s t  pas  à p r i o r i  a d a p t a b l e  
pour  c e  t y p e  d e s  coques.  T o u t e f o i s  nous avons  e f f e c t u é  l e  c a l c u l  e n  
augmentant l ' i n t e n s i t é  d e  l a  charge  pour  o b t e n i r  d e s  dép lacements  
a p p r é c i a b l e s .  

Les f i g u r e s  (3 .6  a e t  b )  résument  l % v o l u t i o n  d e  ces dép la -  
cements en f o n c t i o n  d e  l ' a n g l e  p o l a i r e  e t  nous pouvons c o n s t a t e r  que  
n o t r e  méthode f a i t  a p p a r a ï t r e  l ' o v a l i s a t i o n  d e  l ' a p p a r e i l  précédemment 
c o n s t a t é e  a l o r s  que l e s  méthodes c l a s s i q u e s  donnent pour  l e  déplacement 















r a d i a l  u  des  v a l e u r s  p ra t iquement  n u l l e s  a u  n i v e a u  d e  l ' a p p u i  (ce q u i  
es t  paradoxal)  e t  une o v a l i s a t i o n  i n v e r s é e  a u  n i v e a u  du m i l i e u  d e  
l ' a p p a r e i l  ( l e  d i a m è t r e  l a t é r a l  diminue) 

En o u t r e ,  vu l ' i n t e n s i t é  i m p o r t a n t e  d e  l a  charge nous avons 
f a i t  a p p a r a î t r e  p a r  n o t r e  méthode un d é b u t  d e  flambement c i r c o n f 6 r e n t i e l  
d ' a u t a n t  p l u s  v r a i s e m b l a b l e  que  l a  coque s e  comprte comme un m i l i e u  
c o n t i n u  t r i d i m e n s i o n n ~ l ,  ce pti6nomSne n ' a p p a r a î t  p a s  dans l e s  r 6 s u l t a t s  
c l a s s i q u e s .  

Enf in  nous c o n s t a t o n s  que n o t r e  méthode r e s p e c t e  l a  r é a l i t 6  
d e s  déformat ions  l o n g i t u d i n a l e s  d o n t  l a  mesures  o u  nous avons une d i l a -  
t a t i o n  de  l ' a p p a r e i l  dans  sa p a r t i e  s u p é r i e u r e  ( d e  l a  zone d e  l ' a p p u i ) ,  
a l o r s  que l e s  r é s u l t a t s  c l a s s i q u e s  i n v e r s e n t  l e  phenomène. 

3.3.3.  - S o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  e x p o n e n t i e l l e  en x ......................................... 

Dans l e  cas où l e  chargement s ' e f f e c t u e  d ' u n e  façon p o n c t u e l l e  
o u  a u  v o i s i n a g e  d e s  f o n d s ,  il e s t  commode d ' u t i l i s e r  pour  f ( x )  une 
f o n c t i o n  e x p o n e n t i e l l e ,  où d e s  combinaisons d e  cet te  f o n c t i o n  (ch (x )  
ou  s h  ( x ) )  pour s a t i s f a i r e  les c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s .  

Pour n o t r e  p a r t  nous a l l o n s  é t u d i e r  c e t t e  p o s s i b i l i t é  l o r s  
d e  l 'examen d e  l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  d e s  é q u a t i o n s  (3.7) avec  Pr=Pe=Px = O 
pour  c e t t e  r a i s o n  nous ne d é t a i l l o n s  p a s  c e  t y p e  de  s o l u t i o n  l a rgement  
u t i l i s é e  p a r  l e s  a u t e u r s  te ls  que FLUGGE (1960) ,  TIMESHENKO (1934) e t  
DONNELL ( 19 7 6) 

3.3.4.  - S o l u t i o n  g é n é r a l e  d e s  é q u a t i o n s  (3 .7 )  s a n s  second membre ........................................................ 

Comme nous l ' a v o n s  mentionne l a  s o l u t i o n  complète du problème 
est impérat ivement  c o n s t i t u é e  de  l a  somme d e  l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  d e s  
é q u a t i o n s  (3 .7)  s a n s  c h a r g e s ,  e t  d ' u n e  s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e ,  l e  p l u s  
souvent  p r i s e  en double  s é r i e  d e  FOURIER, t e l l e  que  c e t t e  s o l u t i o n  
complète v é r i f i e  les c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  r é e l l e s  p r o p r e s  à chaque 
système. 

S i  nous a p p e l l o n s  U ( x , 8 )  , V ( x , 8 )  e t  w ( x , 8 )  l a  s o l u t i o n  g e n é r a l e  
du  problème s a n s  second membre nous pouvons les m e t t r e  s o u s  l a  forme : 



U ( B , X )  = A ePX c o s  

V(8 ,x )  = B e P X s i n  

~ ( 9 ~ x 1  = e ePX c o s  m e  

A @ t a n t  r é e l  ; £3, C r  p complexes 

Reportons  c e s  v a l e u r s  dans  l a  p remiere  d e s  e q u a t i o n s  (3 .7)  
c e  q u i  donne : 

4 
2 

(P2 - % )  + 4 K~ p4 + ["+674v2) -- p4 - ( 2 + ~ )  m2 p 2  + $1 
R 2  R4 R2 R 

(3.28.) 

Avec : 4 K~ -; 12  ( 1  - v 2 j  R 

(2h) * 
q u i  e s t  une é q u a t i o n  du 8ème o r d r e  e n  P,  d o n t  les h u i t  r a c i n e s  v o n t  
ê t r e  f o n c t i o n  d e  m. 

E t a n t  donné l a  d i f f i c u l t é  d e  l a  r é s o l u t i o n  d ' u n e  t e l l e  
ë q u a t i o n  nous nous c o n t e n t o n s  de  s u i v r e  une démarche ana logue  à c e l l e  
d e  HOFF (19541,  en n é g l i g e a n t  dans  l e s  é q u a t i o n s  ( 3 . 7 )  les te rmes  en  - 

tL 
f a c t e u r  à - 2 

, c e  q u i  c o n d u i t  aux  é q u a t i o n s  de  DONNELL (1936),  s o i t  
12R 

don$: l e  sys tème : 

d o n t  l e s  h u i t  r a c i n e s  s o n t  : 



m2 m* 
n + k + r  n -  k m -  n 

avec a l -  2 01 2 

P a r  a i l l e u r s  nous pouvons tirer B e t  C en f o n c t i o n  d e  A à 
p a r t i r  de  ( 3 . 7 )  ou p l u s  s implement  ï3 p a r t i r  d e s  é q u a t i o n s  d e  
DûNNELL (3.3) s o i t  

I l  e s t  é v i d e n t  que s e u l e s  l e s  r a c i n e s  d o n t  les d6placements 
c o r r e s p o n d a n t s  s o n t  physiquement a d m i s s i b l e s ,  s e r o n t  s e u l e s  r e t e n u e s ,  
é t a n t  donné que ,  pour o b t e n i r  les é q u a t i o n s  d e  DONNELL d e s  d é r i v a t i o n s  
o n t  é t é  e f f e c t u é e s  e t  que  d e s  r a c i n e s  supp lémenta i res  o n t  p a r  conséquent  
é t é  i n t r o d u i t e s  

La forme g é n é r a l e  de l a  s o l u t i o n  e s t  : 
( 3 . 3 2 , )  

X X -a 1- 'a2R - R ( ~ l  COS 61 g + 4 s i n  8 ,  :) + e (A3 cos B2 + A, sin B~ :) 
R 

X 
al; x Q2R - AB sin B2 cos me + e  ( A s c o s B l ~ - A g s i n B l : ) + e  ( A , c o s B ~ ~  .O1 - 



X .- 
X "1 1 ?I + M~ sin fil R) - A~(M, cos 81 R Mi 'in 61 R ( O i  xi .% c-~"  ( A ~ ( M ~  CO* 81 

R 2K 
X 

-a 2-6 x x x 
+ e ( A3 (Mt cos 02 + M2 sin 82 R) - AI, (M2 c o s B 2 ~  - ~3 sin $2 R ) 1 

2 

a1 z X X 
+ R { A ~ ( M ;  c o s B 1 ~  - M~ 'in 01 R - AG(MI 01 3 + ~i sinsi R 1 

*a x X X 
+ a 2 R ( A ~ ( c ~  cosBz - M2 sin 82 R - A8(M2 cos B2 R + M;  sin^^ R 1 sin n0 

X x X A 
w ( O ,  x) L 4 [..IR (A ( ~ i  cos BI R + N1 sin 01 $ ) + A2 (N1 COB 01 R O N' 'in 81 g ) 

2K 1 
R 

-62  X X 
+ R {- A~(N; cos $2ij + N2 sin 02; ) + A,(N2 Co8 $ 2 ~  - N i  s i n  $2 R ) 

- 
a2 - 0: 

1 
avec M~ = m2 - (2 + VI 

( a l  + 0f )2 



L a  s o l u t i o n  g é n e r a l e  du problème est  c o n s t i t u é e  d ' u n e  
combinaison l i n é a i r e  d e  s o l u t i o n s  o b t e n u e s  pour  les  d i v e r s e s  v a l e u r s  
d e  m ; 0, 1 ,  M s o i t  : 

X X 

ie.  XI -  al^ ( A ~ ,  c o a ~ i  z x + A~~ s i n  fiR) x * e -a - R ( ~ 3 m  ~ o s 0 ~  x +  AI,^ g in  8 2 ~ )  x 
R 

m 

1 ,alx x x x 
v (0 ,  XI 1 e If { COS & z  + Ml s i n  01 R - AÎi(M1 cos  8 1 ~  - Mi sin F)) 

R m R 

+ e tc . . .  1 s i n  mû 

W (8, XI rn & 1 -al  R X {-A (IV! cos BI + N1 s i n  BI x + A2,,,(N1 C O ~ R I F  x - Ni B i  g x 11 
R 1 m rn 

+ etc.. . c o s  me 1 
Cependant ,  p o u r  c a l c u l e r  l e s  d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  d e s  c o e f f i c i e n t s  

I:. A nous  devons d é t e r m i n e r  l a  s o l u t i o n  complè te  q u i  s a t i s f a i t  
l m ' " " " '  8m 

aux c o n d i t i o n s  aux  l i m i t e s  p r o p r e s  à chaque  problème s e l o n  les  r e l a t i o n s  : 

u(f3,x) u (x18)  + X C  A n  li x 
mn me 7 

n x v (8 ,x )  = V ( X , B )  + C  C B s i n  mû sin - 
mn L 

n iï x w(0.x) = W ( X , O )  + C  Z C cosmû cos- 
mn L 



Pour f i x e r  l e s  i d é e s  nous a l l o n s  examiner  l e  c a s  de l ' a p p a r e i l  
précédemment d é c r i t  (L = 6 , 4  m, R = 0 ,6  m e t  e n v i s a g e r  l e s  c o n d i t i o n s  
aux l i m i t e s  s u i v a n t e s  : 

-les fondse tan t  soudés  à l a  v i r o l e  c e  q u i  c o n s t i t u e  un encas t rement  : 

- l o i n  d e s  fonds  , l e s  déplacements  ne  s o n t  p l u s  a f f e c t é s  p a r  l a  
p r é s e n c e  de  c e s  fonds  ( e f f e t  de  l a  couche l i m i t e )  

l i m i t e s  u,  v ,  w = O 

( 3 . 3 7 )  
S 

Dans l e  c a d r e  de  c e s  hypothèses ,  nous ob tenons  les s o l u t i o n s  
complètes  s u i v a n t e s  : 

A. - Solution .. complète en exponentielle de al 
-,. -a1; X 

u = - ~ L e  (Alni  cos B 1  R * s i n  B~ $ ) cos me 

X ,  

R " 3 1 ~  x x w m 3 b  (N: cos 81 R + 
s i n  BI R 

m 

X 

+ *2m ( N ~  cos e l  R - N; s i n  BI R ) CO8 me " 1 



n"ii E(@) . - C r - 
L *mn 

cos me a x 

Cette derniere condition ne sera réalisge que m i  l a  8ommation en m dans 

la eolution sans 21me membre. a l e  même nombre d'indices que pour l a  solution 

particulière. c ' e s t  à dire m rn 0,1,2. .... 20 dans l e s  2 cas.  

D'où finalement : 
( 3 . 4 2 . )  

X 

X R n  C E  e (M: + Mi" s i n  81 - s i n  me " '2CÏT2 B I M I -  3lMl R 



B. d- 
Solution complète en exponentielle de a2 

Nous obtenons, par la même méthode, avec les conditions aux limites : 

V ( X  = o,e) = O 

X 

n R t ~  
-a2R 

u m - -  
X 

L 
e (M2 cos 02- + Mi sin 82 z)  cos me R 

MI 02-a2M2 
X 

R Il 'a2R x 
V r - E I  e (MI + M $ ~  ) sin p sin me 2LK, Ml B2-a2M2 

X 

R n "35 x x W - 7 E E  2LK 
e { (MIN2 - M2N3) cos 82 R - (MINI+MîNi)sin B q  )cos me 

Mi 82 -a942 

Pour m 0 O ces 3 expressions sont indéterminées. Cherchons donc un équivalent pour 

a29 62s M29 N29 M h  9 N i  

X . X 1 Mi sin B2x = K - R 
X { m(~$2 + sin B2 R sin me 2 K3 0 

Dans ce cas. 

Pour m + 0  U = - -  A* Kx 
L ( - v +  - )  

n 
R 

L'expression de W est alors infinie pour m = O. Cette solution en expo- 

sentielle de a? n'est donc valable que dans le cas restreint 03 la sommation en rn 

dans l'expression de A ne commence pas par 0. 
mn 





Les r é s u l t a t s  numériques cor responden t  à Pa s o l u t i o n  g é n é r a l e  ' 
pour  l e  r é s e r v o i r  précédemment d é c r i t  s o n t  résumés p a r  les courbes (3.6) 
Nous pouvons remarquer l ' a t t é n u a t i o n  r a p i d e  de  c e t t e  s o l u t i o n  à p a r t i r  
d 'une  v a l e u r  v o i s i n e  de  l a  longueur d ' o u  de  c a r a c t é r i s t i q u e  (0,55 
c e  q u i  j u s t i f i e  physiquement n o t r e  hypothèse no 2 ,  p a r  conséquent 

p, 
l ' é t u d e  d 'une  t e l l e  s o l u t i o n  p e u t  ê t r e  nég l igée  dans l a  majeure p a r t i e  des  
c a s  pour c c t t e  r a i s o n  nous n t 6 t u d i c r o n s  p l u s  c e t t e  s o l u t i o n  dans l a  
deuxième p a r t i e  de  n o t r e  travail. 

3 . 4 .  - CONCLUSION 

La méthode que nous avons développée dans c e  c h a p i t r e  e s t  t r è s  
i n t é r e s s a n t e  dans l a  mesure où e l l e  e s t  a p p l i c a b l e  a u s s i  b i e n  aux coques 
é p a i s s e s  qu ' aux  coques minces. 

En o u t r e  l ' u t i l i s a t i o n  de  l ' a n a l y s e  de FOURIER rend  c e t t e  
méthode extremement maniable e t  peu onéreuse ,  avec une p r é c i s i o n  a s s e z  
s a t i s f a i s a n t e  comme nous aurons  l ' o c c a s i o n  de  l e  c o n s t a t e r  dans l a  
deuxième p a r t i e .  

Les c a l c u l s  que nous avons e f f e c t u é s  p a r  n o t r e  méthode 
semblent ê t r e  p l u s  proches de  l a  r é a l i t é  que l e s  r é s u l t a t s  f o u r n i s  
p a r  l e s  a u t r e s  t h P o r i e s  e t  c e l a  d ' a u t a n t  p l u s  que l e s  coques s o n t  
é p a i s s e s .  



Nous avons é t a b l i  l e s  b a s e s  d 'une  t h é o r i e  g é n é r a l e  d e  
coque, s a n s  u t i l i s e r  l ' h y p o t h è s e  u n i v e r s e l l e m e n t  admise d e  
LOVE-KIRCHOFF, c e t t e  t h é o r i e  a é t é  r é s o l u e  ana ly t iquement  d ' u n e  
façon g é n é r a l e  c e  q u i  nous a  pe rmis  de  c h i f f r e r  l ' é c a r t  e n t r e  nos 
é q u a t i o n s  e t  c e l l e s  d ' a u t r e s  a u t e u r s .  En p a r t i c u l i e r  nous avons 
pu c o n s t a t e r  que,  çi l a  coque a  une 6 p a i s s e u r  a p p r 6 c i a b l e  

h - 1 
( - ' t ~ l ~ i - ~ a  10 ) l a  n o t i o n  d e s  d6format ions  p l a n e s  de  LOVE-KIRCHOFF 
R 

n ' e s t  p l u s  s a t i s f a i s a n t e ,  e t  c e c i  impl ique que l a  coaue s o i t  r e g a r d é e  
comme un s o l i d e  t r i -d imensionnel  ; nous avons c o n s t a t é  dans  c e  c a s  
que Pe déplacement r a d i a l  u p e r d  son r ô l e  p r i v i l é g i é  dans  4 
l ' i n t e r p r é t a t i o n  du phénomène d e  f l e x i o n  p a r  l e  b i a i s  du terme V u  

P a r  a i l l e u r s ,  l a  méthode de  r é s o l u t i o n  a n a l y t i q u e  proposée 
e s t  c a r a c t é r i s é e  p a r  s a  m a n i a b i l i t é  e t  p a r  l a  f a c i l i t é  a v e c  l a q u e l l e  
on l a  met e n  oeuvre ,  c o n t r a i r e m e n t  à l a  méthode numérique d e s  
é léments  f i n i s .  C e t t e  méthode es t  incommode à ü t i l i s e r  dans  l a  mesure 
où ,  pour  i n t e r p r é t e r  c o r r e c t e m e n t  nos é q u a t i o n s  q u i  c o n t i e n n e n t  d e s  
d é r i v é e s  du  quatr ieme o r d r e ,  nous devions  u t i l i s e r  les polynomes 
d ' i n t e r p o l a t i o n  du cinquième d e g r é ,  c e c i  r e v i e n t  p a r  exemple en 
u t i l i s a n t  l ' é l é m e n t  de  SHEBA (11, ( 2 1 ,  à d é t e r m i n e r  65 c o n s t a n t e s  
p a r  é lément ,  e t  sou lève  des  d i f f i c u l t é s  de c a p a c i t 6 p o i i r  l e s  o r d i n a t e u r s  
d s u n e  p a r t ,  e t  impl ique d ' a u t r e  p a r t  l a  conna i ssance  d e s  c o n d i t i o n s  
aux l i m i t e s  non seulement  s u r  les déplacements e t  l e u r s  d é r i v é e s  
p remières ,  mais également s u r  l e u r  d é r i v é e s  secondes ,  

T o u t e f o i s ,  l e  t r a v a i l  f o n d a m ~ n t a l  que nous avons  e f f e c t u é  
e t  que nous prolongerons  prochainemcntpour  l e s  coques d e  morphologie 
quelconque,  admet une e x t e n s i o n  p o s s i b l e  par l ' é t u d e  de  l a  couche 
l i m i t e  p r è s  d e s  bords  du c y l i n d r e ,  c e t t e  é t u d e  e s t  n é c e s s a i r e  pour  
a n a l y s e r  complètement l e  comportement des  a p p a r e i l s  s o l l i c i t 6 s  dans  
c e t t e  r é g i o n ,  de p l u s  il s e r a  i n t é r e s s a n t  de  réexaminer  c e  problème 
dans  l e  cas d e s  dé format ions  é l a s t o - p l a s t i q u e s ,  e t  en  t e n a n t  compte 
d e s  c o n t r a i n t e s  thermiques .  



Par ailleurs la résolution numérique de nos équations 
va être développée prochainement à l'université de Lille par la 
méthode des 6léments finis et par la méthode des équations intégrales, 
lorsque ce travail sera terminé, il sera possible d'étendre les 
applications ae notre travail à l'étude de flambement des coques, 
ainsi qu'a l'analyse de leur stabilité dynamique (vibrations) 
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ANNEXE 1 
--------- 

CONDITIONS DE COMPATIBILITE 

1 - INTRODUCTION 

Dans cette annexe nous allons démontrer que les contraintes 
déduites à partir de notre théorie vérifient les conditions de 
compatibilité (1 .4 . ) .  

II - CONDITIONS DE COMPATIBILITE 
En utilisant les notations du premier chapitre les conditions 

de compatibilités s'écrivent en variables adimentionnelles. 



avec : 

+ C I  + C I  
(JI = O t l  2 2  3 3  

n- 
En i d e n t i f i a n t  l e s  termes  ec f a c t e u r  à & nous a u r o n s  les 

t r o i s  sys tèmes  s u i v a n t s  : 

I o )  - Système d k r d r e  m<p ______-_--_--------- 

Les e q u a t i o n s  (1 .1)  s e  r é d u i s e n t  à 

Les a u t r e s  é q u a t i o n s  s o n t  iden t iquement  nulles, ces r e l a t i o n s  
s o n t  automat iquement  v e r i f é e s  c a r  l e s  a i j m  (m<p) s o n t  i n d é p e n t a n t s  d e  6 



21 S y s t è m e  d ' o r d r e  p  s n  < 2 p  

L A S  é q L I d t i 0 n S  (1.1) se r é d u i s e n t  à [ m  = n - p ]  

m 
E t a n t  d o n n é  que  l es  a cm < p l  s o n t  i n d é p e n d a n t s  & e t  q u e  

i j 
n  

les a ( p  S n  < Zp! s o n t  d u  p r e m i e r  d e g r é  e n  5 ces r e l a t i o n s  s o n t  i d e n t i q u e m e n t  
i j 

v é r i f i a b l e s .  

3 )  S y s t è m e  d ' o r d r e  n > 2p 

i e s  é q u a t i o n s  (1, l I  se r é d u i s e n t  ( m  = n - 2p, q = n - D I ,  



Etant donne l e s  e x p r e s s i o n s  r j t ~  o. . en 5  c e s  équat ions  se  réduisent  
i .i 

au s y s t è m ~  çiiivant : 

a2  0 3 ~  a OZ, a 0y2 a a 2  G: a 

+ -- - 2 --- + --- = r! 
a 5 a e I + V  a g a  

n 
E n  remplaçant l e s  

'i j 
pa r  leurs ,  va l eu r s  t i r é  du premier c h a p i t r e  

nous constatons que c e s  r e l a t i o n s  sont v é r i f i é e s ,  



~ \ N N Ë ! ~ ~ Ë  -TL \ i 

II.-. Cal(:ul de Dm? s u r  qiiclques formes de support8 

1 - Cas d'une charge hydros ta t ique  

Supposons que l e  r é s e r v o i r  s o i t  complètement rempli d 'un l i q u i d e  de dens i t e  p ,  

La pression au poin t  M e s t  donnée par  : 

pr (x , e )  = p g  R(I 4 E O S B )  

Ou. en t enan t  compte des ex t rémi tés  en x = O et x = L : 
4 - nTx 

pr(x.O) = pg R (  1 + case )  L n TI s i n  - L 
n-1 p 3 , 5 , e  e s  

D'oh kPexprese ion  de Dm analogue 2 ( 5 1 )  : 

2 - Cas d'une charge r ec t angu la i r e  de d e n s i t é  cons tan te  
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L a  charge g loba le  supportée pa r  l e  r e c t a n g l e  e s t  donnée pa r  : 

Q = pr.2BRe2b 

p peut s e  décomposer en double s é r i e  de  Four i e r  sous l a  forme : 

4 O' 1 n n 
p(x.0)  = - q ( e )  1 5 s i n  s i n  - nnx 

2 s i n  - II 
n=1 93,5 

L 

9 - s i n  mB cos me 
m=1,2,3 

n- 1 
n n - 

c tes t -à -d i re ,  en é c r i v a n t  que s i n - '  2 ( - 1 )  2 pour n = 1.3.59e~~ 

Pr nnb 
7 s i n  - L (m = O ; n = 1 , 3 , 5 9 * . * )  

n- 1 
2 Pr nnb - s i n  mB s i n  (m = 1p2g39.0b ; n = 1,3,5, ... ) 

II mn 

3 - Cas de k a m u i s  en ' ' p ~ t e a u x ' ~ .  

Considérons l e  c a s  d'un r é s e r v o i r  s u r  b appuis  s e l o n  l a  f i g u r e  s u i v a n t e  : 

Représentons un éclatement de  l a  su r f ace  l a t é r a l e ,  vue de l ' e x t é r i e u r  e t  s u s r r -  

posons l e s  b s o l u t i o n 8  su ivan te s  : 

- Densi té  +pr s u r  ABCD 

- Densi té  -pr s u r  A3B3C3D3 

I - Densi té  -pr sur  A I B I C I D l  

- Densi té  +pr sur A2B2C2D2 



ROUS aurons alors l'équivalent d'une densitg constate +pr sur les 4 rectan- 

D'a3, en a j o u t a n t ,  l'effet de l a  pression hydrostatique : 

n- 1 - 32pr 2 a+B nn b-a pin b+a - - sin m (y) cos rn (2) sin ( 2 - 1  CO' - (2) 
Dmp, n m L 

-. 

. * 

Noua avons les 2 cas particuliers suivants qui se déduisent du cas ci-destaus 

n- 4 - 32p, ks) ,,, . (- nn b-a an b+a . .!Q&I - (-1) 7 sin n "+BI sin - COS -- 
Dm n tr n mn 2 2 L L ( 2 )  

3 - Cas de 2 appuis en berceau 

n b-ci nn b+a  sin-(,) TT n c o ~ ~ ( ~ )  m r O  n = 1 , 3 , 5 , . . v  - L- 
n- 1 - 

b R 1 6 p r  C = - ( - 1 )  nn b-a nrr b+a 
Dm nn TI mi L 2 -T-- s i n  rnB sin - (-1 cos !T) m = 1 n = 1.3.5,.. 

ri- l - I ~ P ,  nn b-a nn b+a D - - 1  7 ainrn~'  sin^(^) cos-(2) r n 5  2 

l 7? m L m 1 0 3 9 5 9 "  



" 4 - Cas de 2 longerons  

- - - - - - -- 

1 

T 
Il- 1 - 

4 R D =a - ( -1 )  nnb 
L m = O n 1 9 3 , 5 e . . .  

mn n n 
n- 9 

i( R - 2 1 6 ~ ~  
( 1 )  ~ s i n m  ( m (- a*$) sin - I I ~ ~  m = 1 

%ln nn TI mra 2 2 n i 1,3,5, ... 
n- 1 - 2 16pr a+@) nnb D~ = - ( - 1 )  7 s i n m  (a) cos  m (- 

2 2 
s i n  - L m ? 2  

n' mn n = 1,3,5, 
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I N T R O D U C T I O N  
....................... ....................... 

La théor ie  que nous avons développée dans l a  première 
p a r t i e  admet de nombreuses appl ica t ions  pra t iuues ,  notamment avec 
l ' u t i l i s a t i o n  des méthodes de résolu t ion  numérique actuellement 
développées. Comme appl ica t ion  d i r e c t e  de nos travaux fondamentaux, 
nous a l lons  é tud ie r  dans c e t t e  p a r t i e  l e s  e f f e t s  des charges locales  
su r  l e s  coques cylindriques en vue d 'améliorer  une p a r t i e  des codes 
des appare i l s  à pression.  

En e f f e t  l e s  codes A.S.M.E. e t  S.N.C.T. p réc i sen t  que pour 
l a  majori té  des appare i l s  à press ion,  l ' e f f e t  prépondérant e s t  c e l u i  
de l a  pression i n t é r i e u r e  du service .  

Néanmoins, l ' e f f e t  de l a  pesanteur e t  de l a  pression 
hydrosatique peuvent ê t r e  déterminant pendant l e s  périodes de remplis- 
sage ou de vidange de ces appare i l s ,  notamment pour l e s  r é se rvo i r s  
cyl indriques à axe hor izonta l ,  reposant s u r  des appuis en berceau 
ou en poteau, comme c ' e s t  l e  cas de l a  majori té  des camions c i t e r n e s  
e t  des appare i l s  de stockage de gaz l i q u i f i é .  

L'analyse correc te  de t e l l e s  s o l l i c i t a t i o n s  e t  l e s  
déformations q u ' e l l e s  produisent e s t  t r è s  compliquée pour ê t r e  d é c r i t e  
par  l e s  méthodes u s u e l l e s d e l a r é s i s t a n c e  des matériaux, e t  une 
approche simple, connue sous l e  nom de l a  poutre équivalente,  à i n e r t i e  
rédui te  au niveau des appuis f o u r n i t  des r é s u l t a t s  q u i  servent  de base 
pour l e s  codes A.S.M.E. e t  S.N.C.T. 

Ces r é s u l t a t s  ont  é t é  développés par  Z I C K  en 1951 à p a r t i r  
d'une étude expérimentale ef fec tuée  en 1948, u t i l i s a n t  des jauges de 
déformation s u r  un appare i l  cyl indrique à axe hor izonta l  reposant s u r  
deux appuis en berceau non soudés. 



Cependant, cette étude laisse apparaître de nombreuses lacunes, 
notamment en ce qui concerne d'une part, la prise en compte des effets 
de la pression hydrostatique et d'autre part, la méthodologie utilisée 
pour trouver les résultats théoriques de l'étude. 

Nous proposons dans cette partie l'exposé au premier chapitre 
de l'approche classique connue sous le nom de la poutre équivalente ainsi 
que les études expérimentales et théoriques de ZICK, qui constituent une 
approche simple de ce problème, résultant de l'utilisation des principes 
usuels de la statique, le calcul de deux appareils par cette méthode 
nous permet d'examiner les lacunes de cette étude et de dégager les criti- 
ques que l'on peut formuler. 

Au deuxième chapitre, nous allons appliquer les résultats de la 
théorie de la membrane que nous avons développée dans la première partie, 
à ce cas pratique, pour retrouver le cas de la poutre équivalente, en ré- 
solvant en outre le problème dans les zones des appuis. 

Au troisième chapitre, nous résolvons analytiquement ce problè- 
me, en utilisant une version simplifiée de nos équations d'équilibre ( 3 . 7 ) ,  
obtenue par l'omission des termes négligeables que nous avons déterminés 
dans le chapitre (III) de la première partie, et en imposant une solution 
pour les déplacements développable en double série de FOURIER, cette 
forme de solution étant inspirée par la symétrie de l'appareil considéré 
et de son chargement. 

L'analyse de nos résultats nous permet de justifier les criti- 
ques formulées à propos de l'interprétation et des résultats expérimentaux 
de ZICK. 

L e quatrième chapitre est consacré à l'étude expérimentale que 
nous avons effectuée aux laboratoires de 1'Ecole Nationale des Techniques 
Industïielles et des Mines de DOUAI, sur un a~pareil type, calculé, par 
les deux méthodes précédentes et sur lequel nous avons effectué de nombreux 
essais afin de déceler l'influence des appuis sur la répartition des con- 
traintes dans les sections voisines et l'influence des fonds, cette étude 
expérimentale nous permet d'apporter les corrections adéquates pour la repré 
sentation de pression de contact support-virole dans la mesure où l'on 
connaft expérimentalement les courbes représentatives de la flexion locale 
au dessus du support. 

Enfin au cinquième chapitre nous faisons la synthèse de ces études 
afin de dégager une nouvelle méthode plus adéquate que celle de ZICK. 



THEORIE DE LA POUTRE EQUIVALENTE 

METHODE DE ZICK POUR LES DIMENSIONNEMENTS DES 

APPAREILS A PRESSION (codes A.S.M.E. et S.N.C.T.) 

1 - 1 - INTRODUCTION 

Dans les pages qui suivent, nous exposons l'application des 

méthodes classiques de dimensionnement des appareils à pression, cylin- 

driques à axe horizontal, reposant sur deux appuis en berceaux ; la mé- 

thode générale basée sur les principes fondamentaux de la statique, re- 

vient à assimiler ces appareils à des poutres souples sollicitées en 

flexion longitudinale. 

La version actuelle des codes A.S.M.E. et S.N.C.T. est basée 

sur les travaux de ZICK (1951), nous examinons par consequent les travaux 

expérimentaux de ZICK et CARLSON (1948) ainsi que la méthode proposée 

par le premier (1951) pour dimensionner de tels appareils. 

Une application pratique sur des exemples concrets nous montre 

l'ordre des grandeurs des contraintes qui interviennent et une critique 

théorique et numérique de cette méthode constitue la dernière partie 

de ce chapitre. 

1 - 2 - THEORIE DE LA POUTRE EOUIVALENTE 

La théorie de la poutre équivalente revient à remplacer un 

appareil cylindrique à axe horizontal et reposant sur deux appuis symé- 

triques par une poutre simple soumise à une charge uniformément répartie 

sur toute sa longueur, ce qui permet la résolution du problème des contrain- 

tes longitudinales introduites par la flexion de l'appareil sous l'e£fet de 

son propre poids et du liquide continu, d'après les principes de la résis- 

tance de matériaux classique. 

Toutefois cette approche semble être incorrecte dans les zones - 

des appuis, ce qui a poussé ZICK (1951) à proposer une version modifiée 

de cette théorie ; pour notre part nous allons exposer dans la suite les 

deux versions de cette théorie. 

. . ./. . . 



La figure (1) montre le système à étudier ainsi que les variables 

dimensionnelles qui Le caractérisent. 

Ce système est constitué d'un appareil cylindrique à axe hori- 

zontal rempli d'un liquide de densité , les fonds étant elliptiques ou 
sphériques, en première approximation nous pouvons supposer que le poids 

total de l'appareil et du liquide est égal à 2 .Q  et que le poids est 

uniformément réparti tout le long de l'appareil à condition de remplacer 

les fonds par une partie cylindrique de longueur el ce qui conduit à 
3 

une densité de charge : 

2Q 

Cette densité permet de définir une poutre équivalente reposant sur deux 

appuis simples au niveau des supports et ayant la même longueur que la 

partie cylindriques de l'appareil, la sollicitation de chaque fond est 

alors définie de la façon suivante : 

1) Une force verticale qui schématise l'action du poids qui est égal à 
2 3 - H.w appliquée au centre de gravité du fond, située à - H de l'extrémité 
3 8 
de la partie cylindrique. 

2) Une force horizontale résultante de la poussée hydrostatique du fluide 

sur le fond, égale à R.w et située à une distance de l'axe de l'appareil 
4 

(voir fugure 1.2.) 

A partir de ce système isostatique nous pouvons déterminer l'ef- 

fort tranchant et le moment fléchissant en tout point, la figure (1.3) 

résume les diagrammes de composantes du torseue des forces de gauche en 

tout point de la poutre. 

En particulier les valeurs maximales de l'effort tranchant sont 

atteintes au niveau des appuis, et le moment fléchissant est très impor- 

tant au même endroit et au milieu du cylindre. 

La contrainte longitudinale (V ) résultant de la flexion longitu- I .  
dinale (en supposant que la sotalité de la section travaille) vaut : 

à cette contrainte on doit superposer la contrainte de traction produite 

par la force dûe à la pression hydrostatique R.w sur le fond et qui vaut : 



Figure(l.1): schéma du réservoir horizontal sur deux supports de fixation 

--...--- __-____ _. ._ _ _. --._ ." _ . . - .____ . 

A - distance de lignes de tangente (joints) au support 
1, = l~rigiieur di1 r6sc:rr:oir de tangente à tangente 

H = protoriilt:lir d e  1 tête ( ~ o n d )  

Q ?. C ~ I A I , ; :  tot l l e  p î r -  fixation 

= poids totdl divisé par deux 

R = r d y o ~ l  i I i i  r C j [ ! t \ ~ i ) i t .  

e = l ' é l ~ . l i s ~ c u r  d e  l a  coqlie 

O a i i g l e  d e  c v i i t a c t  a v e c  la fixation d u  support 

L' = c h a r g e  p a r  u n i t 2  d e  longueur. 

Figure ( f . 2 .  ) 



Les valeurs extrémales du moment fléchissant ont pour valeur : 

et en substituant l'expression (1.2.1.) pour W, nous obtenons : 
'1 

1 = Q 1 - ---- 
i i 411  

l 
l 
I (1.2.4.) 

1 4. : !- 
Il. 1 

AU milieu de l'appareil : ! 

Par ailleurs, la contrainte du cisaillement à l'endroit de l'appui 

va être égale à : (figure 1.4.) 





Cette théorie assez simple a été souvent utilisée pour le dimen- 

sionnement des tubes très longs, supportés par des anneaux raidisseurs au 

niveau des appuis ; ce qui a pour effet de donner à ces tubes un comporte- 

ment d'ensemble dans la direction longitudinale ; pour cette raison, cette 

étude concerne uniquement la flexion longitudinale, et d'après sa conception, 

elle est inapte à déterminer les contraintes circonférencielles 6 = P d  , 
qui semblent être, d'après les observations expérimentalesjdominantes dans 

le cas des appareils à pression supportés par des supports en berceau ou en 

potlaux ; pour cette raison, cette théorie a été modifiée par ZICK (19511, 

pour être appliquée au problème des appareils à pression. 

1.3. - Etude expérimentale de ZICK et CARLSON (1948) 

Pour étudier l'effet de support sur la répartition des contraintes 

dans un appareil cylindrique à axe horizontal, ZICK et CARLSON ont effectué 

en 1948 une série d'études expérimentales par jauges de déformation ; 

quoique cette technique soit naissante à l'époque, ils ont pu dégager des 

résultats intéressants concernant notamment les zones affectées par la 

présence des supports. 

En utilisant deux appuis symétriques en berceau, et en changeant 

successivement la position de ces appuis, ils ont pu déterminer l'influence 

de la position de l'appui, par rapport au fond de l'appareil, et l'influence 

de ce dernier comme raidisseur quand l'appui se trouve auprès de lui. 

1.3.1. - Caractéristiques de l'appareil utilisé par ZICK 

Les caractéristiques de l'appareil utilisé sont les suivantes : 

- Longueur totale Lt = 67 feet = 20,4 m 

- Partie cylindrique : 

longueur L = 62 feet = 18 m 

. Epaisseur e = 1 inch = 25,4 mm 
diamètre 0 = 9 feet = 2,7 m 
intérieur 

- Fonds sphériques : 
. longueur H'= 2,5 feet = 0,76 m 

. épaisseur e = 0,77 inch = 19 mm 
f 

- Supports en berceau : 
. largeur : 12 inchr300 mm 
. angle de contact 0 = 120° 



- l i qu ide  cont inu  : 

. eau pg = IO* ~ / m  3 

- charge par  support  : 

. Q = 63,386 tonnes 

- pos i t i ons  successives des  supports : 

. A = l  5 9 e t  1 3  f e e t  

. A = 0 , 3  ; 1 5  ; 2 , 7  e t  3 , 9 7  mètres 

1 . 3 . 2 .  - ~ é s u l t a t s  expérimentaux -- 

L'approche de c a l c u l  c lass ique  par  l a  t héo r i e  de l a  

poutre  équivalente ,  ( v o i r  1 . 2 .  ) semble ê t r e  c o r r e c t e  pour l e s  

p a r t i e s  é loignées des suppor ts ,  par  contre  l e s  zones proches du 

support sont  s u j e t t e s  à des  déformations importantes s u i t e  à une 

f lex ion  c i r c o n f é r e n t i e l l e  que l a  précédente t h é o r i e  ne peut pas 

prkvoir  ; ces zones son t  l e s  s ièges  des c o n t r a i n t e s  t rop  importaril 

par  rappor t  à c e l l e s  données par  l a  t héo r i e  de l a  paut re  équival t  

t e  ; en p a r t i c u l i e r  l e s  auteurs  ont  t i r é  l e s  conclusions 

culvantes : 

(d) - Pour l a  pos i t i on  du support prés  du fond ( A  O ) ,  

l ' e f f o r t  t ranchant  va ê t r e  encaissé par t ie l lement  par  l e  fond 

e t  transmis par  c e l u i - c i  à l a  p a r t i e  supér ieure  du cy l ind re ,  

dans ce c a s  l a  f l ex ion  longi tudinale  e s t  conforme à l a  théor le  

de  l a  poutre  équivalente ,  néanmoins on c o n s t a t e  l a  présence 

d'une f lex ion  c i r c o n f é r e n t i e l l e  qui  produi t  une con t r a in t e  

maximale prës  de l ' e x t r é m i t é  du support.  

(b) - Dans tous  l e s  c a s ,  l e s  au teurs  cons t a t en t  que, pour l a  

f lex ion  c i r c o n f é r e n t i e l l e ,  l e  po in t  c r i t i q u e  e s t  l o c a l i s é  

p rè s  de l ' e x t r é m i t é  du support ,  où on rencontre  l e s  va leurs  

niaximales de l a  con t r a in t e  de t ract lor i  ( f i b r e  iritéri.eiire) ; 

e t  de l a  con t r a in t e  de compression ( f i t i re  e x t ë r i e i ~ r e )  . ~ , a  

con t r a in t e  de t r a c t i o n  e s t  due à l a  f lex ion  circonfPrerit ie1- 

l e ,  c e l l e  de compression r é s u l t e  d 'une p a r t  de l a  f lex ion  

c i  r con fé ren t i c l l e  e t  d '  au t r e  p a r t  de l a  corriprec;sion d i r e c t e  

du  support ( f i g .  1 .5)  . De même, on cocç ta te  que la cor~t. ï a i r i t  

lr~aximale de c i sa i l l emen t  e s t  extrémale en ce poi-nt. 



FIGURF 1 . G -- 'LLEXl OFJ LONGA1'CDINALE 

T rC'I[Pz . , - FLEXTOLJ CIRCOFJFERENTI ELLE 



(c) - pour la flexion longitudinale de l'appareil, les auteurs 

constatent que la théorie de la poutre équivalente est satis- 

faisante pour les sections éloignées des supports, l'intégra- 

tion des contraintes mesurées dans de telles sections donne 

approximativement les mêmes valeurs que celles de cette théorie. 

par contre, pour les sections proches du support, les 

contraintes de flexion longitudinale mesurées, difèrent considé- 

rablement de celles données par la théorie : en particulier, 

on constate qu'au dessus du support, les régions supérieure et 

inférieure du cylindre sont en compression et la partie médiane 

est en traction (Fig.l.6) ; les maxima des valeurs trouvées 

pour les contraintes de traction sont rencontrées un peu en des- 
2 sous de la médiane et valent respectivement 1330 PSI (0,9 da~/mm ) 

2 
et 2240 PSI (1,5 da~/mm ) ,  selon que les supports se trouvent 

près du fond ( ~ 2 0 )  ou à 9 feet ; alors que les contraintes maxi- 

males données par la théorie de la poutre équivalente sont respec- 
2 2 

tivement 20 PSI (0,014 daN/mm ) et 300 PSI (0,2 daN/mm ) au niveau 

de la fibre supérieure de la section droite. 

(d) - D'autres expériences ont montré que si la distance entre les 

supports est supérieure au diamètre du cylindre, les contraintes 

importantes proviennent de la flexion circonférentielle et le 

point critique se trouve près de l'extrémité du support, la 

destruction de l'appareil résulte donc, en premier lieu de cette 

flexion circonférentielle, et elle prend naissance aux extrémités 

du support. 

(el - La pression intérieure ne modifie pas considérablement cette 

répartition des contraintes ; en particulier, les auteurs ont 

constaté que l'on a les mêmes répartitions des contraintes de 

cisaillements avec et sans pression ; de plus pour le cas où 

l'appareil est à moitié rempli, on trouve des valeurs des 

contraintes inférieures à celles mesurées quand il est complète- 

ment rempli ; ceci étant vrai pour les quatre positions du support. 



En conclusion ZICK e t  CARLSON suggèrent l a  r é a l i s a t i o n  

d e  nouvelles expériences e t  proposent,  en a t tendant ,  l e u r s  

r é s u l t a t s  comme é t a n t  i n d i c a t i f s  ; en p a r t i c u l i e r  il suggèrent 

l e  renforcement de  l a  p a r t i e  supérieure d e  l a  sec t ion  au-dessus 

d e  l ' appu i  e t  souligr,cn+ l ' importance des  fonds, comme r a i d i s s e u r s ,  

quand l e s  supports  son t  s i t u é s  à l e u r  proximité. 

1.4. - Etude théorique d e  Z I C K  (1951 1 

1.4.1 . - In t roduct ion  ------------ 

L'étude expérimentale précédente montre clairement 

que l e s  appuis  in t roduisent  des  con t ra in tes  t r è s  importantes dont  

il f a u t  t rouver  une j u s t i f i c a t i o n  mathématique adéquate, d ' a u t a n t  

p l u s  que c e s  mesures son t  en con t rad ic t ion  avec l a  théor ie  de l a  

poutre équivalente au niveau des  appuis. 

En s e  basant sur  ses r é s u l t a t s  cxpérimentaux. ZICK (1951) 

a t e n t é  de trouver c e t t e  j v s t i f i c a t i o n  en r e s t a n t  dans l e  

domaine d e  l a  r é s i s t a n c e  des  matériaux c las s ique ,e t  il a d i s t ingué  

dans c e t t e  étude deux c a s  : 

- l ' u n  concerne l a  positiori des  appuis p r è s  des fonds, 

- l ' a u t r e  concerne l e  c a s  p lus  général  des  appuis assez  éloignés 

des  fonds pour qu'on puisse négliger  l e u r  influence sur  l a  

r é p a r t i t i o n  des  con t ra in tes  au-dessus des  appuis. 

Toutefois ,  c e t t e  étude ne semble pas co r rec te ,  e t  e l l e  

est c r i t i q u a b l e  en p lus ieu r s  po in t s ,  na i s  reviendrons sur  c e t t e  

quest ion dans l a  p a r t i e  (1.6.) . 



1.4.2. - TorseUr des forces agissantes sur une section droi te  du cylindre ................................................................ 

Dans l ' inventaire  des forces agissantes e t  qui e s t  proche 

de ce lu i  de l a  théorie de l a  poutre équivalente (1.2 .) ZIgK (1951) 

commet une erreur t r è s  importante car il ne t i e n t  pas compte de l a ,  

poussée hydrostatique sur l e  fond comme une force de t ract ion,  

mais il 1' inclue d'une manière erronée dans un couple. 

En ef fe t ,  d'après ZICK (19511, un fond peut ê t r e  rempla- 

cer par l e  système des forces suivantes : 

1. - Deux forces ver t icales  égales dont leur module commun vaut 
2 

l e  poids du fond rempli (- H 1 ,  l 'une dtelle:;est appliquée 
3  

3 w  
à - H  de l a  jonction du fond avec Le cylindre, e t  l ' a u t r e  e s t  
8 

appliquée au niveau de c e t t e  jonction, dir igée vers l e  haut 

e t  représente l ' e f f o r t  tranchant düe à l a  jonction. 

2 .  - Deux forces horizontales égales dont leur module commun 

vaut l a  poussée hydrostatique R l 'une d ' e l l e  représente 
w , 

R 
c e t t e  poussée e t  par conséquence e l l e  e s t  appliquée à - 4 
a u - d e s s ~ d u  centre e t  l ' au t r e  représente l ' ac t ion  de l a  

jonction f ond-cylindre; d' après ZICK, e l l e  e s t  appliquée 

au centre de gravité de l a  section. 

Ceci a pour e f f e t  de créer un couple au niveau de l a  

jonction égal à : 

Malheureusement, un t e l  inventaire ne respecte pas 

l e s  principes fondamentaux de l a  statique car l e  fond n ' e s t  pas 

en équilibre (Fig .l . 7  

Le schéma équivalent de l 'apparei l  e s t  donné dans l a  

figure (1.8)il  e s t  obtenu en remplaçant l e s  fonds par : 

2 - un ef for t  tranchant ver t ica l  égal à - H 3 w  

- un couple de flexion appliqué â l 'extrémité de l a  pa r t i e  

cylindrique : C = - ~2 - ~2 
4 

w (1 -4.2.) 
/ 



FIGURE 1 .7  - FOND ISOLE 

FIGURE 1.8 - SYSTEME EQUIVALENT 



1.4.3. - Résultats concernant la flexion longitudinale ............................................. 

L'inventaire dressé par ZICK fournit les mêmes résultats généraux 

que ceux développés en (1.2.) à condition d'enlever la force longitudinale de 

traction dûe à la poussée hydrostatique R.w. En particulier le moment fléchis- , 

sant à deux extrémités aux appuis et au milieu, leurs valeurs respectives sont : 

et au milieu : 

= K1 Q'L 

L'effort tranchant est maximal aux appuis, et égal à Q ; les 

diagrammes de ces moments fléchissants et de l'effort tranchant sont présen- 

tés en (1.2.) Figure (1.3.) 

Des abaques (en annexe 1) donnent les valeurs de M et M en fonction 
C q 

de A, H I  R et L 
c ' 

1.4.3.1. - Valeur de la contrainte longitudinale dûe à la flexion ...................................................... 
au niveau de l'appui .................... 

D'après ZICK (1951) les mesures par jauge de déformations montrent 

que la partie supérieure de la section droite du cylindre est sujette à de 

grandes déformations qui sont dûes d'après l'auteur, à la flexion chrconféren- 

tielle produite par la contrainte de cisaillement, ce qui rend cette partie 

inerte pour la flexion longitudinale ; dès lors la partie inférieure va encais- 

ser seule le moment fléchissant M cette partie est définie par un angle 2 0  
CI , 

qui dépend de l'angle du support et du point où la contrainte circonférentiel- 

le est maximale ; ce point d'après ZICK se trouve à '*O0- 2 à partir du som- 
r 

met soit (figure 1.9.) 
A = 5 0  + 30' 

12 



1 Figure 1.9: schima de l'aire effective de ln caqne sous l'action d s  i t i p p &  

v a l e u r s  de Q/L pour R= 2 H  

Fig. 1.10 : Valeur de KI,%? 



Les contraintes de flexion longitudinale maximale vont 

être : 

f = 
3 

k v  avec I = R e [ A +  SinA cos A - 2 sin2 A 1 
1 1  1  A 

Sin A 
V = R (  A 
1 

-cos A ) 

A remarquer qu'une seconde source d'erreur provient du 

fait que le torseur des forces de gauche n'est pas écrit au centre 

de gravité G de la section utile. NOUS verrons ce point en (1.6) 

L'angle du support est en général voisin de 120° d'où 

Alors que si la totalité de la section travaille on aurait : 

Soit une contrainte 9 fois plus petite 

Par commodité Z I C K  a établi des diagrammes qui donnent 
1 

les coefficients d'amplification des contraintes - 1 
et - 

K1 
en fonction de l'angle F) du support (voir fig. 1.10) 

1 



Par s i  un anneau r a i d i s s e u r  s e  trouve au niveau de 

l ' appu i ,  ou s i  l ' appu i  se  trouve p r è s  du fond qui  joue a l o r s  

l e  r ô l e  de r a i d i s s e u r t o n  a  : 

K~ = K I 1  = 1 autrement d i t  l a  t o t a l i t é  de l a  

sec t ion  t r a v a i l l e  

1;4--3.2 - Flexion au  mil ieu de 1 l a p a r e i l  - - - - - - - - - - - -  -- 

Au mil ieu  du cyl indre ,  l ' e f f o r t  t ranchant  é t a n t  nul  

l a  t o t a l i t é  de l a  sec t ion  t r a v a i l l e  e t  l a  con t ra in te  maximale 

vaut  : 

Dans l e  cas où M e s t  t r è s  grand (appare i l  t r o p  long) 
C 

f  ne d o i t  pas  dépasser l a  con t ra in te  c r i t i q u e  de flambement 
3  

pour l e s  f i b r e s  supérieures.  

S o i t  

1.4.4. - Contraintes de c isa i l lement  

1.4.4.1.- Cas d'un cx l indre  renforcé par  un anneau au niveau de suppor t  - - - - -  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Dans ce cas l a  r é p a r t i t i o n  de l a  con t ra in te  de c i s a i l l e -  

ment dans une sec t ion  d r o i t e  e s t  propor t ionnel le  au s inus  de 

l ' a n g l e  c e n t r a l  (d compté à p a r t i r  du sommet. 

S i  l ' e f f o r t  t ranchant  e s t  VJ s a  valeur à d r o i t e  de  

l ' appu i  e s t  : f ig . l . 11  

(d ' ap rès  ZICK)  car  : 

V = Q - w  ( A + H +  f 1, 5 é t a n t  1 'absc isse  courante 

à p a r t i r  du mil ieu de l ' a p p u i  

2 Q avec w = -- , V = Q -  2 Q 
L + 4/3 H (3  L  + R H) 

j u s t e  à d r o i t e  de l ' a p p u i  = O, ce  q u i  donne V = Q - 6 Q  3 A  + H 

3L+4H 

L  -2A - 0,74 4 L - 2 A - H  S o i t  V = Q  -- - () )( 

L + 4/3 H 
L + H  



En appliquant la théorie des résistances de matériaux 

à cette section on constate que la contrainte de cisaillement 

va être 

sa valeur maximale est atteinte en 
n 

$=2 ce qui 
donne : 

ce qui est remarquable c'est que cette valeur est indépendante 

de l'angle du support, par contre l'effort tranchant V est 

plus petit que Q. Pour le dimensionnement ZIEK propose 

< O,8 R ou R est la limite d'élasticité 
e e 

du matériau 

Figure 1.11:Diagrame de cisaillement I - - 



1.4.4.2. - Cas d 'un a p p a r e i l  s a n s  anneau r a i d i s s e u r  e t  dont  l ' a p p u i  ........................................................ 
e s t  s i t u é  l o i n  du fond ...................... 

Dans ce c a s ,  ZICK suppose que s e u l e  une p a r t i e  de l a  s e c t i o n  d r o i t e  

va t r a v a i l l e r  e t  c e c i  e s t  dû a u  f a i t  que l ' a u t r e  p a r t i e  es t  s u j e t t e  à des  

déformations assez impor tan tes .  

Ce t te  p a r t i e  e s t  l i m i t é e  ( f i g . l . 1 2 )  p a r  l ' a n g l e  

2  x  - + = 2 ( - o r )  d ' a p r è s  ZICK. Cet  ang le  e s t  déterminé expé- ( Z  2 0 1  
rimentalement.  

Zick suppose e n s u i t e  que l a  c o n t r a i n t e  de c i s a i l l e m e n t  ( r n o n  ren- 

fo rcé )  v a  ê t r e  enca i s sée  uniquement pa r  c e t t e  p a r t i e ,  c e  q u i  permet d ' é c r i r e  : 

La c o n t r a i n t e  de c i s a i l l e m e n t  f  s e r a  é g a l e  à : 
4  

- - Q s i  ~ 2 . -  - - -- - 
f 4  re(n - a + s i r i ~ c o s ~ )  

Q.  K4 L-H-2A 
Le maximum est,& d =  fl : f  = - (1.4.11) 

~e L + H 

sin a 
avec K = 

4 Ii( - a + s i n a c o s  a 

on d o i t  v é r i f i e r  4 0.8 R e 
-4 

( ) l e  maximum de f M é t a n t  en @ = 
4  

@ 

pour gi = l î O O  K = 1,140 on a  une augmentation 

1,14 
r n o n  r en fo rcé  

= - = 3 ,5  f o i s  
G e ,  f o r c é  0,32 





1.4.4.3.-Appareil r en fo rcé  pa r  l e s  fonds _---__-_-_--__--__-----_------- 
La présence du fond p r è s  du support  va modif ier  s ens ib l e -  

ment l a  r é p a r t i t i o n  des  c o n t r a i n t e s  de  c i s a i l l emen t .  

Sur l e  fond l a  c o n t r a i n t e  de c i s a i l l e m e n t  va s e  d i s s o c i e r  

f  = c o n t r a i n t e  v e r s  l e  bas  s u r  l a  p a r t i e  comprise e n t r e  
5 

O < $l .< dûe au fond 

f  = c o n t r a i n t e  v e r s  l e  hau t  s u r  l a  p a r t i e  comprise e n t r e  
4  

a < @2 < v dûe à l a  présence du support  

e t  d o n t  l a  v a l e u r  e s t  d é j à  déterminée en (1 -4.4.2 ) ; 

d ' ap rè s  c e t e e  r é p a r t i t i o n  l ' e f f o r t  t r anchan t  absorbé 

par l a  p a r t i e  supér ieure  du fond s ' é c r i t :  

e t  l a  c o n t r a i n t e  dans l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  e s t  de  l a  

forme 

de t e l l e  manière qu'on a  l ' é q u i l i b r e  d e  l a  s ec t ion  du fond 

c e c i  p a r a i t  paradoxa1,car l ' e f f o r t  t r anchan t  t o t a l  d o i t  

ê t r e  d i f f é r e n t  du zéro ; p a r  a i l l e u r s  s i  on i s o l e  l a  

s e c t i o n  opposée du cy l ind re ,  on c o n s t a t e  q u ' e l l e  n ' e s t  pas  

en é q u i l i b r e  nous reviendrons s u r  c e  p o i n t  en ( 1.6  ) 

s i n  @ 2  (1.4.13) 2 9 f  = 5 
2 TRef 

Ains i  l a  c o n t r a i n t e  de  c i s a i l l e m e n t  maximale 

f  s ' é c r i t :  
5 

a - s i n d  cos a 

v - a + s i n  a cos  a 

- - 2 Q  a - s i n  a cos  et 

'5  TIR^ K - a + s i n  a cos  a 
f  

s o i t  

f  = 
5 R e c  



SecLon A-A 

Q 9 u r e  1.14: C I  ~ c a ~ l l e m e m t d a  u n e  r a , 'd , i  
p a r  l e s  Funols  

---- - 

urc (l.@ 

~cK.n des f o r c e r  dons u n e  v i r o l e r o i  
rrfiParh d a n 5  la plon dos s ~ ~ r x . .  



de  même, l a  c o n t r a i n t e  dans l e  c y l i n d r e  : f e s t  maximale pour 6 

. - 

e t  K5 son t  donnés p a r  l a  f igure l .13en  fonc t ion  

En résume l a  p a r t i e  supé r i eu re  du cy l ind re  va ê t r e  

l e  s i ège  d ' une  c o n t r a i n t e  de  c i s a i l l e m e n t  &gale à f  e t  l a  
5  

p a r t i e  i n f é r i e u r e  va ê t r e  l e  s i è g e  d ' une  c o n t r a i n t e  de  c i -  

s a i l l emen t  éga le  à f  t o u t e s  l e s  deux s o n t  d i r i g é e s  dans l e  
4' 

même dens. 

1.4.5 - Flexion c i r c o n f é r e n t i e l l e  ......................... 

D'après  l ' a u t e u r , l e s  c o n t r a i n t e s  de c i s a i l l e m e n t  dans l a  

s ec t ion  d r o i t e  au  dessus du support vont  c r é e r  une f l e x i o n  circon-  

f é r e n t i e l l e  t r è s  impor t an te ,  q u i  dépendra 'de l a  proxi-  

mité d e s  fonds e t  de  l a  présence d e s  anneaux r a i d i s s e u r s  au dessus  

du suppor t .  

1.4.5.1.- C a s  d 'un  c y l i n d r e  r en fo rcé  p a r  anneau -------------------  

S i  on i s o l e  une demi-circonférence au dessus  du sup- 

p o r t ,  pa r  symétr ie  en A e t  Cf l e s  e f f o r t s  ve r t i caux  s o n t  

n u l s  e t  l e s  déplacements horizontaux a i n s i  que l e s  r o t a t i o n s  

d e  s e c t i o n s  en A e t  c s o n t  nules a u s s i  (Fig.  1.15) 

La r é p a r t i t i o n  des  c o n t r a i n t e s  d e  c i s a i l l e m e n t  va ê t r e  

0 s i n  $ 

L ' e f f o r t  é lémentaire  d e  c i s a i l l e m e n t  appl iqué s u r  

l ' é l émen t  e  x  dR avec dR = R . d  $ vau t  a l o r s  : 

Q s i n  JI   JI == R a d $ = -  'n 

a i n s i  s e s  composantas son t  : 
- -8_ s i n  JI cos  ra JI E -  T 

2 
s i n  JI d t~ 't;= n 



Si on se place au point N ( @ )  ces deux forces élé- 

mentaires vont produire un moment fléchissant élémentaire : 

(*lm =z x b l  - S x b2 avec b = R (cos - COS @ ) , 1 

b = R ( sin @ - sin i1, ) le moment fléchissant au point N 
2 

vaut alors : 

M@ = 
- P R (1-COS @) + 

t 
Q sin $ cos i1, (COS $ -COS 9 ~di1, 

2 
sin $(sin @ - sin i1,) Rd il, 

soit: 

M = MA 
@ 

- P ~(1-cos41 + M avec M = - 
t 03 o n  - cos @ - &in j 

2 
($ ~ 1 . 1 6 )  (1.4.1~) 

Le système isolé étant hyperstatique on doit faire 

intervenir les déformations pour le résoudre . 
or la rotation des sections droikes en A et en C est nulle 

de même les déplacements horizontaux en A,B, C sont nu2s 

M m Rd@ 
@ = O avec m R (COS @ - COS B) 
4~ T 

m Rd @ 
ce'qui donne par intégration = O  (II) 

ces relations (I), (II) permettent de résoudre le problème 

et de déterminer P et MA définis à la fig. 1.15 ainsi que M 
t B 



- ., -- . . . - 2 1 I 1 2  
- ( 2  [ s i n  i i ( i  - T; c o s ~  + 7 -  gsi.nB - 4. fl ) 

1"i4 2 1, x 2 

L 
+ $ s i n $  (-'- 2 g L  + -i s in2f i  - s i n  2 )  

(1.4.e20) 't 

a v t c  

P t  
M 

- sont  donn8-s à l a  f i g .  (1.16) -3- e s t  donnée en fonction de - et. 
Q .  R Q . H  8 et 4 

C! 
f i g .  ( 1-17) l e  maximwn e s t  obtenu pour @ = B = l e 0  - 2 

So i t  M = K r  Q.11 ( 1 . 4 . 2 1 )  
B 

par exemple pour Q> = (3 = 120° 
M~ = O f o s 6  o.R 

l e s  valeurs d e  K6 son t  donnéess l a  f i g  1.18 

Les co.nt~raintes résul t .antes  seront. examinées à l a  f i n  du 

paragraphe suivant  

Toutefois nous pouvons remarquer qi;e M e s t  égale pour 9 = 120°, 
A 

à 0,02 Q.R,  a l o r s  que M +  vaut  0,056 Q.R (voi r  f i g .  1.16 e t  1 - 1 7 ] ,  autrement 

d i t ,  i l s  sont  du même ordre de grandeur, ce  qu i  se ra  entièrement démenti 

par  l ' expér ience  (Chap-IV) ca r  nous verrons qu'en dehors de l a  zone 

/ e ~ o o ~ '  ,g l e  moment M 4 e s t  pratiquement nul .  



F ure1.16 : R b a q u e  donn  o n t  l e s  v a l e u r s  d e  s 4 --- 
~ o n s k c m t e s  Klo et KI, e n  P. n c t i L n  d e  
L'oirglo f j  

--- 

FI' ~ r a 1 . 1 7  : m o n t ~ ~  Io lc2riakLn d u  m o m u n b  c ; r c O Q / ) e -  4 --- -- 
rcnhel autour d e  In-coque . 

-- I 

1 



sont  l o i n s  d e s  fonds - - - -  

Selon ZICK l e s  mesures p a r  ext.ens0métri.e suggèrent  

que l e  momnt c i r c o n f é r e n t i e l  M e s t  p l u s  f a i b l e  que B 
dans l e  cas  p récéden t  mais on p e u t  conserver  c e t t e  

va leur  comme approximative.  

1.4.5.3 - Apparei l  r e n f o r c é  p a r  l e  f o n d  

Quand l e s  fonds son t  p r è s  d e s  suppor t s  nous avons 

vu que l a  r é p a r t i t i o n  des  c o n t r a ~ n t e s  e s t  modif iée ,  

ce  q u i  c o n t r i b u e  à diminuer l a  c o n t r a i n t e  de  c i s a i l l e -  

ment e t  p a r  conséquent M dont l a  v a l e u r  e s t  infé-  

r i e u r e  à c e l l e  r e l a t i v e  au c a s  d ' u n  c y l i n d r e  non ren- 

f o r c é ,  s o i t  : 

avec 
A 

K~ = K6 pour - > 1  
R 

1.4.5.4 - Cont ra in te  r é s u l t a n t e  de  l a  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  

Pour ê t r e  en accord avec l e s  mesures du (1.4.4) 

ZICK suppose que ce  moment f l é c h i s s a n t  M va ê t r e  en- P 
c a i s s e r  p a r  une s e c t i o n  h o r i z o n t a l e  de  L ' appare i l  

d ' é p a i s s e u r  e  e t  de longueur é g a l e  à l a  p l u s  p e t i t e  

e t  4  R ; c e t t e  s e c t i o n  s e  de  deux longueurs - 
2  

t rouve  au niveau du p o i n t  B ( f i g u r e s  1 .19  - 1.20) 

AInsi  on aura  l e s  c o n t r a i n t e s  de  f l e x i o n  suivant& 

C e t t e  hypothèse r e s t e  t o u t  à f a i t  i n j u s t i f i a b l e  

e t  nous l a  réexaminons en ( 1 . 6 ) ;  notamment l e  mo- 

ment fléchissant proposé M e s t  t r o p  important  B 
(pour B = 120°,  M = 0,056 Q.R ) 

B . ./. . 
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1.4.6 - Contrainte de compression au niveau du support .............................................. 

Par ailleurs, un effet de poinçonnement v b t  ajouter une 

contrainte de compression qui est maximale au point le plus bas 

C l  et supposée égale au quart de cette valeur maximale au point B 

En effet ZICK suppose que l'effort de compression est égal 

à Q en C et à 4 en B, et qu'en plus. la partie qui va encais- 
ser ces efforts va être constituée par des cordes horizontales 

d'épaisseur e et de longueur égale à b + 1.56 J R e b 

représente la largeur du support et e l'épaisseur_cumulée du 

cylindre et du plat renfort éventuel, figure (1.21) 

1.4.7 - Contrainte totale de com~ression ........................ ------- 

Dans tous les cas la contrainte totale de compression 

s'obtient en additionnant la contrainte de compression proprement 

dite et celle dûe à la flexion circonférentielle, soit : 

au point C - Q 
fc - (1.4.25) 

e (b + 1.56 J R ~ )  

12 M 
au point B = - Q - P 

fc 2 (1.4.26) 

4 e (b + 1.56Fe) L~ e 

avec Li = in£ ( 8 RI L ) 

Dans le cas d'un appareil reposant sur plusieurs appuis, 

on prend L égal à deux fois la longueur intéressant l'appui 

considéré. 

Dans tous les cas le dimensionnement s'effectue en véri- 

f.iant que fc f 1.25 Re (1.4.27) 



FIGURE 1 . 2 0  

FIGURE 1.21 

FIGURE 1.22 - FOND ASSIMILE A UN DISQUE 



1.4.8 - Contrainte supplémentaire dans le fond lorsqu'il est près du ............................................................ 
support ------- 

Le fait d'avoir une contrainte de cisaillement sur une 

facette va impliquer que sur la facette perpendiculaire on 

doit trouver la même contrainte de cisaillement. 

Si le fond est près du support le long de la section 

circulaire on doit avoir une force totale de cisaillement 

égale à : 

2 
IT + a + sina cos a 1 

ZICK va supposer qu'un effort directement perpendiculaire 

à celle-ci va agir sur le fond comme un effort de traction en 

introduisant une contrainte longitudinale 

- Effort 1,5 
f8 - Surface 

En supposant que le fond est un disque ~lat,la surface 

intéressant cet effort est 2 R &f (Fig.1.22 ) 

La contrainte de traction ainsi introduite va être égale 

à 
sin2 a 

1 x 1,s (1.4.30) 
2 R ef ( IT- a+ sin a ors a 

K8 O 
Soit f8 - 

R e, 

Selon ZICK la contrainte f8 doit être combinée avec 
P R 

la contrainte dûe à la pression interne du service - 2 ef 

on doit vérifier pour le fond < 1,25 Re 

Si la pression interne est négative on vérifie que 

Dans le- cas de fond bombé ceci constitue une approxima- 

tion. 





1.4 .9  - P l a t  r e n f o r t  au dessus  du suppor t  e t  e f f e t  de poinçonnemeii r ............................................................ 
de l ' a p p u i  ---------- 

Dans l e  c a s  généra l  l a  r é p a r t i t i o n  des  c o n t r a i n t e s  de 

c i s a i l l e m e n t  r e s p e c t e  l a  symétr ie  c i r c u l a i r e  e t  l ' e f f o r t  t r a n -  

chant  enca i s sé  p a r  l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  de l a  s e c t i o n  d r o i t e  

(a ,  IT) i n t é r e s s é  p a r  l e  p l a t  r e n f o r t  au dessus du suppor t  va 

ê t r e  éga l  à 

1 + cos a 
V l  = Q  [ 

TT - a + s i n  a cos (1 I 
S i ,  par  a i l l e u r s ,  on  calcul^ l e  moment g loba l  a u  cpiitrc C 

de t o u t e s  c e s  c o n t r a i n t e s  on c o n s t a t e  q u ' i l  e s t  n u l ,  c e  q u i  

pousse l ' a u t e u r  à suggérer  que l ' a p p u i ' v a  produi re  des  f o r c e s  

r a d i a l e s  s u r  l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  d u  c y l i n d r e  de l a  forme = 

( en un p o i n t  ( R ,  

.rr -6 + c o s  6 s i n  fi 3 
Ains i  l ' e f f o r t  V va  ê t r e  un e f fo r t .  de conlpression du p l a t  ren-  

1 
f o r t  q u i  va ê t r e  p r i s  par  une s e c t i o n  suppos6e é g a l e  2 

en posant  " 1  

L a  c o n t r a i n t e  de compression r é s u l t a n t e  de c e t  e f f o r t  

va ê t r e  k 0 
- 5 

£9 - (1.4.33)  
e  (h + 1,56 16 

avec e  = épa i s seu r  t o t a l e  du c y l i n d r e  e t  du p l a t  r e n f o r t ,  on 
d o i t  v é r i f i e r  f < 0 ,s  Re 

9 \ 
4.10' -Anneau r d i d i s s e u r  au  r i l v e ~ i u  de 1 ' ap1,ui ...................................... 

Comme on a  pu l e  c o n s t a t e r  l a  s o l l i c i t a t i o n  l a  p l u s  

iniportante va ê t r e  l a  f l e x i o n  circonférentielle,notamment lorsnii  

l e s  fonds s o n t  a s sez  é lo ignés  des suppor ts .  

A 
S i  - > -  il f a u t  donc u t i l i s e r  un anneau r a i d i s s e u r  

R 2 
pour r é s i s t e r  3 l a  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  (r.1 ) l a  d i s ta r i r0  e 
l o n g i t u d i n a l e  q u i  s e r a  a f f e c t é e  pa r  l a  présence de c e t  anneau 

- 
e s t  de R = 0,78 J Re de p a r t  e t  d ' a u t r e  de l ' a n n e a u ,  f i g . l . 2 1  



par préférence on utilise des anneaux raidisseurs placés à l'in- 

térieur de l'appareil puisque la sollicitation la plus importante 

est la compression des fibres du cylindre. 

D'après les calculs effectués dans la parti 4f4.5.1) on peut 4 
tirer les sollicitations qui affectent l'anneau raidisseur (fig.l.2d 

en particulier. 

1 2 9 2 1 2 
avec K ~ ~ =  sin (3 --psin 8 26-B + - 4 B ms 2 g  

(1.4.35) 

la figure 10 donne les valeurs de K en fonction de 6 
10 

de même i 

1 1 M~ = K Q.R avec K ~ ~ =  (3 (1- $ cos B +  - Bsin 8- - B2) 
11 2 4 

- -  B sin B 
4 

1 + -BcosB(2f3+sin2B 5 sinB+B ber f3)( 
4 

le maximum du moment fléchissant circonférentiel est : 

D'autre part le moment fléchissant dû aux contraintes de 

cisaillement est égal en ( @ = 6 ) à 

- Q R  - 1 'Yc k (1 - cos B- -8sinB ) =  K ~ ~ .  Q.R (1.4.38) 
IT 2 

le tableau (1) de la f igurei 1 18)donne les valeurs de K 11, K1 2) K l ~  fi3 
et K 

6 

Si on isole l'arc du cylindre défini par P (fig.1-25) 
et si on examine son équilibre , on constate qu'il est sollicité 
de la manière suivante : 

Un moment fléchissant : MB = Kg Q.R 

Un effort mormal P B 
Il en résulte que : 



F i q u r r l - 2 5  : h o m b r e  . l es  forces dans - 
Loannecw raidissaur 



S o i t  : 

s o i t  

A i n s i  l ' a n n e a u  r a i d i s s e u r  v a  ê t r e  s o l l i c i t é  en  compression 

e t  en f l e x i o n ,  l a  c o n t r a i n t e  r é s u l t a n t e  s e r a  donc : 

K K Q.R 
- 1 3 Q  + 6 

5 0  - - 
- 

A 
r I / c  

Avec : 

A = s u r f a c e  de  l a  s e c t i o n  d r o i t e  de  l ' a n n e a u  r a i d i s s e u r  
r 

I/,= module d ' i n e r t i e  d e  c e t t e  s e c t i o n  v o i r  f i g .  ( 1.26) , (1.27) 

Dans l e  c a s  où p l u s i e u r s  anneaux s o n t  u t i l i s é s  ( p a r  exemple 

deux anneaux de  p a r t  e t  d ' a u t r e  du s u p p o r t )  on a  : 

( n  : nombre d e s  anneadx) 
K 

1 3  + K Q.R  
- - 6 

£10 - (1  -4 .41)  
Ar O/c] x n  

I l  f a u t  v é r i f i e r  
Re 

10 
< - 

2  (1.4.42) 

ou P r e p r é s e n t e  l a  p r e s s i o n  du s e r v i c e  

Notons q u ' i l  f a u t  v é r i f i e r  que l ' e f f o r t  t r a n c h a n t  s u r  l a  s e c t i o n  

en 6 s o i t  f a i b l e  ; nous d i s c u t o n s  c e  p o i n t  e n  ( 1 . 6 ) .  



1 
i section A-A 

'Y* 

section A -A, 

-.- , TI!!! 
c - l , - - t ~ ,  

' section B-B 
,y Y C  

fi?) { L t L t i  

..*-* 



1.4.11 - Supports -------- 

Les supports doivent résister au poids propre de 

l'appareil ainsi qu'aux actions de contact. 
\ 

Si on suppose que la répartition de ces actions est 

conforme à la figure 1.24on doit vérifier surtout que l'ef- 

fort de compression horizontale peut être encaissé par le 

support . 

Pour le demi support dessiné en 1.24 cette composante 

horizontale vaut : 

F =  J'i +[-S++COSB 1 R sin (T - $) d$ 

.rr -B + sin B cos B 

1 1 + cos B - - sin B 
2 

T - B + sin B cos B 3 
Soit : F = Q.K 14 

pour +=120° 6 = 120" on a P = 0,204 
14 

4 = 150° 8 = 105' K14 = 0,260  

Z I C K  suppose que cet effortva être encaissé par la 

partie supérieure du support entre le cylindre et en 
3 

dessous. 

Soit pour un support d'épaisseur e 
s 

1-4-12 - Nomoqraphe de Z I C K  pour le calcul des supports ---- -- ----------- .......................... 

Pour faciliter le travail de bureau des études, ZICK 

propose dans la figure 19 un monographe qui permet le choix 

le plus économique pour les suppmts et pour leurs emplace- 

ments basés sur un fluide de (42 ïibs oar cubie 4 ) . Pour f 
d'autresliquidesce graphe peut servir pour établir un avant 

projet. , . ./. . 



Pour des cylindres à faible épaisseur et à large diamètre 

les supports doivent être mis près des fonds à condition que le 

cylindre puisse supporter le moment fléchissant au milieu et que les 

fonds doient assez résistants pour transmettre l'effort tranchant 

aux supports. 

Pour les cylindres à grande épaisseur, on peut mettre les 

supports tel que le moment sur appui soit égal à celui du milieu à 

condition que l'épaisseur soit suffisante pour transmettre l'effort 

tranchant au support, sinon il faut placer des anneaux raidisseurs. 

174713 - Conclusion ---------- 

Cette étude laisse entrevoir beaucoup de lacunes sur le plan 

théorique dans la mesure où l'on voit souvent un effort tranchant 

se transformer en effort normal et des contraintes de cisailgement 

qui vont produire de moments fléchissants trop importants; nous 

reviendrons sur ce point en (1.6) néanmoins ceci marque la volonté 

de ZICK, de transposer théoriquement les résultats de ces mesures 

expérimentales, en se limitant aux notions élémentaires de la résis- 

tance des matériaux. 

ample shown by arrows 

Fig. 1.28 : Diagramme donnant le type et l'emplacement du support d'après ZICK 

- 



1.5 - Exemples de calcul par la méthode de ZICK 

1.5.1 .- Introduction ------------ 

Pour illustrer la méthode proposée par ZICK (1951) ( , 
(voir 1.4) nous nous proposons d'exposer deux exemples de 

calcul de deux appareils cylindriques à axe horizontal repo- 

sant sur deux appuis en berceau. Le premier représente l'ap- 

pareil étudié expérimentalement par ZICK et CARLON (1948) et 

le deuxième un appareil plus petit que nous avons construit 

aux laboratoires de 1'Ecole Nationale des Techniques Indus- 

trielles et des Mines de DOUAI et que nous avons utilisé 

comme modèle de base pour comparer avec les résultats fournis 

par la méthode analytique décrite dans la lere partie 

1.5.2. - Appareil de ZICK et CARLSON ........................... 

L'appareil proposé est schématisé par la figure (1.29) 

nous effectuons le calcul pour les positions suivantes des 

appuis A = 300 mm , 
1 

A2 = 1500 mm, A3 = 2 750 mm 

= 3970 mm avec un appui de largeur égale à 305 mm, et 

un angle de contact égal à 2 k?~ = 120°( voir figure 1.29) pour 

les dimensions 1 

La charge linéaire représentant le poids d'eau continu 

par mètre linéaire va être w = 6 334 daN/m et les réactions 

d'appuis vont être égales à 



Fig. 1.29 : Appareil é tud i é  pa r  Z I C K  e t  CARLSON (1948) 

Fi.g. 1.30 : Appareil é tud i é  par  HAGE (1978) 

A 

' c \ 

Fig. 1.31 : demi-section d r o i t e  au niveau de l ' appu i  



1.5.2.1.- Flexion longitudinale ..................... 
Le torseur des forces agissantes sur une section 

droite de l'appareil à l'appui et au milieu est donné par 

le tableau ci-dessous : 

section au dessus de l'appui Milieu 
MC 

Moment fléchis. 
da Nx m 

Il en résulte que les contraintes maximales d 9 flexion longitudinales et de cisaillement vont être (da~/mm ) ,  

I 

~ositi&n 

Al 

A 2 

x~ 

A4 

Milieu 
fl et f2 

+ - 1,67 

+ - 1,2 

+ - 0167 

+ - 0,22 

f3 

-3 - 5.10 

017 

2,19 

412 

A p p u i s  

4 

5.10-3 

- 0,33 

- 1,04 

- 2 

1,53 

1,64 

114 

1,13 



11 est â remarquer que ces valeurs sont supérieures pour 

la position A de 30 % à celles mesurées expérimentalement par 
3 

ZICK et CARLSON (voir 1.3 ) ;  et la contrainte supplémentaire 

dans le fond pour la position A vaut 1,23 da~/mm 
2 

1' 

1.5.2.2.- Flexion circonférentielle et compression locale dûe au support .............................................................. 

Nous distinguons uniquement deux cas : le cas où l'appui 

se trouve près du fond (position A ) et les autres cas qui se 
1 

réduisent ici a un seul. 

Pour le cas général (A 2' 
A3, A4 ) le moment de flexion 

circonférentielle en a = 120 va être égal à 

et pour le cas Al, M = 1.13 . 10'bxm B 
Il en résulte que la contrainte de flexion circonférentielle 

va être égale ( au point = 120' point B ) 

et la contrainte de compression dûe au support en B vaut : 

f = -  = - 1 ,O4 daN/mm 2 
7,2 4 e b  

Par ailleurs la contrainte de compression au point C 

Par contre, pour la position AZ ces valeurs deviennent ~ W B  

+ 
en B f = - 1,95 daN/mm 2 

7r1 

En conclusion la sollicitation la plus dangereuse est celle 

produite par la flexion circonférentielle et par la compression 

du support au point B , dont la valeur totale est de 8,82 da~/mm 
2 

Par contre l'expérience de ZICK et CARLSON (1948) met en 

défaut la théorie de Z&CK pour la position A car ils ont mesuré 
1' 

une 'Ontrainte de flexion longitudinale égale à 0,9 daN/mrn 
2 

. ./. . 



( à la place de 0,005 da~/mm~) et pour la position A respecti- 
2 

3 
vement 1,5 daPJ/mm2 (à la place de 2.19 daN/mm ) 

1.5.3.- Appareil construit par nous : .......................... 

Les caractéristiques dimensionnelles de l'appareil proposé 

sont résumées dans la figure (1.30)~ nous procédons de la même 

manière que précédemment en prenant cinq positions successives 

des appuis : 

Al = 80 mm, A = 430 mm, A3 = 760 mm, A = 1100 mm et A =1280mm 
2 4 5 

La charge linéaire va être égale à w = 1131 da~/m et la 

réaction d'appui Q = 3 845 daN 

1.5.3.1.- Flexion longitudinale - - - - - - - - - - -  

Le torseur des forces agissantes est résumé dans le 

tableau suivaah : 

Position d'appui 
mm 

Al = 80 

A2 = 430 

A = 760 
3 

A4 = 1 100 

As = 1 280 

Milieu 
Mc daNxm 

5,49 10 3 

4,14 10 3 

2,87 103 

1,57 10 
3 

0,874 10 
3 

Section au dessus de l'appui 
V daN 

3 528 

3 102 

2 759 

2 375 

2 171 

Mq daNxm 

- 17 

- 0,197 10 3 

- 0,49 10 3 

- O, 93 10 3 

- 1,2 10 3 



I l  en résul-ce que l e s  c o n t r a i n t e s  de f l ex ion  long i tud ina l e  e t  
de c i s a i l l emen t  vont  ê t r e  : ( daN/mm2) 

1.5.3.2.- Flexion c i r c o n f é r e n t i e l l e  e t  compression l o c a l e  dûe 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - A - - - - -  

au support  - - - - -  

MIlieu 
f l  e t  f 2  

+ - 0,97  

+ - 0,73  

+ - 0 , 5  

+ - O,28 

+ - 0,155 

Pos i t i on  

A 
1  

A 
2 

A3 

A4 

A 
5 

Pour l e  cas  généra l  où l ' a p p u i  e s t  l o i n  des fonds 
( p o s i t i o n s  A 

2 ' A3,  A e t  A ) l e  moment de fkxion c i rconfé-  
4  5 

r e n t i e l l e  maximal vaut  (en B r  a =/ 20') 

ce  q u i  e s t  du même o rd re  de  grandeur de M e t  de M 
q  C 

I l  en r é s u l t e  que l a  c o n t r a i n t e  de f l ex ion  r é s u l t a n t e  

va ê t r e  éga le  (en B) 

£5 

1 ,O2 

1 1 2  

1 ,08 

O ,  93 

0,85 

f 3  

3  . 10-~ 

O ,  38 

O ,  96 

1 18 

2,38 

à c e t t e  con t r a in t e  il f a u t  r a j o u t e r  l a  c o n t r a i n t e  de  com- 

p re s s ion  dûe au support  en B e t  q u i  vaut  : 

Appui 

f 4  

- 3 
- 3 . 1 0  

- 0118 

- O,46 

- O,86 

- 1,12  

Par a i l l e u r s  en C (&= fl) on a  l a  c o n t r a i n t e  de compression 

q u i  vau t  : 
- Q - - - 3  845 

= - 3  daN/mm 2 f =  
e  (b+1,56 Re) 5  x  254,8 



Par contre, pour la position A ces valeurs sont plus petites 
1 1 

par suite de la rigidification de la section au dessus du support 

par le fond \ 

7 4 M~ = Q.R = - Q . R = 30,45 daNxm 

Les tableaux suivants résument ces valeurs pour les deux 

appareils en supposant que la pression intérieure du fluide est 

égale à P 
/ 

1.5.4 - Conclusion -----  

Ces exemples de calcul, volontairement limité aux contraintes 

produites par la présence des appuis, sur un appareil sans aucune 

renfort, mettent en évidence l'importance considérable de la flexion 

circonférentielle au dessus des appuis puisque cette flexion introduit 

des contraintes qui sont dix fois plus importantes que celles produites 

par les autres sollicitations. 

Cependant ces valeurs semblent exagérées et nous aurons l'occa- 

sion de discuter leur grandeur au cours de ce travail. 

Par ailleurs la poussée hytrostatique sur le fond va produire ' 

une contrainte de traction longitudinale de même ordre de grandeur 

que celle de flexion sur appuis pour les positions A et A2 ; sa valeur 

pour l'appareil de ZICK est de : 

et pour notre appareil a = 0,036 daN/mrn 
2 

Nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe suivant. 



TABLEAU RECAPITULATIF -1- 

APPAREIL ZICK et CARLSON 

Positions 

A 1 

A 
2 

A3 

A 
4 

Milieu - Flexion 
longitudinale 

PR d =O - - 1,67 
2e 

PR d = n  *- + 1,67 
) 2e 

U =  0,fl 

- PR + - 1,2 
2e 

d =  o,n 
- PR + - 0,67 
2 e 

X . "' 1- 

PR - 0,22 - 
7- + 
L. L 

f max. 
= 120° 

PR + 1,95 -1,04 - - 
e 

PR + 7,78 - 1,04 - -  
e 

PR + 7,78 - 1,04 - -  
e 

PR + 7,78 - 1,04 - -  
e 

i 

APPUI 
Flexion longitudinale 

PR 
q = o  f = -  + 5.  IO-^ 

3 2e 

PR -3 
O ( = "  f=-+5.10 

4 2e 

Compression 

d =  120° -1 ,O4 

d =  17 -3,2 

O( = 120° -1 ,O4 

d =  ri -3,2 

idm 

Cisaillement 

d = 114' 

1,53 

-- 

Flexion 
circonférentielle 

+ Pression 

PR + 
h= 120°,- - 1,95 

e 

Ù= 120°,- - 7,78 PR + 
e 

PR + 7,78 .?4= 12OoIe - 

PR + 
$= 120° ,- - 7,78 e 

PR ~ ' ~ 1 0 o 0  f = - + 0,7 
3 2e 

* = '  PR 
f = - -  0,33 4 2e 

PR 
,-10O0 f = - + 2,19 

3 2e 

PR 
- f = - -  1 ,O4 

4 2e 

PR 
3, =10o0 f = - + 4,2 

3 2e 

PR P i = / - J  f = - -  2 
4 2e 

1,64 

1,13 





1.6 - CRITIQUES 

1.6.1. Introduction 

Nous avons pu constater que ZICK a pris comme base 

de son étude théorique, les résultats expérimentaux obtenus 

par jauges de déformation, chaque fois qu'il étudie une 

zone déterminée, il envisage une contrainte uniquelautrement 

dit il n'a jamais envisagé la répartition totale des con- 

traintes en un point déterminé et essayé d'en dégager les 

contraintes principales, mais au contraire il arrive qu'en 

deux points très voisins, il limite en l'un d'eux la con- 

trainte de cisaillement et dans l'autre celle de flexion ou 

de compression. 

Par ailleurs beaucoup de ses propositions concernant 

des parties ineffectives ne sont pas fondées théoriquement 

et ne respectent pas les principes de base de la résistance 

des matériaux classiques. Nous examinons ci-dessous les cri- 

tiques de cet approcheen nouslimitant aux principes simples 

de la statique; les valeurs numériques, données à titre 

d'exemple, sont tirées de l'appareil n02 ( HAGE ) 

1.6.2. Critiques 

Ces critiques sont assez nombreuses;pour cette 

raison nous pensons suivre une démarche parallèle à celle 

de ZICK et critiquer chaque point de son étude. 

1.6.2.1. Torseur des forces agissantes à gauche d'une section .................... ----------- ------------------- 
droite, et contraintes normales de flexion longitudi- .................................................... 

Nous avons déjà signalé que ZICK a commis une 

erreur importante en négligeant l'effort de traction 

dû à la poussée hydrostatique, en supposant que si 

on isole le fond, le fluide contenu dans ce fond va 

exercer une poussée hydrostatique R.w appliquée 
R 

à - 
4 

au desssous du centre de l'appareil, et les 

jonctions entre le fond et la partie cylindrique de 

l'appareil sont équivalentes à une force R.w appliquée 



au centre de gravité de la section droite ce qui ramène l'action 

horizontale du fond à un couple dirigédans le sens des aiguilles 
2 

d'une montre, égalà R w . Nous avons signalé que cet inventai~e 
4 

est faux car la poussée hydrostatique du fluide contenu dans 

le fond ne s'applique pas sur la section du cylindre puisqu'elle 

est transmise sur l'autre fond par l'intermédiaire du fluide 

contenu dans le cylindre; autrement dit l'action horizontale 

totale produite par l'isolation du fond va être égale a une 
l? 

poussée hydrostatique R w appliquée en - 4 et dirigée vers la 
gauche. 

Si on examine les contraintes dans la section droite au 

dessus de l'appui, nous constatons que nous devons rajouter 

dans la formule 

Une contrainte normale de traction égale à ( en supposant 

comme ZICK qu'une partie de la section travaille ) 

W 
Soit qui n'est pas négligeable, pour l'appareil 

2 e 0 1,1309 
considéré f = = 0 ,O8 da~/mm 

2 

lp 2 ~ 1 , 3 9 6 ~ 5  

ce qui est du même ordre de grandeur que f pour la position A 1 2 
et nettement supérieur à fl pour la position A 1 

De aême, si la totalité de la section travaille à la 

flexion longitudinale ( M q ) et à la traction ( R w ) l'im- 

portance de f serait accrue, en effet si KI = KI1= 1. on a 
IP 

Par contre si la section utile est égale à celle proposée 

par ZICK 2 ( R A ) ce rapport devient 
9 



Pour l e  cas de B = 120' on a K = 0 , l  e t  K t 1 =  0,19 ; 
1 

A = 1,396, s o i t  

pz = 0,43 rH ppour K '  
1  

e t  P Z  = 0,23 pH pour K 
1 

ce  qui  donne pour l e  cas  de l ' a p p a r e i l  que nous avons c o n s t r u i t  : 

Cette importance non négligeable,  comme nous pouvons l e  
constater  r i sque  d ' ê t r e  p lus  grande s i  l e  rayon du cylindre e s t  
p lus  grand. 

Une deuxième source d ' e r reu r  provient  du f a i t  que ZICK 

n ' a  pas é c r i t  l e  to r seur  des forces de gauche au cent re  de gra- 

v i t é  de l a  sec t ion  présumée " r é s i s t a n t e '  c 'es t -à-d i re  en 

R s in  A 
A au dessous de centre O de l a  sec t ion  c i r c u l a i r e ;  

A 
1 

216 

5 

11,7 

cec i  a  pour e f f e t  de modifier l a  valeur de Mq selon 

A2 

O ,  23 

0,44 

1,034 

Posi t ion  

1 

OH 

+ 

2 s i n  A 
M  = M  + R  w 
gP q  A 

A 3 

011 

0,18 

0,415 

Section 
rés i s t an te  

2bQe 

2 T r  Re 

A4 

0,05 

0,095 

0 , 2 2  

Pour s a i s i r  l ' importance de c e t e e r r e u r  nous pouvons exami- 

-1 
A 5 

0,04 

0,073 

0,17 

2 s i n  A 
ner  l ' impprtance du terme R w - A 

selon l a  pos i t ion  de l ' appui  
2 

R w  s i n A  
c ' e s t - ~ i r e m k m p a t & =  - - A ;pour  not re  appare i l  

M 
2 q R w  A = 80° e t  IH = 0.705 - s o i t  JH = 1,41 pH 
M 

9 



Autrement dit, les contraintes proposées par ZICK doivent 
M 

être modifiées considérablement dans le rapport CH = P 
M 
q 

Autrement dit les valeurs proposées par ZICK pour la con- 

trainte longitudinale de flexion doivent être modifiées dans des 

proportions allant du 165 % à 24 % ce qui est considérable, et nous 

poussent à douter de la crédibilité de la méthode proposée par 

Z ICK. 

Pour la section du milieu, l'erreur causée par la suppres- 

sion de la poussée hydrostatique est plus petite, 

sa valeur maximale pour la position A est de 23,34 % ,  et sa valeur 
5 

minimale, pour A est de 3,7 % . 
11 

Dans tous les cas nous constatons que des modifications 

très importantes sont apportées si nous mulons appliquer les 

principes de base de la résistance des matériaux classiques. 

1.6.2.2 - Contrainte de cisaillement à l'endroit de l'appui ................................................. 

1.6.2.2.1- Cas d'un cylindre renforcé par un anneau au . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Niveau du su~port - - - - - - - - 

1.6.2.3 - Contrainte de cisaillement à l'endroit du support ................................................. 

1.6.2.3.1- Cas de cisaillement à l'endroit du syport ------------------  - -  

Dans ce cas,ZICK a supposé que la totalité 

de la section droite va encaisser l'effort tran- 

chant; cet effort tranchant vaut : 

L - 2 A - H  
v = S ,  

L + H  



Sa valeur dépend su r tou t  de l a  pos i t ion  dé l ' appui ,  

cependant c e t t e  valeur a  é t é  t i r é e  par  dér iva t ion  du 

moment f l éch i s san t  à l ' a p p u i ,  mais comme en ce po in t  

l ' e f f o r t  t ranchant  sub i t  une d i scon t inu i t é  égale à Q 

nous pensons q u ' i l  a u r a i t  é t é  p lus  logique de prendre 

V = Q. 

La cont ra in te  de c isa i l lement  e s t  a l o r s  l a  

même que c e l l e  proposée par  l a  théor ie  de l a  poutre équi- 

va lente  (voi r  1.2. ) 

v 
t =  s i n  4 

T R e  

1 .6.2.3 .2- Cas b' y a ~ p ~ r g i l  za--a--u- yai-di-si--&-loin *fgng 

Basé sur l e s  mesures q u ' i l  a  e f fec tuées  en 1948 (1.3) 

ZICK va  supposer qu'une p a r t i e  de l a  sec t ion  d r o i t e  va 

encaisser  l ' e f f o r t  du c isa i l lement  V, c e t t e  p a r t i e  d i f f é -  

rente  de c e l l e  t r a v a i l l a n t  à l a  f l ex ion ,  va ê t r e  dé f in ie  
19 

par un angle (TT - a)  t e l l e  que a = - 
20 

(n - - 
2  

Pour l e  cas  d'un support à 120°, a = 114" 

e t  l a  sec t ion  qu i  t r a v a i l l e  va ê t r e  l imi tée  par un angle 

au c e n t r e  éqal à 132' ( f i g .  ! + \ 5  

Comme l 'expérience montre que l a  cont ra in te  maximale 

de c isa i l lement  se  trouve en un point  vois in  de 114O 

ZICK a  essayéde proposer une théor ie  qu i  t i e n t  compte 

à l a  f o i s  de ce r é s u l t a t ,  e t  du f a i t  que l a  t o t a l i t é  de 

l ' e f f o r t  t ranchant  V e s t  absorbé (hypothétiquement) par  

l a  sec t ion  (Re,  132' ) ; il va supposer donc que c e t t e  

cont ra in te  vaut : 

- V s i n  0 
'nr - 4 G [a, TT] 

~ e [ n  - a  + s i n  a cos a] 

dant l e  maximum e s t  a t t e i n t  pour 4 = a , e t  dont l e s  

va leurs  pour 0 6 [O, a ] son t  nu l l e s  ( f  ig. 2 ) 

Dans l e  cas  d 'un appui à 120°, c e c i  donne une con- 
P b  

t r a i n t e  3,5foiswgrande que l a  con t ra in te  trouvée s i  l a  

t o t a l i t é  de l a  sec t ion  t r a v a i l l e .  

Toutefois ,  l ' a p p l i c a t i o n  de l a  théor ie  de r é s i s t ance  

des matériaux à l a  sect ion présum6e (R11320 ) implique 



que la contrainte de cisaillement en a doit être nulle 

(effet de bord) (f ig. A .  4 ) 

En pius nous remarquons que ZICK a pris deux sections \ 

droites différentes définies par (RI A) et ( RI IT a) la 

première travaillant à la flexion longitudinale et la deuxième 

au cisaillement, or la théorie de cercle de MOHR montre clai- 

rement que la contrainte de cisaillement est liée à celle de 

flexion et il est paradoxal que ZICK&trouvé la contrainte 

de cisaillement maximale en un point où les contraintes prin- 

cipales sont plus faibles qu'au point ( R, A ). 

1.6.2.3.3- Cas de supports près des fonds - - - -  - - - -  ------  

Nous avons vu que la présence du fond près du support 

va modifier la répartition des contraintes de cisaillement 

car le fond va jouer le rôle du raidisseur ( 1.4 ) 

En particulier ZICK suppose que le diagramme de l'effort 

tranchant est assez particulier (voir fig. ( * ( b )  car il est 
constamment positif. 

Dans ces conditions la contrainte de cisaillement sur 

le fond va avoir deux-valeurs (fig . 4.14) 
- sur la partie supérieure la contrainte vaut : ........................ 

Q sin 4 
1 

TI = IT Re 
pour @ 6 [O , a ] dirigée vers le bas 

1 .  

- ~LII la partie  inférieur^ : 

Q i a - sin a cos a Ti= sin @ 
IT Re 'TT-a + sin a cos a 1 

De telle manière que la section droite du fond soit 

en équilibre, ce qui est paradoxal , car ceci doit rester 
vrai même pour A = 0,5 R , ce qui revient à négliger le poids 

de la partie constituant le fond et une partie cylindrique 

égale à A x R soit 

[+ H + 0 , 5 R  w 1 



Dans le cas de notre appareil ceci est égal à = 382 daN soit 

près du 12 % de la valeur de l'effort tranchant global. Par ail- 

leurs le fond va être sollicité dans ce cas par un effort de 

traction qui sera reconverti en un effort de cisaillement sur la 

partie supérieure du cylindre ( voir 1.4 1 

Sur le support on a de part et d'autre la contrainte r2 
donc l'équilibre du support n'est plus évident 

enfin sur la sect-ion opposée du cylindre la somme 

de toute les forces élémentaires produites par les contraintes de 

cisaillement dépasee largement la valeur de l'effort tranchant. 

En effet toutes les forces sont dirigées vers le haut et leurs 

valeurs valent (en projection verticale ) 

a - sinacosa 
n - a + sinacosa 

a 3 
sin+lcos$l 11 + 9 [ a - sinacosa 

2 
IT - a + sinacosa 

= - (a - sinocosa) t . $ (a - sinacosa 
n ) 



Ainsi, il apparait qu'une telle supposition ne peut être 

vérifiée puisqu'elle ne respecte pas les principes de la statique 
\ 

De plus le diagramme de moment fléchissant proposé par ZICK, pour 

le cas, nous semble assez douteux (voir fig. 4-14) 

1.6.2.4- Flexion circonférentielle et compression au dessus du support ............................................................. 

NOUS avons pu constater l'influence de la flexion circonféren- 
P ~ S  

tielle au dessus du supportd'autantVqu'elle introduit des contraintes 

beaucoup plus importantes que les autres sollicitations, 

Une critique générale peut être adressée à ZICK, car son approche 

de ce problème n'est pas fondée théoriquement surtout sur les deux 

points suivants : 

1 - Une contrainte de cisaillement peut êlle créer un moment fléchis- 
sant. 

2 - Ce moment fléchissant créé dans une section au dessus de l'appui 
nécessite-t-il une section horizontale dont la longueur est 

égale à -k ou 4 R pour être encaissé ? 
2 

Car dans les deux cas demodifications importantes doivent 

être incluses dans la théorie de ZICK, et pour le premier point, par 

exemple,le maximum de l'effort tranchant étant localisé à l'appui ne 

serait-il pas plus logique de prendre uniquement la section intéres- 

sant 1 'appui et supposée d 'après ZICK de largeur b + 1,56 ? 

Et pour le deuxième point la pression hydrostatique latérale ne 

joue-t-elle pas un rôle important ? et la théorie des arcs reste-t- 
L 

elle applicable si on envisage le quart du cylindre (dimension - 2 
supérieure à la longueur de l'arc ) 

1.6.2.4.1.- Cas d'un appareil avec anneau raidisseur -----------------  

Nous avons vu ( 1.4 ) que dans le cas l'arc considérée 

(voir fig. 1.15) est sollicité de telle manière que le moment 
fléchissant maximal vaut : 

et pour B = 120' 



avec - Q R  MA - 2- f2 ( fi ) = 0,02 Q.R 

Pt = - 
2 Tr 

La contrainte de flexion introduite sur la bande 

[( L ou 4 R) e t  e va être égale pour notre appareil b : 
2 

ce qui est de 10 à 100 fois plus que les contraintes introduites 

par les autres sollicitations. 

Donc d'après l'auteur la contrainte due à la flexion circon 

férentielle est trop importante.et la longueur hypothétique 

L - 
2 ou 4 R des fibres intéressées par cette flexion reste 

mal définie car si on isole un demi cylindre de longueur 
L - ou 4 R et on étudie son équilibre, on doit tenir compte 
2 - 

de la pression hydrostatique à l'intérieur de cette bande et 

dont l'influence est de même ordre de grandeur que celle de M Br 
de plus dans ces conditions nous ne sommes pas surs que la 

théorie des arcs s'applique sur une telle pièce. 

Dans la mesure où cette théorie s'applique,la pièce à @tu- 
L 

dier est définie par la figure ( b = ~  o u 4 R )  

la résolution de ce système est un peu plus compliqué que le 

précédent. Néanmoins une valeur approximative du moment M A 
put slécr& :@ir annexe pour les détails de calculs ) 

et M~ 

On constate que les valeurs de ces moments sont très modi- 

fiées dans une proportion de l'ordre de 100 %. 



En effet : 
w =  p g T R  

2 

ce qui donne 

L 
autrement dit si Q = w 7 

o n a  Q ' z Q  

et Q'. R N Q .  R 

Il convient par conséquent de revoir complètement la notion 

de la flexion circonférentielle car elle est la base de la 

théorie de ZICK, c'est en effet elle qui délimite la zone défor- 

mée au dessus du support et c'est elle qui donne la valeur maxi- 

male de la contrainte. 

Pour le cas ou l'appareil ne comporte pas d'anneau raidis- 

sant ce raisonnement constitue une approximation d'après l'auteur 

et nous avons des résultats légèrement supérieurs pour Mfi. 

1.6.2.4.2.- Compression du support ...................... 
Dans tous les cas la bande intéressée par cette compression 

a une longueur égale à b + 1,56 6 (voir fig . 1.4) cependant 
ce qui apparait paradoxal c'est le fait que l'effort de compres- 

Q sion est égal à Q en bas de l'appareil, et égal à - à l'extré- 
4 

mité du support, variation arbitraire de cet effort. 

Il serait plus logique de considérer la valeur réelle de 

l'effort en chaque point, ce que nous faisons dans notre théorie 

de la membrane (lère partie). 



A p p l i c a t i o n  d e  n o t r e  t h é o r i e  
,- 

d e  l a  membrane.  

2 . 1 .  I n t r o d u c t i o n .  

Nous a v o n s  m i s  e n  l u m i è r e ,  a u  p r e m i e r  c h a p i t r e ,  l e s  nombreuses  

l a c u n e s  q u e  p r é s e n t e  l a  t h é o r i e  d e  Z I C K ,  notamment l e  f a i t  q u e  c e t t e  t h é o r i e  e s t  

i n a p t e  à e x p l i q u e r  c o r r e c t e m e n t  l e  c o ~ ~ o r t e m e n t  d e  l ' a p p a r e i l  a u  n i v e a u  d e s  s u p p o r t s .  

Nous a l l o n s  e x a m i n e r  d a n s  c e  c h a p i t r e  l ' a p p l i c a t i o n  d e  n o s  r é s u l t a t s  

r e l a t i f s  à l a  t h é o r i e  d e  l a  membrane,  a u t r e m e n t  d i t  l o r s q u e  n o u s  s u p p o s o n s  q u e  l ' a p -  

p a r e i l  a  un compor tement  d ' e n s e m b l e ,  c e  q u i  e x c l u t  p o u r  l ' i n s t a n t  l 'É tude  d e s  f l e x i o n s  

l o c a l e s  c i r c o n f é r e n t i e l l e s  e t  l o n g i t u d i n a l e s ,  é t u d e  q u e  n o u s  e f f e c t u o n s  au c h a p i t r e  

s u i v a n t .  

T o u t e f o i s  nous  v e r r o n s  q u e  l ' a p p l i c a t i o n  d e  n o t r e  t h é o r i e  d e  l a  

membrane v a  n o u s  p e r m e t t r e  d e  r e t r o u v e r  l e s  r é s u l t a t s  c l a s s i q u e s  d e  l i  t h é o r i e  d e  

l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e  ; d e  p l u s  é t a n t  d o n n é  q u e  n o u s  p a r t o n s  d e s  é q u a t i o n s  l o c a l e s  

d e  l ' é l a s t i c i t é ,  n o u s  sommes e n  m e s u r e  d e  d é t a i l l e r  d ' u n e  f a ç o n  r a t i o n n e l l e  l ' é v o l u t i o n  

d e s  c o n t r a i n t e s  d a n s  l e s  z o n e s  p a r t i c u l i è r e s  du c o n t a c t  s u p p o r t - v i r o l e ,  é v o l u t i o n  q u e  

l a  t h é o r i e  c l a s s i q u e  e s t  i n a p t e  à d é c r i r e .  Cependan t  c e  t r a v a i l  c o n s t i t u e  u n e  é t u d e  

a p p r o c h é e  du p r o b l è m e  d a n s  l a  m e s u r e  où n o u s  n ' e x a m i n o n s  p a s  p o u r  l ' i n s t a n t  l e  p r o b l è m e  

d e  l a  f l e x i o n  l o c a l e  d e  l a  c o q u e .  

2 . 2 .  R é s o l u t i o n  p a r  n o t r e  t h é o r i e  d e  l a  membrane.  

2.2.1. P r é s e n t a t i o n  du p r o b l è m e .  

En s u p p o s a n t  q u e  l ' a p p a r e i l  a  Ln compor tement  d ' e n s e m b l e ,  a u t r e m e n t  d i t ,  

q u ' i l  s e  c o m p o r t e  l o c a l e m e n t , d l u n e  f a ç o n  " r i g i d e "  notamment a u  n i v e a u  d e s  s u p p o r t s ,  

n o u s  a l l o n s  l e  d é c o m p o s e r  en  c i n q  z o n e s  : F i g u r e  ( 2 . 11  : 

Zone 1 .  S i t u é e  e n t r e  l e  f o n d  à g a u c h e  e t  l e  d é b u t  du s u p p o r t ,  l a  l o n g u e u r  d e  c e t t e  

z o n e  e s t  é g a l e  à A ,  

Zone 2 : Z O N E  du s u p p o r t  d e  l o n g u e u r  b .  



Z ~ n e  3 : E n t r e  l e s  deux s u p p o r t s .  

Zone 4 e t  5 : r e s p e c t i v e m e n t s  s y m k t r i q u e s  aux  z o n e s  2 e t  1. 

Les f o r c e s  e x t é r i e u r e s  a g i s s a n t e s  s e  r é d u i s e n t  à l a  p r e s s i o n  h y d r o s t a -  

t i q u e  d e  l ' e a u  : ( F i g .  2.11 

p  = p g R (1  - c o s  01 
r 

(2.11 
Px = Po = O 

3 
aux p o u s s é e s  r é s u l t a n t e s  s u r  l e s  f o n d s  = g x n R . 
Dans l e s  z o n e s  d e s  s u p p o r t s  ( 2  e t  41 nous  avons  e n  p l u s  l a  p r e s s i o n  e x t é r i e u r e  d e  

c o n t a c t  que  nous  p a r a m é t r i s e r o n s  p l u s  l o i n .  

Les c o n t r a i n t e s  p r i s e s  e n  compte s o n t  r e p r é s e n t é e s  p a r  l a  f i g u r e  ( 2 .21 ,  

e t  s o n t  un i fo rme  s u r  t o u t e  l ' é p a i s s e u r  t ,  s e l o n  l ' h y p o t h è s e  d e  l a  t h é o r i e  de  l a  membrane 

2.2.2. R é s o l u t i o n  du problème d a n s  l e s  z o n e s  (11, ( 3 1  e t  (51 .  

Dans les z o n e s  é l o i g n é e s  d e s  a p p u i s  l e s  é q u a t i o n s  l o c a l e s  d -équ i l i b r e  

s e  r é d u i s e n t  à ( v o i r  p r e m i è r e  p a r t i e  c h a p i t r e  1 1  

Pr = - -  
11 t 

- G I I  - c o s  8 1  

a 9 2  = - -  
a x s i n  0 

R 
(2 .21 

L 

a v e c  G = P Z R  

L ' i n t é g r a t i o n  d e  ces é q u a t i o n s  va d o n n e r  l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  s u i v a n t e  : 
t 

al 1 
= G [ 1  - c o s  01 

r e p r é s e n t e n t  un t a u x  de  r é p a r t i t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s  l o n g i t u d i n a l e s  ; c e s  [ j eux  f o r i c t i on :  

s o n t  d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  c o n d i t i o n s  aux  l i m i t e s  r e l a t i v e s  SI chaque  zone  I t o u t e f o i s  



F i g u r e  (2.1) 

Figure ( 2 . 2 .  ) 
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en l ' a b s e n c e  d e s  f o r c e s  l o c a l e s  l o n g i t u d i n a l e s  ou d e s  c o u p l e s  d e  f l e x i o n s  l o c a l e s  

nous  a v o n s  u n e  c o n t i n u i t é  d e s  v a l e u r s  p o u r  l a  c o n t r a i n t e  l o n g i t u d i n a l e  au r a c c o r d e m e n t  

e n t r e  d e u x  z o n e s  j u x t a p o s é e s ,  p a r  c o n t r e  l a  p r é s e n t e  d e s  s u p p o r t s  v a  m o d i f i e r  l a  r é p a r -  

t i t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s  d e  c i s a i l l e m e n t s  e n t r e  c e s  d e u x  r é g i o n s .  

A i n s i  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  v o n t  ê t r e  

P o u s s é e  - 
a = - - 

22  2 n ~ t  
( 2 . 4 )  

2  

en x 2 A e t  e n  x  - % - A c o n t i n u i t é  p o u r  a 
2  2  

D i s c o n t i n u i t é  d e  a d u e  a u  s u p p o r t .  
1 2  

- Zone 5 : même c o n d i t i o n s  q u e  l a  z o n e  1 .  

La s o l u t i o n  g é n é r a l e  du  p r o b l è m e  d e v i e n t  : 

Zone 1  : a = G ( 1  - c o s 8 1  
1 1  

Zone 3 : 

Zone . 5  : 

L - 1 s i n  8  l 2 . 6 1  
2 

G 
a = - - [ X  - L I  s i n  8  

1 2  R 
( 2 . 7 1  

Les f i g u r e s  ( 2 . 3 1  e t  ( 2 . 4 1  r e p r é s e n t e n t  l ' é v o l u t i o n  d e  a e t  d e  
12 

a e n  f o n c t i o n  d e  x  ( c o s  8  é t a n t  p r i s  n é g a t i f )  nous  c o n s t a t o n s  q u e  ces c o u r b e s  
11 

c o ï n c i d e n t  a v e c  c e l l e s  o b t e n u e s  à p a r t i r  d e  l a  t h é o r i e  d e  l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e .  



2 . 2 . 3 .  R é s o l u t i o n  du p r o b l è m e  d a n s  l e s  z a n e s  d e  l ' a p p u i .  

T o u t e f o i s  p o u r  a v o i r  une s o l u t i o n  c o m p l è t e  du p r o b l è m e  n o u s  d e v o n s  

e x a m i n e r  l a  zone  d e s  a p p u i s ,  q u i  s o n t  s o u m i s  à d e s  p r e s s i o n s  d e  c o n t a c t  c e n t  f o i s  p l u s  

g r a n d e s  q u e  l a  p r e s s i o n  h y d r o s t a t i q u e .  

La g r a n d e  d i f f i c u l t é  d a n s  u n e  t e l l e  é t u d e  p r o v i e n t  s u r t o u t  d e  l a  

s c h é m a t i s a t i o n  d e  l a  p r e s s i o n  d e  c o n t a c t ,  e t  n o u s  a u r o n s  l ' o c c a s i o n  d e  r é s o u d r e  c e  

p r o b l è m e  a u  c h a p i t r e  s u i v a n t .  P o u r  l ' i n s t a n t ,  nous  a l l o n s  s u p p o s e r  q u e  c e t t e  p r e s s i o n  

e s t  r a d i a l e ,  q u ' e l l e  s ' a p p l i q u e  p r o p o r t i o n n e l l e m e n t  à c o s  8  , d a n s  l a  d i r e c t i o n  c i r c o n -  

f é r e n t i e l l e  e t  q u ' e l l e  e s t  u n i f o r m e  d a n s  l e  s e n s  l o n g i t u d i n a l .  F i g u r e  [ 2 . 5 1  

S o i t  p o u r  0  E &,d où 2 6 r e p r é s e n t e  c e t t e  f o i s  l ' a n g l e  du c o n t a c t  

s u p p o r t  v i r o l e  

Q [ I ç o s e -  C O S  - - - - -  - P [ C O S  8  - c o s  p l  ( 2 . 8 1  
- ~ b m - T - + s i n  f3 BOS B] 

A l a  s o l u t i o n  précédemment  d é c r i t e ,  n o u s  s u p e r p o s o n s  l a  s o l u t i o n  l o c a l e  

à l a  z o n e  d e  l ' a p p u i  : 

En e f f e c t u a n t  un changement  d e  v a r i a b l e  l o c a l e  

x = A + <  

l e s  é q u a t i o n s  d ' é q u i l i b r e  s e  r é d u i s e n t  à : 

5 a = - P -  ( s i n  81 
1 2  t + g1 (O1 

L e s  f o n c t i o n s  g ( 8 1 ,  g 2 [ 0 )  s o n t  d é t e r m i n é e s  en  e x a m i n a n t  l e s  c o n d i -  
1 

t i o n s  a u x  l i m i t e s  e n  5 = O e t  5 = b  ; comme n o u s  e x a m i n o n s  l e  p r o b l è m e  l o c a l  n o u s  

p o u v o n s  p r e n d r e  en 5 = O e t  5 = b  

G A~ 
a = O ( s i n o n  i l  f a u t  p r e n d r e  a = - - G 

2 2  2 2  
C O S  0  + - 1 

2  R~ 
2  

p o u r  l e  p rob lème  g l o b a l l .  Ce q u i  donne  : 



Figure 2.5 - Répartition de la pression du contact 



figure 2.6.a 

figure 2.7. 

figure 2.8. - solution locale dans la zone du support 



S o i t  
Pb  

g 1 [ 8 1  = + - 5 s i n  8  
t 

( 2 . 1 1 1  

La s o l u t i o n  c o m p l è t e  du p r o b l è m e  l o c a l  v a l a b l e  p o u r  lei E [ r 0 4  
e t  5 E [O, b l  e s t  d o n c  : 

= - -  
1 1  

PR 
L o s  8  - c o s  87 

t 
P b  

cr I2  = - 5 1  s i n  8  

A t i t r e  d ' e x e m p l e  n o u s  a v o n s  r e p r é s e n t é  c e s  é v o l u t i o n s  l o c a l e s  a u x  

f i g u r e s  ( 2 . 6 1 ,  ( 2 . 7 1  e t  [ 2 . 8 1 . C e l l a S - c i  m o n t r e n t  l ' i m p o r t a n c e  d e s  e f f e t s  l o c a u x ,  q u e  

l e s  t h é o r i e s  c l a s s i q u e s  s o n t  i n a p t e s  à d é c r i r e s  c o r r e c t e m e n t  ; l a  s o l u t i o n  c o m p l è t e  

s ' o b t i e n t  e n  s u p e r p o s a n t  c e s  r é s u l t a t s  a u x  r é s u l t a t s  g l o b a u x  p r é c é d e m m e n t  o b t e n u s  ( 2 . 5 ) .  

C e p e n d a n t  n o u s  p o u v o n s  r e m a r q u e r  q u e  p o u r  a n a l y s e r  c o r r e c t e m e n t  ce phénomène i l  f a u t  

m o d i f i e r  l a  r e p r é s e n t a t i o n  d e  l a  p r e s s i o n  e x t é r i e u r e  d a n s  l a  d i r e c t i o n  l o n g i t u d i n a l e .  

P o u r  c o m p a r a i s o n  a u  t r a v a i l  d e  Z I C K  n o u s  p o u v o n s  d é j à  s o u l i g n e r  q u e  

l ' a c t i o n  d e  l a  p r e s s i o n  l o c a l e  d e s  s u p p o r t s  s u r  l ' a p p a r e i l  e s t  d é c r i t e  c o r r e c t e m e n t .  

En o u t r e  n o u s  v e r r o n s  a u  c h a p i t r e  s u i v a n t  q u e  l ' a c t i o n  d e  s u p p o r t s  e s t  p u r e m e n t  l o c a l e  

c e  q u i  j u s t i f i e  l ' i n t e r p r e t a t i o n  d o n n é e  du phénomène p a r  n o t r e  t r a v a i l .  

2.2.4. C a l c u l  d e s  d é p l a c e m e n t s  : 

L e s  d é p l a c e m e n t s  s o n t  d o n n é s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 1 . 4 . 7 1  ( p r e m i è r e  p a r t i e l  

E t a n t  d o n n é  q u e  n o u s  a l l o n s  u l t é r i e u r e m e n t  a n a l y s e r  e n  d é t a i l  ce p r o -  

b lème  n o u s  n o u s  c o n t e n t o n s  d e  d o n n e r  l ' e x p r e s s i o n  g é n é r a l e  d e  c e s  d é p l a c e m e n t s  l o i n  

d e  l a  z o n e  d e  l ' a p p u i ,  s o i t  l a  s o l u t i o n  s u i v a n t e  p o u r  l a  p r e m i è r e  z o n e  : 



Cette solution montre notamment que l'appareil se comporte comme une 

partie en flexion simple (expression de W 1 .  

Par ailleurs cette solution confirme ce que nous avons avancé dans 

la première partie ( Chapitre III 1 sur la nécessité d'utiliser des polynômes en x de 

degré supérieur à aeux pour u, v et w afin de décrire correctement la théorie de 

la poutre équivalent.. 

2.3. Conclusion : 

L'application de notre théorie de la membrane fait ressortir les 

avantages suivants, sur la théorie de la poutre équivalente. 

1 )  L'analyse fine des zones et l'appui est accessible au calcul ; 

notamment nous avons pu déterminer d'une façon rationelle, l'évolution des contraintes 

longitudinale, corconférentielle et de cisaillement dans cette zone, alors que la 

théorie de ZICK est incapable d'accéder à cet analyse, ceci est essentiellement dû 

en fait que nous partons des équations locales d'équilibre. 

2) Nous avons pu déterminer les déformations moyennes de l'appareil 

ce qui nous permet de réaliser une étude complète du comportement global de cet appareil. 

Toutefois la résol.ution exacte de ce problème nécessite l'examen de 

la flexion locale de la coque et nous sommes obligés de réaliser une résolution analy- 

tique du problème pour approcher la réalité du phénomène. 



RESOLUTION PAR DOUBLE 

SERIE TRIGONOMETRIQUE 

3.1 - INTRODUCTION 

La méthode de c a l c u l  des a p p a r e i l s  à pres s ion  proposée p a r  Z I C K  (1951) 

e t  précédemment d é c r i t e ,  repose comme nous venons de l e  c o n s t a t e r ,  s u r  des  

hypothèses inadmiss ib les  physiquement, e t  comporte de nombreuses lacunes en 

con t r ad ic t ion  avec l e s  p r inc ipes  fondamentaux de l a  s t a t i q u e .  

Dans l e  bu t  dé laborer  une méthode généra le  des c a l c u l s  des  a p p a r e i l s  

cy l indr iques  reposant  s u r  des  appuis en berceau nous a l l o n s  é t u d i e r  dans ce  

chap i t r e  l a  r é s o l u t i o n  du problème p a r  l a  méthode que nous avons mise au  p o i n t  

dans l e  chap i t r e  III (première p a r t i e )  ; e t  q u i  cons i s t e  à décomposer l e s  

déplacements e t  l a  press ion  de con tac t  suppor t -v i ro le  en doubles  s é r i e s  t r i g o -  

nométriques, q u i  r e spec t en t  d 'une p a r t  l a  symétrie de chargement e t  de l ' appa-  

r e i l ,  e t  v é r i f i e n t  d ' a u t r e  p a r t  l e s  condi t ions  aux l i m i t e s  (3.16, 3 .17,chap.III  

première p a r t i e )  

Dans l a  p ra t ique  c e  de rn i e r  p o i n t  e s t  d i f f i c i l e  à r é a l i s e r  dans l a  

mesure où l e s  ex t r émi t é s  de l a  v i r o l e  s o n t  soudées à des fonds q u i  l e s  r é g i d i -  

f i e n t ,  sans pour a u t a n t  symbolier des  encastrements p a r f a i t s  ; t o u t e f o i s  

é t a n t  donné que nous nous in t é re s sons  aux e f f o r t s  développés p a r  l ' a c t i o n  des  

supports ,  c e s  condi t ions  aux l i m i t e s  s o n t  un e f f e t  secondaire  s u r t o u t  s u r  l a  

r é p a r t i t i o n  des c o n t r a i n t e s  de c i s a i l l emen t  ; nous aurons d ' a i l l e u r s  l ' occas ion  

de p r é c i s e r  ce  p o i n t  au cours  de ce c h a p i t r e .  

En o u t r e ,  nous avons pu c o n s t a t e r  dans l e  chap i t r e  III de  l a  première 

p a r t i e ,  que l a  p r i s e  en compte des condi t ions  aux l i m i t e s  r é e l l e s  r e v i e n t  à 

t rouver  l a  s o l u t i o n  généra le  du problème sans  second membre ; o r ,  l e s  c a l c u l s  

que nous avons e f f e c t u é s  s u r  des  ca s  p r a t i q u e s  o n t  montré que c e t t e  s o l u t i o n  

s ' a t t é n u e  rapidement dès  qu'on s ' é l o i g n e  des  ex t rémi tés  du c y l i n d r e ,  p a r  con- 

séquent il e s t  normal que nous négligeons l a  con t r ibu t ion  de c e t t e  s o l u t i o n  

dans l a  r é s o l u t i o n  p ra t ique  de no t r e  problème. 



La deuxième source de difficultés que nous avons dû résoudre, 

consiste à trouver une schématisation correcte de la pression des supports 

dur la virole, aussi bien dans le sens longitudinal que dans le sens circon- 

férentiel ; cependant nous verrons dans ce chapitre que cette schématisation 

a un effet purement local dans la section du support, pour cette raison nous 

allons examiner ici le comportement global de l'appareil sous l'effet d'une 

pression constante et ensuite examiner d'autres schématisations acceptables 

de cette pression ; la confrontation des résultats de calcul avec l'expérience 

fournira la schématisation exacte. 

3 -2 .  - FORMULATION DU PROBLEME 
En utilisant les notations de la première partie (chapitre III), 

les double séries trigonométriques qui approchent les déplacements d'un point M 

de la surface moyenne de la coque peuvent se mettre sous la forme : 

nr x 
u ( ~ , x )  = 2 2 Amn COS nI e sin - n m L 

n7Tx 
v(8,x) = 2 Brnn sin m 63 sin y 

n m 

n71x 
w(e,x) = Cmn cos m e cos - n m L 

Les limites supérieures pour m et n sont fixées par les relations 

(3.35) (première partie) ; les coefficients Amn, Bmn et Cmn sont déterminées 

à partir de nos équations générales (3.7) après leurs simplifications par 

omission des termes négligeables que nous avons déterminés dans le chapitre III 

(première partie! 



En supposant la pression uniformément répartie sur la surface de con- 

tact appui-virole, le taux de répartition de cette pression vaut : 

où Q représente la moitié du poids du liquide continu dans l'appa- 

reil. 

b = la largeur de l'appui 

= angle du contact support-virole, figure ( 2.5. ) 

Cependant, étant donné que ces valeurs correspondent à un charge- 

ment faible, il faut considérer les résulats numériques de ce chapitre comme 

indicatifs. 

En supposant que les deux appuis sont symétriques, la pression du 

contact appui-virole se met sous la forme : 

n t x  Z Z  Dmn cos m 8 sin - Pr ( 8 ,  x) = L 

le nombre des termes utilisés est déterminé par : 

L'amplitude de l'harmonique (m, n) est définie par : 

2 
pr (8, X) COS m 8 sin - r,Tx L 

dx de 
TL 

3.3. - DEFORMATIONS PRODUITES PAR CE TYPE DE CHARGEMENT 

Les résultats du calcul donnent les mêmes types de déformation 

pour notre appareil et pour celui de ZICK-CARLSON (1948) ; cependant un 

léger écart apparait dans les résultats selon qu'on utilise la version 1 

ou la version II de nos équations ; par conséquent, nous limitons, à titre 



d'exemple l'étude des déformations de la section de l'appui et de 

la section médiane à ~artir de la version générale II. (3.7.) de nos équations. 

3.3.1. - Déformation de la section de l'appui : 
Les supports ne sont pas soudés, leur action va déformer complète- 

ment la section circulaire de la virole, en particulier la figure (3.1.) 

montre cette déformation dans le cas où l'appui se trouve à A = 20 % de L, 

et nous pouvons constater que le diamètre horizontal de l'appareil va aug- 

menter alors que nous assistons à un afFaissement de la partie supérieure 

de la virole. Ce type de déformation a été également constaté pour l'appareil 

de ZICK-CARLSON ; Dar contre quand l'appui se trouve près du fond (A%0.18m), 

fig~re(3.2.)~ i~ous assistons au même phénomène mais l'amplitude des déforma- 

tions est très atténuée par la présence des fonds. 

3.3.2 - Sections éloignées de l'appui : 

Les deux appareils se comportent d'une façon identique, et nous 

assistons à une ovalisation de la section médiane avec une augmentation 

du diamètre horizontal et une diminution du diamètre vertical, les défor- 

mations trouvées sont plus importantes que celles de la section de l'appui. 

figure (3.3.), par ailleurs ces déformations sont petites si les appuis 

se trouvent près des fonds figure (3.2.). 

Ces résulats invraisemblables ont été confirmés expérimentalement 

sur notre appareil toutefois l'amplitude de la déformation réelle de la 

section médiane est plus importante que celle obtenue par le calcul avec 

une pression uniforme ; nous verrons par la suite qu'une bonne agproximation 

s'obtient en utilisant une répartition parabolique en C- de la pression de 

contact appui-virole. 

Cependant, quelle que soit la position de l'appui, nous avons 

constaté que l'épaisseur joue un rôle fondamental dans le comportement de 

l'appareil, pour celà nous avons effectué la comparaison entre les déforma- 

tions de notre appareil et celles de l'appareil de ZICK-CARLSON, suivant 

le tableau suivant : 

Soit : (pour la position de l'appui à 20 % de L) 

ZICK-CARLSON 

Tableau : valeurs calculées pour les deux appareils étudiés sur la généra- 
trice supérieure (@=m (pour A = 20 % de L) 



Figure (3.1) Déformation de l a  section de 1 'appui 



Figure ( 3 . 2 )  cas d 'un  appui près du fond A =. 0.18 





3.4. - TENSEUR DES CONTRAINTES 

3 -4.1. - Introduction 
La détermination des composants u, v, w du déplacement d'un point 

M de la surface moyenne de la coque à partir de (3.1.) nous permet d'accé- 
O 

der au tenseur des contraintes en tout point de la coque à partir des formu- 

les (1.6.4.) que nous avons établies dans le premier chapitre de la première 

partie. 

Dans un premier temps, nous analysons la répartition des contraintes 

dans la section de l'appui selon que les supports se trouvent près des fonds 

ou assez éloignés d'eux ; dans un deuxième temps, nous effectuons une analyse 

analogue pour les autres sections, afin de dégager les caractéristiques géné- 

rales du tenseul des contraintes. Ces calculs sont effectués sur l'appareil 

construit par nous et sur celui utilisé par ZICK-CARLSON (1948). 

3.4.2. - Répartition -- des contraintes dans la section de l'appui 
Nous distinguons dans ce paragraphe deux cas : appui situé près 

du fond et appui assez éloigné du fond. 

3.4.2.1. - Appui situé près du fond : A/R 2 0.18, figure (3.4.) ........................ 
1 - Contrainte circonférentielle Fl : 

La présence du fond près de la section de l'appui va amortir 

l'amplitude de la flexion circonférentielle ; toutefois, nous distinguons 

cinq variations de signe pour le moment de flexion circonférentielle, la 

zone entre O et 32" étant très peu sollicitée en flexion locale, le maxi- 

mum de la contrainte circonférentielle se trouve en compression à 54" à 

partir du milieu de l'appui, à l'intérieur de la zone de contact appui- 

virole (en contre peau) (z = - h). Par ailleurs, la compression proprement 
dite (contrainte de la membrane) est pratiquement constante jusqu'à 45" 

et s'amortit ensuite en s'annulant à l'extrémité de l'appui ; à l'extérieur 

de l'appui, la contrainte est maximale (en traction) au voisinage de 72" 

et s'amortit rapidement à partir de 90" pour s'annuler à partir de 108O. 

2 - Contrainte de flexion longitudinale r22 : 
La flexion longitudinale est fortement influencée par la présence 

de l'appui qui agit comme une charge répartie ; pour cette raison, la zone 

comprise entre O et 108" n'agit pas selon la théorie de la poutre équiva- 

lente, en plus, la partie supérieure se trouve comprimée avec une contrainte 

plus grande que celle proposée par cette théorie, là aussi, nous distinguons 

trois zones de changement de signe pour le moment de flexion locale dont 

la plus importante se trouve confondue avec la zone de contact appui-virole, 
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le maximum de la contrainte est en compression à 54O en contre peau et en 

traction au voisinage de 72'. 

3 - Contrainte de cisaillement r 2  : 

La contrainte de cisaillement va subir trois changements de signe 

dont deux à l'intérieur de la zone d'appui ; pour la partie supérieure (à  

partir de 72O) nous obtenons une variation en (Sin 2@), les maxima se 

trouvent au voisinage de 50° et de 90° mais sont de signes inverses. 

3.4.2.2. - Appui assez éloigné du forid A = 0.2 L ..................................... 
1 - Contrainte circonf érentielle V I ,  figure (3.5. a) 

Bien que les fonds soient assez éloignés de l'appui, nous consta- 

tons cependant que la contrainte de compression de la membrane est pratique- 

ment la même qu'auparavant ; par contre le moment de la flexion circonféren- 

tielle subit quatre changements de signe, avec une amplitude très faible 

entre O et 18O et deux amplitudes importantes entre 18 et GO0 d'une part, 

et entre 60 et 108' d'autre part; la dernière zone entre 108 et 180' étant 

très peu sollicitée. Le maximum de la contrainte en compression est en contre 

peau à 54' ; en traction elle est également en contrepeau au voisinage de 

72". 

2 - Contrainte de flexion longitudinale v22 figure (3.5b) 
L'action de l'appui reste localisée, par contre le fait d'être 

assez loin du fond libère les fibres de la virole ; nous constatons que 

l'appareil est complètement comprimé entre (O et 150') et entre (126 et 180°) ; 

il est tendu entre 50 et 126O ; la contrainte maximale se trouve cette fois 

en traction au voisinage de 72O. Ces résultats sont très intéressants car ils 

sont confirmés par l'expérience de ZICK et CARLSON (Chap. I),toutefois nous 

constatons encore que la flexion localisée reste la plus importante notamment 

entre 36 et 90' et qu'elle change de signe trois fois, à partir de 90' ; 

l'appareil se comporte comme une poutre en compression - alors que la théorie 

de la poutre équivalente la suppose tendue. 

3 - Contrainte de cisaillement (gri2 ; figure (3.5 .C) : 
La contrainte de cisaillement présente une allure en (Sin 2 1 ,  ce 

qui est essentiellement dû au choix des déplacements et aux conditions aux 

limites (en x = O et x = L) que ce choix implique. 

3.4.3. - Répartition des contraintes dans la section médiane de 

l'appareil - 
3.4.3.1. - Appui près des fonds figure (3.6.) ........................... 













Dans ce cas la présence d'apnui ne semble pas influencer la répar- 

tition des contraintes, notamment la contrainte de flexion circonférentielle 

présente l'allure d'une flexion pure avec trois changements de signe comme 

'nous l'avons démontré lors de la critique de la méthode de ZICK (paragraphe 

1.6.2.4.) et avec une amplitude faible. Par contre, la contrainte de flexion 

longitudinale est approximativement égale à celle proposée par la théorie de 

la poutre équivalente. 

3.4.3.2. - Appuis loin des fonds,figure (3.7.) ................................... 
Nous constatons que la contrainte de flexion circonf érentielle k11. 

est celle d'une flexion pure, avec trois changements de signe ; son amplitu- 

de est loin d'être négligeable, contrairement aux résultats de ZICK (courbe 

z -  z -z), ceci semble confirmer les critiques que nous avons formulées 

au paragraphe (1 .6.2.4 .) 
En outre, la flexion longitudinale est très différente de celle 

proposée par la théorie de la poutre équivalente, elle apparaît latéralement 

et verticalement, en particulier les parties situées entre (O et 40°), et 

entre (120 et 180') sont comprimées et la partie médiane (40°, 120°) se 

trouve complètement tendue ; la contrainte trouvée est pratiquement exempte 

de la flexion locale, cette répartition semble être due à l'ovalisation 

latérale de cette section, dont l'amplitude est beaucoup plus grande pour 

cette position de l'appui que pour la position précédente. 

Il apparaît donc que la position des appuis joue un rôle fondamen- 

tal dans la répartition des contraintes même dans les sections assez éloignées 

de l'appui ; pour cette raison, nous proposons d'étudier la répartion des 

contraintes dans les autres sections de l'appareil, pour ces deux positions 

des appuis. 

3.4.4. - Répartitions des contraintes dans les autres sections 
de l'appareil 

Dans le but d'étudier 1Ynfluence de la position de l'appui sur la 

répartition des contraintes dans les différentes sections de l'appareil, 

nous avons distingué trois zones : 

a) zone 1 comprise entre l'appui et le fond 

b) zone II située au voisinage de l'appui 

c) zone 11 située entre l'appui et le milieu de l'appareil. 

et considéré deux positions de l'appui : 

a) appuis éloignés des fonds (A = 0.2 L) 

b) appuis près du fond (A = 0.18 ml 



3.4.4.1 - Appuis loin des fonds - figures (3.9, 3.9, 3.10, 3.11 -----------------------------------------------------L 

3.12, 3.13) ----------- 
a) zone 1 O $ x < 1 , 18 
a - 1) ontrainte de flexion circonférentielle c l ,  figure (3.8) -- -- - - - - -- - - - - - . -. 

Cette contrainte se présente sous la forme d'une contrainte de 

flexion pure dont la répartition près du fond présente plusieurs changements 

de signe ce qui traduit le rôle de raidisseur joué par le fond, le nombre 

de ces changements diminue au fur et à mesure que l'on s'éloigne du fond, 

l'amplitude de cette flexion augmente dans le même sens pour atteindre son 

maximum près des appuis entre (20' et 90') ; dans tous les cas, son ampli- 

tude au delà de 108' est faible. 

Par contre, la contrainte de la membrane reste constamment nulle 

jusqu'au voisinage de l'appui où elle représente une compression dont la 

valeur est proche de la valeur donnée par notre théorie de la membrane 

(chapitre II). 

a - 2) Contrainte de flexion longitudinale E 2 .  

L'examem de la figure (3.9.) montre que cette contrainte est 

directement influencée par la charge de l'appui ; en particulier les fiblres 

entre O et 54O et au delà de 126' sont comprimées et celles de la partie 

médiane sont tendues, par ailleurs, près du fond, la flexion locale autour 

de la fibre moyenne ( z  = 0) présente plusieurs changements de signe ce qui 

montre l'influence du fond dans la régidifaction de ces fibres, le nombre 

de ces changements de signe va diminuer quand on s'éloigne du fond, par 

contre l'amplitude de la flexion locale va augmenter, du fait de la présence 

de la charge de contact appui-virole. 

a - 3) Contrainte de cisaillement E2, figure (3.10) --- . - . . 

La contrainte de cisaillement présente toujours une variation 

en (Sin 2 ) ce qui suppose que chaque section ne subit aucun effort tran- 

chant global ; autrement dit, la partie supérieure pousse sur la partie 

inférieure et vice versa. Ceci se traduit par une traction du fond ; l'am- 

plitude de cette contrainte augmente avec x. 

b) zone II, voisinage de 1 'appui 1 .O8 ,( x \( 1.48 ---- - 
b - 1) Contrainte de flexion circonférentielle -- . - - - -- - - .. 

figures 

(3.81, (3.11) -- C1-----, 

Tout se passe comme si une compression agissait sur la fibre 

moyenne pour l'amener de zéro jusqu'à sa valeur maximale en x = 1.28, en 

effet la flexion circonférentielle pure conserve pratiquement la même am- 

plitude en fonction de x et nous avons toujours le maximum de son intensi- 

té entre 20 et 90' ; toutefois, cette amplitude est augmentée dans la sec- 

tion de l'appui. 

. . ./. . . 



Figure(3.8) flexion circonférentielle 



b - 2) Contrainte de flexion longitudinale 6 2  figures (3.9) , - - - -- - - -- - - - - ---- - -- - -- - 

(3.12) 
p- 

La contrainte moyenne reste pratiquement la même entre x = 1.08 

et x = 1.48, ce qui su?pose que la flexion longitudinale globale s'effec- 

tue indépendamment de la dimension longitudinale de l'appui, par contre 

la flexion locale augmente et atteint son maximum pour la section située 

au milieu de l'appui notamment au voisinage de l'extrémité de l'appui en- 

tre 40 et 80'. 

b - 3) Contrainte - -- . de -- - - - cisaillement - . - K 2  figure . - - . (3.10) . 

De x = O jusqu'en x = 1.28, la contrainte de cisaillement se 

présente sous la forme de (Sin 28) avec un maximum d'amplitude à l'appui 

mais à partir de x = 1.28, il y a uri changement d'allure qui corresporid 

d'une façon approchée à Sin surtout entre (40 et 100°), le maximum se 

produisant pour e= 60". 
C) zone 111 1.48 4 x 53.2 - -...- --. 
c - 1) Flexion circonférentielle Tl figure (3.12) 
-- .- 

Comme nous l'avons constaté prScédemment, cette contrainte présen- 

te un caractère de flexion pure ; la fibre moyenne est légèrement tendue 

au voisinage de l'appui, elle n'est plus sollicitée à partir de x = 1.88 

et l'aug-mentation,constatée sur l'appui, de l'amplitude de cette flexion 

entre 20 et 90° s'amortit progressivement avec x croissant ; le nombre de 

changements de signe tombe de quatre au bord de l'appui à trois à partir 

- 2) Flexion longitudinale E 2  figure (3.13) c - - -  -- - - - -. - -. . 

Nous constatons que la courbe de flexion longitudinale en x = 1.48 

de l'appui est tout à fait indentique à celle obtenue en x = 1.08 ; par 

contre dès qu'on s'éloigne de l'appui la courbe moyenne devient pratique- 

ment symétrique en par rapport à 9  = g; la flexion localisée s 'amortit 
"4 

progressivement pour devenir négligeable au milieu, le nombre de changements 

de signe diminue aussi de quatre jusqu'à trois à partir de x = 2.28. 

c - 3) Contrainte de cisaillement Fi2 figure (3.10) -- - - --  

Cette contrainte semble varier selon S i n ~  et s'amortit progres- 

sivement avec x pour s'annuler au milieu, son maximum se situe toujours 
'' quand on s'éloigne de 1 ' appui. vers O =  60' et se déplace vers @= - 
i 

D'une façon générale, nous constatons le phénomène suivant : 

les fonds retiennent les fibres longitudinales ; par l'action de la pression 

hydrostatique et par l'action locale des appuis on assiste à la création 
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Figure (3.9) flexion longitudinale 



Figure (3.10) contrainte de cisaillement 



Figure (3.11 1 flexion circonf érentielle 
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Figure ( 3 . 1 2 )  f l ex ion  circonf é r e n t i e l l e  



Figure (3.13) flexion longitudinale 



d'une flexion circonférentielle pure qui change de signe d'une façon 

croissante quand on s'approche des fonds, les appuis intervenant locale- 

ment pour dévier en compression la fibre poyenne et pour amplifier loca- 

lement cette flexion entre 20 et 90°. 

La contrainte de flexion longitudinale est le résultat d'une 

flexion verticale et transversale avec une action localisée des appuis. 

3.4.4.2 - Appuis près des fonds A = 0.2 m figures (3.14), (3.15), - 
(3.16) 

a-b) Zones 1 et II 

Etant donné la proximité de l'appui du fond, ce dernier joue alors 

le rôle d'un raidisseur et, par conséquent, il 1imite''la propagationVde la 

flexion localisée. Pour la partie située à gauche de l'appui et pour la 

zone située sur l'appui, la contrainte de cisaillement qui est proportion- 

nelle à Sin 2Bprès du fond, devient proportionnelle à ~infldans la zone 

de l'appui ; la flexion circonférentielie suit exactement les résultats que 

nous avons trouvés pour le cas précédent (A = 0.2 L), mais l'amplitude du 

moment fléchissant correspondant est plus faible qu'auparavant. 

C) Zone III 0.2Cx63.2 

A l'inverse du cas précédent (A = 0.2 L) nous constatons un 

amortissement plus rapide des effets locaux de l'appui. 

c-1) Flexion circonférentielle 1 figure (3.14) 

L'amplification locale de la contrainte entre 36 et 90° s'amor- 

tit rapidement dès qu'on s'éloigne de l'appui, la flexion elle-même devient 

négligeable à partir de x = 1.8 m ; et nous obtenons à partir de cette 

distance jusqu'au milieu de l'appareil la même flexion circonférentielle. 

c-2) Flexion longitudinale 822 figure (3.15) 

Le redressement de la courbe représentant la flexion globale 

se manifeste plus rapidement qu'auparavant à partir de x = 1.2 m ; cette 

flexion s'identifie à celle d'une poutre continue à partir de cette dis- 

tance x = 1.2 m. 

c-3) Contrainte de cisaillement 2 figure (3.16) 

Au delà de x = 0.4 nous constatons que la courbe représentant 

Tl2 tend vers la proportionnalité à sine ; ceci est réalisé à partir de 

x = 1.2. Par conséquent, nous pouvons conclure que l'action de l'appui 

est différente selon que celui-ci se trouve près du fond ou en est assez 

éloigné. 



Figure  ( 3 . 1 4 )  





Figure (3 .16)  



L'analyse que nous venons d'effectuer faitressrtir le caractè- 

re local du phénomène ; pour confirmer ce résultat nous allons analyser 

dans ce qui suit les variations des contraintes en suivant une fibre longi- 

tudinale donnée. 

3.4.5. - REPARTITION LONGITUDINALE DES CONTRAINTES 
3.4.5.1. - Appuis éloignés des fonds A = 0.2 L .................................... 
Si nous examinons l'évolution des contraintes p 2  et m$ en fonction 

de x, nous pouvons constater que pour une fibre donnée (Cf=-"-) les effets de 

l'appui se font sentir de la manière suivante : 

1 - 6 ' O *  Figure (3.17) 

1.1 - Flexion circonférentielle i; 1 - 
La fibre moyenne subit une compression à l'endroit de l'appui et 

une faible traction sur ses côtés, la flexion circonférentielle est faible 

à ces endroits, sa valeur est pratiquement la même sur la distance entre 

l'origine et x = 2.18 ensuite son signe change à 2.28 m jusqu'au milieu 

avec une amplitude non négligeable. 

1.2 - Flexion- lo?gitudinale c 2  
A---- -- 

La flexion moyenne d'ensemble est pratiquement non perturbée 

par contre à l'endroit de l'appui la flexion localisée est pratiquement 

celle d'une poutre encastrée, uniformément chargée, cette flexion localisée 

est pratiquement nulle à gauche de l'appui, très faible à droite : 

2 - 9:'Jf0 Figure (3.18) 

Même remarque pour F 2  ; par contre pour El un changement appré- 

ciable se produit : la flexion locale se fait sentir de la même manière 

sur la distance b + 200 mm, (avant b - 100 et après b + 100) on a le chan- 
gement de signe avec une amplitude nulle à gauche et croissante à droite 

jusqu'au milieu. 

3 - @"%Fiqure (3.19) 

Le phénomène de la flexion locale étant seule différentedes cas 

précédents, nous constatons qu'elle est amplifiée considérablement ; en 

particulier ~ l l  se fait sentir le long de l'appareil avec un maximum à 

l'endroit de l'appui et la flexion circonférentielle localisée se fait 

pratiquement avec-la même amplitude le long de l'appareil. 

_- Figure (3.20) 
4.1 - Flexion circonférentielle \ 
Le maximum du moment fléchissant apparait cette fois à l'endroit 

de l'appui et s'amortit progressivement quand on s'en éloi.gne pour s'annuler 

au milieu. 











4-.2. - Flexion longitudinale 
rP 

Nous constatons la même remarque pour /@2 qu'auparavant ; toute- 

fois, la contrainte moyenne devient positive juste à droite de l'appui jus- 

qu'au milieu, elle est légèrement modifiée à l'endroit de l'appui. 

- 2i1 5 -  8 -  5 Figure (3.2 1 ) 

5.1. - Flexion circonférentielle El 
La fibre moyenne n'est soumise à aucune sollicitation et la flexion 

circonférentielle se fait sentir avec le même signe sur tout l'appareil 

(maximum à l'endroit de l'appui) . 
5.2. - Flexion longitudinale E 2  

Nous avons 1.a même constatation qu'au 3 - mais les signes sont 
inversés, la contrainte moyenne est modifiée au niveau de l'appui. 

Figure (3.22) - - - - .-- - - - .. 

6.1. - La flexion circonférentielle $11 agit sur la totalité de - -- 
la longueur de cette fibre, sa valeur maximale est au milieu de l'appareil. 

6.2. - Flexion longitudinale v22 

*partir de e s a  
2 

, la flexion longitudinale locale n'est 

plus influencée par la position de l'appui ; nous avons une courbe de flexion 

pure d'un appareil fixé à ses extrémités. 

1 O Ew - *  Figure (3.23) 

7.1, - La flexion circonférentielle apparait à partir de x = 1.48 

et agit sur la partie de l'appareil comprise entre x = 1.48 et x = 4.9 ml 

son maximum est au milieu de l'appareil. 

7.2. - La flexion longitudinale ne présente aucune flexion Locale - 
appréciable. 

3.4.5.2. -Appuis près des fonds A =  0.2 m figure (3.24) 

Nous avons un phénomène tout à fait comparable au cas précédent, 

toutefois, l'amortissement de la flexion circonférentielle est plus rapide 

qu ' auparavant, (hormis la section de 1 'appui) 1 'amplitude de 

cette flexion peut être négligée à partir de x = 1.8 m = 3R. 

Par ailleurs, la contrainte de flexion longitudinale T22 va etre 

semblable à celle de la poutre équivalente au milieu de l'appareil, et la 

partie supérieure de l'appareil finit par être comprimée à partir de la 

section de l'appui jusqu'à la section x = 0.4 m (voir figure 3.15). 

Dans tous les cas, nous assistons à une action locale des supports 

qui agissent chacun sur une bande dont la largeur est plus faible quand 

1 'appui se trouve près des fonds. 











3.4.6. - INFLUENCE DE LA POSITION DE L'APPUI SUR LA FU3PARTETION DES CONTRAINTES 

De l ' é t u d e  précédente il appara i t  que l a  pos i t ion  de l ' a p p u i  joue 

un r ô l e  important dans l a  r é p a r t i t i o n  des con t ra in tes  même assez l o i n  de c e t  

appui ; en p a r t i c u l i e r  si  on f a i t  v a r i e r  l a  pos i t ion  de l ' a p p u i  nous consta- 

tons  qu ' à  p a r t i r  d'une ce r t a ine  pos i t ion ,  l a  sec t ion  du mil ieu va ê t r e  s o l l i -  

c i t é e  davantage en f lexion c i r c o n f é r e n t i e l l e  e t  en p lus ,  l a  f lexion longitudi-  

na le  de c e t t e  sec t ion  commence à d i f f é r e r  de l a  f lexion d 'une poutre (A = 0.1) 

pour devenir à l a  l imi te  une f lexion présentant  une symétrie par  rapport  à 

J I  1 'axe 8 n .- .* ; mais dans tous  l e s  cas ,  l a  présence de l ' appu i  conserve 
2 

un ca rac tè re  l o c a l  l imi té  à une zone dont l a  largeur e s t  fonction de l a  l a r -  

geur b  de l ' appui .  

En p a r t i c u l i e r  s i  nous examinons l e s  f igures  (3.25, 3.26) e t  

(3.27, 3.28) effectivement r e l a t i v e s  à l a  pos i t ion  de l ' a p p u i  en A = 0.53m e t  

en A = l m  nous pouvons déduire l e s  cons ta ta t ions  suivantes : 

- 1 - Les courbes représenta t ives  de l a  cont ra in te  c i r c o n f é r e n t i e l l e  dans l a  

sec t ion  de l ' appu i  sont  s imi la i r e s  ; en p a r t i c u l i e r  pour l e s  pos i t ions  de 

l ' appu i  en A = 0.53, 1,  1.28m nous avons l a  même contra in te  de l a  membrane ; 

sa  valeur e s t  proche de c e l l e  donnée par  not re  théor ie  de l a  membrane. 

- 2 - Les con t ra in tes  de f lexion longi tudinale  dans l a  sec t ion  de l ' appu i  

dans l e s  deux méthodes sont  du même ordre de grandeur contrairement à l a  

théor ie  de ZICK.  

- 3 - Dans l a  sec t ion  du mil ieu,  nous constatons qu 'à  p a r t i r  de A = 0.53, 

l a  sec t ion  du mil ieu commence par  ê t r e  comprimée su r  s a  p a r t i e  supérieure 

longitudinalement ; cec i  provient  su r tou t  du f a i t  que l ' a p p a r e i l  s ' ova l i se  

dans c e t t e  région ce qui  r ev ien t  à pousser vers  l e  bas l e s  f i b r e s  supérieures 

de l ' a p p a r e i l .  

par  a i l l e u r s ,  l a  f lexion c i rconfé ren t i e l l e  dans c e t t e  sec t ion  e s t  

p lus  importante pour l a  pos i t ion  de l ' appu i  correspondant à A = l m  ; ce 

qui  infirme l 'hypothèse de Z I C K  d'une f lexion c i r c o n f é r e n t i e l l e  constante 

sur  l a  moit ié  de l ' a p p a r e i l  à p a r t i r  de Ay0.3m ; en e f f e t ,  pour A = l m  

nous avons trouvé des cont ra in tes  supérieures à c e l l e s  obtenues pour A = 0.53m. 

par a i l l e u r s ,  s i  nous examinons l e s  r é s u l t a t s  des c a l c u l s  dans tou tes  l e s  

sec t ions  pour l a  pos i t ion  A = l m ,  f i gu res  (3.29) e t  (3.30) . 
Nous ass i s tons  à un phénomène t o u t  à f a i t  comparable à c e l u i  re la-  

t i f  à l a  pos i t ion  A = 1.28 précédemment exposé ; en p a r t i c u l i e r  nous consta- 

tons  ,que : 







i ' iqure ( 3.27) sectioil de 1 ' appui 





Figure (3.29) Appui à 1 m 



-4 J -x= An, 

Figure ( 3 . 3 0 )  :Appui à 1 m 



A - La f lex ion  c i ' i -conféren t ie l le  E l  e s t  t r è s  ampl i f i ée  au niveau 

de l ' a p p u i  e t  l a  compression de l a  membrane n ' a p p a r a i t  que dans  c e t t e  sec- 

t i o n .  

B - La f lex ion  long i tud ina l e  F 2  e s t  directement  l i é e  à l a  défor-  

mation de l ' a p p a r e i l  s u i t e  à son o v a l i s a t i o n ,  c a r  l a  compression des f i b r e s  

supér ieures  s ' e f f e c t u e  t o u t  l e  long de l ' a p p a r e i l ,  c e  r é s u l t a t  a  é t é  vé r i -  

f i é  expérimentalement p a r  nous. 

Autrement d i t ,  l a  no t ion  de l a  pout re  équiva len te  perd  t o u t  sens  

dès que l ' a p p a r e i l  admet une épa i s seu r  f a i b l e .  

3.4.7. - INFLUENCE DE L'EPAISSEUR DE LA COQUE - Figure (3.31) 

En diminuant l ' é p a i s s e u r  de l a  coque, nous a s s i s t o n s  à une ampli- 

f i c a t i o n  des v a r i a t i o n s  des  c o n t r a i n t e s  précédemment t rouvées ,  t o u t e f o i s  

il semble que l a  con t r a in t e  c i r c o n f é r e n t i e l l e  de l a  membrane v a r i e  d 'une 

façon inverse  à l ' é p a i s s e u r  t de l a  coque ; cependant, l ' a l l u r e  des  courbes 

r e p r é s e n t a t i v e s  des  c o n t r a i n t e s  ~ 1 1 ,  E 2  e t  E2 dans l a  s e c t i o n  de l ' a p p u i  

e s t  conservée ; t oue fo i s ,  il a p p a r a i t  que l a  r é p a r t i t i o n  géné ra l e  des con- 

t r a i n t e s  dans l e s  a u t r e s  s e c t i o n s  dépend d 'une  façon t r è s  importante  de 

l ' é p a i s s e u r  de l ' a p p a r e i l ,  pour c e t t e  r a i s o n  nous e f f ec tuons  l e  c a l c u l  s u r  

l ' a p p a r e i l  u t i l i s é  pa r  Z I C K  e t  CARLSON. 

3.4.8.  - Applicat ion de n o t r e  méthode à l ' a p p a r e i l  ZICK-CARLSON 

f i g u r e s  (3.32, 3.33, 3.34 e t  3.35) 

Dans l e  bu t  d ' é t u d i e r  d 'une  p a r t ,  l e  comportement d ' un  appa re i l  

de grande é p a i s s e u r ,  e t  de comparer l e s  r é s u l t a t s  de nos c a l c u l s  à l ' expé-  

r i ence  de ZICK-CARLSON, nous avons c a l c u l é  l a  r é p a r t i t i o n  des  c o n t r a i n t e s  

dans l e u r  a p p a r e i l  en conservant l a  r é p a r t i t i o n  uniforme de l a  p ress ion  de 

con tac t  précédemment d é c r i t e .  L e s  r é s u l t a t s  du c a l c u l  montrent que l ' appa-  

r e i l  a  un comportement d'ensemble s e lon  l a  t héo r i e  de l a  pou t r e  équivalen- 

t e  uniquement dans s a  s ec t i on  du mi l i eu  sauf  pour l a  p o s i t i o n  de l ' a p p u i  à 

A = 2 0  % L où nous remarquons que l a  f l ex ion  long i tud ina l e  l o c a l e ,  dans 

c e t t e  s ec t i on ,  dev ien t  importante ; p a r  con t r e ,  l a  f l ex ion  c i r c o n f é r e n t i e l -  

l e  dans c e t t e  s e c t i o n  e s t  l o i n  d ' ê t r e  négl igeable  comme l ' a  supposé Z I C K .  

En o u t r e ,  nous a s s i s t o n s  au même phénomene que pour n o t r e  a p p a r e i l  

dans l e s  s e c t i o n s  de l ' a p p u i  où e f fec t ivement  nous avons une compression 

long i tud ina l e  pour l e s  i i b r e s  supé r i eu re s  e t  i n f é r i e u r e s  de c e t t e  s ec t i on ,  

c e t t e  compression peut  s ' exp l ique r  fac i lement  pa r  l ' o v a l i s a t i o n  de l ' appa-  

r e i l .  TouteFois,  l e s  va l eu r s  t rouvées  p a r  nous semblent ê t r e  beaucoup p l u s  

proches de l a  r é a l i t é  expérimentale que c e l l e s  proposées p a r  Z I C K  ; nous 

aurons l ' o c c a s i o n  de comparer ce s  v a l e u r s  au c h a p i t r e  V.  



Figure (3.31) Influence de l'épaisseur de la virole 











En outre, nous constatons que l'épaisseur de l'appareil joue un 

rôle fondamental, car à partir d'une certaine épaisseur, l'appareil devient 

assez rigide pour se comporter comme une poutre sur deux appuis simples 

avec des effets locaux limités à la zone de l'appui. 

3 . 4 . 9 .  - INFLUENCE DES PARAMETRES LIES A LA NATURE: DE L'APPUI 

Etant donné le caractère "local" de l'action du contact support- 

virole, nous nous proposons d'étudier l'influence de certains paramètres qui 

caractérisent l'appui notamment sa largeur, son angle de contact avec la 

virole, et la représentation de la pression de contact exercée sur la virole. 

3.4.9.1. - Influence de la largeur de 1 'appui b 
Nous avons effectué le calcul pour différentes largeurs de l'appui 

et l'examen des résultats montre que la lergeur b n'a aucune influence pra- 

tique sur la répartition générale des contraintes en dehors de la zone de 

l'appui, notamment pour ce qui concerne la flexion longitudinale moyenne 

qui reste la même pour les cas envisagés. Par contre le flexion locale devient 

de plus en plus intense quand b diminue, et ceci vient du fait que la pres- 

sion de contact augmente mais dans tous les cas nous avons la même allure 

des courbes en fonction de0 , et en fonction de x. 
Par contre pour la flexion circonférentielle, c'est le moment 

de cette flexion qui ne semble pas être modifié d'une façon appréciable 

et c'est la contrainte de la membrane qui varie d'une façon inverse à b. 

Dans tous les cas nous avons la même allure des courSes,figures 

(3.36) , (3.37) , (3.38) , (3 -39) , ( 3  -40) . 
Ces résultats sont valables aussi bien pour les positions de l'ap- 

pui près du fond qu'assez éloigné de celui-ci (respectivement A = 0.2 et 

A = 1.28). 

3.4.9.2. - Influence de l'angle de contact 2 8  - Figure (3.4 1, 3.42 ..*- - 
Nous avons examiné différents cas de support dont l'angle de con- 

11 tact varie successivement de /d  - .- , ' /  " ,  4 ' , tout en considérant 
que ces supports introduisent une pression radiale uniforme. 

La figure (3.42) montre que nous avons, approximativement la 

même allure pour la flexion circonférentielle dans la section de l'appui ; 

la zone de contact direct limitée par l'angle va être comprimée (contrain- 

te de la membrane) et le moment fléchissant s'annule dans la partie supé- 

rieure de cette section. 

La même remarque s'applique à propos de la flexion longitudinale 

dans la section de l'appui. La section médiane de l'appareil, semble être 

sollicitée de la même manière quel que soit l'angle 2 8 de l'appui (figure 
(3. 42). 
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Figure ( 3 . 4 2 )  



Des c a l c u l s  s i m i l a i r e s  pour l a  p o s i t i o n  A = 0 . 2  L confirment 

l a  schématisat ion généra le  du tenseur  de c o n t r a i n t e s  précédemment dégagée. 

3.4.8.3. - Représentation de l a  p re s s ion  de con tac t  - f i g u r e  (3.43) 

La ques t ion  l a  p l u s  d é l i c a t e  à résoudre r e s t e  cependant l e  choix 

d'une schématisat ion c o r r e c t e  de l a  r é p a r t i t i o n  de press ion  de con tac t  en 

p a r t i c u l i e r  nous avons à p r i o r i  p l u s i e u r s  p o s s i b i l i t é s  qu i  ne peuvent ê t r e  

confirmées que p a r  l ' expér imenta t ion  dans l a  c h a p i t r e  su ivant  : hormis l e  

ca s  de l a  press ion  cons tan te  d é j à  é t u d i é ,  l a  p re s s ion  de l ' a p p u i  peu t  ê t r e  

essent ie l lement  considéré comme : f i g u r e s  (3.43) 

î )  l i n é a i r e  p = a 8 + b  

2 )  parabol ique 
2 

p =  a e +  b  

3) mixte parabol ique e t  constante  

4) d é f i n i e  pour l a  r e l a t i o n  p  = a  ( - ',-l,) 
L'étude de l a  r é p a r t i t i o n  l i n é z i r e  nous a  fourn i  des  r é s u l t a t s  

comparables à ceux d 'une r é p a r t i t i o n  uniforme en  prenant  

Pour l e  c a s  parabol ique,  on peu t  é c r i r e  

P  é t a n t  déterminé en é c r i v a n t  que l a  somme des p r o j e c t i o n s  
O 

v e r t i c a l e s  des f o r c e s  e s t  éga l e  à Q demi poids de l ' a p p a r e i l  

s o i t  

Les déformations t rouvées p a r  c e t t e  méthode sont  données dans l e s  

f i g u r e s  (3.2 première p a r t i e )  nous cons t a t ions  une ampl i f ica t ion  des  va l eu r s  

des  u  : par  r appor t  aux va l eu r s  données pa r  une r é p a r t i t i o n  uniforme de 

l a  press ion  de c o n t a c t  ( f i g u r e  3 . 4 4 ) ,  e t  une o v a l i s a t i o n  p l u s  importante  

de l a  sec t ion  du mi l ieu .  

Pa= a i l l e u r s ,  l e s  con t r a in t e s  de f l e x i o n  longi tudina le  e t  c i rcon-  

f é r e n t i e l l e  s o n t  d i f f é r e n t e s  de c e l l e s  données p a r  l a  r é p a r t i t i o n  uniforme, 

en p a r t i c u l i e r  l e s  maxima des  va leurs  s o n t  rencont rés  dans l a  s ec t ion  de 

l ' a p p u i  au niveau des f i b r e s  i n f é r i e u r e s  (0 = O) f i gu re  (3.46) , (3.48) . 



(dl 
Figure ( 3 . 4 3  1 : répar t i t -on de la press: )ri 311 coritact 



Figure (3.44)  Déformation de l a  section du mi l i eu  





Figure (3 .46 )  



Figure (3.47) 
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Figure ( 3  .48) 



Enfin l ' é t u d e  d 'une  v a r i a t i o n  s inuso ïda l e  de l a  press ion  ( se lon  

c o s 3 )  donne une r é p a r t i t i o n  des  con t r a in t e s  e t  des  déformations s i m i l a i r e  

2 c e l l e  de l a  r é p a r t i t i o n  parabol ique.  

En ou t r e ,  il nous p a r a î t  impérat i f  d 'examiner l e  ca s  d 'une répar -  

t i t i o n  mixte (uniforme e t  parabol ique)  avec un taux  de p ropor t ionna l i t é  k 

var iab le ,  q u i  géné ra l i s e  l e s  a u t r e s  hypothèses de r é p a r t i t i o n  de p re s s ion  

envisagées.  f i gu re  (3.43) 

Les r6su l ta t . s  de c a l c u l  donrient une évolu t ion  in te rmédia i re  e n t r e  

Ye cas  parabolique e t  l e  c a s  uniforme, c e t t e  évolu t ion  a p p a r a i t  d 'une façon 

importante dans l a  s ec t ion  de i ' û r p u i ,  nous exposons p l u s  l o i n  l e s  r é s u l t a t s  

obtenus p a r  c e t t e  hypothèse ( c h a p i t r e  1) 

Cependant l e s  schéniatisations proposées,  supposent que l ' a p p a r e i l  

r e s t e  piirfaitement c i r c u l a i r e  ce  q u i  e s t  l o i n  d ' ê t r e  l e  c a s  des  a p p a r e i l s  

r é e l s ,  notamment quand l e s  appuis  s e  t rouvent  l o i n  des  fonds. En e f f e t ,  

s u i t e  à l ' o v a l i s a t i o n  de l ' a p p a r e i l ,  l e s  con tac t s  r é e l s  sont  ampl i f iés  aux 

bords du support ,  ce  q u i  expl-ique, en p a r t i e ,  l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux 

(de ZICK-CARLSON ( 1948:l 

3 .  5. - (ZONCLUSION 

L'analyse nim6rique de l a  méthode que nous venons d 'exposer  

dégage des  grandes l i g n e s  du comport~ment de l ' a p p a r e i l  sous l ' e f f e t  de 

l ' ac t io in  des  supports ,  q u i  peuvent ê t r e  résumées comme s u i t  : 

1) l e s  déformations de l ' a p p a r e i l  (ova l i s a t ion )  peuvent expl iquer  son 

comportement au niveaii de l a  s ec t ion  de l ' appu i .  

2)  l e s  e f f e t s  des  suppor ts  s o n t  purement locaux ( a b s t r a c t i o n  £ai-te de son 

o v a l i s a t i o n ) ,  en p a r t i c u l i e r  l e s  con t r a in t e s  t rouvées  pa r  no t r e  méthode 

o n t  des  o rd re s  de grandeur sensiblement cons tan ts  q u e l l e  que s o i t  l a  

p o s i t i o n  de l ' appu i ,  contrairement  aux r é s u l t a t s  f o u r n i s  pa r  l a  méthode 

de  ZICK q u i  donne des o rd re s  de grandeur v a r i a n t  de  IO-^ à 19 da~/mm 2 

se lon  qu 'on s e  p lace  près  des  fonds ou à 0.2 L de ce  de rn i e r .  

Vu l 'abondance des  r é s u l t a t s  théor iques ,  nous a l l o n s  exposer 

dans l e  prochain chap i t r e  l e s  r é s u l t a t s  de l ' e x p é r i e ~ z e  que nous avons 

r é a l i s é e  à 1'Ecole des  Mines de DOUAI, a f i n  de dégager l e  comportement 

r é e l  de no t r e  appa re i l  e t  de l e  comparer aux r é s u l t a t s  théoriques.  



CHAPITRE IV I I  
E t u d e  e x p é r i m e n t a l e  s u r  

l ' a ~ ~ a r e i l  d e  HAGE 

4 . 1 .  I n t r o d u c t i o n .  

L e s  r é s u l t a t s  d e  l a  t h é o r i e  d e  Z I C K  s o n t  e n  c o n t r a d i c t i o n  a v e c  s o n  e x p é r i e n c e  

s u r  l ' a p p a r e i l  ZTCK-CARLSON d ' u n ~  p a r t ,  e t  a v e c  l e s  r é s u l t a t s  d e  n o t r e  t b é o r i e  ; d ' a u t r e  

p a r t  p o u r  c e t t e  r a i s o n  i l  n o u s  a  s e m b l é  i m p é r a t i f ,  f a u t e  d e  t r o u v e r  d e s  r é s u l t a t s  

e x p é r i m e n t a u x  d a n s  l a  l i t t é r a t u r e ,  d e  r é d l i s ~ r  u n e  e x p é r i e n c e  en v r d i e  g r a n d e u r ,  a f i n  

d e  d é g a g e r  u n e  m é t h o d e  v a l a b l e  d e  d i m s n s i o n n e m e n t  d e s  a p p a r e i l s  c y l i n d r i q u e s  s o u m i s  a u x  

a c t i o n s  d e  l e u r s  s u p p o r t s  ; c e s  s u p p o r t s  p e u v e n t  ê t r e  d ' a i l l e u r s  d e  f o r m e  t o u t  à f a i t  

q u e l c o n q u e .  

N o t r e  o b j e c t i f  c o n s i s t e  d o n c  à é t u d i e r  l a  t o p o l o g i e  d e s  c o n t r a i n t e s  s e l o n  l a  

p o s i t i o n  d e s  s u p p o r t s  p a r  r a p p o r t  aux f o n d s .  

4 . 2 .  C h o i x  d e  l ' a o ~ a r e i l .  

L e s  c r i t è r e s  q u i  o n t  f i x é  l e s  d i m e n s i o n s  d e  n o t r e  a p p a r e i l  s o n t  l e s  

s u i v a n t e s  : 

11 Noiis d e v i o n s  u t i l i s e r  un  a p p d r c i l  t r è s  l o n g  p o u r  v é r i f i e r  d ' u n e  p a r t ,  

l ' i m p o r t a n c e  d e  l a  f l ~ x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e ,  S n  p a r t i c u l i e r  l a  z o n e  d ' a c t i o n  d i r c c t e  

d e  l ' a p p u i  ( q u i  e s t  d ' a p r è s  Z I C K  é g a l e  à l a  p l u s  p e t i t e  d e  d e u x  d i s t a n c e s  o u  4 R i ;  2 
e t  d ' a u t r e  p a r t  v é r i f i e r  s i  l e  c o m p o r t e m e n t  d e  l ' a p p a r e i l  s ' e f f e c t u e  s e l o n  l a  t h é o r i e  

d e  l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e  o u  s e l o n  n o t r e  t h é o r i e .  

21 Nous a v o n s  p r é v u  d e s  B t u d e s  c ~ l t é r i e u r e s  a v e c  p l u s i e u r s  a p p u i s ,  c e  q u i  n o u s  

p e r m e t t r a  d e  f i x e r  l a  d i s t a n c e  d ' i n t é r a c t i o n  e n t r e  a p p u i s  

3 1  Nous a v o n s  u t i l i s é  u n  a p p a r e i l  d e  f a i b l e  é p a i s s e u r  p o u r  a c c é d ~ r  d d e s  

c o n t r a i n t e s  i m p o r t a n t e s  c e  q u i  a  p o u r  e f f e t  d ' a u g m e n t e r  l a  p r é c i s i o n  d e  n o s  m e s u r e s  

d ' u n e  p a r t ,  e t  d e  c r e u s e r  l e s  é c a r t s  e n t r e  l a  m é t h o d e  d e  7 I C K  e t  n o t r e  m é t h o d e  d ' a u t r e  

p a r t .  

4) Des  é t u d e s  s u p p l é m e n t a i r e s  s o u s  p r e s s i o n  o n t  é t é  p r é v u e s  notanirr ient  a u x  

n i v e a u x  d e s  f o n d s  d o n t  l ' u n  d e u x  e s t  p l a t .  

4 . 3 .  C h o i x  d e  l a  b e c h n o l o g i e .  

E t a n t  d o n n é  l e s  c r i t è r e s  d u  c n o i x  d e  l ' a p p a r e i l  n o u s  é t i o n s  o b l i g é s  s'utiliser 

u n e  t e c h n o l o g i e  d e s  m e s u r e s  f i a b l e s  e t  d u r a b l e s  e t  d ' u n  g o û t  n o n  e x c e s s i f .  



FIC,URE ( 4 4 )  sec t ion  d e  l 'appui 

Brmm (4.2 .) -. sec t ions  étudEées 



La t e c h n o l o g i e  d e  m e s u r e  q u i  r é p o n d  à c e s  e x i g e n c e s  e s t  c e l l e  d e s  j a u g e s  d e  

d é f o r m a t i o n  d o n t  l e  p r i n c i p e  e s t  t r è s  s i m p l e  b i e n  q u e  s a  m i s e  en  o e u v r e  s o i t  l o n p u e ,  

notamment à c a u s e  d e  l a  p r o t e c t i o n  n é c e s s a i r e  d e s  j a u g e s  i n t é r i e u r e s  e t  d e s  c a b l e s  

é l e c t r i q u e s  q u i  l e s  r e l i e n t  a u x  i n s t r u m e n t s  d e  m e s u r e .  

Après  d e  nombreux t e s t s  n o u s  a v o n s  o p t é  p o u r  une  p r o t e c t i o n  m u l t i f o r m e  p a r  

r é s i n e s  ; c e t t e  p r o t e c t i o n  s ' e s t  a v é r é e  e f f i c a c e  : n o u s  a v o n s  e n r e g i s t r é  un p o u r c e n t a g e  

d e  d é f a i l l a n c e  t r è s  f a i b l e  [ d e  l ' o r d r e  d e  2 5 1 .  

4 . 4 .  Emplacement  d e s  p o i n t s  d e  m e s u r e .  

E t a n t  donné  q u e  nous  e n v i s a g e o n s  u n e  é t u d e  c o m p l è t e  d e  l a  r é p a r t i t i o n  d e s  

c o n t r a i n t e s  d a n s  l a  v i r o l e ,  n o u s  a v o n s  e f f e c t u é  l e  c o l l a g e  d e  1 2 0  p o i n t s  d e  m e s u r e  

i n t é r i e u r e s  e t  e x t é r i e u r e s  a v e c  d e s  r o s e t t e s  t r i d i m e n s i o n n e l l e s  e t  b i d i m e n s i o n n e l l e s .  

4 . 5 .  P l a n s  d e s  e s s a i s .  

Nous a v o n s  e f f e c t u é s  s i x  e s s a i s  a v e c  deux  a p p u i s  s i m p l e s ,  en  l e s  d i s p o s a n t  

s u c c e s s i v e m e n t  e t  d ' u n e  f a ç o n  s y m é t r i q u e  s u r  l e s  s i x  p r e m i è r e s  s e c t i o n s ,  p o u r  c h a q u e  

e s s a i  n o u s  a v o n s  e f f e c t u é  t r o i s  e x p é r i e n c e s  a f i n  d e  d é g a g e r  une  moyenne f a i b l e .  

P a r  a i l l e u r s ,  i l  f a u t  n o t e r  q u e  l e  c o n t a c t  r é e l  e n t r e  l e  s u p p o r t  e t  l ' a p -  

p a r e i l  s ' e f f e c t u e  à t r a v e r s  une  o a n d e  d e  c a o u t c h o u c  [ o u  d e  ~ é o p r è n e l  a f i n  d e  r é a l i s e r  

une  meilleure répar-titiondes e f f o r t s  d e  c o n t a c t  ; c e  q u i  f a i t  q u e  l a  l a r g e u r  du s u p p o r t  

r é e l  à p r e n d r e  en c o m p t e  e s t  p l u s  f a i b l e  q u e  l a  l a r g e u r  d e  c e t t e  bande  ( 2 0 0  m l ,  i l  f a u t  

p a r  c o n s é q u e n t  a p p o r t e r  une f a i b l e  c o r r e c t i o n  d e  l a r g e u r  l o r s  d e  l a  c o r n p a i r a i s o n  p r a t i q u e  

e n t r e  n o t r e  méthode e t  l ' e x p é r i e n c e ,  l e s  s e c t i o n s  q u e  n o u s  a v o n s  é t u d i é e s  s o n t  l e s  

s u i v a n t e s  : 

X = 0 . 1 8 ,  0 . 3 ,  0 . 5 3 ,  1 ,  1 , 1 5 ,  1,28rn, 2 ,  2 5 0 ,  3,2m 

e x t é r i e u r e s  A B C D E F G H K 

i n t é r i e u r e s  K H G F E D C B A 

Les  s e c t i o n s  i n t é r i e u r e s  i m p o r t a n t e s  [ 0 , 1 8  j u s q u ' i c i  1 , 2 8 1  s o n t  c o m p l è t e m e n t  

c o u v e r t e s ,  p a r  c o n t r e  s e u l e s  l e s  s e c t i o n s  e x t é r i e u r e s  à 0.3m e t  à 1,15rn o n t  é t é  c o u v e r -  

t é s ,  vu q u e  l ' a p p u i  empêche,  p a r  s o n  c o n t a c t  s u r  l a  v i r o l e  l e  c o l l a g e  e x t é r i e u r  d e s  

j a u g e s  s u r  l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  d e  l a  v i r o l e .  

A i n s i  nous  pouvons a c c e d e r  p o u r  c h a q u e  e x p é r i e n c e  à 250 v a l e u r s  d e s  d é f o r m a -  

t i o n s  ( e t  e n s u i t e  d e s  c o n t r a i n t e s ]  q u i  c o u v r e n t  p r a t i q u e m e n t  l a  t o t a l i t é  d e  l ' a p p a r e i l ,  

m a l h e u s e u s e m e n t  nous  é t i o n s  l i m i t é s  p a r  l a  c a p a c i t é  d e s  m a t é r i e l s  d e  m e s u r e  m i s  à n o t r e  

d i s p o s i t i o n  p a r  l ' u n i v e r s i t é  d e  L i l l e  e t  p a r  1 ' E c o l e  d e s  m i n e s  d e  D O U A I ,  c e  q u i  n o u s  

a  p o u s s é  à s ' i n t e r e s s e r  p l u s  p a r t i c u l i è r e m e n t  aux  z o n e s  d e  l ' a p p u i  e t  à une  z o n e  t r è s  

é l o i g n é e  d e  l ' a p p u i ,  a f i n  d e  v é r i f i e r  l e  b i e n  f o n d é  d e s  t h é o r i e s  p r o p o s é e s .  
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4.6. D é f o r m a t i o n s  g l o b a l e s  d e  l ' a p p a r e i l  --- - -- .--- - - - - - - -- - - 

En e f f e c t ~ ~ a n t  l e s  t r o i s  p r e m i e r s  e s s a i s  ( A ,  P, Cl, rioiis a v o n s  r e r n a r q i ~ i é  i inc  

o v a l i ç a t i o n  f a i b l e  d e  l l a p p a r , e i l  d a r i s  s a  p a r t i e  s i t u é e  e n t r e  l e s  d e u x  a p p i u i s ,  n i a i s  c e t t e  

o v a l i ç a t i o n  n ' é t a i t  p a s  v i s i b l e  21 l ' o e i l  n u .  

C e p e n d a n t  q u a n d  n o u s  a v o n s  commencé  l e  q u a t r i è m e  e s s a i s  n o u s  a v o n s  c o n s t a t é  

q u e  l ' a p p u i  p a l c é  e n  x  = l m ,  rie t o u c h e  l ' a p p a r e i l  q u ' a u  n i v e a u  d e  ses b o r d s  [ e n  
n 

0 = + - 1 ,  a u t r e m e n t  d i t  l ' a p p a r e i l  a  c o n s e r v é  l ' o v a l i s a t i o n  p r é c é d e m m e n t  d é c r i t e  e t  
- 3 

c e c i  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  dû  à s a  f a i b l e  é p a i s s e u r .  Ce p h é n o m è n e  v a  a v o i r  d e s  c o n s 6 q u e n c e s  

i m p o r t a n t e s  d a n s  n o t r e  i n t e r p r é t a t i o n  du  c h a r g e m e n t  ( v o i r  l a  c o n c l u s i o n l .  

L ' o v a l i s a t i o n  c o n s t a t é e ,  p a r  l a  s u i t e ,  d a n s  l a  s e c t i o n  d u  m i l i e u  e s t  p r o c h e  

d e  c e l l e  d o n n é e  p a r  n o t r e  m é t h o d e  e n  s u p p o s a n t  q u e  l a  p r e s s i o n  d u  s u p p o r t  s u r  l a  v i r o l e  

s ' e f f e c t u e  d ' u n e  f a ç o n  p a r a b o l i q u e  ou m i x t e ,  e n  p a r t i c u l i e r  n o u s  a v o n s  u n e  d i m i n u t i o n  

d u  d i a m è t r e  v e r t i c a l e  d e  l ' o r d r e  d e  2cm ; c e p e n d a n t  l a  m e s u r e  d e  c e t t e  d é f o r m a t , i o n  é t a n t  

p e u  p r é c i s e ,  n o u s  p r é f é r o n s  é t u d i e r  p l i ~ ~  e n  ~ d é t a i l s  l e  t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s .  

4 . 7 .  T e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s .  --- 
La r é p a r t i t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s  c o n s t a t é e  e s t  l o i n  d ' ê t r e  c e l l e  [ le  l a  t h é o r i e  

d e  Z I C K  o u  d e  l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e ,  e n  p a r t i c u l i e r  n o u s  d i s t i n g u o n s  d e u x  z o n e s  b i e n  

d i s t i n c t e s  du  p o i n t  d e  v u e  c o m p o r t e m e n t ,  l a  p r e m i è r e  s i t i i é e  e n t r e  l e  f o n d  e t  l a  d i s t , a n c e  

R, l a  d e u x i è m e  e s t  d é f i n i e  p a r  x  > R ; c e t t e  d i s t i n c t i o n  s e r a  a n a l y s é e  u l t é r i e u r e m e n t ,  

c e p e n d a n t  d a n s  t o u s  l e s  c a s  n o u s  a v o n s  l a  c o n f i r m a t i o n  d ' u n e  a c t i o n  l o c a l e  a u  r i i v e a i i  

du  s u p p o r t ,  comme noiJs  l ' a v o n s  a n a l y s é  d a n s  l e  c h a p i t r e  I I I .  T o u t e f o i s  é t a n t  d o n n e  

l a  d é f o r m a t i o n  g 1 o b a l e . d e  l ' a p p a r e i l  n o u s  a l l o n s  e x p o s e r  d a n s  c e  c h a p i t r e  l e s  r é s u l t a t s  

e x p é r i m e n t a u x  d a n s  l ' o r d r e  d e  l e u r  e x é c u t i o n ,  a f i n  d e  t e n i r  c o m p t e  é v e n t u e l l e m e n t  d e s  

d é f o r m a t i o n s  r é s i d u e l l e s ,  p a r  a i l l e u r s  n o u s  a v o n s  e f f e c t u é  e n  p r e m i e r  l ' s s s a i  a v e c  

l ' a p p u i  à 0, ' lBm du  f o n d ,  m a l h e u r e u s e m e n t  s u i t e  à u n e  d é f a i l l a n c e  d e  c e r t a i n s  a p p a r e i l s  

d e  m e s u r e  n o u s  n ' a v o n s  p a s  e u  d e s  r é s u l t a t s  i n t e r e s s a n t ç ,  p o u r  c e t t e  r a i s o n  n o u s  e x p o -  

s o n s  à l a  f i n  d e  c e  c h a p i t r e  l e  d e r n i e r  e s s a i  q u e  n o u s  a v o n s  r e f a i t  a v e c  c e t t e  p o s i t i o n .  

L e s  t a b l e a u x  (4.11 . (4.21 m o n t r e n t  l e s  v a l e u r s  m e s u r é e s  d e s  c o n t r a i r i t p s  

e t  d e s  d é f  o r m a t  i o n s .  

1 1  S e c t i o n  d e  l ' d p r j u i  x  = 0 , 3  , F i g u r e  (4.51 

1 . 1 .  C o n t r a i n t e  c i r c o n f é r e n t i e l l e  a 
-- 1 1 '  

Nous c o n s t a t o n s  q u e  d a n s  l a  s e c t i o n  d e  l ' a p p u i  l a  c o n t r a i n t e  c i r c o n f é -  

r e n t i e l l e  m a x i m a l e  S P  t r o u v e  à l ' i n t é r i e u r  d e  l a  s e c t i o n  s u r  l a  f i b r e  i n f é r i e u r e  ( O  = 0 1  

s a  v a l e u r  e s t  d e  l ' o r d r e  du  - 7,77 d e  N/mm2 ( e n  c o m p r e s s i o n l ,  c o n t r a i r e m e n t  a u x  a f f i r -  

m a t i o n s  d e  Z I T K ,  e t  d ' u n e  f a ç o n  t r è s  a n a l o g u e  à n o s  r é s u l t a t s  a v e c  u n e  r é p a r t i t i o n  d e  

c h a r e e  p a r a b o l i q u e s  o u  m i x t e .  
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* SECTION K INTERIEURE 
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* nESlJRE + EPSILQN C + EPSILON L 3 f1GMQ C 
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l * SECTION FI EXTERIEURE X t  v l g 

* k $3 - * / ............................................ t *****g;i*t;***** 
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I 
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' * SECTION H INTERIEURE 
* 

f 
f i . 0 .3  X i  O b 3  :* ................................................................ 

I * .* 
i 

* HESURE t EPSILON C t EPSILON L t SIGPlR C + SIGPIFI L * 
* 1 t -348 3 66 9 -7.714 

1 O -.1. -71 * * 
t 2 t -253 3 - 1 -5 3 3 -7:130 3 -5.963 * * 3 9 -1 25 9 - .l 5 O 2.594 + 8.491 * * 4 O - 3 Q  9 -1 2 $ -8.5E8-1 + 8.061 * * 5 3 - 3 8 - -5 8 9 -1.129 + -1.3-6 * .! * 6 O -1- 9 -64 + -8.752 9 1 - 4 4  * 
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SECTION i3 EXTERIEURE 

* * HESURE t EPSILON C t EPSILON L t SIGMR C t SIGRR L * 
* 1 t 13.3 t 7 1 f 3.345 t 2.369 * 
* 2 t 18 t - 5.5 9 -8.137 t -1.092 * * 3 t 92 O -5 4 9 2.285 t -- 1.717 * * 4 i 3 .:. t 7 3  O 1:191 O 1.867 * ,,- * 5 t - 3.5 t 3 1 3 -0.536 3 0.443 * ,, ,, + * 7 t -3.3 -3.5 + -8.914 9 -0.943 * + * 8 t -15 < , 

1 
t -45 O -8.617 t -1.193 * T W .  * * ................................................................ 



- 140 - 
- TABLEAU (4'2) - 

* :4 

* SECTION G IHTERIEURE f = ~  153 

! @,3 
s, - * * 

............................................ 
* :* 
* MESURE t EPSILON C t EPSILON L 3 SIGMf4 C 4 5 i G f l R  L :* 
* 1 f -2.5-1, 3 -1 6 O -5.22.1 3 ,-.1.249 

C - * 2 + - 1-2 -El 9 3 2.1- 8 -2.2-3-1 * 
* 3 4 .5 3 C -19 .) 1 . 1  4 -9.024 :+ 
* 4 t 11 1 .i -27  .t *. 3 :h l  + @:132 * 
* S 4 - E. 5 3 - 1 2  4 - 1 . 4 4 1  $ -8. E962 * 
* 6 4 - Q ." - 't 3 ZQ 3 - 1 . 8 4 8  4 -S. . 1 i L  * 
* 7 4 L, .T f -39 9 -Q.9&8 3 -1.033 * - 7 /  

* 8 t -.;7 9 - .5 6 3 -1.130 4 -1.4-9 * - 
* * 
................................................................ 

* .* 
* SECTION C EXTERIEURE 
* A - a  * 3  $ r a b $ - %  * 
................................................................ 
* :* 
* MESURE 4 EPSILON C 3 EPSILOH L 3 SIGMR C 3 SIGRFIL * 
* 1 4 - 42-1 9 - .y. c 

i --i 3 -2.488 9 -1 .294 * 
* 2 t - .:, 0 i - 2 5 3 -8.:382 3 -8. 738 * - 
* 3 3 . A 4  3 q E. 3 0 .5?7 9 '..5.57 * - 
* 4 9 ii 3 2 1 3 - g . 3 3 ~  f 61.382 * - -7 

* 5 9 - 4 3  i -37 L -.1.&33 3 -2.353 * 
* 6 t -16 3 -67 t -8.7E.9 f -1.511 * 
* * 
*******-********************************************************* ~.- . ... . -. - ...................................................................... --- - 

* SECTION D EXTEHIEIJRE 
* A=b3 
.................................................................. 

:* 
MESURE t EF'5ILON C * 3 EFSILtftJ L 3 EIGplR g S I G E R  L * 

-1 3 - 3 '3 i' - $9 ., ... 3 -" , . 937 3 -8.548 * 
2 + -35 3 - .? 2 4 -@.$32 3 - B . $ 7 3  * 
7 3 -32 1 

L 
- 1 7  .- i l .-, -! --.547 9 -Q, 423 * 

4 . t  32 3 L I  f @. ,515 9 -@.362 * - 3 -  

5 8 - .+ 4 5 - .. - 4 1  3 -61.qi2 t -1.a75 * 
6 3 - j 3 + -7.5 + --.-c- c ~h f -+.GE-0 * 

........................................................................ 
--cm.*.*7i-*-******************:*:************************:******* 

* :* 
* SECTION G EXTERIEURE Y 

* fi=&*$ x=+ * 
......................................................... ******* 
* :* 
* MESURE t EPSILON C t EPSILON L + SIGMR C 9 SIGMQ L * 
* 1 3 -3g 9 - .> A-.- .:J + -8.781 3 - 8 .655  * 

2 t - 2 3  f 2 1 + -0.3.51 9 8.2'36 * 
3 t - i l  9 - 1 .5 

.-. f - 5 3  9 -8.447 * 
P?/* 4 t ,  -3a 4 .* -37 9 -9.863 9 -@.9E06 * 

5 f -1 2 9 %-' .- 3 -B.  2.56 3 -1. E.55 * - .s ') 
* :* 
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1 . 2 .  C o n t r a i n t e  l o n g i t u d i n a l e .  

La c o n t r a i n t e  moyenne l o n g i t u d i n a l e  e s t  e n  a c c o r d  a v e c  l e s  r é s u l t a t s  

e x p é r i m e n t a u x  d e  ZICK-CARLSON ( 1 9 4 8 1 ,  d a n s  l a  m e s u r e  où l a  f i b r e  moyenne es t  compr imée  

d a n s  l a  z o n e  d e  c o n t a c t  a p p u i - v i r o l e  a i n s i  q u e  d a n s  l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  d e  l a  v i r o l e ,  

e t  t e n d u e  d a n s  l a  p a r t i e  m é d i a n e  d e  c e t t e  s e c t i o n .  C e p e n d a n t  l e  maximum d e  c e t t e  c o n t r a i n -  

t e  s e  t r o u v e  e n  c o n t r e  p e a u  (-5 d a  N /  21 e t  à 4£j0 à p a r t i r  du b a s .  mm 

Ces  r é s u l t a t s  s o n t  t r è s  é l o i g n é s  d e  l a  t h é o r i e  d e  l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e  e t  

d e s  s u g g e s t i o n s  d e  ZICK, e n  e f f e t  l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  d e  l a  c o q u e  e s t  compr imée  d ' u n e  

f a ç o n  a p p r é c i a b l e  : [ -  1 , 4 5  da N/mm21 a l o r s  q u e  ZICK s u p p o s e  l ' a b s e n c e  d e s  c o n t r a i n t e s  

d a n s  c e t t e  z o n e  ; e n  p l u s  n o u s  c o n ~ t a t 0 n S  une  f l e x i o n  l o c a l e  d a n s  c e t t e  d i r e c t i o n  t r o p  

i m p o r t a n t e  d o n t  l ' a m p l i t u d e  moyenne es t  v o i s i n e  d e  2  d a  N/,,2 d a n s  t o u t e  l a  p a r t i e  
II 

d e  c o n t a c t  s u p p o r t  v i r o l e  ( 0  E [ o , ~ ]  1 c e t t e  f l e x i o n  l o c a l e  n e  p e u t  p a s  ê t r e  d é c r i t e  

à p a r t i r  d e  l a  v e r s i o n  a c t u e l l e  d e s  c o d e s  A.S.M.E. e t  S .N.C.T.  

2) S e c t i o n s  p r o c h e s  d e  l ' a p p u i  A = 0 . 1 8 ,  A = 0 . 5 3 .  

L e s  r é s u l t a t s  d e  l a  f i g u r e  ( 4 . 6 )  s o n t  à c o n s i d é r e r  a v e c  p r é c a u t i o n  vu 

l a  d é f a i l l a n c e  d e s  i n s t r u m e n t s  d e s  m e s u r e s  c o n n e c t é e s  a u x  j a u p e ç  p l a c é e s  d a n s  c e t t e  

s e c t a i o n .  

L ' examen  d e s  r é s u l t a t s  d a n s  l a  s e c t i o n  0 . 5 3  ( f i g u r e  4 . 7 1  f a i t  a p p a r a î t r e  une  

f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  a p p r é c i a b l e  (maximum e n  O = O ,  - 2 , 7  d a  N / m m 2 1  c e p e n d a n t  

n o u s  n ' a v o n s  p a s  pu t r a c e r  l ' é v o l u t i o n  moyenne d e  l a  c o n t r a i n t e  d e  l a  membrame f a u t e  

d e  p o u v o i r  c o l l e r  d e s  j a u y e s  d a n s  l a  p a r t i e  b a s s e  e x t é r i e u r e  d e  c e t t e  s e c t i o n  ; l a  

c o n t r a i n t e  d e  f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  s u i t  u n e  a l l u r e  c o m p a r a b l e  à c e l l e  d e  l a  s e c t i o n  

d e  l ' a p p u i  ( c o m p r e s s i o n  d a n s  s e s  p a r t i e s  s u p é r i e u r e s  e t  i n f é r i e u r e s  e t  t r a c t i o n  d a n s  

s a  p a r t i e  m é d i a n e l  c e p e n d a n t  n o u s  n o t o n s  l ' a m o r t i s s e m e n t  d e  l a  f l e x i o n  l o c a l e  l o n g i t u -  

d i n a l e  d a n s  c e t t e  s e c t i o n .  

31 S e c t i o n s  é l o i g n é e s  d e  l ' a p p u i  

L ' examen  d e  l a  f i g u r e  (4.64') f a i t  a p p a r a î t r e  u n e  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  

p u r e  d a n s  l e s  s e c t i o n s  l m ,  2m e t  3 , 2  m ,  d o n t  l e s  v a l e u r s  m a x i m a l e s  s o n t  c o m p a r a b l e s  e t  

d e  l ' o r d r e  d e  1 , 3  da  N/,,2 e n  x  = 1 ,  d e  1 d a  N/,,2 e n  x  = 2m e t  de  0 , 6  da N/mm2 

d a n s  l a  s e c t i o n  du m i l i e u ,  p a r  c o n t r e ,  l a  f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  d a n s  c e s  s e c t i o n s  es t  

l o i n  d ' ê t r e  c e l l e  d e  l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e  en  e f f e t ,  n o u s  c o n s t a t o n s  q u e  l a  c o m p r e s s i o n  

d e  l a  f i b r e  i n f é r i e u r e  d e  l a  c o q u e  e s t  p r é s e n t e  e n  x  = l m  e t  en  x  = 2m. 

4 . 7 . 2 .  Appu i  à 0 . 5 3  m - 

L e s  t a b l e a u x  ( 4 . 3 1  e t  ( 4 . 4 1  r é s u m e n t  les  r é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  e t  n o u s  

p o u v o n s  f a i r e  les  c o n s t a t a t i o n s  s u i v a n t e s  : 



1 )  S e c t i o n s  d e  l ' a p p u i  : F i g .  ( a . 9 1  - - 

1 . 1 .  C o n t r a i n t e s  c i r c o n f É r e n t i e l l e  a --- Il' 

Comme d a n s  l e  c a s  p r é c é d e n t  l a  c o n t r a i n t e  d e  l a  m e m b r a n e  n ' e s t  p a s  

n u l l e  e n  d e h o r s  d e  l a  z o n e  di1 c o n t a c t  s u p p o r t - v i r o l e .  En o u t r e  l a  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n -  

t i e l l e  s ' e f f e c t u r  c o n f o r m é m e r i t  a u x  r é s u l t a t s  d e  n o s  c a l c u l s  ( c h a p i t r e  III1 a v e c  un 

maximum d e  c o m p r e s s i o n  e n  c o n t r e  pea i l  \ t o i s i n e  d e  - 6 , 5  d a  N/mm2 p o u r  l a  p r e m i è r e  

e x p é r i e n c e  e t  - 8,s p o u r  l a  d e i i x i g m e  ; c e t  é c a r t  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  d û  à l ' a d a p t a t i o n  

d e  l ' a p p a r e i l  a u x  n o u v e l l e s  s o l l i c i t a t i o n s  a p r è s  d é f o r v a t i o n s  i n i t i a l e s  ; l e  maximum 

d e  c e t t e  c o n t r a i n t e  e n  t r a c t i o n  se t r o u v e  p r è s  d u  b o r d  d e  l ' a p p u i  à ( 7 2 ' 1 ,  s a  v a l e u r  

e s t  v o i s i n e  d e  5 d a  N/  2 . 
mm 

1  .2 .  C o n t . r a i n t e s  l o n g i t u d i n a l e s  a - - -- 22 ' 

La f l e x i o n  l o n p i t u d i n a l e  d e  l ' a p p a r e i l  e s t  s i m i l a i r e  à c e l l e  o b t e n u e  

d a n s  l e  c a s  où  A = 0 , 3 .  La s e c t i o n  d e  l ' a p p u i  c o r n p o r t e  d e u x  z o n e s  c o m p r i m é e s  e n  b a s  

e t  e n  h a u t  d e  l ' a p p a r e i l  e t  u n e  z o n e  t e n d u e  ; l a  v a l e u r  r r i ax imale  d e  l a  c o n t r a i n t e  s e  

t r o u v e  à l ' i n t é r i e u r  d e  l a  z o n e  d u  c o n t a c t  s u p p o r t - v i r o l e  à O - % 35O e n  c o n t r e  p e a u ,  

s a  v a l e u r  e s t  d e  : - 7 , 2  d a  N/,,2 , l e  maximum e n  t r a c t i o n  e s t  d e  2 d a  N/ 2 e n  peai i  ; 
mm 

d a n s  l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  d e  l ' a p p a r e i l  l a  c o n t r a i n t e  d e  c o m p r e s s i o n  e s t  d e  - 1 , 3 4  

d a  c e s  c o n t r a i n t e s  n e  s o n t  p a s  n é y 1 i e ; e a t i l e s .  

D a n s  c e t t e  s e c t i o n , n i  l a  t h é o r i e  d e  l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e ,  n i  l a  t h é o r i e  d e  

ZICK n e  s o n t  p a s  a p p l i c a b l e s  p o u r  é v a l u e r  l e s  c o n t r o i n t e s .  

21 Z o n e  e n t r e  l e  f o n d  e t  l ' a p p u i  : F i g .  (4.401 

La c o n t r a i n t e  d e  l a  m e m b r a n e  e s t  p r a t i q u e m e n t  n u l l e .  S e u l e  l a  f l e x i o n  

c i r c o n f é r e n t i e l l e  a p p a r a i t  a v e c  u n e  a m p l i t u d e  d e  c o n t r a i n t e  d e  l ' o r d r e  d e  1  d.a N/ 2 . 
m m  

La f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  e s t  i n f l u e n c é e  p a r  l a  p r é s e n c e  d e  l ' a p p u i .  

E l l e  p r o v o q u e  u n e  c o m p r e s s i o n  p o u r  l e s  z o n e s  i n f é r i e u r e  e t  s u p é r i e u r e  d e  l ' a p p a r e i l  

et u n e  t r a c t i o n  p o u r  l a  z o n e  m é d i a n e .  

31 Z o n e s  e n t r e  l ' a p p u i  e t  l e  m i l i e u  d e  l ' a p p a r e i l  F i g .  ( 4 . 1 1 1  . 
Nous a v o n s  l e s  mêmes c o n s t a t a t i o n s  q u ' a u p a r a v a n t ,  e n  p l u s  n o u s  r e m a r q u o n s  

est 
q u e  l a  f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e v t r è s  d i f f é r e n t e  d e  c e l l e  p r o p o s é e  d a n s  l a  t h é o r i e  d e  LICK. 

L e s  s e c t i o n s  x = l m  e t  à X = Zm e t  X = 3 , 2  ( m i l i e u  d e  l ' a p p a r e i l )  

s o n t  c o m p r i m é e s  d a n s  l e u r s  p a r t i e s  s u p é r i e u r e s  e t  i n f é r i e u r e s  e t  t e n d u e s  d a n s  l e u r  

p a r t i e  m é d i a n e ,  c o n f o r m é m e n t  a u x  r é s i ~ l t a t s  d e  n o s  c a l c u l s  ( c h a p i t r e  I I ) .  



- TABLEAU (4 .3 . ) 

3 4 - 0.) *(i.*.l.t#****l*IIl*I*Il*tl**.'IR~k~~~w**i.+Fr * + f*lllr*l*.***** 
* .* 
* 5 E c T 1 il fy fi !Ir 'S.' E pi )< =J . IQ  :* 
* Er ~ ¶ t  L .  :+ 

...................................... 4 t *.4 &*********:******** 
* '* 
* M E S U R E  4 EPSILON C t E P S I L O N L  3 SIGWH C 3 S f G f l Q  L  * 
* 1 3 - e, 2 . $  - .l 3 9 - .1.3'38 + . - O . F , 7 7  

* 2 3 . i {. -67 3 -0.713 3 --1,.5-6 * - -1 ' 

* 3 .) E, 4 9 - 4 5 3 1.068 3 -13. ,549 * 
4 # 9 43 3 -ci.g@.1 3 8. 7-6 :4 * -53 -- * 5 Y - .- .:. 3 - 4 4 .  I -3.351 + -1. l3.5 * 

3 9 -1.743 $ - 1 ,  * * 6 3 -&2 - T a  
* * 
*********:***********:*:**************************:**:***************** 

q = U T 3  * 
SECTION C INTERIEURE 

X = 0 . 5 3 ,  
...................................................................... 
* * 
* MESURE 1 EPSILON C I EPSILON L 1 S I G M Q  C 1 S I G n R  L * 
* 1 1 -418 L A - 1  -8.987 1  - 3 . 8 6 4  * - 
* 2 1  -2b.3 1  -2E.g - - - - m  1 -7 1 1  -7.247 * 
* 3 I .I '" 1 i I -99 I 3. 985 1 -8.995 * 
* 4 I 2 :=: -5 I -72 I 5.533 1 13.272 * F - 
* 5 1 -143 f 17 1 -5.187 1 -1.289 * * 

* 6 1 .2 6 1 .5 3 1 --1..513 1 8.563 * - .-, r 
* 7 1 -8 1 -43 1 -0.447 1 -0.5.56 * 
* 8 1 -22 1 -.57 f ' -8.521 1 -1.336 * 
* * 

, - ~ * * * ~ * * * * * * - * - y ~ - * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
1: -. --- . ~- --- .---- . .. ..- - . 

- 
* : * * * * * * * * * t * : * * * * * * * : t r :C . * *1~* * * * * : * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

* :* 
* ME5URE f EPSILON C t EPSILON L SIGHR C 3 S I G f l R  L * 
:4 1 4 - .1 q - ..J -2 3 7 3 9  3 -4.5.51 Y -2. 87.5 * 
i(r 2 t .:S $J -7 I 3 42  + 2:1@2 9 1 . 4 3 3 .  * 
:4 3 f 53 G ~2s ,-, -9 i d -1 3 2.327 * 
:4 4 4 - .t a 3 30 9 -13.~321 3 8 . 5 ~ 7  * 
:* 5 9 - 3 3  r- l 3 - 2 6  + -13.738 3 -9.727 * 
;t: 6 t -13 4 -35 3 -0.E.39 3 -@.VI9 * , 

:t< .* 
........................................................................ 
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* 
MESURE + EP5IL!3N C i EFS!LON L 3 5IGMR C 

.(r .1 J. - ,, -1 .IL 
a =_, l -4.1 ' . -0 .5s47 

-+ '7 l 9 ,. 
6 - .! .:, 1 i 7 3 - . 3 - - -  Gq 

-2 ,-3 

C :c * -i 1. - I - .- - -. 
.1 7 1 g-! . 2 ;=, kf 

-1 - .? - 3 - 
6 ka - .:, g I - 9 .  -2.5 

+ 24  ,. - - ' , - I - i.' - -f 9 .  g4; 
.* .." 







P a r  a i l l e u r s  l a  c « n t r a i n t , e  c i r c o n f é r e n t i e l l e  c o r r e s p o n d  s e n s i b l e m e n t  à l a  

s e u l e  f l e x i o n  ( a b s e n c e  d e  c o n t r a i n t e  d e  l a  m e m b r a n e ,  c e l l e  c i  n ' a p p a r a i t  a u e  d a n s  l a  

s e c t i o n  d e  1 ' a p p u i 1  . 
4 . 7 . 3 .  A p p u i  à lm. --- 

D a n s  c e t  e s s a i ,  n o u s  a v o n s  c o n s t a t é  q u e  l ' a p p a r e i l  a  c o n s e r v é  s o n  o v a l i s a t i o n  

p r é c é d e m m e n t  d é c r i t e  ; a u t r e m e n t  d i t  l e s  s c r p p o r t s  t o u c h e n t  l ' a p p a r e i l  p r a t i q u e m e n t  e n  
TI 

s e s  e x t r ê m i t é s  (O = + - 1 ; d e  p l u s  n o u s  a v o n s  c o n s t a t é  un a f f a i s s e m e n t  d e  l a  p a r t i e  
- 3 

c e n t r a l e  d e  l ' a p p u i  s e l o n  l a  d i r e c t i o n  l o n g i t u d i n a l e ,  d e  s o r t e  q u e  l e  c o n t a c t  e n t r e  

s u p p o r t  e t  a p p a r e i l  n e  s ' e f f e c t u e  p l u s  d ' u n e  f a ç o n  u n i f o r m e  d a n s  l e  s e n s  l o n g i t u d i n a l .  

C e s  c o n s t a t a t i o n s  s o n t ,  d ' a i l l e u r s  é g a l e m e n t  o b s e r v é e s  p o u r  l e s  p o s i t i o n s  d e  l ' a p p u i  

d é f i n i e s  p a r  A = 1,15 m e t  p a r  A = 1 , 2 8  m  ; l e s  v a l e u r s  t r o u v é e s  s o n t  rGsurnées  d a n s  

l e s  t a b l e a u x  (4.51 e t  (4.61. 

11 S e c t i o n  d e  l ' a p p u i  1 m : 

1 . 1 .  C o n t r a i n t e  c i r c o n f é r e n t i e l l e  a 
-- --- 1 1 '  

La f i g u r e  (4.131 f a i t  a p p a r a î t r e  l e s  c o u r b e s  t r o u v e e s  e x p é r i n i e n t a l e m e n t ;  

e n  p a r t i c u l i e r  n o u s  c o n s t a t o n s  q u e  l a  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  s ' e f f e c t u e  d ' u n e  f a ç o n  

s i m i l a i r e  a u x  r é s u l t a t s  d e  n o s  c a l c u l s ,  à c o n d i t i o n  d e  p r e n d r e  u n e  r é p a r t i t i o n  d e  p r e s -  

s i o n  u n i f o r m e ,  c e p e n d a n t  comme n o u s  l ' a v i o n s  t r o u v é ,  l a  c o n t r a i n t e  m a x i m a l e  m e n t i o n n é e  

d a n s  l e  c h a p i t r e  I I I  e n  c o m p r e s s i o n  s e  t r o u v e  e n  c o n t r e p e a u  à l ' i n t é r i e u r  d e  l a  z o n e  

d e  l ' a p p u i  c o n t r a i r e m e n t  à l a  t h é o r i e  d e  Z I C K  s a  v a l e u r  e s t  v o i s i n e  d e  - 9 du N/,,2 : 

p a r  c o n t r e  l a  v a l e u r  m a x i m a l e  e n  t r a c t i o n  s e  t r o u v e  p r è s  d e s  e x t r ê m i t é s  d u  s u p p o r t .  

(O - 7û01, l a  c o n t r a i n t e  d e  l a  m e m b r a n e  s u b i t  u n e  l é g è r e  d i s t o r s i o n  q u i  p e u t  E t r e  

i m p u t é e  à l a  d é f o r m a t i o n  d e  l ' a p p a r e i l  d ' u n e  p a r t  e t  a u x  e r r e u r s  e x p é r i m e n t a l e s  d ' a u t r e  

p a r t .  

1 . 2 .  C o n t r a i n t e  l o n g i t u d i n a l e  O - -- 2 2 

La f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  s ' e f f e c t u e  d ' u n e  f a ç o n  a n a l o g u e  a u x  f l e x i o n s  

o b t e n u e s  p a r  l e s  a u t r e s  p o s i t i o n s  d ' a p p u i ,  avec: u n e  c o m p r e s s i o n  d e s  p a r t i e s  i n f é r i e i i r e s  

e t  s u p é r i e u r e s  d e  l a  s e c t i o n  e t  u n e  t r a c t i o n  d e  s a  p a r t i e  m é d i a n e .  La p a r t i e  s u p é r i e u r e  

e s t  c o m p r i m é e  d ' u n e  f a ç o n  a p p r é c i a b l e  ( 2 , 2  d u  N/  2 1 ; l a  c o n t r a i n t e  m a x i v a l e  e n  
mm 

c o m p r e s s i o n  est  e n  p e a u  [ -  3 . 9 4  d u  N/ 21 Ipo .ur  Ovoisin d e  6C01. 
mm 

21 S e c t i o n s  a s s e z  é l o i g n é e s  d e  l ' a p p u i  F i g u r e  (4.121. --- - 

S a u f  e r r e u r  e x p é r i m e n t a l e  i m p o r t a n t e  [ q u i  d ' a p r è s  l ' a l l u r e  d e s  r é s u l t a t s  

p e u t  e x i s t e r  d a n s  l a  s e c t i o n  à 0.3  m d u  f o n d )  n o u s  c o n s t a t o n s  u n e  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n -  

t i e l l e  p u r e  d ' a m p l i t u d e  v o i s i n e  d e  1 daN/ 2  e n  X = 0 .3  e t  e n  X = Zm, e t  d e  
mm 



- TABLEAU (4 .5)  - 

SECTION H INTERIEURE # ) : A %  * 
A - 0 . 3  * 

................................................................ 
* :4 

* HESURE t EFSILON C t EPSILON L t SIGNR C t SIGNR L * 
* 1 t -4  3 -24 t -8 .335 9 -8 .529  * 
* 2 t l 6 9 - .1 -1 3 + -8 .371 t -2 .277 * 
* 3 t 26 t -6 9 G r .  5-8 3 0 .838  * 
* 4 t -  - € 8  4 3 4 9 -1 .313 9 - 0 . 319  * 
* 5 t - 5 3  9 -9  1  9 - l .  656 9 -2 .245 * 
* 6 t -67 9 -1dt6 9 -2 .875  t -2 .648  * 
* * 
................................................................ 

* * 
* SECTION B EXTERIEIJRE % = O 3  

* A :  1 %  * 
............................................................ 

* * 
* HESURE t EPSILON C t EPSILOH L t SIGHQ C t SIGNQ L * 
* 1 9 J 5 t 29  3 8 , 321  3 8 .842  * - 
* 2 4 -43 t -21 9 -1.178 t -R.766 * 
* 3 t -41 4 -41  3 - l .  122 t -1 .130 * 
* 4 t - .1 3 + -26 t -0.577 9 - @ . 6 c j  * 
* 5 9 24 t -28 t 8.329 9 -0.437 * 
* 7 t -47 t -33 t -.1.245 t -1:119 * 
* 8 t -28 9 - 56  9 -0 .941 t -1 .352 * 
* * 

................................................................ 
* :ç 

* SECTION G EXTERIEURE 
* A =  1% g r ? ,  * 
................................................................ 
* * 
* HESURE t EPSILON C t EPSILQN L t SIGNR C t SIGNR L * 
* 1 9 -1 1 9 -63 9 -0:132 3 -1 .376 * 
* 2 9 -26 9 - 3 4 t -8 .483 t 9.336 * 
* 3 t 18 9 1.5 9 8 .  483 9 8 .443  * 
* 4 t -44 9 - 2 1 9 -1 .858  3 -8 .725 * 
* 5 t 16 3 a b + -0:13? + -1.714 * -n- 

* * 
................................................................ 

................................................................ 
* / -4 

~r SECTION H EXTERIEURE Yr3,es, . * 
* * 
................................................................ ,c -Y 

* * * .  

1 t * MESURE t EPSILON C t EPSILON L t SIGNO C 9 SIGHQ L * ks I !  ; .) 
>b 1 t -58 # 3 t -1 .218  + -8 .386 :* *4 

* 2 t 16 t 28 t 8 .464  t 8..527 * 
* * 

, ........................................................... 
- Li 5- 
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- TABLEAU (4.6. ) - 

. -... - .  -- -- 

................................................................ * * 
* SECTION F INTERIEURE - .4 ,y'] C 

* :4 

* ME,SURE t EPSILON C 9 EPSILCIN L 9 SIGMQ C 9 SIGMR L * 
1 t + - * -3r33. - ;FI 9 -6.9E,8 9 -3.543 * 

* 2 9 -43 1 3 15 a -3.3.57 -2.488 * 
9 -1 7 ' 7  3 -- * 3 9 3 '3 9 ~ L A  7 .  q-3 9 -1. ;39 * 

4 9 
- .. t - * - .:. + 3 . .- + - E . . - E . Q  -1.352 * . '3 

* 5 9 - 1 1 .? ? -142 -3.236 9 -3.634 * 
* 6 t - 8.5 ? - .l Ci '3 t -2.472 + -2.825 * 
* 7 # 9 9 -188 9 -8.491 + -2.211 * 
* :* 
................................................................ 
................................................................ 
* .* 
* SECTION D EXTERIEURE 
* >C= 1- * 
............................................................ 
* :4 

* MESURE 9 EPSILDN C 9 EPSILON L' ? SIGRFI C 9 S I G M R L  * 
* 1 9 -36.5 3 - 7 '3 

1 .-. 3 -0 . 1 . 5  9 -3.333 * 
* 2 , t  '3 3 .i 2- 3 2.1392 + ? . @ I F ,  * 
* 3 ? 7 -1 4 E. 7 3 1.413 d -1 . 8 .Y 4 :* 
* 4 ? - .f 'r t 53 9 -Q.377 9 9.9-3 * -.. .. 
* 5 -t - --1 -t ? -51 9 -2.465 -1.41.5 * C / 

l 
4 * 6 ? i I 3 -7.5 - -1.858 4 -1.743 * - 5 7 

1 * * 
i .......................................................... 
? ................................................................. 

* :4 

* SECTION E INTERXEURE 
* < = !p :* 
............................................................ 
* :+ 
* MESURE 9 EPSILON C 9 E F S I L O N L  9 SIGMR C t SIGMR L * 
* 1 9 - .:s .:. 7 + -16.1 + -8.844 t -5.515 * -9 

* 2 9 - .:z k, i. 9 s-r t 3 -3.269 3 -4.153 :4 - - - .=. 7 
* 3 3 2 3 13 C -38 L 5.459 9 -0.242 * 
* 4 9 - .1 2.5 3 -1 4 9 -2.534 + -8.433 * 
* 5 9 E. 2 3 -142 1 i 8.487 3 -2.531 * 
* 6 9 -1 3 t -43 3 8. .j28 9 -9.7:33 * 
* 7 9 k. 9 - 6 4  3 8. l 4 3  9 -1. -18B * P - 
* :* 

................................................................... 

............................................................ 
* :+ 
* EECTIUN E EXTERIEURE 

* ,  r : \ , i s 4  * .................................................................. 
* * 
* MESURE t EPSILON C t EPSILON L 9 SIGMQ C t SIGMQ L * 
* 1 9 174 9 .=a .-. 3 4 * 1-- ' i  9 2 .  "7  .-t 9 :* r-. -3 

* 2 t -193 9 - .l F, 3 -4. 154 -1.552 * 
7% 3 9 -22 9 - 4 E, 9 -9.152 9 -1.~185 * 

f hi:+\ 4 9 7 1 t 1 1 9 1.563 9 9.683 * 
\liy 5 9 21  9 5 1 9 8.762 t 1.203 * * 6 9 - E. 4 ? -49 3 -1.653 t -1.432 * 

* 7 # -12 9 -77 9 -9.751 0 -1.706 * 
* * 



- TABLEAU (4.7.) - 

A: 19 * SECTION D INTERIEURE 

EPSILON C t EPSILON 
-77 t -61 

77 t - 23  
-147 9 -20 

46 t 148 
1.54 9 121 
-38 4 213 

-149 9 45, 
4 -5 9 -373 
49 4 -22 

4 O -76 

SECTION F EXTERIEURE 

* 
* HESURE 4 EPSILON C + EPSILON L 9 
* 1 + -14-1 # -? c. .- =-. O * 2 9 - E, -1 O -14 

9 

t * 3 9 -5 8 4 - l' O * 4 4 Et 9 t 5 1 9 
* 5 4 -46 9 -3 1 4 * 6 9 12 + -76 t 
* 







- FIGURE (4.14)A- S E ~ ~ I O N  X = 1,15 m 





0 , 5  d a  N/  2 d a n s  l a  s e c t i o n  d u  m i l i e u .  
mm 

La f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  f a i t  a p p a r a î t r e  u n e  c o m p r e s s i o n  d e  l ' a p p a r e i l  s u r  

t o u t e  sa  l o n g u e u r  d a n s  ses f i b r e s  i n f é r i e u r s  (0 = O1 e t  d a n s  s e s  f i b r e s  s u p é r i e u r s  

= II), a i n s i  q u ' u n e  t r a c t i o n  d a n s  s a  p a r t i e  m é d i a n e .  C e t t e  f l e x i o n  e s t  d ' a m p l i t u d e  

p l u s  i m p o r t a n t e  d a n s  l a  z o n e  d e  ] . ' a p p a r e i l  s i t u é e  e n t r e  l e s  d e u x  a p p u i s  q u e  d a n s  c e l l e  

s i t u é e  e n t r e  l e s  f o n d s  e t  l e s  a p p k l i s .  

31 s e c t i o n s  v o i s i n e s  d e  l ' a p p u i  [ X  = -- 1 , 1 5  m e t  X = 1 , 2 8  m ) . F i g u r e  (4.14) 

L ' é t u d e  d e s  r é s u l t a t s  d e  m e s u r p  d a n s  l e s  s e c t i o n s  1 , 1 5  m  e t  1,28 m 

f a i t  a p p a r a î t r e  l ' i n f l u e n c e  d e  l a  d é f o r m a t i o r  d e  l ' a p p a r e i l  d ' u n e  p a r t  e t  l ' i n c l i n a i s o r i  

d e  l a  c h a r g e  d e s  a p p u i s  d ' a u t r e  p a r t  ; c e c i  s e  t r a d u i t  p a r  u n e  a m p l i t u d e  d e  l a  f l e x i o n  

l o c a l e  a u s s i  b i e n  d a n s  l e  s e n s  l o n p i t i i d i n a l  q u e  c i r c o n f é r e n t i e l  a v e c  d e s  n i v e a u x  d e  

c o n t r a i n t e  b e a u c o u p  p l u s  i m p o r t a n t e s  q u e  d a n s  l e  c a s  d e  l a  s e c t i o n  d e  l ' a p p u i .  C r t t e  

f l e x i o n  l o c a l e  a p p a r a î t ,  d ' a i l l e u r s ,  d a n s  l a  t o t a l i t é  d e  l a  s e c t i o n  y c o m p r i s  d a n s  c a  

p a r t i e  s u p é r i e u r e  ; l a  s e c t i o n  X = 1,151 d i s t a n t e  s e u l e m e n t  d e  5 c e n t i m è t r e s  d u  b o r d  

d e  l ' a p p u i  é t a n t  b i e n  s û r e  p l u s  s o l l i c i t é e .  

C e p e n d a n t  l a  c o n t r a i n t e  d e  l a  membrane  e s t  f a i b l e  d a n s  l e s  d e u x  c a s  p a r  

r a p p o r t  a u x  c o n t r a i n t e s  i n t r o d u i t e s  p a r  c e s  f l e x i o n s  l o c a l e s .  

4 . 7 . 4 .  A p p u i  à 4 -  1 , 1 5  m .  

L e s  r é s u l t a t s  s o n t  r a s s e m b l é s  d a n s  l e s  r f i b l e a u x  4 - 8  , 4 - 9 ,  e t  4 - 1 0  

e t  n o u s  c o n s t a t o n s  l a  même t e n d a n c e  q u ' a u p a r a v a n t ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  e n  c e  o u i  c o n c e r n e  

l a  f l e x i o n  l o c a l e  t r o p  i m p o r t a n t e  d a n s  l e s  s e c t i o n s  p r & s  d e s  a p p u i s .  

11 S e c t i o n  d e  l ' a p p u i  X = 1 , 1 5  m -- 

1 - 1  - C o n t r a i n t e  c i r c o r i f é r e n t i e l l e  a -- - -- 1 1  

[La t i g u r e  14.171 r é s u m e  l e s  r é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  n o u s  a v c n s  u n e  

i n v e r s i o n  d e s  t e n d a n c e s  po i i r  l e s  c o n t r a i n t e s  c i r c o n f É r e n t i e ? l e s  d o n t  l e  maximum e s t  

e n  c o n t r e  p e a u  e t  e n  t r a c t i o n  ( +  1 0  d a  N/mm21 d u  b o r d  d e  l ' a p p u i ,  p a r  c o n t r e  l e  

maximum e n  c o n t r a i n t e  n é g a t i v e  se  t r o u v e  c e t t e  f o l s  e n  p e a u  e t  a u  même p o i r t  [ -  9 , 4  

d a  N/mm2 1 .  C e t t e  t e n d a n c e  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  d û e  à l ' o v a l i s a t i o n  t r o p  i m p o r t a n t e  d e  

l ' a p p a r e i l  d a n s  c e t t e  r é g i o n  à t e l  p o i n t  q u e  p r e s o u e  l a  t o t a l i t é  d e  l ' e f f o r t  s e  t r o u v e  
II 

r e p o r t é  p r è s  d e s  b o r d s  d e  l ' a p p u i  (O=+ - 1 
- 3 

1 - 2  - C o n t r a i n t e  l o n ~ i t u d i n a l e  a - - 22 

La f l e r i o n  l o n g i t u d i n a l e  a d m e t  l a  même t e n d a n c e  t o b t e f o i s  n o u s  a v o n s  

t o u j o u r s  d e u x  p a r t i e s  c o m p r i m é e s  e t  u n e  p a r t i e  m é d i a n e  t e n d ~ e  a v e c  u n e  f l e x i o n  l o c a l e  

t r è s  i m p o r t a n t e .  
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- TABLEAU (4.8)  - 
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- TABLEAU (4.9) - 

S E C  t r ON D WTER l EURE 

. - -  - . . A - ,\\- %= \,1r 

SECf ION F EXTER 1 EURE 

, . _ _ _ - _ _ _ _  _ _  P t v ~  - . x = ),28 

SECT ION 

SEGT ION W E x T E R I E U R E  
/-\ , 3 p ;  A = I \ t > "  X = 3 , 2  

i - -  - - .  . - - - - -  - . .  - - a .  

- - .  

i-465 f?f &PSI LOF C EPSi LON L SiGi94 C SIGNA L 
4 - A  4 -38 -0.785 -4.726 . 
2 8 17 6- 2 75 o. 4.07 - 



1 - TABLEAU (4.10) - 



- FIGURE (4 .15)  - SZCTIONS ELOIGNEES DE L 'APPUI 





- FIGURE (4.17) - SECTION DE LI A P P U I  - 





21 S e c t i o n  é l o i , ~ n é e  d e s  a p p u i s  : X = 0 , 3 m ,  X = 2m, X = 3 , 2  m ,  F i g .  ( 4 . 1 5 1 .  -- -- 

La f l e x i n n  c i r , ~ . o n f é r e n t i e l ? ~ e  e s t  lpure  [ a b s e n c e  d e s  c o n t r a i n t e s  d e  l a  

m e m b r a n e  c o r r e s p o n d a n t e ) ,  s o n  a m p l i t u d e  e s t  d e  l ' o r d r e  d e  1 , 2  d a  N/ 2 e n  X = 0 , 3  mm 
e t  e n  X = 2m ; p a r  c o n t r e  e l i r :  ~ s t  t r e s  f a i b l e  a u  m i l i e u  ( 0 . 5  d a  N/ 21 , c e c i  é t a n t  

mrri 

e s s e n t i e l l e m e n t  dû à l a  p r é s e n c e  cri'un t r o u  d 'hornme q u i  r e n f o r c e  c e t t e  s e c t i o n .  

P a r  a i l l e u r s  l e  riive.31~1 d e  c o n t r a i n t e  l o n g i t u d i r i a l e  c o n - f i r m e  n o s  r é s u l t a t s  

t h é o r i q u e s  d a n s  l a  m e s u r e  où  l ' a p p a r e i l  s e  t r o u v e  c o m p r i m é  d a n s  s e s  f i b r e s  i n f é r i e u r s  

e t  s u p é r i e u r s  e t  t e n d u  d a n s  s e s  f i b r e s  m é d i a n e s ,  e t  c e c i  s u r  t o u t e  s a  l o n g u e u r .  

31 S e c t i o n  p r è s  du  s u p p o r t  X = l m ,  X = 1 , 2 8 m  F i g u r e s  ( 4 - 1 6 )  1 (4 -18 )  
-- .- -- 

Nous a v o n s  l a  même t e n d a n c e  q u e  p n u ï  l a  s e c t i o n  d e  l ' a p p u i  a v e c  u n e  

i n f l u e n c e  t r o p  i m p c i r t ù n t e  d e  l a  f l e x i o n  l o c a l e  d a n s  i e s  d e u x  s e n s  maxima d e s  c o n t r a i n t e s  

c i r c o n f é r e n - t i e l l e s  e n  c o m p r e s s i o n  e t  e n  t r a c t i o n  s e  r e n c o n t r e n t  e n  c o n t r e  p e a u x  à 60' 

a n  t r a c t i o r -  (5 d a  N /  7 )  e t  à 77 O e n  c o m p r e s s i o n  ( -  1 0 , 6  d a  N/mm21 p o u r  l a  s e c t i o n  
m m  

à l m  e t  r e s p e c t i v e n i e r i t  + 6 , 5  d a  N/,,2 e t  - 7 , 5  d a  N/mm2r p o u r  l a  s e c t i o n  x = 1 . 2 8  

La t e n d a n c e  g é n é r a l e  e n  f l e x i o n  l o n g i t i ~ d i n a l e  e s t  l a  nêrne q u e  p o u r  l a  

s e c t i c n  A = 1 , 1 5 .  

4 . 7 . 5 .  A p p u i  à X = 1 . 2 8  m .  - -- 

L e s  t a b l e a u x  4-1'1, 4 - - 1 2  e t  4 - 1 3  r é s u m e n t  n o s  r é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x ,  

n o u s  a v o n s  l a  même t e n d a n c e  c o n s t a t é e  dar i s  ? a  p o s i t i o n  X = 1 . 1 5  ; t o u t e f o i s  l a  c o n t r a i n t e  

c i r c o n f é r e n t i e l l e  r ; iaximale e s t  e n  c o n t r e  p e a u  e n  O = 60° d a n s  l a  s e c t i o n  d e  l ' a p p u i  

i +  9 , 8 7  d a  N/,m21. 

L e s  r a n s t a t a t i o n s  p r é c é d e m m e n t  d é c r i t e s  ( c a s  X = 1 , 1 5 1  s o r ~ t  v a l a b l e s  p o g r  

l e  c a s  p r é s e l i t .  ( v o i r  f i g u r e s  ( 4 . 1 9 )  , (4 .20)  , ( 4 . 2 1 )  , ( 4 . 2 2 )  . 

4 . 7 . 6 .  P o s i t i o n  d e  ? , ' a p p u i  p r è s  du  f o n d  X = 0 . 1 8  m -- - 

VLI l a  d é f a i l l a n c e  d e  c e r t a i n s  a p p a r e i l s  d e  m e s u r e  n o u s  a v o n s  e f f e c t u é  

u n  e s s a i  s u p p l é m e n t a i r e  p o u r  c e t t e  s e c t i o n ,  t o u t e f o i s  n o u s  d e v o n s  i n t e r p r é t e r  ces r é s u l -  

? : a t s  a v e c  p r é c a u t i o n  d o ' n t  l a  n i e s u r e  où  l ' a p p a r e i l  a  d é j s  s u b i t  u n e  t r e n t a i n e  d e  c y c l e  

d e  c h a r g e m e n t  e n  c h a n g e a n t  .Les p o s i t i o n s  d e  l ' a p p i ~ i  ; a i i t , r e m e n t  d i t  s o n  o v a l i s a t i o n  

e s t  d e v e n u e  ~ e r m a n e n t e .  

Le t a b l e a u  4 - 1 4  r é s u m e  l e s  r é s u l t a t s  d e s  e s s a i s  e t  n o u s  p o u v o n s  d é d u i r e  

d ' a p r è s  l ' é t u d e  d e s  F i g u r e s  ( 4 - 2 3 1  e t  ( 4 - 2 4 1  l e s  c o n c l u s i o n s  s u i v a n t e s  : 

1 1  S e c r i o n  d e  l ' a p p u i  X - 0 . 1 8 .  
-- -- 

La f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  e s t  p r a t i a i i e m e n t  c e l l e  d é d u i t e  d e  n o s  

c a l c u l s  t h é o r i q i i e s  a v e r  u n  c h a n g e m e n t  c i n i f o r m e  ; l e  maximum e n  c o m p r e s s i o n  e s t  e n  c o n t r e  

p e a u  à B = O ( -  4 , 8  d a  N/mm21 e t  e n  t r a c t i o n  i o u j o i ~ r s  e n  c o n t r e  p e a u  e n  O = 60" 



iP,( . 
, 

i - TABLEAU (4.11) - 
4 .  - , 1 

I ................................................................ 
* * 
* t SECTION H INTERIEURE 

* * 
* MESURE t EPSILON C 9 EPSILON L 3 SIGMU C t SIGMU L * 
* 1' 9 -9 9 - -1 -1 3 -8.255 3 -9.253 * 
* 21 t 22 'r -?Te 3 -8.347 t -2.585 * 

3 3 
- * .:, q 9 .1 3 3 i j  . ï -:c 2, + 8.468 * - 77- 

* 4 t -4 1 9 - -1 ;-Z i -0.347 9 -0.513 * 
* * 
................................................................ 

S E C T I O N  B EXTERIEURE \ , 

* * 
* MESURE t EPSILON C EPSILON L t SIGNR C t SIGMR L * 
* 1 t 39 t 45 9 1.121 t 1.254 * 
* 2 t -78 t -29 t -1.653 9 -1.050 * 
* 3 t -78 9 -74 , . O  -1.958 t -2.089 * 
* 4 t -74 t -77 9 -2.039 9 -2.853 * 
* 5 t -56 + -77 9 -7.675 t -1.983 * 
* 7 t -181 + -59 O -2.5'6 t -1.833 * 
* 8 t -47 9 -1'5 9 -1.652 9 -2.512 * 
* * 
................................................................ 
" . # . P T  - - . - . - . . - - . . . . . - - . . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... " _--. rt.C*-P.C --- 

................................................................ 
* * * SEC-T 1 ON F 1 NTER 1 EURE 
* 

A = / * .  * ................................................................ 
* * * NESURE t EPSILON C t EPSILON L 9 SIGMQ C t SIGMR L * 
* 1 t -18 i. -28 O -8.343 i -2.014 * 
* 2 t -2613 t - 4 B  + -4 .529 t -2.133 * 
* 3 t 21'3 9 -1 lt. 9 5.847 t -1.863 * 
* 4 t -236 9 -32  - 3 -5.536 t -3.419 * 
* 5 t -53 t -68 9 -1.582 t -1.597 * 
* 6 t - 1 3 9 -25 3 -0.449 -0.670 * 
* 7 t 43 t -73 t 8.443 t -1.262 * 
* * .............................................................. * 

-- - -- + 

................................................................ 
* * 
* SECTION D EXTERIEURE S- , 

* $ ^ t h  * 
..................................................... *%******** 
* * 
* MESURE t EPSILON C t EPSILON L t SIGHR C t SIGMR L * 
* 1 t -202 t -62 t -4.633 t -2.575 * 
* 2 t -5 1 t - 100 t -1.784 t -2.432 * 
* 3 t 43 t &36 t 9.687 9 -9.482 * 
* 4 t 35 t 32 t 0.937 9 0.893 * 
* 5 t -113 t -95 t -2.972 t -2.787 * 
* 6 .  t -44 4 -135 t -1.775 t -3.112 * , Y/!,J \ 
* * \ <* '-. -,+ ................................................................ 

. . 



- TABLEAU (4.12) - 

* SECTION E I N T E R I E U R E  
* %- 28 

y 2 1, tS:* 
:**********************:************* sr**** .***************-*** 

MESURE 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

t E P S I L O N  
t -1.13 
t -3-3 
t 397 
t -329 
t . -2 
t -14  
t - 3.5 

............................................................ 
* '* 
* 1ECT I O N  E EXTERIEURE 

* :* 
* I1ESCiRE t EPfILOH rl. 9 EPSILON L 3 5IC; f fR C f SIGMR L * 
* 1 t -  c i ?. L l. 1 - .7 - 9 8 .245  3 -" --: . .1 9 4 :* 
* 2 + -427 3 -101  + - 4  + - 4 . 8 1 4  * 
* 3 9 - t --1 e 3 .? - i 1 3 . l m  - c -  i. -1 b 3 .1 - 0 4 3  * 
* 4 + 42  d 4 -5 3 .1:166 3 I . 2 - l Q  * 
* 5 + -3i3 + - 7 . 5  3 -0.72.5 3 -Q .5@4 * 
* 6 t - .1 -1 Q t - :3c 3 - 2 . 3 ~ ~ 4  + - 2 . 4 2 3  .* 
* 7 9 - 7 - .  -1 .) - -12- 3 - .lm 4 4 5  3 -2. " :- .l 

C I  -t :* 
* 5 t - .:, u 3 28 3 - 0 .4 .50  3 8 . 4 1 8  * - - 
* * 
................................................................ 



7 TABLEAU (4.13) - C' 

i 

. a- ---- - --- 

................................................................ 
* * 
* SECTION F EXTERIEURE 3 

* * 
* MESURE t EPSILON C t EPSILON L t SIGMR C t SIGMQ L * 
* 1 t -313 t -2.5 ' -6 .731 t -2 .497 * 
* 2 t 23 t -53 t 9:149 t -9 .968 * 
* 3 t 2 -1 t 15 t 9 .  536 t 8 .447  * 
* 4 t 49 t 72 t 1.294 d 1 .?€a4 * 
* 5 t -52 t -29 t -1 .213  d -9.744 * 
* 6 t 43 t -198 # 9.349 t -1 .959 * 
* * 
................................................................ 

................................................................ 
, * * 

* SECTION G EXTERIEURE ROY 
* x=2fw * 
................................................................ 
* .4 -+ 
* HESURE t EPSILON C t EPSILON L + SIGPlR C t SIGMR L * 
* 1 t 4 1 t -50  t O .  543 t -8 .802  * 
* 2 t -59 t 26 9 -1 .075 t 0 .174 * 
* 3 t .5 4 t 22 9 1.236 t 9 .816 * 
* 4 4 -51  t - 9  - 1  t -0 .521 * 
* 5 t 5 1  t -1B9 t 0 .384  t -1 .968 * 
* ' * 
................................................................ 



- F I G U R E  ( 4 - 1 9 )  - SECTION DE L'APPUI 





- FIGURE (4 .21)  - 





-- 

i , t ,  ~ ~ + + r : ) 1 ) i ~ . ( : + ~ c + . b * ' ~ * ç 5 i * k c & r t ~ c ç r * h + + . . i t t . c e c * ç 4 c 4 ~ ~ ~ e * . : . ~ ç * y ~ . ~ + * ) . + +  

6 - 176 - t 

+ - 5E::TICrN :..: 1hTEp:EiJF:E a 0 .  13 fi"?;i'!lr; 3 ;;f - .  f :  .+ 
* :f: 

+::*.t. :.: f:-)::+:C**:*:t:*:+::***:***:*********:****+-:**:*:+::*:*.*:+:**:*:*.f<.*:*i:+:***:*.*:~:*:*:i<:+::** 

:* - TABLEAU (4.14) - -+'. 

:+ ' I E 5 l j E E  1 E P E I L U N  C 1 EPSILt I iN L 1 SIt;MQ C 1 3 I t< - l f i  L  :* 
1 - 2 .1 9 1 - 7 ~5 " 7 ,=, -t: .1 - .g 1 - 1 - 7  L .  .1-3 1 :* 

:t; .:, i 1 -77 .-, .-. 1 42 1 - 0 .  4.79 , ,-. 1 3 .674  + 
* - 1 - n t  

8 1 ,  2 1 -- 
.-- i' .:% 1 - 1 - 3 9  1 0.972 * 

ti '4 1  .-i ,? 1 3 1 - 1 . 1  * 77 . .  . ,  . 1  - r n  
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" ( 7 , ~  d a  N /  2 1 ,  l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  n ' é t a n t  p r a t i a u e m e n t  p a r  s o l l i c i t é e .  
mm 

P a r  a i l l e u r s  l a  f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  n e  s ' e f f e c t u e  p a s  s e l o n  l a  t h é o r i e  

d e  Z I C K  : n o u s  a v o n s  t o u j o u r s  l e s  p a r t i e s  i n f é r i e u r e s  e t  s u p é r i e u r e s  d e  l ' a p p a r e i l  q u i  

s o n t  compr imées  e t  l a  p a r t i e  médiane  q u i  e s t  t e n d u e ,  l e  maximum e s t  e n  c o m p r e s s i o n  e n  

c o n t r e  p e u a  à O = 0  ( -  2 , 2  d a  N/  21 e t  en t r a c t i o n  O = 60°  en peau  ( 2 . 9 6  d a  N/mm2].  mm 

21 S e c t i o n  p r è s  d e  l ' a p p u i  X = 0 . 3  m .  

Vu l ' a f f a i s s e m e n t  d e  l ' a p p a r e i l  c e t t e  s e c t i o n  e s t  t r è s  s o l l i c i t é e ,  notam- 

ment  d a n s  s a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  (0 = 01 où n o u s  r e n c o n t r o n s  d e s  c o n t r a i n t e s  i m p o r t a n t e s  

[ C  1ï + 8 d a  N/,,2 , a Z 2 =  6 , 5  d a  N/mm21. 

3 )  S e c t i o n  é l o i g n é e d e  l ' a p p u i  X = 2m. 

Nous r e m a r q u o n s  l ' a b s e n c e  d ' u n e  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  a p p r é c i a b l e  e t  

l a  t e n d a n c e  d e  l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  d e  l a  S e c t i o n  à ê t r e  comprimée l o n g i t u d i n a l e m e n t  

c o n t r a i r e m e n t  a u x  r é s u l t a t s  t h é o r i q u e s  d e  Z I C K .  

4 . 8 .  C o n c l u s i o n .  - 
La r é p a r t i t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s  c o n s t a t é e  e x p é r i m e n t a l e m e n t  f a i t  a p -  

p a r a î t r e  deux  g r o u p e s  d e  r é s u l t a t s  : 

1 - L o r s q u e  l ' a p p u i  se t r o u v e  p r è s  du f o n d  A < R n o u s  a v o n s  u n e  s e c t i o n  

p a r f a i t e m e n t  c i r c u l a i r e  s o u m i s e  à une  c h a r g e  r é p a r t i e  d ' u n e  f a ç o n  p a r a b o l i q u e  ou m i x t e ,  

t e l l e  q u e  les  c o n t r a i n t e s  m a x i m a l e s  s e  t r o u v e n t  a u  b a s  d e  c e t t e  s e c t i o n  (O = 0). 

2  - L o r s q u e  l ' a p p u i  s e  t r o u v e  a s s e z  é l o i g n é  du  f o n d ,  l a  s e c t i o n  p e u t  s e  

d é f o r m e r  p l u s  l i b r e m e n t  ( o v a l i s a t i o n l .  c e  q u i  r é d u i t  l e  c o n t a c t  e n t r e  l e s  s u p p o r t  
II 

e t  l a  s e c t i o n  a u x  z o n e s  s i t u e e s  a u x  b o r d s  du s u p p o r t  ( O  = - 1 ,  a u t r e m e n t  d i t  n o u s  
3  

o b t e n o n s  les  s o l l i c i t a t i o n s  m a x i m a l e s  d a n s  c e s  z o n e s  ( c o n f o r m é m e n t  a u x  r é s u l t a t s  d e  

l ' e x p é r i e n c e  d e  Z I C K  - CARLSOhI ; l e s  v a l e u r s  e x p é r i m e n t a l e s  d a n s  l e s  d e b x  c a s  s o n t  

t r è s  é l o i g n é e s  d e s  v a l e u r s  d o n n é e s  p a r  Z I C K ,  e t  du  même o r d r e  d e  g r a n d e u r  q u e  c e l l e s  

d o n n é e s  p a r  n o t r e  t h é o r i e .  

C e p e n d a n t  . l e s  t r a i t s  communs à t o u t e s  n o s  e x p é r i e n c e s  p e u v e n t  ê t r e  r é s u m é e s  

e n  d e u x  p o i n t s .  

11 Le phénomène d e  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  e s t  purement  l o c a l  ; s a  z o n e  

d ' i n f l u e n c e  e s t  p r a t i q u e m e n t  c e l l e  d e  l ' a p p u i  t a n t  q u e  c e l u i  c i  s e  t r o u v e  p r è s  du f o n d  

( j u s q u ' à  1 ml,  e t  d a n s  t o u s  l e s  c a s  l a  l a r g e u r  d e  l a  z o n e  i n f l u e n c é e  p a r  c e t t e  f l e x i o n  

e s t  p l u s  f a i b l e  q u e  l a  l a r g e u r  p r o p o s é e  p a r  Z I C K  (4R ou L 1 .  
2  

21 La f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  e s t  f o r t e m e n t  i n f l u e n c é e  p a r  l ' o v a l i s a t i o n  d e  

l ' a p p a r e i l ,  c e  q u i  e x p l i q u e  le  f a i t  q u e  l e s  f i b r e s  s u o é r i e u r e s  e t  i n f é r i e u r e s  s o n t  

c o m p r i m é e s  e t  q u e  l e s  f i b r e s  m é d i a n e s  s o n t  t e n d u e s .  c e t t e  t e n d a n c e  e s t  r e m a r q u é e  t o u t  



l e  l o n g  d e  l ' a p p d r ~ i l ,  e t  r ! ' i ~ n c ~  f o r , o n  p i i l s  a c c e r i t i i é c ,  q u a n d  l e s  a p p u i s  s o n t  a s s e z  é l o i -  

p n é s  du  f o n d s .  

T o u t e f o i s ,  e t  d a n s  t o u s  l e s  c d s ,  l a  t h é o r i e  d e  l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e  e t  

c e l l e  d e  ZICK d o n n e n t  d e s  r 6 s c i l t a t s  t r è s  é l o i g n é s  d e  l a  r é a l i t é  : c h a c u n e  d ' e l l e s  

f o u r n i t  comme c o u r b e s  r e p r é s e n t a t i v e s  d e  o ( c o n t r a i n t e  d e  f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e s ]  
2 2 

d e s  d r o i t e s ,  e t  p o u r  l a  contrainte a ( f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e )  d e s  v a l e u r s  q u i  
11 

s o n t  l o i n  d l & t r e  r i é p l i g e a b l e s  d a n s  ?a p a r t i e  s u p é r i e u r e  d e  l a  s e c t i o n  e t  d o n t  l e  

maximum s e  t r o u v e  p r è s   LI b o r d  di) s i i p p o r t .  



CHAPITRE V 

COMPARAISON 

5 . 1 .  I n t r o d u c t i o n  : 
- v  

D a n s  l e  b u t  d e  d é g a g e r  u n e  n o u v e l l e  m é t h o d e  d e  c a l c u l  d e s  a p p a r e i l s  à p r e s s i o n  

c y l i n d r i q u e  s o u m i s  à l ' e f f e t  d e s  f o r c e s  l o c a l e s  r é p a r t i e s ,  n o u s  a l l o n s  e x p o s e r  d a n s  

c e  c h a p i t r e  u n e  c o m p a r a i s o n  g é n é r a l e  e n t r e  l a  m é t h o d e  d e  ZICK ( v e r s i o n  a c t u e l l e  d e s  
de 

c o d e s  ASME e t  SNCTl , l e s  r é s u l t a t s  d e  l ' e x p é r i e n c e ,  e w n o t r e  m é t h o d e .  

C e t t e  c o m p a r a i s o n  v a  ê t r e  e f f e c t u é e  d a n s  l e  cas d e  l ' a p p a r e i l  d e  ZICK CARLSON 

( é p a i s s e u r  = 2 5 , 4  mm) e t  d a n s  l e  c a s  d e  n o t r e  a p p a r e i l  ( é p a i s s e u r  5  m m )  a f i n  d e  s a i s i r  

l ' i n f l u e n c e  d e  l ' é p a i s s e u r  d a n s  l e  c o m p o r t e m e n t  d e  l ' a p p a r e i l  ; à ce t i t r e  n o u s  d e v o n s  

t e n i r  c o m p t e  d a n s  l ' i n t e r p r é t a t i o n  d e s  r é s u l t a t s  d e  n o t r e  e x p é r i e n c e  d e s  e r r e u r s  

e x p é r i m e n t a l e s  d ' u n e  p a r t  e t  d e  l a  d e f o r m a t i o n  p e r m a n e n t e  d e  l ' a p p a r e i l  s u i t e  à s o n  

o v a l i s a t i o n  d ' a u t r e  p a r t  ; p a r  c o n s é q u e n t  n o u s  a t t a c h o n s  b e a u c o u p  p l u s  d ' i m p o r t a n c e  

a u x  a l l u r e s  d e s  c o u r b e s  r e p r é s e n t a n t s  l e s  v a r i a t i o n s  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  a u x  o r d r e s  

d e  g r a n d e u r s  d e  ces c o n t r a i n t e s  q u ' à  u n e  c o i n c i d e n c e  p a r f a i t e  e n t r e  l e s  r é s u l t a t s  

c a l c u l é s  e t  c e u x  d e  l ' é x p é r i e n c e .  

5 . 2 .  C a s  d e  l ' a p p a r e i l  ZICK - CARLSON 

En l ' a b s e n c e  d ' u n  c o m p t e  r e n d u  d é t a i l l é  d e  l ' e x p é r i e n c e  d e  ZICK - CARLSON 

( 1 9 4 8 1  n o u s  a l l o n s  d é v e l o p p e r  u n e  c o m p a r a i s o n  r a p i d e  e n t r e  n o t r e  t r a v a i l ,  l e s  c o d e s  

S . N . C . T .  - A.S.M.E. e t  l e s  q u e l q u e s  v a l e u r s  d o n n é e s  d a n s  l ' a r t i c l e  d é c r i v a n t  l e s  

e x p é r i e n c e s  s u r  l ' a p p a r e i l  d e  ZICK-CARLSON. C e t t e  c o m p a r a i s o n  à l ' é v a n t a g e  d ' ê t r e  

f a i t e  s u r  un  a p p a r e i l  d ' é p a i s s e u r  i m p o r t a n t e  [ e  = 2 5 , 4  m m )  , c e  q u i  a u g m e n t e  l a  
à 

r i g i d i t é  g l o b a l e  e t  p e r m e t y c e t  a p p a r e i l  d e  se c o m p o r t e r  comme u n e  p o u t r e .  

A v a n t  d e  c o m m e n c e r  c e t t e  c o m p a r a i s o n ,  n o u s  a v o n s  r é s u m é  d a n s  l a  f i g ( 5 - 1 )  

les  r é s u l t a t s  d e  c a l c u l  d e  l a  m é t h o d e  d e  ZICK, l e s  d e u x  p r e m i e r s  s c h é m a s  ( a  e t  b l  

s o n t  r e l a t i f s  à l a  s e c t i o n  d e  l ' a p p u i .  Nous p o u v o n s  r e m a r q u e r  q u e  l e s  v a r i a t i o n s  d e s  

c o n t r a i n t e s  c i r c o n f é r e n t i e l l e  a e t  l o n g i t u d i n a l e  o v o n t  d é p e n d r e  d e  l a  p o s i -  
1 1  2 2 

t i o n  d e  l ' a p p u i  p a r  r a p p o r t  a u x  f o n d ,  c e p e n d a n t  l ' a l l u r e  d e  l a  c o u r b e  r e p r é s e n t a t i v e  

d e  a r e s t e  l a  même q u e l l e  q u e  s o i t  l a  d i s t a n c e  A d e  l ' a p p u i  a u  f o n d  ; s o n  a m p l i -  
11 R 

t u d e  a d m e t  d e u x  v a l e u r s  s e l o n  q u ' o n  s e  t r o u v e  p r è s  d u  f o n d  ( A  < - 1 o u  l o i n  du  2 

f o n d  ( A  > R I .  D a n s  ce d e r n i e r  c a s ,  l ' a m p l i t u d e  d e  c e t t e  f l e x i o n  e s t  q u a t r e  f o i s  p l u s  

g r a n d e  q u e  d a n s  l e  p r e m i e r  cas.  C e p d a n d a n t  l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  d e  l a  s e c t i o n  d e  

l ' a p p u i  e s t  s o l l i c i t é s  d ' u n e  f a ç o n  a p p r é ~ i a b l e ,  c o n t r a i r e m e n t  à n o s  r é s u l t a t s  t h é o r i -  

q u e s  e t  e x p é r i m e n t a u x .  M a l h e u r e u s e m e n t  ZICK e t  CARLSON p a s s e  s o u s  s i l e n c e  l e s  r é s u l -  

t a t s  e x p é r i m e n t a u x  o b t e n u s  d a n s  c e t t e  r é g i o n .  En o u t r e  l a  f l e x i o n  l o c a l e  d a n s  l a  z o n e  





d u  s u p p o r t  n ' e s t  p a s  e x p l i c i t é e  d a n s  l e  t r a v a i l  d e  ZICK q u i  s u p p o s e  q u e  l e  maximum 

d e l a  c o n t r a i n t e  a e s t  a t t e i n t  a u x  e x t r ê m i é e s  d u  s u p p o r t .  
1 1  

P a r  c o n t r e  l a  f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  s ' e f f e c t u e  u n i q u e m e n t  s u r  l a  p a r t i e  

i n f é r i e u r e  d e  l a  s e c t i o n  de l ' a p p u i  ( s e c t i o n  p r é s u m é e  r é s i s t a n t e  d ' a n g l e  2A , 
R 

A = 8 0 ° 1 ,  s a u f  d a n s  l e  c a s  o ù  l ' a p p u i  s e  t r o u v e  p r è s  d u  f o n d  ( A  < 7 1 o ù  e l l e  e s t  

p r a t i q u e m e n t  n u l l e  q u o i  q u ' e l l e  a g i s s e  s u r  l a  t o t a l i t é  d e  l a  s e c t i o n .  

E n f i n  l e  s c h é m a  ( c l  m o n t r e  q u ' a u  m i l i e u  d e  l ' a p p a r e i l  l a  f l e x i o n  c i r c o n f é -  

r e n t i e l l e  es t  i n e x i s t a n t e  e t  l a  f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  e s t  i d e n t i q u e  à c e l l e  d ' u n e  

p o u t r e  s u r  d e u x  a p p u i s  s i m p l e s ,  u n i f o r m é m e n t  c h a r g é e .  

F a u t e  d ' d v o i r  l e s  v a l e u r s  e x p é r i m e n t a l e s  r e l a t i v e s  à c e t  a p p a r e i l ,  n o u s  

a l l o n s  d é v e l o p p e r  l a  c o m p a r a i s o n  u n i q u e m e n t  p o u r  l e s  d e u x  c a s  A = 0 , 3  m e t  A = 2,71rn.  

L e s  c a l c u l s  e f f e c t u é s  p a r  n o t r e  m é t h o d e  m o n t r e n t  q u e  d a n s  l e s  d e u x  c a s  l a  

t h é o r i e  d e  l a  p o u t r e  é q u i v a l e n t e  e s t  a p p l i c a b l e  p o u r  l a  s e c t i o n  d u  m i l i e u  f i g u r e  ( 5 . 2 1 ,  

p a r  c o n C r f  n o s  r é s u l t a t s  d i v e r g e n t  d e  c e u x  d e  ZICK e n  c e  q u i  c o n c e r n e  l a  s e c t i o n  d e  

l ' a p p u i  : 

La f i g u r e  ( 3 . 3 )  m o n t r e  n o s  r é s u l t a t s  e t  c e u x  d e  ZICK p o u r  l a  f l e x i o n  c i r -  

c o n f é r e n t i e l l e  q u i ,  comme n o u s  l ' a v o n s  c o n s t a t é e  p r é c é d e m m e n t  ( d ' a p r è s  n o s  r é s u l -  

t a t s ) ,es t  i m p o r t a n t e  d a n s  l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  d e  l a  s e c t i o n  d e  l ' a p p u i  e t  s ' a m o r t i t  

à p a r t i r  d e  0 = 100°, c o n t r a i r e m e n t  a u x  r é s u l t a t s  d e  ZICK ; d e  p l u s  l e s  maxima d e s  

c o n t r a i n t e s  c a l c u l 6 ç  s e  r e n c o n t r e n t  d a n s  l a  z o n e  d u  c o n t a c t  s u p p o r t - v i r o l e  e t  n o n  

p r è s d u  b o r d  d u  s u p p o r t .  P a r  c o n t r e  l a  f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  c a l c u l é e  p a r  l a  t h é o r i e  
- 3 

d e  ZICK e s t  i n s i g n i f i a n t e  ( 1 0  C a  N/ 21 a l o r s  q u ' e x p é r i m e n t a l e m e n t  ZICK e t  CARLSCN 
mm 

o n t  t r o u v é  u n e  c o n t r a i n t e  d e  l ' o r d r e  d e  0 , 9  c 'a  N/ 
mm2 v a l e u r  t r è s  p r o c h e  d e  c e l l e  

d o n n é e  p a r  n o t r e  m é t h o d e  F i g u r e  ( 5 . 3  b ) .  

2) Fi = 2,7 m : 

La f i g u r e  ( 5 . 4  a l  m o n t r e  l e s  c o u r b e s  r e l a t i v e s  à e t  n o u s  p o u v o n s  
1 1  

c o n s t a t e r  q u e  l a  m é t h o d e  d e  ZICK e x a g è r e  l e s  v a l e u r s  d e s  c o n t r a i n t e s  a l o r s  q u e  n o t r e  

m é t h o d e  f o u r n i t  d e s  v a l e u r s  a d m i s s i b l e s  ; e n  p a r t i c u l i e r  l a  s o l l i c i t a t i o n  l a  p l u s  

i m p o r t a n t e  s e  r e n c o n t r e  à l ' i n t é r i e u r  d e  l ' a p p u i  ; e t  l a  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  

e s t  p r a t i q u e m e n t  n u l l e  à p a r t i r  d e  1 0 0 ° .  

P a r  c o n t r e ,  l a  f i g u r e  ( 5 . 4  b l  c o m p a r e  n o s  r é s u l t a t s  e t  c e u x  ce ZICK ; n o u s  

p o u v o n s  r e m a r q u e r  q u e  l a  p a r t i e  s u p é r i e c i r e  d e  l a  s e c t i o n - s u b i t  u n e  compression n o n  

n é g l i g e a b l e  c o n t r a i r e m e n t  a u x  a f f i r m a t i o n s  d e  ZICK. 



[8-1 ærni leuch ag ber" 
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C o n t r a i n t e s  maximal es eri tonction de la posrtron de ærn8lPuchagbern 

1 ' appui 



D'une façon globale nous pouvons remarquer que quel que soit la position de 

l'appui la contrainte de flexion longitudinale reste du même ordre de grandeur, cette 

constatation est confirmée par les mesures expérimentales de ZICK et CARLSON ; ce 

qui infirme la notion de la section résistante selon ZICK. 

Enfin les figures ( 5 . 5 1  et ( 5 . 6 1  montrent l'évolution globale des contraintes 

maximales en fonction de la position de l'appui et nous pouvons constater que la métho- 

de de ZICK est loin d'être confirmée expérimentalement, alors que notre méthode est 

très proche de valeurs avancées par ZICK et CARLSON d'une part, et est en bon accord 

avec la réalité physique du phénomène qui résulte de l'action "locale" du support 

sur la virole d'autre part. 

5 . 3 .  Cas de notre appareil - 
5 . 3 . 1 .  - Résultats de calcul par la méthode de ZICK. - 
Pour faire apparaitre la divergence entre notre méthode et celle de ZICK 

nous allons résumer dans ce paragraphe les résultats du calcul de notre appareil 

par la méthode de ZICK. 

1 1  Section du milieu. 

Les calculs exposés dans le premier chapitre de cette partie, montrent 

que la flexion longitudinale de cette section est conforme à la théorie de la poutre 

équivalente Figure ( 5 . 7 1  ; par contre la flexion circonférentielle est supposée nulle 

dans cette section. 

2 1  Section de l'appui. 

Dans ce cas, la proximité de l'appui du fond joue un rôle fondamental, 

et la distinction entre les positions de l'appui près du fond ( A  et A21 et loin 
1 

du fond (A3 ,  A et A ) fait apparaître un grand écart dans les résultats ; en par- 
4 5 

ticulier, la flexion circonférentielle Figure ( 5 . 8  al est importante pour les posi- 

tions ( A  ,A ,A 1 ( 1 2 . 1 2  d a  N/mm2 1 ,  et le reste au sommet de la section (O = II) où 
3 4 5  

sa valeur est voisine de 5 da N/ 2 . Cette contrainte est réduite au quart de ces 
mm 

valeurs pour les positions Al et A2. 

En outre la flexion'longitudinale suit un comportement analogue Figure ( 5 . 8  b) 

pour les positions Al et A2, la totalité de la section travaille mais le maximum 
- 3 

des contraintes est négligeable (de l'ordre de 10 da N/ 2 1, pour les positions 
mm 

A3,A4 e t  Ag, la section présumée résistante encaisse seule le moment fléchissant 

au niveau de l'appui. 



Figure (5.8b) section de l'appui 
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Figure (5.7) section du milieu 
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L t a n t  d o n n é  l ' a b o n d a n c e  d e s  r é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x ,  n o u s  a l l o n s  d é t a i l l e r  

l a  c o m p a r a i s o n  p o u r  l es  p o s i t i o n s  A 2  , A3 , Aq : l a  c o m p a r a i s o n  g l o b a l e  s e r a  f a i r e  

 lus l o i n  s u r  l e s  maxima t r o u v é s  p o u r  c h a q u e  p o s i t i o n  d e  l ' a p p u i .  

5.3.2. R é s u l t a t s  d e  n o t r e  m é t h o d e .  

A v a n t  d e  c o m m e n c e r  l a  c o m p a r a i s o n  g é n é r a l e  n o u s  a v o n s  j u g é  u t i l e  d e  

r é s u m e r  l e s  r é s u l t a t s  d u  c a l c u l  p a r  n o t r e  m é t h o d e  e n  e n v i s a g e a n t  u n e  r é p a r t i t i o n  

p a r a b o l i q u e  e t  u n e  r é p a r t i t i o n  u n i f o r m e  d e  l a  p r e s s i o n  du  c o n t a c t  s u p p o r t  v i r o l e .  

L e s  r é s u l t a t s  d e  c e  c a l c u l  s o n t  r -ésumés  a u x  f i g u r e s  ( 5 . 9  à 5 . 1 4 ) .  5 1  e s t  i n t e r e s s a n t  

d e  n o t e r  q u e  l e s  c o u r b e s  d é c r i v a n t  l ' é v o l u t i o n  d e  l a  c o n t r a i n t e  d a n s  l a  s e c t i o n  d e  

l ' a p p u i  d é p e n ? e l t  d e  l a  s c h é m a t i s a t i o n  d e  l a  p r e s s i o n  du  c o n t a c t ,  t o u t e f o i s  l e  c o m p o r -  

t e m e n t  d e  l ' a p p a r e i l  e n  d e h o r s  d e  n e t t e  s e c t i o r i  a p p a r a i t  comme i n d é p e n d a n - t  d e  c e t t e  

s c h é m a t i s a t i o n ,  p o u r  c e t t e  r a i s o n  no i i s  n e  d é t a i l l . o n s  p a s  p o u r  l ' i n s t a n t  c e s  r é s u l t a t s  

p u i s q u ' i l s  o n t  é t é  l a r g e m e n t  c o w m e n t 6 s  d a n s  l e  c h a p i t r e  I I I .  

5 . 3 . 3 .  C o n p a r a i s o n  e n t r e  n o t r e  m é t h o d e ,  l ' e x p é r i u n c e ,  e t  l a  m é t h o d e  d e  ZICK. -- - - 

5 . 3 . 3 . 1 .  R é p a r t i t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s  e n  f o n c t i o n  d e  l a  p o s i t i o n  d e  l ' a p p u i  -- 

1 )  - A p p u i  à A = 0 , 3  m d u  f o n d .  

1 . 1 .  S e c t i o n  d e  l ' a p p u i  : - 

a l  C o n t r a i n t e  l o n g i t u d i n a l e  

La c o u r b e  (4.61 m o n t r e  l ' é v o l u t i o n  e x p é r i m e n t a l e  c o n s t a t é e  ; e n  

p a r t i c u l i e r  l a  c o n t r a i n t e  m a x i m a l e  d e  c o m p r e s s i o n  se  t r o u v e  à = 5 0 °  e n  c o n t r e  

p e a u  e t  c e l l e  d e  t r a c t i o n  à O = 0' e t  à O = 7 0 °  e n  p e a u ,  l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  

d e  c e t t e  s e c t i o n  é t a n t  c o m p r i m é e  d ' u n e  f a ç o n  a p p r é c i a b l e .  

C e t t e  r é p a r t i t i o n  e s t  p r a t i q u e m e n t  c e l l e  d o n n é e  p a r  n o t r e  miiithode à c o n d i t i o n  

d e  r é d u i r e  l a  l a r g e u r  du  s u p p o r t  e t  d e  c o n s i d é r e r  u n e  r é p a r t i t i o n  u n i f o r m e  d e  l a  p r e s -  

s i o n  du  c o n t a c t  F i g u r e  ( 5 . 1 0 )  ; e n  o u t r e  c e t t e  é v o l u t i o n  e s t  l o i n  d - t r e  c e l l e  d o n n é e  

p a r  l a  t h é o r i e  d e  Z I C K ,  c a r  n o u s  c o n s t a t o n s  l a  p r é s e n c e  d ' u n e  f l e x i o n  l o c a l e  non  

n é g l i g e a b l e  d o n t  c e t t e  t h é o r i e  e s t  i n c a p a b l e  d e  l a  d é c r i r e  ; l a  c o n t r a i n t e  m a x i m a l e  

t r o u v é e  a  u n e  v a l e u r  m i l l e  f o i s  p l u s  i m p o r t a n t e  q u e  l a  v a l e u r  p r o p o s é e  p a r  ZICK 

b l  C o n t r a i n t e  c i r c o n f é r e n t i e l l e  0 
11 

La f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  s u i t  p r a t i q u e m e n t  l ' é v o l u t i o n  q u e  n o u s  

a v o n s  d é c r i t e  à p a r t i r  d e  n o t r e  m é t h o d e  ( C h a p . 1 1 1 )  à c o n d i t i o n  d ' e n v i s a g e r  u n e  r é p a r -  

t i t i o n  p a r a b o l i q u e  d e  l a  p r e s s i o n  d e  c o n t a c t ,  ce q u i  d o n n e  d e s  c o n t r a i n t e s  e n  O = O 
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Figure (5.11 b1, cependant l'évolution de la contrainte de la membrane en dehors de 

la zone de contact ne peut être décrite par notre théorie car elle est directement 

rattachée à la déformation de l'appareil ; toutefois nous constatons l'absence de 

toute flexion circonférentielle locale à partir de O = 90° en accord avec notre 

travail et contrairement aux résultats de ZICK, la valeur maximale de cette contrainte 
K 

est deux fois supérieure à celle proposée par ZICK. (A 6 1 .  

1.2. Sections éloignées de l'appui x = 1 m et x = 2  m. - 
a) Flexion longitudinale. 

Les courbes (4.81 confirment nos résultats théoriques car nous 

constatons la persistance de la compression des fibres inférieurs de l'appareil 

conformément à nos conclusions (voir (3.2.2.1 et 3.2.2.21. Les valeurs expéri- 

mentales sont très proches de celles données par nous ; alors que la théorie de la 

poutre de ZICK n'a plus aucune signification physique même dans la section du milieu. 

b )  Flexion circonférentielle 
ta flexion circonférentielle constatée expérimentalement est loin 

d'être celle qui existe dans la section de l'appui, conformément à nos résultats 

théoriques. 

21 - Appui à A = 0,53 m. 

2.1. Section de l'appui Figure [4.91 et (5.111. - 
al Contraintes longitudinale : nous faisons la même constatation que 

précédemment sur la répartition des contraintes dont le maximum est en compression 

à O = 50' avec une valeur sept à huit fois plus grande que celle proposée par ZICK ; 

la flexion locale près du bord du support étant très faible. 

b) Contrainte circonférentielle 0 
11 

Comme pour la position A = 0.3, nous avons une répartition de 

la contrainte a proche de celle donnée par notre théorie avec une répartition de 
11 

pression parabolique, le maximum de la contrainte est en compression en contre peau 

à O = O, ?a valeur est légkrement supérieure à la moitié de celle donnée par 

ZICK et qui, d'après lui doit se trouver en = 60' en peau, ce qui est entièrement 

faux car en ce point, nous avions une contrainte sept fois plus petite que celle pro- 

posée par ZICK ; là aussi la flexion circonférentielle locale est insignifiante à 

partir de O = 95O. 

2.2.  Sections éloignées de l'appui : X = 0,18, X = 0.3, X = lm, X = 2m 

X'examen de la figure [4.101 confirme ce que nous avons annoncé au chapitre III 

à propos du caractère purement local de la flexion circonférentielle, et à propos 

de la compression de la totalité des fibres inférieurs de l'appareil, ceci en opposi- 

tion avec les résultats de ZICK. 



31 P o s i t i o n  d e  l ' a p p u i  à A = 1 m F i g u r e  (1.121. 

S u i t e  à l ' o ~ a l i s a ~ i o n  d e  l ' a p p a r e i l  n o u s  a v o n s  u n  c o n t a c t  r é e l ,  s u p p o r t -  
II 

v i r o l e ,  p l u s  a c c e n t u é  a u x  b o r d s  d e  l ' a p p u i  [O = + - 1 ; C e p e n d a n t  l e s  c o n t r a i n t e s  
- 3 

t r o u v é e s  e x p é r i m e n t a l e m e n t  p e u v e n t  ê t r e  a p p r o c h é e  p a r  n o t r e  m é t h o d e ,  e n  u t i l i s a n t  

u n e  r é p a r t i t i o n  u n i f o r m e  d e  l a  p r e s s i o n  d u  c o n t a c t .  

3.2. S e c t i o n  d e  l ' a p p u i  X = l m  -- 

a l  - C o n t r a i n t e  l o n g i t u d i n a l e  GZ2 : La c o u r b e  e x p é r i m e n t a l e  ( 4 . 1 3 1  

m o n t r e  u n e  é v o l u t i o n  t r g s  p r o c h e  d e  c e l l e  q u e  n o u s  a v o n s  o b t e n u e  a v e c  u n e  p r e s s i o n  

i l n i f o r m e  ; l e  maximum d e  l a  c o n t r a i n t e  e s t  e n  p e a ~ j  à O = 7 Z 0 ,  e l l e  e s t  é g a l e  à 

2  f o i s  l a  v a l e u r  p r o p o s é e  p a r  ZICK ; c e p d e n d a n t  n o u s  r e m a r q u o n s  q u e  l a  f l e x i o n  l o c a l e  

e s t  l o i n  d ' ê t r e  n é g l i g e a b l e  c o n t r a i r e m e n t  a u x  a f f i r m a t i o n s  d e  ZICK ; d e  p l u s  c e t t e  

c o n t r a i n t e  0 n ' e s t  p a s  n u l l e  d a n s  l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  d e  l ' a p p a r e i l  (0 = m .  
2 2 

h l  - C o n t r a i n t e  c i r c o n f é r e n t i e l l e  0 
11 

L e s  r é s u l t a t s  s o n t  t r è s  p r o c h e s  d e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s  p a r  n o t r e  

t h é o r i e  ( p o u r  u n e  r é p a r t i t i o n  u n i f o r m e  d e  l a  p r e s s i o n ) ,  a v e c  u n  maximum e n  c o m p r e s -  

s i o n  e n  c o n t r e  p e a u  à O = 50' e t  e n  t r a c t i o n  à O = 60°, c e p e n d a n t  l a  v a l e u r  t r o u v é e  

p o u r  l e  moment  f l é c h i s s a n t  e n  c e  p o i n t  e s t  l é g è r e m e n t  s u p é r i e u r e  à l a  m o i t i é e  d e  l a  

v a l e u r  p r o p o s é e  p a r  ZICK. 

2 . 2 .  S e c t i o n s  é l o i g n e e s  d e  l ' a p p u i  X = 0.3, X = Zm, X = 3,2 m - 

Nous a v o n s  l a  c o n f i r m a t i o n  d u  c a r a c t k r e  l o c a l  d e  l a  f l e x i o n  c i r c o n -  

f é r e n t i e l l e  e t  d e  l a  c o m p r e s s i o n  l o n g i t u d i n a l e  d e s  f i b r e s  i n f é r i e u r s  e t  s u p é r i e u r s  

d e  l ' a p p a r e i l  , c o n f o r m é m e n t  à n o s  r é s u l t a t s  t h é o r i q u e s .  

A i n s i  l ' e x a m e n  d e  n o s  r é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  e t  t h é o r i q u e s  e t  d e s  r é s u l t a t s  

d e  ZICK f a i t  r e s s o r t i r  u n e  v é r i f i c a t i o n  i n d é n i a b l e  d e  n o t r e  m é t h o d e ,  e n  p a r t i c u l i e r  

n o u s  p o u v o n s  r é s u m e r  c e t  e x a m e n  s e l o n  d e u x  c o n s t a t a t i o n s  s u i v a n t e s  : 

1 )  La f l e x i o n  l o n g i t u d i n a l e  e s t  i n t i m e m e n t  l i é e  à l a  d é f o r m a t i o n  d e  l ' a p p a r e i  

p a r  o v a l i s a t i o n ,  l e s  f i b r e s  i n f é r i e u r e s  e t  s u p é r i e u r e s  d e  c e t  a p p a r e i l  s o n t  a l o r s  

c o m p r i m é e s  e t  ses f i b r e s  m é d i a n e s  s o n t  t e n d u e s ,  c o n t r a i r e m e n t  à l ' h y p o t h è s e  d e  ZICK 

q u i  c o n s i d è r e  l ' a p p a r e i l  comme u n e  p o u t r e  ; d e  p l u s  l a  n o t i o n  d e  l a  s e c t i o n  r é s i s t a n t e  

p r o p o s é e  p a r  ZICK n ' a  a u c u n e  s i g n i f i c a t i o n  r é e l l e  c a r  n o u s  a v o n s  c o n s t a t é  d ' u n e  p a r t ,  

q u e  p o u r  l e s  p o s i t i o n  A > R, l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  d e  l a  s e c t i o n  d e  l ' a p p u i  e s t  l e  

s i è g e  d e s  c o n t r a i n t e s  non n é g l i g e a b l e s ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  q u e  l a  f l e x i o n  l o c a l e  d a n s  

l a  s e c t i o n  d e  l ' a p p u i  e s t  p r é p o n d é r a n t e .  

21  La f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  a un  c a r a c t è r e  p u r e m e n t  l o c a l ,  a u t r e m e n t  d i t  

e l l e  a f f e c t e  u n e  b a n d e  d e  l a r g e u r  v o i s i n e  d e  c e l l e  d e  l ' a p p u i ,  c o n t r a i r e m e n t  à l ' h y p o -  
L 

t h è s e  d e  ZICK q u i  p r o p o s e  u n e  l a r g e u r  d e  l ' o r d r e  d e  4R o u  -. De p l u s  c e t t e  f l e x i o n  e s t  
2  
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Figure (1.16 b l  
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pratiquement insignifiante dans la aprtie supérieure de la section de l'appui. 

5.3.3.2. Comparaison des maximes des contraintes. 

Les figures (5.15) et [5.161 résument les valeurs maximales 

tirées de l'expérience, du calcul par la méthode de ZICK et de notre méthode. Ces 

valeurs maximales ne correspondent pas aux mêmes points, pour cette raison il faut 

corsidérer ces figures comme indicatives. 

En particulier nous pouvons remarquer que l'évolution expÉrimentale de la 

contrainte de flexion circonférentielle coïncide avec l'évolution calc~ilée par notre 

méthode alors que la méthode de ZICK sous estime ses valeurs pour les gositions de 

l'appui près du fond et surestime ces valeurs pour A > R. 

La même conclusion s'applique sur l'évolution de la contrainte de la flexion 

longitudinale 0 . en particulier l'écart est trop important pour les contraintes 22 ' 
de compression [ZICK sous estime la contribution de la flexion dans ce phénomène]. 

5.4. Conclusion. - 
La comparaison que nous avons présentée dans ce chapitre met en relief 

les défauts de la méthode de ZICK et confirme le caractère local de l'action du support 

sur la virole. Il apparait que notre méthode peut décrire la réalité du phénomène 

et peut donner des indications précieuses sur l'ordre des grandeurs et la répartition 

des contraintes dans la virole. 

Toutefois nous devons signaler l'inconvenient majeure de notre méthode qui 

résulte du choix préalable des déplacements, ce qui représente un handicape dans le 

cas où la géométrie initiale de l'appareil n'est pas parfaitement cylindrique 

[défaut de fabricationls Dans ce cas, la répartition de la pression du contact doit 

ètre modifiée en conséquence. 

Cependant, pour la majorité des applications, l'utilisation d'une répartition 
&rri re 

parabolique ou mixte de la pression du contact suffit p o u r Y  l'évolution des contrain- 

tes. Ceci se traduit par le calcul de contraintes de comparaison (par exemple contrain- 

tes de vcn mises1 supérieures aux contraintes obtenues dans d'autres hypothèses de 

répartitions de pression, et permet un dimensionnement correct des appareils indus- 

triels. 



/ C O N C L U S I O N  
l - I 

L'étude r é a l i s é e  dans c e t t e  p a r t i e  met en r e l i e f  l e s  
app l i ca t ions  p ra t iques  que nous pouvons t i r e r  de l a  t h é o r i e  généra le  
de coques cy l indr iques  e t  de s a  r é s o l u t i o n  par  double s é r i e  t r igono- 
métrique que nous avons développées dans l a  première p a r t i e  de ce  
mémoire. 

I l  en r e s s o r t  qu'une nouvel le  méthode de dimensionnement 
des a p p a r e i l s  à pres s ion  cy l ind r ique  peu t  ê t r e  proposée s o i t  d 'une  
façon rudimentaire ,  à p a r t i r  de no t r e  t h é o r i e  de l a  membrane, en l u i  
superposant une étude simple de l a  f l e x i o n  l o c a l e  dans l e s  deux 
d i r e c t i o n s  ( long i tud ina l e  e t  c i r c o n f é r e n t i e l l e )  (méthode de s imple 
basée s u r  l e s  t h é o r i e s  des  pou t r e s  e t  des  a r c s ) ,  s o i t  d 'une façon 
p lus  r a t i o n n e l l e ,  à p a r t i r  de l a  r é s o l u t i o n  de ce problème par  double 
s é r i e  t r igonométr ique.  

Du p o i n t  de vue p r a t i q u e  nous avons pu c o n s t a t e r  que l e  
phénomène c r i t i q u e  q u i  accompagne l a  s o l l i c i t a t i o n  de t e l s  a p p a r e i l s  
e s t  e s sen t i e l l emen t  due à deux f a c t e u r s ,  l e  premier e s t  l ' a c t i o n  l o c a l e  
du suppor t  dont l e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  en généra l  acceptab le ,  e t  l e  
deuxième e s t  r a t t a c h é e  à l a  déformation g loba le  de l ' a p p a r e i l  notamment 
son o v a l i s a t i o n ,  ce  d e r n i e r  f a c t e u r  a p p a r a i t  comme é t a n t  p lus  c r i t i u u e  
que l e  premier e t  néces s i t e  un renforcement de l ' a p p a r e i l  non pas  dans 
l a  région des suppor ts ,  mais dans l a  s e c t i o n  du mi l ieu .  

Toutefo is  avant  de s e  prononcer d 'une  façon ca tégor ique ,  il 
nous semble nécessa i re  d ' e f f e c t u e r  des  expériences s u r  des  a p p a r e i l s  
i n d u s t r i e l s ,  a f i n  de dégager l a  me i l l eu re  r ep ré sen ta t ion  de l a  
press ion  suppor t -v i ro le  , é t a n t  donné l ' i n f l u e n c e  importante de c e t t e  
schématisat ion s u r  l e s  r é s u l t a t s  du c a l c u l .  



En ou t re  l a  méthode que nous avons développée s 'appl ique  
à n'importe quel le  forme de supports  (en poteaux, en longerons, e t c  ...) 
l a  schématisation de l a  press ion  du contac t  r e l a t i v e  à chaque cas  
é t a n t  déterminée d'une façon analogue à c e l l e  que nous avons r é a l i s é e  
dans l e  présent  cas (appui en berceau) 
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) ANNEXE 1 

COMMENTAIRE DU PARAGRAPHE C 71 3 2 

CALCUL DES CONTRAINTES DANS UN RÉSERVOIR CYLINDRIQUE 
A GENERATRICE HORIZONTALE 

REPOSANT SUR D E U X  BERCEAUX-SUPPORTS 

La nidtliode exliosée ci-aprés ne s'applique inté- 
graleriicnt qu'aux app:ireils (111 type réservoir )ré- 
sentant un pln~i de syinbtrie pcr~ieiidicirlnire k la 
direction des génératrices. Elle peut, cependant, 
être extrapol6e Zi des appareils d'autres types; 
il est alors nécessaire : 

a) De déterminer les moments de flexion et  les 
efforts tranchants par les méthodes habituelles de 
la statique cri fonction de la répartition particulière 
des charges; 

b) De faire une vérification de la valeur des 
contraintes locales pour chaque appui dans le cas 
où il n'existe pas de symétrie. 

L'analyse (111 comportement d'un rbservoir pré- 
sente dciix aspccts : 

a) fitude du comportement global du réservoir 
considbré comme poutre siir deux appuis simples 
(paragr. NC 713 2-3); 

b) fitude du comportement local de la virole au 
droit des supports en fonction de son mode de ren- 
forcement (paragr. NC 713 2-4). 

Remarque. - Ce chapitre ne reprend pas 
l'étiide tlcs contraintes ducs aux sculs effets de la 
pressiori intérieure ou extérieure; cette étude doit 
évidemment être faite au préalable d'aprhs les 
régles des chapitres C 2, C 3, C 4. 

NC 713 2-2 - NOTATIONS 

' P = pression de calcul (comptée positivement si 
c'est une pression intérieure). 

t = contrainte nominale de calcul pour Ie métal 
de la virole et des fonds. 

f, = contrainte nominale de calcul pour le métai 
des anneaux-renforts. 

e = épaisseur de la virole. 

et = Bpaisseur des fonds. 
Cr = épaisseur des plaques-renforts. 
2Q = poids total de l'appareil. 

x = largeur de tBle de virole associée à un anneau- 
renfort, ddterminée suivant la régle du para- 
graphe C 405. 

D, R, L, H, A, b, 0 = données gbométriques déflnies 
par la figure NC 713 2-2. 

Les autres notations sont explicitées en cours 
du texte. 

Nota : Les contraintes calculées au moyen des 
formules des paragraphes NC 713 2-3 et  NC 713 2-4 
ci-aprhs sont des contraintes de : 
- Traction si leur valeur est positive; 
- Compression si leur valeur est ,négative. 

Support mbtalliqus soude sur la  virole da l'appareil Appareil posb sur des support. mdtalllques ou en bdton 

A : distance de la naissance de la courbure du fond B l'axe A : distance de ln naissance de la courbure du fond B l'axe de 
de l'&me du support; la surface de contact; 

b : 6paisseur de l'Arne du support. b : largeur de la surface de contact de la virole sur lei supports. 



N C  713 2 3  - FLEXION LONGITUDINALE D U  RÉSERVOIR 
CONSIDÉRÉ COMME UNE POUTRE SUR D E U X  SUPPORTS 

Le poids propre du réservoir étant toujours iaible 
devant le poids du liquide contenu, on peut faire 
l'hypothkse simplificatrice consistant supposer 
que le rkservoir est de poids négligeable et  contient 
un liquide de poids spécifique : 

f i  = 2Q 

Les efforts s'exerçant sur le réservoir sont alors : 
- Charge verticale iiiiiforiii6merit rëpnrtie sur la 

longueur L  de la virole : 
2 0  

- Pousske hydrostatique horizontale sur chaque 
fond, appliquee au centre de poussCe : 

2QIt 
4 1-1 

L + T  

- Poids de chaque fond, appliqub B soli centre 
de gravite : 

4 Q H  
3L + 411 

- RBaction de chaque appui : Q. 

La figure NC 713 2-31 montre la repartition de 
ces forces ainsi que le monient de flexion et  l'effort 
tranchant agissant sur la virole, dont les expressions 
sont : 

4H 1 + .- 
3L 



Pour le calcul des contraintes maximales, les 
expressions prendre en compte sont : M, Mn et T. 

Si l'on pose : 
4H 

C 1 = 1 + 3 L  

2L 

Les expressions de hIl Mn et  T deviennent : 
A 

A 
hl, = Q ~C,L - A) 
'i' = C,Q 

Les cocfflcietits Cl Cs C, sont donnbs en fonctioii 
H M de - et - par les abaques 1, II et III. Le coefficient L H 

A 
C, est donne en fonction de et C, par l'abaque IV. 

O P  O,1 0,2 0,3 0,4 0,s 

N C  713 P - Abaque 1 

0,'' 4 2  0,3 0,4 45 
NC71SP - Abaque I I I  



- 
O 405 0;iO O,% 0,20 425 

NC 713 t - Abaque I V  

C O N T R A I N T E S  L O N G I T U D I N A L E S  
D E  F L E X I O N  

N C  713 2-321 - Contraintes longltudinalee de 
flexlon au mllleu de l a  virole 

Sur la génératrice inférieure : 

Sur la génératrice supCrieure : 

6 Il est, de plus, toujours nécessaire de vbrifler 
u'en l'absence de pressio.? intdrieure, la contrainte 

IV1 , 
de compression f ' ,  = - - au milieu de la géné- 

n l iae 
ratrice supbrieure ne dbpasse pas la valeur admis- @ \ 
ible (voir paragr. NC 713 2-323). 

N O  713 2-322 - Contralntes longltudlnalee de 
flexlon au drolt de8 supporte 

La valeur de ces contraintes dépcnd de la rigidit6 
de la virole au droit des appuis. En effet, si le r6- 
servoir s'ovalise sous l'effet des irioments de flexion 
transversaux dus A la transmission des réactions 
d'appui (voir paragr. NC 713 2-4), la partie supC- 
rieure de la virole n'offre pas de résistance A la 
flexion longitudinale. La figure NC 713 2-322 sclié- 
matise le phénombne. 

NC 713 4 - Abaque V 

Une rigidit6 suffisante de la virole peut être 
assurée : 
- Par  l'adjonction d'anneaux raidisseurs au 

droit, ou de part e t  d'autre de chaque support 
(voir paragr. NC 713 2-42); 
- Par  la présence des fonds si les supportsen sont 

K 
suffisamment proches, c'est-A-dire si : A < 2- 

Les contraintes longitudinales de flexion ont pour 
valeur : 
- Sur la génératrice supérieure d'une virole 

raidie ou aux points les plus hauts de  la section 
rCsistante d'une virole non raidie (points A e t  B 
de la figure NC 713 2-322) : 

- Sur la génératrice inférieure de la virole : 

Il est, de pliis, totijours iiL<ccssaire de vdrifler 
qu'en l'absence de pressioi!!iitbiiciire, la contrainte 

M l  
de compression f ' ,  = l<', n Itae sur la génératrice 

inf6rieure ne dépasse pas la valeur admissible 
(voir paragr. NC 713 2-323). 

Les valeurs des coefficients K ,  et  KT, sont : 
K,  = K', = 1 si la virole est raidie par des 

anneaux-renforts ou par les fonds; 
O donnees par l'abaque V en fonction de l'angle 0 
si la virole n'est pas raidie. 

- - -- -- 

Flg. NC 713 4-322 



Les expressions de ces coefiicients étant : NC 713 2-332 - Virole non raidie par les fonds 

2 sin2 A (A > R/2) et ne comportant pas d'anneaux- 
A +sinAcosA-- renforts dans le plan des supports 

K, = 
A 

x (9- cos A) La virole supporte seule la contrainte de cisaille- 
ment; les points où cette contrainte est maximale 
sont les points E et  F (fig. NC 713 2-332) (1). 

2 sinx A 
A +sinAcosA---- Cette contrainte maximale a pour valeur : 

K', = 
A T 

1, = K,  - 
n 1-- 

sin A ) 
Re 

A 0a : 
e B K,  = 

sin a 
avec : A = - + - (voir fig. NC 713 2-322). 2 6 x-a+ sinacosa 

Les valeurs de K. sont donnees en fonction de O 
par l'abaque VI. 

NC 713 2-323 - Valeurs admissibles pour les 
contraintes de flexion longitudinale 

a) Les contraintes de traction ne doivent pas 
dépasser la valeur de la contrainte nomiriale de 
calcul f pour le niétal de la virole (tenir compte, 
le cas écliCant, de la présence de soudures circon- 
férentielles ou d'oiivertures dans les zones où 
s'exercent ces contraintes). 

b) Les contraintes de compression ne doivent pas 
depasser la pliis petite des deux valeurs : 
- Contrainte nominale de calcul f ,  

Ee - Contrainte critique de flambage fer = 0,0625- R ' 
E Ctant le module d'Clasticit6 du materiau consti- 
tuant la virole. 

CONTRAINTES DUES A L'EFFORT 
TRANCHANT AU DROIT DES SUPPORTS 

La transmission du poids du reservoir aux sup- 
ports engendre au droit des appuis des contraintes 
de cisaillement dans la virole et Bventuellement 
dans les fonds. 

La rhpartition et l'intensitd de ces contraintes 
dependent de la rigiditC de la virole au droit des 
supports. 

NO 713 2-331 - Virole non raidie par les fonds 
(A > R/2) et comportant des anneaux-ren- 
forts dans le plan des supports 

La virole supporte seule la contrainte de cisaille- 
ment; les points oh cette contrainte est maximale 
sont les points C et  D (fig. NC 713 2-331). 

Cette contrainte maximale a pour valeur : 
T 1, = - x Re 

NC 713 2-333 - Virole raldle par les fonds 
(A a RI21 

La transmission de l'effort tranchant engendre 
alors dcs contraintes de cisaillement dans la virole 
et  A la riaissarice de la courbure des fonds. 

Les fonds sont de pliis soiiniis B une contrainte 
horizontale (le traction s':ijoiitaiit aux contraintes 

Dans le c;is de rdscrvoir soiis vidc, cette contrainte 
se retranrlic cie 1:i contrainte due A la pression 
et  peiit géiiéraieinciit Ctre negligée. 

Les coritraintes de cisaillement sont maximales 
aux tiièmes points que dans le cas NC 713 2-331 
ci-dessus. Elles ont pour valeur : 
- Dans la virole : 

- Dans les fonds : 
Q 1'. = Ka - 

Ret 
avec : 

sina [ a-sinacosa K, = - 
x x-a+s inacosa  I 

(1) La position de cea points a btd dOterminbe expérimenta- 
lement (réL l). 



Les valeurs de K, sont données en fonction /'15 

de l'angle 0 par l'abaque VI. 
La contrainte de traction dans les fonds a pour 

valeur : 
Q f ,  = K, -(1) 

où : 
Re/ 

Les valeurs de K, sont données en fonction 
de 8 par l'abaque VI. 

NO 713 2-334 - Valeurs admissibles pour les 
contraintes dues A l'effort tranchant (2) 

9 5 
a) Les contraintes dc cisaillement ne doivent pas 

dépasser la valeur : 0,s f .  

b )  1.a contrainte de tractioii d:iiis les fonds ne 
doit pas (iC1):issrr la v;ilciir : 1.25 1 --- t r i ,  

c'tniit la roiitr:iliite tliic ii 1ii ~)rrssioii iiit&riciirc 
ctilc.iilctc siiiv~iiit Irs ritgltbs tlii rli:i])itrc C 3 (triiir 
coiiil~tc csvriit iic.ilciiit.iit t ~ r  ~ : i  ~~i.~sc.iicc (1,. soiitiiircs O 0' 
dans Ics fo~~tlb). 120 130 740 150 100 1 1.u) 

Lcs valeiirs c'levées adiiiises pour ces contraintes 
se justifient par leur caractkre local et  par leur NC 713 2 - Abaque VI 
possibilité d'adaptation. 

N C  713 2-4 - FLEXION TRANSVERSALE DE L A  VIROLE 

A U  DROIT  DES SUPPORTS (3) 

La flgure NC 713 2-4 a et  b montre la répartition du moment de flexion transversale 
au droit des supports. 

a)  V h l e  sans anneaux raidisseurs (parngr. NC 713 2-41) ou avec b) Virole avec anneaux raidlsseum de part et d'autre de chaque 
anneaux raidisseurs dans le plan des supports (pantgr. support (paragr. NC 713 2-422). 
NC 713 2421). 

Flg. NC 719 2-4 

(1) Cette valeur. exacte dans le cas d'un fond plat, constitue (3) Ce paragraphe, bas6 sur les travaux de Zlck (ref. 1). 
une a proximatlon muffisante en pratique pour un fond bombe n6glige l'effet favorable de la pression interieure sur la flexion 
(r6f. 17. transversale de la virole. Il peut. bien entendu. en dtre tenu 

(2) Ces valeun sont celles recommand6es par Zick (r6f. 1). compte dans une analyse plus dbtaillée. 



NC 71 3 2-41 \ 

RÉSERVOIR 
SANS ANNEAUX RAIDISSEURS 

La virole supporte seule les contraintes dues A 
la flexion transversale. 

Ces contraintes sont : 
- Une contrainte de compression, maximale sur 

la g6nBratrice inférieure : 

où : 
1 + cosa 

"6 = Ir -- a + siii a cos a 
(voir dbfliiition de a, fig. NC 713 2-332) 

Les valeiirs de K, soiit (ioiiiiécs en fonction 
de 0 par l'abaque VII. 

L'abaque V I  I I  donne les valeurs de K, en fonction 
de 0 et du rapport AIR (avec interpolation pour les 
valeurs de A/R comprises entre 0,5 et  1). 

NC 713 P - Abaque V l l l  

L'abaque IX donne les valeurs de K, en fonction 
de 0 (voir au paragr. NC 713 2-421 l'utilisation du 

0,s coefflcient K.). 

120 130 140 150 160 180 ,,, I; 
NC 713 P - Abaque V I  1 

- Une contrainte de compression e t  flexion, qui 
est maximale aux points G et H (flg. NC 713 2-4 a) 
e t  dont la valeur est calculée en supposant que la 
longueyr de virole résistant A la flexion est la plus 
petite des deux valeurs 4 I< ou I./2 et que la moitik 
sciileriient (le la réactioii d'al) l i i i  est transinise au ' siipport par lriiitrnn6di:iirr. Ac l u  contrniiile de 

J /  coiii~)ressioii. 
1)oiic : 
si 1. > 8l t  

-- Q 31<, Q 
1 7  - -- - 

4e (b 1- x) 'Lea 
S i L <  8R 

e t  : 
A 

K, = 5 si - < 0,5 (virole raidie par les fonds) 4 R 
avec : 

cosa $ 1 sin fi cos fi sinP cos'lf,+ - -  + - .  + (+!L)'cos f, - - - sin P 
4 P 2 4 B  infi fi[(^).-^----- 

K. = 
4 sin P 281 

2 .[(y)s----- l 
l sin 2Pl 

2 4 P  



La valeur de In contraiiite f ,  peiit Ctre réduite par 
l'adjoiiction d'une plaque-rciilort soiitl6c siIr In  
virole nri droit tlcs sul>porls, coiiiiiic illiistrC figiirc. 
N(: 713 2-41. 

La valeur de cette contrainte devient alors : 
a) Au droit de la plaque-renfort : 

b) De part  e t  d'autre de la plaque-renfort : 

b' Ctant la largeur réelle de la plaque de renforce- 
ment, e t  IC', la valeur d u  coefficient I<, lue sur 
l'abaque VI1 en rcniplayaiit 0 par 0'. 

De milrnc, la préscncc (l'urir p1:iqiie-renfort reduit 
I'inteiisitC de la coiitraiiite f, tloiit la valeur devient : 

a )  Au droit de la plac~iie-renfort : 

b) De part e t  d'autre de la plaque-renfort : 
Si L > 8R 

3K'7Q - Q  -- 
pl' = 4e (b' + x) 2e2 

Si L < 8R 

K', Ctant la valeur du coefAcieiit 1C7 lue sur l'abaque 
VI11 en remplaçant 0 par 0'. 

Si la virole_n'est pas raidie par les fonds, c'est- 
H 

A-dire si A > -, il peut être, dans certains cas, 
2 

impossible de rCduire suffisamment l'intentiit~ de la 
contrainte f ,  par l'adjonction d'une plaque-renfort 
d'Cpaisseiir raisonnable : il y a alors lieu de prC- 
voir des anneaux de renforcement. 

Remarque. - Dans le cas où la plaque-renfort 
est constitu6e d'un métal dont la contrainte nomi- 
nale de calcul est inférieiire celle du métal de la 
virole, il est iiécessaire de corriger, dans le calcul 
des contraintes f', ct f ' , ,  I'épnisscur er dans le rapport 
de es contraintes no~ninales de calcul. /" 

NO 71 3 2-42 
RÉSERVOIR 

AVEC ANNEAUX RAID18SEURS 

Deiix ciis sont ù clisliii~ucr siiivunt que ln virole 
est raitlie par un :iiiiitu:iii-rciifort d:ins le plaii de 
cliaquc support, ou par des ariiicnus~reiiforts situés 
de part et d'autre de chaque support. 

NC7132-421 - Virole raldle par anneaux- 
renforts dans le plan des eupports 
La répartition du rnoment de flexion transversale 

est alors la même que daris le cas d'une virole non 
raidie (voir fig. NC 713 2-4 a) .  1.a virole ne supporte 
dircctotiiciit qiit la coiitraiiite dc compression : 

1,cb c~ i i I r ;~ in t (~s  (lts ( s o ~ ~ i l b i ~ ~ * \ s i o ~ ~  c l  llcxion, iiit~xi- 
miilCs ~iiix )oiiits (; cat I I  ( ! I R .  NC 71:1 2 - l u ) ,  soi i t  
sti1)~ortbcs L lit fois IlUr ~ l ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ i ~ ~ ~  riiitiiss(.ur ct III 
virole, et ont pour valeur : 

a )  Pour un anneau-renforl inlkrieur 
(fig. NC 713 2-421 a)  
Dans la virole : 

KaQ KaQRc, f s  =--- 
a 1 

Dans l'anneau-renfort : 
KtQ + KeQRcs t e = - -  

a 1 



440 
oh : 
a - section de métal articipant h la résistance 

(section hachurée la figure NC 713 2-421 a); 
1 - moment d'inertie de cette section par rapport q35 

ti son axe neutre XX' parallele B l'axe de la 
virole. 

c, c, = distances des flbres extrêmes de cette q30 section l'axe neutre XX'. 

[ 
cos 2$ 9 sin $ +--COS$-3 - cosp 1-- 

KI- 
4 p iSi; 'Y] ) sin B 425 

2. [(?y - 
- - - 

l l sin2Bl +T 

4 B 
420 

(les valeurs de K, sont donnees en fonction de 0 
par lDaba<~iie )O : 
K, = CO<-fflcieiit défini au ~)nrngrnplie NC 713 2-41, 0; 5 doiit les vnleiirs sont ~ioiiiidcs par l'ubnquc 1X. 

Dans lu virole : 
IC,Q + K,Qlle, y,--- 

a 1 
Dans l'anneau-renfort : 

les définitions de a 1 c, c, K, et Ica étant les mêmes 
qu'au paragraphe pr6c6dent. NC713 2-422 - Virole raidie par anneaux- 

renforts situes de part  et d'autre de ohaque 
support 
Les figures NC 713 2-422 a, b et c illustrent les 

dispositions possibles pour ces anneaux. 
La distance 1 entre ces anneaux doit être infbrieure 
R ;  si elle est infdrieure B x, l'ensemble des deux 

anneaux doit être considér6 comme un anneau 
unique et le problkme trait6 suivant les regles du 
paragraphe NC 713 2-421 ci-dessus. La figure 
NC 713 2-422 a illustre un exemple de ce cas. 

La suite du parrigraplie suppose donc que : 
x < l < R  

Comme dans les cas pr6c6dents, la virole sup- 
porte sur sa gén6ratrice infkrieure la contrainte 
de compression : 

qui peut être rdduite par l'adjonction d'une plaque- 
renfort (paragr. NC 713 2-41). 

Fig. NC 713 2422 
Exmipk de disposition 1i mnsidkrpt uirnme un anmici unique 

( 1  5 2) 



Les contraintes de compressiori et flexion sup- 
portées par l'anncaii raidisseur et la virole sont 
maxiniales aux points 1 c t  .J (lig. NÇ 713 2-4 l i )  
ddfinis par l'angle p dont la valcur est donnée par 
l'équation : 

soit : 

1 La valeur de ces contraintes est : 

I a) Pour des a>rneaux-renforts inlirieurs 
(flg. NC 713 2-421 b)  
Dans Ia virole : 

KQ + KloQHc, 
f 10 - a 

1 
Da$ les anneaux-renforts : 

KBQ K,oQKcs = ----- - 
a 1 

où : 
a = section totale dl: ni6tal participant B la r6sis- 

tance (section hachurée de la îïgiire NC 713 2- 
422 b) ; 

1 = monient d'inertie de cette section par rapport 
l'axe i~eritre XS' ; 

c, c,  = distances des Abres extrêmes de cette 
section ai l'axe neütre SX'. 

1 3 A - B  1 
li,. = -- 1 p sin p + cos p / y + (n - I) cotg b ]  - - 

2 x sin f 

Les valeurs de IC, et I<,, sont respectivement 
données en fonctiori de 6 par tes abaques X e t  I S .  

b) Foi~r  des anneaux-rcnforfs ~xtkrieurs 
(fig. NC 713 2-422 e )  
Dans Ia virole : 

ILC? KtoQRcl =: --- - - 
a 1 

Dans les anrieaux-renforts : 
l(,Q + K,oQRcs f'll = - 

lx 1 
les définitions de a 1 cl c, I<, et Klo Btant les 
mêrnes qu'au paragraphe précédent. 



ND 71 3 2-43 La contrainte de compression et flexion dans la 
VALEURS ADMISSIBLES virole sans anneau-renfort (f, f', ou f",) ne doit pas 

POUR LES CONTRAINTES DUES 
dépasser la valeur de la contrainte no nale de 
calcul f. 

A LA FLEXION TRANSVERSALE 
=l 

La contrainte de compression f, f', ouf". ne doit La contrainte de compression et flexion dans la 
pas depasser la valeur de la contrainte nominale virole munie d'anneaux-renforts ( f ,  f', f,, ou f',,) 
de calcul f pour le métal de la virole. ne doit pas depasser la valeur : 

Pour un réservoir Une ~0mp~eSSi0n 
sous pression iiitCrieure 

(P > 0) PR si c'est une traction 

Pour un rCservoir 
sous pression extérieure / f + si c'est une compression e 

( p  < 0) 1 f si c'est une traction 

La contrainte de compression et flexion dans les anneaux-renforts (f, f', f,, ou f',,) ne doit pas 
dépasser la valeur de la contrainte nominale de calcul fr  pour le métal de ces anneaux. 
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ANNEXE II 

I n f l u e n c e  d e  l a  p r e s s i o n  h y d r o s t a t i q u e  l a t é r a l e .  

1. I n t r o d u c t i o n  : 

L a  t h é o r i e  d e s  a r c s  u t i l i s é e  p a r  ZICK ( 1 9 5 1 1 ,  p o L ~ r  é t u d i e r  l a  f l e x i o n  

c i r c o n f é r e n t i e l l e  es t  i n c o m p l è t e  d a n s  l a  m e s u r e  o ù  i l  n é p l i g e  d e u x  e f f e t s  i m p o r t a n t s  : 

a ]  L a  c o n t r i b u t i o n  d e s  e f f o r t s  n o r m a l  e t  t r a n c h a n t  d a n s  l e s  f o r m u l e s  

d e  B r e s s e ,  c o n t r i b u t i o n  e n  g é n é r a l e  n o n  n é g l i p e a h l e  ( m o d i f i c a t i o n  d e s  r é s u l t a t s  d e  

l ' o r d r e  d e  70 % 1 . 
b l  La c o n t r i b u t i o n  d e  l a  p r e s s i o n  h y d r o s t a t i q u e  l a t é r a l e ,  d o n t  l ' e f f e t  

e s t  t r è s  i m p o r t a n t  s i  n o u s  s u p p o s o n s  comme ZICK q u e  l a  l a r p e u r  d e  l ' a r c  i n t é r e s s é  p a r  
L. 

l a  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e  e s t  é g a l e  à 4R o u  - 
2 -  

D a n s  l e  p r é s e n t  p a r a p r r a p l i e  n o u s  a n a l y s o n s  l a  c o n t r i b u t i o n  ( b l ,  e t  n o u s  

r e n v o y o n s  l e  l e c t e u r  à d e s  o i ~ v r a g e s  s p é c i a l i s é s  p o u r  l ' é t u d e  dt-: l a  c o n t r i b u t i o n  p r é s e n -  

t é e  e n  ( a l .  

[TIMOSHENKO, COUHPON e t c . . . ) .  

II. F o r m u l a t i o n  dci ~ r n h l e r n e  : 

L ' i n v e n t a i r e  d e s  f o r c e s  a g i s s a n t e s  s u r  u n e  i l a n d e  d e  l a  v i r o l e  d e  

l a r ~ e u r  P f a i t  a p p a r a î t r e  l e s  f o r c e s  s i . i l v a n t e s  : F i p u r f i  (2.1). 

(11 - C o n t r a i n t e s  d r  c i s d i l l f ? m f ? n t ,  q u i  a g i s s e n t  s u r  l e s  b o r d s  l a h é r a u x  

d e  c e t t e  b a ~ d e ,  e t  d o n t  l a  r é s u l t a n t e  a u  d e s s u s  d u  s u p p o r t  v a u t  : 

( 2 )  - L.a p r e s s i n r i  h y d r o s t a t i q u e  a p i ç s a r i t . ~ :  s u r  c e t . t e  b a n d e  a d m e t  cilmrrie 

r é s u l t a n t e  au d e s s i ~ s  dii s u p p o r t  l a  f o r c e  s u i v a n t e  : 

P = O ~ : I  - c o s  $ 1  R~ e 

L e  T o r s e u r  d e s  f o r c e s  d e  p a u c h e  e n   LI^ p o i n t  M ( R , $ )  d e  l ' a r c  a u  d e s s u s  

d u  s u p p o r t  va  ê t r e  r é d u i t  à : 

2 2 
- E f f o r t  N o r m a l e ,  N = - PA - - - --- - X + H p p E L  L - c o s  $ -+ml+ 2  [YI 1 

4 _ s i n  24 
- E f f o r t  t r a n r - h a n t .  Ny - 0 ,g 8 R' ( s i n $  - - ---- 

--- - - -- --- - 7 4 
1 - 

s i n  74 
2 n 



- Moment f l é c h i s s a n t  : 

A u t r e m e n t  d i t  l e  moment f l é c h i s s a n t  v a  ê t r e  é g a l e  à c e l u i  p r o p o s é  p a r  
4'R p a r  l e  t e r m e  s u i v a n t  : Z I C K  à c o n d i t i o n  d e  r e m p l a c e r  -- 2 TT 

3 
L ' i m p o r t a n c e  du t e r m e  - ' @ v a  d é p e n d r e  s u r t o u t  d e  l a  l a r g e u r  B 2 

d e  l a  b a n d e  i n t e r e s s é e  p a r  l a  f l e x i o n  c i r c o n f é r e n t i e l l e ,  e n  p a r t i c u l i e r  n o u s  p o u v o n s  

e n v i s a g e r  les  p o s s i b i l i t é s  s u i v a n t e s  : 

Un c a l c u l  s i m p l e  m o n t r e  q u e  n o u s  a v o n s  u n e  c o n t r i b u t i o n  s u p p l é m e n t a i r e  

d e  l ' o r d r e  d e  2 b  * 3 ' 3  d e s  r é s u l t a t s  d e  I I C K .  e 

Le c a l c u l  p r é c é d e n t  n ' e s t  p a s  d i r e c t e m e n t  a p p l i c a b l e  c a r  l a  s e c t i o n  du 1 
1 

s u p p o r t  n ' e s t  p l u s  l a  s e c t i o n  m é d i a n e  d e  l a  b a n d e  8, e t  i l  f a u t  a j o u t e r  un moment l 
1 

f l é c h i s s a n t  l o n g i t u d i n a l  e t  l a t é r a l ,  d a n s  c e s  c o n d i t i o n s  n o u s  p o u v o n s  c o n s t a t e r  f a c i -  j 
8R 

l e m e n t  q u e  les  r é s u l t a t s  d e  Z I C K  s o n t  m o d i f i é s  ( d a n s  l e  r a p p o r t  - 1 c ' e s t  à 
L  O U T  

d i r e  d e  l ' o r d r e  d e  100 % ) .  

C o n c l u s i o n .  

Nous p o u v o n s  a i n s i  c o n s t a t e r  q u e  l a  t h é o r i e  d e s  a r c s  n e  p e u t  p a s  ê t r e  

a p p l i q u é e  à u n e  b a n d e  d o n t  l a  l a r g e u r  B d é p a s s e  l e s  a u t r e s  d i m e n s i o n s  d e  l ' a r c ,  e t  

p a r  c o n s é q u e n t  

p h y s i q u e .  

L 
l a  l a r g e u r  h y p o t h é t i q u e  d e  ZICK ( 4 R  o u ,  3 n ' a  a u c u n e  s i g n i f i c a t i o n  

Figure (2.1) 




