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In t roduc t ion  

Le code de cons t ruc t ion  S.N.C.T (Syndica t  Nat ional  de l a  Chaudronnerie 

e t  de l a  T o l e r i e )  pour l e  c a l c u l  de l ' i n f l u e n c e  des supports  d 'un  r é s e r v o i r  horizon- 

t a l  à v i r o l e  cy l indr ique  s e  base su r  l e s  t ravaux de Z I C K  ( 1 9 5 1 ) .  Celui-ci  t r a i t e  

l e  problème en ass imi lan t  1 ' a p p a r e i l  à une poutre  reposant  s u r  2 (ou p l u s i e u r s )  appui S .  

I l  d o i t  i n t r o d u i r e  a i n s i  d i v e r s  cons tan tes  empiriques e t  o b t i e n t  des  r é s u l t a t s  qui  

peuvent ê t r e  f o r t  d i f f é r e n t s  des  v a l e u r s  r é e l l e s .  

Notre but  ne se ra  pas d ' é t a b l i r  de nouvel les  normes de cons t ruc t ion  mais 

de proposer un modhbde c a l c u l  qui  t i e n n e  davantage compte de l a  géométrie du système. 

Nous a l l o n s  i s o l e r  l e s  2 fonds de l a  v i r o l e .  Le comportement de c e l l e - c i ,  

qui e s t  une coque cy l indr ique ,  e s t  donné, en fonc t ion  des charges e x t é r i e u r e s  par  

un système d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  dont : 

- Le premier membre e s t  une somme des  dé r ivées  des déplacements 

du plan moyen. 

- Le second membre e s t  l a  donnée de ces  charges e x t é r i e u r e s  

pr ,  p g ,  px en coordonnées cy l ind r iques .  

- Les condi t ions  aux l i m i t e s  devront t e n i r  compte du comportement 

des fonds. 

La so lu t ion  de ce système s e r a  l a  somme d 'une s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  e t  

d 'une s o l u t i o n  sans second membre. P u i s ,  nous devrons chercher  un comportement accep- 

t a b l e  des fonds. 

Dans un premier chap i t r e  nous a l l o n s  é t a b l i r  l e s  bases  théor iques  de n o t r e  

etilde en cherchant une so lu t ion  à p a r t i r  de l a  t h é o r i e  de l ' é l a s t i c i t é ,  c a r  l e s  

d i f f é r e n t s  au t eu r s  que nous c i t o n s  en b ib l iog raph ie  a r r i v e n t  à des formules d i f f é r e n t e s  

d'un po in t  de vue l i t t é r a l .  

Nous avons donc é t a b l i  2 s o r t e s  de r é s u l t a t s  : 

- L'expression des composantes a du t enseu r  c o n t r a i n t e  en fonc t ion  des  
i j  

déplacements du plan moyen de l a  coque. 

- Les r e l a t i o n s  e n t r e  ces  déplacements du p lan  moyen e t  l e s  charges 

ex t é r i eu re s  . 

Enfin l ' a p p a r e i l  que nous décrivons comme exemple numérique e s t  actuel lement  

e n  cons t ruc t ion  au Laboratoire  de Mécanique de 1 'Ecole  des  Mines de Douai.  étude 
des va l eu r s  expérimentales obtenues pourra  ê t r e  l a  s u i t e  de ce  t r a v a i l .  



1. FLEXION DES COQVZS CYLINDRIQUES 

1 . 1 .  ~ 6 f i n i t l o n s  e t  no ta t ions .  

- Dans un système de coordonnées c y l i n d r i -  

ques ( r ,  8, x) t raçons  s u r  l a  su r f ace  

( 1) , d é f i n i e  pa r  r = R ,  une courbe 

fermée (T). 

La cons tan te  p o s i t i v e  R s e r a  l e  rayon 

de l a  coque cy l ind r ique .  

Nous appelons plan moyen l 'ensemble des 

p o i n t s  P  i n t é r i e u r s  à ( r )  e t  s i t u é s  

s u r  (1). 

f i g .  1 E l  
- Une coque cy l indr ique  d ' épa i s seu r  cons tan te  2h s e r a  a l o r s  d é f i n i e  par  l e  domaine 

(a>) des p o i n t s  M t e l s  que : 

-+ -+ 
P M = z e r  , avec - h < z < + h  

Notons, au passage, que nous ne f e rons  pas d 'hypothèses p a r t i c u l i è r e s  s u r  l a  courbe 

( r ) .  La r a i s o n  en se ra  donnée p l u s  l o i n .  

1 . 1 . 1 .  P résenta t ion  du problème 

H y ~ o t h è s e  - - - - - - - - - - 1 : Le domaine (a ) e s t  cons t i t ué  d 'un  mi l i eu  cont inu,  homogène i s o t r o p e ,  

é l a s t i q u e ,  e t  non pesan t .  

3 
- Supposons que l ' o n  soumette ((j3 ) à une r é p a r t i t i o n  d ' e f f o r t s  e x t é r i e u r s  { T ? su r  

s a  f r o n t i è r e .  Notre but s e r a  de déterminer ,  en chaque po in t  M de a ) ,  l e s  champs 

de déplacements e t  de c o n t r a i n t e s  ;(M) e t  3 ( M )  l o r sque  h t end  ve r s  0. 
-. 

1 .1 .2 .  Equations ~ é n é r a l e s  

Nous a l lons  é c r i r e  en coordonnées cy l indr iques  : 

l e s  équat ions d ' é q u i l i b r e  ( 1 ) , (2) , ( 3 )  

l e s  r e l a t i o n s  con t r a in t e s  - déplacements (4) à ( 9 )  

l e s  équat ions de compa t i l i b i t é  (10)  à ( 1 5 )  

Nous noterons par  : 

u ,  v ,  w l e s  déplacements d 'un  poin t  M dans l e s  d i r e c t i o n s  



- 0  O a 
1 1 '  12' "13' '23' 33, '22 

l e s  composantes du t e n s e u r  des 

c o n t r a i n t e s  en c e  p o i n t ,  en c h o i s i s s a n t  l e s  i n d i c e s  1 pour r ,  

2  pour 8 , 3 pour  x.  

Avec l e s  n o t a t i o n s  : 

E = Module d'Young 

v = c o e f f i c i e n t  de Po i sson  A = -  a + - -  a 1 a + -  - 1 a 2  
ar 2  r ar 2  ,,2 + G 2  



1.1.3. Conventions de s ignes  

Avec l e s  no ta t ions  d é f i n i e s  précédemment, nous considérerons comme p o s i t i f s  

l e s  c o n t r a i n t e s  e t  déplacements dans l e  sens indiqué c i  dessous : 

Contra in tes  exercées par  l a  p a r t i e  

0 > 0 s u r  l a  p a r t i e  0 < B o  
O 

Cont ra in tes  exercées par  l a  p a r t i e  

x > x s u r  l a  p a r t i e  x < x 
O O 

I u 
- - - -  13 

8 

Ainsi l e  s igne  d 'une con t r a in t e  nous permet t ra  de p r é c i s e r  l ' é t a t  de compression 

ou de t r a c t i o n  d 'un po in t  de l a  coque. 



1.1.4. Conditions aux limites 

Nous supposerons que la coque est soumise à des contraintes extérieures 

- sur les 2 faces z = - h et z = + h 

- sur les bords, le long de la courbe ( r ) .  Dans l'immédiat, 
nous allons ignorer cette condition aux limites. 

Adoptons les notations suivantes : 

-t+ 
Sur la face "extérieure" de la coque T = 

-f - 
Sur la face "intérieure" de la coque T = 

1.2. Théorie linéarisée de la flexion des coques cylindriques - 
Nous allons tout d'abord écrire les équations générales en variables 

non-dimensionnées avec les notations suivantes : 

5 : est une nouvelle variable qui reste bornée quand .h tend vers O, a et E 

sont des paramètres de forme 

L : longueur de la coque parallèlement à l'axe 

!? : déplacement caractéristique (par exemple prenons R = w flèche 
max 

radiale maximale). 





- - r - 
a O l  1 au22 - +2E2(---- 2012) + l+v 1 aeag a e LE +E26 - -E2 = O 
a e a e 

a~ 
E2 + E35 

aLo 
l3 - a ] + a  I = O  

3 2 I + V  axae 

avec pour conditions aux limites 
- P 

Si l'on note p =; 

1.2.1. Solution du ~roblème 

~ ~ ~ o t h è s e  - -------- 2 : Les solutions de ce système d'équation se mettent sous la forme : 

- 
;(c,X,e,E) = ii(~)(e.e,x) + Eü(')(c,e,x) + E 2  d2)(g,e,;).+ ... 

- 
;(~,x,e,E) = ;(~)(e,e,x) + E;(l)(~ieii) + ... 
;(c,;,e,E) = i(~)(c,e,x) + EG(')(E,~,;) + .. . 



O 
Nous allons calculer séparément les termes à l'ordre E , c l  et c 2 .  Pour 

cela nous n'utiliserons que les équations d'équilibre (16) à (18) et les relations 

contraintes-déplacements ( 19) à (2 4). 

Dans ce cas, nous remarquons que les équations (16) à (18) sont du ler ordre en 5 
--- 

pour a O CI 1 1  12 13 
alors qu'il existe pour ces 3 quantités 2 conditions aux limites 

(*our 5  = - 1 et 5 = + 1). Nous allons remplacer ces 2 conditions par dtautres 

en 5 = 0. 

Hyzothèse - --- ----- 3 : En 5 =  0, nous avons : 

Par la suite nous donnerons une interprétation de cette hy-pothèse 3. 

O 1.2.2. Equations et résolution à l'ordre E 

- Reportons les développements de l'hypothèse 2 dans les équations (16) 
à (24) et retenons les termes facteurs de EO.  



1 .2 .3 .  Equations e t  r é s o l u t i o n  à l ' o r d r e  c l .  

- Procédons de même en r e t enan t  l e s  termes f a c t e u r s  de 

- Résolution en t e n a n t  compte de l 'hypothèse  3 r e l a t i v e  aux condi t ions  aux l i m i t e s  : 

Equat i on  dérivée 

de (16) => 

Eq. dé r ivée  

de (18) => 

Eq. dé r ivée  

de (19)  => 

- - au - ( O )  
c 2  ( " "  - O ( 1 )  = 1 - 1 3  a x 

v + l  + 0. --- 
2 axae  

. 



4 12) 

Eq. dérivée 

de (23) => 

Eq. dérivée 

de (24) => 

~ q .  dérivées 

de (20) et 

(21) => 

1.2.4. Equations et résolution à l'ordre c 2 .  

- -(O) azu(o) av 
a ( 1 )  ( a  - 2 0 -  --- 
23 2(1+~) aeax a e 1 

1 , 
2-(o) - 2-(0) 

a (1). .+- ( U V  
-(O) -(O) a u 
aW + u 2 a u  

1 - v  a z aeL 
+ 

a axL ) 
2 2 

- 240) a u -(O) 
+ ae2 - v O ( 1 )  = 1 - 

av 1 
33 a e 

- Nous obtenons de même : 



3 - b  ) a u 
+ a 2 + a  a e  a ax" a3üai)]l 

- Réso l .u t i~n  en t enan t  compte de l 'hypothèse  3. 

Eq. d6rivée 
2 - ( ~ )  a2;(0) a a2;(0) ] (2-V) a w  

de (23)=> w + 2 ----- 
2 a 

V' I -53- - a82 + v-1 a e a X  

Eq .  dérivée 

de (16)=> 
- 5 3-(o) a w  3-(0) a 2 ; ( ~ )  a w  3 - (0 )  a v  -(O) 

a l l  ( 2 )  = 2 ( 1 - v ~ )  [ ~&$--- + a 3  axO a 2  aa ix iae  + a y - 2 -  axae a e 

E~ .dérivée 

de (22)=> 

Eq.  dérivée 
- (2) = a ~ ; ( ~ )  3-(0) 3-v a 3 a 0 )  
O 

( 3 - 4  a w 
+ a - + a2- 

2 3 axae  V- I ax2ae V-I  a e 2 a X  de (&)=  > 
- (O) a w  a 3;(o) a 2 G ( 0 )  

+ 2 -  - a3 - a e ax a 0 3  

-(O) --(O) au (2-V) a2v a2;(0) ] 
v - 1  ( a e T  * - 2 a e V-i a eax  

 dérivée 

de ( 19)- 

- ( O )  - (0) - ( O )  
a w  -(2) - - a v u l- ( 1  - V I -  a2u 

2 (  1-V)  art a e + v ( ~ + '  

I 



1.2.5.  v é r i f i c a t i o n  des  équat ions de comptabi l i té .  

* 

- 2-(0) a w  3-(0) a 3 ; ( ~ )  3-(0) = - [v a2 .* + 2 a3--+a aeza j i  
a v 

2 ( i - v  ) a x + ~ r ~ ( l + ~ ) - ~  aeax 

------ 
In t roduisons  l e s  expressions de  ol l y  u12 up O ~ ~ ~ .  u33 y l i m i t é s  aux 

I 

termes en E ~ ,  dans l e s  équat ions (25)  à (30 )  e t  re tenons l e s  r e l a t i o n s  f a c t e u r s  de 

3-(0) a v --(O) 

+ v a ' ;  t v -  a e a e 
L 1 

Eguation - ------ (25 )  : 

a2;I(~) 
Ordre E' ' - a 5' 

= O 

a2Ül l ( l )  a 2 Ü I (  1) a2ÜI(o ) 
Ordre : a c2  ] = O  

a201 4 2 )  
Ordre E~ : + a c2 

Equation (26 )  : -------- 
a2u2,(o ) 

Ordre EO : a c2  = O 

a20, (1 ) a2Ü22 (0) a Ü 2 2 ( ~ )  , aÜ,(o) 
Ordre EI : 

+ '5 a c 2  + a E 2  a 5 
+ -  

I+V a 5 = O 

a202,(2 a2ü,(i ) a202,(o) a;,, (1 
Ordre E~ : 

+ 25 a c2  + 52 a 52 
+ 

a c 2  a 5 

Equation (27 )  : -------- 
O Ordre E : Identiquement vé r i f i ée  

a2;,(o) 
Ordre E~ : -2- + - 

a 5 l+v a e a g  = O 



- 
15 

aà (2) 12 a2Ü1 4 1 )  ao12(i ) aB2,(o) 
a2Ü1 (1 ) 

Ordre E~ : + ---. - 2 ---- 
a 52 + *5 a 52 a 6 a e + ' 1 +V [ a e a a  

a2oIb)  - a2ÜIb) 
+ 5 a e a g  a e L  = O 

Eguation (28)  : - ------ 

O 
a 2 Ü  (O) 

Ordre E : z3 = 0 a 5 

a2Ü33(l a2Ü3,(o aÜ3,(o) 
Ordre E : + 2 5 a 5 2  

+ 
a 5 

= O 
a c2  

a2Ü3+) 1) a203$o) a Ü 3 p  aa3jo)  a2ü33(~)  
Ordre tz2 : 

+ 25 a 5' + 52 a 5' 
+ + 5- + 

a tL a 5 a 5 a e 2  

Equation (29 )  : -------- 
O 

Ordre E : Identiquement v é r i f i é e .  

a 2 Ü 1  $1) ~1 a2ÜI (O) 

Ordre EI + - --- 
a a 5' 1 + V  a~ a~ = O 

a 2 Ü 1  3Q a 2 Ü 1  $1) a ü  (1) 8ü2$) LI a201 (1) a a i ,  (0) 

Ordre E~ . 
+ 25 a 

+ A - 2 + -  
a c2 a 5 a e I+V a i  a g  i+v az a5 

+ 25 - -= O 

Equation (30 )  : -------- 

a2à2$) 
Ordre EO . a g L  

= O 

a202ii)  a202@) aa (O) 

Ordre - , + 23 
. a c2  + 25 a c2  a 5 

= O 

a2GZ3( 2) a2023(i) a2Ü2$) a Ü  (1) a202$) a2Ü2&) 

+ P t  a 5' + 52 a 5' 
+ 2 3 -  Ordre E~ . + 5  a e 2  + a az2 - u2$) - a t 2  a 5 

- - - 
Il r e s t e  a l o r s  à remplacer u O , u i j l )  e t  uijI?) pa r  l e u r s  express ions  

i~ 

en fonc t ion  de u -(O) , v -(') , ;(O) e t  l f o n  pourra  cons t a t e r  que l e s  équat ions de 

comptabi l i té  sont v é r i f i é e s .  Nous ne d é t a i l l e r o n s  pas l e  c a l c u l  i c i ,  qui  a peut 

d '  i n t é r ê t .  



1.2.6. Comparaison avec la théorie classique. 

1 ) Ré s m é  : ------ - - - -  
Reprenons les expressions de uijy U, V, w obtenus jusqu'à l'ordre 

c 2 ,  mais écrites en variables dimensionnées. 

Nous noterons u v w les déformations du plan moyen (c .a. d à 
O' O' O 

la cote z = 0) 



2 )  R é s u l t a t s  obtenus à l ' o r d r e  E': ........................... 

L I  

a v 
O 

Nous avions : a = O 
1 1  a s 2 = 7 q 7  R ( F + u o )  + V T  1 

Nous remarquons que ces  r é s u l t a t s  sont  obtenus lorsque  E t e n d  v e r s  zéro 

( c ' e s t  à d i r e  quand h -t O )  dans l e s  équat ions  (16)  à ( 2 4 ) .  I ls  correspondent donc 

à une coque t r è s  f i n e ,  c ' e s t  à d i r e  une membrane. 

D'autre  p a r t ,  ces  mêmes r é s u l t a t s  correspondent aux condi t ions  de l 'hypo- 

t hèse  3 pour 6 = O .  C 'es t  6. d i r e  que nous avons supposé que l e  p lan  moyen ( z  = O )  

d'une coque se  comporte comme une membrane. 

3 )  R é s u l t a t s  obtenus i u s q u ' à  l ' o r d r e  EI : ------------------ -- 

Ces r é s u l t a t s  sont  l e s  p l u s  proches de c e  que l ' o n  o b t i e n t  en R.D.M. 

c l a s s ique .  

Ainsi nous avons : 

Transformons l e  2ème membre de  u e t  u 
2 2 23 ' Nous garderons u33 t e l  qu ' il e s t .  



Les 2ème membres de o et a de ces dernières relations diffèrent 2 2 23 
z h 

des ler membres par le terme -, qui est au plus égal à - << 1. Nous négligerons 
R R 

donc ces 2ème membres. D'où finalement : 

Ces 3 relations sont identiques à celles obtenues en R.D.M. par des 

considérations géométriques et physiques 6 3 
De plus, la théorie linéarisée permet de donner une expression de 

U YV YW , ~ 1 1 ~ ~ 1 2 ~ ~ 1 3  que ne donne pas la théorie classique. 

4)  Résultats obtenus ,jusgulà l'ordre E~ : ------------------ -- ----------- 
Ces résultats pourront être utilisés lorsque le terme en E~ ne sera 

plus négligeable devant les autres, c'est à dire pour une coque plus épaisse. 
O Il faudra donc vérifier, par le calcul, l'ordre respectif des termes en E , E ~ ,  E ~ .  

1.2.7. Conclusion. 

- La théorie linéarisée que nous venons d'exposer donne, de manière simple, 

des résultats plus précis que ceux de la théorie classique en Résistance des Maté- 

riaux. En outre, elle permet l'étude des coques cylindriques d'épaisseur quelconques. 

En effet, on aurait pu continuer les calculs à l'ordre E ~ ,  E ~ .  . .etc il est vraisem- 
blable que les équations de comptabilité auraient été aussi vérifiées. 

- Par contre, cette méthode à l'inconvénient de n'être valable que loin 

des bords. Ceci provient notamment du fait que l'on a pris des conditions aux limites 

pour la seule variable 5 (ou z) et non POUF i3 et x. 



Il f a u d r a i t  donc compléter c e t t e  t h é o r i e ,  comme c e l a  a é t é  f a i t  pour l e s  

plaques p l anes ,  par  un développement asymptotique raccordé ( v o i r  b i b l i o g r a p h i e ) .  

1.3. Théorie c l a s s ique  de l a  f l ex ion  des  coques cy l indr iques .  - 
Nous a l l o n s  donner brièvement l e s  r é s u l t a t s  i s s u s  de l a  ~ é s i s t a n c e  des 

~ a t é r i a u x ,  en notant  l e s  po in t s  de divergence avec l a  méthode de l i n é a r i s a t i o n  

chaque f o i s  que c e l a  appa ra î t r a .  

1.3.1. Résul tan tes  e t  moments a g i s s a n t  s u r  un élément de coque. 

Considérons un élément de coque A.B.C.D. 

Nous a l l o n s  d é f i n i r  l e s  c o n t r a i n t e s  e t  moments i n t é g r é s  de l a  façon 

suivante  : 

S o i t  - Qx, N xe  , N x  l e s  fo rces  r é s u l t a n t e s ,  par  u n i t é  de longueur de 

c i rconférence  moyenne s u r  AB,et ag i s san t  de l ' é l émen t  de coque s u r  

l ' e x t é r i e u r .  

- Q 0 ,  N O ,  N e x  l e s  f o r c e s  r é s u l t a n t e s ,  p a r  u n i t é  de longueur de 

g é n é r a t r i c e  su r  B C,et ag i s san t  de  l ' é lément  de  coque su r  l ' e x t é r i e u r .  



dx N e  = 

dx NBx = 

De même 

- Mx e t  MBx sont l e s  moments de f l e x i o n  e t  de t o r s i o n  par  u n i t é  de lon- 

gueur de c i rconférence  moyenne e t  p a r  rappor t  à c e t t e  c i r con fé rence ,  

ag issant  de  l ' é lément  su r  l ' e x t é r i e u r .  

- MB e t  M8x : même d é f i n i t i o n  pa r  u n i t é  de  longueur de g é n é r a t r i c e  

Nous a l l o n s  r é e c r i r e  c e s  i n t é g r é e s  en f a i s a n t  l e  changement 

de v a r i a b l e  : r = R + z  

avec -h h z h + h 

+h 
z  

a 13 ( 1 + ~ ) d z  
-h 

- 

z 
Nxû = 1  + ~ ) d z  

+h 
Z 

NX = 1 o ( 1  + E ) d ~  
-h 3 3 



Y Dans l a  t h é o r i e  c l a s s i q u e ,  on riéglige l e s  termes er, - z devant 1 dans H 
l e u  exprcçsions ci-dessus.  

Nous a l l o n s  montrer que c e t t e  hy-potfièse ne convient p a s  avec ].a méthode 

d e  l i n é a r i s a t i o n .  

Prenons comme exemple l e  c a l c u l  de Mx, nous avons vu que o 
33 s e  met 

soiis l a  forme : 

Z - S i  on cons idère  que - << 1 ,  a l o r s  : R 

Z - Mais s i  on garde - ; a l o r s  : 
R 

Donc i l  a p p a r a i t '  un terme - L33 qu i  e s t  peut -ê t re  f a i b l e ,  mais que l ' o n  
R 

va garder  pour l e s  gquat ions f i n a l e s .  

1.3.2. U a t i o n s  d1équi?.ibre en fonc t ion  des  c o n t r a i n t e s  e t  moments i n t é g r é s .  ----- 
Nous a l l o n s  exprimer l ' é q u i l i b r e  de  l16 lément  de coque A.B.C.D.  Dans l a  

t h é o r i e  c l a s s i q u e  on o b t i e n t  3 r e l a t i o n s  p a r  des  cons idé ra t ions  géométr iques du 

ph6nomène. 

Il e s t  p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  p l u s  simplement c e s  r c l z t i o n s  en p o r t a n t  des  

équat ions  d ' é q u i l i b r e  en coordonnées c y l i n d r i q u e s  données au  1.1.2.  (Equat ions 

général  e s .  ) 

Mult ip l ions  chaque équa t ions  d ' é q u i l i b r e  p a r  r d r  e t  i n t é g r o n s  s u r  

- h , R + h ]  

Nous avons t o u j o u r s  l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  : 
+ 

o l l  (R+h) = p  r o1 (R-h) .=-P- r 

Donc l a  re la t , ion  précédente  dev ien t  : 

0 = (P,+ + Pr- 
1 

p ;  
+ -  

R ao ax R 



De même 

( 2 )  => 

h h  * Cet t e  méthode f a i t  a p p a r a î t r e  l e s  termes R ( p ~  - P i  ) Y R  (P; - P Z  ) Y  

h 
R (pz  - p- ) .  Ces quan t i t é s  ne f i g u r e n t  pas  dans l a  t h é o r i e  c l a s s ique  ca r  on ne 

X + 
t i e n t  compte que de l a  r é s u l t a n t e  p  + p- des e f f o r t s  e x t é r i e u r s  appl iqués au  

plan moyen. 

Pour r e t rouve r  l e s  r é s u l t a t s  de c e t t e  t h é o r i e  c l a s s i q u e ,  nous poserons 
+ h 

p  + p- = p e t  nous négl igerons l e s  termes en - R 

Pour exprimer l ' é q u i l i b r e  des  moments, l e s  équat ions  ( 2 )  e t  ( 3 )  sont 

mu l t ip l i ée s  par  r2 d r  e t  i n t é g r é e s  s u r  @ - h,  R + 

L'équat ion ( 1 ) ,mu l t ip l i ée  pa r  r2 d r  e t  i n t ég rée  de l a  même façon, ne 

f a i t  a p p a r a î t r e  aucune r é s u l t a n t e  c a r a c t é r i s t i q u e .  Cependant, en p a r t a n t  des 

d é f i n i t i o n s  de M0x, NBx, Nx0 on cons t a t e  l ' i d e n t i t é  : 

En u t i l i s a n t  l e s  équat ions (32)  e t  ( 3 3 ) ,  l e s  équat ions  des moments 

deviennent : 



h h2 - - 
D ' où en némgeant l e s '  termes en R e t  

~2 

* Nous remarquons également que la théorie classique (c'est à dire les relations 
h 

(3'7) et (38) ) ne mentionnent pas les termes en R et 
h2 
9- 

Des équations (37) et (38) nous pouvons tirer Q, et Qx et reporter ces valeurs 

dans les équations (31) et (32) 

 équation (33) est conservée sans modification. 

Nous obtenons : 

1.3.3. Expression des allongements relatifs E 
i j 

Il existe 2 méthodes pour calculer les composantes E du tenseur 
i j 

déformation, les unes étant basées sur des considérations géométriques (~lügge, 

Timoshenko, voir[6][8])dfautres s'appuient sur la théorie des surfaces  ove, 
Novozhilov, voir[ 101 [ llf ).Dans les 2 cas la démarche est identique : on détermine 

d'abord les quantités E E E relatives à la surface moyenne de la coque, 
33' 22' 2 3  

que 1' on note E3, E2 et Y 

Nous pouvons alors déduire pour chaque point M à la cote z, les valeurs 

de E NOUS donnerons pour la suite la référence des résultats. Il apparait que ij ' 
E est une fonction polynomiale de z et que ces valeurs sont obtenues avec i j 
toute la précision souhaitée. 

~én6ralement on se limite au ler ordre en z. Dans le cas d'une coque cylindrique 

et avec les notations que nous avions utilisées, nous obtenons : 



Mais E E I l y  21'  €31 
r e s t e n t  indéterminés 

€2 '  € 3  
= allongements r e l a t i f s  de l a  su r f ace  moyenne 

'2"3 = v a r i a t i o n s  de rayon de courbure de l a  su r f ace  moyenne 

y = d i s t o r s i o n  de l a  sur face  moyenne 

'23 = t o r s i o n  de l a  sur face  moyenne. 

1 .3 .4 .  Expression des  composantes du t e n s e u r  c o n t r a i n t e .  

?# En t h é o r i e  c lass ique  on suppose que a = O ,  on va donc,perdre l e  r ô l e  1 1  
de c e t t e  quan t i t é .  A p a r t i r  des  r e l a t i o n s  contraintes-déformations,nous en 

déduisons que : 

u = 22 1 - v  

* Mais nous ne connaissons pas u 
12 e t  a13. 

Nous pouvons en dédui re  l e s  i n t ég rées  su ivan te s  en négl igeant  

h - devant 1 dans l e s  expressions des moments e t  c o n t r a i n t e s  i n t é g r é s  . 
R 

En examinant ces r e l a t i o n s  nous pouvons remarquer que a I 3  e t  a 12 

sont indéterminés mais on peut  conna î t r e  Q8 e t  Qx à p a r t i r  des  r e l a t i o n s  

(37)  e t  ( 3 8 ) .  

1 .3 .5 .  Expressions des quan t i t é s  i n t é g r é e s  en fonc t ion  des déplacements du plan 

moyen. 

I l  s ' a g i t  de c a l c u l e r  E ~ ,  € * Y  x 3 y  x , x~~~ Y en fonc t ion  de u O ,v O Y W  o y  

déplac emerit s  du p l an  moyen. 



Les 2 méthodes, dont nous avons f a i t  a l l u s i o n  au  paragraphe 1.3.3.  expressions des  

E nous donne ces  va leurs ,  qu i  sont  l e s  su ivantes  : 
i j  

3% a 2 ~ n  

D 'OÙ l ' o n  en dédui t  : 

Nxû = Nûx = (2h)E 1 aWo 
P ( I + V )  [ > + R F ]  

1.3.6.  Equations d ' é q u i l i b r e  en fonc t ion  des déplacements du p lan  moyen. 

Reportons l e s  va leurs  de Nx0, NOx, N B ,  Nx, Mx, MO, M0x dans l e s  

3 équat ions (39)  (40)  ( 4 1 )  

E (2h)  avec K = - 
1 - v2 

Transformation de ces  3 éguat ions dans l e  cas  où - ---_--__-__--___--_--_--- ----__--_---------_--- Px - P0 = O 

Remarquons t o u t  d 'abord que nous pouvons n é g l i g e r  l ' avant -dern ier  

terme de (43) par  rapport  au  2ième e t  3ième terme de c e t t e  même équat ion.  



26 ) 
a a 

1)  Dérivons (62)  p a r  p u i s  5 , nous en t i r o n s  l e s  expressions 

a4v a 4v 
O 3  e t  

de aeax 
O . Reportons c e l l e s - c i  dans ( 4 3 )  dé r ivée  pa r  rappor t  à 

ae j ax  

- a Nous obtenons : 
axae' 

a 
Avec A = -7 1 a 

+ R2 aez e t  A 2  = A ( A )  

a a 
2 )  Dérivons ( 4 3 )  p a r  9 e t  3, nous en t i r o n s  l e s  expressions de 

a 4~ 
O 

a 4~ 
o .  . Reportons c e l l e s - c i  dans ( 4 2 )  dé r ivée  p a r  rappor t  2 

a * 
ax3ae axae axae 

Nous obtenons : 

a a . Reportons l e s  expressions 3 )  Dérivons (45)  p a r  - e t  (46)  pa r  
ax 

a A ~ W  a a2ve obtenues de --Q e t  - a e dans l ' é q u a t i o n  ( 4 4 )  à l a q u e l l e  on appl ique 
ax 

1' opéra teur  A 2  

Avec A 4  = A 2  (A2) 

1.3.7. Conclusion: 

Nous avons noté par  un + l e s  approximations f a i t e s  dans l a  t h é o r i e  

c lass ique .  La méthode de l i n é a r i s a t i o n  ignore ces  approximations de na tu re  physigue, 

notamment l 'hypothèse  0 = O qu i  e s t  t r è s  f o r t e .  
1 1  

Les r é s u l t a t s  que nous avons donnés i c i  sont  ceux obtenus par  Timoshenko 

( v o i r  [ 6 1 ) Cependant d ' a u t r e s  au t eu r s  ( c i t é s  en [ 71 [ 81 [ 91 ) obt iennent ,  par  d ' a u t r e s  

approximations, des r é s u l t a t s  légèrement d i f f é r e n t s .  Nous ne donnerons pas l e  d é t a i l  



des calculs mais exposons ici quelques-uns de ces résultats sous forme de contraintes 

et moments intégrés. 

R.S. Jenkins. ------------ 
a v a2u 

O V O O NX = --- * ,Uo) - -  
1 - v 2  a~ + R ( T  

a v 
O Nxû = 

2 ( I+V) ax 1 



C'est  en examinant ces r é s u l t a t s  d i f f é r e n t s  l e s  uns des au t re s  que nous 

avons essayé, par  l e  b i a i sd 'une  méthode de l i n é a r i s a t i o n ,  de chercher une supper- 

pos i t ion  de tous  ces cas .  

Toutes ces expressions pourront  eut-être s e  s i m p l i f i e r  en comparant 

l ' o r d r e  de grandeur r e l a t i f  des dérivées des déplacements uo, vo, wo en t re -e l l e s  . 
Résultats obtenus Ear la méthode de linéarisation. ------------------ ............................... 





II - INFLUENCE DES SUPPORTS SUR UN RESERVOIR 

CYLINDRIQUE HORIZONTAL 

. 1  - Présen ta t ion  du problème 

Nous a l l o n s  é t u d i e r  l ' a c t i o n  des supports  (s)  ag i s san t  s u r  l a  v i r o l e  d'un 

;e rvoi r  cy l indr ique  ho r i zon ta l .  Sur c e  r é s e r v o i r ,  sont  soudés 2 fonds (F )  e t  (F') 

i é r iques  ou e l l i p t i q u e s .  

La forme de (s) s e r a  p réc i sée  pa r  l a  s u i t e .  Ce r é s e r v o i r  s e r a  rempli  d'un 

quide de masse volumique p .  

1 1 . 1 . 1 .  Etude s t a t i q u e  

Isolons l a  coque du r é s e r v o i r  e t  fa i sons  l e  b i l a n  des forces  ag i s san t  s u r  

l l e - c i .  Les conventions u t i l i s é e s  s e r o n t  l e s  mêmes que précédemment. 

- Les ac t ions  ex t é r i eu re s  a g i s s a n t  s u r  l a  s u r f a c e  (1) d é f i n i e  ci-dessus sont  

!s su ivantes  : 

->C . L'ac t ion  P 
( x , e )  

des supports  ag i s san t  sur l a  su r f ace  cy l indr ique  (1' ) 



+ + 
de coordonnées (pr pe p:) 

-> . L'action p(8,x) de la pression hydrostatique du fluide intérieur de coor- 

données (!j sur (1) , et p(e,x)Ï? sur les fonds. 

. L'action de la pesanteur due au poids du métal &' 
- Pour simplifier les sommations qui vont suivre, nous considérons que la sur- 

face ( l ) ,  sur laquelle sont appliquées les actions extérieures, est confondue avec la 
surface moyenne de la coque. 

Les équations d'équilibre des résultantes et moments s'écrivent : 

- La J J ( p )  3- dS représente le poids du fluide contenu, si l'on 
-> 

appelle Q. le poids total de l'appareil alors : 

De plus, nous donnerons aux supports une symétrie : 

. par rapport à un plan vertical passant par l'axe du cylindre, 

. par rapport à un plan passant par la section médiane du cylindre 

-> ->+ 
Donc j,/ OM Ap Rd0  dx = O 

(1' 1 

D'où les relations : 



32 

+ 
!lais 

Px 
: p a i r  en O , impair en x 

+ 
1 

PB : impair en 8 ,  p a i r  en x (49)  e t  (50)  son t  identiquement vé- 

+ 
Pr 

: p a i r  en 0 ,  p a i r  en x 1 r i f i é e s .  

De c e t t e  é tude  s t a t i q u e ,  nous garderons l ' é q u a t i o n  d ' é q u i l i b r e  (48) qui  e s t  

l a  s c u l c  rion n u l l e .  

11.1.2. Résolut ion du problème 

L a  s o l u t i o n  de ce  problème s e r a  l a  donnée des comp~sa; î tes  a de l a  c o n t r a i n t e  
i j 

Zn chaque poin t  de l a  coque e t  du déplacement u v w de l a  s u r f a c e  moyenne. 
O '  O '  O 

1 - Pour t r a v a i l l e r  wiq~lement  en coordonnées cy l ind r iques ,  nous a l l o n s  i s o l e r  

la  v i r o l e  de se s  fonds. 

;ur c e t t e  ~ i r o l e ,  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  u v w e t  
0 '  O y  O Pr Pe 

e t  
Px 

seront  c e l l e s  don- 

16es par  (112) (43)  e t  ( 4 4 )  a i n s i  que l e s  équat ions transformées (45 )  ( 4 6 )  e t  ( 4 7 ) .  

2 - Les condi t ions  aux l i m i t e s  a s soc i ées  à ce  système permettant de t e n i r  

.ompt,e du 1-accordement de l a  v i r o l e  avec l e s  fonds (F) e t  (F '  ) . 
3 - NOUS avons 3 équations l i a n t  6 quan t i t é s  pr9 P ~ ,  px, u O >  vO, w 3 il fau- 

O 

Ira donc f a i r e  des hypothèses supplémentaires.  Le ~ r o b l è m e  a u r a i t  pu ê t r e  comglètemcnt 

+ + + 
1ZtcrminG si 1 'on conna i s sa i t  pr , pe , px qui  c a r a c t é r i s e n t  l e  comportement des   support.^ 

Ii - La s o l ~ i t i o n  générale  de ( 4 2 )  (43 )  ( 4 4 )  s e r a  donnée par  l a  somme d ' u n ?  E- 

i i t , i o ~ ~  - p r t  ---------- 1 i -~iLi?re  e t  d 'une s o l u t i o n  sans ?ème membre. 

1 .  - : ' % > l i i t  - - - ;oi- ispr tr t , ic i l l ières  - --- 

l 1 .:'. 1 .  iléthode employée - - -- 

n+oii:: silpposerons, dans t o u t  ce q u i  va su iv re ,  que l e s  suppor ts  exercent  su r  l a  

+ - + i 1- 1 1  # ,  I l r i e  1 Gac Lion normale à ce l l e - c i ,  c ' es t -à -d i re  
pe - Px = O 



3 3  1 
1 - Cherchons une s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  de l a  forme su ivante  pour P ~ ( H , X )  

Un examen des éqiiations (45)  (46) (47)  nous dopne l a  forpe  que devront pren- 

.dre u v w : 
O'  0, O 

-- 
( 2 )  1 un = 11 Am COS me s i n  - L 

I 
nn x 

v  = 11 Bm s i n  1110 s i n  - 
O L 

nnx 
w o = E J . C m  cos ni0 cos - L 

n ,  m e n t i e r s  

2 - ~ n t e r ~ r é t a t i o n  de l a  so lu t ion  donnée pa r  (51  ) (52 )  (53)  ( 5 4 ) .  

La charge r a d i a l e  d é c r i t e  par  (51)  e s t  c e l l e  ag i s san t  s u r  un tube  cy l ind r ique  

infinimeiit  long e t  ayant l a  forme su ivante  : 

Il e s t  a l o r s  f a c i l e  d ' i n t e r p r é t e r  l e s  "condit ions aux l i m i t e s "  s u r  l e s  bords 

de 1; t  v i r o l e  en x  = O e t  x = L , c 'es t -à -d i re  : 

S i  I ' on  reprFsente  l a  déformée en p o i n t i l l é  : 

A 

i i ~ i  sec t ions  te rmina les  en x = O e t  x  = L r e s t e n t  c i r c u l a i r e s .  



3 - Calcul des  c o e f f i c i e n t s  Amy B C m' Inn 

Reportons ( 5 1  ) e t  ( 5 2 )  dans (47)  : 

L n nx cos m0 sin--  = O L 

D e  même c:n repor tan t  (52) (53)  ( 5 4 )  dans ( 4  5) e t  (4 6) : 

4 - Calcul des  composantes a 
i j 

Ecrivons A B e t  C sous l a  forme su ivan te  : 
mn' mn mn 

A = 'm.2 Dm mn 

B = b  A = b  
rnn mn mn mn 'mn Dmn 

C = c  A = c  
mn mn mn mn 'mn 

Pilis écr ivons 0 2 ~  ,a2 3 ,a3 3 en <onction de 
Dmn 

ces 3 quan t i t é s  é t a n t  préppn- 

dérantes  devant « 1 3 , 0  1 2 , 0  1 1 . 



11.2.2. Calcul de Dmn sur quelques formes de supports 

1 - Cas @'une charge hydrostatique 

Supposons que le réservoir soit complètement rempli d'un liquide de dinsit6 (1. 

La pression au point M est donnée par : 

Ou, en tenant compte des extrémités en x = O et x = L : 

4 - nvx 
p,(x,~) = p g  R(I + cos@) 1 sin - 

n n  
n=1,3,5,. . . L 

D'OÙ l'expression de D analogue à (51) : 
mn 

2 - Cas d'une charge rectangulaire de densité constante 



La charge g loba le  supportée p a r  l e  r ec t ang le  e s t  donn6e pa r  : 

p peut s e  décomposer en double s e r i e  de Fourier  sous l a  forme : 

4 
a> 

1 n 'TI 
P ( X , R )  = - q ( 0 )  1 s i n  -b L s i n  - 2 s i n  - nnx 

71 
n=1,3,5 

L 

n- 1 
n TT - 

c l  es t -à -d i re ,  en 6cr ivant  que s i n  - = ( - 1  ) 2 pour n = 1,3,$,  . . . 
2 

7 48 Pr nrrb 
n2, $ i n  - L 

(III = O ; n = 1,3,5,  ... ) 
n- 1 

2 Pr nvb 7 s i n  mB s i n  y (m = 1,2,3 ,... ; n 5 1 , 3 , 5  ,,..) 
'TI Inn 

3 - Cas de 4 appuis en "poteauxt'. 

Considérons l e  cas  d'un r é s e r v o i r  s u r  b appuis s e lon  l a  f i g u r e  su ivante  : 

Représentons un éclatement de l a  su r f ace  l a t é r a l e ,  vue de l ' e x t é r i e u r  e t  suFer- 

posons l e s  4 so lu t ions  su ivantes  ! 

- Densi té  +p s u r  ABCD r 

- Densité -pr s u r  A3B3C3D3 

- Densité -pr s u r  A I B I C I D l  

- Densité +pr s u r  A2B2C2D2 
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Nous aurons a l o r s  l ' é q u i v a l e n t  d'une d e n s i t é  cons tan te  +pr s u r  les 4 rectan-  

g l e s  s eu l s  A A1A2A3,  B B1B2B3, C C 1 C 2 C 3 ,  D D1D2D3.  

Dans ce cas 

D ' o Ù ,  en a j o u t a n t ,  l ' e f f e t  de l a  p re s s ion  hydros ta t ique  : 

n- 1 
4 R - 16pr nn b-a nn b+a 

- ( - 1 )  a-B s i n  - (T) COS (7) 
w nn ZT (1) L <- 

n- 1 - 
2 3 2 ~ ,  a- 8 a+ B nn b-a nn b+a 

'me 
G - ( - 1 )  7;- s i n  m (-) cos rn (-) s i n  (T) cos 7 ( T )  

71 m 2 2 

( 6 2 )  

Nous avons l e s  2 cas p a r t i c u l i e r s  su ivan t s  qu i  s e  déduisent du cas  ci-dessus 

3 - Cas de 2 appuis  en cerceau  

n- 1 
4. R - 32pr nn b-a n~ b7a 

D =-@- -  (-1) X s i n m  (-) COS m ("1 s i n  - (2)  cps (-1 
mn n ir 2 2 L 

-- .- 
Alors : j n- 1 

4 R - ~ B P ,  a- (-1) 2 n.rr b-a nn b+a 
n n 7 r n s i n  cos - (Tl rn = O L 

1 6pr 
7- s i n  mB 
ll mil 

s i n  mB s i n  

nn b-a 
s i n  - (T) L 
nn b-a 

( )  cos 



4 - Ças de 2 longerons 

11.2.3. Exemple numérique quand la répartition de pression aux appuis est 
constante. 

Nous prendrons l'exeniple d'un appareil ayant les dimensions ci-dess~us, avec 

appuis ep berceau. Cet appareil, actuellement en construction, nous donnera par 1% suite 

des valeurs expérimentales qu' il sera possible de compqrer à nos valeurs théoriques, ceci 

pour vérifier le bien-fondé de l'hypothèse d'une pression constante sous appuis .  



La va l eu r  de l a  press ion  cons t an te  p  nous e s t  donnée pa r  l a  formule (48) r 

Dans ce  cas  p a r t i c u l i e r ,  nous pouvona c a l c u l e r  l e s  q u ~ n t i t g s  o22,o33,o23 pa r  

ts fo rmdes  ( 6 3 )  a i n s i  que (58) (59)  (60). 

Les i n d i c e s  de sommation c h o i s i s  sont  l e s  su ivants  : 

Un e s s a i  avec des ind ices  p l u s  é l evés  (m = 0, . . ,40 e t  n  = 1 ,3 , . , . , 61 )  ne 

Inpe pas de r é s u l t a t s  sensiblement d i f f é r e n t s .  

Nous donnerons i c i  l e s  va l eu r s  obtenues pour l e s  s e c t i o n s  su ivantes  

x = ~ m ; 0 , 4 m  ; 0 , 8 m  ; l m  ; 1 , 2 m  ; 1 , 6 m  ; 2rn  ; 2 , 4 m  ; 2 , 8 m  ; 

3,2 m 

l ' o r i g i n e  é t an t  p r i s e  au bord de l a  v i r p l e .  

Nous remarquons a l o r s  l ' a c t i o n  t r è s  l o c a l i s é e  des appuis  s u r  l a  coque, Nqtam- 

:nt l e s  courbes de 0 2 2  e t  a33 ont pour x = 1 m un ordre  de grandeur double au  niveau 

3s appuis ,  par  rappor t  à l e u r  valeur  en x = 0,8 e t  x = 1,2 m . 
On peut  no ter  également l a  v a l e u r  n u l l e  de l a  composante de c i s a i l l emen t  1 3 ~ ~  

4 niveau de  l ' a p p u i .  

I l  a p p a r a î t  a u s s i  que, pour l e s  dimensions de l ' a p p a r e i l ,  l e  s igne  p o s i t i f  de 

3 3  en x = 3 , 2  m indique une t r a c t i o n  e n t r e  8 = 40° e t  8 = 140° a l o r s  que l ' o n  d e v r a i t  

' a t t end re  à une t r a c t i o n  e n t r e  0 = O- e t  8 = 904. Seule l ' expé r i ence  pourra  confirmer 

u démentir c e t t e  tendance. 



Courbes reprgsentatives de 023 

Solution particulière 

ci5 

4 O 0  

- 4 - 4 

- e Z= 4 , C m .  
X 3 Q m .  



Courbes représentatives de o 3 3 
Solution 

i 4 



Courbes représentatives de a22 

Solution particulière 

'r +a1 



4 3 )  
11.2.4. Remarqye s u r  l e s  déplacements 

- Nous venons d ' é t u d i e r  l e  cas  simple d-'une r é a c t i o n  des supports  normaux 

à ceux-ci, e t  de d e n s i t é  cons tan te .  

C e t t e  r é p a r t i t i o n  des e f f o r t s  s ~ u s  appuis e s t  t o u t  à f a i t  a r b i t r a i r e ,  e t  nous 

a l lons  chercher  un c r i t è r e  qui  pu i s se  v é r i f i e r  c e t t e  hypothèse. 

- Supposons l e  support inf iniment  r i g i d e ,  c ' es t -$-d i re ,  q u ' i l  y au ra  simplement 

t r a n s l a t i o n  de l a  çoque sous appuis ,  avec de p l u s ,  w = O 
O 

Calculons l e s  déplacements u  e t  v  d 'un poin t  de l a  coque sans  appus en fonc t ion  de 
O O 

x , t r a n s l a t i o n  du cen t r e  du c e r c l e .  
Q 



Trasons l e s  courbes uo e t  v en fonc t ion  de 9 que nous comparerons avec l e s  for-  
O 

mules ( 6 5 )  e t  (66)  en prenant x O = O (8 = 0 ) .  

Nous constatons que l a  courbe de v co inc ide  avec c e l l e  de v '  = x s i n  O 
O 

O 
O O 

poyr up angle i n f é r i e u r  à 30- , c ' e s t - à -d i r e  pour l a  moit ié  de l ' a p p u i .  Par  con t r e ,  l a  

courbe de u s ' é l o i g n e  considérablement de c e l l e  de u' , cependant ce s  courbes on t  
O O 

O 

un poin t  commun v o i s i n  de 8 = 60- , poin t  l i m i t e  du support .  

L e  remède que l ' o n  peut envisager  s e r a i t  de donner une a u t r e  r é p ~ r t i t i o n  de 

pres:: i on sous appuis en fonct ion de l ' a n g l e  O en para.métrant éventuellement ces  courbes 

La c o n d i t i ~ n  d ' é q u i l i b r e  (48)  devant ê t r e  impérativement v 6 r i f i é e .  



1 i . i . : ;L j l i~ t ,  i clri ::arls ??me membre 

U<.ii:; :il 1dii:i C-1iei.cher une s o l u t i o n  aux équat ions (42) (43) (44) sans 2ème mem- 

. . 
.!.cn,  ,, O ,,~:t -:,-LilrcJ = O . Ces 3 équat ions  peuvent s e  s i m p l i f i e r  de l a  façon su ivan te ,  

, . 
: : 1 es t ennrs en h) , s e l o n  l a  méthode de Hoff ( v o i r  [ 1 5  1).  NOUS obtenons 

C'où l ' o n  t i r e  l e s  3 équat ions su ivantes  pa r  l e  même procédé que précédemment : 

Naturellement,  il faudra v é r i f i e r  l ' o r d r e  de grandeur des  t e r n e s  que l ' o n  a 

I I .  3.1. Recherche d'une s o l u t i o n  

Therchons ixle so lu t ion  de l a  forme : 

( 7 Q )  u = A epx cos me 
O 

(71 )  v = B ePX s i n  rn0 
O 

(72 )  w = C ePX cos m0 
O 

LA $ta r i t  r é e l  ; B,C,p complexes. 

:,c:pc,rt,r,ris (70) dans ( 5 8 ) ,  nous pbtenons a l o r s  : 

( p 2  - m ) ) l +  + 4 kl+ = O 

r : r . t . t ,  ( +  <rlilr.t, i on a 8 so lu t  i ons  en p que nous noterons 



m2 
R + k + n  

ln2 
n - k - -  

avec a l =  
R 

2 
61 = 2 

Reportons ( 7 1 )  dans ( 6 8 )  : a. 

Puis (72), dans ( 6 9 )  

- -  - - 
Nous pouvons a l o r s  former 3 combinaisons l i n é a i r e s  pour u v 

O' O' Wo en affec-  

;ant  à g une valeur  complexe. Pais regroupons l e s  termes pour ne faire a p p a r a î t r e  qtie 

ieç quan t i t é s  r é e l l e s ,  nous obtenons finalement : 

C 

X 
1 

X 
O x x -a2R (A, cos B2 R + A I +  x s i n  fi2 R) x ( 7 3 )  

- 
X X 

1R X X a2R 
5 - A~ s i n  BZ cos me + e (A5 COS B1 - - Ag s i n  B i  + e (A7 cos 82 

R ~ - 1  - 
X 

F 
X X X 

( A l  (Mi cos 61 R + Ml s i n  61 - A2 (Ml  CQS 81 R - Mi s i n  B1 :) 1 

a1 2 X X X + e R ( A ~ ( M ;  C O S ~ ~ ~ R -  Ml s i n  B i  R )  - A ~ ( M ~  COS B i  $ +  Mi sin61 E )  1 

+a X X X + e 2 {A,(hni cosB2 - M2 s i n  B 2  - A ~ ( M ~  cos B2 g + M i  sin62 R 1 s i n  mQ 

Y X 
-0, E a l  A N i  cos B x + N I  s i n  e l  R x ) + A2 ( N ~  COS B1 K x - N 1  s i n  fi1 R x ) 1 R 1 

""2 X X X X 
+ e R i- A,(N; cos 824 + N 2  s i n  62- ) + A,(N? cos  B 2 ~  - Nb s i n  B 2  R ) ( 7 5 )  R R 

X 
"1 R + e 

X X X 
{AS(N; cos B I  - - N1 s i n  61 $1 - A6 ( N ~  C O S  B1 - + N i  s i n  B I  R ) R R 

"2 25 X X 
+ ( (N1 cos 62 g - N 2  s i n  62 - Ag (y2 cos B2 2 + ~3 6j.n B~ ;) m~ 

- 

"2 - 8: 
avec Ml = m2 1 - ( 2  + v )  

( a l  + 6: ) *  



Nous pouvons, à nouveau, former une s o l u t i o n  combinaison l i n é a i r e  des formes élémen- 

t a i r e s  de uo, vo, wo données en (73 )  (74)  ( 7 5 )  en  a f f e c t a n t  à chaque t e r n e  une 

va leur  de m. 

C ' e s t  à d i r e  : 

X X 
u 

O -a l g  x x -2 R x x 
- R = - l [ e  ( A l m  cos81 R + Apm s i n  hg) + e (A3m cosB2 R + Ahm s i n  B q )  

rn 
X 

X X a 2 R  
C O S  Bi R + Ag, 

X 
(76)  + e ("Sm s i n  @ l ~  ) + e (A7, COS 8 2 ~  + ABm s i n @ 2  R) 1  COS^^ 

v 
O -a12 X x X 

w - 5  
X ' 1 [m e R ( A ~ ~ ( M ;  cos + Ml s i n  B1 R - A2,(M1 cos 61 R - Mi sin B i  -1 1 

R F i F m  R, 

( 77) + e t c . .  . 1 s i n  m0 

W 
O 1 - a l 5  x X X X - = - 1 R I - A l r n ( ~ I  cos B i  R + Hl  s i n  B1 R) + A7,(~i  c o s B 1 ~  - N i  s i n  Bi g ) }  

R 2K2 

(78)  + e t c . .  . cos m0 1 
11.3.2. Détermination des c o e f f i c i e n t s  Al,, A2m, .., , 

Appelons U ( X , B ) ,  v ( x , ~ ) ,  w ( x , ~ )  l e s  s o l u t i o n s  sans  2ème membre du 

système d e f i n i  ci-dessus e t  u v w ses  s o l u t i o n s  géné ra l e s .  Alors : 
0 )  O Y  Q 

(79)  
n n x  

uo(e , x )  = u(x ,0 )  + L I A cos m0 s i n  
rym 

(80 ) 
n I I x  

u ( 0 , ~ )  = v(x ,0 )  + L Z Bm s i n  m0 s i n  
O L 

(81 ) 
n Ii x 

wo(8,x) = W ( X , @ )  + I I Cm cos m0 cos L 



Conditions aux l i m i t e s  : ...................... 
Nous supposerons que l e s  fonds soudés à l a  v i r o l e  sont  a s s imi l ab le s  à 

des s o l i d e s  r i g i d e s ,  non pesant ,  dans l e s q u e l s  sont  encas t rés  l e s  bords de l g  

p a r t i e  cy l indr ique .  

Nous supposerons a u s s i  que l ' a c t i o n  des fonds diminue lo r sque  l ' o n  

s ' é lo igne  des bords ,  c ' e s t  à d i r e  

l i m  U ,  V ,  W = O 
x++m 

Dans c e  c a s  nous ne gardeqons que l e s  termes en exponen t i e l l e  nggat ive .  

(Nous avons v é r i f i é  que al e t  a2 ont  des va l eu r s  p o s i t i v e s  pour m = 0, 1, ..,, 2 0 ) .  

Il r e s t e  2 p o s s i b i l i t é s  à é t u d i e r  : 
-al& 

a )  - l e s  termes f a c t e u r s  de e R 
A 

-ai - 
b) - l e s  termes f a c t e u r s  de e  R 

Chaque cas  a )  ou b )  ne con t i en t  que 2 cons tan tes  à déterminer a u s s i  nous n ' a l -  

l ons  v é r i f i e r  que 2 condit ions aux l i m i t e s  : 

(bord encas t r é  x = o  ( 82) 

O 
( r i g i d i t é  du fond) ( 83) 

D'où : 
au 

( 7 9 )  e t  (82)  => - (x = O,@) = - n n a x C C -  L A mn cosme 



11.3.3. Solu t ion  complète en exponent ie l le  de al 

X 

2m 
s i n m e  - A ( M l  COS R - Mi s i n  81 R 

X 

+ A2m ( ~ 1  cos B~ R - s i n  f i l  5 R ) ]  cos me 

n' Ii - ( x G O )  = - 1 - 
ax A cos m e  

L mn 

Cet t e  de rn i è re  condi t ion  ne s e r a  r é a l i s é e  que s i  l a  sommation en m dans 

l a  çolu$ion sans 2ème membre, a l e  même nombre d ' i nd ices  que pour l a  s o l u t i o p  

p a r t i c u l i è r e ,  c ' e s t  à d i r e  m = 0,1 ,2 ,  ..., 20 dans l e s  2 cas .  

D ' où finalement : 



I X 
1 - 

R n 2  C C  
X 

/ v = , ~ ~  e (M: + )4i" sin 81 R sin me 
B 1 M i -  U l M l  

X 
n A mn X X R n  C C  e f N 1 + M  N  ) sin 8 1  R cos w = --- \ ( M ; N ~  - M N I )  cos B I  R - ( M ~  1 1 2 L K 2  B i  M i  - a l M l  1 1  

11.3.4. Solution complète en exponentielle de a2 

Nous obtenons, par la même méthode, avec les conditions aux limites : 

n A -a 2$ 
T J = - -  n R ~ C  mn X X 

L 
e (M2 COS $ 2 ~  + M; sin $2 -) cos me R 

M!? @ 2 - ~ 2 M 2  
X 

R  II -"2R X 
V = T C  C  e (M; + ~ ; 2  ) sin $2 R sin 

2LK, M; 8 2 - a 2 M 2  

Pour m = O ces 3 expressions sont indéterminées. Cherchons donc zin équivalent pour 

X X 
M I  sin B2g= K - 

R 
X ! r n ( ~ $ ~  + M $ )  sin B 2  sin me = 2 K~ O 

1 

Dans ce cas. 
n R 

Pour m + O  U =  - -  7 m n  
( - v +  Kx L - K - 1 

n R 



L'expression de W e s t  a l o r s  i n f i n i e  pour m = O .  Ce t t e  s o l u t i o n  en expo- 

l t i e l l e  de a ?  n ' e s t  donc va l ab le  que dans l e  cas  r e s t r e i n t  où l a  sommation en m  

1s l ' e x p r e s s i o n  de A ne  commence pas  par  0.  
mn 

, 3 . 7 .  - Calcul des  con t r a in t e s  u 
i j '  

Reprenons l e s  expressions de O ,a . ,O du paragraphe 1.2.6. dans l e s q u e l l e s  
22 33 23 

1s reportons ( 8 4 )  ( 8 5 )  ( 8 6 ) ,  avec l e s  termes en exponent ie l le  de - al 

X + s i n  B i  R (M;  Si + - 
X 

Ri ] cos me 
2 K  

II E m2n A -a 1- mn 
, ( z = o )  = - J: c e X 
) 2 L K  Fi s i n  B i  - M l  cos B1 R 

B l M i  - a l M l  
] cos m û  

X 

~i E Amri  al^ x x 
; ( " = O )  = - 

C C B ~ M ;  - C(lM1 
e cos B l ~  ( M ; B ~  - M I a l )  - s i n  R i  ( a 1  + B I M I  Js3.1: nie  r 1 

s i n  m 0  

n A 
X 

E z  n Z c  mn 
-"IR 

z - u ( O )  = - -7 22 1 - v  L R  
e cos m0 x x 

BI  M i  - c ( ~ M ,   cos 61 - R - Ti s i n  B I R )  

X X 
(MI + M! ') 

+ m 2 ( M l  cos B 1 ~  + M i  s i n  B i  - - m2 
R  R 

n A X 

E z  L C C  mn X z - O ( 0 )  = - e X 

33 L R  
cos m û  [ ( T l  cos B i  R - T i  s i n  B I R I  

B 1  M; - a l M 1  

X 
(M: +  il 

+ v m 2 ( ~ 1  c o s 8 1 ~  + M i  s i n  B1 
E) 

- v m  2 
R 

mn A X 

E Z  2 n Z C  mn - a 1 ~  x x M! t M': ( z )  - O ( O )  = 
2 3 2 ( l + v )  LR 

e  cos^^- - a l  s i n B I E ) (  -2 
B 1 M i  - a l M l  R 2K 1 

X X + { cos g, ( M i  B i  - a l  M I )  - s i n  61 ~ ( ~ 1 6 1  + M!"I ) 11 

- 62 ri, 2 - -  - -  T' = a l  ( M I  61 + M i  a l )  - B I  ( M i  B i  - " ~ M I )  
2k 2k7 1 





11.3.6. $~eemp~e numérique. 

Calculons l e s  express ions  obtenues précédemment pour l e  r é s e r v o i r  d é c r i t  

a u  paragraphe (11.2.3). 

Les i n d i c e s  de sommation s e r o n t  na ture l lement  l e s  mêmes que ceux u t i l i s e s  

pour l a  s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  en double s é r i e  de F o u r i e r .  

Les r é s u l t a t s  son t  donnés i c i  sous forme de  courbes pour l e s  s e c t i o n s  

su ivan te s  : x = O x = 0'05 m ; x = 0'1 m 
m '  

Au d e l à ,  l e s  va l eu r s  s ' a t t e n u e n t  t r è s  rapidement ; pour x = 0'2 m e l l e s  s o n t ,  

en rnoyenne, l / l ~ i è m e  p lus  f a i b l e  e t  pour x = 0,3 i de  1/100 i.ème p l u s  f a i b l e s  qu.e 

c e l l e s  obtenues en x = 0 , l  m. Cependant il e x i s t e  un maximum s e n s i b l e  des  va l eu r s  

pour x = 0,05 n. 

iJom pouvons n o t e r  a u s s i  que l a  composante de  c i s a i l l emen t  O 
2 3 

s ' a t t  enue 

beaucoup p lus  v i t e  que o 
2 2 

e t  u d 'une  s e c t i o n  à l ' a u t r e .  
3  3 

11.4. Solu t ion  géné ra l e  -- 
Additionnons l e s  s o l u t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  e t  sans  2ème membre pour 

'JO, V o ?  Wo e t  a 22' "33' u 23 

I I  Rn m n e  x 
( 8 8 )  v = 1 1  7 -- "Ex ) A ~  s i n  mû (M: + M ; ~  ) s i n  B i  R + s i n  - 

O 2LK' B I  Mi-ulM L 
1 

L A + Cm 
mn 

cos  a] L cos  mo 

(81) 

M;Ri  
i 90) X X 

{ COS Biz ( - - 
2K 

MIS' ) + s i n  B I  R (M'S'+. . . 
1 1  1 1  

X 
-"IR 

RTi n  e  
w O = 1 I[- 2 I - t ~ ~  B I M '  - a l M i  ( M ~ N ~ - M ~ N ~  COS - x -  MIN^ + M I N 1 )  s i n  Bi  R x > R 

MlRi E bm + 1 nli 
- 
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Les express ions  de r x l ,  81, Ml, Mi, N l  , Ni, s o n t  donriés en (11.3.1) 

- çelles de  Ri , Si , T l ,  Ti en (11.3.5) 

c en (11 .2 .1  ) 4) c a l c u l  des  composantes a - c e l l e s  de  Gwi, bmn, 
mn i j '  



- A e s t  donné pa r  l a  formule ( 5 5 )  e t  dépend du facte7*r  D 
m .  mn' 

c e lu i - c i  dépend de l a  géométrie des supports  e t  de l a  r é p a r t i t i o n  

de p re s s lon  sous-appiris que l ' o n  peut c h o i s i r .  Quelques exemples 

en sont  ca l cu lé s  en (11.2.2) pour une r é p a r t i t i o n  de press ion  

cons tan te .  

Nous n'avons pas donné l e s  expressions de a 12'  013'011' c a r  nous savons que 

h l e u r  o rd re  de grandeur e s t  de - par  r appor t  2 o a R 22' 33' '23' 
donc f a i b l e  par  rappor t  

à c e l l e s - c i .  D 'au t re  p a r t ' l e u r s  va leurs  se ront  proches de pr, pe ,  px car : 

11.4.1. Exemple numérique. 

- Nous donnons i c i  l e s  courbes d é f i n i t i v e s  de c e t t e  é tude .  Noils n 'avons f a i t  

f i g u r e r  que l e s  s ec t ions  x  = Om ; x = 0'05 m ; x = 0 , l  m x  = 0'2 m. Au de l à  l e s  

r é s u l t a t s  sont naturel lement  ident iques  à ceux des donnés par  l a  so lu t ion  p a r t i c u l i è r e .  

- Les r é s u l t a t s  obtenus pour c e t t e  zone de x = O rn à x = 0 , 2 m  sont  

d i f f i c i l e s  à i n t e r p r é t e r  e t  devront ê t r e  confrontés  à l ' expé r i ence .  





Le modilepour l ' é t u d e  de l ' i n f l u e n x e  des supports  que nous venons de proposer 

nous a  i n t r o d u i t  3 nouveaux problèmes annexes. 

Le premier de ceux-ci concerne l ' é t u d e  de l a  f l ex ion  des coques cy l indr iques .  

L,a méthode que nous avons exposée nous permet de re t rouver  e t  même d ' é t a b l i r  de nouveaux 

r é s u l t a t s .  Cependant ces  r é s u l t a t s  n ' é t a n t  va lab les  que l o i n  des bords ,  il s e r a i t  i n t é -  

r e s san t  de pouvoir t e n i r  compte des condi t ions  aux l i m i t e s  s u r  s e s  bords.  D'autre  p a r t ,  

nous avons f a i t  l e  même t r a v a i l  qu ' au  c h a p i t r e  1 , s u r  des coques sphér iques ,  l e s  r é su l -  

t a t s  que l ' o n  t rouve  son t  ident iques à ceux de l a  Résis tance des Matériaux c l a s s ique .  

I l  d o i t  donc ê t r e  poss ib l e ,  à p r i o r i ,  par  c e t t e  méthode de l i n é a r i s a t i o n ,  d ' é t u d i e r  l a  

f l ex ion  des coques épa i s se s  (ou minces) de forme quelconque. 

Le deuxième problème que nous avons rencont ré  e s t  c e l u i  de l a  r é p a r t i t i o n  

de l a  p re s s ion  sous appuis .  Il d o i t  ê t r e  poss ib l e ,  en s e  donnant à l ' avance  d iverses  

r é p a r t i t i o n s  paramétrées d 'améliorer  l e  modèle choisi .Cependant une é tude  expérimen- 

t a l e  approfondie s e r a  t o u t  de même néces sa i r e .  

Enfin l e  t ro i s i ème  problème e s t  c e l u i  du comportement des fonds,  qui  sont  

généralement e l l i p t i q u e s  ou sphériques,  e t  l e u r s  l i a i s o n  i c i  n ' a f f e c t e  l a  so lu t ion  

p a r t i c u l i è r e  que dans une zone r e s t r e i n t e ,  ce  qui  e s t  peut ê t r e  l e  cas dans l a  r é a l i t é .  

A p a r t i r  de ce s  quelques cons idé ra t ions ,  nous en concluons q u ' i l  s e r a  

nécessa i re ,  v o i r  indispensable ,  de f a i r e  une é tude  expérimentale a u s s i  complète que 

poss ib le .  

Les va leurs  numériques que nous avons obtenues doivent  ê t r e  p r i s e s  avec 

précaut ion e t  nous permettre  seulement de p révo i r  l a  tendance en chaque poin t  de l ' a p -  

p a r e i l  r é e l .  
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