A
- -2

50376
1979
74
THESE PRESENTEE
A
L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE
POUR OBTENIR LE TITRE
DE

DOCTEUR 3éme CYCLE EN MECANIQUE

PAR

DHUIQUE - MAYER Jean-Paul

MODELISATION DE L'INFLUENCE DES SUPPORTS D'UN RESERVOIR

HORIZONTAL A VIROLE CYLINDRIQUE

--00o-~

SOUTENUE LE 22 MARS 1979

MEMBRES DU JURY :

Président : Monsieur ZEYTOUNIAN, Professeur, LILLE I
Rapporteur : Monsieur FLAMME, MaIltre de Conférences, LILLE I
Examinateur : Monsieur PARSY, Maitre de Conférences, LILLE I

Invité : Monsieur HAGE, Professeur E.N.T.I.M.D.



Je remercie Monsieur ZEYTOUNIAN de me faire L'honneur d'accepter
la présidence de ce Jury, ainsi que Monsteur PARSY qui a bien voulu en faire partie.
Je tiens également 4 remercier Monsieur FLAMME de m'avoir proposé

ce sujet et de m'avoir constamment suivi et encouragé de ses conseils.

Je suts reconnaissant 4 Monsieur HAGE de l'aide précieuse qu'tl m'a
apportée pour ce travail ainsi qu'd Momsieur MARTI de m'avoir initié & la programmation

et d Mesdames DUPONT et VEGA d'avoir exécuté la frappe de cette thése.



Table des matiéres

I. FLEXION DES COQUES CYLINDRIQUES

I.1. Définitions et Notations.

I.3.1.

I.3.2.

I.3.3.
I.3.4.
I.3.5.

I.3.6.

I.3.7.

. Equations et ré&solution & l'ordre ¢

. Equations et résolution & 1l'ordre €

. Présentation du probléme

. Equations générales

Conventions de signes

Conditions aux limites

Solution du probléme

. . o
. Equations et résolution d 1l'ordre ¢

1
2

. Vérification des équations de compatibilité

Comparaison avec la théorie classique

Conclusion

Résultantes et moments agissant sur un élément
de coque

Equations d'équilibre en fonction des contraintes
et moments intégrés

Expressions des allongements relatifs €ij
Expression des composantes du tenseur contrainte

Expression des quantités intégrées en fonction des
déplacements du plan moyen

Equations d'équilibre en fonction des déplacements
du plan moyen :

Conclusion

IT. INFLUENCE DES SUPPORTS SUR UN RESERVOIR CYLINDRIQUE HORIZONTAL.

IT.1.71.

Ftude statique

II.1.2. Résolution du probléme

IT.2.1

. Méthode employée

IT.2.2. Calcul de Dmn sur quelques formes de supports

IT.2.3. Exemple numérique quand la répartition de pression

aux appuis est constante

IT.2.4. Remarque sur les déplacements.

-~ O\ = =

10

1
12
14
16
18

19
19

21

23
24
ol

25

26

30
30
30
32
32
32
35

43



II.3. Solutions sans 2éme membre

CONCLUSION

BIBLIOGRAPHIE

I7.3.1. Recherche d'une solution
I1.3.2. Détermination des ccefficients A, ,A

m” 2m,
IT.3.3. Solution compléte en exponentielle de «a
IT.3.4. Solution compléte en exponentielle de a
TI.3.5. Calcul des contraintes Gij

I1.3.6. Exemple numérique

II.L.1. Exemple numérique

1
2

. g

3m’

45

45
w7
49
50
51
53

55

57

58



Introduction

Le code de construction S.N.C.T (Syndicat National de la Chaudronnerie
et de la Tolerie) pour le calcul de 1'influence des supports d'un réservoir horizon-
tal 3 virole cylindrique se base sur les travaux de ZICK (1951). Celui-ci traite
" le probldme en assimilant 1'appareil & unepoutre reposant sur 2 (ou plusieurs) appuis.
I1 doit introduire ainsi divers constantes empiriques et obtient des résultats qui

peuvent &tre fort différents des valeurs réelles.

Notre but ne sera pas d'établir de nouvelles normes de construction mais

de proposer un modélede calcul qui tienne davantage compte de la géométrie du systéme.

Nous allons isoler les 2 fonds de la virole. Le comportement de celle-ci,
qui est une coque cylindrique, est donné, en fonction des charges extérieures par

un systéme différentiel linéaire dont

- Le premier membre est une somme des dérivées des déplacements
du plan moyen.
- Le second membre est la donnée de ces charges extérieures

P.» Pg> P, €D coordonnées cylindriques.

r
- Les conditions aux limites devront tenir compte du comportement

des fonds.

La solution de ce systéme sera la somme d'une solution particulidre et
d'une solution sans second membre. Puis, nous devrons chercher un comportement accep-

table des fonds.

Dans un premier chapitre nous allons établir les bases théoriques de notre
étude en cherchant une solution & partir de la théorie de 1'élasticité, car les
différents auteurs que nous citons en bibliographie arrivent & des formules différentes
d'un point de vue littéral.

Nous avons donc &tabli 2 sortes de résultats
~ L'expression des composantes Oij du tenseur contrainte en fonction des

déplacements du plan moyen de la coque.

- Les relations entre ces déplacements du plan moyen et les charges

o
extérieures.

Enfin 1'appareil que nous décrivons comme exemple numérique est actuellement
en construction au Laboratoire de Mécanique de 1'Ecole des Mines de Douai. L'étude

s . -~ . -
des valeurs expérimentales obtenues pourra &tre la suite de ce travail.



I. FLEXION DES COQUES CYLINDRIQUES

I.1. Définitions et notations.

- Dans un systéme de coordonnées cylindri-
ques (r, 6, x) tracons sur la surface
(}), définie par r = R, une courbe
fermée (T).

- La constante positive R sera le rayon

de la coque cylindrigue.

- Nous appelons plan moyen l'ensemble des

points P intérieurs d (I') et situés

sur (}).

- Une cogue cylindrique d'épaisseur constante 2h sera alors définie par le domaine
‘(ﬂ)) des points M tels que

-
e._-

—>
PM=12ze. , avec - h gz <+h

Notons, au passage, que nous ne ferons pas d'hypothéses particuliéres sur la courbe

(r). La raison en sera donnée plus loin.

I.1.1. Présentation du probléme

Hypothése 1 : Le domaine (gb) est constitué d'un milieu continu, homogéne isotrope,

&lastique, et non pesant.
- Supposons que 1'on soumette (4} ) & une répartition d'efforts extérieurs { T} sur

sa frontiére. Notre but sera de déterminer, en chaque point M de @D ), les champs

de déplacements et de contraintes E(M) et f? (M) lorsque h tend vers O.

I.1.2. Bquations générales

Nous allons écrire en coordonnées cylindriques

« les équations d'équilibre (1), (2), (3)

+ les relations contraintes - déplacements (L) & (9)

-~

+ les équations de compatilibité (10) & (15)

Nous noterons par :

*u, v, w les déplacements d'un point M dans les directions
4 —_ —>
e = e e
“r? T8’ “x
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. 011, 012, 013, 023, 033, 022 les composantes du tenseur des

contraintes en ce point, en choisissant les indices 1 pour r,

2 pour 8§ , 3 pour X.

() 2%, %945 . 9943 L 11" %o -
or r o6 9x r
3o 3o, o o
(2) 12,1 22, 23, , 12 _
ar r 99 ¢ 93X r
5 5 3
(3) 13,1 a3, %3, 13 _ |
or r 30 X r
7) g 2B . _ - _E | 3w _v_ 13
L oyq = vio,, 033) (B oy, 2(T+v) or r T 28
g W E
8) g oo, __E
Eax =03~ Vo o) (5) o =gy [dw B
9xX or
, 1 9dv u E 1 ow oV
9) lov  uy_ oo - E _ |1ldvw, v
Bloggt )= g = vlog +ogs) (6) 923 T 2(1+v) Lr 36 Bx:-] .
90 32
0) -2 12 - 1 I 2
bogy = l2—gm o, =0, ) * =55 0
r T
T} 2 ‘
1) A + 2. 12 _ S N O S N N 1 -
T * T L2755 oy T o) 2 ~ 27 a7 op =0
r r 36
32
2) 1 I .
A 033 * 1T+ v 0
3 X
0 elof
2
3) 4 L2 11 22 o 19 13 -
P i (—33 Y. 20 T T e 2o | 910
e} 32 ¢
4) A ___1_ 23 1 I _
993 ,re(g 56 Yo%) YTTES T 0
g ) 32 o
5) + 1 13 _ ¢ ! 1 I _
%23 " 2 (2—53 23) * 55 TIeae SO
Avec les notations
¥ = Module d'Young r =R+ z
= Lod - _ 92 1.8 1 52 52
v = coefficient de Poisson A= -—5- + — 5- + 5—-——— +
o r r r ae2 ax
ag = 0 + O + O



I.1.3. Conventions de signes

. - . iz -
Avec les notations définies précédemment, nous considérerons comme positifs

les contraintes et déplacements dans le sens indiqué ci dessous

Contraintes exercées par la partie

6 > 60 sur la partie 6 < 60

0 %92
(1) = (=)
0 023

Y

{
yis i Contraintes exercées par la partie
| .
| X > x, sur la partie x < X
Ll
|
_bo . [ ] . 0 13
® xo =0=> 0 = o
23
1
%33

LT

Ainsi le signe d'une contrainte nous permettra de préciser 1'état de compression

ou de traction d'un point de la coque.
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T.1.4. Conditions aux limites

Nous supposerons que la coque est soumise & des contraintes extérieures
- sur les 2 faces z = - h et z=+nh
- sur les bords, le long de la courbe (T). Dans 1'immédiat,

nous allons ignorer cette condition aux limites.

Adoptons les notations suivantes

St
1]
‘g d

Sur la face "extérieure'" de la coque

Sur la face "intérieure" de la coque T = Py~
Px"
o.,(R +h) = p,* 011(R - h)=-p-
[P = - - - -
d'ol 012(R + h) Py* 012(R h) Pg
I + = — = - -
o5(R+1h) =p+ 0,5(R - h) 1

I.2. Théorie linéarisée de la flexion des cogques cylindriques

Nous allons tout d'abord écrire les équations générales en variables

non-dimensionnées avec les notations sulvantes

o. .
=R + T, o= =l x == T v, o= B VoW
r R Z 013 o X =7 u, v, w YL
z = h§g. o E R o I € R
G, =G, + +
o1 7 %11 7 %22 7 933
£ : est une nouvelle variable qui reste bornée quand -h tend vers O, a et ¢

sont des paramétres de forme

L : longueur de la coque parall@lement & 1'axe
2 : déplacement caractéristique (par exemple prenons & = wmaxfléche

radiale maximale).



30 9o 30
) 1 12 2 13 T Ty =
(1 +¢ ¢) T + € 55 + (e + €%8) a ™ + 5(011 022) 0
3o 30 30,
) 12 22 2 23 — _
(1 + ¢ ¢e) T T + (e + €28) o = +2e0,,=0
30 o0 90
) 13 23 2 3 ., — .
(1 +E& ¢) 3E + e 55 + (g + €%8) o P + € 043 0
du — v = ——
e C°F L 914 \)(022+o33 ) ] (19) ae+u—(1+e:5;)|'_c522\)(c511+c533):[ (21)
)) oci;l = g_-vio., +0..)
' X 33 11 22
by poy —= _ 1 v - Ju
e+ %) T, =gy L Oret)l g me o) ]
3) — .1 au aw
e 95 TEw Lot toae
1) — _ _1 & av
(1 + e &) oy st s to (0 ) Tl
820” 8011 82011
5) (1 +2E e+ €2 g2 ) > + (e + €28) + a2 (€2 + 2 e3¢ + £2eY)
9 & o0& 3;42
32g a0 320
» B ’ 12 = _— 1 +2 e+ £2 g2 T
+ €2~ 2 e (2 5=+ ~ Ty T+ ez O
32&_— ao“"' : 320 . 320
6) (1 +2¢ge+ e?e?) '—5‘52"2‘2— + (e + €2¢g) 3522 + €2 ——86%—% + a?(e? + 2e3g+£2eh) —22
%2
30,, 320 30-
2 12 — 1 2 I 1
+ 2 g (286 + 011 022)+1+v Eg YT a +(€+€2 £) 3£]=O
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—_ —_— — —
3%¢ a0 320 940
\ 12 12 ) 12 oy 5. 3 4o 12
27) (1+2gg+5252)-——8——£—2——— +(e+52‘é) 5E + € YYE + g% (e“+2¢e E+¢ E)——gs-é-r
30 90 [ 30 o
11 22— 1 ) I, %1 | _
2 o —ce _ + - —_— = 0
r2et (5 36 20 5) * 7 [ €% a5 ¢ e
320 30 320 82033
28) (1 + 2%fe+ EZg% s.gz_ﬁ + (E +€2€) a£33 + €2 38233 + 0,2 (82 + 2535.}.6“&2 ) ___é.;_c_z.__
y—
2€2+2€3€ + eghg? 80I=O
+oa 1+ v x4
82013 3013 2013 82013
29) (1 +28e+e?e?) = + (e e2¢) 5 62 sor— +of(e? + 2eder el ) —pmp
3 8257
- €2 (2 __igg + o ) + ale + 2525 + 5352 ) _ T A
90 13 14+ v 9X0E
820, 30,~ 80, 520,
23 23 23 23
30) (1 + 2 E€+€252) -é'gz‘— + (e +¢28) "—a'g""' + g2 ———;(;2—' + a?(e? + 2e3g+etg2) I
90 2 3 328_
13 — ec+ e’ I
2 - =
vet (2= O3p) o T 5%436 0
avec pour conditions aux limites
Si 1l'on note p = %
011(E = 1) = pr+ g11(g = - 1) = - pr_
Tl =1) = p* o6 =~ 1) = - B
= = + = - = - -
013(5 1) P, 013(5 1) N

I.2.1. Solution du probléme

Hypothdse 2 : Les solutions de ce systé€me d'équation se mettent sous la forme :

———————— (1)(
(1)(

a(O)(

u(E,x,8,¢) £.8,x) + eu ' (£,8,x) + €2 220,50+ L.

;(O)(

gﬁe’;{) + E‘_/' E,e,};) + ..

=(1)

£,6,%) + ew' ' (£,8,%) + ...

v(E,x,8,¢)

o

%(E,;(,e,e)

01p $(EX,0,8) = € ¢ 0 (1) (£,0,%) + €2 o,,(2) (£,8,%) + ...
13 71301 713(2)
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% 5220 (T e
033 p (EsXa8se) =0og5(0) (£,8,%) + ¢ X T55(1) (£,8,%) + €2 0 (@) (£,0,0)+..
%3 7o) | T )

Nous allons calculer séparément les termes & 1l'ordre e, el et 2. Pour
cela nous n'utiliserons que les dquations d'dquilibre (16) & (18) et les relations
contraintes—-déplacements (19) & (24).

Dans ce cas, nous remarquons que les équations (16) & (18) sont du ler ordre en £

pour 0., 0., 013 alors qu'il existe pour ces 3 quantités 2 conditions aux limites
(pour £ = - 1 et & =+ 1). Nous allons remplacer ces 2 conditions par d'autres
en £ = 0.

Hypothése 3 : En ¢

0, nous avons

- _ =(o) —_— — _

u=u O = 022(0) 0y = 0

7= 5= F0) G =0
33 33 12

- _ =(o) - _

W =W 013 =0

Par la suite nous donnerons une interprétation de cette hypothése 3.

I.2.2. Equations et résolution 3 1'ordre e°

- Reportons les développements de 1'hypothése 2 dans les &quations (16)

3 (24) et retenons les termes facteurs de e°.

(o) (o) ~(o)

(19) = 2~ =0 (23) = %" =0 (22) = I~ =0
(21) = 280 4 5lo) S50y -y T
-(0)
20 = a3 ) v T o
-(0) =(o)
o — o 5 3

(2h) =>1 0,5(0) 2(1+) 3% Ta a;

- Résolution : _ = — [ .=(0) =(
u(o) =U (X,e) 022(0) = ] _1\)2 gg ° + —(O) + g v BV_\I )
7o) oy (x,6) - =
=ey ’ =(5) =(o)
P T 5 e) = e (2L s 50y 2 ]
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I.2.3. Equations et résolution & l'ordre el,

- Procédons de méme en retenant les termes facteurs de ¢

80.I

(1) 35(1)

(16) => =z = ,,(0) = 0 (19) => —g— == v (5,5(0) + T55(0))
(1) => 232(1)+ 2222('°)+ a ?3(0) S0 (20) = a B T (@, 0,5, (1)
(18) = 233(1)*‘ 2-2;23<o>+ ) 22'33@) o (o1 3‘;’(1)+‘(”=522<1>

V v E11(1)‘+;33(17_]+E'E;2(°) -va‘33<o>1
oy o g?w) .. E;gm ©) . _g:m
(53) = o gg(o) g2(1)
(24) => 0,,(1) + gz%fo)z'ET#TT' ( ;%%Q)*'“"%§LB'+” g"ﬁgﬁi”)

- Résolution en tenant compte de 1'hypothése 3 relative aux conditions aux limites :

Equation dérivée | —- _ . & ( 3;(0) =(o) 3;(0) )
1 =72 36 oo vy Ty
de (16) ==>
=(o) ~(0) 2:(0)
.. . —. - - £ 32v du o (1= v) 3%v.
Eq.dérivée 012(1) T2 ( Y -+ 36 + a 5 %2 + ...
de (17) => N v+ 1 a?—v?(o) )
® T2 Bxee
-(o) 2=(0) =(o)
foe s — - & . du 3%w 1 - v 3%y
Eq. = 2 =
q. dérivée 013(1) T2 (va 5% + o 357 + 5 762 +
de (18) => (o)
v+ 1 32°
+ o =
2 ax90
L -(1) _ -£ v 7%(°)  _(o) 05 0)
Eqg. d =
q erlyee u R ( 56 + oo )
de (19) ==>
_ -(0)
Eq.dérivée v(1) =& ( ;(O) - %%*—— )
de (22) ==>
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‘(O) 2-(0) —(O)-
PR - - oV _ ] u: _ oW
Eq. dérivée 023(1) = 50179) ( a . 2 o goo= 55 )
de (2L) =>
-(0) 2-(0) 2‘(0)
— - ) ~ 3 )
022(1) = '—T—:-%z (av —Sg———-+ u(o) _36%~— +v a? 5;%———
Eq. dérivées
de (20) et f_—-<1) B _ ( ) a21—1(0) . a25(0) N 3;(0) )
(21) ==> 033t T T2 " T2 MRYY2 Y,
-(o)
PRI _(1) — ou
Eq. dérivee W = o & =z
de (23) =>
I.2.4. Equations et résolution & 1'ordre e?.
- Nous obtenons de méme :
30, . (2) 95, (1) do..(1) 30, (1)
_ 11 11 12 13 — - _
(16) => —5 MY * 38 *agR +0,,(1) = oy(1) =0
90.,(2) 30, (1) 90,..(1) 96,..(1) 30, (1)
. 12 12 22 23 23 —
1) => —7 MY MY * o aR ot gy * 20,00 4,
30, .(2) 80, ,(1) d0,.(1) 90,.(1) 30, (0)
_ 13 13 23 33 233 -
(18) => —7 Y- MY MY MY to5() =
ou2) — - _
(19) ==> T 011(1) -V (022(1) N 033(1) )
8‘74'(2) _ _ _
(20) => q e = 033(2) - v 11(2) + 022(2) )
=(2)
_ 3V (2 - - _ — —
(1) = L— +3® o5 (2) -y (5,,(2) + 035(2) ) + & [op(1) = v(o, (1) o (1]
-@) £1) -(1)
— - - 1 v 3 Ju =(1)
(22) => o,,(1) = 1) ( T + g 3 * = -v )
_ =(1) -@)
— = 1 9u oW
(23) => 013(1) 507+9) (a = * )

(2h) => o0, .@) +¢

903

-@) -@) =(1)
(1)=2(}+\))[:3w ra Xy W ]



- Résolutipn en tenant compte de 1'hypothése 3.

13)

Eq. dérivéq
' | : -0) 3=(0) »=0) 3=0) -0)
= ___E2 33v 33w 3%v 3w av
de (16)=>| 0,(2) =357 [: 567 v T3 T o7 3%7ae ¢ 9xee? T © a6
oy "))
- 3u(o) - 3v o BY ]
d
-b) -0) -0) o))
PR - _ g2 3%y ou 33u 2 5v+3 32w
Eq.dérivée 012(2) = 20=v0) |:3 T b r Y = %
de (17)==> V2 5350) L o2 1=V 1250)
& 3%%30 2 362
Eq.dérivée
-0) -0) 20 »=(0)
—_ = g2 | 3 32w (1-v) 34w 1-v 3°v.
de (18) =>| 0,4@) = 57377y [:“ Vg T Y AR 373 % 5 330
N 3350) a3£®)]
* 3670 %3
Eq.dérivée _ _
de (23— #@ = £ o 530, L emw) 0% a2l o a2 ]
N 2 v-1 3% RN 9x” 362 v-1 3009x
Eq.dérivée o ©) ©) ( o)
| - _ e [(2-\)-‘) 230 20 26
de (22)=>] v = °v ou _ 237V a 9w
2 | V1 gz Y e )T T T T Taeew
Eq.dérivée| _ 2 N -(0) ~(o) o=(0) ,=-0)
;@ =2(1_E_) '[u(0)+dv%-v_i——+(1—v) v o ag o2 3_121 )]
de (19)= v X 36 36 X
Eq.dérivé - _ -
4.deravee S ) _ _¢2 2v Bzu(o) 2(3-v) 83W(O) o 32V 83V(O)
de(d)=>| °3 L(1+v) | v-1 3% 06 V=1 3%256 v—-1  3620x
.o 5=lo) 3 33700 422(0)
38 6% 563 7
Eq.&#rivées | _ 9 2=(0) =(0) -0) =
de (20) 502 = =y E W2 2200 s 2y 337 (0)
et (21)==> 2(1-v%) 9X 3x \ 3623% 303
=(0) - (o) (o)
oW v ~(o) , 33y
* 3V Ty 59 T3 T et T




- - (o) -() 3-(0)
0.2 = - §2 8211(0) 3w 53w 3°v
B 2(1-v2) [" of Szz— * 2 oiygrto garey + ot () gEge
+ v 33‘_’(0) + v 3:’(0)
363 30

I.2.5. Vérification des &quations de comptabilité.

Introduisons les expressions de 01 P? 012 ,013, 02, 023,_03 » limités aux

2

termes en €%, dans les équations (25) & (30) et retenons les relations facteurs de

BZET—I(O)
+ Ordre €° : —a‘—gz-— =0
326141) 1 aZEI(n 92050)
.« Ordre el : 5 + — + 2 & =0
3 & 1T+ v 3 & 3 £ ‘
, %0, 3%0y,(1) - 3,,(1)
» Ordre ¢ N +2€—3——£r—+202(0) et
320-(2) 525-(1) 325 (o)
1
+ — I + 2 E ___..:E___ + €2 I = 0
1+v 3 gz 3 g2 3 gz
Equation (26)
325, (o)
« Ordre ¢° 22 =0
J &
32822(1) 32622(0) aan2«>> : aal«ﬁ
« Ordre ¢! e + 2& 7y + = =0
9 £ 9 & 9 & 1+v 09 §
320, (2) 320, (1) 325, (o) 3o, (1) 30,,,0)
+ Ordre e? 52 2F ————%2—-+ g2 32 + 22 + g —22
3£ 3 & 3 £ 3 & 3 &
Bzég(o) , 32822(0) _ : 8251(0) 301(1) aEI(o)
+ — + - - =
5 62 o7 BRZ 2 05,00) 1+v[[:a 82 t3 e TEa ] 0
Equation (27)
» Ordre ‘eo : Identiquement véprifide
-
« Ordre el : 32171‘3_(&)*- ! ° OI(O) = 0
. 3 £ T+v 909k
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3812(2) 3251,2(1) 30, (1) 3622(0) . T 32a.(1)
+ Ordre €? T‘gf—**QE 3 £2 + Y 27 T l' 363¢
2= 2=
. ) UI©) _ 3 olb) s
& o5t 367 »
Equation (28)
32533b)
+ Ordre € : Sz = 0
325__(1) 325 (o) 30.,.(0)
. Ordre el : ————%3— + 2 £ 33 + 33 =0
3G G 3£
225_, (o) 35, (1) 32540 35,41 do.{0) 325, (0)
- Ordre €2 : ____%§___ + 2¢ ——§%—— + £2 ____%}_ + 33 -+ g 3. 33
3£ 3 & d £ oL 3 30
6'— (O) (12 3281(0)
ot TR2 *Tyy 3wz O
Equation (29)
. Ordre €° : Identiquement vérifiée.
320, (1) 325_0)
. Ordre ¢! ;3 + -2 L =0
3 € 1+Vv  9x 9E
525 325 () 8a..(1 39,0 525 (1) 900
. Ordre €2 : ——po— 4 2f ——go— 4 —3— _ 5. 23 & ! og 2 =0
3 £ 3£ 3 £ 38 T+v  3x af T+v 9% 8¢
Equation (30)
320, (0
. Ordre €° : S—E%Q— =0
3251 320, (0 33, 0)
. Ordre el : 4——%é—~—-+ 28 %3 + —23 =0
J & d & 3 & .
325, (2 320, (1 325,00 801 325, (0 325, 0
+ Ordre e? : ———%5—— + 2g ~——~§§— + g2 33 + —23 +E ———%2— + a? —:yg§~ - 0,00
3 £ d & 3 & 3 & d 8 ox 23
-
2 320_(o)
+ o I =0

1T+ v dx 08

I1 reste alors & remplacer oijhj, oij(ﬂ et GijC3 par leurs expressions
) - -b -0 . 4 .
en fonction de u ', v ', W et 1l'on pourra constater que les &quations de

comptabilité sont vérifiées. Nous ne détaillerons pas le calcul ici, qui a peut

d'intérét.
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I.2.6. Comparaison avec la théorie classique.

1) Résumé :

Reprenons les expressions de Oij, u, Vv, W oObtenus jusqu'a l'ordre

€2, mais Bcrites en variables dimensionnées.

Nous noterons uo, Vo Vo les déformations du plan moyen (c.a.d &

Z v 1 Bvo awo 22 Yo A awo 1-v avo
= e e (e —_— + = + —
wE [R (35 *9) * 3% :[ *201) [ RZ " Rax ' RY 36

v au 2
vVEv_ o+z L _1l_o + 2| 2o ( S+ _2 ) - o __1 1 o
o R R 3 P (v=1)R% ' 387 36 3% 1-v R 36 3x

1
— + + —— —
1-v R 3x 1-v  9x? R23e2 T 1S R 38 3x

=
I
£
I
N

2 2 2
Yo gﬁ [: v auo 2-v 2 Yo 1 8 Yo 11 g Yo :]

9 — 3 3
Ez 1 ( o +u) o+ g_aWb + B 22 9 Yo 1 +3 e +
11 1 = V2 R? Y o R 9x 2(1-v?2) 363 R3  3x3

0 -
AV
3 3
L1 v 2 BVO L1 3 LA 3 Y w
R 360x2 R3 96 R2 3x362 R3 Yo  R? 3x
2 2 2
s -=-Ez 13Vo+1,auo+1—vavo+v+1awo , E 22 3 3%y
12 1 - 2 R2 362 RZ 38 2 3x2 ~ 2R 3x96 2(1-vZ) | R3 307 2
Ju 53y 32w 33 3%y

N o 1 a 1 S5v+3 o 1 o 1-v o
+ — o+ = 22— — —_—
RS 3 R3 363 TR 2 060x TR 9x2s8T 2R 9x2

. 2 2 2
-~ Bz v 8u6 + ) Yo Pt ° Yo + v+1 0 Yo
R 3x 9%2 OR? 367 2R~ 8x06

E z2 [vauo
T2 v _0o
2(1-v ) R? 5x

R 9x? 3x° 2RSS 367 2RZ 3x56 R2 3673x

) 32w 32v 33u ]

-V o 3%
2 53 3 33
E 22 [ 2.3 uo__v 3w _ (1#v) 3 LA 2 9 v L 3 awo +1 v
2(1-vZ)| R ax? 0x3 R> 93289x R3 363 ~ RZ 3x B 38
3u 1 83vo
+-._.3_
R R 3603xZ

. oV 32y 32u v

_ L v o AW, E z o, Vv "o 0

= hd _ 4 (o} - - —
933 T 752 [R (35 +u)+ ] T - V2 ‘:Bx2+R2 ( 352 TR



2 3 3 3 33
E 22 [:v 3 Y v avo 0 Yo 1 9 Y (14v) 9 Yo v Vo:]

>v2) | R ox2 T R%8 T2 Tx? ' R? 36%sx R 360xZ RS 363
. 2 3
B 1 ¥ e 7, ke 1M 2% 1 o Ba?
%3 T 201+ | R 26 3xX 2(14v) R 9x R 080x RZ 36 S L(1)
532 3 33 ? 3dv
2v__ 1 Y + 3-v ( 1 7W, + L Yo ) - 2 Yo + o
1-v R? 368x -v ' R 08x206 R2367%0x R3 36 %3
33w
+ 1 0
R3 3895

2) Résultats obtenus a 1l'ordre e

E 1 avo Bwo
1 . = = — — + —
Nous avions : o, 0 Opp = ToT [:R ( 53 uo) i
_ e ] ) E 1 BWO . Bvo
12 23 7 2(1+v)}| R 238 ox
B N Bvo Bwo
- - — —— + r—
913 7 © 933 771 - vz[:R (g5 +u) * 5%

Nous remarquons que ces résultats sont obtenus lorsque ¢ tend vers zéro
(c'est & dire quand h -+ o) dans les équations (16) & (24). Ils correspondent donc

8 une coque trés fine, c'est & dire une membrane.

D'autre part, ces mémes résultats correspondent aux conditions de 1'hypo-
thése 3 pour £ = 0. C'est & dire que nous avons supposé que le plan moyen (z = o)

d'une coque se comporte comme une membrane.

1

Ces résultats sont les plus proches de ce que l'on obtient en R.D.M.
classique.
Ainsi nous avons
oW _

A
E 1 0 o] E
22 = T2 [: R(38 *%) *V 1-

Q .
1

X

B v oW — 32u 3%u v
G = Yy O 4y ) + 0 __Ez [: o 4 Y o _ o )
33 1-vZ | R Ll o X 1-V2 3x2 T R ' 0302 a6

— 2
oo E l.awo . avo . _Ez 1 Bvo ) 213 U, 1 awo
23 1-vZ | R 96 x 2(1+v) | R ax R 936dx  R? 28

Transformons le 2éme membre de o

et o,,. Nous garderons o

oo 23 tel qu'il est.

33

v ow v oW
. _ _E 1 o o - z _E 1 o 0
%22 T T2 {:R (35 *u) * v :] R T-v2 [:R (35 +u)*v




18)

32u u v
Ez o, 1 ( o _ ° )
T2 vV T3x2 R2 262 36
R 3 !
__E 1, Mo T v 1M T :] . Bz __
93 7 2(1+v) R 96 9x R 2(1+v) | R 96 3% 2(1+v)

2
g 3vo _ g 9 uo
R 3x RZ2 303x

Les o3me membres de Tps et Op3 de ces derniéres relations différent

e - ~ h ” .
des ler membres par le terme %3 qui est au plus égal a R << 1. Nous négligerons

donc ces 28me membres. D'ol finalement

Q
I

92 32u v
B l(_?é+ )+vib _ Bz N %>+_( o _ o )]
o2 - 7=vZ | R ‘38 " 3% T 3xZ T R?'  p6? 26

0]

2 3%u - dv
= & Y (avo )+_T§ _ _Ez 8y, $(— 0o o )
33 1-vZ | R 39 "YU 1T Z 7~ 7 R2 367 28

: 2
_E [ Y 7, _Ez gﬁ_g“o]
993 T 2(1+v) R 36 9x 2(14v) R 9% R2 369x

Ces 3 relations sont identiques & celles obtenues en R.D.M. par des
considérations géométriques et physiques [:'6':[ ,
De plus, la théorie linéarisée permet de donner une expression de

UV oW 5044505593 ~ que ne donne pas la théorie classique.

4) Résultats obtenus jusqu'd l'ordre e?

Ces résultats pourront &tre utilisés lorsque le terme en €2 ne sera
plus négligeable devant les autres, c'est & dire pour une coque plus épaisse.
I1 faudra donc vérifier, par le calcul, l'ordre respectif des termes en e%,el, €2,

>

I.2.7. Conclusion.

- La théorie linéarisée que nous venons d'exposer donne, de maniére simple,
des résultats plus précis que ceux de la théorie classique en Résistance des Maté-
riaux. En outre, elle permet 1'étude des coques cylindriques d'épaisseur quelconques.
En effet, on aurait pu continuer les calculs & 1l'ordre 63, e%,,etcil est vralsem-

blable que les équations de comptabilité auraient été aussi vérifides.

- Par contre, cette méthode & 1l'inconvénient de n'8tre valable que loin

des bords. Ceci provient notamment du:fait que l'on a pris des conditions aux limites

pour la seule variable £ (ou z) et non pour 0 et x.
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I1 faudrait donc compléter cette théorie, comme cela a &té fait pour les

plaques planes, par un développement asymptotique raccordé (voir bibliographie).

1.3. Théorie classique de la flexion des coques cylindriques.

Nous allons donner briévement les résultats issus de la Résistance des
Matériaux, en notant les points de divergence avec la méthode de linéarisation

chaque fois que cela apparaitra.

1.3.1. Résultantes et moments agissant sur un élément de coque.

Considérons un élément de coque A.B.C.D.

Nous allons définir les contraintes et moments intégrés de la facon
suivante :

Soit - Qx, N x¢ , N x les forces résultantes, par unité de longueur de
circonférence moyenne sur AB,et agissant de 1'élément de coque sur
1'extérieur.

- Q 6, Ng, N 6x les forces résultantes, par unité de longueur de

e P . . N
geéneératrice sur B Cret agissant de 1'é1ément de coque sur 1'extérieur.
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R+h

dx QB8 = JR_h 012 dx dr
R+h

dx Neo = JR_h PN dx dr
R+h

dx Nox = JR_h 023 dx dr

sont les moments de flexion et de torsion par unité de lon-

gueur de circonférence moyenne et par rapport & cette circonférence,

: méme définition par unité de longueur de génératrice

R+h
R do Qx = J 013 r 46 dr
R-h
[R+h
R d6 Nx6 = o] r d6 dr
Jp-n 23
(R+h,
R d6 Nx = o, ., r df dr
‘R-h 33
De méme
- Mx et M6x
agissant de 1'élément sur 1l'extérieur.
- M6 et M6x
R+h
R d6 Mx = - J 033r(r—R) de dr
R-h
R+h
R d8 Mx6 = o,.r(r-R) d6 ar
R=h 23

tR+h

dx Méx = - J 032(r-R)dr ax
R-h
R+h

dx Mo = J 022(r—R)dr dx
R-h

de variabl

Nous allons réecrire ces quantités intégrées

1

e : r R + 2

avec -h ¢ z £+ h

+h
Qx=f 0,5 (1 +%)dz
-h
+h
Nx6 = f 023(1 + 4%)dz
-h
+h ”
NX:J o.. (1 + 3)dz
g 33 R
[+h
Mx = - o..{1 + )z az
J_h 33
+h
Mx§ = ( 023(1 + =)z dz
J-n

en

faisant le changement

. +h
Q6 = J_h %45 dz
+h
Ng = [_h 022 dz
+h
Nox = J—h 023 dz
+h
MBx = - J;h 023z dz
+h
Mg = J_h 022 z dz
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* Dans la théorie classique, on néglige les termes en % devant 1 dans
les expressions ci-dessus.

Nous allons montrer que cette hypothése ne convient pas avec la méthode
de linéarisation.

Prenons comme exemple le calcul de Mx, nous avons vu que 033 se met

sous la forme :

045z, 0, %, ) = z%(e,x) ‘oz 5;)3 (6,x) + 22 z‘§)3 (6,%) +

- S8i on considére éue '% << 1, alors
. _2,3 0 5
M = - S h” I3y +h L..d
- Mais si on garde % ; alors
" éd.
. _2.3 1 33 51 7
Moo= =3 h” (g + > ) +n” [ ]

o)
Z(33

Donc il apparait un terme qui est peut-étre faible, mais que 1l'on

va garder pour les &quations finales.

I.3.2. Equations d'équilibre en fonction des contraintes et moments intégrés.

Nous allons exprimer 1l'équilibre de 1'élément de coque A.B.C.D. Dans la
théorie classique on obtient 3 relations par des considérations géométriques du
phénoméne.

I1 est possible d'obtenir plus simplement ces relations en portant des

équations d'équilibre en coordonnées cylindriques données au I.1.2. (Equations
générales.)

Multiplions chaque &quations d'équilibre par r dr et intégrons sur

[R-h, R+n ]

R+h
(1) = |G
R-h

R+h
013 r dr - J 022 dr = 0

3 R+h 3 R+h
dr +rd o, ,) + = J 0., dr + —— J
R-h

1
1 1177 ae o, %12 3% Jpq,

Nous avons toujours les conditions aux limites
+

011(R+h) =D, o”(R—h):—Pr
= + - - ——

0,,(R+h) = p¥ 0,,(R-h) ="pg,
+ -

013(R+h) =p o,,(R-n) = p_

e
.
w

4

Donc la relation précédente devient

X

h 1
0=(P.++pr_)+§(plt - ps ) 4T o+ ——%
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De méme =

' + - h + - 1 3N6 JNX Q8
(2) => | 0= (pg+py ) +5 (pg ~ 2 ) * R 5 5x | R

1 9N6x 3NX. :
= = + - = + - p- — +
(3) g 0 (px * Py )+ R (Px' Py )+ R 36 X
* Cette méthode fait apparaltre les termes E-(p‘l‘ - pI ) B (pt - p: ‘)
© PP R ‘Pr r’*R ‘Po o

% (p§, - p;,). Ces quantités ne figurent pas dans la théorie classique car on ne

+ - P . P
tient compte que de la résultante p + p des efforts extérieurs appliqués au
plan moyen.

Pour retrouver les résultats de cette théorie classique, nous poserons

p+ + p = p et nous négligerons les termes en %

398 /X _ =
(31) 3% *+ R~ N, +Rp_ =0

aN® 3Nx6, Q. + Rp, =0
(32)-35— + R0 9

oN6x alNx _
(33) %5 *Re~+Rp =0

Pour exprimer 1'équilibre des moments, les équations (2) et (3) sont

multipliées par r° dr et intégrées sur [E - h, R+ ﬁ]

h2 1 Mo

ho, 4+ - 1 1 13Mxe |, aNx6 _
pat 25 (Pg P ) *RZ P *R2 35 ‘R TR (34)

+
b t2

- n2 - Qx 1 3Nex 1 3Mex , dNx_ 1 _
(bf -2z ) *RF 2% *R *Ras w36 * ox R ax -0 (35

)

L'équation (1),multipliée par e

‘ dr et intégrée de la méme fagon,ne
fait apparaltre aucune résultante caractéristique. Cependant, en partant des

définitions de MOx, NOx, Nx6 on constate l'identité :

Mbx = R(Nex - Nx6) (36)

En utilisant les &quations (32) et (33), les équations des moments

‘deviennent
h - *n? 1 M6 . 1 3Mx8 Q8
2 = (pt - + + = - — - 2= =
R (P§ ~Pg) tR Pty 35 R 8x R © )
h - h? 1 9Mx 1 aMex
o + _ — — - — QBE
R ( px px )+ ﬁ?’PX R 3 x R2006 R 0
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‘ . et . . .n2? -
D'ol en négligeant les termes en% et 2
MO oMx8 . 3Mx 3MOx _
—_— - = + + =0 38
5t R R Q6 =0 (37) R — R R &x (38)

* Nous remarquons également que la théorie classique (c'egt & dire les relations
. h h
(37) et (38) ) ne mentionnent pas les termes en L et zr

Des équations (37) et (38) nous pouvons tirer Q_ et Qx et reporter ces valeurs

6
dans les équations (31) et (32)
L'équation (33) est conservée sans modification.

Nous obtenons

1 32MO . 92Mx® 32Mx 32Mox
— et - - ——— et — + -
(39) R 362 T %8 RyxZ 365 Y0 +Rp =0
3N6 3Nx6 1 aMe IMx 8 _
(ko) 56 T R3x  YRox Tax T RPg=0
oaNox aNx _
(h1) a6 * R ax * R by T 0

I.3.3. Expression des allongements relatifs Eij

I1 existe 2 méthodes pour calculer les composantes Eij du tenseur
déformation, les unes étant basées sur des considérations géométriques (Fliigge,
Timoshenko, voir[ 6][ 8] )d'autres s'appuient sur la théorie des surfaces (Love,
Novozhilov, voir[ 10]] 11i] )Dansles 2 cas la démarche est identique : on détermine

d'abord les gquantités € relatives & la surface moyenne de la cogque,

€332 €992 €93

que 1l'on note £ € et vy

3 72
Nous pouvens alors déduire pour chaque point M 3 la cote z, les valeurs

de €5 Nous donnerons pour la suite la référence des résultats. Il apparait que

Eij est une fonction polynomiale de z et que ces valeurs sont obtenues avec

toute la précision souhaitée.

Généralement on se limite au ler ordre en z. Dans le cas d'une coque cylindrique

et avec les notations que nous avions utilisées, nous obtenons
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€5p = €5 + % 2 Mais €112 €512 531 restent indéterminés
= +

£33 7 F3 7 X3

23 =Y 2 Xp3 2

Z

€

2 53 = allongements relatifs de la surface moyenne

x2,x3 = variationé de rayon de courbure de la surface moyenne

vy = distorsion de la surface moyenne

Xp3 = torsion de la surface moyenne.

I.3.4. Expression des composantes du tenseur contrainte.

* En théorie classique on suppose que = 0, on va donc.perdre le rdle

o
. 11
de cette quantité. A partir des relations contraintes-déformations,nous en

déduisons que

- E '
O ST Tz | (eptveg) vz (g tvxg) ]
T i (e, +ve,) +2z (X, +VvX,)
337 1 -v2 [ '3 2 3 2
B [
93 T T2(1+v) _Y+2X‘23'Z]

* - Mais nous ne connalssons pas Tyn et 043°
Nous' pouvons en déduire les quantités intégrées suivantes en négligeant
%- devant 1 dans les expressions des moments et contraintes intégrés
o _y (2n)E _ E{(2h)
NxH N 6x I Ne = ?é;g— €5t v €3
-E(2h)3 E(2n)
Mx = + =
=0 | X3 "Xe:[ Me =337 | 53% Ve
3
E(2n)3 Mxo = - Mox = B(2B)° o
e Y ey [Xe T X3:[ ° MOx = 2wy 23

En examinant ces relations nous pouvons remarquer que et o}

913 12

sont indéterminés mais on-peut connaitreQ® et Qx & partir des relations
(37) et (38).

1.3.5. Expressions des quantités intégrées en fonction des déplacements du plan

moyen.

I1 s'agit de calculer €35 €55 X33 Xo» x23, Yy en fonction de uo,vo,wo,

déplacements du plan moyen.
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Les 2 méthodes, dont nous avons fait &llusion au paragraphe I.3.3. expressions des

£.., nous donne ces valeurs, qui sont les suivantes
1J

Iw azuo
83 T o9x X3 Tl
v ov 32u
e, = (=24 u) X, =2 - o)
2 R ' 36 o 2~ R2'39 30
2
_ oV l_awo N ) l( 3vo _ P uo )
Y 3% R 28 23 ~ R' ax 369%

D'od 1l'on en déduit

v oW
(2h)E ‘0. 1" "0
= = + -
Nx6 = Nox = 570) 5x | R 90

oV ow 3 9%u v 3%u _
_E(@h) {1, o o _ ~E(2h) __0o ., o _ °
e =907 {:R (35 * ) * vy :] Mx = 357 | T w2 TR (58 T ae? )_l
. v . . 2 52
nx = —=i2h) 3—('329-+ ) + o Mo = —Eigbl;—- L o 22y —y e
*T R ' 30 = ol | 8% 12(1-v2) | R2' 38 ~ 987 %2
3 oV 3%u
Mxb = - Mox = E2n)° 11 _o 1 _ %o
* T 12(1) R 3x R 960x

I.3.6. Equations d'éguilibre en fonction des déplacements du plan moyen.

Reportons les valeurs de Nx8, N6x, N6, Nx, Mx, Mé, Mox dans les
3 équations (39) (Lo) (41)

3w 3%w Y du

ho)
0 1-v e} 1+v /o) ) [o) X
+ e = — - =
x2 ' 2R 562 ' 2R %96 ' Roax K 0
2 o 2
14y 9 v , 1 3 v L] d \A L1 Buo
2R 9x06 2 9x2 RZ 3 87 R2 38
3 3 2 2
_ (2h)2( 3 uo .\ —1— 9 uo ) (21’1)2 [ (1-\)) 0 VO 1 9 VO ] N f).@— -0
12R “ax?36  RZ2 3 83 12R 3x* R23 8% K
Y Ty T
! Bwo . 1 BVO . 39 . (2n)?2 - d u_ . 2-8 u, 1 9 ug )
3x R 236 R 12 3% R 56%8x2 = R3 5 6%
3 3
_ (en)? (2N ° Vo + 1 Vo ) - £ =0
12 R 3x238 R3 3 83 K
_ E(2n)
avec K = Y

Transformation de ces 3 équations dans le cas ol P, =P, =0

Remarquons tout d'abord que nous pouvons négliger 1'avant-dernier

terme de (43) par rapport au 2idme et 3idme terme de cette méme &quation.
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47)

26)

. ) . .
1) Dérivons (42) par %;z puis —o7 , nous en tirons les expressions

3ty otv
de ‘553%3‘ et fsg@%;» . Reportons celles-ci dans (43) dérivée par rapport 3

3
5%36" Nous obtenons
3 3 5 3511
2 + 9 Yo 1 37y, kA (2h)3 97, + o = 0
RAT W, + Va3 T R2 38sx © 1-v  12RZ 3x3362 © R? axa6"
9 1 3 )
= = = A(b
Avec A —Siz-+ R2 567 et A (a)

2) Dérivons (L3) par —27 et ——37, nous en tirons les expressions de

X a6
Bkwo B”WO ) . 52
pYm vy 55565 © Reportons cellesfci.dans (L2) dérivée par rapport & Py
Nous obtenons
3 3 5 5
R a2y 4+ L27V) 87y, L1 7uy  (em)2 [2_1. % . 37 U, 4
Yo R 0x286 RS 269 12 R 1-v 8x730  1-v 0x2863R3
35u
~ o ) =0
* RS 580 =
3) Dérivons (45) par %; et (L6) par %6-. Reportons les expressions
2 2
obtenues de %%—Eo et BSXY6 dans 1'équation (44) & laguelle on applique
1'opérateur A2
4 6 6 N
Al L, 12(1-v2) o7y, + 4 (2 PUy (64v-v2) 7y (T+v) Yo )
Yo (2n;2 ax® T R?' RS 366 R2 9x"067 B 3x736"
- ADpr = 0
3
b A2 (A2 _ (en)°E
Avec A A% (A%) D = 3501y

I.3.7. Conclusion:

Nous avons noté par un % les approximations faites dans la théorie
classique. La méthode de lindarisation ignore ces approximations de nature physique,

notamment 1'hypothése = 0 qul est trds forte.

g
11
Les résultats gque nous avons donnés ici sont ceux obtenus par Timoshenko
(voir [61) Cependant d'autres auteurs(cités en [7] [8] [9]) obtiennent, par d'autres

approximations, des résultats légerement différents. Nous ne donnerons pas le détail
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des calculs mais exposons ici quelques-uns de ces résultats sous forme de contraintes

et moments intégrés.

R.S. Jenkins.

———————————— 3211
1y = E(2n) Mo v (o, ) _EB(ew)d 1 o
1 - V2 x R 36 o 12(1-vZ) R ax?
—_ T a2
SRR TNy X "R 20 o 12(1-v2) R3 267
2
_E(en) [1 %™ VT Ben)3 1 %% 2TV
NXO = -~ -2 |y = == - =
2(1+v) | R 26 9% 2L (1+v) R?| 9x 965x
— 3 : 2
wox = B@n)_ 1 Mo o Vo p(an)? 3 3 Mo 27U
2(1+v) | R 26 9x 2L(1+v) R? (R 36 369x
’ 2 2
i = 4E(2n)3 a7y, LY 87, fu)
12(1=v7) 5x2 " RZ * 982 T Y%
2 2
M6 = :Eigﬁl; va e + ( E—;Q +u )
12(1-v?) 3xZ * R? ' 38
2
o —-wex = EEWS 1 [ o 1% M T
24(1+v) R 3x R 936 983x |
Donnell
oW 3 dw v
E{2h) f‘ o . Vv Vo (2n) 1 0 »
X = + = —_  + = = - =
METNZ | Tex TR (3% u,) | Nxe = Wex = ¢y | R Tae ox
ow s .
_ E(2n) o 1 0
e =302 [‘) = Tr (30 +uo)]
32 2 2
e = E(20) oLy, 2 Mxb = - yox = - E2m)S 1 ¥
12(1-v2) | 3x? R2 362 12(1+v) R %90
2 2
e = - E(Eh)3 i acu _1_ P uo
12(1-v?) | ¥ 9xZ 7 R? 367
Fligge
2
iy = E(2n) Mo v ( RAC W) | - EBEem)?® 1 97u,
1-ve | % R 238 o 12(1-v2) R 3x?
i _ 2
woBEm [ Mo 1 Mo mem)?® o [, 2%
1-v2 ?x R 36 o 12(1-v%) R3 o 367
2 -
e = E(2n) Vo, 1M CECen)? 1 LM%
2(1+v) ax R 96 2k (1+v) R? | 9xd6 ox
2
oy = E(20) Yo, 1% E(en)3 1 [ 2% 1 %
2(1+v) | ox R 36 2L (1+v) R? 9x36 R 96
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] 9%2u 32y v ow_
Mx = E(2h) : o 4V o _ oy 4+l _T0 ]
T 12(1-v9) 3x2 R2' 38° 36 R 3x
E(2h23 1 [ v azuo 1 82uo
; = - = 2 + L
MO =207 R | R 32 R (397 ¥ uo):]
) _ 2
- _ E 2h)3 —1— 9 uo _ __1_ oV A BWO
* T 2(7+v) R | sxe06 R ax 2R 06
. 2
e o - Blem)d o1 2 Y
12(1+v) R 369x dx

C'est en examinant ces résultats différents les uns des autres que nous
avons essayé, par le biaisd'une méthode de linéarisation, de chercher une supper-
position de tous ces cas.

Toutes ces expressions pourront peut-étre se simplifier en comparant

1'ordre de grandeur relatif des dérivées des déplacements U s Vs W entre-elles.

- 2
N = (2h)E é_(avo fu) o+ awo N (2h)3E 2_.3 Y + 3v Bwo N 1 aVo
8 1- vZ |R ‘38 o Vo 12(1-v4%) |2R axZ = 2RZ 5x 2R3 36
3u 33y 33w 33w a3y ]
+ e} i_ o _ Vv o _ 1+v o _ 1 e}
2R° T 7R 389x% 7 ax3  2RZ 38%9% RS 387
2 3
N = (2h)E 2_(avo fu) o+ awo _ (2R)3 E | 24v 9 Y v aVo + 2 "o
x 1- v |R ‘236 o Ix 12(1-v%) |2R ax< 2R3 386 ox°
3 32y 33w 33y
+ v o] + v [o) + 1 o) + 1+v o
2R3 363 ' RIS 367 2RZ 36%3x = 2R 9603x2
3 2
w2 EL M o (m3E [ v o1 P 1
6x ~ 2(1+v) [R 96 9% 2u(1+v) |[1-v RZ Je3x RS 3
3 3 3 3
+ 3=V (i_a "o + 1 9 Yo ) + 1 i o 1 8 Yo
2(1-v) 'R 9x236 ' RZ 30%sx 2 93x3 ' 2RY 363
2
e 1M Mol om3 |1 ¥ L 1o2m Y%
x6~ 2(1+v) |R 36 9% 24(1+v) |RZ 3x ' RZ 1-v %06
3 3 3 3
3=y (E-B W X 1 3 Vo - é-3 v, 1 ) W,
2(1-v) 'R 9x?36 ' RZ 36%s% 2 5%3 2R3 363
2 2
_ —(2n)3E 1 awo a“u a“u 29 Svo

M = = 7t o (0 - —2) + 2y O
x ~ 12(1-v9) IR 3x oxZ " RZ ‘Y5 T 30 RZ 30



_-(2n)3 E

My = 2D

M = -(2h)3E
Bx ~ 24(1+v)
3
M= (2h)°E

x6 24(1+v)

29)

Prg e
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IT - INFLUENCE DES SUPPORTS SUR UN RESERVOIR

CYLINDRIQUE HORIZONTAL

.1 — Présentation du probléme

Nous allons étudier 1'action des supports (s) agissant sur la virole d'un
servoir cylindrique horizontal. Sur ce réservoir, sont soudés 2 fonds (F) et (F')

18riques ou elliptiques.

& )

t et !

La forme de (S) sera précisée par la suite. Ce réservoir sera rempli d'un
quide de masse volumique p.

I1.1.1. Etude statique

Isolons la coque du réservoir et faisons le bilan des forces agissant sur

lle-ci. Les conventions utilisées seront les mémes que précédemment.

Vecteur 2 e e, e o e AN
7{{ normal

Covrbe en
2) 'ro'm el

Vecbeun

VA A AR AN Y A Y A AR i L L 1 [ J T 2 7T T 77 77

Fengentiel o NI T ZITIT,

_ . P . :
Les actlons extérieures agissant sur la surface (Z) définie ci-dessus sont

s sulvantes

. = )
. L'action P (x,p) des supports agissant sur la surface cylindrique "
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+ + +

r Po Px

)

de coordonnées (p

. L'action Eie,x) de la pression hydrostatique du fluide intérieur de coor-
o3

données (OI) sur ()) , et p(e,x)ﬁ-> sur les fonds.
. L'actiog de la pesanteur due au poids du métal Eﬁ
- Pour simplifier les sommations qui vont suivre, nous considérons que la sur-
face (2), sur laguelle sont appliquées les actions extérieures, est confondue avec la

surface moyenne de la coque.

Les équations d'équilibre des résultantes et moments s'écrivent

” “p' Rdedx + ” 2 das+Q =0
ORD) (})

N f e _
” OM Ap' Rdsdx + “ oM A p ds =0

(51) (1)

— La somme JJ T dS représente le poids du fluide contenu, si 1l'on
- (1)

appelle Q le poids total de 1'appareil alors

—>

Q= j —§~ as + Qf
i,

De plus, nous donnercns aux supports une symétrie :
. par rapport & un plan vertical passant par l'axe du cylindre,

. par rapport a4 un plan passant par la section médiane du cylindre

f
Done “ orAp T Rde ax = 0
an
>

De méme ” O AR ds =0
(})

~ .
D'od les relations

(r
(18) JJ (P; cosf - pg sinf) Rd6 dx + Q = O
an
[ + . +
(49) JJ(Z')(Pr sind + p cos6) RdA6 dx = O
rr
(50) J P RA6 dx = O
ORD)
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+ . . .
Mais ©p_ :palr en § , 1mpalr en X )
X

pg : impair en 8, pair en x & (49) et (50) sont identiquement vé-
.. . |
pr: palr en O, palr en X , rifiées.

De cette étude statique, nous garderons 1'équation d'dquilibre (48) qui est
]é seule non nulle.

TIT.1.2. Résolution du probléme

La solution de ce probléme sera la donnée des composantes Cij de la contrainte
>n chaque point de la coque et du déplacement U Vo wo de la surface moyenne.
1 - Pour travailler uniquement en coordonnées cylindriques, nous allons isoler

la virole de ses fonds.

L O B

jur cette virole, les relations entre Ujs Vs W et P. » Pq et P seront celles don-
18es par (h2) (43) et (4L4) ainsi que les équations transformées (45) (U6) et (LT).

2 - Les conditions aux limites associes i ce systéme permettant de tenir
rompte du raccordement de la virole avec les fonds (F) et (F')

3 ~ Nous avons 3 équations liant 6 quantités Pps Pgs Py U s Vs W il fau-
lra donc faire des hypothéses supplémentaires. Le probléme aurait pu &tre compldtement
léterminé si 1'on connaissait p: . pg s p; qui caractérisent le comportement des supports.

i - La solution gérérale de (42) (43) (LL) sera donnde par la somme 4'une 50—

ntion particulifére et d'une solution sans 28me membre.

1.2 = Solutions particulidres

A1.2.1. Méthode employée

Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que les supports exercent sur la

. e . . +
Lrole une réaction normale 3 celle—ci, c'est—d-dire Py =p =0
X
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1 - Cherchons une solution particuliére de la forme suivante pour pr(e,x)

. nnx
cos m8 sin —/

(51) T

p. =) D

Un examen des équations (45) (46) (47) nous donne la forme que devront pren-
dre uo, VO, WO:
(52) [ u = ) A cos m8 sin 2%5
(53) v, = ) an sin m0 sin nzx n, m entiers
(54) W= 0 C oy COS mO cos ngx

2 ~ Tnterprétation de la solution donnée par (51) (52) (53) (54).

La charge radiale décrite par (51) est celle agissant sur un tube cylindrique

infiniment long et ayant la forme suivante

()
AR

A

€)
o

Sl T el w7 o il
41 4 P4

®)

(£

s)

I1 est alors facile d'interpréter les "conditions aux limites" sur les bords

de la virole en x =0 et x =1L , c'est-d-dire

//\'* ~ - S
, - ~
/ \ \\ // / \\
/ \ \ / / \
\ \ I3 / \
R g Lo / Lo x
O i i - 7 -.—.—'_>
\ \ // i T 4 /
o \ L y - \2 N4 /
ES I

tes sections terminales en x = 0O
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3 - Calcul des coefficients Amn’ an, Cmn

Reportons (51) et (52) dans (LT)

,(IML;-BE + m?)" 2 2. 2\l 6 2 4
12(1=v2) [n®w= \* 1 _2m® oy mS n'm
2 +R2<2h>2(L2)+ﬁ7(§6* (6+v-v™) gz T
\
2 2R2 "o
ot nln? NE. + ) 6sin AT o o
- (7+v) RO Amn - U Dmn cos mb sin 7= =
d'ot
2
L (-w- + n?x2) D
(55) |A =" - 5 T n n gy
. - L
mn D (—.Z_mRL + n?q2) 4 12(1—\)2)P‘~;7ﬁ7_ 2111‘ ;- Zi lQmL*%:-i- (6+v=v2 ) nal+ (T+y ) RT .
De méme en reportant (52) (53) (54) dans (45) et (L6)
. T
> - m (2+v)n?n?R? , hZ , 2 Rn“s"  3-v n2 217 R? !
(56) an = (n2W2R2 + mz;Z[ L +m? o+ 12R? Y1-v Lt * 1-v 17 * m’)4Anu1‘
Ll,
nmR -
: L vn?m2R? o-__h? 1 5 n?n2R? 2
- o— - . —— + 3
(51 O nT(2R2+m22\\ T R 1 e Ay
L'
L

L - Calcul des composantes 033

Ferivons A , B et C sous la forme suivante
mn mn

mn
A =¢ D
mn mn - mn
B =D A =Db D
mn mn mn mn mn o omn
C = c A = c D
mn mn = mn mn mn - mn

Puis écrivons 045,053,033 en Yonction de Dmn’ ces 3 quantités étant prépon-

dérantes devant 074,015,071

mb_+1 1 (v 2 2 m?+ mb
- c + z nzﬂ + > m )] D cosmg sin orx
R L mn) 1 L R< mn mn L

<
"
7|
3
o~
~7

{
E IR {nzﬂz m+ ™
. 4 ) . nnx
54 y = e e eI + o [ e
© W’ﬂ =7 1 { Fo L Cmn} g "’L‘T‘*"(T)H P P 080 810 7

ﬂ
Z
—
o
pe
1

) r( NTb me 2nmb
_ E yy mn mn + g mno 2mnn‘ ) D sinmé co niwx
20+ |\ T R RL, R7T, mn mn P




IT.2.2. Calcul de Dmn sur quelgues formes de supports

1 - Cas d'une charge hydrostatigue

Supposons que le réservoir soit complétement rempli d'un liquide de densité o.

— X
A/
La pression au point M est donnée par
pr(x,e) = pg R(1 + cos8)
Qu, en tenant compte des extrémités en x =0 et x =1
p_(x,6) = pg R(1 + coso) B gip BTX
r nm L
n=1,3,5,...

D'ol 1'expression de D ., enalogue a (51)
p = |MeR m= 0,1
mn ™

n=1, 3, 5,...

0 m=2,3,4,5,...
2 - Cas d'une charge rectangulaire de densité constante
- -~ % - e - _’,x

| Pr




(61)

36)
La charge globale supportée par le rectangle est donnée par :

Q = pr.2BR.2b

p peut se décomposer en double série de Fourier sous la forme :

fetd

p(x,0) = E'q(e) ) l-sin Eﬂp—sin BT gip BOX
n L 2 L
n=1,3,5
_ D8 :
a(6) T M 2Pr £=1,2’3 % sin mB cos mb
nn a-t
c'est—-a-dire, en écrivant que sin 5 F (-1) 2 pour n = 1,3,5,...
n-}
= Lgop
2 . nrb
Dmn = |- (-1) ﬂ2nr sin z (m=03n= 1,3,5504..)
n—1
2 pr . . nrtb
- (1) 7 sin mR sin T (m=1,2,3,... 3 1 3 1,3,5,,..)

3 - Cas de 4 appuis en "poteaux'.

Considérons le cas d'un réservoir sur 4 appuis selon la figure suivante :

- - - — -

TR T 7T 7T

*CD

Représentons un éclatement de la surface latérale, vue de l'extérieur et supecr—

4% posons les 4 solutions suivantes 1
0] Dy Cs c ~ Densité +pr sur ABCD
7// //// - Densité -P.. sur A3B303D3
D, (44 ¢ C ¥
y ? - Densité ~p,. sur A1B)C1Dy
4 _|p
\ - Densité +p,. sur A,B,yCoDy
A; A, B
2 B
77 3
%, W
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Nous aurons alors l'équivalent d'une densité constante +p,. sur les U4 rectan-

gles seuls A A1A2A3, B B1B2B3, C 010203, D D1D2D3-

Dans ce cas Don = Dmn(A AjAyA3) + D(B B1ByB3) + D(C C;C,C3) + D(D-D1DyD3)

T

D'oll, en ajoutant, 1'effet de la pression hydrostatique :

n—1
— 16p
_bogR _ .,y 2 _“r (o=By . nm b-ay onm bra
Dnm, nm (=1) %—(2)811114(2)00314(2)
m=03n=1,3,5,
(62) D - begR (-1) T_32P sin m (*:-B-) cos m (arg) sin BT (B28) cog BT (B12)
mn  nw 2 L 2 ° L 2
m=1 n=1,3,5,...
= - (-1) 2 ~——= sin m (%B) cos m (228) sin BT (25B) cos BT (2t
mn T°mn 2 2 L 2 L 2

Nous avons les 2 cas particuliers suivants qui se d&duisent du cas ci-dessus

3 - Cas de 2 appuls en cerceau

i d

LT 77T T77 77

Alors .'“ﬂ . n-1 8
Dm‘xl:*%fﬁ—(—”e Tsmiﬂr(%)cos%l(%) m=0 n=1,3,5,.,
(63) |D = LpeR E—; 6p ‘
3 mn  nn "%111)61) 7~ sin mg sin%@(p-g—a—‘) cos%ﬁ(%a—) m=1 n=1,3,5,..
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4 - Cas de 2 longerons

n—1
=8
- hogR _ 2 r (o=B) _, nm - -
P = nn ~ 1T gz T sin g m=0 n=1,3,5,
P.:l 16P
(64) = hpgR .y 2 . (a=B) (ot8) nrb
Dmn - (-1) 7 Sin w5 cos m 5ET sin T m = 1
o n = 1,3,5,.
D= - (=1) 2 16pr o a-B) (a+B) . nmb -
m T oinm G eos m 5 sin 7 >
n=1,3,5,..

IT.2.3. Exemple numérique quand la répartition de pression aux appuis est
constante.

Nous prendrons l'exemple d'un appareil ayant les dimensions ci-dessous, avec
appuls en berceau. Cet appareil, actuellement en construction, nous donnera par la suite
des valeurs expérimentales qu'il sera possible de comparer & nos valeurs théorigyes, ceci

pour vérifier le bien-fondé de 1'hypothése d'une pression constante sous appuis,

oy , L —
Jo ,;ffg?fﬁt | :L/<;;: e
MR ANy,
N i LV»* ‘ 1
% .

¢
|

TTTTTIT T TTT T IR 7T T T T

/ ‘ 4
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L=6,4m °2h = 5,10 m E=2,10 N/m°
H=0,23m B=6o9 v = 0,3

Y =2,2m R=0,6m Q = 87700 N
°X = 0,2 m p. = 210900 N/m?

T

La valeur de la pression constante p, nous est donnée par la formule (48)

- - Q
pr T LR sin B(2X)

JJ prcoseRdedx+Q=O ==

X'

Dans ce cas particulier, nous pouvons calculer les quantités 097,033,053 Par

e

s formules (63) ainsi que (58) (59) (60).

Les indices de sommation choisis sont les suivants

m=0, 1, 2, 3y5...., 20

]

1, 3, 59 TQQ"', h'9

n

Un essai avec des indices plus &levés (m = 0,..,40 et n = 1,3,...,61) ne
nne pas de fésultats sensiblement différents.
Nous donnerons ici les valeurs obtenues pour les sections suivantes
x=0my0,bm 5 0,8m 3 Tm ;3 1,2m ;3 1,6m 3 2m ; 2,bm ;3 2,8m
3,2 m
1'origine étant prise au bord de la virole.
Nous remarquons alors l'action trés localisée des appuis sur la coque. Notam-

nt les courbes de 0Jppet o33 ont pour x = 1 m un ordre de grandeur double au niveau

s appuis, par rapport 4 leur valeur en x = 0,8 et x = 1,2 m .

On peut noter également la valeur nulle de la composante de cisalllement T93
, niveau de 1l'appui.

I1 apparait aussi que, pour les dimensions de l'appareil, le signe positif de
y3 en x = 3,2 m indique une traction entre 6 = 40° et & = 140° alors que l'on devrait
‘attendre 3 une traction entre 6 = 02 et 6 = 90%2. Seule l'expérience pourra confirmer

1 démentir cette tendance.
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Courbes représentatives de 033

=0 8m.

Solution particuliére

>x = A m.

+ 4 4

+ 4

P |

+4

+21

+4

o0 Ao0 ASe 4

0 hemewsearroc== o T e R -
—

-4 %:L/L'm,

421.

+4

50 Apo AS© A%0

-4 J

-
X = 3,£ m,

T on do N/mm"

6 an c\e%fn/

30 ----

«L’%MAQ
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Courbes représentatives de 033

Solution pafticuliére

‘f%, +4
=~
50 \\\ Aso A
0 , N g0

41)

j\
+d
+4
‘ > 62 0
A00 A50 Af0
-4
X = Om -¢

+d ]

F
R
=
(=3
N

d N eSS
400 NASe 480 T

Sakap-A

x=42m,

+4]
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Courbes représentatives de U

Solution particuliére

Tss
N T
+3 +89
+4
0 > 6°
5o Aoo 480 4fo

-4

-4 X=0m

+Zj +2 1
+ A

o == = - Lo oo ey
AS0 A80
——

ey |

-9 x=04%m -4 x=4m

A
+34
1
+44 -k
; V== e = oy ;
= e > \ﬁo A00 A50 ARD T

|

+2 4
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IT1.2.4. Remarque sur les déplacements

~ Nous venons d'étudier le cas simple d'une réaction des supports normaux -
a4 ceux-ci, et de densité constante.

Cette répartition des efforts sous appuls est tout & fait arbitraire, et nous
allons chercher un critére qui puisse vérifier cette hypothése.

- Supposons 1e'support infiniment rigide, c'est-d-dire, qu'il y aura simplement

translation de la coque sous appuis, avec de plus, W =0

Nous avons représenté en pointillé
la nouvelle position de 1'appui
aprés chargement. L'arc de cercle

AB vient se placer en A'B'.

T T

Calculons les déplacements u et Vg d'un point de la coque sans appus en fonction de

X, translation du centre du cercle.

u, =7x  cos 8 (65)

LA sin 6 (66)




4y

Tragons les courbes u, et v, en fonction de 6 que nous comparerons avec les for-

mules (65) et (66) en prenant X, = ug (6 = 0).

Z.Amm

; .
—— aro-_—.xowe

jo

Nous constatons que la courbe de vy colncide avec celle de Vé = X, sin
poyr un angle inférieur a 30g , c'est-d-dire pour la moitié de 1'appui. Par contre, la
courbe de u s'€loigne considérablement de celle de ué , cependant ces courbes ont
un point commun voisin de 8 = 609 , point limite du support.

Le reméde que l'on peut envisager serait de donner une autre répartition de

pression sous appuls en fonction de l'angie 8 en paramétrant éventuellement ces courbes.

La condition d'équilibre (48) devant &tre impérativement vérifiée.



1i.3. Solution sans 2éme membre

45)

Vous allons chercher une solution aux équations (L2) (L43) (LL) sans 28me mem-

ve, olent=d-dirve p. = 0 . Ces 3 équations peuvent se simplifier de la fagon suivante,

s ondeligeant les termes en h? , selon la méthode de Hoff (voir [151). Nous obtenons

lors

RERY: 3w A2y W
0 1T - ° 1+ v O L, Y_09 o

X SR an? 2R 9x30 R dx

3w a2y 52y ou

1+ o 1T - v o_ ., 1 0 + 1 ° - g

2R axav 2 ax? RZ 3672  R? 36

g 4 4 " Ly
\Swo 1 BVO U, 2 3 us o ) ug 1 9 Uy

-+

—_— —_ 4 = + —
T YR 3 "R T |R e TR ax%ee? T R Bo¢

D'oll 1'on tire les 3 équations suivantes par le méme procédé gque précédemment

B“uo ,
4 + L% R® = 87
Auo Lx R—-B—X-y; 0 (67)
Bzuo 83uo

A2 2 + = 8

A v+ (2+V)R 56 T 53 0 (68)
83uo 83uo

42 30— - = 69

Wo * VR ax3 R 9x96°% 0 (69)

2 2 2

R 2 R =28<+3
= 120 Ty S A T

Naturellement, il faudra vérifier l'ordre de grandeur des termes que l'on a

uTposé nuls.

IT.3.1. Recherche d'une solution

Cherchons uie solution de la forme

(70) u, = A e cos me

(71) v =B & sin mo

=C er cos mb

—
~3
N

~—
<
=
1

£ “tant réel 3 B,C,p complexes.
veportons (70) dans (58), nous epbtenons alors

(p” = m/ ) + L x" p" =0

et fnuation a 8 solutions en P que nous noterons
D= o+ Ak pPs = oap + 1B
A TR Pg = ap — 1By



p3=—a1+i81 p7=~0.2‘i52

46)
D, = - a; — 1B pg = — a2 = 1Bp
2 m2
Q+k+%21- Q-—k——g—
avec o« = 2 By = 2
2 2
Q—k+%— Q+k—%—

ol Q=/§£+/%—-+m"’

Reportons (71) dans (68) : ,
p+
= > B = - v m 2 p A
(p?-m?)
Puis (72), dans (69)
2-m2
===> = (—————-P-————2+V) m mA
(pz_ m2)2

Nous pouvons alors former 3 combinaisons linéaires pour Uys Vo» W en affec~

o
ant & p une valeur complexe. Puils regroupons les termes pour ne f‘aire apparaitre que

es quantités réelles, nous obtenons finalement :

a1 * -a
- L R(Al cos 8] 5 + A, sin B %) +e R (A3 cos B, % + A, sin B, %) (73)

——

v

=2 ko

X X —
an Qo .
+ e R(As cos By %—- Ag sin B) %—) re B (A7 cos B % - Ag sin B, -;') cos mf

-

0 =%‘§? E, %1R {’Al(Mi cos By -;—-!» M; sin B, %) - Ay (M) cos By —E—~' M{- s1n B1 %) }
+ e_aZ%{A3(M; cos 62’;’ + M, sin 8, %) - Ay (M cosBz-ﬁ- - M} sin B; 21;' ) 1} (74)
+ em1 % {a5 (M) cosBI% - My sin B8y % ) - Ag(M; cos B % + M} sing % )}
+ eﬂlz i {A.7(M;2 cosBy % - M, sin B, % - Ag(Mp cos By % + M) sinép_ % )} sin mf

14 ‘ X
oz ] TR X : X X N si X
el Ea R {A (N} .cos 8, §+ N sin gy g )+ A2 (N cos gy R Nl sin 8y % )

R
-0y X . X o X ; X 75
+e "R {- Aj(N} cos ByX + Np sin By ) + A (Ny cos By = N3 sin 8, o) (75)

o, X
+e R {AS(_Ni cos By -;f— ~ N; sin B, ?-1;-) - Ag (Ny cos B, % + NI sin 8 % )
% X X . X X . X \
+e” R { A7 (N} cos B, g~ Ny sin By 3 ) - Ag (N cos B § + N} sin B ﬁ‘) cos mé
a2 - g? 2a, B
5 1 1 2 1 "1
avec M; = m* ————— - (2 + v) M =m

' ‘
(af + 87 )2 (af + 82 )2
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a? - B3 2 az By
M2 = m2 - (2 + \)) Mé =m )
(af + B3)? (af + 83 )2
_ - _
m2 2 |
Ny, = a3 + v Ni = B -V
2 2 2 2
L o7 * By _ L a7 * B8] _
= 2 =7 B 2
N2 = oy -—-——III-—-——— + v Né = 82 L -V —1
2 2 2 2
| o3 + 85 . L oo B —

Nous pouvons, & nouveau, former une solution combinaison linéaire des formes &lémen-—
taires de U, Vs Vo données en (73) (74) (75) en affectant & chaque terme une
valeur de m,

C'est 4 dire :

x X
u ATy —O0o I
o _ R X . X R X . X
X =T g} e (Ay cosBy F + A, sin § R-) + e (A3 cosBy  + Ay sin BZﬁ)
+ogf =
R X . X ‘ 2R X . X
(76) + e (A cos By § +A; sin B1F ) +e = (A; cos Bof + Ay sing, 7) |cosmo

v a1 X
o 1 1= . .
T =2 z En e R{ Alm(Mi' cos 81';5(' + M; sin B3 %— Azm(Ml cos 61% - Mi sin B3 %)}
m

(77) + etc... ] sin m@

w X
o_ 1 -01= X . .
5 5 IEn Ea R {-A, (N] cosBy i + Ny sin 8 %) + 4, (N cossl-% - §J sin 81% )}

(78) + etc...:[ cos mb

IT.3.2. Détermination des coefficients A, , A

- s cee s A

2m 8m

Appelons U(x,8), V(x,6), W(x,8) les solutions sans 2éme membre du

systéme d8fini ci-dessus et U, Vs W o ses solutions générales. Alors :

79 - . nll x
(79) uo(e,x) U(x,8) + & ¢ Amn cos md sin T
(80) v (8,x) = V(x,6) + 2% B _ sinmd sin nl x
o} ' mn L
(81) w (6,x) = W(x,6) + 2z C cos m6 cos —= I x
o mn L
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Conditions aux limites

e oy e 4 e e o -

Nous supposerons que les fonds soudés & la virole sont assimilables a
des solides rigides, non pesant, dans lesquels sont encastrés les bords de la

partie cylindrigue.

o

L L 7 7 777 77 7 7 7T 7

/1171

1
|
- -:- - x
|
W4

T 7 777 77 7 777 77777

T

/!

<

Nous supposerons aussi que l'action des fonds diminue lorsque 1'on
s'éloigne des bords, c'est & dire

1lim U, V, W= 0O
X->+co

Dans ce cas nous ne garderons que les termes en exponentielle négative.

(Nous avons vérifié que a; et ap ont des valeurs positives pour m = 0, 1, ..., 20).

-~

I1 reste 2 possibilités & &tudier : o x
D )

a) - les termes facteurs de e R

X
b) - les termes facteurs de e 2 R

Chaque cas a) ou b) ne contient que 2 constantes § déterminer aussi nous n'al-

lons vérifier que 2 conditions aux limites

ou
o _ L
% =0 = 0 (bord encastré (82)
v, o= 0 {rigidité du fond) (83)
D'ol
(79) et (82) =—=> L (x=o0,0)=-z 2L A cosme
3x L mn

(80) et (83) ==> V(x =o0,0)=0
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II.3.3. Solution compléte en exponentielle de aj

X
U=-R) e R (A, cos B, % + A, sin B; ﬁ') cos mb

m

Im

+ M) sin B,

|4
X

—aE

R

V = i Y e {:Alm(M{ cos B
m

|

, X . X .
— Azm(Ml cos By R Mi sin B, R ):] sin m6
—a X =
__R IR . X . X
W= g € - AL (N1 cosByz *+ N; sin 8 )
X _ ; X
+ A, (N) cosBy g = Nj sin 8 ):] cos mh
= = ] ! - M. =
V(x=0) =0 > Ay, M A, M =0
U, v _ n' 1l
aX(X--O) =-11z T Amn cos mB
A B a; A
Tom U1 1y _ I
===> - R z {:-- R ) i] cos mf = -1 z (z n Amn) cos mb
m . m n

i 1
3>F2m31*“1 Mp =g (1nag)

Cette dernisre condition ne sera réalisée que si la sommation en m dans

la solution sans 28me membre, a le méme nombre d'indices que pour la solution

particuliére, c'est & dire m = 0,1,2,...,20 dans les 2 cas.
Zn A ' T
N S W ™
==> 2m L 810 1 T L By M| - a1Mp
1 1 M’l
5 n A
, oI & mn _ I My )n An »
Tm L Mi L 81 Mi "'O(.]_Ml
M, B1—o
D'oll finalement’
X
n A -a] =
_ RI mn R X . . X
U T I T e (Mycos By 7 + M] sin 8y 7 ) cos md (8u)
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X
va-l 5y ™ Yo o 'R (M2 + M{?) sin B, = sin m8 (85)
2LK BIM]~ o M; 1 1 R
X
n A -y
_ _R1T R% N - MN! X o(mre : X
BRI N VTR T ) (N, - MyNj) cos B (MIN]+M,N) ) sin 8 f cos mS

(86)

TI.3.4. Solution compléte en exponentielle de asp

Nous obtenons, par la méme

méthode, avec les conditions aux limites

V(x = 0,8) =0

oU In
x (x = 0,8) =~-2 1 T Amn cos mb
X
n A ~0p=
R .
U= —HE~ I L o e R (My cos Bz% + Mé sin B> %J cos mé
M} Bo-asMy
mn A —ao=
RI 2R 2 . X .
= > + 12 —
V=sgz L MY G-l e (M5 +M§% ) sin 8, & sin mf
n A e D
_ R mn 2R X Sy e X
W= DL W8, ool e {(M3N, - MpN3) cos By § — (MINI+MpNp)sin Bop Jcos mé
Pour m = O ces 3 expressions sont indétermindes. Cherchons donc un équivalent pour
az, B2y My, Np, MY, N2
2 2
Pour m » O ay =S¢ Bo oK
( Mp = =~V No =K
‘2K2
Mé = —’I;l—z- Né =K
\
===> . Mé 62 -—OLZMZ = K ‘
. X - X
M) sin 82§~= K R
2 2 . X . _ 3 X
¢ m(Myc + M5) sin B, R sinmé =2K° 8
2K
M4 N, - MyNJ =—r—ng‘+\)K
3
\MéNé'{”MzNQ:%‘_\)K
Dans ce cas.
R - Amn Kx
p -+ 0 = - — - =2
our m U 3 ) = (- v+ =)
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n
_ IR mn 3 X
V= ok K 2 kK58
n A 3 2
IR mn 2K xK
= + VK = imemsern
W= oy rzl K (—2 v R

L'expression de W est alors infinie pour m = 0. Cette solution en expo-
tielle de ap, n'est donc valable que dans le cas restreint ol la sommation en m

s 1l'expression de Amn ne commence pas par O.

3.5. Calcul des contraintes o

‘ i..

Reprenons les expressions de 022,033,023 du paragraphe I1.2.6. dans lesquelles
s reportons (84) (85) (86), avec les termes en exponentielle de - oy
= 11 !
(z=o)=@l22 nAmn eOLlR cos B £(‘I\il—iz'"M'S')
L BIMI — oM, LR 2K 1 =1
. x M Rl
+ sin By = (M! 8! + = )J cos mb
R 171 2K
m2n A “dlz'[—
_ _ _IIE mn R . . X _ X
(z=0) = T2 E Al g, © [_Ml sin B; 3 = My cos By § ] cos mb
X
n A oAl
nE mn 1 X . X s
(z=0) = - T T e [cos Bi= (M'By = Mya;) = sin By = (ay M!' +8,M,)isin mod
2LK? BIM - oM, IR 1Rl %1 Lr M TR
sin mo
X
n A -0z —
(z)—a(o)=—-—-E~—-§H—-ZZ——~—~—Ig9~——-— e1 cos mh X . x
20 1-v% LR B1 Ml - a1M v (Tycos By ¢ - T} sin slﬁ)
2 2
+m2(M cos 8'}5+M' sin B 2(_)_ Zw sin 8 X
1 IR 7 M1 1y’ ™ ® R L R
X
n A 0 B
, _ _ _ Bz T mn g X e s X
z) 033(0) T2 IR :? B M — ail, e cos mo [(Tl cos B R T{ sin Blﬁ)
(M2 + MP)
2 X . X 1 1 . X
+ v m* (M cosBlR+M{ S}l(n 81 i‘;)--\)m2 R sin 81§
mn A - = M2 + M'2 .
z) - o, (o) = o220 5 — e R gin me (Bycos 81 = —a) sin B, 2{-)(«—lw——-z——«l—)
3 2(1+v) LR BIM] - oM R R 2K
+ { cosBy = (M! By - a; M) — si Z(M, + Moy )
1R M By —ap M sin 81 (M By fog )}
m?
=k+5 Ty = oy (Mi BI“Q1M1)+81 (Ml 81+Mial)
§2 m? »

ok T oR? TVo=oy (M) By + MY oay) = 8y (M) By - aMy)
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»

I1.3.6. Exemple numérigue.

Calculons les expressions obtenues précédemment pour le réservoir décrit
au paragraphe (II.2.3).

Les indices de sommation seront naturellement les m€mes que ceux utilisés
pour la solution particuliére en double série de Fourier.

Les résultats sont donnés ici sous forme de courbes pour les sections
suivantes : x = o

m
Au deld, les valeurs s'attenuent trés rapidement ; pour x = 0,2 m elles sont,

x = 0,05 m ; Xx=0,Tm

[

en moyenne, 1/10iéme plus faible et pour x = 0,3 m de 1/100 iéme plus faibles que
celles obtenues en. x = 0,1 m. Cependant il existe un maximum sensible des valeurs
pour x = 0,05 m.

Nous pouvons noter aussi que la composante de cisaillement o s'attenue

23

beaucoup plus vite que 9o et 033 d'une section & 1'autre.

I1.4. Solution générale

Additionnons les solutions particuliéres et sans 2éme membre pour

Yo Yor Yo €t 9pp» 9332 Ip3
X
R IR 1
- _ Rl n e X R 4 . nllx
(87) u, = LI L [BlMi " (M; cos BlR + M{ sin BlR) + sin ~p :I Amn cos mb
X
—ay=
RII mn e 2 2 . X . nlix .
88 = - ! =+ « A sin mé
(88) vy D) [éLKZ T (M + Mj® ) sin B § + sin =7 :I n
1

X
alR

_ RI ne X . X
(89) v, =1 Z[:eLKz BH' —aql] { (M]N,-M|N] ) cos Blgi— (M{N] + MNy) sing )

A + C cos 225:1 cos mb
mn mn L

X
El ! MI'RI'
( = =gyl e X —— - M'q! s X tot
(90) 0,,(z70) =13 = |B1Mi . { cos Bi7 ( oK Mls1 ) + sin By 3 (M181+"'
MR} mb _+ 1 T
E mn nll . nlix
+ ————— —-— utudoty s e N
oK )} o+ " { R vo C } sin L HA cos md




(91)

(93)

(a4)

(95)

Les expressions de oy, By, My, M{, N; , N/
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X
—a, 2
El mne "R . . X X
: =0) = & =-M By & !
033(2 o) =1 Z| ST By o, M sin 813 ] cos By §
mb + 1
il . 1l
+1_52{v mg —-QL—C } 31n%—§ A cos m8
—a) &
0y El n e R X ' B s X
023(2—0) =73 ¥ [— KL BIMT ity { cos 81 3 (M) B1- My a1) - sin B1
E o bmn " Cmn nllx
(M) + B1My)} + { T - R } cos T:{Amn sin mé
2(1+v)
X
-arg

_ _ Bz __n ne X mroas X
0,5(2) ~o,,(0) = 17— I¥ [ IR B = o {v(T, cos gy - T} sin 8; 3 )

2 5 »
M1+M' 202 m<+m b
sin gy X + (I 4
R 1 R L R

2 X ' : X
+ m<(M cos = + M' s1 -m
( BIR . nBlR )

. 1l
sin px ‘J A cos mb
L mn

X
n e-o s
_E = Il R X _ . X
033(2) 633(0) =Tz ZZ[ IR BN o) {(TcosB8; r = Tl sin &% )
MZ + MIZ 0.9
2 X : Xy L2 L . X n-ll
+ v m? (M cos 81R+M{ sin BlR) v m = 51n81R}+{—-—7—L + ...
m*+m bm_n nllx
+y———— 1} sin =—— | A cos mb
R L mn
. 2 2
E z 21 mn e “1R M+ Mi

- 2 < X ; X
»3(0) = ZTy B2 IR BN gt {( BicosBy § ~ oy singy 7 ) —pr—

+ 00361% ( M) By-og M;) - sin 81% (MpBy + M{By )} +

2n I D
{ mn 2mn 1l nlix .
~ + R I } cos I Amn sin mé

1 sont donnés en (II.3.1)

- celles de Ry , S{ s

1
1° T1 en (11-3.5) ”HUS
L LIUE
- celles de ®mn’ b, ¢ en (IT.2.1) L) calcul des composantes o...

mn mn ij
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- Amn est donné par la formule (55) et dépend du facteur Dmn’

celui-ci dépend de la géométrie des supports et de la répartition
de pression sous—appuis que l'on peut choisir. Quelques exemples
en sont calculdés en (II.2.2) pour une répartition de pression
constante.

Nous n'avons pas donné les expressions de o car nous savons que

12° 91329112
h ~

leur ordre de grandeur est de R par rapport & 022, 033, 023,

d celles-ci. D'autre part 'leurs valeurs seront proches de P> Pgo Py car

donc faible par rapport

g..(z =+ h) =D o. (z + h)

i

3
@

Q

N

]

+h)=p2

011(2 = - h)=-p o, (z =4+nh) = - Py~ c, (z =+ h)

o
1
I
e
%

IT.4.1. Exemple numérigue.

- Nous donnons ici les courbes définitives de cette &tude. Nous n'avons fait
figurer que les sections x =0m ; x =0,05m ; x=0,1m x = 0,2 m. Au deld les

résultats sont naturellement identiques & ceux des donnés par la solution particuliére.

- Les résultats obtenus pour cette zone de x =om a x = 0,2 m sont

difficiles & interpréter et devront &tre confrontds & 1'expérience.
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Conclusion

Le moddlepour 1'étude de 1'influenxe des supports que nous venons de proposer
nous a introduit 3 nouveaux probleémes annexes.

Le premier de ceux-ci concerne 1'étude de la flexion des coques cylindriques.
.La méthode que nous avons exposée nous permet de retrouver et méme d'établir de nouveaux
résultats. Cependant ces résultats n'étant valables que loin des bords, il serait inté-
ressant de pouvoir tenir compte des conditions aux limites sur ses bords. D'autre part,
nous avons fait le méme travail qu 'au chapitre I, sur des coques sphériques, les résul-
tats que 1'on trouve sont identiques & ceux de la Résistance des Matériaux classique.
T1 doit donc &tre possible, & priori, par cette méthode de linfarisation, d'étudier la
flexion des coques épaisses (ou minces)de forme quelcongue.

Le deuxiéme probléme que nous avons rencontré est celui de la répartition
de la pression sous appuis. Il doit &tre possible, en se donnant & 1l'avance diverses
répartitions paramétrées d'améliorer le modéle choisi.Cependant une étude expérimen-—
tale approfondie sera tout de méme nécessaire.

Enfin le troisiéme probléme est celul du comportement des fonds, qui sont
généralement elliptiques ou sphériques, et leurs liaison ici n'affecte la solution

particuliére que dans une zone restreinte, ce qui est peut &tre le cas dans la réalité.

A partir de ces quelques considérations, nous en concluons qu'il sera
nécessaire, voir indispensable, de faire une &tude expérimentale aussi compléte gue
possible.

Les valeurs numériques que nous avons obtenues doivent &tre prises avec
précaution et nous permettre seulement de prévoir la tendance en chague point de 1'ap-—

pareil réel.
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Théorie diverses de linéarisation en &lasticité.

[ 1] FRIEDRICHS K.O. et DRESSLER R.F. A Boundary layer theory for elastic
plates. Communications of Pures and Applied Mathematics. Vol.lh. N°1. 1961.

[:2:] GOL'DENVEIZR A.L. et KOLOS A.V. Derivation of an approximate theory of
vending of a plate by the method of asymptotic integration of the egquations
of the theory of elasticity. P.M.M. Vol. 26. N°L. 1962.Traduit du russe.

[:3:] GOL'DENVEIZER A.L. et KOLOS A.V. On the derivation of two dimentional
equations in the theory of thin elastic plates. P.M.M . Vol. 29 N°1. 1965.

Traduit du russe.

[1+] REISS E.L et LOCKE S. On the theory of plane stress. Quartely of Applied
Mathematics. Vol. 19. N°93. 1961

Dans ces articles, on y étudie la flexion des plaques par divers dévelop-
pements asymptotiques raccordés. On y considére toujours 2 domaines

+ Le domaine intérieur, ensemble des points "suffisamment &loignés"
des bords, ol l'on retrouve les résultats classiques de la

R.D.M. pour o.. en fonctionde u , v , w .
i) o> 0’ "o

+ Le domaine extérieur, prés des bords, ol 1l'on retrouve les
conditions aux limites (dites conditions de Kicchhoff) pour
les plaques minces, avec en plus d'autres conditions pour les

plagues épaisses.

[:5:] REISS E.L. A theory of the small rotationnally symetric deformations of
cylindrical shells. Communications of Pures and Applied Mathematics. Vol.13
1960.
Comme pour le cas des plaques planes, on &tudie les conditions
aux limites sur les bords.
[:6:] NAGHDI P.M. On the theory of thin elastic shells. Quartely of Applied

Mathematics. Vol. 1h. 1957.
On établit la forme des contraintes intégrées pour une coque de
forme quelconque repérée par ses coordonnées cuvilignes orthogo-

nales.
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Théories générales des coques cylindrigues.

[ 6] TIMOSHENKO et WOINOWSKY - KRIEGER S. Théorie des plaques et coques.
Dunod. 1961. (p. L27-568).

[:7:] JENKINS R.S. Theory and Design of cylindrical shell structures Arup Group
' of consulting Engineering London. 1947

[8] FLUGGE W. Statik und Dynamik der Shalen. Springer - Berlin. 193k.
[9] DONNELL L.H. Stability of Thin - Walled tubes under Torsion. Rep. NACA.
N°LT9. 1933.

Nous avons cité ces auteurs au paragraphe I.3.7. sur quelgues
résultats obtenus par des considérations géométriques et physiques

de la flexion des coques.

[:10:] LOVE A.E.H. A treatise on the mathematical theory of the elasticity.
New-York Dover Publications. 1926 (p.499 - 552).

[:11:] NOVOZHILOV V.V. The theory of thin shells. Noordhoff L.D.T. Gronin - gen.
The Netherlands. 1959. (p.1 - 90) et (p. 182 - 25k).

Ces 2 derniers ouvrages traitent de la flexion des coques dans

le domaine élastique. On y donne une résolution analytique des

équations, c'est & dire en évitant toute hypothése physique.

Love y donne une expression de 911 mais dans le cas ou
+
P, - 7 =
r = =0
by

[:12:] MOE J. On the theory of cylindrical shells ; explicit solution of the charac-
teristic equation and discution of the accuracy of various shell theories.
Publication interior of Association Bridge Structure Engineering. 1953,

N° 13. (p. 283).

[:13:] HOFF N.J. The accuracy of Donnell's equations. Journal of Applied Mechanies
1955. N°22. (p. 329)
Ces 2 auteurs étudient les cas dnas lesquels les différentes
théories peuvent &tre appliquées. Par exemple, Hoff conclue que

les éguations de Donnell sont valables si le cylindre est court.

Charges locales sur une coque cylindrique.

[:1&:] BIJLAARD P.P. et ITHACA N.Y. Stresses from local loading in cylindrical

pressure vessels. Journal of Applied Mechanics. N°17. 1955.
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HOFF H.J. Boundary value problems of the thin - wolled circular cylinder.

Journal of Applied Mechanics. N°76. 195k.

L'article [:1h:1 donne des résultats que nous avons utilisé pour

solution particuliére et L_15:I nous a inspiré la solution sans

o8me membre de notre systéme d'équations.

CHEFET J. VENON M. et HESCATHA Y. Prise en compte des poids dans le calcul
d'un réservoir cylindrique horizontal 3 gaz 18quéfié reposant sur b appuis.
Chaudronnerie - Tdlerie.
Le but de ce travail est 1'étude de 1'influenxe du poids du métal
du réservoir quand la masse volumique du liquide intérieur est

faible. Cette étude se base sur un programme aux éléments finis.

GILL S.S. The stress analysis of pressure vessels an vessel components
Internaliosal Series of Monographs in Mechanical Engineering. Pergamon
Press. 1970.
Cet ouvrage, trés interessant par son abondante bibliographie,
traite des problémes que pose la construction des réservoirs de

fluide liquides et gazeux.

YUAN S.W. Shin cylindrical shells subjécted to concentrated loads Quartely

of Applied Mathematics. N°L. 1946.
Dans cet article, on étudie le comportement d'un tube cylindrique,
de longueur fini, soumis 3 2 charges concentrées et diamétralement
opposées., L'intérét est qu'il suggére une solution particuliére
qui pourrait servir dans notre étude. Ainsi la charge p; serait
le produit d'une série de Fourier en © et d'une transformée de
Fourier en x.

4

+ X
p.(x,0) = () A cos nb ) £() cos A & dx

Z2ICK L.P. "Stresses in large horizontal cylindrical vessels on two saddle

supports. Welding Journal. Research supplement Septembre 1951.



