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INTRODUCTION

L'étude du mouvement des planétes autour du Soleil est basée sur la
représentation de ces mouvements dans le cadre d'un modéle mathématique et
mécanique qui schématise le systéme solaire et les forces qui le régissent.
Le modéle encore admis actuellement est celui dans lequel le Soleil et N
planétes sont assimilées & N+1 masses ponctuelles s'attirant mutuellement

suivant la loi de la gravitation universelle.

Les équations du mouvement relatif de N corps ne sont pas inté-
grables de fagon rigoureuse, mais ici, le probléme est simplifié& parce que la
masse du Soleil &tant prépondérante sur celles des planétes, on peut considé-
rer les attractions des planétes entre elles comme des perturbations de 1'at-
traction principale due au Soleil. En premiére approximation, lesmouvements
peuvent ainsi &tre considérés comme képlériens : chaque planéte décrit une
ellipse dont le Soleil occupe un des foyers, en suivant la loi des aires ; de
plus le rapport entre le carré de la période et le(cube du demi-grand axe est
une constante, sensiblement la méme pour toutes les planétes. Enfin, pour
les grosses planétes qui nous intéressent plus particuliérement ici, 1'excen-
tricité de leurs orbites est petite, et 1l'inclinaison mutuelle de leurs dif-

férents plans est faible,

Dans toutes les théories planétaires, on utilise ensuite une méthode
de perturbation pour rechercher une solution du probléme des N corps par ap-
proximations successives ordonnées suivant les puissances des petits paramétres
que sont les masses planétaires par rapport 3 celle du Soleil ; 1'approximation
dont on part est gémnéralement la solution képlérienne du probléme des 2 corps
(ordre 0). On peut y mettre 3 profit la petitesse des excentricités et des

inclinaisons pour développer la solution suivant les puissances des variables
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représentant ces él&ments.

Les théories planétaires différent les unes des autres par les
variables utilisées pour représenter les mouvements, par la méthode d'inté-
gration des équations, qui influe sur la forme de la solution, et par 1'in-
troduction de la valeur numérique des constantes & un état plus ou moins

avancé des calculs.

On distingue essentiellement deux types de théories planétaires.
Les théories A variations séculaires (ou classiques), qui furent les premiéres
développées, et les théories générales dont la mise en oeuvre pratique est

plus récente.

Les théories & variations séculaires sont essentiellement construites
pour 1l'établissement des éphémérides ; de ce fait, elles cherchent avant tout
3 représenter le mieux possible les mouvements planétaires dans un intervalle

de temps 1limité, centré sur 1'époque actuelle (quelques millénaires par exemple).
p poq q q P P

Celle de Le Verrier fut la premiére 3 donner une solution pour 1l'en-
semble des planétes (1858-1876). Utilisant la méthode de variation des constan-
tes dues i Lagrange, Le Verrier représente le mouvement de chaque planéte par
1'intermédiaire des éléments du mouvement képlérien osculateur héliocentrique
qu'on aurait 2 chaque instant si, 3 partir de cet instant, il n'y avait plus
de perturbation ; la théorie représente les variations de ces €léments au cours
du temps sous 1'effet des perturbations d'ordres successifs. Ces variations
sont représent@es par deux sortes de termes : des polyndmes du temps t (termes
séculaires, encore appelés é&léments moyens), et des produits d'un polyndme de
t par une fonction périodique de t (termes mixtes) ; les polyndmes en ques-—
tion sont des fonctions trés lentement variables du temps, d variations sécu-
laires. Le degré de ces‘polynﬁmes augmente comme 1l'ordre des perturbations

considérées : en particulier, si le polyndme est de degré O, les termes mixtes
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sont des termes périodiques (cas de 1'ordre 1 notamment). La forme polynomiale
de ces termes résulte de la méthode d'intégration des équations : la solution
est recherchée sous forme d'un développement au voisinage des valeurs des &léments

d'orbite & un instant initial donné, et ce développement est limité aux premiéres

approximations.

Le Verrier a développé la fonction perturbatrice sous une forme com-
plétement analytique jusqu'au degré 7 par rapport aux excentricités et aux
inclinaisons ; le nombre de termes est considérable, mais puisqu'il développe
au voisinage de valeurs numériques données (ces constantes sont en fait ajus-
tées progressivement aux observations), il peut limiter le nombre de ces termes
a ceux dont la valeur numérique est jugée non négligeable. Il a tenu compte des
perturbations d'ordre 1 et 2, et parfois de celles d'ordre 3. C'est le carac-
tére analytique des développements qui a permis 3 Le Verrier d'ajuster les
constantes aux observations et d'améliorer la connaissance qu'on avait jusque

12 de la masse des planétes.

Une théorie analogue fut construite par Newcomb (1883), mais les in-
connues sont les coordonnées héliocentriques et non les éléments osculateurs.
La nature des développements considérés par Newcomb, 1'améne & introduire numé-
riquement dans ceux—ci les valeurs des excentricités et des inclinaisons ; au
contraire de Le Verrier qui partait de bases médiocres, Newcomb disposait des
résultats de ce dernier et il put réaliser une théorie globale lui permettant
de proposer un ensemble quasi-cohérent de constantes astronomiques fondamen-
tales. Hansen et Gylden proposérent également des méthodes basées sur les coor-

données héliocentriques, mais plus directement applicables aux petites planétes.

Depuis lors, ces théories furent plusieurs fois reprises pour tenir
compte de perturbations négligées par leurs auteurs. C'est ainsi par exemple
que Gaillot approfondit les théories de Jupiter et de Saturne issues de Le Verrier,

en abordant les perturbations d'ordre 3 pour ces planétes et en améliorant la
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masse de Saturne (1904 a 1913). Actuellement, 3 la suite de Chapront, Simon
et Bretagnon reprennent la théorie de Le Verrier avec des constantes meilleures,
en 1'étendant 3 1'ordre 3 sous la méme forme que la solution de Le Verrier

~

(Simon, Bretagnon 1975 et 1978), et d l'ordre 6 (pour les quatre grosses pla-

(%)

nétes) sous forme de développements semi-numériques construits par une mé-
thode itérative (Bretagnon 1978). Par ailleurs, Clemence, a la suite de Ross
(1916) a repris la théorie de Newcomb relative & Mars, qu'il a développée a
1'ordre 3 (1949, 1961), Notons que les travaux de Clemence d'abord, puis ceux
de Simon et de Bretagnon utilisent les possibilités de calcul offertes par

les ordinateurs et dont ne disposaient évidemment pas leurs prédécesseurs,

rendant leurs travaux encore plus méritoires.

La forme méme des solutions obtenues dans les théories 3 variations
séculaires montre que les variables qu'elles représentent ne sont pas bornées
dans le temps. Comme on 1'a dit, il s'agit 13 d'une particularité due 3 la
méthode d'intégration des termes séculaires : celle-ci donne le développement
en puissances de t de termes 3 trés longues périodes qu'on obtiendrait par
d'autres méthodes qu'on verra 3 propos des théories générales. On peut cepen-

. . . . z
dant donner une analogie sur un exemple simple : 1'é€quation dz _ V-1 ¢ az
dt

oli € est supposé petit, ddmet, au voisinage de =z = Z s la solution 3
variations séculaires suivante, obtenue par approximations successives sui-
vant les puissances de € :
2
2 2t
z=2z +y/-lez at-¢eg 2z a —- ..,
o) o )
2
Celle-ci n'est en fait que le développement limité, au voisinage de
t = 0, de la solution générale bornée : z = z expv—1 € a t, de période trés

longue puisque de l'ordre de 1/g.

(¥) Seules les longitudes moyennes sont conservées sous forme littérale.



I1 s'ensuit que la durée de validité des théories i variations sécu-
laires est limité&e. D'aprés les résultats de Bretagnon (1978), entre la solu-
tion obtenue & l'ordre 6 et 1'intégration numérique des mémes équations avec
les mémes constantes initiales, la différence reste inférieure 3 0", sur
1000 ans. Cette précision interne n'est limitée que par les termes polynomiaux
constituant les &léments moyens, et par ceux contenus dans certains termes
mixtes de grande amplitude associés a des longues périodes ; la précision des
termes 3 courte période est bien meilleure (0",001). Au-deld de 1000 ans, la
précision des €léments moyens et des termes mixtes se dégrade rapidement car
de degré des polyndmes (donc l'ordre des perturbations) devient insuffisant ;
cependant, il serait illusoire de vouloir étendre toujours davantage la durée
de validité des théories a variations séculaires (avec la méme précision), en
augmentant, avec 1'ordre des développements, le degré des polyndmes de t,
car manifestement, on cherche 3 représenter par des polyndmes des fonctions
qui n'ont pas le caractére polynomial : 1'extension des théories a variations
séculaires passe nécessairement par la construction de théories générales qui
permettent d'exprimer la solution autrement que par l'intermédiaire de poly-

nomes.

C'est ce but que nous cherchons 3 atteindre dans ce travail, en pro-
posant une méthode (chapitres I etII) et son application pratique (chapitres.III

et IV).

Au contraire des théories 3 variations séculaires, les théories gé-
nérales s'efforcent essentiellement & donner une solution sous la forme la plus
générale possible (donc complétement analytique), dont la durée de validité
soit la plus grande possible en évitant que le temps n'apparaisse ailleurs que
dans des fonctions ‘trigonométriques. Elles s'appuient pour cela sur les résul-
tats théoriques établissant 1'existence de solutions quasi-périodiques du

temps pour les problémes de type planétaire (Jefferys et Moser 1966,
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Krasinsky 1969) ; on connaissait déji ce type de solution pour le probléme des

trois corps de type lunaire (méthode de Hill).

En contre partie de la longue durée de validité, la précision d'en-
semble des théories générales est actuellement moins bonne que celle des théo-
ries & variations séculaires, essentiellement pour des raisons de difficulté
de mise en oeuvre pratique qui limitent 1'extension qu'’on devrait donner i
ce type de théorie. Cependant, nous voulons montrer ici qu'une théorie géné-
rale planétaire n'aurait pas besoin d'@tre poussée aussi loin en ordre qu'une
théorie & variations séculaires pour fournir une précision comparable (sur
1000 ans par exemple) ; nous verrons qu'il suffit d'exprimer la solution géné-
rale en fonction de solutions & tré&s longues périodes qui contiennent en elles-

mémes les approximations polynomiales des théories classiques.

Jusqu'ici, la plupart des travaux concernant les théories générales
restent de nature purement formelle : les développements ne sont généralement
pas explicités, et d'ailleurs, bien souvent, le choix des variables ou des
repéres (variables canoniques ou variables associées aux repérages de Jacobi
par exemple), ne permet pas d'effectuer facilement ces développements (voir la

théorie de Message 1975 par exemple).

Par ailleurs, le but de ces travaux n'est pas en général de fournir
une solution compléte et concréte, mais de mettre en évidence des propriétés
de ces solutions et notamment leur stabilité. C'est ainsi que de nombreux
travaux concernent uniquement 1'étude des variations sé&culaires qu'on voudrait

ne plus représenter par des polynOmes.

Parmi ceux-ci, citons la démonstration de 1'invariabilité des demi-
grands axes lorsqu'on a égard aux perturbations d'ordres 1 et 2 (théoréme de
Poisson, 1809). Au-deld de 1'ordre 2, d'aprés les résultats des théories a

variations séculaires de Simon et de Bretagnon, des termes séculaires apparais-

sent dans 1'expression des grands axes (ils avaient &té prévus théoriquement
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notamment par Meffroy en 1955) ; la théorie générale présentée par Message montre
qu'en fait ces termes seralent uniquement d trés longues périodes. On verra qu'a
ce propos, nous avons €té amenés i repréciser les conditions d'application du

théoréme de Polsson dans le cas ol on utilise comme variables les éléments oscu-—

lateurs héliocentriques (cf. Annexe 3).

La théorie de Message donne par ailleurs une méthode (par transforma-
tions canoniques) qui permet de séparer les termes séculaires des termes pério-
diques, et qui montre formellement que, quels que soient 1l'ordre et le degré
des termes, les excentricités et les inclinaisons, associées aux longitudes
des noeuds et des périhélies, ne subissent que des variations périodiques, a
trés longues périodes, pures ou mélangées 3 des courtes périodes. Il s'agit ici
de 1'extension d'un résultat établi par Laplace et Lagrange : si les équations
relatives & ces variables sont réduites & la partie d'ordre 1 qui donnerait les
termes 4 variations séculaires dans une théorie classique, et si on ne conserve
dans cette partie que les termes de degré 1 en excentricité et en inclinaison,
on obtient des variations & trés longues périodes pour ces éléments (*).

Le Verrier obtint la valeur de ces périodes dés 1839, mais avec des masses en-
core incertaines (ces périodes s'échelonnent entre 50 000 ans et 2 000 000 ans).
Par la suite, Hill (1897), Brouwer et Van Woerkom (1950), Brumberg (1971) et
Bretagnon (1974) améliorérent ces périodes en tenant compte de termes non liné-
aires, et en introduisant les termes d'ordre 2. Nous analyserons davantage leurs
résultats dans le chapitrelIV, car nous avons aussi &té amené a reprendre la dé-
termination de ces trés longues périodes dans notre théorie : la précision avec
laquelle on détermine ces trés longues périodes conditionne finalement la durée

de validité de la théorie générale ; c'est pourquoi nous analysons longuement

(¥) avec plusieurs variables, on obtient une équation matricielle du type
dZ — - ' L. .
— =y-1 £ AZ oli € est de 1'ordre des masses ; les périodes sont associées
dt

aux valeurs propres de la matrice cA.
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dans ce chapitre les incertitudes qui subsistent sur leur détermination.

L'étude des termes & variations séculaires n'est cependant pas
1'objet unique d'une théorie générale, il faut aussi interpréter les termes
mixtes, c'est-d~dire traiter le probléme dans son ensemble. La seule théorie
générale qui ait &té entreprise dans son ensemble pour €tre appliquée au
systéme solaire dans le but d'en tirer des &phémérides, est celle de Brumberg
(1970), et Brumberg et Chapront (1973). S'il a fallu attendre des dates aussi
récentes, c'est que le développement d'une théorie générale, pour 8 planétes,
exige la manipulation de plusieurs centaines de milliers de termes, compléte-
ment analytiques par rapport 34 l'ensemble des variables : cela exige des

moyens informatiques importants, disponibles depuis peu de temps.

Notre travail a été directement inspiré de celui de Brumberg mais
nous n'utilisons pas les mémes variables, ni la méme méthode, ni les mémes

techniques de manipulation.

Brumberg recherche directement, comme Newcomb, les coordonnées hélio-
centriques des planétes, en généralisant la méthode de 1l'orbite variationnelle
(ou intermédiaire), introduite par Hill pour traiter le probléme central de

la Lune, de facon & obtenir uniquement des solutions quasi-périodiques de ¢t.

Au contraire, nous utilisons comme variables les €léments osculateurs
héliocentriques (ou d'autres qui s'en déduisent directement), en "généralisant"
en quelque sorte la méthode utilisée par Le Verrier ; de cette fagon, nous
restons dans la tradition francaise et nous pouvons facilement comparer notre

théorie générale avec les théories développées par Simon et Bretagnon.

La méthode de Brumberg et la ndtre conduisent toutes deux, comme celle
de Message, & la séparation des termes périodiques et des termes séculaires ;
ces derniers sont regroupés dans un systéme autonome qui s'intégre indépendam-

ment des termes périodiques, pour donner les solutions & trés longues périodes
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dont il était question plus haut. La formulation des &quations est donnée dans

le chapitre I tandis que la méthode d'intégration que nous proposons occupe
q g prop

le chapitre II.

Pour limiter le nombre des termes, Brumberg remplace les demi-grands
axes par leur valeur numérique, et utilise les valeurs numériques des moyens
mouvements moyens (reliés aux demi-grands axes par la 3éme loi de Kepler). Il
conserve cependant le caractére analytique par rapport & ces €léments en re-~
cherchant la solution dans le faisceau des mouvements voisins de mouvements
circulaires uniformes coplanaires donnés. De cette facon, la théorie n'est plus
aussi générale qu'elle pourrait 1'Etre, mais sans cette restriction, son ap-
plication pratique au systéme solaire serait quasi-impossible. Pour cette rai-
son, nous procédons de la méme fagon, en développant notre solution dans le
voisinage de mouvements circulaires donnés, définis par leur rayon A et leur

moyen mouvement moyen N.

Malgré cela,la difficulté essentielle de la construction pratique
d'une théorie générale, reste le nombre de termes encore trés grand qu'il faut
manipuler. Brumberg n'élimine aucun terme sur des crité@res d'ordre numérique
comme on le fait dans la théorie de Le Verrier : il semble que la nature de
ses variables ne lui permettait pas de connaltre d'avance et facilement l'ordre
de grandeur de ses termes, si bien qu'il a conservé sous forme complétement
analytique, pour 8 plangtes, la solution d'ordre ! jusqu'aux termes de degré 5
ou 7 suivant les planétes (et partiellement les termes de degré 8 pour Jupiter

(%)

et Saturne ). TIl1 semble que ce sont les problémes de manipulation de cet
énorme ensemble de termes qui ont pour le moment emp&ché Brumberg de poursuivre
la construction de 1'ordre 2 au-deld des termes de degré O et 1.

(¥) I1 s'agit de développements de la méme forme que celui donné dans 1'expres-—
sion A 18 de 1'annexe 1,



Nous avons également développé les seconds membres de nos &quations
jusqu'au degré 5 ou 7 suivant les planétes, mais ayant mis en évidence que
dans leur grande majorité ces termes apportent des contributions négligeables,
nous avons résclu le probléme du nombre de termes en sélectionnant uniquement
ceux qui satisfont a certains critéres : nous retenons notamment les termes
dont les majorants (définis au chapitre IIDsont supérieurs & un certain seuil
choisi en fonction de la précision souhaitée. Nous avons aussi cherché a fa-
ciliter au maximum la manipulation de ces termes, soit individuellement, soit

en blocs dans des séries convenablement structurées (cf. chapitre III).

Nous avons alors pu entreprendre 1'application pratique de la méthode
proposée au chapitre II. Elle concerne seulement une approche de la solution
générale du probléme planétaire, car nous n'avons considéré pour le moment que
les quatre grosses planétes : Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune, et car la

précision avec laquelle nous déterminons 1'ordre 2 est encore limitée.

Nous nous sommes surtout efforcés d'obtenir le mieux possible la
solution 4 trés longues périodes, en développant le systéme autonome jusqu'a
1'ordre 2 et au degré 7. L'étude détaillée des contributions d'ordre et de
degré divers a permis d'évaluer la précision des résultats que nous donnons,
d'aprés la facon dont s'effectue la convergence ordre par ordre et degré par
degré. La comparaison de ces solutions au voisinage de t = 0 avec les élé-
ments moyens donnés par la théorie de Bretagnon montre que les variations
séculaires caractéristiques des théories classiques sont bien les dévelop-

pements de ces solutions & trés longues périodes.

Nous avons cherché également les développements analytiques de
quelques inégalités importantes aux ordres | et 2, notamment la grande iné-
galité du couple Jupiter-Saturne ; nous verrons que malgré leur limitation
en ordre et en degré, ces développements permettent de retrouver les termes

mixtes obtenus 4 1'ordre 6 dans la théorie de Bretagnon, avec une précision
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ui laisse augurer favorablement de la possibilité pratique d'étendre les théo-
q g P p q

ries 4 variations séculaires par les théories générales.

Pour finir, nous mettons en évidence que les moyens mouvements moyens
ajustés aux observations grace aux théories 3 variations séculaires, ne sont
que des valeurs "instantannées', subissant eux aussi des variations & trés lon-

gues périodes mais dont 1'amplitude ne dépasse pas 0",] par an.



CHAPITRE 1

EQUATIONS DU MOUVEMENT DES PLANETES

Dans ce chapitre, on précise d'abord la nature des éléments d'orbite
osculateurs héliocentriques dont on veut chercher 1'expression en fonction du
temps. On formule ensuite les équations du mouvement en fonction de ces élé~
ments, puis on montre comment se développent les seconds membres des équations

en série ordonnée suivant les puissances croissantes des petits paramétres.

I - 1.- ELéments osculateurns des onbites plandtaires.

Dans cette é&tude du mouvement relatif des planétes par rapport au
Soleil, on suppose que tous ces astres sont des solides & symétrie sphérique
et que les seules forces agissant sur eux sont les attractions newtonniennes
mutuelles des masses qui les composent. Dans le cas d'un Soleil de masse M0
et de centre S, et de N planétes de masses m, et de centres Pi (i =13ahN,
le probléme se réduit a 1'étude des mouvements héliocentriques des points Pi’

régis par les €quations sulvantes :

dz?i G(M@+mi)1‘>i ?i"¥. r.
(1.1) - = - 3 - 1 em (5L - D i=1 a N
dt T j#i A7, r.
i ij i
oli ;i désigne le rayon vecteur héliocentrique de P, et Aij la distance
de Pi a Pj ; G est la constante de gravitation universelle. Les termes
du second membre, dérivant d'un potentiel, on écrit également
2
a7, ., GMam) LT
(1.2) 5 = grad, ——— + grad, ( ] Gm, (— - —5)
dt r. i# doa.. r’

1 1] ]



—
ol gradi désigne 1'opérateur donnant le vecteur des dérivées partielles par

rapport aux coordonnées de Pi'

Parce que la masse du Soleil est grande devant celle des planeétes,
et qu'on suppose qu'aucune des distances mutuelles ne devient petite par rapport
aux autres, le premier terme du second membre de ces E&quations est toujours
prépondérant sur la somme des autres termes. Ces derniers constituent des accé-
lérations perturbatrices, dérivant de potentiels perturbateurs, qui altérent
le mouvement principal képlérien qu'on obtiendrait par la considération du_seul
premier terme. Ces termes perturbateurs, fonctions linéaires des masses mj

sont dits d'ordre 1 des masses.

L'intégration des &quations (1.1) tronquées & leur premier terme per-

met d'exprimer le mouvement képlérien en fonction de 6 constantes d'intégration
- ~ ‘+ + - . I3 - >

par planéte ; ce peuvent etre ro et Vo les position et vitesse a un instant

initial Ty dans un repére héliocentrique Sxyz de directions fixes, ou bien

les 6 éléments constants de 1'orbite elliptique képlérienne décrite pour chaque

planéte :

a le demi~-grand axe

e 1l'excentricité

i 1'inclinaison du plan de 1'orbite sur le plan Sxy

2  la longitude du noeud ascendant sur ce plan

® la longitude du périhélie

€ la longitude moyenne & 1'instant initial T,.

Ces trois longitudes sont mesurées & partir de la direction fixe Sx,
avec W= Q+w ol w est la distance angulaire entre le noeud ascendant et le

périhélie, et avec € = w + M, ol M est 1'anomalie moyenne M a l'instant

T, ; ona: M= n(t—TO) + MO oi n est le moyen mouvement, relié au demi-

grand axe par la troisiéme loi de Kepler :



(1.3) nza3

M (1 + 2
®

M
]

la longitude moyenne & l'instant t est alors :
(1.4) >\=M+m=n(t—To)+e.

Le plan de référence Sxy peut &tre 1'écliptique d'une date fixée,
mais on verra que la solution générale des équations s'exprime plus naturellement
par rapport au plan invariable du systéme solaire défini comme étant perpendi-

culaire au vecteur moment cinétique, constant, du systéme solaire.

Remarquons dés maintenant qu'il n'y a pas équivalence stricte entre
- . . 13 . . _> ~+ - - 1

la donnée des conditions initiales ro et Vs et celle des 6 éléments d'or-
bite (a, e, i, ), W, €) car le calcul de ces derniers & partir des conditions
initiales nécessite en plus la connaissance de la masse m de la planéte. On
pourra voir dans l'annexe 4 que les €léments a, e, W et € ne seraient pas
les mémes suivant que l'on choisit m nul ou non ; seuls les &léments i et
£, caractérisant le plan de 1'orbite, sont complétement définis par la donnée

> >
de r et Vs et ne dépendent pas de m. Les éléments a, e, @ et ¢

o)
dépendent donc implicitement de la masse m, qu'on pourrait considérer comme

un 7éme élément de 1l'orbite héliocentrique de la planéte.

L'intégration des équations (1.!) en tenant compte des termes per-
turbateurs s'effectue ensuite en appliquant la méthode de variation des cons-
tantes due a Lagrange : le mouvement perturbé de chaque planéte est encore
décrit par un mouvement képlérien, mais ses 6 éléments sont maintenant des
fonctions du temps & déterminer, qui seront développées ici par approximations
successives ordonnées suivant les puissances des masses. Les &léments d'orbite

a2 1'instant t sont alors appel&s &léments osculateurs i cet instant, dans le



sens que ce sont les éléments de 1'orbite képlérienne fixe que décrirait cette
planéte si, & partir de cet instant, les perturbations disparaissaient. Ces
€léments osculateurs sont encore représentatifs de la position et de la vitesse
- - . * . ..
héliocentriques de cette plandte A cet instant . Pour obtenir la position
héliocentrique de la plandte a l'instant t, on utilise le formulaire du

mouvement képlérien avec des éléments d'orbite calculés pour cet instant.

C'est de cette fagon qu'on définit classiquement les &léments oscu-
lateurs héliocentriques des planétes. Cependant, la présence implicite des
masses planétaires dans leur définition exige quelques précautions pour cons-—
truire la théorie générale planétaire. On verra en effet dans 1'exposé de la
méthode d'intégration utilisée (chap. II), que la solution des équations s'ob~-
tient par approximations successives ordonnées suivant les puissances crois-—

. m - . . .
santes des masses relatives — , en procédant par identification des termes
M

)
de méme ordre par rapport aux masses. Si l'approximation képlérienne dont on
part n'est pas strictement d'ordre zéro en masses, les approximations suivan-
tes seront d'un ordre mal défini et le processus d'identification n'est pas
applicable ; autrement dit, 1l faut qﬁe 1'approximation zéro soit vraiment
d'ordre zéro, pour que le numéro d'ordre des approximations suivantes soit
8gal d leur ordre par rapport aux masses. I1 faut donc que les développements

manipulés dans la théorie générale soient complétement analytiques par rapport

aux masses.

On verra d'ailleurs dans le chapitre II, que s'il n'en est pas ainsi,

on obtient notamment a la 2éme approximation, dans 1'expression des demi-grands

* mais le plan de 1'orbite osculatrice & 1l'instant t, qui contient le rayon
vecteur et le vecteur vitesse, n'est pas le plan osculateur de la trajectoire

qui contient lui, les vecteurs vitesse et accélération.



axes, des termes séculaires * qui seraient explicitement d'ordre 2 des masses
et qu'on démontrerait &tre implicitement d'ordre 3. (Théoréme de Poisson en
variables héliocentriques, cf. IT1.3.1 et annexe 3). Or, la détermination de
ces termes est délicate car ils résultent d'une E€limination presque totale de
termes bien plus grands qu'eux, qu'il faut donc déterminer avec beaucoup de
précision ; comme 1'€limination est totale si 1'approximation zéro est stric-
tement d'ordre z&ro, on a aussi inté&rét 3 se placer dans ce cas pour ne pas

avoir le probléme de cette détermination.

Pour &€tre complétement analytique par rapport aux masses on peut
utiliser les équations (1.1) avec un terme principal dépendant de la masse de
la planéte, 3 condition de tenir compte analytiquement de la 3éme loi de Kepler
en exprimant par exemple le demi-grand axe sous forme d'un développement des
masses :

M. 1/3 Im 1 (m2

(1.5) a=(——2£) (1 +=-2 -2 &y s ..
n 3 M 9 M
® @

On a trouvé plus simple de considérer comme terme képlérien principal

JGM@?i Gm, T,
de 1'équation (1.1) la partie : - —— et de prendre - —5— comme une per-
r. r.
i i

turbation supplémentaire qu'on appellera dans la suite perturbation képlérienne.

Le mouvement képlérien héliocentrique non perturbé est alors décrit par 1'équa-

tion suivante, d'ordre zéro des masses :

2
dr, GM GM
i ® - — ®
(1.6) =- 3 or; = grad — .
dt T, L r.
i i

¥ ces termes seraient proportionnels au temps dans une théorie classique 3 va-
riations séculaires ; ils seraient 3 trés longues périodes dans la théorie

générale.



Ses éléments sont compldtement déterminés par la donnée des position
et vitesse héliocentriques initiales et sont indépendants de la masse de la
planéte. Ils deviennent éléments osculateurs héliocentriques lorsqu'on prend
en considération les perturbations données maintenant par le gradient de la

fonction Ri :

> >
GMi 1 r..r,
(1.7) R, = —=+ ) Gm(— - =) .
1 5. 1 3
r. j#i A.. r
i ij j

. . 23 .
La constante de la 3éme loi de Kepler n a” = GM0 est maintenant la
méme pour toutes les plandtes. Les &léments osculateurs héliocentriques, qu'on
définit comme précédemment, mais 3 partir des équations (1.6) et (1.7), seront

appelés dans la suite, éléments osculateurs héliocentriques d'ordre zéro.

On pourra voir dans 1'annexe 4 comment on peut passer de ces derniers
aux éléments osculateurs héliocentriques classiques, grace a4 des développements

relativement simples en puissances des masses.

1 - 2.- Fomulation des Equations.

. . - . . *
On prend comme point de départ les équations de Lagrange classiques ,

qui donnent les variations des éléments elliptiques osculateurs de 1l'orbite d'une
planéte P, subissant en plus de l'attraction newtonnienne du Soleil, des forces
perturbatrices dérivant d'un potentiel R. En appelant 0 1la matrice colonne

de ces E&léments elliptiques ainsi rangés :

He Ef O 0™

QO

% Cf. Tisserand, Tome 1, p. 169.



on met ces &quations sous la forme matricielle suivante :

do A_B_g

dt 90

oi A désigne la matrice antisymétrique :

0 - da-h o -9 0 0
1 e e
A2
0 0 ? 0 X 0

0 - X 0 - X 0 - 1
Py Py 2y x
) 0 0 0 L 0
2Py x

l—

avec Y = /l—ez, Y = sin 3—, X = cos £~, et ol R représente le gradient
2 2 90

de la fonction perturbatrice R par rapport aux &léments de o :

dR/da
oR/3de
3R _ AR, _ 3R/%e
90 Bci oR/ dw
oR/051
OR/ 3%

Avec ces variables, les équations de Lagrange ne sont plus valables

lorsque e ou i sont nuls car ces quantités apparaissent dans A au déno-




minateur de certains termes. Cette singularité des équations provient en fait
de 1'indétermination des longitudes du périhélie et du noeud lorsque e et i
sont nuls. On élimine cette singularité géométrique en utilisant, a la place de

e, W, 1 et §, les variables complexes suivantes :

N1

(1.10) z e exp v-1 @ et son conjugué

ol

sin lexp vy—1 @ et son conjugé
2

(1.11)

Y
il

Ce changement de variables est d'autant plus nécessaire qu'on recherche
ici une description des mouvements planétaires au voisinage de mouvements circu=
laires uniformes coplanaires de rayons A et de moyen mouvements N fixés, ce

qui suppose que e et 1 restent voisins de zéro.

Pour représenter 1'écart entre les mouvements réels et ces mouvements
circulaires, on utilise une nouvelle variable, notée p, & la place de 1'élé-
.

ment a (ou n), qui caractérise les variations relatives de a par rapport

3 A, (oude n par rapport & N) :

-2/3

~
—
N
St
"4
]

A(l + p)

~

L2

~
=]
1]

N(1 + p).

Ce qui implique : n2a3 = NZAB.

Enfin, & la place de 1'élément €, on utilise une nouvelle variable,
notée q, qui représente 1'écart entre la longitude moyenne osculatrice et la

longitude Nt du mouvement circulaire de référence :
(1.14) A= [ n dt + € = Nt-+v~-1 q

La variable p est réelle tandis que gq est imaginaire pure. Il
s'agit maintenant d'exprimer les &quations pour ces nouvelles variables. En

appelant V 1la matrice colonne composée de ces derniéres, dans 1'ordre suivant



le passage de 0 a8 V correspond a& une transformation T, non linéaire,

fonction des éléments osculateurs et du temps, qui s'@crit ainsi

(g)—3/2 _
A

/:T(fn dt + £ - Nt)

e exp V-1
vV = (Ti(O.,t)) =
J e exp—Vv-1 W@
sin i-exp /-1 Q
2

sin iAexp -/~1 Q
2

é!:-@.,-r_gg..-f-_a_'r_
dt 90 dt at

On a alors :

N

aT P . . . .
oli —= désigne la matrice jacobienne de la transformation :

30
-2+ o 0 0
2A

0 V=1 0 0

3T 0 0 zle V~1z
3T 1

(1.15) = = (=1 = _ )
90 acj 0 0 z/fe =V/=1z

0 0 0 0

0 0 0 0

DR R
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la présence explicite du temps dans la 28me composante de

-~

€ a introduit le terme

sage de qQ),

le 2&me 8lément de la matrice colonne ;

ot
trice sont nuls.
On a ensuite
R ATyE 3R
30 30 oV

/=1(n-N), égal encore &

T (relative au pas-

/=1 Np,

dans

les autres €léments de cette ma-

. aT - . oT .
ou (éw)L désigne la ma trice transposée de —i~, de sorte qu'on obtient le
le] o]
nouveau systdme d'équations, sous la forme
dav BT 9T, t BR
W- Ly T ach
dt at o) 3T )Y

€«

9 32 o 0 0 0
- - —f -
321,0)%/3 o . tﬁmznﬁ) 7 \D(lzt.b) cLop L
A e e 2 Al
Te1- -
0 LACR) 0 20 zz LU
EI.A(EE}t . ¢ 20 2y
30 o0 na o - &(gzﬁ) 2 PR L
e 2y 2y
0 -z _l___ -z w_}_ ZC ._1__ 0 _.1__
211_3 Qs‘,ﬁ 211) Zlﬂ
‘ 1 - 1 - 1 i
0 -7 — -zl — L — - — 0
24 2 2y 21
L.a quantité <y est maintenant absente des dénominateurs, mais il
2 . ‘s . . . . .
reste e dans coviaing d'entre eux 3 en fait, ils disparalssent aussl car on a :

7 obtient la nouvelle matrice antisymétrique
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—@ —e2 1

e’ 1 ~(l—e y 1+

. 1
Dans la suite, on appelle Y cette quantité, égale & —

l+@
. - ¢/ 2 /=
¥ et ﬁ sont des fonctions de 2z et de z car on a l-e” = v1-zz. 11
- 2 1
reste & remplacer 2 par (l+p) 2/3 et l/na2 par (1/NA™) (1+p) /3 pour
A

que cette matrice soit complétement exprimée en fonction de nouvelles variables.
En remarquant que les équations relatives & z et 8 ¢ sont les conjuguécs

de celles relatives 4 z et & {, 1l reste quatre équations scalaires indé-

pendantes pour représenter le mouvement d'une plandte P

4
(any .- §f:: (14p)4/3 R
dt NA aq

(1.18) ii:/?TNwE;(up)”B Ex(np)?ﬁﬂﬁwza—“ z By, —(z~—+c~)}
dt NA 3p 3z 3z 2  a¢ 3

. T -
(1.19) -— = 1~7§ (1+p)]/3[} Wz R, 21 2% “”’(C R, z ——9
dt  NAT 3q oz 2y
——- - R
(1.200 4 - 1:% (1+py /3 [:_ ; OR L OR _ ., OR _ §_.J « L
dt  NA® dq 9z dz 3z 2

On verra dans le prochain paragraphe que R est une fonction réelle
des variables p, q, 2z, =z, , [ relatives i toutes les planétes ; la
variable p est réelle, q est imaginaire pure, les autres sont complexes.

On vérifie bien que les seconds membres des équations sont de méme nature que

les variables dont ils représentent les dérivées par rapport au temps.

Remarque : La variable q a &té choisie imaginaire pure de facon i

ce que le nombre v-1, qui &était introduit naturellement dans or par la
ls}



dérivée par rapport &4 W de e exp/-1 W par exemple, puisse se mettre en
facteur en toutes les &quations ; ceci simplifie sensiblement la manipulation

de ces équations sur ordinateur.

1 - 3.- Développement de fa fonction perturbatrice.

Avec le choix qu'on a fait des éléments osculateurs héliocentriques
d'ordre zérc, la fonction perturbatrice Ri d'une planéte P, se compose de

3 parties

Gm,
—L provenant de la perturbation képlérienne
r.
i
> >
. T, T,
) - Cm, -7;i- venant des perturbations indirectes
j#i Iy
J
) Gm, L venant des perturbations directes.
i#i doa,
1]

On exprime ces 3 parties en fonction des variables choisies p, q, z,

z, I, et © 3 sachant que ces variables représentent un mouvement képlérien
osculateur, on peut calculer les rayomns vecteurs r. et rj ainsi que les

distances mutuelles &ij’ i tout insgant, en utilisant le formulaire du mouve-
..T.
.. oy s 1 i’
ment elliptique képlérien. — , 2.3 et

r. r. A..
1 J 1]

a

1 . .. P
—— s'expriment ainsi en séries

de Fourier ayant pour arguments les longitudes moyennes Ai et Xj, et dont

les coefficients sont des séries entiéres des autres variables P;s Pis Z:s 255

Tt s s s s s i R 7 o e O K S S P e S

*¥ Remarquons que les perturbations képlérienne et indirectes ne sont pas dues
a des forces physiques, mais résultent du caractére non galiléen du repére
héliocentrique : ces perturbations représentent des accélérations d'entrai-

nement du Soleil dues & la présence des planétes.
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On trouvera le détail de ces calculs dans 1'annexe 1. Contentons nous
ici de donner la forme générale des développements en insistant sur leurs par-
ticularités les plus intéressantes.

On obtient les développements suivants

. pour la partie képlérienne :

&
z

i 2 2 Ty fp-f3
NT AT ) c(n)3pi z.%2,” exp k;q; exp/=1 kN .t

(1.21) —
i1 (n)3 i

1
r. M
)

]

od (n)3 représente le triplet d'entiers (n],nz,n3) € NB et ol on a

k., = n, n ; les coefficients C sont des nombres rationnels.
i 32 (n) 4

. pour les deux autres parties

1 ri.r. m. 2
em, (— -~ 2=y = LN AT ) ) ¢ (a,.)
a0 w o iolpmy L]
ij j . 10

(1.22) x P, z.°2z2,> ¢, L.

X

eXP(kiqi + quj) exp/CT(kiNi + ijj)t

ol (n)]O représente le 10-uplet (n],nz,...,nlo) € Nlo et oli on a :
ki =ng-mn, +n,-n, ¥ £

(1.23)
kj =ng-o, +tn - ng - £

. . 1 - <
avec £ € Z en ce qui concerne les termes de — , et £ é&gal 3 0, ou +
A, .
1]

pour les termes des parties indirectes.
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I1 s'ensuit

(1.24) ki + kj = n3-n2+n5~n4+n8—n7+n]o-n9
Tous les 10-uplets sont pairs par rapport aux inclinaisons c'est-a-dire
que n4+r15+n9+n1o est un nombre pair ; les coefficients CK’(H)lo(aij) sont

des fonctions réelles du rapport aij des demi-grands axes Ai et Aj

min(Ai,A.)
(1.25) a,, = ——2 3

13
max(Ai,Aj)

Ces coefficients sont calculés numériquement pour les valeurs de o
relatives aux différents couples de planétes, car leur expression analytique en
série entiére de .. converge trop lentement, surtout lorsque uij est voisin

1]

de 1 (ce qui les rendrait trop volumineuses d'un point de vue pratique). On cal-

cule la valeur des uij gridce 3 la connaissance qu'on a déj3a des moyens mouve-
ments Ni et Nj par les théories existantes 3 variations séculaires (voir
paragraphe IT.4). On utilise la 3éme loi de Kepler : NiAi = N?A? = GMo qui
permet d'obtenir le rapport Ai/Aj en fonction de Ni/Nj'

-~

T - 3.1.- Teruminologie utilisée a propos de ces développements .

On précise ici la terminologie suivante, déji consacrée en partie par
1'usage courant. Considérons une série dont le terme général aurait la forme sui-

vante, en fonction des variables et paramétres associés & n planétes

o mvlva m?n Ty T Tn ZS1 ;Sz ZS3 ~52n
1My e My Py Pypoeee Py 1 1 2 n
9 % %21
(1.26) X Ty Gyt e T exp(qu1 + k2q2 + ...+ knqn)

X exp/—l(k)Nl + kN, + L+ ann)t



L'ordre d'un tel terme est égal 3 la somme Vi E oV, h Y
des exposants des masses ; son grade est la somme r + r, + ...+ r des ex-
2n
posant8 des variables p ; son degré est la somme .Z](Si+0i) des exposants
1=

des variables 1z, z, L et 7 ; son degré en excentricité est la somme par-

tielle Z s, et son degré en inclinaison la somme restante z o, . Sa caracté-

n

ristique est la somme ) k. des coefficients de la combinaison linéaire des
i=1

Ni' Les termes ayant le méme argument (k]N1 ++ 0+ ann)t appartiennent

4 une méme classe de termes appelée inégalité ; tous ses termes ont la méme ca-

ractéristique, qui est la caractéristique de 1'inégalité.

Si tous les ki sont nuls, 1'inégalité est dite séculaire ; si la

n
somme S k kiNi est non nulle, 1'inégalité est dite périodique de période
i=1

2n/|s|, & courte période si S est du méme ordre de grandeur que Ni’ a

longue période si S est petit devant Ni ; si S est nul 1'inégalité est

dite résonnante (ceci implique en toute rigueur la commensurabilité de certains
* . . . - . .

Ni) . Les termes qui composent ces inégalités sont appelés respectivement ter-

mes séculaires, termes périodiques, & courte ou 3 longue période, et termes

résonnants.

Dans toute la suite, les planétes sont numérotées dans 1'ordre de leur
€loignement au Soleil, a partir de Mercure ; une inégalité sera désignée, soit
par l'argument commun de ses termes, soit par la suite ordonnée des coefficients
ki (non nuls) des Ni dans cet argument, en précisant les planétes auxquelles

ils se rapportent ; par exemple, la grande inégalité (2,-5) du couple Jupiter -

* Les approximations rationnelles des rapports des différents N, du systéme so-
laire, 3 la méme précision que celle de la détermination de ces Ni
(= 10~8 a 10—10), font intervenir le rapport d'entiers trés grands. Alors,
les inégalités résonnantes qui leur correspondent ont des caractéristiques

élevées et n'interviennent pas en pratique (voir paragraphe I. 4).



Saturne a comme argument (2N5 - 5N6)t, "sa période, 880 ans, est longue devant

celle de Jupiter ou de Saturne.

On utilisera cette terminologie aussi bien pour les termes des dé-
veloppements de la fonction perturbatrice, que pour ceux des développements

des seconds membres des équations ou de leur solution.

I - 3.2.- Quelques proprietés du développement de La ponction perturbatrice.

La fonction perturbatrice Ri d'une planéte Pi est ainsi la somme
du développement (1.21) & 4 variables et d'autant de développements 3 12 varia-
bles de la forme (1.22) qu'il y a de planétes Pj perturbant Pi' On voit
que tous ses termes sont d'ordre 1 ; leur grade comme leur degré peut &tre quel-

conque, leur degré en inclinaison est pair.

D'aprés (1.23) et (1.24), une inégalité de caractéristique c¢ donnée
ne contient que des termes de degré ]c], lc| + 2, Icl + 4, etc... par
exemple la grande inégalité, de caractéristique 3, se développe dans la fonction

perturbatrice de Jupiter ou de Saturne en termes de degré 3, 5, 7, etc...

D'aprés (1.23), en faisant varier £ sans changer les entiers n.,
on obtient des inégalités différentes‘qui ont cependant la méme caractéristique
d'aprés (1.24). De ce fait les inégalités de méme caractéristique admettent des
développements semblables dans le sens qu'un mondme présent dans l'une d'elles
est forcément présent dans toutes les autres. Il est ainsi possible d'établir
une liste des mondmes présents dans une inégalité qui soit valable pour toutes

. ~ s . *
celles qul ont la méme caractéristique .

Les développements (1.21) et (1.22) ont les mémes propriétés de con-

) et (A)) de l'annexe 1 dont ils sont issus ;

vergence que les séries (A 4

3

¥ La table 10 de 1'annexe 2 donne le nombre de termes présents dans cette liste,

degré par degré pour les inégalités de caractéristique comprise entre O et 5.
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pour la valeur des excentricités et des inclinaisons qu'on observe dans le sys-—
téme planétaire, ils convergent assez rapidement pour qu'on puisse les limiter
a des termes de degré assez faible (en pratique inférieur & 7 ou 8 dans le

cas des 4 grosses planétes).

Cette limitation est d'ailleurs nécessaire d'un point de vue pratique
il suffit de consulter le tableau 1 pour se rendre compte du nombre de termes
qu'on a degré par degré dans un développement de la forme (1.22) (limité au
grade zéro et pour £ fixé, donc développé uniquement par rapport aux 8 varia-
bles d'excentricité et d'inclinaison). Il faut encore multiplier ces nombres
par le nombre de valeurs de £ que 1'on conserve, et par le nombre de termes
des développements de grades divers : 1 terme de grade O, 2 termes de grade 1,
3 termes de grade 2 etc... et il y a autant de ces développements qu'il y a de
couples de planétes. On limite les valeurs de £ i 1'intervalle |[£] < ZM od
ZM doit @tre d'autant plus grand que le rapport aij des grands axes du

couple de planétes considéré est voisin de 1. Ceci est dli 3 ce que pour un

Tableau 1

nombre de termes

degré nombre de tertfies cumulés jusqu'd un degré
donné
0 1 1
1 4 5
2 20 25
3 60 85
4 170 255
5 396 651
6 , 868 1519
7 1716 _ 3235

Nombre de termes de degré donné, de grade O, pour £ fixé

dans un développement de la forme (1.22).



et pour un i0-uplet (n)10 fixés,la suite des modules des coefficients

L (m) (uij) du développement (1.22) relative A des valeurs croissantes de
0

/|, est décroissante seulement & partir d'une certaine valeur de £ d'au-
‘snt plus grande que aij est voisin de | ; par exemple, on peut prendre

', = 15 pour traiter convenablement le probléme des 4 grosses planétes.

On peut cependant diviser sensiblement par 2 le nombre total des ter-
5 car, Ri étant une fonction réelle, lorsqu'on a un terme, on a immédiatement

~on conjugué, qui a le méme coefficient.

On verra, dans le chapitre III que si on remplace les variables =z

z par leur valeur numérique 3 un instant donné, la plupart des termes de
~2ré 8levé deviennent négligeables vis-3-vis d'une certaine précision (0",00l
.r exemple) ; ce fait permettra de réduire le nombre de termes retenus dans

s développements, en rapport avec la précision souhaitée.

Remarque : Les perturbations mutuelles de 2 pianétes ne dépendant plus
leur inclinaison mutuelle lorsque leurs plans d'orbite sont confondus, la
:artie du développement de la fonction perturbatrice dépendant des variables
et Ej de ces planétes s'annule identiquement lorsque Ci et Cj sont
sales. Cette annulation s'effectue inégalité par inégalité, et a 1'intérieur
le chaque inégalité entre termes de méme degré : la somme de tous les termes
+< méme degré non nul en inclinaison, qui se trouvent en facteur d'un méme mo-
“me des autres variables, est identiquement nulle lorsque Ci = Cj , c'est-—
“~dire que la somme de leurs coefficients est identiquement nulle. Cette re-

:tion qui lie les coefficients de ces termes n'est cependant pas utilisable

pratique pour déterminer 1'un d'eux & partir des autres, mais sachant qu'elle



existe, on pourra déceler, si elle n'est pas vérifiée, qu'il manque des termes

en inclinaison dans le développement de ces inégalités.

1 - 4.- Développement des seconds membres des Equations.

Possédant le développement de la fonction perturbatrice d'une planéte
Pi sous la forme (1.21) et (1.22), il reste a le reporter dans les équations
(1.17) a (1.20). On voit qu'il faut en prendre les dérivées partielles par rap-
pet aux variables associ@es 3 cette planéte, puis 3 les multiplier par des

fonctions relativement simples des variables p, 2z et C.

Ces opérations n'altérent pas la forme des développements, qui res-
tent donc semblables dans les équations & celui qu'on a obtenu en (1.21) et
(1.22) pour la fonction perturbatrice, mais les relations (1.23) et (1.24),
ainsi que les parités peuvent ne plus &€tre les mémes, entrainant des changements

dans les propriétés des développements des inégalités :

Les relations (1.23) et (1.24) ne sont pas altérées dans les dérivées

partielles R et ﬁg-, ni dans les dérivées homogénes z R . E-§§ ,
3q ap 9z 9z
oR - 3R . . . . L .
r — et ¢ -— , ni enfin dans les produits de ces quantités par les fonctions
9z tla .

de p ou les fonctions de zz (comme @, 1/f et Y¥). Il s'ensuit que les

- , . d d a
développements des seconds membres des équations L et %9 sont de la méme

dt dt

forme que celui de R et que notamment, dans ces équations, une inégalité de
caractéristique c donnée ne comporte que des termes de degré |[c|, [c| + 2,
lc] + 4, etc... Ces développements sont &galement pairs par rapport aux

ir. :inaisons.

dR 3R

Par contre, les dérivées partielles — et -— , ainsi que les

9z 9z

multiplications par z ou par ¢ de développements de la méme forme que R,
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modifient les relations (1.23) et (1.24). Ainsi, pour les &quations dz et éé—,
dt dt
ces relations doivent Etre remplacées par les suivantes :
ki =Dy -mn,+n,-n, ¥ £+ 1
(1.27)
kJ =ng - n, +n - mng - £ .
(1.28) ki + kj =n; - n, + ng -0, + ng - n, + Ny T By + 1.

Ceci a pour conséquence de modifier d'une unité la régle de construc-
tion des inégalités, dans ces €quations : une inégalité de caractéristique c
donnée, y comportera des termes de degré lc=1], |e=1] + 2, |c-1| + 4, etc...
. . v < . dg . .
Par ailleurs, le développement du second membre de 1'équation —* devient im=-
dt
pair par rapport aux inclinaisons.

Par exemple, la grande inégalité (2,-5) du couple Jupiter-Saturne,

de caractéristique —3, admet un développement de degré 3 au moins dans les

équations dp et éﬂ-, et de degré 4 au moins dans les équations dz et dz ;
dt dt dt dt
= Ve .- ~ . dp dq
son opposé, 1l'inégalité (-2,5) est de degré 3 au moins dans -+ et — , et
g dt dt
de degré 2 au moins dans dz et d .
dt dt

Par contre, une inégalité de caractéristique O, comme 1'inégalité

(NS—N6)t, ou comme 1'inégalité séculaire, se développe a partir du degré 0

dans les équations dp et Qﬂ_’ tandis qu'elle commence avec des termes de
dt dt
degré 1 dans les équations dz et dc .
dt dt

Ces propriétés du développement des inégalités sont importantes car
elles permettent d'éliminer pratiquement les inégalités résonnantes qu'on trouve

nécessairement dans le développement des seconds membres pour des entiers k.
i
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et kj suffisamment grands : ces inégalité&s sont de caractéristique élevée et
interviennent donc seulement dans des termes de degré élevé, suffisamment grand
pour qu'on puisse les négliger. On considérera donc ici, que pour les grosses

planétes, il n'y a aucun terme résonnant dans les seconds membres des équations.

Remangue : Lorsque les variables Ci et Cj sont égales, on observe
dans le développement des seconds membres, 1'élimination de tous les termes dé-
pendant de ces variables et de leurs conjuguées, degré par degré dans chaque
inégalité, exactement comme dans le développement de la fonction perturbatrice.
11 n'y a en effet aucune perturbation dépendant de ces variables lorsque les
plans d'orbite sont confondus (voir par exemple les termes dépendant des ¢

dans les tableaux 6, 7a, 7b, 9a et 12 dans le chapitre IV),

On se reportera a l'annexe | pour avoir le détail du calcul de la
fonction perturbatrice, et & 1'annexe 2 pour la description de 1'algorithme
élaboré pour effectuer sur ordinateur ce calcul et celui des seconds membres.
Dans 1'article qui est incorporé 3 cette annexe, on trouvera en outre des in-

dications sur la réalisation pratique de cet algorithme.
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CHAPITRE 11

INTEGRATION DES EQUATIONS

On peut résumer de la fagon suivante le systéme d'équations (1.17)
P ¢ y

a (1.20), qu'on obtient pour chaque planéte Pi (i =13ah)

dp. N

—* = V=1 N, ; Lgl')(p’q927Cat)
dt ty=r Y
dqi N (2)
— = V=T N, ) L. (p,q,2,0,t) + V-1 N, p.
dt .2, i i1
]
(2.1)
dz.

; N3
_ 1 VCT'Ni ) Li' (p,q,2,5,t)
dt j=1

dz. N
* V"l N. ? L.({’)(P,QsZ,C’t)
dt t j=1 =

oli on a, en notant e le numéro de 1'équatiomn, compris entre ! et 4 :

2

(e) ] (e) 1 Ma-M3
L:77 (p,q,2,5,t) = — Z S C (a..) p. 2. z.
ij M % (n)10 K,(n)10 ij7 F1i 717

(2.2)

n n n n n
x c.4c.5p.6z.7z.

8rn9—n10
i°i %3] 7373073

e k.q.+k.q.)ex -1(k.N.+k.N.)t
Cj xp ( eh JqJ) p v-1¢( Ny vky J)

avec les inégalités (ki,kj) vérifiant la propriété

ki =n, - n, + ng - n, + £+ 8(e)
kj =ng - mn, +tn - ng - £ n, € N, LeZ
0 si e=1 ou 2
§(e) = {
1 si e=3 ou &4
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et les propriétés de parité déji décrites dans le paragraphe L.4.

11- 1.- Prnincipes de La méthode.

On utilise essentiellement le fait que les seconds membres des équa-

dp

tions ont en facteur les masses planétaires, de sorte que les variations — ,
dt

d dz d N . . .

~g-, -— et ds sont trés petites ; autrement dit, les variables p, q, z et

dt dt dt

r s'écartent lentement et peu des valeurs qu'elles ont 3 un instant donné.

Ceci permet la recherche d'une solution par approximations successives ordonnées
suivant les puissances des masses, comme dans les théories classiques & varia-
tions séculaires du type de celle de Le Verrier. La forme de la solution donnée
par ces théories pefmet d'ailleurs d'imaginer la forme de la solution générale

et la facon de 1l'obtenir :

Schématiquement, ces théories donneraient, pour la variable oscula-
trice O représentant 1'une quelconque des variables p, q, z ou (, une
solution de la forme suivante, valable au voisinage d'une date t, fixée dans

un intervalle AT de 1'ordre de quelques milliers d'années au plus :

_ (@ (o)
Oi = Si (t)g+ Pi (t)

(o)

oli la partie "séculaire" Sig)(t) est un polyndme s gO)t + s.(o)t2 +

+ s
o 1 l2

N . .. . o .
et oli la partie "périodique" Pi )(t) est une somme de termes 'mixtes"

E (PEG) + PiG)t +'p§0)t2 + ...). exp V-1 B.t ;
N 1 2 3 J ]
les Bjt désignent les arguments (de la forme (2 kiNi)t) retenus dans la

i
. . - - . - o]
théorie, et numérotés par j. Les polynomes de t dans SE )(t) et ceux

qu'on trouve en facteur des exp V—lBjt sont des fonctions trés lentement

(o)

variables de t : s et pgo)
K 'k

sont des nombres de 1'ordre des masses &

la puissance k.
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On sait cependant exprimer autrement la solution o, quand on ne
garde dans les Equations que la partie qui donnerait les termes ''séculaires”
Sgg)(t) dans la théorie classique : en conservant analytiquement cette par-
tie réduite aux seuls termes d'ordre ! et de degré 1, on obtient, par la mé-
thode de Laplace-Lagrange, les variations séculaires de z et de (¢ sous
une forme bornée : la solution de Laplace-Lagrange est formée d'une somme

finie de termes & trés longues périodes (supérieures d 50 000 ans : les rap-

ports entre les périodes des planétes et ces trés longues périodes sont de

1'ordre des masses), dont on sait calculer les amplitudes et les phases a
partir de la valeur des é€léments moyens relatifs 3 z et a [, connus a une
date tO par les théories classiques. Cette solution est valable sur un in-
tervalle de temps beaucoup plus grand que celle de la théorie a variations
séculaires, mais il faut l'améliorer en considérant le systéme d'&quations ré-
duit aux inégalités séculaires, non limité aux termes de degré | et d'ordre 1.

)

Si les polyndmes Sic)(t) et () P

)j sont les développements en puis—
sances de t de termes 3 tré&s longues périodes, il est logique de chercher a

exprimer les amplitudes des inégalités périodiques comme des fonctions de la

solution a trés longues périodes du type Laplace-Lagrange.

Le but de la théorie géﬂérale est ainsi d'obtenir ensemble la solution
a trés longues périodes et les inégalités d courtes périodes sous forme de fonc-
tions de cette solution a tré&s longues périodes (bien siir, on recherche cette
derniére pour toutes les variables : p, q, z et () ; on se propose de cons-
truire cette solution générale du probléme planétaire dans le voisinage de 1la
solution du systéme d'équations réduit aux seuls termes séculaires, appelé en-

core systéme autonome. On est ainsi amené 3 séparer dans les équations les ter-

mes périodiques, qui dépendent explicitement de t, et les autres, séculaires,

qui n'en dépendent pas.



1T - 2.- Séparation des temmes périodiques.

En regroupant les variables (pi, 9 255 ;i’ Ci’ Ci) pour 1 =1 aN,

dans une matrice V & 6N é&léments, les équations (2.1) se condensent dans la

notation :

(2.3) & A,

A est d'ordre 1, sauf pour les termes V-1 Nipi présents dans les
dq.
- . 1
seconds membres des équations ——
dt

On cherche pour V une solution de la forme :

(2.4) V(t) Vo(t) + AV(Vo,t)

qui devra donc satisfaire 1'équation :

dv SAV dv dAV
(2.5) ° 4 S = A(V_ + 4v,0).
dt avo dt ot

On conduit sa résolution en séparant dans le second membre la partie
autonome (ou séculaire), notée <A> et la partie non autonome, (qui dépend
explicitement de t), notée {A}, de fagon a ce que VO et AV satisfassent
les conditions suivantes : d'une part, Vo représente la solution de cette
équation réduite 3 sa partie autonome, exprimée sous forme de termes a trés

longues périodes uniquement dont les amplitudes sont numériques, et d'autre part

AV  représente la solution de cette équation réduite 3 sa partie non autonome,
exprimée sous la forme de termes périodiques uniquement dont les amplitudes

sont fonction des &léments de V0 (de 1la méme forme qu'en (1.26)). Ces condi-
tions impliqueront pour ~AV d'€tre une solution particuliére, d'ordre | au moins,
et pour VO de contenir les constantes arbitraires d'intégration et donc des

termes d'ordre O.
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Supposant alors que AV reste petit quel que soit t, on peut déve-

lopper A en série de Taylor au voisinage de VO

(2.6) MY, = AV, b) + (3"3)0 av o+ L [(-aﬁ) AV~‘ ),

3V 2 Lav®

et on procéde 3 1'identification suivante des parties autonome et non-autonome
de ce développement avec le ler membre de 1'équation (2.5)

dv

(2.7) 2 = <AV ,t) + (_3_/_\) AV + ... > = A(VO) + <(8—A)o AV>  +
dt © av © v
oAV 4V oAV A
(2.8) 2+ = {AWV ,t) + (& AV o+ ...}
v dt 3t ° v °

Par construction, le second membre de (2.7) ne contient que des termes sécu-

dv
laires, identifiés a —2 . A condition que AV  ne contienne que des termes
dt
P AV oAV . . P
périodiques, -—— et -—— ne contlennent aussi que des termes périodiques,
ot Ay
0
JdAV 4V
et le produit —— —— é&galement, ce qui justifie dans (2.8), 1l'identifi-
oV dt

o

cation de ces expressions avec le second membre qui ne contient par construc-

tion que des termes périodiques.

Pour construire et intégrer le systéme (2.7) et (2.8), on est amené
i procéder par approximations successives ordonnéessuivant les puissances crois-—

santes des masses. Il est commode de poser

V=AV+AV+AV+ .. +48V+
(o] | Z n
(2.9
MR ACO A1) )
e} (o] (o] 8]
(n)

ol AnV et VO sont d'ordre n.
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) s Z ., Z . ., . i=13aN les éléments de V et
En motant (p01’ 9Ybi’ %o0i’ %oi? C01’ C01) 0

(Api’ Aqi, Azi, Azi, Aci, Aci) i=13a3N ceux de AV, 1lorsqu'on reporte
ces expressions dans les équations (2.7) et (2.8), on obtient pour chaque

variable, d'abord a 1'ordre O

dp(0)
°l = 0o d'od p(?) = constante
o1
dt
(o)
dq . o
°r - /TN, p(?) d'od q(?) = qo,+ V-1 N. p(?)t
1 01 o1l o1 1 01
dt
(2.10)
dz(cia)
O. = 0
dt
“
=0
dt
s p. avl®  aa p,
O 1 (o] + 01=O
v dt ot
[¢]
3\ q. av'® s g, -
o1 [¢) + Ol=/:NiAp.
v dt 3t o1
o]
(2.11)
oz, av'® a4 g,
O 1 (o) + Ol=0
oV dt ot
(e}

(o)
BAOQi dVO BAOCi _

oV dt ot

La forme trds simple des seconds membres de (2.11), permet d'adopter
la solution particuliére AOV = 0 (tout autre choix de constante entralnerait

par la suite des termes proportionnels a t dans A]V, AZV,...).
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A cause du terme V-1 Ni Pi’ d'ordre 0, dans 1'&quation relative

(o)
dq .
< PR . 1 o — o} .
a ;s on est amené 3 identifier —=— 3 la constante v-1 Ni péi), qui
dt

reste en principe arbitraire jusqu'd 1'achévement de la théorie et sa compa-

raison 3 1'observation : ayant traité un probléme donné avec un certain choix

de Ni (numériques) on détermine & la fin les constantes d'intégration, no-
(o) . . - - .

tamment les p I On aurait pu traiter le méme probléme avec un autre choix
0

* 0)* . e s
pé.) , mais, en vertu de la définition de

Ni’ et on déterminerait un autre
la variable q; (Ai = Nit - V=1 qi) le terme proportionnel & t doit €tre

le méme dans Ai d 1'issue de ces 2 traitements et donc on devra avoir :

(o

(o) * KK
oi i

)y = F =
) = Ni(l *p.g ) = N. .

Ni(] P i

. . L . . HK .
En choisissant Ni , on obtiendrait un Poi nul. C'est ce dernier

choix qu'on a supposé €tre fait pour construire la théorie générale, choix qui
dvéo)
simplifie beaucoup les équations puisqu'alors ——— est nul ; 1l est
dt
d'ailleurs possible de faire ce choix en analysant les théories classiques

existantes (voir paragraphe II1.4).  Ce choix implique aussi qu'on ne recherche

pour les Poi qu'une solution particuliére.

Pour plus de généralité, nous écrirons cependant les équations &

av'o)

P (o} . . . - -
l'ordre 1 et 2 sans &liminer —— , ce qul permettra de voir les difficultés
dt

(o)

qui apparaltraient en plus si les constantes Poi étaient non nulles. On

obtient :
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(1) (1)
A, p. oA, p. . oL, . oA, p. dV
Pl 2 ZE o m o aw - e
i da ; At i av BV dt
oy Phyd;y By BLE%) 3, q, dvél)
) V-1 N, p; + = /=IN A p. +{/=IN, J (= 4 v}-
: ] o] 1271 14 o I
i qOj t j 98V BVO dt
(2.15)
(o) M7y bz, oL oz, av'!
J /TN, ps + = TN, ] (—2 4V} -
i 301 g at i av 3V dt
0] )
N L T oL oz, avih
7/ NS Py + = /ATN, ) (-—-—J——)0 6V - .
j aqoj ot ] oV v, dt
Dans ces équations, on a explicité le développement de la solution
Poi (en pé;) + péi) + ...), uniquement dans le terme v-1 Ni Poi- 11

n'est pas utile de développer Poi et les autres variables de VO a 1'inté-

. e .
rieur des autres termes (dans ng) et AV) car la solution Vo pourra
s'obtenir globalement en intégrant un systéme autonome unique rassemblant tous

les ordres.
dV(])

L'identification des &léments de A]V et de se fait donc

dt

simplement d'aprés la présence explicite d'une masse en facteur des termes du

. (e) ~. ‘
développement des Lij (po’ 9ys 2o Co’ t), sans préjuger de la forme de

la solution qu'on obtiendra pour les variables P,» 4,5 2, et Co'

Chaque terme des seconds membres des équations (2.13) a donc explici-
tement une masse en facteur . Il en est de méme pour les équations (2.12), sauf
. - 1 . . 1

pour celle relative a qgi) qul contient le terme v-I Ni péi) y ce terme

contient une constante d'intégration non arbitraire, choisie pour éliminer les

. . i 2
termes constants qui existent dans le développement de <v-1 N, ) ij)(po,zo,co)>
' i

et qui, sans cette élimination, donneraient des termes proportionnels a t

)y .

1 s . . s s ‘e
dans qéi) 3y cette élimination revient 3 identifier la constante Poi a des
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(1)

termes d'ordre 1, et donc P,; est d'ordre 1.

De méme, chaque terme des seconds membres des équations (2.14) et

(2.15) a explicitement un produit de 2 masses en facteur, sauf pour le terme
2)
i

JoT (2) : _ S : (
1 N. Poi > mals, comme & l'ordre |, 1la constante d'intégration P, est

1
.. P . - (2)
choisie pour éviter les termes proportiomnels & t dans S

(2)

p. .’ est bien d'ordre 2.
oi

, de sorte que

Notons encore que tout ceci suppose que pour intégrer A]V et

AZV, on prenne des constantes d'intégration non arbitraires, choisies nulles.

IT - 2.1.- Ondne 1.

a) Intégration de AV.
Les équations (2.13) sont de la forme suivante, en désignant par AC

1'une quelconque des fonctions Ap, Az ou AZ
q

o) 0 o,
) f—TNj Py + = /-1 N, }
i quj Jat ioK;

(2.16)

Cki,kj(po’zo’co) exp(kiqoi+quoj)exp/:T(kiNi+ijj)t

ol ki et kj ne sont jamais tous deux nuls. La solution d'une telle équation

est donnée, terme 3 terme, par

N.
i
Ao, =
7T L (o) o ok Poroo)
177 k.N.(I+p .7) + k.N.(l+p .")
(2.17) i1 oi i3 0]
X . .+ K. . - .N. SN, .
exp(quOl quOJ)exp % l(klNl + kJNJ)t
Alqi contient des termes de la méme forme, plus d'autres ayant en
‘
facteur provenant de la deuxiéme intégration

(o) (o) 2
[N, (ep 970+ kN, (14p S )]
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de A.p..
lpl
(o) (o) DU . C e
Avec des Pos et pOj nuls, ces dénominateurs se simplifient
évidemment.
(o) (o) P o
Avec des Po; et poj non nuls, conservés sous forme littérale,

on seralt amené d mettre ces dénominateurs sous la forme

(kiNi + ijj)(] + ‘Ok.k.)
1]
avec
kN, p @4 kN, 9
_ i1 ol j ] 0]
k. k.
td K.N., + kN,
i1 33
P 1 . ~
Dans ce cas, le développement de —————— pourrait ne pas étre
P+ ok,
1]
. (o) (o) .. .
convergent si les Poi et pOj étalent trop grands, surtout dans le cas

des inégalités (ki’kj) 4 longues périodes (ou & petits diviseurs kiNi + ijj).
Ceci ne fait que mettre en &évidence les instabilités qu'on pourrait avoir dans

les termes a longues périodes de la solution, si, a la fin, on devait modifier

la valeur des Ni par l'intermédiaire de pgi) non nuls.
dV(l)
b) Le systeme autonome
dt

Les équations (2.12) rassemblent dans leurs seconds membres les termes

- : . e - .
séculaires des développements L§j). On étudiera leur forme et la fagon de les
2 3

dVé ) dVé )

intégrer dans le paragraphe I1.3, en méme temps que —-— , ———— ...,
dt dt
aprés avoir regroupé les contributions des divers ordres dans un systéme auto-
dVO '

nome unique —= . Rappelons seulement que les termes séculaires étant ceux

dt
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pour lesquels ki et kj sont tous deux nuls, les seconds membres de (2.12)

ne dépendent ni du temps ni des variables a,; et qoj'

IT - 7.7.- Ondre 2.

a) Intégration de A,V

dV(])

Connaissant et la solution A]V, on voit que les seconds

dt

membres des équations (2.14) et (2.15) relatives a l'ordre 2 sont compleétement

1
e
déterminés : le produit des termes séculaires identifiés a , avec les

dt

oA .o,
171 e . . .
termes , tous périodiques, donne des termes périodiques ; c'est pour-—
av

(o]
34 g. avtl
171 le)

quoi les expressions n'apparaissent que dans les seconds membres

oV dt
(e}

des équations (2.15) relatives a AZV. Ces termes appartiennent aux mémes iné-
galités qu'on trouve a l'ordre 1 dans Aloi, associées aux combinaisons

kiNi + k.N. de Ni et d'un Nj (cf. (2.17)), mais leurs mondmes peuvent

NN
) 30,0, dvél)
dépendre des variables associées a 3 planétes : en effet, est égal
oV dt

0

N aao. doll)

a b« Z L1 ok ) - = et dans cette expression
(OO) k=1 agok dt (oo=po’qo’zo’zo’co’go) ’

chaque terme de A]Oi dépend de 2 indices (ou 2 planétes) 1 et j et chaque

dg(!) dcé!)
terme de (resp. ] ) dépend de 2 indices i et k (resp. j et k)
dt dt

oi k est éventuellement &gal 3 j (resp. i). En combinant les relations de
la forme (1.23) ou (1.27) relatives 3 chaque facteur d'un tel produit, on mon-
trerait facilement que la somme ki+kj est encore de la forme (1.23) ou (1.27),

égale & la somme des exposants des variables z et , moins celle des expo-
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sants des variables =z et . L'intégration s'effectue terme A terme comme

en (2.17).
ey dag)
Remarquons que 1'expression ——— donne un terme de la forme
quk dt
P (1) 94,04 e )
-1 Nk Pok . ; pour 1'inégalité (ki’kj) de AlGi, notée Aloi(ki,kj)
ok

(contenant le facteur exP(kiqoi + quoj)), il en résulte qu'd 1'ordre 2,

1'inégalité AzGi(ki,kj) contient un terme égal a :

kN, p(;) + k. N, pD
(2.18) o J J 0] Algi(ki,kj)

k.N. + k.N.
11 ] J

Cette méme inégalité dans A“qi contient des termes de la méme forme,
'+

plus d'autres résultant de la double intégration de A2pi

+ ijj pé;))

2
(k;N; + kN )

N. (k.N.
ivii

(n
Poi

I1 faudra s'assurer que les péi) et pé;) sont suffisamment petits
}) + k.N.p(¥)
1 J J 9]

k.N. + k.N.
11 i ]

. 1
diviseurs. En fait, on verra en II.3.3 que les péi) et

(
kiNi Py

pour que le rapport soit petit méme dans le cas de petits

LD

0]

seront calculés

(D e oD

pour éliminer les termes constants des &quations relatives i 401 0]

de sorte que les termes tels qu'en (2.18) s'é&liminent aussi avec les termes

constants de ces équations.
oL..
i - - .
Quant aux autres termes ( J)O AIV’ présents dans les équations
aV

(2.15), on verrait par un raisonnement analogue au précédent qu'ils dépendent

aussi des variables associées d 3 planétes au plus, mais qu'ils peuvent appar-—
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tenir 3 des nouvelles inégalités combinant 3 fréquences N, de la forme

k.Ni + ijj + kEN£° Ces termes s'intégrent aussi comme en (2.17), toujours
i

avec une constante d'intégration non arbitraire, choisie nulle pour ne pas

introduire de termes d'ordre O dans la solution d'ordre 2. Notons que si

les Pég) sont non nuls, la construction pratique de 1l'ordre 2 nécessite de
dé (O) (o) .
évelopper par rapport aux Poi et poj les expressions Pr. x dans les
1’73

diviseurs de Algi (cf. (2.17)) ; or, on ne sait pas si ces développements

convergeront dans le cas de petits diviseurs.

dV(z)
b) Le systeme autonome
dt
BLi. BLi.
Dans les produits (———JJO A]V, lorsqu'un terme de (—-ADO appar—
oV ov

tenant 4 une inégalité (ki’kj) vient en facteur d'un terme de A1V apparte-

nant a 1'inégalité opposée (~ki,—kj), on obtient un terme séculaire d'ordre 2

av(? oL,
qu'on associe & ——— . Remarquons que les termes séculaires de ( J)O
dt v
av?
0

n'apportent pas de contribution & puisque AIV ne contient pas de

dt

terme séculaire.

On verra dans le chapitre IV que ce sont les termes a longues périodes

dV(z)

. . 0
d'ordre 1 qui engendrent 1'essentiel des termes de , notamment en ce

dt
dV(z)

. . . o 0 . s
qul concerne les parties non linéaires de ;3 ces derniéres sont, pour
dt

1
D
certaines, supérieures aux parties correspondantes de , ce quil pose
dt

un probléme de convergence dans l'obtention de la solution & trés longue pério-

de du systéme autonome.
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La structure de ce systéme d'ordre 2 est identique a celle d'ordre 1,
grace au théoréme de Poisson qu'on verra plus loin, qui assure la nullité de

(2)
dpoi

(voir le paragraphe II.3 pour 1l'intégration du systéme autonome).
dt

11 - 2.3.- Les ordres suplrieurns a 2.

dV(z)

Ayant obtenu A2V et o s

dt

on peut ensuite construire le 3éme

ordre ; on opére pour cela la séparation des termes périodiques, donnée

ci-dessous & titre d'exemple pour 1l'équation en p

ap> LD m oD T1(2)
(2.19) ol s/, ] vl [y av s

dt tioav ° 2 | av °

30, L (D | oLl (2)
(2.20) e (AN ] Ay e = s

at Yy ey 2w %

(2) (1)
dhpy a4V 30, A4V
v dt ov dt
[¢] o

Au contraire de ce qu'on avait aux deux ordres précédents on ne sait
pas si le second membre de (2.19) est aussi rigoureusement nul ; s'il n'est
pas nul, on sait seulement que puisqu'il regroupe des termes de caractéristique

- . d . . - . .
0 de 1'équation L , 11 ne contiendra que des termes de degré pair mais
dt

sans terme de degré O car un tel terme ne peut pas €tre imaginaire pur

est imaginaire pur). La constante d'inté-

(3)
Poi

(or le développement de L;;)

gration qu'on introduit dans est choisie, comme aux deux ordres précédents,

0
pour éliminer le terme constant de 1'équation s
dt

évitant ainsi un terme

(3)

proportionnel a t dans 95; - On opérerait de la méme fagon aux ordres supé-

rieurs.
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Quant aux équations donnant ALV, leur intégration s'opére terme &

3

terme, comme aux deux ordres précédents, avec des constantes d'intégration non

arbitraires choisies nulles. Notons cependant que, par exemple les termes

2
BAlpi dVé )
dans (2.20) donneront en particulier des termes de la forme sui-
v dt
o
vante dans A3pi
kiNi péi) + .N. é%)
L2l Ap (kLK)
1771777
k.N. + k.N.
11 i3

Ces termes pourront s'associer aux termes d'ordre 2 de la méme forme qu'en

(2.18), grace a la mise en facteurs suivante

p(%))

(N (2) (1)
kiNi(poi t P ) # ijj(poj * 0]

On aurait des termes de la méme forme aux ordres supérieurs, ce qui montre que

pour les seuls termes ayant nécessit& le développement des Pos ordre par ordre,
' s (1) (2) <

on n'aura besoin finalement que de la somme Poi + Poi + ... dont une déter-

mination globale suffira donc.

On peut ainsi construire ordre par ordre 1'ensemble des termes pé-

riodiques de la solution générale AV, et en méme temps on construit le

dv
systéme autonome €galement ordre par ordre en respectant les conditions
dt
dv
qu'on s'dtait fixées sur la forme de AV et de —2 . Remarquons qu'on n'a
' dt

pas besoin de connaTtre la solution du systéme autonome pour calculer AV.
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On effectue la résolution de ce dernier en y rassemblant tous les ordres, seu-—
lement quand on estime 1'avoir construit suffisamment loin en ordre : on se base
pour cela sur 1'importance de la contribution de chaque ordre par rapport a
celle des ordres précédents, ce qui permet de juger de la convergence pratique
de la méthode. C'est seulement au cours de cette résolution qu'on introduit les
constantes d'intégration de la solution générale ; le fait qu'elles apparais-—
sent 4 ce stade avancé du calcul facilite &videmment les modifications qu'on

pourrait €tre amené & leur apporter (voir le paragraphe II.4).

1T - 3.- Résolution du systeme autonome.

Cette résolution s'effectue &videmment en tenant compte des particu-
larités et des propriétés des seconds membres du systéme autonome. Avant de voir
comment résoudre, examinons ces propriétés, et en particulier le théoréme de
Poisson qui simplifie notablement les équations relatives aux p

oi’

1T - 3.1.- Théornéme de Podsson.

Ce théoréme établit les égalités suivantes :

dp(l) dp(z)
of _ "ol =0 pour i=12aN
dt dt

Celles-ci sont &quivalentes 3 1'absence de perturbation séculaire

dans 1'expression des demi-grands axes aux ordres 1 et 2. A 1'ordre 1, 1'annu-
dp(!) dp. 3R.
NP . i . N i

est immédiate puisque —— , proportionnel & —— ne con-

dt dt qu

lation de

tient que des termes périodiques.

A 1'ordre .2, la démonstration est bien moins aisée ; on la considére

comme acquise au moins depuis Tisserand (1873) et pourtant, elle fut remise en
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question récemment par la découverte féite par J.L. Simon (1975)* de termes
séculaires trés petits mais non nuls dans 1'expression des demi-grands axes
héliocentriques de Jupiter et de Saturme a la 28me approximation de sa théorie
qui reprend en 1l'améliorant, celle de Le Verrier. On trouvera dans l'annexe 3
une nouvelle démonstration du théoréme de Poisson, adaptée au cas des varia-
bles héliocentriques, qui montre que ces termes séculaires apparemment d'or-
dre 2 sont en fait d'ordre 3, et qu'on peut les &liminer de la 2éme approxi-
mation en choisissant les &lé&ments osculateurs d'ordre zéro définis dans le

premier chapitre, avec la fonction perturbatrice (1.7) qui découle de ce choix.

Donnons cependant ici les points essentiels qui ressortent de cette
démonstration : orn met en &vidence qu'une théorie planétaire dans laquelle on
utilise dés le début les valeurs numériques des moyens mouvements et des demi-
grands axes, contient des termes dépendant implicitement des masses, si ces
moyens mouvements et ces demi-grands axes sont reliés entre eux par une 3&éme
loi de Kepler faisant intervenir les masses planétaires (elles—mémes numériques

bien s{ir). Alors, on trouve qu'd la deuxilme approximation (apparemment d'ordre 2
’ p € P s

mais contenant en fait de 1l'ordre 2, 3, 4, ...) il reste dans 1'équation
dp(i)~~ BLgl)
Ol =</=T N, § (“‘i)o bV >
dt Yy

des termes de la forme :

V=1 Ni Z m, mj(mi—mj)[}ij(z z -z .z .)

4 oi 0] oj oi
+ des termes de degré 4, 6, ..J

(analogues aux expreséions (50) et (51) de 1'annexe 3), dans lesquels le facteur
(mi—mj) n'apparait pas explicitement mais est inclus numériquement dans la

constante cij et dans celle des termes de degré supérieur ; ces constantes

— —— o —

(%) Communication privée ; voir aussi J.L. Simon et P. Bretagnon (1978).
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dépendent du rapport des grands axes et des moyens mouvements, ainsi que des
masses planétaires par 1'intermédiaire de la 3éme loi de Kepler. On met ce
facteur (mi-mj) en évidence lorsqu'on constate que les coefficients de ces
termes s'annulent lorsque les masses sont &gales, ou encore lorsqu'on utilise,
pour calculer les grands axes, une 3&me loi de Kepler dont la constante est la
méme pour toutes les planétes (voir tableau 1, Annexe 3). On trouvera en outre

dans cette annexe une démonstration analytique de cette annulation.

Finalement, il suffit d'é@viter la construction de termes dont les
coefficients dépendent implicitement des masses pour que le théoréme de Poisson
soit valable en variables héliocentriques, d'ol le choix des éléments oscula-
teurs d'ordre zéro ; on aurait pu cependant conserver les &léments osculateurs
classiques d condition de conserver analytiquement les masses, méme dans la

3éme loi de Kepler, en développant par exemple le demi-grand axe sous forme :

mais au prix d'une plus grande complexité du développement de la fonction per-
turbatrice. L'absence de dépendangg implicite des masses est nécessaire par

ailleurs pour pouvoir faire convenablement les identifications de termes ordre
par ordre, dont on se sert fondamentalement pour construire la théorie générale

planétaire.

1T - 3.2.- Forme du systeme autonome.

Le systéme autonome rassemble tous les termes séculaires de tous les

ordres ; ces termes ne dépendent pas des variables q; (i1 =1aN ; 1les

seconds membres des équations du systéme autonome ne dépendent donc que des

s Z ., C . et T . (i =13 N); le systéme autonome se présente

., 2
Psis ol ol ol ol

alors ainsi
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dp . .
ol _ — )
(2.21) " = /-1 N, K. (P2 5C,)
dq .
(2.22) °L = /ST N. p . + /-1 N, ng)(p .z L)
dt 1 o1l 1 1 O o [0}
dz .
(2.23) °r - /2T . K§3)(p sz ,C)
dt 1 1 o] (o} (o]
dz .
(2.24) °r - /1 N, Kia)(p sz ) (i =13aN)
dt (e} [e) (o]

Vu les propriétés de parité des développements des inégalités sécu-
laires (cf. chapit?e I) le développement Kil)(po,zo,co) est imaginaire pur,
d'ordre 3 au moins (théoréme de Poisson), et de degré pair au moins égal a 2 ;
le développement K£2)(po’zo’co) est réel, d'ordre 1 au moins, de degré pair

(3 ()
1

et Ki sont complexes

kD, x? k{3
1 1 1

(éventuellement égal & 0) ; les développements

d'ordre 1 et de degré impair (éventuellement égal i 1). et

. . .. . 4 . .
sont pairs par rapport aux inclinaisons tandis que KE ) est impair.

De ceci on déduit en particulier que les parties de degré 1 dans

dz .
oi

ne dépendent que des variables p . et z . (] 1 3 N) et que les
dt B °J

dz

parties de degré i1 dans ne dépendant que des variables poj et

dt oj
(3 =13aN).

Ces propriétés entralnent que les équations (2.21) s'intégrent immé-
diatement par quadrature si on limite leur second membre aux ordres 1 et 2.

Les équations (2.22) s'intégreront par quadrature dés que les solutions Poi>

z . et Coi (i =1 a8 N) seront connues. Les &quations (2.21), (2.23) et (2.24)

doivent &tre considérées ensemble si 1'ordre n'est pas limité ; cependant, si

on se limite aux ordres 1| et 2, les Poi étant connus, il restera d intégrer
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ensemble les équations (2.23) et (2.24). (On peut, en outre, séparer, d'une part

les équations relatives aux z ;> et d'autre part, celles relatives aux i

si on limite leurs seconds membres au degré 1). Or, la connaissance des p

ol
. . - . , 2 .
nécessite la détermination du terme constant des K§ ), mals les termes de
degré 2, 4... pourront donner également d'autres termes constants & 1'issue de
. . . - = . - 2
la substitution des solutions z ., z ., . et ¢ ., (i=12aN) dans Kg ).
oi ol ol oi i

Si on veut éviter les termes proportionnels & t dans Aoi il faut éliminer
ces nouveaux termes constants par le bon choix des constantes d'intégration des

solutions Pyi- Comme les solutions z; et Coi sont inconnues au départ,

la détermination de ces constantes devra se faire par approximations successives

en partant par exemple de 1'approximation z ., = ., = 0 qui revient d ne con-
oi

ol
server du développement de Kiz) que les termes de degré O.

IT. 3.3.- ALgorndithme de nesolution du systeme autonome.

On s'intéresse ici 3 la résolution du systéme autonome limité aux or-

dres 1 et 2, et qui serait aussi valable aux ordres supérieurs si on trouvait
dp

que était nul au—deld de 1'ordre 2. On adopte 1'algorithme d'intégration

dt

suivant, qui procéde par approximations successives en évitant d'introduire des
termes proportionnels & t dans les solutions. Notons que pour la résolution
de ce systéme autonome, les masses doivent &tre remplacées par leur valeur numé-

rique (voir tableau 2).

Pas 1. Détermination des P

a) inltlalisation : les constantes ;> solutions des équations
(2.21) réduites & 1'ordre 2, doivent éliminer le terme constant des &quations
(2.22). Ne connaissant pas au début les solutions z et Co’ on calcule la
lére approximation de ces constantes comme étant opposée aux termes de degré
zéro de KFZ)(p »2 ,; ) (ce qui revient & faire 2z . = ¢ . = 0 pour tout i
i 0’"0’"0 oi oi

en lére approximation) ; ces termes sont développés en série entiére des
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variables Poi> d partir du grade O.

b) caleul : on résout par approximations successives un systéme de N

équations, non linfaires, & N inconnues :

N ¢ .oy s
(2.25) Poi = Ki (pol’pOZ""’poN) i=1aN

en substituant dans les second membres de (2.25) les approximations successives

a partir de 1'approximation p; = O

Pas 2. Déterumination des z . et ¢ ..
o1 —_— o1l

On reporte la valeur des Poi obtenue au pas 1, dans les équations
(2.23) et (2.24) ; on en recherche une solution sous forme d'une somme de termes
périodiques a tré&s longues périodes, par la méthode qui sera exposée dans le

paragraphe II.3.4. On obtient (cf. (2.46) et (2.47)) :

z; = E A, exp /:T‘ck t
(2.26)
Coi = g Bik exp /-1 dk t

les ¢, et les dk sont des nombres réels du méme ordre de grandeur que les

masses (avec une unité de temps de 1'ordre des périodes de révolution des pla-
nétes), qui sont des combinaisons linéaires de 2N fréquences Xoj elles-mémes
de 1'ordre des maéses ; 1'indice k ne sert qu'a numéroter ces combinaisons.
Les amplitudes Aik et Bik sont des nombres complexes dont les modules sont
d'ordre zéro des masses ; elles sont déterminées de fagon & ce que pour t = O,
z . et r . soient €gaux 3 certaines valeurs moyennes des variables z, et

L; (voir 1le paragraphegﬂg4 sur les constantes d'intégration). Les plus grandes

de ces amplitudes sont de 1'ordre des excentricités et des inclinaisons.
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Pas 3. Repont dans £'tquation —2% .

Reportant les solutions p ., z ., L . dans 1'équation (2.22), il

oi’ “oi” “oi

reste 3 effectuer une quadrature pour obtenir dg Cependant, ce report

entraine 1'apparition de nouveaux termes indépendants du temps car parmi les

termes de degré 2 par exemple, un produit tel que zoiz ; (qui appartient 3
)

1'inégalité séculaire dans cette &quation) donmne le terme constant : ) AikKik'

k

On absorbe ces nouveaux termes constants dans les constantes P>
en reprenant au pas !, b) la résolution du systéme (2.25) complété par ces
nouveaux termes. D'un point de vue analytique, ces termes sont au moins de
degré 2 et d'ordre 1 ce qui est confirmé numériquement (cf. IV.2.1.) ; les modi-
fications des Po; sont alors trés minimes. On recalcule ensuite les =z ; et
Coi dans le pas 2, avec les nouvelles valeurs des Poi’ puls on reprend le

pas 3, et on boucle ainsi jusqu'd ce que les p,; ne soient plus modifiés

d'une itération a la suivante. Il reste alors 3 effectuer le pas 4 :

Pas 4. deterumination des q.;

- . ' - .
Ayant reporté les solutions Poi’ Zoi et Coi dans 1'équation (2.22),

et ayant €liminé les termes constants de cette &quation, il reste dans le second
membre une fonction du temps, de la forme :
dq

(2.27) °L - V3 ) [c,, expsT £, + C., exp —V71 £.t]
it Pl j ij j

ot 1l'indice j numérote les combinaisons fj non nulles des fréquences L

et d. introduites dans les solutions (2.26) de z . et g

Comme ces
k

oi’

fréquences, les fj 'sont de 1'ordre des masses ; les coefficients Cij sont

de 1l'ordre du produit d'une masse par le carré d'excentricités ou d'inclinai-

(2)
1

sons, comme les termes de K. dont ils sont issus. L'intégration de cette
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équation donne alors des termes d'ordre O des masses mais qui sont de 1'ordre

du carré des excentricités et des inclinaisons :

C.. C..
(2.28) q . = qo. + I {—El exp v~1 f.t - —ii-exp -v/-1 f.é]
ol o1 ; j ]
] fj fj

- . . . . o _ . .
la détermination de la constante d'intégration q,; Ssera étudiée au para-

graphe II.4.

Remarque : On peut proposer une forme différente pour les solutions
A]pi en y admettant des termes séculaires (ne dépendant que des variables Pois
Z s et Coi) (Duriez 1978) : on peut en effet ajouter 3 la solution de
1'équation (2.13) (aux dérivées partielles par rapport & t et par rapport
aux qoi) relative aux A]pi, une fonction arbitraire "séculaire', ne dépen-
dant que des Pois Zoi et ¢ .. Si on admet des termes séculaires dans la
somme {Z Lii)} de 1'équation (2.13) relative aux Alqi’ on peut les éliminer
en choisissant les fonctions séculaires introduites dans ByPy opposées 3 ces
termes séculaires. Ces fonctions séculaires <Alpi> correspondent au dévelop-
pement analytique (par rapport aux variables Poi® Zoi et Coi) de la per-
turbation constante du demi-grand axe qu'on introduit dans les théories clas-
siques a variations séculaires pour ne pas avoir 3 modifier le terme propor-
tionnel 3 t dans la longitude moyenne. En reportant la solution du systéme
autonome relative aux Pois Zoi et Coi dans la fonction séculaire de Alpi’

on obtiendrait des termes d trés longues périodes dans Alpi. Cette forme de

solution pour Alpi convient 3 1'ordre 1, mais elle entrafne 1'inconvénient

e
Poi
de produire 3 1'ordre 2 des termes non nuls dans —— é&gaux a
, t
a<p p.> vl a<) L5 qy(D
1¥1 o . N et o) e .- .
- » SOlt encore a . L'intégration des
oV dt BVO dt

dp(?)

équations n'est alors plus immédiate.

dt
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dzoi dz
et
dt dt

oi

11 - 3.4.- Intégration des équations

Poi dans les équa-

Aprés avoir substitué la valeur des constantes
2N

tions (2.23) et (2.24), et en notant X 1la matrice colonne formée des

on peut regrouper ces équations sous la forme ma-

variables z . et T .,
oi oi

tricielle suivante, séparant les termes linfaires des autres

X _ VT A x4+ /ST RET)

(2.30)
dt

Grice aux lacunes mentionnées au paragraphe 11.3.2, en rangeant les éléments

de X dans 1'ordre :

ol

o2

ol

L 2;oN

la matrice A est diagonale par blocs

ol A1 et A2 sont des matrices réelles carrées N x N, ©La wmatrice colonne
F a pour éléments des développements 3 coefficients réels, de degré impair
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au moins égal 3 3 des variables z ., z ., 4 . et C . (i=12aN). Les
oi’ “oi oi ol
matrices A et F sont d'ordre 1 au moins (on y a rassemblé les contributions

de tous les ordres) ; numériquement, pour les 4 grosses planétes les &léments

de A ne dépassent pas 19"/an (cf. tableaux 9a et 9b).

Les matrices A1 et A2 ont leurs valeurs propres toutes réelles ;

on pourrait en effet les mettre sous une forme symétrique par un changement
()
homothétique des variables. Les valeurs propres dépendent des valeurs données
aux masses et aux demi-grands axes. Pour celles qu'on observe dans le systéme
planétaire, les valeurs propres sont toutes distinctes, mais on pourrait trés
bien obtenir des valeurs propres &gales pour une répartition différente de
ces masses et de ces grands axes (Duriez, 1971). Une des valeurs propres de
A2 est nulle ; ceci n'est qu'une conséquence de ce que les équations en in-

clinaison ne sont pas indépendantes, les perturbations dépendant en fait des

inclinaisons mutuelles.

Soient L 1la matrice diagonale des 2N valeurs propres Ki de A,
. -1 . -1
P 1la matrice de ses vecteurs propres et P son 1lnverse. P et P sont

réelles et ont la méme forme diagonale par blocs que A. On prend des vecteurs

propres normés d | pour des raisons de bon conditionnement des calculs numéri-

ques.
Le changement de variables X = PY conduit & la nouvelle équation
matricielle :
dy -1 =
(2.31) Lo ALY+ /ST P F(PY,PY).
dt

Si on la 1limitait & sa partie linéaire, on obtiendrait la solution
de Laplace-Lagrange, 3 tré@s longues périodes puisque les valeurs propres sont

petites (elles sont du méme ordre de grandeur que les &léments de la matrice A) :

(%) cf. Tisserand p. 408.
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(2.32) Y = exp /=T L t ¥(0)

oi exp /-1 L t désigne la matrice diagonale d'éléments exp v-I Ei t et od

Y(0) est la valeur de Y pour ¢t 0, déduite de celle X(0) de X, sup-

[t}

posée connue a cet instant : Y(0) P—lX(O) 3 ayant normé les vecteurs pro-
pres, les é€léments de Y(0) sont de 1'ordre des excentricités et des incli-
naisons comme ceux de X(0), et sont donc petits dans le probléme des grosses
planétes. Or, la partie des équations qu'on vient de négliger est de degré 3
au moins par rapport aux variables Y et Y 5 par rapport a la partie liné-
aire, les coefficients des termes présents dans cette partie sont donc multi-
pliés par des quantités qui seront de 1'ordre du carré des excentricités et
des inclinaisons. On va alors considérer cette partie comme une perturbation
du systéme linéaire, caractérisée par un coefficient ¢ petit, de 1'ordre du

carré des excentricités et des inclinaisons, qu'on pourrait mettre en facteur

de la partie non linéaire en normalisant les variables Y, d'od 1'équation :

(2.33) Ko TLy+ e/ TeE,Y).
dt

Dans cette notation, € ne sert qu'd marquer le terme perturbateur.

Nous allons rechercher une solution par approximations successives
ordonnées suivant les puissances de €, en nous efforgant de ne pas introduire
de termes autres que périodiques, ce qui impose de modifier les fréquences (ou

valeurs propres) de la solution de Laplace-Lagrange. Pour cela, posons :

2
(2.34) Y = Y0 + e Y] + e Y2 + ..,
L=A +¢ A + 2A+
= € 1 82 .
Soit encore : L. = XA . + e X, ., + Ezk N i =1a2N
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. . - . i X i PR
et il s'agit de déterminer les ¢ Yi et les ¢ Ai de sorte que Y vérifie

1'équation (2.33) en restant quasi-périodique ; on obtient

dy le 2 de 2
Qb g ——+ g° £ +...=/—_1(A0+5A1+5A2+...)

dt dt dt

(2.36)
><(YO+eY +€2Y +...)+€/—1G(YO+€Y +...,§ + Y, +

1 2 1 o} 1
En développant G en série de Taylor au voisinage de YO et Y
puis en identifiant les termes de méme ordre en €, on obtient les approxi-

mations successgives par les équations suivantes

dy
(2.37) —2 = /ST A Y
dt [e N o]
dy, _
(2.38) e —=/1T A €Y, +/~1eA Y + /-1 ¢ G(Y ,Y)
de fo) I 170 o’o
dy
(2.39) 2 2o ST A ey, + ST Y, + ST eAAY
o 2 171 270
dt
+ /-1 82[-(33_(5) Y+ (—3—_)0\?1] etc...
-3y ° 3Y

Considérons alors l'8quation scalaire d'indice i dans 1'équation
q

matricielle (2.37) ; sa solution est

(2.40) y . = a; exp /=1 Ao.t

ol i

. < . s . . . éme
xoi est égal a Ei en premiére approximation, et a; est le 1

-~

é1ément {(complexe) de Y(o) égal a (P_]X(o))i. En introduisant ainsi dés
la lére approximation les constantes d'intégration a; du systéme complet,
on est amené a ne rechercher pour les autres équations (2.38), (2.39)... que
des solutions particuliéres s'annulant pour t = 0. Pour cela, il suffit de

voir qu'une équation du type :
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(2.41) - oy ) o, exp c t
dt i

admet pour solution particuliére, nulle quand t = 0, 1la fonction :

O .
L (exp At - exp cit).

A - c.
i

(2.42) y=)
1

Une telle solution convient si tous les c; sont différents de X (méme si A
est nul). Or, lorqu'on substitue dans €6(Y,Y) les solutions de la forme (2.40),
on obtient dans (2.38), des équations scalaires de la forme (2.41) ; par exemple

pour 1'indice ‘i :

d
—ey,; = vl A ey,  + /-1 a e kli exp V-1 Aoit

dt oi
(2.43)
+ V-1 ) v,. exp /-1 ¢, t.
: 1] ]
]
2N
Les fréquences Cj sont des combinaisons des xok : cj = kzl Bijok ol

Bkj € Z (l'indice j ne sert qu'd numéroter ces combinaisons) (0 ;  par
exemple le monome de degré 3, y§l§02 se transforme par cette substitution en

2...
aja, exp/:T(Zkol - Aoz)t

Mais parmi tous les termes constituant €G, il en est qui, dans (2.43) donne-
ront une fréquence cj égale a Aoi (on parle alors de terme résonnant) ; au

degré 3 par exemple, ce sont des termes dont les mondmes sont de la forme

(%) Remarquons encore que G &tant composé de termes de degré impair, ces com-

2N
binaisons sont telles que : z Bkj vaut 1 (cf. 1V.2.2.2.2).
k=1
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YoiVorlok dui se transforment en exp v~1 Aoi t. Dans - (2.43), le terme

a.a, a
1 k'k
-1 ais X]i expv-1 Aoi t est lui-méme résonnant mais son cepefficlent est

jusqu'd présent indéterminé puisqu'il contient € Ali : on calcule justement

ekli de facon 3 &liminer tous les termes résonnants qui sont créés dans le

développement des mondmes de la fonction €G. Par exemple, au degré 3, les

. . éme = PR
termes résonnants de la 1 composante de €G : El‘i 8517 01Y ok ok sont éli
minés en calculant ekli par la relation :

(2.44) : : . Ekli =-) 8k 3 % -
k

On éliminerait en méme temps les termes résonnants de degré 5, 7, ... Ayant
ainsi eA]i, pour i =1 3 2N, on obtient .une meilleure valeur de Aoi’
ggale a Zi - € Ali dont on se sert pour intégrer les termes non résonnants
de (2.43) notés Y,. :
e . otés Yij :

A

Yi-
(2.45) €yli = Z 13 (exp V-1 Aoi t —exp V-1 c. t).

ij AL =-c. ]
oi j

Les termes de £G sont d'ordre 1 au moins ; comme les valeurs propres
de A sont du méme ordre, 1'intégration précédente donne donc des termes d'or-
dre O par rapport aux masses. Ces derniers sont cependant de 1'ordre du cube

des excentricités et des inclinaisons, puisque €G est de degré 3 au moins.

On opérerait de la méme fagon avec 1'&quation (2.39), en calculant

2 S aqs s _ . .
> A2 de fagon a éliminer les termes résonnants introduits par ezAlYl et par

1

Ez(kég) Y, + (EE) ?:} ; on en déduit une meilleure approximation de A ,
-3y ° a7 © ! °

'

~ < 2 . . . -
égaleda L - EAI - e A puis par l'intégration des termes non résonnants, on

29

. 2 .. .
obtient ¢ Y2 et ainsi de suite...
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On voit donc que les 2N fréquences initiales ﬁi sont modifiées

., - 2 . . o
par des quantiteés gkli + € Azi"" qui sont au moins de 1'ordre du carré

des excentricités et des inclinaisons (d'aprés (2.44)), et on obtient pour la

variable Y wune solution ne comportant que des termes & trés longues périodes.

La solution X, &égale a PY, a la m€me forme, et finalement, on

obtient les wvariables z ; et goi sous la forme suivante :

]
o~

(2.46) z s & bij exp/:TAAOj t + E €.y eXP V:T'Wk t
2N
(2.47) ¢, = j=g+] dij exp V-1 >\OJ. t + 12( £:, exp /=1 6, t

Les wk et les Gk sont des combinaisons linéaires entiéres des

>
e

0j les coefficients sont complexes, calculés pour représenter z . et

Coi a t=20.

Si les termes non linéaires des &quations de départ sont suffisamment
petits,. le processus converge. On peut &tudier cette convergence en résolvant
le systéme autonome par étapes, en ne considérant d'abord que le systéme
d'ordre 1, puis le systéme regroupant les ordres 1 et 2, puis celui d'ordre 1,

2 et 3 etc... Connaissant ainsi la contribution de chaque ordre on peut décider
s'il est nécessaire de faire intervenir 1'ordre suivant d'aprés 1'importance
de chaque contribution par rapport aux précédentes. On verra dans le chapitre IV

ce qu'il faut penser de cette convergence pour le probléme des 4 grosses planétes.

L'avantage de cette méthode d'intégration par rapport a la méthode
de Krylov-Bogoliouboy utilisée pour le méme probléme par P. Bretagnon (1974),

est de fournir une solution dans laquelle les constantes d'intégration intro-

duites dans la premiére approximation, n'ont pas 3 &tre ajustées 3 1'issue des
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suivantes. En effet, la solution donnée par la méthode de Krylov-bogolioubov
n'est pas identique 3 celle que nous avons obtenue (cette solution n'est d'ailleurs

pas unique) : Dans cette méthode, on obtlent & la place de (2.46) et (2.47) :

N

zOi = JZI Bij exp /-—]O\Ojt + (j)J) + 12{ Eik exp V=1 "}’k
2N

o v g0 e

ol les Wk et @k sont des combinaisons entiéres des (Aojt + ¢j) et od les

amplitudes B.., D,., E,. et F.,., sont des nombres réels ; les 4N cons-
1] 1] 1] 1]
tantes d'intégration sont les 2N phases ¢j (chacune étant associée & une

fréquence X .) et les 2N amplitudes B,., et D.,
0] ii ii

; les autres amplitudes
dépendent de ces constantes. Ces 4N constantes, obtenues d'abord par 1'inté-
gration du systéme linéaire, sont modifies ensuite dans la méthode de Krylov-

Bogolioubov par 1l'introduction des termes non linéaires du systéme autonome

et doivent 8tre ajustées pour que la solution convienne 3 l'instant initial.

Au contraire, nos 4N constantes d'intégration sont les valeurs

(complexes) que prennent les variables z ., et ¢ 4 1'instant initial et

ol ol

ne sont pas modifilcsu par 1'apport des termes non linéaires ; en conséquence,

on obtient par exemple pour . (égal & A 0 SR R
y; (g y Vi3

oi
N "\
Yij Tij s
y. = (a, + E — + . Jexp V-1 A .t - z ——= exp V-1 c.t -
i i : oi - j
i A, ~c. i AL - c.
o1 ] o1 ]
oli certains des c¢., sont &gaux aux A _, C# X .).
i 0] oi
Lorsqu'on passe ensuite aux variables z . et Coi’ comme les coefficients
N , Do s
Yij sont quelconques, on trouve que la phase associée a Aok dans =z ; ou
o
Coi n'est pas égale 3 celle associée au méme Aok dans les autres solutions
zZ . ou L,. (3 # 1i). Seule la phase associée & la valeur propre nulle est

0] 0]
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la méme dans tous les Coi ; 1'amplitude associée & cette valeur propre nulle

)
(.

est d'ailleurs aussi la méme dans tous les Co

Rema&gue : Il est possible de conserver assez facilement la solution
en variable Y sous une forme complétement analytique par rapport aux constantes
d'intégration Y(0), au moins dans les deux premiéres approximations Y, et

€Y avec tout 1l'avantage que cela comporte dans le cas ol on est amené a

E
modifier ou 3 ajuster ces constantes.

Le plus difficile & obtenir pratiquement, c'est le transformé
P—IF(PY,P§) des termes non linéaires F(X,X) ; cette transformation implique
que dans chaque mondme de F(X,X), on substitue 3 chaque variable un polyndme
homogéne de degré 1, opération longue & effectuer lorsque le degré des mondmes
est 8levé, d'autant plus qu'alors le nombre de ces mondmes est lui-méme grand.
Cette transformation dépend, comme la matrice P, des valeurs données aux
constantes Poi et doit donc €tre effectuée 3 chaque passage dans le pas 2

de 1'algorithme décrit en II.3.3.

(*¥) La valeur propre nulle de la matrice A, reste nulle lorsqu'on tient
compte des termes non linéaires car la singularité des équations concerne
aussi ces termes. L'expression (2.47) des Coi contient donc un terme
constant. On pourrait sans doute montrer que ce terme serait nul dans
chaque Lot si le plan de référence Sxy auquel on rapporte les incli-
naisons &tait le plan invariable du systéme solaire (Tisserand (p. 423)
en donne une démonstration dans le cas du systéme de Laplace-Lagrange
d'ordre 1). Ce' terme constant caractérise donc la position du plan in-

variable par rapport 3 Sxy et doit étre le méme dans chaque I
ol
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1T - 4.- Remarques sur La détermination des constantes d'intégration.

-~

I1 faut qu'a 1'instant initial choisi, repé&ré arbitrairement par la

valeur t = 0, la solution générale

ci(t) = Goi(t) + Aoi(oo,t)

représente la valeur de 1'élément osculateur 9 a cet instant. Cette solution
contient les 6N constantes d'intégration, introduites & des stades plus ou
moins avancés du calcul, qu'on devrait en principe déterminer & la fin pour que
cette solution satisfasse les observations. En supposant que ces observations
soient ramenées 3 la donnée des éléments osculateurs # un instant initial, cela

reviendrait & résoudre par rapport 3 ces constantes, le systéme d'équations :
. . =0 .(0) + . .
(2.48) 0, (0) 01 (0) + bo. (0 ,0)

En fait, les théories classiques existantes & variations séculaires
(et notamment celle de P. Bretagnon (1978)), déji ajustées aux observations sur
un certain intervalle de temps, fournissent avec une cértaine précision ces
éléments osculateurs @ n'importe quelle date dans cet intervalle. En outre, la
comparaison formelle entre notre solution générale et la solution de P. Bretagnon
(comparaison faciiitee par la nature presque identique des variables utilisées
dans les deux théories(*)), permet d'obtenir une valeur approchée de ces cons-
tantes avant méme d'avoir construit la solution générale, ce qui rend possible
1'utilisation de leur valeur numérique au cours de cette construction. Nous
allons seulement nous intéresser ici & la détermination des constantes d'inté-
gration de la solution générale, par sa comparaison avec la solution obtenue par
P. Bretagnon, constantes qu'il faudrait éventuellement améliorer par la suite si

la précision 1l'exigeait.

(¥)  On pourra voir dans l'annexe 4 que la solution en variables osculatrices
d'ordre 0 ne différe de celle qu'on obtiendrait avec les variables oscu-
latrices classiques, que par des termes périodiques, sans conséquence sur
la détermination des constantes d'intégration introduires dans la solu-
tion du systéme autonome,
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Reprenons la forme de la solution des théories & variations séculaires,
valable sur 1'intervalle de temps AT (développées a 1'ordre u)
(0) (0) T L0k b (o) k-1
(2.49) 0,(6) = 5.70(t) + Py (t) = Yosato ) () pat )jexp/:Tejt.

k=0 K i k=1 K

Les éléments moyens sont par définition les parties "séculaires"

k
Si(g)(t) = Esii)t )

Yo s . (9) . - 5 1 . ' s
Les constantes d'intégration s;, v sont ajustées a 1l'observation, c'est-d-dire
. - g g - .
que pour différentes dates, la somme SE )(t) + Pi )(t) représente le mieux les
(0) (@ (o) (o)

observations 3 ces dates. Les autres coefficients s, i1 oPs s

i1 *842 o0 et

dépendent de ces constantes et on doit avoir & t = 0O
()] (o)
(2.50) 0.(0) = s; 7 + g(pi] )j.

g
Remarquons que les constantes sg ) S(G) S(O)

. . ... sont relatives a
io >741 *7i2

la théorie qui les a fournies, et qu'elles seraient différentes si par exemple,
. . g o . C e o
la liste des termes mixtes retenus dans Pi )(t) était modifiée ; de cette

facon elles dépendent de la précision atteinte dans cette théorie.

La solution de la théorie classique contient des développements en
puissance de t qui représentent en fait la solution du sytéme autonome
() p (o) .

Si (t) est le développement de Goi(t), et Pi (t) celui de Aoi(oo,t)
(obtenu en n'y développant que OO). En rapprochant les équations (2.48) et
(2.49) il est alors naturel de prendre au moins en premiére approximation,

~ P . gy <
les valeurs initiales Goi(o) égales aux éléments moyens classiques Sio) a

cet instant. Cependant comme la théorie générale n'est pas forcément développée

avec la méme précision que la théorie classique, et que en conséquence les



termes périodiques conservés dans les deux théories ne sont pas forcément les
mémes (du fait aussi de lacunes inévitables par exemplé dans la détermination
des termes & longues périodes), ces valeurs approchées Ooi(o) devront néces-—
sairement Etre par la suite ajustées de fagon & satisfaire 1'équation (2.48),

et d'autres analogues pour d'autres dates.

En ce qui concerne les variables z ; et Coi’ on a donc pris les
2N constantes d'intégration (complexes) Zoi(o) et Qoi(O) égales aux élé-
ments moyens 1950.0 adoptés par P. Bretagnon, lesquels sont issus des &léments
moyens <e>, <>, <i> et <0Q> de Le Verrier, ramenés 3 1950.0 (voir le

tableau 2).

TABLFAU 2

CONSTANTES UTILISEES DANS LA THEORIE GENERALE

Eléments moyens 1950.0

e C(o)
- i ° i
N en 'IanI A en ua Me/m e cos O e sin @ sin = cos sin ~ sin @
2 2

Jupiter 109 256,6116 5,201 150 028 1 047,355 0,047 074 079 0,011 324 178 -0,00! 968 79! 0,011 224 426
Saturne 43 996,0792 9,537 953 84 3 498 -0,002 019 885 0,055 682 376 -0,008 570 730 0,012 971 063
Uranus 15 424,8362 19,183 042 6 22 869 ~0,045 912 249 0,006 215 059 0,001 889 721 0,006 473 526
Neptune ‘7 865,6222 30,054 574 19 314 0,006 087 289 0,006 629 096 -0,010 205 793 0,011 645 333
Référence (€D 2) 3 (4)

(1) : Constantes de la Connaissance des Temps, tirées des tables de Le Verrier et Gaillot

(2) : déduit de N et de GMe par la 3e loi de Kepler, avec GM° = 3548",187606965 j_l x 365,25

(3) : Masses proposées au Colloque d'Heidelberg (Kovalevsky, 1971)

(4) : Constantes issues des &léments moyens de Le Verrier et de Newcomb, identiques & celles adoptées par

construction de la solution du systéme autonome que pour calculer la modifi-

P. Bretagnon et J.L, Simon (Simon J.L., Bretagnon P. 1975).

Les valeurs numériques de ces constantes ne sont utilisées dans la

'

cation des valeurs propres ﬂj de la solution de Laplace-Lagrange, résultant

des parties non linéaires du systéme autonome, et pour exprimer numériquement
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les amplitudes et les phases de cette solution. D'un point de vue pratique,

la solution de ce systdme en variables Y peut rester analytique par rapport
d ces constantes pour les deux premiéres approximations Y0 et ng, mais au
deld, et lorsqu'on revient aux variables z; et Coi® il est beaucoup plus

commode de remplacer ces constantes par leur valeur ; il serait cependant

facile de tenir compte d'un ajustement ultérieur de ces constantes.

I1 est bien plus important de connaftre les bonnes valeurs des
"moyens mouvements" Ni qui, eux, sont utilisés numériquement dés le début
pour construire les seconds membres des €quations puis pour intégrer les termes
périodiques (on a vu que le choix des pég) nuls revenait a faire jouer aux
Ni le rGle de constante d'intégration). Pour déterminer la valeur des Ni
a partir des théories classiques, il faut remarquer que Ni est le coefficient
du temps du seul terme "séculaire" présent dans la longitude moyenne (si p(9)

0ol

est nul) :

(2.51) Ay =Nt = /AT q; = Nt - vasy q; - /:T'Aqi.

i
Dans la théorie classique, on obtient :

(2.52) A. =€ + N..t + a.t2 + b.t3 + ..+ P.O\)(t)
1 o} 11 1 1 1

. ‘s A =
ou N]i est le moyen mouvement moyen. Comme on identifie P§ )(t) a -v-l Aqi,
et qu'on a exprimé d,; ©n une somme de termes 3 trds longues périodes (voir

(2.28)), on s'apercgoit que Ni n'est pas exactement égal a N en effet,

1i ¢

si on développe en puissances de ¢t les termes a trés longues périodes de

1'expression (2.28) de 9,;» ©On obtient, au voisinage de t = 0 :

C.. -¢C..
(2.53) Qi =9z * L=+ T T, + B e+ 0e)
] f. b tJ ]

de sorte qu'on doit avoir :
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= C.. + C,,
(2.54) Ny; =N+ ] (€5 *+ C;0)
J
Les Cij dépendent évidemment de la date correspondant a

t = 0, mais rappelons que ce sont des quantités de 1'ordre du produit d'une
masse par le carré d'excentricités ou d'inclinaisons, de sorte que 1'écart

(%)

Ny - Ni doit &tre inférieur 4 10 Ni . Par ailleurs, Nli a été ajusté aux
observations au voisinage de t = O, et il est possible qu'il manque dans la
théorie certains termes & période longue (supérieure & la durée pendant laquelle
on dispose d'obsrvations) ; or l'ajustement aux observations d'une solution in-
compléte entraine 1'adoption d'une contribution empirique aux Nli qu'on devrait

éliminer en toute rigueur pour évaluer les Ni'

Ceci montre que les moyens mouvements moyens NS des théories &

variations séculaires dépendent de la date choisie comme instant initial, de

1'intervalle durant lequel on a des observations, et de l'intervalle AT de sa
validité ; les constantes Ni de la théorie générale ne devraient pas dépen-—
dre de ces quantités (si le systéme solaire est stable), mais pour les détermi-
ner il faudrait des observations sur une durée illimitée, ou des observations

infiniment précises sur un intervalle de temps fini et une théorie générale

parfaite.

Pour ces raisons, et parce qu'on ne connait pas a priori la somme
) C.. +C.,., on a considéré en premiére approximation N, égal a N . ;
? 1] 1] ~ 1 11
3

on pourra alors voir si la somme E Cij + Cij qu'on obtient dans la théorie
construite avec ces Ni est suffisamment petite pour qu'il suffise d'appor-
ter quelques corrections, en se servant pour cela du développement de la solu-
tion par rapport aux variables p. 8i aprés cela on observe encore une dérive
linéaire en t entre les longitudes moyennes issues de la théorie générale

o),

: (d'aprés 1le

et celles qu'on observe, il faudra 1'assimiler au terme pé

paragraphe II.2), et modifier en conséquence les Ni'

(%) cf. paragraphe IV.2.3b.
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. ) . . o . N
Enfin, quant aux constantes d'intégration q, ;> on voit d'aprés les
expressions (2.51) & (2.53) qu'il suffit de les prendre pour commencer, égales

a @

(2.55) qO' = g + /—~] Z __i_..._____i_j. s

En fait, on peut ignorer leur valeur numérique tant que le temps t
n'est pas lui-méme remplacé par une valeur numérique dans la solution & courtes
périodes : on a besoin de leur valeur seulement pour calculer 1la valeur des

€léments osculateurs Pis 45 2y et Ci pour t donné.



CHAPITRE 111

MISE EN OEUVRE DE LA THEORIE GENERALE

Cette mise en oeuvre est essentiellement un probléme de traitements
analytiques sur ordinateur : il faut d'abord obtenir le développement des
seconds membres des équations et ensuite les structurer et les codifier de

maniére & pouvoir les manipuler le plus efficacement possible.

ITT - 1.- Problemes nelatifs & La construction des seconds membres des equations.

Le principal probléme concerne le nombre infini de termes que contient
a priori chaque développement. Pratiquement, on doit limiter ce nombre en utili-
sant des critéres de sélection basés sur 1'importance des termes qu'on retient
dans les seconds membres, vis—a-vis de la précision qu'on souhaite atteindre

dans la solution.

ITT - 1.7.- Comstruction des seconds membres des quations.

Pour faciliter cette sélection terme 3 terme, nous avons mis au point
un algorithme permettant de calculer le coefficient de chaque terme, indépen-
damment de tous les autres termes, dans 1'ordre que 1'on veut. Pour ne pas
allonger ce paragraphe, le détail de cet algorithme a &té reporté dans 1'annexe 2.
I1 importe seulement de savoir ici que le calcul isolé du coefficient de chaque
terme, de la forme (1.22), nécessite la construction préalable de tables bornées,
.,0

de sorte que les exposants Z,nl,n de son mondme soient compris dans

27" 10
1'ensemble E(g,6e,éi,6,£M) ainsi défini :
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n, o +n <g grade maximal
= + n, + +n, < 6 degré maximal en excentricité
de % 37 "y 8~ &
d. = n, +n +n, +n, . & 6, degré maximal en inclinaison
i 4 T U5 T Mg T Mg 7 O deere maxim
di + de € § degré maximal
|e] < &, ‘
Le choix des bornes g,Se,di,B et ZM résulte de la précision qu'on
. . . - . (¥ . .
souhaite atteindre dans la solution pour un probléme donné ) ; ainsi, les
seconds membres des équations étant d'ordre 1, la valeur de g, qui est le

degré maximal par rapport aux variables
1'ordre des masses, indique que 1'ordre
La valeur de & dépend de 1'importance

dans le probléme traité ; la valeur de

des grands axes des couples de planétes

P, lesquelles sont numériquement de

maximal qu'on pourra atteindre est g+l.
des excentricités et des inclinaisons

ZM dépend de 1'importance du rapport

de ce probléme.

Le tableau 3 donne le nombre de termes du développement des seconds

membres des &quations, pour £ fix&, suivant les valeurs adoptées pour

g.6.,8

1

et §.

e
Si on choisit les bormes ZM
valeurs dont on verra qu'elles sont raisonnables pour les 4 grosses planétes,
le calcul évoqué en légende de ce tableau conduit, pour 4 planétes, & un total
de 23 248 320 termes. Ceux-ci ne concernent que les seuls développements des
seconds membres ; n'oublions pas que pour chaque terme, il faut conserver en

plus de son coefficient 1'information suffisante pour reconstituer son mondme

(12 exposants et 12 variables prises parmi les 24 possibles), et que ceci ne

'

(%) Dans 1'article inclus dans 1'annexe 2, ces bornes sont notées ® et J

M’

avec la correspondance : § + g =w et ZM = Jy-
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TABLEAU 3

Nombre de termes desrdéveloppements des seconds membres des
équations, cumulé&s jusqu'Zd un degré et un grade donnés, qu'on trouve par
équation et par couple de planétes (perturbée et perturbante) pour chaque
valeur de £ (pour les degrés supérieurs 4 5, le degré en inclinaison est

limité & 4).

Développement pair par rapport Développement impair par rapport

aux inclinaisons : aux inclinaisons :

équations é£~, dq et dz équation 4

dt dt dt . de

grade grade

degré 0 ! 2 degrée (0] 1 2
(o] 1 3 6 o] o] o] 0
1 5 15 30 1 4 12 24
2 25 75 150 2 20 60 120
3 85 255 510 3 80 240 480
4 255 765 1530 4 240 720 1440
5 651 1953 3906 5 580 1740 3480
6 1435 4305 3610 6 1204 3612 7224
7 2815 8445 16890 7 2240 6720 13440

Dans une théorie a N planétes en intéraction, avec || < ZM et
avec des bornes g et § identiques pour chaque couple de planétes, on a ic
nombre total de termes dans chaque équation en multipliant chacun de ces nombres
par (N-1) (2 KM + 1) ; et il y a 3N équations paires et N impaires par

rapport a .
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constitue que le point de départ de la théorie : il faut intégrer ces dévelop-
pements pour avoir la solution d'ordre 1, en faire des dérivées partielles
par rapport d toutes les variables, puis des produits, et une nouvelle inté-

gration pour avoir la solution d'ordre 2,...

Le nombre de termes qui résulte de ces bornes est trés grand, mais
heureusement, il est possible de le réduire : nous allons tout d'abord voir
que dans une solution semi-numérique (*)  4u ler ordre construite avec ces
développements, ces bornes ne sont vraiment utiles (& 1'ordre 1) que pour quel-
ques inégalités (essentiellement 3 longues périodes) ; la presque totalité de
ces termes apporte une contribution inférieure & 0",00! qu'il est alors 1lé-

gitime de ne pas conserver si c'est la précision souhaitée.

Nous verrons ensuite que cette sélection des termes d'aprés leur
valeur numérique doit cependant &tre affinée pour convenir 4 la solution géné-
rale d'ordre 1, et qu'il faut encore ajouter d'autres critéres de sélection 3

1'ordre 1 pour que l'ordre 2, comstruit avec cette sélection, soit convenable.
p

11T - 1.2.- Crnitenes de sélection et choix des bornes g, S, 5e, §. et ZM

1 _

dans une théonie Limitée a L'ondne 1.

Pour préciser ce choix, nous nous sommes d'abord servis du dévelop-
pement complet (jusqu'au degré 5) d'un certain nombre d'inégalités dans les
seconds membres des équations, dont nous avons calculé@ une solution du ler ordre
sous forme semi-numérique. Nous avons adopté ce type de solution au début de ce
travail pour contrdler 1'exactitude des développements fournis par 1'algorithme,

par comparaison avec la solution du méme type obtenue par J. Chapront et al.(1975)

€3] I1 s'agit d'une solution obtenue en intégrant les seconds membres des
équations dans lesquels on a au préalable annulé les variables p et
remplacé les variables z et ¢ par les valeurs des &léments moyens
pour 1950.0, ne laissant sous forme littérale que les variables X ;

les masses et les moyens mouvements moyens sont €galement numériques.
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a la précision de 0,001. En séparant‘dans ces développements les contributions
des termes de méme degré, cette comparaison permet d'évaluer la contribution
des termes de degré supérieur qu'on a négligés, et la précision atteinte 3 un
degré donné dans ces inégalités (voir tableau 9a et 9b de l'article inséré

dans 1'annexe 2).

On peut ainsi estimer que pour les 4 grosses planétes du systéme
solaire la précision de 000! serait acquise dans une solution semi-numérique

d'ordre 1 en choisissant les bornes § = 9 et KM de 1'ordre de 20.

Cette méme étude a montré que la presque totalité des termes cal-
culés apporte une contribution négligeable a cette solution d'ordre 1 (voir
tableau 11, annexe 2) : les termes significatifs de la plupart des inégalités
retenues sont ceux de degré le plus bas, ou ceux de degré le plus bas et ceux
immédiatement supérieurs. Seules quelques inégalités a longues périodes,essen-
tiellement la grande inégalité, nécessitent un développement au degré maximal.
La borne KM = 20 n'intéresse par ailleurs que les couples de planétes ayant

un rapport o de leurs grands axes voisin de 1 (comme Uranus-Neptune avec

a = 0,63).

Etant donné un seuil (par exemple 0,001), on peut donc sélectionner
dans la soluticn semi-numérique d'ordre 1, un nombre réduit de termes (par
exemple quelques dizaines de milliers) qui sont ceux supérieurs en valeur

absolue 3 ce seuil, fixé en rapport avec la précision souhaitée.

Cependant, cette sélection est basée sur la valeur des variables z_ .
et Coi d une date donnée, et on n'est pas assuré que des termes négligeables
d cette date le resteront ou l'ont toujours &té. Cette sélection ne convient
donc pas a la théorie générale qui ambitionne une durée de validité beaucoup
plus grande que la théorie semi-numérique, valable seulement au voisinage (quel-

ques millénaires) d'une date donnée. Plutdt que la valeur des termes de la so-

lution semi-numérique, & une date fix@e, 11 est préférable d'utiliser une majo-
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ration de ces termes, déterminée d'aprés'les valeurs maximales que peuvent
atteindre les variables z . et Coi dans la solution & trés longues périodes
du systéme autonome. Ces valeurs sont inconnues a priori tant qu'on n'a pas la
solution générale du probléme planétaire, mais on peut les &valuer déja conve-
nablement en construisant le systéme autonome d'ordre ! et en le résolvant une
premiére fois, avant méme tout calcul des termes périodiques ; on peut aussi

se servir des résultats de P. Bretagnon (1974) qui tiennent compte d'une par-

tie de 1l'ordre 2. On aboutit alors aux valeurs maximales suivantes, pour le

module des variables z . et oo; relatives aux 4 grosses planétes
’Zolmax |(;o{max
Jupiter 0,062 0,005
Saturne 0,086 0,009
Uranus 0,085 0,010
Neptune 0,016 0,012
Les valeurs de IColmax sont relatives 4 des inclinaisons sur le

plan invariable du systéme solaire.

Pratiquement, pour simplifier le calcul du majorant de chaque terme,
nous avons utilisé des bornes uniques pour les quatre planétes : [zof < 0,09
et lco( € 0,02 (cette derniére valeur permet de borner les inclinaisons mu-
tuelles). On verra enfin, en IV.2.1, que les Pos sont des constantes toutes
inférieures en valeur absolue & 0,004. On peut donc majorer ces variables par

ces valeurs pour &valuer les termes de grade non nul.

Avec ces majorations, et pour un seuil fixé, on retient évidemment

davantage de termes que dans la solution semi-numérique.
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IIT - 1.3.- Cnitdnes de sélection & adopter & L'ondrne 1 pour construwire R'ondre

Nous ne voulions pas aborder d'emblée la construction de 1'ordre 2
dans la théorie générale 3 1'aide d'ume solution d'ordre 1 "trop volumineuse',
préférant auparavant construire un modéle réduit, pour apprécier les problémes
pratiques qul se posent et tdcher de les maitriser. Aussi, nous avons adopté
dans le cadre de ce travail les bornes suivantes, qui conviennent déjid bien

au probléme des 4 grosses planétes :

g:l 6:6 =7 6_:4 /ZM::IZ

Cette valeur de g, permet d'atteindre l'ordre 2 ; 1la valeur de §
tient compte de ce que, pour la grande inégalité, la valeur & = 5 adoptée
dans 1'étude de la solution semi-numérique s'@tait avérée insuffisante. Cette
valeur s'est également imposée dans la construction du systéme autonome pour
juger de la convergence des développements de ses seconds membres en fonction
du degré de leurs termes (voir IV.2.2.2). Le degré en inclinaison a été limité
a8 4 parce que les variables ¢ jouent un rdle moins important que les varia-
bles =z dans le probléme des grosses planétes (cela réduit aussi le nombre de

termes a calculer).

Nous avons fait plusieurs essais, en retenant d'abord les termes pé-
riodiques dont les majorants intégrés dépassaient 1", puis 0",1 (au sens des
majorations précédentes). Le premier essali ne concernait en outre que le pro-
bléme plan des 4 grosses planétes, limité au degré 5 en excentricité&. Avec la
solution d'ordre 1 qui résulte de cette sélection, nous avons construit le sys-
téme autonome d'ordre 2. Nous avons également calculé 3 part la contribution
a ce systéme autonome de quelques inégalités périodiques, soit en les dévelop-
pant complétement & l'ordre | dans toutes les équations (3 un degré suffisamt),
soit en appliquant les critéres de sélection précédents, ceci pour estimer la

précision résultante & 1'ordre 2. (cf. IV.2.2.2 lc).



- 68 -

I1 ressort de ces divers essaié, que le critére permettant de sélec-
tionner des termes par la simple comparaison de leur majorant avec un certain
seuil, doit €tre affiné pour tenir compte des relations qui peuvent exister
entre certains termes d'ordre 2, et qui peuvent par exemple conduire & 1'élimi-
nation totale de tout un groupe de termes (& condition de les prendre tous),
comme dans le théoréme de Poisson. On a vu dans ce théoréme que les termes
issus des parties indirectes de la fonction perturbatrice étaient responsables
de 1'élimination totale de 1'inégalité séculaire d'ordre 2 relative aux varia-
bles P,;- Nous avons constaté que ces mémes termes (issus des parties indi-
rectes) jouent aussi un rdle important dans des éliminations partielles, obser-
vées dans le développement du systéme autonome d'ordre 2 pour les variables
z; et Coi® L'antisymétrie des équations est sans doute impliquée aussi
dans ces éliminations partielles, de méme que le fait que pour construire le
systéme autonome d'ordre 2, on combine des inégalités périodiques opposées. I1
faut donc conserver tous les termes des inégalités intervenant & chaque degré

dans les parties indirectes de la fonction perturbatrice, ne serait-ce que

pour 1'application pratique du th@oréme de Poisson.

Par ailleurs, si, grice aux majorants, on a sélectionné un terme de
grade nul, nous avons constaté qu'il fallait conserver systématiquement le
développement de ce terme au grade 1, car on en a besoin pour obtenir les déri-
vées partielles de ce terme par rapport aux variables p, sans cela les &li-

minations partielles et totales dont on vient de parler ne se font plus.

I1 vy a enfin les relations existant entre les termes dépendant des
variables ¢ dans le développement des inégalités : la somme de leurs coef-
ficients est nulle ; cette propriété est aussi vraie 3 l'ordre 2. La tronca-
ture des développements’é 1'ordre 1 peut conduire 3 ne conserver qu'une partie

de ces coefficients (dont la somme n'est alors plus nulle) ; cette troncature
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se répercute & 1l'ordre 2, donnant dans ce cas une somme non nulle pour les coef-
ficients des termes ayant, en facteur des 7, un méme mondme des variables p
et z. L'examen de ces sommes, qui devraient &€tre nulles, permet d'estimer la

précision atteinte 3 1'ordre 2 dans la détermination de ces termes.

11T - 1.4.- Construction des seconds membres des Equations.

Finalement, pour construire les seconds membres des équations, nous
avons utilisé les crité@res suivants de sélection des termes périodiques d'ordre 1 :
nous conservons dans les équations tous les termes de grade O dont le majorant
est supérieur a 0",]1 dans la solution ; le seuil de 0",! est abaissé 3 0",0001
dans le cas d'un terme intervenant dans les parties indirectes de la fonction
perturbatrice (pour le théoréme de Poisson). Pour chacun de ces termes, nous
calculons son développement de grade 1 (soit 2 termes 1'un en p; 1'autre en
p. dans 1'expression 1.22). Quant aux termes séculaires d'ordre 1, nous les

avons tous gardés afin d'avoir un systéme autonome d'ordre | le meilleur possible.

On trouvera dans le tableau 4 la répartion du nombre de termes retenus
d 1'issue de cette sélection, degré par degré, sachant que pour le couple Jupiter-
Saturne, on a développé jusqu'au degré 7 et avec EM = 12, tandis que pour les
autres couples on a limité le degré a 5 et ‘ZM d 8. Pour les parties de degré
élevé, ces nombres concernent essentiellement des termes issus des parties indi-
rectes des fonctions perturbatrices et ceux des inégalités & longue période comme
le (2,-5) ou le (4,-10) de Jupiter-Saturne, ou le (1,-2) d'Uranus-Neptune.
Le calcul de tous ces termes a demandé& environ une heure (sur IRIS 80). Structu-
rés comme on le verra dans le paragraphelIl2, ils occupent prés de 230 pistes

de 2 048 mots de 4 octets.

On verra dans le chapitre IV que cette sélection permet de construire
le syst@me autonome d'ordre 2 avec une précision relative de 1'ordre de quelques

milliémes. Pour 1'améliorer, il faudrait utiliser un seuil plus bas que 0",1 ;
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TABLEAU 4

Nombre de termes retenus & 1'ordre 1 dans le développement des seconds
membres des équations et dans le systéme autonome, répartis suivant les planétes

et suivant leur degré (grades O et 1 réunis).

Termes périodiques : équations relatives &

degréi Al p; ou Al q; Al z. Al Cs
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

0 72 108 114 84 72 108 114 81 0 0 0 0
1 270 384 444 270 222 318 330 213 72 108 90 54
2 582 912 870 576 474 720 693 504 144 261 180 144
3 714 1314 1098 816 507 1014 1005 804 177 351 486 420
4 780 1668 1956 1632 690 1257 1575 1428 345 534 831 687
5 1074 1818 2244 1824 717 1272 1551 1200 711 549 648 444
6 564 1347 636 1260 318 519
7 870 1182 267 1083 51 213

TOTAL : 25587 20115 8337

Termes séculaires : équations relatives 3

q - z . g

ol ol oi
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

0 12 12 12 12
1 18 18 18 18 18 18 18 18
2 75 75 75 75
3 180 180 180 180 180 180 180 180
4 471 471 471 471
5 900 900 900 900 792 792 792 792
6 552 552
7 864 864 648 648

TOTAL : 3336 5920 5256




cependant, les calculs qu'on a faits de la contribution & 1'ordre 2 de quelques
inégalités périodiques d'ordre 1, soit en utilisant ce type de sélection, soit
en conservant leur développement complet jusqu'd un degré fixé, montrent qu'il
conviendrait alors d'adopter en plus des critéres précédents, le critére sui-
vant : dés qu'un terme a été sélectionné (par les majorants définis ci-dessus)
il faut conserver systématiquement tous les termes de méme degré de 1'inégalité

(%)

3 laquelle il appartient, et également les termes de méme degré de cette
inégalité dans les autres équations ou on peut la trouver. Ceci éliminerait com-—
plétement les troncatures dans les développements en variables ¢, et favori-
serait au mieux toutes les relations pouvant conduire 3 des &liminations par-
tielles ou totales entre termes d'ordre 2. Cela revient en fait 3 sélectionner,
non plus les termes individuelement, mais les inégalités avec le degré maximal
de leur développement. C'est 3 cause des moyens limités dont nous disposons que
nous avons di nous contenter du premier type de sélection. On verra cependant
que cela suffit pour obtenir 1'essentiel du systéme autonome d'ordre 2, permet-—
tant déjd des comparaisons tr&s instructives avec les résultats de P. Bretagnon

(1978) concernant sa théorie des grosses planétes obtenue d un ordre élevé des

masses par une méthode itérative (semi-numérique).

11T - 2.- Manipulation de series gormelles sun ordinateuwr.

Nous présentons ici la fagon dont nous avons structuré les dévelop-
pements des seconds membres et de la solution, puis comment nous les avons
codifiés pour permettre au mieux leur manipulation tout en faisant en sorte
qu'ils prennent un minimum de place en mémoire, ou en stockage sur disque.

La structuration et la codification adoptées conditionnent aussi la facilité

de manipuler les développements et la rapidité des calculs. La réalisation

(%) 3 une unité prés éventuellement, vu les parités différentes des développements
d'une méme inégalité suivant qu'il s'agit d'une €quation en (p ou q), ou en

(z ou 7).
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pratique a été effectuée en FORTRAN étendu CII, sur IRIS 80.

De nombreux auteurs ont déji décrit des systémes permettant de mani-
puler des séries formelles sur ordinateur. Certains sont trés généraux, capa-
bles de traiter des problémes divers ; par souci d'efficacité&, nous avons pré-
féré ici construire un systéme spécialisé au probléme planétaire, mais dont

1'organisation pourrait se transposer & d'autres problémes.

111 - 2.1.- Principes utilisés pour structurer Les développements .

Sous sa forme la plus générale, une théorie planétaire est représentée
par un ensemble de séries dont les termes sont de la forme (1.26), Chaque série
est identifiable par un nom qui est '"la variable et la planéte" auxquelles elle
se rapporte. Elle se compose d'une suite de termes, chacun d'eux étant une struc-—
ture comprenant le coefficient, 1'ensemble des variables et 1'ensemble des expo-
sants qui composent son mondme. Le caractére additif des termes d'une méme série,
ou le caractére multiplicatif ou exponentiel des &léments d'un terme sont impli-
citement définis par les algorithmes qui manipulent ces structures. On peut or-
ganiser les termes en tableaux, en structures de liste... suivant la fagonvplus
ou moins directe dont on veut accéder 3 chacun de ces termes. Comme on a choisi
en principe de pouvoftr sélectionner les termes, 1'ensemble des mondmes conservés
dans une série pourra différer de celui d'une autre série et 1l n'est alors pas
possible de ranger les termes dans un ordre systématique qui permette de recons-
tituer leur mondme d'aprd@s la place qu'ils occupent dans la série ; cette possi-
bilité est cependant envisageable si, par la suite, nous voulons reprendre

1'ordre 1 en sélectionnant les inégalités plutdt que les termes (cf. III.1.4).

Lors de la construction de la théorie, on peut avoir plusieurs séries
identifiées par un méme nom, qui correspondent & des €tats plus ou moins avancés

du calcul vers la solution correspondant 3 ce nom : c'est par exemple le dévelop-—
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pement des seconds membres des équations, ou celui de ses dérivées partielles
par rapport & une ou plusieurs variables, ou celui de la solution, qui corres-—
pondent & divers &états de dérivation partielle ou d'intégration par rapport a
t de séries associes 3 la méme variable et 3 la méme planéte. L'identifica-

tion d'une série doit ainsi &tre complétée par la description de son état.

On peut adjoindre 3 ce descripteur d'autres renseignements comme la
nature de la série (série réelle, complexe, conjugude...) ou celle des termes

qui la composent (coefficients réels ou complexes par exemple).

Pour des raisons. évidentes de compression de 1'information il faut
regrouper les termes d'une méme série ayant un certain nombre de propriétés

communes, qu'on peut alors mettre en facteur de ces termes, réduisant d'autant

1'information attachée & chaque terme : puisqu'on ne va pas trés loin en ordre,
on n'a dans chaque terme que les variables associées & 2, 3 ou 4 planétes, d'od
1'intérét de regrouper les termes issus de 1'intéraction d'un méme groupe de

plandtes, qui ne dépendent que des variables associées & ces planétes.

A 1'intérieur de ces regroupements, on peut encore rassembler les
termes ayant les mémes masses en facteur, ou ceux ayant en commun une partie
de leur mondme, ou ceux qui appartiennent d une méme inégalité&... Ces factori-
sations sont faites suivant une hiérarchie qui minimise le nombre de redon-

dances dans les informations concernant les termes d'un méme regroupement.

Enfin pour éviter la manipulation "en bloc'", d'ensembles trés impor-
tants de termes, il faut prévoir leur découpage : on facilite en méme temps la
construction et l'analyse de la solution en découpant les séries en sous—séries

dont les termes ont tous le méme degré, le méme ordre ou le méme grade.

Ces regroupements ou ces découpages peuvent &tre pris en charge

implicitement par les algorithmes de manipulation, s'ils sont systématiques,

sinon, il faut prévoir de mettre dans le descripteur de la série les informa-
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tions qui les concernent.

111 - 2.2.- Structure des développements.

Nous allons décrire la structure adoptée, en montrant comment a par-
tir d'une structure de base relativement simple, nous sommes amenés 3 consi-
dérer une structure plus complexe, qui minimise les redondances dans les infor-
mations codé@es, sans pour autant rendre compliquée la manipulation de ces struc-
tures. On distingue une structure interne qui est utilisée en mémoire centrale
lors des calculs transformant des développements en d'autres développements,
et une structure externe qui intéresse avant tout le stockage des séries sur

disques.

111 - 2.2.1.- Sthucture interne.

Chaque série est découpée en modules possédant le méme nom de planéte
et de variable que la série dont ils sont des €léments ; ce nom est codé dans

un descripteur de module, intégré au module.

Un module rassemble NT termes de cette sé&rie, qui sont tous d'un méme

degré, qui dépendent des variables associfes a un méme ensemble de K planétes
V A \)K

(P, ,P,,...,P et qui ont les mémes masses en facteur : m 1 sz ceeom,
1 PI 2

2 K)’

K

(tous les termes d'un module sont donc du méme ordre). Ces informations sont

aussl codées dans le descripteur de module.

On permet & plusieurs modules d'avoir le méme descripteur (au nombre
NT de termes prés), pour pouvoir découper les séries en sous—séries contenant
un nombre de termes limité (& 1 000 par exemple pour la commodité des manipula-

tions), ou bien pour séparer les termes séculaires des termes périodiques d'une

méme série, qui pourront €tre rangés dans des modules distincts.
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Chaque terme d'un module est représenté par son coefficient (réel),

par le 5K-uplet de son mondme (formé des exposants (entiers) des 5 variables

Ps Z, z, L, L associées aux K plandtes), et par le K-uplet de 1'inégalité

3d laquelle il appartient (formé des exposants (entiers relatifs) des fonctions

exp q, lesquels interviennent aussi dans la combinaison des K fréquences

NP ,NP ,...,NP ). Les coefficients sont regroupés dans un tableau de réels
1 2 K

C(! : NT), les 5K-uplets dans un tableau d'entiers : Tl(] : NT, 1 : 5K),

les K-uplets dans un autre tableau d'entiers : T,(1 : NT, 1 : K).

2

On note encore dans le descripteur de module, en plus des informa-
tions déja données, 1'état de la série, qui indique les diverses transforma-
tions subies par le module depuis son &tat primaire de second membre d'&quation.
Ces transformations peuvent €tre 1'intégration par rapport au temps, la dériva-
tion partielle par rapport a une ou plusieurs variables, le calcul du conjugué.
Suivant cet &tat, on connailt implicitement les unités dans lesquelles sont ex-
primées les coefficients dans le tableau C, et on tient compte éventuellement
du facteur v~1 affecté 3 chacun de ces coefficients dans le cas oii le module

représente un second membre d'équation.

________________________________ p & T,

Nous disposons en FORTRAN de fonctions logiques IAND, IOR, et de
fonctions de décalage ISL qui permettent de faire avec efficacité des opéra-
tions au niveau du bit & l'intérieur d'entiers (4 octets) . Dans ces condi-
tions, nous n'avons pas h&sité d condenser au maximum toutes les informations,
que ce soit dans le descripteur ou dans les tableaux T, et T

1 2°

Ainsi le 5-uplet des exposants des 5 variables p, z, z, Z, C

associées 3 une plandte occupe moins d'un demi-mot : 3 bits par exposant

(permettant de faire varier chacun d'eux entre O et 7). Sur un mot on code
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donc le 10-uplet associé aux 10 variables de 2 planétes (cas de 1l'ordre 1, par

exemple). Sur 2 mots, on peut coder le 15-uplet ou le 20-uplet correspondant

- - . . *
4 3 ou 4 planétes en intéraction (ordre 2 ou ordre 3) ( ).

Outre le gain de place obtenu, 1'intérét d'une telle codification
est de permettre des calculs en bloc sur 1'ensemble des exposants : par exemple,

dans le produit de deux termes, on additionne en une fois les deux mots qui

(%)

contiennent en réalité chacun 10 exposants

Quant au K-uplet de 1'inégalité (k ’kP s e e esky ), 1l occupe 1 mot

1 2 K
jusqu'a K = 4 (ordre 3) : en supposant que chaque entier ki soit inférieur

P

en valeur absolue a 64, on mémorise sur les 7 premiers bits de chaque octet la
valeur ki + 64 (qui est alors un nombre positif) ; si K est inférieur 3 4,

on compléte les octets non utilisés en leur attribuant la valeur 64 (c'est-d-dire
des k. nuls). La manipulation d'une inégalité est alors ramenée a celle d'un
entier positif ; par exemple pour faire le produit de 2 inégalités, on additionne
(en une fois, aprés un réordonnancement éventuel des ki) les 2 entiers qui les .
représentent et on leur retranche systématiquement un entier formé de 4 octets

contenant chacun 64,

(%) un 15-uplet occupe en principe 1 mot 1/2, mais le demi-mot n'est pas facile-

ment accessible en FORTRAN.

(#%) Cependant, si ces 2 termes sont issus de modules dépendant de deux ensembles
différents de planétes (K] et K, planétes par exemple), leur produit dépend
des variables associées a l'intersection de ces deux ensembles (K3 planétes).
Avant d'effectuer 1'addition du code du 5K1-up1et avec celui du SKz—uplet,

il faut éventuellement &tendre chacun de ces codes sur le nombre de mots cor-
respondant a K3, et réordonner les 5-uplets dans chacun de ces codes.

(L'ordre dans lequel on trouve les 5-uplets correspond a celui dans lequel on
a codé l'ensemble des K planétes). C'est le méme réordonnancement qu'on fait
pour chaque produit entre termes de ces 2 modules ; il peut alors étre systé-

matisé.
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¢) Redondances dans fa_structure de base : factonisations.

Les propriétés des développements des seconds membres des équations
vues en 1.4 se conservent lorsqu'on passe au développement de leur solution aux
divers ordres (cf. II.2.2 par exemple). Celles qu'on rappelle ci-dessous met-
tent en &vidence les redondances possibles dans le code de ces développements,
et vont permettre la mise en facteurs soit des mondmes, soit des inégalités,
dans chaque module. Le choix de 1'une de ces factorisations ou de 1'autre,
est déterminé pour chaque module par le souci de l'encombrement minimal des

modules, justifié aussi par le fait que la durée des calculs diminue avec le

nombre de mondmes ou d'inégalités codées dans chaque module.
g q

. A un degré donné, on ne trouve dans les développements que des iné-
galités de caractéristique inférieure en valeur absolue & ce degré (3 une unité
prés éventuellement dans le cas de développements relatifs aux =z ou aux ) ;

ces caractéristiques ont toutes la méme parité.

. A un degré donné, les inégalités de méme caractéristique se déve-
loppent 3 1'aide des mémes mondmes (donc avec un méme ensemble (fini) de 5K~
uplets). Par exemple, si dans un module on a le développement complet (pour le
degré de ce module) des inégalités (1,-1) et (2,-2), on trouve dans le
tableau T] un premier ensemble de 5K-uplets associés au (1,-1) et un deuxiéme
ensemble identique au premier, associé@ au (2,-2). Si leur développement est in-
complet (ce peut €tre le cas avec la sélection des termes qu'on a décrite en
IIT.1.4), ces 2 ensembles ne sont plus identiques mais ont généralement des

éléments communs.

. Le nombre des inégalités retenues & un degré donné, dépend de la
précision souhaitée dans la solution (3 1l'ordre 1, il dépend beaucoup du rap-
port o des grands axes) ; le nombre desmondmes possibles & chaque degré est
fini, mais croft avec le degré (voir tableau | par exemple). Lorsque le degré

est faible (inférieur & 3 ou 4) on a beaucoup d'inégalités et peu de mondmes
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tandis que lorsqu'il est &levé, il reste peu d'inégalités (essentiellement a

longues périodes) et on a beaucoup de mondmes.

Dans ces conditions, on peut minimiser 1l'encombrement des tableaux T,

et T, en effectuant 1'une ou 1'autre des factorisations suivantes :
- factorisation des mondmes : on regroupe les termes possédant le méme
5K-uplet, qu'on met en facteur des divers K-uplets représentant les

inégalités retenues pour ces termes.

- factorisation des inégalités : on regroupe les termes possédant le
méme K-uplet, qu'on met en facteur des divers 5K-uplets représentant

les divers mondmes du développement de cette inégalité.

Dans la factorisation des mondmes, le tableau T, des 5K-uplets est

1
réduit & NF lignes, correspondant au nombre de factorisations effectuées (encore
€gal au nombre de 5K—uplets différents dans le module) ; par contre le tableau T2
est inchangé (NT lignes), tout comme le tableau C, mis & part 1l'ordre dans lequel
sont rangés maintenant les K~uplets et les coefficients, qui sont regroupés par

mondme. On adjoint alors au module un tableau T, (I : NF) indiquant pour chaque

3

mondme, le nombre d'in&galités factorisées. On inverse le rdle de T1 et T, dans

le cas de la factorisation des inégalités,

On met dans le descripteur de module le type de la factorisation qu'on

y a faite, et le nombre NF de ces factorisations.

Evidemment, la factorisation des inégalités est plus intéressante lors-
que leur nombre est limité (comme pour les modules de degré élevé, ou pour ceux

relatifs au systéme autonome qui contiennent seulement 1'inégalité séculaire).

'
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d) Factonisation entre modules.
Dans le cas oli, pour les raisons évoquées en III.l.4, on conserverait
- (%) . .
dans tous les modules le développement complet de toutes les inégalités
qui s'y trouvent, la factorisation des mondmes perd l'avantage qu'elle avait

pour les modules de bas degré, au profit de la factorisation des inégalités,

qui peut alors devenir la régle générale.

En effet, si ces développements sont complets, en factorisant les
inégalités dans un module, on obtient en facteur de chaque inégalité d'une méme
caractéristique donnée, le méme sous—ensemble de 5K-uplets : ce sous-ensemble

est répété dans T autant de fois qu'il y a d'inégalités ayant cette caracté-

1
ristique dans ce module. On peut donc se contenter de le donner une seule fois

dans ce module.

Par ailleurs, aux diverses caractéristiques possibles dans un module,
correspondent des sous—ensembles disjoints de 5K-uplets ; on peut donc parti-
tionner le tableau T] entre ces caractéristiques, qui contient alors sans redon-
dance tous les mondmes possibles pour ce degré. Il suffit d'associer & chaque

inégalité 1'information suffisante pour retrouver la partie de tableau T, cor-

1

respondant 3 sa caractéristique.

Dans un autre module, de méme degré, et dont le nom est relatif i3 la
méme variable, on a aussi tous les mondmes possibles pour ce degré, donc le
méme ensemble de 5K-uplets que dans le premier module. Ceci est vrai méme si
ces modules sont associés 3 des ensembles différents de K planétes (par exemple
1'inégalité (1,-1) Jupiter-Saturne et 1'inégalité (2,-2) d'Uranus-Neptune

admettent le méme ensemble de 5K-uplets).

i

(%) complet pour le degré de ces modules.
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Dans ces conditions, on peut sortir le tableau T] des modules et
n'en conserver qu'un seul exemplaire par degré et par nom de variable ; il
suffit de consulter le descripteur de chaque module pour faire correspondre
aux 5K-uplets les K planétes qui concernent ce module. Alors, un module ne
contient plus que les tableaux T2, T3 et C, le tableau T3 servant maintenant

a indiquer pour chaque inégalité ol trouver & 1'extérieur du module la par-

tie de tableau T 6 correspondant 3 sa caractéristique. On peut de plus réduire

1

le tableau T3 au nombre de caractéristiques possibles pour le degré de ce

module.

Notons cependant que la "mise en facteur" des tableaux T, a l'exté-
rieur des modules, intéresse d'abord la minimisation de 1'encombrement des
modules pour leur stockage sur disque ; lors d'un calcul, il faut de toutes
facons réintégrer d'une maniére ou d'une autre le tableau T1 d 1'intérieur du
module. Remarquons aussi que pour utiliser le méme tableau Tl dans plusieurs

modules il faut des développements complets, conservant méme les coefficients

nuls.

. Dans un module donné, 1'exposant relatif 3 une variable donnée, asso-
ciée a une planéte donnée, occupe toujours la méme place (ou les mémes bits)
dans les mots oli sont codés les 5K-uplets (ou les K~uplets). Lorsqu'on calcule
par exemple la dérivée partielle des termes de ce module par rapport 3 cette
variable, il suffit alors de construire au préalable un masque qui permette
d'isoler cet exposant dans tous les 5K~uplets (ou K-uplets) (pour tester s'il
n'est pas nul), et un autre qui permette de soustraire 1 en une seule opération
i cet exposant. De méme, le calcul du conjugué d'un terme consiste 3 réordonner

les exposants dans le 5K-uplet de son mondme, et dans le K-uplet de son inéga-
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1ité. On exécute cette opération avec beaucoup d'efficacité au moyen de masques,
d'intersections et de décalages logiques. On opére de facon similaire pour ré-

ordonner les 5K-uplets, comme on 1'évoquait en note dans III.2.2.1.b, A& propos

du produit de 2 termes.

En rangeant les €léments de Tl et T2 dans 1'ordre des valeurs crois-—
santes (équivalent 3 l'ordre lexicographique sur les 5K-uplets par exemple),
on accéde trés rapidement 3 un terme donné (mondme donné et inégalité donnée)
en utilisant une méfhode de dichotomie. L'adressage calculé des S5K-uplets
serait possible suivant la méthode exposée par Brumberg et Chapront (1973) par

exemple, mais seulement dans le cas ol tous les mondmes possibles 3 un degré

donné sont présents dans le module et si on a factorisé les mondmes.

111.2.2.2.- Sthwucture externe.

A 1'ordre 1, supposant les termes périodiques du second membre d'une

, T,y T, et C (T

équation structurés en modules avec des tableaux T 90 T3 intégré

1 1

ou non au module), il est &vident que la solution de cette équation peut admet-

T T mais

tre exactement la méme structure, avec les mémes tableaux Tl’ 90 T3

avec un tableau C' déduit de C par 1l'intégration de chaque terme.

Dans ces conditions, nous avons donc regroupé dans un méme module les

tableaux T], TZ’ T, et les 2 tableaux C et C' correspondant au développement

3
du second membre d'une &quation et 34 celui de sa solution. On a vu en outre
que les développements relatifs aux variables p et q sont semblables

(cf. T.4). Ceci permet de les structurer en modules contenant exactement les

T, et T

) 3° Les développements de leur solution admettent

mémes tableaux T
aussi la méme structure et sont de plus liés naturellement par la double inté-

gration de Alp’ nécessaire pour obtenir Alq. Dans ce cas, nous avons donc
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regroupé dans un module unique les 3 tableaux Tl’ T2 et T3 et les 4 tableaux de

coefficients C], CZ’ C3 et C4 correspondant aux développements des termes

périodiques des seconds membres des équationsen p et g, et de leurs solutions.
Le descripteur du module contient alors, en plus des informations com=-
munes aux 2 ou 4 modules initiaux, le nombre de tableaux de coefficients qu'il

contient, et leur identification.

b} structune de £'ensemble des modules.

Tous les modules répondant aux quatre mémes spécifications : (variable,

planéte, ordre, degré), sont structurés en liste : on accéde au dernier module
créé grice a un tableau donnant pour chaque spécification 1'adresse de ce module
sur le disque et sa longueur ; son descripteur contient 1'adresse et la longueur
du module de méme spécification créé juste avant luli ; le dernier module de la

liste contient un pointeur spécial (nil) indiquant la fin de la liste.

Les divers modules d'une méme liste correspondent aux divers ensembles
de planétes perturbatrices, et aux diverses masses mises en facteur de chaque
module. Ils correspondent aussi & un découpage des séries qui, par commodité,
impose & un module de contenir un nombre limité de termes ou de blocs de termes
factorisés. Ce type de structure est trés bien adapté 3 un traitement global
des séries (n'exigeant pas l'accés 3 des termes isolés donnés) ; il permet en
outre d'étendre facilement les séries, par exemple lorsqu'on augmente la préci-

sion.

Avec cette structure, 1'ensemble des termes périodiques retenus &
1'issue de la sélection décrite en III.l.4, dans les seconds membres des équations

et dans leur solution & l'ordre 1, forme 303 modules totalisant 159 240 termes ;
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.. .. * .
on a autant de coefficients (en double précision ( )), mais seulement 54 039 mo-
nomes et infgalit@s grdce aux factorisations et & 1'association de plusieurs

tableaux de coefficients par module (cf. tableau 4).

Quant au systéme autonome d'ordre 1, il comporte 140 modules contenant
au total 14 512 termes ; ces modules sont structurés en une liste distincte de
celle des modules contenant les termes périodiques, et sont accessibles au moyen
d'un deuxiéme tableau d'adresses contenant pour chaque spécification 1'adresse

de la téte de liste.

Pour faciliter le traitement du systéme autonome, nous avons adopté,
pour ce systéme, des modules 3 structure maximale : ceux-ci sont déduits des
modules vus jusqu'ici, en &tendant systématiquement aux N planétes la liste des

K planétes associées 3 ces modules. Le tableau T, contient alors des 5N-uplets

]

et le tableau T, est réduit 3 un seul &lément contenant 1'inégalité séculaire.

{*) Sur 1'IRIS 80, la double précision comporte 15,7 chiffres significatifs,

contre 6,0 seulement pour la simple précision ; cette derniére pourrait
suffire si on s'arr@tait 3 1'ordre 1, mais des produits de séries sont né-
cessaires pour construire l'ordre 2 et dans bien des cas, nous avons observé
4ue les termes obtenus dans ces produits se compensent partiellement pour
donner aprés simplification des termes ayant moins de chiffres significatifs,
d'ol une dégradation de la précision.

En adoptant la double précision, nous évitons, dans 1'estimation des er-
reurs, d'avoir 8 considérer celles dues aux troncatures, et nous pouvons les
attribuer entiérement aux limitations des développements (limitations en de-
gré par exemple, ou bien résultant de la sélection des termes d'ordre 1).

Nous avons par ailleurs estimé que, pour calculer 1'ordre 2 les opérations
en double précision sur les coefficients consomment environ 8 % de la durée to-
tale ; 1'emploi de la simple précision n'améliorerait donc pas sensiblement
cette durée ; son seul avantage serait de réduire notablement 1'encombrement
des séries et il serait intéressant de voir si, 1'utilisant pour stocker

i'ordre 2, on pourrait encore construire convenablement 1‘'ordre 3.
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De cette fagon, les masses étant incorpdrées numériquement aux coefficients, on
peut faire toutes les simplifications entre termes d'un méme mondme, qui se
trouvaient auparavant, dans des modules différents, associés & des masses diffé-
rentes. On admet également que 1l'on puisse avoir dans ces nouveaux modules des
termes de degrés et d'ordres divers ; de tels modules seront appelés dans la

suite, des super-modules, identifiés seulement par le nom d'ume variable et

d'une planéte.

111 - 2.5.- Langage de manipulation des modules .

Nous avons constitué un ensemble de sous-programmes FORTRAN, spécia-
1isés chacun dans une certaine manipulation &lémentaire des séries ; 1'appel
de ces sous—programmes, dans 1'ordre voulu pour effectuer un calcul défini
(par les équations (2.12) & (2.15), par exemple), constitue en quelque sorte
une phrase dans un langage de manipulation de séries ; ce sera en fait ici un
langage de manipulation des modules constituant ces séries. Dans ce paragraphe,
nous allons simplement donner la liste des principaux sous-programmes, avec
leur fonction, d'abord pour la création et la manipulation des modules, puis

pour celle des super—modules et pour le traitement du systéme autonome.

11T - 2.5.1.- Création et mandpulations de modules .

A l'ordre 1, la création des modules fait appel aux sous—programmes
permettant le calcul isolé des termes des seconds membres (dont nous donnons
le principe en Annexe 2) ; nous avons calculé ces termes dans chaque équation,
dans 1'ordre des degrés et grades croissants, en déterminant pour chaque mondme
les inégalités qu'il convenait de retenir en fonction des principes de sélection
définis en III.1.4. Nous avons ainsi réalisé directement la factorisation des
mondmes ; les termes périodiques ont &té immédiatement intégrés de fagon i cons-
truire en une seule fois chaque module avec ses 2 ou 4 tableaux de coefficients

{(cf. 111.2.2.2. a).
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Pour construire 1'ordre 2, nous faisons appel aux sous-programmes

sulvants, classés suivant leur fonction :

a) sous—programmes qui transforment un module en un_autre, consistant a :

. dériver un module par rapport & une ou plusieurs variables,

. intégrer par rapport au temps un module constitué de termes pério-
diques,

. conjuguer un module,

. isoler une inégalité donnée dans un module (utile pour étudier par

exemple sa contribution dans un calcul).

b) sous—programmes qui, opérant sur_deux modules, créent un_troisiéme module ;

ils consistent 3 :

. faire la somme de deux modules ayant méme spécification (avec sim—

plification automatique des termes ayant méme mondme et appartenant
i la mfme inégalité, et avec 1'élimination des termes nuls ou infé-
rieurs 3 une quantité donnée).

. faire le produit de deux modules de spécifications quelconques (avec

les mémes simplifications automatiques du résultat que dans le sous-
programme somme). Ce sous-programme permet aussi de ne faire in-
tervenir dans le produit que les termes des 2 modules,sélectionnés
selon leur appartenance a une ou plusieurs inégalités données ; on
peut aussi ne calculer que les termes du produit contribuant & une
ou plusieurs inégalités données. Ceci permet 1'analyse des contri-
butions provenant d'inégalités données, et la construction d'inéga-
lités données ; par exemple, les termes séculaires d'ordre 2 ont
ainsi été calculé indépendamment des termes périodiques d'ordre 2,

réalisant directement la séparation de ces termes.
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c) sous—programmes de gestion des modules, ils_permettent de :

. lire un module sur disque suivant ses spécifications et certains
paramétres de son descripteur. '
. écrire un module sur disque (extension de la liste des modules).

. mettre en facteur les inégalités ou les monOmes dans un module.

. éditer un module sur imprimante.

111 - 2.5.2.- Crlation et manipulations des super-modules.

Pour les traitements du systéme autonome, les développements sont mis
sous la forme de super—-modules (définis en IIT.2.2.2. c). Nous faisons d'abord

appel aux sous-programmes suivants qui permettent de
. substituer des valeurs numériques aux variables (notamment les poi)'

. isoler des termes donnés, ou de degré donné (pour reconstituer par

exemple les matrices Al et A, du systéme autonome).

2

. faire la somme de deux super-modules.

. faire le produit d'un super-module par une constante.

Ayant obtenu les constantes Poi> et calculé les valeurs propres et
vecteurs propres de A1 et de A2, il faut ensuite obtenir le transformé
P—]F(PY,P§) des termes non linéaires F(X,ﬁ). Cette opération consiste 3 rem-
placer, dans chaque mondme de F, chaque variable constituant X par un poly-

ndme de degré 1 issu de la transformation linéaire X = PY. C'est un cas parti-

culier de substitution d'une série dans une série.

Dans cette transformation, un mondme des variables de X associées
i K planétes, donne plusieurs mondmes des variables de Y associées aux N
planétes. C'est ce qui a justifié la création des super-modules : en représen-—
tant les développements en variables X par des super-modules, et la transfor-

mation PY par d'autres super-modules représentant maintenant des développements
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en variables Y, on obtient naturellement le transformé de F sous forme d'un
super-module en variable Y. On a donc une loi de composition interne entre

super-modules dont 1'intérét est le suivant :

L'opération de substitution consiste en un grand nombre de produits
de polyndmes (nombre croissant avec le degré des mondmes et, & chaque degré,
avec le nombre des mondmes). Si le degré est élevé, c'est une opération longue
donc coiiteuse ; en adoptant les super-modules, il n'y a pas, dans ces produits,

de réordonnancement des 5N-uplets, comme dans le produit de deux modules (cf.

note en II1.2.2.1. b), d'ol un gain de temps par rapport au produit de modules.

Nous avons tenté de minimiser le nombre de ces substitutions en éta-
blissant de fagon dynamique un catalogue donnant le transformé (sous forme
d'un super-module en variable Y) de tous les mondOmes déja traités : on initia-
lise ce catalogue avec le transformé des puissances utiles des variables z;
et Coi (constituant X) ; si le mondSme qu'on doit transformer n'est pas encore
catalogué, on le décompose en un produit de 2 mondmes partiels, dont 1'un est
une des puissances de z ; ou Coi 3 si leur transformé est catalogué, on les

extrait du catalogue pour en faire le produit, sinon on opére une nouvelle dé-

composition du mondme. Chaque nouveau mondme transformé est ajouté au catalogue.

C'est néanmoins cette transformation des termes non linéaires qui est

finalement la plus longue & effectuer dans tout le traitement du systéme autonome

I1 s'avére que la durée de ce calcul croft rapidement avec le nombre N des pla-

nétes (cf. IV.2.2.2.1 d) : pour 2 plandtes, nous avons pu transformer le svstdme
complet jusqu'au degré 7, tandis que pour 4 plandtes, nous nous sommes limités
P J g q P

(%)

aux degrés 3 et 5 . La fagon dont nous procédons peut certainement encore &tre

améliorée (notamment la gestion du catalogue, et sans doute aussi la maniére

i

d'effectuer les produits entre termes de super-modules) ; il le faudrait pour

traiter les 8 planétes a un degré élevé.
(*¥) on verra cependant que les résultats concernant le degré 7 pour le couple

Jupiter-Saturne peuvent s'extrapoler aux quatre planétes,
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Disposant des super-modules en variable Y, on obtient la solution du
systéme autonome (en variable Y) en faisant appel 4 des sous—-programmes permet-

tant notamment de

. isoler les termes résonnants dans ces super-modules,

. substituer aux variables Y des expressions de la forme

2N
}om.. A0t

;13 ol

1

2 K. exp /~1(
3 !

ol Kj est complexe et ol les arguments X n., Aoi sont codés

comme les inégalités par 1'intermédiaire des nij’ ou bien sont
sous la forme numérique Cit ol Cj est réel.

. intégrer les termes non résonnants, en tenant compte de la modi-

fication des valeurs propres due aux termes résonnants.
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CHAPITRE 1V

RESULTATS

11 est matériellement impossible de donner ici les développements
analytiques de tous les résultats acquis ; nous allons donc seulement illustrer
les principales étapes de la construction d'une théorie générale, grace a des
tableaux de résultats permettant d'analyser la contribution apportée aux déve-
loppements des seconds membres des E&quations ou de leur solution par les termes
de divers ordres, grades et degrés, ou par certaines inégalités. Ceci permettra
de juger de la convergence numérique des séries, et d'estimer la précision des

résultats.

Nous étudierons d'abord le comportement numérique des inégalités pé-
riodiques aux ordres 1 et 2, puis celui du systéme autonome et de sa solution,
également aux ordres ! et 2. Nous serons alors amenés & des comparaisons avec
les résultats obtenus par P. Bretagnon (1978) dans la solution semi-numérique
i variations séculaires qu'il a développée jusqu'd l'ordre 6 pour les 4 grosses
planétes, et avec des solutions du systéme autonome obtenues par Brouwer et
Van Woerkom (1950), Bretagnon (1974) et Brumberg (1975) qui tiennent compte

de 1'ordre 1 et de certaines parties de 1'ordre 2 pour les 8 plandtes.

Nous avons déji décrit en IIL.l1.4 la facon dont nous avons sélectionné
les termes d'ordre 1 en vue de construire 1'ordre 2. Nous avons indiqué & cette
occasion que les résultats qul suivent ne repré@sentent pour le moment qu'une
approche de la solution générale, de précision limitée, dans le cadre du probléme

des 4 grosses planétes. Nous verrons cependant que ces résultats permettent

d'augurer favorablement de leur extension : leur analyse montre en effet dans



quelles directions (ordres, grades, degré) il faudrait d'abord étendre les

développements acquis jusqu'ici pour en améliorer la précision.

Dans tous les résultats donnés ici, les masses m., ont été remplacées
par leur valeur numérique, et ces résultats tiennent compte de ces valeurs. On
trouvera les valeurs des Ni et des m, dans le tableau 2, ainsi que les cons-

(0) C(O)
ol

tantes d'intégration z . et

oi utilisées dans le systéme autonome. Ces

constantes ont été choisies identiques a celles adoptées par P. Bretagnon (1978)

afin de faciliter les comparaisons.

1V - 1.- Developpement d'inégalites peériodiques.

Une analyse des inégalités périodiques d'ordre 1 a déjad été exposée
dans 1'article inséré en annexe 2. Nous n'ajouterons ici que quelques tableaux
donnant le développement limité de quelques inégalités périodiques aux ordres |
et 2, qui illustrent bien le comportement général des inégalités périodiques
i ces ordres. La comparaison des contributions données & chaque ordre permet-
tra de juger de la convergence numérique. Nous verrons sur ces illustrations
comment se comportent d'abord les termes ayant le méme mondme et appartenant
a diverses inégalités, puis les termes de divers degrés et grades du dévelop-—
pement d'une méme inégalité périodique dans le cas d'une courte période et
d'une longue période (la grande inégalité). Ces deux approches décrivent fina-
lement le comportement des développements dans une factorisation des mondmes

puis dans une factorisation des inégalités.

IV - 1.1.- Développements rnelatifs a un méme monome.

Nous avons choisi d'illustrer ce type de développement par le mondme
de degré 0, donnant ce qu'on appelle la solution intermédiaire. C'est sous
ce vocable que Brumberg, d la suite de Hill, désigne les termes de degré O dans

la solution. Leur intérét réside surtout dans le fait que mne dépendant pas des



variables z . et [ ., ces termes ont une amplitude constante, par opposi-

tion aux autres termes (de degré non nul) dont les amplitudes sont des fonc-

tions de la solution 3 tré&s longues périodes du syst@me autonome. Ces ampli-

tudes ne dépendent que des valeurs données aux masses m, et aux moyens mou-
vements Ni' On obtient de tels termes seulement dans les inégalités de ca-

ractéristique O dans les solutions Api et Aqi’ et de caractéristique |

dans les Azi (il n'y a pas de terme de degré O dans ACi).

Nous donnons dans les tableaux 5a, 5b et 5c les termes de la solution

intermédiaire supérieurs & 0",1 dans les développements de A]p, Alq, Alg,

)

Azp, Azq et Azz relatives aux 4 grosses planétes I1 faut lire ces ta-

bleaux de la fagon suivante : par exemple A]ps et A]q5 sont de la forme

= _— " " - - J -— )
Aype 6",08 exp[_/_l(N5 Nt +q . qo6]
-20",80 exp[y=T(2N, - 2Nt + 2q o = 2q ] +
N VAL e _ _
A ds 24", 36 exp[_f_l(NS Nt +q_. qo6] +
les 4,5 et g, sont les solutions & trés longues périodes du systéme auto-

nome, développées éventuellement en puissances de t.

Pour les Api et Aqi, il faut ajouter a chaque terme donné son

conjugué (changé de signe pour Aqi).

e e o i e S, S . A Y e S R o e T i S

(%) tous les résultats donnés ici et dans la suite concernent les conjugu#s

dz . dr .
= = ol C01 .. L
Azi, Az, et ; cecl vient de ce que nous avons initia-

L dt dt

lement construit les équations pour les variables x = z exp V-1 Nt
et y = T exp v-1 Nt d'old nous avons tiré les équations pour z et E

(cf. annexe 1 et l'article de 1'annexe 2). Nous n'avons pas jugé utile

par la suite d'en prendre les conjugués.
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0,59
- o",13
0,15
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TABLEAU 5a
Solution intermédiaire d'ordre | dans Ap et Aq
bias | N5 Ng o Aypg bgg | N5 8Py Bia; | N
-24",36 | 1 -1 -546",12 268",09| 1 -1 -647",04 352",62| 1
-33 ,63| 2 -2 51,31 74 ,40| 2 -2 2,76 3,05 2
-12 ,42] 3 -3 23 ,49 28 ,03| 3 -3 0,63 0,60
-5,23| 4 -4 1,26 11,97 4 -4 0,15 0,13
-2,3| 5 -5 5,5 5 ,46
-1 ,11| 6 -6 2,77 2,59 )N N, Ng
-0, 77 1,41 1,26 1 -1 -166",80 78",04| 1
-0 ,26| 8 -8 0,72 0 ,62| 2 -2 9,9 13,51 2
-0,13] 9 -9 0,37 0,31 3 -3 4,15 4,49 3
10 -10 0,19 0,16 4 =4 1,81 1,841 4
5 -5 o,81 0,78
N, N 6 -6 0,37  0,33|N,
- Oll’ll 1 -1 - Ovl 57 - 2",]6 7 -7 0 ,17 (o] ,15 1
-0,31| 2 =2 -2,16 -3,29 N, Ng 2
3 -3 -0,90 -1, 1 -l -2",78 ~12",69| 3
4 -4 -0,39 -0,43] 2 -2 -7 ,87 ~14 ,70| &
5 -5 -0,18 -0,18| 3 -3 -4 ,24 - 6,24 O
& -4 -2 ,38 -3 ,04| 6
Ng N s - -1,37 -1 ,59} 7
1 -1 -0",08 -0",26| 6 -6 -0 ,80 -0 ,87] 8
2 -2 -0,49 -0 .64 7 -7 -0 ,48 -0 ,49| 9
3 -3  ~0,13 ~0,i4] 8 -8 -0 ,28 -0 ,28
9 -9 -0 ,17 -0 ,16
TABLEAU 5b
Solution intermédiaire d'ordre 1 dans Az
Az | N N, Az | N, bz | N, Ng 4,2,
58,97 | -4 3 o",18| -1 9",02 -8 7 o", 11
-3 2 0,35 | =7 6 0,18
N 2 17 - o010 Ny N, -6 5 0,29
6 -1 0 - 0,76 | -5 4 0,45
7 - o"18, O -1 - 1,89 =3 2 - 0",13 | =4 3 0 ,68
6 - 0,3 Iy - 9,79 -2 1 - 0,40 , -3 2 0,9
s - o.6s| 2 -3 1,90 -1 o 567,55 12 1 - o5
4 - 1,17 3 -4 0,65 0 -l 208 ,60 ] -1 0o - 2,48
3 - 2,11 L% s 0,25/ 1 -2 241 ,58 0 -1 - 5,15
2 - 3.0 5 -6 ol 2 -3 - 3,561 1 2 ~423 .71
|- 4 .22 3 -4 - 0,74 | 2 -3 14,09
0 407 ,50 | Ng N 4 =5 - 0,17 | 3 -4 5,10
-1 258 ,11 | 4 =5 2,42
-2 161,03 ) <1 0 - 0",19| vy | 5 -6 1,26
-3 - 94 ,67 0 -1 - 0,621 6 7 | 6 -7 0,70
-4 -3 ,87 | 1 -2 1,27 L5 4 - on 18 ; -8 0 ,33
-5 = 15,09 2 -3 0,22 5, 3 - o3 | -9 0.
-6 - 7,00 -3 2 -~ 0,67 |
-7 - 3,37 | -2 1 - 0,9
-8 - 1,66 -1 o 126,79 |
-9 - 0,83 0 -1 73,24 |
-0 - 0,42 | 1 -2 59,01
wilo- 0,22 2 -3 - 16 .50 |
-1zoo-oo,n 3 -4 - 5,77 |
l 4 -5 - 2 .31
| 5 -6 - 0,98 |
6 -7 - 0,43
| 7 -8 - 0,19

bipg 8qg
~761",19  456™,49
0,52 0,54
-184",83  96",05
1,51 1,73
0.,40 0,39
0,1l 0,10
- 23",69  16",34
5,32 9,03
2,86 3,90
1,61 1,92
0,92 1,01
0,5 0,56
0,32 0,31
0,19 0,18
0,12 0,ll
b)zg
10", 68
Ng
0 710",14
-1 201 ,49
-2 270 ,69
-3 ~ 0,63
Ng
1 0",21
0 157 ,15
-1 63 ,88
-2 70 ,40
-3 - 2,02
-4 - 0,49
-5 -~ 0,13
Ng
5 - o', 11
4 - 0,17
3 - 0,26
2 - 0,3
1 - 0,57
0 17,78
-1 13,52
-2 116 ,09
-3 - 13,92
-4 = 5,14
-5 - 2,46
<6 - 1,29
=7 - 0 y72
~8 - 0,4l
-9 - 0,2

O~ VNS WN —O
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a) Orndre 1.
A 1l'ordre 1 (tableaux 5a et 5b), nous avons sépard les contributions

dues 3 chaque planéte perturbatrice. Dans Alzi’ on remarque notamment la

m,
partie issue de la perturbation képlérienne, &gale 3 206265" —&

M
e

On peut extraire de ces tableaux deux propriétés des développements
qu'on retrouve qualitativement pour les autres mondmes (de degré non nul)
lorsque, pour chacun d'eux, on parcourt 1'ensemble des inégalités qui contien-

nent ce monome :

I - Dans chaque colonne relative a un couple de planétes, les termes
sont rangés suivant les valeurs croissantes de 1l'entier relatif £ (cf. 2.2) ;
les coefficients correspondant aux grandes valeurs de £ sont sensiblement en

(*)). 0

progression géométrique de raison o (rapport des demi~grands axes n
se rend bien compte ainsi de la décroissance de ces suites de coefficients

suivant «, et cela permet de préciser la borne ZM des valeurs de £ qu'il

convient d'adopter dans chaque cas pour obtenir une précision donnée.

Remarquons que cette décroissance existe primitivement, avant inté-
gration, dans les seconds membres des &équations, et que parfois, dans des déve-
loppements analogues relatifs 4 des mondmes de degré non nul, 1'intégration
peut altérer notablement ces suites dans le cas d'une inégalité i petit divi-

seur (ou d longue période).

- - —_— -——

(¥) pour les quatre grosses plandtes, les rapports aij sont les suivants

Ogg = 0,545313
Og, = 0,271133 Qgq = 0,497207
Opg = 0, 173057 O¢g = 0,317355 Og = 0,638275

(cf. Annexe 4).
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Tableau 5¢

Solution intermédiaire d'ordre 2 dans

8,pg

o",17

0,22-

-0 ,35
-0 ,10
0,01

8,96

-1",28
-0 .58
-0 .13
-0 N
-0 .19

Solution intermédiaire d'ordre 3 :

7
-2

A

s “3%7
0",55

N,

Ng

-2

A328

-0",21

R R

-4
-4

-3

=5

-2
-2

-1
-4
-6
-2

8297
1,55
-0 ,03
- .28
0,35
0,21
0,13
0,14
0 .38
-0 ,01
-0 .15
-0 ,10
0 .82

2%7
-6",91
-1 ,07
-0 ,85
0,70
-0 ,62
0,52
0 ,46
0 ,40
0,28
0,26
-0 ,22
0,20
0,19
0,19
0,17
0,14
0,13
-0 ,11
0,10
-0 ,10

bp, Aq

-0 ,41

et

Z
w

— o — N = LT A e

-2

-1

~1

-2
-2
-1
-2
-1
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2 - On remarque que dans les parties correspondant aux perturbations
dies 3 une planéte intérieure (par exemple Uranus perturbé@ par Jupiter), un ou
plusieurs termes sont trés gros par rapport aux autres. Ils proviennent essen-—
tiellement du développement de la partie indirecte de la fonction perturba-

m.
trice, qui contient dans ce cas le facteur Ni ~l-a.i, et ce facteur est
M3
[

d'autant plus grand que uji est plus petit. Ces termes (de degré nul) n'inter-
viennent que dans les inégalités (1,-1) et (-1,1) des Alpif et A]qi et
dans les inégalités (-1,0), (0,-1) et (1,-2) des Al;i' Naturellement, les
termes de degré non nul provenant de ces mémes parties indirectes sont aussi
généralement plus grands que ceux issus des parties directes de la fonction per-
turbatrice. On concoit dans ces conditions 1'importance des termes issus de ces

parties indirectes lorsqu'on construit 1'ordre 2 (comme dans le théoréme de

Poisson).

Notons encore 1'importance de tous les termes en (1,-2) dans les
- ~ - . . e e -2
Alzi’ meme dans AIZS qui ne contient aucune partie indirecte en Q ; dans
ce dernier cas c'est 1'intégration, &quivalant & une multiplication par 5 envi-
ron, qui en est responsable. Dans le cas d'Uranus et de Neptune, 1'inégalité

(1,-2) é&tant 3 longue période (= 4 200 ans), l'intégration équivaut a une

multiplication par 50,7 pour Uranus, et par 25,9 pour Neptune.

b) Ondre 2.
Les termes d'ordre 2 donnés dans le tableau 5c¢ sont issus des produits
31(®)
de la forme {(———1--1-)O AIV} (cf. (2.15)) dans lesquels, pour obtenir un terme
oV
de degré O, on voit qu'il faut prendre les termes de degré O et I de LE?),

et ceux de degré 0 de AIV (c'est-3~dire la solution intermédiaire d'ordre D]

.
b
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oay aviP
les termes . ne contribuent pas 3 la partie de degré O de A2V
tAY dt
o
dV(l) dq .
car est de degré non nul (les seuls termes de degré nul, dans les oL
dt dt

sont éliminés par le choix des constantes poi).

Les termes publiés ici résultent d'un calcul que nous avions effectué
au moment de la mise au point du programme de calcul des seconds membres, en
vue de comparer cette solution intermédiaire & celle obtenue par Brumberg
(cf. annexe 2). Nous avions alors pris dans les L£§) tous les termes de
degré 0 et | avec KM = 20, et retenu dans AIV tous ceux (de degré 0) supé-
rieurs 3 0",001. De cette fagon la solution d'ordre 2 donnée ici est obtenue
avec une précision meilleure que 0",001 sauf pour quelques inégalités a
longues périodes. Nous avons pu nous en assurer par comparaison avec la solu-
tion intermédiaire obtenue par Brumberg (1973), (aprés avoir mis notre solu-
tion sous une forme comparable d la sienne, cf. paragraphe 5b de 1'annexe 2),

et par des calculs directs reconstituant tous les produits de termes d'ordre 1

qui contribuent 3 un terme donné d'ordre 2.

On remarque que c'est encore 1'inégalité (1,-2) qui a le plus gros

coefficient, notamment dans A,z et AZES' Ceci est encore vrai a 1'ordre 3,

277
aLi?)
dont nous avons calculé la partie issus de {(———1—90 AZV} : seuls les termes
v

en (1,-2) relatifs 3 Uranus et Neptune sont supérieurs & O0",] dans A327
et A328’ tous les autres termes ne dépassent pas quelques milliémes de

secondes de degré.

Notons encore 1'apparition d'inégalités dépendant de trois Ni'
Les plus importantes d'entre elles sont & longues périodes, ou bien s'expli-
quent par la combinaison des quelques trés gros termes d'ordre | issus des

parties indirectes en «
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¢) Remarques.

Cette solution intermédiaire d'ordre 1 et 2 montre que la convergence

numérique ordre par ordre, dans chaque inégalité, est tr&s variable suivant les

inégalités, sans lien apparent avec la longueur de leur période : on constate
que pour la plupart des inégalités la contribution d'ordre 2 est environ

100 fois plus petite que celle d'ordre 1, mais que pour certaines, ces deux
contributions sont du méme ordre de grandeur (comme 1'inégalitét (—2N5 + N7)

pourtant on aurait pu espérer un rapport égal d 1000
m.

dans A]z7 et A2Z7 5

. . . . 1
entre ces contributions, en relation avec la valeur des masses relatives — .

M

o

La convergence ordre par ordre n'est donc pas aussi rapide qu'on pourrait le
penser. On verra méme que pour des termes de degré non nul dans le systéme
autonome, l'ordre 2 est 10 fois supérieur 3 l'ordre 1. Heureusement que les

excentricités et inclinaisons sont suffisamment petites pour que cela n'ait

pas de conséquence catastrophique !

Signalons enfin que la solution intermédiaire donnée dans le tableau
ne comporte, & l'ordre 1, que les termes de grade O, tandis qu'd l'ordre 2, on
compté, en plus du grade O, les termes d'ordre 1 et de grade | (toujours de
degré nul). Ces derniers ont été calculés en y remplagant les P,; Par leurs
valeurs {(cf. tableau 8). Nous n'avons pas voulu surcharger ce tableau en sépa-

rant & 1l'ordre 1 la contribution de grade O et de grade 1. Cependant, d titre

d'exemple, on obtient, pour les termes de grade | associés a l'inégalité (1,-1)

de AIPS’ 1'expression suivante :
— |—gn _ " " - - -
bipg = [-6",08 - 18",24 Py * 6,07 pos]exp[/ T(Ng-NJt + q ¢ qo6] +

Avec les valeurs de Pos et P gs la contribution des termes de
grade 1 vaut 0",044 ,soit 140 fois moins que celle de grade 0. L'ordre 2

apporte une contribution comparable, égale a 0",102 (cf. tableau 5c).

5

a
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Pour les autres termes périodiques, les termes de grade 1 ont le plus

souvent des coefficients plus grands que ceux de grade O (parfois 10 fois
plus grands). Ceci explique en partie qu'd l'ordre 2 on obtienne généralement

une contribution seulement 100 fois plus petite qu'd l'ordre 1.

1V - 1.2.- Développements relatifs & une méme Anégalite périodique.

Nous prenons deux exemples de tels développements : 1'un concerne
1'inégalité (NS—N6)’ a4 courte période, l'autre la grande inégalité. Ils
illustreront 1'aspect numérique du comportement général des inégalités pério-

diques aux ordres | et 2.

Les tableaux 6 et 7 donnent ainsi les développements limités au degré 3
et aux ordres | et 2, de ces inégalités dans les seconds membres des équations

relatives aux Api et Aqi de Jupiter et de Saturne, et dans leur solution.

Dans chaque ligne de ces tableaux on trouve les coefficients d'un
méme mondme (décrit par ses exposants) dans divers développements de la méme

inégalité : & 1l'ordre 1, il s'agit du développement des seconds membres Lg;)

et ng)et de celui deleur solution A,p. et A q. (cf. 2.13 et 2,17) ; A&
1] Y1 1 5L
1'ordre 2, il s'agit des développements issus des produits {(——EAJO.A]V}
ov
BAIG dV(l) (%)
et . o présents dans les seconds membres de (2.15), et ceux de leurs

oV dt
o
solutions Azpi et AZqi' Bien entendu, les colonnes relatives 3 une solution

sont des combinaisons linéaires des autres, utilisant les coefficients suivants

N5 = 0,5296910 rad par an
N6 = 0,2132990 rad par an
N5 - N6 =1 rad par an
3,16064
1
2N5 - 5N6 = = ————— rad par an.
140,586

(¥) 0 représente ici les variables p; ou q
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Le tableau 7c donne en outre une illustration de 1'évaluation numéri-
que de 1'amplitude des termes d'une inégalité a une époque donnée. On verra
en IV.3 les variations de cette amplitude avec le temps gri3ce a la solution &

trés longue période du systéme autonome.

a) Ondne 1.
A 1l'ordre 1, nous pouvons faire les 5 remarques suivantes, valables

d'une fagon générale pour toutes les équations :

1. Dans les seconds membres LE;), la contribution des termes de
grade 1 est calculée en y remplacant les p,; Ppar leur valeur (tableau 8) ;
comme dans la solution interm@diaire, nous constatons que cette contribution
est environ 100 fois plus petite que celle du grade O. On retrouve le méme
rapport 100 pour l'ensemble des autres inégalités du couple Jupiter-Saturne
et le plus souvent un rapport plus grand encore pour les autres couples de

planétes.

! 2. Dans 1'inégalité (NS-N6), entre le terme de degré O et ceux de
degré 2, les coefficients sont en moyenne multipliés par 10, les coefficients
des térmes de degré 4, non donnés ici, sont eux-mémes plus grands que ceux
de degré 2. Cette progression se poursuit avec le degré, et se retrouve d'une
fagon générale dans toutes les inégalités. Elle pourrait &tre catastrophique
pour la convergence si les excentricités et les inclinaisons &taient plus im-

portantes qu'elles ne le sont dans le cas des grosses planétes.

3. Dans 1'inégalité (NS—N6), les termes dépendant des inclinaisons
(variables Coi) sont plusieurs fois supérieurs en moyenne i ceux dépendant

des excentricités (variables zoi)' Pour la grande inégalité ce serait plutdt
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Tableau 6

14

degrés O et 2  Ordres |
n
"sfgp
—
grade O grade 1
~1",924 an~'  0",014 an”!
30",931 -0 ,250
-29 ,007 0,236
-32 ,855 0,264
30 ,931 -0 ,250
-6 ,289 0,052
-5 ,361 0,023
11,094 -0 ,082
-6 ,289 0 ,052
(2)
NA pg Nslse
-3",198 ea”) -4",461 an” !
51,365 91 ,125
-48 167 -81 ,860
=54 ,562 -90 ,146
51,365 80 ,880
-10 ,442 -19, ,435
-8 ,936 1,871
18 ,436 24,677
-10 ,442 -17 ,353

(NS-N6)C dans Ap5 et Aq6

‘4

et 2
aLh a8 p. avih
56 175 o
Ajpg  Ng( )8V
grade 0 v aVO dt
+ grade 1
-6",037 0",0325 an” ! 0",0000 an”
96 ,971 -0 ,4104 -0 ,0137
-90 ,935 - 0 ,4737 0 ,0137
-103 ,008 0 ,4051 0 ,0137
96 ,971 -0 ,4670 -0 ,0137
-19 ,713 -1 ,7249 0 ,0048
-16 ,871 0 ,9510 -0 ,0010
34,805 5 ,1315 -0 ,0015
-19 ,713 -2 ,9751 0 ,0002
a’? 2,4, avi?
b5 Nsbops NSO MY = —g
-24",206 0",054 an~' 0",019 an~' 0",000 an”
450 ,36 -0 ,664 -0 ,881 -0 ,055
-410 ,97 0,770 0,684 0,057
-457 ,37 0 ,655 1,123 0,053
417 ,98 -0 ,758 -0 ,929 -0 ,055
-94 ,43 -2 ,896 -1 ,424 0,018
-22 ,33 1 ,5% 1,675 -0 ,006
136 ,26 8 ,593 4 471 -0 ,007
-87 ,85 -4 ,981 -3 ,866 0 ,003

grade O + grade 1

1

Bops

o", 102
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N
grade 0 + grade

|

Tableau 7-a
Développements de 1'inégalité (ZNS-SNG) dans Ap5 et Aq5
degré 3 ordres | et 2
nm A
L P
= = = — NSQG N gr;dzo GLgé) aAIPS dV(()])
15 o
255 %06 Zo6 CoS C05 CoG c06 grade 0 grade | + grade 1 N5( v )OAIV Vg 4t AZPS
0 o0 1 0 0 0 2 -130",507 an~' 1",194 an” ! 18179",6  0",520 an” -3",153 an” ! -491",1
0 0 1 o 1 o 1 261 ,014 -2 ,389 -36359 ,2 -1 ,016 6 ,259 1022 .8
0 o0 1 0 2 o0 O -130,507 1,19 18179 ,6 0 ,448 -3 ,106 -499 ,6
1 0 0 o0 0 0 2 67 ,865 -0 ,676 - 9445 .8 -0 ,619 1,219 258 ,4
1 o0 0 o0 1 o0 1 ~-135,729 1,353 18891 ,6 1,245 -2 ,415 -514 .6
1 0 0 0 2 0 O 67 ,865 -0 ,676 - 9445 ,8 -0 ,549 1,195 245 ,2
0 0 3 0 0 0 o0 -267,938 1,800 37415 ,5 0 ,380 11,102 1507 ,4
1 0 2 0 0 0 O 490 ,897 -3 ,689 -68495 ,0 -6 ,683 ‘~22 ,076 ~2164 ,1
2 0 1 0 0 0 O -29 ,708 2,466 41366 ,5 9 499 14 488 701 .4
30 0 0 0 0 O 59 ,377 -0 ,541 - 8271 ,6 -1 ,763 -3 138 -193 ,3
- oL@ A - 3":22) 345 dvc()l)
584Ps 556 195 589P5 Ny (=Y BEAREET: 8245
0o 0t o0 0 o0 2 9629",6 an~! -250",304 an~| -1318880" -260",11 an |  33",4 an~!  229",0 an~'  64060"
0 0 I 0 1 0 I ~-19259,2 478 ,858 2640800 541 ,7 -73 ,6 -454 .7 -129740
0o 0t 0 2 0 0 9629 ,6 -228 554 -1321920  -264 .7 34,7 225 ,7 64060
1 0 0 0 0 0 2 -5003,3 147 ,264 684460 136 ,9 -16 ,9 -85 ,9 -28950
1 0 0 0 1 0 1t 10006 .7 -283 ,218 -1367340 =272 ,6 36 ,7 165 ,2 56380
1 0 0 0 2 0 0 =-5003,3 135 ,954 682880 129 ,9 -18 ,1 -88 ,3 -28130
0 0 3 0 0 0 O 19818 ,6 =245 ,791 -2751880 798 ,4 50 ,3 -816 ,1 234050
1 0 2 0 0 0 O -36281,2 569 ,915 5021020 ~-1146 ,3 -99 ,6 1619 ,3 402810
2 0 1 0 0 0 O 21911.5 -417 ,029 -3022230 371 .5 66 ,5 -1060 ,2 -210640
3 0 0 0 0 0 O -4381 .4 98 ,013 602290 -102 .4 -12 ,6 229 1 48380
— Y
TN
grade O + grade 1
Tableau 7-b
Développements de 1'inégalité (2N5—5N6) dans Ap, et Aqg
degré 3 — Ordres | et 2
. aLlD 28,p5 avi"
A N AV . A
Neles 1%6 o 6¢ v 2oh1 v dt 2Pe
- - - r N grade 4
255 205 %06 206 Los. CoS C°6 c06 grade 0 grade 1 * grade |
o 0 1 0 0 0 2 804,678 an~! -8",670 an~' -111908" ~-11",633 an '  19",681 an ' 4402"
0 0 1 0 1 o0 1 -1609 ,357 17 ,340 223816 22,961 -39 ,072 -8721
o 0 1 0 2 0 o 804 ,678 -8 .670 -111908 =11 ,841 19 ,392 4391
0 0 0 0 0 2 -418 ,439 4,843 58145 5,907 -7 ,643 -1905
o0 o0 1 0 1 836 ,878 -9 686 -116290  -11 ,875 15 ,135 3797
0 0 0 2 0 0 -418 ,439 4,843 58145 6 ,476 -7 ,492 -1964
0 0 3 0 0 0 O 1652 ,052 -13 ,779 -230319 -6 ,858 -67 ,960 -8590
i 0 2 0 0 0 O -3026,768 27 ,648 421635 32,722 135 ,211 14408
2 0 1 0 0 0 0 1829 ,439 -18 ,169 -254640 =52 ,296 -88 ,786 -5130
3 0 0 0 0 O O -366,107 3,924 50917 13 ,026 19,240 874
(2) 3’-2? 34,94 dvi')
Nbpg Neles bjag  Ngbppg NI AV ot 8296
[+]
o o0 1 0 0 0 2 -23870 an” '  805",1 an”| 3243540  939".an” ! -130",6 an”! -571",3 an | -193960"
0 0 1. 0 1 0 1 47740 -1556 ,5 -6494560  -1860 272 .8 1134 ,5 382650
0 o0 1 0 2 o0 0 -23870 751 .4 3251020 937 -129 .4 -563 ,2 -192660
1 0 0 ©0 0 0 2 12402 -460 ,8 -1679390  -406 68 ,9 220 ,5 78420
1 0 0 0 1 0 1 -24804 893 ,8 3362680 810 -125 .2 -436 ,6 157650
0 0 ©0 2 0 0 12402 -432 ,9 -1683280  -419 68 ,7 216 ,1 79620
0 0 3 0 0 0 O -49127 991 ,7 6767950 ~1833 -189 ,8 1995 ,7 564840
1 o0 2 0 0 0 O 8993 —2111 ,8 -12348580 3073 374 .6 -3961 ,9 ~1041720
2 0 1 0 0 0 O -54314 1455 ,4 7432730 ~1094 -238 ,9 2595 ,5 552310
3 0 0 0 0 0 O 1086l -327 ,1 -1481230 186 48 .7 -561 ,0 -111830
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1'inverse. Il s'avdre que, d'une fagon générale, pour une inégalité (ki’kj)’
plus les entiers ki et kj sont petits en valeur absolue, plus les coeffi-
cients des termes en inclinaison sont grands par rapport & ceux en excentri-

cité ; on en verra encore l'illustration & propos de 1'inégalité& séculaire.

4. Dans 1'inégalité (NS—N6), 1'intégration €quivaut & multiplier
les seconds membres par 3,16 ; pour la grande inégalité, le facteur d'inté-
gration vaut -140,59. Ceci explique 1'importance des inégalités & iongues
périodes par rapport aux courtes périodes. Cependant, n'oublions pas que les
énormes coefficients qui découlent de la double intégration dans A]q5 et
A1q6 pour la grande inégalité, sont en facteur de monOmes de degré 3 : leur
évaluation numérique 3 une date donnée E&quivaut 3 multiplier ces coefficients
par des quantités de 1l'ordre de 10_-4 (cf. tableau 7c).

Remarquons aussi que la solution A]qi provient essentiellement
de la deuxiéme intégration de Alpi dans le cas d'une inégalité a longue période,
tandis que dans le cas d'une courte période, les contributions de A]pi et de
Lii) restent comparables.

5. Les tableaux 6 et 7 illustrent la propriété remarquée en I.4,
énoncant que dans chaque inégalité, la somme des coefficients des termes dépen-
dant des variables Coi est identiquement nulle. On constate par ailleurs que
la somme des coefficients des termes ne dépendant que des variables z . est
bien plus petite que chacun de ces coefficients, (comme dans le cas de la
grande inégalité). On a constaté la méme petitesse relative de ces sommes dans
la plupart des autres inégalités, et dans toutes les équations ; cette parti-
cularité est moins évidente 3 un degré donné pour les inégalités qui contien-

nent 3 ce degré des termes issus des parties indirectes de la fonction pertur-

batrice (comme 1'inégalité NS_N6 au degré 2). Ceci indique que les pertur-
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bations passent par un minimum lorsque les variables z . sont égales ou voi-
sines, c'est—3d-dire quand, dans le mouvement 3 trés longue période, les excen-
tricités sont égales ou voisines et que les périhélies sont 3 la méme longi-

tude ou presque.

b} Ondre 2.
A propos de l'ordre 2, nous pouvons faire les 3 remarques suilvantes :
8Alc dV(l)
1. L'importance relative des termes issus de o par rapport
ov dt
0
BLi.
a ceux de {( J)OA]V} dépend essentiellement de 1'importance prise par AIO
oV
par rapport & Lij d 1'issue de l'intégration & l'ordre 1, et donc dépend de
oo Vg
la période de chaque inégalité. Notons que dans les produits . —2% | nous
v dt
0
n'avons fait intervenir que les termes de degré non nul de
aytH dqgé)
o , car les seuls qui soient de degré nul (dans les ———) sont &liminés
dt dt
par le choix des constantes Po;
v - .. _
2. Dans l'inégalité (N5 N6), les termes de Azp5 et Azq5

dépendant des inclinaisons sont inférieurs en moyenne a ceux dépendant des
excentricités (on avait 1'inverse 3 l'ordre 1) ; pour la grande inégalité
on vérifie la méme particularité, mais moins nettement. Ceci illustre en fait
une propriété des développements observée d'une fagon générale : la décrois-—
sance des coefficients d'un méme mondme, ordre par ordre, est plus rapide
pour les termes dépendant des variables Coi que pour ceux ne dépendant que

des variables z s (ou de leurs conjuguées).
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3. La somme des coefficients des termes dépendant des variables Tos
dans un méme développement n'est pas rigoureusement nulle. Ceci est uniquement
la conséquence de la sélection des termes opérée d l'ordre 1 (cf. III.1.4).
L'écart moyen de ces diverses sommes avec la valeur zéro permet d'estimer que
la précision relative atteinte pour ces termes 3 l'ordre 2 3 1'issue de cette
sélection, est voisine de 1 7 dans le cas de la grande inégalité au degré 3 ;
comme, pour la grande inégalité, 1'ordre 2 est globalement 10 fois moins im-
portant que l'ordre 1, la précision relative sur la somme de ces deux ordres
est ainsi voisine du milliéme. Cependant, comme & chaque degré donné, la sélec-
tion affecte davantage les termes dépendant de Coi 4 cause de leur majorant
plus petit que celui des z o la précision des termes ne dépendant que des
z . est un peu meilleure. D'aprés 1'évaluation numérique donnée dans le
tableau 7c¢ on peut alors estimer que la contribution des termes de degré 3

de la grande inégalité dans Azq5 et A2q6 est ici connue avec une incerti-

tude inférieure 4 la seconde.

Tableau 7-c

Amplitude des termes de degré 3 de la grande inégalité (2N5—5N6) dans Aqu' AZqS’ Alq6 et A2q6

pour 1'époque 1950.0 (contributions de chaque mondme)
exposants des variables Aqu A2q5 A1q6 A2q6

- - - _ — N e, e\, N
2.5 %55 Zo6 Zob coS ;05 ;°6 C06 Re Im Re Im Re ?m Re Im
o 0 o0 o 0 0 2 =-26",01 22",98 1",26 -1",12 63",96 -56",52 -3",82 3",38
o o0 o 1 g 1 0 1 .21 ,03 ~29 ,76 -1 ,03 1,46 -51 ,73 73 ,18 3,05 -4 ,3]
0O 0 o0 1 0o 2 0 © -3 ,58 8 ,87 0,17 -0 ,43 8 ,80 -21 ,82 -0 ,52 1,
o 1 0 © 0o 0 0 2 -7 ,83 -13 ,55 0,33 0,57 19 ,21 33,25 -0 ,89 -1 ,55
o 1 o0 o o 1 0 1 11,24 11,93 -0 ,46 -0 ,49 =27 ,65 -29 ,34 1,30 1,38
o 1 0 © o 2 0 o -3 ,58 -2 ,36 0,15 0,10 8 ,83 5,83 -0 ,42 -0,
o 0 o0 3 0o o0 0 o -51 ,68 473 ,22 -4 ,39 40 ,25 127 ,10 -1163 ,84 10 ,61 -97 ,i3
o 1 o0 2 o o o o =719 ,09 -229 ,23 -57 ,69 -18 ,39 1768 ,50 563 ,76 149 ,19 47 ,56
0o 2 o 1 o 0 0 0 192 ,16 ~344 ,32 13 ,39 -24 ,03 -~472 ,59 848 ,05 -35 ,12 63 ,02
o 3 o 0O 0O 0 0 o 51,92 44 47 4,17 3,57 ~-127 ,69 -109 ,36 -9 ,65 ~8 ,26

Somme x 2 : =-l0o70",82 -I16",50 -88",20 ~ -2",98 2633",50 286",38  254",84  10",18
Notes : . Les valeurs des zoi et Coi utilisées pour calculer les mondmes sont celles données dans le tableau 2.

. Pour avoir tous les termes de degré 3 de la grande inégalité, il convient d'ajouter i ceux donnés ici
leur conjugué changé de signe, de sorte qu'on aura par exemple dans la longitude moyenne de Jupiter :

~/=T 8,q5 = - 1070",82 sin[:(ZNS ~ SNt - ./—'x'(zqoS - Sqos)]

- " - - ~ -
116",50 cos[(2Mg - SNt = /<T(2q ¢ = 5q )]
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Nous pouvons comparer les résultats du tableau 7c avec les contribu-

tions obtenues par Bretagnon (1978) pour la grande inégalité, dans la longitude

moyenne de Jupiter et de Saturne, 3 10_3" prés
s1n(2N5—5N6)t cos(2N5—5N6)t
B2 = =1062",301 ~106",520
AZXS = -99",459 -4", 012
A]A6 = 2609",107 261",622 .
Borg = 249",644 10", 447

Nous voyons que les termes de degré supérieur 4 3 apportent encore

des contributions de plusieurs dizaines de secondes.

Bretagnon avait d'ailleurs déterminé que les ordres supérieurs a 2
apportent également des contributions de quelques dizaines de secondes, ce qui
montre la lenteur de la convergence ordre par ordre dans le cas de la grande

inégalité (cf. IV.3).

Pour les inégalités 3 courtes périodes la convergence est toujours

bien plus rapide dans 1'absolu, car les amplitudes sont plus petites.

1V - 2.- Développement et solution du systeme autonome.

A 1'ordre 1, nous avons limité le systéme autonome aux termes de degré
inférieur ou &gal a3 7 pour le couple Jupiter-Saturne, et d 5 pour les autres
couples ; dans tous les cas, ces termes sont de degré inférieur ou égal a 4 en
inclinaison. Dans le cadre de ces limitations nous avons calculé tous ces termes

aux grades 0 et 1.

A 1'ordre 2, nous avons construit le systéme autonome jusqu'au degré 7
pour les équations relatives & Jupiter et & Saturne, et au degré 4 pour les

autres, en ne calculant pour ces termes que la contribution de grade O ; du fait
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de la sélection des termes périodiques d'ordre 1, le systéme autonome d'ordre 2
est incomplet : lorsque le degré est faible, on a obtenu tous les mondmes qu'il
est possible d'avoir & ce degré dans 1'inégalité séculaire d'ordre 2 mais leur
coefficient a une précision limitée ; lorsque le degré est plus élevé, il man-—
que en outre certains mondmes. Cependant nous verrons que globalement, le

systéme autonome d'ordre 2 a &té obtenu avec une précision relative de 1'ordre

de 1 Z. ‘

Le calcul de l'ordre 2 a duré 90 minutes environ, et a donné aprés la

fusion de nombreux modules en 12 super-modules, un total de 5 000 termes environ.

Dans ce paragraphe, nous suivrons pas & pas 1'algorithme de résolu-

tion du systéme autonome, défini en II.3.3.

IV - 2.1.- Pas 1 : détermination des constantes Py;-
Le systéme d'équations (2.25), réduit aux termes de grade O et 1 est
linéaire par rapport aux inconnues Pyi- On le met sous la forme matricielle

suivante :

1l
~

(4.1) (1 + KI)P

oi I est la matrice unité (N x N), P 1la matrice colonne des inconnues Pyi>

KO et K1 les matrices contenant les coefficients des termes de grade 0 et 1
dq .
respectivement (termes de degré O dans les équations °L | i la premiére
dt

approximation). On donne dans le tableau 8 la matrice I + K la matrice Ko

1’

aux deux premiéres approximations, et la solution P qu'on en déduit. Dans K,
on a des termes d'ordre | uniquement tandis que dans KO on a, aux deux pre-

miéres approximations, des contributions d'ordre 1 et d'ordre 2.

ére . . U ..
A la i approximation, on vérifie que les coefficients des termes

d'ordre 1 dans K0 et K, sont bien du méme ordre de grandeur que les masses,
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Tableau 8
Détermination des p _.
ol
a) Equation (4.71)
grade 1 : matrice I + K]

1,002 023 -0,000 181 -0,000 002 -0,000 001
-0,001 106 1,004 193 -0,000 018 -0,000,004
-0,000 162 -0,000 241 1,003 272 -0,000 073
-0,000 060 -0,000 070 -0,000 096 1,003 035

grade O : matrice Ko
apport de la

lére approximation 28me approximation

ordre 1 ordre 2 ordre 1 ordre 2
-0,001 8396 -0,000 0025 - 0,000 0009 0,000 0002
-0,003 0652 -0,000 0006 -0,000 0083 -0,000 0020
-0,002 7962 -0,000 0059 -0,000 0036 -0,000 0001
-0,002 8079 -0,000 0096 -0,000 0008 -0,000 0004

b) Solution :

l1ére approximation 2éme approximation

(1 (2) (1 (2)
oi Poi Poi Poi
-0,001 8364 ~0,000 0025 -0,001 8355 -0,000 0023
-0,003 0545 -0,000 0006 -0,003 0628 -0,000 0026
-0,002 7882 -0,000 0059 -0,002 7919 -0,000 0060
-0,002 8000 -0,000 0096 -0,002 8008 -0,000 0099
- (D (2)
0i' T Poi T Poi ) Poi
-0,001 8389 -0,001 8378
-0,003 0551 -0,003 0654
-0,002 7942 -0,002 7979
-0,002 8096 -0,002 8107
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(1

et qu'ainsi, les p,; sont bien numériquement d'ordre 1 ; de méme on constate

(2)

que les p,;  sont bien d'ordre 2.

Comme les seconds membres des €quations sont d'ordre 1, leurs termes
de grade 1 sont &quivalents numériquement & des termes d'ordre 2 ; cela justifie
que, n'ayant pas cherché a atteindre 1'ordre 3, on n'ait pas cherché les termes

de grade 2 dans les &quations ; dans ces conditions, on aurait pu se contenter

des valeurs pé;), les péi) n'introduisant que des modifications d'ordre 3,

mais encore fallait-il s'en assurer.

Voyons dés maintenant la deuxiéme approximation : ayant substitué les

solutions z . et ¢ . (qu'on verra plus loin) dans les termes de degré 2 et 4
da,
des équations —— , on obtient des nouveaux termes constants qui s'ajoutent
dt
a K.
o

Nous constatons dans le tableau 8 que ces termes sont en fait du méme
ordre de grandeur que ceux de degré O obtenus & l'ordre 2, bien que provenant
essentiellement de termes d'ordre 1 et de degré 2 au moins. Dans ces conditions,
il n'est pas nécessaire de calculer une nouvelle approximation des solutions
zZ . et Coi avec les nouvelles valeurs des P i car les différences avec la

o1l

premiére approximation seraient d'ordre 3.

Les résultats qui suivent sont ainsi calculés avec la valeur des Poi
obtenue 3 la l&re approximation. Dans les tableaux 9 & 12, on trouvera parfois
les trois contributions suivantes & un méme terme : (ordre 1, grade 0), (ordre 1,
grade 1), (ordre 2, grade 0), qui seront notées respectivement ordre (1+0),
ordre (1+1), ordre (2+0). Comme dans le cas des inégalités périodiques, on

pourra constater que la contribution d'ordre (1+1) est toujours 100 fois plus

faible au moins que celle d'ordre (1+0).
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IV - 2.2.- Pas 7 : Determination des solutions z; et ¢ ..

_ (e §

La recherche de ces solutions s'effectue par approximations successives,
3 partir de 1l'approximation de Laplace-Lagrange donnée par la partie linéaire

du systéme autonome, conformément d& la méthode exposée en II.3.4.

1V.2.2.1.- 1ene approximation : solution de Laplace-Lagrange.

a) description du systeme LinZaire, ,

Nous donnons dans les tableaux 9a et 9b les matrices Al et A2 repré-
sentant la partie linéaire du systéme autonome (cf. 2.30) ; leurs éléments

seront notés aij’ avec 1 et j compris entre 5 et 8.

Dans A] nous constatons que par rapport d la contribution de 1'ordre

(140), 1'ordre (2+0) atteint parfois 13 7 sur la diagonale, et 30 % hors

de la diagonale (pour les &léments asg et 387)’ alors que l'ordre (I+1)

ne dépasse pas 1 Z. Par contre, dans A2, les contributions des ordres

(1+1) et (2+0) sont sensiblement &quivalentes et ne représentent chacune

que 1 Z de l'ordre (1+0). C'est une nouvelle illustration de la décroissance
plus rapide, entre 1'ordre 1 et 1'ordre 2, pour les coefficients d'un méme
ménome dépendant des variables Coi’ que pour ceux d'un méme mondme ne dépen-—

dant que des z: (cf. IV.1.2.b).

Dans chacune de ces matrices, on peut s'intéresser surtout aux éléments
diagonaux : en effet, on constate dans le tableau 10 que leurs valeurs propres

Ki sont voisines des éléments diagonaux et a d'une part, et des

477 88

valeurs propres de la sous-matrice 2 X 2 relative aux indices 5 et 6 d'autre

part ; ensuite, une modification de ces &léments entraine une modification

assez comparable des valeurs propres : pour la matrice Al’

modifient les valeurs propres obtenues & 1'ordre 1 d'environ 10 %, tandis que

pour A ces modifications ne dépassent pas | 7.

2’

les termes d'ordre 2



€quation

d 205

dt

équation

d CcS

dt

Termes de degré 1 dans les &quations

contributions
ordre  grade

1 0

1 1

2 0

1 (o]

1 1

2 0

1 0

1 1

2 0

1 (o}

1 1

2 (o}

Termes de degré 1 dans les équations

contributions
ordre grade

1 0

1 1

2 [

1 0

i 1

2 (¢}

1 0

1 1

2 0

i 0

]

2 0
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Tableau 9-3

Systéme de Laplace-Lagrange

255

-7,502 096

0,041
-1,020

11,923
-0,079
0,836

0,314
-0,001
-0,001

0,038
-0,000
-0,000

611
691

198
940
691

639
535
053

487
187
006

d

z .

dt

coefficients des variables :

z06
4,834 4
-0,030 4
0,328 8

-18,611 4
0,109 8
-0,310 6

0,838 9
~0,001 7
0,023 9

0,081 1
~0,000 i

24
61
56

28
41
57

23
36
48

84
83

-0,000 204

coefficients en".an

Tableau 9-b

Systéme de Laplace~Lagrange

C05
7,502
~0,041
~0,041

-18,241
0,108
0,126

-0,937
0,003
0,000

-0,178
0,000
0,000

coefficients en".an

096
611
018

795
971
319

186
989
857

590
747
134

dt

coefficients des variables :

Y3
-7,396
0,041
0,040

18,611
-0, 109
-0,126

~1,396
0,003
0,002

-0,207
0,000

0,000

386
195
847

428
841
31

684
113
401

347
501
049

(matrice A‘

o7
0,027
~0,000
0,000

0,181
-0,000
0,005

-2,753
0,008
-0,254

0,212
-0,000
0,067

)

674
127
313

981
393
548

467
300
637

615
610
794

(matrice A2)

CO
-0,082
0,000
0,000

-0,302
0,000
0,000

2,753
-0,008
0,004

-0,283
0,000
0,004

7
429
324
124

972
702
289

467
300
142

114
809
990

258

0,005
~0,000
0,000

0,026
-0,000
0,000

0,315
~0,000
0,102

~0,669
0,002
-0,042

017
023
406

100
061
185

112
903
376

050
055
781

C08
-0,023 280
0,000 090
0,000 048

-0,066 661

0,000

166

0,000 035

-0,419 596

0,001
-0,007

0,669
-0,002
0,004

197
400

050
055
807
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Pour comprendre 1'importance de 1'ordre 2 par rapport a 1l'ordre 1,
surtout pour la matrice A], il faut voir que ces termes proviennent unique-

ment du produit des termes d'ordre 1 qui sont de degré le plus bas dans les

inégalités de caractéristiques -2, -1, 0, 1 et 2
d z(i)
En effet, ° est identifié 3 une somme d'expressions de la
dt
forme (—23- (k.,k.)) A,0(-k.,-k.), combinant les inégalités (k.,k.) de
3G 12737701 1 3 i’7]

(3
ij

avec leur opposée dans Alo ; deux cas peuvent se produire :

Cas 1 : o désigne une des variables =z, z, T ou Z. Pour que le

résultat soit de degré 1, les termes de Lgﬁ) doivent étre de degré 1 (ou 2)

et ceux de A]O de degré 1 (ou 0) ; en fait, comme Lig) est pair en in-

clinaison et que Alc ne contient pas de degré 0, les termes de degré 2 de
Lii) n'interviennent pas. Les termes de degré 1 de Li?) sont de caractéris-—
tique 0 ou 2, et comme des inégalités opposées sont de caractéristiques opposées,
ceux de degré 1 de Alz ne peuvent &tre que de caractéristique O, et ceux

de Al; de caractéristique O et 2. Seules se combinent donc les inégalités

de Lig) telles que : ...(=2,2), (-1,1), (1,-1), (2,-2),... (1,1), (0,2), (~-1,3),...

avec leur opposée dans A]z ou AIE.

Cas 2 : o désigne une des variables p ou q : les termes de Liﬁ)

doivent alors €tre de degré 0 (ou 1) et céux de A]G de degré 1 (ou O) ; les
termes de Lig) sont alors de caracté@ristique 1 (ou O et 2) et ceux de A]O
de caractéristique -1 (ou 0) ; la caractéristique 2 n'intervient donc pas. Seules
Lig) :

se combinent donc les inégalités de . (2,-1), (1,0), (0,1), (-1,2),.

et ...(-2,2), (-1,1), (1,-1), (2,-2)... avec leur opposée de Alp ou Alq.
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Pour le systéme en inclinaisons, le cas | est valable en inversant les

rdles de 2z et de . Au cas 2, seuls interviennent les termes de caractéris-

tique O car Liﬁ) ne contient pas de degré O.

Sachant que certaines de ces inégalités peuvent atteindre plusieurs

centaines de secondes, du fait notamment des parties indirectes en o =, ou
(*)
b

par exemple dans 1'inégalité & longue période (1,-2) d'Uranus-Neptune

on s'explique aisément 1'importance des termes obtenus d 1l'ordre 2.

b} precision de La determination des valewrs propres.

Les termes d'ordre 1 des matrices A] et A2 sont déterminés avec
une précision surabondante (= 10_10) tandis que ceux d'ordre 2 sont entachés
d'erreurs 3 cause de la sélection des termes périodiques d'ordre 1. Ces erreurs
sont cependant faibles car les termes de bas degré sont relativement peu
affecté@s par cette sélection. Or, nous disposons d'éléments de comparaison

pour estimer ces erreurs : ce sont les valeurs propres obtenues par Brumberg

(1973) pour les ordres 1 et 2.

En ce qui concerne le systéme linéaire autonome, les résultats de
Brumberg sont plus complets que les ndtres car la sélection des termes pério-
diques d'ordre 1 qu'il effectue pour calculer l'ordre 2, est seulement liée

au choix d'un équivalent de la valeur limite £ (de 1'ordre de 20), et

M
parce qu'il tient compte des 8 planétes. Cependant la masse de Saturne qu'il
adopte est celle proposée par Newcomb, égale & 1/3501,6 , alors que celle

proposée au Colloque d'Heidelberg, que mous avons prise, vaut 1/3498 soit une

différence de 1 milliéme.

Nous avons calculé les matrices A, et A2 pour les 8 planétes a

1

1'ordre 1, en adoptant la masse choisie par Brumberg pour Saturne. Nous avons

{(¥) sensible surtout sur les &léments hors diagonaux a et a

78 87°
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Tableau 10

Solution de Laplace-Lagrange

Valeurs propres lj des matrices A, et A,

Valeurs obtenues en tenant compte des planétes intérieures
Cas des 4 grosses planétes et d'une masse différente pour Saturne, comparées 3 celles
obtenues par Brumberg

ordre 1 ordre 1 ordre 1 (8 plan?tes) Brumberg

(grades 0 et 1) ordre 2 ordre 2 (4 planétes)
-22",3331 an” ! -23",2309 an”! -23",2281 an” ! ~23",2207 an”"!
-3 ,7039 -4 ,1341 L -4 L1414 -4 1426
-2 ,7034 -2 ,9799 -2 ,9784 -2 ,9772

-0 ,6338 -0 ,6581 ' -0, 6578 -0 ,6569

o 0 (3.107) 0 (5.107)

0, 6784 0 ,6818 , 0 ,6815 0 ,6823

2 ,9074 2 ,9127 2 ,9134 2 ,9157

25 ,7884 25 ,6209 25 ,6430 25 ,6680
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ajouté a ces matrices (8 X 8), 1les sous-matrices (4 x 4) d'ordre 2 corres-

pondant aux 4 grosses planétes, issues de la sélection des termes d'ordre 1.

Nous n'avons pas modifié la masse de Saturne dans l'ordre 2 car cela
reviendrait 3 faire des corrections d'ordre 3. L'apport des plandtes telluri=-
ques sur les &léments des matrices (4 X 4) relatives aux 4 grosses planétes
3 1'ordre I, consiste 3 augmenter (en valeur absolue) uniquement les E€léments
diagonaux a.. (1 =53 8) respectivement de 0",016658, 0",001877, 0",000159
et 0",000033. Par rapport aux matrices obtenues par Brumberg, 1l nous manque
alors les termes d'ordre 2 associs aux planétes telluriques, qui sont proba-
blement inférieurs d 0'",0001 sur les &€léments relatifs aux 4 grosses planétes,
et les termes d'ordre 2 que nous avons négligés par la sélection des termes
périodiques d'ordre 1. La comparaison des valeurs propres obtenues ainsi pour
8 planétes, avec celles de Brumberg,donne donc essentiellement les erreurs dues
a cette sélection. On constate que la précision relative avec laquelle nous
avons déterminé les valeurs propres est de l'ordre du milliéme de sorte que
1'incertitude sur les valeurs propres ne dépasse pas quelques milliémes de
seconde par an, sauf pour les plus grandes valeurs propres pour lesquelles cette

incertitude atteint le centiéme de seconde par an.

Ces incertitudes doivent cependant &tre nuancées par la considération
d'autres limitations présentes chez nous comme chez Brumberg : vu 1'importance
des modifications apportées par 1l'ordre 2, on peut penser que l'ordre 3 n'est
surement pas négligeable et qu'il pourrait bien modifier encore les valeurs

propres de quelques centiémes de seconde par an.

Par ailleurs, l'incertitude sur la masse de Saturne (actuellement
-4 - s
de 1'ordre de 10 '), ne permet pas de connaltre les valeurs propres a mieux

que le milliéme de seconde par an, car par exemple, le terme ago d'ordre 1

dans les matrices A, et A, égal a 7",502 096 an~! est la somme de

. ~ < -1
plusieurs termes dont 1'un, égal & 7", 396 an a la masse de Saturne en
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facteur. L'incertitude sur les autres masses (sauf celle de Jupiter), conduit
d des incertitudes relatives analogues sur les termes de ces matrices concernés
par ces masses, mais comme ils sont plus petits, les incertitudes absolues

sont aussi plus faibles.

c) trhans formation du systeme Linlaire : lene approximation.

Ayant rassemblé dans la matrice A les 3 contributions d'ordre (1+0),
(1+1) et (2+40) données dans les tableaux 9a et 9b, et ayant calculé ses valeurs
propres Ki’ nous avons obtenu la matrice P de ses vecteurs propres, que
nous avons normé par la "norme du Max". Le changement de variable X = PY
transforme le systéme linéaire AX en un systéme diagonal LY. Sa solution

constitue la lére approximation Yo’ dont les éléments sont de la forme

(cf. 2.40) :
. =a, exp v-1 £. t (3 =13a2N).
Y03 j exp i ] )
Nous donnons dans le tableau 11 les amplitudes complexes
aj = pj exp v-1 ¢j, qui sont les transformés par P—1 des constantes égales
aux valeurs des z . et Coi pour 1950.0 (cf. tableau 2). Notons que la

normalisation des vecteurs propres permet de considérer les pj comme étant

)

du méme ordre de grandeur que les excentricités et les inclinaisons

. -1 .
Remarquons encore que les matrices P et P sont, comme la matrice
A, définies avec une précision relative de 1'ordre du milliéme ; il en est

alors de méme des amplitudes aj données dans le tableau I1.

Nous donnons également dans le tableau 11 la solution XO = PYO de
Laplace-Lagrange, relative a la lére approximation. Les affixes des z; et

L,i S comportent comme résultant d'une composition de mouvements circulaires

(¥) en fait demi-inclinaisons sur le plan invariable, lui-méme défini par Yos5-



- 116 -

dont les vitesses angulaires sont les valeurs propres Kj.

Lorsqu'on considére N planétes, on obtient 2N wvaleurs propres
dont une nulle. Dans la mesure od lorsqu'on réduit le probléme & N-1 planétes,
les 2N-2 wvaleurs propres qui en résultent sont comparables a3 (2N-2) des 2N
valeurs propres du systéme complet, on peut dire que les 2 valeurs propres qui
ont disparu sont associées a la planéte supprimée. Comme 3 chaque valeur propre
Ki correspond une solution Yoi® OO dira que les 2 solutions y,; correspon-
dant a ces 2 valeurs propres sont aussi associées 3 cette planéte. On peut
ainsi définir la correspondance suivante entre valeurs propres et plandtes

(cf. Duriez, 1971) :

v ., =23",2309

ol

Yo2r 4", 1341 «<—>  Couple Jupiter-Saturne

"
y g»  25",6209

1 > Uranus
"
Yo7s 2",9127 J

y 4> - O",6581
> Neptune

[
\

1
v g  0",6818

Notons que 1'influence de Jupiter ou de Saturne est telle que les
valeurs propres obtenues en supprimant une de ces planétes sont totalement bou-
leversées. On ne peut donc séparer l'influence de ces planétes et on attribue
les 3 valeurs propres El’ Kz et 28 au couple. La valeur propre nulle pour-
rait aussi &tre attribuée d ce couple dans la mesure oii le plan invariable du
systéme solaire dépend pour prés de 90 % de ces 2 planétes. Ces associations
sont aussi a4 mettre en relation avec une certaine prépondérance des éléments

diagonaux ou de certains blocs diagonaux dans les matrices Al et A,
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W ~N O

forme de la solution

£.("an"")
3
~23,2309
-4,1341
-2,9799
-0, 6581

[¢]

0,6818

2,9127
25,6209

~

oj

-0,047
-0,042

0,029
~0,009

0,013
~0,005
0,008
0,007
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Tableau 11

Solution de Laplace-Lagrange obtenue 3 la lére approximation

855
660
570
453

802
858
827
877

;oj = p; exp /:T(ljt + ¢j)

®5

47°,458
149°,106
63°,399
106° ,394

72° ,845
157°,362
44° 739
52°,996

zoS

0,016 650
-0,042 660
-0,001 848
-0,000 059

CoS

-0,013 802

-0,000 585

-0,000 480
0,003 164

s

2N

ij oxp /:T(ch + ¢j)

. = s.. exp /=1(L.t + ¢.)
o1 5-z+1 = ] J

%06

-0,047 855
0,036 345
~0,00!1 823
=-0,000 073

506

-0,013 802
-0,000 564
~0,000 392
-0,007 877

%07
0,001 778
0,040 041

-0,029 570
-0,001 716

Co?
~0,013 802
0,000 564

0,008 827
0,000 349

%08
0,000 t21
-0,001 937
0,003 741
-0,009 453

Co8

-0,013 802
0,005 858
-0,001 057
0,000 039
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1V.2.2.2.- 22me et 32me approximations : apport des fermes non Linlairnes.

1) Compontement des termes non LinZainres du systeme autonome.

Nous illustrons ces termes dans le tableau 12, par les termes de

degré 3 par rapport aux variables associées 3 Jupiter et 3 Saturne, extraits

dz

des équations relatives 3 ces 2 planétes. Chaque ligne de ce tableau

dt
correspond 3 un méme mondme de degré 3 dans 1'inégalité séculaire relative

()

4 chaque équation avec la répartition de ses diverses contributions

A 1'ordre 1, on peut faire, dans 1l'ensemble, les mémes remarques
sur le comportement de 1'inégalité séculaire, que pour les inégalités périodi-

ques (cf. IV.1.2 a) :

faiblesse de la contribution d'ordre (1+1) par rapport & celle (1+0).
. importance plus grande des coefficients des termes dépendant des Coi
par rapport d ceux ne dépendant que des Z i
. croissance des coefficients, dans leur ensemble, lorsqu’on passe des
termes lin€aires (cf. matrices A1 et A2 dans le tableau 9), aux termes cubiques
et au deld. Les coefficients de degré 5 qui prolongeraient le tableau 12 et qui

ne dépendent que des Z os sont de l'ordre de quelques centaines de secondes

par an, tandis que ceux dépendant des Coi sont en moyenne 10 a 15 fois plus

gros.
. nullité de la somme des coefficients dépendant des Coi'
Ces remarques concernent de fagon analogue tous les termes séculaires
dans toutes les équations pour toutes les planétes, a4 l'ordre 1 (y compris le

systéme relatif aux inclinaisons).

—--- - dz dz

. . . o . 5
(*) Notons que ce tableau 12 est bien représentatif des équations di et di6
au degré 3, car les plus gros termes de méme degré dépendant des autres plandtes
ont des coefficients de 1l'ordre de la seconde par an a4 1l'ordre 1, et du dixi&me

de seconde par an a 1'ordre 2.
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variables

ordre
(1+0)

-154,196
308,392
-154,196

172,038
157,245
-164,641
~164,641

70,757
~141,514
70,757

-136,679
~136,679
131,845
141,514

-4,460
24,353
~14,108
-39,311
22,051
12,234

(G.1I) désigne
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Tableau 12

ordre

(1+1)

1,082
-2,164
1,082

1,292
1,209
1,250
1,250

~0,565
1,130
-0,565

1,100
1,100
-1,069
-1,131

0,093
~0,188
0,120
0,302
-0,190
-0,103

tordte
(2+0)

-20,28
40,62
-20,38

11,66
11,59
-10,07
-10,17

29,49
-58,89
29,50

-8,43
~-8,50
8,74
6,57

-39,69
179,20
-109,26
-218,41
135,04
67,23

Jupiter et de Saturme,

(G.I)

-16,296
32,592
-16,296

-1,209
~1,209
1,209
1,209

26,982
~53,963
26,982

2,325
2,325
=2,325
-2,325

-37,692
169,462
-102,337
-206,707
124,829
62,415

Coefficients exprimés en

(1+0)

176,508
-349,017
174,508

~-337,094
-337,094
349,017
325,171

-80,487
160,975
-80,487

424,299
387,815
-406,057
=406,057

30,173
-85,952
60,062
114,163
-96,954
=34,795

-1

.an

dans les é@quatioms

d 206
dt
(1+1) (2+0)
=1,464 70,55
2,928 -141,36
-1,464 70,54
2,849 -10,30
2,849 -9,67
-2,929 11,50
-2,769 7,92
0,753 ~-111,95
-1,506 224,38
0,753 ~113,19
-3,356 -11,45
~3,138 -10,77
3,247 13,44
3,247 8,69
-0,266 166,23
0,590 -723,95
-0,487 442,29
-0,935 883,79
0,785 =541,23
0,310 =271,90

(G.1)

66,545
=133,091
66,545

5,734
5,734
-5,734
-5,734

-109,093
218,186
-109,093

-11,027
-11,027
11,027
11,027

153,934
-685,292
417,948
835,896
-509,905
-252,395

la contribution apportée par la Grande Inégalité 3 1'ordre 2




- 120 -

A 1'ordre 2, il ressort essentiellement du tableau 12 que les termes
ne dépendant que des z_. sont 5 & 10 fois plus gros qu'd 1'ordre 1, et qu'au
contraire, ceux dépendant des coi sont en moyenne 10 fois plus petits qu'a
1'ordre 1. Dans des conditions, on peut se demander si les termes de degré 3
d'ordre 1 et 2 réunis représentent encore une perturbation du systéme linéaire.
En fait, lorsqu'on évalue les termes cubiques en prenant des valeurs moyennes
pour les Z i et Coi (~ 0,05) ; on trouve qu'ils représentent environ 15 %

des termes linéaires, ce qui est beaucoup, mais encore acceptable comme on le

verra en étudiant les premiéres approximations successives de la solution Y.

Notons encore que 1'illustration des termes non linéaires donnée
dans le tableau 12 constitue le cas le plus critique du point de vue de la
convergence, et que les autres développements du systéme autonome (relatifs
aux autres planétes) sont tous tels que l'ordre 2 y est inférieur 3 1'ordre |

(et souvent trés inférieur).

D'ailleurs, c'est essentiellement la grande inégalité qui contribue,
dans les équations relatives d& Jupiter et a Saturne, aux termes d'ordre 2 donnés
dans le tableau 12 : on y voit, en effet, que la différence terme 3 terme entre
1'ordre 2 et la contribution de la grande inégalité est toujours inférieure &

1'ordre 1.

Pourtant, les termes de la grande inégalité concernés dans ces termes
séculaires de degré 3 sont fort peu nombreux : ce sont uniquement les termes de

degré 2 de 1'inégalité (-2N_ + 5N6) dans Lgi) ; ceux—-ci, dérivés par rapport

5

-~

a z; et 26 (ou ZS et 56) donnent des termes de degré 1, puis, par multi-

plication par les termes de degré 2 de 1'inégalité (2N_ — 2N6) dans A

5 1 %5

et Al zg (ou AIES et AIZ6)’ donnent des termes séculaires de degré 3 ;

la grande inégalité dans A]ZS et AIZ6 étant moins importante que dans AIES

et A]Z6’ on s'explique la différence obtenue entre les termes ne dépendant

que des zOi et les autres.
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Les autres dérivées partielles (par exemple par rapport a qoS)
donnent nécessairement des termes séculaires de degré 5 (car par exemple, la

grande inégalité dans A

(45 ne contient que des termes de degré 3 au moins).

Donc, les termes de la grande inégalité dans A]q5 et A1q6, qui, par la
double intégration, sont trés importants, ne contribuent au systéme autonome
d'ordre 2 qu'd partir du degré 5.

Nous avons constaté en effet cette importance sur les coefficients

des termes de degré 5 qui prolongeraient le tableau 12 : ils sont 100 a 1000 fois

plus gros 2 1'ordre 2 qu'ad 1l'ordre 1 (la plupart des coefficients des termes

de degré 5 et d'ordre 2 ne dépendant que des zs et z ¢ dépassent 105"..em—l
d z, 6y -1 d 206
dans et atteignent 10 ", an dans ——— ; les termes dépendant des
dt dt
variables L5 et Co6 sont globalement 10 fois plus petits). Dans ces condi-

tions, lorsqu'on &value ces termes de degré 5, on les trouve presque aussi
importants que ceux de degré 3, représentant encore globalement prés de 10 7

de la partie linéaire.

I1 importe de remarquer que les termes de plus bas degré de la grande
inégalité dans les solutions du premier ordre (A]p5, Alp6, A]q5 ...) sont
nettement prépondérants sur ceux des degrés suivants ; ces termes (de plus bas
degré) se combinent entre eux pour former uniquement les termes de degré 3 et 5
du systéme autonome. Pour former les termes de degré 7, ils doivent se combiner
avec des termes de degré supérieur, la moindre importance de ces derniers
entraine une moindre importance des termes de degré 7 et des suivants : on
trouve que les coefficients des termes de degré 7 sont du méme ordre de grandeur
que ceux de degré 5, mais la différence de degré et la petitesse des z ; font
que leurs contributions ne représentent que quelques milliémes de celle du

degré 5.
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dg
Le systéme autonome est beaucoup moins perturbé par les termes
dt
d z
non linéaires que celui relatif aux excentricités : méme dans le cas
dt

des équations relatives d Jupiter et 3 Saturne, les termes de degré 3 et d'ordre |

équivalent globalement & modifier de 3 7 la partie linéaire ; ceux d'ordre 2 sont

en outre 10 3 100 fois plus petits que ceux d'ordre 1. Cette moindre importance
d Coi
de 1'ordre 2 dans le systéme ——— provient essentiellement du fait que les
dt

perturbations périodiques Alci sont beaucoup plus faibles que les Alzi R

on s'en apergoit par exemple en constatant que dans une théorie semi-numérique
comme celle de Simon et Bretagnon (1975), toutes les inégalités périodiques
dans Alci ont des amplitudes 100 fois plus faibles que les mémes inégalités
dans A]zi (méme pour la grande inégalité), bien que les Coi ne soient pas

100 fois plus faibles que les z s-

Pour évaluer la précision de ces termes, nous avons utilisé deux métho-
des : la premiére, valable pour les termes dépendant des Coi’ teste 1'écart
3 z8ro de la somme des coefficients des termes dépendant de ces variables (comme
pour les inégalités périodiques a 1l'ordre 2) ; la seconde consiste & comparer
deux calculs partiels de 1'ordre 2, 1'un ayant subi la sélection d'ordre 1, et
1'autre non ; cette méthode convient en plus aux termes ne dépendant que des z .
Dans la seconde méthode, nous avons calculé les contributions & 1'ordre 2 des
3 inégalités périodiques : (2,-5), (1,-1), et (1,-2) de Jupiter - Saturne (et
de leurs opposées), qui sont parmi les plus importantes pour ces planétes &
1'ordre 1. Dans un premier calcul, les termes de leur développement subissent
la sélection définie en III.l1.4 ; dans un deuxiéme calcul, on prend tous les
termes de ces inégalités dans toutes les équations, jusqu'au degré 4 ; pour la

grande inégalité nous sommes allés jusqu'au degré 7.
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Les termes linéaires du systéme autonome ne sont pas affectés par la
sélection dans les inégalités (1,-1) et (1,-2), mais les termes de degré 3 le
sont : on constate que les erreurs dues a la sélection atteignent parfois 1"
par an dans les termes ne dépendant que des zZ :o résultat analogue a ce qu'on
obtient par la premiére méthode pour les termes dépendant des Coi (examiner
par exemple ces termes dans le tableau 12). Remarquons toutefois que la grande
inégalité intervient ici complétement sans effet de sélection. Les incertitudes
relatives sur les termes de degré 3 et d'ordre 2 peuvent ainsi &tre estimées
comme étant globalement inférieures 3 1 7. Pour les termes de degré 5 et 7, la
contribution de la grande inégalité est tr&s fortement prépondérante (on le
verra plus loin encore dans la comparaison des tableaux 14 et 15) ; la sélec-
tion n'a affecté pour la grande inégalité, aucun terme ne dépendant que des
z . (jusqu'au degré 7). Les termes dépendant des Coi jouant un rdle mineur,

c'est dire que jusqu'au degré 7, les résultats associés 3 la grande inégalité

sont trés significatifs.

2) Thansgonumation des temmes non Linlaines du systeme autonome..

Le changement de variables X = PY &tant linéaire, un terme de F(X,i)

qui est de degré d dans 1'équation (2.30), est transformé en plusieurs termes

de G(Y,Y), de méme degré d par rapport aux y; et y. plus précisément,

la matrice P étant diagonale par blocs, tout comme la matrice A,

les z_ s sont transformés en y; pour i=1 a8 N, les Coi

-~

en y. pour i=N+1 3a 2N. Alors, un mondme de F(X,X), de degré d

t . . . . . .
par rapport aux z . (resp zOl) ou par rapport aux COl (resp 501),

engendre plusieurs mondmes qui sont tous du méme degré d par rapport aux ;i

pour 1 132 N (resp. §i)’ ou par rapport aux y. pour i=N+1 3a 2N

(resp. §i)' Il est donc possible de reconnaitre d'aprés leurs indices, les

termes de G(Y,Y) issus des mondmes de F(X,X) dépendant de tel ou tel type
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()

de variable (par exemple ceux ne dépendant que des Zoi) .

Si N est supérieur 4 2, 3 chaque degré on engendre davantage de
mondmes distincts dans G(Y,§) qu'on en avait dans F(X,i), tant que 1'ordre
atteint dans F(X,X) ne dépasse pas N ~ I : en effet, si F(X,X) est d'ordre I,
chagque mondme ne peut dépendre que des variables associées 4 2 plandtes (par
exemple d'indice i et j) ; chacune de ces variables est transformée en une
quelconque des variables y, pour k=1 a N (cu k=N+1 a 2N)
dans ces conditions, un mondme indicé par 1 et j se transforme en mondmes
dont les variables ¥, ~peuvent avoir des indices k tous différents (le
nombre des indices distincts est seulement limité par le degré du mondme consi-

déré et par le nombre 2N des variables yk).

Alors on congoit que la durée du calcul du transformé de F(X,i)
augmente trés rapidement avec le degré des mondmes et le nombre N de planétes
considérées :

Ainsi, les 54 mondOmes de degré 3 qu'on trouve 3 1l'ordre 1 dans chaque

d z . dcz .
oi oi
ou
dt dt

équation pour N = 4, engendrent 144 mondmes de degré 3

en variables (k =12 2N) ; 1la trentaine de termes de degré 3 qui, a

Tk
1l'ordre 2, dépendent de 3 planétes, n'engendre pas de nouveau mondme ; cette
transformation dure 20 secondes environ pour la premiére équation transformée
puis 15 secondes pour la suivante en utilisant le catalogue des transformés

(cf. III.2.5.2) construit & la l&re équation, et décroit jusqu'd 10 secondes

pour le traitement de la 4éme Equation.

Au degré 5, nous n'avons transformé, pour N = 4 et dans les équations

(¥) On en déduit aussi que les mondmes de G(Y,Y) possédent les mémes propriétés
que les termes séculaires, notamment celle assurant comme en (1.28), que pour
chaque mondme, la somme des exposants des variables v; moins celle des v;
vaut 1,
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d z .
oL , que les termes dépendant exclusivement des z : (probléme plan) ;

dt
ils sont 34 dans chaque équation & l'ordre 1, qui engendrent 200 termes des

-~

variables pour k =138N ; ceux d'ordre 2 n'engendrent pas de nouveau

Tk
mondme. Ce calcul dure 170 secondes pour la l&re équation, puis 150 secondes,
80 secondes et 60 secondes pour les suivantes. Les quelques 250 autres termes
de degré 5 qui dépendent des Coi engendreraient plusieurs milliers de termes,
pour une durée dépassant une demi-heure uniquement pour la lére équation ;

nous n'avons pas cherché i les obtenir car leur importance numérique est bien
moindre que celle des termes ne dépendant que des z . 3 par ailleurs, leur
contribution d la solution provient essentiellement des termes dépendant des

variables et ¢ o associées a Jupiter et d Saturne ; or onm traite plus

C05
facilement le systéme autonome restreint & ce couple de planétes : on a alors
N =2, et les 470 termes de degré 3, 5 et 7 présents dans chaque équation

engendrent 470 termes en variables (k =1 8 4), pour une durée de 1'ordre

Tk
de 200 secondes. Nous avons pu ainsi nous rendre compte de cette trés faible
contribution des termes dépendant des Loy aux degrés 5 et 7 (on le verra

plus loin en comparant,dans les tableaux 14 et 15, le 'probléme plan" avec le

"probléme complet').

I1 résulte de ces transformations, un développement G(Y,?) dont les
termes ont leur coefficient du méme ordre de grandeur que ceux de F(X,X)
(gr3ce 3 la normalisation des vecteurs propres). Nous en donnons une illustra-
tion dans le tableau 13, qui rassemble tous les termes résonnants de degré 3
et ceux de degré 5 associ@s aux excentricités apparaissant dans les &quations
(2.43) relatives aux €§li (voir aussi 2.44) ; pour chaque degré, les termes
non résonnants de chaque €quation sont d'un ordre de grandeur comparable &
celui des termes résonnants de cette équation (regroupés par colonnes dans ce

tableau).
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Tableau 13

= : P . d . -
Termes résonnants de degré 3 et 5 dans les développements de eG(Yo,YO) relatifs aux équations — ey (i=1 3 8)
dt
(coefficients en".an—])

i 1 2 3 4 5 6 7 8
fréquences résonnantes : &, -23",2309 —4",1341 -2",9799  -0", 6581 0  0",6818 2" 9127 257620
Yoi Yo, y . -1360",9 -43",7 -14",6  -0",9 0",03  0o",67 6",80  248",62
ol ‘ol 7o
. Yoi Yo2 ZOZ -115 ,8 -3 ,6 -38 ,4 -5 ,5 0,12 2,95 30 ,18 48 ,62
- - - - o 1
Yoi Y03 z°3 2,6 2 ,6 9 ,6 5 ,4 3,01 5,38 1,14
Yoi You You -0 ,2 -0 ,5 -7,5 -3,5 0 2,43 3,49 0,15
- -2 ALl " " " " u'l "
Yoi Yo5 ZOS 2",6 4",2 -0",7 -0",1 0", 45 o",12 0", 15 1",07
] Yot oe Yo . 0,8 1,4 18,3 10,8 -0,03 ~-4,35 =15 ,32 -0 ,73
- -25 ,7 -4 ,6
yoi yo7 207 4,9 8,3 60 ,2 9,8 -0 ,01 9 ,90 5 [¢] 4 i
| %o Yo Yos 1056 ,4 75 ,6 26 ,6 2,8 0,40 -2 ,69 ~-27,75 =510 ,66
fy .yl §P -290174" -12780" -1787"  -35"
oi-“ol Zol -
-68078 -623 - -
Yoi Yol Zol Y ZOZ 403 1o
~-658 =31 - -2
Yoi Yol Zol Y03 Y03 44
3 =17 -1 -3 -2
Yoi Yo1 Yot Vo4 Yo4 : 3
2 =2
-904 18 =271 -15
Yoi Y02 ZoZ _
-96 ~4 -261 -56
111 4 Yoi Y02 Y02 Y53 Y03 ?
v v -3 -3 -76 -
Yoi Yo2 Y02 Yo4 o4 26
2 =2
-6 -12 -23 -16
Yoi Y03 Vo3 .
Yoi Y03 Y03 You Yo4 -1 =6 =45 -33
2 =2
Lyoi yok yo& -0 -1 =24 -7
Contributions 3 gkli
ensemble T -3",3409 -0",1092 -o",1126 ~0",0171 -0",00014 0",0097 0",0843 0",6608
ensemble II 0 ,0658 0 ,0046 0 ,0069 0 ,0013 0 ,000!1 -0 ,0010 -0 ,0042 -0 ,0318
ensemble IIT -1 ,8214 -0 ,0702 -0 ,0126 -0 ,0004

Ces termes de EG(YO,§°) sont issus des termes de degré 3 et 5 de F(X,i), cumulant les ordres | et 2.
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Dans le tableau 13, nous avons distingué 3 ensembles de termes
(notés I, II et III), classés selon leur degré et le type de termes dont ils

sont issus : les termes des ensembles [ et III sont issus des termes de

d z .

F(X,X) ne dépendant que des z i dans les équations ~——9i-, tandis que
dt

ceux de l'ensemble II proviennent de ceux qui dépendent des ¢ .. On y

ol

remarque notamment :

. Dans les 2 premiéres colonnes (associées & Jupiter~Saturne comme

les valeurs propres E] et 32), quelques trés gros coefficients : ceux

des ensembles I et III proviennent essentiellement des contributions de

d z
. . . . 05
degré 3 et 5 par rapport aux z ;» 1ssues de la grande inégalité dans -———
= = dt
d %06 d Y11
et ——— , qui se retrouvent ici concentré@es surtout dans € —— ; ceux
dt dt

de 1'ensemble II viennent au contraire des termes d'ordre 1 qui dans ces mémes
équations, dépendent des Coi (on constate en effet dans le tableau 12 que
ces termes sont assez comparableé a ceux d'ordre 2 ne dépendant que des Zoi)'

. Dans la colonne 5 relative & la valeur propre nulle, des coefficients
petits mais non nuls ; si on s'@tait 1imité 3 1'ordre 1 ou si on avait un ordre 2
complet ceux—ci seraient nuls : ils montrent ici encore l'effet de la sélection
des termes d'ordre 1 retenus pour construire 1'ordre 2, avec manifestement une
meilleure précision pour les termes dépendant des z_; 4que pour ceux dépendant
des C ..

o1l

3) Modigication des valeurs propres.

a) Modifications issues de la 2&me approximation.

Possédant les solutions Yoi (i =13a8) 3 1'issue de la lére appro-—

ximation (cf. tableau 11), on évalue les termes résonnants donnés dans
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le tableau 13, qu'on identifie aux ekli 3 ces valeurs viennent modifier les

valeurs propres Ei obtenues a4 la lére approximation (cf. 2.44).

Nous donnons en bas de chaque colonne du tableau 13, la contribution

a chaque Ekli issue des 3 ensembles I, II et III ; on y remarque notamment :

. la modification de pré&s de 15 7 de la valeur propre 23",2309 par
les termes de degré 3, et celle d'encore 8 7, dans le méme sens, par ceux

de degré 5 ; les autres valeurs propres sont nettement moins modifiées.

. la prépondérance au degré 3, de la contribution de 1l'ensemble I
sur celle de 1'ensemble II, bien que les coefficients dans ces deux ensembles
soient assez comparables (ce sont les solutions Yoi qui, dans le probléme
planétaire traité ici, sont moins importantes en module pour celles issues
des L ; 4ue pour celles issues des Zoi) 5 vu les signes opposés de ces
coefficients dans ces 2 ensembles, il est assez paradoxal de constater que
si les Coi étaient plus importants (du méme ordre de grandeur que les zoi)’

ces contributions pourraient assez bien se compenser, et qu'alors les modifi-

cations des valeurs propres seraient moindres.

Une prépondérance analogue des termes issus des z . Sur ceux issus
des ¢ . se reproduit aux degrés 5 et 7 : nous l'avons vérifié dans les solu-

ol

tions z et =z

o5 o6 développées complétement jusqu'au degré 7 dans le cas

N = 2 pour Jupiter et Saturne ; nous en donnons une illustration dans les
tableaux l4a et 14b, qui montrent comment se répartissent les modifications
des valeurs propres suivant 1'ordre et le degré, pour 2 et 4 planétes, et
suivant qu'on se limite au probléme plan (Coi nuls) ou qu'on considére le

systéme complet :
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Tableau l4-a

dz .,
Modifications des valeurs propres du systéme en excentricité ___Qi)
dt
Valeurs Contributions des termes non lin€ai-| nouvelles
Nature propres res, réparties suivant leur degré : "valeurs
1"
du probléme Li de A 3 5 7 propres
oi
couple -22",0139 -0,3247 -0,0035 -0,00006_ ~22,3421
Jupiter—-Saturne -3 ,4739 -0,0113 -0,0003 0,00001 -3,4856
rdre 1 =22 ,3331 -0,3226 -22,6557
ordre 4 grosses -3 ,7039 -0,0179 -3,7218
planétes -2 ,7024 -0,0787 ~2,7821
-0 ,6338 -0,0089 -0,6427
couple -22",9188 -3,3302 -1,8968 0,0522 -28,0935
ordre 1 Jupiter-Saturne -3 ,9006 ~0,1181 -0,0892 0,0052 -4,1027
* -23 ,2309 -3,2751 -26,5060
ordre 2 4 grosses -4 ,1341 -0,1046 ~4,2387
planétes -2 ,9799 -0,1057 -3,0856
-0 ,6581 -0,0158 -0,6739
couple -22 ,9188 -3,3939 -1,9058 0,0479 -28,1706
ordre | Jupiter—Saturne -3 ,9006 -0,1216 -0,0894 0,0052 -4,1064
+
ordre 2 -23 ,2309 -3,3409 -1,8218 -28,3936
4 grosses -4 ,1341 ~0,1092 ~0,0702 ~4,3135
probléme planétes -2 ,9799 -0,1126 ~-0,0126 -3,1051
plan -0 ,6581 ~0,0171 -0,0004 -0,6756
4 grosses planétes -23",2309 ~3,2751 -1,81 0,05 -28,26
ordres | et 2 -4 ,134] -0, 1046 -0,065 0,005 =4,298
extrapollation des contributions =2 ,9799 -0,1057 -0,011 ~3,096
des degrés 5 et 7 dans le -0 ,6581 -0,0158 -0, 0004 -0,6743
probléme non plan
‘s " -1
(unités :".an )
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Tableau 14-b

az.
Modifications des valeurs propres du systéme en inclinaison 01)

dt
Valeurs Contributions des termes non linéai-| nouvelles
Nature propres res, réparties suivant leur degré : | '"valeurs
-~ "
du probléme de Az 3 5 7 propres

oi

couple 0 0 0 0 0
Jupiter-Saturne 25,4878 0,6076 0,0072 0,0001 26,1027

ordre | 0 0 0
4 grosses 0 ,6784 0,0089 0,6873
planétes 2 ,9074 0,0825 2,9899
25 ,7884 0,6090 26,3974

couple 0 o] [o] (o] 0
Jupiter=-Saturne 25 ,3205 0,6274 0,0389 0,0133 26,0001

ordre | -5

+ (o] 0 (3.107) 0
4 grosses 0 ,6818 0,0087 0,6905
ordre 2 planites 2 ,9127 0,0801 2,9928
25 ,6209 0,6290 26,2499

4 grosses planétes 0 0 0
ordres 1 et 2 0,6818 0,0087 0,6905
estimation des contributions 2,9127 0,0801 2,9928
des degrés 5 et 7 25,6209 0,6290 0,039 0,013 26,302

oz w =1
(unités :".an )
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On constate bien dans ces tableaux que les modifications des valeurs
propres dans le probléme plan sont trés voisines de celles du probléme complet,
i tous les degrés, pour 2 et 4 planétes, marquant par 13 la prépondérance a

chaque degré des termes ne dépendant que des z ;-
Nous pouvons faire encore les remarques suivantes :

A 1'ordre 1, pour 2 planétes, les contributions & ces modifications

décroissent trés rapidement avec le degré.

Comparant, avec l'ordre 1, les modifications des valeurs propres
obtenues pour 2 et 4 plandtes en ajoutant l'ordre 1 & 1l'ordre 2, on constate
la prééminence de 1'ordre 2 uniquement a propos des valeurs propres associées
& Jupiter et & Saturne, 3 tous les degrés sauf au degré 3 dans le systéme en

inclinaison.

. Cette prééminence de 1l'ordre 2 vient uniquement de la grande iné-
galité : on donne dans le tableau 15-a les modifications des valeurs propres
calculées en ne conservant dans le systéme autonome que les termes d'ordre 2
provenant exclusivement de la grande inégalité (considérée compl&tement jusqu'au
degré 7 sans effet de sélection) ; leur comparaison avec les résultats du ta-
bleau 14 relatifs a4 la réunion des ordres 1 et 2, montre bien que la contribu-
tion de toutes les autres inégalités périodiques dans 1l'ordre 2 est inférieure

a celles de 1'ordre 1.

Enfin, on vérifie bien que les termes de degré 7 sont moins influents
que ceux de degré 5, (cf. IV.2.2.2.la). Si cette décroissance se poursuit aux
degrés supérieurs, on peut estimer que la contrigution de la grande inégalité
aux modifications des fréquences est ainsi connue avec une précision de 1'ordre
du milliéme de seconde par an (tout au moins dans le cadre de cette 2éme appro-

ximation).
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Tableau 15-a

aux modifications des valeurs propres

"(ordre 2)

(2,-5) du couple Jupiter-Saturne

Contributions
Contributions des différents s d calculées par :
degrés omme 9€ €€$ | Brouwer
Nature du probléme Valeurs contri- et Bretaga
propres 3 5 7 butions Van Woerkom gnon
couple -22,9188 -2,8372 -1,8993 0,0511 ~4,6854 -4,6883
Jupiter-Saturne -3,9006 -0,1015 +=0,0903 0,0049 -0,1869 -0,1678
25,3205 -0,0141 0,0272 0,0128 0,0259 -
-23,2309 -2,7853 -2,7978
-4,1341 -0,0815 -0,0462
4 grosses -2,9799 -0,0112 -
8 -0,6581 -0,0002 -
planétes 0,6818 o (3.107) -
2,9127 0 (-4.107% -
25,6209 -0,0139 -0,0139

(unités :".an-])
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Nous donnons aussi dans le tableau 15-a les contributions de la grande

inégalité calculées par Brouwer et Van Woerkom (1950) et par Bretagnon (1972) :

La valeur =4'", 6883 obtenue par les premiers, colncide presque avec
la ndtre ; en fait, ces auteurs ont utilisé la contribution de la grande iné-
galité calculée par Hill & partir des résultats de Le Verrier, ne gardant
dans le systéme autonome que les termes de degré 3 et 5 indépendants des incli-
naisons. Cette coincidence montre simplement que la contribution issue du degré 7
est sensiblement égale 3 celle des termes de degré 3 et 5 qui dépendent des
inclinaisons. D'ailleurs, pour la 2éme valeur propre, 1'accord est moins bon,

1'écart avec nos résutats approchant 0",02 par an.

Quand aux valeurs obtenues par Bretagnon, elles sont seulement compa-
rables aux contributions de la grande inégalité au degré 3, car la nature des
développements utilisés par Bretagnon lui permettait de considérer seulement
la contribution de plus bas degré. Comme en outre la méthode de Krylov-Bogolioubov
utilisée par Bretagnon donne une solution différente de la ndtre, (cf. I1.3.4)

on peut seulement constater la similitude des résultats.

b) Précision de la détermination_des_nouvelles '"valeurs propres'.

Nous donnons en bas des tableaux l4-a et 14-b, une estimation des
modifications des valeurs propres qu'apporteraient les termes de degré 5 et 7
aux ordres 1 et 2, dans le probléme non plan de 4 planétes : elle résulte
d'une extrapolation des résultats donnés pour 2 et 4 planétes, obtenue en
comparant les contributions issues du probléme plan avec celle du probléme
non plan ; on tient compte notamment du fait que 1'influence des termes dé-
pendant des goi est faible et systématiquement opposée 3 celle prépondérénte
des termes ne dépendant que des 2. de plus, la différence entre les con-~

tributions de ces deux classes de termes est presque la méme, au degré 3,
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pour deux planétes que pour quatre planétes ; on suppose alors, pour extrapoler

de deux 3 quatre planétes, que tout ceci se reproduit aux degrés supérieurs.

La précision des nouvelles '"valeurs propres"'ainsi obtenues dépend
encore des erreurs dues 3 la sélection des fermes périodiques d'ordre 1 ;
pour estimer des erreurs, nous avons calculé les modifications des valeurs
propres associées & Jupiter-Saturne, provenant uniquement de 1'inégalité (1,-1),
développée jusqu'au degré 4, une lére fois avec effets de sélection, et une
28me fols sans sélection (d'aprés les résultats publiés par Bretagnon
(thése 1972), cette inégalité fait partie de celles qui modifient le plus les
valeurs propres). On constate dans le tableau 15-b que la précision est voisine
de 0",01 et que l'accord avec les résultats de Bretagnon est satisfaisant.
On peut penser que les quelques autres inégalités périodiques d'importance com-
parable donnent la méme précision, de sorte que globalement, 1'incertitude sur
les nouvelles "valeurs propres' xoi données en bas des tableaux l4-a et 14-b

doit étre estimée 3 quelques centidmes de seconde par an.

Tableau 15-b
Contributions de 1'inégalité (1,-1) du couple Jupiter-Saturne

aux modifications des valeurs propres 3 1'ordre 2.

Contributions de 1'inégalité (1,-1)

Valeurs propres sans sélection avec sélection Valeurs obtenues
a 1'ordre 1 3 1'ordre | par Bretagnon
-22,9188 ~-0,0431 -0,0458 -0,0628
-3, 9006 -0,0734 -0,0723 -0,0555
0 o] 0,0003 -

25,3205 -0,5171 -0,5071 -0,5038
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c) Remarques_sur_la modification des_valeurs propres_a la 3é&me_appro-

ximation.

Vu 1'importance des modifications apportées par la 28me approximation,
on pouvait craindre que la 38me approximation soit loin d'€tre négligeable. Afin
de trancher, nous avons abordé (3 la main) le calcul de la 3&me approximation,
dans le cadre du probléme plan restreint au couple Jupiter—Saturne : conformé-

. . - . oG

ment aux équations (2.39), nous avons calculé les développements (——Jo et

3G - oY

(~:-0, limités au degré 3, et, avec les solutions Y] et Y] qu'on verra

oY
plus loin, nous avons déterminé les termes résonnants dans les équations asso-
ciées aux deux valeurs propres =22",9188 et -3",9006 qu'on obtient dans le
cadre de ce probléme. Alors, on trouve qu'aux modifications apportées par la

2éme approximation, soit =3",3939 et -0",1216, il faut ajouter respective-

ment -0",046 et =0",026, & 1'issue de la 3éme approximation.

Ce calcul montre donc que la convergence des approximations successi-
ves semble meilleure qu'on ne pouvait le craindre, et que 1'apport de la 3éme
approximation est du méme ordre de grandeur que les incertitudes sur les résul-
tats de la 2éme approximation (due & la précision limitée des termes d'ordre 2).
Dans ces conditions, nous avons estimé qu'il n'y aurait lieu de tenir compte
complétement de la 3éme approximation que si la solution de la 2éme approxima=-

tion était par la suite améliorée en précision.

Cependant, nous avons tenu compte de ce quenous savons de la 3éme ap-
proximation : on note en effet que la valeur -0",046 compense sensiblement
la contribution de degré 7 obtenus & la 2&me approximation ; par ailleurs,
1'apport de la 3éme approximation s'oppose 3 la contribution des termes dépen-
dant des variables Coi dans la 2éme approximation. Alors, en adoptant des

1"

nouvelles "valeurs propres" Aoi qui tiennent compte aux ordres | et 2, de



Brouwer
I: xoi II : Hill oL : . 0 Woerkom IV : Bretagnon
-28",328 -27",7301 ~27",7741 -26",2167
-4 ,3089 -4 ,0995 -4 ,2959 -4 ,2072
-3 ,0982 : -2 ,7193 -3 ,0652
-0 ,6743 -0 ,6333 "0 ,6678
o 0
0 ,6905 "0 ,6775 0 ,6914
2 ,9928 2 ,9026 2 ,9998
26 ,250 25 ,7335 26 ,2671
Nature du probléme traité dans le cadre de chacune de ces solutious :
[ 4 planétes
I ordre 1 : degrés I, 3, (5) (degré 5 en excentricités seules)
ordre 2 : degrés 1, 3, (5)
Lprise en compte implicitement du degré 7 et de la 3éme approximation.
M2 planétes (Jupiter-Saturne)
11 ordre 1 : degré 1 »
ordre 2 : degrés (3) et (5) issus de la grande inégalité, excentricités
L seules.
[ 8 plandtes
111 ordre 1 : degré 1
ordre 2 : termes donnés par Hill
masse de Saturne différente : (1/3501,6)
" 8 planates
ordre 1 : degrés 1, 3
v ordre 2 : degrés !, {3} (il manque au degré 3 la contribution des
inégalités périodiques de caractéristiques comprises entrz
L -2 et 2, lesquelles n'ont été prises en compte qu'au degré 1).
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Tableau 16

Valeurs Xoi adoptées pour calculer la solution €Y
comparées i celles obtenues par Hill, par Brouwer et

Van Woerkom, et par Bretagnon.
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de tous les termes de degré 3 (en excentricité et en inclinaison), et de ceux
de degré 5 en excentricité seulement, on est sans doute plus proche des valeurs

xoi finales que si on prenait complétement le résultat de la 2&me approximation.

C'est ainsi que pour intégrer la solution a trés longue période €Y,
relative & la 2éme approximation, nous avons adopté les valeurs Aoi données
dans le tableau 16;leur précision peut encore €tre estimée d& quelques centiémes

de seconde par an.

Dans le tableau 16, on reproduit aussi 1'équivalent des valeurs k01

obtenues par Hill (1897), par Brouwer et Van Woerkom (1950) et par Bretagnon

(1974).

En comparant la nature des systémes autonomes dont sont tirés ces
4 ensembles de valeurs, on constate que les valeurs obtenues par
Brouwer et Van Woerkom sont surtout comparables aux valeurs propres Zi données
dans le tableau 10 pour 1l'ordre 1, sauf pour les deux premiéres qui manifestent
1'importance de la grande inégalité. Quant aux valeurs obtenues par Bretagnon,
elles ne différent essentiellement des ndtres que par la contribution des termes

de degré 5 issus de la grande inégalité, & 1'ordre 2.

Rappelons cependant que les termes d'ordre 3 viendront probablement
encore modifier les Aoi de plusieurs centiémes de seconde par an, voire

méme peut &tre d'un dixiéme de seconde par an en ce qui concerne

A = -28",328 an |
ol

4) Solutions z ; et Coi Assues des deux premidnesd approximations .

Avec les nouvelles '"valeurs propres" Xoi définies au paragraphe
précédent, nous avons intégré les termes non résonnants des équations (2.43) :
il en résulte les solutions €Y 15 conformément 3 1'expression (2.45). Nous

avons considéré pour cela tous les termes non résonnants de EG(YO,YO) issus
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des termes de F(X,X) qui sont d'ordre | et 2 et de degré 3 par rapport aux

. e . .. - . d . <
excentricités et aux inclinaisons ; pour les équations —-€y1i (i =13a4)
dt

associées aux excentricités, nous avons en plus considéré les termes de F(X,X)
d'ordre 1 et 2 et de degré 5 par rapport aux excentricités. Ces termes non
résonnants sont ainsi issus des mémes termes de F(X,i) que les termes réson-
nants que nous avons retenus pour calculer les Aoi (cf. paragraphe précédent) :
il importe de proc&der ainsi car & chaque degré, les coefficients des termes
résonnants étant du méme ordre de grandeur que ceux des termes non résonnants,

il serait anormal de tenir compte des uns et non des autres.

Notons que l'intégration (donnant €Y1 conformément a (2.45)),
conduit & diviser les coefficients des termes non résonnants de cette équation

par des valeurs Aoi - E 81 Aok telles que = 1 ; on peut craindre

) s
ok
k
alors 1'amplification de certains termes correspondant a des petits diviseurs ;
nous n'avons en fait trouvé aucun terme amplifié de cette fagon pouvant remettre
en cause la convergence ; cependant, si un tel diviseur avait été trouvé infé-

rieur 3 la précision avec laquelle on connait les xok’ on aurait considéré

le terme correspondant comme résonnant, et il aurait contribué au calcul des

modifications des valeurs propres.

Possédant les solutions Yoi et €y,;» TDous sommes alors revenus

aux variables zs et Coi ¢ pour obtenir ces derniéres, rassemblées dans la

matrice colonne X, on applique & la solution Yo + EYI la transformation li-

néaire de matrice P ; 1l en résulte pour z . et Coi les expressions

suivantes (cf. 2.46 et 2.47) :

N
z ;= .E bij exp /:TAAOj t + 2 e eXp vas) Wk t
i=1 k
2N
) d;; exp /=1 Mg B ) £, exp /-1 6 t .

j=N+1 k
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SOLUTION
- 0648406 EXP(
=, N332R79 EXBU
-, N01705 EYP(
-, 000083 EXP(
000014 FXPR(
Lo0nnansL  EBYDP(
,000001  EXP(
,o0nannsS  EXP(
000002 EXR(
L0008n10 EBYP(
-, 000001 FXPYC
000040 EXPY
=-.000n0%  EXDP(
-, 000003 EXDY(
-,000001 FXP(
-, 000NTT FXDP(
-, 000003 EXP(
=, 000002 EXPY
-, 000001 EXP(
000004 EXP(
L000003  FEXP(
0029284 EXDP(
= 200147 EXP(
LO00007  EXD(
-.N01197 EXPC
- 000021 EXP(
-, 001191 EXPC
- 000N0L EXP(
000020 EXD(C
0008004 EXP(
- 000262 EXP(
-,000n%1  EXDP(
000032  £Xp(
=, 000002 EXP(
=, 000002 EXP(
000002 EXP(
000007  EXP(
000Rn48  EXOY
000806 EXP(
L000080% EXDB(
-, 000005 EXPY
“ fopanT  EXPY
300002 EXPY!

—

L2

©

51,76125
150,13%404
§3.34€18
1n6,84211
58,5327
176 ,88548
142 ,938R7
AT ,20450
27,61189
£§5,71472
66 ,58646
148 ,9%2n8
83,62510
73,4714

36,4836%

140,84925%
129,25948
147 ,76503
130 ,77726
£5,14288
19,01569
125,810641
21.51698
148,52284
133 ,4964457
90,17044

141,75182.

4, 46407
4,74595
90,645232
70,75336

84,8425

165,04699
28,0492
12,09991

79,34062

187 ,69304
26 ,14303
TayY,84940

40,90624

17400958
CT ,2nk28
144 ,46891

VARIATIONS SECULAIRESS
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Tableau 17-2

R
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-4L,3080
-3,098>
-, 674
80,827s
$46,8084
29,0182
w54 ,5774
-2,0779
-8 0707
~l 999

~3n,5588

-3 ,618¢
-29,868%
-=2 00664
=27.,566n

21.941n
-28,6574
. =47959

w26,355%

“2,9766
52,3464
~5%,5573

»55,9813

'29.5384
-31,962%
e27.1174

~30,7514.

=24,693?
“25.9039

19,7100
85,5194

20,9207
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"3.095’

-l,3114
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SOLUTION
,000105 EXP(
-, f0158F EXp(
L0241 EXp(
-, 000453 FEXP(
00002  EXP(
-, 000002 EYDP(
~, 000002 EXp¢
LN0nAn2  EXP(
=-.000n02 EXP(
- 000007 exp(
L0N0000S  EYP(
L,nonnnT  EXP(
L000n04  EXP(
- nonn1T  EXPL
000005  EXP(
- N0N476  EXP(
-, 000008 EXB(
'0000”02 EXp(
- 000004 EXP(
Lh0nnand  EXPL
,atann2  EXD(
- . 006802  EXp(
w 2000n8%  EXP(
La00nné  EXDR(
LO000n1e EXDU
= 000084F  EXD(
=, M0nn22  EXP(
-, B0nANE  EXD(
-, 000047 FXP(
Nne6an2  EXP(
-, 200003 EXP(
L0006 FXR(
,0000%n EXP{

3

0¥

o
5¢,50453
150 ,24447%
55,4458
1n6,7%240
176 ,57829
§2,99478
120,37263
128 ,7n118%
26,07%00
27,61189

123,09257

85,7447
R1,72793
T6,48%63

176,02156

1%0,77726
39,01569
173,7713%8

125,81061

1%3,14457
141,75182
70,753%6
54,81245
11,848p2
106 ,11145
12.00991
157 ,69304
20.40n528
?0,68716
63,68129
149 ,38746

97,8n628

71.98667

VARIATIONS SECULAIRES:

~ 142 -

Tableau 17-4

" .
-28,%278
"4'308q
-3,0982
”t674‘
4,3089
7,9929
10,2945
6,788
©,0838
-9 .0779
=2 PhBL.
=% 0707
-6,6112
“2.0066
-5, 4008
-, 7950
-2,9764
1,628p
-52,3466
p29f338L
27,1174
19,7900

=5,5194

»?,9434
-k, 7328
~1,885%5n
~1,887%.
-8,5221
5367
2,960
1,7498
=1.0952
-,6760
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SOLUTTION
= 013807 EXP(
-, 00nSR3  EXP(
-, 000482 EXp(
LN03140 FXPC
-, 0n00ANY  EXP(
LN00nAN2  EXp!
LN00018  EXP(
-,000006 EXP(
000001 FYp(
- 000011 FXP(
- 000004 EXP(
000001 Exes¢
-, 000002 EXP(
.N000N0n2  EXP(
-, 000009  EXP(
-, 000004 EXP(
L000005  EXPC
00000 FXP(
000010  EXDP(
-, 000009 EXpP!
'nOOQﬂOS EXp(

VARIATIONS SECULAIRESs

Rs

5

7¢,88408
156,74130
40,61095
83 . 10144
37,05452
79,00894
146,32679
154, 64334
63,06772
1%0,44558
138,70210

173,30257

60,68042
71.6%5499

119,03283.

147 ,2R936

1.74508
20,35548
41,92066

143,54824 .

65,21583
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Tableau 17-5

0000
,690¢
2.,9928.
26,2499
1,020%
24,7094
27,011~
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-,520?
1.,7824
2%,039%?
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28,222%
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SOLUTION
-, 013806 EXP(
-, 000%42 EXp(
-, 000392 EXP(
-, 007877 EXP(
~,008001 FEYP(
,000017  EXPC
-, 000001 FEXP(
.000001 EXP(
-,000004 EXp(
- 000046 EXP!
.000n04  EYP(
0000014 EXp(
-, 000010 EXP(
000040 EXP(
- 000003 EXP(
,000005 EXP(
000002 EXP(
-, 000007 EXP(
000010 EXP(
L000004  EXP(
, 000002  EXpP(
= 000024 EXP(
- N0nnn1  EXP(
,L000020  EXP(
000001 EXPY(
000014 EXP(

%o

72, 88409
156,71193
40,59072
$3,10133
1935,09162
131,34815
37,05452
174 ,48962
79,00894
146,38679
154 ,64331
43,06773
120,44558
138,70210
173,3n257
40,6804
71,65499
1%9,0328%3

147,28936
1,74508

20,35548
41,92066

151,82477

143,56824
?73,47235
65.,2158%

VARIATIONS SECULAIRES:

Tableau 17-6

"0000
16908
2.9928
26,2499
-21.0261
2.231a
1,020%
24,0189
24,7094
27.0119
50,2687
Ta.8202
1.7824
25,039

25,9200

28,222%
1.90%2

27,4608
. .8368¢

3.114¢
=82 .908%%

35,6294

11,6104
-34,867¢
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SOLUTION
-, 013800 EXP(
0008558 EXP(
008871 EXp(
,000%%6 EXP(
-, 000001 EYP(
,00n0Nn7  EXP(
.0002846 EXo(
000002 EXPC
000024  EXP(
000009 EXB(
000004 _EXD(.
000004
,000478 EXP(
-, 000008 EXP(
-, 000001 EXPC
- 000003 EXP(
pnoonnt EXPC
- 000N18  EXP(
+O000483 EXP(
.00000% EXP(
-, 000001 EXP(
-, 000002 EXP(
-, 000006 EXPC
= 000049
-, 000002 EXP(
000002 eXP(
.000001 EXD(
000Nn07  EXPE
L000nnS  EXP(
=, 000002 EXP(
-, 000020 EXP(
~ 000ANT  EXDL.
,000003 EXP(
- 000013 EXp(
-, 000002 EXP(
000002  EXP(
000003 EXP(

VARIATIONS SECULAIRES:

EXpC

EXPC

7,
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Tableau 17-7

—Ygr - Yoz N

788409 Y0000 *T) ¢ 0 0 0 O
156,707729 L6908 #7) ¢ 06 0 0 0
40,60532 2,9928 »1) 4000 0
§3,09923 26,2499 »Ty . .0 0 0 O
142,11705 5,295 *7T) ¢ 0 0 0 n
123,09162  =24,0261 «T) ¢ 1 =1 0 n
131,34815 2:2310 *7). ¢4 =4 9 O
28,79799  =22,2367 #T) ¢ 4 0 =1 O
®7,08452 1,020 «7T) ( 1 0 =% »n
146,38679 27,0117 «T) e = 1 0 9
154,64334mmm~§912482A*1} ¢ =4 94 0 N
43,0477% = 5202 *7T) e -0 4 =40
1%0,44558 1,7821 #7) ¢t 0 1 -1 0
138,70240 25,0392 #7) ¢t 0 1.9 0
20,07360 =2, 9A49—11>mm«w-4——e~—¢vfe -1
60,68042 r2221 _*TYy =1 _0 1 0
68,9%694 51,4795 *T) t =4 0 1 0o
71,6%5499 1,9012 #»7) ¢ 0"t 1 0
1239,03283 4,2038 «v) ¢ D=4 4 9
147 ,289%6.. 27,4608 Ty ¢ O w1 4 0
144 ,3472% -, 7334 7). ¢ 0 0 1 -1
1,74508 +5689 «7) ¢ 0 0 1 =9
114,649 4,3250 =T) ¢ 0. =1 0o 4

20,38548  3,1144 «T) ¢ 0 0 =4 1.
87,7333 5,4167 «T) € 0 0 =1
§0,17719 =59 ,648% «T) ¢ 2 0 0 o
41,92066 =82,9054 «7y ¢ 2 0 -0 O
181,82477 «38,6294 »7y . ¢ -4 .40 O
143,56824  ~58,8865 #T) ¢ 1 1 0 o
66,11840  =34,4188 #T) ¢ 4 0 1 0
73,47235 . =11,6104 *7) ¢ 0 2 -0 O
65,24583 =34, BAT4 «T) ¢—0--2 .0 A
§5,14383 -8,09764 *T) ¢ 0 1 1 0
167 ,76%98  =10,3999 »7) ¢ 0 1 1 n
159,50946. . =33,6570 *T)y ¢ 01 1 0
1&9141145~m4wz613369 «Ty 489 2
82,0596 -9,1892 «T) ¢ 0 0 2 ©
RE M.

2001889721 =,006473526

-, 000128375 ¢ +000115996

~WMW~7-T000009954 £ =, 000003179

. 000000079 £ =, 000400071

.000000002 ¢¢ 000000005
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Tableau 17-8

SOLUTION 2’

o - Yot Aax M3 Dot Des Joc dex Mo
~,013805 EXP( 729588409 0000 *T) ¢ 00 0 0 1 0 0 0
,005822 EXP( 156,70940 6908 #7) ¢ 0 0 0 0 A 1 0 0)
-, 001062 EXPC  40,60126 2,9928 *T) ¢ 0 0 0 0 a8 0 1 0
L,000nT8  EXDP( 83,1n291 24,2499 »71) ¢ 0 0 0 N A 0 0 1)
- N00Nk1 EXPC 139 ,34845 2,2310 *7T) ¢ 1 =1 0 0~ A O 0 1
-,N00N17 EXPC(  X7,05452 1,020% #»7) ¢ 1 0 =1 0~ A 0 0
-,000017 EXPC  63,06773 . =,5202 «T) ¢ 0 11 0 a8 1 0 n)
- N0nnné  EXP( 130,44558 11,7821 «7) f 0 1 et A oA 0 10D
,000006 EXPC  B7,45145 -, 6417 *T) ¢ 0 1 0 =1 A 0 1 )
- 00NNYL  EXPC  71,6%499 1,9012 #7) € 0=* 1 o6 n 41 0 ")
-, 000026 EXPC 139,03283 44,2038 %x7) . . . 0=t 1 0.8 C 1 0
L,L000009 EXPC 1164,34723 . =1, 7334 =Y . ¢ 0.0 1 =1 ao 1 0 0)
-, 000048 EXPC 1,74508 25680 »T) ¢ 0 0 1 =1 p 0 1 M)
,000A01  EXPC  114,649411 4,%25n «T) ¢ A" 0 4 n 1 0 M
-,000001 EXP( 2,02696 . 6,6273 2Ty (L 0 =1 0 1 A 0 1 0)
000007 EXPC  20,35548 3,144 «7) € 0 0«1 4 A 1 0 N
L000NN2  FXP(  R7,7%333 5,4167 *T) ¢t 0 0 =1 1 A 0 1 0
LN0nn0%  EXPC  140,8%000 ~9,3082 »T) ¢ 0 2 0 A A=1 0 A)
.000003  EXP( 73,42228. . =11,6104 *T). . .0 2. .0 O o 0 =1 0)
-,000003% EXP( $5,14383 . =8,0974 #7) . (. 0 1 1 0 n =1 0 0)
L,000ANS  EXP( 147 ,764%98 -10,3999 «T) ¢ 0 1 1T 0 0 0 =1 M
-, 000002 EXP( 149Y,4%746 =b,8860 #T) ¢ 0 0 2 0 A=1 09 n)
-, 000002 EXP¢ 82,05961 . =9 1892 vy ¢ 0 _ 0 20 6 0 =1 0)
VARIATIONS SECULAIRES: RE ™
. =,010205793 =,011445333

=, 000000482 L. . =, 000025639 L

-, 0000000646 ¢t2 -, 000000104 ¢t?

,000000n09 ¢3 -, 000000007 ¢

~ . -.000000000 -t* . ,000n00000 ¢°
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Les affixes associBes 3@ ces solutions sont le résultat de la compo-
sition d'un nombre fini de mouvements circulaires, fini tout comme le nombre

de termes de degrés 3 et 5 considérés (voir les figures 1 3 3 par exemple).

Nous présentons ces solutions dans les tableaux 17-1 & 17-8, par
1'intermédiaire des amplitudes complexes bij’ ST dij et fik (exprimées
par leur module et leur argument) associées chacune 3 la valeur d'une combi-
naison linéaire des Aoi (cette coﬁbinaison linéaire est d'ailleurs donnée
également par ses coefficients). Nous ne donnons dans ces tableaux que les
termes dont le module est supérieur a 10"6 (radians). Les arguments (ou

phases) ont &té ramenés a 1'intervalle (0°, 180°), en inversant &éventuellement

le signe du module, de fagon & rendre directement comparables les phases de

ces mouvements circulaires entre les diverses solutions z s et Coi
(i =543a8).
Les variations séculaires des z ; et Coi qu'on donne en bas de

chaque tableau sont obtenues en développant en puissances de t ces termes
3 trés longues périodes au voisinage de t = O (correspondant d 1950.0) ;
le temps t y est exprimé en milliers d'années juliennes (365 250 jours) ;

nous les examinerons plus particuliérement dans le prochain paragraphe.

Les 4 premiers termes de chacun de ces tableaux sont d'abord 3 com-
parer & la solution de Laplace-Lagrange obtenue 3 1'issue de la l&re appro-
ximation (tableau 11) : on constate que pour les Zoi0 les modules sont
modifiés notablement, parfois de 10 % alors que pour les Coi’ les modules
sont presque inchangés ; en outre, comme on le remarquait en II.3.4, par com-—
paraison avec la solution de Krylov-Bogolioubov, les phases associées au méme
Xoi dans les diverses solutions sont maintenant différentes, notamment dans

les z is qui sont davantage perturbés par les termes non linéaires, que les

oi
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Enfin, les petites différences qu'on remarque entre les termes asso-
ciés a la valeur propre nulle dans les diverses solutions oi (ces fermes
qui définissent le plan invariable devraient &tre &gaux), montrent que la
précision de ces solutions est voisine de 4.10_6 soit encore 1". On note
encore que la 28me approximation précise la définition du plan invariable
obtenue a4 la lére approximation : son inclinaison sur 1'écliptique est prati-

quement inchangée tandis que son noeud est déplacé de 0°,04.

Quant aux termes suivants de chacun de ces tableaux (termes associés

8
3 des combinaisons kzl Sy Aok de plusieurs

ok)’ on constate que la plu-

part sont beaucoup plus faibles que les 4 premiers termes (qu'on appellera

désormais termes de Laplace-Lagrange). Pour analyser la provenance de ces
8
différents termes, il faut remarquer que ceux dont la somme S = ) [skl

vaut 3 proviennent de termes de F(X,X) de degrés 3 et 5, tandis que ceux
dont S vaut 5 sont issus de termes de degré 5 uniquement. Par ailleurs,
les termes relatifs & une combinaison dépendant des Aok associés aux incli-

naisons (k = 5 & 8) sont issus de termes de F(X,i) dépendant des variables

Y

oi’

En ce qui concerne les z ;> on peut alors remarquer que les termes
dont S wvaut 5 sont du méme ordre de grandeur que ceux issus des termes de
degré 3 dépendant des Coi dans F(X,X). Pourtant, cela ne veut pas dire
que les termes de degré 5 contribuent 3 la solution de la méme fagon que
ces termes de degré 3 car ils interviennent aussi dans les autres termes de

degré 3.

En effet, notamment dans z et

z ., Tnous avons constaté que la
05 06

solution qu'on obtient en ne conservant dans F(X,i) que les termes de degré 3,
est totalement bouleversée lorsqu'on ajoute 3 F(X,X) 1les termes de degré 5

en excentricité : Rappelons-—nous que ces derniers termes contribuent presque
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autant que les termes de degré 3 3 modifier la valeur propre -23",2309 an—].

Ainsi, par exemple, les plus gros termes de Z 6 qu'on obtient en réduisant

F(X,X) au degré 3 sont les suivants

1

- 0,048 318 exp V-1 (50°,608 + Ayp B avec A, = -26",5060 an”
- 0,034 150 exp /-1 (150°,063 + Ay ) gy = —4",2387
- 0,001 639 exp V-1 (62°,072 + X\ . t) A ., = =3",0856
o3 03
- 0,000 062 exp /-1 (107°,189 + Agy ©) Ay, = —0",6740

+ 0,001 160 exp V-1 [125°,810 + 2, - Aoz);]

- 0,000 436 exp V-1 [133°,164 + Qo *+ Ay - xoS)fj

+

- 0,000 434 exp /=1 [141°,752 + (1 = A_, *+ A_3)t]

(o]

- 0,000 114 exp v-1 [70°,753 + (=X, + 2A02)g]

On voit par comparaison avec le tableau 17.2 que les termes de degré 5
modifient de 100 7 le module des termes qu'on obtenait avec le degré 3 seul ;
on peut faire la méme remarque & propos de Z s- Ces apports importants du
degré 5 sont essentiellement dus aux termes d'ordre 2 issus de la grande iné-
galité, tout comme pour les modifications des valeurs propres associées &
Jupiter et 3 Saturne. Si, comme pour les modifications des valeurs propres, les
termes de degré 7 apportent 3 la solution une contribution cent fois plus faible
que celle de degré 3 et 5, on peut s'attendre 3 ce qu'ils modifient alors les

plus gros termes de ces solutions de quelques 10—5 rad, mais peut &tre la 3éme

approximation vient-elle aussi compenser leur contribution.

Par contre, dans z et =z

o7 1'apport du degré 5 est beaucoup

08’
plus modeste, ne dépassant pas quelques pour cents de l'apport du degré 3.
En ce qui concerne les Coi’ on peut remarquer que les termes de

Laplace-Lagrange sont trés nettement prépondérants sur les autres termes, sauf

toutefois dans Co7 qui contient quelques termes dont 1'amplitude dépasse
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IO-4 rad. Il est probable que les termes de degré 5 et au-deld, n'apporteraient

e e < -6
dans les Coi que des termes inférieurs a 10 rad.

V. 2.2.3.- Comparaison de ces sofutions avec celles de HULE, de Brouwer-

Van Woernkom, de Bretagnon et de Brumberg ; comparaison avec

L' integration numérique de Cohen ~ Hubbard-Oesteruvinter.

Hill (1897), Brouwer et Van Woerkom (1950) et Bretagnon (1974) ont
donné des solutions & trés longues périodes directement comparables & la nitre
(bien que les constantes d'int&gration ne soient pas exactement les mémes car
associées d des éléments moyens pour des dates différéntes, les termes & trés
longues périodes restent comparables en module ; c'est leur phase qui est sur-—
tout affectée par le choix de 1'origine du temps). Cependant comme la solution
du systéme autonome sous forme quasi-périodique n'est pas unique et dépend
notamment de la méthode d'intégration utilisée, les comparaisons terme 4 terme
peuvent €tre assez médiocres, méme si globalement les solutions comparées sont

équivalentes.

Nous examinerons donc ensuite 1'@quivalence de ces solutions, d'abord
par l'intermédiaire de leurs développements en puissances de t au voisinage
de 1'instant initial, lesquels devront &tre identiques s'il s'agit de la méme
solution ; Brumberg (1975) et Bretagnon (1978) donnent d'ailleurs cette solu-
tion directement sous cette forme. Aprés cela, nous comparerons notre solution
avec les résultats d'une intégration numérique sur un million d'années, réali-
s€e par Cohen et al. (1973) pour les planétes extérieures, de Jupiter & Pluton :
les positions et les vitesses sont calculées avec un pas de 40 jours, de 1'épo-
que O aux époques * 500 000 ans ; les &léments osculateurs qu'ils en ont
déduits ont été moyennés sur des intervalles de 500 ans : ils représentent trés

sensiblement les €léments moyens, avec leurs variations 3 trés longues périodes.
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Tableau 18-a

Eléments moyens des grosses planétes obtenus par Bretagnon

(1978)
<e cos W> ce sin w> <sin = cos 0> <sin = sin 2>
Jupiter 2 2
0,047 074 079 0,011 324 178 -0,001 968 791 0,011 224 426
t 0,001 169 790 0,002 147 990 -0,000 314 022 -0,000 233 01!
tz -0,000 107 273 0,000 100 656 -0,000 016 493 0,000 020 824
t -0,000 004 379 -0,000 005 056 0,000 000 763 0,000 000 521
t 0,000 000 365 '-0,000 000 197
Saturne
-0,002 019 885 0,055 682 376 -0,008 570 730 0.019 971 068
t ~0,005 376 981 -0,003 660 288 0,000 804 622 0,000 589 772
t2 0,000 303 560 -0,000 326 502 0,000 040 968 ' -0,000 052 455
t3 0,000 013 323 0,000 015 742 -0,000 001 920 -0,000 001 281
t4 -0,000 000 662 0,000 000 371
Uranus
-0,045 912 249 0,006 215 059 0,001 889 721 0,006 473 526
t 0,000 174 795 -0,000 753 218 -0,000 125 744 -0,000 116 265
t2 -0,000 000 540 0,000 012 100 -0,000 002 048 0,000 003 203
3 -0,000 000 520 -0,000 000 538
Neptune
0,006 087 289 0,006 629 096 -0,010 205 793 0,011 645 333
t 0,000 009 763 0,000 078 061 -0,000 000 413 0,000 025 752
2
t ~0,000 001l 184 0,000 000 822 =0,000 000 178 0,000 000 190

t est exprimé en milliers d'années juliennes & partir de 1950.0

Repére : &cliptique et &quinoxe moyen 1950.0
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Tableau

Comparaison de 1l'amplitude des termes 3

par Brouwer-Van Woerkom et par Bretagnon
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18-b

trés longues périodes obtenus par Hill,

dans leur solution analogue 3 z,

. - : - 6
relative 3 Jupiter et & Saturne ( X10°)

Combinaison des Aoi

%95

Aol 15741
AoZ -44544
Ao3 -1729
104 ~56
2)01—A02 ~688
AOI—A02+AO3 419
Aol+k02—A03 412
2)O]-A 3 45
2A02-Aol 29
2A02 Ao3 ~-56
x01-2A08 -9
3)01—~X02 ~14
3 02-2l ) 1

Théorie générale

o6

~48406

-32879
-1395

2254
-1191
-1197

-147

~262

=51
14
48
-5

Hill

05

-15683
43749

=591

25

%06
48268
32735

1921

-i21

-94
-2

Brouwer

Van Woerkom

%05
~15355
44819
1470
53
538

-i59

%06

48628
32912
1479
64
2020

=490

5

et z

o6

Bretagnon

Les conditions d'obtention de ces solutions sont données dans le tableau 16 ;

les A i
les solutions de Hil

autres solutions sont relatives a 1950.0

correspondant 3 chacune d'elles sont ceux donnés dans ce tableau ;
et de Bretagnon sont rapportées 4 1'Ecliptique et 1'équinoxe 1850.0 tandis que les

zo6
48147
34475
1785
62
~962
348
349
78

=46
15
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Nous donnons ainsi dans le tableau 18-b un extrait des solutions
obtenues par Hill, par Brouwer et Van Woerkom et par Bretagnon, relatives

aux variables z et z Les conditions dans lesquelles ont été obtenues

05 06’
ces solutions ont déja été décrites dans le tableau 16, & propos des ''valeurs

propres' obtenues par ces auteurs.

Les solutions de Hill et de Brouwer-Van Woerkom montrent essentiel-
lement que la grande inégalité intervient surtout dans le terme associé a la
combinaison ZAOI - on, dans lequel son influence est prépondérante sur
celle de tous les autres termes. On note encore 1l'importance du degré 5 issu
de la grande inégalité dont 1'absence dans la solution,de Bretagnon permet
d'expliquer 1'essentiel des désaccords avec les autres solutions. La solution
de Bretagnon est d'ailleurs davantage comparable & la solution donnée pour
z_ 6 dans le paragraphe précédent, relative au systéme autonome limité aux
ordres 1 et 2 et aux degrés 1| et 3.

Pour la comparaison globale de ces solutions, nous avons la chance
de disposer d'une solution pouvant servir de référence sur quelques millénaires
autour de 1'époque 1950.0 : il s'agit de la solution obtenue par Bretagnon
(1978) en utilisant une méthode itérative semi-numérique ; elle donne les
termes périodiques sous forme de termes mixtes (cf. 2.1), et les termes sécu-
laires représentés directement sous forme de polyndmes de t représentant
les éléments moyens <e cos w>, <e sin >, <sin %—cos > et <sin %—sin Q>
au voisinage de 1950.0. Cette solution a été développée jusqu'd l'ordre 6 par
rapport aux masses pour les 4 grosses planétes, et son ajustement d 1'inté-
gration numérique (supposée représenter des observations idéales sur 1000 ans,
pour des conditions initiales fixées, elles-mémes déterminées pour représenter
au mieux les observations actuelles) permet d'assurer une précision de 10—7

sur ces €léments moyens pendant 1000 ans. Nous reproduisons leur expression

dans le tableau 18~a ; le temps t y est exprimé en milliers d'années juliennes.
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Tableau 18-c

Ecarts au bout de 1000 ans, entre les &léments moyens cbtenus par Bretagnon (1978)

et les solutions z

oj ¢ Foj

de la théorie générale

] i. i,
P - . - - . _J_ = . _J_ - -
<ej cos mj> Re(zoj) <ej sin wj> Im(zoj) <sin ; cos Qj> Re(qoj) <sin ) sin VJ> Im(goj
Jupiter 10,6 107° 7,5 107° 1,5 1070 0,8 107°
Saturne - 41,4 T - 33,9 1078 -0,910°° - 2,4 10°°
Uranus 0,8 10°° -1,2 107 - 0,4 10°° -0,310°
Neptune - 0,2 1078 - 1,9 1078 - 0,1 1078 0,1 1078
Tableau 18-d

Variations séculaires des solutions analogues d z et ¢ obtenues par Brouwer et Van Woerkom (!950), par

06 06
Bretagnon (197 4) et par Brumberg (1975) ; &carts au bout de 1000 ans entre ces solutions et celle de Bretagnon (1978)
(entre 1950.0 et 2950.0, en ignorant le terme constant de ces développements du fait des repéres différents adopté par

ces auteurs).

Brouwer et Van Woerkom Bretagnon (1974) Brumberg
e cos u e sin @ e cos @ e sin © e cos w e sin o
t -0,005 339 700 -0,003 545 673 -0,005 399 808 -0,003 272 399 -0,004 569 668 -0,002 911 829
t2 0,000 295 633 -0,000 325 480 0,000 213 832 -0,000 294 771 0,000 196 007 -0,000 241 795
t3 0,000 012 782 0,000 152 230 0,000 014 637 0,000 011 547 0,000 009 140 0,000 007 730
t _~0,000 000 627 0,000 000 337 ~-0,000 000 250 0,000 000 326 -0,000 000 221 0,000 000 250
écarts sur
1000 ans 30,1 10°° 15,1 107 60 1070 415 1078 738 1078 779 1078
Y sin i Q L gin i si 2 in i c Q in i sin Q 1 sin i ¢ Q 1 in i sin Q
7 sin i cos 5 sin i sin sin 3 cos sin 3 3 os 7 S
t 0,000 784 161 0,000 597 491 0,000 817 344 0,000 585 122 0,000 818 192 0,000 584 348
tz 0,000 037 160 ~0,000 048 659 0,000 037 134 -0,000 051 779 0,000 038 998 -0,000 051 820
t3 -0,000 002 022 -0,000 001 544 -0,000 002 197 -0,000 001 575 -0,000 002 167 -0,000 001 451
ta -0,000 000 048 0,000 000 063 -0,000 000 050 0,000 000 070 -0,000 000 063 0,000 000 074
€carts sur
1000 ans 24 107° 1107 15 1078 15 1078 18 1078 16 1078
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I1 est tré&s intéressant de comparer ces €léments moyens aux variations
séculaires qu'on déduit des solutions 3 trés longues périodes en les développant
en puissancesde t au voisinage de la méme date (cf. tableaux 17.1 a 17.8).

Cela permet en effet de vérifier que les termes & variations séculaires des théo-
ries classiques sont bien les développements en puissances de t des termes a
trés longues périodes présents dans les théories générales. La comparaison est

ici facilitée par 1'identité des variables et de leurs valeurs initiales dans

notre théorie et dans celle de Bretagnon.

Les différences qu'on observe peuvent paraltre encore importantes
(quelques milliémes en valeur relative), mais il faut surtout remarquer que la
théorie générale poussée & l'ordre 2 donne déja trés convenablement les termes
2 .3 . . . a2
en t, t, t de ces développements, alors que si on avait arrété la construc-

tion de la théorie classique & 1'ordre 2, on n'aurait que les termes en t et

2 . .
t”, probablement moins bons d'ailleurs que ceux que nous avons.

Ces différences proviennent en partie des erreurs dues a la sélection
des termes d'ordre 1 retenus pour construire l'ordre 2 ; elles proviennent aussi
de la limitation de la théorie générale en ordre et en degré, sans qu'il soit
vraiment possible de dire laquelle de ces causes est la plus importante. Cepen-—
dant on peut déj3d se rendre compte de 1'importance de la contribution des termes
d'ordre 2 et de degré 5, en comparant avec le développement donné dans le
tableau 17.2, le développement de la solution 206 obtenue en limitant 1'ordre

4 2 et le degré 3 3 (on a donné les principaux termes a longues périodes de

cette solution dans le paragraphe précédent) :

Re(z_) In(z_,)
~ 0,002 019 885 - 0,055 682 376
-~ 0,005 023 213 t 0,003 437 673 t
0,000 262 411 t2 0,000 290 639 t°
0,000 011 546 > - 0,000 012 288 t°.
4 4

- 0,000 000 433 t - 0,000 000 301 t
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les écarts sont maintenant de 1'ordre de quelques pour cent.

Ces différences entre notre solution et les &léments moyens de Bretagnon
peuvent encore &étre synthétisées par les écarts qu'on obtient entre ces deux
solutions au bout de 1 000 ans (cf. tableau 18-c) : on observe que ces écarts
sont plus faibles pour les Coi que pour les z s exprimés autrement, au bout
de 1 000 ans, ces écarts restent inférieurs 3 1" pour les ,; et atteignent

prés de 10" pour =z alors que la précision des &léments moyens obtenus par

06

Bretagnon est inférieure & 0",1. Notons qu'avec la solution limitée 3 1'ordre 2

6 6 6

s'élévent 3 289x10-6et 255x10_6 respectivement et sont donc 6 fois plus grands

(%)

et au degré 3, les écarts Re(206) - <e6 cos w,> et Im(206) - <e, sin w,>

que dans le cas ol on tient compte en plus du degré 5.

A titre de comparaison, nous donnons encore dans le tableau 18-d
le développement en puissances de t de la solution & tré&s longues périodes,
relative 4 Saturne, obtenue par Brouwer-Van Woerkom et par Bretagnon, nous
donnons également pour cette planéte, la solution obtenue par Brumberg (1975)
en intégrant le systéme autonome de fagon 3 la construire directement sous forme
polynomiale. Le systéme autonome considéré par Brumberg contient les termes
d'ordre 1 jusqu'au degré 5 (et au degré 7 pour Jupiter et Saturne), et les termes

linéaires d'ordre 2.

La comparaison des coefficients de ces polyndmes entre eux ou avec
les ndtres et ceux de Bretagnon (1978), permet de donner une idée de 1'influence
des contributions des degrés divers & l'ordre 2. Notons cependant que Bretagnon
(1974) et Brumberg donnent leurs solutions par rapport & 1'écliptique et 1'équi-
noxe 1850.0 ; les différences observées entre ces derniéres représentent essen-
tiellement 1'apport des termes de degré 3 issus de la grande inégalité, et sont

surtout sensibles sur les développements de <e cos B> et <e sin &>.

(*¥*) La figure 4 donne une illustration, pour =z des écarts entre les solutions

05’
obtenues en ne conservant, dans le systéme autonome, que les termes de degré 1,
puis | et 3, puis 1, 3 et 5 : seule la derniére solution est sensiblement

confondue, sur 5000 ans avec la solution & variations séculaires de Bretagnon.
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On remarque que la solution obtenue par Brouwer-Van Woerkom est déja
trés proche de celle de Bretagnon (1978) : il n'est pas impossible qu'en fait
les développements de Hill utilisé&s par ces auteurs, (dont certains coefficients
ont été obtenus par Hill de maniére empirique i partir de ceux de Le Verrier),

contiennent davantage que la contribution de la grande inégalité.

Nous donnons encore dans le tableau 18-d, les écarts en 1000 ans
(entre 1950.0 et 2950.0), de ces solutions avec celle de Bretagnon (1978). On
note essentiellement que pour les inclinaisons, 1'absence de 1'ordre 2 chez
Brouwer et Van Woerkom conduit & des &carts 10 fois plus importants que les
ndtres ; pour les excentricités, les &carts avec la solution de Bretagnon (1978)
sont plus importants que ceux issus de notre solution, ce qui manifeste 1'im-

portance qu'il faut attacher 3 l'ordre 2 dans le systéme autonome.

Au-dela de 1000 ans, entre la solution d trés longues périodes comme
la ndtre et les €léments moyens (polynomiaux) de Bretagnon (1978), les écarts
(% X
augmentent rapidement ; il faut choisir une autre référence. Elle existe dans

1'intégration numérique de Cohen et al. car leur résultat est indépendant d'un

développement en ordres et en degrés.

Cependant, si les conditions initiales choisies représentent bien,
comme les ndtres, les mouvements d 1'époque actuelle, leurs masses ne sont pas
identiques aux ndtres : celle de Saturne est prise égale a M@/3501,6, celle
de Pluton a Mo/360000 et celles des planétes intérieures sont ajoutées 3 celle
du Soleil. Ces différences ont des effets & trés loﬂg terme mals encore limités
au bout de 500 000 ans : méme si ces différences de masses devaient modifier
de 0",01 an” ! les valeurs propres associées a Jupiter et 3 Saturne par exemple,
les arguments des mouvements circulaires qui leur correspondent et qui compo-
sent les solutions z ., et ., seraient différents de 5000" au bout de

1 ol

500 000 ans. Par contre, le mouvement de Neptune étant fort perturbé par Pluton,

o e et e e e e o e e S e T e e o e S e e S ey e e et

(%) Voir figure 4.
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pour Neptune leur solution est difficilement comparable i la nStre.

Cohen et al. ont estimé que la précision qu'ils ont obtenue est sur-
tout limitée par les erreurs de troncature mais que cette erreur reste petite
(moins de 7",5 au bout de 500 000 ans dans la longitude moyenne de Jupiter,
variations relatives de 1'intégrale de 1'énergie et du moment cinétique infé-
rieures & 10_9). Nous ne disposons pas cependant de la méme précision pour
leurs éléments moyens car les résultats qui les concernent sont présentés sous
forme de graphiques dont la lecture est assez peu précise : on y lit les excen-
tricités et les inclinaisons a 0,001 prés environ et les longitudes des noeuds
et des périhélies a quelques degrés prés. Nous avons visualisé quelques points
de leurs graphiques (tous les 100 000 ans) avec une précision analogue dans les

figures 1 a 3.

Ces figures montrent quelques exemples du déplacement des affixes
représentant ndtre solution sur 500 000 ans ; & titre de comparaison, nous avons
pointé tous les 100 000 ans les valeurs données par les solutions & trés longues
périodes de Brouwer-Van Woerkom et de Bretagnon (1974) ; nous constatons que

partant d'une position commune pour t = O (sauf pour la solution de Bretagnon

qui différe 1légérement des autres & t = 0 notamment pour Uranus), ces diver-—
ses solutions s'écartent progressivement de la position donnée par 1'intégra-
tion numérique. L'ampleur de ces écarts permet de mesurer 1l'effet des termes
négligés dans chacune de ces solutions (décrites par exemple dans le tableau 16).
Ces figgres permettent ainsi de rendre compte de la précision obtenue dans cha-
cune de ces solutions dans un intervalle de 500 000 ans. Notons seulement que
pour Uranus, la solution de Brouwer-Van Woerkom n'est issue que du systéme

autonome d'ordre 1 et de degré 1 auquel s'ajoute une partie de 1'ordre 2 prove-

nant uniquement de la grande inégalité du couple Jupiter-Saturne.
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Figure |

1950.0

Déplacements de 1'affixe représentant 245 (Jupiter) entre 1'époque

= 500 000 ans et 1'époque actuelle.
On a également représenté, tous les 100 000 ans, les positions
données 3 ces époques par diverses solutions
A
symbole © : Intégration numérique de Cohen et al.

| Solution de Brouwer - Van Woerkom

A : Solution de Bretagnon (1974).
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Figure 2

):135‘0.0
{
Déplacements de 1'affixe représentant 207 (Uranus) entre 1'époque
- 500 000 ans et 1'époque + 500 000 ans.
0 : Intégration numérique de Cohen et al.
| : Solution de Brouwer - Van Woerkom

A ¢ Solution de Bretagnon (1974).
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Figure 3

Salurne

Jupiter

4350.¢

Déplacements du pdle moyen des orbites de Jupiter et de
Saturne sur 100 000 ans, et de celui de 1l'orbite d'Uranus
sur 500 000 ans ; l'origine du temps correspond i 1950.0

¥ représente le pdle du plan invariable.

Ces courbes sont issues des solutions CoS’ Co6 et Co7'

On a pointé, tous les 100 000 ans, la position de ces pdles
donnée par 1'intégration numérique de Cohen et al. (Symbole 0).
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IV - 2.3.- Pas 3 et 4 : nepont des sobutions =z . et ¢ . dans Les Equations

dq

°L 5 solutions q_..
de —_— oi

a) Solution a trnes Longues pérniodes.

Nous avons reporté les solutions z; et o.; obtenues précédem—

ment (tableaux 17.1 d 17.8) dans les termes de degrés 2 et 4, d'ordres 1 et 2,

dq .
- . ol . - .
des seconds membres des équatilons . On obtient dans chaque équation,
dt

un terme constant, et une somme de termes & trés longues périodes, conformé-

ment 3 1'expression (2.27).

Nous avons vu en IV.2.l., que ces termes constants s'éliminaient
griace 3 une nouvelle détermination des constantes Poi (cf. tableau 8), mais
qu'ils apportaient des modifications d'ordre 3 des masses, donc négligeables

dans cette solution.

La somme des autres termes s'int@gre terme & terme, comme en (2.28),

pour donner finalement la solution A5 Nous donnons dans les tableaux 19-a
dq .

a 19-d, les seconds membres et leur solution 951 (1 =54 8), limitée

dt

aux termes supérieurs a 1'", et mise sous la forme :

q; = qéz) + j pij[}xp /:T(¢ij + fjt)— exp - /:T(¢ij + fjt)]

(o) - .
44 + § 2/-1 pij 81n(q>ij + fjt).

Chaque terme est associé & une fréquence fj qui résulte d'une com-

binaison des X . (f. = Z S.. A_., avec E s.. = 0). On constate que dans
ol j v "1 Toi v 1]

chaque solution, un ou deux termes sont prépondérants sur tous les autres ;

le terme prépondérant est dans tous les cas associé & la valeur
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fj = 1",2107 an_1 = on - Ao3 correspondant 3 une période d'un million d'années
(%)
environ ; dans le cas d'Uranus, 1'amplitude 2pj de ce terme dépasse 1°,5

Rappelons que ces solutions interviennent dans les longitudes moyennes :

- _ 7 (o) . o
(4.2) Xi = Nit V-1 q;” * % 2pij 51n(cbij + fjt) vasy Aqi

L'amplitude de ces termes 3 trés longues périodes est du méme ordre de grandeur
que celle des termes périodiques de Aqi, mais les ordres de grandeur entre

les périodes de ces 2 classes de termes sont trés différents ; remarquons d'ail-
leurs que la division par fj qu'on effectue pour intégrer les 95 tend a
donner davantage d'importance aux termes associés & des faibles fj donc aux
plus longues des trés longues périodes ; remarquons également que si fj est
inférieur aux incertitudes sur la détermination des xoi’ il est préférable
d'associer le terme correspondant au terme constant, avant intégration ; c'est
le cas notamment du terme associé & la combinaison 2K02 - 3%03 + Ao4 qui donne

f = 0",0025 an_], mais dont 1'amplitude, avant intégration, ne dépasse pas

deux dix millidmes du terme constant ; vu la valeur de ce dernier (tableau 8),

cette amplitude est négligeable.

Cette solution que nous obtenons pour les 90 n'est comparable
semble-t=~il 3 aucune autre car, dans les théories classiques & variations sé-
culaires, les termes qui aboutiraient 3 une solution équivalente, sont &valués
numériquement pour contribuer 3 une perturbation constante du demi-grand axe,
8vitant ainsi d'avoir & modifier les moyens mouvements moyens ; notons cepen-
dant que si on avait procédé de facon & inclure ces termes dans les perturba-
tions du demi-grand axe (voir la remarque du paragraphe II.3.3), il en résul-
terait que la partie des perturbations du demi-grand axe, qui est constante
dans les théories classiques, est & tré&s longue période dans la théorie géné-

rale (cf. Duriez, 1978).

(*¥) voir par exemple la figure 5.



- 165 -

Tableau 19-a

Solution o5 (termes d'amplitude supérieure a 1") de la forme

g pj [exp f:(¢j + fj t) — exp - /:l_(q)j + fJ. t)]

coefficient avant combinaison des A .
. - . - ol
intégration 0. $. f. relative a f£.

(= p. £.) J J ] ]

NN

Y -1 1" o " -1 _
0'",000 585 an 99" ,58 140°,484 1",2107 an AOZ AOB

0,006 737 57,82 89,716 24,0189 on - XOI
-0,001 101 -8,65 160,288 26,2499 A08 - XOS
-0,000 076 -6,47 8,520 2,4214 2 AOZ - 2 A03

-0,001 022 -4,39 19,546 48,0377 2 XOZ -2 AOI
-0,000 017 =-4,27 65,338 0,7618 - XOI + XOZ + XO7 - A08
0,000 471 4,23 6,667 22,8082 XO] -2 AOZ + AO3
~-(,000 011 -3,26 85,040 0,6905 AO6 - AOS
et — - -

0,000 030 2,82 62,059 2,2310 AO] AOZ XOS + X08
0,000 317 2,60 17,208 25,2295 AO3 - AOl

s -

0,000 023 1,59 147,757 2,9928 AO7 AOS
-0,000 074 -0,66 13,072 23,2571 . XOS - AO7

0,000 119 0,49 116,155 49,2482 -2 AOI + AOZ + XO3
0,000 080 0,15 8,799 109,1552 -2 XOI + 2 AOZ

Variations séculaires au voisinage de 1950.0 :

/=1 [213",043 + 0",484 t - 0",709 2 + 0"002 t3j

(t en milliers d'années juliennes)
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Tableau 19-b

906

coefficient avant

intégration A
-0",004 360 an” ! -742",87
-0,024 875 ~213,60
0,000 294 24,97
0,002 801 22,01
0,000 061 16,80
-0,001 809 -16,37
0,003 553 15,26
-0,000 200 -11,35
0,000 111 10,31
0,000 510 4,53
-0,000 038 -3,46
0,000 034 2,95
0,000 006 2,90
-0,000 260 ~2,12
0,000 009 1,79
-0,000 003 ~1,58
~0,000 352 -1,47
0,000 009 1,41
0,000 177 1,32
~0,000 012 -1,32
-0,000 008 -1,22
0,000 211 0,61
-0,000 303 -0,57
~0,000 199 ~0,48
~0,000 080 0,27

Variations séculaires au

/-1 [-

109°,903
89°,579
7,572
160,323
69,812
6,506
19,527
145,447
62,497
12,612
62,418
40,431
0,902
91,024
148,507
92,861
118,141
68,902
57,955
165,836
127,697
122,916
8,694
87,916
167,661

voisinage de 1950.0 :

2

1769",618 + 2" 241 t + 2",672 t° - 0",014 t

3

1",2107 an”
24,0189
2,4214
26,2499
0,7618
22,8082
48,0377
3,6345
2,2310
23,2571
2,3023
2,4239
0,4489
25,2295
1,0203
0,3298
49,2484
1,3322
27,6534
1,5405
1,2132
72,0566
109, 1552
85,1364
61,1175

- 0",003 t“]
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Tableau 19-c

Solution 457

coefficients avant

intégration i
0",013 995 an | 2384",20
0,018 283 157,00
0,001 100 93,66
0,001 643 93,25
0,000 841 75,38
0,006 467 52,87
0,000 295 20,34
0,000 052 14,09
-0,001 522 ~13,50
0,000 710 6,43
0,000 060 5,10
0,000 037 4,99
0,000 027 4,15
0,000 006 3,79
0,000 019 3,23
0,000 422 -3,15
0,000 043 2,51
0,000 001 2,47
0,000 010 1,84
0,000 480 -1,59
0,000 188 1,51
0,000 029 1,24
0,000 190 1,48
~0,000 136 ~1,06
~0,000 853 -3,66

85°,351
98,688
50,991
136,543
64,157
3,044
147,744
85,662
12,447
8,601
38,832
154,033
68,559
66,233
110,698
54,783
161,485
125,452
153,032
106,534
76,538
46,448
109,927
160,078
23,930

3
1", 2107 an”!
24,0189
2,4239
3,6345
2,3023
25,2295
2,9928
0,7618
23,2571
22,8082
2,4214
1,5405
1,3322
0,3298
1,2132
27,6534
3,5130
0,1216
1,0916
49,2484
25,5594
4,8452
26,4402
26,2499
48,0377

Variations séculaires au voisinage de 1950.0 :

/T(5478",669 — 19",152 ¢ - 17,984 t2 + 0",061 t

3

+ 0",001 ta)
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Tableau 19-d

Solution 458

coefficients avant

intégration

0',003 295 an

-0,000 695
~0,000 396
-0,000 580
0,000 908
0,000 018
0,000 038
-0,000 013
-0,000 009
0,000 014
0,000 001
0,000 004
-0,000 129
0,000 069
-0,000 040

/-1[940",841 - 0",231 t - 0",096 t

1

561,51
-59,13
-35,45
-32,95

7,78
4,93
2,58
-1,74
-1,67
1,23
1,27
1,13
-0,96
0,55
-0,32

85°,254
51,146
64,115
136,499
99,026
87,735
147,722
154,931
154,533
146,087
4,246
83,825
55,132
76,392
160,217

2

+ 0",001 t3:| .

3
1",2107 an” !
2,4239
2,3023
3,6345
24,0189
0,7618
2,9928
1,5405
1,0916
2,4214
0,1216
0,6905
27,6534
25,5594
26,2499

Variations séculaires au voisinage de 1950.0 :
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Figure 5

Yos (IuPiTer)

v~

WE

+

500

(en mill€naires)

2000"
c{os (Saturne)
1950.0
Variations a fres Ionjues Fc'rioch.s des solutions q N
oS5 io€
5000 for (urarus)
\—\ 4000" o (Neplone)
—_—
~400 -300 -100 - 100 o 100 200 300 400 500 ¢
{en millénaires)
¢o00"
4950.0
Variations a tres longues periodes des solutions q ot
oF c]o?
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Notons encore que la grande inégalité intervient & l'ordre 2 dans
dq05 dq06
les équations —— et , 4 partir du degré 4 ; nous tenons donc
dt dt

compte de cette contribution, qui se trouve &tre prés de 10 fois plus impor-

tante que la contribution d'ordre 1 et de degré 4 ; il est possible que, comme

dz dz
_ . 05 06 o e s o
dans les équations s , les termes de degré immédiatement supérileur
dt dt
.. . dqoS
(ici de degré 6) soient aussi importants que ceux de degré 4 ; dans et
dt

dq06

dt

ces termes de degré 4 représentent globalement prés de 10 7 des termes

de degré 2 (ordre 1 et 2 réunis), de sorte que les termes de degré 6 issus

de la grande inégalité sont peut &tre encore non négligeables.

b) Varniations séculaines associles a cette sofution.

Lorsqu'on &tudie la solution au voisinage d'une époque donnée il
est commode d'en prendre le développement en puissanées de t. Nous donnons
ainsi, dans les tableaux 19-a & 19-d, les variations séculaires des solutions
455 a d,g 23U voisinage de 1950.0 ; le temps y est exprimé en milliers d'an-
nées juliennes.

Le terme constant de ce développement s'ajoute & la constante d'in-

tégration qég), pour former la longitude moyenne & l'instant initial (cf. 2.55).

I1 est surtout intéressant de constater la petitesse des termes li-
néaires en t dans ces développements, car ces termes viennent en fait modifier
la valeur des Ni dans (4.2) ;3 notons que ces modifications des Ni sont

relatives 3 1'époque 1950.0 ; la plus importante d'entre elles concerne actuel-

lement Uranus dont - N7 égal & 15 424",8362 an—1 est modifié de - 0",0191 an_l,
soit 1,2 x10°° N, .

Cependant, d'aprés (2.53), ces modifications sont encore égales a la
dq .
somme des coefficients (complexes) des seconds membres des équations oL ,
dt
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avant intégration ; or, comme il s'agit d'une somme de termes trigonométriques,

en supposant la convergence absolue des seconds membres, on peut majorer la

valeur de ces modifications par la somme des modules de ses coefficients. Cette

majoration représente encore, d'aprés (2.54) 1'écart maximal entre les moyens

mouvements moyens N, . (qu'on déterminerait & chaque époque dans le voisinage
. okl o s . .

de celle-ci), et les moyens mouvements Ni de la théorie générale (indépen-

ON

dants de tout instant initial

Ainsi, on trouve que Nli—Ni est borné, pour 1 =5 & 8, par les

valeurs respectives suivantes :

0",0219 an
0",0817 an
0",0956 an
0",0128 an

Ces valeurs sont trés intéressantes car elles montrent, pour la pre-
miére fois semble-t-il, que les moyens mouvements moyens qu'on déterminerait
d d'autres époques restent trés voisins des valeurs actuelles (**). I1 se
fait d'ailleurs qu'actuellement, nous sommes trés loin de ces valeurs extrémes,
sauf peut-€tre pour Uranus. La petitesse de ces valeurs justifie a postériori
le choix des Ni que nous avions fait pour construire la théorie générale
(cf. I1.4) ; elle résulte finalement de la petitesse des excentricités et des
inclinaisons, ainsi que de celle des masses, car n'oublions pas que cette so-—

lution provient de termes d'ordre 1 et de degré 2 au moins. C'est un argument

supplémentaire en faveur de la stabilité du systéme solaire.

(*) ce qui suppose la stabilité du systéme solaire, tout au moins dans le cadre
du modéle Newtonien représenté par cette théorie générale.

(*%) indépendamment d'une amélioration éventuelle de ces valeurs par comparaison
aux observations.
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Remajtgue :

Ces développements de la longitude moyenne en puissance de t ne
sont pas comparables & ceux obtenus par Bretagnon (1978) : les termes dont
1s sont issus, seraient en effet traités dans sa théorie semi—numérique comme
~ontribuant 3 une perturbation constante du demi-grand axe tandis que les
développements qu'il donne ré@sultent d'une part des termes séculaires dans
res demi-grands axes trouvés & partir de l1'ordre 2, et d'autre part de 1l'ajus-
ement de sa solution avec 1'intégration numérique sensée représenter des ob-—

servations 1déales.

W - 3.- Report des solutions Z s et Coi dans Les in2galitis peériodiques.

Possédant d'une part les solutions & trés longues périodes z; et
air et d'autre part, 1'ensemble des mondmes constituant le développement
:nalytique (par rapport aux z ; et aux Coi) d'une inégalité périodique,
wwus pouvons déterminer le développement & tré&s longues périodes de ces mondmes

L permet de connaltre les variations d'amplitude de cette inégalité sur un

v&s grand intervalle de temps.

Nous pouvons aussi développer ces termes d trés longue période en
uissances de t au voisinage d'un instant initial : on obtient alors les
-ariations d'amplitude de cette inégalité au voisinage de cet instant, sous
a forme de termes ''mixtes'. Mis sous cette forme, nous allons pouvoir compa-
‘er la solution de la théorie générale d celle de la théorie semi-~numérique
.= Bretagnon (1978) : rappelons que la forme adoptée pour la solution de la
n8orie générale reposait sur 1'hypothése que les termes mixtes des théories
smi-numériques sont les développements de termes & trés longues périodes au

~isinage d'une date fixe (cf. II - 1).

L'inégalité périodique que nous avons choisie pour illustrer ce pa-

ragraphe est la grande inégalité dans la longitude moyenne de Jupiter et de
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Saturne. C'est en effet une des inégalités les plus difficiles & obtenir avec
précision dans les théories semi-numériques : pour connaltre cette inégalité
avec la précision de 0",01 au bout de 1000 ans il est en effet nécessaire
d'atteindre 1'ordre 6 par rapport aux masses (d'aprés les résultats de
Bretagnon (1978)), c'est—-d-dire que pour représenter avec cette précision les
variations d'amplitude de la grande inégalité dans cet intervalle de temps

(ou le double en remontant dans le passé), il faut un polyndme de degré 5 par
rapport au temps. Limité & ce degré 5, la précision donnée par ce développement

en puissancesde t se dégrade trés rapidement au dela de 1000 ans.

Nous allons donc examiner ici jusqu'd quel point la solution de la
théorie générale que nous avons obtenue (concernant la grande inégalité), est

comparable a celle de Bretagnon,

a) Developpement a trhes Longues périodes de L£'amplitude de fLa grande

Anggalite.
Ces développements, relatifs a4 la grande inégalité dans la longitude

moyenne de Jupiter et de Saturne, sont de la forme :

Aq(2,-5) = § rj {exp V:T(Wj + gjt) exp[}CTKZN5—5N6)t + 2q05 - SqOé]
- exp /:T(—Wj - gjt)exp[yCT(—2N5+5N6)t - 2q05 + SqOé]}

solt encore

-/-1 Aq(2,-5) = § er cos(Wj + gjt) s1n((2N5—5N5)t - /:T(Zqos - 5qo6))

+ g er 31n(‘{’j + gjt) cos((ZNS—SNé)t - /—I(Zqo5 - 5qo6)).
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Tableau 20-a

Développement 3 tré&s longues périodes de la grande inégalité dans

z 2 r. COS(W

; sin " j
i ] ]

Aqe,

sin
de la forme + gj t) COS[(Z N5 -5 N6) t - /=1(2 Qs ~ 5 qo6)]

r.
]

contribution issue de

l'orére 1 l'or%re 2 Y g, combinaison des kOl
degrés 3 et 5 degré 3 ] ] donnant gj
544", 061 45,861 155 ,264 84" ,9833 an | 34,
-163,388 -16,101 74,322 -60,9644 2 AOI + AOZ
71,590 6,059 49,162 -109,0021 4 AO] - AOZ
-41,295 -3,332 56,676 -86,1939 3 AO] + AOZ - AO3
-39,443 -3,230 65,740 -83,7726 3 AO] - AOZ + AO3
8,567 -0,334 157,751 24,1720 2 X08 + AO]
8,318 0,375 132,930 -110,2128 4 XOI - AO3
-7,857 -1,001 155,590 -62,1751 220, * 229 = Ags
-5,480 -0,888 172,929 -36,9455 XOI + 2 AOZ
~4,527 -0,235 124,311 -133,0210 5, = 2 g,
3,368 0,122 139,086 -107,7914 4 %Ol -2 AOZ + k03
2,484 0,185 103,538 -59,7537 2 XOI + AO3
-1,664 -1,773 92,888 -12,9267 3 XOZ
-1,387 0,100 76,217 48,1909 2 AOS + AOZ
-1,084 64,458 -84,2215 2 AOI + AOZ + AO7 - A
-1,018 138,078 -87,4046 3 AO] + 2 AOZ -2 XOB

Variations séculaires de Z 2 r, cos (Wj + gt t)

ordre 1
ordres 1 et 2 :

terme mixte
de Bretagnon

- 1182",487 + 107",373 t + 91",501 t

J
~ 1063",793 + 94",877 t + 81",631 t2 - 57,026 t> - 1,009 t"
- 1151",999 + 100",231 t + 88",490 t2

- 5415 £ - 17,003 ¢

3 4

2 _ 6,658 t2 - 0",983 t

Variations séculaires de Z 2 rj sin (Wj + gj t)

]
ordre 1 . 108",246 - 412",595 t + 28",430 t2 + 10",560 t> - O",628 t°
ordres 1 et 2 : — 105,262 — 447",704 t + 30",478 €2 + 11",449 £ = O",679 t°
terme mixte 117", 644 = 461,872 t + 347,725 t2 + 117,699 £ - 0",847 t°

de Bretagnon

(t

exprimé en milliers d'années juliennes a partir de 1950.0)
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8

Les g. sont des combinaisons des A . : g. = z s.. A_. telles
j oi 3 ;o) 13 ol
qu'on ait z sij = 3 (€gal au degré le plus bas des termes constituant

1'inégalité).

Nous donnons un extrait de ces développements dans les tableaux
20-a et 20-b, par 1'intermédiaire des nombres r., Wj et gj, et en sépa-
rant pour rj les contributions d'ordre 1 et d'ordre 2. A l'ordre 1, nous

avons pris tous les termes de degré 3 plus ceux de degré 5 par rapport aux

z5 i 1'ordre 2, on a seulement les termes de degré 3 (par rapport aux
z . et Coi)' Dans ces tableaux, nous nous sommes limité aux termes d'am-
plitude supérieure & 1" (voir également la figure 6).

On constate que ces développements comportent aux ordres 1 et 2
un terme prépondérant sur tous les autres, associé & g, = -84",9833 an—]
correspondant & la période de 15 250 ans c'est-a-dire plus de 17 fois la
période associée a 2N5 - 5N6. A cause de cette prépondérance, 1'amplitude

qui résulte de la somme de ces termes, est majorée par la somme des modules

) |r.| et minorée par 1r1| - Y |r.|. Ainsi, on trouve que dans la lon-

] i

gitude moyenne de Jupiter, 1'amplitude de la grande inégalité reste comprise
entre 350" et 2100" environ, tandis que dans la longitude moyenne de Saturne,
ces bornes valent respectivement 750" et 5200" environ. C'est dire que les

valeurs actuelles sont tout & fait moyennes.

Remarquons que les xoi qui interviennent dans ces développements,
sont essentiellement associés aux excentricités (Aoi pour 1 =143 4), ce
qui montre encore une fois la prépondérance des termes en excentricité sur

ceux en inclinaison.

Remarquons encore que les trés longues périodes intervenant dans le

développement de la grande inégalité, sont plus courtes dans 1l'ensemble que
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celles associées aux Aoi’ ou que celles obtenues dans les solutions dg; °
ceci est essentiellement di & ce que les entiers Sij de la combinaison
des Aoi doivent avoir leur somme €gale & 3 et que les plus gros termes des

solutions 25 et z . sont associés aux plus grands des Aoi' Comme
cette somme est encore égale 3 la caractéristique de 1'indgalité 11 est sans
doute possible qu'une inégalité de caractéristique suffisamment grande
(c'est~3~dire 3 longue période pour qu'elle soit encore importante en prati-
que), puisse admettre un développement & tré&s longues périodes, dont certaines,

associées aux termes les plus importants, soient cependant plus courtes que la

période de 1'inégalité.

b) Developpement en puissance de t de L'amplitude de fLa grande

N

Anegalite.
Nous donnons en bas des tableaux 20-a et 20-b les développements en

puissancesde t de Z 2r. cos(¥. + g.t) et de z 2r. sin(¥. + g.t), wvalables
3 J J J j ] ] ]

au voisinage de t = 0, c'est-d-dire de 1950.0. Nous reproduisons &galement
pour comparaison, les développements obtenus par Bretagnon (1978), en facteur
de sin(2>\5 - 5K6) et de cos(2)\5 - 5%6) ; le temps y est exprimé en mil-

liers d'années juliennes.

On constate que 1'accord est moins bon que celui obtenu lors de la
comparaison des variations séculaires des z; et ., avec les éléments
moyens : d'abord, pour t = 0 on n'a pas 1'8galité des résultats ; les
différences s'expliquent essentiellement par 1'absence chez nous de termes
d'ordre 3 et plus, qui apportent, d'aprés Bretagnon, - 20",727 et =-7",112
pour Jupiter, et 51",393 et 17",477 pour Saturne, respectivement en facteur

de sin(2>\5 - 5%6) et de cos(2)\5 - 5X6) ; les quelques secondes d'écart qui
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Tableau 20-b

Développement & trés longues périodes de la grande inégalité dans Aq6

ordr? 1 ordr? 2 Yy g
degrés 3 et 5 degré 3 3 j
-1338",176 -112",644 155°,263 -84",9833 aln-1
401,777 39,112 74,323 -60,9644
-175,565 -15,155 49,166 -109,0021
100,862 8,454 56,654 -86,1939
96,641 7,969 65,756 -83,7726
-21,199 1,275 157,755 24,1720
-20,242 -1,545 132,850 -110,2128
18,758 2,370 155,486 ~62,1751
13,331 -4,814 172,837 -36,9455
10,985 - 0,843 124,152 -133,0210
-8,064 -0,616 138,910 -107,7914
-6,126 -0, 50! 104,062 ~-59,7537
4,219 4,310 92,715 -12,9267
3,478 0,380 76,225 48,1909
2,748 64,414 -84,2215
2,509 138,077 -87,4046
2,402 155,726 -82,5619
2,183 50,208 -35,7348
-1,847 29,779 -134,2317
1,775 13,517 -88,6178
-1,544 54,844 0,1531
1,494 108,854 ~-81,3487
Variations séculaires de z 2 rj cos(Wj + gj t)
J
ordre 1 : 2617",949 - 233,352 t - 200",869 t2 + 12",361 t3 + 2",486 tA
ordres | et 2 : 2845",387 — 251",482 t - 217",906 t2 + 13,392 £3 + 2,695 t°
gi;fzg:izte de,  2910M, 144 - 264,239 t - 225",089 t2 + 16",488 t° + 2",579 ¢
Variations séculaires de Z 2 r, sin(Wj + gj t)
J
ordre 1 . 266",497 + 1014",822 t - 69",925 £2 ~ 25",991 £ + 1",547 ¢°
ordres | et 2 :  276",682 + 1103",259 t - 75",361 t> - 28",189 t° + 1",678 t

Terme mixte de

289" ,546 + 1136",615 ¢
Bretagnon

85",526 t2 - 28",828 t7 + 2",244 ¢t
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manqueraient encore pourraient provenir des termes d'ordre 2 et de degré 5
que nous n'avons pas, et des incertitudes attachées 3d nos solutions a trés

longues périodes.

. 2 e -
Ensuite, nos termes en t, t ,... différent de prés de 10 7 de

ceux de Bretagnon en étant systématiquement plus faibles que les siens,
alors que dans le cas des z . et Coi; les différences n'excédaient pas
quelques pour cent. Ces écarts proviennent sans doute également des termes

manquants d'ordre 3 et plus.

Cependant, ces développements sont déja fort comparables jusqu'aux
termes en t4, bien que mous ayons seulément 1'essentiel des ordres 1 et 2 ;
il faut en effet bien voir que si la théorie classique avait elle aussi été
limitée & 1'ordre 2, ces développements seraient limités aux termes linéaires
en t et seraient trés loin de la solution obtenue d 1'ordre 6 : d'aprés

Bretagnon, ces développements seraient en effet égaux a :

_ ~ 1062",301 - 99",459 +  72",604 t
pour Jupiter : - 106,520 -  4",012 - 334",734 t
2609",107 + 249",644 -  178",325 t
pour Saturne 261",622 + 10",441 + 822",137 t
. v J \ ~— /

ordre 1 ordre 2

Ceci permet de penser que la théorie gé€nérale n'aurait pas besoin
d'étre poussée aussi loin en ordre de masse que la théorie classique pour
atteindre la méme précision, d'autant plus que la nécessité d'atteindre un
ordre é€levé dans les théories classiques est essentiellement le fait de quel-
ques termes 3 longues périodes, comme la grande inégalité ou 1'inégalité

N7 - 2N8 d'Uranus~Neptune ; dans les théories classiques les développements
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en termes mixtes des inégalités & courtes périodes, sont beaucoup plus vite
convergents, pour une précision donnée, que ceux de la grande inégalité, et

seraient obtenus avec la méme précision par la théorie générale d'ordre 2.

Notons que pour la grande inégalité, la comparaison des dévelop-
pements en termes 3 trés longues périodes, obtenus 3 l'ordre 1 et 3 l'ordre 2,
montre que les premiers termes (rangés par amplitudes décroissantes) sont
associés aux mémes (Wj + gjt) dans le méme ordre ; par ailleurs le rapport
entre deux de ces amplitudes de 1l'ordre 1 est sensiblement le méme que son
homologue & 1'ordre 2, de sorte qu'en extrapolant, on pourrait éventuellement
déterminer de combien il faudrait modifier ces amplitudes en respectant ces
proportions, pour que le développement en puissances de t (pour les gj
fixés), colincide au mieux avec celui obtenu par Bretagnon. On aurait ainsi
pour la grande inégalité, une expression a4 trés longues périodes probablement
assez voisine de 1'expression qui serait issue de 1l'ordre 3, sans avoir &
calculer 1'ordre 3 ; ceci permettrait sans doute d'étendre la durée de vali-
dité de 1'expression de la grande inégalité dans la théorie classique (en
développant par exemple ces nouveaux termes & trés longues périodes en poly-

- o . 5 6
ndmes du temps, de fagon & obtenir les termes em t7, t, ... etc...).
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CONCLUSION

Les résultats pratiques que nous avons obtenus & partir de la méthode
proposée dans cette théorie générale sont encore partiels puisqu'ils ne concer-
nent que les 4 grosses planétes et que nous n'avons &tudié en détails que
quelques inégalités périodiques et 1'inégalité séculaire. Leur comparaison
avec les résultats de Bretagnon (1978), et 1'analyse que nous en avons faite
nous permettent cependant de croire en de réelles possibilités d'extension

des théories classiques par les théories générales.

L'essentiel est d'obtenir d'abord la meilleure solution possible pour
le systéme autonome. L'analyse que nous en avons faite montre la nécessité, pour
les quatre grosses planétes, d'un développement 3 l'ordre 2 et au degré 5 au
moins. Les comparaisons avec les éléments moyens obtenus par Bretagnon sur
1000 ans, ou avec l'intégration numérique sur 500 000 ans nous permettent de
penser que les "valeurs propres' du systéme autonome sont connues avec une pré-
cision meilleure que 0",1 par an ; on peut alors situer les noeuds et les péri-
hélies moyens d& quelques dizaines de degrés prés au bout d'un million d'années,
et donner 3 moins de 10 % pré&s la valeur moyenne des excentricités et des in-
clinaisons au bout du méme laps de temps ; cela donne l'ordre de grandeur de la

durée de validité de la théorie générale.

Pour améliorer ces précisions, il conviendrait d'étendre aux 8 planétes
le systéme dutonome d'ordre 1 et de considérer la partie du systéme autonome
d'ordre 3 et de degré 1, au moins pour les planétes Jupiter et Saturme. Il fau-
drait alors prendre en compte aussi la 3&me approximation dans 1'algorithme

de résolution du systéme autonome relatif aux z s
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Le calcul des termes séculaires d'ordre 3 et de degré | n'est pas
hors de portée des moyens actuels car il suffit pour cela d'avoir les termes
périodiques dans les seconds membres des équations jusqu'au degré 3 (ordre 1),

et les termes périodiques dans les solutions d'ordre 1 et 2 jusqu'au degré 1.

I1 resterait encore a vérifier si les solutions du systéme autonome
relatives aux planétes intérieures ne seront pas trop perturbes par les termes
non linéaires du fait des excentricités importantes de Mars et de Mercure ;

il faudrait voir également si les approximations successives utilisées pour
obtenir ces solutions convergent aussi bien que pour les grosses planétes, car
il se pourrait que certaines instabilité&s de la solution se manifestent du fait

de valeurs propres presque égales.

Enfin, pour calculer 1'ordre 2, il serait sans doute préférable de
sélectionner les inégalités d'ordre 1 plutdt que les termes individuellement

comme on 1'indiquait en III.1.4.

Ces améliorations devraient sans doute permettre d'obtenir les valeurs
propres a quelques milliémes de secondes par an prés, (soit quelques degrés d'in-
certitude sur les noeuds et les périhélies au bout de 10 millions d'années).
Notons que cette précision est tout juste significative vis & vis de la précision
avec laquelle on connait la masse des plané&tes, de sorte qu'une extension de la

durée de validité exigera ensuite une amélioration de la valeur des masses.

Par ailleurs, sur de tels intervalles de temps, il serait sans doute
nécessaire d'affiner le mod&le choisi pour représenter le systéme planétaire,

en prenant en compte par exemple les perturbations relativistes.

Une fois obtenue la meilleure solution possible pour le systéme auto-
nome, 1'extension des théories & variations séculaires concerne 1'amélioration
de la connaissance des termes mixtes. Il suffit en fait d'obtenir dans la théorie

générale, le développement des inégalités périodiques, sous forme analytique
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et ., limité 3 un certain degré dépendant pour chaque

ar rapport aux 2z .,
P PP 01l ol

inégalité de la précision souhaitée. On n'aurait d'ailleurs & calculer que des
inégalités choisies en ne prenant que celles apparaissant comme les plus signi-

ficatives dans les théories a8 variations séculaires.

Les possibilités que nous avons de construire et de manipuler les dé-
veloppements inégalité par inégalité, ou terme 3 terme seraient alors pleinement

utilisées.

Notons enfin que la construction pratique d'une théorie générale
aurait été impossible sans la connaissance des théories d variations séculaires ;
ce sont ces derniéres qui fournissent en effet la valeur des éléments moyens &
1'instant initial ; le fait de disposer de ces valeurs, connues avec une bonne
précision, &tait capital pour calculer la solution du systéme autonome. Ce sont
aussi les théories a variations séculaires qui fournissent la valeur des moyens

mouvements moyens, nécessaires pour développer les seconds membres des &quations.

I1 ne semble pas que les théories générales puissent dans un proche
avenir, supplanter les théories 3 variations séculaires pour l'amélioration des
constantes d'intégration et des masses, car en fait, il s'agit alors de faire
des comparaisons a4 des observations, limitées & un intervalle de temps petit,

c'est—-a-dire, dans le domaine oii les théories 3 variations séculaires sont les

plus précises.
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ANNEXE 1 : DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

On donne dans cette annexe, le détail des calculs permettant d'aboutir

d la forme des développements qu'on a énoncée simplement dans le chapitre I.

I - Quelques développements utiles.

On connait, pour le mouvement elliptique képlérien, les développements
suivants du rayon vecteur en fonction de 1'excentricité e et de 1'anomalie moyen-—

ne M (voir Kovalevsky, 1963, p. 86)

[o0]

21+ ) 2 J (ke) cos k M
k
T k=1
3 |
(A1) Lcosv=-=4 f — [J (ke) - J (ke)‘] cos k M
: k-1 k+1
a 2 k=1 k A
— sin v = »/l-e2 y 1 J (ke) +J (ke)i{sin k M
a k=:1 K k-1 k+1 ]

oi v désigne 1'anomalie vraie. Des 2 derniers développements, on déduit encore,

en posant 8 = exp v -1(v-M)

oo / 2 / 2
3e exp "/:TM'f' E' _]_ 1+/1-e 1-e 3

g =-28 . Jk—l(ke) -1z k+](ke) expy-1(k-1)M
a k=1 k ) 2
oo 2 2
B L T U N = S
k=1 k ) k-l 2 ket
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Les propriétés des développements des fonctions de Bessel pour e
petit, induisent pour ces séries la propriété suivante, dite de d'Alembert
le développement en puissances de e qu'on peut mettre en facteur de
exp/-1(+ kM) est de degré k au moins en excentricité, et a la méme parité
que k. Ceci permet d'exprimer autrement ces développements, sous forme de

séries entiéres des variables X et X (conjugué de X), définies par :
(A 2) X =e exp/~-1 M=e exp V-1(A - @) = z exp v-1 A

. 2 =
On obtient alors, avec e” = XX :

I S LS AP RS SRR A
r 2 2 2 2 16 16 16 16
(A 3)
g+ tlx-3543 2 Ll 03 -34%% . ...
a 2 2 8 2 8 3 8

On peut ensuite avoir facilement, par multiplications polynomiales

. . = . a L
sucessives, les développements en X,X des fonctions 6, — 68, et plus géné-

r
r.n,m . ~
ralement (=) 6, ou de leurs conjuguées, sous la forme
a
r n kyko
(A 4) A" e™ = ) ck"“k X 'X (n et me 2).
a k,,k eN 1°72

En en prenant le conjugué, on obtient d'ailleurs : C

coefficients sont rationnels,

On en déduit immédiatement les développements en 2z,z

r.n.m n,m -k] k2 —
(A 5) =% = ) c’ z 2z exp/-1(k =~k )A
a k.,k P2
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On peut montrer que, considérés comme séries entiéres de e, les
développements (A‘) ne convergent que pour e < 0,6627... (cf. Tisserand,
p. 262). Les séries entiéres en X,X ont le méme rayon de convergence, ainsi

. P - . . r.n
que toutes celles qui s'en déduisent par opérations algébriques, comme (=) 6™,
a

2 - Développement de fLa partie képLérienne de fa fonction perturbatrice.

En exprimant la constante de gravitation G au moyen de la 3éme loi

Gm.
i
de Kepler, on met —= sous la forme

r.
1

[+

m. .

A3 L

M L1 a.
[c] 1 1

1
r,

d'oli on déduit, d'aprés (A 5), et avec Ay = Nt - v/—1 q;

Gm. m. k. k
i i 2.2 2/3 -1,0 =1 2 _ — _

(A 6) — = —-—-NiAi Z (l+pi) Ck Tk z, 2z exp(kl k2)qi exp/rT(kl kZ)Nit

r. M k. .k 172

¢ 1252

) . . ' 2/3
les variables p; ¢&tant de 1'ordre des masses (cf. IV.2.1) (l+pi) peut
s'exprimer par le développement rapidement convergent : 1 + Z—pi -1 pi +

3 .9

3 - Développement de fLa parntie indirecte.

Dans ce paragraphe et le suivant, on reprend la méthode utilisée par
Abu—-el-Ata et Chapront (1975), légérement modifiée pour permettre le développe-

ment par rapport aux variables p.

Ne considérons qu'un couple de plané&tes, notées P et P', en aban-
donnant provisoirement les indices i et j, pour simplifier. En introduisant
.*'

> .
1'angle H entre leurs rayons vecteurs r et r', on a d'abord pour la partie

indirecte relative & P perturbée par P'
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]
Cn' =2 = Cm' E—(E—)z 2_ cos H
r'3 a r' a'2
puis, avec (A 4)
amn
) Y _ _ k, k, k, k
Gm' r (.a;_) .iz__ = m_ NZAZ(A)2(1+p) 2/3(]+pv)4/3 z Cllc’ok Ckz’lci X ]X ZX' 3X| 4
a r' a' M@ A' k. k. k.k 1°72 73’74

1727374
Un calcul classique permet ensuite de calculer cos H en fonction de 1'inclinaison

mutuelle J des 2 plans d'orbite, des longitudes vraies w et w', et des angles

0 et o' qui caractérisent la position du noeud N des 2 orbites. On a :

w = ;ﬁl + NIP
W'=£ﬁz+N§"
G = xN, + NN
v 1N
v o_ g N
g = xN2 + N2N
X
il vient : cos H = cos(w ~og)cos(w' - ¢") + sin(w - ¢g)sin(w' - ¢g')cos J
puis : cos H = cos2 g-cos(w -w' - g+ g") + sin2 J-cos(w +w' ~g-=-ag").
2 2
. .
En notant : U = cos g-exp V=1 -— 2
2 2
(e} gt
V = sin g-exp V=1 -t
2 2

on obtient encore :

cos H Re(uzexp V=1(w' - w) + VZ exp V=1(~w-w"))

puis, avec wW=v+T=A+v-M et 6 =exp /~l(v-M
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cos H = Re [:56' uz exp V-1(1'=-X) + 8 o' vz exp V—](—A—X')]

Comme 1y est de degré O en inclinaison, on peut séparer dans cos H une

partie de degré 0, en posant

uz exp Y=1(A"=))

exp V-1(A'=-)) + G1

v2 exp Y~1(-A"-})

G,

ol G] et G2 sont de degré 2 au moins en inclinaison ; on obtient ainsi

(A8) cos H=Re [0 8' exp /=1(A"=1) + 6(8" G, + 8" Gz)j

Les relations de Delambre dans le triangle N N1 N2 permettent ensuite

d'exprimer G, et G2 en fonction des variables ¢ et ' , et des longitudes

moyennes A et X' ; on obtient

. J o+o’ .1 i' i . 1 ,
sin — coSs = g8in — cos — cos - cos — sin — cos
2 2 2 2 2 2
1 . (3 ] . -y
sin--‘1 sin 0% - sin 1-cos 1 sin Q — cos L sin 2= sin ol
2 2 2 2 2 2
. . .y . .y
cos g—cos a9 - cos i—cos L 4 sin L sin X cos -0"
2 2 2 2 2 2
! . '
cos g»sin 979 = sin * sin X sin Q-2")
2 2 2 2
: i -1
d'oli on tire, en notant ¥ = cos L (1-z1) /2 :
2
1
u=xx'+zt
v=x't - xz'
puis
o] [ = r T 2 —,2 [ ] /— '
G, =(~gg' —ch gt v’ ot v gt 2 xx' tr ') exp Y-1(A'-})

]
1]

L] 2 - ' 2 ' '
(-z'c) 7+ (U-c0) ¢'° - 2 xx' ©z"] exp /=T(-a-2").
2

On peut enfin faire apparaitre dans G, et G,y uniquement la dif-

férence des longitudes moyennes, en posant
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(A9) Y = sin % exp /-1(A-Q) = ¢ exp V=1 A.

On obtient

G, (-YY = Y'T' + YT Y ¥ exp /TT(AT=1) + 2xx'TY' + T2¥' Zexp V=T (A-2")

(A10)

9]
]

X (1-Y'T)¥% exp/=T(A-A') - 2 'TY' + (1=YD)Y 2 exp /=T(1'-})

Dans ces expressions, x et x' se développent en :

x= -2 oo byg oLy g2
2 8
I1 suffit alors de reporter ces développements de G1 et de G2
1]
. . . = 2
dans 1'expression (A8) de cos H, puis de former les produits R , (E;J g'
a r'

et leurs conjugués (qui résultent de la multiplication de cos H pag 1'expression

(A7)), pour obtenir le développement de la partie indirecte

Bn2 a2 (2 (ap) T3 (ap)t/3 Re{ )
M A’ k k. kok

o 1727374
l,—) _2’] v_lv v [ _2:—] v ",2 /_ [
Clr (G0 (=YY = Y'Y + YY Y'Y + € (1 - YY) ¥'7) exp /S1T(A'-D)
120 3%y 374
(A11) + (ciz’; T cizﬁ'l (1 -y ¥ 7% exp V=1(A-1")
3’74 374
k., k k k
v 20 %! gy xx' + C_ LS oy x T2y 3yt
Kok, kqk,

En revenant aux variables 2z et £, on obtient bien un développement

sous la forme donnée au chapitre I en (1.22).

min(A,A’ . .
Remarque : En notant a = ———S—J——l—, on volt que la partie indirecte

max(A,A")

2 . - .
a en facteur o~ ou a sulvant que la planéte perturbante P' est plus loin

ou plus proche du Soleil que P,

Si o est petit, 1'effet de la partie indirecte peut alors &tre

amplifié : 1'accélération d'entralnement du Soleil due 3 une planéte proche
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de lui a des effets importants sur les &léments osculateurs héliocentriques des
planétes lointaines mais ce ne sont que des effets purement cinématiques engen-

drés par le choix d'un repére héliocentrique.

4 - Développement de La partie directe.

r

En appelant A 1la distance PP' et en supposant p = toujours
: L
inférieur 3 1, ainsi que a &gal 4 A/A' , on obtient
A2 = r'2(1 + 02 - 2p cos H)
D'aprés 1l'expression (A8) de cos H , on peut en déduire :
) 1
- -2, -1
) 1(1 -pub 2) /2 ,
A r'
ol on a posé
2 2 . . . ..
D" =14+p" - 2pcos (w—w') (indépendant des inclinaisons)
u=2Re(®06' G +66'G) .

1

Comme Gl et G2 , u est ainsi de degré 2 au moins en inclinaisons. Dans

le probléme planétaire, ou D est. toujours inférieur & 1 ; on peut alors
développer :
o (=1/2)

Al AT k k k _—2k-1

(A12) === 7] (1)) ————= (pw)" D
" =

A r k=0 (l)k

On a posé : (a)0 =1 et (a)k = a(a+l) (a+2) ... (a+k-1) ; en particulier,

on a : (1)k = k!

I1 reste ainsi 3 obtenir le développement des (pu)k et celuil

-l — 1
des D 2k-1 auquel on associera le facteur A . 0On a:
rl
' - _ ' LI
(a13) ou==2X2" 4 o 2a+p) 23 (14p 2P re [E 5 A&l 0 G, + 28" 0]
a' ar' a r' r'

On pourrait obtenir son développement sous une forme presque identique &

1'expression (All), en y supprimant le terme indépendant des inclinaisons

2,41 ol
k3k4 k3k4
forme générale suivante : :

et en y remplacant C . On en déduirait que (pu)k a la
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n, n, n, n, n
k k k 1 2 273 4 =75
(Gu* = a Re{ ) 4‘%)(n> P X XYY
K,(n)10 10
n n n n n
x p' 6 X' 7 X' 8 Y' 9 Y' 10 exp V—IK(X—X')}
ol n, +n_+n, +n est pair et au moins égal a3 2k, et oi £ est compris

entre - k et + k.

- . -s . P .
On développe ensuite D par 1'intermédiaire de coefficients de

Laplace (;%(p) définis par :

-s/2 _ iw (J)

D ° = (1 + p2 - 2 p cos(w—w'")) /2(0) cos Jlw-w'")

j==w 2
Avec ;;% = b(/%) , on peut écrire
- = 2-4 L ()
D ° = Re Z —— 2532 GJ 6 '] exp V=1 j(A-1")
j=0 2 772"

oi &7 est le symbole de Kronecker.

On peut montrer que les coefficients de Laplace ont pour expression

(cf. Brouwer et Clemence p. 496)

(s/2).

j s . . 2 .
—*b(:/'%()=——-——-J—OJF(“,‘S—+J,J+1;D) G:0 ,
(1). 2 2
J
oi F est la fonction hypergéométrique de p2 définie par :

k

© (), (), x

F(a,b,c3x) = z
k=0 (C)k (1)k

En remplacant dans ce développement xk par (x+y)k , on obtient

m

(a)m (b)m y
0 (C)m (1)m

F(a+m, b+m, ¢c +m ; x)

I 0~18

F(a,b,c 53 x + y) =

Comme on peut écrire

22 (A2 L (A2 (B2 @2 (apy7H3
A'

A’ a r'

4/3 2 2

(1+p") -1) =a” + a" R
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. s 2
on pourra donc transformer les fonctions hypergéométriques de p dans

() j

s/2

dans les coefficients de Laplace, on obtient

. PP 2 .
(p) , en fonctions hypergéométriques de a  ; en développant encore p

400 oo

0% = T 7 oDy @2l (a3 ey A1 6d 50 e v 5000
j=—0 m=0 ’ ar'
avec
: . & E+ P :
¢§Jr)n(a)=2_] 2’m "2 ma2m+_]F(_S_+m’_§+m+j’l+j+m;a2).
’ (D5 (I, A+ ) 2

~ -s . . e
Notons que dans ce développement de D , B est une série entiére des
variables p, p', X , X , X' et X' commengant aux termes de degré | et

de grade 1.; si on veut limiter le développement de D ° iun degré d donné

- . . . . m
par rapport a ces variables, il sera alors inutile de calculer B8 pour m > d.

Quant aux fonctions ¢§f;(a) , pour s, m et o fixés, elles
décroissent lorsque j augmente, & partir d'un certain J qui est d'autant
plus grand que o est voisin de 1 ; ces fonctions de o ont toutefois le
mérite d'@tre calculables avec toute la précision souhaitée, quel que soit a
inférieur & 1.

Si on développe g™ par la formule de bindme, on obtient finalement

pour — D

_r'

' _ +oo o . m _ (m—k+l)

Ao 1 ) oibey 7o

r' j==o m=0 °° k=0 (1)k
(A15)

2 2
Zakelih 2k jlen il e
x (1+p) ° (1+p")> G231 gd @2 i+ '3 v ean
a r'

Exprimé en fonction des variables X i, X' et X' race a (A4), ce
s 24 ’

développement est de la forme :
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+oo n, n, n n n n
3 4 53’

(A16) ) 7 ¢ @ p ' x 2% Y 0F O exp /T 500
j=== (n),

j’(n)6
Lorsqu'enfin on reporte les expressions Al3 et Al5 dans Al2 , on obtient

1'expression suivante pour A'/A , limitée au degré Si par rapport aux

inclinaisons, au degré 5e par rapport aux excentricités, et au grade g :

8.
E(—=) § +g
, +00 2 e (-1/2) ]
Mop 1T et kD
A j=—w k=0 =0 ON ’

m . .
x LZ (-n™ " (1+p)‘2/3<2n+h|+k) (]+p.)2/3(2n+h|+k+l)
=0

A7)
2n+| j|+k o] (§L02n+|j]+k+l 5‘%]

1]

x (2)

a r

x [é(e' G, + 6’ G, + CICK 61 +6" c‘;z)]k exp V=1 j(A=-1")

Quand on rétablit les indices 1 et j des 2 planétes, et qu'on effectue
les produits des développements des fonctions a une variable (p ou p'),
a 2 variables (X, X ou X', X'), et a 4 variables (Y, Y', Y, ¥') présentes

dans (A17), on obtient un résultat de la forme suivante :

Gm. m. 2 2 Ai +o0

(A18) —d - I NT A ———— 2 z C (a..)
A M. ' ' max(A.,A.) L=-= (n) £,(m)5 13
ii e axifify 10

_ - - 9 Mo '
xp. X.OX.7 Y. Y.”p. X. X. Y. Yj exp V-1 K(Ai—Aj)

oi n, +n_ +n, +n est un entier pair.

4 5 9 10
En remplacant les variables X par z exp V-1 A , et Y par
z exp V-1 A, puis en exprimant X sous forme de Nt - V-1 q , on obtient

finalement le développement (1.22), €noncé avec ses propriétés dans le chapitre I.
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ANNEXE 2 : CONSTRUCTION DU DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE
ET DES SECONDS MEMBRES DES EQUATIONS.

Pour aborder 1'étude de la théorie générale planétaire en variables
elliptiques, nous avons d'abord utilisé le formulaire établi par J. Chapront,
P. Bretagnon et M. Mehl (1975), dans lequel les dérivations partielles de la
fonction perﬁurbatrice dans les équations de Lagrange, sont déja effectuées.
L'algorithme qu'on a élaboré avec ce formulaire, constitue une partie de

1'article 1 joint & cette annexe.

Ce formulaire (eq. (10) & (13) de cet article), compact, s'était

révélé trés commode & utiliser dans la méthode itérative développée par

P. Bretagnon, et on pensait alors, qu'il conviendrait &galement & la théorie

générale. Avec ce formulaire, on est amené & développer l/A3 , et d'autres

fonctions plus au moins compliquées venant en facteur en l/A3. On s'apergut

plus tard que le formulaire des équations Qe Lagrange donné au chapitre I (en

(1.17) & (1.10)) devait &tre plus commode 3 utiliser dans la théorie générale,
3

sans qu'on ait rien A changer ou presque, 3 1'algorithme de calcul du 1/A7,

. - . : n .
qui se transpose trés facilement au calcul de 1/A quel que soit n > O.

L'algorithme utilisé pour construire 1/A est donc exactement

celui décrit pour l/A3 dans 1'article | aux paragraphes 4a et 4b, &

(i)

a) et qu'
l,m( ) qu'on a en

cela prés qu'on change les fonctions ¢(J)(a) en ¢
& 3,m
b

' L]

a - a'.3 . . . .
facteur — 3 la place de (=)7. On peut le résumer ici en disant qu'on

r' r'

tabule préalablement les fonctions ¢§J;(a) pour tous les indices utiles

’
(voir Al7 , en y bornant Ijl par JM), et pour tous les a relatifs aux
différents couples de planétes ; on tabule également les développements des

fonctions & une, deux ou 4 variables
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-2k/3 ,r.n m - -
y (=) e, G1 , G, ,G , G

(1+p) 9
a

et leurs produits, pour tous les exposants utiles pour atteindre un degré et
un grade fixés(pour k et n négatifs ces développements sont a associer
aux variables p' et X', X'). Alors, pour obtenir directement un coefficient
CK (n) (a) du développement Al8 , caractérisé par la donnée d'une valeur
’ 10
de o et d'une suite des Il entiers £, n

n (comprise dans les

12 By o Py

limites des tableaux précédents), on recherche , dans ces tableaux, les
fonctions de o et les coefficients des mondmes & une,deux et quatre variables

qui comnstituent le mondme (n) de fagon & reconstituer ce coefficient

10
CK (n) (a) , conformément & 1'expression Al7. On construit de la méme fagon
4 10

le coefficient du méme mondme dans les parties indirectes, en utilisant les

mémes tableaux.

Pouvant ainsi calculer isolément chaque coefficient du développement
de la fonction perturbatrice Rij (de la planéte Pi perturbée par Pj)’
on calcule tout aussi facilement chaque coefficient du développement des dérivées
partielles de Rij : En appelant Tijb(ﬂ, n,, n2,...,nlo) un coefficient
de R.. , et (Fij) £, n, n

1]

Rij’ telle qu'on en trouve dans les équations (1.17) a (1.20), on a les

. .
2""’n10) celui d'une fonction Fij de

relations sulvantes

aR..
1] = - -
(a ) (ﬂ,n],nz,...,nlo) (n3 n, +ng-mn, + £) Tij(ﬂ,nl,nz,...,nlo)
4
aRij
(a ) (K,nl,nz,...,nlo) = (n]+l) Tij(ﬂ,n]+l,n2,...,nlo)
Py
BRij
(a ) (K,nl,nz,...,nlo) = (n2+1) Tij(ﬁ,nl,n2+1,n3,...,n10)
i
aRij BRij
(zia + zia_ ) (K,nl,nz,...,nlo) = (n2+n3) Tij(ﬁ,n],nz,n3,. .,nlo)
z, z,
aRij :
(zi ) (Z,n],nz,..:,nlo) =‘(n3—n2 + n, -0, + £) Tij(ﬂ,n],nz—l,n3,...

3qi

10
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pour pouvoir atteindre le degré 7 dans ces équations ; avec ces tableaux on

pourra alors atteindre des termes de degré 8 dans les deux autres &quations

dp o da

dt dt
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et d'autres expressions qu'on établirait aisément pour les dérivées par

rapport aux . OuU par rapport aux variables d'indice j. Quand enfin, on

oR. .
cherche par exemple le coefficient d'un terme de (2 (1+pi)1/3 —:il)(ﬂ,nl,nz,...,nlo)
d0z.
on opére ainsi : ayant développé 2J (de la forme a +a zz+ azlz2 z2 S|
et (1+p)]/3 (de la forme bo + blp + b2p2 + ...) , on calcule la somme
suivante
; a, bh(n3+l) Tij(ﬁ,n]—h, nz—k . n3+l-k, N, seees nlO)

k,h

pour tous les k et h tels que n1~h, nz—k et n3+l—k solient tous

positifs ou nuls.

Ce schéma constitue une simplification trés importante par rapport

-~

d 1'algorithme décrit, dans 1'article 1, pour le second membre des équations ;

il permet notamment de n'avoir plus a considérer 1'ensemble des fonctions

1
Tix,x")
venant en facteur de ]/A3 dans ces seconds membres, et il est alors possible

de conserver intégralement 1'ensemble noté - P(w, JM) dans cet article,

(qui a été étendu &8 o = de +g=9 et a JM = 15 , totalisant 16 906 coeffi-

cients). Ceci supprime du méme coup la reconstitution du coefficient d'un
mondme en X,X ou en X',X' qu'on devait effectuer a partir des éléments

de et , et réduit encore d'un facteur 2 en moyenne les durées

1 ]
"X, X" X, X'

des calculs préciséesdans la partie 5 de cet article. Ces durées ont encore

été réduites d'un facteur voisin de 2 lors du récent changement d'ordinateur

(IRIS 80 & la place du 10 070).

Remarnque : A cause des dérivations partielles par rapport a

N . - - . d
z ou d [, pour atteindre des termes de degré d dans les équations =3
dg o

dt
développement de la fonction perturbatrice. Il faut donc que les tableaux

et , 11 faut pouvoir calculer des termes de degré d + ! dans le

. . r.n .m . .
des développements des fonctions (=) 8 solent construits avec w = 8

a
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General Planetary Theory in Elliptic Variables

L. Expansion of the Equations

Summary. We intend to construct a general planetary
theory, without secular terms, analogous to Brumberg’s
(1970), but using variables of keplerian nature from the
beginning of the theory. This choice of variables
facilitates the connection of this theory to the classical
ones (like Le Verrier’s) which are being studied by the
researchers of the Bureau des Longitudes (Bretagnon,
et al.) in order to improve their validity period and their
precision. We hope to contribute to these aims by
determining the analytic expression of long and very
long-period terms up to high orders with respect to the
masses, and by taking into account their mutual
influence. Then we may analyse the mechanism by
which these terms occur to form the secular and mixed
terms in classical theories, hoping either to improve
them or to replace them.

We looked for a method allowing to obtain these
long and very long-period terms up to high orders in the
masses directly, such a method does not need to compute
the complete set of lower order terms. Indeed, in the
general theory, this set would be composed of a very
large number of terms. It is not necessary to compute
them because they are essentially short-period terms
already well known by classical theory; besides, these
terms may be mostly neglected. That is why we propose
to expand the equations in elliptic variables by a com-
puter-adapted method capable or furnishing any term
of these expansions independently of all other terms.
We especially studied this method in order to reduce the
number of operations as much as possible; so we
minimized the computing time for each term. Optimized
computations are fundamental in planetary theory
because any increasing precision requires a much
increased number of calculated terms. Moreover, the
proposed method provides the best precision for each
term independently of « (ratio of the semi-major axes
of interacting planets).

In this paper, we present this method followed by

some applications showing how the expansions behave
with respect to the parameters. The principal application
of the method is the construction of a general theory;
it is now being worked out and will be published in the
future.
Parameters, Equations, Expansions. To reduce the
number of terms in the expansions and to provide the
best precision, we expanded the equations by calculating
them for fixed values 4 of the semi-major axes a. These
values A were calculated with the relation (15) using
known values of the masses m and of the mean mean
motions N. However, in order to preserve the variability
of the semi-major axes, we introduce the real variable p,
defined in (14) or (16). In the mean longitude A, we
separated the linear part: L= Nt + L, from the remaining
part representable by the pure imaginary variable g [re-
lation (17)]. The variables p and g are of the same order
as the disturbing masses and can be expressed by quasi-
periodic functions of time. Finally, we used the complex
variables x and y, and their conjugated quantities X and
¥ [defined in (18)]. These variables are of the same order
as the excentricities and inclinations. The variables X
and Y defined in (3) were used as efficient intermediary
variables in the expansions.

To simplify the notations, in this paper we only
consider two planets P and P’ (P’ is the outer one), and
we affect a prime to all symbols concerning P'. We start
with the Equations (10) to (13) expressed in osculating
heliocentric elements. From them we derive the
Equations (20) to (23) expressed in the new variables.
The development of these equations is of the form (24)
as a function of A— 4’ or (25) as a function of L—L".

We obtain this expansion by writing the equations
in the form (27) to (30) and by considering them as made
of a sum of standard expressions such as (56) or (57): In

’

PP’
developable functjons of only one variable (p in P,
and p’ in P,), of two variables (X, X in X;, and X,, and

X', X" in X/, and X/;,) and of four variables (¥, Y, Y, Y’

3
(57), we show the quantity D,= (_a_) in factor of
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in ¥, and f;). The expansion of D, depends itself on
these ten variables and is of the form (24). We adopted
a development in Laplace’s coefficients, to make as

precise as we wish the calculation of each term for all

A
values of o, = Y [relations (44) to (49)]; In this develop-

ment, we display the coefficients ¢¥), depending on o,

in factor of other functions of one, two and four variables
(with the same grouping). All these functions are develop-
ed up to the degree w (=S5 in the present application)
and are assembled in the set #* which has to be calculat-
ed only once. On the contrary, the set ¢ of the coefficients
¢(ao) is particular for each pair of planets.

Then the calculation of the coefficients C; ; , of any
term in the form of (24), of the expansion of (57) satisfies
the following principles: C; ; , results of a linear com-
bination of coefficients ¢{u,) (present in D ;) with numbers
obtained by calculating the product of the respective
coefficients of p", p'™, XmXna XmsXme yrynsy oymo
in the expansions of the functions of one, two and four
variables found in factor of ¢/ in developed expression
of (57), [in (57) we replace D5 by expressions of the form
(51) and (53)]. Then the algorithm which describes this
linear combination, consists essentially in adressing
some elements of the sets 2* and &, and in combining
them in order to reconstruct each term in an optimal
way. We especially indicate how to reduce the size of
the set 2* (tables 1 to 4).

Applications. The algorithm had been designed mostly
to optimize the computer time. Tables 7 and 8 show that
we obtain any term of the equations in a few milli-
seconds.

The development and the verification of the program
has needed the comparison with the results of other
works, particularly those of Chapront et al. (1975) and
those of Brumberg (1970). The example given in Table 9
allows to judge the convergence of expansions. It also
allows to compare the number of calculated terms with
the number of terms that may not be neglected. Moreover,
Table 11 better shows the very few number of terms that
may not be neglected in analytic expansions of planetary
theory.

To avoid superfluous calculations, we propose to
determine a priori the higher value of any term by using
graphs like those presented in Figure 1: in these, we
show the largest term (in absolute value) of the set of
terms which are of the same degree with respect to the
12 variables, in the development of the equation dp/dt,
as a function of «,, of the degree of these terms and as a
function of j (in ¢).

We conclude by an illustration of the future applica-
tion of this method: to determine the development of
long-period terms up to high orders in the masses with-
out having to compute all the terms of lower orders.

Key words: planetary theory — litteral development —
algebraic manipulations
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1. Introduction

Un certain nombre de travaux sont actuellement en
cours d’élaboration au Bureau des Longitudes pour
améliorer la théorie de Le Verrier, dans le but de
construire des éphémérides de haute précision valables
sur un long intervalle de temps (Chapront, 1970;
Simon et Chapront, 1974; Simon et Bretagnon, 1975).
Ces travaux montrent qu’on arrive a représenter les
mouvements planétaires avec une trés bonne précision
(par exemple 0701) sur des intervalles de temps réduits
(quelques décennies), pour atteindre une précision
inférieure a la seconde sur 1000 ans; cette représentation
se dégrade encore avec le temps pour finalement
convenir difficilement sur des intervalles de temps de
plusieurs milliers d’années. Ceci est dii a la méthode
d’intégration des équations, qui fournit en fait le
développement de Taylor tronqué de la solution
générale au voisinage d’un instant initial. L'expression
des éléments d’orbite chargés de représenter ces mouve-
ments, contient alors des termes séculaires (en t,¢%...)
et des termes mixtes [en ¢ sin{wt + @), t* sin(wt + ¢)...]
non borngs en ¢.

Au niveau de la théorie, les termes séculaires ou
mixtes sont des développements limités au voisinage
de l'instant initial, de termes a trés longues périodes
(10* a 10% ans) qu'on sait construire en premigere
approximation par la méthode de Laplace-Lagrange en
linéarisant, par rapport aux excentricités et inclinaisons,
la partie constante des équations au 1° ordre des
masses. Bretagnon (1974) a d’ailleurs montré la nécessité
d’étendre cette méthode en tenant compte des termes
non linéaires de cette partie constante, et des termes
périodiques du 1°" ordre des masses qui engendrent des
termes a trés longues périodes au 2° ordre des masses.

On peut juger de Pimportance des ces termes en
comparant la théorie a lintégration numérique; les
écarts trouvés sur un intervalle de temps de ordre de
mille ans peuvent dans leur ensemble étre représentés
par des termes séculaires qui manifestent I'insuffisance du
développement limité des termes a trés longues périodes,
et aussi celle de la théorie en ce qui concerne certains
termes de petit diviseur. Ces derniers sont des termes a
longues périodes (10> a 10* ans) encore mal connus: il
faudrait sans doute développer leur expression jusqu'a
lordre 3, et peut-étre 4 par rapport aux masses. La
difficulté¢ essentielle de leur détermination provient du
volume considérable des calculs: en effet, pour calculer
un terme d’ordre donné n par rapport aux masses, on a
besoin de tous les termes d’ordre (n— 1) qui engendrent
ce terme par substitution dans les équations de départ:
dans le cas d’'un terme a longue période, les termes
d’ordre inférieur qui 'engendrent peuvent étre négli-
geables, mais doivent cependant étre conservés dans les
développements, car le terme de petit diviseur engendre,
amplifié par intégration, peut ne pas étre négligeable.

L’amélioration de la durée de validité des théories
planétaires exige ainsi une recherche plus compléte des
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termes a longues et trés longues périodes, et pour y
arriver, la théorie doit &tre mise en oeuvre par des
techniques permettant d’atteindre assez facilement ces
termes a un ordre élevé par rapport aux masses. Par
ailleurs I'influence des termes a longues périodes sur les
termes a trés longues périodes est encore mal connue,
mais ne semble pas négligeable. Il faut donc une théorie
qui puisse aussi la mettre en évidence.

La théorie générale planétaire exposée par Brumberg
{1970) est de nature a résoudre ces problémes, car elle
donne, ensemble et avec leur intéraction, les termes a
courtes périodes, a longues périodes et a trés longues
périodes sans introduire de termes séculaires ou mixtes,
et ceci ordre par ordre par rapport aux masses. Brumberg
et Chapront (1973) ont exprimé la solution de cette
théorie au 1°" ordre des masses, puis Brumberg (1975)
a pu exprimer les termes a trés longues périodes ana-
logues 4 ceux obtenus par Bretagnon, sous forme de
polynémes d’approximation en t. Entre temps, Brum-
berg (1974) proposait aussi une version itérative de sa
théorie, dans laquelle la distinction entre les différents
ordres des masses s’estompe, les itérations étant con-
duites pour chaque terme de la solution en fonction de son
ordre de grandeur et de la précision souhaitée. Cest
encore cette méthode qu'utilise Sagnier (1973) pour
I’étude du mouvement des satellites galiléens de Jupiter.

Nous proposons une approche analogue a celle de
Brumberg, mais utilisant dés le départ des variables de
nature képlérienne pour permettre un raccordement
aisé avec la théorie classique de Simon et de Bretagnon;
ce systéme de variables est également trés voisin de
celui utilisé par Sagnier. Nous avons en effet montré
(Duriez, 1975) qu'avec un systéme de variables issu des
éléments elliptiques osculateurs et qu'on précisera plus
loin, on arrive a mettre les équations du mouvement sous
une forme générale identique a celle obtenue par Brum-
berg, mis 4 part les termes d’ordre O par rapport aux
masses présents chez Brumberg et absents de nos équa-
tions. La méme méthode d’intégration (simplifiée pour
I'ordre 0 des masses) s’applique donc a nos équations
et permet d’obtenir une solution générale analytique en
variables elliptiques. Avec ces variables, les termes a
courtes périodes de cette solution sont identiques a ceux
des théories classiques; compte tenu de la bonne con-
naissance que nous en avons déja, il suffit alors que nous
nous intéressions plus spécialement aux termes réputés
critiques de ces théories classiques, c’est-a-dire aux termes
a longues et trés longues périodes, insuffisamment con-
nus a un ordre élevé des masses.

Afin de pouvoir réaliser avec souplesse la recherche
et le calcul de ces termes «critiques», nous avons mis
au point une méthode adaptée au calcul sur ordinateur,
qui permet d’effectuer le développement analytique
des équations de Lagrange par rapport a tous les
¢léments elliptiques; son originalité est de permettre le
calcul trés rapide d’un terme quelconque de ces dévelop-
pements indépendamment de tous les autres termes.
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Pour cela, nous considérons les demi-grands axes
comme restant voisins de valeurs numériques fixées
pour chaque planéte; la perte de généralité qui en résulte
pour les développements, est compensée par la possibilité
quon a de calculer chaque terme avec toute la précision
souhaitée.

Cette démarche est a opposer a celle utilisée par
Chapront (1970) puis par Simon et Chapront (1974), a
partir du formulaire de Brumberg (1967): leurs dévelop-
pements sont complétement analytiques (méme par
rapport aux demi-grands axes), avec l'avantage de
convenir a toutes les planétes, mais le nombre des
termes conservés est forcément énorme, et est encore
insuffisant pour assurer toute la précision souhaitée
dans le cas ou le rapport des demi-grands axes est
voisin de I'unité.

Nous avons décidé d’exposer en détail la méthode
que nous avons mis au point, car la construction
effective d’'une théorie planétaire dépend beaucoup de
lefficacité des techniques employées pour calculer et
manipuler les développements analytiques: nous nous
sommes notamment efforcé de minimiser le nombre
d’opérations nécessaires au calcul de chaque terme; cette
optimisation réside dans un compromis entre ce qui
peut étre calculé d’avance, une fois pour toutes, et ce qui
reste 4 calculer pour obtenir chaque terme; c’est aussi
un compromis entre I'encombrement du programme de
calcul et le temps nécessaire a ce calcul.

A la suite de I'exposé de cette technique, on trouvera
quelques indications sur son application et notamment
une étude du comportement des développements suivant
le dégré de leurs termes, ce qui permettra de juger de la
fagon dont ils convergent. Quant a l'intégration de ces
équations par la méthode de Brumberg, en cours
d’élaboration, elle fera I'objet d’'une publication ul-
térieure.

2. Paramétres et équations du mouvement

Soient k la constante de gravitation, my=1 la masse du
Soleil et m la masse d’'une planéte P du systéme solaire.
Les éléments osculateurs héliocentriques de son orbite
seront notés:

a demi-grand axe

e excentricité

i inclinaison

Q longitude du noeud ascendant

@ longitude du périhélie

¢ longitude moyenne a I'instant initial.

Les quatre derniers éléments sont rapportés a un
repére héliocentrique de direction fixe. De ces éléments
on tire encore:

n=(k(1+mya %12
la longitude moyenne a l'instant t: A=nt+¢. ()

le moyen mouvement:
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On évite 'indétermination de & et de Q lorsque les
valeurs de e et i sannulent en utilisant les variables de
Lagrange z et { représentatives du périvecteur et du
pole de l'orbite:

z=eexp V:Té

. — 2)
{=sin(i/2)exp|/—1Q.
Leurs quantités conjugées seront notées z et (. On
utilise aussi les deux variables X et Y qui s’en déduisent:

X=eexp)/—1(i—d)=zexp|/—1i=cexpl/— 1M 0
Y = sin(i/2)exp)/ — 1(A—Q)=C exp})/— 14

ol M est 'anomalie moyenne.

Si on pouvait considérer que la planéte P était seule
avec le Soleil, 4 serait fonction linéaire du temps, et tous
les autres éléments seraient constants. En réalité la
présence des autres planétes se manifeste sur le mouve-
ment de P, et peut s’exprimer en termes de perturbation
des éléments définis ci-dessus. Leur variation s’obtient
par les équations de Lagrange, qu’on sait exprimer en
fonction de ces éléments eux-mémes; Chapront et al.
(1975) en ont donné une formulation qui nous servira
de point de départ; son avantage est d’y trouver les
dérivées partielles de la fouction perturbatrice di-
rectement explicitées en fonction des éléments d’orbite:

Notant avec ces auteurs, par r le rayon vecteur et
par v 'anomalie vraie de la planéte P, on définit les
quantités suivantes:

0= exp ]/jl (v— M), fonction de ’équation du centre

= expl/—L(v+@d)=fexp]/~11 4

0=rT.
On pose aussi:
=)/ 1= p=1/1+¢); x= cos(if2). 5)

Puis, en accentuant les symboles relatifs a une autre
planéte P', soit 4 la distance PP’:

A=(r*+v?=2rr cos(F,¥)'/*. (6)

En posant ensuite:

p=yy +L
v=y"{—xl (N
n:HZQr +v2@-r

on peut montrer que |v|= sin(J/2) et |ul= cos(J/2), ol
J est I'inclinaison mutuelle des deux plans d’orbite, et
que A prend la forme suivante:

A=(>+r'* 2 Re(@n)"? . (8)

En posant enfin:

R =—1/4° et Ry=1/43—1/" ®
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les équations de Lagrange relatives a la planéte P
perturbée par P’ s’expriment ainsi:

lda 2nam 1

et fll Z )R 1
wdi = Tom g MEOR TR ImERY) (10
B MM [ Re((20+adyZNoR, +7R,))

it n—-1+m 0+ aAQPZNoR, 2

+ {Y Im (o) Im(Zn)+ ——— Im Zo) Im(ﬁv@’)} R2> (1)
¢ dyy

dz  nam’ e
= (—V—laqﬁ(gRl-HrRz)

dt 1+m

+ {% (zr+0) Im@n) + |/ — 1 ﬁ Im (o) Im(ﬁvé’)} Rz)
(12)

1 _
—(e—{Re({o) Im(ﬁvé’)} R,. (13)
oy

Les équations relatives & la planéte P’ perturbée par
P s’en déduisent en inversant accentuation de tous les
symboles. Dans le cas de .4" planétes en intéraction, les
seconds membres des quatre équations relatives a
chaque planéte sont la somme de .4#"—1 expressions
analogues, relatives chacune a un couple {planéte
perturbée — planéte perturbante}.

A cause de leur complexité, on ne peut trouver de
solution analytique a ces équations qu’en développant
en série leurs seconds membres, de maniére a obtenir
une somme de fonctions plus simples, qu’on saura alors
intégrer. Nous verrons que ces développements peuvent
se présenter sous la forme de séries de Fourier de la
variable (A—A1"), avec des coefficients fonction des
variables X, X', Y et Y, et dépendant des demi-
grands axes a et a' par l'intermédiaire de leur rapport

min (a, a'’)

QQ_ nam'’
dt  1+m

" max (a,d)

Les excentricités et les inclinaisons mutuelles sont
ici suffisamment faibles pour justifier le développement
de ces coefficients suivant les puissances croissantes des
X et des Y. Par ailleurs, ces coefficients s'expriment sous
forme de séries entiéres en o; or, celui-ci peut étre
voisin de 1 (comme par exemple pour le couple Vénus-
Terre avec a=0,72), et dans ce cas, les séries en «
convergent trés lentement, ce qui obligerait dans une
théorie complétement analytique, a conserver un nombre
de termes prohibitif. On évite cet inconvénient. tout
en diminuant la généralité des développements, e¢n
imposant & o de rester au voisinage d’une valeur
numérique a, avec laquelle on calcule la valeur de ces
séries; pour cela on pose:

a=A(l1+p)~ %" (14)
ol A est une constante numérique choisie pour chaque

planéte en sorte que p soit une fonction du temps
restant petite.
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Cette nouvelle variable p reste du méme ordre de
grandeur que les perturbations relatives du demi-grand
axe, c’est a dire encore du méme ordre que les masses
perturbatrices, si la valeur de A est bien choisie. Les
séries en o qu’on vient de considérer sont alors calculées
min (A, A')
max (A, Ay
suivant les puissances croissantes de p.

Dés lors, l'orbite de la planéte P doit étre considérée
comme appartenant au faisceau des trajectoires voisines
de lorbite circulaire particuliére dont le rayon est A.

Nous avons choisi de fixer la valeur de 4 par la
relation:

pour la valeur: ag= et sont développées

N243=n?a®=k(1 +m) (15)

ou N représente le moyen mouvement moyen, fourni
par l'observation sur une durée suffisamment longue.
De (14) et (15) on tire encore:

n=N(l+p) (16)

de sorte que p représente en fait les variations relatives
du moyen mouvement.

Ensuite, en séparant dans la variable 1 une partie
lin¢aire en ¢, notée L, le reste constitue une nouvelle
variable, notée g:

i=L-]/—1q. (17)

dL
En choisissant L de sorte que ' =N, on force g a

représenter une quantité dont la valeur moyenne est
nulle et qui représente 'ensemble des inégalités pério-
diques de la longitude moyenne; on ne doit pas craindre
les termes séculaires ou mixtes puisque la méthode de
Brumberg va éviter leur introduction. Dés lors, la
variable ¢ reste du méme ordre de grandeur qué les
masses perturbatrices, du moins dans le cas non
résonnant qui nous intéresse ici, et on pourra développer
les équations suivant les puissances croissantes de g. La
constante additive L, présente dans L est arbitraire,
puisqu’elle dépend de I'orientation du repeére fixe, elle-
méme arbitraire.

Enfin, les variables X et Y qui dépendent de 4, sont
alors avantageusement remplacées par deux autres,
x et y, fonctions de L, et ainsi définies:

X = eexp]/——l(L—d))

18
y=sin(i/2)expl/ —1(L—Q). (18)
Tenant compte de (3) et de (17), on obtient encore:
x=Xexp]/—1(L-A)=Xexp(—q) (19)

y=Yexp(—q).

Désormais, a la place des six éléments osculateurs
initiaux, nous utiliserons la variable réelle p, la variable
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imaginaire pure g, et les deux variables complexes x
et y. En dérivant par rapport au temps les expressions
(14), (17) et (18), on obtient aisément les équations aux
variations des nouvelles variables en fonction des
anciennes:

dp lda

b -y (20)

R —(di

ﬁ:V_lNIH-]/—I(d:—n) 1)

dx dz —

i |/ —1Nx+ Eexp]/—lL
=1/?1Nx+(‘Zexp1/—u) exp(—q) (22)

dt S
ac . —
=]/~1Ny+(dtexp]/—lxn)exp(—q). (23)

En formulant ainsi les équations, on aura I'avantage
de pouvoir appliquer immédiatement la méthode de
Brumberg. 1l reste seulement a développer, en fonction
des nouvelles variables, les expressions formulées en (10)

i

et (11):7@etﬂ —n, et celles déduites de (12) et (13):
adt dt

&z dt —

7 &P —14 et Eexp[/—l/t.

Remarques sur la nature des variables et des paramétres

On voit que les équations relatives a .4~ planetes
dépendent déja de 3.4° constantes: {m, L,, N} pour
chaque planéte. On donne aux masses et aux moyens
mouvements moyens des valeurs numériques (qui
permettent de calculer les constantes A4), tandis que les
constantes L, restent arbitraires jusqu’a la comparaison
de la théorie avec les observations. Les valeurs données
aux constantes m et N sont elles-mémes tirées essen-
tiellement des comparaisons réalisées par Le Verrier ct
par Newcomb entre leur théorie et les observations: or.
on sait que ces deux théories n"aboutissent pas exacte-
ment aux mémes masses ni aux mémes moyens mouve-
ments moyens: en fait ces théories ne sont ni identiques.
ni complétes; il peut manquer a 'une certaines inégalités
présentes dans Pautre et vice-versa; les mémes inégalités
ne sont pas non plus forcément calculées avec la méme
précision; cela se produit notamment pour certaines
inégalités a longues périodes: si leur période est su-
périeure a I'intervalle de temps durant lequel on dispose
d’observations, leur manque de précision ou leur
absence contribuent globalement a la formation de
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termes séculaires empiriques lors de la comparaison
entre théorie et observations. Ces termes empiriques
viennent affecter les valeurs trouveées pour les con-
stantes N et on ne sait pas les isoler des vrais moyens
mouvements moyens N,. Ces derniers seraient déter-
minés idéalement en comparant une théorie compléte
a des observations couvrant une durée tres longue; leur
existence théorique a été démontrée en méme temps que
I'existence d’'une représentation des mouvements pla-
nétaires sous forme de fonctions quasi-périodiques du
temps (Jefferys et Moser, 1966; Krasinsky, 1969). C'est
cette représentation qu’'on recherche par la méthode de
Brumberg.

Les 24" constantes L, et N font ici figure de con-
stantes d’intégration pour les variables g et p qui ne
contiennent plus d’arbitraire: en effet, on peut con-
sidérer L, comme constante d’intégration de la variable
g, et le fait de I'avoir isolée de g permet de prendre nulle
la constante d’intégration de 'Eq. (21) relative a cette
variable. De méme, N étant fixé et recherchant une
solution sans terme séculaire, la constante d’intégration
de ’Eq. (20) relative a la variable p, doit étre choisie pour
annuler le terme constant de ’Eq. (21), qui introduirait
sinon un terme séculaire sur gq; cette constante d’in-
tégration dépend donc des valeurs données aux moyens
mouvements moyens ¢t aux masses, directement et par
I'intermédiaire des constantes A.

Ainsi, I'expression de p et de g va contenir les masses
en facteur, ce qui distingue nettement ces variables des
x et des y: ces derniéres introduisent les 2.4” constantes
d’intégration restantes (complexes), dont les modules
sont de P'ordre de grandeur des excentricités et des
inclinaisons. Ceci permettra de développer les équations
par rapport aux variables p et ¢ a un degré moins
élevé comparativement aux développements en x et
en y.

Le fait que les constantes N et N, soient & priori
différentes, entraine qu’on ne saura rattacher a observa-
tion la théorie la plus compléte possible faite avec les N,
qu’en ajoutant un terme séculaire empirique sur chaque
variable g, ce qui permettra une meilleure détermination
des N si les observations couvrent un intervalle de temps
suffisant. On pourra ainsi étre amené a refaire tout ou
partie des calculs avec des nouvelles valeurs des N (et
aussi éventuellement des masses). Il est alors fonda-
mental que la méthode utilisée pour développer et
intégrer les équations soit aussi souple et rapide que
possible, et nous nous sommes efforcé pour qu’il en
soit ainsi.

Si on désire introduire, dés la théorie, un terme
séculaire sur g, le développement des équations suivant
les puissances de g est alors impropre; on pourra
choisir dans ce cas la variable u = exp(g) avec I'équation
correspondante:

du  dg i
g |/—1Npu+]/—1u<a—n).

N 2 X

L. Duriez: Théorie Générale Planétaire

3. Développement des équations

a) Forme des développements

Pour ne pas compliquer les notations, considérons
toujours les deux seules planétes P et P’, et supposons
A’ >A. Nous allons montrer que les Egs. (20) a (23)
admettent des développements de la forme:

’

m

Lm g ug
Cj.dmp'up’ﬂz Xns }_("4 X’"sX’ne yn Y/ns ?Im) ?/'nxoo-jexp(nq)

(24)
oud,, représente un 10-uplet {n;},_, ,, d’entiers
positifs ou nuls, caractérisant un mondme
des 10 variables citées.
C; 4,, est un coefficient numérique dépendant de o,,.
o représente exp 1/—‘1(,1’ —A).

n vaut 0 ou — 1, suivant qu’il s’agit des Egs. (20) et
(21), ou (22) et (23).

Dans la suite, on notera ¥ (p, X) I'ensemble des 6
variables p, p’, X, X, X et X', #,(Y) celui des 4 variables
YYY et Y, et ¥ op,X,Y) la réunion de ces deux
ensembles; les monémes relatifs aux variables ap-
partenant a 'un de ces ensembiles seront représentés par
des combinaisons d’exposants notées respectivement
de, d, et dy g, et de degrés respectifs notés d, d, €t d4,-

Gréace aux relations (17) et (19), quand on aura
obtenu les développements sous la forme (24), on en
déduira aisément des développements par rapport aux
12 variables:

’

m - = - -
N m Cj,dwpmpmz x"3 "4 x’n5x/nsyn7ynsyfn9y njo
JeZ {dyo}

-exp(ny—ny+n, —ng—j+nyq
-exp(ns —ng+ng—nyo+j)g x expl)/ —1j(L—L). (295)

Dans ces développements, les exponentielles de g et de
g’ peuvent encore étre développées en séries entiéres de
ces variables. L’intérét de la formulation (25) réside dans
la mise en facteur de exp 1/—_1 JL—L)ou L'—L est une
fonction linéaire par rapport au temps, dont la dérivée
reste constante dans toute la théorie.

Pour obtenir les équations sous la forme (24), il
suffit de faire apparaitre dans les Egs. (10) a (13) les

4
développer ces quantités en utilisant le formulaire du
mouvement elliptique: a vient alors en facteur dans les
équations; on 'exprime évidemment en fonction de o:

., . . ra (da ' )
quantites sans dimension: —, —, (—) et (-, , puis de
ar r

a=ao(l+p) 231 +p)*7. (26)

’

"3
Ennotant: D= (az) etR, = (ﬁ,

3
) ,etenexplicitant dans

les Egs. (10) a (13) les quantités décrites en (4), (7) et (16),
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les Egs. (20) a (23) peuvent se metire sous la forme
suivante:

dp 3 — '

a2V T
[43PoP, DX, + 03P, Py(D3—R)X,F, + X F )]

(27

=)/~ INp+}/=1N; [agp JP.D,X,
+0‘0P—1P:1(D3”‘R/3)(X5F1+X6F1
—X,F,—XgF))] (28)

dx — m ,

== Nx+ Y INT T [33P PyDX,
+“<2)P—1PQ(D3_R’3)(X10F1+X11F1
+ X(X,F,+ XgF,))] exp(—¢q) 29
=} —1Ny+ | — N [O‘ép 1 Py(D;—R5)
'(Y(X12F2+X13F2)‘X8F3)] exp(—q). (30)

Dans cette formulation, les quantités P;, P}, X,, F;
et R5 ne dépendent que des 10 variables de ¥ 4(p, X, Y)
tandis que D5 dépend en plus de oy ; plus précisément,
les quantités P, (resp. P;) ne dépendent que de p (resp.

p):
P,=(1 +P)i/3
Pi=(1+p)" .

les quantités X; ne dépendent quanta elles que de
Xetde X:

xsz—ae QopX +p0X,)/4; X,=X;
(32)
1r
X;=——- X=X
7 2¢a9’ 8
Xg—_¢59
lr - ro-=
Xio=¢—5-0X,; X11:*50X2
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Les développements du mouvement elliptique don-

nent par ailleurs:
e

r 2 ( 3e3
—=14+ - —|e— —..
a

M ! 24 2M
3 8 .1 COS 26 ...] COS

3
— (863”') cos3M...

3X3  3XXx?* 3X2*x

T T e T s (33)
3 2
v—M= (Ze— % +) sin M + (éi— +) sin2M
(B in3M
.. si
T sin
XZ XZ 3
(om0 o
2]/ 4 12
xXx? . X*x 13X3 .
4 4 12 A
On en tire I'expression de 8 (= exp ]/—_1 (v—M)):
_ )
0=1-X+X- " XX
9x% 13X3 5X*X
Lo 22 4
8 + 24 8 (34)

Ces développements permettent ensuite d’obtenir facile-

’ ’

r a a L
ment ceux de — 6, de — et de — & et de leur conjugeés.
a r ¥

On a par ailleurs:

_ XX x2x?
— _ 1/2: o
dp=(1—XX) 1 3 g .
Y. 1+XX’+X2)_(2 (
( 8 16

Quant aux quantités F,, elles valent ensuite:

F1 :X/14Y1+X/15Y2

F,=YF, (36)
F3:X/14Y3“X/15Y3

’

r < .
ouX|,=—0 et X|5=X/, sont fonctions de X" et de
a

X', et ol les Y, . sont fonctions des inclinaisons:
Y, =u° exp]/« (A —A)=p’o
Y, =vZexp)/ — (=4 —4) (37)
Y,= ad exp)/—14".
X

Ces dernieres se développent par rapport aux
quatre variables d’inclinaison et dépendent de o et g,

BU
LILLET
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puisque, en tenant compte des relations (3), (5) et (7),
elles s’expriment encore ainsi:

(1— YY)“—l—ﬁ— vy
r= 2 8

Y, =(1-YYV)1-YY)o
+L2Y(1-YV)2y

—~Y' Y)W+ Y2Y'%5

_ (38)

Y,=(1-YY)Y?
—2Y(1-YY)'?y(

Y,=Y(1-Y'Y
~(1=2YY)1-YY)

— YY)V Y20 -YY)

Ry (1-YY)?-YY?%.
Y, et Y, sont des fonctions paires des inclinaisons,
tandis que Y; est impaire.

’

Enfin, la quantité R;= (Cri) ne dépend que de X’

et de X', et, pour achever le développement des équa-
tions, il reste 4 exprimer celui de D;; nous verrons au
prochain paragraphe que cette derniére quantité admet

elle-méme un développement de la forme (24) <sans le

m
I+m

On obtient par ailleurs les équations relatives a la
planéte P perturbée par P, en inversant I’'accentuation
de tous les symboles présents dans les expressions (26)
a (38). Cependant, on n’introduit qu'un minimum de
symboles nouveaux en remarquant:

factcur N

évidemment).

=0y 'y A =4; Y=aiP_(P,D;
=0 Y/=Y; Y=Y,

g

Les fonctions X; ont les mémes développements que les
X; (au nom des variables prés); seule la fonction Y,
est nouvelle.

Les équations relatives a la planéte P’ ont alors la
méme forme que celles de P, mais les puissances de o,
mises en facteur sont différentes; on obtient en effet:

%P, P Dy =P,P,D,

'3 pr ’ 4 (39)
og P P, Dy=Py,P,D,

o5 Py Py (D5 —R3) =P _,PyD3—o5 2 PuPyR, (40)
ag P P,(Dy—Ry)=0oP_,PsDy—ay*P,P_,R;.

3
b) Développement de (%)
En supposant ¥ >r et en séparant, dans I'expression (7)

de =, le terme indépendant des inclinaisons, 'expression
de A% donnée en (8) peut s’écrire ainsi:

A2 =y? (DZ— 'u) (41)
r
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avec

—14 (;) —2 Re(r) 42)

u=2Re((u® - 170 +v¥77). (43)

D est alors indépendant des inclinaisons, tandis que u
est de degré pair et au moins égal a deux par rapport a
elles. Nous obtenons ainsi:

a/3 a/3 B r - —~3/2

(A> = () oo |
a3y VY |
=L, (7”) (7) N

Il reste maintenant a développer les puissances de D!

r e ,
et celles de — u. Pour cela, nous avons utilisé la méthode
r

exposée par Abu-el-Ata et Chapront (1975), modifiée
légérement pour permettre le développement par rapport
aux variables p et p’. Dans ce but, il suffit en effet de
poser:

’

I3

—_ = ——— =

ra
, ao(1+p) " 231 +p)*3 —= (45)
r ar ar

et le reste du calcul est inchangé; on se reportera a leur
publication pour le détail des calculs. Nous obtenons

’

) F_,, . r=a
finalement, avec =7t égala o~ 0 — 0'o:
r a r

D" Re(Z(Z 59 Z G I (1+p)” 21 4 )23

-(r (’9) (a— 9’)j af) (46)
a ¥

ou 69 est le symbole de Kronecker

i _ (/25/2)m(8/24 )
S'm (DD L+ )
3" TIF(s/24m, s/2+mA+j, L+ m+j: od)

o o (@),
Fla.b,c:x)= k;O (1), *

(@o=1; (a)y=ala+1)..(a+k—1)
r2 a/Z

h=(1+p)_‘”3(1+p’)4/3<~) (—) —1.
al \r

Nous avons d’ailleurs, par la formule du bindme;:

m ’ r 2k al 2k
= 3 G S e (4]
=0 a r
(47)
Remarquons que £ est de degre 1 au moins par rapport
aux variables p, p’, X, X, X', X".
En posant enfin, avec I'aide de (38):

Y=Y -0 (48)
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nous déduisons de (43) et (45):

Su=2up(1+p) 2 (14 p)

‘Re (f 0 (ﬁ, 0y, + < @'Y2)> : (49)
a \r r

Dans le développement (46), seuls les coefficients
@Y dépendent de a,; toutes les autres quantités sont

s.nm

des fonctions développables des 6 variables de 7 (p, X).
. r

On retrouve ces mémes fonctions dans —u en facteur
r

des quantités Y, et Y, qui sont fonction des 4 variables

’

d’inclinaison ¥, (Y). (2) admet donc bien un dévelop-

pement de la forme (24), et il en est alors de méme pour
les Egs. (27) a (30). Nous verrons plus loin comment

calculer effectivement leurs coefficients C; ;.

¢) Remarques dordre pratique

1. Les variables p, X et Y restant petites devant 'unité,
les développements en série indicés par i et m dans (44)
et (46) convergent rapidement; on pourra donc les
limiter & des ordres relativement faibles:

h™ étant de degré m par rapport aux 6 variables de
7 (P, X), on pourra choisir un entier w tel que h™ soit
considéré comme négligeable pour m > w; pratiquement,
sauf pour Mercure ou Mars dont les excentricités sont
assez fortes, =235 suffit généralement pour représenter
le développement des équations.

Comme d’autre part, les variables X et Y ont des
ordres de grandeur comparables et que u est degré 2 au
moins par rapport a ces variables, si dans I'expression
(44), D™3 est développé jusquau degré w, il suffit de
calculer D™3 jusquau degré w—2, puis D™7 au degré
w—4...: la valeur de l'indice i de ce développement n’a
donc pas besoin de dépasser la partie entiére de /2
[notée par la suite E(w/2)].

2. De la méme fagon, les termes du développement
(46) indicés par j décroissent d’autant plus vite que o,
est plus petit: ils pourront étre considérés comme
négligeables dés que j sera supérieur a un certain j,,
lui-méme d’autant plus petit que a, est plus petit. Dans
la plupart des couples de planétes, o, est assez petit pour
qu'une valeur de j, de lordre de 5 & 10 suffise; par
contre pour d’autres couples (Vénus-Terre avec a,=0,72
par exemple), le développement de D™ converge trés
lentement avec j, et on peut étre amené a choisir j,, de
I'ordre de 30 ou de 40.

Ces valeurs de w et de j,, dépendent finalement de la
précision souhaitée dans la description des mouvements.
Elles doivent alors tenir compte également de 'éventuelle
existence de quasi-commensurabilités entre les moyens
mouvements car les termes concernés sont amplifiés
lors de l'intégration: les négliger en tronquant pré-
maturément les développements reviendrait a limiter la

101

durée de validité de la théorie. Cependant, on peut
difficilement se permettre de développer intégralement
les équations, car méme avec des valeurs faibles de o et
de j,, (par exemple w=>5 et j,,=10) cela conduirait a des
développements de plusieurs millions de termes en
tenant compte de toutes les planétes. Dailleurs, les
théories existantes montrent que la trés grande majorité
de ces termes correspond a des perturbations négli-
geables, bien que certains d’entre eux puissent quand
méme en se combinant entre eux, engendrer par la
suite des termes de petit diviseur non négligeables.

Ceci montre I'intérét de posséder une technique qui
permette de s’adapter facilement a chaque cas particulier
que constitue chaque couple de planétes. A cet égard,
les techniques habituelles de développement sont assez
contraignantes: avec celles qui traitent les développe-
ments sous forme de blocs de coefficients (J. Chapront,
M. Chapront et Simon, 1974), on limite de toutes fagons
ces blocs aux seuls termes non négligeables, mais si on
s’apergoit que certains termes de petit diviseur nécessi-
tent des termes qu’on a négligés, ou si on veut améliorer
la précision en poussant plus loin les développements,
on est généralement obligé de les recalculer com-
plétement. De méme, les techniques fondées sur I'emploi
de relations de récurrence nécessitent le calcul de tous
les intermédiaires pour atteindre un terme fixé.

Ceci explique pourquoi nous avons recherché une
autre technique qui permette d’atteindre directement
chaque terme des développements, indépendamment de
tous les autres.

4. Algorithme de développement des équations

L’idée fondamentale est de se servir des deux ensembles
P* et @ ainsi définis:

— 2% est 'ensemble des développements de toutes
les fonctions qui, dans les Egs. (27) a (30) et (44) a (49),
ne dépendent que des 10 variables de 7 ,,(p, X.Y)
présentes dans 'expression (24), et qui ne dépendent pas
de a,. Cet ensemble peut étre construit une fois pour
toutes.

— @ est 'ensemble de tous les coefficients dépendant
de o, dans ces équations. Calculé pour une valeur
donnée de a,, cet ensemble particularise un couple de
planétes.

Ces deux ensembles sont évidemment bornés par
des valeurs données a w et a j,,.

En mettant les Egs. (27) a (30) sous une forme
standardisée précisée plus loin, nous allons voir qua
partir de ces deux ensembles, il est possible de re-
constituer facilement les combinaisons qui contribuent
4 la formation d’'un terme donné et de calculer son
coefficient C; , , [voir I'expression (24)], conformément
a la description qu’on a faite, des Egs. (27) 4 (30) et (44)
a (49). Cette reconstitution représente un algorithme
dont les données sont 2*, @, j et d,,. Ces deux en-
sembles #* et ¢ peuvent cependant étre trés volu-
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mineux: nous allons préciser la facon de les construire
et de les utiliser pour les minimiser et pour rendre le
calcul de chaque coefficient C le plus efficace
possible.

Pour faciliter 'exposé technique, nous allons tout
d’abord voir comment on peut calculer un terme

J.dio

’

quelconque du développement de (%) , en distinguant

pour commencer, le cas ol ce terme est indépendant des
inclinaisons.

"3
[ . .. a
a) Termes indépendants des inclinaisons dans (Z)

D’aprés (44), ces termes proviennent du développement

a .
de (—,) D3, et ont la forme suivante:
r

Ciap" P X" X XK 500 (50)
j.dap p

[exposant j pourra étre choisi parmi les entiers
relatifs, une valeur négative s’interprétant comme
associée au conjugué de I'expression explicitée en (46)
derriére le symbole Re. Pour j fixé, et pour un 6-uplet
d, d’exposants n; donnés, le coefficient C;, provient
alors du développement de I'expression suivante qui
vient en facteur de ¢’:

de m
PRI C e
m=0 k=0

2 N
R e M 51
6

ol 5, désigne le degré du mondme dg: dg= Y. n;.
i=1

Remarquons que dans cette cxpression, seuls les
coefficients ¢4, dépendent de «,, les autres facteurs
n’étant fonction que d'une ou de deux variables. Ce
dernier point nous a incité a élaborer Palgorithme
suivant: on range dans un tableau T, indicé de 0 4 J,
le résultat du produit des quatre coefficients obtenus
de la maniére suivante pour chaque valeur de k comprise
entre 0 et d4:
— le coefficient de p™

dans le développement de (1 +p)~ 22K+ 1D/3
— le coefficient de p™

dans le développement de (1 4 p/)22k+ /3
— le coefficient de X" X"

P2k 7\l
dans le développement de (5) (— ())

a
— le coefficient de X"s X"
A\ g\

dans le développement de (7) (7 0’) .

Si j est négatif, ce sont les coefficients des conjugués
X" X™ et X" X' qu'il faut tirer de ces mémes dévelop-
pements. Le coefficient C; ,, n’est ensuite que la com-
binaison linéaire des éléments du tableau T avec les
facteurs {—1)" *C*, puis ¢4, conformément & l'ex-
pression (51).
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Table 1. Nombre de termes afw) d’'un polynéme de degré w a i
variables®

o 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9

a(w)=a(w—1+a;_ {(w)

Supposons construits les deux ensembles bornés
suivants:

Jm T

EF et e

PYm — {99} 0

<O}m — {(1 +p)-2(2k+j)/3’(1 +p1)2(2k+j)/3,
(52)

k

J
pour s et a, fixés .

w

<
= jm

HNAIA

w

k
JZJm

HAIA
IAIA

Les éléments de 2, ; , eux-mémes développés jusqu'au
degré w, sont des polynémes a une ou deux variables:
p, ou p, ou (X, X), ou (X', X’). Les éléments de I'en-
semble @ sont calculés avec toute la précision souhaitée
pour la valeur de a4. Alors, muni de ces 2 ensembles,
lalgorithme précédent donne avec un minimum de

calculs, tout coefficient C;, du développement de

;

"
On note A (P, D,,j,ds, w, j,) cet algorithme.

Si on change de couple de planétes, seul I'ensemble
@Um-doit étre recalculé pour la nouvelle valeur de a;
si on désire utiliser le méme ensemble #,, ; pour tout
couple de planétes, il suffit de donner a w et a j,, les
valeurs relatives au couple le plus exigeant, tout en
pensant cependant que 'encombrement de cet ensemble
croit vite avec w et avec j,; on pourra voir la Table 1
qui donne Il'encombrement de ces polyndémes en
fonction de w.

La construction de #,; sopére aisément par
I'application répétée d'un programme de multiplication
de polynémes a une ou deux variables, a partir des
développements limités au degré w, de (1+p) 273,

a . . .
(—) D75 a condition que l'on ait: ||<j, et d,Sw.

’

radr- a .
(14p)?*73, e 0 et - ¢, qu'on peut construire comme

en (33) et (34).

L’adressage d’'un coefficient quelconque dans I'en-
semble #,, ; est facilité en rangeant par valeurs crois-
santes de k et j, les polynémes relatifs aux mémes
variables; chaque polynéme a n variables est représenté
par la suite de ses coefficients, ordonnée suivant le
degré global des monémes qui leur sont associés, les
termes de méme degré d étant rangés dans I'ordre
lexicographique défini sur I'ensemble des n exposants
dont la somme égale d [voir par exemple (33) ou (34) et
les principes d’adressage exposés par Brumberg et
Chapront, 1973].
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Remarque

L’ensemble #,, ; , composé par des polynémes a une
ou deux variables, aurait pu étre défini par 'ensemble
des polynémes a six variables, qui résultent de leurs
produits, mais I'encombrement de ce nouvel ensemble
serait excessif: par exemple, pour w=>5 et j, =20, Z,, ;
totalise 5664 coefficients dans le 1°" cas et en totaliserait
58212 dans le cas des polynémes a 6 variables; par
ailleurs, le temps gagné dans la construction du tableau
T en évitant le calcul du produit des 4 coefficients,
serait facilement reperdu dans laccés a 'un de ces
termes. De plus cet ensemble devrait encore étre forte-
ment agrandi ensuite pour tenir compte des termes
dépendant des inclinaisons, alors qu’avec les polynémes
a | ou2 variables, nous allons voir que Z,, ; est utilisable
tel quel.

a\?
b) Termes dépendant des inclinaisons dans (Z)

D’aprés (44), ces termes proviennent du développement

~3/2), (a\} ey
des fonctions L(T)/l(g’) D*3‘2‘(§ u) pour i=1, et

sont de la forme (24). L’introduction du facteur (ri u),

qui dépend des 10 variables de ¥ ,(p, X, Y) et de o,
n’altére pas le principe de lalgorithme qu’on vient de
décrire: elle ne modifie que légérement la recherche des
4 coefficients qui servent a construire T.

En effet, d’aprés I'expression (49) de ; u, en dévelop-
pant les fonctions Y,, ¥, Y, et ¥, comme en (38), on voit

y t
que (—/u)est constitué d’'une somme de termes de la forme:
r

Yl‘)_/lzylb?/l“(xg(l+p)_2i/3(1 +p!)2i/3

r NN fd N fd SN |
. — — — g — g J3
zcy<aa) (ae) <r,v9) (r,e) o (53

ot la sommation se fait pour: {i, i,,i3,i,>0;i; +i;=I;
iy+i,=1; |j5]=i}. Cy est un coefficient numérique dépen-
dant de tous les exposants.

Sachant que 86 =1, on peut encore écrire:

r 2iz r i1—iz ) ) ]
\ 0 - -0 Sl iy >,
r r— a a
<56) (ae) = r 2iy F_ ir—iy (54)
{(‘) (6) sty <i,.
a a
. r\2kt _\Jt
Ce produit est donc de la forme <A) (— 9) avec la
a a
convention suivante: si j; est négatif, la valeur absolue
. : r r a ~
li:| agit sur le conjugé de —6. De la méme fagon, le
a
) d i3 a - is . a 2ka a J2
produit (—, 9’) <’, 9’> peut s’écrire (—) (—, 9’) avec
r r ¥ r
la méme convention. En exprimant ainsi ces produits,
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on rend possible 'utilisation de l'algorithme .o/ sans
avoir a modifier 'ensemble 2, ; .

Finalement, I'expression (53) peut étre codée en
associant au mondéme d,={l,,!,, !5, 1,} une suite d’en-

sembles €y de la forme: {Cy,j,,j,.j3. ki, ks, €t (l’— u)

peut étre représenté par une table .#{’ comprenant
I'ensemble des codes associés a chaque monéme d,,
rangés dans lordre lexicographique des exposants [,
de maniére 4 rendre cette table facilement adressable
suivant la valeur de ces exposants.

Alors, étant donné un entier j et un mondéme d,,=
{ds,d,}, le terme de coefficient C; 4, dans le développe-
(=3/2) (g

(1) \r
pression résultant du produit de (51) et de (53). et
s'obtient ainsi: On recherche dans la table .74 les
ensembles %y associés a d, et on applique pour chacun
d’eux Tl'algorithme:

d 10
1

3
r . )
) D32'(,u) provient d'une ex-
r

ment de

SANP, Py 2i5 )56, 1152003 ki ks, w,j,)

défini comme lalgorithme .o/ par I'adressage suivant,
pour k variant de 0 a J,:

— le coefficient de p™

dans le développement de (1 +p)
— le coefficient de p'™>

dans le développement de (1 +p’)22k+itlizials3
— le coefficient de X" X"

dans le développement de

2¢k+ k1) _\li—Jsl _\Jt
[ G
a a a
— le coefficient de X" X'
dans le développement de

a/ 3+ 2(k+k2) a/ ' |j—Jsl ar ) J2
- -0 =0 .
r r r

Pour les 2 derniers coefficients, il reste a appliquer la

régle de calcul:
lj+ii— Jjsl
(f g)
a

si j—j; et j, sont de méme signe

F o\ dsl e Vi
(50) (;9) - (r@>1j+j1j3| (,)mmum.uli»

= 2(2k+i+|j— jili3

a

a

I

dans le cas contraire (35)
et c’est encore aux conjugués qu'on s’adresse si j+/, —
J3<0 ou j+j,—j;<0. On en déduit le tableau T(0:4,)
dont les éléments sont ensuite combinés avec les facteurs
-3/2), . ...
S i
i
comme avec lexpression (51). Le résultat est enfin
multiplié par Cy.
Finalement, le calcul d’un terme quelconque C

(— 1" *C* puis avec les coefficients

Jdwo

'

du développement de (Z) est représentable par un
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algorithme o,(#y,j,dq,d,) qui exécute simplement
lalgorithme o7, (2, ®,,j,d,,0,0,0,0,0,0) égal a ./(2,
®,,j,d,) si le terme ne dépend pas des inclinaisons, et
qui dans le cas contraire, recherche dans les tables .#}

0 o
pour 1 <i< 74, les ensembles %, associés a d,, et

construit la combinaison linéaire des C, avec les
résultats correspondants de lalgorithme &/ (2, @5, 5,

Joles s jiaasjzs ki ky).

Remarques

1. Pour atteindre tous les coefficients dew tels que
JI<), et 8,0 =0, il suffit d’avoir construit I'ensemble
Py jv+ 2Ew)2)» @ Peine plus encombrant que dans le cas

sans inclinaison, ainsi que 'ensemble

b= {PYr,,,, pour 0Zi<E(w2)},

défini maintenant par:

(— 3/2) G 0Zm=w-2i
{ (h), oPeain PO gy }
2. Les tables .#{" sont relativement peu encombrantes
(336 nombres pour i=1 et i=2 correspondant au cas
w=>5). Ceci est_di au fait que les développements de
Y,, YO, Y, et Y, pris séparément sont trés «creux»:
lorsqu’on les rassemble en un seul développement,
chaque monéme d, est associé¢ dans #{" a un seul
ensemble %, sauf pour les 3 mondémes réels YY, Y'Y’
et YY Y'Y, présents a la fois dans Y, et dans ¥, qui sont
associés 4 deux de ceux-ci; de méme, dans .#{* on a au
plus 3 ensembles %, associés a chaque mondéme d,.
Les Tables 2 et 3 présentent d’ailleurs une fagon éco-
nomique de coder .#{!’, obtenue en regroupant les 12

(jm)
(I)3+21 [

-
vient en facteur de C, Y Y2 Y=Y dans le développe-

p _\Jt jz
formes possibles de I'expression (l ()) <a/ 6’) g’ qui
a

' . L S
ment de —u; la partic de degré six qui suivrait ne
r

compte que 12 monémes sur les 84 possibles.

¢) Calcul d'un coefficient C

i du  développement
des équations

On peut considérer que chacune des Egs. (27) & (30) est
constituée d’'une somme de 3 termes au plus, dont la
forme générale est la suivante:

P, P>(Xy F,+ X, F,)D3—RY) (56)

soit encore:

P, P/Z(X/H(X Y +X,Y5)

+ X[}Z(X)'Z X Yo )Ds—R). (57)
Dans le cas ou Rj est absent, X, est nul et F, vaut L.

Exprimé sous cette forme, on peut coder le facteur de
(D3 —Rj) exactement comme on l'a fait pour le facteur
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r — —
Table 2. Code de —u= Y C,Y" YY" ¥"x (facteur)
r

Lo,y Cy ndu L Cy  n du

facteur facteur
0O 0 o0 2 1 10 0o 3 1 0 0
o 0 1 1 —1 6.7 0 4 0 0 0
0 0 2 0 1 3 1 0 0 3 0
o 1 0 1 -2 11 1 0o 1t 2 -l 5
o 1 1 0 2 8 1 0 2 1 1 2
0O 2 0 0 1 12 I 0 3 0 0
10 0 1 2 5 I 1 0 2 -1 10
1 0 1 0 =2 2 1 | I 1 6.7
1 1 0 0 -1 6,7 1 2 0 -1 3
2 0 0 O 1 1 12 0 1 1 1
0 0 0 4 0 12 1 0 I 8
0O 0 1 3 0 I3 0 0 0
o 0 2 2 0 2.0 0 2 | 4
0O 0 3 1 0 2 0 1 1 —1 1
0O 0 4 0 0 2.0 2 0 0
o 1 0 3 0 2 8 0 1 —1 S
o 1 1 2 1 11 2 1 | ] t 2
0O 1 2 1 -1 8 22 0 0 0
0o 1 3 0 0 30 0 1 0
0O 2 0 2 0 30 1 0 0
0o 2 1 1 —1 12 31 0 0 0
0 2 2 0 1 9 4 0 0 O 0
0 3 0 |1 0

-\t ‘ i .
Table 3. Code des facteurs (de la forme: (’— ()) (ﬂ ()’) (r") dans '—,u
7 r r

n” du 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I 12
facteur

Ji 1 =1 =1 =1 =1 =1t 11 1 1 I |
Js T 1 I —1 -1 —1 1 1 -1 -1 =1
J3 1 0 —1 1 0 -1 1 0 —1I 1 0 -1

r .
(—, u) de D™® au paragraphe précédent: on construit
’

une table .#{(x) qui associe a chaque mondéme d;* du
développement de Y, , ¥, Y, et Y, son coefficient
C%, l'exposant j, de ¢ qui lui esl en facteur, et les deux
numéros f et y qui désignent respectivement les indices
f, ou B, des fonctions X; ou X, et les indices y, ou 7,
des fonctions X', ou X', qui viennent en facteur de cc
monome.

Alors, pour obtenir le coefficient C;, ~d'un terme
du développement de (57), il suffit d’exécuter l'algo-
rithme:

A0y, %y, Brs Bas s Vs fodrde da)

dont les donnéeﬁ deésignent les développements de P,
P,,. X;,, X;,. X', et X, associés a F, eta F cet algo-
rithme effectue la recherche des mondmes d* et d;, des
variables Y, Y, Y' et Y, dont le produit égale d, et tels
que d; soit de degré pair par rapport a ces variables:
pour chaque d¥ trouvé, on consulte la table .7f(y) pour

en tirer le coefficient C¥ et les entiers j,, ff et 5 associés
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a d}. Le coefficient C; ;, est alors le résultat du produit

par C¥ de l'algorithme:
tQ{;(<¢Ysj”j4, d()’ d:t.a Ay, A3, ﬂa ’V)

qui ne fait qu’exécuter l'algorithme o7, (#y, j—J,4, de,d}y)
défini au paragraphe précédent, en se servant de
I'algorithme:

A (PR, 00, B, 7), PasainJ—Jardes L1 dasJas ks ka)
Dans ce dernier, I'ensemble 2* remplace I'ensemble &
qui servait jusqu’ici dans le développement de (Z) :

2* désigne 'ensemble des développements obtenus en
multipliant les éléments de & par les développements
des fonctions P;, P, X, et X; rencontrées dans les
Egs. (27) a (30) et dans celles analogues relatives a la
planéte P’; ces fonctions forment un ensemble noté 2.
P*a,,o,, B, y) désigne alors le sous-ensemble de 2*
qui rassemble les produits des éléments de 2 avec ceux
du sous-ensemble de 2 constitué par les fonctions:
{P,,P,,,X;, X }. Bien slr, ces produits ne sont a
effectuer quentre développements relatifs aux mémes
variables. Dans ces conditions, comme un terme
quelconque des équations provient d’une expression
résultant du produit de P, P, (X, F, +X,,2FX) avec (51)
et (53), le tableau T construit dans 'algorithme .o/, est
formé a partir:
— du coefficient de p™*

dans le développement de

(1 4 p)r 2@+ it 1i—ja=ishy3
— du coefficient de p™**

dans le développement de

(1 4 p/)oat 22k+i+1i=ja=jsDy3
— du coefficient de X" X"

dans le développement de

2ktkt) (0 Nmdamisl fp _\J1
sl (er) )
a a a

— du coefficient de X" X'
dans le développement de

N3+ 2(k+ka) /o lj—da—Jjal /4 J2
a a a
’{/ 7 i

et le reste de l'algorithme est inchangg.

Dans le cas ou j peut étre égal a j, et ou R} existe,
I'algorithme .o/, retranche en outre du résultat précédent
le coefficient C;, ;, du développement du terme conte-
nant R;: C;, 4 n'est que le produit par C§ des co-
efficients de p", de p™, de X" X" et de X" X' tirés
respectivement des développements de P,,, de P;,, de
X, et de XRj;.

Finalement, un terme quelconque du développement
d’'une des Egs. (27) a (30) s’obtient en exécutant au
maximum trois fois 'algorithme .o7; avec diverses valeurs
des données (o, 5. B, 2, 71> V25 X)» €t €n faisant ensuite
la combinaison linéaire de ces résultats avec les coeffi-

’ m/
ad et N Tom .
m

. m
cients N
1+m

105

d) Remarques d’ordre pratique

Dans les Eqs. (28) a (30), les termes de la forme (57) ayant
X ou Y en facteur ne sont évidemment concernés que
par les monémes d,, contenant ces variables a une
puissance non nulle. Cette remarque s’applique aussi
aux termes contenant F, et F, puisquon a F,=YF,,
et permet d’éviter des calculs inutiles.

Il y a cependant une difficulté d’ordre pratique due
a 'encombrement trop important de 'ensemble #* si
on calcule effectivement le produit de tous les éléments
de # avec ceux de 2.

Pour surmonter cette difficulté, nous n'avons calculé
de 2* que la partie la moins encombrante relative aux
développements a une variable:

¥
‘@p-p'

_ /3
- {(1 +p) }7'3f2w1__<.k§8+2w1 avec 01 =20+ 2E(@;2)+ j,+ 1

(58)

Cet ensemble est borné de fagon a permettre le calcul
de tout terme C;,,  de degré 6, inférieur a w et pour
lj| £Jj..» €n tenant compte des décalages d’adressage par
rapport 4 k et a j susceptibles de se produire dans
lalgorithme <, .

La partie de #* concernant les développements par
rapport & (X, X) et a (X', X') n’est pas explicitée, c'est-
a-dire que I'on conserve séparément les parties corres-
pondantes de # et de 2. Alors, dans l'algorithme .o/,
Padressage direct des coefficients de X™X"™ et de
X" X' dans un développement p* de #* est remplacé
par un adressage plus compliqué qui restitue ces
coefficients a partir des 2 développements de .7 et de 2
dont le produit égale p*: ce nouvel adressage est en fait
la recherche des paires de mondémes a deux variables
dont le produit est un monéme donné.

Dans ces conditions, on peut aussi rechercher
d’autres ensembles 2’ et 2’ dont le produit égale encore
#*, mais dont 'encombrement est moindre que celui
de 2 et de 2. Clest ainsi que nous avons choisi les
ensembles 2y - et 2% x, suivants:

, r-\ o (d |V
Pxx=13=0] .50
a ¥ 0<j<jm+ 2E(w/2)+ 1
2k N3+ 2k
r a
, ,
Pvx=11= Xi|= X;
a r o
0

Leur taille augmente aussi moins vite avec w et j,, que
pour # et 2. On trouvera dailleurs dans la Table 4
I'encombrement de ces divers ensembles pour diverses
valeurs de w et de j,,.

Pour terminer, signalons que pour obtenir un
coefficient quelconque du développement des Egs. (27)
a (30) sous la forme (25) par rapport aux 12 variables
(y compris g et ¢'), il suffira de multiplier le résultat de
Palgorithme qu'on vient de décrire, par les coefficients
de ¢"'* et de ¢ tirés des développements des expo-
nentielles de g et de ¢' conformément a 'expression (25).

(59)
(XOZXBZI)

kZw
i

<
HESE

HAA
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Table 4. Encombrement de 2}, 2}

. Py x et 2%y en fonction
9.4 XX X.X

de (, j,,)
w : 3 5 7 9 9
g, 15 20 25 30 40
Nombre | U0¢ [—.a};,,,: 108 152 196 240 280
W variable b 200 27 34 4L s
e] o ladewx [~ F,: 38 52 66 80 100
POYROMES | ariables | -2y p: 128 192 256 320 320

Nombre total de termes: 2172 5840 12512 23124 24384

Pour ce dernier calcul, on a alors besoin d’'un dernier
ensemble

'quq’:{exp(m)}0§j§jm+w+1 . (60)

Comme pour les développements par rapport a p et
a p, il pourra dailleurs étre suffisant d’arréter ces
développements au degré 3 ou 4, car les variables p, p/,
g et ¢’ sont des quantités du méme ordre de grandeur que
les masses perturbatrices.

Le calcul d’un terme quelconque du développement
des équations relatives a P’ perturbée par P s'opere
exactement de la méme fagon, sauf pour le terme
contenant R; [voir (40)]; ce dernier est en facteur des
fonctions P,P;, ou P,P_ différentes de celles qui sont
en facteur de D ;. Ces fonctions doivent alors apparaitre
comme données supplémentaires de lalgorithme /5,
dans le cas de ces équations.

5. Réalisation et applications de ’algorithme

Comme dans toute théorie générale planétaire, le
nombre de termes des développements qu'on aura a
déterminer est considérable; il est alors fondamental
de pouvoir calculer trés rapidement chacun d’eux:
ce n'est qua cette condition, associée a la possibilité
qu’on a déja de calculer chaque terme indépendamment
de tous les autres, qu’on pourra raisonablement atteindre
des termes d’ordre élevé par rapport aux masses; dans
ce domaine de la mécanique céleste, tout gain de temps
permet d’espérer une amélioration de la précision par
laugmentation du nombre de termes calculés.

L’algorithme présente déja une certaine optimisa-
tion entre ce qui est calculé d’avance, et ce qui reste a
calculer; voyons maintenant les moyens mis en oeuvre
pour sa réalisation, avec le souci constant de diminuer
au maximum les temps de calcul. Nous verrons ensuite
comment nous avons pu contrbler Pexactitude du
programme, et enfin nous présenterons quelques résul-
tats concernant le comportement des développements
en fonction de certains des paramétres dont ils dépen-
dent; une telle étude est en effet nécessaire pour pouvoir
manipuler par la suite ces développements plus efficace-
ment.
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a) Réalisation pratique et performances

La réalisation du programme représentant 'algorithme
guon vient de décrire, a été faite sur Pordinateur
CII 10070 du centre de calcul de I'Université de Lille;
signalons a toutes fins utiles, que cet ordinateur est
environ deux fois moins rapide que 'IBM 360-65.

Les algorithmes </, et ./, ont été transcrits en
FORTRAN, tandis que la majeure partie de I'algorithme
of, a été transcritc en langage d’assemblage: par
rapport a la version écrite completement en FORTRAN,
ceci a permis de diviser par 2 le temps de calcul de
chaque terme. Ce programme occupe au total moins
de 1400 mots de 4 octets.

Dans la version actuelle, développée pour w=>5 et
Jn=20, les tableaux représentant les ensembles 4¥, #,,
P¥ s Py x» 2y x €t P, occupent en double precision,
moins de 14000 mots; d’aprés les données de la Table 4,
méme une extension a w=9 et j,=40 serait encore
réalisable, d’autant plus que la simple précision devrait
normalement suffire pour des termes de degré élevé. La
Table 5, qui donne la durée du calcul de ces tableaux
pour diverses valeurs de w, montre en outre que leur
construction ne pose aucun probléme de temps, d’autant
plus qu’ils-peuvent étre calculés une fois pour toutes.

Pour les mémes bornes (w=>5 et j,,=20), il y a aussi
276 coefficients ¢Y), par couple de planétes, qui servent
dans toutes les équations relatives a ce couple. Ici
encore, la durée de leur calcul est trés minime, méme
pour les grandes valeurs de «,: les résultats donnés a
ce sujet dans la Table 6 correspondent & des calculs
effectués en double précision 4 107 ' pres, en isolant le
pole de la fonction hypergéométrique qui apparait dans
Pexpression des ¢Y),, pour en accélérer la convergence
(voir a ce propos Chapront, 1970).

On trouvera dans la Table 7, la durée moyenne du
calcul d’un des termes du développement des équations,
en fonction de son degré global par rapport aux 12
variables, et en fonction de I'équation dont il est tiré.
Cependant, la durée réelle du calcul d'un terme donné
peut différer assez notablement de sa valeur moyenne;
on le constate en effet dans la Table 8 ol I'on trouve,
pour I'équation dp/dt, la durée du calcul d’'un terme de
degré donné ne dépendant que de certaines variables:
les différences importantes observées en faveur des

Table 5. Durée du caicul de I'ensemble: {#*

v Paas Pxxs Lyxel en
fonction de w (j,, =20}

w: 1 2 3 4 5
Durée: 0.4 sec 1,0 sec 2,1 sec 39sec 6.6 sec

Table 6. Durée du calcul des coefficients ¢} nécessaires pour w=>5
et j,, =20 en fonction de «,

% 0,01 0.1 0.3 0,5 0.7
Durée: 0,8 sec 0,9 sec 1,1 sec 1,4 sec 1.8 sec
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Table 7. Durée moyenne (en millisecondes) du calcul d’'un terme a
12 variables en fonction de son degré global et de I'équation d’origine

Dearé
o cBre 0 1 2 3 4 5
Equation

dp

— 23 34 4.6 6,1 8,2 12,6
dt

dgq

— 2,5 3.5 4.8 6,5 9.3 15,8
dt

dx

— 2,5 35 4.6 6,2 8,6 14,1
dt

@ — 1.4 1,7 24 32 6,0
dt

Table 8. Durée (en millisecondes) du calcul d’un terme ne dépendant
que de certaines variables, en fonction de son degré (équation dp/dt)

-

Degré
) 1 2 3 4 5
Variables
p.psq.q 2,3 2,9 3,6 43 4,9 5,6
x, X, x', X' 23 4,0 6,0 8.9 12,4 16,7
By YLy 23 — 42 — 98  —

termes qui ne dépendent que de p, p', ¢, ¢ sont dues
essentiellement au fait qu’on adresse directement les
polynémes a une variable de 2 , et de #f, tandis que
pour les autres termes, on doit adresser deux développe-
ments a 2 variables (dans % x. et 2% x-) ou & 4 variables
(dans .#} et .#,) pour reconstituer un monéme qui
devrait normalement étre tiré de leur produit. Clest
dans cette reconstitution qu’on passe une grande partie
du temps de calcul; une amélioration radicale con-
sisterait & disposer d’un ordinateur suffisamment puis-
sant pour pouvoir traiter directement I'ensemble 2*.

A la vue de ces résultats, on peut cependant penser
qu'une extension a8 w=9 conduirait, pour des termes de
ce degré, a des temps de calcul approchant le dixiéme
de seconde; ceci commence a €tre trés important mais
on pourrait sans doute diminuer un peu cette durée en
opérant en simple précision.

b) Mise au point et contréle du programme

La réalisation du programme a évidemment exigé des
contrbles pour assurer lexactitude du calcul. Les
premiers tests concernent les propriétés de parité ou
de symétrie entre termes de certains développements:

’

ainsi le développement de (Z) doit étre réel, d’ou

égalité entre termes conjugués; il en est de méme du
développement de dq/dt ou de dq'/dt, tandis que celui de
dp/dt ou de dp'/dt doit étre imaginaire pur. Ces pro-
priétés permettent d’ailleurs de diminuer de moitié le
nombre de termes & calculer pour ces équations. Un
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autre test est fourni par les termes d’inclinaison qui
doivent se détruire degré par degré lorsque Y et Y’ sont
égaux (pas de perturbation en provenance des in-
clinaisons lorsque les plans d’orbite sont confondus).
Cependant, le véritable contrdle de I'exactitude du
calcul passe par la comparaison de nos développements
avec ceux analogues obtenus par d’autres méthodes.
Ainsi, nous avons tout d’abord comparé notre dévelop-

’

pement de (%) avec celui obtenu par Abu-el-Ata et

Chapront (1975) au moyen des techniques de manipu-
lation de séries polynomiales a 8 variables (les 4 vari-
ables p, p', g, ¢ ne sont pas prises en compte); leur
développement nous a été fort utile pour la mise au
point du programme, qui s’est avérée assez délicate,
mais leffort fourni parait justifié par la rapidité d’exé-
cution que nous avons obtenue: par rapport a leur
résultat, disposant des ensembles #', 2" et @, le calcul

’

3
des 1360 termes du développement de (Z‘) limité a

w=3 et j, =15, dure 2,7 sec; pour w=35 et j, =20 les
13671 termes sont calculés en 44 sec.
Nous avons également comparé notre développe-

'

ment de (Z) avec celui obtenu par une méthode itéra-

tive par Chapront et al. (1975); ce développement se
présente sous la forme semi-numérique suivante:

Y. Cijcos(id+ji') +S;; sin(iz +ji) . (61)
L
La-méthode itérative fournit les coefficients C;; et S;
avec une précision fixée a I'avance qui est ici égale a
107 1'% Cette comparaison est instructive car elle
permet d’apprécier la précision atteinte dans nos
développements en fonction de leur degré w. Pour cela,
on détermine les termes de la forme (24) (avec p=p'=
g=q =0 car ici encore ces variables ne sont pas con-
cernées), qui engendrent chacune des inégalités (i +j.')
et on substitue aux variables z, z/, { et (' les valeurs
numériques des excentricités, des inclinaisons et des
longitudes des noeuds et des périhélies. La comparaison
a ¢té effectuée pour le couple Jupiter-Saturne; elle
montre que pour ces planétes et avec w=>5, la pré-
cision obtenue sur chaque terme de notre développe-
ment est voisine de 1078, Cependant, pour le coefficient
de la grande inégalité: 24;—54, qui vaut 2,418 1077,
ceci ne donne que 4 chiffres exacts, ce qui est encore
trop peu pour un terme a longue période tel que celui-la.
ainsi qu’on le constatera plus loin.

Etant assurés de 'exactitude du développement de

a
(Z) , nous avons alors pu contréler celle du développe-

ment des équations, également par comparaison avec
des développements semi-numériques qui nous ont
encore été fournis par Bretagnon; ceux-ci proviennent
des mémes Eqs. (10) a (13) développées par la méthode
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Table 9a. Principales inégalités de la longitude moyenne de Jupiter perturbé par Saturne

Argument Meéthode itérative Méthode analytique Nombre Nombre de termes 207001
de classés suivant leur degré:
termes
sin cos sin cos calculés 0 1 2 3 4 S
245—5% — 106273010 — 10675198 —106272927 — 10674615 80 — — — 10 — 69
fg =20, 126,4443 — 21,7997 126,4443 - 21,7997 122 — 2 - 19 - 41
2552/ — 66,3522 0.4836 — 66,3523 0,4836 61 1 8 16
hs— Fg — 49,1136 0,8338 — 49,1136 0,8338 61 — 8 — KR —
245—37 15,3483 — 22,9683 15,3483 — 22,9683 122 - 2 — 19 — 0
3537, — 24,1508 - 00125 — 24,1508 — 00125 61 1 — — 11
2ig—47, 54604 12,6975 5,4608 12,6970 46 — — — 30
35 —44, 5,8650 - 89928 5,8650 — 89928 122 — 2 18 - 0
As—3A, - 3,7801 10,5452 - 37799 10,5451 46 — — 6 23
Jo 57101 64711 5,7101 64711 122 — 2 - 20 - 3
4is—44, - 99574 — 00933 — 99574 — 00933 61 1 8 — 10
0 0 - 75615 0 — 75615 61 1 — 8 6 -
4/5—Siq 2,7503 — 42865 2,7504 — 42865 122 — 2 — 14 — 1
35 =54, 1,4161 3,2455 14164 3,2451 46 — — — 23
Table 9b. Principales inégalités de la longitude moyenne de Jupiter perturbé par Saturne (suite): contributions degré par degré
Argument Degré sin cos Degré sin cos Degre sin cos
2/i5—She 3 —-107079037 -~ 11574600 S 876110 879985
fg—2h 1 127,3542 — 20,7710 3 - 09115 — 1.0270 5 00016 — 020016
2% =27 0 — 66,8599 0 2 0,5123 04862 4 — 00046 — 0.0026
fs— lg 0 — 48,3474 0 2 —0,7590 0,8331 4 — 0.0072 0.0007
2/is—34, 1 15,6241 — 23,0401 3 - 02773 0,0720 S 0.0015 — 0.0002
325—34, 0 — 24,6621 0 2 0,5174 — 00114 4 — 00061 —0.0011
27544, 2 54124 12,8395 4 0,0484 — 0.1425
3s—44, 1 5,9998 - 9,1065 3 —0,1362 0,1144 S 0.0015 — 0.0006
is—300 2 — 3.8551 10,6132 4 0,0753 — 0,0681
‘o 1 5,6653 6,3678 3 0,0445 0,1024 S 0.0003 0.0009
455 —44, 0 - 10,3803 0 2 0,4296 —0,0936 4 — 0.0067 0.0003
0 0 0 — 74612 2 0 — 0.0993 4 0 - 0.0010
47.5—54, 1 28352 —  4,4039 3 — 0,0863 0,1186 5 0.0015 — 00012
3554, 2 1.4127 3,3025 4 0,0037 — 0,0573

itérative déja citée, et ils ont été construits de fagon a
assurer une précision de 107 seconde de degré sur les
perturbations périodiques des éléments d’orbite, aprés
intégration au 1° ordre des masses. Nous avons ainsi
été amenés a construire la théorie du 1°¥ ordre d’un
certain nombre de planétes choisies pour I'importance
de leurs perturbations, notamment le couple Jupiter-
Saturne et le couple Vénus-Terre. On trouvera dans la
Table 9 un exemple des résultats obtenus par la méthode
itérative et par notre méthode (avec w=>5 et j,,=20), qui
concerne les inégalités les plus importantes de la
longitude moyenne de Jupiter perturbée par Saturne
[pour cette comparaison les constantes utilisées sont
celles de Simon et Bretagnon (1975)]; on a en outre
donné pour chaque inégalité, le nombre total de termes
calculés dans son développement, le nombre des termes
de méme degré de ce développement dont 'amplitude
est supérieure a 0;001, et enfin les contributions a cette
inégalité degré par degré. Ceci permet de juger de la
convergence des développements avec le degré des

termes. La Table 10 donne par ailleurs la répartition du
nombre des termes du développement d’une inégalité
iA+j/, en fonction de sa caractéristique |i+j| et du
degré de ces termes.

On peut remarquer dans cet exemple, le bon accord
entre les 2 méthodes, sauf peut-étre pour la grande
inégalité ou I'absence des termes de degré supérieurs a 5
est manifeste. Etant donnée la décroissance des contri-
butions lorsque le degré augmente, on peut estimer qu'il
faudrait sans doute aller jusqu'au degré 9 pour obtenir
la grande inégalité a 07001 prés (au 1°" ordre des masses):
cependant, pour les inégalités relatives aux autres
¢léments (a, z et {), nous avons trouvé une précision
meilleure, avec dans bien des cas, Iégalité des termes
obtenus par les deux méthodes & mieux que (10 °)".

L’insuffisance du développement de certaines in-
égalités est encore révélée par la valeur du rapport entre
le nombre de termes de méme degré trouvés supérieurs
a 07001, et le nombre total de termes calculés (donné
dans la Table 10): un rapport voisin de | indique que les
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Table 10. Répartition des termes du développement d’une inégalité
(iA+jA') suivant leur degre, et en fonction de la caractéristique |i+ |

Degre o 1 2 3 4 5 Total

[i+jl

0 P — 8 - 2 61
i 2 — 20 — 100 122
2 6 — 40 — 46
3 0w — 7 80
4 19 — 19
5 23 28

termes de degré supérieurs sont probablement non
négligeables (exemple: la grande inégalité). On verra
plus loin comment la décroissance de ce rapport avec
le degré du développement pourra servir de test pour
arréter ce développement et éviter le calcul de termes
négligeables.

Auparavant, voyons comment nous avons vérifié
Iexactitude des termes dépendant des 4 variables p, p/,
g et q': nous avons construit la solution intermédiaire
des équations, qui constitue un préalable a I'application
de la méthode de Brumberg (Duriez, 1975), et nous
I'avons comparée a celle obtenue par Brumberg (1970)
¢t par Brumberg et Chapront (1973). Cette solution est
obtenue en intégrant la partic des équations de degré
zéro par rapport aux variables, qui est aussi d’ordre 1
par rapport aux masses; le report de cette solution dans
les termes de degré 1, puis 'intégration du développe-
ment qui en résulte, fournit la solution intermédiaire
d’ordre 2 par rapport aux masses, etc... Nous avons
effectivement construit cette solution jusqu'a l'ordre 3
des masses; il restait cependant & exprimer, en fonc-
tion de nos variables, la variable P (complexe) utilisée
par Brumberg et ainsi définie:

x+|/—1y=A(—P)exp})/—1L (62)

ol x et y sont les deux coordonnées d’une planéte dans
le plan de son orbite, et oul A et L ont les mémes signi-
fications qu’en (15) et (17) (les variables d’inclinaison
n’interviennent pas dans cette solution intermédiaire).
Cette variable P contient donc mélangées, les per-
turbations du demi-grand axe, de la longitude moyenne,
de l'excentricité et de la longitude du périhélie; on
trouve que P s’exprime ainsi en fonction de nos variables:

P=3p—q—$x+3X—3p*+3ipq+3px—pX—3q° —qx
— P EIxx L+ (63)

On pourra d’ailleurs constater 'analogie de ce dévelop-
pement avec le changement de variables proposé par
Brumberg pour passer d'un systéme différential du
second ordre en P a un systéme du premier ordre.

En remplacant dans Pexpression (63), les quantités
p, g, x et X par la solution intermédiaire trouvée pour ces
variables, nous avons retrouvé identiquement la solu-
tion intermédiaire de Brumberg pour la variable P, et
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ceci ordre par ordre par rapport aux masses. Celte
identité signifie que ces solutions sont strictement
équivalentes, et que nos développements par rapport
aux variables p, p', ¢, ¢, X, X, X' et X' sont corrects au
moins jusqu'aux termes de degré 2.

¢) Applications de I'algorithme

Comme on I'a annoncé dans I'introduction, I'application
principale constituera la construction de la théorie
générale par la méthode de Brumberg, avec en parti-
culier la recherche des termes a longues et trés longues
périodes. Auparavant, il nous a paru nécessaire d’étudier
le comportement du développement des équations en
fonction des divers paramétres qui le composent, afin de
pouvoir ensuite les manipuler plus efficacement.

Lorsque nous avons construit la solution semi-
numeérique du 1° ordre des masses pour Jupiter ou pour
Vénus, nous avons en effet constaté qu’un trés petit
nombre de termes fournit I'essentiel des perturbations
et dong, il serait intéressant de pouvoir détecter a priori
les termes négligeables. Prenons encore 'exemple de la
longitude moyenne de Jupiter perturbée par Saturne:

Pour w=>5 et j,, =20, le développement a 8 variables
(x, %X, y,9,x,X,y,¥) totalise 13671 termes qui en-
gendrent 211 inégalités dont 1 terme séculaire; dans cet
ensemble, 139 inégalités sont supérieures a 07001, mais
surtout, il n’y a que 1417 termes qui soient eux aussi
supérieurs a 07001, soit un peu plus de 10% du nombre
total. Notons que ce pourcentage est encore relative-
ment important a cause de la masse fortement per-
turbatrice de Saturne; si par contre, on considére dans
les mémes conditions I'ensemble des inégalités de la
longitude moyenne de Vénus perturbée par la Terre, il
reste seulement 90 inégalités et 197 termes supérieurs a
07001, mais dans ce cas, la valeur importante de
(=0,72) contribue encore a multiplier le nombre des
inégalités: méme I'inégalité 204, — 204, fait encore partie
de ces 90 inégalités. En fait, le nombre des termes non
négligeables qu’on peut trouver dans les autres équations
est en général encore bien inférieur a ceux qu'on vient
de citer, et peut méme par fois étre nul, ainsi qu'on peut
le constater dans la Table 11.

Pour éviter le calcul inutile des termes négligeables.
il parait donc nécessaire de prévoir des tests qui per-
mettent de préciser les limites o et j, a adopter pour
chaque inégalité, en fonction de a,, des masses pertur-
batrices, des valeurs susceptibles d’étre prises par les
variables et aussi de la précision souhaitée sur le
résultat final. Ces limites pourront d’ailleurs changer
suivant I'ordre des masses auquel on se place.

Nous avons tout d’abord utilisé le comptage des
termes de méme degré, supérieurs a une quantité
donnée (par exemple 07001), qui contribuent 4 une méme
inégalité: on arréte le développement de cette inégalité
dés que, dans I'ensemble des termes de méme degré qui
y contribuent, on n’en trouve aucun supérieur a 07001
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Table 11. Nombre de termes =07001 dans la théorie du 1°" ordre de Jupiter®; Nombre de termes = 070001 dans la théorie du 1°" ordre de Vénus

Jupiter perturbé par Mercure Vénus Terre Mars Saturne Uranus Neptune
a 14 15 18 13 1889 55 14

/. - 9 10 10 9 1417 42 13
eexpl/— 1o 15 19 17 15 1871 66 1S

sin (’5) expl/ —1Q 2 6 2 0 610 2 2
Vénus perturbée par Mercure Terre Mars Jupiter Saturne Uranus Neptune
a 68 252 27 43 9 1 0

/. o 167 415 79 103 30 3 2

eexp)/ —1d 134 495 54 147 36 2 0

sin (é) exp/ —1Q 15 165 4 47 12 0 0

*  Chaque nombre est & comparer aux 13671 termes fournis par: {w =5, j, =20}

102
10

1
10!
1072

10"°L  Degré 1 ag=01 1 Degré 3 —
L1 | | N R | ! I L3
0 1 2 3 6 10 15 0 1 2 3 6 10 i5

Fig. 1. Développement de dp/dt par rapport aux 12 variables [forme (25)]; on a représenté le terme le plus grand en valeur absolue, de I'ensemble
m’

des termes de méme degré global, relatifs a des valeurs fixées de j et de , en fonction de ce degré, de j et de x,,. Le coefficient N
al

- est ici pris ¢gal
+m
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(par exemple). Cest ainsi qu'avec ce test, le nombre de
termes calculés effectivement tombe respectivement a
9586 et 4 4007 dans les deux exemples relatifs & Jupiter
et & Vénus cités au paragraphe précédent; les durées de
ces deux calculs sont, dans ces conditions, égales a 282°
et 92°%.

On pourrait encore gagner du temps si on pouvait
aussi éviter le calcul de ces derniers termes qui, ayant
été reconnus négligeables, ont permis de décider larrét
du développement. Dans ce but, nous avons réalisé une
étude du comportement du développement des équa-
tions, dont on trouvera quelques résultats présentés
dans la Figure 1 sous forme de graphiques. Ceux-ci
sont relatifs au développement de 'équation dp/dt mais
se présenteraient de la méme fagon pour les autres
équations et avec les mémes conclusions. Dans ces
graphiques, chaque point représente dans une échelle
logarithmique, le terme le plus grand en valeur absolue
parmi les termes de méme degré [par rapport aux 12
variables de la forme (25)], relatifs a des valeurs fixées de
o, €t de j [exposant dans la fonction exp [/jlj(L’ —L)];
nous avons relié entre eux les points correspondant a
diverses valeurs de j pour une méme valeur de «,. Ces

’

. m
résultats ne tiennent pas compte du facteur NT
m

pour permettre I'emploi du méme graphique pour
divers couples de planétes.

Dans ces graphiques, on remarque la rapide décrois-
sance des termes avec j lorsque «, est petit, tandis que
pour o, grand, les termes restent du méme ordre de
grandeur sur un grand intervalle en j et ne décroissent
ensuite que trés lentement; les termes relatifs a un méme
degré et & une méme valeur de j croissent d’autant plus
avec o, que j est plus grand, on a constaté par ailleurs
que la dispersion des valeurs absolues des termes de
méme degré, en dessous de leur valeur maximum, croit
assez vite avec ce degré. On pourrait diminuer cette
dispersion en considérant des graphiques analogues rela-
tifs & des ensembles de termes dont on considére le degré
global par rapport a certaines variables seulement; par
exemple, dans les termes de degré 2, il y a les termes de
degré2en(p, p.q.q)ouen(x, X, x,Xyouen(y,y,y, y),
et les termes de degré 1 dans deux de ces ensembles de
variables; la distinction entre ces différents groupes de
variables est légitime a cause des différences de nature
existant entre ces variables, ainsi que par le fait que les
termes dépendant des inchinaison ont en général leur
coefficient plus grand que dans le cas ou ils dépendent
des autres variables.

Avec ces graphiques et d’autres analogues pour les
autres équations, on peut alors prévoir lordre de
grandeur maximum de chaque terme, et donc, en fonc-

. m
tion du facteur N
1+m

d’étre prise par les variables, on peut décider de le
calculer ou de le négliger. Pour construire ces gra-
phiques, il suffit de calculer le développement des équa-

et de la valeur susceptible
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tions pour quelques valeurs choisies de «, et de j, et
ensuite on procéde par interpolation. Il faut cependant
veiller & ce que I'estimation d’un terme prenne beaucoup
moins de temps que son calcul effectif, ce qui semble
réalisable surtout pour les termes de degré élevé; la
forme relativement simple des courbes permet d’ailleurs
la réalisation d'une représentation efficace de ces
graphiques.

6. Conclusion

Nous pensons que l'algorithme que nous venons de
décrire, et sa réalisation pratique, nous donnent un
outil efficace pour tenter la construction d’une théorie
générale planétaire orientée spécialement vers la recher-
che de certaines inégalités a des ordres élevés par rapport
aux masses. On en trouvera lapplication dans une
publication ultérieure. Donnons cependant dés main-
tenant un exemple qui montre a ce sujet la souplesse
d’utilisation de notre technique:

Il sagit de linégalité 3L,—8L —2L,.+7L, qui
intervient 4 l'ordre 3 des masses dans la solution
intermédiaire des quatre grosses planétes. Avec une
période égale a 119000 ans, elle introduit un petit
diviseur qui conduit, par double intégration, a multi-
plier le terme correspondant de la longitude moyenne
de Jupiter (par exemple), par le facteur intégrant
(N,/BN; —8Ng—2N,+7Ny)y égal a 10% avec les
constantes de la Connaissance des Temps (10'° avec
celles de I’Astronomical Ephemeris); on pourrait alors
sattendre 4 un terme important. Son calcul fait inter-
venir tous les termes de la solution intermédiaire
d’ordre 1 et 2 des masses, qui 'engendrent par substitu-
tion dans des termes de degré 2 et 1 des équations; le
calcul de tous ces termes avec les substitutions dure
moins d’'une minute et donne une amplitude de 07002
(07060, 07002 et 07046 respectivement pour Saturne,
Uranus et Neptune, constantes de la Connaissance des
Temps). Ce résultat est intéressant car il permet de juger
de la convergence des développements et des itérations
par rapport aux masses pour des termes de si petit
diviseur, et il montre qu’on peut atteindre directement
et facilement des termes d’ordre élevé en masses sans
avoir a calculer complétement les ordres inférieurs.

Cet exemple est sans doute un cas extréme. mais
c’est ce type de technique que nous allons utiliser pour
déterminer avec précision d’autres inégalités beaucoup
plus importantes pour la connaissance a long terme des
mouvements planétaires, comme la grande inégalité
2L,—5Lg, ou le terme L, —2L,, encore insuffisamment
connus & un ordre élevé des masses, surtout en ce qui
concerne leur interaction avec les termes a trés longues
périodes.

Signalons pour terminer, que le programme FOR-
TRAN pour le calcul d'un terme quelconque des
développements est disponible auprés de l'auteur.
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ANNEXE 3
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Poisson’s Theorem in Heliocentric Variables

Conditions for the Application of this Theorem Concerning the Invariability
of the Major Axes of Planetary Orbits to Second Order in the Masses

Summary. Poisson’s theorem is generally expressed as
follows: There is no secular inequality in the major
axes of the orbits of the planets to the first and to the
second approximation with respect to the masses. How-
ever, we must state precisely that in the various dem-
onstrations of this theorem concerning the second
approximation, the major axes are always relative to
orbits of planets described in such frames of reference
that the planetary problem becomes a Hamiltonian
system : Generally the frames are those defined by Jacobi
(as in Tisserand’s, Hill’s, Hagihara’s or Message’s
demonstration); it may also be the inertial frame con-
nected to the center of masses of the solar system (as in
Lagrange’s demonstration). Even if the frame is not
defined (as in Poincaré’s or Andoyer’s demonstration)
all planets are assumed to have the same disturbing
function, in order to make easier the proof of the theorem
(by using for example the antisymmetric form of La-
grange's equations, as in Tisserand’s demonstration, the
secular terms then appear in pairs with opposite signs
and thus vanish); but in these demonstrations, the
definition of the major axes depends implicitly on the
planetary masses: thus it is also necessary to define
precisely the order in the masses of the successive
approximations before using the theorem.

However, for the practical construction of a plane-
tary theory, we generally prefer to refer each planet to
the Sun because its heliocentric elements are most im-
mediately “observable”; but in the motion relative to
the Sun, the disturbing function is particular for each
planet and therefore the demonstration of the theorem
is not at all evident. Moreover, the successive approxima-
tions of a heliocentric planetary theory are not equivalent
(with respect to their order in the masses) with the
approximations of the same rank using Jacobi variables,
so that we cannot deduce from the preceding demonstra-
tions that Poisson’s theorem in its above cited form is
also valid when using heliocentric variables.

As a proof. a secular inequality has been discovered
numerically by Simon in the heliocentric osculating
major axes of the planets to the second approximation

of his improved “Le Verrier” theory, though the
technique for constructing the successive approximations
is the same as in Tisserand’s demonstration. This has
been confirmed by an independent calculation of
Bretagnon.

The present work aims at explaining the appearance
of such a term by constructing its analytic expression
[given in (50) and (51)]. In particular, we show why the
elimination of the secular term does not occur when
using the heliocentric elements, while it occurs with
Jacobi variables.

However, we found numerically that a partial
elimination of this term exists, which depends on the
order in the masses of the initial keplerian solution:
we observed that the elimination was complete when the
initial keplerian solution is rigorously of zero-order in
the masses: this is equivalent to use a third Kepler law
where n?a’ is a constant, the same for all planets (Table
1). Such a condition was superfluous with Jacobi
variables.

This shows that the secular term is in fact of the
third order in the masses though it appears at the second
approximation, depending implicitly on the planetary
masses by using the numerical values of the major axes
a and of the mean motions n connected with the third
Kepler law.

Afterwards, we present a direct and analytic dem-
onstration of the elimination of the secular term
when n*a® does not depend on the planetary masses, in
the case of coplanar orbits whatever their excentricities
and the ratio « of their semi-major axes. To do this, we
put the expression [4,a] of the secular term of ¢ in a
form developed with Hansen’s coefficients, which en-
ables us to show that it is identically equal to zero | Eq.
(69)]; the term do not vanish in pairs as in Tisserand’s
demonstration, but the elimination results from the
existence of recurrence formulae between Hansen's
coefficients which are presented in the four propositions
A, B, Cand D. Of course, these relations have also been
confirmed numerically.
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Finally, Poisson’s theorem is still valid with helio-
centric variables when it is so expressed : The osculating
major axes of the heliocentric orbits of the planets do
not contain any secular inequality to the second order
in the masses; no secular term appears in these major
axes at the second approximation of a classical theory
(e.g. Le Verrier’s), if the expression nw*a® is a constant,
the same for all planets; a secular term of the third
order in the masses does appear at the second approxi-
mation, if n*a® is a function of the planetary masses
different from one planet to another.

This result is important for the future construction
of a general planetary theory in elliptic heliocentric
variables, because, in such a theory, it is necessary to
know well the order in the masses of the terms which
appear at each approximation, and which must be
afterwards identified with other terms of the same order
in the masses.

Key words: planetary theory — Poisson’s theorem —
secular perturbations

1. Introduction

«Les grands axes des orbites décrites par les planctes
autour du Soleil n’ont d’inégalité séculaire, ni & la pre-
miére, ni a la seconde approximation» (par rapport aux
masses). C’est ainsi que Tisserand, dans son Traité de
Mécanique Céleste (tome 1, p. 400), énonce le théoréme
di a Poisson sur linvariabilité des grands axes. Ce
théoréme, qui est a la base de tout ce qui concerne la
stabilit¢ du systéme solaire, doit cependant étre inter-
prété convenablement, car sa formulation ne précise
pas complétement toutes les conditions dans les quelles
il s’applique. Il faut en effet aussi connaitre des éléments
qui ont été nécessaires a sa démonstration, comme la
nature des grands axes, liée au choix des repéres, et
comme la définition des approximations successives
utilisées pour lesquelles il ne faut pas identifier systéma-
tiquement leur numéro d’ordre et leur ordre par rapport
aux masses.

Ainsi, on peut méme croire que ce théoréme est faux
si on cherche & calculer le terme séculaire susceptible
d’apparaitre dans l'expression des grands axes a la
deuxiéme approximation d’une théorie planétaire de
type classique en variables elliptiques héliocentriques:
de tels termes, apparemment d’ordre 2 des masses, tres
petits mais non nuls, ont en effet été découverts numé-
riquement par J. L. Simon dans les grands axes de
Jupiter et de Saturne lors de son travail sur I"'améliora-
tion de la théorie de Le Verrier; ils ont été confirmés par
un calcul indépendant de P. Bretagnon, et finalement,
un développement analytique de leur expression a pu
étre établi. comme on le verra dans cet article.

Pourtant, la fagon de construire les approximations
successives est exactement la méme que dans la dé-
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monstration de Tisserand; c’est celle utilisée par Le
Verrier et qui sert en pratique pour construire les
théories planétaires de type classique: on développe les
équations suivant les puissances des masses en partant
d’une solution képlérienne supposée d'ordre zéro par
rapport aux masses.

Laseuledifférence réside dans la nature des variables:
Tisserand utilise en effet des éléments elliptiques oscula-
teurs associés au repérage de Jacobi: une 1° planéte
est rapportée au Soleil, une 2°™ au barycentre du Soleil
et de la 1%, une 3™ au barycentre du Soleil et des deux
premiéres, et ainsi de suite. Au contraire, Simon.
Bretagnon et moi-méme utilisons les éléments elliptiques
osculateurs héliocentriques pour toutes les planétes.
Sauf pour la 19 planéte, 1'écart entre les éléments
barycentriques et héliocentriques de chaque planéte est
ainsi de I'ordre des masses (au moins pour les éléments
métriques: grand axe, excentricité et inclinaison). Mais
alors, on peut penser que les approximations successives
obtenues par Tisserand ne sont pas équivalentes a celles
de méme rang obtenues par Le Verrier (ou nous-mémes)
en ce qui concerne leur ordre par rapport aux masses;
en effet, prenons par exemple la 1°™ planéte choisie par
Tisserand: ses éléments osculateurs héliocentriques
s’expriment en fonction de ces éléments eux-mémes et
des éléments barycentriques des autres planétes; si,
pour comparer avec la solution de Le Verrier, on voulait
par exemple développer les perturbations de cette
planéte obtenues a I'ordre 1 des masses (17 approxima-
tion), en exprimant les éléments barycentriques qu’elles
contiennent, en fonction des éléments héliocentriques
correspondants, on obtiendrait bien sir des termes
d’ordre 1 des masses d’abord, mais également des
termes d’ordres supérieurs, et rien ne permet d’affirmer
a priori qu'il y a élimination des termes séculaires d’ordre
2 des masses qui pourraient ainsi étre produits dans
I’expression des grands axes. Ceci rend plausible le
résultat que nous obtenons dans une théorie en variables
héliocentriques, mais ne donne pas la nature exacte de
ces termes séculaires.

I est cependant important d’expliquer I'apparition
de ces termes dans une théorie en variables héliocentri-
ques, car c’est bien avec ces variables et non avec celles
liées au repérage de Jacobi, que I’on construit en pratique
les théories planétaires.

Pourtant, la présence de ces termes fut d’autant plus
difficile a admettre que, dans la démonstration faite par
Poisson lui-méme en Juin 1808, toutes les planétes sont
rapportées au Soleil; cette démonstration se compose
de deux parties qu'on peut résumer ainsi, et qu'on
reprendra plus en détail par la suite: dans la premiére,
pour déterminer les perturbations a l'ordre 2 des
masses du grand axe d’une planéte A troublée par une
autre B, Poisson calcule la variation de la fonction
perturbatrice de A provenant des variations des éléments
de la planéte A elle-méme a 'ordre 1 des masses; il met
cette variation sous la forme d’'une somme de termes de
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la forme P fQdt—Q | Pdt et montre que chacun de ces
termes n’introduit dans le grand axe de A que des
termes périodiques, les termes séculaires de P{Qdr
étant égaux a ceux de Q | Pdr.

Dans la 2™ partie, Poisson considére les variations
de la fonction perturbatrice de A provenant des varia-
tions d’ordre 1 des éléments de la planéte B; mais les
fonctions perturbatrices de A et de B étant différentes
(2 cause des parties indirectes), ces variations se mettent
maintenant sous forme de termes P {Q'dt—Q [ P'dt, et
I’élimination des termes séculaires n’est plus du tout
évidente. Poisson a alors recours a un raisonnement
qualitatif basé sur 'intégrale de I'énergie, et «il parvient
d’une maniére ingénieuse a faire voir que ces sortes de
termes ne peuvent pas non plus produire dans le grand
axedesvariations proportionnellesau temps.» (Lagrange,
Aot 1808). Cependant, en voulant utiliser le résultat
obtenu dans la 1 partie de sa démonstration pour en
quelque sorte démontrer la 2°™ partie par symétrie, il
semble bien que Poisson ait omis de prendre en considé-
ration certains termes, ceux-la mémes qui conduisent aux
termes séculaires trouvés par Simon, et que Poisson
aurait certainement trouvés si il avait pu effectuer com-
plétement leur calcul.

C’est d’ailleurs peut-&tre D'aspect qualitatif du
raisonnement de Poisson qui amena Lagrange a re-
prendre la question deux mois plus tard, en remarquant
que la forme des termes P[Qdr—Q | Pdt résulte de
I’antisymétric des équations qui portent son nom, et
que st les fonctions perturbatrices de A et de B étaient
les mémes (2 un facteur prés éventuellement), la 2°™°
partie de la démonstration de Poisson serait identique
a la 1%, ce qui résoudrait complétement le probléeme.
Ainsi, il démontra facilement I’absence de termes sécu-
laires dans les grands axes a la deuxiéme approximation
lorsque toutes les planctes sont rapportées au centre de
gravité de systéme solaire (dans ce cas la fonction
perturbatrice est en effet la méme pour toutes les
planétes). Cependant, en voulant passer des grands
axes «galiléens» aux grands axes héliocentriques,
Lagrange fit plusieurs fautes de calcul signalées par
Serret en 1873, qui réduisent & néant sa démonstration
de I'invaniabilité de ces derniers.

C’est cette remarque de Serret qui incita Tisserand
a reprendre la démonstration en 1876, en utilisant cette
fois les ¢léments d’orbite associés au repérage de Jacobi
pour lequel les fonctions perturbatrices sont toutes les
mémes a des facteurs constants prés, ce qui permet
d’appliquer Ja démonstration de Lagrange, avec cette
fois une planéte «héliocentrique», toutes les autres
étant «barycentriques». Ensuite, comme Tisserand
remarque que «!’on peut prendre pour premiére planéte
rapportée au Soleil telle planéte que 'on voudra», le
probléme de I'invariabilité des grands axes héliocentri-
ques a l'ordre 2 des masses, fut par la suite considéré
comme définitivement résolu; les démonstrations pro-
posées depuis Tisserand par Poincaré (1897), Andoyer
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(1902), Hill (1904), Hagihara (1944) et Message (1975)
ne s’en distinguent que par 1’élégance procurée par
I’emploi de variables canoniques, mais elles sont toutes
relatives a des représentations autres qu héliocentriques
permettant d’avoir une scule fonction perturbatrice (ou
Hamiltonnien) pour toutes les planétes.

Il reste néamoins a expliquer ces termes séculaires
découverts par Simon dans les grands axes de Jupiter
et de Saturne. On se propose de montrer ici que ces
termes séculaires sont finalement d’ordre 3 par rapport
aux masses, et que s’ils apparaissent dés la deuxiecme
approximation dans une théorie en variables hélio-
centriques du type de celle de Le Verrier, c’est que les
mouvements képlériens héliocentriques utilisés comme
solution initiale ne sont pas rigoureusement d’ordre
zéro des masses. Ils correspondent en effet chacun a
une équation de la forme suivante:

d*r r

dans laquelle la masse m de la planéte apparait déja et
se retrouve ensuite dans la 3*™ loi de Kepler:

@ =G (Mg +m). (2)

Les moyens mouvements #n et les demi-grands axes a ne
sont donc pas indépendants des masses planétaires, et
on va montrer que le terme séculaire trouvé par Simon
s’annule si, 4 la place de (2), on suppose que les quantités
n*a’ relatives 4 chaque planéte sont toutes égales A
GM. On aurait également 'annulation de ce terme
séculaire dans les grands axes si les planétes avaient
toutes la méme masse. L’absence de cette condition
supplémentaire dans les démonstrations antérieures en
variables héliocentriques permet sans doute d’expliquer
leur échec relatif.

Il est remarquable que la démonstration de Tisserand
n’exige pas que la solution initiale képlérienne soit
strictement d’ordre 0 des masses; méme la fonction
perturbatrice pourrait y étre différente de celle du
probléme des N corps. On verra qu’en variables hélio-
centriques, la forme de la fonction perturbatrice a son
importance: 'annulation du terme séculaire n'est plus
une simple ¢limination de paires de termes tels que
P{Qdt et QPdt, mais I'identification & zéro d'une
expression trés compliquée qui n’a pu étre reconnue
nulle que grice au calcul sur ordinateur. Nous avons
ensuite explicité complétement cette expression analyti-
quement et démontré, grace a des relations de récurrence
sur les coefficients de Hansen, qu’elle était identique-
ment nulle; cette démonstration est faite dans le cas de
2 planétes tournant dans un méme plan autour du
Soleil; on donne des indications sur sa démonstration
dans le cas général non coplanaire.

Finalement, le théoréme de Poisson est donc encore
valable en variables héliocentriques a condition de
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I’énoncer ainsi: Les grands axes osculateurs des orbites
héliocentriques décrites par les planétes n’ont pas
d’inégalité séculaire d’ordre 2 des masses; il n’apparait
pas d’inégalité séculaire dans ces grands axes a la Q¢me
approximation d’une théorie planétaire du type de celle
de Le Verrier si la quantité #n*a’ est une constante, la
méme pour toutes les planétes; si n*a® est une fonction
des masses planétaires distincte pour chaque planéte,
il apparait dans ces grands axes a la 2°™ approximation
une inégalité séculaire d’ordre 3 des masses.

2. Construction du terme séculaire des grands axes
héliocentrigues a la 2°™° approximation
d’une théorie classique

Dans ce paragraphe, on expose rapidement la 1°° partie
de la démonstration de Poisson, sous une forme qui se
rapproche de celle de Tisserand, ce qui permettra
d’introduire les notations et de montrer ce qui change
par rapport a cet auteur lorsque les planétes sont toutes
rapportées au Soleil.

2.1. Equations du mouvement

On utilise les équations de Lagrange donnant les varia-
tions des éléments osculateurs héliocentriques a I'instant
¢ de I’orbite d’une planéte P perturbée par une autre P’;
on peut les mettre sous la forme matricielle suivante qui
souligne bien leur antisymétrie: (cf. Kovalevsky, 1963)

a 0 2a 0 0
2
; 2 0 _1=e 0
e
. . 1=¢ 0 (=)
(4 e
a2
d (u :% 0 0 (d=e) 0
dt na e
1
' 0 0 0 S —
’ (I—A) g
Q 0 0 0 0

et qu'on peut encore condenser dans la notation
vectorielle:
de
—=Agrad R
dt

Dans cette équation, a est le demi-grand axe de
I'orbite de P, ¢ son excentricité, i son inclinaison sur un
plan fixe, Q la longitude du noeud ascendant, o I’argu-
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ment de la latitude du périhélie au dessus du plan fixe,
et ¢ 'anomalie moyenne de P a I'instant initial £,. On a

t
¢=M — [ndt ot M est 'anomalie moyenne a I'instant ¢
to
et ol n, le moyen mouvement, ne représente qu'une
notation pour (G(Mg+m))"?a=32. G est la constante
de la gravitation et m la masse de la planete P, petite
devant celle du Soleil notée M, . Enfin, R est la fonction
perturbatrice de P:
NA N
R=Gm T 4)

P

avec r et r’ les rayons vecteurs héliocentriques de P et
de P’ et A leur distance |PP’{. Dans la suite. on notera
avec un accent toutes les quantités se rapportant a la
plancte P’

On a des équations analogues pour la planete P’
perturbée par P, avec une fonction perturbatrice R’
différente de R:

1 v-¥
R =Gm|—— . 5
m(A r ) >

Partant d’une solution initiale képlérienne pour P
et P, les fonctions R et R’ se développent en séries de
Fourier a deux arguments M et M’, de la forme:
R=Gm' ) C,, cos (pM+qM")+S,, sin(pM+gM’)

p.q
(6)
R'=GmY C, cos(pM+qM')+S,, sin (pM+gM’)
p.4q -

N
0 0 (7R
da
0 0 (?R
Co
7]
0 0 R
e
-1 JR
_ 0 3
1—eH"tgi dw )
0 S S 0
(1—-eH'"?sini| {gi
1 0 R
(1—e*)'"?sin i 00
ouC,, S, C,. et S, sont fonctions de tous les élé-

ments des orbites des 2 planétes, a I'exclusion de M et
de M’; p et ¢ prennent ici toutes les valeurs dans 'en-
semble des entiers relatifs.

2.2 Intégration des équations

Comme dans la théorie de Le Verrier, on cherche une
solution ayant la forme suivante, par exemple pour le
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demi-grand axe:
a=ay+Aa+4da+ .. .. @)

ou a, est le demi-grand axe constant de la solution
initiale képlérienne, ou 4,a regroupe les perturbations
obtenues a la 1°* approximation, et A,a celles obtenues
a la 2%™ approximation, etc. . . .

Si a, est considéré comme étant d’ordre 0 par rapport
aux masses, 4,a est d’ordre 1 en masses, 4,a, d’ordre 2,
etc. ... On aurait des expressions analogues pour les
autres ¢léments, qu’on peut condenser dans la notation:
6=06,+4,6+4,6+ .... Ayant une solution initiale
6,, o, on definit les approximations successives sui-
vantes, a partir du développement de Taylor du second
membre des équations de Lagrange (3):

d

E AIG':(A gradaR)O

d I ! ! ’

9 40'=(4"grad, . R, ®)

ou Iindice zéro signifie qu’on remplace les éléments
d’orbite présents dans les seconds membres par ceux
de la solution initiale. Comme dans la suite on n’utilise
que ces éléments initiaux, on simplifiera les notations
en omettant désormais cet indice zéro. Pour la variable
a, on aura en particulier:

d 2 R 2 OR

“ — 9
dt ana(?u na oM ©)

La seconde égalité vient de ce que dans les développe-
ments de R, ¢ n’intervient que par I'intermédiaire de

M=n(t—1ty)+e

L’équation en ¢ peut d’ailleurs étre remplacée par
une équation en M :

M de
di dr

et on écrira la premiére approximation:

1—¢* ?B
" nde de

dAM——3n
dr 2a

A,a—g 6R
na da

3n . .
Le terme —5 EAla représente la partie d’ordre 1 en

masses de [ ndt={]/G(My-+m)a >2dr. En I'introdui-
sant sous cette forme, on évite un terme séculaire dans

OR . -
A M, et pour calculer —, on ne doit pas dériver n (par
oa

OR dn . . .
Els partout ol # est directement associé au temps
n da

comme dans M (cf. Tisserand, 1889 p. 191).
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On a ensuite pour le grand axe de P, la seconde
approximation:

%Aza_aa_a( )jﬁ"‘“%{%dlwg—;mw
+£‘;§€A1€+6i;§w 1w+%Ali
aza\;(fg ‘ +ai42§af 1”’*%4@4'
+%A‘Q}' (10)

Remarque: Aa et A,a’ ne peuvent contenir de terme

’

que des termes périodiques.

2.3. Calcul du terme séculaire de A,a

Il est donné par I'intégration du terme constant suscep-
tible d’apparaitre dans le second membre de (10). et
qu’on notera désormais [4,a].

. . ¢ {2\ R

Tout d’abord il n’en apparait pas dans — (—) —
ca\na/ cM
j e dt car, | 57 dr étant la somme de termes périodi-
ques et d’'un terme constant, il en est de méme pour

(j" — dt) , et qu’ on peut écrire:

AdlEa] o

On peut ensuite rassembler les autres termes de (10)
dans les 10 groupements suivants qui résultent de
I’antisymétrie des Equations (8):

O (IR
oM " oM

2[R (OR . 3R R
na [OMaa CoM? y } (12)
@’ [62R dR "ZRfa_R ] (13)
nate L oMae’ oM oM?
o [ &R .0R, &°R aR]
LA R 14
nale [@M&w 2e ' T amee a0 @ (1)
2 Ja 2
—21 ,[#—(' R_ ﬁa’t— 0°R g—l?dr} (15)
na*p tgi LMo’ dw OMow " di
SN L ¥ (RS
ndgsini LomMo@® o ©  aMai® oQ " '
2 [ 3°R .oR' 2R . OR' ]
< - ELAN 17
l:&M@a’jaM’ aveni a ()



204
2 2 ’ 2 ’
1) 0°R . OR 0°R [ OR }
— — dt 18
n'a’e’ l:ﬁMae’ j oM’ OMoM' j de’ (18)
@’ d°R . OR’ 0’R . 6R’ ]
— {4 19
n'a’?e [OMaw’ dMoe’ f Jw' (19
2 AR
1 [5 R. j.(_IS_ 02 R OR dl} (20)
naZe tgi' LoMdi'” b0’ OMow
2 ’ 2 1
L [OR R, CR R g
n'a“@ sin i’ LoMoQ' " di’ oMoi'” o'
ol on a noté p=(1—e*)'"? et p'=(1-—e?)2.

Il reste encore les deux termes provenant de | ndr et
{n'di dans A, M et A, M":

3 8°R
2

) (IR o Rt ar (22)

3 3R R’
—— —— | ——dt dt 23
a’ (7M(3M’” oM’ (23)

Les Expressions (12) & (23) doivent encore étre multi-

. 2 .
pliées par ot Calculons tout de suite le terme constant

des 2 derni¢res: D’aprés le développement (6) de R,
I’Expression (22) est aussi le produit de séries suivant:

3 /
- {Gm ,,Z, [—p*C,, cos (pM+qM’)

—p*S,, sin (pM +qM ") I}

-{Gm y [_ch sin (p' M+q'M")
pr.q (1’ + )
v I}
— P9 __cos(p’M+g M
“ontg ,) (P’M+qg'M")
dont le terme constant est:
2,..2
_% G'm Y [1’ Cpquqz_ 14 CpqSiz] 0. (25)
a 2 vy Lpn+gn’y” (pn+qn’)

Donc il n'y a pas de terme constant dans (22).

Par contre, on ne peut plus conclure aussi facilement
le calcul du terme constant de 1'Expression (23), quon
obtiendrait de la méme fagon sous la forme:

[pq CpaSpq—P4 Cpquq] (26)
(pn-+qn’y’

3 Grmm’

a’z 2 p.q

Ce terme serait nul si on avait R’ proportionnel a R,
comme dans la démonstration de Tisserand; mais ici,
en variables héliocentriques, il n’est plus nul; il faudra
I'associer aux termes constants qu'on va maintenant
mettre aussi en évidence dans les groupements (17) a
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(21). On peut encore exprimer chacun de ces groupe-
ments sous la forme suivante, par exemple pour (17):
2 { 0 [5R JOR’ dt} _OR . O°R’
oa’ oM’ oM " oM 'da’

2p
— _a l:a_R j' ai f] a_R 0°R d[} 27
oM’ LoM " dd’ oM " oM 'da’

qui se réduit & la somme des 1°" et 3™ termes. La méme

réduction opérée sur les Expressions (12) a (21) conduit
aux 10 nouveaux groupements:

240 [0R (R ) 0 TR OR Ny
a lda LoM ° oM oM

2

N { ,:6R OR df]— 0 ,:GR ORd[]} (29)
na*e L 0e LoM " oM oM LoM *° Ce

veln i e ) LG ) o
na*e (0w LoM ¥ de de LoM

1 {5 [oR JR :, 0 (OR CR J}
- e L
na*o tg i ldi dw

1 . {(3 [5R 0R df] [ JR dtJ} (32)
na’e sin i oM’ ai oM - EQ

' 3

i{ﬁ [a_R IR’ d,] 0 [(R df]} (33)
n'a’ (0a’ LOM "~ oM’ 0 da

12 ’ A ’
¢ {i [a—R IR dt]— 4 [ﬁﬁ R m]} (34)
na?e’ Loe' oM "~ oM’ oM’ LoM " de¢

’ 7 ) ’? ’
il {i[a_R 2R dt] 2 [0R 2R ’J} 35)
n'a“e (6w’ LOM "’ oe de’ ow’

1 OR .OR’ J [OR R’
L o[ oR,) o oR ik,
n'a“e'tgi’ (0i' LM " dw’ 0w’ LoM * i

(36)

1 J [OR .OR’ J [OR . R’
P et il A R B LY U
na?p sini' LoQ' LoMm* 6" oi’ LaM 7 eQ’

(37)

Les groupements (28) et (29) n"aménent pas de terme
constant, d’apres (11) d’une part, et parce que les
dérivees partielles par rapport & M n’en ont pas dautre
part.

Les groupements (30), (31) et (32) n'en aménent pas
non plus puisqu’en développant R comme en (6). les
termes constants seraient donnés par les expressions
suivantes, analogues a (25):

GImlg < —p {_5_ [C %y, “Sq}
2nd*e ypntqn' Ldw L™ Qe Ce
0 cC s
~ge [ Garrsn S )



L. Duriez: Théoréme de Poisson en variables héliocentriques

G2 —p {g [c 0Cu , a_%]
2nd’p tgi pypn+gn’ L3i L™ o 7 dw
0 9C,, oS
——|c S ZZp 39
6@[ 61+”51]} 39)
G2t —p {i [c g asm]
2na* sin i ;7 pn+qn’ {0Q oi P i
i) oC aS ]}
e, ey s Pm|l 40
8i[”"69+’"‘69 40

Chacune de ces expressions est identiquement nulle,
les termes s’éliminant 2 par 2, et finalement, on trouve
comme dans la 1°° partie de la démonstration de
Poisson, qu’il n’apparait pas de terme séculaire dans le
grand axe d’une planéte P si on ne tient compte que des
variations d’ordre 1 des éléments de la planéte P elle-
méme. On peut noter que ceci reste vrai quelle que soit
la fonction perturbatrice R supposée développable
comme en (6), et donc, que ce résultat est vrai quelle
que soit la nature des éléments osculateurs, c’est-a-dire
quels que soient les repéres choisis.

Par contre, pour les groupements (33) a (37), I'éli-
mination des termes constants 2 par 2 n’est plus possible
dés lors que R’ n’est pas proportionnel a R. 1i subsiste
alors les termes constants suivants:

G mm’
C,,S,.+S,.C, 41
n/a/ an+qn aa { pq pq+ pq P‘I] ( )
G?mm’' " 6 ,
/alzer Z pn+qn ae CPqSPq+Squpq] (42)
szm’(p { 0 [ oC,, 0Ch g oS’ ]
/alze/ by qpn+qn ’ Pq a ’ pq 6
0 [ 6C’ os, ]}
- +8,, & 43
oe’ L H 6 ? dw' “3)

G mm’ 5 —p {i 652’1]

2n'a?Q tg i’ fy pntqn' L3I’ [ b 6 ' 0wl
0 [ cC’ ’]}

-—|C 44
dw’ LM 61'/ )
12 { 7 [ rq 66-1// +Sl7q aS/:|

2n'a”@’ sin i’ ”pn+q 0i 0i

0 [ ocC, oS, ]}
Y |lc “xpy g “Pp 45
61" pq aQ/ + pq 69/ ( )

qui s’ajoutent au terme déja donné en (26), qu’on réécrit
sous la forme:

G mm’

2

-8,,Crll- (46)

pq " pq

3G mm’ y Pq
2a? & (pn+qn’)

Un calcul tout a fait analogue montrerait qu’il sub-
siste également des termes séculaires apparemment

irréductibles dans 4,a’. Dans un tel cas, seul un calcul
effectif permet de déterminer a coup siir si I’élimination

7 [CpeS

pq Pq
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se produit d’une autre fagon. Nous allons en fait
montrer que ce terme est identiquement nul (globale-
ment, et non par élimination des termes 2 par 2), a
condition qu’on ait n’a® =n"?a’®. Voyons comment nous
sommes arrivé a ce résultat.

2.4. Calcul effectif du terme séculaire de A,a ou de A,a’

Dans les Expressions (41) a (46), les entiers p et g pren-
nent leurs valeurs dans l'ensemble des entiers relatifs:
les sommations doublement infinies qui en résultent
sont préjudiciables a un calcul numérique. Cependant.
nous savons que le terme séculaire cherché s'élimine si
on a R proportionnel & R'. Or, on peut écrire:

R="R+F (47)
m

. 1 ,
ou F est la fonction Gmyr - "/(:—/3_"5) développable

comme en (6):

1 1
F=Gmr - r’<r—,3——;§>=z A, cos (pM+gM ")
P4

+B,, sin (pM+qM ") (48)

de sorte qu’on a les relations suivantes entre les coeffi-
cients des développements de R et de R":

Crg=Cpyt Ay
Spq=Sps T By

La valeur des termes constants (41) a (46) est alors
inchangée si on y remplace partout C,, par A4, et S,
par B,

Or, les coefficients 4, et B,, sont beaucoup plus
simples que ceux de la partie directe 1/4: on montre
(cf. Brouwer et Clemence, p. 488) que ces coefficients
sont de degré au moins €gal & min (jp—1|+|g+1],
|g—1}+ |p+1]) par rapport aux excentricités et aux in-
clinaisons des 2 planétes. On connait également des
propriétés plus complexes mais du méme type pour le
développement de 1/4. Dans ces conditions, si on veut
se contenter de calculer un développement limité du
terme séculaire [4,a], limité aux termes d'un degré
donné par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
le nombre d’arguments (p,q) a prendre en considération
sera fini. Comme le terme séculaire du grand axe est dc
caractéristique zéro, son développement est pair par
rapport aux variables e, ', i et i’. On trouve que pour
avoir les termes de degré 2 du développement de | 4,a/|.
il suffit de ne considérer que les 9 arguments suivants:
1,-1),(2,-2),(1,=-2), (2, - 1), (2, =3) (1, —=3), (1.0).
(2,0) et (1,1). Pour atteindre les termes de degré 4., il
faut ajouter & cette liste les 9 autres arguments: ¢3,0).
(3,—1),(3,—2),(3,=3),(3,—4), (1. —4). (2, -4). (2.1)
et (1,2). Notons qu’il n’y a pas de terme de degré zéro.
ce cas correspondant a 2 orbites initiales circulaires et
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Tableau 1. Valeurs des contributions C, , des arguments (p,q) donnant naissance 4 un terme séculaire de degré 2 en excentricités dans le demi-
grand axe de Jupiter perturbé par Saturne, & la 2°™ approximation d’une théorie de type classique en variables elliptiques héliocentriques. C, ,,
est exprimé en u.a./an et doit &re multiplié par (mm'|M3) ee’ sin (&-&') qui vaut 7,217 107! avec les éléments donnés par Simon et Bretagnon

(1975)
Argument Cas'1 Cas 2 Cas 3
(P9 Conr Co.a Coa
{1, -1 11,73159 11,68066 11,74112953
2, =2) 11,53791 11,49881 11,54850141
1, =2) —30,80484 -31,31727 —30,92373377
2, -3) — 9,24598 — 922769 — 9,25539839
2, -1) — 0,77280 — 0,77946 — 0,77477061
{a, 0 — 2,10461 — 2,09225 — 2,10568157
(1, =3) 20,62719 20,18514 20,59555284
a, 1) 0,26372 0,26217 0,26385447
2, 0 — 1,08957 — 1,07801 — 1,08945390
3Com 0,14261 ~ 0.86789 0

N Na® =G (Mg +m) n2a® =G (M, +m) N*a =GM,

gondmons N?a?=G(Mg +m") n2a® =G (Mg +m') N?a®=GM,

u a a a
caleul a===0,54543241 a=;=0,54449947 a:;:0,54531088

N =29971283 ;! n=N—[A4n]

Valeurs N'=120/4547 j1 wW=N'~[4n]
numériques m =M/1047,355 [4n] = —673615an"!

utilisées m' =M /3498 [4,n']=11072752 an "~

coplanaires, pour lequel les développements de R et de
R’ sont tels que pour tout p et tout g on a:

Coy_Spq
CI”I SI"I

Pour déterminer le développement analytique de ce
terme séculaire, limité aux termes de degré 2 puis 4,
nous avons utilisé le programme de développement des
équations de Lagrange exposé par ailleurs (Duriez,
1977), qui permet de calculer isolément le développement
des seuls termes qui nous intéressent dans ces équations,
et qui a été associ¢ a un ensemble de sous-programmes
permettant leur manipulation (intégration, multiplica-
tion, dérivation par rapport a I'une quelconque des
variables . . .). Les variables par rapport auxquelles on
développe les équations dans ce programme ne sont pas
exactement celles utilisées ici, mais sont de toutes fagons
associées a des éléments d’orbite osculateurs héliocen-
triques et le passage a ces derniers est trés facile. On y
utilise notamment les variables Y et X représentatives
du péle et du périvecteur:

X=eexpl —1m; Y:sin%exp /—1Q

(ol @ =Q+ w), qui évitent les singularités des Equations
(3) lorsque ¢ ou { s’annulent. Par ailleurs, le programme
auquel on se référe ci-dessus a été modifié de facon a
développer 1/4 au lieu de 1/4°, mais selon les mémes
principes, pour ensuite traiter les équations de Lagrange
sous leur forme qui dépend des dérivées partielles de la
fonction perturbatrice par rapport aux variables. Cette
modification a permis de gagner encore un facteur 2 en

moyenne sur la rapidité du calcul dans la nouvelle
version par rapport a I’ancienne.

Dans ce programme, 1/4 est exprimé en coefficients
de Laplace, calculés avec toute la précision souhaitée
pour une valeur numérique du rapport o des grands
axes; les valeurs de a et de @’ sont obtenues par l'inter-
médiaire des moyens mouvements n et n’, eux aussi
numériques, grace a la 3*™ loi de Kepler:

n2a3:K; n/2ar3___K1. (49)

La possibilité de refaire trés rapidement les calculs pour
divers choix des constantes K et K’ a été déterminante.
Nous avons ainsi calculé 1a contribution de chacun des
arguments précédents dans le développement analytique
de | 4,a] défini par par les Expressions (41) & (46). et nous
avons observé les résultats suivants:

Audegré 2 il reste dans 4,a et 4,4’ un terme séculaire
de la forme:

mm’
2
Mg

Cee' sin (0— @) (50)

ou C est une constante numerique [dépendant de x ct
des moyens mouvements n et 7' notamment dans les
expressions de la forme (prn+gn’) qui apparaissent lors
de l'intégration a l'ordre 1]. Cette constante ecst la
somme des 9 contributions C{(p.q) relatives aux 9
arguments (p.q) de la 1° liste. Le Tableau 1 donne
chacune de ces contributions au terme séculaire |.1,u|
de Jupiter perturbé par Saturne, calculées pour diverses
définitions des grands axes. On observe que dans les
Cas 1 et 2, leur somme est environ 100 fois plus petite
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que les plus grandes de ces contributions, et que d’autre
part, la valeur de cette somme est trés sensible aux
valeurs qu’on donne aux moyens mouvements et a la
fagon de calculer a: le Cas 1 correspond au calcul du
demi-grand axe @ a partir du moyen mouvement moyen
N, le Cas 2 utilise, comme dans la méthode de Le Verrier,
le moyen mouvement osculateur n déduit de N en
retranchant la perturbation constante {4,s] du moyen
mouvement & I’ordre 1 des masses; pour ces deux cas,
les masses interviennent numériquement dans la 3°"¢
loi de Kepler, et aussi dans [4,n] pour le Cas 2.

Ces résultats montrent qu’il se produit une élimina-
tion partielle des diverses contributions; nous avons
pensé que les masses intervenant dans la 3°™ loi de
Kepler pouvaient avoir une influence sur le résultat, et
c’est en essayant des grands axes et des moyens mouve-
ments vérifiant #’a®=n"a’®> que nous avons obtenu
I’élimination totale du terme séculaire (Cas 3). Ceci
prouvait que le terme séculaire apparu a la deuxiéme
approximation était en fait d’ordre 3 des masses, et
qu’il provenait de I'introduction numérique des masses
dans le calcul des grands axes.

Le calcul de la partie de ce terme séculaire qui est de
degré 4 par rapport aux excentricités et aux inclinaisons
confirma pleinement le résultat obtenu pour le degré 2:
Avec les 18 arguments (p, q) des 2 listes précédentes; on
obtient le terme suivant: )

mm’

3 { Ce? [sinzésin 2o’ ~29)+sin2%sin (2o’ —2Q
-2 siné sin % sin (2a’)’—Q—Q’):|

+C,ee’ [sin2 é sin (0+ @' —2Q)

+sin? % sin (@ + @' —2Q")

-2 sin é sin % sin ((D+@’—Q—Q’)]

+C,é? [sin2 é sin (2@ —2Q) +sin? % sin 2 —282")
—2sin é sin % sin (2a‘1—~Q—Q’)]

+Cyee’ <sin2 %4— sin? %) sin (®—@")

’

+Csee’ sinésin%sin (O—'+Q-Q")

+ Cgee’ sin —;— sin é‘— sin (0 —aw'—Q+Q")
+C,ee” sin (0 — @)+ Cge?e’ sin i —21")

+Cye’e’ sin ((D—d)’)}. 31
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Dans les Cas 1 et 2 on observa que les 18 contributions
a chaque C; (/=1 a 9) ont pour somme un nombre
environ 10000 fois plus petit que les plus grandes de
ces contributions; I’é¢limination y était donc aussi
presque compléte. Elle fut compléte dans le Cas 3. Par
ailleurs, on a observé la méme élimination pour d’autres
couples de planétes correspondant a d’autres valeurs de
o, de sorte qu’en généralisant ces résultats numériques,
il devenait possible d’affirmer qu’il n’y a pas de terme
séculaire d’ordre 2 par rapport aux masses dans l'ex-
pression des grands axes héliocentriques obtenus par
la méthode de Le Verrier, mais qu’il peut apparaitre un
terme séculaire d’ordre 3 & la deuxiéme approximation
suivant le choix de la solution képlérienne de départ.
Ces résultats montrent qu’il faut associer avec prudence
le numéro d’ordre d’une approximation et I'ordre en
masses de cette approximation.

Pour remédier au manque de généralit¢ di au fait
que les résultats précédents sont uniquement numériques
et ne concernent que les termes de degré 2 et 4, nous
avons cherché a démontrer analytiquement I’annulation
du terme séculaire lorsqu’on fait n?a® =n"?a’®, quelles que
soient les conditions initiales. La démonstration proposée
dans la suite est en fait restreinte au cas des orbites copla-
naires, quel que soit le rapport o de leurs grands axes
et quelles que soient leurs excentricités; la méthode
utilisée dans ce cas est sans doute généralisable au cas
non coplanaire, mais impliquerait des calculs considé-
rables et sans doute démesurés par rapport aux con-
clusions qu’on en tirerait et qui sont déja acquises
numériquement pour les termes de degré 2 par rapport
aux inclinaisons.

Remarques. Il va sans dire que la substitution des valeurs
dee, e, i, i', w w, Qet Q' dans les expressions (50) et
(51) confirmerent pleinement les résultats numériques
de Simon et de Bretagnon. Le terme séculaire ainsi
obtenu dans le demi-grand axe de Jupiter perturbé par
Saturne par la méthode de Le Verrier vaut 6,26 107'°
u.a./an, et celui de Saturne 7,36 10~ '° u.a./an. Ceux des
autres planctes sont au moins 100 fois plus petits. De
tels termes ne sont pas cependant complétement
négligeables en théorie classique, car ils aménent des
termes en 7 dans la longitude moyenne des planétes,
égaux a 9,86 107° ("/an?) t* pour celle de Jupiter et
2,54 107° ("/an?) ¢ pour celle de Saturne, soit respecti-
vement 9786 et 2754 en 1000 ans. Il faut dire encore que
ces termes sont profondément modifiés par les termes
séculaires qui s’introduisent par la suite a la 3™ ap-
proximation et aux suivantes (Simon et Bretagnon).
Nous avons observé, pour le couple Jupiter-Saturne,
qu’on a un rapport voisin de 100 entre le coefficient C
de la partie principale de | 4,a| [celle de degré 2 exprimée
en (50)], et les coefficients C; de la partie qui est de degré
4donnéeen (51);alors, quand on donne aux excentricités
et aux inclinaisons leurs valeurs numériques, les termes
de degré 4 deviennent complétement négligeables; la
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grande inégalité qui correspond a I'argument (2, —35),
donnerait une contribution de degré 6 et elle est elle
aussi complétement négligeable.

Par contre, on pouvait s’attendre a ce que 'argument
(1, —2) résonant pour le couple Uranus-Neptune donne
une forte contribution au terme séculaire du grand axe
de ces planétes; en fait, 'importance de cette contribu-
tion est toute relative car les masses d’Uranus et de
Neptune étant assez voisines, la relation n’a®=n"?a"
est presque vérifiée pour ces planétes dans la méthode
de Le Verrier, et de ce fait, les termes séculaires de 4,a
pour ces planétes sont extrémement petits.

3. Démonstration du théoréme de Poisson
en variables héliocentriques

Dans ce paragraphe, on se propose de mettre le terme
séculaire de 4,a sous une forme qui permette de montrer
qu’il est identiquement nul lorsque n2a® =n"?a”. 1l s’agit
donc d'une démonstration directe de I’élimination de
ce terme.

3.1. Mise en forme de | 4,a)

Draprées les résultats obtenus au paragraphe précédent,
il suffit de calculer 4,a par les Expressions (23) et (33)
a (37), en y remplacant R’ par la fonction F définie en
(47). Ces expressions se simplifient notablement lors-
qu’on remarque que (47) peut se mettre sous la forme:

R’ :T— R+C§z/+ termes d’ordre 2 en masses (52)
m’

ou U est strictement d’ordre 1 en masses. On a en effet:

d*r

dt; =—-GM, % +termes d’ordre 1 en masses

( r

d*r’ r ,

Tzz: —GM, F#—termes d’ordre 1 en masses (53)
et done:

1 1
F=Gmr - r’(——~—>
r/3 }"3

m d dr dr’)
= A -4) 4 ordre 2. 54
M, dr (r a "ar)rerere (>

En remplagant R’ par (jl_lt] dans les Expressions (23) et

(33) 4 (37), leur partie constante se réduit alors pour le
probléme plan, a la somme suivante, dans laquelle on
ne recherche que les termes constants des expressions
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entre crochets:

[ el [V 5]
dt 2 na oM 6M’2
+Li[5_R o0
5 oM oM’

@ oR AU
+._.— PRI —
nate ae oM oM’

S R )
n'a’e OM de')l ode' LM cw'll)

(55)

Les termes d’ordre 2 en masses dans (52) n’inter-
viennent pas dans [4,a’}], car il faudrait en prendre la
dérivée partielle par rapport a M’ qui est alors une
somme de termes purement périodiques.

Il n’a pas été possible de montrer que le fait de
pouvoir identifier F a la dérivée totale d’une fonction
U, soit suffisant pour que I'Expression (55) de | 4,a] soit
nulle; nous allons voir que la forme des fonctions F ou
U intervient aussi, en relation avec celle de R.

Dans l'expression analytique (50) et (51) de |4,a]
obtenue par ordinateur, les coefficients numériques C
et C; résultent du calcul d’un certain nombre de coeffi-
cients de Laplace dans les développements de R et de
R’, coefficients qui sont en fait des séries entiéres en a.
Si on développe analytiquement par rapport a a, les
expressions qu'on obtient deviennent tellement com-
plexes qu’il n’est pas possible de conclure a leur identi-
fication a zéro. Par ailleurs, les résultats numériques
montrent que |4,a] s’annule quel que soit a (avec
n*a®*=n'?a"® évidemment). C’est pourquoi il a semblé
préférable d’adopter pour R un développement en
polyndmes de Legendre, qui met «* en facteur du poly-
ndéme P, de degré k; il suffira ensuite d’exhiber la
partie de [4,a] qui est en facteur de a* et de montrer
qu’elle est nulle quel que soit k. On écrit donc:

i R,=Gm’' — ! i oc"<£)k(f—:>k“Pk(cos H) (56)

= a k=2 a

ou H désigne I'angle entre les rayons vecteurs hélio-
centriques r et r’, et en supposant r' > r. Ce dernier point
implique que 'Expression (55) de |4,a] est relative au
grand axe d’une planéte P plus proche du Soleil que P';
on verra ensuite comment traiter le cas inverse.

’

. r o a .
Dans le probléme plan, et P sont des fonctions des

excentricités et des anomalies vraies v et ¢, et on a
H=v—v4+w—w'. Comme F et U peuvent aussi s’ex-
primer en fonction de e, €', v, v’ w, w', il aurait été
agréable de pouvoir calculer I'Expression (55) de | 4;a]
a partir des développements de R et de U en anomalies
vraies, mais, comme il reste a effectuer au moins une
inteégration par rapport au temps, et que ¢ et ¢’ sont des
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fonctions du temps indépendantes, il est nécessaire de
développer en anomalies moyennes; on obtient:

ak E(k/2) + o0
R,=Gm’ iy Y G 2
1=0 p=—o

+ o
Y XEET(e) XZETVET2(e ) cos [pM 4+ gM’

=
+k-2D) (w—w')] (57)
ou C, , est le coefficient de cos (k —2/)H dans le dévelop-

pement de P, en cosinus des multiples de H (cf. Brouwer
and Clemence p. 121):

Cka=2-13 . Qk—1)
: 24. ... 2%k
13....Q1-1) 13. ... Q2k=21-1)
C, =(2—68% :
k=270 24. ...21 )

ou 67! est le symbole de Kronecker et E (g) désigne la

partie entiére de /2.

Les coefficients de Hansen X;>™(¢) sont des fonctions
de I'excentricité e qui sont les coefficients du dévelop-
pement de Fourier en anomalie moyenne de la fonction:

n + oo
(2) exp)/—1mv= 3 Xpm(e)expl/—1kM  (58)
k=—o

d’ou on tire:

2n n
X:’m(e)zili § (-;—) exp)/ —1mvexp)/ —1—kMdM
0

(59)
Xime)=X""(e) (60)
et on peut montrer que X;"(e) est de degré |k—m| en

excentricité. De méme, on peut développer F, puis U
en coefficients de Hansen, & partir de I’expression:

1 ra* tra
— =|cos(v—v'+w—w")
’ r2

F=Gmaa' [a’3 s e
(61)

ar a

soit encore:

F=Gmaa' X)) X3 e)

YOY (K

p=—w {=-o®

—iX 2l(e) XL 1(e)) cos (pM+gM'+o—w").

(62)

La propriété que posséde la fonction F d’étre la
dérivée d’une fonction U, s’exprime par la relation

2 2 8 {aRk oOF )
na <a'2 ]+n’a’ oa’ IOM’ J

[o8 7 20
oM " oM ”?

2Gmm’ a
naMO rk+2 Z
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suivante entre les coefficients de Hansen:

X, (e)=X, > Vp. (63)

En effet, chacune des Equations (53) est équivalente a
la suivante: :

(r exp)/ —1v)=

puis, si on pose n°a® =y et ndt =dM, on a 'équation:

d* [r
pIve exp

rexp —1v
r

2
—lv>:—a—zexp —1r.
¥
On obtient ensuite 1’égalité (63) en développant les 2

membres de cette équation en coefficients de Hansen
comme en (58), et en identifiant les coefficients de

exp |/ —1kM. Ceci permet d’écrire F sous la forme:
2 2
I q p
F=Gm ( - —‘)
aa ; ; a/3 a3

X1 () X11(e') cos (pM +gM ' +w—a). (64)

. o du | .
Cependant, sa réduction a la forme 5 n'apparait que

si on a na®=n"?a’>: si on avait n’a®=yu et n'’a”’

=p'(u=+p'), on aurait en effet:

¢ _p_gn? pn
a* a& u u

qui est irréductible; mais si y et u’ sont égaux (A GM
par exemplc), on écrit alors:

2 2

9 P

(1/3 a3

GMO (gn'—pn) (pn+qn’) (65)

d’ou on déduit:

m
U=——aad (gn’—pn
M ;; an’ = pn)

XN XLy(e) sin (pM +gM ' to—w).  (66)

Avec les expression de R et de U écrites en (57) et
(66), il est alors possible de calculer | 4,a] par son Expres-
sion (55). Cependant, la dérivée partielle par rapport a
a’ doit se faire avant la transformation (65), car on a
vu que les moyens mouvements issus d’une dérivation
de M ou de M’ par rapport au temps ne doivent plus
étre considérés comme fonctions de « ou de a’. Le 2¢™
terme de (55) doit donc étre calculé a partir de

0 [ R . OF d - o .
27 Lomt | EYva t] on trouve qu’il se simplifie ensuite
avec le 1°" terme de (55), pour donner finalement :

k+1 E(/2) O

klZ(zp kq

a =0 2 +3pq>

[XEETHE) X)) X TE R e Xy (¢) sin (K —21—1) (w0 — o)
+ X2 )X () X Z 2 (e X (e sin (k =21+ 1) (w0 —w')). (67)
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Les 3 derniers termes de (55) aménent ensuite 3 termes constants qu’on peut réunir sous la forme suivante:

202 2R SU) e (0 ok U] @
na lw'a'?e’ de' LoM oM’ ‘a'?e’ \0w' LM de'd Oe’

n'a n'a“e
12 ’
. Kk —21 1.1 4 ﬂ)i
[Xp (e) X, (@{(C] o o) 2o

-4

|5 5ol

X‘k_l’k~21(€’)X1_'; (e/))

2Gmm’ ak+1 E(k/2) C

kv2 Z 2

n' —pn
Z("Pq /p)
=0 P n

naMs a

+(k— 21—1)—)(} Lk~ 2'() X“(e)}sm(k 20-1) (0—")

-4

2 1 d
P (Y]

+(k— 21+1) X oLk 2'(e') X“(e)}sm(k 21+1) (0 — w)]

X—k—l,k'ZI(e/)qu,l(er))

(68)

En remplagant G par n*a®/ M et en regroupant les expressions (67) et (68), on peut écrire finalement [% A 2a:| sous
[«

+ A2 (e)BE) (') sin (k—21+1) (0 — )]

(69)

+ A& (e) B (e') sin (k—21+1) (w—w")]

la forme:
— Ck 48 (@) Bl (e) sin (k—2[—1) (w—w')
[ ] E(k/2)
[ﬁ Aza] =an mm2 Y oy 5 S
dt M3 = e +Ck,,[A‘ )(e) B3 (e') sin (k—21—1) (w—w)
avec:

A;ﬁh’(é)—t}p:pzz\’ > @)X, ) (70)

Ad(e)= Z PPy e X1(e) (71)
A;ﬁ?z’(E):ng e X » () (72)
A;i‘,‘z’(e)=§pX 2 X (o) (73)
Brﬁ,lz’(e’)=; Yiiq(€) (74)
B;ff(e’)=; Zy14(¢) (75)

BEN e =) @ X ;712 XLy (e —q ¥ ,4(e)) (76)

BN =Y. B X ;T X (€)= g2y 1,4(e) (TT)

¢? d

Dans I'Expression (69), on a mis en évidence pour

. n o,
chaque valeur de k, une partie en facteur de — o**2.
h

1
PR
soit encore a2, et une autre en facteur de «**?. On

va montrer que chacune de ces parties est identiquement
nulle, en utilisant leur structure ainsi que des relations
de récurrence entre les coefficients de Hansen.

3.2. L'¢elimination

On peut remarquer que pour k fixé, chaque partie de
(69) est une somme de termes en sin i(w—w') ou i a la
parité inverse de k et varie entre —1 et k+1. La valeur
i= +1 estatteinte (pour k pair)dans 3 termes: (k —2/+1)

et (k—2[—1) pour le(%), et (k—2/—1) pour

le(%)—L La valeur i=0 donne un terme nul par

’

4

’

Yk,l,q(e/): —quX:k—l’k*Zl(e,)X (e)+ e/ d /(qX_k 1.k~ 2l(€ )X (6 ))+? d_7(X*k 1.k— 21(0 )Xl l(())
+(k 2]— 1)(0 X_k 1.k— Zl(e) Xl l(e/) (78)
/ —k=1,k =2l ,n yidg ‘Plz d k—1k—=210,n y1.d(, o d —k=1k =2l y1.(,
Ziagle)=—2kqXZg"" (e)X+’q(e)+7 2o X ()X €)= —— Xy e X))

+(k— 21+1)"’ X okoLks 2’(e) Xl 1(e).

(79)
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lui-méme. La valeur i=k+1 est atteinte dans un seul
terme: celui en (k—2/+4+1) pour /=0. Toutes les autres
valeurs de i sont atteintes dans 2 termes correspondants
a des valeurs consécutives de /, I'une dans (k—2/—1),
l’autre dans (k—2/+1). On va en fait montrer que les
coefficients de sin i(w—w’) sont nuls quel que soit i,
pour tout k.

Les simplifications qu’on va faire apparaitre dans
I’Expression (70) a (79) de ces coefficients, grace a des
relations entre les coefficients de Hansen, ont toutes
été controlées numériquement pour les premiéres valeurs
de k et pour quelques valeurs des excentricités. Ces
calculs ont permis de mettre en évidence le processus
d’élimination, que nous avons ensuite démontré pour k,
e et ¢’ quelconques, et qui peut s’énoncer par les quatre
propositions suivantes:

. n
Pour la partie en facteur de pE

Proposition A: Cette partie est nulle terme 4 terme
car on a: B{!)(e)=BZ(e’)=0 pour tout k et tout /,
quelle que soit ’excentricité e’.

Pour la partie indépendante de —n—, :
n

Proposition B: Pour tout k et tout / tels que 1<i
=k—2{-1<k+1, le coefficient C,,47)(e)B)(e’)
+Ckl+1Akl+1(5’) ;c4l)+1(e’) de sini(w—w') est nul,
quelles que soient e et e,

Proposition C: Pour tout k pair, lorsque I:ZZ(-, le

coefficient C,, ;A% 1(e)BG’,l(e’) Ci AL BA)e)
+Cy. ,A“)(e)B“"(e ) de sin (w —w’) est nul, quelles que
soient e et ¢'.

Proposition D: Pour tout k, le coefficient de
sin (k+1) (w— ') est nul car 4%)(e) est identiquement
nul.

Vue la structure de 'Expression (69), ces 4 proposi-

. d . .
tions suffisent pour assurer que [E A za] est identique-

ment nul quelles que soient les excentricités et quel que
soit le rapport « des grands axes.

Dans la démonstration qui suit de ces 4 propositions,
on n’a donné que les principales étapes des calculs,
avec les indications nécessaires a leur obtention, ceci
pour ne pas allonger démesurément cet article. Rap-
pelons que chaque étape a été vérifiée numériquement
pour un certain nombre de valeurs des paramétres.

Remarque. La décomposition en facteurs décrite en
(65) n’est plus possible si on a ﬂ*#'~ mais, si on pose

u=GMgy+m)et p'=u (1 + m) on pourra écrire:

My+m

g _p_1

3 (13

—(qn —pn) (pn+qn’)

Q

2..12 r_
an 'u+ordre 2.
wo Ms+m
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Le terme de 4,a provenant de la 1% partie de cette ex-
pression s’annule, et il reste un terme ayant en facteur
mm'(m’'—m), qui est donc bien d’ordre 3 en masses et
qui ne s’annule pas si m#+m’, comme on ’a constaté
numériquement.

3.2.1. Quelques relations entre les coefficients de
Hansen

Les coefficients 4} et B} (i=1 a 4) se simplifient si on
tient compte des relatlons suivantes entre les coefficients
de Hansen:

Y Z X,:‘"'"‘(e)X,:‘“"Z(e):X(')”*"2”"1 —mz(e) (80)
k

C’est en effet le terme constant du développement de
Fourier de

<£) exp [/—mlv x( ) exp [/—mzv

o kX!"(e)= ;”e

N (. (AR (9))
+me X} 2™(e) (81)

obtenue par I'intégration par parties de la Relation (59).
en y faisant, grace au formulaire du mouvement ellip-
tique:

i(£>_esin v, dv &

am\a)” o ° am ~°%

On en déduit notamment, pour k=0:
n—2,m ne n—-1.m+1 n—1,m-—1
mXg~ > (e):ﬁ(Xo MLy — X271 (o)), (82)

m+n
n+1 ?

® Y kXpm(e) X (e)= X7 He) (83)
k

Cette relation est obtenue en multipliant les 2 membres

de (81) par X;"!(e), et en appliquant les Relations (80)

puis (82). On obtient de la méme fagon:

o ) kX m(e) X'y (e)— QX3 1Mt (e) (84)
k

En appliquant les Relations (63) puis (80), on obtient
encore:

° Z E2Xrme) X (e)y=XE 2" Ye) (85)
k

e ZkZX,:'*m(e)Xl',}(e)ng"z""+‘(e) (86)
k

On a enfin, pour la dérivée des coefficients de Hansen:
d 1 _

o L XTEO=5(m—n) X} (e)

1
—E(M+H)X;§'_"'"”(€)

+2—"1—2<X:-'"“(e>—X:*"“‘(e)> (87)
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érivati 59 : . r? . .
obtenue par dérivation de (59) avec dans laquelle, grice & dM =" @’ » devient la variable
a o

K ( 5)2 _cos v dv _sin o (g +_17> muette et on peut utiliser la relation:
de e r @
J 1<5>_i< 1-¢ )v—2e ! 1—<ﬁ>cosv
o ¢ - Xom(e)+(2n+3)eX ™ (e) de\a) de \1+ecosv) ¢* a ¢*\a& :
+I’l+2 (Xg+1,m+1(e)+XS+1,m—1(8)):0 ) ) o
2 (88) 3.2.2. Démonstration de la proposition A

M ’ . 1) A ’ —
obtenue en dérivant par rapport a e ’expression: Quels que soient k. /et e’, on a: By /(e")= Z Yiiq(e)=0.

q
L’Expression (78) de Y, ,, est en effet la somme de

Xm(e) = —— ex ]/ Umv dM quatre termes; pour le premier terme, on applique la
87(e)= § ( ) P formule (83) qui donne:

=2k Y gX Tkt XL (e) =202+ Do Xy k=2 =27 1(e).
q

On en déduit le deuxiéme terme:

72

2 (sar o) =

e

2041 QI+1) ¢° d

/X(;k—Z,k—Zl—l(er)_ p s

Xok 2,k—21- 1(6)

D’aprés (80) on a pour le troisieme terme:

v 4 (zx:““’(e')x (e)) e 4

kaZIle
e de e de' " ° )

puis en appliquant (87), cette expression est encore égale a:

£[2k—21— 21-|—1
e/

k—21—1
3 Xok 1,k— 2!( )+

Xk1k212 +
() 2(,0,2

(Xo‘k,k~21(e/)_ XQ*k,k*Zl—Z(e/))jl .

Enfin, pour le dernier terme de Y, ; , sachant que I'on a, d’apres (87):

d
d ’

LX) = — XO0e) —s—5 (XL0(e) — X 12(e))

202

on obtient, grice a (80):

(k__zl__l)(ep ZX k—1,k— Zl(e) Xl 1(61):_(](_21_1)9,_/ [Xo—k~1,k—21(e/)+ (Xokk 2[(6) X kk—21- 2((, ):I
e

20"
Lorsqu’on regroupe ces résultats, il reste aprés simplification:

d

B(l)( ) 21/:_1 (P |:(2k+1)€’X k—2,k—21— 1(€)+ (Xok 1.k~ 21(€)+X k—-1,k—21—- 2(6)) (przde/

XOAk—Z.k—Zl*I(e/ﬂ‘

La quantité entre crochets est identiquement nulle car on y reconnait I’Expression (88) dans laquelle on aurait fait
n=-k—2 et m=k-2/—-1.
En procédant de la méme fagon avec Z, , ,(e’), on obtient:

Blg,zl)(e/)zzzk,l,q(e/)_ (2k I§I+1) q) [(2k+1)e/X k—2,k~ 21+1(e )+ (X k—1k— 2!+2(e)+X k—1.k— ZI(e ))
q
d
_ & oyokm2k=204 1, ]
90 de 0 (e

C.Q.F.D.
qui est aussi identiquement nul pour la méme raison.
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3.2.3. Démonstration de la proposition B
Pour k et / vérifiant 1 <k —-2/—1<k+1ona:
CiiAi (3)(3)3(3)((’ )+ Criva AI:AI)Jrl(‘))BI:alv“l(e )=0.

Pour ces valeurs de k et de /, on ad’abord: 67'=§67'*2
=0; on déduit alors de 'expression C, , donnée en (57):
Coi  2k—21—1 2i42
Corer 2041 2k=20

(89)

Des expressions de 4)(e) et de A% (e) données en (72)
et en (73), on tire ensuite pour tout k et tout /, grice aux
Relations (83) et (84):

2k —21
AP = Yk Lk=20-1
K (€) k1 P Ag (e) A9 ey
A& ()= — 2l+2(pX(’)‘ ) Alg‘fl)ﬂ(e) 21+2

k+1
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qu’on obtiendrait par la Relation (89), mais le reste des
calculs de la proposition B restant valable pour / :;,

on trouverait a la place de (93):
Ck.l*lAli?l)—l(e) Bli.sl)vl(e/)“’zck.lAli‘.Ll)(e)8(4)(3 )=0.

Comme C,,A3)(e)B3)(e") et C, A (e)B{H(e)) sont
respectivement en facteur de sin (—w+ ') etsin(w—o’).
il suffit alors de montrer que ces deux coefficients sont
opposés par le signe pour démontrer la proposition C.

(90)

En appliquant la Formule (85) au calcul du 1°" terme de B{) donné en (76), puis en déterminant le 2°™ terme
Y. qY,., par un calcul analogue a celui décrit dans la proposition A, on obtient pour tout & et tout /:
q

2
B;ﬁ e')= (2k+3)X0k 3k=20-1(pr) 9~ d Xok 3k=2-1(pr) __1(»’;1((’)/1\/071“2.1(—21—1(6,))
e de k ¢ de
k-21—1 k2 k=203 e kel k—21—3/ ek k1 ke ,
+ 2 — [z(erOk 2,k—-21 Z(e)_—_,(XOk 1,k—21 3(6)—2X0k 1.k—21 1(€)+X0k 1.k 21+1(€)):|.
e'p 2¢

En remarquant que les 2 premiers termes de cette expression peuvent s’écrire autrement grace a la Relation (88), et
que les 3 derniers peuvent se simplifier en leur apphquant deux fois la Formule (82), on obtient pour tout £ et tout /,

aprés réduction:

Bé%z)( = 2l+1 [

__( X () (ke — ) X k2R () — (14 1) X k22 2(8)] (91)

En appliquant la méme méthode pour calculer B, (¢’), on trouve:

N 2k-=21-1 . d
B, ()= 1 [q,

ke’ de’

De sorte qu’on obtient finalement:
CraA (3)(6)3131)@/)

=—1 (93)
Ck 1+1Ak 1+1(e)Bli‘,tz)+1(e’)

C.QF.D.

3.2.4. Démonstration de la proposition C
Pour l:; ona:

Cei-1 Alg)— 1(€) Bl?z)— (e)— Ck,lAtfz)(e) Blfl)(el)
+Ck',A(4)(e)B(4)(e )=0.
Pour cette valeur de /, on a 62'=1, mais 7' "2=0,

L vaut ici le double de ce

C
de sorte que le rapport —%=
k,d

((erJk—Z,k—ZIAI(e/))_(k_ I)Xo—kfz,k—ZI(e/)_(l+ 1)X07k72.k721f2(er):|. (92)

Or on a, d’apres (90), pour l:g:

A( - -1.-1
kk/Z(e) K+ QX (e)
et, pour l+1:5:
2
@) k -14
Ak.k/z(e)- - 0 X (e).

k+1
On en déduit, d’aprés (60):

Al?k)/z(e) = A}i‘.tk)/z (e).
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De la méme fagon, les Expressions (91) et (92) permettent
d’obtenir:
k+1

B&,(e)= e

k k42

3 Xo_k_z'o(er) 5

k+1[ d
d/

[(p';%(<p'xa"-2=1(e'))
X k-2, —Z(e )]

Bl£4k)/2( = — (¢’ Xy k- 21(‘?)

k+2Xk22( ) XkZO(e):|
2

On a donc finalement:

Ck,k/Z Atfk)/z(e) B}Sk)/z(e/): - Ck,k/ZAIE‘.tk)/z(e) B,ﬁf‘,z/z(e’).

C.Q.F.D.

[4 ga] =2 {2 L3R (2R
dt "2 1 wa lna éalom’’ oM

¢ (i[ﬁﬁ_’ @Bd,} 5[2’3_' R

nate \ow LOM ' * de Cde LoM'” dw

3 [0R' . 0*R
dil +=
t]+ ’ [6M’”6M2
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vraies, tout au moins pour calculer le 1°* membre de
(68) ou il n'apparait pas d’intégration par rapport au
temps. Il resterait néanmoins a appliquer les mémes
relations de récurrence entre les coefficients de Hansen
pour terminer la démonstration.

3.3. Traitement du terme séculaire de A,a’

Le terme séculaire [4,a'] relatif a la planéte extérieure
P’ peut se calculer de fagon analogue a [4,a]: comme
les perturbations du 1°° ordre dues a la planéte P’ elle-
méme ne donnent pas de terme séculaire dans 4,a’, il
reste & déterminer I'expression suivante, obtenue a
partir des groupements (33) a (37) en inversant I'ac-
centuation de tous les symboles:

dldtJ Li[aR [ ]
ce LOM'’

dtJ )} (94)

L’application de la Relation (52) existant entre R et R’ permet de transformer cette expression: sachant qu’elle est

nulle lorsque R ’——— R, et que la partie constante d’un terme tel que — ( 6U) f or dt est encore égale a celle de
m'’

oU OR

on obtient:
oM o :

0*R

dt \oM"

[idza] L{li[”ﬁ_dﬂ

dt n'a lna daloM' " oM
9
de

9 (a [aU 8R]
nate oM’ Oe

5 walt

3': |
2 oM’ oM?

3.2.5. Démonstration de la proposition D

Pour tout k, ona:  A{(e)=0.
On a en effet, quel que soit & :

A=Y p Xy ) X(e)

qui est identiquement nul d’aprés la Relation (84).
C.QFD.

Remarque: Les calculs précédents montrent que [4,4a]
s’exprime finalement en fonction uniquement de coef-
ficients XJ™, qui sont les termes constants de

ry\" Lo . .
(5) exp |/ —1mv; ceci laisse a penser qu’on aurait pu

utiliser les développements de R et de U en anomalies

:l @? 0 [GU @R]
dt| ——5- — - —
na‘e oe LoM' oM.

On peut ensuite utiliser les mémes développements
de R, F et U donnés en (57), (64) et (66) pour obtenir

. d
une expression de [’ Aza’] de la méme forme que celle
de [ A a] écrite en (69), qu’on démontre étre identi-

quement nulle de la méme fagon.

3.4. Cas des orbites non coplanaires

L’expression de [% Aza:l donnée en (55) doit dans ce

cas étre complétée par les 2 termes issus des groupements
(36) et (37) qui font intervenir les dérivées partielles de
Ret de R’ par rapport & i’ et a Q. 1l faut aussi utiliser
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les développements complets de R et de F, obtenus a partir de (56) et de (62) en y faisant maintenant:

i i’
cos H=cos® ECOSZ 5 cos (v—v'+o—w’)

+cos? é sinZ%cos v+v +o+o' —2Q") +cos’ % sinzécos (v+v'+o+o —2Q)

P

+2 cos icos%sinésin% [cos(v—v'+w—w'—Q+Q2")—cos (v+v' +w+w'—Q—Q")]

+sin? % sin? % cos (V—v +w—w —2Q+2Q")

puis (cf. Brumberg, 1967):

k

k k
P,(cos H)= ZOIZO S 2—=88)Cypi (i) cos [(k—20) (v+w) — (k—20") (' + ") +j(Q— Q)]

j=o

Il faut ensuite développer en anomalies moyennes, et le
résultat, au lieu de dépendre des deux fonctions
sin (k—2/+1) (w—w’) pour tout k et tout / vérifiant

0ZILE <§), dépend maintenant des douze fonctions:

sin [(k—2/+ Do —(k—20'+ 1o’ +j(Q—Q")]

sin [(k — 21+ Do —(k—21' F1)o' +(FF2)Q—jQ']

sin [(k— 21+ Do —(k—20' F 1o’ +jQ—(j+2)R']

sin [(k—214+ Do —(k—21'+ D'+ (F1) (2—Q")]
sin [(k—=21+ Do—k=2I"F Do’ +(FN2-(+1DHQ']
sin [(k — 21+ Do~ (c—21'+ 1)’ +(FF2) (2— Q)]

ou /, I’ et j varient entre 0 et k, pour tout k.

Dans ces conditions, la mise en évidence de relations
entre les coefficients d’'une méme fonction sin (n,®
+n,0'+n3Q+n,Q’) serait encore possible, mais au
prix de calculs énormes. On peut réduire ces calculs en
utilisant 'inclinaison mutuelle des deux plans d’orbite
ala place de i et de /', mais méme dans ce cas, le volume
des calculs est encore trés important et il semble peu
réaliste de tenter une démonstration par la méthode
employée dans le cas coplanaire, pour en tirer finalement
une conclusion qui est déja assurée numériquement au
moins pour les termes de degré 0 et 2 en inclinaison et
dont on ne voit pas pourquoi elle ne serait plus vérifiée
pour les termes de degrés supérieurs. Il est d’ailleurs
possible que I'élimination de [4,a] et de [4,a'] lorsqu’on
a n*a®=n"?a" découle d'une propriété des fonctions
Ret F qu'il reste a découvrir, et qui permettrait d’éviter
le développement de ces fonctions en anomalies
moyennes.

3.5. Cas ou il y a plus de deux planétes

La fonction perturbatrice R, d’une planéte P est alors
une somme d’expressions de la forme (4) relatives

chacune a un couple de planétes. Pour calculer le | A,a|
associé a P, il faut d’abord prendre les variations de R,
en fonction des perturbations d’ordre 1 des éléments
de la planete P elle-méme mais on sait que celles-ci
n’introduisent pas de terme séculaire dans ce 4,a quelle
que soit la fonction perturbatrice. Ensuite il faut en
prendre les variations par rapport aux perturbations
d’ordre 1 des €léments des autres planétes, mais, pour
obtenir un terme séculaire, il faut combiner des argu-
ments pM+gM ' égaux ou opposés par le signe, de sorte
que la détermination de ce terme séculaire s’opére par
couples de planétes: On considére dans R, la partie
qui ne dépend que de P’ [qui a la forme (4)]. et dans les
perturbations de P’, la partie qui dépend de P [de la
forme (5)]. Le terme séculaire | A4,a] est alors la somme
des termes séculaires obtenus pour chaque couple et le
résultat acquis pour 2 planétes est donc aussi vrai dans
le cas de N planétes: Il sera nul a condition qu’on ait
n*a®=n"?a" pour chaque couple de planétes, c’est-a-dire
n*a® égal A une constante, la méme pour toutes les
planétes.

4. Conséquences de cette démonstration et conclusion

Si on désire que dans une théorie planétaire en variables
héliocentriques les grands axes ne possedent pas de
terme séculaire & la deuxiéme approximation, il est
nécessaire que la solution initiale képlérienne soit
rigoureusement d’ordre zéro en masses, c’est-a-dire
qu’on aura la mise en équations suivante pour 2 planétes
PetP’:

d*r r

E[T: —GMO r—3+ grad Rl

dzr, V/ , ,

F:—GMG F+grad Rl (95)
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ou les fonctions perturbatrices sont maintenant:

Gm 1 r-¥
R =——+Gm'|——
7y rom (A r3 )

, Gm’ 1 r-v rovrorcr
ri=Com (575w om( ) 09

1 ’

C’est donc en toute rigueur avec R; et R qu’il aurait
fallu faire la démonstration précédente & la place de
R et de R’. Cependant, le résultat aurait ét¢ le méme,
car le calcul de | 4,a] (ou de | 4,4’]), nécessite de dériver
2 fois R (ou R’): une fois par rapport & un élément de
lorbite de P, et une deuxiéme fois par rapport a un
élément de P’ [voir (10) par exemple]; on peut donc
ajouter a R ou a R’ toute fonction qui ne dépende que
des éléments d’une seule des planétes sans affecter le
résultat du calcul de [4,4a] ou de [4,a'].

Les résultats précédents sont intéressants pour la
construction d’une théorie générale planétaire dans
laquelle on procéde généralement par identification des
termes qui sont de la méme forme, et spécialement qui
sont de méme ordre par rapport aux masses; il est alors
important de bien connaitre I'ordre en masses des
termes produits dans les développements a chaque
approximation et surtout, il faut que ces termes ne soient
pas implicitement fonctions des masses, ce qui fausserait
'identification. A cet égard, on se rend bien compte ici
de la fagon dont on pourrait étre abusé en confondant le
numéro d’ordre d’une approximation et son ordre par
rapport aux masses, surtout st la solution initiale n’est
pas rigoureusement d’ordre zéro en masses comme c’est
généralement le cas avec I’approximation classique du
mouvement képlérien relatif héliocentrique.

C’est ainsi que dans la théorie générale planétaire en
variables héliocentriques décrite dans un article pré-
cédent (Duriez, 1978), les termes séculaires écrits en (50)
et (51) qu’on obtient avec n?a®+n'2a’3, seraient des
termes a longues périodes (de I'ordre des périodes de
révolution des noeuds et des périhélies); leur apparition
a la deuxiéme approximation troublerait la résolution
du systéeme d’équations donnant les mouvements a
longues périodes des noeuds et des périhélies, d’autant
plus que la nécessité d’ordre pratique de développer la
théorie générale numériquement par rapport a «,
entraine qu’on ne saurait pas détecter que ces termes a
longues périodes sont en fait d’ordre 3 par rapport aux
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masses. Dans ces conditions, il semble maintenant pré-
férable d’utiliser une solution initiale qui soit rigoureuse-
ment d’ordre 0 en masses comme celle donnée par les
Equations (95) et (96), a moins de pouvoir traiter o et
les fonctions qui en dépendent sous forme de dévelop-
pements en puissances des masses.

Se pourrait-il enfin que les termes séculaires qui
apparaissent a la troisiéme approximation et aux sui-
vantes dans les grands axes, disparaissent quand on
impose la condition n*a®>=n'?a’3? Les résultats numé-
riques obtenus par Simon et Bretagnon en variables
héliocentriques, ou ceux plus théoriques de Mefiroy ou
de Message en variables barycentriques, ne semblent
pas aller dans ce sens, mais il est vrai aussi qu’ils n’appli-
quent pas cette condition.
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discussions nombreuses et fructueuses qui ont jalonné ce travail. Je
remercie tout autant Messieurs P. Bretagnon et J. L. Simon d’avoir
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ANNEXE 4 : CORRESPONDANCES ENTRE LES ELEMENTS OSCULATEURS

HELTOCENTRIQUES CLASSTIQUES ET LES ELEMENTS

OSCULATEURS HELTOCENTRIQUES D'ORDRE 0.

Les éléments osculateurs héliocentriques d'ordre O associés a une
N N - . ~ . >
planéte P sont complétement déterminés par la donnée de sa position r et
-

de sa vitesse V par rapport au Soleil 3 un instant ¢t : on suppose sa masse

nulle et son mouvement régi par l'attraction unique du Soleil selon la loi de

GM A
Newton en —7;- ; les quatre éléments a, e, & et X dépendent de GM®
T 2
tandis que 1 et § n'en dépendent pas. En posant vy = v on obtient
GM
®
a = — par l'intégrale de 1'énergie
2 -y
1 - 2 .
n = (GMG) /2 (-—————1)3/2 par la 3™ 161 de Kepler
r

De 1'équation polaire de 1l'orbite elliptique osculatrice :
c? /M
r = ° (oi C , 1la constante des aires, vaut r V sin B)
1 + e cos(8-w)

>
on tire

e cos(6 - B) = vy sin2 B - 1

“
<

En dérivant r par rapport

2 de g
r — est
at

égal 3 C, on obtient la vitesse r P

au temps, et sachant que

N

radiale V cos B , d'ol on tire

e sin(® - w) = y sin B cos B
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On en déduit

(v - (2y - Yz) sin’ 8)1/2

0]
1

- arc tg (y sin B cos B)

|
1>
It

Y sin2 B ~ 1

Enfin, la longitude moyenne A se déduit de e et w par

1'intermédiaire de 1'anomalie excentrique E

A=+ E-e sin E

o _ =
avec tg E. < tg (6 w)

2 1 + e 2

Si on modifie la constante GM® sans changer les conditions initiales
> > . P - ' .
r et V , on obtient des nouveaux &léments a, n, e, ¥ et X ; c'est ce qui
se produit lorsqu'on passe des éléments osculateurs d'ordre O aux éléments
osculateurs classiques qui font intervenir la masse de la planéte par 1'inter-
médiaire de G(M® + m). En posant GMO = k, on calcule facilement les
variations de ces éléments pour une variation de k et des conditions initiales

-> > . .
r et V 1inchangées

dk k r

da a (gg__ 1

dn n (23 - )

dk k r

de _ _ l-(e + cos(B - w))
dk k

ds _ _ sin(® - @)

dk ke

De ces deux derniéres expressions, on tire encore



dz
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dz .1 (z + exp V-1 8)
dk k
On a enfin : dE _ 1 asinE _ 1 sin(6 - &)
dk kr e k eVl-e2
. 2 2 2 .
puis : a _ 1 Eﬁ (1 - e“ = V1 -e”) + 1 sin E
dk k r e

De ces relations, on peut obtenir les éléments osculateurs classiques

en fonction des &léments osculateurs d'ordre O (notés dans la suite avec un

indice z&ro), en effectuant le développement de Taylor des éléments au voisi-

nage de k = GM@ ; on aura par exemple

a = a +(.c_1i)
dk o

Ak

k

2 2
1 .d
+ L Ak
2 dk” o k

On obtient alors les expressions suivantes, analogues 3 des dévelop-

. . Ak N
pements en puissances des masses si on suppose — égal a — :

o)
]

- r

2 a 2 a
a[l—< oy Bk
°© k

3 a
° k

- (1 -

z =12 - (z + exp ¥-10) ng
o o K

Le développement de

a partir de ceux de e et de

_ m
k M
@
2 a 2 2 a 4 a2 3
Ak Ak
- =) - = -) — () + J
T k r r k
2
3 ao 3 a0 Ak 2
+—) 9
r 2 r k
3 a 3 a2 a3
o o o] Ak, 3
+ 5 3) (=7 + ...
T 2r 2 r k
k,2 Ak, 3
- @2, & -:(
k k

A

Iy

est moins simple, mais pourrait s'obtenir
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. 2
sin” v 2
e=e_ - (eO + cos vo) é]t—(-+ (e0 + cos v, + -~———2) (AE)
k 2 e k
o
. . 2
sin VvV sin v cos v Ak 3
- (e + cos v+ - 5 2y (=) o+ .
© 2 e 2 e k
o o
_ _ sin v, Ak sin 2 Voo Ak 2 sin 3 VO Ak 3
T=0, -—2 -2 & - 2 -
e k 2 e k 3 e k
o o o
oii on a noté v =06 - @ .
o o

Des résultats analogues peuvent également s'obtenir pour nos

variables p, q et

les équations de Lagrange (1.17.), (1.18) et (1.19), avec la fonction pertur-

GM

. e . P [
batrice limitée a4 sa partie képlérienne 5

comme en (A6) dans 1'annexe 1, on trouve notamment, & des termes de degré

5 preés

pP=7p - 2m
° M

[

q = 7Y-1 N(p
m

Z = Z = e——
°© M

[C]

eo 2 eg
[(eO - —) cos(ko - wo) + (eo - —) cos 2()\O - Wp)
8 3
+ 2 e3 cos 3 (A - &y) + é-e4 cos 4(A - w {}
o 0 o o o
8 3
om o e 3 e3
+ 3 e+ /=2 - —2 sin(A_ - &)
M M 2 16 ©
® ®
4 4
e e
o . -~ 3 . - o . -
- — sin 2(X —wo) +— e sin 3(A —w ) + — sin 4(} -0 )
24 ° 16 o ° 3 °© 0

2 5 3 _
(1 eo) exp /rT.AO + (eO = eo) exp V-1 (2 AO - wo)

+ 2 exp ST BA ~28) ~ 2 e® exp VT (-1 +25)
80 0] (o] (] o (o]

s 2 g VT -38) - exp AT 20 35
0 (¢} 0 0 (o]

r

z, en utilisant le calcul des perturbations basé sur

GM

en développant
r

4

8

12

’r
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. ~ - 3
L'expression donnant p est encore égale i P, =0 (~-g -1

M T
®

.
b

pour éviter le terme proportionnel & t dams g, il faut choisir la constante

_ - 2m . .
P, égale & —~ — ; cette valeur constitue une partie des constantes p i
M o
@
déterminées au paragraphe IV.2.1., notable surtout pour la constante p 5 relative
o

a Jupiter.

Par ailleurs, on pourrait montrer que la partie entre accolades

dans 1'expression donnant z, est le développement limité de (zO + exp V=1 6).

L'intérét de ces développements est de montrer que le passage des
éléments osculateurs d'ordre O aux éléments classiques ne fait intervenir
que des termes périodiques. Les éléments moyens d'une théorie classique &
variations séculaires qu'on aurait développée avec des €léments osculateurs
classiques ou ceux d'ordre O, seraient donc les mémes, justifiant ainsi leur
emploi pour obtenir les valeurs des constantes d'intégration du systéme
autonome dans la théorie générale (cf. 11.4). La seule incidence du choix des
variables osculatrices d'ordre O sur le systéme autonome concerne les
constantes Py;> représentatives finalement d'une perturbation constante des
demi-grands axes, qui se trouve ainsi différente suivant qu'on utilise ou non

les éléments osculateurs héliocentriques d'ordre O.
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