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Tout ce qui est simple est faux,
tout ce qui ne 1'est pas est
inutilisable.

(Paul Valéry).

J'aime calculer lentement lentement
mais faux.

J'aime les calculs faux

car ils donnent

des résultats plus justes.

J'aime également

calculer avec beaucoup de peine

sans obtenir le moindre résultat.

(Jean Arp).
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INTRODUCTION

Lors des tentatives d'application des méthodes classiques d'analyse
et de commande 3 des systémes de plus en plus complexes -systémes industriels
de production, systémes socio-économiques ou biologiques- les automaticiens
ont constaté que la nature méme de ces systémes leur imposait 1'élaboration
d'une méthodologie nouvelle, pour la conception d'une commande réalisable.

Les difficultés liées & la commande de tels gystémes sont de deux
ordres :

En premier lieu, le grand nombre des variables nécessaires i la
description compléte du systéme conduit é‘des modéles de dimensions importantes,
souvent prohibitives. De plus, ces variables peuvent &tre de nature différente, et
1'cbtention de modéles doit faire appel a des méthodes de disciplines scienti-
fiques différentes. Par exemple, la modélisation d'une unité de production
recquiert le concours de physiciens, d'automaticiens, de gestionnaires, d'éco-
nomistes, de sociologues pour appréhender les multiples aspects de son
fonctionnement. La modélisation du processus d'épuration biologique de 1l'eau
dans un bassin nécessite la collaboration de chimistes, de biologistes, d'automa-
ticiens, de spécialistes en mécanique des fluides. La téche d'analyse, de modé-
lisation mais aussi de simplification, revét alors une importance primor-

diale pour la compréhension et la maitrise des systémes complexes.



En second lieu, ces systémes se caractérisent dans la plupart des
cas, par une multiplicité des objectifs de la commande, le plus souvent in-
commensurables et/ou antagonistes, et quelquefois difficiles & formaliser.
C'est ainsi que les objectifs d'une unité de production qui portent princi-
palement sur la quantité et la qualité des produits ouvrés, sur les coiits de
production, de stockage et de livraison, sur les conditions de travail, sont
évidemment concurrents. La production au meilleur cofit peut, par exemple,
conduire & une politique d'embauche désastreuse sur le plan des rapports
sociaux, une meilleure qualité est bien souvent cofiteuse, etc... Par ailleurs,
certains critéres sont délicats & formaliser et & évaluer : qualité des
rapports sociaux, ou coiit d'un retard de livraison, par exemple. Alnsi, 1'analyse
et la modélisation du comportement d'un systéme doit se doubler, le plus souvent
d'une analyse et d'une modélisation du schéma des préférences de ses multiples
utilisateurs.

Ces deux caractéristiques des systémes complexes n'autorisent pas
une application directe des méthodes classiques de 1'Automatique. En effet, face
3 la diversité deé fonctionnements possibles du systéme, aux perturbations gui
les affectent, & la pluralité des objectifs, les décisions sont nombreuses, inter-
dépendantes, de nature et de fréquences différentes. La dimension du systéme
rend difficile, sinon irréalisable (et irréaliste), 1l'établissement d'un modéle
global, de méme, on congoit que 1l'exécution d'une maniére globale des diverses
fonctions de commande reléve de l'utopie.’

L'accroissement de la complexité du systéme se traduit ainsi par
un changement non seulement quantitatif mais aussi qualitatif dans 1'approche
de l'Automaticien, caractérisé par l'élaboration de méthodes particuliéres

d'analyse et de commande.

1 - ANALYSE DES SYSTEMES COMPLEXES

De fagon classique, l'analyse d'un systéme conduit & 1l'élaboration d'un

modéle, dont les paramétres sont identifiés & partir d'un certain nombre



d'observations. Dans cette optique, les observations ne constituent gu'une
référence pour un choix optimal d'un modéle particulier dans une classe donnée
a priori. Cependant, les difficultés de modélisation croissent directement
avec le nombre de variables du systéme et le nombre de leurs interconnexions.
On peut diminuer la dimension d'un modéle en réduisant le nombre de variables
prises en compte. Il s'agit alors de définir des variables explicatives, soit
parmi l'ensemble initial des variables, soit par agrégation de plusieurs d'entre
elles. Cette approche s'applique aussi bien & la réduction des modéles de fonc-
tionnement /1/ - /6/ qu'ad celle des modéles de décision, od elle conduit aux
méthodes d'agrégation d'ordres, ou d'analyses multicritéres /7/ -/10/. Elle
fait largement appel aux méthodes descriptives de l'Analyse des Données /11/
analyse en composantes principales, analyse des préférences, etc...

Une deuxiéme approche consiste & envisager l'ensemble des données sans
4 priori concernant la structure du systéme. Elle s'appuie sur 1l'hypothése que
cette structure est toujours décelable dans les réponses du systéme a des exci-
tations diverses puisque leurs effets se concrétisent par des évolutions non
indépendantes de‘certaines variables, ou de certains critéres, du systéma. Ces
réponses se présentent sous la forme de données enregistrées, et c'est
l'analyse de ces données qui permettra l'analyse structurale du systéme
/12/ - /13/. Celle-ci consiste & décomposer le systéme global en sous-systémes,
en s'appuyant sur l'hypothése généralement vérifiée que, dans un systéme de
grandes dimensions, toutes les variables ne sont pas en relation ou, si elles
le sont, qu'il existe une hiérarchie dans l'intensité de leurs couplages. Le but
de l'analyse est alors de définir l'ensemble des variables (ou des critéres) du
systéme en termes de "groupements naturels et homogénes", d'éléments "les plus
réprésentatifs". Cette approche permet la mise en ceuvre efficace de méthodes
de\modélisation par modéles locaux découplés ou d'une modélisation globale de
dimensions plus réduites, chaque groupe de variables donnant naissance 3 un
ou plusieurs agrégats.Elle débouche sur les problémes de structuration

en Analyse des Données et plus particuliérement sur les méthodes de classification



automatique, dont le but est de trouver une partition d'un ensemble fini telle
que chaque objet ressemble plus aux objets intérieurs i son groupe qu'aux

objets extérieurs, au sens d'un critére donné.

Dans ce travail, la formulation de ce probléme nous cqnduit a définir
la notion du jeu d'agrégation. Dans un tel jeu, le nombre de joueurs est
supérieur au nombre de commandes du systéme sur lequel ils souhaitent agir.
Dans ce sens, toute action sur le systéme suppose un regroupement préalable de

certains joueurs, c'est & dire une classification de leur ensemble /26/ /27/.

2 - COMMANDE DES SYSTEMES COMPLEXES

En général, un systéme complexe poursuit des objectifs multiples,
incommensurables et/ou contradictoires. La définition d'une commande réalisable

demande dans ce cas gue soit précisée la notion d'optimalité.

2 - 1 Problémes & centre de décision unique

Dans ce cas, le décideur est seul & pouvoir assumer les conflits exisg-
tant entre les divers objectifs. Deux approches peuvent étre utilisées, suivant
que son arbitrage se situe avant ou aprés la procédure dioptimisation.

Dans le premier cas, on admet (ou l'on démontre/14/) 1'existence
d'une fonction d'utilité globale que le décideur cherche 3 maximiser sur
l'ensemble des commandes admissibles. On se raméne donc essentiellement au
cas d'un critére unique. C'est 1'idée générale des méthodes d'analyse multicri-
téres qui, & partir d'un n- uple de structures sur l'ensemble des commandes admis-
sibles, élaborent une structure unique sur cet ensemble /7/ - /10/. On peut
alors, en principe, appliquer les algorithmes disponibles en optimisation.
Cependant, la dimension du probléme impose souvent une résolufion décentra-
lisée /15/. Le probléme global est alors découpé en sous-problémes solubles
indépendamment, ces sous-problémes devant étre ccordonnés d'une fagon ou d'une

autre pour que la juxtaposition de leurs solutions constitue une solution du

probléme initial. A chaque sous-probléme est associé un modéle mathématique,



dit "sous processus". Ces sous processus interagissent, matérialisant le fait
que les sous-problémes ne sont pas, en réalité, indépendants. On voit, & ce
niveau, l'importance de la phase d'analyse du systéme complexe et, en
particulier, de sa décomposition en sous-systémes décrits par des modéles locaux
faiblement couplés. En effet, la coordination, qui est un processus dynamique,
est d'autant plus rapide que les sous-systémes sont faiblement couplés,

Dans le deuxiéme cas, l'arbitrage du décideur se situe aprés la procédure
d'optimisation. Celle-ci doit donc prendre en compte de fagon spécifique les
objectifs multiples. On définit dans ce sens des solutions Pareto-optimales
/16/ - /17/ (ou des points.efficaces /18/, admissibles /19/, non inférieurs /20/,
etc...) telles qu'il n'est pas possible, partant d'une telle solution, d'amé-
liorer & la fois tous les critéres. Ces solutions ne sont en général pas
uniques ; chacune d'elles étant, par définition, aussi bonne qu'une autre (dansg le
sens ou elles ne sont pas comparables) c'est au décideurrd'effectuer les choix,

les compromis nécessaires.

2 - 2 Problémes 3 centres de décision multiples

Le cadre naturel des problémes multicritéres est celul ol plusieurs
centres de décision sont en présence. La situation la plus simple est celle
dans laquelle tous les critéres sont identiques, les différents centres
collaborent alors complétement pour minimiser un critére unique et forment une
équipe, assimilable 3 un centre de décision unique. Dans la plupart des cas,
il n'en est pas ainsi, et 1l'on doit scigneusement définir la notion d'optimalité
/21/. Lorsque les joueurs coopérent, on peut comme précédemment définir des
solutions Pareto-optimales. Les conflits n'étant plus assumés par un décideur
unique, les joueurs doivent négocier pour arriver & un accord. La théorie doit
alors é&tre prolongée avec les notions de stratégies de menace, de coalitions,
de coeur, de nucleolus /22/ - /23/.

Sur le plan strict de l'optimisétion, la différence entre les

~

problémes a centre de décision unigue et les jeux coopératifs se situe au niveau



de l'arbitrage entre solutions non comparables. En fait, si 1l'on suppose que
les différents centres décident de coopérer, on peut considérer qu'ils for-
ment une équipe qui se définit une fonction d'utilité collective, le critére
pouvant d'ailleurs étre différent de celui de Pareto. C'est le cas, en parti-
culier, pour la programmation par objectifs /24/, cas particulier des solutions
de compromis,

Dans ce travail, nous introduisons la notion d'équilibre social a
partir de la remarque suivante : la définition d'un point de Pareto interdit
toute modification des décisions préjudiciable & 1l'un quelconque des joueurs,
quels que soient les coiits, effectivement supportés par ceux-ci. En fait, il
peut quelquefois étre avantageux d'améliorer la situation du (ou des) centre

le plus gJéfavorisé quitte a le faire au détriment d'autres dont la situation
était meilleure. Dans ce sens, l'équilibre social est un équilibre coopératif
de type particulier, dans lequel 1l'égquipe se préoccupe de la situation du

joueur le plus défavorissé.

3 — PRESENTATION DES CHAPITRES SUIVANTS

-

Confronté a un systéme complexe, l'Automaticien est amené & élaborsr
des méthodes d'analyse et de commande spécifiques. Le but de ce travail est
d'apporter une contribution a4 la résolution de ce probléme. Dans ce sens, il
comprend deux parties : la premiére est consacrée & l'analyse des systémes
complexes, et plus particuliérement & la structuration d'un ensemble de données,
débouchant sur des méthodes de classification automatique. Celles-ci reposent sur
la formulation du probléme au moyen d'un jeu d'agrégation.

Dans la deuxiéme partie, plus particuliérement consacrée au probléme
de la commande en présence de critéres multiples, on propose et on étudie un
équilibre coopératif de type particulier, l'équilibre social.

Au chapitre 1, on introduit la notion de jeu d'agrégation, qui permet
une formulation générale des problémes de classification. On définit le jeu

et la notion d'optimalité d'abord sous la forme d'un jeu & deux niveaux puis

sous forme de fonction caractéristique. On présente enfin un algorithme de



programmation dynamique adapté a cette derniére forme, particuliérement efficace

lorsque le probléme est trés contraint.

Bu chapitre 2, les problémes de classification relevant de 1l'analyse
des données sont décrits au moyen d'un jeu d'agrégation particulier, pour lequel
on donne les théorémes d'existence des solutions optimales. On étudie certaines
formes particuliéres de fonctions de cofit, pour lesquelles les joueurs sont
amenés a utiliser des stratégies pures. Le point d'équilibre résultant est,
dans ces conditions, une partition ou un recouvrement.

La formulation d'un probléme de classification au moyen d'un jeu
d'agrégation conduit & utiliser des algorithmes de recherche d'un point
d'équilibre dans un jeu & N personnes. La grande dimension des problémes &
traiter implique 1'utilisation de méthodes de décomposition. On propose, au
chapitre 3, certains algorithmes de ce type, et on étudie leur convergence.

La deuxiéme partie de ce travail est consacrée & 1'étude d'un équilibre
coopératif particulier, 1l'équilibre social. Cette notion est définie au
chapitre 4, ol l'on étudie ses propriétés, et ol l'on donne certains théorémes
permettant le caléul des solutions. De plus, on montre que cette approche peut
étre utilisée pour la détermination de l'ensemble des points de Pareto d'un
probléme d'optimisation multicritéres.

Au chapitre 5, on étend le probléme a la commande en temps minimal.
Dans ce cas, la formulation est plus complexe car les différents critéres sont
définis sur des horizons différents. On donne les théorémes permettant le
calcul des solutions d'un probléme d'allocation simultannée de tdches et de
ressources, pour la planification d'un ensemble d'opérations technologiques en

temps minimal, sous des contraintes budgétaires.
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CHAPITRE 1

DEFINITION D'UN JEU D'AGREGATION

1- INTRODUCTION
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2-3. Classes et coalitions
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CHAPITRE UN

DEFINITION D'UN JEU D'AGREGATION

1- INTRODUCTION.

Au cours des derniéres années, la théorie de l'optimisation,développée
d'abord pour des fonctions de colit & valeurs scalaires, a €té étendue a des
fonctions de cofit & valeurs vectorielles /1/, et plus géﬁéralement non scalai-
res /2/,/3/.

On peut proposer une classification des problémes d'optimisation,
suivant le nombre d'agents qu'ils font intervenir, le nombre d'acteurs, et le
nombre de commandes manipulables par ces acteurs. Une telle classification nous
permettra d'introduire la notion de jeu d'agrégation.

a) Commande optimale.

La théorie de la commande optimale considére le cas d'un centre de
décision unique agissant sur un systéme donné de fagon & minimiser un critére
sur un ensemble de décisions admissibles donné.

b) Optimisation multicritéres,

Dans ce cas, on a toujours un centre de décision unique agissant sur
un systéme donné, mais désirant minimiser sur son ensemble de décisions admis-
sibles plusieurs critéres incommensurables et/ou contradictoires. On peut consi-
dérer ce probléme comme celui de N agents ( 1 < N < «» ), possédant chacun son

propre critére, mais ne pouvant agir sur le systéme que par l'intermédiaire
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d'un manipulateur unique, effectuant seul la prise de décision.

¢) Théorie des jeux.

La théorie des jeux & N personnes considére le cas dans lequel N centres
de décision agissent sur le méme systéme; chacun d'eux peut agir au moyen d'une
commande appartenant & un ensemble admissible, et posséde un critére qu'il cher-
che 3 minimiser. Dans l'optique précédente, un joueur est & la fois un agent
(il posséde un critére) et un manipulateur (il choisit une décision dans un
ensemble admissible et agit directement sur le systéme). Le nombre de commandes
distinctes manipulables du systéme est égal au nombre de joueurs.

d) Jeu d'agrégation.

La formulation d'un probléme de classification nous conduit & définir
la notion de jeu d'agrégation, dans lequel on distingue l'ensemble des agents
(ou joueurs), l'ensemble des manipulateurs, et l'ensemble des commandes manipu -
lables du systéme. Si le nombre des manipulateurs, m, est inférieur au nombre
des joueurs, N, toute action sur le systéme suppose un regroupement préalable
de certains joueurs, c'est-id-dire une classification de l'ensemble des N joueurs
en m classes.

Remarque: On peut envisager aussi une classification de l'ensemble des joueurs
en m+l classes, la m+1éme étant formée par ceux qui décident de ne pas prendre
part au jeu. Si une telle possibilité est laissée aux joueurs, on obtient alors
un sous-ensemble d'inclassés. De la méme fagon, on peut admettre que certains
manipulateurs ne soient "mandatés" par aucun joueur, on obtient dans ce cas

une classification en m' classes, m' < m.

Le tableau de la page suivante résume cette classification des problémes
d'optimisation et situe la notion de jeu d'agrégation. La figure illustre sa
structure.

Récemment, A. BLAQUIERE /4/ a défini de fagon générale un jeu & N
personnes et les concepts d'optimalité qui s'y rattachent. La caractérisation

du jeu fait apparaitre:
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Nombre de joueurs Nombre de Nombre -de commandes | Probléme
(Nombre de critéres) | manipulateurs manipulables
1 1 1 Commande optimale
N 1 1 Commande multicritéres
N N N Théorie des jeux
N 1 <m<N n Jeu d'agrégation

STRUCTURE D'UN JEU D'AGREGATION

SYSTEME

;‘%
%
N joueurs

m manipulateurs

u(Cl) e

u(ck) u(cm)

X g
£ )%Ckii

n commandes distinctes manipulables
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- La définition du systéme: états, commandes, trajectoires.
-~ La définition des joueurs: critéres, stratégies, relations de préfé-
rence, de comparaison.

Pour un jeu d'agrégation, il faut adjoindre & ces deux définitions celle d'une

relation d'affectation entre lensemble des joueurs et 1l'ensemble des manipulateurs.

2- DEFINITION D'UN JEU D'AGREGATION.

2-1. Le systéme.

On considére un systéme décrit & tout instant t €T par son vecteur
d'état x(t) €X, oi T et X sont deux ensembles donnés, Tc:R+.
Soient U

g=1,..n, n ensembles donnés, et U=U x..Un.

B’ 1
Un élément u = (ul,..un)élU est une commande admissible.
Soit T une relation donnée qui & tout couple (xo,u)EZXxU associe une

trajectoire unique y(xo,u) au moyen d'une équation d'évolution. Par exemple:

dx _ _
i f(x(t),u(t),t) x(0) = xo ou

x(k+1) = f£(x(k) ,u(k),k)
On se donne par ailleurs un sous-ensemble 6 de TxX appelé cible ou ensemble
terminal. Un trajet complet est une trajectoire y telle qu'il existe un instant

tf€T et un état x(tf)gy vérifiant: (tf,x(tf))ee.

2-2. Les joueurs.

On considére un ensemble de N joueurs: g'='{J1,..JN}

Soient Ua , o=1,..N, 8=1,..n, Nn ensembles donnés. U est l'ensemble

B aB
< . . s . . \ iéme
des décisions admissibles du joueur J relativement & la B ~commande du sys-

téme. On supposera:

V a€a = {1,..N}, v B€B = {1,..n} U,e<Ys

On considére par ailleurs un ensemble de m manipulateurs:«*b='{Mi,..Mm}

Une affectation est une relation binaire (vulgaire ou floue) sur le produit

g-x/%. Rappelons qu'une relation binaire floue sur Jx/% est un sous-ensemble
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flou du produit g:; , c'est-&-dire un ensemble de couples /5/:

F = “‘Ja"&"*z“ J, € 3 m € A, A§€A§ci}
ol A: est un ensemble donné V a €A, VkEK = {1,..m}, et L est un ensemble donné
totalement ordonné. |
Az est la fonction caractéristique d'appartenance du couple (Ja’Mk) au graphe de
la relation. Lorsque A]; = {0,1}, V a €A, V k€K, on retrouve la définition d'une
relation binaire au sens vulgaire.

Une affectation est entiérement définie par la matrice des fonctions
caractéristiques d'appartenance:

A= (A:, a €A, k€K)

On notera:

Xu = (A;,..Az) la colonne o de cette matrice.
Ak = (A?,..AE) la ligne k de cette matrice.
Tk
On se donne N ensembles: A C I A Ca=1,..N
@ g ©

A= Alx"AN est l'ensemble des affectations admissibles.

Soient Qa’ o=1,..N, N ensembles donnés, et Va' a=1,..N, N applications
données:
V : XxUx
o A —s Qa

(xolur)\) | — Va(XOIUrl) o=1,..N

Soient (fgdc:Qi, o=1,..N, N relations réflexives données.
Va est le critére du joueur Ja; Va(xo,u,k) est le colt du joueur Ja relatif &

l'affectation A et & la trajectoire engendrée & partir de X, par le n- uple de

commande u; (<)a est sa relation de préférence.

2-3, Classes et coalitions.

A toute affectation A €A on associe m classes Ck' k €K, par:

c. = {( ,>.k), o €A} k=1,.:m
k o o
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Une classe est donc un sous-ensemble flou de l'ensemble des joueurs; & chague
classe Ck est associé le manipulateur Mk.

Soit u un élément donné de L. On dira qu'un joueur Ja appartient au
niveau y 3 la classe Ck si 1'on a: kz >yu , ot > est la relatiqn d'ordre total

dans L. On notera dans ce cas: J& eu C

k et on dira que le joueur Ja agit sur

le systéme par l'intermédiaire du manipulateur Mk. On dira qu'une classe est

une coalition si les joueurs qui lui appartiennent au niveau p peuvent définir
de concert la commande que le manipulateur Mk appliquera au systéme. Pour qu'une
classe soit une coalition, il faut alors définir son ensemble de commandes
admissibles et sa notion d'optimalité.

2-3-1. Commandes admissibles pour une coalition.

Soient fk, k=1,..m, m applications données:

N N
fk: P (Ul)x..P (Un)xAxL —_— P(Ul)x"'P(Un)

((Ua r 0 €A, BEB), A, 1) b (Ul(ck)’..Un(Ck))

B

P(UB)' B=1,..n est l'ensemble des parties de UB.
UB(Ck) est l'ensemble des décisions admissibles pour la coalition Ck relative-~

- iéme ~
ment & la 8 commande du systéme.

- Soit: B, = {BEB; U

. (Ck) est non vide}l k=1,..m

B

Les m applications £, sont définies de telle sorte que’{Bl,..Bm} soit une partition

k
de B. L'ensemble des commandes admissibles de la coalition Ck est alors défini
par:
U(c ) = I U, (c )
k BéBk Bk

2-3-2. Notion d'optimalité pour une coalition.

Soient Qk, k=1,..m, m ensembles donnés et soient Wk, k=1,..m, m appli-
cations données.
Wk k
: XXUXAXL — . 5 0 k=1,..m

(xolulAIU) —_— Wk(xo,ur)uu)
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Soient (fjktzﬂkxﬂk, k=1,..m, m relations réflexives données.
X . L oK . e os
W est le critére de la coalition Ck; (xo,u,l,u) est son coiit relatif &
l'affectation A, au niveau u, et & la trajectoire y engendrée i partir de X
par le n- uple de commande u; (f)k est sa relation de préférence.

La définition de la notion d'optimalité pour une coalition et pour

le jeu d'agrégation nécessite & présent l'introduction des concepts de compa-

rabilité et de jouabilité.

2-4, Relations de comparaison, jouabilité.

On se donne N relations ca' o= 1,..N, réflexives et symétriques,
Cac:AXA- Si A ca A' on diralque les affectations A et A' sont comparables
pour le joueur Ja'

De méme, on se donne m relations Ck, k=1,..m, réflexives et symétriques,
ck c UxU, Si u Ck u', on dira que les n- uples de commande u et u’ sont compa-
rables pour la cocalition Ck.

On dira gqu'un n- uple de commande u est jouable en X si la trajectoi-
re y(xo,u) est un trajet complet. On désignera par J(xo) l'ensemble des n- uples
de commande jouables en xo.

On dira qu'une affectation admiséible A est jouable en xo si:

m

U(xo,x) = J(xo)() I U(Ck) est non vide, c'est-ad-dire s'il existe une commande
k=1

jouable en x_ par les m coalitions définies par X (le niveau p est supposé donné

une fois pour toutes.)

On notera A(xo) l'ensemble des affectations jouables en xo.

2-5. Optimalité.

A) Soit A une affectation jouable en X On dira qu'un n- uple de comman-

de u* est E—optimal, C = ( Cl,..cm), si 1'on a:

(1) u*€U(xo,)\) et
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k
(ii) Wix L unw (©F W )
(e} hannd (o]
k=1,..m

v u€U(xO,A) tel que: u a:k u*

Soit U*(xo,l) 1'ensemble des commandes C-optimales en X, pour 1'affectation A.
*
B) On dira gqu'une affectation X est C-optimale en X1 €= (cl,..d:N)
si 1'on a:

(1) x”‘eMxo) et

*
(ii) Hu*éU*(xo,l) tel que:

% ¥
Va(xo,u XD (_<_)a Va(xo'u'm

A uQU*(xo,A) a=1,..N

%
v }\€A(xo) tel que: X dia A

*x
On désignera par A (xo) 1l'ensemble des affectations €-optimales en xo.

3- REMARQUES.

3-1. Jeu 3 deux niveaux.

Un jeu d'agrégation est un jeu & deux niveaux: les joueurs (niveau
supérieur) et les manipulateurs (niveau inférieur). La primauté hiérarchique
du premier niveau se traduit par le fait qﬁe c'est lui qui détermine les coa-
litions par le choix d'une affectation A. Dans ces conditions, au niveau infé-
rieur, les m manipulateurs déterminent l'ensemble U*(xo,k) par la résolution

~d'un jeu quantitatif 4éfini par:
- 1e§ ensembles de commandes admissibles: U(Ck) k=1,..m
- les critéres: Wk

les relations de préférence: (_<_)k

- les relations de comparaison: d:k

le systéme: (TxX,T,0)
Au niveau supérieur, l'ensemble des affectations C-optimales en X, est déterminé

par la résolution d'un jeu & N personnes défini par:
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-~ les ensembles d'affectations admissibles: p , ¢=1,..N
a

- les critéres: V
o

les relations de préférence: (<)
- a

les relations de comparaison: €
o

3-2. Affectations et classification.

A toute affectation A € A on fait correspondre m classes Ck’ k=1,..m:

Cp = {(J ,)\k), a=1,..N}
a o]

m
Soit L = R, et posons: n = Z )\k a=1l,..N
v “, o
k=1
N
ok k
no= 7 A k=1,..m
a=1 ©

Certaines affectations particuliéres sont intéressantes:

k.
a) Aa ={)\u; )\aé{O,l} k=1,..m, ”ai 1} a=1,..N

L'ensemble des affectations admissibles est l'ensemble des relations binaires

au sens vulgaire de g« vers Ab . Dans ces conditions, l'ensemble {Cl,..cm} est

un recouvrement d'ordre: maxn - 1 de ;en m' classes non vides (m' < m). Si,
a @ -
de plus, min nk > 1, on a un recouvrement de E)l en m classes non vides.
k
) . k
b)Y A ={x i €{0,1} k=1,..m, n =1} a=1,..N
o a a o

L'ensemble des affectations admissibles est 1l'ensemble des applications de H
vers /K: Alors, {Cl'”cm} est une partition de 3' en m' classes non vides
(m'" < m). Si, de plus, les applications sont surjectives, on a: nk > 1, k=1,..m

et on obtient une partition de g en m classes non vides.
o & =0 elo] k=t,.m n = 1) a=l,..N
o o o o

L'ensemble des affectations admissibles est un polyédre convexe,\ = A.lx..AN.

Son prqfil, A, est un ensemble fini et A est &gal & la fermeture convexe de
son profil /6/. De plus, A est l'ensemble des partitions de J en m' < m classes.
La démonstration de cette propriété est comparable 3 celle du théoréme de

Birckhoff-Von Neumann /7/, et se trouve en annexe 1.

On appellera sectorisation toute affectation du type c).



- 21 -

On doit bien remarquer que deux affectations A et X' telles que la matrice X est
obtenue en permutant les lignes de la matrice A' sont différentes; bien que les
classes définies soient les mémes, celles-ci n'utilisent pas le méme manipulateur.

On dira qu'un jeu d'agrégation est symétrique si les solutions du jeu supérieur

sont indépendantes de la numérotation des manipulateurs.
4- EXEMPLES.

Exemple 1. Considérons d'abord le cas d'un systéme statique pour lequel on a
m = n (autant de manipulateurs que de commandes manipulables).

Soit U = le"Um = g" 1'ensemble des commandes admissibles. On supposera que

1'état du systéme est donné par:
x=f(u1,..um) x ERP

L'ensemble des commandes admissibles pour un joueur Ja relativement 3 la comman-

de manipulable B du systéme (B=1,..m) est défini par: Ua cR.

B

Les affectations admissibles sont données par:

: K
a= 1,..N A, = 1A A, €l001], x=t,..m, n, =1}

et l'ensemble des commandes admissibles d'une coalition C, est défini par:

k

u,(c) ={} si B #k

B 'k

U v

U (C
k
aGZAk

)

k of

ot {} désigne 1l'ensemble vide, et: Ak = {a; Az > u} p étant donné.
Soit~Qa = R, (f)a est la relation d'ordre total dans R, a=1,..N. Les cofiits

individuels sont définis par:

I ~18

k
)‘aga (xluk)

Va(x,u,k) = .

k
ou les ga, a=1,..N sont N applications données de RPxR dans R.
De méme, soit Qk = R, (f)k est la relation d'ordre total dans R, k=1,..m.

Le cofit d'une coalition Ck est défini par:

wk(x,u,k) = max ¢ (x,uk)
a
aé;Ak
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Soient Ca et ¢k, a=1,..N, k=1,..m les relations de comparaison:

' 1 \ = [] s -'
VA€ A XA A €, A = xj xj v 5€{1,..N} - {a}

Vv u,u' €R" u e u e uy = ul v §E€{1,..m} - {k}

Dans ces conditions, le jeu d'agrégation s'interpréte de la facon suivante:
A) Soit ) une affectation admissible telle que Ak # {}, k=1,..m. Elle définit

m coalitions non vides Ck' Une commande E—optimale est par définition telle que:

Wk(x u ,..u:,..u ) < W (x,u ,..uk 1 uk u:;l,..u;,l)

*_ * * ¥
A4 ukeUk(C ), avec: x = f(ui,..uk,..um)

= f(u*,..u* ’ * ..d*)
17 %k-1"%"%+1" " "
Une commande E—optimale est donc un point de Nash entre coalitions, le coft de
chacune étant le maximum des colits supportés par lés joueurs qui en font partie
au niveau donné py. (On montrera dans la deuxiéme partie de ce travail que la
définition d'un tel cofit pour une coalition conduit & un point de Pareto pour
les joueurs qui en font partie au niveau u).

Soit U*(A) 1'ensemble des commandes €-optimales pour 1'affectation A.

- B) Une affectation A* est C-optimale si elle est telle que:
n a #{} k=1,..m

2) Bu*e U*()\*) tel que:

* ¥* »*
v % N ) < VT, A x reky)

*
N +1
*

*
VA €A, Vueu 0.,

¥* *
')\a')\cﬁ-l' o-)\N)
* ¥*
avec: x = f(u), x = f().

Une commande C-optimale est donc un point de Nash entre joueurs, sachant qu'au

niveau inférieur les manipulateurs jouent des commandes C-optimales.

Exemple 2. Considérons & présent un jeu dynamique & N joueurs, avec n = N

(autant de commandes manipulables que de joueurs).
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Le systéme est défini par son équation d4'état:

dx _ e
ag(t) = £(x(t),u(t),t) (to,xo) fixe.
avec: x(t) € R vee [e.t]
u(t) € r2

Les commandes admissibles appartiennent &8 U = U x..UN, ensemble donné d'un

1
espace fonctionnel.

Pour un jeu sur un horizon fixé, la cible 8 est définie par:
6 = {(t,x) € RxR; t = te)

Soit Qa = R, (f)a est la relation d'ordre total dans R, a=l1,..N. Les colts indi-

viduels sont définis par N fonctionnelles:

t
£
v (%)) = jto v (x(t),ult),t)at

avec A, ensemble des affectations admissibles, défini par:

—_ . k — -
A= Alx..AN Aa = {la, Aa e {0,1}, Ny = 1} a=1,..N

Une affectation admissible est donc une partition de l'ensemble des joueurs en

m classes (dont certaines peuvent &tre vides), une classe Ck étant définie par:

k
ck-{Jue}}, xa— 1} k=1,..m

Soit Ua 1'ensemble des commandes admissibles pour le joueur Ja relativement &

B

la commande manipulable B du systéme:

U = U si a =
af o 8

U {} si a#£8

aB

L'ensemble des commandes admissibles pour la classe C, est défini par:

k

U(Ck) = n §) k=1,..m

On note u(Ck) un élément de U(Ck) et:



- 24 -

n
u= (u(Ck),u(Ck)) k=1,..m

Le cofit d'une coalition est un é€lément de 1'ensemble:

Q" = I Q k=1,..m

) —D=rd 1 — = -
¢'est—-3d-dire un O uple, (Gk card. Ck).

wk(xo,u,)\) = OV (xS o o

o k
ol ’U;(xo,u,k) est défini comme suit:
JEeC === A (x_ ,u,}) =, max vV (x_,u,})
e 'k @ ° ﬁ(ck)e Il ©
j#k

Définissons & présent les relations de préférence et de comparaison pour une
coalition:
Soient: Wk = (qfa)JaG c, et Wk = (Qfa)Jae Ck. On définit:

X — —
Wk (i) Wk = /Uu = UQ v Jae Ck ou
' - k=1,..m
3Jae C, tel que: Ua < Ua

Les relations de comparaison ck) k=1,..m, éont telles que:
¥ u(c,),ulc ) € u(c,) ulc,) ¢ ac,)

k k k k k
Dans ces conditions, & toute partition » on associe un ensemble U¥kxo,l) de
solutions E—optimales qui correspond & la notion de Pareto-optimalité coalitive
/8/,/9/; ce concept implique pour chaque coalition le choix d'une décision sup-
Pareto-optimale /10/, c'est-a-dire d'une décision Pareto-optimale pour les
membres de la coalition, lorsque chacun d'eux suppose que l‘enéemble des joueurs
extérieurs 3 celle-ci adopte la commande la plus défavorable pour lui.

On définit 3 présent les relations de comparaison des joueurs par:

Alors, une affectation C-optimale pour les joueurs est un point de Nash du jeu
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supérieur, avec les colits individuels définis plus haut. En d'autres termes,
supposant les affectations des autres joueurs fixées, chaque joueur choisit

d'appartenir & la coalition qui lui assure le cofit minimal, sachant que celle-ci

adoptera une décision sup-Pareto-optimale.

Exemple 3. Modifions l'exemple précédent, en définissant:

e C

W (x o) = AL k=1,..m

' k v = v =
et: Vu,u' €U uf€ u &> (u(Cj))jiék (u (cj)>j#k k=1,..m

Alors, & toute partition X on associe un ensemble U*kxo,X) de solutions @-opti-
males pour les coalitions qui correspond & la notion de Nash-optimalité coalitive
/8/,/11/. En effet, une solution du jeu inférieur est un équilibre de Nash entre
coalitions et un équilibre de Pareto au sein de chaque coalition. Comme précédem~

ment, une affectation C-optimale est un point de Nash du jeu supérieur.

5- JEU SOUS FORME DE FONCTION CARACTERISTIQUE.

Un jeu sous forme de fonction caractéristique est un couple ( ?,v}
ol 3’= {Jl"'JN} est l'ensemble des joueurs et v est une application définie
" sur 1'ensemble des parties non vides de 3—,]?(3&, et 3 valeurs dans l'ensemble

des parties non vides de Q = Q x..QN, P(Q):

1

v: p(g,) —_— P()
S e  V(S)

Les é€léments de P(gd sont les coalitions. La fonction caractéristique définit,

pour chaque coalition, les cofits que celle~ci peut assurer & ses joueurs. Ainsi,

considérant les ensembles:

Qsy = T @ vsep(})

-

la fonction caractéristique fera correspondre & une coalition S € P(g—) un
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ensemble v(S)c US).

Pour un jeu d'agrégation, ce concept doit étre étendu en précisant le
manipulateur par l'intermédiaire duquel la coalition considérée agit sur le
systéme.

Soit us le vecteur des fonctions caractéristiques d'appartenance définissant
une coalition S € P(gﬁ, et définissons l'ensemble des affectations admissibles
comme l'ensemble des partitions de 3 en m' classes, 2 < m' < m, sous la
contrainte: Ak = us, c'est-a-dire telles que la classe Ck coincide avec la
coalition S.

1 k k
A={x; 2 e{0,1} Vaen viexk, 2 =1 vJes, A =0 vI¢gS,...

o o o a o

cee =1 Vv € A
Ny o }
x
A toute affectation A € A(xo) on peut faire correspondre l'ensemble U (xo,x)
des commandes E-optimales en x_ pour 1'affectation A. Dans ces conditions,
Vue U*(xo,A), v Xe€e A(xo), Va(xo,u,l) est le colit du joueur Ja relatif &

1l'affectation A et & la commande C-optimale u, et le o- uple: (Vd(xo,u,l))J e s

o= card. S, est le o- uple des coiits supportés par les membres de S agissant

par l'intermédiaire du manipulateur Mk pour l'affectation A et la commande

k
E—optimale u. L'ensemble de ces cofits, pour u € U*(xo,k) est noté /;(xo,l):
e - .
g(x ) = {(wa)J P w, € Qa,jau € UT(x_,\) tel que w, = Va(xo,u,k)}

k
Un cas particuliérement intéressant est celui dans lequel l'ensemble /;(xo,l)

€S
o

ne dépend que de Ak, c'est-3-dire de la coalition S (soit que les colits suppor-
tés par les membres d'une classe ne dépendent pas de la fagon dont se classent
les autres joueurs, soit que celle-ci soit déterminée par une régle bien précise).
Dans ces conditions, la fonction caractéristique de la coalition S agissant par
1'intermédiaire du manipulateur Mk est donnée par l'ensemble 5;(xo,kk).
De plus, lorsque le jeu d'agrégation est symétrique, les solutions sont
indépendantes de la numérotation des manipulateurs. Il en est de méme pour les

k
ensembles /;(xo,lk) et on peut alors parler de fonction caractéristique de la
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coalition S.

5-1, Stratégies pures, stratégies mixtes.

Nous supposerons, dans ce paragraphe:

v A€ A(xo), U*(xo,x) est un singleton, c'est-a-dire que la solﬁtion E—optimale
en x_ est unique.

Soit A= }&, ensemble des partitions de 3 en m' classes, m'i m. Le jeu peut
étre formulé de la fagon suivante:

Chaque joueur Ja,a =1,..N, choisit un numéro de classe: k € K. Le
résultat est une partition @e g' en m' classes Ck' k=1,..m', m' & m. Compte-
tenu de l'hypothése, le colt obtenu par chaque joueur dans cette partition est
défini de fagon unique.

L'ensemble des choix possibles pour chaque joueur ( les numéros de

classe) sera appelé son ensemble de stratégies pures:

Su =K = {1,..m} a=1,..N

A tout N~ uple stratégique (sl,..sN) € Slx"SN correspond une partition 3 £ )

et un N- uple de coiits notés y (x ,s),n (x_,s) € .
a ©O a o a
Le jeu peut alors étre représenté>sous la forme d'un tableau, et la

donnée des ensembles ( , des relations de comparaison € , des relations de pré-
o o

férence (j)a, o=1,..N, le définit complétement.

Exemple.Considérons le cas d'un jeu & 3 joueurs Jl' J2, J3 agissant sur un

systéme donné par l'intermédiaire de deux manipulateurs. Les ensembles straté-

giques sont: S1 = 52 = S3 = {1,2} et correspondent & l'ensemble des affectations

admissibles définissant les partitions possibles de {Jl'J J3}'en m' classes,

2!
0 <m' < 2. Le jeu est défini par le tableau:

2 2
— —
1 2 1 2
1 | 1,4,2 7,2,5 1 la,6,3 2,5,8
Jq J4
2 |6,5,4 7,4,6 2 14,35 5,3,1
J A: s. =1 B S = 2
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La décomposition en deux sous-tableaux correspond aux deux choix possibles de

J3133=1ets3=2.

Un triplet stratégique donné induit une partition de {Jl,J2,

J3} ainsi que les
manipulateurs correspondant a chaque classe. Les gains réels des joueurs appa-
raissent dans la case correspondante oii le premier nombre désigne le gain de

Jl' le second celui de J2 et le troisiéme celui de J3. De fagon a faire apparai-
tre les classes et les manipulateurs associés, on peut encore représenter le jeu

par le tableau ci-dessous:

c, C, wl(s) wz(S) w3(5)
(manipulateur Ml) (manipulateur MZ)

(3,135,395} {} 1 4 2
{3,,3,} {3,} 4 6 3
{7,,3,} {3,} 7 2 5
{35,353} {3,} 6 5 4
o} {3,,3,} 2 5 8

(o, {3,,3,} 4 3 5
{J3} {JI,JZ} | 7 4 6
{3} {Jl,J2,33} 5 3 1

1°) Soit Qa= R, a=1,2,3; les relation de préférence (5)1, (5)2, (f)3 sont la

relation d'ordre total dans R, les relations de comparaison sont définies par:

(51732153) @a (Si,sé,sé) m Si = S_';, V i # OL, (1:1'2'3

-

Dans ces conditions, le jeu conduit & la recherche de triplets Nash-optimaux

sur le tableau ci-dessus, et on obtient deux partitions Nash-optimales:

cC, = {JI,JZ} c {3.} et

3

1 {J2} c,

@]
[

Aa35)

correspondant aux triplets stratégiques optimaux: (1,1,2) et (2,1,2) et aux
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gains réels respectifs: 4,6,3 et 4,3,5.

2°) Ssoit Qa = R3, 0=1,2,3; les relations de comparaison sont définies par:

¢, =¢, =¢

1 1 L ] L}

1 5 37 (51’52'53) ca (51’52’53) v (sl,sz,s3),(sl,szls3) € Slx82x83,
O,=1,2,3.
Posons de méme: (5)1 = (592 = (5)3 = (f) ol (<) est définie comme suit:

3
(ml,w2,w3) € R

3 W, = w& 0=1,2,3 ol
(wi,wélmé) €R =

Jo € {1,2,3} tel que w, > w&
L 1 ]
Wy rwyrw3) () (w]rw)rwg)

Dans ces conditions, le jeu conduit & la recherche de triplets Pareto-optimaux

sur le tableau ci-dessus. On obtient quatre partitions Pareto-optimales:

C1 = {Jl,Jz} C2 = {J3} s = (1,1,2) colits: 4,6,3
c, = {3,,3,} c, = {3} s = (2,1,1) colits: 6,5,4
c, = {7,} c, = {3,,3,} s = (1,2,2) coits: 2,5,8
c, = {J3} c, = {J1'J2} s = (2,2,1) coits: 7,4,6

-

Remarque: Lorsque le jeu est symétrique, le nombre de cas total 3 envisager
décroit fortement, puisqu'il se réduit au nombre de partitions d'un ensemble
de N éléments en un nombre de classes compris entre un et m. A titre d'exemple,
le tableau définissant le jeu comporte 81 cases (34) pour un jeu non symétrique
4 4 joueurs et & 3 manipulateurs. Il n'en comporte que 14 lorsque le jeu est

symétrique.

Supposons maintenant que la partie se répéte un grand nombre de fois.
Les joueurs peuvent alors &tre amenés d minimiser 1'espérance mathématique de
leurs cofits en choisissant des stratégies mixtes /13/.

Soit xz la probabilité que se définit le Jjoueur Ja d'agir par l'inter-
médiaire du manipulateur Mk' L'espérance mathématique de son colit est alors:

E = ) P(s)u, (x_,s)

o
s € Slx..SN
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ol p(s) est la probabilité pour que le N- uple stratégique ait la valeur:

s = (sl,..sN), définie par:

N sa
p(s) = 1T A
o
o=1
s, €5, =1{1,2,..m} va e 3

Dans ce cas, l'ensemble des affectations admissibles est la fermeture convexe

de A, c'est-id-dire 1l'ensemble des sectorisations.
Exemple: Reprenons l'exemple précédent, et notons:

Aa: probabilité pour que le joueur Ja utilise le manipulateur Ml'
M, = (1—ka): probabilité pour que Ja utilise M2.

Les espérances de gain sont alors fournies par:

E1 = X1A2A3 + 5u1u2u3 + 4X1A2u3 + 7u1u2x3 + 7A1u2x3 + 4u1A2u3+ 6u1x2A3 + 2A1u2u3
E2 = 4A1A2A3 + 3u1u2u3 + 6A1A2u3 + 4u1u2A3 + 2A1u2k3 + 3u1A2u3 + 5u1A213 + 5A1u2u3
E3 = 211A213 + u1u2u3 + 3A1A2u3 + 6u1u2A3 + 5k1u2A3 + 5u1A2u3 + 4u1A2A3 + 8X1u2u3

La recherche d'un‘point de Nash en stratégies mixtes conduit & considérer les

quantités:

-3 + 3()\2 + A3) - 8A2A3

I

>
+
>

5 - 8k1 - 612 + 81112
avec: Of_)\af_ll o= 1[2'3-
On trouve alors facilement que tous les triplets de la forme:

(Al,Az,AB) = (Al,l,O) sont Nash-optimaux. Les gains correspondants sont respecti-

vement : 4,3+3)\1 et 5-2A1.
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5-2 Jeu symétrique.

ILorsque le jeu est symétrique, l'ensemble des cofits réalisables par une
coalition S pour une affectation A (telle que l'une des classes soit S) ne dépend
pas du manipulateur utilisé par S. Nous supposerons comme précédemment que pour
toute partition de af, la solution E—optimale en X_ est unique, et que les coflts
supportés par les éléments d'une classe sont indépendants de la fagon dont se
classent les autres joueurs.

Soit US le vecteur des fonctions caractéristiques d'appartenance a ia
classe S. On note wu(xo,us) le colit supporté par un Jjoueur Ja € s.

Soit R l'ensemble des affectations admissibles (ensemble des partitions
de gr en n' classes, m' _<_m).

Soient ga, a=1,..N, N applications telles que:

g Xxph —— Q
o a

k .

(XO,A) —_— gu(xo,k ) = wq(xo,x ) si Ja € Ck
Soit S € P(E}) une partie quelcongue non vide de g'. On définit les applications
suivantes:
vJ €8 eS : Xxx s 0

a a o

(x_,\) Six N =g (x,N) - w (x_,u0)
o’ > OLXO' —gO'. o’ wa OIU

s
Soit ¢ = card. S; le o- uple (ea(xo,k))J c s définit les regrets des membres

o

=

de S relativement & la partition .

Soient RS' S € P(jﬁ, 2N - 1 ensembles donnés et ps, s € P(gﬁ, 2N - 1 applica-
J

tions données.

VSGP(J») pg ¢ XXA-—--—-)RS

(xol)\) | — pS(xO'A)

Soient (-g)SC;RsxR 2N— 1 relations réflexives données.

SI

p.(x ,)) est le regret de la coalition S relativement & la partition A, pour
S o

la condition initiale X (—3)S est sa relation de préférence,.
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On peut, pour un Jjeu d'agrégation comme pour un jeu & N personnes,
définir les concepts suivants:

Coalition bloguante. Soit A € A une partition de 3’ et soit S € P(J—). On dira

que la coalition S bloque la partition ) s'il existe une partition A' telle que:
¥
ps(xo,k ) (—-3)S ps(xo,l)

Coeur du jeu. Une partition appartient au coeur du jeu si elle ne peut &tre

bloquée par aucune coalition S € P(g).

Super-coeur du jeu./10/ Une partition appartient au super-coeur du jeu si elle

ne peut étre bloquée par aucune partie S € P(}ﬁ le long des trajectoires qu'elle
engendre.

Si ) appartient au super-coeur, on a:

pg(xs0) (B) g pg(x,2") vsep(g»), V' e n

*
¥V x € y(xo,u), trajectoire engendrée & partir de X par la commande u € U (xo,l}w

Considérons i présent le cas suivant:
Vv S € P(gr), RS = (R), (—;)s = (3}, o (3)c (RIx{R) est une relation d'ordre
total.
Soit e(xO,A) le (2N ~ 1)~ uple des éléments pS(xO,A) rangés dans 1'ordre décrois-
sant:

. . N
l<i<ji<2 -1 Gi(xopk) (&) ej(xofk)

Nucléolus du jeu./14/ La partition )\ appartient au nucléolus du jeu si pour

toute autre partition A', e(xo,l) précéde e(xo,k‘)dans 1l'ordre lexicographique,
c'est-a-dire si l'on a:

6, (xrA) (3) 8, (x_,2")

el(xo,k) Ol(xoyl') —_— 92(X°:X) () 92(XOIA')
GZ(XOIA) = 62(xo;?\') =D 63(xol>\) (3) 63(XOIX')

etCeuves

Stratégies mixtes. On a vu que, lorsque le jeu d'agrégation était symétrique,

il pouvait &tre défini par un tableau dont le nombre de cases est le nombre de
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partitions d'un ensemble de N éléments en un nombre de classes compris entre
un et m. Lorsque, de plus, les cofits supportés par une classe sont indépendants
de la facon dont se classent les autres joueurs, il suffit de considérer 1'en-
semble P( }ﬁ des parties non vides de &', de cardinal 2N - 1.

Dans le cas ol les joueurs adoptent des stratégies mixtes, soit p(s),
S € P(g), la probabilité pour que l'une des classes de la partition soit S;

l'espérance du cofit d'un joueur q* s'écrit:

S
E = ) p(s)w (x_,u™)
® sep (3») @ ©
o

ou Pa(gf) désigne l'ensemble des parties de g, contenant Ja' Par ailleurs,

compte~-tenu du fait que {C Cm} est une partition de 3’, on a:

1,-.

m
p(s) = )} Pr.{c_= s}

et, si chaque joueur joue de fagon indépendante:

pr.{c, = 8} = I x%
k e i

1 -5 =S
J S 3, ¢ s ]

i
ko, s  m s . s
ol Xi, i=1,..N, k=1,..m, désigne la probabilité pour que le joueur Ji choisisse
le numéro de classe k. On a alors:
m
k s S
a=1,..N Ea = Z 2 v ) éxo,u )
k=1 s € p (34
o
Dans ces conditions, une solution C-optimale pour les joueurs sera définie par:

¥
& b b]
(i) r € A(xo,c;Alx..AN

k = =
A =0 i aefot] vikex, n =1} a=1,..N
m ' m
i) J ) v 0¥ 0% x ) @

w(kk,us)m (xo,us)
k=t s € p_(}) i
[0 3

a —
k=1 S € pa(gq

¥*
Vv A€ A(xo) tel que A ¢a X, a=1,..N
Remarque. La classification dans laquelle chaque joueur s'affecte de facon

équiprobable & chacune des m classes est, dans cette formulation, une solution
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triviale Nash-optimale (si elle est jouable). En effet, on vérifie facilement

qu'au point:

Wkl Va€h V1,k €K
o [0} m

on a:
IE
———%=o Va€h V1eEKX
A
o

5-3. Partitions optimales et programmation dynamique.

La formulation d'un jeu d'agrégation sous forme de fonction caracté-
ristique permet, sous les hypothéses du §5-2, l'utilisation d'algorithmes du
type programmation dynamique. Le processus est rendu dynamique en envisageant
successivement des partitions en 2,3,..m classes.

5-3-1. Partitions Nash-optimales.

Lemme . Si'{CO,C ,..Cm} est une partition Nash-optimale d'un ensemble E en m#i

1

classes, ceci implique que {Cl,C ,..Cm} est une partition Nash-optimale de

2

l'ensemble E—Co en m classes.

Démonstration: Supposons que‘{cl,..cm} ne soit pas une partition Nash-optimale

de E—Co en m classes. Alors, il existerait un indice o, une classe Cj et une

classe Ck' Ja € E—Co, jyk € {1,..m}, tels que:

J, € cj et ma(xo,cj) (>)a ma(xo,ckU{Ja})

ce qui prouve que la partition {CO,C ,..Cm} ne serait pas Nash-optimale pour

1
1l'ensemble E.

Conséquence: Soit Pm(E) une partition Nash-optimale de l'ensemble E en m classes

non vides. On a:

P+ (B) € {{s,Pm(E—s)}. S € Qm}

ol Qm désigne l'ensemble des parties de E telles qu'il existe au moins une par-
tition Pm(E—S). On peut remarquer que Qm est inclus dans l'ensemble des parties

de E telles que: card.(E-S) > m.
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Ainsi, en notant N-opt. l'opération qui consiste & ne retenir que les partitions
de 1la forme'{S,Pm(E—S)} Nash-optimales, on obtient la récurrence suivante:

VE € P(&«) P (B = 2—:1:;. {s,P_(E-5)}

m
initialisée par:

vsep(%) P,(S) =5

Remarque: On a:

N
card.Q1 = card.P(H') =T = 27 -1
card.Q2 = n2 5—”1 - N
k-1
card.Qk = “k-i Wk-l - CN

Exemple: Le tableau de la page suivante définit les coﬁts‘individuels dans un
jeu statique & quatre Jjoueurs, pour toutes les coalitions possibles:

S € P({Jl'JZ’J3'J4})‘ Les quatre colonnes de droite donnent les résultats
obtenus par programmation dynamique respectivement pour des partitions Nash-

optimales en 1,2,3 et 4 classes.

5-3-~-2, Critéres additifs.

Dans un grand nombre d'applications, on associe & chaque classe Ck

k=1,..m, un colt global réel W(Ck), et 1'on cherche une partition optimale
au sens de la minimisation de la somme de ces coilits. Cette approche correspond

& la recherche d'un point de Pareto au moyen du processus de scalarisation.

Lemme. Si {CO,C ,..Cm} est une partition de l'ensemble E en m+l classes non
m
vides telle que la somme: Z W(Ck) soit minimale, ceci implique que'{Cl,..Cm}

k=0

1

est une partition de l'ensemble E-—Co en m classes non vides telle que la somme:

m
z W(C,) soit minimale.
k=t X

Démonstration: Supposons qu'il existe une partition'{sl,..sm} de E-Co en m

classes non vides telle que:
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B

s | w(8) w,(8) m3(S)‘w4(S) NG P, (8) P, (8) P,(S)
{1} 0 {1}
{2} 0 {2}
{3} 0 {3}
{4} 0 {4}
{12} 1 2 ' {12} | {1} {2}
{13} 2 3 {13} | {1} {3} !
{14} 3 3 {14} | {1} {4}
{23} 1 2 {23} | {2} {3}
{24} 2 2 {24} | {2} {4}
{34} 11| (ke | 3) ga
{123} 2 1 2 {123} {1} {23} | {1} {2} {3}
{124} 1 2 2 {124} {1} {24} | {1} {2} {4}
{4} {12}
{134} 2 1 2 {134} | {1} {34} | {1} {3} {4}
{234} 2 1 2 {234} {2} {34} | {2} {3} {4}
{1234} 3 4 3 2 | {1234} | {1} {234} {1} {2} {34} {1} {2} {3} {4}
{12} {34} )
Remarque. On a noté: {aBy} pour désigner 1'ensemble {Ja,J ,JY}
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I )
W(s,) < w(cC, )
21 X kK

k
alors la partition {Co’sl"'sm} donnerait un colit global inférieur & celui

obtenu pour la partition {CO,C ,..Cm}, d'ol la contradiction.

1
Conséquence: Soit Pm(E) une partition optimale de E en m classes non vides, et

Wm(E) le colit global correspondant. On a:
P . (E) € {{s,P (E-9)}, s €q}

ou Qm désigne l'ensemble des parties de E telles gu'il existe au moins une
partition Pm(E—S).

De méme, on obtient la récurrence:

VEE p(&) W (E) = min (W(S) + W*(E—S))
m+1 segQ m
m

initialisée par:

*
vsep(d,) W, (S) = W(S)

Exemple: On reprend l'exemple précédent, en définissant W(S) comme la somme des
Lxemple

colits des joueurs appartenant & S:

vser}) W) = ] w (S)

J €8
o

=

On obtient alors le tableau donné & la page suivante.

5-3-3. Discussion.

=

L'algorithme de programmation dynamique procéde & chaque étape par
dichotomie, (S et E-S), et réduit fortement le nombre de cas total & envisager
(voir 1'annexe 2 pour les problémes de dénombrement). Cependant, celui-ci reste
malgré tout assez élevé pour interdire son emploi lorsque le nombre de joueurs
et de classes augmente, en dehors de toute contrainte sur les partitions admis-
sibles.

Lorsque les contraintes sur les partitions admissibles en réduisent

fortement le nombre (existence d'une propriété d'ordre, par exemple /15/,/16/),
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s Wl(S) P2 (S) W2(S) P3 (S) W3 (S) P4(S) W4(S)
{1} 0
{2} 0
{3} 0
{4} 0
{12} 3 {1} {2} 0
{13} 5 {1} {3} 0
{14} 6 {1} {4} 0
{23}| 3 {2} {3} 0 %
{24} 4 {2} {4} 0 §
{34} 2 {3} {4} 0
{123} 5 {1}‘{23} 3 {1} {2} {3} 0
{3} {12} 3
{124} 5 {4} {12} 3 {1} {2} {4} 0
{134} 5 {1} {34} 2 {1} {3} {4} 0
{234} 5 {2} {34} 2 {2} {3} {4} 0
{1234} ] 12 {1} {234} 5 {1} {2} {34} 2 {1} {2} {3} {4} 0
{2} {134} 5
{3} {124} 5
{4} {123} 5
{12} {34} 5 fZEE\

T
L
N
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1'algorithme de programmation dynamique est un outil efficace pour la recherche
de partitions optimales. Signalons enfin que cette approche peut é&tre étendue &

d'autres types de critéres d'optimalité que ceux présentés ici /17/.

6- CONCLUSION.

Le but de ce chapitre était de reconnaitre l'intérét de la théorie
des jeux a N personnes & somme non nulle pour la formulation de certains problé-
mes de classification. Nous avons proposé dans ce sens la notion de jeu d'agré-
gation, dans lequel N joueurs agissent sur un systéme comportant n commandes
par l'intermédiaire de m manipulateurs (m £ N). Dans ces conditions, toute
action sur le systéme suppose un regroupement préalable des joueurs en m coa-
litions, c'est~3-dire une classification de l'ensemble des joueurs en m classes.
La définition du jeu d'agrégation donne l'ensemble des régles & partir desqueilies
on peut définir la notion de classification optimale.

Un jeu d'agrégation apparait ainsi comme un jeu & deux niveaux, & cha-
cun desquels est associé un ensemble propre de variables de décision et une
notion d'optimalité. Au premier niveau se trouvent associées les variables
d'affectation, qui définissent les coalitions et les manipulateurs correspon-
dants. Au deuxiéme niveau, les manipulateurs agissent sur le systéme au
moyen des variables de commande, au mieux des intéréts de la classe qu'ils
représentent.

La définition du jeu sous forme de fonction caractéristique permet
de se limiter & une formulation & un seul niveau. Sous certaines hypothéses,
on se raméne; & la forme classique de jeu sur un tableau. lLa distinction entre
stratégies pures et stratégies mixtes correspond alors i celle entre partitions
et sectorisations. On présente enfin un algorithme de programmation dynamique
pour la recherche de partitions optimales, surtout efficace lorsque le probléme
est trés contraint.

Le chapitre suivant est consacré 3 l'étude d'un jeu d'agrégation par-

ticulier, appliqué aux problémes de classification automatique relevant de

1l'Analyse des données.
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CHAPITRE DEUX

UN JEU D'AGREGATION PARTICULIER

1- INTRODUCTION.

L'obtention des groupements "naturels et homogénes" d'une population,
ainsi que de ses éléments "les plus représentatifs", ou de ses paramétres "les
plus explicatifs”, constitue le point de départ de nombreuses techniques d'aide
& la décision.

Une approche de la solution de ce probléme est fournie par les techni-
ques de classification automatique, qui consistent & trouver une partition d’un
ensemble fini } {1'ensemble de référence) telle que chaque objet ressermble
plus aux objets intérieurs 3 son groupe qu'aux objets extérieurs. Cette classi-
fication a pour support le tableau des données caractérisant 1l'ensemble de
référence. Celui-ci associe, & chaque élément Ja € 8* un vecteur de paramétres
caraptéristiques X, € X, ol l'ensemble X dépend de la nature des données (quan-
titatives, qualitatives, dichotomiques,..).

Il arrive que les donnéés se présentent sous la forme d'un tableau
carré définissant une relation binaire (vulgaire ou floue) dans 3'- C'est le
cas, par exemple, lorsque les données définissent des similarités, ou des
préférences, entre des couples d'objets. On peut noter qu'il est facile de

passer de données rectanqgulaires 3 des données carrées en définissant, par

exemple, un indice de similarité entre deux objets & partir de leur profil
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sur l'ensemble des paramétres /1/. Mais 1l'inverse n'est pas vrai, car pour
passer de données carrées concernant un seul ensemble & des données rectangu-
laires, concernant deux ensembles, il faudrait "créer" un nouvel ensemble.

Deux approches peuvent étre utilisées lors de l'analyse d'un tableau
de données rectangulaire.

La premiére consisté 3 calculer un tableau (carré) des distances, ou
des ressemblances, entre les é€léments de l'ensemble de référence, et 3 utili--
ser les propriétés du graphe valué ainsi crée. La recherche d'une structure
éventuellement présente dans l'ensemble de référence repose ainsi sur 1'étude
des propriétés de connexité de ce graphe, lorsque la relation binaire est vul-
gaire /2/ & /5/. Lorsqu'elle est floue, on utilise une décomposition hiérar-
chique de son graphe /6/,/7/, basée sur la définition d'une distance ultramé-
trique sur 3*. L'obtention d'une hiérarchie indicée unique implique le plus
souvent une opération de fermeture transitive appliquée a la relation ocrigi-
nale /8/ & /10/..

Les méthodes utilisant les propriétés des graphes produisent des solu-
tions dont rien ne permet d'affirmer qu'elles soient optimales vis-a-vis du
but poursuivi. Celui-ci peut &tre défini par les deux critéres suivants:

a) Les classes doivent é&tre "les plus différentes"” possible les
unes des autres, vis-a-vis des paramétres.

b) Chaque classe doit &tre "la plus homogéne" possible vis-a-vis de
ces-paramétres.

Cette formulation du probléme suppose de toute évidence que l'on a
introduit une bonne mesure de l'homogénéité d'une classe et de la différence
entre deux classes. Dans les méthodes citées plus haut, ces mesures sont des
distances intra-classe et inter-classes définies & partir de la matrice de
similarité des objets pris deux a deux.

Cependant, il parait préférable d'utiliser les propriétés de 1l'espace

dans lequel les données sont plongées pour construire des algorithmes de classi-
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fication plus adaptés & celles-ci et pour obtenir certaines propriétés d'opti-
malité. C'est 1l'objet de la seconde approche, recherchant directement une
partition de 3L en m classes, et caractérisée par le traitement direct du
tableau des données rectangulaire. Les premiers travaux dans ceksens /11/,/12/,
remontent & 1967. Actuellement, aucune méthode n'aboutit rapidement & un opti-
mum global pour un nombre de classes fixé 3 1l'avance, aussi se contente-t-on
le plus souvent d'algorithmes rapides donnant une ou plusieurs solutions, con-
sidérées comme des optima locaux. La méthode des nuées dynamiques /13/,/14/,
est un bon exemple d'algorithme de ce type.

Dans ce qui suit, nous considérons chaque élément Ja de l'ensemble

de référence comme un joueur, et nous formulons le probléme de classification

comme un jeu d'agrégation particulier.

2- UN JEU D'AGREGATION PARTICULIER.

Soit gV=I{J1,..JN} un ensemble de N joueurs, caractérisé chacun par
un vecteur de paramétres X, € X, a= 1,..N. Ces joueurs agissent sur un systéme
statique possédant m commandes distinctes manipulables par l'intermédiaire de
m manipulateurs (m < N )},

Le jeu d'agrégation est défini comme suit:

1) Commandes admissibles du systéme.

Soit U un ensemble donné. Le domaine admissible pour les m commandes manipu-
lables du systéme est défini par:
UB = U B =1,..m

2) Commandes admissibles des joueurs.

L'ensemble des décisions admissibles d'un joueur Ja relativemeht a la Biéme
commande du systémé est:
UaB =0 YVa€A, VRBRERB

3) Coiits individuels.

On se donne N ensembles Qa et N applications:
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ul
vV : XxU Q
at X X — o a=1,..N

(xarur)\) —— Vd (xaru: A)

avec: u u,,..u
(a,, m

A= Alx"AN est l'ensemble des affectations admissibles. Pour chague

joueur Ja' le vecteur des paramétres caractéristiques X étant fixé, on notera
plus simplement Va(u,l) le cofit correspondant au m~ uple u et & l'affectation
A. De plus, on considére un jeu symétrique, c'est-d-dire tel que les colts Va
sont indépendants de toute permutation portant sur les m- uples (ul,..um) et
oM.

4) Coalitions.

a) Commandes admissibles pour une coalition.

Elles sont définies par:

Uk (Ck) = U
Ug(Cy) = {} v geB - {k}
. iéme
La classe Ck ne peut agir que sur la k composante du m- uple (ul,..um).

b) Colit d'une coalition.

On se donne m ensembles Qk et m applications:

Wk:XGxUmxA —_ Qk

(X ud) s W (%, u, )

aveq: Xk = (xa)Ja e Ck et o0 = card. Ck

Comme précédemment, les vecteurs X, étant fixés, on notera plus simplement:

Wk(u,l) le colit de la coalition Ck'

5) La donnée de l'ensemble des affectations admissibles, des relations

de préférence (:Qa, a=1,..N, (fjk, k=1,..m, et des relations de comparaison

¢a, o=1,..N et ¢k, k=1,..m, termine la définition du jeu.
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Exemple 1: Analyse typologique multicritéres.
L'ensemble de référence est constitué de N éléments, décrits par le vecteur

de leurs indices de qualité relativement & p critéres. On a ainsi:

Ak = 1} Vaea

"t 2Fe 0,1}, x e {1,..m}, “

o o a
k

-
i

I o~1B8

1
Les coilits individuels sont définis par:
. =R a=1,..N

m N
Va: U xA —a3 R

WA —s (£, (u,ll) reeof(ayA0))

2
avec: fa(u,la) = Azltxa- uk|\ , ol “." désigne la norme euclidienne dans

I ~18

k=1

Le colit d'une coalition est défini par:

Wk : UmXA ——

(u, ) [

2
k
e

Q
He~m2

On définit par ailleurs les relations de préférence par:

(g =Dy == (D =2 et:
N
vV = (fl"’fN) € R ? N
v ] ' N f < 2 £
V' o= (f1,..f)) €R == 4 e T2 o
vV () V!
Par ailleurs, (5)1 = .. = (f)m = < , relation d'ordre total dans R.

Définissons & présent les relations de comparaison:
¥ A,AT €A P ma A o=1,..N et
v w, €U ¢k W, k=1 m
Yk Yk X ree
Dans ces conditions, & toute partition )\ est associée une solution E—optimale

unique du jeu inférieur: u*(k) = (u?(k),..u:(k)) telle que:

RrE.
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N)\k
¥ 2 oo
uk(x) = o=1 k=1,..n
N
I oA
a=1 ¢
S k
avec: z Aa # 0 faute de quoi la classe Ck serait vide.
a=1

*
Par ailleurs, une partition A €-optimale est une solution du jeu supérieur

telle que, V A € A:

2 N m 2
*k * X * '
A 0‘"xm - uk(x*)“ E'azl kzl A, “xa - uk(x)“

| 18

N
)
o=1 k=1

~

Soit I le moment d'inertie des N points & classer, considérés comme un nuage

dans RP. D'aprés le théoréme de Kdnig-Huygens, on a:

vieA I= (:gl klfl X]; =, - u;:(x) “ 2 + kgl card.C, “ u:(k) “ 2

Le premier terme du membre de droite est appelé "distance intra-classes" de la
partition A, le second terme est appelé "distance inter-classes". Le théoréme
de Kdnig-Huygens indique que leur somme est constante, quels que soient le
nombre de classes et la partition retenus. On voit qu'une partition A* solution
du jeu supérieur est telle que la distance intra-classes est minimale sur A. La

distance inter-classes est alors maximale.

Exemple 2: Lissage par modéles locaux /31/.
De fagon classique, on modélise le résultat d'un ensemble de mesures:

{(xa,ya), a=1,..N} au moyen d'une fonction polyndme:

f(X) = ao + a,x t.e..+ a xq

1

-~

ol les coefficients a, i=0,..q, sont déterminés de fagon & minimiser le colt:
N 2
g = -
I (v, - £(x))
a=1

Les impératifs de précision et de simplicité de la représentation sont évidemment
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antagonistes vis—~&~vis de 1l'ordre du polyndme. De plus, d'éventuelles disconti-
nuités sont mal prises en compte par cette approche. On peut alors avoir recours
aux méthodes de classification: l'ensemble de définition {xl,..xN} est partitionné
en m classes Ck' chacune d'elles étant décrite par un modéle local, par exemple

une fonction linéaire:

= +
gk(x) akx bk

Dans ces conditions, la minimisation du coit:

2

[
[}
Ne~—2

Tk
21 A, - 9, (x )

a=1 k

décrite par i

A 4 . . N
ou ) est la fonction d'appartenance du point xa a la classe Ck
o

modéle gk(.) s'interpréte, de la méme fagon gue dans l'exemple précédent, comme
la recherche d'un point de Pareto dans un jeu d'agrégation entre les N joueurs
x , et fournit i la fois la partition de {xl,..xN} et les modéles de lissage

o

locaux optimaux.

3—~ INTERPRETATION DU JEU D'AGREGATION.

Soit {(Ja'xa)' a=1,..N} le tableau des données, et soit {Cl,..cm} une
partition de 1l'ensemble 3'=={Ji,.uJN} en m classes. Considérons deux variables
aléatoires, X et Y, dont les occurences appartiennent respectivement &{ xl,..xr}

ta{c,,..C}.
et a { 1’ m}

L'entropie d'une variable aléatoire est une mesure de son degré d'indéter-
mination & priori. Notons P(xa) la probabilité pour que la variable aléatoire
X présente l'occurence x ; son entropie est définie par: /15/

a
N
H = -
(x) I P(x) log P(x)
o=1
(l'unité d'entropie est le bit si a = 2)
. , 1
Si toutes les occurences de X sont équiprobables, P(xa) = ﬁ-,a =1,..N,

l'entropie de X est maximale et vaut:

H(X) = - = logaN

2~

N
Z loga
o =1

2|~
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L'entropie conditionnelle de X sachant Y est définie & partir des probabi-
lités conditionnelles de la fagon suivante:
N m
B =- ] ] P(x,,C,)log P(x,/C,)
a=1 k=1
ol P(xa'ck) est la probabilité pour que le couple de variables aléatoires (X,Y)
présente l'occurence (xa'ck) et P(xa/Ck) est la probabilité pour que X présente

Xa sachant que Y présente C, . Si 1l'on suppose encore toutes les occurences équi-

k

probables, on a:

0 siJg éc
o k
P =
(xa/Ck) .
e si Ja e Ck ( ck = card Ck)
k
1
P(Ck) " m
[ ' : R =
d'ol l'on obtient, avec: P(xa'ck) P(xa/ck)'P(Ck) ’
m m
1 1 1 1
H (X) = - z z — log — = - = z log ——
Y k=1 aec, ™x 2% % Y

k

En particulier, pour m = N (partition en N classes), on a:

Ck =1, k=1,..m ==$ HY(X) =0
"Il n'y a pas d'indétermination sur la variable aléatoire X, on dit que l'infor-

mation apportée par la partition en N classes est maximale.

Au contraire, lorsque m = 1 (partition en une classe), on a:

. 1
¢ = N = HY(X) = - loga N = loga N

L'indétermination de X est maximale, l'information apportée par la pgrtition
en une classe est nulle.
L;information apportée par une variable aléatoire Y relativement a une
variable aléatoire X est, par définitién:
I(X:Y) = H(X) = H,(X)

C'est une quantité positive ou nulle. On montre sans difficulté que si {Sl"'SM}

est une partition de {J JN} plus fine que {Cl"'cm}' 1l'information apportée

17"
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au sujet de X par la variable aléatoire YS qui prend ses occurences dans l'en-
semble {Sl,..SM} est supérieure & celle apportée par la variable aléatoire Y /16/.

Ainsi, toute partition en m classes de 1l'ensemble ;} apporte une informa-
tion sur la variable aléatoire X, et cette information est inférieure & celle
apportée par une partition en N classes. Si 1'on considére les éléments Jw de
1l'ensemble de référence E} comme des joueurs, on peut encore dire gqu'une parti-
tion en m classes pénalise les Jjoueurs dans le sens ou chacun d'eux perd sa
spécificité et se confond avec son groupe.

La recherche d'une classification optimale vis-a-vis d'un critére &'homo-
généité des classes conduit, pour chaque partition, & guantifier ces pénalisa-
tions. En d'autres termes, on peut se poser le probléme suivant: pour tout
joueur Ja' comment approximer au mieux la valeur xa 3 partir de la seule infor-

mation: Ja € C On est ainsi conduit & définir, pour chaque classe, un élément

?
k
représentatif, ou noyau, pris dans un ensemble donné U, et pour chaque joueur
Ja un coiit individuel qui associe, & toute classification A et a tout m-uple
de noyaux (ul,..um) une mesure de l'erreur de représentation de xa.

La modélisation du probléme de classification sous la forme d'un jeu
d'agrégation en découle immédiatement: chague joueur se trouve pénalisé lorsqu'il
se groupe avec d'autres, du fait d'une certaine perte de spécificité; il supporte

alors un colit défini par l'application Va' Chaque coalition, quant & elle,

détermine un noyau optimal vis-a-vis de son critére Wk.

4~ EXISTENCE DE SOLUTIONS OPTIMALES.

-~

Nous supposerons qu'id toute affectation admissible A € A, on puisse faire
correspondre un m-uple unique u*(k) solution du jeu inférieur. Si l'on connait
l'application:

h: A 0 i
%
A v—s u (A) = h(})

le jeu d'agrégation se réduit au jeu du niveau supérieur, défini par:
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(Al,..AN,Rl,..RN,Qi)l,..(f)N,wl,..cN) . ou R, a=1,..N sont les applications:

Rd.: A — Qa

A —— Ra()\) = Va(ul()\):..um(k) I)\)

Nous considérons l'ensemble des affectations admissibles A défini par:

X v .k
A, =€ (0,1, x=1,..m, z r, =1} a=1,..N

k=1
Une partition est un point du profil de A, X; toute solution de ce type sera
une solution en stratégies pures. Une sectorisation est un point de A.Si c'est
un point intérieur, on dira que c'est une solution en stratégiés mixtes.

Pour le jeu supérieur, on envisage deux concepts de sclution: jeu non

coopératif (point de Nash) et jeu coopératif (point de Pareto).

4-1. Jeu non coopératif.

Le concept de solution envisagé est défini par:
.2 =R, a=1,..N
o
. (fga =<, a=1,..N, oi < est la relation d'ordre total dans R
. (i ' = A} v =1,..N
Xa)\#)\s BI B#GIQI
Définition. Le N-uple (Xq,..X;) est Nash-optimal si:

. . »* »
1) Il est admissible: (Al,..AN) € Alx..AN

* *
2) Pour tout N-uple admissible de la forme: (Al,..A _

A W
a-1"2a g1 Ay on &

% * * % ¥* * * * »*
LI OPRIS VPRS2 PPPRY W R C WRPTWPT WR PRI

On voit qu'une solution Nash-optimale est telle que toute modification unilatérale
des¢ décisions d'affectation d'un joueur unique & l'équilibre ne peut que lui étre

défavorable /30/.
Soit ¢ une fonction multivoque définie de la fagon suivante:
o A —s A

()\1'o~>\N)Q——-> (AII-.AN) = ¢(A1,o-)\N)
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ou les ensembles Aa' a=1,..N, sont tels que:

Aa = {ua; 'Lla € Ad.' R(!()\l’..Aa‘llu(x’)\(x*'l'..AN) < Ra()‘l'..X(x“l’la')\a‘Fl".)\N)'
vi eA}
o o
On a alors le théoréme d'existence suivant /17/:

Théoréme 4-1. Si les ensembles A , o=1,..N, sont convexes et compacts, si les
a

applications Ra' a=1,..N, sont continues et telles gue, pour tout N-uple ) les
ensembles Aa' a=1,..N, soient convexes, alors le jeu possé&de un point de Nash.

Démonstration. L'image ¢ (A) d'un N-uple A est un ensemble convexe, non vide.

Ceci découle de l'hypothése concernant les ensembles Aa ainsi que des conditions
de compacité et de continuité imposées aux ensembles Aa et aux applications Ez"

¢ est une application multivogue qui applique A, convexe, compact et non vide,
dans lui méme. Comme elle est semi-continue supérieurement, on conclut, en
appliquant le théoré&me de Kakutani /18/ & l‘'existence d'un point fixe: i*e ¢(A*)"

Par définition des ensembles Aa' ce point fixe est un point de Nash.

4-2. Jeu coopératif.

Le concept de solution envisagé est défini pax:

N
.8 =R, a=1,..N
S o

- VA2 e, Amak', a=1,..N

N N
. Vv = (Vl"'VN) €R , ¥vv' = (vi,..v&) € R

v, = vi viel {l,..N} ou
v YV = * a=1,..N

i tel que Vv, < V!
i i
it s ¥* * S s
Définition. Le N-uple (Al,..AN) est Pareto-optimal si:

. . * »*
1) Il est admissible: (Al,..AN) e_Alx"AN

2) v (Al,..AN) € Alx..AN, voe€e {1,..N}
R (A.,..0) <R (0.3 R (O seed) =R (0, oa)
oMoty SR Ogrecdy) == R Oysedg =R Oyready

*
En prenant pour référence les cofits Pareto-optimaux Ra(x ), on voit que les N
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joueurs ne peuvent espérer réduire 1l'un queléonque de leurs coiits en choisissant
un N-uple différent de At

On peut remarquer qu'un point de Pareto )fest solution des N problémes
d'optimisation suivants:

min R (A) sous les contraintes:
Probléme n° o AEA @

R,(\) <R, () VvB#a
B - B
Une telle caractérisation des points de Pareto nous permet en fait de nous

ramener 3 la résolution d'un seul probléme d'optimisation, grdce a la condition

suffisante suivante:

Théoréme 4-2. S'il existe des scalaires positifs Pa' o=1,..N, tels que:
N N
T pR () < J pR (N vaeA
o o - o o
a=1 a=1

alors A* est un point de Pareto.

* -
Démonstration. Soit A un tel point, et soit A € A tel que:

- *
RB(A) ﬁ_RB(A ) VB #a

Puisque pa est strictement positif, on a:

N Pg
R ) < R, o + Bz 5— (RB(A) - RB(A ))
8#

donc aussi: R (A ) < (A), ce qui prouve que A est solution du probléme n°a.

Comme o est quelconque, il en résulte que A est un point de Pareto.

Ce théoréme conduit & la recherche des points de Pareto au moyen d'un
processus de scalarisation /19/. Il montre qu'un point de Pareto est un équilibre
coopératif: en effet, les N joueurs se sont mis d'accord sur le choix d'mn
critére commun, pondération de leurs différents critéres. Les coefficients pa
peuvent s'interpréter comme les poids des différents joueurs au sein de 1l'équipe
ainsi formée.

Cette condition suffisante nous permet de conclure aisément & l'existence
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de points de Pareto dans un jeu d'agrégation. En effet, pour tout N-uple
N N
(pl,..pN) € R+, la fonction numérique: z paRd(A) posséde un minimum dans les
a=1
deux cas qui nous intéressent:

1) A est un ensemble fini

2) A est un ensemble compact et les applications Rd sont continues.

5~ SOLUTIONS EN STRATEGIES PURES.

On s'intéresse, dans cette partie, aux propriétés des sectorisations opti-
males. En particulier, on peut se poser la question suivante: dans quelles condi-
tions, les ensembles Aj' j=1,..N étant supposés convexes, la solution est-elle
un point extrémal? En d'autres termes, dans quels cas les joueurs sont-ils
amenés a utiliser des stratégies pures?

De fagon & envisager aussi bien des recouvrements gue des partitions, nous

généraliserons légérement la définition des ensembhles admissibles Aj’ 3=1,..N:

k T .k
. = .;A, € {0,B. k=1,..m, . =T
AJ {A] A] [ rB]]r 7ol kgl A] nj}

avec: nj € JO,mBj] j=1,..N

On supposera que les applications Rj, j=1,..N, sont continues.

On dira qu'un joueur Jj s'affecte totalement 3 une classe Ck si l'on a:

A? = Bj. On dira au contraire qu'il y a affectation partielle lorsque: A?GJO,Bj[.

5-1. Sectorisation Nash-optimale.

Théoréme 5-1. Sous les hypothéses précédentes, et si pour tout joueur Jj
l'application R, est concave par rapport a'xj alors, s'il existe un N-uple
* k .
Nash-~optimal (Xz,..AN), soit 1'une au plus des affectations A*j est partielle

(k=1,..m), soit il existe un sous-ensemble de Aj sur lequel Rj est constante.

n

Démonstration. Posons: q., = E —10 .=n, -qg. € (0,8,
qj (Bj ’ YJ nj qj [ 183[

. * * . P
Soit (Al,..AN) un peint de Nash. Le théoréme que nous nous proposons de montrer

affirme:



" .
(1) vije{l,..N} Aj posséde: . qj composantes égales & Bj
. une composante égale a Yj

. m—(qj+1) composantes nulles

a) Le sous-ensemble des vecteurs de Aj possédant la propriété définie par (1)

n'est pas convexe. En effet, soient Aj et Xé deux vecteurs de ce sous-ensemble.

Y ue€ [0,11 ukj posséde: . qj composantes égales & qu
. une composante égale & uyj
. m—(qj+1) composanteé nulles
et on vérifie immédiatement que le vecteur ulj+(1—u)A3 ne présente la propriété

(1) que si l'on a: Aj = A% ouu € {0,1}.

b) Soit %j un élément quelconque de Aj. On définit le sous-ensemble L(yj) de
la fagon suivante:

v k _ %k k
2) LX) ={x;; A, €A, 2. =2, Vvkex, r €]o,8.[] vkecx
(2 LRy {J'J R B 173 ]'BJ[ 2}

avec:

KI: ensemble des indices des classes tels que %? € {O,Bj}

K2: ensemble des indices des classes tels que X? € ]O,Bj[

-Remarque: si card K2 <1 on a card L(%j) = card K2

0,
si card K2 > 1, L(Aj) est convexe

Ceci découle directement de la définition des ensembles admissibles Aj. On a,
en effet: Z A? =7

k€K
€ 2

5 - qésj , ol q3 est un entier naturel inférieur ou égal

a « ®
4

c) Supposons card K2 > 1, et soit Aj € L(%j). On a:

@ v erd)  3ape end)x[0,1] tel que:

X. =6x + (1 - @)A"
J J J

N
Ceci est une conséquence du fait que L(Xj) est un convexe ouvert. En effet:



N
(i) v ke K1 on a A? = A? et il suffit de prendre A'? = X?, de sorte que:

4) vkex ook a-onk voelon
1 j ] 3

(ii) Vv k € K. il suffit de montrer que l'on peut trouver 6, 0 € [0,1], tel

2
que A'? (] ]O,Bj[. On doit avoir:

nk k
5 O <X, - 68X, < (1 - 86)B.
(5) 5 5 ( )BJ

d'ou Xk . Xk
vk €K 6 < min { =2, —2————1-} =8
2 k k k
AL B. = A
J J J

On en déduit:

(6) gerT, T=1{6; 8 < min 8, }

k
keK2

et, finalement, l'existence d'un 6 admissible, c'est~a-dire appartenant a
1l'ensemble [O,l]f\T. Cette. intersection est, en effet, non vide, puisque:

vk Lk
VkeEk, AjAg e ]O,Bj[

»* , .
d) Soit A un point de Nash et supposons que l'on ait, pour un joueur Jj’ plus
d'une affectation partielle. Dans ces conditions, on a pour ce joueur, car:d Kz > i
et, d'aprés (3):

e 3
(M v eLe) 30,0 e L(A;)x{o,1] tel que:
*
A, = BX, + (1 = B)A!
3 3 j
* * ¥*
Le N-uple A = (Xl,..AN) étant Nash-optimal, on a:

* ¥ * * ¥ * * »* * *
(8) v Aj € L(Aj) Rj(kl"°xj~1'kj'xj+l"'AN) ﬁ'Rj(ll"'xj—l'xj'kj+1"'XN)

et, par suite:

9 voe [0,1], v, eLni)
J 3 J

* *

* ¥* * * * * * '
Rj(l ) 5_eRj(Xl,..lj_l,Xj,lj+1,..XN) + (I‘G)Rj(A1"°Aj-1'xjrxj+1"'AN)

Or, d'aprés (7) et l‘*hypothése de concavité de Rj, on a:
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(10) v, e L(i;), Ve L(X?) vérifiant (7):

¥* *® * * »* ) * * ' * *
Rj()\ ) ->_ eRj(Al'°'>\j—1'kj')‘j+1"')\N) + (1"'6)Rj(Alpooxj_ll)\jlxj-'_ll--)\N)

Soit D(Aj,kz) la droite passant par les points Aj et X§ e L(X?).vD'aprés (N

et (10), le colit Rj reste constant quel que soit Xj e L(A?)(\D(Aj,kﬁ), v Aj € L(A?).
Compte-tenu de la convexité de L(Ag), on en déduit:

. soit le colit Rj est constant sur L(X?)

. soit i1 y a contradiction, et card K2 ne peut étre supérieur & un.

Conséquence. Sous les hypothéses du théoréme précédent, ét s'il n'existe pas

de sous-ensemble de Aj sur lequel Rj soit constant, j=1,..N, alors, lorsque

nj est multiple de Bj’ j=1,..N, toute sectorisation Nash-optimale est un recou-
vrement d'ordre égal a: max g,-1.

3
Démonstration. Puisque'nj est multiple de Bj' cela implique que tout joueur

jouant une affectation partielle en jouerait au moins deux, cte gui est en
contradiction avec le résultat précédent.
En particulier, si nj = Bj =1, j=1,..N, toute sectorisation Nash-optimale

est une partition Nash-optimale.

5-2. Sectorisation Pareto-optimale.

Utilisant le principe de scalarisation, on cherchera un point de Pareto

au moyen du probléme d'optimisation suivant:

2

min RO(A) =
A€A Jj

it o~1

R (A
. Py J( )

»
Théoréme 5-2. Soit A une solution du probléme .Si l'application Ro est concave

par rapport & Aj’ on a:
(11) card K. > 1 RO, A 2¥) = constante ¥ A, € L(X%)
a 2 g o 1,.. j—l’ j, j+1,o- N) - j . j

Démonstration . Comme précédemment, on a:

card K_ > 1 pour le joueur Jj = V )‘j = L(A,;

9 ) 3(A3,e) € L(Aj)x[O,ll tel que:

*
A, =02, + (1-0)A}
J J J
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D'aprés l'optimalité de A* ; on a:

® * * * * , * * roo® *
(12) Ro(k ) ﬁ-eRo(ll"'lj—l'xj'xj+1"'xN) + (1 O)RO(Al,..lj_l,xj,kj+1,..kN)
Par ailleurs, la concavité de RO par rapport a Aj implique:

* * * * »* ¥ ¥ T | *
(13) RO(X ) z—BRo(Al"'Aj~1’xj'xj+1"’xN) + (1-6)R0(A1,..Aj_l,kj,kj+1,..kN;

d'ou le résultat annoncé.

On en déduit, comme précédemment:

1- Lorsque RO est concave par rapport & tous les kj' j=1,..N, l'équilibre
trouvé est tel que, dans le cas général, il existe aﬁ plus une affectation
partielle pour chaque joueur.

2- Lorsque nj est multiple de Bj, j=1,..N, toute sectorisation Pareto-optimele

ainsi trouvée est un recouvrement d'ordre égal & max qj—i.
i

6~ FORME PARTICULIERE DES COUTS INDIVIDUELS.

Dans de nombreux cas pratiques, les fonctions de cofit individuel Rj ont
une forme particuliére, 3 partir de laquelle on peut conclure rapidement &
1l'existence de points d'équilibre en stratégies pures.

Dans ce paragraphe, on étudie le cas ol les colits individuels ont la forme:
. m

‘ k k
(14) R,(A) = ) A.g.(x)

Cette forme se rencontre dans de nombreuses applications; c'est le cas
par exemple lorsque 1l'on caractérise une classification donnée & partir de la
mesure des inerties intra et inter-classes /20/.

L'étude des solutions en stratégies pures & partir des résultats précédents
conduit & définir des conditions de concavité des colts lorsque ceux—-ci ont la
forme particuliére (14). Nous donnons d'abord dans ce cas une condition suffi-
sante de concavité des cofits individuels, nous montrons ensuite que les résultats

=

peuvent &tre obtenus & partir d'hypothéses moins fortes.
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6-1. Conditions suffisantes de concavité.

Théoréme 6-1. Une condition suffisante pour qﬁe les applications Rj soient

concaves par rapport a xj est que les applications gj soient concaves et décrois-

santes par rapport & X;; k=1,..m.

Démonstration. Soient Aj et My deux vecteurs de Aj' et soient p et g deux réels
non négatifs tels que p + g = 1. L'ensemble Aj étant convexe, ij + quj est
admissible, et 1'on a:

k

m
k. k. .k .k .k _k .k
R (A, s eehy oo DAAQUL A, reed) = Nt ) g AN A DAl A, -+
3O oAy rPAgFay Ay e e Ay k§1<quuj)gj(1 Jo1 PR Aypg e ey

Pour simplifier les notations, on écrira de fagon évidente:
R, (pA.+qu.) et g (pkk+quk)
37373 37373

D'aprés la concavité des applications gj on a:

R, (pA.+qu,
(15) J(p 3 quj)

jv

k k k k
A+qu, (A (U,
(p 3 quj)(pgj( j)+qgj(u3))

2

|v

2.k k k k. _k k k k
Nog. (X)) +pa (A g, (W) +u.g, (A}
(p jgj( J) pa ( 393(“3) ujgj( J))+q ng (“3))

J

~ ~
I ~18 It ~—1B
—

(=Y

Par ailleurs, la décroissance des applications gj implique:
k k k k
k=1, ..m AT-u) (gL (X)) =g, (1)) <0
’ ( » 3)(93( J) 93( 30 =

c'est-a~dire:
k

m
(16) oA

m
k.. k_ .k kK k. k., k
gL () +uC gL (X)) > X (X)) +u g, ()
LAy W)+, (D) 2 ) 3+ ()

9.
k=t 77

En utilisant (16) pour minorer le deuxiéme membre de (15) on a:

?

Fa. )
K2 37303

m
k .k
R. (pA.+qu.) > A9 (A% + glp+
Jk(p S¥amy) _p(1§>+q)kz1 395 (A3) + atpta)

d'ol le résultat, en notant que ptg = 1:

\'4 Aj'uj € Aj, Vp>0,g>0 tels que ptq = 1,

A . ® - > o . » .'A - e
RJ( 1’ Aj—l'pkj-‘-quj'kjﬂ’ )\N) _PRj(xil Aj-l’xj'xj"'l' N) +

.t qu(Al,..Xj_l,uj.kj+1,..AN)
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On peut remarquer que la décroissance stricte, ou la concavité stricte
des applications gj suffit 3 assurer la concavité stricte des colits individuels
Rj par rapport a Aj. Dans ces conditions, l'application du théoréme 5-1 conduit
a4 affirmer que l'une au plus des affectations Nash-optimales de chaque joueur
est partielle.

Théoréme 6-2. Une condition suffisante pour que l'application:

R _(A) =
o

I~

R. (A . > 0, j=1,..N
1PJ]() P] ¢ J=Liy

J
soit concave par rapport & Ak est que les applications gj soient concaves par

A R < , U S
rapport a Ak' i=1,..m, et concaves et décroissantes par rapport a ki, J=1,..N,

i=1,..m.

Démonstration. D'aprés le théoréme précédent, si gj est concave et décroissanis

par rapport a X;, i=1,..m, alors Rj est concave par rapport & kﬁ,

b

i
D'aprés la concavité de gj par rapport & Ak' i=l,..m, on a:

Vk#3, VY kk,u € Ak, Vvp>0, qg>0, tels que ptq = 1

k

m . . . . . .
i i i i, i i L
RyOpreedy g rPAFAM Ay g ech g = Z A R TR s N

i=1
et, en utilisant les notations simplifiées:
m

Ry(pA +am ) > i£1

i i i
AL LAY+ {u))

5 (pgj X qgj My

c'est-a-dire:

Rj(pkk+qpk) Z-PRj(Al"'kk—l'xk'kk+1"'kN) + qu(Al,..Ak_l,uk,kk+1,..lN)
Ainsi, v j € {1,..N}, v k € {1,..N}, Rj est concave par rapport & Ak' On en

déduit que RO est concave par rapport a Ak' k=1,..N.

6-2. Applications g, décroissantes.
]

Dans le cas ou les cofits individuels sont de la forme (14), les conditions
suffisantes de concavité données plus haut utilisent une hypothése de décrois-

sance des applications gj associée & une hypothése de concavité. En fait, celle-
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ci est inutilement restrictive, et nous allons montrer que la seule hypothése
de décroissance permet d'obtenir un résultat concernant les solutions en stra-
tégies pures. Afin de simplifier 1'exposé, nous adopterons comme ensembles
d'affectations admissibles les ensembles suivants:

k vk
J=1,-.N AJ = {)\J; AJ € [01111 kzl )\J = 1}

Théoréme 6-3. Si les applications gj, j=1,..N, sont décroissantes par rapport
a A?, k=1, ..m, une sectorisation Nash-optimale est une partition.

Démonstration. Avec la notation: Ak = (AT,..A?;..X:) = (lg,kg) on a, & l'équi-

libre de Nash:

»*
j=1,..N R, (A gL (10N,
3 J( ) Jg:l( )

‘i‘ Fk ¥k kK
k=1 o

m
*

) 2g (10K, v A, e,

key 3373773 i3

A

En particulier, pour Aj = ey vecteur tel que A; =1 et A? =0 v k # 1,

on obtient:

m
* * 4

o kg R < g viedl,..n}

SRR b Rl M M Rl

m
d'oG: V p € Pm’ Pm = {p=(p1,..pm); P, >0, Z p. = i}

O oy kk ¥k v
(17) ] XL (UL < ]

i
j Pidytt 5

i=1
Par ailleurs, la décroissance des applications gj implique:

*1i *i *i
18) v ied{1,..m} (L U,1) < gl (U, h )
( ’ gj( 3 -93( 3 j

En multipliant les deux membres de (18) par x*?, en faisant la sommation sur

i=1,..m et en utilisant le résultat pour minorer (17), on obtient:

ne~1g

*i *i
(199 Vvpe P (A 5" pi)gj(l j,1) <0

Soit T l'ensemble des indices tels que:
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*t *¥i
vterT (1 7,1) < (177, 1) vV i T
951" 4 93( 5 ¢
En utilisant la relation:

m
N :
vterT NElp =2 7 ¥ o)
, j i
i=1
i#t

on a, a partir de (19): v p € Pm, ¥yteT,

T xi ¥i T wi ¥i Xt
¥ipg. (17,1 = W ip g 1, -g. ("5 1)) <0
izl( B RENCINEY 121 57Py) (g (5 -g (171 <
it
On en déduit:
(20) VigT x*;=o
*

(1) R,.() = T a*Fg ¥t e [0,1] 7 » =t

3 I 5 R M j chm

Compte-tenu de la décroissance des applications gj on a:

(22 Rj(x*) E M

g (%1 = ¢
ter J

5
*t
avec: T, = g.(1" [,1) VterT
j T %5y

Finalement, la valeur Tj de la borne inférieure est atteinte seulement en

R . t . -
choisissant 1l'une des fonctions d'appartenance A*j égale & un, les autres Atant

nulles.

6-3. Application aux colits quadratiques.

Dans de nombreuses applications, les données seprésentent sous la forme

d'un nuage de points dans l'espace euclidien rP

. On caractérise alors souvent
une classe par son inertie vis-&-vis du centre de classe, celui-ci étant le

peint de rP par rapport auquel cette inertie est minimale. Dans ce sens, la

formulation des colits individuels est la suivante:

m
vy ®) xA — 5 R

(ul, ..um' )\) '———} Vj (u1, ..um, }\) =
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T
(xj-ui) Hj(xj—ui)

N

avec: f.(u,) =
jii
Hj: matrice symétrique, définie positive.

Chaque coalition adopte un critére d'utilité globale qui est le coilit moyen
des joueurs qui en font partie, et détermine son noyau, ou centre de classe,
par:

N N
(B) w = ] x?nj)"l 1 A?Hjxj

j=1 j=1
Si A? est interprété comme la probabilité pour que le joueur Jj appartienne &
la classe Ck' on voit que l'inertie du nuage Ck par rapport & uy n'est autre

que sa variance, lorsque Hj = I, j=1,..N. A partir de (23), on peut écrire les

colits individuels sous la forme particuliére (14):

m
R0 = § 2g, 0
j oy 373

k kT .k k. -1 k k. ~-1_k
avec: LAY = (A AVH 4+B)) TH,{(A_H_.+B.) A,
gJ( ( ]) ( JJ 3 J 33 3 J

N N
D) AkHa(x,-xa) ) AkHa
= =
o#] o#J

On peut remarquer que A? et B? ne dépendent que des fonctions d'appartenance

‘des joueurs autres que Jj a la classe Ck

. La matrice Hj, j=1,..N, étant définie

positive, on note:
B, =hth, et v, =n, 05s +8% 14"
3 J 3] R 3 33 3 J

Un calcul direct fournit alors:

ay ., _
—3 0% = on, 0% 485 Ty 05 et
dAk ] 3733 3 s T
3
39, ay .
210k = w T =L ok
2 33 arj J

1

k,,T k k-1 T k
= (P, (A (A H_ +B_ Y. (A
(wj( J)) hj( 384t J) hjwj(xj)
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k -1
On en déduit, puisque (AjHj+B§) est symétrique, définie positive, que gj
k : ;
est décroissante par rapport a Aj' k=1,..m. D'aprés le théoréme 6-3, un équi-
libre de Nash est une partition dans laquelle chaque Jjoueur joue une affecta-

tion totale a la classe qui lui assure le coiit minimum. L'unicité de cette classe

dépend du tableau des données.

6-4. Les centres de classe: variables d'optimisation.

On considére les cofits individuels de la forme suivante:

’i

V_.(u IR l)\) =
1 m k=1

K, a
)\jfj (uk) ]‘1, . N

et l'on suppose que chaque coalition adopte un critére d'utilité globale . Les
centres de classe, solutions du jeu inférieur, sont alors fournis par la résg-
lution du probléme d'optimisation auxiliaire:

k k . k. .k
Q (A7, ) =min Q (A7, V)
vey
de sorte que la recherche d'un point de Pareto pour le jeu supdrieur au moven
du processus de scalarisation conduit au probléme d'optimisation suivant:
N m i
(24) minimiser ] )} p.ALE ()
j=1 1=t 17 I 7+
sous les contraintes:

A, €A, j=1,..N
j 3 J=

Ql(ll,ui) ﬁ_Ql(kl,v) Vveru i=1,..m

Supposons & présent que l'on considére la fonction objectif comme une fonction

de N+m variables indépendantes: (Aly.-AN,u ,..um), et que l'on résolve le probléme:

1
N m X

(25) minimiser ) ) pAE. (u,)
j=1 i=g 43I ¢+

sous les contraintes:
A, € A, j=1, « N
3 b 3=

u, € u i=l,...m
i
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L s
Les centres de classe ui ainsi obtenus sont évidemment tels que:

N . N
i=1,..m ) p.X*%f.(u;) = min ) b
j=1 4 I u.ev 3=

Ve )
j 33 1
On en déduit que toute solution du probléme (25) est aussi solution du probléme
{24) lorsque l'on a:
ili Y i
A = ALE, (u, i=1,..
Q( ,ui) '2-1 Py 3 j(ul) i=1,..m
:]...
c'est-a-dire lorsque le critére d'utilité globale de chaque classe est défini
comme le colit moyen de ses membres, chacun intervenant dans sa classe avec le
méme poids pj que dans 1'équipe globale.
Dans ce cas, on a, de plus:
N m

* i * i *
p. N JE (u) < 7 ) pALE ()
j 331 j=1 421 4334

vieAh

It o112
fi t~g

j=1 i=1
d'ol, les affectations Aj des différents joueurs étant indépendantes:
v i i *
j=1,..N VA, €A, } N I-ADE (u) <0
] J i=1 J 3 3 1 -
Lorsque Bj=nj=1, j=1,..N, et s'il existe un indice k unique tel que:
fj(ui) < fj(uz) ¥ i # k, on en déduit que toute sectorisation optimale est

*k_

‘une partition telle que: A 1, X*;=O vV i#k.

Dans le cas des colits quadratiques envisagés au paragraphe précédent, la
formulation est telle que les centres de classe peuvent étre considérés comme
des variables d'optimisation indépendantes, lorsque les joueurs ont les mémes
poids au niveau supérieur et au niveau inférieur. D'aprés ce qui précéde, si

pour chague joueur Jj 1'indice k défini par:
*k *i .
AL 1 (1 ,,0) vi#k
93( 5’ ) € gj( 3’ #

est unique, le résultat est une partition dans laguelle le joueur Jj est affecté

totalement a4 la classe Ck'
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7- CONCLUSION.

Les problémes de classification relevant de 1'Analyse des données peuvent
étre abordés au moyen d'un jeu d'agrégation particulier, que nous avons défini,
et dont nous avons donné une interprétation vis-a-vis de l'ensemble de référernce

constitué par les objets 3 classer. Deux exemples diapplication illus:irent cette

approche, qui présente sur le plan du calcul les avantages sulvants:

a) Elle n'utilise pas la notion de ressemblance des objets pris deux &
deux, qui mutile le tableau des données et supprime toute liberté de choix
pour l'espace des centres de classe.

b) Elle permet d'éviter la mise en mémcire du tableau ﬁiglil de ces resem-
blances; cela permet le traitement de pupulations beaucoup plus importantes
que par d'autres techniques plus classiques (/13/,/5/./6/,/720/ & /22/%. De plus
elle permet de s'affranchir de 1l'opération de fermeture transitive, destinds

3 transformer une relation de ressemblance en relation de similituds, /8/,/237.

qui déforme encore la relation d'origine.

c) Les algorithmes obtenus, dont 1l'étude fait l’objet du chapitre guivart,
ne souffrent pas de l'effet de chaine, cest-a-dire qu'ils n'ont pas tendance
a4 rapprocher deux points éloignés mais liés par une file serrée de points /6/,

/24/,/25/.

d) Il n'est pas nécessaire de définir des seulls arbitraires pcur la déter-

mination des classes, ni pour 1l'arrét du processus (/26 & /29).

e) L'espace des centres de classe peut étre choisi, indépendamment de‘
1'espace des paramétres, suivant la nature du probléme. Le centre d'une classe
peut étre, par exemple, un modéle de la classe, un sous-espace de l'espace des
paramétres (axes factoriels de la classe), un élément représentatif appartenant

= =

ou non & l'ensemble des objets a classer.



- 68 -

L'existence des solutions du jeu d'agrégation a été étudiée, et nous avons
montré que pour certaines configurations fréquemment rencontrées en pratique,
celles-ci correspondent & des stratégies pures et conduisent ainsi & l'obten-
tion de recouvrements, ou de partitions de l'ensemble de référence.

Le chapitre suivant est consacré & l'étude des algorithmes permettant

d'obtenir ces solutions.
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CHAPITRE TROIS

ALGORITHMES DE RECHERCHE D’UN POINT D'EQUILIRRE

1 - INTRODUCTION

La notion de jeu d'agrégation a été présentée au chapitre 1 cocmme un
cadre dans lequel peuvent facilement s'inscrire les problémes de classification,
Dans une premiére étape, nous l'avons formulé comme un jeu & deux niveaux
faisant intervenir N agents et m manipulateurs (m £ N). Dans une seconde étape
4 partir de la notion de fonction caractéristique, nous avons pu le ramener
au concept de jeu sur un tableau.Une telle forme conduit & des méthodes ds
calcul actuellement bien au pcint en ce qui concerne les jeux a deux joueurs
a4 somme nulle /1/ /2/, qu'on raméne le plus souvent & un probléme de program-
mation linéaire /3/ /4/. Cependant, elle se préte plus difficilement au
calcul pratique des points d’équilibre, lorsque le nombre des joueurs et des

stratégies est élevé., En effet, si ny est le nombre des stratégies pures du joueur

;, 1e tableau des états possibles du jeu comprend nlx NoXeuoos nN éléments,

S
o
pour chacun desquels il faut connaitre les N coilits des différents joueurs.
A partir de la description d'un jeu & deux niveaux, on peut, pour les

jeux d'agrégation définis au chapitre précédent, definir la forme normale

comme le 2N- uple :

(Al,... AN,Rl,...RN)

Un point de Nash est alors défini par :
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¥ * x

a-l'xa'xa+1"‘lN)

* % x . ¥
o =1,..N R (A,,<.A ,¢.2.) = min R (A, ,..A
a 1 o N 1
A el
a~” o
et 1'on cherchera un point de Pareto par l'intermédiaire du probléme d'opti-
misation suivant :

. * g P\ ) 1
R (A,;..2.) = min R (A, ,.. o=1,..N
N
01N)\€,Acx=1a1
o a
Pour la recherche d'une sectorisation optimale, si les fonctions numériques Ra

1 s - . ot C s
sont de classe C, une condition nécessaire d'égquilibre intérieur est

donnée par :
aR

¥
Point de Nash : a =1,..N -2 (A )y =20
X
o
R
© x
Point de Pareto : a= 1,..N — (X)) =0
axa

On a alors un systéme de mN équations & mN inconnues, en général non linéaire, et
difficile & résoudre. De plus, un tel systéme de conditions nécessaires ne
fournit pas, lorsqu'elles existent, les solutions en stratégies pures, c¢'est-a-
dire correspondant & des affectations nulles ou totales.

Une idée séduisante consiste & utiliser les techniques du calcul
hiérarchisé pour la résolution de ce probléme de grandes dimensions /5/. Elle

=

répond 34 la question suivante : peut-on approcher un point d'équilibre par des
procédés itératifs utilisant & chague pas une optimisation & un seul critére,
ou vis & vis d'une seule variable?

L.F. Pau /6/ propose une application de ces idées & la résolution d'un
jeu dynamique & N joueurs, & somme non nulle. La définition d'une partie
fictive /3/, /4/, dans laquelle les joueurs jouent séquentiellement, ou en
paralléle est un autre moyen de se ramener, & chague sous-itération, & une

optimisation & un seul critére.

Une telle approche conduit & la décomposition du systéme global formé
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par les N joueurs en N sous-systémes couplés. Différents modes de coordination
peuvent alors étre définis, conduisant & 1'énoncé de différents principes
de coordination /7/. Nous utiliserons principalement la coordination par
prédiction des interactions ; la coordination par action sur les critéres
individuels, proposé par J.L. Lions /8/ est un autre moyen permettant 1'appro-
ximation des états d'équilibre dans un jeu & N personnes. Nous étudierons aussi
un algorithme définissant une partie fictive, dans lagquelle chague joueur utilicse
une recherche du type gradient.

Enfin, lorsque l1'équilibre recherché correspond & un pecint de Pareto,

la description & deux niveaux conduit & une décomposition particuliére du

systéme faisant intervenir les m manipulateurs plutdt que les N joueurs,

2 -~ COORDINATION PAR PREDICTION DES INTERACTIONS

A partir de la forme normale du jeu, on décompose le systéme global
formé par les N joueurs, enN sous-systémes couplés : chague joueur constituc un
sous-systéme, et les interactions entre les sous-systémes sont les commandes des
autres joueurs.

Dans le cas de la coordination par prédiction des interactions le

probléme inférieur, ou probléme du joueur Ja est défini par :

. o
Point de Nash : min R (A ,u )
X oe A
aé’ o
. . o4
\ Point de Pareto : min R (A ,u7)
vy ocn °
AL e
. . . , P . .
oy € I A, est un vecteur d'intervention qui représente les interactions

j#a
entre sous-systémes. Il est considéré comme une grandeur connue au niveau du

sous-probléme, ce qui permet de résoudre localement celui-ci et de déterminer
o < < .

une commande locale : Aa = (?a(u ) . Ce résultat est envoyé vers le niveau

supérieur, le coordonnateur, qui vérifie si 1l'information précédente était

correcte, et la modifie si nécessaire afin que le premier niveau puisse
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recommencer sa tdche sur une information plus valable.
Le principe de coordination correspondant s'exprime de la fagon suivante
/9/
. 1 2 N , , P
Soient uy , U ,... U les interactions prédites par le coordonnateur,
, 1 5 , N o - . N
et soient Y&(u ),..‘fN(u ) les commandes obtenues aprés résolution des problémes

locaux. Le point d'éguilibre cherché vérifie
R b o
e{1,..N =
v je{1,..N} 19 ‘f’a(u)
ol u; est l'interaction due au joueur Ja prédite au joueur Jj'

L'application de ce principe fournit directement le probléme supérieur,

]

qui est de trouver les prédictions u- telles que

(2) viell,..NLY o # 3 d=wd-@a® =0

o o o
Remarque. La satisfaction des égalités (2) constitue, par définition, une
condition nécessaire et suffisante pour que le point ainsi défini soit Nash-
optimal. Par contre, elle ne constitue qu'une condition nécessaire de Pareto-
optimalité, comme on peut s'en convaincre en considérant l'exemple suivant :

Exemple 1. Soit le jeu de stratégie & deux joueurs, & somme non nulle, défini

par le tableau suivant :

9 92 93 94
s (0,5) (7,9  (4,4)  (2,0)
‘52 (-1,3) (2,1) (1,0) (0,-1)
S5 (2,2) 0,3) (1,-1) (3,5)
s, (-2,6) (4,2 (2,3) (1,4

Il existe deux points de Nash en stratégies pures : (51,02) et (s3,o4), véri-~
fiant tous deux 1'égalité (2), mais on voit que seul le point (31,02) est
Pareto-optimal.

Si 1'on suppose & présent que le coordonnateur fournit & chaque

sous systéme la méme prédiction, le probléme du niveau supérieur est de
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trouver un vecteur p €A, x..x AN tel que :

1

(3) e =u- Py =0
avec : j=1,..N Ej = Uj —‘f(uj)
uj = (U, reel 3t cel)
17" 5-1""39+1" "N

2-1. Algorithme itératif

L'algorithme le plus simple consiste a prédire, & 1l'étape t+1, les

interactions effectivement réalisées a 1l'étape t. On a alors :

(4) p(t+1) = Yiu(t))

Remarques : 1) Cet algorithme peut étre interprété comme définissant une
partie fictive dans laquelle, a chaque é&tape, les joueurs effectuent la parade
gui leur semble la meilleure, étant donné ce que les adversaires ont joud au
coup précédent.

2) Les conditions de convergence d'un tel algorithme sont bien
connues. Cependant, dans le cas ol la commande locale est une stratégie pure,
elles ne sont pas vérifiées, et l'existence possible de cycles rend son appli-
cation hasardeuse.

Exemple : L'application de l'algorithme itératif & l'exemple précédent conduit,
quel que soit 1l'état initial, & la convergence vers 1l'un des deux points :
(51102) ou (53,04) lorsque les mouvements des joueurs correspondent & la
recherche d'un point de Nash. Par contre, s'ils recherchent un point de

Pareto par le maximisation de la somme de leurs gains, les conditions initia-

les appartenant & 1l'ensemble :
(31.04),(52,04),(53,01),(s3,02),(s3,c3),(s4,04)

conduisent au cycle :
(83.02) —_— (51,04) —_— (53,02)

Toutes les autres conditionsg initiales conduisent au point de Pareto (51,02),

sauf (s3,o4) qui vérifie la condition nécessaire (2) mais qui n'est pas une
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solution Pareto-optimale.

Exemple 2. Soit le jeu suivant :

% ) 93 %4
sy (2,2) (3,5) (1,6) (2,7)
s, (8,9)  (2,3) (0,4  (1,5)
S3 (5,1) (0,4) (1,6) (4,0)
s, (2,3) (1,6) (4,3) (0,3)

Il existe un point de Nash en stratégies pures : (s2,01) et 1l'on voit que, quel
que soit l'état initial différent de celui-ci, l'algorithme itératif conduit

4 1'un des deux cycles suivants
a) (s4,02)~—a (51'02) - (51,04) — (83,04) — (s3,03) — (s4,o3) — (s4,02)
b) (51.03)—-, (s4,04) ——»(53,02) - (51,03)

-

2-1-1 Jeu d'agrégation 4 affectation totale.

Considérons le jeu d'agrégation pour lequel les ensembles de commande

admissibles sont définis par :

. k‘
(5) A, = xue[o,ﬂ,

e~158
>
il
[Eey
—

k=1

et tel que les coiits individuels vérifient les conditions définies au chapitre
2, qui impliquent que toute sectorisation optimale est une partition. Dans ces
conditions, a‘chaque étape de l'algorithme itératif, la commande locale de
chaque joueur est une stratégie pure, et 1l'on obtient une partition. Compte-
tenu du nombre fini de combinaisons possibles, l'algorithme itératif converge,
ou s'installe sur un cycle.

Socit ¢ un point extrémal de l'ensemble convexe Alx..x AN, et définis-~

sons 1l'ensemble D(y)
(6) D) = {u; WA x..x Ay P = 4}

A chague étape de l'algorithme itératif, on a :
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Supposons d présent que l'algorithme ne converge pas, et qu'on obtienne le
cycle suivant :

Vo, EDW,)

d}léDﬁ!}Z)
(8)

-

\@KQD@O):zé Vga1 Vo

Soit Ij l'ensemble des indices des stratégies pures utilisées par le joueur
Jj le long du cycle, on a : IjC{ 1,2,..m %

On définit alors le jeu suivant :
1) 1]
(9) (Al,...AN,Rl,...RN)
ol les ensembles de commande admissibles sont tels que
i i v
(10) Al = {X.: AL 0,1] v ieTI, ., =0 vig1,, ., o= 1
L= Oy ayefon] 50y ¢jizlx }
v J, A% est un convexe fermé, inclus dans Aj'

On a, dans ces conditiocns, le théoréme de convergence :

Théoréme 2-1

Si, quels que soient les ensembles Ij' le jeu d'agrégation (9) posséde
un point d'équilibre, si, de plus, un tel point ne peut exister en stratégies
mixtes, alors l'algorithme itératif converge.

Démonstration : Supposons gu'il n'en soit pas ainsi, et qu'il existe un cycle,

décrit par (8). Dans ces conditions, le jeu (9) possé&de un point d'équilibre
en stratégies mixtes ce qui est en contradiction avec 1l'hypothése.

Applications : 1) Sous les hypothéses de concavité des cofits des théorémes

5~-1 et 5-2 {(chap. 2), si le jeu d'agrégation conduit & une partition,l'algo-
rithme itératif converge.
2) Lorsque les colits individuels ont la forme particuliére

m
Ry yredhy) = Z

X? %B(Al) donnée au §6 du chapitre 2, et sous les hypothéses
i

1
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des §6~2 et 6-4, l'algorithme itératif converge.

Pour obtenir ces résultats, il suffit de montrer que pour tout jeu
d'agrégation de la forme (9), c'est-a-dire dans lequel chaque joueur ne peut
s'affecter qu'ad un sous-ensemble de l'ensemble des classes, le point d'équi-
libre ne peut donner lieu & des stratégies mixtes. Les démonstrations corres-
pondantes sont identiques en tous points & celles données au chapitre 2, en
remplagant & chaque fois 1l'ensemble Aj par Aé‘qui est, comme lui, convexe et

fermé.

2-1-2, Algorithme & pas fractionnaire.

Pour l'algorithme itératif, le coordonnateur ne fournit une nouvelle
information qu'aprés que tous les joueurs aient joué, c'est-d-dire lorsgue
toutes les commandes locales ont été élaborées. Une variante possible consiste
d actualiser 1l'information fournie par le coordonnateur aprés que chaque
joueur ait joué. On a alors une partie fictive séquencielle, qui se traduit

par un algorithme & pas fractionnaire, défini par :
3 - 3 i-1
+ 24y = +
(11) uj(t N) fj(u (t N ))

avec

3 e 321 2 L it LY
u” (t+ v ) = (ul(t+ N),..uj_ (t+ N ).uj+1(t 1+ N ),..UN(t))

1

Dans ce cas, les conditions initiales sont constituées non seulement par 1l'état

du jeu au début de la partie fictive, mais aussi par la donnée de l'ordre

suivant lequel les joueurs ont le trait, c'est-a-dire par leur numérotation.
Pour la recherche d'un point de Nash, cette variante ne résout pas

les problémes de convergence rencontrés par l'algorithme itératif : si, pour

l'exemple 1, quel que soit 1'état initial et le joueur ayant le trait le

premier, l'algorithme (11) converge vers l'un des deux points d'équilibre,

il n'en est pas de méme pour l'exemple 2, ol seules les conditions initiales

{(8440,) 1 (85,0,) 1 (8550,) s (84,0, , T, a le trait}

{(s2,01),(s2,02),(52,03),(52,04), J, ale trait}
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conduisent au point de Nash. Toutes les autres conditions initiales ménent,

quel que soit le joueur ayant le trait le premier,au cycle
(5110'4)-——) (5310'4) — (53103) — (54103) —_ (S4r0'2) — (5110'2) — (51104)

Par contre, lorsque l'on recherche un point de Pareto, cette variante assure
la convergence vers un point satisfaisant la condition nécessaire (2).

Démonstration : On cherche un minimum de la fonction :

N

R (Ayrehy) = 'Z

R.o(A, e )
1
3 J

1 N

Soit (ul(t),..uN(t)) le vecteur des prédictions du coordonnateur & l'itération

t. On écrira : Ro(t) = Ro(ul(t),..uN(t))

Le joueur J, a le trait, et joue la commande locale

1

11(t+ %) = %ﬁ(uz(t),..uN(t)) telle que, par définition du sous problénme

n°l, on ait :

1

=) luz(t) ool

1 —
(12) R (t+ &) = R (O, (t+ <

(t)) = min R (Xl,uz(t),..uN(t))

N
AIE,Al

c'est-a-dire : R (t+ 10 < R (t)
o] N — o
La prédiction du coordonnateur 3 1l'étape t+ %~devient, en vertu de (11)

1 1
ul(t+ ﬁ) = Al(t+ E)

les autres By restant inchangés. Le joueur J, ayant & présent le trait, il

2

résoud son sous probléme et définit ainsi X2(t+ %) tel que

2 1 2
173 L2y =R O() =), =), u ‘ o
(13} Ro(t* N) Po(\l(t+ N)' 2(t+ N"L3(t)’ uN(f))
= min R_(A, (t+ 3,4, (t) (£))
R enA o M NET W A gt ey
2 2
2 1
) . —_— —
de sorte gue l'on a : Ro(t+ N) ﬁ.Ro(t+ N) f-Ro(t)

En poursuivant ce raisonnement, on obtient finalement :
(14) R (t+1) < R (t)
o — 0

et 1'égalité ne tient que si aucun joueur n'a modifié sa commande locale par
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rapport 4 celle prédite par le coordonnateur.(Dans le cas ol l'application
4B(uj) est multivogue, on décide de garder Aj = “j lorsque 1l'on a ujé_{wg(uj)}).
La suite Ro(t) ainsi définie est donc décroissante. Comme elle est bornée
inférieurement sur Alx..x AN, elle converge.
Exemple : L'application de l'algorithme (11) au jeu de l'exemple 2z conduit,
quelle que soit la condition initiale et quel que soit le joueur ayant le
trait le premier, & 1l'un des quatre points suivants, vérifiant la condition
nécessaire (2) ¢

(s2,01) ' (51,04) ' (s3.03) ' (s4,03)

Le point de Pareto du jeu est : (52,01).

2-2. Introduction d'une fonction d'écart.

On peut penser résoudre le probléme du niveau supérieur en utilisant
1'algorithme de Newton. Les interactions prédites & l'étape t+1 seraient, dans
ces conditions, données par

3P -1
(15) pt+) = u(t) - k [1 - rm wEN] ) - Paue)))
ol k est un coefficient d'itération positif.

Cependant, la dimension de la matrice %g?(quand elle existe ! ) rend

une telle approche impraticable. Dans ce sens, la définition d'une fonction
d'écart associée au coordonnateur, et sa minimisation & deux niveaux, permet-
tent de définir des algorithmes de coordination réalisables.

On pose

1 2
(16) v = 5[l el

| . || désignant la norme euclidienne dans RmN, et on définit la tiche du coordon-
nateur comme celle de la minimisation de la fonction d'écart V.
Une approche directe conduit & utiliser un algorithme du gradient

pour minimiser cette fonction. On a alors, si %g? existe :
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(17) u(t+l) = u(t) - k [I - -gi-f(u(t))] (u(t) - Put)))
Si cette méthode ne nécessite pas l'inversion de la matrice [I - %E?], elle

fait néanmoins appel & son calcul & chaque itération. On peut remarquer, par
ailleurs, gue les prédictions proposées par le coordonnateur étaient, pour
l'algorithme itératif, admissibles & chaque étape. Au contraire, pour 1'algo-
rithme du gradient, il n'en est rien. En effet, si p(t) et Y(u(t)) sont admis-
sibles, rien n'assure que l'on aura la méme propriété pour p(t+l). En fait,

celd n'est pas génant dans la mesure oli, l'algorithme ayant convergé,la solution

obtenue sera forcément admissible. En effet, on a :

(18) v p e rR™ Plu) €A xex A

Toutefois, la convergence de l'algorithme coordonnateur peut &tre améliocrée
par décomposition de la téche de coordination.

2-2-1. Premiére décomposition.

On écrit la fonction d'écart sous la forme :
2
1
v =5l -
et 1'on introduit les contraintes égalité

n =P

Le Lagrangien du probléme s'écrit :

2
(19) L=2lu-nll + <o, n-¢w >

ol p est le vecteur des paramétres de lLagrange associés aux contraintes, <.,.>
P ; . miN

désigne le produit scalaire dans R .

A partir de (19) on décompose le probléme de la facon suivante

a) u(t) étant donné, le premier niveau résoud le probléme vis-3-vis des

variables n et p. On obtient ainsi :

%zn-tp(u(t)) =0 n(t) = Put))
(20) =

n
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b) Il reste & minimiser, au niveau supérieur :

2
(21) L(u(t+l),n(t),p(t)) = min %-“u-“ﬂu(t))“ +<p (t) = F(u (L)), Pu(t)) -¢u)>
11€A1x..AN

Théoréme de convergence :

Une condition suffisante pour que l'algorithme (21) converge est que

1'application ?'vérifie :

2
(22) V uu €A A <t P =Y > > =l ean -Funl

N

Démonstration : Posons, pour simplifier les notations,u(t)=u, n(t+l)=u'.

On a, par définition de 1'algorithme (21)

‘ 2 , 2
20 -t =P e - > < 3 [lu-fw)

Par ailleurs, on peut écrire :

1 . 2 . 2
Slue=fanll = 2w -fun+fun-fwl

2 2 -
L=t + 209w -fall +ar-Ffun, fun-Yuw >
2 2

it

d'oli, en remplagant dans (23)

2 2 _ 2
200 Hfuw-Fanll - S -fanll -, S -fun> < 5 u-foo
et finalement, compte-tenu de l'hypothése :

2 2
(25) hur-fanll < fu-Faol|

c'est-a-dire : V(t+l) < V(t), qui implique la convergence.

Caractérisation des points stationnaires:

Soit u* un point stationnaire, c'est-d-dire tel que 1l'algorithme (21)

ne lui trouve pas de successeur vérifiant (23). On a: V’LleAlx..AN

2 2 2
200 Llhu-fooll - THfa-YaHl+ e foF-Fa> > 5 -

Théoréme 2-2

*
Si V(u) est convexe et si P est continue, alors u est tel que:

Vve>o vr¥) < e clest-a-dire v¥) =0
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Démonstration: Supposons que V(u*) ne soit pas nul, et soit uo un point
admissible tel que: V(uo)’< V(u*) (un tel point existe puisque le jeu admet
un état d'équilibre)

Soit: u = pu*+ g avec p,g 2 0 et p+ g =1, y est admissible par la

convexité de Alx"AN' et la convexité de V implique:
(27) v < v ) + av)

En reportant ceci dans (26), on obtient:

(28) v <3 v+ ) - 2lew -t b, ) >
(29) Vi) < ve®) < v )+ é a®-p, Yo% - >

vin) < vy < v+ 2fn*-u_ L PPe® - fool
D'aprés la continuité de Tﬁ on a:
vn>0  38m >0 telque Ju-ull<sm = [Pu®-%wl <n
d'ot:
(30) Veo>o0 3q€]0,1] tel que vin) < VX)) < Vip)+e

On achéve la preuve en prenant dans (30) L tel que V(uo)=0.

Lorsque les commandes locales Y(u) peuvent étre des stratégies pures,
l'hypothése de continuité du théoréme précédent n'est plus vérifiée, et 1'ensem-

ble Alx..A est décomposé en K sous-ensembles D(wi), ol wi est un point extré-

N

;
mal de Alx..AN.

D) = {w; weA x Ay, PO) = 9.} i=1,..K

Les intersections du type: D(wi)f\D(wj)(\D(wk).,. i# 3 # k, définissent
les points indifférents vis-&-vis des vecteurs de stratégies pures wi' wj' wk,..

L'algorithme (21) est alors adapté de la facgon suivante:

K
t
(31) wvyen D(h,)

i=1
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2
. 1
L, (u; (£+1)) = min sl |+ w0, -Fw>
HEA x..A
1 N
L{u(t+1)) = min Li(ui(t+1))
i=1,..Kt

Sous 1l'hypothése (22) cet algorithme converge et on a le théoréme suivant:
Théoréme 2-3
Si V(u) est convexe, un point stationnaire est un minimum global.

, , , * . . . * ¥ N
Démonstration: Soit y un point stationnaire, avec yu eZD(wl). On a, d'aprés (26):

(329 vueph v > va®

»*
Supposons que y ne corresponde pas a un minimum global de V, alors il existe
un point admissible Hy tel que: V(uo) < V(u*).

Soit: pu = pu*+quo un point du segment [uo,u*[. D'aprés la convexité de V, on a:
(33) v <pvwh) + quin) < v’y vpefo,n]
On a alors deux possibilités:
% o . * *
a) 3p 6[0,1[ tel que Llérﬂwl) c'est-a-dire: D(wl)f\[uo,u [ # {1
On a alors:
* * .
Ilefﬂwl) ==p V(u) > V(u ) d'aprés (32)
¥ * ' N
Lle[uoru [:=% V() < v{yx') d'aprés (33)
»*
d'oll l'on déduit que, s'il existe g tel que V(uo) < V(u ), on a forcément:
' * * " *
B) Vpelon] ugpy) <= o Nu "] = ™
Celd signifie que u* n'est pas un point intérieur de D(wt) et, en particu-
lier, qu'il existe un ensemnble D(w;) tel que:
»* * *
(34) u €D(\p1)nD(w2)
Dans ces conditions, d'aprés (31) et la stationnarité de u*, on a:

(35) Ve Unw) v > vw®
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On envisage, comme plus haut, les deux possibilités:
- si [uo,u*[ ﬂ(D(w?)L)D(w;)) # {} on aboutit & une contradiction, d'aprés
(33) et (35).

*
-~ On en déduit qu'il existe un ensemble D(w3) tel que:

¥* »* * *
u €D(w1)ﬂD(w2)f\D(w3>

En poursuivant ce raisonnement on veit que s'il existe M tel que V(uo) < V(u*)
on a:

K
(36) e n D(y,)

i=1

*
et, d'aprés la stationnarité de u

K
*
(37) YV u e,k} D(wi) viip) E_V(U } d'ol la contradiction, si 1l'on remargue
i=1

K
que: U Dy,

) = A x..A
i 1
i=1

N

2-2-2. Deuxiéme décomposition.

On écrit la fonction d'écart sous la forme:
1 2
v =2 flu- Pl sous: n =
Dans ces conditions, le Lagrangien s'écrit:
1 2
38) =3 el + <o,n-w>

Comme précédemment, u(t) étant fixé, on résoud au premier niveau:

%;i = n-p(t) =0
5L 3
5 = ol 5] (fm—uien) =0

d'ot: (39) n (t) ()

It

o(t) = -[ %P(u(t))] (P (8))-u (1)

On minimise ensuite, au niveau supérieur, par rapport & p, ce qui donne l'algo-

rithme coordonnateur:
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2
(40)  L(u(t+1),n(t),p(t)) = min %nu—‘f’m(t))ll +<‘f’<u<t))—u(t),[gfpm(t))]w

u eAlx. .AN

Remarque: Cet algorithme peut encore &tre obtenu & partir d'une méthode géné-
rale de décomposition des problémes d'optimisation due & G. COHEN /15/. On
trouvera en annexe 3 un exposé de cette méthode ainsi que les théorémes de

convergence des algorithmes auxquels elle conduit.

3~ COORDINATION PAR ACTION SUR LES CRITERES INDIVIDUELS.

La définition d'une partie fictive, dans laquelle les joueurs jouent
séquenciellement ou en paralléle, constitue un moyen de se ramener, & chaque
sous-itération, & une optimisation & un seul critére. Dans la coordination
par prédiction des interactions, les critéres des différents joueurs ne sont
pas modifiés, et la coordination s'effectue par le biais des informations sur
1'état du jeu communiquées 3 ceux-ci par le coordonnateur. Dans 1'approche
proposée par J.L. LIONS /8/, on définit une partie fictive dans laquelle la
coordination s'effectue au moyen de la modification des critéres individuels.

Nous donnons les hypothéses et les algorithmes proposés par J.L. LIONS
et nous renvoyons le lecteur & l'annexe 4 pour la démonstration des théorémes

de convergence.

3-1. Recherche d'un point de Nash.

a) Hypothéses:

On suppose les fonctions Rj continues et telles que:

i) vi,vQ A

predsogrd

AN)EJAlx..Aj_ xA. .x..A, Rj(xl,..kN) est convexe

j+1'°° 177941 N

en Aj et différentiable.

8R1 SRN

ii) A(\) désignant l'opérateur: A(A) = ( sz(xl,..kN),...Sigikl,..AN))
on suppose:
2
Ja > 0 tel que: <A(A)-A(A"),A-A"> > afA-A"|| Y AATEA AL

b) Algorithme:
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1) On donne une condition initiale (Al(O),..AN(O))EIAlx..AN

2) (Al(t+1),..AN(t+1)) est déterminé & partir de (kl(t),..xN(t)) par:
xj(t+1) est solution du probléme Pj:

Pj: min TtRj()\1

2
t rea N 4 « P . 7 e , .
mn (£) 7 dy_y (0 ugody g (8,2 A (00 [l )\j(t)H
s

c) Théoréme de convergence:

Sous les hypothéses précédentes et si, de plus, on a:

IR, R,
3

. . . J . : .
v i, v Ajrujr\)] " 5‘;\']7()\:.'!113)" 5‘1‘;(}\]'\)3)“5_ [o} “Uj"\)J “

alors, si Te est choisi de telle sorte que:

Lot =4 . 0<r et
t=0 207 (N~-1)

il existe un point de Nash unique. Par ailleurs, le prcbléme Pj définit Xj{t+1)
de facon unique, et l'on a:

13 _ * *
im (Xl(t),..XN(t)) had ()\110.>\N)
t >

3-2. Recherche d'un point de Pareto.

a) Hypothéses:

On note A= Aix..A ; A est un sous-ensemble convexe fermé non vide de

NI
mN . PR mN ;
R, muni d'une norme H.H. On définit de plus sur R une norme !.l continue

correspondant au produit scalaire <.,.>, et 1l'on suppose:
p

i) RO est strictement convexe, semi-continue inférieurement sur A.

N
iiy A = (\ Ki ot Ki est un ensemble convexe fermé de R
i=1

iii} RO Ri(A) ’ Ri étant une fonctionnelle réelle définie sur Ki, convexe

1

[
N ~12

i
et semi-continue inférieurement sur Ki' Si Ki n'est pas borné, on suppose:
lim R, (A) = + o

fIall» e
AEK,
1



- 90 -

b) Algorithme:

1) On donne une condition initiale u°€:KN

t+§ t+%1-
2) u est déterminé a partir de u comme l'unique €lément de Ki

qui minimise la fonctionnelle:

i-1
t+_I—\1— 2

=1 -
¢, s = e A -u + RO

ol TorTyres est une suite de nombres strictement positifs tels que:

lim { max =T, } =0

T — 0§ﬁ§T t
T
i = + a =
lim GT 00 vec OT 2 Tt
T o ®© +=0
t+§'}-
A la suite u ainsi définie, on associe la suite:
i i
i=1,.. T + = T t+ =
i=1,..N N 1 N
w = — 2 T.u
o t
T=0,1,.. T t=0

¢) Théoréme de convergence:

- <z . . P, . *
Sous les hypothéses précédentes, il existe un élément unique A EA

qui réalise le minimum de Ro’ et 1'on a:

lim w = A i=1,..N

4~ DEFINITION D'UNE PARTIE FICTIVE CONTINUE.

La résolution d'un jeu au moyen d'un systéme différentiel conduit a
définir une partie fictive continue, c'est-a-dire un schéma d'informations
parfait et instantanné, chaque joueur modifiant, & tout instant, sa riposte,

compte-tenu de ce que ses adversaires jouent & cet instant./10 & 12/.
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4-1. Recherche d'un point de Nash.

a) Hypothéses.

On suppose les fonctions Rj continues et telles que:

j .. .e .A
(41) Vv 3, Vv (kl"'xj—l'xj+1' AN)é,Alx Aj—1XAj+1X N

Rj est convexe en Xj et différentiable
BRI BRN
A(\) désignant l'opérateur: A(A) = (57—(A re oA ),..57—(1 ¢+-2_)), on suppose
1 1 N N 1 N
de plus:

2
(42) 3a > 0 <A(\) - A(AY),A = A'> > afd - Al VAATEA xR
D'autre part, on considére les ensembles Aj suivants:

(43) el <= x;e[o,sj] cA=a, Vi V7J

avec cf = (1,1,..1)

Compte-tenu de la convexité de Rj(k) par rapport & Aj (Vv AE,Alx.,AN), une
condition nécessaire et suffisante d'équilibre de Nash est donnée par:

9R

(44) c—3 OF 0 - N> o0 v A €A
aAj J 3 - J ]

b) Systéme différentiel:

On définit une partie fictive continue au moyen du systéme différentiel
suivant:
da, R,

(45) vV j —4 = L (N + u.
at o J

Pour chaque joueur Jj’ le régime autonome de l'équation différentielle (45)
correspond & un mouvement dans la direction du gradient de sa fonction de

cofit, alors que sa "variable de commande" uj, dont le but est de rendre les
différentes trajectoires admissibles, est déterminée au moyen de la loi suivante:
2

2 .
a0 = wn

R
sous les contraites: a) chj = cT Tﬁ; (N
3
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c)

La variable de commande uj
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i 3R, .
vi> —L () ssi: AT =0
I T J
3
i R, 5
ve o< —3 () ssi: AL = B,
I 7 gt J 3
3
est ainsi calculée de la fagon suivante:

Soit )\jeAj un point tel que:

V k€K
vV 1eL

v idxUL

et soit ch:K 1'ensemble des

L,cL l'ensemble des

1

On a alors:

vV kEXR,
(47)

v l€L1

v i¢K1U L

(S

e

et les ensembles d'indices

-
Vk€K1

(48)

LV 16L1

en effet, dans le cas contraire,

saturées.

@ (o5}
>

-3}
i o
(S W

Ag =0
J
1
AL = B.
] BJ
i
AL 0,8,
jelon,|
X R,
indices tels que: u, = — (A\); card. X
J k 1
3N,
J
1 R,
indices tels que: u, = ~—l~(k); card. L
3 BAl 1
3
R,
==L
N,
J
3R,
=— M
3,
J
R,
i ¢K1UL1 B)\j
KI et L1 sont tels que:
1 3R,
N > — 0
:|_¢K1UL1 axj
1 R,
() < p—— -—j% ()
1¢K1U L1 3)\j

les contraintes (46-b et c) ne seraient pas
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On peut vérifier par ailleurs qu'une telle loi de commande engendre des trajec-
toires admissibles.

¢) Théoréme de convergence.

Soit xt une solution du systéme (45) obtenue & partir d'une condition
initiale admissible 1°. On a:

1= VAN XA lim A% =2
t > o

¥*
2- )X est point de Nash.

Démonstration: En raison de sa longueur, la démonstration du théoréme de con-

vergence fait 1'objet de 1l'annexe 5.

4-2., Recherche d'un point de Pareto.

a) Hypothéses.

He~12

On suppose la fonction Ro(k) = Rj(k) différentiable, et les

J=1
ensembles Aj donnés par (43).
b) Systéme différentiel.
On définit:
dx., BRO
(49) vy =L =-—=() +u,
at o J

ol le vecteur de commande uj est donné au moyen de (46). On voit que ce systéme

définit un algorithme du gradient en présence des contraintes ijLAj v Jj.

¢) Théoréme de convergence.

Le systéme (49) converge, quelle que soit la condition initiale, vers

un minimum local de Ro' Si Ro est convexe, on obtient ainsi le minimum global.

Démonstration: Soit Aj un point de Aj tel que:

aR

v KEK, o= o u]‘?=—-§m
J I 4
J
3R
v 1EL ey ol = =2 oy
1 ] j 3 axl
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: , R

vigx VUL 2> e [o,8.] ot = — )
b1 J J I P ¢k UL, aal
1" %

On a:
dR0 N SRO BRO
w WL o<m Mg M) ey
j=1 ] ]
et:
BRO SRO BRO 1 BRO BRO
(50) < Y ), YW (A)+uj> = Z ——E%A) (m—p—q Z ——;%X)- -*;(l)
j j 1¢K1UL1 BAj n¢K1UL1 Bkj SAj
d'ou:
oR 3R m-p-g-1 m-p-q R 9R 2
(51) < 5200, = g +u> = - m_l_ ) § —20) - —=(\)
' i J P79 321 p=i+1 \ Al "
J ]
dr
On en déduit: ——94x) < 0 d'et, comme Ro est bornée inférieurement sur
dt

Alx"AN' la convergence.

*
Soit alors A E:Alx..AN un point tel que:

¥
_ ax; R x N
(52) V3 —d - —2Hy +u. =0
at A J

¥ ¥
et soient K,, L, les ensembles d'indices correspondant respectivement a:

17 Iy
3R 3R
* * % * ¥
u]?=——§(x),x’?=o et u:.L=——%()\*),)\].'=B.
J I J J I J J
J
On a
3R 2R
¥*
53 vi¢rUth - =20 + == ) —20% =0
3N P™ ndrruxt ol
j 1771 j

Ce systéme linéaire homogéne, de déterminant nul, admet la solution:

SR
(54) v i¢K'rUL’1' —20% = 0,

s
j

et, & partir des relations définissant les contraintes saturées, on a:
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9R

* %
V KEK] rE - o —]‘z(x*)>e.
J A J
(55)
3R
¥*
VlGL* Al.=B. -—O(A*) < 0,
1 j 3 1 J
R

Soit ) = (Al,..XN) un point quelcongque de Alx"AN' On a:

3R R

(56) V3 <5§3(x*§),xj-f;> = 1,0 ()\};—A*];) +o..
J k €Ky X,
J
R % o1 ¥l Ry ¥ i xi
et L OO+ ) )OS
lel) By i¢,K1UL1 o

Compte-tenu de (54) et de la contrainte égalité, la derniére somme s'écrit:

3R
o N ;
(57) 1o, —sahoiat) = - ( ) ];f‘) + 3 *(Aj?-x*iv
; #
i¢rIUL] R k €K leLy
de sorte que (56) devient:
3R 3R 5R
¥* * k ¥* ¥ 1
58) <201 > = T (—=20h-e )0l T (—20h-e) il
oAy 7 ke a1 EE 1 T ¥ S

et, compte-tenu des relations (55), on aboutit a:

(59) Vv i, V¥ A€A1x..A

3R ¥ *
N < O()\ ),Kj—)\j> i 0

A,
-]
qui montre que ) est un minimum local de Ro' Si Ro est convexe par rapport a

»*
A, (59) montre bien que A est un minimum global de RO.

5~ RECHERCHE D'UN POINT DE PARETO PAR DECOMPOSITION.

Un point de Pareto étant défini au moyen de la minimisation de la
N

fonction de coilit globale: Ro(k) = 2 Rj(k), on fait, dans cette partie, la
j=1

remarque gne pour le calcul de cette fonction, la sommation sur l'ensemble

des joueurs peut &tre remplacée par une sommation sur l'ensemble des classes.

On écrira:
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m
(60) R (Ayug,.0u) = Z Q; (\"yu,)

~

i « .
ol Qi(x ,ui) est la somme des colits des joueurs appartenent a4 la classe Ci,
. i .
de noyau u,, avec une fonction d'appartenance Aj. On supposera dans ce qui

suit, que les centres de classe sont donnés par l'intermédiaire d'une relation:

(61) v i€{1l,..m} u, = h(Ai)

1

ol les Al sont tels que A = (A ,..Am) soit admissible. Pour les ensembles Aj

définis par (43) on obtient, par exemple, les contraintes suivantes:

m
i T
(62) Z A=« o (al,..aN)

o<t < B = (8,,--R)
On peut alors envisager la recherche d'un point de Pareto par décomposition
directe de la fonction de colit global de deux maniéres différentes:

- Chaque sous-probléme est celui d'un joueur: Jj j=1,..N

- Chaque sous-probléme est celui d'une classe: Ci i=1,..m

5-1. Décomposition sur 1l'ensemble des joueurs.
P

Dans ce type de décomposition, chagque joueur définit un sous-systéme,

les interactions entre sous-systémes é&étant les commandes des autres joueurs.

Soit uj le vecteur des interactions des autres Jjoueurs sur le joueur Jj. On a:

R = Rj(kj,uj) sous les contraintes po = li Vi, vi#i.

[o} i

W o112

j=1

Le Lagrangien du probléme s'écrit:

N
k4
z <p .,uj-lk>
k=1 1
k#3j

N . .
- - 3 3
(63) L }=‘_ L, Lj Rj(xj,ul,..uN) +

N k N . . < ‘s
ol les pj sont les paramétres de Lagrange associés aux contraintes égalité.
Il prend une forme plus simple si l'on introduit un seul vecteur d'interactions,
. .
commun & tous les joueurs: ui = uz = ui v j,3"' v i#3,3"

Les contraintes se réduisent alors a:

u, = A, v i€{1,..N}
1
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et le Lagrangien s'écrit:

N
64 L = L L, = R,(A, e ) + <pL,u, - AL>
(64) Z 5= RyOugrtgaeeiy pyrky = A

5-1-1. Coordination par prédiction des interactions.

A 1l'étape t, le coordonnateur fixe les interactions (ul(t),..uN(t)).
La t8che du sous-systéme Jj le conduit 4 minimiser par rapport & lj & Aj le
Lagrangien Lj donné par (64). Il renvoie alors vers le niveau supérieur les
valeurs Aj(t+1) = uj(t) et pj(t+1), a partir desquelles celui~ci calculera

les nouvelles interactions (uj(t+1),..uN(t+1)). en résolvant le probléme:

N .
(65) min TR, (u, () ,u7) + <o (£41) 1>
3 5 3

U €A1x. .AN =1

Cette méthode ne présente ici aucun intérét, le probléme du niveau supérieuxr
étant aussi difficile & résoudre que le probléme original.

5-1-2. Coordination par le critére.

On a la décomposition du Lagrangien donnée par (63) et, a 1l'étape t,
k
le coordonnateur fixe les quantités pj(t). Au niveau local, chague joueur

résoud alors le probléme:

j . . .
66 R, (X, (t+1), t+1 + ,(t), t+1 < R,(A., + L) e
(66) 5O (D 7 (841)) + <o (8) 17 (841)> < Ry Ow) + <o, (6) 1

v xj,uj admissibles.

~

Il reste au niveau supérieur & maximiser le Lagrangien L par rapport a op.
Cette méthode est inutilisable en pratique; en effet, elle nécessite la mise

en mémoire des N vecteurs (Aj(t+1),uj(t+1)) de dimension mN,

5-2., Décomposition sur l'ensemble des classes.

Les résultats décevants de la décomposition sur l'ensemble des joueurs

-

conduisent & utiliser la remarque permettant d'écrire le colit global sous la

forme (48). On a alors le probléme d'optimisation suivant:

m .
1
(67) R = _Z 0, (A" yu,)
i=1
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sous les contraintes:

AT =0 i=1,..m

o

LR

5-2~-1, Premiére décomposition.

On pose: u, = h(ul) et 1l'on introduit les contraintes supplémentaires:

i i,
o= A, i=1,..m.

Le Lagrangien s'écrit alors:

m 3 2 . .
L, = z Q.(kl,h(ul)) + <p_,ul-xl>
I = I 1

(68) L

1]
o~18

i
et conduit a l'algorithme suivant:
a) A 1l'étape t, le coordonnateur fixe ul(t) admissible. Le sous-systéme n°i

résoud alors son probléme sans contrainte:

BLi 3Qi i 3Qi i
—jT = -——_l;()\ ,ui (t) )—pi =0 s pi(t) = —J:'(u (t) Iui(t))
R oA A
(69)
Ly 4 i i 1
SET =pu (t)-A" =0 e AT(E) = u (t)
1

s s i i
b) Le niveau supérieur minimise L par rapport aux i pour trouver les ul(t+1).

On a alors:

m . . Q. . .
(70) T, (8 h (1)) + < —=(ut (8) u, (€)' (e > =
. 1 : 1 1
i=1 A
m i i 99 4 i
min Y (B, h () < —(uT(B) u, (8)) T >
€Ax. A i=1 T at *
HEAyXely
Théoréme de convergence,
Sous les hypothéses suivantes:
1) v b, i=1,..m o, 05 ,nM) = min o 0w
u, €U,
1 1
ii) i=1,..m Qi(kl,ui) est concave par rapport § AT,
i 4 mo99 0Q; 4 i
iii) v no, w )} < —Fn v )= — ) unT> <0

1 A 9
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avec: v, = hin™), u, = h(u™)

1'algorithme (70) converge vers un minimum global de Ro'

Démonstration:D'aprés (70) on a, avec des notations évidentes:

m
i t +1 i, i t i i t
(71)  } @ )+ < =T e > S L9 (i)
i=1 X i=t
Puis ut h i) minimise Q, ( i u,) (hypothése (i)), on a:
uisque u; My ; (pruy) (hyp e (i)), :
. i t#+1 t
(72) i=i,..m Qi(ut,ui ) Q (u l)

d'ol 1l'on tire, avec (71):

m . m . 30, . . \
it it i, i1 t i i
19w > L9 upu) < ) g ey
i=1 i=1 X
et, finalement:
mo9Qy i
(73) .2 < i(ut ),ut+1 ut ><0
i=1 oA
De méme, on a:
m m
i t+1 i t
(74) DS e B M- P PR
i=1 i=1
D'aprés l'hypothése (ii) on peut écrire:
i t BQ
(75) i=1,..m Qi(utﬂ,ui) Q (u ray ) + < ;—;—(u ,u, )rLt+1 ut >
et, en reportant dans (74):
m 480.
(76) R_(t+1) < R (t) + izl < g;—(u u, ),ut+1 ut >

On obtient alors finalement, compte-tenu de (73):

(77 Ro(t+1) f.Ro(t) d'ou la convergence.

Scit alors ﬁ un point stationnaire, c'est-a-dire tel que l'algorithme (70)
ne lui trouve pas de successeur vérifiant strictement (71). On a alcrs:

(78) Y u 6A1x..AN

m BQ
z Q (U Puy ) + < ———%u ,u ),u -u > >

Qi<ﬁl.ﬁi)
i=1 BA i

I o~18

,ﬂ-

(=
e oz
el



- 100 -

La concavité de Qi(ll,ui) par rapport a Al implique:

-1 9 -i i

(79) i=1,..m Q. (u ,u ) < Q. (U Iu ) + < _—(U L) u - >

i i’ - i 8)\1 i
et on a alors, avec (78):
(80) V11€A1x..AN
T 89; 09 3 - -1 i v -i -
A (ot uy) * < ——l(u ru) Shu) et > 2 )0 )
i=1 A Ry i=1

Compte-tenu de l'hypothése (iii) on en déduit:

m i m -y -
oo i) > §og mTup)

(81) V u€M, x..A
1 . .
i=1 i=1

N

qui montre que ﬂ est un minimum global de Ro’

Théoréme de convergence.

Sous les hypothéses suivantes:

. i . 1 -
i) Qi(l ,ui) est convexe par rapport & A° et & u,
. m 39, . 99, . , ,
.. i i i i i i
ii) v n ,u z < ——I(nlrvi) - ——%4U ,Wi)ru -n >>0
i=1 3 X
i i
avec: v, = hi{n™) w, = hp™)
L ii mo99 09,
iii) ¥ n ,u / V) = ——{(n",w,),w, = v, >>0
) i i i i —
i=1 Bui Bui

l'algorithme (70) converge vers un minimum global de Ro'

Démonstration: D'aprés (70), on a:

8Qi( uby
illr rU

m
it
—ul o> < ]9 uu)
4 —
it e+1 Mt T B

m .
ZQ lt1)+<

La convexité de Qi(kl,ui) par rapport a kl implique:

39Q,

. i t+l i t+1 i, i t+1
(82) i=1,..m Q; uoruy ) > Q (mpgqruy )+ < ;;I(ut+1,ui ),u ut+1 >
d'oti:
m m m 30, . 3Q .
i t+1 t i, i i, i
(83) .z Q (”t+1’u1 ) < Z Ql(u ,ui)—.z < 1(”t+1 i )— ———(ut ),u ut+1 >
i=1 i=1 i=1 oA X
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La somme apparaissant dans le membre de droite étant positive par l'hypothése

(ii), on en déduit: Ro(t+1) f-Ro(t) d'ol la convergence.

Soit alors ﬁ un point tel que l'algorithme ne lui trouve pas de successeur. On a:

I 9 4 - i -i m
\ _ -i -
(84) V ‘Z Q, (Wyu) + < —FW ) w-ut > > 7 o gt gy
i=1 D) j=1 1 1
L'hypothése de convexité par rapport & u, implique:
i 09; _4 - -1 -
(85) i=1,..m Q; (Wiyuy) + < —(,u ) - u > <Q yu,)
du,
i
d'ol 1l'on tire:
m i - ™ -i - 9 4 - [Pt R R
Vu ) oo (u,u) < )o@ m,u) 4 < —=(u,u)u-u> b <~ ,u) -
; i it -, i i i i
i=1 i=1 Ju, ax
i
et, finalement:
mo99y - 9 4 - -1
(86) V¥ u ] o< —@,u),u-u, >+ < —=(p,u),u-n > <0
, i i’ i i -
i=1 Ju, A
i
Par ailleurs, on a d'aprés la convexité par rapport & u,
i i- 99 i - .
{(87) i=1,..m Qi(u ,ui) z_Qi(u ,ui) + < T—“%u 'ui)'ui_ui >
du,
i
De méme, Qi étant convexe par rapport & kl on a:
i- -1 = 9 4~ -
(88) i=1,..m Qi(u Iui) E’_Qi(u Iu'i) + < "'_—iU ’ui) P2 Ve T
A
d'ol, en sommant (87) et (88),
s i v -1 - ii- - 99; 4 - i -1
(89) Vu ) Q. (u,u) > ) 0.(u,u) + < —=(u,u),u-u> d < =0 ,u),n e
, i i’ -, i i i i7i i i
i=1 i=1 Bui A
L'hypothése (iii) permet de minorer le membre de gauche:
30,

m . m R . . . R .
1 -1 = il ,- - 1l ,-1 - 1 —-1
(0) vu  § oo wiu) > [ oo e < Ghu) -+« —F@E) - >

i=1 i=1 du, . at
1

d'oli 1'on déduit, avec (86):
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(91) Y u R (W > R (W)

5-2-2. Deuxiéme décomposition.

On écrit le lLagrangien du probléme sous la forme:
s v i i
= L, = + < - >
(92) L Z Z 0, (A" ,u,) o, ru;~h(A7)

et 1l'on propose l'algorithme suivant:
a) A 1'étape t, le coordonnateur propose des Xl(t) admissibles. Le niveau infé-
rieur résoud alors le probléme:

L

3 5 aQi

— (0 () ,u) +p, =0
o4, Ju,
1 1

9L,
i

—u, -nh0t@w)) =0
1

Bpi

et fournit les solutions locales:

(93) u, (6) = o))
9; i
o (1) = - —0rw,n0t )
1
Bui

- s i i
b) Le niveau supérieur minimise L par rapport aux A~ pour trouver les A  (t+l1).

On a alors:

m , 30, . .
(94) I oo, M e+1),u (8)) + < —=07(8),u, (8),h (A7 (£41)) > =
i=1 au,
1
m . 30, . .
min I oo, 05 () + < == (®),u, (0),h(D) >
)\€A1x..AN i=1 aui

Théoréme de convergence:

Si l'application h est telle que: u, = h(Al) minimise sans contrainte

le coiit Qi(xl,ui), alors l'algorithme (94) converge vers un minimum local de Ro'
i aQi i i
Démonstration: On a: VYV i, V A —=(A7,h(X7)) =0

du,
i
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d'ofi, A partir de (94):

it v it
| % Oy §‘1£1 0, (A ru))

(95)

I o~138

i
On a, par ailleurs,

m .
(96) ) Qi(lt+1,u§+1) < ) 9.0

i=1 i=1
d'ot, avec (95): Ro(t+1).i Ro(t)

. PR . . .
Soit (A ,u*) un point stationnalre, on a:

¥ ¥

¥
(97 v )\€A1x..A R (A,u) >R (A ,u)
O o]

N

Remarque:0On retrouve, dans ce cas particulier, l'algorithme des nuées dynamiques

de E. DIDAY /13/,/14/: en effet, & chaque itération, on procéde en deux étapes:

a) A partir d'une sectorisation donnée, l'application h fournit, pour chaque
classe, les noyaux.

b) A partir des noyaux ainsi déterminés, l'algorithme fournit une nouvelle

sectorisation.

Théoréme de convergence:

Sous les hypothéses suivantes:

. i . L1 -
i) Qi(k ,ui) est convexe par rapport & A~ et & u, .

‘. i i i i
ii) ¥ n,u avec: v, = hin), w, = h{y”) on a:

m 3Q, . 30, .,
] < —=(mv) - == v, =W > <0
i=1  3u, du, * ’
1 1
m 30, . Q. . ,
iii) } < ——%(nl,wi) - =2t v ) nt - > <0
i=t 3A A

l'algorithme (94) converge vers un minimum global de Ro'

Démonstration: D'aprés (94) on a:

m . 30, . m .
i t i i t t t+1 i t
(98) .z Q Mpyqryy) = < ——Agudmg = w2 5—.2 Q; (Ayruy)
i=1 Ju i=1
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la convexité de Qi(Al,ui) par rapport & uy implique:

, . 3Q, .
. i t i t+1 i i t+1 t t+1
(99) i=1,..m Q; Miypqru) 2 QO hus 7)) +< : Mipqrdy deug —us "2
Yy
d'oli, en reportant dans (98):
m 30, . 99, .
i i t+1 i, i t t t+1
(100) R _(£) > R (t+1) + ] < ——=Q0 u ) - —=0,u),u -u ">
i=1 sui aui

Compte-tenu de 1'hypothése (ii) la somme apparaissant dans le membre de droite
est positive, on en déduit la convergence de l'algorithme.
Soit alors ﬁ un point tel que l'algorithme ne lui trouve pas de succes-

seur. On a:

9Q

i

m . m . .
i-= -i - -i = -
(101) V¥V y .Z 9, (u,uy) 3‘.2 Q; (u,uy) + < (Wu) ey - u, >

i=1 i=1 Ju,
i

D'aprés la convexité de Qi(Al,ui) par rapport & Al, on a:

, . 30, . , )
i=1,..m 0. h,u) >0 whu,) < —@h U - u >
1 1 _ 1 1 1
DN
et, en utilisant ceci dans (101) on obtient:
m i- m i - T N T P R
(102) ¥V y X Q, (W) > z Q; (wyu )< —2(u ) T —= (1T, ) s, e >
i=1 i=1 X Bui
d'ou:
moo8Y 4 00, 4 - -
(103) ¥ ] < —F@,u)ui-ut >+ < —=,u)umu > >0
. 1 1 1 1 1 -
i=1 oA Bui

Par ailleurs on obtient, en utilisant 1'hypothése (i):

m X m . .. . ,
Vou ) Q. (' ou) > ) 0. (W u,) + < —=(u",u,) i -n" > (convexité/A")
. i i’ -, i i i i
i=1 i=1 oA
m m
-i -i - i, =i - (convexité/u,)
1o ) > ) 0 a4 < —=(uy) ey > i
i=1 i=1 ou,
1
et la somme de ces deux inégalités permet d'ocbtenir:
m 9Q. . 9Q, . . .
- -i - - ~-i i-i
(104) vy R (W) >R (W + ) < —(0,0,) w0, > b < = u) u -l >
o) — 0 , i i7i i i
i=1 Ju, 3A

1
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Compte~tenu de 1l'hypothése (iii) on peut encore écrire:
m 9Q. . 30 . L
- -i = - i, i~ -
(105) Vv R >R (D + J <—=@",0,),u,-u, >+ <—,a,),u-u >
o -0 . i i i i i
i=1 Bui A

D'aprés (103), la somme apparaissant dans le membre de droite est non négative,

on en déduit que ﬁ est un minimum global de RO;

6- CONCLUSION.

La formulation du probléme de classification au moyen d'un jeu d'agré-
gation conduit & utiliser des algorithmes de recherche d'un point d'équilibre
dans un jeu & N personnes. Dans la majorité des cas, ces problémes sont de
dimensions importantes, cette caractéristique implique l'utilisation de métho-
des de décomposition.

La décomposition la plus immédiate consiste & considérer chague Joueur
comme un sous-systéme résolvant son propre probléme, les interactions erntre
sous-systémes étant constituées par les commandes des autres joueurs.

On peut alors distinguer deux classes d'algorithmes, suivant gue 1l'on
travaille & partir de la fonction: "réponse d'un joueur & une configuration
donnée du jeu" ol & partir des fonctions de colt, c'est-d-dire de la forme
normale du jeu. Dans le premier cas, nous avons proposé un algorithme itératif
de mise en oeuvre extrémement simple, et les résultats obtenus au chapitre 2,
concernant les points d'équilibre en stratégies pures, nous ont permis de
montrer sa convergence. Dans les autres cas, on peut utiliser des algorithmes
plus "sophistiqués", dont la convergence recquiert parfois des hypothéses assez
restrictives,

Lorsque l'on recherche un point de Pareto, il est possible toutefois
de proposer une autre décomposition, chaque classe constitue alors un sous-
systéme, et les interactions entre sous-systémes se situent uniquement au

niveau des contraintes définissant les ensembles de commande admissibles.
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CHAPITRE QUATRE

UN EQUILIBRE COOPERATIF DE TYPE PARTICULIER

1 - INTRODUCTION

¥

Lorsque l'on ajoute 1'idée d'optimisation & un "modéle mathématigue
celui-ci devient un "modéle économique".

Quel que soit le systéme étudié, un abus de formalisation donne
souvent lieu & un modéle traduisant imparfaitement la réalité et, de plus,
inutilisable du point de vue de l'optimisation, car trop complexe. L'analyse
d'un systéme de grandes dimensions par les données conduit au regroupement
de celles-ci et & une modélisation sous forme d'agrégats. Celle-ci se
justifie non seulement par la structure des observations qu'on a pu faire
sur le systéme mais aussi par la structure de la commande : le modéle est
de plus en plus global au fur et & mesure qu'on l'observe d'un niveau plus
élevé de la hiérarchie.

Une application essentielle de l'analyse présentée dans les
chapitres précédents consiste & réaliser une partition du systéme global
afin, le plus souvent, d'appliquer aux parties disjointes une méthode de
gestion spécifique. Cette gestion, qui s'applique globalement & tous les
éléments d'une classe, doit tenir compte de leurs différents critéres.

On est ainsi conduit & étudier les comportements coopératifs entre joueurs
d'une méme coalition, qui définissent les solutions du jeu inférieur.

Deux exemples, concernant un probléme de localisation et un
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probléme d'allocation de téches et de ressources, nous permettront d'intro-
duire un équilibre coopératif de type particulier. Nous définirons alors
rigoureusement la notion "d'équilibre social" et nous en présenterons les

sropriétés et les applications importantes.
Prorx Pr

1-1. Probléme de localisation optimale.

On considére le probléme suivant : définir de fagon optimale la

localisation de n centres de service (entrepdts, écoles, stations de bus,..)

‘ . . . . . 2
Jars une zcne géographigue donnde, aqui est un sous-—-ensemble donné : DCR .

Supposons connue la demande, d(x), émanant de chaque point x €D.

SJoit (u ,..un) le n— uple définissant la localisation des n centres, et suppc-

1

N
O
=3
n
o]

ue la qualité du service rendu par un centre situé en u & la populatior

située en x peut &tre mesurée en introduisant la fonction de colt :

£ : DxR” 5 R,
(x,u) — s f(x,d(x),u0)
Le probléme de localisation optimale conduit & définir un jeu d'a-
agrégaticn dont la solution sera une partition optimale de D en n classes
Hi, i=1,..n; chague classe sera servie par un centre de classe u, /1/,/18/.

31 l'con envisage un service public, on est conduit & définir le _oat de

ia localisation ui au moyen du critére :

Q(Ci,ui) = max f(x,d(x),ui)
>:€Ci

le n- uprle optimal (u*

» - . N
, ) 1...un) correspondant & une partition

{Cl"'cn) sera tel que :

. * ,
i=1,..n Q(Ci'ui) = min max f(x,d(x),ui)
u. €R% xec,
i i
I.a situation ainsi définie est celle dans laquelle la variable de décision
de la classe Ci est calculée de fagon & minimiser le cofit des usagers les

plus défavorisés de la classe, en accord avec la notion d'équilibre social.



- 111 -

1-2. Probléme d'allocation optimale.

Soit & planifier la production d'une certaine quantité Y, d'un
bien économique donné sous des contraintes budgétaires, au moyen de n centres
(usines, procédés technologiques, régions, etc..)

Le probléme d'allocation des télches et des ressources est formulé
comme suit : soient vy et X0 i=1,..n, respectivement la tiche et la

< . éme . .

ressource allouées au i processus. On suppoOse connues les n applications
@i guli définissent, pour chaque processus, le temps de réalisation de la

téche y; sous la contrainte budgétaire X, -
i=1,..n T, = @.(xi,yi)

sous les contraintes globales :

X donné
o

I~
"
| A
%

La quantité Y, du bien économique sera disponible au bout du temps :

T = max T,
o) . i
l=1’--n

On est ainsi conduit & poser le probléme suivant /2/ :

min max &, (x,,y.)
(x,yJEE i=1,.n oLs
avec x = (Xl"'xn)' vy = (yl,..yn), E est l'ensemble des couples (x,y) véri-
fiant les contraintes globales.
Si l1'on considére chaque processus comme un joueur supportant le
colit Ti on a défini un probléme d'équilibre social, dans lequel l'ensemble

des joueurs se préoccupe de la situation des joueurs les plus défavorisés.
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2- SOLUTIONS DE COMPROMIS

On considére un ensemble de n joueurs : i = 1,2,..n.
La commande de chagque joueur i est un vecteur de décisions xi, soumis &
des contraintes locales

ad .
(1 xiEIXi c:Ei i=1,..n

. . ad ..., . . s , .
Ei est un ensemble donné, Xi définit les décisions admissibles localement.

On peut, de plus, introduire un ensemble de contraintes globales

4 a
() «ex % &

avec : X = {X,,..% )
1 n

E = EIXE2X°'En

Leg colits des différents joueurs sont définis par les applications

(3) ¢, : X —— R i=1,..n

a .
¥ = {x; xe£x , xi€x. , i =1,..n}

On notera :

Xy = { (9, (x),..% (x)); x€X}
1 n

et l'on supposera

£4) i=1,..n @i(x) >0 Vx €%

Remarques : 1) L'hypothése (4) n'apporte aucune restriction si 1l'ensemble
$(%X) est minoré. En effet, supposons gqu'elle ne soit pas vérifiée; on défi-

nit alors

i=1,..n y: = inf { @i(x);)(EX 1

*,..y:) est appelé point idéal du probléme. Il s'interpréte

*
Le point y = (y1

de la fagon suivante : lorsqu'il est réalisable, c'est & dire s'il existe
x"€X tel que @i(x*) i_éi(x) VX €X, i = 1,..n, alors x" minimise simultanné-

ment les n critéres.



- 113 -

Dans ces conditions, le choix des n critéres définis par les
regrets :

i=1,..n ° (x) - o (x¥)
permet de satisfaire 1l'hypothése (4).

2) Le probléme peut aussi étre formulé comme probléme & centre de
décision unique, en présence de n critéres. Dans ces conditions, 1l'ensemble
admissible X est défini de fagon indépendante de n ; c'est le cas en particulier
dans 1l'exemple 1.

Il n'existe pas pour ce type de probléme, de concept de solution
communément admis (/3/ & /6/). L'utilisation de la notion de structure de
domination /7//8/ permet d'étudier les hypothé&ses sous-jacentes a chaque concept
de solution, cependant aucune raison ne milite en faveur d'un concept particulier.
En effet, pour les problémes & objectifs multiples, l'espace des colts n'est que
partiellement ordonné. Dans ce sens, on peut cependant définir un ensemble de
solutions optimales en utilisant le concept de domination. Par exemple, un point de
Pareto est tel qu'il n'est pas possible de trouver un ensemble de décisions
compatibles avec les contraintes et diminuant tous les critéres & la fois. Tou-
tefois, la décision finale dépend du jugement du décideur unique ou du
pouvoir de négociation des n joueurs.

Une classe de solutions particuliérement intéressante est fournie
par les solutions de comg;omis (/9/,/10/ ). On définit dans ce cas, une

classe de colits globaux par

n l
y cbi<x)p)p p > 1

i=1

| v

F (x) = (
P

Par définition, une solution de compromis de paramétre p minimise Fp sur
l'ensemble des décisions admissibles.

Remarque. La solution de compromis correspondant &8 p = 2 a été proposée

par Salukvadze /11/; elle correspond & la minimisation de la norme euclidienne

du vecteur des n colits. Les solutions correspondant & la programmation par
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objectifs /12/ ou A la simple régle majoritaire sont des solutions de com-
promis avec p = 1. Le choix de p = » correspond & la notion d'éguilibre social,
plus particuliérement étudiée dans ce travail, et conduit & un critére de la
forme

min may d . (x)
x€X i=1,.n

Soit A le cbébne défini par

n
On dira gqu'un ensemble E est A-convexe si E+A est convexe.
Les solutions de compromis présentent les propriétés suivantes /9/,/13/
1~ Faisabilité: Pour tout p > 1, si 1l'ensemble ${X) est compact, il exisre
touijours une solution de compromis ( on peut remarguer que certains concepts
de solution tels que le coeur du jeu, par exemple, ne possédent pas cette

s lat

)

T

>y

.

2- Non dictature: La décision du groupe n'est pas entiérement déterminée

par 1'un guelconque des joueurs. Contrairement & la minimisation lexicogra-

1

phique' dans laquelle certains joueurs peuvent ne pas intervenir dane la
décision finale, chaque critére est considéré dans une sclution de compromis,
i~ Pareto-optimalité: Pour 1 < p < «, toute solution de compromis est
Pareto-optimale. Cette propriété résulte directement de la définition.

P

4~ Unicité: Supposons & (X) A-convexe. Soit ¥ une solution de compromis

prour le paramétre p. Alors le n- uple ®1(§p),..®n(§p) est unique pour

. L .
L < p o< ow,

s O . ey
Soit X~ = X, Pour i = 1,..n on définit

o i-1
}

¥ o= {xoéxi_l; @i(X ) < @i(x), v x €X

Pour la minimisation lexicographique, la décision finale appartient & 1l'ensem-
ble X, Cependant, si Xk, k < n, ne contient qu'un point, elle est déterminée

de fag¢on unique et Qn ne sont pas considérés,

)
k+1'°°
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5- Symétrie ou principe d'équité: Si ¢(X) est convexe et fermé par rapport &
une rotation cyclique, alors pour tout p, 1 < p < = les ¢i(§p), i=1,..n,

sont identiques. Pour p = 1, il y a au moins une solution de compromis telle
que les @i(ﬁl), i=1,..n, soient identiques. Ainsi, le principe d'équité est

implicite dans le concept de solution de compromis.

L'inconvénient majeur des solutions de compromis est qu'elles
imposent une intercomparaison des différents critéres par l'intermédiaire
de la foncticn de colit globale. Cette contrainte n'est pas admissible dans
certains cas, en particulier lorsque les différents cofits sont incommensura-
bles. Cependant, nous verrons que, méme dans ce cas, la notion d'équilibre
social peut étre utilisée pour déterminer 1l’ensemble des points de Paretc
du probléme. Le choix d'une solution particuliére est alors laissé au juge-

ment du décideur ou & la négociation entre Jjoueurs.

3 - EQUILIBRE SOCIAL

Pour un jeu coopératif a4 n personnes, on définit un point de Pareto
comme un €lément de X tel qu'il n'est pas possible de trouver un autre ensem-
ble de décisions admissibles diminuant & la fois tous les coits.

Sur le plan des décisions du groupe, un tel point peut &tre préfé-
rable & un point de Nash. Cependant, il n'est généralement pas unique et le
choix d'une décision est déterminé par le concept de soclution retenu. En fait,
une décision Pareto-optimale est telle qu'elle interdit toute modification
préjudiciable & 1'un quelconque des joueurs, quels que soient par ailleurs
les colits effectivement supportés par ceux-ci. Or dans certains problémes
(cf. exemples 1 et 2, ou lorsque 1l'on fait intervenir la notion d'équité),

1l peut quelquefois étre souhaitable d’améliorer la situation d'un joueur
(ou d'un groupe de joueurs) plus défavorisés, quitte & le faire au détriment

de joueurs dont la situation était meilleure.

Sous certaines conditions /14/, la recherche d'un point de Pareto
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se raméne a la minimisation d'un critére unique :

fix) =

A0, (%)
, i'i
i

o~

1
(5) n
x€X, A, >0 vi, ) A =1
l =

On peut alors interptéter les coefficients Ai comme les poids des différents
joueurs au sein de 1'équipe ainsi formée. En pratique, celd suppose un proces-
sus de négociation, au cours duquel les n joueurs s'entendent sur les coefifi-
cients de pondération Ai de leur influence. A priori, ces coefficients peuvent
gtre quelcongues et, en particulier, indépendants des coilits @i(x*ﬁ agu'ils
induiront pour chacun des joueurs & l'équilibre. Lorsgue 1l'on introduit les
considérations évoquées plus haut, on constate, au contraire, l'influence
primordiale de ces coefficients.

Dans ce sens, on introduit la notion d'équilibre social, gul est
une solution de compromis avec p = «, Elle s'interpréte comme un équilibre
coopératif de type particulier, dans lequel 1l'équipe tient compte de la
situation du joueur le plus défavorisé.

Définition 3-1

. . * D . , cs
On dira qu'un point x est un équilibre social si sont vérifiées
les propriétés suivantes :

1) x"Ex

(6)

2) Vv x€X max @i(x*) < max @i(x) i=1,..n
i i

Pour toute décision admissible x, on notera

(7 a, (x) = max ¢, (x)
1 5 i

: cot 1 2 . ;
et 1'on dira que deux décisions x et x sont éguivalentes si l'on a :

1 2
(8} al(x ) = ul(x )

Soit A1 la classe d'équivalence des décisions optimales, c'est-d-dire
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conduisant & un équilibre social. On a :

min a, (x)}
XEX

(9) A, = {yi vEX, oy (¥)

2
Si x1 et x sont optimales, on a :

max 6, (x1) = o, (x}) = o, (x7)
. 1 i 1
i 1
(10)
2. 2. 2, 1
m?x @i(x ) = @iz(x ) = al(x )y = al(x )

On définit les quantités suivantes

]

max ®,(x1)
:'Laéi1

az(xl)
(11)
0. (x2) = max @.(xz)
2 . /. i
1#12

. . - 2 .
et 1'on dira que la solution optimale xlest meilleure que x si l'on a :

(12) az(xl) < az(xz)

Soit A2 1'ensemble défini par

(13) A, = {z; zEZAl, az(z) = min az(y)}
yEA
1
On obtient immédiatement les propriétés suivantes

i) Azc:A1

ii) Toute sclution =z €A2 est meilleure que toute solution y€A1 - A2

iii) Pour tout indice k tel que :
1<k i‘n-l, card Ak > 1
on peut définir 1l'ensemble Ak+1' inclus dans Ak’ des solutions

toutes meilleures que l'une quelconque des solutions appartenant

A T By



Définition 2-2

- 118 -

On d

. * : . .
ira que x est une meilleure solution optimale si c'est un

élément de l'ensemble Ak non vide d'indice le plus élevé.

4 - PROPRIETES

DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS OPTIMALES

Définissons n problémes d’optimisation P

K’ k=1,..n, par :

min ¢ (x)
x€EX

{14) j2

. *
et soit xk une

Théoréme 4-1

Soit

(15)

Démonstration

P, (x) - 0 (x) <O i=1,..n
i k —

solution du probléme P On a le théoréme suivant

K
* : .
X une solution optimale. On a

o (x*) = min ¢ (x*) k=1,..n
1 K k Tk

. * . e s s
Si x est optimale, on a, par définition :

(16)

Si x* (k quelc

k
(17) X
dfol :
(18) v k

max @i(x*) < max @i(x) ¥V x€X, i=1,..n
i i

ongue) est solution de Pk’ on a :
* »* X*
( =
kEZX, mix @i‘xk) @k(xk)
*) *
max @i(x §-®k(xk)

i

et il s'ensuit :

(19)

Par aillevrs,

(20)

*

max @.(x*) < min &, (x )
. i ~ k
i k

soit Yk 1'ensemble des commandes admissibles du probléme P

v, = {y; yEX, ¢, (y) 20 (v), i=1,..n}

k
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Par définition du probléme Pk on a :

¥ *
(21) m?x ®i(xk) = ¢k(xk) < 0 (x) vV x €Yk
Comme les ensembles Yk sont tels que

n
(22) v =X
k=1 k

on en déduit l'existence d'un indice j vérifiant :
(23) x €Y,

J
D'aprés (21) on a alors :

(24) 45 tel que ®j(x§) §_®j(x*)

et, en utilisant (24) et (19) on obtient

* * * *
(25) d.(x,) <max ®,(x ) < min ¢ (x ) < &, (x.)
33 - i 1 T ox k"kh = 3773
d'od l'on déduit
* * * *
(26) . (x.) =max ¢, (x ) = min & (x ) = a, (x )
J 3 i i K k "k 1

Le théoréme 4-1 fournit un moyen de calculer une solution optimale. Les pro-

priétés suivantes permettront de mieux caractériser l'ensemble de ces solutions.

Théoréme 4-2

Une meilleure solution optimale est un point de Pareto.

olution optimale, et supposons qu'elle

=)
€]
g
@]
o]
2]
ct
H
]
t
I..I
(@]
o]
n
8]
'.J
ot
]
[
o
[0}
2]
0]
!,J
}—1
},—-I
o
jor
Ia]
D
G

ne soit pas un point de Pareto. RAlors on pourrait trouver un ensemble de

décisions admissibles, x, tel que :

- %
(27) i=1,..n @i(x) i_éi(x ) avec au moins une inégalité stricte.

Deux cas peuvent se présenter
* :
1) x n'est pas optimale

2} x* et x sont optimales,§ est meilleure que x¥
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. . . *
et, dans les deux cas, on a une contradiction avec le fait que x est une

meilleure solution optimale.

Théoréme 4-3

Si 1'ensemble des décisions admissibles est convexe, et si les
fonctionnelles @i(.), i=1,..n, sont quasi-convexes, l'ensemble des solutions
optimales est convexe.

Démonstration : Soient x* et x deux solutions optimales. On a

@.(x*) < o (x*} = max & (x*)
i - 1 K k
(28) i=1,..n
0. (x) < a (x) =max o, (x)
k
avec: (29) al(x*) = a1<§) = 0

n, -
Posons X = px*+ gx avec (p,g)efP c'est-a&-dire

2!
p,g >0, p+gqg=1

" ‘
x est un vecteur de décisions admissibles,par la convexité de X. De plus, la

quasi-convexité des fonctionnelles @i(.) impligue

It

(30) i=1,..n 2, () = ¢ (px"+ax) < a

On en déduit :

(31) max @, (%)
N 1
i k

iA

o < max @k(x) ¥V xeX

n
d'oll 1'optimalité de x.

Corollaire 4-1 : Sous les hypothéses du théoréme 4-3, les ensembles Ak’

k=1,..n, sont convexes.

Démonstration : D'aprés le théoréme 4-3, l'ensemble A1 est convexe. L'ensemble

Ak {k=2,..n) est l'ensemble des solutions d'un probléme d'équilibre social
sur Ak—i’ d'otd le résultat annoncé.

En particulier, l'ensemble des meilleures solutions optimales est convexe.

Corollaire 4~2 : Sous les hypothéses du théoréme 4-3 et si, de plus, les

fonctionnelles @i(.) sont telles que :
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(32) v i, vpd{o,1} <I>i(px1+qx2) < max {fbi(xl), @i(xz)}

alors la solution optimale est unique. Elle est donc aussi la meilleure

solution optimale.

, , . . . , * = ,
Démonstration :5'il existait deux solutions optimales, x et x, on aurait
P

(33) v (p,@) €@y, p¢ (0,1} 3, (px"+qx) < o
(34) max ¢i(px*+q>_<) < o = max @i(x*) = max o (%)
i i i

ce qui contredit l'optimalité de x* et de x.

5 - PROCESSUS DE SCALARISATION.

On sait que, sous certaines conditions, la recherche d'un point de
Pareto se raméne 3 la minimisation d'un critére unique, pondération des
critéres des différents joueurs. On a montré qu'une meilleure solution opti-
male était un point de Pareto, et on a constaté, par ailleurs, l'influence des

coefficients de pondération sur les colts supportés par chagque joueur a 1'égui-

libre. Désignant par Pn l'ensemble

n
(35) Po={r= Oy A >0, ] =1)
i=1
on introduit la fonctionnelle suivante
n
(36) £:P XX > R, £, %) = izi 2,0, (%)

Théoréme 5-1

S'il existe un vecteur AEan, de composantes toutes positives,tel que
* ¥y _ * s
(37) E(vx) < £00,x) ¥V XEX == @i(x ) = ®j(x ) v i,3

alors x* est un point d'équilibre social.

Démonstration : x* est un point de Pareto. On en déduit :

(38) v x €X i tel que o, (x) > ¢, (x")
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Corollaire 5-1: S'il existe un vecteur unique Aé!Pn tel que

o, (x¥) = o, (x*) Vi, j€1
i j

(39) £EO,x™) < £(,X) VYV XEX =

2 (X% < 0 (x) Vi€I,vké¢r
ol I est l'ensemble des indices des composantes non nulles de )\, alors x*
est un point d'équilibre social,

Démonstration : Elle est identique & celle du théoréme précédent, en remar-

quant que x* est un point de Pareto pour le sous-ensemble des joueurs indicés
par I.
Soit X(a) l'ensemble défini par

(40) X{a) = {x; x€X, tbi(x) <o i=1,..n}

Lemme 5-1. Une condition nécéssaire et suffisante pour gue x € X(a) est que
l'on ait :
(41) v )\€u?n £(A,x) <a

Démonstration : 1) Soit x €EX{a). Alors on a

n
(42) v i ¢, (x) <o =$‘Z A8, (%) <

A.a = 0 V AEP
. i n
i=1 i

o~

1
2) Réciproquement, soit x un vecteur de décisions admissibles
tel que (41) soit vraie. En prenant A= e, vecteur dont toutes les composantes

. &me
sont nulles sauf la i

, égale &4 1, on obtient :
(43) v i f(ei,x) < 0 == @i(x) < a

Théoréme 5-2

La relation suivante est vraie :

(44) max min £f(A,x) < min max f(\,x) = al(x*)

rEP x €X XEX LEP
n n

Démonstration : Posons

(45) Vv x€EX R(x) = max

ki®.(x)
AEP i +
n

1

I e~3
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On a :
(46) ¥V x€X R(x) = max ¢i(x) = al(x) de sorte que
i
(47) min B(x) = min max f(\,x) = al(x*)
Xx€EX Xx€X Aean
D'autre part, & partir du lemme 5-1, on a :
(48) x* € Xla, (x)) &= V AEP_ EOx™) < ay (x9)

et comme on a

(49) vV AED min £0),x) < £(\,x7)
n <
x €X

on en déduit, en utilisant (48) et (49)

(50) max  min £(4,%) < o (x)
NEP_ xEX ‘

Théoréme 5-3

Si la fonctionnelle f(A,x) admet un point selle dans anX, clest

un équilibre social.

Démonstration : Soit (k*,x*) un point selle de f(X,x) dans @nxx :

n n n
(51) ore, () < ) e, (x™ < T e, (%) V XEX, VAED
i=1 11 - i=1 1 1 - i=1 11 n

En majorant le membre de droite par max @i(x), et en prenant A= e, dans le
i

membre de gauche, on obtient :

e~

B3 *
A9, (x ) < max 9, (x)
1 — 1

(52) V x £X max &, (x*) <
+ T =1 1 i

i i
o e *
d'od l'optimalité de x .
Remarque : Le théoréme 5-2 donne une minoration du cofit de la solution opti-

male par résolution d'un probléme de maximisation dans Pn. Une condition

nécessaire et suffisante d'existence d'un point selle est que (44) soit une
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égalité. Il en est ainsi, en particulier, lorsque 1l'ensemble
(53) o(x) = { z; Ix€xX tel que ¢ = (2, (x),..0 (x))}

est convexe /15/. En fait, ce résultat est encore valable sous des conditions
légérement moins sévéres.
On définit l'application suivante

(54) h:P —sR
n +

A ——>sh(}) = min £(\,x)
x €X

On suppose, comme on l'a fait jusqu'a présent, qu'un minimum est effectivement
atteint dans X de sorte que, V X€E¥“ 1'ensemble Xk défini ci-dessous n'est

pas vide :

(55) X, = {x°€X; £(},x°) = h(\)}

Théoréme 5-4

Si, v AéﬂPn, 1'ensemble X. est non vide, et si 1l'ensemble ¢(X) est

A
A~convexe avec
A = {aer"; 4 > 0}

alors f(},x) admet un point selle dans anx. Ce point est un équilibre social.

Démonstration :

Soit ¥ = &(X) + A, ¥ est convexe par hypothése. On a :

(56) vV yey J(x,d) € Xx\ tel que ¢ = &(x) + d
en notant ¢(x) le vecteur : (@1(x),..¢n(x))-

Les deux propriétés suivantes découlent immédiatement de (56)
a) o(X)<V

b) VYEY, VXER : <X,y >>h(). En effet :

(57) VyEY, VIEP , J(x,d) € xxh tel que :



- 125 ~

le produit scalaire < A, d > étant positif ol nul, et 1l'inégalité :
£(X,x) > h()) vérifiée par définition de h(X), on en déduit la propriété b).

De plus, on a :

(58) A4 )\EIPn min < A , ¢ > = h(})
yeEY

En effet, en utilisant le fait que 3 (X)<=V¥ on a :

(59) v AE,Pn min < X , ¥ > < min £(X,x) = h(})
P EY X EX

qui, associé 3 b) démontre (58).
On fait maintenant l'hypothése que le vecteur nul, ¥ = 0, n'appartient pas

4 Y. En effet, ce cas ne présente pas d'intérét puisqu'on aurait alors
* *

(60) Ix"EX tel que d(x ) =0

Définissons la norme d'un élément ¢ de VY par :

(61) oIl = max wi i=1,..n
i

et soit & la distance minimale de 0 & l'ensemble convexe ¥. En utilisant

(58} on montre facilement /15/ :

(62) min |yp}| = max h() =8
YEY AEP

Soient w* et l* tels que :

(63) o¥ll= no®)

It
o

On a :

ev s <%, Y >0 =5
(64)

»* * * x*
Aé@n=¢<l,w>i“\b“=6
d'olt 1'on dé&duit :
%
(65) < X, =8
Dans ces conditions, on obtient :

(66) Ix*e X, tel que w*= 8 (x™)

En effet, dans le cas contraire, on aﬁrait :
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(67) v =oe® +a X € X % d>0

et + < X, Y% = 20,0 + <%, as> > n0®
qui est en contradiction avec (65).
D'aprés (66) et (63) on a alors

(68) max @i(x*) = lv*| < 1wl Ve i=1,..n
1

et, comme $(X) est inclus dans ¥, on obtient :

(69) max @i(x*) < max @i(x) V XxEX i=1l,..n
i i

R * ot .
ce gul montre que x est un équilibre social.
Par ailleurs, (65) montre l'existence du point selle correspondant; en effet :

(70) <A, P> = f(A*,x*) = h(l*) = Hw*H

min £05%,x%)
X EX

avec h(A*)

max f(k,x*)
rEP
n

et [l

6 - PROBLEMES D'ALLOCATION

Dans de nombreux problémes d'allocation de ressources, ou d'assigne-
ment de tdches, la notion d'équilibre social joue un rdle important, comme le
montre l'exemple 2 donné en introduction. Le probléme est alors défini de la
fagon suivante

a) Commandes admissibles.

(71) Xid = E+ orthant positif d'un espace vectoriel donné.
ad z
(72) X = {x = (Xl"'xn); .z X, = xo}
i=1
b) Critéres individuels.
(73) i=1,..n o, (x) =0, (x,)
i i 71

Dans ce type de problémes, un cas particuliérement intéressant est celui dans
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lequel 1l'allocation optimale conduit & un colit unique, commun & tous les
joueurs. La solution est alors obtenue directement par la résolution d'un
systéme de n équations.

Théoréme 6-1

Si toutes les fonctionnelles @i(xi) sont continues et strictement
croissantes par rapport & tous leurs arguments, la meilleure solution opti~

male vérifie le systéme d'équations
(74) v i tel que Xy # 0 @i(xi) = q

Démonstration :Supposons que celd ne soit pas le cas, et gqu'il existe deux

ensembles d'indices, I et J tels que

¥ *
vi€er card I =n, > 1 d,.(x,) = o X, # C
(75) i - i1 i
. *
vV ijed card J = n, > 1 $.(x.) < o
] : i j( J)
avec :
¥ ¥
(76) 1ox, + ) x, =x
. i . | o
' i€z jeEJT

Soit e€,E+ - {0} tel que :

(77) ¥viel X, = %X, - >0

Alors, la croissance stricte des fonctionnelles @i(.) implique
: - *
(78) Vi€l 3, (x,) < &,(x,)
i 7i i7i

Posons a présent :

- *
79 Y jEJ j j X, = X,
(79) jE J# 3y 3 3
3 =7 §. = X 4+ n,e
1 Jp 9

%
ol j1 est un indice de J tel que x, < xo. Comme n, > 1, on est assuré de
1

1l'existence d'un tel indice dans J.

La continuité des fonctionnelles @i(.) implique :
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¥vn>0 38(n) tel que
(80)

||xj1 - lel] < 8(n) = |¢j1(xj1) - le(le)l < n

Il s'ensuit qu'il existe un nombre § tel que :

- - ¥% *
(81) ni"e" < 8§ = &, (x,) -0, (x. ) <a-2938, (x,)
R I 3y
L'ensemble :
M -
(82) \§={e;0<e<x, Vi,x*+n.e<x,||e"<§—}
- i 3, i~ — "0 n,

n'est pas vide.
Dans ces conditions, V eé,g, les vecteurs de décision x définis a partir de
(77) et (79) vérifient :

V i€ @i(ii) < o
(83)

v JEJ o.(x.) < o
13
ce qui contredit l'optimalité de la solution x*.
On a encore le théoréme suivant, dont la démonstration est identique en tous
points d celle du théoréme 6-1

Théoréme 6-2

Si toutes les fonctionnelles ®i(.) sont continues et strictement
décroissantes par rapport & tous leurs arguments, si la meilleure solution
optimale n'est pas telle que :

¥
(84) mix @i(xi) = @k(xo)

alors elle vérifie le systéme d'équations

(85) v i s (x%) = a
1 1

Dans le cas ou les décisions xi sont constituées par deux sous-ensembles de
décisions (allocation simultannée de tdches et de ressources, par exemple)

on peut appliquer conjointement les deux théorémes précédents.

T T T
Poso : . = 12, i=1,..
ns Xy (yl,zl) i=l,..n
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ad -
Xi = {(Yi'zi); Yiior ziiO}
(86)
ad o o
X7 = {x = IR R .Z v, = yo,_z z, =z }
i=1 i=1

Théoréme 6-3

Si les fonctionnelles ¢i(.) sont continues, strictement croissantes
par rapport aux arguments yi et strictement décroissantes par rapport aux
arguments Z:0 si la meilleure solution optimale n'est pas telle que

(87) mix @i(yi,zi) = @k(O,zo)

alors elle vérifie le systéme d'équations :

(88) i=1,..n @i(yi,zi) = q

Jusqu'ad présent, les résultats obtenus concernant les problémes
d'allocation supposent la continuité des fonctionnelles ®i(.). Nous allons
montrer qu'ils restent valables lorsque les fonctionnelles @i(.) sont seule~
ment continues par morceaux.

Si 1l'on suppose qu'il existe un nombre fini de discontinuités, on
note : @i(x;) et @i(x;) respectivement la limite & gauche et la limite &

droite de @i(.) en un point xi quelconque. On introduit la fonctionnelle

auxiliaire wi(.), multivoque, par

e +
(89) v ox, v, ) = [, () ,0, (x)]

Compte~tenu du but poursuivi, qui est la minimisation des critéres @i(.),

on définit :

it

- . - +
(90) v Xy @i(xi) @i(xi) si @i(xi) @i(xi)

| A

(91) v x, 5.(x,) =0, (x) si o, (x)
i i i i i i i

IA

@i(xi)

Théoréme 6-4

Si les fonctionnelles @i(.) sont continues par morceaux, et stricte-

ment croissantes par rapport & tous leurs arguments, la meilleure scolution
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optimale est telle que
n ‘ : *
(92) N v, (x) #{} v x, £0
i=t * 1t *

od {} désigne l'ensemble vide.

Démonstration : Les propriétés des fonctionnelles <I>i(.) impliquent :

+ -
{93) v Xy @i(xi) > @i(xi)
(94) v X; il existe un voisinage & droite de X, tel que
v nEv(x)) . (x,4n) = 0. (x) + . (x,,m)
nevix; TR AL S R Gy t¥g0m

ol ;i(xi,n) est une fonctionnelle continue, strictement croissante par rapport

+
a nev(xi), et telle que :

(95) lim Ci(xi,n) =0
n>0
n>0

D'aprés (92), on doit avoir :

(96) Jao tel que V i vérifiant x: # 0, aew(xi*)

En effet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Il existe alors deux ensembles

d'indices, I et J, tels que :

) _ % ¥
(97) vV i€1I card I —niil X; #0 uewi(xi)

vV jEJT U] (x*) < o c'est-3-dire VB,EY (x*) B, < a

) iy | s B K
Soit eeﬁu_—'{o}, on définit :
(98) Vi€T % =x -
i i
Vv3E€ET, 3 # 7 x —x*
J =73 X —x* + n,e
! Iy N

La croissance stricte des fonctionnelles <I>i(.) implique :
(99) Vi€l (%) < ¥, (x0)
* by (xg) <y (g

On montre alors qu'il est possible de trouver t tel que :
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(100) P, (x, ) <«

En effet, d'aprés (94), on a

* *
(101) P, (x. +n,e) =0, (x, ) + ¢, (x, ,n,e)
S 31 9 Jpo I 7

+
pour n, e ev(xf )
i 3y

(100) est alors vraie si l'ensemble g défini ci-dessous n'est pas vide

* %
(102) 5 = {¢; O<e<min Xi' xj +nie§go,ryfzév(x%+), C. (x?i,n,£)<u-¢. (x%+)}
1€T 1 T T 71

Ceci est le cas, en effet on a

*
{103) o, (x, ) <o par définition de l'ensemble des indices J.

Ty g
On en conclut que si (97) est vraie, x* n'est pas optimale, en effet on a trouvé
un vecteur x meilleur que x*, d'oﬁ la contradiction.
Ce résultat s'étend de fagon directe au cas ol les fonctionnelles
@i(.) sont continues par morceaux et strictement décroissantes par rapport &
tous leurs arguments, en définissant @i(xi) au moyen de (91). On obtient de

la méme maniére l'équivalent du théoréme 6-3.

7 - DETERMINATION DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS PARETO OPTIMALES

L'inconvénient majeur des solutions de compromis est qu'elles
imposent une intercomparaison des différents critéres par 1l'intermédiaire
de la fonction de cofit globale. En particulier, pour 1l'équilibre social,
les différents cofits doivent étre directement comparables ce qui impose
l'existence d'une unité de mesure commune aux n joueurs. Lorsque cette
contrainte n'est pas admissible, nous allons montrer que la notion d'équilibre
social peut néanmoins étre utilisée pour déterminer l'ensemble des points de
Pareto du probléme /16/. Le choix d'une solution particulidre reléve alors
du jugement du décideur ou des capacités ae négociation entre joueurs.

Soit T= (Tl,..Tn) un vecteur de composantes strictement positives.
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On définit une classe de problémes d'éguilibre social P(t) par :

x* solution de P(1) «=> max ri<bi(x*) < max 'ricbi(x)
i i

vV x€X, 1i=1,..n
Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de Pareto-
optimalité pour les fonctionnelles <I>1(.) ,..Qn(.) (probléme P).

Théoréme 7-1

Une condition nécessaire et suffisante pour que x* soit une solution
Pareto-optimale du probléme P est qu'il existe un vecteur 1T de composantes
strictement positives tel que x* soit une meilleure solution optimale pour le
probléme P(T).

Démonstration :

a) Condition nécessaire.

Soit x* une solution Pareto—oﬁtimale du probléme P. On a, par définition
(104) vV x€X o, (x) =0, (x)  i=l,..n ou
Ji tel que o, (x) > @i(x*)
Soit 1:* un vecteur tel que :
(105) vV i,3€{1,..n} 1,0, (x") = r;.‘@j(x*) X > 0 k=1,..n

A partir de (104) et (105), on obtient :

(106) v x€X 0 (x) = TZ@k(x*) v i,k€{1,..n} ou

1

L =

R * * .
3i tel que 1:.<I>i(x) > 1,8 (%) v k€{1,..n}

'.l

(106) impligque alors :

* * *
(107) Vv x EX mix 7,8, (%) > 1,8 (x ) v k€{1,..n}

que l'on peut encore écrire :

* *
(108) ¥ Xx€EX max T.%, (x) > max T,(I).(x*) i=1,..n
i i*i -y i

(108) montre que si x* est Pareto-optimale pour le probléme P, alors c'est
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¥ est défini par (105)., De

un équilibre social pour le probléme P(T*), ou T
plus, comme on a : V i,j€{1,..n} T?@i(x*) = Tgéj(x*), x* est une meilleure

*
solution optimale. En effet, x étant Pareto-optimale pour @1(.),..®n(.),

*

elle est aussi Pareto-optimale pour Ty

*
@1(.),..Tn®n(.).

b) Condition suffisante.
Soit x* une meilleure solution optimale pour le probléme P(t). Alors, en
vertu du théoréme 4-2 (chap. 4) elle est Pareto-optimale pour les fonctionnelles
11@1(.),..Tn®n(.). I1 s'ensuit qu'elle est Pareto-optimale pour les fonction-

nelles ¢, (.),..9 (.).
1 n

Ce théoréme nous permet de conclure que l'ensemble des solutions
Pareto-optimales du probléme P n'est autre que 1l'ensemble des meilleures
solutions optimales obtenues pour les problémes P (1), lorsque TE,RE, Ti £ 0,
i=1,..n.

Pour chagque valeur de T, celui-ci est un sous-ensemble de l'ensemble des
points d'équilibre social, qui peut étre obtenu facilement (théorémes 4-1,
5-1,5-3,6-1 & 6-4). Nous nous proposons de définir un moyen d'écarter, parmi
ces points d'équilibre, ceux qui ne correspondent pas a4 une meilleure solution
optimale.

Soit X: 1l'ensemble des points d'égquilibre social du probléme P(t).

*
X = {x*e X; max T.‘D.(X¥) < max 1.9, (x) Vv x€X, i=1,..n}
T ; i - i

et définissons l'application suivante :
t:X___).R+
X —>» t(x) = (tl(x),..tn(x)) telle que

(109) £, (08, (x) = tj(x)éj(x) v i,j€{1,..n}

Le n- uple t(x) est défini univoquement par 1l'introduction d'une contrainte

supplémentaire, par exemple :



vV xEX g0 =1, ] t® =1, |t@| =1, etc..

Lemme 7-2

n .
VT€R+, 'ri#O, i={,..n on a :

(110) X* = X*
= U *
T x*€X: t(x™)

Démonstration :Nous allons montrer que :

* .

»* ¥*
Vx*éx ' x &
T

X* Cc X
t(x*) 1

a) Supposons que x*¢ X:(x*) . On aurait alors

:(x*) max t, (x") e, (%) < max ti(x*mi(x*)

i i

(111) V X EX

et, en utilisant (109) on tire de (111)

(112) i=1,..n 5, (%) < 8, (x)
i i
. A *
d'ot max 1.%.(x) < max 1.9, (x ) i=1,..n
i iYi ; ti

*
qui contredit le fait que x¥6 XT.

-~

b) Montrons & présent que x*e x¥ = x* »* c:x* On a :
T t(x") Tt ’

(113) vyex

e () max t, (x*)o, () < max £, (x")¢, (x) v x€X

i i
. s : ¥ as .
En écrivant cette relation pour x = x et en utilisant (109), on obtient :

N ¥ .
(114) VEEX] % oV €{1,..n}

EoxMe. () < £, (x)0, (x)
1 1 — 1l 1

et finalement :

*

n
(115) v xext(x*)

A *
max t1.9.(x) < max 1.8, (x ) < max 1,%, (x) ¥V x€X
; i = it -, i

. . . ¥*
A partir de ce lemme, on étudie maintenant l'ensemble X'r non pas

. ; Cox *
comme un ensemble de points, mais comme la réunion des ensembles Xt(x*) corres-—

pondants. On peut alors énoncer les résultats suivants :
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Lemme 7-3

vieRl , 1, #0, i=l,..n, ¥ x*ex: si les fonctionnelles &, (.),..0 (.)

*

t(x*) alors tous les points de cet ensemble

sont constantes sur l'ensemble X

sont des solutions Pareto-optimales pour le probléme P.

Démonstration : Soit ; un élément guelconque de X:(x*)' On a :
¥ v *
(116) max ti(x )@i(x) < max ti(x )@i(y) Vv yveX, i=1,..n
i i
Par ailleurs, puisque $(x) est constant sur X:(X*) on a :
(117) ti(x*mi&) = tj(x*mj(?é) v i,9€{1,..n)

en effet, @i(g) = @i(x*) i=1,..n et (109) est vraie.

On en déduit que, quel que soit P appartenant a X:(x*)’ c'est une meilleure

solution optlmale du probléme P(t1) donc une solution Pareto-optimale du pro-

bléme P .

Lemme 7-4

n . ¥ ¥* . .
v T€;R+ Pty #0, i=1,..n , V x ELXT, si les fonctionnelles

»

. ¥
@1(.),..®n(.) ne sont pas constantes sur l'ensemble Xt(x

*
*), alors x n'est

pas Pareto-optimale pour le probléme P.

*

Démonstration : Puisque ¢(x) n'est pas constante sur Xt(x*)' on a :

(118) 3 Qex:(x*) tel que mix £ Mo, (0 = atx® < mex £, (X0, (X) ¥ xEX

avec :

(119) 8(X) # 8(x")
Prenons x = x* dans le membre de drxoite de (118) :

. : »* = * * x
(120) vi,j €{1,..n} £, (x) e, (x) < alx’) = tj(x )Qj(x )
Compte-tenn de (119), il est impossible d'avoir n égalités dans (120). Donc :
(121)  Ji € {1,..n} tel que ti(x*)qsi(;) < tk(x*mk(x*) v k€{1,..n}

ce gui prouve que x* n'est pas une meilleure solution optimale du probléme

P(t(x%)).
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De plus, & partir de (120) on obtient :
tj(x*)
(122) vije{l,..n} 8, (%) & —— ¢, (x"
t, (x7)
i
et, en utilisant la définition de t(x) donnée par (109)

v ie{1,..n} @i(§) S_Qi(x*3, 1'une au moins de ces n inégalités

étant stricte, & cause de (119). On en déduit que x* n'est pas une solution

Pareto-optimale du probléme P.

L'application du théoréme 7-1 et des lemmes 7-3 et 7-4 permet directe~
ment de proposer l'algorithme suivant pour obtenir 1l'ensemble des solutions

Pareto-optimales du probléme P :

n . . .
EtaEe 1 . Pour chaque vecteur T, TG;R+ ' Ti #0 , i=1,..n , déterminer l’'ensem-
ble des points d'équiiibre social du probléme P(T)

X* = {x*é,x; max T.@,(x*) < max 1.9, (x), ¥V x€X, i=1,..n}
T . i'i - i’i

i i
Etape 2 . Tester la constance de ®(x) sur cet ensemble.
2.a) &(x) est constant : X: est un sous-ensemble des solutiocns Pareto-
optimales du probléme P.
Passer au vecteur T suivant et retourner & 1l'étape 1.
2.b) &(x) n'est pas constant. Passer au vecteur 1 suivant et retourner

x

3 1'étape 1.

ILLUSTRATION DE LA METHODE PROPOSEE ET COMPARAISONS

La figure 1 représente, dans l'espace des colts, l'ensemble des codts
réalisables pour un probléme & deux critéres, ¢1 et ¢2.

L'ensemble des points de Pareto est constitué par la réunion des segments
curvilignes :

o(x*) = (a,0) U)D,E) U (F,H)

Comme on le voit sur la figure, le processus de scalarisation ne permet

*
d'obtenir qu'un sous-ensemble de ¢(X ) : (A,B) U (G,H)
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- Figure - 1

La figure 2 permet de comparer la méthode proposée avec la méthode des
contraintes égalité /17/. Dans cette derniére, on résout la famille de problémes

suivante

minimiser ¢n(x)
sous les contraintes : x € X
. (x) = a, i=1,..n-1
i i
ol les ui, i=1,.. n-1, sont des paramétres réels.

L'utilisation des conditions nécessaires d'optimalité conduit a l'obtention

de points du type o, B', B", qui ne sont pas Pareto-optimaux et doivent étre écartés.

Dans l'approche proposée, tous les points de Pareto sont obtenus de fagon
unique comme solution d'un probléme P(t), sauf pour 1 € T = ]TC,TD
Dans ce cas, on obtient les deux solutions C et D au probléme P(T)
Seul le point D doit é&tre écarté, le test étant trés simple, puisque le vecteur ¢

*
n'est pas constant sur XT .
’ D
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- Figure - 2

8 ~ CONCLUSION

On & présenté dans ce chapitre une solution de compromis particuliére
1'équilibre social, et on a montré son intéré&t. Dans le cas d'un jeu & n person-
nes ou d'un probléme a centre de décision unique, il peut étre interprété
comme un équilibre coopératif dans lequel 1'équipe se préoccupe de la situation
du joueur le plus défavorisé, ou tente de minimiser le critére le plus
cofiteux. On a donné les propriétés principales de 1l'équilibre ainsi défini ;
elles permettent, dans la plupart des cas, le calcul des solutions. Cette
méthode ne se limite pas au cas ol les décisions admissibles sont des
nombres réels, puisqu'aucune hypothése n'a été faite sur l'ensemble des
décisions admissibles X. De méme, on peut envisager des colits négatifs par
changement d'origine dans l'espace des cofits.

Par ajilleurs, la notion d'équilibre social est basée sur une
structure de domination particuliére : l'orthant négatif de l'espace des cofits,
/7/ mais elle est applicable indépendamment du repére choisi, de sorte que

toute structure de domination peut étre étudiée par simple changement de base.
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Une telle approche suppose de toute évidence que les n critéres
peuvent &tre mgsurés & l'aide d'une unité commune. Lorsqu'il n'en est pas
ainsi, la notion d'équilibre social a permis de proposer un algorithme
particuliérement simple pour la détermination de 1l'ensemble des points de
Pareto du probléme.

La comparaison de cette approche avec d'autres résultats récents /17/
met en évidence la trés grande simplicité des tests & effectuer pour écarter
les solutions non Pareto-optimales,

Une application particuliérement intéressante, concernant l'optimisation
du plan de production d'un bien économique, a &té suggérée dans l'exemplé 2. On
est ainsi conduit & définir un jeu de répartition de tlches et de ressources
entre n joueurs, pour lequel on a donné des théorémes permettant le calcul
d'une solution optimale.

Cependant, celui-ci n'est pas toujours aussi simple. En effet, il est
rare que le temps de réalisation d'une tdche soit connu explicitement en fonction
des variables de décision, par exemple. Le chapitre suivant est consacré, dans
ce sens, 4 la formulation et & la résolution du probléme d'équilibre social
en temps minimum, lorsque chague joueur est caractérisé par un ensemble

d'équations dynamiques.
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CHAPITRE 5

EQUILIBRE SOCIAL EN TEMPS MINIMUM

1- INTRODUCTION

2- FORMULATION DU PROBLEME
3- REDUCTION A UN PROBLEME EN TEMPS MINIMUM
4~ CAS OU LA FONCTIONNELLE DE CHAQUE JOUEUR NE FAIT PAS INTERVENIR SON ETAT

4-1. Caractérisation des solutions
4-2. Probléme d'allocation de tdches et de ressources
4-2.1 Allocation de ressources
4-2.2 Allocation simultannée des tdches et des ressources
5- SYSTEMES LINEAIRES
5-1. Systémes linéaires vis-a-vis de 1l'état
5-2. Systémes linéaires vis-3~vis de 1'état et de la commande
5-2.1 Allocation de ressources
5-2.2 Allocation simultannée des tdches et des ressources

6~ CONCLUSION
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CHAPITRE CINQ

EQUILIBRE SOCIAL EN TEMPS MINIMUM

1 - INTRODUCTION

Les problémes en temps minimum constituent une classe importante
des problémes de commande optimale, tant par la signification du critére
d'optimalité que par la spécificité des commandes auxquelles ils conduisent.

On a vu, au chapitre précédent, le grand intérét de la notion
d'équilibre social dans les problémes économiques d'allocation de téches et
de ressources : la réalisation d'un programme de travail en un temps minimum,
compte tenu des ressources disponibles, a été présentée comme un exemple d'un
tel probléme. Il est rare, cependant, que le temps de réalisation d'une t&che
soit connu de fagon explicite; dans la plupart des cas, c'est une fonctionnelle
faisant intervenir la dynamique dﬁ systéme commandé.

Une version simple de ce probléme a &té introduite, a l'origine, par
BURKOV/1/, LERNER et TEJMAN /2/, et BUBNICKI /3/ . Certains résultats ont &té
présentés /4/ /5/. A partir de la notion d'équilibre social, ndus nous propo-
sons de formuler et de résoudre, au moins en partie, ce probléme dans un

cadre général /6/.

2 - FORMULATION DU PROBLEME

On considére n systémes dynamiques (ou joueurs) décrits par les

équations d'état :
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(1) i=1,..n x, (t) = £,(x,(t),u, (t),t)
i i1 i

xi(t) : vecteur d'état du systéme n°® i & 1l'instant t.
ui(t) : vecteur de commande du systéme n°® i & l'instant t.
On prend l'instant initial to = 0 comme origine des temps, et on suppo-
se que les conditions initiales de chaque systéme sont données
(2) i=1,..n xi(O) = x;
Le vecteur des fonctions de commande u = (ul,uz,..un) est défini sur
l'intervalle [O,w[ , continu par morceaux, et tel que
(3) vt €[ 0,0 [ u(t) €9
Q : ensemble fermé d'un espace vectoriel Er , définissant les commandes admis-
sibles.
A tout nombre réel positif, ei ; on associe, pour chaque joueur, la

fonctionnelle :

0,
_ 1
(4) ?.(6,,u;) = IO P, (x, (0),u, (0),0)d0

A tout vecteur de fonctions de commande admissible, on associe le
vecteur'réR: défini de la fagon suivante

(5) vi T, est la plus petite solution positive de l'équation

o, Ctyouy) =My

ol le vecteur M = (MI'MZ"'Mn) est donné, MER".
Tivapparait ainsi comme le temps mis par le systéme n°® i & réaliser son objectif
défini par la valeur Mi de la fonctionnelle @i( ei,ui), si on lui applique 1la
commande admissible u, .

Le probléme d'équilibre social en temps minimum est alors d8fini de

la fagon suivante :

(6) min max T,
u i

sous les contraintes (1) & (5)

C'est un probléme d'équilibre social dans lequel le colit supporté par

chaque joueur est le temps qu'il met & réaliser l'objectif qui lui a été assigné
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Les solutions optimales sont définies & partir de (6). De deux solutions
optimales, on définit la meilleure comme au chapitre précédent.
Remarque :
La relation (4) ne donne qu'une définition possible des fonctionnelles

@i(ei,ui). Celle-ci peut varier suivant le type de probléme considéré.

3 - REDUCTION A UN PROBLEME EN TEMPS MINIMUM

La difficulté du probléme envisagé réside dans le fait que l'ensemble
des joueurs ne peut en général pas étre considéré globalement, tout au long de
la partie. En effet, dés qu'un joueur a réalisé son objectif, il abandonne la
partie et n'intervient plus dans la suite du jeu.

Un cas particulier intéressant, tant en théorie qu'en pratique, est
celui ol 1'ensemble des joueurs reste le méme sur l'horizon [O, max Ti]. Dans

’ i
ces conditions, l'équilibre social est donné par la résolution d'un probléme
en temps minimum de type classique.

Nous donnerons tout d'abord certaines propriétés générales des
solutions optimales puis, dans le cas ol les fonctionnelles @i(ei,ui) sont

=

données par (4), un théoréme de réduction & un probléme en temps minimum.

Théoréme 3-1

Si, pour tout indice i, les fonctionnelles @i(ei,ui) sont continues par

rapport & ei et telles que :
(7) vi @i(O,ui) < Mi Vui admissible
alors, une condition nécessaire pour que le couple ( fiu*) définisse une meilleure
solution optimale est que le vecteur :
o( Tyu' ) = (0, (tyvuf ),.en @ (1%,u)
soit un point de Pareto sur l'ensemble des commandes admissibles :

(8) vu € Q 3 ( 'r;fu) > g {T*,u™ => &(t*,u) = &(t",u%)
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Démonstration :

Supposons que cela ne soit pas le cas. Alors on a :

- . x = x _x
(99 Ju€E tel que Vi @i(Ti,ui);Qi(Ti,ui )

avec au moins une inégalité stricte.

D'aprés (7) et la continuité des fonctionnelles @i(.) par rapport a ei, on en

déduit :
. - * e )
(10) 310 tel que VJ_OE Iy 3ty < T, vérifiant :
o o
Lo (;. Ia- ) = M,
o *o Yo *o
8, (5,u) =0, (T, =M vi £ 1
i i’i iti'ti i 0

=

ce qui contredit le fait que * est un vecteur correspondant & une meilleure

selution optimale.

Définissons 1l'ensemble suivant :

(11) 3(6,2) = {¢; Ju € Q tel que g = 0(8,u)}

ol 6=(61,..6n) est un vecteur donné de RE

On tire de/7/ le lemme et le théoré&me suivants

Lemme 3-1

Pour un vecteur 9§ donné, si l'on a :

(12) wvul, v%q, VA e [0,1], IvEQ tel que

8(3,v) 3 A8(8,ul) + (1-1) 8(8,u)

alors, l'ensemble &(6,Q) - Ri est convexe.
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Démonstration :

(13) o6, @-r, = {¥; 3vea, Iy €8] , ¥= o6, v~v }
D'aprés l1l'hypothése, on a :

(14)  wvul,uleq, vaefo,1], Iven, Iy € Ri tels que

3(6,v)-y = 28(8,ul) + (1-2)8(8,u’)

d'oll la convexité de @(6,9)—R2 .

Théoréme 3-2

n
Si 1l'ensemble ¢(6,0) - R_I: est convexe, il existe un vecteur o €R+ ’
non nul, tel que si u*'est Pareto-optimal, on ait :

n n

*
€
(15) iZ1 0,9, (6, ,uf ) > 121 0,0, (6, ,u,) vu €Q

*
Bémonstration : u est Pareto-optimal :les deux ensembles :

n
(8,0) - R,

{o(8,u")} + &Y

ne peuvent avoir que u* comme élément commun. Le résultat est une conséquence
de la convexité de ces deux ensembles et du théoréme de séparation.

Le théoréme 3-1 donne une condition nécessaire vérifiée par une
meilleure solution optimale. Souslles hypothéses du théoréme 3-2, la recherche
de celle-ci peut é&tre abordée en utilisant le processus de scalarisation. Dans

le cas ol les fonctionnelles @i(.) sont données par (4)

9,
i

0. (6, ,u,) = J’O P, (x, (0) ,u, (0) ,0)do

nous allons montrer que, sous certaines conditions, la solution est donnée

directement par celle d'un probléme de commande optimale en temps minimum.

Théoréme 3-3

Si, pour tout indice i, on a :
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(16) vV ueh 3 ’t\lli tel que :
' 3 ) €Q
i) (ul"'ui—l'ui’ui+1’°'un
. n
ii) @, (x;oust) 20 Vx . Vt

alors la solution du probléme d'équilibre social en temps minimum est donnée

par la solution du probléme de commande optimale

6
min J = IO dt
uen
(17) .
sous x, = £, (x,,u,,t) x,(0) = x¢ x,(8) libre
i A A | i i i
= = >
v, = P (x0u0t) y;(0) =0 y, (0) > M,
%
Démonstration : Soit 8 1la solution du probléme (17), et soit (f:,..ri Y,
(u?,..u: ) la solution du probléme d'équilibre social en temps minimum. On

a, par définition :

(18) max % < 0"

. i
i
Nous allons montrer que cette inégalité ne peut pas étre stricte. En effet,

si celd était le cas, on pourrait définir, pour tout instant 6 tel que

(19) max Ti <8 < 6*
i

les fonctions de commande :

- * %
u, (8) = uy (1) ve €fo,r; [

(20) u

u, (8) =, (t) ve [0 ]

ou Gi vérifie les relations (16).

Les trajectoires correspondantes seraient :

% (1) = x (¢) ve €[0,7; [
}{l 3 x_ ’T-
(21) X . * :
- n, e ‘ *
xi(t) = xi(t) définie par (22),Vt €[Tir9 ]
(22) a¥, N * %
= fi<&i,ﬁi,t) avec %, (1, ) = x (1] )

dt



- 147 -

On aurait alors :

*
T, .
. = _ + * % 6 NN
(23) i=1,.n 2, (0,3,) = fo @, (x, u;, )t + J'T* ¢, (x;,u,,t)at
i
d'oli, par l'hypothése :
(24) i=1,.n o, (6,u,) > M,

i i i
ce qui contredit le fait que e* est solution du probléme de commande optimale

en temps minimum défini par (17).

4 - CAS OU LA FONCTIONNELLE DE CHAQUE JOUEUR NE FAIT PAS INTERVENIR SON ETAT.

Un cas particulier trés important en pratique est celui dans leguel

la fonctionnelle associée & chaque joueur ne fait pas intervenir son état. La

formulation du probléme est alors la suivante

(25) ii = fi(xi'ui’t) x,(0) = x; i=1,..n
(26) ueQ on suppose, de plus : 0€Q
6,
(27) Vo, > 0 2, (8, ,u,) = fol ¢, (u; (6))do i=1,..n
(28) o, (T, ,u) =M, o, (0,u,) # M, vo € [o,7,[

On suppose, de plus, que l'on a :

(29) ¢, (0) =0 1=1,..n

=

Cette version simple du probléme a été introduite & 1l'origine dans le cadre de
1'optimisation d'un ensemble d'opérations économiques (allocation de téches et
de ressources ). Certaines méthodes de résolution ont été proposées /4/ /5/,
et nous nous proposons de montrer comment les considérations présentées au
paragraphe précédent permettent d'obtenir les solutions dans un cadre plus
général.

Nous remarquerons tout d'abord que,pour ce probléme particulier,

le théoréme 3-3 fournit immédiatement le corollaire suivant :
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Corollaire 4~1

Si, pour tout indice i, on a :

(30) V u€éEf (u1'°'ui—1'0'ui+1"'un) EQ

alors la solution du probléme d'équilibre social en temps minimum est donnée

par la solution du probléme de commande optimale :

6
min J = IO dt
(31) ue€En
sous : v, = %g(ui) yi(O) =0 Yi(e) = Mi

-

Démonstration : Elle est identique & celle du théoréme 3-3, en prenant :

tl
(@]

3, (6) veel 0]

4-1-Caractérisation des solutions.

Le principe du maximum appligué au probléme (31) fournit les condi-
tions nécessaires d'optimalité (u continue par morceaux, §} compact).
Le hamiltonien s'écrit :

n
(32) H = -1 +i§_1 pi(t) (Pi(ui(t))

et, en indigant par un % une solution optimale, on obtient :

a) 5’1*= LPi(u:)

. % *x *
b) B,=0 = p(t) =p; vte[o0,0]

(33)

n n
&) ) pr P (ui(t) = max Y pr ¢ (u, (£) vt
i=t t 7 u(t)eg i=t - T

A ce systéme sont associées les conditions aux limites :

a) y*i*(O) =0

b) vy (e*) = M,
(34) 1 1

n
o) ~1+) pf i@ =o
i=1

1
1=
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Le temps n'apparait pas de fagon explicite dans le hamiltonien, de sorte

gu'une intégrale premiére du systéme est, en utilisant (34-c), donnée par

(35) B e -1 =0 vee[ 0, 6]

1

I ~13

i
»*
On obtient alors, en intégrant (35) entre O et 8, et en utilisant les conditions

aux limites (34-a) et (34-Db)

n
(36) Y optu, ="

4-2, Probléme d'allocation de tadches et de ressources.

De nombreux problémes de décision, d'ordre technique ol économigue,
peuvent se ramener & la formulation suivante : une opération donnée peut
étre réalisée indifféremment par n processus, ol agents. On dispose d'autre
part d'un montant de ressources donné pour mener & bien cette opération. Le
probléme est de répartir les taches et (ol) les ressources de fagon & réali-

ser globalement l'opération en un temps minimum.

Chaque processus est supposé décrit par un modéle de la forme

(37) g, (&) = %;(ui(t>) i=1,..n

ol ui(t) est le montant des ressources allouées, & l'instant t, au processus

n® i. On a :

(38) a) i=1,..n ui(t) > 0 vt
n
b) Vvt .2 u, () < u
i=1
(39) %}(.) : fonction continue,non décroissante, telle que %2(0) = 0.

Les conditions initiale et finale sont :

(40) a) yi(O) =0

b)  y, (0 =M,

ot M, représente la tdche affectée au processus n° i, Mi > 0,8, est le temps

i
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mis pour la réaliser. On a :
n
(41) ) M, =M

ol Mo est la t8che globale.

Le temps mis pour réaliser la tadche globale est :

*
(42) 0 = max ei
i

Le probléme consiste & définir la répartition des téches (Ml"°Mn)
et des ressources (ul,..un) minimisant le temps de réalisation 6%

On constate immédiatement que le probléme d'allocation de ressources
( Mi fixés) est celui défini au paragraphe 4, sa solution est donnée par celle
du probléme de commande optimale (31). Le probléme d'allocation des ressources
et de répartition des tdches est alors traité en résolvant (31) avec des con-

ditions finales libres, la variété finale est définie dans ce cas par (41).

4-2-1, Allocation de ressources.

Les résultats obtenus précédemment ( cf. §4-1 ) conduisent & carac-—

. . . * *
tériser les solutions de la fagon suivante : da = (d?,...an) tel que

T x * T ox
(43) Lo, Pl (t)) = max Yool Py, (1)
, =t * t 7t u(t)eq i=1 * *
* n
(44) 6= 3 aM,
L, i
i=1

On a, par ailleurs

1) @ (5) >0 VEEQ
ii) Wi It 6[ O,Gk] tel que %&(u:(t)) > 0, si Mi >0

En effet, dans le cas contraire, les conditions aux limites (40) ne seraient
pas vérifiées.

Les fonctions qg(.) étant non décroissates, on en déduit :

(45) o enf: - {0}
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*

La connaissance du vecteur o suffit & déterminer l'ensemble des
commandes admissibles vérifiant les conditions nécessaires d'optimalité, Nous
allons & présent caractériser ce vecteur de fagon plus précise. Définissons

les ensembles suivants :

(46) ¥ = {p; JvEQ tel que ¢ = Pv) = (‘f’1 (Vl).--ﬁon(vn))}
(47) \I!a = {wa; wae\y, <(x,\pa> > <q,y> V \])6‘{’} Yo €R2 - {0}

(48) & = {pM; p> 0} M= (Mg,...M)

et soit [ Wu ] la fermeture convexe de Wa, On a :

k k
(49) [wa] = { ¢; 3K tel que Vk €K, v EY, .V =y p b,
k€K
avec : Py >0 et z p = 1
k€K

Proposition 4-1

Si l'intersection Ef\[ Wa ] est non vide, il existe g vecteurs
wzs;wa (g <n) et g intervalles de temps Gk tels que la commande

* _ ok
(50) Plate)) = v vt € 6,

vérifie les conditions nécessaires d'optimalité.

3 . *
Démonstration : Soit Yy €& N [ Y, ]. ona :

(51) Vo= ¥y

’ *
(52) 3K tel que ¢ = ) pkwk ' w];e‘yu

kexk &
et : g=card K <n
¢* est l'intersection de la demi-droite £ avec l'ensemble convexe [ Wu ]

contenu dans l'hyperplan :

(53) Bo={ ¥ <o,¥> =<y >, veY, }

* _
Si ce point n'est pas unique, on prendra Y tel que p*soit maximum. Dans ces
conditions, compte~tenu des hypothéses sur les fonctions ?&(.), et du fait

que aeRi - { 0 },on aura p*> 0.
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On pose alors :

x_ 1 - *
(54) 8 = -;; ek = pke

»*
Soit u une commande définie par :

x k .
{(55) Pu(t)) = wa pendant un temps ek (k € X)
Oon a :
(56) veel o,e*] <a, Pa(t))> > <a,P> v yEY
9*
(57) y(6*) = [ @ultenar =] o uf
0 k€K

d'oli, en tenant compte de (54)

*

(58) y(6%) = ——4'=m
p

ce qui montre que u* vérifie les conditions nécessaires d'optimalité associées
au vecteur o.

Proposition 4-2

% . .
Inversement, si u{t) est un vecteur de commande optimal, et si a
est le vecteur adjoint correspondant, l'intersection Ef\[ Wu J n'est pas vide.

- . - .
Démonstration : Soit u(t) un vecteur de commande optimal, et a le vecteur

adjoint correspondant. On a

(59) < o, ) > > < a,p > vyer,vte[ 0,0 ]
d'ol :

(60) < a,Pe)) > =< ap > AN

et, en particulier :

(61) < oc,‘f’(u*(t)) > =< a,\p}; > V kEK

On en déduit l'existence de q coefficients pk(t) tels que :

(62) vt elo,6] p (£) >0 I p (v =1
KEK

x k

Pa(t)) = ] p, ()Y

xexk & ¢

On a : * *
k

0 )
63 M= [ Ple)at = § f, p (DAY = [ 8y

keK kEK
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avec : 0 3_0 z Gk =0
keK
8k
d'olt, en posant : g, = ——
k 6*

k 1

(64) Ia v, =—3M
k€K 0

ce qui montre la non vacuité de 1l'ensemble E(\[ Wu ].

Proposition 4-3

Si 1l'intersection E(\[ Wa ] est vide, 0 ne peut pas étre un vecteur

adjoint correspondant & une solution optimale.

Démonstration : Une commande optimale doit appartenir a Wu’ (62) doit donc

8tre vérifiée. La vacuité de 1l'intersection Sr}[ Wu ] montre que, dans ce
cas, les conditions aux limites y(8) = M ne sont vraies pour aucun 8 positif.

Proposition 4-4

Soit A l'ensemble des vecteurs o tels que l'intersection E(\[ Wa }
ne soit pas vide. On a :

*
(65) V a€A oy = constante

- R . * . :
Démonstration : Soient wl et w; deux intersections de £ avec [ Wa ] et
1

[ Wu ] respectivement. On a :

2
* * * *
D'autre part :
(67) < u11¢T>i< a11w> vyev
d'od :
* k k
(68) < allwl > _>__ < a11w2 > v wZQWaz
et, par conséquent :
* 2
(69) <o s> T pluk =k
1" - e 72 2
k€K
2
Pour la mé&me raison, on a :
* 1 k *
(70) Coply vz Lo By U=
k€K1

On en déduit :
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(71) oy =Py ) <aM> >0
(72) (o) -0y ) <a,M>>0
d'ou

* *

en effet, < al,M > et < u2,M > sont tous deux strictement positifs.

On voit ainsi que, pour tout vecteur o tel que l'intersection
gEN [AWa‘]ne soit pas vide, on peut définir un ensemble de commandes U:
vérifiant les conditions nécessaires d'optimalité, et conduisant toutes au
méme temps de réalisation 9% D'autre part, un vecteur a ne vérifiant pas la
propriété ci-dessus ne peut pas &tre un vecteur adjoint du probléme (31).
On peut alors rechercher une solution optimale en étudiant 1l'intersection

de £ avec la réunion des ensembles [ ‘Ya ], o €R:_1 - {0 }.

Soit [ Y ] la fermeture convexe de l'ensemble Y. Compte-tenu

des hypothéses sur les fonctions qg(.), on a :
74y [¥]={vi<op>s<ayp > Vo€R, - {01}}
Soit j(z) la jauge de [ ¥ ] par rapport &4 0, /8/. On a :

inf{t;t>0,z€t[‘¥]} si z€t[ ¥ ] pour un
(75) j(z) = nombre t > 0
+ ® sinon

Théoréme 4-1

*
Soit 0 la solution optimale. On a :
* 3
(76) 6 =3jM™

Démonstration : Compte-tenu des hypothéses sur les fonctions %}(.), on a :

(77) J(M) <+

jM) =min {t ; t> 0, MEL[ ¥ ] } = t*

(78) M 6t[ ¥ ] => JK tel que M = t z pkwk avec : xbke‘l’
keXK
On a donc :

*
(79) <o,M>=t}) Py < dt¢k >
k€K
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¥*
et, puisque t est minimum :

* ¥
(80) ) P, < S > =max < oy > = Met| wa*]
k€K pey

* %
On en déduit : 6 =t

Les considérations précédentes permettent de déterminer directement
une solution optimale lorsque les fonctions %}(.) ont des propriétés particu-
liéres. On a

Théoréme 4-2

Si les fonctions %2(.) sont concaves, la solution définie par

. , x
(P. (u).('(t)) = constante = w.* vV t€ [ 0,9 ]
i i
¥* Mi
{81) 6=T i=1,..n
lpi
n
Loug =,
i=1

est optimale.

Démonstration : Compte-tenu des hypothéses sur les fonctions qg(.), 1'ensemble

¥ est convexe. Comme il est fermé, il coincide avec sa fermeture convexe [ ¥ ].
Le résultat est une application directe du théoréme 4-1. On peut remarquer
que, lorsque les fonctions QE(.) sont strictement concaves, la solution

optimale est unique.

Théoréme 4-3
Si les fonctions %2(.) sont convexes, la solution définie par les

couples { ei,w: ), k =1,..n, tels que

* —
Y = ('Pk(uo)
(82)
M n
0¥ o X 6 = y o
k . k
%&(uo) i=1

est optimale.

Démonstration : Compte-tenu des hypothéses sur les fonctions %}(.), l'ensemble

¥ est constitué, V a € Rﬁ - { 01}, par un nombre fini de points de la forme
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(83) bye¥, = Y, = (0,..0, ﬂPk<uo),o,..0)

la solution optimale est donc donnée par l'intersection de la demi-droite £
avec l'ensemble [ Wa*] contenant tous les points de la forme (83).

L'ensemble des vecteurs wa*forme une base de Rn, la solution est
donnée par la succession des commandes individuelles de chacun des sous-sys-
témes et comporte donc n commutations.

Elle n'est pas unique, en effet, quel gue soit l'ordre des commuta-
tions, e*reste inchangé. Par contre, on voit qu'il est possible de définir
1'ordre des commutations conduisant & une meilleure solution optimale. De
fagon évidente on a, en numérotant les sous-systémes dans l'ordre ou ils
doivent étre commandés :

¥*
[ 6° = max 0%
n . 1
1
¥
(84) ) = max 8%
n-1 X i
i#n

cessessssetc
\

4-2-2, Allocation simultannée des tdches et des ressources.

On a déja remarqué que ce probléme pouvait étre traité en résolvant

(31) avec des conditions finales libres, sous la contrainte supplémentaire

(85) Yoy, (8") =m

Les conditions nécessaires d'optimalité (33) restent inchangées. Par contre,

les conditions aux limites (34) deviennent, dans ce cas :

(a) v (0) =0
n n
(86) b) ] pydy, (87 =0, avec 6y, (6°) = 0
i=1 i=1
2 % * ¥
\ ¢ -1 +i£1 p; (i (gN) =0

ON obtient, & partir de (86-~b) :

(87) i=1,..n P. = a
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et on peut énoncer :

Théoréme 4-4

Une solution optimale au probléme d'allocation simultannée des

tdches et des ressources est donnée par

(a) u?(t) = u: = constante \' te[ 0,9*]
gt <o
b) ,(u),) = max L (u,)
i=1 Pty wen i=1(P .
(88) <
M
* o

c) 6 =

*
M ‘Pi(ui)

§ *
, (ul)
i=1 iER

Démonstration : (88-b) est obtenue directement & partir de la condition du

maximum associée & (87).

On peut toujours choisir dans Yy avec g = (qo,..qo) une commande
a
admissible vérifiant (88-a).

(88-c) et (88-d) découlent directement des conditions aux limites.

5~ SYSTEMES LINEAIRES.

Dans le cas général, lorsque les fonctionnelles associées & chaque
joueur dépendent de son état, le théoréme 3-1 donne une caractérisation des
solutions, qui permet de se ramener & la recherche d'un point de Pareto. Dans
le cas des systémes linéaires, et sous certaines conditions que nous allons
donner, on peut, par un processus de scalarisation, obtenir les solutions

optimales sous forme explicite.

5-1., Systémes linéaires vis-a-vis de 1l'état.

On suppose les n sous-systémes décrits par

(89) %, = Aixi + gi(ui)
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0,
_— Ai(e.-o)

T
(90) @i(ei,ui) = c.;x,(8,) =c; fo e gi(ui(o))dc

ot T désigne la transposition.

Théoréme 5-1

A.t
. , . T i
Si O est convexe, si les fonctions ci e gi(.) sont concaves V t,

alors, v8 , si u*est Pareto optimal, il existe un vecteur non nulg eRﬁ, tel que
n

n
*
(91) 'Z a0 (6, ,u;) = max '{ o,®. (8 u,)
i=1 ué i=l

Démonstration :

. . 1 2
Soit 6 un vecteur donné, u et u  deux vecteurs de commande

admissibles. On a :

(92) v refo,1]
: 8, A, (6,-0)
A6, (6. ,ul) + (1-0)8,(8,,u2) =cr f T e * 1
i ity i1 1 i,
Ait
D'aprés la concavité de ci e gi(.), on voit qu'il existe un élément vEQ

1 2
[Agi(ui)+(1—l)gi(ui)]dc

tel que l'hypothése du lemme 3-1 soit vérifiée. En effet, il suffit de choisir
v tel que :

(93) v, = Au% + (I—A)u?
i i i
L'application du théoréme 3-2 conduit directement & (91).

5-2. Systémes linéaires vis-a-vis de 1'état et de la commande.

Pour le probléme d'allocation des tédches et des ressources, nous
étendrons les résultats obtenus au §4 au cas des systémes caractérisés par
(89) et (90), mais pour lesquels le modéle est linéaire vis-a-vis de 1l'état
et de la commande. On a :

(94) kX, = A;x, + B u, Xi(o) =0

avec Ai stable,’Bi >0, i=1,..n

8,
i Ai(e.—o)

T : 1
(95) @i(ei,ui) = cixi(ei)~ ¢y fo e B, u, (0)do
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-

>
(96) ui(o) >0
n
DIREACES
i=1
5-2-1. Allocation de ressources.
Soit (61,..

en) un vecteur correspondant d& une solution optimale,

les sous-systémes étant numérotés dans l'ordre suivant lequel ils achévent

la réalisation de leur té&che.

8, < 0
(97)

T
cixi(ei) =

D'aprés ce qui précéde, il

g See

On a :

< 8
- n

. i=1,..n
i

existe un vecteur o non nul de Ri tel que 1l'on ait

n n
(98) } a.cox (8,) =max ) a,c.x,(6.)
. iTi7itd . ititd
i=1 ueQ i=1
Posons : 6
n n T i Ai(e_—o)
(99) I = ) a,c.x.(8,) = ) a.c, e B, u, (0)do
o iti . i7i ‘g i’
i=1 i=1
On peut écrire :
n 8 n - Ai(e.-o)
(100) g=73 | J ( a,c, e B,u.(o))dcr avec 8 =0
. L TiTd i’ o
j=1 6 i=j

La condition nécessaire fournie par le théoréme 3-1 se traduit,

dans le cas des systémes linéaires, par la maximisation de la fonctionnelle

J. La structure de la solution optimale est alors la suivante :

(101) vee[o,0 ]

et on peut énoncer :

Théoréme 5-2

E!io

tel que : u, (t) = 1
o)

ui(t) =0 Vv i# io

Une solution optimale pour le probléme défini par (94)-(97) est

donnée par :
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u, (t) = 1 vee[o, 00, [
(102)
uj(t) =0 v i#£i
avec Ti = ei - ei_l défini par :
T A, (T,~-0)
(103) cft et ' Ba=m,
1 0 1 1

=

Démonstration : D'aprés (101), la solution optimale conduit & N commutations

( N >n); durant chaque intervalle de temps, un seul des sous-systémes est

commandé, et réalise tout ol partie de sa tdche au rythme maximum ( u, = 1.
D'aprés la stabilité des matrices Ai, il est clair gque chaque

sous-systéme doit réaliser sa tdche en une seule fois, dans ces conditions

on aN-=n, d'oid (102) et (103).

On remarque par ailléurs, ad partir de (103), que le cofit d'une
solution optimale est indépendant de l'ordre dans lequel les sous-systémes
sont commandés. Comme précédemment, une meilleure solution optimale est
alors obtenue en adoptant, pour la commande des sous-systémes,l'ordre suivant :

T = max T,
n i i

(104) Tn_1 = ?ax Ti
i#n

Y -1 X

5-2-2. Allocation simultannée des tdches et des ressources.

Pour la répartition des téches (Ml"'Mn)' la solution optimale est

donnée par

o 1 A (T,0)
c, f e B,do = M,
idyg i i
(105)
* n
8= ) T,
. 1
i=1

La répartition optimale des tdches est alors solution du probléme suivant :
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(106) sous : M, >0

n n
(107) L= ] T,m) -A] oM o= b ouLM,

ol la relation Ti(Mi) est donnée par (105), X est un paramétre de Lagrange
et les ui sont des paramétres de Kihn et Tlcker associés aux contraintes
inégalité.

Soit Mi + dMi, i =1,..n, une répartition voisine de la répartition
optimale, Ti + dTi sont les temps d'achévement correspondants. A partir de
la relation :

(108) xi(Ti+dTi) = xi(Ti) + xi(Ti)dTi

on obtient :

| T T
(109) aM, = [ e Ax () +c; B ] ar,

et une condition nécessaire de stationnarité du Lagrangien s'écrit :

or 1
= : -X -y, =0
Py 1

oM, c; [ Ax (T,) + B, ]

J n

(110) 1M =M

i=1
Mi>o_____$ 'ui:-'o

Le calcul de la solution passe par la détermination des variables Ti' Dans ce
sens, il est plus commode de choisir celles-ci comme variables d'optimisation :

écrivant Mi = Mi(Ti) on aboutit au probléme
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n
min Z T,
(111) sous : T, >0

i
Les contraintes inégalité sont équivalentes & celles de (106), compte-tenu
du fait que Mi(O) = 0 et que Ti est une fonction croissante de Mi'

Tes conditions nécessaires de stationnarité s'écrivent alors :

n n n
(112) L= 1T, - A ] omT) - 1w
i=1 i=1 i=1
r 9L T
—1—ui—)\ci[Aixi(Ti)+Bi]—O
aTi

n
(113) I mo(r) =m
i=1

Dans le cas scalaire (Vi, X, Ai' Bi’ ciELR) on peut donner par résolution
directe de (110) ou (113) une condition nécessaire pour que chaque sous-systéme
se voie affecter une part non nulle de la tdche globale Mo' En effet,dans

ce cas, on a :

n
AM, +c,B, =+ TSPy
~ A Mot i21 Ta
(114) 1 i
n _> - =
] M, =M A v
iy 1o It
i=1 A,
1
d'ot 1'on tire :
1 °  x=1 By
{(115) M, = — ~ ¢.B,
i A, n i i
i z 1
k=1 "k

et 1l'on a effectivement ui = 0 Vi sous la condition :



(116) i =1,..n M_>

6- CONCLUSION

L'extension des résultats concernant l'équilibre social au cas des
problémes en temps minimum n'est pas triviale.

La principale difficulté réside dans le fait que l'ensemble des
joueurs évolue dans le temps, chaque joueur abandonnant la partie dés que son
objectif est atteint.

C'est dans la mesure ol il permet de surmonter cette difficulté que
le théoréme de réduction & un probléme de commande optimale que nous avons
proposé est intéressant. Il est & l'origine de tout un ensemble de résultats
concernant les jeux dans lesquels la fonctionnelle associée & chague Jjoueur
ne fait pas intervenir son état.

Lorsque cette réduction n'est pas possible, nous avons donné certaines
propriétés des solutions optimales, et nous les avons appliquées & la résolution
du cas linéaire. Celui-ci correspond & l'hypothése d'un rendement constant pour
chacun des sous-systémes. Les propriétés dégagées jusqu'a présent sont insuf-
fisantes pour s'affranchir de cette hypothése, sauf & envisager toutes les
permutations possibles (n!) définissant 1l'ordre dans lequel les sous-systémes
sont commandés. C'est dans cette voie que sont encore possibles les progrés

concernant ce type de problémes, et que nous pensons orienter une part de

nos recherches ultérieures.
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CONCLUSION

La dialectique entre individuel et collectif (projets locaux/projets glcbaux,
intéréts particuliers/intérét commun,..) est au centre de nombreux problémes
actuels en Science des Systémes, que ceux-ci soient techniques, économiques,
ou sociaux.

L'interrogation: "Petits groupes et grands systémes?" qui définit le théme
du congrés AFCET 1979 témoigne de 1l'importance de cette problématique.

A notre sens, cette interrogation comporte deux volets:

1- Quel est le processus de formation des groupes & l'intérieur d'un
grand systéme?

2- Quelles sont les actions permettant de tenir compte des intéréts indi-~
viduels des composants d'un systéme et de 1l'intérét général?

Notre travail propose une contribution & la résolution de ces deux problémes.

1- Pour approcher le processus de formation des groupes & l'intérieur d'un
grand systéme, nous avons proposé la notion originale de jeu d'agrégation. Dans
un tel jeu, la définition de la notion d'optimalité fait intervenir deux niveaux
de décisions: au niveau supérieur, les joueurs définissent des coalitions opti-
males alors qu'au niveau inférieur, le manipulateur associé & chaque coalition
agit effectivement sur le systéme.

Dans certains problémes, l'introduction des manipulateurs peut sembler
artificielle. En fait, elle peut toujours se faire & partir de la notion de

centre de classe, ou noyau, habituelle dans les problémes de classification.
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Cependant, la définition du jeu sous forme de fonction caractéristique permet
de se ramener & une formulation & un seul niveau, et & la forme classique de
jeu sur un tableau. Dans ce cas, le recours aux manipulateurs n'est plus obli-
gatoire, & condition de définir l'application qui associe & toute partie non
vide de l'ensemble de référence les colits supportés par les joueurs qui lui
appartiennent. Nous donnons les conditions sous lesguelles le passage & une
telle formulation est possible, ainsi qu'un algorithme de programmation dyna-
mique adapté & celle-ci, pour la recherche de partitions optimales.

Nous définissons, au chapitre deux, un jeu d'agrégation particulier appli-
qué aux problémes de classification relevant de l'Analyse des Données. Nous
montrons 1l'existence de solutions optimales dans les cas d'un jeu coopératif
et d'un jeu non coopératif, et donnons certaines conditions suffisantes garan-
tissant la non existence de solutions en stratégies mixtes. On obtient dans ce
cas des partitions, ou des recouvrements de l'ensemble de référence.

L'intérét de ces conditions apparait au chapitre trois, consacré & 1l'étude
de certains algorithmes permettant d'obtenir les solutions du jeu. Compte-tenu
de la dimension des problémes et du caractére particulier de la formulation,
nous avons utilisé des méthodes de décomposition-coordination. Nous envisageons
d'abord la coordination par prédiction des interactions. On constate dans ce
cas que le principe de coordination. correspondant constitue une condition
nécessaire et suffisante de Nash-optimalité mais seulement une condition néces-
saire de Pareto-optimalité. Nous proposons alors un algorithme itératif et un
algorithme & pas fractionnaire dont la convergence ne peut malheureusement pas
étre démontrée dans le cas général. Sous certaines hypothéses relatives &
1l'obtention de stratégies pures, nous donnons cependant des conditions origi-
nales de convergence.

La minimisation d'une fonction d'écart constitue un autre moyen de résoudre

le probléme de coordination. LA encore, le cas des stratégies pures doit é&tre

étudié séparément.
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Dans la coordination par prédiction des interactions, aucune distinction
n'est faite au niveau des algorithmes de coordination entre la recherche d'un
point de Nash et celle d'un point de Pareto. En fait, cette distinction est
effectuée lors de la résolution des problémes locaux.

Il n'en est pas de méme pour les autres algorithmes étudiés. Nous donnons
tout d'abord deux algorithmes dus & J.L.Lions puis, sous des hypothéses légére-
ment moins restrictives, deux algorithmes de type gradient respectivement pour
la recherche de points de Nash et de Pareto.

Enfin, dans le cas particulier de la recherche d'un point de Pareto, on
fait la remarque que la décomposition sur 1'ensemble des joueurs peut étre
remplacée par une décomposition sur l'ensemble des classes. Chaque classe
constitue alors un sous-systéme et les interactions eﬁtre sous-systémes se
situent unigquement au niveau des contraintes définissant les ensembles de
commandes admissibles.

Certains avantages de l'approche utilisant un jeu d'agrégation ont &té
donnés au chapitre deux. On y souligne surtout les avantages relatifs aux pro-
blémes de calcul numérique et & la liberté du choix de 1l'ensemble des centres
de classe admissibles. D'autres aspects sont liés & la généralité de la défini-
tion sous la forme d'un jeu; certains peuvent conduire 3 des extensions intéres-

santes de ce travail:

a) Existence de solutions en stratégies mixtes. Celles-ci s'introduisent
naturellement dans notre formulation. Elles correspondent aux notions de proba-
bilité d'appartenance, et plus généralement d'appartenance floue; ainsi, en
économie spatiale, un client appartient plus ou moins & une surface de marché,
dans les problémes de sélection du personnel un candidat correspond plus ou
moins & un profil déterminé, aux courses, un parieur peut jouer plusieurs com-

binaisons, etc..

b) Dans les problémes de classification, le centre de classe est "transpa-
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rent", c'est-a—dire entiérement déterminé par la classe qu'il représente. Dans

la formulation générale d'un jeu d'agrégation, la définition du critére et de

la relation de préférence d'une coalition peuvent faire intervenir des caracté-
ristiques propres au manipulateur qui agira en son nom. Dans ces conditions, le
jeu n'est pas symétrique. Un cas extréme est celui dans lequel les commandes
jouées par les manipulateurs ne dépendent pas de la classe dont ils sont les
"porte-parcle". Ainsi, lors d'élections, la partition de l'ensemble des électeurs
peut étre modélisée par la solution d'un jeu d'agrégation dans lequel les com-
mandes jouées par les manipulateurs (annoncées par voie d'affiches, tracts, dé-

clarations,etc..) ne dépendent que des options politiques de ceux-ci.

c) La définition d'un jeu d'agrégation n'est pas limitée au cas statique.
Une extension possible de nos travaux consiste & considérer un jeu dans lequel
les relations d'affectation peuvent &tre fonction du temps. On peut de méme
envisager l'évolution des critéres, des relations de préférence et de comparai-
son. D'autres extensions concernent l'introduction d'incertitudes liées au
manque d'informations, soit a4 1'intérieur d'un niveau, soit entre niveaux.
Ainsi, reprenant 1l'exemple des €lections, les actions réelles des manipulateurs
peuvent étre différentes de celles annoncées (!) ou encore n'étre connues des

joueurs que d'une fagon partielle, déformée ou retardée.

d) La définition du jeu d'agrégation comprend, en particulier, celle des
colits et des relations de préférence des joueurs. La modélisation de ces cofiits
est évidemment dépendante des applications considérées, et nous n'avons pas
envisagé le probléme de leur définition. Pour les applications relevant de
1'Analyse des Données, ces colits sont souvent basés sur la notion de distance

2
(distance quadratique pour des données quantitatives, distance du X pour les

tableaux de contingence correspondant & des données qualitatives). Dans les

problémes de décomposition de systémes complexes, on utilise, pour définir les

colits associés & une décomposition donnée, des notions issues de la théorie de
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1l'information: coefficient de transmission, coefficient de couplage entre varia-
bles. La symétrie de la notion de distance conduit & rechercher des décompositions
sous la forme bloc-diagonale. Celle-ci n'est cependant pas la seule possible;

en particulier, une décomposition conduisant & une matrice de couplage triangu-

laire peut étre d'un grand intéré&t. Dans ce sens, l'étude et la définition de

colits non symétriques nous semble étre une voie de recherches pleine de promesses.

e) Aucune hypothése n'est faite & priori sur les critéres et les ensembles
de colits admissibles des joueurs. En particulier, ces colits peuvent &tre non
scalaires et conduire & des problémes de classification multicritéres, qgui ne
sont formulés en tant que tels par aucune méthode de notre connaissance. Nous
n'avons considéré, aux chapitres deux et trois, que des cofits réels, et 1l'appro-
che multicritéres nous semble étre une voie intéressante pour la poursuite de

nos travaux.

2- L'étude des compromis entre intéréts particuliers et intérét général
fait 1'objet, dans des optiques légérement différentes, de la théorie de la
commande multicritéres et de la théorie des jeux coopératifs. A l'origine, nos
recherches dans cette voie ont démarré & partir de problémes pratiques de
localisation et d'affactation optimale de tédches et de ressources. Dans ce sens,
une classe de solutions particuliérément intéressante est fournie par les solu-
tions de compromis de paramétre p, et plus particuliérement, compte-tenu des
applications envisagées, par les solutions de paramétre p = +», Nous avons
introduit la notion de meilleure solution optimale, & l'aide d'un processus
analogue & celui de la définition du nucléolus d'un jeu & N personnes.

Dans une premiére partie, nous avons caractérisé l'ensemble des solutions
optimales par des propriétés débouchant sur des algorithmes de calcul. Nous
avons montré la relation entre meilleure solution optimale et point de Pareto,

et nous avons étudié le parallélle entre notre approche et 1l'approche classique
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des problémes de commande multicritéres définie par le processus de scalarisation.
Le théoréme de point selle que nous avons établi permet de faire la liaison
entre ces deux approches.

Dans le cas particulier des problémes d'allocation ou les coflits sont
exprimés explicitement en fonction des variables de commande, nous avons établi
plusieurs théorémes illustrant le principe d'équité, qui se traduisent sur le
plan du calcul par la recherche d'une meilleure solution optimale comme solution
d'un systéme d'équations en général non linéaires, et nous avons étendu ces
résultats au cas ol les fonctionnelles & minimiser sont seulement continues
par morceaux.

L'inconvénient majeur des solutions de compromis est qu'elles imposent
une intercomparaison des différents critéres par l'intermédiaire de la fonction
‘de coiit globale. En particulier, pour l'équilibre social, les différents colts
doivent étre directement comparables, ce qui impose l'existence d'une unité
de mesure commune pour tous les critéres. Lorsque cette contrainte n'est pas
admissible, nous avons montré que la notion d'équilibre social pouvait néanmoins
étre utilisée pour déterminer l'ensemble des points de Pareto du probléme. Nous
avons dans ce sens défini une classe de problémes d'équilibre social, et donné
‘une condition nécessaire et suffisante originale de Pareto-optimalité.

Les méthodes de recherche de l'ensemble des points de Pareto d'un probléme
multicritéres sont soit incomplétes (elles ne fournissent pas toutes les solu-
tioné, sauf sous des hypothéses trés restrictives) soit elles introduisent des
solution "parasites" dont l'élimination ultérieure est compliquée. Utilisant
notre approche, nous avons pu définir un algorithme donnant toutes les solutions
Pareto-optimales, associé & des tests d'élimination trés simples.

Dans une deuxiéme partie, nous avons étudié un probléme d'affectation de
t3ches et de ressources associé & un critére de temps minimum, dans lequel les

" fonctionnelles 3 minimiser sont données de fagon implicite, et dépendent de la

dynamique des joueurs. La difficulté de ce probléme d'équilibre social réside
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dans le fait que toutes les fonctionnelles ne sont pas définies sur le méme
horizon: dés qu'un joueur a réalisé son objectif,il abandonne la partie et
n'intervient plus dans la suite du jeu. Nous établissons deux théorémes qui
sont & la base de la recherche des solutions. Le premier donne une condition
nécessaire ieliant une meilleure solution optimale & un point de Pareto sur
1'ensemble des commandes admissibles; le deuxiéme permet, sous certaines hypo-~
théses, de se ramener & la résolution d'un probléme de commande optimale en
temps minimum.

L'utilisation de ces deux théorémes nous permet alors d'aboutir aux solu-
tions, d'abord dans le cas simple ol la fonctionnelle de chague joueur ne fait
pas intervenir son état, puis dans le cas ol chaque sous-systéme posséde un
régime autonome linéaire vis-&-vis de l'état. Dans les deux cas, nous envisa-
geons les problémes d'allocatioq de ressources puis d'allocation simultannée
de taches et de ressources.

Une partie des résultats obtenus sont déja connus. Cependant, 1'approche
originale que nous avons adoptée a permis de les présenter de fagon unifiée,
d'obtenir certaines propriétés nouvelles, et de traiter des problémes jusgufalors
non résolus. Toutefois, les propriétés dégagées jusqu'a présent sont encore
insuffisantes pour s'affranchir de 1l'hypothése de linéarité, sauf & envisager
toutes les permutations définissant l'ordre dans lequel les sous-systémes sont
commandés. La poursuite de nos travaux dans ce domaine peut ainsi prendre deux
direcfions, suivant qu'on cherchera a définir de fagon analytique une numérota-
tion optimale ou qu'on s'orientera vers l'étude d'algorithmes convergeant vers
une telle numérotation.

D'autres extensions, allant vers une plus grande conformité de ce modéle
d'activité par rapport aux problémes réels, nous semblent devoir &tre envisagées:
en premier lieu, le modéle étudié considére une activité unique réalisée en une
étape; une extension naturelle conduit & envisager le cas multiproduits-multiétapes.

Dans ces conditions, les différents sous-systémes traitent chaque produit sur
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des horizons qui ne différent plus seulement par la valeur de l'instant final,
mais aussi par celle de l'instant initial. La structure du processus de production
devient alors une structure série-parallélle. En second lieu, il semble souhai-
table de pouvoir introduire un modéle stochastique pour chacun des sous~systémes;
la définition du critére d'optimalité pose, dans ces conditions, un probléme

délicat que nous pensons aborder prochainement.
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ANNEXES
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ANNEXE 1

PARTITION ET SECTORISATION

Soit A = Alx.. AN 1'ensemble des affectations admissibles, ol Aa' o=1, ..N
est défini par:

k v Lk
A ={x; A € [0,1] k=1,..m, J A' =1} a=1,..N
o o o k=1 o3

A est un polyédre convexe. En effet, il est l'intersection des demi-espaces

m
k k k .
B ={X; A >0}, a=1,..N, k=1,..m, et des plans E_={}; ) A =1}, a=l,..N.
o o - o k=1 ©
C'est donc un trongon. De plus, V A € A on a:

Nomo ool
Ia=c I T onh2< om
a=1’k=1

1
2

Nous allons montrer que le profil de A, N, est l'ensemble des partitions de
&'= {Jl,..JN} en m' classes, m' < m.

Soit P l'ensemble des partitions de 5— en m' < m classes. On a:

m
P=P,x..P_ avec: P = {) ; Ak e {0,1} k=1,..m, z Ak = 1} o=1,..N
1 N o o o k=1 0.

‘a) Montrons que A € P = A € A.
On a PcA, il suffit de montrer que X est un point extrémal du polyédre
convexe A.

Supposons A = pu + (1—p)ﬁ avec 0 < p <1, et u,ﬁ € A. On a:

Xz = Puz + (1—p)ﬁ§ Vae{1,..N},¥ k € {1,..m} de sorte que:
k k -k
i - = 0
Ka 0 =—==> M, = My
Comme A € P, on a: V o € {1,..N} un seul des AZ =1, d'ou:
k k -k
A(! = 1 ==> max {ua,ua} >0

Comme on a par ailleurs:

k -k k ~k
+ - < sduit:
PY, (1 p)ua max {ua,ua} < 1, on en déduit
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uz = ﬁz =1 v (a,k) € {1,..N}x{1,..m} tel que Az = 1, c'est-a-dire:

¥ =1 =X, ce qui montre que A est un point extrémal de A.
b) Montrons que X € K === A\ € P,
Supposons que A ne soit pas une partition. Alors, il existe un indice

o et un ensemble Koc:{l,..m}tel que:

k Tk
card Kk_>1, 0<X <1 vkek, ] A =1
o o [®] -

Soit u € A quelconque, et soit D(u,A) la droite:
D(u,A) = {i; B =t + (1-1)A, T € R}
L'intersection de cette droite avec A est le segment DT(u,A)c:D(u,A):
DL(w,A) = {U; W =tu+ (1-0A, T € T}
oua T est défini par:
TET g A cTOE) <198 vee{t,..n), vke{1,..n
Dans ces conditions, on voit que: V u € A(A), ot A(A) est l'ensemble:
AN = {u; uz =0 V {a,k) € {1,..N}x{1,..m} tel que Az = 0}

la droite D(u,A) est privilégiée si X n'est pas une partition. En effet, 0 est

alors un point intérieur de T. Ceci est en contradiction avec le fait que A € A.



- 176 -

ANNEXE 2

DENOMBREMENTS DANS LES PROBLEMES DE PARTITION

1- Nombre de partitions d'un ensemble de N éléments en m classes.

C'est le nombre de Stirling de deuxiéme espéce: s{N,m), donné par la

relation de récurrence:

s(n#,k) = s(n,k-1) + ks(n,k)

En effet, on peut introduire un (n+1)eme élément de deux fagons différentes:

- Il forme une classe & lui tout seul. Le nombre de partitions de ce type

est égal au nombre de partitions des n autres éléments en k-1 classes.

- Pour chacune des partitions de n é€léments en k classes, on peut affecter

éme __ . -
le (n+1) élément & l'une des classes.

k 1 2
N
1 1
2 1 1
3 1 3
4 1 7
5 1 15
6 1 31
7 1 63
8 1 127
9 1 255

10 1 511

90

301

966

3025

TABLEAU s (N,k)

4 5 e
1

10 1

65 15
350 140

1701 1050
7770 6951

9330 34105 42525
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2- Nombre de partitions de N éléments en m classes vérifiant la propriété d'ordre.

Définition de la propriété d'ordre.

,..JIG} un ensemble de N éléments mesurés par un paramétre Q.

Soit Hr = {3,

Soit q la mesure associée 3 1'élément Ji.
On dit qu'une partition {Cl,..Cm} de l'ensemble 3— en m classes posséde
la propriété d'ordre si pour deux éléments Ji et Jj classés dans la méme classe
on a:
Cl n
v J € < < , == J € C
K J 4 "% T Yy k - 1

Le nombre de ces partitions est donné par la récurrence suivante:
o(N,k) = g(N-1,k-1) + o(N-2,k-1) + ... + o(k-1,k~1)

TABLEAU o (N, k)

k 1 2 3 4 5 6 .
N
1 1
2 1 1
3 1 2 1
4 1 3 3 1
5 1 4 6 4 1
6 1 5 10 10 5 1
7 1 6 15 20 15 6
8 1 7 21 35 35 21
9 1 8 28 56 70 56

10 1 9 36 84 126 126
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3~ Nombre de parties & envisager pour la programmation dynamique.

- Pour la partition en deux classes: 2N -1 ~N - Cé
N 2 3
- " " " " 3 " . - - - -
trois : 2 i N CN CN
N 3 m-1
- " n 1] " - 1} . - - - - A -
m-1 2 1 N CN CN ‘e CN
— " n 1] n m " 1

D'ol, au total:

m-1

_ N 2 3
A =1+ (m-2) (2 -1-N-CQ) + (m=3)Cp + ... + C

Si les partitions cherchées doivent posséder la propriété d'ordre, le nombre

de parties & envisager devient:

- Pour la partition en 2 classes: N-1

- " " " " o3 o . N-2
- " " " " 4 " . N-3
- " n " " m " . N-m+1

D'ol, au total:

- N(N-1) - (N-m+1) (N-m+2)

A = N-mHl + N-m+2 + ... + N-1 5

4- Nombre de tests pour une partition Nash-optimale en m classes.

A chaque partition on fait au maximum: N{(m-1) tests (chaque élément est
essayé successivement dans les m-1 autres classes) . D'ou:
B = s(N,m)N(m-1)
En utilisant la programmation dynamique: au pas k, soit Pk l'ensemble des parties

de E 4 e-k éléments au plus (E est une partie de g', e=card E) .
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Nombre de parties Nombre de tests
Parties & 1 élément e 0
n n 2 ”" C2 2kC2
e e
L1} ” 3 " C3 3kc3
e e
. v
" e-k " c&k (e-k) kcE™®
e e

Pour une partie E donnée, le nombre de tests & effectuer pour trouver les

partitions Nash-optimales de E en k+l classes est donc:
2 —

k(e + 3¢ + L.+ (ekctTF) =k
e e e e

Par ailleurs, E appartient & l'ensemble des parties de 3' d plus de k éléments.

k+1

On a: nombre de parties de & a k+1 éléments: CN

.
.
.

N
L] " " N ” . C
N

Le nombre total de tests & effectuer au pas k est donc:

T, = ktlpk &2k s cg—kzi)

Le nombre total de tests & effectuer pour la recherche d'une partition en m
classes est:

?5:‘?52+ %'3+..+°6°m_

m
- v
.t {m 1)’N

5- Exemgle.

Considérons le cas: N = 10, m = 3.

Nembre de partitions possibles: s(10,3) = 9330

Nombre de tests pour un point de Nash: % - 186 60C

Avec la programmation dynamique:

Nombre de parties & envisager: A 969

Nombre de tests pour un point de Nash: T = 19 140

Lorsque l'on impose la propriété d'ordre:

Nombre de partitions possibles: 0(10,3) = 36

Nombre de parties & envisager par la programmation dynamique: 040 =g
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ANNEXE 3

METHODE GENERALE DE DECOMPOSITION DES PROBLEMES D'OPTIMISATION (G. COHEN)

On considére le probléme d'optimisation suivant, dit probléme principal (PP):

min (%)
% € Xad 3

< . f ad
ol & est une fonctionnelle convexe de X (espace de Banach) dans R, et X

une partie convexe de X. En supposant }—Fréchet—différentiable (de dérivée 3”),
on a la condition nécessaire et suffisante:

%
<g'(x*),x—x>_>_0 v x e x29

cette inéquation variationnelle caractérisant toute solution x*.
On considére une autre fonctionnelle J dite "noyau", de la méme nature

a
que g— et un point xk € Xa , et le probléme dit auxiliaire (PA):

min J(x) + <e gﬂ(xk) - J'(xk),X>
ad
x € X

avec € > 0, <.,.> est le produit de dualité.

; . + as o2 2 . .
Toute solution du PA, xk 1, est caractérisée par l'inéquation varijiationnelle:

d

1 k+1

<J'(xk+)-J'(xk)+egr'(xk).x—x >>0 vxex

+
Lemme fondamental: Si xk = xk 1, alors xk = x*.

Démonstration: évidente.

ALGORITHME (version A)

1) Choisir x° € xad. Faire k=0.
. . . k+1 .
2) Résoudre le PA ci-dessus. Soit x une solution.

+
3) Stopper si " xk - xk 1"( seuil, sinon faire k=k+l et retourner en 2).
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Théoréme de convergence.

- . . . ad
Hypothéses: 1) H— et J convexes, Fréchet-différentiables sur X convexe.
. ad s as
2) Ef et J coercifs sur X , c¢'est--dire:

Ja >0 tel que: V x,y € Xad

2
<5['(x) - 3'(y),x—y> z_a“x-—y“
(méme inégalité pour J avec une constante b)

3) 3" et J' lipschitziennes sur Xad, c'est-a-dire:

T - o, calx -yl

(méme inégalité pour J avec une constante B)

dA >0 tel que: V x,y € Xa

. k < . \
Alors: La suite {x } engendrée par l'algorithme ci-dessus converge vers x*

. . , , 2
unique, quel que soit x°, si € est choisi plus petit strictement que KE .

VARIANTE B DE L'ALGORITHME

1) Choisir x° € Xad. Faire k=0.

2) Résoudre le PA: minad J(x) + < g”(xk) - J'(xk),x>
x € X

K+ .
Soit xk 1 la solution.

3) soit x*TF = e2X™ 4+ - (e > 0)

k+1
x|

4) Stopper si nxk - | < seuil, sinon faire k=k+1 et retourner en 2).

Dans cet algorithme, il n'y a pas de coefficient & dans la modification
e e . s « .. NP k
linéaire de J, mais on "réinjecte" une combinaison linéaire de x et de la
derniére solutjon.

Le méme théoréme s'applique (méme choix de g).

VARIANTE C DE L'ALGORITHME

* . ' .
Soit M un opérateur linéaire de CC dans son dual 7, auto-adjoint et coercif,
c'est~a~dire:
1 2
dAm > 0 tel que V x, 5 <Mx, x> Z_mnx“

(M également lipschitzien)

On considére alors l'algorithme:
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1) Choisir x° € Xad. Faire k=0.

2) Résoudre le PA: minad J(x) + <'3'(xk) - J'(xk),x> + % <M(x - xk),x - xk>
x € X

+
Soit xk 1 la solution.
3) Stopper ou retourner en 2).

Théoréme de convergence.

Hypothéses: Les mémes que précédemment, plus celles sur M.

Condition de convergence: b+m> %

Autrement dit, en choisissant M "assez positif" (m assez grand), on arrive tou-

jours a faire converger 1l'algorithme.

UTILISATION DANS LE CADRE DE NOTRE PROBLEME.

On a: }(x) = G(x,h(x)) = G(x,y) avec y = h(x).
. k k
On choisit le noyau: J(x) =J (x) = G(x,h(x)).
Le fait que le noyau dépende du pas k ne géne pas la théorie, mais bien sir,
les constantes b et B dépendent du pas k.
On a alors:

k,,dh

hd) - I - gg— nENE o)

de sorte que le PA (version B) s'énonce:

min G(x,h(xk)) + 39-(xk,h(xk))c—lb-'(xk)x
x € Xad Yy dx

qui est l'algorithme proposé au chapitre 3, §2-2-2.

Remarque: Les constantes de coercivité étant difficiles & évaluer, la régle
pratique est d'utiliser la version B de l'algorithme avec ¢ assez petit, ou la
version C avec un terme de freinage quadratique assez grand. On peut dans tous

les cas faire converger l'algorithme par l'un de ces deux procédés.
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ANNEXE 4

DECOMPOSITION PAR ACTION SUR LES CRITERES INDIVIDUELS (J.L.LIONS)

1- RECHERCHE D'UN POINT DE NASH.

a) Hypothéses.

On considére n fonctionnelles Ji(vl,..vn), i=1,..n, définies sur l'espace

n
de Hilbert: U = 1 Ui' et l'on cherche un point de Nash des fonctionnelles Ji
i=1
sur un ensemble convexe produit:

o]

U = I U, , U, : ensemble convexe fermé de U,
ad i=1 i,ad i,ad i

On suppose les fonctionnelles Ji continues, et: Ji convexe en v, et Gateaux-

AR

différentiable V (v,,..Vv,
1 i- i+l

1 ,..vn).

On introduit l'opérateur A, non linéaire, de U dans U défini par:

9J 9J

A = (50— (.. si—(u)) u= (v,

) ,..vn)

En désignant par <.,.> le produit scalaire dans U, la recherche d'ur point de

Nash équivaut & la recherche de u tel que:

(1 <A(uw),v - u> >0 vveu ., uevu .

On fait alors 1'hypothése suivante:

(2) <A(v) - A(u),v - w> > afjv - u"z vuvevu,,a>0
Dans ces conditions, on a:

(3) T s e s fv] o 4o

et il existe un élément u, unique solution de (1) /1/.

b) Algorithme.

1 m _ , m+
A partir de u° € Ua , puis de proche en proche u ,..u , on détermine u 1

d

par l'algorithme suivant:
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m+1

ui est solution du probléme de minimisation de:
m m m m m 2
J .o . + -
(@) T Gy v et ¥ vy -y sur U; ad
¢) Théoréme de convergence.
On suppose Ty choisi, avec:
e
(5) z Ty = + o
k=0
(6) 0 <1 < =
2y (n-1)
BJi BJi
(7) |3Vi (ulr..ui_1,V.,ui+1,..un) - 5;; (Wl,..wi_l,vi,wi+1’._wn)l i-...
21
R TR ¢ z |u. - w.[ )2 i=1,..n v u,v,w € Uad

Ao
+
Alors: Il existe un point de Nash u unique . Par ailleurs, (4) définit u? ! de

. m :
fagon unique et l'on a: u - u dans Ua lorsque m - <.

d

Démonstration:

m

1) La fonctionnelle T J, (u
mi 1

m m m, .
;eeW, ,,V,,a, ,,..u ) étant continue convexe est
i- i’ i+t n

1
minorée par une fonction affine de sorte que:

my 2

m m
relu ) + Iv, - u,
n i i

'V, 4,
i

m m
T J, (u U
m i( 1’ i- i+l

1
cf s m+1
est infinie & 1'infini et strictement convexe; (4) définit donc u, de fagon

unique.

2) Pour simplifier 1'écriture, posons:

m+1 m+1
¢, = u, - u,
1 1 1
m+1 m+1 m+1
¢ = (¢1 "'¢n )
Lo 0,u )
u = ul,..ui_l, ' i+1,..un
J. ¢ v u) =J (ui v.)
TSR TR AL LA TS R U R

cq < m+1 e
L'élément uy est caractérisé par:

+ + i i mt+l m+
(8) 2<u? 1 - u?,v, - um 1> + T < ——E%ul,u_ Y,v, = u, 1> >0 Vv, €U,
i i i i m Bvi m i i i - i i,
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En prenant v, = ui on obtient:

o0J ,
m+1 m  m+l i, i mtl m+1
(9 2<0; = byedy > TS avi(um'ui gy > 20

D'autre part, u étant point de Nash, on a:

3J; +1

i, i m
(10) - Tm<~avi(u ,ui),q)i ><0

Ajoutant (9) et (10), il vient:

(11) 2¢ m+l  om ¢m+1> + < Eii(ui um+1) _ Eii(ui ) m+ > < 0
¢ 05704 Tm av, mi av, TR PR S

I
A
I
)
[=
>
A\
>
u

Posons: Xi

On a: X, =< —(u ,u ) - —=(u
v, v,

D'autre part, par (7) on a:

Ji(ui N aJi(ui L m 0T, 9J,
Bvi m’ i Bvi m+l’ i

i

< — u, —(u
l v, m i v, m+l
i i

d'oli 1l'on obtient:
2

n . C.
(12) X 3al¢m+1| ') |“; - “;+1”¢Iin+1|
i=1

Par ailleurs, & partir de:

i

(Iohyy = bl - 2y |47 2 0

It~

i=1

on tire, en développant:

2 2

I i m+1[ < 1 m+1 ml + 2UTm(n“1) |¢m+ll

i
(13) um+1 - um”¢i —-2urm I¢ - ¢

I~

i=1

d'ol, en reportant dans (12):
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2 2
m+1l _ 5%_ l¢m+1 _ ¢ml _ 2Tm“2(n‘1)l¢
m

2
(1) x> alé mH |

A partir de (11), on a donc:

2 2 2 2 2
(15) |¢m+1| _ I¢m| + |¢m+1 _ d>m| < - me < - Tma|¢m+1| + %4¢m+1 _ ¢ml +
m+1'2

..+ 2Tiu2(n—1)|¢

et finalement:

2 2 2
aey o™ - o™+ ot [¢™] < X -1y 6™
c'est-a-dire:

2
a7 o™ o+ et - %2 -1y < |6

m m
On en déduit:
(18) 0<Tt < 5 ¢ =N |¢m, + 0 lorsque m > ®
™ 2u(n-1)

2—- RECHERCHE D'UN POINT DE PARETO.

a) Hypothéses;

V est un espace de Banach réel réflexif (norme “.“) et K un sous-ensemble
convexe fermé non vide de V. J est une fonctionnelle réelle définie sur K et
telle que:

1) J est strictement convexe, semi-continue inférieurement sur K
2) Si K n'est pas borné: 1lim J(u) = +
full > =
u€K
On suppose que l'on peut définir sur V une norme I.‘ continue, correspondant

a un produit scalaire préhilbertien <.,.> et que:

q
3) v= f} v, les V, étant des espaces de Banach réflexifs (norme “.“i) avec:
i=1

Vc:Vic:H ol H est l'espace de Hilbert complété de V pour la norme I.I, les

injections étant continues.
q

4) K = 1N Ki ol Ki est un ensemble convexe fermé de Vi
i=1

J(v) = ? Ji(v) VvV v € K, Ji étant une fonctionnelle réelle définie sur
i=1
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Ki et vérifiant les conditions:

5) Ji est convexe, semi~continue inférieurement sur Ki et telle que, si K,
i

n'est pas borné: 1im J,(v) = + =
ol =

veK,
i

b) Algorithme.

1) On donne une condition initiale u® € K

2) un+i/q n+(i-1)/q

est déterminé & partir de u comme l'unique élément de

Ki qui minimise la fonctionnelle:

2
_ un+(i—1)/ql

1
*n,1 M 7 T MR

ol TorTyre- est une suite de nombres strictement positifs tels que:

(19) lim {max T } =0
N > o 0<n<N

N
(20) lim o =+ avec o = bt
N > n=0 n
3) A la suite un+1/q ainsi définie, on associe la suite:

i=1,.. . N .
NoOL1,e /ey e

rlree g n

N n=0

c) Théoréme de convergence.

*
Sous les hypothéses précédentes, il existe un élément unique u € X qui

réalise le minimum de J et 1l'on a:

lim W9 o 0% gans v, faible (i=1,..q)

N - «
Démonstration.

D'aprés le point 2) de l'algorithme, on a: V v € Ki

1 lun+i/q _ un+(i-—1)/ql2 (un+i/q) <Ly - un+(i-~1)/q!2
21 -
n

(21) + J, + J, (v)
i 2Tn i
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n+i/q

Lemme 1. u € Ki vérifie (21) si et seulement si:

(220 <

un+1/q _ un+(1—1)/q,un+1/q> . TnJi(un+1./q). <

un+i/q _ un+(i-—1)/q

ee o< V> 4+ T T, (V) Vv €K,
n i i

n,
En effet, soit de fagon générale j1 et j2 deux fonctionnelles convexes sur K,
j1 étant différentiable; si j = j1 + j2 vérifie j(v) - + » lorsque {v| > +
N .
et si j est strictement convexe, alors l'élément u de K réalisant le minimum

de j sur k est caractérisé par:
<Gy - w4 J,(v) = 3, 20 Vverx (c£. /2/)

v
On en déduit (22), en posant Ki = K et:

, 2
_ un+(1—1)/ql

Jl(v) = ' JZ(V) = Ji(V)

2t |
n
Soit & présent v un élément quelconque de K.

Lemme 2. On a:

q N . . 2 q .
- +
(23) _2?17__uN+1 - | 2, _2:13__ ) |un+1/q _ard 1)/q! v ) Ji(wN i/q, <
N N i=1 n=0 i=1
1 o 2
N i kM I A VveK, VN>0
N

En effet, puisque v € K les relations (21) et (22) ont lieu pour tout n et i.

Il est facile de voir que:

2<un+1/q _ un+(1—1)/q,un+1/q —v> = 2<(un+1/q_v) _ (un+(1-1)/q_v)'un+l/q .
- Iun+1/q _ V!2 _ |un+(1—1)/q _ v|2 + !un+1/q _ un+(1—1)/ql2
Alors, (22) donne:
. . . . +i
'un+1/q _ V!Z _ |Un+(l /g _ v|2 . lun+1/q _ un+(1 1)/ql2 + 2TnJi(un 1/q) <.
ee < 21 T, (V)
— "'ni
Ajoutant ces inégalités pour n=0,..N; i=1,..q, on trouve:
N+1 2 N n+i/q n+(i-1)/q;2 N n+i/qgq
(24) |u - v| + z lu -u |© + 2 2 TnJi(u ) < ..

i=1 n=0 i=1 n=0

o< fue - v|? s 20,3 (v)
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+i
D'aprés la définition de wN t/q et la convexité de Ji on a:
N+1i/ v n+i/
(25) o J. (w 9 < ] t.J.(u )
N i ~ =0 n i

et en utilisant ceci dans (24) on trouve (23).

On utilise alors (23) avec v = v, un €lément fixé quelconque de K (qui est
non vide). Comme les fonctionnelles Ji sont bornées inférieurement, on obtient

aisément les majorations suivantes:

Lemme 3. Il existe une constante ¢ indépendante de N et des nombres Tn, telle que:

(26) l__ IuN+1|2 <c
On
1 N +i/ +(i-1) /q, 2
27)  — J LMo 94 <
N n=0
(28) l\wN+i/q|\i <c N>0,1<i<gqg

+i
Gréce & la définition de wN 1/q' et compte~tenu de (27) et de la convexité de

. 2 . .
la fonction w = |w| + on obtient, pour 2 < i < q:

. . N 7T . .
IWN+1/q _ wN+(l—1)/q|2 _ | Z Eg(un+1/q _ un+(1—1)/q|2
n=0 "N
N . X
<1 ) Iun+1/q _ un+(1-1)/q|2
—~a n
N n=0
<c{ max Tt }
0<n<N

et, d'apres (19):

(29) lin (/9 0 MED/9) 6 gang B fort 2 < i < g

N + o

En raison de (28), il existe une suite N' + « telle que:

wN'+i/q - W(i)

(30) lim dans vV, faible 1 <i <gq
N' > o i
. +i
En raison de (29) les w(l) sont égaux & un méme élément w. Puisque wN 1/q € Ki

par définition, et que cet ensemble est fermé dans Vi faible, on a:
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(31) w = w(l) e Ki et donc w € K

Soit & présent v € K. L'inégalité (23) donne:

J'(WN'+i/q)

o 2 J
! —'ZGN- |u v| + J(v)

(32)

i 0~1,Q

i
Utilisant (20) et (29), et la semi-continuité inférieure de Ji' on trouve a la
limite:

(33)

Il ©~1.Q

Ji(w) = J(w) i_J(v) Vv eEK

i=1

ce qui prouve gue W = U.
+i/q

e A . : N .
On vérifie de méme que de toute suite extraite de w on peut extraire

une sous-suite qui converge vers u dans Vi faible et c'est donc la suite wN+i/q
tout entiére qui converge vers u dans Vi faible lorsque N - .

Remarque, L'hypothése (19) est seulement une condition suffisante pour assurer
(29) et donc (31). Si l'on peut s'assurer de (29) par un quelconque procédé

(éventuellement expérimental) alors le théoréme de convergence demeure valable

sans (19).
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ANNEXE 5

RECHERCHE D'UN POINT DE NASH AU MOYEN D'UNE PARTIE FICTIVE CONTINUE

a) Hypothéses.

On suppose les fonctions Rj' j=1,..N, continues et telles que:

(1Y v 3, V(Al,..k.

J-l'Aj+1"'AN) € Alx"Aj xA, ,x..A

=177 3+1 N

Rj est convexe en Aj et différentiable.

BRl BRN

A(X) désignant l'opérateur: A(X) = ( SX—(Al,..AN),.. BAN(Al"'AN)) on suppose:

(2) 3a > 0 tel que <A(A) - A(A"),A- A'> > af]x - A2 vV A"
Les ensembles admissibles Aj sont définis par:

i T
3) AL €A, &> A, e |0,B, et Cc A, = 0, Vi, V j
( j j 3 [ BJ] 3 3 P v

avec: cT = (1,..1)

b) Systéme différentiel.

A partir d'une condition initiale fixée, on intégre le systéme:

. ax, IR
(4) V3 EEl = - 5X1v<x) +uy
J

ol uj est solution du probléme:

2 . 2 . T 7985
fu.ll” = min i v.1l sous les contraintes:1- c'v, = c ()
i v er™ 3j | oA,
: J
J
5 oR, i
2- v, > ——;(A) ssi A, =0
3 - 1 J
A,
J
i OR, i
3- vi < —4()  ssi 2] = B

3Tt
3

c) Théoréme de convergence.

Soit lt une solution du systéme (4) obtenue & partir d'une condition
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initiale admissible A°. On a:

1) VA € Ay 1im AT = ¥

t > e
*
2) X est point de Nash.

. 3 t . ’ . . . A s s
Démonstration. Soit A~ un point sur la trajectoire issue de la condition initiale

. t+T \ - . . - - o
A° et soit A un point de la méme trajectoire, T étant un réel positif quelconque
On introduit:

(5) Vt _ %-"Xt _ >\t+T"2

On a alors:

avt _ . at et e
at dt dt !

c'est-a~dire, compte-tenu de (4):

t N IR R,
+ + +
© oo 7 b +ab s 2o -G T
dt . A, 3 3A. 3 j b
j=1 J
N
(on note de la méme facon le produit scalaire dans Aj et dans II Aj, aucune
j=1
confusion n'étant & craindre). On a donc:
th t t+T t t+T N t t+T .t t4+T
(7)) T = <adD) -AQT AT = AT >+ ) <ul - ul A = A
m
+ +T +T i + i i, t+T
Posons: XF = <y, -~ u? ,AF _at = z (ul.'t - %'t T)(A%'t k% t )
J J J J J i=1 J J ] J

et soient I,X,L,I',K',L', les ensembles d'indices suivants:

Mt oo wxex; At=p viern Aa'telos[ vier
J J J J J
] + t + ] +1
AEET Z 0 vkt ek AT o yarern; At Te Jo,g,[ vi'e1
J J J J J
On a, en t et en t+7, les commandes suivantes:
oR,
V k € K, =K uk't = ——l(lt) card K, = p
1 J k 1
AN,
J
oR.,
vieLel ui't = ——%{At) card L, = q
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. 3R,
viel,oI o ] —ab
! J TP g UK, aAT
1701 %%y
, IR,
v k'€ K! cK' ug BT ——ly(lt+T) card K! = p'
! ] 3k 1
j
3R
: .
vieLer ; BT . L " card L! = q'
A
3R
- .
vi'e IiDI' u; BT ;5%—_-(1—, —'—J‘, ()\t+T)

ierI u,’" = . i'e 1! ——
1 J o 1 3 ot
m-p-q m-p'-q

t - < .
Le calcul de Xj fait alors apparaitre les quantités suivantes:

9
t
X, = X Y, avec:
nd i

|
9R, 3R,
® v, = (——i— 0% - —i (At+T)> (0 -0) =0
i€K NK! N 3A° oA,
1™ i j
R 9R
j t j t+T
9 v, = ] (—%(A)———i—(k ))(s.—e.)=o
ier, NIy ‘3’ A b
1 Jj J
g o! . .
(10) v, = ( L — ) N S A
ier,nz m-p-q m-p'-q 3 j

c'est~a-dire, compte-tenu du fait que les trajectoires restent admissibles,

=M o6 v 9
J J J
o o! . .
an v, =- (—=-——=lo) ] ol b
- e grinry j
3R, IR,
12 v, = (——i— a5 - — (xt+T)) © - 8.)
i€k NL! > 3, oA, J
11 Jj 3
IR, 3R,
(13) v = (——% 0 - —a (xt+T)) (8. - 0)
i€KINL, 2 J

A,
J



R, ag! ,
(14) ¥, = ] (-——% % - E:-T%_T) (0 - AT &
i€K.NI' \ A p—q J
11
Ry ¢ % i,t+T
(15) ¥, = (——lm)—m. .)(B—A.’ )
ieL NI’ \ 3 p=q J J
11
o R, .
(16) ¥y = y (m piq _ ”‘%‘(At+13)(Xl’t _ 0
1eKINT, 2]
o 9R, .
an vy = ] (m_ - <xt+T>) ot oe)
ieL NI, p=q 3xj 3 3

En utilisant dans (11) le fait que:
IlnIi = (Kani)U(LlnLi)U (K1”Liw(KinL1)U(K1mi)U(L1”Ii)U(K{”I1)U(Li”I1)

et en effectuant la sommation des Yi' on obtient finalement:

oR 9R, o o!
(18) x* = —s.(—-.l ah - =2 o"h - s — i)
3 jek nL! I \aalt at mp=q L
1" i 3
9R 9R o !
st ' +T 1 1
T B-("‘i““-_%“t>‘m__+m-v-r>
ieKInL, I\ aat ot p=q P =d
. oR, o
. )\J..,t+T(_l.- o - _1 )
iek. nr' 3 at pd
171 j
9R o
i, t+T it 1
+ (B, - A] )(—{-( )‘m--)
ien nr' I ’ p=q
1'% j
) a! R,
+ )\J.-rt( ~ 'i s ? ()\t+T)>
i€K'NT J np -4 At
11 3

! aR
L - +T
£ Toyt- sj)( L_ . d .t ))
> L]
1€L1011 3

Par ailleurs, les ensembles K1 et L1 sont tels que:
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@
o
Q
o

(19) Vk €K —]3(— () > m_l_ <0
YN P9 ek un, gl
J I A J
R, . IR,
viel — ) < ) —
1 1 m-p-q i
I igK UL, 9AS
J 171 j

' et L! . En effet, dans le cas

avec les mémes relations pour les ensembles K1 1

contraire, les contraintes inégalité correspondantes ne seraient pas saturées
En utilisant (19), et compte-tenu du fait que les trajectoires restent
i,t

toujours admissibles ( V T, Aj e [O,Bj] V i), on déduit de (18):

t
{ 20) Xj < 0 avec x§ = 0 si et seulement si p=q =p' =q' = 0, c’est-a~
dire si aucune contrainte n'est saturée en t ni en t+T.

Dans ces conditions, on peut majorer (7) par:

t
e Te<-anh - an"hHat "

Utilisant 1'hypothése (2) on obtient alors:

t
av t L t+T|| 2 t

(22 ver  Ze<-aplt -t % = - 2av

d'otl:

(23) ¥V t,T vt <« O o720t

ce qui démontre la convergence de l'algorithme .

Unicité du point d'équilibre . Considérons deux conditions initiales différentes:

A °et pu°, et soient At et ut deux points appartenant aux trajectoires qui en

sont issues . On introduit la fonction:

R I

On démontre de la méme fagon que précédemment:

lim Wt =0

t > o

]

=

Nash-optimalité . I1 reste & montrer gue le point ainsi obtenu est bien le point

de Nash du probléme . Soit A* ce point .On a:

(24) ar 3R, ‘
—l=——-1(x)+uj=o j=1, .N

at A,
J
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Soient Kr et Lr les ensembles d'indices correspondant aux contraintes saturées.

On a, a partir de (24):

. ¥ R, ) R,
(25) Vv i¢ K UL -—L N + — ) ——% (") =0
axj m-p -q iéKIULz aAj

Ce systéme linéaire homogéne, de déterminant nul, admet la solution:

3R,
(26) Vi¢K‘1‘UI}; —J—l 0¥y = o
2]

A partir des relations (19) caractérisant les contraintes saturées on a, en

utilisant (26):

9R,
27) v ke x¥ ¥ 2o 3 0¥ >0
1 j k
AN,
J
oR,
v 1e L* x%* = R, ——1-(k*) < 8
1 J j 1
Bkj

Soit A un point quelconque admissible. On a:

IR 3R 3R
P * ;¥ - 1.1
28 <—L oA, -we = ] o Lohol-ah e T L oha-ah e
. J 3 xex* ax® >3 1er’  3a; J J
] 1773 1 J
9B, * i 1
+ ) , ——%-(x )05 - A7)
| FKF
1¢K10L1 axj

Compte~tenu de (26) et de la contrainte égalité, la derniére somme s'écrit:

3R, o,
(29) I, —Fanhaol- SN ( ) *<x§ - x?*) ) *(A§ - i*{)
: ¥
1¢K1UL1 alj keKl leL1
de sorte que (28) devient:
3R, 3R,
oy <~ o5, -0 = T o= of - ek -k
28 ) xex] o] ;o

| 3R,
s ] = o% -eod -
ler] a1 o I d

et, compte-tenu de (27) on obtient alors:
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3R,
(31) ¥ j <=L % - 50 v A
J J -
axj

ce qui montre, grédce & la convexité de Rj par rapport & Aj,,que la solution A*

est Nash-optimale.




