
No d'ordre : 444 

THESE 
présentée à 

L~UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

en vue de l'obtention du grade de 

DOCTEUR D'ÉTAT 

Mention Sciences Physiques 

Spécialité Automatique 

Par 

Marcel STAROSWIECKI 

Ingénieur ENSAM 

Docteur - Ingénieur 

CONTRIBUTION À L'ANALYSE ET À LA COMMANDE 

DE SYSTÈMES COMPLEM*CRITÈRES MULTIPLES 
,, ~: :<.. '!!?. ph, 

&",?: p;.L,,fi (\ '\?FI 
I--- i  > - , .  
! ! '5' 
! . - - <  ' J ' . c L / n , ]  
., ; , < ( .<,i.V\, L- ' 
\ <>'.' ., ' ,,) * 1 
\\.;p .. - .. -- - ... ; 'k, \.,* . ~ \ i - \ i  

Soutenue le 16 janvier 1979 devant la Commission d'Examen 

M M .  P. VIDAL 
Z. BUBNlCKl 
F. LHOTE 
L. POVY 
L. PUN 
G. SALMER 

Président 
Rapporteur 
Rapporteur 
Rapporteur 
Examinateur 
Examinateur 



A Câlinetteke 

A Zouilleke. 



Tout  ce qu i  e s t  s imp le  e s t  faux,  

t o u t  ce qu i  ne l ' e s t  pas e s t  

i n u t i  l i sab le .  

(Paul V a l é r y ) .  

J 'a ime c a l c u l e r  lentement lentement 

mais faux.  

J 'a ime l es  c a l c u l s  faux 

c a r  i l s  donnent 

des r é s u l t a t s  p l u s  j u s t e s .  

J 'a ime également 

c a l c u l e r  avec beaucoup de pe ine  

sans o b t e n i r  l e  moindre r é s u l t a t .  

(Jean A rp ) .  



Ce t r a v a i l  de  recherche a é t é  r é a l i s é  au Ceritre d'Automatique de 
l ' u n i v e r s i t é  des  Sciences & Techniques de  L i l l e  1, d i r i g é  par  Monsieur 
l e  Professeur P i e r r e  VIDAL, à qu i  nous exprimons no t re  profonde g r a t i t u d e  
pour l ' a c c u e i l  q u ' i l  nous a résenré ,  pour l e s  q u a l i t é s  humaines e t  l e s  dons 
pédagogiques dont il a f a i t  preuve t o u t  au long de  not re  formation.  Nous 
sommes t r è s  sens ib les  à l 'honneur q u ' i l  nous f a i t  de bien vouloi r  présider  
not re  Jury .  

Monsieur Z .  BUBNICKI,  Pro£esseur à 1'Ecole Polytechnique de Basse 
S i l è s i e  d e  Wroclaw (Pologne), a é t é  à l ' o r i g i n e  d 'une p a r t i e  du t r a v a i l  
que nous présentons i c i .  Ses conse i l s  é c l a i r é s  nous ont  ëté précieux dans 
b ien  des  domaines e t  nous l u i  exprimons not re  profonde reconnaissarice pour 
l ' i n t é r ê t  q u ' i l  nous a toujours  manifesté. Sa présence dans ce jury  nous 
honore grandement. 

Nous tenons à remercier t o u t  par t icul ierement  Moiisieu F .  LHOTE, 
Professeur à 1'Ecole Nationale Supérieure de Chronomètrie e t  de Mic.roii~écaniq~ie 
de  Besançon, pour l ' i n t é r ê t  q u ' i l  a b ien  voulu p o r t e r  à c e  t r a v a i l  e t  l a  
b ienvei l lance  dont il a f a i t  preuve l o r s  de  s a  prépara t ion .  11 a bien voiilu 
accepter  de  juger ce  t r a v a i l  e t  nous l ' e n  remercions vivement. 

Monsieur L. POVY, Maître de Conférences à 1'Ecole Unive r s i t a i r e  
d ' Ingén ieurs  de L i l l e ,  nous a été un précieux sout ien  t o u t  au long de ce 
t r a v a i l ,  t a n t  par  les enccuragements e t  l e s  c o n s e i l s  q u ' i l  nous a prodigués 
que par  l ' an i i t i é  q u ' i l  nous a toujours  manifesté. Q u ' i l  en soi t .  i c i  remercie 
e t  q u ' i l  sache t o u t  l 'a t tachement que nous l u i  por tons .  

Monsieur L. PUN, Directeur du Groupe de Recherche en A~xtomatisation 
Intégrée d e  l ' u n i v e r s i t é  de  Bordeaux nous honore grandement en p a r t i c i p a n t  
à c e  jury. Ses remarques p e r t i n e n t e s  nous ont  permis d 'améliorer  l a  présenta t ion  
d e  c e r t a i n e s  p a r t i e s  de  ce  t r a v a i l  e t  nous l ' e n  remercions vivement. 

Que Monsieur l e  Professeur G .  SBLMER, Vice-Président de l ' u n i v e r s i t é  
de L i l l e  1, t rouve i c i  l ' express ion de not re  profonde g r a t i t u d e  pour avoi r  
accepté d e  t e n i r ,  dans ce  jury,  l e  r 6 l e  i n g r a t  du "non s p é c i a l i s t e " .  Qu ' i l  
sache que l e s  années où nous avons enseigné sous s a  d i r e c t i o n  à 1'Ecole 
Unive r s i t a i r e  d ' Ingénieurs  d e  L i l l e  comptent pour nous parmi l e s  p l u s  
en r i ch i s san tes  su r  l e  plan humain, e t  que nous sommes heureux de l u i  témoigner 
i c i  not re  admiration. 



Ma reconnaissance va a u s s i  à tous  ceux q u i ,  de  p rès  ou de l o i n ,  
par  l e u r  compétence ou pa r  l eu r  amit ié ,  m'ont soutenu dans l ' é l a b o r a t i o n  
de  ce  t r a v a i l  e t  p l u s  par t icul ièrement  à ma femme qu i  a su, pendant 
de  longs mois, me supporter  avec une pat ience  angélique. 



TABLE DES MATIERES 

INTRODUCTION . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . - - - - . . . - - - - - - . . . . . . . - . . . - - . . . . . . . . . l  

CHAPITRE 1: DEFINITION D'UN JEU D'AGREGATION . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . l  1 

CHAPITRE 2: UN JEU D'AGREGATION PARTICULIER ...............a.........a.e..ee.42 

CHAPITRE 3: ALGORITHMES DE RECHERCHE D'UN POINT D'EQUILIBRE-- ---..--.....,-s-72 

CHAPITRE 4: UN EQUILIBRE COOPERATIF DE TYPE PARTICULIER- ......-........... 

............................ CHAPITRE 5: EQUILIBRE SOCIAL EN TEMPS MINIMIUM 140 

CONCLUSION ............. .---.-..-----..-.-..-.--*.-....................a....l65 

ANNEXE 1: PARTITION ET SECTORISATION 

ANNEXE 2: DENOMBREMENTS DANS LES PROBLEMES DE PARTITION 

ANNEXE 3: METHODE GENERALE DE DECOMPOSITION DES PROBLEMES D'OPTIMISATION (G. COHEN) 

ANNEXE 4: DECOMPOSITION PAR ACTION SUR LES CRITERES INDIVIDUELS (J.L. LIONS) 

ANNEXE 5: RECHERCHE D'UN POINT DE NASH AU MOYEN D'UNE PARTIE FICTIVE CONTINUE 



INTRODUCTION 

Lors des tentatives d'application des méthodes classiques d'analyse 

et de commande à des systèmes de plus en plus complexes -systèmes industriels 

de production, systèmes socio-économiques ou biologiques- les automati.ci.ens 

ont constaté que la nature même de ces systèmes leur imposait l'élabsration 

d'une méthodologie nouvelle, pour la conception d'une commande réalisable. 

Les difficultés liées à la commande de tels systèmes sont de deux 

ordres : 

En premier lieu, le grand nombre des variables necessaires à la 

description complète du système conduit à des modèles de dimensions importantes, 

souvent prohibitives. De plus, ces variables peuvent être de nature différente, et 

l'obtention de modèles doit faire appel à des méthodes de disciplines scienti- 

fiques différentes. Par exemple, la modélisation d'une unité de production 

recquiert le concours de physiciens, d'automaticiens, de gestionnaires, d'éco- 

nomistes, de sociologues pour appréhender les multiples aspects de son 

fonctionnement. La modélisation du processus d'épuration biologique de l'eau 

dans un bassin nécessite la collaboration de chimistes, de biologistes, d'automa- 

ticiens, de spécialistes en mécanique des fluides. La tâche d'analyse, de modé- 

lisation mais aussi de simplification, revêt alors une importance primor- 

diale pour la compréhension et la maîtrise des systèmes complexes. 



En second lieu, ces systèmes se caractérisent dans la plupart des 

cas, par une multiplicité des objectifs de la commande, le plus souvent in- 

commensurables et/ou antagonistes, et quelquefois difficiles à formaliser. 

C'est ainsi que les objectifs d'une unité de production qui portent princi- 

palement sur la quantité et la qualité des produits ouvrés, sur les coûts de 

production, de stockage et de livraison, sur les conditions de travail, sont 

évidemment concurrents. La production au meilleur coût peut, par exemple, 

conduire à une politique d'embauche désastreuse sur le plan des rapports 

sociaux, une meilleure qualité est bien souvent coûteuse, etc... Par ailleurs, 

certains critères sont délicats à formaliser et à évaluer : qualité des 

rapports sociaux, ou coût d'un retard de livraison, par exemple. Ainsi, l'analyse 

et la modélisation du comportement d'un système doit se doubler, le plus souvent 

d'une analyse et d'une modélisation du schéma des préférences de ses multiples 

utilisateurs. 

Ces deux caractéristiques des systèmes complexes n'autorisent pas 

une application directe des méthodes classiques de l'Automatique. En effet, Eacc 

à la diversité des fonctionnements possibles du système, aux perturbations a u i  

les affectent, à la pluralité des objectifs, les décisions sont nombreuses, inter- 

dépendantes, de nature et de fréquences différentes. La dimension du système 

rend difficile, sinon irréalisable (et irrealiste), l'établissement d'un modèle 

global, de même, on conçoit que l'exécution d'une manière globale des diverses 

fonctions de commande relève de l'utopie. 

L'accroissement de la complexité du système se traduit ainsi par 

un changement non seulement quantitatif mais aussi qualitatif dans l'approche 

de l'Automaticien, caractérisé par l'élaboration de méthodes particulières 

d'analyse et de commande. 

1 - ANALYSE DES SYSTEMES COMPLEXES 

De façon classique, l'analyse d'un système conduit à l'élaboration d'un 

modèle, dont les paramètres sont identifiés à partir d'un certain nombre 



d'observations. Dans cette optique, les observations ne constituent qu'une 

référence pour un choix optimal d'un modèle particulier dans une classe donnée 

à priori. Cependant, les difficultés de modélisation croissent directement 

avec le nombre de variables du système et le nombre de leurs interconnexions. 

On peut diminuer la dimension d'un modèle en réduisant le nombre de variables 

prises en compte. Il s'agit alors de définir des variables explicatives, sait 

parmi l'ensemble initial des variables, soit par agrégation de plusieurs d'entre 

elles. Cette approche s'applique aussi bien à la réduction des modèles de fonc- 

tionnement /1/ - /6/ qu'à celle des modèles de décision, où elle conduit aux 

méthodes d'agrégation d'ordres, ou d'analyses multicrit2res /7/ -/IO/. Elle 

fait largement appel aux méthodes descriptives de l'Analyse des Donnees / I l /  : 

analyse en composantes principales, analyse des préférences, etc... 

Une deuxième approche consiste envisager l'ensemble des données sac, 

à priori concernant la structure du système. Elle s'appuie sur l'hypothèse que 

cette structure est toujours décelable dans les réponses du systgme à des exci- 

tations diverses puisque leurs effets se concrétisent par des évsPutions non 

indépendantes de certaines variables, ou de certains critères, du système. Ces 

réponses se présentent sous la forme de données enregistrees, et c'est 

l'analyse de ces données qui permettra l'analyse structurale du système 

/12/ - /13/. Celle-ci consiste à décomposer le système global en sous-systèmes, 

en s'appuyant sur l'hypothèse généralement vérifiée que, dans un système de 

grandes dimensions, toutes les variables ne sont pas en relation ou, si elles 

le sont, qu'il existe une hiérarchie dans l'intensité de leurs couplages. Le but 

de l'analyse est alors de définir l'ensemble des variables (ou des critères) du 

système en termes de "groupements naturels et homogènes", d'éléments "les plus 

représentatifs". Cette approche permet la mise en oeuvre efficace de méthodes 

de modélisation par modèles locauxdécouplés ou d'une modélisation globale de 

dimensions plus réduites, chaque groupe de variables donnant naissance à un 

ou plusieurs agrégats.Elle débouche sur les problèmes de structuration 

en Analyse des Données et plus particulièrement sur les méthodes de classification 



automatique, dont le but est de trouver une partition d'un ensemble fini telle 

que chaque objet ressemble plus aux objets intérieurs à son groupe qu'aux 

objets extérieurs, au sens d'un critère donné. 

Danç ce travail, la formulation de ce problème nous conduit à définir 

la notion du jeu d'agrégation. Dans un tel jeu, le nombre de joueurs est 

supérieur au nombre de commandes du système sur lequel ils souhaitent agir. 

Dans ce sens, toute action sur le système suppose un regroupement préalable de 

certains joueurs, c'est à dire une classification de leur ensemble / 2 6 /  /27/. 

2 - COMMANDE DES SYSTEMES COMPLEXES 

En général, un système complexe poursuit des objecti£s multiples, 

incommensurables et/ou contradictoires. La définition d'une commande réalisable 

demande dans ce cas que soit précisée la notion d'optimalité, 

2 - 1 Problèmes à centre de décision unique 

Dans ce cas, le décideur est seul à pouvoir assumer les conflits exiç- 

tant entre les divers objectifs. Deux approches peuvent être utilisées, suivant 

que son arbitrage se situe avant ou après la procêdure d'optl-misation. 

Dans le premier cas, ori admet (ou l'on démontre/l4/) l'existence 

d'une fonction d'utilité globale que le décideur cherche 5 maximiser sur 

l'ensemble des commandes admissibles. On se ramène donc essentiellement au 

cas d'un critère unique. C'est l'idée générale des méthodes d'analyse mu~ticri- 

tères qui, à partir d'un n- uple de structures sur l'ensemble des commandes admis- 

sibles, élaborent une structure unique sur cet ensemble /7/ - /IO/. On peut 
alors, en principe, appliquer les algorithmes disponibles exi optimisation. 

Cependant, la dimension du problème impose souvent une résolution décentra- 

lisée /15/. Le problème global est alors découpé en sous-problèmes solubles 

indépendamment, ces sous-problèmes devant être coordonnés d'une façon ou d'une 

autre pour que la juxtaposition de leurs solutions constitue une solution du 

problème initial. A chaque sous-problème est associé un modèle mathématique, 



dit "sous processus". Ces sous processus interagissent, matérialisant le fait 

que les sous-problèmes ne sont pas, en réalité, indépendants. On voit, à ce 

niveau, l'importance de la phase d'analyse du système complexe et, en 

particulier, de sa décomposition en sous-systèmes décrits par des modèles locaux 

faiblement couplés. En effet, la coordination, qui est un processus dynamique, 

est d'autant plus rapide que les sous-systèmes sont faiblement coupl&, 

Dans le deuxième cas, l'arbitrage du décideur se situe après la procédure 

d'optimisation. Celle-ci doit donc prendre en compte de façon spécifique les 

objectifs multiples. On définit dans ce sens des solutions Pareto-,optimales 

/16/ - /17/ (ou des points efficaces /18/, admissibles /19/, non inférieurs / 2 0 / ,  

etc...) telles qu'il n'est pas possible, partant d'une telle solution, d'amé- 

liorer à la fois tous les critères. Ces solutions ne sont en général pas 

uniques ; chacune d'elles étant, par définition, aussi bonne qu'une autre (dans le 

sens où elles ne sont pas comparables) c'est au décideur d'effectuer les choix, 

les compromis nécessaires. 

2 - 2 Problèmes à centres de décision multiples 

Le cadre naturel des problèmes multicritères est celui ofi plusieurs 

centres de décision sont en présence. La situation la plus simple est celle 

dans laquelle tous les critères sont identiques, les différents centres 

collaborent alors complètement pour minimiser un critère unique et forment une 

équipe, assimilable à un centre de décision unique. Dans la plupart des cas, 

il n'en est pas ainsi, et l'on doit soigneusement définir la notion d'optimalité 

/21/. Lorsque les joueurs coopèrent, on peut comme précédemment définir des 

solutions Pareto-optimales. Les conflits n'étant plus assumés par un décideur 

unique, les joueurs doivent négocier pour arriver à un accord. La théorie doit 

alors être prolongée avec les notions de stratégies de menace, de coalitions, 

de coeur, de nucleolus /22/ - /23/. 
Sur le plan strict de l'optimisation, la différence entre les 

problèmes à centre de décision unique et les jeux coopératifs se situe au niveau 



de l'arbitrage entre solutions non comparables. En fait, si l'on suppose que 

les différents centres décident de coopérer, on peut considérer qu'ils for- 

ment une équipe qui se définit une fonction d'utilité collective, le critère 

pouvant d'ailleurs être différent de celui de Pareto. C'est le cas, en parti-- 

culier, pour la programmation par objectifs /24/, cas particulier des solutions 

de compromis. 

Dans ce travail, nous introduisons la notion d'équilibre social à 

partir de la remarque suivante : la définition d'un point de Pareto interdit 

toute modification des décisions préjudiciable à l'un quelconque des joueurs, 

quels que soient les coûts,effectivement supportés par ceux-ci. En fait, il 

peut quelquefois être avantageux d'améliorer la situation du (ou des) centre 

le plus défavorisé quitte à le faire au détriment d'autres dont la situation 

était meilleure. Dans ce sens, l'équilibre social est un équilibre coopératif 

de type particulier, dans lequel l'équipe se préoccupe de la situation du 

joueur le plus défavorisé. 

3 - PRESENTATION DES CHAPITRES SUIVANTS 

Confronté à un système complexe, 1'Autoniaticien est amen6 & élaborer 

des méthodes d'analyse et de commande spécifiques. Le but de ce travail est 

d'apporter une contribution à la résolution de ce probleme. Dans ce sens, il 

comprend deux parties : la première est consacrée à l'analyse des systèmes 

complexes, et plus particulièrement à la structuration d'un ensemble de donntses, 

débouchant sur des methodes de classification automatique. Celles-ci reposent sur 

la formulation du problème au moyen d'un jeu d'agrégation. 

Dans la deuxième partie, plus particulièrement consacrée au problème 

de la commande en présence de critères multiples, on propose et on étudie un 

équilibre coopératif de type particulier, l'équilibre social. 

Au chapitre 1, on introduit la notion de jeu d'agrégation, qui permet 

une formulation génerale des problèmes de classification. On définit le jeu 

et la notion d'optimalité d'abord sous la forme d'un jeu à deux niveaux puis 

sous forme de fonction caractéristique. On présente enfin un algorithme de 



programmation dynamique adapté à cette dernière forme, particulièrement efficace 

lorsque le problème est très contraint. 

Au chapitre 2, les problèmes de classification relevant de l'analyse 

des données sont décrits au moyen d'un jeu d'agrégation particulier, pour lequel 

on donne les théorèmes d'existence des solutions optimales. On étudie certaines 

formes particulières de fonctions de coût, pour lesquelles les joueurs sont 

amenés à utiliser des stratégies pures. Le point d'équilibre résultant est, 

dans ces conditions, une partition ou un recouvrement. 

La formulation d'un problème de classification au moyen d'un jeu 

d'agrégation conduit à utiliser des algorithmes de recherche d'un point 

d'équilibre dans un jeu à N personnes. La grande dimension des problèmes à 

traiter implique l'utilisation de méthodes de décomposition. On propose, au 

chapitre 3, certains algorithmes de ce type, et on étudie leur convergence. 

La deuxième partie de ce travail est consacrée à l'étude d'un équilibre 

coopératif particulier, l'équilibre social. Cette notion est définie au 

chapitre 4, ofi l'on étudie ses propriétés, et où l'on donne certaS.ns théorèmes 

permettant le calcul des solutions. De plus, on montre que cette approche peut 

être utilisée pour la détermination de l'ensemble des points de Pareto dsun 

problème d'optimisation multicritères. 

Au chapitre 5, on étend le problème à la commande en temps minimal. 

Dans ce cas, la formulation est plus complexe car les différents critères sont 

définis sur des horizons différents. On donne les théorèmes permet,tant le 

calcul des solutions d'un problème d'allocation simultannée de tâches et de 

ressources, pour la planification d'un ensemble d'opérations technologiques en 

temps minimal, sous des contraintes budgétaires. 
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CHAPITRE UN 

DEFINITION D'UN JEU D'AGREGATION 

Au cours des dernières années, la théorie de l'optimisation,développêe 

d'abord pour des fonctions de coût à valeurs scalaires, a &té étendue à des 

fonctions de coût à valeurs vectorielles /l/p et plus généralement non scalai- 

res /2/ , /3/ .  

On peut proposer une classification des problèmes d'optimiçatior,, 

suivant le nombre d'agents qu'ils font intervenir, le nombre d'acteurs, et le 

nombre de commandes manipulables par ces acteurs. Une telle classification nous 

permettra d'introduire la notion de jeu d'agrégation. 

a) Commande optimale. 

La théorie de la commande optimale considère le cas d'un centre de 

décision unique agissant sur un système donné de façon à minimiser un critère 

sur un ensemble de décisions admissibles donné. 

b) Optimisation multicritères. 

Dans ce cas, on a toujours un centre de décision unique agissant sur 

un système donné, mais désirant minimiser sur son ensemble de décisions admis- 

sibles plusieurs critères incommensurables et/ou contradictoires. On peut consi- 

dérer ce problème comme celui de N agents ( 1 < N < ) ,  possédant chacun son 

propre critère, mais ne pouvant agir sur le système que par l'intermédiaire 



d'un manipulateur unique, effectuant seul la prise de décision. 

C) Théorie des jeux. 

La théorie des jeux à N personnes considère le cas dans lequel N centres 

de décision agissent sur le même système; chacun d'eux peut agir au moyen d'une 

commande appartenant à un ensemble admissible, et possède un critère qu'il cher- 

che à minimiser. Dans l'optique précédente, un joueur est à la fois un agent 

(il possède un critère) et un manipulateur (il choisit une décision dans un 

ensemble admissible et agit directement sur le système). Le nombre de commandes 

distinctes manipulables du système est égal au nombre de joueurs. 

d) Jeu d' agrégatioh. 

La formulation d'un problème de classification nous conduit à définir 

la notion de jeu d'agrégation, dans lequel on distingue l'ensemble des agents 

(OU joueurs), l'ensemble des manipulateurs, et l'ensemble des commandes manipu- 

lables du système. Si le nombre des manipulateurs, m l  est inférieur au nombre 

des joueurs, NI toute action sur le système suppose un regroupement préalable 

de certains joueurs, c'est-à-dire une classification de l'ensemble des N joueurs 

en m classes. 

Remarque: On peut envisager aussi une classification de l'ensemble des joueurs 

ème 
en m+l classes, la m+l étant formée par ceux qui décident de ne pas prendre 

part au jeu. Si une telle possibilité est laissée aux joueurs, on obtient alors 

un sous-ensemble d'inclassés. De la même façon, on peut admettre que certains 

manipulateurs ne soient "mandatés" par aucun joueur, on obtient dans ce cas 

une classification en m' classes, m' < m. 

Le tableau de la page suivante résume cette classification des problèmes 

d'optimisation et situe la notion de jeu d'agrégation. La figure illustre sa 

structure. 

Récemment, A. BLAQUIERE /4/ a défini de façon générale un jeu N 

personnes et les concepts dtoptimalité qui s'y rattachent. La caractérisation 

du jeu fait apparaitre: 



Commande optimale 

Commande multicritères 

STRUCTURE D'UN JEU D'AGREGATION 

joueurs 

m manipulateurs 

n commandes distinctes manipulables 



- La définition du système: états, commandes, trajectoires. 

- La définition des joueurs: critères, stratégies, relations de préfé- 
rence, de comparaison. 

Pour un jeu d'agrégation, il faut adjoindre à ces deux définitions celle d'une 

relation d'affectation entre lénsemble des joueurs et 1 'ensemble des manipulateurs. 

2- DEFINITION D'UN JEU D'AGmGATION. 

2-1. Le système. 

On considère un système décrit à tout instant t6T par son vecteur 

d'état x(t)êX, où T et X sont deux ensembles donnés, TcR+. 

Soient U B=lr..nr n ensembles donnés, et U=U1x..U . 
B ' n 

un élément u = (u ..u )CU est une commande admissible. 
1' n 

Soit r une relation donnée qui à tout couple (xO,u)€XxU associe une 

trajectoire unique y(x ,u) au moyen d'une équation d'évolution. Par exemple: 
O 

x(k+l) = f(x(k) ,u(k),k) 

On se donne par ailleurs un sous-ensemble 0 de TxX appelé cible ou ensemble 

terminal. Un trajet complet est une trajectoire y telle qu'il existe un instant 

t &T et un état x(tf) E y vérifiant: (tf.x(tf) 16 0 .  f 

2-2. Les joueurs. 

On considère un ensemble de N joueurs : 2 = { J ~ ,  . . J ~ }  

Soient U , a=l,..N, B=lr..nI Nn ensembles donnés. U est l'ensemble 
a B aB 

ième 
des décisions admissibles du joueur Jd relativement à la fl commande du sys- 

tème. On supposera: 

v ~ C A  =' {l,..~}, v B € B  =' Cl,..nl 

On considère par ailleurs un ensemble de m manipulateurs :A=' Inl.. .M,} 

Une affectation est une relation binaire (vulgaire ou floue) sur le produit 

3 xA. Rappelons qutune relation binaire floue sur x A  est un sous-ensemble 



flou du produit lx& c'est-à-dire un ensemble de couples /5/: 

k 
où A est un ensemble donné V a6A, V k € K  = {l,..m), et L est un ensemble donné 

ci 

totalement ordonné. 

k A est la fonction caractéristique d'appartenance du couple (J .%) au graphe de 
a a 

la relation. Lorsque dk = {O, 11, V a €A. V k 6 KI on retrouve la définition d'une 
a 

relation binaire au sens vulgaire. 

Une affectation est entièrement définie par la matrice des fonctions 

caractéristiques d'appartenance: 

On notera: 

X = (Ai , .. 1;) la colonne a de cette matrice. 
a 

k k  Xk = X I .  A 1 la ligne k de cette matrice. 
N 

m 
k 

On se donne N ensembles: A a C  II A a  a=1,. .N 
k=l 

A = A x..AN est l'ensemble des affectations admissibles. 
1 

Soient S I  a=l,..N, N ensembles donnés, et V , a=l,..N, N applications 
a' a 

données : 

V : XxUxA - R 
a a 

(x0,uIX) j-+ V (X~,U,A) a=l,. .N 
a 

2 
Soient (<) C G  , a=l,..N, N relations réflexives données. 

-CA a 

V est le critère du joueur Y ; V (xo,u,A) est le coût du joueur J relatif à 
a a a a 

l'affectation X et à la trajectoire engendrée à partir de x par le n- uple de 
O 

commande u; (ga est sa relation de préférence. 

2-3. Classes et coalitions. 

A toute affectation X € A  on associe m classes C k € ~ ,  par: 
k ' 



Une classe est donc un sous-ensemble flou de l'ensemble des joueurs; à chaque 

classe C est associé le manipulateur . 
k Mk 
Soit p un élément donné de L. On dira qu'un joueur J appartient au 

a 

k 
, où > est la relation d'ordre total niveau p à la classe C si l'on a: Aa 2 l~ - 

dans L. On notera dans ce cas: J € C et on dira que le joueur J agit sur 
a ~ i k  a 

le système par l'intermédiaire du manipulateur %. On dira qu'une classe est 
une coalition si les joueurs qui lui appartiennent au niveau p peuvent définir 

de concert la commande que le manipulateur % appliquera au système. Pour qu'une 

classe soit une coalition, il faut alors définir son ensemble de commandes 

admissibles et sa notion d'optimalité. 

2-3-1. Commandes admissibles pour une coalition. 

Soient fk, k=l,..m, m applications données: 

P (UB) , fl=l.. .n est l'ensemble des parties de U 
B ' 

U (C ) est l'ensemble des décisions admissibles pour la coalition Ck relative- B k 
ième 

ment à la ,9 commande du système. 

Soit: Bk = {BEB; U (C ) est non vide) 
B k  

k=l,. .m 

Les m applications f sont définies de telle sorte {B . .B soit une partition 
k 1' m 

de B. L'ensemble des commandes admissibles de la coalition C est alors défini k 

par : 

2-3-2. Notion d'optimalité pour une coalition. 

Soient fik, k=l, . .ml m ensembles donnés et soient 2. 1 , . l m appli- 
cations données. 

8: XXUXAXL . flk k=l, . .m 
(xo,utA,ll) + 



k k k  
Soient (<) cSl xi2 , k=l,..m, m relations réflexives données. - 
k w est le critère de la coalition C ~~(x~.u,A.y) est son coût relatif à 

k ' 
l'affectation XI  au niveau p, et à la trajectoire y engendrée à partir de x 

O 

par le n- uple de commande u; (gk est sa relation de préférence. 

La définition de la notion d'optimalité pour une coalition et pour 

le jeu d'agrégation nécessite à présent l'introduction des concepts de compa- 

rabilité et de jouabilité. 

2-4. Relations de comparaison, jouabilité. 

On se donne N relations ê , a= 1,..N, réflexives et symétriques, 
a 

ê =AXA. Si X C! X' on dira que les affectations X et X' sont comparables 
a a 

pour le joueur J . 
a 

k 
De même, on se donne m relations C , k=l,..m, réflexives et symétriques, 

k k 
ê cUXU. Si u <C u', on dira que les n- uples de commande u et u' sont compa- 

rables pour la coalition C 
k ' 

On dira qu'un n- uple de commande u est jouable en x si la tuajectoi- 
O 

re y(xo,u) est un trajet complet. On désignera par J(x ) l'ensemble des n -  ~tpies 
O 

de commande jouables en x . 
O 

On dira qu'une affectation admissible X est jouable en x si: 
O 

u(x0, 1) = J(x0) ri II U(Ck) est non vide, c'est-à-dire s'il existe une commande 
k= 1 

jouable en x par les m coalitions définies par X (le niveau y est supposé donné 
O 

une fois pour toutes.) 

On notera A(x ) l'ensemble des affectations jouables en x . 
O O 

2-5. ûptimalité. 

A) Soit X une affectation jouable en x . On dira qu'un n- uple de comman- 
O 

X 1 m 
de u est ?-optimal, = ( ê , . .ê ) , si l'on a: 

(il U*GU(~~,A) et 



~ U C U ( X ~ , X )  tel que: uak uX J 
* Soit U (x ,A) l'ensemble des commandes E-optimales en x pour l'affectation A .  

O O 

Y 
B) On dira qu'une affectation X est - a-optimale en x C = (CII..CN) of - 

si l'on a: 

(il ) C E  ,(x0) et 

X 
(ii) 3u*€~*(x~.X) tel que: 

* 
On désignera par A (x ) l'ensemble des affectations C-optimales en x . 

O - O 

3- REMARQUES. 

3-1. Jeu à deux niveaux. 

Un jeu d'agrégation est un jeu à deux niveaux: les joueurs (niveau 

supérieur) et les manipulateurs (niveau inférieur). La primauté hiérarchique 

du premier niveau se traduit par le fait que c'est lui qui détermine les coa- 

litions par le choix d'une affectation A. Dans ces conditions, au niveau infé- 

* rieur, les m manipulateurs déterminent l'ensemble U (x A) par la résolution 
O' 

d'un jeu quantitatif défini par: 

- les ensembles de commandes admissibles: U(C ) k=l,..m 
k 

- les critères: Wk 
- les relations de préférence: (2) 

k 

- les relations de comparaison: fi! k 

- le système: (TxX,r,ÇI) 

Au niveau supérieur, l'ensemble des affectations - C-optimales en xo est déterminé 
par la résolution d'un jeu à N personnes défini par: 



- les ensembles d'affectations admissibles: A , ,=1,..N 
a 

- les critères: V 
a 

- les relations de préférence: (<) - a 
- les relations de comparaison: C 

a 

3-2. Affectations et classification. 

A toute affectation A G A  on fait correspondre m classes C k=l,..m: kt 

k 
Ck =' { (Ja ,ha , "4,. .NI 

m 
Soit L = R, et posons: 

k 
na = E ha a=l,. .N 

k=l 

Certaines affectations particulières sont intéressantes: 

L'ensemble des affectations admissibles est l'ensemble des relations binaires 

au sens vulgaire de 1 vers h . Dans ces conditions, l'ensemble { Cl,. .Cm} est 
un recouvrement d'ordre: max ri - 1 de 2 en ml classes non vides (ml < ml. Si, 

a a 
- 

k 
de plus, min 11 > 1, on a un recouvrement de en m classes non vides. - 

k 

k 
b) Aa ={A ;A C{oi1) k=l,-.mr na = 1) a=1,. .N 

a a 

L'ensemble des affectations admissibles est l'ensemble des applications de 

vers A.  lors, {Cl,. .C ) est une partition de 2 en ml classes non vides m 
k 

(m' '< m) . Si, de plus, les applications sont surjectives, on a: > 1, k=1,. .m - - 
et on obtient une partition de en m classes non vides. B 

L'ensemble des affectations admissibles est un polyèdre convexe,A = hlx..AN. 
" 

Son profil, A, est un ensemble fini et I\ est égal à la fermeture convexe de - 
son profil /6/. De plus, A est l'ensemble des partitions de en m' < m classes. - 

La démonstration de cette propriété est comparable Zi celle du théorème de 

Birckhoff-Von Neumann /7/, et se trouve en annexe 1. 

On appellera sectorisation toute affectation du ,type c). 



On doit bien remarquer que deux affectations X et A' telles que la matrice X est 

obtenue en permutant les lignes de la matrice A' sont différentes; bien que les 

classes définies soient les mêmes, celles-ci n'utilisent pas le même manipulateur. 

On dira qu'un jeu d'agrégation est symétrique si les solutions du jeu supérieur 

sont indépendantes de la numérotation des manipulateurs. 

4- EXEMPLES. 

Exemple 1. Considérons d'abord le cas d'un système statique pour lequel on a 

m = n (autant de manipulateurs que de commandes manipulables) . 
m 

Soit U = Ujx..U = R l'ensemble des commandes admissibles. On supposera que 
m 

l'état du système est donné,par: 

L'ensemble des commandes admissibles pour un joueur J relativement à la cornman- 
a 

de manipulable B du système (B=l,..m) est défini par: U CR. 
a B 

Les affectations admissibles sont données par: 

a= 1,..N k ha ={A ; A E.[o,~], k=i,..m, n = 11 
a a a 

et l'ensemble des commandes admissibles d'une coalition C est défini par: 
k 

U (Cl = C l  s i B f k  B k 

où' { )  désigne l'ensemble vide, et: % = {a; lk > p Btant donné. 
a - 

Soit $2 = R, (ga est la relation d'ordre total dans R, a=l,..N. Les coûts 
a 

individuels sont définis par: 

où les g , a=l,. .N sont N applications données de #XR dans R. 
a 

De même, soit ak = R, (<) est la relation d'ordre total dans R, k=1, . .m. - 
Le coût d'une coalition C est défini par: 

k 

Wk(x.u,~) = max ga(x,uk) 

a '-k 



k 
Soient C et cf: , a=l,..N, k=l,..m les relations de comparaison: 

a 

Dans ces conditions, le jeu d'agrégation s'interprète de la façon suivante: 

A) Soit X une affectation admissible telle que A # 0 ,  k=l,..m. Elle définit k 

m coalitions non vides C Une commande E-optimale est par définition telle que: 
k ' 

* * * Y  v \Guk (Ck) , avec: x = f (ui,. .y,. .um) 

Une commande &optimale est donc un point de Nash entre coalitions, le co6t de 

chacune étant le maximum des coûts supportés par les joueurs qui en font partie 

au niveau donné U. (On montrera dans la deuxième partie de ce travail que la 

définition d'un tel coût pour une coalition conduit à un point de Pareto pour 

les joueurs qui en font partie au niveau p). 

Y 
Soit U (A) l'ensemble des commandes E-optimales pour l'affectation 1. 

B) Une affectation A* est - a-optimale si elle est telle que: 

1) Ak #'O k=l, . .m 
* * *  2) 3 u  e u (A ) tel que: 

* W 
avec: x = f(u ) ,  x = f(u). 

Une commande - a-optimale est donc un point de Nash entre joueurs, sachant qu'au 
niveau inférieur les manipulateurs jouent des commandes 5-optimales. 

Exemple 2. Considérons à présent un jeu dynamique à N joueurs, avec n = N 

(autant de commandes manipulables que de joueurs). 



Le système est défini par son équation d'état: 

dx 
-(t) = f (x(t) ,u(t) It) dt 

(to,xo) fixé. 

Les commandes admissibles appartiennent à U = U x..U ensemble donné d'un 1 N' 

espace fonctionnel. 

Pour un jeu sur un horizon fixé, la cible O est définie par: 

Soit na = RI (-a est la relation d'ordre total dans R I  a=l,..N. Les coûts i n d i - .  

viduels sont définis par N fonctionnelles: 

avec A, ensemble des affectations admissibles, défini par: 

Une affectation admissible est donc une partition de l'ensemble des joueurs en 

m classes (dont certaines peuvent être vides), une classe C étant définie par; k 

Soit U l'ensemble des commandes admissibles pour le joueur J relativement à 
ai3 a 

la commande manipulable 6 du système: 

L'ensemble des commandes admissibles pour la classe Ck est défini par: 

u~c,) = n ua k = ~  , . .m 
Jae Ck 

On note u(C ) un élément de U (C ) et: 
k k 



Le coût d'une coalition est un élément de l'ensemble: 

n k =  II Q k=l , . .m 
a J € Ck 

a 

c'est-à-dire un ok- uple, (ok = card. C ) :  k 

où ~a(xoIu,X) est défini comme suit: 

J f ck /V (xotuIA) =,,, max 
a 

v (xoIu,X) 
a u(ck)f II U(C.1 a 

j#k ' 
Définissons à présent les relations de préférence et de comparaison pour une 

coalition: 

Soient: Wk = (v  ) et t? = (5 . On définit: 
a J € C k  a J € C k  

a 01 

35 f Ck tel que; va ~b 0 
a a 

k Les relations de comparaison a,  k=l,..rn, sont telles que: 

Y 
Dans ces conditions, à toute partition X on associe un ensemble U ( x  A )  de 

O ' 
solutions &optimales qui correspond à la notion de Pareto-optimalité coalitive 

/8/,/9/; ce concept implique pour chaque coalition le choix d'une décision sup- 

Pareto-optimale /IO/, c'est-à-dire d'une décision Pareto-optimale pour les 

membres de la coalition, lorsque chacun d'eux suppose que l'ensemble des joueurs 

extérieurs à celle-ci adopte la commande la plus défavorable pour lui. 

On définit à présent les relations de comparaison des joueurs par: 

Alors, une affectation - C-optimale pour les joueurs est un point de Nash du jeu 



supérieur, avec les coûts individuels définis plus haut. En d'autres termes, 

supposant les affectations des autres joueurs fixées, chaque joueur choisit 

d'appartenir à la coalition qui lui assure le coût minimal, sachant que celle-ci 

adoptera une décision sup-Pareto-optimale. , 

Exemple 3. Modifions l'exemple précédent, en définissant: 

k=l, . .m 
a 

et: V u,u' € U 

9 
Alors, à toute partition A on associe un ensemble U (x0,A) de solutions @-opti- 

males pour les coalitions qui correspond à la notion de Nash-optimalité coalktive 

/8/,/11/. En effet, une solution du jeu inférieur est un équilibre de Nash entre 

coalitions et un équilibre de Pareto au sein de chaque coalition. Comme pr6cédrm- 

ment, une affectation - Q-optimale est un point de Nash du jeu supérieur. 

5- JEU SOUS FORME DE FONCTION CARACTERISTIQUE. 

t 
Un jeu sous forme de fonction caractéristique est un couple ( t , v )  

où 8 = (Ji,.. J 1 est llensemble des joueurs et v est une application définie N 

sur l'ensemble des parties non vides de 2 ,  P ( 2 ) .  et à valeurs dans l'ensemble 

des parties non vides de R = R x. .R P(R) : 1 N' 

Les éléments de P( ) sont les coalitions. La fonction caractéristique définit, Z 
pour chaque coalition, les coûts que celle-ci peut assurer à ses joueurs. Ainsi, 

considérant les ensembles: 

la fonction caractéristique fera correspondre à une coalition S € P ( f ) un 



ensemble v(S) c~(s) . 
Pour un jeu d'agrégation, ce concept doit être étendu en précisant le 

manipulateur par l'intermédiaire duquel la coalition considérée agit sur le 

système. 

Soit pS le vecteur des fonctions caractéristiques d'appartenance définissant 

une coalition S f P( ) ,  et définissons l'ensemble des affectations admissibles # 
comme l'ensemble des partitions de 8 en m' classes, 2 - < m' - < m. sous la 

k S 
contrainte: X = p , c'est-à-dire telles que la classe C corncide avec la 

k 

coalition S. 

1 A = {A; XEL € {O,l] V a  f A,V 1 €K. lk = 1 V Juf SI Xk = O  V J$ S ,... 
C1 a 

- * a  na = 1  V a e ~ )  

* 
A toute affectation X 8 A (x ) on peut faire correspondre 1 ' ensemble U (xo, A )  

O 

des commandes $-optimales en x pour l'affectation X. Dans ces conditions, 
O * V u f U (xorX), V X f A(xo)r Va(xo,u,X) est le coût du joueur J relatif à 

a 

l'affectation X et à la commande z-optimale u. et le o- uple: (Va (x0,u,A) I J  
a 

o= card, SI est le a- uple des coûts supportés par les membres de S agissant 

par l'intermédiaire du manipulateur M pour l'affectation X et la commande 
k * k 

E-optimale u. L'ensemble de ces coûts, pour u f U (xOI A) est noté < (xo, A) : 
* 

; o f Qu. 3 u  f U (x0,A) tel que wu = Va(~o,~,X)l i's(xotX) = I (ua )  f s 
a k 

Un cas particulièrement intéressant est celui dans lequel 1' ensemble < (xo, 1) 

ne dépend que de hk, c'est-à-dire de la coalition S (soit que les coûts suppor- 

tés par les membres d'une classe ne dépendent pas de la façon dont se classent 

les autres joueurs, soit que celle-ci soit déterminée par une règle bien précise). 

Dans ces conditions, la fonction caractéristique de la coalition S agissant par 
k k 

1' intermédiaire du manipulateur \ est donnée par l'ensemble T (x 1 ) . S O' 

De plus, lorsque le jeu d'agrégation est symétrique, les solutions sont 

indépendantes de la numérotation des manipulateurs. Il en est de même pour les 
k 

k 
ensembles <(xo,A 1 et on peut alors parler de fonction caractéristique de la 



coalition S. 

5-1. Stratégies pures, stratégies mixtes. 

Nous supposerons, dans ce paragraphe: 

.X v A € A(xo), U (x0, h) est un singleton, c'est-à-dire que la solution t-optimale 

en x est unique. 
O 

Soit A = i, ensemble des partitions de 2 en m' classes, m' < m. Le jeu peut - 
être formulé de la façon suivante: 

Chaque joueur J ,a =1,..N, choisit un numéro de classe: k (2 K. Le 
a 

résultat est une partition de 3 en m' classes C k=1, ..ml, m' 5 m. Compte- 
k ' 

tenu de l'hypothèse, le coût obtenu par chaque joueur dans cette partition est 

défini de façon unique. 

L'ensemble des choix possibles pour chaque joueur ( les numéros de 

classe) sera appel6 son ensemble de stratégies pures: 

A tout N- uple stratégique (sl,..s ) € Slx..S correspond une partition 1 ? A 
N N 

et un N- uple de coûts notés w (x ,s) , w (x0,s) € Q . 
01 0 a a 

Le jeu peut alors être représenté sous la forme d'un tableau, et la 

donnée des ensembles Q , des relations de comparaison C , des relations de pré- 
a ~1 

férence (<) , a=l,..N, le définit complètement. - C1 
Exemple.Considérons le cas d'un jeu à 3 joueurs J J2, Jg agissant sur un 

système donné par l'intermédiaire de deux manipulateurs. Les ensembles straté- 

giques sont: Si = S2 = S3 = {1,23 et correspondent à l'ensemble des affectations 

admissibles définissant les partitions possibles de {J1,J2,J3} en m' classes, 

O < m' < 2. Le jeu est défini par le tableau: - 



La décomposition en deux sous-tableaux correspond aux deux choix possibles de 

J3' s3 
= 1 et: s3 = 2. 

Un triplet stratégique donné induit une partition de {J J J ) ainsi que les 
1' 2' 3 

manipulateurs correspondant à chaque classe. Les gains réels des joueurs appa- 

raissent dans la case correspondante où le premier nombre désigne le gain de 

JI, le second celui de J et le troisième celui de J De façon à faire apparai- 
2 3 ' 

tre les classes et les manipulateurs associés, on peut encore représenter le jeu 

par le tableau ci-dessous: 

1°) Soit fL! = R, a=1,2,3; les relation de préference ( c )  (5) 2, (9 sont la a - 1' 
relation d'ordre total dans R, les relations de comparaison sont définies par: 

(s1,s2,s3) a! ',s',s') <-> s = s; V i # a, a=1,2,3 a ('1 2 3 i 

Dans ces conditions, le jeu conduit à la recherche de triplets Nash-optimaux 

sur le tableau ci-dessus, et on obtient deux partitions Nash-optimales: 

C1={J Y )  
1' 2 c2 = {J~) et 

cl = {J~I C2 =. {J1.~31 

correspondant aux triplets stratégiques optimaux: (1,1,2) et (2,1,2) et aux 



gains réels respectifs: 4,6,3 et 4,3,5. 

3 
2O) Soit na = R , a=l,2,3; les relations de comparaison sont définies par: 

- - Posons de même: (9 - ( F ) ~  - ( s 3  = (<) - où (<) - est définie comme suit: 

( w ~ , W ~ ~ W ~ )  " R 3 
3 w 01 = W' a=1,2,3 où 

(U;,W;~W;) € R ==* 
a 

301 € Clf2,3) tel que w > w* 
(W1 , w ~ ~ w ~ )  (9 CU; ,u;,w;) 

a a 

Dans ces conditions, le jeu conduit à la recherche de triplets Pareto-optimaux 

sur le tableau ci-dessus. On obtient quatre partitions Pareto-optimales: 

Cl = {J J ) 1' 2 C2 = {J31 s = (1,1,2) coûts: 4,6,3 

Cl = {J J ) 
2' 3 c2 = {JI) s = (2,ifl) coûts: 6,5,4 

C 1 = {Ji) c2 = {J J ) s = (1,2,2) coûts: 2,5,8 2' 3 

Cl = {J31 C2 = {JlfJ2) s = (2,2,1) coûts: 7,4,6 

Remarque: Lorsque le jeu est symétrique, le nombre de cas total à envisager 

décroît fortement, puisqu'il se réduit au nombre de partitions d'un ensemble 

de N éléments en un nombre de classes compris entre un et m. A titre d'exemple, 

4 
le tableau définissant le jeu comporte 81 cases (3 ) pour un jeu non symétrique 

à 4 joueurs et à 3 manipulateurs. Il n'en comporte que 14 lorsque le jeu est 

symétrique. 

Supposons maintenant que la partie se répète un grand nombre de fois. 

Les joueurs peuvent alors être amenés à minimiser l'eepérance mathématique de 

leurs coûts en choisissant des stratégies mixtes /13/. 

k Soit X la probabilité que se définit le joueur J d'agir par l'inter- 
a a 

médiaire du manipulateur $. L'espérance mathématique de son coût est alors: 

E = 
a C p(s)wa (xo,s) s e s x.. 

1 s~ 



où p(s) est la probabilité pour que le N- uple stratégique ait la valeur: 

s = (si , .. sN) , définie par: 

Dans ce cas, l'ensemble des affectations admissibles est la fermeture convexe 
.. 

de A ,  c'est-à-dire l'ensemble des sectorisations. 

Exemple : Reprenons l'exemple précédent, et notons : 

X : probabilité pour que le joueur J utilise le manipulateur M 
a a 1 ' 

'-'a 
= (1-X ) : probabilité potir que J utilise M 

a a 2 ' 

Les espérances de gain sont alors fournies par: 

La recherche d'un point de Nash en stratêgies mixtes conduit à considérer les 

quantités : 

avec: O < Xa < 1, a= 1,2,3. - - 
On trouve alors facilement que tous les triplets de la forme: 

(A ,A ,A ) = (A ,1,0) sont Nash-optimaux. Les gains correspondants sont respecti- 
1 2 3  1 

vement: 4,3+3A et 5-2X 
1 1 ' 



5-2 Jeu symétrique. 

Lorsque le jeu est symétrique. l'ensemble des coûts réalisables par une 

coalition S pour une affectation X (telle que l'une des classes soit S) ne dépend 

pas du manipulateur utilisé par S. Nous supposerons comme précédemment que pour 

toute partition de (b, la solution ?-optimale en x est unique. et que les coûts 
O 

supportés par les éléments d'une classe sont indépendants de la façon dont se 

classent les autres joueurs. 

Soit .CiS ie vecteur des fonctions caractéristiques d' appartenance à l a  

S 
classe S. On note w (xo,p ) le coût supporté par un joueur J E S. 

~1 a 
" 

Soit A l'ensemble des affectations ar3missfhles (ensemble des partitions 

de 8 en m' classes, m' - < m) . 
Soient g , a=l,..N. N applications telles que: 

u 

ga 
: Xxh - R 

C1 

k 
(xoIX) c-a g u (xorh = wq(xc?,X ) si J a e c k  

Soit S 8 P( ) une partie quelconque non vide de . On définit les applications ri J 
suivantes: 

2l 
V J  f S  e : XxA 

a C1 ----+" Ra 
S S 

(xo,A) - e (xo,A) = ga(xoIA) - ~ ~ ( x ~ ~ l - i  
Cr. 

S 
Soit u = card. S; le a- uple (e (x a o"')~ E s définit les regrets des membres 

C1 

de S relativement à la partition A. 

Soient R-, Ç E P ( 5 ) , 2N - 1 ensembles donnés et p S f P ( $) , 2N - 1 applica- 
3 u s ' 

tions données. 

N 
Soient (+)ScRsxRS, 2 - 1 relations réflexives données. 

(x ,A) est le regret de la coalition S relativement à la partition X I  pour s O 

la condition initiale x . ( + ) S  est sa relation de préférence. 
O 



On peut ,  pour un jeu d 'agrégation comme pour un jeu à N personnes, 

d é f i n i r  l e s  concepts suivants:  
" 

Coal i t ion  bloquante. S o i t  h Q A une p a r t i t i o n  de f e t  s o i t  S € P (f ) . On d i r a  

que l a  c o a l i t i o n  S bloque l a  p a r t i t i o n  X s ' i l  e x i s t e  une p a r t i t i o n  X '  t e l l e  que: 

Coeur du jeu. Une p a r t i t i o n  appar t i en t  au coeur du jeu s i  e l l e  ne peut  ê t r e  

bloquée par  aucune c o a l i t i o n  S f P( 1 ) . 
Super-coeur du jeu./lO/ Une p a r t i t i o n  appar t i en t  au super-coeur du jeu s i  e l l e  

ne peut  ê t r e  bloquée par  aucune p a r t i e  S € P I .  ) l e  long des t r a j e c t o i r e s  q.tllelle 1 
engendre. 

S i  X appar t i en t  au super-coeur, on a :  

ps(xrX) (31S pS(xIh ' )  v s € ~(1 ) .  Y 1' € E 

* 
V x f y(xo,u) , t r a j e c t o i r e  engendrée à p a r t i r  de x par  l a  commande u E U Ix A). 

O O ' 

Considérons à présen t  l e  c a s  suivant:  

V S f P ( #  ) , RS = ( R I .  (4) = 4 , où (4) c (RI x (RI e s t  une r e l a t i o n  d 'ordre 

t o t a l .  

N 
S o i t  8(xo,X) l e  ( 2  - 1)-  uple des  éléments p (x  X I  rangés dans l ' o r d r e  décroiç- 

S O' 

sant  : 

Nucléolus du jeu./l4/ La p a r t i t i o n  X appar t i en t  au nucléolus du jeu s i  pour 

toute  a u t r e  p a r t i t i o n  A', B(x , A )  prgcède 8(xo,X1)dans l ' o r d r e  lexicographique, 
O 

c 'est-à-dire s i  l ' o n  a :  

e t c .  ... 
S t r a t é g i e s  mixtes. On a vu que, lorsque l e  jeu d 'agrégation é t a i t  symétrique, 

il pouvait  ê t r e  d é f i n i  par  un tableau dont l e  nombre de cases e s t  l e  nombre de 



partitions d'un ensemble de N éléments en un nombre de classes compris entre 

un et m. Lorsque, de plusr les coûts supportés par une classe sont indépendants 

de la façon dont se classent les autres joueurs, il suffit de considérer l'en- 

semble P( ?) des parties non vides de ? , de cardinal 2N - 1. 
Dans le cas où les joueurs adoptent des stratégies mixtes, soit p(s), 

S € P(/j), la probabilité pour que l'une des classes de la partition soit S; 

l'espérance du coût d'un joueur Jd s'écrit: 

où Pa( l )  désigne l'ensemble des parties de 2 contenant J . Par ailleurs. 
C1 

compte-tenu du fait que {cl,. .C 1 est une partition de 2 ,  on a: m 

et, si chaque joueur joue de façon indépendante: 

k 
où X i=l,..N, k=l,..m, désigne la probabilité pour que le joueur J choisisse 

i' i 

le numéro de classe k. On a alors: 

Dans ces conditions, une solution - C-optimale pour les joueurs sera définie par: 
(il h* E A (xO) c Aix.. A~ 

k A = {A 1 € [oIi] v k € K, i1 = 1) a=I r .  .N 
a a a a 

x e A (xo) tel que x A* , a=i.. .N 

Remarque. La classification dans laquelle chaque joueur s'affecte de façon 

équiprobable à chacune des m classes est, dans cette formulation, une solution 



triviale Nash-optimale (si elle est jouable). En effet, on vérifie facilement 

qu'au point: 

5-3. Partitions optimales et programmation dynamique. 

La formulation d k n  jeu d'agrégation sous forme de fonction caracté- 

ristique permet, sous les hypothëses du 55-2, l'utilisation d'algorithmes du 

type programmation dynamique. Le processus est rendu dynamique en envisageant: 

successivement des partitions en 2,3,..m classes. 

5-3-1. Partitions Nash-optimales. 

Lemme. Si {c~,C~,..C 1 est une partition Nash-optimale d'un ensemble E en .+i 
m 

classes, ceci implique que {c~,c~,..C 1 est une partition Nash-optimale de 
m 

l'ensemble E-Co en m classes. 

Démonstration: Supposons que {C ,..C ) ne soit pas une partition Nash-optimale 
1 m 

de E-C en m classes. Alors, il existerait un indice a, une classe C e t  une 
O J 

classe C J € E-Co, j,k € {l,..m), tels que: 
k' m 

ce qui prouve que la partition {C ..C ) ne serait pas Nash-optimale pour 
orCl' rn 

l'ensemble E. 

Conséquence: Soit P (El une partition Nash-optimale de l'ensemble E en m classes 
m 

non vides. On a: 

*m+ 1 (El e ( {  s ,pm (E-S) 1 ,  S E ~~1 

où Q désigne l'ensemble des parties de E telles qu'il existe au moins une par- m 

tition P (E-S). On peut remarquer que Q est inclus dans l'ensemble des parties 
m m 

de E telles que: card. @-SI , m. - 



Ainsi, en notant N-opt. l'opération qui consiste à ne retenir que les partitions 

de la forme {S,P (E-S)) Nash-optimales, on obtient la récurrence suivante: m 

Pm+l (E) = N-Opt. {S,P m (E-S) ) 
s e Qm 

initialisée par: 

v s e ~ ( 1 )  pl (s) = s 

Remarque: On a: 

Exemple: Le tableau de la page suivante définit les coûts individuels dans un 

jeu statique à quatre joueurs, pour toutes les coalitions possibles: 

S E P (1 J ~ ,  J2 ,Jg , J~)) . Les quatre colonnes de droite donnent les résultats 
obtenus par programmation dynamique respectivement pour des partitions Nash- 

optimales en 1,2,3 et 4 classes. 

5-3-2. Critères additifs. 

Dans un grand nombre d'applications, on associe à chaque classe C k 

k=l , . .m, un coût global réel W (C ) , et l'on cherche une partition optimale k 

au sens de la minimisation de la somme de ces coûts. Cette approche correspond 

à la recherche d'un point de Pareto au moyen du processus de scalarisation. 

Lemme. Si {Co,Cl,..C 1 est une partition de l'ensemble E en m+l classes non 
m m 

vides telle que la somme: W (Ch) soit minimale, ceci implique que (C . .C 1 
1 ' m 

k=O 

est une partition de l'ensemble E-C en m classes non vides telle que la somme: 
O m -~~ 

1 W (Ck) soit minimale. 
k= 1 

Démonstration: Supposons qu'il existe une partition {s~,..s~} de E-Co en m 

classes non vides telle que: 





a l o r s  l a  p a r t i t i o n  {C 0lSl1 
..S ) donnerai t  un coût  g lobal  i n f é r i e u r  à c e l u i  m 

obtenu pour l a  p a r t i t i o n  {C ..C ), d'où l a  cont radic t ion .  o l C i l  m 

Conséquence: S o i t  P (E) une p a r t i t i o n  optimale de E en m c l a s ses  non vides ,  e t  m 

W (E) l e  coût g loba l  correspondant. On a: 
m 

P m+l (El f <{S ,P~(E-S)  3. S E. Q m 3 

où Q désigne l 'ensemble des  p a r t i e s  de E t e l l e s  q u ' i l  e x i s t e  au moins une 
m 

p a r t i t i o n  P (E-S) . m 

De même, on o b t i e n t  l a  récurrence: 

i n i t i a l i s é e  par: 

Exemple: On reprend l'exemple précédent,  en d é f i n i s s a n t  W(S) comme l a  somme des 

coûts  des joueurs appartenant  à S: 

On o b t i e n t  a l o r s  l e  tableau donné à l a  page suivante.  

5-3-3. Discussion. 

L'algorithme de programmation dynamique procède à chaque é tape  p a r  

dichotomie, (S e t  E-S), e t  r é d u i t  fortement l e  nombre de cas  t o t a l  à envisager 

(vo i r  l 'annexe 2 pour l e s  problèmes de dénombrement). Cependant, c e l u i - c i  r e s t e  

malgré t o u t  assez  élevé pour i n t e r d i r e  son emploi lorsque l e  nombre de joueurs 

e t  de c l a s ses  augmente, en dehors de tou te  con t ra in te  s u r  l e s  p a r t i t i o n s  admis- 

sibles. 

Lorsque les con t ra in tes  s u r  l e s  p a r t i t i o n s  admissibles en rédu i sen t  

fortement l e  nombre (exis tence  d'une p ropr ié t é  d 'ordre ,  par  exemple /15/,/16/), 





l'algorithme de programmation dynamique est un outil efficace pour la recherche 

de partitions optimales. Signalons enfin que cette approche peut être étendue à 

d'autres types de critères d'optimalité que ceux présentés ici /17/. 

6- CONCLUSION. 

Le but de ce chapitre était de reconnaitre l'intérêt de la théorie 

des jeux à N personnes à somme non nulle pour la formulation de certains problè- 

mes de classification. Nous avons proposé dans ce sens la notion de jeu d'agré- 

gation, dans lequel N joueurs agissent sur un système comportant n cornmandes 

par l'intermédiaire de m manipulateurs (m j. NI. Dans ces conditions, toute 

action sur le système suppose un regroupement préalable des joueurs en m coa- 

litions, c'est-à-dire une classification de l'ensemble des joueurs en m classes, 

La définition du jeu d'agrégation donne l'ensemble des règles partir desqi~eiic; 

on peut définir la notion de classification optimale, 

Un jeu d'agrégation apparait ainsi comme un jeu à deux niveaux, à cha- 

cun desquels est associé un ensemble propre de variables de décision et une 

notion d'optimalité. Au premier niveau se trouvent associées les variables 

d'affectation, qui définissent les coalitions et les manipulateurs correspon- 

dants. Au deuxième niveau, les manipulateurs agissent sur le système au 

moyen des variables de commande, au mieux des intérêts de la classe qu'ils 

représentent. 

La définition du jeu sous forme de fonction caractéristique permet 

de se limiter à une formulation à un seul niveau. Sous certaines hypothèses, 

on se ramène à la forme classique de jeu sur un tableau. La distinction entre 

stratégies pures et stratégies mixtes correspond alors à celle entre partitions 

et sectorisations. On présente enfin un algorithme de programmation dynamique 

pour la recherche de partitions optimales, surtout efficace lorsque le problème 

est très contraint. 

Le chapitre suivant est consacré à l'étude d'un jeu d'agrégation par- 

ticulier, appliqué aux problèmes de classification automatique relevant de 

l'Analyse des données. 
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CHAPITRE DEUX 

UN J E U  D'AGREGATION P A R T I C U L I E R  

1 - INTRODUCTION. 

L'obtention des groupements "naturels et homogènes" d'une population, 

ainsi que de ses éléments "les plus représentatifs", ou de ses paramètres "les 

plus explicatifs", constitue le point de départ de nombreuses techniques d'aide 

à la décision. 

Une approche de la solution de ce problème est fournie par les techni- 

ques de classification automatique, qui consistent à trouver une partition d'un 

ensemble fini 8 (l'ensemble de référence) telle que chaque objet ressemble 
plus aux objets intérieurs à son groupe qu'aux objets extérieurs. Cette classi- 

fication a pour support le tableau des données caractérisant l'ensemble de 

référence. Celui-ci associe, à chaque élément J f 8 un vecteur de paramstres 
Q 

caractéristiques x € X I  où l'ensemble X dépend de la nature des données (quan- 
a 

titatives, qualitatives, dichotomiques,..). 

Il arrive que les données se présentent sous la forme d'un tableau 

carré définissant une relation binaire (vulgaire ou floue) dans 2 .  C'est le 
cas, par exemple, lorsque les données définissent des similarités, ou des 

préférences, entre des couples d'objets. On peut noter qu'il est facile de 

passer de données rectangulaires à des données carrées en définissant, par 

exemple, un indice de similarité entre deux objets à partir de leur profil 



sur l'ensemble des paramètres /1/. Mais l'inverse n'est pas vrai, car pour 

passer de données carrées concernant un seul ensemble à des données rectangu- 

laires, concernant deux ensembles, il faudrait "créer" un nouvel ensemble. 

Deux approches peuvent être utilisées lors de l'analyse d'un tableau 

de données rectangulaire. 

La première consiste à calculer un tableau (carré) des distances, ou 

des ressemblances, entre les éléments de l'ensemble de référence, et à utili- 

ser les propriétés du graphe valué ainsi crée. La recherche d'une structure 

éventuellement présente dans l'ensemble de référence repose ainsi sur l'étude 

des propriétés de connexité de ce graphe, lorsque la relation binaire est vul- 

gaire /2/ à /5/. Lorsqu'elle est floue, on utilise une décomposition hiexar- 

chique de son graphe /6/,/7/, basée sur la définition d'une distance ultramc- 

trique sur . L'obtention d'une hiérarchie indicée unique implique le plus t 
souvent une opération de fermeture transitive appliquée à la relation origi-- 

nale /8/ à /IO/. 

Les méthodes utilisant les propriétgs des graphes produisent des solu- 

tions dont rien ne permet d'affirmer qu'elles soient optimales vis-à-vis du 

but poursuivi. Celui-ci peut être défini par les deux critères suivants: 

a) Les classes doivent être "les plus différentes" possible les 

unes des autres, vis-à-vis des paramètres. 

b) Chaque classe doit être "la plus homogène" possible vis-à-vis de 

ces paramètres. 

Cette formulation du problème suppose de toute évidence que l'on a 

introduit une bonne mesure de l'homogénéité d'une classe et de la différence 

entre deux classes. Dans les méthodes citées plus haut, ces mesures sont des 

distances intra-classe et inter-classes définies à partir de la matrice de 

similarité des objets pris deux à deux. 

Cependant, il parait préférable d'utiliser les propriétés de l'espace 

dans lequel les données sont plong6es pour construire des algorithmes de classi- 



fication plus adaptes à celles-ci et pour obtenir certaines propriétés d'opti- 

malité. C'est l'objet de la seconde approche, recherchant directement une 

partition de e n m  classes, et caractérisée par le traitement direct du B 
tableau des données rectangulaire. Les premiers travaux dans ce sens /11/,/12/, 

remontent à 1967. Actuellement, aucune méthode n'aboutit rapidement à un opti- 

mum global pour un nombre de classes fixé à l'avance, aussi se conter+te-t-on 

le plus souvent d'algorithmes rapides donnant une ou plusieurs solutions, con- 

sidérées comme des optima locaux. La méthode des nuées dynamiques /13/,/14/, 

est un bon exemple d'algorithme de ce type. 

Dans ce qui suit, nous considérons chaque élément J de l'ensemble 
a 

de référence comme un joueur, et nouç formulons le problème de classification 

comme un jeu d'agrégation particulier. 

2- UN JEU D'AGREGATION PARTICULIER. 

Soit 6 = { J ~ ,  . . J 1 un ensemble de N joueurs, caractérisé chacun par 
N 

un vecteur de paramètres x € X I  a= l,..N. Ces joueurs agissent sur un système 
a 

statique possédant m commandes distinctes manipulables par l'intemediaire de 

m manipulateurs ( m < N ) . 
Le jeu d'agrégation est défini comme suit: 

1) Commandes admissibles du système. 

Soit U un ensemble donné. Le domaine admissible pour les m commandes manipu- 

lables du système est défini par: 

u = u  
B B = l,..m 

2) Commandes admissibles des joueurs. 

ième 
L'ensemble des décisions admissibles d'un joueur J relativement à la f.3 

a 

commande du système est: 

U = U  V a € A , V B € B  
(3 B 

3) Coûts individuels. 

On se donne N ensembles R et N applications: 
a 



avec: u = (ull..u m 

A = A1x..A est ltensemble des affectations admissibles. Pour chaque 
N 

joueur J , le vecteur des paramètres caractéristiques x étant fixé, on notera 
a a 

plus simplement V  (u,X) le coût correspondant au m- uple u et à l'affectation 
a  

A. De plus, on considère un jeu symétrique, c'est-à-dire tel que les coüts Va 

sont indépendants de toute permutation portant sur les m- uples (ul,..um) et 

1 m (A I..A 1. 

4) Coalitions. 

a) Commandes admissibles pour une coalition. 

Elles sont définies par: 

u ( C )  = u  
k k  

u cc 1 = Il 
B k 

V f 3 s B - l k l  

ième 
La classe C ne peut agir que sur la k composante du m- uple (LIl,. .u 1. 

k m 

b) Coût d'une coalition. 

On se donne m ensembles Rk et m applications: 

- avec: Xk - 
(Xct)~a e ck et u = card. C 

k 

Comme précédemment, les vecteurs x étant fixés, on notera plus simplement: 
CC 

Wk (u, A )  le coût de la coalition C k ' 
5) La donnée de l'ensemble des affectations admissibles, des relations 

k 
de préférence ( I ) ~ ,  CC=~,..N, ( - , k=l,..m, et des relations de comparaison 

Ca, a=l , . .N et ck, 1 , . .ml termine la d6f inition du jeu. 



Exemple 1: Analyse typologique multicritères. 

L'ensemble de référence est constitué de N éléments, décrits par le vecteur 

de leurs indices de qualité relativement à p critères. On a ainsi: 

Soit u = R' 

Les coûts individuels sont définis par: 

n = R~ a=l, . .N 
a 

m 
k 

2 
avec; f (u, h ) = 1 ha 1) xa- q (1 , où I ( . I )  désigne la norme euclidienne dans 1 4 ~  a 

a a k=l 

Le coût d'une coalition est défini par: 

On définit par ailleurs les relations de prëférence par: 

- - - (5) - (5) 2 - . .- ( ~ 1 ~  = (5) et: 

Par ailleurs, (cl1 = . . . = (<)m = c , relation d'ordre total dans R. 

Définissons à présent les relations de comparaison: 

Dans ces conditions, à toute partition X est associée une solution z-optimale 

X 9 % 
unique du jeu inférieur: u ( A )  = (ui(X) ,..u (XI) telle que: 

m 



N 
k avec: 1 h # O faute de quoi la classe C serait vide. 
a a=l 

k 

* 
Par ailleurs, une partition X -optimale est une solution du jeu supérieur 

telle que, V X € A:  

Soit 1 le moment d'inertie des N points à classer, considérés comme un nuage 

dans R'. D'après le théorème de K6nig-Huygens, on a: 

Le premier terme du membre de droite est appelé "distance intra-classes" de la 

partition XI le second terme est appelé "distance inter-classes". Le théorème 

de Konig-Huygens indique que leur somme est constante, quels que soient le 

4L 
nombre de classes et la partition retenus. On voit qu'une partition X solution 

du jeu supérieur est telle que la distance intra-classes est minimale sur A. La 

distance inter-classes est alors maximale. 

Exemple 2: Lissage par modèles locaux /31/. 

De façon classique, on modélise le résultat d'un ensemble de mesures: 

{ (X ,ya), a=1, ..NI au moyen d'une fonction polynôme: 
a 

où les coefficients a i=O,..q, sont déterminés de façon à minimiser le coût: 
if 

N 2 

Les impératifs de préoision et de simplicité de la représentation sont évidemment 



antagonistes vis-à-vis de l'ordre du polynôme. De plus, d'éventuelles disconti- 

nuités sont mal prises en compte par cette approche. On peut alors avoir recours 

aux méthodes de classification: l'ensemble de définition 1 x , . .SI est partitionné 

en m classes C chacune d'elles étant décrite par un modèle local, par exemple 
k ' 

une fonction linéaire: 

Dans ces conditions, la minimisation du coût: 

N m .  2 

où est la fonction d'appartenance du point x à la classe C décrite par le 
a a k 

modèle g (.)  s'interprète, de la même façon que dans l'exemple précédent, comrne 
k 

la recherche d'un point de Pareto dans un jeu d'agrégation entre les N joueurs 

x , et fournit à la fois la partition de {x .xNJ et les modèles de lissage 
a 

locaux optimaux. 

3- INTERPRETATION DU JEU D'AGREGATION. 

Soit { (Ja,xa) , a=1,. .N} le tableau des donn8es. et soit {cl, ..C une m 

partition de l'ensemble 2 = {Jl,..~N] en m classes. Considérons deux variables 

aléatoires, X et Y, dont les occurences appartiennent respectivement xl . . . x d 

L'entropie d'une variable aléatoire est une mesure de son degré d'indéter- 

mination à priori. Notons P(x ) la probabilite pour que 1a variable aléatoire 
01 

X présente l'occurence x ; son entropie est définie par: /15/ 
01 

(l'unité d'entropie est le bit si a = 2) 

1 
Si toutes les occurences de X sont éq~iprobables, P(xa) = - N ,a =1,. .Nt 

l'entropie de X est maximale et vaut: 

1 
N 

H(X) = - - 1 
N 1 loga F = log a N 

a =1 



L'entropie conditionnelle de X sachant Y est définie à partir des probabi- 

lités conditionnelles de la façon suivante: 

où P(x ,C ) est la probabilité pour que le couple de variables aléatoires (X,Y) 
a k  

présente l'occurence (x ,C ) et P(x /C ) est la probabilité pour que X présente 
a k  a k  

x sachant que Y présente C Si l'on suppose encore toutes les occurences équi- 
a k ' 

probables, on a: 

O si Ju $ Ck 
p (xa/ck) = 

si Ja € Ck ( ck = card C ) 
k 

d'où l'on obtient, avec: P (xa,Ck) = P (xu/Ck) .P (Ck) , 

En particulier, pour m = N (partition en N classes), on a: 

Il n'y a pas d'indétermination sur la variable aléatoire X I  on dit que l'infor- 

mation apportée par la partition en N classes est maximale. 

Au contraire, lorsque m = 1 (partition en une classe), on a: 

C = N -> Hy (X) = - loga N = 
1 

log N 
a 

L'indétermination de X est maximale, l'information apportée par la partition 

en une classe est nulle. 

L'information apportée par une variable aléatoire Y relativement à une 

variable aléatoire X est, par définition: 

I(X:Y) = H(X) - Hy(X) 
C'est une quantité positive ou nulle. On montre sans difficulté que si {S 1' ..S M 1 

est une partition de (J . . J 1 plus fine que {cl,. .C 1, 1 'information apportée 
1' N m 



au sujet de x par la variable aléatoire Y qui prend ses occurences dans l'en- 
S 

semble {sl,..S } est supérieure à celle apportée par la variable aléatoire Y /16/. 
M 

Ainsi, toute partition en m classes de l'ensemble apporte une informa- # 
tion sur la variable aléatoire X I  et cette information est inférieure à celle 

apportée par une partition en N classes. Si l'on considère les éléments J de 
c1. 

l'ensemble de référence comme des joueurs, on peut encore dire qu'me parti- 8 
tion en m classes pénalise les joueurs dans le sens où chacun d'eux perd sa 

spécificité et se confond avec son groupe. 

La recherche d'une classification optimale vis-à-vis d'un critère d'homo- 

généité des classes conduit, pour chaque partition, à quantifier ces pénalisa- 

tions. En d'autres temes, on peut se poser le problème suivant: pour tout 

joueur J , comment approximer au mieux la valeur x à partir de la seule infor- 
a a 

mation: J € C ? On est ainsi conduit à définir, pour chaque classe, un élément 
a k  

représentatif, ou noyau, pris dans un ensemble donné U, et pour chaque joueur 

J un coût individuel qui associe, à toute classificat,ion A et à tout m-uple 
a 

de noyaux (ul,..u ) une mesure de l'erreur de représentation de x . 
m a 

La modélisation du problème de classification sous la forme d'un jeu 

d'agrégation en découle immédiatement: chaque joueur se trouve pénalisé lorsqu'il 

se groupe avec d'autres, di1 fait d'une certaine perte de spécificité; il supporte 

alors un coût défini par l'application V . Chaque coalition, quant 2 elle, 
a 

détermine un noyau optimal vis-à-vis de son critère Wk. 

4- EXISTENCE DE SOLUTIONS OPTIMALES. 

Nous supposerons qu'à toute affectation admissible A € A r  on puisse faire 

* 
correspondre un m-uple unique u ( A )  solution du jeu inférieur. Si l'on connait 

l'application: 

m 
h: A - U  

YI. 
A. u ( A )  = h ( A )  

le jeu d'agrégation se réduit au jeu du niveau supérieur, défini par: 



(All.-ANIR1t--~~ (L)l~o. (<) - N  ,Q: 1 , . .aN) , où R a , a=l I. .N sont les applications: 

R (A) = Va (ul (A) r -um(U 1.") lc-, a 

Nous considérons l'ensemble des affectations admissibles A défini par: 

. 
Une partition est un point du profil de Ai A; toute solution de ce type sera 

une solution en stratégies pures. Une sectorisation est un point de A.Si c'est 

un point intérieur, on dira que c'est une solution en stratëgies mixtes. 

Pour le jeu supérieur, on envisage deux concepts de solution: jeu non 

coopératif (point de Nash) et jeu coopératif (point de Pareto). 

4-1. Jeu non coopératif. 

Le concept de solution envisagé est défini par: 

. Q = RI a=1,. .N 
a 

- . (5) - 2 a=l,..NI où - < est la relation d'ordre total dans R 

. A Ca A '  4 A = A i  , V f3 # a, a=l,..N 
B * 

Définition. Le N-uple (? . . A ) est Nash-optimal si: 1' N 
* 

1) Il est admissible: ( A . .  1 € Al%.$ N 

Y *  u * 
2) Pour tout N-uple admissible de la forme: (A1,. rAa,Aa+lr. .A ) on a: N 

On voit qu'une solution Nash-optimale est telle que toute modification unilatérale 

des décisions d'affectation d'un joueur unique à l'équilibre ne peut que lui être 

défavorable /30/. 

Soit 4 une fonction multivoque définie de la façon suivante: 

@: A - A  

(A1 I .AN) (A1 , . *AN) = @(Al 1 IN) 



où les ensembles A , a=l,..N, sont tels que: 
a 

On a alors le théorème d'existence suivant /17/: 

Théorème 4-1. Si les ensembles A , a=l,..N, sont convexes et compacts, si Les 
a 

applications R , a=l,..N, sont continues et telles que, pour tout N-uple h les 
a 

ensembles A , a=lr..NI soient convexes, alors le jeu possède un point de Nash. 
a 

Démonstration. L'image +(A) d'un N-uple A est un ensemble convexe, non vide. 

Ceci découle de l'hypothèse concernant les ensembles A ainsi que des conditions 
a 

de compacité et de continuité imposées aux ensembles A et aux applications R . 
a $1 

4 est une application multivoque qui applique A ,  convexe, compact et non vide, 

dans lui même. Comme elle est semi-continue supérieurement, on conclut, en 

appliquant le théorème de Kakutani /18/ S 1- 'existence d'un point fixe : A* 63 4 ( l x  1 

Par définition des ensembles A , ce point fixe est un point de Nash. 
a 

4-2. Jeu coopératif. 

Le concept de solution envisagé est défini pax: 

. D = R ~ ,  a=1,. .N 
a 

V AIX' 62 A ,  AC A', a=I,..N 
Ct 

. v v =  
N N 

(vl,..v ) € R , V v' = (vi,..vt) € R 
N N 

v =v' Vi€{1,.,~) ou 

l i 
v (51, v' t', 

3 i tel que vi < v' i 

W X  
Définition. Le N-uple (A l...A ) est Pareto-optimal si: 

N 
* St 

1) 11 est admissible: (Ai,..AN) € A x..AN 1 

Y 
En prenant pour référence les coûts Pareto-optimaux R (A ) ,  on voit que les N 

a 



joueurs ne peuvent espérer réduire l'un quelconque de leurs coûts en choisissant 

* 
un N-uple différent de A. 

* 
On peut remarquer qu'un point de Pareto A est solution des N problèmes 

d'optimisation suivants : 

min R (A) sous les contraintes: 
Problème no a a 

R (A) < R~(A*) v B z a B - 
Une telle caractérisation des points de Pareto nous permet en fait de nous 

ramener à la résolution d'un seul problème d'optimisation, grâce à la condition 

suffisante suivante: 

Théorème 4-2. S'il existe des scalaires positifs p , a=l,..N, tels que: 
a 

k alors A est un point de Pareto. 

W 
Démonstration. Soit A un tel point, et soit X € A tel que: 

Puisque p est strictement positif, on a: 
a 

* BZa 
donc aussi: Ra(A ) 5 Ra(X), ce qui prouve que A* est solution du problème noa. 

* 
Comme a est quelconque, il en résulte que A est un point de Pareto. 

Ce théorème conduit à la recherche des points de Pareto au moyen d'un 

processus de scalarisation /19/. Il montre qu'un point de Pareto est un équilibre 

coopératif: en effet, les N joueurs se sontmis d'accord sur le choix d'un 

critère commun, pondération de leurs différents critères. Les coefficients p 
a 

peuvent s'interpréter connue les poids des différents joueurs au sein de l'équipe 

ainsi formée. 

Cette condition suffisante nous permet de conclure aisément à l'existence 



de points de Pareto dans un jeu d'agrégation. En effet, pour tout N-uple 

N 
N 

(pl , . .pN) e R+, la fonction numérique: 1 p R (A) possède un minimum dans les 
Cl Cl 

a=l 
deux cas qui nous intéressent: 

1) A est un ensemble fini 

2) A est un ensemble compact et les applications R sont continues. 
Cl 

5- SOLUTIONS EN STRATEGIES PURES. 

On s'intéresse, dans cette partie, aux propriétés des sectorisations opti- 

males. En particulier, on peut se poser la question suivante: dans quelles candi-- 

tions, les ensembles A -j=l,..N étant supposés convexes, la solutian est-elLe 
j ' 

un point extrémal? En d'autres termes, dans quels cas les joueurs sont,--ils 

amenés à utiliser des stratégies pures? 

De façon à envisager aussi bien des recouvrements que des partitions, nous 

généraliserons légèrement la définition des ensembles admissibles A j=I,.-N: 
j ' 

On supposera que les applications R j=lr..23, sont continues. 
j ' 

On dira qu'un joueur J s'affecte totalement à une classe C si l'on a: 
j k 

k k 
A. = 6 On dira au contraire qu'il y a affectation partielle lorsque: Ajf]0,Bj[. 

J j ' 

Théorème 5-1. Sous les hypothèses précédentes, et si pour tout joueur J 
j 

l'application R est concave par rapport à A alors, s'il existe un N-uple 
j j 

)(. 
Nash-optimal ( A  . . A ) . soit l'une au plus des affectations f est partielle 

1' N j 

(k=l,..m), soit il existe un sous-ensemble de A , ,  sur lequel R est constante. 
W. 3 7 

Démonstration. Posons: 3 
'j 

= E ( ~  1, y j  = nj - qj e [o,B~[ 
3 

Y ..A ) un point de Nash. Le théorème que nous nous proposons de montrer Soit (hl! 

affirme : 



X 
(1) v j f 1 . ~  A .  possède: . q. composantes égales à f3 

3 3 j 

. une composante égale à y 
j 

. m- (q . + l )  composantes nulles 
3 

a) Le sous-ensemble des vecteurs de A .  possédant la propriété définie par (1) 
3 

n'est pas convexe. En effet, soient A et A '  deux vecteurs de ce sous-ensemble. 
3 j 

v IJ e [otl]  pA. possède: . q. composantes égales à pf3 
J I j 

. une composante égale à py 
j 

. m-(q .+ l )  composantes nulles 
3 

et on vérifie immédiatement que le vecteur pA.+(1-VIA! ne présente la propriété 
3 3 

(1) que si l'on a: A. = A !  ou p f { O 1 l } .  
3 3 

'L % 
b) Soit A .  un élément quelconque de A On définit le sous-ensemble L(A ) de 

3 j ' j 

la façon suivante: 

i k 'Lk 
A .  f A j ,  A,  = A 

k 
( 2 )  L(Aj)  = { A , ;  V k f KI,  A .  f ] O , B j [  V k € K?} 

I j I 

avec : 

'Lk 
Kl: ensemble des indices des classes tels que A f {O,Bj} 

j 

'Lk 
K~ : ensemble des indices des classes tels que A E ] O ,  @ [ 

j 

% 
Remarque: si card K < 1 on a card L(À.1 = card K 

2 - 3 2 

'L 
si card K > 1, L ( A  .) est convexe 

2 3 

Ceci découle directement de la définition des ensembles admissibles A On a, 
j ' 

en effet: 1; = nj - qjBj , 013 q3 est un entier naturel inférieur ou égal 
k€K2 

QJ 

c) Supposons card K > 1, et soit A .  8 L(X . ) .  On a: 
2 3 3 

( 3 )  V 1, ~ ( 1 . 1  3 (A! , e )  f ~ ( ? . ) x [ 0 , 1 ]  tel que: 
3 3 3 

'L A = B A .  + (1 - 8) A j  
j 3 

'L 
Ceci est une conséquence du fait que L ( A . )  est un convexe ouvert. En effet: 

3 



(i) V k f K1 on a Xk = Xk e t  il s u f f i t  de prendre h l k  = Ik de s o r t e  que: 
j 3 j j '  

k 
(4) V k € K1 X k  = o h .  + (1 - O ) X  l k v e e [o.il 

3 I j 

(ii) V k f K il s u f f i t  de montrer que l ' o n  peut  t rouver 0 .  0 f [O, 11 , t e l  
2 

que X r k  f ] o , B ~ [ .  On d o i t  avoir :  
j 

(5  ) O < Xk - e h k  < (1 - O ) B j  
j  I 

On en déduit :  

( 6 )  8 f T ,  T = 18; 0 < min 5 ) 
k€K2 

k 

et ,  finalement, l ' e x i s t e n c e  d'un 0 admissible,  c 'est-à-dire appartenant  à 

l'ensemble [O, l] f l  T. Ce t t e .  i n t e r s e c t i o n  e s t ,  en e f f e t ,  non v ide ,  puisque : 

V k e K  
k k 

2 A . . A .  3 3 ~ ] o , B ~ [  
Sc 

d) S o i t  X un p o i n t  de Nash e t  supposons que l ' o n  a i t ,  pour un joueur J plus  3 ' 
d'une a f f e c t a t i o n  p a r t i e l l e .  Dans ces  condi t ions ,  on a pour ce  joueurp tard K > 3 2 

e t ,  d 'après  ( 3 )  : 

e t ,  pa r  s u i t e :  

* 
(9) V 0 e [o,1], v X A! e L(X.1 

j '  3 3 

O r ,  d 'après  (7) e t  l 'hypothèse de concavlte  de R on a:  
j ' 



)c Y Y 
Soit D(A.,A.) la droite passant par les points A et A € L(A.1. D'après (9) 

3  I j j 3  * 
et (IO), le coût R. reste constant quel que soit! € L(A*)~D(~.,A*), V A .  € L(A.1. 

3  j 3  3 3  J J 

Compte-tenu de la convexité de L(A*), on en déduit: 
3  * . soit le coût R. est constant sur L(A.) 

3 3 

. soit il y a contradiction, et card K ne peut être supérieur à un. 
2 

Conséquence. Sous les hypothèses du théorème précédent, et s'il n'existe pas 

de sous-ensemble de A. sur lequel R soit constant, j=l,..N, alors, lorsque 
3  j 

" j est multiple de f3 j=l,..N, toute sectorisation Nash-optimale est un recoc- 
j ' 

vrement d'ordre égal à: max q -1. 
j 

j 

Démonstration. Puisque'q est multiple de f3 cela implique que tout joueur 
j j ' 

jouant une affectation partielle en jouerait au moins deux, ce qui est en 

contradiction avec le résultat précédent. 

En particulier, si q = B = 1, j=l,..N, toute sectorisation Nash-optimale 
j 

est une partition Nash-optimale. 

5- 2. Sectorisation Pareto-optimale . 

Utilisant le principe de scalarisation, on cherchera un point de Pareto 

au moyen du problème d'optimisation suivant: 

N 
min R,(A> = p.~.(h) 
A€A j =1 3  3 

W 
Théorème 5-2. Soit A une solution du problème .Si l'application R est concave 

O 

par rapport à A on a: 
j ' 

jc Y A A ,..A$ u = constante V A .  € L(A*) 
(11) card K > 1 RO(Al, ..Aj-l, jf j+l 

2 3  3  

Démonstration . Comme précédemment, on a: 
cardK >lpourlejoueurJ jVib.€~(A') ~(A!,~)€L(A.)x[o,~] telque: 

2 j 3  j 3  J 



U D'après l'optimalité de A r on a: 

Par ailleurs, la concavité de R par rapport à A implique: 
O j 

d'où le résultat annoncé. 

On en déduit, comme précédemment: 

1- Lorsque R est concave par rapport à tous les X j=ls,.N, l'équilibre 
O j ' 

trouvé est tel que, dans le cas général, il existe au plus une affectation 

partielle pour chaque joueur. 

2- Lorsque 0 est multiple de f3 j=l,,.N, toute sectorisation Pareto-optimc.lia 
j j ' 

ainsi trouvée est un recouvrement d'ordre égal à max q -1. 
j 

j 

6- FORME PARTICULIERE DES COUTS INDIVIDUELS. 

Dans de nombreux cas pratiques, les fonctions de coût individuel R. ait 
3 

une forme particulière, à partir de laquelle on peut conclure rapiclemer r, 2 

l'existence de points d'équilibre en stratégies pures. 

Dans ce paragraphe, on étudie le cas où les coûts individuels ont la foxme: 

Cette forme se rencontre dans de nombreuses applications; c'est le cas 

par exemple lorsque l'on caractérise une classification donnée à parti+ de la 

mesure des inerties intra et inter-classes /20 / .  

L'étude des solutions en stratégies pures à partir des r6sultats précédents 

conduit à définir des conditions de concavité des coûts lorsque ceux-ci ont la 

forme particulière (14). Nous donnons d'abord dans ce cas une condition suffi- 

sante de concavité des coûts individuels, nous montrons ensuite que les résultats 

peuvent être obtenus à partir d'hypothèses moins fortes. 



6-1. Conditions suffisantes de concavité. 

Théorème 6-1. Une condition suffisante pour que les applications R soient 
j 

concaves par rapport à X est que les applications g soient concaves et décrois- 
j j 

k 
santes par rapport à X k=l r .  .m. 

j ' 

Démonstration. Soient A. et p deux vecteurs de I et soient p et q deux réels 
I j 

non négatifs tels que p + q = 1. L'ensemble A .  étant convexe, ph + quj est 
3  j 

admissible, et l'on a: 

Pour simplifier les notations, on écrira de façon évidente: 

k k  
R. (ph .+W.  et g . (ph .+qu. 

3 3 3  3 3 3  

D'après la concavité des applications g on a: 
j 

Par ailleurs, la décroissance des applications g implique: 
j 

c'est-à-dire: 

En utilisant (16) pour minorer le deuxième membre de (15) on a: 

m 
k k  

m 
k k  

R. (ph.+qpj) 2 p(p+q) 1 h.g- (A.) + q(p+q) 1 p.g. (P.) 
3  3  k=l 3 3  3  k=l 3 3  3  

d'où le résultat, en notant que p+q = 1: 

V A I V  8 A V p 2 0, q 2 0 tels que p+q = 1, 
j j j' 



On peut remarquer que la décroissance stricte, ou la concavité stricte 

des applications g suffit à assurer la concavité stricte des coûts individuels 
j 

R. par rapport à A . Dans ces conditions, l'application du théorème 5-1 conduit 
3 j 

à affirmer que l'une au plus des affectations Nash-optimales de chaque joueur 

est partielle. 

Théorème 6-2. Une condition suffisante pour que l'application: 

R (A) = 1 p.R. (A) 
O j=l 3 3 

soit concave par xapport à A est que les applications g soient concavL\s par k j 
i i 

rapport à A i=l,..m, et concaves et décroissantes par rapport à A., j=I,>.N, 
k ' .i 

Démonstration. D'après le théorème précédent, si g est concave et décroiçsar G 

j 
i 

par rapport à A i=l,. .m, alors R. est concave par rapport à À1. 
j ' 3 j 

i 
D'après la concavité de g. par rapport à A i=l,..rn, 0x1 a: 

3 k ' 

et, en utilisant les notations simplifiees: 

c'est-à-dire: 

A A > + qRj (hl, .hk-l'I'krAk+l <..AN) ( P ~ ~ % P ~ ~  P A I A k l  k' k+lr N 
3 

Ainsi, V j e {l,..~), V k 62 (l,..~), R. est concave par rapport à Oc en 
3 k ' 

déduit que R est concave par rapport à A k=l,..N. 
O k ' 

6-2. Applications g décroissantes. 
7 

Dans le cas ou les coûts individuels sont de la forme (14), les conditions 

suffisantes de concavité données plus haut utilisent une hypothèse de décrois- 

sance des applications g associée à une hypothèse de concavité. En fait, celle- 
j 



ci est inutilement restrictive, et nous allons montrer que la seule hypothèse 

de décroissance permet d'obtenir un résultat 'concernant les solutions en stra- 

tégies pures. Afin de simplifier l'exposé, nous adopterons comme ensembles 

d'affectations admissibles les ensembles suivants: 

Théorème 6-3. Si les applications g j=l,..N, sont décroissantes par rapport 
j ' 

k 
à X k=l,..m, une sectorisation Nash-optimale est une partition. 

j ' 
k k k k  k k  

Démonstration. Avec la notation: X = (hl , . .A t . ,X = (1 ., h .) on a, à l'équi- 
j N 3 3 

libre de Nash: 

i k En particulier, pour A = e , vecteur tel que = 1 et A = O V k # il 
j i j j 

on obtient: 

m 
d'où: v p € Pm. Pm = {p=(pl 1 - .P,) ; Pi 2 0. 1 Pi=ll 

i=l 

Par ailleurs, la décroissance des applications g implique: 
j 

,i En multipliant les deux membres de (18) par X en faisant la sommation sur 
j ' 

i=lr..m et en utilisant le résultat pour minorer (17), on obtient: 

Soit T l'ensemble des indices tels que: 



En utilisant la relation: 

on a, à partir de (19): V p  e P , V t € T, 
m 

On en déduit: 

(20) V i $ T 
i 

= O 
j 

Compte-tenu de la décroissance des applications g on a: 
j  

avec: T = g. (1 1) V t € T  
j 1 1  

Finalement, la valeur r de la borne inférieure est atteinte seulexrient er 
j 

*t choisissant l'une des fonctions d'appartenance A égale à un, les autres &tant 
j  

nulles. 

6-3. Application aux coûts quadratiques. 

Dans de nombreuses applications, les données seprésentend sous la forme 

d'un nuage de points dans l'espace euclidien #. On caractérise alors souvent: 

une classe par son inertie vis-à-vis du centre de classe, celui-ci étant Le 

point de R' par rapport auquel cette inertie est minimale, Dans ce sens, la 

formulation des coûts individuels est la suivante: 

m 
V,: (Rp) xn -_- R 



1 
avec : f .  ( u . )  = 7 ( X  - u . ) ' H .  ( X  -ui) 

3 1 j i  j 

H - matr ice  symétrique, d é f i n i e  pos i t ive .  
j' 

Chaque coa l i t ion  adopte un c r i t è r e  d ' u t i l i t é  globale qu i  e s t  l e  coût  moyen 

des joueurs qui en  f o n t  p a r t i e ,  e t  détermine son noyau, ou cen t re  de c l a s s e ,  

par  : 

k 
S i  A .  e s t  i n t e r p r é t é  comme l a  p r o b a b i l i t é  pour que l e  joueur J appart ienne à 

3 j 

l a  c l a s se  C on v o i t  que l ' i n e r t i e  du nuage C par  rappor t  à Y( n ' e s t  a u t r e  
k t  k  

que sa  variance, lorsque H = 1, j=l,..N. A p a r t i r  de (23), on peu t  é c r i r e  l e s  
j 

coûts  individuels  sous l a  forme p a r t i c u l i é r e  (14):  

On peut  remarquer que Ak e t  Bk ne dépendent que des  fonctions dl  appartenance 
j  j  

des joueurs a u t r e s  que J à l a  c l a s se  C La matrice H j=l, . .N, é t a n t  définie 
j  k ' j ' 

pos i t ive ,  on note: 

Un c a l c u l  d i r e c t  f o u r n i t  a l o r s :  



k k -1 
On en déduit, puisque (A.B.+B.) est symétrique, définie positive, 

3 3  1 
que gj 

k 
est décroissante par rapport à X k=l,..m. D'après le théoreme 6-3 ,  un éqili- 

j ' 
libre de Nash est une partition dans laquelle chaque joueur joue une affecta- 

tion totale à la classe qui lui assure le coUt minimum. L'unicité de cette  lass sr 

dépend du tableau des données. 

6-4. Les centres de classe: variables d'optimisation. 

On considère les coûts individuels de la forme suivante: 

et l'on suppose que chaque coalition ad~jpte un critère d'utillt8 globale Lr : 

centres de classe, solutions du jeu inférieur, sontalors fourn~:; par ia r,.ac, 

lution du problème d'optimisation auxiliaire: 

de sorte que la recherche d'un point de Pareto pour le jeu çuyP_riei;r al! i: )ver 

du processus de scalarisation conduit au problème d'optimiçat.iun suivarit: 

minimiser p.h!f.(ui) 
j=l i=1 7 3 3  

sous les contraintes : 

Q ~ ( A ~ , u  1 < Q~(A~,v) v v e u  i = ~  , . .ln 
i - 

Supposons 5 présent que l'on çonsidgre la fonction objectif comme une fonction 

de N+m variables indépendantes : (Al, --ANI ul , . .U 1 r et que 1 küii réscrive le proolPrnc? : m 

(25) 
i 

minimiser & p. A .f . (ui) 
j=i i=1 3 3 7  

sous les contraintes: 



Les centres de classe U* ainsi obtenus sont évidemment tels que: 
i 

N N 
ai * 

i=l,. .m 1 p j A j ~  f. (u.) 1 = min 1 p .h'!f. (u. 1 
j=l u.€U j=i 3 3 3  1 

1 

On en déduit que toute solution du problème (25) est aussi solution du problème 

(24) lorsque l'on a: 

c'est-à-dire lorsque le critère d'utilité globale de chaque classe est défini 

comme le coût moyen de ses membres, chacun intervenant dans sa classe avec le 

même poids p. que dans l'équipe globale. 
3 

Dans ce cas, on a, de plus: 

d'où, les affectations h des différents joueurs étant indépendantes: 
j 

Lorsque f3.3.=ll j=lr..N, et s'il existe un indice k unique tel que: 
J I  

) < f. (UT) V i # k, on en déduit que toute sectorisation optimale est 
7 1  

* k- ri- une partition telle que: A .-1, X .-O Q i # k. 
3 1 

Dans le cas des coûts quadratiques envisagés au paragraphe précédent, la 

formulation est telle que les centres de classe peuvent être considérés comme 

des variables d'optimisation indépendantes, lorsque les joueurs ont les mêmes 

poids au niveau supérieur et au niveau inferieur. D'après ce qui précède, si 

pour chaque joueur J l'indice k défini par: 
j 

est unique, le résultat est une partition dans laquelle le joueur J est affecté 
j 

totalement à la classe C 
k ' 



7- CONCLUS ION. 

Les problèmes de classification relevant de l'Analyse des données peuvent 

être abordés au moyen d'un jeu d'agrégation particulier, que nous avons défini 

et dont nous avons donné une interprétation vis-à-vis de l'ense~nble de référence 

constitué par Les objets â classer. Deux. exemples d q  a&,;,l ication illu; zrent. c n t t e  

approche, qui présente sur le plan d s  calcul les avantages a t l x *an t r :  

a) Elle n'utilise pas la notion de ressemblance des objets pris deux à 

deux, qui mutile Le tableau des données et supprise toute liberte de ehosx 

pour l'espace des centres de classe. 

b) Elle permet d'éviter la mise en mémoire du tableau da Ces Y?: 2.13 
C. 

blances; celà permet le traitement de pc4pula.tloas beaucoup plus i z p s r t ; f n t ~ . *  

que par d'autres techniques plus classiquec: ( / a  3/, / 5 / ,  / 6 / ,  /2 O/ A / L  2it\  * Dt- ,.J. : . 

elle permet de s ' affranchir de l 'opératiorn de fermeture tl nnsltive, dc%s::i.lmC, 

à transformer une relation de ressemblance en relation de çinllitua;, / t 3 / 8 / 2 1 '  

qui déforme encore la relation d'origine. 

C) Les algorithmes obtenus, dont l'etude fait l'objet du chapFtre i;~.lj.&: 1' , 

ce souffrent pas de l'effet de chalne, c5eent-*$-dire qu'ils c'ont pas tendance 

à rapprocher deux points éloignes mais liés par une file serr6e de points /6:;/, 

/2 4 / r / 2  5/- 

d) Il n'est pas nécessaire de définir des seuils arbitraires pcur ha déter- 

mination des classes, ni pocr 1 krrrf?t du processus f / 2  G/ à / 2%')- 

e) L'espace des centres de classe peut être chaisi, indépendament de 

l'espace des paramètres, suivant la nature du problème. Le centre d'une classe 

peut être, par exemple, un modèle de Ta classe, un sous-espace de l'espace des 

paramètres (axes factoriels de la classe), un élément représentatif appartenant 

ou non à l'ensemble des objets à classer. 



L'existence des solutions du jeu d'agrégation a été étudiée, et nous avons 

montré que pour certaines configurations fréquemment rencontrées en pratique, 

celles-ci correspondent à des stratégies pures et conduisent ainsi à l'obten- 

tion de recouvrements, ou de partitions de l'ensemble de référence. 

Le chapitre suivant est consacré à l'étude des algorithmes permettant 

d'obtenir ces solutions. 
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CHAPITRE T R O I S  

ALGORITHNES DE RECHERCHE D'UN PnINT D'EQU 1 LIBRE 

1 - INTRODUCTION 

La notion de jeu d'agrégation a été présentée au chapitre 1 conme un 

cadre dans lequel peuvent facilement s'inscrire les problèmes de classificatior,. 

Dans une première étape, nous l'avons formulé corne un jeu à deux niveaux 

faisant intervenir N agents et m manipulatei~rs ( m 5  N). Dans une seconde é tape  

à partir de la notion de fonction caractéristique, nous avons pu le ramener 

au concept de jeu sur un tableau.Une telle forme conduit à des méthodes de 

calcul actuellement bien au point en ce qui concerne les jeux à deux joueurs 

à somme nulle /1/ /2/, qu'on ramène le plus souvent à un problème de program- 

mation linéaire /3/ /4/. Cependant, elle se prëte plus difficilement au 

calcul pratique des points d'équilibre, lorsque le nombre des joueurs et des 

c;trat6-ies est élevé. En effet, si nd est le nombre des stratégies pures du joueur 

-r 
U I 12 tsblcuü des états pcssihles du jeil comprend n x n x..... n 616mentsr 
a 1 2  N 

pour chacun desquels il faut connaître les N coûts des différents joueurs. 

A partir de la description d'un jeu à deux niveaux, on peut, pour les 

jeux d'agrégation définis au chapitre précédent, definir la forme normale 

comme le 2N- uple : 

( A  lI... A R ...% ) 
N I  1' 

Un point de Nash est alors défini par : 



K )t. K Y r; )i: 

a = 1,..N R,(A1,. .Aa, .AN) = min R (A1l..Xa-lIAalXa+lI.. 
1 CA 

et l'on cherchera un point de Pareto par l'intermédiaire du problème d'opti- 

misation suivant : 

Pour la recherche d'une sectorisation optimale, si les fonctions numériques R 
5 

1 
sont de classe C , une condition nécessaire d'équilibre intérieur est 

donnée par : 

Point de Nash : ci =1,..N 
aRa i(. 

(A) = O  

a Ro F 

Point de Pareto : a= lI..N ( A )  = O  

On a alors un système de mN équations à mN inconnues, en géneral non linéaire, et 

difficile à résoudre. De plus, un tel système de conditions nécessaires ne 

fournit pas, lorsqu'elles existent, les solutions en stratégies pures, c'est-5- 

dire correspondant à des affectations nulles au totales. 

Une idée séduisante consiste à utiliser les techniques du calcul 

hiérarchisé pour la résolution de ce problème de grandes dimensions /5/. Elle 

répond à la question suivante : peut-on approcher un point d'équilibre par des 

procédés itératifs utilisant à chaque pas une optimisation à un seul critère, 

ou vis à vis d'une seule variable? 

L.F. Pau /6/ propose une application de ces idées à la résolution d'un 

jeu dynamique à N joueurs, à somme non nulle. La définition d'une partie 

fictive / 3 / ,  /4/, dans laquelle les joueurs jouent séquentiellement, ou en 

parallèle est un autre moyen de se ramener, à chaque sous-itération, à une 

optimisation à un seul critère. 

Une telle approche conduit à la décomposition du système global formé 
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pa r  l e s  N joueurs  en N sous-systèmes couplés .  D i f f é r e n t s  modes de coord ina t ion  

peuvent a l o r s  ê t r e  d é f i n i s ,  conduisant  à l ' énoncé  de  d i f f é r e n t s  p r i n c i p e s  

de coord ina t ion  / 7 / .  Nous u t i l i s e r o n s  pr inc ipa lement  l a  coord ina t ion  p a r  

p réd i c t i on  des  i n t e r a c t i o n s  ; l a  coord ina t ion  pa r  a c t i o n  s u r  les c r i t è r e s  

i nd iv idue l s ,  proposé p a r  J.L. Lions / 8 /  es t  un a u t r e  moyen pe rme t t an t  l ' app ro -  

ximation des  é t a t s  d ' é q u i l i b r e  dans un jeu  à N personnes.  Nous é tud i e rons  aus s i  

un alqori thme d é f i n i s s a n t  une p a r t i e  f i c t i v e ,  dans l a q u e l l e  chaque joueur u t i l i r e  

une recherche du type  q rad i en t .  

Enf in ,  l o r sque  l ' é q u i l i b r e  recherché  correspond à un p o i n t  de PareLo, 

l a  d e s c r i p t i o n  à deux niveaux condui t  à une décomposition p a r t i c u l i è r e  c!u 

système f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l e s  m manipulateurs  p l u t ô t  que l e s  N joueurs .  

2 - COORDINATION PAR PREDICTION DES INTERACTIONS 

A p a r t i r  de l a  forme normale du j eu ,  on décompcse l e  çystène \:l.haL 

formé pa r  l e s  N joueurs ,  enN sous-systèmes couplés  : chaque joueur constltr..i- un 

sous-système, e t  l e s  i n t e r a c t i o n s  e n t r e  l e s  sous-systèmes s o n t  l e s  corrimandes dc:, 

a u t r e s  joueurs .  

Dans l e  c a s  de  l a  coord ina t ion  p a r  p r é d i c t i o n  des  i n t e r a c t i o n s  l e  

probleme i n f é r i e u r ,  ou problème du joueur J e s t  d é f i n i  par  : 
cl 

C1 
06 C, Il (I est  un vec t eu r  d ' i n t e r v e n t i o n  q u i  r ep ré sen t e  les i n t e r a c t i o n s  

j f a  
j  

e n t r e  sous-systèmes. I l  est  cons idéré  comme une grandeur connue au niveau du 

sous-problème, ce  q u i  permet de résoudre localement  c e l u i - c i  e t  de déterminer  

a une commande l o c a l e  : Aa = y,(u ) . Ce r é s u l t a t  e s t  envoyé v e r s  l e  niveau 

supé r i eu r ,  l e  coordonnateur ,  q u i  v é r i f i e  s i  l ' i n fo rma t ion  précédente  é t a i t  

c o r r e c t e ,  e t  l a  modif ie  s i  n é c e s s a i r e  a f i n  que l e  premier  niveau p u i s s e  



recommencer s a  tâche sur  une information p l u s  valable.  

Le p r inc ipe  de coordination correspondant s'exprime de l a  façon suivante : 

/9/ 

1 2  
Soient l,~ , l,~ , . . . l e s  i n t e r a c t i o n s  p r é d i t e s  par  l e  coordonnateur, 

1  N 
e t  so ien t  Y1(v ),.. Y (p ) l e s  cormnandes obtenues après  r é so lu t ion  des problèmes 

N 

locaux. Le po in t  d ' équ i l ib re  cherché v é r i f i e  : 

où p i  e s t  l ' i n t e r a c t i o n  due au joueur J p r é d i t e  au joueur J . 
~1 j 

L'applicat ion de ce pr inc ipe  f o u r n i t  directement l e  problème supérieur,  

qu i  e s t  de t rouver  l e s  p réd ic t ions  pj t e l l e s  que : 

Remarque. La s a t i s f a c t i o n  des é g a l i t é s  ( 2 )  cons t i tue ,  par  d e f i n i t i o n ,  une 

condition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour que l e  point  a i n s i  d é f i n i  s o i t  Nash- 

optimal. Par con t re ,  e l l e  ne cons t i tue  qu'une condition nécessa i re  de Pareto- 

opt imal i té ,  comme on peut  s ' en  convaincre en considerant  l 'exemple suivant  : 

Exemple 1. S o i t  l e  jeu de s t r a t é g i e  à deux joueurs, à somme non n u l l e ,  d é f i n i  

par  l e  tableau suivant  : 

I l  e x i s t e  deux po in t s  de Nash en s t r a t é g i e s  pures : (sl Io2) e t  (s3 ,a4) , vér i -  

f i a n t  tous deux l ' é g a l i t é  ( 2 ) ,  mais on v o i t  que seul  l e  po in t  (s I U  e s t  
1 2  

Pareto-optimal. 

S i  l ' o n  suppose à présent  que l e  coordonnateur f o u r n i t  à chaque 

sous système l a  même préd ic t ion ,  l e  problème du niveau supérieur e s t  de 



trouver un vecteur p € A  x.. 1 
x AN tel que : 

avec : j=l,. .N E = p - ~ ( ~ l j )  
j j 

2-1. Algorithme itératif 

L'algorithme le plus simple consiste à prédire, à l'étape t+l, les 

interactions effectivement réalisees à l'étdpe t. On a alors : 

Remarques : 1) Cet algorithme peut être interprété comme définissant une 

partie fictive dans laquelle, à chaque étape, les joueurs effectuent la parad6 

qui leur semble la meilleure, étant donné ce que les adversaires ont :O\,;- ai'. 

coup précédent. 

2) Les conditions de convergence d'un tel algorithme sont bler i  

connues. Cependant, dans le cas où la commande locale est une stratégie pi?;re, 

elles ne sont pas vérifiées, et l'existence possible de cycles rend scn appli- 

cation hasardeuse. 

Exemple : L'application de l'algorithme itëratif à l'exemple précedent cc?ndu i t ,  

quel que soit l'état initial, à la convergence vers l'un des deux points : 

(slIo2) OU (s3,a4) lorsque les mouvements des joueurs correspondent. 2 la 

recherche d'un point de Nash. Par contre, s'ils recherchent un point de 

Pareto par le maximisation de la somme de leurs gair~s, les conditions initia- 

les appartenant à l'ensemble : 

(slIu4) (s2,a4) , (s3,01), (s31a2) (s3,03), (s4,u4) 

conduisent au cycle : 

(s3,as) --, (S 10 1 --+ (s 1 4  3'02) 

Toutes les autres conditions initiales conduisent au point de Pareto (s1,02) , 

sauf (s ,a ) qui vérifie la condition nécessaire (2) mais qui n'est pas une 
3 4 



solution Pareto-optimale. 

Exemple 2. Soit le jeu suivant : 

Il existe un point de Nash en stratégies pures : (s2,u1) et l'on voit que, quel 

que soit l'état initial différent de celui-ci, l'algorithme itératif conduit 

à l'un des deux cycles suivants : 

2-1-1 Jeu d'agrégation à affectation totale. 

Considérons le jeu d'agrégation pour lequel les ensembles de commande 

admissibles sont définis par : 

et tel que les coûts individuels vérifient les conditions définies au chapitre 

2, qui impliquent que toute sectorisation optimale est une partition. Dans ces 

conditions, à chaque étape de l'algorithme itératif, la commande locale de 

chaque joueur est une stratégie pure, et l'on obtient une partition. Compte- 

tenu du nombre fini de combinaisons possibles, l'algorithme itératif converge, 

ou s'installe sur un cycle. 

Soit $ un point extrémal de l'ensemble convexe A x..x ANI et définis- 
1 

sons l'ensemble D (Ji) : 

(6) ~ ( $ 1  = u u anlx. .X AN. yc~) = $1 

A chaque étape de l'algorithme itératif, on a : 



Supposons à présent que l'algorithme ne converge pas, et qu'on obtienne le 

cycle suivant : 

Soit 1 l'ensemble des indices des stratégies pures utilisées par le joueur 
j 

J. le lonq du cycle, on a : 1 c(1,2,..m ). 
3 j 

On définit alors le jeu suivant : 

où les ensembles de commande admissibles sont tels que : 

V j ,  A! est un convexe fermé, inclus dans A 
J j ' 

On a, dans ces conditions, le théorème de convergence : 

Théorème 2-1 

Si, quels que soient les ensembles 1 le jeu d'agrégation (9) possède 
j ' 

un point d'équilibre, si, de plus, un tel point ne peut exister en stratégies 

mixtes, alors l'algorithme itératif converge. 

n^ --.- -&-- ~ G , , , ~ ~ ~ s ~ ~ a t i ~ r i  ; SupposGis qu'il iiltz!n s ~ i t  p z ~  ai~isi, et qu'il existe im cycle, 

décrit par (8). Dans ces conditions, le jeu (9) possède un point d'équilibre 

en stratégies mixtes ce qui est en contradiction avec l'hypothèse. 

Applications : 1) Sous les hypothèses de concavité des coûts des théorèmes 

5-1 et 5-2 (chap. 2), si le jeu d'agrégation conduit à une partiti~n~l'algo- 

rithme itératif converge. 

2) Lorsque les coûts individuels ont la forme particulière 
m i 

R .  (Al,. .AN) = h f  y. (A donnée au 16 du chapitre 2, et sous les hypothèses 
3 i=l 7 7 



des g6-2 et 6-4, l'algorithme itératif converge. 

Pour obtenir ces résultats, il suffit de montrer que pour tout jeu 

d'agrégation de la forme ( g ) ,  c'est-à-dire dans lequel chaque joueur ne peut 

s'affecter qu'à un sous-ensemble de l'ensemble des classes, le point d'equi- 

libre ne peut donner lieu à des stratégies mixtes. Les démonstrations corres- 

pondantes sont identiques en tous points à celles données au chapitre 2, en 

remplaçant à chaque fois l'ensemble A .  par A '  qui est, comme lui, convexe et 
I j - 

fermé . 
2-1-2. Algorithme à pas fractionnaire. 

Pour l'algorithme itératif, le coordonnateur ne fournit une nouvelle 

information qu'après que tous les joueurs aient joué, c'est-à-dire lorsque 

toutes les commandes locales ont été élaborées. Une variante possible consiste 

à actualiser l'information fournie par le coordonnateur après que chaque 

joueur ait joué. On a alors une partie fictive séquentielle, qui se traduit 

par un algorithme à pas fractionnaire, défini par : 

avec : 

Dans ce cas, les conditions initiales sont constituées non seulement par l'état 

du jeu au début de la partie fictive, mais aussi par la donnée de l'ordre 

suivant lequel les joueurs ont le trait, c'est-à-dire par leur numérotation. 

Pour la recherche d'un point de Nash, cette variante ne résout pas 

les problèmes de convergence rencontrés par l'algorithme itératif : si, pour 

l'exemple 1, quel que soit l'état initial et le joueur ayant le trait le 

premier, l'algorithme (11) converge vers l'un des deux points d'équilibre, 

il n'en est pas de même pour l'exemple 2, où seules les conditions initiales : 

1 (sl1u1), (s2,u1) , (s3,u1) , (s4,u1) , J1 a le trait] 

{ ( ~ ~ 1 0 ~ )  I ( ~ ~ 1 0 ~ )  1 (s~IcT~), (s~,cT~) , J2 a le trait} 



conduisent au point de Nash. Toutes les autres conditions initiales mènent, 

quel que soit le joueur ayant le trait le premiertau cycle : 

Par contre, lorsque l'on recherche un point de Pareto, cette variante assure 

la convergence vers un point satisfaisant la condition nécessaire (2). 

Démonstration : On cherche un minimum de la fonction : 

N 

Soit (pl(t),..p (t)) le vecteur des prédictions du coordonnateur à lYit6ration 
N 

t. On écrira : Ro(t) = Ro(pl(t),..pN(t)) 

Le joueur J a le trait, et joue la commande locale : 
1 

1 
A l  (t+ N) = y (p (t) , . .pN (t) ) telle que. par définition du sous pro?>lène 

1 2  

nOl. on ait : 

J. 
(12) Ro(t+ -1 N = R (h (t+ (t) , . .pN(t) = min Ro(Al,uz (t) , . .pN(t)) 

O 1 N 
ll 

c'est-à-dire : R (t+ i) < Ro(t) 
O - 

1 La prédiction du coordonnateur à l'étape t+ - devient, en 'vertu de (11) : 
N 

les autres p restant inchangis. Le joueur J ayant à prêsent le trait, il 
i 2 

2 rêsoud son sous problème et définit ainsi A (t+ -) tel que : 
2 N 

L L 

2 1 
de sorteque l'ona: Ro(t+$ - < R  (t+-) < Ro(t) o N -  

En poursui~~ant ce raisonnement, on obtient finalement : 

et l'égalité ne tient que si aucun joueur n'a modifié sa commande locale par 



rapport à celle prédite par le coordonnateur.(Dans le cas où l'application 

j j vj ( p  ) est multivoque, on décide de garder h = p lorsque l'on a . t {Y>. (u ) 1) . 
j 3 J 

La suite R (t) ainsi définie est donc décroissante. Comme elle est bornée 
O 

inférieurement sur A x..x ANI elle converge. 
1 

Exemple : L'application de l'algorithme (11) au jeu de l'exemple 2 conduit, 

quelle que soit la condition initiale et quel que soit le joueur ayant le 

trait le premier, à l'un des quatre points suivants, vérifiant la condition 

nécessaire (2) : 

Le point de Pareto du jeu est : (s2,al). 

2-2. Introduction d'une fonction d'écart. 

On peut penser résoudre le problème du niveau supérieur en utilisant 

l'algorithme de Newton. Les interactions prédites à l'étape t+l seraient, dans 

ces conditions, données par : 

- 1 
u(t+f) = li (t) - k [I - g (li (t) ) ]  (~(t) - (P(p (t))) 

où k est un coefficient d'itération positif. 

Cependant, la dimension de la matrice fl (quand elle existe ! rend au 

une telle approche impraticable. Dans ce sens, la définition d'une fonction 

d'écart associée au coordonnateur, et sa minimisation à deux niveaux, permet- 

tent de définir des algorithmes de coordination réalisables. 

On pose : 
2 

(16) V(U) = 2 11 u- Y(P)II 

Il . 11 désignant la nome euclidienne dans R ~ ~ ,  et on définit la tâche du coordon- 

nateur comme celle de la minimisation de la fonction d'écart V. 

Une approche directe conduit à utiliser un algorithme du gradient 

a<P existe : pour minimiser cette fonction. On a alors, si - a ~r 



(17) u (t+l) = ~ ( t )  - k [1 - g(p (t) ) ]  (U (t) -- (t) ) )  

Si cette méthode ne nécessite pas l'inversion de la matrice [I - , elle 
ail 

fait néanmoins appel à son calcul à chaque itération. On peut remarquer, par 

ailleurs, que les prédictions proposées par le coordonnateur étaient, pour 

l'algorithme itératif, admissibles à chaque étape. Au contraire, pour l'algo- 

rithme du gradient, il. n'en est rien. En effet, si ~ ( t )  et y(p(t)) sont admis- 

sibles, rien n'assure que l'on aura la même propriété pour p(t+l). En fait, 

celà n'est pas génant dans la nesure où, l%lgorithme ayant convergf,la s o L ~ t i o n  

obtenue sera forcément admissible. En effet, on a : 

(18) v ii € R ~ ~  Y(v)  € A1x. .x AN 

Toutefois, la convergence de l'algorithme coordonnateur peut être amél-iorcie 

par décomposition de la tâche de coordination. 

2-2-1. Première décomposition. 

On écrit la fonction d'écart sous la forme : 
-i 

et l'on introduit les contraintes égalité : 

Le Lagrangien du problème s'écrit : 

où p est le vecteur des paramètres de Lagrange associés aux contraintes, <.,.> 

R"S'? 
désigne le produit scalaire dans 

A partir de (19) on décompose le problème de la façon suivante : 

a) ~ ( t )  étant donné, le premier niveau résoud le problème vis-à-vis des 

variables ri et p. On obtient ainsi : 



b) Il reste à minimiser, au niveau supérieur : 

1 
(21) L(1-i (t+l) ,TI (t) ,p (t)) = min - 2 ( \ r i - ~ ~ ( t > ) ~ ~ ~ + ~ ~ ( t > - < ~ < u ( t > )  ,7(~<t))-7(u)' 

u c"x. .AN 

Théorème de convergence : 

Une condition suffisante pour que l'algorithme (21) converge est que 

l'application y vérifie : 

Démonstration : Posons, pour simplifier les notations,p(t)=u, p(t+l)=pi. 

On a, par définition de l'algorithme (21) : 

Par ailleurs, on peut écrire : 

d'où, en remplaçant dans (23) : 

et finalement, compte-tenu de l'hypothèse : 

c'est-à-dire : V(t+l) - < V(t), qui implique la convergence. 

Caractérisation des points stationnaires: 

Soit p* un point stationnaire, c 'est-2-dire tel que 1 'algorithme (2 1) 

ne lui trouve pas de successeur vérifiant (23). On a: V uGA1x..AN 

Théorème 2-2 

3t 
Si V(1.i) est convexe et si (P est continue, alors est tel que: 

V € > O  W V (u ) < E c'est-à-dire ~(u*) = O 



X Démonstration: Supposons que V(u ne soit pas nul, et soit u un point 
O 

36 
admissible tel que: V(uo) < V(u ) (un tel point existe puisque le jeu admet 

un état d'équilibre) 

Jt Soit: p = pu + quo avec p,q 3 O et p + q = 1. u est admissible par la 

convexité de A x..A et la convexité de V implique: 
1 N ' 

(27) X V(u) 2 pV(u + qV(u0) 

En reportant ceci dans (26) , on obtient: 
'-8 

D'après la continuité de y, on a: 

v ri > O 3s (ri) > O tel que \ u'-u II < 6 (ni + ~l'fj(u*> --*(.PI I l  < ri 

d'où: 

(30) v E > O 3s €1 0. l] tel que V (vol < v (LI') < V(U~) +E 

On achève la preuve en prenant dans (30) u tel que V(u )=O. 
O O 

Lorsque les commandes locales 'f(u) peuvent être des stratégies pures, 

l'hypothèse de continuité du théorème prgcédent n'est plus vérifiée, et l'ensem- 

ble A x..A est décomposé en K sous-ensembles D($.), où $ est un point extr6- 
1 N 1 i 

 al de hlx..h 
N ' 

Di$i) = (LI; II CA1~*-INI Y(u) = $il i=1,. .K 

Les intersections du type: D D (+ D (Ylk) . . . i # j # k, définissent 

les points indifférents vis-à-vis des vecteurs de stratégies pures $ i, $ j ~  Q.. 

L'algorithme (21) est alors adapté de la façon suivante: 



1 
L. (pi ( t + l )  = min 
1 - 2 llu-$ill + '1-i (t) -$i>$i-y(l-i) > 

1-i GA1x. .AN 

L ( p ( t + l ) )  = min Li(l-ii(t+l) 
i=1 , . .Kt 

Sous l 'hypothèse ( 2 2 )  c e t  algorithme converge e t  on a  l e  théorème suivant :  

Théorème 2-3 

Si  V ( u )  e s t  convexe, un po in t  s t a t i o n n a i r e  e s t  un minimum global .  

Y * * 
Démonstration: S o i t  1-i un point  s t a t i o n n a i r e ,  avec u € D . On a ,  d '  après  (26) : 

Y 
Supposons que 1-i ne corresponde pas à un minimum global  de V I  a l o r s  il. exisye 

un point  admissible u t e l  que: V ( u o )  < ~ ( u * )  . 
O 

So i t :  p = pV*+q~ un p o i n t  du segment [U r u u  [. D'après l a  convexité de VI  on a :  
O O 

On a  a lo r s  deux p o s s i b i l i t é s :  

Y 
A) g p  €[O, 1  [ t e l  que 1-i CD($  ) c 'es t -à-d i re :  D($;) 0 [po,pX [ # { ]  

1  

On a  a l o r s :  

36 
u CD($:) ==3 V ( u )  2 V(p d 'après  (32) 

X 
1-i 6 G o I u  [ =S V ( U )  < V(LI*) d 'après  (33) 

* 
d'où l ' o n  dédui t  que, s ' i l  e x i s t e  1-i t e l  que V ( u o )  < V(p ) , on a  forcément: 

O 

B) b' p6[or1[  Y 
W 

u&D($y) +=3 ~(d:)f l  [l-ioI" = {u 1 

)L- 
Celà s i g n i f i e  que v* n ' e s t  pas un po in t  i n t é r i e u r  de D($ ) e t ,  en part ici l -  

1  
Y l i e r ,  q u ' i l  e x i s t e  un ensemble D($ ) t e l  que: 
2 

Dans ces condit ions,  d ' ap rès  (31) e t  l a  s t a t i o n n a r i t é  de 1-i*, on a:  



On envisage, comme plus haut, les deux possibilités: 

# - Si [ [ (D ($1 D $ 1 )  # { on aboutit à une contradiction, d'après 

(33) et (35). 

* - On en déduit qu'il existe un ensemble D($ tel que: 
3 

Y c D($;) no($;> no($*) 3 

En poursuivant ce raisonnement on voit que s'il existe tel que V(pO) < VLU*) 
O 

W 
et, d'après la stationnarité de p : 

K 

(37) v 1i d V(p) 2 v(~') d'où la contradiction, si l'on ~ o i n a r ~ i i c ~  
i=l 

que: U D(bi) = Aix. .AN 
i=l 

2-2-2. Deuxième décomposition. 

On écrit la fonction d'écart sous la forme: 

C1 

1 
L 

v = -  2 n i  sous: ,, = ,, 
Dans ces conditions, le Lagrangien s'écrit: 

1 
2 

(38) L = 1 -  ( 1  + <P ~n-u> 

Comme précédemment, p(t) étant fixé, on résoud au premier niveau: 

d'où: (39) n (t) = !.J (t1 

P (t) = -[ %J au (t) )] (t) 1-1~ (tl) 

On minimise ensuite, au niveau supérieur, par rapport à u ,  ce qui donne l'algo- 

rithme coordonnateur: 



Remarque: Cet algorithme peut encore être obtenu à partir d'une méthode géné- 

rale de décomposition des problèmes d'optimisation due à G. COHEN /15/. On 

trouvera en annexe 3 un exposé de cette méthode ainsi que les théorèmes de 

convergence des algorithmes auxquels elle conduit. 

3- COORDINATION PAR ACTION SUR LES CRITERES INDIVIDUELS. 

La définition d'une partie fictive, dans laquelle les joueurs jouent 

séquenciellement ou en paralléle, constitue un moyen de se ramener, à chaque 

sous-itération, à une optimisation à un seul critère. Dans la coordination 

par prédiction des interactions, les critères des différents joueurs ne sont 

pas modifiés, et la coordination s'effectue par le biais des informations sur 

l'état du jeu communiquées à ceux-ci par le coordonnateur. Dans l'approche 

proposée par J.L. LIONS /8/, on définit une partie fictive dans laquelle la 

coordination s'effectue au moyen de la modification des critères individuels. 

Nous donnons les hypothèses et les algorithmes proposés par J.L. LIONS 

et nous renvoyons le lecteur à l'annexe 4 pour la démonstration des théorèmes 

de convergence. 

3-1. Recherche d'un point de Nash. 

a) Hypothèses : 

On suppose les fonctions R continues et telles que: 
j 

A ,.. AN) €Alx..Aj-lxAj+ix..hN, R.(hlf..AN) est convexe il V j, V (Alfg.hj-l, j+l 
7 

en A et différentiable. 
j 

a R1 a% 
ii) A(A) désignant l'opérateur: A(A) = ( -(A1,..AN),...-(Al,..AN)) 

1 a A ~  
on suppose: 

2 
3 a  > O tel que: cA(h)-A(A') ,A-A'> - > ci(lh-A'(( V Afh'CAlx..AN 

b) Algorithme : 



1) On donne une condition initiale (A (O) ,..XN(0)) Alx..AN 
1 

2) (hl (t+i), . .AN(t+l) ) est déterminé à partir de A (t) , . . AN(t) ) par: 2 

A .  (t+l) est solution du problème P : 
7 j 

2 
P : min T R . ( x ~ ( ~ I , . . A ~ - ~ ( ~ ) ~ L ~ ~ P A ~ + ~ ( ~ ) I . . A ~ ( ~ ) )  +II~.-h.(t)l( 
j t J I J 

l J j  & A j  

c) Théorème de convergence: 

Sous les hypothèses précédentes et si, de plus, on a: 

alors, si T est choisi de telle sorte que: 
t 

il existe un point de Nash unique. Par ailleurs, le problème P définit :t+Pl 
j j 

de façon unique, et l'on a: 

* Y 
iim (Al (t) , . . hN(t) = (A1, -AN) 
t-tm 

3-2. Recherche d'un point de Pareto. 

a) Hypothèses : 

On note A= A x..hN; A est un sous-ensemble convexe fermé non vide de 
1 

RmN, muni d'une norme 1 . .  On définit de plus sur Rm une norme 1 . 1  continue 

correspondant au produit scalaire <.,.>, et l'on suppose: 

i) R est strictement convexe, semi-continue inférieurement sur A. 
O 

N mN 
ii) A = n Ki où K est un ensemble convexe fermé de R 

i 
i=l 

iii) Ro = Ri (A) , R .  étant une fonctionnelle réelle définie sur K convexe 
1 

i=l 
i ' 

et semi-continue inférieurement sur K . Si K. n'est pas borné, on suppose: i 1 

lim Ri(X) = + 00 

11 A 11 -3 

X €Ki 



b) Algorithme : 

1) On donne une condition initiale u O € K  N 

i i- 1 
t + -  t + -  

2) U est déterminé à partir de u comme l'unique élément de K i 

qui minimise la fonctionnelle: 

où T~,T~,.. est une suite de nombres strictement positifs tels que: 

ïim ( max T = O 
T + m O<t<T t 

- - 
T 

lim a = +m 
T 

avec = T~ 

T-+m t=O 

i 
t + -  

A la suite u ainsi définie, on associe la suite: 

i T i T f -  t + -  
N 1 = -  N 

W u 1 TtU T t=O 

c) Théorème de convergence: 

)c 
Sous les hypothèses précédentes, il existe un élément unique A CA 

qui réalise le minimum de R et l'on a: 
0 

i 
T + -  Y 

lim w = A  i=1,. .N 
T a -  

4- DEFINITION D'UNE PARTIE FICTIVE CONTINUE. 

La résolution d'un jeu au moyen d'un système différentiel conduit à 

définir une partie fictive continue, c'est-à-dire un schéma d'informations 

parfait et instantanné, chaque joueur modifiant, à tout instant, sa riposte, 

compte-tenü de ce que ses adversaires jouent à cet instant./lO à 12/. 



4-1. Recherche d'un p o i n t  de Nash. 

a). 

On suppose l e s  fonc t ions  R cont inues  e t  t e l l e s  que: 
j 

R .  e s t  convexe en A e t  d i f f é r e n t i a b l e  
7 j 

aRl 
a l l  1 

a% 
A ( A )  dés ignant  l ' opé ra t eu r :  A(h )  = (----(A , . . , . . I I On Suppose 

N 
de plus:  

2 
(42) l a  > O <A(A) - ~ ( 1 ' )  , A  - Al> - > a l l ~  - v 1, A *  EAlx. .AN 

D'aut re  p a r t ,  on cons idère  l e s  ensembles A su ivants :  
j 

T 
avec c  = ( l t 1 , . . 1 )  

Compte-tenu de l a  convexi té  de R . ( A )  p a r  r appor t  à A .  ( V A ( h l x . . h N ) ,  une 
J 7 

condi t ion  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  d ' é q u i l i b r e  de Nash est  donnée par :  

b) Système d i f f é r e n t i e l :  

On d é f i n i t  une p a r t i e  f i c t i v e  cont inue au moyen du système d i f f é r e n t i e l  

su ivan t  : 
d A aR 

(45)  V j a - = - -  j 1  + u j  
d t  a A 

j 

Pour chaque joueur J l e  régime autonome de l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  (45) 
j ' 

correspond à un mouvement dans l a  d i r e c t i o n  du g rad ien t  d e  s a  fonc t ion  de 

coût ,  a l o r s  que s a  "va r i ab l e  de commande" u  dont  l e  b u t  e s t  de  rendre  l e s  
j ' 

d i f f é r e n t e s  t r a j e c t o i r e s  admiss ib les ,  e s t  déterminée au moyen de l a  l o i  su ivante :  

(46 )  II U j  I I  - - min (1 v j  l( 
v .  & R m  
1 

a 
sous l e s  c o n t r a i t e s :  a )  cTv = cT 2 ( A )  

j a A 
j  



La variable de commande u est ainsi calculée de la façon suivante: 
j 

Soit X  . € A. un point tel que: 
7 3 

k 
V k € K  A .  = O 

3 

a R 

- 2 ( A ) ;  card. K et soit K C K  l'ensemble des indices tels que: u - 
1 j ,Ak l X P  

j 

1 aR 

L c L 1' ensemble des indices tels que: u = 2 (1) ; card. LI  = q 
1 

j a x l  j 

On a alors: 

et les ensembles d'indices K et L1 sont tels que: 
1 

en effet, dans le cas contrairer les contraintes (46-b et c) ne seraient pas 

saturées. 



On peut vérifier par ailleurs qu'une telle loi de commande engendre des trajec- 

toires admissibles. 

c) Théorème de convergence. 

t 
Soit A une solution du système (45) obtenue à partir d'une condition 

initiale admissible X O .  On a: 

Y 
2- A est point de Nash. 

Démonstration: En raison de sa longueur, la démonstration du théorème de cnn- 

vergence fait l'objet de l'annexe 5. 

4-2. Recherche dsun   oint de Pareto. 

a) Hypothèses. 
N 

On suppose la fonction R (A) = 1 R .  ( A )  différentiable, et les 
O 

j=l 3 

ensembles A donnés par (43) . 
j 

b) Système différentiel. 

On définit: 

dl. 
(49) 

a v j  2 = - -  (A) + Uj 
dt a x 

j 

où le vecteur de commande u est donné au moyen de (46). On voit que ce système 
j 

définit. un algorithme du gradient en présence des contraintes A . G A  V j. 
I j 

c) Théorème de convergence. 

Le çystSme (49) converge, quelle que soit La condition initiale, ve rs  

un minimum local de R . Si R est convexec on obtient ainsi le minimum global. 
O O 

Démonstration: Soit A .  un point de A tel que: 
3 5 



et: 

d'où: 

a Ro a Ro m-p-q-1 m-f-q ( aRo 
(51) < -(A),- -(X)+U.> = - - a A ah 7 m-P-q I i=l n=i+l ax 

j a xn 

O 
On en déduit: -(A) 2 O d'où, comme R est bornée inférieurement sur 

dt 
O 

Alx..AN, la convergence. 

* 
Soit alors A GA x..AN un point tel que: 

1 

* u 
et soient K L les ensembles d'indices correspondant respectivement à: 

1' 1 

Ce système linéaire homogène, de déterminant nul, admet la solution: 

et, à partir des relations définissant les contraintes saturées, on a: 



S o i t  A = ( A  . . A  ) un po in t  quelconque de 
1 '  N 

Alx..AN. On a:  

Compte-tenu de (54) e t  de l a  contrainte é y a l i t é ,  l a  dernière  somme svecrit: 

de s o r t e  que (56) devient:  

e t ,  compte-tenu des r e l a t i o n s  (55) ,  on a b o u t i t  à: 

)c 
q u i  montre que A e s t  un minimum l o c a l  de R . S i  R e s t  convexe par  rappor t  â 

O O 

Y 
A ,  (59) montre bien que X e s t  un minimum global  de R . 

O 

5- RECHERCHE D'UN POINT DE PARETO PAR DECOMPOSITION. 

Un po in t  de Pare to  é t a n t  d é f i n i  au moyen de l a  minimisation de l a  
N 

fonction de coût globale:  R ( A )  = 1 R .  ( A )  , on f a i t ,  dans c e t t e  p a r t i e ,  l a  
O 

j=l 3 

remarque que pour l e  c a l c u l  de c e t t e  fonction,  l a  sommation s u r  l 'ensemble 

des joueurs peut  ê t r e  remplacée par  une sommation s u r  l 'ensemble des c l a s ses .  

On é c r i r a :  



i 
où ei(X ,u.) est la somme des coûts des joueurs appartenent à la classe C 

1 i ' 
i 

de noyau u avec une fonction d'appartenance X . On supposera dans ce qui 
i ' j 

suit, que les centres de classe sont donnés par l'intermédiaire d'une relation: 

i m 
où les 1 sont tels que h = (X1, . .A ) soit admissible. Pour les ensembles h 

j 

définis par (43) on obtient, par exemple, les contraintes suivantes: 

On peut alors envisager la recherche d'un point de Pareto par décomposition 

directe de la fonction de coût global de deux manières différentes: 

- Chaque sous-problème est celui d'un joueur: J j=l,..N 
j 

- Chaque sous-problème est celui d'une classe: Ci i=l,. .m 

5-1. Décomposition sur l'ensemble des joueurs. 

Dans ce type de décomposition, chaque joueur définit un sous-système, 

les interactions entre sous-systèmes étant les commandes des autres joueurs. 

Soit Uj le vecteur des interactions des autres joueurs sur le joueur J,. On a: 
N J 

j R = 1 R .  (A p ) SOUS les contraintes U? = 1 V j, V i # j. 
O 7 j1 1 i 

j=l 

Le Lagrangien du problème s'écrit: 

où les pk sont les paramêtres de Lagrange associés aux contraintes égalité. 
j 

Il prend une forme plus simple si l'on introduit un seul vecteur d'interactions, 

commun à tous les joueurs: V j,jl V i#j,jt 

Les contraintes se réduisent alors à: 



et le Lagrangien s'écrit: 

N 

5-1-1. Coordination par prédiction des interactions. 

A l'étape t, le coordonnateur fixe les interactions (u (t),..uN(t)). 1 

La tâche du sous-système J le conduit à minimiser par rapport à A .  A le 
j J j 

Lagrangien L donné par (64). Il renvoie alors vers le niveau superieur les 
j 

valeurs A .  (t+l) = y .  (t) et p .  (t+l) , à partir desquelles celui-.ci ca;l.culera 
7 7 J 

les nouvelles interactions (u.(t+l),..uN(t+l)), en résolvant le problème: 
1 

N 
(65) min 

y E.A1x. .AN j=l 1 

Cette méthode ne présente ici aucun intérêt, le problème du niveau superieur 

étant aussi difficile à résoudre que le problème original. 

5-1-2. Coordination par le critère. 

On a la dc5composition du Lagrangien donnée par (63) et, à l-taape t, 

k 
le coordonnateur fixe les quantités p.(t). Au niveau local, chaque joueur 

3 

résoud alors le problème: 

(66) ~.(i.(t+l),uj(t+l)) + <p,(t),u'(t+l), < R . ( A  u') + <p.(tl,p'> 
3 3  J J j f  7 

V A ,uj admissibles. 
j 

Il reste au niveau supérieur à maximiser le Lagrangien L par rapport à p. 

Cette méthode est inutilisable en pratique; en effet, elle nécessite la mise 

en mémoire des N vecteurs (A. 1 y 1 ) de dimension mN. 
3 

5-2. Décomposition sur l'ensemble des classes. 

Les résultats décevants de la décomposition sur l'ensemble des joueurs 

conduisent à utiliser la remarque permettant d'écrire le coût global sous la 

forme (48) . On a alors le problème d'optimisation suivant: 
"7 



sous les contraintes: u = h(xL) i 

5-2-1. Premiere décomposition. 

i 
On pose: u = h(u ) et l'on introduit les contraintes supplémentaires: i 

Le Lagrangien s'écrit alors: 

et conduit à l'algorithme suivant: 

i 
a) A l'étape t, le coordonnateur fixe u (t) admissible. Le sous-système nOi 

résoud alors son problème sans contrainte: 

i i 
b) Le niveau supérieur minimise L par rapport aux l.~ pour trouver les u (t+l). 

On a alors: 

m 
i aQi i i min 1 (ui (t) ,h(p 1 )  + < i ( u  (t) ,ui(t) tu > 

u 6Alx. .APJ i=l a x 

Théorème de convergence. 

Sous les hypothèses suivantes: 

i i i 
i) v X , i=l, . .m Qi(Xith(~ 1 )  = min Qi(h ,ui) 

u: CU: 

i i 
ii) i=l, . .m Qi (A <ui) est concave par rapport à 1 . 

m aQi i aQi i i 1 < -(r, ,vil - --$u ,uil tui-r, > ' 0 iii) V q , p - 
i-i axl a A 



i i 
avec : v =h(n ) r  u i = h ( u )  i 

l'algorithme (70) converge vers un minimum global de R . O 

Démonstration:D1après (70) on a, avec des notations évidentes: 

i i Puisque uf = h(p ) minimise Q. ( u ~ , u ~ )  (limothèse (il ) I on a: 
1 t 1 

d'où l'on tire, avec (71): 

et, finalement: 

De même, on a: 

D'après l'hypothèse (ii) on peut écrire: 

et, en reportant dans (74): 

On obtient alors finalement, compte-tenu de (73) : 

(77) Ro (t+l) - < Ro (t) d'où la convergence. 

Soit alors un point stationnaire, c'est-à-dire tel que l'algorithme (70) 

ne lui trouve pas de successeur vérifiant strictement (71). On a alcrs: 



i i 
La concavité de Qi(X .ui) par rapport à A implique: 

et on a alors, avec (78) : 

(80) V y EAlx. .A, 

Compte-tenu de l'hypothèse (iii) on en déduit: 

qui montre que est un minimum global de R . 
O 

Théorème de convergence. 

Sous les hypothèses suivantes: 

i i 
i) Qi(A .ui) est convexe par rapport à h et à u 

i 

i i 
avec: v = h(n w = h(p 

i i 

m aQi i aQi i i 
iii) V 17 l u  < -(LI .vi) - -(n <wi) rWi - V i > - > O 

i=i au 
i 

a ui 

l'algorithme (70) converge vers un minimum global de R O . 

Démonstration: D'après ( 7 0 ) .  on a: 

i i 
La convexité de Q.(X ,ui) par rapport à A implique: 

1 

d'où: 



La somme apparaissant dans le membre de droite étant positive par l'hypothèse 

(ii) , on en déduit: R (t+l) < R (t) d'où la convergence. 
O - O 

Soit alors un point tel que l'algorithme ne lui trouve pas de successeur. On a: 

L'hypothèse de convexité par rapport à u implique: 
i 

d'où l'on tire: 

et, finalement: 

Par ailleurs, on a d'après la convexité par rapport à u . i ' 

i i - aQi i - - 
(87) il,. Qi (U ,ui) 2 Qi (LI + < ( ' A  rui) tUI-Ui > 

2 u 
i 

i 
De même, Qi étant convexe par rapport à 1 on a: 

d'où, en sormnant (87) et (881, 

L'hypothèse (iii) permet de minorer le membre de gauche: 

d'où l'on déduit, avec (86): 



5-2-2. Deuxième décomposition. 

On écrit le Lagrangien du problème sous la forme: 

et l'on propose l'algorithme suivant: 

i 
a) A l'étape t, le coordonnateur propose des X (t) admissibles. Le niveau infé- 

rieur res~ud alors le problème: 

et fournit les solutions locales: 

(93) u .  (t) = h(Xi(t) 
1 

i i 
b) Le niveau supérieur minimise L par rapport aux X pour trouver les X (td-1). 

On a alors: 

Théorème de converaenee: 

i 
Si l'application h est telle que: u = h(X ) minimise sans contrainte i 

i 
le coût Q.(X ,ui). alors l'algorithme (94) converge vers un minimum local de Ro. 

1 

i 
Démonstration: On a: V i, V 



d'où, à partir de (94) : 

On a, par ailleurs, 

d'où, avec (95) : R (t+l) < Ro(t) 
O - 

* 
Soit {X ,uY) un point stationnaire, on a: 

Remarque:On retrouve, dans ce cas particulier, l'algorithme des nuées dynan;iqries 

de E. DIDAY /13/,/14/: en effet, à chaque itération, on procède en deux &tapes:  

a) A partir d'une sectorisation donnée, l'application h fournit, pour chaque 

classe, les noyaux. 

b) A partir des noyaux ainsi déterminés, l'algorithme fournit une nouvelle 

sectorisation. 

Théorème de convergence: 

Sous les hypothèses suivantes : 

i i 
i) Qi(X ,ui) est convexe par rapport 2 A et à u i ' 

i i i i 
ii) v q ,p avec: v = h(q ) r  wi =h('J ) on a: 

i 

m aQi i aQi i i i 
iii) 1 < -(n ,wi) - - -y(~ ,vil 111 - u ' - ' O 

i=i ax' a A 

l'algorithme (94) converge vers un minimum global de Ro. 

Démonstratinn: D'après (94) on a: 



i 
la convexité de Q. (A ,ui) par rapport à u implique: 

1 i 

d'où, en reportant dans (98) : 

Compte-tenu de l'hypothèse (il) la somme apparaissant dans le membre de droite 

est positive, on en déduit la convergence de l'algorithme. 

Soit alors un point tel que l'algorithme ne lui trouve pas de succes- 

seur. On a: 

i i 
D'après la convexité de Q. (A ,ui) par rapport à A , on a: 

1 

et, en utilisant ceci dans (101) on obtient: 

d'où: 

Par ailleurs on obtient, en utilisant l'hypothèse (il: 

et la somme de ces deux inégalités permet d'obtenir: 



Compte-tenu de l'hypothèse (iii) on peut encore écrire: 

D'après (103), la somme apparaissant dans le membre de droite est non négative, 

on en déduit que i est un minimum global de R . 
O 

6- CONCLUSION. 

La formulation du problème de classification au moyen d'un jeu d'aqré- 

gation conduit à utiliser des algorithmes de recherche d'un point d'équilibre 

dans un jeu à N personnes. Dans la majorité des cas, ces problèmes sont de 

dimensions importantes, cette caractéristique iinplique l'utilisation de nétho- 

des de décomposition. 

La décomposition la plus immédiate consiste à considérer chasile ;oueur 

comme un sous-système résolvant son propre problème, les interactions entre 

sous-systèmes étant constituées par les commandes des autres joueurs. 

On peut alors distinguer deux classes d'algorithmes, suivant que L'on 

travaille à partir de la fonction: "réponse d'un joueur à une configuration 

donnée du jeu" où à partir des fonctions de coût, c'est-à-dire de La forme 

normale du jeu. Dans le premier cas, nous avons proposé un algorithme itératif 

de mise en oeuvre extrêmement simple, et les résultats obtenus au chapitre 2, 

concernant les points d'équilibre en stratégies pures, nous ont permis de 

montrer sa convergence. Dans les autres cas, on peut utiliser des algorithmes 

plus "sophistiqués", dont la convergence recquiert parfois des hypothèses assez 

restrictives. 

Lorsque l'on recherche un point de Pareto, il est possible toutefois 

de proposer une autre décomposition, chaque classe constitue alors un sous- 

système, et les interactions entre sous-systêmes se situent uniquement au 

niveau des contraintes définissant les ensembles de commande admissibles. 
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C H A P I T R E  QUATRE 

UN EQUILIERE COOPERATIF DE TYPE PARTICULIER 

1 - INTRODUCTION 

Lorsque l'on a joute 1 ' idée d'optimisation à un "modèle mathématique" 

celui-ci devient un "modèle économique". 

Quel que soit le système étudié, un abus de formalisation donne 

souvent lieu à un modèle traduisant imparfaitement la réalité et, de plus, 

inutilisable du point de vue de l'optimisation, car trop cornplexe. L'analyse 

d'un système de grandes dimensions par les données conduit au regroupement 

de celles-ci et à une modélisation sous forme d'agréqats. Celle-ci se 

justifie non seulement par la structure des observations qu'on a pu faire 

sur le système mais aussi par la structure de la commande : le modèle est 

de plus en plus global au fur et à mesure qu'on l'observe d'un niveau plus 

élevé de la hiérarchie. 

Une application essentielle de l'analyse présentée dans les 

chapitres précédents consiste à réaliser une partition du système global 

afin, le plus souvent, d'appliquer aux parties disjointes une méthode de 

gestion spécifique. Cette gestion, qui s%pplique globalement à tous les 

éléments d'une classe, doit tenir compte de leurs différents critères. 

On est ainsi conduit à étudier les comportements coopératifs entre joueurs 

d'une même coalition, qui définissent les solutions du jeu inférieur. 

Deux exemples, concernant un problème de localisation et un 



problème d ' a l l o c a t i o n  de t âches  e t  de ressources ,  nous permet t ront  d ' i n t r o -  

,illire ur: 6 ~ u i l i h r e  coopéra t i f  de type p a r t i c u l i e r .  Nous d é f i n i r o n s  a l o r s  

riqoureusement l a  notion " d ' é q u i l i b r e  s o c i a l "  e t  nous en présenterons  l e s  

1rocriFtés e t  l ~ s  a p p l i c a t i o n s  importantes .  

1 - 1. Probleme de  l o c a l i s a t i o n  owtimale. 

On considère l e  probl.ème su ivant  : d é f i n i r  de façon optimale l a  

: r t - ~ l i s a t i o n  de n  cen t r e s  de s e r v i c e  ( en t r epô t s ,  é c o l e s ,  s t a t i o n s  de b u s , . . )  

- - -  --".,. - X - " v = q h i  -ri, 
2 , lr i  ,,,> ,A, ,  clcb,,,,r..- kue ~ c F T " ~ ,  qiii or;+ lin sous-ensemble donné : D C R  . 

Supposons connue l a  demande, d ( x ) ,  émanant de chaque p o i n t  X ~ D .  

. 'oit ( u l , . . ü  ) l e  ri- up le  dé f in i s sa i - t  l a  l o c a l i s a t i o n  des n c e n t r e s ,  e t  su rpo-  
n  

s o n s  que l a  q u a l i t é  du s e r v i c e  rendu par  un cen t r e  s i t u é  en u  à l a  popl~Laticy 

s i t u a e  en  x peu t  ê t r e  mesurée en i n t r o d u i s a n t  l a  fonc t ion  de coût  : 

L e  problème de l o c a l i s a t i o n  optimale condui t  à d é f i n i r  un jeu d ' a -  

j r 6 (~n t i cn  dont l a  s o l u t i o n  s e r a  une p a r t i t i o n  opt imale de D en n  c l a s s e s  

> * . ,  i=I,..n; chaque c l a s s e  s e r a  s e r v i e  pa r  ur, c e n t r e  de c l a s s e  u  /1 / , /13 / .  
i 

.:i l ' o n  envisaqe un s e r v i c e  p u b l i c ,  on e s t  condui t  à d é f i n i r  l e  ~ o û t  de 

;a l o c a l i s a t i o n  u  ail moyen du c r i t è r e  : 
i 

Q(Cilui) = nax f ( x , d ( x ) , u i )  
x E C .  

.l 

N * 22n.z cc ceris, l e  E- u p l e  optimal  (u , . .u ) correspondant à une p a r t i t i o n  
1 n  

'C , . .r ) se ra  t e l  que : 
1 n 

Y 
i = l , . . n  Q(Ci,ui) = min max f ( x , d ( x ) , u i )  

U. t R~ x 6 C i  
1 

La s i t u a t ~ o n  a i n s i  d é f i n i e  e s t  c e l l e  dans l a q u e l l e  l a  v a r i a b l e  de déc i s ion  

de l a  c l a s se  C e s t  c a l c u l é e  de façon à minimiser l e  coû t  des  usagers  l e s  
i 

p l u s  dé favor i sé s  de l a  c l a s s e ,  en accord avec l a  no t ion  d ' é q u i l i b r e  s o c i a l .  



1-2. Problème d'allocation optimale. 

Soit à planifier la production d'une certaine quantité y d'un 
O 

bien économique donné sous des contraintes budgétaires, au moyen de n centres 

(usines, procédés technologiques, régions, etc..) 

Le problème d'allocation des tâches et des ressources est formulé 

comme suit : soient y et x i = l,..n, respectivement la tâche et la i i ' 
ème 

ressource allouées au i processus. On suppose connues les n applications 

@ .  qui définissent, pour chaque processus, le temps de réalisation de la 
1 

tâche yi sous la contrainte budgétaire x . i 

sous les contraintes globales : 

x donné 
O 

La quantité y du bien économique sera disponible au bout du temps : 
O 

- 
To - max T 

i 
i = l,..n 

On est ainsi conduit à poser le problènie suivant /2/ : 

min max Qi (xi ,yi) 
(x,y)€~ i=l,.n 

avec x = (xi,. .xn) , y = (y1 ,. .yn), E est l'ensemble des couples (x,y) véri- 
fiant les contraintes globales. 

Si l'on considère chaque processus comme un joueur supportant le 

coût T. on a défini un problème d'équilibre social, dans lequel l'ensemble 
1 

des joueurs se préoccupe de la situation des joueurs les plus défavorisés. 



?- SOLUTIONS DE COMPROMIS 

On c o n s i d è r e  un ensemble de  n joueurs  : i = 1 , 2 , . . n .  

L a  commande de chaque joueur  i e s t  un v e c t e u r  d e  d é c i s i o n s  x soumis à 
i ' 

des c o n t r a i n t e s  l o c a l e s  : 

Ei  e s t  un ensemble donné. Xad d é f i n i t  l e s  d é c i s i o n s  a d m i s s i b l e s  localement .  
i 

On p e u t ,  de p l u s ,  i n t r o d u i r e  un ensemble de c o n t r a i n t e s  g l o b a l e s  : 

1 , ~ s  c ~ U t . s  des d i f f é r e n t s  j o u e u r s  s o n t  d é f i n i s  p a r  l e s  a p p l i c a t i o n s  : 

I l  

On n o t e r a  : 

et. l'on supposera  : 

Remarqües : 1)  L 'hypothèse  ( 4 )  n ' a p p o r t e  aucune r e s t r i c t i o n  s i  11ensem?31e 

:(X) es t  minoré. En e f f e t ,  supposons q u ' e l l e  ne s o i t  p a s  v é r i f i é e ;  on d e f i -  

n i t  a l o r s  : 

X 
i = l , . . n  yi = i n f  I Q i ( x ) ;  x E X  1 

# X iC 
Le p o i n t  y = (yl,..y ) est  a p p e l é  p o i n t  i d é a l  du problème. I l  s ' i n t e r p r è t e  

n 

de l a  façon s u i v a n t e  : l o r s q u ' i l  e s t  r é a l i s a b l e ,  c ' e s t  à d i r e  s ' i l  e x i s t e  

X 
X*€X t e l  que C.. (x*) 5 mi ( x )  Vx E X I  i = 1.. . n ,  a l o r s  x minimise s imul tanné-  

1 

n e n t  Les n c r i t è r e s .  



Dans ces conditions, le choix des n critères définis par les 

regrets : 

permet de satisfaire l'hypothèse (4). 

2) Le problème peut aussi être formulé comme problème à centre de 

décision unique, en présence de n critères. Dans ces conditions, l'ensemble 

admissible X est défini de façon indépendante de n ; c'est le cas en particulier 

dans l'exemple 1. 

Il n'existe pas pour ce type de problème, de concept de solution 

communément admis ( /3 /  à /6/). L'utilisation de la notion de structure de 

domination /7//8/ permet d'étudier les hypothèses sous-jacentes à chaque coricep~ 

de solution, cependant aucune raison ne milite en faveur d'un concept particnlier. 

En effet, pour les problèmes à objectifs multiples, l'espace des coûts n'est ou? 

partiellement ordonné. Dans ce sens, on peut cependant définir un ensemble dc 

solutions optimales en utilisant le concept de domination. Par exemple, un point de 

Pareto est tel qu'il n'est pas possible de trouver un ensemble de décisions 

compatibles avec les contraintes et diminuant tous les critères à la fois. Tou- 

tefois, la décision finale dépend du jugement du décideur unique ou du 

pouvoir de négociation des n joueurs. 

Une classe de solutions particulièrement intéressante est fournie 

par les solutions de compromis (/9/,/10/ ) .  On définit dans ce cas, une 

classe de coûts globaux par : 

Par définition, une solution de compromis de paramètre p minimise F sur 
P 

l'ensemble des décisions admissibles. 

Remarque. La solution de compromis correspondant à p = 2 a été proposée 

par Salukvadze /Il/; elle correspond à la minimisation de la norme euclidienne 

du vecteur des n coûts. Les solutions correspondant à la programmation par 



r+jectifs / 1 2 /  ou 4 la simple règle majoritaire sont des solutions de com- 

:)romiç avec p = 1. Le choix de p = correspond à la notion d'équilibre social, 

plus particulièrement etudiée dans ce travail, et conduit à un critère de la 

forme : 

mir, max Oi (x) 
x C X  i=l,.n 

S o i t  A le cône défini par : 

fiil dira qu'uri ensemble E est !,-convexe si E+A est convexe. 

l,es çolat~ons de compromis présentent les proprietés suivantes /~/,/13/ : 

1- F3isabilité: Pour tout p - > 1 , si l1ense&le (X) est compact, il exis'c 

tci~icurs une solut.ion de compromis ( on peut remarquer W e  ceri-ains cbnct3pts 

de solution t.els que le coeur du jeu, par exemple, ne possèdent pas v c t t o  

2-  Non dictature: La décision du qroupe n'est pas entièrement déterminee 

par I ' i l n  quelconque des joueurs. Contrairement B la minimisation lexif:c:rra- 
1 

uhiq~e dans laquelle certains joueurs peuvent ne pas intervenir dans la 

decision finale, chaque critère est considéré dans une soiution r?e comr,?roniis. 

;- Psreto-optimalité: Pour 1 - < p < m ,  toute solution de compromis est 

Pareto-optimale. Cette propriéte résulte directement de la définition, 

4- IJnicit6: Supposons @(X) A-convexe. Soit. xP une solution de compromis 
-P -P : - 0 a r .  le paramètre p. Alors le n- uple G 1  (X ) r .  .@ (X ) est uniqlle pour n 

Soit X' = X. Pour i = 1,. .n on définit: 

Pour la minimisation Lexicographique, la décision finale appartient à l'ensem- 

k 
i>lc x ~ .  Cependant, si X , k < n, ne contient qu'un point, elle est déterminée 

de façon unique et@ 
kcl , . ne sont pas considérés. 

n 



5- Symétrie ou principe d'équité: Si @(X) est convexe et fermé par rapport à 

une rotation cyclique. alors pour tout p. 1 < p - < .i les ai (2) , i=1 , . .n, 
sont identiques. Pour p = 1, il y a au moins une solution de compromis telle 

- 1 
que les Qi(x ) ,  i=l,..n, soient identiques. Ainsi, le principe d'équité est 

implicite dans le concept de solution de compromis. 

L'inconvénient majeur des solutions de compromis est qu'elles 

imposent une intercomparaison des différents critères par l'intermédiaire 

de la foncticn de coût globale. Cette contrainte n'est pas admissible dans 

certains cas, en particulier lorsque les différents coûts sont incommensura- 

bles. Cependant, nous verrons que, même dans ce cas, la nction d'équilibre 

social peut être utilisée pour déterminer l'ensemble des points de Paretc 

du problème. Le choix d'une solution particulière est alors laissé au juge- 

ment du décideur ou à la négociation entre joueurs. 

3 - EQUILIBRE SOCIAL 

Pour un jeu coopératif à n personnes, on définit un point de Pareto 

comme un élément de X tel qu'il n'est pas possible de trouver un autre ensem- 

ble de décisions admissibles diminuant à la fois tous les coûts. 

Sur le plan des décisions du groupe, un tel point peut être prefé- 

rable à un point de Nash. Cependant, il n'est généralement pas unique et le 

choix d'une décision est déterminé par le concept de solution retenu. En fait, 

une décision Pareto-optimale est telle qu'el-le interdit toute modification 

préjudiciable à l'un quelconque des joueurs, quels que soient par ailleurs 

les ccûts effectivement supportés par ceux-ci. Or dans certains problèmes 

(cf. exemples 1 et 2, ou lorsque l'on fait intervenir la notion d'équité), 

il peut quelquefois être souhaitable d'améliorer la situation d'un joueur 

(ou d'un groupe de joueurs) plus défavorisés, quitte à le faire au détriment 

de joueurs dont la situation était meilleure. 

Sous certaines conditions /14/, la recherche d'un point de Pareto 



se ramène à la minimisation d'un critère unique : 

On peut alors interptéter les coefficients A .  comme les poids des différents 
s 

joueurs au sein de l'équipe ainsi formée. En pratique, celà çuppose un proces- 

suç de négociation, au cours duquel les n joueurs s'entendent sur les coeffi- 

cients de pondération > de leur influence. A priori, ces coefficients peuvent 
i 

être quelconques et, en particulier, indépendants des ~ o û t ç  O .  (x"\ qu'  ils 
1 

induiront pour chacun des joueurs à l'équilibre. Lorsque l'on introduit 1;:s 

considérations évoquées plus haut, on constate, au contraire, l'influence 

primordiale de ces coefficients. 

Dans ce sens, on introduit 1.a notion d'équilibre social, qui eu- 

une solution de compromis avec p = m. Elle s'interprète corrime un équilibre 

coopératif de type particulier, dans lequel l'équipe tient compte de La 

situation du joueur le plus défavorisé. 

Définition 3-1 

X 
On dira qu'un point x est un équilibre social si sont vérifi6es 

les propri.étés suivantes : 

Pour toute décision admissible x, on notera : 

a (XI = max a .  ( X I  
1 1 i 

1 
et l'on dira que deux décisions x et x2 sont équivalentes si l'on a : 

Soit A la classe d'équivalence des décisions optimales, c'est-à-dire 
1 



conduisant à un équilibre social. On a : 

= (y; y €x, al (y) = min al (XI 3 
xtx 

2 
Si x1 et x sont optimales, on a : 

On définit les quantités suivantes : 

1 1 
a2 (X 1 = max Qi (X ) 

ifi 

2 2 ( (x = max ai(x 
2 i#i, 

1 2 
et l'on dira que la solution optimale x est meilleure que x si l'on a : 

Soit A l'ensemble défini par : 
2 

On obtient immédiatement les propriétés suivantes : 

ii) Toute solution z € A  est meilleure que toute solution y € A  2 1 - A2 

iii) Pour tout indice k tel que : 

1 < k < n-1, card A > 1 - - k 

on peut définir l'ensemble %+1, inclus dans \, des solutions 

toutes meilleures que l'une quelconque des solutions appartenant 



Définition 2-2 

X 
On dira que x est une meilleure solution optimale si c'est un 

élément de l'ensemble Ak non vide d'indice le plus élevé. 

4 - PROPRIETES DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS OPTIMALES 

Définissons n problèmes d'optimisation P k ' k=l,..n, par : 

min cOk (x) i xtx 

K 
et soit x une solution du problème P On a le théorème suivant : 

k k ' 

Théorème 4-1 

* 
Soit x une solution optimale. On a : 

X x 
(15) (X ) = min @ (x 1 k=l , . .n 

1 
k 

k k  

Démonstration : Si xX est optimale, on a, par définition : 

X max Q. (x ) < max 0. (x) v X&X, i=l,..n 
1 - 1 

i i 

Si xX (k quelconque) est solution de Pk, on a : 
k 

X X Y 
xk €Xi max Qi!xk) = Ok(xk) 

i 

)Ç +t 

i 18) v k  max Qi(x i Qk(xk) 
i 

et il s'ensuit : 

)c x max @.(x 1 < min @ (x ) 
1 - 

k 
k k  

i 

Par aille~rs, soit Y k l'ensemble des commandes admissibles du problème Pk : 



Par définition du problème P on a : k 

Si # 
max Q. (X ) = ok(xk) Qk(x) l k  
i 

Comme les ensembles Y sont tels que : k 

on en déduit l'existence d'un indice j vErifiant : 

D'après (21) on a alors : 

SC X 
(24) 3 j tel que @.(x.) < O.(x 1 

3 3 - 7  

et, en utilisant (24) et (19) on obtient : 

x n )t x 
Q.(x.) < max Q. (x ) < min Qk(xk) @.(x.) 

1 3 -  1 
- 

i k  I I  

d'où l'on déduit : 

3Ç # 3Ç X (X . )  = max @ .  ( x  ) = min @ (x ) = a (x ) 
3 3  1 i k 

k k  1 

Le théorème 4-1 fournit un moyen de calculer une solution optimale. Les pro- 

priétés suivantes permettront de mieux caractériser l'ensemble de ces solutions. 

Théorème 4-2 

Une meilleure solution optimale est un point de Pareto. 

n 
DEmonstratlcn : Scit x une meilleure solution cptimale, et supposons qu'~1l-e 

ne soit pas un point de Pareto. Alors on pourrait trouver un ensemble de 

- 
décisions admissibles, x, tel que : 

(271 
* 

i=l,. .n @ . (X) < @ .  (X ) avec au moins une inégalité stricte. 
1 - 1 

Deux cas peuvent se présenter : 

X 
1) x n'est pas optimale 

* * 2) x et x sont optimales,x est meilleure que x 



k 
et, dans les deux cas, on a une contradiction avec le fait que x est une 

meilleure solution optimale. 

Théorème 4-3 

Si l'ensemble des décisions admissibles est convexe, et si les 

fonctionnelles @ .  ( . ) ,  i=l,..n, sont quasi-convexes, l'ensemble des solutions 
1 

optimales est convexe. 

D6monstraticsn : Soient xSç et x deux solutions optimales. Ori a : 

- 
avec: (29) al (XI) = a l  (XI = a 

% )e - 
Posons : x = px + qx avec (p,q)  € PZ , c'est-à-dire : 

% 
x est un vecteur de décisions admissibles,par la convexité de X. De plus, la 

quasi-convexité des fonctionnelles a . ( . )  implique : 
1 

% 
max @ .  (x) < a < max Qk (XI 

1 - - 
i k 

% 
d'où l'optimalité de x. 

Corollaire 4-1 : Sous les hypothéses du théorëme 4-3, les ensembles Ak, 

k=l . .n, sont convexes. 
Démonstration : D'après le théorème 4-3, l'ensemble A est convexe. L'ensemble 1 

% (k=2,..n) est l'ensemble des solutions d'un problème d'équilibre social 

sur A d'où le résultat annoncé. 
k-1' 

En particulier, l'ensemble des meilleures solutions optimales est convexe. 

Corollaire 4-2 : Sous les hypothèses du théorème 4-3 et si, de plus' les 

fonctionnelles Q, (.) sont telles que : 
1 



1 2  1 2 
( 3 2 )  v il v p&f0,11 m. (px +qx 1 < max {mi(x 1 ,  mi(x 11 

1 

alors la solution optimale est unique. Elle est donc aussi la meilleure 

solution optimale. 

X - 
Démonstration :S'il existait deux solutions optimales, x et x, on aurait : 

Y - 
(34)  man m (pxXcqx) < ci = max m .  (x 1 = max mi(x) 

i 1 
i i i 

M 
ce qui contredit l'optimalité de x et de X. 

5 - PROCESSUS DE SCALARISATION. 

On sait que, sous certaines conditions, la recherche d'un poi~t fie 

Pareto se ramène à la minimisation d'un critère unique, pondération des 

critères des différents joueurs. On a montré qu'une meilleure solution opti- 

male était un point de Pareto, et on a constaté, par ailleurs, l'influence des 

coefficients de pondération sur les coûts supportés par chaque joueur à l'équi- 

libre. Désignant par P l'ensemble : 
n 

on introduit la fonctionnelle suivante : 

Théorème 5-1 

S'il existe un vecteur A&P , de composantes toutes positives,tel que : 
n 

alors x* est un point d'équilibre social. 

X Démonstration : x est un point de Pareto. On en déduit : 

( 3 8 )  v X&X 3i tel que mi (x) 2 mi (x*) 



Corollaire 5-1: S'il existe un vecteur unique XCP tel que : n 

St 
où 1 est l'ensemble des indices des composantes non nulles de X I  alors x 

est un point d'équilibre social. 

Démonstration : Elle est identique à celle du théorème précédent, en remar- 

quant que x* est un point de Pareto pour le sous-ensemble des joueurs indicés 

par 1. 

Soit X(a) l'ensemble défini par : 

(40) X(u) = {x; x€XI mi(x) < a  i=l,. .n} 

Lemme 5-1. Une condition nécéssaire et suffisante pour que x€X(a) est que 

l'on ait : 

(41) V X€Pn f(AIx) 5 a 

Démonstration : 1) Soit x EX(@) . Alors on a : 
n n 

2 )  Réciproquement, soit x un vecteur de décisions admissibles 

tel que (41) soit vraie. En prenant X= e vecteur dont toutes les composantes 
i' 

sont nulles sauf la ième, égale à 1, on obtient : 

Théorème 5-2 

La relation suivante est vraie : 

(44) 
# max min f(Xlx) <min max f(X,x) =al(x 1 - 

X€Pn x é x  x e x  X€Pn 

Démonstration : Posons : 



(46) v X € X  B (x) = max @. (x) = al (XI de sorte que : 
1 

i 

Sr 
(47) min B(x) = min max ~ ( X I X )  = al(x ) 

x G x xcx X w n  

D-utre part, à partir du lemme 5-1, on a : 

et comme on a : 

min f(X,x) < f(Xtx*) - 
x OX 

on en déduit, en utilisant (48) et (49) : 

(50) 
* 

max min f(X,x) 2 al(x ) 
X6Pn XEX 

Théorème 5-3 

Si la fonctionnelle f(X,x) admet un point selle dans iP xX, c'est n 

un équilibre social. 

Démonstration : Soit (A' un point selle de f (A lx) dans OP xX : 
n 

En majorant le membre de droite par max Qi(x), et en prenant A =  e dans le 
i 

i 

membre de gauche, on obtient : 

Y 
(5.21 V x E X  max @. (x") 2 1:ai (x 1 < @, (XI 

1 - 
i i=l i 

X d'où l'optimalité de x . 
Remarque : Le théorème 5-2 donne une minoration du coût de la solution opti- 

male par résolution d'un problème de maximisation dans IP . Une condition n 

nécessaire et suffisante d'existence d'un point selle est que (44) soit une 



égalité. Il en est ainsi, en particulier, lorsque l'ensemble : 

(53) @(x) = { <; 3x€x tel que 5 = (Ql(x) ,..Q,(x))} 

est convexe /15/. En fait, ce résultat est encore valable sous des conditions 

légèrement moins sévères. 

On définit l'application suivante : 

(54)  h : ~  n- R+ 

X ,-+- h(X) = min f (X,x) 
x ex 

On suppose, comme on l'a fait jusqu'à présent, qu'un minimum est effectivement 

atteint dans X de sorte que, V X€Pn, l'ensemble X défini ci-dessous n'est X 

pas vide : 

(55) X = (xO€ X; f(X,xO) = h(X) 

Théorème 5-4 

Si, V X€Pn, l'ensemble X est non vide, et si l'ensemble @ ( X I  est 
X 

A-convexe avec : 

A = ( d 6 ~ ~ ;  d > 0) - 

alors f(X,x) admet un point selle dans ü? xX. Ce point est un équilibre social. n 

Démonstration : 

Soit Y = @ (X) + A, Y est convexe par hypothèse. On a : 

(56) V $6'4 ](X,~)€XXA tel que $ = @(x) + d 

en notant Q (x) le vecteur : (Q (x) , . . Qn (x) ) . 
Les deux propriétés suivantes découlent immédiatement de (56) : 

b) VJICY, V X€Pn : < X , J, > > h(X) .  En effet : - 

(57) V $ 61,  V X E PnI 3(x1d) 6 XXA tel que : 



le produit scalaire < A, d > etant positif où nul, et l'inégalité : 

f ( ~ ,  x) > h(X) vérifiée par définition de h(X) , on en déduit la propriéte b) . - 

De plus, on a : 

En effet, en utilisant le fait que @(X)cy on a : 

(59) v XCPn min < X , J, > 5 min f(A,x) = h(X) 

J, € Y J  x e x  

qui, associé 3 b) dbmontre (58) . 
On fait maintenant l'hypothèse que le vecteur nul, $ = 0, n'appartient pas 

à Y. En effet, ce cas ne présente pas d'intérêt puisqu'on aurait al-ors : 

(60) 3 x*€ x tel que @ (x") = O 

Définissons la norme d'un élément J, de Y par : 

(61) II$ II = max J, i=l,. .n i 
i 

et soit 6 la distance minimale de O à l'ensemble convexe Y. En utilisant 

(58) on montre facilement /15/ : 

(62) min I I J , ( I  = max h(X) = 6 
X W n  

Y 
Soient J, et A* tels que : 

d'où l'on déduit : 

(65 1 
* 

< A  , $ * > = O  

Dans ces conditions, on obtient : 

(66) 
* 

3x'€xXx tel que J, = ~(x') 

En effet, dans le cas contraire, on aurait : 



W C\J 

(67 i1, = @(%) + d $ xA* d > O  - 
X et : < A r $*> = f(h)c,2) + < A*, d > > h(~*) 

qui est en contradiction avec (65). 

D'après (66) et (63) on a alors : 

et, comme @(X) est inclus dans Y, on obtient : 

(69) 
jc max @ .  (x < max Qi(x) - V x € X  i=l,..n 

1 

W 
ce qui montre que x est un équilibre social. 

Par ailleurs, (65) montre l'existence du point selle correspondant; en effet : 

(70) 
* 

< X , $*> = f(X 
X Sc 
,x 1 = h(XX) = II$*Il 

X avec h(X) = min f(X*,x) 
x 6 x  

6 - PROBLEMES D'ALLOCATION 

Dans de nombreux problèmes d'allocation de ressources, ou d'assigne- 

ment de tâches, la notion d'équilibre social joue un rôle important, comme le 

montre l'exemple 2 donné en introduction. Le problème est alors défini de la 

façon suivante : 

a) Commandes admissibles. 

(71) Xad = E+ orthant positif d'un espace vectoriel donné. 
i 

b) Critères individuels. 

Dans ce type de problèmes, un cas particulièrement intéressant est celui dans 



lequel l'allocation optimale conduit à un coût unique, commun à tous les 

joueurs. La solution est alors obtenue directement par la résolution d'un 

système de n équations. 

Théorème 6-1 

Si toutes les fonctionnelles m .  (x.) sont continues et strictement 
1 1  

croissantes par rapport à tous leurs arguments, la meilleure solution opti- 

male vérifie le système d'équations : 

(74) V i tel que x # O i mi(xi) = ol 

Démonstration :Supposons que celà ne soit pas le cas, et qu'il existe deux 

ensembles d'indices, 1 et J tels que : 

* * 
V i € I  card 1 = n > 1 ai (xi) = C1 x $ C :  

(75) 
i - i 

V j t ;J  card J = n > 1 
+f a .  (x.) < a 

j - J I 

avec : 

Soit & C E +  - ( 0 )  tel que : 

Alors, la croissance stricte des fonctionnelles O.(.) implique : 
1 

Posons à présent : 

# 
où j est un indice de J tel que x < x . Comme n > 1, on est assuré de 

1 
j 1 

O i - 
l'existence d'un tel indice dans J. 

La continuité des fonctionnelles m. (.) implique : 
1 



V q > O  36 (q) tel que : 

11 s'ensuit qul il existe un nombre 6 tel que : 

* * 
nil(~(I < 8 O. (X. ) - @ .  ( x .  < a - O. (x. 

I I  I I  '1 31 '1 

L'ensemble : 

na est pas vide. 

Dans ces conditions, V C E E ,  les vecteurs de décision ; définis à partir de 

(77) et (79) vérifient : 

* 
ce qui contredit l'optimalité de la solution x . 
On a encore le théorème suivant, dont la démonstration est identique en tous 

points à celle du théorème 6-1 : 

Théorème 6-2 

Si toutes les fonctionnelles O.(.) sont continues et strictement 
1 

décroissantes par rapport à tous leurs arguments, si la meilleure solution 

optimale n'est pas telle que : 

Y 
(84) max Oi (xi) = Ok(xo) 

i 

alors elle vérifie le systëme d'équations : 

Dans le cas où les décisions x sont constituées par deux sous-ensembles de i 

décisions (allocation simultannée de tâches et de ressources, par exemple) 

on peut appliquer conjointement les deux théorèmes précédents. 

T T 
posons : xz = (yi, zi) i=l,. .n 



Théorème 6-3 

Si les fonctionnelles m.  (.) sont continues, strictement croissantes 
1  

par rapport aux arguments y et strictement décroissantes par rapport aux 
i 

arguments z si la meilleure solution optimale n'est pas telle que : 
i ' 

(87) max @ .  (yi,zi) = Qk (Otzo) 
1 

i 

alors elle vérifie le système d'équations : 

Jusqu'à présent, les résultats obtenus concernant les problèmes 

d'allocation supposent la continuité des fonctionnelles a . ( . ) .  Nous allons 
1 

montrer qu'ils restent valables lorsque les fonctionnelles @ .  i . )  sont seule- 
1 

ment continues par morceaux. 

Si l'on suppose qu'il existe un nombre fini de discontinuit+Gs, on 

+ 
note : @.(xT) et @. (x.) respectivement la limite à gauche et la limite à 

1 1  1 1  

droite de a . ( . )  en un point x. quelconque. On introduit la fonctimnelle 
1 1  

auxiliaire J I .  ( . ) , multivoque, par : 
1  

Compte-tenu du but poursuivi, qui est la minimisation des critères @ . ( . I r  
1 

on définit : 

Théorème 6-4 ..- 

Si les fonctionnelles m.(.) sont continues par morceaux, et stricte- 
1  

ment croissantes par rapport à tous leurs arguments, la meilleure solution 



optimale est telle que : 

où { )  désigne l'ensemble vide. 

Démonstration : Les propriétés des fonctionnelles Q i (.) impliquent : 

(94) V x i il existe un voisinage à droite de x i tel que : 

où ci(xi," est une fonctionnelle continue, strictement croissante par rapport 

+ 
à n € V(xi) , et telle que : 

(95) ïim ci (xi,,-,) = O 
n-t 0 
n>O 

D'après (92) , on doit avoir : 
* Y 

(96) 3 a  tel que v i vérifiant x i # 0, a6$(xi) 

En effet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Il existe alors deux ensembles 

d'indices, 1 et JI tels que : 

card 1 = n. > 1 
1 - 

Y * 
V j € J  $.(x.) < a c'est-à-dire Vf3.€+.(x.), B j  < a 

3 3 1 I I  

Soit E&E+ - {O), on définit : 

La croissance stricte des fonctionnelles @ .  1 (.) implique : 

On montre alors qu'il est possible de trouver E tel que : 



En effet, d'après (941, on a : 

it* 
pour ni€ €.V (x 1 

j 1 

(100) est alors vraie si l'ensemble défini ci-dessous n'est pas vide : 

Ceci est le cas, en effet on a : 

(103) 
X +  

@ (x ) < a par définition de l'ensemble des indices J. 
j1 j, 

On en conclut que si (97) est vraie, x' n'est pas optimale, en effet on a trouve 

W un vecteur X meilleur que x , d'où la contradiction. 

Ce résultat s'étend de façon directe au cas OU les fonctionnelles 

@ (.) sont continues par morceaux et strictement décroissantes par rapport à 
i 

tous leurs arguments, en définissant @,(x.) au moyen de (91). On obtient de 
1 1  

la même manière l'équivalent du théorème 6-3. 

7 - DETERMINATION DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS PARETO OPTIMALES 

L'inconvénient majeur des solutions de compromis est qu'elles 

imposent une intercomparaison des différents critères par l'intermédiaire 

de la fonction de coût globale. En particulier, pour l'équilibre social, 

les différents coûts doivent être directement comparables ce qui impose 

l'existence d'une unité de mesure commune aux n joueurs. Lorsque cette 

contrainte n'est pas admissible, nous allons montrer que la notion d'équilibre 

social peut néanmoins être utilisée pour déterminer l'ensemble des points de 

Pareto du problème /16/. Le choix d'une solution particulière relève alors 

du jugement du décideur ou des capacités de négociation entre joueurs. 

Soit T= (T ..T ) un vecteur de composantes strictement positives. 
1 ' n 



On d é f i n i t  une c l a s s e  de problèmes d ' é q u i l i b r e  s o c i a l  P ( T )  p a r  : 

# 
x* s o l u t i o n  de P ( T )  max r .@ ( x  ) < max T ~ @ ~  (x) 

1 i - 
i i 

Le théorème s u i v a n t  donne une condi t ion  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  de  Pareto-  

op t ima l i t é  pour l e s  fonc t ionne l l e s  @ ( .) , . . @ ( .) (problème P) . 
1 n 

Théorème 7-1 

* 
Une conditiori  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que x s o i t  une s o l u t i o n  

Pareto-optimale du problème P e s t  q u ' i l  e x i s t e  un vec t eu r  T de composantes 

* 
s t r i c t emen t  p o s i t i v e s  t e l  que x s o i t  une me i l l eu re  s o l u t i o n  opt imale pour l e  

problème P ( T I  . 
Démonstration : 

a )  Condition néces sa i r e .  

* S o i t  x une s o l u t i o n  Pareto-optimale du problème P. On a ,  par  d é f i n i t i o n  : 

-* 
(104) v X ~ X  (3. (XI  = Qi (x  1 i = l , . . n  OU 

1 

y. 31 t e l  que mi (x) > mi (x  ) 

S o i t  T* un v e c t e u r  t e l  que : 

A p a r t i r  de (104) e t  (105) ,  on o b t i e n t  : 

)c )i * 
i t e l  que T ~ @ ~  (x) > -rkQk(x v k € { l , . . n )  

(106) implique a l o r s  : 

* Y * 
max -r .O. (x) 1 .ckQk ( x  ) 

1 1  
i 

que l ' o n  peut  encore é c r i r e  : 

* * * 
max T @ (x) - > max T ~ @ ~ ( x  i=l, .  .n 

i i 
i i 

(108) montre que s i  x* est  Pareto-optimale pour l e  problème PI a l o r s  c ' e s t  



un équilibre social pour le problème P (T*) , où T* est défini par (105) , De 
3t * 

plus, comme on a : V i,j€(l,..n) T*@, (x*) = T .@ . (X 1 , X* est une meilleure 
1 1  7 3 

% 
solution optimale. En effet, x étant Pareto-optimale pour @ (.),..a ( . ) ,  1 n 

* * 
elle est aussi Pareto-optimale pour T @ ( .) , . .T @ ( .) . 1 1  n n 

b) Condition suffisante. 

* Soit x une meilleure solution optimale pour le problème P(T). Alors, en 

vertu du théorème 4-2 (chap. 4) elle est Pareto-optimale pour les fonctionnelles 

T @ (.),..T cP (.). Il s'ensuit qu'elle est Pareto-optimale pour les foriction- 
1 1  n n 

nelles @ ( - 1  ,. .@n(.). 
1 

Ce théorème nous permet de conclure que l'ensemble des solutions 

Pareto-optimales du problème P n'est autre que l'ensemble des meilleures 

n 
solutions optimales obtenues pour les problèmes P(T), lorsque T ~ R + ,  T # 0, i 

i=l,. .n. 

Pour chaque valeur de T, celui-ci est un sous-ensemble de l'ensemble des 

points d'équilibre social, qui peut être obtenu facilement (théorèmes 4-1, 

5-1,5-3,6-1 à 6-4). Nous nous proposons de définir un moyen d'écarter, parmi 

ces points d'équilibre, ceux qui ne correspondent pas à une meilleure solution 

optimale. 

* 
Soit X l'ensemble des points d'équilibre social du problème P(T). 

T 

Y Y Y 

XT 
= {x é x ;  max T.@.(x 1 < max T~@~(x) V xGXI i=lI..n} 

1 1  - 
i i 

et définissons l'application suivante : 

x t (x) = (tl (x) , .. tn (x) ) telle que : 

Le n- uple t(x) est défini univoquement par l'introduction d'une contrainte 

supplémentaire, par exemple : 



n 
v XGX t (x) = 1, 1 ti(x) = 1, Ilt(x)I\ = 1. etc.. 1 i=1 

Lemme 7-2 

n 
V T&R+, # 0, i=l,..n on a : 'i 

Démonstration :Nous allons montrer que : 

* * a) supposons que x & Xt(x*). On aurait alors : 

* W. 'L )e * 
(111) V x 6xt(x39 max t. 1  (x )@.(XI 1 < max ti(x )Qi(x ) 

i i 

et, en utilisant (109) on tire de (111) : 

'L * 
d'où max T. 9. (x) < max (x i=l,. .n 

1 1  
i i 

Y *  
qui contredit le fait que x E; X . 

T 
W * 

b) Montrons à présent que x *ex: + X,(~*)CX, on a : 

En écrivant cette relation pour x = x' et en utilisant (log), on obtient : 

(114) , v i €{il. .ni 

et finalement : 

'L * 
v X ex* 

t (x*) 
max T .m. (x) < max -rimi (x 5 max T ~ @ ~  (x) V x b x  

1 1  - 
i i i 

Y 
A partir de ce lemme, on étudie maintenant l'ensemble X T non pas 

4t 
comme un ensemble de points, mais comme la réunion des ensembles X t (x") 

corres- 

pondants. On peut alors énoncer les résultats suivants : 



Lemme 7-3 

n Y jc v T e R+ , T # O, i=l,. .nt V x € X si les fonctionnelles Q (.) , . .Q (.) 
i T 1 n 

Y 
sont constantes sur l'ensemble X 

t (xY) 
alors tous les points de cet ensemble 

sont des solutions Pareto-optimales pour le problème P. 

'L Y 
Démonstration : Soit x un élément quelconque de X t (x") ' 

On a : 

Y 'L * max t. (x ) Q . (x) < max ti (x ) Qi (Y) - v ydX, i=l,..n 
1 1 

Y 
Par ailleurs, puisque Q(x) est constant sur Xt(x#) On a : 

'-b )i 
en effet, 0 .  (x) = ai (X ) i=l, . .n et (109) est vraie. 

1 

w 
On en déduit que, quel que soit x appartenant à X 

)c 

t (X*) ' c' est une meill.eur e 

solution optlmale du problème P(T) donc une solution Pareto-optimale du pro- 

blème P . 

Lemme 7-4 

n % v R , T # O, i=i,..n , v x 6xT, si les fonctionnelles 
i 

)r 4k al (.) , . . Q ( .) ne sont pas constantes sur l'ensemble X t (x') ' alors x n'est 
n 

pas Pareto-optimale pour le problème P. 

* 
Démonstration : Puisque Q (x) n'est pas constante sur Xt (XW) , on a : 

)c )c 
(118) 3 ~x;(~x) tel que max t. (x*) Q. ( X I  = ci (x < max ti lx mi (XI v x LX 

1 1 - 
i i 

avec : 

(119) # Q 1 x 7  

iC 
Prenons x = x dans le membre de droite de (118) : 

(120) v i,j €{l,..n] 
1 

Compte-tenl? de (119), il est impossible d'avoir n égalités dans (120). Donc : 

* 
(121) 3 1  6 Il, ..n] tel que ti(x*)Qi(x) < tk(x )Qk(xW) V k €{l,..n] 

)e 
ce qui prouve que x n'est pas une meilleure solution optimale du probleme 

p(t(xW) 1. 



De plus, à partir de (120) on obtient : 

et, en utilisant la définition de t(x) donnée par (109) : 

* 
V iG{l,..nl mi (X) 5 ai (X ) , l'une au moins de ces n inégalités 

étant stricte, à cause de (119). On en déduit que x* n'est pas une solution 

Pareto-optimale du problème P. 

L'application du théorème 7-1 et des lemmes 7-3 et 7-4 permet directe- 

ment de proposer l'algorithme suivant pour obtenir l'ensemble des solutions 

Pareto-optimales du problème P : 

Etape 1 . Pour chaque vecteur T, T d R: , r # O , i=1, . . n , déterminer 1 ' enSem-- 
i 

ble des points d'équilibre social du problème P(T) : 

4- )c xX = Ix € x i  max r .0 .  (x 5 max =.m. (x), V X€X, i=i, ..nl 
T 1 1  1 1  

Etape 2 . Tester la constance de 4(x) sur cet ensemble. 
Y 

2.a) @(x) est constant : X est un sous-ensemble des solutions Pareto- 
T 

optimales du problème P. 

Passer au vecteur T suivant et retourner a l'étape 1. 

2.b) @(x) n'est pas constant. Passer au vecteur T suivant et retourner 

à l'étape 1. 

ILLUSTRATION DE LA METHODE PROPOSEE ET COMPARAISONS ----.---..---- 

La figure 1 représente, dans l'espace des coûts, l'ensemble des coûts 

réalisables pour un problème à deux critères, @ I ~  et $2. 

L'ensemble des points de Pareto est constitué par la réunion des segments 

curvilignes : 

$(x*) = (AlCl U)D.E) U (FIHI 

Comme on le voit sur la figure, le processus de scalarisation ne permet 

* 
d'obtenir qu'un sous-ensemble de $ (X ) : (A,B) U (6,H) 



- Figure - 1 

La f i g u r e  2 permet de comparer l a  méthode proposée avec l a  méthode des  

con t ra in tes  é g a l i t é  /17/. Dans c e t t e  dernière ,  on résout  l a  f ami l l e  de problèmes 

suivante : 

minimiser @ (x) 
n  

sous l e s  con t ra in tes  : x E X 

où l e s  a i = l , . .  n-1, sont  des  paramètres r é e l s .  
if 

L ' u t i l i s a t i o n  des  condi t ions  nécessa i res  d ' o p t i m a l i t é  conduit à l ' ob ten t ion  

de p o i n t s  du type a ,  f i ' ,  B", qui ne sont  pas  Pareto-optimaux e t  doivent ê t r e  é c a r t é s .  

Dans l 'approche proposée, t o u s  l e s  p o i n t s  de  Pare to  sont  obtenus de faqon 

unique comme so lu t ion  d 'un  problème P ( r )  , sauf pour r E. T = ] r ] C' 'D 

Dans ce cas ,  on o b t i e n t  l e s  deux so lu t ions  C e t  D au problème P 
(TI 

Seul l e  po in t  D d o i t  ê t r e  éca r t é ,  l e  t e s t  é t a n t  t r F s  simple, puisque l e  vecteur @ 

f 
n ' e s t  pas cons tant  s u r  X . 

T D 
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- Figure - 2 

8 - CONCLUSION 

On a présenté dans ce chapitre une solutiori de compromis particulière 

l'équilibre social, et on a montré son intérêt. Dans le cas d'un jeu à n person- 

nes ou d'un problème à centre de décision unique, il peut être interprété 

comme un équilibre coopératif dans lequel l'équipe se préoccupe de la situation 

du joueur le plus défavorisé, outente de minimiser le critère le plus 

coûteux. On a donné les propriétés principales de l'équilibre ainsi défini ; 

elles permettent, dans la plupart des cas, le calcul des solutions. Cette 

méthode ne se limite pas au cas où les décisions admissibles sont des 

nombres réels, puisqu'aucune hypothèse n'a été faite sur l'ensemble des 

décisions admissibles X. De même, on peut envisager des coûts négatifs par 

changement d'origine dans l'espace des coûts. 

Par ailleurs, la notion d'équilibre social est basée sur une 

structure de domination particulière : l'orthant négatif de l'espace des coûts, 

/7/ mais elle est applicable indépendamment du repère choisi, de sorte que 

toute structure de domination peut être étudiée par simple changement de base. 
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Une telle approche suppose de toute évidence que les n critères 

peuvent être mssurés à l'aide d'une unité commune. Lorsqu'il n'en est pas 

ainsi, la notion d'équilibre social a permis de proposer un algorithme 

particulièrement simple pour la détermination de l'ensemble des points de 

Pareto du problème. 

La comparaison de cette approche avec d'autres résultats récents /17/ 

met en évidence la très grande simplicité des tests à effectuer pour écarter 

les solutions non Pareto-optimales. 

Une application particulièrement intéressante, concernant l'optimisation 

du plan de production d'un bien économique, a été suggéree dans l'exemple 2. On 

est ainsi conduit à définir un jeu de répartition de tâches et de ressources 

entre n joueurs, pour lequel on a donné des théorèmes permettant le calcul 

d'une solution optimale. 

Cependant, celui-ci n'est pas toujours aussi sinple. En effet, il est 

rare que le temps de réalisation d'une tâche soit connu explicitement en fonction 

des variables de décision, par exemple. Le chapitre suivant est consacré, dans 

ce sens, à la formulation et à la résolution du problème d'équilibre social 

en temps minimum, lorsque chaque joueur est caractérisé par un ensemble 

d'équations dynamiques. 
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CHAP 1 TRE C 1 NQ 

EQUILIBRE SOCIAL EN TEMPS MINIMUM 

1 - INTRODUCTION 

Les problèmes en temps minimum constituent une classe importante 

des problèmes de commande optimale, tant par la signification du critère 

d'optimalité que par la spécificité des commandes auxquelles ils conduise~t. 

On a vu, au chapitre précédent, le grand intérêt de la notion 

d'équilibre social dans les problèmes économiques d'allocation de tâches et 

de ressources : la réalisation d'un programme de travail en un temps minimum, 

compte tenu des ressources disponibles, a &té présentée comme un exemple d'un 

tel problème. Il est rare, cependant, que le temps de réalisation d'une tâche 

soit connu de façon explicite; dans la plupart des cas, c'est une fonctionnelle 

faisant intervenir la dynamique du système commandé. 

Une version simple de ce problème a été introduite, à l'origine, par 

BURKOV/l/, LERNER et TEJMAN / 2 / ,  et BUBNICKI /3/ . Certains résultats ont été 
présentés /4/ /5/. A partir de la notion d'équilibre social, nous nous propo- 

sons de formuler et de résoudre, au moins en partie, ce problème dans un 

cadre général / 6 / .  

2 - FORMULATION DU PROBLEME 

On considère n systèmes dynamiques (ou joueurs) décrits par les 

équations d'état : 



xi(t) : vecteur d'état du système no i à l'instant t. 

ui(t) : vecteur de commande du système no i à l'instant t. 

On prend l'instant initial t = O comme origine des temps, et on suppo- 
O 

se que les conditions initiales de chaque système sont données : 

(2) i=l, . .n x. (O) = xO 
1 i 

Le vecteur des fonctions de commande u = (ul,u2,..u est défini sur 
n 

1' intervalle [o,w[ , continu par morceaux, et tel que : 

3 vt 0,- [ ~ ( t )  C Q  

C2 : ensemble fermé d'un espace vectoriel E définissant les commandes admiç- r t  

sibles. 

A tout nombre réel positif, 8 , on associe, pour chaque joueur, la 
i 

fonctionnelle : 

A tout vecteur de fonctions de commande admissible, on associe le 

vecteur T Rn déf ini de la façon suivante : + 
(5 vi = i est la plus petite solution positive de l'équation : - 

où le vecteur M = (Ml ,M2 , . .M ) est donné, M €Rn. 
n 

T apparaït ainsi comme le temps mis par le système no i à réaliser son objectif i 

défini par la valeur M de la fonctionnelle ai( 8irui), si On lui applique la 
i 

commande admissible u 
i ' 

Le problème d'équilibre social en temps minimum est alors ddfini de 

la façon suivante : 

( 6 )  min max T 
i 

u i 

sous les contraintes (1) à (5) 

C'est un problème d'équilibre social dans lequel le coût supporté par 

chaque joueur est le temps qu'il met 3 réaliser l'objectif qui lui a été assigné 



Les solutions optimales sont définies à partir de (6). De deux solutions 

optimales, on définit la meilleure comme au chapitre précédent. 

Remarque : 

La relation (4) ne donne qu'une définition possible des fonctionnelles 

Qi(Bi,ui). Celle-ci peut varier suivant le type de problème considéré. 

3 - REDUCTION A UN PROBLEME EN TEMPS MINIMUM 

La difficulté du problème envisagé réside dans le fait que l'ensemble 

des joueurs ne peut en général pas être considéré globalement, tout au long de 

la partie. En effet, dès qu'un joueur a réalisé son objectif, il abandonne la 

partie et n'intervient plus dans la suite du jeu. 

Un cas particulier intéressant, tant en théorie qu'en pratique, est 

celui où l'ensemble des joueurs reste le même sur l'horizon [O, max 'ri] - Dans 
i 

ces conditions, l'équilibre social est donné par la résolution d'un probleme 

en temps minimum de type classique. 

Nous donnerons tout d'abord certaines propriétés générales des 

solutions optimales puis, dans le cas où les fonctionnelles @i(Bi,~i) sont 

données par ( 4 ) ,  un théorème de réduction à un problème en temps minimuni. 

Théorème 3-1 

Si, pour tout indice i, les fonctionnelles @.(Bi,ui) sont continues par 
1 

rapport à 0 et telles que : 
i 

Qi(Otui) .-< Mi vu. admissible 
1 

X * 
alors, une condition nécessaire pour que le couple ( -cru ) définisse une meilleure 

solution optimale est que le vecteur : 

soit un point de Pareto sur l'ensemble des commandes admissibles : 



Démonstration : 

Supposons que cela ne soit pas le cas. Alors on a : 

k - 3t  
(9) 3ÜES-2 tel que Vi mi ( T ~ , U ~ ) > ~ ~  (-rilu: ) 

avec au moins une inégalité stricte. 

D'après (7) et la continuité des fonctionnelles mi(.) par rapport à 0 on en i ' 
déduit : 

( 10) 3 IO tel que Vi o E  Io 
- 

3 -ri < T* vérifiant : 
i 

O O 

X 
ce qui contredit le fait que r est un vecteur correspondant à une meilleuxe 

solution optimale. 

Définissons l'ensemble suivant : 

(11) Q(8,Q) = { $ ; 3 u ~ n t e l q u e  J i =  m(0,u)) 

n 
où 8=(01,..8 ) est un vecteur donné de R+ n 

On tire de /7/ le lemme et le théorème suivants : 

Lemme 3-1 

Pour un vecteur 0 donné, si l'on a : 

1 2  
(12) VU , u en, VA c [o,l], 3 v  €n tel que : 

2 
@(O.V) 3 1@(8,Ul) + (1-A) @(8,u 

n 
alors, l'ensemble m(8pn) - R+ est convexe. 



Démonstration : 

1 3  rnce,n)-~:={~;3~~n, ~ Y C R : ,  ~=rn(e.v)-y~ 

D'après l'hypothèse, on a : 

(14) vu1.u2~n, VAL[O,I~, 3 v ~ ~ , 3 y  CR: tels que : 

m(e,~)-y = ~m(~,u') + (i-~)m(~,u~) 
n d'où la convexité de @(e,Q)-R+ . 

Théorème 3-2 

n n 
Si l'ensemble @(0,Q) - R+ est convexe, il existe un vecteur a CR+ , 

non nul, tel que si u* est Pareto-optimal, on ait : 

* 
Bémonstration : u est Pqreto-optimal :les deux ensembles : 

n 
rn(e,n) - R+ 

* 
ne peuvent avoir que u comme élément commun. Le résultat est une conséquence 

de la convexité de ces deux ensembles et du théorème de séparation. 

Le théorème 3-1 donne une condition nécessaire vérifiée par une 

meilleure solution optimale. Sous les hypothèses du théorème 3-2, la recherche 

de celle-ci peut être abordée en utilisant le processus de scalarisation. Dans 

le cas où les fonctionnelles (.) sont données par (4) : 
i 

nous allons montrer que, sous certaines conditions, la solution est donnée 

directement par celle d'un problème de commande optimale en temps minimum. 

Théorème 3-3 

Si, pour tout indice i, on a : 



v U C Q  3 :i tel que : 

alors la solution du problème d'équilibre social en temps minimum est donnée 

par la solution du problème de commande optimale : 

e 
min J = dt 

( ~ c a  
O 

SOUS : x = f . (xirui r t) x. (O) = xO x. (8) Libre i 1 1 i 1 

* * 
Démonstration : Soit 6 la solution du problème (17) , et soit (rl , . .? ) . n 

K (ul , . . U* ) la solution du problème d' équilibre social en temps minimum. On 
n 

a, par définition : 

max r* < O* 
i -  

Nous allons montrer que cette inégalité ne peut pas être stricte. En effet, 

si celà était le cas, on pourrait définir, pour tout instant 8 tel que : 

(19) max r* < 9 < O 
* 

1 - 
i 

les fonctions de commande : 

- 
où u vérifie les relations (16). 

i 

Les trajectoires correspondantes seraient : 

'L )t Gi (t) = X. (t) definie par (22) .Vt E [ri,% ] 
1 



On aurait alors : 

* - 

d'où, par l'hypothèse : 

- 
(24) i=l, .n @i(Br~i) - > Mi 

ce qui contredit le fait que est solution du problème de commande optimale 

en temps minimum défini par (17) . 

4 - CAS OU LA FONCTIONNELLE DE CHAQUE JOUEUR NE FAIT PAS INTERVENIR SON ETAT. 

Un cas particulier très important en pratique est celui dans lecpel 

la fonctionnelle associée à chaque joueur ne fait pas intervenir son état. La 

formulation du problème est alors la suivante : 

(26) u €n on suppose, de plus : O € 0  

On suppose, de plus, que l'on a : 

(29) Yi(O) = 0 i=l, ..n 

Cette version simple du problème a été introduite à l'origine dans le cadre de 

l'optimisation d'un ensemble d'opérations économiques (allocation de tâches et 

de ressources ) .  Certaines méthodes de résolution ont été proposées /4/ /5/, 

et nous nous proposons de montrer comment les considérations présentées au 

paragraphe précédent permettent d'obtenir les solutions dans un cadre plus 

général. 

Nous remarquerons tout d'abord que~pour ce problème particulier, 

le théorème 3-3 fournit immédiatement le corollaire suivant : 



corollaire 4-1 

Si, pour tout indice il on a : 

(30) v u e n  (ul, ..uiml 10lui+ll . .un) c cl 

alors la solution du problème d'équilibre social en temps minimum est donnée 

par la solution du problème de commande optimale : 

0 
min J = IO dt 
u6cl 

(31) 

sous : Bi = Yi (ui) yi(0) = 0 ~ ~ ( 0 )  = M i 

Démonstration : Elle est identique à cel le  du théorème 3-3, en prenant : 

% 
u. (t) - ' O 
1 vt €[  r;<0 ] 

4-1-Caractérisation des soluti,ons . 
Le principe du maximum appliqué au problème (31) fournit les condi- 

tions nécessaires d'optimalité (u continue par morceaux, R compact). 

Le hamiltonien s'écrit : 

et, en indiçant par un +tune solution optimale, on obtient : 

A ce système sont associées les conditions aux limites : 

* 
a) yi(0) = 0 

+ 4t 
b) yi(8 = Mi 



Le temps n'apparait pas de façon explicite dans le hamiltonien, de sorte 

qu'une intégrale première du système est, en utilisant (34-c), donnée par : 

* 
On obtient alors, en intégrant (35) entre O et 8, et en utilisant les conditions 

aux limites (34-a) et (34-b) : 

4-2. Problème d'allocation de taches et de ressources. 

De nombreux problèmes de décision, d'ordre technique où economique, 

peuvent se ramener à la formulation suivante : une opération donnée peut 

être réalisée indifféremment par n processus, où agents. On dispose d'autre 

part d'un montant de ressources donné pour mener à bien cette opération. Le 

problème est de répartir les tâches et (où) les ressources de façon à réali- 

ser globalement l'opération en un temps minimum. 

Chaque processus est supposé décrit par un modèle de la forme : 

où u. (t) est le montant des ressources allouées, à l'instant t, au processus 
1 

no i. On a : 

(39) Yi(.) : fonction continue,non décroissante, telle que Yi(O) = 0. 

Les conditions initiale et finale sont : 

(40) a) yi(0) = O 

où Mi représente la tâche affectée au processus no i, M > OpBi est le temps 
i - 



mis pour la réaliser. On a : 

où M est la tâche globale. 
O 

Le temps mis pour réaliser la tâche globale est : 

* 
(421 8 = max 

i 
i 

Le problème consiste à définir la répartition des tâches (M1,..M 1 n 
K 

et des ressources (ul,..u ) minimisant le temps de réalisation 8. n 

On constate immédiatement que le problème d'allocation de ressources 

( M. fixés) est celui défini au paragraphe 4, sa solution est donnée par celle 
1 

du problème de commande optimale (31). Le problème d'allocation des ressources 

et de répartition des tâches est alors traité en résolvant (31) avec des con- 

ditions finales libres, la variété finale est définie dans ce cas par (41). 

4-2-1. Allocation de ressources. 

Les résultats obtenus précédemment ( cf. §4-1 ) conduisent à carac- 

.)ç X 
tériser les solutions de la façon suivante : 3 a  = (aSC ... a ) tel que : 1 ' n 

On a, par ailleurs : 

> O i) (fi(Si) - v[ é n 

* r 
ii) Vi 3 t  € [  0.0 ] tel que 'p,(ui(t)) > 0, si Mi > 0 

En effet, dans le cas contraire, les conditions aux limites (40) ne seraient 

pas vérifiées. 

Les fonctions y.( . )  étant non décroissates, on en déduit : 
1 

(45 1 * n 
a CR+ - (01 



K 
La connaissance du vecteur a suffit à déterminer l'epsemble des 

commandes admissibles vérifiant les conditions nécessaires d'optimalité, Nous 

allons à présent caractériser ce vecteur de façon plus précise. Définissons 

les ensemles suivants : 

et soit [ Ya ] la fermeture convexe de Y On a : 
a 

k k 
(49) [ y a  ] = { $; 3~ tel que VkEK. d u € Y a  , $ = 1 

pk$a 1 
k EK 

avec : > O  et 1 p k = l  
Pk - 

kEK 

Proposition 4-1 

Si l'intersection 5 n [ Yu ] est non vide, il existe q vecteurs 

k 
$,€Ya ( q 5 n ) et q intervalles de temps 0 tels que la commande : 

k 

vérifie les conditions nécessaires d'optimalité. 

)c 
Demonstration : Soit $ E 6 0 [ Ya ] . On a : 

(51 
* 

$ = P M  

et : q = card K < n - 

$* est 1' intersection de la demi-droite E. avec l'ensemble convexe [ Ya 1 
contenu dans l'hyperplan : 

* 3t 
Si ce point n'est pas unique, on prendra $ tel que p soit maximum. Dans ces 

conditions, compte-tenu des hypothèses sur les fonctions Yi . , et du fait 
n +t que a € R +  - i O ),on aura p 10. 



On pose alors : 

jc 
Soit u une commande définie par : 

X 
(55) 'f(u (t) = 4, pendant un temps 8 k (k K) 

On a : 

(56) vtr[ 0,8*] <a, <~(d"it) 1) > <aI$> v $C'Y 

d'où, en tenant compte de (54) : 

n 4t  
(58) y(e = -  l $ = M  

P * 
ce qui montre que u* vérifie les conditions nécessaires d10ptimalit6 associées 

au vecteur a. 

Proposition 4-2 

)t 
Inversement, si u(t) est un vecteur de commande optimal, et si a 

est le vecteur adjoint correspondant, 1 ' intersection n[ Ya n ' est pas vide. 
)c 

Démonstration : Soit u(t) un vecteur de commande optimal, et a le vecteur 

adjoint correspondant. On a : 

d'où : 

)c 
(60) < a,<4(u(t)) > = < a,$a > V l!JacYa 

et, en particulier : 

* 
(61) k < a,(f'(u(t) > = < > V k ê K  

On en déduit l'existence de q coefficients p (t) tels que : k 



avec : B k  > O 

d'où, en posant : 
Bk = -  

qk ,r 

ce qui montre la non vacuité de 1 ' ensemble E; (7 [ Y ] . a 

Proposition 4-3 

Si 1' intersection E f l [  Ya 1 est vide. a ne peut pas être un vecteur 
adjoint correspondant à une solution optimale. 

Démonstration : Une commande optimale doit appartenir à Y (62) doit donc 
ci ' 

être vérifiée. La vacuité de 1 ' intersection E; n [ YB ] montre que , dans ce 

cas, les conditions aux limites y ( 0 )  = M ne sont vraies pour aucun 0 positif. 

Prowosition 4-4 

Soit A l'ensemble des vecteurs a tels que l'intersection E;n 1 Ya ] 
ne soit pas vide. On a : 

X 

Pa = constante 

-% 
Démonstration : Soient Jil et Ji* deux intersections de E. avec [ Ya ] et 

2 
1 

[ Y ] respectivement. On a : 
2 

D'autre part : 

(67) < a  1 ' 1  $ * > > < a  - , 'JI > v $ € Y  

d'où : 

et, par conséquent : 

Li 

Pour la mgine raison, on a : 

On en déduit : 



d'où : 

en effet, < al,M > et < a ,M > sont tous deux strictement positifs. 2 

On voit ainsi que, pour tout vecteur a tel que l'intersection 

-R 5 n [ Ya ]ne soit pas vide. on peut définir un ensemble de commandes U 
a 

vérifiant les conditions nécessaires d'optimalité, et conduisant toutes au 

.n 
même temps de réalisation 0. D'autre part, un vecteur a ne vérifiant pas la 

propriété ci-dessus ne peut pas être un vecteur adjoint du pr~blème (31). 

On peut alors rechercher une solution optimale en étudiant l'intersection 

de 5 avec la réunion des ensembles [ Y 1. a ER: - { O 1. 
a 

Soit [ Y ] la fermeture convexe de l'ensemble Y. Compte-tenu 

des hypothèses sur les fonctions (Pi ( . ) , on a : 

(74) [ Y ] = C ~i ; < a,$ > < < a,$ > n 
- a FI u € R +  - { O 1 1 

Soit j (2) la jauge de [ Y ] par rapport à 0, /8 / .  On a : 

{ inf { t ; t > O, z€t[Y] 1 si z€t[y ] pour un 

(75) j (2) = 

+ a> sinon 

nombre t > O 

Théorème 4-1 

X 
Soit 9 la solution optimale. On a : 

)r 

(76 9 = j (M) 

Démonstration : Compte-tenu des hypothèses sur les fonctions (fi ( . ) , on a : 
(77) j (M) < +- 

jc 
j(~) =min{t; t >  O , M E ~ [ Y ]  I = t  

(78) Mct[Y ] j 3~ tel que M = t 1 
pk$ 

k 

kE K 
On a donc : 

avec : $ k ~ ~  



X 
et, puisque t est minimum : 

* * 
On en déduit : 0 = t 

Les considérations précédentes permettent de déterminer directement 

une solution optimale lorsque les fonctions (P.(.) ont des propriétés particu- 
1 

lières. On a : 

Théorème 4-2 

Si les fonctions (4. (.) sont concaves, la solution définie par : 
1 

Y * 
Yi(ui(t)) = constante = IJ 

i v t~[o.C] 

Mi 
0 = -  i = l,..n 

s; 

est optimale. 

Démonstration : Compte-tenu des hypothèses sur les fonctions y . ( . ) ,  l'ensemble 
1 

Y est convexe. Comme il est fermé, il coïncide avec sa fermeture convexe [ Y 1. 
Le résultat est une application directe du théorème 4-1. On peut remarquer 

que, lorsque les fonctions (P. ( . sont strictement concaves, la solution 
1 

optimale est unique. 

Théorème 4-3 

Si les fonctions (f. (.) sont convexes, la solution définie par les 
1 

SC )C couples ( 0 ,+ ) ,  k = l,..n, tels que : 
k k  

(82) 

e k  = Mk 

YF; (uO) 
est optimale. 

Démonstration : Compte-tenu des hypothèses sur les fonctions ( 1  , l'ensemble 

Y est constitué. V a E R: - 1 O 1 . par un nombre fini de points de la forme : a 



(83) e y a  *a  = (0,. .Or Lpk(u0) 'Or. .O) 

La solution optimale est donc donnée par l'intersection de la demi-droite 5 

avec l'ensemble 1 'Ya+] contenant tous les points de la forme (83). 

n 
L'ensemble des vecteurs JI *forme une base de R , la solution est 

CL 

donnee par la succession des commandes individuelles de chacun des sous-sys- 

tèmes et comporte donc n commutations. 

Elle n'est pas unique, en effet, quel que soit l'ordre des commuta- 

* 
tions, 8 reste inchangé. Par contre, on voit qu'il est possible de définir 

l'ordre des commutations conduisant à une meilleure solution optimale. De 

façon évidente on a, en numérotant les sous-systèmes dans l'ordre où ils 

doivent être commandés : 

I ......... etc 

4-2-2. Allocation simultannée des tâches et des ressources. 

On a déjà remarqué que ce problème pouvait être traité en résolvant 

(31) avec des conditions finales libres, sous la contrainte supplémentaire : 

Les conditions nécessaires d'optimalité (33) restent inchangées. Par contre, 

les conditions aux limites (34) deviennent, dans ce cas : 

ON obtient, à partir de (86-b) : 

(87) i = i,..n Y -  - 
Pi "O 



et on peut énoncer : 

Théorème 4-4 

Une solution optimale au problème d'allocation simultannée des 

tâches et des ressources est donnée par : 

a) U? (t) = U: = constante 
1 v tt[ ore*] 

Démonstration : (88-b) est obtenue directement à partir de la condition du 

maximum associée à (87) . 
On peut toujours choisir dans y avec a = ( %, . . Ob) une commande 

a 

admissible vérifiant (88-a) . 
(88-c) et (88-d) découlent directement des conditions aux limites. 

5- SYSTEMES LINEAIRES. 

Dans le cas général, lorsque les fonctionnelles associées â chaque 

joueur dépendent de son état, le théorème 3-1 donne une caractérisation des 

solutions, qui permet de se ramener à la recherche d'un point de Pareto. Dans 

le cas des systèmes linéaires, et sous certaines conditions que nous allons 

donner, on peut, par un processus de scalarisation, obtenir les solutions 

optimales sous forme explicite. 

5-1. Systèmes linéaires vis-à-vis de l'état. 

On suppose les n sous-systèmes décrits par : 

(89) 2 = Aixi + g. (ui) i 1 



où désigne la transposition. 

Théorème 5-1 

'I' Z 
Si $2 est convexe, si les fonctions c e g. (. ) sont concaves V t, 

i 1 

w n alors, VB , si u est Pareto optimal, il existe un vecteur non nula €R+, tel que 

Démonstration : 

Soit 8 un vecteur donné, u1 et u2 deux vecteurs de commande 

admissibles. On a : 

u 
Ait 

D'après la concavité de cT e gi(.), on voit qu'il existe un élément vE$2 
i 

tel que l'hypothèse du lemme 3-1 soit vérifiée. En effet, il suffit de choisir 

v tel que : 

1 2 
(93 ) v = Aui + (l-A)ui i 

L'application du théorème 3-2 conduit directement à (91). 

5-2. Systèmes linéaires vis-à-vis de l'état et de la commande. 

Pour le problème d'allocation des tâches et des ressources, nous 

étendrons les résultats obtenus au §4 au cas des systèmes caractérisés par 

(89) et (go), mais pour lesquels le modèle est linéaire vis-à-vis de l'état 

et de la commande. On a : 

avec A stable, B 7 O, i =  l,..n 
i i 

T "i Ai(Bi-0) 
(95) m. (B. .ui) = cixi(Bi)= Ci Io e ~~u~ (0) da 

1 1  



5-2-1. Allocation de ressources. 

Soit (81,..8 ) un vecteur correspondant à une solution optimale, 
n 

les sous-systèmes étant numérotés dans l'ordre suivant lequel ils achèvent 

la réalisation de leur tâche. On a : 

n D'après ce qui précède, il existe un vecteur a non nul de R+ tel que l'on ait : 

T * n 
(98) 

T f a.c.x. (8.1 = max aicixi(8i) 
1 1 1  1 

i=l uCn i=l 

Posons : 

On peut écrire : 

n 9 
T Ai (8i-a) 

(100) J =  1 1 '  ( f  aiCie avec 9 = O 
i= j O j=l 9 

j-1 

La condition nécessaire fournie par le théorème 3-1 se traduit, 

dans le cas des systèmes linéaires, par la maximisation de la fonctionnelle 

J. La structure de la solution optimale est alors la suivante : 

3i0 tel que : u (t) = 1 
i 
O 

et on peut énoncer : 

Théorème 5-2 

Une solution optimale pour le problème défini par (94)-(97) est 

donnée par : 



- avec T = Bi 8i-l défini par : i 

Démonstration : D'après (101), la solution optimale conduit à N commutations 

( N - > n 1;  durant chaque intervalle de temps, un seul des sous-systèmes est 

commandé, et réalise tout où partie de sa tâche au rythme maximum ( u = 1 1 .  1 

D'après la stabilité des matrices A il est clair que chaque 
i ' 

sous-système doit réaliser sa tâche en une seule fois, dans ces conditions 

on a N = n, d'où (102) et (103). 

On remarque par ailleurs, à partir de (IOJ), que le coût d'une 

solution optimale est indépendant de l'ordre dans lequel les sous-systèmes 

sont commandés. Comme précédemment, une meilleure solution optimale est 

alors obtenue en adoptant, pour la commande des sous-systènes,l'ordre suivant : 

T = max T 
i 

i 

= max T 
Tn-~ ifn i 

5-2-2. Allocation simultannée des tâches et des ressources. 

Pour la répartition des tâches (M ..Mn), la solution optimale est 
1 ' 

donnée par : 

e B.du = 
1 Mi 

(105) 

La répartition optimale des tâches est alors solution du problème suivant : 



min 0 

sous : M. > O 
1 - 

Le Lagrangien du problème s'écrit : 

où la relation T. (M.) est donnée par (105), A est un paramètre de Lagrange 
1 1  

et les p sont des paramètres de Kühn et Tücker associés aux contraintes 
i 

inégalité. 

Soit M. + dM i = l,..n, une répartition voisine de la répartition 
1 if 

optimale, T. + dT. sont les temps d'achévement correspondants. A partir de 
1 1 

la relation : 

on obtient : 

et une condition nécessaire de stationnarité du Lagrangien s'écrit : 

Le calcul de la solution passe par la détermination des variables T Dans ce 
i ' 

sens, il est plus commode de choisir celles-ci comme variables d'optimisation : 

écrivant M = M. (T.) on aboutit au problème : 
i 1 1  



r min Ti 
i=l 

> O sous : Ti - 

Les contraintes inégalité sont équivalentes à celles de (106), compte-tenu 

du fait que Mi(0) = O et que Ti est une fonction croissante de M i . 
Les conditions nécessaires de stationnarité s'écrivent alors : 

T ~ > O  4 Ii i = O 

Dans le cas scalaire (Vi, x i' Ai, Bi, c. 1 ER) on peut donner par résolution 

directe de (110) ou (113) une condition nécessaire pour que chaque sous-système 

se voie affecter une part non nulle de la tâche globale M O . En effet,dans 
ce cas, on a : 

1 
A.M. + c B = - 
1 1  i i  X 

d'où l'on tire : 

et l'on a effectivement u = O Vi SOUS la condition : 
i 



6- CONCLUSION 

L'extension des résultats concernant l'équilibre social au cas des 

problèmes en temps minimum n'est pas triviale. 

La principale difficulté réside dans le fait que l'ensemble des 

joueurs évolue dans le temps, chaque joueur abandonnant la partie dès que son 

objectif est atteint. 

C'est dans la mesure où il permet de surmonter cette difficulté que 

le théorème de réduction à un problème de commande optimale que nous avons 

proposé est intéressant. Il est à l'origine de tout un ensemble de résultats 

concernant les jeux dans lesquels la fonctionnelle associée à chaque joueur 

ne fait pas intervenir son état. 

Lorsque cette réduction n'est pas possible, nous avons donné certaines 

propriétés des solutions optimales, et nous les avons appliquées à la résolution 

du cas linéaire. Celui-ci correspond à l'hypothèse d'un rendement constant pour 

chacun des sous-systèmes. Les propriétés dégagées jusqu'à présent sont insuf- 

fisantes pour s'affranchir de cette hypothèse, sauf à envisager toutes les 

permutations possibles (n!) définissant l'ordre dans lequel les sous-systèmes 

sont commandés. C'est dans cette voie que sont encore possibles les progrès 

concernant ce type de problèmes, et que nous pensons orienter une part de 

nos recherches ultérieures. 
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CONCLUSION 

La dialectique entre individuel et collectif (projets locaux/projets glokdux, 

intérêts particuliers/intérêt commun,..) est au centre de nombreux prohlemes 

actuels en Science des Systèmes, que ceux-ci soient techniques, économique?, 

ou sociaux. 

L'interrogation: "Petits groupes et grands systèmes?" qui définit le thème 

du congrès AFCET 1979 témoigne de l'importance de cette problématique. 

A notre sens, cette interrogation comporte deux volets: 

1- Quel est le processus de formation des groupes à l'intérieur d'un 

grand système? 

2- Quelles sont les actions permettant de tenir compte des intérêts indi- 

viduels des composants d'un système et de l'intérêt général? 

Notre travail propose une contribution à la résolution de ces deux problèmes. 

1- Pour approcher le processus de formation des groupes à l'intérieur d'un 

grand système, nous avons proposé la notion originale de jeu d'agrégation. Dans 

un tel jeu, la définition de la notion d'optimalitê fait intervenir deux niveaux 

de décisions: au niveau supérieur, les joueurs définissent des coalitions opti- 

males alors qu'au niveau inférieur, le manipulateur associé à chaque coalition 

agit effectivement sur le système. 

Dans certains problèmes, l'introduction des manipulateurs peut sembler 

artificielle. En fait, elle peut toujours se faire à partir de la notion de 

centre de classe, ou noyau, habituelle dans les problèmes de classification. 



Cependant, la définition du jeu sous forme de fonction caractéristique permet 

de se ramener à une formulation à un seul niveau, et à la forme classique de 

jeu sur un tableau. Dans ce cas, le recours aux manipulateurs n'est plus obli- 

gatoire, à condition de définir l'application qui associe à toute partie non 

vide de l'ensemble de référence les coûts supportés par les joueurs qui lui 

appartiennent. Nous donnons les conditions sous lesquelles le passage à une 

telle formulation est possible, ainsi qu'un algorithme de programmation dyna- 

mique adapté à celle-ci, pour la recherche de partitions optimales. 

Nous définissons, au chapitre deux, un jeu d'agrégation particulier appli- 

qué aux problèmes de classification relevant de l'Analyse des Donnees. Nous 

montrons l'existence de solutions optimales dans les cas d'un jeu coopératif 

et d'un jeu non coopératif, et donnons certaines conditions suffisantes garan- 

tissant la non existence de solutions en stratégies mixtes. On obtient dans ce 

cas des partitions, ou des recouvrements de l'ensemble de référence. 

L'intérêt de ces conditions apparait au chapitre trois, consacré à l'étude 

de certains algorithmes permettant d'obtenir les solutions du jeu. Compte-tenu 

de la dimension des problèmes et du caractère particulier de la formulation, 

nous avons utilisé des méthodes de décomposition-coordination. Nous envisageons 

d'abord la coordination par prédiction des interactions. On constate dans ce 

cas que le principe de coordination correspondant constitue une condition 

nécessaire et suffisante de Nash-optimalité mais seulement une condition néces- 

saire de Pareto-optimalité. Nous proposons alors un algorithme itératif et un 

algorithme à pas fractionnaire dont la convergence ne peut malheureusement pas 

être démontrée dans le cas général. Sous certaines hypothèses relatives à 

l'obtention de stratégies pures, nous donnons cependant des conditions origi- 

nales de convergence. 

La minisisation d'une fonction d'écart constitue un autre moyen de résoudre 

le problème de coordination. Là encore, le cas des stratégies pures doit être 

étudié séparément. 



Dans la coordination par prédiction des interactions, aucune distinction 

n'est faite au niveau des algorithmes de coordination entre la recherche d'un 

point de Nash et celle d'un point de Pareto. En fait, cette distinction est 

effectuée lors de la résolution des problèmes locaux. 

Il n'en est pas de même pour les autres algorithmes étudiés. Nous donnons 

tout d'abord deux algorithmes dus à J.L.Lions puis, sous des hypothèses légère- 

ment moins restrictives, deux algorithmes de type gradient respectivement pour 

la recherche de points de Nash et de Pareto. 

Enfin, dans le cas particulier de la recherche d'un point de Pareto, on 

fait la remarque que la décomposition sur l'ensemble des joueurs peut être 

remplacée par une décomposition sur l'ensemble des classes. Chaque classe 

constitue alors un sous-système et les interactions entre sous-systèmes se 

situent uniquement au niveau des contraintes définissant les ensembles de 

commandes admissibles. 

Certains avantages de l'approche utilisant un jeu d'agrégation ont été 

donnés au chapitre deux. On y souligne surtout les avantages relatifs aux pro- 

blèmes de calcul numérique et à la liberté du choix de l'ensemble des centres 

de classe admissibles. D'autres aspects sont liés à la généralité de la défini- 

tion sous la forme d'un jeu; certains peuvent conduire à des extensicns intéres- 

santes de ce travail: 

a) Existence de solutions en stratégies mixtes. Celles-ci s'introduisent 

naturellement dans notre formulation. Elles correspondent aux notions de proba- 

bilité d'appartenance, et plus généralement d'appartenance floue; ainsi, en 

économie spatiale, un client appartient plus ou moins à une surface de marché, 

dans les problèmes de sélection du personnel un candidat correspond plus ou 

moins à un profil déterminé, aux courses, un parieur peut jouer plusieurs com- 

binaisons, etc.. 

b) Dans les problèmes de classification, le centre de classe est "transpa- 



rent", c'est-à-dire entièrement déterminé par la classe qu'il représente. Dans 

la formulation générale d'un jeu d'agrégation, la définition du critère et de 

la relation de préférence d'une coalition peuvent faire intervenir des caracté- 

ristiques propres au manipulateur qui agira en son nom. Dans ces conditions, le 

jeu n'est pas symétrique. Un cas extrême est celui dans lequel les commandes 

jouées par les manipulateurs ne dépendent pas de la classe dont ils sont les 

"porte-parole". Ainsi, lors d'élections, la partition de l'ensemble des électeurs 

peut être modélisée par la solution d'un jeu d'agrégation dans lequel les com- 

mandes jouées par les manipulateurs (annoncées par voie d'affiches, tracts, dé- 

clarati~ns~etc..) ne dépendent que des options politiques de ceux-ci. 

c) La définition d'un jeu d'agrégation n'est pas limitée au cas statique. 

Une extension possible de nos travaux consiste à considérer un jeu dans lequel 

les relations d'affectation peuvent être fonction du temps. On peut de même 

envisager l'évolution des critères, des relations de préférence et de comparai- 

son. D'autres extensions concernent l'introduction d'incertitudes liées au 

manque d'informations, soit à l'intérieur d'un niveau, soit entre niveaux. 

Ainsi, reprenant l'exemple des élections, les actions réelles des manipulateurs 

peuvent être différentes de celles annoncées ( ! )  ou encore n'être connues des 

joueurs que d'une façon partielle, déformée ou retardée. 

d) La définition du jeu d'agrégation comprend, en particulier, celle des 

coûts et des relations de préférence des joueurs. La modélisation de ces coûts 

est évidemment dépendante des applications considérées, et nous n'avons pas 

envisagé le problème de leur définition. Pour les applications relevant de 

l'Analyse des Données, ces coûts sont souvent basés sur la notion de distance 
2 

(distance quadratique pour des données quantitatives, distance du y, pour les 

tableaux de contingence correspondant à des données qualitatives). Dans les 

problèmes de décomposition de systèmes complexes, on utilise, pour définir les 

coûts associés à une décomposition donnée, des notions issues de la théorie de 



l'information: coefficient de transmission, coefficient de couplage entre varia- 

bles. La symétrie de la notion de distance conduit à rechercher des décompositions 

sous la forme bloc-diagonale. Celle-ci n'est cependant pas la seule possible; 

en particulier, une décomposition conduisant à une matrice de couplage triangu- 

laire peut être d'un grand intérêt. Dans ce sens, l'étude et la définition de 

coûts non symétriques nous semble être une voie de recherches pleine de promesses. 

e) Aucune hypothèse n'est faite à priori sur les critères et les ensembles 

de coûts admissibles des joueurs. En particulier, ces coûts peuvent être non 

scalaires et conduire à des problèmes de classification multicritères, qui ne 

sont formulés en tant que tels par aucune méthode de notre connaissance. Nous 

n'avons considéré, aux chapitres deux et trois, que des coûts réels, et Lkppro-  

che multicritères nous semble être une voie intéressante pour la poursuite de 

nos travaux. 

2- L'étude des compromis entre intérêts particuliers et intérêt géneral 

fait l'objet, dans des optiques légèrement différentes, de la théorie de la 

commande multicritères et de la théorie des jeux coopératifs. A l'origine, nos 

recherches dans cette voie ont démarré à partir de problèmes pratiques de 

localisation et d'affectation optimale de tâches et de ressources. Dans ce sens, 

une classe de solutions particulièrement intéressante est fournie par les solu- 

tions de compromis de paramètre pl et plus particulièrement, compte-tenu des 

applications envisagées, par les solutions de paramètre p = +m. Nous avons 

introduit la notion de meilleure solution optimale, à l'aide d'un processus 

analogue à celui de la définition du nucléolus d'un jeu à N personnes. 

Dans une première partie, nous avons caractérisé l'ensemble des solutions 

optimales par des propriétés débouchant sur des algorithmes de calcul. Nous 

avons montré la relation entre meilleure solution optimale et point de Pareto, 

et nous avons étudié le parallèlle entre notre approche et l'approche classique 



des problèmes de commande multicritères définie par le processus de scalarisation. 

Le théorème de point selle que nous avons établi permet de faire la liaison 

entre ces deux approches. 

Dans le cas particulier des problèmes d'allocation où les coûts sont 

exprimés explicitement en fonction des variables de commande, nous avons établi 

plusieurs théorèmes illustrant le principe d'équité, qui se traduisent sur Le 

plan du calcul par la recherche d'une meilleure solution optimale comme solution 

d'un système d'équations en général non Linéaires, et nous avons étendu ces 

résultats au cas où les fonctionnelles à minimiser sont seulement continues 

par morceaux. 

L'inconvénient majeur des solutions de compromis est qu'elles imposent 

une intercomparaison des différents critères par l'intermédiaire de la fonction 

de co3t globale. En particulier, pour l'équilibre social, les différents coûts 

doivent être directement comparables, ce qui impose l'existence d'une unité 

de mesure commune pour tous les critères. Lorsque cette contrainte n'est pas 

admissible, nous avons montré que la notion d'équilibre social pouvait néannaoins 

être utilisée pour déterminer l'ensemble des points de Pareto du problème. Nous 

avons dans ce sens défini une classe de problèmes d'équilibre social, et donné 

une condition nécessaire et suffisante originale de Pareto-optimalité. 

Les méthodes de recherche de l'ensemble des points de Pareto d'un problème 

multicritères sont soit incomplètes (elles ne fournissent pas toutes les solu- 

tions, sauf sous des hypothèses très restrictives) soit elles introduisent des 

solution "parasites" dont l'élimination ultérieure est compliquée. Utilisant 

notre approche, nous avons pu définir un algorithme donnant toutes les solutions 

Pareto-optimales, associé à des tests d'élimination très simples. 

Dans une deuxième partie, nous avons étudie un problème d'affectation de 

tâches et de ressources associé à un critère de temps minimum, dans lequel les 

fonctionnelles à minimiser sont données de façon implicite, et dépendent de la 

dynamique des joueurs. La difficulté de ce problème d'équilibre social réside 



dans le fait que toutes les fonctionnelles ne sont pas définies sur le meme 

horizon: dès qu'un joueur a réalisé son objectiffil abandonne la partie et 

n'intervient plus dans la suite du jeu. Nous établissons deux théorèmes qui 

sont à la base de la recherche des solutions. Le premier donne une condition 

nécessaire reliant une meilleure solution optimale à un point de Pareto sur 

l'ensemble des commandes admissibles; le deuxième permet, sous certaines hypo- 

thèses, de se ramener à la résolution d'un problème de commande optimale en 

temps minimum. 

L'utilisation de ces deux théorèmes nous permet alors d'aboutir aux solu- 

tions, d'abord dans le cas simple où la fonctionnelle de chaque joueur ne fait 

pas intervenir son état, puis dans le cas où chaque sous-système possède un 

régime autonome linéaire vis-à-vis de l'état. Dans les deux cas, nous envisa- 

geons les problèmes d'allocation de ressources puis d'allocation sirnultannée 

de tâches et de ressources. 

Une partie des résultats obtenus sont déjà connus. Cependant, l'approche 

originale que nous avons adoptée a permis de les présenter de façon unifiCe, 

d'obtenir certaines propriétés nouvelles, et de traiter des problèmes jusqu'alors 

non résolus. Toutefois, les propriétés dégagées jusqu'à présent sont encore 

insuffisantes pour s'affranchir de l'hypothèse de linéarité, sauf à envisager 

toutes les permutations définissant l'ordre dans lequel les sous-systèmes sont 

commandés. La poursuite de nos travaux dans ce domaine peut ainsi prendre deux 

directions, suivant qu'on cherchera à définir de façon analytique une numérota- 

tion optimale ou qu'on s'orientera vers l'étude d'algorithmes convergeant vers 

une telle numérotation. 

D'autres extensions, allant vers une plus grande conformité de ce modèle 

d'activité par rapport aux problèmes réels, nous semblent devoir être envisagées: 

en premier lieu, le modèle étudié considère une activité unique réalisée en une 

étape; une extension naturelle conduit à envisager le cas multiproduits-multiétapes. 

Dans ces conditions, les différents sous-systèmes traitent chaque produit sur 



des horizons qui ne diffèrent plus seulement par la valeur de l'instant final, 

mais aussi par celle de l'instant initial. La structure du processus de production 

devient alors une structure série-parallèlle. En second lieu, il semble souhai- 

table de pouvoir introduire un modèle stochastique pour chacun des sous-systèmes; 

la définition du critère d'optimalité pose, dans ces conditions, un problème 

délicat que nous pensons aborder prochainement. 



A N N E X E S  



ANNEXE 1 

PARTITXON ET SECTORISATION 

Soit A = A x.. 
1 AN l'ensemble des affectations admissibles, où A r a=l,..N a 

est défini par: 

A est un polyèdre convexe. En effet, il est l'intersection des demi-espaces 

k k m 
H = {A; X > O}, a=lr..N> k=l...m, et des plans E = {A; 1 hk = 11, ci=l,.-K', 
a a -  a a k=l 
C'est donc un tronçon. De plus, V X € A on a: 

Nous allons montrer que le profil de Ar 7, est l'ensemble des partitions de 

= {J1,..JN} en m' classes. m' - < m. 

Soit P l'ensemble des partitions de ;f- en m' c m classes. On a: - 
k 

m 
P=Px..P avec: P A ;  X f{0.1} k=l,..m, 1 X k = l }  

1 N a a a a a=lr. .N 
k=l 

a) Montrons que X € P - X € 'n'. 

On a PcA, il suffit de montrer que X est un point extrémal du polyèdre 

convexe A. 
- 

Supposons X = p u  + (1-p)~ avec O < p < Ir et € A. On a: 

k k -k 
Aa = PU, + (l-p)Ua V a 63 {I,..N),V k € {l,..m) de sorte que: 

Comme X € PI on a: V a € {l,..~) un seul des Xk = 1, d'où: 
a 

Comme on a par ailleurs: 

k -k k -k 
c max , 1 on en déduit: PU + ( 1 - p ) ~ ~  - a 



k - -k - pa = 1 V (a,k) € {il. .N}x{~, . .ml tel que Ak = 1, c'est-à-dire: 
a 

- 
p = p = A, ce qui montre que A est un point extrémal de A. 

b) Montrons que A 8 'i w 8 P. 

Supposons que A ne soit pas une partition. Alors, il existe un indice 

a et un ensemble K ~ C I ~  ... mltel que: 
O 

Soit p € A quelconque, et soit D (p,A) la droite: 

L'intersection de cette droite avec A est le segment D (p,A)cD(p,A): 
T 

D~(~.A) = {i; i = TV + - A  T e TI 

où T est défini par: 

k k k  
T 8 T -A < T (va-Aa) 5 1-Aa 

a - v a 8 {I,..NI, v k G {l,..m~ 

Dans ces conditions, on voit que: V p 8 A(A), où A(A) est l'ensemble: 

k 
A(A) = {p; va = O V (a,k) f 11, .. ~}x{l. ..ml tel que Ak = O} a 

la droite D(~,A) est privilégiée si X n'est pas une partition. En effet, O est 
. . 

alors un point intérieur de T. Ceci est en contradiction avec le fait que A € A .  



- 176 - 

ANNEXE 2 

DENOMBREMENTS DANS LES PROBLEMES DE PARTITION 

1- Nombre de  p a r t i t i o n s  d 'un  ensemble de  N é léments  EiiI m c l a s s e s .  

C ' e s t  l e  nombre de S t i r l i n g  de deuxième espèce: s ( N , m ) ,  donné p a r  l a  

r e l a t i o n  de  récurrence:  

s ( n + l , k )  = s (n ,k-1)  + k s ( n , k )  

ème 
En e f f e t ,  on peu t  i n t r o d u i r e  un (n+ l )  élément de  deux façons d i f f é r e n t e s :  

- Il  forme une c l a s s e  à l u i  t o u t  seu l .  Le nombre de p a r t i t i o n s  de c e  type 

e s t  é g a l  au  nombre de  p a r t i t i o n s  des  n  a u t r e s  éléments en k-1 c l a s s e s .  

- Pour chacune des  p a r t i t i o n s  de n éléments en  k  c l a s s e s ,  on peu t  a f f e c t e r  

l e  (n+llème élément à l ' u n e  des  c l a s s e s .  

TABLEAU s (N , k)  



2- Nombre de partitions de N éléments en m classes vérifiant la propriété d'ordre. 

Définition de la propriété d'ordre. 

Soit f = { J ~ ,  . . J } un ensemble de N éléments mesurés par un paramètre Q. 
N 

Soit q la mesure associée à l'élément J 
i i' 

On dit qu'une partition {C  . .C 1 rie l'ensemble en m classes 2ossède 
1 ' TT! 

la propriété d'ordre si pour deux éléments J et J classés dans la même classe i j 

Le nombre de ces partitions est donné par la récurrence suivarite: 

TABLEAU 0 (NI k) 



3- Nombre de parties à envisager pour la programmation dynamique. 

- Pour la partition en deux classes: 2N - 1 - N - 2 
C~ 

D'où, au total: 

N 2 3 m- 1 
= i + (m-2) (2 -I-N-c~) + (m-3)cN + ... + cN 

Si les partitions cherchées doivent posséder la propriété d'ordre, le nombre 

de parties à envisager devient: 

- Pour la partition en 2 classes: N-1 

D'où, au total: 

v(/f = N-m+l + N-mi-2 + ... + N-1 = N (N- 1 ) - (N-m+l ) (N-m+2) 
2 

4- Nombre de tests pour une partition Nash-optimale en m cIasses. 

A chaque partition on fait au maximum: N(m-1) tests (chaque élément est 

essayé successivement dans les m-1 autres classes) .D'où: 

% = s(N,m)N(m-1) 

En utilisant la programmation dynamique: au pas k, soit P l'ensemble des parties 
k 

de E à e-k éléments au plus (E est une partie de , e=card E) . 



Nombre de p a r t i e s  Nombre de t e s t s  

Par t i e s  à 1 élément 

II  2 " 

I I  I l  3 " 

II e-k " e-k 
(e-k) kC 

e 

Pour une pa r t i e  E donnée, l e  nombre de t e s t s  à effectuer  pour trouver Les 

pa r t i t i ons  Nash-optimales de E en k+l c lasses  e s t  donc: 

Par a i l l e u r s ,  E appar t ient  à l'ensemble des p a r t i e s  de f à plus  de k élernents. 

On a: nombre de p a r t i e s  de à k+l éléments: 
k+ 1 

C~ 

Le nombre t o t a l  de t e s t s  à effectuer  au pas k e s t  donc: 

Le nombre t o t a l  de t e s t s  à effectuer  pour l a  recherche d'une p a r t i t i o n  en m 

c lasses  e s t :  

5- Exemple. 

Considérons l e  cas:  N = 10, m = 3. 

Nombre de p a r t i t i o n s  possibles:  ~ ( 1 0 ~ 3 )  = 9330 

Nombre de t e s t s  pour un po in t  de Nash: % = 186 60, 

Avec La pruyrarnmation dynamique: 

Nombre de p a r t i e s  à envisager: # =  969 

Nombre de t e s t s  pour un po in t  de Nash: % = 19 140 

Lorsque l ' on  impose l a  propr ié té  d 'ordre:  

Nombre de p a r t i t i o n s  possibles:  0(10,3) = 36 

Nombre de p a r t i e s  à envisager par l a  programmation dynamique: 
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ANNEXE 3 

METHODE GENERALE DE DECOMPOSITION DES PROBLEMES D'OPTIMISATION (G. COHEN) 

On considère le problème d'optimisation suivant, dit problème principal (PP) : 

min if (x) ad 
x e x  

où est une fonctionnelle convexe de X (espace de Banach) dans RI et X ad 

une partie convexe de 5 .  En supposant b Fréchet-dif férentiable (de dérivée #- ' ) , 
on a la condition nécessaire et suffisante: 

* Yi < 3' (X ) ,x-x > > O 
ad 

- v x e x  

* cette inéquation variationnelle ,caractérisant toute solution x . 
On considère une autre fonctionnelle J dite "noyau", de la même nature 

que 3 et un point xk € xad, et le problème dit auxiliaire (PA) : 
k k 

min J(x) + <E #'(x ) - J'(x )rx> 
x e x  

ad 

avec E > 0, <.,.> est le produit de dualité. 

Toute solution du PA, xk+l , est caractérisée par 1' inéquation variationnelle : 

<J' (xk+') - J' (x + E ad - v x e x  

k k+l k X 
Lemme fondamental: Si x = x , alors x = x . 
Démonstration: évidente. 

ALGORITHME (version A) 

ad 
1) Choisir x0 € X . Faire k=O. 
2) Résoudre le PA ci-dessus. Soit xk+l une solution. 

k k+l 
3) Stopper si Il x - x II < seuil, sinon faire k=k+l et retourner en 2) . 



Théorème de convergence. 

ad 
Hypothèses : 1) et J convexes, Fréchet-dif f érentiables sur X convexe. 

2) # et J coercifs sur Xad, c'est-à-dire: 
ad 3 a > O tel que: V x,y € X <Y'(x) - I'(y)rx - Y> > a[(x - y11 2 - 

(même inégalité pour J avec une constante b) 

ad 
3) 2 '  et J' lipschitziennes sur X . c'est-à-dire: 

ad 3 A > O tel que: v xry e x 1) 3' (XI - t'  (Y)II+ L A  [lx - Y\\ 

(même inégalité pour J avec une constante B) 

k 
Alors: La suite (x ) engendrée par l'algorithme ci-dessus converge vers x Y 

2b 
unique, quel que soit xO, si E est choisi plus petit strictement que - . A 

VARIANTE B DE L'ALGORITHME 

1) Choisir x0 B Xad. Faire k=O. 

k 
2) Résoudre le PA: 

k 
min J(x) + <l'(x - J1(x ),x> ad 

x € X  

,k+l 
Soit x la solution. 

k+l ,k+l k 
3) Soit x = EX + (1-E)X (E > 0) 

4) Stopper si II x - xkfl 11 < seuil, sinon faire k=k+l et retourner en 2). 

Dans cet algorithme, il n'y a pas de coefficient E dans la modification 

linéaire de 3, mais on "réinjecte" une combinaison linéaire de xk et de la 

dernière solution. 

Le même théorème s'applique (même choix de E ) .  

* 
Soit M un opérateur linéaire de X dans son dual X , auto-adjoint et coercif. 

c'est-à-dire: 

1 3 m  > O tel que V x, - <MX,X> 2ml)xl 2 
2 

(M également lipschitzien) 

On considère alors l'algorithme: 



ad 
1) Choisir x0 € X . Faire k=O. 

2) Résoudre le PA: 
k k 1 k k 

min J(x) + <J'(x) - J1(x ),x> +-<M(x - x ),x - x > ad 
x e x  

2 

Soit xk+l la solution. 

3)  Stopper ou retourner en 2) . 
Théorème de convergence. 

Hypothèses: Les mêmes que précédemment, plus celles sur M. 

A Condition de convergence: b + m > - 
2 

Autrement dit, en choisissant M "assez positif" (m assez grand), on arrive tou- 

jours à faire converger l'algorithme. 

UTILISATION DANS LE CADRE DE NOTRE PROBLEME. 

on a: t ( x )  = G(x,h(x) 1 = G(x,y) avec y = h(x). 

k k 
On choisit le noyau: J(x) = J Cx) = G(xIh (x ) ) . 
Le fait que le noyau dépende du pas k ne gêne pas la théorie, mais bien sur, 

les constantes b et B dépendent du pas k. 

On a alors: 

k aG (x,h(x))d;(x) k k d h  k # '  (X ) - J ~ '  (X = - 
a Y 

de sorte que le PA (version BI s'énonce: 

qui est l'algorithme proposé au chapitre 3 ,  52-2-2. 

Remarque: Les constantes de coercivité étant difficiles à évaluer, la règle 

pratique est d'utiliser la version B de l'algorithme avec & assez petit, ou la 

version C avec un terme de freinage quadratique assez grand. On peut dans tous 

les cas faire converger l'algorithme par l'un de ces deux procédés. 
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ANNEXE 4 

DECOMPOSITION PAR ACTION SUR LES CRITERES INDIVIDUELS (J.L.LIONS) 

1- RECHERCHE D'UN POINT DE NASH. 

a) Hypothèses. 

On considére n fonctionnelles J.(vlI..v ) ,  i=l. ..nt définies sur l'espace 
1 n 

n 
de Hilbert: U = U et l'on cherche un point de Nash des fonctionnelles J 

i=l i' i 

sur un ensemble convexe produit: 
n 

'ad = "i,ad 'i,ad 
: ensemble convexe fermé de U 

i 
i=l 

On suppose les fonctionnelles J continues, et: J. convexe en v et Gateaux- 
i 1 i 

différentiable V (vl , . . v , v . .v ) .  
i-1 i+lr n 

On introduit l'opérateur AI non linéaire, de U dans U défini par: 

En désignant par <.,.> le produit scalaire dans U, la recherche d'us! point de 

Nash équivaut à la recherche de u tel que: 

(1  <A(u) I V  - u> - > O V v B U  ad' " 'ad 
On fait alors l'hypothèse suivante: 

Dans ces conditions, on a: 

(3  <A(v)rv' m si ~ l v y  + + m  
Il v Il 

et il existe un élément ur unique solution de (1) /1/. 

b) Algorithme. 

1 m m+ 1 
A partir de u0 8 UadI puis de proche en proche u ,..u , on détermine u 

par l'algorithme suivant: 



um+l est solution du problème de minimisation de: 
i 

-3 

c) Théorème de convergence. 

On suppose T choisi, avec: 
k 

aJi aJi 
(7) 1- (ul, . .U I V .  1 .  .U - - ~wll.-wi~llvirwi+ll ..w )( < ... 

avi i-1 1 n avi n - 

m+ 1 
Alors: Il existe un point de Nash u unique.Par ailleurs, (4) définit ui de 

m 
façon unique et l'on a: u -t u dans U lorsque m -+ m .  

ad 

Démonstration: 

m m m m 
1) La fonctionnelle r J. (ulr..Ui-l~vi~ui+lr . .u ) étant continue convexe est 

m i n 

minorée par une fonction affine de sorte que: 

m+ 1 
est infinie à l'infini et strictement convexe; (4) définit donc u i de fa~on 

unique. 

2) Pour simplifier l'écriture, posons: 

i 
U = (ul,..u rOIUi+lr..U 

i-1 n 

i 
Ji(ul1 . . u ~ - ~ I V ~ I U ~ + ~ I  . .u n ) = Ji(u ,vil 

m+ 1 
L'élément u est caractérisé par: 

i 



En prenant  v  = u on ob t i en t :  
i i 

D'autre p a r t ,  u  é t a n t  po in t  de Nash, on a :  

Ajoutant (9) e t  ( IO) ,  il v ien t :  

aJi i m+i aJi m+l, n 
Posons : = < ( u  I U  1 - ( u  ,ui) i(i 

avi m i av , x = I  xi 
i i=l 

D'autre p a r t ,  pa r  (7)  on a :  

d'où l ' o n  ob t i en t :  

Par a i l l e u r s ,  à p a r t i r  de: 

on t i r e ,  en développant: 

d'où, en repor tan t  dans (12) : 



A partir de (1 1) . on a donc: 

et finalement: 

c'est-à-dire: 

On en déduit: 

ct 
(18) O < T  < m 2 

-- 1 + m l  -+ O lorsque m -+ 

2u (n-1) 

2- RECHERCHE D'UN P O I N T  DE P A m T O .  

a) Hypothèses; 

V est un espace de Banach réel réflexif (norme Il.\\) et K un sous-ensemble 
convexe fermé non vide de V. J est une fonctionnelle réelle définie sur K et 

telle que: 

1) J est strictement convexe. semi-continue inférieurement sur K 

2) Si K n'est pas borné: lim J(.u) = + 
Il u Il " " 
u€K 

On suppose que 1 ' on peut dé£ inir sur V une norme 1 . 1  continue, c~rrespondant 

à un produit scalaire préhilbertien <...> et que: 
q 

3)  V =  n Vi les V. étant des espaces de Banach réflexifs (norme 11. (1 avec: 
1 

i=l 

V c  V. c H où H est l'espace de Hilbert complété de V pour la norme 1 . I l  les 
1 

injections étant continues. 
9 

4) K = (t K. où K. est un ensemble convexe fermé de V 
1 1 i i=l 

J(v) = f Ji(v) V v E K. J. étant une fonctionnelle réelle définie sur 
1 

i=l 



K. et vérifiant les conditions: 
1 

5) J. est convexe, semi-continue inférieurement sur K et telle que, si K 
1 i i 

n'est pas borné: lim Ji (v) = + m 
Il v I l i  - 

b) Algorithme. 

1) On donne une condition initiale u0 € K 
9 

2) est déterminé à partir de u n+(i-l)/q comme 1 'mique élément de 

K. qui minimise la fonctionnelle: 
1 

où .rO,.rlr. . est une suite de nombres strictement positifs tels que: 

(19) lim 1 max T )  = O  
N + m O<n<N 

n 
- - 

N 

(20) lim a = + m N 
avec o = 

N + m  
N 1 'n 

n=O 

3) A la suite u ~ ~ ~ / ~  ainsi définie, on associe la suite: 

C) Théorème de convergence. 

Y 
Sous les hypothèses précédentes, il existe un élément unique u € K qui 

réalise le minimum de J et l'on a: 

lim wN+i/q = .* dans V faible (i=l,- .q) 
i 

N - t m  
Démonstration. 

D'après le point 2) de l'algorithme, on a: V v € K 
i 



Lemme 1. u n+i/q e K. vérifie (21) si et seulement si: 
1 

'L 
En effet, soit de façon générale j et j2 deux fonctionnelles convexes sur KI 

1 

jl étant différentiable; si j = jl + jz vérifie j(v) -; + m lorsque IlvII-+ + 
2> 

et si j est strictement convexe, alors l'élément u de K réalisant le minimum 

2> 
de j sur K est caractérisé par: 

2r 
<ji(u),v - u> + j2(v) - j2(u) 2 O V v € K (cf. /2/) 

2> 
On en déduit (22), en posant K = K et: i 

Soit à présent v un élément quelconque de K. 

Lemme 2. On a: 

En effet, puisque v € K les relations (21) et (22) ont lieu pour tout n et i. 

11 est facile de voir que: 

n+i/q n+ (i-1) /q n+i/q - = 2< (U "fi/%V) - (U n+(i-l)/q-v) n+i/q - v, 
2< u - u 1 u 

n+i/q - V I Z  - l u  n+(i-1) /q 2 n+i/q - un+ (i-1) /q 2 
= lu - VI + (u l 
Alors, (22) donne: 

1 un+i/q 2 n+(i-l)/q - v12 + l u  n+i/q - u n+ (i-1) /q 2 + 2r J. (u 1 n+i/s) < 
-VI - lu n i - 

Ajoutant ces inégalités pour n=O,..N; i=l,..q, on trouve: 



N+i/q et la convexité de J. on a: D'après la définition de w 
1 

et en utilisant ceci dans (24) on trouve (23). 

On utilise alors (23) avec v = vo un élément fixé quelconque de K (qui est 

non vide). Comme les fonctionnelles J sont bornées inferieurement, on obtient 
i 

aisément les majorations suivantes: 

Lemme 3. Il existe upe constante c indépendante de N et des nombres T , telle que: 
n 

Grâce à la définition de w N+i'q, et compte-tenu de (27) et de la convexité de 

2 
la fonction w -t 1 wl , on obtient, pour 2 < i < q: - - 

< C( max T ~ I  - 
O<n<N - - 

et, d'après (19) : 

(29) N+i/q - WN+(i-l)/q) = 0 dans H fort 2 5 i < q lim (W - 
N - t m  

En raison de (281, il existe une suite N' -+ telle que: 

(30) N1+i/q = lim w dans V faible 1 < i < q 
i - - 

N' -+ oo 

N+i/q En raison de (29) les w(~) sont égaux à un même élément W. Puisque w a Ki 

par définition, et que cet ensemble est fermé dans V faible, on a: i 



(31) w = w ( ~ )  e Ki e t  donc w f K 

S o i t  à présent  v  € K. L ' i n é g a l i t é  (23) donne: 

U t i l i s a n t  (20) e t  (29) '  e t  l a  semi-continuité i n f é r i e u r e  de J on trouve à l a  
i ' 

l i m i t e  : 
9 

(33) 1 Ji (w) = J ( w )  - < J(v)  V V € K  
i=l 

ce q u i  prouve que w = u. 

On v é r i f i e  de même que de toute  s u i t e  e x t r a i t e  de w on peut  e x t r a i r e  

~ + i / q  
une sous-suite q u i  converge ve r s  u  dans V f a i b l e  e t  c ' e s t  donc l a  s u i t e  w 

i 

t o u t  e n t i è r e  q u i  converge v e r s  u  dans V f a i b l e  lorsque N -t m. 
i 

Remarque. L'hypothèse (19) est  seulement une condit ion s u f f i s a n t e  pour a s su re r  

(29) e t  donc (31) .  S i  l ' o n  peut  s ' a s s u r e r  de (29) par  un quelconque procédé 

(éventuellement expérimental) a l o r s  l e  théorème de convergence demeure va lab le  

sans (19).  
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ANNEXE 5 

RECHERCHE D'UN POINT DE NASH AU MOYEN D'UNE PARTIE FICTIVE CONTINUE 

a )  Hypothèses. 

On suppose l e s  fonctions R j = l , . . N ,  continues e t  t e l l e s  que: 
j ' 

R .  e s t  convexe en X e t  d i f f é r e n t i a b l e .  
3 j  

a R1 a RN 
A ( A )  désignant  l 'opéra teur :  A ( A )  = ( - ( A l , .  . A N )  , . . ( A  . . A  ) on suppose: 

a A l  3AN 1'  N 

(2) 3 a  > O t e l  que < A ( A )  - A ( X ' )  , A -  A ' >  - > aI\A - A ' ( \  V A I X '  

Les ensembles admissibles h son t  d é f i n i s  par :  
j 

avec: cT = (1,..1) 

b) Système d i f f é r e n t i e l .  

A p a r t i r  d'une condit ion i n i t i a l e  f i x é e ,  on in tèg re  l e  système: 

où u es t  so lu t ion  du problème: 
j  

2 T 
a R 

(luj il2 = minm 1 vjll sous l e s  con t ra in tes :  1- c  v = cT-J(~) 
v,€R j a A 

j 

al?. 
3- v i  5 + ( A )  ssi hi = f i j  

a A' j  
j 

C )  Théorème de conversence. 

t 
S o i t  A une so lu t ion  du système (4) obtenue à p a r t i r  d'une condit ion 



initiale admissible XO. On a: 

X 
2) X est point de Nash. 

t 
Démonstration. Soit X un point sur la trajectoire issue de la condition initiale 

X 0  et soit un point de la même trajectoire, T étant un réel posi.:.if quelconqu, 

On introduit: 

On a alors: 

cl est-à-dire, compte-tenu de (4)  : 

(on note de la même façon le produit scalaire dans !. et dans A aucune 
j j=1 j ' 

confusion n'étant à craindre). On a donc: 

m 
t t t+T t t+T i.t i.t+T) (A;rt i.t+T 

posons: x = < u  - u  , A  - A  > = 1 (U - u - X 
j j 

1 
j j j j i=l 

et soient I,K,L,I',K',L', les ensembles d'indices suivants: 

On a, en t et en t+T, les commandes suivantes: 

card K = p 
1 

card LI = q 



card K r  = p' 
1 

card LI = q' 
1 

On notera, pour alléger l'écriture: 

0 
i,t 1 i' ,t+T 

cl ' 
i € Il u = -  I i f €  1' u - - 1 

j 1 
m-P-cl 

j m-p ' -q ' 

Le calcul de xt fait alors apparaltre les quantités suivantes: 
j 

9 
xt = 1 Y, avec : 
j ,=, 

- (9) Y2 - (At+T))(B - B . )  = 0 
a xi j~ 

c'est-à-dire, compte-tenu du fait que les trajectoires restent admissibles, 



- (14) y6 - J: (5 ( A t )  - m-p O ;  l -q ' ) - A ; l t + ~  1 
i€KlnI; a h i  

j 

- (3 ( A t )  - i l  t+T (15) Y7 - m-pl-q' ( B .  - A 
J j 

1 
I P L ~ I \ I ~  a h i  j 

RI u t i l i s a n t  dans (11) l e  f a i t  que: 

I l  = (K~IIK;)U(L~IIL;)U(K~~L;)U(K;~L~)U(K~~I~)U(L~~I;)U(K;~I~)U(L;~I~) 

e t  en e f f ec tuan t  l a  sommation des Y on o b t i e n t  f inalement:  
i ' 

a R  t 
a R u 

+ E j  ( p + T )  - - j  ( A )  - -  
' j  (z a xi m-p-q l +  m-p ' -q l i€KinLl 

j j 

Par a i l l e u r s ,  l e s  ensembles K e t  LI s o n t  t e l s  que: 
1 



a R 1 -i (XI > - 
ahk 

1 5 (XI 
j i$KIULl a~~ j 

a R 1 -1 (XI < - 
a 2  

1 -L (hl 
m-P-q ~ $ K ~ V L ~  ahi 

j j 

avec les mêmes relations pour les ensembles K' et Li. En effet, dans le cas 1 

contraire, les contraintes inégalité correspondantes ne seraient pas saturées . 
En utilisant (19), et compte-tenu du fait que les trajectoires restent 

toujours admissibles ( V -r, € [o,B~] V i). on déduit de (18): 

1 20) 
t 

X. < O avec X~ = O si et seulement si p = q = p' = q' = 0, c'est-à- 
3 - 3 

dire si aucune contrainte n'est saturée en t ni en t+T. 

Dans ces conditions, on peut majorer (7)  par: 

Utilisant l'hypothèse (2) on obtient alors: 

d'où: 

ce qui démontre la convergence de l'algorithme. 

Unicité du point d'équilibre . Considérons deux conditions initiales différentes: 
t X O et pO, et soient X et deux points appartenant aux tra je~toires qui en 

sont issues . On introduit la fonction: 

On démontre de la même façon que précédemment: 

t 
lim W = O 

Nash-optimalité .Il reste à montrer que le point ainsi obtenu est bien le point 

9 de Nash du problème .Soit X ce point .On a: 



W Soient K et L* les ensembles d'indices correspondant aux contraintes saturées. 
1 1 

On a, à partir de ( 24): 

Ce système linéaire homogène, de déterminant nul, admet la solution: 

A partir des relations (19) caractérisant les contraintes saturées on a, en 

utilisant (26) : 

Soit A un point quelconque admissible. On a: 

a R  * a R a R 
(28) < >  ( A  ),Aj - j ( f )  (A' - Afx) + 

j J a A 
j 

Compte-tenu de (26) et de la contrainte égalité, la derniére somme s'écrit: 

de sorte que (28) devient: 

et, compte-tenu de (27) on obtient alors: 



3, 
ce qui montre, grâce à la convexité de R. par rapport à X que la solution X 

J j ' 
est Nash-optimale . 


