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1 NTRODUCT I O N  

Fréquemment en mathématiques appliquées, on dispose d'algorithmes 

construisant des suites dont on n'est pas certain de la convergence : 

algorithmes d'optimisation (W.I. Zangwill [II, E. Polak Cl] r21, P. Huard Il1 

C21 C3l C41, J.C. Fiorot et P. Huard Cl1 C21, J.C. Fiorot Cl], etc ... ) 
algorithmes généraux mult ivoques (S. Kakutani [ 11, B. C. Eaves C 17, 

W.I. Zangwill Cl], P. Huard Cl] C51, G.G.L. Meyer [Il [21 C31, R.R. Meyer Cl3 

C21 Cs], J. Denel Cl] C21 131, etc ... ) algorithmes basés sur une itération 
de Picard : x 

n+ 1 
= f(x ) (S. Ulam et P. Stein Cl], A.N. Sarkowski C11, n 

F.T. Metcalf et T.D. Rogers Cl], G.G.L. Meyer et R.C. Raup Cl], etc...). 

C'est pourquoi une étude générale des suites non convergentes, de leurs 

points d'accumulation et des algorithmes pour traiter de telles suites 

(algorithmes essayant de reconnaître la convergence, de dénombrer les 

points d'accumulation, d'extraire des sous-suites convergentes) semblait 

intéressante à entreprendre. 

C'est cette étude que nous avons tenter de faire dans ce travail, où 

on pourra distinguer : 

1) La mise en avant des problèmes généraux que posent les suites non 

convergentes ( §  1, II et III). 

2 )  La formation d'outils pour le traitement de ces suites ( §  II, IV et VI. 

3)  étude détaillée de deux types particuliers de ces suites ( §  VI et VII). 

4) La recherche de méthodes pour le traitement de ces suites ( §  VIII, IX, XI. 

5) Quelques expériences numériques (annexe). 



1) La mise en avant des problèmes géneraux que +sent les sui tes non 

convergentes (5 1, I I  e t  I I I 1  

Certains auteurs  ( J . L .  Kelley C l ] ,  J.. Dugundji C l ] ,  N .  Bourbaki C21) 

jugent avec r a i s o n ,  que l a  notion de s u i t e  e s t  inadaptée à l ' é t u d e  des 

espaces topologiques généraux. En e f f e t ,  contrairement aux not ions  de 

f i l t r e s  (ou d e  fami l les  f i l t r a n t e s ) ,  l a  notion de s u i t e  ne permet pas en 

général  une c a r a c t é r i s a t i o n  des fermés, des  compacts e t  des fonct ions  

continues. Cependant, les notions de f i l t r e s  e t  de f ami l l e s  f i l t r a n t e s  

ne peuvent s a t i s f a i r e  les mathématiques appliquées, c a r  c e l l e s - c i  sont 

(1) par  nature, confrontées à des problèmes de  s u i t e s  . 

Les t r o i s  premiers chap i t r e s  q u i  t r a i t e n t  de manière a b s t r a i t e  de 

quelques-uns de  ces problèmes de s u i t e s ,  ont  é t é  r éd igés  très en d é t a i l  

pour en f a c i l i t e r  l a  l e c t u r e  e t  l ' u t i l i s a t i o n .  

Ils n 'on t  pas l 'ambit ion de donner des  r é s u l t a t s  théor iques  de 

grande d i f f i c u l t é ,  mais i ls  sont  d e s t i n é s  à ê t r e  u t i l i s é s  dans l e s  

mathématiques appliquées et p lus  part icul ièement dans l e s  c h a p i t r e s  

su ivants  où d ive r ses  ca tégor ies  de s u i t e s  non convergentes son t  

rencontrées. 

Sans pouvoir prétendre avoi r  t o u t  d i t  s u r  un t e l  s u j e t ,  nous avons voulu 

r é g l e r  c e r t a i n e s  quest ions abordées isolément dans l a  l i t t é r a t u r e  à des  

Note (1) : Otrtre te fai t  que Z B S  notions de f i l t r e s  e t  de famittes fi l trantes 
appellent Zog.iqusnent Zt.lploi de Ztaxkme du choix mec, pour consdquence, 
dtintrodyire des objets, o r n e ,  pax exempte, tes u l t ra f i t t r e s  non triviaux, 
dont l'existence es t  ddmontrde mais qui restent introuvables ! 



niveaux de généralité différents en les présentant dans un cadre unifié. 

Ceci nous permet d'aborder plus librement la suite de ce travail, et 

nous l'espérons, pourra être utile pour d'autres problèmes. 

2) La formation d'outils pour le traitement des suites non convergentes 

Il a semblé utile d'introduire quelques outils nouveaux pour l'étude 

de ces suites, Ce sont, par exemple, des notions permettant de mesurer 

l'irrégularité de ces suites ("force d'un point d'accumulation''). Elles 

se révèlent très pratiques lors de la construction d'algorithmes et lors 

de la démonstration de leur bon fonctionnement. 

3) L'étude détaillée de deux types particuliers de suites non convergentes - - 

Les suites telles que : d(~,+~, xn) + 0, qui interviennent dans 

bien des problèmes (A.M. Ostrowski Cl], J.C. Fiorot et P. Huard Cl1 C21, 

J.C. Fiorot Cl], R.R. Meyer Cl1 C21) méritaient une étude attentive. 

Le classique résultat dlOstrowski s'obtient comme cas particulier 

d'une des propositions du § VI, et d'autres résultats, qui semblent nouveaux, 

sont aussi établis au § VI, en particulier le contre-exemple quelque peu 

surprenant de la fin du paragraphe. 

Les suites obtenues par une relation de la forme : x 
nt1 = f(xn), 

sont 6tudiées au § VI1 (sans faire d'autre hypothèse que la continuité de f). 

Les résultats de F.T. Metcalf et T.D. Rogers Cl], de A.N. Sarkowski 11.1 

et de G.G.L. Meyer et R.C. Raup rll ont été systématiquement généralisés. 

Ile noiiveailx contre-exemples sont proposés dont un résoud le problème de 

I'.'I'. Metcalf et T.D. Rogers C l ] .  



4) La recherche de méthodes pour le traitement des suites non convergentes 

( 9  V I I I ,  IX et X) 

On e s t  en géné ra l  a s s e z  démuni pour t i r e r  des  in format ions  d'une 

s u i t e  non convergente,  a l o r s  que dans un c e r t a i n  nombre de s i t u a t i o n s  

p r a t i q u e s  c e l a  s e r a i t  u t i l e  ; par  exemple : 

- dans une i t é r a t i o n  d e  P i ca rd ,  s ' i l  y a p p o i n t s  d 'accumulation 

P a l o r s  chacun d 'eux  v é r i f i e  : f ( x )  = x .  

- En opt imisa t ion ,  b i e n  d e s  r é s u l t a t s  po r t en t  s u r  l e s  p o i n t s  

d 'accumulation de  l a  s u i t e  c o n s t r u i t e  même l o r s q u ' e l l e  ne converge pas .  

Pour résoudre c e  type de  problèmes, nous supposons d i spose r  d 'une s u i t e  

(Xn)n  E m Y  chaque poin t  é t a n t  connu de manière exac t e  (pas  d ' e r r e u r  

d ' a r r o n d i )  e t  c e t t e  s u i t e  pouvant ê t r e  c a l c u l é e  a u s s i  l o i n  qu'on l e  veut  

( e l l e  e x i s t e  po t en t i e l l emen t  en t o t a l i t é )  ; nous essayons a l o r s  de 

répondre à des  ques t ions  comme : 

- l a  s u i t e  e s t - e l l e  convergente ? 

- combien de po in t s  d 'accumulation a l a  s u i t e  ? 

(a lgori thmes - ques t ions  ; § VIII) 

ou b ien  nous essayons d ' e x t r a i r e  des  sous - su i t e s  convergentes  de c e t t e  

s u i t e  (a lgori thmes de t r a i t e m e n t  ; § 1x1. 

Comme dans l e s  a lgor i thmes  d ' a c c é l é r a t i o n  de  l a  convergence ( C .  Brez insk i  C l ] ,  

B.  Germain-Bonne Cl ] ) ,  à chaque é t ape  nous supposons ne d i spose r  que d 'un 

nombre f i n i  de  po in t s  de l a  s u i t e .  E t  comme pour l e s  procédés d ' a c c é l é r a t i o n  

de l a  convergence, nos r é s u l t a t s  énoncent que pour t e l l e  c l a s s e  de s u i t e s ,  

l ' a l go r i t hme  donné fonc t ionne  correctement .  Les m e i l l e u r s  r é s u l t a t s ,  bien 

s û r ,  sont  obtenus pour l e s  c l a s s e s  l e s  p l u s  p e t i t e s .  

Pour imaginer c e r t a i n s  d e s  a lgor i thmes  présen tés ,nous  nous sommes i n s p i r é s  

d e s  méthodes u t i l i s é e s  en " c l a s s i f i c a t i o n  automatique". Adapté aux 

problèmes des  s u i t e s  de  p o i n t s  (où il f a u t  donner p l u s  d' importance aux 



d e r n i e r s  p o i n t s  qu 'aux p r e m i e r s ) ,  c e s  méthodes semblent  donc i n t é r e s s a n t e s .  

Les r é s u l t a t s  p r é s e n t é s  ne  r é s o l v e n t  pas  t o u s  l e s  problèmes posés  p a r  l e s  

s u i t e s  non convergen tes ,  ou n ' e n  r é s o l v e n t  c e r t a i n s  que p a r t i e l l e m e n t .  

Cependant,  nous avons e s s a y e r  d ' é t a b l i r  a u  § X ,  que c e l a  é t a i t  p a r f o i s  dû 

à l a  n a t u r e  même d e s  problèmes : pour  c e r t a i n s ,  il ne  p e u t  pas  e x i s t e r  

d ' a l g o r i t h m e s  s a t i s f a i s a n t s ( c e s  mots s o n t  évidemment d é f i n i s  de  f a ç o n  

p r é c i s e ) .  

Chaque f o i s  que c e l a  a é t é  p o s s i b l e ,  nous avons  t e n u  compte d e s  q u e s t i o n s  

du nombre d e  c a l c u l s  ; e t  p a r  exemple, l e s  p r o c é d u r e s  R .k  P . E .  e t  A.k S .F .  

( 5  IX) o n t  é t é  c h o i s i e s  ( a l o r s  que d ' a u t r e s  p r o c é d u r e s  a u r a i e n t  pu j o u e r  

l e u r s  r ô l e s )  pour  d e s  r a i s o n s  d e  r a p i d i t é .  

5)  Quelques expériences numériques 

E l l e s  montrent  que l ' a l g o r i t h m e  expér imenté  e s t  u t i l i s a b l e  e t  

f o n c t i o n n e  c o r r e c t e m e n t .  



NOTATIONS ET CONVENTIONS GÉNÉRALES 

-IR désignera toujours l'ensemble des nombres réels. 

- D i  désignera toujours l'ensemble des entiers : 0, 1, 2, ..., n, . . .  
- Quand interviendront des espaces métriques, on notera toujours 

d la distance, et d'autre part si A et B désignent des parties de l'espace 

métrique E, on posera : 

diam A = sup {d(x, y) 1 x E A, y E A}, 

d(A, B I =  inf td(x, y) 1 x 6 A, y E BI. 

- Si x est un point de l'espace topologique E, on désignera par 

V(x) l'ensemble des voisinages (ouverts ou non) de x. 

- Tous les espaces topologiques qui interviennent, sont supposés 

séparés : c'est-à-dire : 

Y x E E, Y y E E : (x # y) => (3 U E V(X), 3 V E V(y) : U n V 0 ) .  

- On indique la fin d'une démonstration par le symbole : @ 



§ 1 

L'ENSEMBLE D'ACCUMULATION ET 

L'ENSEMBLE SOUS-L IMITE D'UNE S U I T E  

 près avoir rappelé quelques définitions et fixé les notations, 

nous énonçons les propriétés générales de l'ensemble d'accumulation et de 

l'ensemble sous-limite d'une suite. Le théorème 1 est particulièrement 

important puisqu'il établit l'équivalence de ces deux notions dans le 

cas des espaces métriques, et qu'il résume les différentes propriétés de 

l'ensemble d'accumulation d'une suite de points d'un espace métrique. 

A l'aide de la proposition 4, il permet de donner des caractérisations 

simples de l'ensemble d'accumulation d'une suite dans le cas des espaces 

m 
métriques et dans le cas deIR . 

Le contre-exemple 1 bien qu'assez difficile est lui aussi très important 

puisqu'il montre qu'en général il n'y a pas égalité entre l'ensemble 

d'accumulation et l'ensemble sous-limite d'une suite. 

Le contre-exemple 2 qui fait appel à la propriété de Baire nous indique 

que l'ensemble sous-limite d'une suite n'est pas fermé ni même 

séquentiellement fermé en général. 

Les exemples simples qui terminent le paragraphe éclairent la situation 

et reserviront dans la suite. 



S o i t  (x0,  x l ,  x2,  . . ., x n ' " '  
) une s u i t e  d e  p o i n t s  d e  l ' e s p a c e  

topo log ique  E, nous l a  n o t e r o n s  a u s s i  ( x  ) 
( 1 )  ou (x,), oumême x ( n )  . 

n n  E N  

Nous noterons  I x n J n  . l ' ensemble  d e s  p o i n t s  d e  l a  s u i t e  ( x  ) c ' e s t - à - d i r e  : 
n  

S o i t  K une p a r t i e  i n f i n i e  d e  IN, nous n o t e r o n s  : (Xk)k  r  K 
l a  s o u s - s u i t e  

(ou s u i t e  e x t r a i t e )  de  ( x  obtenue en n e  g a r d a n t  que l e s  x  t e l s  n  n  E N  i 

q u e  i E K .  

En c l a s s a n t  l e s  é léments  d e  K p a r  o r d r e  c r o i s s a n t  k ( 0 )  < k ( 1 )  < k ( 2 )  < ... 
l a  s o u s - s u i t e  pour ra  ê t r e  n o t é e  (x ) k ( n )  n  E N' 

I l  y a  donc deux façons  é q u i v a l e n t e s  d e  s e  donner  une s o u s - s u i t e  d e  

(Xn)n  c W. 

- S o i t  on s e  donne K c IN, K i n f i n i .  

- S o i t  on s e  donne k  : N + N  ; n - +  k ( n )  

k  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e .  

Nous u t i l i s e r o n s  l e s  deux méthodes e t  nous p a s s e r o n s  d e  l ' u n e  à l ' a u t r e  

s e l o n  l e s  n é c e s s i t é s  d e s  d é f i n i t i o n s , é n o n c é s  ou démons t ra t ions .  

On d i t  que l a  s u i t e  ( x , ) ~  , converge vers  2 s i  : 

V v r  V(Z), 3 n o t l N , V n ~ l N : n 2 n  O = > x  L V  
n  

on d i t  que 3. e s t  un p o i n t  d 'accumulat ion de l a  s u i t e  (xnIn  s i  l ' u n e  

d e s  p r o p r i é t é s  é q u i v a l e n t e s  s u i v a n t e s  e s t  v é r i f i é e  : 

Note (1)  : Rappelons que, formellement, une suite d'éléments de l'ensemble E, 
c'est une application de W dans E. 



- v e V(X), 3 K clN : K i n f i n i  e t  (V k e K : xk s V )  

La terminologie  concernant c e t t e  no t ion  n ' e s t  pas  t r è s  bien f i x é e ,  e t  

s i  on t rouve  a s sez  fréquemment l e  terme de  po in t  d 'accumulation (L.A. Steen,  

J . A .  Seebach C l ] ,  S.A. Gaal C l ] ,  J .  Dugundji C l ] ,  L .  Schwartz 111)  on 

t rouve a u s s i  l e  terme de  va l eu r  d 'adhérence (G. Choquet C l ] ,  C .  Berge [ I l ,  

N. Bourbaki [ 2 ] ) ,  e t  dans l a  l i t t é r a t u r e  anglo-saxonne on t rouve  a u s s i  l e  

terme de " c l u s t e r  po in t"  ( J .L .  Kelley C l ] ,  J .  Greever [ I l ) .  

I l  e s t  important de ne pas confondre c e t t e  no t ion  avec c e l l e  de  po in t  

d 'accumulation de  l 'ensemble {x ) ou avec c e l l e  de po in t  adhérent  
n  n  E N  

à l 'ensemble {xnln ( v o i r  p ropos i t i on  2 ) . 

La not ion  su ivan te  e l l e  a u s s i  ne d o i t  p a s  ê t r e  confondue avec l a  no t ion  

de po in t  d 'accumulation de ( x  1. 
n 

On d i t  que X e s t  u n  p o i n t  sous - l im i t e  de l a  s u i t e  (x,) s i  l ' u n e  des  

p r o p r i é t é s  équ iva l en t e s  su ivan te s  e s t  v é r i f i é e  : 

- il e x i s t e  une sous-su i te  de (x  ) convergente v e r s  X 
n  

Des exemples de s u i t e s  admet t in t  un p o i n t  d 'accumulation 2 t e l  qu'aucune 

sous-su i te  ne converge v e r s  2  sont  données par  exemple par  J .  Duguridji C l ]  

page 215 e t  par  L . A .  Steen e t  J . A .  Seebach Cl1 pagc 1 2 6 .  Un nouveau 

contre-exemple e s t  donné p lus  l o i n  ( v o i r  contre-exemple 1 ) .  

Nous noterons A( ( x ~ ~ ) ~  1 ( respect ivement  L(  (x  ) ) )  l 'ensemble des  
r i n r  N 

po in t s  d 'accumulat ion de l a  s u i t e  (x  ) ( r e sp .  de s  p o i n t s  sous- l imi tes  n  n  s N  

de l a  s u i t e  ( x ~ ) ~  . Nous d i rons  que A((x ) ( r e s p .  L (  ( x ~ ) , ~  1 1 n n E N  



e s t  l 'ensemble d'accumulation de l a  s u i t e  (x ) ( r e sp .  1 ' ensemble n n E N  

:lou:;-Limite d e  l a  s u i t e  (x ) 
n n , N  1. 

PiiupuniAion 1 : S o i 2  (xnIn  une nuiXe de poi& de L'apace XopaLogique E 

i) a i  : Y v  E V(X), 3 n c N  : xn r v e t  x # X ,  d o i i 6  X e6.t un point 
n 

d'accumulation de ( x n ) .  

Démonstration 

i )  Supposons que : 

S o i t  v E V(X) e t  n d é f i n i  g râce  à (*) .  
O 

I l  e x i s t e  v E V(X) t e l  que xn 4 vl ( c a r  E e s t  séparé)  e t  t e l  que v c v 
1 

O 
1 

(on remplace s i  nécessa i re  v par  v n v ) .  Grâce à ( * )  on o b t i e n t  n E N  
1 1 1 

t e l  que : x E v e t  x # X .  I l  e x i s t e  v E v(X) t e l  que xn à v2 e t  
1 1 n1 2 1 
I I I 

v c v Grâce à ( * )  on o b t i e n t  n E N  t e l  q u e x  E v e t  x # X e t c . . .  
2 1' 2 n 2 n 

2 2 

Ce procédé donne un ensemble K = n o  nl,  ... } i n f i n i  ( c a r  t o u s  l e s  n i 

sont d i s t i n c t s )  t e l  que : 

Donc x e s t  un po in t  d 'accumulation de  (x  1. n 

i i )  S o i t  X E L( (xnIn , ), s o i t  K c N,  K i n f i n i  t e l  que ( x  ) 
k k E K  

converge 

v e r s  2 .  Par d é f i n i t i o n  de l a  convergence,pour t o u t  v E V(2) il e x i s t e  

k E K t e l  que : 
O 



donc pour t o u t  v  E V(2)  il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t e l s  que : 

x .  É v, donc X E A((xnIn 
1 

1. 

i i i )  So i t  X E A((x ) 1. S o i t  vO, vl, .  . . , v n'"' un système 
n n  E N  

fondamental dénombrable d e  vois inages  de 2 .  

S o i t  n  t e l  que : x E v . 
O n O 

O 

S o i t  n  t e l  que : x E v n v e t  n  > :n 
1 n O 1 1 O '  

1 

S o i t  n  t e l  que : x E v n v n v e t  n  > .n 2 n O 1 2  2 1 
2 

e t c . .  . 
C e t t e  cons t ruc t ion  e s t  p o s s i b l e  c a r  dans t o u t  vo is inage  v de 2 il y a  

une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t e l s  que x E v. I l  e s t  c l a i r  que l a  sous-su i te  
i 

(Xn.  )i .c IN 
e s t  convergente v e r s  B e t  donc X E L( (x  ) n n E I N ) *  

1 

I 

Remarque : La condit ion proposée dans i )  q u i  s u f f i t  pour que 

2 A( (xnIn ) n ' e s t  pas  néces sa i r e  comme l e  montre n' importe q u e l l e  

s u i t e  cons tan te .  

On peut a u s s i  no ter  que dans l a  démonstration de  i )  l ' hypothèse  

"E séparé" i n t e r v i e n t  d e  façon e s s e n t i e l l e .  

Remarque : Le contre-exemple 1 proposé p l u s  l o i n  montre que l ' i n c l u s i o n  

i i )  peut ê t r e  s t r i c t e .  

Pnopoaition 2 : So*t (xnIn une b u d e  de poi& de l' apace itopolagique E. 

En désignant p u  A({xnIn , ) C'en~emble d a  poi& d1accwnuRatian de 

llenomble {xnIn , et p u  vn , A lladhéhence de {xnIn , hl an a : 



**) A( (xnIn  ) = A({xnIn , u {X E E 1 il exinte une in~i&é d'indics i 

teei pue x xi} 

i i i )  Ix-) = A((xnIn , ) u {X  E 1 e d x e  un nombhc 6ini non ML& 
n n  E N  

d'indices i Zc.0 que x = xi) 

La p a r t i e  i i )  de  c e t t e  p ropos i t i on  e s t  énoncée dans Choquet Cl1 page 24 .  

Démonstration 

i )  S o i t  2 e  A({xnIn , ).  Par d é f i n i t i o n  c e l a  s i g n i f i e  que pour t o u t  

vo is inage  v  de 2 il e x i s t e  un poin t  x  i t e l  que x .  1 # x e t  x  i E V .  La 

propos i t ion  1 i) donne que 2 E A ( ( X n ) n  e  IN 1 ,  donc : A({xnIn l IN 
1 c 

A ( ( x n ) n  e  IN 1. 

S o i t  2 E A (  ( x  ) ) t o u t  vo is inage  v  de X r encon t r e  {x donc 
n  n  E N  n  n  E N  

par  d é f i n i t i o n  R r qn B. 

i i )  L ' inc lus ion  : 

A( {xn'n c  ) u {x E E 1 il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t e l s  que 

x = xi} c A( (xnIn  l ) e s t  év idente  ca r  chacun des  ensembles du premier 

membre e s t  contenu dans A((x ) n n  E N  >. 

Montrons l ' i n c l u s i o n  inve r se .  S o i t  E A((xnIn , ) s ' i l  n ' e x i s t e  qu'un 

nombre f i n i  d ' i n d i c e s  i t e l s  que x  i = 2 a l o r s  pour t o u t  vois inage v  de X 
A 

il e x i s t e  un ind ice  i t e l  que x i E v e t  x  i # x ce q u i  s i g n i f i e  

R e A({xnjn , IN 1. 

i i i )  L ' inc lus ion  : 

A((xnIn , IN ) u E x  E 1 il un nombre f i n i  d ' i n d i c e s  i 

t e l s  q u e x  = x}  c qn e g  e s t  év idente  c a r  chacun des  ensembles du 
i 

premier membre e s t  contenu dans qn IN. 



Montrons l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e .  S o i t  8 E qn pl s ' i l  e x i s t e  une 

i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t e l s  que x  = 2 a l o r s  2 E A((x ) 
i n  n  E N  1. 

I 

Remarque : Les i n c l u s i o n s  de  i )  peuvent ê t r e  s t r i c t e s  comme l e  montre 

l ' exemple  s u i v a n t  : 

E =IR x  = l  si n  e s t  p a i r ,  
n  

I 
X = -  s i  n est impa i r .  

n  n 

A({Xnln E IN > = { O )  

A ( ( X n ) n  . IN > = { O ,  1 )  

CoiioUaine : S i  t o u s  l e d  p o i v u 2  de l a  h d e  (xnIn  hi s o n t  d i f f é r e n t s  a l o r s  : 

A({Xn'n c Y 1 = A( ( x n l n  ) 

Rappelons qu 'un espace  topo log ique  E e s t  d i t  s é p a r a b l e  s i  il e x i s t e  une 
b, 

p a r t i e  D d e  E, dénombrable e t  dense  dans  E ( v o i r  p a r  exemple F r e c h e t  Cl], 

J. Greever C l ] ,  L. Schwartz Cl ] ) .  

Nous d i r o n s  que l a  p a r t i e  A d e  E  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  d e  s é p a r a t i o n  (SI  s i  : 

t o u t e  f a m i l l e  (OiIi . d ' o u v e r t s  d i s j o i n t s  d e  E t e l s  que Oi n A # @, 

recouvran t  A e s t  a u  p l u s  dénombrable. S i  A e s t  s é p a r a b l e  a l o r s  A v é r i f i e  
! 

l a  p r o p r i é t é  d e  s é p a r a t i o n s  ( S ) .  

Pnopoa&on 3 : S o c t  (xnIn  une su i t e  de poina2 de l ' ehpace topologique E .  

Li) A( ( x n I n  , Y ) vé f id ie  l a  phopfiéR& de bépahation ( S I .  

2  
No 

~) Card A((x ) ) 1 2  
n  n  E N  



I )<~I I IOI~ : ;  I I ~ , I I  i o 1 1  : 
. - . - - -- -. .- 

i ) :;O i t y 1111 po i I I  t ,1dt1;rv:11 t ,> A( ( x l ,  ) I l  ) .  :;oit. v  uri vois i r iage  o u v e r t  

d e  y ; v c 9 0 r i t  ierit moins un p o i n t  z C- 
A((Xr l )n  , N ) ; puisque  v  est 

Donc y 6 A((x ) 
n  n  c N  ) .  

i i )  Poiu~ [ & t d b l i r  l a  p r o p r i é t é  i i )  nous a l l o n s  démontrer  un r é s u l t a t  un 

peu plris f o r ~ t  q u i  nous r e s e r v i r a  d ' a i l l e u r s  dans  l a  démons t ra t ion  d e  l a  

p r o p o s i t i o n  5 : 

TolLte pairtie A c A((xnIn . rn ) véh id ie  ta pophiéZé de ~ é p a h a t i o n  ( s ) .  

En e f f e t  s o i t  (Oi)i une f a m i l l e  d ' o u v e r t s  d i s j o i n t s  r e c o u v r a n t  A e t  

t e l l e  que A n Oi # 0 pour t o u t  i t 1. 

On pose  K =  {k  E N  1 3  i E 1 xk É Oi) 

On d é f i n i t  une a p p l i c a t i o n  @ : K -+ 1 e n  f a i s a n t  c o r r e s p o n d r e  à chaque 

k  E K l ' i n d i c e  i E 1 ( q u i  e s t  unique car l e s  O .  s o n t  d i s j o i n t s )  t e l  que  
1 

xk E Oi. C e t t e  a p p l i c a t i o n  e s t  s u r j e c t i v e  c a r  t o u t  O c o n t i e n t  un 
i 

élément de  A((xnIn , ) e t  donc d e s  x  k ' 

On a  donc : 

Card ( 1 )  I Card (KI I Card m) 
i b  

( d ' a p r è s  p a r  exemple N .  Bourbaki Cl1 Ch. III  page 41, ou J . L .  Kr iv ine  Cl1 

page 39) .  

i i i )  D 'après  l a  p r o p o s i t i o n  2  

Ce d e r n i e r  ensemble admet {x ) comme p a r t i e  dense  e t  donc : 
n  n  €34 

(4 I) Card ( q n  . rn ) 1 2  
2No 



d ' a p r è s  N .  Bourbaki C21 (page 101 exe rc i ce  6 )  ou L. Schwartz Cl1 (page 371) 

ou L.A.  Steen e t  J . A .  Seebach 111 (page 26) .  

Le r é s u l t a t  cherché r é s u l t e  de  (I) e t  (a I l .  

Remarque : Un problème non r g s o l u  à n o t r e  connaissance e s t  l e  su ivant  : 

A ( ( X n ) n  s PI 
) e s t - i l  t o u j o u r s  s épa rab l e  ? 

Remarque : Le contre-exemple 1 montre que l ' i n é g a l i t é  iii) ne peut pas  

ê t r e  améliorée.  

PtupobLtian 4 : $ 0 ~ 2  A une pcatie b m é e  et bépahable de l ' u p a c e  

topologique E . 
I l  e x d t e  une su*te ( x , ) ~  . de p o i d  de E t e l l e  que A = A(<xnIn , 

~ é m o n s t r a t i o n  : 

S o i t  {a i l i  , PI une p a r t i e  de  A dénombrable e t  dense dans A .  

On pose : 

ho> X I >  X î >  X 3 >  . . )  = (a0,  ao,  al '  ao ,  a l '  a 2 ,  ao ,  a l '  a 2 ,  a3,  .)  

Montrons que : A = A((xnln E N ) .  

a )  S o i t  x E A ,  s o i t  v un vois inage  de x il e x i s t e  un i n d i c e  j t e l  

que a E v ( c a r  {a i l i  p( e s t  dense dans A ) ,  il e x i s t e  donc une i n f i n i t é  
j 

d ' i n d i c e s  i s N t e l s  que xi E v ( c a r  pa r  cons t ruc t ion  de  (x  ) chaque a e s t  n j 

r é p é t é  une i n f i n i t é  de f o i s  dans  l a  s u i t e  (x , ) ) .Do~c  x E A((x 
n n  E N  1. 

b )  Par cons t ruc t ion  : 

donc T ? n  T n r ~  = A 



donc A ( ( X n ) n  E i~ c ( X )  = A n n e N  

a )  e t  b) donnent l e  r é s u l t a t  cherché. 

PtoposMon 5 : So i t  (xnIn  E N  une .rl&e de p a i d  de lle.bpace 

,topologique E .  A l o u  : 

il L( (xnIn ) a au plun l a  puAdance du continu. 
N 

O 
C 1  u t - à - h e  : Card L( (xnIn  1 5 2  

Démonstration : 

i) S n i t  L =  ( K ~ X  1 K i n f i n i  e t  (x  ) k k € K  
e s t  convergente) 

s o i t  Q, : L + L ( (xn In  1 

e s t  s u r j e c t i v e  donc : 

(1) Card L((xnln ) s Card (LI 

1 c P m )  donc : 

( 2 )  Card ( 1 )  I Card (P(34)) 

De p l u s  on s a i t  que : 

N 
( 3 )  Card (PûN)) = Card OR) = 2 

O 

( v o i r  N.  Bourbaki [UCh. III page 4 1  e t  N .  Bourbaki C21 Ch. I V  page 4 4 ) .  

Les r e l a t i o n s  (11, ( 2 )  e t  ( 3 )  donnent 
N 

O 
Card L((xn ) 2 

i i )  C 'est  une conséquence du r é s u l t a t  é t a b l i  dans l a  démonstration de 

l a  propos i t ion  3 i i ) .  



Remarque : I l  e s t  important de  n o t e r  que L((x ) ) en géné ra l  n ' e s t  
n n E N  

n i  séquent ie l lement  fermé, n i  fermé ( v o i r  contre-exemple 2 ) .  

Théunème 1 : S o a  (xnIn une 6 d e  d t  poi& d e  4' apace. méXhique E .  

il A((xnIn , 1 = L( (xnIn ) 

1 A((xnIn 1 at &.vuné. 

A((xnIn > a au paUn ta puAaance du continu c ' u t - à - & e  : 
N 

O 
Card A((xnIn hl 1 5 2  

i v I  A((xnIn ) aX bépmable 

v )  L'ev~enible d e 6  p o u i t d  h o l é 6  de A (  ( x , ) ~  . ) ecl t  au p l u  dénombkable. 

~ é m o n s t r a t i o n  : 

i )  C ' e s t  une conséquence de l a  p ropos i t i on  1 i i i )  e t  du f a i t  que dans 

un espace métr ique t o u t  po in t  admet un système fondamental dénombrable de 

vo i s inages .  

i i )  Voir p ropos i t i on  3 .  

iii) Cela r é s u l t e  de i )  e t  de  l a  p ropos i t i on  5 .  

i v )  qn e s t  séparab le  e t  c o n t i e n t  A((xnIr,  ) (proposition 2 )  

donc en u t i l i s a n t  l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

un s o u s  espace d 'un espace rnhtrique séparab le  

e s t  séparable (N. Bourbaki C21 Ch. I X  page 1 8 )  

on o b t i e n t  que A( (xn In  , ) e s t  s épa rab l e .  

v )  C 'es t  une p r o p r i é t é  d e s  espaces  métr iques s épa rab l e s  ( v o i r  

Frechet [ 11 page 232).  

I 



Les résultats précédents permettent de donner les deux caractérisations 

suivantes : 

Caractérisation 1 : 

Une partie A d'un espace métrique E est l'ensemble d'accumulation d'une 

suite de points (xnIn de E si et seulement si A est fermée et 

séparable. 

caractérisation 2 

m 
Une partie A del. est l'ensemble d'accumulation d'une suite de points 

m 
(Xn)n t IN de IR si et seulement si A est fermée. 

~émonstrat ion 

Les conditions sont nécessaires d'après le théorème précédent. 

La condition de la première caractérisation est suffisante d'après la 

proposition 4. La condition de la seconde caractérisation est 

suffisante car la R~ est séparable (C. Berge r l l  page 97) et donc toute 
% 

m 
partie de IR est séparable. 

Contre-exemple 1 

Prenons pour E l'ensemble des applications de [O, 11 dans [O, 11 muni 

de la topologie de la convergence simple. 

Si f E E, un système fondamental de voisinages de f est constitué par les 

ensembles de la forme : 



* 
avec : m E N xl,  x2 ,  . . . , x  x [ O y  11 m 

considérons l a  s u i t e  ( f  ) d'éléments  de E d é f i n i e  pa r  é t a p e s  de l a  
n n  r lN  

façon su ivan te  : 

Etape 1 

f  e s t  l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de C O ,  1/21 
0 

fl e s t  l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de [1/2,  11 a ( l )  = 2 

Etane 3 
C 

Etape p 

(Dacs l e s  e t apes  précédentes  l e s  fonc t ions  f  f l ,  - - . Y  fa(p)- l  Ont 

é t é  d é f i n i e s ,  a i n s i  que a ( 1 ) ,  a ( 2 ) ,  . . . , a ( p ) ) .  L ' i n t e r v a l l e  C O ,  11 e s t  

mrtag6 en 2' i n t e r v a l l e s  égaux (de longueurs  1/2') IP ,, 1;. . . ,  Ip . 
2p 

On cons idere  t o u t e s  l e s  f o n c t i o n s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d'ensembles 

A c [ O  , 11, A é t a n t  obtenu en r é u n i s s a n t  2'-' i n t e r v a l l e s  d i s t i n c t s  

P  
2n- 1 

parmi 1 , . . . , 1' . E l l e s  sont  en nombre f i n i  (exactement C ) . 1 2p 2 

On l e s  ordonne e t  ce  sont  e l l e s  q u i  son t  : 

Nous a l l o n s  montrer que l ' ensemble  des  p o i n t s  d 'accumulat ion de ( f  ) e s t  
n 

s t r i c t e m e n t  p l u s  grand que c e l u i  des  p o i n t s  sous- l imi tesde  ( f  ) .  
n 

Pour c e l a  nous a l l o n s  é t a b l i r  successivement : 

a )  Toute fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  d'une p a r t i e  de C O ,  11 e s t  po in t  

d 'accumulat ion de (f ) 
n n ~ N '  

6)  A( ( f n I n  ) a  un c a r d i n a l  s t r i c t emen t  p l u s  grand que c e l u i  delR. 

Y) L( ( fn In  , ) a  un c a r d i n a l  i n f é r i e u r  ou éga l  à c e l u i  de IR. 



Etape 2 



a) S o i t  g l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de  A c C O ,  11. 

S o i t  U = v un vois inage  du système fondamental d é c r i t  
g ,  x 1, x2,  . . . Y  x E m ' 

p lus  haut .  I l  f a u t  montrer q u ' i l  e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' e n t i e r s  n  t e l s  que 

f  E U. Comme t o u t e  fonc t ion  q u i  a p p a r a i t  une f o i s  dans l a  s u i t e  n  

( fn )n  e N y a p p a r a i t  une i n f i n i t é  de f o i s ,  il s u f f i t  de montrer q u ' i l  

e x i s t e  n  E N t e l  que f  E U. n  

On peut supposer que x 1, x2,  ..., x sont  c l a s s é s  pa r  o rd re  c r o i s s a n t  : 
m 

x < X 2  < ... < x m .  
1 

S o i t  p  t e l  que : 

1 - < m i n  {xi - 1 i = 2, 3 ,  ..., m l .  
2p- 2 

Deux xi d i f f é r e n t s  ne peuvent a p p a r t e n i r  au  même 

I~ j  e {I,  2, . . ., 2 p ~  
j  

E t  de p lus  2P > 2m 

1 ( c a r  min {x - x 1 i = 2, 3 ,  ..., m l  5 - 
i i- 1 m- 1 

1 donc - 1 
< .m donc 2m < 2'). 

2p-2 

Ceci montre q u ' i l  e x i s t e  une fonc t ion  c o n s t r u i t e  à l ' é t a p e  p correspondant 

avec g s u r  t o u s  l e s  p o i n t s  xl, ..., x e t  c e c i  é t a b l i t  donc a ) .  m 

8 )   après a )  l 'ensemble des  fonc t ions  c a r a c t é r i s t i q u e s  de  p a r t i e s  de  

C O :  11 e s t  contenu dans A((f ) ) donc l e  c a r d i n a l  de  A( ( f n I n  , ) e s t  
n  n E N  

p l u s  grand que c e l u i  de  l 'ensemble des  fonc t ions  c a r a c t é r i s t i q u e s  de  

p a r t i e s  de  [ O ,  11. 

L'ensemble d e s  fonc t ions  c a r a c t é r i s t i q u e s  de  p a r t i e s  de  C O ,  11 e s t  en 

b i j e c t i o n  avec P(C0, 11)  l 'ensemble des  p a r t i e s  de  C O ,  11 e t  l ' o n  sait 

(N. Bourbaki Cl1 Ch. III page 47) que l 'ensemble des  p a r t i e s  de  C O ,  11 a 

un c a r d i n a l  s t r i c t emen t  p l u s  grand que l e  c a r d i n a l  de C O ,  11 q u i  e s t  l e  

même que c e l u i  de IR. 

Ceci é t a b l i t  donc 6). 



Y) Résulte de l a  propos i t ion  5 .  

La conjonction des  r é s u l t a t s  6) e t  y )  donne : 

Card ( L ( ( f n I n  1) < Card (A( ( fn )n  > > 
e t  Sonc : 

L ( ( f n ) n  e N + ~ ( ( f , ) ~  PI 

Contre-exemple 2 

(Pour ce contre-exemple on s ' e s t  i n s p i r é  de  l ' e x e r c i c e  107 de G .  Choqüet c l ] ) .  

Pour, E 02 prend l e  même espace que dans l e  contre-exemple 1. S o i t  

{qo, ql, q2, ..., qny ... ) l ' ensenb le  des  nombres r a t i o n n e l s  compris 

ê u t r e  O e t  1 . (0n s a i t  que Q e s t  d é n o ~ b ~ a b l e  e t  il es1  docc poss ib l e  de 

':niiméro+er" l e s  éléments de  Q) . 
Soi t  p  un e n t i e r  > 0. 

P  On désigne par  ( f n I n  une s u i t e  de fonc t ions  cont inues d é f i n i e s  s u r  C O ,  11 

à valeurs  dans C O ,  11 t e l l e  que l i m  fn = r O r désigne l a  fonc t ion  
n- P y P - 

c a r a c t é r i s t i q u e  de  l 'ensemble {qo, ql, ..., 1. Une t e l l e  s u i t e  ( f i l n  
pl 4P 

peut ê t r e  obtenue en posant : 

f P ( x )  = sup {O, sup ( 1  - n 1 qi - X I ) }  
n  i E { o Y  1, ..., p l  



uil d32ini.t a l o r s  une s u i t e  en posant : 
'n 

Montrons que L((g ) ) n ' e s t  pas  séquent iel lement  fermé ( e t  donc à 
n n , I N  

f ~ r t i o r i  n ' e s t  pas  fermé).  

a i  r r L( (gnIn , 
P 

) 

En e f f e t  pa r  cons t ruc t ion  tous  l e s  f P  sont  des  éléments de l a  s u i t e  (g  ) 
i n 

yoiir i 2 p, e t  donc il e x i s t e  une s u i t e  e x t r a i t e  de  l a  s u i t e  (gn) 

nonvergeant v e r s  r . 
P 

5 )  i ( (gn ) r i  a ) ne con t i en t  pas  l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de  4. 

Ln e f f e t  une l i m i t e  simple de f o n c t i o n s  cont inues  e s t  cont inue  sauf  s u r  

 LI^ c2znrrib;e rnâig?e ( v o i r  L. Schwartz Cl1 page 325). O r  l a  fonc t ion  

c a r a c t é r i s t i q u e  de  Q n ' e s t  n u l l e  p a r t  cont inue .  

C )  S i  L((gnIn , P1 ) é t a i t  séquent iel lement  fermé il c o n t i e n d r a i t  l a  fonc t ion  

c a r a c t é r i s t i q u e  de  Q. 

En e f f e t  d ' a p r è s  l e  a )  r L((gnIn , rn ) donc s i  L((gnIn , IN ) é t a i t  
P 

sequent iel lement  fermé l i m  r s L( (gn)n , ), e t  justement l i m  r est l a  
P- P P- P 

fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de  Q. 

La conjonct ion des  p r o p r i é t é s  b )  e t  c )  é t a b l i t  que L((g ) ) n ' e s t  pas  
n n E N  

séqüent iel lement  fermé. 

Exemple 1 

D é ~ U u * i o n  : La a&e ( x , ) ~  , IN d e  po,UzRA d e  l '  ~ p a c i )  Xopa lag ique  E ut 

& t p é ~ o d i q u e .  h i  il exAXe wi entim p E IN* . te l  que : 

Le pLud p u  e n f i a  p E N* .tel que ( * )  at appe l :  pVhiode d e  l a  b u t e . .  

Exemple : Posons x = l ' e n t i e r  de { O ,  1, ..., p - 1) congru à n modulo p 
n 



propr i é t é  : S i  l a  s u i t e  (xnIn de p o i n t s  de  l ' e space  topologique E e s t  

périodique de pér iode  p a l o r s  l e s  sous - su i t e s  ( x  1 n p  n c IN' ( X n p t l  n r N 9 * ' * '  

( n P t ( p - 1 )  
) sont  cons t an te s  e t  on a 

L((Xn)n  r N ) = A((xnIn II ) = {x0, x1, . . . ,  x P 1 .  

Exemple 2 

V&6inLtion : La d u d e  (xnIn de p o M  de l 'espace topologique E est 

&e pheudo-pé~odique d l  il exidte un entieh p c N* ta que 

b 0 i &  convehgeviltes. 

Le p l u  pu% entien p 6 IN* t e l  que ( 1  est  appel& péniode de La r u d e .  

I 
Exemple : Posons yn = x + - où (xn)  e s t  l a  s u i t e  de l 'exemple 1. n n t 1  

p rop r i é t é  : S i  l a  s u i t e  ( x  ) de p o i n t s  de  l ' e s p a c e  topologique E e s t  
n n rlN 

pseudo-périodique de période p a l o r s  : 

) = A((xnIn IN ) = {iim x . l i m  x 
L( (xn)n  6 IN 

np+l ; . . . ; 1 i m  x 
n p  ' p.o. n p ( p - 1 )  

1 
P- PH* 

Remarque : Une s u i t e  pseudo-périodique peut  a v o i r  une période p s t r i c t emen t  

supérieure au nombre de s e s  po in t s  d 'accumulation. Par exemple : 

(x0, XI,  ... ) (1 ,  2, 2, 1, 2, 2 ,  1, 2 ,  2, ... 1. 

(zo,  zl ,  z2,  * * a  ) = ( O ,  1, 2, O ,  1, 2, 3, 4, O ,  1, 2 ,  3, 4, 5, 6, 7, 8, ... ) 
On a : 

L( (Zn)n  c R 1 = ) =IN 

Exemple 4 



On a : 

L((tn)n , R 1 = ~((t,)~ , 1 Co, i l  

Exemple 5 

Où a' désigne l'exposant du j -$me nombre premier dans la décomposition 
n 

de n t 1 en facteurs premiers 



S II 

SOUS-SU ITES ; SEPARATION DES SUITES 

Après avoi r  d é f i n i  une l égè re  généra l i sa t ion  de l a  notion de sous- 

s u i t e ,  qui  nous s e r v i r a  dans ce r t a ines  démonstrations e t  l o r s  de l a  

construct ion d 'algori thmes de trai tement des  s u i t e s ,  nous étudions l e  

problème de l a  sépara t ion  des s u i t e s .  

Le théorème 1 présente  l e s  p ropr ié t é s  d 'une séparat ion f i n i e .  

Les théorèmes 2 e t  3 étudient  l ' e x i s t e n c e  de "bonnes" sépara t ions  

pour une s u i t e  donnée. Ces énoncés a b s t r a i t s  d 'exis tence  seront  r e p r i s  

dans l a  p a r t i e  algorithmique de ce t r a v a i l ,  e t  nous verrons que s i  dans 

c e r t a i n s  cas  il e s t  poss ib le  d 'obteni r  algorithmiquement l e s  sépara t ions  

dont l ' e x i s t e n c e  e s t  aff irmée i c i ,  dans d ' a u t r e s  cas  c e l a  n ' e s t  pas poss ib le .  

So i t  (xnIn une s u i t e  de points  de l ' e space  topologique E. 

So i t  k : N + N  ; n -c k(n)  une appl ica t ion  telple que : 

l i m  k(n)  = + - 
n- 

la s u i t e  ( x ~ ( ~ )  ln e n ' e s t  pas à proprement p a r l e r  une sous-suite  

de l a  s u i t e  ( x ~ ) ~  li (pour c e l a  il f a u d r a i t  supposer que k(n)  est 

s t r ic tement  c r o i s s a n t e ) ,  nous d i rons  que ( x  ) k(n)  n e H 
e s t  une sous-suite  

au sens l a rge  de ( x ~ ) ~  H. Cette notion un t o u t  p e t i t ' p e u  p lus  générale 



que c e l l e  de sous-suite nous se ra  u t i l e  lorsque nous cons t ru i rons  des 

algorithmes de trai tement des  s u i t e s .  

Remarque : La d é f i n i t i o n  de sous-suite  que nous avons donnée e s t  c e l l e  

habituellement adoptée (pa r  exemple J .  Dugundji C l ] ,  J. Greever C l ] ,  

L. Schwartz C l ] ,  J .  Lelong-Ferrand e t  J . M .  Arnaudiès Cl]) il f a u t  cependant 

noter  que J . L .  Kelley Cl1 appe l l e  sous-suite  ce  que nous nous appelons 

sous-suite au sens la rge .  

P k o p o h f i n  1 : S o i t  (x,) une 6"te d e  l '  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  E .  

* 
x r L((xnIn , 1, h i  et h e u t e m e n t  h i ,  e d t e  u n e  h o u - 4 L L i t e  au ben6 

Démonstration 

La condition e s t  nécessaire c a r  t o u t e  sous-suite  e s t  une sous-suite  au 

sens l a rge .  

Montrons que la  condition e s t  su f f i san te .  

* 
Soi t  (x 1 k(n) n E ïN 

une sous-suite  au sens l a rge  convergen t  vers  x. 

On d é f i n i t  par récurrence l ' a p p l i c a t i o n  k l ( n )  en posant 

k f ( 0 )  = k(0) 

k l ( n )  = k(m) où m e s t  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  t e l  que 

k(m) > k 1 (qui  e x i s t e  c a r  mfgd k(m) = +ml. 

Par d é f i n i t i o n  l ' a p p l i c a t i o n  kl(m) e s t  s t r ic tement  c ro i s san te ,  donc 

1 (Xk' (n)  n r li e s t  une sous-suite  de (xnIn on v é r i f i e  facilement 

* * 
q u ' e l l e  e s t  convergente v e r s  x ,  e t  donc x E L ( ( x , ) ~  1. 



Exemple 

S o i t  (x0, xl,  ..., x ... ) une s u i t e  de p o i n t s  de E ,  l a  s u i t e  
n  ' 

( X ~ Y  X 2 ~  X5,  X 9 ~  X 1 2 ~  ... ) e s t  une sous-su i te  au sens  l a r g e  

de (xnIn , 

P h o p o ~ X o n  2 : S o i t  ( x ~ ( ~ )  ln une b o ~ b - ~ C L i t e  ~ L L  ~ e n b  m g e  d e  la 

& d e  ( x ~ ) ~  a l o u  : 

" L( (xk(n ) )n  sN ) L( (xn)n  , N 1 

Démonstration 

* 
i )  S o i t  x  r L ( ( x ~ ( ~ )  ln . 1 

* 
1 Soit (Xk(ct(n)) n  s N 

une sous-su i te  de (x  convergente v e r s  x . 
k ( n )  n E N 

Puisque a ( n )  e s t  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  e t  que l i m  k ( n )  = +w on a  
n- 

l i r n  k ( a ( n ) )  = + w, e t  donc ( x  
k ( a ( n )  

) e s t  une sous-su i te  au sens  l a r g e  
n- * 
de (*n)n r N e t  donc d ' ap rè s  l a  propos i t ion  1, x E L((xnIn 1 

* 
i i )  S o i t  x  E A((x ) k(n ) .  n  E N 1 

* 
S o i t  v un vois inage  de x ,  il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t e l s  que 

X k ( i )  
E V ,  l ' hypothèse  : l i r n  k ( n )  = +w impliqye a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  une 

n- * 
i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  j t e l s  que x r v.  Ceci montre que x r A((x ) 

j n n É P J  
1 

B - SÉPARATION D'UNE SUITE 

0 é ~ h . U o n  : SoLt (xnIn une bCLite d e  p o u  d e  l 1  espace  t o p o l o g i q u e  E .  

(Xn)n r H 1 1 ( (Xk .  ( n )  n  E R i I d'une  @tnLiYe d e  hou-bUA-teb 
1 



( n u p .  de n o u ~ - ~ u L X e d  au a m  Lmge) de ( x ~ ) ~  t&ed que : 

Exemples 

S o i t  l a  s u i t e  (x0, xl, x2 ,  . . . , x . . . ) n ' 
X Les s u i t e s  (xlO, xI2, x14, 16, ... ) e t  (xll, x 13' X15' X17' 

... ) 
forment une s épa ra t i on  de l a  s u i t e  (x ) . n 

... ) 
( ~ ~ 3  X 6 >  X5, ... ) forment une s é p a r a t i o n  au sens  l a r g e  

de l a  s u i t e  (x,). 

Remarque 

S i  on no te  kiQ1) l 'ensemble {ki(0) ,  k i ( l ) ,  ... 1 ,  l a  cond i t i on  (* )  s i g n i f i e  

que : 

il e x i s t e  n E N t e l  que l ' ensemble  u k .  CN) c o n t i e n t  t o u s  l e s  e n t i e r s  
O 

i c  1 
1 

supé r i eu r s  à n . 
O 

Théoh2me 1 : Soi t  ((xki(") 1 , 1 une b é p M o n  au nend Lmge de La 

~ u i t e  de p o d  (xnIn , de L'edpace topoLogLque E .  Si I ut 6in.i dohb  : 

~ é m o n s t r a t  ion 

On pose 1 = (1, 2, ..., p l  

D'après l a  p ropos i t i on  2 l e s  inc lus ions  "D" sont  v é r i f i é e s  (même s i  1 

e s t  i n f i n i ) .  

i )  I l  s u f f i t  de  montrer : 



s o i t  r A((xnln Pi 1 
* 

Pour t o u t  vois inage v  de x  s o i t  I ( v )  l 'ensemble des  i nd ices  i r 1 t e l s  

q u ' i l  e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' e n t i e r s  n  v é r i f i a n t  x  
ki(n)  

E V.  

Montrons successivement : 

a )  Pour t o u t  v  : I ( v )  # 0  

a )  Supposons que I ( v )  = 0  a l o r s  il e x i s t e  un e n t i e r  n  t e l  que pour 
1 

De même il e x i s t e  n  t e l  que pour n  2 n  : x  
2 

L v  e t c . . .  Posons 
2  k2 (n )  

m = max {nl. n2. .... 
O npl .  

Pour t o u t  n  2 m : x  # v. ..., x  
O kl(n)  k ( n )  L v .  

P 
Ce q u i  implique que sauf  pour un nombré f i n i  d '  e n t i e r s  n  : x  L v.  n  

* 
c e  q u i  e s t  en con t r ad ic t ion  avec l 'hypothèse  x  6 A((xnIn 1 

8 )  S i  fi * I ( v )  = 0,  il e x i s t e  vl t e l  que 
v€V(X) 

1 1  I (v l ) .  .... il e x i s t e  v  t e l  que p  L I ( v  ) 
P P  

Donc : I ( v l  n v2 n . . .  n v  ) = 0  ce  qu i  e s t  impossible  d ' ap rè s  a ) .  
P  

* 
S o i t  donc : i E n * I ( v ) ,  on a  que pour t o u t  voisinif$e v  de x  

vrV(x) 
il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' e n t i e r s  n  t e l s  que x  E v ce  qui  s i g n i f i e  : 

k, ( n )  

i i )  Il s u f f i t  de montrer que : 

* 
S o i t  x  r L((xnIn , 1. S o i t  k ( n )  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  t e l l e  que : 

L'un des  ensembles : 

e s t  i n f i n i .  S o i t  k m )  n k i m )  un t e l  ensemble. 



La sous-sui te  de  ( x  1 d é f i n i e  par  : ki(n) n E N 

1 (Xki(n)  n E K où K = {n E IN 1 ki(n)  c k m ) }  e s t  convergente de 
* 

l i m i t e  x e t  donc : 

* 
1 ' L((Xk.  ( n )  n , N 

1 .  
1 

Remaraue 

S i  1 e s t  i n f i n i  l e  théorème précédent  n ' e s t  p l u s  v r a i .  

Reprenons l 'exemple 4 du § 1 

L'  ensemble { tn In  . e s t  dénombrable ( c ' e s t  l 'ensemble d e s  nombres r é e l s  

m de C O ,  1 C  de l a  forme - m E N, n E N) notons a o y  a l ,  . . . , a 
rr n n '  " '  

t ous  s e s  éléments d i s t i n c t s  ( i  # j => a # a . ) .  
i 1 

Pour t o u t  i E IN posons : 

Ki 
= {n r a 1 xn = ai} 

Chaque ensemble Ki e s t  i n f i n i  e t  donne donc une sous - su i t e  ( x  n n € K i  1 

de (x,). 

La f a m i l l e  des  sous-su i tes  (x  n n . K i  1 e s t  une sépa ra t ion  de  (x  n n  ) E N  

e t  on a : 

" L((Xnln 6 K .  1 = t a o y  a l ,  ..., a ... 1 # L((xnIn n ' 1 
id4 1 

A((Xnln c K .  1 = (aoy a l ,  ..., a n ' ... # A((xnln , ) 
idN 1 

Théohetne 2 : SoCt (xnIn IN une a d e  de points de 11e6pace topologique E 

t&e que L((xnIn , IN 1 # fl. 

) 1 re e d t e  une ~8pm.adion ( (xk.  ( n l  . PI , de (Xn)n • N t&e que 
1 



i) chacune de6 bou~-bu i tes  (x  1 ki(n) n .c IN 
e ~ t  convehgente (de i3mi.t~ 

nozée xi) 

i M )  i x  1 i r 11 = L((xnIn . 1 

Démonstration 

Pour chaque ci E L((x ) ), s o i t  (x 1 
ka(n)  n  E IN une sous-sui te  de  (xn)  

n n €34 

convergente ve r s  a. 

S i  u k  (ïf) c o n t i e n t  tous  l e s  e n t i e r s  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  
1 a 

u c l ( ( ~ ~ ) ~  . y 
rang ,  a l o r s  l a  f a m i l l e  cons idérée  e s t  une sépa ra t ion  de (x  ) 

n n  .IN 

v é r i f i a n t  i )  e t  i i )  donc l a  démonstration e s t  terminée. 

Supposons donc q u ' i l  e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' e n t i e r s  (no té s  par  o r d r e  

c r o i s s a n t  f3(0), f3(1), ... n'appartenant  p a s  à u ka@). 
aeL( (xnIn lJ 1 

On c h o i s i t  a l o r s  ci E L((x ) ) e t  on a d j o i n t  à l a  f ami l l e  de  sous- n n  rN 

s u i t e s  : 

X ( ' ~ ( 1 )  ' Xka(n( 1) ) ' Xka(n( l ) + l ) ,  ka(n( 1 )+2)  ' . ' e t c  . . . 

où n ( j )  e s t  un e n t i e r  t e l  que k  ( n ( j ) )  > f3(j) .  a 

La f ami l l e  a i n s i  obtenue e s t  b ien  une sépa ra t ion  e t  e l l e  v é r i f i e  i )  e t  i i ) .  

I 

La d é f i n i t i o n  de sépa ra t ion  n ' ex ige  pas que chaque ind ice  n  dans l a  

s u i t e  ( x  ) s o i t  u t i l i s é  une e t  une seu le  f o i s  dans l e s  sous-su i tes ,  d 'une 
n  

p a r t  un c e r t a i n  nombre ( f i n i )  d ' i n d i c e s  peuvent ne pas  ê t r e  r e p r i s ,  d ' a u t r e  

p a r t  l e s  i nd ices  r e p r i s  peuvent l ' ê t r e  dans p l u s i e u r s  sous-su i tes  de l a  

sépara t ion .  C 'es t  pourquoi il e s t  i n t é r e s s a n t  de d é f i n i r  une not ion  de 

sépara t ion  p l u s  ex igente .  



1 D é ~ i W o n  : La g M e  ((x~.(~) de a o u n - a u A W  ( /LUP.  de 
1 

b o a - a d u  au a m  lange) de l a  d&e (x,), , ut une aépam.tion- 

p W o n  ( h u p .  une a é p m a t i o n - p u o n  au 6eM lahge) de (xnIn 

a i  : (kim)Ii est une p-on de a ( h e a p .  d i  $ 0 ~ 6  Le.û ki d o n t  

i n j e c t i v e s  et d i  (kim))i , UR:  une p W o n  de N) . 

Il est clair que l'ensemble 1 est alors au plus dénombrable et donc il 

n'est pas possible en général d'obtenir un théorème comme le précédent. 

Cependant nous pouvons établir le théorème suivant. 

Thtonèrne 3 : SoiX (xnIn hl une a&e de pain& de l' u p a c e  topologique E 

$ e l l e  que : L( (xnIn , a ) ut non v ide  ; a un nombhe &in.i (p) d ' t l t r n e d  

et $&e que : 

[ j n o ~ N  V n r N  n i n  O =,x n E V  

1 1 A l o ~  *e e h t e  w e  a t p a h a t i o n - ~ w o n  ((x~.(~) n , a i (1, 2 ,  ... p} 
1 

t e l l e  que : 

) il chacune d e s  aou~-b~.&eb (xk, (n) , a aR: convagente  (de  fimiXe 

notée xi) 
I 

Démonstration 

Posons L( (xnIn ) {G1, 2 2 '  ..., X }. 
P 

Puisque E est séparé il existe v 1, V2, - . . Y  V des voisinages de 
P - A 

xl, x2, ..., x respectivement, et tels que : 
P 

i # j = > v  n v  = @  i j 

= v2 ... u v est un voisinage de L((x 1 ) et donc par 
P n n E N  

hypothèse il'existe n tel que : 
O 

n 2 n  = > X  E V .  
O n 



On pose a l o r s  K = 1 2 . . , n - 11 u {n c N 1 xn s v e t  n  2 no) 
1 O 1 

K 2 = { n ~ E I I x n ~ v  e t n 2 n )  
2 O 

. . . 

Les sous - su i t e s  ( x  ) 
k k € K I Y  (Xk)k r K 2 ,  * - . y  (Xk)k € K 

forment une 
P 

s é p a r a t i o n - p a r t i t i o n  de (x ) v é r i f i a n t  i )  e t  i i ) .  n n E N  
-. 
5 

Remarque : L'hypothèse (T) ("ex is tence  d 'un en t ie r - t rappe")  sera g tüdiée  

au  paragraphe su ivan t .  E l l e  e s t  i c i  e s s e n t i e l l e  comme l e  montre 

l 'exemple de l a  s u i t e  : x = n + ~ - 1 ) ~  n.  n  

S o i t  K CH, K i n f i n i ,  l e s  deux cond i t i ons  su ivan te s  son t  équ iva l en t e s  

( J . C .  F io ro t  Cl], J . C .  F io ro t  e t  P. Huard C21) 

D e  p l u s  en c l a s s a n t  les  éléments de K p a r  o r d r e  c r o i s s a n t  

K = { k ( 0 ) ,  k ( l ) ,  . . .), (FI) e t  (F ) sont  équ iva l en t e s  à 
2 

Védhi . t ion 1 : so*t ( x ~ ) ~  une 6oud-6ui.t~- de ?a auitn ( x n I n  P(. b 4  . i, 

v é k d i e  ( F ~ )  on que La doub-bLU*e ut dhéquente. Le  plu^ p&Lt entie* p 

$el que ( F ~ )  a* app&E d*Gquence de t a  boa-a&e.  
* 

On v é r i f i e  les  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 



1 '1 Si (('k)k c K~ i a I est une sépara t ion-pa r t i t ion  de (xnIn en - 
sous-suites f réquentes  de fréquence p a l o r s  card 1 5 p . 
PÎ S i  ( x ~ ) ~  e s t  une sous-suite  de ( x ~ ) ~  t e l l e  que K v é r i f i e  - 
(F2) pour p' a l o r s  l a  sous-suite  (xkIk . e s t  fréquente de fréquence s 2 ~ ' -  

P e ~ h L i h n  2 : On d i t  pue Ln d u t e  (xnIn a de p o u  de t ' e s p a c e  

topoîogique E ut *esque p6eudo-pé&Lodique i r i  e x i b t e  une 

& e p m u 5 o n - p m t & l o n  de (xnIn en bo~b-ir&eb 6k@pu&es de 6 ~ ~ t q u e n c U  

bornées, CU 4 0 u ô - 4 u L t ~  étCVLt de pCub c o n v q & e b .  

On v é r i f i e  l e s  propr ié tés  suivantes.  

Pl S i  (xn) est pseudo-périodique de  période p e l l e  e s t  presque pseudo- - 
périodique. 

P2 S i  (xnIn . e s t  presque pseudo-périodique a l o r s  - 
L((Xn)n a H = ~ ( ( x ~ ) ~  ) e t  ces ensembles sont  f i n i s .  

Exemples 

(O, 1, 2, 3, 1, 2, 3, O ,  2, 3, 0, 1, 3, 0, 1, 2 ,  ... 1 

Remarque : Dans l a  d é f i n i t i o n  de s u i t e  presque pseudo-périodique l a  

condit ion de fréquences bornées ne d o i t  pas ê t r e  oubliée,  c a r  il e x i s t e  

des s u i t e s  (xnIn admettant des sépara t ions-par t i t ions  en sous-suites  

fréquentes e t  convergentes e t  pour l e s q u e l l e s  1 e s t  i n f i n i  a i n s i  que 

L((Xn)n a rn ). Exemple : 

Les p a r t i e s  i n f i n i e s  de N suivantes : 

K 1 = 2 N = { m 1 3 n c N  m = 2 n )  

K 2 = 1 ) N + 1  = { m l  3 n r N  m = 4 n + l )  



. . . 
forment une p a r t i t i o n  deiN. 

Donc en posant  x = p s i  n E K on o b t i e n t  une s u i t e  t e l l e  que l e s  n  P 

SOUS-suites ((x ) 1 
k k r K  p r i N  

forment une s é p a r a t i o n - p a r t i t i o n  de  (x 
P 

n 

en sous - su i t e s  f r équen te s  ((x ) P 
k k r K  

e s t  de  fréquence 2 ) convergentes .  
P 
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§ III 

ETUDE DE DIVERS CRITERES 

PRESENTATION DU § I I I  

Après avoir rappelé quelques définitions de compacité qui jouent un 

rôle fondamental dans les problèmes de suites, nous étudions divers 

critères dont certains sont classiquement utilisés. 

- Critères asurant que l'ensemble d'accumulation ou l'ensemble 

sous-limite d'une suite est non vide. 

- Critères assurant que l'ensemble d'accumulation a au plus un point. 

- Critères assurant que l'ensemble d'accumulation a au plus p points. 

- Critères assurant la convergence. 

- Critères assurant l'existence d'entiers-trappes. 

On ne fait dans ce paragraphe aucune hypothèse concernant le mode de 

définition des suites concernées ; nous verrons plus loin que dans le 

cas par exemple des suites définies par une relation de la forme 

X n+ 1 = f(x ) où f est continue d'autres critères peuvent être énoncés. n 

A - LES DIVERSES NOTIONS DE COMPACITÉ E T  UNE APPLICATION 

Rappelons les définitions suivantes. 

1) L ' e ~ a c e  topologique E es t  d i t  compact si de tout recouvrement ouvert 

de E on peut extraire un recouvrement fini de E (N. Bourbaki C21, 

J.L. Kelley [I l ,  J. Dugundji [Il, W.J. Pervin [Il ,  etc ... 1. 



?)  L'espace topologique E e s t  d i t  semi-compact ("countably compact") s i  il 

v e r i f i e  l 'une  des  deux p ropr ié t é s  équivalentes suivantes : 

ci; cie tout  recouvrement ouvert dénombrable de E on peut e x t r a i r e  un 

recouvrement f i n i  de E.  

6) t o u t e  s u i t e  admet un point  d'accumulation (N. Bourbaki L21, J.  Dupnd j i  C l ] ,  

.!. Greever [ I l ,  W.J. Pervin [Il ,  S.A. Gaal Cl1,etc ... ) 

3; L'espace topologique E e s t  d i t  séquentiellement compact si  t o u t e  s u i t e  

âdmet une sous-suite  convergente. (J .  Greever C l ] ,  W.J. Pervin C l ] ,  

S.A. Gaal Cl1,etc . . . 1. 

PtropoaWon 1 : i) S o a  E un espace ;topologique & / ~ s  : 

( E  compact) 
(E auni-compact) 

( E  ~ é q u d & e m e n , t  compact) 

,) !X E  ut un espace m é x q u e  &am : 

[ E  compact) <=> ( E  ad-compact)  <=> ( E  aéuuenZL&emenAc comp*rct). 

Démonstration 

Voir J .  Kelley C l ]  (page 138) ou S .A.  Gaal C l ]  (page 133) ou J. Greever cl1 

(page 5 2 ) .  

I 

Remarque : En général  aucune a u t r e  implicat ion que c e l l e  donnée dans l e  

schéma i )  n ' e s t  vra ie ,  ce  qui  s i g n i f i e  de façon p réc i se  : 

- il e x i s t e  des espaces compacts non séquentiellement compacts 

(Co, 11 
Co, 11 

par exemple ; v o i r  L.A. Steen e t  J . A .  Seebach Cl3 page 1 2 5 )  

- il e x i s t e  des espaces séquentiellement compacts non compacts 

- il e x i s t e  des espaces semi-compacts non compacts 



- il e x i s t e  des  espaces semi-compacts non séquentiellement compacts 

(vo i r  L.A. Steen e t  J . A .  Seebach [Il page 21) 

Un a u t r e  type d'espace jouera un r ô l e  t r è s  important dans l a  s u i t e  : l e s  

espaces à boules fermées compactes.(Voir L. Schwartz Cl]). 

Enonçons quelques p ropr ié t é s .  

l e s  boule6 6ehmées de  E hont  compczctes h i  et hc3.&.M& h i  : 

" P o u  t o u t  A c E : A compact <=> A 6 m é  bohné". 

2 
: S i  E es t  un espace mé f ique  à boules dehmées compactes 

i) E est  locatement compact et donc complet 

L) E est  dénombtrable à L1h6.Lni ( c l  est-a-dihe k é d o n  dénombhable de  

c a m p a d )  et donc h E p a ~ ~ ~ b l e .  

3 : P o u  t o u t  m E N*,   IR^ ut un espace niéaXLque à boute6 6mEe6  compactes - 
( V O ~  L.SchLU1Zhtz C f ] ) .  

Comme appl ica t ion  de c e s  notions donnons l a  proposi t ion  suivante : 

h o p o 6 c t i o n  2 : SoLt i*xnIn , une a d e  de  points  de t1e6pace tapotagique E .  

* 
S i  x E A((xnIn , El ) e t h i :  

i l  exibte un vo&hage v de X, v compact ( o u  séquey~CU&~ent  compact) t& que : 

I * )  v n A((x , )~  , = fi) a l o r s  : 

* 
x r L((xnIn ni). 

Démonstration 

Par hypothèse il e x i s t e  K c N, K i n f i n i  t e l  que 

k c K = > x k e  V 



* 
S i  l a  sous-su i te  (x ) k k r K  

ne converge pas ve r s  x a l o r s  il e x i s t e  w un 

* 
vois inage  ouvert  de x e t  K c K, K i n f i n i  t e l  que : 1 1 

k r K 1 = > x  k C W  

La sous-su i te  ( x  ) e s t  une s u i t e  de  p o i n t s  de  v - w q u i  e s t  semi- 
k k E K 1  

compact, c a r  v e s t  semi-compact e t  v - w  = v n C w  e s t  donc a u s s i  semi- 

compact ( ca r  l ' i n t e r s e c t i o n  d'un semi-compact avec un fermé e s t  semi- 

compact : J, Greever Cl] page 5 5 ) .  
(Xk)k K1 

admet un po in t  

** * ** * * 
d'accumulation x qui  e s t  d i s t i n c t  de x ( c a r  x 4 w), x e s t  a u s s i  un 

po in t  d 'accumulation de (xnln  c e  q u i  c o n t r e d i t  1 ' hypothèse (*  ) . 
I 

coh0f la ihe  : SoLt (xnIn rn une a&e d e  point6 d e  11e6pace  topologique 

&ocdement  compact E &om : 

S i  A( (xnIn ) est 6 k . i  on a : A((xnIn = L((xnIn , rn 

Rappelons que E e s t  d i t  localement compact s i  t o u t  p o i n t  admet un 

vois inage  compact ( N .  Bourbaki C21). 

Phopodi.~%?n 3 : SoLt (xn ln une a d e  de  pointb d e  l l e b p a c e  .topologLque E 

i) S ' a  eriste une d0~16-d&e de (xnIn , contenue danb une ptvca2e 

compacte de E d o m  : 

A((Xn)n  c N ) # 0  

) S ' i l  exAte une ~oud-a~.&e de (xnIn c o d e n u e  dana une w e  

a t q u e n t i d e m e n t  compacte de  E a l o u  : 

'-(('n)n É R ) $ 0  I e A d o n c A ( ( ~ ~ ) ~ , ~  ) # 0) 



Démonstration 

Cela r é s u l t e  immédiatement des  d é f i n i t i o n s  e t  de l a  p ropos i t i on  2 du 

§ 11. 

Phopo~i.a%on 4 : Soct (xnIn El une  de de p a i n 1 2  de l 'espace mé&cique 

à bodes  d m é e b  compactes E, dotrd : 

; ,,.c e m r e  une A O U A - A U ~ . ~ ~  de (xnIn El q u i  ~ o c t  bohnée 

A((Xn)n  IN ) # @  

~ é m o n s t r a t  ion  

-\ " _- _ 
b,,t q ~ ~ l l  e x i s t e  une sous-su i te  bornée implique q u ' i l  e x i s t e  une sous- 

s u i t e  contenue dans un compact ( c a r  t o u t e  boule  est contenue dans un 

compact) e t  donc on conc lu t  g r âce  à l a  p ropos i t i on  3 i ) .  

A AU PLUS UN P O I N T  

Rappelons qu'une s u i t e  ( x  ) de  l ' e s p a c e  métr ique E e s t  d i t e  
n n  E N  

de  Cauchy s i  : 

V c ~ 0 3 n o c N V m r N V p c N m 2 n o e t p ~ n  O = > d ( x m , x )  P S E  

Ce qui  e s t  équ iva l en t  à : 

l i m  diam ({xn, xntl, ..., x ... ) >  = O ntp '  
n-Mo 

Pnopo~i.a%on 5 : S i  ( x , ) ~  , est une aUi.te de Cauchy de C'ehpace rnél2ique E, 

dotrd (xnIn  , nu est bohnée et A( (xnIn . ) a au p U  un point. 



(Voir L.  Schwartz Cl1 page 130). 

PnopoaWon 6 : S o a  (xnIn El une a d e  de l 'espace méifrtique E t&e que 

k h  aéhie de t m e  généhut d(x,, xntl) b o a  convengede, do4A A((xnIn 1 

a au p& un point. 

Démonstrat ion  : 

Par hypothèse l a  s u i t e  S = d(xo, x l )  + ... t d ( ~ , - ~ ,  x ) e s t  convergente,  
n n 

e l l e  e s t  donc d e  Cauchy ( c a r  t o u t e  s u i t e  convergente e s t  de  ~ a u c h y )  e t  donc 

pour tou t  E > O il e x i s t e  no E t e l  que : 

Y ~ E N V ~ C N  m 2 n o e t p 2 n  O => 

(* )  d(xp ,  x t . . . t d(xm-l, xm> 5 E 
p + l  

D'après l ' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e  on a : 

d(xp9 xm) E 

Ce q u i  montre que l a  s u i t e  ( x  ) e s t  de  Cauchy. n 

C o m W e  I : S o a  (xnIn une a&e de p o i d  de l ' u p a c e  mPtdque E. 

Si t 'une  de6 c o n ~ o n ~  6 ~ ~ i W a d ~  ut uéddiée  

i) 3 c E R  A E R ,  O 5 A < 1, 

Y n E N : d(xn,  xntl ) s C X "  

* 
U )  3 C E R t ,  3 8 E R ,  8 > 1, 

Démonstrat i o n  

C 
Cela vient  d e  l a  convergence des  s é r i e s  1 C ln, 1 - 

n a  ndN n B 
m 



CohoU&e 2 : Soi t  (xnIn une b d e  de poina2 de l lebpace m é w u e  E .  

S i  : 
* 

3 X E IR O I X < 1 V n E IN d(xntl, xn) < X d(xn, x ~ - ~ )  

M o u  A((xnIn . El ) a au p b  un point. 

Remarque : Les conditions données par la proposition 6 et ses corollaires 
- 

- (-1ln 
ne sont pas nécessaires comme le montre par exemple la suite x - - 

n n 

de points de IR. 

A AU PLUS P POINTS 
.I 

P&oopoai.Cion ? : S o a  (xnIn IN une a d e  de p o m  de l lebpace mefique E. 

S ' a  e d t e  p c N* t& que l a  aéhie de t m e  g é n é m t  d(xn, x ) b o a  
n+P 

~émonstration : 

Les séries de terme général d(x n ~ '  X(n71)p )y d(xnptls X(ntl)ptl 
1, .**, 

d(x,pt(p-l) ' X(nti)p+p-î sont toutes convergentes donc en appliquant 

la proposition 5 aux suites (x 1 1 np)n r N' (xnp+l n 6 N' l (Xnpt(p-î) n r R 

on voit que chacune a au plus un point d'accumulation~le théorème 1 du 

§ II nous permet alors de conclure. 

C o k o U d e  1 : Soit  (xn ln . IN une a d e  de p o h h  de l lebpace mgfique E 

et b o a  p E IN* tee6 que l 1  une de6 condLtXon4 



C o n o U h e  2 : S o L t  ( x , ) ~  , iN une b d e  d e  p o h 2  d e  L' eapace  m é M q u e  E 

a p E w*. S i  

3 h r I R ,  O i l  < 1, V n C R  : d ( ~ , + ~ ,  x,) i h d(x,, x ) 
n-P 

d o u  : 

A((Xn)n  , N 
) a au plu6 p poivu2 .  

E - CRITÈRES ASSURANT LA CONVERGENCE 

Les r é s u l t a t s  s u i v a n t s  bien que c l a s s i q u e s  sont  u t i l e s .  
c a . ' 

Cl S i  l a  s u i t e  ( x ~ ) ~  PI de p o i n t s  de IR e s t  monotone à p a r t i r  d 'un 

c e r t a i n  rang e t  bornée, e l l e  converge. 

C 2  La s u i t e  (XnIn E R  
1 2  

de po in t s  de  IRm ( X n  = (x,, x n 9  , ..., x:)) e s t  

i $2 

convergente s i  e t  seulement s i  chacune des  s u i t e s  (xnIn e s t  convergente 

C3  IR^ e s t  complet ( i . e .  t o u t e  s u i t e  de Cauchy e s t  convergente) 

C 4  La s u i t e  ( x ~ ) ~  de p o i n t s  de l ' e s p a c e  topologique E e s t  convergente 

s i  e t  seulement s i  chacune de s e s  sous - su i t e s  converge. 

m 
L e  r é s u l t a t  su ivant  avec E = I R  e s t  a u s s i  fréquemment u t i l i s é .  



ThGokGme J : S o L t  (xnIn . El une a&e de p o d  de l' espace topologique E 

il S i  E e s t  compact et d i  A ( ( x , ) ~  , El ) e s t  t ~ é d u ~  à un élémen;t X ~~~ 
(Xn)n  e N 

convenge v m  X 

.Li) S i  E es t  dépuen~tieeeentent compact et d i  L( (xnIn ) es t  héd& à un 

élément :, a t o u  (xn ln  . El convenge v e ~  X .  

Démonstration 

Siipposons v é r i f i é e s  les  hypothèses de i )  ( r e s p .  de ii)). 

* 
S i  (xnIn , ne converge pas  v e r s  x ,  il e x i s t e  un vois inage  ouver t  v  

* 
de  x e t  une p a r t i e  K c N ,  K i n f i n i ,  t e l s  que : 

L a  sous-su i te  ( x  ) k k € K  admet un poin t  d 'accumulat ion ( r e s p .  un p o i n t  
v * * * 

sous- l imi te )  x  d i s t i n c t  de x c e  qu i  e s t  une con t r ad i c t i on .  

I 

C o t o U d e  : S O U  (xn )n une b d e  de poivttd de L'espace méZbique à 

S i  % (  (xnIn . es t  h@dll*t il un tlément X et que (xn ln  est  bmnée 

a t o u  : (x,) convage v m  X .  i -. 

Remarque : Les hypothèses de compacité son t  e s s e n t i e l l e s .  En e f f e t ,  

n  1 
l a  s u i t e  x  = n t (-1) n t  admet O comme s e u l  po in t  dtaccumulat ion 

n e  

e t  pour tan t  ne converge pas .  
<.  

Ptopodction 8 : S o L t  ( x , ) ~  une all*te de pain& de t'ebpace mgfique 

complet E .  S i  l a  dehie de t m e  giinékat d(xn ,  xntl) esf convagente a l o u  



On montre comme dans l a  p ropos i t i on  4 que ( x  ) e s t  de Cauchy. n  

Cokoeûune 1 : S o L t  ( x , ) ~  , une a&e de poi& de l 'espace mémque 

complet E .  S i  l ' une  d u  c o n ~ o n b  : 

n 
i) 3 C CR: 3 a < 1 Y n  C N  d(xn ,  xn+,) S C a  

1 3 c c l ;  3 B > i Y n  r N d(xn ,  xnti) 
C 

< B  n 

e~t vé&idiée d o t r d  : 

(x,) es t  convengente. 

Cokoeûune 2 : S o a  (xnln  une a d e  de po in td  de t ' u p a c e  méfique 

complet E ; a i  : 

3 A E IR, O 6 A < 1, n r N : d(xntl, xn) 5 A d (xn9  x , - ~ )  

dotrd (xnIn , est convagente. 

Grâce à l a  no t ion  de sépa ra t ion  ( v o i r  $ I I )  on peut amél iorer  l e  c r i t è r e  C4. 

P ~ o p o a ~ o n  9 : S o c t  ( (xk ,  1 fi 1 une aépahatian 4 i A e  de t a  
1 

~ W t e  Ei de poutta de t 'espace topoLogique E : (xnIn U t  

convengente vehd : o i  et deiLeemont d i  chacune da6 60~6-4LLitCû 

~ é m o n s t r a t  ion  

La condit ion e s t  nécessa i re  d ' a p r è s  l a  propos i t ion  2 du $ II. 

Montrons q u ' e l l e  e s t  s u f f i s a n t e .  Posons 1 = il, 2 ,  . . . , p l .  

* 
S o i t  v un vois inage  de x. So i t  n  un e n t i e r  t e l  que 

O 



S o i t  n . ( i  = 1, 2 ,  ..., p )  un e n t i e r  t e l  que 
1 

Alors en posant : N = max {no, k l (n l ) ,  k 2 ( n 2 ) ,  ..., k (n  1) on a  que : 
P P  

* 
e t  donc x converge v e r s  x .  n  

Remarque 1 : Le f a i t  que l a  sépara t ion  s o i t  f i n i e  e s t  e s s e n t i e l .  

On peut c o n s t r u i r e  des  s u i t e s  ( x  ) non convergentes admettant des  n n  E N  

sépa ra t ions  en sous-su i tes  t o u t e s  convergentes de même l i m i t e .  

La s u i t e  (1 ,  2,  1, 1, 3, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 1, 5 ,  ... ) q u i n ' e s t  pas  

convergente s e  sépare  en : 

Remarque 2  : D'aut res  c r i t è r e s  de convergence sont  donnés p l u s  l o i n  

(au § VI1 en p a r t i c u l i e r ) .  

F - CRITERES ASSURANT L ' E X I  STENCE D ' E N T I  ERS-TRAPPES 

Phopoa&on I O  : S o a  (xnln  une a d e  de poins de L'espace 

topologique E .  

i) Si E @ A t  compact ou aEque&&emenX compact d o m  : 

POLM touX vo-M.nage v de A( (xnIn , IN ) U e&Ze no r IN Z& que : 
(Tl  

I On dLt que no es t  un entieh-&appel 

) Sh E e n t  a é q u e d a e m e n t  compact a lam : 

Pom t a &  vodinage v de L( (xnIn . ) eiLiate no E IN tel que : 

n 2 n  = > x  E V  
O n  



~ é m o n s t r a t i o n  

Supposons que E e s t  compact ou séquent iel lement  compact ( respect ivement  

séquent iel lement  compact). S o i t  v un vois inage  de A((x ) n n E N  ) 

(respectivement de  L((x ) 1) s ' i l  n ' e x i s t e  pas d ' e n t i e r s  n t e l  que : 
n n E N  O 

n 2 n => x E V ,  c ' e s t  q u ' i l  e x i s t e  K c IN,  K i n f i n i ,  t e l  que : 
O n 

k ~ K = > x  L v .  k 

La sous-sui te  (x k k € K  
admet au moins un po in t  d 'accumulation 

* 
(respectivement au moins un poin t  sous- l imi te )  x qu i  e s t  a u s s i  un poin t  

d'accumulation (respectivement un p o i n t  sous- l imi te )  de ( x  n ) e t  donc 

* 
puisque : c! A( (xnIn  , ( r e sp .  x 4 L((xnIn , IN ) )  on o b t i e n t  une 

cont rad ic t ion .  

Cokol.tahe : SoLt (xnIn une b d e  de points de l 'espace méfique 

à bou les  6eiunéed compactes E. S i  (xn )  ebt  bomze a X o u  : 

Poun t o u t  vohidulage v de A((xnIn , IN ) Lt! e d t e  no 6  IN t e l  que : 

n z n  = > x  E V .  
O n 

Remarque : Les hypothèses de compacité de l a  propos i t ion  sont  ind ispensables .  

n 
La s u i t e  xn = n + (-1) n + v é r i f i e  : A ( ( x , ) ~  , IN ) = { O )  e t  il e s t  c l a i r  

que pour 1-1, t 1 C  qui  e s t  un vois inage  de A((x ) il n ' e x i s t e  
n n €IN 

aucun n t e l  que : 
O 



APPROXIMATION DE A((, 
n n a  

) PAR DES ENSEMBLES F I N I S  

Lorsqu'on dispose d'une suite non convergente (chaque point étant 

donné de façon exacte et les points pouvant être obtenus aussi loin que 

voulu) et que l'on cherche à connaître l'ensemble de ses points 

d'accumulation, on ne peut le faire en pratique qu'avec des sous-ensembles 

finis de l'ensemble des points de la suite. Le but de ce paragraphe est 

d'étudier comment des ensembles de la forme {x n~ Xn+y - O  Y xm} 

"approcnent" A( (xnIn hl ). Les notions de limite inférieure et de limite 
-L 
supérieure d'ensembles (voir par exemple C. Berge Cl]) nous servent 

d'outils pqur énoncer les résultats. 

Le théorème 1 indique que dans certains expaces (par exemple R ~ )  

il est tobjours possible d'approcher A((x,)~ , ) par des ensembles finis 

de la forme {xn y x,+~, . . . , xm}. 
. . 

Les résultats trouvés nous amènent à définir la notion d'indices 

approchants qui sera un butiï précieux dans llBtude des algorithmes 

de traitement des suites: Le théorème 2 Btablit les rapports entre cette 

notion et celle de suite extraite convergente. 

Dans tout ce paragraphe lorsqu'une suite (x ) n n E N  est donnée 

on pose : Xn {xi 1 i L nl 



PhopobCtion I : S o a  ( x ~ ) ~  une b d t e  de p o u  de l ' u p a c e  topologique E .  

La s d e  d '  membLe xn est  convengente et : 

l i r n  Xn = A( (x,), 
n- 

Démonstration 

Nous devons démontrer l ' é g a l i t é  des  t r o i s  ensembles su ivan t s  : 

- 
l i r n  Xn ; l i r n  Xn ; A((xnIn - 
n- n-~x, 

L ' inclusion su ivan te  e s t  v é r i f i é e  pour t o u t e  s u i t e  X : 
n  

Montrons : 

- 
(**> i i m  xn c A((xnIn 

n* - 
Soi t  # E l i r n  Xn. Par d é f i n i t i o n  pour t o u t  vo is inage  v  de 

n* 

e t  donc pour t o u t  vois inage v  de # il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i 
1 

t e l s  que : x  E V ,  ce  q u i  implique P E A((x ) i n  n  € I N ) *  

Montrons : 

(***) A ( ( x n ) n É N  ) c - l i m  Xn 
n- 

Soi t  P r A(xnIn , ). Par d é f i n i t i o n  pour t o u t  vois inage v  de # il 

e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t e l s  que : x .  E v ,  donc pour t o u t  
1 

vois inage  v  de # e t  t o u t  n  E N  : v  n Xn # 0 ce  q u i  s i g n i f i e  que 

- 
X E l i r n  Xn. 

n* 

Les r e l a t i o n s  (*), (**) e t  (***) é t a b l i s s e n t  l ' é g a l i t é  des  ensembles 

considérés  e t  donc l e  r é s u l t a t  souhai té .  



Remarque : 

Une méthode r ap ide  pour é t a b l i r  l a  p ropos i t i on  1 c o n s i s t e  à u t i l i s e r  : 

- 1 )  n Xn - A((xnIn , ) (N. Bourbaki C21, G. Choquet [ I l ) .  
n a  

2 )  Puisque l e s  X sont  déc ro i s san t s  l e s  X a u s s i .  
n n 
- -- 

3 )  - l i m  An = - l i m  An, l i m  An = 1 i m  
n- n- n- n- 

4 S i  l a  s u i t e  d'ensembles fermés An e s t  déc ro i s san te  e l l e  e s t  convergente 

e t  : l i m  A = 
n- n An ndN 

Le r é s u l t a t  précédent q u i  nous indique que l 'ensemble A((* ) ) e s t  n n É N  

"approché" par  l e s  ensembles X mér i te  d ' ê t r e  amélioré,  en essayant  n 

d'approcher A ( ( x ~ ) ~  , IN ) par  des  ensembles f i n i s .  

On peut poser  l e  problème géné ra l  sous l a  forme su ivante  : 

I t r ouve r  a : N + IN e t  f3 : IN + N t e l  que l a  s u i t e  d'ensembles 

B ( n )  s o i t  convergente de l i m i t e  A((xnln 
IN 1 

ou encore en f i x a n t  à p r i o r i  a ( n )  = n 

B(n) t rouver  f3 : BI + N t e l  que l a  s u i t e  d'ensemble Xn s o i t  

convergente d e  l i m i t e  A ( ( x ~ ) ~  , 1 
i 

C'es t  ce  deuxième problème que nous a l l o n s  essayer  de rgsoudre ; on peut 

quand même remarquep que s i  f3 en e s t  une s o l u t i o n  a l o r s  pour t o u t  

a : N +IN s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  (a, f3 O a )  e s t  une s o l u t i o n  du 

premier problème. 

Remarque : Comme nous l ' avons  d é j à  s igna lé  (no te  1 5 1 )  une s u i t e  

d 'é léments  de E n ' e s t  pas  a u t r e  chose qu'une a p p l i c a t i o n  de N dans E .  

Quand E = IN il e s t  p a r f o i s  p l u s  commode de  p a r l e r  directement  d ' a p p l i c a t i o n s  

deIN d a n s N  e t  d ' u t i l i s e r  l a  no ta t ion  a ( n ) ,  c ' e s t  c e  que nous sommes 

amené à f a i r e  dans c e  paragraphe ( a i n s i  que p l u s  l o i n  aux § VIII, I X  e t  X). 



Phopodition 2 : Soit (xn), . une auiAe de poLna2 de l' a p a c e  XopoLogique E, 

doit B : N + N  que : Y n  E R  : B(n) > n,  &ohA : 

- 
l i m  X B(n) - 

n  n-Mo 
- A(Xn)n E IN 

- B(n) a )  So i t  # E l i r n  Xn 
n- 

S o i t  v  un vois inage  de # pa r  d é f i n i t i o n  : 

u n  E N ,  3 m a n  : x ~ ( ~ )  n v  # m 

Nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  une i n f i n i t é  d ' i nd ices  i t e l s  que : xi E v. 

Pour t o u t  n  r R ,  s o i t  m 2  n  t e l  que : x " ~ )  n v  # e t  s o i t  i ( n )  t e l  que : 
m 

X 
i ( n >  

E v e t  i ( n )  E {m, . . . , B(m) - 1). Les i ( n )  a i n s i  c o n s t r u i t s  ne sont  

pas  nécessairement d i s t i n c t s ,  mais comme : i ( n )  2 m 2 n  c e l a  implique que : 

l i m  i ( n )  = +a e t  donc que l 'ensemble { i ( n )  1 n E N) e s t  i n f i n i .  
n- 

Donc : 2 r A((x , )~  , 

b)  So i t  maintenant 2 A((x , )~  , 
Il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t e l s  que x  E v, il e x i s t e  donc une i 

i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t e l s  que : 

B ( i ) )  
x!'~) n v # $ ( ca r  puisque @(il > i xi E Xi 

- B( i>  e t  donc # E l i m  Xn 
n- 

- n t 1  
C o h o U M n e  : i i m  Xn = A( <xnln,  ) 

n- 

Pour l a  " l i m i t e  supérieure" l a  s i t u a t i o n  e s t  donc a s sez  simple. Nous 

a l l o n s  v o i r  que pour l a  " l i m i t e  i n fé r i eu re"  e l l e  l ' e s t  beaucoup moins. 

Montrons d'abord q u ' i l  n ' y  a  pas  d ' e s p o i r  d ' o b t e n i r  un r é s u l t a t  a u s s i  

simple que c e l u i  de l a  p ropos i t i on  2 .  



P h o p o ~ L i i o n  3 : SoLt  E un enpace t o p o l o g i q u e  a y a n t  au moind deux p o W  

di6mCtb. 

P o m  to&e  a p p e i c a t i o n  B : IN + N, *e e M t e  dea s d e a  (xnIn d e  po in t2  

d e  E t e U e n  que : 

Démonstration 

S i  il n ' e x i s t e  pas  d ' e n t i e r s  n  t e l s  que : 
O 

a l o r s  pour t o u t e  s u i t e  (x  ) on a : n n E N  
B(n) , @ l i m  Xn - 

e t  donc en p a r t i c u l i e r  pour une s u i t e  cons t an te  on a  : 

B(n) l i m  Xn - # A ( ( ~ n ) n  IN 1 

Nous pouvons donc supposer q u ' i l  e x i s t e  n  t e l  que : 
O 

n 2 n => B(n) > n 
O 

e t  puisqu'en modif iant  un nombre f i n i  de termes d 'une s u i t e  d'ensembles 

on ne modifie pas  s a  l i m i t e  i n f é r i e u r e  nous pouvons même supposer que : 

(* )  V n E IN : D(n) > n 
# 

On d é f i n i t  a l o r s  par  récur rence  une a p p l i c a t i o n  y : N + I N  en posant : 

y ( 0 )  = B(0) 
* 

y(n )  F $(y(n-1))  + 1 pour t o u t  n  E N 

D'après (*)  y v é r i f i e  : 

* 
y ( n >  > y(n-1) + 1 pour t o u t  n  E PJ 

On cons idère  a l o r s  l a  s u i t e  (x ) d é f i n i e  paF : 
n n €IN 

x = a  s i n e  i B ( y ( ~ ) ) ,  f 3 ( ~ ( 1 ) ) ,  -.., B ( Y ( ~ ) ) ,  n  

x b sinon 
n 

où a  e t  b  désignent  deux éléments d i s t i n c t s  de E.  



On a alors : 

(car la sous-suite (x est constante donc convergente vers a) 

B(n) ii) a 4 lirn Xn - 
n- 

(car a i - lirn x~(Y(~)), ce qui résulte de : 
y(n> 

et donc : xB(Y(~)) = {b] 1 
r(n) 

Les résultats i) et ii) montrent que : 

B(n> 
) # lirn Xn A((xnIn N n, 

S'il ne peut exister de suites B(n) permettant d'approcher tout 

ensemble d'accumulation, par contre pour une suite ( x ~ ) ~  donnée 

(dans un "bon espace") il existe toujours une suite B(n) permettant 

d1 approcher 1' ensemble dl accumulation de (xnIn c'est ce qu'établit 

le résultat suivant : 
0 

Théohème I : S o L t  E un edpace méwque  dénombtlabte a 1 'h&L. 

S o a  (xnIn une  de de p o W  de E .  

IL e x h i e  une a&e a(n) t&e que : 

lirn X a( n ) = A((xnIn , n 

@appelons que E est dit dénombrable à l'infini s'il est réunion dénombrable 

m 
de compacts, par exemplelR ). 

~émonstration : 

Soit (Kn>, , une suite croissante de compacts telle que : 



S o i t  n  un e n t i e r  f i x é .  

I l  e x i s t e  ( ~ c h w a r t z  Cl1 lemme 2  page 87) une s u i t e  f i n i e  de boules  ouve r t e s  : 

recouvnant K n A((xnIn , 
n ) q u i  e s t  compact, e t  t e l l e  que chaque boule 

cont ienne au  moins un po in t  de  A((x ) n n  E N  1. 

I l  e x i s t e  donc un e n t i e r  B(n) t e l  que : 

n 1 
(*)  x:(") n ~ ( a ~ ,  ;) # 0 pour i 1, 2 ,  ..., i ( n )  

Montrons que l a  s u i t e  B(n) a i n s i  d é f i n i e  v é r i f i e  : 

B(n) - l i m  xn - A((xnIn , 1 
n-Kp 

I l  e s t  c l a i r  d ' après  (*) que : B(n) > n e t  donc : 

- B(n) - l i m  xn - A( (xnIn 1 
n* 

d ' a p r è s  l a ,  p ropos i t ion  2. 

L ' inc lus ion  : 

B(n) l i m  xn c A((xnIn - 1 

é t a n t  t ou jou r s  v é r i f i é e ,  r e s t e  à montrer que : 

) c l i m  B(n 
A ( ( ~ n ) n  6 PI - 'n 

S o i t  X E , N) .  S o i t  n  t e l  que : 
O 

n z n  = > X , K n  
O 

Pour t o u t  n  2  n  il e x i s t e  i E (1 ,  2, ..., i ( n ) )  t e l  que : 
0 

e t  donc d ' ap rè s  ( * )  il e x i s t e  y ( n )  E i n ,  n t l ,  .. . , B(n) - 1 )  

2  t e l  que : d(X, < n 
ce  q u i  montre que d (2 ,  xB(") ) + O e t  donc que : 

n 

( v o i r  Berge [ 11 page 126 ) . 



D e d i w o n  i : Soi2 (xnIn , une a d e  de p o d  de l'espace topologique E .  

SoLt X B A((xn), 

La 6 ~ i t e  d ' d m  B(n) e s t  &e d d e  d'indice6 a p p n o c W  pou4 

2 a i  : X E l i m  B(n) - 'n 
n-- 

La dUite d ' e n t i m  B(n) est  &e a d e  d'indice6 appnochant6 powr 

V X r A( (xnIn , ) : X E l i m  B(n) 
- 
n- 'n 

(auAtment di t  6 i  l a  6&e d 'membles  xn B(n)  es t  convagente de &nite 

Avec c e t t e  d é f i n i t i o n  la  p ropos i t i on  3 e t  l e  théorème 1 exp2irnenl que : 

Pour chaque s u i t e  (xnln de p o i n t s  de R ~ ,  il e x i s t e  une su:tz 

B(n) d ' i nd ices  approchants  pour A( (x*F  
n h  B N  

) mais c e t t e  sü i te  dépend 

inévitabiement de  ( x , ) ~  

Le problème de l ' approximat ion  de A((xnln . pa r  d e s  ensembles de l a  

forme Xy( B(n)  s e  r é d u i t  à c e l u i  de l a  déterminat ion d 'une s u i t e  d ' i n d i c e s  ' . - 

approchants.  Nous a l l o n s  v o i r  e t  nous ver rons  p l u s  l o i n  des  c r i t è r e s  

permettant  de t rouve r  B(n). 

Théon2ne 2 : SoLt (xnIn une b d e  de p o h m  de l '&puce topalogique E .  
* 

Si (Xk(n))n r N est  une b ~ ~ 6 - 6 d e  de (xnIn convugente v m  ji 

d o m  Xo&e b d e  a ( n )  t m e  que a ( n )  > k(n)  eA t  une b d e  d 'hdiceb  

apwochant6 powl 3 ,  et donc en W c f i a  l a  b d e  a ( n )  = k(n )  + 1 

i i l  S i  a ( n )  ut une a d e  d'indices appnochant6 powl f r A((xnIn . 1 et 

b i  E est  m@RhXbable & o u  ie e h t e  une b ~ ~ l d - b d t e  ( x ~ ( ~ )  ln  de 

p o d  de E convmgente v m  X et telXe que : 

n t 1  an(O> I k(n )  S a ( 0 )  

( a n ( o )  = ci O a O , . . O a ( n )  (n f o i s ) )  



Démonstration : 

i )  S o i t  v  un vois inage de  2  il e x i s t e  n  t e l  que n  2 n  => x  
O O k ( n )  V y  

donc il e x l s t e  n  t e l  que : 
O 

n  r n  => Xa(") n v  # (8 (puisque n  6 k ( n )  < a ( n ) )  
O n  

e t  donc : 2 E l i m  a ( n >  - 
n-Kn 'n 

i i )  S o i t  P r i i m  Xa("). On a : 2 r i i m  X oFtl( O ) 
- n  
n-Kx, 

n+ 1 
On a donc : d(2 ,  X' (O)) + O ,  s o i t  k ( n )  un e n t i e r  d e  

an (0 )  n- 

(an( o 1, 
n t 1  

orn(0) t 1, ..., a (O) - 1 )  v é r i f i a n t  : 

n+ 1 
(k (n )  e x i s t e  c a r  xa- (O) e s t  f i n i )  

on a  : d(2 ,  x ~ ( ~ ) )  + O ; e t  donc : 

Xk(n) 

n + m  

P h ~ p ~ b & n  : SoLt (xnIn . une a d e  de pointd de l 'espace rnt&%Lque E ,  

et X € LUX,+, , 
Le6 phophit;tta aLUvahte6 aont éqLUvdeentes 

L) X R  e d t e  une a d e  d l h c ü c e s  a p p h o c h W  pouh 2, B(n) tet.trr. acte 

B(n) - n  4 0 a  bohné. 

M )  X R  e d t e  une b o u s - a d e  6hGquente de (xnIn , convehgwLte v m  2 .  

~ é m o n s t r a t i o n  immédiate. 

Cohok%he : Si l a  & d e  (xnIn de L ' u p a c e  rnéf ique E ut p u q u e  

pheudo-petUodique a l o u  B(n) = 2 n  ut une a d e  d ' i n d i c u  a p p h o c h w  



FORCE D'UN POINT D'ACCUMULATION ; 

RAPIDITE D'UNE SUITE, 

Dans c e  paragraphe,  nous d é f i n i s s o n s  e t  é tud ions  deux n o t i o n s  qu i  

nous s e ron t  u t i l e s  pour l a  cons t ruc t ion  d 'a lgor i thmes  de t r a i t e m e n t  des  

s u i t e s  non convergentes .  

i )  La no t ion  de f o r c e  d 'un p o i n t  d 'accumulation d 'une  s u i t e  ( x  n n c N Y  j 

q u i  a  pour but de f o u r n i r  une mesure o b j e c t i v e  du f a i t  ( v é r i f i é  ou non) 

que l a  s u i t e  ( x  ) r e v i e n t  souvent p r è s  de S. 
n n  E ïN 

La d é f i n i t i o n  que nous proposons b ien  qu 'en  apparence un peu compliquée, 

' e s t  cependant l a  p l u s  simple q u i  donne une not ion v é r i f i a n t  c e  que l ' o n  

e s t  en d r o i t  d ' a t t e n d r e  ; c ' e s t - à - d i r e  pr incipalement  : 

- que l a  f o r c e  s o i t  t o u j o u r s  d é f i n i e  a u s s i  i r r é g u l i è r e  que s o i t  l a  

s u i t e  (d 'où  l a  n é c e s s i t é  d 'une l i m i t e  i n f é r i e u r e )  

- que l a  f o r c e  de l a  l i m i t e  d 'une s u i t e  convergente s o i t  maximale 

( e l l e  s e r a  éga l e  à 1) 

- que l a  f o r c e  de chacun des  p o i n t s  d 'une s u i t e  pseudo-périodique 
I 

de pér iode  p  s o i t  éga l e  à . l /p .  

Les p ropos i t i ons  démontrées confirment que l a  d é f i n i t i o n  proposée e s t  

s a t i s f a i s a n t e ,  e l l e s  é t a b l i s s e n t  a u s s i  l es  r e l a t i o n s  avec des  no t ions  
4 9> 

précédemment i n t r o d u i t e s  ou u t i l i s é e s  p a r  d ' a u t r e s  au t eu r s .  

(On pourra  malgré t o u t  remarquer que n o t r e  d é f i n i t i o n  a u t o r i s e  c e r t a i n s  

p o i n t s  d 'accumulat ion à a v o i r  une f o r c e  n u l l e ) .  



i i )  La not ion d e  r a p i d i t é  de convergence a  pour but  de  mesurer à q u e l l e  

v i t e s s e  l a  s u i t e  s 'approche de son ensemble d'accumulation. C e t t e  not ion 

sans  rappor t  avec  l a  précédente  e s t  p a r  con t r e  t rès l i é e  à c e l l e  d ' e n t i e r -  

t r appe  comme l ' é t a b l i t  l a  p ropos i t i on  6 .  

Soient ( x  ) une s u i t e  de l ' e s p a c e  métr ique E ,  E un nombre r é e l  n n E N  

s t r ic tement  p o s i t i f ,  m r N e t  y  E E on pose : 

N(y, (x,), E. m) = Card i i  É N 1 i < m e t  xi r B(y, €1) 

(B(y, E )  dés igne  l a  boule ouver te  de  c e n t r e  y  e t  de rayon E ) .  

DédiniZion : On a p p e l l e  dohce d e  y p a ~  happ0t.t à (x  ) et on n o t e  : 
n 

a ( y  ; (x,)) Le nomblre h é e l  d e  Co, 11 d é d i n i  p in  : 

( X  ) )  l i r n  ( l im  inf  N(y, (xn) ,  E Y  m)) 
n  

€+O nrtao m 
€>O 

Ce nombre e x i s t e  t ou jou r s  e t  e s t  dans  C O ,  11 c a r  en e f f e t  : 

S o i t  E > E' > O a l o r s  : 

Donc : 
N(y, (x,), E '  , m) N(y, ( x n ) ,  E ,  m) 

O 5 l i m  i n f  5 l i m  i n f  5 1  m m 
m- m- 

Donc l a  f o n c t i o n  N(y, (x,), E ,  m) 
C : R: + C O ,  11 ; E + l i m  i n f  e s t  m 

m- 

c r o i s s a n t e  e t  bornée e t  donc : 

l i m  C(E) e x i s t e  e t  e s t  un nombre de  C O ,  11. 
&+O 
€ > O  



Remarque : En cons idéran t  l e  f i l t r e  des  vo i s inages  de y ,  on p o u r r a i t  

donner une d é f i n i t i o n  v a l a b l e  dans t o u t  espace topologique.  

Exemple 1 : Dans l a  d é f i n i t i o n  il e s t  i nd i spensab le  de  me t t r e  " l i m  i n f "  

s i  l ' o n  veut  que l a  f o r c e  de t o u t  po in t  s o i t  d é f i n i e .  S o i t  en e f f e t  l a  

s u i t e  d é f i n i e  pa r  : 

m m t l  x  = 1 s i  il e x i s t e  m p a i r  t e l  que 2 I i < 2 

m t l  x  = O s i  il e x i s t e m  impair t e l  que 2m '<  i < 2 i : 
N ( 1 ,  ( x n ) ,  E, m) 

- Prenons E = 1/2 e t  posons : 
m - Nm 

On v o i t  donc que : = N22n ce  q u i  i n t e r d i t  à l a  s u i t e  ( N  ) de 
N22n-1 m 

converger.  

Par  con t r e  : 

1 l i m  i n f  Nn = - 1 1 
t-t- 

1 + ... = - 
22 ( 2 2 ) 2  ( 2 2 ) 3  3 

on a donc : 

On v é r i f i e  a u s s i  que : 

Phopus*tion I : S u a  (xnIn E l  une suite de puintn de l'apace m é M q u e  E ,  

cunvehgente de Limite 2, a l o u  : 

i l  d B y  ( x n ) )  1 

C*) x # B =, a ( x ,  (x,)) = O 



i) Soi t  E >O il e x i s t e  no t e l  que : 

Donc pour m 2 n 
O 

Ce q u i  irnplique que : 
N(2, (x,). E ,  m )  

1 i m  = 1 m 
m- 

Ceci é t an t  v r a i  pour tou t  E > O on a donc : 

a(%, (xn) )  = 1 

ii) s o i t  E: > O t e l  que : B(%,  €1 n B(x, €1 = 0 

il e x i s t e  n t e l  que : 
O 

m 2 n => x E ~ ( 2 ,  €1 
O m 

e t  donc pour m 2 n : 
O 

ce qu i  implique que : 

e t  donc : 

Remarque : 

I l  f a u t  bien n o t e r  que même s i  a(%,  (x,)) = 1 a l o r s  (x  n ) n ' e s t  pas 

nécessairement convergente ve r s  2 .  



Exemple 2  : 

Posons : 

( xn O sinon 

c e  q u i  permet de  v o i r  que : 

a l o r s  que pour tan t  (x  ) ne converge pas v e r s  1. 
n 

Pour é t a b l i r  l a  propos i t ion  2  nous avons besoin du lemme su ivant  : 

1 2  k 
L m e  : Soient  (xn ln  N ,  (xn ln  ..., (xn ln  k a&ea borrnéea 

d e n  & o u  : 

k i 1 l i m  in f  (xn ln i 
6 ï i m  i n f  ( 1 xn In  

i=l n" n+= i= 1 

Démonstration : 

On démontre l e  lemme pour k = 2 ,  l e  c a s  généra l  s ' e n  dédui t  immédiatement 

par  récur rence .  

Soien t  donc ( x  ) et (Y,), r N 
deux s u i t e s  bornées de iR, l a  s u i t e  

n n  É N  

(Xn J'n'n e IN> e l l e  a u s s i  e s t  bornée ; e l l e  admet donc au moins un 

po in t  d 'accumulation e t  donc : 

-CO < l i m  i n f  (xn t yn)  < trn 
n- 

S o i t  K c N ,  K i n f i n i  t e l  que : 
1 1 



l i m  (xk t y = l i m  i n f  (xn t yn) 
k+ta n- 
k€K1 

S o i t  K c K1 K i n f i n i  t e l  que ( x  ) soient convergentes 
2 2 k k € K 2  

de l i m i t e s  e t  7 respect ivement  (K e x i s t e  c a r  (xk lk  , 2 
e t  

( ~ k ) k  € K1 
sont bornées) .  

On a a l o r s  : 

l i m  inf xn t l i r n  inf  y 5 î< t 7 = l i m  (xk t yk)  n 
n-+oo n- keK2 

= i i m  (xk t yk)  
k€K, 

= l i r n  i n f (xn  + yn) 
n- 

P k o p o r a o n  2 : S o i t  (x,) une  a d e  d e  point6  d e  l ' e s p a c e  m é M q u e  E .  

Que A( (xnIn El ) b o i t  v i d e ,  d i n i ,  i n d i n i  dénombmble  o u  i n d i n i  non 

(Pour donner un sens  à l a  somme quand A ( ( x , ) ~  ) e s t  un ensemble i n f i n i  

quelconque, s e  r appor t e r  pa r  exemple à L. Schwartz [ l l  page 1 6 9 ) .  

Démonstration : 

Pour é t a b l i r  l a  seconde i n é g a l i t é  ( l a  première e s t  é v i d e n t e ) ,  il s u f f i t  

A 

de montrer que pour t o u t e  p a r t i e  f i n i e  Pl, X 2 ,  ..., x de A(u<,), , E l  ) o n  a : 
P 

A 

S o i t  donc X 1~ X 2 ,  . . - Y  X une p a r t i e  f i n i e  de A((x ) n n  € I N  
1 .  

P 

S o i t  t e l  que l e s  boules ouve r t e s  ~ ( 2 ~ .  B(X2, E ~ ) ,  ..., B(X p' &O) 

s o i e n t  deux à deux d i s j o i n t e s .  



Alors  pour t o u t  E t e l  que : O < E 5 Eoon a : 

e t  donc : 

i i m  i n f  ( f: N(Gk , (x,), E ,  m ) ) / m s  1 
m- k= 1 

c e  q u i  d ' a p r è s  l e  lemme donne : 
N ( ? ~  (x,), E ,  m) f l i m  i n f  s 1 m 

k = l  m-Mo 

C e  q u i  é t a b l i t  (* ) .  

Remarque 

La p ropos i t i on  2 permet de  v o i r  que t o u t  p o i n t  d 'accumulation d 'une  

s u i t e  n ' a  pas  nécessairement une f o r c e  > 0 .  

En e f f e t  considérons une s u i t e  ayant  une i n f i n i t é  non dénombrable de  

p o i n t s  d 'accumulation, d ' a p r è s  L. Schwartz Cl1 (page 170) t o u s  ne 

peuvent a v o i r  une f o r c e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e .  

L'exemple 2 donné précedemment donne un exemple d i r e c t  de  po in t  

dlaccumulat ion de f o r c e  n u l l e .  

Remarque 

L a  deuxième i n é g a l i t é  même quand A((xnln ) e s t  f i n i  n 1  e s t  pas  en 

g é n é r a l  une é g a l i t é .  

Dans l 'exemple 1 donné précédemment on a : 

a ( 1 ,  ( x  ) )  t a ( 0 ,  (x,)) 2 / 3  n 

Même si  l a  s u i t e  (x,) n'admet qu'un s e u l  p o i n t  d 'accumulation 2 ,  on 

peut  a v o i r  : a ( % ,  (x,)) = 0.  



Exemple 3 

Posons 

2 2 2  x = 1 s i  n E {O,  1 , 2 , 3 , ..., 2 
p , ... 1 n 

x = n s inon  
n 

Le s e u l  point  d 'accumulation de  (x  e s t  1 n 

qu i  v é r i f i e  : o ( 1 ,  (x,)) = O 

(Bien s û r  un t e l  c a s  ne peu t  pa s  s e  produi re  si (x ) e s t  bornée c a r  n  

a l o r s  l e  f a i t  de  n ' avo i r  qu'un s e u l  p o i n t  d 'accumulat ion 2 implique 

la convergence e t  donc a ( % ,  (x,)) = 1 ) .  

Remarque 

F2s ?ropos l t lûn  2 s i  e l l e  implique que l e s  p o i n t s  d 'accumulat ion de 

f û x e  > O sont au  p l u s  dénombrables, n ' implique pas  q u ' i l s  s o i e n t  

en nombre f i n i .  

Voici  un exemple de  s u i t e  ayant  une i n f i n i t é  dénombrable de  p o i n t s  

d 'accumulation d e  fo rce  > 0.  

Exemple 4 

On pose : 

x = l ' exposant  de  2 dans l a  décomposition en f a c t e u r s  premiers  de n .  
n  

O e s t  un point  d 'accumulat ion de (x ) de f o r c e  1 / 2  ( c a r  il y a un 
n 

e n t i e r  su r  deux q u i  e s t  impai r  ( e t  donc admet O comme exposant de 2 

dans s a  décomposition en f a c t e u r s  premiers ) .  

1 est un point  d 'accumulat ion de (x ) de f o r c e  1 /4  ( c a r  il y a  un e n t i e r  
n  

s u r  4 q u i  admet 1 comme exposant  de 2 dans s a  décomposition en f a c t e u r s  

p remie r s ) .  

a . .  

n+ 1 
n e s t  un point  d 'accumulat ion de ( x  ) de f o r c e  1 /2  n 



Ûn v é r i f i e  i c i  que : 

d o ,  ( x m ) )  + a ( 1 ,  (x,)) t a ( 2 ,  (x,)) t ... = 1 
I*  

Pkopo6&on 3 : Soit (x,) une buite de points de L'espace mefique E ,  

&t , 5 0 2  y E E Etee pue a ( y ,  (x,)) > 0, &OU : 

I l  Y A E I O ,  a ( y ,  (xn))C, 3 E 0 ,  3 mo E N ,  Y m E W  

m 2 m =>N(y, (x,), E ,  m) 1 A m 
O 

2 )  ~ ( n )  = n2 a* une 6 d e  dtindLca appkochant6 poÿr, y 

:c'ut-à-dine y E - i i m  n2) 
3 )  y ut un point d'accumulation de.&nde (xn ) .  

Démonstration 

1 )  S o i t  A E 10, a ( y ,  (xn))C : 

S o i t  A '  : O < A < A '  < a ( y ,  (x,)) 

I l  e x i s t e  E > O t e l  que : 

N(yy (x,), E ,  m) 
l i m  i n f  r A '  m 
m- 

Donc pa r  d é f i n i t i o n  de l a  l i m i t e  i n f é r i e u r e  il e x i s t e  m O t e l  que : 

m2 
2 )  S o i t  y E E supposons que y  d &I Xm . 
Par d é f i n i t i o n  il e x i s t e  E e t  il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  m t e l s  que : 

O 

pour un m t e l  que : 



e t  donc : 
N(y, ( x n ) ,  m) 

l i m  i n f  = O m 
n- 

Ceci e s t  v r a i  pour  t o u t  E I E e t  donc : 
O y 

3) Cela r é s u l t e  du 2) e t  de  : l i m  xm2 c A(xn). - m 

Rappelons l a  d é f i n i t i o n  donnée par  H .  Halberstam e t  K . F .  Roth Cl] page X I X .  

S o i t  K =ne p a r t i e  d e N  ( l a  donnée d'une p a r t i e  d e N  e s t  équiva len te  à l a  

donnée d'une s u i t e  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s ) .  

On appe l l e  d e n s i t é  asymptotique basse  ("lower asymptotic dens i ty")  de  K 

l e  nombe r é e l  d e  C O ,  II : 

d  K = l i m  i n f  
Cardinal  { i  r K 1 i < m l  

- TT1 
n- 

Phoposition 4 : Soct (xn)  une sucte de point6 de t' espace méMque E .  

S u a  K c N, K indini eL .tek? que : 

l i m  x  = > i  d  K = a  
k  - 

k- 
k r K  

A l o u  >i es t  un point d'accumcLe&on de (x,) .tek? que : 

Démonstration : 

S o i t  E > O donné : 

I l  e x i s t e  mo t e l  que pour t o u t  m 1 m 
O 

m E K = >  x E ~ ( 2 ,  E ) .  m 

Donc pour t o u t  m 2 m : 
O 

Card { i  €24 1 i < m , x  r B(2, E ) ]  2 Capd ii 6 K 1 i < m l  
i 



Donc : 

N(X, (x,), E Y  m) Cardinal  { i  r  K 1 i < m} - mo 
l i m  hf 1 l i m  i n f  = d K  

m m - 
m+'= In- 

L! inéga l i t é  é t a n t  v r a i e  pour t o u t  E > O ,  e l l e  implique a ( 2 ,  ( x  ) )  2 a. n 

I 

Cokofiaihe I : S a L t  (x ) une b d e  de paintd de l' espace rnéhiquc E. 
n 

Si (Xk)l< E K e s t  une b o u s - s d e  dhépuente de (xnIn PI convagente 

VE/L~ 2 ,  do 5r,Zqxeflcc 9 &ou : 

Démonstration : 

c e  qu i  implique : 

e t  donc d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  4 : 

1 
Remarque : Il s e  peut que a(;, (x,)) 2 - e t  q u ' i l  n ' e x i s t e  aucune 

P 

p a r t i e  i n f i n i e  K de  N t e l  que : 

Dans l 'exemple 1 on a en e f f e t  : a(1, ( x n ) )  = 1 / 3  e t  il e s t  pour tan t  

impossible  d ' e x t r a i r e  d e  (x,) une sous-su i te  ( x  ) k k r K  
convergente v e r s  

X e t  v é r i f i a n t  (FI )  OU ( F 2 ) .  



Co4oUuhe 2 : Si La bu,& (xn ln  de p o i d  de LI enpace m é u q u e  E e b z  

1 -2 -P pheuda-pé~odique de p&/tiode p, a l o u  en débignant pm # , x , ..., x 

sen pair& d'accwnulat;ion an a : 

V i E {l, 2 ,  ..., p l  
1 

a(#', ( x n ) )  = - 
P 

~ é m o n s t r a t  ion : 

Chaque p o i n t  d 'accumulation a une f o r c e  au moins é g a l e  à l / p  d ' ap rè s  l e  

c o r o l l a i r e  1, e t  donc exactement éga l e  à 1/p d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  2 .  

I 

Considérons les p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

(Xn)n E IN é t a n t  une s u i t e  de  p o i n t s  de l ' e s p a c e  métr ique E e t  # un po in t  

de E : 

II] # est un p o i n t  d 'accumulation de  (x  ) 
et (Xn)n  E IN e s t  pseudo- 

n  n  E N  

périodique.  

- 
121 Il e x i s t e  une sous-su i te  f r équen te  convergente v e r s  X 
- 
131 x E - l i m  x:" 

Alors on a  l e  t ab l eau  d ' i m p l i c a t i o n s  su ivant  : 

On peut  v é r i f i e r  qu'aucune a u t r e  impl ica t ion  n ' a  l i e u  en géné ra l .  

2 P4oposiAion 3 : Soient ( x l n I n  , ( X  n ) n  , N ,  . . . , ( ~ ' n ) n  6 p b a c 2  

de L ' e~pace  rnéfique E .  S o L t  ( x  La a d e  c o r n f i d e  "pm imb&catian" : n 



(En p a r t i c u l i e r  s i  y e s t  un poin t  d 'accumulation de f o r c e  a par  r appor t  

à ixL ) a l o r s  : n 

Démonstration : 

On r e v i e n t  à l a  d é f i n i t i o n  de l a  force  d 'un poin t  d 'accumulation. 

Remarque 1 : On peut  o b t e n i r  d ' a u t r e s  énoncés de ce  type  en u t i l i s a n t  

des  imbr ica t ions  moins r é g u l i è r e s .  

Remarque 2 : L ' i n é g a l i t é  peut ê t r e  s t r i c t e .  

Exemple : On imbrique l a  s u i t e  de l 'exemple 1 avec c e l l e  obtenue en 

remplaçant l e s  1 pa r  des  zéros e t  l e s  zé ros  par  des  1. 

On a a l o r s  : 

B - RAPIDITE D'UNE SUITE 

Dé~inhXon : S u a  &(mm) une appkXcation de a dau   IR^ $el le  pue : 

i i m  ~ ( m )  = O ; on que l a  a d e  ( x , ) ~  de pointb de l ' u p a c e  
m- 
méfique E a une, tapidité en ~ ( m )  a i  il exinte m E N tel que : 

O 



Exemple : 

Posons x  = 1 + l / n  s i  n  e s t  p a i r  e t  # O 
n  

n  x = 1 /2  s i  n  e s t  impair ou n  = 0 .  
n  

On v é r i f i e  que : 

(Xn)n  ï~ 
a une r a p i d i t é  en l / n .  

Remarque 1 : I l  s e  peut que pour une s u i t e  donnée ( p a r  exemple 

x  = 1 + n  + ( - l ) n  n )  il n ' y  a i t  aucune app l i ca t ion  ~ ( m ) ,  t e l l e  que 
n  

~ ( m )  s o i t  l a  r a p i d i t é  de l a  s u i t e  ; dans un t e l  c a s  on d i t  que l a  s u i t e  

n ' a  pas  de r a p i d i t é .  

Remarque 2 : Les not ions  de fo rce  d 'un  poin t  d'accumulation e t  de r a p i d i t é  

sont  sans  r appor t  l ' u n e  avec l ' a u t r e .  On v é r i f i e  faci lement  q u ' i l  e x i s t e  

des  s u i t e s  dont t o u s  l e s  p o i n t s  d 'accumulation sont  de f o r c e  s t r i c t emen t  

p o s i t i v e  e t  q u i  sont  sans r a p i d i t é  e t  qu'inversement il e x i s t e  des  s u i t e s  

I 
de r a p i d i t é  en - , par  exemple dont aucun poin t  d 'accumulation n ' a  une 

- 2  
i 1 

fo rce  s t r i c t emen t  pos i t i ve .  

La p ropos i t ion  sb ivante  é t a b l i t  l e  r appor t  e n t r e  l a  not ion de  r a p i d i t é  e t  

c e l l e  d ' en t i e r - t r appe .  

PhopoaLCbn 6 : Soit (xnIn . une a d e  de poiuttb de l ' a p a c e  m C ~ y u e  E .  

h )  S i  on a : 

a une hapic&é en ~ ( r n ) .  

1 S i  l a  eauite ( x , ) ~  . a une iiapidAé en ~ ( m )  et d i  A ( ( x , ) ~  , pl 1 

e 6 X  compact d o a  ( T )  ~ A X  véddhée.  



Démonstration : 

* 
i) Soit E r IR+, posons v = {x E E 1 d(x, A((xnIn rn ) )  < E) v est un 

voisinage de A((xnIn ), donc d'après (T) il existe mo E IN, tel que : 

m 2 m => xi,, 6 v ; ce qui démontre que : d(xm, A((x,)~ , rn 1) + O 
O 

ii) Soit v un voisinage ouvert de A((x ) n n  € 2 4  
) .  

C v est un fermé donc : 

d(C v, A((x~)~ 1) > O 

(ceci parce que A((x ) ) est compact), donc si on prend n tel que : 
n n €IN O 

n 2 n => ~ ( n )  < d(C v, A( (xnIn , hl 
O 

> 1 

on est assuré que : 

Remarque : 

Dans ii), l'hypothèse A((xnIn , ) compact est essentielle ; voici un 

exemple le montrant : 

On prend pour v l'ensemble : u In - - 
ndN 



S V I  

SUITES TELLES QUE : d(xnt,, xn > - O 

Les suites telles que d(xntl, x,) 4 O jouent un rôle très important 

en ~ptimisation où assez fréquemment les algorithmes construisent des suites 

ayant cette propriété mais dont on ne peut pas établir la convergence. 

Le résultat le plus intéressant qui était connu à leur sujet est 

celui de A.M. Ostrowski [Il qui est ici retrouvé comme corollaire du 

théorème 2. 

Outre les théorèmes 1, 2, et 3 qui sont nouveaux concernant les 

propriétés de l'ensemble d'accumulation de telles suites, nous donnons 

des conditions suffisantes pour qu'un ensemble soit l'ensemble d'accumulation 

d'une telle suite. 

Le contre-exemple proposé à la fin du paragraphe montre que la 

connexité de A((xnIn Pi n'est pas toujours vérifiée. 

Comme dans G.G.L. Meyer Cl1 nous donnons la : 

D é ~ i W o n  : S o a  (xn)n IJ une a d e  de pointd de l 'espace rnEXhLque E 

@ont kh d h b n c e  est  notee dl, on dit que (xnIn . Pi eb t  abymp.to%iquement 

héguliètre h i  

lim d(xntl, xn) = O 
n- 



C e z ~ e  propriété n ' e s t  pas  s u f f i s a n t e  même dans l e  cas  ci'uz espacz 

métrique à boules fermées compactes pour e n t r a h e p  l a  corivergence. ?a? 

i 1 
rxenijie x = 1 + - i- . . . + - e s t  as-vmptotiquement r s g u l i è r e  e t  ne 

I; 2 n 

converge pas . 

îom.encons par donner une condition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour qu'une 

t e l l s  s u i t e  converge. 

P'iopob&on I : Sad (xnIn une ~ & e  abymp.tol&uement kèg&èile de 

po.wtt6 de l'espace méhique 2e boLLeeb 6e/unée6 compactec, Y : 

-- . .  . cd2 coflv~hg@&e <=> 11 e x i s t e  une sous-suite  fréquente n n  € 3  

convergente de < x  1- 
n A. E X '  

Démonstration : 

L' implication "=>" e s t  évidente.  

>-.-m ,, b îab l i r  :.r-' ocnnoris-nous ix,.) üne sous-suite  f r é q u e n t e  
, . k e X  

convergente de ( x  ) Soi t  2 s a  l i m i t e  e t  p sa  f-éq~encr. 
n n  EN' 

* 
S o i i  E c IR . 11 e x i s t e  k t e l  que : 

t O 

(On u t i l i s e  que (x, ) e s t  convergente e t  que ( x  1 est  K k r  K n n c m '  

asymptotiquement r é g u l i è r e ) .  

- .  s c i t  nail:ccr.ant n 2 k . Par d G i i n i t i o n  d 'urie  sous-sui te  freqtiente, II 
O 

e x l s t e  k 2 n, t e l  que : 

k ~ K e t k - n s p ;  o n a d o n c  : 



Nous avons établi que : 

Y E  IR: 3 ko E N  Y n 2 k d(xn, 2) 5 E 
O 

Ce qui est exactement le résultat voulu. 

Remarque : On peut se demander si une suite asymptotiquement régulière 

qui possède un point d'accumulation de force 2 O est convergente. La 

réponse est non, comme l'établit l'exemple suivant : 

(xn) = (O, Ir O, 0, 1. 1, O, O, O, 0, 1/2, 1, 1, 1/2, 

O, O, O, O, O, O, O, O, 1/4, 2/4, 3/4, 4/4, 4/4, 3/4, 2/4, 1/4, O, O, .. . ) 

on a : A((xnIn , = CO, il 

a(0, (x,)) = 1/2 

a(%, (x,)) = O si # E 10, 11 

Nous verrons que par contre, si tous les points d'accumulation de 

(Xn)n é I sont de force strictement positive alors la suite est 

convergente (corollaire 3 du théorème 3). 

Théohème I : S o a  ( x ~ ) ~  , une b u e  as ymptofiquement hég&ièhe de 

pointb  de l 'espace méa%que à bodes d m é e s  compactes E .  

S i  : A((xnIn , 1 # 0 ~ o a  : 

A((Xn)n r R 1 es t  bohné <=> {xnIn , fi es t  bohné. 

Démonstration : 

1) Supposons que l'ensemble {xnIn , est borné ; soit M tel que la 

boule fermée B(x M) contienne {xnIn , 
0 y 

Il est évident alors (sans 

même se servir de l'hypothèse que (x ) est asymptotiquement régulière ni 
n 

de l'hypothèse que B(xo, M) est compact) que A((xnIn , ) c Ë(xo, MI. 



2 )  Pas JSmout re r  l a  seconde im? i l r a t i on  nous a l l o n s  r a i sonne r  par 

l ' absu rde .  

S u ~ p c s o ~ i s  donc qiie Pl(  ( x  \ ) e s t  borné e t  que {x n ' e s t  pas borné. 
n'n : N n n r N  

* 
S O ; ~  x E A((xnIn E N  ) ( q ~ i  a é t é  supposé non v ide ) .  

Pour t a u t  N E IN on pcse : 

Pour tou t  N r IN nous a l l o n s  montrer que : 

CH n A ( ( x n ) n  r PI ) + O  

c e  q u i  s e ra  e n  con t r ad ic t ion  avec l 'hypothèse  A((x n ) r, E N  born& . 
* 

Pour S = O c ' e s t  évident  c a r  x E C N ' 

S o i t  N # 3. 

Puisque C e s t  compact il s u f f i t  de  montrer que : 
N 

(*)  V n _ s N  3 n t n  O : x n r  CN 

S o f t  n f i x e .  
r, 

S o i t  n 2 n t e l  que : 
1 O 

1 (Il Y n 2 nl d ( ~ ~ + ~ ,  x n 1 s -7 2 

* 
Pl isq . ie  x c A( (xnIn , ) il e x i s t e  n > n t e l  que : 

2 1 

-'x 1 
(08) d(x 2 XI 5 - 

II, 2 

h i i sque  tx  j n ' e s t  pas  borné il e x i s t e  n r n t e l  que : n n E N  3 2 

Il e s t  c l a i r  a l o r s  d ' ap rè s  l e s  r e l a t i o n s  ( 6 )  (II) ( ) q u e  parni *es 

poirits r , x x ..., x il y a au  moins un x t e l  que : 
n n2+12 n +2' 'l3 i 

2 2 

Ceci 6 t a b l i t  (*)  e t  donc termine l a  démonstration du théorème 1. 

II 

Le théorème va nous donner une seconde condi t ion  néces sa j r e  e t  s u f f i s a n t e  



de cocve=.geilce pour les suites asymptotiquement regulières.  

C0h0U.aLte 1 : SoiX (x,)~ El une b d e  cxdympto~quemevtt hégueii?ke de 

c o d  de k 1 e 6 p a c e  rnéOuque à boLLeeb 6 m é e 6  compacteb E : 

(n)n . Pi ut conuaggente <=> A((xnIn I( ) est &?id& à un p o a .  

. . "  . .  - - . : i ~ ~ c a t L ~ n  "=>" est éviaente. Li5mplication "<=" résulte 9ü c o r c l l a i n e  

Cu t h é o ~ i m e  1 dü 5 III (page *4). 

Q 

Usa partie 9 de k est dite isolée dans A si d ( b ,  A - E? : S ou s ;  3 = .:. 

T k 2 ~ c h ë ~ ~  :! : S o i t  E un eswuce rné-ue do& lees b o u l a  E m é ~  ~ û r i  

compcXeb. S o i t  (x- ) une bu&& d e  p o d  d e  E ,  as ympxo~quement  
AI 

k-égutiis.ie. 

.Si F e b t  une pahtce non v ide  $ M e ,  bohnée et i ba lSc  dq 4!(u-*e - 
4 .  &. 

-P,.,b, : 7 = ---- i A(  N, 

Jérno~ist~ot ion : 

Posons G = A(<x,!~ Ii 2 - ï # @  



-. ,..- ~ f f q t  s o i t  x E F- e t  x' E U- ; p a r  d e f h i t i o n  il e x i s t e  y E F et 
t L 

z 6 G t e l s  que d ( x ,  y )  < E d [ x 1 ,  z )  < E ; on a donc : 

d(x, x l )  2 d ( y ,  a >  - d ( y ,  X )  - d ( z ,  X I )  2 3 E - E - t 2 r 

~ c L t  y 6 F. Puisque F a  é t é  srpposé borné il e x i s t e  M tel  que ia L c S e  

- 
Feraée, B(y, M - 2 E ) ,  contienne F,  c ' e s t - à - d i r e  : 

- !a f0? BCy, M - 2 & - ) 3  F. 

- 
E!y, M) n C F ri ç G -  est  un compact c a r  c ' e s t  l ' i n t e ~ s e c t i o c  Se 

E c. 

- 
B(y, M) qui  e s t  compact avec deux fermés. 

Noiis a i l o n s  t r o u v e r  une c o n t r a d i c t i o n  en a o n t r a n t  q u ' i l  e x i s t e  

* : s A((xn),. , ) t e l  que x c %(y, M) n C FE n GE ( c e c i  dor'ne ïiez 

* 
une c o n t r a d i c t i o n  c a r  a l o r s  : x L FE : 1 GE ; donc : 

* X L F u G  = A((xn)* . Pour montrer q u ' i l  e x i s t e  x  r A( (x,ln . B i  

* 
t e l  que x r Ë(y, M) n C FE n C GE puisque c e  d e r n i e r  ensemble e s t  compact 

ii suffit d ' é t a b l i r  que : 

S o i t  n l  2 n tel - 1 1 0  :. 
O lb- 

!m B I) n 2 nl  d(xnti. xn) 5 ~ i 2  

S c i ~  z é G .  Par  d é f i n i t i o n ,  z e s t  un po in t  d'accum1-1lation de (x--!_ ,; 
~ - -  - t  

donc il e x i s t e  n  2 n  t e l  que : 2 1 

€ 
!# 8 II 1) d(xr  , z)  5 - ( e t  donc x e GE) 

n 2 "? 
G L 

Par d é f i n i t i o n ,  y e s t  un poirrt "'?ccü;nuia?ioïi ii ('?ln il e x i s t e  donc 
r IV 

n  2 n2 t e l  que : 
3 

€ 
( 8 m I B a )  d ( x  , z )  5 -  (e t  donc x E FE). 

"3 2 a 3 



Il e s t  c l a i r  a l o r s  d 'après  l e s  r e l a t i o n s  ( I l  (1 M) (I I I) (I I I  D) e t  

(fl D D B I) que parmi l e s  po in t s  xn , x ~ ~ + ~ ,  . . . , x il y a au moins 
2 

n 
3 

un x t e l  que : i 

x i C FE, xi C G E ,  xi Ë(y  , M) 

(On considère l e  p lus  grand ind ice  i S n t e l  que : x 1 FE) 3 i 

Ceci é t a b l i t  (*) e t  donc démontre l e  théorème. 

On appe l l e  continuum un connexe fermé. 

CorroUaVLe I : S o i 2  E un e s p a c e  m é w q u e  d o n t  l e b  b o u l a  @ m é e s  a o n t  

compactes et 6 o i 2  (xnIn une a u A e  d e  poinctn d e  E asgmptoZiquement 

kégu t i è r re .  

Si A((xnIn est  borrné a l o u  c ' e s t  un connkxe ( c l e a t  donc un c o d n u w n ) .  



~ é m o n s t r a t  ion : 

Supposons que A((x ) ) n ' e s t  pas  connexe. I l  e x i s t e  donc une 
n  n  E N  

p a r t i t i o n  {F F*} de A((xnIn , 1' 
en deux fermés r e l a t i f s  (FI n F2 0 ; 

Puisque A( (x ) 
n n  E N  

) e s t  fermé (théorème 1 § 1 )  l e s  fermés r e l a t i f s  

de A((xnIn . ) son t  des fermés de E .  F e s t  donc une p a r t i e  fermée 
1 

bornée de  E ,  c ' e s t  donc un compact. La d i s t ance  e n t r e  deux fermés 

d i s j o i n t s  dont l ' u n  e s t  compact é t a n t  s t r i c t emen t  p o s i t i v e ,  F  e s t  une 
1 

p a r t i e  de A( ( x , ) ~  , qui  e s t  non v ide ,  fermée, bornée e t  i s o l é e .  

D'après l e  théorème 2 : F1 = A((x ) ) ce  q u i  e s t  une con t r ad ic t ion  
n n  €IN 

( c a r  a l o r s  F = 0). 
2 

I 

Le théorème 1 e t  l e  c o r o l l a i r e  1 nous permettent a l o r s  d 'énoncer  l e  

r é s u l t a t  su ivant  q u i  lo rsque  E = IRn e s t  l e  théorème A.M. Ostrowski cl] 

page 204).  

CohoU&e 2 : S o L t  E un upace niéwcjue d o n t  l e d  bouted amEu 

d o n t  compaoted et b o i t  (xnIn . une auiAe de p o i m  de E aympXo~cjuemeMR: 

kéglLtièhe. 

Si {xnIn . e d X  bohnée d o h b  A((xnIn , ) ut connexe (et donc ut un 

continuum) . 

Un ensemble connexe qui  c o n t i e n t  deux p o i n t s  d i s t i n c t s  a  au  moins l a  

puissance du cont inu  ( v o i r  C.  Berge c l ] ,  page 101 ; nous avons vu 

(théorème 1 § 1) que A((x ) ) a v a i t  au p l u s  l a  puissance du cont inu ; 
n n  E N  

donc : 



C o r r o ~ e  3 : SoLt  E un espace méa%que don t  l e s  b o d e b  detunées aon t  

compacted et a o i t  (xnIn a une a d e  de p o i m 2  de E abympt0~quemut-t  

n é g d è n e .  

S i  A( (xnIn . P1 ) e s t  bonné non v i d e  ou a i  {xnIn e s t  bohné a l o u  : 

1 ) ou b i e n  l a  a u i f e  n ' a  qu' un p o A  d' a c c M a t i o n  (et donc 4Ree 

c o n v a g e  d '  a p ~ è a  l e  c o h o U a h e  1 du théorrème 1 ) . 
2 )  ou b i e n  kk a u i f e  a une i n 5 W é  de  po in t4  d ' a c c u m d a t i o n  dont  

l ' w e m b l e  a exactement kk puhaance  du c o n t i n u  (et donme un cont inuum).  

Comme nous allons le voir le théorème 2 dans le cas où A((x ) ) n'est n n  C H  

pas borné donne un résultat intéressant. 

CoaoUaine 4 : S a d  E un u p a c e  méitrUque d o n t  Les boLLeeb 5amée-b a o n t  - 
compactes et d o i t  (xnIn . une a d e  de po in td  abympt0ZLquemat-t 

négueièrre. 

S i  A( (xnIn . ) e s t  non borrné et ne poaaéde qu 'un nombne d i n i  de  

compoaan;éea connexea d o h a  chacune d'ekYe4es.t non b o u é e .  

~émonstrat ion : 

Si A( (xnIn ) ne possède qu'une composante connexe elle est 

nécessairement non bornée. 

Supposons donc que A((x ) ) a plus de deux composantes connexes. 
n n  E N  

Soient C  1, C2, ..., Cn n L 2 les composantes connexes de A((xnIn . 1. 

Supposons que l'une d'elle soit bornée, par exemple C alors C est non 
1' 1 

vide ; fermée (car une composante connexe est toujours fermée, voir par 

exemple L. Sclwartz Cl], page 120)' bornée et isolée (car C u  . . . u  Cn 
2 

qui est une réunion finie de fermés est un fermé et donc 

d(C1, C u ... U C  ) >  0) d'après le théorème 2, cela implique que 
2 n 



- - A((xnIn . ) ce qui est contraire à n 2 2. 

Remarque f 1)  

IJ1hypothèse que le nombre de composantes connexes de A((xnIn ) est fini 

peut être supprimée. En effet : 

Soit C une composante connexe bornée de A((x ) ) (que 1 'on a supposé n n e N  

non borné). 11 existe D c A( (x,)~ , ri ) tel que : c c D, et tel que D scit 

compact et ouvert pour la topologie de A((x,)~ , 1. (Cela résulte de 

Bourbaki r 2 1  TG II 32 : Si X est un espace localement compact et K une 

composante connexe de X compacte alors les voisinages à la fois ouverts 

et fermés de K forment un système fondamental de voisinages de K). D est 

donc une partie non vide fermée bornée et isolée de A((x,ln ), ce qui 

d'après le théorème 2 donne : D = A((xn), EN), ce qui est en contrac- 

diction avec l'hypothèse : A((xnIn non borné. 

CoiroUahe 5 : SoCt (x,)~ ll une h&e bornée de poim% de 1' ebpace 

méxque E it b o u t a  6ehmEe~ compactes. S ' a  existe p .tel que : 

Démonstration évidente 

Théokéme 3 : SoLt E un upace méZtique dont les boutes 6exmée.â 40nZ compacteb. 

So*t (xn ln , une a u X e  de p o W  de E u~ymptoZi~uement  k?!gu&èrre. 

S i  A( (xJn 1( ) n ' u t  pas borné deou : 

(1) Due au PPofesseur Coeud 



Démonstration : 

+ 
s o i t  E A((x 

n n E N  
1, s o i t  d  E IR 

P. 2 * * = Li l a  e s t  év idente  il s u f f i t  de prendre y = x 
+* 

Supposons donc que : d E IR 

S o i t  E < d .  

* 
S o i t  l 'ensemble C = {x E E 1 d - E S d(x ,  x )  I d + €1 

E 

* 
Donnons nous un poin t  z  E A((x ) ) t e l  que : n n E N  

* * 
d(x ,  z )  2 d + E 

(un t e l  po in t  e x i s t e  c a r  A((x ) n n E N  
) a été supposé non borné) .  

S o i t  n, t e l  que : 
A 

S o i t  n  > n t e l  que : 
2 -  1 

S o i t  ng 2 n2 t e l  que : 

* 
( I  I I )  d(xn , Z )  s E '  

3 
I l  e s t  c l a i r  a l o r s  d ' ap rè s  l e s  r e l a t i o n s  (a) ( I  I) ( 1  I a) que parmi l e s  

p o i n t s  x  n ' X n 2 t l '  ..., x il y en a  au moins un t e l  que : 
2 n 3 

Xi E CE 

Ceci montre que l ' o n  peut  e x t r a i r e  de l a  s u i t e  ( x  ) une s u i t e  
n  n E N  

(Xk)k e K t e l l e  que : 

d , xk) Ik  -+ d 

C e t t e  s u i t e  qu i  e s t  nécessairement bornée adnet a3 zcins un yoîn t  

* * * 
d'accumulation y qu i  v é r i f i e  d (x ,  y )  = d 

C o h o U e  7 : S o i t  E un upace méMque dont lu bouta  & z . m ~ d e ~  a o d  

compacied et d o d  (xnIn une a d e  de p o i d  de E mymptofiquemevtt 



rrCguRièrcs. 

Si A( ( x _ ) ~  1 n ' a $  p a  bohné alohcl a exactement l a  puAnaance du 

continu. 

Démonstration : 

s o i t  x* E A ( < x  \ 
n n  E IN'' 

+ .  D'après l a  p r o p r i é t é  énoncée pa r  l e  théorème 3 pour t o u t  d  E I R  11 

* * * 
e x i s t e  un poin t  y  t e l  que d ( x ,  yd) d .  

d  
+ * 

L 'app l i ca t i on  de  IR dans A( (xnIn , ) qu i  à d f a i t  correspondre y e s t  d 

bien  su? i n j e c t i v e  e t  donc A((xnIn , ) a  au moins l a  pu issance  du cont inu .  

(Inme on s a i t  q u ' i l  a au ~ l i i s  l a  puissonce du con t inu ,  cela donce l e  

CotroU&e 2 : S o L t  E un enpace méfique d o n t  l e n  bou la  ( m é e ~  a o n t  

compactes   AG^ (x, l n  , une auiXe de p o i m  de E a ymptoLiquement 

kéguRièke : 

i l  ou bien A((xnIn , ) = 0  

ü) ou bien A( (xnIn , ) a un aeul élément (et & o u  (x,) convmge) 

Lü )  ou bien A( (xnIn ) ut un euemble ind in i  ayant exactement l a  

puhaance du continu. 

Démonstration : Ce r é s u l t a t  e s t  une conséquence immédiate du c o r o l l a i r e  3 

du théorème 2 e t  du c o r o l l a i r e  1 du théorème 3. 

CofioUuhe 3 : SOC* (x, )n , une de pointd a6ymptot-iquement 

hèg&èhe de l ' u p a c e  rnéfique à boules @ u n é u  compactu E .  

Si A((xnIn , ) # 0 et a i  tau de >i ) onX une 60kc.e 



8 4 

~DLcltemeizt pobi/tiue a l a u  (x ebX canvehgevLte. 
n'n E X 

Démonstration : 

S i  (xnIn n ' é t a i t  pas  convergente,  A( (Xn)n  E R 
) a u r a i t  l a  puissance 

du cont inu ,  ce  q u i  d ' a p r è s  l a  propos i t ion  2 du § V e s t  impossible s i  

t o u s  l e s  p o i n t s  de A((x ) ) ont une f o r c e  s t r i c t emen t  p o s i t i v e .  
n n €'IN 

I 

Le théorème su ivant  e s t  une s o r t e  de réc iproque  du c o r o l l a i r e  3. 

Théotrgme - 4 : S o i t  E un a p a c e  méMque ~ é p a h a b l e .  

Soi2 x une p W e  de E X&e que x a o i t  connexe e.X damée d o m  

e d t e  une hui le  (xnIn de p o i h  de E t e l l e  que 

x ) = O ( L e .  ( X  ) il l i m  d(xntl, n n c N  
QM an gm)3.tu~quement tréguRiète1 

n- 
2) x = A ( ( x ~ ) ~  

~ é m o n s t r a t i o n  : 

On r a p p e l l e  ( v o i r  pa r  exemple Deny [ 11, page 5 7 )  qu'un espace métr ique E 

e s t  d i t  bien enchaîné s i  que l s  que so i en t  l e s  po in t s  a e t  h de E et 

* 
E E I R  ii e x i s t e  une cha ine  f i n i e  x = X1' ...' = b v é r i f i a n t  : 

t O n  

d ( x i + y  x.) 5 E pour i = 1, ..., n - 1. 
1 

On a a l o r s  l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  : 

a )  E métrique connexe => E bien enchaîné. 

b )  E métrique compact bien enchaîné => E connexe. 

I c i  X e s t  connexe e t  métrique donc X e s t  b i en  enchaîné. 

. - Mais c i  e s t  à u s s l  in  ~ D ~ I C - P S P ~ ~ O  dl , rn  e?-/-- - -  -i.n-7nablet 2 ?sr doi:c. 

séparable .  

S o i t  A = { ~ l ~ ~  cl1> Clî Y . . . y a?, - . . ; ..--a r ~ i ~  ~ a y > t l e  ~ e i ~ ~ ; , ~ r ~ '  ' - .  -* "---a n e  



p o i n t s  d e  X comme X e s t  fermé dans E c e l a  s i g n i f i e  que A = X .  

On cons idère  l a  s c i t e  (6 ) d é f i n i e  par  n n  E N  

(boy  B l Y  B2 ,  ..., Bn,  ... 1 = (aO.  ao, a 1 , a O , al, a2,  aoy al, a2> ... > 
Comme on l ' a  d é j à  vu (Propos i t ion  4 du 5 1 )  

*("n)n c pi 
) = X  

A p a r t i r  de l a  s u i t e  ( 6  ) nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  une s u i t e  
n n  E N  

(Xnln FI pi q u i  v é r i f i e r a  i )  e t  i i ) .  

Nous cons t ru i sons  l a  s u i t e  (x  ) é t a p e  par  é t ape .  n n  E N  

Etape 1 : 

I l  e x i s t e  x  = Bo, xl, ..., x = f3 d e s  p o i n t s  de X t e l s  que 
O n  1 

1 

d(xi ,  xitl) i 1 pour i E { O ,  ..., n -1} ( c a r  X e s t  b ien  enchaîné comme 1 

nous 1' avons d i t ) .  

Etape 2 : 

I l  e x i s t e  x  = B l Y  xn tl, ..., x = B2 des  p o i n t s  de  X t e i s  que 
n  

1 
n  

l 1  
2 

d(xi ,  xit l)  i - pour i E In1, . . . , n2-11 2  

Etape k : 

I l  e x i s t e  x  - - 4-1, xn , . x = B de p o i n t s  de  X t e l s  que 
n  n  k  

k- 1 k-1 k 
1 

< - pour i E {n d(xiy - k-13 . . - 9  nk} 

... 
Par  cons t ruc t ion  l a  s u i t e  (x  ) v é r i f i e  i). 

n 

Montrons que l ' o n  a  a u s s i  i i ) .  

Puisque pour t o u t  i r R : xi r x ; on a  : A((xnIn . El ) c X .  

Puisque par  cons t ruc t ion ,  ('n)n E N 
est une sous-su i te  de (x 1 n  n  E N  

on a  A( (@,ln c A((xnIn , ) mais on a  vu que : 



l ni ) = X ,  donc A((x ) > = X .  
n n €IN 

ce  qu i  démontre i i ) .  

nemarque : Dans l e  c a s  de  IRm l e  théorème 4 peut  ê t r e  complété par  

l ' énoncé  su ivant  : 

m S i  X e s t  une p a r t i e  fermée delR m 2 2 ayant au  p l u s  un nombre fini de 

composantes connexes chacune non bornée , a l o r s  il e x i s t e  ( x  ) 
n n e N  

t e l l e  que : 

i )  l i m  d (xn ,  x ~ + ~ )  = O 
n- 

i i )  x = Ai(x ) 
n n E N  1 

Quand m = 1 ce  r é s u l t a t  n ' e s t  pas  v r a i  c a r  on a l a  s i t u a t i o n  p a r t i c u l i è r e  

su ivan te  : 

que ( q n  N s o i t  bornée ou non s i  (x  ) e s t  asymptotiquement n n ~  N 

r é g u l i è r e  a l o r s  A((x ) ) e s t  connexe. (Voir  J .  Lelong-Ferrand [ I l ) .  
n n E N  

Le f a i t  que l 'ensemble des  p o i n t s  d 'accumulation d 'une s u i t e  

(Xn)n  E IN 
de IRm, asymptotiquement r é g u l i è r e  pu i s se  ne pas  ê t r e  connexe 

ne semble pas ê t r e  connu. En v o i c i  un exemple. 

On cons idère  l e s  deux demi-droi tes  fermées D e t  D de IRZ d é f i n i e s  par  : 
1 2 

D = {(x ,  y )  1 x = O e t  y 2 O )  1 

D, = {(x ,  y )  1 x = 1 e t  y 2 O) 

Nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  une s u i t e  (X 2 
de  p o i n t s  de  IR qu i  s e r a  

n n  elN 

asymptotiquement r é g u l i è r e  e t  t e l l e  que : 
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composantes connexes do A( (xn), ) est non bornée). 

- Z 
L.+T?P 7 L r*  

. . - ? \ i T 
Y = :o. C) x 5 -  (1, - a  .-- 

x = (O, il x = Iû, 1) 
1 

2 I 

x, = (O, 9 )  Ii x3 = <L,-l) 1 1 

. - ' nt, 
I 

1 r 
I 
! .  onpose 

"1 i" g A 2:: 

I 
i 

7 i ' 
1 x, 

Etape 2 : 

Les points construits sont 

X8, X9, ..., X27 et ils vérifient 



A l a  f i n  de l ' é t a p e  p  - 1, on a  c o n s t r u i t  n  points .  
P-1 

Etape p  : 

On c o n s t r u i t  (4p t 2)2P-1 p o i n t s  

q u i  sont  : 

ils v é r i f i e n t  

I 
d(Xi, Xi+Q = - 

2 ~ -  1 

pour i e {npml+l, n t 2 ,  . . . , n -1) 
P-1 P  

Ils sont  obtenus de la  façon suivante.  

On parcourt  d'abord l e  segment 

[(O, O), (O, p ) l  en f a i s a n t  des  sau t s  

pu i s  ensu i t e  l e  segment de  - 
2P- 1 

[ ( O ,  p l ,  (1,  p l 1  pu i s  C ( 1 ,  p l ,  (1 ,  011 

et pu i s  on "revient  par  l e  même 

chemin" . 

I l  e s t  c l a i r  que l a  s u i t e  (X ) a  bien l e s  annoncées. 
n  

m 
Dans l e  c a s  delR v o i c i  un résumé de t o u t  ce  q u i  peut se produire  

pour une s u i t e  de po in t s  asymptotiquement r é g u l i è r e .  



So*t (xnIn une buLte de p o W  de  IR^ a b y m p . t o ~ u m e &  h??gd.i8lre, so i$  

A((Xn)n r N ) t ' e n m r i b l e  de p o L W  d'accwnr(ation de ( ~ ~ 1 ~  . II 
il ou bien la s l u t e  n ' a  aucun poinZ d'accwnueation ( i . e .  A((x,)~ 1 = 0). 

G) ou bien la s d e  a un s e u l  p o i n t  d ' a c c ~ X o n  et d o m  &le e6t 

convehgevLte. 

Lü) ou bien lu b d e  a p l u  d ' u n  p o i n t  dlaccwmLecLtion el &U : 

1 I ou b ien  A((xnIn . li ) es$ bomz (ce  q ~ ~ i  es t  éqLuvc~eent a 

"n borné) et u l o u  A((xnIn , 1 e6t  un cor~~%uum ( 6 m é  connexe) . 
21 ou b ien  A((xnIn , y ) n ' u t  p u  borné et a l o u  C ~ a c w e  

de 4ed COmpOba.bUed connexu es t  non boknée. 

Daridled cab I I  ou21 A((xnIn ) ebt  un enbemble ayant exaotemënt t a  

pla'ssbance du cont inu.  

a )  S i  uvee s&e (bohnée ou non) a.6 ympXo~uement  hdgut ièke de poh1L5 de 

R~ a un notnbhe de po.ints d'acc&on, &e n 'en  a qu'un et 

convehge. 

b )  Une (bohnée ou non) a6qmp.toxkque.ment héglLeièke de p o m  de 

IR"' n ' a  jamaAd une in6htLtZ dénomb/rable de pain13 d l a c c u m W n .  

Remarque (1) 

On peut, moyennant de petites modifications dans les démonstrations, 

généraliser aux espaces métriques localement compacts les théorèmes 1 et 2 

et leurs corollaires. Le théorème 1, par exemple, devient : 

Soit (xnIn . une suite asymptotiquement régulière de points de l'espace 

métrique localement compact E. Si . ) #  a, alors : 

(A(xn)n 6 N 1 est compact < =  {xnIn est contenu dans un compact. 

(1) Due au Professeur Coeurd. 



§ V I 1  

SUITES DEFIN IES  PAR UNE RELATION DE LA FOUIE : 

X 
n t 1  = f ( x n )  

Une a p p l i c a t i o n  cont inue  f  de l ' e s p a c e  topologique E dans lui-même 

é t a n t  donnée, a i n s i  qu'un p o i n t  x  E E, on d é f i n i t  une s u i t e  (x ) 
O n n E N  

pa r  l a  r e l a t i o n  de récur rence  : x = f ( x n ) .  n t 1  

Notre po in t  de vue n ' e s t  pas  de  rechercher  des  c o n d i t i o n s  ( n é c e s s a i r e s  

ou s u f f i s a n t e s )  s u r  f  ou s u r  E pour que l a  s u i t e  (xnIn converge 

( c e  p o i n t  de vue a  d é j à  é t é  adopté  par  un c e r t a i n  nombre d ' a u t e u r s  : 

S.  Banach C l ] ,  J . B .  Diaz e t  F.T. Metcalf C l ] ,  C21, M.  Ede l s t e in  C l ] ,  C21, 

C31, M.  Cosnard C l ] ,  C21>.  

Nous nous i n t é r e s s e r o n s  à l 'ensemble des  p o i n t s  d 'accumulat ion e t  des  

p o i n t s  sous- l imi tes  de t e l l e s  s u i t e s .  

Sauf except ion (p ropos i t i on  8 )  nous ne f e rons  pas  d 'hypothèses  supplémentaires  

s u r  f .  

'Déjà abordé sous c e t  ang le ,  c e  problème a  donné l i e u  à quelques t ravaux 

dont l e s  p r inc ipaux  son t  ceux de  A . N .  Sarkowski C l ] ,  F.T. Metcalf e t  

T.D.  Rogers C l ]  e t  G .G .L .  Meyer e t  R .C .  Raup C l ] .  

Nous reprenons i c i  l e s  r é s u l t a t s  de c e s  a u t e u r s  dans une p ré sen t a t i on  

u n i f i é e  e t  en nous p laçant  dans  des  espaces  généraux. Nous obtenons a i n s i  

de s  g é n é r a l i s a t i o n s  (dont t o u t e s  ne sont  pas  é v i d e n t e s )  de l e u r s  r é s u l t a t s .  

La d i s t i n c t i o n  (néces sa i r e )  e n t r e  A((x ) e t  L((xnIn , donne n n E N  

l i e u  à de nouveaux r é s u l t a t s .  



Nous terminons pa r  qua t re  contre-exemples dont l e  d e r n i e r  résoud l e  

problème posé par  F.T. Metcalf e t  T.D. Rogers C l ] .  

(Ce r t a ines  démonstrations n é c e s s i t a n t  l ' emplo i  de l a  no t ion  de " s u i t e  

généra l i sée ' ' ,  nous avons r a p p e l é  en annexe quelques d é f i n i t i o n s  e t  

énoncés à propos de  c e l l e - c i ) .  

S o i t  f  une a p p l i c a t i o n  d'un espace topologique E dans lui-même. 

Une p a r t i e  f i n i e  de  E s e ra  d i t e  pér iodique de pér iode  p (pour f )  s i  on 

peut  ordonner s e s  éléments : al, a2, ..:, a de façon à ce  que : 
P y 

f ( a l )  = a2, f ( a 2 )  = a3, ..., f(ap-l)  = a f ( a  = al P' P 

On d i r a  aus s i  de chacun des  éléments x 1, x2,  ..., x q u ' i l  e s t  pér iodique 
P 

de pér iode  p (pour f ) .  

x  e s t  un point pér iodique d e  période p pour f  s i  e t  seulement s i  : 

f P ( a )  = a e t  # a pour q E (1 ,  2, ..., P-1.1. 

Un p o i n t  f i x e  pour f  e s t  un po in t  pér iodique de pér iode  1. 

Nous d i r o n s  que l a  s u i t e  (xnIn  . rn de p o i n t s  de E e s t  générée par  f  s i  

e t  seulement s i  : 

r 6 n ~ l N  : x n+ 1 = f ( x n )  

De façon évidente  : une s u i t e  générée par  f  e s t  pér iodique  à p a r t i r  d 'un 

c e r t a i n  rang s i  e t  seulement s i  e l l e  c o n t i e n t  un po in t  pér iodique.  

P r r o p o ~ ~ o n  I : S o a  f  une app~ca;t ion de l ' a p a c e  topotogique E dana 

1' edpace topologique F .  SoiX (xn ln , rn une bw;te de p o i m  de E .  S i  f 

UA: canCLnue : 

il f(A((xnIn . rn 1 )  c A((f (xn) ) ,  , 1 

**l f (  L( (xJn , 1) c L((f(xn)),  . 1 



~Emons t r a t  ion  --- 
* * 

i) S o i t  x E A((xnIn Y ), s o i t  w un vois inage  de f ( x )  puisque f es-t 

* 
continue il e x i s t e  v un vois inage de  x t e l  que : f ( v )  c w ; cc,ïnrne Dn a 

* 
suppûsé que x 6 A((x ) ), il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  i t ~ i s  qüe : 

n n E N  

x E v ; donc t e l s  que f ( x . 1  E W ; ce  q u i  montre que : 
i 1 

f(;) i- A( (f(x,) l n  , 1 

* 
i l )  S o i t  x E , I?J 1, s o i t  (xkIk  une sous-su i te  convergente 

* * 
v e r s  x ; l a  c o n t i n u i t é  de f  e n t r a î n e  que ( f ( x  1) k k E K  

converge v e r s  f ( x )  ; 

e t  donc : 

f (X)  E L( ( f (xn ) In  rn 1. 

Remarque : Un exemple simple montrant que ? ' o n  a pas t ou jou r s  l ' é g a l i t é  

dans l e s  i n c l u s i o n s  i )  e t  i i )  e s t  l e  su ivant  : 

E = F = I R  f ( x )  = x s i x 5 1  

f ( x )  = l s i x 2 1  

CotoUaMe I : S o i t  (xnIn une a d e  de paintd de l' apace tapalogique E, 

génétée pcvr l'appfica.CLon conCinue f : E + E ; &OU : 

il f(A( (xnIn 1) c A((xnIn , 
Ml f (  L( ( x ~ ) ~  1) c 1 

(La p a r t i e  i )  e s t  énoncée par  G.G .L .  Meyer e t  R.C.  Raup C l ] ,  c ' e s t  a u s s i  

une conséquence des  r é s u l t a t s  de  A . N .  Sarkowski C l ] .  Dans l e  c a s  des  

espaces métr iques ( c a s  où L (  (xnIn Ih' ) = A ( ( X , ) ~  , 1) ce  c o r o l l a i r e  e s t  
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connu de F.T.  Metcalf e t  T .D .  Rogers C l ] ) .  

~<mo?s t r a t i on  : - 
Z1 s u f f i t  de remârquer que : 

( f ( x n H n  , = ( X n + i  1 n  E IN 

A((%- ) nt1 11 6 IN = A((x,In , 1 

j f r  L ( x ~ + ~ ) ~  , gij = u '",ln 

c e  qu i  grâce aux i n c l u s i o n s  i )  e t  i i )  de  l a  p ropos i t i on  1 permet de 

conclure  . 

I 

~kmonc t r a t i on  : - - 
i )  évident  : 

i i )  S o i t  yl un élément de A( (xnIn . ( r e s p .  de  Uxn)n  . 
~ é s i ~ n o n s  par i l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  t e l  que : 

3  EN* f k + i  
i 

(y,) = f (y,) 

2 
(un t e l  e n t i e r  i e x i s t e  c a r  l e s  éléments de l a  s u i t e  y  1' f ( y l ) ,  f  ( y l ) ,  ... 
son t  des  éléments de A((xnIn ) ( r e s p .  f.( (xnIn . pi 1 ) ) .  

(1) Sous-entendu : non nu2 



i i+ 1 i+k- 1 
Les éléments f ( y , ) ,  f (y1), ..., f ( y  ) forment a l o r s  l e  sous- 

iL 1 

ensemble périodique cherché 

I l l u s t r a t i o n  avec i = 2 e t  k  = 3 

- 3C3TtrGUe : 

Coilme nous l e  verrons p l u s  l o i n ,  l e  p l u s  souvent A((xnIn 1 

(resp. L((xnIn , 1) e s t  périodique cependant des  s i t u a t i o n s  du type 

de c e l l e  de l t i2 .1us t ra t lon  sont poss ib les  comme l e  montre l e  contre- 

esemple 1 donné p lus  l o i n .  

P&opohL?Xofl 2 : S o L t  ( x , ) ~  . une blLite de pohu2 de l ' a p a c e  topologique 

E, génétée parr l ' a p p f i c d a n  con.Zkue f : E + E. 

i) Si E ut compact & o u  : A((xnIn = f (A((xnjn  1 

Li) S i  E ut béquenti&em& compact &OU : 

1, = f ( L ( ( ~ n ) n  N 

(La p a r t i e  i )  lorsque E e s t  supposé compact, e s t  un r é s u l t a t  de 

A.N. Sarkowski [l] ; dans l e  cas  où E e s t  métrique compact, on re t rouve 

une proposi t ion  de F.T. Metcalf e t  T.D. Rogers [ I l ) .  



Cénonstrat ion : 

* * 
i )  So i t  x E A((x 1. S o i t  v un vois inage  fermé de x.  

r! n E N  

II  e x i s t e  K c N, K i n f i n i  t e l  que : 

k ,  K. =$ X ~ E ' V T .  

* 
Puisque E e s t  compact, il e x i s t e  y ( v )  un p o i n t  d 'accumulatisn de La 

* 
s u i t e  ( x ~ - ~ ) ~  ; pour c e  poin t  on a  b ien  s û r  f ( y ( v ) )  E v.  

* * 
La s u i t e  géné ra l i s ée  ( ~ ( v ) ) ~  , y(;), almet un poin t  d 'accumulation y 

q u i  appa r t i en t  à A((x ) c a r  ce d e r n i e r  ensemble e s t  fermé ; c e  poin t  
n  n E N  

* * * 
y v é r i f i e  bien s û r  f ( y )  = x .  Donc A((xnIn , ) c f(A( (xnIn  , > ) ,  c e  

qu i  permet de conclure .  

* 
S o i t  ( x  ii) S o i t  x E L((x,,), , a, - une sous-su i te  convergente 

k(rf) n  E N 
* 

1 
f 

ve r s  x.  La sous-su i te  ( x  admet un poin t  sous- l imi te  y e t  
k (n ) -1  n E N 

* * 
bien s û r  f ( y )  = x.  Donc L((xnIn , ) c f (L ( (xn In  ) ce  q u i  permet de 

conclure.  

m 

CohoLLaule 1 : S u d  (x,), une a d e  de p a i m  de l'ebpace lcapoeogique E ,  

généhée pm l'appfication continue f : E + E. 

Si E ut comjxot (fiesp. ~EquenLiUement compaotl et ai A ( ( x , ) ~  PI 1 Ut 

6- (hap. L ( ( x , ) ~  , ) u.t 6oiil utou A( ( x ~ ) ~  , ) (hap. L( (xnIn > 1 

héunian de cycles. 

La démonstration e s t  évidente .  

Remarque : Les hypothèses de compacité de  l 'énoncé de l a  p ropos i t i on  2 

sont ind ispensables ,  comme l e  montrent leçcontre-exemples 1 e t  3 donnés 

p lus  l o i n  où on a : 



Nous verrons que ce corollaire peut être amélioré (voir corollaire 2 de 

la proposition 4). 

Pnopod*tion 3 : S o i l  (xnIn une a d e  de poiVttd de l'enpace locdeement 

compact E ,  génZtrée parc. l'app.tication conLinue f : E -t E.  

I x - ?  PA: C O ~ ~ P I I Z  d w  W. compact <=> A((xnIn 1i ~ A X  rom)ract 
2 E b  

non vide. 

m 
(Dans le cas particulier où E = IR ce résultat est donné par G.G.L. Zeyer Cl]). 

2émoiïstration : -- .. A-- 

i) L'implication "=>" est évidente car si K est un compact de E contenant 

{x 1 alors A((x~)~ Ii ) est un fermé de K donc un compact. n n E N  

ii) Montrons "<=" : pour cela raisonnons par l'absurde. 

Supposons donc que A((x,)~ nJ ) est compact et que {x n' est 
n n E N  

contenu dans aucun compact. 

f(A((x,In . rn ) )  qui est compact admet un voisinage compact w (car dans 

un espace localement compact tout ensemble compact admet un voisinage 

compact (Bourbaki C21 page 65 proposition 10). 

Montrons qu'il existe un voisinage v de A((x ) ) tel que : n n E N  

v est compact et f(v) c w 

pour tout y E A((x ) soit v(y) un voisinage ouvert relativement n n E N  

compact de y tel que f(v(y) c W. La famille v(y)) ) est un 
y ' A((xn)n . N 

recouvrement ouvert de A( (xn)n . 1, soit v(yl), ..., v(y un sous- 
- P 

recouvrement ouvert fini, v = v(yl) u . . . u ;(y ) est compact (comme 
P 

réunion finie de compacts) c'est donc le voisinage cherché. 

Il existe un ensemble infini K tel que : 



k ~ K = > x  C v  u w  
k 

(en  e f f e t  sinon il e x i s t e r a i t  n E N  t e l  que : 
O 

n l n  = > x  E v U W  
O n 

e t  donc l 'ensemble ixnIn  IN s e r a i t  contenu dans l e  compact 

{xo, xl, . . . , x 1 u v u w contrairement  aux hypothèses).  n 
O 

S o i t  i E IN,  el que x .  E V .  
1 

Pour t o u t  k >  i, k E K on d é f i n i t  i ( k )  comme é t a n t  l e  p lus  grand 

e n t i e r  < k, t e l  que : X i ( k )  

Par  cons t ruc t ion  : x 
i ( k ) + l  #  v 

* 
S o i t  a l o r s  x un po in t  d 'accumulation de  l a  s u i t e  ( x  ) i ( k ) + l  k,K' 

k >i 

* * 0 
On a : x r A((xnIn ) ; c e  qu i  e s t  absurde c a r  x 1 v. 

I 

CohokY&e : S o i t  (xn , une a d e  de pointd de l '  upace  rnéfique E 

à b o d u  d m é e ~  compaoteA, généhée pa.t l ' app f ica t ion  continue f  : E -t E 

{Xn'n E  IN 
e ~ t  bohné <=> A ( ( x , ) ~  , IN ) ut bohné non vide.  

Remarque : Dans l a  propos i t ion  3 l ' hypothèse  "E localement compact" ne 

peut pas  ê t r e  supprimée, comme l e  montrent l e s  contre-exemples 1 e t  2 

donnés p lus  l o i n .  

PhopoA*tion 4 : S o i t  (xnln  , IN une a&e de points de l ' a p a c e  topologique E ,  

généhée pah  l ' app f ica t ion  continue f  : E + E.  

Un AUppOAe que : 

Pom t o u t  vohinage v de A((xnIn 1 ( h e ~ p .  de L((xJn , IN 1 ) 

3 n  r N , n 2 n  = > x  E V  
O O n 



de L ( ( x , : ~  # ) - A) t& que v n w @ a i o u  : f ( ~ 3  $ A .  

(Des r é s u l t a t s  analogues sont  donnés dans l e  c a s  où E e s t  compact par  

A . N .  Sarkowski C l ] ,  dans l e  c a s  où E e s t  métrique par  F.T. Metcalf e t  

T.D. Rogers [Il). 

~ é m o n s t r a t  ion  : 

Supposons que f (A)  c A. S o i t  v un vois inage  de A t e l  que : 
1 

(on c o n s t r u i t  ce  vois inage en posant  v = u (v(x)  n v )  où v (x )  désigne 
xcA 

un vois inage  ouvert  de x E A t e l  que : f ( v ( x 1 )  c v ) .  

D'après l 'hypothèse  (Tl  il e x i s t e  n t e l  que : 
O 

S o i t n  > n t e l  que x E v a l o r s  : 
1 -  O "1 1 

X n, t l  
= f ( x  ) E v (d ' ap rè s  (Il) 

n, 

X 
n l t l  

= f ( x n  ) 6 vl u w ( d ' a p r è s  ( I  I)) 
1 

2t donc x E v1 . De même x 
V ~ 9  Xn,t3 

E v e t c  ... 
n, +l n, t 2  1 

Ce q u i  implique : A((Xn)n r ï~ 1 c A ( r e sp .  L((xnIn 1 c A). 

On o b t i e n t  donc une con t r ad ic t ion  avec l 'hypothèse  que A e s t  une p a r t i e  

propre de  A((xnIn , ) ( r e sp .  de  L(  (xnIn , 1). 

Coho&khe 1 : S o a  (xn In , une a d e  de poLnZ6 de l lebpuce topologLque 

localement compact E ,  généhee pan llapp&cation continue f : E + E.  

S i  A( ( xn ln  , 1 a un notnbhe &u?de cotnpoaanteb connexed et que chacune 

i l )  Sous-entendu : non nul. 



ut compacte : u t o u  on p e d  les  numéaoteh nl, A?, ..., A d e  daçon à 
P 

ce que : 

f(A1) = A2y f(A2) = A3, ..., f(Ap-l) = A ,f(A ) = Al. 
P P 

(Ce résultat dans le cas d'un espace métrique compact est énoncé par 

F.T. Metcalf et T.D. Rogers [ I l ) .  

Démonstration : 

A((Xn)n c P( ) est compact (comme réunion finie de compacts), et donc 

d' après la, proposition 3, {xnIn E( est contenu dans un compact la 

propriété (T) est donc vérifiée d'après la ~roposition 10 du § III. 

~umérotons provisoirement les composantes connexes de A((x ) 
n n C H  1 

Al, A 2 >  ..., A . Il existe v 1, V2, O ¶  V des voisinages de 
P P 

Al' A2, ..., A respectivement, et deux à deux disjoints (E a été 
. p 

supposé localement compact, il est donc normal ce qui permet de construire 

les voisinages v v ..., v 1' 2' P 

La proposition 4 nous donne que : 



Montrons que : 

(**) S ' i l  e x i s t e  y E A .  t e l  que f ( y )  E A a l o r s  f(Ai) c A 
1 j j ' 

En e f f e t  : il e x i s t e  v un voisinage de y t e l  que f ( v )  c v donc t e l  
j 

que f ( v  n Ai) c A Ce qui  montre que l 'ensemble B = l x  E Ai 1 f ( x )  É A.} 
j I 

e s t  un ouvert  r e l a t i f  de A(  (x,In . rn ) ; c ' e s t  a u s s i  un fermé c a r  

- 1 
B = Ai n f  (A.) ,  e t  donc c ' e s t  une composante connexe de A((x ) 

1 n n , N  
1, 

donc B = Ai ce qui  é t a b l i t  (**). 

Les r e l a t i o n  (*) e t  (**) avec l a  proposi t ion 2 (que l ' o n  peut appliquer 

i c i  ca r  {xnIn , e s t  contenu dans un compact) donnent que : 

S ' i l  e x i s t e  y E Ai t e l  que f ( y )  E A a l o r s  f ( ~ ~ )  = A 
j j ' 

La proposi t ion 4 appliquée à nouveau à d 'éventuel les  "sous-périodes" 

permet de conclure. 

m 

conofiahe 2 : SoLt (x, ln , une ~ui..te de pointd de l '  e6pace topologique 

locdement: compact E ,  généhée p c ~ .  l 'appfication continue f : E -t E .  

S i  x n n  ) ut d i n i  non v ide ,  a l o u  : 

(La p a r t i e  i )  de ce c o r o l l a i r e  dans l e  cas  où E e s t  compact e s t  énoncée 

par  A . N .  Sarkowski C l ] ,  e t  dans l e  cas  où E e s t  métrique compact par  

F.T. Metcalf e t  T .D.  Rogers Cl]. Dans un cas  analogue à c e l u i - c i ,  ce  

c o r o l l a i r e  s e  trouve a u s s i  dans G.G.L .  Meyer e t  R .C .  Raup c l ] ) .  

Démonstration : 

Le i) r é s u l t e  du c o r o l l a i r e  1 e t  de proposi t ion 2 du § III. 

Pour montrer i i ) ,  posons p = card  (A( (xnIn ) e t  donnons y É A((xnIn 



Soit v un voisinage compact de y tel que : 

(*)  v n A((x,)~ . > = {y} 

Il existe w c v tel que fP(w) c v. 

Considérons K = i c N 1 xi v} ; K' = {i r K 1 xi 1 u} 

K' ne peut pas être infini, car alors il existerait z E V, z Z y point 

dlaccumulation de la suite (x ) ce qui est impossible d'après ( * ) .  n n  C R  

K' est donc fini ce qui signifie : 

l n  rN Y k e N  xntkp E v 
O 

O 

En utilisant à nouveau (*)  on en déduit que la sous-suite 

(Xnotkp k É N est convergente, et donc que les sous-suites : 

1 1 1 (Xpn n r R' (Xpn+l n É N' '." (Xpn+(p-l) n c N 

A 

sont convergentes. Si on désigne par Y 1' Y2' 
..., Y les limites 

P 
respectives de ces sous-suites d'après le théorème 1 du § II on a : 

{il, i2, . . . , ip} = A((xnIn . 1 

Remarque : Comme le montre le contre-exemple 1 donné plus loin 

l'hypothèse "E localement compact" est essentielle. 

PhoposLiion 5 : Soi t  (x,)~ . une a&e de poinb de l 'espace topologique E, 

généhée pm l'appficrrtion contuiue f : E + E. S i  Ce eridte  z A( (xnIn , a 
Ikedp. z r L((x~)~ . )), et v un v o ~ i n a g e  de z teeb que : 

i )  z est  péhiodique de pehiode p ( i . e .  fP(z) Z) 

LLi) v ut compact ou séquentieUement compact (hesp. v ut 

séquent i&mM compact) . 
A l o u  : A((xnIn . li ) = L( (xnIn . = tz, f(z), . . .  , fP-l( z > 1 

et de p l u  la ouiXe (xnIn , e s t  ps eudo-péhiodique. 



(Ce t t e  p ropos i t i on  pour c e  q u i  concerne A((x ) ) et  avec  l 'hypothèse  n n E N  

v séquent ie l lement  compact [hypothèse s ans  r appor t  avec : v compact1 e s t  

due à G.G.L .  Meyer e t  R.C.  Raup E l ] ) .  

~ é m o n s t r a t i o n  : 

Puisque fP e s t  cont inue ,  il e x i s t e  w un vois inage  de z  t e l  que : 

fP(w) c v e t  w c v. 

~ é s i ~ n o n s  pa r  K l 'ensemble { i  E iN 1 x t w)  e t  pa r  K' l 'ensemble i 

{ ~ E N I  i ~ K e t x  L W ) .  
i + p  

K' ne peut  pas  être i n f i n i ,  c a r  a l o r s  l a  sous-su i te  ( x  1 
k+p k t K' 

d ' a p r è s  l 'hypothèse  i i i )  a d m e t t r a i t  un po in t  d 'accumulat ion ( resp .  un 

po in t  sous- l imi te )  q u i  s e r a i t  dans v e t  d i s t i n c t  de z  ; cont ra i rement  à i i ) .  

I l  e x i s t e  donc i E N  t e l  que : 
O 

V n c N  x E W  
i +np 

O 

On en dédu i t  fac i lement  que l a  sous - su i t e  ( x  1 e s t  convergente 
i +np n E N 

O 

v e r s  z.  La c o n t i n u i t é  de f implique a l o r s  que l e s  sous - su i t e s  

) 1 ( X i  +np+l n  E IN' (Xio+np+2 n t 8' . . ' ("i  +np+p-1 n É N son t  
O O 

2 convergentes  de  limites r e s p e c t i v e s  f ( z )  , f ( z )  , . . . , f P - l (  Z )  c e  qui  

g râce  au théorème 1 du § II permet de  conclure .  

B 

Cotcoeûwe : Soit  (xnIn une aLUrte de pointd de 11e6pace topologique 

l o c d m &  compact E ,  génétcée pm llappficat-Lon continue f : E -t E .  

S i  *e e x A t e  z E A ( ( x , ) ~  , ni j h o l é  d a a  ) et pétLiodique 

d o u  : 

A((Xn)n e N 1 = , ) = {z ,  f(z), . . . y  f P - l ( z ) }  

et la su+te (xnIn est  peudo-pétLiodique. 



~émonstration : 

an se ramène immédiatement à la proposition 5. 

Remarque : Dans la proposition 5 l'existence de v est indispensable 

comme le montre le contre-exemple 4 donné plus loin, où le point (O, 0) 

est fixe pour f alors que pourtant A((x ) n n  ,Bi # {(O, 011. 

Les hypothèses i) et ii) ne suffisent pas pour obtenir la conclusion ; 

on le voit en modifiant le contre-exemple 1 donné plus loin. 

Voici maintenant une proposition dont la conclusion est exactement la 

même que celle de la proposition 5, mais dont les hypothèses sont 

différentes. 

P k o p o d ~ o n  6 : So*t (xnIn , # une a d e  de p o M  de l 'espace 

locdeml?nt compact E, généhée p c ~ .  une a p p f i c d o n  contuzue f : E + E. 

On AUppOde que : 

i l  A((xnIn , ) a un nombte 6.uU p de campodantes connexecl . 
Li) que l 'une  d'&es ut k é d d e  à un point z. 

MOU : A((xnIn , = , # > = {z, f(z), ..., fp-l( z 1) 

et de p& l a  s u d e  (x,)~ , es t  pheudo-pétuodique. 

Démonstration : 

D'après le corollaire 1 de la proposition 4, il existe une composante 

connexe A de A( (x,)~ . N- ) telle que : 
f(z) = A. 



(Lette composante connexe est donc réduite au point f(z). En procédant 

ainsi de proche en proche et puisque par hypothèse, il n'y a qu'un 

nombre fini de composantes connexes, on établit que : 

En utilisant la proposition 5 on peut alors conclure. 

Si A est une partie d'un espace topologique E nous désignerons dans 

la suite de ce paragraphe par A' l'ensemble dérivé de A, c'est-à-dire 

l'ensemble des points d'accumulation de A. 

Rappelons que # est point d'accumulation de A si et seulement si : 

V V E V ( # ) ~ ~ E V  n A  y # #  

Pl~opo~Ltion 7 : SoLt (xn ln . rn une suite de point6 de l'espace topologique E ,  

gEné4Ee pm l'appfica.tion continue f : E + E 

il S i  E e s t  compact : 

A(  (xnIn . ii 1' c f(A((xnIn . PI 1 ' )  

Li) S i  E es t  6équenti&tenient compaot et compact 

L((Xn)n . IN 1' c ~(L(x,)~ . PI 1 ' )  

b n s  le cas où E est un espace métrique compact, cette proposition a 

déjà été énoncée par F.T. Metcalf et T.D. Rogers [Il).  

Démonstration : 

Supposons E compact (resp. E séquentiellement compact et compact). 

Soit a A((xnIn ' (resp. a E L((xnIn , PI ) ' ) .  

Pour tout voisinage w de a, on désigne pour b un point tel que : 
W 

1 L:: 1 n ~ ( ( x ~ ~ ~  1 (resp. bw r w n ~((x,)~ , 1 ) 



�� après l a  propos i t ion  2 ,  on a : 

A((Xn)n  r  N = f(A((xnIn . 1 )  ( r e s p .  L ( ( x ~ ) ~  ) = f(L(xnIn . > ) 

I l  e x i s t e  donc c  E A (  ( x ~ ) ~  ) ( r e sp .  L(,x,)~ , rn ) t e l  que f ( c w )  = bw. 
W 

L a  s u i t e  géné ra l i s ée  ( c  ) admet un poin t  d 'accumulation c .  w w E V(a) 

- f ( c )  = a  c a r  f  e s t  cont inue  e t  par  cons t ruc t ion  l a  s u i t e  

géné ra l i s ée  ( f ( c  1) converge v e r s  a  
w w E V(a) 

- c  r  A((xnIn . I 1  ( r e s p .  L((xnIn , ) l ) .  

En e f f e t  s o i t v  E V(C), v c o n t i e n t  un po in t  c  e t  c  # c  ( s inon  
W W 

b  = f ( c w )  = f ( c )  = a )  donc v c o n t i e n t  un poin t  de  A((x ) n n  r N  1 ( r e sp .  
W 

de L((xnIn , 1) d i s t i n c t  de c .  

Ceci é t a b l i t  b ien  l e s  i nc lus ions  voulues.  

Phopod&on 6 : SoLt (xnIn une d e  po in tb  d e  t '  ebpace  

t o p o l o g i q u e  E ,  génétrée pan. t ' a p p L i c d o n  con t inue  f : E -+ E. 

Si p o l ~  t o d  a  E A( (xnIn ) ( * ~ d p .  a  r L((xnIn 1) 

f - l ( a )  ut 6in.i. UOM : 

f(A((xnIn ' 1  c A((xnIn rn l 

(nedp*  ~ ( L ( ( x ~ ) ~  ) )  c L((xJn II ) ' )  

(Dans l e  c a s  où E e s t  métrique compact c e t t e  propos i t ion  a d é j à  é t é  

énoncée par  F.T. Metcalf e t  T.D. Rogers Cl]). 



Démonstration : 

Soi t  x E A ( ( x ~ ) ~  , IN 1' ( resp .  x c L( ( x , ) ~  , )'la 

Nous devons montrer que : 

f ( x )  E A( (xnIn , ) ' ( r e sp .  f ( x )  E L( (xnIn , 1 ' ) -  

Soi t  v un voisinage de f ( x ) .  Puisque f e s t  con t inue , i l  e x i s t e  w un 

voisinage de x t e l  que : f (w) c v ; w n A( (xnIn , ) ( resp .  

w L((xnIn , ) )  con t i en t  au moins un point  d i s t i n c t  de x e t  puisque E 

e s t  séparé (hypothèse f a i t e  une f o i s  pour t o u t e  au début de ce  t r a v a i l )  

w cont ient  une i n f i n i t é  de po in t s  d i s t i n c t s  de x, l ' u n  de c e s  points  

au moins a une image d i s t i n c t e  de x, e t  donc A((x,In , ) n v ( resp .  

L((Xn)n c IN ) n v)  con t i en t  un point  d i s t i n c t  de x. 

I 

CohoUuhe : S o a  (xnIn , IN une ~ u i A e  de pam de l'upczce .topoLogi.que E, 

génakée pah 4' appficakion continue f : E .+ E 

On bupp0Ae que : 

Démonstration : 

~mrnédiate. 

Remarque : L ' a r t i c l e  de F.T. Metcalf e t  T.D. Rogers Cl1 posa i t  l a  quest ion 

(sans  y répondre) : a-t-on toujours  l ' é g a l i t é  du c o r o l l a i r e  ( s i  E e s t  

métrique e t  compact) ? Le contre-exemple 4 donné p lus  l o i n  répond pa r  

l a  négative à c e t t e  quest ion.  



Contre-exemple 1 

On considère l 'ensemble des  s u i t e s  d ' e n t i e r s  de l a  forme 

- soit (O, 0,  ..., n,  O ,  ... ) n 2 3 ( l e  n  à l a  (n-3)-ième p l a c e )  

- s o i t  (n ,  p ,  p ,  p ,  ... 1 n 2 3 P = 1, 2 

- s o i t  (p ,  n ,  p,  p ,  ... ) n 2 4 p = 1, 2 

- s o i t  (p ,  p ,  n ,  p,  ... ) n : 1  5 p =  1, 2 

a . .  . . . . . . . . . a . .  

e t  l e s  s u i t e s  (O, 0, 0, . . .), (1,  1, 1, . . .) e t  ( 2 ,  2, 2,  . . . )  

S o i t  E c e t  ensemble. On l e  munit d e  l a  topologie  i n d u i t e  pa r  c e l l e  

de  # (1 '  ensemble des  s u i t e s  d '  e n t i e r s  avec l a  topologie  de  l a  

convergence s imple) .  

On d é f i n i t  a l o r s  f  : E + E par  l e  schéma de l a  f i g u r e .  

La s u i t e  (xnIn , IN générée p a r f  ( q u i  e s t  cont inue)  à p a r t i r  du po in t  

xoA3, 0, 0 ,  0, ... ) v é r i f i e  : 

A((Xn)n c IN 1 = L( (xnln  , IN ) {(O, O ,  O ,  . . .), (1, 1, 1, . . .), (2 ,  2, 2, 92)) 

f (A((xnIn , IN 1) = f (L((xnIn  , N 1) = t ( 1 ,  1, 1, . . .  1, ( 2 ,  2, 2, . . .  1) 

La s u i t e  (xnIn IN n ' e s t  pas  bornée e t  pour tan t  A((xnIn , q u i  e s t  

f i n i  e s t  un compact. 



CONTRE-EXEMPLE 1 



Contre-exemple 2 

On considère l'ensemble des suites d'entiers de la forme 

-soit (n,p,p, p, ... ) n 2 4 , p = O ,  1, 2, 3 

- soit (p, n, p, p, ... ) n 2 5, p = 0, 1, 2, 3, 

-soit (p,p,n,p, ... ) n 2 6 , p = 0 ,  1, 2, 3 

et les suites (O, O, 0, ... ), (1, 1, 1, - * S I ,  (2,  2, 2, ...), 

et (3, 3, 3, ... 1. 

Soit E cet ensemble. On le munit de la topologie induite par celle de 

# (l'ensemble des suites d'entiers avec la topologie de la convepgence 
simple 1. 

On définit alors f : E -t E par le schéma de la figure. 

La suite (xnIn générée par f (qui est continue) à partir du 

point xo$ 4, O, 0, . . . ) vérifie : 

On a donc un exemple où A((x ) ) n'est pas un ensemble périodique, n n  C H  

mais est réunion de deux ensembles périodiques, et cela bien que 

A((Xn)n r w ) n'ait qu'un nombre fini d'éléments. 



CONTRE-EXEMPLE 2 



Contre-exemple 3 

S o i t  f : IR + IR déf in ie  p a r  : 

f  e s t  continue comme on l e  v é r i f i e  fac i lement .  

En prenant : x = - 1 
O 

On a pour c e t t e  s u i t e  : 

A((Xnln é R 1 = {O, 1, 2, 3, ... 1 =IN 
* 

f(A( (xnIn . 1)  = (1, 2, 3, ... 1 =BI #IN. 

Une hypothèse d e  l o c a l e  compacité ne s u f f i t  donc pas dans l a  p ropos i t i on  2 .  

S o i t  v = u l n  - - 
ndN 

v e s t  un vois inage de A((x 1 ) pour l e q u e l  il n ' e x i s t e  pas  d ' e n t i e r  
n n  E N  

n t e l  que : 
O 



CONTRE-EXEMPLE 3 



1 
4 = {(- , 0) ( n E IN) u { ( O ,  O ) )  u { (3 /2 ,  0 ) )  

21: 

A chaque poin t  X = (x ,  y )  de l 'ensemble B u E ,  on f a i t  correspondre une 

s u i t e  (XnIn , de po in t s  de IR2 convergente ve r s  x. 

On suppose que : 

i )  tous  l e s  po in t s  X a i n s i  i n t r o d u i t s  sont  d i s t i n c t s  e n t r e  eux 
n 

i i )  l e  d iamèt re  de l 'ensemble {xnIn . IN pour X = ( x ,  y )  donné, 

Y e s t  i n f é r i e u r  à - 2' 

On pose a l o r s  : 

F e s t  fermé (on s ' e n  a s su re  en v é r i f i a n t  que chaque s u i t e  de p o i n t s  de F 

convergente dans  IR2, a s a  l i m i t e  dans F) . 
f e s t  a l o r s  d é f i n i e  de la  façon su ivan te  : 

Sur A : 

Sur C : 

f ( 3 / 2 ,  1 / 2 ~ )  = (1/2 
n t 1  + 1/2nt2 , i / zn t l  t i /2n t2) ,  n 6 IN 

Sur D : 

f (3 /2 ,  1/2" t 1 / 2 ~ )  = ( l / 2 n  t 1/2~+' ,  1/2" t 1/2mt1)o n e IN,  



Sur B : 

Sur E : 

Sur u u { X I  : n 
niW xéB 

Sur u u { x )  : 
niW XEE n 

On s ' a s s u r e  que f e s t  cont inue en procédant de l a  façon su ivante  : 

On considère t o u t e s  l e s  s u i t e s  ( Z  ) de  p o i n t s  de  F convergentes e t  
n 

on v é r i f i e  que : 



f(iim Z ) = lim f(Z > 
n n 

n- n- 

F étant un espace métrique, ceci est suffisant pour assurer que f est 

continue . 

On considère la suite (X n ) générée par f à partir de (1, 1). 

A((Xn)n N ) = A  u B  u E  

A((Xn)n E N 
= A  - { ( 3 / 2 ,  0 ) )  

f(A((xnIn ) ' )  = A 

donc on a bien : 

f(A((xnIn 1 ' )  # N 1 ' 





CONTRE-EXEMPLE 4 fig 2 



On a p p e l l e  s u i t e  g é n é r a l i s é e  l a  donnée ( x  ) d 'une  f a m i l l e  
i i r I  

d 'é léments  indexés par  un ensemble 1 muni d 'une  r e l a t i o n  d ' o rd re  ( l a r g e )  

v é r i f i a n t  : 

V i ~ I , V j c I , 3 k ~ I : k > i e t k 2 j e t k # j  

( l ' ensemble  1 e s t  donc nécessairement  i n f i n i ) .  

On d i t  que l a  s u i t e  ( x  ) converge v e r s  x s i  e t  seulement i i r I  

s i  

V V E  V(X), 3 i ~  1, V ~ E I :  k 2 i = >  Xk 

Dans un espace topologique séparé ,  l a  l i m i t e  l o r s q u ' e l l e  e x i s t e ,  e s t  

unique. 

On d i t  que l a  s u i t e  g é n é r a l i s é e  ( x . )  admet # comme po in t  
i i r I  

d 'accumulation s i  e t  seulement s i  : 

V V E V ( X ) , Y ~ E I ,  3 j € 1 :  j r i e t x  E V .  
j  

On a l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

Pl S i  E e s t  compact, t o u t e  s u i t e  généralisée admet au  moins un po in t  

d 'accumulation. 

Pî La p a r t i e  A de E e s t  fermée s i  e t  seulement s i  : Toute s u i t e  
- 
g é n é r a l i s é e  convergente d 'é léments  de A a s a  l i m i t e  dans A . 

Pg 
L ' app l i ca t i on  f : E + F e s t  cont inue  en x s i  e t  seulement s i  : Pour 

- 
t o u t e  s u i t e  g é n é r a l i s é e  , d'éléments  de E e t  convergente v e r s  x ,  

( f ( x i N i  , e s t  convergente de  l i m i t e  f ( x ) .  

P4 S i  x e s t  un po in t  d 'accumulat ion de l a  s u i t e  g é n é r a l i s é e  ( x  - i i ~ I '  

s i  f est cont inue  de E dans F a l o r s  f ( x )  e s t  un po in t  d 'accumulation de 

l a  s u i t e  géné ra l i s ée  ( f ( x i )  I i  , I .  



LES ALGORITHMES-QUEST 1 ONS 

Dans ce paragraphe, nous considérons un premier type d'algorithmes 

pour suites non convergentes que nous appelons : algorithmes-questions. 

Se poser une question du genre : la suite (x ) est -elle 
n n E N  

convergente ? (ou combien de points d'accumulation la suite (x ) 
n n €24 

possède-t-elle ? )  est une chose absurde si on ne dispose que d'un 

nombre fini de points de la suite (sauf dans les cas peu intéressants où 

on impose à la suite d'appartenir à une classe limitée de suites par 

exemple une classe finie). 

C'est pourquoi nous posons le problème des algorithmes-questions 

sous une forme assez large : 

A pam% d'une a d e  de p o m  pouvcrnt G k e  cdcuRée aubai  loLn que l ' o n  

v u  (et de 6açon exacte) ,  Ahouvm un dgo&thme pmcédant étape pan é a p e  

et t e l  que : 

- à chaque étape t ' d g o m h m e  ne di6poae que d'un nombhe 6M de 

poAntb de ta a a e  ( c e  nombhe, naud adme,Wwnb qulévevLtuaement i l  l e  

d é t u e  lui-même en danotion de6 héauUat6 de6 é.tapeb pécédente6) 

- à chaque étape t ' d g o ~ h m e  hépand à l a  que6aXon poaée. 

Bien évidemment, nous ne demandons pas à l'algorithme de donner toujours 

la bonne ~éponse ; nous dirons que l'algorithme répond de façon 

satisfaisante au sens i) à la question posée si : 



i) La réponse donnée e s t  j u s t e  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang. 

Lorsqu' i l  s ' a g i r a  de question dont l a  réponse e s t  O U I  ou NON, nous d i rons  

quel 'a lmri thme répond de façon s a t i s f a i s a n t e  au sens ii) à l a  question 

posée s i  : 

ii) La réponse donnée e s t  constamment O U I  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  

rang s i  e t  seulement s i  l a  réponse exacte e s t  O U I .  

(Dans l e  cas  où l a  réponse exacte e s t  NON,on demande donc moins qu'au i )  

puisqu'on demande seulement que l a  s u i t e  des réponses données ne s o i t  pas 

constamment O U I  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang).  

Enfin nous d i rons  que l ' a lgor i thme répond de façon s a t i s f a i s a n t e  au 

sens i i i )  à l a  question posée s i  : 

iii) Lorsque l a  réponse donnée e s t  constamment O U I  à p a r t i r  d'un 

c e r t a i n  rang, a l o r s  l a  réponse exacte  e s t  O U I .  

Dew types  de r é s u l t a t s  sont obtenus : 

1) Ceux que l ' o n  peut q u a l i f i e r  de p o s i t i f s  : on propose un algorithme qu i  

pour des s u i t e s  p r i ses  dans une c l a s s e  p lus  ou moins grande, répond de 

façon s a t i s f a i s a n t e  (en un des sens indiqués plus haut )  à l a  question 

posée. Un algorithme se ra  d 'autant  plus in té ressan t  que l a  c l a s s e  de 

s u i t e s  pour l a q u e l l e  il fonctionnera,  sera  p lus  grande. 

2 )  Ceux que l ' o n  peut q u a l i f i e r  de n é g a t i f s  : on démontre que pour t e l l e  

quest ion,  même avec nos exigences r é d u i t e s ,  aucun algorithme ne peut 

répondre de façon s a t i s f a i s a n t e  à l a  quest ion posée pour t o u t e  s u i t e  de 

t e l l e  c l a s s e ,  Les r é s u l t a t s  n é g a t i f s  pour ê t r e  é t a b l i s ,  nécess i t en t  que 

so ien t  données des d é f i n i t i o n s  formelles préc ises .  C'est  ce  que nous 

avons f a i t  au § X où sont  regroupés l e s  r é s u l t a t s  n é g a t i f s  concernant 

l e s  algorithmes pour s u i t e s  non convergentes. 



Le problème l e  p lus  simple qu'on puisse s e  poser quand on dipose 

d'une s u i t e  quelconque e s t  c e l u i  de s a  convergence. D'un point de vue 

algorithmique e t  même avec nos exigences l i m i t é e s ,  c e t t e  question e s t  

pratiquement insoluble.  

Les seu l s  r é s u l t a t s  que nous présentons peuvent ê t r e  considérés comme 

évidents  ; nous ne l e s  donnons i c i  que pour met t re  bien en place l e s  

techniques e t  méthodes que nous u t i l i s e r o n s  à propos d ' a u t r e s  ques t ions .  

S(E)  désigne l 'ensemble des s u i t e s  d'éléments de E.  

So i t  ~ ( p )  une s u i t e  de nombres r é e l s  p o s i t i f s  de  l i m i t e  O ,  on désigne 

par  S(E, ~ ( p ) )  l 'ensemble des s u i t e s  d'éléments de E(E é t a n t  un 

n 
espace métrique, l e  p l u s  souvent ni , dont l a  d i s t ance  e s t  notée d )  dont 

~ ( p )  e s t  une rap id i t é  ( v o i r  § VI. 

Voici maintenant l e  p lus  simple des algorithmes qu'on puisse imaginer 

pour ce  problème : 

Algorithme : c (E(P) )  

Etape p 

On dispose des points  x e t  x 
P p+l  

S i  d(xp. xptl ) s e(p)  + ~ ( p + l ) ,  répondre O U I .  

S i  d(xp,  xptl ) > ~ ( p )  + ~ ( p + l ) ,  répondre NON. 

P~opoaidion I : S i  la a é L e  de t m e  g 2 n é M  ~ ( p )  es t  convmgente, alam : 

J I  Pow tou te  b u t e  (xnIn . E S(E, ~ ( p ) ) ,  Putgo&Lthe c ( E ( P ) )  est  

aati6~a.ban.t au AILVIA Li) pow la quesaon : "la b d e  es$-el le  convagente ?"  

2 )  Pow t o u t e  a d e  ( x ~ ) ~  . E S ( E ) ,  l lu lgo&thme c (E(P) )  est 

a a L i ~ 6 a A a n t  au a e m  E)  pow la quesdon "la ~ u i . t e  u t - e l l e  convagente ?". 



Démonstration : 

S o i t  (xnIn IN une s u i t e  d 'é léments  de  E pour l a q u e l l e  l ' a lgo r i thme  

répond constamment O U I  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  r ang  ; d ' a p r è s  l a  

propos i t ion  8 du § III (que l ' o n  peut  appl iquer  c a r  l a  s é r i e  de terme 

généra l  s ( p )  + ~ ( p + l )  e s t  convergente) ,  on peut  conclure  que (x ) e s t  
n  

convergente. D'autre  p a r t  s i ( x n I n  IN converge ve r s  X e t  a p p a r t i e n t  

à S(E, ~ ( p ) ) ,  il e x i s t e  mo t e l  que : 

V m r m d(x  , 2 )  I € ( p l  
0 P  

donc t e l  que : 

V m 2 mo d ( ~ ~ + ~ ,  x  5 €(p l  + E ( P + ~ )  
P  

c e  q u i  s i g n i f i e  que l ' a lgo r i thme  répondra constamment O U I  à p a r t i r  d 'un 

c e r t a i n  rang. 

I 

Remaraue 1 

L'algorithme C(€(p) )  n ' e s t  pas  s a t i s f a i s a n t  au  sens  i )  pour t o u t e  s u i t e  

(Xn)n r N E S(E, € ( p l ) .  

En e f f e t  prenons : E IR e t  l a  s u i t e  

I 
S i  : ~ ( p )  < - pour t o u t  p  E IN, a l o r s  l e s  réponses sont  successivement : 

2 

NON,  O U I ,  NON, O U I ,  O U I ,  NON, O U I ,  O U I ,  O U I ,  NON, ... 
Alors q u ' e l l e s  dev ra i ea t  ê t r e  constamment NON à p a r t i r  d 'un  c e r t a i n  

rang s i  l ' a lgor i thme C(€ (p ) )  é t a i t  s a t i s f a i s a n t  au  sens  i ) .  

On remarque en p l u s  dans c e t  exemple que bien que l a  réponse exacte  s o i t  

NON, l a  s u i t e  des  réponses données comporte des  séquences de  O U I  consécu t i f s ,  

a u s s i  longucsque l ' o n  veu t .  



Remarque 2 

L'algorithme C(e(p)) n ' e s t  pas s a t i s f a i s a n t  au sens i i )  pour t o u t e  s u i t e  

(Xn)n c N E S(E). 

On l e  v o i t  en prenant pour ( x ~ ) ~  une s u i t e  convergente de l i m i t e  2 

e t  t e l l e  que : 

d(xp, x > ~ ( p )  + e ( p + l )  
p + l  

pour une i n f i n i t é  d '  i nd ices  p E m. 

Remarque 3 

La condit ion : " ~ ( p )  terme général  d'une s é r i e  convergente" e s t  

e s s e n t i e l l e .  So i t  en e f f e t  l a  s u i t e  e(p)  : 

On considère l a  s u i t e  (x ) de points  de E = IR : 
n n  E N  

Bien que c e t t e  s u i t e  ne s o i t  pas convergente l a  réponse donnée par  

l ' a lgor i thme C ( E ( ~ ) )  e s t  constamment O U I .  

Remarque 4 

La quest ion " l a  s u i t e  e s t - e l l e  constante à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang ?", 

s e  ramène à c e l l e  de l a  convergence. 

On munit E de l a  d is tance  d i s c r è t e  : 

d(x ,  y )  = O s i  x = y ,  

d (x ,  y)  = 1 s i  x # y.  

En remarquant qu' ic i ,pour  l a  s u i t e  e (p )  constante e t  n u l l e ,  

S(E)  = S(E,  € ( p i ) ,  l a  proposi t ion 1 nous donne l e  r é s u l t a t  suivant : 

Pour t o u t e  s u i t e  (x ) d'éléments de E l ' a lgor i thme C(e(p))  (avec 
n n  E N  

~ ( p )  = O ,  Y p)  e s t  s a t i s f a i s a n t  au sens ii) pour l a  quest ion : 

" l a  s u i t e  e s t - e l l e  constante à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang ?". 



Remarque 5 

L'hypothèse de r a p i d i t é  que nous f a i s o n s  pour l e s  s u i t e s  ( x  ) e s t  
n n  E N  

a s s e z  f o r t e .  Cependant comme l ' é t a b l i t  l e  c o r o l l a i r e  1 du théorème 1 du 

5 X, il e s t  néces sa i r e  pour  ob ten i r  des  a lgor i thmes  répondant de façon 

s a t i s f a i s a n t e  a u  sens i )  ou i i )  à l a  quest ion de  l a  convergence, d ' a j o u t e r  

une hypothèse s u r  l e s  s u i t e s  t r a i t é e s  ( c ' e s t - à -d i r e  de r é d u i r e  l a  c l a s s e  

d e s  s u i t e s  pour l a q u e l l e  on souhai te  que l ' a lgo r i thme  fonc t ionne) .  

B - RÉPONSE A LA Q U E S T I O N  : "QUEL EST L E  NOMBRE DE P O I N T S  

Soi t  ~ ( p )  une s u i t e  de  nombres r é e l s  p o s i t i f s  de l i m i t e  O .  S o i t  

B(p) une s u i t e  d ' e n t i e r s  t e l l e  que : B(p) > p pour t o u t  p E N. On 

dés igne  par S(E, ~ ( p ) ,  B(p))  l 'ensemble des s u i t e s  ( x  ) 
n n E N  

d'éléments  

de  E dont ~ ( p )  e s t  une r a p i d i t é  e t  dont B(p) e s t  une s u i t e  d ' i n d i c e s  

approchants pour A((xnIn pi ( v o i r  5 IV B-). 

Algorithme : NPA ( ~ ( p ) ,  B(p))  

On dispose des p o i n t s  xp,  xptl , , . * x B(p)=l*  On propose l a  réponse N(p) 

oÛ N(p) e s t  l e  nombre de composantes connexes du g ~ a p h e  (non o r i e n t é )  

dont  l e s  sommets sont l e s  p o i n t s  x , x 
P p + l Y  ' . * '  B(p)-1 

e t  dont l e s  a r c s  

son t  d é f i n i s  p a r  l e s  p a i r e s  (x  x . )  p < i, j 2 B(p) - 1, t e l l e s  que : i' 1 

Remarque 

Le problème de l a  déterminat ion du nombre de composantes connexes d'un 

graphe e s t  t r è s  simple ; il demande un nombre de  c a l c u l s  qu i  e s t  de l ' o r d r e  



du nombre d ' a r c s  du graphe cons idéré .  Pour c e s  no t ions ,  on s e  r e p o r t e r a  

au l i v r e  de  C .  Berge C21. 

Exemple d é t a i l l é  du fonctionnement de l ' a lgo r i thme  NPA( € ( p ) ,  B(p) ) 

E =IR 

Etape O 

On d ispose  de x . Le graphe n ' a  aucun a r c  donc : 
O 

N(0) = 1 

Etape 1 

On d i spose  de x 
1' X2' Le graphe n ' a  aucun a r c  donc : 

N(1) = 2 

Etape 2 

On d ispose  de  x2 ,  x3, x4. Le graphe n ' a  aucun a r c  donc : 

N(2) = 3 

Etape 3 

On dispose  de x3, x4, x5, x6. Le  graphe admet un a r c  unique d é f i n i  

par  l a  p a i r e  Ix x6} donc : 
3 ' 

N(3) = 3 

Etape 4 

On d ispose  de xq, x5, x6, x7, x8, Le graphe admet deux a r c s  d é f i n i s  par  

{xq, x7)  e t  Ix5 , x 8 donc : 

N(41 = 3 
e t c .  . . 



P h 0 p 0 b ~ 0 n  2 : P o u  toirte  de (xnIn . E S(E, € ( p l ,  B(p)) A-Y& un 

nombhe dAni de poxntd d ' a c m n ,  tldgo&hme N P A ( E ( ~ ) ,  B(p)) ut 

~ a t i s ~ a i d a n t  au bend i )  powr la quui5on : 

"Qu& e6t le nombhe de p o h 2  dlaccwnueation de la buX-te ?"  

Démonstration 

S o i t  (xnIn . E S(E, € ( p l ,  B(p)) ayant  k p o i n t s  d'accumulation que 

A A 

nous noterons 7 1~ Y 2 9  * * . Y  Y k o  

S o i t  E > 0,  d é f i n i  par  : 

€ = m i n  l d ( I i ,  y j )  ( i, j c 11, ..., k} i f  j} 

S o i t  po t e l  que pour t o u t  p 2 po : 

Montrons que pour t o u t  p 2 p N(p) = k. 
0 ' 

Pour c e l a  il s u f f i t  de montrer que pour t o u t  p 2 p 
O 

b )  y nl, n2 E 1p, p + l ,  ..., B(P) - 11, n1 # n2,  

x r Ë(Fe, s /5)  n 
3 l! 1 1 => d(xn , x ) s €(nl)  + tz(n2) 

X E Ë ( y e ,  ~ / 5 )  
1 "2 

n 
2 

C a r  l a  première r e l a t i o n  montre que l e  nombre de  composantes connexes 

du graphe e s t  au  moins k, e t  l a  seconde q u ' i l  e s t  au p l u s  k.  

Ces deux r e l a t i o n s  s ' é t a b l i s s e n t  fac i lement .  



On désigne par S(E, ~ ( p ) ,  > 0)  l 'ensemble des s u i t e s  d'éléments de E 

t e l l e s  que ~ ( p )  s o i t  une r a p i d i t é  e t  donc tous  l e s  p o i n t s  d'accumulation 

ont une force str ictement pos i t ive .  

cohot..tahe : ~ o w  tolLte d u t e  (xnln E S ( E ,  ~ ( p ) ,  > O )  ayant wz 

nombke 6Uti de poUzta d'accwnueation, l l d g o U h n i e  N P A ( E ( ~ ) ,  p2) e6t 

da.C&,$&ant au denb i) p o u  % quebkion. 

"2ue.l ut le nombu de pointd d'accwnueation de la a u t e  ?"  

~ é m o n s t r a t  ion : 

E l l e  e s t  évidente en u t i l i s a n t  l a  proposi t ion 3 du 5 V qu i  montre que : 

S(E, ~ ( p ) ,  > 0) c S(E, & ( p l ,  p2 ) .  

m 

Remarque 1 

I l  e s t  f a c i l e  de montrer que s i  on supprime l ' une  des hypothèses suivantes : 

- 
(Xn)n e  IN 

e s t  de r a p i d i t é  € (p l  

- B(p) e s t  une s u i t e  d ' ind ices  approchants pour A((x ) n  n  e N  (resp.  

tous  l e s  po in t s  d'accumulation de ( x  ) n  n  E N  sont  de fo rce  s t r ic tement  

p o s i t i v e )  a l o r s  l a  conclusion de l a  proposi t ion 2  ( resp .  du o o r o l l a i r e )  

n ' e s t  p lus  v r a i e .  

Remarque 2  

Comme pour l a  proposi t ion 1, l e s  hypothèses f a i t e s  s u r  l a  s u i t e  (xnIn 

peuvent sembler excessives. Le c o r o l l a i r e  4 du théorème 1 du 5 X montrera 

que, seule ,  une hypothèse de fo rce  des po in t s  d'accumulation ne peut 

s u f f i r e .  I l  f a u t  donc a j o u t e r  une a u t r e  hypothèse pour que puissent  

e x i s t e r  l e s  algorithmes cherchés ; dans l a  proposi t ion c e t t e  a u t r e  

hypothèse concerne l a  r a p i d i t é  de l a  s u i t e  (x  ) malheureusement il 
n e N 9  



est peu commode de la connaitre à priori, c'est pourquoi nous présentons 

maintenant un algorithme où l'hypothèse de rapidité est remplacée par une 

hypothèse différente (plus raisonnable ? ) .  

Soit B(p) une suite d'entiers telle que : $(p) > p pour tout p r IN. 

Soit p un nombre réel > 0. 

On désigne par S(E, p, B(p) l'ensemble des suites d'éléments de E telles 

que : 

( $(pl est une suite d' indices approchants pour A( (x,)~ El 1 

Algorithme NPA ( P ,  B(p)) 

Etape p 

On dispose des points xp, xptl, ..., x 
B(p)-1' 

On propose la réponse ~ ( p )  où N(p) est le nombre de composantes connexes 

du graphe (non orienté) dont les sommets sont les points 

XP¶ XPtl¶ . ' 9  x B(p)-1 
et dont les arcs sont définis par les paires 

{xi, x 1 ,  p s i, j S p - ,  telles que : d(ui, x . )  S 2p/5.  
j I 

Phopobi.i%on 3 : S i  E ut une pahtce compacte de  IRm, & o u  : 

Pouh touX~te m i t e  (xnIn , E S(E, P, $(p)), l r & g 0 u h m e  NPA(p, B(p)) 

en2 ~ a t i ~ @ i ~ a v L t  au aen.6 i) pouh kk q u u Z i o n  : 

"Quel  e ~ t  Le nombhe de poiYLt6 d'accwmLeation de l a  a d e  ? "  

~émonstrat ion 

soit (xnIn El E S(E, P ,  B(p)). 

(Xn)n r a un nombre fini de points d'accumulation, car E est une 

m partie compacte deIR et que deux quelconques de ces points d'accumulation 

sont éloignés d'au moins p. 



A 

Soi t  k ce nombre e t  il, y2, ..., 9 ces  points .  
k 

On pose : 

- 
V = B ( i , ,  13/51 u . . . u Ë ( i k .  p/5) 

 après l a  proposi t ion 12 du 5 III, il e x i s t e  po t e l  que : 

P 2 Po => X E V. 
P 

Par d é f i n i t i o n  d'une s u i t e  d ' i n d i c e s  approchants, il e x i s t e  pl r po 

t e l  que : 

Montrons que pour t o u t  p 2 pl, N(p) = k .  

Pour ce la  il s u f f i t  de montrer que pour t o u t  p 2 p on a : 1' 

Car l a  première r e l a t i o n  montre que l e  nombre de composantes connexes 

du graphe e s t  au moins k ,  e t  l a  seconde q u ' i l  e s t  au p lus  k .  

La première r e l a t i o n  r é s u l t e  de ce  que s i  1 1 l 2  

Y Se2) 2 P 
1 

La seconde e s t  une évidence géométrique. 

On désigne par  S(E, p, > 0 )  l 'ensemble des  s u i t e s  ( x , ) ~  d'éléments 

de E t e l l e s  que : 

Y x,  y r A((xnIn , ) x # y => d(x ,  y )  2 p, 

v x E A((xnIn , ) : x e s t  de fo rce  s t r ic tement  pos i t ive .  



CohoUahe : S i  E est une p m e  compacie de R ~ ,  a l o u  : 

2  poiul fo&e ~ & e  ( x ~ ) ~  E S(E, p ,  > O), l'algo&hme NPA(~, p  ) ut 

Démonstration 

E l l e  e s t  immédiate à p a r t i r  de l ' i n c l u s i o n  : 

S(E, p, , O) c SE, p, p2 ) .  

C - RÉPONSE A LA QUESTION : QUELLE EST LA PÉRIODE DE LA SUITE ? 

Rappelons que l a  s u i t e  (x  ) e s t  d i t e  pseudo-périodique s i  n n  C H  

il e x i s t e  k  t e l  que l e s  sous-suites  (x  ) ) kn n  r N' (xkn t l  n  E N' 

1 (Xkn+k-l n E N sont  convergentes, l a  période é t a n t  par  d é f i n i t i o n  

l e  plus p e t i t  e n t i e r  k  ayant c e t t e  p ropr ié t é .  

Soit  (xp, xptl, ..., x une s u i t e  f i n i e  d'éléments de E  (un espace 
9 

métrique dont l a  d is tance  e s t  notée d ) ,  

Soit  Al, A2,  . . . , A une p a r t i t i o n  de 1' ensemble {xp, xptl, k  ..., X 1 ,  
q  

on d i r a  que l ' e n t i e r  r r {k, k t l ,  . . . , q)  e s t  l a  période de l a  s u i t e  

(x , x p+l, .. . , x ) pour l a  p a r t i t i o n  A 1' A 2 9  ..., Ak, s i  x e s t  l e  p lus  
P  9 

p e t i t  e n t i e r  s E {k, k t l ,  . . . , q) t e l  que : 

Ce plus  p e t i t  e n t i e r  e x i s t e  toujours  c a r  en prenant s = q, l a  r e l a t i o n  

( * )  e s t  v é r i f i é e .  



Exemple 

La période de l a  s u i t e  ( x  3~ X 4 ¶  . . Y  X 
12 

) pour l a  p a r t i t i o n  A A e s t  3 
1' 2 

Remarque 

Le problème de l a  détermination de l a  période de l a  s u i t e  ( x  ..., x 
P y 

pour l a  p a r t i t i o n  A 
1' A2' ..., A se  résoud en un nombre de c a l c u l s  au 

k 

p l u s  égal  à : (q  - p) ( q  - k) ( ca lcu l  s i g n i f i a n t  i c i  : t e s t  pour savoir  si 

deux e n t i e r s  appartiennent à un même A . ) .  
1 

S o i t  ~ ( p )  une s u i t e  de nombres r é e l s  p o s i t i f s  de l i m i t e  O .  

S o i t  B(p) une s u i t e  d ' e n t i e r s  t e l l e  que : $(p)  > p pour t o u t  p E N. 

Algorithme P(€(p ) ,  B(p)) 

On dispose des  points  : xp, xptl, ..., x 
$(pl-1' 

On détermine l e s  composantes connexes du graphe d é c r i t  dans l 'a lgori thme 

NPA(E(P),  $ (p ) ) .  Ces composantes connexes c:, c . c ~ ~ ( ~ )  forment 

une p a r t i t i o n  de l 'ensemble X B(P) = ix p,  X p + y  " ' 9  x B(p)-1 
1. On propose 

P 
l a  réponse M(p), 03 M(p) désigne l a  période de l a  s u i t e  f i n i e  

( x  x ..., x ) pour l a  p a r t i t i o n  C P 
p y  p + l Y  $(pl-1 

Phopobi&ion 4 : On buppobe que : l i m  $(pl - p = + W. 

Soit (xnIn E S(E, € ( p l ,  $ ( p l )  ayant un nombhe 6.ini de point4 

d ' a c c w n W o n ,  

1 )  S i  (xnIn rn est  peudo-péhiodique utou l l d g o L t h m e  P ( E ( ~ ) ,  B(p) 

es$ baLLb6ai6ant au bend i )  pom la que6ZLon : 

ttQu&e es t  la pé/Uode de la b d e  ? l t  



2 )  Si (xnIn , n ' u t  pa6 peudo-pétuodique a l o u  Le6 ktiponbe6 

M(I), ~ ( 2 ) ~  . .. , ~ ( p ) ,  . . . donnéeb pm e ' d g o u h m e  d o h m w  une d a e  

d 'ent ie t ld  Q C L ~  n ' u t  jamai6 conbXanXe à pcMitih d'un ccm%Ln m g .  

Dérnonstrat ion 

S o i t  YI, 52y ..., 7 l e s  p o i n t s  d 'accumulation de  ( x  ) k n n € N Y  que nous 

supposons pseudo-périodique de  période r 2 k ( ( x  nr ) . + Yi, 
1 ( X n r + r - ~  n E IN + Yk) 

Posons : 

S o i t  p E N  t e l  que pour t o u t  p - : 
O ' Po 

On v é r i f i e  sans pe ine  que pour t o u t  e n t i e r  p 2 p , l a  pér iode de l a  
O 

s u i t e  f i n i e  (xp, xptl, . . . , x 
B(p)-1 

) pour l a  p a r t i t i o n  c 1, CE. . . . y  c ~ ~ ( ~ )  

e s t  r ~ d o n c  à p a r t i r  de p on a : M(p) = r ce  q u i  é t a b l i t  1 ) .  
O 

Pour é t a b l i r  l e  2 )  il s u f f i t  d e  montrer que s i  l a  s u i t e  desréponses est 

cons t an te  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,  a l o r s  l a  s u i t e  (xnIn É p i  e s t  

pseudo-périodique, ce que l ' o n  f a i t  en montrant que pour t o u t  

j . 11, 2 ,  ..., k l ,  3 p 0  E N ,  3 4 .  11, 2 ,  ..., k l ,  V ~ E I N ,  

d(xp O +jtmr ,yL) 5 ~ ( p  O t j t m r )  => d(x Po+j+(,tl)ryYL) 5 ~ ( p ~ + j + ( m + l ) r )  

I 



CokoUhhe : So*t (x, ln . E S(E, ~(p), > O) ayant un nombrre 6ini de 

point6 d ' a c c m o n  . 
2 

1 )  Si (xnIn . N ut peudo-pé&Lodique dom lldgo&hme P(e(p), p 

est  aa.ti~6di6an.t au Aenb i )  pouh l a  q u e s ~ o n  : 

"2u&e est  la p&tiode de la A d e  ? "  

2) Si (xnIn n'est p u  pheudo-péhiodique alam les  rréponses, ~(i), 

~ ( 2 1 ,  . . . , ~(p), . . . donnéeb pah llu.tgo&thme doment une a d e  d ' w . t i m  

q u i  n'est jcunaxd conbtante à ~ULWL d 'un  c e h t h  m g .  

Comme dans la partie B- de ce paragraphe nous remplaçons maintenant 

l'hypothèse de rapidité par une hypothèse concernant la distance 

mutuelle des points d'accumulation des suites traitées. 

Soit B(p) une suite d'entiers telle que : B(p) > p pour tout p E 34. 

Soit p un nombre réel > 0. 

Algorithme P(p, B(p)) 

Etape p 

On dispose des points : xp, xptl, ..., x 
Np)-1' 

On détermine les composantes connexes du graphe décrit dans l'algorithme 

NPA(p, B(p)). Ces composantes connexes C P ,y c:, - . . y  forment une '~(p) 

partition de l'ensemble : 

On propose la réponse M(p) où M(p) désigne la période de la suite finie 

(x Xp+l> ... y X Np)-1 
) pour la partition C 

P y 

1, c;' * * . ,  

P / L O ~ O A ~ O ~  5 : On AuppoAe que iim B(P)-P = +a et que E es t  une pcuu2e 

compacte de  IR^. 



2 )  Si (xnIn • Pi n 'es t  pas peudo-péhiodique & o u  L 1 u t g o L t h e  ~ ( p ,  @ ( p l )  

donne de6 héponbes ~ ( 1 ) ~  M(2) ,  . . . , M(p), . . . q d  ~omeuzt une h d e  

d' en t iem q u i  n' e s t  jarnaid c o n b m e  à pcvLtUr d'un c m a i n  tang. 

Démonstration : 

On l ' o b t i e n t  faci lement  en u t i l i s a n t  c e l l e  de l a  p ropos i t i on  4.  

coh~&Li.JLe : On AUppOAe que E e 6 t  une pahtie cornpaote de fl. 
S0L-t (xJn E S(Ey > 0 ) .  

1 )  Si (xnIn r est  pseudo-péhiodique u t o u  t1&gomhme ~ ( p ,  p2 )  e 6 t  

a W & a . b m t  au hen6 i) p o ~ h  Ca question : 

" Q u U e  est la pé&ode de la 6lLite ? "  

2 )  Si (xnIn Pi n ' u t  p u  peudo-péhiodique a l o u  L ' a l g o L t h e  ~ ( p ,  @ ( p l )  

donne de6 /réponse6 M(l), M(2), . . . , M(p), . . . q u i  doment une h u e  

d ' e n t i m  q u i  n' est  j& conbhm-te à p u  d'un cehtain &mg. 

Les algori thmes P ( E ( ~ ) ,  $ ( p ) )  e t  P(p, B(p)) permettent  de c o n s t r u i r e  des  

algori thmes pour l a  quest ion " l a  s u i t e  e s t - e l l e  pseudo-périodique ?". 

Algorithme P' ( € ( p l ,  B(p)) 

Etape _E 

On dispose  des p o i n t s  x p9  Xp+l' 
..., x 

B(pt1)-1' 

On cons idère  l e s  réponse M(p) e t  M(pt1) données pa r  l ' a lgo r i thme  P (c (p ) ,B(p ) ) .  



S i  : ~ ( p )  = M(p+l), répondre O U I ,  

s i  : ~ ( p )  # M(p+l), répondre NON. 

Algorithme P ' ( p ,  B(p)) 

Etape p 

On dispose des  p o i n t s  x p y  Xptl' 
. . . y  X 

B(p+l)-1' 

On considère l e s  réponses M(p) e t  M(pt1) données pa r  l ' a lgo r i thme  

S i  : M(p) = M(p+l), répondre O U I .  

s i  : M(p) # M(p+l), répondre NON. 

Ptropoa-LtLon 6 : On auppoae que : i i m  B(p) - p = + ( h u p .  que 

i i m  B(p) - p = t w et E compact de  IR^). 

S o L t  (xnIn P1 E S(E,  € ( p l ,  B(p)) ( h e b p .  S(E, p, B(p)))  ayant un nombxe 

d i n i  de p o h t ~  d ' a c c d o n .  L1&gotLthme P'  ( € ( p l ,  @ ( p l )  ( t u p .  ~ ' ( p ,  B(p)) 

ut aa t i6@iAan t  au aend Li) pouh kk qua f ion  : 

"La a d e  ( x ~ ) ~  u t - & e  paeudo-pé~odique ?" 

Démonstration : 

E l l e  e s t  immédiate à p a r t i r  de l a  p a r t i e  2) de l a  propos i t ion  4 ( r e s p .  5 ) .  

m 

CotroUahe : SoLt (xnIn rn E S ( E ,  ~ ( p ) ,  > O )  ayant un nombhe d i n i  de 

p o i n t s  d l a c c u n t W n .  ( h a p .  6 o a  (xnIn E S(E ,  p, O )  où E 

auppoa é &e un compact de xm 1 , 
2 LtdgotLthme P1(6 (p ) ,  p ) ( t u p .  P '  ( p ,  p 2 ) )  ut 6 u a % ~ ~ u h a n t  au 6eM Li) 

"La a d e  (xnIn ~ A X -  &e pa eudo- pé&iodique ? I l  



LES ALGORITHMES DE TRAITEMENT 

Dans c e  paragraphe, nous nous i n t é r e s s o n s  à un deuxième type  

d 'a lgor i thmes  pour s u i t e s  non convergentes  : ceux que nous appelons 

algori thmes de  t r a i t emen t .  

De daçon p t é d e ,  noud hechmchonb deb u t g o ~ h m e s  phocédant éXape 

p a h  étape et teed que : 

- à chaque étape, lldgo&.thme ne dhpoae que d'un nombhe d i n i  de 

point6 de k k  a d e  (ce  nombhe noud a d m e o n a  qu'éventuflement, il l e  

détmrnine lui-même en 6onotian d u  hédcLetatd d a  étape6 phécédenteb). 

- A chaque étape, l '  a.tgo&.thme sélectionne un ou pludieum p o i w  

dont i l  ae a e h t  pouh pholongm une ou flu6ieum 4 0 ~ 6 - 4 ~ & u  (ou 40Ub- 

4 u i . t ~  au aenb lahge) d o n t  i2.z c o n b ~ c t i o n  a éXé comnencée aux étapes 

phécédenta. 

Le but e s t  b ien  s û r  que l e s  sous - su i t e s  c o n s t r u i t e s  a i n s i  pas  à pas ,  

so i en t  convergentes.  

Chacune des  é t apes  de  c e s  a lgor i thmes  s e  décompose en p l u s i e u r s  phases.  

Ces phases sont  c o n s t i t u é e s  de c e  que nous appel le rons  des  procédures 

f i n i e s  ( p a r  exemple : l a  procédure permettant  de t rouve r  à p a r t i r  d'une 

p a r t i t i o n  A 1, A 2 ,  . . . , A de l 'ensemble {xp, xptl, 
k . . . , x l e  po in t  

9 

de A ( r e s p .  de A Î ,  . . . , Ak) d '  i n d i c e  l e  p l u s  é l evé ) .  Les procédures 
1 

présentées  sont  aisément programmables. Cer ta ines  d '  e n t r e  e l l e s  ( l e s  

procédures de par t i t ionnement ) ,  quoique dans des  b u t s  d i f f é r e n t s  desnôt res ,  



on t  dé j à  f a i t  l ' o b j e t  d ' é t u d e s  en ana lyse  des  données où on l e s  a p p e l l e  

p l u t ô t  a lgori thmes de c l a s s i f i c a t i o n  automatique ( v o i r  P .  B e r t i e r  e t  

J . M .  Bouroche Cl1 ou E .  Diday e t  L. Lebart Cl]) .  

Le paragraphe a é t é  d i v i s é  en qua t re  p a r t i e s .  

Dans l a  p a r t i e  A-, nous é tudions  l a  no t ion  de k -pa r t i t i on - fo r t e  ; c ' e s t  

g râce  à e l l e  que nous pourrons t e s t e r  l ' e f f i c a c i t é  de c e r t a i n e s  procédures  

d é c r i t e s  en B-, e t  c ' e s t  a u s s i  e l l e  q u i  e s t  u t i l i s é e  pour l a  démonstration 

des  r é s u l t a t s  pr incipaux d e  ce  paragraphe (théorèmes 1, 2 e t  3 ) .  

Dans l a  p a r t i e  B- nous dé f in i s sons  l e s  d i v e r s e s  procédures q u i  vont nous 

s e r v i r  pour  monte^" nos  algori thmes.  

Dans l a  p a r t i e  C- nous proposons deux a lgor i thmes  généraux q u i  (corme 

l ' é t a b l i t  l e  théorème 1) pour t ou te  s u i t e  ayant  k po in t s  d 'accumulation 

"suffisamment f o r t s " ,  donnent k sous-su i tes ,  chacune convergente v e r s  

l ' u n  des po in t s  d 'accumulation de l a  s u i t e  t r a i t é e .  

Dans l a  p a r t i e  D-, nous proposons un algori thme q u i  ne suppose pas à p r i o r i  

que l a  s u i t e  t r a i t é e  a  exactement k p o i n t s  d 'accumulation. 

Soi t  A un sous-ensemble de l ' e s p a c e  métr ique E e t  s o i t  k E N .  Nous 

a p p e l l e ~ o n s  k - p a r t i t i o n  - f o r t e  de A t o u t e  p a r t i t i o n  de A en k sous- 

ensembles Al ,  A 2 ,  ..., A t e l s  que : k 

l 
Y x ,  y ,  z ,  t E A 

( k . p . F . )  3 i, j ,  h r  (1, 2 ,  ..., k ) ,  ( j  # h 

x  r A i ,  y r Ai,  z E A t r A h )  => d ( x ,  y)  < d ( z ,  t )  
j ' 

Dans l e  cas  où A e s t  f i n i  (k.P.F.1 e s t  équiva len t  à : 



Exemple 

A = ( 1 ,  2, 4, 5 ,  7, 8 1  c IR 

A 1 
= { l ,  21, A2 = {4,  5 1 ,  A3 = {7,  8 1  

A , A 2 ,  A e s t  une 3 -pa r t i t i on - fo r t e  de  A.  
1 3  

Ph0phiéZé I : S0.a Al ,  A2 ' . . . . Ak une k-pak?%&hn-~ohte de A. 

So*t E = max {diam ( A ~ )  1 i = 1, 2, ..., k }  

La heîation d ' é q d v d e n c e  abbociée à la p U o n  ebZ donnée 

S i  A ebt  la p h d $ h e  deb heîtu%onbehZ Zoujoum bonne. 

Remarque : On ne peut pas  a f f i rmer  que : d ( x ,  y )  < E e s t  t o u j o u r s  l a  

r e l a t i o n  d '  équivalence q u i  d é f i n i t  l a  p a r t i t i o n ,  en e f f e t  : 

La 2 -pa r t i t i on  f o r t e  C O ,  11, 1 2 ,  31 de C O ,  11 u 12, 31 c iR e s t  d é f i n i e  

par  : d(x ,  y )  2 1, e t  non par  : d ( x ,  y )  < 1. De même : d ( x ,  y )  < E ne 

d é f i n i t  pas t ou jou r s  l a  p a r t i t i o n  comme l e  montre : 

l a  2 -pa r t i t i on  f o r t e  : 10,  11, C2, 3C de  10, 11 u 12, 3C qu i  e s t  d é f i n i e  

par  : d(x ,  y )  < 1, e t  non par  : d ( x ,  y )  5 1. 

Démonstration de  l a  ~ r o ~ r i é t é  1 : 

S ' i l  n ' e x i s t e  pas  x ,  y  appartenant  au même A e t  t e l s  que d (x ,  y )  = E ,  i ' 
a l o r s  il e s t  c l a i r  que l a  p a r t i t i o n  e s t  c e l l e  d é f i n i e  par  l a  r e l a t i o n  : 

d ( x ,  y )  < E.  S ' i l  e x i s t e  x ,  y  appartenant  au même A e t  t e l s  que : i 

d ( x ,  y )  = E ,  a l o r s  pour t o u t  couple ( 2 ,  t )  d '  éléments de A n 'appar tenant  

pas à un même A on a : d ( z ,  t )  > E,  e t  donc l a  p a r t i t i o n  e s t  c e l l e  i ' 
d é f i n i e  par  l a  r e l a t i o n  : d ( x ,  y )  S E .  



P h o p ~ é X é  2 : S i  Le bous-ememble A de l ' u p a c e  méRhique E admet une 

k - w o n - 6 o h t e  atohA c m e - c i  ed.t k q u e .  

Remarque 1 : C'est c e t t e  p r o p r i é t é  d ' u n i c i t é  q u i  donne de l ' i n t é r ê t  à 

c e t t e  notion e t  q u i  f a i t  que l ' o n  peu t  d i r e  que s i  un ensemble A admet une 

k - p a r t i t i o n - f o r t e  a l o r s  c e l l e - c i  e s t  l a  p lus  "na ture l le"  des  p a r t i t i o n s  

de A (pour l a  d i s t a n c e  d  dont E e s t  muni) en k  sous-ensembles. 

Remarque 2 :  unicité n ' e s t  v r a i e  que pour k  f i x é .  

I l  s e  peut t rès  b ien  que l 'ensemble A admette une k -pa r t i t i on - fo r t e  e t  

une k t - p a r t i t i o n - f o r t e  d i s t i n c t e s  s i  k  # k ' .  

En v o i c i  un exemple : 

Al, A 2 ,  Ag  forment une 3 - p a r t i t i o n - f o r t e  de A 

A f l ,  A t 2  forment une 2 - p a r t i t i o n - f o r t e  de  A 

Remarque 3 : Un ensemble A peut t r è s  b ien  n 'admettre  aucune k -pa r t i t i on -  

f o r t e  pour k  f 1 : 

E =IR = A 

~ é m o n s t r a t i o n  d e  l a  p rop r i é t é  2 : 

Soi t  A 
1' A2' 

..., A k ,  e t  AT1,  A t 2 ,  ..., A t k  deux k - p a r t i t i o n s - f o r t e s  de A .  

Nous devons montrer  q u ' e l l e s  sont i den t iques  à l ' o r d r e  p r è s ,  c ' e s t - à - d i r e  

q u ' i l  e x i s t e  a une pertmutation de ( 1 ,  2 ,  . , . , k )  t e l l e  que : 

Al = A;(1). . . 9 Ak = A'o(k) 

Posons E = max {diam ( A ~ )  1 i = 1, 2, ..., k} 

E '  = max {diarn ( A ' ~ ) ]  i = 1, 2,  ..., k) 



On peut supposer : E '  < E 

On d é f i n i t  a ( i )  en l e  prenant  t e l  que : Ai n A '  
a ( i >  # (2-i 

S o i t  x  E Ai n e t  s o i t  y  E A '  a ( i ) '  

l e r  Cas : Les p a r t i t i o n s  son t  d é f i n i e s  par  d (x ,  y )  < E e t  d (x ,  y )  5 E '  ; 

on a  donc : d(x ,  y )  < E '  ; donc : d(x ,  y )  5 E ; donc y  E Ai.  

Pour t o u t  i = 1, . . . , k,  on a  : 
A ' a ( i )  

c Ai, c e  q u i  permet de conclure.  

2ème Cas : Les p a r t i t i o n s  sont  d é f i n i e s  par  d(x ,  Y)  < E e t  d (x ,  Y)  < E '  ; 

on a  donc : d(x ,  y )  < E '  ; donc : d ( x ,  y )  < E ; donc : y E Ai. 

On conclu t  comme pour l e  c a s  1. 

3ème Cas : Les p a r t i t i o n s  sont  d é f i n i e s  par  d (x ,  y )  5 E e t  d (x ,  y )  < E '  ; 

on a  donc d ( x ,  y )  < E ' ,  donc : d(x ,  Y )  < E ; donc : y E Ai. 

On conclu t  comme pour l e  c a s  1. 

4ème Cas : Les p a r t i t i o n s  son t  d é f i n i e s  par  d(x ,  y )  < E e t  d (x ,  y )  5 E '  

a )  s i  E '  < E ,  

on a  d (x ,  y )  < E ' ,  donc d (x ,  y )  < E donc y  E A ; 
i 

on conclu t  comme pour l e  c a s  1. 

b) s i  E '  = E ,  

on permute l e  r ô l e  des  deux p a r t i t i o n s  e t  on e s t  ramené au c a s  3. 

I 

B - 1 - PROCEDURES DE RECHERCHE DE k POINTS ELOIGNES 

Nous appel le rons  procédure de recherche de k  p o i n t s  é lo ignés  t o u t e  

procédure q u i  à p a r t i r  d 'une  s u i t e  f i n i e  : ( x  x  p' p + l Y  
..., x ) de p o i n t s  

9  

de  l ' e s p a c e  métrique E ,  détermine k p o i n t s  ( n o t é s  a l ,  a l ,  ..., a k )  

dans l 'ensemble {x ..., x e t  t e l s  que : 
P y 9 



s i  l 'ensemble {x p y  Xp+l' 
..., x  1 admet une k - p a r t i t i o n - f o r t e  

9 

A l ,  A Î ,  ..., A k a l o r s  chaque Ai c o n t i e n t  un e t  un 

s e u l  a  
j ' 

Autrement d i t  on souhai te  que lo rsque  l 'ensemble {x p y  Xp+l' 
S . . ,  x  1 

9 

s e  s épa re  "naturellement" en k morceaux, chacun d 'eux  s o i t  r ep ré sen t é  

pa r  un a . .  
1 

Voici  une procédure de r eche rche  de k p o i n t s  é l o i g n é s .  

Procédure R.k.P.E. 

Les p o i n t s  x  p 3  Xp+l' 
..., x  sont  donnés. 

9 

Pas 1 On pose a  = x  
1 q 

Pas 2 On prend pour a  une s o l u t i o n  du programme 
2 

max d(x,  Al) 

x  {xp, X p + y  . . . y  x  9 1 

avec A = {al} 
1 

S ' i l  y a p lus i eu r s  s o l u t i o n s  on prend c e l l e  de p l u s  grand i n d i c e .  

Pas 3 On prend pour a  une s o l u t i o n  du programme : 
3 

max d(x,  A2) 

X E { X , X  . B . ,  x  1 
P  p + l '  9 

avec A : {aly a 2 )  
2 

S ' i l  y a p l u s i e u r s  s o l u t i o n s  on prend c e l l e  de p l u s  grand ind i ce  

Pas k  On prend pour a  une s o l u t i o n  du programme 
k  

max d(x ,  Ak-l) 

x  E {X p y  Xp+l' 
. . . y  x  1 

9 

avec A = {al ,  a 2 ,  ..., a  1 
k-1 k- 1 

S ' i l  y a  p l u s i e u r s  s o l u t i o n s  on prend c e l l e  de p l u s  grand i n d i c e .  



Remarque 1 : A chacun des  pas  de  l a  procédure,  nous r é so lvons  un programme 

f i n i  e t  nous cho i s i s sons  l a  s o l u t i o n  d ' i n c i c e  l e  p l u s  grand. En f a i t  

comme on va l e  v o i r  dans l a  démonstrat ion (de  l a  p ropos i t i on  11, c e  q u i  

compte, c ' e s t  uniquement l e  f a i t  que l e  po in t  c h o i s i  e s t  une s o l u t i o n  du 

programme cons idéré .  On p o u r r a i t  c h o i s i r  c e l l e  d ' i n d i c e  l e  p l u s  p e t i t ,  ou 

en c h o i s i r  une au  hasard,  c e l a  ne changera i t  r i e n  au r é s u l t a t .  S i  nous 

f a i s o n s  l e  choix du p l u s  grand i n d i c e ,  c ' e s t  que n o t r e  but f i n a l  e s t  

d ' e x t r a i r e  des  sous-su i tes  convergentes  e t  que, p l u s  l e s  p o i n t s  on t  un 

i n d i c e  grand, mieux i l s  approchent une l i m i t e  ou un p o i n t  d 'accumulation. 

Remarque 2 : Bien que p a r a i s s a n t  a s sez  complexe c e t t e  procédure s e  

programme fac i lement  e t  n é c e s s i t e  peu de c a l c u l s .  
2 

k -k 
De façon p r é c i s e ,  il f a u t  au  p l u s  : - (q-p) c a l c u l s  de  l a  d i s t a n c e  2 

e n t r e  deux p o i n t s .  

Pour chercher  3 po in t s  é l o i g n é s  parmi 1000 p o i n t s ,  il f a u t  donc au p l u s  

3000 c a l c u l s  de d i s t ance .  

PrropoaLtion 1 : La pmcéduhe ~ . k .  P .E .  une pkocéduhe de kechehche de 

k pain& éloignéa. 

Démonstration : 

Le p o i n t  a i n t r o d u i t  au pas  p ne peut a p p a r t e n i r  à un paquet contenant  
P 

un a i = 1, 2, ..., p-1, c a r  il ne v é r i f i e r a i t  pas  l e  programme voulu. 
i 

Les p o i n t s  i n t r o d u i t s  vont donc chacun dans un paquet de l a  k -pa r t i t i on -  



f o r t e ,  comme il y en a k il y en a donc un dans chacun des  paquets .  

B 

B - 2 - PROCEDURES DE RECHERCHE DE POINTS D'ELOIGNEMENT MUTUEL SUPERIEUR A O 

* 
S o i t  p E 1R donné. 

t 

Nous appe l le rons  procédure de recherche de p o i n t s  d 'éloignement mutuel 

supé r i eu r  à p, t o u t e  procédure qu i  à p a r t i r  d ' une  s u i t e  f i n i e  

(x  x ..., x ) de p o i n t s  de l ' e s p a c e  métr ique E détermine d e s  p y  p t l '  9 

p o i n t s  notés  a 1, a*, ..., a dans l 'ensemble {xp, xptl, .. ., x 1 ,  t e l s  que : 
k 4 

Y i, j r {l, ..., k} : i # j => d(a i ,  a . )  , p 
1 

(R.P.E.M.p) 

Y 1 E {p, ..., q) ,  3 i E { l ,  ..., k} : d(a i ,  x l )  5 P 

Remarque : 

Les po in t s  a l ,  ..., a s o n t  mutuellement é lo ignés  de p l u s  de p e t  on ne 
k 

peu t  a j o u t e r  aucun a u t r e  po in t  a parmi {x . . . , x } t e l  que l e s  
k t  1 P ' 9 

p o i n t s  a 1, . 9 ak3 aktl s o i e n t  mutuellement é l o i g n é s  de p l u s  de p. 

Malgré t ou t ,  il s e  peut q u ' i l  e x i s t e  { a '  . . . , a ) avec k '  > k t e l s  que 
1 k ' 

les po in t s  a '  s o i e n t  mutuellement é lo ignés  de  p l u s  de p. 
i 

Voici  un exemple d'une t e l l e  s i t u a t i o n  : 

(x,, x2,  x3, x4,  x5)  = (1, 2, 3, 4,  51 ,  P = 1,5  

a = x a x v é r i f i e n t  (R.P.E.M. p ) ,  
1 2 2 4 

a' 1 = X I ,  a'  2 x3, a l 3  = x5 v é r i f i e n t  a u s s i  (R.P.E.  M. p ) .  

Voic i  une procédure de recherche  de p o i n t s  d 'é loignement  mutuel supé r i eu r  

à P .  

procédure R.P.E.M.0 

Les po in ts  x 
p )  Xptl' 

..., x sont  donnés, 
9 

Pas 1 On pose : a = x . 
1 q 



Pas 2 Si l'ensemble {x ( i 6 {p, . .., q }  et d(xi, al) i > p) est non vide, 

on prend son élément d'indice maximum pour a Sinon on s'arrête. 
2 ' 

Pas 3 Si l'ensemble {x 1 i {P,  . . . , q} et d(x al) i p et i i ' 
d(xi, a ) i p}  est non vide, on prend son élément d'indice maximum pour a 

2 3 

Sinon on s'arrête. 

etc.. . 

Exemple 

p = 2,5 

x = 21 x2 = 10 x3 = O x', = 20 x5 = 22 
1 

x = 1 1  x 7 = 2  x = 1  x = 1 2  x l 0 = 1 9  
6 8 9 

a = x  = 1 9  
1 1 O 

a = x  = 1 2  
2 9 

a 3 = x  = l  
8 

a = x  = 2 2  
4 5 

Remarque : 

Cette procédure nécessite au plus (q-p)(q-ptl) calculs de distance. 2 

Plropo~ia%on 2 : La p/rocédutre R.P.E.M. p ut une p/rocéduhe d e  lrechehche 

d e  p o i n t s  d l é lo ignemen; t  mu%& ~ u p é t L i e u h  à p. 

~émonstrat ion : 

Par construction, lorsque la procédure s'arrête (ce qui se produit 

nécessairement, car il y a un nombre fini de points x p,..., x 1, les 
9 

points al, ..., a sont de distance mutuelle > p, et aucun autre point 
k 

x ..., x ne peut être introduit. 
P' 9 



Remarque : 

Au l i e u  de prendre dans l 'ensemble non v ide  (cons idéré  au pas  r de l a  

procédure R.P.E.M.p) l e  po in t  d ' i n d i c e  l e  p l u s  grand, on p o u r r a i t  f a i r e  

un a u t r e  choix, pa r  exemple prendre un po in t  s o l u t i o n  du programme : 

max {min{d(xi, a l ) ,  . .., d(xi ,  ( i s {p, ..., q} e t  

d(xi,  a l )  ) p e t  ... e t  d(xi ,  a,-,) > p l .  

Mais un t e l  choix n é c e s s i t e  en généra l  p l u s  de  c a l c u l s  que c e l u i  proposé 

dans l a  procédure R.P.E.M.p 

B - 3 - PROCEDURES DE k-PARTITIONNEMENT 

(Comme nous l ' a v o n s  d é j à  s i g n a l é ,  l e s  problèmes que nous abordons 

maintenant ont  d é j à  é t é  é t u d i é s  en ana lyse  d e s  données sous l e  nom 

d 'algori thmes d e  c l a s s i f i c a t i o n  automatique).  

Nous désignerons par  procédure de k-part i t ionnement  t o u t e  procédure q u i ,  

à p a r t i r  d 'une s u i t e  f i n i e  (xp,  xptl, ..., x 1, donne une p a r t i t i o n  
9 

Al,  ..., Ak de l 'ensemble (x ..., x 1 .  
P y 9 

Nous d i rons  que l a  procédure de k-parti t ionnement e s t  e f f i c a c e  s i ,  

l o s q e  l 'ensemble {x . . . , x ) admet une k - p a r t i t i o n - f o r t e ,  c '  e s t  e l l e  
P ' 9 

que propose l a  procédure. 

Remarque : 

La not ion  d ' e f f i c a c i t é  que nous proposons i c i  e s t  nouvel le  ( à  n o t r e  

connaissance).  Pour mesurer l ' e f f i c a c i t é  de  l e u r s  a lgori thmes,  l e s  

mathématiciens s e  préoccupant d 'ana lyse  des  données u t i l i s e n t  l a  no t ion  

d '  i n e r t i e  i n t e r - c l a s s e  ( v o i r  P .  B e r t i e r  e t  J .M. Bouroche Cl]). 

Procédure k.P. 

Les poin ts  x p ,  xpt1, ..., x sont donnés. 
9 



Soit a 1, a2 '  . . . Y  a 
k 
les points déterminés par la procédure R.k.P.E. 

On pose : 

A2 = {x 1 j E {p, p+i, ..., q), x. 1 A V l E (1, 3, . . . Y  k} 
j J 1' 

d(xj, a2) 5 d(x al>} 
j 

Exemple 

x = 2 1  x 2 = 1 0  x g = o  x = 2 0  x = 2 2  
1 4 5 

x = I l  x = 2 x = 1  x = 1 2  x l 0 = 1 9  
6 7 8 9 

a = x  = 1 9  
1 1 O 

a = x  = O  
2 3 

a = x  = 1 0  
3 2 

A = {xlO, x4, xl, x5} = {19, 20, 21, 22) 1 

= {x3, X*, X7} = {O, 1, 21 

A3 = {x2, X6, X9) = 110, 11, 12). 

PhopoaUon 3 : La phocéduhe k P .  LLAX une phocéduhe de k - p W o n n e m e n t  

ebdicace. 

Démonstration : 

Soit (x x ..., x ) tel que l'ensemble {x ..., x ) admette 
py ptl' 9 P ' 9 

une k-partition-forte (alors unique) At1, At2, ..., Atk. NOUS devons 
démontrer que cette partition est la même que celle donnée par la 

procédure P c'est-à-dire, nous devons montrer qu'il existe a, une 
k 



permutation de (1 ,  ..., k )  t e l l e  que : 

A .  = A '  pour t o u t  i E 11, ..., k). 
1 a (  i l  

Prenons pour a ( i )  l ' i n d i c e  j t e l  que a i  E A '  
j  ' 

L'appl ica t ion  a a i n s i  d é f i n i e  e s t  i n j e c t i v e  c a r  nous avons montré que 

l a  procédure R.k.P.E. é t a i t  bien une procédure de recherche de  k p o i n t s  

é lo igné  S. 

a e s t  donc b ien  une permutation. Reste à montrer que : 

Ai = A '  pour t o u t  i E 11, 2 ,  ..., k )  
a ( i >  

pour ce la  il s u f f i t  d e  montrer : 

Ai 2 A '  pour t o u t  i E 11, 2, ..., k) 
a (  i )  

S o i t  donc : x E A '  
a ( i > '  

on a : d(a i ,  x . )  < d(xr ,  x.) pour t o u t  : 
j I I 

x 1 Ata( . )  ( p a r  d é f i n i t i o n  d'une k - p a r t i t i o n  f o r t e )  donc en p a r t i c u l i e r  : 
r 

d(a i ,  x.) < d ( a p ,  x . )  pour t o u t  e L (1, 2, ..., k} - { i l ,  donc x 
1 1 j Ai. 

1 

Bien que néces s i t an t  p l u s  de c a l c u l s  que l a  procédure k.P. ,  nous donnons 

maintenant l ' a d a p t a t i o n  d'une méthode "c lass ique"  en analyse des  données, 

l a  méthode d i t e  de c l a s s i f i c a t i o n  h ié rarch ique  ( v o i r  P. B e r t i e r  e t  J.M. 

Bouroche C 11 ) . 

Procédure k.P.C.H 

Les poin ts  xp, xptl, ..., x sont donnés 
4 

On pa r t  de l a  p a r t i t i o n  No = {{x 1 ,  . . . , {xq)) .  
P 

C'es t  une p a r t i t i o n  en q -p t l  sous-ensemblesà 1 élément. 

P a s  1 On recherche l e s  deux éléments l e s  p l u s  proches e t  on l e s  regroupe.  

On obt ien t  a i n s i  une p a r t i t i o n  N I  en q-p sous-ensembles. 

Pas 2 On recherche l e s  deux p a r t i e s  de N l e s  p l u s  proches e t  on l e s  
1 

regroupe. On o b t i e n t  a i n s i  une p a r t i t i o n  N en q-p-1 sous-ensembles. 
2 



Pas q-pt l -k  On recherche l e s  deux p a r t i e s  de  k les p l u s  proches 
q-p-kt2 

e t  on l e s  regroupe.  On o b t i e n t  a i n s i  une p a r t i t i o n  hi en k sous- 
q-ptl-k 

ensembles. 

Remaraue : 

I l  s e  peut  que l o r s  du premier pas ,  il y a i t  deux couples  {x p y  Xp l}  e t  

{xm, xmi 1 t e l s  que : 

On convient  a lo r s  de regrouper  l e s  deux p o i n t s  du couple  q u i  possèdent 

l e  po in t  d ' i n d i c e  l e  p l u s  grand.  

On f a i t  une convention analogue pour l e s  pas  s u i v a n t s .  

Exemple : 

On prend E = n2, k = 3 e t  les p o i n t s  : 

Xl0=  (5 ,75 ; 4,5)  

Au bout de  7 é t apes ,  on o b t i e n t  l a  p a r t i t i o n  : 

{xly x 7 l Y  (x3, x4>  x 6 >  x 8 ) >  {x2, x 5,  X 9 y  X1o) 

(Voir  i l l u s t r a t i o n ) .  





Bien que t r a i t a n t  d 'un algori thme c l a s s i q u e  l a  p ropos i t i on  su ivan te  

e s t  nouvel le  ( à  n ô t r e  connaissance) .  

Phopoaaon 4 : La phocéduhe k P .  C.  H. a$ une ptrocéduhe de k -onnemen;t 

eb dicace. 

Démonstration : 

S o i t  (x 
1' X2' 

..., x ) t e l  que l 'ensemble {x ..., x ) admette une 
9 P y 9 

k - p a r t i t i o n - f o r t e  A 1y A 2 ,  . . . Y  Ak.  

On pose : 

E = SUP {diam ( A ~ )  1 i = 1, 2, ..., k )  

On s a i t  que l a  g a r t i t i o n  A 1) A2' 
. . . , A est déf in ie  p a r  l a  r e l a t i o n  

k 

d 'équiva lence  : d(x ,  y )  5 E .  

1 2 
On désigne par  Ne , Ne , . . . , N ~ - P ~ ' - '  l e s  q -p t l -1  p a r t i e s  de l a  

p a r t i t i o n  Nt. 

Nous a l l o n s  montrer pa r  r6cur rence  que pour t o u t  l E { O ,  1, 2 , .  . . , q-p+l-k) 

C 'es t  v r a i  pour = 0 .  

Supposons l e  v r a i  pour < q-p+l-k e t  montrons l e  pour ltl. 

Cela r é s u l t e  du lemme su ivant  : 

Leme : Pow $ouXe p W o n  el ,  . . . , B~ avec l > k t e l l e  pue : 

v i e  11, . . . , L  1 ,  3 j 6 {I ,  ..., k l :  
Bi 

c A l a  pa&th%un e t l , .  . . , B '  
j e-  i 

obfenue en aeghoupant les deux B~ Lea p l a  phochea véLLéie : 

i F ( 1 ,  2 ,  ..., 4-11, 4 j c { l ,  ..., k )  : B I i  c A 
j 

~ é m o n s t r a t i o n  du lemme : 

I l  e x i s t e  i e t  j, i # j t e l s  que Bi e t  B sont  contenus dans 'un même A P ' 
j 



donc il e x i s t e  i e t  j ,  i # j t e l s  que d(Bi, B . )  5 E. Les deux p a r t i e s  
3 

regroupées sont  donc d i s t a n t e s  de moins de E. L a  r e l a t i o n  d ( x ,  y) s E 

é t a n t  une r e l a t i o n  d 'équiva lence ,  c e l a  implique que l e s  deux p a r t i e s  

regroupées sont  dans un même %, ce que nous voul ions  démontrer. 

Ceci termine l a  démonstration de l a  p ropos i t i on .  

m 
Remarque : Dans l ' a lgo r i thme  S 1  présenté  p l u s  l o i n  nous u t i l i s o n s  une 

procédure de k-part i t ionnement  à chacune des  é t a p e s ,  c ' e s t  pourquoi dans  

l a  pra t ique  il vaudra mieux u t i l i s e r  l a  procédure kP. bien moins coûteuse 

en c a l c u l s  que l a  procédure ~P.c.H. q u i  par  c o n t r e  e s t  peu t - ê t r e  me i l l eu re  

(en  ce sens q u ' e l l e  f a i t  d e s  p a r t i t i o n s  p l u s  n a t u r e l l e s  dans c e r t a i n s  c a s ) .  

En f a i t ,  on peut  d i r e  que l a  procédure kP.C.H. e s t  mieux adaptée  que l a  

procédure kP. a u  problème propre de l ' a n a l y s e  des  données, a l o r s  que l a  

procédure kP. e s t  mieux adaptée au problème d e s  algori thmes de t r a i t emen t  

des  s u i t e s  non convergentes .  

On peut v i s u a l i s e r  l a  d i f f é r e n c e  de fonctionnement des  procédures kP. e t  

kP.C.H. su r  l 'exemple su ivant  : 

E = I R ~  k = 2  



k P .C.H.  k P. 

La procédure kP.C.H. proposera l a  p a r t i t i o n  

hl. X 3 >  X S >  X 7 ,  X 9 >  x i l l> 6 h2> X 4, X8' X1o> X12} 

La procédure kP., a p r è s  a v o i r  déterminé l e s  p o i n t s  a 1 = x 12 a 2 = x  2 ' 

proposera l a  p a r t i t i o n  

B - 4 - PROCEDURES DE RECHERCHE DU PLUS GRAND I N D I C E  

Nous désignerons par  procédure de recherche  du p l u s  grand i n d i c e  

t o u t e  procédure qu i  à p a r t i r  d 'une s u i t e  ( x  ...,' x  ) e t  d 'une 
P ' 9 

p a r t i t i o n  A A 2 ,  ..., Ak de  l 'ensemble {x . .., x } f o u r n i t  d e s  
1 ' P ' 9 

p o i n t s  al '  ,.., a t e l s  que : 
k 

I a = x  i a ( i >  
avec 

a ( i )  = max j e {p,  .-., q} 1 x j  c Ai} 

( p o u r t o u t  i r  {I, 2 ,  ..., k} 

Trouver  une t e l l e  procédure e s t  év ident .  



B - 5 - PROCEDURES D'ALLONGEMENT DE k SU ITES  F I N I E S  

Nous désignerons pa r  procédure d'allongement de k s u i t e s  f i n i e s  

t o u t e  procédure q u i ,  à p a r t i r  de k s u i t e s  f i n i e s  : 

e t  de k po in ts  détermine x 
1 2 k 

: al' a2' ...' a k" p+l' xp+l' . 5 x 
p+ l  

parmi a , a2  , . . . , a de façon à c e  que : 
1 k ' 

1 1 i 
x ) 5 d(xptl, 

1 ( d(xp+ l ,  p 
x 1 pour t o u t  i E (1, 2, ..., k ) ,  

P 

2 
x 1 pour t o u t  i E 12, 3 ,  ..., k ) ,  

P 
(A.k S . F . )  

k i k 
x 5 d(xptl, x pour t o u t  i E Ckl. 

P P 

Voic i  une procédure d'allongement de k s u i t e s  f i n i e s  : 

Procédure A.k S.F.  

Pas 1 

Déterminer l a  s o l u t i o n  de  p l u s  grand ind i ce  du programme : 

1 
min {d(ai ,  x ) 1 i 6 11, 2, ..., k}} 

P 

s o i t  a c e t t e  s o l u t i o n  ; poser : x 
1 

i (  1 )  
= a  

p + l  i ( l )  

Pas 2 

Déterminer l a  s o l u t i o n  d e  p l u s  grand ind i ce  du programme : 

2 
min {d(aiy x ) 1 i e i l ,  2, . .. , k} - { i ( l ) } }  

P 

s o i t  a c e t t e  s o l u t i o n  ; poser : x 
2 

i ( 2 )  
= a  

p + l  i ( 2 )  

Pas  k 

Déterminer l a  s o l u t i o n  d e  p l u s  grand ind i ce  du programme : 

k min {d (a . ,  x 1 1 i E 11, 2 ,  . . . , k} - { i ( l I y  i ( 2 ) ,  . . , i ( k - l ) } }  
1 P 

c e t t e  so lu t ion  ; poser : x 
k 

s o i t  a 
p + l  

= a i ( k ) .  
i ( k )  



Remarque 1 : 

La procédure A.k.S.F. d é f i n i e  c i -dessus ,  en f a i t  ne prend en cons idéra t ion  

que l e  d e r n i e r  point  des  s u i t e s  f i n i e s .  On peut  imaginer des  procédures 

p l u s  complexes f a i s a n t  i n t e r v e n i r  2 ,  3 ou même t o u s  l e s  p o i n t s  des  

s u i t e s  f i n i e s ,  par  exemple par  des  méthodes u t i l i s a n t  des  barycent res .  

Remarque 2 : 

L a  condi t ion  (A.k S.F.) ne f a i t  pas  jouer un r ô l e  équiva len t  aux d i f f é r e n t e s  

s u i t e s  f i n i e s .  Cet te  d i ssymétr ie  e n t r e  l e s  d i f f é r e n t e s  s u i t e s ,  s e  r e t rouve ra  

dans l e  théorème 2.  

- - - - -  - - 

m 
S o i t  (xnIn  une s u i t e  de p o i n t s  d e l .  , grâce  aux d i f f é r e n t e s  

procédures que nous avons d é f i n i e s ,  nous a l l o n s  pouvoir c o n s t r u i r e  des  

algori thmes de sépara t ion  de l a  s u i t e  en k sous - su i t e s  ( p l u s  généralement 

en k sous-su i tes  au sens  l a r g e ) .  

Nous d isons  de ces  a lgor i thmes  q u ' i l s  sont généraux c a r  une c e r t a i n e  

l i b e r t é  e s t  l a i s s é e  dans l e  choix des  procédures in te rvenant  à chaque é tape .  

En p réc i san t  chacune des  procédures ,  on o b t i e n t  un algori thme p a r t i c u l i e r  

c ' e s t - à - d i r e  entièrement déterminé ( e t  donc programmable s u r  machine). 

Par  exemple, s i  dans l ' a lgo r i thme  S l (  k ,  a ( p ) ,  B(p) ) ,  on convient 

d ' u t i l i s e r  l a  procédure de k-parti t ionnement k P.C.H., l a  p rocéd~ i re  

d'allongement de s u i t e s  f i n i e s  A.k S.F. e t  l a  procédure de recherche du 

p l u s  grand ind ice  R . G . ,  on o b t i e n t  un algori thme p a r t i c u l i e r  que nous 

noterons : S l ( k ,  a ( p ) ,  B(p) Ck P.C.H., A.k S.F. ,  R G1. S i  on ne f i x e  

qu'une des procédures,  p a r  exemple k P.C.H., on o b t i e n t  un algori thme non 

ent ièrement  déterminé que nous noterons : S l ( k ,  a ( p ) ,  B(p)) Ck P.C.H.1. 



S o i t  k  un e n t i e r  non nu l .  

S o i t  a ( p ) ,  e t  @ ( p l  deux s u i t e s  d ' e n t i e r s  te l les  que : 

l i m  a (p )  = + 03 e t  Y p  6 IN, B(p) 2 a ( p )  + k.  

Etape O 

i On dispose d e s  po in t s  ( x ~ ( ~ ) ,  x ~ ( ~ ) + ~ ,  ..., x 
B(O)-l 

) 

I On appl ique une procédure de k-par t i t ionnement  e f f i c a c e  à l a  s u i t e  f i n i e  

O O 

( X a ( ~ ) '  X a ( ~ ) + 1 3  @(O)-1 
1, q u i  donne l a  p a r t i t i o n  A , Y  A;, . * ,  Ak.  

l On appl ique une procédure de recherche  du p l u s  grand ind i ce  qu i  donne 

O O O 
de s  p o i n t s  a  1, a 2 ,  ..-, a  k ' 

1 0 2 -  O k  O 
I On pose : x a l ,  xo - a 2 ,  . . . , xo ak .  

O 

Etape 1 

1 On dispose d e s  po in t s  (x 
a ( i ) '  X a ( i ) + i '  

..., X 
B ( l ) - l ) .  

1 On appl ique une procédure de k-par t i t ionnement  e f f i c a c e  à l a  s u i t e  f i n i e  

) , q u i  donne l a  p a r t i t  ion  A 
1 1  1 

( x  a (  1 ) '  X a ( i ) + i '  ..., x B( 11-1 1Y A 2 '  . S . ,  A k '  

i On appl ique une procédure de recherche  du p l u s  grand i n d i c e  qu i  donne 

1 1  
des  p o i n t s  a l ,  

1 
a2' . . . y  a k  ' 

1 2 k  
1 A p a r t i r  des  k  s u i t e s  f i n i e s  à un élément ( x  ), ( x 0 ) ,  ..., (x0)  e t  de s  

O 

k p o i n t s  a  
1 1  
1y a 2 ,  . . . , a  on appl ique  une procédure d l  allongement de k  k  ' 

s u i t e s  f i n i e s  q u i  donne l e s  po in t s  x  
1 2  k  
l Y  X1Y 

. 9 x 1' 

Etape 2 

(Sur  l e  même modèle que l ' é t a p e  1) 

e t c  . . . ... . . . 
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On s e  donne k  , a ( p  1, B(p 1, comme précédemment. 

Etape O 

1 On dispose  des  p o i n t s  ( x ~ ( ~ ) ,  X a t o ) + l ~  . . . Y  X 
B(0)-1) 

I On appl ique  une procédure de  recherche  de  k p o i n t s  é l o i g n é s  à l a  s u i t e  

O O O 
f i n i e  ( x  x ) qu i  donne des  p o i n t s  a  1~ a 2 y . . . , a  

a ( 0 ) '  a ( 0 > + l y  
. . . y  X 

B(O>-1 k ' 
1 O O k O 

I on pose x3 a  x2 = a 2 ,  . . . ,  x  = a  
1' O O k' 

Etape 1 

1 On dispose  des  p o i n t s  ( x  
a ( l ) ,  X a ( ï ) + ï y  * * Y  B(  11-1) 

1 On appl ique  une procédure de  recherche  de k  p o i n t s  é lo ignés  à l a  

s u i t e  f i n i e  ( x  
a ( i ) '  X a ( i > + i y  

. . . y  X 
B(1)-1 

), c e  qu i  donne des  p o i n t s  

1 2  k 
1 A p a r t i r  d e s  k  s u i t e s  f i n i e s  à un élément (xo) ,  ( x 0 ) >  ..., (x0)  e t  

1 1  1 
des  p o i n t s  a l ,  a 2 ,  ..., a  on appl ique  une procédure d'allongement k ' 
de k s u i t e s  f i n i e s  qu i  donne l es  p o i n t s  x 

1 2  k 
1, X1Y 

. Y X I .  

Etape 2, 

(Sur  l e  même modèle que l ' é t a p e  1 ) .  

e t c  . . . . . . . . . 

Thlohème I : S o i t  (xIl l n  . une cluiAe. bohnte de  pointd dc. ]Ilrn ayant k 

poUtX2 dd'accumd&ion yl,  y2 , . . . , yk. 
SoLt a ( p ) ,  @ ( p l  deux 6 & e ~  d '  e n ; t i m  XeUen que : 

i i m  n ( p )  = +m, p r I @ ( p l  2 a ( p )  t k e t  A((xnIn pi = - l i m  X B(p) 
a ( p )  

ALom LQA d g o ~ h m e c l  gEné4aux s l ( k ,  a ( p ) ,  @ ( p l )  e t  ç 2 ( k ,  cr(p), @ ( p ) )  



Enonçons tou t  d e  s u i t e  un c o r o l l a i r e  q u i  s e r a  p l u s  u t i l i s a b l e  que l e  

théorème lui-même. 

Coho&ahe : S a d  (xnln , une a d e  bahnée de pointd de  IR^ ayant k  

point6 d '  accwnuRatian yl ,  y2 ,  . . . , yk de Qohce 6.thictement po6iLive. 

Alohh la a.lgohi.a%tna génEnaux S l ( k ,  p ,  p 2 t k )  et S2(k,  p ,  p2+k) 

c0nnXtuAen.t k  A O U A - A ~ ~ X ~ A  au denb u g e ,  chacune convmgente v m  

~ é m o n s t r a t i o n  du théorème : 

On se donne ( x  ) a ( p ) ,  @ ( p l  comme dans l ' énoncé .  
n n ~ M '  

S o i t  

E min id (y i ,  Y .  1 1 i, j  c { l ,  2,  ..., k ) ,  i # j I y  
3 

On s e  donne n E IN v é r i f i a n t  : 
O 

( * )  V n 2 n  : x  E V  
O n  

( n  e x i s t e  d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  10  du § I I I ) .  
O 

S o i t  p  t e l  que : 
O 

(**) V p  2  p : a ( p )  r no. 
O 

S o i t  p  2 p  t e l  que : 
1 O 

B( p  1 E 
(***)  V p  2 p  V i E i l ,  2 ,  ..., k ) ,  Xa(pl 1" n B(yiy # 0 

(un t e l  p  e x i s t e  grâce à l ' hypothèse  s u r  - l i m  X B(P)) 
1 a ( p )  

D'après  l e s  r e l a t i o n s  (*) ,  (**) e t  (***) : pour t o u t  e n t i e r  : p  2 pl, 

l 'ensemble X B(P) = 
a ( p )  

X 
'Xa(p) '  a ( p ) t l Y  

. . . y  X 
@ ( p l - 1  

) admet une k-par t  it ion- 

f o r t e  qu i  e s t  : 

Les p o i n t s  a  P  1, a 2 ,  P  ..., aP donnés pa r  l ' a l g o r i t h m e  S l ( k ,  a ( p ) ,  B(p) )  ou 
k 

S2(k ,  a ( p ) ,  @ ( p ) )  sont chacun dans un sous-ensemble d i f f é r e n t  de c e t t e  

p a r t i t  ion.  



S o i t  i E (1, 2 ,  ..., k) t e l  que : 
O 

Par r écu r r ence ,  on é t a b l i t  que : 

La sous - su i t e  au sens  l a r g e  ( x L )  e s t  donc convergente  v e r s  y  . 
P  P  E N  in 

2  
De m ê m e  les  sous - su i t e s  au s e n s  l a r g e  ( x  ) 

3 
( x  ) 

"k 
p p ~ N '  p p c N '  a . .  y (x 1 

P P E N  

sont  convergentes  chacune v e r s  un y .  d i f f é r e n t  ( l e  yi est d i f f é r e n t  
1 

e 
pour chacune des  sous-su i tes  a u  sens  l a r g e ,  c a r  l e s  y  pour = 1, 2 ,  ..., k 

E 
P l  

appa r t i ennen t  à une boule  B(yi, -1 d i f f é r e n t e ) .  
5 

Démonstration du c o r o l l a i r e  1 : 

2 
S i  on prend a ( p )  = p  e t  B(p) = p tk ; on a  bien 

1 l i m  a ( p )  = tm 

1 pour t o u t  po in t  d 'accumulation de f o r c e  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  7 ,  

7 r - l i m  xB(') ( d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  3 du § V). 
a ( p )  

Le théorème précédent s ' a p p l i q u e  donc. 

Remarque 1 

Le théorème ne donne que des  sous - su i t e s  au  sens l a r g e .  S i  on souhai te  

a v o i r  de s  sous - su i t e s ,  il s u f f i t  d ' imposer l a  cond i t i on  : 

Y p  E N @ ( p l  '. a ( p t 1 )  
2~ 2 ~ + 1  

En p a r t i c u l i e r ,  l ' a l go r i t hme  S l ( k ,  k , k ) donne pour t o u t e  s u i t e  

bornée de  IRm ayant  k p o i n t s  d '  accumulation de f o r c e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e ,  

k sous - su i t e s  convergentes chacune v e r s  un po in t  d 'accumulat ion d i f f é r e n t .  



Remarque 2 

D 'au t res  c o r o l l a i r e s  que l e  c o r o l l a i r e  1 peuvent ê t r e  obtenus.  Par 

m 
exemple, on peut  en o b t e n i r  un concernant l e s  s u i t e s  bornées de IR ayant  

1 * 
une fo rce  s t r i c t emen t  supé r i eu re  à - ( r  E nJ ) . r 

Remarque 3 

En modifiant l a  procédure d'allongement d e s  s u i t e s  f i n i e s ,  pour q u ' e l l e  

u t i l i s e  tous les  p o i n t s  x  
a ( p ) '  Xa (p )+ l '  

..., X 
HP)-1  

à chaque é t ape ,  e t  

en imposant l a  cond i t i on  : 

p E N : a ( p + l )  = B(p),  

On peut ob t en i r  des  a lgor i thmes  qu i  donneront d e s  s é p a r a t i o n s - p a r t i t i o n s  

( v o i r  § 11) .  

Remarque 4 

m 
L'hypothèse que ( x  ) e s t  une s u i t e  b o l d e  deIR peut ê t r e  remplacée 

n n E N  

p a r  l ' hypothèse  que l a  s u i t e  (xnIn nJ est contenue dans une p a r t i e  compacte 

d 'un  espace métr ique E.  

Exemple d é t a i l l é  du fonctionnement de l ' a l g o r i t h m e  

S2(k,  a ( p ) ,  B(p))   CR.^ P .E . ,  A . k  S .FI  

E = I R ,  k  3, a ( p )  = 5p, B(p) = 5 ( p + l )  

S u i t e  (xnIn : 

X = 1 ,  X = 1 + 1 ,  X = 2 + 1 ,  
O 1 2  

1 x  = -  1 1 
3 

X = 1 + - ,  X = 2 + - ,  
2 ,  4  2 5 2  
1 x  = -  1 1 

6 
X = 1 + - ,  X = 2 + - ,  

4 '  7 4  8 4 
1 x  = -  1 1 

9 
x  = 1 + - ,  x l 1 = 2 + - ,  

8 ' 10 8 8 
1 x = -  1 1 

x = 1 + 16, xl4= 2  + -, 
12 16' 13  16 



Etape O 

On d ispose  des  p o i n t s  xoY xlY x2' x3' x4.  

La procédure R.3 P.E. détermine l e s  3 p o i n t s  : 

On pose donc : 

Etape 1 

On d ispose  d e s  p o i n t s  : x 5 ,  x6 ,  x7 ,  x8, x9.  

La procédure R.3 P.E. détermine les 3 p o i n t s  : 

La procédure A .  3 S. F .  donne : 

Etape 2 

On dispose  d e s  p o i n t s  : X 1 ~ '  X1l '  X12' '13' X14' 

La procédure R.3 P.E. détermine l e s  3 p o i n t s  : 

L,a procédure A . 3  S.F .  donne : 

Etape 3 

On d ispose  des  p o i n t s  : X15' X x 
16' X17' 18' X19' 

La procédure R . 3  P.E. détermine l e s  3 p o i n t s  : 

3 3 
a = x  a = x  

3 
1 19' 2 

a = x18. 
17' 3 

La procédure A . 3  S .F .  donne : 



Etape 4 

On dispose des p o i n t s  : x~~~ x x 
21' X22' 23' '24' 

La procédure R.3 P.E. détermine l e s  3 p o i n t s  : 

L a  procédupe A . 3  S.F. donne : 

e t c  . . . 
1 

La s u i t e  (xnIn e s t  donc l a  su ivante  : 

e l l e  converge v e r s  1. 

L 
De même, l a  s u i t e  (xnIn converge v e r s  2,  

3 
e t  l a  s u i t e  (xnIn PI converge ve r s  0.  

S i  on ne connait  pas à p r i o r i  l e  nombre de p o i n t s  d 'accumulation de l a  

s u i t e  à t r a i t e r ,  mais qu 'on peut l e  majorer,  nous a l l o n s  v o i r  que l e s  

a lgori thmes précédents  (dans  l e s q u e l s  on s p é c i f i e  c e r t a i n e s  procédures)  

permettent  d ' o b t e n i r  des  sous - su i t e s  au  sens l a r g e ~ c o n v e r g e n t e s .  

Théohème 2 : S o i t  k un W e h  dixé. 

S o i t  (xnIn , N une bornée de pointd d e n m  ayant k t  pointd 

d' accwn&atiun avec k1 I k .  

S o i t  a ( p )  et B(p) deux b d e d  d 'ent iehb teed que : 

l i m  a ( p )  = ta, V p r N B(p) 2 a ( p ) t k  e t  A((xnIn 
B(p) 

) = " 
A î u u  le6 akgoUhme6 généhuux : 

Sl (k ,  a ( p ) ,  B(p)) Lk P.] 

S2(kY a ( p ) ,  B(p)) CR.k P.El 

c o n ~ ~ e n t  iz b o u s - a d e a  au a m  t m g e  (Xi), , k . • Y ( q n  N dont 

4!ea k1 pumièhea aont convehgenteb chacune v m  un point d'accwnueation 





Le c o r o l l a i r e  s u i v a n t  en r é s u l t e r a  immédiatement. 

CohoUaMe : SoLt (xnIn une b d e  bohn6e de polVttb de  IR^ ayant k1 

poiVLtd d'accumuRa-t.ion de bohce b f i o t m e n t  p o s ~ v e  avec : k'  I k. Le6 

1 k 
k  s o ~ d - a ~ h k b  a h e u  t m g e  (xn ln  Ii, ..., ( x ~ ) ~  dont l e 6  k 1  ph&2hed 

hont convagentes chacune vem wz p o k Z  dlaccum&ation de h a d e  

~ é m o n s t r a t i o n  du  théorème 2  : 

L e  r é s u l t a t  p r o v i e n t  de c e  que dans l e  c a s  où l a  s u i t e  f i n i e  (x ..., x 
P ' q 

admet une k 1 - p a r t i t i o n - f o r t e  A 1~ . 3 Akl  l a  procédure R.k P.E. ( k  2 k t )  

donne k  po in t s  al, ..., a t e l s  que chaque Ai(i = 1, 2 ,  ..., k ' )  cont ienne k  

au moins un a  (j = 1, 2 ,  ..., k), ce q u i  se démontre sans  d i f f i c u l t é .  
j 

( I l  s u f f i t  de remarquer que l e  k t  p remiers  pas  de l a  procédure R.k P . E .  ne 

sont  a u t r e s  que l a  procédure R . k l  P.E.). 

On se donne maintenant ( x  ) , a ( p ) ,  e t  @(p)  comme dans l ' énoncé .  On 
n  n  E H  

note  : yl, y2,  ..., y k , ,  l e s  p o i n t s  dlaccumulat ion de  l a  s u i t e  ( x  n n  EN' 

on pose : E = min (d(yi,  yj) 1 i, j 2, k ' )  i # j} 

S o i t  n  E N t e l  que : 
O 

S o i t  po E H t e l  que : 



S o i t  p., E N t e l  que p > p  e t  : 
1 -  O 

E 
( *** > V p  > pl V i c 11, 2,  ..., n ~ ( y ~ ,  # 0 

D'après l e s  r e l a t i o n s  (*),  (**) e t  (***) : pour t o u t  e n t i e r  p  2 p  1 

l 'ensemble : HP)  = 
x a ( p )  { X a ( p ) '  

. . . y  X 
@ ( p l - 1  

) admet une k' - p a r t i t i o n - f o r t e  

q u i  e s t  : 

Chacun des  ensembles de c e t t e  p a r t i t i o n  c o n t i e n t  au moins un d e s  p o i n t s  

S o i t  i ( l )  E 11, 2, ..., k t )  t e l  que : 

Par  récur rence ,  on é t a b l i t  que : 

I 
l a  sous-su i te  au  s ens  l a r g e  (x  ) e s t  donc convergente v e r s  y  

P  P  E N  i ( 1 ) '  

S o i t  i ( 2 )  E 11, 2, . .. , k ' )  t e l  que : 

Plus i eu r s  c a s  peuvent se p ré sen t e r  : 

On é t a b l i t  a l o r s  par  récur rence  que : 

2  E v p  - pl x c B ( Y ~ ( ~ ) .  3-1, 
P  

2 
La sous-su i te  au  s ens  l a r g e  ( x  ) e s t  donc convergente v e r s  y  

P P E N  i ( 2 ) '  

b )  i ( 2 )  = i ( l )  e t  pour t o u t  p  2 pl : 

P  E 
il y  a  p l u s  de deux p o i n t s  parmi a l ,  . . . , a P  dans l a  boule B ( Y ~ (  1), -5). k 

On é t a b l i t  a l o r s  par  récur rence  que : 

2 E 
Y P  2 Pl xp B ( Y ~ ( ~ ) .  5) 

2 
La sous-su i te  au  s ens  l a r g e  ( x  e s t  donc convergente v e r s  y  

P  P  €34 i ( 1 ) '  

c )  i ( 2 )  = i ( 1 )  e t  il e x i s t e  p  r pl t e l  que : 

E P  
(1) l a  boule B ( Y ~ ( ~ ) ,  ne c o n t i e n t  qu'un s e u l  a . ( i  1 = 1, ..., k). 
S o i t  p2 l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  2 pl t e l  que : (m) 



e t  s o i t  i'(2) E E l ,  2 ,  ..., k ' )  t e l  que : 

2 E 
x i B ( Y ~ ' ( ~ ) .  5). 
p2 

On a i ' ( 2 )  # i ( l ) ,  ce  qu i  permet de montrer par  récur rence  que : 

L 
la sous-sui te  a u  sens l a r g e  ( x  ) e s t  donc convergente v e r s  y 

P P E N  i ' ( 2 ) '  
2  

De manière analogue,  on é t a b l i t  que ( x  ) . . . ,  ( x k ' )  sont  
P P E ~ '  P P E N  

des sous-su i tes  au  sens l a r g e ,  convergentes.  

I 

Remarque : Le théorème n ' é t a b l i t  l a  convergence que des  k' premières  

sous-sui tes .  Il s e  peut que l e s  a u t r e s  ne convergent pas ,  en v o i c i  un 

exemple : 

On s e  place d a n s n i  avec k '  = 2, k  = 3,  a ( p )  = 3p, B(p) = 3(p+ l )  e t  : 

Lorsque 1' on appl ique  S2 ( 3 ,  3p, 3 ( p + i ) ) C ~ .  3P.E.Ion o b t i e n t  : 



Etape O 

Etape 1 

1 1 1 a = x  = 6 , a 2 = x  = 0 , a 3 = x  = 5  
1 5  3 4 

Etape 2  
2  2 2 1 
a = X  = 5 , a 2 = x  = 0 , a 3 = x  = -  
1 8  6 7 2 

Etape 3 

3 1 3  3 a = x  = 5 t , a  = x  = 0 , a 3 = x  = 5  
1 11 2 2  9 10 

Etape 4 

Etape 5 

a . .  * .  . * .  . 
1 Les sous-suites (x ) 2 
n n  é 8 J  et (xnln 1i sont 

du théorème 2 l'indique, par contre la sous 

convergente. 

convergentes comme l'énoncé 

3 -suite (x n'est pas 
n 

Nous avons vu qu'en remplaçant l'hypothèse "il y a exactement k points 

d'accumulation'~ par l'hypothèse ''il y a au plus k points d'accumulation", 

on arrivait à maintenir quelques résultats sans toutefois conserver 

i) que toutes les sous-suites au sens large construites sont convergentes. 

ii) que toutes celles qui convergent le sont vers des points différents. 

Nous nous proposons maintenant d'utiliser l'hypothèse "les points d'accumulation 



sont  en nombre f i n i  e t  au  moins mutuellement d i s t a n t s  de plt ( p  é t a n t  un 

nombre r é e l  p o s i t i f  donné). 

L'algorithme que nous proposons v é r i f i e r a  i )  e t  ii) de  façon p l u s  p réc i se  : 

il cons t ru i r a  d e s  sous-su i tes  au sens  l a r g e  dont t o u t e s  c e l l e s  q u i  se ront  

i n f i n i e s ,  convergeront v e r s  un po in t  d 'accumulation de  (x,). Tous l e s  

p o i n t s  d 'accumulation é t a n t  a i n s i  a t t e i n t s  une e t  une s e u l e  f o i s .  

Le f a i t  que l e  nombre de sous-su i tes  au  sens  l a r g e  à prolonger  à chaque 

é tape  ne s o i t  p a s  f i x é  une f o i s  pour t o u t e s ,  i n t r o d u i t  une d i f f i c u l t é  

( technique p l u s  que théor ique) .  C 'es t  pourquoi l a  procédure d'allongement 

que nous présentons  e s t  a s sez  complexe en apparence. 

procédure d'allongement de  s u i t e s  f i n i e s  en nombre non f i x é ,  à l ' é t a p e  p. 

On dispose de k s u i t e s  f i n i e s  : 

chacune de longueur i n f é r i e u r e  à p ,  c ' e s t - à -d i r e  : 

On dispose de k' poin ts  ( q u i  vont s e r v i r  à a l longe r  l e s  k s u i t e s  f i n i e s )  : 

Pas 1 

On cherche l e  po in t  aP d ' i n d i c e  i l e  p l u s  é levé  s o l u t i o n  de : 
i 

min Id(x  a!) 1 i = l 7 2 ,  ..., 
a ( 1 ) '  

S o i t  aP c e  p o i n t  ; on prolonge l a  s u i t e  f i n i e  (x  1 1  1 
i ( 1 )  X1 Y . Y Xa( 1)) en 

posant : 



Pas 2 

On cherche l e  po in t  aP d ' i n d i c e  i l e  p l u s  é l evé  s o l u t i o n  de : 
i 

min {d(x a y ) l i = 1 , 2  ,..., k t  i # i ( l ) } .  
a ( 2 ) '  

S o i t  aP ce  po in t  ; on prolonge l a  s u i t e  f i n i e  (x  2 2 2 
i ( 2 )  O '  X I ,  

.. . , x 
a ( 2 )  

1 

en posant : 

X 
2 = X 

2 - 2 P 
a ( 2 ) t l  a (2)+2 - " '  = p = a i ( 2 )  

Pas 3 

e t c  . . . 

On cont inue a i n s i  jusqu 'à  a t t e i n d r e  l e  pas  : k" = i n f ( k ,  k t ) .  

Deux cas  peuvent s e  produi re  : 

1 )  ou bien : k '  < k, 

On s ' a r r ê t e  ap rè s  l e  pas  k'  ( c e r t a i n e s  des  s u i t e s  f i n i e s  ont  donc é té  

prolongées d ' a u t r e s  non).  

2 )  Ou bien : k < k t .  

On considère a l o r s  l 'ensemble : 

P {ai 1 i c i l ,  2 ,  .. . , k l }  e t  i 4 { i ( l ) ,  i ( 2 ) ,  .. ., i (k)}}  ; 

P s o i t  bl, b2, . . , bP s e s  éléments,  on pose : 
F 

k t r  
X , = x  

k t r  - - ... = X k+r  = bP* 
O 1 P r 

C'est-à-dire ,  on i n t r o d u i t  de nouvel les  s u i t e s  f i n i e s  (dans ce  c a s ,  t o u t e s  

l e s  s u i t e s  f i n i e s  dont on d ispose  à l a  f i n  de  l ' é t a p e  p sont  de longueur p + l ) .  

Pour i l l u s t r e r  c e t t e  procédure donnons deux exemples, l ' u n  dans l e q u e l  

k t  I k,  l ' a u t r e  dans l e q u e l  : k S k ' ,  



Exemple 1 

Trois  des  s u i t e s  f i n i e s  vont ê t r e  prolongées.  

La première en posant 
1 4  

: x 4 = a  = 4  3 

La seconde en posant : x2 = a 4  = 11 
4 2 

La t ro i s ième en posant = x3 = = 24. : X3 4 1 

Exemple 2 

p = 4 ,  k = 3 ,  k f = 5  

(12,  10, 13,  9 )  ho, XI,  X 2 '  x3) 

2 2 2  
(x0. X I >  x*) = (1, 3, 2) 

3 3 
ho, x,) = (25,  23) 

T ro i s  s u i t e s  f i n i e s  sont  prolongées.  

La première en posant : x1 = a 4  = 11. 4 2 
2 2 4 

La seconde en posant : x = x = a = 3. 3 4 4 
3 

La t ro i s ième en  posant : x = x3 = x3 = a; = 22 2 3 4 

Deux nouvel les  s u i t e s  f i n i e s  son t  i n t r o d u i t e s  : 



S o i t  p un nombre r é e l  s t r i c t emen t  p o s i t i f .  

S o i t  a (p1  e t  B(p) deux s u i t e s  d ' e n t i e r s  t e l l e s  que : 

l i m  a ( p )  = +03 e t  V p E W : B(p) r a ( p )  

Etape p 

On dispose des  p o i n t s  : x 
d p ) '  X a ( p ) + l '  

. . . y  X 
B(p)-1' 

Les é t apes  précédentes  a n t  déterminées k(p-1) s u i t e s  f i n i e s  ( l e  nombre 

de  c e s  s u i t e s  f i n i e s  dépend de p )  que l ' o n  no te  : 

On appl ique une procédure de  recherche de p o i n t s  d 'éloignement mutuel 

supér ieur  à p/2  à l a  s u i t e  f i n i e  : 
(Xa(p)  ' ..., X 

B(p ) - l ) -  

On o b t i e n t  h(p)  p o i n t s  que l ' o n  no te  : 

On appl ique a l o r s  l a  procédure d'allongement de  s u i t e s  f i n i e s  en nombre 

non f i x é ,  à c e s  données. 

On o b t i e n t  k (p )  s u i t e s  f i n i e s  (on a : k(p)  = k ( ~ - l )  s i  h ( ~ )  < k(p-1) e t  

Remarque : 

Dans c e t  a lgori thme s e u l e  l a  procédure de recherche  de  p o i n t s  d 'éloignement 

mutuel supér ieur  à p, n ' e s t  pas  f i x é e .  S i  on c h o i s i t  c e l l e  que nous avons 

notée  R,P.E.M.p, on no te ra  l ' a lgo r i thme  a i n s i  obtenu par  : 

S(p, a ( p ) ,  B(pi) CR.P.E.M.pl. 



Théohème 3 : SoLt p un nombhe hé& aLkictme.nt p a s a d .  

S o L t  ( xn )n , une b d e  bornée de p o i n t û  de nm ayant d e s  po- 

dtaccumuRation de dis tame mutuelle b u p é ~ e m e  à p. 

S o L t  a(p) et B(p) deux a u L t e b  d ' e d e h s  ZcdXes que : 

lim a ( p )  = 9 ; Y p E IN B(p) 2 a(p) ; lim X B ( P )  
a(p) = A( (xnIn 1. 

MOM C'utgoahme s(p, a(p), B(p)) cov~6Zui.t des b o u s - a d e s  au bena 

Lahge dont celles q u i  aont indinies ,  hon t  convehgevLtes, chacune d ' m e  

el les  v m  un poult d'accunueation de (xnIn , et tous tes  p o ~  

d '  a c c u m W o n  é,ixn.t a t t e i n h  une et une b e d e  do&. 

Le corollaire suivant en résultera immédiatement. 

CohoUahe 

S o L t  p un nombhe né& ~Lkictement p o b f i b .  

S o L t  ( xn ln , une bornée de p o i n t s  de nm ayant d e s  points 

d'accumdation de distunce muZucdXe bupéhieme à p et de dotce aLkiotement 

poaLtive. 
2 ALOU L'utgoahme s ( p ,  p, p ) cona&uLt d a  bo~~b-4ui.te.û CUL btnd Lahge, 

d o n t  c e l l a  q u i  hont indinies, b o n t  convmgenteb, chacune d' elles V ~ A A  un 

p o i n t  d ' a c c d o n  de (",ln , et taud  l e s  pahu2 d ' a c c d a t i o n  

étanX at&ints une et une d e d e  & o h .  

Démonstration du théorème 3 : 

On se donne (x i a(p), B(p) comme dans l'énoncé. n n ~ l N '  

Les points d'accumulation sont nécessairement en nombre fini, notons 

les yl, y2, Y Yke 

soit : v = u B(yi' -QI 5 
i c {l, ...y kj 

On se donne n E N vérifiant : 
O 

(*)  Y n l n  : x E V .  
O n 



S o i t  po t e l  que : 

(** 1 V p 2 po : a ( p )  2 no. 

S o i t  p > p t e l  que : 
1 -  O 

(*** 1 V p 2 p l ,  Y i e  11, 2 ,  ..., k} : @(PI 
xa(p)  n ~ ( y ~ .  f )  + 0. 

Pour t o u t  p 2 p l e s  r e l a t i o n s  (*) ,  (**) e t  (***) montrent que l e s  
1' 

p o i n t s  déterminés pa r  une procédure de recherche  de  p o i n t s  d 'éloignement 

mutuel à p/2  sont  exactement au  nombre de k ,  autrement d i t  : 

D e  p l u s ,  chaque : X B(p) i =  1, 2 ,  ..., k )  c o n t i e n d r a u n  
a ( p )  

n B(yiy ( 

e t  un s e u l  aP  ( i  = 1, 2, ..., k ) .  A p a r t i r  de l ' é t a p e  p ,  l ' a l go r i t hme  i ' 
prolonge donc exactement k s u i t e s  f i n i e s  q u i  son t  les  k premières.  

Ces k p remiè re s su i t e s  s e ron t  donc l e s  s e u l e s  q u i  s e r o n t  prolongées 

indéfiniment .  

On é t a b l i t  par  un raisonnement analogue à c e l u i  du théorème 1 que chacune 

de c e s  k s u i t e s  e s t  convergente v e r s  un y d i f f é r e n t .  
i 

Exemple d é t a i l l é  du fonctionnement de l ' a l g o r i t h m e  

S u i t e  ( x ~ ) ~  : 

x = 1 - 1 ,  x = 1 t 1 ,  x = 3 - 1 ,  x = 3 + 1 >  
O 1 2 3 



Etape O 

On dispose des points : xoY xlY x2' x3. 

La procédure R.P.E.M. 0'45 donne trois points : 

La procédure d'allongement donne : 

(il faut remarquer que cette procédure s'applique même lorsque le nombre 

des suites finies déjà commencées est O ce qui est toujours le cas à 

l'étape 0). 

Etape 1 

On dispose des points : x4, x5, x6, x7. 

La procédure R.P.E.M. 0'45 donne 4 points : 

La procédure d'allongement donne : 

(Allongement des 3 suites commencées à l'étape 0). 

(création d'une nouvelle suite finie). 

Etape 2 

On dispose des points : x8, xg, xlOy xll. 

La procédure R.P.E.M. 0'45 donne 4 points : 

La procédure d'allongement donne : 



Etape 3 

On dispose  des  po in t s  : x x 
12' X13' 14' X15* 

La procédure R.P.E.M. 0'45 donne 3 po in t s  : 

La procédure d'allongement donne : 

1 
X = x  2 

X = x  3 
3 15' 3 14' 3 13' X = x  

Etape 4 

On dispose  des  po in t s  : xlB9 xI7> x18> x19. 

La procédure R.P.E.M. 0,45 donne 2 po in t s  : 

La procédure d'allongement donne : 

Etape 5 

On dispose  des  p o i n t s  : x ~ ~ .  x~~~ x ~ ~ '  x ~ ~ .  

La procédure R.P.E.M. 0,45 donne 2 po in t s  : 

5 
a = x  5 a = x  
1 23' 2 21' . 

La procédure d'allongement donne : 

1 
X = x  

2 
5 X = x  

23' 5 21' 

A p a r t i r  de l ' é t a p e  4, l a  procédure R.P.E.M. 0'45 donne 2 po in t s .  

1 Donc seu le s  l e s  s u i t e s  (xnIn 2 
et ('n'n c N se ron t  prolongées 

indéfiniment  l a  première converge ve r s  3 e t  l a  seconde v e r s  1. 





L'algorithme S(p, a ( p ) ,  B(p)) permet'de résoudre un des  probèmes que 

nous avons posé au paragraphe VI11 de façon p réc i se  : 

PhopohiLLon 5 : SoLt p un nombhe h é e t  h h i c t e m e n t  pohLt i6 .  

L ' d g o u h e  q u i  d L ' é t a p e  p, yuropohe la h tpon6e  h(p)  (h (p )  d é h b n a n t  

L ' e n t i e h  détc)hncuié pah L ' d g o u h e  ~ ( p ,  p, a L ' é t a p e  p) hépond d e  

6 q o n  haaXb6dante  à la q u a X i o n  : 

"Qu& ut Le nombhe d e  poAntd d ' a c m o n  d e  lb h&e ?"  pouh t o d e  

d u d e  (xnln 1( d e  poLn12  de^^, b o u é e  et a y a n t  d e s  poAntd d 'accwnueat ion 

d e  bahce p o h h 5 v e  et mcLtu&ement é to ign@h d e  p l u  d e  p. 

Démonstration : 

Dans l a  démonstration du théorème 3 ,  nous avons vu que : 

Y p 2 pl : h(p)  = k. 



QUELQUES RESULTATS NEGAT 1 FS 

Ce que nous avons appelé  "algorithmes pour s u i t e s  non convergentes" 

jusqu 'à  présent  dans c e  t r a v a i l ,  n ' a  pas un sens  t r è s  p r é c i s  ; il s ' a g i t  

pour p a r l e r  comme l e s  l o g i c i e n s  d'un terme "métamathématique". 

I l  e s t  évident  que pour démontrer des  r é s u l t a t s  n é g a t i f s ,  il f a u t  

p r é c i s e r  l e  sens de c e s  mots, il f a u t  l e u r  donner un sens  "mathématique". 

La ques t ion  de savo i r  s i  l a  d é f i n i t i o n  "mathématique" que nous proposons 

correspond à l a  no t ion  "métamathématique" que nous prétendons r e c o u v r i r  

b ien  qu 'assez  philosophique, mér i t e  d ' ê t r e  posée ; c ' e s t  ce  que nous 

f a i s o n s  dans l e s  remarques à l a  s u i t e  de n o t r e  d é f i n i t i o n .  

Pour d i s t i n g u e r  l a  no t ion  "métamathématique" de l a  no t ion  "mathématique" 

nous é c r i r o n s  l a  première avec une minuscule e t  l a  seconde avec une 

majuscule. 

Une f o i s  donnée, c e t t e  d é f i n i t i o n  permet dfénoncer  ( e t  de démontrer) 

quelques r é s u l t a t s  n é g a t i f s  q u i  s e  présenten t  t o u s  sous l a  forme : il 

n ' e x i s t e  pas  d'Algorithme ayant  t e l l e s  e t  t e l l e s  p r o p r i é t é s .  

Bien que de  nombreux r é s u l t a t s  pu issent  ê t r e  obtenus s u r  c e t t e  v o i e ,  nous 

nous sommes r e s t r e i n t s à  ceux que nous jugeons l e s  p l u s  i n t é r e s s a n t s  

(théorème 1 e t  s e s  c o r o l l a i r e s  e t  théorème 2 ) ,  s o i t  pa r  l a  technique mise 

en jeu dans l a  démonstration, s o i t  par  l a  s i g n i f i c a t i o n  même de l ' i m p o s s i b i l i t é  

exprimée, 

Le théorème 1 e t  s e s  c o r o l l a i r e s  (sauf  l e  c o r o l l a i r e  4)  v i s e n t  c e  que nous 



avons appelé au § VI11 les algorithmes-questions. Le théorème 2, lui, 

concerne les algorithmes de traitement. Pour résumer très succintement 

le sens de ces résultats, on pourrait dire que : 

La plupart des résultats des § VI11 et IX ne peuvent être améliorés, car 

bien que parfois peu satisfaisantes, les hypothèses faites ne peuvent 

être supprimées. 

Par exemple le théorème 2 nous montre que l'hypothèse que nous avons due 

faire sur la force des points d'accumulation des suites traitées par 
2 

l'algorithme Sl(k, p,P +k),ne peut pas être enlevée, et que même pour 

d'autres algorithmes traitant du même problème on est obligé de la garder 

(ou, bien sûr de la remplacer par une hypothèse d'un autre type). 

Soit E un espace métrique (le plus souvent 1 ~ ~ ) .  

Nous désignerons par S (E), l'ensemble des suites finies d'éléments de E 
f 

de la forme : 

(xp, Xp+l' ..., x 9 ). 

Nous appellerons Algorithme pour suitesnon convergentes(remarquer la 

majuscule) de points de l'espace métrique E la donnée : 

il d'un ensemble R appelé ensemble des réponses. 

ii) d'une application : R : N  x Sf(~) x S (R) + R. 
f 

A 

iii) d'une application : C : N x Sf(~) x Sf(R) +NI. 

Dans les algorithmes-questions, R sera un ensemble discret ; par 

exemple, {OUI, NON) ou (1, 2, 3, . , . , n, . . .). 
Dans les algorithmes de traitement, R sera l'ensemble des suites finies 

d'éléments de E. 



L'algorithme (remarquer l a  minuscule) qu i  par  convention correspond à un 

t e l  système de données, e s t  obtenu comme s u i t  : 

Etape O 

So i t  ( d o ) ,  B(0)) = C(0, 0, 0) 

(0  désigne l a  s u i t e  f i n i e  v ide ) .  

On dispose des  po in t s  x 
~ ( 0 ) '  X a ( o ) + ~ '  B(o) 

( (Xn)n r N e s t  l a  s u i t e  à t r a i t e r ) .  

S o i t  R - 
0 - R(", ( x ~ ( ~ ) ,  Xa(o)+l> ' > XB(o))9 0 ) .  

On propose l a  réponse Ro. 

Etape 1 

s o i t  : (dl), B(1)) = C(1, ( x ~ ( ~ ) ,  x ~ ( ~ ) + ~ ,  . . . , x ~ ( ~ ) ) ,  ( ~ ~ 1 ) .  

On dispose des points  : 
(Xa( i )9  Xa( i ) t i9  ... y " ~ ( 1 ) ) *  

So i t  : - - R(13 ( 1 )  X a ( l ) + 1 3  XB(l)) 

On propose l a  réponse R 
1 

Etape 2 

So i t  : (a(21,  B(2)) = C(2, ( x ~ ( ~ ) ,  x ~ ( ~ ) + ~ ,  . . . ,  ~ ~ ( ~ ~ 1 ,  ( R ~ ,  RI)). 

On dispose des  po in t s  : 
(Xa(2)9 X a ( 2 ) t 1 9  'g (2 ) )  

Soi t  : R~ = R(2,  ( x ~ ( ~ ) ,  x 
a ( 2 ) t l '  , X8(2))9 ( R O ,  R I ) ) .  

On propose l a  réponse R 
2 ' 

La s u i t e  (Ro, RI ,  R2 ,  ... ) e s t  appelée s u i t e  des réponses de 1 'Algo~i thme 

(R, R, C) pour l a  s u i t e  ( x ~ ) ~  . . On d i t  que 

l 'Algorithme ( R ,  R ,  C) répond de façon s a t i s f a i s a n t e  au sens i )  à l a  



question Q ,  s ' i l  e x i s t e  n t e l  que l a  réponse donnée e s t  j u s t e  pour t o u t  
O 

De même, on reprend l e s  d é f i n i t i o n s ,  de " s a t i s f a i s a n t  au sens i i ) "  e t  

" sa t i s fa i san t  au  sens i i i ) l l  (voi r  § VIII) .  

Remarque 1 

L'algorithme que nous avons obtenu à p a r t i r  d'un Algorithme ( R ,  R ,  C), 

v é r i f i e  bien c e  que nous voulions, c 'es t -à-d i re  : 

- il procède é tape  par  é t ape  en ne disposant  à chaque étape que d'un 

nombre f i n i  de points  de  l a  s u i t e  t r a i t é e ,  c e s  points ,  il l e s  a lui-même 

cho i s i s  en fonction des r é s u l t a t s  des  é tapes  pPécédc~;tes (vo i r  ensemble 

de dé f in i t ion  de C) . 

- La réponse q u ' i l  donne, e s t  déterminée uniquement par l e s  po in t s  dont 

il dispose pendant l ' é t a p e  e t  par l e s  réponses obtenues aux é tapes  

précédentes ( v o i r  ensemble de d é f i n i t i o n  de R I .  

Remarque 2 

L'adéquation de l a  d é f i n i t i o n  que nous avons donnée, nécess i t e  non 

seulement qu 'à  t o u t  Algorithme corresponde bien un a lgor i thne  dans l e  

sens où nous l ' av ions  entendu jusqu'à présent  ( c ' e s t  ce que montre l a  

remarque l), mais a u s s i  qu 'à  t o u t  algorithme corresponde un Algorithme. 

En p a r t i c u l i e r ,  est-ce que tous l e s  algorithmes qu i  ont  é t é  proposés aux 

paragraphes V I 1 1  e t  IX peuvent ê t r e  obtenus à p a r t i r  d'Algorithmes ? 

I l  e s t  f a c i l e  de voi r  que ou i ,  nous a l l o n s  l e  montrer pour l e  premier 

algorithme proposé, l ' a lgor i thme C(c(p). 

On prend R ,  R et  C de l a  façon suivante : 

i R = {OUI, NON) 

i i )  L 'applicat ion R : N x Sf(E) x Sf(R) + R e s t  dé f in ie  par : 

R(p, (xi ,  Xi+l, . * * ,  X e ) ,  (Ri" R i f t l ,  . . . ,  Re')) = O U I ,  
1 7 



sauf s i  : 

i = p,  j = p + l ,  if = O ,  j '  = p-1, d(x  , x ) > ~ ( p )  + e ( p + l ) .  
P  p+l  

i i i )  L 'applicat ion C : N x Sf(E) x  S f ( ~ )  + N2 e s t  d é f i n i e  par  : 

Dans c e t  exemple, l ' a p p l i c a t i o n  C ne dépend en f a i t  que de l a  première 

va r i ab le  : p. 

Remarque 3 : 

Dans l a  d é f i n i t i o n  proposée nous n'imposons pas de condit ion de 

"ca lcu lab i l i t é "  pour l e s  applicat ionsR e t  C,  ce qu i  s e r a i t  nécessa i re  

s i  nous voulions que tous  l e s  Algorithmes puissent donner l i e u  à des  

programmes su r  machines. Nous avons f a i t  ce  choix dans un but de 

s impl i f i ca t ion ,  mais il n ' e s t  en r i e n  e s s e n t i e l  pour l e s  r a i sons  suivantes : 

- tous  l e s  algorithmes proposés au § VI11 e t  I X  peuvent ê t r e  obtenus à 

p a r t i r  dlAlgorithmesne f a i s a n t  i n t e r v e n i r  que des app l i ca t ions  ca lculables  

- l e s  r é s u l t a t s  néga t i f s  donnés dans ce  paragraphe r e s t e n t  à f o r t i o r i  

v r a i s ,  s i  on l i m i t e  l a  d é f i n i t i o n  d'Algorithme, par  une condit ion de 

c a l c u l a b i l i t é  des appl ica t ions  R e t  C. 

Théoteme 1 : S o i $  E un espace rné2xque ayant au m o h  un point dlaccwncLe&on. 

IL n' e d t e  pas dlALgo&hme hepand& de h 6açon 6 a t i 6 6 d ~ a n t e  au hem G) 

à h queA.tian : 

"La 6 u X e  e s t - e l l e  convmgente ?",  

p a ~  t ou t e  6&e ( x ~ ) ~  peudo-péhiodcque de péhiode 1 ou 2 (et donc d 



Remarque 1 

La c l a s s e  de s u i t e s  cons idérées  e s t  re la t ivement  p e t i t e  c ' e s t  ce  qu i  va 

nous permettre de t i r e r  un grand nombre de c o r o l l a i r e s  i n t é r e s s a n t s  

de  c e  théorème. 

Remarque 2 

S i  dans l ' énoncé ,  on remplace "au sens  ii)" par  : 

"au sens i i i ) l l ,  l e  théorème devient  faux.  En e f f e t ,  l ' a lgo r i thme  ~ ( 5 )  pa r  
P 

exemple, répond de façon s a t i s f a i s a n t e  au sens  i i i )  à l a  ques t ion  : 

" l a  s u i t e  e s t - e l l e  convergente ?" 

e t  c e l a  pour t o u t e  s u i t e  de  po in t s  de E. 

Remarque 3 

Dans l e  cas  où E n ' a  pas  de  poin t  d 'accumulation ( p a r  exemple E = N), 

c ' e s t - à -d i r e  n ' e s t  composé que de p o i n t s  i s o l é s ,  une s u i t e  ( x  ) ne 
n n  E N  

converge que s i  e l l e  e s t  cons tan te  à p a r t i r  d 'un  c e r t a i n  rang ,  e t  donc 

l ' a lgor i thme c ( E ( ~ ) )  avec : 

~ ( p )  = O pour t o u t  p  E IN 

e s t  s a t i s f a i s a n t  au sens  ii) pour l a  convergence. 

L'hypothèse que E admet un poin t  d 'accumulation e s t  donc e s s e n t i e l l e .  

Remarque 4 

Ce théorème montre que lo r sque  dans l a  p ropos i t i on  1 du § VI11 nous ne 

considérions que des s u i t e s  (xnjn de r a p i d i t é  ~ ( p ) ,  l a  r a i s o n  profonde 

en é t a i t  l ' i m p o s s i b i l i t é  d ' ob ten i r  un r é s u l t a t  en s e  passant  d 'hypothèse. 

Ce l l e  chois ie  n ' e s t  peut  ê t r e  pas l a  s eu le  p o s s i b l e  cependant il e s t  s û r  

que pour ce problème il f a u t ,  d 'une façon ou d ' une  a u t r e ,  r e s t r e i n d r e  

c l a s s e  des s u i t e s  cons idérées .  



Remarque 5 

Comme on va l e  v o i r  l a  démonstrat ion du théorème c o n s i s t e  à "piéger" un 

éven tue l  Algorithme ayant  l e s  p r o p r i é t é s  voulues.  Pour c e l a ,  on l u i  

propose successivement une i n f i n i t é  de s u i t e s ,  q u i ,  s ' i l  fonct ionne bien 

pour chacune d ' e n t r e  e l l e s ,  permet ten t  l a  d é f i n i t i o n  d 'une  a u t r e  s u i t e  

pour l a q u e l l e  il ne pourra  pas  fonc t ionner  correctement .  

( L ' i n f i n i t é  de sous-su i tes  i n t e rvenan t  dans l a  première  phase sert 

en quelque s o r t e  "d'appât" ) .  

~ é m o n s t r a t  i on  : 

S o i t  (R, R ,  C )  un Algorithme répondant de façon s a t i s f a i s a n t e  au sens  ii) 

à l a  ques t ion  : 

"La s u i t e  e s t - e l l e  convergente ?" 

pour t o u t e  s u i t e  ( x  ) pseudo-périodique de pé r iode  1 ou 2 .  
n n c  IN 

Nous al.1.on.s o b t e n i r  une c o n t r a d i c t i o n .  

~ é s i g n o n s  p a r  a  un po in t  d 'accumulat ion de E e t  s o i t  (ao ,  a l ,  a 2 ,  ... ) 
une s u i t e  de p o i n t s  d i s t i n c t s  de  a  convergente v e r s  a .  

Nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  successivement d e s  s u i t e s  que nous no te rons  : 

O 
9 - I,a s u i t e  ( x  e s t  d é f i n i e  par  : n n E N  

O 0 0  
( x ~ ,  xl, x2 ,  ... = ( a ,  a ,  a ,  a ,  ... 1 ; 

e l l e  e s t  cons t an t e  ; l a  s u i t e  d e s  réponsesde l 'Algori thme (R, R ,  C) pour 

c e t t e  s u i t e ,  e s t  donc constamment O U I  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  

Notons (R:, 
O 

R;, R i ,  . . . , Rn,  . . . ) l a  s u i t e  des  réponses  e t  € ) ( O )  l e  p l u s  

p e t i t  e n t i e r  i t e l  que : R: = OUI. Jusqu 'à  l ' é t a p e  € ) (O) ,  l 'Algori thme 

O 
n ' a  f a i t  i n t e r v e n i r  qu'un nombre f i n i  de  p o i n t s  de l a  s u i t e  (x 

n n E N  ' 
s o i t  y(O),  l e  p l u s  grand i n d i c e  des  p o i n t s  in te rvenus .  



Pour t ou t e  s u i t e  (x ) commençant pa r  l e s  mêmes y ( 0 )  premiers  
n  n E N  

O 
po in t s  que (xnIn N y  

l 'Algori thme donnera l e s  mêmes 8 ( 0 )  premières  

ème 
réponses e t  donc l a  8 ( 0 ) - i  réponse s e r a  un O U I .  

1 1 - La s u i t e  ( x ~ ) ~  est  d é f i n i e  par  : 

1 O x .  = x pour  t o u t  i < y ( 0 )  i 

C e t t e  s u i t e  pseudo-périodique de pér iode  2  e s t  non convergente,  l a  s u i t e  

de s  réponses de l 'Algor i thme ( R ,  R, C )  pour c e t t e  s u i t e  n ' e s t  donc jamais 

constamment é g a l e  à O U I  à part5-r d 'un c e r t a i n  r ang  ; autrement d i t ,  e l l e  

c o n t i e n t  des NON a u s s i  l o i n  que l ' o n  veut .  

1 1 1  
Notons (Roy RI,  R 2 >  ...' . . . ) l a  s u i t e  d e s  réponses ,  e t  8 ( 1 )  l e  

m 

p l u s  p e t i t  e n t i e r  i > 8 ( 0 )  t e l  que : 

R: = NON. 

Ju squ ' à  l ' é t a p e  8 ( 1 ) ,  l 'Algori thme n ' a  f a i t  i n t e r v e n i r  qu'un nombre f i n i  

1 de p o i n t s  de l a  s u i t e  ( x n l n  ; s o i t  y ( 1 )  l e  p l u s  grand i n d i c e  des  

p o i n t s  in te rvenus .  (on a  : y ( l )  2 ~ ( 0 ) ) .  

2 
2 - La s u i t e  ( x ~ ) ~  est d é f i n i e  par  : 

* 

( x: = x: pour t o u t  i 6 y ( 1 ) .  

I Pour t o u t e  s u i t e  (xn ln  commençant pa r  les  mêmes y (1 )  premiers  

1 
po in t s  que ( x  l 'Algori thme donnera l e s  mêmes 8 ( 1 )  premières  

n n EN' 

réponses e t  donc : 

l a  8(0)-ième s e r a  un O U I ,  

l a  8 (  1)-ième s e r a  un NON. 

2 2  
( x ~ ( ~ ) ~ ~ ,  x ~ ( ~ ) ~ ~ ,  ... = (a, a ,  a ,  ... ) .  



Cet t e  s u i t e  e s t  cons t an te  à p a r t i r  de y ( l ) t l ,  e t  donc, l a  s u i t e  des  

réponses de  l 'Algori thme ( R ,  R ,  C )  pour c e t t e  s u i t e  e s t  constamment O U I  

à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  

Notons (R 2 2 2  2  
RI, R2 ,  ..., Rm, ... ) l a  s u i t e  des  réponses e t  8 (2 )  l e  p lus  

p e t i t  e n t i e r  i > 8( 1 )  t e l  que : 

2  
R .  = O U I  
1 

~ u s ~ u ' à  l ' é t a p e  8 ( 2 ) ,  l 'Algori thme n ' a  f a i t  i n t e r v e n i r  qu'un nombre f i n i  

2  de  p o i n t s  de  l a  s u i t e  (xnln  ; s o i t  y ( 2 ) ,  l e  p l u s  grand ind ice  des  

p o i n t s  in te rvenus  (on a : y(2 )  ? y ( l ) ) .  

Pour t o u t e  s u i t e  ( x  ) commençant pa r  l e s  mêmes y (2 )  premiers 
n  n  E N  

2 
p o i n t s  que ( x  l 'Algorithme donnera l e s  mêmes 9 (2 )  premières n n ~ N '  

réponses e t  donc : 

l a  ~ ( 0 ) - i è m e  s e r a  O U I ,  

l a  8(1)-ième s e r a  NON, 

l a  8(2)-ième s e r a  O U I .  

e t c  . . . 
O 1 

Lorsque l e s  s u i t e s  ( x ~ ) ~  (xnln  E N ,  ... sont  c o n s t r u i t e s ,  que l e s  

i n d i c e s  y(O), y ( l ) ,  ... e t  l e s  i nd ices  8 ( 0 ) ,  8 ( 1 ) ,  ... sont  déterminés 

on c o n s t r u i t  l a  s u i t e  (xnIn de  l a  façon su ivan te  : 

I x  = x  O pour t o u t  n  E { O ,  1, ..., y(0 )} ,  
n  n  

x  = x1 pour t o u t  n  { y ( o ) t l ,  .. . , y ( ~ ) } ,  n  n  

x  = x2 pour t o u t  n  E { y ( ~ . ) t l ,  ..., ~ ( 2 1 1 ,  
n  n  

L . . . . . . . S .  

Cet t e  s u i t e  e s t  convergente c a r  ( a  ) e s t  convergente ( c ' e s t  i c i  
n n e N  

exactement q u ' i n t e r v i e n t  l e  f a i t  que a  e s t  un po in t  d 'accumulation de  E ) .  

Donc l a  s u i t e  des  réponses  de l 'Algori thme ( R ,  R ,  C) pour c e t t e  s u i t e ,  

e s t  constamment éga le  à O U I  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  



Ceci est en c o n t r a d i c t i o n  avec  l e  f a i t  que : 

I 

l a  8(0)-ième réponse e s t  O U I ,  

l a  6( 1)-ième réponse e s t  NON, 

l a  8(  2 )-ième réponse est O U I ,  

l a  ~ ( 3 ) - i è m e  réponse est  NON, 

t S . .  

Dans t o u s  l e s  c o r o l l a i r e s  q u i  su iven t ,  E désigne un espace métrique ayant  

au moins un p o i n t  d 'accumulation. 

Coho.U&e I : 7 1  n ' e x h t e  pdb d' Aegohithme h é p a n d m  d e  daçon a a t i s d a b a n t e  

au d m  i) à l a  cjuen-tion : 

"La a d e  u t - & e  c o n v a g e n t e  ?" 

pow t o u t e  6 u d e  ( x ~ ) ~  paeudo-péhiodique d e  p E ~ o d e  1 o u  2 (et donc 

à d o ~ o h i  pom XolLte h u i l e  (xnIn 1i E S(E)). 

Démonstration : 

Elle r é s u l t e  de  c e  que : 

s a t i s f a i s a n t  a u  sens  i )  => s a t i s f a i s a n t  au s ens  i i ) .  

I 

CokoU&e 2 : 74. n l e A t e  pas d'A4.goLthme hépondant d e  (acon  bati6daisante 

au aend i) d la q u a f i o n  : 

"QuelXe es;t la péhiode d e  La a d e  ?"  

p o u  t o d e  b d e  (xnIn paeudo-pétUo&que d e  p é ~ o d e  1 ou  2 (et donc d 

d 0 ~ 0 h i  pOuh $OU&? b&e ( X  1 
n n E N  E S(E)). 



Démonstration : 

S i  un t e l  Algorithme e x i s t a i t ,  on pour ra i t  facilement en déduire un 

algorithme s a t i s f a i s a n t  au sens i) à l a  question : " l a  s u i t e  e s t - e l l e  

convergente ?" pour tou te  s u i t e  ( x  ) pseudo-périodique de période 
n n r H  

1 ou 2 .  Chose impossible d 'après  l e  c o r o l l a i r e  1. 

I 

C0h0i%he 3 : I l  n ' e d t e  pas d l A l g o u h m e  hépondant d e  daçon h d ~ d a n t e  

au d m  i) à la que6t ion : 

"Qu& e6.t t e  nombfie d e  pohu2 d l a c c w n W o n  d e  la u i A e  ?"  

p o m  $ouXe h d e  peudo-péhiod ique  d e  péhiode 7 ou 2 (et donc à 6ohLiotU 

pouh $ouXe ayant  un nombhe 6 h . L  d e  pain?% d l a c c w n W o n ) .  

Démonstration : 

Pour une s u i t e  pseudo-périodique de période 1 ou 2, l e s  deux quest ions : 

"Quel e s t  l e  nombre de points  d'accumulation de l a  s u i t e  ?" 

"Quelle e s t  l a  période de l a  s u i t e  ?" 

sont équivalentes.  

(Ceci n ' e s t  pas v r a i  pour une période 1, 2 ou 3 à cause des  s u i t e s  

comme (1, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 2, 2 ,  ... 1). 

Le c o r o l l a i r e  2 implique donc l e  c o r o l l a i r e  3 .  

Remarque : 

Ce c o r o l l a i r e  e s t  en f a i t  assez p r é c i s .  En e f f e t ,  il montre que pour l a  

c l a s se  des  s u i t e s  ayant un nombre f i n i  de po in t s  dlaccumulation de force  

s t r ic tement  pos i t ive ,  il n ' e x i s t e  pas d'Algorithme pour l a  quest ion du 

nombre de po in t s  dlaccumulation. Or, en réduisant  c e t t e  c l a s s e  e t  en ne 

considérant p lus  que l e s  s u i t e s  ayant un nombre f i n i  de po in t s  d'accumulation 



de fo rce  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  e t  d 'éloignement mutuel supér ieur  à p, un 

Algorithme pour l a  quest ion du nombre de p o i n t s  d 'accumulation e x i s t e  

( v o i r  § VIII ) .  

C o a o ~ e  4 : 7 1  n 1 e x i 6 t e  pah dlALgo&hme tel! que : 

POILA totoute a d e  (xnIn ayant un nombke d i n i  de painf i  d ' a c c w n M o n  

de boace b.i%i&ement pobLt.Lve, l tkegotLthme c o n a M  des sou-aded 

au dena h g e ,  dont c&ed q u i  aont  i n 6 X e s  convagent  vehb un p o i n t  

d l a c c u m U o n ,  chacun d a  pointb d'accumueaition 6Xunt &eivtt une 

une a e d e  do&. 

Démonstration : 

A p a r t i r  d 'un  t e l  algori thme,  on p o u r r a i t  en c o n s t r u i r e  un q u i  c o n t r e d i r a i t  

l e  c o r o l l a i r e  3 .  

Remarque : Ce c o r o l l a i r e  é t a b l i t  que dans l e  théorème 3 du § I X ,  

l 'hypothèse "mutuellement é lo ignés  de  p l u s  de p ' e s t  indispensable .  

Théoagme 2 : S0i.t c, un ebpace m g f i q u e  ayan.t au moina un po in t  d 'accumuRation. 

11 n t  e d t e  pas dtALgo&.thme ta que : 

pom t o d e  r&e bomZe (xnIn . ayant k po in ts  d '  a c c w n W o n ,  

chacune v m  un po in t  d t  accwndat ion  di66ekent de lu b d e  (xnIn  . . 
(Ce théorème montre que l e s  hypothèses f a i t e s  au 5 I X  concernant l a  force  

des po in t s  d 'accumulation ( c o r o l l a i r e  du théorème l), sont  ind ispensables  : 



non seulement sans elles, les algorithmes proposés ne conviennent pas, 

mais sans elles, aucun algorithme ne peut convenir). 

Remarque : 

L'hypothèse que E admet au moins un point d'accumulation est essentielle. 

Dans le cas contraire, c'est-à-dire quand tous les points de E sont isolés 

(par exemple E = H), un algorithme ayant la propriété voulue est facile à 

construire ; par exemple, de la façon suivante : 

Etape p 

On dispose des points . Xo' X1, * * * ,  
on recherche les k points qui 

P ' 
apparaissent le plus souvent (s'il y a des ex aequo, on choisit 

arbitrairement). Soit a P P 1' a2y . . . , a' ces points. k ' 
On applique une procédure d'allongement de k sous-suites ( à  partir des 

1 1 k 
sous-suites (x . . . , x , . . . , x . . . , xk ) déterminées aux étapes 

0 ' P-1 P-1 
P précédentes, et d e  points a . . . , a:). 1' 

Pour établir que cet algorithme a bien la propriété voulue, il suffit 

de remarquer que dans un espace discret, une suite (x n n  rïN bornée 

admet les k points d'accumulation yl, y2, ..., y si et seulement si : k 

pour tout i 1 ,  .. ., k}, l'ensemble j r N 1 xj = Y.} est infini, 
1 

pour tout x 4 iyl, ..., yk}, l'ensemble {j E R  1 x = x} est fini. 
j 

Démonstration : 

On démontre le théorème pour k = 2. Pour les autres valeurs de k, à des 

complications de notation près, la démonstration est la même. 

Soit ( R ,  R, C) un Algorithme tel que pour toute suite (x ) ayant 
n n €34 

2 points d'accumulation l'Algorithme construise deux sous-suites : 

n n  r BI et (zn)n r IN , chacune convergente vers un point d'accumulation 



d i f f é r e n t  de l a  s u i t e  (xn ln  h. 
Nous a l l o n s  o b t e n i r  une con t r ad ic t ion .  

Désignons par a ,  un po in t  d 'accumulation de E e t  s o i t  (ao ,  a l ,  a 2 ,  ... ) 
une s u i t e  de p o i n t s  d i s t i n c t s  de a ,  convergente v e r s  a .  S o i t  b un poin t  

d i s t i n c t  de a .  Nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  successivement des  s u i t e s  que nous 

O noterons  : 1 m 
( )  , r i y  (xn)n ( x ~ ) ~  ... 

O 
O - La s u i t e  ( x ~ ) ~  est d é f i n i e  pa r  : 

O 0 0 0  
(x0, xl,  xî, x3, ... ) = ( a ,  ao, a ,  ao, a ,  ao ,  ... ). 

O 
L e s  s u i t e s  , e t  (z:), y c o n s t r u i t e s  pa r  l 'Algorithme sont  

convergentes l ' u n e  ve r s  a ,  l ' a u t r e  v e r s  a  . 
O 

O O 
S o i t  8 (0 )  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  i t e l  que : yi # z i ' 

Jusqu là  l ' é t a p e  €)(O), 

l 'Algorithme n ' a  f a i t  i n t e r v e n i r  qu'un nombre f i n i  de  p o i n t s  de  l a  s u i t e  

O 
s o i t  y (0 )  l e  p l u s  grand ind ice  des  p o i n t s  in te rvenus .  (Xn)n r N y 

( ~ o Ù r  t o u t e  s u i t e  ( x  commençant p a r  l e s  mêmes y ( 0 )  premiers  
n  n  E N  

l O 
po in ts  que ( x ~ ) ~  m, l 'Algorithme donnera l e s  mêmes 0 (0 )  premières 

I réponses e t  donc : 

I t y e ( 0 ) ~  ze (o )  1 c t a ,  sol- 

1 - ~a s u i t e  ( x i ) n  , e s t  d é f i n i e  par  : 

1 O 

( xi = xi pour t ou t  i r y ( ( ) ) ,  

Ce t t e  s u i t e  admet bien deux po in t s  d 'accumulation a e t  a l .  Les s u i t e s  

1 1 
('n'n c IN et ('n'n r IN c o n s t r u i t e s  par  l 'Algori thme seront  des  sous - su i t e s  

1 
de ( x  ), chacune convergente l ' u n e  v e r s  a ,  l ' a u t r e  v e r s  a  . il e x i s t e  donc 

n  1 ' 
un e n t i e r  0 (1 )  2 0(0)  t e l  que : 

{Y;(l). z;(l)l c { a ,  a l )  

Jusqu 'a  l ' é t a p e  0 ( 1 ) ,  l 'Algori thme n ' a  f a i t  i n t e r v e n i r  qu'un nombre f i n i  



de po in t s  de  l a  s u i t e  ( x L )  ; s o i t  y ( l ) ,  l e  p l u s  grand i n d i c e  d e s  
n  n  E N  

p o i n t s  in te rvenus .  

(On a  : y ( 1 )  r y ( 0 ) ) .  

f 
Pour t o u t e  s u i t e  ( x  ) commençant pa r  l e s  mêmes y (1 )  premières  

n  n  E N  
1 

p o i n t s  que ( x  l 'Algori thme donnera les  mêmes 8 ( 1 )  premières  n n ~ n I '  

réponses  e t  donc : 

{ ~ e t o ) ~  % ( O )  1 c {a ,  ao}, 

t ~ e ( i ) *  Z e ( i )  1 c ta, al}. 

2  
2  - La s u i t e  ( x ~ ) ~  e s t  d é f i n i e  par  : 

2  
x = xf  pour t o u t  i s y ( i ) ,  I 1 

Cet t e  s u i t e  admet b i en  deux p o i n t s  d 'accumulation a  e t  a2 .  Les s u i t e s  

2  2  
n n  N et ('n'ri 6 N 

c o n s t r u i t e s  par  1 ' Algorithme seront  d e s  sous - su i t e s  

2  de  ( x  1, chacune convergente ,  l ' u n e  v e r s  a ,  l ' a u t r e  v e r s  a  ; il e x i s t e  n  2 

donc un e n t i e r  0 ( 2 )  2 8 ( 1 ) ,  t e l  que : 

2  1 ~ { a ,  a21.  tyec2) '  'ec21 

Jusqu 'à  l ' é t a p e  0 ( 2 ) ,  l 'Algori thme n ' a  f a i t  i n t e r v e n i r  qu'un nombre f i n i  de 

2  
p o i n t s  de l a  s u i t e  ( x ~ ) ~  . ; s o i t  y ( 2 ) ,  l e  p l u s  grand ind i ce  d e s  p o i n t s  

in te rvenus .  

(On a  : y ( 2 )  r y ( 1 ) ) .  

( Pour t o u t e  s u i t e  ( x  commençant par  l e s  mêmes y ( 2 )  premiers  n n  C H  
1 

p o i n t s  que ( x  n n r N '  
l 'Algori thme donnera l e s  mêmes 8(  1 )  premières  

réponses  e t  donc : 

{yeco) '  % ( O )  1 c { a ,  a o I 9  

I { ~ e ( l ) '  z e c i )  
1 c t a ,  a l} ,  

I { ~ e ( 2 > 9  Zec2> 1 c t a ,  a2}9 



O 
Lorsque l e s  s u i t e s  ( x  ) 

1 
n n r IN' (Xn)n  c IN' 

... sont  c o n s t r u i t e s ,  que l e s  

i nd ices  y(O), y ( l ) ,  . . . e t  l e s  i n d i c e s  8 ( 0 ) ,  8 ( 1 ) ,  . . . sont  déterminés,  

on c o n s t r u i t  l a  s u i t e  (xnIn IN de l a  façon su ivante  : 

O x = x pour t o u t  n  e { O ,  1, ..., Y ( o ) ) ,  
n n 

x = x1 pour t o u t  n  e t y ( ~ ) t î ,  ..., y ( i ) } ,  
n  n 

x = x2 pour t o u t  n c I y ( l ) t l ,  . . . , ~ ( 2 ) ) ~  
n n 

Cet te  s u i t e  a deux p o i n t s  d 'accumulation a  e t  b,donc l e s  s u i t e s  (yn), , 
et ('n'n s N 

c o n s t r u i t e s  par  l 'Algori thme devra ien t  t o u t e s  deux 

converger , l lune  ve r s  a ,  l ' a u t r e  v e r s  b ,  c e  qu i  e s t  impossible  c a r  : 

On a donc une con t r ad ic t ion .  
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ANNEXE 1 

LISTE DES NOTATIONS DES VIII, IX, X, 

Algorithmes s a t i s f a i s a n t s  au sens  i ) ,  i i ) ,  iii) 

Algorithme C ( € ( p ) )  

Algorithme NPA(€(p), B(p)) 

Ensemble S(E, ~ ( p ) ,  B(p)) 

Ensemble S(E, ~ ( p ) ,  > 0 )  

Ensemble S(E, p, @ ( p ) )  

Algorithme NPA(p, @ ( p ) )  

Ensemble S(E, p, > 0 )  

Algorithme P ( € ( p ) ,  B(p)) 

lgori thme P(p, B(p)) 

Algorithme ~ ' ( & ( p ) ,  B(p)) 

Algorithme P ' ( p ,  B(p)) 

p r o p r i é t é  (k P.F.) 

P rop r i é t é  (R.k P.E.) 

Procédure R.k P.E. 

P rop r i é t é  (R.P.E.M.p) 

Procédure R.P.E.M.p 

Procédure k P. 

Procédure k P.C.H. 

P rop r i é t é  (A.k S.F) 

Procédure (A.k S.F) 

Algorithme S2(k, a ( p ) ,  B(p) )  

Algorithme S2(k, a ( p ) ,  B(p))  

Algorithme S(p,  a ( p ) ,  B(p) 

Ensemble S (E) 
f 

Algorithme (R, R ,  C) 



ANNEXE II 

LE PROGRAMME EN FORTRAN D'UN ALGORITHME DU § IX 

Nous présen tons  i c i  l e  l i s t i n g  d 'un programme, r é d i g é  en Fo r t r an  

pour l ' a l g o r i t h m e  que nous avons no t é  S l ( k ,  a ( p ) ,  B(p)) Ck.P., A.k S.F.1 

Dans l e  programme, N désigne l e  nombre de p o i n t s  de l a  s u i t e  t r a i t é e  ; 

i c i  N = 200. 

M désigne l a  dimension de l ' e s p a c e  d e s  p o i n t s  de  l a  

s u i t e  ; i c i  M = 4. 

P désigne l e  nombre de p o i n t s  d 'accumulation d e s  s u i t e s  

à t r a i t e r  ; i c i  P = 4 

NNN désigne l e  nombre d ' é t a p e s  u t i l i s é e s  ; i c i  NNN = 18 

I N N  joue l e  r ô l e  de a ( p )  ; i c i  a ( p )  = 1 0  p t 1 

J N N  joue l e  r ô l e  de B(p) ; i c i  B(p) = 1 0  p t 30 

L a  s u i t e  SP générée a léa to i rement  ( à  l ' a i d e  des  décimales  d'un s i n u s )  admet 

4 p o i n t s  d 'accumulation q u i  son t  ( 1 ,  1, 1, 1), ( 2 ,  2,  2 ,  2 1 ,  ( 3 ,  3,  3,  3 ) ,  

( 4 ,  4,  4,  4 ) .  L'algorithme donne 4 sous - su i t e s  no t ée s  ST1, ST2, ST3, ST4, 

chacune convergente comme on l e  c o n s t a t e ,  respect ivement  v e r s  ( 4 ,  4 ,  4,  4 ) ,  

( 1 ,  1, 1, 11, ( 2 ,  2 ,  2,  2 )  e t  ( 3 ,  3, 3 ,  3) .  La grande i r r é g u l a r i t é  des  

premiers  p o i n t s  de SP comme on peut  l e  v o i r  ne  gêne pas  l e  fonctionnement 

de l ' a l go r i t hme .  
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