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INTRODUCTION



La précision indispensable dans la communication avec une machine
a conduit l'informaticien & introduire la notion de langage formel, .c'est
3 dire de langage pour lequel il correspond une définition précise et
rigoureuse. Il est donc naturel de constater une collaboration souvent
étroite entre les concepteurs de langages de programmétion et les théo-
riciens des langages formels. On trouve dans certains "vieux? langages des
restrictions (limitation 3 trois niveaux 4'imbrication de parenthéses eh
Fortran II par exemple) dues & des problémes théoriques non résolus a
1'époque de leur définition. De fagon symétrique bien des problémes de
transformations de grammaires, par exemple, n'auraient pas été étudiés
s'il n'y avait eu des problémes pratiques sousjacents. Cet échange est
trés fructueux dans bien des domaines tels que l'analyse syntaxique, la

compilation, la programmation ...

Pour définir un langage infini, comme pour tout autre ensemble
infini d'ailleurs, il y a plusieurs moyens de procéder. On peut, par
exemple utiliser une caractérisation des mots du langage (reconnaissance),
il est possible également de mettre en rélief une propriété du processus
de génération (grammaire) ou encore de définir ce langage a partir de

langages déja connus 3 l'aide de certaines opérations.

Reconnaltre de fagon automatique les mots d'un langage a trés vite

été une préoccupation des‘chevchuunsJé;oﬁ;esi née‘l; ﬁ;£isgma;automate.

Parmi ces machines, celles qui poss&dent un nombre fini d'états et qui
peuvent avoir la possibilité de mémoriser un nombre non borné d'informations,
ont particuliérement été &tudiées ce qui a permis de dégager différents

types d'automates dont les automates & pile de mémoire et les automates




sans mémoire annexe . Les machines d'états fini
(sans mémoire annexe) ont des applications pratiques (en programmation
par exemple) évidentes, et Reg, la famille des langages réguliers reconnus

par ce type de machine, est une famille fondamentale de langages.

Trés vite également les grammaires formelles ont fait 1l'objet
d'études intensives, Chomsky a dégagé uné célébre hiérarchie en distinguant
quatre types de grammaire dont, en particulier, les grammaires algébriques
et les grammaires linéaires 3 droite correspondant aux langages rationnels.
C'est a dire aux langages obtenus d partir des langages finis, par

application des opérations classiques d'union, de produit et d'étoile.

Kleene fut le premier 3 rapprocher ces points de vue en démontrant

1'identité entre les langages rationnels et les langages réguliers,

§'il n'est pas impossible, compte tenu des développements techno-
logiques et, en particulier du parallélisme, de voir se développer des
langages de programmation possédant une certaine "commutativité" qui
refléteralt une indépendance quant d l'ordre d'écriture, 3 1l'heure actuelle
les langages algébriques correspondent 2 un bon modéle des langages de
programmation (Algol, Pascal). L'étude de la famille Alg, des langages
algébriques puise d'autres motivations dans des domaines différents tels que
la théorie des séries formelles ou encore la théorie des schémas de

programmes (arbres ... ).

La transduction rationnelle, ocutil fondamental en théorie des
langages fut définie par Elgot et Mezel [11], L'équivalence entre trans-

duction raticnnelle d'une part et homomorphisme, homemorphisme inverse,
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intersection avec un langage rationnel d'autre part a été montrée par
Nivat [28]. Cette caractérisation est 3 l'origine d'un. grand nombre de
travaux. Une synthése des résultats concernant tant l'outil que ses

applications a été réalisée par Berstel.[ 61].

Ceci a conduit la théorie des langages & s'enrichir du concept de
famille agréable de langages [16]. Un cOne rationnel est une famille de
langages fermée par transduction rationnelle, une famille agréable de
langage est un cdne rationnel fermé par union produit et étoile. Ainsi ce
nouveau concept permet, par une vue plus globale, de dégager des propriétés
communes 3 certaines familles, comme par exemple des propriétés de clBture.
Cette notion a servi 3 unifier des résultats et 3 mettre en évidence des

propriétés structurelles de certains types de langages.

L'opérateur de substitution est certainement 1l'opérateur le plus
naturel en Informatique, Quoi de plus naturel en effet que de remplacer, dans
un programme écrit dans un langage de programmation un nom de variable par
un autre , un nom par un groype d'ordres (procédure) ..., ! La richesse et la
pulssance de éet opérateur explique certainement pourquoi tant de chercheurs
1l'ont étudié, Aprés avoir substitué 3 une lettre une lettre, 3 une lettre un
mot, on a substitué 3 une lettre un langage, L'opérateur a ensuite été
étendu aux familles de langages et peut 8tre considéré comme un constructeur
de familles dont certaines propriétés sont héritées des familles initiales,
L'autre outil de construction de familles de langages qu'est la transduction
rationnelle a trés vite été rapproché de 1l'opérateur de substitution et ce

par l'intermédiaire de la substitution syntaxique,

A partir de la famille {L} constituée du seul langage L, on peut

définir le cBne rationnel principal, noté C(L), engendré par L, C(L) est la




plus petite famille de langages contenant L et fermée par transduction
rationnelle. Plus précisément, compte tenu de la composition des transductions
rationnelles [11], C(L) est la famille des langages que l'on peut obtenir

d partir de L par une transduction rationnelle.

En imposant certaines restrictions aux transductions rationnelles
nous obtenons un outil plus manipulable mais moins puissant. Le but, pour-
suivi ici, est de tenter de déterminer des propriétés des langages L pour
lesquels la famille de langages contenant L et fermée par transduction
rationnelle “restreinte"” reste identique d@ C(L). Les transductions rationnelles
fidéles (tout mot est 1l'image d'un nombre fini de mots) ont permis
de définir les langages effagables, langages pour lesquels il y a identité
entre C(L) et Cf(L), la plus petite famille contenant L et fermée par
transduction rationnelle fidéle. De nombreuses études'E7J, (81, €153, [33]
ont montré que, par exemple tout générateur de Alg, la famille des langages
algébriques, est effagable, de méme pour tout langage défini sur une lettre.
De fagon symétrique, on définit les transductions rationnelles d'image finie
(1'ensemble des images d'un mot est fini), Ces transductions n'ont pas la
puissance des transductions rationnelles quelconques, et d'un langage L on
ne pourra généralement pas atteindre, par transduction d'image finie, tous
les éléments de C(L), Ceci dépendra de la structure du langage L. On appelle
langage d'image finie un langage vérifiant justement 1'égalité entre C(L)
et Cif(L), la plus petite famille contenant L et fermée par transduction
rationnelle d'image finle, Un langage d'image finie est,en quelques sortes, un
iéngage suffisamment "fort" pour compenser la perte de puissance des trans-
ductions rationnelles d'image finie.

! i ! '
Un cas particulier des transductions d'image finie dont le rBle

dans cette thése est important est constitué par les transductions



rationnelles décroissantes (la longueur d'un mot est supérieure ou égale aux
longueurs des images de ce mot). De fagon analogue 3 ce qui a été fait
précédemment on définit Cd(L),la plus petite famille contenant L et fermée
par transduction rationnelle décroissante., Les transductions rationnelles
bifidéles (3 la fois fidéles et d'image finie), les seules 3 &tre utilisables
sur les ensembles de mots infinis [29], vont, quant 3 elles, nous conduire

d 1'étude des langages bifidéles c'est 3 dire des langages vérifiant
1'égalité de C(L) et de ). 1a plus petite famille contenant L et fermée
par transduction rationnelle bifidéle, Nous savons, depuis [23] que tout
générateur de Alg est bifidéle, de m8me pour tout générateur de Ocl (les
langages algébriques 3 un compteur). Par contre cette propriété n'est pas

vérifiée pour Lin [23].

Le premier chapitre est destiné a fixer la terminologie utilisée dans
les chapitres sulvants, y sont rassemblés tous les résultats connus que

nous utiliserons tout au long de cette thése,

Comment une propriété sur une transduction rationnelle estwelle
répercutée dang sa caractérisation en terme de bimorphisme et réciproquement ?
De telles recherche ont déja été réallsées par Boasson et Nivat [8] pour
les transductions rationnelles fidéles ou d'image finie, par Eilenberg [10]
pour les transductions rationnelles conservant les longueurs, Le chapitre II
s'inscrit dans cette problématique et permet d'apporter une caractérisation

des transductions rationnelles décroissantes & savoir




T est une transduction rationnelle décroissante si et seulement si
elle peut étre mise sous la forme t = g o (n R) o h_l ol R est un
langage rationnel défini sur un alphabet Z, h un homomorphisme
strictement alphabétique de z* dans X* et g un homomorphisme

alphabétique de 7" dans Y.

Notons que cette caractédrisation nous permet de retrouver immédiatement,
comme cas particulier, le résultat d'Eilenberg cité plus haut et aussi par
symétrie, de caractériser les transductions rationnelles croissantes. Nous
terminons ce chapitre en donnant quelques lemmes de factorisation de

transduction rationnelle.

Dans le chapitre III nous montrons quelques propriétés des lapgages
d'image finie et bifidéles, En particulier si L est un langage d'image
finie, nous montrens qu'il domine, de fagon décroissante tout élément de
C(L) (c'est & dire Cif(L) = ¢(L) = ¢ = Cif(L) = C(L)). Cette propriété,
ajoutée au fait que les transductions rationnelles décroissantes sont
d'utilisation agréable, permet d'envisager des simplifications de démons-
tration chaque fois qu'interviendront des langages d'image finie, En parti-
culier pour Lin (la famille des langages linéaires), pour Ocl (la famille
des langages 3 un compteur) ou pour Alg qui sont tous trois des cBnes
principaux dont tous les générateurs sont des langages d'image finie.

Il était démontré dans [33] que tout langage défini sur un alphabet d'une
seule lettre étalt effagable., Par symétrle, on peut se demander s'il

est également d'image finie, Une réponse négative est apportée a cette
question et nous démontrons, au contraire, que , parmi ces langages, seuls
les langages rationnels sont d'image finie. Nous donnons dans cette partie

un exemple de langage vérifiant Cd(L) = Cif(L) S Cc(L).




Le langage L +4 * (ol 4 est la substitution syntaxique définie par
S. Greibach) formé des mots de L S.X* dans lesquels on a intercalé un
nombre quelconque de ¢ (¢ ¢ X) intervient dans une caractérisation des
langages d'image finie. Ceci nous améne dans le chapitre IV 3 étudier
les substitutions dans des cdnes rationnels décroissants. Nous donnons
les relations qui lient le cOne rationnel (fidéle) engendré par un langage L
quelconque et le cdne rationnel décroissant (fidéle) engendré par L ce qui
nous permet de retrouver trés facilement le résultat classique [17] :
¥Lcx, ¥vL' c X' avec X n X' = @ alors

C(L) O C(L') = C(L 4+ (L' ¢)™).

Un langage L est complet par substitution si et seulement si pour tout
langage L' défini sur un alphabet disjoint de celui de L
C(L) O C(L') = C(L + L'). Un des résultats principaux de ce chapitre est
de montrer qu'il y a identité entre les langages completSpar substitution
et les langages d'image finie, ce qui permet d'énoncer :
C(L) O C(L') = C(L 4 L') <=> L est d'image finie ou L' engendre une FAL.
Pour arriver 3 ce résultat nous utilisons une version améliorée du lemme

de substitution de S. Greibach due 3 M. Latteux.

La notion de langage trés fortement effagable, que nous introduisons
dans ce chapitre va nous permettre de définir de nouvelles classes de

langages (algébriques) non effagables.

Nous abordons, dans le chapitre V, une &tude systématique des relations
entre les différents "sous~-cOnes particuliers” d'un c8ne rationnel principal.
Nous montrons que la notion de langage trés fortement effagable et la notion
de langage d'image finie permettent d'affiner les différences entre les
langages définis sur un alphabet d'une seule lettre ce que ne permettait pas

la notion de langage effagable,




CHAPITRE I
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A : NOTATIONS

Un alphabet X est un ensemble fini dont les éléments sont appelés
lettres. Les éléments de X*, le monolde libre engendré par X, sont des
mots. Toute partie (finie)de x* est un langage (fini). Pour tout mot w de X"
on notera |[w| le nombre de lettres du mot w (encore appelé longueur de w)

et |w|x le nombre d'occurrences de la lettre x dans le mot w :

lwl = 1 Iwl,

xeX

naturellement le mot vide, noté €, est le seul mot de longueur nulle.

si 31 et E2 sont deux sous-ensembles de E, nous noterons E2\E1

1l'ensemble des éléments de E2 qui ne sont pas dans-El :

ENE, = {eeEfecE etef E }

2

Seient L, et L, deux langages inclus dans x*

1'union Ly v L, est l'ensemble des mots de x* qui appartiennent 3 L, ou d L,

L, u L2 = {w e X" / wel

2 ou w e L2}

1

le produit L, L, est le langage de X" constitué des mots de L, concatenés

(3 droite) 3 un mot de L,
- *

L, Ly, = {w, Wy € X /W €L etw, e L2}

1'étoile L* du langage L est :
*

¥ = v L® avec L° = {g} et L™
n2o

1 R

tPL=1t"
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A partir de ces trois opérations sur les langages on définit une famille de
* - P .
langages contenus dans X dont le rdle est fondamental en théorie des

langages :

*
Définition : La famille des langages rationnels de X , notée Rat(X*) est
la plus petite famille de langages de X* qui contienne les langages finis

et qui soit close par union produit et étoile,

Seit L un langage défini sur un alphabet X, F(L), FG(L), FD(L) sont
respectivement 1l'ensemble des facteurs, des facteurs gauches, des facteurs
droits de mots de L :

F(L) = {weX /7 3x,yeX etxw y € L}

FG(L) {wex" 3y e X" et w y e L}

FD(L)

n

fwex*/3yex"etywell

Définition : Soient L un langage contenu dans X*, w un mot de L. On dira
gue u est facteur itérant de w dans L si et seulement si :
- w= X" et u #
WS W, UMW, avec Wy, u, W, € et u#e¢
W u* W, est inclus dans L

Nous dirons que u est facteur itérant de L, si et seulement si il existe

un mot w tel gue u soit facteur itérant de w dans u.
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Cette définition nous permet d'énoncer un résultat de base :

* 3
Lemme de 1'étoile [ OGDEN] : Si R est un langage rationnel de Z , il existe

un entier n tel que tout mot w, de longueur supérieur & n, admette un

facteur itérant dans R.

Le quotient & droite (resp. & gauche) du langages L, par le langage L,,
2z ’.1 -l ' . R

noté L, L, (resp. L, Ll) est 1'ensemble :

tel que w v, € pl}.

W€ Ll})'

L, L ‘1={weX/§I-wzeL

172 2

L s lwex/3 w, € L, tel que w

(resp. L, 1

2

La notation L' sera quelque fois utilisée dans ce travail, elle

désigne v L" = LL* = L* L.
n21
Soient X* et Y* deux monoldes libres, un homomorphisme h de x* dans Y*

est une application vérifiant :

*
s W, € X

2

h(w1 w2) = h(wl) h(w2) pour tous w,

et donc h(e) = €,

Un homomorphisme h de X" dans Y" sera :
.stricte si et seulement si h(X) c Y'
.alphabétique si et seulement si h(X) ¢ Y v {e}

.strictement alphabétique si et seulement si h(X) c Y

k

*-
o X =0

.k-1imité sur L avec L ¢ Y* si et seulement si L n x* x

ol Xo = {x € X/ hi(x) = €}

.1imité sur L si et seulement s'il existe k tel que h soit k-limité sur L.
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Soient X et Y deux alphabets disjoints la projection I, (resp. HY)

de (X vY)" dans X" (resp. Y) est 1'homomorphisme alphabétique défini par

Hx(z) zsizeXet Hx(z) =€ sizeY (resp. Hy(z) = egsizeXet

HY(z) zsizeY).

Lemme : Si h est un hamomorphisme alphabétique alors :

Ry w,) = B wy) B (w,)
h“‘l(wp = (h(w, '

N, dénote 1'ensemble des entiers positifs, N =N v {a} et
lNk = {(xl, vees xk) / ¥ 1i[1, k], Xy € W}, Un ensemble B S_]Nk est un
ensemhle Tinaire s'il existe x e N°, un ensemble fini P = {x s e Y 1 E
o : 1 n —
N appelé ensemble de périodes tels que
n
B = {xo + z A; xg / A; eN¥ie [1, nl}
i=1
un ensemble semi-linéaire inclus dans N® est une union finie d'ensembles
linéaires inclus dans ]Nk.

Soit X = {x 5 «eus xn} un ensemble ordonné, la fonction de Parikh,

1’
notée ¥, est la fonction de X" 3 valeur dans N* définie par :

¥we XY ¥ = (|wl cees WD)
? xl’ b4 xk

Rappelons enfin que 1'image par la fonciton de Parikh d'un langage

algéhrique est un ensemble semi-linéaire.
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B : AUTOMATES. TRANSDUCTEURS ET APPLICATIONS (S0US-)SEQUENTIELLES

Définition : Un automate d'état fini déterministe a est un 5-uple
(X, Q, s 8§, F) ou X est un alphabet d'entrée, Q un ensemble fini d'états,
q, un élément particulier de Q appelé état initial, § une fonction partielle
de Q x X+ Q que 1'on étend & Q x x* en posant, pour tout mot f de x* et
pour toute lettre x de X :

6(q, €) = q

6(q, £x) = 8(8(q, £), x)
§ est appelée fonction de transition
F est un sous—ensemble de Q, tout élément de T est un état terminal de

1'qutomate,

Remarque : Il nous arrivera d'utiliser le symbole # pour dénoter la
fonction de transition de 1l'automate et alors q' = §(q, w) sera noté

'

qQ = q*w,

Définition : Un mot w de X" est reconnu par 1'automate A = (X, Q, 9y §, F)

si et seulement si G(qo, w) ¢ F,

Définition ; Un langage L de X" est régulier si et seulement si il existe
un autamate A tel que l'ensemble des mots reconnus par A soit identique & L,

On dira que A reconnalt L,

Définition ;: Reg(X*) dénote la famille des langages réguliers définis

*
sur X .
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Le théoréme de Kleene, outil de base en théorie des langages, lie

la famille Reg(X*) des langages réguliers de X" et la famille Rat(X*)

des langages rationnels de x".

Théoreme de Kleene : Pour tout alphabet X,

Rat (X*) = Reg (X7)

Définition : L'automate minimal qui reconnait R sera, parmi les automates
qui reconnaissent L celui qui posséde le moins d'états (il est unique a

une numérotation des états prés).

La notion de transducteur séquentiel va généraliser la notion

d'automate.

Définitions : Un transducteur séquentiel T est un é-uple (I, 4, Q, 4, 6 A)
ou I est un alphabet d'entrée, A un alphabet de sortie, Q, q, et § ont la
méme définition que précédemment, A est une fonction partielle de Q x L ~+ A"
que 1'on étend & Q x t* en posant, pour tout mot de 2*, pour toute lettre
x de I :

AMaq, €) = € ; A(q, £x) = A(q, £) A (8(q, £), x)

A est appelée fonction de sortie (cf. Eilenberg [10], Berstel [ 61]).

une applicationy de L¥ dans A" est séquentielle s’'il existe un trans-

*
ducteur qui la réalise c'est & dire si pour tout mot W de L y(w)=k(qo,w).
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Introduite en 1977 par M.P. Schiitzenberger [33], la notion de

transducteur sous-séquentiel est largement utilisée dans ce travail,

Définitions: Un transducteur sous-séquentiel est un couple (T, s) formé
d'un transducteur séquentiel T défini comme ci-dessus et d'une fonction

partielle s de Q dans A*.

Une application Yy est Sous-séquentielle s'il existe un transducteur sous-

*
séquentiel qui la réalise c'est & dire tel gque pour tout mot de L , Y(w) =

k(qo, W) S(G(qo, w)).
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C : TRANSDUCTIONS RATIONNELLES

Soient X" et Y" deux monoldes libres, X" x Y" est un monofde dont
le produit est défini par i (x, y) (x', y') = (xx', yy') pour tous
couples (x, y), (x', y') de x* x Y" 1'é1ément neutre (g, €) sera noté ¢

Rat (X" x Y*) est la famille des langages rationnels du monolde X x ",

Définition : Une transduction t de x" dans Y*iest une application de x*

dans 1'ensemble P(Yﬁ) des parties de Y™,

Cette définition peut Btre étendue a‘P(X*) par

¥LcX @) a U T(w)
wel

le graphe de T est 1l'ensemble ;
; = {(w, w') € X" x Y™ [ W' e T(w)}
nous utiliserons également les natations
T = v e ¥* 2 (v, W) € T)

THw) = vt e X* l (W', W) € ;}

Le concept de tranductions rationnelles, due 3 Elgot et Mezéi [11], est

apparu en 1965.

* .
Définition : Une transduction T de X dans Y est rationnelle si et

seulement si T est une partie rationnelle de Rat(X* X Y*)
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M. Nivat [28], en caractérisant les transductions rationnelles en terme

de bimorphisme, a fait de cette notion un outil de base :

* *
Théoréme de Nivat [28] : Une transduction T de X dans Y est rationnelle

si et seulement s'il existe un alphabet Z, un langage rationnel R défini
sur Z, deux homomorphismes (alphabétiques) h de z* dans X*, g de 7" dans el
tels que

T = {(h(w)) g(w)) / w e R}

Si L_c_x*, (L) = v T(w) = v {w'eY*/(w, w') € T}
wel, wel

-

Or le couple (w, w') appartient au graphe T de T si et seulement s'il
existe un mot r de R vérifiant 3 la fois w = h(r) et g(r) = w' donc
r e h—l(w) nRetw € g(h—l(w) n R)
W) = v gh W) n R) = g(h ML) a R)
wel
Ce qui permet d'écrire, en utilisant les notations d'Eilenberg [10],

T=golnR)o pt

A partir de maintenant, nous supposerons, ce qui n'est pas une restriction,
que toute lettre de Z ne peut pas avoir des images par h et g vides

simultanément.
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Une variante de ce théoréme, due 3 Eilenberg [10], sera utilisée

dans cette theése :

Théoréme [10] : Soient X et Y deux alphabets disjoints. Une transduction T
de Y* dans Y* est rationnelle si et seulement s'il existe un langage
rationnel R contenu dans (X 1JY)* vérifiant :

T = (), Ty(w) / w e R}
ou encore T = m_ o (n R) o H;l

Y

On appelera cette forme, la forme normale de T,

Une tranduction rationnelle T de X" dans Y  sera dite ;

. fonctionnelle si ¥ w ¢ X" T(w) a au plus un élément

. d'image finie si ¥ w ¢ X" T(w) est un ensemble fini

. fidéle si ¥ wey T'l(w) est un ensemble fini

. hifidéle si 1 est 4 la fois fidéle et d'image finie

. décroissante si ¥ w e X", ¥ w' € T(w) |w'| < |w]|

. croissante si ¥ we X", ¥ w' € T(W) lw'| 2 |w]

. préservant les longueurs si ¥ w € X", ¥ w' € T(w) |w'| = |w]

. décroissante fiddle si elle est d& la fois décroissante et fidéle,

Théoréme d'Elgot et Mezei [11] : La composée de deux transductions

rationnelles (resp. fidéle, d'image finie, décroissante, bifidéle,
décroissante fideéle, préservant les longueurs, croissante) est une
transduction rationnelle (resp. fidéle,d'image finie, décroissante

bifidéle, préservant les longueurs, croissante).




20

Comme pour les transductions rationnelles quelcongues, on peut
caractériser les transductions rationnelles fidéles, d'image finie et

bifidéles :

. . . . * *
Théoréme de Boasson-Nivat [ 8 ] : ynie transduction rationnelle 1 de X dans Y

est rationnelle fidele (resp. d'image finie, bifideéle) si et seulement
s'il existe un alphabet Z, deux homomorphismes alphabétiques h et g de z*
dans X* et Y* respectivement et un langage rationnel R E.Z* tels que

¥ we X*, (w) = g(hﬁl(w) n R)
et g est limité sur R (resp. h est limité sur R, h et g sont tous les

deux limités sur R).
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D : FAMILLES DE LANGAGES

Une famille de langages (X, L) est un couple constitué d'un ensemble

s

infini dénombrable I et d'une famille non vide de parties L de t* vérifiant
¥ L e L, il existe un ensemble finixL de I tel que L g‘x;.
Généralement 1'ensemble I est sous entendu et le couple (X%, L) est noté L,

Parmi les familles de langages, deux types de familles yont particu-
liérement nous intéresser, Il s'agit des c8nes rationnels d'une part et des

familles agréahles de langages d'autre part,

Définition : L, une famille de langages, est un cOne rationnel (resp. céne
rationnel fidéle, céne rationnel d'image finie, céne rationnel bifidéle,

céne rationnel décroissant, céne rationnel décroissant fidele) si et
seulement si elle est fermée par transduction rationnelle (resp. transduction
rationnelle fidéle, transduction rationnelle d'image finie, transduction
rationnelle bifidele, transduction rationnelle décroissante, transduction

décroissante fidéle),

Remarque : Un cBne rationnel fidéle (resp. bifidéle) n'est généralement pas
un cdne rationnel (resp. rationnel d'image finie). Par contre tout cOne
rationnel resp. rationnel d'image finie) est un cBne rationnel fidéle

(resp. bifidéle),
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On hotera C(L) (resp. CE(L), ¢ fcry, e®f(uy, cdc1), ¢* (L)) 1e plus
petit cOne rationnel (resp. rationnel fidéle, rationnel d'image finie,
rationnel bifidéle, rationnel décroissant, rationnel décroissant fidéle) qui
contient L. En fait, compte tenu du théoréme de composition des transductions
rationnelles, C(L) = {L' / § L e L, il existe une transduction rationnelle

teile que L' = 1(L)}.

Un c8ne rationnel C sera dit principal s'il existe un langage L appelé
générateur, tel que
cLh) = ¢
Par abus de notation nous écrirons C(L) & la place de C({L}),
Dé fagon naturelle, la notion de principalité est étendue aux cOnes rationnels
particuliers,
En conséquence ;
C(L) = {L' / 3 T transduction rationnelle telle que L' = T(L)}
Cf(L) = {L' / 3 T transduction rationnelle fidéle telle que L' = T(L)}
Cif(L) = {L' / 3 T transduction rationnelle d'image finie telle que L' = T(L)}
Cd(LJ = {L' / § 1 transduction rationnelle décroissante telle que L' = T(L)}

bf

C*(L) = {L' / § T transduction rationnelle bifidéle telle que L' = T(L)}

Cdf(L) = {L' / 3 1 transduction rationnelle décroissante fidéle telle que

L' = (L)}

Définition : L est effacable si et seulement si C(L) = Cf(L).
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De fagon symétrique nous pouvons maintenant définir les langages d'image
finie et les langages bifidéles, langages qui sont au centre de 1l'étude

ici entreprise :

Définition : Soit L un langage :
L est d'image finix si et seulement si C(L) = le(L)

L est bifidele si et seulement si C(L) = be(L)

Un c8ne rationnel n'est en général pas fermé pour les opérations union,
produit et étoile c'est la raison pour laquelle on a été amené 3 définir

les familles agréables de langages ou FAL,

Définition : Une famille de langages L est une FAL (fidéle) si et seulement

si L est un céne rationnel (fidéle) fermé par union, produit et étoile,
Lemme : Tout céne principal est fermé par union,

Parmi les familles agréahles de langages, objets de nombreuses
études, nous citerons la famille Rat des langages rationnels déj3 mentionnée
dans ce travail, la famille Alg des langages élgéhriques, la famille des
langages bornés ou encore la famille des langages commutatifs, Nous allons
rappeler des résultats concernant les familles Rat et Alg.

Proposition : Pour tout langage L non rationnel Rat ; Cf(L) < C(L)

Proposition : Tout langage rationnel est générateur (fidéle) de Rat,
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Les moyens de définir la famille des langages Algébriques Alg encore
appelée famille de langages 3 contexte libre ne manquent pas tant les
études entreprises sur cette famille sont nombreuses. Nous choisissons

le moyen cadrant le mieux avec ce travail :

* ~
Les langages de Dyck restreints D'n,"langages de parenthéses"
peuvent &tre definis de la fagon suivante

soit X = {xl, Xps vy xn}, in = {;l’ 52, cers ;n}'

Soit Gn la congruence de (X v* engendrée par

¥y ic(1, n] X, % F €

Définition : Le langage de Dyck D'; restreint est la classe de € dans la

congruence Gn'
Nous sommes alors en mesure de définir Alg ;
Définition : Alg est le céne rationnel engendré par D';.

Remarque = D'; n'est pas le seul générateur de Alg,

En fait ce résultat a été affiné par L, Boasson « M, Nivat et par

S. Ginsburg ~ J. Goldstine -~ S. Greibach.

Théoréme [ 8] et [14] ;: Tout générateur de Alg est un générateur fidéle,

Résultat encore amélioré par M, Latteux.
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Théoréme (23] : Tout générateur de Alg est un générateur bifidéle.

D'od la conclusion, pour tout langage L tel que C(L) = Alg on a les

relations

alg = c(u) = cfuy = ey = P

- Deux sous familles de Alg ont une place tout 3 fait particuliéres
du fait des propriétés intéressantes qu'elles possédent., Elles ont fait
1l'objet de nombreuses études. Il s'agit de la famille des langages linéaires

Lin d'une part et de la famille des langages 3 un compteur Ocl d'autre part,

Une fagon agréable de définir Lin est d'utiliser le langage
Sym = {w Ve {a, b}"} ob F est 1'image miroir de w dans laquelle on

a "barré" toutes les lettres de w alors Lin = C(Sym),

Proposition 23] Lin = C(Sym) = Cif(Sym) = Cf(Sym) i

Mais, contrairement 3 Alg nous savons que tout générateur de Lin n'est

pas bifidéle. En effet :

Proposition [231 C¥(sym) g Lin,

La famille des langages & un compteur notée Qcl, est quant 3 elle
le cBne rationnel engendré par le langage de Dyck restreint sur une lettre

D';, Il a été montré que :

Propogition [24] : Tout langage génédrateur de Ocl est générateur bifjdéle

de Qcl,
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E : SUBSTITUTION

La transduction rationnelle est un moyen de construire des familles
de langages, la substitution en est un autre, ce qui en fait un outil

privilégié,

Définition ;: Soit s, un homamorphisme de X' dans P(Y"), soit L une famille
de langages., Nous dirons que s est une L-substitution si et seulement si
s(x) € L pour tout x de X, s est une L-substitution propre si c'est une

L-substitution et si s(x) ne contient pas le mot vide, pour tout x de X.

s étant un homomorphisme, on est en droit de parler de substitution
) *
de mots et plus généralement de parler de substitution d'un langage L ¢ X

en posant :

s(L) &= v s(w).
wel
Il semble naturel d'étendre les substitutions aux familles de

langages ;
Définition : L D L' = {s(L) /L e L et s est une L'~substitution propre}

Quoique légérement différente de la définition classique cette
définition lui devient équivalente dés que L est fermée par transductions
décroissantes (voir pages suivantes), Par contre si L n'est pas clos par
homomorphisme effagant cette définition est plus édaptée et permet

d'affiner les résultats,
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Possédant deux opérateurs sur les familles de langages 1l'un unaire
(la transduction rationnelle), l'autre binaire (la substitution), il est
intéressant de faire le "lien" entre ces deux outils, L'opérateur
syntaxique défini par S. Greibach, que nous noterons +, va faire le "pont"
entre les deux notions puisqu'on va pouvoir factoriser, suivant certaines
hypothéses, toute substitution en la composition d'une transduction

rationnelle et de 1l'opérateur syntaxique.

Définition de 1'opérateur syntaxigue + : Si L et L' sont deux langages,

L 4+ L' sera le langage obtenu en insérant entre chaque lettre d'un mot
de L un mot guelconque de L' ;

t -
L+L {x, w e X W / X,

. '
41 ¥ x2 w2 vea X_ €L o wi €L

x2 n

et Xs est une lettre, ¥ i ¢ [1, n}}

Le résultat suivant est fondamental, Il dit que la substitution
d'un cBne rationnel principal dans un autre cOne rationnel principal est

encore un cBne rationnel principal ;

Théoréme [17] : Pour tout couple de langages (Ll, LQD, définis sur des alphalets

disjoints C(Ly) O C(L,) = C(L, + (L, )"

Les lemmes suivants sont connus sous le nom de lemme de substitution,
La premiére version [17], due 3 §, Greibach est trés utilisée et constitue

un résultat de base :

Lemme de substitution (Greibach) : Soient Ll et L2 des langages définis sur

des alphabets disjoints, solent Cl et C2 deux cénes rationnels fermés par

union si Ll 4 L2 € Cl g C2 alors L

q € Cl ou L2 € C2.




28

J. Beauguier a montré [ 2] que 1l'hypothése de fermeture par union
des cdnes C1 et C2 n'était pas nécessaire. Par contre il ne peut &tre
étendu aux cones fidéles [ 4].C'est essentiellement la version la
plus puissante due 3 M. Latteux [ 25] que nous utiliserons dans cette thése.

Lemme de substitution (Latteux) : Soient L. un céne rationnel bifidéle, L

1 2
, * ¥ -
un cdne rationnel et les langages Ll.s Xl, L2 5.x2 avec Xl n X2 = 2.
'y > *
Alors : Ly # L, € Ll 0 L2 implique L, € Ll ou (L2 C) € L2.

Définition ; Une famille L est fermée par L'-substitution si et seulement

si LOL" = L.

Définitien : Une famille L est fermée par substitution si et seulement si

LOL-=L.

Parmi les familles déjd définjes Rat et Alg sont fermées par substi-
tution alors que Lin et Ocl ne le sont pas. La famille des langages
quasi-rationnels notée R, cl8ture par substitution de la famille des

langages linéaires Lin est contenue strictement dans Alg,

On notera F(L) la famille agréahle de langages engendrée par L c'est
d dire la fermeture pour les opérations union produit et &toile de C(L)
ce qui s'écrit, en terme de substitution :

F(L) = Rat O C(L)

Nous nous seryirons, dans le chapitre IV du résultat ;

Lemme : Si L_1 est une famille de langages close par transduction rationnelle

décroissante alors L1 a L2 est clos par homamorphisme effacant et est donc
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égal a {s(L ) / L, € Ll’ s est une L2—substitution}.
1

Démonstration : Tout élément L de Ll a L2 est de la forme L = s(Ll) ol

L, € L1 et s est une L2-substitution propre. Appelons X et X, les
alphabets respectifs sur lesquels sont définis L et Ll. Soit h un
homomorphisme défini sur x*. si HJ désigne l'ensemble des lettres de X

effacées par h nous pouvons construire :

oK *
s_ ¢ X1 -+ Xl |
ol ¥y e X, si s(y) n H; ¢ es (y)= {e, y}
sis(y) nH =0s(y) =y

* * .
s+ : X_1 + X ou

s+(y) 5 h o s(y) \ {e}

s_ est une substitution rationnelle effagante c'est donc une transduction
rationnelle décroissante.

s, est une substitution propre.

Montrons que h o s(L,) = s o s_ (L)

-f
Pour toute lettre y de Xl deux cas peuvent se présenter :

ler cas : s(y) n H; e
h o s(y) = h((s(y) \ H:) v s(y) n H;) = (h o s(y) \ {e}) v {e} = s+({y, e})

=s, 0 s_(y)

* _
2éme cas : s(y) n H =@
h o s(y) = s+(y) =8, 0 s_(y)
L'l = s’(Ll) € Ll puisque L1 est fermée par transduction rationnelle
décroissante et L = s, @ s_ (Ll) € L1 0 L2
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Rappelons, pour terminer, deux théorémes que nous utiliserons

dans le chapitre III

Théoréme [13] : Soit L un langage contenu dans a® et soit t un entier

strictement positif, Alors L((at)*)—l = {wea / 31ie€N tel que

it ,
q a*" € L} est un langage rationnel,

Théoréme [21] : Soit L un langage contenu dans a" b, pour tout couple

d'entiersi et ] strictement positifsle langage L' = ((al)w)'l (L((bj)*)—l) =

S

{w e a” b* / 3 s, t e N tels que a*® w bJt € L} est un langage rationnel.
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CHAPITRE I1I
- TRANSDUCTIONS RATIONNELLES DECROISSANTES

A : DECIDABILITE
B : CARACTERISATIONS
C : DECOMPOSITIONS




Cogme nous l'ayons déjd yu, une transduction prationnelle est décrois-
sante si et seulement si pour tout mot, la longueur d'un élément quelconque
de son image par cette transduction est inférieure ou égale 3 la longueur

de ce dernier.

Le but de ce chapitre est*multiplel Aprés avoir montré qu'il est
décidable de savoir si une transduction rationnelle est décroissante, nous
abordons le résultat essentiel dé ce chapitre, 3 savoir une caractérisation
des transductions rationnelles décroissantes, Des lemmes de factorisation
de transductiomsrationnelles quelconques en transductions rationnelles
particuliéres termineront cette partie, factorisation qui se révélent 8tre

des outils pratiques dans la suite de ce travail,
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A : DECIDABILITE

Proposition IT « 1 : Il est décidable de savolr si une transduction T de

x L3 o
X dans Y est décroissante,

‘Démonstration : Nous supposerons, ce qui ne nuit en rien a la généralité

de la démonstration,que les alphabets X et Y sont disjoints, Seit 7y o (n R) o

nt
X
dans {a, b}" par t(x) = a pour tout x de X et t(y) = b pour tout y de Y.

la forme normale de T. On définit alors 1'homomorphisme t de (X 1JY)*

Naturellement T est décroissante si et seulement si pour tout mot W de R,
t{w) ne contient pas plus de b que de a.

Soit D le langage D; 1L h*, c'est i dire le langage défini sur {a, b}

tel que tout mot contient plus de b que de a, La transduction T est décrois-

sante si et seulement si t(R) n D est yide, D est algébrique, t(R) est

rationnel, t(R) n D est donc algéhriqpe, Conme i1 est décjidable de sawoir
si un langage algéhrique est vide ou pas, nous obtenons bien le résultat,

o

I1 est possible d'avoir un résultat plus précis i

Proposition II « 2 : Il est décidable de savolr si une transduction ration-

* *
nelle T de X' dans Y est décroissante sur un langage algébrique guelcongue

L de X",

Démonstration i Nous supposons que X n Y = @ et nous appelons Ty o (A R) o

-1 .
Ty la forme normale de T, Soit t 1'homomorphisme de (X 4 Y dans {a, b}"

tel que t(x) = a pour tout x de X et t(y) = B pour tout y de Y.
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1

T est décroissante sur L si pour tout met wde L' = R n ﬂ; (L)

. [ . . s
|t(w~)|a z.lt(w)]b, ce qui se traduit par t(w) € D)y a*, ce qui signifie
que t(L') S.D; 1Ll a", T est décroissante sur L si et seulement si
L" = t(L') n Q; iLl b" est vide ou, ce qui est équivalent, 1'image de L"

par la fonction de Parikh est vide,

V(L") = Y(t(L') n Q; 1L b+)-mais, puisque D;'ILJ bt est un langage

computatif, Y(L") = ¥(t(L') n ¥"™* o ¥ (D] 11 D)) = ¥(e(L)) n ¥(D] 1y BY).

Or, L est algébrique, t(L) est algébrique et W(D; L b') est un ensemble
semi-linéaire et comme on peut effectivement construire l'intersection de

deux ensembles linéaires, on peut décider si Y(L") est vide.
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B : CARACTERISATIONS

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

N v * < ,
Théoréme IX - 3 : Une transduction rationnelle 1T de X dans Y est décrois-

sante si et seulement s'il existe un langage rationnel R S_Z*, deux homo-
morphismes alphabétigues h et g, h de z* dans X*, g de z* dans Y*, h
strictement alphabétique tels gue T = g o (n R) o h’l.

Notons qu'une autre formulation en terme de monolde est possible.

Si M représente le monoide {(u, v) € X" x Y/ |u] = |v]} alors :

Théoréme IT - 4 : Rat(X" x Y")nM = Rat(M)

Du théoréme II-~3, on déduit facilement le résultat suivant, d@ a

Eilenberg ;

Théoréme II - 5 [10] : Une transduction rationnelle T de x* dans Y

conserve les longueurs si et seulement s'il existe un alphabet Z, un
*
langage rationnel R ¢ Z, deux homamorphismes h et g strictement alpha-

bétiques respectivement de Z dans X" et Y" tels queT =go (nR)o h—l.

En effet, si on suppose que T conserve les longueurs, T est décrois-
sante, son graphe peut donc se mettre sous la forme T = {(h(w), g(w)) /
w € R} ol h est strictement alphabétique et g alphabétique, Mais alors,
pour tout mot w de R, |w| = |h(w)| = |g(w)| encore, puisque g est alpha-

bétique, pour toute lettre z de 2, |g(z)| = |h(z)]| = 1,
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Preuye du théoréme II = 3

Nous supposerons, sans nuire 3 la généralité de la démonstration,
que X et Y sont des alphabets disjoints, Afin de démontrer le théoréme II-3,

nous considérons la propriété (P) sulvante, qui s'avére 8tre essentielle :

Définition IT - 6 : Une partie R de (X v Y)" vérifie (P) si et seulement

s'1l existe un entier k » Q tel e, pour tout w de F(R) on ait
que, D

lw|, < lex + k.

Y
Notons que si T = HY‘O (n R) o E;l est une transduction rationnelle

en forme normale alors T est décroissante si et seulement si, pour tout

mot w de R, lex 2.|w|Y. Nous pouvons alors énoncer le lemme de base de la

dénmonstration

Lemme II- 7 : S1 Rc (X 1JY)* est un langage rationnel et |w|x 2 |w|Y

pour tout mot w de R, alers R vérifie la propriété (P),

Démonstration : Soit k le nomhre d'états de l'auntomate minimal qui reconnalit

R et supposons, en raisonnant par 1l'absurde, que l'on puisse trouver un é&lément
w de F(R) vérifiant 1'inégalité IwIY > Iw[x + k. Il existe x et y, éléments

de (X uY)" tels que xwy appartienne d R, Le mot w peut se mettre sous la
forme w = w, ... W ol, pour tout i de [1, kI, IuilY > |wgly + 1 et comme

|w| > k, 11 existe i et J ¢ [1, k] tels que x Wi oeee W ("i+1 . wj)*

Wig1 ot Mg ¥ & R, Posons 1 = lxwy |y - way|Y, par hypothése 1 2 1, Mais

le mot w' = x Wi oeer Wy (wi+l ces wj)l+l Wygp tt W V€ R et vérifie

[wtly - |w'|Y < 0 ce qui est contraire A 1'hypothése,

U
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Nous déduisons immédiatement ;

: -1
Carollajire II ~ 8 : S1 T = ﬂy\o (n.R) o “X est une transduction rationnelle

décroissante en forme normale alors R vérifile (P).

Soient Z = Xx (Ywla}l) oia¢XvY, o et B les deux morphismes
alphabétiques de 2" dans X" et YV respectivement, définis pour tout couple
(x, v) de Z par :

ysiv=ye?t

alx, v) = x et B(x, v) =

n
o]

€ siy

Notons que o est strictement alphabétique.

Lemme II - 9 : Soit R c (X 1JY)* un langage rationnel tel que pour tout

mot w de R, IwIX 2 lwly. Il existe une application sous séquentielle Y de

(X v Y)* dans Z telle que :

pour tout mot w de R, Hx(w) a o y(w)

HY(W) B o y(w).

Démonstration : Avant de donner la preuve formelle, donnons 1'idée qui nous

a conduit 3 cette preuve et dont l'essentiel est la construction d'un trans-
ducteur sous-séquentiel T. Un mot de R ayant plus de lettres dans X que de
lettres dans Y, & toute lettre de X on assocle une lettre de Y. Le trans-
ducteur aura pour mission de construire des paires constituées d'une lettre
dans X et d'une lettre dans Y, plus, éventuellement, un excédent en lettres
de X. Le transducteur séquentiel a construire lit le mot w de la gauche vers
la droite. Afin de rendre son comportement plus clair, nous considérons:,

dans une premiére approche, qu'il travaille sur deux files, une X-file (ne
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contenant que des lettres de X) et une Y~file (ne contenant que des lettres
de Y). Chaque lettre lue va &tre rangée dans la file correspondante et si
les deux files sont non yldes, les premfers &léments de chacune des deux

£iles sont groupés par paires émises en sortte,

Pour qu'un transducteur rationnel puisse réaliser ce travail, il
convient que la taille des files soit bornée par un nombre indépendant du
mot en traitement, On pourra alors simuler les files a l'aide des états du

transducteur.

Le langage rationnel R, d'aprés le lemme II«7, vérifie la propriété
(P) ce qui nous assure que la taille maximale de la Y~file est k oli k est
1'entier du lemme II - 7. Par contre, nous n'avons aucune garantie quant
d la taille de la X~file, Aussi décidonswnous que, dés que la taille de
la X~file atteint k, le premier élément de la X-file soilt sorti pour former
une paire avec le symbole spéciale “a", La taille maximale de la X~file

sera donc de k,

A la fin de la lecture de w, seule la X~file peut ne pas 8tre vide.

Elle sera alors yidée en regroupant ses éléments avec le symbole spécial "a".
1

Le transducteur T sera ¢éfini par :

T = (z’ Aa Q9 (E, E)s 69>\)
ou
- I =X Y est 1'alphabet d'entrée,
- 8 =X x (Y v{a}) est 1'alphabet de sortie,
k . k .
-Q=((v XM x {eh) vde}l x (v Yi)) est l'ensemble des états.
i=o i=o

P ] .
Les états de Q sont donc de la forme (u, €) avec u € X et |u| < k ou

(e, v) avec v € Y et lv| < k.
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~ (g, €) est 1'état initial,
~ § et },applications partielles de Q x X“ dans Q et 4,sont

respectivement les fonctions de transition et de sortie définies

par :
état lettre lue A §
(u, €
At | xex | e fno
rangement
¥ dans les "files"
(e, v) ‘
ob |v| < k ye¥ € (e, vy)
4
(u, € . .
|u|’= i» X e X x', a) (u'x, €) sortie du premier
u = x'' et x' e X ? ? + de la file avec a,
B entrée du dernier
lu
{
(u, €
u = x'u"et)x' e X yeyx (x', y) (u', €)
[ ou "vide"
(6, V) t 1
vEy'viety eV xeX (x, ¥") (e, v')
J

La fonction partielle s de Q dans Z est définie par ;

¥u-= eeu € x" avec pour tout i e [1, n], u; € X

Y1
S(u, 6) = (ul’ a) LI (un, a).
l'application sous-~séquentielle ¥ recherchée est réalisée par le trans-

ducteur sous~séquentiel (T, s).

Pour montrer les relations entre Hx, o, Y et Hy, B, Y nous avons

besoin du lemme suivant :
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Lemme II - 10 : Pour tout mot W de FG(R), 1l'état (u, y) = &((g, €), w)

vérifie ;:

@ oA (e, €), W) u,

n

1) Qx(w)

]

ii) HY(W) B oA ((g, e), w) v,
iii) |v| < sup IIw’lY = [w'y) 4w e FD(W)Y,

iv) pour tout w" tel que ww" € R, |v| < |w¥|

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur la longueur des facteurs

gauches de R. En effet, les relations sont trivialement vérifiées si |w| = 0,
car alors w = u = Vv = E.

Supposons les relations vérifiées pour les facteurs gauches de longueur
inférieureou égale i n. Posons w = £t avec |f| = n et t est une lettre

alors (u, v) = &§(&((e, €), £), t), Al(e, €), W) = A((g, €), £) A(&8((g, €),f),t).
Par hypothése de récurrence, nous avons les relations i

(u', v') = 8((e, €), ) € Q en raison de iii) et du lemme II~7 qui

n

assure que 1l(v') < k,

1) My (£)

11) M (£)

a o Al((eg, €), £) u',

n

B o A((e, &), £) ¥v',
i2i) |v'| < sup {|f'|Y - If'LX ( £' € FD()},

iy) ¥ £ tel que £f£f" ¢ R |£"] 2 |v'].

Nous allons examiner un par un les 5 cas possibles :
1) t e X
a) (u', v') vérifie [u'| <« k et v' = €,
(u, v) = §((u', €), t) = (u' t, €) € Q.

De plus A((u'y, v'), t) = ¢€

n

1) My(w) = M (F) My(t) = a o M(g, €), f) u' t

o o Al(g, €), £) A((u', ¥v"), t) u' t'

a o A((e, €), W) u,

!




u1

p 1]

i) HY(w) HY(f) HY(t) = BoAl(e, €)y £) €

B o A((e, €), £) A((u', v'), t) €

n

B o Al(g, €), W) v,
i11) est bien vérifiée car |v| = |v'| = q,
iv) comme |v| = 0, pour tout mot w" yvérifiant ww' € R

lw'| 2 0= |v|

b) (u', v') est de la forme (u', €) avec |u'| = k alors u'=x'u" et x'eX

(u, v) = §((u', €), t) (u" t, €) € Q

de plus A(u', €), t) = (x', a) ou encore
a o A((u', €), t) = x'
B oAl(u', €), t) 7 ¢

n
n

Ex(f) Ex(t) oo A(e, €), £f) u' t

i) nx(u)

a o A((g, €), £) x' u’ t = a o A((g,€),f) a o A((u',e),t)u"t

1]

a o A((g, €), W) u

11) T (w) = M(£) N(t) = B o Al(e, €), £)
B o AM(e, €), £) B o A((u', €), t)

B oA((e, €), W) ¥

1

iii)

iv)} vl = |v'| = 0. Alors iii) et iv) se démontrent comme dans

le cas 1-a,

c) (u', v') est de 1a fonme (e, v') avec v' = y' v* et y' € Y,

(u, v) = §((g, v"), t) = (g, v") € Q.

n

(t, y') ou encore

n

de plus Al(e, v'), t)

n

a o Al(e, v'), t)

B oAl(e, v'), t) 7y,

t,

1
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1) Hx(w) = Hx(f) Hx(t) = o0 Al(e, €), £t
=a o Al(e, €), £f) & 0o A({(g, v'), t)
= o o Al(e, €), w) u,

i1) r[Y(w) = HY(f) HY(t) =8 oAl(e, €), £) v'

11}

B o AC(E,€),8) y'v" = B o A((€,€),£) B o A((e,v' ht)v"

)1

B o A((e, €), W) v,

i11) est évidemment vérifiée car |v| = |v'| - 1,

iv) soit w" un mot quelconque vérifiant w w" € R,
w = ft, par hypothése de récurrence |tw| 2 |v'|

Iw"l = Itw"l -12 |v'| « 1= Ivl.

2) teyY
a) (u', v') est de la forme (g, v') ot |v| < k

(u, v) = 6((e, v"), t) = (g, v't),

n

de plus A((e, ¥v'), t)

i) HX(W)

€.

M(£f) # a o A((e, €), £f) a o A(g, ¥v'), t)

o o A((e, €), w) u,

1

ii) HY(W) HY(f) HY(t) =BoAl(e, €), £) v' t

n

B oA(e, €), £) B o Al(ey, v'), t) v't

n

B o AM(g, €), W) v.
i1) vl = |v'] + 1,
Sup{lw'lY'-l\t' |x/e' € FD(W)} = sup{lf’lelf'IX/f’ e FD(£)}+ 1

puisque t € Y

d'oll |v| < sup ilw'lY ~ |w'ly / ¥ € FD(W],

iv) Soit w" un mot yérifiant ww" € R.
w = ft, f peut se décomposer en f = £, £, avec
§((e, €), £) = (g, €) et &((e, €), £]) = (g, ¥v'),

On supposera, ce qui ne nuit pas 3 la généralité de la démonstration,
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qu'aucune lettre de fl ne nous conduit 3 1'état (g, €) en d'autres termes

|f1lv - 1lx

thése de récurrence, ce qui nous assure que |v'| < |[tw"|.

|£ s |v'|. Mala :1 € FG(R) on peut lul appliquer 1'hypo~
|f1t|Y - |£tly = |v| mats £, tw" € R

donc Ifl tw"lx - |f1 tw"lY 2z Q
gty = legly s Dol e Iwoly = = vl o el = Iy 2 0

ce qui se traduit par |w'|, - |w"|Y 2 |v| et A fortiori |w"'| > |v].

b) (u', v') est de la forme (u', €) avec u' = x' u" et x' € X

(uy, v) = &§((u*, €), t) = (u", €) € Q,

de plus A((u', €), t) = (x', t) ou encore

x',

a o A((u', €), t)
B o Al(u', €), t)
i) Ex(w) Ex(f) Hx(t)

o o Al(g, €), £) u' = a 0 A((g, €), £) x' u"

t,

u

n

a o Al(g, €), £f) o 0 Al(u', €), t) u"

n

a o Al(e, €), W) u,

HY(f) HY(f)

B o A(e, €), £) ¢t

B o A((e, €), £) B o A((u', €), t)

ii) HY(H)

1]

1]

n

B o Al(g, €), W) v,

n
n

iy) lv'|

Reprenons la démonstration du lemme II-Q,
Pour tout mot w de R, les relations du lemme IX~1Q sont yérifiées., On peut
donc écrire que

“Y(“’ = B o A(g, €)y W) ¥,

Mais d'aprés iy) |v| = |e| = 0, ce qui implique que v = € et §((g, €),w)=(u,e),

0. La démonstration est la méme que dans le cas l-a,
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Par définition y(w) = A((e, €), w) s(w, €). En posant u = U, «es u_avec
u, € X, ¥ iel1, n] s(u, ¢)= (ul, a) < (Un' a) donc o o s(u, €) =
Uy .evu 2 u et B o s(u, ) = €,

oo v(w) =0 o Al(g, €), W) u = Hx(w) d'aprés le lemme IT-10 et

Bovy(w) =aoAl(e, €), w) € =0 0 A(e, €), W) v = HY(w) d'aprés le

lemme II-10,

Preuve du théoréme II - 3

La condition est suffisante. Réciproquement, soit T une transduction
. P4 . * * - ” ” . ”
rationnelle décroissante de X dans Y , On peut, sans nuire a la généralité
de la démonstration, supposer que X et Y sont des alphabets disjoints. T
'/ a - *1 [ ” . -
s'écrit, en forme normale, T = HY o (nR) o HX mais alors R vérifie (P)
(corollaire II-8), on peut appliquer le lemme II - 9 ce qui permet

d'écrire T sous la forme T = B o (n ¥Y(R)) o alod o et B sont des homomor-

phismes alphabétiques et o est strictement alphabétique.

La construction utilisée dans le lemme Il ~ 9 peut Btre faite sur
la premiére factorisation de T = g o (n R) © hel, Ce qui nous conduit

au résultat ;

pProposition IL - 11 : Si T ~g o ( R) o h#l (ot g et h sont des homomor-

phismes alphabétiques) est une transduction rationnelle décroissante de

* * . . . .
X dans Y , il existe une application sous-séquentielle %y, un homomorphisme
strictement alphabétique h', un homomorphisme alphabétique g' tels que :

t=g o (nyR) oh'™
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Démonstration : Supposons, dans un premier temps que les alphabets X et Y

soient disjoints
Définissons 1'homomorphisme de 2" + X v )" (ol Z est l‘alphabet sur
lequel est défini le langage rationnel R) par
¥z eZ 6(z) = h(z)g(z)
alors pour tout mot w € R on a les relations
h(w) = ﬂx(e(w))
(6(w))
= {(h(w), g(w)) / weR}= {(HX(H), EY(w)) fwe 8 (R)},

glw) = HY
dont on déduit T
d'aprés le lemme précédent il existe g', h', y' oll y' est une application
sous-séquentielle, h' un homomorphisme strictement alphabétique, g' un
homomorphisme'alphabétique tels que

'{(HY(H), HY(W)) / we 8RR = {(h'"(W), g' (W) /we v(B(R))}

il suffit de choisir y = ¥' o 6.

Supposons, maintenant, que X n Y # @ ; il existe une transduction
rationnelle T' de X" dans ¥" ayec X n ¥ = @, il existe un homomorphisme
strictement alphabétique t tels que

T=toT

la construction précédente peut 8tre faite sur T', compe t est alphabétique,

T posséde bilen la décomposition voulue,

Puisque T est croissante si et seulement si ™ est décroissante, le
théoréme II-~3 nous permet d'avoir une caractérisation des transductilons

rationnelles croissantes :
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Théoréme II -~ 12 ; Une transduction rationnelle T de.X* dans Y* est croissante

si et seulement si il existe un langage rationnel'R\g<Z*, deux homomorphismes
N '

alphabétiques h et g, h de z" dans X , g de 2" dans Y’, g strictement alpha-

bétique tels que T =g o (n R) o hfl.

Remarque : Toute transduction rationnelle décroissante (resp. croissante)

est d'image finie (resp. fidéle),
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C : DECOMPOSITIONS

Lemme IT - 13 : Pour toute transduction rationnelle T (resp. rationnelle

fidéle T, rationnelle d'image finie T;., rationnelle bifidéle T ) de x"

* _
dans Y , il existe une transduction rationnelle décroissante Ty (resp.

décroissante fidéle Tage décroissante Tye décroissante fidéle Tdf)' une

transduction rationnelle croissante T, (resp, croissante'nj,croissante
d'image finie T.ig’ croissante d'image finie Tcif) telles que ;

T=T,0T
(o]

d

T s Tog = T

(resp. 1o = Tye « Tos Ty

Démonstration : D'aprés le théoréme de Nivat, T peut se mettre sous la

forme T = go (n R) o nt oli R est un langage rationnel de Z*, g et h
deux homomorphismes alphabétiques, Il suffit alors de choisir ;

- - ‘l
TyFg et T sido (hR) oh ™,

(resp. T peut se décomposer également en T. = g o (n R) o id et

d

T, = id o (n Ro hfl. T, est décroissante car g est alphabétique et id

d
est strictement alphabétique si en plus g est limite sur R, T, est

décroissante fidéle), T, est croissante car h est alphabétique et 1d

strictement alphabétique. Si, en plus, h est limite sur R, T, est croissante

d'image finte,

Afin de montrer la factorisation symétrique c'est & dire : Toute
transduction rationnelle est la composition d'une transduction rationnelle
décroissante suivie d'une transduction rationnelle croissante, nous

utiliserons le résultat suivant, obtenu en utilisant la représentation
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matricielle des transductions rationnelles due & M, Nivat et dont la

démonstration se trouve dans le livre de J, Berstel [g 1 :

. * R
Lemme II -~ 14 [ 6] ; Une transductjon T de X dans Y* est rationnelle si

et seulement s'il existe un alphabet Z, un homomorphisme strictement

alphabétigue h de z* dans.x*, une substitution rationnelle s de 2" dans Y*

*
et un langage rationnel K ¢ 7 tels que

t(w) = s(h™ (W) n R).

Avant d'aborder la décomposition au niyeau des transductions remarquons que 1

*
Lemme II - 15 : Toute substitution s de X dans Y peut étre décomposée en

1

s, 0 8

S
+ -

oy Sy est une substjitution propre,

s_ est une substitution décroissante,

Démonstration : Pour toute lettre x de X, on définit la subhstitution

décroissante ;
s_ x> Ieg.g} st € € s(x)
X > X si € ¢ s(x)
la substitution ci~dessous est croissante
s, DX s(x) \ {e} ¥ X
montrons que s = S 0 §_
1) x vérifie € ¢ s(x)
s(x) = s+('>\:') = s (s (x)) = S, 8_ (x)
2) x vérifie € € s(x)
s(x) = (s(x) \ {eh) vie} = s D us, (e) =5, ({Xeh

=s, (s (x)) =8, 0s_ (x)
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" Proposition II - 16 : Pour toute transduction ratlonnelle T, Il existe une

transduction rationnelle décroissante Tqe une substitution rationnelle
propre s telle que
T=8 0T,

+ %%

Démonstration : D'aprés le lemme II ~ 14, T peut se mettre sous la forme

T=so(nR)o h™! ol s est une substitution rationnelle, R est un
langage rationnel défini sur 1'alphabet Z,h est un homomorphisme strictement

alphabétiqpe. Mais le lemme II - 15 permet de décomposer s en s = s 0 s_

oll s, est une substitution rationnelle propre et s une substitution

rationnelle décroissante ce qui s'écrit ;

T=s,0s5 o(nR)o n~t

Comme h est strictement alphabétigue, il suffit de choisir 1, = s_o (n R) o n™

pour obtenir le résultat,

On peut utiliser ce résultat pour montrer que ;

Propeosition XI - 17 : Une transduction ratiaonnelle Tf (resp, Tif' be) de
X" dans Y" eat fidéle (resp. d'Image finile, bifidéle) sl et seulement si
il ekiste une transduction rationnelle décroiasgnte fidéle Tdf (rcqé.
décroissante *d' décroissante fidéle Tdf), une substitution rationnelle

propre s (resp, une substitution finle propre ’f+) telles que
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Démonstration : Comme toute substitution rationnelle est une transduction

rationnelle, que toute substitution rationnelle propre est une transduction
rationnelle croissante donc fidéle, que toute substitution propre finie

est une transduction rationnelle bifidéle, que la composition de deux trans~
ductions fidéles (resp. d'image finie, bifidéles) est une transduction
fidéle (resp. d'image finie, bifidéle), on en déduit la condition suffisante

du corollaire,.

* Montrons que Tg fidéle implique que Te peut se décemposer en S, O Tyge

Remarquons d'abord que 1'on peut supposer s+(u) # @ quel que soit w, La
transduction Te est rationnelle, elle peut se mettre sous la forme

-

Te S, 0 Ty Supposons T, non fidéle, il existe un mot w tel que T4 (w)

ne soit pas finie, mais s+(w) existe et est non vide, soit W, € s*(w),
-1 -1, ~1 o1 . .
Wes, (“i) et T3 (s* (wl)) = Tg ("1) n'est pas finie, ce qui est contraire

d 1'hypothése,

» Montrons que T, d'image finle implique que Ti¢ Peut se décomposer en Sg O Ty
+
12 ° - »
La transduction Tif peut s ecrire Tif's+ o Td’ Supposons que 8 _ne 301t pas
finle c'est 3 dire, il existe une lettre z telle que s+(z) soit un ensemble

infini,

1) z n'occure dans aucun mot image par T4 d'un mot quelconque de X" alors
z n'intervient pas dans la transduction T on peut 1'abandonner,
2) Il existe w, e X" tel que z occurre dans un mot de son lmage par T,

alors Tif(yi) =8, 0 Td(gl) est un ensemble infini ce qui est hnpossible,

* De ces deux démonstrations on déduit que Toe bifidéle implique que T, .

peut se décomposer en Sgp © Tap
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Puisque toute substitution rationnelle propre (resp, toute substi-
tution finie propre) est une transduction rationnelle croissante (resp.
croissante d'image finie), on en déduit le théoréme de factorisation

suivant ;

Théoréme II - 18 : Une transduction T (resp. Ter Tigo be) est rationnelle

(resp. rationnelle fidéle, rationnelle d'image finie, rationnelle bifidéle)
si et seulement 1l existe une transduction rationnelle décroissante T4

(resp, décroissante fideéle Tagr décroissante T, décroissante fidéle 1

d ag’*

une tranduction rationnelle croissante Te (resp. croissante T, croissante
d'image finie Tcil’ croissante d'image finie Tcil) telles que

T-TCOTd

-
—

(resp. Te = T O Tges Top 3 Togp © Tgo Tpe # Tqe O T

df)
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CHAPITRE I11
LANGAGES D’ IMAGE FINIE ET LANGAGES BIFIDELES

PROPRIETES ET CARACTERISATIONS DES LANGAGES D' IMAGE FINIE

EXEMPLES, CONTRE EXEMPLES DE LANGAGES D' IMAGE FINIE ET
BIFIDELES
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Définition III-1 : Un langage L est d'image finie (resp. bifidéle) si et

seulement si C(L), la plus petite famille contenant L et close par trans-
duction rationnelle, est identique & le(L) (resp. be(L)), la plus petite
famille contenant L et close par transduction raticnnelle d'image finie

(resp. transduction rationnelle bifidele).

Ce chapitre est destiné & isoler des propriétés des langages d'image
finie et des langages bifidéles. Aprés avoir rassemblé un certain nombre
de propriétés de Rat vis 3 vis de Cdf(L), be(L), Cd(L), Cif(L) suivant les
propriétés de L et réciproquement, nous donnons une caractérisation des
langages d'image finie et des langages bifidéles, caractérisation faisant
intervenir l'opérateur syntaxique. Une caractérisation plus finé sera
donnée pour les langages d'image finie et bornés sur une et deux lettres.
Nous montrons ensuite que si L est un langage d'image finie alors Cd(L) = C(L)
c'est a dirg que tout langage de C(L) peut @tre atteint a partir de L par
transductions rationnelle décroissante, cette propriété et les résultats
du chapitre II permettent d'affirmer que si L est un langage d'image finie,
(resp. bifidéle) pour tout langage L' de C(L), il existe un langage rationnel
R, un homomorphisme h, strictement alphabétique , un homomorphisme (resp.
k-limite) g tels que L' = g(h’l(L) n R). En particulier comme tout générateur
de Alg, la famille des langages algébriques, est bifidéle ce résultat peut
€tre utilisé pour tout langage algébrique,

Alors que 1'égalité Cif(L) = C(L) implique Cd(L) = Cif(L) nous montrons,
en étudiant le langage c, = {a®" b" / n/2 0} que Cd(L) = Cif(L) n'implique pas
Cif(L) = C(L), mais, par contre,c1 posséde une propriété intéressante que ne
posséde pas forcément les langages d'image finie 3 savoir CdQL) = Cdf(L),
propriété que nous utiliserons dans le chapitre IV de cette thése pour

déterminer :des classes de langages effacgables.
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Nous terminons cette partie en montrant qu'il existe des langages L
pour lesquels le cdne décroissant engendré par L est strictement inclus

dans le cOne d'image finie engendré par L.
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A : PROPRIETES ET CARACTERISATIONS DES LANGAGES D’ IMAGE FINIE

Lemme III-2 : L est un langage fini si et seulement si be(L) = Fin.

Démonstration : La condition est suffisante puisque L est contenu dans

P (L) = Fin.
Réciproquement, si L est un langage fini, il peut se mettre sous la forme

L= {wl, W cees W }. 8i T est une transduction rationnelle d'image finie

alors (L) = v T(wi) est une union finie d'ensembles finis on en déduit
izl
que be(L) E_le(L) < Fin,

Il nous reste a montrer que la famille Fin est contenue dans Cdf(L). Pour
‘ce faire, choisissons L' un langage fini quelconque., L' peut s'écrire
L' = {w'l, w'2, cens w'n}. Soit A = {al, cees an} un alphabet, les homo-
morphismes h et g définis par h(a;) = w, et g(a;) = w';, quel que soit
i e [1, n] alors

ghl(L) 0 A) = ga) = L,

-1

La transduction T = g(n A) o h ~ est bifidéle donc L' appartient & P (L)

d'oll on conclue
Fin ¢ (L) < ¢ (1)  Fin. O

Nous en déduisons immédiatement que seuls les langages infinis

pourront &tre d'image finie en particulier :

Lemme III-3 : L est un langage rationnel infini si et seulement si

Cdf(L) = Rat.
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Démonstration : Supposons d'abord que Cdf(L) = Rat. Alors L est contenu

dans Cdf(L) est rationnel. En raison du lemme précédent L ne peut pas &tre
fini.
Réciproquement, supposons que L soit un langage rationnel infini contenu
dans X*. Comme Cdf(L) < C(L) = Rat, il suffit de montrer que Rat E_Cdf(L).
Choisissons donc R, un langage rationnel quelconque contenu dans z" et
définissons h, 1'homomorphisme de x* dans {a}" par :

pour tout x de X, ha(x) z a
L' = ha(L) est un langage rationnel infini contenu dans a®. Il existe donc
deux entiers s et t, t strictement positif, tels que L' n as(at)* soit
égal a a%(a®)*. on en déduit que aSah” ¢ Cdf(L). Mais, l'entier t ést
strictement positif ce qui implique que a® e Cdf(as(at)*).

a, alors R = R n h"l(a*)

soit h' : 2% + {a*} tel que ¥ z € 2, h'(z)
appartient a Cdf(a*) donc

*) e c¥@%@hH") ¢ (1) ¢ Rat. O

¥Re Rat : R € Cdf(a

Comme Rat = Cdf(L) S_be(L) < C(L) = Rat on déduit le résultat :

Corollaire III-4 : Tout langage rationnel infini est bifidéle,

Lemme III-5 : Si L est un langage infini, Rat E_Cd(L).

Démonstration : Pour tout langage infini L' g_a*, FG(L') = a*. Pour tout

langage infini L, h(L) (ol h est 1'homomorphisme qui, 3 toute lettre,

associe a) est un langage infini contenu dans a*, comme Rat = Cd(a*) alors ;

rat = ¢%(a*) = cd(ra(n()) ¢ cdw). O
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Remarque : Si L est un langage algébrique infini alors Rat c Cdf(L)
puisqu'alors ha(L) est un langage algébrique contenu dans a*, il est donc
rationnel et d'aprés le lemme III-3 :

A1y,

Rat = C*F(n_(1)) ¢ ¢
Si L n'est pas algébrique, cette inclusion n'est pas vérifiée par tout
langage infini, il faut une condition supplémentaire sur les longueurs

des mots de L :

Lemme III-6 : Pour tout langage L de X*, les trois propriétés suivantes
sont équivalentes ;
i) Rat c CPE()
ii) Rat E.Cdf(L)
iii) Il existe k € N vérifiant ¥ w ¢ L, 1 w' ¢ L tels que

lw| < |w'| < k(|w] + 1)

Démonstration

i) => ii) c'est & dire Rat.s.be(L) implique Rat E.Cdf(L).

Soit R un langage rationnel contenu dans Y" et soit c une nouvelle lettre.
Définissons h, 1'homomorphisme (Y v {c})* dans Y" par, pour toute lettre

y de Y, hc(y) =y et hc(c) = €, bien entendu h;l(R) appartient 3 Rat donc

a be(L). Les lemmes III-Q et III-13 permettent de conclure que h;l(R) est
dans Cdf(L) et de 1'égalité R = h;l(R) n Y on déduit que R est dans Cdf(L).
ii) => iii) c'est @ dire Rat E_Cdf(L) implique qu'il existe un entier k
vérifiant : ¥we L, 3 w' € L tel que |w| < |w'| s k(|w]| + 1).

D'aprés le lemme III-3, Cdf(c*) = Rat, 1l existe une transduction rationnelle

décroissante fidéle T = g o (n R) o hfl vépifiant c* = T(L) ol h est un
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homomorphisme strictement alphabétique, g est un homomorphisme alphabétique

k'-1imité sur R (cf. chapitre II). Soit k = k' + 1. Pour tout mot w de L,

|w|+1 |w|+1 =

c appartient 3 c*, 11 existe donc u dans R tel que ¢ g(u) et
Hu) € L. Or
[w] + 1= [g)]| s [u] = |B(w)|
et puisque g est k'-limite.
Ih(v)] = Ju] < (k'+1) |gu)| < k(|w| + 1)
il suffit alors de choisir w' = h(u) pour obtenir
lw] < |w'| < k(]w| + 1)
** iii) => i) c'est 3 dire : il existe un entier k vérifiant ¥ w e L, 1 w' € L
tels que |w| < |w'| < k(|w| + 1) implique Rat ¢ P ().
Appelons £ la longueur du mot de L le plus court. Soit 6 1'homomorphisme
de X" dans {c}* qui remplace toute lettre de X par c.
Soit I tel que L'=8(L) = {el/i e 1} et pour tout €lément i de I, I, =
1i, k(i + 1)]. De 1l'hypothése on déduit facilement que pour tout intervalle
Ii’ il exite un entier j > i tel que Ii n Ij Z @, autrement dit :
u 1i, k(i+1)) = {n e N / n 2 £}
iel
Choisissons un entier n supérieur 3 £ et appelons i le plus grand élément

de I tel que n e I,. Il existe ¢ I tel que j e I,, i étant le plus grand

i.
élément de I-tel que n ¢ Ii,de 1'inégalité j > i,on déduit que j 2 n ou

encore n S j € k(i+l) S kn car i + 1 < n, en conclusion,pour tout n 2 £,
il existe j ¢ I tel que n £ j € kn, On est alors en mesure de construire

1 de la fagon suivante :

la transduction décroissante fidéle T = g o (n R) o h™
h et g sont des homomorphismes de {a, b}" dans c" définis par
h : h(a) = ¢, h(b) = ¢
g : gla) =€, g(b) =e

Si R = 1 a’b alors R est égal 3 R’ n g_l(cz c®)
o o
1505 440yk"1
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Montrons, maintenant que cl e® = g(h_l(L') n R)
* De fagon évidente g(h-l(L') n R) est contenu dans cz c”.

P

K * ~ i d
* Soit w € cl ¢ c'est d dire w = c® avec p 2 £

-1 i, 3 i
g (wnR={a"ba‘b...aPby i, [0, k-1let j=1, ..., p}

h(g X(w) n R) = {c* / i e [p, kpl)

mais p étant plus grand que £, on a vu qu'il existait j ¢ I tel que

j € [p, kpl donc cj € h(g-l(w) n R). On peut donc trouver dans R un mot

w! vérifiant cj = h(w') et g(w') = w. cj est élément de L', w € g(h-l(L')n R)

rat = ¢t ¢*) ¢ e < . o

Tout c3nt rationnel principal est fermé par union, on montre, de

fagon analogue que :

Lemme III-7 : Le céne rationnel d'image finie Cif(L) (resp, décroissant

cbf

Cd(L), bifidéle (L), décroissant fidéle Cdf(L)) est fermé par union.

Ly = ¢y = cdan =

Lemme III-8 : ¥ L, L'

Démonstration ; Une transduction décroissante fidéle est décroissante,

la composée de deux transductions décroissantes est décroissante, on en

déduit que €3¢ (L)) = cdw). ey = 4 (L') implique le résultat.O

Nous allons, 3 partir de maintenant, trés souvent utiliser le
langage L ¢ c*, construit a partir de L en insérant entre deux lettres de

mots de L un nombre quelconque de c, Plus précisément
Lgf.c¢x
n, By
= et
L+tec {xl c T x,e ", xp c ¥/ R KperaX € L

¥iell, plng 20, x, ¢ X}

i
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Avant d'aborder les propositions III-10 et 11, constamment utilisées
dans la suite de ce travail et qui constituent des résultats de base,

commengons par une remarque

Lemme III-9 : Pour tout langage L # {e},

AL r ) = e e* L )

Démonstration :

* . N *\ * * * . . .
* L4+c estégal da (Xc) n(c L+c) cequiimplique, natureilement,

*

que Cdf(L 4 c*) est contenu dans Cdf(c L +c").

* Réciproquement, pour montrer que L4t appartient a Cd(L + c*), il

y a lieu de distinguer deux cas :

ler cas : Le langage L ne contient pas le mot vide.
Prenons L' = L ¢+ ¢ n X ¥ (X c*)*, bien entendu, L' appartient a Cdf(L + ).
Nous allons construire une transduction rationnelle décroissante fidéle T
+ * '
telle que ¢ L + ¢ = 1(L'"),
- i - -

Soit Z = X uX UX v {cx / x € X} vicl avec X = {x / x € X} et

N -n
¥ = {X / x € X}. Le langage R défini sur Z par R = U x % est rationnel.

xeX

On définit alors les homomorphismes h et g de 2" dans (X v {ch” par :

Cc

"

x  gx)

¥xeX hx)

hx) = ¢ g(x) c

h(cx) =c g(cx) = x

h(x) = x g(x) = x

h(c) = ¢ gle) = ¢

La transduction T = g o (n R) o h'l conserve les longueurs car h et g
sont strictement alphabétiques [10], elle est, a fortiori, décroissante

fidele.
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Montrons que frrct =L = g(h-l(L') n R).
- Soit w, un mot de g(h-l(L') n R).
Il existe w € R vérifiant h(w') € L' et g(w') = w. Le mot w' est dans R,
ceci impliqpe qu'il exiéte x dans X, un entier k 2 0, un mot w" de {c, X}"
vérifiant W' o= x kk c, w". Mais h(w') appartient 3 L', ce qui signifie

kel w" appartient 3 L', ou encore,

+1

que h(w') = h(X) (h(X))X h(e,) h(¥") = x ¢

x W' €L 4c" mais w = g(w') = g(x) (g(;\tl))k g(cx) g(w") = ck x W' e

Lt

- Soit w, un mot de c+ L+ c*.
k k k

n
W=C X,C X, ...X c olx
1 2 n

iz, ki 20, x

100 Xy est un mot de L et pour tout

e Xet k 21,
Q
ko1 k1 kn 2 .
X c c X 00 X_C est dans R et vérifie
1 2 n
k k
h(w') = Xje e TRy ek C e et g(w') = w. En d'autres termes

w e g(h-l(L') n R).

. o=

Le mot w xl
k

o

De fagon évidente 'L tc” e Cdf(c+ L 4 c*)

2nd cas : Le langage L contient le mot vide.

' - " * _ % x *
Posons L' = L \ €. Alorsc L +c¢c =c wvwc L' 4c¢c or, nous venons de
e‘Cdf

le voir, <t Lot c* (L' ¢ c*) et c* ¢ Cdf(c*) d'ol

'L e Cdf(L' 4 c*) v Cdf(c*) = Cdf(L + c*)

Lemme III-10 : Pour tout langage L S_X*, on a les relations

cw) = cdL ¢ e*) = XL 4 M

cfw) = w4 e*) = P4 oM,

Démonstration : Soit L' E_X'* un élément de C(L). D'aprés le théoréme de

Nivat, il existe un alphabet Z, un langage rationnel R ¢ Z*, deux homomorphismes
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alphabétiques h de 2" dans X" et g de 2" dans X'* vérifiant L' = g(h-l(L)wa).
8i H, désigne l'ensemble {z € Z / h(z) # €} alors on peut définir, 3 partir
de h, h' de 2" dans (X v{ch"” par : h'(x) = h(x) si x € H et h'(x) = ¢
sinon. Alors L' est égal & g(h'—l(c* L 4+ c") nR), ou encore puisque h'
est strictement alphabétique, d'aprés le théoréme II-3 :

L' € Cd(c* L+c)
mais, en utilisant le lemme précédent,

L' € Cd(c* L4c") = Cd(L + ) !
Choisissons, maintenant, L' dans Cf(L) le méme raisonnement peut 8tre
refait avec, comme hypothése supplémentaire, g k-limit& sur R, ce qui

nous conduit a

L oe ¢ Lr ™ = cFwr M 0

Ce lemme permet d'avoir une caractérisation trés simple et trés utile

des langages d'image finie. .

Proposition III-12 : L est un langage d'image finie (resp, Cf(L) = be(L))

si et seulement si L + ¢ € C*T(L) (nesp. L + ¢* € CPF(L)).

Démonstration

Cif(L) = C(L) => L ¢ c* e C(L) = Cif(L)
éci * if 1 { . pif * if
Réciproquement, L ¢+ c € C"7(L) implique C(L) = C*"(L ¢+ c) < O (L).

La démonstration est la méme pour be(L). 0

Une transduction rationnelle décroissante est, bien entendu, une
tranduction rationnelle d'image finie. Pour un langage quelconque L nous

avons donc les inclusions

Cif

Ay e c*(u) e cw)
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Nous allons montrer que l'égalité entre le(L) et C(L) implique

obligatoirement 1'égalité entre Cd(L) et C(L).

Lemme III-13 : Soient L et L' deux langages. Si L ¢ c* appartient &

¢ (L') (resp. CPT(L')) alors L + c* appartient a C3(L') (resp. c3f(L'))

>

Démonstration : Soient X et X' les alphabets respectifs de L et L', L'idée

de la démonstration consiste 3 partir de T, transduction rationnelle d'image
finie telle que L 4 * = T(L'), & construire une transduction 1' qui par
rapport @ T va supprimer un certain nombre de ¢ afin de rendre T' décroissante
tout en gardant la possiblilité d'avoir entre deux lettres de X un nombre
quelconque de c.
SiL+c appartient & Cif(ﬂ). D'aprés le théoréme de Boassont-Nivat,il
existe un langage rationnel R S_Z*, deux homomorphismes alphabétiques h et
g, h, k~limité sur R, de z* dans X'* et g de z* dans (X 11{8})* vérifiant
L +c* =g @) n R).

A partir de T = g o (n R) o h™> construisons T' = g' o (n R') o h'™%
vérifiant d'une part |h'(w)| 2 |g'(w)| et ce quel que soit w ¢ 2" et

d'autre part L ¢ = g'(h"l(L') n K).

Construction de R'

Sélectionnons dans R les mots dont les images par g appartiennent 3

*

(X ¢ ck)* (c'est 3 dire entre 2 lettres de X il y a au moins k occurrences
de c).
R, # R n g.l(x * ck)*.

On va maintenant découper tout mot de R, en "tranches" de k lettres avec

bien entendu un '"résidu" de longueur < k, Pour réaliser ce découpage nous
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allons définir deux nouveaux alphabets
k-1
2, =2%x2Zx ...x12 2, = v Z2xZx ...x%x12
1 2 -
v i=1
k-fois

v
i-fois
Soit t l'homomorphisme de Z' = Z,v Z, dans z* défini par :

t(xl’ * s ey xn)=x LI ] xnv(xl’ '."xn)ez'

1
Le langage rationnel annoncé est

v o2 1 *
R' = t (Rl) n zl(z2 v {eh

Avant de donner les définitions de g' et h' nous pouvons faire quelques

constatations :

- v ol -

oty bpuinpuip: gy

Toute lettre z de Z' a pour image par t un mot de longuer supérieure ou

égale 3 k donc |h(t(z))]| = 1,

Remarque 3
-

-

Toute lettre z de Z' apparaissant dans un mot R' posséde une image par g
qui peut Etre

« soit vide ,
-~ soit de la forme ci x cj ol x € X

- soit contenue entiérement dans et

Construction de h' et g'
Compte tenu de ces remarques on définit les homomorphismes h' de z'* dans

X'" et g'*de z'* dans (X v {e}) :
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¥z= (zl, cees zn) A

=2
~
N
~r
(1]

h(z, ... zn) ou encore h' = ho t

1

x si g(z1 e zn) est de la forme ci x ¢

]
~
N
v

(1]

c si g(zl ces zn) appartient a et

€ si g(z1 cos zn) =€

g'(z) et g(zl ces zn) ne différent que par le nombre d'occurrences de la
lettre c.

Montrons que L +4 c® = g'(h'-l(L') n R')

*»g' (2w R 2 gott o n ) aRrY)

= g(h™H(L") n t(R'))

= g(h_l(L') n R,)

c gh™HL") a R)

=L ¢ c*
* Afin de montrer 1'inclusion dans l'autre sens, considérons Lk =L 4 ¢ n
(X X M. Appelons h_ 1'homomorphisme qui efface la lettre c et qui est

1'identité sur X. Comme c ¢ X’hc(Lk) = L et par construction Lk = g(h-l(L) n

Rl)-Soit wel, il existe u € R, vérifiant h(u) € L' et w = g(u). On peut

découper u en Uy v u g od ¥Viel1, n] u, = Ug g v Uy avec,
uij € 2¥iell, k] et Wi Ynel, 1 °° untl,L avec “n+1,j €ZV%je

{1, k] et £ < k. Mais alors le mot u' = (

(

ul’l. I." ul’ k) e* e (un’l’ ...’un’k)
un+1,1’ ceay untl,t) est élément de R' et vérifie ;

h'(u') = h(t(u')) = h(u) € L'
et,puisque g'(u') et g(u) ne différent que par le nombre d'occurrences de
la lettre c, on peut écrire que

1 t - -

h (g'(u')) = h (g(w)) = h (w)
ce qul signifie que hc(w) €h o g'(h"l(L') n R') et ce pour tout mot w de
L. Clest a dire ‘

L=h(L)ch o g (' "HL) o RY)
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L4c® = b MW (xcMH e g (L) arY)
Pour toute lettre z de Z', |h'(z)| 2 1 et |g'(z)| = 1. La transduction
" =g'"o(nR')o h'"1 est donc décroissante, et de conclure que L 4 *
appartient bien 3 Cd(ﬁ).
(Resp. si au départ g est limité sur R, alors g' garde cette propriété

sur R'). 0

En remplagant L' par L dans 1l'énoncé du lemme précédent on obtient

une propriété trés intéressante des langages d'image finie :

Proposition III-~14 : L est un langage d'image finie (resp. bifidéle) si et

Seulenent S.i C(L) - Cd(L) (resp. CQL) = Cdf(L) et L est eff‘cable)’

Démonstration : De la cha®ne d'inclusion Cd(L) E.le(L) < C(L) (resp.

Cdf(L) E.be(L) < C(L)) on déduit la condition suffisante.
Réciproquement, si L est d'image finie, L 4 * qui appartient a C(L)
appartient également 3 Cif(L). Le lemme précédent implique que L ¢ c*
appartient a Cd(L) c'est A dire Cd(L + c*) E_Cd(L), ce qui permet d'écrire

que C(L) = Cd(L +c) S_Cd(L). (Resp, se démontre de fagon analogue). []

Notons qu'un langage bifidéle est fidéle et d'image finie, la
réciproque n'est pas vraie puisque le langage symétrique sur deux lettres
Sym et & la fois fidéle et d'image finie mais pas bifidéle

cw) = ¢y = cfy » B = e

Ces résultats peuvent &tre regroupés en




67

Théoréme III-15 : Soit L un langage défini sur un alphabet X, les trois

propriétés sont équivalentes.
i) L est d'image finie
i) L+ e ¢Xf(n)
iii) o) = ¢4
de méme, si L est un langage effacable c X*, les trois propriétés sont équivalentes :
i) L est un langage bifideéle
i) L+ % e cP(w)

iii) o) = ¢
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B : EXEMPLES, CONTRE-EXEMPLES DE LANGAGES'DIYMAGE FINIE ET

BIFIDELES

Les résultatspde L, Boasson ~ M, Nivat [ 8], S. Ginsburg « J. Goldstine -
S. Greibach [[14] sur les générateurs fidéles, ceux de M. Latteux [23] sur
les générateurs bifidéles permettent d'énoncer :

Tout générateur de Alg est un langage bifidéle [23]

Tout générateur de Qcl (la famille des langages 3 un compteur) est
un langage bifidéle [24]

Tout générateur de Lin (la famille des langages linéaires) est &

la fois d'image finie et effagable mals non bifidéle [23],

C'est & dire :
¢ (sym) 5 C(sym) = € Fsym) = CFisym) = Clsym) [23)

On sait, d'autre part, que tout langage défini sur une lettre est effagable [3u4],

Par contre nous allons démontrer que pour qu'un langage défini sur une
lettre soit d'image finie il faut (et il suffit) qu'il soit ratiognel
infini. Cette propriété est également vérifiée par les langages bornés
sur deux lettres, ce qui permet d'affirmer que C1 = {a"b" / n 2 0}

n'est pas un langage d'image finie.

Cependant, 1l'étude du langage Cl permettra de montrer que

df _ f _ nd _ pif £ -
Rat g C*%(c,) = ot (c)) = €%(ey) = € ey 5 €feey) = eccy)

Cif(L) = Cd(L), 1'étude

or, on a vu que 1l'égalité C(L) = Cif(L) implique
de Cl permet de montrer que la réciproque est fausse

Cif(L) = Cd(L) #> C(L) = Cif(L)
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A la vue de ces résultats on peut se demander si les cBnes décroissants
et d'image finie engendrés par un langage L quelconque ne sont pas toujours
identiques. L'étude du langage {an! / n 2 0} permet de répondre négativement
d cette question.

»

* , .
Proposition III-16 : Soit L un langage contenu dans a" b, L est d'image finie

si et seulement si L est un langage rationnel infini.

*
Démonstration : Supposons L d'image finie alors L' = *Le eC(L) = Cd(L).

En vertu de la caractérisation des transductions rationnelles décroissantes
du chapitre II, L'peut se mettre sous la forme L' =g(hfl(L) n R) ; ou R est
un langage rationnel contenu dans Z*, g un homomorphisme alphabétique de z*
dans {a, b, c}* et h un homomorphisme strictement alphabétique de z* dans

{a, b}".

Soient A = {z € Z / g(z) = a}
B={ze2/gz)=h}
c=1{zez2/glz)=c}

L' est encore égal a g(h_l(L) AR')OAR =Rnc AYB* " n h-l(a* b*)
puisque h est strictement alphabétique-R' est donc une union finie de
langages de la forme Ci Ai Bi C'i ou Ai’ Bi’ Ci’ C'i sont des langages
rationnels et Ai s_A* Bi E_B*, Ci € C¥ et C'i S_C*. Puisque tout langage
rationnel est une union finie de langages rationnels dont 1'image, par
la fonction de Parikh, est un ensemble linéaire on peut choisir directement
les C, et C'i tels que W(Ci) et W(C'i) soient des ensembles linéaires.

n

R' = wu Ci A
i=1

Numérotons les Ci et C'i de telle maniére que les Cy infinis aient un

]
15 Cy

numéro de 1 & m, les C'; infinis aient un numéro de 1 3 m'.
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Soit m, = inf(m, m')

1 . n
¥t - r L
L' = g(h (L) n (.:J Ci Ai Bi C i))
i=1
n -1
= ]
i:&g(h (L) n C; Ay By C i)

Si b est l'homomorphisme qui efface les c, bien évidemment,

m
h ( 1} (g(h(L) n C, A, B, C',)) est contenu dans h (L') donc dans L.
¢ st i717i i c

m

1 -
Montrons que tout mot de L appartient a hc( u (g(h l(L) nC, A; B, C'i)).

i=1 n
Soit b, la longueur du mot le plus long de v C, et soit b_ la
1 f=m+1 2y +1
n bl+l W e 2
longueur du mot le plus long de u C', lemot w' =c¢ €

ism'+1
L' ¥ w € L. De la définition de b, b, et’ml, w' ne peut pas &tre 1'image

1 Il existe donc i s m, tel que
-1 My -1
w' € g(h (L) n Ci Ai Bi C'i) et w = hc(w') appartient a hc( v- g(h “(L) n

i=1

| ' .
par g d'un mot de Ci Ai Bi c 3 pour i >m

Ci Ai Bi C'i) d'ol on déduit que
m
1 -1
L= v (h og(h (L) nC, A, B, C',)
421 © i"iivi

ol Cso C'i sont des ensembles infinis et W(Ci), W(C'i) des ensembles
linéaires et ce pour tout i € [1, mll

. -1 \
Mais h_ o g(h (L) n C; A; By C'

-1 -1 , ya-1 .

= g(h ((h(Ci)) (L(n(c i)) )) n A Bi)

—_—
quotient & droite par h(C',)

quotient 3 Eauche par h(Ci)
Pour conclure que L est rationnel, il suffit de montrer que (h(Ci))-1

(L(h(C'i))-l) est rationnel quel que soit i.

1) si h(c;) € a” et n(C')) € b

r., t., *
1 1

Il existe un entier ty strictement positif vérifiant h(Ci) =a (a’)

car C; est infini, que 1'image de C, par la fonction de Parikh W(Ci) est

un ensemble linéaire, et enfin h est un homomorphisme strictement alphabétique.
De la m@me fagon, on montre Qqu'il existe un entier t', strictement positif

t'
vérifiant h(C',) = h(C',) (b iy
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2) Si h(Ci) < a* et h(C'i)‘S a* v

(Le cas h(Ci) g_a* b* et h(C'i) 3 b se démontre de fagon analogue),
t.
Alors, comme précédemment h(C,) = h(C,) (a 1)* avec t, > 0. h(C'.) est de
r, © #r, ¢t . *

la forme h(C'i) = a (a i)* b (b H* car W(C'i) ensemble linéaire implique,

puisque h est strictement alphabétique, que W(h(c'i) est linéaire.

Mais h(C'i) est infini donc soit Gi, soit t'i est strictement positif .

- Supposons que t'i = 0. Alors

t.,
L(h(C'i)).—l E.a* et ((a 1)*)—1 (L(h(C'i))'l) est un langage rationnel

[13] et (h(Ci))—l(L(h(C'i))'l) est rationnel

- Supposons t'i > 0, et 13 encore h(C'i) peut se mettre sous la forme
1

h(C'.) = h(C',) (b 1)*. Dans ce cas h(C.) = h(C.,) (a l)* avec t, > 0 et
i i e i i i

h(C'i) (b %) et on s'est ramené au cas 1).

h(c',)
i

Et alors dans ces deux cas :
1

t, t', _

(n(e, ) Huncer N7H = (e, @ HH ™ s HMHHe)™)
: t, t'y

Or, d'aprés [21], puisque L E_a* b*, le langage ((a l)*)—1(L((b l)*)-1)

est un langage rationnel d'ol on déduit naturellement que le langage (h(Ci)).—1

(L(h(C'i))—l) 1'est aussi.

Réciproquement, si L est un langage rationnel infini, il est

bifidéle (corollaire III-4) donc d'image finie. []

Corollaire III-7 : Un langage L E_a* est d'image finie si et seulement si

L est un langage rationnel infini.

Conjecture : Tout langage borné L est d'image finie si et seulement si L

est un langage rationnel infini.
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Corollaire III-18 : Le langage C1 = {a” p" / n 2 0} n'est pas d'image finie.

Par contre le langage C, vérifie un certain nombre de propriétés

intéressantes que nous utiliserons dans le chapitre V.

] - .
Posons C 17 Cl \ € alors

Lemme III-19 : Le langage Qi vérifie ;

R B . pif, .,
i) C°(c 1) = C*(cC 1)

ii) Cdf(c'_l) = be(C'l)

Démonstration : Nous verrons, dans le chapitre V , que, pour un langage
be

quelconque L, 1'égalité Cdf(L) = (L) implique Cd(L) (L), i1 suffit

donc de montrer ii),

Soit L E.X* un langage de be(c'l). D'aprés le théoréme de Boasson-Nivat,

il existe une transduction rationnelle d'image finie T = g o (n R) o nt

ol R est un langage rationnel de Z*, h un homomorphisme alphabétique

k-1limité sur R et g un homomorphisme alphabétique k'-limité sur R telle que
- t

L = 1(C RE

Nous allons construire 3 partir de T, une transduction rationnelle

décroissante T' vérifiant, naturellement L = T'(C'l)

1) Construction de t' & g' o (A R') o Ui

Soit Z, ® {z € 2 / Wz) & €}, Z, R 2Z &<Z°. Posens L = Zo,u {d} ol 4 est

une nouyelle lettre, § = {x / x € L} et % a {; / x € L},
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Soit ee 1'homomorphisme de (Z1A112fu 3 1;%)* dans (I 1121)* qui efface
les "marques"” c'est 3 dire :

x six e E v ;1

"
8(x) = ¢ asix=a
* <
a slx~=a
soit hy 1'homomorphisme de (¥ v Zl)* dans (Zoru Zl)* qui efface d c'est a
dire :
hd(x) Fx ¥x¢gd
hd(d) =€

Alors R' = 07 (nTHR)) n Bz, 29 B ¥

h' : ¥x € &, h(x) = a
¥xelwv Lhx)=b

g' 1 g'@) Fe

n

n

g'(x) = g(x) ¥x¢#d

La transduction T' est décroissante fidéle puisque h' est strictement

alphabétique et que g' est k"-1limité sur R' ol k" = sup(k, k').

2) Validité de la construction

I1 faut montrer que L = T1'(C'.), sachant que L = (hfl(C' ) nR)
1’ g 1

1

* Soit w un mot de g'(h'" (C'l) n R'). Il existe dans R' un mot w'

pouvant 8tre mis sous la forme w' = w_z, W, ... Z W ﬁo z'y %1 2'y ee 2’
ﬁm avec Iwil = |ﬁ°| = |%i| ¥iel0,n],¥%jell,n]etz, z'j €2,
¥iell, nlet¥je[1, m] . Mais hd(e(w')) appartient & R, h'(w')
appartient & Ci et w = g'(w').

R'(w') = a® h(z)) @ n(z,) ... B(z) &% B nz' ) BN nGz'y) L. nGat ) B

1
¥ iel1l, n] h(zi) =a, ¥jel1, m] h(z'j) = ﬁ donc que n = m,

est élément de C, ce qui implique que
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Mais h(hy(8(w,))) = h(h,(8(a ))) = h(hd(e(%j)) =ev¥iel0,n), ¥jell, n]
et h(h,(6(z))) = n(z) ¥ z ¢ {zl,...,zn, Z' 0 cens z‘n} ce qui permet d'écrire

que h(hd(e(w')) = h(;1 e Z z'l s z'n) € C'1 et g(hd(e(w'))) = g'(w') = w,

n

* Réciproquement, soit w un mot de L = g(hﬁl(c‘l) n R), On peut trouver dans

R un mot w' vérifiant g(w') = w et h(w') ¢ Ci.w' appartient 3 R, i1 peut se

. ] = 'y .
mettre sous la forme w Wy 29 Wy 2y w00 2 W oavec ¥ i e (1, n] z; €2
et ¥ i e [Q, n] LF Z:. Mais, puisque h est k-limité, la longueur ky = Iwil

1

du mot w, est inférieure d k. De 1'appartenance de h(w') & C,» dufrit que h
est strictement alphabétique et que h(w') = h,(z_1 ves zn), on déduit que n

est un nombre pair. Alors, en posant p = n / 2,

k~k k-k kek k-k k<k
" o o 1 P k N p"‘l Y n
w LS d zl v, d oo zP "p d d zp+1 “b*l 3 ..,zn L d

est élément de R'

h'(w") = ak(a ak)p bk(b bk)p appartient & C'l.
Les mots w' et w" ne différent que par le nombre d'occurrences de

la lettre d et par les marques '-' et 'V', donc g'(w") = g(w') = w.

- En d'autres termes w ¢ g'(h'-l(C'l) nR'Y 0O

Remargue

Nous avons vu, en début de chapitre, que pour tout langage algébrique
L, on a l1l'inclusion Rat S_Cdf(L). En particulier la famille Rat est contenue
dans Cdf(cl).

Pour montrer l'égalité entre Chf(c'l) et Cif(c'l) nous avons besoin

du résultat :

Lemme III-20 : Pour tout entier j, C‘l((bj)*)'l, le guotient & droite de

C'l par (bj)* et ((aj)*)ql C'l, le quotient & gauche de C'1 par (ahH)*

appartient a be(c‘l)
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Pl . ” . * Fxl
Démonstration : Les démonstrations concernant C ((hj) ) ~ d'une part et

((aj)*)vl , d'autre part sont analogues. Nous ne démontrerons que
1l'appartenance de C' ((bj) )'-1 a be(Cﬂl).

Si § = 0 alors C'l ((hj)*)'l '1 € be(C'l)

si j > 0 alors c'l((bj)"')'l '1(h*)'l) n (ilf alah)* )" sl

i=
On en déduit que C'l((}.uj)*)"'1 € be(C'10§$'1) appartient donc a be(c'l).
I1 suffit donc de montrer que C'l(h*)“1 appartient é.be(C'l).
Soit T = go (n R) o h™! 1a transduction bifiddle déterminée par :

* *
R=a'a c* b p a* c* b

*
h ; h(a') = h(a) = a, h(c) = h(b) = b
g:ga) = gle) = a, g(b) = b, g(a') = ¢

Montrons que C'l(b*)—l = T(C'l) :

- Soit w un mot de C'l(b*)_l, il existe deux entiers n et k ol k s n

tels que w = a” bk.

* si n+k est pair, posons n + k = 2m

w' = amt bk est un mot de R, g(w') = a® a® ™ bk = w et h(w') = a"
bn-m+k = a" b" est élément de C'l.
* Si n+k est impair, posons n+k = 2m+l
w' = a'a® ™™ bX est un mot de R, g(w') = arat bk = wet
h(w') = a™t Ptkm o mtl ymel est élément de C'l donc w ¢ g(h—l(c'l) n R).

- Soit w un mot de g(h_l(C'l) n R), il existe w' un mot de R vérifiant w =
g(w') et h(w') ¢ C'l

Deux possibilités peuvent se présentées.

*w' = a' a® P pf 3y h(w') € C'1 implique pt+k = n+l alors

g(w') = a"'P bX e C'l(b*)vl puisque ntq 2 k

* w = a" cP bk, hiw') € C'l implique que n = p+k alors

g(w') = a"*P b € C'l(b*)"l puisque n+p 2 k. (]
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Ce lemme va nous permettre de montrer que

be

Lemme r1z-21 : Cf(c')) = ci’(c'l).

Démonstration : Il suffit de montrer que Cif(C'l) est contenu dans be(C'l).

Soit L ¢ x* un langage de Cif(C'l). Du lemme ITI«19 on déduit que L appartient

a Cd(C'l), il existe donc une transduction décroissante T = g o (n R) o h-l

vérifiant 1(C'.) = L oll, en utilisant le théoréme I1I~3, R est un langage

1!
rationnel centenu dans Z*, g est un homomorphisme alphabétique et h un

homomorphisme strictement alphabétique,

a}

b}

Soient A = {z € Z / h(z)

B={ze€e 2/ h(z)

Alors, car h est strictement alphabétique, L est une union finie de langages
de la forme g(h-l(Cl) n Ay Bl) ol A, est un langage rationnel inclus dans
A et Bl un langage rationnel inclus dans B. En fait, on peut, sans nuire

d la généralité de la démonstration, supposer que L = g(h-l(Cl) n A Bl)'

Si on appelle M, 1l'automate d'états fini qui reconnait A et dont

1'ensemble des états est Qs si on appelle M, l'automate d'états fini qui

2

reconnalt Bl et dont 1l'ensemble des états est Q2, alors la construction

faite par M. Latteux dans [21] peut ici 8tre réutilisée ce qui nous conduit
d dire que L appartient a be(C"l) avec

=y (h(z, N7 et (hz, NTH
1 X.<Q X1 1 X2
171 '
ol Zx représente 1l'ensemble des mots de Z*, d'image vide par g et qui
i
conduisent d'un état quelconque de xi vers l'état d'entrée de Mi'
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Or h(Zx ) est contenu dans a*, h(Zx ) dans b*. Ce sont tous deux
1 2
des langages rationnels, h(ZX ) est donc une union finie de langages de
1
la forme as(at)* et h(Zx ) une union finie de langages de la forme

s'( tt 2

b> (a ) . Comme h est strictement alphabétique, au moins un t et un t'

sont strictement positifs.

Pour simplifier la démonstration, nous supposerons que h(Zx ) = a%(a®)*

v 1
et h(z, ) = b° bEH*,
2

Il reste 3 montrer que 1l'on peut passer de C'_ 2 C"l par une

1
transduction rationnelle bifidéle,

Eliminons le cas trivial ol t = t' = 0, deux cas peuvent alors

se présenter :

1) t et t' sont tous deux non nuls. Alors C"1 est un langage

rationnel infini [21] sur {a, b} il appartient donc a be(C'l).

2) t = 0 (ou ce qui est équivalent t' = 0)
C"l = (as)_l (C'l(bs(bt)*).l) et dans ce cas, c'est le lemme III-20 qui

permet de conclure que C", € be(C'l).D

£33 . . pdf
De ces lemmes nous pouvons déduire, puisque Cdf(C'l) = € (C))

"

Proposition III-22 : C {an b” / n 2 Q} vérifie ;

1
Rat g cdf(cl) = cbf(cl)

d _ pif £ =
C (Cl) =C (Cl) _?_ C (Cl) = C(Cl)
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Pour terminer ce chapitre nous allons montrer qu'il existe des

1angages‘dont le cBne d'image finle contient strictement le c8ne décroissant.

!
Proposition III-23 : L = {an' / n 2z 1} vérifie

cd(L) 5 ey 5 C(L)

et Rat n'est pas contenue dans Cdf(L),

Démongtration : D'aprés le corollaire III«l7, L n'est pas un langage
cif

1
d'image finie. Il est clair que L' ={(a b)™ / n 2 1} appartient 2 (L)
Supposons qu'il appartienne a cdwy, D'aprés la caractérisation des
transductions décroissantes, il existe un langage rationnel R E.Z* un

homomorphisme h de z* dans {a}”" strictement alphabétique, un homomorphisme

g de z" dans {a, b}" alphabétique tels que :

L' = g(h™i(L) a R)
Soit k le nombre d'états de l'automate qui reconnait R, et soit * sa fonction de
transition. Le mot (a b)k! appartient 3 L', il existe donc un mot w de R
vérifiant (a b)k! = g(w) et h(w) = L. L'homomorphisme g étant strictement
alphabétique |w| 2 |g(w)| > k. Il existe dans w un facteur itérant d'image

non vide par g car, si ce n'était pas le cas, alors :

L]

Soit W= {we R/ w= Wy eee W5 QT Q, ; * W, pour i=1, ..., n
et ¥4 ¥ q ¥ qj}
3 w' € Wtel que |g(w')| = |g(w)| < |w'| < k ce qui est impossible,
w peut donc se mettre sous la forme
*
W=u vu,avec 1< ly| < X, u; v u, eRet lgv)| # o
h étant strictement alphabétique |w| = |h(w)|

!
et il existe p > k tel que h(w) = aP’.
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Pour tout n > p, la quantité

1
qQ=1+4 ?tT (n(n-1) .,.(p+tl) + 1) est entidre puisque |v| < k < p,
1
le mot Y = uy x3 u, est dans R et h(wq) = a”' est dans L. g(w) est,
par conséquent, un élément de L', i1 existe donc m ¢ N, m > k tel que

g(wq) = (ab)m! et, puisque l'on a choisi une transduction décroissante

2m! < n! ou encore m < n,

80| = gl + [+l (a=D
= 2k! + n! lfifll
v

2k!(1 + n(n-1) ... (k+l) l%éfll)

1]

N
quantité non divisible par un
nombre de 1'intervalle [k, nl

I1 n'existe donc pas d'entier m tel que g(wq) = 2m!, g(w") ne peut donc

pas appartenir a L',

D'autre part, ¥ k, il existe w ¢ L tel que pour tout w' ¢ L,

]w'l > le implique Iw'l 2 k(]wl + 1) il suffit de choisir w = a(k+1)!.

Donc, le lemme III-6 permet de conclure que la famille Rat n'est

pas contenue dans w. o




o o @ >
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CHAPITRE IV

CONES RATIONNELS ET SUBSTITUTION

LEMMES PRELIMINAIRES
CONES DECROISSANTS ET CONES DECROISSANTS FIDELES
RELATIONS ENTRE ¢4f(my, ¢y, cf(u) gr c(u)

UNE CARACTERISATION DES LANGAGES COMPLETS PAR
SUBSTITUTION

LANGAGES TRESlFORTEMENT EFFACABLES

UNE PROPRIETE DE LA FAMILLE DES LANGAGE QUASI-
RATIONNELS
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L'opérateur syntaxique, noté 4+, introduit par S. Greibach, a permis
d'étudier plus commodément 1'opérateur de substitution et ses conséquences
quant aux familles de langages construites 3 partir de cet opérateur d'une
part et des familles particuliéres mais fondamentales que sont les cdnes
rationnels d'autre part. On sait, en effet, que pour tout couple L et L'
de langages, définis sur des alphabets disjoints, pour toute nouvelle lettre
c, on a la relation :

()  C(L) OC(L') = C(L 4(L'e)™) [17]

I1 est facile de voir que 1'inclusion C(L + L') c C(L) O C(L') est
toujours vérifiée. Se pose alors la question de savoir quelles propriétés
doivent posséder L (et-ou) L' pour que 1l'égalité soit vraie. Il est possible
de répondre partiellement 3 cette question puisqu'il est connu que, si L'
est un langage générateur d'une.FAL, on a la relation :

¥L:CL OCL) =CL+L").

Symétriquement, quelles conditions doit remplir le langage L pour

avoir :

¥ L', C(L) OC(L') = C(L ¢+ L").

Cette relation, non vérifiée dans le cas général, a été montrée
pour certains langages tels que D'; ou Sym [ 61 et [ 3], Les démonstrations
mises en oeuyre sont relativement difficiles et assez différents les unes
des autres. Trouver une caractérisation de tels langages, que nous appelerons

langages complets par substitution, paralt utile et permettrait de simplifier

certaines démonstrations.,
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Nous allons, dans ce chapitre, montrer que la classe des langages
d'image finie est identique & la classe des langages complets par substi-
tution. Pour arriver 3 ce résultat, nous allons essayer de "découper", en
terme de substitution, C(L), le cOne rationnel engendré par L et ce, indé-
pendemment des propriétés du langage L (que nous supposerons non vide).

Ce qui nous conduit 3 montrer que :

(xx) ¥ L : C(L) = ¢%(1) O Rat.

Relation qui est 3 rapprocher des résultats du chapitre II puisque
nous avions alors montré que toute transduction rationnelle pouvait &tre
décomposée en une transduction rationnelle décroissante suivie d'une
substitution rationnelle. La caractérisation des transductions rationnelles
décroissantes de ce méme chapitre va faciliter grandement 1'étude de Cd(L)
et, plus précisément, 1'étude des substitutions d'un cdne rationnel
principal décroissant (fidéle) dans un cdne rationnel principél décroissant
(fidéle)., Le résultat de base de cette section est :

cdw Ly = 4wy o e L)

oli # est une nouvelle lettre.

Notons, enfin, que cette relation et la relation (»*) permettent de

retrouver trés facilement la relation (x),

Nous terminerons ce chapitre en introduisant la notion de langage
trés fortement effagable ;

L est trés fortemert effagable si et seulement si Cd(L) = Cdf(L)

Nous possédons, 3 1l'heure actuelle, peu d'exemples de langages

algébriques non effagables, S. Greibach et L, Boasson ont montré 1l'existence
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de tels langages dans [18] et [ 7 ]. La notion de langage trés fortement
effagable permet de déterminer toute une classe de langages algébriques

non effagables.

Rappelons les résultats (les démonstrations de ces résultats sont
dans le livre de J. Berstel [ 6 ])

Soit L une famille de langages,on appelle X. l'alphabet sur lequel est

L
défini L. Onnote # L = {c L / L e L, c ¢ XL}.

Pour tout couple (L, L') de familles de langages on a les relations :
1) C(L") O C(L) = C(L*) O F(L)

2) L' DC(L) < C(L' O # L)

3) C(L* O L) < C(L*) O C(L)

4) C(L') O C(L) = C(# L' O F(L))

5) F(L) = Rat O C(L)

6) ¥ L F(L) = C((Le)™)

Nous avons alors un lemme fort utile faisant intervenir 1'opérateur

syntaxique dont nous reproduisons la démonstration.

Lemme IV-1 : Pour tout couple de langages définis sur des alphabets disjoints

C(L + L') = C({L} O (¢ {L' ).

Démonstration : Supposons que L E.X* et L' g_x'*, alors L 4 L' = s(L)

ol ¥ x s(x) = x L', s est donc une #{L'}-substitution c'est & dire
s(L) ¢ {L} O (# {L'}) 4’0} 1'inclusion C(L + L') < C({L} O (# {L'}1,
Choisissons, maintenant, L" dans {L} (] (¥ {L'}) et défini sur 1l'alphabet X".

L" peut se mettre sous la forme L" = s(L) ol s est une # {L'}+substitution,
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Pour toute lettre x de X, s(x) = c L' avec c_ ¢ X" \ X'. X" est donc égal
a {cx | x € X} uX'. Soit h, 1'homomorphisme de x"* dans (X' ux)" défini
par :

¥xeX' : h(x) = x

h(cx) = x

Montrons que h(L") = L ¢ L'

Soit w, umn mot de h(L"). Il existe w' appartenant a L" vérifiant
w = h(w'). Etant donnée la forme de L', on peut trouver un mot w'" dans L

tel que w' € s(w'"). Posons w" = x X , alors s(w") = ¢ L' ¢ L'

1°"" "n X, X,

c, L'. w = h(w') € h(s(w")) appartient a Xy L' ... X, L' qui est contenu

n
dans L + L' puisque Ry eee X € L.

PO . [] =
Réciproquement, soit w € L ¢+ L' avec w X Wy eee X W

X, ... X_€e€LetV¥iw, elL'. Lemotw = ¢c_ w, ...c_ w_ appartient

1 n i X4 1 x, n

a s(xl ce xn) c s(L) et w est égal 3 h(w') d'ol on déduit naturellement
que w € h(s (L)) < h(L").

De 1'égalité h(L") = L + L' on déduit que L" ¢ C(L ¢+ L").0

Nous pouvons alors rappeler la démonstration de la relation (%) du

début de ce chapitre.

Théoréme Iv-2 : C(L) [ C(L') = C(L + (L'c)™).

Démonstration

C(L + (L'e)™) = €C {L} O (# {(Lc)*}) (lemme IV-1)

CC {LhD C(# {L'c}) (relation 3))

In

C(L) 0O F@w") (relation 6))

C(L) O ¢(L") (relation 1))
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Réciproquement :

C(L) O C(L') = C((#{L}) O F(L')) (relation 4))

c((H{Lh O c(L'e)*)) (relation 6))

CCC(HLhH) O (H(L'e)*}))  (relation 2))
CC(HLY) O (H{(L'e)*})
= C({L} O (#{(L'e)™}))

= C(L #(L'c)*) {lemme IV-1)

In

Afin de déterminer les langages vérifiant (#x) nous allons, 3 l'aide de la
caractérisation des transductions rationnelles décroissantes du chapitre II,

montrer que Cd(L) a Cd(# L') = Cd(L + L'),

Notons que dans la démonstration du lemme IV-~1 la transduction T
construite est bifidéle. La relation reste donc vraie en remplagant C par cd
ou Cdf. Malheureusement les autres relations ( 1) + 5) ) ne restent pas
toutes vérifiées, c'est la raison pour laquelle un certain nombre de

propriétés vont devoir 8tre démontrées,
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A : LEMMES PRELIMINAIRES

Lemme IV-4 : Soient A et A' deux langages définis sur 1'alphabet X et B
et B' deux langages définis sur l'alphabet Y, Si XnY=QetAnA' ¥ ¢
on a la relation :

(AnA') + (BnB') = (A+B)n (A" ¢+ B")

Démonstration ; Soit w un mot de (A n A') 4+ (B n B'), w peut s'écrire ;

W = X X sse X w avec X
1 %1 %W n "n 1

On déduit naturellement que w e A 4+ B et 3 A' 4 B',

cee X € An A" et ¥ix. eX, w., € BnB',
n i i

Réciproquement, soit w un mot de (A + B) n (A' + B').

WweA4+4B =>w= x1 w1 . o xn wn et xl e xn € A

Vix,eXetw eBcY
i i
! 'o=> = PN !
weA' +B WEy,uy yp up et Y, yp € A
et ¥ j y; € X et u € B' ¢ Y"
Comme les alphabets sont disjoints, on montre par récurrence sur k que

X -

Yky =x etw =u d'ol on déduit que n = p et surtout que Xy eee X

Yy oee Yy, € AnA"et¥k,w =u e€BnB'.[]

k k

Si h est un homomorphisme strictement alphabétique, il est facile
de voir que pour tous langages L et L' définis sur des alphabets dijoints

on a h(L + L') = h(L) 4+ h(L') nous allons montrer que :

Lemme IV-5 : Soit h un homomorphisme strictement alphabétique de X" dans Y*.
Pour tout couple de langages (Ll’ L2) définis sur Y* on a la relation :

-1 -1 -1
h "(L;) ¢+ h (L)) = h (L, *+ L)
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Démonstration : Soit w un mot de h'-l(L1 + L2), w' = h(w) est donc élément

de L, * L,. w' peut s'écrire w' = u, u', .,. u_u' avecu

2 171 n n
pour tout i € [1, n], u; € X et u'i € L,. Le mot w appartient a h-l(w') donc,

vese u_ € L, et
n

1 1

puisque h est alphabétique, & h"l(ul) h’%p'l) cos h*l(un) h'l(u'n), de plus
chaque h-l(ui) est une lettre puisque h est strict, w est donc &lément de

h_l(Ll) 4 h-l(L2). Réciproquement, choisissons w appartenant a hpl(Ll) +
-1

= ] 1
h (L2). Le mot w peut se mettre sous la forme w Up uly eeouuty avec
-1 . . -1 . P
u; «..u €h (Ll) et pour tout i u; € X et u'; ¢ h (L2). Mais h(w) est égal a
1] ' . z . -
h(ul u', .eoupu n) et h(u1 cee un) € Ll ; or, h étant strictement alpha

bétique, quel que soit i h(ui) €Y et h(u'i) e L, d'old on déduit que
3 el 1 1 £ Z a
h(w) h(ul) h(u 1) ‘oo h(un) h(u n) est élément de Ll + L2 et v appartient

< -1
ih (Ll + L2).U

Lemme IV-6 : Soient Ll-i X* et L, c X;

1 5 deux langages avec X1 n X

5 = @ ef
# une nouvelle lettre. Pour tout langage rationnel R on a

df af
(L, 4+ L) nRe C(L) OCT(#L).

Démonstration : Il s'agit d'une démonstration constructive. Remarquons

que nous pouvons toujours nous ramener au cas ol Z, l'alphabet sur lequel

est défini R, est de la forme Z = Xl u X2.

1) Construction :

Soit A = (Z, Q, dgs *» F) 1l'automate d'états fini déterministe minimal qui

reconnait R, ol

Q est l'ensemble des états

- q 1'état initial

x la fonction de transition

F l'ensemble des états terminaux.
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Soit R' le langage rationnel défini sur 1l'alphabet A = Q x X, x Q par .
|
R - {(qoi al’ ql) (ql, a2’ q2) e (q.n"l’ an’ q_n) / q_n € F}'
On définit 1'homomorphisme ¢ de A* dans z* par ¢(q, a, q') = a.
Alors, L'1 = ¢—1(L1) n R' € Cdf(Ll) puisque ¢ est strictement alphabétique.
Soit qu, = {wez" / q * w=q'}, nous pouvons alors définir la substitution

s de A" dans 2" par s((q, a, q')) = a L, n qu'.

La substitution s est, bien évidemment, une Cdf(! L2)esubstitution.

= L}
Alors (L1 + L2) n R = s(L 1)

* Soit w choisi dans (L, 4 L,) n R. Le mot w appartient d R d'une part et

peut se mettre sous la forme w = X, W. ... X LR d'autre part, avec x

,l l n te e x

1 n

dans L, et pour tout i, wi € Ly et x; € X.. Mais 1l'appartenance de w & R

1 2 1*

implique que q, * w € F. Posons 9 = q, * X, Wy

[1, n). Ce qui peut encore s'écrire q; = q

e+ X4 W., pour tout i de

* X, W, é
j-1 ¥ X3 Yy et q, est un état

de sortie. Autrement dit x, w, € R et, puisque x, € X
ii Q.9 94 i 1

. = 'z
x; W, appartient a Xg L2 n qu-lqi S(qi-l’ Xgs qi). Posons w (qo, Xy»

ql) (ql, X,s q2) ven (qn-l’ X qn). Bien entendu w € s(w'), mais $(w') =
).

et we € L2,

-1
1 ! = ]
X eee X € Ll donc w' € ¢ (Ll) nR' =1L

1 ou encore w € s{L'

1 1

).

* Réciproquement, soit w € s(L'

1
s 1)
Il existe w, € L', tel que v ¢ s(vl)
-1 . . .
W, € ¢ (Ll) n R' si et seulement si ¢(w1) € Loet w, eR

| 2 -
W, € R', il est donc de la forme w, = (qo, Xy ql) (ql, X5 q2) oo (qn—l’
X s qn) avec q ¢ F et ¢(w1) 2Ky eee X € Ll‘

Donc w ¢ s(wl) = s(qo, xl, ql) s(ql, Xos q2) vee s(qn_l, X qn)

(x1 L2 n Rqoql) (x2 L2 n quqQ) - (xn L2 n R 0 ) et

W=X1 wlx2 W2 cee xn Wn
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avec ¥ i, w, € L,, ce qui peut s'écrire

c'est 3 direwe Ret we Ll 4 L2

= we (Ll + L2) n R.O

De ce résultat, on déduit facilement que ;

Proposition IV-7 : Si L'l appartient a Cd(Ll) (resp. Cdf(Ll)), si L'2

appartient & Cd(L2) (resp. Cdf(L2)) alors ,pour tout langage rationnel Rson a
d d
t 1 #
(L')+L')nRe (L) Ooc L)

(resp. (L'y +L')) n R e Cdf(Ll) 0 c3fc# L))

1

ou L'l et L'2 sont définis sur des alphabets disjoints.

Démonstration : Si L', € Cd(Ll) et L', € Cd(Lz) d'aprés le lemme précédent

1 2

(W, + 1) nre @) o) ccde) 0cdf L) (nene démons-

tration pour Cdf).D
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R : CONES DECROISSANTS ET CONES DECROISSANTS FIDELES

Le passage par les cdnes rationnels décroissants pour étudier les
substitutions de cdnes rationnels dans c8nes rationnels est naturel dans
la mesure oli les cBnes décroissants possédent des propriétés que n'ont pas,
en général, les cB3nes rationnels, Prenons, en effet, deux langages L, et L,
définis sur des alphabets disjoints, Soit L'l un langage appartenant a
C(Ll)’ on peut alors vérifier que L'l + L, n'est pas obligatoirement un
élément de C(Ll + L2). Par contre si on choisit L' dans Cd(Ll) (resp.

d e L. . . .
C f(Ll)) alors, en utilisant la caractérisation des transductions rationnelles

décroissantes et le lemme IV~5 on peut énoncer :

Lemme IV-8 : Si L' ¢ X'" est un élément de Cd(Ll) (resp. Cdf(Ll)), alors

cx} nNX' =@, L' 4L, € Cd(Ll t L)) (resp,

guel gue soit L o

, avec X

2 2

af
C (Ll + L2)).

Démonstration : D'aprés le théoréme II-3, L' appartient a3 Cd(Ll) (resp,

Cdf(Ll)) si et seulement si L' = g(th(Ll) n R) oli R est un langage
rationnel de Z*, h un homomorphisme strictement alphabétique, g est un
homomorphisme alphabétique (resp, limité sur R),

Pour montrer que L' 4 L, appartient a Cd(Ll 4 L2) on construit

' =g'o(n R o hr L avec

. - *
R' = R ¢ X2

(on supposera, ce qui est toujours possible, que Z et X, sont des alphabets

2

disjoints).
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h' et g' sont des homomorphismes définis sur 2 XJX; ol h' est 1l'identité
sur X; et est égal 4 h sur z* g' est 1l'identité sur X; et g'(z) = g(z2) si
g(z) # € et g'(z) = # sinon, ol # est une nouvelle lettre.

Les homomoprhismes h' et g' sont strictement alphabétiques, la transduction
T' conserve les longueurs. Elle est donc décroissante fidéle.

Appelons L" = g'(h—l(Ll) n R). Alors, L" ¢ L, = g'(h'—l(Ll + L2) nR").,

En effet,

"t

-1 :
" t
L" + L, =g (h (Ll) n R) 4 L,
= g'(h_l(Ll) n R) ¢+ g'(L,) par définition de g'

= g'((hfl(Ll) n R) 4 LQ) car g' est strictement alphabétique

PN | * *
= g'(h (Ll) n R) ¢ (L2 n XQ)) car L, < X,
= g'((h—l(Ll) 4 L2) n (R 4 X;)) car Z n X2 = @ et lemme IV-u4

= g'((hvl(Ll) * Ly n R') par définition de R

= g'((h' ML) + B 7H(L)) n R') par définition de h'

= g'(h.'.‘l(L1 + L,) n R') lemme IV~6 et L strictement alphabétique.
Le langage L" 4 L, appartient donc a Cdf(Ll + L2).
Les langages L" et L' ne différent que par les lettres #, c'est d dire :
soit 8 : (X' vX, v {#})* dans (X' v XQ)* tel que

2
B(x) = x si x 7 # et 0(#)

n

€
g =6 o g" (resp., g limité sur R implique 6 limite sur g"(R) donc sur
L' 4 L,) et L= g(h" (L) n R) = 6L,

2° Gardons dans L" ¢+ L2 les mots

Soit k la longueur du plus petit mot de L
tels que la lettre # soit suivie de k lettres de XQ, c'est 3 dire
" 1 yFa ¥ k%, *
L" ¢ L, n ((x x2) (# xg) )
I1 suffit, maintenant, d'effacer les lettres de X2 comprises entre un #

et un # ou une lettre de X' pour obtenir L' + L, ( aux # prés).
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Ceci peut se faire facilement 3 1l'aide d'une application séquentielle

décroissante fidéle y. D'ol on déduit

| S ;

L' 4L, =60 y(L"+L,n ((X x;) X))

d d
] -
donc L', 4 L2 e C(L" 4 L2) =C (Ll 4 L2)

1
(resp. si 6 est limité L'1 + L e Cdf( cdf

11 - g
L" 4 L2) (Ll& L2)).D
, * , d , , df
Lemme IV-9 : Soit L c X , si s est une C (# L)-substitution (resp. C ~(# L)~

substitution) définie sur X' avec X n X' = ¢ alors pour tout langage

L' S_X'* s(L') e A 4 1) (resp. Cdf(L' + L)),

Démonstration : Posons X' = {x'2, cees x'n}. Par définition, pour tout i,

s(x'i) € Cd(# L) = Cd(xi L). Il existe donc une transduction rationnelle

, 'y - - 1 ] - . ] a
décroissante T, = g. o (n Ri) o h,” telle que s(x i) = Ti(xi L2). D'apres

le théoréme II-3, h, peut €tre choisi strictement alphabétique et g

alphabétique. On suppose que les langages rationnels R. sont définis sur
sur des alphabets Zi’ disjoints deux & deux. (Si ce n'est pas le cas on

effectue des copies, ce qui est toujours possible).

hy étant strictement alphabétique h-l(xi L) n Ry = h’l(xi L) n R, N h-l(X')

(h” (X)) choisissons R'l R nh (X') (h—l(x))*
n

Sojent R = ( v R',) = (
i=1 =l

*

n
*
‘v

z;)

Les homomorphismes h et g définis sur z* par :

h

hi sur Zi ¥i

g = gy sur Z; ¥ i

(1'image par h d'un mot de R'i commence par une lettre de X' , cette lettre
est x; si l'image est dans Xy L).
Montrons que s(L') = g(h~ (L' 4+ L) nR).

Soit w € s(L'), 3 w' ¢ L' tel que w € s(w').
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Posons w' = Xy eee Xy oo w peut se décomposer en W = W, ... vy ol
1 P
vi LA s(x. ) = g. (h.1 (x, L) nR'.).
i3 PR PR Y 3
w appartient donc a
g, (h1qx. L) AR ) ...g. (bt (x, L) nR',)
= g((hil (x. L) nR'. ) ... (h;X(x, L) n R', )) par définition de g
PR Y i ip 3p 3p
= ghil(x, L) ... hif(x, L)Y nR', ...R'.)
PR Y ip 3p i 3p
z g(h_l(x. L ... x. L)nR', ...R',) car h est alphabétique
i ip i 3

g(h_l(L' + L) nR)

In

ou encore w € T(L' 4 L).

Réciproquement, soit w e T(L' ¢+ L) = g(h-l(L' + L) n R).11 existe

w' € Rn h—l(L' 4+ L) tel que w = g(w'). w' € R, il est donc de la forme
W' =2, U. ...2. u, avec ¥iz, u. e€R'. » z, € h_l(X') et u, €
L A h i 3p i; 3y i s 34
(h""(x))" mais h(w')=h(z. ) h(u., ) ... h(z. ) h(w, ) appartient & L + L'
i i o j
on déduit que h(z, ) ... h(z. ) e L et ¥ i h(u, ) e L'
Jq ] Js
P i
h(z. u, ) e h(z, ) L
Ii I I3
z. u. e€R', => h(z; ) = %,
]i Ji Ji 1 1

Z5 U appartient donc & h—l(x. L)

i 34 Ji

w = g(w) = gjl (zjl ujl) ces gjp(sz ujp)
-1 -1
cg. (h " (x, L)YnR':) ...g. (h~7(x; L)on,)
i i i i iy 3p
= s(x, ) ... s(x. )
1
e s(L"). ]

Ces lemmes vont permettre de démontrer la premiére proposition de base

de ce chapitre :
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< X avec X n X, =0,

Proposition IV~10 : Pour tous langages L. c X;, L 9 1 2

1 -

2

on a les relations :
d d _
C (Ll) Oc(# L2) =C (Ll 4 LQ)

df df Rt
C (Ll) gc(* L2) =C (L1 + L2)

)

d
Démonstration : Commengons par montrer l'inclusion C (Ll) 0 Cd(# L,
d af df df
< Cv(L1 + L2) (resp. C (Ll) ac(# L2) cC (Ll 4 L2)).
Tout langage L appartenant 3 la famille Cd(Ll) 0 Cd(# L2) peut se mettre
sous la forme L = s(L') ol L' appartient a Cd(LQ) et s est une Cd(# L2)-
substitution, alors L = s(L') € Cd(L' + L2) d'aprés le lemme IV-9

famille contenue dans Cd(L1 + L2) d'aprés le lemme IV-8. La démonstration

est la méme pour le cdne décroissant fidéle.

Réciproquement, choisissons L appartenant a Cd(L1 + L2), (resp.
Cdf(Ll + L2)), L se met sous la forme L = g(h—l(L1 + L2) n R) avec (cf
théoréme II-3) R langage rationnel, g homomorphisme alphabétique, h
homomorphisme strictement alphabétique. Mais puisque h est strictement
alphabétique on peut utiliser le lemme IV-5 qui nous permet d'écrire
L = g((h—l(Ll) 4 h—l(Lz)) n R) mais, le lemme IV-6 permet d'affirmer que :
(h_l(Ll) + h-l(L2)) nRe Cdf(h-l(Ll)) a Cdf(# h_l(Lz))or, h strictement
alphabétique implique que h-l(yl) € Cdf(Ll) c Cd(Ll) et # h'l(L2) € Cdf(L2)
c Cd(# L2) et par composition des transductions rationnelles décroissantes
et des transductions rationnelles décroissantes fidéles on obtient

("ML 4 b)) 0 R e ¢ 0 edH L)

%) o c¥f

(respectivement (h'l(Ll) 4 h-l(Lz)) nRe (# L2)
pour terminer la démonstration il suffit de se souvenir (cf chapitre I) que
Cd(Ll) 0 Cd(# L2) est clos par homomorphisme d'une part et que Cdf(Ll) 0

Cdf(# L, est clos par homomorphisme limité sur L.[]
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C : RetaTions entre ¢%f(wy, ¢y, cf(uy et o)

Dans les chapitres précédents nous avons démontré les inclusions :
vi oz cdw e ¢ty < e
De plus, 1l'égalité des familles Cdf(L) et C(L) implique 1'égalité des
familles Cd(L) et Cif(L) mais, la réciproque n'est pas vraie. Nous allons
voir ce qui "manque" 3 Cd(L) pour obtenir Cif(L) et ce qui "manque" &

Cd(L) pour obtenir C(L).

Lemme IV-11 : Pour tout langage L, on a les relations :
cif(1) = ¢%1) O Fin
Cdf

L)

P (1) (L) 0 Fin

Démonstration : Commengons par montrer la premiére relation,

Puisque toute substitution finie propre est une transduction rationnelle
d'image finie, que toute transduction décroissante est d'image finie, on

en déduit 1'inclusion Cd(L) 0 Fin E_Cif(L). Pour montrer 1'inclusion dans
l'autre sens il suffit d'utiliser la proposition II~17 qui affirme que

toute transduction rationnelle d'image finie est la composée d'une
substitution finie propre suivie d'une transduction rationnelle décroissante.

La deuxiéme relation se démontre de la méme fagon.[

Lemme IV-12 : Pour tout langage L, on a les relations
c(w) = (1) O Rat

cfwy = ¢%f(L) O Rat
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Démonstration : D'aprés le lemme III-8, pour tout langage L

C(L) = Cd(L + c*) et Cf(L) = Cdf(L 4 c*) alors

cw) = AL+ &M
z Cd(L) 0 Cd(# ¢*) proposition IV-10
= ¢%(L) 0 Rat lemme III-3
et o) = 3w 4 )

Cdf(L) 0 Cdf(# ™) proposition IV-10Q

c3¥(L) 0 Rat Lemme ITI-3

Remarque : Ce résultat peut également &tre obtenu 3 partir de la proposition
II-16 qui permet de factoriser toute transduction rationnelle en une substi-

tution rationnelle propre suivie d'une transduction rationnelle décroissante.

Proposition IV-13 : Pour tous langages Ll et L2 définis sur des alphabets

disjoints :
_ pd
C(Ll 4 L2) =C (Ll) O C(L2)

£ _ AdFf £
C (L, + L) = ctapoc (L2)

Démonstration ;

d
C(Ll 4 L2) C (Ll 4 L2) 0 Rat lemme IV~12

cdcL) o e L,) O Rat Praposition IV-1a

Cd(Ll) 0C(#1L,) lemme IV-12

d .
(L) OcwL,)

de m&me

£ _ Adf
C (Ll + L2) = C (Ll ) L2) Rat lemme IV-12

Cdf(Ll) o ¢4 (s L,) O Rat proposition IV-10

Cdf(Ll) o cfe L,) lemme IV-12

df £
¢**L) o ciL). o
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Remarquons, enfin, que de la relation C(L) = Cd(L) [0 Rat on déduit trés
facilement la relation (%) 3 savoir ¥ L, L' définis sur des alphabets
disjoints, c¢, une nouvelle lettre, C(L) O C(L') = C(L + (L' c)*), il suffit

de remarquer que L + (L' ¢)* est rationnellement équivalent 3 (L + c*) 4 L.

"

Alors C(L 4 (L' ¢)™) = C((L 4+ ¢*) ¢+ L")

Cd(L +r M0 C(L') proposition IV~13

n

C(L) O C(L') lemme III§8

Il est d noter que le passage par les cOnes rationnels décroissants

simplifie notablement la démonstration de cette relation,
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D : UNE CARACTERISATION DES LANGAGES COMPLETS PAR SUBSTITUTION

Définition IV-14 :; Un langage L E_X* est complet par substitution si et
seulement si, pour tout langage L'

AeC(L) =>A+L € C(L+L"

Remarquons que 1'idée de rapprocher les langages d'image finie et
les langages complets par subhstitution est assez naturelle dans la mesure
oli une des caractérisations des langages d'image finie fait intervenir
l'opérateur syntaxique, Le résultat essentjel de cette section est de
montrer 1'identité des familles de langages d'image finie et de langages

complets par substitution,

Commengons par montrer que la définition annoncée dans 1'introduction
de ce chapitre, quoique légérement différente de la définition Iy<lil, lui

est équivalente ;

Lemme IV-15 : L est un langage complet par substitution si et seulement si
pour tout langage L' défini sur un alphabet disjoint de celui de L

cayOC(L') = C(L + L').

Démonstration : De fagon évidente nous avons l'inclusion C(L 4 L') ¢

C(L 4+ (L' ¢)*) = C(L) O C(L'). Réciproquement, on suppose L complet par
substitution. Puisque L 4 ™ appartient & C(L), par définition, ¥ L'
(L+c") 4L € C(L +L') mais (L 4+ c*) + L' est rationnellement équivalent
a L+ (L c)*, on déduit 1'inclusion C(L + (L' c)*) E_C(L 4 L') ou encore

C(L) O C(L')  C(L + L").0
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Rappelons la version de M, Latteux du lemme syntaxique de substi-

tution.

Proposition IV~16 [25) : Soient L1 un céne rationnel bifideéle, L, un céne

2
@ alors Ll + L

| {]

, * *
rationnel et les langages Ll g»Xl, L2 g'X2 avec Xl n X

. N
Ll 0 L2 implique L, € Ll ou (L2 c) el

2

2!

n

Dans les mémes conditions d'application (X n X @), de cette

2

proposition et des résultats de la section précédente on déduit ;

et L'2 < X', deux langages et

Proposition IV-17 : Soient L' c X' 5

1="1

X'l n X'2 = @ alors :

| | 0 3 1 if 1
L'yt L', e C(L1 4 L2)zmp11queI.J.e C (pl) ou (L 9 c) € C(Lz)

Démonstration : L', 4L, e C(L, ¢ L2). D'aprés la proposition IV«l3

cry + Ly = ¢y oy ) new,) or ¢HL)) est un cone

2)
rationnel bifidéle, ce qui implique bien, en vertu de la proposition

précédente, que L', « le(Ll) ou (L', c) e C(L). O

En particulier, si nous prenons L'1 = Ll et L'2 = (L2 ¢)* nous

obtenons :

Corollaire IV-18 : Ll + (L2 o) e C(L1 + L2) implique L1 d'image finie

ou (L, ) e c(L,).

26
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” [ * . P4 *
Démonstration : Le langage L, ¢+ (L2 c) est rationnellement équivalent 3

(L1,¢ c®) 4L, et 1l'appartenance de L1 4 (L2 o)* a C(L1 + L, ) implique

2

celle de (L1 +e®y 4L 2 C(L1 4 L2). Nous pouvons alors utiliser la proposition

2

précédente qui garanti® soit l'appartenance de Ll + c* é.CIf(Ll), soit

1'appartenance de (L2 o) a C(L2). Mais L, ¢ c” e Cif(pl) est une carac-

térisation des langages d'image finie. O
Nous sommes alors en mesure d'énoncer ;

Theoréme IV-19 : L est camplet par substitution si et seulement si L est

d'image finie.

Démonstration ; Supposons, tout d'abord, L complet par substitution,
PP ' ’ P p

C(L 4 (L' &)™) = C(L) O C(L') = C(L 4 L'), de ces égalités on déduit que
le langage L + (L' c)*appartient d C(L ¢+ L') et ce pour tout langage L',
Choisissons L' = Sym, le langage symétrique sur deux lettres., Nous avons
donc L + (Sym c)* € C(L ¢+ Sym)., Le corollaire précédent permet de conclure

que L est d'image finie puisque Sym n'engendre pas une FAL,
Réciproquement, supposons L d'image finie, alors C(L) = Cd(L).

D'aprés la proposition IV-13 C(L ¢4 L') = Cd(L) 0 C(L*') = C(L) O C(L') ou

encore, selon le lemme IV-15, L est complet par substitution. (]
On\peut également montrer que :

Proposition IV-20 : Si C(L) est le céne rationnel engendré par le langage

non rationnel L, C(L) clos par substitution implique gue L est un langage

d’'image finie,
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Démonstration : Appelons X l'alphabet sur lequel est défini L. Si 6 est

1'homomorphisme défini sur X qui barre toutes les lettres de X. On appelle
L = 8(L). Soit ¢ ¢ X.
L 4c” e C(L) donc

(L+c™ +LecC()Oc()

C(L) (cl8ture par substitution)

cd(L) O Rat  (lemme IV-12)
< cif

"

(L) O Rat
Nous pouvons utiliser la proposition IV-6, alors
- soit (L + ) e )
- soit (L a)* € Rat ce qui est impossible car L n'est pas rationnel

L est donc bien d'image finie, O

La réciproque, L langage d'image finie implique C(L) clos
par substitution, est fausse, Il suffit de choisir pour langage L le

langage Sym,
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E : LANGAGES TRES FORTEMENT EFFACABLES

Définition IV-21 : L est trés fortement effacable si et seulement si
df

cdny = ¢y,

Si L est trés fortement effagable, le lemme IV-12 et cette
définition permettent d'écrire que Cf(L) = Cdf(L) 0 Rat = Cd(L) 0 Rat = C(L),

. '/
ce qui permet d'énoncer que :

Proposition IV-22 : Si L est treés fortement effacable alors il est

effacable,

La réciproque de cette proposition est fausse. Il suffit, pour
s'en convaincre, de choisir Symslangage pour lequel nous avons :
c*(sym) 5 cF(sym) = cHsym) = Clsym) = Cesym)  £23]

Proposition IV-23 : Un langage L est bifidéle si et seulement s'il est

d'image finie et fortement effacable.

Démonstration ; Supposons que L soit d'image finie et fortement effagable

alors (1) = if(w) = 4wy et () = (L) tmprique () = cd(w) = c(L)

clest 3 dire C(L) < CPF(L) < C(L) d'ob 1'égarité C(L) = CPE(wy,
Z LY bf - £ Y
Réciproquementsde C (L) = C(L) on déduit que

C(L)

n

1) ¢ (L) ¢ C(L) =» L d'image finie

et C(1) = ) ¢ Fy c ey = Py = cFwy = A

Le langage L ¢+ c*appartient a C(L) donc a Chf(L). D'aprés les résultats du
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chapitre III ceci entraine que Cdf(L) = Cf(L) d'oll la conclusion

Cdf(L) = Cd(L). L est donc trés fortement effacgable. []

Dans l'énoncé de la proposition IV~23 le "et" est nécessaire. En
effet, on connait des langages d'image finie non bifidéle (Sym par exemple) et

nous avons vu, dans le chapitre III de cette thése, que le langage C1={anbn /

n 2 0} est un langage trés fortement effagable mais non bifidéle.

Proposition IV=-24 : Si Ll est un langage trés fortement effacable et

si L2 est effacable alors Ll 4 L2 est effacgable.

Démonstration :

Cf(Ll 4 L2) Cdf(Ll) 0 Cf(L2)(proposition IV-13)

Cd(Ll) 01 C(L2) par hypothése

n

C(L1 4 L2) (proposition IV-13), 0O

Proposition IV-25 : Soient L_1 et L2

une FAL, alors Ll + L2 est effacable,

deux langages effacables, Si L2 engendre

z 3 . -3 f - d -
Démonstration : Par hypothése C (Ll) =C (Ll) = C(Ll) et

n

£ -
C (L2) = C(L,) = Rat 0 C(L,)

Cf(Ll + L2) Cdf(Ll) ] Cf(LQ) (proposition IV«13)

c*(L,) O Rat 0 C(L,) par hypothdse

¢f(1)) 0 €(L,) (lemme 1V-12)

n

C(L,) O C(L,) par hypothése
> €Ly + L)

~ Pd - ” f
1 1 ) -
d'ol 1'égalité C (Ll + L2) = C(Ll 4 L2)
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De la proposition IV-16 et des relationsCf(Ll 4 L2) = Cdf(Ll) 0 Cf(L2) <

be(Ll) 0 C(L,) on déduit immédiatement.

Proposition IV-26 : Soient Li E»XI’ L, c X;, L', c X'I, L', < X'; avec

2 1- 2
= ' ' = 1 '
X1 n X2 = QP et X 1 n X 2 ?, c une nouvelle lettre. Alors L 1 + L 5 €
Cf(Ll + L2) implique que soit L'l appartient & be(Ll) soit (L'2 e)* e C(L2).
En particulier, nous obtenons en choisissant L'l = Ll + ¥ et
1 -
L 0 = L2

* .
o S.X2 avec xl n X2 = @, si Ll est

* £
+ (L2 c) e€C (Ll 4 L2) alors Ll est un

*
Proposition IV-27 : Soient Ll~5 Xl et L

un langage effacable et si L1

langage bifidéle ou (L2 c)* € C(L2).

Démonstration : (Ll + ¢*) ¢ L, est rationnellement équivalent 3 L, ¢ (L2 o).

2
De 1'hypothése on déduit que (L1 + e d L

€ Cf(L1 + L,) et la proposition

2
précédente permet d'écrire que soit (Ll +c*) e be(Ll) soit (L2 e)* e C(L)
mais (L1 +c™) e be(Ll) implique (théoréme III-11) Cdf(Ll) = Cf(Ll) si on

suppose L, effagable on obtient bien Cdf(Ll) z C(Ll). a

Proposition IV-28 : Soient Ll E.XI un langage d'image finie non bifidéle,
L2 E_X; un langage n'engendrant par une FAL et Xl n X2 = @ alors L1 4 L2

n'est pas effacable.

cbf

Démonstration : Choisissons L'l dans Cd(Ll) \ (Li) et L'2 dans
Rat O C(L2) \ C(L2). Le langage L', ¢ L', appartient a Cd(Ll) 0 Rat O C(L2) =

(L 0 C(L,) d'aprés le lemme IV-~13 famille encore égale a C(L, + L)) car L,
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est un langage d'image finie. Le langage L’1 + L'2 est donc un élément de

C(L1 + L2). Supposons que L'1 + L'2 appartienne également 3 Cf(Ll + L2) de

la proposition IV-26 on déduit que 3

- soit L'l appartient 3 be(Ll), ce qui est impossible

- soit (L'2 ) e C(L2) mais L'2 € C((L2 ™)

ce qui implique L', € C(L2) ce qui est impossible également.

2

L'1 + L'2 ne peut pas appartenir 3 Cf(Ll 4 L2) et

£
C (L, + L2)'$ C(L, ¢+ Ly .0

La proposition IV-25 (resp. IV-28) va permettre de construire
des langages (algébriques) effagables (resp. non effagables).
Nous allons utiliser ces derniers résultats pour étudier la famille des

langages quasi-rationnels.
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F : UNE PROPRIETE DE LA FAMILLE DES LANGAGES QUASI-RATIONNELS :

La famille QR des langages quasi-rationnels peut &tre définie de
plusieurs fagons, la définition que nous allons utiliser est celle qui
fait intervenir l'opérateur syntaxique.

soit 6 un homomorphisme qué marque les lettres a, b, a, b

8(z) =% ¥z e {a, b, a, b}

soit ¥ un homomorphisme qui démarque les lettres a, b, a, b

et laisse inchangées les autres lettres c'est 3 dire
z si z ¢ {a, b, a, b}
¥(z) =

ysiz=y
Soit Sym = {w W/ we {a, b}}

On définit la famille de langage (L,). y par

iie
' =
Ll Sym
i ., = ' =
¥iz0 L, ,=060¥L', ,)etL =Symt¢ L 4
Alors, QR = v C(Li) est une FAL non principale close par substitution,
Ti21

Par contre :

Lemme Iv-29 [ 9] : Pour tout entier i, C(Li) n'est pas une FAL.

Proposition IV-30 : Pour tout entier i 2 2 Li n'’est pas un langage

effacable, c'est & dire Cf(Li) est strictement contenu dans C(Li)°

Démonstration : Sym est un langage d'image finie non bifidéle et, pour tout

i, C(Li—l) S F(Li-l)’ Nous sommes donc dans les conditions d'application

de la proposition IV-28 qui affirme que Li = Sym ¢+ Li— n'est pas effagable.[]

1
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Cependant, pour toute famille L telle que QR = C(L) nous avons

QR = be(L). C'est ce que nous allons montrer maintenant :

Définition : Une famille L de langage est uniformément fidéle (resp,

d'image finie, resp. bifidéle) si et seulement si pour toute famille L

telle que L = C{L') on a également L = Cf(L') (resp, L = Cif(L'), resp.

ATOD

Avant de montrer

de quelques lemmes,

Lemme IV~31 : Pour tout

Démonstration : Elle se

Si i = 1 alors, puisque

£
C(L,) ¢ € (L))

Hypothése de récurrence

C(Ly)

C(sym 4 L;_,)

1

|0

< ¥ (sym) 0 H(symy 0 cFn

= M(sym) 0 cf(L

I
=0y

2(i-1
) (lemme IV-13). O

que QR est uniformément bifidéle nous avons besoin

1210 L, )

2i-1

fait par récurrence sur i.

L1 est effagable

) . £
t¥p <i, OL) € O (L, )

C(sym) 1 C(Li—l) (Sym est un langage complet par substitution)
cf(sym) 0 C(L;_,) (Sym est effagable)

c*(sym) O Rat 0 C(L;_,) (lemme IV-12)

¢*(sym) 0 ¢*F(sym) O C(L,_,, (Monotonie de [ et lemme III- 6)

2(i-1)-1) (hypothése de récurrence)

)) (lemme IV-13)




108

Les lemmes que nous allons utiliser et dont nous rappelons les

énoncés sont dus 3 L. Boasson - M. Nivat et & M. Latteux.

Lemme IV-32 [ 8] : Soit L un langage algébrique vérifiant L' ¢ C(L) si L'

est un IRS-langage alors L' ¢ Cf(L).

Lemme Iv-33 [25] : Soit L un céne rationnel fermé par L'-substitution avec

Rat i,L" Alors, L = L" [] Rat avec L" céne rationnel bifidéle implique

L" = L.

Proposition IV-34 : QR est un clne rationnel uniformément bifidéle,

Démonstration : Soit L une famille génératrice de QR, c'est 3 dire telle que

C{L) = QR. Pour tout i, Ly < C(L). De plus L; est un IRS-langage on peut
utiliser le lemme IV-32 qui impliqne que Li € Cf(L) ou encore Cf(Li) <
. r= v CL

121 * .
tel que L ¢ C(Li), c3ne contenu, d'aprés le lemme IV~-31, dans C (L2i-1)'5
cfu),

), » soit L un langage quelconque de QR, il existe i

e = qr < cf() =5 ) = cfw).
Donc, QR = Cf(L) = be(L) 0 Rat. Comme QR est clos par substitution, le

lemme IV-33 entraine be(L) = QR et QR et bien uniformément bifidéle. [J
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CHAPITRE V

SOUS-CONES PARTICULIERS DE c{x)
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Nous appelons sous-cOnes particuliers de C(L) les familles Cf(L),

ey, dwy, cay, ).

L, L', M désignent des familles de langages. Si H(L) est {h(L) / L € L},

> L' signifie que L' = H(L). De m@me, si on adopte

la notation L
1'écriture L O M = L M (ol 1'opération [ a le sens de la définition du

> L' signifie que L' = L M. Nous pouvons

chapitre I), la notation L

schématiser les résultats des chapitres précédents par
H
c(L) ::> Rat

rt (> cfw Cif(L)~_fff> Fin

c4f 1)
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De ce schéma on déduit facilement :

Proposition V-1 : Pour tout langage L nous avons

C(L)

Py = ety = cf()

Py = cfy = M = cw
cfwy < ety = ctfw = cw
i) < ey = cfw) = cw)

¢ £y = ey = oy = cfy = )

A ces résultats on peut associer les implications du chapitre III 3 savoir :

cifny = ey => ¢y = e

Py = Fay = ¢y = cfw

Nous allons maintenant nous attacher au schéma.

Cc(L)




112

Nous savons, par définition méme, que

cfw
< S
Py c(L)
< <
L

Par exploration systématique, montrons qu'il existe des langages
pour lesquels certaines inclusions sont des inclusions strictes et
d'autres des égalités. Etant donnée la proposition V+1 nous avons 3 étudier

sept cas différents.

cif()
% 2
ler cas be(L) C(L)
5¢
e (L) *
2™ cas  cPf(n) s cif ) s cfay = o)
3eme cas CPL(L) s cfw) 5 cfiy = e
4eme cas C°T(L 5 cfwy = fwy = ew)
séme cas C°f(L) = cif(w) s cfwy = o)
géme cas ¢®f(1) = cf(w) s i = ew
7eme cas ) = cfwy = cfw) = cw)..
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Premier cas
n n, n m, m m m
Le langage B = {a k bnk co.alplyP y3z y3xP b 1al ..pkak /

k 21, ng, M.y Py g 2 0}, dont L. Boasson a montré qu'il n'est pas
effagable (7] , n'est pas d'image finie. Pour obtenir ce résultat nous

avons besoin du lemme V-2.

oW
Auparavant notons que B est encore égal 3 v Bk

n n n n m &;l m m

ou Bk = {a k b k ees @& 1 b 1 xp yq z yq xp b 1 a eee b k a k / ni’ Mmes

: o *
P> Q@ 2 1} ce qui permet d'écrire que ¥ = v leka)
: k=1

¥ k' 2k, B, B

De la définition méme des B ' E By

k’

Lemme V-2 : Quels que soient les entiers k et k' tels que k' 2 k,Bk + c*

¢ cd(ak.).

Démonstration : Elle se fait par l'absurde en supposant qu'il existe k' 2 k

tel que Cd(Bk.) contienne B, ¢ .

n, , , n n m, m,
B,z fa X b K L a el kelg pel kel Wk TR )
k k i* i
il peut donc se mettre sous la forme Bk = A .o A AA oo A
n, , n m m ,
k 1 1 k
ol les A_ , A , A sont des langages algébriques. Bk rc” e Cd(B ,) 8i et
n,” my k

seulement si L, ¢+ * = g(h-l(Bk,) n R) ol R est un langage rationnel de r”

h un homomorphisme strictement alphabétique, g un homomorphisme alphabétique.

Posons A = {0 ¢ L / h(o) = a}
B={0el/nh) =D}
X={oel/ho)=x}
Y={oeZ/h(o) =y}
Z= {U ) / h(o) = z}
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Etant donné: que B, est un langage borné, que h est strictement alphabétique

’ 1 ]
on peut supposer que R est contenu dans N B+)k xt vtz vt xteet R+)k .

De plus, puisque tout rationnel est une union finie d'ensembles dont
1'image, par la fonction de Parikh ¥ est un ensemble linéaire on peut

supposer que

n
R = 131 Ry au
Ri ® Risotkren) Ri,copa Ry Ry s Ry o Ry caPie RiaRioRys
Riw oot Rioxrer Ry 20k41)

ol les Ri 3 sont des ensembles linéaires et ou
t ]

i,o —

+
Ri,-12 Ryp Y

cx+

Ri,-2* Ri2 &

+

R B ¥j=1, ..., k'

i,-25-1° Ri 2541 S
Ri,-2G5+1)° Ri,2(5+1) cat ¥i=1, ., K

En fait nous pouvons supposer que les Ri,j j # 0 eont infinis,
en effet pour j # 0, numérotons les Ri,j de fagon 3 ce que les Ri,j
infinis aiant un numéro de 1 A ng et posons m = :lnf{n:.l | 3 € 0-20041),
2(K+1)1, j # o}.

Nous allons montrer que

m
B, = h (g(h 1(Bk,) n (u Ry)) ol h, est 1'homomorphisme qui efface les

i=1 :
lettres c et laisse inchangées les autres.
m
-l * -
Bien évidemment h (g(h “(B,,) n (1;1 R;)) e h (B 4+¢c) = B,.
Réciproquement, montrons que tout mot w de B, est dans hc(g(h-l(Bk,) n
m
( u RY)).
i=1 i

n
Soit Zj la longueur du mot le plus long de ¢ R; s» tout mot de B

k
i=n.+ »]
nj 1
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n, n m, m m,_ m

est de la forme ank bnk ses @ 1 b 1 xP yq z yq ¥ b t a 1 s b k a k
L L n, £, n, £ L

mais w' = ank c ~2(ke1) bnk c ~2k-1 ees @ 1 c —H b 1 c -3 xP ¢ 2.4

é L - L é m £
c 1 z yq c 1 xP ¢ 2 .o bmk c Zk+1 a k c 2(k+1) est dans Bk +c” et i1
n
ne peut &tre 1l'image par g d'un mot de u R., il existe donc ism
-4
-1 i=m+1l
tel que w' ¢ g(h (Bk,) n Ri) et w = h (w') appartient a h, ( U g(h
i=1
(Bk.) n Ri)‘

Or pour tout j’h(Rij) est un langage commutatif (L est commutatif
si et seulement si ?-1 o Y(L) = L', od ¥ est la fonction de Parikh).

o _ y-1 - - - -
Posons Ri 5 ° ¥~ o ?(Ri,j) n Zc Zc ol Zc = {0 e/ glo)=cougl(o)=c}

et 2- =L\ Z X

C n C

o _ o o0 _ L0 o o .
et R = i:; Ri avec Ri = Ri,—2(R+1) “e Ri,o e Ri,2(K+l)' Puisque les W(Ri’j)
sont linéaires etique les Ri j sont des langages rationnels infinis alors

m ' m

B,= v h(g(h '(B,,)) nR) = v g(h-l(B'k,) )

i=1 —1 .

-(2k! t oot ¥ o T -

ot By, = {a“k« x'+1)*) 7t b k(p ~2K'"1y )1 Plix "2y

t_ _ t - m 1n\ '5 1
A HN ™ 2 s HH Rk DD el b t((b 2ki4lyxy KrLh*y

mis Dys Py Q2 0 i,e [1, k']} ol tj >0 ¥ 3 e B2(k'+1), 2(kx'+1)], j # O.

Nous allons, maintenant, montrer que B'k est un langage rationnel
ce qui aménera la contradiction.
On peut se limiter au cas ol tous les tj sont égaux a 1.

By SAT . AT ATA AT
. ! “k' ! M el b -l
ol A" = = {a" Lpra*y” Yn 1}, A= {(b'(d) " af(a) /n =21},
i
sont des langages rationnels [13] et A' = {xp(x )"t q(y ) z y3y™) 1

xp(x*)_ / p» q 2 1} est un langage rationnel d'ol on déduit naturellement

que B'_ est un langage rationnel et par conséquent B1 est un langage

1

rationnel ce qui est faux.
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De.ce demme on dé&duit immédiatement que, puisque Cd(B) = v Cd(Bk),

k21
quel que soit k,Bk + ¢ € C(B) \ Cd(B) ou encore Cd(B) g_C(B).
D'ol :
n n, n
Proposition V-3 : Le langage algébrique L = {a k bnk Y- | 1 b 1 P yq z

"™ " Mk
yixPbrtat...b"a"/k21 n;, m, q, q2 1} n'est ni effacable ni

d'image finie.

D'autre part, en vertu de la proposition V-1 les inclusions de

be(L) dans Cif(L) et de be(L) dans Cif(L) sont strictes.

Second cas

Aty , elfay |, cfw = e

+ +
Pour étudier ce cas nous allons travailler sur les langages définis sur
un alphabet d'une seule lettre. M. Latteux a montré un résultat concernant

les langages commutatifs dans [21], il est possible, sans modifier la

démonstration qu'il propose, d'affiner 1'énoncé :

Proposition V-4 : Un langage commutatif L vérifie Cdf(L) = Cd(L) si et

seulement si pour tout langage rationnel R, L(R)-l, le quotient 3 droite de

L par R, appartient & ().
Cet énoncé va nous permettre de montrer que :

Proposition V-5 : Si L est un langage non algébrique défini sur un

alphabet d'une lettre alors les trois propriétés sont édquivalentes :
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i) L est trés fortement effacable
d
ii) Rat ¢ C )

iii) 3 k e N vérifiant ¥ we L, 3 w' € L tel que [wl < |w'| < k(|w| + 1)

Démonstration : Puisque l'équivalence entre ii) et iii) a été montrée dans

le chapitre II non ne démontrerons que 1l'équivalence entre i) et ii).

i) => ii) L est fortement effagable si et seulement si Cd(L) = Cdf(L).
L est commutatif, la proposition précédente affirme que pour tout
langage rationnel R, L(R)_l appartient a Cdf(L). Le langage a” est égal

3 ra(L) = o)t e ).

ii) =» i) Pour tout i strictement positif L(al)—1 est rationnel [ 13].
Comme tout langage rationnel R de a” peut se mettre sous la forme d'une
union finie de langages de la forme ar(at)*, on en déduit que L(R)'-l c

(1) et 1a proposition V-4 permet de conclure que 4y = Cdf(L).

Pour tout langage non algébrique contenu dans a® tel que Rat E.Cdf(L) on

a la chaine :

rat g 4w = ¢y e ¢y = M < e = .

n
En particulier le langage L = {a? / n 2 0} est trds fortement effagable

puisque la condition iii) est vérifiée en choisissant k = 2.

Par contre le langage L = {a® /nz 0}, déja étudié au chapitre III
nlest pas fortement effagable et vérifie
rat ¢ (1) g ¢y g w5 Fy = cw
or ¢ (1) = ¢* (1) 0 rin 5 4w O Fin = 1) 5 Ty = Cw)

Le langage L vérifie bien le second cas.
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Troisiéme cas
cbf

(L) 5 CFw) 5 € = e
soit B le langage défini dans le premier cas dont on sait qu'il n'est ni
effagable ni d'image finie. B # c” n'est pas effagable mais d'image finie.

Choisissons L = Sym u(B + c” ).

a) L est d'image finde car

*

sym 4+ d° u(B +c*) +d* e C(Sym) u C(B + c¥)
if

L4c

cfsym) velfs 4 ) = ¢

(L)

b) L vérifie CI(L) s cif (L)

Pour montrer cette inclusion stricte nous allons prouver que le langage
C; L ¢ cf(L) od L, = xP y2zy3xP /p s q21}

supposons que CI Ll € Cf(L). :

Remarque :
Notons que si un langage C est &lément de Cf(C1 v C2) alors il se décompose

en C' uC" ol C' appartient & Cf(Cl) et C" appartient a Cf(C2).

*

De cette remarque on détuit naturellement que Cl L1 = Al u A2 avec

*

A, élément de Cf(Sym) = Lin et A, élément de Cf(B tc) = Cf(B). Mais 11

1

existe deux entiers n et p vérifiant A. n a” b aP P {a, b, x, Y 2} = @,

1
Si ce n'était pas le cas le langage Y(Al) (ol Y est l'application séquentielle

qui efface toutes les lettres!situées derridre la deuxidme série de D) serait
en fait égal 3 C§ = {a" b" aP bp/n.pzo} ce qui signifirait que Ci st &lément

de O(Al) c Lin, ce qui eat impossible.Puisque CIL1 = Ay VA, A, n a” b® aP pP

{a, by x, v, 2} =c¥ L, na"b"aP bP {a, b, x, y, z}* =a" B" AP P ) L
171 1

ce qui implique l'appartenance de c? L, a C(A2) inclus lui-mé&me dans Cf(B)

1
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or L. Boasson a montré dans [7] que C; Ly n'appartient pas a Cf(B) ce qui

nous améne la contradiction.

) L vérifie cPE(r) 5 ¢

Soit Sym' le langage symétrique défini sur trois lettres.

sym' = {w W/ we la, b, c}™}

b1y,

Nous allons prouver que le langage Sym' a* n'appartient pas a €
Comme Sym' d* est un langage linéaire, il est dans Cf(Sym) c Cf(L).
Supposons qu'il soit é&galement dans be(L). La remarque du b) est encore E
vraie si on remplace Cf par be ce qui nous permet d'affirmer que
sym' d¥ = L, UL, avec L, ¢ P (sym) et L, € cPf(B + a*) < C(®).
Etablissons, tout d'abord qu'il existe un mot w appartenant 3 {a, b}*
* = = =% = =R .
tel que wc {a, b, ¢} {a, by ¢} cw d n L2 =g

En effet, si ce n'est pas le cas alors :

Comme on peut effacer, par transduction rationnelle, dans tout mot
de {a, b}* ¢ {a, b, c}* {3, b, c}* ¢ {a, b}" le facteur qui commence par la
premiére occurrence de la lettre c et se termine par la derniére occurrence
de la lettre c, ceci nous permet de conclure que Sym e¢ C(B) famille incluse
dans Fc(Bor), la plus petite FAL fermée par substitution et contenant la
famille des langages bornés or il est connu [21] que Sym n'appartient pas a
Fc(Bor) d'oll la contradiction.
Nous pouvons donc écrire que (w c Sym' c ;R) a* = Ll nwec {a, b, e}*
{a, b, a}* ¢ TR a* clest 2 dire (wc Sym' c GR) a* e be(Ll) c be(Sym).
I1 est montré dans [23] que si L, et L, sont deux langages infinis définis

1 2

sur des alphabets disjoints vérifiant Ly L, e be(Sym) alors L, et L, sont
des langages rationnels. Ce résultat permet de conclure que w.c Sym' c QR
est un langage rationnel ce qui est manifestement faux. Le langage L vérifie

bien le troisiéme cas.
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Quatriéme Cas

Py ¢ cfwy = ) = cw

~i1 suffit de choisir L = Sym [23].

Cinquiéme Cas

Py = cif(n) g_Cf(L) = C(L)

il suffit de choisir L = cy (cf. chapitre III).

Sixiéme Cas
) = cfw giclf(L) = C(L)
il suffit de choisir L = L' ¢ c* ol ¢ est une nouvelle lettre et L' est un

langage non effacgable.

Septiéme Cas

Py = etfy = ef) = cw)

il suffit de choisir pour L un générateur quelconque de ALg ou de Ocl,

Si maintenant on examine la place des sous~cbnes Cdf(L) et Cd(L)
par rapport aux autres sous-cones particuliers, on feut se demander quelles
conditions doit remplir L pour avoir
() = (1)
et cdu) = ctf(w
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11 est..d remarquer que.nous ne connaissons pas, pour l'instant, de

langage. algébrique pour lequél ces relations ne soient pas vérifiées.

Entre la notion de langage effagable (C(L) = Cf(L)) et la notion
de langage trés fortement effagable (Cd(L) = Cdf(L)) il y a place pour la
notion de langage fortement effagable (Cif(L) = be(L)) nous ne savons
pas, pour l'instant, s'il existe des langages fortement effagables non

trés fortement effacables.
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Produit de langages

Projection

QR

Quotient 3 droite

Quotient & gauche

Rat
Reg

Sous=-cdne particulier

Substitution
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Transducteur

Transducteur:.

Transduction
Transduction
Transduction
Transduction
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