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La précis ion indaspensable dans l a  communication avec une machine 

a conduit l ' i n fo rmat ic ien  a in t rodu i re  l a  notion de langage formel , .c 'es t  

à d i r e  de  langage pour l eque l  il correspond une d é f i n i t i o n  p réc i se  e t  

rigoureuse. I l  est donc n a t u r e l  de cons ta te r  une col labora t ion souvent 

é t r o i t e  e n t r e  l e s  concepteurs de  langages de programmation e t  les théo- 

r i c i e n s  des langages formels. ûn trouve dans c e r t a i n s  "vieux" langages d e s  

r e s t r i c t i o n s  ( l i m i t a t i o n  à t r o i s  niveaux d ' imbricat ion de  parenthèses en 

Fortran II par  exemple) dues à des problèmes théoriques non r é s o l u s  à 

l 'époque de l e u r  dé f in i t ion .  D e  façon symétrique bien des  problèmes de 

transformations d e  grammaires, par  exemple, n 'aura ient  pas é t é  é tudiés  

s ' i l  n 'y  a v a i t  eu des problèmes pra t iques  sousjacents ,  Cet échange e s t  

t r è s  fructueux dans b ien  des domaines t e l s  que l ' analyse  syntaxique, l a  

compilation, l a  programnation ... 

Pour d é f i n i r  un langage i n f i n i ,  comme pour tou t  a u t r e  ensemble 

i n f i n i  d ' a i l l e u r s ,  il y a p l u s i e u s  mayens de? procéder. On peut ,  par 

exemple u t i l i s e r  une c a r a c t é r i s a t i o n  des  mots du langage (reconnaissance), 

il e s t  poss ib le  également de met t re  en r e l i e f  une p ropr ié té  du processus 

de générat ion (gramnaire) ou encore de  d é f i n i r  be langage à p a r t i r  de 

langages d é j a  connus à l ' a i d e  de c e r t a i n e s  opérat ions.  

Reconndrtre de  f --- - automatique les mots d'un langage a t r è s  v i t e  

é t é  une p r 6 o c c u p a t i ~ n  des  c b c k a w s  utomate. 

P a n n t  c e s  machines, c e l l e s  qui  poas2dent un nomke f i n i  d ' é t a t s  e t  qui  

pewent  avoir l a  p o s s i b i l i t é  & m h o r i a e r  un nombre non borné d ' informations,  

ont  part iculièrement 6té Çtudiées c e  q u i  a permis de dégager d i f f é r e n t s  

types d'automates dont les automates B p i l e  d e  mémoire e t  l e s  automates 



sans mémoire annexe . Les machines d ' é t a t s  f i n i  

( sans  mémoire annexe) on t  des a p p l i c a t i o n s  p ra t iques  (en programmation 

par  exemple) évidentes,  e t  Reg, l a  fami l l e  des  langages r é g u l i e r s  reconnus 

par  c e  type de machine, est une fami l l e  fondamentale de langages, 

Très v i t e  également l e s  grarmaires formel les  ont  f a i t  l ' o b j e t  

d 'é tudes  in tens ives ,  Chomsky a dégagé une cé lèbre  h ié ra rch ie  en d i s t inguan t  

quat re  types de  g r m a i r e  dont, en p a r t i c u l i e r ,  l e s  grammaires algébriques 

e t  les grammaires l i n é a i r e s  à d r o i t e  correspondant aux langages r a t ionne l s .  

C 'es t  à d i r e  aux langages obtenus à p a r t i r  des  langages f i n i s ,  par  

app l i ca t ion  des  opéra t ions  c l a s s iques  d'union, de produit  e t  d ' é t o i l e .  

Kleene f u t  l e  premier à rapprocher ces  po in t s  de vue en démontrant 

1' i d e n t i t é  e n t r e  l e s  langages r a t i o n n e l s  e t  l e s  langages r é g u l i e r s ,  

S ' i l  n ' e s t  pas impossible, compte tenu des  développements techno- 

logiques e t ,  en p a r t i c u l i e r  du para l lè l fsme,  de voix? s e  développer des  

langages de p r o g r m a t i o n  possédant une c e r t a i n e  llcommutativitél' q u i  

r e f l é t e r a i t  une indépendance quanir' a l ' o r d r e  d ' é c r i t u r e ,  à l ' heure  a c t u e l l e  

l e s  langages a lgébr iques  correspondent a un bon modèle des  langages de 

p r o g r m a t i o n  (Algol, Pascal ) ,  L'étude de  14 fami l l e  Alg, des  langages 

algéhriquea pu i se  dlautr)es motivat ions dans des domaines d i f f é r e n t s  t e l s  que 

l a  t h é o r i e  des  s é r i e s  f o m e l l e s  ou encore l a  t h é o r i e  des  echemas de  

pogz'ammes ( a r b r e s  . , , ), 

La t ransduct ion  r a t i o n n e l l e ,  o u t i l  fondamental en thgor ie  des  

Aangqges Put d6lttnie par Elgot e t  Nezej [Il]. L'équivalence e n t r e  t r ans -  

duction r a t i o n n e l l e  d'une pa r t  e t  homomorph$.me, homomorphieme inverse ,  
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in te rsec t ion  avec un langage ra t ionne l  d ' au t re  par t  a é t é  montrée par 

Nivat C201. Cette ca rac té r i sa t ion  e s t  à l ' o r i g ine  d9un,grand nombre de 

travaux. Une synthèse des r é s u l t a t s  concernant t a n t  l ' o u t i l  que ses  

appl icat ions  a é t é  r éa l i s ée  par Berste1.C 6 1. 

Ceci a conduit l a  théor ie  des langages à s ' enr ich i r  du concept de 

famil le  agréable de langages C161. Un cône ra t ionnel  e s t  une famil le  de 

langages fennée par transduction ra t ionne l le ,  une famil le  agréable de 

langage e s t  un cône ra t ionne l  fermé par union produit e t  é to i l e .  Ainsi ce  

nouveau concept permet, par une vue plus globale, de dégager des propr ié tés  

communes à cer ta ines  familles,  comme par exemple des propr ié tés  de c i8ture .  

Cette notion a s e rv i  à un i f i e r  des r é s u l t a t s  e t  à mettre en évidence des 

propr ié tés  s t ruc tu re l l e s  de ce r t a in s  types de langages. 

L'opérateur de subs t i tu t  ion e s t  certainement 1' opérateur l e  plus 

naturel  en Xnformatique, Quoi de plus naturel  en e f fe t  que de remplacer, dans 

un pz?ogi.anane é c r i t  dans un langage de p r o g r m a t i o n  un nom de var lab le  par  

un au t r e  , un nan par un gr- d'ordres (pocédure)  , , . ! La r ichesse  e t  l a  

puissance de ce t  opérateur explique certainement pourquoi t an t  de chercheurs 

l ' o n t  é tudié ,  Après avoir  substf tué  une l e t t r e  une l e t t r e ,  une l e t t r e  un 

mot, on a subs t i tué  a une l e t t r e  un langage, L'opérateur a ensuite é t é  

étendu aux f a n i l l e &  de langages e t  peut & t r e  consAdh6 comme un constructeur 

de famil les  dont ce r ta ines  proprf6téa sont hérftéea des famil les  i n i t i a l e s ,  

L'autre o u t i l  de construction de f a n i l l e s  de langages quPest l a  transduction 

raaionnel le  a tras v i t e  6t6  approché de l top&ateur de subst i tu t ion e t  c e  

par l ' in termédiaire  de l a  subs t i tu t ion  syntaxique, 

A pa r t  f r  de l a  famil le  {LI  conatftuée du seul  langage L ,  on peut 

déf in i r  l e  cene ra t ionne l  pr incipal ,  n ~ t é  C ( L 3 ,  engendré par L, C(L) e s t  l a  



p lus  p e t i t e  f a m i l l e  de langages contenant L e t  fenmée par  t ransduct ion  

r a t i o n n e l l e .  P lus  précisément, compte tenu de l a  composition des  t ransduct ions  

r a t i o n n e l l e s  C111, C(L) e s t  l a  f a m i l l e  des  langages que l ' o n  peut ob ten i r  

à p a r t i r  de L par  une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e .  

En imposant c e r t a i n e s  r e s t r i c t i o n s  aux t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  

nous obtenons un o u t i l  p lus  manipulable mais moins puissant .  Le but ,  pour- 

s u i v i  i c i ,  e s t  de t e n t e r  de déterminer des p r o p r i é t é s  des langages L pour 

l e sque l s  l a  f a m i l l e  de langages contenant L e t  fermée par  t ransduct ion  

r a t i o n n e l l e  " res t r e in te"  r e s t e  ident ique  à C(L), Les t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  

f fdè les  ( t o u t  mot e s t  l ' image d'un nombre f i n i ,  de mots) on t  permis 

de d é f i n i r  l e s  langages e f fagab les ,  langages pour lesquel$(  $1  y a i d e n t i t é  

f e n t r e  C ( L )  e t  C ( L i ,  l a  p l u s  p e t i t e  f a m i l l e  contenant L e t  fermée par  

t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  f i d è l e .  D e  nombreuses é tudes  P71, C83, C153, C333 

ont montré que, par  exemple t o u t  générateur de Alg, l a  f a m i l l e  des  langages 

a lgébr iques ,  e s t  e f fasable ,  de m ê m e  pour t o u t  langage d é f i n i  sur une l e t t r e ,  

De façon symétrique, on d é f i n i t  les t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  d'image f i n i e  

(l 'ensemble des  images d'un mot e s t  f i n i ) ,  Ces t ransduct ions  n 'ont  pas l a  

puissance des  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  quelconques, e t  d'un langage L on 

ne pouma généralement pas a t t e i n d r e ,  par t ransduct ion  d'image f i n i e ,  tous  

l e s  éléments de C(L3, Ceci dépendra de l a  s t r u c t u r e  du langage L. On appe l l e  

langage d'&nage f i n i e  un langage v é r i f i a n t  justement l 1 6 g a l i t é  e n t r e  C(L) 

$3 e t  C (L) , l a  p lus  p e t t t e  f ami l l e  contenant L e t  fermée par  t rqnsduct  ion 

a a t i o n n e l l e  d'$,mage f i n i e ,  Un langage d'image f i n i e  e s t , e n  quelques s o r t e s ,  un 

langage suffisamment " for t"  pour compenser l a  p e r t e  de  puissance des  t r ans -  

duct ions  r a t i o n n e l l e s  d'image f i n i e .  

1 I I 

Un c a s  p a r t i c u l i e r  des  t ransduct ions  d'image f i n i e  dont l e  r 8 l e  

dans c e t t e  thèse  est important e s t  cons t i tug  par  l e s  t ransduct ions  



r a t i o n n e l l e s  décroissantes  ( l a  longueur d'un mot e s t  supér ieure  ou égale  aux 

longueurs des  images de  ce  mot). De façon analogue à c e  qu i  a é t é  f a i t  

d  
précédemment on d é f i n i t  C (L),la p l u s  p e t i t e  f a m i l l e  contenant L e t  fermée 

par t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  décroissante .  Les t r ansduc t i ans  r a t i o n n e l l e s  

b i f i d è l e s  (à  l a  f o i s  f i d è l e s  e t  d'image f i n i e ) ,  l e s  seu les  à Zt re  u t i l i s a b l e s  

s u r  l e s  ensembles de mots i n f i n i s  [ 293, vont, quant à e l l e s ,  nous conduire 

à l ' é t u d e  d e s  langages b i f i d è l e s  c ' e s t  à d i r e  des  langages v é r i f i a n t  

b  f l ' é g a l i t é  de  C(L) e t  de C (L). La p l u s  p e t i t e  f a m i l l e  contenant L e t  fermée 

par t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  b i f  i d è l e  . Nous savons, depuis  C 2 31 que t o u t  

générateur de  Alg e s t  b i f i d è l e ,  de m h e  pour t o u t  générateur de Oc1 ( l e s  

langages a lgébr iques  à un compteur), Par cont re  c e t t e  p ropr ié t é  n ' e s t  pas 

v é r i f i é e  POUT Lin C231. 

Le premier c h a p i t r e  e s t  des t iné  à f i x e r  l a  terminologie u t i l i s é e  dans 

l e s  chapi tnes  bu$vants, y sont  rassemblés tous  les r é s u l t a t s  connus que 

nous u t i l i s e r o n s  t o u t  au long de c e t t e  thèse ,  

Cgmrqent une propr iQt6  s u r  une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  e s t ~ e l l e  

répercut6e  dana 8a c a ~ a c t 6 ~ f s a t i o n  en terme de  binorphisme e t  réciproquement 7 

De t e l l e s  recherche gnt  d6ja  é t é  r é a l i s é e s  par  Boasson e t  Nivat E81 pour 

l e s  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e o  4 idè leo  ou d '  image f i n i e ,  par  Eilenberg CiQ1 

pour l e s  t ransduct  ions  ra t  ionnel lea  conaernant l e s  longueurs, Le c h a p i t r e  LI 

s' i n s c r i t  dans c e t t e  problhat ique e t  permet d 'appor ter  une c a r a c t é r i s a t i o n  

des  t rqneductione r a t i o n n e l l e s  d6cro i smntes  a savoir  r 



T e s t  une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  décroissante  s i  e t  seulement si 

- 1 
e l l e  peut ê t r e  mise sous l a  forme T = g O (n R )  O h où R e s t  un 

langage r a t i o n n e l  d é f i n i  s u r  un alphabet Z ,  h un homomorphisme 

* * 
s t r ic tement  alphabétique de Z dans X e t  g un homomorphisme 

* * 
alphabétique de Z dans Y . 

Notons que c e t t e  c a r a c t é r i s a t i o n  nous permet de r e t rouver  immédiatement, 

comme cas  p a r t i c u l i e r ,  l e  r é s u l t a t  d'Eilenberg c i t é  p lus  haut e t  a u s s i  par  

symétrie, de c a r a c t é r i s e r  l e s  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  c ro i s san tes .  Nous 

terminons ce chap i t r e  en donnant quelques lemmes de f a c t o r i s a t i o n  de 

t ransduct ion  r a t i o n n e l l e .  

Dans l e  chap i t r e  III nous m n t ~ o n s q u e l q u e s  p ropr ié t é s  des  laqgages 

d'image f i n i e  e t  b i f i d è l e s .  En p a r t i c u l i e r  s i  L e s t  un langage d'image 

f i n i e ,  nous montrons q u ' i l  domine, de f a ~ o n  décroissante  t o u t  élément de 

i f  
C ( L )  ( c ' e s t  à d i r e  c i f ( ~ )  = C(L) => c ~ ( L )  = C (L) = C(L)). Cette  p ropr ié t é ,  

a j o u t é e  au f a i t  que l e s  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  décroissantes  sont  

d ' u t i l i s a t i o n  agréable ,  permet d 'envisager des  s impl i f i ca t ions  de  démons- 

t r a t i o n  chaque f o i s  qu ' in terv iendront  des  langages d'image f i n i e ,  En p a r t i -  

c u l i e r  pour Lin ( la  f a m i l l e  d e s  langages l i n é a i r e s ) ,  pour Oc1 ( l a  fami l l e  

des  langages à un compteur ou pour Alg q u i  sont  tous  t r o i s  des  c8nes 

principaux dont tous  l e s  généra teurs  sont  des  langages d'image f i n i e ,  

r l  é ta i t  démontré dans C331 que t o u t  langage déf Ani s u r  un alphabet d'une 

seu le  l e t t r e  é ta i t  ef façable ,  Par symétrie,  on peut ae demander s ' i l  

e s t  également d'  image f i n i e ,  Une réponse négative e a t  apportée a c e t t e  

quest ion e t  nous démontrons, a u  c o n t r a i r e ,  que , , p a r n i  c e s  langages, s e u l s  

l e s  langages r a t i o n n e l s  sont d'image f i n i e .  Nous donnons dans c e t t e  p a r t i e  

d un exemple de langage v 6 r i f i a n t  C (L) = c i f ( ~ )  + C(L). 



* 
Le langage L f c (03 4 e s t  l a  s u b s t i t u t i o n  syntaxique d é f i n i e  par  

* 
S. Greibach) formé des  mots de L - c X dans l e s q u e l s  on a i n t e r c a l é  un 

nombre quelconque de c ( c  # X) i n t e r v i e n t  dans une c a r a c t é r i s a t i o n  des 

langages d'image f i n i e .  Ceci nous amène dans l e  chap i t r e  I V  à é t u d i e r  

l e s  s u b s t i t u t i o n s  dans d e s  cônes r a t i o n n e l s  décroissants .  Nous donnons 

l e s  r e l a t i o n s  q u i  l i e n t  l e  cône r a t i o n n e l  ( f i d è l e )  engendré par  un langage L 

W c o n q u e e t  l e  cône r a t i o n n e l  décroissant  ( f i d è l e )  engendré par  L ce q u i  

nous permet de r e t rouver  t r è s  faci lement l e  r é s u l t a t  c l a s s ique  Cl71 : 

Y L - c x*, V L '  - c X I *  avec X n X' = 0 a l o r s  

C(L) O C(Lt ) = C(L -t (L' Cl*). 

Un langage L est complet par  s u b s t i t u t i o n  s i  et  seulement s i  pour tou t  

langage L' d é f i n i  sur  un alphabet  d i s j o i n t  de c e l u i  de L 

C(L) O C(L1) = C(L 4 LI) .  Un des  r é s u l t a t s  principaux de  c e  c h a p i t r e  e s t  

de montrer q u ' i l  y a i d e n t i t é  e n t r e  l e s  langages completspar s u b s t i t u t i o n  

et  l e s  langages d'image f i n i e ,  ce q u i  permet d'énoncer : 

C(L) C] C ( L 1 )  = C(L 4 L-') c=> L e s t  d'image f i n i e  ou L '  engendre une FAL. 

Pour a r r i v e r  à c e  r é s u l t a t  nous u t i l i s o n s  une vers ion  améliorée du lemme 

de s u b s t i t u t i o n  de  S. Greibach due à M. Latteux. 

La notion de langage t rès  fortement e f façab le ,  que nous in t roduisons  

dans c e  c h a p i t r e  va nous permettre de d é f i n i r  d e  nouvelles  c l a s s e s  de 

langages (algébriques)  non ef façables .  

Nous abordons, dans l e  c h a p i t r e  V, une é tude  systématique des r e l a t i o n s  

e n t r e  l e s  d i f f é r e n t s  lfsous-cdnes p a r t i c u l i e r s "  d'un c8ne r a t i o n n e l  p r inc ipa l .  

Nous montrons que l a  not ion  de langage t r è s  fortement e f façab le  e t  l a  not ion  

de langage d'image f i n i e  permettent d ' a f f i n e r  les d i f fé rences  e n t r e  l e s  

langages d é f i n i 8  sur  un alphabet  d'une seule  l e t t r e  ce  que ne permet ta i t  pas 

l a  notion de langage ef façable .  
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Un alphabet X e s t  un ensemble f i n i  dont l e s  éléments sont appelés 

* 
l e t t r e s .  Les é l h e n t s  de X , l e  monorde l i b r e  engendré par X, sont des 

* 
m û t S .  Toute p a r t i e  (f inielde X* e s t  un langage ( f i n i ) .  Pour tou t  mot w  de X 

on notera ( w (  l e  nombre de l e t t r e s  du m o t  w  (encore appelé longueur de w) 

e t  l w l x  l e  nombre d'occurrences de l a  l e t t r e  x dans l e  mot w : 

naturellement l e  mût vide, noté E, e s t  l e  s eu l  mot de longueur nul le .  

Çf El e t  E2 sont deux sous-ansembles de E, nous noterons E2\E1 

l'ensemble des éléments de E2 qui ne sont pas dans El : 

sc ien t  L e t  L2 deux langages inclus  dans X' : 
1 

* 1 'union L1 u L2 e s t  l ' en smble  des mots de X qui  qppartiennent 3 LI ou a L2 

* 
L u L2 = {w . X /. w . LI ou w . L2} 1 

l e  produit LI L2 e s t  l e  langage de X* const i tué  des mots de LI concgtenéî 

( 3  dro i t e )  a un mot de L2 

* 
L1 L2 = {wl w2 e X / w  L L e t  w2 c L2} 

1 1  

l ' é t o i l e  L* du langage L e s t  : 

O 
L* = v L~ avec L = C E }  e t  L~+' = L" L = L L" 

n 20 



A p a r t i r  de ces t r o i s  opéra t ions  s u r  les langages on d é f i n i t  une f a m i l l e  de 

* 
langages contenus dans X dont l e  r ô l e  est fondamental en t h é o r i e  des 

langages : 

* 
Définition : La famille des langages ra t ionnels  de X , notée ~ a t ( ~ * )  e s t  

* 
l a  plus  p e t i t e  famille de langages de X qui contienne les langages finis 

et qui  s o i t  c lose  par union produit e t  é t o i l e ,  

S ~ i t  L un lqngage d é f i n i  sw un alphabet  X, F(L) ,  FG(L),  FD(L) sont  

respecti tement l'ensemble des  facteurs, des  f a c t e u r s  gauches, des  facteurs 

d r o i t s  de mots de L : 

F(L) = iw E X* / 3 x,  y é X* e t  x H y E LI 

FG(L) = iw E X* p 3 y E X* e t  w y c LI 

FD(L) iu E X* 1 P y e X* e t  y w E LI 

* 
Définition : Soient L un langage contenu dans X , w un mot de L. On d i ra  

que u est fac teur  i t d r a n t  de w dans L si et seulement si : 

- w = w  u w avec wl, u ,  w2 
1 2  c ~ * e t u + ~  

* - w u w e s t  inclus  dans L 1 2 

Nous dirons que u e s t  facteur  i t d r an t  de L, si et seulement si il ex i s t e  

un mot w tel que u s o i t  facteur  i t é r a n t  de w dans u. 



Cette d é f i n i t i o n  nous permet d'énoncer un r é s u l t a t  de base : 

* 
Lemme d e  l ' é t o i l e  [OGDEN] : Si R e p t  un langage ra t i onne l  d e  Z , il  s x i s t e  

un e n t i e r  n tel  que t o u t  mot w ,  d e  longueur supérieur d n, admette  un 

fac t eur  i t é r a n t  dans R .  

Le quotient 3 d r o i t e  (resp.  a gauche) du langages par l e  ïgngage L ~ ,  

-1 -1 
noté LI L2 ( resp .  L2 LI) e s t  l 'ensemble : 

y1 
L1L2 = L ~ r X / i w ~ ' L ~ t e l q u e w w ~ C ~ ~ l .  

-1 
(resp.  L2 LI 2 {Y r X / 3 w2 r L2 t e l  que w2 w L ~ } ) ,  

f La no ta t ion  L sera quelque f o i s  u t i l i s é e  dans c e  t r a v a i l ,  e l l e  

* * 
désigne .u L~ = LL = L L. 

n r l  

* 
Soient  X* e t  Y* deux monoTdes l i b r e s ,  un homomorphisme h de  X* dans Y 

e s t  une app l i ca t ion  v é r i f i a n t  : 

h(wl w2) = h(wl) h(u2) pour t o m  wl, w 2 r X* 

e t  donc h ( ~ )  = E. 

* * 
Un homomorphisme h de  X dans Y sera : 

. s t r i c t e  si  e t  seulement s i  h(X) c Y' 

.alphabétique si  et  seulement si h(X) c Y u (€1 

.strictement alphabéttque si et seulement s i  h(X) c Y 

* k *  . k - l im i te  s u r  L avec L c Y* si et seulement s i  L n X Xo X = 0 

où. Xo = { X  e X / h(x) = €1 

. 1 i m i  t e  s u r  L s i  et seulement s ' i l  e x i s t e  k t e l  que h s o i t  k-l imitg s u r  L. 



Soient X e t  Y deux a lphabets  d i s j o i n t s  l a  pro jec t ion  Ilx ( resp .  ny) 
* * 

de ( X  u Y )  dans X ( resp .  Y) est l'homomorphisme alphabétique d é f i n i  par  

IiX(z) = z s i z  E X e t I I X ( z )  = E s i z  É Y ( resp .  il ( z )  = E s i z  r X e t  
Y 

Iiy(z) = z s i  z É Y ) .  

L a m e  : Si h est un hananorphime alphabétique a lors  : 

Pi+ dénote l 'ensemble des  e n t i e r s  p o s i t i f s ,  N r N+ u {O} et 

mk = i (x l ,  ..., x ) / Y i C l ,  k3, xi 3 4 ,  Un ensemble B c m k  e s t  un k - 
ensemble 1 Ingai  r e  s t  il e x i s t e  xo INk, un ensemble f i n i  P = x . . . y,} 5 
k 

appelé ensemble de périodes te ls  que 

k un ensemble semi- l inéaire i n c l u s  dans34 e s t  une union f f n i e  d'ensembles 

k l i n é a i r e s  i n c l u s  dans N , 

Soi t  X = x ,  . . . , x un ensemble ordonné, l a  fonction de Parikh, n 
* k 

notée Y,  e s t  l a  fonction de X à valeur  dans IN d é f i n i e  par  : 

Rappelons e n f i n  que l ' image pa r  l a  fonci ton  de Parikh d'un langage 

algébrique e s t  un ensemble semi-l inéaire.  
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B : AUTOMATES, TRANSDUCTEURS ET APPLICATIONS (SOUS-) SÉQUENTI ELLES 

~ é f i n i t i o n  : un automate d ' é t a t  f i n i  déterministe A es t  un 5-uple 

(X, Q ,  qo, 6 ,  F) ou X est  un alphabet d 'entrée, Q un ensemble f i n i  d ' é ta t s ,  

q un élément particulier de Q appelé état i n i t i a l ,  6 une fonction partielle 
O 

* 
de Q x X -+ Q que l 'on étend A Q x X* en posant, pour tout mot f de X e t  

pour toute l e t t r e  x de X : 

6(q, c)  = q 

6(q, f i 3  = 6(6(q,  f ) ,  X I  

6 est  appelée fonction de transition 

F es t  un sous-ensemble de Q, tout éldment de F est  un état texminal de 

1 'qutomate. 

Remarque ; 11 nous arrivera d ' u t i l i s e r  l e  symbole r pour dénoter l a  

fonction de t rans i t ion  de l'automate e t  a l o r s  q' E b ( q ,  w) sera noté 

q l = q * w .  

D6finition : Un mot w de X* est  reconnu par 1 'automate A = (X, Q, qo, 6 ,  F) 

s i  e t  seulement si 6(q0, w )  c F. 

Ddfinition i ~n irngage L de X* t$t r e g ~ i  IW s i  e t  seulement s i  il u i s t e  

un automate A t e l  que l'ensanble des mots reconnus par A soit identique d L. 

On d i ru  que A reconnaft LI 

* 
&finit ion ; Reg(X ) ddnote l a  famille des langages rdguliers déf in is  

* 
sur X . 



Le théorème de Kleene, out i l  de base en théorie des langages, l i e  

* * 
l a  famille Reg(X ) des langages réguliers de X e t  la famille ~ a t ( ~ * )  

* 
des langages rationnels de X . 

Théorème de Kleene : Pour tout alphabet X ,  

R a t  (x*) = Reg (x*) 

Définition ; L'automate minimal qui recomait R sera, parmi l e s  automates 

qui reconnaissent L celui qui possède l e  moins d'états (il est  unique à 

une numérotation des états prés). 

La notion de transducteur séquentiel va généraliser l a  notion 

d'automate, 

Définitions :un transducteur sequentieî T est  un 6 u p l e  ( L ,  6* Q* qo, 6 ,  Al 

o ù  Z est un alphabet d'entrée, P un alphabet de sortie, Q, % e t  6 ont l a  

* 
mème d4fJnition que précédemment, X es t  une fonction partielle de Q x C + h 

* 
que l 'on Btend A Q x zC en posant, pour tout mot d e  E , pour toute l e t t r e  

x d e C :  

A(q, €1 = E ; A(q, fa) = h ( q ,  f) X(6(q, f ) ,  x3 

h est  appel6e fonction d e  sort ie  (cf, Eilenberg ClQ?, Berstel C 6 1). 

* 
Une application Y de Z* dans A est séquentielle s ' i l  existe un trails- 

* 
duçteur qui l a  r e d i s e  c 'es t  I dire p i  pour tout mot w I de E y,(w)=h(qo,w). 



I n t r o d u i t e  en 1977 p a r  M.P. Schützenberger 133 1, l a  not ion  de 

t r ansduc teu r  sous-séquent iel  e s t  largement u t i l i s é e  dans ce travail,  

D é f i n i t i o n s :  Un t ransduc teur  S~u~-Séquentiel e s t  un couple  (T, s )  formé 

d'un t ransduc teur  s é q u e n t i e l  T d é f i n i  cornne c i - d e s s u s  e t  d'une fonc t ion  

* 
p a r t i e l l e  s d e  Q dans A . 

Une a p p l i c a t i o n  y e s t  ~~~S-SéqLJentiel le s'il e x i s t e  un t ransduc teur  sous-  

* 
s é q u e n t i e l  qui l a  r é a l i s e  c ' e s t  d d i r e  tel que pour t o u t  mot d e  C , y(w) = 

X(q,, W )  s (6(q0 ,  w)). 



Soient  X* e t  Y* deux monoldes l i b r e s ,  X* x Y* est un monofde dont 

l e  produi t  e s t  d é f i n i  par ; (x, y) (x' ,  y ' )  = ()DL', yy') pour tous  

couples (x, y ) ,  (x' , y'  ) de X" x Y* lté16ment neut re  (E, r)  sera noté c 

* f 
Rat (x* x Y*) e s t  l a  fami l l e  des langages r a t i o n n e l s  du monofde X x Y . 

* Déf in i t i on  : Une transduction -t' d e  X* dans Y* est une app l i ca t ion  de  X 

* 
dans 1 'ensemble ?(Y*) d e s  p a r t i e s  d e  Y , 

Cet te  d é f i n i t i o n  peut g t r e  étendue 1 PU" par 

l e  graphe de î e s t  l 'ensemble : 

r = {(w, w ' )  E X* x Y* / w t  .c T ( H ) )  

nous u t i l i s e r o n s  également l e s  n o t a t  h n s  
LI 

T(W)  = i w '  E Y* 1 (w ,  w ' )  ts TI 
- 1 n 

T (w) = (W' E X* î (nt, w) ts TI 

Le concept de t randuct ions  r a t i o n n e l l e s ,  due a Elgot e t  Mezbi C111, e s t  

apparu en 1965. 

Déf in i t i on  : Une transduct ion .r d e  X* dans Y* est riitionnê11ê si et 
1i * * 

seulement si T est une partie r a t i o n n e l l e  d e  Rat (X x Y ) 



M .  Nivat r281,  en c a r a c t é r i s a n t  l e s  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  en terme 

de bimorphime, a  f a i t  de c e t t e  notion un o u t i l  de base : 

* * 
~héorème de Nivat C281 : Une transduction r de X dans Y est rationnelle 

si et seulement s'il existe un alphabet Z, un langage rationnel R défini 

* * * * 
sur Z, deux homomorphismes (alphabétiques) h de Z dans X , g de Z dans Y 

tels que 
A 

T = { ( h ( w ) )  g(w)) / w E R )  

- 
O r  l e  couple ( w ,  w ' )  appar t i en t  au graphe T de T si  e t  seulement sqil 

e x i s t e  un mot r de R v é r i f i a n t  à l a  f o i s  w = h ( r )  e t  g ( r )  = w '  donc 

Ce qui  permet d ' é c r i r e ,  en u t i l i s a n t  l e s  no ta t ions  dlEilenherg [10], 

r = g o (n  R) o h - l  

A p a r t i r  de maintenant,  nous supposerons, ce qu i  n ' e s t  pas une r e s t r i c t i o n ,  

que tou te  l e t t r e  de Z ne peut pas  avo i r  des images par  h  e t  g vides  

simultanément. 



Une var ian te  de c e  théorème, due à Eilenberg r101, sera u t i l i s é e  

dans c e t t e  thèse  : 

Théorème Cl01 : Soient X e t  Y deux alphabets disjoints.  Une transducti~n T 

* * 
de Y dans Y e s t  rationnelle s i  e t  seulement s ' i l  existe un langage 

* rationnel R contenu dans (X u Y )  vérifiant : 

-1 ou encore T = rry O (n R )  O 

On appelera c e t t e  forme, l a  fornie normale de T. 

* * 
Une t randuct ion r a t i o n n e l l e  T de .X dans Y s e r a  d i t e  : 

. fonctionnelle si v w 6 x* T(W) a  au p ius  un élément 

. d g  image f i n i e  s i  V w E X* ~ ( w )  e s t  un ensemhle f i n i  

. f i d e l e  s i  v w E Y T-'(w) e s t  un ensemble f i n i  

h i f i d e l e  s i  T e s t  à la f o i s  fidèle et  d'image f i n i e  

. decroissante s i  Y w c x*, Y w' T(W) lw8l 1 ~ 1  

. croissante s i  Y w r x*, v v' c r(w) Iv' 1 2 lu1 

. preservant l e s  longueurs a i  v w c x*, Y vt c r(w) 1 w' 1 3 lu1 

. décroi'ssante f lde le  s i  e l l e  est a l a  f o i e  décrot9sante e t  f f d è l e ,  

Theorérne d'algot e t  Mezef [LI] ; ~1 ~ ~ o p ~ d e  Be deux tran$ductfon~ 

~at ionnel les  (rebsp. fitidble, d'image f in ie ,  ddcrof~snnte, bPiiddl@r 

décroissante f idéle,  gré#ewant leo longueurs, croi#sante) es t  une 

transduction rationnelle (rhsp.  fiddlsrdlfmnge f in ie ,  ddcr~iasante 

bi f idèle ,  préservant l e s  longueurs, croissante). 



Comme pour l e s  t r ansduc t ions  r a t i o n n e l l e s  quelconques, on peut  

c a r a c t é r i s e r  l e s  t r ansduc t ions  r a t i o n n e l l e s  f i d è l e s ,  d'image f i n i e  e t  

b i f i d è l e s  : 

* * 
Théorème d e  Boasson-Nivat [ 8 1: Une t r a n s d u c t i o n  r a t i o n n e l l e  T d e  X dans  Y 

est r a t i o n n e l l e  f i d è l e  ( r e s p .  d ' image f in ie ,  b i f i d è l e )  s i  et seu lement  

* 
s ' i l  e x i s t e  un a l p h a b e t  Z, deux  hanomorph imes  a l p h a b é t i q u e s  h e t  g d e  Z 

* * * 
d a n s  X e t  Y r e s p e c t i v e m e n t  e t  un  langage  r a t i o n n e l  R - c Z t e l s  que 

* v u c x , T(W) = g(h-l(w) n R I  

e t  g est l i m i t é  s u r  R ( r e s p .  h est l i m i t é  s u r  R, h e t  g s o n t  t o u s  les 

deux  l i m i t é s  s u r  R ) ,  



üne famille de langages (E, L )  e s t  un couple constftué d'un ensemble 

i n f i n i  dénombrable Z e t  d'une famil le  non v ide  de p w t i m  L de Z* vé r i f i an t  : 
* 

Y L c L, il ex i s t e  un ensemble f i n 3  XL de E t e l  que L c XL. - 
~énéralement  l'ensemble C e s t  sous entendu e t  l e  couple (E, L )  e s t  noté L ,  

Parmg l e s  famil les  de langages, deux types de fmAl l e s  rQn t  pwt$cu- 

Ilèrement nous in té resser ,  I l  s ' a g i t  des c8nes rqtzonnels d'une par t  e t  des 

famil les  agréables de langqges d 'autre  pa r t ,  

Déf in i t i on  : L ,  une fami l l e  de  langages, est un c8ne rationnel ( r e s p .  c6ne 

ra t ionnel  fidele, cbne ra t ionnel  d '  image finie, cône ra t ionnel  bifidele, 

cône ra t ionnel  décroissant , c6ne rat ionnel  decroi ssant f i  del e) si e t  

seul  m e n t  si e l 1  e est fermée par transduct ion r a t i o n n e l l e  ( r e s p .  transduct ion 

r a t i o n n e l l e  f i d é l e ,  transduct ion r a t i o n n e l l e  d'image f i n i e ,  transduct ion 

r a t i o n n e l l e  b i f i d é l e ,  transduct ion r a t i o n n e l l e  ddcroissante ,  transduct ion 

décro i s san te  f i d b l e )  . 

Remarque : Un cône ra t ionne l  f i d & l e  (resp. b i f idè le )  n ' es t  généralement pas 

un cône ra t ionne l  (resp.  ra t ionne l  d'image f i n i e ) .  Par contre tou t  cÔne 

ra t ionne l  resp.  ra t ionne l  d'image f i n i e )  e s t  un cane ra t ionne l  f i d è l e  

( resp.  b i f i dè l e ) ,  



On notera  C( L )  ( resp .  C f < ~ ) ,  c i f ( ~ ) ,  cbf(1) ,  cd(L), cdf(L))  l e  p lus  

1 

p e t i t  cône r a t i o n n e l  ( resp .  r a t i o n n e l  f i d è l e ,  r a t i o n n e l  d'image f i n i e ,  
1 
1 
l r a t i o n n e l  b i f i d è l e ,  r a t i o n n e l  décroissant ,  r a t i o n n e l  décroissant  f i d è l e )  q u i  

i 
I ' con t i en t  L. En f a i t ,  compte t enu  du théorème de composition des  t ransduct ions  
! 
1 

l ra t ronnel les ,  C(L) = {LI  1 9 L L,  il e x i s t e  une t ~ a n s d u c t i o n  r a t i o n n e l l e  

1 ~ e l i e  que L' = T ( L ) ~ .  

Un cane ra t fonne l  C sera d i t  principal  s ' i l  e x i s t e  un langage L appelé 

générateur,  te l  que 

C(IL1) = C 

Par abus de nota t ion  nous é c r i r o n s  C(L) à l a  p lace  de C({L)), 

De façon n a t u r e l l e ,  l a  notion de p r i n c i p a l i t é  est étendue aux canes r a t i o n n e l s  

p a r t i c u l i e r s ,  

En conséquence : 

C(L) = {L' t 3 r t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  t e l l e  que L '  = T(L) )  

cf ( L )  = IL'  / 3 r t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  f i d è l e  t e l l e  que L' = T ( L )  1 
if C (L) = IL'  / 3 T t r ansduc t ion  r a t i o n n e l l e  d'lmage f f n i e  t e l l e  que L '  T ( L ) )  

cd(l,) = {L' / 3 T t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  décrofasante t e l l e  que L '  = T ( L )  1 
b f C (L) = {L' /' 9 T t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  b i f  i d è l e  t e l l e  que L' = T ( L )  

d f C (L) = IL'  / 3 T t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  décroissante  f i dè l e  t e l l e  que 

L' = T ( L ) )  

D&finition : L est e f facab le  si e t  seulement si C(L) = c ~ ( L ) .  



De façon symétrique nous pouvons maintenant dé f in i r  l e s  langages d'image 

f i n i e  e t  l e s  langages b i f idè les ,  langages qui sont au centre de l ' é tude  

i c i  entrepr ise  : 

D é f i n i t i o n  : S o i t  L un langage : 

if L est d'image f i n i e s i  e t  seulement si C(L) * C (LI 

b f L est b i f i d é l e  si e t  seulement si C(L) = C (L) 

Un c8ne ra t ionne l  n ' e s t  en général pas fermé pour l e s  opérqtions union, 

produit e t  é t o i l e  c ' e s t  l a  raison pour laquel le  on a é t é  amené à dé f in i r  

l e s  famil les  agréables de langages ou FAL, 

D é f i n i t i o n  : Une f a m i l l e  d e  langages 1 est une FAL ( f f d é l e )  sl' et seu l enen t  

si 1 est un c6ne r a t i o n n e l  ( f i d h l e )  fermé par union,  produrt et é t o i l e .  

Lemne : Tout c6ne pr inc ipa l  est fermé par union.  - 

Parmi l e s  famil les  agréables de langages, oh je t s  de nombreuses 

études, nous c i te rons  l a  famtl le  IQt des langages ra t ionnels  dé jà  menteonnée 

dans ce  t r a v a i l ,  14 famtl le  Alg des langages ~ l g é h i q u e s ,  l a  famille des  

langages bornéa ou encore la  famille des langages commutatifs. Nous a l l ons  

rappeler des r e s u l t a t s  concernant l e s  famil les  Rat e t  Alg. 

Propos i t ion  : pour t o u t  Iangage L non r a t i o n n e l  Rat cf C L ?  c C(L) 9 - 

P r o p o s # t i m  ; Tout langage r q t i o m e l  est gdndruteur ( f f d d l e )  d e  Rat, 



Les moyens de dé f in i r  l a  famil le  des langages Algébriques Alg encore 

appelée famille de langages a contexte l i lwe  ne manquent pas t a n t  l e s  

études entrepr ises  sur c e t t e  famil le  sont nombreuses. Nous choisissons 

l e  moyen cadrant l e  mieux avec ce  t r a v a i l  : 

* 
Les langages de Dyck r e s t r e i n t s  Dtn,'tlangages de parenthèses" 

peuvent ê t r e  de f in i s  de l a  façon suivante - C C - 
s o i t  xn = {xl, x2, . x,}, xn ixl, x2, ",, xn}* 

Soi t  6n l a  congruence de (X u 2)" engendrée par 
r 

V i c Cl, n3 xi xi I E. 

* 
D é f i n i t i o n  : Le lqngage d e  Dyck D t n  r e s t r e i n t  est l a  classe d e  E dans l a  

congruence 6 n 

Nous sonmies a l o r s  en mesure de dé f in i r  Alg : 

* n 'es t  pas i e  seul générateur de Alg. R-que = D t 2  

En f a i t  ce r6 su l t a t  a été a f f i né  par L, Boasson - M. Nivat e t  p w  

S. Ginsbug - J. Goldstine - S. Greibach, 

Théopthe [ 8 3  e t  Cl41 ; m u t  gdndrateur d e  Alg est un gdndrateur f i d d l e ,  

Résultat encore wpélioré pqr M c  Latteux, 



Théorème C231 : Tout gdndrateur de Alg est un gdndrateur bi f idhle .  

D'où l a  conclusion, pour t ou t  langage L t e l  que C(L) = Alg on a 1.8 

r e l a t i ons  
. .- . 

b f Mg = C(L) = c ~ ( L )  = c i f ( ~ )  = C (L) 

Deux sous famil les  de Alg ont une place tou t  3 f a i t  pa r t i cu l i è r e s  

du f a i t  des propr ié tés  in téressantes  qu 'e l les  possèdent. Elles ont f a i t  

l ' ob j e t  de  nombreuses études. I l  s ' a g i t  de l a  famille des langages l i n é a i r e s  

Lin d'une pa r t  e t  de la  famille des langages a un compteur Oc1 d'autre p a r t ,  

Une f a ~ n  agréable de déf in i r  Lin e s t  d ' u t i l f s e r  l e  langage 

Sym = fv üR ) w fa, hl*) oP cR e s t  1'Lisge m i r o h  de u dans laquel le  on 

B l t b a ~ é l J  tou tes  l e$  l e t t r e s  de w a l o r s  LPn f i  C(Sym), 

;tf f proposition [233 Lin e C(SyrP) = C ( ~ p )  = C I 

Mais, contrairement 3 Alg nous savons que tou t  générateur de Lin n ' es t  

pas b i f idè le .  En e f f e t  : 

r r o p o s F A y  C237 cht($ym) $ Lin, 

La famille des langqgesr a un c-teur notée Qcl ,  e s t  quant à e l l e  

l e  c8ne rattonne1 engendré par l e  lqngqge de Dyck r ea t r e in t  sur une l e t t r e  

* DI1. 11 a été m n t r ç  que : 

Propo$ftion C241 ; Tout l a n g ~ g e  gdnérflteur de  Oc1 est gdnérateur b i f i d é l e  

de Ocl. 



La transduction r a t i o n n e l l e  est un moyen de cons t ru i re  des familles 

de langages, l a  s u b s t i t u t i o n  en est un a u t r e ,  c e  q u i  en f a i t  un o u t i l  

p r i v i l é g i é .  

D é f i n i t i o n  ; S o i t  s, un hmnaqa~ph,t?onie d e  X* dane P(Y*), $o$t L une f a m i l l e  

de  langages. Noue d i cons  que s est une 1-suhstf . tat ion $2 et  seulenent s14 

s(x) E pour: t o u t  x d e  X ,  $ egt une L-snBst t tutfon prapre s2 c'est une 

L-substitution e t  si s(x) ne cont ient  ~s l e  mot v i d e , ,  pour tout  x de X. 

s é t a n t  un h ~ m o ~ o r p ~ s m e ,  gn e s t  en d r o i t  de p a r l e r  de s u b s t t t u t i o n  

de moto e t  p lus  généra lment  de  p a r l e r  de  suhs t f tu t fon  d'un langage L 5 X* 

en posant : 

s(L) = u du), 
HE L 

11 aemhle n a t u r e l  d 'étendre l eg  subst$-tutions aux famElles de  

langages ; 

D é i J n i t i ~ n  : L O L t  s ~ s ( L )  L t: L e t  $ e g t  une Ltr@tt&tf tu t ion  p r o p ~ e )  

QuoPque légèrement d i f f é r e n t e  de l q  d é f i n i t i o n  c lamique  c e t t e  

d é f i n i t t o n  l u i  devient équivalente dèû que L e s t  fermée par t ransduct ions  

décroissantes  (voir  pages su ivan tes ) ,  Par contre  s i  L n ' e s t  pas c l o s  par  

homomorphisme effqsant  c e t t e  dé f in f t jon  est p lus  adaptée e t  permet 

d ' a f f i n e r  l e s  r é s u l t a t s ,  



Possédant deux opéra teurs  sur l e s  f ami l l e s  de langages l ' u n  unai re  

( l a  t ransduct ion  r a t i o n n e l l e ) ,  l ' a u t r e  b ina i re  ( l a  s u b s t i t u t i o n ) ,  il e s t  

in té ressan t  de f a i r e  l e  "l ien" e n t r e  c e s  deux o u t i l s .  L'opérateur 

syntaxique d é f i n i  par  S. Greibach, que nous noterons +, va f a i r e  l e  "pont" 

e n t r e  l e s  deux notions puisqu'on va pouvoir f a c t o r i s e r ,  suivant  c e r t a i n e s  

hypothèses, t o u t e  s u b s t i t u t i o n  en la  composition d'une t ransduct ion  

r a t i o n n e l l e  e t  de l ' opé ra teur  syntaxique. 

D é f i n i t i o n  d e  1 ' o p é r a t e u r  s y n t a x i q u e  f : S i  L et  L' sont deux langages ,  

L $. L' s e r a  l e  langage  oh tenu  en insérant e n t r e  chaque lettre d ' u n  mot 

d e  L u n  mot quelconque d e  L' ; 

L + L'  = {xl ul x2 w2 ... xn wn C xl i2 ... x n  r L , v r L'  i 
et x est u n e  le t tre ,  Y i r Cl, n]) i 

Le r é s u l t a t  suivant  e s t  fondamental, T l  d i t  que lq suhs t f tu t ion  

d'un cône r a t i o n n e l  p r fnc fpa l  dqns un a u t r e  c8ne r a t i o n n e l  p r fnc ipa l  e s t  

encore un c8ne r a t i o n n e l  p r i n c i p a l  ; 

ThBorthne Cl71 : Pour t o u t  c o u p l e  d e  langages  ( L I ,  L  D, d C f i n i s  s u r  des a l p h a i j e t s  2 

d i s j o i n t e  C ( L ~ )  O C ( L 2 )  = C(L1 t ( L 2  c )  
f 

Les lemmes su ivan t s  sont  connus SOUS l e  nom de lemme de s u b s t i t u t i o n ,  

La première vers ion  C171, due a S ,  Greibach e s t  t r è s  u t i l i s é e  et  cons t i tue  

un r é s u l t a t  de  base : 

Lamne d e  s u b s t i t u t i o n  (GreiMchL ; S o i e n t  LI et  L2 d e s  l a n g a g e s  d é f i n i s  s u r  

d e r  a l p h a b e t s  d i s j o i n t s ,  s o i e n t  Cl e t  C2 deux c d n e s  r a t i o n n e l s  fennCs par 

u n i o n  si L  t L2 c Cl 0 C2 a l o r s  LI c Cl ou LÎ r C 1 2 ' 



J. BeauQuier a montré C 2 1  que l 'hypothèse de fermeture par  union 

des cônes C e t  C n ' é t a i t  pas  nécessaire.  Par c ~ n t r e  il ne peut ê t r e  
1 2 

étendu aux =ônes f i d è l e s  [ 4 3 . C t e s t  essentiel lement l a  version l a  

p l u s  puissante  due à M. Latteux C253 que nous u t i l i s e r o n s  dans c e t t e  t h è s e ,  

L w n e  de  subst i tut ion (Latteux) ; Sotent Ll un c6ne rationnel bif idele ,  L2 
f f un c6ne rationnel et les langages L1 - c XI, L2 c X avec XI n X2 = (o. - 2 

* 
A l o ~ s  : LA t L É L L2 implique LI 

2 1 0U(L2 Cl r L2, 

Définit ion ; Une famille L e$t femée par L'rsubsti tution $2 et seulement 

si L  O L '  8 L. 

Définition : Une famille L est femée par subst i tut ion si et ~e~l€m€itIt si 

L U  L =  L. 

Parmj: les famElles d é j à  dé f ln fes  Rat e t  Alg sont  fermées par  subs t i -  

t u t i o n  a l o r s  que Lin e t  O c 1  ne l e  sont  pas, Ln f a m i l l e  des  langages 

quasi-rat ionnels  notée QR, c l 8 t w e  pqr subs t jxut fon de  14 fsntlle des  

langages l l n é a i ~ e s  Lin e s t  contenue s t r i c t w e n t  dans Alg, 

On notera  P(L) l q  fam$lle   gré ah le de langqges engendrée par L c ' e s t  

3 d b e  l a  ferrpeture pour l e s  opéra t ions  union produi t  e t  é t o r l e  de  C(L) 

c e  qu5 s 'écr i t ,  en t e m e  de  s u h s t f t u t i o n  : 

F(L) = Rat C(L) 

Nous nous seryi rons ,  dans l e  chapj;tre XY du r é s u l t a t  ; 

Lame : Si 5 est une famille de langages c lose  par transduction ra t ionne l le  - 
décroissante a l o r s  L O  L est c lo s  pur homarnorp~me effaçant et est donc 

.1 2 



égal (I {S(L / LI r LI, s est une L 2  -subst i tut ion}.  

~ é m o n s t r a t i o n  : Tout élément L de LI L2 e s t  de l a  forme L = s(Ll) où 

LI c L I  e t  s est une L2-subst i tut ion proppe. Appelons X e t  X 1 l e s  

a lphabets  r e s p e c t i f s  sur l e s q u e l s  sont  d é f i n i s  L e t  LI. S o i t  h  un 

* 
homomorphisme d é f i n i  sur X . S3 Bo désigne l 'ensemble des l e t t r e s  de X 

e f facées  par  h  nous pouvons c o n s t r u i r e  : 

s - e s t  une s u b s t i t u t i o n  r a t i o n n e l l e  ef fasante  c ' e s t  donc une t ransduct ion  

r a t i o n n e l l e  décroissante .  

s e s t  une s u b s t i t u t i o n  propre,  + 
Montrons que h O s(L1) = s O sv ( L I )  i t 

Pour t o u t e  l e t t r e  y de XI deux c a s  peuvent s e  présenter  : 

R l e r  c a s  : s ( y )  n Ho $ 0 

h O s ( y )  = h((s(y) z $) y s ( y )  n 80) = ( h  o s(y) l e } )  Y ( € 1  = s + ( i y ,  €1)  

* 
2ème c a s  : s ( y )  n Ho = !d 

h O s ( y )  = s+(y)  = s+ 0 st(y) 

LI1 
L c LI puisque L1 e s t  fermée par  t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  

décroissante  et L = s o s- (LI) c L1 O LÎ 
t 



Rappelons, pour terminer,  deux théorèmes que nous u t i l i s e r o n s  

dans l e  c h a p i t r e  III : 

* 
Théordme Cl31 : S o i t  L un langage contenu dans a et soi t  t un e n t i e r  

t * -1 * 
s t r i c t e m e n t  p o s i t i f ,  Alors L((a ) ) = {w E a / 3 i E N t e l  que 

it 
q a E L) est un langage r a t i o n n e l .  

f 
Théorème C213 ; S o i t  L un langage contenu dans  a b*. Pour t o u t  couple  

i f -1 
d ' e n t i e r s i  e t  j s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s l e  langage L' = ( ( a  ) ) (L((b')*)-') = 

* i s 
{w E a b* / 3 s, t E N te ls  que a u bjt E LI e s t  un langage r a t i o n n e l .  



CHAPITRE 1 i 

TRANSDUCTIONS RATIONNELLES DECRO 1 SSANTES 



Cgme nous l'wons dé j  b yu, une transduction rat Aonnelle e s t  décrois- 

seinte s i  e t  seulement & pour tou t  mot, l a  longueur d'un élément quelconque 

de son linage par c e t t e  transduction e s t  tnférf-e au égale à l a  longueur 

de ce dernier .  

Le hut de ce chapftre e s tmu l t fp l e .  Après avobmon t r é  q u ' i l  e s t  

décidable de savoir  s i  une transduction ra t ionne l le  e s t  décroissante, nous 

abordons l e  r é s u l t a t  e s sen t i e l  de ce  chapitre,  à savoir  une carac té r i sa t ion  

des transductions ra t ionne l les  décroissantes. Des lemmes de fac tor i sa t ion  

de transductiorsrationnelles quelconques en transductions ra t ionne l les  

pa r t i cu l i è r e s  termfneront c e t t e  pa r t i e ,  fac tor i sa t ion  qui s e  révèlent Etre 

des o u t i l s  pratiques dans l a  su i t e  de ce t r a v a i l .  



Propos,$tfon rr - J ;. I l  e s t  ddcidable de savoir  si une transduction T de 

* * X dans Y e s t  décroissante.  

Démonstration : Nous supposerons, ce  qu i  ne nu i t  en r f e n  à l a  général i té  

de l a  délnonstration,que l e s  alphabetsx e t  Y sont d i s jo in t s .  Soit  9 O (n R)  O 

-1 
F 19 forne normale de r. On défznir a l o r s  l'hmomorphiwe t de (X u Y)* 
X 

dans l a ,  b}* par t ( x )  P a pour t ou t  x de X e t  t ( y )  = b pour tout  y de Y. 

Naturellement T e s t  décrofssante SA e t  seulement s i  pour tou t  mot w de R, 

t (u) ne c ~ n t à e n t  pas plus  de h que de a. 

Soit D l e  langage DI Ii'* c ' e s t  à dfFe l e  langage d é f i n i  sur Ie, b} 

t e l  que t ou t  mot contfent p l u s  de  h que de a .  La t~ansduc t ion  T e s t  décrois- 

sante sr et seulement si t(R) n D est vide. D est a lgéh ique ,  t ( ~ )  e s t  

ra t ionne l ,  t ( ~ )  n D e s t  donc algébrique, Corne f l  e ~ t  décgdable de s a w b  

si un langsge algébrique e s t  yAde ou pas, nous obtenons hien l e  r é s u l t a t ,  

O 

11 e s t  possible d ' a n o k  un r é g u l t a t  p lus  p r é c i s  8 

Proposition I'r - 2 : X l  est décfdable de savoir  si une transduction rut fon-  

* * 
n e l l e  r d e  X dans Y est décroissante sur un langage algébrique quelconque 

L de x*. 

~émons t ra t ion  t Nous supposons que X n Y = fi!l e t  nous appelons rry O (n R )  O 

-1 
X 

* n l a  forne nomale  de T. Sott  t ltholaworpMime de (X -u Y)* dans ia2 b} 

t e l  que t ( x )  s a pour tou t  x de X e t  t ( y )  = b PODF tou t  y de Y. 



-1 r e s t  d é c r o i s ~ a n t e  sur L si pour t o u t  mot r d e  L' = 3 n 3 (L) 

* * 
I t < w >  l a  2 It(w1 l b .  c e  q u i  se t r a d u i t  par t ( r )  E Dl ILI a , c e  qu i  s i g n i f i e  

* que t ( L 1 )  2 Dl 1 1 1  a*. T est d é c ~ o i s s a n t e  SUT L s i  e t  seulement s i  

C 
L'' = t (L '  ) n Dl 1 1 1  b* e s t  r i d e  ou, c e  q u i  e s t  équivalent ,  l ' image de L" 

par l a  fonction de Parikh est r s d e .  

+ * t 
'?(LIJ) = Y(t(L1) n DI I I I  b ) mis, puisque Dl I I I  b e s t  un langage 

* 
commutatif, Y(Lf1) = Y(t(L1) n Y-' O Y (Dl I I I  b t ) )  = Y(t(L1))  n Y(D; 11, bt). 

t O r ,  L e s t  algébrique,  t ( ~ 7  e s t  a lgébr ique  e t  Y ( D ~  III  b ) e s t  un ensemble 

semi-l inéaire e t  comme on peut effectivement c o n s t r u i r e  l ' i n t e r s e c t i o n  de 

deux ensembles l i n é a i r e s ,  on peut décider  s i  Y(Ltl) est v ide ,  

O 



Le r é s u l t a t  p r fnc tpa l  de c e  c h a p t t r e  e s t  l e  su ivant  : 

* * 
Théorème Ir - 3 : Une transduction rationnelle T de X dans Y e s t  décrois- 

* 
sante s i  e t  seulement s'il existe un langage rationnel R 5 Z , deux homo- 

* * * A 
morphismes alphabétiques h e t  g, h de Z dans X , g de Z dans Y , h 

-1 
strictement alphabétique t e l8  que T = g o (n 8 )  O h , 

Notons qu'une a u t r e  formulation en terme de  monorde est poss ib le .  

* * 
S i  M r ep résen te  l e  monofde {(u,  v )  E X x Y / ] u I  1 I Y I )  a l o r s  : 

Théorème JT - 4 : ~ a t  (x* x Y*) n = Rat(?i) 

Du thèorème Ir-3, on dédui t  faci lement l e  r é s u l t a t  su ivant ,  dQ à 

Eilenberg : 

* * 
Théor4ne I X  - 5 CIO] ; Une transduction rationnelle T de X dans Y 

conserve l e s  longueurs si e t  seulwnent s 'il  existe un alphabet Z, un 

* 
langage rationnel R 5 Z , deur hma~~orphismes h e t  g strictement alpha- 

* * -1 
bétiques respectivement de Z dans X e t  Y t e l s  que T = g O (n R) O h . 

En e f f e t ,  s i  on suppose que T conserve l e s  longueurs, T e s t  décrois-  

san te ,  son graphe peut donc s e  me t t r e  sous l a  forme '? = {(h(w), g(w)) / 

w E RI oQ h e s t  s t r ic tement  alphabétique e t  g alphab8tique. Mais a l o r s ,  

pour t o u t  mot w de R, 1 w l  = 1 h<w) 1 = 1 g(w) 1 encore, puisque g e s t  alpha- 

bgt ique ,  pour t o u t e  l e t t r e  z de Z ,  lg<z)  1 = ( h ( z )  1 = 1. 

U 



Preuye du théorème TI - 3 

Nous supposerons, sans n u i r e  à la  g6n6ral$té de l a  démons t~a t ion ,  

que X e t  Y sont d e s  a lphabets  d i s j o f n t s .  Aftn de démontrer l e  théorème 11-3, 

nous considérons l a  proprfé té  (P) s u f ~ a n t e ,  qpi s ' avè re  & t r e  e s s e n t i e l l e  : 

k 
D é f i n i t i o n  TT .- 6 : Une p a r t i e  R d e  (X u Y) v é r i f i e  (P) si e t  seulement 

s ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  k 9 O tel que ,  pour t o u t  w d e  T(R) on a i t  

I w I r  I w I X  + k* 

-1 
Notons que si r 2 IIy o (n R) O IS( e s t  une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  

en forme normale a l o r s  .r est décroissante  s i  e t  seulement si, pour t o u t  

mot w de R, 1 w lx  2 1 w l  y. NOUS pouvons a l o r s  énoncer l e  lemme de base de l a  

démonstration : 

A 
Lemme I I -  7 : si R c (X u Y)  est un langage ra t i onne l  et  1 w l  2 1 w  1 y 

pour t o u t  mot w d e  R ,  a l o r s  3 vér i f ie  l a  p r o p r i é t é  ( P ) .  

~ é m o n s t r a t i o n  : Soi t  k l e  nombe *d'états de l 'automate m i n b a l  qut  reconnait  

R e t  supposons, en raisonnant  pa r  l ' absurde ,  que l ' o n  puisse  t rouver  un élément 

w de F(R)  v é r i f t a n t  l ' i n é g a l i t é  lulr P 1 w l X  + k. 11 e x i s t e  x e t  y, éléments 

k de (X -u Y) t e l s  que xwy appar t ienne  à R, Le mot w peut s e  met t re  sous l a  

forme w = w 1 "' w OP, pour t o u t  i de Cl, k3, lwily ? lwilx + 1 e t  comme k 
* 

I w I  ? k, il e x i s t e  i e t  j e D, k3 t e l s  que x wl .. . wi ( w ~ + ~  . . . w j )  

Wj+ l  .., wk y 5 R. Pasons 1 IxuylX - IxHYly, par hypothèse 1 r 1. M d h  

Le mot w '  2 x w1 ,. , l+J wi ( w ~ + ~  ... w,) wjtl ... w k y f  R e t v é r i f i r  

1 w '  1 - 1 w t  l y  Q se qui e s t  sontaaire à I'hypeih8so. 

IJ 



Nous déduisons Wédia tement  i 

-1 
C o r o l l a i r e  T;T - 8 : SX' T :: fl O (n R) O !lx es4 une t ransduct ion  ra t zonne l l e  

Y 

décro i s san te  en f o n e  n o m a l e  a l o z 8 R v & r f f f e  (P), 

Soient z = x x (Y Y { a l )  OP a 4 X IJ y, 4 e t  B l e s  de- morphismes 

iS * 
alphabétiques de  Z* dans X et Y respectivement, dé f în2s  pour t o u t  couple 

(x, v )  de Z par : 

y s i r  = y e Y  

a(x ,  Y )  = x e t  B k l  93 = 

c s f ~ = a  

Notons que a est s t r ic tement  alphabétique.  

* 
Lemme ZX - 9 : S o i t  R c (X v Y) un langage r a t i o n n e l  tel que pour  t o u t  

mot u de R, lwlX 2 Iwly Il e x i s t e  une app l i ca t ion  s o u s  s é q u e n t i e l l e  y de 

* 
fX v Y) dans Z telle que : 

pour t o u t  mot u de R, %(w) = a O y(u) 

ny(w) = fi 0 Y(H). 

Démonstration : Avant de donner l a  preuve formelle,  donnons l ' i d é e  qui  nous 

a conduit  à c e t t e  preuve et  dont l ' e s s e n t i e l  e s t  l a  cons t ruct ion  d'un t r a n s -  

ducteur sous-séquentiel  T. Un mot de R ayant  p lus  de l e t t r e s  dans X que de  

l e t t r e s  dans Y, à t o u t e  l e t t r e  de X on assoc ie  une le t t re  de Y ,  Le t rans-  

ducteur aura  pour mission de c o n s t r u i r e  des  p a i r e s  cons t i tuées  d'une l e t t r e  

dans X et d 'une le t t re  dans Y,  plua,  éventuellement, un excédent en let-tres 

de X.  Le t ransducteur  sgquent ie l  à cons t ru i re  l i t  l e  mot w d e  la gduc.hcl vrrl:: 

l a  d r o i t e .  Afin de rendre son comportement p lus  ciltiir, riouç r:onsidéro~i:;, 

dans une première approche, q u ' i l  t r a v a i l l e  su r  deux f t l u s ,  une X-file (iic 



contenant que des  l e t t r e s  de X) et une y-file (ne cgntenant que des  l e t t r e s  

de Y). Chaque l e t t r e  lue r@ etzie rangée dans  l a  f 2 l e  correspondante e t  si 

l e s  deux f f l e s  sont  n o n r r à e s ,  les p r m E e r s  éléments de chacune des  deux 

f 3 l e s  sont  groupés par  p a i r e s  émfses en s a r t f e ,  

Pour qu'un t ransducteur  r a t l o n n e l  pu i s se  ~ é a l t s e r  c e  t r a v a i l ,  il 

conveent que l a  t a i l l e  d e s  f i les  s o i t  barnée par  un nombre indépendant du 

mot en t r a i t ement ,  On pourra a l o r s  sfmuler l e s  f i les  à l ' a i d e  des  é t a t s  du 

transducteur.  

Le langage r a t i o n n e l  R, d 'après  l e  lemme rT-7, r é r i f i e  l a  p ropr ié t é  

( P )  c e  qu i  nous as su re  que l a  t a i l l e  maxlmale de l a  Y-file e s t  k oÛ k e s t  

l ' e n t i e r  du lemme 13: - 7, Par con t re ,  nous n'avons aucune ga ran t i e  quant 

à l a  t a i l l e  de  l a  X-f i le ,  Aussi décidons-nous que, dès  que l a  t a i l l e  de 

l a  X-file a t t e i n t  k ,  l e  premier élément de l a  X- f i l e  s o i t  s o r t i  pour former 

une p a i r e  a rec  l e  synKole s p é c i a l e  "a1'. La t a i l l e  maximale de l a  X-f i l e  

sma donc de k ,  

A l a  f i n  de l a  l e c t u r e  de w, seu le  l a  X-ffle peut ne pas Btre v ide .  

E l l e  se ra  a l o r s  y idée  en regroupant s e s  éléments avec l e  symbole s p é c i a l  "a1'. 

L e  t ransducteur T s e r a  d é f i n i  par  : 

T = (C, A ,  Q, ( € 9  €1, 6,X) 
où 

- C = X u Y e s t  l ' a lphabe t  d ' en t rée ,  

- b = X x (Y u {a))  e s t  l ' a lphabe t  de s o r t i e ,  
k i - Q 2 ( (  3 xi) x {E))  21 (IE} ( y y ) )  e s t  l 'ensemble des  états. 

i-O i = O * 
Les é t a t s  de Q sont  donc de l a  forme (u ,  E)  avec u E X e t  lu1 5 k où 

* 
(E ,  v )  a v e c v  E Y e t  Ivl k ,  



- (8,  E) est l ' é t a t  i n i t i a l ,  

- 6 et ô , app l j ca t ions  p a r t h i l e s  de Q x Z' dans Q e t  P, sont  

r e spec t  ivement l e s  fonc t ions  de t r a n s f  t t o n  e t  de s o r t i e  d é f i n i e s  

par  : 

La fonc t ion  p a r t i e l l e  s de Q dans Z e s t  d é f i n i e  par  : 

R Y u = uIL .., u E X avec pour t o u t  i é Cl, n),  u .  E X n 1 

S(U, €1 = (ul> a)  ... (U  3 a ) .  n 

l ' a p p l i c a t i o n  sous-séquentiel le  y recherchée e s t  r é a l i s é e  par 

ducteur sous-séquentiel  (T, s) . 

- 
é t a t  

(u ,  &)  on 1.1 4 k 

(E, Y )  
oh Ivl .C k 

(us & 3  
11.11 = k 

u = X'U' e t  x' E X 

(u,  8)  
u = X ' U '  e t  x' E x 

(€9 VI 
v = y'v' e t  y' E Y 

rangement 
dans l e s  " f i l e s "  

s o r t i e  du premier 
d e  l a  f i l e  avec a ,  
e n t r é e  du d e r n i e r  
l u  

l e t t r e  l u e  

x é x  

y é y  

X E X  

Y E Y  

x é x  

l e  t rans-  

Pour montrer l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  TiX, a, y e t  Tiy, 8, y nous avons 

besoin du lemme suivant  : 

'A 

& 

& 

(x', a)  

(x' ,  y) 

(x, y') 

6 

(=, €1 

(8, vy) 

(u'x, 8 )  

( u t ,  8)  

(E, Y ' )  



Lemme IZ - 10 : pour tout mat u de FG(R), 1 'état (uc y) = 6 ( ( ~ ,  E), wl 

vérif ie  : 

i) !x(w) = a  o ' h  ((09 E ) ?  W) U t  

ii) iiy(w) = B O 'h ( ( E ,  E) ,  u) r, 

iii) Ir 1 5 sup Il  w' 1 - 1 w' lx) f U' E TD(u)), 
Y 

iv) pour tout wfJ te l  que NW" E R )  5 

D h o n s t r a t l o n  : E l l e  s e  f a 2 t  par  récurrence s u r  l a  longueur des  f a c t e u r s  

gauches de R. E h  e f f e t ,  l e s  r e l a t i o n s  sont t r iv ia lement  vérif iéeas s i  Iwl = O, 

c a r  a l o r s  w = u = v = E.  

Supposons l e s  r e l a t i o n s  y é r i f i é e s  pour l e s  f a c t e u r s  gauches de  longueur 

in fé r i eu re  ou égale  à n. Posons w = f t  a rec  1 f 1 = n e t  t e s t  une l e t t r e  

a l o r s  (u ,  Y) 6 ( 6 ( ( ~ ,  E ) ,  f ) ,  t), 'A((€, E ) ,  W )  A((€,  E) ,  f )  % ( 6 ( ( ~ >  ~ ) , f ) , t ) *  

Par hypothèse de récurrence,  nous avons l e s  r e l a t i o n s  : 

(u '  , V '  ) = b(  (E ,  E)  , f )  E Q en ra i son  de i i i )  e t  du lemme 11-7 q u i  

a s su re  que l ( v t )  5 k ,  

i )  s ( f )  = a O A ( ( € ,  E ) ,  2 )  u', 

i i )  i iy(f) = B O I ( ( E ,  E ) ?  f) Y' , 
i P i )  Iv l I  ?; sup f - f f f E F D ( ~ ) ) ,  

i v )  V f" t e l  que f f l1  E R I f 1 ' ]  2 I Y ' I  * 

Nous a l l o n s  examiner un par  un l e s  5 cas  poss ib les  : 

1 ) t E X  

a )  ( u ' ,  Y ' )  v é r i f i e  lu1 1 < k e t  v '  = E ,  

( u , v )  = 6 ( ( u 1 ,  E ) ,  t )  = (u '  t ,  E )  E Q, 

De p l u s  A((u' ,  v ' ) ,  t )  = E 

i) lT,(i) = nx(f)  n,(t) E a  O A((€, E ) (  f )  u1  t 

= U O A((€,  E ) ,  f) % ( ( u ' ,  Y'), t )  U '  t' 

= a o  A((€, E ) ,  w) u, 



ii) IIy(u) = ny(P) n y ( t )  =  bol((^, E) ,  f)  E 

= B o A((€,  € 3 ,  P) % ( ( u t ,  Y'), t )  E 

= B O A((€, E ) ,  w) v ,  

i i i )  est bien v é r i f i é e  c a r  Ivl = I V ' ]  = O *  

i v )  comme I V  1 = O ,  pour t o u t  mot wtJ v é r i f i a n t  ww" E 3 

I w v l  r a = I v ~  

b) (u ' ,  v ' )  e s t  de l a  forme ( u t ,  E) avec lu ' l  = k a l o r s  u '=x 'uM e t  X ' E X  

(u, V)  = & ( ( u t ,  E ) ,  t )  = (u" t ,  8) E Q 

de p l u s  A((u ' ,  E ) ,  t )  = (x', a) ou encore 

a 0 l ( ( u V ,  E ) ,  t )  = x '  

B O A((u ' ,  E ) ,  t )  = E 

$1 %(w) = %(f) IIx(t) = a O E ) ,  f)  U '  t 

= a O A((€, E ) ,  f )  x' u" t = a O A ( ( ~ , s ) , f )  a O Â ( ( u t , ~ ) , t ) u f y t  

= a O A((€ ,  E ) ,  W) u 

if) ly(w) = ny( f )  IIy(t) = 13 O % ( ( E ,  E) ,  f )  

B O %((E, € 3 )  f )  B O % ( ( u t ,  E ) ,  t )  

= B O A((€, €1, w )  Y 

. \ *  

"?)) Ivl = I V '  1 Q. 1 i e t  i v )  se démontrent comme dans 
IV ) 

l e  cas  1-a. 

c )  ( u t ,  Y ' )  e s t  de l a  f o m e  (E ,  Y ' )  a y e c y '  = y' ylJ e t  y'  E Y* 

(u,  v)  = 6 ( ( ~ ,  v ' ) ,  t )  = ( E ,  Y") E Q. 

de plus A((€,  Y ' ) ,  t3 = ( t a  y ' )  ou encore 

a O A((&, Y ' ) ,  t )  = t ,  
8 0 A((&* Y')? t )  = y' 9 



iii) est évidemment vertftée car Ivl = I V '  1 - 1, 
iv) s o i t  wtl un mot quelconque v é r i f i a n t  w w" E R, 

w = f t  , p a r  hypothèse de récurrence 1 t w  1 r 1 v '  1 
I w " ~  = I t w " 1  - 1 2  Iv'I - 1 = 14 

2 ) t E Y  

a )  ( u ' ,  Y ' )  e s t  de  l a  f o m e  ( E *  Y') OP Iyl 4 k 

(u, V )  = & ( ( E ,  v ' ) ?  t )  = (8 ,  v ' t ) .  

de p l u s  A((€, Y ' ) ,  t )  = 6 ,  

i) %(wl  = % ( f )  = a O E ) ,  f )  a O Y ' ) )  t )  

= a O A ( ( € ,  E ) ,  w) u ,  

ii) IIy(w) = ny( f )  i ly( t )  = O E ) ~  f )  Y' t 

= B O A((€, E ) ,  f )  B O A((€,  Y ' ) ,  t) v l t  

= B O A((&, E ) ,  W )  Y ,  

i i i )  171 = lv11 + 
supl )wl  1 y - l ~ l  Ix/u1 E PD(U)} = s u p i l f 1  ly-lf* lgtfl c F D ( ~ ) } +  1 

puisque t E Y 

d'os Ivl oup i ( u ' l y  - I w l l x  / W' TD(w)}. 

ir) S o i t  wl* un mot r é r i f r a n t  wwu E R. 

w = f t ,  f peut se déccuyposer en f = f f avec 
O l 

6 ( ( ~ ,  E ) ,  fo l  ( E ?  E) e t  b ( ( ~ ,  E ) ?  fi) = ( E ,  Y*), 

On supposera, c e  qui ne n u i t  pas à la g é n é r a l i t é  de l a  démonstration, 



qu'aucune l e t t r e  de f ne noua conduit a l ' é t a t  ( e t  E )  en d 'au t res  termes 
1 

l f i l y  - l f l l x  c Ivt 1 . Mafa tl r F U R )  on peut l u t  appitquer 1 ' hypo- 

t h6se de r6currence, ce qui noua assure que Ir' 1 S 1 t w n  1 . 
l f i t l y  - l f l t lX c IvI mafa il tut1 r R 

donc Ifl t W " l X  - If l  t w l j l y  2 O 

lfltlX ' If l t lY + Iwt l lx  - l w l ~ l y  = ' I V [  + l w l q X  - Iw1'Iy 2 O 

ce qui se t ~ a d u i t  par ( w l ' l X  - I w f t l y  2 I V !  e t  à f o r t i o r i  Iw"l Ivl .  

b) (ut, V I )  e s t  de l a  forme ( u t ,  C) avec u' = x t  u" e t  x t  c X 

de plus % ( ( u t ,  E ) ,  t )  = (x' ,  t )  OU enccme 

a O % ( ( u t ,  E) ,  t )  = x ' ,  

= CC O 3 ( ( € ,  E), H) u. 

f i )  %(u) = IIy(f) Jly<t) 

= B O A ( ( € ,  € 3 ,  P) t 

iii) [ Y  1 = lyt  1 = O.  La dbponstrat ion e s t  l a  même que dans l e  cas  1-a. 
%Y 1 

Reprenons l a  démonstration du lemme XI-9, 

Pow tou t  mot w de R, l e s  relat&,ons du 1-e TX-lQ sont vérffàées,  On peut 

donc é c r t r e  que 

i îy(w) = B o A ( ( € ,  O), Y) Y. 

d 'après  AY) Ivl = I E I  = a, ce qui implique que Y = E e t  b ( ( s ,  E),w)=(u,E), 



Par d é f i n i t i o n  y(w) = A ( ( E >  E ) ,  Y) P(W)  E ) ,  En posant u  = ul ... u avec 
n 

u  6 X, V i c ri, n3 S ( U >  F )  = (u l ,  a )  .., (un, a )  donc a O s ( u ,  c )  = i 

ul ... u 3 u e t  6 O S ( U )  € 3  = E. n 

a o y(w) = a O A((€ ,  E ) ,  w)  u = %(Y) d 'ap rès  l e  lemme II-10 e t  

B 0 Y(W) Q CC O I ( ( E ,  E ) ,  W)  E = a O A ( ( & ,  €1, W) v = Il (w3  d 'après  l e  Y 
lemme 11710. 

CI 

Preuve du théorème II - 3 

La condi t ion  e s t  su f f i san te .  Réceproquement, s o i t  T une t ransduct ion  

* * r a t i o n n e l l e  décroissante  de X dans Y , On peut ,  sans nu i re  à l a  g é n é r a l i t é  

de l a  démonstration, supposer que X et Y sont  des  a lphabets  d i s j o i n t s .  T - 1 s ' é c r i t ,  en forme normale, r = IIy O (nR) O llX mais a l o r s  R v é r i f i e  ( P )  

( c o r o l l a i r e  11-81, on peut appl iquer  l e  lemme II - 9 c e  qu i  permet 

-1 d ' é c r i r e  T sous l a  forme T = B O (n y(%) ) O a oa a et €3 sont  des  homomor- 

ph2smes alphahétiques e t  a e s t  s t r i c t ement  alphabétique,  

La const ruct ion  u t i l i s é e  dilns l e  lemrpe II: .- 9. peut &tre f a i t e  sur 

l a  p ~ e m i è r e  f a c t o r i s a t i o n  de r = g O (n R) O hZ1, C e  q u i  nous conduit 

au r é s u l t a t  ; 

Proposi t ion I i  - 11 ; S i  r i g P ( R )  O hT l  (où g et  h ront  des  honanor- 

phismes alphabét iques)  est une transduct ion r a t i o n n e l l e  décroissante  de  

f * 
X dans Y , il e x i s t e  une app l i ca t ion  sous-séquent ie l le  y, un homomorphisme 

s t r ic tement  alphabét ique h ' ,  un hcunom~rphime alphabétique g' tels que : 

r = gt  o ( n  y ( ~ ) )  o hl-' 



Démonstration : Supp~sons, dans un premier temps que l e s  alphabets X e t  Y 

soient d i s j o i n t s  

1 
Définissons lthnaomorphisme de Z + (X u Y)* (00 Z e s t  l 'alphabet sur  

lequel e s t  dé f in i  l e  langage ra t ionne l  R) par 

Y z E Z 0(z)  = h(z)g(z) 

a l o r s  pour tou t  mot w E R on a l e s  r e l a t i o n s  

r: 

dont on déduit  T z { (h(u), g(u) ) / w c XI 3 . , ) 1 / w c 0 (R) 1. 

d'après l e  lennne précédent il ex i s t e  g '  , h' , y'  00 y' e s t  une appl icat ion 

sous-séquent i e l l e  , h' un homomorphisme str ictement alphabét i que, g' un 

homomorphisme alphabétique t e l s  que 

il s u f f i t  de chois i r  y = y' O 8. 

Supposons, maintenant, que X n Y # @ ; il exis te  une transduction 

ra t ionne l le  'r' de X* dans f* ayec X n Y : 0, il exis te  un homomorphisme 

str ictement alphabétique t t e l s  que 

T = t o r '  

l a  construction précédente peut Btre f a i t e  sur  T '  , comme t e s t  alphabétique, 

'r possède biten l a  décomposition roulue,  

Puisque r e s t  croissante  s i  e t  seulement s i  rvl e s t  décroissante,  l e  

théorème rT-3 nous permet d 'avoir  une carac té r i sa t ion  des transductions 

ra t ionne l les  c ro i ssan tes  : 



* a 
~ h é o g b e  - 1 2  : Une t x a n ~ d u c t . & ~ n  x a t i ~ m e l l e  T d e  X dans Y est c ro i s san te  

* 
si et seulement si' 21 exl'ste un langage r s t i onne l  R 5 Z , deux hommxphisnes  

Ir * * * 
alphabét iques fi et g ,  6 d e  Z dans X , g d e  Z dans Y , g s t r ic tement  alpha- 

-1 
%tique t e l s q u e  T i g o  (n R )  o h  , 

Remarque : Toute transduction rationnelle décroissante (resp, croissante) 

es t  d'image f i n i e  (resp, f idè le) ,  



Lemme II - 13 : Pour t o u t e  t ransduc t ion  r a t i o n n e l l e  T ( r e s p .  r a t i o n n e l l e  

* f i d & l e  r r a t i o n n e l l e  d'image f i n i e  r , r a t i o n n e l l e  b i f i d d l e  Tbf) d e  X f C  if  
* 

dans  Y ,  il e x i s t e  une t r a n s d u c t i o n  r a t i o n n e l l e  d e c r o i s m n t e  Td ( r e s p .  

d é c r o i s s a n t e  f i d é l e  r d é c r o i s s a n t e  r d 8 c r o i s s a n t e  i i d d l e  Tdf)' une 
df  d 

t r a n s d u c t i o n  r a t i o n n e l l e  c r o i s s a n t e  T ( r e s p ,  c r o f s s a n t e  , c r o i s s a n t e  
C 

d 'image f i n i e  T c i f '  c r o i s s a n t e  d'image f i n i e  T ) telles que : c i f  

r = T d O r  
C 

- ( r e s p .  rf - rdf . rc, T~~ = rd . rcif a T~~ = T~~ . %f * 

~ é m o n s t r a t i o n  : D'après l e  théorème de Nîvat, r peut  s e  met t re  sous l a  

forme r g O (n R) O hL1 OQ R e s t  un langage r a t i o n n e l  de z*, g et h 

deux homomorphismes alphabétiques.  X 1  s u f f i t  a l o r s  de c h o i s i r  ; 

rd = g e t  - i d  o (n R) o hvl, - 
( resp .  T peut s e  décomposer également en r = g O (n R )  O i d  e t  d 

TC 
= i d  O (n  R) O hV1. rd e s t  décroissante  c a r  g e s t  alphabétique e t  i d  

e s t  s t r ic tement  alphabétique s i  en p l u s  g e s t  l i m i t e  s u r  R ,  rd est 

décroissante  f i d è l e ) .  rc est c r o i s s a n t e  car h e s t  alphabétique e t  fd 

s t r i c t ement  alp@bétique.  S i ?  en phs, h e s t  limite s u r  R, Tc e s t  c r o i s s a n t e  

d ' h a g e  ffnEe, 

0 

Afin de montrer 14 f a c t o r i s a t i o n  s p é t r i q u e  c ' e s t  à d i r e  ; Toute 

t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  est la  composition d'une t ransduct ion  ra t ionr i e l l e  

décroissante  s u i v i e  d'une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  c ro i s san te ,  nous 

u t i l i s e r o n s  l e  r é s u l t a t  su ivan t ,  obtenu en u t i l i s a n t  l a  r ep résen ta t ion  



matr ic ie l le  des transductions ra t ionne l les  due à M. Nivat et  dont l a  

démonstration se  trouve dans l e  l i v r e  de J ,  Bers te l  f 6 1 : 

* 
Lemme I I  - 1 4  C 6 3 : Une t r a n s d u c t ~ o n  r d e  X" dans Y est r a t i o n n e l l e  si 

et seulement @'il e x i s t e  un a lphabe t  ZI. un hanaiaorphisne s t r i c t e m e n t  

* * * 
a lphaMt ique  h d e  Z* dans  X . une s u b s t i t u t i o n  r a t i o n n e l l e  s d e  Z dans Y 

* 
et  un langage ra t i onne l  K S_ Z t e l s  que 

T(W) = s(hwl(w) n RI. 

Avant d'aborder l a  décomposition au niyeau des transductions remarquons que : 

* * 
LeRùtle TI - 15 : Toute  s u b s t i t u t i o n  s d e  X dans Y peut &tre d#ccmJposée en 

s = s  o s -  + 
o l  s+ est une s u b s t i t u t i o n  propre.  

St est une s u b s t i t u t i o n  d é c r o i s s a n t e ,  

~émonstra t ion : Pour tou te  l e t t r e  x de  X1 on défAnlt l a  subs t i tu t ion  

décroissante : 
'L 

Sc : x 4 i E > % I  51 C € S ~ X )  

'L 
X + X  s i  E: 4 S(X) 

l a  substitution ci-dessous e s t  croissante  

'L 
s : x +  sOt) \ { E l  Y 2  + 

montrons que s = s+ O s- 

13 x vBz-ifie E $ s ( x )  

'L 
s ( x )  = s + ( x )  = s+ (s - (x ) )  = 9+ O SF (x)  

2 )  x v é r i f i e  E c S(X)  

S ( X )  (.(XI \ I L } )  Y = a+(> U S+ (9 )  S+ ( I ~ ~ E ? )  

= s ( 8 -  (x ) )  = a* O SF (XI 
t 



Proposition Ir - 16 : Pour toute tran@uct$on rat$onnelle T ,  il ex#ste une 

transduction rationnelle décroissante rd ,  une substitution rationnelle 

propre s t e l l e  que + 

Démonstration : D'après l e  lemme II - 14, ? peut s e  mettre sous l a  forme 

T ; s O (n R) 0 h-' où s e s t  une subst i tu t ion ra t ionne l le ,  R e s t  un 

langage ra t ionnel  déf in i  sur l 'alphabet Z , h  e s t  un homar~orp~sme str ictement 

alphabétique. Mais l e  lemme II - 1 5  permet de décomposer s en s = s+ O s_ 

OP s+ est une subs t i tu t ion  ra t ionne l le  propre e t  s une substAtution 

ra t ionne l le  décroissante ce qu i  s ' é c r i t  r 

r = s+ o s_ o (n R) o h-l 

Come h e s t  str ictement alphabétique, il guf f f t  de cho i s i r  rd 2 s_ O (n R) O hv' 

pour obtenir  l e  r é s u l t a t ,  

On peut u t i l i s e r  ce  r é s u l t a t  pour montrer que : 

&ropo$ition XE - 17 : Une tmndduction ~a t ionne l l e  r (regp, R r ) d e  i f  bf 
X* dans Y* e* ILddle Ire#p. dtim&ge finie* LifZddle) $2 e t  n u l m e n t  s i  

il exis te  une transduction rationnelle décroirrtdnte f$déle tdi (reap, 

ddcroiraante rd ,  d&croiamnte fiddle rdt)* une ~ b # t i t u t f o n  rationnelle 

propre s (reap, une rrubrtitutfon fin$@ propre 6 ) t e l l e s  que 
f f + 



Démonstration : Comme t o u t e  substitution r a t i o n n e l l e  est une t ransduct ion  

r a t i o n n e l l e ,  que t o u t e  s u b s t i t u t i o n  r a t i o n n e l l e  propre est une t ransduct ion  

r a t i o n n e l l e  c r o i s s a n t e  donc f i d è l e ,  que t o u t e  s u b s t i t u t i o n  propre f i n i e  

e s t  une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  b i f i d è l e ,  que l a  composition de deux t rans-  

duct ions  f i d è l e s  ( r e sp  . d ' image f i n i e  , b i f  i d è l e s )  est une t ransduct ion  

f i d è l e  ( resp .  d'$mage f i n i e ,  b i f i d è l e ) ,  on en déduit  l a  condi t ion  s u f f i s a n t e  

du c o r o l l a i r e ,  

* Montrons que rf f i d è l e  Lpplique que r peut  s e  décomposer en si O rdf. f 

Remarquons d'abord que l ' o n  peut supposer s + ( ~ )  # (d quel  que s o i t  W. La 

t ransduct ion  r e s t  r a t i o n n e l l e ,  e l l e  peut s e  m e t t r e  sons l a  forme f 
-1 r z s O rd. Supposons rd non f i d è l e ,  il e x i s t e  un mot u t e l  que rd (w)  

f +  
ne s o i t  pas f i n i e ,  mais s ( w )  existe e t  est non vide ,  s o i t  w E s (w) ,  + 1 + 

-1 -1 -1 w E s ( w ~ )  e t  rd (s+ (wl)) = ~f (wl) n ' e s t  pas f i n l e ,  c e  q u i  e s t  c o n t r a i r e  + 
à l 'hypothèse,  

* Montrons que rit d'$mage f i n i e  h p l i p u e  que rif peut se décomposer en sf 0 rd + 
La t ransduct ion  iif peut s ' é c r i r e  r =s O rd. Supposon$ que a+ ne s o i t  pas i f  t 

f i n i e  c ' e s t  B d i r e ,  $1 e x i s t e  une l e t t r e  z  t e l l e  que s + ( z )  s o i t  un ensemble 

i n f i n i  , 

1) z n'occure dans aucun mot image par rd d'un mot quelconque de ~ " l o r a  

z n'intéumient pas dans l a  t ransduct ion  T on peut l 'abandonner, 

2 )  rl e x i s t e  wl c X t e l  p e  z occurre  dans  un mot de w n  image par  rd 

a l o r s  r i i (y)  = 8+ O rd(wl) e s t  un enomble  i n f i n i  ce qui e s t  impossible. 

* ~c c e s  deux d6mononstrqtions on d6duit  que Tbf b# ids le  b p l i q u e  que rbf 

peut se décomposer en s f+  O =df' 

O 



Puisque t o u t e  s u b s t i t u t i o n  r a t i o n n e l l e  propre ( resp .  t o u t e  subs t i -  

t u t i o n  f i n i e  propre)  e s t  une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  c r o i s s a n t e  ( r e sp .  

c r o i s s a n t e  d'image f i n i e ) ,  on en dédui t  l e  théorème de f a c t o r i s a t i o n  

suivant  : 

Théorème II  - J8 : me transduct ion T t r e sp .  Tf ,  Tif' TM ) est r a t i o n n e l l e  

( r e s p ,  r a t i o n n e l l e  f i d é l e ,  r a t i o n n e l l e  d'image f i n i e ,  r a t i o n n e l l e  b i f i d è l e )  

si et seulement il e x i s t e  une transduct ion r a t i o n n e l l e  décroissante  T 
d 

( r e s p .  décroissante  f i d d l e  T d&croissante rd, d&croissante f i d è l e  r df' d f ) '  

une tranduction r a  t l o n n e l l e  c r o i s s a n t e  T ( r e s p .  c ro i s san te  T c r o i s s a n t e  
C c' 

d'image f i n i e  rcil, cro i s san te  d'image f i n i e  r ) telles que c $ l  

T : : T C O T  
d 

( r e s p .  rf = r 
O r df 9 Tif Tcif 0 Td> Thf = Tcif 0 rd f )  



CHAPITRE III 

LANGAGES D'IMAGE FINIE ET LANGAGES BIFIDELES 

A : PROPRIÉT~S E T  CARACT~RISATIONS DES LANGAGES D' IMAGE F I N I E  



Définition III-1 : Un langage L e s t  d'image f i n i e  (resp. b i f idé le )  si e t  

seulement si C ( L ) ,  l a  p l u s  petite famille contenant L et  c lose  par  trans- 

i f  b f duction ra t ionnel le ,  est identique d C (L) (resp. C (L) ) , l a  p lu s  petite 

famille contenant L e t  c lose  par transduction ra t ionne l le  d'image f i n i e  

(resp. transduction ra t ionne l le  b i f idé le ) .  

Ce chapi t re  e s t  dest iné  3 i so l e r  des propr ié tés  des langages d'image 

f i n i e  e t  des langages b i f idè les .   près avoir  rassemblé un cer ta in  nombre 

d f  f  d de propr ié tés  de Rat v i s  à v i s  de C (L), Cb (L), C (LI, c i f ( ~ )  suivant les 

proprié tés  de L e t  réciproquement, nous donnons une carac té r i sa t ion  des 

langages d'image f i n i e  e t  des langages b i f idè les ,  caractér isa t ion fa i san t  

in tervenir  l 'opérateur  syntaxique. Une carac té r i sa t ion  plus  f in6 sera  

donnée pour l e s  langages d'image f i n i e  e t  bornés sur une e t  deux l e t t r e s .  

d Nous montrons ensui te  que si L e s t  un langage d'image f i n i e  a lo r s  C (L) = C(L) 

c ' e s t  3 d i r e  que t ou t  langage de C(L) peut ê t r e  a t t e i n t  3 p a r t i r  de  L par 

transductions ra t ionne l le  décroissante,  c e t t e  propr ié té  e t  l e s  r é s u l t a t s  

du chapi t re  II permettent d'affirmer que s i  L e s t  un langage d'image f i n i e ,  

(resp.  b i f i dè l e )  pour tout  langage L' de C(L), il ex i s t e  un langage ra t ionne l  

R,  un homomorphisme h, str ictement alphabétique , un homomorphisme (resp. 

k-limite) g t e l s  que L' = g ( h - l ( ~ )  n R ) .  En pa r t i cu l i e r  corne t ou t  générateur 

de Alg, l a  famil le  des langages algébriques, e s t  b i f i dè l e  ce r é s u l t a t  peut 

ê t r e  u t i l i s é  pour tou t  langage algébrique, 

if d i f  Alors que l ' é g a l i t é  C (LI = C(L) implique C (L) = C (L3 nous montrons, 

n n i f  en é tudiant  l e  langage C : {a b / n: i 0 } que c ~ ( L )  = C (LI n t  implique pas 
1 

c i f ( l )  = C(L), mais, par contrs,C possède une proprigté in téressante  que ne 
1 

d df possède pas forcénent l es  langages d ' image f i n i e  3 savoir  C i L )  = C ( L I ,  

propr ié té  que nous u t i l i s e rons  dans l e  chapi t re  ZV de c e t t e  thèse pour 

déterminer ides c lasses  de langages effaçables. 



Nous terminons cette partie en montrant qu'il existe des langages L 

pour lesquels le cône décroissant engendv? I)dr L est strictement inclus 

dans le cône d'image finie engendré par L. 



A : PROPRIETES ET CARACTERISATIONS DES LANGAGES D' IMAGE F I N I E  

L-e III-2 : L est un langage f i n i  si et seulement si c b f ( ~ )  = Fin. 

Démonstration : La condition est suf f i san te  puisque L e s t  contenu dans 

b f C (LI = Fin. 

Réciproquement, s i  L est un langage f i n i ,  il peut s e  mettre sous i a  forme 

L = iwl, x 2 ,  . . . , w 1. S i  T est une transduction ra t ionne l le  d'image f i n i e  
D p * 

a l o r s  T(L) = u T(w,) e s t  une union f i n i e  d'ensembles f i n i s  on en déduit 
i ~ l  a 

que cbf (L)  c clf (L)  c Fin. - - 
I l  nous r e s t e  à montrer que l a  famille Fin e s t  contenue dans cdf (L )  . Pour 

ce f a i r e ,  choisissons L' un langage f i n i  quelconque, L' peut s ' é c r i r e  

L' = u ,  w t 2 >  . , . , W' . Soi t  A 2 a ,  . . . , an} un alphabet, les homo- n 

morphismes h e t  g dé f in i s  par h(ai) = wi e t  g(aaf) = u' quel que s o i t  i ' 
i r Cl, n3 a l o r s  

La transduction r = g(n A) o hm3 e s t  b i f i dè l e  donc L' appartient  à cb f ( l )  

dloQ on conclue 

Fin - c cbf (L)  - c tif (L)  c Fin. O - 

Nous en déduisons immédiatment que s eu l s  l e s  langages i n s i n i s  

pourront ê t r e  d'image f i n i e  en p a ~ t i c u l i e r  : 

Lemme III-3 r L est un langage rationnel in f in i  si et seulement si 

d f c (LI = Rat. 



Démonstration : Supposons d'abord que cdf (L)  = Rat. Alors L est contenu 

d f dans C ( L )  e s t  r a t i o n n e l .  En r a i s o n  du lemme précédent L ne peut pas ê t r e  

f i n i  . 
Réciproquement, supposons que L s o i t  un langage ra t ionne l  i n f i n i  contenu 

d f 
dans x*. Comme C (L) - c C(L) = Rat, il s u f f i t  de montrer que Rat - c cdf(L). 

* 
Choisissons donc R, un langage r a t i o n n e l  quelconque contenu dans Z e t  

* * 
déf in issons  h l'homomorphime de X dans {a) par : a 

pour t o u t  x de X, ha(.) = a 

L' = ha( L) e s t  un langage r a t i o n n e l  i n f i n i  contenu dans a*. I l  e x i s t e  donc 

t *  
deux e n t i e r s  s et  t ,  t s t r ic tement  p o s i t i f ,  t e l s  que L' n as(a s o i t  

égal  à as(at)*. en dédui t  que as(at)* c cdf (L) .  Mais, l ' e n t i e r  t est 

* d f s t *  
s t r ic tement  p o s i t i f  ce q u i  implique que a c C ( a  ( a  ) ). 

-1 * 
s o i t  h' : Z* + {a*) t e l  que Y z c Z, h l ( z )  = a ,  a l o r s  R = R n h' ( a  ) 

appar t ient  à cdf (a*) donc 

df * - ( 
* 

c cdf(L) c Rat. O V R E R ~ ~ : R E C  ( a ) c C  & ( a ) ) -  - 

C-e R a t  = cdf(L) - c c b f ( ~ )  - c C(L) = Rat on déduit  l e  r é s u l t a t  : 

C o r o l l a i r e  TXI-4  : Tout langage ra t ionne l  i n f i n i  est b i f i d é l e .  

L-e III-5 : S i  L e8t un langage i n f i n i ,  Rat - c c ~ ( L ) .  

* * 
Démonstration : Pour t o u t  langage i n f i n i  L' c a , FG(Lf) = a . Pour t o u t  

langage i n f i n i  L, hJL) (OP ha e s t  l'hornomorphisme qui ,  a t o u t e  l e t t r e ,  

* d * 
assoc ie  a)  e s t  un langage i n f i n i  contenu dans a , comme Rat = C (a  ) a l o r s  : 



Remarque : S i  L est un langage algébrique i n f i n i  a l o r s  R a t  - c c d f ( ~ )  

* 
puisqu 'a lors  h (L) e s t  un langage a lgébr ique  contenudans a , il e s t  donc a 

ra t ionne l  e t  d 'après  l e  lemme 111-3 : 

Rat = c d f ( h a ( ~ ) )  5 cdf(L). 

S i  L n ' e s t  pas algébrique,  c e t t e  inc lus ion n ' e s t  pas v é r i f i é e  pa r  tou t  

langage i n f i n i ,  il f a u t  une condit ion supplémentaire sur les longueurs 

des mots de L : 

* 
Lemme III -6  : Pour tout langage L de X , les t ro i s  propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

i)  Rat - c cbf (L)  

ii) R a t  - c c d f ( ~ )  

i i i )  Il ex i s t e  k É P J  vérifiant V w 4 L, 3 w' é L tels que 

IwI < Iw ' l  s k ( l w l  + 1) 

Démonstration 

b f d f ** i )  => i i )  c'est h d i r e  Rat c C (L) implique Rat 5 C (LI. - 
* 

Soi t  R un langage ra t ionne l  contenu dans Y e t  s o i t  c  une nouvelle l e t t r e .  

* 
Définissons hc l'homomorphisme (Y  v {CI)* dans Y par, pour t o u t e  l e t t r e  

y de Y, hc(y) = y et  hc(c) = E, bien entendu h ; l ( ~ )  appar t i en t  3 Rat donc 

b f a c (LI. Les lemmes 111-9 et  111-13 permettent de conclure que h: l(~) est 

d f d f dans C (L) e t  de l ' é g a l i t é  R = h:'(~) n Y* on déduit  que R e s t  dans C (L). 

d f ** i i )  => i i i )  c ' e s t  a d i r e  Rat - c C (L) implique q u ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  k 

v é r i f i a n t  : Y w é L, 3 w' 4 L t e l  que I w l  c I w ' l  s k(lwl + 1). 
df * D'après l e  lemme 111-3, C ( c  ) = Rat, il e x i s t e  une t ransduct ion r a t i o n n e l l e  

* décroissante  f i d è l e  r = g O (n  R) O h'l v é r i f i a n t  c = r (L)  où h e s t  un 



homomorphisme s t r ic tement  alphabétique,  g e s t  un homomorphisme alphabétique 

k t - l i m i t é  sur R (cf. c h a p i t r e  I I ) .  S o i t  k  = k' + 1. Pour t o u t  mot w de L, 

* 
c I w I + '  appar t ient  à c , il e x i s t e  donc u  dans R t e l  que c  I w l  ti = g(u)  e t  

Yu) E L. Or 

1.1 t 1 = i g < u > (  s lu1 = Ih(u)l  

e t  puisque g e s t  k ' - l imi te .  

lh<v>I  = 1.1 S ( k ' t l )  Ig<u>I 5 k(l.1 + 1) 

il s u f f i t  a l o r s  de c h o i s i r  w '  = h(u) pour o b t e n i r  

1.1 < I w ' I  I k(lwI + 1) 

** i i i )  => i) c ' e s t  à d i r e  : il e x i s t e  un e n t i e r  k  v é r i f i a n t  V w E L, 3 w' E L 

t e l s  que ( u l  < lu ' l  i k(lwI t 1) implique Rat - c c b f ( ~ ) .  

Appelons .î l a  longueur du mot de L l e  p lus  cour t .  S o i t  6 l'homomorphisme 

de X* dans (c l*  q u i  remplace t o u t e  l e t t r e  de X par  c. 

S o i t  1 t e l  que L1=B(L) = c i  c  I} e t  pour t o u t  élément i de 1, Ii - - 
l i ,  k ( i  t l)]. D e  l 'hypothèse on dédui t  facilement que pour t o u t  i n t e r v a l l e  

Ii, il e x i t e  un e n t i e r  j > i t e l  que Ii n 1 # O, autrement d i t  : -1 
u Ji, k ( i t 1 ) l  = i n  c N  / n 2 e} 

i c  1 

Choisissons un e n t i e r  n  supér ieur  a e e t  appelons i l e  p lus  grand élément 

de 1 t e l  que n  Xi. I l  e x i s t e  j c 1 t e l  que j r Ii, i 6 tan t  l e  p lus  grand 

élément de 1 . te l  que n  c  l i , d e  l ' i n é g a l i t é  j > i , on  déduit  que j 2 n ou 

encore n  S j S k( i . t l )  5 kn c a r  i + 1 S n,  en conclusion,pour t o u t  n  2 4, 

il e x i s t e  j e 1 t e l  que n  S j 5 kn. On e s t  a l o r s  en mesure de c o n s t r u i r e  

l a  t ransduction décroissante  f i d è l e  T = g O (n R) O hF1 de l a  fason suivante  : 
* 

h e t  g sont  des homomorphismes de l a ,  b}* dans c  d e f i n i s  par  

h : h(a)  = c,  h(b)  = c  

g : g(a )  = E, g(b) = e. 

* -1 e * 
S i  Ro = 2! aib a l o r s  R e s t  égal  à Ro II g ( c  c  ) 

i=o , .  . . ,k- l  



e * - 1 Montrons, maintenant que c c = g(h (L ' )  n R) 

e * * De façon évidente g ( h - l ( ~ ' )  n R) e s t  contenu dans c c . 
e * * Soit  w E c c c t e s t  à d i r e  w = cP avec p r 

i i 
2 

i 
g-l(w) n R =  {a b a b ... a b / i. r C O ,  k-11 e t  j = 1, ..., p l  

1 

mais p é tan t  plus grand que e, on a vu q u ' i l  e x i s t a i t  j r 1 t e l  que 

- 1 
j É Cp, kp3 donc c j  r h(g (w) n R I .  On peut donc trouver dans R un mot 

w' v é r i f i an t  c j  = h(wt) e t  g(wt) = W .  c j  e s t  élément de L I ,  w r g ( h - l ( ~ t )  n R) 

df e Rat = C ( C  c*) - c cdf (Lt )  - c Cbf(L). O 

Tout cânt ra t ionne l  pr incipal  e s t  fermé par union, on montre, de 

façon analogue que : 

if 
Lemne 111-7 : L e  c6ne rationnel d'image f i n i e  C (L) (resp, décroissant 

d b f d f C (L), b i f i d é l e  C (L), décroissant f i d e l e  C (LI) est fermé par union. 

Démonstration ; Une transduction décroissante f i d è l e  e s t  décroissante,  

l a  composée de deux transductions décroissantes e s t  décroissante, on en 

d df d df  d df déduit que C (C (LI) = cd(L). C (C (L)) = C (C (LI) implique l e  résul ta t .O 

Nous a l lons ,  h partir de maintenant, t r è s  souvent u t i l i s e r  l e  

* 
langage L + c , cons t ru i t  h p a r t i r  de L en insérant en t r e  deux l e t t r e s  de 

mots de L un nombre quelconque de c .  Plus précisément 

L c  - x*, c C X  



Avant d 'aborder les  proposi t ions  111-10 e t  11, constamment u t i l i s é e s  

dans l a  s u i t e  de c e  t r a v a i l  e t  q u i  cons t i tuen t  des  r é s u l t a t s  de base, 

commençons par une remarque : 

Lemme III-9 : Pour tout langage L # (€1, 
d f df  * * C ( L + c * ) = C  ( c  L 4 c )  

Démonstration : 

* * * * L 4 c  e s t  é g a l  à (X c f ) *  n ( c  L 4 c  ) ce  q u i  implique, n a t m e l l s a e n t ,  

d  f * 
que C (L t c*) est contenu dans cdf(c L 4 c*) .  

* * d * * Réciproquement, pour montrer que c  L 4 c appar t i en t  à C (L 4 c  1, il 

y a  l i e u  de d i s t inguer  deux c a s  : 

l e r  cas : Le langage L ne con t i en t  pas l e  mot vide.  

* t * * * 
Prenons L' = L l c  o X c (X c ) , bien entendu, L' appar t i en t  à c d f ( ~  4 c  1. 

Nous a l l o n s  cons t ru i re  une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  décroissante  f i d è l e  T 

t * 
t e l l e  que c L l c  = T(L ' ) .  

% 
Soi t  Z = x v k v x u {cx / x E X} u { c l  avec i( = 1; / x r X} e t  

% - %* 2 = lx / x r XI. Le langage R d é f i n i  su r  Z par R = u x x e s t  r a t ionne l .  

* XÉX 
On d é f i n i t  a l o r s  l e s  homomorphismes h e t  g  de Z dans (X u { c l  )*  par  : 

La t ransduct ion  T = g O (n R)  o h- l  conserve l e s  longueurs c a r  h e t  g 

sont  s t r ic tement  alphabétiques C103, e l l e  e s t ,  à f o r t i o r i ,  d6croissdrite 

f i d è l e .  



+ 
Montrons que c  L t c = T(L')  = g(h-'(Lt) n R I .  

- Soit  w, un mot de g(h-'(L') n R). 

I l  ex is te  w c R vé r i f i an t  h(wt) L' e t  g(w') = W. Le mot w' e s t  dans R, 

* cec i  implique q u ' i l  ex i s t e  x  dans X, un en t i e r  k  z: O ,  un mot wl' de {c, X}  

- Yk c wtl. Mis h(w' ) appar t ient  a L' , c e  qui s i g n i f i e  vé r i f i an t  w' = x x 
X 

k  que h(wl = h(X) (h(x))  h(cx) h(wfl) = x ck+ l  it appar t ient  a L' ; ou encore, 

* k 
x wl' c L t c  mais w = g(v t  ) = g(;) (g( x 1) g(cx) g(w") = c k+l w~ 

f * c L t c .  

* - Soit  w, un mot de ct  L t c . 
k 

O kl k n u = c x  c  x2 ... x c  où. xl ... x e s t  un mot de L e t  pour tout  1 n n 
i 2 1 ,  k i 2 0  é X e t k  2 1 .  

Xi O - d0'l 
Le mot w' = x x k 1 kn 

1 1  
c c  x  ... x c e s t  dana R e t  vg r i f i e  

X 2  n  
I 

ko kl k n h(u')  = x c  c x2 ... x c r L" et g(wl) = W. En d 'autres  termes 
1 n 

w c g(h - ' (~* )  n RI. 

df + De façon évidente C* L t c* e C (C L t c*) 

2nd cas  : Le langage L contient  l e  mot vide, 

* * * 
Posons L' = L \ c. Alors c  L t c* = c v c L1 t c* or, nous venons de 

df * l e  voir ,  c* L' t c* e , c d f ( ~ 1  t c*) e t  c* e c ( c  ) d'où : 
* 

c L t c* r c d f ( ~ '  t c * )  4, Ff(C*)  = c d f ( l  t c*) 

* LQme t J Z - 1 0  : Pour taut langage L c X , on a les r e l a t i  on8 - 
d if C(L) = C (L t C*) = C (L t C*) 

d  f  bf c ~ ( L )  = C (L t C*) = C (L t c * ) .  

Démonstration : Soit  L' - c X I *  un 6lément de C(L). D'appès l e  th6orème de 

Nivat, il ex i s t e  un alphabet 2, un langage ra t ionne l  R c z*, deux homomorphismes 
C 



alphabétiques h de Z* dans X* e t  g de  Z* dans XI* v é r i f i a n t  L' = g ( h - l ( ~ )  n R I .  

S i  H désigne l'ensemble {z  Z / h(z)  # €1 a l o r s  on peut d é f i n i r ,  à p a r t i r  
1 

de h, h' de Z* dans (X v {c})* pa r  : h l ( x )  = h(x) s i  x c Hl e t  h f ( x )  = c 

* 
sinon. Alors L' e s t  éga l  3 g(h'-l(c* L t c ) n R), ou encore puisque h' 

e s t  s t r ic tement  alphabétique, d ' ap rès  l e  théorème 11-3 : 

d * L' E C (C L t C*) 

mais, en u t i l i s a n t  l e  lemme précédent, 

d * 
L' c C (C  L t C*) = C ~ ( L  t Cf) 1 

f Choisissons, maintenant, L' dans C (L) l e  m b e  raisonnement peut ê t r e  

r e f a i t  avec, comme hypothèse supplémentaire, g k-l imit6 sur R, c e  q u i  

nous conduit a 
df * LI r C (C L t C*) = c d f ( ~  t Cf) O 

Ce lemme permet d 'avoir  une c a r a c t é r i s a t i o n  très simple e t  très u t i l e  

des  langages d'image f i n i e .  

b f Proposition rrr-12 : L ert un langage d'iaage finie Iresp. c f ( l )  = C (LI)  

s i  et seulment si L t c* c c i f ( l )  ( h a p .  L t c* r c b f ( ~ ) ) .  

Démonstration 

i f  c i f ( ~ )  = C(L) => L t c* c C(L) = C (LI 

Réciproquement, L t c* c c i f ( ~ )  implique C(L) = c ' ~ ( L  t c f )  - c c i f ( ~ ) .  

bf La démonstration e s t  la  même pour C ( L) . O 

Une transduction r a t i o n n e l l e  décroissante  est ,  bien entendu, une 

t randuct ion r a t i o n n e l l e  d'image f i n i e ,  Pour un langage quelconque L nous 

avons donc l e s  inclusions : 



if  Nous a l l o n s  montrer que l ' é g a l i t é  e n t r e  C (L) e t  C(L) implique 

d obligatoirement l ' é g a l i t é  e n t r e  C (L) et  C(L). 

l * 
Lemne 111-13 : Soient  L e t  L' deux langages. si L t c appar t i en t  A 

~ tif ( L' ) (resp. 
* d d f 

~ ~ ~ ( ~ ' 1 1  a l o r s  L + c appar t i en t  A C ( L w )  (resp.  C (LI)) 
C 

Démonstration : Soient X e t  X' l e s  a lphabets  r e s p e c t i f s  de  L et  L' . L'idée 

de  l a  démonstration c o n s i s t e  3 p a r t i r  de T,  t ransduction r a t i o n n e l l e  d'image 

f i n i e  t e l l e  que L t c* = r ( L ' ) ,  a cons t ru i re  une transduction r t  qu i  par  

rappor t  a T va supprimer un c e r t a i n  nombre de c a f i n  de rendre  T' décroissante  

t o u t  en gardant l a  p o s s i b l i l i t é  d 'avoir  e n t r e  deux lettres de X un nomime 

quelconque de c .  

* i f  
S i  L t c appar t i en t  à C ( c )  . D'après l e  théorème de Boassont-Nivat,il 

* 
e x i s t e  un langage r a t i o n n e l  R 5 Z , deux homomorphismes alphabétiques h et 

g,  h, k-l imité sur R, de  Z* dans X I *  e t  g de Z* dans (X u { c } ) *  v é r i f i a n t  

L t c* = g(h- ' (~ ' )  n R).  

A p a r t i r  de T = g o (n R)  O hvl const ru isons  r' = g' o (n RI) O h' -1 

v é r i f i a n t  d'une p a r t  1 h'(w) 1 r I g '  (w)  1 e t  c e  que l  que s o i t  n c Z* e t  

d ' a u t r e  part L t c = g h l ( ~ )  n R). 

Construction de R' 

sélect ionnons dans R les mots dont les images pa r  g appartiennent 3 

* k *  (X c c ) ( c ' e s t  h d i r e  e n t r e  2 lettres de X il y a au moins k occurrences 

de  c ) .  

-1 * k *  
R 1 = R n g  ( X c  c ) .  

On va maintenant découper t o u t  mot de R1 en "tranches" de k l e t t r e s  avec 

bien entendu un "résidu" de longueur 5 k ,  Pour réaliser ce découpage nous 



a l lons  déf in i r  deux nouveaux alphabets 
k-1 

z1 = z x z x ... x z z 2 =  u z x z x . . . x z  
V i=1 v 

k-fois i - fo i s  

* 
Soi t  t l'hnannorphisme de Z t  = Zl u Z dans Z dé f in i  par : 2 

Le langage ra t ionne l  annoncé e s t  

Avant de donner l e s  déf in i t ions  de g1  e t  h' nous pouvons f a i r e  quelques 

constatations : 

Remargue 1 ----- --cc 

Toute l e t t r e  z de Z' a pour image par t un mot de longueur supérieure ou 

égale k donc l h ( t ( z ) ) l  2 1. 

Remargue 3 
ctrc- r - r C  

Toute l e t t r e  z de Z' apparaissant dans un mot R' possède une image par g 

qui peut "ere 

- s o i t  v ide  

i j - s o i t  de l a  forme c x c oa x r X 

- so r t  contenue en t i e rmen t  dans c t 

Construction de h' e t  g' 

Compte tenu de c e s  remarques on d a f i n i t  l e s  bomaoorpbimimes h' da Z1* dans 

X" e t  g'*de z'* dans ( X  v {E})  : 



V z  = (2 i . . ,  Zn) c  2' 
1' 

h l ( z )  = h(zl ... z  ou encore h' = h O t n  
i j g' (z )  = x si g(zl  ... z  ) e s t  de l a  forme c  x c  n  

= c  si g(zl ... z  appar t ient  a c  + 

= E si g(zl ... zn) = E 

g' ( z )  e t  g(zl . . . zn) ne d i f f b e n t  que par l e  nca*ce d'occurrences de la  

l e t t r e  c .  

Montrons que L t c* = g h  L n R' ) 

* g' (h" ' (~f)  n R') = g o t ( t ' l  O ~ " ( L ' I  n RI) 

* * Afin de montrer l ' inc lus ion  dans l ' a u t r e  sens, considérons 41 = L ? c  n 

k * *  
(X c  c  ) . Appelons hc l'homomorphime qui e f face  l a  l e t t r e  c  e t  qui est 

l ' i d e n t i t é  sur X. C-e c  4 X,hc(\) = L e t  par construction 41 = g(h ' l (~)  n 

Rl) *kit w c 4<, il e x i s t e  u r R1 vk r i f i an t  h(u) c  L' e t  u  = g(u) .  ûn peut 

découper u en ul . . . u u  où V i r C l ,  n l  ui = u n  n+ l  i, 1 * O *  i ,k avec 

u. .  c Z V j e C l ,  k3 e t  untl = u 
11 n t l ,  1 141, t avec n+l, j 

... U c Z Y j a  

C l ,  k l  e t  < k.  Mais a l o r s  l e  mot u' = (ulS1, ..., u ) . u 1  . u ) 
1, k n,k 

" ' 9  U n+l  , t ) e s t  élément de R' e t  v é r i f i e  : 

h'(u' ) = h ( t ( u l ) )  = h(u) c L' 

e t ~ p u i s q u e  g f ( u ' )  e t  g(u) ne d i f fè ren t  que par l e  n m b e  d'occurrences de 

l a  l e t t r e  c ,  on peut écr$re que 

hC(g ' (u f ) )  = hC(g(u)) = hc(w) 

ce  qui s i g n i f i e  que hc(u) c  hc O g '  ( h ' - l ( ~ '  ) n R' ) e t  ce pour t ou t  mot w d e  

Lk. C'est a d i r e  

L = h c  ( L ~ )  5 hc O g l (h* - ' (~ l )  n R I )  



Pour toute  l e t t r e  z de Z', ( h l ( z ) (  2 1 e t  I g f  ( z ) (  = 1. La transduction 

- 1 * 
T' = g' O (n  R' ) O h' e s t  donc décroissante,  e t  de conclure que L 4 c 

d appartient  bien a C (dl .  

(Resp. si au départ  g e s t  l imi té  sur R, a l o r s  g '  garde c e t t e  propr ié té  

sur R I ) .  O 

En remplaçant L' par L dans l'énoncé du lenune précédent on obt ient  

une propriété t r è s  in téressante  des  langages d'image f i n i e  : 

Proposi t ion IXI-14 : L est un langage d'image f i n i e  (resp. b i f i d é l e )  si e t  

d f 
seulement si C(L) = cd(L) (rasp. &L) = C (LI e t  I est & f a f a b l e ) .  

d ~ki ionstra t ion : De l a  chatne d ' inclusion C (L) - c cif(L) - c C(L) (resp.  

cdf(L) 5 cbf( l )  - c C(L)) on déduit l a  condition suff isante .  

Réciproquement, s i  L e s t  d'  image f i n i e ,  L 4 c* qui appar t ient  à C(L) 

i f  * appartient  également C (L). Le lemme précédent implique que L 4 c 

d d d appar t ient  a C (L) c ' e s t  1 d i r e  C (L 4 c*) - c C (L), ce qu i  permet d ' é c r i r e  

d que C(L) = C ~ ( L  4 c ) - c C (L). (Resp. s e  c jhontre  de  façon analogue). O 

Notons qu'un langage h i f i dè l e  e s t  f i d è l e  e t  d'image f i n i e ,  l a  

réciproque n 'es t  pas vra ie  puisque l e  langage symétrique sur  deux l e t t r e s  

Sym e t  à l a  f o i s  fidèle e t  d'%nage f i n i e  mais pas b i f idè le  

C(L) = cif(L) = c ~ ( L )  p cbf(L) = C(L) 

Ces r é s u l t a t s  peuvent ê t r e  regroupés en 



i)  L  est d'image f i n i e  

i i )  L + cf c cif(l)  
i i i )  C(L)  = c d ( L )  

* 
de même,  si L  est un langage effacable - c X , les t ro i s  propridtds sont dquimiantes : 

i )  L est un langage b i f ide le  

i i )  L + cf e c b f ( ~ )  
d f iii) C(L)  = C  ( L I  



Les r é s u l t a t a d e  L, Boasson - M. Nivat C 8 3, S. Ginsburg - J ,  Goldstine - 
S. Greibach Cl43 sur l e s  générateurs f i dè l e s ,  ceux de M. Latteux C233 sur 

l e s  générateurs b i f idè les  permettent d'énoncer ; 

Tout générateur de Alg e s t  un langage b i f i dè l e  C231 

Tout générateur de Oc1 ( l a  famil le  des langages à un compteur) e s t  

un langage b i f i dè l e  C241 

Tout générnteur de Lin ( l a  famil le  des langages l i néa i r e s )  est à 

l a  f o i s  d'image f i n i e  e t  e f f a w b l e  mais non b i f idè le  C233, 

C f  e s t  à d i r e  : 

cbf(sp) cj  cd(syia) = cif(sp) c f ( s p )  = C ( s p )  C233 

On saAt, d 'autre  par t ,  que tou t  langage dé f in i  sur une l e t t r e  e s t  effaçable C343. 

Par contre  nous a l lons  démontrer que pour qu'un langage déf in i  sur une 

l e t t r e  s o i t  d'image f i n i e  il fau t  ( e t  il s u f f i t )  q u ' i l  s o i t  ra t ionne l  

i n f i n i .  Cette propriété e s t  également vé r i f i ée  par, l e s  langages bornés 

sur  deux l e t t r e s ,  ce qui pemet  d 'affirmer que Cl = {an bn / n 2 0) 

n ' e s t  pas un langage d'image f i n i e .  

Cependant, l '6 tude du langage C permettra de montrer que 1 

Rat 8 cdf ( cl) = Ff(c , )  = @(cl> = c i f  (Cl) $ cf<c1) = c(Cl> 

i f  or. on a vu que l ' é g a l i t 6  C(L) = C (LI implique cif(L) = c ~ ( L ) ,  l ' é tude  

de Cl permet de  montrer que l a  réciproque e s t  fausse 

i f  c i f ( ~ )  = c ~ ( L )  #> C(L) = C (L) 



A l a  vue de c e s  r é s u l t a t s  on peut s e  demander s i  l e s  canes déc ro i s san t s  

e t  d'image f i n i e  engendrés par  un langage L quelconque ne sont  pas toujours  

identiques.  L'étude du langage {an! / n i O} permet de répondre négativement 

à c e t t e  question. 

? 

* 
Proposi t ion III-1 6 ; S o i t  L un langage contenu dans a b*. L est d 'image finie 

si et seulement si L est un langage r a t i o n n e l  i n f i n i .  

* * 
~6mons t ra t ion  : Supposons L d'image f i n i e  a l o r s  L' = c L c c C(L) = c ~ ( L ) .  

En v e r t u  de l a  c a r a c t é r i s a t i o n  des  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  décroissantes  

du c h a p i t r e  II, L'peut se mettre sous l a  forme L' =8(h" (~)  n R) où R e s t  

f * un langage r a t i o n n e l  contenu dans Z , g un homomorphisme alphabétique de Z 
* * 

dans {a, b, c 5 et  h un homomorphisme s t r ic tement  alphabétique de Z dans 

{a, al*.  

Soient  A = {z E Z g(z)  = 3) 

B = i z  E Z [ g(z)  = b} 
C = {z E Z 1 g(z )  = c l  

-1 * * 
L '  e s t  encore é g a l  à g ( h - l ( ~ )  n R') où R' = R n C* A* B* C* n h ( a  b 

puisque h e s t  s t r i c t ement  alphab6tique*Rf e s t  donc une union f i n i e  de 

langages de l a  forme Ci Ai Bi C l i  où Ai,  Bi, Ci, C l i  sont  des  langages 

* * * * 
r a t i o n n e l s  e t  Ai - c A Bi - c B , Ci c C e t  C f i  5 C . Puisque t o u t  langage 

r a t i o n n e l  e s t  une union f i n i e  de  langages r a t i o n n e l s  dont l ' image, par  

l a  fonct ion  de Parikh, e s t  un ensemble l i n g a i r e  on peut  c h o i s i r  directement 

l e s  Ci e t  C l i  t e l s  que l ' ( C i )  et Y(ct i)  s o i e n t  des  ensembles l i n é a i r e s .  

Numérotons l e s  C .  e t  C t  de  te l le  manière que l e s  Ci i n f i n i s  a i e n t  un 
1 i 

numéro de 1 a m ,  l e s  C'  i n f i n i s  a i e n t  un num6ro de 1 a m f .  i 



S o i t  ml = inf(m, ni') 

S i  h est l'homomorphisme qu i  e f face  l e s  c ,  bien évidement ,  
C 

ml 
hc( v (g(h(L) n Ci Ai Bi Cqi) )  est contenu dans hc(LV) donc dans L. 

i=l 
ml -1 

Montrons que t o u t  mot de L appar t i en t  a hc( v (g(h (LI n Ci Ai Bi c f i ) ) *  
i=l n 

S o i t  bl l a  longueur du mot l e  p lus  long de u Ci et  s o i t  b l a  

n ia+l bl+l b2+1 

longueur du mot l e  plus  long de  u C',  l e  mot w' = c w c E 

i = m ' + l  A 

L' Y u É L. D e  l a  d é f i n i t i o n  de  b b2 e t  m u' ne peut pas être l'image 
1' 1 ' 

par g d'un mot de C .  Ai Bi C'  pour i > ml. I l  e x i s t e  donc i s ml t e l  que 
1 i - 

ml ut e g ( h - l ( ~ )  n Ci Ai Bi C f . )  e t  w = h c ( v V )  appar t i en t  il hc( u g ( h - l ( ~ )  n 
1 i=l 

Ci Ai Bi Cli) d'où on déduit  que 

03. Ci> C t i  sont des  ensembles i n f i n i s  e t  Y(ci), Y(c' ) des  ensembles 
i 

l i n é a i r e s  e t  ce  pour t o u t  i E Cl, m 1 
1 

Mais h O g ( h - l ( ~ )  n Ci Ai Bi C f i  
C 

quot ient  à d r o i t e  par h(C' . ) 
1 

quot ient  a gauche par h(Ci) 

Pour conclure que L e s t  r a t i o n n e l ,  il s u f f i t  de montrer que (h(  ci) )-l 

( L ( ~ ( c ' ~ ) ) - ' )  est r a t i o n n e l  quel  que s o i t  i. 

* 
1 )  S i  h(Ci) 5 a e t  h(Cgi) - c b* 

r t .  * i 
I l  e x i s t e  un e n t i e r  t s t r ic tement  p o s i t i f  v é r i f i a n t  h(ci) = a ( a  i 

c a r  C eet i n f i n i ,  que l ' image de  Ci par  l a  fonction d e  Parikh '#(ci) e s t  i 

un ensemble l i n é a i r e ,  e t  e n f i n  h e s t  un homamorphisme s t r ic tement  alphabétique. 

De l a  m h e  façon, on montre q u ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  t '  s t r ic tement  p o s i t i f  
t '  i 

v é r i f i a n t  h(Cti) = h(Cfi)  ( b  i)* 



* 
(te c a s  h(Ci) - c a b* et  h(Cti)  5 b* se démontre de fapon analogue). 

* 
L i * 

Alors, comme précédemment h(C.) = h(Ci) ( a  ) avec t i  r 0. h(Cti)  e s t  de 
r $ 1  t V i  * 

l a  forme h(Cfi) = a i(:i)* b i (b ) c a r  '?(Cfi) ensemble l i n é a i r e  implique, 

puisque h e s t  s t r i c t ement  alphabétique,  que Y( h ( ~ '  . ) e s t  l i n é a i r e .  
1 

Mais h(Cfi)  e s t  i n f i n i  donc s o i t  Bi, s o i t  t '  e s t  s t r ic tement  p o s i t i f  . i 

- Supposons que t '  = O. Alors i 

* ti * -1 
L(h(ct i)  )-' 5 a e t  ( ( a  ) ) ( L ( ~ ( c ' ~ ) ) " )  est un langage r a t i o n n e l  

Cl31 e t  ~ c ~ ) ) L ~ c ' ~ ) )  est r a t i o n n e l  

- Supposons t '  > O ,  e t  l à  encore h(C1 .) peut  s e  me t t r e  sous l a  forme 
i ,, 1 + 

h(C1.)  = h(Cfi)  ( b  ' il* 'i * . Dans c e  c a s  h(Ci) = h(Ci) ( a  ) avec ti > O et 
1 t ' .  * 

h(CVi) = h(CVi) (b ') e t  on s ' e s t  ramené au  cas  1). 

E t  a l o r s  dans ces deux c a s  : 
t .  

(h(c i )  )-'(L(h(c1 1-') = (h(ci)  1-'( ( ( a  
l ) * ) - l  t ' i * -1 

( ( L ( ( b  ) ( h ( ~ i ) ) - ' ) )  

* ti * -1 t '  
Or, d'après C211, puisque L - c a b*, l e  langage ( ( a  ) ) (L( (b  i)*)-l) 

- 1 
e s t  un langage r a t i o n n e l  d'où on dédui t  naturel lement que l e  langage (h(Ci)) 

( L ( ~ ( C ' ~ ) ) - ' )  l ' es t  a u s s i .  

Réciproquement, s i  L e s t  un langage r a t i o n n e l  i n f i n i ,  il est 

b i f i d è l e  ( c o r o l l a i r e  111-4) donc d'image f i n i e .  0 

* 
Corollaire III-7 : Un langage L - c a es t  d'image f i n i e  si et seulement si 

L est un langage rationnel in f in i .  

Conjecture : Tout langage bornd L e s t  d'image f i n i e  s i  e t  seulement s i  L 

e s t  un langage r a t i o n n e l  i n f i n i ,  



Corol la i re  XII-18 : L e  langage Cl = {an bn / n 2 O} n ' e s t  pas d'image f i n i e .  

Par contre l e  langage Cl v é r i f i e  un cer ta in  nombre de propriétés 

in téressantes  que nous u t i l i s e rons  dans l e  chapi t re  V. 

Posons C t l  = Ci \ E a l o r s  : 

Lemne IIX-19 : L e  langage C i  vérifie ; 

d f hP 
ii) C (Ct,> = C (C',) 

Démonstration : Nous verrons, dans l e  chapi t re  Y , que, pour un langage 

bf d 
quelconque L, l ' é g a l i t é  c d f ( ~ )  i C (L) implique C (L) c i f ( ~ ) ,  il s u f f i t  

donc de montrer i i ) ,  

So i t  L - c X* un langage de cbf ( c t l ) .  D'après l e  théorème de Boasson-Nivat, 

- 1 
il ex i s t e  une transduction ra t ionne l le  d'image f i n i e  T = g O (n R) O h 

* 
où R e s t  un langage ra t ionne l  de Z , h un homomorphisme alphabétique 

k-limité sur R e t  g un homomorphisme alphabétique k t - l imi té  sur R t e i l e  que 

Nous a l l ons  construire  3 p a r t i r  de T,  une transduction ra t ionne l le  

décroissante r t  vé r i f i an t ,  natwellement L = T ' ( C ' ~ )  

1 )  Constpuction do T '  i g' o (n R') o hlv1 

Soi t  z n {z z I h(z) E CI* Z1 E Z ! ZO. p s ~ n s  I = Z Q , ~  id} 09 d es t  
O 

% 
une nouvelle l e t t r e ,  8 = G 1 x e LI e t  2 a Ix  ) x c 21. 



Soit  Be l'homaporphisme de (Zl 4 Z u E ut)* dans (I: z~)* qui efface 

l e s  "marquesI1 c ' e s t  à d i r e  : 

* 
s o i t  hd l'hamomorphisme de (Z u Z1) dans (Zo u zl)* qui efface d c ' e s t  à 

d i r e  : 

hd(x) = Y Y x f d 

hd(d) = E 

k *  k 
Alors RI = e''(hil(~)) n Zk(zl Z ) E (Z1 y)* 

h' : Y x E C, h(x) = a 

Y x é E II %,h(x) ; b 

g' : g' (d)  = E 

g ' (x)  : g(x3 9 x @ d 

La transduction T' e s t  décroissante f i d è l e  puisque h' e s t  str ictement 

e t  que g' e s t  kW-limité sur R' où k" = sup(k, k'). 

2) Validité de l a  construction 

7 1  
I l  fau t  montrer que L = rt(Ct1), sachant que L = g(h  IR) 

-1 * Soi t  w un mot de gt (h' (Cl1) n R' ). Il ex i s t e  dans R' un mot w' 

P 'L 
pouvant 8 t r e  mis sous la  forme n' = w z w 

O 1 1 " '  
Z W U  z '  . r .  2' n n o "1 U1 2 m 

' l 4  

u avec Ivil = Iüo( = 1Yi( v î r Co, nl , V j c C i ,  mJ e t  zi, 
m ' z,, 

Y i c Cl, n3 et Y j Cl, m l  Mais hd(B(ul)) appartient  5 R, h t  (u t  

appar t ient  à C; e t  u = g' (wt) .  

k k k k  k ht(w')  = a h(zl) a h(z2) . .. h(z ) a b h(zql) b h ( z V 2 )  . . . h(zqm)  b 
k 

n 

e s t  élément de  C; ce qui  implique que 

Y i c Cl, n3 h(zi) = a, V j c U, 109 h ( z t j )  = h donc que n = m. 



Mais h(hd(6(wi))) = h(hd(O(Üo))) = h(hd(O(zj)) = E V i c C O ,  nl, Y j c Cl, n3 

e t  h(hd(B(z)))  = h(z )  Y z • {zl, ... ,z , z1 ,, ,, Z '  } c e  qui  permet d ' é c r i r e  n 

que h(hd(O(ul))  = h(zl ... z z 1  z '  ) E C l l  e t  p (hd(9(u1) ) )  = g'(ul )  = W. n l a "  n 

* Réciproquement, s o i t  w un mot de L = g(hT1(~'l) n R). On peut t rouver  dans 

R un mot w' v é r i f i a n t  g(w') = u e t  h(wl) E C;.w1 a p p a ~ t i e n t  à R, f i  peut se 

met t re  sous l a  forme u' = wo zl wl z2 ,,, z w avec Y i c C l ,  n l  Z .  r Z 
n n i l  

* e t  V i E Co, n3 W. r Zo. Mais, puisque h est k-limité, l a  longueur ki = lui 1 
l. 

du mot W. e s t  i n f é r i e u r e  à k. De l 'appartenance de h(wl)  a Cl, d u i i t  que h 
1 

est s t r ic tement  alphahétique e t  que h(w') - h(zl . . . z ) on déduit  que n 
n 

e s t  un nombre pa i r .  Alors, en posant p = n 1 2, 
k-k k-kl kck 

'b 
k-k 

ww = u d Ozl ul d .., z u d P ilk z n 
O P P 

. . ,Zn Wn d 

e s t  élément de R' 

k k p  k h'(wl') = a (a a ) b (b bk)p appar t i en t  à C' 
1' 

L e s  mots w' e t  w" ne d i f f è r e n t  que par  l e  nombre d'occurrences de 

l a  l e t t r e  d e t  par  les marques '-' e t  '%', donc g'(wW) = g(wl)  = W. 

- 
En d ' a u t r e s  termes u r g l ( h '  '(cl1) n RI) O 

Remarque 

Nous avons vu, en début de  chap i t re ,  que pour t o u t  langage a lgébr ique  

d f L, on a l ' i n c l u s i o n  Rat c C (L). En p a r t i c u l i e r  la  famille Rat e s t  contenue - 
d f dans C (Cl), 

b f if Pour montrer 1 1 ' g a l i t t  e n t r e  C (Cl1) e t  C (Cf ) nous avons besoin 
1 

du r é s u l t a t  : 

Lemme III-20 : Pour tout entier j, C t 1 ( b ) * ,  l e  quotient A droite d e  

j * Cl1 par ( b j l *  e t  a *  C l  l e  quotient A gauche de C l l  par ( a  



j * -1 Démonstration : Les démonstrations concernant Cl((b ) ) d'une part et  

( (aJ)*)-' C r  d ' a u t r e  p a r t  sont  a n a l ~ g u e s .  Nous ne démontrerons que 

l 'appartenance de C'  1 ((bj)*)--' à cbf(cy1). 

S i  j = O a l o r s  cf1 ) = ctl ~ ~ ~ ( ~ f ~ )  

* -1 7-1 i 
S i  j > O a l o r s  ~ ' ~ ( ( b j ) * ) ~ - '  z ( c t l ( b  ) ) n ( a ( a j ) *  b i )  

i=l 

On en dédui t  que C '  1 b r ~ ~ ( ~ ' ~ 0 9 ~ ' )  appar t i en t  donc à cbf(c t l ) .  

I l  s u f f i t  donc de montrer que C'  (b*)-l  appar t i en t  a cbf (c f  ,) . 
1 

S o i t  r = g O ( n  R )  O h- l  l a  t ransduct ion  b i f i d è l e  déterminée par  : 

* * t * *  ~ ; . a ' a  c b * u a  c b 

Montrons que C'  (b*)-' = i ( C t l )  : 
1 

- Soi t  w un mot de  C l  (b*)-l ,  il e x i s t e  deux e n t i e r s  n e t  k où k s n 
1 

n k  t e l s  que w = a b . 

* s i  n+k e s t  p a i r ,  posons n + k = 2m 

w f  = am cn-m bk est un mot de R, g (wt )  = am an" bk = w e t  h(wf)  = a m 

bn-m+k m m = a b est élément de C '  
1 

* S i  n+k e s t  impair,  posons n+k = 2mtl 

n-m k m n-m w'  = a t P  c b e s t  unmot de R ,  p(wl)  = a a bk = w e t  

m + l  n+k-m m + l  bm+l  h (wt)  = a c = a e s t  élément de C r 1  donc v c g(h ' l (~ ' l )  n R ) .  

- 1 - Soi t  w un mot de g (h  (Cl1) n R ) ,  il e x i s t e  w '  un mot de R v é r i f i a n t  w = 

Deux p o s s i b i l i t é s  peuvent se  présentées .  

* w' = a' an cP bk ; h(wt)  r C t l  implique ptk = n + l  a l o r s  

g ( u ' )  = antP bk r cvl(b*)" puisque n tq  2 k 

n * w' = a cP bk, h(wl)  r Cf1 implique que n = p+k a l o r s  

g(wf = antP bk c C '  l(b*)-l puisque n+p 2 k. Ci 



Ce lemme va nous permettre de montrer que 
, 

b f if Lemme TIJ-21 : C (Cf1) = C (Cl1). 

bf Dhwnatra t fon  : Il s u f f i t  de montrer que tif (clI) e8 t  contenu dans C ( C f  

* if 
S o i t  L - c X un langage de  C (Cl1). Du lemme XII-19 on déduit  que L appur t i en t  

d - 1 a c (Cl,), il e x i s t e  donc une t ransduct ion  dCcroiasqnte r = g e (n a )  O h 

v é r i f i a n t  .'(CI1) L OP, en u t i l i s a n t  l e  théorème 1 R e s t  un langage 

* 
r a t i o n n e l  contenu dans Z , g est un h~mmorpWsme alphabétLque et h un 

homaorphisme s t r i c t ement  alphabétique,  

Soient  A = {z  É Z / h(z) = a )  

B = (2 É Z / h(z) = b) 

Alors, c a r  h est s t r ic tement  alphabétique,  L est une union f i n i e  de  langages 

- 1 
de  l a  forme g(h (Cl) n Al B1) 03 Al est un langage r a t i o n n e l  i n c l u s  dans 

A e t  B un langage r a t i o n n e l  inc lus  dans B. En f a i t ,  on peut ,  sans  nu i re  
1 

-1 
à l a  g é n é r a l i t é  de l a  démonstration, supposer que L = g(h  (Cl) n Al BI). 

S i  on a p p e l l e  Ml l 'automate d ' é t a t s  f i n i  q u i  reconnart  Al et dont 

l 'ensemble des  é t a t s  est Q si on a p p e l l e  M l 'automate d ' é t a t s  f i n i  q u i  
1' 2 

reconnar t  Bl et  dont l 'ensemble des 6 t a t s  e s t  Q2, a l o r s  l a  cons t ruct ion  

f a i t e  par  M. Latteux dans C213 peut i c i  a t r e  r é u t i l i s é e  c e  qu i  nous conduit  

b f à d i r e  que L a p p a r t i e n t  à C (C'Il) avec : 

où ZX r ep résen te  l'ensemble des  mots d e  z*, d'image v ide  par  g e t  qu i  
i 

conduisent d'un é t a t  quelconque de X v e r s  l ' é t a t  d ' en t rée  de Mi. 
i 



O r  h(Z ) e s t  contenu dans a*, h(Z ) dans b*. Ce son t  tous  deux 
Xi 2 

des langages r a t i o n n e l s ,  h(Z ) e s t  donc une union f i n i e  de langages de x, 
I 

la forme as(at ) *  e t  h(Z ) une union f i n i e  de  langages de l a  forme x, 
S '  t' 

b ( a  )*. Comme h e s t  s t r ic tement  a l p h a a t i q u c ,  au moins un t e t  un t '  

son t  s t r ic tement  p o s i t i f s .  

Pour s l n p l i f  i e r  l a  d h o n s t r a t i o n ,  nous supposemn* que h(Z x, ) = as(at )*  

I l  r e s t e  a montrer que l ' o n  peut pqsser  de C' à C"l par  une 
1 

transduct ion  r a t i o n n e l l e  b i f  i d è l e  , 

Eliminons l e  c a s  t r i v i a l  oa t = t '  = O ,  deux cas  peuvent a l o r s  

se présenter  : 

1 )  t e t  t ' sont  t o u s  deux non nuls .  Alors Cttl e s t  un langage 

r a t i o n n e l  i n f i n i  C 211 su r  {a, b) il appar t i en t  donc à cbf(c '  1 ). 

2) t = O (ou ce  q u i  e s t  équivalent  t '  = 0) 

s -1 
C", = (a ) ( ~ ' ~ ( b ~ ( b ~ ) * ) - ' )  e t  dans ce c a s ,  c ' e s t  l e  lemme III-20 q u i  

permet de conclure que Cttl z cbf(cv1) 

d f 
De ces  l-es nous pouvons déduire,  puisque c d f ( c t l )  = C (Cl) 

n n 
Proposition l r l - 2 2  ; Cl ; {a b / n 2. 0) vdri f ie  : 



Pour terminer ce chapi t re  nous a l lona montrer q u ' i l  ex i s t e  des 

langages dont l e  cône dl image f i n i e  contient  str ictement l e  cane dbcroiaeant, 

Propos i t ion  111-23 : L = {an! / n 2 1) v d r i f i e  

c~(L) g c i f ( ~ )  + C(L) 

et Rat n ' e s t  p.. contenue dans c d t ( ~ ) ,  

Démonstration : D'a~ras  l e  coro l la i re  11147, L n'cet pas un langage 

n! i f  d'image f fn i e .  11 e s t  c l a i r  que L' ={.(a b) / n z 1)  appartient  à C ( L )  

d supposons qu' il appartienne B C (L) , D'après la carac té r i sa t ion  des 

* 
t ransductions décroissantes,  il ex i s t e  un langage ra t ionnel  R 5 Z un 

homomirphime h de Z* dans {a)' str ictement alphabetique, un homomorphime 

g de Z* dans {a, b}" alphaldtique t e l s  que : 

L I  = g ( h - l ( ~ )  n RI 

Soit  k l e  nombre d ' é t a t s  de l'automate qui reconnait R, e t  s o i t  * sa  fonction de 

t r ans i t i on .  Le mot ( a  blk! appar t ient  à L I ,  il ex i s t e  donc un mot w de R 

k! vé r i f i an t  ( a  b) = g(w) e t  h(w) = L. L'homomorphisme g é tan t  str ictement 

alphabétique Iwl  r lg<w)l 7 k. 11 ex i s t e  dans w un facteur  i t é r a n t  d'image 

non vide par g car ,  s i  c e  n ' é t a i t  pas l e  cas,  a l o r s  : 

- Soi t  W = { w  r R / w = wl . . . X, qi - qi-l * w POUF i = 1, ..., n i 

e t  V I # j qi # qj l  

3 w' E W t e l  que l g < w '  ) 1 = )g(w) ( S 1 w1 1 k ce qui  e s t  impossible, 

w peut donc s e  met t re  sous l a  forme 

* 
w = u v u2 arec  1 s ( Y (  s k, u v u2 c R e t  Ig(v)I # O 1 1 

h é tan t  str ictement alphabétique 1 wl = 1 h(w) 1 
e t  il exis te  p k t e l  que h(w) r ep!. 



Pour t o u t  n  > p, l a  quan t i t é  

q = 1 + (n(n-1) .,. ( p + l )  - 1) est e n t i h e  puisque I V !  s k < p,  
n! 

l e  mot u = ul xq u  e s t  dans R e t  h(w ) = a e s t  dans L. g(w) e s t ,  
4 2 4 

par  conséquent, un élément de L ' ,  il e x i s t e  donc m c N, m > k t e l  que 

g(wq) = (ab)"! e t ,  puisque l ' o n  a c h o i s i  une t ransduct ion  d b e o i s s a n t e  

2m! 5 n! ou encore m c n,  

quan t i t é  non d i v i s i b l e  par  un 
nombre de l ' i n t e r v a l l e  [k, nl 

Il n ' e x i s t e  donc pas  d ' e n t i e r  m t e l  que g(w ) t 2m!, g(wr) ne peut donc 
9 -  

pas appar ten i r  à L', 

D'autre p a r t ,  V k,  il e x i s t e  w c L t e l  que pour t o u t  w t  r L,  - 
I w ' I  > I w I  implique l w t l  r k(Iw1 + 1 )  il s u f f i t  de c h o i s i r  w = a  (k+ l )  ! 

Donc, l e  lemme 111-6 permet de  conclure que la  fami l l e  Rat n ' e s t  

pas contenue dans cdf ( L) . O 



CHAPITRE I V  

CONES RAT IONNELS ET SUBSTITUTION 

A : LEMMES PRÉLIMINAIRES 

B : C ~ N E S  DÉCROISSANTS E T  C ~ N E S  D~CROISSANTS FIDÈLES 

C : RELATIONS ENTRE c d f ( l ) ,  c d ( l ) ,  c f ( L )  E T  C ( L )  

D : UNE CARACTÉRISATION DES LANGAGES COMPLETS PAR 
SUBSTITUTION 

E : LANGAGES TRÈS FORTEMENT EFFACABLES 

F : UNE PROPRIÉTÉ DE LA F A M I L L E  DES LANGAGE QUASI- 
RATIONNELS 



L'opérateur syntaxique, noté f, i n t r o d u i t  par  S. Greibach, a permis 

d ' é t u d i e r  p l u s  commodément l ' opé ra teur  de s u b s t i t u t i o n  et  ses conséquences 

quant aux f a m i l l e s  de langages c o n s t r u i t e s  a p a r t i r  de c e t  opérateur d'une 

pa r t  e t  des  f ami l l e s  p a r t i c u l i è r e s  mais fondamentales que sont  les cônes 

r a t i o n n e l s  d ' a u t r e  pa r t .  On sait, en e f f e t ,  que pour t o u t  couple L e t  L '  

de langages, d é f i n i s  sur des  a lphabets  d i s j o i n t s ,  pour t o u t e  nouvelle l e t t r e  

c ,  on a l a  r e l a t i o n  : 

(*) C ( L )  O C(L1) = C ( L  + ( L W * )  Cl71 

I l  est f a c i l e  de v o i r  que l ' i n c l u s i o n  C( L f L' ) c C(L) O C ( L '  e s t  - 
t ou jours  v é r i f i é e .  Se pose a l o r s  l a  quest ion de savoir  q u e l l e s  p ropr ié t é s  

doivent  posséder L (et-ou) L' pour que l ' é g a l i t é  s o i t  v r a i e .  I l  e s t  poss ib le  

de répondre par t ie l lement  a cette quest ion p u i s q u ' i l  e s t  connu que, s i  L' 

e s t  un langage générateur d'une FAL, on a l a  r e l a t i o n  : 

v L : C(L) O C(L1) = C(L t L') .  

symétriquement, q u e l l e s  condi t ions  d o i t  rempl i r  l e  langage L pour 

a v o i r  : 

v L' , C(L) O C(L' ) = C(L t L ' ) ,  

Cet te  r e l a t i o n ,  non v é r i f i é e  dans l e  cas  généra l ,  a é t é  montrée 

* 
pour c e r t a i n s  langages tels  que D>l ou Sym C 6 1  et  C 3 1. L e s  démonstrations 

mises en oeuvre sont  relat ivement d i f f i c i l e s  e t  a s sez  d i f f é r e n t s  l e s  unes 

des  a u t r e s .  Trouver une c a r a c t é r i s a t i o n  de tels langages, que nous appelerons 

langages complets par  s u b s t i t u t i o n ,  p a r a r t  u t i l e  et  pe rmet t r a i t  de  s i m p l i f i e r  

c e r t a i n e s  démonstrations, 



Nous a l l o n s ,  dans c e  c h a p i t r e ,  montrer que l a  c l a s s e  des  langages 

l d'image f i n i e  e s t  ident ique  a l a  c l a s s e  des  langages complets par subs t i -  

t u t i o n .  Pour a r r i v e r  à c e  r é s u l t a t ,  nous a l l o n s  essayer  de " d é ~ o u p e r ' ~ ,  en 

terme de  subs t i tu t ion ,  C(L), l e  cône r a t i o n n e l  engendré par  L e t  ce ,  indé- 

pendemment des  p ropr ié t é s  du langage L (que nous supposerons non v ide ) .  

Ce q u i  nous conduit à montrer que : 

(**) V L : C(L)  = c ~ ( L )  O Rat. 

Relat ion qu i  e s t  à rapprocher des r é s u l t a t s  du c h a p i t r e  II puisque 

nous avions a l o r s  montré que t o u t e  t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  pouvait ê t r e  

décomposée en une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  décroissante  s u i v i e  d'une 

s u b s t i t u t i o n  r a t i o n n e l l e .  La c a r a c t é r i s a t i o n  des  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  

d  
décroissantes  de  ce m ê m e  c h a p i t r e  va f a c i l i t e r  grandement l ' é t u d e  de C ( L )  

e t ,  p lus  précisément, l ' é t u d e  des  s u b s t i t u t i o n s  d 'un cône r a t i o n n e l  

p r i n c i p a l  décroissant  ( f i d è l e )  dans un cane r a t i o n n e l  p r i n c i p a l  décroissant  

( f i d è l e ) ,  Le r é s u l t a t  de  base de c e t t e  sec t ion  e s t  : 

c d ( ~  t Lt) = c ~ ( L )  O cd(# L ' )  

oQ # e s t  une nouvelle l e t t r e .  

Notons, enfin,  que c e t t e  r e l a t i o n  e t  l a  r e l a t i o n  (**) permettent d e  

r e t rouver  t r è s  facilement l a  r e l a t i o n  (t) , 

Nous terminerons c e  c h a p i t r e  en in t rodu i san t  la  notion de langage 

t r è s  fortement ef façable  ; 

d  d  f 
L e s t  tres fortemerit e f façab le  s i  et  seulement s i  C ( L )  = C ( L I  

Nous possédons, a l ' heure  a c t u e l l e ,  peu d'exemples de langages 

algébrique8 non ef façables ,  S. Greibach e t  L ,  Boasson ont  montré l'existerice 



de t e l s  langages dans r 181  e t  [ 7 1. La notion de langage t r è s  fortement 

e f façab le  permet de déterminer t o u t e  une c l a s s e  de langages a lgébr iques  

non e f  f açab les  . 

Rappelons l e s  r é s u l t a t s  ( les démonstrations de c e s  r é s u l t a t s  sont  

dans l e  livre de J. Bers te l  [ 6 1) : 

S o i t  L une fami l l e  de langages,on appe l l e  XL l ' a lphabe t  s u r  l eque l  e s t  

d é f i n i  L. On note W L = {c L / L É L, c 4 xL). 

Pour t o u t  couple ( L ,  L') de  f a m i l l e s  d e  langages on a l e s  r e l a t i o n s  : 

1) C(L1) O C(L) = C(L1) O F(L) 

2 )  L '  O C(L) c C(L' O # L) - 
3) C ( L 1  O L) - c C(L' O C(L) 

4 )  C(L1) O C(L) = C(# L' O F(L)) 

5 )  F(L) = Rat O C ( L )  

6 )  V L F(L) = c((Lc)*) 

Nous avons a l o r s  un lemme f o r t  u t i l e  f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l ' o p é r a t e u r  

syntaxique dont nous reproduisons l a  démonstration. 

Lemme IV-1 : Pour t o u t  couple  d e  langages  d é f i n i s  sur  d e s  a l p h a b e t s  d i s j o i n t s  

C(L t L') = C(IL) O ( #  {L ' ) ) ) .  

* 
Démonstration : Supposons que L - c X e t  L' - c X I * ,  a l o r s  L t L '  = s(L) 

où V x s ( x )  = x L ' ,  s e s t  donc une #IL' ) - subs t i tu t ion  c ' e s t  à d i r e  

s ( L )  E IL)  O ( Y  {L'})  d'où l ' i n c l u s i o n  C ( L  t L')  - c C(IL) O ( #  { L ' ) ) ) ,  

Choisissons, maintenant,  L1' dans { L )  fl ( a  {L' 1) e t  d é f i n i  sur  l ' a lphabe t  X". 

L" peut s e  met t re  sous la  forme L" = s(L) où s e s t  une # {LI ) - subs t i tu t ion .  



Pour tou te  l e t t r e  x de X,  s ( x )  = cxL1 avec c r X1' \ X ' .  X1' e s t  donc éga l  
X 

* 
à {cx ( x E X) u X 1 .  So i t  h, l1 homomorphisme de X" dans ( X 1  u XI* d é f i n i  

par  : 

Y x E X' : h(x)  = x 

h(cx) = x 

Montrons que h( L1' ) = L t L' : 

Soi t  w, un mot de h(L1l). I l  e x i s t e  w1 appartenant  à L1' v é r i f i a n t  

w = h(wl ). Etant donnée l a  forme d e  Ll1, on peut t rouver  un mot w" dans L 

t e l  que w1 E s(wl'). Posons w" = 
X1 "' 

a l o r s  s(wtl) = c L '  c L '  . . . 
n ' X , X Q 

c L ' .  w = h(wl)  E h(s(wl')) appar t i en t  à xl L1 ... x L'  q u i  e s t  contenu 
x n n 

dans L 4 L1 puisque x ... x E L. n 

Réciproquement, s o i t  w E L t L '  avec w = x l w  l . . . ~  w où 
n n 

X1 " '  
E L e t  Y i wi r L ' .  Lemot w' = c W1 "' 

w appar t i en t  
n x 1 x n n 

à s (x l  ... x,) c s ( L )  e t  w e s t  é g a l  à h(wl)  d'où on dédui t  naturellement 

que w E h ( s  ( L I )  c h(L1'). 

De 1' é g a l i t é  h( L1') = L t L' on dédui t  que L" c C(L 4 L '  ) .O 

Nous pouvons a l o r s  rappeler  l a  démonstration de l a  r e l a t i o n  ( * )  du 

début de ce  chap i t r e .  

Théorème IV-2 : C(L) 0 C(L1) = C(L t (L'c)*) .  

Démonstration : 

C ( L  t (L 'c)*)  = C( {LI O ( Y  {(Lc)*I) (lemme IV-1) 

c C (  {L))O C(# ~ L ' c ) )  ( r e l a t i o n  3 ) )  - 
= C(L) O ~ ( L ' )  ( r e l a t i o n  6 )  ) 

= C(L) O C(L1) ( r e l a t i o n  1) ) 



Réciproquement : 

C(L) O C(L') = C ( ( ~ { L ) )  O F(L ' ) )  ( r e l a t i o n  4)) 

= C((#{L)) O c((L'c)*))  ( r e l a t i o n  6 ) )  

c C(C((#{L)) O ( # { ( L ~ C ) * ) ) )  ( r e l a t i o n  2 ) )  - 
= C((#CL)) O (#{(L'C)*I) 

= c({L) n (#{(L~C)*I ) )  

= C(L f (Ltc)*)  (lemme IV-1) 

Afin de déterminer l e s  langages v é r i f i a n t  (**) nous a l l o n s ,  a l ' a i d e  de la  

c a r a c t é r i s a t i o n  des  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  décroissantes  du chap i t re  II, 

montrer que c ~ ( L )  O cd(# L') = C ~ ( L  t LI).  

Notons que dans la  démonstration du lemme I V - 1  l a  transduction T 

c o n s t r u i t e  e s t  b i f i d è l e .  La r e l a t i o n  r e s t e  donc v r a i e  en remplaçant C par C d  

ou cdf. Malheureusement l e s  a u t r e s  r e l a t i o n s  ( 1 )  + 5 )  ) ne r e s t e n t  pas 

t o u t e s  v é r i f i é e s ,  c ' e s t  la  ra i son  pour l a q u e l l e  un c e r t a i n  nombre de 

p r o p r i é t é s  vont devoir Gtre démontrées. 



Lennne rV-4 : Soient  A et  A '  deux langages  d é f i n i s  mr l ' a l p h a b e t  X et  B 

e t  B'  deux langages  d é f i n i s  sur  l ' a l p h a b e t  Y, S i  X n Y = (ZI et A n A'  # $ 

on a l a  r e l a t i o n  ; 

( A  n A ' )  t (B n BI) = (A t B) n (A' t BI) 

Démonstration : Soi t  H un mot de (A n A '  ) t (B n B' ) , w peut  s ' é c r i r e  : 

w = x1w1x2 w2 ... x w avec xl ... x E A n A'  e t  Y i x .  E X n  W .  E B n 8 ' .  
n n n I 1 

On dédui t  naturellement que w E A + B e t  à A '  t B ' .  

~éc iproquement ,  s o i t  w un mot de ( A  t B)  n (A' t B').  

- w e A + B = > w -  x1 w1 ... x w et x ... x E A n n n 
* 

Y ~ x ~ E X ~ ~ W . E B C Y  1 

W E A '  t B t  = > w =  y l u  l... y u e t y  y E A '  
P P P 

Comme l e s  a lphabets  sont  d i s j o i n t s ,  on montre par  récurrence  sur  k que 

Y k yk = xk e t  w = + d'où on dédui t  que n = p et  su r tou t  que xl . . . x = 
k n 

S i  h e s t  un homomorphisme s t r ic tement  alphabétique,  il e s t  f a c i l e  

de v o i r  que pour t o w  langages L e t  L'  d é f i n i s  sur des  a lphabets  d i j o i n t s  

on a h(L + L')  = h(L) t h(L')  nous a l l o n s  montrer que : 

* * 
Lenime IV-5 : S o i t  h un hananorphisme s t r i c t e m e n t  a l p h a b é t i q u e  d e  X dans Y . 
Pour t o u t  coupla  d e  langages  ( L  Lî) d h f i n i s  s u r  Y* on a l a  r e l a t i o n  : 

1 ' 



-1 Démonstration : S o i t  w un mot de h ( L I  t L2), w' = h(w) e s t  donc élément 

de LI t L2.  w' peut s ' é c r i r e  w '  = ul uV1 . . . u u t  avec ul . . . u a L1 et  n n n - 1 
pour t o u t  i r c l ,  n l ,  ui r X e t  u '  E L2. Le mot u a p p a r t i e n t  à h ( u t )  donc, i - 1 puisque h e s t  alphabétique,  a h-l(ul) h - b t l )  . . . h (un) h"(utn), de p l u s  

chaque h-l(ui) e s t  une l e t t r e  p u i ~ q u e  h e s t  s t r i c t ,  u e s t  donc élément de 

-1 -1 - 1 
h ( L I )  4 h (L2).  ~éciproquement,  chois issons  v appartenant  à h (LI) t 

-1 
h ( L 2 ) .  Le mot w peut s e  me t t r e  sous l a  forme w = u uIl ... u 

1 n U V n  
avec 

" '  
u n r h - l ( ~ ~ )  e t  pour t o u t  i u r X e t  u t i  r h - l ( ~ ? ) .  Mais h(w) e s t  éga l  à i 

h(ul u t  ... u u '  ) e t  h(ul ... un) c L1 ; o r ,  h é t a n t  s t r i c t ement  alpha- 
1 n n 

bét ique ,  quel  que s o i t  i h(u ) a Y et h(ul  .) r L2 d'où on dédui t  que 
i 1 

h(w) = h(ul) h ( u t l )  ... h(un) h ( u f n )  e s t  élément de  L t L2 e t  w appar t i en t  
1 

* * 
Lemme IV-6 : Soient  LI 5 X1 et  L2 5 X deux langages avec  X1 2 n X2 = kl e t  

# une nouve l l e  l e t t r e .  Pour t o u t  langage ra t i onne l  R on a 

~ é m o n s t r a t i o n  : Il  s ' a g i t  d'une démonstration cons t ruc t ive .  Remarquons 

que nous pouvons toujours  nous ramener au  cas  où Z ,  l ' a lphabe t  s u r  lequel .  

e s t  d é f i n i  R,  e s t  de l a  forme Z = X1 u 
X2.  

1) Construction : ------------ 
Soi t  A = ( Z ,  Q ,  qo, *, F) l 'automate d ' é t a t s  f i n i  dé terminis te  minimal qu i  

reconnait  R ,  où 

- Q e s t  l 'ensemble des  é t a t s  

- qo l ' é t a t  i n i t i a l  

- * l a  fonct ion  de t r a n s i t i o n  

- F l 'ensemble des  é t a t s  terminaux, 



Soit  R' l e  langage ra t ionne l  déf in i  sur l 'alphabet A = Q x Xl x Q par 

R I  = ( 9  9 ql) (ql, a2> q2) o . .  (aF1,  an, 8) / 8 E F I .  

On dé f in i t  l'homomorphisme 4 de A* dans Z* par +(q,  a ,  q ' )  = a .  

- 1 d f 
Alors, L '  = $ (LI) n R '  c C (LI) puisque 4 e s t  str ictement alphabétique. 

1 * 
Soit  R = {w r Z / q * w = q ' ) ,  nous pouvons a l o r s  dé f in i r  l a  subs t i tu t ion  

44' * * 
s de A dans Z par s ( ( q ,  a ,  q ' ) )  = a L2 n R QQ' ' 

d f La subst i tu t ion s e s t ,  bien évidemment, une C (t L )-substi tution.  
2 

Alors (LI t L2)  n R = s(Lql)  

2 )  VaAidité de l a  construction ----- ........................ 
* Soi t  w chois i  dans ( L  4 L2) n R. Le mot w appartient  a R d'une par t  e t  

1 

peut s e  mettre sous l a  forme w = xl wl ,,. x wn d ' au t re  pa r t ,  avec x n ". x n 

dans L e t  pour tou t  i, W. E L e t  x 
1 J. 2 r XI, Mais l'appartenance de w à R 

implique que q * w r F. Posons qi = qo * xl wl ... xi wi, 
O 

pour t o u t  i de 

Cl, n l .  Ce qui peut encore s ' é c r i r e  qi = qi-l * xi w e t  41 e s t  un é t a t  i 

de so r t i e .  Autrement d i t  x .  w E R e t ,  puisque x r X e t  wi r L 
i i qi-1 q i  i 1 2 ' 

x w appartient  a x L2 n R - i i i Qi- lqi  1 
- s(qi-l, xi, 9.1. Posons w' = (qo, xl, 

9,) (ql, X2,  q2) . ( B - ~ ,  Xn, s). Bien entendu w E s(wf 1, mais $(w') = 
- 1 

s x1 ... x r L1 donc w' c $ (LI) n R t  = LI1 OU encore w r S ( L ' ~ ) .  n 

* Réciproquement, s o i t  w E s (Lv1) .  

I l  ex is te  w E L' t e l  que w E s(wl) 
1 1 

w E $- ' (L~)  n R' si  e t  seulement s i  $(wl) c LI e t  wl E R'  1 

w 1 r R ' ,  il e s t  donc de l a  forne w = (qo, xl, ql) (ql, x2, q2) ... ( B - ~ ,  1 

x ,) avec % E F e t  $(wl) = x1 . . . n ' x E LI. n 



avec Y i, W. 1 s L2,  ce qu i  peut s lécr i re  

c 'est  à d i r e  w E R e t  w E L  
1 + L 2  

=> w E (L I  t L2)  " . O  

De ce r é su l t a t ,  on dédui t  f a c i l e m e n t  que : 

d d f 
P r o p o s i t i o n  IV-7 : S i  L'l  a p p a r t i e n t  A C  (LI)  ( r e s p .  C  ( L I ) ) ,  si L '  2  

d d f a p p a r t i e n t  d C  ( L 2 )  ( r e s p .  C  ( L 2 ) )  a l o r s  ,pour t o u t  langage r a t i o n n e l  R a n  a  

d d 
( L ' l  t L I 2 )  n R E C  (LI) O C  ( #  L2)  

df d  f 
Iresp .  ( L t l  t L I 2 )  n R  R C  CL1) O C ( #  L 2 ) )  

où L1 e t  L t 2  s o n t  d é f i n i s  sur  d e s  a l p h a b e t s  d i s j o i n t s .  1 

d d 
~ é m o n s t r a t i o n  : S i  L '  s C  (LI) et  L t 2  C  ( L 2 )  d laprès  l e  l emme  précédent 

df  df  d d 
( L ' ,  4 L I 2 )  n R s c (L ' , )  O C  ( #  L',)  - c C  ( L  1 ) O C  ( #  L2) (même d é m o n s -  

t ra t  ion  pour cdf . I l  



Le passage par  l e s  cônes r a t i o n n e l s  déc ro i s san t s  pour é t u d i e r  l e s  

s u b s t i t u t i o n s  de cônes r a t i o n n e l s  dans canes r a t i o n n e l s  e s t  n a t u r e l  dans 

l a  mesure oa l e s  c8nes déc ro i s san t s  possèdent des  p ropr ié t é s  que n'ont pas ,  

en généra l ,  l e s  canes r a t ionne l s .  Prenons, en e f f e t ,  deux langages L e t  L2 
1 

d é f i n i s  s u r  des  a lphabets  d i s j o i n t s .  S o i t  L t l  un langage appartenant  à 

C ( L  ), on peut a l o r s  v é r i f i e r  que L' 4 L n ' e s t  pas obligatoirement un 
1 1 2  

d élément de  C(L1 4 L2) Par con t re  s i  on c h o i s i t  L1 dans C (LI) ( r e sp .  

d f C (LI)) a l o r s ,  en u t i l i s a n t  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  des  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  

décroissantes  e t  l e  lemme IV-5 on peut énoncer : 

* d d f 
Lente IV-8 : Si L '  - c X'  est un d l h e n t  d e  c (LI) ( r e s p .  C ( L ~ ) ) ,  a l o r s  

6 d 
quel que soi t  L c XÎ, a v e c  X2 n X '  = 0, L' 4 L2 C (LI 4 L2)  ( r e s p ,  2 - 

Démonstration : D'après l e  théorème 119, L'  appar t fent  à C ~ ( L  ) ( r e sp ,  
1 

d f -1 C (LI)) s i  e t  seulement si L' = g(h (LI) n R) 06 R e s t  un langage 

* 
r a t i o n n e l  de Z , h un homomorphisme s t r ic tement  alphabétique,  g est un 

homomorphisme alphabétique ( re sp ,  l t m i t é  s u r  R )  . 
d 

Pour montrer que L' t L2 appar t i en t  B C ( L  t L2) on c o n s t r u i t  1 

r t  = g t  o (n R ' )  o htcl avec 

* 
R' = R t X2 

(on supposera, c e  q u i  e s t  tou jours  poss ib le ,  que Z e t  X2 sont  des  a lphabets  

d i s j o i n t s ) .  



* 
h' e t  g' sont des  homomorphismes d é f i n i s  s u r  Z v X2 où hl e s t  l ' i d e n t i t é  

* * * 
s u r  X e t  e s t  é g a l  à h sur Z g1  e s t  l ' i d e n t i t é  s u r  X2 e t  g ' ( z )  : g ( z )  s i  2 

g ( z )  # E e t  g l ( z )  = d s inon,  où d est une nouvelle  l e t t r e .  

Les homomoprhismes h' e t  g' sont  s t r ic tement  alphabétiques,  l a  t ransduct ion  

T' conserve l e s  longueurs. E l l e  e s t  donc décroissante  f i d è l e .  

Appelons L1' g ' ( h - l ( ~ l )  n R I .  Alors ,  L" 4 L2 = g l ( h ' - l ( ~ l  4 L2) n R1). 

En e f f e t ,  

- 1 
Ln t L2 = g l ( h  (LI )  n R) 4 L2 

- 1 = g l ( h  (LI)  n R )  t g1(L2)  par d é f i n i t i o n  de g '  

- 1 = g'((h ( L I )  n R )  4 L2) car g '  e s t  s t r ic tement  alphabétique 

* * = g ' ( h - l ( ~ , )  n R) t (L2 n X 2 ) )  c a r  L 2 c X 2  

- 1 * = g ' ( ( h  (LI) 4 L2) n (R t X 2 ) )  c a r  Z n X2 = $ e t  lemme IV-4 

= g ' h l ( ~ l  4 L2) n R ' )  par  d é f i n i t i o n  de R 

-1 = g ' ( ( h l  (LI) 4 h ' - ' ( ~ ~ ) )  n R1) par  d é f i n i t i o n  de h' 

= g ' ( h ' - l ( ~ ~  t L2) n R' ) lennne I V 4  e t  L s t r ic tement  alphabétique.  

Le langage L" t L2 appar t i en t  donc à c ~ ~ ( L ~  4 Lî). 

Les langages L I J  e t  L' ne d i f f è r e n t  que par  l e s  l e t t r e s  Yi, c ' e s t  à d i r e  : 

s o i t  0 : ( x l  Y X2 v {O)*  dans (X' u x2)* t e l  que 

û(x)  = x s i  x # # e t  8 ( # )  = e 

g = 8 O gl' ( r e sp .  g limité su r  R implique 8 l i m i t e  su r  gll(R) donc su r  

L" 4 L ~ )  e t  L = g ( h - l ( ~ l )  n RI = O ( L ~ ' ) .  

So i t  k l a  longueur du p l u s  p e t i t  mot de L2. Gardons dans L" 4 L2 l e s  mots 

t e l s  que l a  l e t t r e  # s o i t  s u i v i e  d e  k l e t t r e s  de X2,  c ' e s t  à d i r e  

k * *  L" 4 L~ n ( ( ~ 1  x i ) *  ( #  x2) ) 

I l  s u f f i t ,  maintenant, d l e f f a c e r  l e s  l e t t r e s  de X comprises e n t r e  un # 
2 

e t  un ou une l e t t r e  de X '  pour ob ten i r  L '  4 L2 ( aux p r è s ) .  



Ceci peut se  f a i r e  facilement à l ' a i d e  d'une app l i ca t ion  s é q u e n t i e l l e  

décroissante  f i d è l e  y. D'où on dédui t  

k * * 
L I  t L~ = û O y ( ~ "  t L~ n ( (x '  x i ) *  ( X  x2) ) ) 

donc d d L t l  t L2 € C (L" 4 L2) = C (LI t L2) 

d f d f ( r e sp .  s i  9 e s t  l imi t6  L t l  t L2 E C ( L " t  L2)  = C (LI+ L 2 ) ) . 0  

* d d f 
Lemme IV-9 : Soit L c X , si s est une C ( #  L)-substitution (resp. C ( #  LI- - 
substitution) définie sur X'  avec X n X' = 0 alors pour tout langage 

d d f L' - c x'* s(L')  c C (L'  c LI (resp. C (L'  + LI) .  

Démonstration : Posons X' = { X I ? ,  . . . , X '  1. Par d é f i n i t i o n ,  pour t o u t  i, 
n 

d s ( x t  i)  cd(# L) = C (x .  L). I l  e x i s t e  donc une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e  
1 - 1 décroissante  r i  = gi O ( n  Ri) O hi t e l l e  que s ( x V i )  = r i(xi  L2).  après 

l e  thèorème 11-3, h .  peut ê t r e  c h o i s i  s t r i c t ement  alphabétique e t  gi 
1 

alphabétique.  On suppose que les langages r a t i o n n e l s  R.  sont  d é f i n i s  sur 
1 

s u r  des  a lphabets  Z d i s j o i n t s  deux à deux. ( S i  c e  n ' e s t  pas l e  c a s  on i ' 
effec tue  des copies ,  ce  q u i  e s t  toujours  poss ib le ) .  

-1 -1 
h. é t a n t  s t r ic tement  alphabétique h (xi L) n Ri = h (xi L) n Ri n hV1(x') 
1 

-1 
( h  ( X I ) *  chois issons  R 1 ,  = R, n hyl(X' ) (h-l(X))* 

.b n .S. 

* 
Soient  R = ( u R ' ~ ) *  - c ( ,u Zi) 

i=l i=l 

Les homomorphismes h e t  g d é f i n i s  sur Z* par  : 

g = g .  s u r  Zi Y i 
1 

( l ' image par h d 'un mot de  R t i  commence pa r  une l e t t r e  de X' , c e t t e  l e t t r e  

e s t  x i  s i  l ' image e s t  dans xi L). 

Montrons que s( L' ) = g( h- ' (~ '  t L) n R) . 
Soi t  w E s ( L ' ) ,  3 w '  E L'  t e l  que w E s ( w l ) .  



Posons w' = x  ... x  , w peut s e  décomposer en w = wl ... w où 
j l  j  P 

1 
P-l (x L) n R1  1. V i W .  E S(X.  ) = g .  ( h  

3 i l i  j i  j i  ji 
w appar t i en t  donc à 

g .  (hyl(x L I  n R~ ) ... g j  ( h  
-1 

i (X L) n R1 ) 
11 31  j l  j l  P  jP jp 

-1 
j P 

= g ( ( h i l  (x L) n R '  . . . h  x  L) n R' 1) par  d é f i n i t i o n  de  g 
1 j l  j l  P  jP j P  

= g(h-l(x L ... x  L) n R 1  ... R' ) c a r  h e s t  alphabétique 
j l  j P  j l  

c g ( h - l ( ~ '  t LI  n R) 
j  P  

- 

ou encore w E T(L' t L I .  

Réciproquement, s o i t  w E T L  t L) = g ( h - l ( ~ '  4 L) n R) . f l  e x i s t e  

-1 
w' E R n h  (L' t L) t e l  que w = g(w'). w' E R ,  il e s t  donc de l a  forme 

w l = z  u ... z  u  a v e c V i z  u  E R '  , z  ~ h - l ( x ' ) e t u  c 
j l  jl j p  jp j i  j i  ji j i  j i  

(h-'(x))* mais h(wl)=h(z .  ) h(uj  ) . . . h ( z .  ) h(w. ) appar t i en t  à L t L' 
3 1  1 P P 

on dédui t  que h(z  ) ... h ( z .  ) E L e t  V i , h ( u  ) E L '  
j l  P j i  

- 

Z U E R '  
j i  j i  j  

z  u  appar t i en t  donc à h-l(x L) 
j i  ji j 

Ces lemmes vont permettre de démontrer l a  première proposi t ion de base 

de ce  chap i t r e  : 



* * 
Proposi t ion  IV-10 : Pour tous  langages L c XI, L c X avec X n X = @, 

1 - 2 -  2 1 2  

on a les r e l a t i o n s  : 

d d 
Démonstration : Commençons par  montrer l ' i n c l u s i o n  C (L O C ( f  L ) 1 2 

d d f d f 
c c ( L ~  t L ~ )  ( resp .  c ( L ~ )  O c ( #  L ~ )  5 c ~ ~ ( L ~  t L ~ ) ) .  - 

d d Tout langage L appartenant  à l a  f a m i l l e  C (LI) O C ( #  L2) peut se met t r e  

d d sous l a  forme L = s ( L t )  où L' a p p a r t i e n t  à C (L2) e t  s est une C ( #  L2)-  

d s u b s t i t u t i o n ,  a l o r s  L = s ( L 1 )  r C (L' 4 L 2 )  d ' ap rès  l e  lemme IV-9 

d fami l l e  contenue dans C ( L  4 L ) d 'après  l e  lemme IV-8. La démonstration 1 2  

e s t  l a  même pour l e  cône décroissant  f i d è l e .  

d ~éciproquement,  chois issons  L appartenant  à C (L t L 1, ( r e sp .  1 2  
d f C ( L  4 L2)),  L s e  met sous la  forme L = g ( h - l ( ~ ~  4 L2) n R )  avec (c f  

1 

théorème 11-3) R langage r a t i o n n e l ,  g homomorphisme alphabétique,  h 

homomorphisme s t r ic tement  alphabétique.  Mais puisque h e s t  s t r ic tement  

alphabétique on peut u t i l i s e r  l e  lemme IV-5 q u i  nous permet d ' é c r i r e  

- 1 -1 
L = t3( (h  (LI) t h (L2)) n R) mais, l e  lemme IV-6 permet d 'aff irmer que : 

-1 df -1 
( h  (LI) t h-l(L2))  n R c C ( h  ( I l ) )  O cdf(# h - l ( ~ ~ ) )  o r ,  h s t r ic tement  

-1 d f d d f 
alphabétique implique que h (LI) C (LI) c C (LI) e t  # h - l ( ~ ~ )  6 C (L2) 

d 
c C (1 L2) e t  par  composition d e s  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  déc ro i s san tes  

e t  des  t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  décroissantes  f i d è l e s  on ob t i en t  

d f d f (respectivement ( h - l ( ~ ~ )  t h- l (12))  n R r C (LI) O C ( #  L2)  

pour terminer l a  démonstration il s u f f i t  de se souvenir (cf  chap i t r e  1) que 

d d C (LI) O C ( #  L2)  e s t  c l o s  par  homomorphisme d'une p a r t  e t  que c ~ ~ ( L ~ )  Cl 

d f C ( #  L2 est c l o s  par  homomorphisme l i m i t é  s u r  L.O 



Dans l e s  chapi t res  précédents nous avons démontré l e s  inclusions : 

V L : cd(L) - c cif(L) - c C(L) 

D e  plus,  l ' é g a l i t é  des famil les  cdf (L )  e t  C(L) h p l i q u e  l ' é g a l i t 6  des 

d i f  famil les  C (L) e t  C (L) mais, l a  réciproque n ' e s t  pas vraie .  Nous a l lons  

d i f  voir  ce qui "manque" à C (L) pour obtenir  C (L)  e t  ce qui  "manquew à 

d C ( L I  pour obtenir  C(L). 

Lermne I V - 1 1  : Pour tou t  langage L, on a les r e l a t i ons  : 

c i f ( ~ )  = cd(L) O Fin 

c ~ ( L )  = cdf (L) fl Fin 

Démonstration : Commençons par montrer l a  première r e l a t i on ,  

Puisque toute  subs t i tu t ion  f i n i e  propre est une transduction ra t ionne l le  

d'image f i n i e ,  que tou te  transduction décroissante e s t  d'image f i n i e ,  on 

d i f  en déduit 1' inclusion C (L) 0 Fin c C (L) , Pour montrer 1' inclusion dans - 
l ' a u t r e  sens il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l a  proposition 11-17 qui  affirme que 

tou te  transduction ra t ionne l le  d'image f i n i e  e s t  la  composée d'une 

substr tut ion f i n i e  propre su iv ie  d'une transduction ra t ionne l le  décroissante,  

La deuxième r e l a t i on  s e  démontre de l a  même façon,0 

Lenme -2  : Pour tou t  langage L, on a les r e l a t i ons  

C(L) = cd(L) O Rat 

c ~ ( L )  = c d f ( ~ )  0 Rat 



Démonstration : D'après l e  lemme 111-8, pour tou t  langage L 

d f C ( L )  = C ~ ( L  4 c*) e t  c ~ ( L )  = C (L t c*) a l o r s  

= c ~ ( L )  0 cd(# c*) proposition IV-10 

= c ~ ( L )  I l  Rat lennne 111-3 

e t  C(L)  = p f ( ~  t c*) 

d f d f = c (L I  O c ( #  c*) proposition IV-10 

df = C (LI O Rat Lennne 111-3 

Remarque : Ce r é s u l t a t  peut également 8 t r e  obtenu à p a r t i r  de l a  proposition 

11-16 qui permet de f ac to r i s e r  tou te  transduction ra t ionne l le  en une substi-  

tu t ion  ra t ionne l le  propre suivie  d'une transduction ra t ionne l le  décroissante. 

Proposition IV43 : Pour tous langages L e t  L2 d é f i n i s  sur des alphabets 
1 

1 d i s j o i n t s  : 

Démonstration : 

C(L1 t L2) = cd(L1 t L2) O Rat lemme IV-12 

d d = C (LI) O C ( I  L2) O Rat popos i t i on  I V - I O  

d = C (LI) O C(# L2) lemme iV-12 

f d f C ( L1 t L2) = C (LI 4 L2) Rat lenmie IV-12 

d f d f = C (LI)  O C ( #  L2) O Rat proposition IV-10 

d f f = C (LI) O C 0 L2)  lemme IV-12 



d Remarquons, enf in ,  que de l a  r e l a t i o n  C(L) = C  ( L )  O Rat on dédui t  t r è s  

facilement l a  r e l a t i o n  (*) a savo i r  Y L, L' d é f i n i s  sur des  a lphabets  

d i s j o i n t s ,  c ,  une nouvelle  l e t t r e ,  C(L)  O C ( L t )  = C(L t ( L f  c)*),  il s u f f i t  

* 
de remarquer que L  t (L '  c )  est rat ionnellement équivalent  à ( L  t c * )  t L I ,  

Alors C(L t ( L I  cl*) = C ( ( L  t c*) f L f )  

d  * = C  ( L  t c C l  CCLI) proposi t ion  IV-13 

e C(L)  O C ( L f )  lemme III-8 

f i  e s t  à n o t e r  que l e  passage les c8nes r a t i o n n e l s  déc ro i s san t s  

s impl f f i e  notablement la d h o n s t r a t t o n  de c e t t e  r e l a t t o n ,  



* 
D é f i n i t i o n  IV-14 ; Un langage L c X e ~ t  complet  par s u b s t f t u t i @ n  S f  et  - 
seulement s i ,  pour t o u t  langage L' 

A E C(L) =3 A f L' E C(L 4 L ' )  

Remarquons que l ' i d é e  de rqpprocher l e s  langqges d ' b q g e  f f n f e  e t  

l e s  langages complets par suha t f tu t ion  est assez  n a t u r e l l e  dans la  mesure 

ofi une d e s  c 4 r a c t é r i s a t i o n s  des  langages d'$mage fabfe faEt inteirvenrk. 

l ' opé ra teur  synt4xique. Le r é s u l t a t  e s s e n t f e l  de c e t t e  sec t ion est de 

montrer l ' i d e n t i t é  des  famklles de langages d t b q g e  fgnfe e t  de langages 

complets p w  substitut ion,  

C ~ m e n ~ o n ~  par montrer que la déf$ni;tfon annoncée dqns l l$n t roduc t ion  

de c e  c h p i t r e ,  quojque l é g è r w e n t  d t f f é r e n t e  de  la  défAn&ti;on 2S1~14, l u f  

est équlbalente ; 

Lemne IV-15 : L est un langage complet  par s u b s t i t u t i o n  si et seulement si 

pour t o u t  langage L' d é f i n i  s u r  un a lphabe t  d i s j o i n t  d e  c e l u i  d e  L 

C(L) O C(L1) = C(L t L') .  

Démonstration : D e  façon évidente nous avons l ' i nc lus ion  C ( L  t L ' )  c 

C(L t (LI c)*) = C(L) O C(L1). Réciproquement, on suppose L complet par 

* 
s u b s t i t u t i o n .  Puisque L t c appar t i en t  à C(L), pa r  dé f in i t ion ,  V L' 

( L  t c*) t L' c C ( L  t LI) mais (L t c*) t L' e s t  rationnellement équivalent  

à L t ( L '  c)*,  on déduit  l ' i n c l u s i o n  C(L  f ( L '  c )*)  c C ( L  t L') ou encore - 
C(L)  n C ( L V  - c C(L t ~ ~ 1 . 0  



Rappelons l a  vers ion  de M. Latteux du lemme syntaxique de subs t i -  

t u t  ion. 

Proposition IV-f6 [25J ; Foient L1 un cône xqtionnel biZid&le, L2 un cdne 

* f 
rationnel et les langages L c XI, L c X avec X1 n X = $ alors L 4 L2 E 

1 - 2 -  2 2 1 
* LI 0 L2 implique L c L1 ou (L2 c )  c L 

1 2 ' 

Dans l e s  mêmes condi t ions  d ' app l i ca t ion  (XI n X2 el, de c e t t e  

proposi t ion  e t  d e s  r é s u l t a t s  de la  sec t ion  précédente on dédui t  : 

Proposition n"J 7 ; Soient L' c X'  et L' 5 X f 2  deux langages et 
1 - 

XI1 n X V 2  = g alors ; 

L t l  t L t 2  c C ( L ~  t L2) impliqueL1 1 c C ' ~ C L ~ )  QU ( L T 2  c )  c C(L2) 

,CA 
: ,.* ,! 
\'a:,"e 

~ é ~ o n s t r s t i o n  : L t l  4 L V 2  c C(L1 t L 2 ) ,  D'après l a  proposi tfon IV-13 
d 2 f 

C(L1 t L2) - C (LI) O C(L2) - c c i f ( l l )  O C(L2) o r  C (LI) est un cane 

r a t i o n n e l  b i f i d è l e ,  ce  q u i  implique bien, en ver tu  de l a  proposi t ion  

précédente, que L t l  c c ~ ~ ( L ~ )  OU (L' 2 C )  c C(L2). O 

* 
En p a r t i c u l i e r ,  s i  nous prenons L' 1 = Ll e t  L' 2 = (L2 c )  nous 

obtenons : 

* 
Corollaire IV-18 : LI 4 (L2 c )  c C ( L  4 L2)  implique LI d'image finie 

1 
* 

ou ( L 2  cl c C(LÎ). 



* 
Démonstration : Le langage L1 4 (L c) est rationnellement équivalent à 

2 

(LI 4 c*) .t L et l'appartenance de L 4 (L2 cl* h C(L1 4 L2 ) implique 
2 1 

celle de (L 4 c*) 4 L à C(L1 + L2). Nous pouvons alors utiliser la proposition 1 2 

if précédente qui garanti* soit l'appartenance de L + c* à C (LI), soit 1 * if 
l'appartenance de (L2 cl 3 C(L~). Mais LI t c* r C (LI) est une carac- 

térisation des langages d'innage finie, 0 

Nous sommes alors en mesure d'énoncer ; 

Théoréme IV-19 : L est canplet par substitution si et seulement si L est 

d'image ffni'e. 

~hgnstrat ion ; Supposons, tout d'abrrrd, L complet par substitution, 

C(L t (L' c)*) = C(L) O C(L1) = C(L 4 L de ces égalités on déduit que 

* 
le langage L + (L' c) apmrtEent à C(L t L') et ce pour tout langage L', 

Choisissons L' = Sym, le langage symétrique sur deux lettres, Nous avons 

* 
donc L 4 (Sym c )  é C(L 4 $p), Le cor~llaire précédent permet de conclure 

que L est d'image finie puisque S p  n'engendre pas une PAL, 

Réciproquement, supposons L d'image finie, alors C(L) = c~(L). 
d D'après la proposition IV-13 C(L 4 L' ) = C (L) O C(L' ) = C(L) O C(L1) ou 

encore, selon le lemme IV-15, L est complet par substitution. O 

On peut également montrer que : 

Proposition IV-20 : Si C(L) est le c6ne rationnel engendré par le langage 

non rationnel L, C(L) clos par substitution implique que L est un langage 

d 'image finie. 



Démonstration : Appelons X l ' a lphabe t  su r  l eque l  e s t  d é f i n i  L ,  S i  8 e s t  

l'homomorphisme d é f i n i  s u r  X qui  b a r r e  t o u t e s  l e s  l e t t r e s  de X. On appe l l e  
- 
L = B(L). Soi t  c / X. 

L 4 c* E C(L)  donc 

(L f C*) f L € C(L) O C(L) 

= C(L) ( c i 8 t u r e  par  s u b s t i t u t i o n )  

= c ~ ( L )  O Rat (lemme IV-12) 

c tif (L)  O Rat - 
Nous pouvons u t i l i s e r  l a  proposi t ion  IV-6, a l o r s  

- s o i t  C L  t c*) E c i f ( ~ )  

* - s o i t  (L a )  E Rat ce  qu i  e s t  impossihle c a r  L n ' e s t  pas r a t i o n n e l  

L e s t  donc bien d ' b a g e  f i n i e  . O 

La réciproque,  L langage d '  image f i n i e  implique C(L) c l o s  

par  substitution, e s t  f ausse ,  T l  s u f f i t  de c h o i s i r  pour langage L l e  

langage Sym. 
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E : LANGAGES TRÈS FORTEMENT EFFACABLES 

DPfinition IV-21 : L e s t  t r è s  fortement e f f a ~ a b l e  si e t  seulement si 

df  c ~ ( L )  = C (LI. 

S i  L e s t  t r è s  fortement ef facable ,  l e  lemme I V - 1 2  et c e t t e  

f d f d é f i n i t i o n  permettent d ' é c r i r e  que C (L) = C (L) O Rat = cd(L) O Rat = C(L), 

ce  qu i  permet d'énoncer que : 

Proposition IV-22  : S i  L e s t  trPs fortement e f façab le  a l o r s  il  e s t  

e f facab le .  

La réciproque de cette proposi t ion  e s t  fausse .  11 s u f f i t ,  pour 

s ' en  convaincre, de c h o r s i r  Sym,iangage pour l e q u e l  nous avons : 

Proposition I y - 2 3  : Un langage L est b i f i d é l e  si e t  seulement s'il e s t  

d'image f i n i e  e t  fortement ef facable .  

Démonstration : Supposons que L so i t  d'image f i n i e  e t  fortement e f façab le  

d f a l o r s  C(L) = cif(L) = c ~ ( L )  et  c ~ ( L )  = C ( L )  implique c d f ( l )  = c ~ ( L )  = C(L) 

c ' e s t  2 d i r e  C(L) - c c b f ( ~ )  - c C(L) d'oQ l ' é g a l i t é  C(L) c"(L). 

réciproque ment^ de cbf(L) C(L) on dédui t  que 

b f if C(L) = C ( L )  c C (L) c C(L) => L d'image f i n i e  - - 
f d e t  C ( L )  = c ~ ( L )  c C ~ ( L )  c C(L) i . ~  c ~ ( L )  c ( L )  = c (LI  - - 

hf 
L e  langage L f c*appar t ient  à C(L) donc à C (L).  D'après l e s  r é s u l t a t s  du 



f chap i t r e  III c e c i  en t ra ine  que cdf ( L )  = C (L) d'où l a  conclusion 

d f d C (L) = C ( L ) .  L e s t  donc très fortement ef façable ,  O 

Dans l 'énoncé de l a  proposi t ion  IV-23 l e  "et" e s t  nécessa i re ,  En 

e f f e t ,  on connait  des langages d'image f i n i e  non b i f i d è l e  (Sym par exemple) e t  

n n nous avons vu, dans l e  chap i t r e  III de c e t t e  thèse ,  que l e  langage cl={a b / 

n 2 0) e s t  un langage t rès  fortement ef façable  mais non b i f i d è l e .  

Proposi t ion IV-24 : S i  L1 est un langage t r é s  fortement e f f a ç a b l e  e t  

si L2 e s t  e f f a c a b l e  a l o r s  L1 t L est e f f a c a b l e .  
2 

Démonstration : 

f d f f C (LI 4 L2) = C (Ll) fl C (L2)(proposi t ion IV-13) 

d = C (LI) C i  C<L,) par  hypothèse 

= C ( L ~  4 L2) (proposi t ion  IV-13). O 

Proposi t ion IV-25 : Soient L e t  L deux langages &facables .  S i  L2 engendre 
1 2 

une FAL, a l o r s  LI t L2 e s t  e f ' a ç a b l e ,  

f d 
Démonstration : Par hypothèse C (LI) = C (LI) = C ( L ~ )  e t  

f c (L?)  = C ( L ~ )  = Rat O C(L2) 

f df f c ( L ~ ~ L ~ )  = C  ( L ~ ) O C ( L ~ )  (proposi t ionIV-13) 

d f = c ( L I )  O Rat O C(L2) par hypothèse 

f = C (LI) O C(L ) (lemme IV-12) 
2 

= C ( L ~ )  0 c < L 2 >  pa r  hypothèse 

3 - C(L1 4 L2) 

f d'oÛ l ' é g a l i t é  C (LI 4 L2) = C ( L ~  t L2) 



f d f De l a  proposi t ion IV-16 et  des  r e l a t i o r s  C (L1 t L2) = C (LI) 0 ~ ~ ( 1 ~ )  - c 

bf C (LI) O C ( L 2 )  on dédui t  immédiatement. 

* * * * 
Proposi t ion IV-26 : Soient L' =.XI, L2 c X2, L V l  5 X f l ,  L V 2  5 X' avec 1 .  - 2 

Xl n X2 = 0 et  X t l  n X t 2  = 0, c une nouvel le  le t tre .  Alors  L' t L f 2  r 1 
f bf 

C (L1 t L2)  implique que s o i t  L'  appar t ient  A C (LI) s o i t  ( L '  c l *  c C(L2). 1 2 

* 
En p a r t i c u l i e r ,  nous obtenons en cho i s i s san t  L' = LI t c e t  

1 

L I 2  = L2 : 

* * 
Proposi t ion IV-27 : Soient  L c X e t  L2 c X2 avec X n X = 0. Si  L1 est 

1- 1 - 1 2  
f un langage e f f a f a b l e  et si LI t (L2 c l *  r C (L t L ) a l o r s  L1 est un 

1 2  
* 

langage b i f i d é l e  ou (L2 C )  E C(L2). 

* 
Démonstration : (LI t c ) t L2 e s t  rat ionnellement équivalent  à L t (L2 cl*. 

1 
f D e  l 'hypothèse on dédui t  que (LI t c*) t L2 a C (L t L2)  e t  l a  proposi t ion  

1 
f précédente permet d ' é c r i r e  que s o i t  (LI t c*) E cb ( I l )  s o i t  (L2 c l *  r C(L) 

b f d f f mais (LI t c f )  E C (LI) implique (théorème 111-11) C (LI) = C (LI) si on 

suppose L e f façab le  on o b t i e n t  bien cd* ( L ~ )  = C(L1). O 1 

* 
Proposi t ion IV-28 : Soient L c X1 un langage d'image f i n i e  non b i f i d e l e ,  1 - 

* 
L c X2 un langage n'engendrant par une FAL et  X n X2 = 0 a l o r s  L1 2 - 1 + L2 

n ' e s t  pas e f f a ç a b l e .  

d bf Démonstration : Choisissons L' dans C (LI) \ C (LI) e t  L '  dans 
1 2 

d Rat O C ( L ~ )  \ C(L2). Le langage LI1 t L V 2  appar t i en t  à C (LI) O Rat O C(L2) = 

C(L1) O C(L2) d 'après  l e  lemme IV-13 f a m i l l e  encore 6gale à C(L1 t L 2 )  car L1 



e s t  un langage dtimage f i n i e .  Le langage L' t L'2 e s t  donc un élément de 
1 

f 
C(L t L2). Supposons que L' t L t 2  appart ienne également à C ( L  t L ) de 1 1 1 2  

l a  proposi t ion IV-26 on dédui t  que r 

b f - s o i t  L t l  appar t i en t  à C (LI). c e  qu i  est impossible 

* - s o i t  ( L v 2  C)  E C(L2) mais Lt r C((L2 c ) * )  2 

c e  q u i  implique L t  E C(L ) c e  q u i  e s t  impossible également. 
2 2 

f L t l  t L t 2  ne peut  pas appar ten i r  à C (L t L2) e t  
1 

4 L î )  + C(L1 t L2) . O 

La proposi t ion IV-25 ( resp .  IV-28) va permettre de c o n s t r u i r e  

des  langages (a lgébr iques)  e f façab les  ( r e sp ,  non e f façab les ) .  

Nous a l l o n s  u t i l i s e r  ces d e r n i e r s  r é s u l t a t s  pour é t u d i e r  l a  f a m i l l e  des  

langages quasi-rat ionnels .  



F : UNE PROPRIETE DE LA FAMILLE DES LANGAGES QUASI-RATIONNELS : 

La famil le  QR des langages quasi-rationnels peut ê t r e  déf in ie  de 

plusieurs  façons, l a  déf in i t ion  que nous a l lons  u t i l i s e r  e s t  c e l l e  qui 

f a i t  in tervenir  l 'opérateur  syntaxique. 

s o i t  8 un homomorphisme qui marque l e s  l e t t r e s  a, b, a, 6 

û<z)  = i~ v z r  {a, b, a, 61 . . . .  
s o i t  Y un homomorphisme qui démarque l e s  l e t t r e s  a ,  b, a, B 

e t  l a i s s e  inchangées l e s  au t res  l e t t r e s  c ' e s t  à d i r e  

I z s i  z r  {a, b, a, 6) 
Y(z) = 

t 

y s i z = y  

-R Soit  Sym = {w w / w r  {a, b)) 

On d é f i n i t  l a  famil le  de langage (Li)irN par 

L i  = sym 

V i 2 O Li-l = 0 O Y(L'i-l) e t  Li = Sym t Li-l 

Alors, QR = u C(L.) e s t  une PAL non pr incipale  c lose  par subst i tu t ion.  
iu l 

Par contre : 

Lemme IV-29 C 9 3 : Pour t o u t  e n t i e r  i, C ( L ~ )  n 'est pas une FAL. 

Propos i t ion  IV-30 : Pour t o u t  e n t i e r  i L 2 L. n ' e s t  pas un langage 
1 

f e f f a c a b l e ,  c'est d d i r e  C (L.) est s t r i c t emen t  contenu dans C(L.1. 
1 1 

Démonstration : Sym e s t  un langage d'image f i n i e  non b i f i dè l e  e t ,  pour t ou t  

i, C L i l )  F i l  Nous somes donc dans l e s  conditions d 'application 

de l a  proposition IV-28 qui affirme que Li = Sym t Li_l n ' es t  pas effaçable.O 



Cependant, pour t o u t e  f a m i l l e  L t e l l e  que QR = C(L) nous avons 

bf QR = C (L). C'est  c e  que nous a l l o n s  montrer maintenant : 

Définition : Une famille L de  langage est unifonnément f i d è l e  (resp, 

d'image f i n i e ,  resp. b i f idd le )  si et seulment  si pour toute famille L '  
i f  

t e l l e  que L = C ( L I )  on a &gaiement L cf ( L '  1 (resp. L = C ( L '  1, resp. 

L = cbf ( L ' ) ) .  

Avant de montrer que QR e s t  uniformément b i f i d è l e  nous avons besoin 

de quelques lemmes, 

f 
L-e IV-31 : Pour tout i 2 1 C(li) 5 C ( L ~ ~ - ~ )  

Démonstration : E l l e  s e  f a i t  par  récurrence sur i, 

S i  i = 1 a l o r s ,  puisque L e s t  e f façab le  
1 

f 
Hypothèse de récurrence  : V p < i, C(Lp) 5 C (Lpp-l) 

C(Li) = C ( S p  4 Li-1) 

= C(Sym) D C(Li-l) (Sym est un langage complet par  s u b s t i t u t i o n )  

f 
= ( S Y ~ )  C(Li - ( S p  est ef façable)  

df = C (SPI n Rat O C ( L ~ - ~ )  (lemme IV-12) 

df  
c cdf(sym) n C ( S p )  cl c(Li-l) - (Monotonie de O e t  lemme III- 6 )  

df d f f 
c C (sym) O C (Sym) n C (L2(i-l)-l - ) (hypothèse de  récurrence)  

d f f = C (Sym) I l  C (L2(i-l) ) (lemme IV-13) 

f 
= C ('2i-l ) (lemme IV-13). 0 



Les lemmes que nous a l l ons  u t i l i s e r  e t  dont nous rappelons l e s  

énoncés sont dus 3 L. Boasson - M. Nivat e t  à M. Latteux. . . 

Lenime IV-32 [: 8 1 : Soit L un langage algdbrique vérifiant L' E C( L) si L' 

est un IRS-langage alors LI c C ~ ( L ) .  

Lennne I V - 3 3  C251 : Soit 1 un cône rationnel fenné par L'-substitution avec 

Rat $ 1'. Alors, = 1" O Rat avec 1' cdne rationnel bifidele implique 

1" = L. 

Proposition IV-34 : QR est un cône rationnel uniformément bifidéle. 

Démonstration : Soit  1 une fami l le  génératrice de QR, c ' e s t  à d i r e  t e l l e  que 

C ( L) = QR. Pour tou t  i, Li 5 C ( 1). De plus Li e s t  un IRS-langage on peut 

f u t i l i s e r  l e  lemme IV-32 qu i  implique que L c $ ( L I  ou encore C (L.) c i 1 - 
cf ( 1) .  QR = u C(LI), , s o i t  L un langage quelconque de QR, il ex i s t e  i 

tri f t e l  que L E C(L.), cane contenu, dqapr2s  l e  leine IV-31, dans C (L2i l) 5 
1 - 

C(L) = QR 5 cf(1) =; C(L) = ~ ~ ( 1 ) .  

bf Donc, QR = cf (1)  = C (1)  O Rat. Comme QR e s t  c lo s  par subst i tu t ion,  l e  

bf lemme IV-33 entra ine C (1)  = QR e t  QR e t  bien uniformément b i f idè le .  O 



CHAPITRE V 

SOUS-CONES PARTICULIERS DE C(L) 



f Nous appelons SOUS-dnel particulier~ de C(L) les famil les  C (L) ,  

cif(L), cd(L), c b f m ,  cdf(L). 

1, 1'. désignent des famil les  de langages. S i  H( L) e s t  {h(L) / L r 11, 
H 

l a  notation 1 -> L'  s i g n i f i e  que L'  - ff ( L I  . De m a m e ,  si on adopte 

l ' é c r i t u r e  1 O M = L f i  (où l 'opération O a l e  sens de l a  déf in i t ion  du 

il chapi t re  1), l a  notation -> L'  s i g n i f i e  que 1' = 1 f i .  Nous pouvons 

schématiser l e s  r é s u l t a t s  des  chapi t res  précédents par 



De ce  schéma on déduit facilement : 

proposit ion V-1 : pour t o u t  langage L nous avons 

f Cbf(L) = cif(L) => C (LI = C(L) 

Cbf(L) = c ~ ( L )  =z c i f ( ~ )  = C(L) 

cf(L) 5 $f(L) => c i f ( l )  = C(L) 

f C i f (L )  c cf (L)  => C (LI = C(L) - 
f i f  C f(L) = p ( L )  => C(L) = C (LI = C (LI 

A ces  résul ta ts  on peut associer  l e s  implications du chapi t re  III à savoir : 

d 
cif(L) = C(L) => C (L) = C(L) 

f d f 
cbf(L) = C (L) => C (L) = cf(L) 

Nous a l lons  maintenant nous a t tacher  au schéma. 

u 
fin 



Nous savons, par déf ini t ion même, que 

cf(L) 

Par exploration systèmatique, montrons q u ' i l  ex i s t e  des langages 

pour lesquels  cer ta ines  inclusions sont des inclusions s t r i c t e s  e t  

d t a u t r e s  des éga l i t és .  Etant donnée l a  proposition V + l  nous avons à é tud ie r  

sept cas  d i f fé ren ts .  

cif ( L) 

2 
l e r  cas  cb f ( l )  C(L) 

cif(L) 
3 

î n d c a s  cbf(L) g c i f ( l )  c f ( l )  = C(L) 

b f 8ème cas  C (LI  g c ~ ( L )  g cif(L) = C(L) 

hème cas  cbf (L) 9 cf(L) = c i f ( l )  = C(L) 

sème cas  cbf(L) = cif(L) c f ( l )  = C(L) 

bf Bème cas  C (L) = cf(L) cif(L) C(L) 

7ème cas cb f ( l )  = c i f ( l )  = c f ( l )  = C(L).. 



Premier cas 
n n m m m m 

Le langage B = bnk . a b l xp yq z yq xp b a . b a I 

k 2 1, ni, mi, p, q 2 O } ,  dont L. Boasson a montré q u ' i l  n ' e s t  pas 

ef façable  C71 , n ' e s t  pas d'image f i n i e .  Pour obtenir  c e  r é s u l t a t  nous 

avons besoin du lennne V-2. 

Auparavant notons que B e s t  encore éga l  a u Bk 

n n n m i=l m m k o ù ~ ~ =  { ' n k b k  ... a l b l x P y q z y q x P b l a l  ... b k a  / n i , m i ,  
m 

i f  p, q 2 1) ce  qui  permet d ' é c r i r e  que C (8)  = u ciffBk) 
k= 1 

De l a  dé f i n i t i on  même des Bk, V k'  2 k, B k , %  Bk 

* 
Lemme V-2 : Quels que soient les  entiers k e t  k' t e l s  que k' t k,Bk t c 

~émons t ra t ion  : El le  s e  f a i t  par  l 'absurde en supposant q u ' i l  ex i s t e  k' 2 k 

d * 
t e l  que C (Bk, contienne Bk t c . 

nk' %+l bnk+ 1 m m 
B~~ = {a b ... a '+' a nk*l . . . b k t  a / ni, mi 2 1) Bk 

il peut donc s e  met t re  sous l a  forme B = An ... A A Am ... A 
k' 1 1 mk ' 

d où l e s  An , A , A sont des  langages alg6briqu.s. Bk + c* r C (Bk,) s i  e t  
i mi 

seulement s i  \ t c* = g ( h - l ( ~ k , )  n R )  où R e s t  un langage ra t ionne l  de E* 

h un homomorphisme str ictement alphabétique, g un homomorphisme alphabétique. 

Posons A = {a é C / hiu) = a)  

B = { a  r C / h(u) = b) 

X = { a  c C / h(u) = x) 

Y = {a r C / h(a) = y) 

z = IU r / h(a) = 21 



Etant donné que Bk, e s t  un langage *rd, que h e s t  s t r i c t m e n t  alphabétique 

+ + + + k t  on peut supposer que R e s t  contenu dans (A' ~ ' 1 ~ '  X+ Y+ Z Y X (B R ) . 
De plus, puisque tou t  ra t ionne l  e s t  une union f i n i e  d'ensembles dont 

l'image, par l a  fonction de Parikh Y e s t  un ensemble l i néa i r e  on peut 

supposer que 
n 

R = u Ri où 
i=l 

où l e s  Ri sont des ensembles l i néa i r e s  e t  où , j 
R. c Z 1,o - 

c Y+  ri,-^*  ri,^ - 
c x+ Ri,2 - 

c B+ Y j = 1, ..., k t  
R i ,2 j+ l  - 

c A+ Y j = 1, ..., k1 Ri,-2( j + i ) '  Ri,2( j + l )  - 

En f a i t  nous pouvons supposer que l e s  Ri j # O -nt i n f in i s ,  , j 
en e f fe t  pour j # 0, numérotons l e s  Ri de façon a ce  que l e s  Ri 

y j y j 
i n f i n i s  a i d n t  un numéro de 1 a n et posons m = inf{nj 1 j c C-2(k*l), 

j 

2(l?+1)3, j # O). 

Nous a l l ons  montrer que 
m 

Bk = hc(g(h- l (~kl  n ( IJ Ri)) 03 hc est l'hawnorphisme qui efface l e s  
i=1 

l e t t ~ e s  c e t  l a i s s e  inchang6aa les autres .  
m 

Bien avidement hC(<(h-'(ek, n ( u Ri) 5 hc(Bk t c*) = Bk. 
i=1 

R6ciproqument, montrons que tou t  mot w de Bk e s t  dans hc(g(h-L(~k ,  n 
m 

Soi t  L. l a  longueur dumot l e  plus  long de O Ri , j ,  t ou t  mot de Bk 
3 i = n  +1 

j 



n n m m 1 

e s t  de l a  forme a 
mk mk 

%bTS< ... a l b  l x P y q z y q x P b  ' a  ... b a 
n t  n e  "k '-2(k+l) b?< 5 2 k - 1  a 1 -4 1 -3 xp l-2 q 

mais w' = a c Y 
e t l 2  t rn * - 1 2k+1 a t 2 (k+1)  e s t  dans Bk 4 c e t  ii c z yq c xp c . b c 

n 
ne peut ê t r e  l'image par g d'un mot de u Ri, il ex i s t e  donc i S m 

i = m + l  m 
t e l  que ut E g ( h - l ( ~ k i )  n Ri) e t  w = hC(w1) appartient  à hc( u g(h-l 

i= 1 

Or pour t ou t  j,h(R..) 13 e s t  un langage commutatif (L e s t  commutatif 1 
s i  e t  seulement si Y" O Y(L) = L', où Y e s t  l a  fonction de ~ a r i k h ) .  1 

1 

posons R: = Y-' O Y ( R ~  .) n z Z c  zc oa zc = {.û 6 r / g(u) = E ou g(u) = c l  
, j 3 i 
m O 

O O O 
e t  R0 = u R. 1 avec Ri = Ri,-2(K+1) ... R0 i , o  * * *  R i , 2 ( ~ + 1 )  . Puisque l e s  Y (Ri . ) 

9 1  

i=1  
sont l i néa i r e s  e t ique l e s  Ri .ont des langages r a t i o n n d s  i n f i n i s  a l o r s  

,j - 

Nous a l lons ,  maintenant, montrer que B t k  e s t  un langage ra t ionne l  

ce  qui aménera l a  contradiction. 

On peut s e  lbiter au ca s  où t ous  l e s  t j sont égaux a 1. 

B'kt  = A' . . . A t  A' A t m  . . . A'm . 
" k t  1 k n1 * - 1  n * - l / n z l } , A t  03 = {an(a b ( a  = {bn(b*) -l a ( a  * - l / n z l } ,  1 

i mi * -1 * -1 
sont des langages ra t ionne ls  Cl31 e t  A' = {xP(x*)-l yq(y ) yq(y ) 

x P *  / , q 2 11 e s t  un langage ra t ionne l  d'où on déduit  naturellement 

que B t l  e s t  un langage ra t ionne l  e t  par conséquent B 1 e s t  un langage 

ra t ionnel  ce  qui  e s t  faux. 



d d 
&..%ne heumie on daduit inm6dltement que, puisque C (BI = u C (Bk), 

* d k2l  
quel que s o i t  k , ~ ~  + c E C(B) \ c ~ ( B )  ou encore C (B) 3 C(B). 

D'oii : 

"k bZ n n 
Proposi t ion V93 : L e  langage algébrique L = {a ... a l b l x P  y q z  

m m m m 
yq xP b ' a . . b a / k 2 1 ni, mi, q, q 2 1) n ' e s t  n i  e f facab le  n i  

d'image f i n i e .  

D'autre par t ,  en ver tu  de l a  proposition V-1 les inclusions de 

b f b f C (LI dans c i f ( l )  e t  de C (L) dans c i f ( ~ )  sont strictes. 

Second cas 

Pour é tudier  ce  cas  nous a l l ons  t r a v a i l l e r  sur l e s  langages d é f i n i s  sur 

un alphabet d'une seule l e t t r e .  M. La t t ew  a montré un r é s u l t a t  concernant 

l e s  langages commutatifs dans C211, il e s t  possible, sans modifier l a  

démonstration qu ' il propose, d ' a f f iner  1 ' énoncé : 

d f d Proposi t ion V-4 : Un langage cornautatif L v d r i f i e  C (L) = C (LI si e t  

- 1 
seulement si pour tou t  langage ra t ionnel  R ,  L(R) , l e  quotient  a d r o i t e  d e  

d f L par R, appar t ient  & C (LI. 

Cet énoncé va nous permettre de montrer que : 

Proposi t ion V-5 : S i  L e s t  un langage non algébrique d é f i n i  sur un 

alphabet d'une l e t t r e  a l o r s  le$ t r o i s  p r o p r f é t i s  sont équivalentes  : 



i) L est  trés fortement effacable 

d f 
ii) Rat - c C (L) 

iii) 3 k E N vérifiant Y w c L, 3 w' E L t e l  que Iwf  < I w ' l  5 k(lwl + 1) 

~émonstra t ion : Puisque l 'équivalence en t re  i i )  e t  i i i )  a été montrée dans 

l e  chapi t re  II non ne démontrerons que l 'équivalence en t re  i )  e t  i i ) .  

d d f 
i )  => i i )  L e s t  fortement effaçable si e t  seulement s i  C (LI = C (LI. 

L e s t  commutatif, l a  proposition précédente affirme que pour tout  

- 1 
langage ra t ionnel  R, L(R) appar t ient  à cdf (L)  . Le langage a* e s t  égal  

à FG(L) = ~ ( a * ) - '  , c d f ( ~ ) .  

i -1 
i i )  =b i) Pour tout  i strictement pos i t i f  L(a ) e s t  ra t ionnel  C 131. 

* 
Comme tou t  langage ra t ionne l  R de a peut s e  mettre sous l a  forme d'une 

r t *  
union f i n i e  de langages de l a  forme a ( a  ) , on en déduit qua L(R)-' c 

d f d d f C (L) e t  l a  proposition V-4 permet de conclure que C (LI = C ( L I .  

* 
Pour tou t  langage non a l g é k i q u e  contenu dans a t e l  que Rat - c F f ( L )  on 

a l a  chaine : 

f df c Ci f (L)  . C ~ L )  c C(L) = C (LI* Rat 9 c ~ ( L )  = C (L) - - 
2" 

En pa r t i cu l i e r  l e  langage L = {a / n 2 0) e s t  très fortement effaçable 

puisque l a  condition i i i )  e s t  v6r i f iée  en chois issant  k = 2 .  

n l 
Par contre le langage L = {a / n r O}, dé ja  étudié au chapi t re  III 

n!est pas fo~tement  effaçable e t  v é r i f i e  

o r  c b f ( ~ )  = e f ( L )  O Fin 9 cd(;) 0 Fin = tif(=) 9 c ~ ( L )  = C(L) 

Le langage L v 6 r i f i e  bien le second cas. 



Troi  s i &  cas 

s o i t  B l e  langage dé f in i  dans l e  premier cas dont on sait q u ' i l  n 'es t  n i  

* 
effaçable n i  d'image f i n i e .  B T c n ' e s t  pas effagable mais d'image f i n i e .  

* 
Choisissons L = Sym u@ t c ). 

a )  L e s t  d'image f inée  car  

* 
L t c* = Sym 4 d u (B t c f )  t d* r C(Sym) u C(B t c*) 

= cif(sym) v cif(g t c*) = cif(L) 

b) L v é r i f i e  c ~ ( L )  cif(L) 
--- 

Pour montrer c e t t e  inclusion s t r i c t e  nous a l lons  prouver que l e  langage 

C; Li # cf<L) 03 LI = {xP yq z yq xp / p i q 2 11 
* 

supposons que cl L~ r cf (LI.  

Remarque : 

f Notons que s i  un langage C e s t  6lément de C (Cl uC2) a l o r s  il s e  décompose 

f f en C'  u C" où C'  appartient  a C (Cl) e t  C" appartient  a C (C2). 

De c e t t e  remarque on d6 tu i t  naturellement que Cl  fi = Al u A2 avec 

f f 
Al élément de C (Sym) = Lin e t  A2 élément de C (B t c*) = c ~ ( B ) .  M i s  il 

" " P P * 
ex i s t e  deux en t i e r s  n e t  p v6r i f ian t  Al n a b a b {a, b, x, y, z 1 = 0. 

S i  ce n ' é t a i t  pas l e  cas  l e  langage y(A1) (où y est l 'appl icat ion s6quent'ielle 

qui  efface t o u t e s , l s s  i e t t r e ~ l 1 s i t u 6 e a  der r ia re  la deuxidme A r i a  da b) s m a i t  

en f&it  6 ~ 1  1 c i  = (aq bn aP bP/nBp20} cd qui  a ign i fk ' a i t  que C: i s t  6 l h a n t  

" D P P  de Q(Al) C Lin, ce qui e n  iapo8eihleehisque C;L~ = Al v Ad, A* n a b a b 

{a, b, x, y, 21. = C: L~ n an bn aP b* {a, b, x ,  y, z} *  = an bn aP bP C: L~ 

* f ce qui  implique l'appartenance de Cl L1 a C(AZ) inclus  lui-même dans C ( 8 )  



* f 
o r  L. Boasson a montré dans C71 que Cl LI n ' appar t i en t  pas 3 C (8) c e  qui  

nous amène l a  contradic t ion.  

b f f C)  L v é r i f i e  C (LI  5 C (L)  

So i t  Sym' l e  langage symétrique d é f i n i  sur t r o i s  lettres. 

-R ~ y m '  = {w w / w a {a, b, c}*} 
* 

Nous a l l o n s  prouver que l e  langage Sym' d n 'appar t ient  pas à cbf ( L I .  

* f f 
Comme Sym' d e s t  un langage l i n é a i r e ,  il est dans C (Sym) c C ( L I .  

Supposons qu' il s o i t  également dans cbf ( L )  . La remarque du b) e s t  encore 

f b f vraie s i  on remplace C pa r  C c e  qui nous permet d 'af f i rmer  que 

b f b f * 
Sym' d* = L I  u L 2  avec L1 C (Sym) e t  L2 a C ( B  t d - c C(B). 

Etablissons,  t o u t  d'abord q u ' i l  e x i s t e  un mot w appartenant a {a, bl* 

* - - R  * 
t e l  que w c {a, b, c l *  {à, 6, c w d n L2 = 0 

En e f f e t ,  si c e  n ' e s t  pas  l e  c a s  a l o r s  : 

Comme on peut e f face r ,  par  t ransduction ra t ionne l l e ,  dans t o u t  mot 

* - * - 
de {a, b} c {a, b, c l *  {a, 5 ,  c l  c {a,  b}* l e  f ac teur  qu i  commence par l a  

première occurrence de la  l e t t r e  c e t  s e  termine par l a  dernière  occurrence 

de l a  l e t t r e  c ,  c e c i  nous permet de conclure que Sym é C(B) fami l l e  inc luse  

dans %(Etor), l a  p lus  p e t i t e  FAL fermée pa r  s u b s t i t u t i o n  e t  contenant l a  

f a m i l l e  des langages bornés o r  il e s t  connu C211 que Sym n 'appar t ient  pas à 

F o ( ~ o r )  d'  03. l a  contradic t ion.  

-R * Nous pouvons donc é c r i r e  que (u c Sym' C u ) d* Ll n w c {a,  b, c} 

- * - - R  * - -R b f {à, 6, c l  c v d c ' e s t  à d i r e  ( Y  c Sym' c w ) d* c C ( L ~ )  c cbf(sP) .  

I l  est montré dans C233 que s i  LI e t  L2 sont  deux langages i n f i n i s  d é f i n i s  

b f s u r  des  alphabets  d i s j o i n t s  v é r i f i a n t  L1 L2 a C (Sym) a l o r s  LI et  L 2 sont  

- -R 
des  langages ra t ionne l s .  C e  r é s u l t a t  permet de conclure que w c Sym' c w 

est un langage r a t i o n n e l  c e  qu i  est manifestement faux, Le langage L v é r i f i e  

bien l e  t roisième cas ,  



Quatriéme Cas 

cbf(L) P c f ( l )  = cif(L) = C(L) 

4.1 s u f f i t  de c h o i s i r  L = Sym C231. 

Cinauiéme Cas 

cbf(L) = c i f ( ~ )  9 c f ( l )  = C(L) 

il s u f f i t  de c h o i s i r  L  = Cl ( c f .  chap i t r e  III) .  

Sixieme Cas 

cbf(L) = cf(L) * cif(L) = C(L) 

* 
il s u f f i t  de c h o i s i r  L = L' 4 c  oQ c e s t  une nouvelle l e t t r e  e t  L'  e s t  un 

langage non ef façable .  

Septieme Cas 

f cbf(L) = cif(L) = C (L) = C(L) 

il s u f f i t  de c h o i s i r  pour L un générateur quelconque de ALg ou de O c l .  

d f d  S i  maintenant on examine la  place des  sous-canes C ( L I  e t  C (LI 

par  r appor t  aux a u t r e s  sous-canes p a r t i c u l i e r s ,  on peut se demander q u e l l e s  

condi t ions  d o i t  rempl i r  L pour avo i r  

b f cdf(L) = C (L) 

e t  c ~ ( L )  = c i f ( ~ )  



Tl est  .+a .remarquer .que. nous ne connaissons pas, pour 1' ins tan t ,  de 

1angage.algébrique pour lequal ces  r e l a t i ons  ne soient pas vér i f iées .  

f 
Entre l a  notion de langage effaçable (C(L)  = C  ( L I )  e t  l a  notion 

d d f 
de langage t r è s  fortement effaçable ( C  (L) = C ( L ) )  il y a place pour l a  

i f  bf notion de langage fortement effaçable ( C  ( L )  = C ( L I )  nous ne savons 

pas, pour l ' i n s t a n t ,  s ' i l  ex i s t e  des langages fortement effaçables non 

t r è s  fortement effaçables. 



I N D E X  

(NOTATION) 

Alg 

C( L) 

cd( L)  

c f U )  

cdf ( L)  

cif ( L7 

C(L) 

DI ; 
D' * 

n 

E1'E2 

Fin 

F(L) 

FD(L) 

FG(L) 

F( L) 

F(L) 

H( L) 

Lin 

L 

L - ~  M 

L* 

L+ 

L .) M 

L t c* 5 9 

L 0 hi 2 6 

ki 110 

Oc1 25  

QR 106 

Rat 15 



I N D E X  

( VOCABULAIRE) 

Alg 
Alphabet 

Application séquent ie l le  

Application sous-séquentielle 

Automate d ' é t a t  f i n i  déterministe 

Automate minimal 

Clôture par subs t i tu t ion  

Cône ra t ionne l  

Cône ra t ionne l  b i f idè le  

Cône ra t ionne l  décroissant 

Cône ra t ionne l  décroissant f i d è l e  

Cône ra t ionne l  d ' image f i n i e  

Cône ra t ionne l  f i d è l e  

Cône ra t ionne l  pr incipal  

Ensemble l i n é a i r e  

Ensemble semi-linéaire 

E to i le  de Kleen 

Facteur 

Facteur d ro i t  

Facteur gauche 

Facteur i t é r a n t  

Famille de langages 

Famille agréable de langages (FAL) 

Famille unifannément bi f  idè le  

Famille uniformément d'image f i n i e  

Famille uniformément f i d è l e  

Fermeture par subst i tu t ion 

Fin 

Fonction de Parikh 



Fonction de t rans i t ion  

Fonction de s o r t i e  

Forme normale 

Générateur 

Homomorphisme 

Homomurph5ssne alphab6VLqu4d 

Homomqrphisme effaçant 

Homomorphisme k-limité 

Homomorphisme limité 

Homomorphisme s t r i c t  

Homomorphisme str ictement alphabétique 

Langage 

Langage algébrique 

Langage à compteur(s) 

Langage b i f idè le  

Langage complet par subs t i tu t ion  

Langage de Dyck 

Langage d'image f i n i e  

Langage effaçable 

Langage l i néa i r e  

Langage quasi-rat ionnel 

Langage ra t ionne l  

Langage régul ie r  

Langage symétrique 

Langage t rès  f ~ r t e m e n t  effaçable  

Let t re  

Lin 

Longueur d'un mot 

Mot 

Mot vide 

oc1 

opérateur syntaxique 



Produit de langages 

Projection 

QR 

Quotient a d r o i t e  

Quot i e n t  à gauche 

Rat 

Reg 

Sous-cane par t iculber  

Subst i tu t  ion 

Subst i tu t ion propre 

Transducteur séquentiel  

Transducteur:, sous-séquent i e l  

Transduction ra t ionne l le  

Transduction ra t ionne l le  b i f idè le  

Transduction ra t ionne l le  croissante  

Transduction ra t ionne l le  décroissante 

Transduction ra t ionne l le  décroissante f i d a l e  

Transduction ra t ionne l le  d'image f i n i e  

Transduction ra t ionne l le  f i d a l e  

Trandtdt&on ra t ionne l le  fonctionnelle 

'haneduct ion ra t ionne l le  préservant l e s  longueurs 

Union 
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