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CHAPITRE T

INTRODUCTION

T ™ T >

I - DEFINITIONS ET NOTATIONS,

LhY]
a1

Soient x = (xo,x geeesX )

! x g™ : x! cen n
1 n (xo,x ) e R XR avec X (xl’ ’Xn) e R,

™

£= (Bppfps o n8) 5 (6,8 e RXRY avee : §' = (§,...,6)) € R,

1
L}

Q
1

woﬂlp.”ag (%yaﬁ e N x N avec : o' (aV'”’%J en".

On utilise les notations de Schwartz ;

a % % %n % o'
= - '
& = &, & tn 5, (B
n n
af = I (a.D,]a] = ¥ o,
j=o j=o !
B R a plo! IR SY %n
D. = — , 0% j § n et D 7 e g = by P Dn‘

]

(x ) °.(0x)) T .. (3x)

]

Considérons 1l'opérateur différentiel lindaire d'ordre m €N :

PGsD) = ] a ()D”
| lajgm @

et notons :

Pm(x;g) = Z aa(x)g“ son polyndme caractéristique,
o|=m :




Déginition 1.~
n+1

Soit S wune hypersurface de R définie par 1'équation : Y(x) = 0O
1°) On dit que S est caractéristique au point x° pour 1'opérateur P(x;D)
, o )
si : Pm(x ;gradxﬂ(x Y) =0
2°) si Pm(xo;gradxﬂ(xo)) # 0, alors S est dite non caractéristique au

point x° pour P(x;D) ;

3°) S sera dite partout caractéristique ou plus simplement caractéristique

pour P(x;D) si elle est caractéristique en tout point.

Déginition 2.~
1°) Un mondme différentiel c(x)DOt tel que c(x) s'écrive sous la forme
" v ) " , .
xfc(x) avec ¢ continue et c(0,x') # O est dit de poids ao-ﬂ par

rapport & x en x =0
PP o o 4

2°) Si P(x3;D) est un opérateur différentiel d'ordre m 1le poids par rapport

for

-~ . - 3 m -
X, en X, = 0 du monOme différentiel am,O,...,O(x)Do est appelé
poids principal de P(x;D) par rapport & x, en x = 0 ; on le note

m-k.

3°) Un opérateur différentiel est dit [1] de type de Fuchs si chaque mondme
différentiel au(x)Da a un poids £m-k et un poids <m-k si a' # 0,

on dit alors que l'opérateur différentiel est de poids m-k.

On démontre dans [ 1| la proposition suivante :

Proposition de Baouendi-Gowlaoulc 1.-

Un opérateur différentiel linéaire de type de Fuchs de poids (m-k) par

rapport & x en x_ =0 s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme




(n
P(x:D) = kam +a  (x") k~1Dm-] - . ( ,‘)Dm—k + 5 XU(QLO)D%(w ,)ﬁav)
’ T %00 m-1'% "% Y4 L Aok 0 I < o aa‘ a‘xﬂ’x x'
- o . . a0<m 0’»‘
o +|a'|¢m
o

avec.: kelN, 0€k&m et u(ao) = max (O,ao+lw(m~k)) I Edo+l*(m-k1]+

Deginition 3,-

o "= . . - km ! k~1_m—-1
1°) L'opérateur : Pm(x,Do)~ xOD0 + am”l(x )xO D

1k
o, amTk(x )D

est appelé partie principale fuchsienne de 1'opérateur P(x;D) ;

2°) Le polyndme caractéristique fuchsien associé 3 P(x;D) est :
poly q

COLx") = A O-D... D\—(mw-l)j+am_l (x")A-1) ... [A-(mwz)]m,.mm_k(x')A(M)...I}(mwkﬂ)]

‘.

On note Aj(x') pour j € {1,...,m} les racines en A de C(\,x') = O.

1T - RESULTATS DE Y. HASEGAWA.

Dans son article [?1] Y. Hasegawa donne une condition nécessaire et suffi-
sante pour que le probléme de Cauchy associé 3 un opérateur de type de Fuchs

de poids (m~1) admette une unique solution.

Theoneme de Y. Hasegawa 2.-

Soit :
m m- ] ' o (=1t
:D) = 4 +
P(x3D) = x 3, o(x)D +a , (D Mgl %ofm-1,a®0g D1
) e,
+ a (x)D D '
a <m-1. %% 0 X
o .
a +|a'|<m
(o]

un opérateur fuchsien de poids (m-1) 3 coefficients analytiques en x au

voisinage de 1'origine. Alors les propriétds suivantes sont équivalentes :

(1) am,O(O,O) #‘0 ‘et pour‘tout entier positif p, : Pam,O(O’O) + am_l,O(O,O) #0 ;




(ii) pour toutes fonctions uj, 0 £ j € m-2, analytiques au voisinage de
l'origine et pour toute fonction f analytique au voisinage de 1'origine,
il existe une unique fonction u analytique au voisinage de 1'origine,
solution du probléme de Cauchy suivant
P(x;D)u(x) = £(x)

(1) .
Dgu(O,x') = uj(x'), 0 j & m2

Idée de La demonstrnation :

La démonstration de ce théor@me se fait en deux étapes

Premidne eétape (unicité) :

Cette &tape consiste 3 prouver 1l'unicité de la solution par le développement
P p :

en série entiére formelle. On cherche la solution sous la forme :

o xJ
u(x ,x') = Z u.(x') 2. 8i u x")y...,u_ ,(x'") sont données,
o j=0 ] it o m=2

on constate alors que les uj(x'), (j » m~1) sont déterminées de fagon unique
par une formule de récurrence ; par conséquent, la solution formelle existe et
est unique, et le probléme (I) possé&de au plus une solution analytique au voisi-

nage de l'origine.

Deuxilme etape (convergence) :

L'existence de la solution se démontre par la méthode des fonctions majo-

rantes qui permet de ramener le probléme &tudié 3 un probléme plus simple

o
m m-1 . 2m 1y O 0
XODOU(X)+DO U(x) = CXODOU(X)+XO z Aa , '(XO,X )Do DX.U(X) +
aOSm-l o
o +|a'|<m
o
(11) ¢ [ Goo!
+ ) B, ,a,(xo,x )D_"D_,U(x) + F(x)
uoSm-Z o
o +|a'|sm
o
[ DJuco,x") =U.(x"), O0g jg m2




avec ¢ ‘une constante, . Aa’ et Ba .se déduisant des ay et la série
formelle wu(x) <<U(x), série formelle solution du probléme (II). On montre &

1'aide du lemme technique de S, Mizohata [?6] qu'on rappelle :

Lemmeﬁde S. Mizohata 3,-

Soient a et b deux fonctions qui vérifient

p%ax)| = Grlat 0 sy
(kp)l“,

IDb(x) | < (srlat

pla'

oi r et. s sont deux entiers non négatifs, alors :

Da[é(x)b(xf] < (restlal)! x K« ﬁB
| olal k=1 cf,

que le probléme (IT) possdde une seule solution et une seule U(x) analytique

au voisinage de l'origine.

Ceci termine bien la démonstration du théoréme d'Hasegawa.

Remangue :

On constate que la condition (i) est &quivalente a la condition suivante

(i') pour tout entier A > m-1, C(A,0) # O.

ITT - RESULTATS DE S. BAOUENDT ET C. GOULAOUIC.

Les résultats de S. Baouendi et C. Goulaouic donnés dans [l] généralisent
ceux de Y. Hasegawa et démontrent pour des opérateurs différentiels de Fuchs

de poids (m~k)  1le résultat suivant :




Théoneme de Baouendi-Goulaoulc 4.-

Soit P(x3;D) un opérateur différentiel linéaire défini par (1) 3 coeffi-
cients analytiques en x au voisinage de 1'origine alors (i) et (ii) sont

équivalentes

(1) Pour tout entier X > m-k, C(XA,0) # O
(ii) Pour toutes fonctions uj, 0 € j € m~k-1, analytiques au voisinage de
1'origine de RY et pour toute fonction f analytique au voisinage de
1'origine de R X R", 1le probléme de Cauchy :
P(x;D)u(x) = f(x)

(I11) .
Diu(O,x') = uj(x'), 0 € j € mk-I

admet une unique solution wu analytique au voisinage de l'origine de

R x R".

Idée de La demonstration :

En introduisant des espaces fonctionnels, Baouendi et Goulaouic utilisent
le résultat abstrait dégagé par L.V. Ovsjannikov EZﬂ, F. Tréves [3@] et

T. Yamanaka [36]. La méthode est la suivante :

Soit I = ]O,l[. et (XS) une famille d'espaces de Banach telle que :

sel
0 < s <sg<1: XS s XS avec injection de norme 1. Soit d'autre part
o
(Lt) une famille d'applications linéaires de \_}XS dans \‘)Xs telle que
sel sel
V tef0o,7] et Vis,s)eIxI, s <s: (L | )edX, X ).
0 0 tig s’7s

s
(;ﬁ(XS,XS ) est 1'espace des applications linéaires et continues de XS dans
o
Xs ), et il existe une constante M indépendante de t,sO et s telle que
o
M

Lt S

X S-S
S f(XS"XS ) o

(o}




, s
alors pour tout s € I : 0< s < s <1, il existe € > 0, (g = —L-(l - —3))
° eM 8
tel que : Ve CO(B),T],XS ) et Y u € XS le probléme de Cauchy :
o o
dule) Ltu(t) + f(t)
dt
u(0) = u

admet une solution et une seule u € c'([b,é],xs ).
0

On va préciser la chafne (X))

s’sel’
Soit § un ouvert borné de R" et QS = \(J B(a,s) avec :
: aef
B(a,s) = {z ¢ mn H max |zi-ai| < s} 3} on remarque que pour s < s] :
1€ign
QSC: Qs . On note par ES(Q) 1'espace des fonctions a valeurs complexes qui

!

sont continues sur ﬁs et holomorphes sur Qs et par FS(Q) 1'adhérence
dans ES(Q) de 1'ensemble des restrictions 3 ﬁs des fonctions H(C™)
(H(e™ espace des fonctions entidres). L'espace ES(Q) muni de la norme :

| {ul] = sup |u(z)| est un espace de Banach. On constate que pour
E_(2) 5
s zer

0< s < s, < 1: F Q) &~ FS(Q) avec norme 1. En appliquant la formule
| .

intégrale de Cauchy associée 3 des polydisques de ¢” de rayon (sl—s) on

prouve le lemme suivant :

Lemme 5,-

Soit P = Z aa(x)Da un opérateur différentiel & coefficients
|a|Sm

dans FS(Q). Alors pour tout s, € ]s,][




|[a, | el
o FS(Q) FSI(Q)

: )
Ve F, @ :'HPuIIFS(Q) < —

! _ lalém (S,-s)i“l r

autrement dit :

l a!
PIFS(Q) € f(FSl(Q),FS(Q)) de norme < )

= «|la ||
Ialém (S]_S)|OL| G FS(Q)

n

Soit V un voisinage connexe de O dans €, § un ensemble connexe

P n . . i
borné dans R contenant 1'origine et s, un nombre strictement positif

tel que : QSlC V. On note par (Xs)0<s<sl la suite (Fsl—s(g))0<s<s

1

alors (Xs)0<s<s est une chaTne croissante d'espaces de Banach.
1

L'opérateur P(x;D) &crit sous la forme (1) peut encore s'écrire sous

la forme :

m-1 u(ao) o

. _ . km vy k=1 m-1 1K
(2) P(x;D) = XOD0 + am_l(x )xo D0 LR & am_k(x )DO ;on D, Bm-a
%
- * a'
: = - . : - D >0
od Ba (xo) ' Z ay ,a'(xo’ )Dx. pour : O € o £ m~]l et X, € 0’ o
o Ia ISao o
(Dp = {x, : X € l:—-o,p]}) , Cu@) = [ao+1-(m-k)]+ , 0k € m.
On suppose que les fonctions am—l""’am-k sont holomorphes sur V et
que a4 sont de classe C" sur Dp 3 valeurs dans 1'espace des fonctions
o,
holomorph . . . .
omorphes sur V. Alors (Bao)lSaoém ont la propriété suivante

I1 existe une constante M > 0 indépendante de X» S et s, telle que

< , s
pour 1 €a €m et 0<s<s,<s Ix Bao(xo) X, est de classe

Cm(DOQE(XS,XS )}) et pour toﬁt k :0&k€&m 1'on ait :
2




M

(szvs)ocO

. ,
sup |[D"B  (x )]} <
xoer o'a e :3(X$,X82)

Soit E un espace de Fré&chet, on note par : Cg(DE,E) l'espace des

P -

fonctions u appartenant 3 Cp(DE,E) et telles que pour tout j : 0 € j <q

xgu € Cp+J(D€,E), avec : (p,q) € mz.

Baouendi et Goulaouic donnent d'abord un résultat pour un opérateur de
type de Fuchs de poids 0 en redémontrant une forme du théoréme d'ovsjannikov.
Ensuite ils étendent ce résultat & un opérateur de Fuchs de poids (m-k) en
faisant un changement de fonction inconnue qui raméne le problé&me pour un
opérateur fuchsien de poids quelconque 3 un probl&me pour un opérateur de Fuchs

de poids O, puis démontrent le théoréme qu'on va &noncer :

Théoneme 5.-
Supposons que Rekj(x') < m-k+h pour h €N, 1 & j £ m et que pour tout

entier A > m-k, &/x' eV, C(A,x'") # 0 ; 1les coefficients de P(x;D) donnés

m+h . h
C (Dp,czv),uj €X, 6, 0€j<mk-1 et fecC (DQ,XS ),

o] . o

par (2), sont dans

(CZV est 1'espace des fonctions holomorphes sur V). Alors il existe une

unique fonction u € Cz_k+h(D€,XS) solution du probléme de Cauchy :
P(x;D)u = f
(IV)

Dlu(o,.) = w (), 0% j < mkel

pour : 0 < s0 <8 < s,.

En particulier, dans le cas analytique, on aura le résultat suivant




Si les coefficients sont analytiques en x et si C(A,x') # 0 pour tout
entier A 3 m~k et pour x' € V, alors \ff analytiqﬁe en x = (xo,x') € Dp XV,
et \fuj € XS (pour j € {0,.,.,m~k=1}) il existe une unique fonction u

o )

analytique sur De x V solution du probléme (IV).

e

Le théoréme 4 de Baoundi-Goulaouic est uyn cas partitulier du théoréme

précé&dent pour § = {0} et X, = F FS({O}).
1

Remarques :

1°) Le théoréme de Cauchy-Kowalewski s'obtient pour k = 0 et celui de

Hasegawa pour k = 1,

2°) On constate qu'il y a moins de données, tout se passe comme Si on a

un opérateur différentiel d'ordre (m-k).

On va donner une démonstration de la version complexe de ce théoréme en
utilisant la méthode des majorantes sous la forme introduite par C. Wagschal

dans [35:] .
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CHAPITRE 11

FORMULATION GEOMETRIQUE DU PROBLEME

Hasegawa ainsi que Baouendi-Goulaouic ont &tudié le probléme
de Cauchy en coordonnées iocales 4 données initiales portées par la
surface § définie par l'équation x, = 0. Baouendi et Goulaouic remarquent
que par tout changement de coordonnées qui conserve l'équation de 1'hypersur-
face S, 1'opérateur P(x;D) se transforme en un opérateur fuchsien ayant
la méme partie principale fuchsienne que celle de P(x;D) par conséquent
ils auront les m@mes racines caractéristiques, Dire que l'opérateur P(x;D)
est de type de Fuchs par rapport i 1'hypersurface S : X, = 0 est équivalent

a dire que P(x;D) s'écrit sous la forme (1) en coordonnées locales.

On va préciser cela en donnant une formulation géométrique des
conditions nécessaires a4 la résolution du probléme. On donne cette formulation
dans le cas holomorphe ; on aurait sans problé&me une formulation analogue
dans le cas analytique;

I - NATURE GEOMETRIQUE DE L'OPERATEUR DIFFERENTIEL.

Deginition 4.-

Soient E wune variété différentiable holomorphe de dimension (n+1),
S une hypersurface holomorphe de E passant par é, h un opérateur diffé-
rentiel holomorphe d'ordre m, sur’ E et Y une €quation locale de S éu
voisinage de a (i.e : ;Eﬂ 2 voisinage ouvert de a tel que : Vxeq
grad J(x) # 0, X € QNS <=> P(x) = 0)’ ; le poids fuchsien de h en

a relativement 8 S sera défipi par :




_]2-—

Th S(a) =infloceZ : VY holomorphe au voisinage © de a, VbeQ N s :

Lin[ 0" T @OREI™ ) =0 .
x+b ‘ ‘ ‘
x¢éS

(on remarquera que Th S(a) ne dépend pas de m 2 mo). ‘
9

L

Cette définition donne la définition habituelle. En effet
Dans une carte locale ol J(x) =x, et as= (0y,..,50), 1l'opérateur h s'écrit

sous la forme : X au(x)Da.
além

Soit My le plus grand entier pour lequel on a :

an n
aa(x) =X aa(x) » avec aa(O,x') 20

U
. _ a , . - o -
(si : a = 0, (aa = 0), on convient que : My, = + = et que x_ aa(x) = 0)

h(Yﬂm)(x) a pour expression dans cette carte locale

u
[e3Y o - m .
|§l<m %o B (DTG (k)

nous avons

(o}
u u o B | a-B m-B
I ox % op@).6™ = J x% 0 T ¢ °[; ° op? Y(X)JC (mx_ °
lofsm © @ ° alem © % g =0 %h© x! B0 0

% B.[a-B m=(B -} )
=] I & oc °[Po° R O] [CITIE
la|<m B,=0 % 0
. Bo-l
ol : CB (m) = I (m-j) ; (on convient que : Co(m) = 1),
o j=0 ‘ '

Comme BO £ m alors CB (m) # 0, L'expression $0+1—m(x)h(YWm)(x) s'éerit
. . . o}
dans la carte locale de la maniére suivante :
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. % B a =B o+1-(B ~u_)

(3) lzl I 6% Gop® 0l v(xC, (mx,  ° % = E(x)

oj€m B =0 o : o

)
Posons : @ = {a,0 € o la] € m } et : T = max(a -u).
o o "o
o L o(,ga,m
, 0

Pour - o 3 T, Bo € a, et Vae GLm ona: o+ 1~ (Bo—uu) 31 et :

o
lim E(x) = O pour toute fonction Y holomorphe au voisinage de 1'origine :
X 0 :
o
xo¥0

Donc : Th,S(a) < T.

On remarque d'abord que si ¢ est telle que : lim E(x) = O
X 0
x40
(¢}
pour toute fonction Y holomorphe au voisinage de 1'origine alors il en

est de méme pour tout nombre o' > 0, il suffit d'observer que :

lﬂcr'+1—mY - (wd'-oY)wo+l~m.

On va prouver que pour tout 0 < T, il existe une fonction Y

holomorphe au voisinage de 1'origine telle que 1'on n'ait pas : lim E(x) = O ;
x50

Xo#0
autrement dit que ce o ¢ {v e Z :Vy holomorphe au voisinage de 1l'origine :
lim E(x) = 0}. D'aprés la remarque ci-dessus, il suffit de le prouver
xd+0 : '
xo#o

pour 0 = T-1. On conclut alors que la borne inférieure n'est autre que T.

Soit 1 @ ={o,ce G, o - M, = T} ; pour O+l =T, on a :

(o}
(8] .
% B8 a =B T-(B_~u_)
E = ] ] c’ (x)[n" °n°‘.Y(x)]cB mx_ ° ¢
lajsm B =0 % ¢ ° X o °
(o]
-1
\ T-(o_~u_) %o B [o-8 . ]
= 7 3t yme mx ° % 4 J 3 (x)c °lp° °D°‘.Y(x)JC (m)
|o|&m @ % % ° Ialém B,=0 @ % ° * Bo
| o >1 T-(B 1)
o

X
o]
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: ‘ ' T-(a "U ).
On note : [ A(x) = ) 3 (X)Da'Y‘(X)C“ (m)x °

la|sm @ X %

oo~

o “T-(B o My )
By = ] ) & [n Y(x)]c6 (m)x_

|o | &m BO—O
ao>l

1°) Calculons : lim A(x).

x.>0
XO#O
o
Pour tout o € G,mo, nous avons : a - ua £ g::)a(uo—u ) = ;
mg
donc : Voce(ia : T - (o -4 ) = 0.
m, o a
Si aé @ (i.e: T - (ao—ua) > 0) alors :
T-(ao-ua)
11m(a (X)D Y(X)C (m)x )y = 0.
0
X +O o
X #0
On a donc
. . (1'
lim A(x) = llm ? a, (x)D .Y(X)C (m)| = Z 3 (0,x")D Y(0,x")C (m).
x>0 acl * % wel X %
xO#O XO#O

2°) Calculons maintenant lim B(x) ; puisque B, a, alors
x50
#0
%o
- B-u)>T- (o~ I B = 0,
T (Bo uu) T (uo ua) > 0, par conséquent lim B(x) 0

X5 0
x #0

On a donc : lim E(x) = 11m A(x) = Z a (O,x')C (m)(Dz:Y)(O,x').

xg*0 x6ﬂ) ae
X #0 X,#0
Si 6. , 3 ' = s Y
i oe€ aa(o,x )C o(m) # 0 donc l(na')a ‘ea _J x' tel que

. \]
z 3 (0,x")C_ (m)n_, # 0, alors si Y est telle que : n , = (DQ,Y)(O,X')
ael b ao a o X
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on aura
~ o'
L a,(0,x")C  (m(DY)(0,x") # 0
a€e@. o
donc lim E(x) # O, et par conséquent Th S(a) =T,
*g>0 ’
XO#O C.Q.F.D.

On va

aa(x)Da donnée

interpréter géométriquement la condition sur le poids de

par Goulaouic

a) le poids est <mg-k,

b) le poids est <myk si a' # 0.

Déginition 5.-

Le poids fuchsien principal de h en a relativement 3 S est :
* : .o, o+l
Ty S(a) = inf{o € Z : limy “(x)H (x;grad ¥(x)) = 0}
i x>a
x¢S
ol Ho+] est symbole principal de l'opérateur différentiel Y - $°+l-mh(Ywm).

* - .
H-0 : Th. g est finie et constante sur un voisinage de a
’

S. Cherchons le polynOme caractéristique de cet op&rateur que nous expri-

On fait 1'hypothése
dans

mons dans la carte locale :

% B a =B
X z c o’; (x) [D ° oDa,Y(x)jlc (m) x
[alSm BO=O % © - © X Bo

0+1-(Bo-ua)

(o}

la partie principale de cet opérateur s'obtient pour Bo =0 et lal =mgy ;
g+1+u
N
on a donc : Hc+l(x;£) = ) ¢, ma (x)x %2,
la|=m_ “o °
o)
g+l+u
+ Y] c e
pour : Y(x) = x , H° I(X;grad P(x)) = a (x)x m,0, ’Q=B (X&XO+]+k
0 30,...,0 0 n%,O,..., 0
a : = k.
vece M 30,...,0
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-m ‘
, o+1 . :
J o(x)H (x3;grad P(x)) a pour expression dans cette carte locale ;:

4 v o+1=(m,-k)
(4) o 0,...,000%0 T

1°) Si o > m -k alors : 1im[$-m(x)H0+l(x;grad w(x))] =0 .

x*a
x¢S
. _ N X
2°) Si o=m ~k—-1 cette limite vaut a (0) et est non nulle d'aprés H~O
o) m,0,...,0
et la définition Ku :
*
on a donc : Th,S(a) = m~k,
_ . . *
On a évidemment : Th,S(a) 'S Th,S(a)'
On fait 1'hypothése :
(H-1) : T, (a) = (a)
: n,s a) = Th,S a

qui exprime que dans la carte locale, chaque mondme différentiel de 1'opérateur

& un poids inférieur ou égal i (mo—k).

Maintenant on va caractériser 1'hypothése b) de Baouendi-Goulaouic
' > - < -
a' #0 = a, =¥, <m k.
L'opérateur défini de la manidre suivante :
o+1 +1
K@@ = T T ™ ) - Y™ (0]

est appelé opérateur réduit (pour o€ Z, x € Q|S, m 3 mo).




- 17 -

Définition 6.-

On appelle poids fuchsien réduit le nombre suivant :

%h S(a) = Inf{oc € Z : VY holomorphe au voisinage Q de a,‘V bef2nNnSs:
b

1im k%7 (¥) (x)
x+b

x¢S

0}.

On remarquera encore que ce nombre est indépendant de m > m

7l O'
T, s (@)

Exprimons k (Y)(x) dans une carte locale telle que :

Mx) = X, et a= (0,...,0) € S.

. 4 = -
On note : T max (o “a ,O,...,O)
Oéuoémo o

T2 = max(ao—ua) € Z U {~=}
laISm

(0]
\ d'#o

on a donc T = max(Tl,T2)= mk (d'aprés H-1)
on a alors : Tl >n%—k et comme mo-k = max(a -4 ) donc :

]algmo

T, =m-k 3 T
] o

9"
On fait 1'hypothése suivante :
(n'-2) : T2 S T] -~ 1 (condition de Goulaouic)

et on va montrer qu'elle est équivalente & la condition suivante

(L) Yy holomorphe au voisinage £ de a, Vobeans:

T (a)
limk ™% (&) =o0 .
x-+b
x¢S
1°) (H'*-2) ==> (L) : si T2 € Z.
Th,S(a)

Dans cette carte locale k (Y)(x) a pour expression :

(mo-k)—m

V(x) = x

u
. I x % Y. (]-YD (x)} =

la]ém
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m ao-] B o B B k+U
‘ - m=~ g~
= 3& 0 ...,O(X) ) CaoDoo OY(X)CB (m)xoo 0 T0gseees0
a =1 "o A : B°=O e o
Q B a-B m —R-k+y
n (o] 1]
+ X a_ (x) Z ¢ °p° ODOL,Y(X)C (m)x © © o
lalgm ) BO=O OLQ (o] X Bo (o]
o'#0
m % B, a =B T (%™ L0,...,0%% 16,
V(x) = | ] ) 3, o BC D, Y()Co (m)x ° X +
o =1 B =0 R o o
o o o/
Op B a-B8 T~( =y )+o =8 | T.-T
n, o. 0 0.0 2 o o o o I 72
+ l0°|§m . ZO 44 ()¢, D, DX.Y(X)CBO(m)xo X,
a'#0 °©
= C(x) + D(%)
m OLo--l n Bo GO-BO 'rf(ao_“ao,o”";9+ao—"eo
avec : C(x) = Z a5 O(X)Ca D Y(x)CB (m)x X
a =1 B = (0 o o} o o o)
o o
B o
0 B a-B ' T,=(a =p )+o =B | T, =T
N o, 0 0.0 2 o o o o 1 72
et D(x) = X X aa(x)Ca DO DX,Y(X)CB (m)xo X
loo|&m 8_=0 0 o
| a'#0

On cherche la limite de V(x) lorsque X,> 0 et x_ # 0.

1) On calcule 1lim C(x)
x>0
XO#O

puisque T, > o~ U

I et B €0 -1 alors :
o (s}

% 505...,0

T1 - (ao~ua )+ ao -1 - Bo >0,

ana"-’o
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et par suite : lim C(x) =0, Yy holomorphe au voisinage de O.
X O"’O '

xo#O

ii) Calcul de 1lim D(x)
X0
XO%O

Ona: B <a e T,3a -u Y a i o] < m, et o' # 0, donc :

o 2 Q

— — + - .
T2 (ao ua) OLo Bo 20
Si T, = T, les seuls termes qui n'auront pas une limite nulle

‘correspondent aux couples (a,Bo) tels que a' # 0, Bo =0, et ao—ua =T,

par conséquent : 1lim D(x) = 1 (O,x')(Da,Y)(O,x')C (m)
xo+0 algm. ¢ X 0to
Xo7£O a'#0

-y =T
OLo a 2

n,
or‘:aa(o,x') £ 0 et Cu (m) # 0 donc Eﬂ Y holomorphe au voisinage O telle que

)
Y ' a' '
aa(O,X )Ca (m)(Dx,Y)(O,x ) £ 0,
lo]sm 0 ‘
a'#0
ao—uu=T2
. ol
(on prend par exemple ; Y(x) = X pour a' tel que : (ao,u') vérifie
(a')!

OLO - Uao’(xl b ’Iy‘z)a

Si T, = T, alors E]Y holomorphe ay voisinage 2 de a,
Eab e @ NS, telle que :

(a)

T
ST e # o,

lim k
x->b
¢85

ce qui est contraire 3 1'hypothése et comme on a :

alors 1'hypothése (L) implique biem : T, < T, - 1.

s1i TZ = —o, YVa'¢ 0, a, v = 0 donc V(x) = L(x) eton a bien encore
o ' :

(H'=2) ==> 1L,
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2) Réciproquement, si T2 < T]-l on a : T]-T2 >0 alors :
lim D(x) = O et par suite la condition (L) sera satisfaite.
%,
o
Revenons maintenant au poids fuchsien réduit ¥h S(a)
b
si 0 = Th S(a) ~ 1 alors pour toute fonction Y holomorphe au voisinage § de
b ]
. g+1-m o -
a, Ybeq: %&g{w (x)[h(Yﬂm)(x) - Y(x)h(wm)(x)]} = 0, ce qui équivaut i :
x¢S
H-2 T (a) < (a) - 1
Th,S a Th,S a .
Conclusion :
e . Y . . .
La condition Th s(a) g Th S(a) - 1 est une formulation invariante
H b

de la condition de [1] : Vo tel que o' # 0 1le poids de aaDa est & m k-1,

On donne alors facilement la définition d'un opérateur de type de

Fuchs, de poids donné (voir définition 8 page 23).

IT - CARACTERISATION GEOMETRIQUE DU POLYNOME CARACTERISTIQUE FUCHSTEN.

Déginition ?.-

Soit h wun opérateur différentiel de type de Fuchs, de poids Ty S(a)
L]
en a par rapport & S. On appelle polyndme caractéristique fuchsien le

polyndme en A & coefficients holomorphes en y € S, dé&fini par :

T (a)=A
1in[d M5 on @] = coLy).
x>y
xS

Si on choisit une carte locale telle que {(x) = X, et a-= (0,...,0),
on sait [1] qu'un tel opérateur s'&crit d'une manidre et d'une seule sous

la forme suivante (si on note maintenant m 1l'ordre de h) :
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o~

ry JKkTj.mj o0
o m"j(X ) % ‘Do ¥ a gmn *o Do [afxo a,(x ¥ )D :I

o +Ia | ¢m

avec : a
m

et »)\Ol‘ =fo, +1- (mf’k):]+

on a
§ k= m-j Ao %o } a' A
jZO I CIPEIE) i (x ) + . gm x, D" [a, DY, (x)] =
Q
o +|a'|¢m
(o]
k k=3 A=t | >‘oc »0,...,0 a A
= ? am_.(x')xo‘ JCH”_.(k)x0 I 4 2 X e D o[__a O(x ,xY)x] =
j=0 ™ I a_<m a =a,U 0 P

_ IE{ G Lol @ T [ogr1-tm-t)],
. am—j X m-j *o =0 *o o -OLO,O o}

o

wm-k—x(x)h(wx)(x) a pour expression dans cette carte locale :
k m~1 a B -B [oc +l-(m-k)]
\ ~k-A 0
) a (x )C (X) + ) X" Z Co, [ a (x ,x')] (X)x Ox
j=0 . a=0 © o »0"0 Y
; o
k a m-1 % By Oco-ﬁo ' m-k-B +EOL +l*(m~k)]
= ' :
. o
m=1 % B o -B | mk-8_+[a_+1-(m-k)
on note : G(x) = z z COLOEDOO %a oc O(X ,X')JC (A)X -l+
a =1 B =0 o o
o) )
i) si o, * m-k-l alors‘:' [ao+1—(m-k)]+ =0, * 1 - (mk) et par

conséquent :
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m-k=-g + o +1- @], = m-k=B + o + I-(m-k) =a_+1-8_,

or, B < o donc :

B _a -8B m-k=-B_+[o +1-(m-k)]
lin (. °[0 % %a, G x"]C, (ox, ° ° “1=o0
x>(0,x") % © % ° o ©
x #0
o
ii) Si o < m~k-1 alors : Exo + 1 - (m-k)]+ = 0, donc :

m -k - Bo + [oco+ ]—(m-—k):]+=m—k— BO

B <a ==> m-k=-B_ > m-k-a_ > m-k-(m-k-1) = I

o o ’

dans ce cas, on a aussi :

B _o -B m-k-g +[a_+1-(m-k)]
lim {C OED ° 9% O(x ,x'):|C M x °c -0 *1=0
x>(0,x") % %2 ° Bo °
xo#O
k
Donc dans cette carte locale : C(h,x") = z a .x")C .M et on
j=o m-.] m—.]

retrouve bien le polynGme caractéristique fuschsien de []].

On définit un opérateur de Fuchs de la maniére suivante
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Déginition 8. -
Soit h un opérateur différentiel holomorphe sur E, d'ordre m,

en a, et d'ordre <« m, au voisinage de a.,

Sojit S une hypersurface de E contenant a et m un entier

W
=]

Si o€ Z, & est un voisinage opvert de. a dans E, Y est une

fonction holomorphe sur 2, on note, pour X € QIS
o o-1
(9 (x) = ¢° IR (x)
Hz(x,g) le symbole principal de cet opérateur différentiel.

On note

(i) 7, (@) = inflo e zZlIVa,YY,Vbeans : lim vy x) = o).
, wb @
x¢S

C'est le poids Fuchsien de h en a par rapport 3 S. (On constate que

ce nombre ne dépend pas de m 2 mo).

-m
.. * . . o o+l
(ii) Th’s(a) = inf{o € Z[%ig g (x)Hm (x3grad ¥(x)) = 0}.
x¢S
C'est le poids Fuchsien principal de h en a par rapport & 8.

(iii) T, S(a) = inflo e z|VaVy,¥Ybenns :

lin ) ) - YR (&) = o).
X'*b m m
xéS

C'est le poids Fuchsien réduit de h en a par rapport a §,

On dit que 1'opérateur différentiel h est de type de Fuchs de poids

T en a par rapport & S . si et seulement si
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* . - - ..

H-0 Th. g est finie et constante et égale 3 T sur un voisinage
. ’ .
de a dans 8.

H-1 Th,S(a) = T,
N

- < - .
H-2 Th,S(a) < T 1

La version holomorphe du théoréme de Baouendi-Goulaouic qu'on va

démontrer s'exprime donc de maniére invariante par

Soient h wun opérateur différentiel holomorphe de type de Fuchs de

poids (a) en a par rapport 3 une hypersurface holomorphe S passant

™h,s
par a, d'une variété différentiable holomorphe E de dimension (n+1) et

 une &quation locale de S au voisinage de a. Alors les deux propriétés

suivantes sont &quivalentes

iy Vs T, g(@, COua) 40

ii) Vi et v holomorphes au voisinage de a, Ea!u holomorphe au

voisinage de a, solution du probléme de Cauchy :

h(u) = £
T (a)
{ (u-v) = 0 5 7y,

11 - OPERATEUR FUCHSIEN DE POTDS ZERQ ASSOCIE A UN OPERATEUR DE FUCHS DE

POTDS DONNE.

Theoneme 6. -
Soit h wun opérateur différentiel holomorphe de type de Fuchs de

poids (a) en a par rapport 3 une hypersurface holomorphe S passant

*h,s
par a, d'une variété différentiable holomorphe E de dimension (n+!) et

Yy une 8quation locale de S au voisinage de a. Si on définit 1'opérateur

différentiel hl par :




- 25 ~

- T
v ——  h(0) = n g 5@

alors h] est un op&rateur de Fuchs de poids O en a par rapporf & §
et si on note C (respectivement Cl) le polynome caractéristique fuchsien

de h (respectivement ‘hl) on a ;

Viea, V y €S vCi(A,y) = C() +‘Th q(a),y).

Preuve :

1°) On cherche d'abord le poids fuchsien de h, en a par rapport
1 P

a4 S. Soit m > m s ol m_ est l'ordre de h et h on a alors :

l’

m+Th,S(a)

97 M eon, (™ 6o = 07 M eoncrd ) ()

(O*Th,s(a)+])'(m+Th,s(a)) m+1h’S(a)

=9 () h(Yy ) (x)

et par conséquent (a) = 0.

T
hl,S

2°) On cherche ensuite le poids fuchsien principal de hl en a

par rapport & S. - Dans la carte locale ol (x) = x et a-= (0,...,0)
c'est la puissance de X dans le coefficient de Dz de h]. Dans cette

carte locale :

mo-k mO mo—k
pl(u) = p(xo q) = quo (xo w o+ ...
m m
=xoDou+
o

(ol les pointillés sont mis pour des termes oii 1'ordre de dérivation par

(a) = 0.

- . . P ~ *
rapport & X~ est strictement inférieur i mo). Donc
S

l’

h
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3°) Si m = mo.

| Thl (a)*m‘ e
tm 9 % Gl @M@ - Yeon @M @] =
X*a ‘ ‘

X¢S - - '

m+T

m+Th’S(a) $ h,S(

P | a)
= Lim 970 [h(y ) (x) = Y(x)h( ) (x)] =

woa
x¢S

= lim ¢
x*a

*¢S

T, (a)~(mt+t (a)) m+T (a) ; mt+t. . (a)
h,$ 8 (x)[hmv PS5y %) - Yo S )(x)]

[

O par hypothése,

On a enfin :

(a)-x

_ (a)
0% @R AHe = 9T

Y (%) =

A+T

h,S

(a)-(iry (@) My (@)

T .
=g S (x)h(J ) (x)

qui tend vers ‘C(A + 2% S(a),y) lorsque x >y et x ¢ S pour vy € S,
’

On a donc bien :

| Cl(A,y)_s C(A.+ rh,s(a),y).
‘ - ¢.Q.F.D.
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CHAPITRE 111

PROBLEME FORMEL

On considére 1'opérateur différentiel d'ordre m et de poids

(m~k) par rapport i x, en x_ = 0 :
k _ _ u(a ) a .
P(x;D) = Z a (x") xk P P, Z X ° p 0(a y (x ,x") Da,)
m-p o o 0 o a ,a' "o X
p:O o <m (e}
|a]<m
avec : u(ao) = [qo + 1 - (m—k)]+ et a = 1
En posant
k p(a ) o '
. = ' k-p _m-p . - o o a
Pm(x,DO) Z am_p(x ) x DO et Q(x;D) = Z X Do (aa(x) Dx,)
p=0 o _<m
|o|sm

alors P(x;D) s'écrit sous la forme
P(x;D) = Pm(x;Do) - Q(x;D)

On veut démontrer le théoréme suivant par la méthode des majorantes

[ Théoneme §.- 8i Pm(x;Do) et Q(x;D) sont deux opérateurs 3
. . . . . e +
coefficients holomorphes au voisinage de 1'origine de ¢ ! , alors les

propriétés suivantes sont é&quivalentes :

i) Pour tout entier A > m -k , C(A,0) # O ;

ii) Pour toutes fonctions uj,(O £j¢m=-k-1), holomorphes

¢ e e . n .
au voisinage de l'origine de ¢ et pour toute fonction f holomorphe au

. . . . n+l . . . .
voisinage de l'origine de ¢ il existe une unique fonction u
ki
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holomorphe au voisinage de 1'origine de an] solution du probléme de Cauchy :

PLOKIDL) u() = QGxsD) u(e) + £(x)
W) AR |
D} wWOx") =uix) , 0sjsm-k-~ |

- Ce chapitre sera consacré au calcul formel en cherchant la sqlution
. ] : XJ.

sous la forme : u(xo,x') = z j

i=0

u, (x') —
j!

Le probléme revient 3 trouver uj(x') pour tout entier j 3 Q.

Soient deux séries entidres formelles :

. | 2
u(xo,x z u x") — et v(x ,X') = Z vv(x )y —
j=0 j! v=0 v!
on a alors :
‘ o i xj
(F)) u(x) . v(x) = ] Li IR ANCS )] ~
j=0 p=0 j!
’ : xi
(F,) D u(x) = u, (x') —
2 o WX J-Z-O j*p it
o Xj
q nP - 1 &)
F D = C ) —
(F,) x, Do u(x) jzo [q(J) U5 ypmq ¥ )] 7
en convenant que u = 0 si k <0
' e j*q j+q
@ X @ X
. x% pP = 'y O o Gr)!t o
En effet : X DO u(x) .Z uj+P(x ) = Z J+p(x ) ' - -
j=0 j j=0 3! (j+q)!
- " .
=] o (x") z ¢ (J) M. (x') —=
j=q 1P (J-q)! it e jpra 7 )
= (j) u. (x') —
'Eo q” J+pTq i

 car Cq(j) =0 pour j e {0,...,q~-1}.
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1 - CALCUL FORMEL DE Pm(x;Do) u(x).

I1 résulte des formules (F]), (F2) et (F,) que :

3
€ k-p _m-p
Pm(x;DO) u(x) = pZO am_p(x ) X Do u(x)
k o xg
= 1 C ry _©
pzo & px") JZO k=p ) Ui poieap K1) ’
0 k xg
=7 Y a_ &) Ck_p(Ji} T

k
. . . ' = ' . .
Si on pose : D(j,x') Z am_p(x ) Ck_p(J) alors on a :

i
o X
. - : \i 1] _0_
P (D) uG) = ] [DG.xD) u & )] -
1=0 3!
Maintenant on va exprimer D(j,x') en fonction de C(j,x")

si r ¢ s alors CS(J) = Cr(J) x Cs_r(J—r)-

En effet : On a :

s-1 r—-1 s-1 r-1 s-r
I (G=) = 1 (G- x 1 (-0 =1 G-& . 1T (G-r=b)
£=0 £=0 L=r L= L=

N

Cr(j) . Cs_r(j-r)

C.Q.F.D.
Si psk,onprend : s=mp et r =mk:

Comp) = Cpoy (3 + € (G
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on a :
i j
C@,x") = a _ (x') C _(j) = a (x')C (i) .C _ (G-(m=k))
p=0 m-p m-p p=0 m-p m-k k-p
k
=C pZO am_p(x ) Ck_p(g-(m-k)) = C (3 x D(GG=(m-k),x")
Donc : D(j’x') = M
Cm_k(j+m-k)
et par suite :
© C . v Xj
(5) P (x3D) u(x) = ¥ [—(-lim—_li’—}f——)—u.m_k(x'):, x 2
j=0 ¢ (j+m-k) it
IT - CALCUL FORMEL DE Q(x;D) u(x).
U(ao) 0‘0 ol
On a : Q(x;D) u(x) = - X Do (aa ’a,(xo,x') Dx' u(xo,x'))
a_<m o
|o|sm
- v
Soit : au(x) = z a\)(x')——(1 ;3 alors d'aprés les formules (F]), (FZ) et
v=0 v!
(F3) on a :
a (x) Da' u(x) = E g c? ap(x') Da' u (x'i] jz;
a x' 520 Lp=0 j o x' “j-p it
et
u(e ) o '
x, D °(a (x) DY, u(x)) =

- oo ) , .
= - P p ] o ' _O
jzo Cu(ao)(J) pZO Cj+ao-u(ao)aa(x )DX'uj+ao-u(ao)-p(x )J i
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( v =0 | si k <0
s .
en convenant queg Cr =0 si r <Q
! a, =0
\i€¢
d'ol :
(6) Q(x;D) u(x) =
E z J+a0§u(ao) - . o xj
= - C (i) 0 a’ (x")D",u, x| 2
j=0| a_<m ulay) p=0 jro ~ula ) a x' g4 ~ua )-p i
lo|sm
Soit :
o %3
(7) f(x) = J f.(x') =2
j=0 15

Si on écrit Pm(x;Do) u(x) = Q(x;D) u(x) + f(x), alors en utilisant

(5), (6) et (7) on trouve :

View,
C(+mk,x") (x")
. * i+m-k
Cm_k(J+m~k) J+m .
j+ao”u(ao)
= - z C (j) C? ‘ ap(xl)ua' . ( ' ‘ ’( ,
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Lemme 9. -

m
Soit P(X,x") = z a, (x'") Ak , (& =1) , un polyndme en X 4
k=0 k m

. . . . . N .. n ..
coefficients continus sur un voisinage V de l'origine dans € . Si pour

tout j e N, P(j,0) # 0, alors il existe V voisinage de 1l'origine

tel que :
Vx'ev , YieN , P(j,x") #o0.
Preuve :
m m=1
P(A,x') = ) a, (x") AK = A s ¥ a (x') A
k=0 k=0
m-1 K
donc : [P(A,x") | = |A|m -1 ak(x') A
k=0
Soit M= max |ak(X')| ,
Osksm~-1
MY
x'eV
m—1 K m-1 K m—1 K
alors : | } ak(x') Vs ) |ak(x')| A PY R S N DY
k=0 k=0 k=0
et par conséquent :
o m=1 Kk o M m-1 1
R Y I A FY L PV [T Ny s sy
k=0 [A] k=0 |A]
m=1
Si |l > 1 alors : ! < ! = [A] et par suite :
k=0 'Alm-k-] 1 __1_ |>\| -
2]
[P,k 2 AT E M 2] ] > 1 - —2
Al Al - Al -
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"\
Si x' eV et IAI > 2M + 1 alors : |P(A,x")| > l-; autrement
: 2
. . » . - r\J
dit : si j est un entier tel que j 2 24+ 1 et x' € V alors

P(j,x") # O. ‘ , ‘ v '

Soit maintenant j € N tel que 0 j < 2M + 1, Puisque P(j,0) # O

alors par continuité il existe Vj voisinage de 0 tel que :

si x' € Vj alors P(j,x') # 0.

Conclusion :

"]
Si on prend : V= ( M voanv
0gj<2M+1

ona: Vx'e V , YjeN: P(j,x') # 0 .

D'aprés ce lemme, JV voisinage de O tel que :

Vx' € V, VjeN: C(j+mk,x') # O ; on obtient donc la formule de récurrence

Vx' e Vv, Viel:

\} -
(8) uj+m_k(x ) =
C__ (G+m=k) ;e ( )J+ao~;(ao) . s iy o
= - —————— ] c* _ a” (x')D ,u, _ _ (x")+f (xD)
C(j+m-k,x") @ <m u(ao) p=0 j*a u(ao) o X jta, u(ao) p J
fo|sm

Les indices vy de uY(x') qui apparaissent dans le second membre
de la formule (8) sont strictement inférieurs & j+m-k. En effet, on a :
1+ - - 3 - - = + - -k = + - +
frag-we) =psjra -u@) et w@) =fo +1- @], za +1-mrk

donc : o - u(ao) gm=-k=-1<m~k et par suite : j ta - u(ao) <j+m-~-k,
La relation précédente détermine donc de fagon unique tous les uY

en fonction de u ,..,,u .
O, * m_k_l
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Conclusion :

Sous les hypothésés du théoréme 8, il existe une série formelle

® XJ J |

et une seule u(x) = Z u, (x') — solution du probléme (V).
= . J !
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CHAPITRE 1V

RAPPELS SUR LES MAJORANTES

On rappelle dans ce chapitre 1l'essentiel des résultats établis par
C. Wagschal dans [}5], qui permettent une utilisation agréable et
systématique de la méthode des majorantes de Cauchy. On donne, d'autre

part un résultat analogue & celui démontré dans Hasegawa ([211 5 [}2]).

1 - NOTATIONS ET DEFINITIONS.

On note K =R ou €.

. . + -
Soient o un multi-indice de ™" ] et E une [K-algébre de

Banach, on définit une série entiére formelle en x par

a Qa a a

X
F u — avec u € E et x = x b R X
‘n+l o o

oelN o!

u(x) =

on note EI[X]] 1'ensemble des séries entiéres formelles en X a coeffi-

cients dans 1'algébre de Banach E 3 (n+l1) indéterminées.

EL[X]J muni des opérations suivantes est une K-algébre

Soient u(x) € E[Dﬂ], vix) € E[Eﬂ] et X €K

o
(i) u(x) + v(x) = Zn+](ua +v) X
aelN @ ot
@ .
(ii) rou(x) = Xn+l(an) X

oeN a!
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o

e e B X
(ii1) u(x).v(x) = CCu.v _— .
o Zn+l l:OsgSa a B OL—B:I ol E

P . n+1 . .
On définit une relation d'ordre dans N de la maniére suivante

(o,B) € mn+l x Nt : o < B signifie : V'j e {0,...,n} aj < Bj.

Deginition 9.-

Soient u(x) € E[Eﬂ] et U(x) € C[Eﬂ], on dit que la série
formelle U(x) majore la série formelle u(x) (ou bien u(x) est majorée
par U(x) ou encore U(x) est une série majorante de u(x)) si et seulement
si :

n+1 .
Vaoen . '|ua|| < Ua et on note u(x) << U(x) cette relation.

N.B. Cette relation implique que les coefficients Ua de U(x)

sont réels positifs.

Déginition 10.-

1°) On appelle série formelle positive une série formelle qui

majore la série formelle O,

o

2°) Soit u(x) = u on définit la dérivation et la

Z x_
+ b
adNn I o o!

primitivation de cette série formelle de la maniére suivante :

L ol I:—u]+ :(l:—uo]_'_,...,["lln.]"_).

n+1i 5 u &
. atn
o L—u] + al

si U e alors Duu(x) =

Deginition 11.-
1°) Soit A un sous-ensemble fini de Zn+], on dit que l'opérateur

P(x;D) est un opérateur intégro-différentiel formel sur ELD@W si :

ue) e E[[x]] : PGsDIuGx) = ZA a, ()D"u(x) avec a (x) e 5[ (]|
ue .

(si AC mn+],P(x;D) est appelé opérateur différentiel formel).




r[[<]] :

si et seulement si : V ueZ
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2°) Si P(x;D) est un opérateur intégro-différentiel formel sur

P(x;D) = z n+1 Au(x)Du et P(x;D) = z n+]au(x)Du (sommes finies).
neZ uek

On dit que P(x;D) majore P(x;D) et on note : P(x;D) << P(x;D)

n+l
: << .
a (X) A (X)

IT - PROPRIETES DE LA RELATION << :

Soient u(x) € E[[x:]], v(x)‘e E[[x]}, U(x) € (E[[x]] et V(x) € (E[[:x]]

alors la relation << posséde les propriétés suivantes :

. 1
1) YVeen™ s |Iua + vall < ||ua|| + Ilvall sU, +V

I - Addition et multiplication :

Elle est compatible avec l'addition et la multiplication :

u(x) << U(x) (1) u(x) + v(x) << U(x) + V(%)
==>

v(x) << V(x) (ii) u(x).v(x) << Ux) . V(x)

Preuve :

s 1
On a par hypothése : Y a € Nt s ]Iuall < Ua et "Va|| g Va

o
ii) V R c® < c® . < ctu v,
(i) Viye llu+g=y YuavB‘ § a+%=Y Yllual ”VBH a+g=y Yy a'B
C.Q.F.D

2 - Denivation et prdmitivation :

Elle est stable par la dérivation et la primitivation :

u(x) << U(x) ==>Y uce Zn+l, Duu(x) << DUU(X)
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Preuve :
On a par hypothése : V o € Nn+l, ||ua{] S ﬁa’ de plﬁs :
u E x¥ u ~ 2 x>
D u(x) = A u — D'U(x) = . U —_—
ua[-u]+ ALY , : az[;u]+ LY
Donc Youez™, o3 ], = |]ua+u|| S U

3 -8i u(x) << U(x) et si U(|x]) <+« alors ||lux)]] < u(lxl)

ot |x]| = (Ixol,...,lxnl).
Preuve :
On a :
o o
o x| x|
X
ol = 1 By 8 501 € L lloll e Lo v 2= b

4 - Si u(x) << U(x) et P(xyD) << P(x3D) alors :

P(x;D)u(x) << P(x;D)U(x),

Preuve :
D'aprés la propriété 2, ona : V u € Zn+l, Duu(x) << DuU(x).
Or par hypothése : Vuce Zn+], au(x) << Au(x), on aura donc :
au(x)Duu(x) << Au(x)DuU(x) et par suite la propriété 1, (i); nous
permet d'écrire la majoration suivante pour la somme finie :
uZz“+' au(x)Duu(x) «:uzzn+1 Au(x)n“v(x).

C.Q.F.D.

5 - Autres proprietis de La nelation << :

Si on se place dans lK[Eﬂ] alors cette relation posséde les

propriétés suivantes :
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(i) La thans{tivite :

u(x) << U(x)
} => u(x) << V(x).
U(x) << V(x)

(ii) L'antisymétrnie :

u(x) << U(x)
} ==> u(x) = U(x).
U(x) << u(x)

(iii) Cette relation n'est pas réflexive.

Preuve :

. - +1
(i) On a par hypothése : V o e N R Iual g Uoz et anl S Vu’ donc

n+1

Voce-‘N ,IulsV.
o

o

+
(ii) On écrit les hypothéses : Vaen® ], Iual < Uu et IUOLI < u> donc

Vae an+], u, = Ua et par conséquent : u(x) = U(x).

(ii1) S'il existe des u, ¢ I:O,+°°[, alors on n'a pas : u(x) << u(x).

6 - Composition :
Deginition 12.-

Soit une famille {uJ}jeJ’ ul e E[[x]] on dit que la famille

{ul} est sommable si : V a € INnH, J ={j e J, ul # 0} est fini.
jed o o

Soient v € E[[y]], (y = (yl,...,ym)), Ve IR[[yJ] tels que

v(y) << V(y) ; soient d'autre part :
uJ(x) € E[[x]] pour j e {1,...,m}, ué =0

Uj(x) elR[[x]] pour j € {1,...,m}, Uj =0

tels que : V j e {1,...m}, uJ(x) <?UJ(x)

alors : w(x) = v(ul (), .. ™)) << Wx) = vl @), ... U™x)).
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Preuve :
On a : w =P ( {v }|Y|<|0l1 ,{u }lstm ) qui est un polyndme
8s|al
a coefficients réels positifs ;
et W, =P, ( {U } vl<lal? { <jem ) , donc on peut é&crire :
B <l
oyl = e v, vi<lal b ) ’ ‘
lslslal
j =
SP ({HVH}! |<!oc| {Il H}1<J<m )SPa ({UY}lYlSIQI’{UB}lstm ) =W,
EINEY 8l s|al
On vient de démontrer que : Va e lI\In+], Hwall $ W, (i.e : w(x) <« W(x)).
11T - JUSTIFICATION DE L'INTRODUCTION DES FONCTIONS MAJORANTES.
Soit u(x) € E[[x]], on note par :
a
D) = {x € ! ) '|u | [ ' < + o}
o320
le domaine de convergence de u, avec : |x]a = |x0| %o, |xn| n,
Remarque fondamentale :
Si u(x) << U(x) alors D) < D(u).
: |x |°‘ N
En effet : Soit xeD(U) alors E ”u ]I U —— < + >
—— a
az20 aaO a!

et par suite x € D(u).

C.Q.F.D.
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Cette remarque est trés importante car : si la série majorante U(x)
converge alors il en est de méme pour u(x). Donc les majorantes jouent
un rGle trés important dans la méthode de Cauchy qui sert i démontrer 1'exis-
tence d'une solution et par conséquent le probléme réside au niveau de 1la
recherche d'une fonction majorante qui converge, On va donner un exemple de
construction de fonctions majorantes : Soient r = (ro,rl,...,rn) et u(x)

une fonction holomorphe et bornée sur le polydisque :

P ={xe €n+l :Vjie{o,...,n}, Ix.| < r.}
r J J

et soit M = sup [Ju(x)||, alors il résulte de la formule intégrale de Cauchy

xeP
r
que
o o o
[lu || Mot avee r%=1r % ..., r® o,
a o o 1 n
r
. M
Si on prend : U = — a!, alors :
o o
r
o
U(x) = }‘ Ua X = E —-b—d&- Xa = —-—-———.}1——}-(—— majore u(x).
] n ¢
20 a!l 020 r T - _i)
1=0 rj

Proposition de J.C. DE PARIS - C. WAGSCHAL 10. [8] .-

Soient P(x;D) wun opérateur différentiel d'ordre m A& coefficients
holomorphes au voisinage de 1'origine et d'ordre en X inférieur strictement

i m, f et uj, (j e {0,...,m-1}), sont holomorphes au voisinage de 1'ori-

gine alors le théoréme de Cauchy-Kowalewski nous assure que le probléme de

Cauchy suivant
Dzlu(x) = P(x;D)u(x) + f£(x)

DJu(0,x") = uy(x") , 0s5j gm-l

posséde une unique solution holomorphe au voisinage de O.
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Si de plus P(x;D) << P(x;D), £(x) << F(x) et U(x) une série

entiére formelle tels que :

DTU(x) >> P(x;D)U(x) + F(x) .

Uj(x') >> uj(x') b je{o,...,mr1}

alors : u(x) << U(x).

Démonstration de La proposition :

. ¥ ) J
Soient u(x) = z u, (x") =2 et U(x) = z U.(x) L .
j=0 3 j! j=o 1 jt

on veut prouver que :

Vjen, uj(x') << Uj(x').

On procéde par récurrence sur j @

Cette majoration est vraie pour j € {0,...,m-1} par hypothése.
Supposons qu'elle soit vraie jusqu'au rang m + v - 1 (avec v e N) et
démontrons qu'elle est vraie pour le rang suivant m + v, on a d'aprés
la formule de Leibniz :

v : ‘ .
D" Vu(0,x') = D:;El’(x;l))u(x) + £(x)] x =0~ (qzoc%[nyflp(x;n)jngu(x) + D(\;f‘(x)) x=0

avec : Dz—qP(x;D) = ) D" (a ) (x)p%.
o|¢m © o
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A

Or ordx P(x;D) m=1 donc ordx DZ—qP(x;D)Dg $m+v-1<m+ v
(o] lo] .

It

%o a' Y q[v-q ¥ ot
) a_(x)D_ DX,:I = ¥ 3 cv[no aa(x):|Do D_»

D_P(x;D) D:[ . )
la| <m a|sm q=0

et puisque, Vyj e {0,...,m+v-1}, uj(x') << Uj(x') alors : Vo' en™

1] 1]
et V’j € {0,...,m+v-1} 3 Dz,uj(x') << Di,Uj(x') et par conséquent :

v v
u_ (x') = (] chJ"'qP(x-D)]un(x) +DE(x))| <« ) Cq[Dv—q?(x;Dj U (x")
m+v q¥0 vi o ? o o xo=o q=0v o O=oq
\Y 1 _ v . \Y = [
+ D F(0,x") = DO[P(x,D)U(x) + F(x)] << DOD‘:U(x) UL,
x =0 x =0
o o
On vient de prouver que : Vv € N, um+v(x') << Um+v(x') done,
YV ienm, uj(x') << Uj(x') et par suite :
o Xg © Xg
z u, (x') — << z U.(x') —
j=0 1§t gm0 3 g
ou encore : u(x) << U(x).
C.Q.F.D.

Theondme d'Hasegawa 11 : [21].-

Soit a., O
i

A

i £ m, des fonctions holomorphes au voisinage de

. . n . ... . .
l'origine de €  vérifiant la condition suivante :

m
V’j elN : Z Ci(j)ai(O) # 0, (am = 1)

i=0

alors il existe une fonction holomorphe A au voisinage de 1'origine de

¢ telle que :




1 A(x')

I
C.(
i=0

V'j e N, <<

L C@e 0

Preuve :

On veut prouver que :

E}A fonction holomorphe au voisinage de l'origine de c"

m

)

C.(»
1=0 1

pour tout

m
1 Ci(a (x")
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qui majore :

j € N,

1=0
On a :
) )
- C.(D - C.(3)
i=0 ! j=0 ! 5 1
m T m m .
. . . C.() [a,(0) - a,(x")
izo C,(ia; =" iZO C; (i)a, (0) ] izo i i i ]
m
izo C.(3)a; (0)
De plus :
)
C.(3) .
PR | C (i)
lim m1-0 = lim L - = 1.
It 5‘ C.(j)a.(O) Jo+e Cm(J)am(o) am(o)
j=0 * *
Done 53 C=>1 telle que :
m
DAY
¢} Vjen, 1=0 <C.

m .
L C@e©
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Soit B(x') une majorante commune 3 ai(O) - ai(x') pour tout

ie {0,...,m} avec B(0) = 0, autrement dit :

m m

.Z Ci(j)[%i(O) - ai(x')} , ,'Z ¢, ()

= m - << B(x") - =L << CB(x'").
iZo Ci(j)ai(o) izo Ci(j)ai(o)

I1 résulte de la propriété 6 (composition) de la relation << que ;

1 |
<<

m
zo Ci(3>[?i<°> - ai(x'i] I - CB(x')

;- &
m
izo C; (i)a; (0)
Donc :
)
- C. ()
i=o ! C
<<
m
s ' - '
L C(a " I - CB(x")
1=0
On pose : A(x') = - ¢ s, d'ol le résultat.
1 = CB(x'")

Conollaine 12.-
Sous les hypothé&ses du théoréme d'Hasegawa, Eﬂ M>0,- Eﬂr >0
tels que :
Vijen, L << —1 = M
C,G,x") D™ 1 - rex")

Ihe~3
»
’_I

o t(x') =
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Preuve :

La démonstration de ce cofollaire est identiqueva celle du

théoréme d'Hasegawa, il suffit seulement de remarquer que :

G+)™ .m _ .m
lim - ] = lim —Jd—— = 1lim mJ = 1,
ey e a3 Gda @ e 58,00
i=0 ,

et puis on applique la proposition suivante :

Proposition 13.-

Si A(x') est analytique au voisinage de O dans Kn, EE M >0
et R >0 tels que si x' e {x' :

lxi| < R} alors :
i

1

~3

A(x') << M

R - t(x")

Cette proposition sera justifiée dans le paragraphe suivant :

IV ~ CONSTRUCTION DE SERIES MAJORANTES DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

n
Soit £ € (\R*)n+l on note D, = {x € €n+] : E |xj|5j < 1}.

+ £ j=0

Hb(DE’E) = {fonctions holomorphes & valeurs dans un espace de Banach

E et bornées sur DE} .

Soit, d'autre part, une fonction ¢ qui associe 3 toute fonction

holomorphe u au voisinage de l'origine une série formelle définie par :

p(u) (x) = z ot p*u(0) % (développement en série 3 l'origine).
a€eN ol
I~ . 0 J ,
. il . T P
Si on note : ﬂO(T) = X T et &k(T) = Z (j+k)! — deux sgéries
j=0 j=0 j!

formelles d'une variable T,  alors on a :
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i 4 U
(T) = (T).
k di o

n
La série formelle <x,&> = xogo + ... 0+ xngn = jZO ijj est une
série positive dont le terme constant est nul, donc on peut composer et par
suite :
ot j
D (x,8) = ] (jeryt LZEDT
. .
j=0 3!
on pose : ¢k’£(X) = ﬁk(<x,€>)
on a :
j j j! Yo “n
(<x,8>)" = (XOEO + ...+ Xngn) = Ialzj ;T-(xogo) ..... (xngn)
j! ,a_a
= 2 — E£'x .
lal=j ot
Donc :
s a x> o] x¥
bp g (X) = 1 (3+k)! ) £ E-= Zn+l [(|a| +k)!g]—.
i j=0 |a]=j a!  oeN a!
Théoneme de C. WAGSCHAL 14 [35].-
* n+l
I1 existe Cn+l telle que YV ¢ ¢ (R+) et Vue Hb(DE’E)
on a

¢ (u) (%) <Co4 :zg ||u(x)||¢r,g(x) oi r est un entier 3

g

NS

Preuve :
L'idée est de construire un polydisque dans D¢ pour qu'on

puisse appliquer les inégalités de Cauchy.
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, . _
Soit S = {8 ¢ [O,l_]rwl : 5 8, = 1} et on note :

Pe = {x € ¢n+l : |x[ <-9} le polydisque de centre O et de rayon
g
— ., on a alors : PGC Dg'
£
n n Gi n
En effet : soit x € Pe alors Z [xi|£i < z ——-Ei = 2 ei =
i=0 i=0 & i=0

et par conséquent X € DE'

Or u est holomorphe et bornée sur D, donc sur Pe, il résulte

g

alors de la formule intégrale de Cauchy que

1 o
Voes: |[[Pu@]] s 2= sup |[um]] = al & sup [Jue]|.
E— xeDg 0 xeDg

Pour o donné&, on choisit 6 pour que la majoration soit la

o
meilleure possible, autrement dit : - a! EE sup ||u(x)|| soit le plus

0 xeDg
petit possible. En effet :
Si a=0 : ||lu]|| s sup ||ux)]|].
xeD
g
Si o # O alors il existe au moins une composante non nulle,
on prend par exemple a # O et on pose 8' = (eo,...,en_l). On va
0to oLn-l 0‘n
étudier la fonction L (8') =86 ",....6 [} - (6 + ...+ 9 )] sur
o o n-1 o n-1

K = BL]]H N{e' : |6'] £ 1} et on cherche son maximum.

La fonction La est continue sur le compact K donc elle

osséde un maximum, ce maximum est atteint 3 l'intérieur de K car elle
’

est nulle sur la frontiére. Par conséquent, la différentielle de Lu
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en un tel point doit €tre nulle ; on va calculer les dérivées partielles de

La(e') et calculer 6' pour qu'elles s'annulent.

v BLa(e') a aj-l @ a
je{0,...,n-1} ¢ ——0 = aje .....ej .,...en_][l - (60+...+6n_1)}

-J 1 ) - n__ L (6" SN R . L, (e")
6. & 1= le'] @ o, 1-|e'|
j -
3L (8")
dg L, (8') =0 <=> Vijed{0,...,n-1} 1 ——— =0
L

RTINS
¢ ?j'xj._;- 2

or La(e') # 0 (car on n'est pas sur la frontiére) donc

o, o
Vied{o,...n~1} : d -8 -0 <=V j e {0,...,n-1}: (I -|6'[)u.= ane..
6. 1-]8'] 1 i
]
Puisque : 1 - |98'] = 6, on obtient alors le systéme linéaire

a 8. = 0.6 s, j e {0,...,n-1},

La deuxiéme &galité nous donne :

o
(10) 6 = - (car |a] # 0).
a

En remplacant 6 _ par sa valeur dans o 6, = a,6_  on obtient :
n nj jin
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a.
(1) Vijed{o,...,n-1} : 8, = —L |
I el
(10) et (11) entrainent que : 6 = TET .
a

On a un maximum absolu (les différentielles s'annulent en un seul

point). Donc :

o
Qo

£% sup |u(x)]]

Yo en™ | 0%]]
'a xeD
o £

et par suite pour démontrer la majoration du théoréme 14, il suffit de

prouver que :
(Ja] + )

al pyplel g

\ n+l
On veut minorer aa, pour cela on utilise la formule de Stirling :

e

k ! ’\/(E)k v2rk (k + +x)

!
k # 0, lorsque k - +o la suite k + 1 donc elle est bornée.

(-—) V2

Soient C] et C2 telles que C] <1< 02 pour lesquelles on a :

k 0—
c, s K zﬂk sc,
kle
d'ou
1 Y
(12) clek k < kk IS C2ek k
v2mk v21k
al!
Si |a] # 0, alors on a : |ul|al 3 Czelm| o]
o ‘ VZﬁlal
(on convient que ajJ =1 si aj = Q).
a \
a. e j(a.)!
Si aj # 0, 1l résulte alors de (12) que : ajJ > CI —_—

V2o,




or o < |a| donc méme si aj =0, ona:

L a.
- o. e J(a.)!
V'j € {0,...,n}, . J 3 C, SIS R
‘ ] 27|
a O . n a,
et par suite : 1 o.d > (C )n ! —~—~L—*v- T e J(oz.)!

ou bien :

!Ol.l ﬁ+l
. o . Cpe ' (faln [/2n|a|]
=> |[Du@) || s sup ||ux)|].c%!

- 5] -

XEDg V21| al . (C])n+]e[a|§!

¢,

En posant : C = alors il vient que :

n+l

€™ ™

n
0% | < sup [lueo e, e (laln [/TaT]".

xeD

g

On remarque que si r 2

- (|a| + r) ! .

laf

n
alors : [‘/la[] < (la] + 1D

o s

Donc :
| I0%u(0)|] £ sup IIu(x)}I.Cn+]g“-(|a| + r)!
XeD
€
Enfin si o = O, Cn+l > 1 (car C2 > 1) alors :
[u@) || s ¢y xt sup [lu@)|].
‘ xXeD
g
N.B. La constante C ne dépend pas de la fonction u.

—_— n+l

..... (lJa] + ) =

C.Q.F,D.
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Cornollaine 15.-
. + =
Soient § un ouvert de c” 1 contenant D et E wun C-espace

de Banach alors V u € H(Q,E), E} C(n,u) telle que :

p(u) (x) << C(n,u)cbo E(X)'

La preuve de ce corollaire nécessite le lemme suivant

—_—
Lemme 16.-
a) Si £ g &' alors DE' C:Dg.
b) Si ﬁg C Q alors 53 6 € ]0,1[ telle que 5eg(: Q.

Preuve du Lemme

a) Soit x € D ,alors

g'

golxol + ...+ gnlxnl SE' x| + ...+ €;|Xn| <1

et par conséquent X € Dg'
b) On le démontre par 1'absurde :

Supposons que Voe ]0,1[ : I-)eg ¢ 2 on a alors :

v p =2 : D 1 C# 2, (8 =1 - l), donc il existe une suite xp € C
(1- —¢
P P
telle que x_€ D I et x_ ¢ Q; d'aprés a) du lemme : D | ©
(1~ ;)E - E)E

le théor@me de Weirstrass nous assure l'existence d'une sous-suite x-

a(p)

convergente (o o : N - N est strictement croissante) soit £ la limite

de xo(p)' [ﬁ est fermé et xc(p) € LQ donc £ € [Q .
. Le ﬁg : En effet : Xs(p) € D 1 => E (1- ! )Ejlxc(p) jl
(1 - )E j=0 a(p) ’

o(p)

lﬁg .
2
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En passant 3 la limite lorsque p —+ + = et en tenant compte

du fait que x > L et o strictement croissante alors on obtient

n a(p)
Z £. |K.| < 1, par conséquent £ € D,.

On vient de prouver que : £ € Dg et L€ [Q. Or par hypothése

D.c Q donc ceci est absurde.

€
C.Q.F.D.
Preuve du corollaine 15 :
Soit 8 défini dans le lemme précé&dent. Le th@oréme 14 nous permet
d'écrire :
$(u)(x) << €, sup ‘lu(x)|"¢r,eg(x)'
x€D
6g
Cherchons C(n,u) . qui vérifie la majoration suivante :
Cn+l sup ||u(x)|| . ¢r’9£(x) << C(n,u)¢o’g(x).
xeD
0g
On a :
o o () = ] {(lal + 1)t e'“'aﬂ 2 e G0 = ) [(Ial')a"‘] x
r,68 aéNn+1 ol °,& adNn+] al

Existe-il C telle que : Vae Nn+], (Ja] + £)! e|a| < C.(Jalt.

! 1
La série X {ptr)! oP a pour somme : —r Si on prend
¢ ' Il
p=0 p! (1-6)
r!
C = ————— on a bien :
r+l °
(1-8)
r!
p(x) << ¢ sup [Ju || ——F7 - ¢, ().
xeDeg (1-8) ?

On pose donc : C(n,u) =C 77 SuP Hu) 1.

r
(1-8) xeDeg
C.Q.F.D.
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U - ESPACE DE BANACH ASSOCIE A UNE SERIE >> 0 ; [ESPACES B

k,E’
On note : E{x} = {u e E[[x]] telle que - £ e GR:)n+] :

Pl &
u 2~ < o},
aeNn+] & a!

Il est clair que E{x} est une sous-algdbre de E[[x]].

Soit a € @€{x}, a(x) »> 0, on note ;

Ba = {u ¢ E[Eﬂ] :,'EHC 2 0  (dépendant de 'u) ﬁelle que ;

u(x) << Ca(x)}! et on définit une norme sur B, de la maniére suivante :

Vue B, : ||u||a = inf{C telle que : u(x) << Ca(x)}.

Remarque :
§i uv e B, alors u(x) << |Iu||aa(x).
En effet :

ona: Vace ot et Vo> ||u||a,||u ¢ Cay, donc :

allE

n+1

V a €N . |Iua||E < llullaau.

Proprnite 17.-

(Ba’ L Ila) est un espace de Banach.

Preuve :

1°) Ba est un espace vectoriel normé :

Soient u,v € Ba et A e € alors :
(1)  (u+v) (%) = u(x) + v(x) << (Ilu_lla + llvlla)a(x) => u+ve Ba et

[uswl ] s [Tull, + TIvH,-

(i1) u(x) << [|u]]| a(x) => Ju(x) <« |A|.l|u||aa(x) =>AueB, et

[l < I ull,-
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. 1
si A4 o0, flulf, =1l=. ], < [xul ],
A A :
Finalement, on a bien :
aull, = 1AL - 1ull.
Donc || I[ est une norme sur l'espace vectoriel B .
a a
2°) Ba est complet :
. P .
Soit (u )peN une suite de Cauchy dans Ba
Yeo>o, E]N(e): VpaN(e),\V'q;N(e) : Hup—uq||a<s
1
=> Vg ean+ s Ilug - uglla < €a .
P P x° q q x>
avec : u (x) = ) u — et u(x) = ) ul —
agNn+] * al agNn+l * ot

Pour o fixé, la suite (uZ)pEN est de Cauchy dans E qui est

de Banach donc cette suite converge vers u, dans E. On pose :

a
X
u(x) = z u — .
aeth” ® at
» On veut montrer que u € Ba et u’ > u dans Ba
Soit e > O, Vp 2 N(), Vqz2NGE) et YVace Nn+1 : Hug —ugH g ea
ona : lim Hup - uq{l = ]lup -u || ; donc :
o a o a
q—>+oo
+
Voaen? ], Yp 2N : Ilug - Uall $ ea et par suite
LA € B et ]Iup - uli < €.
a a
Puisque uP € Ba et Ba est un espace vectbriel alors u € Ba'

On sait que : Ve-s 0, _—__IN(E) tel que : Vp z N(g), Ilup - ulla < e

donc up -+ u dans Ba'

C.Q.F.D.
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Soit S wune application linéaire de Ba dans H(Da,E) définie

Qo

par : u -+ S(u) avec S(u)(x) = Z a1 Yy X (série convergaﬁée‘dgns‘

oelN o!
Da)' :
Soit, d'autre part, un compact K.ﬁ'Da, on munit 1'espace

H(Da,E) de sa topologie habituelle définie par la famille de semi-normes :

P (f) = sup|[£(2z)|| lorsque K décrit 1'ensemble des compacts de D,.
zeK ‘

Prophiéte 18.-
- 8
B ——— H(Da,E)

a
(S est une application linéaire injective et continue de Ba

dans H(Da,E)).

Preuve :

1°) B,G H(D_,E)

On veut prouver que Y k compact de Da’ EHCK 2 0 telle que :

VYue B, PK(S(u» £ CKllulla.

Soit u e B alors u(x) <<||u|[a.a(x) et par conséquent ;

1
Vaen™ s ||ua|| g Ilulla.aa.

Soit d'autre part x € K,

lx|® | % &
Sy )|| < u — £ ||u _ a = |lul| a(|x]).
sl < 1ol E <, 1o e, ZE i

Tout compact contenu dans Da peut €tre inclus dans un gompact

€quilibré ; on prend donc K é&quilibré et on a alors :




Vxexk: a(]x]) < PK(a) z C, et par suite :

K
Vxek: ||S(u)(x)|| g llu[ia.CK.

On a bien : .PK(S(“)) £ CKllu!Ia et S est continue.

2°) 8 injective :
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Soient u et v appartenant 3 Ba telles que S(u) = S(v)
alors u = v,
En effet :
&
S(u) = 8(v) = S(u) -8V =0=5@wv) = ] _ (u-v)
aeN a!
n+1
On adonc : VaeNlN » U =V et par conséquent u = v,
C.Q.F.D,
On note B = B espace de Banach quidépend de £ et -k,
kT oy
’
ol ¢k £ est la série définie dans le théor&me 14 et || I'k £ la
) .
norme dans cet espace de Banach.
Propriéte 19.-
D(¢k’€) = Dg (domaine de convergence de ¢k,E)'
Preuve :
1°) D_cD
) £ (¢’k,g)
n
Soit X € Dg done : ] &.|x.| <1 et par suite la série :
- . §=0 13
, v
y (i) ! (Y e ]x.HP ~converge, autrement dit la famille :
p=0 pt j=o 1
o Ix|° '
z rl+](|o¢| + k)! ¢ est sommable et par conséquent X € D(d)k g),

aeN

a!
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2°) D(q)k,g)c DE

x|
Soit x € D(d)k g) alors X n+](|a| + k)!ga —— est sommable,
? aeN a!

et d'aprés les propriétés de l'associativité dans les familles sommables

o = yr o
ona: ) n+1(|a| + Kk)re’ lfl_.= ) S0 908 ) E.Ixj[)p qui converge

aelN al p=0  p! j=0 4

n
donc : Z E.Ix.| < 1 et par suite x € Dg‘
j=o 1 C.Q.F.D.

Conollaine 20.-~

- S
2 .
Bk,& H(DE,E)

Preuve :

On a : Bk,g = B¢k : et H(Dg,E) = H(D(¢k,g)’E)’ le corollaire

se déduit directement de la propriété 18 en remplagant a par ¢k £
b

Propniéte 21.-

Si El £ € (iR:)nH tel que Q>OD

l

g alors H(Q,E) o, Bo’g.

Preuve :

Soit u € H(Q,E) alors d'aprés le corollaire 15, il existe

C(n,u) = C r sup ||u(x)|| avec 6 €7]o,1 , telle que :
n+l r+l =
(1-8) X€DBE

¢ (u) (x) << C(n,u)¢o E(x) donc ¢(u) € B, et

s &
1
e ] . , sc .. —F—P= (u).
0,& n+1 (1—e)r+l DBE
Propriéte 22.-
Soit (k,k') e N xIN et (£,8') € 0Rt)n+] X (IRI)IH'l tels que :
k s k' et & <¢g'
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alors : B & B, ., et la norme de 1l'injection canonique est
k,& k',&

k!
< — (donc < 1).
(k')!
Preuve :
Soit u e Bk,& : u(x) <<l|u||k’€¢k,€(x) et on veut démontrer que
!
u e Bk',g' (i.e u(x) «|!u|lk,’€, ¢k,’g,(x) << Y [lullk’€.¢k,’£,(x)).
Ceci revient 3 prouver que :
k! k!
op (X)) << —— ¢+ g+ (X) ou encore : ‘Dk(<x,€>) << d?k.(<x,€'>).
& (k)1 KoF (k')
n n
. ' = ' - '
On a : & g & donc <x,&> = .X gixi <<.X Eixi <x,E'>
1=0 1=0
d'Otl : ‘Bk'(<xag>) << ‘ﬂkl(<x9£'>)-
Le probléme sera donc résolu si on montre que
1
@k(<x,g>) << ﬂk.(<x,g>) et a fortiori si : ﬁk o K ﬂk'
(k")! (k")!

1
soit encore : V p e N, (p+k)! < k! (p+k')!
(k')!

Si k gk' alors VY pelN : (prk)...(k+1) g (p+k')...(k'+1),
(p+k)! < (p+k')!
k! (k')!

donc Vp e N,

C.Q.F.D.

Conollaine 23.-
Si 53 £ € (R:)n+] tel que Q IDBE alors :

V ken, H,E <2 B -
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Preuve :
On a :
¢]
H(Q,E) ——— B
0,&
¢ i
B
k,&
¢1
H(Q,E) C——sr B, £ d'aprés la propriété 21.
?
B « 1 LB d'aprés la propriété 22.
0,¢§ k,g
or ¢ =1o0 ¢1 donc elle est continue et injective.

Conollaine 24.-

n . ¢
Vrs ;- on a : Hb(DE’E) —— Br,&'
Preuve :
On munit Hb(DE’E) de la norme : ||u|| = sup [Jux)].
xeDg

I1 découle du théoréme 14 que :

$) ) << €y osup [uGofle, (G o= e [ Tulle, 0
xeD ? ’

£
donc : o(u) € Br,g et ||¢(u)]lr,E§¢Cn+l||u||.
C.Q.F.D.
Lemme 25.-
. A -_—
Soit O<a<s<sg'<b et s' <es ; alors V p € N, :! Cp(a,b)
tel que
C (a,b) 1
C (a
'
p! o << p- .
(1- st)? 1-s't (s'-s)p
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Preuve :

On va le prouver par récurrence sur p

n
p =0 : on prend Co(a,b) =1,

¢ (a,p) 1 ¢ (a,b)
a, © . . a, o0 ..
p = s 1 > << 1 L — <z Z (j+l)SJtJ << 1 Z (S')JCJ

(1-st) 1-s't s'-s j=0 s'=-s  3=0

n,
s J C](a,b)
<=> VjelN, G+DE) s
8 s'-s
- - - . X 1
On est ramené donc 3 étudier 6(x) = (x+1)a”, avec a e]E; , ][
8'(x) = [:(x+])Log a + I]aX
— ] - 1
% 0 | Log a +oo
el(x) + # -
8 (x) / Mg \
1 0
-1~ ! '
- 1

ou Ma = ! a Loga _ _ __1 e (1+Log a) S E—

Log a Log a e a Log a

. s 1
donc 81 : — ¢ -, l[ alors on a :
s' e
) . i ' b

Vijen, (J+l)(—:’—,) < 2 <

eas(Log s'-Log s) ea2(Log s'-Log s)

Log s'-Log s '
de plus ! < b car -1 b 1 (o € ]a,bD
Log s'-Log s s'-s s'~s g b
et finalement : s < s' < es
: 2
. . s J b 1
VJ €fN, (J+])(;T) < 7 . '
ea s'~s
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n b2
On prendra donc Cl(a,b) = —5
ea
' ¢ _(a,b) !
Si & r . alors :
(1-st)P (s'—s)p 1-s't

n,
(p+1)! Cp(a’b)(pH) y 1 y 1 _

(]—st)p+2 (s'--s)p 1 ~st 1-s't (s' - s)p I = i; 1 -s't

'f\, s
s Cp(a,b)(p+l) b(P+1)Cp(a,b)

]

i x << e .
(s'-s)P 1-s't (s'-s)P 1-5s't

A" o
On pose donc : Cp+](a,b) = (p+l)bCp(a,b).

Ce qui termine la démonstration du lemme.

VI - DERTVATION ET MULTIPLICATION DANS LES ESPACES B

k,&
1 - Action de D" (u e-Zn+]) sur B £
b
Soit u € Bk,g alors u(x) << ||u|’k’€¢k’€(x) et comme la
relation << est stable par p" donc :

1
Vuez™ , DMu(x) << |IU||k,€Du¢k,€(x)'

De plus
H o+u xa u o xq
D () = ] (ol + Ju] + )1e®™H 2= g ¥ (ol + Ju| + w)re* % |
i aa[}ﬁ]+ o! az[}i]+ a!

Or les fonctions majorantes ¢ sont définies seulement pour

k,&

k 2 0 donc si k + |u| 2 0, on peut &crire :

¢
= + + k)! a 2(..._
¢k+|U|,€(X) an+1(|al [l )iE !

Q€

et par conséquent : @ x>
Do ol s ful +00e® Z=cca ) (-

az{-u, o




—

d'od : Duu(x) << Ilullk’€£u¢k+|u|’€(X)-

On a donc 1la :

Proposition 26.-

Si pe Zn+l, k € N tels que k + |u| 2 0 alors :

p! e L(B et [I0"ll 5 g y s B

k, £ e [u], &)

2 - Action de Ra multiplication sun Les B, g

Proposition 27.-
Soient £ €N, kelN, £ ¢ (er)n+1 et n E'JO,][ alors,

1'application B définie de : Bﬁ,ng x Bk,i dans Bk,i

par (a,u) ——> a u
. . ey . 2!
est une application bilinéaire continue de norme < D
(1-n)
Preuve :
Soient a € B et ue B on a alors :
£,nt k, €

a(x) <<|'al|£,n£.¢£’n£(x) et u(x) << llullk,£'¢k,5(x)'

Or la relation << est stable par multiplication donc :

aut) << [lufly p.llally ootp o G)0  G0.

On veut montrer que :

(1) aue Bk,& H
. £
(ii) |]a Ul|k,g $ ;::;;ZIT -llullk’€~||a||£’ng-

I1 suffit pour cela que :

' £!
(13) ¢£,n£(x)'¢k,£(x)‘<<27:;;ZIT ¢k,€(x)

- 63 -
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On remarque d'abord que :

1
(14) Jo(nt) . P_(r) «— P ().
l-n
En effet :
(o] [+ [e o] r r [s¢] o0 N r
O, (&) =(] PPl e = ] | ] Pt ] 1] Pt -
p=0 q=0 r=0 |p=0 r=0 |p=0
1
= — 1 ().
o
1-n
On a : &o(nt) >> 0 et comme la relation << est stable par la

multiplication des séries formelles positives alors :

B, o120 (6 << =y ey (o),

I-n

puis on applique 3 nouveau la majoration (14), ce qui donne :

[0 (o]%0_(6) << —1=9_(t)
(1-n)

et par récurrence,on arrive 3 la majoration suivante :

[0, (e 16y << (]_n’)m b0 = [ el © (—]_%m 9,(0)

or : ﬂz(nt) = E!Eﬂo(nt)lz+t donc, ﬂ£01t)ﬁo(t) << ?T:ffzIT ﬂo(t),

En multipliant cette majoration par k![wo(tX]k, on obtient :

. £1 k+1
IR0 <<=y (O car () = k[0 (0]

Le résultat sera obtenu en remplagant t par <x,£> qui est
une série positive dont le terme constant est nul. Il faut aussi remarquer
que  nt = <x,ng>.

C.Q.F.D.
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CHAPITRE V

DEMONSTRATION DU THEOREME 8.

On démontre ce théoréme en utilisant les mémes idées que celles
utilisées dans [I], c'est-d~-dire de ramener le probléme pour un opérateur
de poids quelconque & celui pour un opérateur de poids zéro, puis d'utiliser
une méthode d'approximations successives comme dans le thé@oréme
d'Ovsjannikov [27]. Cependant on utilise la méthode des majorantes sous
la forme que lui a donné Wagschal [35]. I1 faut signaler a ce propos que
Hasegawa ([21], [22]) utilise aussi la méthode des majorantes pour démontrer
la version réelle de son théoréme, mais sous une forme plus compliquée que

celle utilisée dans ce paragraphe.

Soit h un opérateur différentiel de type de Fuchs en a par

rapport & S, de poids T S(a) et d'ordre m.
H

On veut résoudre le probléme de Cauchy au voisinage de a :

h(u) f

(VD) (a)

T
o ™S

c
1
<
[

avec f et v fonctions holomorphes au voisinage de a.

On pose : u=v =w , le probléme de Cauchy (VI) s'écrit

h(w)

g

(V1I) (a)

T
=0 ™S

£
I

oi g =f -~ h(v).
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De la seconde condition de (VII), résulte qu'il existe U unique
T, . (a)

holomorphe au voisinage de a telle que : w =1 .1ﬁh’s et trouver U

revient 3 trouver w.

Th,s(@)

U vérifie : h(u § ) =g , c'est-d-dire : h](U) =g

avec hl opérateur de Fuchs de poids O en a par rapport & § (théoréme 7).
On choisit une carte locale telle que {(x) = x et as= (0,...,0) ; dans

cette carte locale 1'équation s'écrit :

B(U) = QU) + g

m
" m— -
avec P = Z a (x') x P Dm P (on peut supposer que a_ = 1),
& m-p o o m
p=0
m—1 a0+1 ao o'
Q= - z *o Do Bm-a ’ Bm—a - Z aa(x) Dx'
a0=0 o o |a'[gm—ao

On a : Cl(k,x') = C(A + m~k, x'), (théoreme 7), si C](A,x') est le
polyndme caractéristique fuchsien de hl et C(r,x') celui de h.
Il découle du lemme 9 que si Vj eN : j > mk , C(j,0) # 0 alors HV

voisinage de O dans " tel que :
V="' eV , YiedN , jzmk: C(j,x") # 0.
On en déduit ;

Y'evVv , YieN: C](j,x') #0

v ’ ) ‘
Donc P est bijectif sur 1'ensemble des germes de fonctions holomorphes

en O.

= - © u,(x') xJ
$i u® = J u,x) =2 ona ¥lum= ] 1 ——— .2
=0 J j! j=0 €, (j,x") it
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donc le probléeme (VII) est &quivalent au probléme (VIII) :

(VIII) U=G o @ +U avec U =¥

On utilise comme dans [1] une méthode d'approximations successives

on pose, pour p 20 : U . = (%-l o Q) (Up) + U0

p+
et V. =1 - U
P p+l P
on ad v =U -u = 3o @)
n a donc o - Yy o - o Q o
v oo=u -0 = o@w y+u -F Mo W) -u
p+l ~ “p+2 ptl - °Q p+l o °Q p o}

-1 1
=E 0@ U, -U) = E o) ()

Ceci raméne 1'étude de la suite Up d celle de la série de terme général

On suppose que R et r sont tels que les coefficients de

1'opérateur sont holomorphes sur un ouvert § contenant D défini par :

! | L |x | + ..+ x| s

+

D={(x ,x') ¢ ¢*
)

R r

x|

et que : {x' e " I ]x

l|+...+|xn|s-]—}<:.‘v

r

On a donc V0 holomorphe sur un voisinage ouvert de D et il existe

une constante, qu'on notera i|Vo|| telle que :

1 1

LNCORNIAY x ;
l—xo Eo l1-st(x"')
1 t R r -
avec : t(x') = Z X: s Eo > — et s 3 — ot n, € ](),l[ est un

i=1 « n n
o o

nombre donné,

v .
P
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On va prouver par récurrence qu'il existe une constante K

telle que
KP xP 1
Vs' > s : V. (x) << ||V |] — . ° .
P ° (s'~s) P l—xo 50 I-s't(x")

Cette majoration est vraie pour p = O , car si

1 1 ~ .
s' 28 : << . Supposons le résultat vrai pour p et

l1-st(x") l-s't(x')

démontrons le pour (p+1).

1 m-1 el uo+1 al
On a : P oQ= ) P o (x D B )
o o ma
o =0 o)
o
a +l «a
On va étudier 1'action successive des opérateurs Bm—a , xoO DOo et
-1 o
P sur V .
P
A
° . . = ' o
1°) On a : Bm—a (X’Dx') ' z aa ’a,(xo,x ) Dx'
o o lsm—a o
o
M 1
Yo tel que ]al £m, 3 M telle que : a (x) << &
o a l1-x R 1-rt(x')
1 1 a'
On note : Cm—u (x3D ,) = . Ma . . Dx'
o X 1-R x l-re(x') |a'|sm—u o’?
o )
Donc : Bm—a (x;Dx,) << Cm—a (X;Dx,) (Définition 11).
o o
Soit 0 € Js,s'[, alors il résulte de la propriété de << que :
P
P X '
K 1 1 1
By, T el [0 L o i ]
o (o-8) P 1-Rx 1-€ x l-rt(x') Ia'lsmﬁx o’ l-gt(x')
o oo 0
p [
=HVH Kp 1 xO 1 z MO|OL‘-_L0L'!!
o _eymp T _ _ o [aT]+1
(o-5s) 1 Rx0 1 ono lI-rt(x'") Ia'lsnrao [l ot(x')]

On a d'aprés la proposition 27
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<< R <<
l—RxO I—EOXO 1- g— l—ono ]—no ]—ono
o
et il résulte de la proposition 22 que
] (= ]
la ’ ! - (m uo) !
' m-o +1
[l—ot(x')]l"‘ [ +1 [1-ot(x")] °
donc :
Bm—a (Vp)(X) <<
o
P p - !
K | 1 X 1 (m oco)- la’ |
[V, | — - — - e T L M
(o-58) l—no l-gox 1-re(x') [}—ct(x')] o !a ISm—a
I1 résulte du lemme 26 que :
Bm—u (Vp)(x) <<
o
kP 1 N xg 1 1 1
<< ||v0|| g - R, . C_ (ab) —
- - _ —a! v _ '
(c~s) 1 n, o o 1-x & 1-s't(x'") I-rt(x') (s'-g) o
1)
avec Ra = z Md o' b,a l
o !a'|5m—a o’
o
Si on suppose a > L alors :
n
o
1 1 1 1 1
. << . <<
1-s't(x") T~rt(x") 1= ~—; 1-s't(x") l—no 1-s't(x")
et finalement
KP I ¢ -ao(a’b) I xP
B (VY (x)<<||v_|| . R
m-o_ " p o __\Tp RN o m-o. o ' _
o (o=-s) (1 no) o (s'-0) o 1-s't(x") 1 Xogo




2°) On aura donc :
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o +1 o
%o Do Bm—a (Vp)(x) <<
o
v
kP Cm—ao(a’b) 1 o+l « xp
IIVoH p 2 " Ra : m~g ' ' xoO Doo[ : ]
(o-s) (1~no) o (s'=0) o I-s't(x') I—xog0
xP o . s
On a : o = Z gg xz ]
l—goxo j=0
p .
o X © . p+ti—a
(o] (o] = J C .
Do []-6 x] 'ZO Eo uo(pﬂ) %o
oo J
o+l a xP o . . o . .
o of__o | _ ] oy (PHItl _ p+l ] oy L
x ~ D [ ‘ ] = 1 & C, (p+i) x x, L & C (p+i) x!
1-& x j=0 ) j=0 o
oo
et par conséquent :
ao+] o,
xo" Dy’By, (V) () <<
o
kP Rao Cm—ao(a’b) p+] oo 3 . 1
<< [lv I : : - xT ) gl C (p+i) %
° (6-s)™  (1-n )2 o, © j= ° % 1-s't(x")
o (s'~0)
P
K R ¢ O N | : |
= v ll—=F — - | L 8T 6, G )|
(o-s) (l—no) (s'-0) © =p+1 ) 1-s't(x")
ao+1 o, ® ;
On pose : w (xX) = x D B V)(x) = w .(x") x
P o) = X D m-a_(Vp) j£o CO I
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On a donc :

Y
_ v P ‘Rd : Cm—q (a,b) . | :
AN COESINAIE - — —— £37P7 ¢ (-1
> - - ! '
(o-s) (1 no) (s'-0) © o 1-s't(x")
N © . : v (x")
si F(x) =3 'w)m =T F_ .(x") ) ona: F(x') = P2
P P j=0 ] Ps] C](J’xv)
En utilisant le corollaire 12, on obtient :
Vizp+1
ny 1+ -1
R C_ (a,b) ¢gI7P
kP a, m ao o M 1

Fp’j(X')<<llvoH mp * 2 ° m-o ) m-o : ' ) ' '
(o-s) (]—no) (s'-0) 0 G+1) o I-rt(x') I-s't(x")

" j—p—l
> Rao Eo 1
<< ||Vo|| P )mp . e o st (x")
°F (s'~0) = (pe1) ° TOEW
Ra . ;
oi K = . ¢  (a,b)
o 3 m—ao
o (l—no) o
donc
P kd bt
K o j=p=-1 7 1
Fp(x)<<||Vo|f = — [; ) Ei p X%} — =
(0-s) [(p+l)(s'—o)] ° Li=p+! I=s't(x")
X +1
P
p o X
K ‘ 1
Al : = . —

o —<\P - _mo - ot (ut
(o ;) E [(p+])(s'~0ﬂ o 1 x € 1-s't(x")

8 -8

Si on choisit o € Js,s'[ telle que s' - o = alors :
p+i
m %o ' %o
1 ] B (p+]) P (5'-q) < oM (b-a)
@ m-a _mp*l) © 'y (p+1)
(o-s) [(p+l)(s'~05] o P (s'-s) (s'-s)
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et par conséquent

P o 0"
Y
F_(x) << ]]VOII K Ty Re e™(b-a) © =2 . !
P (s'-5) P 0 1-x ¢ 1-s't(x")
%%
Finalement : '
mil Nt a0+1 ao
vV . (x) = P (x D~ o8B ) (V) (x) <<
p+! o =0 o o m—ao p
o
p m=1 a xp+1
: 4}
< {lv_II =y | L R, ma) O e ]
L = - —_—a! ]
(s'-s) ao o o 1 Xogo I-s't(x')
m=1 o
. m o .
Si on prend : K = e Z R, (b-a) , on aura bien :
a =0 o
)
p+l
p+l X
vs' > g ¢+ V +l(x) << I'VO'I K m( +]) . (o] . 1
P (s'-s) P 1-§ x I-s't(x")
oo
On impose maintenant
le x| cp <1
oo )
b(lel + ... 0+ Ixnl) g, < 1
On aura donc :
K.lxol P 1
Yoew, V' >s , |v | < || - 5
P (s'=&)"]  (1-p )
o)
: (s'=s)" L. )
Si Ixol § =——— avec K' > K, alors la série de terme général Vp
K'

converge normalement et la suite de terme général U_ converge uniformément
P
. n+1 .
sur un polydisque convenable de centre 0 dans € vers une fonction

holomorphe U. Comme %(Up+]) = Q(Up) + g alors la limite U vérifie :

B(U) = Q(U) + g donc h,(U) =g . C.Q.F.D.
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CHAPITRE VI

THEOREME D'OVSJANNIKOV MODIFIE.

Les méthodes utilis@es dans le chapitre V sont du type théoréme
d'Ovsjannikov. On donne dans ce chapitre une formulation de ce théoréme

qui généralise celles données habituellement ([2f], [2{], Ekﬂ).

1 - HYPOTHESES ET NOTATIONS.

On fait les hypothéses suivantes :

(H-1) Soient I un intervalle de R et (E )
s’ sel

de Banach sur K ayant les propriétés suivantes :

une famille d'espaces

V(s,s') e IxI:s<s" =>E , &—E (inclusion topologique).
s 8 g

On note par I(s,s') 1la norme de 1'injection canonique de Es' dans ES

(H-2) On définit E = {J E ; il résulte de (H-1) que E est un [K-espace
se1 S

vectoriel.

On se donne m € N et pour tout r e {1,...,m}, Ar € L(E)
(L(E) espace des applications linéaires de E dans E) tel que :

sz,s') €I xI:s <sg' =>A\
r|E '

. ef(ES,,ES) . (Arl est &

Es'
valeurs dans ES et est continue de ES, dans ES).

On note :

Cr(S,S') = IIAI'IE Hf(E E )
s' s'’’s
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(H-3) Soient o € !Rt, Ip =]— 0, p[ et pour tout r € {1,...,m} on
se donne Br € F(Ip,L(E)), (F(Ip,L(E)) ensemble des fonctions de Ip

dans L(E)) tel que :

a) Y(t,s) e I xI: Br(t)IES e £(E)
b) Ve e[O,p[, Vs e I et Vre {1,...,m} :

sup ||B_(t) =L _(g,s) < + ®
i EN PREICRIE

) Vsel,Vesop:ge CO(IE,ES) — {t —» B_(©) [e(t)]} e CO(IE,ES)

Remanque :

Si on se donne Br € F(Ip,L(E)) tel que :
0
VseI:t—> Br(t)IES e C(1, ‘.f(ES))

alors les trois conditions a), b) et ¢) sont vérifiées.

En effet :
i) La premiére condition est triviale,
ii) Si € < p alors le compact [; €, e] est contenu dans Ip
et par suite 1'application ¢t - Br(t)|E continue sur le
S
compact [} €, {] a valeur dans 1'espace de Banach iﬁES)
est bornée.

iii) Soit g e CO(IQ,ES), on a le diagramme suivant :
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t ————— (Br(t)IEs » 8(t))

I —-————~———-——-—>f(ES) x E

E B_(t) [g(t)]

donc 1'application t > B (t) [g(t)] est continue comme composée des
T
deux applications continues (on rappelle que si on a un espace vectoriel

normé F alors 1'application bilinéaire : FP(F) x F —> F est continue)

(J,u) — J(u)

d'oti 1la condition c).

(H-4) On se donne

be FCU U CP(ILE) , U U c°(1€,Es))
sel O<egp sel O<egp

qui vérifie les propriétés suivantes
a) Yse1,Ye>o0, 4 e L(C°(I_,E))
o e’’s
C (IE,ES)

b) Si ge CO(IE,ES) et e' < ¢ alors : AglI = A(gll )
€ 3

| 1

(c'est-a-dire que A est un opérateur local).
c) 36 € F([b,p[; R+) satisfaisant aux conditions suivantes

i) § est une fonction croissante
ii) 1im 8(X) =0

A0

Az0

iii) Si ge CO(IE,ES) est telle que
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Yt e I_: ||g(t)||S < cS(ltI)k M (g)
alors : Ve eI , ||a@@®]] 5a ., o]t x M ()
e’ s ° Tk+l s

- . * . a
ou est une suite de R+ donnée en méme temps

(ak)kew*
que A et &.

On note par !I.IIS la norme dans ES

(H-5) On note M = {(s,s') ¢ I x I : s < s'}x [O,p[ et on suppose
qu'il existe une fonction B : M > R, vérifiant

a) V(s,s',e) e M : I(s,s") < B(s,s',e).

b) Pour tout (s,s',e) € M et pour tout ke N on a :

m k+1 r -1
Inf‘{z Lr(e,s).cr(s,o) [B(O,s',e)] .('H uk+i).6(e) } <
s<0<8 r=1 i=1
k+2
< [B(s,s',e)]

¢) Pour s et s' fixés, la fonction A - B(s,s',\) est croissante

sur [0,0[.

11 - ENONCE DU THEOREME D'OVSJANNIKOV GENERALISE.

Théondme 268.-

Sous les hypothéses (H-1), (H-2), (H-3), (H-4) et (H-5) on a ;
V(s,s') e T x I, s < s' ,3 €(s,s') tel que pour tout g < g(s,s') et
pour tout f ¢ CO(IE,ES,) . 3! v € CO(IE,ES) tel que :

m
Veel , v = ] B(t) [(A o s™v)(®)] + £(t)
r=]

La démonstration de ce théoréme nécessite la démonstration de

deux lemmes préliminaires.

On note. Es'(Is) 1'ensemble des fonctions f : IE > M E
. s<s'
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telle que pour tout s < s' ; f € CO(IE,ES).

On montre d'abord un lemme fondamental d'estimation de la
convergence :

Lemme. 29.-

Soient (s,s') e I xI , e >0 et f ¢ Es'(Is) alors

on peut définir une suite wk € Es'(Ie) par :

w o= f s wk+l(t) =

It ~18

B (1) [(a_oa" W) (6]

r=1

et elle vérifie la majoration suivante :

V(s,s",e') tel que : s < s" <s', ¢' <¢g, Vke N et Vte Ie'

k k k+1
)] ¢ sup [[E@]]  8(Je])™ [B(s,s",e")]
s |t|ge' s"
Preuve :
1°) On démontre la premiére partie du lemme par récurrence sur Kk
ona: w e Es'(Ie) car wo=f et fe Es'(Ie) par hypothése.
k ' P
Supposons que w € Es'(Is) et montrons alors qu'on peut définir
wk+] € Es'(Ie) par la formule :

m
W = T B o) [, o a7 W) (0]
r=1

Comme E (1) = M
s' e

CO(I ,E ) et wk e E ,(I) alors
€ 5 S €
§<s

\J

wk € CO(IE,ES) pour tout s < s' et il découle de (H-4) a) que
At wk € CO(IE,ES) pour tout s < s' ; donec si s < s" < s8' alors pour

tout t € I8 on a : AF wk(t) € Es" et on en déduit de (H-2) que

T @) e
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I —\El'

la coﬁposée Ar o (A wk) des deux
r|E |, applications continues est continue :
r k Q .
Ar o (A w) eC (Ie’hs)
On vient de prouver que pour tout s < s' : Ar o (Ar wk) € CO(IE,ES)
c'est-a-dire : Ar o (af wk) € Es'(Ie)' Il découle alors de <(H-3) «c)
que : Vs <g' : {t > Br(t) [KAr o AF wk)(ti]} € CO(IE,ES) et

par conséquent wk+1 € Es'(Ie)'

2°) Montrons la deuxiéme partie du lemme par récurrence sur k
P P

k=0:8i s < s" <s' onaune injection de Es" dans ES donc :

@1, = Tem ] < 1,8 .« @],

Si €' < e et ltl < e' alors (H~5) a) implique :

w20 ] < I(s,s")  sup [1£Ce) ]| . < B(s,s",e")  sup REICT RN
tige! t]ge’

supposons que cette propriété est vraie jusqu'au rang k et montrons qu'elle

est vraie pour le rang suivant :

H k+1 _ v r k v r k
v (o) =] Zl B_(t) [kAroA wo )] s lelsr(t)[kAroA w) ] s
r= s r= S

m
s 1B (o
r=1 r f(ES)

. m
AN o™ 1] < )1 9|1 o™ (0]
s r=1T - s

1

o ' " r k,
') L.(e",8) . C(s,s™) . |1 () |
r=1 3"

r .
car A wk(t) € Esn' si s <s8" <sg"<ss', Ar : ES", —> ES .




D'aprés 1'hypothé&se de récurrence on a :

sup

@] s
S"'

De (H-4) ¢) iii) on tire :

o )| s sup
s t|se

| ()| < sup
S'" t'SE'

On aura par conséquent :

k+1
| 1w

)| s sup |[£CE)]]

s [tlge! s

< sup [[£()]]
t]se’ s'

t|ge'

St

Hf(t)“ . 6(|t‘)k EB(S"'gs",E’)Jk+]
s .
Hf(t)ll ak+] 6(Itl)k+] [B(S"",s"',
s"
r k+r
el o Inoa T sdeh
s =
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E')]k+1

ZL(a,QC(SS”)[H(m+]M|d)bT@(”'s ,E ﬂkﬂ

'r—.

k+1

Or cette inégalité est vraie pour tout

| |t sup |[£(0)] |

s t<€ s"

)] <

r

s sup Ilf(t)ll
tjge'

s(ltl)k+l

(e [Bes, 5" )]

m
Z L (' ,s)C (s, d")['ﬂlak+ ]

r—l

(e’ )r | »

% [B(S'" ,S",E')]k+]

s"' e ]s,s"[ donc :

Inf
e]s 8

m
z L (e' ,s)C (s,s'"
"le=1

[H ak+i] X 6(6')1""] x [B(S"' ,S",E')]k+]}
i=1 ‘

d'aprés

)

(H-5) b).

C.Q.F.D.
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Lemme 30, -

Les résultats du lemme 29 restent vrais si f € CO(IE,ES,)’ et

Preuve :
I £ ~ E ,
8» S
li
- E
S

Puisque f est continue de Ie dans Es' et 1l'injection 1 est continue
de ES, dans ES alors f est continue de IE dans Es. Il résulte de
la preuve du lemme précédent qu'on a une suite wk € Es'(Ie)' Dans la
majoration relative & k = O, on peut prendre s" = s' ce qui est passible

car f e Co(Ie,ES,), le reste de la démonstration est le méme que celui du

lemme précédent.
C.Q.F.D.

Démonsthation du théondme 25 :

1?) Existence.
Soient (s,s') €e T x I avec s < s' et e(s,s') vérifiant

la condition suivante :

§(e(s,s")) B(s,s',e(s,8")) < 1

e(s,s') <op

Soient d'autre part ¢ g e(s,s') et f ¢ CO(IE,ES,) ; on
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P . k
définit une suite v  par :
v =0

m
v = 1o [ o a™ Fy©] + o
r=1

un raisonnement identique 2 celui fait dans le lemme 29 montre qu'on
e .k o I '
peut définir une suite v € Es'(Ie) , en particulier v = f.

k k+l  k . P c o
On pose : w =v - Vv -, cette sulte vérifie les propriétés

suivantes :

o 1 o k+1 v r k
B) w = v -v =f et w (t)= ) Br(t) [(Ar oA w )(t)]
r=1
I1 résulte alors du lemme 30 que si s < s" £ s' on a :

Yeew ,Ve' se, |t] €' ona:

O] < sup (e . seh® [Bes,sm,en]®! <
s t|<e' s"
k
s sup [|E(@]] . [s(e(s,8") B(s,s",e(s,s"))] B(s,s",e(s,s"))
t{se' s"

Puisque ¢' s e < e(s,s') , 8(e(s,s")) x B(s,s',e(s,s')) < 1 et ES est

-~

P S k
un espace de Banach alors la série de terme général w converge normalement
dans Es sur tout compact [} e', e'] de IE et par conséquent la suite

k . .
v converge uniformément dans E_ sur tout compact _[} e', e'] C Ie'

On a donc lim vk qui existe et est continue sur I . On note
k>too o &
v_ cette limite, et ona : v_e C (I ,E).
s s €’ s

. Soit s, < s' et s, < s' . Comparons v et v sur
1 2 Sy s,

Te(s,,s " Ie(sz,s')
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Soit t € alors vk(t) — Vg (t) dans ES

I NI
e(s,,s") €(5955") |

Vk(t) — Vg (t) dans ES

2
si on suppose que s, < s, on aura E ¢&— E , donc
1 2 » S, 5

lorsque k + + = i(vk(t)) — i(vS (t)) dans ES

3 1
k

v (t) —— v_(t) dans E

Sy s,

il découle de 1'unicité de la limite que : v (t) = v (t) pour tout
1 2

tel niI autrement dit

s(s],s') e(sz,s')

v = vy
S] 52
IE(S],S') n Ie(sz,S') Ie(sl,S') n IE(SZ,S')

vy solution du probléme sur Es

Vv .
On pose : ¢(s,s') = min(e(s,s'), sup e€(o,s'), sup e(s",s))
s<o<s' s''<s

Soient € g g(s,s') et f e CO(IE,ES,).

. Puisque ¢ g g(s,s') alors on peut définir v_ € CO(I ,E )
q s €’ s

comme limite de la suite Vk]I dans CO(IE,ES).
€

. €5 sup e(o,s'") ==>30 e]s,s'[ tel que : ¢ < e(o,s")
s<o<s' K
on peut alors définir v, € CO(IE,EG) comme la limite de la suite v '

I
€

dans cet espace, on a alors vy = Vv, pour tout t € Ie , de plus




- 83 -

m ‘ m
llvs(c)- ) Br(t)[KAroArvc)(ci]-f(t)l| =||Vs(t)-vk+l(t)+ Y Br<c)[<AroAr(Vk—vO))<ti]|[

r=] s r=1 S

m
v =@l + ] 113 @ v el sl v 0~ @]
s Tr= S 8

T r k _k+l
+ ) Le,s)C o [a v s v (0)=v e[|+
r=1 s

m r
+ ) Lr(e,s)Cr(s,o) [n aij §(e)*  sup Ilvs(t)—vk(t)H0 <
i=1

r=1 t|<e
k+1 k
s ||v (£)-v ()] +K(e,s,0) sup [[v (©)=v (£)]]
s tige o
. k+1
puisque pour k > + « v o(t) —> vs(t) dans ES

vk(t) —s v (t) = v (t) dans E
o s o

alors par passage 3 la limite on aura : pour te I ,
€

m
= r
v (£) = rél B.(t) [(A_ o v)(t)] + £(t)
On vient de prouver que pour ¢ g g(s,s') et pour tout
0

feC (Ie’Es') .

o

3 VS E C (IE,ES)

telle que si ¢t € Ie’

m
v () = rzl B_(6) [(A_ 08" v )(e)] + £()
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2°) Unicite de La solution.

On veut montrer que cette solution est unique dans CQ(IQ,ES).

On suppose qu'il existe deux solutions v, et v, dans CO(IE,ES).

On pose w =1v alors :

Vi TV

2,
a) we CO(I ,E )

B (t) (A, oéﬁwﬂtﬂ
1

B) w(t) =
T

i MBO‘)

et par conséquent w est solution de 1'équation :

w(t) = Z B(t)[(/\ ko)(t)] + £(t), lt|] <e pour £ =o0.
. ey

Soit s" € I, s" < s alors we CO(IE,ESH), (car ES <> Es”).

On définit une suite wk € ES"(IE) par :

=

w =W, wk+](t) = z Br(t)[(Ar o Arwk)(ti].
1

r=

"

I1 découle du lemme 29 que si 8" < s et ¢
|t| < € alors

I L CIIRLIC P LI

tige

puisque €' < e £ sup e(s",s) alors Eﬂs" < s tel que e < e(s",s)
S"<S
et

@ s sup (o] ][, 986", 5,607, 9) | *8es",5,6(6, )

t|ge'

or  8(e(s",))B(s",5,e(s",8)) < 1 donc : lim |[W(0)]],
k>+ca

I1 est clair que wk = w pour tout k € N (par récurrence)

donc ||w(t)||s" =0 pour |t| g €' et par conséquent w(t) = Q0 si
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]

Or ceci est vrai pour tout €' g€ donc w =0

(i.e. v, = v2).
C.Q.F.D.

Conollaine 31.-

On fait les hypothéses suivantes
(H-1) i) I = ]a,b[' borné ;

ii) L'injection de Es' dans ES a une norme < | ;

' C
(H-I1) C.(s'y8) = ————
(s'-s)

(H~T11I) I1 existe un nombre L 3 O tel que : \4 5, Y r, Ve

Lr(s,s) < L(e) ;

(H-1V) Soit A = D;l, la notation Dzl désigne l'application de
CO(I ,E ) dans CO(I ,E ) et elle est définie par :
€’'s €’"'s ¢
si ge CO(IE,ES) alors A(g)(t) = D;lg(t) = J g(r)dr.
o

On a dans ce cas : () = A et o, =

K (k = 1),

x|

Cette application posséde les propriétés suivantes
si Yte Ie’ Ilg(t)lls < ItlkMS(g) alors

0

t t k+1
PO If g0 | |ar] s Ms(g)'lf |« [*ax| = M_(p) Lt;L .
(o] +1

(H-V) Existence d'une fonction B 3 partir des hypothéses ci-dessus.
On la cherche sous la forme
B(s,s',e) = (s'—s)—mL] ol L1 est une constante a déterminer
a) V(s,s',e) e M, 1I(s,s') g B(s,s',e), il suffit de prendre

L, > (b-a)",




b) On a :
m . k+1 -l
S = z Lr(e’S)Cr(s,O)[B(o’s"E)tl "'r_'—"—"'r— 3
r=1 I (k+i)
i=]
‘ k1
m (L) r-1
< C.L(e) z 1 - (S,_c)—m(k+l) . £
r=1 (o-8) I (k+i)
i=1
et on veut que : Inf § ¢ (Ll)k+2.(s'—s)'m(k+2)
s<g<s'
ou encore
v m r-1
mf {(CL(e)EHME D rgn 7 L e
0€]S,s' s'~-g r=1 (o-s) T (k+1)
i=1
Ceci sera vérifié si
L m v _ m r""l
Sup |C.L(e). Inf {(E__g)m(k+l) Z (s'-s) x £
keN oe]s,s'[ s'-o r=1 (o-s)" L
? I (k+i)
i=1
Pour k donné on choisit ¢ tel que :
m(k+1) + 2
'—
s -s_ 3 _ I+ [
s'=a  m(k+l) 3(k+1)
'—
on vérifie que o ej]s,s'[. En effet : =2 51 => g > s
s'-0
s' =0 = (s'-s) BEICSD NN 0 => s'>g.
3(k+1)+1
On voit que :
m m
»(§_~§)m(kf1) = |1+ 3 < e3

s'-o m(k+1)
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et : 0 - s = (8'-8) - (8'-0) = (s'-5) 2 (s'-s) —1 => 8 18 § 4(k+1),
3k+4 4k+1) o-s

On aura donc :

| ! m 1 m r—1
sup {C.L(e) Inf |Gl v (sT-s) ¢

S —— o } o«
kelN GE]S,S'[ s'-o r=1 (o-s)r iﬁl(kﬁ)

1
Y m

C.L(e).(4e3)m Sup Inf 3
kelN oels,s'[ r=1 T (k+i)
i=1

r
(k+1) ] E;1.‘~l'(s,__s)m--r .

-

A

1
3 m
cLe) bl -a)]™ . L. T (EyF =1
€ r=1 b-a

A

1

(s'-s)"

Y
on prend : L. = max(L],(b—a)m),B(s,s',e) = et on choisit

. m
E(S,S') < -(—.S__:S—)—- .

Ly

¢) Il nous reste 3 vérifier que :
V(s,s') e I x I, s<s', E]e(s,s') tel que si A g e(s,s') alors
AB(s,s',)) < 1.

En effet :

Ll Ll
AB(s,s',A) = A — % e(s,s8') —— < 1.

(s'-s) (s'-s)"
Donc toutes les hypothé&ses du théoréme 28 sont vérifiédes,
alors sous les hypothéses (H-I), (H-II), (H-III), (H-IV) et (H-V) on peut

énoncer le corollaire suivant :
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e

Y(s,s') € 1 x I, s < s', Eﬂexs,s') tel que V ¢ < g(s,s'), VY fe CO(Ie’Es')

o ! vec®@E) vérifiant :

m
si t e I, alors : w(t) = rzl Brgt)[KAr o D:rv)(ti] + f£(t).

e

Corollaire 32.-
Si on se place dans les hypothé&ses du corollaire 31 alors
V(s,s') e I x1I, s <s", Sg(s,s') tel que Ve < ?:'(s,s'), Yfe CO(IE,ES,)

3 tuec"(I,E) telle que :

m
m m-r
tel = Dtu(t) = rZlBr(t)[_(Ar oD u)(t)] + £(t)
D’t]:u(O) =0 vpour j e {0,.,.,m=1}.
Preuve :

m - m j =
On note T (Ie,Es) {uec (Ie’Es) telle que Dtu(O) 0

pour j € {0,..,m-1}}.

-m
Dt

. o m , ,
Ona : C (IQ,ES) T (Ie’Es) application

.. . . m -r_m m-r
* S = .
bijective 1ueT (Ie’Es) alors Dt Dtu(t) Dt u(t)

En effet :

il
1l
]

m~-{ A1 :
D, u(t) - D, u(o)

Ef:qlu(ri]g

Dm—lu(t), car DT—IU(O)

t
-1l m m
r=1: D Dtu(t) [o Dtu(T)dT

= t = 0 ;
-2 m ~1_m-1 £ m-1 m=-2 m-2
r =2 : Dt Dtu(t) = Dt DT u(t) = I D u(t)dt = Dt u(t) car- Dt u(0) = 0
Q

et par récurrence, pour tout r € {0,...,m~l1} on a :
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- m- 3
DtrD?u(t) = Dt ru(t) (car Dgu(o) =0 pour j e {0,...,m-1}) par conséquent
si u e Pm(Ie,ES) est solution du probléme précédent et si on pose Dtu = v,

vV e CO(IS,ES), v est solution de ;

m
v(t) = J B_(1) [KAr o D;rv)(t)] + f(t).
r=] :

D'aprés le corollaire 31, v existe et est unique don¢c u = Dzmv
existe et est unique,
C.Q.F.D.

Corollaire 33.-

Sous les hypothéses du corollaire 31, on a :

V(s,s') e I xI, s<s', Eﬂg(s,s') tel que V g < g(s,s'),\v fe CO(IE,ES,)

et Vu. e U Eo pour j e {0,...,m~1}, EH !''ue Cm(Ig,ES) telle que
o>s'

m
tel —=> Dr::lu(t) = rZ]Br(t)[(Ar o D‘;"ru)(t)] + £(t)
iy : e
Dtu(O) = uj, j e {0,...,m-1}.
Paeuug :

1°) Unicite de fa sofution :

Supposons qu'il existe deux solutions u, et Uy Posons
U=u, -u, puisque u, et u, sont dans Cm(Ie,ES) alors il en est
de méme pour U, de plus
j Je, o cu -y = . _
D UC0) = Di(u, -u,)(0) u; —u, =0, je {0,...,m-1}

m
et : D‘:u(c) = ‘rZ] Br(t)[(l\r o D’E'rU)(t) X
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On voit que O est solution de ce probléme et il résulte du
corollaire 32 que cette solution est unique, donc U = 0 € Cm(Ie’Es) et

ar conséquent u, = u d'ol 1'unicité de la salution.
P q | =Y, i

2°) Existence de La solution :

En faisant un changement de fdnction inconnue, on peut se rameper
au corollaire 32.
On remarque que si u € Cm(IE,ES) est solutipon alorg :
| t j B m
Uu(t) = u(t) - 2 uj —- est aussi dans C (Ie’Es>'
. it

On a : u. € E avec o, >s8' > s donc u. e E (car E C E ).
o] ] j ] o s

9 j

De plus : DiU(O) = 0 puisque Déu(O) = uj, je{0,...,m~1}

a) Equation vernigiée par U

m
DT(U)(t) = Dfu(t) = rzl B(t)[(A_ o D?~rU)(t)] +

t

n ;
! B.(e){A_ oDl Z u, —|} + £(£) =
r=1 j=0 J'

m
= ) B (t)[}A o D U)(ti] Z Z B (t) A (D ——0 + f£(t).
r=1 T T Cr=1 j=0 3 g

On pose :
m m-l j
F(t) = § ) B(c)A(D ):'+f(t)=
r=1 j=0 J j!
- m m-l

j
) ZB(t)A(uD 5yl o+ £
r=1 j=0 j!
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? mil tj-—(m-r)
= ) B_(£)|A (u, —-————-—-i] + f(t)
r=1 j=m-r ° LT J [i-(m-r)]! ‘
m m-l j=(m-r)
=] 1. B(n) | M|+ £Co).

r=1 j=m'—‘r r Ei—(m*r)j!

U vérifie 1'équation :

m i
DLU(E) = ] Br(t)[}Ar 0 Dm-rU)(ti} + F(p).
r=|]

o]
b] FecC (IE,ES.)

. . > g' . E i :
On a uJ € E0 aveg oJ s’ alors Ar(uJ) € E, par suite

pd=(m-x) o 0
t > Br(t) e (uj) € C (IE’ES') donec F € C (Ie’ES')'

L G--o]t *

Toutes les hypothé&ses du corollaire 32 sont vérifiées donc ce

corollaire s'applique & F et U et par conséquent U existe.

3°) u_sofution du probleme posé :
2 B o : m-1|
I1 suffit de remonter les calculs avec : u(t) = U(t) + X pj —_
. j=0

Théonéme 34 (t e €).-

On conserve les hypothé&ses (H-1) avec (ES) une famille

sel
d'espaces de Banach sur €, (H-2) et (H-5) s 1'hypothése (H-3) est

remplacée par :
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(H-3)' Soit p > 0, Dp ={zeC: |z|< o} alors pour tout r e {1,...,m}
on se donne Br € H(Dp,L(E)) tel que a), b) restent inchangées

et la condition c¢) devient :
M Vsesel,Vespige H(De’Es) + {z » Br(z) [g(z)]} € H(De,E$).

Dans (H-4) 1la condition a) sera modifiée de la maniére suivante :

a'YVselI,Ve>o: ef(H(De,ES)).

A
H(De’Es)
On remplace le mot continu par holomorphe.

\ u"
Alors V(s,s'") e I x1I, s <s"', Hg(s,s') telque Ve < e(s,s'),\/feH(De,Es,)

E}! v € H(Ds’Es) telle que

m
zeD = v(z) = ) Br<z)[mr 0 A"v)(z)] + £(2),

r=1

La démonstration de ce théoréme est analogue 3 celle du théoréme 28.
- . k
A un moment donné la convergence normale de la série w sur tout D _,
£
- . k .
(e' < €), entraine la convergence uniforme de v et l'holomorphie de sa
limite v (d'aprés le théoréme de Weirstrass).
On peut énoncer trois corollaires de ce théoréme analogues 3 ceux

du théoréme 28 ; le mot continu sera remplacé par le mot holomorphe.

| Conome 35.-
Les hypoth&ses (H-I), (H-II) et (M~III) du corollaire 31 restent
inchangées. On modifie (H~IV) de la maniére suivante :
L'application D;l : H(DE,ES) > H(De’Es) est définie par :

D;]f(z) = J £(£)dE oit

est un chemin de € joignant O a z
Yoz ’

YOz

contenu dans Ds’ et on conserve (H~V).
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. AV}
Alors VY(s,s') € I x I, s < s', Eﬂ%(s,s') tel que V e < e(s,s")

et Ve H(De,ES,), 53! v € H(DE,ES) telle que :

' m
_ - -r
z € DE ==> v(z) = Z Br(z)L(Ar o DZ V)(zi].
r=]
Conollaire 36. -
Sous les hypothéses du corollaire 35, on peut conclure :
\/(s,s') € I x1I,s<s', Eﬂg(s,s') tel que Ve ¢ g(s,s‘) et

V£e H(De’Es')’ Eﬂ! u € H(De’Es) telle que :

1

_ |
y Br(z),-(Ar o D‘;"ru)(z)J + £(2)

z €D => Dmu(z)
z
r=1 -

pour j € {0,...,m-1},

]
o

. Du(o)

Conollairne 37.-

Dans les hypothéses du corollaire 35, on a :

V(s,s') e I x I, s <s', Eﬂ%(s,s') tel que Ve < g(s,s'), Vfe H(De’Es')

et Vu, e \U E; pour j e {0,...,m~1}, Eﬂ! u € H(De’Es) telle que :
o>s'

Il ~8

Br(Z)[(Ar o D‘;‘“ruxz)} + £(2)

z €D => DZu(z) =

r=1

D‘;u(O) = uj G e {0y...,m-1}).
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