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Soient x = (xo,xI,. . . ,X ) E (X , x l )  E R x avec : x' = P 
n Q ( x ~ ~ . - . , X ~ )  E IR , 

n F = (5,,tIy.. 95,) 5 (5,,5') E R x IR" avec : 5' = (SI,. . . .En) e IR , 

a = (a ,a, .. . . ,a ) 5 (a ,a1) E IN x /NR avec : q' = n 
O n O I n  E I N  . 

On utilise les qotaqioaq de Schwartz : 

Considérons 1 'opérateur différent i q l  linéaire d'ondre m s IN : 

et notons : 



Vé~inLtion 1 . -  

1 
Soit S une hypersurface de définie par l'équation : $(x) = O 

O Io)  On dit que S est caractéristique au point x pour l'opérateur P(x;D) 

si : ~~(xO;~rad~$(xO)) = O ; 

2")  s i  ~~(x~;~rad~$(xO)) # O, alors S est dite non caractéristique au 

O 
point x pour P(x;D) ; 

3")  S sera dite partout caractéristique ou plus simplement caractéristique 

pour P(x;D) si elle est caractéristique en tout point. 

1 " )  Un monôme différentiel C(X)D~ tel que c(x) s'écrive sous la forme 

L'L 'L CL 
x0c(x) avec c continue et c(O,xl) $ 0 est dit de poids ao-l par 

rapport à x en xo = O ; 
O 

2')  Si P(x;D) est un opérateur différentiel d'ordre m le poids par rapport 

à x en x = O du monôme différentiel a 
O O m,O,. . . ,O (x)~: est appelé 

poids principal de P(x;D) par rapport à xo en x = O ; on le note 
O 

rn-k . 
3") Un opérateur différentiel est dit C l  1 de type de Fuchs si chaque monôme 

différentiel a,(x)~' a un poids & rn-k et un poids < m-k si a' # O, 

I on dit alors que l'opérateur différentiel est de poids m-k. 

On démontre dans [l] la proposition suivante : 

I Un opérateur différentiel linéaire de type de Fuchs de poids (m-k) par 

I rapport à x en x = O s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme : 
O O 



k m krl m-I Io) L'opérateur : Pm(x;D,)- x D + a (xf)x0 D, + . . , 
0 0  ~ 7 - 1  + amTk(xl )D:-~ 

l est appelé partie priqcipale fuehsiennv de l'opérateur P(x;D) ; 

! 2") Le polynôme caractéristique fuchsien associé P P(x;D) est : 

C(h,xl) = h(A-1). . . [A-(m~l)]+a (xl)A(h-1). , . C;i\-(m-~)J+,,.*a,-~ m- 1 (T')h(A-l 1.. .@-(m-k-l)] 

On note A.(xl) pour j E Cl, ..., m) les racines en h de C(X,xl) = 0. 
J 

11 - RESULTATS 27E Y .  HASEGAWA. 

Dans son article [21] Y. Hasegawa cjonne une condition nécessaire et ç u f f i -  

sante pour que le problème de Cauchy associé à un opérateur de type de Fuchs 

de poids (m-1) admette une unique solutian, 

- 
Tkéakème de Y .  Hahegawa P.- 

Soit : 

P(X;D) = x a ( x ) ~ :  + a (X)D:-' + m-1 a' + 

O m , ~  rn-1 ,O I 'oam-],a Xr)Do Dy, 
la' 1 - 1  

un opérateur fuchsien de poids (m-1) a coefficients analytiques en au 

voisinage de l'origine. Alors les propriétas suivantes sont équivqlenres : 

(i) arnY0(0~0) # 0 et pour tavt ~ntier pwsirif p : pa (0~0) + am-] ,O 
"'?O 

(090) # O ; 



(ii) pour toutes fonctions u O j m-2, analytiques au voisinage de 
j 

l'origine et pour toute fonction f analytique au voisinage de l'origine, 

il existe une unique fonction u analytique au voisinage de l'origine, 

solution du problème de Cauchy suivant : 

La démonstration de ce théorème se fait en deux étapes : 

Cette étape consiste à prouver l'unicité de la solution par le développement 

en série entière formelle. On cherche la solution sous la forme : 
w XJ 

O 
u(x0,x1) = u.(xl) - . Si uo(xl), .... u (x') sont données, 

J j ! m-2 j =O 

on constate alors que les u.(xl), (j à m-1) sont déterminées de façon unique 
J 

par une formule de récurrence ; par conséquent, la solution formelle existe et 

est unique, et le problème (1) possède au plus une solution analytique au voisi- 

nage de l'origine. 

Deuxième étape Iconvmgence) : 

L'existence de la solution se démontre par la méthode des fonctions majo- 

rantes qui permet de ramener le problème étudié à un problème plus simple : 



avec c une constanfe, % et Ba se déduisaqp des a et 14 séria 
C1 

formelle u(x) <<U(x), sériq formelle soiutioq du problème (II). On msritre à 

l'aide du lemme technique do S. Misohata [263 qu'on rappelle : 

l- Lemme de S .  Miaohata 3 ,  - 

I soient a et b deux fonctions qui vérifient : 

que le problème (IT) possède une seule solution et une seule ~ ( x )  analytique 

au voisinage de l'origine. 

Ceci termine bien la démonstration du théorème dlHasegawa. 

Remmque : 

- On constate que la conditi~n (i) est équivalente à la condition suivante : 

(i') pour tout entier X 2 m-1, C(A,O) + 0. 

Les résultats de S. Baouendi et C. Goulaouic donnés dans C l ]  généralisent 

ceux de Y. Hasegawa et démontrent pour des opérateurs differentipls de Fuchs 

de poids (m-k) le résultat suivant : 



Théaaème de Baouendi-GouRaauic 4.- 

Soit P(x;D) un opérateur différentiel linéaire défini par (1) à coeffi- 

cients analytiques en x au voisinage de l'origine alors (i) et (ii) sont 

équivalentes : 

(i) Pour tout entier X > m-k, C(X,O) # O ; 

(ii) Pour toutes fonctions u O C j a m-k-1, analytiques au voisinage de 
j ' 

l'origine de  IR^ et pour toute fonction f analytique au voisinage de 

l'origine de IR x IRn, le problème de Cauchy : 

( P(x;D)u(x) = f (x) 

admet une unique solution u analytique au voisinage de l'origine de 

En introduisant des espaces fonctionnels, Baouendi et Goulaouic utilisent 

le résultat abstrait dégagé par L.V. Ovsjannikov r 2 1 ,  F. Trêves [30] et 

T. Yamanaka 1361. La méthode est la suivante : 

soit 1 = ]O, 1 [ et ( x ~ ) ~ ~ ~  une famille d'espaces de Banach telle que : 

O < s < s < 1 : Xs 4 X avec injection de norme 1. Soit d'autre part : 
O S 

O 

(Lt) une famille d'applications linéaires de u Xs dans u Xs telle que : 
SEI ss 1 

t E [o,T] et 'd(s,so) E I x 1, s 
O 

O 
s 

d(xS,xs ) est l'espace des applications linéaires et continues de X dans 
s 

O 

Xs ) ,  et il existe une constante M indépendante de t,s et s telle que : 
O 

O 

M a -  
ILtXS iins,xs ) s-s O 

O 



1 S 
O 

alors pour tout s E 1 : O < so < s < 1 ,  il existe E > O, (E = - ( 1  - ->> 
eM s 

tel que : t/ f E CO(~,T] ,Xs ) et u 4 Xs le problème de Cauchy : 
O 

O O 

1 
admet une solution et une seule u E C ( [o,E] ,Xs ) . 

O 

On va préciser la chaîne 
(Xs) SOI 

Soit R un ouvert borné de tRn et Rs = U B(a,s) avec : 
acR 

B(a,s) = { z  E an : max Iri-ail < SI ; on remarque que pour s < s, : 
1 aidn 

R C " . On note par E (Q) l'espace des fonctions à valeurs complexes qui 
S 

1 
s 

sont continues sur fi et holomorphes sur R et par F (a) l'adhérence 
S s s 

dans E (Q) de l'ensemble des restrictions à fis des fonctions Man) s 

(H(c") espace des fonctions entières).  espace E (fi) muni de la norme : s 

= SV (~(z) ( est un espace de Banach. On constate que pour 

O < s < s < 1 : Fs (Q) Fs(Q) avec norme 1. En appliquant la formule 
1 

1 

intégrale de Cauchy associée à des polydisques de an de rayon (sl-s) on 

prouve le lemme suivant : 

Soit P = aa(x)~' un opérateur différentiel à coefficients 
lal(m 

I dans Fs (R) . Alors pour tout s, E ] s, 1 [ 



autrement dit : 

Soit V un voisinage connexe de O dans a", R un ensemble connexe 

borné dans contenant l'origine et s i1  un nombre stricteqent positif 

tel que : 5 C V. On note par 
s 1 (Xs)o<s<s la suite (F 9 -s  ( G ) ) ~ ~ ~ < ~  1 1 

alors est une chaîne croissante d'espaces de Banach. 

~ ' ~ ~ é r a t e u r  P(X;D) écrit SOUS la forme ( 1) peut encore s'écrire sous 

la forme : 

m-l u(ao) a, 
k m k-1 m-1 

(2) p(x;D) = x D + a,-,(xl)xo D~ + . . O  + a P - 1 x 
0 O m-k Cxo=Q O Do Bm-a 

O 

où : B (xo) = - a ' 
t(xo,.)Dxl pour : 0 6 a. G m-1 et x e D p > O 

a. 
O P ' 

la' 

On suppose que les fonctians a y...,a m- l m-k 
sontholomorphes sur v et 

que a sont de classe cm sur 
D~ 

valeurs dans l'espace des foncti~ns soya 
holomorphes sur V. Alors (Ba ) ont la propriété suivante : 

O 

- 
Il existe une constante M 1 O indépendante de x s et ç2  telle que 

O y 

pour I < a  i m  et O < s < s  < s  : x +Ba (xo]lX 
O 2 1 O 

est de clasag 
O S 

c~(D~$(x~,x~ 1) et pour tout ic : O < k 6 m l'on ait : 
2 



Soit E un espace de Frèchet, on note par : C?(D&,E) l'espace des 

fonctions u appartenant à c '(D~,E) et telles que pour tout j : O 6 j i q : 

j 2 x u t  CP+~(D~,E), avec : (p,q) GIN . 
O 

Baouendi et Goulaouic donnent d'abord un résultat pour qn opérateur de 

type de Fuchs de poids O en redémontrant une forme du théorème d'ovsjannikov. 

Ensuite ils étendent ce résultat à un opérateur de Fuchs de poids (m-k) en 

faisant un changement de fonction inconnue qui ramène le problème pour un 

opérateur fuchsien de poids quelconque à un problème pour un opérateur de Fuchs 

de poids 0, puis démontrent le théorème qu'on va énoncer : 

I Supposons que ~eA.(x') < m-k+h pour h € I N ,  1 a j < m et que pour tout 
J 

entier h > m-k, t/ x' E V, C ( h , x 1 )  # O ; les coefficients de P(x;D) donnés 

par (2) ,  sont dans 
h 

~ ~ + ~ ( ~ ~ , a ~ ) , u ~  c xs , O < j < m-k-I et f ez c (D x >, 
O P '  so 

I (@v est l'espace des fonctions holomorphes sur V). Alors il existe une 

m-k+h 
unique fonction u E C 

k 
(D , X  ) solution du problème de Cauchy : 
E s 

{ pix;D)u = f 

DOu(,.) = u . )  O G j < m-k-1 

1 pour : O < so < s < s,. 

En particulier, dans le cas analytique, on aura le résultat suivant : 



1 Si les coefficients sont arialytiques en x et si CCX,X') 0 P Q U ~  tout 

I entier h i m-k et pour x' E V, alors vf analytique en x = (X~,X') & V9 1 et Y u j  c Xs (pour j E io,  ..., m-i-11) il existe uqe uniqpe fonction u 
O 

I analytique sur DE x V solution du problème (IV). 

Le thgorème 4 de Baoundi-Goulaouic est un cas particulier du tbeorèriie 

précédent pour 52 = {QI et - 
'Q - Fslrs ((01). 

I o )  Le théorème de Cauchy-Kowalewski s'obtient pQur k = O et celui de 

Hasegawa pour k = 1. 

2') On constate qu'il y 4 woins de données, taut se pas$p corlime s i  on a 

un opérateur différentiel d'ordre (m-k). 

On va donner une démonstration de la version complexe de ce théorème en 

utilisant la méthode des majorantes sous La forme introduite par C. Wagschal 

dans r351. 



CHAPITRE 17 

Hasegawa ainsi que Baouendi-Goulawic ont étudié le probleee 

de Cauchy en coordonnees locales à données initiales portees par la 

surface S définie par l'équation x = O. Baouendi et Goulaouic remarquent 
O 

que par tout changement de coordonnées qui conserve l'équation de l'hypersur- 

face S, l'opérateur P(x;D) se transforme en un opérateur fqchsien ayant 

la même partie principale fuchsienne que celle de P(x;D) par conséquent 

ils auront les mêmes racines caractéristiques. Dire que l'opérateur P(x;D) 

est de type de Fuchs par rapport à l'hypersurface S : x = O est Gquivalent 
O 

à dire que P(x;D) s'écrit sous la forme ( 1 )  en coordonnées locales. 

On va préciser cela en donnant une formulation géométrique des 

conditions nécessaires à la résolution du problème. Qn donne cette formulation 

dans le cas holomorphe ; on aurait sans problème une formulgrion analogue 

dans le cas analytique. 

1 - NATURE GEOMETRIQUE DE L'OPFRATEUR DZFFERENTIEL. 

I Soient E une variété diff6rentiable holomorphe de dimension (n+l), 

S une hypersurface holo~orphe de E passant par a, h un opérateur diffê- 

rentiel holsmorphe d'ordre riio Sur E et $ une gquation locale de S au 

1 voisinage de a e : 3 S2 voisinage ouvert de a tel que : x E 

grad $(x) # O, x e 52 n S <-> $(XI = O) ; le poids fuchsiep de h en 

a relativement à S sera défipi par : 



r (a) = inf Ca E L : \d Y balomorphe au voisinage $7 de a, b E R n S : 1 hrS 

L (on remarquera que r ( a )  ne dépend pas de m 2 mol, 
h, S 

Cette définition donne la définitioq habituelle, En effet : 

Dans une carte locale où $(XI = x et a = (0 , .  . . ,O), l'opérateur h s'écrit 
O 

a sous la forme : 1 a,(x)o. 
lakm 

Soit le plus grand entier pour lequel on a : 

'L 
a,(x) = x O aa(x) > avec aa(o,xq) $ O 

% 
(si : a = O, (aa = O), on convient que : 

a "a 

h(ydm) (x) a pour expression dans cette carte locale : 

nous avons : 

où : Cg (ml = Ti (m-j )  ; (on convient que : C (m) 1 ) .  
O j =Q O 

Comme Bo L m alors C (m) + O. L'exprpssioq $ a+ 1 -m (x) h(y$Jm) (x) s 'écrit 
Bo 

dans la carte locale de la maniere suivante : 



Posons : & = {,,ci E  IN^*' : la1 G mol et : T = max(ao-pu). 
O aç % 

O 

Pour a > T, 
Bo et v a s &  o n a :  a 1 - B o - )  > 1 e t :  

mo 

lim E (x) = O pour toute fonction Y holomorphe au voisinage de 1 'origine : 
x0+o 
xo#o 

Donc : T (a) G T. 
h,S 

On remarque d'abord que si a est telle que : lim E(x) = O 
xo+" 
xo#0 

pour toute fonction Y holomorphe au voisinage de l'origine alors il en 

est de même pour tout nombre O' > a, il suffit d'observer que : 

@'+'-"Y = (4 o'-oy)q+lm 

On va prouver que pour tout o < T, il existe une fonction Y 

holomorphe au voisinage de l'origine telle que l'on n'ait pas : lim E(x) = O ; 

XO* 
xo#O 

autrement dit que ce o d {v c Z : Y holomorphe au voisinage de l'origine : 

lim E(x) = O}. D'après la remarque ci-dessus, il suffit de le prouver 
Xo* 
xo#o 

pour o = T-1. On conclut alors que la borne inférieure n'est autre que T. 

Soit : & = {cr.ae O, : a. - F TI ; POUT u + I  = T, on a : 
m~ "a 



1 O )  Calculons : lirn A(x3. 

Pour t o u t  a E G , nous avons : a - ua 4 max (ao-ua) = T ; 
mo O 

cl€ Gm 
O 

donc : u E Lm : T - (ao-u,) 2 O. 
O 

.;#O 

On a donc 

2') Calculons maintenant lirn B(x) ; puisque Bo < çio a l o r s  
x$O 

T - (Bo-u,) > T - (%-pu) > 0 ,  pa r  conséquent : lirn ~ ( x )  = O .  

xo* 
xo Po 

On a donc : l i m  E(x) = l i m  A(T) = L 8 , ( 0 , x 1 ) ~ ,  (m) ( p ~ : Y ) ( O , x l ) .  
xOT'Q X ~ O  clcd O 

xo#O xoP O 

?r - 
S i  9 aC1(o,xl)CC1 (ml # O  dons - I (oa l )u lca - - =I x '  t e l  que 

O 

'L 
a,(O,xl)Ca (m)nC1, # O, a l o r s  s i  Y es t  t e l l e  que : nul = (DxlY) 0: ' ( 0 , ~ ' )  

ac O. O 



on aura 

donc lim E(x) $ O, et par conséquent ~ ~ , ~ ( a )  = T. 
%-+O 
x0# 0 C.Q.F.D. 

On va interpréter géométriquement la condition sur le poids de 

a aa(x)D donnée par Goulaouic : 

a) le poids est Cmo-k, 

b) le poids est cm,-k si a' # 0. 

D é ~ i W a n  5.- 

Le poids fuchsien principal de h en a relativement à S est : 

* -m 
r (a) = in£ {a s L : lim $ O(X)H~+~ (x;grad $?(x)) = O} 
h, S x-ta 

x& s 
où Ha+ 1 L est symbole principal de 1 'opérateur di£ férentiel Y + ou* '*h(yigm). 

* 
On fait l'hypothèse H-O : T 

h,S 
est finie et constante sur un voisinage de a 

dans S. Cherchons le polynôme caractéristique de cet opérateur que nous expri- 

mons dans la carte locale : 

la partie principale de cet opérateur s'obtient pour = 0 et /al = mo ; 

Ha+ 1 % 
a+ 1 +p 

on a donc : (x;~) = 1 C, (m)aa(x)xo 
IaI=mo O 

Ha+ 1 % 
a+ 1 +p 

pour : $(x) = xo, (x;grad $(x)) = a (XI x m,O,. . . ,O 
m(,,o> ".,O O 

='Si 

avec : = k. 
"m ,O,. . .,O 
O 



-ï:i 
O 

$ (x)~*+'(x;fFad $(x)) a pour expression dans Cette carte locale ; 

1'1 Si 0 2 mo-k alors : lirn[$l"(x)~**l(x;~rad J)(x))] = O . 
x-ta 
x4 s 

?/ 
2') Si -k-I cette limite vaut a 

= mo (O) et est non nulle d18prGs H-O 
m,O, . . . ,O 

et la dé£ inition 2 : 
a 

* 
on a donc : T (a) = m-k, 

h, S 

r: On a évidemment : T (a) C T (a). 
hYS h, S 

On fait l'hypothèse : 

qui exprime que dans la carte locale, chaque monôme différentiel de l'opérateur 

à un poids inférieur ou égal à (O-k). 

Maintenant on va caractériser l'hypothèse b) de Baouendi-Goulaouic : 

a' f O -> a - y a  4m0-k. 
O 

~'qpérateur défini de la manière suivante : 

est appelé opérateur réduit (pour 0 E C,  x c fil S, rn h mol. 



On appelle poids fuchsien réduit le nombre suivant : 

'L 
T (a) = InfCo E Z : Y holomorphe au voisinage R de a, b c R n S : 
h, S 

O+ 1 lim k (Y)(x) = 0). 
x-tb 

- x k s  

On remarquera encore que ce nombre est indépendant de m > mo. 

Exprimons k 
'h,~(~) (Y)(x) dans une carte locale telle que : 

On note : 
= max(a o -'a ,o,...,o ) 
OGa amo O 

O 

on a donc T = max(TI ,Tt) = mo-k (d'après H-1) 

on a alors : T 2 m -k et comme mo-k = max(a -LI ) donc : 
1 O lalrm$ " 

On fait l'hypothèse suivante : 

(HI-2)  : TÎ 6 T I  - 1 (condition de Goulaouic) 

et on va montrer qu'elle est équivalente à la condition suivante : 

(L) Y holomorphe au voisinage fi? de a, b E S1 n S : 
T (4  

iim k h9s (Y)(x) = O . 
x+b 
xk S 

1 O )  (H'-2) -> (L) : si T E: K. 
2 

.c (a) 
Dans cette carte locale k h'S (Y) (x) a pour expression : 



On cherche la limite de V(x) lorsque xo+ O et x # O. 
O 

i) On calcule lim C(x) : 
xo "O 
xo#O 

puisque 
) a. - ''Q~,o~...~O et Bo 6 aQ - I alors : 

T l  - (a0-ua yO,. .. y O  ) + a  - 1 - B o > O .  
O 

Q 



et par suite : lim Ccx) = O, Y holomorphe au voisinage de O. 
x o+o 

ii) Calcul de lim D(y) : 
x0+a 
xoZO 

on a : Bo 4 a. et T2 > a. - "ç, 
a ; la1 G mo et a' + O, donc : 

T2 - (ao-ua) + a. - Bo o. 

Si T I  = T2 les seuls termes qui n'auront pas une limite nulle 

correspondent aux couples (a,Bo) tels que a' # O, Bo = a. et ao-va = T2 ; 

% par conséquent : limD(x) = 
f 

aa(~,x')(~~:~)(~,x')~a (m) 
xO+o la ~ r n  O 

'L 
or: aa(o,xl) 2 O et Ca (m) # O donc 3 Y holomorphe au voisinage O telle que : 

O 

X 
a ' 

(on prend par exemple : Y(x) = ---- pour a' tel que : (a0,o1) vérifie : 
(a') ! 

Si TI = Tp alors 3~ holomorphe av voisinage Q de a,  

3 b  E Q n S, telle que : 

ce qui est contraire à l'hypothèse et cqme on a : 

T2 6 Tl alors l'hypothèse (L)  implique bien : T $ T - 1 .  
2 1 

si T = - r n ,  v a '  # O ,  a 
2 , = O donc ~ ( x )  = L(x) et on a bien encore 

a. ' * 
(Hf-2) r> L. 



2) Réciproquement, si T L T I - ]  on a : T -T > O alors : 
2 1 2  

lim D(x) = O et par suite la condition (L) sera satisfaite. 

y& 
% 

Revenons maintenant au poids fuchsien réduit r (a) : 
h, S 

si a = r (a) - 1 alors pour toute fonction Y holomorphe au voisinage R de 
h, s 

a, f f b  E n : ai$) a+ 1 -m 
(x) [h(yipm) (x) - ~(x)h($~) (x)] 1 = O, ce qui équivaut à : 

x k s  

% 
La condition T (a) < r (a) - 1 est une formulation invariante 

h,S h, S 
a de la condition de [ 11 : va tel que et # O le poids de a D est < mo-k-1. a 

On donne alors facilement la définition d'un opérateur de type de 

Fuchs, de poids donné (voir définition 8 page 23). 

11 - CARACTERISATTON GEOMETRIQUE DU POLYNUME CARACTERISTIQUE FUCHS7 EN. 

Soit h un opérateur différentiel de type de Fuchs, de poids -rhYS(a) 

en a par rapport à S. On appelle polynôme caractéristique fuchsien le 

polynôme en X à coefficients holomorphes en y c S, défini par : 

'h, (a)-A 
lim [$ (x) h(qA) (XI] = C ( A s  Y) . 

Si on choisit une carte locale telle que $(x) 0 xo et a = (O,. . .,O), 
on sait [ 11 qu'un tel opérateur s'écrit d'une manière et d'une seule sous 
la forme suivante (si on note maintenant m 1 'ordre de h) : 



a v e c :  a  = 1 e t  l a =  b o +  1 - (m-kg+ 
m 

k 
k-j m- j  A e<o cl' X 

r a m - j ( x f ) x 0  Do (xo) + xo D~ [ a a ( X ) ~ X l ( ~ o j l  3 
j =O clo% 

P - ~ - ~  (x)h(gh)  (x) a  pour express ion  dans c e t t e  c a r t e  l o c a l e  : 

i) S i  a. > m-k-1 a l o r s  : [aQ*l-(m-k)l+ = a * 1 - (m-k) e t  pa r  
O 

conséquent : 



or, Bo & a donc : 
O 

Bo ao-Bo m-k-Bo+ bo+ 1 - (m-k)] + 

lim {Ca [D~ a (X ,x1)]c (h)x 
ao,O o O 

1 =  o. 
x+(0,x1) O Bo 

ii) Si a < m-k-l alors : bo + 1 - (m-k)] = O, donc : 
O + 

m - k -  
Bo + bo + 1-(m-k)]+ = m -  k - Bo 

dans ce cas, on a aussi : 

60 ao-Bo m-k-Bo+ bo+ 1 -  (m-kfl+ 
lim IC [D a (X ,x1)]c (A)x a ,O O O 

) =  o .  
x+(0,x1) Clo O Bo 

k 
Donc dans cette carte locale : c(A,xl) = 1 am-j (X')C~-~ (A) et on 

j =O 

retrouve bien le polynôme caractéristique fuschsien de LI]. 

On définit un opérateur de Fuchs de la manière suivante : 



Soit h un opérateur différentiel holomorphe s w  E ,  d'prdr~ mp 

en a, et d'ordre s mo au voisinage de a. 

Soit S une hypersurface de E contenant et rn un entier 

> m .  
O 

Si a e 2, Q est un voisinage opvert de a dans E, Y esf  une 

fonction holomorphe sur n, ~n note, popr x e R I  s 

O 
H,(x,<) le symbole principal de cet opérateur diffbrgntiel. 

On note 

(i) -rh, S(a) = infIo E z I ' ~  n,v Y, 'd b e n ns : lim h:+l (Y) (x) = 01. 
z-fb 
x$ S 

C'est le poids Fuchsien de h en a par rapport 4 S. (Dn csnstate que 

ce nombre ne dépend pas de m I mo). 

Y 
-m 

O a+ l 
(ii) ~ ~ , ~ ( a )  = infIo E z ( x $ ~  $ Qx)Hm (x;grad $(x))  = 01. 

x# s 
c'est le poids Fuchsien principal de h en a par rqpport à S. 

% 
(iii) T (a) = infia E: ZIV  n,0/ Y, b e 0 n S : 

h, s 

a+ l 
lim (hz+'(~)(x) - ~(x)h,,, (I)(x)) = PI,  
x-+b 
xks 

C'est le poids Fuchsien réduit de en a par rapport à S ,  

On dit que l'opérateur differenriel h est de type de Fuohs de poids 

T en a par rapport à S si et seulepent s,i 



* 
H-O - T est finie et constante et égale à T sur un voisinage 

h, s 
de a dans S. 

H- l - T (a) = T. 
h, S 

La version holomorphe du théorème de Baouendi-Goulaouic qu'on va 

démontrer s'exprime donc de manière invariante par : 

- 
Soient h un opérateur différentiel holomorphe de type de Fuchs de 

poids T (a) en a par rapport à une hypersurface holomorphe S passant 
h,S 

par a, d'une variété différentiable holomorphe E de dimension (n+l) et 

4 une équation locale de S au voisinage de a. Alors les deux propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

ii) f et v holomorphes au voisinage de a, 3 ! u  holomorphe au 

voisinage de a, solution du problème de Cauchy : 

I I I  - OPERATEUR FUCHSIEN DE POIDS ZÈRO ASSOCIE A U N  OPERATEUR D E  FUCHS D E  

Théokèrne 6 .  - 
Soit h un opérateur différentiel holomorphe de type de Fuchs de 

I poids T (a) en a par rapport à une hypersurface holomorphe S passant 
h,S 

1 par a, d'une variété différentiable holomorphe E de dimension (ni]) et 

I? une équation locale de S au voisinage de a. Si on définit 1 'opérateur 

différentiel hl par : 



alors hl est un opGrateur de Fuchs de poids O en a par rapport à S 

et si on note C (respectivement C ) le polynome çaractéristique Euchsien 
1 

de h (respectivement hl) on a ; 

h E V Y E S CI ( A , Y )  C ( h  + Th,s(a) PY). 

1") On cherche d'abord le poids fuchsien de hl en a par rapport 

à S. Soit rn z m où m est l'ardre de h et h l ,  on a alors : 
0 ' O 

)O+ l -m 
m+.r (a) 

$"+l-m(x)hl (Y$) (x) = (x) h (Y$ h,S > (XI 

(Q+T h, S (a)+ 1 )  -(~I+T~, (a) 1 m-1.7 (a) 
= Ir) (x) h (Y$ 

h , S  ( X I  

et par conséquent : T 

= O. 

2 " )  On cherche enspite le poiqls fuchsien principal de h en a 
1 

par rapport à S .  Dans la carte locale où g(x) = x et a = (O, ..., O) 
O 

m 
c'est la puissance de x dans le coefficient de Do de h l .  Dans cette 

O 

carte locale : 

(où les pointillés sont mis pour des termes où l'ordre de dérivatipn par 

cY rapport à x est strictement inférieur 6 
O 

mol. Donc T (a) s O. 
h l  > S  



3") S i  m 3 mD. 

T (a)-~n 

lim 9 h l  .s 
( 8 )  [b, (x) - Y(x)h, (Y)] a 

x-ta 
x t s  

mirh, (a) (a) - i i m  $ - m ( x ) [ l i ( ~ ~  1 (XI - ~ ( x ) h ( $  )(XI] 
x*a 
x t  s 

T (a).-(m+-r 
h, S H , s ( ~ ) )  

m+T (a) 
= l i m  $ [ h  h y s  ) (XI  - l ( r ) h ( $ '  s (a ) ,  ,x,] 

x3a 
xrts 

= O par hypothèse, 



CHAPITRE 111 

PROBLEME FORMEL i 
On considère l'opérateur différentiel d'ordre m et de poids 

(m-k) par rapport à x en x = O : 
O O 

l a J ~ m  
avec : u(ao) = [ao + 1 - (m-k)]+ et a = 1 . 

m 

En posant : 

(alim 

alors P(x;D) s'écrit sous la forme : 

On veut démontrer le théorème suivant par la méthode des majorantes : 

r- Théahème 8. - Si P (x;D ) et Q(x;D) sont deux opérateurs à 
m O 

an+ 1 coefficients holomorphes au voisinage de l'origine de , alors les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) Pour tout entier X 2 m - k , C(X,O) # O ; 

ii) Pour toutes fonctions u ,(O ,c j y m - k - l ) ,  holomorphes j 
au voisinage de l'origine de an et pour toute fonction f holomorphe au 

voisinage de l'origine de an+' , il existe une unique fonction u 



holomorphe au voisinage de l'origipa de c'" 
solution du problèpe de Çauahy : 

P,(n:J+,) U(X) = Q(x;D) U(X) + f (x) 

u(~,x') = u.(x') , O I j P m - k - I O J 

Ce chapitre sera consacré au çalcul formel en cheschant la salvtios 

m X i 
O SOUS la forme : u(x0,x1) T 1 u (x') - . 

j 40 j j! l 

Le problème revient à trouver u. ( x ' )  pour tout entier j 2 (1. 
J 

Soient deux séries entières formelles : 



1 - CALCUL F O R E L  DE P-(x;D-) u(x) . 

Il résulte des formules (FI), (F2) et (Fj) que : 

k 
Si on pose : D x )  = 1 am-p(~') Ck-p(j) alors on a : 

p=O 

Maintenant on va exprimer D(j,xl) en fonction de C(j,xl) : 

si r 5 s alors CS(j) = Cr(j) x CS-ï(j-r). 

En effet : On a : 

s- l r- l s- l r- l s-r- 1 
cs(j) = n (j-L) = n (j-L) x n (j-1) = n (j-L> . (j-r-1) 

L=O L=O L=r L=o L=O 

C.Q.F.D. 

Si p k , on prend : s = m-p et r = m-k : 

C j C m k  ck-p (j -m+k) 
m-P 



k k 
C ( j , ~ ' )  = 1 a ( x ' )  c ( j )  = 1 am-p(x')  c ( j )  . c (j-(rn-k)) 

pz0 m-P m-k p=O k-P 

k 

= C  m-k ( j )  1 a ( x ' ) C  (j-(m-k)) = C  ( j )  x ~ ( j - ( ~ - k ) , ~ t )  P=O k-p m-k 

Donc : D ( j , x f )  = C(j+m-k,xl)  

c (j+m-k) m-k 

e t  p a r  s u i t e  : 

w 
X 

P ~ ( x ; D ~ )  u ( x )  = 1 C(j+m-k,x1 ) 
U 

O 

j +m-k j =O [c (j+m-k) 
m-k j! 

w v 
X 

O S o i t  : ao(x)  ' a;(x1)- ; a l o r s  d ' a p r è s  l e s  fo rmules  (F ) ,  (Y*) e t  
v=O v! 1 



Soit : 

712 - CALCUL FORMEL DE P (x;D ) u(x) = Q(y;D) UCK) + f ( x ) ,  m O 

Si on écrit Pm(&;D0) U(X) = Q(x;D) U(X) * E ( x ) ,  alors en utilisane 

( 5 ) ,  (6) et (7) on trouve : 

c(j+m-k,xl) . u j *m-k (x '  1 
c (j+m-k) m-k 



k Soit P(i,xl) = 1 ak(xl) h , (a = 1) , un polynôme en h à 
k=O m 

'L 
coefficients continus sur un voisinage V de 1 'origine dans an. Si pour 

tout j c iN , P(j,O) # O , alors il existe V voisinage de l'origine 

tel que : 

donc : 

Soit M =  max lak(xf)l , 
Odkim- l 

'L 
x'cv 

m- l 
k m- 1 m- l 

alors : 1 1 ak(xl) i 1 s 1 lak(xl)l . [ilk i M . 1 [hlk 
k=O k=O k=O 

et par conséquent : 

ni- l m- 1 
IP(A,x')~ z /hlm - M . 1 lilk = /hlm - - 1 

k=O III-k-l [hl k=O [hl 

m- l 
Si 1 hl > 1 alors : 1 < - et par suite : 1 - 

k=o l ~ l ~ - ~ - l  
1 

1 - -  l ~ l  - 1 
I I 



2, 
2 

dit : si j est un encisr tel que j 3 2~ + 1 e t  ' V alor@ 

Soit maintenant j E îN t e l  que O 6 j 2M + 1 ,  visq que ~ ( j  ,O)  (2 

alors par continuité il existe V voifiinage de O tql que : 
j 

si x' E V alors P ( j , x l )  # O . 
j 

Si on prend : V = ( A V.) $ 
Of j<2M+ 1 J 

o n a  : \dxle V , Yj e i N  : P(j,xl) # 0 , 

 après ce lemme, 3~ voisinage de O tel que : 

vx' E: V , vj c iN : C(j+m-k,xl) # O ; on obtient donc la formule de récurrence : 

(8) Uj+m-k (x') = 

C (j+m-k) 
j+a -P (ao) 

O 
- - - m-k 1 CP P 

01 ' 
a (x')Dx'uj+ao-p(~o)-p j+so-p (ao) a C(j+m-k,xl) P=O 

Les indices y de u (x') qui apparaissent dgns le sec~nd mepbre 
Y 

de la formule (8) sont strictement inférieurs 4 j+m-k, En effet, on a : 

donc : a - p(ao) f m - k - 1 < m - k e t  par suite t j t uo - IJ(ao) < j * m - k .  
O 

La relation précédente determine donc de façon uniqve tous les v 
Y 

en fonction de uO,. . ,U m-k-l ' 



Sous les hypothèses du théoreme 8, il existe une serie formelle 

00 X j 
O et une seule u(x) = 1 u.(xl) - solution dw problème (V). 

j =O ' j !  



CHAPITRE IV 

r RAiTELs SUR LES MAJORANTES 

On rappelle dans ce chapitre l'essentiel des résultats établis par 

C. Wagschal dans [35], qui permettent une utilisation agréable et 

systé,matique de la méthode des majorantes de Cauchy. On donne, d'autre 

part un résultat analogue à celui démontré dans Hasegawa (pl] ; [22]) .  

1 - NOTATIONS ET DEFINlT10hiS. 

On note R = iR ou C .  

Soient a un multi-indice de KVn+' et E une IK-algèbre de 

Banach, on définit une série entière formelle en x par : 

a a a 
X 

a 
U(X) = u - avec u E: E et xa - O 1 - Xo XI a . . . .  X 

n 
ln+, a a 

a E~N n a! 

on note E[[x]] 1 'ensemble des séries entières formelles en x à coeffi- 

cients dans l'algèbre de Banach E à (n+l) indéterminées. 

~[[x]]  muni des opérations suivantes est une IK-algèbre : 

Soient u(x) E E [[XI], V(X) E E[[x]] et h E IK 

(ii) (x) = In+ (hua) 
aclN a! 



1 On définit une relation d'ordre dans de la manière suivante : 

n+ 1 ,Nn+ 1 
(a,B) E: IN : G i B signifie : j E {O, ..., n) : a 5 Bj. 

j 

soient u(x) E ~[[x]] et U(x) E â[[x]], on dit que la série 

formelle U(x) majore la série formelle u(x) (ou bien u(x) est majorée 

par U(x) ou encore U(x) est une série majorante de u(x)) si et seulement 

si : 

n+ l 
a E M , 1 lual 1 i Ua et on note u(x) << U(x) cette relation. 

-- 

N.B. Cette relation implique que les coefficients - Ua de U(x) 

sont réels positifs. 

Io) On appelle série £ormelle positive une série formelle qui 

majore la série formelle O. 

a 
X 

2" )  Soit u(x) = 
ln+ i Ua - , on définit la dérivation et la 

acN a! 

1 primitivation de cette série formelle de la manière suivante : 

L a n+ 1 x 
si V F : Z  alors D'U(X) = 1 u - où [-il+ =([-uJ+ ,... ,C-UJ+). 

az [-i;J + 
a+1-i a! 

DE6inUtion 11.- 

n+ l Io) Soit A un sous-ensemble fini de L , on dit que l'opérateur 

P(x;D) est un opérateur intégro-différentiel formel sur E[[XJ] si : 

(si A C  IN~+I,P(X;D) est appelé opérateur différentiel formel). 



2" )  Si P(x;D) est un opérateur intégro-différentiel formel sur 

: 

P(x;D) = 1 A,,(x)D' et P(x;D) = a (x)~' (sommes finies) . 
ud~"+' uez 1 n+l v 

l l On dit que P(x;D) majore P(x;D) et on note : P(x;D) << P(x;D) 

L si et seulement si : 'd ,, E zn+l : a,, (x) << AU (XI. 

11 - PROPRZETES QE LA RELATION << : 

Soient u(x) E ~[[x]], V(X) f E[[x]], U(X) E[[x]] et V(X) E ~[[x]] 

alors la relation << possède les propriétés suivantes : 

Elle est compatible avec l'addition et la multiplication : 

u(x) << U(x) (i) u(x) + v(x) << U(x) + V(x) 

v(x) << V(x) (ii) u(x).v(x) << U(x) . V(x) 

n+ 1 On a par hypothèse : v u  E , IIuclll 6 Uu et Ilvclll vu 

(il 'd u o  IN^", /luu + vaII IluulI + IlvaII ua + v 
Q 

C.Q.F.D. 

Elle est stable par la dérivation et la pripitivation : 



On a par hypothèse : t/ a e INn*', I(ua(I $ Ua, de plus : 

3 - si U(X) << U(X) et si ~(1x1) < + alors 1 Iu(x) I I  < ~(1x1) 

où 1x1 = ~lxoly...y~xn~~. 

4 - Si U(X) << U(X) et P(x;D) << P(x;D) alors : 

Pheuve : 

D'après la propriété 2, on a : ~i e en+' , DFiu(x) << D%(x). 

Or par hypothèse : t/ u E an+', a (x) << AFi(x), on aura donc : 
Fi 

a (x)DUu(x) << A (x)DFiU(x) et par suite la ~ropriété 1 ,  (i), nous 
Fi Fi 

permet d'écrire la majoration suivante pour la somme finie : 

C.Q.F.D. 

5 - A & a  pmptUéltéd de  t a   dan << : 

Si on se place dans ~[[x]] alors cette relation possède les 

propriétés suivantes : 



(i) La t t a m ~ v ~ é  : 

(ii) L ' a U y m é W e  : 

(iii) Cette relation n'est pas réflexive. 

(i) On a par hypothèse : a c IN"+], lual s U et lual f Va, donc : a 
V a E N~+', lual i va. 

(ii) On écrit les hypothèses : a c INn", lua 1 f Ua et 1 uaI f ua, donc 

n+ 1 a E IN , u = U et par conséquent : u(x) - U(X) . 
a ci 

(iii) S'il existe des u L [0,+m[, alors on n'a pas : u(x) << u ( ~ ) .  
a 

l j soit une famille {u jjpJ, U' E E[[x]] on dit que la famille 

j j {u 1. est sommable si : b' a E @ln+', J = {j c J ,  u # 01 est fini. L ,cJ a a 

Soientv c y = ( y ,  . y ,  v c IR[[~J] tels que : 

( v(y) <<V(y) ; soient d'autre part : 

uj(x) c E[[x]~ pour j c { I ,  ..., ml, uj = O 
O 

U' (XI c IR[[x]] pour j c { I , . . . ,ml, U' - O 
O 

1 tels que : V j E { 1,. . .ml, uj (x) << U' (x) 

1 m 1 m alors : w(x) r v(u (x) ,..., u (x)) <<W(x) = V(U (x) ,..., U (x)). 



w = P  
a {v 1 , {ujl a Y 1116al B l6j6m qui est un polynôme 

I B I ~ I ~ I  
à coefficients réels positifs ; 

et: , donc on peut écrire : 

On vient de démontrer que : a o /Nn*I, 1 IwaI 1 E W, (i.e : w(x) << w(x)). 

C.Q.F.D. 

111 - JUSTI FlCATZON DE L ' ZNTRODUCTZUN DES FUNCTlONS MAJORANTES. 

Soit u(x) E E[[x]], on note par : 

a a 
O n 

le domaine de convergence de u, avec : 1 x 1 = 1 x0 1 . . . . . 1 xn 1 . 

Si U(X) << U(X) alors V(U)CD(u). 

lxla 
' 

Eneffet : Soit xcD(LJ) alors Iluall- 6 ua- 1x1" < + w  

a20 a! as0 a! 

et par suite x s O(u). 

C.Q.F.D. 



Cette remarque est très importante car : si la série majorante U(x) 

converge alors il en est de même pour u(x). Donc les majorantes jouent 

un rôle très important dans la méthode de Cauchy qui sert a démontrer l'exis- 
tence d'une solution et par conséquent le probleme résidg au niveau de la 

recherche d'une fonction majorante qui converge. On va donner un exemple de 

construction de fonctions majorantes : Soient r = (ro,rl, ..., rn) et u(x) 

une fonction holomorphe et bornée sur le polydisque : 

P = ( x E c  n+ l 
r : j E ( O  ,..., nl, lx./ < r.1 

J J 

et soit M = sup IIu(x)II, alors il résulte de la formule intégrale de Cauchy 
x€Pr 

que : 

M ci ci 
O 1 

a 
IIual/ c - ci! avec ra = r rl . . . . .r n 

ci O r n 

Si on prend : Um - - - ci! , alors : M 
ci r 

P/roponrrtim de J.C. DE PARTS - C. WAGSCffAL IO. [8] .- 
Soient P(x;D) un opérateur différentiel d'ordre m à coefficients 

holomorphes au voisinage de l'origine et d'ordre en x inférieur strictement 
O 

à m, f et u (j E 0 , m - I l ) ,  sont holomorphes au voisinage de l'ori- 
j ' 

gine alors le théorème de Cauchy-Kowalewski nous assure que le problème de 

Cauchy suivant : 

( D>(x) = P(x;D)u(x) + f(x) 

possède une unique solution holomorphe au voisinage de O. 



Si de plus P(X;D) << P(x;D), f(x) << FCx) et U(x) une série 

entière formelle tels que : 

D%(x) >> P(x;D)u(x) + P(x) 

U,(X'> >> u.(xl) I : J 
, j e {oY.. . *rn~-I 1 

L alors : u(x) << U(x). 

Cu X j m X j 
Q Soient u(x) = 1 u. (XI) - 

J 
et U(x)=? 1 U . ( x ) Z  y 

j =O j! j =O j! 

on veut prouver que : 

On procède par récurrence sur j : 

Cette majoration est vraie pour j e O y . . y m - l  par hypothêse. 

Supposons qu'elle soit vraie jusqu'au rang m + v - 1 (avec v e IN) et 

démontrons qu'elle est vraie pour le rang suivant m + v, on a d'après 

la formule de Leibniz : 



Or ord P(x;D) s m-l donc ord D'-~P(x;D)D~ s m + v - ! < m + v 
X X O 
O 

O 
O 

et puisque, \d j E {O,. . . ,m+v-11, u. (x') << U. (x') alors : a' E N" 
J J 

a ' a' et V j E {O,. . . ,m+v-11 ; DXtu. (x') << DXIU. (XI) et par conséquent : 
J J 

On vient de prouver que : v E IN, u (x') << U (x') donc, 
m+ v m+v 

'd j E IN, U. (x') << U. (x') et par suite : 
J J 

OU encore : u(x) << U(x). 

C.Q.F.D. 

I Soit ai, O $ i m, des fonctions holomorphes au voisinage de 

I l'origine de an vérifiant la condition suivante : 

alors il existe une fonction holomorphe A au voisinage de l'origine de 

an telle que : 



On veut prouver que : 

3~ fonction holomorphe au voisinage de l'origine de cn qui majore : 

1 Ci(j> 
i =O 

pour tout j s IN. m 

De plus : 

1 Ci<j> 
i=O Cm(j 1 

lim - = lim 
1 = -- - - 1 .  

Donc 3 c 2 1 telle que : 



- 45 - 

soit ~(x') une majorante conmune à ai(0) - ai(xl) peur tout 

i c 0 , m  avec B(0) = 0, autrement dit : 

Il résulte de la propriété 6 (composition) de la relation << qua ; 

Donc : 

On pose : A(x') = 
C , d'où le résultat. 

Sous les hypothèses du théorème d'qasegawa, ZI M > O,  =Ir r 0 - 
tels que : 



La démonstration de ce corollaire est identique à celle du 

théorème dlHasegawa, il suffit seulement de remarquer que : 

et puis on applique la proposition suivante : 

- 
Si ~ ( x ' )  est analytique au voisinage de O dans iKn, --1 M > O 

n 
et R > O tels que si x' E {x' : 1 lxil < R I  alors : 

i= 1 

Cette proposition sera justifiée dans le paragraphe suivant : 

I V  - CONSTRUCTION D E  S E R I E S  MAJORANTES D E  FONCTIONS HOLOMORPHES. 

rt n+l n+l n 
Soit 5 F: (IR+) on note D = {x E C 

E 

ff (D , E )  = (fonctions holomorphes 1 valeurs dans un espace de Banach 
b 5 

E et bornées sur D ~ }  . 

Soit, d'autre part, une fonction 4 qui asvocie 5 toute fonction 

holomorphe u au voisinage de l'origine une série formelle definie par : 

a 
4 (u) (XI = 1 .+ Dau(a) (développement en série ii l'origine). 

ad4 a! 

m w 
~j 

~i on note :  do(^) = T' et $k(T) ' 1 (j*k)! - deux séries 
j =O j =O j! 

formelles d'une variable T, alors on a : 



La série formelle <x,€,> = xoSO + ... + xnSn - - Cjxj est une 
j =O 

série positive dont le terme constant est nul, donc on peut composer et par 

suite : 

on pose : 

on a : 

Donc : 

Théotème de C .  WAGSCHAL 14 [35> - 
Il existe Cn+l * n+l 

telle que 6 c (R+) et t( u E t( (D ,E) 
b 5 

on a : 

n 
((u) (x) << Cn+t sup 1 Iu(x) 1 1 (,,E (x) où r est un entier 2 - . 

xeD 
5 

2 

 i idée est de construire un polydisque dans Dg pour qu'on 

puisse appliquer les inégalités de Cauchy. 



n 
soit s = 10 E [O,IJ~+' : 1 ei = I I  et on note : 

i=O 

n+ l 
Pe = Ix E c 0 

: 1x1 < -1 le polydisque de centre O et de rayon 
5 

0 - , on a alors : Pe C D 

5 5 ' 

et par conséquent x E D 5 ' 

Or u est holomorphe et bornée sur D donc sur 
5 

Po , il résulte 

alors de la formule intégrale de Cauchy que : 

Pour a donné, on choisit 8 pour que la majoration soit la 

sa meilleure possible, autrement dit : a! - sup 1 Iu(x) I I  soit le plus 
8' xeD 

petit possible. En effet : 5 

Si a = O : 1 lu(~)l 1 6 sup IIu(x)I 1 .  
xeD 

5 
Si a # O alors il existe au moins une composante non nulle, 

on prend par exemple a # O et on pose 8' = (80,...,0n-l). On va 
n 

a 
O étudier la fonction La(O') o 8 ..... en-] 
O 

an-1 - (go + . . . + en-] 11". sur 

K - [O,lln n (0' : 10'1 6 I I  et on cherche son maximum. 

La fonction La est continue sur le compact K donc elle 

possède un maximum, ce maximum est atteint à l'intérieur de K car elle 

est nulle sur la frontière. Par conséquent, la différentielle de La 



en un tel point doit être nulle ; on va calculer les dérivées partielles de 

L (8') et calculer 8' pour qu'elles s'annulent. 
a 

aLa(el) 
de1La(e1) = O  <=> b' j c {~~...~n-ll : = 0 

ae. 
J 

or La(B1) # O (car on n'est pas sur la frontière) donc : 

Puisque : 1 - 10'1 = en on obtient alors le système linéaire : 

La deuxième égalité nous donne : 

- .  .. . 

1 anej = 1 a.0 ou encore : anlO'l = Iu'IB~, d'où : 
j =O j =O J n  

a 
n 0 = -  

n (car la1 # 0). 
l a l 

En remplaçant On par sa valeur dans a 8 = a.0 on obtient : 
n j ~n 



point) 

a (10) et (11 )  entraînent que : 0 F - . 
l a l 

On a un maximum absolu (les différentielles s'annuleqt en un seul 

Donc : 

et par suite pour démontrer la majoration du théorème 14, il suffit de 

prouver que : 

a On veut minorer a , pour cela on utilise la formula de Stirling : 

k # 0, lorsque k + + w  la suite k! + 1 donc elle est bornée. 

Soient Cl et C2 telles que CI < 1 < C pour lesquelles on a : 
2 

d'où : 

1.1 I a I !  Si l a /  # O, alors on a : l a /  l a /  c e - 
a J2n(ul 

(on convient que a j = 1 si a = O). 
j j 

il résulte alors de (12) que : 



Or a , la1 donc même si a = 0, on a : 
j j 

ou bien : 

E 
L En posant : 

'n+ i alors il vient que : 

n 
on remarque que s i  r 2 - 2 alors : [mln , c l a l  + 1 )  . . . . - ( 1 , 1  + .) = 

Donc : 

Enfin si a = 0, 
'n+ i 2 1 (car C2 > 1 )  alors : 

C.Q.F,D.  

N.B.  La constante - 'n+ 1 ne dépend pas de la fonction u. 



&n+ l - Soient R un ouvert de contenant D et E un &-espace 
5 

de Banach alors u s H(P,E), 3 C(n,u) telle que : 

La preuve de ce corollaire nécessite le lemme suivant : 

a) Si 5 ~ 5 '  alors D C D  
5' 5' - 

b) Si 6 C II alors 3 û E 10, l [ telle que D C $2. 
5 e 5 

Prteuve du lemme : 

a) Soit x s D ,alors 5 ' 

et par conséquent x c D 
E ' 

b) On le démontre par l'absurde : 

Supposons que 'd e o ]O, i [ : # n  on a alors : 

- 
v p 3 2  : D  Cj! !2, (0 = 1 - -1, 1 donc il existe une suite x E B n+ l 

(1 - -15 P P 
P 

- 
telle que x E 6 et x d n  ; d'après a) du lemme : D 

1 
C D  . 

(l--)E P 5 y 

P 
(1 - - 5  T 

P 

le théorème de Weirstrass nous assure l'existence d'une sous-suite x 
U(P> 

convergente (où a : N + I N  est strictement croissante) soit 1 la limite 

de x 
a (pl ' 

[n est fermé et x 
a (Pl E (n donc k? ~ [ n  . 

n . l E D En effet : x E j j  1 
5 1 

=> (1 -1E.l~ . I  1 .  
~ ( p )  (1 - -)E j=o a(p) 3 U(P) Y J  

a (P) 



En passant à la limite lorsque p -t + et en tenant compte 

du fait que x +- 1 et a strictement croissante alors on obtient : 
n a(p) , 

1 6 1 t 1 1, par conséquent l E E5. 
j =O 

On vient de prouver que : t E 5 et 1 E l n .  Or par hypothèse 
5 

D C donc ceci est absurde. 
5 

C.Q.F.D. 

Paeuve du cu/ruUahe 15 : 

Soit 8 défini dans le lemme précédent. Le théorème 14 nous permet 

d'écrire : 

Cherchons C(n,u) qui vérifie la majoration suivante : 

n+ 1 
Existe-il C telle que : a E M , ( I C I \  + r)! elal S  la/ ! ) .  

m 

(ptr)! eP a pour somme : 
r! 

La série 1 Si on prend : 
pz0 p! (1-8)~+] 

r!  
C = r+l , on a bien : 

(1-e) 

r! 
On pose donc : C(n,u) = Cn+] Sup 1 Iu(x) 1 1 .  

(~-e)~+' xeD e E 
C.Q.F.D. 



11 e s t  c l a i r  que ~ 1 x 1  e s t  une sous-algPbra de E[[T]]. 

So i t  a  a a{x), a (x)  ,> O ,  on note  : 

B = {u E E[H] t = I c  2 O (dépendant de u) t e l l e  que : 
a  - 

U(X) << c a ( x ) )  e t  on d é f i n i t  une nsrme su r  Ba de l a  mamiere suivante : 

b' u E B : 1 lu1 l a  = i n f I c  f e l l e  que : u(x) << ~ a ( x ) } .  a  

Eemmque : 

S i  u  E B a l o r s  u(x) r <  1 Iul laa(x) .  
a  

En e f f e t  : 

On a  : ' d a  E I N  
n+ l 

e t  'd C > 1 lu1 l a , [  lual l E  S a a y  donc : 

Pt~uph i é t é  7 1. - 

( B  1 1 1 1 a )  e s t  un espace de Banach. 

1 ' )  B e s t  un espace v e c t o r i e l  normé : 
a  

Soient u,v s B e t  X Ê & a l o r s  : 
a  

I lu+vl l a  5 I Iul l a  + I Ivl l a .  

( i i )  u(x) << 1 lu1 laa(x) => hu(x) *: [ h l .  1 lu1 laa(x) => A u E Ba e t  



Finalement,  on a b ien  : 

Donc 1 1 1 1 a e s t  une norme s u r  1 'espace v e c t o r i e l  B . 
a 

2" )  B e s t  complet : 
a 

P s o i t  (U une s u i t e  de Cauchy dans B : 
a 

Pour a f i x é ,  l a  s u i t e  P 
( U a ) p E ~  

e s t  de Cauchy dans E qu i  e s t  

de Banach donc c e t t e  s u i t e  converge v e r s  u dans E .  On pose : 
a 

On veu t  montrer que u e B e t  uP + u dans B : 
a a 

q S o i t  E > 0 ,  v p  2 N ( ~ ) , v q  z N(E) e t  V a  o N"" : 11,: - u a l l  i CaC1 

P 4 '  o n a  : l i m  / l u a  - u u l l  = - u a l l  ; donc : 
q++m 

v a  cINni1, t ( p  2 N(E) : (lu: - u a I I  < Caa e t  par s u i t e  

uP - u c B e t  1 luP - ul l a  < E .  a 

P Puisque u c Ba e t  Ba e s t  un espace v e c t o r i e l  a l o r s  u e B . 
a 

on s a i t  que : V E  > O,  =IN(€) - t e l  que : ' d p  z N ( c ) ,  [ l u P  - u I I a  L E 

donc uP + u dans B . 
a 

C.Q.F.D. 



Soit S une application linéaire de B dans H(D~,E) définie 
a 

a 
X par : u + S(u) avec S(u) (x) = 1 n+l u a - Cserie convergente dans 

~ ( 4 m  a !  

Soit, d'autre part, un compact K (L Da, on munit l'espace 

U(D~,E) de sa topologie habituelle définie par la famille de smi-normes : 

pK(f) = sup 1 1 f (2) / 1 lorsque K décrit l'ensemble des compacts de , 
zeK Da 

(S est une application linéaire injective et c~ntinue de Ba 

dans H(D~,E)). 

On veut prouver que K compiict de Da, 3 c K  5 O telle que : 

Soit d'autre part x G K, 

Tout compact contenu dans 
Da 

peut être inclus dans un compact 

équilibré ; on prend donc K équilibré et on a alors : 



V x  E K : a(lxl) s PK(a) 5 C et par suite : K 

X E K : 1 Is(u)(x) I I  L 1 Ilil Ia.cK. 

On a bien : PK(S(u)) s c ~ I [ u I ( ~  et S est continue. 

2') S injective : 

Soient u et v appartenant à Ba telles que S(u) 7 S ( V )  

alors u = v. 

En effet : 

a 
S(u) = s (v) => S(U) - S(V) = O = S (u-V) = C n+ 1 (ua-va -' X 

acT a! 

On a donc : !d a E anil , u = v et par con~6quent u = v. 
a a 

C.Q.F.D, 

On note B r B espace de Banach quidépend de 5 et k, 
k, S +k.€ . - 

où 
+ k , ~  

est la série définie dans le théorgrne 14 et 1 a 

norme dans cet espace de Banach. 

D(rnk,&) = D 5 
(domaine de çonvergence de 

'k,~)' 

1 " )  D c C  D(rnk,&) : 

n 
Soit X E D  donc : 1 Sjlxjl C 1 et par suite la série : 

00 

5 
n j -0 

(p+k)! 
( Sj 1 xj 1 )P converge, autrement dit la famille : 

p=O p! j=O 

a 

est sommable et par conséquent x E D ( I + , ~ ) '  
acN a! 



Soit x E D(mkPE ) alors In+l(lal +k)!Su -- Ixla est somrnable, 
acN a! 

et d'après les propriétés de l'associativité dans les familles sommables 
03 n 

on a : 1 n+l(laI + k)!t" -- = ( 1 ~ . l x . l ) ~  qui converge 
adN a! p=O p! j=O J J  
n 

donc : 1 Ejlxjl < 1 et par suite x e D 
j =O 5 ' C.Q.F.D. 

0 n a : B  = B  
k, S et H(D~,E) = H(D(~~,~) , E ) .  le corollaire 

$'k,t 
se déduit directement de la propriété 18 en remplaçant a par @k,S. 

PtLop4iéXé 2 7 .  - [ si - -1 - F E (R+) * n+l tel que fi 3 GE alors H(~,E) B 
- O,{' 

Soit u E H(f2,E) alors d'après le corollaire 15, il existe 

r! 
C(n,u) = 

1 r+l SUP IIu(x)II avec E]o,I[, telle que : 
(1-6) xaD e c 

$(u) (x) << C(n,~)m~,~(x) donc ((u) E B et 
095 

I lmw l e cn+, r !  P- (u). 
(l-O)r+l 0 5 

PkoprUété 2 2 .  - 
x n+l * n+l Soit (k,kl) E N x M et (5,5') c (IR+) x (R+) tels que : 

k s k' et 5 i 5' 



I alors : B C-t B 
kY5 

et la norme de l'injection canonique est 

Soit u E B 
k, 5 : u(x) << 1 lu1 lk,5@ky5(~) et on veut démontrer que : 

U E  B k! 
k1,5' (i'e u(x) "I I" l  I k l  mk1 (x) << - I I " I  Ik,E.@kl,F> ( X I ) .  

(k')! 

Ceci revient à prouver que : 

k! k! 
@kl,51(~) OU encore : <x,~>) << -- qk> (<xYF'>). 

(kt)! (k') ! 

On a : 5 d 5' donc <X,S> = cixi << 1 cixi = <X,E'> 
i=O i=O 

d'où : dkl (<x,5>) << gkl (<x.cl>). 

Le problème sera donc résolu si on montre que : 

k! Ok (<'y 5 ' )  << - dk1 ('~~5') et a fortiori si : k! 

(k')! (kt) ! 

k! (p+kl) ! soit encore : p E N, (p+k) ! ,< - 
(kl)! 

Si k ,< k' alors p E: IN : (p+k) ... (k+l) d (p+kl) ... (kl+l), 
(p+k) ! (p+kl ) ! donc p E iN, ,< 
k! (kt) ! 

C.Q.F.D. 

* n+l 
Si 3 5 E (R+) tel que Q 3 BF alors : 



@ 1 
ff(i-2,~) B d'après la propriété 21. 

0,5 

B c B d'après la propriété 22. 
i 

0,5 k ,5 

or 4' = i O 4' donc elle est continue et injective. 
1 

Onmunit ff (D ,E) de lanorme : llull = supIIu(x)II. 
b 5 x CD 

5 
Il découle du théorème 14 que : 

donc : $(u) e B 
r,5 et I I ~ ( U ) I I ~ , ~ I C ~ + ~  I IuI l m  

C.Q.F.D. 

Lemme 2 5 .  - 
?, 

Soit O < a < s < st < b et st < es : alors V p  E IN, !I Cp(a,b) 

tel que 



On va le prouver par récurrence sur p 
% 

p = O : on prend Co(a,b) = 1 .  

1 On est ramené donc à étudier 0(x) = (x+l)ax, avec a elè , 1 [ 
el(x) = ~(x+I)Lo~ a + ]]aX - 

1 - 1 -- 
x 1 O Log a +m 

d 
Log a Log a e a Log a 

S 1 donc si : -- o ]  - , I [  alors on a : 
s ' e 

1 b Log s'-Log s 
de plus : d -  car - - - 5 - 1 (a E ]a,b[) 

Log sl-~og s sl-s s ' -s a b  

et finalement : s < s r  < es 



'L b * On prendra donc Cl(a,b) = - 
ea 

2 

'L 

Cp(a,b) 1 
Si P ! < < 

Pf 1 
. -  alors : 

(1-st) (Sc-s)P 1-s't 

'L 

C (a,b) (p+l) (P+])! << p , , - . - «  1 Cp(a,b) (p+l) 
X l x 1 

P+2 s 
7 

(1-st) (sl-s)P 1 - st 1-s't ( s '  - slP 1-7 1 - s't 

'L 
s'Ê (a,b) (pi]) 

P 1 , P 1 
b(p+l)C (a,b) 

= X - << 
P+ 1 (s'-s)p+I 1-s't (s ' -s) 1 - s't 

'L 'L 

On posedonc : C (a,b) = (p+l)bC (a,b). 
P+ 1 P 

Ce qui termine la démonstration du lemme. 

V 1  - DERlVATlUN ET MULTlPLlCATlUN DANS LES ESPACES B 
k,S ' 

1 - Action de ~"(u E an") g B ~ , ~  : 

Soit u s B alors u(x) << Il~ll~,~(~,~(x) et comme la 
kYS 

relation << est stable par D' donc : 

De plus : 

Or les fonctions majorantes 
'k, S 

sont définies seulement pour 

k 5 O donc si k + 1 ~i 1 2 0, on peut écrire : 

et par conséquent : a 
C 

X 
(/al + / u /  ' k)!~a - << @k+lFil,c (XI 

a? c-~i] + a! 



On a donc la : 

Si ~i c .En+' , k E IN tels que k + 111 1 2 O alors : 

I * n+l Soient b E My k E M i  5 E (B+) et n E. 10, 1 [ alors, 

l l'application B définie de : B x B 
b,riE kyE 

dans B 
kY6 

est une application bilinéaire continue de norme $ b! 
+ I  ' 

( 1 -db 

Soient 
a BbynE 

et U E B  
k, E on a alors : 

Or la relation << est stable par multiplication donc : 

On veut montrer que : 

Il suffit pour cela que : 



On remarque d'abord que : 

(14) 

En effet : 

On a : g0(nt) >> O et comme la relation << est stable par la 

multiplication des séries formelles positives alors : 

puis on applique à nouveau la majoration (14), ce qui donne : 

et par récurrence,on arrive à la majoration suivante : 

&+ 1 &! 
or : "("1 = l! @,(nt>] , donc, d'l(nt>$o<t> << 7 "(t). 

(1-n) 

En multipliant cette majoration par k! [$ (t)lk, on obtient : 
O 

"ht)lPk(t) << 
e! 

+ 1 dk(t) car Illk(t) = k! [IJ (t)-Jk+'. 
(1 -de O 

Le résultat sera obtenu en remplaçant t par <x,[i qui est 

une série positive dont le terme constant est nul. Il faut aussi remarquer 

que nt = <x,q[>. 

C . Q . F . D .  



CHAPITRE V 

On démontre ce théorème en utilisant les mêmes idées que celles 

utilisées dans [ l ] ,  c'est-à-dire de ramener le problème pour un opérateur 

de poids quelconque à celui pour un opérateur de poids zéro, puis d'utiliser 

une méthode d'approximations successives comme dans le théorème 

dlOvsjannikov [27] . Cependant on utilise la méthode des majorantes sous 
la forme que lui a donné Wagschal [35]. Il faut signaler à ce propos que 

Hasegawa ( [2 11 , [22] ) utilise aussi la méthode des majorantes pour démontrer 

la version réelle de son théorème, mais sous une forme plus compliquée que 

celle utilisée dans ce paragraphe. 

Soit h un opérateur différentiel de type de Fuchs en a par 

rapport à S, de poids r (a) et d'ordre m. 
h,S 

On veut résoudre le problème de Cauchy au voisinage de a : 

avec f et v fonctions holomorphes au voisinage de a. 

On pose : u - v = w , le problème de Cauchy (VI) s'écrit : 



De La seconde condition de (VII), résulte qu'il existe U unique 
.r (a) 

holomorphe au voisinage de a telle que : w = U . 4 hyS et trouver u 

revient à trouver W. 

U vérifie : h(U 4 'h,~'~) ) = g , c'est-à-dire : h,(U) = g 

avec hl opérateur de Fuchs de poids O en a par rapport à S (théorème 7). 

On choisit une carte locale telle que $(x) = xo et a = (O.. ..,O) ; dans 

cette carte locale 1'6quation s'écrit : 

'b 

P(U) = Q(U) + g 

% 
m 

avec P =  1 a (x') xm-P D ~ - ~  (on peut supposer que a = 1). 
m-P O O m p=o 

m-1 ao+l a. 
Q G -  

"O 
B B = 

Do m-a y m-a 1 aa(x> DX: 
a =O O 
O o la'jp-a. 

On a : Cl(h,xl) = C ( h  + m-k, x'), (théorème 7), si Cl(h,xf) est le 

polynôme caractéristique fuchsien de et C(h,xl) celui de h. 
1 

Il découle du leme 9 que si vj E N : j >, m-k , C(j ,O) # O alors 3~ 
voisinage de O dans an tel que : 

On en déduit : 

% 
Donc P est bijectif sur l'ensemble des germes de fonctions holomorphes 



donc le problème (VII) est gquivalent au pr~blcme (VIII) : 

(VIII) u = ? O Q) (u) * u0 avec u = . 
O 

On utilise comme dans Cl] une méthode d'approximations succeçsives : 

on pose, pour p 2 O : u 
P+ 1 = (VI O Q) (Up) + U O 

%- 1 
Onadonc V = U 1  - U o =  (P 

O 
0 Q) (Uo) 

Ceci ramène l'étude de la suite U à celle de la série de terme général V . 
P P 

On suppose que R et r sont tels que les coefficients de 

l'opérateur sont holomorphes sur un ouvert R contenant D défini par : 

et que : 
1 

{x' E an / lx1 1 + ... + IXnI - C V 
r 

On a donc V holomorphe sur un voisinage ouvert de D et il existe 
O 

une constante, qu'on notera [ I ~ ~ l l  telle que : 

n R r avec : t(xl) = xi , Co 3 - et s ? -  où 
O0 

C ] O , I [  est un 
i= 1 

"O "O 

nombre donné. 



On va prouver par récurrence qu'il existe une constante K 

telle que : 

Cette majoration est vraie pour p = O , car si : 

S' ' S : 1 
< < 

1 . Supposons le résultat vrai pour p et 
1-st(xl) 1-slt(x') 

démontrons le pour (p+l). 

a + 1  a 
O On va étudier l'action successive des opérateurs B D 

O 

m-a , X  et 
O 

O 
O 

%- 1 
P sur V . 

P 

10) o n a :  B (x;DXl)= C a a 1 
m-a 1 (x ,XI) Dxl 

O lall<m-a "oYa O 
O 

M 
a 

1 
va tel que /a 1 i m , 3 M telle que : a (x) << 

C1 a 
1-x R 1-rt(xl) 

O 

On note : C (X;D~,) = 1 1 a' 
m-a 

O 
1 M . D X l  . 

l-Rx0 1 - r t )  /allsm-a ao>a 
O 

Donc: B (x;Dxl) < < C  (x;Dxl) (DéfinitionII). 
m-a m-a 

O O 

Soit o E ] s ,s' [, alors il résulte de la propriété de << que : 

K X P 1 O 1 - -  1 
m-a o ( U - S ) ~ ~  1-Rxo 1 - ~ x  ' 1-rt(x1) M ao9a lDx:[- ] = 

0 O O 1-ot(x') 

KP X P 1 . -  O 1 
= I /vol I 

( O - S ) ~ ~  ]-ho 1-E x 1-rt(xl) la' 
0 O 

On a d'après la proposition 27 : 



et il résulte de la proposition 22 que : 

donc : 

B m-a (Vp)(x) C C  

O 

K~ 1 x P I (m-ao) ! 

I Ivoi I - 1 Mao la' I O 

( U - S ) ~ ~  ]-no 1-5 x 1-rt(x1) m-a + 1  
O O [l-at(xl)] O lall~m-a O 

Il résulte du lemme 26 que : 

B (Vp) (x) < <  m-a 
O 

Kp 1 x P 1 1 1 
- % 

<< 1 bol 1 . Ra . C (a,b) 
O 

m-a ( ~ 7 - s ) ~ ~  1-no O O 1-x 5 1-s1t(x') 1-rt(xl) m-a 
0 O (s ' -0) O 

avec R = b la1 I 
a Ma ,a1 
O lalI,<m-a O 

O 

r 
Si on suppose a > - alors : 

no 

1 1 1 1 1 << - << - . 1 

1-slt(x') 1-rt(xl) 1 -  - r 1-s't (x') 1 -rio 
s ' 1-slt(x') 

et finalement : 

% 

KP 1 m-a 1 x c (a,b) P 

B m-a (vP)(x)<<l [vol 1 2 * R a  o . -- o 
O ( u - s ) ~ ~  ( 1 -no) O m-a O 1-s't(xl) 1-x 5 

(s ' -a) O O 



2") On aura donc : 

a + 1  a 
O 

X 
O 

D OB (V ) (x) << 
O m-a p 

O 

% 

K~ 1 c m-a (a,b) 
O 

1 
1 Ivoi 1 . R  . O 2 a m-o X 

O 
D 

(o-sImp (1 -no) O O 1-slt(xl) O 
(s'-a) 

a + "[ 1-x O 5 O 1 

et par conséquent : 

R 
% 

KP a c (a,b) m-a 
O O 1 

<< I Ivoi I 2 m-a 
(o-sImp ( 1 -no) ( S  1 -.,) O O j =O O 1-slt(xl> 

KP 
Ra m-a 
O O c (j-1) 1 

= I bol I 2 a 
(o-s)mp (1 -no) O O 3 1-slt(xl) 

a +1 a w 

On pose : w (x) = x O O j 
P O 

D O B m-a (Vp)(x)= W~,~(X')X . 
O j =O O 



On a donc : 

w W . (x') 
si F (XI) = YI (wp) (x) = .(XI) X' o n a  : F .(XI) = PYJ 

P j =O O P9J 
C l  (j ,x') 

En utilisant le corollaire 12, on obtient : 

R 
'lJ $P-I 

a c (a,b) KP m-a 
O O 

M 1 
F (XI) << I IVOI 1 
PY J 2 '  m-a ( 1 -rio) m-a 

(S'TU) 
O 

(j+l) 
O 1-rtx) 1-s't(xl) 

'L &-P-] 

K~ Ra o o 1 
<< I /vol I 

(o-s)mp m-a 
O 

(sl-(5) (p.el) m-ao 1-slt(x') 

donc 

lZP 
x 
a 

F~(x)<<I /vol 1 o m-a C='.+l x j  1 - - 
( U - S ) ~ ~  [(p+u (sl-o)J O I-s'~(x') 

2i 

X P+ 1 
O 1 

a-.' m-a 
O 1-x€J 1-slt(x') 

0 0 

Si on choisit o E: ] S,S' [ telle que s' - o = - "-$ alors : 

P+ 1 

a 
1 1 m (b-a) O 

( U - S ) ~ ~  m-a O (SI -s) (8'-s) m(p+I 
[(P+l) (6'-O)] 



et par conséquent : 

Finalement : 

On impose maintenant : 

On aura donc : 

Si lxo\ s ( ~ 1 - s ) ~  
avec K' > K , alors la série de terme général V 

KI P 

converge normalement et la suite de terme général U converge uniformément 
P 
1 sur un polydisque convenable de centre O dans vers une fonction 

'L 
holomorphe U. Conme P(U ) = Q(Up) + g alors la limite U vérifie : 

P+ 1 

'L 
P(U) = Q(U) + g donc hl(U) = g . C.Q.F.D. 



CHAPITRE V I  

Les méthodes utilisées dans le chapitre V sont du type théorème 

d'0vsjannikov. On donne dans ce chapitre une formulation de ce théorème 

qui généralise celles données habituellement ( [27] , [28] , c30] ) . 

1 - HYPOTHESES ET NOTATIONS. 

On fait les hypothèses suivantes : 

(H- 1 Soient 1 un intervalle de Ri et (Es) SEI 
une famille d'espaces 

de Banach sur IK ayant les propriétés suivantes : 

V(s,sV) F 1 x 1 : s < s1 => ES, L-* Es (inclusion topologique). 

On note par I(s,s1) la nome de l'injection canonique de Es ' dans E s 

(H-2) On définit E = u E ; il résulte de (H-1) que E est un Il(-espace 
SEI 

vectoriel. 

W; 
On se donne m E N et pour tout r E I 1 , .  . . ,ml, Ar E L(E) 

(L(E) espace des applications linéaires de E dans E) tel que : 

y(s,sf) c I x I : s < s1 => A E Î(E~ , , E ~ )  , ( A  est à 
rIEsl rlEs' 

valeurs dans E et est continue de s 
Es, dans Es). 

On note : 
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03-31 
?# 

Soient p E W+, 1 = ] -  p, p [ et pour tout r o { 1 , .  . . ,ml on 
P 

se donne B E F(I ,L(E)), (F(I~,L(E)) ensemble des fonctions de 1 
r P P 

dans L(E)) tel que : 

a) V(t,s) F I  X I :  Br(t) E~!(E) 
P 1% S 

b) vc E[o,~G 'ifs E I et 'dr E { l ,  ..., ml : 

sup 1 IBr(t) / ) = Lr(c,s) < + 
Itls~ 1 Es s 

O O 
C) YS E 1, YC 5 p : g E C (IE,ES) -+ f.t - Br(t) [g(t)]} C C (IE,Es) 

Remmque : 

Si on se donne Br E F(1 ,L(E)) tel que : 
P 

Ys E 1 : t t Br(t) E C'(I~, 2(~ ) )  
1 ES s 

alors les trois conditions a), b)  et c) sont vérifiées. 

En effet : 

i) La première condition est triviale, 

ii) si E < p alors le compact 1- E,  cl est contenu dans 1 
P 

et par suite l'application t -t B (t) continue sur le 
r IES 

compact E, E] à valeur dans l'espace de Banach d ? ( ~  ) 
S 

est bornée. 

iii) Soit g E cO(l ,E ) , on a le diagramme suivant : 
P s 

- 

k 



donc l'application t -+ B (t) Cg(t)] est continue comme composée des 
r 

deux applications continues (on rappelle que si on a un espace vectoriel 

normé F alors l'application bilinéaire : f ( ~ )  x F -3 F est; continue) 

(9,~) + $(u) 

d'où la condition c). 

(H-4) On se donne 

qui vérifie les propriétés suivantes : 

b) Si g E C0(1&,ES) et E < E alors : 
AgllE' = A h ,  = E t  1 

(c'est-à-dire que A est un opérateur local). 

C) 3 6 E F(C0.p [, IR+) satisfaisant aux conditions suivantes : 

i) 6 est une fonction croissante 

ii) lim 6(A) = O 
A+ O 
A>O 

iii) Si g e CO(IE,Es) est telle que : 



alors : Vt E I~ , 1 1 ~ ( g )  (t) 1 1 s ak+l 6(1tl)k+1 x Ms(g) 

* 
où (ak)kcN+ est une suite de IR+ donnée en même temps 

que A et 6. 

On note par 1 1 . 1  1, la norme dans E . s 

03-5) On note M = {(s,sl) E 1 x 1 : s < s ' }  x [0,p[ et on suppose 

qu'il existe une fonction B : M -t IR+ vérifiant : 

b) Pour tout (s,s',E) E: M et pour tout k E: N on a : 

c) Pour s et s' fixés, la fonction X -t B(s,sl,A) est croissante 

sur [O,P [. 

Il - ENONCE DU THEOREME D'OVSSANNZKOV GENERALZSE. 

SOUS les hypothsses (H- 1 ) , (H-2) , (H-3) , (H-4) et (H-5) on a : 
% 

b'(S,~') E 1 x 1, s < s' , 3 E(s,sl) tel que pour tout E < E(s,s') et 

pour tout f E CO(I~,E~,) , 3 !  v L C'(I~,E~) tel que : 

La démonstration de ce théorème nécessite la démonstration de 

deux lemmes préliminaires. 

On note Es, (IE) l'ensemble des fonctions f : IE + E S 
S<S ' 



O 
telle que pour tout s < s' : f E C (IE ,ES). 

On montre d'abord un lemme fondamental d'estimation de la 

convergence : 

- 
Lemme 29 . -  

Soient (s,sl) E 1 x 1 , E > O et f c Es,(IE) alors 

k 
on peut définir une suite w E ESl(IE) par : 

et elle vérifie la majoration suivante : 

V(S,S'~,E') tel que : s < s" < sl, E' < E, thi< E N et b't r IE, 

- 
P/teuve : 

1') On démontre la première partie du lemme par récurrence sur k : 

O O 
on a : w E ES' (IE) car w = f et f E E (IE) par hypothèse. 

S 

k 
Supposons que w E ESI(IE) et montrons alors qu'on peut définir 

k+ 1 
w E Esl (1 ) par la formule : 

E 

k 
Corne Es.(~E) = c0(1 ,E ) et w E E '(1 ) alors 

s<s' € s s E 

wk E ~'(1~ ,ES) pour tout s < s1 et il découle de (H-4) a) que : 

A' wk E CO(I~,E~) pour tout s < S' ; donc si s < s" < s' alors pour 

k tout t E I~ on a : A' w (t) E Es, et on en déduit de (H-2) que 



ar w k 
1 

E K iy la composée Ar O (Ar w k ) des deux 

r 1 Est' applications continues est continue : 

A 0 (A* wk) c"(I€ ,rS) 
s r 

On vient de prouver que pour tout s < s' : A O (br wk) E CO(I~,E~) 
r 

r k  
c'est-à-dire : A O (A w ) e Es, (IE). Il découle alors de (H-3) c) r 

que : % < s' : I t  + ~ ~ ( t )  [(A O 
r 0 br Wk) (t)] 1 ti c (I~,E~) et 

k+ 1 par conséquent w E ES (IE) . 

2") Montrons la deuxième partie du lemme par récurrence sur k : 

k = O : si s < s" s' on a une injection de Es, dans E donc : 
S 

Si E' < E et Itl s E' alors (H-5) a) implique : 

supposons que cette propriété est vraie jusqulau rang k et montrons qu'elle 

est vraie pour le rang suivant : 

car ~ ~ w ~ ( t )  E E ~ , ,  si s < SI" < s" < s' , \ : :SI,t - E  . 
s 



D'après l'hypothèse de récurrence an a : 

De (H-4) c) iii) on tire : 

On aura par conséquent : 

m r 
6 SUP 1 If(t) 1 1  .6(1t1)~*'. 1 Lr(~'y~)Cr(~,~'")[ iï o~+~]~(E') r-l I ~ ~ s E '  s r= 1 i= 1 

x [~(s"' ,S"~E')]~*I 

Or cette inégalité est vraie pour tout s"' e ]s,sl'[ donc : 

4< sup 1 ~f(t) I I  . ~ ( l  tllk+' ~(s,s",E')]~** d'après ( H - 5 )  b)  . 
It16Et s " 

C.Q.F.D. 



Lemme 30.- 

Les résultats du lemme 29 restent vrais si f E C ~ ( I ~ . E ~ ~ )  e t  

S < sl's S' . 

Puisque f est continue de IE dans E et l'injection i est continue s ' 
de E dans E alors f est continue de 1 dans Es. il réqulte de 

s' s 6 

la preuve du lemme précédent qu'on a une suite wk E E (1 ). Dans la 
S' E 

majoration relative à k - O, on peut prendre s" = s' ce qui est passible 

car f IE cO(l ,E ,), le reste de la démonstration est le même que celui du 
E s 

lemme précédent. 
C.Q.F.D. 

I o )  Exhtence. 

Soient (s,sl) E 1 x 1 avec s < s' et c(s,sl) vérifiant 

la condition suivante : 

O 
Soient d'autre part E f E(s,s') et f E C (IEYESt) ; On 



k définit une suite v par : 

un raisonnement identique à celui fait dans 14 lemme 29 montre qu'on 

k 1 peut définir une suite v c ESI(IE) , en particulier v = f. 

k k+l On pose : w = v k - v , cette suite vérifie les propriétés 

suivantes : 

11 résulte alors du lemme 30 que si s < s" 6 s' on a : 

Puisque E' S E S €(s,Si) , 6(€(s,s1)) x 8(s,s1,~(s,s')) < 1 et E est 
S 

k un espace de Banach alors la série de terme général w converge namalement 

dans Es sur tout compact [- E' , E'] de TE et par conséquent la suite 

k 
v converge uniformément dans E sur tout compact [- E ' , E 3 C IE . Si 

O n a  donc limvk qui existe et est continue sur 1 . On note 
k-t* E 

O v cette limite, et on a : v E C (TE,ES). s S 

. Soit s < s' et s < s' . Comparons v 
1 2 et v 

S 
sur 

1 s 
2 

1 E(S~,S') IE(S2,S') 



Soit t E 1 n 1 i 
k 

E(sl ,s') E(S2,S1) alors v (t) -+ v (t) dans E 
S 1 s 

1 

k 
v (t) -4 v (t) dans E 

S 
2 S 

2 

si on suppose que s < s on aura E c-t E , doqc 
1 2 s 

2 
S 1 

i k lorsque k + + oo i(v (t)) --+ i(v (t)) dans Es 
S 1 1 

vk(t) 4 v (t) dans E 
S 2 s 1 

il découle de l'unicité de la limite que : v (t) = v (t) pour tout 
S 1 S 

2 

t ~ 1  E(S] ,sl) "E(s~,s~) 
autrement dit : 

v solution du problème sur E : 
S s 

'Il 
On pose : E(s,s') = min(€(s,sl), sup s(u,sl), sup E(s",s)) 

s<u<sl s''<si 

'Il 
Soient E 6 E(s,s') et f E CO(I~,E~,). 

'Il O . Puisque E 6 E(s,s') alors on peut définir v E C (IE,ES) 
S 

comme limite de la suite v dans CO(I~,E~). 
1 IE 

. E S  sup E(u,s') ==> 30 E ] S,S' [ tel que : E 6 ~(0,s') 
s<u<s ' 

on peut alors dé£ inir v E ~ ~ ( 1 ~  ,E ) comme la limite de la suite v k u u 
IIE 

dans cet espace, on a alors v = v pour tout t E IE , de plus : 
S 0 



puisque pour k -t + vk+l ( t )  - v s ( t )  dans E 
S 

k 
v ( t )  --+ v u ( t )  = v S ( t )  dans E 

O 

a l o r s  pa r  passage à l a  l i m i t e  on au ra  : pour t c IE, 

'L 
On v i e n t  de  prouver  que pour E 6 E ( s  , S I )  e t  pour t o u t  

O 
f E  C ( IE .ESI)  3 

t e l l e  que s i  t E 1 
E ' 



9 On veut montrer que cette solution est unique dans C (T,,Ep). 

On suppose qu'il existe deux solutions v 
1 et v2 dans CO(I~,E~). 

On pose w = v - v2, alors : 
1 

et par conséquent w est salution dg l'équatioq : 

O 
Soit s" E 1, s'' < s alors w s C 1 , E s ,  (car Es Li- E ) .  

s 
k 

On définit une suite w E ES.(IE) par : 

Il découle du lemme 29 que si s" < s et E' s E, k e W 

Itl s E '  +lors : 

puisque E' p E p sup o(sl',s) alors 3 stl < s tel que E o(sW,s) 
st'<s 

et : 

or 
k ~ ( E ( s " , s ) ) B ( s ' ~ , s , E ( s " , s ) )  < l donc : lim 1 lw ( ~ 9  1 Is,, = P.  

k++ai 

k 
11 est clair que w = w pour tout k s IN (par réçurqpnce) 

donc Ilw(t)IIsl, = O pour Itl 6 c f  et par conséquent w(t) = O si 



Or ceci est vrai pour tout E' s E donc w = O 

(i.e. v = v2). 
1 

C.Q.F.D. 

On fait les hypothèses suivantes : 

(H-1) i) 1 = ]a,b[: borné ; 

ii)  injection de 
Es ' dans E a une norme s 1 ; 

S 

L (H-II) Cr(sl,s) = 

(sl-s)' y 

(H-III) Il existe unnombre L 2 O tel que : Y s ,  r ,  Y E  : 

L (€,SI s L(E) ; r 

- 1 - 1 
(H-IV) Soit A = D la notation Dt désigne l'application de 

t ' 
C'(I~,E~) dans cO(l ,E ) et elle est définie par : 

E S 

si g E CO(I~,E~) alors A(g) (t) = ~;'g(t) = 

1 
On a dans ce cas : 6(X) = X et ak = - (k 3 1 ) .  

k 

Cette application possède les propriétés suivantes : 

k 
si 'ft I/g(t)Ils \C Itl ~ ~ ( g )  alors : 

(H-V) Existence d'une fonction 8 à partir des hypothèses ci-dessus. 

On la cherche sous la forme : 

8(s,s1 ,E) = (s'-s)-~L~ 03 1, est une constante à déterminer : 

a) S , S , E  e A ,  I(s,sl) s B(s,s',E), il suffit de prendre : 

m L l  z (b-a) . 



b)  O n a :  

e t  on veut  que : k+2 
Ipf  S s (LI) .(SI-.?) 

-m(k+2) 

sao<.sl 

OU encore : 

Ceci s e r a  v é r i f i é  si : 

Pour k donné on c h o i s i t  a t e l  que : 

s1-s on v é r i f i e  que o E ] S,S' [. En e f f e t  : - - > l  -> a > s  
SI-a 

s' - a  = (sl-S) 3 ( k + l ) * >  0 > s1 > p. 

3(k+l)+l 

On v o i t  que : 



On au ra  donc : 

E: r-1 b-a 
L 

% 

on prend : f = max(Ll, (b-alrn) ,B(s , s '  , E )  = LI 
e t  on c h o i s i t  : 

( s '  -slrn 

c )  I l  nous r e s t e  à v é r i f i e r  que : 

s , s f  c 1 x 1 s < s ' ,  ~ F ( s , s ' )  t e l  que s i  A :. ~ ( s , s ' )  a l o r s  

A B ( S , S ~ , A )  < 1 .  

En e f f e t  : 

Donc t o u t e s  l e s  hypothèses du thêorème 28  sont  v é r i f i é e s ,  

a l o r s  sous l e s  hypothèses (H-I), (H-II), (H-III) ,  (H-IV) e t  (H-V) an peut 

énoncer l e  c o r o l l a i r e  su ivant  : 



- 
O t/(s,sl) E I X I> s < sl, 35(sYs1) tel que Y E < E(sysl), Y f e c ( T ~ . E ~ ~ )  

O 
! v E C (FE,ES) vérif iaqf : 

m 
si t E I alors : v(t) = 1 ~ ~ ( t )  unr 0 D;~v)(~)J + f ( t ) .  

E 
r= 1 

Si on se place dans les hypothèses du cqrollaire 31 alors 

b'(s,sl) E I x I, s < s t Y  3:(s,s1) tel que Q E < g(s,sl), 'if f c C'(I~,E~,) 

3 ! u E c~(I~.E~) telle que : 

( D{~(o) = 0 pour j c {OY.,.,m-I~. 

Pheuve : 

On note I'm(~e,~s) = (u E cm(IE,E ) telle que D;U(O) = O 
S 

pour j c {O,...,m-III. 

O On a : C (IE,Es) rm(l , E  ) application 
E S 

-r m bijective. Si u E rm(l >E ) alors Dt Dtu(t) = 
E S 

DZ-~U ( t ) . 

En effet : 

= m- l Dm-lU(t), car D~ u(O) = 0 i 
t 

-2 m -1 ru-1 m-1 r = 2 : Dt D u(t) = D D u(t) = f;t 
t t t u(r)dr = ~:-~u(t) car D:-~ U(O) =? O 

et par récurrence, pour tout r E O , . . m I I  on a : 



-r m m-r 
Dt Dtu(t) = Dt u(t) (car Dtu(0) j = 0 pour j E O , .  . . m l  1) pay conséquent 

Tn si u c r ( I ~ , E ~ )  est solution du problème précédent et si on pose m Dtu = V ?  

v E c~(I~,E~), Y est solution de : 

lm D'après le cqrollaire 31, v existe et est unique donc p = Dt v 

existe et est vnique. 

CcikaReuhe 33. - 

Sous les hypothèses du corollaire 31, on 8 : 

s s  c I 1, s < SI, 3â<s,s1, tel que t/ E < ;(sis1), Y f E CO(I~,E 
5 

et u E U Eu pour j E {O ,..., m-11, 3 ! u E cm(l ,E ) telle; que : 
j o>sl E S 

m 
t € Ig + f(t) 

r- l 

j' 
j c {O, ..., m-11. - 

7 "  1 U n i a é  de La AOWOM : 

Supposons qu'il existe deux solutions u et u2. Posons 
1 

U = U, - u2 puisque uI et u2 sont dans cm(l ,E ) alors il en est 
E S 

de même pour U ,  de plus : 



On voit que O est solution de ce problème et il resulte du 

corollaire 32 que cette solution est unique, donc U 3 O q C~(I~,E$) e t  

par conséquent u l  = u2 d'où l'unicité de la salution. 

2') Ex&tence de Le 4 o ~ g n  : 

En faisant un changement de fonction incoqnue, on peut ne ramener 

au cor~llaire 32. 

m 
On remqrque que si u c C (Ie,SS) est solution alor$ : 

t U(t) = u(t) - 1 u - est aussi dans C m (IE,Es). 
j=o j j! 

On a : 
uj Eu 

avec o > s' > s donc u. E E (car ED c Es). 
j 

j J s 
j 

j De plus : D:U(O) = O  puisque Dtu(0) = v  j € {Q,.~.,~-I} 
j ' 

m 
+ 1 Br(t)(Ar O Dm-rrjl uj $1 } + f (t) = 
r= 1 

t 
j =O 

m m m-l 

= r= I 1 r 0 t + 1 1 Br(t)Er(D:-ru 2;1 + f(.). 
r=l j=O j j! 

On pose : 



m rn-1 j - (m-r - 1 . l a  Br't) [,-; " 

Ar(uj) * f(t), 
P=I ~=m-r m-r)] ! 1 

U vérifie l'équation : 

On a c E W e C  o > s' alors Ar(u .) E ES, par suite : J O j 
j J 

t ++ Br(t> A (u.) E CO(I~,E~,) donc 1 O 

L D - (m-r )] ! J 
F C (IE,Esl). 

Toutes les hypothèses du corollaire 32 sont vérifiées donc ce 

corollaire s'applique à F et U et par conséquent U exigte. 

ln- 1 
t j Il suffit de remonter les calculs avec : u(t) = U(t) + 1 p - . 

j-0 j j! 

C.Q.F.D. 

-. 

Théonème 34 (t E a ) . -  

On conserve les hypothsses (H-1) avec 
(Es) se1 une fqmille 

d'espaces de Banach sur a,  (H-2) et (H-5) ; llhypothèqe (H-3) est 

remplacée par : 



( H - 3 ) '  Soit p  > O ,  D - ( ~ € 6 :  l z l < p 3  alorspour tout r~ { l ,  ..., ml 
P 

on se donne B E H(D ,L(E)) tel que a), b) restent inchangées 
r P 

et la condition c) devienç : 

I Dans (H-6) la condition a) sera modifiée de la maniere suivaptg : 

On remplace le mot continu par holomorphe. 

"4 
Alors V(s,s1) € 1 x 1, $ < s , 3E(s,s1) teiquevq < E ( s , s ' )  , b'f ~ H ( P ~ , E ~ ~ )  

3! v D H(D,,E,) telle que : 

La démonstration dg ce théorème est analogue à celle du théoreme 28. 

A un moment donné la convergence normale de la série uk sur tout 
DE ' 

(El < €1, entraîne la convergence uniforme de vk et l'holomorphie de sa 

limite v (d'après le theorème de Weirstrass). 

On peut énoncer trqis corollaires de ce théorème pnalogues à ceux 

du théorème 28 ; le mot continu sera remplacé par le mot holomorphe. 

Les hypothèses (H-1) , (H-II) et (M*III) du carollai~e 3 1 restent 

inchangées. On modifie (H-IV) de la manière suivante : 

- 1 
L'application : H (D,,E~) + H(D ,E ) est définie par : 

E S 

f(S)dE où y,, est un chemin de C joignant 0 à z  

Yoz 

contenu dans D E Y  et on conserve (H-V). 



'L 
Alors v(s,sl) E 1 x T ,  s < s', 32(s,s1) tel que E < ~(8,s') 

et V f e H(D€ ,E.. 1, 3 ! v r. H(D,,E~) telle que : 

I Sous les hypothèses du corollaire 35, on peut conolu~e : 

l ?, 
Y(s,s1) E I x 1, s < sl, 3$(s,s1) tel que b'~ s E(s,s') et 

b' f c H(D~,E~ '), 3 ! u D H(D~,E~) telle que : 

m 
Z E D  1 = > {  

~>(z) = ~,(z) + f(e) 
r= 1 

D!U(O) = p pour j D {O, . . . , x n ~  II. 

Dans les hypothèses du corollaire 35, on a : 

'-b 1 V(s,sl) E I x 1, s < SI, 3:(s,s1) tel que VE < E(s,s'), b' f & H ( D ~ , E ~ ~ )  

et b'u c u Eo pour j E O , .., m - ,  q! u E H(pE,Es) telle que : - 
j 
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