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INTRODUCTION

Si une variété compacte M supporte un feuilletage é;/ trans-
versalement de Lie G, alors M se décompose en une fibration 5, de base
un espace homogéne compact de G, et de fibre 1'adhérence d'une feuille de
d;r; cette fibration est telle que le feuilletage induit par F sur chaque
fibre est lui-méme transversalement de Lie Ke (ot Ke est un sous—-groupe

de 6) [FED.].

Dans ce travail, nous nous intéressons au cas particulier des
feuilletages transversalement de Lie G, de dimension un, induits par des
flots (que 1'on appelle G-flots) ; on montre que la fibre de la fibration
5, associée & un G-flot, est difféomorphe 3 un tore, et, on donne des théo-

rémes de conjugaison dans le cas oii la structure transverse est abélienne,

et, dans le cas ol elle est nilpotente.

L'ordre dans lequel 1'étude a ét& mende, est le suivant. Aprés
avoir rappelé les propriétés eéssentielles des feuilletages transversaleﬁent
de Lie, et, donné quelques propriétés des G-flots d orbites fermées (Ch.I,
Ch.II), on montre que le feuilletage défini par un R"~flot (& orbites non
fermées), est conjugué 3 un feuilletage linéaire de Tn+] ; par ailleurs

- . n - - - .
les seuls G-flots minimaux, sont les R -flots (cette &tude a été faite en

collaboration avec Y. Carriére [bAR;CAR.])

Les chapitres suivants, sont consacrés au cas oli le groupe de Lie
G est nilpotent ; si le groupe d'holonomie T d'un G-flot nilpotent ¢,
contienﬁ un sous—groupe Fo, tel que Po est discret uniforme dans G, et
I‘/I'o = L, alors le feuilletage défini par ¢ est conjugué 3 un G-feuilletage

homogéne. Une étude détaillée est faite, dans le cas particulier oi G est




le groupe de Heisenberg N de dimension 3 ; on décrit les groupes d'holono-
mie des N-flots (3 orbites non fermées), et on montre que le feuilletage
défini par un N-flot, est conjugué 3 un N-feuilletage homogéne ; comme les
seuls groupes de Lie nilpotents simplement connexes de dimension trois, sont
d'une part R3 et d'autre part N, on obfient ainsi une classification des
G-flots nilpotents, & orbites non fermées, sur une variété compacte de dimen-—

sion quatre.
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CHAPITRE I

RAPPELS - EXEMPLES,

Nous rappelons dans la premiére partie de ce chapitre, les
propriétés essentielles des feuilletages transversalement de Lie ; ces
feuilletages ont été &tudiés par E. Fedida [FED.]. La deuxiéme partie
est consacrée au cas particulier des feuilletages transversalement de

Lie de dimension 1 définis par des flots.

Soient M une variété compacte de dimension n, G un groupe
de Lie de dimension p < n, et g? 1'algébre de Lie de G ; un feuille-
tage transversalement de Lie G sur M, est défini par la donnée d'une
I-forme w & valeurs dans é? vérifiant une condition de Maurer-Cartan,
et en tout point surjective ; un tel feuilletage peut également &tre

défini a 1l'aide de cocycles 3 valeurs dans G.

Dans toute la suite, les structures différentiables considérées

r
seront de classe C avec r 2 1,

A - FEUTILLETAGES TRANSVERSALEMENT DE LIE G.

Déginition I-A-1.- On appelle G-cocycle localement constant

~ ' . .
sur M, la donnée d'une famille (Ui’fi’gij)iel telle que :

jel
a) (U.). est un recouvrement ouvert de M.
171el
b) fi : Ui - G est une submersion.
c) gij : Ui n Uj + G est une application localement constante

telle que pour tout X € Ui n Uj’ on a -fi(x) = gij(x).fj(x)




e g Al s Vet s
Déginition 1-A-27.- Soient (Ui’fi’gij)iel et (U ’fk’gkk)keK

jel 2ekK

deux G-cocycles localement constants sur M ; on dit que ces deux G-cocycles
sont G-équivalents, si pour tout i€ I et pour tout k € K, il existe une

application localement constante a., : Uif\ U' - G telle que pour tout

ik k

X € Ui Nu', ona: fi(x) = aik(x) fé(x).

Remangue.— Si deux G-cocycles localement constants sur M, sont
G-équivalents, alors leur réunion est encore un G-cocycle localement cons-

tant sur M.

Définition 1-A-3.- Un G-cocycle localement constant sur M, définit

un feuilletage 5;4; un tel feuilletage est appelé feuilletage transversale-

ment de Lie G.

Deux G-cocycles localement constants G-équivalents définissent
sur M "le méme feuilletage ; un feuilletage transversalement de Lie G
sur M est donc déterminé par la donnée d'une classe de G-E&quivalence de

. G-cocycles localement constants.

Y " , '

Remangue.- Si G est le revétement universel de G, alors tout
feuilletage transversalement de Lie G, est aussi transversalement de Lie ¢
(cette notion ne dépend que de 1'algébre de Lie de G) ; dans la suite, nous

supposerons donc que le groupe de Lie G est simplement connexe.

Dans [FED.], E. Fédida a montré que 1'étude d'un feuilletage
transversalement de Lie G, sur une variété compacte M, se raméne (3 une
fibration prés) 3 1'étude d'un feuilletage transversalement de Lie sur
une sous—variété fermée de M, pour lequel toutes les feuilles sont denses ;

de fagon plus précise, on a le théoréme suivant :




Théoneme 1-A-1 [FED].- Soient M une variété compacte de dimen-
sion n, G un groupe de Lie simplement connexe de dimension p < n, et
Y
é? un feuilletage transversalement de Lie G sur M. Si p : M> M est

le revétement universel de M, il existe une fibration localement triviale

A"
D: M- G telle que :

Y Y
i) si J;J est le feuilletage relevé de 57' dans ﬁ, alors ‘55«
est défini par D.
ii) il existe une représentation H : H](M) + G équivariante par
rapport 4 p, c'est—-d-dire que pour tout X € ﬁ, et pour tout vy € H](M)
on a : D(y.;) = H(y)D(g).

iii) si on note T 1le sous—groupe de G défini par T = H(Hl(M)),
et K 1'adhérence de T dans G, alcrs les adhérences des feuilles de
:F‘ sont les fibres d'une fibration D : M - G/K.

(iv) dans chaque fibre de la fibration ﬁ, le feuilletage induit
par f}r\est transversalement de Lie Ke, ol Ke est la composante connexe

de 1'élément neutre dans K.

Notations. L'homomorphisme H est appelé représentation d'holo-
nomie du feuilletage :Fl, le sous—groupe T est le groupe d'holonomie,
et 1'application D est 1'application développante ; on appelle par

ailleurs diagramme développant de :F', le diagramme commutatif ci-dessous

- G

- G/K




Remangueb.

1) Réciproquement, si :ﬁf est un feuilletage sur M pour lequel
les propriétés i) et ii) sont vérifiées, alors le feuilletage :7/ est
transversalement de Lie G.

2) Si la variété M n'est pas compacte, alors le feuilletage

n
relevé SFI est défini par une submersion.

Proposition 1-A-1 [FED]. Soient M wune variété& compacte, et,
:?J un feuilletage transversalement de Lie G sur M ; on a les propriétés
suivantes :

a) les feuilles de J?’ sont difféomorphes

b) les feuilles de éﬂr sont simplement connexes si et seulement
si la représentation d'holonomie H est injective.

c) les feuilles de C?H sont denses dans M, si et seulement si,

le groupe d'holonomie T de Jﬂf, est dense dans G.

On va 3 présent s'intéresser au cas particulier des feuilletages

transversalement de Lie de dimension 1, définis par des flots.

B - FLOTS TRANSVERSALEMENT DE LIE.

Définition T1-B-1.- Soient M une variété compacte de dimension,
G un groupe de Lie simplement connexe de dimension (n-1), et & un flot
sur M. Le flot ¢ est appelé G-flot, lorsque le feuilletage défini par

® est transversalement de Lie G.

Les exemples de G-flots que 1'on va donner dans la suite, sont du
type "homogéne" ; un des buts de ce travail est d'ailleurs de montrer que
dans le cas oi G = Rp, les G-flots sont du type 'homogéne'" (3 conjugaison

""'sans paramétrage prés') ; cette propriété sera ensuite généralisée a cer-

tains flots transversalement nilpotents.




B

"
Définition 1-B-2.~ Soient G un groupe de Lie simplement connexe,

" . "

I' un sous—-groupe discret uniforme de G, et, X un sous—groupe distingué a
v . .

un paramétre de G. L'opération naturelle & gauche de X sur la variété

oy
compacte M = G/T', est un flot transversalement de Lie G = X\C qu'on

appellera flot homogéne.

Exemple 1-B-1.- Flots linéaires sur le tore.

. n . s
Soit (XI’XZ""’Xn) un vecteur de R ; on considére le

sous~groupe & un paramétre du groupe de Lie Rp, défini par

n

X(t) = (tx],tx ,...,txn) ; en projetant sur RY/Z" = T , on obtient un

2
n-1 . . n n—-1 -
R™ -flot (flot linéaire sur T ') ;3 ce R ~-flot est homogéne.

Exemple 1-B-2.- Flots "propres" sur les fibré&s hyperboliques.

Soit A une matrice de SLZ(L) de trace strictement supérieure

-

4 deux ; 1'automorphisme A a deux valeurs propres réelles positives et

distinqtes, A et 1/x ; on note V] et V2 des vecteurs propres res-—

pectivement associés aux valeurs propres A et 1/x.
o . 3 N 2
On désigne par TA le fibré en tores T sur le cercle, obtenu

. 2 . . .. .o
en quotientant T MR par la relation d'équivalence qui identifie (m,t)

d (A(m),t+1) ; la direction propre A2 engendrée par V2 induit sur

TZMR un flot ¢ (ce flot est irrationnel dans chaque tore) ; le flot

2

¢2 définit sur Tz un flot 52 qu'on appelle flot propre de Tz associé

a la valeur pfopre 1/,

Proposition 1-B-1.- Le flot propre ¢

3
2 sur TA, est transversa-

lement de Lie le groupe affine GA, et, est du type homogéne.

Démonstration. Nous allons utiliser une extension du groupe

affine GA par le groupe de Lie IR, qui a &té décrite par E. Ghys [G.H.] dans

son étude des actions "homogénes'" du groupe affine.




Puisque la matrice A a deux valeurs réelles strictement posi-
. P t ~ . A .
tives, on peut définir A~ pour tout réel ; soit G3 le groupe de Lie

obtenu en considérant sur IR3 la loi de composition définie ci-desous
t
(t,x,y)t',x",y") = (t+t', AT (x",y") + (x,¥))

Le groupe de Lie Gg est contractile et résoluble ; le sous-
groupe FA de Gg défini par FA = {(t,x,y) € Gg ; t,X,y € Z} est un
sous—groupe discret uiforme de Gg, et 1'espace homogéne compact G‘;/FA
est le tore hyperbolique Tz [CH.J.

On identifie le groupe affine GA au groupe de Lie obtenu en

considérant sur Rz la loi de groupe :
(t,s)(t',s') = (t+t', Ats'+s)

On note nl(x,y) la composante sur le vecteur Vl du vecteur
(x,y) de |R2 ; i1 est facile de vérifier que l'application I de Gg dans

GA définie par :

m(t,x,y) = (t,ﬂ](x,y))

est un homomorphisme de groupes de Lie ; 1'homomorphisme Il est surjectif,

et, son noyau X = Ker T est le sous-groupe a un paramétre de Gg défini

par X = {(0,k V2) € Gg ; k € R} Le sous—groupe 3 un paramétre X définit

sur G‘;/I‘A le flot 52, ce qui démontre le résultat @

Remarque 1.- On peut définir de la méme maniére un GA-flot homo-
kemarque

3 .- . ..
géne @l sur TA’ associé 3 la valeur propre A ; on obtient ainsi deux

flots propres sur le fibré hyperbolidue Tz.




Remarque 2.~ Soit ¢ un G-flot sur une variété compacte M, de
groupe d'holonomie T ; 1'adhérence K de T dans G, n'est pas en

général un sous—groupe connexe de G ; il suffit de considérer le |R2—f10t

homogéne défini sur T3 = R3/Z3 par le sous-groupe 3 un paramétre de

R3 : X(tv) = (t, Vit,t) ; dans ce cas, K est isomorphe 3 R @ Z.




CHAPITRE 11

G-FLOTS A CRBITES FERMEES,

D'aprés la proposition I.A.l1, la représentation d'holonomie H
d'un G-flot, est injective, si et seulement si les orbites de ¢ ne sont
pas fermées (dans ce cas, un élément Y de Hl(M) et 1'élément H(Y) de
G seront notés de la méme maniére). On peut décrire les propriétés essen-—

tielles des G-flots & orbites fermées, de la fagon suivante :

Proposition I1.1.- Soit G un groupe de Lie simplement connexe
de dimension n. Il existe une variété compacte M de dimension (n+l), et,
un G-flot sur M, 3 orbites fermées, si et seulement si, le groupe de Lie G

contient un sous—-groupe discret uniforme.

Démonstration. Soient M une variété compacte de dimension

(n+1), et, ® un G-flot sur M ayant ses orbites fermées. Le diagramme

développant du flot ¢ s'écrit

n

RC -~ M D > G
P}

sle > M D ~+ G/K

Les orbites de @ sont les fibres de la fibration D ; pour des raisons de
dimension K est discret, et par conséquent on a I = K ; le groupe d'holo-

nomie T de ¢ est donc un sous—groupe discret uniforme de G.




Réciproquement, supposons que G contient un sous—groupe discret
, . oy . . 1
uniforme T ; soient M 1la variété compacte de dimension (n+l) : M = § xG/T

et & le flot sur M défini par :

21Ht.s’x) .

¢ (s,x) = (e
le flot ¢ est un G~flot sur M @&

Conollaine 11.1.- I1 n'existe pas de flots transversalement de

Lie GA, ayant ses orbites fermées.

Démonstration., Il suffit d'appliquer la proposition II.l, en remar-

quant que le groupe affine GA, ne contient aucun sous—groupe discret unifor-

me (les espaces homogénes de dimension 2 de GA, sont le plan et le cylindre) ®

La proposition II.l donne une caractérisation des structures trans-—
verses des G-flots i orbites fermées ; les variétés compactes qui supportent

de tels G-flots vérifient la propriété suivante :

Proposition 11.2.- Soient M une variété compacte de dimension

(n+1), et, G un groupe de Lie simplement connexe de dimension n.
S'il existe un G-flot sur M & orbites fermées, alors le groupe

H](M) contient un sous—groupe cyclique infini.

Démonstration. Soit & un G-flot sur M, i orbites fermées, et

de groupe d'holonomie T ; le diagramme développant de & s'écrit

[RC > D

-> G

(=1}

2}
2 e =2

~ G/T




- 10 -

La suite exacte de la fibration D s'écrit :

D
*

m,e/m) —— 1, (s 21 —F— 1 (e/m) + o

",
Puisque les orbites du flot relevé dans M sont simplement connexes, 1'homo-
morphisme i est injectif ; on en dé&duit que le groupe H](M) contient le

sous—groupe cyclique infini i(z) @

Cette proposition montre qu'une fibration en cercles de base com-
pacte, n'est pas nécessairement induite par un G-flot A orbites fermées. On

a le contre-exemple suivant :

Conollaine 11.2. La fibration de Hopf k : 83 s §2 n'est pas

induite par un flot transversalement de Lie.
ermarrammppessmee———

Démonstration. La fibration de Hopf, s'obtient en identifiant

2
|

d'une part $3 a {(zl,zz) € ¢2 ; |z] + ]z2|2 = 1}, et d'autre part $2
4 la droite projective complexe ; k est alors la projection naturelle. Le

résultat est immédiat puisque H1($3) =0 0

. P n . . .
On a donné précédemment un exemple de R -flot, il s'agissait
' . . n+l . .
d'un flot linéaire sur T ; on va montrer dans le chapitre suivant, que
. P n N . ~ . PR
le feuilletage défini par un R -flot & orbites non fermées, est conjugué a

un feuilletage linéaire de Tn+1.
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CHAPITRE 111

RN-FLOTS

. o . n - P
La classification des R -flots est donnée par le théoréme

suivant

—

Théonéme 111.1.- Soient M une variété compacte de dimension
(n+l), et & un R™-flot sﬁr M.

Alors on a les deux possibilités suivantes :

a) les orbites de ¢ sont les fibres d'une fibration en cercles
de M sur T,

b) les orbites de ¢ ne sont pas fermées ; dans ce cas la

variété M est difféomorphe 3 Tn+1, et le feuilletage défini par ¢ est

. . , . P +1
conjugué a un feuilletage linéaire de ™.

Si les orbites de ¢ sont fermées, le groupe d'holonomie I de
) est un sous—groupe discret uniforme de R" ; les orbites de & sont
alors les fibres d'unme fibration D : M - R°/T (Th.I.A.1), ce qui démontre
la partie a) du théoréme.

La partie b) du théoréme, s'obtient en montrant que ¢ posséde
une section isomorphe au groupe de Lie Tn, et donc ¢ s'obtient par sus-
pension d'une translation du groupe ™ ; la démonstration du théoréme s'ef-

fectue i3 1'aide des deux lemmes suivants :

Lemme TII.1. EMALC]. Soient T un sous-groupe de Rn, et K

1'adhérence de I dans R". Le sous-groupe K est uniforme dans R, si

. . . . n
et seulement si, I' contient un sous—groupe discret uniforme de R'.




Démonstration. Si I contient un sous—groupe Fo discret unifor-

n - n . .
me dans R, alors l'espace homogéne R /K est compact, puisque image du
n . . . n n
compact R /I‘o par la projection canonique de R /I‘O sur R /K.
Réciproquement, si T ne contient aucun sous-groupe discret uni-

n . .
forme de R, alors T et par conséquent K ne contiennent aucune base de

n . o . .
R ; le sous-espace vectoriel W engendré par K, est donc de dimension

p<n g si W1 est un supplémentaire de W, 1l'espace homogéne Rn/K est

homéomorphe 3 1'espace produit WIXW/K, ce qui montre que K n'est pas

. n
un sous—groupe uniforme de R

Lemme TI11.2.- Le flot ¢ possé&de une section.

e

Démonstration. Soient T 1le groupe d'holonomie de ¢, et K

- n .
1'adhérence de T dans R ; comme K est un sous-groupe uniforme de Rn,

, . . n
le sous—-groupe I contient un sous—groupe Po discret uniforme dans R

(Lemme III.1), le groupe H = I‘/I‘o est abélien de type fini, et par consé-
quent H = H]'Q H; ol H] est isomorphe 3 Zp, et, H; est un groupe fini ;
N ‘ n

si Po est 1'extension de Fo par H!, alors le sous-groupe I est discret
(o

n
uniforme dans Rn, et le groupe 1"/1"o est isomorphe i zP.

o r\l ,‘J I3 » .
Considérons la variété M = M/l"o ;3 la projection canonique
'\J ,\l - . . ”~ * -
p: M>M est une application de revétement galoisien, le groupe de ce

f\J -~
revétement est Po. Il existe alors un revétement galoisien t: M> M de

e 9

’\l _~
groupe T/Po = 7P tel que p=9po 3. On note par ailleurs la projection

"
canonique de R" sur Rn/I'o = T7,

n
M

SR

n,
n,

¥ 1

P M D > o0
| /®




-~

La fibration D induit une fibration D : M > T® telle que :

-~ N
Do B =1 o D.

~

Si & est le flot relevé dans ﬁ, alors les feuilles du feuille-

-~ ~ -~

tage défini par ¢ sont les fibres de D ; puisque les orbites de ¢ ne sont
pas fermées, le fibré D est un fibré en droites orientable, et par consé-
C e ez - n ~ .

quent la variété M est difféomorphe & RxT . Le revétement galoisien
pP:M>M a une base compacte, et son espace total a deux bouts ; on en

. N v
déduit que son groupe # savoir F/FO a deux bouts et donc le groupe F/FO
est isomorphe & Z. Un lemme technique de D. Fried [FRI.] montre que dans
ces conditions, il existe une section o du fibré D telle que pogJ est

n

P 1 . ,
un plongement ; la sous-variété p o o(T ') isomorphe au groupe de Lie T,

est alors une section du flot &

Démonstration du théoréme III.l1. On note A 1la section du flot

o, obtenué dans le lemme III.2 ; on modifie le paramétrage du flot ¢ de
maniére 3 ce que la fonction de temps de ler retour associée &4 A soit
constante et égale a 1, et on appelle R 1le difféomorphisme de premier
retour. En transportant la section A par le flot ¢ (muni de son nouveau
paramétrage), on obtient sur M wune fibration de fibre A et de base R ;
la variété M est difféomorphe au quotient de AXR obtenu en identifiant
(A,t) et (R(A),t=1) ; comme bar ailleurs R est obtenu & partir d'une

n+1
. Avec le nouveau

. n ol . . e -
translation de R, la variété M est difféomorphe & T
paramétrage, le flot ¢ est induit par le champ de vecteurs constant (0,1)
sur AxR, et par conséquent le feuilletage défini par ¢ est conjugué 3 un

feuilletage linéaire de Tn+]

D'aprés le théoréme I.A.l, les adhérences des orbites d'un G-flot

® sur une variété compacte, constituent une fibration telle que dans chaque




-~

fibre, le flot induit par &, est 3 orbites denses ; nous allons &tudier dans

le chapitre suivant les G-flots minimaux (i.e. les G-flots & orbites denses) ;
. . n . .

les G-flots minimaux sont des R -flots ; on obtient ainsi compte-tenu de

1'étude précédente, la classification des G-flots minimaux.




CHAPITRE IV

G-FLOTS MINIMAUX.

Pour montrer qu’'un G-flot minimal est un Rn—flot, il suffit de
montrer que le groupe de Lie G est commutatif ; pour ce faire, nous adap-
tons une méthode de W. Thurston [THU;] qui consiste @ construire une relation
d'ordre sur les "petits &léments" du groupe d'holonomie T ; cette construc-—
tion s'effectue 3 1'aide de la relation d'ordre naturel qui est définie sur
les orbites d'un flot. En vérifiant que cet ordre est un bon ordre, on en
déduit que T est commutatif ; comme par ailleurs T est un sous—-groupe

dense de .G (proposition I1.A.2), la commutativité de G en découle.

Théoneme IV.1.- Soient M une variété compacte de dimension
(n+1), G un groupe de Lie simplement connexe de dimension n, et & un

G-flot sur M. Si le G-flot ¢ est minimal, alors ona : G = R,

Munissons d'abord la variété M d'une métrique "adaptée" au flot

® ; puisque le flot & est transversalement de Lie G, il existe sur M
P . ey s " _ y

une métrique quasi-fibrée [FED.] M ; la métrique u relevée dans M est
quasi-fibrée, et se projette par D sur une métrique invariante d gauche
de G qui définit une distance notée d. Le relévement vertical des courbes
de G par D existe globalement etconserve les longueurs ; la projection
p conserve elle aussi les longueurs des courbes verticales [hEI.]

Soit T le groupe d'holonomie du flot @ ; pour € > 0, on note

r. = {g € T ; d(e,g) < e} et G, = {g € G; d(e,g) < e}.

T
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La démonstration du théoré&me IV.l s'effectue en trois temps

1) construction d'une relation d'ordre sur Ge’
2) la relation d'ordre sur Gs’ induit sur Fe (pour ¢ suffisamment petit)
une relation de bon ordre.

3) le groupe I est commutatif.

1. Relation d'ordre sur Ge'

Appelons I1 la borne inférieure des longueurs des lacets de M

non homotopes & zéro ; comme la variété M est compacte, le nombre Il est

strictement positif ; soit par ailleurs 12 > 0 telle que GI est une

boule géodésiquement convexe ; on notera I = inf(I],Iz). Soient g, et g,

deux éléments distincts de 6 ; on dira que g, et g sont comparables si

-1

88, € I' et d(go,gl) < I,

Considérons alors c¢ un chemin de G joignant 8, a g de
. . n ~1 . .
longueur &(c) strictement plus petite que I. Pour g, € D (go), il existe
. . . n v e N " v
un relévement vertical unique ¢ de ¢ d'origine g, 3 notons g, 1'extré-

.. - . -1 " 0y . L
mité de ce relévement. Les points (g]g0 ) . g et g, sont distincts ;

o
. -1 o n n

en effet si (g]go ) . g, = 8 alors p o c est un lacet de M non homo-

tope & zéro (puisque g, # g]) et de longueur strictement plus petite que I,

ce qui contredit le choix de 1I.

On dira alors que g, > & (resp. 8, < g]) si :

u n -1 v
g, = Qt[(glgo ) - g0] avec t > 0 (resp. t < 0).
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Y

i s X T
Q
aQ

G2 1

(8,8, )&,

Cas : g < g, -

La relation définie ci-dessus est clairement antisymétrique ;

elle vérifie en outre les propriétés suivantes

i) elle ne dépend pas des choix de ¢ et E

(o}

Considérons c¢' wun autre chemin de longueur strictement plus
petite que I joignant g, a g s d'aprés le choix de T il existe une

homotopié Fe entre c¢ et c¢' telle que pour tout 6 : Q(Fe) < I on

ny ‘ . _p " . .
note Fe le relévement vertical de Fe d'origine 8, L'application

-1 U it . -1, v
Yo [O,l] -+ D (g]) définie par y(8) = Fe(l) est continue, et (g]g0 ).g0

n'appartient pas @ Im ¢ ; les nombres te définis par :

)Y -1 o,
¥(8) = ¢te[(g]go )-g]

sont donc de méme signe, en particulier t, et tl sont de méme signe.
. P n N -1, ~ . .
Pour c¢ fixé, t défini par g] = @t[(g]go ).go] dépend conti-
~ v PR e . - . PP
niment de g, (théroéme de continuité des solutions d'une équation différen-

. o e e N . -1
tielle par rapport aux conditions initiales), lorsque g, varie dans D (go),

t est donc de signe constant.

— o s e v o B —— i P i . e v s e

ii) Pour_tout € < I/4 1la_relation induite sur G, est transitive.

A
Le groupe T opére 3 gauche sur M en respectant 1'orientation

. e o g n, N
des orbites de &, c'est-d-dire que pour tout vy € I, tout X € M et




- 18 -

tout t € R on a :
N, v 4Y
Y q)t(xo) = (pt'(Y.XO)

avec t' de méme signe que t.
Soient 8,78 et g, des éléments de Ge tels que

g, < g, et 8, < 8,- Les éléments g, et g9 sont comparables puisque

gzgol e et d(go,gz) < I (puisque € < I/2).

Soient c, un chemin de G joignant 8, a g, de longueur

l(c]) < I1/2, et c, un chemin de G joignant g a g, de longueur

2

2(c2) < 1/2. Considérons g] le relévement vertical de ¢

v e . N
1 d'origine g,

N . .. n N
et ¢y le relévement vertical de ¢y d'origine g, = c](l) 3 on notera

v e n
gy 1'extrémité de Cye

Les relations g, < 8 et g, <g, montrent que 1'on a :

n Y] -1 n N N -1 n
g ~\®tl[(g,go ).g.] et 8, = <I>t2[(g2gl ) . ] avec

n
Comme T opére sur M en respectant 1'orientation des orbites, il existe

t; < 0 tel que :
-1, v S NP -1, .
(8,8, ) - ®t1[(g,go )81 = Qt;[(gzgo ).g] s

on obtient ainsi :

4y N -1. ~
=0 '
g2 ' t2+t'1 [(gzgo )'g avec t2+t1 < 0

et par conséquent B, < 8y-




o
g ‘ —
{
|
{
|
* >
_l n,
‘ | (818, )-8,
t
‘ {
{ '
| ‘
i i >
N D P -1, T
g, (8,8y )-8, (8,8, )8

iii) La_relation est_invariante par multiplication 3 gauche par les

Eléments de T.

I1 suffit de remarquer que la métrique d est invariante & gauche,

N
et que le groupe T opére sur M en respectant 1l'orientation des orbites.

iv) Pour tout € < I/2, la relation induite sur Ge est invariante

—— e e v e o o e o o o o o P 2o s

par_multiplication & droite par les &léments de T

e/2°
Soient g et 8 deux éléments comparables de G, . Si Y est
o
un élément de Fe/Z’ 1'inégalité triangulaire montre que d(goY’gIY) < I, et

par conséquent les &@léments g,y et gy sont comparables,

Par ailleurs, soit o la géodésique joignant g, a g,y et
pour tout s € [0,1] soit cg la géodésique joignant o(s) 3 (g]g;l).o(s),
- -1
on montre comme précédemment que pour tout s € [0,1] : o(s) et (glg0 ).o(s)

sont comparables.

., v o . .. n

Si o est le relévement vertical de o d'origine g,» on note
e ~ . Vot s " s s -
g le relévement vertical de cg d'origine o(s). En utilisant le méme

argument que dans i), on remarque que si g < 8, alors 81y < 8.
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\ Qe
B
|

¥

-1~ y" gl
(8,8, )-8, ¢ (D

Pour résumer, si € < I/4 alors la relation construite ci-dessus

induit sur I‘€ une relation d'ordre total invariante par multiplication &
droite et- 3 gauche par les €léments de FS (il s'agit bien entendu de consi-

dérer la relation g, € 8 si et seulement si g, <8, ou g = g]).

2. Relation de bon ordre sur Pe'

Lemme IV.1.- Pour € < I/4, la relation d'ordre définie sur Fe

est une relation de bon ordre.

Démonstration. Soient g1 et 8y deux éléments de I‘€ ; montrons

qu'il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de T compris entre g, et g,-
Fixons El dans D-](gl), et notons Bl la boule constituée par

tous les relévements verticaux d'origine g] des géodésiques joignant g,

a un point quelconque de Ge ; de méme B2 sera la boule formée de tous

les relévements verticaux d'origine (gzg;l).g1 des géodésiques joignant

g9 d un point quelconque de Ga'




- 21 -

/\ (gzg h. g1
/ z IS
P4
-
\/ ’
Si un élément vy de FE, vérifie : 8, <Y < 8By alors

(yg;l),gl est dans le cylindre de bases Bl et B2, donc dans un compact

n R -
fixe. Les fibres du revétement p : M > M &tant discrétes, l'ensemble des

Y € Te tels que g, <Y <8, est fini ®

3. Le sous—-groupe I' est commutatif.

Nous aurons besoin dans la suite de la démonstration du lemme

suivant :
Lemme IV.Z.- Pour tout € > 0, l'ensemble r engendre T.
4"
Démonstration. Soit PE le sous—groupe de I engendré par
PS H Fe est un sous—-groupe dense de I, donc si g € TI', il existe
he ¥e tel que d(h,g) < € ; la distance d étant invariante & gauche,

- - n
ona ¢(h 1g) € Fe et par conséquent g = h.(h 1g) est un élément de PE,

n
ce qui montre que T = FE s

Remangu .- Pour € < 1/4, la relation d'ordre sur Fe est inva-
riante par multiplication 3 gauche et 3 droite par les Eléments de I‘E ;
une relation du type e < a < B est donc équivalente a la relation :

-1 -1 .. + [
B <a < e ; on peut ainsi remplacer r. par ro={yer_svy> e}

dans le lemme IV.2.




Compte tenu du lemme IV.2, et, de la remarque précédente, le
. . +
groupe I sera commutatif si I-'e est contenu dans C(I') 1le centre de T.

C'est cette inclusion que nous démontrons dans le lemme qui suit.

Lemme IV.3.- Pour € < I/4, on a : P: C C(F);

. . + .
Démonstration. Soit C€ = I‘E N Cc(T) ; raisonnons par 1'absurde

+ . +
en supposant que Fe \Ce est non vide. Le sous—-ensemble FE \CE est
une partie non vide et minorée de Pé, et par conséquent posséde un plus

petit &lément o. Comme o est un élément de Pe, on peut &crire :
d(e,a) = e avec n > 0.

id - - +
Le plus petit élément o de Pe \.Ce commute avec Fn/z ;5 en
effet si g e rn/Z’ ona gag. eT_ en utilisant 1'inégalité triangulaire
comme par ailleurs la relation d'ordre est invarainte par multiplication &

-~

droite et & gauche g o g—] vérifie : e < g a g_l puisque e < a, et par
. - + . — —
conséquent gag € FE. Si e<gag ! <o, alors ga g 1 est dans
C(I) et donc o € C(I') puisque C(I') est un sous-groupe distingué de T ;

on montre de la méme maniére que 1'on ne peut avoir e <a <gag en

remplagant g par g—l. D'oli la relation :

Puisque rn/Z engendre T, o est dans C(I') ce qui contrédit 1'hypothése @

Conclusion :

Le groupe T est commutatif ; comme par ailleurs T est dense
dans G, le groupe G est lui-méme commutatif, ce qui démontre le théoréme
Iv.1. |

Le théoréme IV.l démontré ci-dessus, et 1'étude des R"-flots

faite dans le chapitre précédent, vont permettre de préciser la fibration




- 23 -

D : M—> G/K associée 3 un G-flot.

Théoneme IV.2. Soient M une variété compacte de dimension
(n+1), G wun groupe de Lie simplement connexe de dimension n, et ¢ un

G-flot sur M. Si ©® est un G-flot minimal, alors la variété M est

s - +1 . PP . P
difféomorphe a ™ , et, le feuilletage défini par ¢ est conjugué a un

feuilletage linéaire de Tn+l.

Démonstration. Ce théoréme est une conséquence directe des

théorémes III.1 et IV.1

Theoneme TV.3. Soient M une vari&té compacte de dimension
(n+1), G un groupe de Lie simplement connexe de dimension n, et, ¢ un
G-flot sur M. Alors 1'adhérence F d'une orbite de ¢ est difféomorphe
d un tore Tr, et, le feuilletage induit par @ suf/ F, est conjugué 3 un

feuilletage linéaire de T,

Démonstration. Le diagramme développant de ¢ s'8crit

n
R < — M D -+ G
PJ
FcC -+~ M D - G/K

D'aprés le théoréme I.A.l, le flot induit par ® sur F est
transversalement de Lie Ke (composante connexe de e dans K), et a ses
orbites denses ; dont (théoréme IV.2) si r = dim K+1, alors F est diffé-

omorphe 3 Tr, et le feuilletage défini par ¢ sur F est conjugué 3 un

feuilletage lindaire de T' ®
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CHAPITRE V

G-FLOTS SUR UNE VARIETE COMPACTE
DE NIMENSION TROIS

Les seuls groupes de Lie simplement connexes de dimension deux,
sont le groupe de Lie IR, et, le groupe affiﬁe GA [kIRJ. L'étude des G-flots
sur une variété compacte de dimension trois, sera donc celle deisz—flots,
et, des GA-flots.

La classification des Rz-flots a été donnée au chapitre III, dans
un cadre plus générél, celui des R"-flots.

On a donné au chapitre I, des exemples de GA—fiots : les flots
propres sur le fibré& hyperbolique Tz ; on se propose de démontrer dans ce
chapitre; que ces flots propres de Tz jouent le rdle de "flots modéles”
pour ce qui concerne les GA-flots ; de fagon plus précise, on montre que le
feuilletage défini par un GA-flot sur une variété compacte, est conjugué au
feuilletage défini par un flot propre sur un fibré hyperbolique Tz ; on

utilise pour cela un lemme d'isotopie de E. Ghys et V. Sergiescu (les résul-

tats qu'on en déduit, étaient d'ailleurs déjia connus de E. Ghys).

Proposition V.1. Les GA-flots sont des flots 3 orbites non fer-

mées, et, non denses.

Démonstration. Cette proposition, est une conséquence immédiate

du corollaire II.1, et du théoréme IV.! @

Nous donnons & présent le théoréme de classification des GA-flots

sur une variété compacte.
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- Théoneme V.]. Soient M une variété compacte de dimension trois,
et, ¢ un GA-flot sur M.
Alors la variété M est un fibré hyperbolique Tz (avec

tr A > 2), et le feuilletage défini par ¢ est conjugué au feuilletage

défini par 1'un des flots propres de Ti.

Démonstration. Le diagramme développant de ¢ s'écrit

RC -+ GA

-+ GA/K

Compte-tenu de la proposition V.1, la dimension de K est &gale
a 1, 1la fatration D est alors de base Sl et de fibre T2, et elle se

reléve en une fibration 'Dl : M1 + R de fibre de T2 3 on ncte ¢1 le

flot relevé dans Ml' La fibration D1 est triviale puisqueﬂ R est contrac-

. . 2 e . 1 . . .
tile ; si M1 =~ T"x¥R est une trivialisation, on note @? le flot induit pa

2 . o s ‘o .
@1 sur le tore T x{s}. On va démontrer le théoréme, en utilisant une tri-

vialisation de M, "adaptée' au flot 0+

i

i) trivialisation "adaptée' de M.

g e e as . 2 . .
Considérons une trivialisation M] = T"xR de M] s la restriction

-~

¢T de .Ql a chaque tore ‘sz{s}, est un flot 3 orbites denses ; une généra-
lisation immédiate de 1'é&tude faite dans le cas des G-flots minimaux (CH.IV),
montre qu'il existe une famille g de sections des @T, qui dépend diffé-

rentiablement de s. On modifie le parémétrage de 9, (de fagon différentia-

ble) de maniére 3 ce que dans chaque tore sz{s} la fonction de temps de

ler retour associée 3 la section Ogs soit constante et &gale 3 | ; on note
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5] le flot @1 muni de ce nouveau paramétrage. On obtient ainsi une nouvelle

trivialisation Ml = TZXR telle que le flot 5] induit sur chaque tore

2 . . .. . . s .
T %x{s} un flot linéaire irrationnel @l ; soit r(s) e R = ® le nombre de

rotation du flot &

=S . e e e s
1 3 la fonction r de R dans R ainsi définie est con-

tinue, et par conséquent elle est constante. On vient ainsi de construire

une trivialisation M] = TZXR, dans laquelle le flot &, induit sur chaque

1

tore sz{s} le méme flot linéaire irrationnel (que 1'on note 5?).

ii) démonstration du théoréme.

On considére f 1le difféomorphisme de recollement du fibré D,
dans la trivialisation décrite ci-dessus ; le difféomorphisme f préserve

le feuilletage f¢: défini par le flot linéajire irrationnel ¢? ; par
conséquent, en utilisant le lemme de E. Ghys et V. Sergiescu [bH.SERJ,

f est isotope 3 un difféomorphisme lin&aire préservant ff:, a travers des
difféomorphismes qui préservent J?; 3 soit A la matrice définissant ce
difféomorbhisme linéaire ; comme le nombre de rotation de J?Z, est irration-
nel, la matrice A posséde une direction propre irrationnelle ; A est

donc égale 3 I, ou, vérifie la relation ItrAI > 2. Nous allons montrer que

1'on a nécessairement trA > 2.

a) si A =1, alors le groupe d'holonomie I de ¢ est commu-
tatif ; le groupe K serait donc commutatif, ce qui est impossible car le

groupe affine GA ne contient pas de sous-groupes commutatifs uniformes.

b) si trA g -2, alors le feuilletage défini par ¢ n'est pas
transversalement orientable ; 13 encore on aboutit i une contradiction en
remarquant que tout feuilletage transversalement de Lie, est transversalement

orientable.
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En conclusion, la matrice A vérifie ¢trA > 2, la variété M
est un fibré hyperbolique Tz, et, le feuilletage défini par ¢ est conju-

gué au feuilletage défini par 1'un des flots propres de Tz =

Remarque.- Dans son &tude des e-feuilletages de codimension 2,
J. Meyer [ﬁEYj a montré que si une variété compacte M de dimension 3, sup-
porte un G-feuilletage de dimension 1, & feuilles non fermées, alors la varié-

té M est difféomorphe a T3, ou, on la relation rang H](M,Z) =1,

L'étude des R"-flots faite au chapitre IV, et le théoréme V.l

complétent donc ces résultats.
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CHAPITRE VI

G-FLOTS NILPOTENTS

Soient M une variété compacte de dimension (n+l1), G un groupe
de Lie simplement connexe de dimension n, et ¢ un G-flot sur M ; on dira

que ¢ est un G-flot nilpotent si le groupe de Lie G est nilpotent.

Ce chapitre comporte trois parties :

A) dans la premiére partie, on rappelle les propriétés essentielles

des groupes de Lie nilpotents simplement connexes.

B) un théoréme de conjugaison des G-flots nilpotents, est donné
dans la deuxiéme partie ; on montre que si le groupe d'holonomie T d'un
G-flot nilpotént ®, sur une variété compacte M, contient un sous-groupe
Fo discret uniforme dans G et tel que I‘/I‘0 est isomorphe & Z, alors
le feuilletage défini par ¢ est conjugué a un feuilletage homogéne. On
donne par ailleurs un théoréme qui caractérise les G-flots nilpotents qui

sont des Rn—flots.

C) dans la derniére partie, on donne un exemple de G-flot
dont le groupe d'holonomie T ne contient aucun sous—-groupe discret unifor-

me de G.

A - GROUPES DE LIE NILPOTENTS. RAPPELS.

- Les résultats donnés dans ce paragraphe sont dus & A.I Malcev
DMALC.] ; on pourra trouver les démonstrations des propositions dans le

livre de M.S. Raghunathan : "Discrete subgroups of Lie Groupe' [RAG. p.29—42],
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ou encore dans l'article de A.I. Malcev "On a class of homogeneous spaces

of nilpotent Lie groups".

Définition VI-A-1.- Soit G un groupe ; si H et K sont deux
parties de G, on note [H,Kﬂ le sous—groupe de G, engendré par les commu-

tateurs d'éléments de H et d'éléments de K.

On définit par récurrence une suite de sous—groupes de G en

posant :
-1
¢ =6 , 6= [c,6"]
On dit que le groupe G est nilpotent, s'il existe k tel que
pour n >k on a: Gk = e,
Definition VI-A-2.- Soit G un groupe nilpotent de type fini ;
il existe une filtration G = Go 3(3] J... :)Gk = e telle que : Gi est

un sous—groupe distingué de Gi-l’ et, Gi—l/Gi est abélien. On appelle

rang de G, le nombre

rang(G) = X rang(G._]/G.)
Igigk =t

(on montre évidemment que cette notion est indépendante de la filtration

choisie).

Les sous—groupes uniformes, et, ies sous—groupes discrets uniformes
d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, jouent un rdle fondamental ;
on peut d'une certaine maniére utiliser les sous-groupes discrets uniformes
dans un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, de la méme fagon que les

- n < o s .
réseaux dans R . De fagon plus précise, on a les propriétés suivantes

Pnaggéété VI-A-1.- Soient G un groupe de Lie nilpotent simple-
ment connexe, et, K un sous—-groupe fermé uniforme de G,
Alors la composante connexe Ke de 1'élément neutre dans K,

est un sous—-groupe distingué de G.
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Proprniété VI-A-2.- Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe.
i) si T est un sous-groupe discret uniforme de G, alors on a
1'égalité : dim G = rang(T).
ii) si K est un sous—groupe fermé uniforme de G, alors on a

la relation : dim G = dim K + rang(K/Ke).

Propniéte VI-A-3.- Soient G, et G, deux groupes de Lie nilpo-

un sous-groupe uniforme de G, ; alors tout

tents simplement connexes, et K 1

1
homomorphisme continu h : K] - G2 se prolonge de maniére unique en un homo-

n
morphisme continu h : G1 - G2'

Propniété VI-A-4.- Soit T un groupe nilpotent, de type fini, et
sans torsion. Alors il existe un groupe de Lie nilpotent simplement connexe
AV}

v
G, et, un homomorphisme injectif J : T > G tel que J(I') est un sous-—

N v
groupe discret uniforme de G.

I1 existe des groupes de Lie nilpotents simplement connexes, qui
ne contiennent aucun sous—groupe discret uniforme (un exemple est donné dans
la partie C de ce chapitre) ; 1l'existence de sous—groupes discrets uniformes

"se 1it" dans 1'algébre de Lie de la maniére suivante

| Propniété VI-A-5.- Soient G .un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe, et, g? 1'algébre de Lie de G.
Alors, G contient un sous—groupe discret uniforme, si et seule-
ment si 1'algébre de Lie é? posséde une base dams laquelle les constantes

de structure sont rationnelles.
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B - FLOTS NILPOTENTS ET FLOTS HOMOGENES.

On a montré au chapitre III, que le feuilletage défini par un
R"-flot est conjugué 3 un feuilletage homogéne ; pour cela on a utilisé le
. ' . n . . .
fait qu'un sous—groupe uniforme de R, contient un sous-groupe discret uni-
forme ; cette propriété n'est pas vérifi€e en général en ce qui concerne les
groupes de Lie nilpotents simplement connexes ; pour obtenir dans le cas
d'un G-flot nilpotent &, un théoréme de conjugaison analogue d celui obtenu
n .
pour les R -flots, on supposera que le groupe d'holonomie T de ¢ , con-

tient & un sous—groupe discret uniforme de G.

Théoneme VI-B-1.- Soient M une variété compacte de dimension

(n+1), G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, de dimension n et
® un G-flot sur M de groupes d'holonomie T, & orbites non fermées.

Si le groupe I contient un sous-—groupe Po discret uniforme
dans G, et telle que 1"/1“o ést isomorphe & &, alors il existe un G-flot

homogéne ¢ sur un espace homogéne compact M', tel que les feuilletages

respectivement définis par ¢ et ¢' sont conjugués.

On considére le diagramme développant du flot ¢

R C- D

-+ G

¥

av}
2R

La démonstration du théoréme s'effectue en deux étapes
1) dans un premier temps, on associe & ¢ un G-flot homogéne,
’ n
c'est-d~dire un groupe de Lie simplement connexe G de dimension - (n+l1),
")

N
un sous—groupe discret uniforme T de G, et un sous—groupe @ un paramétre

N Y
X de G tel que X\ G = G.
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2) dans un deuxiéme temps, on construit un difféomorphisme ¥ de
" ' v . ~
¢ sur M, tel que les feuilletages définis par X et ¢ soient conjugués

par V¥, et, tel que Y passe au quotient en une conjugaison entre le feuille-

tage défini par ¢ et celui défini par X.

1°. Flot homogéne associé a un G-fLot nilpotent.

Le groupe T est de type fini ; comme par ailleurs I est un
sous—-groupe du groupe de Lie nilpotent simplement connexe G, I est nilpo-
tent et sans torsion ; il existe donc un unique groupe de Lie nilpotent simple-

V) N
ment connexe G, et, un homomorphisme injectif J : ' - G tels que le sous-
’\J f\'
groupe ' = J(I') est un sous-groupe discret uniforme de G (P.VI-A-4). Soit

i : T — G 1'inclusion naturelle ; puisque J(I') est un sous—groupe discret

N
uniforme de G, il existe un unique homomorphisme de groupes de Lie

V]
I:G~»G tel que ToJ=1 (P.VI-A-3).

Nous allons montrer que I est un homomorphisme surjectif et

v
que le sous—-groupe X = Ker I est un sous—-groupe a un paramétre de G.

ny
Lemme VI-B-1. Le groupe de Lie G est de dimension (n+l).

Démonstration : On considére le diagramme développant du flot ¢

n

N D
P' ’

" D

On appelle 5* 1' homomorphisme 5* : H](ID —*'H](G/K) ; puisque le groupe

iRC_. —_

>

— G

» (G/K)

H](M) a 8té identifiéd 8 T sous-groupe de G, par l'intermédiaire de 1'ap-
plication développante D, et que la fibration D est induite par D, 1'ho-
ep

momorphisme 5* est la projection canonique de T sur K/Ke’ ol K/Ke est
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identifié comme d'habitude & HI(G/K) ;3 la suite exacte de la fibration D
s'écrit alors :
D.

-> HZ(G/K) — zr — T _ K/Ke — 0 (%)

(oi r =dim K + 1).

Puisque K est un sous-groupe fermé uniforme de G, le sous—-groupe
Ke est distingué dans G (P.VI-A-1.) ; donc G/Ke est un groupe de Lie sim-
plement connexe, et par conséquent HZ(G/K) = 0,

La suite exacte de la fibration D peut alors s'écrire :

D
0— 2F — T * > K/R_ —> 0 (%%)

Le groupe K/Ke étant un sous—groupe discret uniforme du groupe de Lie nil-
potent simplement connexe G/Ke, le rang de K/Ke est 8gal 3 DimG-dim K
(P.VI.A-2-ii) ; on en déduit en utilisant la suite exacte (¥%) que le rang
de T est égal 3 (n+l1) ; le groupe % isomorphe 8 T est donc lui aussi
de rang (n+l), et, E est un groupe de Lie de dimension (n+1) puisque

oy n
' est uniforme et discret dans G (P.VI.A-2-i) @

Lemme VI-B-2.- L'homomorphisme I est surjectif, et, Ker 1

N
est un sous-groupe d un paramétre de G.

n
Démonstration : Le sous~groupe T est un sous-groupe discret

,\J ,\J . - .
uniforme de G, et, I(I') contient PO qui est un sous—groupe discret uni-
forme de G ; on en déduit que 1'homomorphisme I est surjectif. Comme le

N
groupe de Lie G est de dimension (n+1), le noyau de I est un sous-groupe

n
a un paramétre de G B

Le sous—groupe 3 un paramétre X = Ker I définit sur la variété

a "
compacte E/F un flot transversalement de Lie G = X \ G ; le flot homogéne
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ainsi construit, est appelé flot homogéne associé & ¢. On peut remarquer que

ce flot homogéne associé & @,'ne dépend que du groupe d'holonomie I de ©.

2°. Comstruction du dif§éomonphisme V.

Le difféomorphisme ¥ s'obtient en construisant d'une part une

. 3 . . r\l £ . 13 L4 ’\I - ] -

trivialisation de M, et d'autre part une trivialisation de G '"adaptée'" a
la précédente.

"
Pour construire la trivialisation de M, nous aurons besoin du

lemme suivant

Lemme VI-B-3.- Le flot ¢ posséde une section.

Démonstration : En utilisant le sous-groupe discret uniforme T

de G, on peut compléter le diagramme développant de ¢ comme suit :

.

RC — G
Il
(o]
D
RE o > G/T
o
P
(o]
M D — G/K

La fibration D : ﬁ -+ G induit une fibration D0 : ﬁo > G/I‘0
de fibrg R ; cette fibration Do posséde des sections, puisque la fibre
est contractile. L'application Bo : §6 + M définit un revétement galoisien
de M de groupe F/Fo = ¥ 3 il existe donc [FRI.] une section % de la
fibration Do telle que So oo est un plongement. La sous-variété compacte

50 o oo(G/PO) est une section de & (les fibres de la fibration Do sont en

ny
effet les orbites du flot relevé dans Mb) ]
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Y]
a) Trivialisation de M, et, action de G sur [RR.

Supposons le flot ¢ paramétré de maniére & ce que la fonction
de temps de premier retour associée 3@ la section 50 o co(G/Fo) soit cons-
tante et égale 8 | ; en transportant cette section par le flot ¢ (muni de
son nouveau paramétrage), on obtient une fibration de M, de base R et de
fibre G/I‘o 3 cette fibration est invariante par le flot &, et, transverse

"

3 ce méme flot ; en relevant dans M, on obtient une trivialisation invarian-
n n N

te par ¢ et transverse 4 ¢; dans cette trivialisation, un point de M

sera noté [t,g] oi t est un élément de R, et, g un point de G.

N
La trivialisation de M construite ci-dessus est invariante par
V]
le flot ¢, et par le groupe T (considéré comme groupe des automorphismes
n B 4V
de M) ; on peut donc décrire 1'action de T sur RxG = M de la fagon

suivante :
v . [e.g] = [n (0),8 (g)]
Y Y
Lemme VI-B-4.- Le groupe TI' opére par translations sur R.

Démonstration : On choisit un sous—fibré Cb de T(M) transverse

au floﬁ %, et C%% une métrique invariante & gauche de G ; la métrique 64@
se reléve par les submersions locales qui définissent ¢, en une métrique

U  sur i% 3 puisque la fibration de M -de fibre G/Fo est invariante

par ¢, on peut compléter la métrique u en une métrique §  sur M, qui

N
se reléve en une métrique produit dans RxG - M ; le groupe I opére alors

par isométries sur R B
On note h 1'homomorphisme de I dans R, défini par :

t + h(y) = nY(t) H

" N
puisque le sous—groupe T = J(I') est discret uniforme dans G ; il existe un
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. . Ny "
unique homomorphisme de groupes de Lie h : G+ R tel que ho J="h; en
identifiant R au groupe Aut X des automorphismes de X, on peut consi-

Y ’ . "
dérer h comme &tant un homomorphisme de G dans Aut X

b) Trivialisation de G.

4]
Nous allons montrer que la sous-variété Ker h permet de cons-

n
truire une section de la fibration @ : G + G, et par conséquent une trivia-

N
lisation de G.

i) dim Ker h = n.

A% n
L'homomorphisme h de G dans [R, est un homomorphisme de

. . N . . -
groupes de Lie ; pour montrer que dim Ker h = n, il suffit de démontrer que

v
b est surjectif ; le groupe de Lie G &tant connexe, on a : ﬁ(&) R ou
Y]
h(a) = 0. Supposons que 1l'on ait ﬁ(&) = 0 ; alors 1'homomorphisme h est

nul, et le groupe des automorphismes T opére sur RxG comme suit :

we

Y . [t,g] = [:t,dy(g)]

N
dans ces conditions, la fibre du revétement p : M > M est contenue dans la

n
fibre G de la fibration de M, ce qui contredit la compacité de M,

WY
ii) La_sous-variété Ker h est_transverse i X.

it
o

4Y
Pour obtenir ce résultat, il suffit de montrer que Ker h N X
. v . Y
raisonnons par 1'absurde en supposant que h(X) = 0 ; 1'homomorphisme h
passe alors au quotient en un homomorphisme de groupes de Lie h:G>R ;
en considérant une suite (non stationnaire) (Yn)neN d'éléments de T qui
converge vers e, on aurait alors une suite convergente vers [b,e] dans

N
la fibre du revétement p : M+ M au point base, ce qui contredit le fait

que cette fibre est discréte.
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Si g est un élément de G, on note 6(g) 1le point E de
Ker h tel que H(g) = g 3 on obtient ainsi un homomorphisme de groupes
t
de Lie 6: G »’E,_qui est une section de la fibration T : & - G ; dans

.. . . \ . . . Y -
la trivialisation de G ainsi obtenue, un point de G sera noté sous la

forme (t,g) ol teR et ge G.

3%, Démonmsthation du théondme VI-B-1.

. Y P
Considérons le difféomorphisme ¥ de G sur ﬁ, défini dans les

"systémes de coordonnées" construits précédemment, par

Y(t,g) = [t,g].

Le difféomorphisme V¥ conjugue les feuilletages définis respec-—

tivement X et & ; 11 est facile de vérifier que ¥ passe au quotient en
- o

un difféomorphisme V¥ de G/T sur M ; le feuilletage induit par X sur

oy
G/T, et, celui défini par & sur M, sont alors conjugués par V¥, ce qui -

démontre le théorémel

Pour terminer ce paragraphe, nous donnons une caractérisation des

G-flots nilpotents, qui sont des R"-flots.

Théoneme VI-B-2.- Soient M une variété compacte de dimension
(n+1), G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de dimension n, et
® un G-flot sur M, 3 orbites non fermées.

Alors le groupe de Lie G est isomorphe 2 Rp, si et seulement si,

le groupe H](M) est commutatif.

- . . . N n
Démonstration : Si G est isomorphe & R, alors le groupe

(M qui s'identifie & un gous—groupe de G, est commutatif.
Réciproquement, supposons que le sous-groupe T = II(M) de G

est commutatif ; le groupe T est de rang (n+l), et il existe un homomor-
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phisme injectif J de T dans Rn+1 tel que J(I') est un sous-groupe
discret uniforme de Bp+1. (Lemme VI-B-1) ; s8i i est 1'inclusion naturelle
de T dans G, alors il existe un homomorphisme surjectif (lemme VI-B-2)

I de Rp+l sﬁr G tel que T o J =1i. On en déduit que le groupe de Lie

G est commutatif, et par conséquent on a

Conollaine VI-B-1.- Soient M une variété compacte de dimension
(n+1), G wun groupe de Lie nilpotent simplement connexe de dimension n, et
® un G-flot sur M.

Si le groupe d'holonomie T de ¢, contient un sous-groupe abé-

lien d'indice fini, alors on a :

Démonstration : Soit F] un sous-groupe abélien de T, d'indice

fini, et Py ¢ M] -+ M le revE@tement fini correspondant ; la variété M1 est

compacte, et le flot ®1 relevé de ¢ dans MI’ est transversalement de

Lie G ; comme le groupe P] = H](M) est commutatif, on en déduit (théoréme
VI~-B-2) que
6=R"u

C - UN EXEMPLE DE G-FLOT NILPOTENT, OU, G N'EST PAS RATIONNEL.

On construit dans ce paragraphe, un G-flot homogéne oi G est
un groupe de Lie nilpotent, simplement connexe, qui ne contient aucun sous-
groupe discret uniforme (cet exemple m'a &té suggéré par D. Lehmann) ; pour
cela, nous allons utiliser une algébre de Lie nilpotente 23? qui ne posséde
aucune baée a4 constantes de structure rationnelles. Un exemple simple d'algé-

bre de Lie nilpotente '"non rationnelle" a &té donné par J. Scheumeman [SCH.],
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nous en donnons la définition ci-dessous.

Soit é; 1'algébre de Lie réelle de dimension huit, dé&finie par
la base : {Al’BI’CI’D]’EI’FI’UI’VI} avec les crochets

/

[a,8,]
e, ;]

|
(e

[CI,D]] =U,.
'

o, 7] =v,

1]
\

HU1 les autres crochets sont nuls.

L'algébre de Lie é? est nilpotenfe (on a : [;2 [é? ,;?]] = 0),
et elle ne posséde aucune base 3 constantes de structure rationnelles [SCH.] ;
lon note 6 le groupe de Lie simplement connexe, d'algébre de Lie é; H
le groupe de Lie G est nilpotent, et ne cohtient aucun sous-groupe discret

uniforme (P. VI-A-5).

ny
En construisant une extension nilpotente et '"rationnelle" é? de
Y
237 par R, on obtient une algébre de Lie réelle (;? de dimension 9, ayant

une base

{A,B,C,D,E,F,U,V,W} avec les crochets :

[A,B] = [c,D] = U+
[c.e] = -[0,F] =¥
EE,Fj =1 les autres crochets sont nuls.

A%
L'algdbre de Lie é; est rationnelle, puisque les constantes de structure

ny
de la base {A,B,C,D,E,F,U,V,W} sont rationnelles ; par ailleurs ;} est
. v ~
nilpotente, puisque [g?,[:;?,;?]] = 0 ; on note G 1le groupe de Lie sim-
; n
plement connexe d'algébre de Lie 3 le groupe de Lie ¢ est nilpotent,

et contient des sous-groupes discrets uniformes (P.VI-A-5).
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"
Soit 1'application A de’ é? dans 2;2 définie par :

AA) = A ; A(B) =B, ;A0 = ¢ ; a() =D,
. AE) = —= E. : ACF) = - F
VI 1 ’ » Ji 1
L AU) = U, . AQV) = 7]ﬁv] ;oAM= W,

L'application A est un homomorphisme surjectif d'algébres de
Lie, et le noyau de A est 1'idéal ;7 engendré par W. En passant aux

groupes de Lie associés, on obtient une suite exacte de groupes de Lie :

Xc¢ -+ G - G - 0

3 - -~ - r\l » r\l
oi X est un sous-groupe distingué a un paramétre de G ; si T est un

v
sous—groupe discret uniforme de G, alors X définit sur la variété com-
N on, ' . .
pacte G/T un G-flot, dont le groupe d'holonomie ne contient aucun sous-

groupe discret uniforme de G.
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CHAPITRE VII

Les seuls groupes de Lie nilpotents simplement connexes de dimen-
. . . 3
sion trois sont d'une part le groupe de Lie R”, et d'autre part le groupe de

Lie N (groupe de Heisenberg de dimension trois) des matrices de la forme :

i u w
0 1 v u,v,w € R 3 EKIR.]
0 0 1

Pour obtenir une classification des G-flots nilpotents sur une variété& compac-—
te de dimension 4, il suffit donc de classifier les N-flots.

Ce chapitre comporte quatre parties

A. la premiére partie est constituée de rappels élémentaires 3
propos du groupe de Lie N.

B. dans la deuxiéme partie, on décrit les groupes d'holonomie des
N-flots.

C. on montre dans la troisiéme partie, que le feuilletage défini
par un N-flot 3 orbites non fermées, est conjugué 3 un feuilletage homogéne ;
on utilise pour cela le théoréme VI-B-1.

D. on vérifie dans la quatriéme partie, que 1'on a un théoréme

d'approximation du "type Tischler" pour ce qui concerne les N-flots.
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A - LE GROUPE DE HEISENBERG DE DIMENSTION TROIS.

On désigne par N le groupe de Lie réel des matrices

1 u w
0] 1 v u,v,w € R.
0 0 1

. . gz 3 .
Le groupe N est isomorphe au groupe obtenu en considérant sur R~ 1la loi

de composition suivante :
(u,v,w)(u',v',w') = (u+u', v+v', wtw' + uv')

Proposition VII-A-1.- Le groupe de Lie N est connexe, contrac-

tile et nilpotent.

Démonstration : Les deux premiéres propriétés sont évidentes,

. . s 3 o . .
puisque N est homéomorphe & R~ ; pour vérifier que N est nilpotent, il

suffit de calculer les sous—groupes [N,NI et [N,[N,N]], on obtient

[§,N] = {(0,0,w) e ¥ ; we R} ; [N,[N,N]] =0

En raison de la nullité du deuxiéme sous—groupe, on dira que

N est métabélien @

Proposition VII-A-2.- Le seul sous-groupe fermé et connexe de
N, de dimension 1, et distingué dans N, est le sous—groupe des commuta-

teurs [N,N].

Démonstration : Pour obtenir ce résultat, il suffit de déterminer

les idéaux de dimension 1, de 1'algébre de Lie & de N ; 1l'algébre de Lie

cﬂr est 1'algébre des matrices de la forme :
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0 u w
0 0 v u,v,w € R.
0 0 0
Notons :
0 1 (0] 0 0 (0] 0 0 1
A= 0 0 0 B = 0 0 i C = 0 0 0
0 0 (0] 0 0 0 0 0 0

la base naturelle de Cdﬁ ; OUn est une algébre de Lie réelle de dimension 3,

ol les crochets sont :
[A,B] =¢C ; [a,c] = [B,c] = 0.

Soit 37 un idéal de aJ\ de dimension 1 ; 1'idé&al :7 est engendré

par un vecteur X = AOA + BOB + AOC, et il existe (a],uz) € Rz tel que

[X,4] = 8,0 = a,(0 A +8B +y0)

[x,38]

AOC = az(AOA + BOB + YOC).
D'ol :

{ O‘1>‘o = 0‘160 = 0‘1 Yo * Bo =0

=3
N
>
o
|
Q
N
w
1

T %%, * xo'= 0

ce qui donne a, = B =0.

L'idéal 57 est donc¢ engendré par C, ce qui démontre la proposi-
tion @

On va a présent décrire le groupe des automorphismes de N ; soit
F : N> N un automorphisme de N ; on a nécessairement F[N,N] = [N,N], et

par conséquent, F induit un automorphisme F de N/[N,N] 5 donc en notant
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F(u,v,w) = (G(u,v,w) ,‘V(U,V,W) Y (u,v,w)),

on en déduit que 6 et ¢ ne dépendent que de (u,v), et sont des applica-
tions linéaires de ‘Rz dans R telles que (6,) est un automorphisme de

Rz. On obtient par ailleurs :
vy(u,v,w) = §(u,v) + Aw

ol A est un nombre réel non nul, et &8 wune fonction de lR2 dans R

telle que :
§[(u,v)+(u',v")] = §(u,v) + 6',v") - auv' + o(u,v) . g(u’,v")

Pour terminer cette &tude de N, on donne la elassification des
sous-groupes discréts uniformes de N [AU.GRE.HAJ ; soit k un entier po-

sitif non nul et D, le sous-groupe de N défini par :

k

we

D = {(a,b,ab+ ) e N 5 abce )

alors tout sous—groupe discret uniforme de N est isomorphe & 1'un des D, .

Le but de ce chapitre, est de montrer que le feuilletage défini
par un N-flot 3 orbites non fermées, est conjugué au feuilletage défini par
un N-flot homogéne ; il suffit donc de montrer (théoréme VI-B-1) que le
groupe d'holonomie T d'un N-flot (3 orbites non fermées) contient un sous
groupe Fo tel que Fo est discret uniforme dans N, et, I‘/P0 ~ Z ; on

commence par décrire les groupes d'holonomie des N-flots.

B - GROUPES D'HOLONOMIE DES N-FLOTS.
Soient M une variété compacte de dimension quatre, et & un
N-flot sur M, 3 orbites non fermées, de groupe d'holonomie I ; le diagramme

développant de ¢ s'écrit :
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+

RC - N

(=1}

N/K

les orbites de ¢ &tant non fermées (et &videmment non denses), la dimension
de K est égale 2 1 ou 3 2, nous allons montrer que cette dimension, est né-

cessairement égale a 1.

Proposition VIT-B-1.- Soient M wune variété compacte de dimen-
sion 4, et & un N-flot sur M 3 orbites non fermées.
Si T est le groupe d'holonomie de &, et K 1'adhérence de

I' dans N, alors ona : dimK = 1.

Démonstration : Raisonnons par 1'absurde, en supposant que la
P PP q

dimension de K est égale & 2 ; en faisant un calcul analogue a celui effec-
tué dans la proposition VII-A-2, il est facile de vérifier que le sous—groupe

Ke est de la forme :
K, = {(ax,Bx,z) €e N ; x e R, z € R}

oi a et B sont deux nombres réels non simultanément nuls.

Lemme VII-B-1.- Si on a dim K = 2, alors le sous—groupe [F,F]

est dense dans [N,N].

Démonstration : Puisque 1'adhérence de [I,I] dans N, est &gale

-~

a [K,K], il suffit de démontrer que [K,K] = [N,N].

Le groupe de Lie N/Ke est_isomorphe i R, et l'espace homogéne
N/K est compact ; donc K n'est pas connexe, et par conséquent, il existe
un élément (u,v,w) dans K tel que av - Bu # O ; en calculant le commu-
tateur de (ox,Bx,z) et de (u,v,w) on obtient (0,0,(av-Bu)x), ce qui

démontre le résultat B
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Puisque dim K = 2, on a N/K = $1, et la fibre de la fibration
D : M> N/K est le tore T3 ; soit A la matrice de GL3(Z) associée au
difféomorphisme de recollement du fibré en tores T3 sur Sl ainsi obtenu,
cette matrice A définit l'action de Z sur Z3 dans la suite exacte de la

fibration D :

0 —~ -+ T > 7 — 0

Lemme VII-B-2.- Si on a dim K = 2, alors la matrice A vérifie

la relation :

(a-1)% = 0.

. . . P . 3
Démonstration : Puisque A définit 1'action de Z sur £ dans

la suite exacte

3

0~ — 7 —Z —0

. . . s 3
le groupe T est isomorphe au groupe obtenu en considérant sur ZxZ la
loi suivante

-n
_ 2
(n],Xl)(nz,Xz) = (n]+n2, A X1+X2).

. 3
Si X est un vecteur quelconque de &7, le commutateur vy des

&léments (0,X) et (1,0) s'écrit
y = (0, (I-A)X)
Le commutateur des éléments (1,0) et vy s'écrit :
2
(0, -(A-I) X)

Le groupe T est un sous—-groupe de N, donc T est métabélien (prop.
VII-A-1) ; on en déduit que (A-I)Z.X = 0 pour tout X ¢ ZB, ce qui démon-

tre le résultat @
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Dans la démonstration de la proposition VII-B-1l, nous utiliserons

également le lemme suivant :

Lemme VII-B-3.- Les valeurs propres de A ont un module &gal

oy

Démonstration : Le groupe T est nilpotent et de type fini ;

par conséquent BﬂHJ I a une croissance polynomiale ; dans ces conditions

les valeurs propres de A ont un module &gal 3 | &KKLPEL.] 8

Démonstration de la proposition VII-B-1., : Nous allons examiner

toutes les formes possibles de A, et montrer que dans chaque cas, on aboutit
a une contradiction. Nous supposerons pour ne pas alourdir le texte que

~ . 3 . .
dét A=1 (i.e. que TA est orientable) ; les résultats obtenus restent

valables pour dét A = -1.

Ten cas. A a_une valeur propre triple égale a 1.

Dans une base convenable, la matrice A s'&crit sous 1l'une des

trois formes suivantes :

1 0 0 1 1 0
1 , 0 1 1 s 0 i 1 ]
0 0 1 0 0 1

Dans ce cas, le groupe T est commutatif, et en utilisant le

théoréme VII-B-2, on obtiendrait que N est commutatif.

1 0 0]
b) A=1| 0 1 !
0 0 1

On remarque ici, que les commutateurs de T, sont de la forme




- 48 -

(0,(0,n,0)) ; le sous—groupe I serait donc cyclique, ce qui contredit

le lemme VII-B-1.

1 1 0
c) A=] O 1 1
0 o 1

. e . 2
Cette matrice ne vérifie pas la relation (A-I)" =0

2eme cas. A a_deux_valeurs propres 1 et-l.

Dans une base convenable, la matrice A s'@crit sous 1'une des

des formes suivantes :

1 0 0 1 0 0
o -i 0 o -1 1
0 o -l 0 o -1

. . P . 2
Aucune de ces deux matrices, ne vérifie la relation (A-I)" = O,

3¢me cas. A a trois valeurs propres distinctes.

Ces valeurs propres de A, sont nécessairement 1, i et -i ;
. PR . 4 . ex .
la matrice A vérifie donc la relation A =1 ; en considérant 1'action
3 PO . 4 .
de Z sur L~ définie par la matrice A, on obtient un sous—-groupe commu-
tatif de I d'indice 4 ; en utilisant le corollaire VI-B-1, on obtiendrait

que N est coomutatif @

Nous allons préciser & présent, la forme des groupes d'holonomie

des N-flots @ orbites non fermées.

' Proposition VIT-B-2.- Soit ¢ un N-flot 3 orbites non fermées,
sur une variété compacte de dimension 4. Si T est le groupe d'holonomie de

$, alors T est de la forme :
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I = {(on,Bp,ny, +py,*qx +rx,) € N 5 n,p,q,r € £}

ol a,B,nyz,xl et Xy sont des nombres réels qui vérifient

1) X, et X, sont rationnellement indépendants

.. 2
1i1) @B = klx]+k2x2 avec (k],kz) € Z*

La démonstration de la proposition VII-B-2 s'effectue 3 1'aide

des deux lemmes suivants

Lemme VII-B-4.- Le sous—groupe fermé K =T de N, est de la

forme :

K = {(an,Bp,x) ¢ N ; x ¢ R, (n,p) € 22}

Démonstration : Puisque la dimension de K est égale a 1, le

sous—groupe fermé connexe Ke est lui aussi de dimension | ; comme par

ailleurs Ke est un sous—groupe distingué de N (P.VI-A-1), on a Ke = [N,N]

(proposition VII-A-2).

Ecrivons le diagramme des suites exactes naturelles :
0 -+ K -

I

0 ——[N,N]

—~+ K/K., —— 0

A

> N/[N,N] ——— 0

L'inclusion de K dans N, induit une injection continue i de K/Ke
dans N/BN,N] = RZ ; puisque K est un sous-groupe uniforme de N, le
groupe E(K/Ke) est un sous—-groupe discret uniforme de N/[N,N] = Rz, et,
par conséquent I(K/Ke) est de la forme oZ ® BZ ol o et B sont deux
nombres réels.

Comme Ke est égal a {(0,0,x) € N ; x € R}, le groupe K

s'écrit sous la forme : K = {(on,Bp,x) € N ; x € R, (n,p) € 22} s
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Lemme VIT-B-5.- Le sous—groupe T r\Ke est isomorphe 3 Zz.

Démonstration : Le groupe des commutateurs de K est le groupe

cyclique :
[X,K] = {(0,0,089) e N ; qe £}

on en déduit que les groupes [I‘,I‘] et EK,K] sont égaux
v
i

Soient h : T'N Ke - T, : T > K les inclusions respectives et

4V
J:T->T/TNEKe laprojection canonique ; 1'inclusion i 1induit un isomor-

phisme X de T/T N K, sur K/Ke puisque 1'on a

'=K et K =TNK .
e e

0 —— T NK, - T > T/T AR, ———— 0
¥ X
0 - K > K -~ K/K 0
e e

comme on 1'a remarqué dans le chapitre VI, la suite exacte de la fibration

T2 > M D

N/K, s'écrit :
o-——-»zz———-—»r—&l—-——»K/Ke——-»o

. . - . . - 2
Le groupe T N Ke qui est isomorphe & Ker(X o j), est donc isomorphe 3 Z B

Démonstration de la proposition VII-B-2, Soit k : T > of & BZ

1'homomorphisme surjectif dé&fini par k(on,Bp,*) = (on,Bp). On a la suite

exacte :

0 —> T NKe - T k, > o ® BE ————> O

On va construire a partir de cette suite exacte, un systéme de

2

générateur de T ; le sous-groupe T N Ke étant isomorphe a4 £°, et, dense

dans Ke’ il existe deux nombres réels rationnellement indépendants X, et




- 51 -

et X, tels que : f] = (0,0,x]) et f2 = (0,0,xz) engendrent T NK

soient par ailleurs deux &léments de T de la forme :
e, = (a,O,yl) et e, = (O,B,yz).

Les éléments el,ez,f1 et f2 constituent un systéme de géné~

rateurs de T, et tout €lément de I s'Ecrit de fagon unique sous la forme

r

e, .e .f?.fz = (an,Bp,ny]+py2+a8np+qxl+rx2)

n p
1772

Comme le groupe des commutateurs de T, est contenu dans T N Ke,
il existe deux nombres entiers k1 ‘et k2 (non simultanément nuls) tels

que oaB = k1x1+k2x2. En conclusion, on obtient :

I = {(on,Bp,ny, +py,+qx +rx,) € N ; p,q,r,s € Z}

avec

i) x, et x, sont rationnellement indépendants.

1 2

oy . 2 _
i1) 11 existe (k],kz) € Z* tel que aB = k1x1+k2x2l

Réciproquement, tout sous-groupe I de N de la forme indiquée

dans la proposition précédente, est le groupe d'holonomie d'un N-flot.

Proposition VIT-B-3.- Soit T 1le sous-groupe de N défini par :

r = {(an,Bp,y1n+y2p+qX1+rx2) € N ; n,p,q,r € £}

avec

et X, sont deux nombres réels rationnellement indépendnats

2

-’

i) x| 2

ii) aB = k]x]+k avec (k]’k2) c Z

2

Alors il existe une variété compacte M de dimension 4, et, un

N-flot ¢ sur M, de groupe d'holonomie T.

e
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Démonstration : Pour démontrer cette proposition, nous allons

reprendre dans le cas particulier du groupe N, la construction effectuée
au chapitre VI, construction qui associe un N-flot homogéne, & un N-flot.
v
Soit G 'le groupe de Lie nilpotent et simplement connexe, obtenu

en considérant sur R4 la loi de groupe :
(x,7,2,8) (x',y",2",t") = (x+x',y+y' 242" +k xy',t+t'+k xy').
v N ..
Le sous—groupe I de G défini par :
v N
I = {(p,q,r,8) € G ; p,q,r,s € L},

. . ny
est un sous—groupe discret uniforme de G.

n
Le sous—-groupe I est isomorphe & I par 1l'isomorphisme :

J(p,q,7,8) = (ap,Bq,Py +qy,*+rx +sx,)
2"
L'application T de G dans N, définie par :
M(x,y,z,t) = (ax,By,Xy, +yy,+zx +tx,)

‘est un homomorphisme surjectif de groupes de Lie, de noyau :

X] n
X = {(0,0,z, - o z) ¢ G; z € R}

2
Le sous-groupe a un paramétre X, définit sur la variété compacte
n ) i ' k
/T =M, un flot ¢ transversalement de Lie X \G = N, et de groupe

n
d'holonomie T =T @

2

C - FLOTS HOMOGENES ET N-FLOTS.

Nous allons montrer que les hypothéses du théoréme VI-B-1 sont
toujours vérifiées, pour ce qui concerne les N-flots.
Théoneme VII-C-1. Soient M une variété compacte de dimension

quatre, et ¢ un N-flot sur M, & orbites non fermées.
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Alors le feuilletage défini par &, est conjugué au feuilletage

défini par un N-flot homogéne.

Démonstration : Soit I 1le groupe d'holonomie de ¢ ; le groupe -

I'' s'écrit sous la forme
I = {(on,Bp,y nty,ptqx +rx,) € N ; n,p,q,r € Z}

ol a,B,y‘,yz,x1 et x, sont des nombres réels qui vérifient les propriétés
i) et ii) de la proposition VII-B-3.
Pour montrer que le feuilletage défini par ¢, est conjugué a
un feuilletage homogéne, il suffit de déterminer un sous-groupe Fo de
I' tel que Fo est discret uniforme dans N, et I‘/I‘o est isomorphe 3
Z. (théoréme VI-B-1).

Soit F l'application de N dans N définie par :
F(u,v,w) = (au,Bv,y uty,v+apw)

1'application F est un automorphisme de N (VII.A), et le sous-groupe
F(D]) = Pé (VII.A) est contenu dans T ; Pé est discret uniforme dans

N, distingué dans T, et le quotient F/P; est un groupe abélien de rang l;
en prenant 1l'extension de P; par le sous-groupe de torison de P/Fé, on
obtient un sous—-groupe Fo discret uniforme dans N et tel que I‘/l“o est

isomorphe 3 Z B

D - THEQOREME D'APPROXIMATION DU "TYPE TISCHLER".

Dans son article intitulé "Sur la généralisation d'un théoréme de
Tischler & certains feuilletages nilpotents" D. Lehmann [LEH] a montré que
le théoréﬁe d'approximation de Tischler [iIS] ne se généralise pas convenable-
ment aux N-feuilletages ; il a donné un exemple de N-feuilletage de dimension

trois, qui n'est "approchable" par aucune fibration. Par contre nous nous
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proposons dans ce paragraphe de montrer que le théoréme de Tischler se

généralise aux N-feuilletages de dimension 1.

Théoneme VI-D-1.- Soient M wune variété compacte de dimensiom
quatre, et ¢ un N-flot sur M.
Alors le feuilletage défini par ¢ est "approchable" par des

feuilletages définis par des N-flots & orbites fermées.

Démonstration : Si les orbites de ¢ sont fermées, il n'y a rien

a4 démontrer ; supposons les orbites de &, non fermées ; d'aprés le théoréme
‘ . . Y
VII-C-1, on peut se restreindre aux flots homogénes ; dans ce cas M = G/T

» . ~ - ’\J
et le flot & est induit par un sous—groupe 3 un paramétre X de G,
X

1 v ..
de la forme X = {(0,0,z, - = z) ¢ G; z ¢ R} (proposition VII-B-3),
, . 2 X
Boient (p_/q_) une suite de nombres rationnels qui converge vers 1
n' 'n’ nelN xz’

n
et Xn le sous—groupe & un paramétre de G défini par :

pn "
X ={(0,0,z, - —2z) e G; z ¢ R}.
n q,

: s s v o

Les sous~groupes a un paramétre Xn définissent sur G/I' des

flots @n transversalement de Lie N, a orbites fermées. Le feuilletage
défini par ¢, est "approchable" par les feuilletages définis par les

flots ¢ @
n

Remarque.- Soient M une variété compacte, et, :F’ un N-feuille-
tage sur M ; D. Lehmann'[iEH] a démontré que si 1'on a 1'inégalité :
(%) dim H](M,R) < 3, alors <5r’est "approchable'" par une fibration ; la
forme des groupes d'holonomie des N-flots (proposition VII-B-2) montre que
cette condition (%) est toujours vérifiée pour ce qui concerne une variété

compacte de dimension 4, qui supporte un N-flot.
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