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INTRODUCTTION GENERALE

Les travaux prisentis dans ce mémosre concernent L'analyse
et La synthese des processus dynamiques complexes en présence Even-
tuellement, de pertunbations. 185 utilisent La méthode de LYAPUNQV
et Les techniques d'agrigation ; La difficulté inhérente au choix
d'une fonction candidate @ LYAPUNOV ou d'une gonction d'agrnigation
du type nonme vectornielle est simplifife parn L'utilisation d'une
reprisentation particuliire nemarnquable des processus.

Elle consiste en une description matricielle dans £'espace
d'état telle que Les ELZments de La matrice caractéinistique, dite
en fLZche, sont réparntis autour de La diagonale principale, dans La
derniene Ligne et La derniire colonne.

Cette description nous a perumis de proposer, dans ce mémoire,
une méthode algébrique de détermination de modéles parnticuliers assocdiis
aux processus en vue de 4aciliten Leun 2tude.

Cette méthode parait d'application intéressante pour Les
dysiemes dynamiques complexes et hiZrarchisés.

Apn2s avoirn précise La classe des moa2les Etudiis, Les
notions de stabi{lité utilisZes ainsi que Les principales méthodes
d'étude des systemes de ghande dimension, quelques proprniétés imponr-
tantes des matrnices de forme en 4Leche sont prnésenties.




Des conditions subifisantes de stabilité tenant compte de
La structurne particuliirne d'un processus continu non Lingaire sont
ensulte &tablLies et Enoncies sous fonme de thiondmes, d'application
sdmple. La rnechenche systZmatique de ces conditions nous peamet
de définin de Larges classes de processus pawr Lesquels La confec-
turne Lingaine est vinigdile.

Plusiewns applications de ces Lravaux sont envisagies
dans La suite de ce mémoire :

- une mise en oeuvre des résultats obtenus en vue de
L'analyse du comportement dynamique d'um processus
soumis a des perturnbations.

- L'utilisation de La méthode proposie dans Le cas
d'un processus sdinguliZrement perturnbé permettant
une caractirisation simple du systime dégénéré
assocLe.

- L'etude et La synthise de La régulation en 4réquence
de deux groupes tunbo-alternateurs couplis sur un
méme Alseau.

Une extension aux phrocessus discrets de La méthode
décrnite et exploitie pour Les systlmes continus dans Les trhois
premiens volets de ce mémodirne est proposie dans La derniire
partie.




CHAPITRE 1

REPRESENTATION DES SYSTEMES DYNAMIQUES - STABILITE

INTRODUCTION

Ce chapitre a pour but de présenter la classe des processus
étudiés, de rappeler les. principales définitions ainsi que les méthodes
d'études relatives 3 la stabilité et de définir une nouvelle représenta-
tion matricielle des processus dynamiques continus et discrets non liné-

aires de grande dimension.

Lorsque le processus est fortement non linaire, il apparalt
intéressant d'envisager une représentation matricielle dans l'espace
d'état, la matrice caractéristique étant telle que ses &léments so:ient
répartis autour de la diagonale principale, la derniére ligne ét la

derniére colonne.

Cette représentation est proposée pour la premidre fols comme
étant une formulation pratique pour 1l'étude de la stabilité pour une
classe particuliére de processus monovariables continus et discrets

non linéaires dans [1].

" L'extension de cette formulation pour l'analyse de la stabilité
des systémes monovariables et multivariables de grande dimension a &té

considéée ensuite dans [h, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 121 , et pour la synthése

dgans [4, 6, 9, 10, 12] . ‘

L'appellation forme en fléche pour les matrices, apparalt plus

tard et pour la premiére fois dans [2] dans le cadre de 1l'étude du pro-

bléme de placement des valeurs caractéristiques d'un processus linéaire
(2, 3].
Aprés avoir précisé la classe des processus étudiés, les

notions de stabilité utilises, ainsi que les principales méthodes

d'étude des systimes de grande dimension et plus particulidrement les




critéres pratiques de BORNE et GENTINA E78, 791 que nous aurons &
utiliser, nous présenterons une classification de différentes formes

en fléche pour les matrices caractéristiques des processus, les princi-
pales propriétés de cette représentation, ainsi que deux méthodes, l'une
graphique, l'autre analytique, permettant le passage 4 cette forme

particuliére.



T - STRUCTURES DES PROCESSUS DYNAMIQUES

I-1 GENERALITES

- - - ——-

Nous appellerons processus ou systéme dynamique [13] un

ensemble physique susceptible d'évoluer en fonction d'une variable

indépendante appelée temps.

Les processus sont généralement caractéris&s par la nature
des signaux qui interviennent dans leur description : ils sont dits
continus lorsque les signaux sont définis par rapport & une variable

temps continue, et discrets lorsque la variable temps est discréte.

Parmi les grandeurs mesurables relatives au processus nous
distinguerons les sorties et les commandes. Les sorties sont des gran-
deurs dont l'évolution nous intéresse et avec lesquelles nous pouvons
caractériser des tiches appelées : consignes. Les commandes sont les

grandeurs dont le choix permet la réalisation des consignes.

Souvent les sorties et les commandes sont assujetties &
vérifier des conditions appelées contraintes. Elles définissent dans

ce cas des domaines des commandes et des sorties admissibles.

En plus des grandeurs qui nous intéressent directement, les

perturbations sont des grandeurs qui ne sont pas connues a 1l'avance et

dont il faut tenir compte dans toute étude car elles constituent un

obstacle pour la réalisation des consignes.

Afin de résoudre le probléme du choix de la commande des

processus, on établit par identification un modéle mathématique qui

correspond en fait 4 une approximation de la réalité du processus.

Les mod&les mathématiques correspondant aux systémes &tudiés,

seront en général des &quations différentielles, des &quations récur-

rentes, ou des fonctions de transfert lorsqu'en particulier le processus

est linéaire.

Par la suite nous utiliserons indifféremment l'appellation

processus pour désigner le systéme réel et son modéle mathématique.




La complexité accrue du fait de l'augmentation du nombre des

variables les définissant, a entrainé une &volution profonde des métho-

des de la commande automatique.

Une meilleure connaissance de la structure des processus,
associde 3 ces nouvelles méthodes peut contribuer 2 la résolution

des probldmes d'analyse et de synthése.

En effet toute &tude peut &tre effectufe 4 partir d'une

structure &l€mentaire en considérant le systéme dans son-ensemble,

comme un tout, ou encore 4 partir d'une structure interconnectée sup-—

posant la possibilité de la décomposition du systéme en sous systémes

agissant les uns sur les autres linéairement ou nonlinéairement.

Dans le premier cas les systémes seront dits complexes, et

interconnectés dans le second cas.

Pour une large classe de processus, l'association d'une
tiche ou d'un objectif & chaque sous-systéme, peut faire apparaltre
des conflits partiellement contradictoires entre les unités de commande
choisies pour réaliser ces objectifs. Il convient dans ce cas d'avoir
recours 4 un deuxidme niveau de commande qui tienne compte des interac-
tions et résolve les conflits en fixant les objectifs appropriés &

chaque unité de commande.

Pour cette classe de systémes dits hiérarchisés, le systéme

de commande [14] est généralement constitué d'unitds de commande dispo-
sées suivant une hiérarchie, un structure pyramidale, sur le processus

i commander.

Un processus peut donc €tre considéré complexe ou/et inter—
connecté ou/et hiérarchisé. Dans ces conditions, quelle structure choisir

pour mener 1l'étude ?

En fait, le choix dépend i la fois de la structure du processus,
de la pature de l'étude, des propriétés des sous-systémes, et des

méthodes d'études envisagées.

Rechercher une propriété d'un processus, par exemple, i partir
de la méme propriété pour chague sous~systéme, est contraignante pour
les sous-systémes [15] , alors que considérer le processus 3 partir
d'une structure 2#lémentaire ne nécessite pas forcément la vérification

de la propriété considérée pour les sous-systémes [25].




L'interprétation de 1'8tude est aisée dans le premier cas
alors qu'elle apparalt plus délicate dans le second.

Nous verrons par la suite, pour de larges classes de processus
l'exploitation des propriétés vérifides pour certains sous systémes,
en vue de conclure 3 la méme propriété pour le processus.

Cette &tude seraz envisagde aprés avoir présenté dans la
deuxiéme partie de ce chapitre les fonctions ainsi gue les méthodes
existantes permettant 1l'étude de la stabilité des systémes complexes

d8finis dans le paragraphe (I~2) suivant.

1-2 DESCRIPTION DES_SYSTEMES DE_GRANDE DIMENSTION ETUDIES

" - - AR - D WY " e ¢ " W - — W - — > A D - > - - - - -

I-2-1 Sysxtemes dynamiques perturnbés/nen perturbés

Le systéme dynamique de grande dimension &tudi? est régi

par une équation différentielle vectorielle [‘4‘4

Dfx(t)] = A(t, x) x + b(t, x, u) (I-1)

n .
ot :{ "I,x € I C@ , est\;:a. valeur & l'instant t du vecteur état de
dimension n (I:ensemble connexe,{o }QI,I #{D}) gt xi(t) ;'E -;I;, x. € ILC@"'“

un partitionnement de x(t) tel que
T T Tq T
X = fX1 E] X2 'Y ¢ ey Xr ]

T
x;© = [xil’ Xins oees Xy ’nrj

avec

a= L n;
i=1 °

m
u(t) 2'z ‘*u s ueuc?_ s 25t la valeur 3 l'instant t du vectsur d'entrés

de dimensiocn m :

centinus D TI .




Z désigne l'ensemble ZC des nombres réels pour les systémes

continus et l'ensemble 'Ed des entiers relatifs pour les systémes discrets.
Les matrices A(t, x) et b(t, x, u) caractérisant le processus

Alt, x) = {ag3 (£, x)}
b(t, x, ) ={b.(t, x, w)}

sont & &éléments aj; et by généralement non constants.

La sortie du systéme dépend en général du temps t, du vecteur

gtat x et de la commande u conformément i la relation :
n
s(t) = g(t, x, uy  ¥sé€ /& cRs (I-2)

ol g est une application généralement non linéaire de Zx:x..x'u. da.nsA

Lorsque le systéme est décrit par des &quations(Id) et(IR)

du type
p(x(t)] = A(t) x(t) + B(t) ult) (1-3)
s(t) = c(t) x(t) + D(t)ult) (I-4)

il est dit linéaire.

Les processus considérés sont libres lorsque l'entrée u est

identiquement nulle et forcés dans le cas contraire.

Lorsque ces processus sont soumis & des perturbations bornées

Lotz . X0
caractérisées par la matrice P(t) ¢ P ,P(t) : & » R el 92,

P sP(t) s P, E et P matrices constantes, dues 3 1'influence de
l'environnement du processus sur celui-ci, ou aux fluctuations de la

structure du processus, ils sont décrits par les relations

D(x(t)] = K(t, X, ) X(t) + B(t, X, 4, P) (1-5)

N %) N A

S(t) = S(t, X’ u’ P) (1-6)
Pour P(t) donnée, nous noterons par x(t)

x(t) = x(to, £, X, u[to, t] )

la solution de(I5) définie pour une condition initiale notée X5 a

l'instant t_ et par s(t)

s(t) = s (tg, t, x5 u (55, t])

la sortie correspondante.




Par la suite, nous supposerons que pour X, donnée, la trajec-
toire solution est unique ; de méme nous supposerons que l'état d'dqui-

libre X s lorsqu'il existe, est unique et ramené 3 l'origine :

1-2-2 Systdmes du Zype LUR'E POSTNIKOV[77]

Un systéme complexe sera considéré par la suite du type

Lur'e Postnikov lorsqu'il est décrit par une égquation vectorielle de

g la forme :

. D[x(t)] = A(t) x(t) + B(t) £(t,x,0) (I-71)
|

| o= u(t) + c(t, x,P ) x(t) (1-8)

avec A(n xn), B (n xm), f(m), c(m xn), ulm x 1) et c={ci} d

sl & R

Si f est une fonction appartenant & la classe ¢

& =) Bk X, 0) ?xIxz-*(R s £(t, x, o) = {£;(s, X; oi)}
R R ;

L mxm
] £5(6,x,0) = diag (———=—2 1 , M(t,x,0) € [L Te R

LV it E?: 5 V X € JC A V g € 2?

Les relations(L7) efI-8) conduisent & la nouvelle description

du processus :

D[x(t)]= A(t) x(t) + B(t) £X(t, x,0 ) [u(t) + c(t, x, B) x(t)](:H0)

. En régime autonome ( u=0 ), celle-ci devient

plx(t)] = [A(t) + B(t) £* (¢, x, @) c(t, x, P)] x(t) (1-11)

I-2-3 Systemes multivariables du type interconnectsd

Une représentation Zquivalente de la relation¢‘5), faisant

apparaltre les vecteurs &tat X des systémes composantsSi |

Yi-= 1, 2, ..., r, peut &tre obtenue en considérant un partitionnement

adéquat des matrices K(.) et %(.)




i
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Alt, %,P) = {Kij (t, x,P)}

B(t, x, U, P) = {b;(t, %, u,B)}

Les interactions entre les sous-systimes S i 5 O IR

sont caractérisés par les vecteurs bie(t, x, u, £) tels que

Dlx, (2] = A;; (&, x,,P) x,(t) +
(1_12)
+b1(tqu)+b2(txulP)
i S i’ i’ i ] 2 2

du : -
l'évolutiorW's'ous-systémeSi isolé étant supposée décrite par l'équation :

1

D[xi(t)l = Aii (55 xi,E’) xi(t) + bi

(o X;s Ui P) |
4
\
ce qui n'enldve rien & la généralité de la description de S . i

Lorsque le processus présente des variations de structure

d'une matrice dite d'interconnexion Ei’ Ei = {eij} 3 'Z 5 R’n -+ Rrxr’
n
;1 B R > (0,1 ¥i,5=1, 2, ..., r, introduite par SILJAK[18]

et étendue par GRUJIC et al [19] pour caractériser 4 la fois les variations

. . - - . P . '
arbitraires, les relations régissant son &volution peuvent dépendre ‘

de structures et les perturbations.

En particulier, l'interconnexion entre des systémes du type
LUR'E POSTNIKOV conduit en régime autonome & une description de la
forme :
e | x
Dlx; ()] = | [a; () + B (2) £5, (¢, x;,0;) e; (¢, x,B)] x(¢)

r
+ e T :
< 21 & AlJ (t %, B X5
&

L SR P e (I-13)

1-2-4 Systemer? perturbation singulidre [43]

Cette classe de systémes suppose la possibilité de décomposer
le systéme S en deux sous-systémes S1 et 82 dont 1l'dvolution du vecteur

2tat de S, est lente et celle de 82 rapide :
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D[x1(t)] ® A, (b Xy x2,u) X, * A12 (e, X5 X5, u) X, (I-14)

uD[xz(t)]= A21 e Xy x2) x, + A22 & Xy x2) X5 (I-15)

u étant un petit paramétre positif.

Lorsqu'il est possible, pouru = 0, d'éliminer X5 entre

(I-14) et (I-15) 1'Btude du systéme peut &tre ramenée a 1'dtude du

systéme 51, perturbé par S décrit par une &quation de la forme

2’

Dlx, (£)] = Alt, x;, x,(t, x;) ) x,(¢) (1-16)

2

X, apparalt alors comme une perturbation structurelle dépendant de t et

2

de Xy

11 - METHODES D'ETUDE DE LA STABILITE DES SYSTEMES DE GRANDE DIMENSION

La complexité des systimes de grande dimension d&finis précé-

~

demment conduit & des méthodes d'dtude de plus en plus &laborées.

Les méthodes usuelles d'dtude des systémes linéaires ont
d'abord servi pour l'édtude des systémes non linéaires en les appligquant
3 des modéles lindaires correspondantsyvalables autour d'un point de

fonctionnement.

Ces méthodes se sont révélées impuissantes lorsque le processus
est fortement non lindaire et/ou de grande dimension. Aprés avoir défini
la stabilité au sens de Lyapunov, plusieurs types particuliers de stabi-
1ité, correspondant aux différents modes de convergence de 1'état du
systéme vers l'état d'équilibre supposé unique, sont considérés relati-
vement i la norme euclidienne de x, que nous désignerons par ||x||,

n
pour tout x € @L 3

Pour garantir cette propriété, l'introduction de certaines

fonctions s'avdre nfcessaire pour simplifier 1'&tude.
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L'analyse desprocessus & partir de ces fonctions, réduisant
généralement 1'étude du processus non linaire & celle d'un autre

systéme plus simple montre 1l'importance du choix de ces fonctions.

Un schéma bibliographique simplifié des méthodes d'étude

de la stabilité est ensuite envisagé i la fin de cette section.

I1-1 NOTIONS DE STABILITE - DEFINITIONS

I1 existe un trés grand nombre de définitions de la stabilité,

les plus utilisées seulement seront présentées dans cette section.

Ces définitions -traitent de la stabilité au voisinage de
1'état d'équilibre ou au voisinage d'une trajectoire fix€e lorsque les
conditions initiales varient, pour une entr&e fixée ou pour des entrées

différentes.

D&finition 1 [16]

La solution x{(t) = 0 du systéme décrit par (I-1), pour
u = 0, est stable au sens de LYAPUNOV si Ves>o etVtOGE il existe
§(ty, €) > 0 tel que si lle[[ < 3§ (to, €) on a ||x(t, x to)ll < e

¥Ytxt

o’

o

Définition 2 [16]

La solution x(t) = 0 du systéme décrit par (I-1), pour
u = 0, est asymptotiguement stable si elle est stable au sens de
s . .
LYAPUNOV et s'il existe Go(to) >0 Vtoe % tel que si1 on|| < cSO(tO)

on a lim x(t, X, to) = Q.
t—= oo

Définition 3 [20]

La solution x(t) = 0 du systéme€ I-1) pour u = 0, est exponen-—

tiellement stable s'il existe troils nombres réels positifs a, B8 et n

tels que

xte, xgs )] < [xgl] exp(= 80t = £) ), ¥ ox, Hlxgl] < n

et V t;to,Vtoe@
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Définition 4 [16]

La solution x(t) = 0 du systéme(H), pour u = 0, est asymtoti-

quementet globalement stable si elle est stable 2t si toutes les

solutions de (I-1) tendent vers z&ro quand t augmente indéfiniment.

Définition 5 [16]

Une solution x(t, X to) du systéme (I-1)est bornde s'il
existe B > 0 tel que ||x(t, X5 to)H <g Vit > t_» B pouvant

dépendre de chaque solution.

Définition 6 [16]

Les solutions de -9 admettent un domaine d'attraction d&fini
par la borne B > 0, s'il existe T > 0 tel que pour toute solution

_ ‘ r .
x(t, x_, t,) ddI-1), on a ||x(t, x to)‘l <8 VYt t, + T

O’
ol B est indépendant de la solution particulidre alors que T peut

dépendre de chaque solution.

Définition 7 Stabilité du mouvement [21]

La trajectoire x(t, X, to)est stable, si Vtoe@- et € > 0,
il existe §(e, to) > 0 tel que

¥ t>to,|[xo—x1f|<62[{x(t,x to)—x(t,x

O,
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Définition 8 Stabilité entrée-sortie [21]

-

L'état d'dquilibre x = 0 de 1'équation différentielle (I-1)
forcde, possdde la propridté de stabilité entrée-sortie si pour tout

N > 0, il existe un nombre M > Q tel que

¥t [lue)]] <x slx(t, 0, t ), ¢, w(e)] [l <M Yozt

Définition 9 Stabilit? entrée bornde - sortie bornée (BIBO) [21]

L'état d'dquilibre x = 0 de 1l'dquation (I-1) forcée est
B.I.B.0. stable si pour toute entrée bornde appliquée au systéme initia-

-

lement 3 1'dquilibre, la sortie est bornée.

Définition 10 Stabilité pratique [22]

Soit yzﬁt) un sous-ensemble de l'espace d'état & l'instant

t e %:l?; et soit :PF(t) un sous-ensemble donné de l'espace d'dtat
d l'instant t € ?:s’ ol 2:3 = ]to T bt T[
TNT, = Gogvt, v 1] Com bty v 1loe, eRre Koo,
et 7_ désigne la durfe du régime transitoire, T_¢€ o, 1
m
Les sous-ensembles N (t ) & P (t) et Do (t)e R

I'7o Ao P

représentent les ensembles des conditions initiales X4 ot des vecteurs

perturbations x., respectivement & t, et at.

Les relations entre ces ensembles sont illustrfes sur la

figure suivante
=% .=ttt

[¢
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Le systdmeI-15) est pratiquement stable au bout d'un rigime
transitoire fini T, par rapport a {to, %, 3% (t), Efk(t), EFF(t),
P (t)} si et si seulement si X0 € EPI (to) et x2(t, x1)e\3‘;(t),

v x,€ UDA(t) et V t EIZ) , implique x1(t, tos xm)i \.PA(t), Vte %
et x,(t, t_, x,,) € Fp(t).

11-2 LES FONCTIONS PERMETTANT L'ANALYSE DE LA STABILITE DES

- ———— - A M P M W P - e e - A S . . N S S e - ——

La méthode de LYAPUNOV [23] permet l'analyse de la stabilité
directement & partir des équations décrivant les processus et ne

nécessite pas la détermination explicite des solutions.

L'introduction d'une fonction v(t, x) définie positive
dans l'espace d'état et 1'étude du signe de la dérivée de cette fonction
par rapport au temps suffisent pour pouvoir conclure 3 la stabilité.
d

En effet, si i (v(t, x) )est d8finie négative, la fonction v(t, x)

est dite de LYAPUNOV et le processus est asymptotiquement stable [23]

De méme que les résultats obtenus par LAURENT [61]pour les
systémes discrets, le théoréme de CORDUNEANU [24] pour garantir le

méme type de stabilité, montre qu'il suffit de satisfaire la condition :

% [v(t, x)] <m [V(t, x), t] JtQZ,VX €I

ou é%-y =m (y, t) est une équation différentielle scalaire décrivant

un systéme asymptotiquement stable.

L'étude du systéme complexe dont x(t) est le vecteur &tat,
Vot 2?2 , est donc ramenée & 1'4tude d'un systéme dit de comparaison,
d'ordre 1 dont 1'dvolution est définie par y(t), ¥Vt 6'2;.

_ Le choix de fonctions de LYAPUNOV vectorielles a conduit

BELLMAN [25] et MATROZOV [26] i la généralisation de la méthode de

LYAPUNOV par la détermination de systémes de comparaison d'ordre supérieur

a l'unité.
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_ L'introduction pour l'édtude de la stabilité par BORNE et
GENTINA [27, 28] de fonctions du type norme vectorielle p(x),

n r vd 3 - - »
p(.):gl.+ 61_ ,» Vérifiant composante & composante les quatre condi-
tions usuelles de la norme, conduit & une méthode Systématique de cons—

truction des systdmes de comparaison pour les systémes décrits par (1-1)

L'analyse qualitative de la stabilité des systémes dynamiques
doit pouvoir donner des informations sur les trajectoires perturbées.
La définition de certaines fonctions d' agrégation de LYAPUNOV ou du
type norme vectorielle réduit l'étude i celle du systéme de comparaison,
le long des trajectoires du systéme sans avoir a les déterminer comme
1'a montré LYAPUNOV.

L'analyse de la stabilité par la méthode de LYAPUNOV s'avére
parfois délicate quand il s'agit de résoudre les problémes des limitations
de la dispersion des trajectoires. Les raisons mentionnges par LASALLE
et LEFSCHETZ [29] justifient l'importance des investigations effectuées
sur 1'étude de la stabilité & partir de fonctions qui ne sont pas de
LYAPUNOV. Cependant leurs travaux ont &t& limitds & 1'utilisation de

fonctions 4' agrégation positives.

WEISS et INFANTE [30] ont généralisé la méthode de LYAPUNOV
en faisant appel 3 des fonctions, ainsi que leurs dérivées eulériennes,
de signes quelconques. WEISS [31] a &tabli une condition nécessaire et
WEISS et INFANTE [30] une condition suffisante de stabilité pratique.
GUNDERSON a présenté ce concept dans [32] .

L'analyse de la stabilité pratique de régime transitoire fini
a &té introduite dans [33a] et développée [33b et 33c] par GRUJIC .

e

La stabilité pratique des systdmes continus et discrets a &té
étudiée plus récemment par plusieurs auteurs : GRUJIé , STOREY, HERNEN,
GRIPPO, LAMPARILLO, WU, HURT, KAYANDI, WONG, MICHEL, LAM. Une biblio-
graphie récente estpr ésentée par GRIPPO et LAMPARILLO dans (37] .

En particulier, les travaux de GRUJIC [35 ab] , de MICHEL [36]
et MICHEL et WU [38] et GRIPPO et LAMPARILLO [3k4, 37] donnent des condi-
tions suffisantes de stabilité pratique du systéme global défini & partir
des propriétéds de stabilitd des sous-systdmes composants et des caracté-
ristiques des intdractions, en utilisant des fonctions qui ne sont pas

de LYAPUNOV.
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IT - 3 METHODES D'ETUDE DE LA STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIOUES
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Depuis POINCARRE [39] et LYAPUNOV [23] les &tudes concernant
la dynamique des systémes non linéaires, ont &volué d'abord suivant

trois courants [LO]

~ &laboration de la théorie des oscillations (ANDRONOV, 1929)

- application des travaux de LYAPUNOV (LUR'E,_MALKIN,
AIZERMAN, POPOV, etc..) sur la stabilit?d

- recherche des méthodes d'étude des systémes non linéaires
en s'inspirant des méthodes utilisées pour 1l'étude des
systémes lihé&ires (HAMEL, CYPKIN, AIZERMAN, POPOV, etc...).

Ces orientations se sont avérées souvent impuissantes pour
traiter le probléme de la stabilité des systémes complexes caractérisés

par un grand nombre de variables et de paramétres.

Depuis, ces problémes ont été€ abordés i partir de trois

approches différentes [41] :

- la mRthode des perturbations singuliéres

- le concept de BELIMAN sur les fonctions vectorielles de
LYAPUNOV

- le concept des normes vectorielles de BORNE et GENTINA

11-3-1 Méthode des perturbations singuliires

La méthode des perturbations singulidres appliquée i 1'étude
des systémes dynamiques est de plus en plus utilisée pour la réduction

de l'ordre d'un systéme et pour la synthése des processus.

Des résultats importants ont &té &tablis & partir des
travaux de KOKOTOVIC , MALLEY et SANNUTI [42] .

La propriété de stabilité des systémes singuliérement perturbés
té &tudiée par GRADSHTEIN, TICHONOV, KLIMUSHEV, KRASOVSKII, ROSENBROCK,
BROCKETT, HOPPENSTEADT, GRUJIC , WILDE, SILJAK, DESOER, SCHENSA, ZIEN,
PORTER etec...

D\

a
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Une bibliographie plus récente et détaillée sur le sujet est
présentée par GRUJIC dans la référence (3] . BELIMAN [25] a introduit
en 1962 le concept de fonction de LYAPUNOV vectorielle pour les systémes
singuliérement perturbés considérés comme des systémes de grande dimen-

sion.

Cette premidre approche considére le systéme dégénéré et le
systéme rapide séparément’sans dtudier la complexité structurelle qui

caractérise les systémes de grande dimension.

11-3-2 Méthode des 4onctions de LYAPUNOV vectonielles:

L'analyse de la stabilité des grands systémes caractérisés par
le nombre important des variables mis en oceuvre ainsi que par la comple-
xité des relations décrivant leur évolution, fait apparaltre deux problé-
mes importants d'une part par la construction d'une fonction qui puisse
8tre de LYAPUNOV, et d'autre part la définition d'un test simple permet-

tant de conclure relativement aux propriétés de stabilité.

BAILEY [15] est le premier i introduire les fonctions de
LYAPUNOV vectorielles pour 1'étude de la stabilité. Il a posé le probléme
de rechercher des conditions sur les interactions pour obtenir la pro-
priété de stabilité de l'ensemble du systéme & partir des propriétés de
stabilité des sous-systémes. Une bibliographie récente et détaillée sur

ce sujet est présentée par GRUJIC

SILJAK [hh] est le premier d poser et & résoudre le probléme

des perturbations structurelles de l'ensemble du systéme.

Le fait de traiter séparément les sous-systémes déconnectés
et leurs interactions impose souvent des contraintes séveéres sur
le systime global ou/et les interactions. Apparait ainsi le probldme
de trouver des conditions réduisant l'ordre du systéme & un nombre au
plus 8gal 3 celui du nombre de sous-systdmes, et garantissant la propriété

de stabilité de l'ensemble du processus

Dans ce sens, les sous-systémes ne sont plus nécessairement

stables et peuvent donc &tre instables.
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Cette &tude a &té entreprise par BELLMAN [éS] et a été
développée en utilisant le concept de fonctions de LYAPUNOV vectorielles

EQ] et en faisant appel au concept de normes vectorielles [éT, 28, h5] .

11-3-3 Méthode des noames vectonielles

En fait, la notion de norme vectorielle fut introduite d'abord
par ROBERT [46] dans un domaine relatif & 1'étude de la convergence des
récurrences linéaires en analyse numérique. Ces travaux ont été ensuite
développés par MAITRE [47], ROBERT [L48] et DEUTCH [L9] pour 1'dtude des
récurrences linéaires de grande dimension. Les premiéres applications
de cet outil & 1'étude de la stabilité des systémes non linéaires de
grande dimension, ont été menfes par BORNE et GENTINA [27, 28] dans
le cadre des systémes discrets et des systémes continus, et par GENTINA,
BORNE et LAURENT [50, 51, 52, 53] pour 1l'étude de la validité des modles
et l'application des conditions de stabilité du linfaire pour conclure

4 la stabilité des processus non linéaires de grande dimension.

Plus récemment, GRUJIé , BORNE, éENTINA, BURGAT et BERNUSSOU
ont présenté des nouvelles solutions au probléme de BAILEY dans le domaine
fréquentiel et par la définition de critéres algébriques dans [19] , et
dans [45] des algorithmes permettant d'aboutir i 1'établissement d'un
test de stabilité unique d€fini 4 un nivesu hiérarchique arbitraire, ne
nécessitant pas la connaissance i priori d'information particuliére au

niveau des sous-systémes déconnectés.

1T-4 APPLICATION DES CONDITIONS DE STABILITE DU LINEAIRE

- - - ———— > - - ——————— —— - - . S - ———— ——— _ > -

- - - - ————— - - . - ———

La détermination des domaines de stabilité [57] de plus en
plus larges correspond 4 un probléme trés important aussi bien pour
l'analyse que pour la synthése des processus non-linaires. L'é&tendue
de ces domaines dépend, en fait, de la représentation adoptée pour le

processus ainsi que de la méthode d'étude adoptée.
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La méthode basée sur les normes vectorielles permet parfois
de réduire 1'dtude du systéme initial & celle d'un systéme de compa-
raison identique au systéme initial et pour lequel se vérifie la conjec-

ture lin&aire.

Les critéres pratiques de BORNE et GENTINA ﬁ8, 7% exploités
pour les systémes continus et discrets, généralisent ainsi le lemme de
KOTELYANSKI aux processus non linéaires et définissent de larges classes
de processus pour lesquelles la conjecture du linéaire ou celle

d'AIZERMAN est v8rifiée.

Le lemme de KOTELYANSKI ainsi que la conjecture 4'AIZERMAN
sont rappelés dans cette section. Un cas de validité de la conjecture

lindaire est ensuite présenté.

11-4-1 Lemme de KOTELYANSKI [25]

Lorsque le processus est décrit par 1l'équation

A= {a,.} : étant une matrice n x n constante indépendante du temps,
i
l'application des conditions de HURWITZ sur les paramétres de 1l'équation

caractéristique:
det (AI - A) =0

détermine le domaine de stabilité asymptotique dans 1l'espace des para-

3 L]
metres ajj.

Par ailleurs les travaux de KOTELYANSKI ont mis en évidence
un théordme particulier adapté 34 1'étude de la stabilité des systémes (I-18)

lorsque la matrice A a ses éléments non diagonaux non négatifs.

- - - — - —— -

Un nombre réel )\ est plus grand que la valeur caractéristique
maximale v de la matrice A d'éléments non diagonaux aij 2 0 si et seule-
ment si pour cette valeur A tous les élfments des mineurs principaux

successifs de la matrice (AI - A) sont positifs.
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11-4-2 Conjecture d'AIZERMAN [27]

Le systéme de LURIE-POSTNIKOV, &tudié par AIZERMAN, est
donné par :
!

-a—t-x=A.x+Bf(cr), 0=2Cx (1-19)

Les matrices A, B et C sont des matrices respectivement de
dimension n xn, n xmet m x n, x est le vecteur état ddI‘T9LVx € qui
X = [x1, Koy eees xn]T ; le vecteur non iinéarité £ R™2S Capﬁest
composé de f‘i:@\_m->9l, f=(f1,f2,...,fm)T;c:Rn+R .

T ‘s .
o= (01, Tps vevs on) s e§ g, = C; x pour C;, la idme ligne de C.

Soit x (t, to, x ), x(to, tos X s f) = x,» la trajectoire

o? o)

solution delI-19) pour f fixé.

mxm . . . . .
Notons par N : RESR la matrice non linéaire définie

par :
f*(x) = diag { fi{00  feo s sees ____fm(CX) }
C, x ” C,x C x
1 2 m

et par of, = { L:L= diag{ZT, £2’ cees Zm}} l'ensemble des matrices

) (4
diagonales L. Si ‘56 est un ensemble ouvert, nous le noterons ot .

Les systdmes de la formeI-19) sont considérés pour f e ¢ ;o
i={0,1}, od @i sont des classes de non linéarités définies comme

suit

Qo(et) est l'ensemble de toutes les fonctions f vérifiant les conditions

suivantes
(i) x = 0 est 1l'unique état d'équilibre de (I-19)

(ii)  les solutionms x(t, tg,, X f) de ([-19) existent sur
n
‘(}Qﬂ,, et sont uniques v X, € @, et sont continues
pour xée R,
(iii) f£(0) = 0
(iv)  £%(x) est définie et *(x) € L Ve RE.

Ainsi f(o) = L oe@o(f/) si L ¢ o . Dans ces conditions, le

systime(l-19) est lindaire

— x=D(L) x ,D(L) =A+BLC (1-20)
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L'ensemble & le plus large tel que le systéme ([£0koit stable
(x = 0 de (-20)asymptotiquement stable) Y Le?& est l'ensemble de HURWITZ
de (I-20).Celui-ci est désigné par i

Sﬁ) est l'ensemble de tous les fe 9, (éf.- , continus et

continll ment différenciablesdans T ¢R™, qui sont notds f(o)e C (Qm

Le probléme 4'AIZERMAN généralisé, posé par GRUJIS [’(71 )
qui est originaire de la conjecture d'AIZERMAN (1949),est le suivant

"Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes de
stabilité absolue pour le systéme{I-1) sur <I>i( £%), ie {0,1}
correspondants 3 &£°¢ it

La conjecture d'AIZERMAN indique qu'il n'est pas nécessaire
d'ajouter d'autres conditions pour que le systéme E19) soit absolument
[ Q -] . Losr 2 .
stable sur ¢o( L ) lorsque£ Q?’f . Cette conjecture a &té &tablie

pour une non linéarité scalaire f € ¢ o(m = 1).

I1 est bien connu actuellement gque cette conjecture est en
général mise en défaut [60] . Cependant, de nombreux travaux, par exemple
ceux correspondant au probléme d'AIZERMAN généralisé [Tﬂ , ont permis
la définition de larges classes de processus pour lesquelles cette con-

jecture est vérifiée.

11-4-3 Critdres pratiques de BORNE et GENTINA [71]

11-4-3-1 Notion de norme vectorielle

Soit x et y deux vecteurs définis sur un espace vectoriel
de dimension n. Soit ’X x - :)C un recouvrement deI et X la

prejection du vecteur x dans le sous espacex

X=X vX,u...uX,
Vis= r

5 e e s g

(I-21)

Xi=PI.X

1

P'X-_ : matrice & coefficients constants définissant la projection de

l'espace I dans Ii'
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Soit Pi(')’vi =1,2, ..., r, une norme scalaire définie

sur le sous espace Ii avec la notation :

Si y; désigne un second vecteur du sous espace Ii et A

un réel nous avons, Y i =152, «.o, v les inégalités (I-23)
p(x) 2 0 VieX
p(x) =0& x=0 (I-23)

plx+ y) s p(x) + ply) ¥V, ye X
p(x x) = |a] p(x) ¥xe X et reR

p(.) étant la norme vectorielle définie par :

T
p(x) = [p1(x1), p2(x2), cees pr(xr) ] (I-24)

e M e - i - et s e > > - - - ——

Définition 11

La matrice M : ’Zd an > R_r * T 48finit un systime
majorant relatif i la norme vectorielle p(xk);{R_n > (Qr+ du systéme

discret :

X = AL, x ) alt, x) (1-25)
si 1'inégalité : |

plx ) s Mt x) plx.) Vtk, x, € Zd x R (1-26)

est vérifide le long des trajectoires d€(I-25) pour chaque composante

de p(xk+1).
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Définition 12

n
De méme, la matrice M(t, x) : E:C x93 > C{'rxr définit
relativement 3 la norme vectorielle p(x) un systdme majorant du systéme

continu :

£ (x) = Als, x) alt, x) (1-27)

si et seulement si 1'indgalité suivante est vérifiée composante &

composante :

p* p(x) ¢ M(t, x) p(x), VxeX Yie '{Jc (1-28)

Pour chaque systdme (I-25) et (I-27), BORNE et GENTINA ont
démontré un lemme de comparaison correspondant & une généralisation du

lemme de comparaison de WAZEWSKI [55] .

Lemme de comparaison 1 [71]

S'i]l existe une norme vectorielle p et une matrice M(tk’ xk)
d'éléments non négatifs et définissant un systéme majorant de (I-25)

alors le systéme Cs défini par la relation
2y, = Mt 1) 2 Vo e Ty Ve X (1-29)
est un systéme de comparaison de (I-25), il vient alors lorsque
1'inégalité
-2
2o 2 P(X) (I-30)
est vérifiée, la relation

2, 2 p(x) ¥ k> (1-31)
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Lemme de comparaison 2 [T1]

Soit une norme vectorielle p de taille k et une matrice
majorante M(t, x) associée au systéme (I-27) telle que d'une part les
é1éments non diagonaux de M(t, x) soient non négatifs et que d'autre
part l‘inégalité suivante soit vérifiée le long des solutions de
(1-27) |

p* p(x) s M(t, x) p(x) Vie Zc, Ver (1-32)

alors le systéme Cc

% (2) = Mt, )z Vsele, Ve X (1-33)
tel que :
z(t5) = p(x (%) ) (I-3%)

est un systéme de comparaison de (F27) et 1'inégalité suivante est

vérifiée :

z(t) 2 p(x(t)) Vtezc s V X ex (1-35)

Critére pratique 1 : [27]

Soit le systéme décrit par 1l'édquation (I-25) et M(A) la
matrice des coefficients aijx tels que :
ij[ v i1 irréductible (1-36)
Si les termes non constants de la matrice M(A) sont groupés
dans la dernidre ligne ou la dernidre colonne de M(A) la stabilité
asymptotique globale est assurée par la vérification des contraintes

sulvantes
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1 - a.. -a *
11 12
T - a11* > € > 0 , > € > ¢
—a* 1-ax
21 22
T—ax —ax . -a*
R 12 n
-ajt 1—3.1 . -ax
21 22 2n

2€>0 V(t,x)275ijc (1-37)

x * '
am(t,x) ang(t,x) .o Tma

Critére pratique 2 [28]

Soit le systdme décrit par l'équation (I-27) et M(A) la

matrice des coefficients aij* tels gque

(1-38)

irréductible
Vi, j=1,2, ....n3 i# ]

Si les termes non constants de la matrice M(A) sont groupés
dans la dernidre ligne ou la dernidre colonne de la matrice M(A) la
stabilitd symptotique globale est assurde par la vérification des

contraintes suivantes

a x a8 x
2
a *<€<O . 1 12 3=€>0 ...,
11
a, x a x
21 22
! * = %
a a. . a
| 113 12 n
! b x *
521 392 a;n
R SRR RN & P
! i g ‘
x *®, a*
ani <t!x) aﬁa ,X) apq \t,X)
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ITT - REPRESENTATION DES PROCESSUS ETUDIES - DEFINITIONS ET PROPRIETES

DES FORMES CANONTOUES EN FLECHE

ITI-1 POSITION DU PROBLEME DU CHOIX DE LA REPRESENTATION DES

-y - -

L'analyse et la synthése d'un systéme linéaire & partir d'une
représentation scalaire ou matricielle s'effectuant sur l'une ou 1'autre
des formes canoniques existantes donnent des résultats généralement

équivalents quelle que soit la méthode utilisée.

Le choix de la représentation intervient par contre, d'une
manidre essentielle sur l'étendwe des résultats des &tudes lorsque le
processus est non linéaire. En effet, la représentation d'état, trés
adaptée aux grands systémes, est définie 3 un changement de base prés ;
les études effectuées sur les systimes de comparaison, dépendant de
cette transformation, conduisent i des résultats, correspondant 3 des
conditions suffisantes plus ou moins contraignantes selon la descrip-

tion adoptée.

Mais il n'est pas toujours nécessaire d'effectuer des trans-
formations pour "conditionner" la représentation & 1'étude envisagée

comme le montre l'exemple suivant.

En effet considérons l'exemple de l'étude du mouvement longi-
tudinal d'un avion (avec sa commande) effectuée [72] 2 partir du

systéme d'équations

Dlx;(¢)] = - . x.(t) +o(t) Vi=1,2,3,4
4 (I-40)
D[@(tﬂ = I b, xi(t) - Psa o(t) - £(o(t) )

ol p ;> 0 ,q>0et bl sont des  constantes, X, € ga Vl = 1,4,

g QQ_. et la fonction f \(R-»? est continue dans {R_ et vérifie les
relations £(0) = 0O et o f(o) > 0 s1i o # O.
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A La propriété de stabilité d'un tel systéme a déja été
entreprise par PIONTKOVSKII et RUIKOVSKAYA [72] puis par MICHEL [73]
et enfin par BITSOURIS [T74].

La forme particuliére des interactions entre les cing sous-
systimes Si,Vi =1, 2, 3, 4, 5 constituant

Si : D[xi(t)] =-Pp; xi(t) Yis= 1, 2, 3, L

S, Dlo(t)] = - pga olt) - £(a(t) )

_nous permet de faire deux remarques

-~ le systémeS & une structure hiérarchisée 4 2 niveaux (fig.3)

le sous-systéme non linéaire S_ définit dans ce cas le coordonnateur qui

2

constitue le niveau hiérarchisé le plus élevé.

- les sous-systémes linéaires du premier niveau hiérarchique
8tant stables, 1'étude de la stabilité du systdme non lindaire S doit
8tre conduite a partir du critdre pratique de BORNE et GENTINA pour les
systémes continus. En effet, en notant x = [x1, X5 x3, X d]T le vecteur

&tat du processus, il vient la représentation matricielle de S :

D x(t)] = A(o(t) ) x(t) (1-L1)
- -
- P1 1
- p2 1
Alo(t)) = - P3 1
- ph ‘}
fla(t))
B, o5 0, Py, P57 T4Th)

ol A est une matrice (5x5) dont les éléments sont nuls sauf ceux de
sa diagonale principale, de sa derniére ligne et de sa derniére colonne.

La forme particuliére de la matrice A est dite forme en fliche.
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D'autre part,lorsque 1a matrice A est i 21éments non diagonaux
positifs, il est donc possible de définir dans ce cas une matrice
2 ]
[21, 25, 23, Z)» _ZS]TG_R

majorante M de A, relative & la norme p(z)

T
2] =[lz,1, T2l l2zg]s T2yl f2gl]™ 5 ¥z
identique & la matrice A.

L'application du critére pratique de BORNE et GENTINA pour

les systémes continus (lorsque : M(o(t) ) = A (o(t) ) , correspondant

a4 l'aspplication des conditions du lin&aire pour le processus non

lindaire, conduit aux conditions suffisantes de stabilité asymptotique

suivantes
- Py <
- P,
- Py < 03 >0 3 - P <0
b3
- P1 ]
- p,
- p2 1
-7 .
: >0 5 - Py 1 e
- P
3
- Ph 1
T~ Py flo(t))
L WL T - =

Puisque p; est positif, i =1, 2, 3, 4, les conditions
précédentes se simplifient considérablement et sont réduites & la seule

contrainte : det A(a(t) ) < O ou encore

b.
1

. .
f_(_O'_g;t_)_)_+ T > e >0 chgl (I-L2)

- p.q -

I1 est aisé de constater que 1'dtude de la stabilité ainsi
que 1l'interprétation de la structure du systime décrit par (I-40) sont
simplifides lorsque celles-ci sont mendes i partir de la représentation
matricielle (I-u41). De plus, la condition suffisante de stabilité asymp-
totique obtenue (I-42) est moins restrictive que celles obtenues dans

(12, 73, 74].
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111-2 FORMES CANONTQUES EN FLECHE - DEFINITIONS ET PROPRIETES

=N

- — - - ——— -~ ——— " WD - G b W N S S - - - -

111-2-1 Dé4initions des 4ormes canoniques en fL2che

La recherche d'une solution au probléme du choix de la repré-
sentation, guidée par le choix des critéres pratiques basés sur le
concept de norme vectorielle pour l'étude de la stabilité du systéme (I-1)
nous conduit dans cette partie 4 la définition de nouvelles formes
canoniques, proches de la forme canonigque modale, semblables & la forme
de la matrice représentative retenue pour 1'étude de la stabilité du

mouvement longitudinal précédente, dites formes canoniques en fléche.

D [x(t)] = A(t, x) x(t) + b(t, x, u) (I-1)

. ., - e s . .
Ces considérations sont généralisées pour les matrices
A(t, x) partitionnées en blocs tous nuls sauf ceux de la diagonale
principale, de la dernidre ligne et de la derniére colonne qui sont

quelcongues.

Quatre formes canoniques en fléche sont considérées

Définition 13 : forme canonique en fléche mince d'ordre n

notée : Forme FCFM (A)

811 ®1n
FCFM(A)= - : (I-L3)
n-1,n-1 &h-100
%1 e an,n—1 ®nn
L -
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Définition 14 : Forme canonique en fl3che mince généralisée d'ordre r

notée : Forme FC FMG

&1 ®1r %1n
ar—1, r-1 ar-1,r ar—1,r
FCFMG (A) = | a a a a (I-kb)
Tt r,r-1 rr rn
a a
ni . n,r-1 a
n,r nn
L -

Définition 15 : Forme canonigque en fléche épaisse d'ordre r

notée : Forme FCFE

—A A ]
1 1r
A22 %2r
FCFE(A) = .. : (I-k5)
Ar—1,r—1 Ar—1,r
A Ar? T Ar,r—1 Arp
L .

Définition 16 : Forme canonigue en fliche épaisse généralisée d'ordre r

notée : Forme FCFEG
- la matrice A est en fléche épaisse d'ordre r

- les blocs diagonaux de A sont en flédche mince d'ordre

H

n., Vi=1mr-1,avec £ n, =n
1=

1 1
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Notations

Nous adopterons dans la suite de la présentation de ce mémoire

les notations sulvantes

¢,, = diag {Ajj}
_ T T T T
°pp [A1r s Bor s ’ Ar—1,r ]
(1-L6)
q>21 = [Ar1’ Ar2’ Tt Ar, r-1]
%20 T App
Nous désignerons par ¢1él) . @223) et ¢2ék) respectivement la

matrice constituée par les i premidres colonnes de ¢ la matrice

‘constituée par les j premiéres lignes de @21 et le mgi;ur principal
d'ordre k de la matrice 255
e B D
e ) L) L A TP
e o

(i) (1) (1)
avec Akr. ’ Ark et Arr
premiéres colonnes de la matrice Akr’ la matrice constituée par les i

respectivement la matrice constituée par les 1

premiéres lignes de la matrice Ar et par le mineur principal d'ordre

k

ide A, Ye=1,2, ..., -1 ; Vi=1,2,..., n_.

En particulier, nous adopterons les notations suivantes

Fio Fyp
A= (I-48-1)
Foy  Inp
2, 2 F 2, 2 F,
(I-48-2)
6. = T 6zt

21 T o1 22 22
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o as _ T
F11 = diag {ajj} , F12 = [a1n, cees an-1,4]
(I-48-3)
F21 = l--la‘n1’ tre an,n—1] ? F22 = [a'nn--l
pour les matrices en fléche mince et les notations
[Qll ®12
A= |, e = F, (I-49)
a1 22

pour les matrices en fléche mince généralisée.

111-2-2 Propniltés des matrnices en fLiche

Les propriétés des matrices en fléche définies précédemment
sont trés nombreuses. Nous envisageons de présenter les plus importantes,
plus précisément celles qui nous serviront pour les &tudes envisagées

dans la suite de ce travail.

des matrnices en 4L2che.

- - - - -

Théoréme 1

Lorsque les &léments a.i,V:i =1, 2, ..., n—1, sont-%on nuls,
L

le déterminant de la matrice A en fl3che mince, définie par (I-L3),

est 8gal 4 la quantité

s 2.
(a - I —Eff—iﬁ) T a; . (1-50)
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Théoréme 2

Lorsque les matrices Aii’ Vi.= 1, 2, ..., r=1, sont réguliéres,

le déterminant de la matrice A en fldche épaisse, définie par (I-L5),

est &gal 4 la quantité

|
|
\
|
|
|
1
‘ =] =1l
=]
| - I o R A s -
‘ det (A A A AL T det(A;.) {1-51)
| i=1 i=1
:
‘ Démonstration :
| .
y Considérons le partitionnement de la matrice A définie par

(I-45) avec les notations (I-46) qui permet d'isoler le bloc A,
il vient [75]

=

) det (-<I>21 ¢, b, +A ) (1-52)

det (A) = det(® 3y s

11

or si les matrices Aii sont réguliéres,\fi = )R Sy e

. =il i 2 b .
matrice @11 existe et est déterminée simplement par :

| <
A11
=i
A
22
& -1 _ (I-53)
1
=]
; i r—1,r—1J
" ce qui conduit 4 la relation
=1
= =1
S — - Z % i - |
et (Arr %1 ®11 <I’12) det Arr Ari Ail Alr) (I-54)
i3 i=

qui démontre le théordme 1 et le théordme 2, le premier &tant un cas

particulier du second.
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Nous remarquons que lorsque

- la matrice A est en fldche épaisse généralisée d'ordre r, A = (Aij)
- la matrice Arr est en fléche mince d'ordre n,

- les matrices Aii,'Vi. 1, 2, «.., r=1, sont réguliéres

1]

1, 2, ..., r-1, ont tous leurs &léments nuls
=1

sauf ceux de la dernidre ligne , la matrice (A. - T A_. A.] A )

- SN S i

est alors une matrice en fléche d'ordre n, ; ce qui simplifie considé-

- les matrices Ari,Vi

rablement le calcul de tous les facteurs du produit caractérisant le

déterminant de A effectué conformément 3 la régle 2.

—m_me e e ———— - - ————— - ————————

matrnices en 4fLeche.

———————————— o - -

Théoréme 3

La matrice A en fléche &paisse définie par (I-L5) est

inversible si les matrices Aii,vi.= 15024 mvagir=1u. 2%
e
= - <o : R
(A o L R A.] A. ) sont régulidres, et son inverse noté A
rr._, ri Tii Tir

est déterminé par (I-55)

T U
-1
A = (I-55)
v W
avec
e r=1 . i
R I S T R s (1-56)
rr . Ty s 16 13 Tr
i=1
el 18 =1 T -1 5
s [ ) Ar1 S Ar2 A22 3 3 2eF SN Ar,r—1 Ar—1,r—1] (1-57)
- -1 T
A A W
-1
us=| A2 AV (1-58)
s A W
TPl
L 5|
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A1 e

22 = s
e [UA A11’ Brohon »oreomUh, v tBroq -

-1 (I'59)

redired

Démonstration :

Les notations étant définies par (I-L46), la démonstration
de la régle 3 peut-8tre effectuée i partir de la représentation parti-

culidre de la matrice A définie par (I-LS).
r-1
Les matrices .. et (AL - § A . A.? A. ) étant inversibles
18 ry e bl Tl

par hypothése, la matrice i peut-&tre définie simplement par (I-55)

telle que
ey -1 -1 -1 —1 B
T=o +egy 0, [y 00 0 va ] (z-60)
Bace "o a8 %o +2 I]'” (1-61)
11 12 T2 12 T
v =i~ 0. 08 dava ] & g o (1-62)
21 g 12 T 2wl
BohEy) =~ =¥ i
Wom [, 00080 FRL] (1-63)
En explicitant ¢11, @12 et @21 par rapport aux matrices
Aij’v i, j=1,2, ..., r, nous retrouvons les relations (I-56),

(I-57), (I-58) et (I-59) de la régle 3.

Si A est une matrice FCFM, FCFMG, FCFE ou FCFEG, la matrice

(A + AT) est respectivement de méme forme.

]
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IT1-2-2-4 Propri€te 4_(P4) : Structure hidranchisie et

P

Le forme en fl3che de la matrice caractiristique A d'un
processus permet de considérer celui-ci décomposé en sous-systimes
dont les matrices caractéristiques sont blocs diagonaux de A (fig. L4).

Le seul sous-systéme connect? avec tous les autres, les interconnexions

étant définies par les blocs hors diagonaux de A, est dit coordonnateur

|
| ou sous-systéme de ''pointe’”.

S (A )
rrr
5,(a..) 5. (A.) cove |s \.
1 ; 2 zz =1 "r=i,r~F
Fig. L : Structure hidrarchis®e 3 2 niveaux associde
< . 2t an . P
4 une matrice caractZristique en fléche 2paisse
d'ordre r.

En fait, la d2composition =n sous-systimes du processus n'es:
pas unique. La reprisentation adopt3e permet malgré tout de riduire le
nombre important de param2tres arbitraires (en imposant certains d'entre
eux peur avolr la Jorme originale =n fl3che) dont il Faut tenir compte
pour toute &tude erfectufe 3 partir de la reprisentation d'3tas des
processus.
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I11-2-2-5 Propridts 5 _(P5)

Leo

- o o -

Considérons le cas général ol la matrice A est en forme en

fliche dpaisse d'ordre r. L'association & chaque sous-systime S.,

i
caractérisé par Aii’v i=1,2, ..., v, d'un point notd (i) et &

chague liaison Si - Sj’ caractérisée par Aij’ d'une fléche orientie

du point (i) vers le point (j), conduit au graphe dit associf i la

matrice A, représenté fig. S.

Fig. 5 : Graphe associé 4 une matrice A en

FCFE d'ordre T.

Celui-ci, d2pendant du partitionnement de la matrice A,
n'est Zvidemment pas unique, mais permet Je déterminer la classe des
sous-systimes ou d'ensembles de scus-systimes susceptibles d'@tre

retenus comme sous-syst3me coordonnateur, voir III-2-4.
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111-2-3 Passage aux formes canoniques en 4L2che

Le développement des propriétés des différentes formes
canoniques en fléche considérées dans le paragraphe précédent ainsi
que l'exploitation de celles-ci pour l'analyse et la synthése de
grande dimension dans les trois chapitres (II), (III) et (IV), néces-~
sitent la détermination de la matrice de passage qui transforme la
matrice caractéristique du systéme étudié en une matrice en fléche

mince ou épaisse définie dans (III-2-1).

Des solutions partielles & ce probléme complexe sont proposées
dans les chapitres suivants pour de larges classes de processus non
linéaires monovariables ou multivariables du type interconnecté. La
recherche de résultats pouvant s'interpréter physiquement nous a conduit
4 faire apparaltre les matrices caractéristiques des sous-systémes
composants, dans les blocs diagonaux de la matrice caractéristique du

processus.

Nous envisageons dans ce paragraphe de présenter deux méthodes
permettant de résoudre le probléme du passage aux formes canoniques en
fléche. La premieregraphique,définit les blocs diagonaux de la matrice
en fléche correspondant & une matrice A quelconque comportant des

bloes hors diagonaux quelconques. La seconde méthode est analytique.

A gt v Papuig hupihgigs Rty

Cette méthode est basée sur une propriété structurelle des
processus. En effet en associant un graphe associé (P5) & une matrice
quelcongue A, il est toujours possible de repérer un coordonnateur, ‘
et les sous-systémes ou les ensembles des sous-systémes interconnectés

au coordonnateur.

La finesse de la forme en flidche est d'autant plus grande
que le nombre d'ensembles de sous-systémes interconnectés au coordon-
nateur est important et que le nombre de blocs hors diagonaux de A

est grand (voir III-2-3-2-2).
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Cette méthode, simple, permet un conditionnement rapide

des matrices quelcongues, comme l'illustre l'exemple ci-dessous.
Exemple :
Considérons le processus décrit par la matrice A partitionnée

en blocs Aij,V'i,j =1, 2, 3, 4, 5, 6 telle que :

A11 Q- A13 A1h 0 0
0 Aon  Apg 0 s o
By Agp Byg A3y A3s 0
A= (I-6L)
0 0 Ay Ay, 0 0
0 A-2 A53 0 A55 0
0 0 0 0 0 Mg

I1 vient le graphe associé (PS)

Fig. £ : Graphe associ? i la matrice A

définie par (I-6€4
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et le graphe associ® condensé faisant apparaitre des ensembles
de sous-systimes { (1), (&) }, {(2), (5) }, {(6)} isolds ou inter-

connectés au coordonnateur (3)

: Graphe condensé associé 2 la matrice A

définie par (I-6L4)

Fig. T

Aussi, pour le partitionnement fixé au départ, on obtient

la FCFE associée & la matrice A, notée FCFE (A)

i ]
£, 0
R oz Koy
FCFE(A) = & & . (1-65)
33 3
0
&ue ‘A"u3 &’4‘4
L .

avec les nctations (I-6€) suivantes
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= N -
‘A‘n A66 L A33
Ko =8y, Ay ‘A33= Ay Ay
0 A
Lh A52 A55
Ky, = Aig <}b3u= Aoy
Ays Asq

R [A31 A%J ’ Ky = [A32 A35]

La matrice FCFE (A) obtenue est la plus "fine" possible

par rapport 3 la décomposition imposée au départ de A (voir III-2-3-2-2).

Nous pouvons déterminer simplement d'autres formes canoniques
en fléche plus épaisse que la précédente en considérant, par exemple,
’ t
\3/33} e

les ensembles de sous-systémes suivants : ﬁk11}, {

22°
{‘&L&)-&} ou encore {"&11}, {&22}, {‘&33’&!41&} etc..

- — - e o —-——

Considérons une matrice A partitionnée en blocs Aij’
v i, j=1,2, ..., r, dont les blocs diagonaux sont des matrices
sous forme compagnon. Cette hypothése n'est pas restrictive lorsque

le processus S &tudié est linéaire de la forme :

S : D[x(t)] = 4 x(t) + Bu (1-67)

Dans ce cas, 1l est possible [58] , de décomposer le
systdme S en r sous-systdmes gouvernables par une seule entrée, en

un nombre de sous-systdmes gouvernables &gal au nombre d'entrées, ou
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encore en sous-systémes monosortie observables. Des algorithmes de
transformation de la représentation (I-67) sont développés dans [58]
et font apparaitre les blocs diagonaux de la matrice partitionnée A,

sous forme compagnon.

S'il est possible de trouver un changement de base permettant
de transformer la matrice sous forme compagnon en une matrice en
fl8che mince, il est alors possible de décomposer les systémes S en

sous-systémes admettant une matrice caractéristique en fléche mince.

La propriété (P6) établie dans le paragraphe (III-2-3-2-1)
suivant montre que cela est possible. Mais les méthodes de décomposition
proposées dans [58] ne sont valables que pour les processus lin&aires.
Le probiéme du passage aux formes canoniques en fl&che reste & ce

niveau, entier pour le cas des processus non linéaires.

I1 est possible malgré tout d'utiliser les algorithmes
de passage &établis dans [58] , lorsque 1'étude est menée & partir

d'une matrice A caractéristique du processus particuliére et parti-

. . ~ ~ ~ ~s ~ .
tionnée en L blocs A11, A12, A21 et A22 tels que A11 est une matrice
constante et les matrices A12, A21 et A22 généralement non lindaires.

En effet, la matrice A11 est lin€aire ; il est donc possible
~r . ~ ~y A ~
de trouver un changement de base P, tel que la matrice A, = (P1 A, P1)

soit une matrice compagnon.

Un deuxidme changement de base P, conduit & la forme en

~_ - ~ 2
flé&che mince pour la matrice P21 Ay Py

A partir de transformationsélémentaires, il est donc possible
de représenter le processus non linéaire par une matrice caractéristique
en fl&che mince généralisée ; une représentation du processus par une
matrice caractdristique en fléche épaisse peut-8tre obtenue de la méme

fagcon que précédemment.



111-2-3-2-1 Cas d'une matrice compagnon

Considérons le systéme Si régi par le systéme d'dquations

ply; (0] = Ay (6, vi(0), ©) 3 () (1-68)
- 1 :
0 1
Ay (E,y(t)p)= : T
. 0 1
';rim(') "zril.2<') - "gi.(,ﬁ% —gl]:-l.lgl:)
| ; T

Q. . 2 ]
pour lequel nous notons par * l<x’ t, ygt), P) "le polynome carac

téristique instantané"' de Al défini par :
i -
Poe,gel e, =2 s 1 5 (6, ), 0) A (1-69)

et par dV;(A) le polyndme de degré (ni-1), dépendant de paramétres

a’.. ou olj ,V i=1,2, ..., ni—l pouvant &tre choisis arbitrairement
tel que :
n.-1 n.=-1 .
i -1 L i BTl
NN = A-at)= ez o 2 (1-70)

Propriété P6 :

Le choix du vecteur xi(t) défini par :

x(t) = ™7y, (v) (1-71)

comme nouveau vecteur état du systéme S: déerit par (I-67), tel que :
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(1) at. Vj =1,2, ..., n.=1 réels ou complexes distincts

JJ
(I-72)
11 _ i 11
(ii) p = = P1 P
1
11 !
P = . (1-73)
- o) . L. -g 1
n§1 nI2 1
1 1 1 0
i i i
871 822 %n-1,n=1 0
1 1
11 '
P =] . . . . . (I-7L4)
2
i \n72 i \n-2 . n-2
(a11) 1 ( 227 1 (an%1,nr1) 1 0
0 0 0 1
L. o

conduit & une nouvelle description du systéme S; dont la matrice

caractéristique notée Aii(t, x(t), P) est une matrice en fl&che

mince :

D [x;] =4, (¢, x,(t), B) x(¢) (1-75)
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i i
a11 a‘lni
i i
i
852 a2ni
A G =
al i
nrt,ngl nz1,ni
i i 3 i
a- . (.) a_ (.) - - . a () a
] n, 1 n;2 n;,ng! ni,ni(.{
avec les notations
i , =
= - 1 . ] = - -
as, = [ - al)) Y SlOV) NI IF IR IE-TOOROt (1-76)
i 33 i
3 — i . _
anj(t,xi(tzP) = -§Pi(t, xi(t),P,ajj), v j= 1,2,...,ni1 (I-77)
i
. n71
sl (t, x.(t),P) = - & (t, x.(t), B) - § al (1-78)
n.n. L ’ n.,n. > X5 s ) .j.]
11 1°72 J=1
Remargue :

L'étude du processus décrit par (I-68) peut donc &tre conduite
i partir de la représentation en fléche mince (I-75) dépendant de
(n-1) paramétres distincts pouvant &tre choisis arbitrairemeg?. Ce
nombre devient au plus égal 3 2(n-2) si l'on prend zi(t) = ptt xi(t)

avec Pt = diag {P§j}’ comme nouveau vecteur d'édtat.

111-2-3-2-2 Cas d'une matrnice partitionnie, dont Les
r blocs diagonaux sont des matrices compaghon

Soit le processus décrit par :

~

D [y(£)] =4 (¢, y(t), P) y(t) (1-79)
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~ . ~
Alt, y(t) P) = (Aij (t, y(t),P) ) étant une matrice partitionnée dont
les bloecs diagonaux sont des matrices compagnon.

Considérons, comme précédemment, la transformation dans 1'espace d'état :

-1

x(t) = (8177 y(t) (1-80)

avec P' = diag {P'} (1-81)
qui conduit & une nouvelle matrice caractéristique A(.)
A(t, x(t) P) = (Aij (t, x(t), P ) (1-82)

telle que Aii(t, x(t),P) est une matrice en fldche mince, ¥i = 1,2,..,r-1,

et Aij sont des matrices caractérisant les interconnexions,V:i £3=1,2,..r.

Selon la complexité des interactions, plusieurs formes en
fléche différentes peuvent &tre adoptées pour mener l'étude, en effet
considérons la matrice définie par (I-83), partitionnée en blocs
de dimensions adéquates (en désignant les scalaires par de petites

lettres, les vecteurs et les matrices par de grandes lettres)

1 1 1]
Fey Fio Ay
1 1 1 2 1
Faq foo Lo 1o Lye-1 Ly ,p-1 Ay
2 1
i T Bop
1 2 2 2 1 2 2
Loy 1o Fay T L1 1o,r-1 Bor
A= (1-83)
Fr—l Fr—1 A1
1 12 —=14r
1 2 1 2 r-1 r-1
L 1 L 1 .... F £ 2
r=-1,1 r-1,1 r=-1,2 r-1,2 21 22 A e
1 2 1 2 1 2
Ar] Ar1 Ar2 Ar2 Ar,r—1 Ar,r—T Arr
- J




Nous remarquons que A est une matrice en fl3che mince

. . . 4 [y
généralisée d'ordre n, ; celle-ci est en fléche épaisse géneéralisée

d'ordre r lorsgque tous les vecteurs lignes[Ir; i li j]’ Ni#g,
2 9
\j i, j=1,2, ..., r—1, sont identiquement nuls.

Une transformation simple, correspondant i un ensemble

de permutationssur les lignes et les colonnes de la matrice A, conduit

pour le méme processus 4 la nouvelle matrice caractéristique

A' dé&finie

par :
r -
1 1 1
FH F12 A1r
2 2 1
Py Fla Bor
r-1 r-1 1
i Flao Apar
A= _1 1 1 1 (1-84)
Fa1 Ligo v bypmr T2o Lz oee Ly Ap
1 2 1 2 2 2 2
Lo Fos Ly r=1 129 oo o p-1 Por
1 1 -1 .2 2 r-1 2
Ly, Ipmioooor oy Looq g 1o Too r-1,r
1 1 1 2 2 2
Ar1 Ar2 °e Ar,r—1 Ar1 Ar2 ‘ Ar,r--1 A3
dont la forme est en fléche mince généralisée d'ordre (n - n -r+ 2).

Il est donc possible, en permutant certaines compo
du vecteur &tat d'augmenter l'ordre de la forme en fléche. N
dans ce cas, que la nouvelle forme en fléche est plus fine
précédente. De la méme manidre, nous dirons gqu'une forme en

est d'autant plus Zpaisse que son ordre est petit.

santes
ous dirons
que la
fl&che
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CONCLUSTON

Le choix d'une part d'une méthode d'étude de la stabilité
des systémes de grande dimension et d’autre part d'une représentation
du processus adaptée 3 cette méthode constitue un probléme généralement

trés complexe.

La mise en forme, en fléche, des matrices caractéristigues
des processus, requiert pour ceux-ci, une structure hiérarchisée
4 deux niveaux dépendant d'un certain nombre de paramétres pouvant
&tre choisis arbitrairement, et constitue un outil mathématique simple
et puissant facilitant le conditionnement de la représentation par

rapport 4 la méthode d'&tude choisie pour le processus.

Le fait de fixer les paramétres arbitraires, dont dépend
la matrice en fl3che, nous conduira, par la suite, 4 1l'établissement
d'interprétations physiques, fréquentielles et graphiques des résultats

obtenus.




_51—

BIBLIOGRAPHIE

LAURENT F., PETTE A. et NGUYEN Quy HUNG
"Crnitine de stabilit? des systimes continus et Echantillonnis”.
C.R.A.S., t. 270, p. 1637=-16L0, 15 Juin 1970.

GROUMPOS P.P. and SCOTT P.D.
"The nested bordered diagonal method forn symetric elgenproblems”

Proc. 15th Annual Allerton Conference on Communication Control

and Computing (1977).

‘GROUMPOS P.

"Filterning Techniques fon a class of Hierarchical Systems".

Modelling and Simulation, Vol. 9, Part. 3, Control and Identification
Proc. of ch annual Pittsburgh Conference, April 1978.

BENREJEB M.
"Sun La synchronisation des systlmes continus non Lindaires en
négime gorce”.

Thdse Docteur Ingénieur, Lille, Juin 1976.

QIGUNER V. ‘

"Near Optimal Contrnol 04 Composite Systems : The multi-time -
Scale Approach’.

IEEE Trans.Aut.Control,Aug.1979.

BORNE P, and BENREJEB M.

"On the Stability o4 a class o4 interconnected Systems. Application
to the Forced Working conditions”.

M.T.V.S. Symposium I.F.A.C., Fredericton, 1977.

BORNE P. and BENREJEB M.

"Stability 04 non Linear Composdite Systems "
1rst

World Conference on Mathematics at the Service of Man,

Barcelona, 1977, Spain.




10

11

12

13

1h

15

16

—52_

BENREJEB M. and BORNE P.

"On an akgebraic stability criterion forn non Linear processes.
Intenpretation in the {requency domain”.

Proc. of MECO 78 Congress, Athens, Vol. 2, p. 678-682, 1978.

BORNE P., BENREJEB M. and COCQUERELLE J.L.

"On the Synthesis o4 a class of interconnected Systems With
strctunal variations. Application to an electrical power plant'.
Proc. of MECO 78 Congress, Athens, Vol. 2, p. 696-6%9, 1978.

BENREJEB M. et BORNE P.
"Sur La synthise d'un processus continu non Lingaire”.
Proc. of MECO 79 Congress, Grencble, p. 122-125, 1979.

BENREJEB M., LAURENT F.
"Sur La stabllité vis & vis des condditions initiales"
Proc. of MECO 79 Congress, Grenoble, p. 234=-237, 1979.

BORNE P., BENREJEB M., LAURENT F.
"Matriix approaches to absolute and dynamical stability o4
Lun'e Postnikov type systems”.

L° Congreso Informatica y Automatica, Madrid, Espagne, 1979.

BOUDAREL, DELMAS J., GUICHET P.
"Commande optimale des processus'.
Tome 1, Dunod 1967.

TITLT A. .
"Commande hitrarchisie et Optimisation des processus complexes’.
Dunod Automatique, 1975.

BATLEY
"The application o4 Lyapunov second method to {nterconnected

Systems".
J. SIAM Control, Ser. A, Vol. 13, N° 3, pp. LL3-L62, 1966.

YOSHIZAWA T.
"Stability theory by Lyapunov's second method".
The Mathematical Society of Japon, 1966.



17

18

19

20

21

22

23

2k

25

..53_

BORNE P. , GENTINA J.C.

"Critene nelatlf aux systémes continus et Echantillonnis non
Lindaines".

Revue A.F.A.S., Tome IV, N° 1,pp.37-38, 1973.

$§1LJAK D.7.
"Stability 04 Larnge-scale Systems under structural perturbations"
IEEE Trans, Vol. SMC 2, N° 5, pp. 657-663.

GRUJIC L{.T, GENTINA J.C., BORNE P., BURGAT C., et BERNUSSOU :
"Sur La stabilit?é des sysitimes de ghande dimension. Fonctions
de Lyapunov vectornielles”.

RAIRO Automatique/Systems Analysis and Control, Vol. 12, N° L,
pp. 319-348, 1978.

LEFSCHETZ S.

~ "Stability of non Linear contrhol systems”

Academic Press, New York, London 1965.

WILLEMS J.L.
"Stability theony o4 Dunamical Sysitems".
NELSON

GRUJIC Lj.
"Non-Lyapunov stability analysis of Larnge scale Systems on time-

varying sets'”.
I.J.C., Vol. 21, N° 3, pp. LO1-405, 1975.

LYAPUNOV
"Problime géneral de La stabilit? du mouvement'.

University Press, Princeton, 1949.

CORDUNEANU C.
"Sur La stabilite asymplotique”
Revue Math. prin. Appl., 6, pp. 573-576, 1960.

BELLMAN R.
"Vecton Lyapunov functions”.
J. SIAM Control, Ser. A, Vol. 1, pp. 32-34, 1962.



26

27

28

29

30

31

32

33

-5L~

MATROZOV V.M.
"On the theory 04 stability o4 motion".
Prikl. Mat. Mekhan 26, pp. 992-1002, 1962.

" BORNE P.

"Contrnibution a L'étude des systimes discrnets non Lindaires de
grande dimension. Application aux systimes interconnectis".
Thése de Doctorat es Sciences Physiques, Lille, 1976.

GENTINA J.C. ‘

"Contrnibution a £'analyse et a La synthise des systZmes continus
non Linéaires de grande dimension”.

Thése de Doctorat es Sciences Physiques, Lille, 1976.

LASALLE J.P. and LEFSCHETZ 8.
"Stability by Lyapunov's Dirnect method with applications".

Academic Press, New York, 1961.

WEISS L., INFANTE E.F.,
1965, Proc. Natn. Acad. Sci. U.S.A., 5k, Lk ;
1967, IEEE Trans. aut. Control, 12, S4.

WEISS L.
1967, Proceedings of the First Asilomar Conference on circuits

and systems, p. 1006.

GUNDERSON R.W.
1967 a, Dissertation, University of Alabama, Alabama ;

1967 b, IEEE Trans. aut. Control, 12, 63k.

GRUTIC L.

1970 a, M.S. Thesis (in Serbo-Croatien), University of
Belgrade, Belgrade, Yugoslavia ; 1971 b, Proceedings of the
fifth Asilomar Conference on circuits and systems, Asilomar,

California, p. 174 ; 1973 ¢, Int. J. Control, 17, 881.



3k

35

36

37

38

39

4o

b1

Lo

_55_

GRIPPO L. and LAMPARIELLO F.

1976 a, IFAC Symposium on large scale systems, theory and
applications, Udine, Italy, p. 195 ; 1976 b, J. Franklin Inst.
302, 213.

GruJIé Lj.
1975 a, Int. J. Systems Sci., 6, 181; 1975 b, Int. J. Control

21, L401.

MICHEL A.N.
1970 a, IEEE Trans. Circuit theory, 17, 292 ; 1975 b, IEEE
Trans. Circuit Theory, 22, 305.

GRIPPO L. and LAMPARTELLO F.
"Pratical Stability o4 Larnge scale discrete time systems on
produdlt spaces’.

Int. J. Systems Sci. Vol. 9, N° 11, pp. 1235-1246, 1978.

MICHEL A.N. and WU S.H.
1969, Int. J. Control, 9, 679.

POINCARRE H.

1881-1886 , Sur fLes counbes déginies par des Equations difgerentiel-
Les ; 1892-1899 , Les méthodes nouvelles de fa mécanique cilesie.

GILLE J.C.
"Introduction aux systimes asservdis non LinZaires”.

Dunod Université, 1977.

GRUJTC Lj.
"General Stability analysis o4 Large scale systems™.

IFAC Symposium on large scale systems theory and applicationms,
June, 1976, Udine, Italy.

KOKOTOVIC P.V., O'MALLEY R.E.Jn. and SANNUTI

"Singular parturbation and onden neduction in control Zheorny -
An overview”

Prep. 6th IFAC World Congress, Part. 1C, Instr. Soc. Amer,
Pittsburgh, 1975, 51.3.




43

Ly

L5

L6

L7

L8

L9

_56_

GRUJIC L.
"Vectorn Lyapunov functions and sdingularly parturbed Large

scale systems"”.
Proc. of J.A.C.C., Lafayette, Indiana, July 1976.

$1LIAK D.D.

1971, "On Larnge scale Syst. Stab."

Proc. 9th Ann. Allerton Conf. Circ. Syst. Theory, 731-TL1 ;
1972, "Stability of Larnge scale systems under structural

perturbations” .
IEEE Trans. Sys. Man, Cybernetic, vol. SMC-3, N° L, 657-663. :
GENTINA J.C., BORNE P., BURGAT C., BERNUSSOU.J., and GrRuII1é L. ’

"Surn La stabilit? des systimes de grande dimension. Normes
vectonielles"” .

R.A.I.R.0. Aut/systems Analysis and control, Vol. 13, N°1,
57-75, 1979. '

ROBERT F.
"Normes vectonielles de vecteurns et de matrhices”.
R.F.T.I. Chiffres, Vol. 17, N° L, p. 261-299.

MAITRE J.F.
"Nomnme composée et norme associe généralisée d'une matrice”.
Numerische Mathematik, Vol. 10, 132-1L1, 1967.

ROBERT F.

"Etude et wtilisation des noames vectordiellfes en analyse numérique .
Lingaine" . _

Thése de Doctorat es Sciences, Grencble, 1968. .
DEUTCH F.

"Matrical nonms".
Numerische Mathematik, Vol. 16, 1970, T73-84.




50

51

52

- 33

Sk

55

56

5T

_57-

BORNE P., GENTINA J.C., LAURENT F.
"Sur La stabilite des systEmes Echantillonnis non Linéaires"
RAIRO, J 2, mai 1972, 96~105.

GENTINA J.C., BORNE P., LAURENT F.

"Stabilité des systimes continus non Linéaires de grande
dimension”.

RAIRO, J.3, 1972, 67-TT.

GRUJIC Li., GENTINA J.C., BORNE P.

"Genenal aggregation of Large scale system by vectorn Lyapunov
functions and vector noum”.

Int. Journal of control, Vol. 2L-L, 529-550, 1976.

BORNE P., GENTINA J.C., LAURENT F.

"About theernsion made when representing a Large system by a glven
orden model"”.
Proc. 3rd IFAC Symp. Sens. Adapt. Optim., Ischia, 400-406, Juin 1973.

BORNE P., GENTINA J.C., LAURENT F.

"Stability study of Large scale non Linear discrete systems by use
04 vectorial noams”.

IFAC Congréss, Udine, Juin 1976.

wAZEWSKI T.

"Systeme des Zquations et des inZgalitis dif4érentielles
ondinaines aux deuxiZmes membres monotones et Leurs applications”.
Ann. Soc. Pol. Math., 23, 1950, 112-166.

H.H. ROSENBROCK

"Some conditions 4on the stability of non Linear time dependent
dif4erential equations”.

J. SIAM Control, Ser. A, Vol. 2, N° 2, 1965.

GRUJTC L.
"Novel Development o4 Lyapunov stability o4 motion”.
Int. J. Control, 1975, vol. 22, N° 4, p. 525-5LJ.




58

59

60

61

62

63

6k

65

NARENDA K.S. and TAYLOR J.H.
"Frequency domain cniteria forn absolute stability"

Academic Press, New York and London, 1973.

ATZERMAN M.A,

"On a problem nelating to the global stability of dynamic
systems'.

Uopehi Mat. Nank., N° L, 19L9.

PLISS V.A.
"Centain problems in the theory of stability o4 motion".

Russian ed. Leningrad Univ. Press, Leningrad,1958.

LAURENT F.
"Contrnibution & £'étude des systimes Echantillonnis non Linialirnes
en négime dynamique”.

Thése es Sciences Physiques, 1968.

HAHN W.
"Stability o4 motion"
Springer Verlag, 1967.

KEVORKTAN A.K. and SNOEK J.

"Decomposition in Larnge scale systems : Theory and applications
in s0lving Lange sets o4 non Linearn simultaneous equations”.
Tbid, 491-515.

KEVORKIAN AK.
"A decompositional algonithm fon the solution of Large systems
04 Linearn algebraic equations”.

Proc. of 1975 IEEE int. Symp. on Circuits and Systems, Boston
Massachusetts, 1975.

KEVORKIAN AK.
"Sthucturnal aspects 04 Large dynamic systems".




66

67

68

69

70

T1

T2

T3

_59-

GRUJIC Lj. and SILJAK D.D.
"Asymptotic stability and instability o4 Larnge scale systems”.
IEEE Trans. of Aut. Control, Vol. AC 18, 636-645, 1973.

STEWARD D.V.
"On an approach to Zechniques 4on the analysis o4 the stwcture
04 Lange systems 04 equations”.

 SIAM Review, Vol. L, 321-3k2, 1962.

STEWARD D.V.
"Partionned and tearing systems 04 equations'.
SIAM J. Numer. Anal. Ser. B, Vol. 2, 345-365, 1965.

WEISSENBERGER S.
"Stability negions o4 Large scale systems"”.
Automatica, Vol. 9, 653-663, 1973.

FOSSARD A.
"Commande des sysitimes muliidimensionnels"
Dunod, 1972, Paris.

BORNE P., GENTINA J.C., LAURENT F.
"Stability study o4 Large scale non Linean discrete systems by the
wse 04 vectorial norms™.

IFAC Symposium on Large Scale Systems Theory and applications,
1976, Udine, Italy.

PTIONTKOVSKIT A.A., RUTKOVSKAYA L.D.

"Investigations o4 cerntain stability theony problems by the vecton
Lyapunov 4unctions method”.

Automatica , Telemekhanika, Vol. 28, N® 10, 23-31, 1967.

MICHEL AN,
"Stability analysis o4 interconnected systems”
SIAM Journal control, Vol. 12, N° 3, 554=579, 197k.




Th

75

76

T7

78

79

-60-

BITSORIS G.
"Principe de comparaison et stabilliti des sysiimes complexes”.

Thése de Doctorat es Sciences Physiques, Toulouse, 1978.

ROSENBROCK H.H.
"State space and Multivariable Theony".
Nelson, 1970.

POPOV V.M.
"L'hyperstabilite des sysitimes automatiques".
Dunod, 1973.

GRUJT¢ Lj.
"Solutions fon the Lurie-Postnikov and Ayzerman problems".

Int. J. Systems Seci., 1978, Vol. 9, N° 12, pp. 1359-1372.

BORNE P., GENTINA J.C.

"Sun une extensdion des conditions Linéaines de stabilité & certaines

classes de systimes Echantillonnis non LinZaires”.
C.R.A.S., Paris, T. 274, p. 1275-1277, Avril 1972.

GENTINA J.C., BORNE P.

"Sun une condition d'application du critine de stabilitéi Linéainre

a centaines classes de systZmes continus non Linained .
C.R.A.S. , Paris, T. 275, p. LO1-LOL, Aolit 1972.



-61=-

CHAPITRE 11

"CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE

DES SYSTEMES CONTINUS NON LINEAIRES -

CONJECTURE LINEAIRE"

INTRODUCTION

Ce chapitre concerne la présentation d'une approche originale
de la stabilité des processus non linéaires, non stationnaires en présence

de perturbations.

L'étude utilise la méthode de LYAPUNOV [1] et les techniques
d'agrégation [2]; la difficulté inhérente au choix d'une fonction
candidate & LYAPUNOV ou d'une fonction d'agrégation du type norme
vectorielle, est simplifiée par l'utilisation d'une représentation

particulidre remarquable des processus.

La recherche de conditions suffisantes de stabilité des
processus tels que la conjecture du lindaire soit vérifide, nous a
conduit & la définition de larges classes de processus admettant la
méme matrice'caractéristique que les systémes de comparaison correspon-

dants (relatifs aux fonctions d'agrégation).

Nous &tablissons dans une premiére partie de ce chapitre,
des critéres de stabilité pour des classes importantes de processus
tels que la matrice ait ses &léments non linfaires isocl&s dans une seule
rangée ; le cas général ol les éléments non lindaires sont isolds dans
k rangées (k s n) de la matrice caractéristique du processus est étudié

dans une deuxiéme partie.
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I - CAS DES PROCESSUS ADMETTANT UNE MATRICE CARACTERISTIQUE IDENTIQUE

A CELLE DU SYSTEME DE COMPARAISON - CONJECTURE DU LINEAIRE

Dans cette section, sont &tablies des conditions suffisantes
de stabilité des systémes du type LUR'E POSTNIKOV ainsi que des systémes
admettant une matrice caractéristique en fléche identique d celle du
systéme de comparaison correspondant, et tels que la conjecture du
linéaire soit vérifiée.

Plusieurs travaux concernant l'étude de la stabilité des
systémes du type LUR'E POSTNIKOV, en particulier les travaux de LUR'E
et POSTNIKOV [3] , d'AIZERMAN [4] , de POPOV [6] et de GRUJIC [T7] ,
conduisent & des résultats importants de mise en oeuvre simple en

pratique.

AIZERMAN [h] a émis l'hypothése que les systémes du type
LUR'E POSTNIKOV possé&dent la propriété de stabilité absolue dans tout

domaine dans lequel le systéme linéaire correspondant est stable.

PLISS [5} a montré qu'en général cette conjecture n'est pas
vérifiée et plusieurs auteurs [7, 9, 10, 11, 12, 13, 1h] ont é&tabli
des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité absolue pour des

classes particuliéres de processus.

Dans cette partie les critéres de stabilité basés sur le
concept des normes vectorielles &tablies par BORNE et GENTINA [8] qui
généralisent le lemme de KOTELYANSKI [16] pour de larges classes de
systémes non linéaires, associés i la représentation en fléche des
matrices caractéristiques des processus étudiés, conduisent i de nouveaux
critéres de stabilité faciles & mettre en oeuvre aussi bien pour l'analyse

que pour la synthése comme nous le montrerons au Chapitre III.

L'application de ces tests de stabilité aux systimes du
type LUR'E POSTNIKOV mono-entrée mono-sortie ou multivariables du type
interconnecté& conduit & des conditions suffisantes de stabilité faisant
apparaitre séparément les caractéristiques des sous-systimes et les

paramétres définissant les, interconnexions.
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I-1 SYSTEMES NON_ LINEAIRES HIERARCHISES A DEUX NTVEAUX

- S i - - - —— . - - ——— A - —— - i -

Pour préciser une méthode d'étude de la validité de la
conjecture du linéaire nous considérons les systémes décrits par
1'équation
d —

* (x) = A(t, x, P) x (I1-1)
telle que la matrice caractéristique A(t, x, P) notée A(.), d'éléments
aij(t, x, P), notés aij(-)av i,j=1,2, ...,n, généralement non
lindaires, soit une matrice en fléche dont les &léments non lindaires

sont isolés dans une ligne ou colonne.

La recherche d'un systéme de comparaison d'ordre maximum,
égal 4 l'ordre n du systéme étudié, dont 1l'évolution est caractérisée
par une matrice identique & A(.), associée & 1l'utilisation du critére
pratique de BORNE et GENTINA [8] conduit & la définition de plusieurs
classes de processus non linaires hiérarchisé&s i deux niveaux pour

lesquels il y a validité de la conjecture du linéaire.

'I-1-1 ELéments non Linlaires {50885 dans La derniére
Ligne ou colonne de A(.)

Théoréme {II-1)

(a) Le processus défini par (II-1), admettant une matrice

caractéristique A(.) en flé&che mince (I-43) d'ordre n, telle que

(1) les dléments a..,Vi = 1,2,...,n-1, de la matrice
ii

A(.) sont constants et négatifs.

(ii) toutes les non linéaritds sont isoldes dans la

derniére ligne ou colonne de A(.).

(iii) +tous les &léments hors diagonaux de A(.) sont non

négatifs

. . . 'S - .
est asymptotiquement stable s'il existe € < Q0 €FT 2 cels que:
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n-1 a_.(.) a, (.)
a (- SR RT Ve, xe e 0P (1

n
b) Si de plus 2{ = gt , la stabilité est globale.

Théoréme (LI-2)

(a) Le processus défini par (II-1), admettant une matrice

caractéristigue A(.) en fléche mince généralisée d'ordre r

(I-Lk4), telle que :

(i) les éléments aii,V’i = 1,2,...,r—1 de la matrice A(.)

sont constants et négatifs

(ii) toutes les non linlarités sont isolées dans la derniére

ligne ou colonne de A{.)

(iii) tous les &léments hors diagonaux de A(.) sont non

négatifs - .
est asymptotiquement stable s'il existe ¢ < 0 et]C tels que:

(1) (i)
. . r-1 A " . A:
(=1)* get Af;) - 23] s - eVi=2, 0 (11-3)
j=1 3i
et
_ r-1 A _.(.).A, ()
0P gt (A () - 1 T - (11-L)
j=1 i

Vi, xp) € CxX <P

n
(b) Si de plus L-R , la stabilité est globale.

Théoréme( II-3)

(a) Le processus dé&fini par (II-1), admettant une matrice

caractéristigue A{(.) en fldche épaisse d'ordre r définie

par (I-L5) avec :
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J j
11 27 nj
AJJ = . v Jd = 1,2,. 2r=1 (II—S)

J
%nj-1,03-1  2nj-1,nj

J gl j

L anjs1 anj ,nj=1 anj ,nj
telle que :

(1) les &léments agi, Yi=1,2,...,nj-1,%35 = 1,2,...,r=1,
de la matrice A(.), sont constants et négatifs.

(ii) +toutes les non 1inarités sont isolées dans la derniére

ligne ou colonne de A(.)

(iii) tous les &léments hors diagonaux de A(.) sont non

négatifs.

est asymptotiquement stable s'il existe e< (0 et X tels que:

. ni-i ai_. a% .
ar - @ MM Via, (11-6)
1271 j=1 33
. . r-1 . .
i (1) (1) -1 (1) Vi =
(=1)7 det { Arr ji1 Arj . Ajj . Ajr ) > -eVi=1,2,...,n.-1
(1I-7)
et
- DL r-1 -1
(-1) det(Arr(.) - j; Arj(.) Ajj Ajr(.)) > - ¢ (II1-8)
¥(t, x,P) G%’I“@
n
(b) Si de plus A = R 1a stabilité est globale.
Démonstration
Les systémes d3finis aux théorémes (II-1), (II-2), (II-3),
ont leur matrice caractdristique A(.) & &l&ments non diagonaux non
P . . v n
négatifs. Soit z = [21, 2oy v 2 ] € 51 , et

tz| = [ |z1‘, |Z2l’ e, lanJT , il vient pour la norme p(z) = |z|
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un systéme de comparaison de la forme :

- (z) = M(A(.) ) 2 (II-9)

avec

M(A(.) ) = A(.) (II-10)

Comme les &léments non linéaires de la matrice A(.) sont
isolés dans une seule ligne ou colonne, une condition suffisante de
stabilité asymptotique pour le systéme de comparaison est que la matrice
A(.) soit l'opposée d'une M matrice [15]. Les théordmes (II-1), (II-2)
et (II-3) sont alors déduits des conditions de KOTELYANSKI [16] ; en
accord avec GANTMACHER [16], en notant A(.)(:g oo B

du mineur principal de A{.) d'ordre h, ces conditions correspondant

le déterminant

8 la vérification des inégalitds suivantes

(-1)h A(.) (}g N E) > - Yn=1,2,....n (II-11)

il vient pour les divers théorémes présentés les conditions &quivalentes

respectives suivantes

+  théordme (II-1)
a5 <€ Vis=i1,2,...,n-1 (1I-12)
(-1)™ det (A(.) ) » - ¢ V(t,x,ﬁ?)ﬁz"x"@ (I1-13)
avec -
(-1)" et A(.) = (-1 (a__ - E: ani(;ijin -))(_1)11—1 511 2

(II-14)
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e o er o ratTh
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(1 (1)
= 3sp .Tpu..mfvv
A.VN—e :o
a A.nv - . O8A®B
F*XN*%7 @A ()%6()'%]
. (1) (1)
AON.&HHV < Qn...aNae = H> 3¢ . q9p H+MQIGA—.IV
Sl L
(e 9 :
(61-I1) -zttt = by 3 -« Fy s g (1n)
, TT
AwelHHv wl.Ha...nNa~ = q> ¢ Flﬂﬂo...amaﬁ =1 > 3 .m..m
(€~II) suwsIoUL +
&L 7@ F NA
(L1-1II)
g = . P
A al {x < = A.nva<<v P HA—.IV A. .mv b PI.HA_‘IV
on '<. A-V' < FllpH . h F'OH
(1)
A.vmme A.v_me
(1 (D)
= WP o, o(10)
A.wae :.m Daa®
I S RAC LN ()% (1)'% |
_ et tmt = Ta s - (D). (1) | aap )
(91-1II) L+ gL = Tp% - ¢ Wp ()
. ol [} *
| ln? 4 |
(61-11) , -z = Ty s s Ofe
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(i) (1) (1) )
les matrices ¢.., F,,, ®12(.), ¢21(.), @22(.) étant définies confor-
mément aux notations (I-46) et (I-LT) ,\ft € -{. , v X € x«, Vepe P

ce qui démontre les théordmes (II-1), (II-2) et (II-3).

1-1-2 ELéments non Lindaines Liso0lés dans une Ligne ou une

colonne quelconque de Af.)

Les opérations sur les matrices, utilisées au paragraphe
précédent, sont encore applicables, sous certaines conditions, pour
1'étude des signes des partiesréelles des valeurs caractéristiques
de la matrice caractéristique A(.) dont les 8léments non linéaires

sont isolés dans une ligne ou une colonne gquelcongue.

Dans cette partie, nous étudierons le cas général correspondant
aux processus admettant une matrice caractéristique A(.) en fléche

mince généralisée d'ordre r définie par (I-45) et (II-5).

En d8signant par k la ligne ou la colonne non lingaire de
A(.), nous supposerons sans restreindre la généralité de 1'étude envi-

sagée,que

k <r

En effet, il est #vident que,pour k défini par
r<kgn

une permutation sur les (n-r+1) derniéres composantes du vecteur
état, permet d'isoler les éléments non linéaires dans la derniére ligne
ou colonne de la nouvelle matrice caractéristique (obtenue aprés les

transformations envisagées).
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Théoréme (II-kL)

(a) Le processus défini par (II-1) et (I-hL) admettant une

matrice caractéristique A(.) en flé&che mince généralisée d'ordre r

(I-44), dont les éléments non lindaires sont isolés dans la k-idme ligne

ou colonne, avec k < r, telle que :

(i) les éléments a; s V‘i=1,2,...Jk—1,k+1,...,r,...,n de la

matrice A(.) sont constants et négatifs.

(1) s () e-e<0  Yi,opeTaXaP (11-22)

(iii) +tous les é1éments hors diagonaux de A(.) sont non

négatifs.

est asymptotiquement stable s'il existe € < 0 et X tels que:
(i) (1)
1 A (YA (.)
(

(-1)% get ( ali) r;
rr =

f§ ) > - ¢ (1I-23)

1 %33
V i= 152,00, ,0-T+1 V(t,x,P)éz‘x’@

Remargues :

1 - Le théoréme (II-4) peut &tre démontré de la méme manidre
que le théoréme (II-2), & partir descontraintes (II-15) et (II-16),
en remarquant que, pour les processus étudiés (k-iéme ligne ou colonne
non linéaire), la factorisation du premier membre de 1'inégalité (II-16)
pour obtenir la contrainte (II-17), est encore possible lorsque la

condition (II-22) est vérifiée.

2 - Les théorémes (II-1) et (II-3) peuvent &tre aisément
généralisés au cas ol les &léments non linfaires de la matrice A(.),
caractéristique en fl&che des processus &tudids, sont isolés dans
une ligne ou une colonne quelconque, comme le montre l'exemple &tudié

au paragraphe (I-1-3-3).
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I-1-3 Exemples

- e e e e - - - o o W = ey =

-t -

~
Soit A(t,y) la matrice caractéristique & l'instant t

d'un processus définie par :

r' -1
-3 -u{.) -2v(.) -u{.) -2v(.) 2+u(.) + 2v(.)

=2
]

=3 =u(.) =bv(.) -1 ~u(.) =bv(.) 3+u(.) + bv(.) | (II-2L)

-2 =2u(.) =uv(.) 1 = 2u(.) -bv(.) 1+2u{.) + Lv(.)

L -

avec y e R?’, vecteur état 4 l'instant t e%' , u(t, y) et v(y),

fonctions non linéaires définies par :

u(t, y) = cos |2t ||y|] | (11-25)

(v) = 1+ 2 llxll

TS T 1-ee)

La description du méme processus par rapport au vecteur

état x obtenu 3 partir de y par la transformation linéaire suivante :

y = Px . (11-27)
i ;
1 0 1
P=|0 1 2
1 1 2

conduit & la définition d'une nouvelle matrice caractédristique A(t,x)
en fléche mince d'ordre 3 dont les £léments non linéaires sont isolés
dans la dernidére colonne de A(t, x), et dont les &léments hors diagonaux

sont non négatifs.



-T1=

- 1 1 - u(t, | le[)_
Alt,x)= -2 1 - u(t, ||Px]])] (11-28)
0 2 - 2v (|]px]]) )

L'application du thdoréme (II-1)montre que pour garantir

la stabilité globale il suffit de vérifier la contrainte suivante

1 = 2v(||Px]]) - ult,||Px]]) < e <0 (II1-29)

3 .
qui est satisfaite V (t,x)e% + R puisque:

[u (t, [|Px|])]s 1 et v(||Px]]) > 1

Le processus &tudié est donc globalement stable.

B T e R g e

- . - - - - —— . - -

Le processus de fission nucléaire, de libération d'énergie,

s'exprime [17] par les équations différentielles suivantes

i=1 i=1
(11-30)
dcl n v
= = k Bi 7 Ai s i=1, 2, , m

gqui ceractérisent l'évolution temporelle de lz densité neutronique n ei

donc de 1l'Bnergie calorifique d3gagde.
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1-2-3 Intenprétation graphique

I1 est possible d'interpréter le théoréme (II-5) comme

la localisation des racines d'un polyndme & coefficients non constants.

A titre d'exemple considérons le systéme du quatriéme
ordre pour lequel 1'Zvolution de \{P (t, x, P, \) est représentée dans

la figure (II-1) suivante :

>

Fig.(II-1): localisation des racines de P (., \)

Lorsque (t, x) varient dans Z%x , les domaines &'Svolution

des racines variables de g)(., A) = 0 sur l'axe des abscisses &tant
tornés, les conditions suffisantes de stabilitd 3tablies au thiorime
(II-5) impliquent que ces domaines sont i gauche de 1l'axs des % {4A)

et peuvent 8tre slparfs par des nomtres résls nigatifs a..


















































































































































































































































































































































































































































































































































