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AVANT PROPOS 

Le &av& que noua paéaentom dam ce mémohe a été 

eJ$ectctE au LabohaAoLte de Sgs,téma;tique de L'UnivmLtS d u  Sciencu 

et d u  Techniquu de LLUe 1. 

Noua aomrnen p ~ c u l X è a e m e n t  semible  au gaand honnewr 

que noua a {ai$ A4amiewr Ce Paoduaewr LHOTE, V h e c t e w ~  de 1' EcoCe 

Nationale SupérLiewe de A42canique et d u  !.liuïo,techniquu, en acceprnt  

de ptéadcx noae  Jwry de thèae. Qu'il Rrrouve ici l'expaesbion de 

nofie pao (onde acconnaAsance. 

C' ut un agaZabCe devoh pouh noun d' e x p h m  no.tire .tirCa 

vive aeconnaAaance (i J4omiewr l e  Pao5uaeuh LAURENT, Vhectewr du 

LabohatoLte de Sy~Xématir~ue, quh a bien voLLeu noun accuc.LU& cru 

sein d e  aon équipe. ? u t d  firouve i c i  l 'exptren~ion de noaite &tèa 

padande g a u u d e  pouh L' emdgnement q u ' a  a au noun dinpensm, 

l t i n t é a 2  q u ' a  a potLté i? noa havaux et L u  c o n s W  écLaihEa q u ' a  

noun a paodigués. 

Noua tenom ù e x p . h a  noRrre &Sa vive aecannaAaance Ù 

Atomiewr l e  Pao5uaewr BORNE pawr noun a v o h  gcUdé dwrant tocde 

L'élaboution de ce t te  thëbe avec l e  aélUeux et la compétence q u i  

Ce cahactlhhent. o u t a  ahouve ici Ce ,témoignage de no&e Rrrèa 

pko5onde 9-ude. 

Uomiu  l e  Pno(uaewr G R U J I ~  noun a &èa alnabLment 

tceçu à Bdgmde pawr naun iaihe pao-jLtm de sa compétence et noun 

com&csrr dam Le domaine de l a  a X a b U é .  Naun L u i  exptLiwom nuithe 

&èa vive aecunnainaance e;t noun l u i  a&uaom noa aincëku k m m -  

cime& p o u  a v o h  bien VOULU j u ~ m  na&e Ztavcd ct p a ~ f i c i p m  au 

Jwry de noake thëae.. 



A4omiewr l e  Pro<uaewr GEMTNA a bien vocLeu acceptm de 

now com&etr au c o u  de no6 rechmchu.  Sa préaence à noitrre 

J u r y  de thèae naw a prodondèment touché ct now lui e x , ~ o ~  to&e 

noitrre r e c o n d a a n c e .  

Now tenom à e x m a  noitrre reconnaAaance à Momiewr l e  

Pr04uae~r E4AlZTERES p o m  lu c o m U  d o n t  dl a au now { a h e  pko (Ltetr 
au c o r n  de noa txavaux. Nou t e  remetrcio~a Egdement d l a v o h  bien 

vocLeu accep ta  de patLticipm à noitrre Jwry. 

Momieut l e  Prolebaewr !4ARRAKCHT, V h e c t w  de llEco.te 

Naa2onde den l n g é n i e m  de Tu&, noun a,  à tou t  moment encowragé 

et appoaE aan a u d e n  en p m f i c u l i m  en acceptant de pcmX&pm à 

noitrre J w y  de thèae. EJous tenom à ce q u ' i l  reçoive ici Ce témoignage 
4 

de no*e Ztèa rupec tuewe  et Ztèa vive r e c o n d a a n c e  aimi que 

C ' e x p u a i o n  de nofie prro4ond dévoument. 

Mamiewr Ce Pro(uaewr A4ORlAAlEZ, Dhectewr de l'Tn6ZLtu.t 

T n d w ~ e t  du Nosd, now a qkandement honosé en accepaknt de p m C ~ c i j 3 ~  

à natte jwry de thèae. Now aommu h u e u x  de lui ex,pimm noitrre 

profonde gk&ude. 

nue Ftomiewr REZGUT, Préaident Vhecitewr GénhQR de l a  

SociZté COGELEC,  k e ~ o i v e  ici noa &èa aincèru  temetrciementn. I l  

now a en e<{et  p m d  pm aon a m a b U é  et aa compétence de mieux 

m a M m  l e  p ~ o c ~ a w  indusaki& dont llCiturie ut envhagfe  coinme 

application d e  noa t ~ ~ ~ v a u x .  Mow l u i  exptU.wom toute noltrre gr-de 

p o u  aa parr;ticiption à noitrre Jmrj. 

Now tenom en<in à rendrre hommage à l' u p & t  d' éqLLij3e 

q u i  règne au Labor&ohe de SyatÉmaZique, aux chmcheum, au p ~ u o n n d  1 

aimi qu'à hladme C O P T N ,  quA a ' a t  chmgée de l a  préaentaLion mate- 
L L & ~  de ce t t e  thèae ; t a u  o n t  toujou/u sépondu avec empsuaement 

à noa aoficLtm%ovin et pm lewr amicale pséaence noua o n t  a i d é  

daa noitrre &tavaAl. Nouh adlLuaom à chacun MUA tremehciemenl% 

p k l h  visd. 



TNTROVUCTTON FENERALE 

L e n  &tavaux pkéaentéa dann ce mémohe concehnent l ' a d y a e  

e.t La a ynthèae d u  W o c u a u  dynamiquu comp lex~  en pkébence éven- 

~tueLtement, de paZwrbc&ionn. la m e n t  îa méthode de LYAPUNUV 

et lu technique6 dlqtréga;tion ; la di$&icLLeté inhhen te  au choix 

d'une donction candidate d LYAPUNOV ou d'une donct;ion dlagtZga;tion 

du type nome v e o t o ~ & e  ut a h p f i ~ i é e  pm l l W ~ o n  d'une 

t ewéa  entation p&cLLeièke tremmquabte den  p o c u a u  . 

€Me connhte en une d u d p L i o n  makici&e dam l ' u p a c e  

d J é X ; a t  $&le que l e n  éléments de la m m c e  c a t a c t ~ ~ q u e ,  d i t e  

en Jlëche, hont kép- U o w r  de la d i a g o d e  p ~ n c i p d e ,  U la 

dmnLète l igne e t  lu dmniëke colonne. 

C m e  denChip.tion naud a p w z m h  de p k o p o a m ,  dam ce mémohe, 

une méRhode d g é b ~ Q u e  de détminai2on de modèlen p ~ c L L e i m  cuaoCi& 

aux ~ocenaun  en vue de 4 a W m  lem étude. 

Cette méthode pa t& d'appLicaLian ivtt?henaante p o u  L u  

gaXëmu dynumiquu complexa ci k iékmchh  éa . 

Apèa a v o h  pkéché ta ~.&Aae d u  rnaièles é&diéb, e u  
notionn de a t a b U é  W é u  aimi que l en  pdncipdea méXhodu 

d '  étude den  a yatèmu de ghande dimeaion, quetquen pko,o~éXZ~ &pot -  

t a n t u  d u  m&ricen de borne en .@èche aont ptrébentéen. 



V u  c o n W o m  au<$&antu de altabiLLté t e n d  cornplte de 

l a  ~;trruc.tWre p d c u & Z k e  d'un pttocuau continu non &é&e sont 

em.i.Lte é&zbf iu  et énoncée6 a o u ~  40me de fiéonèmu , d 'appficaition 

ahpLe. La aechmche ayatêmatique de CU concktiom n o u  p m e t  

de débinih de k g a  -au  de pocaaua pawr lesque-& la conjec- 

twre finéaite u.t v W 4 i é e .  

- une d e  en oeuvtte d u  ttéa&& o b t e w  en vue de 

L' a d y a  e du compodemen;t dynamique d ' un pttocuau 

a o h  à d u  pcmtmbatiom. 

- L' W a t i o n  de la methode pmpoaée dam Le CU 

d'un phocuau aingutièttement pcmtwrbé p m m n t  
une c m c t i ; h i n d o n  aimpte du ngaltème dégénhé 

aA40Cié. 

- l '  éAude & la a ynthèae d e  La ttégcLeation en Ir~équence 

de deux gttoupu twrbo-ae;tetnntewt6 couplEa a m  un 

même ttéaeuc. 

Une e&emion aux pttocuau de la mélthude 

dZmite et exploitSe pom te6 aqatèmu contUzun dam la & o h  

pemicm v a l m  de ce mémohe ut ptropoaée dam la dmniètte 
pantie . 



REPRESENTATION DES SYSTEMES DYNAMIQUES - STABILITE 

INTRODUCTION 

Ce chapi t re  a pour but de présenter  l a  c lasse  des processus 

é tud iés ,  de rappeler l e s .  pr incipales  déf in i t ions  a in s i  que l e s  méthodes 

d'études r e l a t i ve s  à l a  s t a b i l i t é  e t  de d é f i n i r  une nouvelle représenta- 

t i o n  ma t r i c i e l l e  des processus dynamiques continus e t  d i sc re t s  non l iné -  

a i r e s  de grande dimension. 

Lorsque l e  processus e s t  fortement non l i n é a i r e ,  il apparaî t  

in té ressan t  d'envisager une représentation mat r i c i e l l e  dans 1 ' espace 

d' é t a t ,  l a  mat r i c e  ca rac té r i s t ique  é t an t  t e l l e  que ses éléments so  i e n t  

r épa r t i s  autour de l a  diagonale p r inc ipa le ,  l a  dernière l igne e t  l a  

dernière colonne. 

Cette représentation e s t  proposée pour l a  première f o i s  comme 

é tan t  une formulation pratique pour l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  pour une 

c lasse  pa r t i cu l i è r e  de processus monovariables continus e t  d i s c r e t s  

non l i néa i r e s  dans [1] . 
L'extension de c e t t e  formuJ.ation pour l ' ana lyse  de l a  s t a b i l i t é  

des systèmes monovakiables e t  mult ivariables de grande dimension a é t é  

considéréeensuite dans [4, 6 ,  7 ,  8 ,  9 ,  10, 1 1 ,  121 , e t  pour l a  synthèse 

dans [4, 6 ,  9 ,  I O ,  121 . 
L'appellat ion forme en f lèche pour l e s  matrices, apparaî t  plus 

t a r d  e t  pour l a  première fo i s  dans [2] dans l e  cadre de l ' é t ude  du pro- 

blème de placement des valeurs ca rac té r i s t iques  d '  un processus l i n é a i r e  

[2 Y 31 

Après avoir  préc'isé l a  c lasse  des processus é tud iés ,  l e s  

notions de s t a b i l i t é  u t i l i s é e s ,  a i n s i  que l e s  principales néthodes 

d'étude des systèmes de grande dimension e t  plus particulièrement l e s  



c r i t è r e s  pra t iques  de BORNE e t  GENTINA [78, 791 que nous aurons à 

u t i l i s e r ,  nous présenterons une c l a s s i f i c a t i o n  de d i f fé ren tes  formes 

en f lèche  pour l e s  matr ices c a r a c t é r i s t i q u e s  des processus,  l e s  pr inc i -  

paies p ropr ié t é s  de c e t t e  r ep résen ta t ion ,  a i n s i  que deux méthodes, l ' u n e  

graphique, l ' a u t r e  ana ly t ique ,  permettant l e  passage à c e t t e  forme 

p a r t i c u l i è r e .  



7 - STRUCTURES DES PROCESSUS DYNAMIQUES 

Nous appellerons processus ou système dynamique [13] un 

ensemble physique suscept ib le  d'évoluer en fonction d'une var iab le  

indépendante appelée temps. 

Les proces sus sont généralement ca rac té r i sés  par l a  nature 

des signaux qui interviennent dans l e u r  descr ip t ion : i l s  sont  dits 

continus lorsque l e s  signaux sont dé f in i s  par  rapport à une var iab le  

temps continue, e t  d i sc re t s  lorsque l a  var iable  temps e s t  d i s c r è t e .  1 
Parmi l e s  grandeurs mesurables r e l a t i ve s  a u  processus nous 

distinguerons l e s  s o r t i e s  e t  l e s  commandes. Les s o r t i e s  sont des gran- 

deurs dont l ' évo lu t i on  nous i n t é r e s se  e t  avec l esque l les  nous pouvons 

ca r ac t é r i s e r  des tâches appelées : consignes. Les commandes sont  l e s  

grandeurs dont l e  choix permet l a  r é d i s a t i o n  des consignes. 

Souvent l e s  s o r t i e s  e t  l e s  commandes sont a s s u j e t t i e s  à I 
v é r i f i e r  des conditions appelées contra intes .  El les  dé f in i s sen t  dans 

ce cas des domaines des commandes e t  des s o r t i e s  admissibles. 

En plus des grandeurs qui nous in té ressen t  directement, l e s  

per turbat ions  sont des grandeurs qui ne sont  pas connues à l ' avance e t  

dont il faut  t e n i r  compte dans tou te  étude c a r  e l l e s  cons t i tuen t  un 

obstacle  pour l a  r éa l i s a t i on  des consignes. 

Afin de résoudre l e  problème du choix de l a  commande des 

processus, on e"t a b l i t  par  i den t i f i c a t i on  un mo+èle mathématique qui 

correspond en f a i t  à une approximation de l a  r é a l i t é  du processus. 

Les modèles mathématiques correspondant aux systèmes étuii iés,  

seront  en général  des équations d i  f  f é r e n t i e l l e s  , des équations récur- 

ren tes ,  ou des fonctions de t r a n s f e r t  lorsqu'en p a r t i c u l i e r  l e  processus 

e s t  l i néa i r e .  

Par l a  s u i t e  nous u t i l i s e rons  inciifféremment 1' appel la t ion 

processus pour désigner l e  système r é e l  e t  son modèle mathématique. 



La complexité accrue du f a i t  de 1 ' augmentation du nombre des 

var iables  l e s  d é f i n i s s a n t ,  a e n t r a î n é  une évo lu t ion  profonde des métho- 

des de l a  commande automatique. 

Une mei l leure  connaissance de l a  s t r u c t u r e  des processus,  

associée à ces nouvelles  méthodes peut con t r ibue r  à l a  r é so lu t ion  

des problèmes d 'analyse  e t  de sgnthèse.  

En e f f e t  t o u t e  é tude  peut ê t r e  e f fec tuée  à p a r t i r  d'une 

s t r u c t u r e  élgmentaire  en considérant  l e  système dans son-ensemble, 

comme un t o u t ,  ou encore à p a r t i r  d 'une s t r u c t u r e  in terconnectée  sup- 

posant l a  p o s s i b i l i t é  de l a  décomposition du système en sous systèmes 

agissant  l e s  uns s u r  l e s  a u t r e s  l inéa i rement  ou nonlinéairement.  
, i 

Dans l e  premier  cas l e s  systèmes se ron t  d i t s  complexes, e t  

in terconnectés  dans l e  second cas.  

Pour une l a r g e  c l a s s e  de processus ,  l ' a s s o c i a t i o n  d'une 

tâche  ou d '  un ob. ject i f  à chaque sous- système, peut f a i r e  a p p a r a î t r e  - 
des c o n f l i t s  pa r t i e l l emen t  c o n t r a d i c t o i r e s  e n t r e  l e s  u n i t é s  de commande 

chois ies  pour r é a l i s e r  ces  o b j e c t i f s .  Il convient dans ce  cas d ' a v o i r  

recours à un d e u x i è ~ e  n iveau de commande qui t i e n n e  co~lipte des in t e rac -  

t i o n s  e t  r é so lve  l e s  c o n f l i t s  en f i x a n t  l e s  o b j e c t i f s  appropriés  à 

chaque u n i t é  de commande. 

Pour c e t t e  c l a s s e  de systèmes d i t s  h i é r a r c h i s é s ,  l e  système 

de commande [14] e s t  généralement c o n s t i t u é  d ' u n i t é s  de commande dispo- 

sées  su ivant  une h i é r a r c h i e ,  un s t r u c t u r e  pyramidale, s u r  l e  processus 

à commander. 

Un processus peut donc ê t r e  considéré complexe ou/e t  in ter -  

connecté ou /e t  h i é r a r c h i s é .  Dans ces  condi t ions ,  que l l e  s t r u c t u r e  c h o i s i r  . 
pour mener 1 'étude ? 

En f a i t ,  l e  choix dépend à l a  f o i s  de l a  s t r u c t u r e  du processus ,  '* 
de l a  n a t u r e  de l ' é t u d e ,  des p r o p r i é t é s  des SOUS-systèmes, e t  des 

méthodes d 'é tudes  envisagées.  

Rechercher une p r o p r i é t é  d'un processus ,  pa r  exemple, 2 p a r t i r  

de l a  même p ropr i é t é  pour chaque sous-système , e s t  cont ra ignante  pour 

l e s  sous-systèmes [la , a l o r s  que cons idérer  l e  processus à p a r t i r  

d '  une s t r u c t u r e  é lémenta i re  ne n é c e s s i t e  pas forcément l a  v é r i f i c a t i o n  

de l a  p r o p r i é t é  considérée pour l e s  sous-systèmes [25] .  



L ' in t e rg r é t a t i on  de l ' é t u d e  e s t  a i s ée  dans l e  prexzier cas 

a lo r s  q u f - l l e  a p p a r c t  plus dé l i c a t e  dans l e  second. 

Nous verrons par  l a  s u i t e ,  pour de larges  c l s s ses  de processus 

l ' exp lo i t a t i on  des propr ié tés  vgr i f i ées  pour ce r ta ins  sous sys tèaes ,  

en vue de conclure à l a  même propr ié té  pour l e  orocessus. 

Cette étude s e r a  envisagge après avo i r  présenté dans l a  

dauxièrne o a r t i e  de ce chapi t re  l e s  fonctions a i n s i  que l e s  ~ é t h o d e s  

ex i s tan tes  permettant 1 'étude de l a  s t a b i l i t é  des systèmes conplexes 

dgf inis  dans l e  paragraphe (1-2) suivant .  

1-2 DESCRTPTiON DES SYSTEMES DE GRANDE DTI~~ENSTON ETUDTES .................................................... 

Le système dynamique de grande dimension étudig e s t  rGgi 

par  une éqüation d i f f é r e n t i e l l e  v e c t o r i e l l e  [LJ 

~ [ x ( t ) ]  s A ( t ,  x) x + D ( t ,  X ,  U) (1-1 ) 

orl :< a , x  E X C %', e s t  l a  valeur  à 1 ' in s t an t  t du vecteur é t a t  de - _ y. 9"; dimension n  ( ~ : c n s e ~ b l e  c o n n e r e , ( O f t ~ , ~ # { O f )  e t  x i ( t )  : xiC 
b un partitionnement de x ( t )  t e l  qüe : 

avec r 
n =  Z a i  

i= 1 

u ( t )  : S , G e U cgm, e s t  l a  vaïeur  a i ' i n s t an t  t du vecseur 6 'occrée 

de dimens i cn  m : 

~ [ x ?  d e s i c e  l ' apé ro t i cn  de ddhcalzga :?-orel x(: + T) p0.n l o s  ~; i - iS"s  - 



S des nombres r é e l s  pour  l e s  systèmes S désigne l ' e n s e ~ b l e  

cont inus e t  l 'ensemble 5 d des e n t i e r s  r e l a t i f s  pour  l e s  systèmes d i s c r e t %  

Les mat r ices  A ( t ,  x )  e t  b ( t ,  x ,  u )  c a r a c t é r i s a n t  l e  processus 

son t  à élèments a i j  e t  bk généralement non cons t an t s .  

La s o r t i e  du système dépend en géné ra l  du temps t , du vec t eu r  

é t a t  x  e t  de l a  commande u  conformément à l a  r e l a t i o n  : 

s ( t )  = g ( t ,  X ,  U)  Y S  6 /8 .Es (1-2)  -i. 
l 

où g e s t  une a p p l i c a t i o n  généralement non l i n é a i r e  de z x ? C x U  d a n s A  ~ 
Lorsque l e  système e s t  d é c r i t  p a r  des équat ions(14)  et(12)  

du type  : 

~[dt ) ]  = ~ ( t )  x ( t )  + B ( t )  u ( t )  (1- 3)  

il e s t  d i t  l i n é a i r e .  

Les processus cons idé ré s  sont  l i b r e s  l o r sque  l ' e n t r é e  u  e s t  

identiquement n u l l e  e t  f o r c é s  dans l e  cas  c o n t r a i r e .  

Lorsque ces processus s o n t  soumis à des p e r t u r b a t i o n s  bornées 
np 1 m p 2  

c a r a c t é r i s é e s  p a r  l a  ma t r i ce  ~ ( t )  r , ~ ( t )  :O* y 

a i P ( t  ) d P. e t  m a t r ~ c e s  cons t an te s  , dues à 1 ' i n f l u e n c e  de 

1 'environnement du processus  s u r  c e l u i - c i ,  ou aux f l u c t u a t i o n s  de l a  

s t r u c t u r e  du processus,  i l s  sont  d é c r i t s  p a r  l e s  r e l a t i o n s  : 

Pour P ( t  ) donnée, nous noterons  pa r  x ( t  ) : 

x ( t )  = x ( t o ,  t ,  xo, u[ toy  t] ) 

l a  s o l u t i o n  cie(I5) d é f i n i e  pour une cocd i t i on  i n i t i a l e  no tée  xo, à 

l ' i n s t a n t  t e t  p a r  3 ( t )  : 
O 

s ( t )  = s  t t ,  Xo,  u [ t ,  t]) 

l a  s o r t i e  correspondante.  



i*;.&&. r:;--*>::- ;;: r=  T - 
, -. 

clas  - -  - .- =:+&&%::y ,-.Y? :==> -r x - :- .- ) . -  
i il - -r <W.- .  ' ; i - r v .  --*i- n i  r -Jr-j  - i - 

, - 

f i (% xi, 0 i * mxm 

u 1 *, q <t , x , d  t [I, LJc 52 i ".. 
L A .  

y 2 T.Gfj~"c;3g&~?iJ-j!r$&J: ::%* .a3 % ,% * '. z 5 :  -3 

.-' f . 2 *- 

Les r e l a t i ons  CI-~) et(lt-8) conduisent à l a  nouvelle descr ip t  ion 

du processus : 

En régime autonome ( us0 ), celie-ci  devient : I 

7- 2- 3 Sij4ltZrnen d t L v a i u a b l e 6  du .type in taconnecté  

Une représentation équivalente de l a  relationh"5), f a i s an t  

apparaî t re  l e s  vecteurs é t a t  xi des systèmes composantsSi , 
Y i = 1 ,  2 ,  . . . , r, peut ê t r e  obtenue en considérant un part i t ionnunent 

adéquat des matrices l ( .  ) e t  %( .  ) : I 



Les interact ions entre l e s  sous- syst3nies S ! i= 1 , 2, . . . , 
sont ca rac té r i se s  par l e s  vecteurs b i2 ( t ,  x ,  u 

D [xi ( 

du 
l'éwlutioi3'Sous-système S isold é tan t  supposEe decri te  par  l 'équation 

1 
( t ,  Xi' u i ,p  ) 

ce a description de S . 
f A m ) * ' # a  "n 

Lorsque l e  processus présente d& vi r ia t lons  de s t ructure 

a rb i t r a i r e s ,  les re la t ions  régissant son évolution peuvent dépendre = 

d'une matrice d i t e  d'interoonnexion Ei , Ei = {eij 1 : ? 5 x k n + $ L  

e . % x R n +  {0,1} V i , j =  1 ,  2, ..., r, introdui te  par SILJAKLI i j  
e t  étendue par GRIITI~  e t  a1 [19] pour caractér iser  à l a  fo i s  l e s  var1 

de structures e t  l e s  perturbations. 

En pa r t i cu l i e r ,  l 'interconnexion entre  des systèmes du t 

'E POSTNIKOV conduit en régime autonome à une description de l- 

forme : - 

2- 2- 4 S-fistem# h -pm,twttr&rz 4hguloiehe r4 31 

Cette classé de sys'tamës' iuppkse! l a - p o s s i b i l i t é  da &composer 

l e  système S en deux sous-systèmes SI e t  Sa dont 1'Evolution du vecteur ' 

Gtat de SI e s t  len te  e t  ce l l e  de S2 rapide : 
! d :. 



II $tant un p e t i t  paramètre pos i t i f .  

b r s q u l i l  e s t  passible,  pouril* 0, d'éliminer x2 entre  

(1-14) e t  (1-15) l 'é tude du système peut ê t r e  rmen6e 2 l 'é tude du 

systène s 1, perturbé p u  S 2, d6crit  par une 6qu . t ion  de l a  forme : 

x2 apparaît a lors  comme une perturbation s t ruc ture l le  dépendant ae t e t  

11 - AIEftfODES 0' ETODE DE LA S T A B l  L1TE DES SYSTEMES DE GRANDE VTMENSlON 

La complexité des systèmes de grande dimension définis  précé- 

demment conduit à des méthodes d'étude de plus en plus élaborées 

Les méthodes usuelles d'étude des systèmes l ingaires  ont 

d'abord serv i  pour l 'é tude des systèmes non l inéa i res  en l e s  appliquant 

à des modèles l i néa i r e s  correspondantg,valables autour d f  un point de 

fonctionnement. 

Ces mgthodes se  sont rév6ldes impuissantes lorsque l a  processus 

e s t  fortement non l inéa i r e  et/ou de grande dimension. Aprss avoir déf in i  

l a  s t a b i l i t é  au sens de Lyapunov, plusieurs types par t icu l ie rs  de s tabi-  

l i t é ,  correspondant aux différents  modes de convergence de l ' é t a t  du 

système vers l ' é t a t  d 'équi l ibre  supposé unique, sont consid6rés r e l a t i -  

vement 2 l a  norme euclidienne de x, que nous désignerons par 11x1 1 ,  
p u r  tout  X e Rn. 

Pour garant i r  ce t t e  propriété,  l ' in troduct ion de certaines 

fonctions s 'avsre  nocessaire pour s implif ier  116tude. 

f 



L '  analyse des processus à p a r t i r  de ces fonc t ions ,  réduisant  

généralement l ' é t u d e  du processus non l i n é a i r e  à c e l l e  d 'un a u t r e  

système p lus  simple montre l ' importance du choix de ces fonct ions .  

Un schéma bib l iographique  s i m p l i f i é  des méthodes d 'é tude  

de l a  s t a b i l i t é  e s t  e n s u i t e  envisagé 2 l a  f i n  de c e t t e  sec t ion .  

11-1 NOTIONS DE STABTLITE - DEFlNlTIUNS .................................. 
Il e x i s t e  un t r è s  grand nombre de d é f i n i t i o n s  de l a  s t a b i l i t é ,  

l e s  p lus  u t i l i s é e s  seulement seront  présentées dans c e t t e  sec t ion .  

Ces d é f i n i t i o n s  . t r a i t e n t  de l a  s t a b i l i t é  au voisinage de 
7 

l ' é t a t  d ' é q u i l i b r e  ou au  voisinage d'une t r a j e c t o i r e  f i x é e  lorsque  l e s  

condit ions i n i t i a l e s  v a r i e n t ,  pour une e n t r é e  f i x é e  ou pour des en t rées  

d i f f é r e n t e s .  

Déf in i t ion  1 

La so lu t ion  x ( t )  = O du système d é c r i t  par  ( 1 - 1 ) ,  pour 

u  t 0,  e s t  s t a b l e  au sens de LYAPUNOV s i  r > O e t v  toea il e x i s t e  

6 ( t , ,  ) > O t e l  que s i  1 Ixol 1 < 6 ( to,  E )  on a  1 l x ( t ,  xo, to)l / < E 

Y t 2 to. 

Déf in i t ion  2 Cl61 

La so lu t ion  x ( t  ) = O du système d g c r i t  par  ( 1 - 1  ) , pour 

u Z 0,  e s t  asymptotiquement s t a b l e  s i  e l l e  e s t  s t a b l e  au  sens de 

LYAPUNOV e t  s ' i l  e x i s t e  d o ( t o )  > O t oc  % t e l  que s i  1 lxo] 1 < tio(to) 

on a  l i m  x ( t ,  xo, to)  = O.  
t-0- 

Déf in i t ion  3 

La so lu t ion  x ( t )  = O du systèmdI-1) pour u - 0 ,  e s t  exponen- 

t ie l lement  s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  t r o i s  nombres r i e l s  p o s i t i f s  a ,  6 e t  n 

t e l s  que : 



Déf in i t ion  4 [16] 

La sol i l t ion  x ( t  ) = O Bu système (a ) , pour u  0 ,  e s t  as-ymtoti- 

auenente t  ~10bs; tenent  s t a t i l e  s i  e l l e  e s t  staÔLe kt s i  t o u t e s  l e s  

so lu t ions  de (1-7 ) tendent  vers zéro quand t augmente indéf in inen t  . 

Défini t ion  5 [16] 

Une s o l u t i o n  x( t , xo, tO) du système ( 1-1 )est bornge s 'il 

e x i s t e  B > O t e l  que 1 l x ( t ,  xo, to)  / 1 < B v t 2 to,  B pouvant 

dépendre de chaque so lu t ion .  

ù é f i n i t i o n  6 [16] 

Les so lu t ions  de k- j  admettent un domaine d ' a t t r a c t i o n  d é f i n i  

pa r  l a  borne B > O ,  s ' i l  e x i s t e  T > O t e l  que pour t o u t e  s o l u t i o n  

x ( t ,  xo,  to)  d41-11, on s I l x ( c ,  xo,  tO)ll < B Y t a ta + T 

où B e s t  indépendant ae l a  s o l u t i o n  par-kiculière a l o r s  que T peut  

dépendre de chaque so lu t ion .  

Déf in i t ion  7 S t a b i l i t é  du mouvement [2 l] 

La t r a j e c t o i r e  x(  t , x  t o ) e s t  s t a b l e ,  s i  t t R e t  E > 0 ,  
0 ' O 

il e x i s t e  6 ( ~ ,  to)  > O t e l  que 



L ' é t a t  d ' é q u i l i b r e  x = O de l ' é q u a t i o n  d i f f i r e n t i e l l e  ( 1-1 ) 

fo rcge ,  possède l a  p r o p r i s t é  de s t a b i l i t i  e n t r é e - s o r t i e  s i  pour t o u t  

N > O ,  il e x i s t e  ün nonbre M > O t e l  que : 1 

D é f i n i t i o n  9 S t a b i l i t -  e n t r é e  bornée - s o r t i e  bornée ( B I B O )  [21] 
1 

l 

L ' é t a t  d ' é q u i l i b r e  x = O de l ' é q u a t i o n  ( 1 - 1 )  f o r c é e  e s t  

B . I . B . O .  s t a b l e  s i  pour t o u t e  e n t r é e  born6e appl iquée  au système i n i t i a -  

lement 2 l ' é q u i l i b r e ,  l a  s o r t i e  e s t  bornée.  
-l 

D é f i n i t i o n  10 S t a b i l i t i  p r a t i q u e  [22] 

S o i t  ( t )  un sous-ensemble de l ' e s p a c e  d 1 6 t a t  2 l ' i n s t a n t  
n 

t E SIS e t  s o i t  yF(t) un sous-ensemble donni de l ' e s g a c e  d t 6 t a t  

à l ' i n s t a n t  t c Cs, où Cs = ]to + r s ,  to + r [  

2 izj = [to, to + rsI , S =  ho,  to + T C ,  to & , r e W , r  > O,  

e t  is dgsigne l a  d u r i e  du régime t r e n s i t o i r e ,  rs € [O, 4 . 
=es sous-enseinoies Y I ( t  O ) t YA(to) e t  c am 

r ep ré sen ten t  19s ensembles des cond i t i ons  i n i t i a l e s  x 13 e t  des vec t eu r s  

p e r t u r b a t i o n s  x, - respect ivement  à to  e t  à t .  

Les r e l a t i o n s  e n t r e  ces  ensenbles  sont  i l l u s t r d e s  s u r  l a  



Le système(I-15) e s t  pratiquement s t ab l e  au bout d'un rSgime 

t r a n s i t o i r e  f i n i  r s  par rapport à { t o ,  S ,  Yx O,( ) ,  \;PA(tly tPF(t ) ,  
vp ( t ) )  s i  e t  s i  seulement s i  x106  \QI (to) e t  x 2 ( t ,  x l ) E  yp(t) 
V X , É  YA(t) e t  t( t e 5 , implique x , ( t ,  to, x I 0  ) C  YA(t ) ,v  
e t  x l ( t ,  to, x lo )  E .PF(t). 

77-2 LES FONCTIONS PERE.iETTANT L'ANALYSE DE LA STABILITE DES ...................................................... 
P?70CESSUS. --------- 
La méthode de LYAPUNOV [23] permet l ' ana lyse  de l a  s t a b i l i t é  

directement à p a r t i r  des équations dccrivant  l e s  processus e t  ne 

nécess i t e  pas l a  détermination e x p l i c i t e  des so lu t ions .  

L '  introduction d'une fonction v ( t  , x) dé f in ie  pos i t ive  

dans l ' e space  d ' é t a t  e t  l ' é t ude  du signe de l a  dérivée de c e t t e  fonction 

par rapport au temps su f f i s en t  pour pouvoir conclure à l a  s t a b i l i t é .  
d 

En e f f e t ,  s i  - ( v ( t ,  x )  ) e s t  dé f i n i e  négative,  l a  fonction v ( t  , x )  d t  
e s t  d i t e  de LYAPüNOV e t  l e  processus e s t  asymptotiquement s t ab l e  [23] . 

De même que l e s  r é s u l t a t s  obtenus par LAURENT [61] pour l e s  

systimes d i s c r e t s ,  l e  théorème de CORDUNEXNU [24] pour ga r an t i r  l e  

même type de s t a b i l i t é ,  montre q u ' i l  s u f f i t  de s a t i s f a i r e  l a  condit ion : 

d 
où y = m (y, t )  e s t  une équation d i f f g r e n t i e l l e  s c a l a i r e  décrivant  

un système asymptotiquement s t ab l e .  

L'étude du système complexe dont x ( t )  e s t  l e  vecteur é t a t ,  

t C S , e s t  donc rarnenae à 116tude d 'un système d i t  de comparaison, 

dl ordre' 1 dont 1' évolution e s t  dé f in ie  par  y ( t  ) , t C % . 
A Le choix de fonctions de LYAPUNOV vec to r i e l l e s  a conduit 

BELLMAN [25] e t  MATROZOV [26] à l a  général isa t ion de l a  méthode de 

LYAPUNOV par l a  détermination de systèmes de comparaison d 'ordre  supérieur 

2 l ' u n i t é .  



L' in t roduct ion  pour l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  pa r  BORNE e t  

GENTINA [27, 281 de fonct ions  du type  norme v e c t o r i e l l e  ~ ( x ) ,  

p ( .  1: R ~ +  K:, v é r i f i a n t  composante à composante les qua t re  condi- 

t i o n s  usue l l e s  de l a  norme, conduit à une méthode de cons- 

t r u c t i o n  des systèmes de comparaison pour l e s  systèmes d é c r i t s  par  ( 2 - 1 )  

L'analyse q u a l i t a t i v e  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes dynamiques 

d o i t  pouvoir donner des informations s u r  l e s  t r a j e c t o i r e s  per turbées .  

La d é f i n i t i o n  de c e r t a i n e s  fonct ions  d '  agrégation de LYAPUNOV ou du 

type norme v e c t o r i e l l e  r é d u i t  l ' é t u d e  à c e l l e  du système de comparaison, 

l e  long des t r a j e c t o i r e s  du système sans a v o i r  à l e s  déterminer comme 

1 ' a  mont r é  LYAPUNOV . 
L'analyse de l a  s t a b i l i t é  pa r  l a  méthode de LYAPUNOV s 'avère 1 

parfois  d é l i c a t e  quand il s ' a g i t  de résoudre l e s  problèmes des l i m i t a t i o n s  

de l a  d ispers ion  des t r a j e c t o i r e s .  Les r a i sons  mentionnées p a r  LASALLE 

e t  LEFSCHETZ 1291 j u s t i f i e n t  l ' importance des inves t iga t ions  e f fec tuées  

s u r  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  à p a r t i r  de fonct ions  q u i  ne sont  pas de 

LYAPUNOV. Cependant l e u r s  t ravaux ont  é t é  l i m i t é s  à l ' u t i l i s a t i o n  de 

fonctions dl agrégation p o s i t i v e s .  
a 

WEISS e t  INFANTE [30] ont  généra l i sé  l a  méthode de LYAPUNOV 

en f a i s a n t  appel à des fonc t ions ,  a i n s i  que l e u r s  dér ivées  eu lé r i ennes ,  

de signes quelconques. WEISS [31] a é t a b l i  une condi t ion  nécessa i re  e t  

WEISS e t  INFANTE [30] une condi t ion  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  p ra t ique .  

GUNDERSON a  présenté  ce concept dans [32] . 
L'analyse de l a  s t a b i l i t é  p ra t ique  de régime t r a n s i t o i r e  f i n i  

a  é t é  i n t r o d u i t e  dans [33a] e t  développée [33b e t  33c] pa r  G R U J I ~  . 

La s t a b i l i t é  p r a t i q u e  des systèmes continus e t  d i s c r e t s  a  é t é  

é tudiée  p l u s  récemment pa r  p l u s i e u r s  auteurs  : G R U J I ~  , STOREY, HFrlNBN, 

GRIPPO, WARILLO, W ,  HüRT, KAYANDI, WONG, MICHEL, LAM. Une b ib l io -  
1 

graphie récente  e s t p r  ésentée  par  GRIPPO e t  LAMPARILLO dans [37] . 
En p a r t i c u l i e r ,  l e s  t ravaux de GRUJIC 135 ab] , de MICHEL [36] 

e t  MICHEL e t  Wü [38] e t  GRIPPO e t  LAMPARILLO bh, 371 donnent des condi- 

t i o n s  s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  p ra t ique  du système global  d é f i n i  à p a r t i r  

des propriÉtés de s t a b i l i t g  des sous-systèmes composants e t  des carac té-  

r i s t i q u e s  des i n t é r a c t i o n s ,  en u t i l i s a n t  des fonct ions  qui  ne sont  pas 

de LYAPUNOV. 



7 7  - 3 METHuDES D'  ETUDE DE LA STABIL  I T E  DES SYSTEJAES DYNAM7oUES .......................................................... 
DE GRANDE D7tjENSION ------------------- 

Depuis POINCARRE [39] e t  LYAPUNOV [23] l e s  études concernant 

l a  dynamique des systèmes non l i n é a i r e s ,  ont évolué d'abord suivant  

t r o i s  courants 1401 
- élaborat ion de l a  t héo r i e  des o s c i l l a t i o n s  (ANDRONOV, 1929) 

- appl ica t ion des travaux de LYAPUNOV (LUR'E,  MALKIN, 

AIZERIUN, POPOV, e t c . .  ) s u r  l a  s t a b i l i t é  

- recherche des méthodes d 'é tude des systèmes non l i n é a i r e s  

en s ' i n sp i r an t  des méthodes u t i l i s é e s  pour l ' é t u d e  des 

systèmes l i n é a i r e s  (HAMEL, CYPKIN, AIZENIZAN, POPOV, e t c . . . ) .  

Ces o r ien ta t ions  s e  sont avérées souvent impuissantes pour 

t r a i t e r  l e  problème de l a  s t a b i l i t é  des systèmes complexes ca r ac t é r i s é s  

par un grand nombre de var iables  e t  de paramètres. 

Depuis, ces problèmes ont é t é  abordes à p a r t i r  de t r o i s  

approches d i f fg ren tes  [hl1 : 

- l a  m6thode des per turbat ions  s ingu l iè res  

- l e  concept de BELLMAN su r  l e s  fonctions vec to r i e l l e s  de 

LYAPUNOV 

- l e  concept des normes vec to r i e l l e s  de BORNE e t  GENTINA 

77-3-7  Méthode de6 p ~ b ~ o n ~  h ingu t i è t reh  

La méthode des per turbat ions  s ingu l iè res  appliquée à l ' é t u d e  

des systèmes dynamiques e s t  de plus en plus u t i l i s é e  pour l a  réduction 

de l ' o r d r e  d'un système e t  pour l a  synthèse des processus. 

Des r é s u l t a t s  importants ont é t é  é t a b l i s  à p a r t i r  des 

travaux de KOKOTOVIC , VALLEY e t  SANMJTI [42] . 
La propr ié té  de s t a b i l i t é  des systèmes s ingdièrement  perturbés 

a é t é  é tudiée  par GRADSHTEIN, TICHONOV, KLIIUSHEV, KRASOVSKII, ROSENBROCK, 

BROCKZTT , HOPPENSTEADT, G R U J I ~  , WILDE, SILJAK, DESOER , SCKENSA, ZIEN , 
PORTER e t c . .  . 



Une bibl iographie  plus récente  e t  d é t a i l l é e  sur l e  s u j e t  e s t  

présentée par  G R U J I  6 dans l a  référence [43] . BELIMAN [25] a  i n t rodu i t  

en 1962 l e  concept de fonction de LYAPUNOV vec to r i e l l e  pour l e s  systèmes 

singulièrement perturbés considérés comme des systèmes de grande dimen- 

sion. 

Cette première approche considère l e  système dégéfi&ré e t  l e  

système rapide séparément, sans é tud i e r  l a  complexité s t r u c t u r e l l e  qui 

ca r ac t é r i s e  l e s  systèmes de grande dimension. 

11-3-2 Méthode de6 ,jonc.tio~n de LYAPUÎWV v e o t o t i & u  : 

L'analyse de l a  s t a b i l i t é  des grands systèmes ca rac té r i s6s  par 

l e  nombre important des va r iab les  mis en oeuvre a i n s i  que par l a  comple- 

x i t é  des r e l a t i ons  décrivant  l e u r  évolut ion,  f a i t  appara î t re  deux problè- 

mes importants d'une par t  par  l a  const ruct ion d'une fonction qui  puisse  

ê t r e  de LYAPUNOV, e t  d ' au t re  pa r t  l a  dé f i n i t i on  d'un t e s t  simple permet- 

t a n t  de conclure relativement aux p ropr ié tés  de s t a b i l i t é .  

BAILEY [15] e s t  l e  premier à in t rodu i re  l e s  fonctions de 

LYAPUNOV vec to r i e l l e s  pour l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é .  I l  a  posé l e  problème 

de rechercher des condit ions sur  l e s  in te rac t ions  pour ob ten i r  l a  pro- 

p r i é t é  de s t a b i l i t é  de l'ensemble du système à p a r t i r  des p ropr ié tés  de 

s t a b i l i t é  des sous-systèmes. Une bibl iographie  récente e t  d é t a i l l é e  sur 

ce su je t  e s t  présentée par  G R U J I ~  

SILJAK [44] e s t  l e  premier à poser e t  à résoudre l e  problème 

des perturbations s t r u c t u r e l l e s  de 1 'ensemble du système. 

Le f a i t  de t r a i t e r  séparément l e s  sous-systèmes déconnectgs 

e t  leurs  in te rac t ions  impose souvent des contra intes  sévères su r  

l e  système global  ou/et l e s  in te rac t ions .  Apparaît a i n ç i  l e  problème 9 

de trouver des condit ions réduisant  l ' o r d r e  du système à un nombre au 

plus égal à ce lu i  du nombre de sous-systèmes , e t  garant issant  l a  p ropr ié té  

de s t a b i l i t é  de l'ensemble du processus . 
Dans ce sens ,  l e s  sous-systèmes ne sont p lus  nécessairement 

s t ab les  e t  peuvent donc ê t r e  ins tab les .  



Cet te  étude a é t é  e n t r e p r i s e  par  BELLMAN [25] e t  a  é t é  

développée en u t i l i s a n t  l e  concept de fonct ions  de LYAPUTJOV v e c t o r i e l l e s  

E9J e t  en f a i s a n t  appel  au concept de normes v e c t o r i e ï ï e s  r27, 28, 451 . 

17-3-3 itfUhode de4 nomnea vcctoiLieUecl 

En f a i t ,  l a  not ion  de norme v e c t o r i e l l e  f u t  i n t r o d u i t e  d 'abord 

par  ROBERT [46] dans un domaine r e l a t i f  à 1 '6 tude  de l a  convergence des 

récurrences l i n é a i r e s  en analyse numérique. Ces travaux ont  é t é  e n s u i t e  

développés pa r  MAITRE [47J, ROBERT [48] e t  DEUTCH [hg] pour l ' é t u d e  des 

récurrences l i n é a i r e s  de grande dimension. Les premières app l i ca t ions  

de c e t  o u t i l  à l ' k t u d e  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes non l i n g a i r e s  de 

grande dimension, ont  é t é  men6es pa r  BORNE e t  GENTINA [27, 281 dans 

l e  cadre des systèmes d i s c r e t s  e t  des systèmes cont inus ,  e t  pa r  GENTINA, 

BORNE e t  LAURENT [50, 51, 52, 531 pour l f 6 t u d e  de l a  v a l i d i t é  des modèles 

e t  l ' a p p l i c a t i o n  des condit ions de s t a b i l i t é  du l i n é a i r e  pour conclure 

à l a  s t a b i l i t é  des processus non l i n é a i r e s  de grande dimension. 

Plus récemment, G R U J I 6  , BORNE, ~ENTINA,  BüRGAT e t  BERNUSSOU 

ont présenté  des nouvelles  so lu t ions  au  problème de BAILEY dans l e  domaine 

f r é q u e n t i e l  e t  pa r  l a  d é f i n i t i o n  de c r i t è r e s  algébriques dans [19] , et 

dans [45] des algorithmes permettant d ' a b o u t i r  à l ' é t ab l i s sement  d 'un 

t e s t  de s t a b i l i t é  unique d é f i n i  à un niveau h iérarchique  a r b i t r a i r e ,  ne  

nécess i t an t  pas l a  connaissance à p r i o r i  d ' information p a r t i c u l i è r e  au  

niveau des sous-systèmes déconnectés. 

11-4 APPLICATlON DES CUNVlTiONS DE STABTLTTE DU LiNEAiRE ................................................... 
POUR LE PROCESSUS NON LlNEAIRE .............................. 

La détermination des domaines de s t a b i l i t é  [57] de p lus  en 

p lus  l a rges  correspond à un problème t r è s  important a u s s i  bien pour 

l ' a n a l y s e  que pour l a  synthèse des processus non l i n é a i r e s .  L 'étendue 

de ces domaines dépend, en f a i t ,  de l a  repr6senta t ion  adoptée pour l e  

processus a i n s i  que de l a  méthode d 'é tude  adoptse. 



La méthode basée s u r  l e s  normes v e c t o r i e l l e s  permet p a r f o i s  

de r édu i re  l ' é t u d e  du système i n i t i a l  à c e l l e  d'un système de compa- 

raison ident ique  au système i n i t i a l  e t  pour l eque l  s e  v g r i f i e  l a  conjec- 

t u r e  l i n é a i r e .  

Les c r i t è r e s  p ra t iques  de BORNE e t  GENTINA 68, 791 exp lo i t é s  1 
pour l e s  systèmes continus e t  d i s c r e t s ,  généra l i sen t  a i n s i  l e  lemme de 

KOTELYANSKI aux processus non l i n é a i r e s  e t  d é f i n i s s e n t  de l a r g e s  c l a s s e s  

de processus pour l e s q u e l l e s  l a  conjec ture  du l i n é a i r e  ou c e l l e  l ~ 
d 'AIZERMAN e s t  v é r i  f i g e .  

Le lemme de KOTELYANSKI a i n s i  que l a  conjec ture  dlAIZERMAN 

sont rappelés dans c e t t e  Sect ion.  Un cas de v a l i d i t é  de l a  conjec ture  
.( 

l i n é a i r e  e s t  ensu i t e  p résen té .  

12-4- 1 Lemme de KUTELYANSKT [28] 

Lorsque l e  processus e s t  d é c r i t  p a r  l f 6 q u a t i o n  

A = Ca. .) : é tan t  une matrice n  x n  constante indépendante du temps, 
IJ 

l ' a p p l i c a t i o n  des condi t ions  de HURWITZ s u r  l e s  paramètres de l ' équa t ion  

c a r a c t é r i s t i q u e  : 

det  ( X I  - A )  = O 

détermine l e  domaine de s t a b i l i t é  asymptotique dans l ' e s p a c e  des para- 

mètres a i j .  

Par a i l l e u r s  l e s  t ravaux de KOTELYANSKI ont  m i s  en évidence 

un théorème p a r t i c u l i e r  adapt6 à l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes (1-181, 

lorsque l a  matrice A a  s e s  élèments non diagonaux non n é g a t i f s .  

Lemme de KOTELYANSKI [28] .................... 
Un nombre r é e l  X e s t  p lus  grand que l a  va leur  c a r a c t é r i s t i q u e  

maximale v de l a  matr ice  A d ' é l ~ r n e n t s  non diagonaux a à O s i  e t  seule-  i j 
ment s i  pour c e t t e  va leur  X tous  l e s  éléments des mineurs principaux 

success i f s  de l a  matr ice  ( X I  - A )  sont p o s i t i f s .  



77-4-2 Conjectwre d'AIZERMAN 1271 

Le système de LURIE-POSTNIKOV, é t u d i é  par  AIZERMAN, e s t  

donné par  : 

Les matrices A ,  B e t  C sont  des matr ices  respectivement de 

dimension n  x  n ,  n  x  m e t  m x  n ,  x  e s t  l e  vecteur  é t a t  d@-1-19),Vx € Qn , 
x = [x,, x2, . .. , x IT ; l e  vecteur non l i n é a r i t é  f : Rm + Rm est n  
composé de f i  : km+%, f = ( f , ,  f a ,  ..., f m )  

T 
rn 

; : R n + R m ,  
O = O ,  a2 ,  . . . , on)' ,  e t  ui = Ci x pour C i ,  l a  ième l i g n e  de C. 

S o i t  x  ( t ,  to, xo, f )  , x ( t o ,  to, xo, f )  = x l a  t r a j e c t o i r e  
O '  

s o l u t i o n  de[?-19) pour f  f i x é .  

Notons pa r  N : Rn -+ R m x m  l a  matrice non l i n é a i r e  d é f i n i e  

Dar : * 

f , ( c x )  f2(Cx) 
f*(x)  = diag  { Y . . . Y  ' C2 x 

e t  par  = { L : L = diag{el ,  e2, . . . , l m ) )  l 'ensemble des matr ices  

diagonales L. S i  d e s t  un ensemble ouver t ,  nous l e  noterons °e.. 

Les systèmes de l a  forme(I-19) sont  considérés pour f  6 8 , 
i = {0,1} , où Q. sont  des c l a s s e s  de non l i n g a r i t é s  d é f i n i e s  comme 

1 

s u i t  : 

@ (&) e s t  l 'ensemble de t o u t e s  l e s  fonctions f v é r i f i a n t  l e s  condi t ions  
O 

su ivantes  : 

( i l  x  = O e s t  l ' un ique  é t a t  d ' é q u i l i b r e  de (1-19) 

(ii) l e s  so lu t ions  x ( t  , to, xo, f )  de (I-19) e x i s t e n t  s u r  
n  %+, e t  sont  uniques x o c  !k e t  sont  continues 

POU x o c  Rn.  

( i V )  f*(x)  e s t  d é f i n i e  e t  f R ( x )  f hP, v x  E Xn. 
Ainsi  f ( a )  = L 0 € @ (g) s i  L E . Dans ces cond i t ions ,  l e  

O 

système@-1 9)  e s t  l i n é a i r e  : 



L'ensemble % l e  p lus  l a r g e  t e l  que l e  système (IQOhoit s t ab l e  

( x  = O de k-20)asymptotiquement s t a b l e )  b! L € % e s t  1 'ensemble de HüRWITZ 

de (1-20).~elui-ci e s t  design6 par 8' . 
a l  (g ) e s t  l 'ensemble de tous  l e s  f c (%) , continus e t  

continû ment différenciables dans E 6 ,  qui  sont notés f ( O )  E C (  ' ) (Km) . 
Le problème dtAIZERMAN général isé ,  posé par G R U J ~ ~  pq , 

qui e s t  o r i g ina i r e  de l a  conjecture d '  AIZERMAN ( 1949), e s t  l e  suivant  : 

"Quelles sont  l e s  condit ions nécessai res  e t  su f f i s an t e s  de 

s t a b i l i t é  absolue pour l e  système( 1-1) sur ai ( xa ) , i E { O ,  1 )  
m 

correspondants à X0ç %O?" 

L a  conjecture dtAIZERMAN indique q u ' i l  n ' e s t  pas nécessai re  

d 'a jouter  d' autres  condit ions pour que l e  système p l9  ) s o i t  absolument 

s t ab l e  s u r  m o (  ho0) lorsque ;feD. Cette conjecture a é t é  L tab l ie  

pour une non l i n é a r i t g  s c a l a i r e  f E  o ( m  = 1 ) .  

11 e s t  bien connu actuellement que c e t t e  conjecture e s t  en 

général mise en défaut  [60] . Cependant, de nombreux t ravaux,  par  exemple 

ceux correspondant au problème dlAIZERMAN général isé  [77] , ont permis 

l a  dé f i n i t i on  de l a rges  c lasses  de processus pour l e sque l les  c e t t e  con- 

jec ture  e s t  vé r i  f i é e .  

11-4-3 CmXèaa p r r d q u a  de WRNE et GENTTNA [ 7 1 ]  

Soi t  x e t  y deux vecteurs dgf in i s  s u r  un espace vec to r i e l  

de dimension n. So i t  XI , X 2 ,  . . . , X un recouvrenent de e t  xi l a  r - ,. 
project ion du vecteur x dans l e  sous espace X i  : * 

: matrice à coe f f i c i en t s  constants déf in issant  l a  project ion de 

dans xi. 



Soi t  p: ( . )  ,y2 = 1 ,  2 ,  . . . , r ,  une norme s c a l a i r e  d é f i n i e  
- 2. J. 

sur l e  sous espace xi avec l a  nota t ion : 

S i  y. désigne un second vecteur du sous espace 
1 

X i e t  x 
un r é e l  nous avons, = 1 , 2,  . . . , r l e s  i néga l i t é s  (1-23) : i 

p(  . ) é t an t  l a  norme vec to r i e l l e  dgf inie  par  : 

11-4 -3 -2  Dé$ivLCionh -- -------------- des systèmes --------- majounts  ------ b 7 , 2 8 ]  

Defini t ion 1 1  

La matrice M : Z x R n  + R r  d 
d e f i n i t  un système 

majorant r e l a t i f  à l a  norme vec to r i e l l e  p(5):Rn + Rr + du système 
l 

d i s c r e t  : ~ 

]k+, = A ( t k Y  xk) a ( t k >  %) 

s i  l ' i n é g a l i t é  : 

p ( ~ k + l  ) r ~ ( t ~ ,  p(xk)  v t k ,  xk c S d x P  ( 1-26) 

e s t  v é r i f i é e  l e  long 6es t r a j e c t o i r e s  de(1-25) pour chaque composante 

de P ( z + ~ ) .  



Définit ion 12 

De même l a  matr ice  ~ ( t  , x)  : 5 c x(iLn + a rxr d é f i n i t  

relativement à l a  norme v e c t o r i e l l e  p (x )  un système majorant du système 

continu : 

s i  e t  seulement s i  l ' i n é g a l i t é  suivante e s t  v é r i f i é e  composante à 

composante : 

17-4-3-3 Lemmu de c o m p m d a n  -------_----- ------- 
Pour chaque système (1-25) e t  (1-27), BORNE e t  GENTINA ont 

démontré un lemme de comparaison correspondant à une généra l i sa t ion  du 

lemme de comparaison de WAZEWSKI 1551 . 

Lemme de comparaison 1 [7l] 

S ' i l  e x i s t e  une norme vec to r i e l l e  p  e t  une matrice M ( t k ,  xk) 

d'éléments non néga t i f s  e t  dé f in i s san t  un système majorant de (1-25) 

a l o r s  l e  système Cd d6f ini  par l a  . r e l a t i on  

e s t  un système de comparaison de (1-25), il vient  a l o r s  lorsque 

l 1 i néga1 i t 6  

Zk0 ~ ( 5 ~ )  

e s t  v é r i f i é e ,  l a  r e l a t i o n  : 

Zk 2 P ( \ )  



Lemme de comparaison 2  r713 

Soit  une norme vec to r i e l l e  p de t a i l l e  k e t  une matrice 

majorante ~ ( t  , x)  associée au système (1-27) t e l l e  que d'une pa r t  l e s  

éléments non diagonaux de M ( t  , x) soient  non néga t i f s  e t  que d ' au t re  

par t  l ' i n é g a l i t é  suivante s o i t  vé r i f i é e  l e  long des solut ions  de 

(1-27) : 

a l o r s  l e  système Cc : 

t e l  que : 

e s t  un système de comparaison de ( ~ 2 7 )  e t  1' ingga l i t é  suivante e s t  

v é r i f i é e  : 

Cr i t è r e  pratique 1 : [27] 

Soit  l e  système déc r i t  par l ' équa t ion  (1-25) e t  M ( A )  l a  

matrice des coef f ic ien t s  aij* t e l s  que : 

Si  l e s  termes non constants de l a  matrice M ( A )  sont groupés 

dans l a  dernière l igne  ou l a  dernière colonne de M ( A )  l a  s t a b i l i t é  

asymptotique globale e s t  assuree par l a  vé r i f i c a t i on  des contra intes  

suivantes : 



C r i t è r e  p r a t i q u e  2 

S o i t  l e  s y s t è n e  d é c r i t  p a r  l t 5 q u a t i o n  (1-27) e t  N ( A )  l a  

mat r ice  des c o e f f i c i e n t s  aij* t e l s  que : 

S i  l e s  termes non cons t an t s  de l a  mat r ice  X ( A )  son t  group6s 

dans l a  de rn iÉr r  l i g n e  ou l a  d e r n i è r e  colonce de l a  ma t r i ce  M ( A )  l a  

s t a b i l i t é  sympto t ique  g l o b a l e  e s t  assurge  p a r  l a  v g r i f i c a t i o n  des 

c o n t r a i n t  e s  s u i v a n t  e s  : 



111 - REPRESEMATlON DES PROCESSUS ETUDlES - DEFINlTlONS ET PROPRIETES 

DES FORVES CANONlC!UES EN FLECHE 

171-1 POSlTlON DU PP\O8LEIb1E DI! C H O I X  DE LA REPRESENTAT'IUN DES ...................................................... 
SYSTEES 

L'analyse e t  l a  synthèse d 'un système l i n g a i r e  à p a r t i r  d'une 

reprgsenta t ion  s c a l a i r e  ou m a t r i c i e l l e  s ' e f f e c t u a n t  s u r  l ' u n e  ou l ' a u t r e  

des formes canoniques e x i s t a n t e s  donnent des r é s u l t a t s  généralement 

équivalents  q u e l l e  que s o i t  l a  mgthode u t i l i s é e .  

Le choix de l a  r ep résen ta t ion  i n t e r v i e n t  pa r  cont re ,  d'une 

manière e s s e n t i e l l e  s u r  l 'étendifedes r k u l t a t s  des études lo r sque  l e  

processus e s t  non l i n é a i r e .  En e f f e t ,  l a  représenta t ion  d ' é t a t ,  t r è s  

adaptée aux grands systèmes, e s t  d é f i n i e  à un changement de base  près  ; 

l e s  études e f fec tuées  s u r  l e s  systèmes de comparaison, dépendant de 

c e t t e  t ransformat ion ,  conduisent à des r é s u l t a t s ,  correspondant à des 

condit ions s u f f i s a n t e s  p lus  ou moins contraignantes se lon  l a  descrip-  

t ion  adoptée. 

Mais il n ' e s t  pas toujours  nécessa i re  d ' e f f e c t u e r  des t r a n s -  

formations pour "conditionner" l a  r ep résen ta t ion  à l ' é t u d e  envisagée 

comme l e  montre l 'exemple su ivan t .  

En e f f e t  considérons 1 'exemple de 1 'étude du mouvement longi-  

t u d i n a l  d'un avion (avec s a  commande) e f fec tuée  [72]  à p a r t i r  du 

système d ' équations : 

où p > O , q > O e t  bi sont  des cons tan tes ,  xiC a , v i  = 1 ,..k , i 
o C R  e t  l a  fonction f  : %+a e s t  continue dans e t  v é r i f i e  l e s  

r e l a t i o n s  f ( 0 )  = O e t  o f ( a )  > O s i  a  # 0. 





La p r o p r i é t é  de s t a b i l i t é  d'un t e l  système a dé jà  é t é  

e n t r e p r i s e  par  PIONTKOVSKII e t  RUIKOVSKAYA [72] pu i s  pa r  L4ICHEL [73] 

e t  e n f i n  Far BITSOüRIS [74]. 

L â  forme p a r t i c u l i è r e  des i n t e r a c t i o n s  e n t r e  l e s  c inq  sous- 

systèmes si , Y i  = 1 . 2 ,  3 ,  4 ,  5 cons t i tuan t  : 

nous permet de f a i r e  deux remarques : 

- l e  systèmes a une s t r u c t u r e  h ié ra rch i sée  à 2 niveaux (fig.3) 

l e  sous-système non l i n é a i r e  S d é f i n i t  dans ce cas l e  coordonnateur qui  
5 

cons t i tue  l e  niveau h i é r a r c h i s é  l e  p lus  é levé .  

- l e s  sous-systèmes l i n é a i r e s  du premier niveau h iérarchique  

é t a n t  s t a b l e s ,  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  du système non l i n é a i r e  S d o i t  

ê t r e  conduite à p a r t i r  du c r i t è r e  p ra t ique  de BORNE e t  GENTINA pour l e s  
T 

systèmes continus.  En e f f e t ,  en notant  x = [xl , x2, xg , x4 ,  u] l e  vecteur  

etat du processus,  il v ien t  l a  r ep résen ta t ion  m a t r i c i e l l e  de S : 

où A e s t  une matrice (5x5) dont l e s  glèments sont nu l s  sauf ceux de 

s a  diagonale p r i n c i p a l e ,  de s a  dernière  l i g n e  e t  de s a  dernière  colonne. 

La forme p a r t i c u l i è r e  de l a  matr ice A e s t  d i t e  forme en f lèche .  



D'autre  p a r t , l o r s q u e  l a  mat r ice  A e s t  R élements non diagonaux 

p o s i t i f s ,  il e s t  donc p o s s i b l e  de d é f i n i r  dans ce  ca s  une ma t r i ce  

majorante M de A ,  r e l a t i v e  2 l a  norme p (  z )  = 1 z  / , 
I z /  = [ l z l i ,  Iz21, b3I, Iz4I b511 
iden t ique  à l a  ma t r i ce  A.  

L' a p p l i c a t i o n  du c r i t è r e  p r a t i q u e  de BORNE e t  GENTINA pour 

l e s  systèmes cont inus  ( l o r s q u e  : M ( a ( t )  ) = A ( a ( t )  ) , correspondant  

à l ' a p p l i c a t i o n  des  cond i t i ons  du l i n é a i r e  pour l e  processus non 

l i n é a i r e ,  conduit  aux cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  asymptotique 

su ivan te s  : 

Puisque pi e s t  p o s i t i f ,  i = 1 ,  2 ,  3 ,  4, l e s  cond i t i ons  

précédentes  s e  s i m p l i f i e n t  considérablement e t  son t  r é d u i t e s  à l a  s e u l e  

c o n t r a i n t e  : de t  A ( a ( t )  ) < O ou encore : 
1 

Il e s t  a i s é  de c o n s t a t e r  que l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  a i n s i  

que l ' i n t e r p r é t a t i o n  de l a  s t r u c t u r e  du systsme d é c r i t  p a r  (1-40) sont  

s i m p l i f i é e s  l o r sque  c e l l e s - c i  sont  menées 9 p a r t i r  de l a  r e p r g s e n t a t i o n  

m a t r i c i e l l e  (1-41 ) . De p l u s ,  l a  cond i t i on  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t g  asymp- 

t o t i q u e  obtenue (1-42) e s t  moins r e s t r i c t i v e  que c e l l e s  obtenues dans 



171-2-7 V é d i W a n s  d u  $ornes cunaniquu en dCèche 

La recherche d'une so lu t ion  au  problème du choix de l a  repré- 

s e n t a t i o n ,  guidée par  l e  choix des c r i t è r e s  p ra t iques  basés s u r  l e  

concept de norme v e c t o r i e l l e  pour l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  du système (1-9 ) 

nous conduit dans c e t t e  p a r t i e  à l a  d é f i n i t i o n  de nouvelles formes 

canoniques, proches de l a  forme canonique modale, semblables à l a  forme 

de l a  matr ice r ep résen ta t ive  retenue pour l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  du 

mouvement long i tud ina l  précédente,  d i t e s  formes canoniques en f l èche .  

Ces cons idéra t ions  sont  généra l i sées  pour l e s  matr ices 

~ ( t ,  x )  pa r t i t ionnées  en b locs  tous  nu i s  sauf ceux de l a  diagonale 

p r i n c i p a l e ,  de l a  de rn iè re  l i g n e  e t  de l a  de rn iè re  colonne qui  son t  

quelconques. 

Quat re  formes canoniques en f l èche  sont  considérées : 

Déf in i t ion  13 : forme canonique en f l èche  mince d 'o rd re  n 

notée : Forme FCFM ( A )  

7 

a 
1 1  

a 
1 n 

FCFM(A)= ' 

a a n-1 ,n-1 n-1 'n 



D é f i n i t i o n  14 : Forme canonique en f l è c h e  mince g é n é r a l i s é e  d ' o r d r e  r 

notée  : Forme F C m  

FCFMG ( A )  = 

D é f i n i t i o n  15 : Forme canonique en f l è c h e  é p a i s s e  d ' o r d r e  r 

notée  : Forme FCFE 

D é f i n i t i o n  16 : Forme canonique en f l è c h e  é p a i s s e  g é n é r a l i s é e  d ' o r d r e  r 

notée  : Forme FCFEG 

1 - l a  m a t r i c e  A e s t  en f l è c h e  é p a i s s e  d ' o r d r e  r 

- l e s  b l o c s  diagonaux de A sont  en f l è c h e  mince d ' o r d r e  
r 

n i = 1;-,r - 1 ,  avec C n = n i ' i i= 1 



Notations 

Nous adopterons dans l a  s u i t e  de l a  p résen ta t ion  de ce mémoire 

l e s  no ta t ions  suivantes : 

a l  = d iag  {A.  J J  . }  

Nous désignerons p a r  @ ( i l  ('1 e t  a,, 12 @21 (') respectivement l a  

matr ice cons t i tuée  par  l e s  i premières colonnes de Q12,  l a  matr ice  

cons t i tuée  pa r  l e s  j premières l i g n e s  de @ e t  l e  mineur p r i n c i p a l  2 1 
d 'o rd re  k de l a  matr ice <P22 : 

' ( i ) =  (i) T ( i )  T , . . . ,  A ( i )  T IT 
12 LAir A2r r-1 ,r 

( i l e t  A(:) respectivement l a  matr ice cons t i tuée  p a r  l e s  i avec %r 9 Ark 

premières colonnes de l a  matr ice %r, l a  matrice cons t i tuée  pa r  les i 

premières l i g n e s  de l a  matr ice A e t  par  l e  mineur p r i n c i p a l  d 'o rd re  
r k  

i d e A r r , V k = l , 2  , . . .  . r -1  ; v i = l , 2  , . . . ,  n .  r 

En p a r t i c u l i e r ,  nous adopterons l e s  no ta t ions  su ivantes  : 



F1 1 
= diag a . .  , F12 = [a ln .  ..., a 

J J n-1 ,n 1 

pour l e s  matrices en f lèche mince e t  l e s  nota t ions  : 

pour l e s  matrices en f lèche mince général isée .  

111-2-2 P/rop&.iété~ d a  m&ca en ( lèche 

Les p ropr ié tés  des matrices en f lèche déf in ies  précédemment 

sont t r è s  nombreuses. Nous envisageons de présenter  l e s  plus importantes, 

plus précisément c e l l e s  qui  nous se rv i ron t  pour l e s  études envisagées 

dans l a  s u i t e  de ce t r a v a i l .  

Théorème 1 

Lorsque l e s  élèments a bl i = 1 , 2 ,  . . . , n- 1 , sont- -on nuls ,  
ii ' 

l e  déterminant de l a  matrice A en f lèche mince, dé f in ie  par (1-43), 

e s t  égal à l a  quan t i t é  : 



%?&orSrne 2 * 
, - W .  

Lorsque l e s  matrices A . .  
11 ' i = 1, 2, . . . , r - i  . sont régu l iè res  

* :le déterminant de l a  matrice A en f lèche épaisse ,  dé f in i e  par ( 1-45) , 

ce qui conduit à l a  r e l a t i o n  : 

- 1 - 2 - 1 
det (A,, - al e l ,  # - - 1  de% (Ar, 'ri Aii Air (1-541 ' 

i= 1 

qui démontre l e  théorème 1 e t  l e  théorème 2 ,  l e  premier é tan t  un cas 

p a r t i c u l i e r  du second. 



m Nous remarquons que lorsque : 

- l a  ieatrice A e s t  en flbche épaisse généralisée d'ordre r , A = (A. . ) . i& Tt,$$ 1 J 
+$ ')'$&. i d  - l a  matrice Arr est en flèche mince d'ordre nr . 321 

NB:% 

- l e s  matrices A..  i = 1, 2, . . . , r-1 , sont rgguiières 
11' 

- l e s  matrices Ari , i = 1 2, . . . , r- 1 , ont tous leurs  él&ents nuis 
r- 1 - 1 sauf ceux de l a  dernière l igne , l a  matrice (A - P Ari A . .  rr i= 1 11 Air) 

e s t  a lors  une matrice en fièche d'ordre n ; ce qui simplifie considé- r 4 



-$Tc 
S . ,  . '-$ % & .  - 

I 
- ~ " &  ,a * -  --, .- .- , - " .+ . ' 2  - .- . _ ". - - .,. ^ _ .  - - , - . - - - I < 

. . I - . * j - - - < - = '  . * 
= - -0.. .- *m++ "&*Fp. ?T,> b --*< -9 %, ..$ - . ;*,* *e t.r* - , * -,'.;+L.+ %-T*7m-- %*--?y; ;,++-" a.rrrt -.>. -,,y.., *&w"5, "-&. - -L -".#* *,3:,*&*&&~& 

. ?  * . - 
P;l .J 

i 7 ', . Ls&s +;:i'-* ..". >$; 
,.-&*L''.*- ,-". -.---.A 

'- - 1 - 1 
. T =  -UAr2A* . - a ,-UAr ,A-+ 

I ^ . ?  , 

4 ' - <  - . * . <- , , ,. . .> (1-231 

A. - , J 
. 
Z&mnitrat ion : 

Les notations étant  définies par (1-461, l a  dgmonstration 
I 

dR la règle  3 peut-être effectuée à p a r t i r  de l a  représentation par t i -  

+ cut iare  de l a  matrice A déf inie  par (1-45). 
r- 1 - i 

Les matrices 4 e t  ( A ~ =  - L Ari Ai kir) é tan t  inversi" os . .  i= 1 

par hypothèse, l a  matrice A-' peut-être définie ,- ,, , 

b 
s %el le  que : 

- X -  - a 

- 1 - - Q 4 + Ar;]-' G~~ a i l  
* .  

En expl ici tant  Q l l ,  a l ê  e t  G2, par rapport aux matrices 

j = 1 ,  2 ,  . . . , r ,  nous retrouvons l e s  re la t ions  (1-561, 

(1-58) e t  (1-59) de l a  règle 3 .  

a i  A e s t  une matrice FCm, FCFPIG, FCFE ou FCFEG, l a  matrice 
T 

(A  + A ) est respectivement de même forme. 



Le forine en f l s c h e  de l a  m a t r i c e  c a r a c t t r i s t i q u e  A d 'un  

processus permet de cons idé re r  c e l u i - c i  ddcooiposé en sous-systÈmes 

dont l e s  ma t r i ce s  c a r a c t é r i s t i q u e s  s o n t  b locs  diagonaux de A ( f i g .  4). 

Le s e u l  sous-systÈme connecté  avec t o u s  l e s  a u t r e s ,  l e s  in te rconnexions  

é t a n t  d g f i n i e s  pa r  l e s  b l o c s  hors  diagonaux de A ,  e s t  d i t  coordonnateur  

O U  sous-systzme de "pointe" .  

F ig .  4 : S t r - ~ c t u r e  h i é r a r c n i s s e  à 2 c i v e a 3 u  a s s o c i i e  

2 une n a t r i c e  c a r a c t g r i s t i q u e  en f l è c h e  gpa i s se  

d'orcire r .  

7 rn f a i t ,  l a  i ~ c o r n p o s i t i o n  en sous-sys tsaes  du pr;cessui n ' e s t  

pas lmiqxe. i a  r e p r g s e n t a t l o n  zàopc5o oerxe t  msLgr4 toc: de r k à s i r e  1s 

mnUre i-ornant 5e -z runècr rs  a r o i t r a i r e s  ( e n  ixpcsant  c e r s a i n s  à ' e z t r e  
a., -AL . 2c.u- a v o i r  l a  -or23 o r i g i n a l e  I n  f;$che) <O=: ii - s a  znn- ,,,I- ~CXFL,? 

I .  3 0 ~ r  t o ü t e  Stuat ef foc tu5o  s ~ a r t i r  de la i op rksen taz i cn  i'sta; Ses 

9rOCeSS'iJ. 



171-2-2-5 P x o p ~ é t é  5 (PSI : Ghaphe asaocii? à une ...................... ---------------- 
maifüce en dLèche. ----- ------ ----- 

Considérons l e  cas g6néral  où l a  matr ice  A e s t  en forme en 

f l s c h e  $paisse  d ' o r d r e  r .  L 'associa t ion  3 chaque sous-systtme Si ,  

c a r a c t é r i s i  par  A:: , d  i = 1 ,  2 ,  . . . , r, d'un point  n o t i  ( i )  e t  ii 
A. L 

chaque l i a i s o n  Si + S c a r a c t é r i s s e  pa r  A i j ,  d 'une flache o r i e n t h e  
j ' 

du point  ( i )  vers l e  point  ( j  ) , conduit au g r a ~ h e  d i t  a s s o c i s  à l a  

matr ice  A ,  r ep résen t s  f i g .  5 .  

Fig. : Graphe associé  à une metrice A en 

FCPE d 'o rd re  r. 

Celui -c i ,  dgpend&?t du p a r t i t  ionnanent 2e l a  matr ice A ,  

n ' e s t  $videment  pas -mique, mais pe,rnet Se d i t e n - i n e r  12 c l a s s e  6es 

sous- systzmes ou d'ensembles et soüs-sys tk ics  suscept LY l e s  C 'ê t re  

re tenus  corne sous-systPne cnordoncateln, v o i r  I I I -2 -b .  



777-2-3 Pusage aux dotvne?l cananiquu en dlêche 

Le dgveloppement des  p r o p r i é t é s  des  d i f f é r e n t e s  formes 

canoniques en f l è c h e  cons idérées  dans l e  paragraphe précédent  a i n s i  

que l ' e x p l o i t a t i o n  de c e l l e s - c i  pour  l ' a n a l y s e  e t  l a  synthèse  de 

grande dimension dans l e s  t r o i s  c h a p i t r e s  ( I I ) ,  (III) e t  (IV), néces- 

s i t e n t  l a  dé termina t ion  de  l a  ma t r i ce  de passage q u i  t ransforme l a  

mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  du  système é t u d i é  en une ma t r i ce  en f l è c h e  

mince ou é p a i s s e  d é f i n i e  dans (111-2-1). 

Des s o l u t i o n s  p a r t i e l l e s  à ce problème complexe sont  proposées 

dans l e s  c h a p i t r e s  s u i v a n t s  pour de l a r g e s  c l a s s e s  de processus non 

l i n é a i r e s  monovariables o u  m u l t i v a r i a b l e s  du t y p e  in t e rconnec té .  La 
i 

recherche de r 6 s u l t a t s  pouvant s ' i n t e r p r é t e r  physiquement nous a condui t  

à f a i r e  a p p a r a î t r e  l e s  m a t r i c e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  des sous-systèmes 

composants, dans l e s  b l o c s  diagonaux de l a  ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  du 

processus .  

Nous envisageons dans c e  paragraphe de p r é s e n t e r  deux méthodes 

permettant  de résoudre l e  problème du passage aux formes canoniques en 

f l è c h e .  La premiere,graphique, d é f i n i t  l e s  b l o c s  diagonaux de l a  ma t r i ce  
?r 

en f l è c h e  correspondant à une ma t r i ce  A quelconque comportant des  

b locs  ho r s  diagonaux quelconques. La seconde méthode e s t  ana ly t ique .  

11 7 - 2 - 3- 1 bdZ;thode ghaphiguci -------- -- -- -- 
C e t t e  méthode e s t  basée sur une p r o p r i é t é  s t r u c t u r e l l e  des 

processus .  En e f f e t  en a s s o c i a n t  un graphe a s s o c i é  ( ~ 5 )  à une ma t r i ce  

quelconque A ,  il e s t  t o u j o u r s  p o s s i b l e  de r e p é r e r  un coordonnateur ,  

e t  l e s  sous-systemes ou l e s  ensembles des sous-syst$mes in t e rconnec té s  
4 

au  coordonnateur.  

L a  f i n e s s e  de l a  forme en  f l è c h e  e s t  d ' a u t a n t  p l u s  grande 

que l e  nombre d'ensembles de sous-systèmes in t e rconnec té s  au  coordon- 

na t eu r  e s t  important e t  que l e  nombre de b locs  ho r s  diagonaux de A 

e s t  grand ( v o i r  111-2-3-2-2). 



Cette méthode, simple, permet un condit ionnement rapide 

des matrices quelconques, comme 1 ' illustre l'exemple ci-dessous. 

Considérons le processus décrit par la matrice A partitionnée 

en blocs Aij,*li,j = 1, 2, 3 ,  4, 5 ,  6 telle que : 

Il vienz le graphe associé (P5) 

F ~ E .  6 : Grzphe zssocii 5 1- netrice A - 
iifinie par (1-CL) 



e t  l e  graphe a s sac i6  condensé f a i s a n t  a p p a r a î t r e  des  ensembles 

de sous-systèmes f ( l ) ,  ( k )  1 ,  { ( 2 ) ,  ( 5 )  1, ( ( 6 ) )  i s o l g s  ou i n t e r -  

connectgs a u  coordonnateur ( 3 )  : 

Fia. 7 : Graphe condensé a s s o c i é  à l a  m a t r i c e  A 

d é f i n i e  p a r  (1-64) 

Aussi ,  cour  l e  p a r t i t  ionnement f i x é  au  déoa r t  , on o b t i e n t  

l a  FCFE a s s o c i é e  à l a  ma t r i ce  A ,  no tge  FCFS ( A )  : 

L A 

avec l e s  n c t a ~ i o n s  (1-66) su ivan te s  : 



Remarque : 

La matrice FCFE (A) obtenue est la plus "fine" possible 

par rapport à la décomposition imposée au départ de A (voir 111-2-3-2-2). 

Nous pouvons déterminer simplement d'autres formes canoniques 

en flèche plus épaisse que la précédente en consid6rant;par exemple, 

les ensembles de sous- systèmes suivants : {& 1 ,  &331 et 

{dk41 OU encore {Jt, , } ,  fJt33,Jt41i} etc.. 

111 -2 -3-2  Méthode _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  a d y Z i q g g  _ _  
Considérons une matrice A partitionnée en blocs Aij , 

i,j = 1 ,  2, . . . , r, dont les blocs diagonaux sont des matrices 
sous forme compagnon. Cette hypothèse n'est pas restrictive lorsque 

le processus S étudié est linéaire de la forme : 

S : ~b(t)] = A x(t) + Bu. ( 1-67) 

Dans ce cas, il est possible [58] , de décomposer le 
système S en r sous-systèmes gouvernables par une seule entrée, en 

un nombre de sous-systsmes gouvernables égal au nombre d'entrdes, ou 



encore en sous-systèmes monosortie observables.  Des algorithmes de 

transformation de l a  reprgsenta t ion  ( 1-67) sont  développ6s dans [58] 

e t  font a p p a r a î t r e  l e s  b locs  diagonaux de l a  matr ice p a r t i t i o n n é e  A ,  

sous forme compagnon. 

S ' i l  e s t  poss ib le  de t rouver  un changement de base permettant 

de transformer l a  matr ice sous forme compagnon en une matrice en 

f lèche  mince, il e s t  a l o r s  poss ib le  de décomposer l e s  systèmes S en 

sous- sys t  $mes admettant une matrice c a r a c t é r i s t i q u e  en f l èche  mince. 

La p ropr ié t é  ( ~ 6 )  é t a b l i e  dans l e  paragraphe (111-2-3-2-1) 

suivant montre que c e l a  e s t  poss ib le .  Mais l e s  méthodes de décomposition 

proposées dans [58] ne sont  va lables  que pour l e s  processus l i n é a i r e s .  

Le problème du passage aux formes canoniques en f l èche  r e s t e  à ce 

niveau, e n t i e r  pour l e  cas des processus non l i n é a i r e s .  

Il e s t  poss ib le  malgré t o u t  d ' u t i l i s e r  l e s  algorithmes 

de passage é t a b l i s  dans [58] , lorsque  l ' é t u d e  e s t  menée à p a r t i r  

d'une matr ice  A c a r a c t é r i s t i q u e  du processus p a r t i c u l i è r e  e t  p a r t i -  
N N ry N + 

t ionnée en 4 blocs Ali, A12.  A2, e t  A22 t e l s  que A l l  e s t  une matr ice  

constante e t  l e s  matr ices A l 2 .  A2, e t  A22 génEraiement non l i n é a i r e s .  
n. 

En e f f e t ,  l a  matr ice  A l l  e s t  l i n é a i r e  ; il e s t  donc poss ib le  
rV * "-1 Y - 

de t rouver  un changement de base Pl  t e l  que l a  matr ice A l ,  = (P l  A l l  P l )  

s o i t  une matrice compagnon. 

Un deuxième changement de base P2 conduit à l a  forme en 
-'-1 % - 

f lèche  mince pour l a  matr ice P2 A , ,  P2. 

A p a r t i r  de transformations klémentaires,  il e s t  donc poss ib le  

de r ep résen te r  l e  processus non l i n é a i r e  p a r  une matr ice  c a r a c t é r i s t i q u e  

en f lèche  mince généra l i sée  ; une représen ta t ion  du processus pa r  une 

matrice c a r a c t é r i s t i q u e  en f lèche  épaisse  peut -ê t re  obtenue de l a  même 

façon que précédemment. 



111-2-3-2-1 Cu d'une muahice compagnon 

Considérons l e  système Si r é g i  par l e  système d 'équations 

Ti ( A ,  t , yi( t ) , P) ' lie poiynÔme carac- pour l eque l  nous notons par  

t é r i s t i q u e  instantané" ' de Aiiy  d é f i n i  par  : 

n 
i ,i 5' ( t ,  yi(t), e,  A )  = + a ( t ,  y<( t ) ,  P )  A'-' i ( 1-69] 

j.5 " i j  

e t  par 1 ( A ) l e  polynôme de degré (ni- 1 ) . dépendant de paramètres 
i 
a 

j j 
ou ui , i = 1 ,  2 ,  . . . , n -1  pouvant ê t r e  cho i s i s  arbi t ra i rement  

j i 
t e l  que : 

Propr ié té  P6 : 

Le choix du vecteur x . ( t )  dé f i n i  par : 
1 

comme nouveau vecteur é t a t  du système Si déc r i t  par  1 - 6 7 ) ,  t e l  que : 



j = 1, 2, . . . , n = l  réels ou complexes distincts (il ajj i 

conduit à une nouvelle description du système Si dont la matrice 

caractéristique notée A (t , x(t) , IP) est une matrice en flèche ii 
mince : 



avec l e s  no ta t ions  : 

i 
a. = [ ( A  - a i . )  X.- '(A)]~ = ai , V j = 1,2 ,... ,n-1 

J ni J J  1 
( 1-76] 

J j i 

i 
a ( t ,x i ( t ) ,e )  = - 9 ( t ,  x i ( t ) , p , a t )  , 7 j = 1,2 ,... ,n-1 
n j i J J  

( 1-77) 

Remarque : 

L'étude du processus d é c r i t  par  (1-68) peut donc ê t r e  conduite  

à p a r t i r  de l a  reprgsenta t ion  en f l è c h e  mince ( 1-75) dépendant de 

(n-1 ) paramètres d i s t i n c t s  pouvant ê t r e  cho i s i s  a rb i t r a i r ement .  C e  . . 
nombre devient  au  p lus  é g a l  à 2(n-2) s i  l ' o n  prend z i ( t )  = pl1 x i ( t )  

i i avec P = diag  {P'.), comme nouveau vecteur d ' é t a t .  
J J  

1 1 1 - 2 - 3 - 2 - 2  Ca d'une mu%ice p w o n n é e ,  dont lu 
r beocd diagonaux  ont  de^ mattUca compagnon 

Soi t  l e  processus d é c r i t  pa r  : 



rur ry 

~ ( t ,  y ( t )  P)  = ( A i j  ( t ,  y ( t ) , ~ )  é t a n t  une matrice p a r t i t i o n n é e  dont 

l e s  blocs diagonaux sont des matrices compagnon. 

Considérons, comme précédemment,la t ransformation dans l ' e space  d ' é t a t  : 

1 i avec P' = diag ( P  1 (1-81) 

qui conduit à une nouvelle matrice c a r a c t é r i s t i q u e  A ( . )  : 

t e l l e  que A.  . ( t  , x ( t ) ,  P) est une matrice en f lèche  mince, d i = 1 , 2 , .  . , F I ,  
11 

sont  des matrices c a r a c t é r i s a n t  l e s  interconnexions,  i # j = 1,2, .  .r.' 

Selon l a  complexité des i n t e r a c t i o n s ,  p lus ieurs  formes en 

f lèche  d i f f é r e n t e s  peuvent ê t r e  adoptées pour mener l ' é t u d e ,  en e f f e t  

considérons l a  matrice d é f i n i e  pa r  (1-83), p a r t i t i o n n é e  en blocs 

de dimensions adéquates (en désignant l e s  s c a l a i r e s  p a r  de p e t i t e s  

l e t t r e s ,  l e s  vecteurs e t  l e s  matrices par  de grandes l e t t r e s )  : 



de permutationssur l e s  l ignes  e t  l e s  colonnes de l a  matrice A ,  conduit 

pour l e  même processus à l a  nouvelle matrice c a r ac t é r i s t i que  A '  d é f i n i e  

pa;r : 

dont l a  forme e s t  en f lèche mince ,généralisée d 'ordre ( n  - nr - r + 2 ) .  

1 Il e s t  donc poss ible ,  en permutant ce r ta ines  composantes 

I du vecteur é t a t  d'augmenter l ' o r d r e  de l a  forme en f lèche.  Nous di rons  

I dans ce c a s ,  que l a  nouvelle forme en f lèche e s t  p lus  f ine  que l a  

précgdente. De l a  même manière, nous dirons qu'une forme en f l sche  

e s t  d ' au tan t  p lus  épaisse  que son ordre  e s t  p e t i t .  



Le choix d'une p a r t  d'une méthode d 'é tude  de l a  s t a b i l i t é  

des systèmes de grande dimension et  d ' a u t r e  p a r t  d'une rep résen ta t ion  

du processus adaptée à c e t t e  méthode cons t i tue  un  problème g6n6ralement 

t r è s  complexe. 

La mise en forme, en f l è c h e ,  des matr ices  c a r a c t é r i s t i q u e s  

des processus,  r e q u i e r t  pour ceux-ci, une s t r u c t u r e  h i é r a r c h i s é e  

à deux niveaux dépendant d'un c e r t a i n  nombre de paramètres pouvant 

ê t r e  c h o i s i s  a rb i t r a i r ement ,  e t  c o n s t i t u e  un o u t i l  mathématique simple 

e t  puissant  f a c i l i t a n t  l e  conditionnement de l a  r ep résen ta t ion  pa r  

rapport  à l a  methode d ' é tude  cho i s i e  pour l e  processus.  

Le f a i t  de f i x e r  l e s  paramètres a r b i t r a i r e s ,  dont dépend 

l a  matr ice en f l èche ,  nous conduira,  par  l a  s u i t e ,  à l ' é t ab l i s sement  

d ' i n t e r p r é t a t i o n s  physiques, f r é q u e n t i e l l e s  e t  graphiques des r é s u l t a t s  

obtenus. 
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"COWTTIUNS SUFFISANTES DE STA81LITE 

DES SYSTEMES CONTTNUS NON LINEAIRES - 
CONJECTURE LINEAIRE" 

Ce c h a p i t r e  concerne l a  p résen ta t ion  d'une approche o r i g i n a l e  

de l a  s t a b i l i t é  des processus non l i n é a i r e s ,  non s t a t i o n n a i r e s  en prgsence 

de pe r tu rba t ions .  

L'étude u t i l i s e  l a  méthode de LYAPUNOV [ l ]  e t  l e s  techniques 

d 'agrégat ion  121 ; l a  d i f f i c u l t é  inhérente  au choix d'une fonct ion  

candidate à LYAPUNOV ou d'une fonction d 'agrégation du type  norme 

v e c t o r i e l l e ,  e s t  s i m p l i f i é e  pa r  l ' u t i l i s a t i o n  d 'une rep résen ta t ion  

p a r t i c u l i è r e  remarquable des processus. 

La recherche de condit ions s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  des 

processus t e l s  que l a  conjec ture  du l i n é a i r e  s o i t  v é r i f i g e ,  nous a 

conduit à l a  d é f i n i t i o n  de l a r g e s  c l a s s e s  de processus admettant l a  

même matrice c a r a c t é r i s t i q u e  que l e s  systèmes de comparaison correspon- 

dant s ( r e l a t i f s  aux fonct ions  d '  agrégat ion)  . 
Nous é tab l i s sons  dans une première p a r t i e  de ce c h a p i t r e ,  

des c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  pour des c l a s s e s  importantes de processus 

t e l s  que l a  matr ice a i t  s e s  éléments non l i n é a i r e s  i s o l é s  dans une seu le  

rangée ; l e  cas généra l  où l e s  éléments non l i n s a i r e s  sont  i s o l é s  dans 

k rangées (k ,< n )  de l a  matr ice c a r a c t é r i s t i q u e  du processus e s t  é tud ié  

dans une deuxième p a r t i e .  



1 - CAS D E S  PROCESSUS ADEtIETTAM UNE MATRICE C A R A C T E R I S T I 3 E  lDENTT2UE 

A CELLE DU SYSTEME DE COMPARAISON - CONJECTURE DU L I N E A I R E  

Dans c e t t e  sec t ion ,  sont é t a b l i e s  des condit ions su f f i s an t e s  

de s t a b i l i t é  des systèmes du type LUR'E POSTNIKOV a i n s i  que des systèmes 

admettant une matrice c a r ac t é r i s t i que  en f l èche  identique à c e l l e  du 

système de comparaison correspondant, e t  t e l s  que l a  conjecture du 

l i n é a i r e  s o i t  vé r i f i é e .  

Plusieurs t ravaux concernant l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  des 

systèmes du type LUR'E POSTNIKOV, en p a r t i c u l i e r  l e s  travaux de LUR'E 

e t  POSTNIKOV [3] , d1AIZERMAN 143 , de POPOV [6] e t  de GRUJIE [7] , 
conduisent à des r é s u l t a t s  importants de mise en oeuvre simple en 

pra t ique . 
AIZERMAN [Ir] a  émis l 'hypothèse que l e s  systèmes du type 

LUR'E POSTNIKOV possèdent l a  p ropr ié té  de s t a b i l i t é  absolue dans t ou t  

domaine dans lequel  l e  système l i n é a i r e  correspondant e s t  s t ab l e .  

PLISS [ 5 ]  a  montré qu'en général  c e t t e  conjecture n ' e s t  pas 

vé r i f i ée  e t  p lus ieurs  auteurs 17, 9 ,  10, 1 1 , 12, 13, 141 ont é t a b l i  

des conditions nécessai res  e t  su f f i san tes  de s t a b i l i t é  absolue pour des 

c lasses  pa r t i cu l i è r e s  de processus. 

Dans c e t t e  p a r t i e  l e s  c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  basés su r  l e  

concept des normes vec to r i e l l e s  é t ab l i e s  par  BORNE e t  GENTINA [8] qui  

génkraïisent  l e  lemme de KOTELYANSKI [16] pour de l a rges  c lasses  de 

systèmes non l i n é a i r e s ,  associés  à l a  représenta t ion en f lèche des 

matrices ca rac té r i s t iques  des processus é tud iés ,  conduisent à de nouveaux 

c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  f a c i l e s  à mettre en oeuvre auss i  bien pour l ' ana ly se  

que pour l a  synthèse comme nous l e  montrerons au Chapitre III. 

L 'appl ica t ion de ces t e s t s  de s t a b i l i t é  aux systsmes du 

type LUR 'E POSTNIKOV mono- en t r%e  mono-sortie ou m u l t  i va r iab les  du type 

interconnecté conduit à des conditions suf f i san tes  de s t a b i l i t g  f a i s an t  

apparaî t re  séparénent l e s  ca rac té r i s t iques  des sous-systemes e t  l e s  

paramètres dkf inissant  l e s ,  interconnexions. 



Pour p réc i se r  une méthode d'étude de l a  v a l i d i t é  de l a  

conjecture du l i n é a i r e  nous considérons l e s  systèmes d é c r i t s  par  

1 ' équation 

t e l l e  que l a  matrice ca rac té r i s t ique  A ( t  , x ,  P) notée A ( . ) ,  d'éléments 

a i j ( t ,  x ,  P ) ,  notés i j . , i ,  1 ,  2 ,  ..., n ,  généralement non 

l i n é a i r e s ,  s o i t  une matrice en f lèche dont l e s  éléments non l i n é a i r e s  

sont i s o l é s  dans une l igne  ou colonne. 

La recherche d'un système de comparaison d 'o rdre  maximum, 

égal  à l ' o r d r e  n  du système é tud ié ,  dont 1 '6volution e s t  ca rac té r i sée  

par une matrice identique à A ( .  ) , associée à l ' u t i l i s a t i o n  du c r i t è r e  

pra t ique de BORNE e t  GENTINA [8] conduit à l a  dé f in i t i on  de plus ieurs  

c lasses  de processus non l i n é a i r e s  hiérarchisés  à deux niveaux pour 

lesquels  il y a  v a l i d i t é  de l a  conjecture du l inGaire .  

1- 1 - 1 Eléments non einé&cu do lé^ dam la dezniètre 

Ligne ou colonne de A ( . ) 

Théorème (II- 1 ) 

( a )  Le processus dé f in i  par ( 11-1 ) , admettant une matrice 

ca rac té r i s t ique  A ( . )  en f lèche mince (1-43) d 'ordre n ,  t e l l e  que : 

( i l  l e s  é léaents  ai i ,  Y i = 1,2,. . . ,n-1, de l a  matrice 

A (  . ) sont constants e t  néga t i f s .  

(ii) tou tes  l e s  non l i n é a r i t é s  sont i solges  dans l a  

dernière l igne  ou colonne de A ( . ) .  

(iii) tous l e s  iléments hors diagonaux de A (  . )  sont non 

néga t i f s  

e s t  asymptotiquement s t ab l e  s  'il ex i s t e  E < O e t  - c e i s  que: 



b )  S i  de p lus  X = Rny l a  s t a b i l i t é  e s t  g lobale .  

Théorème QI-2) 

( a )  Le processus d é f i n i  p a r  ( I I - l ) ,  admettant une matrice 

c a r a c t é r i s t i q u e  A ( . )  en f l èche  mince géngra l i sée  d 'o rd re  r 

( 1-44) , t e l l e  que : 

( i> l e s  éléments a.  ., v i = 1.2,. . . ,r- 1 de l a  matr ice A (  . ) 
II 

sont  cons tants  e t  n é g a t i f s  

( i i) t o u t e s  l e s  non l i n é a r i t é s  sont  i so lges  dans l a  de rn iè re  

l i g n e  ou colonne de A (  . )  

(iii) t o u s  les éléments hors diagonaux de A ( . )  sont  non 

n é g a t i f s  - - 

e s t  asymptotiquement s t a b a e  s ' i l  e x i s t e  E < O e t  x - t e l s  que: 

r-1 Ar . ( . ) .A .  ( . )  
( -1  y-+1 det ( A,, ( . ) - L J r  12 - E 

j = 1  "j j 

(b) S i  de plus X = Rny l a  s t a b i l i t é  e s t  g lobale .  

( a )  Le processus dé f in i  pa r  ( I I - l ) ,  admettant une matrice 

c a r a c t g r i s t i q u e  A(.) en f l èche  épa i s se  d 'o rd re  r d - f in ie  

par  (1-45) avec : 



t e l l e  que : 
- 

( i l  l e s  éléments a' ii ' v i  = 1,2 , .  .. ,ni-1 , v  j = 1 ,2,.. . ,r-1 , 
de l a  matr ice  A (  .),  sont  cons tants  e t  néga t i f s .  

( i i )  t o u t e s  l e s  non l i n é a r i t é s  sont  i s o l é e s  dans l a  de rn iè re  

l i g n e  ou colonne de A( . )  

( i i i )  t ous  l e s  éléments hors diagonaux de A ( . )  sont  non 

n é g a t i f s  . 
e s t  asymptotiquement s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  E < O e t  X t e l s  que: 

V ( t ,  x , P )  f zzxs F 

( b )  S i  de p lus  = R~ l a  s t a b i l i t é  e s t  g lobale .  

Démonstration 

Les systèmes d é f i n i s  aux théorsmes ( 1 1 - 1  ) , ( 11-21 9 ( 11-31 

ont  l e u r  matr ice c a r a c t é r i s t i q u e  A ( .  ) à éléments non diagonaux non 
T 

n é g a t i f s .  So i t  z  = [ z l ,  z2 ,  ..., zn ] E  q n , e t  
T 1.1 = [ I l  I l  - - .  lzn13 , il v i e n t  pour l a  norme p(  z )  = 1 z 1 



un système de comparaison de la forme : 

d - ( 2 )  = M(A(.) ) z dt 

avec 

M(A(.) ) z A(.) 

Comme les éléments non linéaires de la matrice A ( . )  sont 

isolés dans une seule ligne ou colonne, une condition suffisante de 

stabilité asymptotique pour le système de comparaison est que la matrice 

A(. ) soit l'opposée d'une M matrice [15] . Les théorèmes (11-1 ) , (11-2) 
et (11-3) sont alors déduits des conditions de KOTELYANSKI [16] ; en 

accord avec GANTMACHER [16] , en notant A (  . ) (i: : 3 le déterminant 
du mineur principal de A(.) d'ordre h, ces conditions correspondant 

à la vérification des inégalités suivantes : 

il vient pour les divers théorèmes présentés les conditions équivalentes 

respect ives suivant es : 

+ théorème (11-1) : 

(-1)" det ( A ( . )  ) 3 - E v(t, x,P) E ZLX *p 



i-i 
V 



(i)  ( i l  ( i l  
l e s  matr ices F l l ,  Q 1 2 ( . ) ,  m a l ( . ) ,  a**( . )  é t a n t  d é f i n i e s  confor- 

mément aux no ta t ions  (1-46) e t  (1-47) , d t C % , v x f IX> ' P 

ce qui  démontre l e s  théorèmes (II- 1 ) , (11-2) e t  ( 11-31 . 

1 - 1 - 2  €lénie& non f inéaiha  , b o l &  dam une. figne ou une 

colonne qudconyue de A ( . ) 

Les opéra t ions  sur l e s  ma t r i ces ,  u t i l i s é e s  a u  paragraphe 

précédent ,  sont  encore app l i cab les ,  sous c e r t a i n e s  cond i t ions ,  pour 

l ' é t u d e  des s ignes des p a r t i e s r é e l l e s  des va leurs  c a r a c t é r i s t i q u e s  

de l a  matr ice  c a r a c t é r i s t i q u e  A ( . )  dont l e s  éléments non l i n é a i r e s  

sont  i s o l é s  dans une l i g n e  ou une colonne quelconque. 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous é tudierons  l e  cas généra l  correspondant 

aux processus admettant une matrice c a r a c t é r i s t i q u e  A ( .  ) en f l è c h e  

mince géngra l i sée  d 'o rd re  r d é f i n i e  par  (1-45) e t  ( 11-5). 

En désignant pa r  k l a  l i g n e  ou l a  colonne non l i n é a i r e  de 

A (  . ) , nous supposerons sans r e s t r e i n d r e  l a  g é n é r a l i t é  de 1 'étude envi- 

sagée,que : 

En e f f e t ,  il e s t  évident  que,pour k d é f i n i  p a r  : 

une permutation s u r  l e s  (n-r+l ) dernières  composantes du vecteur  

é t a t ,  permet d ' i s o l e r  l e s  éléments non l i n é a i r e s  dans l a  dernière  l i g n e  

ou colonne de l a  nouvelle matr ice c a r a c t é r i s t i q u e  (obtenue après l e s  

t ransformations envisagées ) . 



Théorème (11-4) 

' (a )  Le processus d é f i n i  par  (11-1)  e t  (1-44) admettant une 

matr ice  c a r a c t é r i s t i q u e  A (  . )  en f l èche  mince généra l i sée  d 'o rd re  r 

(1-44),  dont l e s  élements non l i n é a i r e s  sont  i s o l é s  dans l a  k-ième l i g n e  

ou colonne, avec k < r ,  t e l l e  que : 

( i)  l e s  éléments a vi=1,2, .  . . ,k-1 ,k+1 ,. .! ,y,. .! ,n de- l a  i i 
matrice A ( .  ) sont cons tants  e t  n é g a t i f s .  

( i i i )  t o u s  l e s  éléments hors diagonaux de A (  . ) sont  non 

n é g a t i f s .  

e s t  asymptotiquement s t a b l e  s ' il e x i s t e  E < O et %tels - 
(i  ( i )  

r-1 A r . ( . )  A .  ( . )  ( i l  - ( - i l i  det  ( Arr 
J r  ) 2 - €  

j = 1  a j j ( . )  

Remarques : 

1 - Le théorème (11-4) peut ê t r e  démontré de l a  même manière 

que l e  théorème (11-2) , à p a r t i r  descontra in tes  ( 11-1 5 )  e t  ( 11-1 6), 

en remarquant que, pour l e s  processus é tud iés  (k-ième l i g n e  ou colonne 

non l i n é a i r e ) ,  l a  f a c t o r i s a t i o n  du premier membre de 1' i n é g a l i t é  (11-1  6 )  

pour ob ten i r  l a c o n t r a i n t e ( l l - 1 7 ) ,  e s t  encore poss ib le  lorsque l a  

condi t ion  (11-22) e s t  v é r i f i é e .  

2 - Les théorèmes (11-1) e t  (11-3) peuvent ê t r e  aisément 

généra l i sés  au cas  où l e s  élgments non l i n é a i r e s  de l a  matr ice A (  . ) ,  

c a r a c t é r i s t i q u e  en f l èche  des processus  é t u d i é s ,  sont  i s o l é s  dans 

une l i g n e  ou une colonne quelconque, comme l e  montre l 'exemple é t u d i é  

au  paragraphe (1-1-3-3). 



1-1-3 E x r ~ p l ~  

1-7-3-1 Exemple (11-71 : EXude d'un byb-tèrne dynamiqgg ---- ........................ ------- ---- 
c o m p l e x e  --- ---- 

n 4  

S o i t  A (  t ,y )  l a  ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  à l ' i n s t a n t  t 

d 'un  processus d é f i n i e  p a r  : 

avec y 6 R3, vec teu r  é t a t  à i f  i n s t a n t  t E S , ~ ( t ,  Y )  e t  V ( Y ) ,  

f onc t ions  non l i n é a i r e s  d é f i n i e s  p a r  : 

u ( t ,  Y )  = cos 12t 1 ]y1 1 1 ( 11-25 ) 

1 + 2 11ylI 
v ( y )  = 

1 + I IYI I 

La d e s c r i p t i o n  du même processus  p a r  r appor t  au  vec t eu r  

état  x obtenu Fi p a r t i r  de y pa r  l a  t r ans fo rma t ion  l i n é a i r e  s u i v a n t e  : 

conduit  à l a  d é f i n i t i o n  d ' une  nouvel le  ma t r i ce  c a r a c t i r i s t i q u e  ~ ( t , x )  

en f l èche  mince d ' o r d r e  3 dont l e s  i l êments  non l i n é a i r e s  sont  i s o l é s  

dans l a  d e r n i è r e  colonne de A ( t ,  x )  , e t  dont l e s  élgments hors  diagonaux 

sont  non n é g a t i f s .  



L ' a p p l i c a t i o n  du théorème (11-1) montre que pour g a r a n t i r  

l a  s t a b i l i t i  g loba le  il s u f f i t  de v é r i f i e r  l a  c o n t r a i n t e  s u i v a n t e  : 

1 - 2 v ( / l ~ x l l )  - u ( t , l l p x l l >  4 € < O 

qu i  e s t  s a t i s f a i t e  tl (t 3x1 6 € s g3 picsque: 

l u  (t, j I ~ x j 1 ) 1 s  1 e t  v ( l l ~ x J l )  > 1 

Le processus  é t u d i s  e s t  donc globalement s t a b l e .  

1- 1-3 -2  Exemple (1 1-2 ) : €.tude du cornpottement dynamique ---- ...................... ---------- ---- -- 
d u  k é a c t e w ~  nucléaihei, ........................ 

Le processus de f i s s i o n  n u c l é a i r e ,  de l i b é r a t i o n  d ' i n e r g i e ,  

s  'exprime [ 171 p a r  l e s  équat ions  d i f  f é r e n t i e l l e s  s u i v a n t e s  : 

qui  c a r a c t é r i s e 3 t  l f é v o l u t i c n  tempore l le  d2 la dens i s5  neut ronique  c eV 

donc àe  l ' gnerg io  c z l o r i f i q u e  a6gogSe. 

k : f a c t e u r  ie x i l t i g l i c ~ t i o n  :qü i  exp r ine  I7si,- . ,ent?t l g n  

52 1- l e n s i t 4  neü i ron iq re  2cndart  1% A,r$e d ' . ~ r e  

gSz<rat im) i k  > 2 )  



Bi : pourcentage des neutrons retardés du ième groupe (B > 0)  i 

ci : densité des noyaux émetteurs du ième groupe (ci > 0) 

m : nombre de groupe de neutrons re tard&, en $én;ral ggal 

à 6 (m = 6) 

S : puissance de l a  source aux i l i a i r e  de neutrons 

Ai : constante radioactive des noyaux &metteurs du ièm 

groupe A > O) 9 
En fonctionnement normal, k f luc tue  e t  doi t  toujours ê t r e  

maintenu* au voisinage de 1 1171 . Nous considérons donc l e  facteur  

de multiplication k non l inéa i re  

L'étude.de la  stabUit& d'un tel. prorressus peut ê t r e  

edmawrixkqaa s&am 



où x = [cl,  c2,  f 3 ,  f 4 ,  c5,  1 * c %' e s t  l e  vecteur é t a t  

e t  A(k ( . )  ) e s t  une matrice en f lèche mince d 'ordre  6 dans l aque l l e  l e  

fac teur  de mul t ip l ica t ion n '  apparaît  que dans l e s  expressions des 

éle$aents de l a  dernière  colonne. 

Par appl ica t ion du théorème ( I I - l ) ,  l a  s t a b i l i t é  du processus 

e s t  assurée par : 

Ainsi, lorsque l a  r é a c t i v i t é  p ,  d é f i n i e  par : 

e s t  négative,  ou encore lorsque l e  rhacteur e s t  en regime sous c r i t i q u e  

[17], l e  processus de f i s s i o n  nucléai re  e s t  asymptotiquement s t a b l e .  

L'exemple ( I I - ~ )  cons t i tue  une i l l u s t r a t i o n  de l ' é tude  de l a  

s t a b i l i t é  des processus d 'ordre  n ca rac te r i sés  par des matrices A( t , x )  

en f l èche  épaisse d 'ordre  r ,  l e s  éléments non l i n é a i r e s  é tant  i s o l é s  

dans une l igne  ou colonne quelconque, repérée par k : k s n t .  

Soit  A ( .  ) l a  matrice ca rac té r i s t ique  d'un processus : 

composé de t r o i s  sous-systèmes S S e t  S de rcatr jcei  ca rac té r i s t iques  
1' 2 3 

respect ives  A l , ,  A22 e t  A 33 ' 



les interconnexions entre ces sous-systèmes étant définies par : 



avec a3i(t  ,x) b O <di = 1.2.7 V ( t , x )  6 % Sa 

La matrice A( . ) ayant ses  éléments hors diagonaux non 

néga t i f s ,  e t  ses  éléments constants exeeptés ceux de l a  troisième 

l i gne ,  l e  processus S e s t  asymptotiquement s t ab l e  s ' i l  ex i s t e  E < O 

e t  X t e l s  que l e s  conditions de KOTELYANSKI soient  vér i f i ées  : 

3 ( - 1 )  det A l ,  ( t  ,x) 3-E V ( t , ~ )  Xx (11-36) ~ 
7 ( - 1 )  det ~ ( t  ,x) a-E v ( t , ~ )  E. Cs% 

Si  l a  matrice A l  ( t  ,x) admet une inverse,  ( t  ,x)  B CL% 
A22 é tan t  invers ib le ,  il s e r a  a ïo r s  poss ible  de ca lcu le r  l e  déterminant 

de l a  matrice A ( t  ,x) en u t i l i s a n t  l a  propr ié té  Pl des matrices en flèche. 

O r ,  lorsque l a  contra inte  ( 11-36) e s t  s a t i s f a i t e  c 'est-2-dire 

que : 

- 1 
l a  matrice A ( t  ,x) ex i s t e  e t  e s t  dé f in ie  par : 1 1  

La  condition ( 11-37) devient a l o r s  : 1 
7 3 1 1 d e t A  = - 1 )  det A l l ( . ) ]  1 det A ~ ~ ] . . .  

3  - 1 1 ) det (Ag3  - A g l  A;: ( . ) A 1 3 ( . )  - A32 A22 A23)]  2-E (11-40) 



OU encore : 

s o i t  

c y t , x ) t G r X  

- '4?( .) .) 
( 11-42) 

des condit ions suffisantes de s tab i l i t é  asymptotique du processus 

peuvent alors s'exprimer simplement en fonction des aÎi ( . ) , )d i = 1,2,3,7 



1-2 SYSTE!*4ES --------------------------=---------------------------------- DECRlTS PAR DES EoUATlONS DTFFERENTlELLES SULAIRES 

L a  détermination des c lasses  de processus pour lesquels  l a  

conjecture du l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e ,  e s t  a i sée  lorsque l a  matrice 

ca rac té r i s t ique  admet l a  forme en f lèche ou peut s ' y  ramener à p a r t i r  

de transformations élémentaires ( v o i r  chapi t re  1). Lorsque l e  processus 

e s t  d é c r i t  par une iquation d i f f é r e n t i e l l e  s c a l a i r e ,  il e s t  en général  

poss ible  de représenter  son évolution par une équation m a t r i c i e l l e ,  

l a  matrice ca rac té r i s t ique  é t an t  sous forme compagnon. 

Le passage de l a  forme compagnon à l a  forme en f lèche 

é tan t  é t a b l i  au premier chap i t re ,  l a  recherche des c l a s s e s  des processus 

déc r i t s  pa r  des équations d i f f é r e n t i e l l e s  s ca l a i r e s  e t  vé r i f i an t  l a  

conjecture du l i n é a i r e  pour l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  devient  a i n s i  

possible.  

L a  forme p a r t i c u l i è r e  des condit ions su f f i s an t e s  de s t a b i l i t é  

obtenues permet une étude graphique de l a  s t a b i l i t é .  

1-2-1 Sqhtème monovartiable. déorrrrt pm une. équa,tLon 

&XXét~ent.ieUe non LLnéaLte 

Considérons l e  processus déc r i t  en régime l i b r e  par l ' équa t ion  

d i f f é r e n t i e l l e  suivante : 

T ! ' ) ( t )  ~i = 2 , . . .  ,n avec y ( t )  = [ y , ( t ) ,  y g ( t )  , . . . , y n ( t )  ] . y i ( t )  = Y,-, 
# 

e t  a i ( t ,  y ,  P) : Z x x 9 - R des fonctions généralement non 

l i n é a i r e s  ,yj=0, 1 , . . . ,n-i . 
En chois issant  y ( t )  comme vecteur é t a t ,  nous pouvons déc r i r e  

l e  processus par l e  système d i f f é r e n t i e l  suivant : 

d 

t e l  que l a  matrice A ( . )  s o i t  sous forme compagnon. 



L'évolution du s y s t b  peut atre d o r s  (PB) régie par 

1 '6qwtloa (11-46) : 

avec l e s  notations : 
n- 1 

# ( A )  = r[ (A - ail I 11-47 

i= 1 
n-1 

'(t, x, P , A )  )in + z si(*, r, P) )ii 
irO 

q t .  x. P. ai)  = - Ph. x. 9 .  ai) 
I 
@&."*@ 3# h g  , A  

Th&or&me (11-5) : 

(a) S'il existe  L > 0, % e t  ai satisfaisant l e s  inégalités 

a < a < ... < a  
1 2 ri- 1 < O ( 11-5 1 ) 



t e l s  que : 

( i l  - l n i  ( t ,  x ,  P ,  a.) z c 
1 

( 11-52] 

i = 1 ,2 ,  ..., n-i ; V t  c S ; V x GX 

l e  point  d ' é q u i l i b r e  x = O du système d é f i n i  pa r  (11-54) avec l e s  

no ta t ions  ( 11-48) est asymptotiquement s t a b l e .  

(b) S i  de p lus  x = Kn l a  s t a b i l i t k s t  g l o b d e .  

Démonstration 

Le théorème (11-5) peut ê t r e  dgmontré de l a  même manière 

que l e  théorème (11-1 ) en remarquant que lorsque  l e s  i n é g a l i t é s  (11-5 1 ) 

sont  v é r i f i é e s  nous avons : 
n- 1 

( - 1  )n-i+l r[ (a i  - a j )  > O V j  = 1,2, ..., n-1 (11-54) 

e t  que : 

s i  e t  seulement s i  : 

La matrice c a r a c t é r i s t i q u e  A ( . )  du système (11-46) e s t  dans 

ce cas t e l l e  que s e s  éléments hors diagonaux so ien t  non n é g a t i f s .  

Les éléments non l i n é a i r e s  é t a n t  i s o l é s  dans l a  de rn iè re  

l i g n e  de A ( . ) ,  l ' a p p l i c a t i o n  du théorème (11-1) conduit dans ce cas  

à l a  seu le  con t ra in te  : 



avec : 

à e t ( ~ ( t , x , ~ )  ) = ( - l l n  S(t, X ,  tP, O )  v t t x  ,v x e  Y (11-58) 

qu i  g a r a n t i t  l a  p r o p r i i t é  de s t a b i l i t i  asymptotique pour l e  processus .  

1-2-2 Couplage non f i n é a i t e  d ' u n  ~ q ~ t è m e  f i n é c h e  & d ' u n  

A u A ~ ~ ~ E  non h Z & z e  

Le systéme é t u d i é  e s t  supposi  d é f i n i  p a r  l ' i n t e r c o n n e x i o n  

de deux sous-systèmes S1 et  S2 dont l e s  = o r t i e s  s o n t  nothes r e s p e c t i -  

vement s t R e t  s2 E W . 
En l ' a b s e n c e  d ' e n t r é e s ,  l ' i v o l u t i o n  du processus  e s t  r i g i e  

pa r  l e s  gquat ions d i f f i r e n t i e l l e s  non l i n é a i r e s  (11-59) e t  (11-60) 

( 11-60) 

1 1 
avec a  , i O , , .  . n 1  , c .  c R , i =0,1,2 ,... ,n2-1 , i 1 

e 12 € O ,  , e a 1 E  {O, l}  , f(.) e t  g ( . )  des f o n c t i ~ n s ~ ~ n d r a l e m e n t  

non l i n s a i r e s  t e l l e s  que : 



Notations : 

n -1 2 
1 Ai 

R12 ( A )  = r Ci 

i = O  

n.-1 
1 i 

R~ ( A )  = r[ ( A  - a.) V i  = 1,2 
J 

j= 1 

L'étude de l a  s t a b i l i t é  du processus mult ivariable du 

type interconnecté déf in i  par  (11-59) e t  (11-60) avec l e s  nota t ions  

(11-63 - 66) peut ê t r e  conduite, sous cer ta ines  condit ions,  à p a r t i r  

du théorème( 11-31. 

En e f f e t ,  nous pouvons considgrer l e  processus composé de 

deux sous-systèmes SI  e t  S déc r i t s  par  : 
2 

ou encore par : 



i 
avec a, , j = 1,2,. . . ,n, -1 , i = 1,2,paramètres pouvant être choisis 

J - I 

arbitrairement et p n  a , pn (t, xt2, P, a) définissant les 
1 2 

t>olynÔmes caractéristiques instantanés " associés aux équations 

différentielles régissant les évolutions respectives des sous- syst èmes 

Dans ce cas, les interconnexions sont caractérisées par les 

matrices A' et Atal(.) définies par : 



Il vient alors pour la description du processus complet la 

matrice A ( . )  en flèche mince d'ordre (n, + ng - 1 )  carac- 

téristique du processus étudié : 





Théorème (11-6) 

( a )  S 1 i l  e x i s t e  E < O ,  X , a l  tf i = 1,2,.  . . ,nl-1 , a  2  
j 

\f j = 1 2 ,  . . , n2-1 v é r i f i a n t  les i n é g a l i t é s  : 

t e l s  que : 

n - i+l  
(ii) ( - 1 )  

1 1 
e  R ( . , a . )  2 O v i  = 1,2 ,... ,n -1 21 21 1 1 ( 11-77] 

V ( t , x , P )  c%sXiT 
(iii) ( - 1 )  2  

n2-i P ,(. ¶ai )  30 V i  = 1,2 , . . . ,n  -1 n  2  ( 11-78 ) 2 V ( t , x , e )  c Z + X * ~  

l e  processus d é c r i t  par  (11-59-60) avec l e s  notat ions (II-6147) e s t  

asymptotiquement s t a b l e  s i  l e s  deux condit ions suivantes sont v é r i f i g e s :  

(b) si de plus X = [Rn , l a  s t a b i l i t é  e s t  globale.  



Smnstrat ion 

Lorisque l e s  conditions ( 11-74 .r 81 ) sont v€rii'i&css, l a  
matrice A( . ) caractéristique du ~ F O C C ~ S S ~ ~ I ~ ,  *finie par ( 11-73) , est 

t e l l e  que lei 616inents hors dicigonauic sont non n6gatifs e t  l e s  éléments 
non lingaires sont isolgs dans l a  derniarc l i ~ e -  

Pour l'gtude cPe la  stabilitg , l'kpglicsttion du thi-orhe 
(11-1) conduit aux conditions suf'fisantes de stabilitd asymptotique : 
(11-82 - 83) en remarquant que : 

Si de plus X = Is stabil ité  du processus Etudid est 
globale. 





L a  recherche des conditions de s t a b i l i t é  pour l e s  processus 

étudiés au théorème (11-5) e s t  a i n s i  rédui te  à : 

- l a  détermination des nombres r é e l s  néga t i f s  ai  

- e t  l a  vé r i f i c a t i on  de l a  conjecture l i n é a i r e  qui  s'exprime 

dans ce cas spécifique par  l a  condition !? ( . ,O) 2 E > 0 .  

L'exploitat ion de ce r é s u l t a t  nous conduira à l a  dé f in i t i on ,  

au chapi t re  III, d'une nouvelle méthode de synthèse des processus 

non l i néa i r e s  monovariables e t  mult ivariables du type interconnecté 

basée su r  l a  l oca l i s a t i on  des racines  du "polynôme carac té r i s t ique  

intantané" d'un processus. 

1-3 SYSTEMES DU TYPE L U R ' E  POSTNIKOV ................................ 

Les conditions su f f i s an t e s  de s t a b i l i t é  des processus non 

l i néa i r e s  déc r i t s  par  des équations d i f f é r e n t i e l l e s  s ca l a i r e s  s ' i n t e r -  

prè tent  aisément sur  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  des processus hiérarchisés  

à deux niveaux. 

La c lasse  importante des systèmes du type LUR'E POSTNIKOV 

pour l aque l le  l a  v a l i d i t é  de l a  conjecture du l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e ,  

permet, de p lus ,  une i n t e rp ré t a t i on  fréquent i e l l e  qui  nous conduira 

pour une c lasse  p a r t i c u l i è r e  de processus à l ' é t u d e  des r e l a t i ons  

exis tant  en t re  l e s  condit ions suf f i san tes  de s t a b i l i t é  présentées i c i  

e t  l e s  r é s u l t a t s  obtenus par  POPOV 161. 

7-3-1 Sub tèrnu  m o n o v a n i a b l u  du Z u ~ e  LUR'E POSTNIKOV 

1 - 3- I - I S y b t è r n u  batLtmen;t non f i n é & u  - ------- ...................... 
Soi t  l e  processus déf in i  par  l e s  r e l a t i ons  suivantes : 



où x € X désigne l e  vecteur é t a t ,  u  l a  l o i  de commande du 

processus à l ' i n s t a n t  t 6 % e t  e ~ ~ C R l ' e n t r é e .  De p lus  

nous avons : A € Rnm, B t 2 nxl , c  6 R1=, $ € @ 

f t 

Pour e  = 0,  l ' é t a t  x  = O e s t  supposé ê t r e  l 'unique  po in t  d ' é q u i l i b r e  

de (11-98). 

Soi t  : 

n- 1 avec ~ ( p )  = a. + al  p  + ... + an-1 p  + pn 

l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  de l a  p a r t i e  l i n é a i r e  du système (11-98). 

So i t  : 

R * * ~ * ( t , x , ~  ,A) = co( t ,x ,P  ) + c l ( t , x , @  ) A  +...+ (t ,x,e )An- '  (11-101) 

un polynôme en A (  C a ) & f i n i ,  pour t e t  x  donnés, pa r  s e s  c o e f f i c i e n t s  : 

Dans ces  condi t ions ,  nous pouvons c h o i s i r  pour l e  processus 

(11-98) en regime autonome l a  nouvelle r ep résen ta t ion  : 



avec : 

f 
Lamat r ice  [ A -  B C  (t,x,IP)] é t an t  d u t y p e  compagnon une 

étude analogue à l a  précédente conduit à l 'énoncé du théorème (11-7) 

* 
A-B C ( t  ,x,P) = 

(11-105) 

Théorème (11-7 ) 

( a )  S ' i l  ex i s t e  E ,  e t  a .  , bl i = 1,2 , .  .. ,n-1, s a t i s f a i s a n t  
1 

l e s  inéga l i t é s  

- 

* - * 
- (ao+cg( t  ,x,P) ) - ( a l+c l  ( t  ,x,P)) -. . ( an- ccn- ( t  ,x$)) 

- 

t e l s  que : 

l e  système d é f i n i  par ( 11-98) avec l e s  nota t ions  ( II 99 + 103) 

e s t  asymptotiquement s t a b l e .  

(b )  S i  l a  condit ion ( a )  e s t  remplie pour ?C= an, l a  s t ab i -  

l i t é  e s t  globale.  



Exemple ( 11-4) 

Soit  l e  processus dec r i t  par (11-98) t e l  que 

il vient  : 

Le choix de a= - 0.5 conduit aux inéga l i t és  : 

I i  r é sü l t e  a lo r s  du théorème (11-7) que l e  systEme e s t  

absolument s t ab l e .  

7-3-7-2 SqAXërnu monovahiabtu d non f i n é A t 2  ...................................... 
A é p a b l c ?  -- ------ 

Considérons l e  systÈme S du t n e  LUR'E P3STXIKOV représentg 

par l e  scbÉna bloc de l a  f igüre  (11-2) : 



où l a  l o i  de commande e s t  d é f i n i e ,  pour e = 0, par  l a  r e l a t i o n  : 

* 
U =  - k ( t ,  x , $ )  c x 

c = FOY c l ,  . . . . c,-~] < t a n t  un vecteur constant  e t  

e t  où l a  p a r t i e  l i n é a i r e  en boucle ouverte e s t  c a r a c t é r i s é e  par  sa 

fonction de t r a n s f e r t  L (p )  t e l l e  que : 

avec : 

N(p) = c + c D + . . . + c 
pn-l 

O 1 .- n- 1 

Notons z , z2, .... z ( m  6 n-1) e t  p l ,  p2....,pn respectivement rn 
l e s  rac ines  des équations : 

Théorème ( 11-8) 

( a )  S 1 i l  e x i s t e  E > O e t  t e l s  que : 

(i) ~ ( u )  admet (n-1) rac ines  zi & e l l e s  d i s t i n c t e s  e t  . 
négatives 

(iii) l e s  polynômes ~ ( a )  e t  D(a) forment une p a i r e  p o s i t i v e  

[ 16 1 (où l e s  rgs idus  r e l a t i f s  aux d ivers  pôles  de 

I - 
N p )  

sont  n é g a t i f s ) .  



l e  point d ' équ i l ib re  x = O du système S déf in i  f i g .  ( 11-2) avec l e s  

nota t ions  ( II- 108+110) e s t  asymptot iquement s t ab l e .  

S i  l a  condition (a) e s t  vé r i f i ée  pour X = an, l a  

s t a b i l i t é  e s t  globale. 

~ Démonstration : 

Le système de l a  f igure  (11-2) e s t  r ég i  par  l e  système 

d i f f é r e n t i e l  suivant : 

(L 

d - (x )  = [A - BC k R ( t ,  x ,  P) 1 x d t  
(11-1  14) 

. pouvant ê t r e  obtenu à p a r t i r  de (11-104) en fa i san t  

Pour garan t i r  l a  propr ié té  de s t a b i l i t é  asymptotique du 

processus de l a  f igure  (II-2), il s u f f i t  de cho i s i r  l e s  paramètres 

, Y i  = 1 ,  2 ,  ..., n-1,tels que i 

ce qui  correspond à l ' app l i ca t i on  du théorème (11-5) 

En remarquant que (11-117) e s t  v é r i f i é  lorsque l e s  polynômes 

N(a) e t  D(U) forment une pa i r e  pos i t ive  ou lorsque l e s  résidus r e l a t i f s  

aux divers pôles de - l sont négat i fs  [18] il vient  l e  th-orème (11-8). 
N p )  

Dans l e  cas où l e  polynôme N ( X )  admet m racines  r é e l l e s  

e t  négatives,  1 'appl icat ion du théorème ( 11-7) pour l e s  processus 

dé f in i s  au théorème (11-8) conduit,  aisément, au théorème (11-9) 

suivant : 



Théorème (11-9 ) : 

( a )  S ' i l  ex i s t e  E > O ,  e t  des paramètres a r b i t r a i r e s  

vé r i f i an t  l e s  i néga l i t é s  : 

t e l s  que : 

V i' = 1,2, . .  . ,II-1 V ( ~ , x , I P )  c Z sX. 9 
(ii) D ( O )  9 k R ( . )  N ( O )  2 E > O ~ ( t ,  X , I P ) G  zX+F (11-1 13)  

l e  point d ' équ i l i b r e  x  = O du système S d é f i n i  f igure  (11-2) avec l e s  

notat ions ( 1 1 - 1  08 -t 1 10) e s t  asymptotiquement s t ab l e .  

(b) S i  de plus X = R" , l a  s t a b i l i t é  e s t  globale.  

7-3-2-1 R d a Z i o n  avec Le u~Lt2he de POPOV .................................. --- 

a )  Le c r i t è r e  de POPOV [6a] correspond à une analyse fréquen- 

t i e l l e  de l a  s t a b i l i t é  r e l a t i v e  à une ce r ta ine  c lasse  de processus 

monovariables pour l e sque l s ,  en p a r t i c u l i e r ,  l a  p a r t i e  l i n é a i r e  e s t  

supposée admettre des pôles s t ab l e s .  

L 'appl ica t ion des théorèmes (11-8) e t  ( 11-9) que nous proposons 

f a i t  in te rven i r  une condit ion (11-1 13) de l a  forme : 

semblable à c e l l e  fournie pa r  l e  c r i t è r e  de POPOV , c e t t e  condit ion 

é tan t  v é r i f i é e  pour l a  seu le  pulsa t ion w égale  à zéro. 

Toutefois ,  il e s t  nécessai re  pour l e s  processus dé f i n i s  au 

théorème ( 11-8) d ' e f fec tuer  une l o c a l i s a t i o n  r e l a t i v e  préalable  des pôles 

e t  des zéros de l a  fonction de t r a n s f e r t  ~ ( p ) .  Lorsque ce l l e -c i  n ' e s t  



pas f a c t o r i s é e  s p r i o r i ,  il s u f f i t  de v i r i f i e r  des condit ions tiu type 

(11-118) ou que l e s  polynômes N(p) e t  D(p) ,  d é f i n i s s a n t  l e s  numérateur 

e t  d-nominateur de W(p), forment une p a i r e  p o s i t i v e  [16]. 

b )  Il convient de p r é c i s e r  que l e s  deux hy-pothèses de s t a b i l i t é  

e t  de complètes commandabilité e t  o b s e r v a b i l i t é  de l e  p a r t i e  l i n é a i r e  

requises  par  l e  c r i t è r e  de POPOV ne doivent p lus  nécessairement ê t r e  

v é r i f i é e s  dans l ' a p p l i c a t i o n  des thgorèmes (11-8) e t  (11-9) a i n s i  que 

1 ' i l l u s t r e  1 'exemple ( 11-5 ) su ivan t .  

En e f f e t ,  considSrons l e  processüs r e p r é s e n t i  f i g u r e  (11-3) : 

Se ca rac tGr i s t iqüe  l i a g a i i e ,  & f i n i e  p a r  sa fonction ae 
3 + 9 .5  t r a n s f e r t  ;%i:p) = é t a n t  izs t l -b le ,  noiis ne p ü l i ~ ~ n s  donc :=;ccll ire, 

2 
p - 1  

t n  ce q ~ i  concerne LE s ~ e ' o i l i c h  3, ? r o c e s s i s ,  en c t i l i ç z n t  io c r i t 2 r e  



Par  contre, il résul te  de l1 application du théorsme (II- ) 

l a  condition suffisante de s t a b i l i t 6  absolue : 

du processus reprgsentb figure ( 11-4) 

pour lequel l e s  polynôrmea en p &&finis  par : 

forment une paire pos i t ive .  

L 1  spplication du tthlar8ne (11-8 1 montre qui l a  s t a 5 i l i t é  

absolta est garrntie p c w  l e  gmceraup a i  Ir .on l i c5ar i t é  res te  

a a ~ s  ir dosaine 3 du pïu l  : î ( e ) ,  i l  Y F c 3 



f i g u r e  QI-4) 

L ' i n t e r p r é t a t i o n  des théorèmes (11-7) e t  (11-9) n é c e s s i t e  l a  

r é so lu t ion  du pro'alème du choix des paramètres a r b i t r a i r e s  a i y 

i = 1,2,.  . . ,n-1, v é r i f i a n t  l e s  i n é g a l i t é s  ( 11-5 1 ) . 

a)  Dans l e  cas  où N ( h )  admet (n-1 ) rac ines  r é e l l e s ,  d i s t i n c t e s  

e t  négat ives ,  zi,  l a  l o c a l i s a t i o n  des rac ines  p ( . , h )  = D ( h )  + kX(. )N(h)  

petlt S t r e  conduite à p a r t i r  de l a  l o c a l i s a t i o n  des rac ines  cie D ( h )  

en f ixan t  12  paramètre ci é g a l  à z Y i  = 1 ,  2 ,  ..., n-1. i i '  

Ainsi ,  lorsque l e s  zéros e t  l e s  pôles  de fonct ion de t r a n s f e r t  

X(p) sont  r é e l s ,  n i g a t i f s  , d i s t i n c t s  e t  a l t e r n é s ,  l e s  rac ines  p. ( . ) 
1 

b' i = 1,2 ,... ,n-2,de ? ( . , A )  sont t e l l e s  que : 

Poxr de t e i s  processus l a  conjecture l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e  e t  

conduit à l a  condit ion : 3 ( 0 )  + kX( . )  ~ ( 0 )  2 E > O v ( ~ , x  ,PI h 

b )  Dans l e  cas 03 N ( X )  e t  3(X) a b e t t e n t  r e soec t ivemen~ m e t  e 
rac ines  r é e l l e s ,  d i s t i n c z e s  e t  négat ives ,  rn < 1 c n-1 , z v i = 1 , 1 ,.. . ,n i y 

ci , j = 2 ,  . t e l l e s  que : 
j 

z 1  < d ,  < z < d2 < . . .  < d 
l 2 n- 1 m < z 



l e  polynôme 9 ( . , A )  a  (m-1 ) rac ines  va r i ab les  séparées pa r  l e s  m zéros 

de W(p) : 

ce  qui  permet de f i x e r  m parmi l e s  (n-1) paramètres a i ' corne s u i t  : 

a = z V i  = 1,2,  ... 'rn 
i i 

k(  . ) v a r i a n t ,  l e s  polynômes !? ( . ,A) passent donc pa r  m po in t s  f i x e s  de 

coordonnées ( D ( z ~ ) ,  z i )  , v i  = 1,2 ,..., m dans l e  p lan  ( 9  ( . , A ) ,  A ) ,  e t  

s i t u &  a l ternat ivement  de p a r t  e t  d ' a u t r e  de l ' a x e  des A .  

Ces i n t e r p r g t a t i o n s  s impl i f i en t  considérablement l a  r é s o l u t i o n  

du problème du choix des paramètres a r b i t r a i r e s  oc i pour l o c a l i s e r  

1' ensemble des r ac ines  du polynôme !? ( . ,A) confornément à l l é t u d e  

envisagée au  paragraphe ( 1-2-3 ) . 

c )  Exemple (11-7) 

Pour l e  processus d é c r i t  p a r  l e  sch6ma bloc  de l a  f i g u r e  (11-5) 

avec k*( . ) E [ 2,4] , nous avons : 

( A )  = ( h 2  + 21  - 3 )  + k * ( . )  + 2 )  

- L? choix de a l  - z ,  = - 2 implique qGe 3 ( - 2 )  = - 3 < 3,ec 

dcnc que : (-i ) P ( . , -2) > O. La &ri  f i c a t i o n  cie la c ~ n t r a i m e  : 

permet a l o r s  à ' a s s - a e r  la s t a b i l i t z  g lcûale  au processus.  



7 - 3 - 3 S yatému r n u h X v ~ b 1 e n  du t y p e  inteitconneotE 
L'étude précédente (1-3-1) peut ê t r e  étendue au cas où 

plus ieurs  sous-syst èmes du type LUR 'E POSTNIKOV sont couplés. 

L a  recherche de c lasses  de t e l s  processus pour lesquels  

l a  conjecture du l i n é a i r e  e s t  vé r i f i é e ,  conduit à l a  détermination 

de t e s t s  de s t a b i l i t é  développant des conditions portant  sur l a  

s t r uc tu r e  de couplage e t  su r  l e s  propr ié tés  des sous-systèmes. 

Dans ce  paragraphe, e s t  envisagé un couplage p a r t i c u l i e r  

de deux sous-systèmes de grande dimension ; l ' extension de l ' é t u d e  

aux processus coqosés  de plus ieurs  sous-systèmes, e s t  présentée 

su r  un exemple. 

Les processus représentés f igure  ( I I - ~ ) ,  correspondant à 

1' interconnexion de deux sous-systèmes S I  e t  S2 d'ordres r e spec t i f s  

n e t  n2, peuvent ê t r e  déc r i t s  par deux équations d i f f é r e n t i e l l e s  1 
s ca l a i r e s  analogues à c e l l e s  envisagées dans l e  paragraphe (1-2-2). 

Avec l e s  notations suivantes : 





l ' évo lu t ion  du système é tudié  e s t  a l o r s  rég ie  pa r  l e s  équations 

suivantes : 

Nous distinguons deux cas p a r t i c u l i e r s  importants : 

l e  processus S e s t  a l o r s  const i tué  de deux sous-systèmes S1  e t  

S2 du type LUR'E POSTNIKOV couplés en s é r i e .  

2 .  e - 12 - e21 = e 
1 1  

= e22 = O 

l e s  sous-systèmes SI e t  S2 sont  déconnectés. La recherche de 



elasse de systèmes S pour lesquels l a  conjecture du l ingai re  

e s t  vérif iée,  peut .ê t re  conduite dans ce cas sépar6ment pour 

l e s  sous-systèmes SI e t  S2 en u t i l i sant  l e s  résul ta ts  obtenus 

Nous envisageons dans ce paragraphe l 'é tude de l a  s t a b i l i t é  

d'un processus &fin i  dans l a  f igure (11-61, régi  par l e s  équations 

dif f6rent iel les  scalaires 129, 130) avec l e s  notations (11-122 + 124) 

Théorème (II- 1 O ) 

(a) S ' i l  existe  c< O ,  % Aq , V i = 1,2,. . . pl- 
-9 8 , j = 1 ,2,. . . ~ , - 1 .  vérif iant  les inégrrlités 



n -1 n,-i 1 
( i l  ( - 1 )  + E 

1 
f  C ? )  (Ui)j] 3 O 

j =O 
(a j  + k~ 1 j 

(11-136) 
V i  = 1,2, . .  . ¶n 1 -1 

nl-1 n  -i 
(ii) ( - 1 )  

1 k 2 e l l f E ( . )  <(.) 2 c i  ( . < i ) j s  O 

j = O  (11-137) 

Le processus déc r i t  par  ( II- 134) e t  ( II- 135) avec l e s  

notations (11-122 + 124) e t  (11-132-133) e s t  asymptotiquement s t a b l e  

s i  l e s  deux conditions suivantes sont vé r i f i é e s  : 

( b )  Si  l a  condit ion ( a )  e s t  vé r i f i é e  pour x = R ~ ~ ' ~ ~  Y l a  

s t a b i l i t é  globale.  



Remarques : 

a)  L 'appl icat ion du théorème (11-10) suppose l a  s t a b i l i t é  des 

sous-systèmes du type LUR'E POSTNIKOV S, e t  S2. En e f f e t  : 

- l e s  contra intes  (11-136) e t  (11-1 42) impliquent que S I  e s t  

asymptot iquement s tab le  (vo i r  théorème ( 11-7 1) 

- l e s  contra intes  (11-138) associées aux conditions 

(11-1  40 + 143) qui impliquent : 

conférent au sous-système S2 l a  propr ié té  de s t a b i l i t é  

asympt o t  ique . 

b )  Lorsqu ' i l  e s t  possible de l o c a l i s e r  d'une par t  l e s  racines  

du polynôme carac té r i s t ique  du sous-système SI e t  de : N & ( A )  = O ,  pa r  
1 

l e s  mêmes a i  < O ,  i = 1 2 . . . ,ri 1 -1 , e t  c e l l e s  du polynôme caracté-  

r i s t i q u e  du sous-système S 2 e t  de : N 3 ( A )  = O par l e s  mêmes paramètres 
2 a .  < O v i = 1 , 2 ,  n 1 d ' au t re  pa r t ,  l e  t e s t  de l a  s t a b i l i t é  par  
1 1 

l e  théorème ( 11-10) e s t  s impl i f i é  considérablement. 

7-3-3-3 C a b  d'intmconnexion de deux aau-huatèmes .......................................... 
L e  processus considéré dans ce cas e s t  présenté f igure  (11-6) 

e t  e s t  r ég i  par l e s  équations (11-1 29, 130) avec l e s  notations ( 11-122 + 128 

t e l l e s  que : 

f; . = f l  (constante)  (11-145) 

f ( )  = f q  (constante)  (11-146) 

* f 5  ( . )  = f (constante)  (11-147) 
5 

L'application du théorème (11-6) dans ce cas conduit au 

théorème ( II- 1 1 ) . 



Théorème ( 1 1 - 1 1 )  

-1 e t  l . V i  = 1.2, . . .gl ( a )  S ' i l  ex i s t e  E < 0 %  , a i  
ci2 j = 1 ,a , .  . . ,n -1 v é r i f i a n t  l e s  i néga l i t é s  (II-74,75) 
j '  2 

t e l s  que : 

nl-i+l  1 
(ii) ( -1 )  R ( . ,ai)  3 O Yi = 1,2 ,..., n -1 

2  1 1 
(11-149) 

Le processus déc r i t  par  (11-129-130) avec l e s  nota t ions  

(11-122 + 128) e s t  asymptoti~uement s t a b l e  s i  l e s  deux condit ions 

suivantes sont v é r i f i é e s  : 

h 

( b )  S i  l a  condit ion ( a )  e s t  s a t i s f a i t e  pour X = 9 , la 
s t a b i l i t é  e s t  globale.  



Lt6tude de la stabilitg du processus représenté figure (11-7) 

peut. Stre menée à partir de la  description dans l'espace dfiotat 

Cas particulier 

%- 

Sous supposons quo 
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R f 2 ( .  ) = f 2  ( cons tan te )  

R 
f g (  . )  = f ( cons tan te )  3 
. O 'd (LX) 6 Zr R 

Il vient  : 

i 
, a  ) = O i = 1,2,3 ' d ( t , ~ )  % r R. 

e t  l a  matr ice A ( . )  e s t  une matrice en f l èche  mince génGralis6e d 'o rd re  

4, à éléments hors diagonaux non n é g a t i f s  e t  à éléments non l i n é a i r e s  

i s o l é s  dans l a  de rn iè re  l i g n e  de A ( . )  

L'appl ica t ion  du théorème (11-2) conduit aux condi t ions  

s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  asymptotique suivantes  : 

qui  font a p p a r a î t r e  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  propres des sous-systèmes. 

Remarque : 8 

Les processus p a r t i c u l i e r s  é tud iés  dans ce  paragraphe, cons t i -  

tuen t  une c l a s s e  de systèmes pour l a q u e l l e  l a  conjec ture  du l i n g a i r e  

e s t  v é r i f i é e  e t  permettent l ' i l l u s t r a t i o n  du problème concernant l ' i n f l u -  

ence d'une s i m p l i f i c a t i o n e n t r e  pô les  e t  zéros de l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  

de l a  p a r t i e  l i n g a i r e  s u r  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t i ,  pa r  l a  méthode propo- 

sge ,  des systèmes du type  LUR'E POSTNIKOV. 

L'étude du processus de l a  f igure  (11-7) pour e l  = eg = e = O ,  

dans l e  cas p a r t i c u l i e r  envisagé,  peut  ê t r e  conduite à p a r t i r  du schéma 



équivalent  de l a  f i g u r e  ( 11-91 03 l e s  sous-systèmes l i n k a i r e s  S 
2 

e t  S en s é r i e  sont  remplaces pa r  un sous-système unique S2 dont l a  
3 

fonct ion  de t r a n s f e r t  WV2(p) e s t  $gaie au produi t  des fonct ions  de 
t r a n s f e r t  des sous-systèmes bouclés Sa e t  S 

3 ' 

f i g u r e  ( II- €9 

Ces consid6ra t ions  permettent de c h o i s i r  L p a r a s t r e s  

a r b i t r a i r e s  ai (un pour S e t  t r o i s  pour S f 2 )  et donc de d e f i n i r  
1 

une desc r ip t ion  du processus p a r t i c u l i e r  par  une matrice c a r s c t i -  

r i s t i q u e  en f ldche  mince g i n i r e l i s i e  d ' o r d r e  5 ,  p lus  niince que c e l l e  

d i f i n i e  dans (11-156).  



II - ETUVE VE LA STABILITE OES SYSTEMES DYNAMIQUES COMPLEXES 

11-1 SUR LE PROBLEME DU CHOIX D'UN SYSTEME DE COMPAUAZSON POUR ......................................................... 
L'FTüûE DE LA STABILITE ....................... 

La d r i f i c s t i o n  de l a  conjecture du lin5sire gour l e s  processus 

Bon lindaires de panda diaension dont l a  matrice caract6ristique es t  

identique $ ce l l e  du système de c o m p d s o n ,  conduit Lt dies conditions 

suffisantes de s t a b i l i t 6  qui puvent  s ' in terpré ter  simgle~~knt en 

fonction des gropri6tes physiques du proceusus, conme nous l'avong 
1 

t r b  dans l a  premisre p a r t i e  da ce chapitre. 

En &&rai, se  placer dans l e  cas où l a  conjecture du l indai re  

be et où l a  matrice caractéristique du prc3cemrtar e s t  identique 

ce l le  du s y s t b e  de coappuaison, n 'est  pas t o  Jours jpssible. Hous 

Lorsqu* en par t icul ibr  la matrice caracit8rirt i q w  d'un proces- 

sua hi6rsrchisd ài deux niveaux c o a p r t c  k 'rangées' (lignes ou colonnes) 

a kïcZments non constants, Ifétudar de la  sta%ilSk# du processus peut- 

€ t r e  conduite p a r t i r  d'un système de coinparaison dtorüre (n-k+l ) , 
d'ordre r ou d'ordre . 1  respectivement lorsque l e s  s y i t h @ s  du 

p&tk~ niotat2.96pt par exemplec : l inbaires  et sfi&%jrtss, non l inéa i res  

e t  s tables ,  ou non l in6ai res  e t  instrubles. Dans l e s  deux premiers cas 

les conditions de s t a b i l i t g  du processus font appar&tre cel les  des 

s p s t h s  coi~gosants alors  que, dans le t r o i s i b  cas, l e s  contraintes 

Un con&îtioanement d'un OU de plusieurs sgrsths composants 

non lindalires ou in@table$ , $ p a r t i r  de t r a n s f o q a t  O Xiaiédres ddDd3 
, - il' - i 

Iresp.ee dp&k; &ndd;.ntd 1 un choix a d e q r t  du s y s t h e  co~oclr,m%ateur 
' I  L , .,"- , , 

"1 7- 1 ?~ . .~ - .&At ib 
' 1s nrtw Ir s tab i l i t (  et âe ia LinCrrité 

"." a+8 co."$&*, ' 
_ C I _ 

Certshas  elassas de processus hib.arah$e6~4 il- niveaux ' 

dont certs inr  arou9-syst&mes du premier niveau sont non l ia8ai res  et 

raison d'ordre (n-k+l) ou r , au l i e u  de l . 



1 1 - 2  ELE!.IENTS NON CONSTANTS ISOLES DANS UNE RANGEE DE LA AIATRlCE ----------------------------------------------------------- 
CARACTERlSTloUE 
------------A- 

Le choix d'une n o m e  v e c t o r i e l l e  p ( z )  d ' ~  processus d é f i n i  

sur Le y t e l l e  que : 

conduit  à l a  d é f i n i c i o n  d'un système de comparaison 1231 d 'o rd re  

maximum é g a l  à l ' o r d r e  n  du processus. 

Avec l e s  no ta t ions  su ivantes  : 

il v i e n t  l e  théorème (11-12) : 

Théorème (11-12) 

Le processus d é f i n i  dans (e par  (11-1 ) avec l e s  n o t a t i o n s  
?It (11-161 ) e t  (II-161) admettant m e  matr ice  c a r a c t g r i s t i q l i e  A (  . ) dont 

l e s  6lSments non l i n g a i r e s  sont  i s o l g s  dans l a  c e r n i s r e  l i g n e  ou  

colonne de A( . ) , e s t  asymptotiquenent s t a b l e  s ' il e x i s t e  X t e l  qüe 

l'uiie des t r o i s  conà i t ions  ( a ) ,  ( 3 )  ou ( c )  su ivantes  s o i t  v é r i f i g e  : 

( a )  (i) A ( .  ) e s t  une matr ice en f l s c h e  mince à ' o r i r e  n  

d s f i n i e  par  (1-h3) dont l e s  6l&ne?,ts d i s g o n s u  

Aii 9 'd i = 1,2,. . . ,n-1 sont  cons tznts  e t  n s a a t i f s  

( i i )  il e x i s t t  E < V t e l  aüe : 



(b) ( i )  A ( .  ) e s t  une matrice en flèche mince génsralisée 

d s  

a.. sont constants e t  négat i fs ,  i = 1.2,. . . .r-1 
1 1  

( i i )  il e x i a t è e b < O  t e l  que : 

r-i \A:) (.) 1 . \A::) (il - (-i l i  det (1 Am 1 ), 3 -  Q 

j=1 R e d  ( ajj ( 11-1 63 

(c )  (i) A(. ) est une matrice en flache épaisse géngralisée 
d'ordre r dgfinie psr (11-45) e t  (11-5) dont l e s  

€l&nts aii sont constants e t  négat i fs ,  

v i  = 1.2 ,... p - 1  , v j  = 1 ~ 2  *..., r-1 
j 

4 %  -',. " r r :  - < > A  " .i "A. . *a-1". r - .  i , '  , ' " "  *"". , . . b u  . .." - U W h ~ & ' 2 t " y p k & p v & d *  . . l  XI,"fhl Y i ". . - < " . I L ,* " p. ,* 7,. I ," " 

(ii) il e x i s t e €  < O  t e l  que 

n -1 i i 
i i IaijI la j  JI 6 f~ ~ e e l ( a ~ , ~  ) - P - 

Reel a? . ) v i  = 1,2, ..., r-,(II-164) 
i i  j = 1  - (  J J  

Ce th6orème peut Stre  d6moEt;r6 simplement en remarquant 

que l e  système de comparaison, r e l a t i f  à l a  norme p ( z )  = lzl déf inie  

plus haut, e s t  t e l  que sa matrice caract6r is t ique e s t  Lléments non 

l inéa i res  i so lés  dans une seule l igne ou colonne. Pour garant i r  l a  

s t a b i l i t é  asymptotique pour l e s  processus étudigs, il s u f f i t  de 

v é r i f i e r  l e s  conditions du l iaéa i re .  

Comme daas 1% premi2re pa r t i e  de ce chapitre,  il e s t  

possible d'envisager plusieurs cas par t i cu l i e r s  remarquables ; nous 

nous bornerons dans ce paragr$gbe à 1 '6tuM des syst8mes du type 

WJR'E POSTTJIKOV ou d6cr i t s  par des gquations d i f fé rent ie l les  sca la i res .  



Le processus d é f i n i  par  ( 1 1 - 1 )  e s t  asymptotiquement s t a b l e  

s r i l  e x i s t e  E: < O e t  e t  s i  l ' une  des condit ions ( a ) , ( b ) , ( c ) , o u  ( d )  

e s t  v é r i f i g e  : 

( a )  Le processus d6cr i t  par 1 ' équation d i f  f6 ren t  i e l l e  ( 11-44) 

avec l e s  nota t ions  (11-48) e s t  t e l  que pour a i ,  
)Cf i = 1,2,. . . ,n-) nombres complexes a r b i t r a i r e s  c h o i s i s  

d i s t i n c t s  e t  à p a r t i e  r 6 e l l e  négat ive ,  on a i t  : 

n- 1 N 
n- 1 

~ e e l (  - I: ai) - a . ) - .Z ( Reel (ai) )-' 
n- 1 

i = 1  i= 1 j= l  

(b) l e  processus du type  LüR'E POSTNIKOV d é c r i t  l e  schéma 

bloc  de l a  f igure  (11-2) avec l e s  nota t ions  (II-109,110) 

e s t  t e l  que pour a .  paramètres a r b i t r a i r e s  complexes 
1 

d i s t i n c t s  cho i s i s  A p a r t i e  r g e l l e  négat ive ,  i = 1,2, .  . ,n-1 

on a i t  : 

( c l  l e  processus du type  LüRIE POSTNIKOV dgcr i t  par  l e  sch6ma 

bloc de l a  f igure  (11-2) avec l e s  nota t ions  (11-1  09,110) 

e s t  t e l  que : 

(ii) N(p) admet (n-1) racines zi  d i s t i n c t e s ,  complexes 

à p a r t i e  & e l l e  nggative 



(d )  l e  processus du type LUR'E POSTNIKOV d é c r i t  par  l e  schéma 

bloc de l a  f igure  (11-2) avec l e s  nota t ions  (II-109,110) 

e s t  t e l  que : 

(i)  D ( p )  admet (n-1) racines pi d i s t i n c t e s  complexes 2 

p a r t i e  r é e l l e  n é g a t i v e , v i  = , 2 ,  n-1 
n- 1 -1 

( i i ) - ~ e e q p ~ \ -  cn-, k*(.)  - lk*(.)(  P Reel( p i )  O*. 

i= 1 

Remarques : 

- Les thgorèmes (11-5, 7 ,  8 , 9 )  sont des co ro l l a i r e s  remar- 

quables du théorème ( II- 1 3 ) . 
- Il n ' e s t  plus n6cessaire,  comme l ' ex igen t  l e s  thgorkmes 

(11-7, 9 ) ,  de separer t ou t e s  l e s  racines du polynôme carac té r i s t ique  

du système en boucle fermge par  l e s  paramètres a i = 1 , 2 , . .  . ,n-1 , i ' 
pour ga ran t i r  l a  p ropr ié té  de s t a b i l i t é  pour l e s  processus considérés. 

11-3 ELEhlENTS NON L 1 N E A 7 R E S  ? S O L E S  DANS k RANGEES D E  LA MATRICE .......................................................... 
CARACTERlSTTf lUE -,-----,,--, 5.-- 

L'étude de l a  s t a b i l i t é  d'un système dont l a  matrice carac- 

t é r i s t i q u e  a  ses  gléments non constants i s o l é s  dans une seule  rangge, O 

se  s impl i f i e  l o r squ ' e l l e  e s t  conduite à p a r t i r  du théorème (11-12). . 
Lorsque l e s  éléments non l i néa i r e s  sont i s o l é s  dans k  

rangées de l a  matrice ca rac tgr i s t ique  A ( . ) ,  il e s t  poss ible  de ramener 

l ' é tude  de l a  s t a b i l i t é  au cas précédent en déf inissant  [2] un système 

de comparaison non l i n g a i r e  d 'ordre  (n-k+l) dont l a  matrice caracté- 

r i s t i q u e  a ses éléments non l i n é a i r e s  i so l é s  dans une seule  rangée. Le 

système de comparaison e s t  d 'ordre 1 lorsqu'en p a r t i c u l i e r  k  = n. 



En p a r t i c u l i e r ,  il apparaî t  in té ressan t  d ' é tud ie r  l e  système 

hiérarchisé  à deux niveaux composé de r sous-systèmes monovariable S i 
du type LUR ' E POSTNIKOV, d '  ordre ni, Y i = 1,2,. . . ,r , pouvant é t r e  

i n s t ab l e s ,  à p a r t i r  d '  un sys t  $me de comparaison d 'ordre  (n-r+l ) , 
r 

n =  C n 
i= 1 

i ' 

mince d '  otrdhe n --------------- 

Lorsque l a  matrice ca rac té r i s t ique  A ( .  ) e s t  en f lèche mince 

déf in ie  par ( 1-43) e t  t e l l e  que l e s  éléments non l i n é a i r e s  sont i s o l é s  

dans k l i gnes ,  il e s t  poss ible  de dis t inguer  deux cas importants selon 

l a  r é p a r t i t i o n  des éléments non constants.  

ï e r  cas : 

a n-k ,n-k 

a  n  ,n-k ( 1 

a n-k ,n 



ème cas : 

Le choix d'un système de comparaison r e l a t i f  à l a  norme : 

lorsque l a  matrice ca r ac t é r i s t i que  e s t  dé f in ie  respectivement par 

(11-170) e t  (11-171 ) conduit [2] au  théorème (11-14) suivant : 

Le processus ( 1 1 - 1  ) e s t  asymptotiquement s t ab l e  s 'il ex i s t e  

E < O e t  t e l s  que l 'une des deux conditions suivantes ( a )  e t  (b) 

s o i t  vé r i f i é e  : 

( a )  l a  matrice ca rac té r i s t ique  A ( . )  du processus e s t  de f in ie  

s u r  9 par a r e l a t i on  ( 11-170) t e l l e  que : 

( i )  l e s  6léments non l i néa i r e s  sont i so l é s  dans l e s  k 

dernières  l ignes  de A ( . ) ,  k < n 



( i i )  l e s  aii , i = 1 $2,. . . ,n-k s o n t  A p a r t i e  r g o l l e  

néga t ive .  

(b) l a  ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  A ( . )  d u  processus  e s t  d g f i n i e  

s u r  D a r  l a  r e l a t i o n  (11-171 ) t e l l e  Que : 

( i l  l e s  élSments non l i n h a i r e s  s o n t  i s o l S s  dans l e s  k 

premisres  l i g n e s  de  A ( . ) ,  k < n  

(iif - l e s  a ii ' i = n-k+i , . . . ,n-1 , sont  3 p a r t i e  r b e l l e  

n é ~ a t  i v e  

Remarque : 

Le cas  où l a  ma t r i ce  A ( . )  e s t  t e l l e  que se s  S lgnents  non 

l i n i a i r e s  son t  i s o l é s  dans k colonnes ?eut  Gtre  S tud ié  de 1s même 

façon . 



èche , il en est de même de l a  matrice caractéristique du 

starne de comparaison associé, relatif $ une nonne vectorielle 

rice caractéristique A ( . )  en flBche mince gi-néralisde d'ordre r 
elle qw ses bl%nrsnts non linéaires soient isolgs &ans k colonnes : 

22 

* I l ( .  Pl-$ i$&g$fri)b,$:'<2! 
.;p.,d,&$ ItL f b  .2p&f 

11 12 
k-r+i+ 

@2 1 4 2 , ( * )  

2 1  22 
%,,(O) n-k-i 

nvec les notations ( II- 178) suivantes 



Le choix d'une norme p(x) telle que : 

conduit à un système de comparaison d'ordre (n-k+l) dont la matrice 

caractéristique est en flèche mince g6n$ralisée d'ordre (i+l) et telle 

que ses éléments non linéaires soient isolés dans la (i+l) ième colonne 

et ses éléments hors diagonaux soient non négatifs . 
La vérification de la conjecture du linéaire pour le système 

de comparaison garantit alors la propriété de stabilité asymptotique 

pour le processus étudié. 

11-3-2 Système de compmahon dlo&e t 

~onsidêrons le cas général où la matrice caractéristique 

du processus est définie sur 't: par I I - .  Le choix d'une norme 

vectorielle de la forme : 

avec par exemple : 
n' 

associe à une matrice caractéristique A ( .  ) de la forme : 



un système de comparaison d'ordre r dont la matrice caractéristique 

M(A)  est en flèche mince d'ordre r définie par : 

avec : 

en notant 1. et 1. les ensembles d'indices des lignes et des colonnes 
1 J 

intervenant dans le bloc A i j .  

Théorème (II- 15 ) 

(a) Le processus décrit par (11-1) dont la matrice carac- 

rgristique est définie sur 9 par (1-45) et (11-182) 
est asymptot iquement stable si les condit ions suivantes 

sont -&rifiées : 



(i) l e s  éléments non l i n é a i r e s  sont i s o l é s  dans l e s  k 

dernières  l ignes  de l a  matrice ca r ac t é r i s t i que  

A ( .  ) du processus, k < nr. 

(ii) l e s  élsments m . . ,  'di = 1 2 , .  . - 1  d é f in i s  
11 

par  (11-184) sont néga t i f s .  

(iii) il e x i s t e  E < O >  t e l s  que l e s  éléments m 
i j  

1 ' i néga l i t é  : 

r-i m ( . )  mir ri m . - Z r r m . .  4 E 
~ ( t y X , ~ ) t c r X + P  (11-188) 

i= 1 1.1 

(b )  lorsque l a  condition ( a )  e s t  s a t i s f a i t e  pour x=Rn l a  

s t a b i l i t g  e s t  globale. 

Remarques : 

- Les conditions d 'appl icat ion du théorème (11-15) impliquent 

que l e s  sous-systèmes S: def in i s  par  l e u r  matrice ca r ac t é r i s t i que  
I 

A ~ ~ ( . )  , i = 1 . r soient  s tab les .  En e f f e t ,  l a  r e l a t i on  (11-184) 

avec l a  contra inte  (ii) du théorème ( 11-17) implique que l e s  s.ous - 
systèmes Si, il i = 1 2 ,  . r - 1  , sont s t ab l e s  ; 1' inéga l i t é  (11-188) 

implique a lo r s  l ' i n é g a l i t é  : m ( . )  6 E < O , V  ( t ,x, ,p)  e € r X + P  rr 
d'où l a  s t a b i l i t é  du dernier  sous-système. 

r 
- Si  nr < k < E n il e s t  encore poss ible  d 'appliquer l e  

j ' j =i r 
théorème (11-15) en considérant l e  systéme coordonnateur d 'ordre C n 

j=i j ' 
e t  l a  matrice A ( . )  en f lèche épaisse d 'ordre i. Aucune hypothèse 

n ' e s t  exigée dans ce cas su r  l e s  sous-systèmes S. j = i , i + l  , . . . ¶r. 
1 y 

71-3-3 Ca d'une comkacLion à t ' a k d t s  I 

Soi t  m(.) l e  s ca l a i r e  dé f in i  Far l a  r e l a t i on  [26] : 

m(.) = max 
Ccii ( - 1  + 2 \ c i j ( . )1 ]  i j = 1  



Une condition suf f i sante  de s t a b i l i t g  asymptotique du 

processus (11-1) tel  que les él&tents a. . ( . ) ,Y i . j ,  de la natricc 
13 

car&t&ristique A( .  3 soient non l inéa i res ,  e s t  q u ' i l  ex is te  e < O 

e t  x tels puc : 

La v6rif icat ion de ce t t e  contrainte n'impose pas la propriété 

de s t a b i l i t d  des sous-systèpes du premier niveau, lorsqu'en pa r t i cu l i e r  

l e  processus e s t  hiérarchisé à deux niveaux. 

Pour i l l u s t r e r  l 'btude prçcédente de l a  s t a b i l i t d  des systèmes 

dynamiques complexes nous envisageons dansce paragraphe d'étudier un 

processus non l in6a i re  déc r i t  par l e s  équations d i f f é ren t i e l l e s  

scalaires  suivantes : 

dans lesquelles si représente l a  s o r t i e  dia sous-système Si régi  - 
fi 

par l 'équation d i f fg ren t i e l l e  sca la i re  : 



(1'') , . . . ,  s < n j - l >  1T an Yj = [sj 9 Jj v j  = l Y 2  (11-196) j 

Notations : 

J. 

R ~ ( A )  = i 
C 

( A  - a.) 
J 

La c a r a c t é r i s a t i o n  d'un t e l  processus p a r  une matrice A (  .) 

en f l èche  peut ê t r e  e f fec tuee  de l a  même manière qu 'au paragraphe 

( 1-2-2) . Il v ien t  a l o r s  l a  matr ice  c a r a c t é r i s t i q u e  en f l èche  mince 

d 'o rd re  (n,+n2-1 ) d é f i n i e  pa r  (11-201 ) : 





Le système de comparaison r e l a t i f  à l a  norme p(x)  dé f in i e  

par : 

e s t  dbcr i t  par  l a  matrice c a r ac t é r i s t i que  M(A) t e l l e  que : 

avec : 
4 



n -1 
l l  1 R 2, 

m ( . )  = max Reel ( -  E a i )  - f  ( . )  + e21 1 gn ie l  (.II  ,... nn i= 1 n -1 1 

( a )  Le processus d é c r i t  pa r  (11-191-192) avec l e s  no ta t ions  

(11-194, 195, 197 + 200, 204 + 206) e s t  asymptotiquement 
1 

s t a b l e  s 'il e x i s t e  E < O ,  X , e t  des s c a l a i r e s  ai e t  o 
2 
j 

. 
v é r i f i a n t  les i n g g a l i t é s  : 

t e l s  que l a  condi t ion  suivante  s o i t  v é r i f i é e  : 

( b )  s i  de plus = (en , l a  s t a b i l i t é  e s t  g lobale .  

Les s c a l a i r e s  m l  e t  m2 ( . ) d é f i n i s  pa r  ( II-20h ,205) , n i  n j  
intervenant  dans (II-209), s 'expriment simplement en fonct ion  des 

polynômes c a r a c t 6 r i s t i q u e s  des sous-systèmes i s o l é s ,  e t  des polynômes 1 

R 1 2 (  . ) e t  R2  ( . ) d é f i n i s  p a r  ( 11-1 98,199) c a r a c t é r i s a n t  l e s  i n t e r -  

connexions. Lorsqu' en p a r t i c u l i e r  l e s  sous - sys t  èmes sont  déconnectés, 

ce qui correspond à e = O e t  e21 = O ,  nous retrouvons des condit ions 12 
s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t e  pour chaque sous-système, analogues à c e l l e s  

g tab l i e s  au  thgorème (II-13-a). 



Le choix d'un système de comparaison d 'ordre  r e l a t i f  2 l a  

norme p(x)  déf in ie  par  : 

conduit aux conditions suf f i san tes  de s t a b i l i t é  déf in ies  au théorème 

(11-17) : 

Théorème(I1-17) 

( a )  Le processus déc r i t  par (II-191,192) avec l e s  nota t ions  

(11-194, 195, 197 + 200, 204 + 206) e s t  asymptotiquement q 
't 

s t a b l e  s 'il e x i s t e  E < O ,  e t  des s ca l a i r e s  a ; , A  , 
, V j = i , 2  ,..., n -1 t e l s  y i = 1 ,2,. . . , n , - L ~ ~ , - 6 ~  2- 

que l a  condit ion suivante s o i t  v é r i f i é e  : 

(b )  s i  de plus X = cen, l a  s t a b i l i t é  e s t  globale.  

17-5 AfATRlCE ~ ~ ~ , ~ ~ - ~ - ~ ~ ~ , - ~ , ~ , , - . ~ ~ ~ - . - . ~ ~ - . ~ - . ~ ~ ~ ~ ~ ~ - . - . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  CARACTERTSTloUE A ELEMENTS NON LINEATRES 

Lorsque l e  processus e s t  complexe d 'ordre n ,  t e l  que s a  

matrice ca rac tgr i s t ique  e s t  à klsments non l i n é a i r e s ,  il es t  poss ible  

de conduire l ' ana lyse  de l a  s t a b i l i t é  à p a r t i r  d'un système de compa- 

raison d 'ordre  n ,  comme l e  montre l e  théorème (11-18) suivant : 



Théorème (11-18) 

( a )  l e  processus complexe d 'ordre  n déc r i t  par ( 1 1 - 1 )  

e s t  asymptotiquement s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  E< O e t  

T c U n t e ï s  que : 

-JT avec A ( . )  l a  matrice trans-conjuguée de A ( . ) ,  
-T 

s ( A ( . ) )  = ( A ( . )  + A ( . )  ) ,  e t  M ( s ( A ( . ) ) )  l a  matrice 
. 

pseudo-majorante r e l a t i v e  à l a  norme v e c t o r i e l l e  

={( xil \ 

(b) Si  de plus X = en, l a  s t a b i l i t é  e s t  globale.  

Démonstration 

Le choix de l a  norme s c a l a i r e  q ( x )  = ?x implique l a  

s t a b i l i t é  asymptotique pour l e  processus déc r i t  par  ( 11-1 ) s ' il 

ex i s te  une fonction 6 de c lasse  K au  sens de HAHN [25], t e l l e  que : 

Il vient a f o r t i o r i  que, s i  l f i n é g a l i t 6  suivante e s t  vé r i f i ge  : 
1 

2 M ( s ( A ( . ) ) )  x < - $ (q (x )  ) (11-215) 

l e  processus (11-1) e s t  asymptotiquement s t a b l e .  

L'étude de l a  s t a b i l i t é  du processus (11-1)  e s t  analogue à 

c e l l e  du système : 

dont l a  matrice c a r ac t é r i s t i que  e s t  r é e l l e ,  symétrique, e t  ?i éléments 

hors diagonaux non néga t i f  S .  

L 'appl ica t ion des conditions de KOTELYANSKI [15] implique 

l f i n é g a l i t 6  (11-212) du théorème (11-18). 



Remarque : 

Le théorème (11-18) permet l ' é t ude  des processus dont l a  

matrice ca rac té r i s t ique  a ses  éléments non l i n é a i r e s  i s o l é s  dans 

cer ta ines  de ses  rangées, S p a r t i r  de l f 6 t u d e  d'un système de compa- 

raison d 'ordre n. 

S i  de plus l a  matrice A (  . )  e s t  en f lèche,  l a  vé r i f i c a t i on  

de l a  contra inte  (11-2 12) , en u t i l i s a n t  l a  propr ié té  (P l  ) des matrices 

en f lèche,  comme précédemment, e s t  immédiate. Cette méthode a é t é  

u t i l i s g e  pour l ' é t ude  des processus non l inGaires  monovariables e t  

muit ivariables du type interconnecté dans [18, 19, 20, 2 1 ,  22, 231 

e t  des processus dé f in i s  f igure  (11-6) singulièrement perturbés au 

chapi t re  III de ce mémoire. 

Nous envisageons pour i l l u s t r e r  i c i  c e t t e  méthode, l ' é t ude  

du processus fortement non l i n é a i r e  déf in i  par  l e s  équations d i f fé -  

r e n t i e l l e s  ('11-191) e t  (II-1921, ou encore par  s a  matrice ca rac té r i s -  

t ique  (11-201) avec l e s  notations (11-194, 195, 197+ 200, 204-t 206) 

Notons : 

F I ,  = diag { . . . ,ai , .  1 . . , . . . ,a 2 , . . . } 
j 

( 11-2 19) 



Théorème (II- 19) 

( a )  Le processus d é c r i t  p a r  l e s  équations d i f f é r e n t i e l l e s  

(11-191, 192) e s t  asymptotiquement s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  

E < 0 ,  r c qn e t  a ! ,Vi  1 = 1,2 ,..., n 1 -1, 
ci? j = 1,2, .  . . ,n -1 paramètres a r b i t r a i r e s  cho i s i s  
-J 2  
à p a r t i e  r é e l l e  négat ive  t e l s  que : 

. 4 .  - E Vi=1,2 - 1  e t .  - @21 

avec les no ta t ions  (II-194,195,197 + 200, 204 -+ 206, 

217 -+ 220).  

( b )  S i  de p lus  = , 1s s t a b i l i t é  e s t  g lobale .  

Remarque : 

Il n ' e s t  pas nécessa i re  de v é r i f i e r  l a  p r o p r i é t é  de 

s t a b i l i t é  des sous-systèmes i s o l é s  pour v é r i f i e r  l a  même propr ié t é  

du processus ( 11-1 91 , 192) é tud iée  à p a r t i r  du théorème ( 11-1 9 ) .  

Lorsque 1' un ou /e t  1 ' a u t r e  des sous -systèmes non l i n é a i r e s  

e s t  /sont  i n s t a b l e (  s ) , l e  théorème ( 11-1 9 )  montre qu' il e s t  poss ib le  

de c h o i s i r  l e s  paramètres c a r a c t é r i s a n t  l e s  i n t e r a c t i o n s  de façon 

à g a r a n t i r  l a  p ropr ié t é  de s t a b i l i t é  asymptotique ou g lobale  du 

processus complexe considéré.  

CONCLUSION 

Le choix de l a  d e s c r i p t i o n  d'un processus,  d'une rep résen ta t ion  

correspondant à une s t r u c t u r e  h ié ra rch i sée  .?i deux niveaux, cho i s i e  a 

p r i o r i ,  permet de s i m p l i f i e r  considérablement l e  problsme d i f f i c i l e  

du choix des fonctions d ' ag réga t ion  e t  donc des systsmes de comparaison 

qui en r é s u l t e n t  pour l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é .  



Cette structure correspondant à la representation en flèche 

de la matrice caractéristique du processus permet en fait une explo- 

ration plus fine, des fonctions d'agrégation possibles, que celle 

effectuée sur une description quelconque du processus. 

Les critères de stabilité obtenus sont d'expressions 

algébriques simples. Dans le cas des processus du type LUR'E POSTNIKOV 

une interprétation fréquentielle de ces critères est propos6e. Nous 

avons défini pour les processus multivariables du type interconnecté 

des critères algébriques permettant le test de la stabilité soit au 

niveau hiérarchique le plus élevé, soit au niveau de chaque sous- 

système avec intervention des contraintes au niveau des interconnexions. 

Ces résultats simplifient aussi bien l'analyse que la 

synthèse des processus, comme nous allons le montrer au chapitre III. 
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C H A P I T R E  111 

S U R  LA SYNTHESE D E S  
- - 

S Y S T E A E S  C O N T I N U S  N U N L I N E A I  RE S 

Le c h a p i t r e  précédent a v a i t  pour ob je t  l a  détermination des 

condit ions s u f f i s a n t e s  ga ran t i s san t  l a  p r o p r i é t é  de s t a b i l i t é  pour de 

l a rges  c l a s s e s  de processus non l i n é a i r e s ,  non s t a t i o n n a i r e s ,  h i é r a r -  

chisés e t  per turbés .  Toutefois ,  l e s  condi t ions  mises en évidence ne 

donnent aucune i n d i c a t i o n  concernant l e s  performances de ces processus.  

Dans ce sens ,  ce chap i t r e  concerne l a  synthèse des commandes des 

processus s t a b l e s  ou i n s t a b l e s  ou/et  per turbés  ou non per turbés .  

La méthode de LYAPüNOV e t  l e s  techniques d 'agrégat ion ,  

u t i l i s é e s  à l ' o r i g i n e  pour l ' a n a l y s e  de l a  s t a b i l i t é  

appara issent  b ien  adpatées a u  problème de synthèse des commandes des 

systèmes complexes e t  des systèmes mul t ivar iables  du type  intercon- 

necté en p a r t i c u l i e r .  P lus ieu r s  études de ce  problème ont é t é  e n t r e p r i s e s  

d'abord à p a r t i r  de l a  d é f i n i t i o n  de fonct ions  de LYAPüNOV s c a l a i r e s  

Cl , 16, 30, 311 e t  e n s u i t e  5 p a r t i r  de fonct ions  v e c t o r i e l l e s  de 

LYAPUNOV [2 -t 7 ,  9 -t 12, 18, 20,  211 ou du type  normes v e c t o r i e l l e s  

114, 15, 17, 221 . Celles-ci  développent des condit ions de mise en oeuvre 

simple en pra t  ique . 

L'exp lo i t a t ion  des c r i t è r e s  de s t a b i l i t é ,  é t a b l i s  au 

chap i t r e  II, permet de même, l a  determination de l o i s  de commandes 

ga ran t i s san t  un comportement p r i s p é c i f i é  du processus.  



Les notions suivantes,  in t rodui tes  pour l ' ana lyse  de 

ce r ta ines  c lasses  de processus dans l a  première p a r t i e  de ce 

chap i t re  : 

- 1 ' i n s t a b i l i t é  des processus 

- l a  s t a b i l i t é  de mouvement ou s t a b i l i t é  dynamique des 

processus sensibles  aux conditions i n i t i a l e s  ou/et 

aux perturbations intervenant sur  son é t a t  C2d .. 

- l a  s t a b i l i t é  du système déggnéré correspondant à un 

processus singulièrement perturbé.  

permettent l ' abord  du problème de l a  synthèse, dans l a  deuxième 

p a r t i e ,  dans s a  généra l i t é .  

L'étude de l a  rkgulation de l a  fréquence de deux cen t ra les  

thermiques couplées su r  un même réseau e s t  présentée dans l a  dernière  

p a r t i e  de ce chapi t re  pour i l l u s t r e r  l e s  r é s u l t a t s  obtenus. 



7 - ANALYSE DE CERTAINES CLASSES DE PROCESSUS NON LiNEAlRES 

L'analyse de l ' i n s t a b i l i t é ,  de l a  s t a b i l i t é  de mouvement 

e t  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes singulièrement perturbés e s t  présentée 

dans c e t t e  sect ion.  

Après avoir  é t a b l i  au chapi t re  II des conditions suf f i san tes  

de s t a b i l i t é  nous envisageons dans l a  première p a r t i e  de c e t t e  sect ion 

d ' é t a b l i r  des conditions suf f i san tes  d ' i n s t a b i l i t é .  Celles-ci quoique 

contraignantes, peuvent dans cer ta ines  conditions s'exprimer simplement 

par rapport aux ca rac té r i s t iques  des systèmes é tud iés ,  en p a r t i c u l i e r ,  

à p a r t i r  de conditions semblables à c e l l e s  envisageables pour l e s  pro- 

cessus l i n é a i r e s .  

Dans une deuxième p a r t i e ,  l e  problème de l a  réduction de 

l ' o rd r e  du modèle e s t  soulevé pour l e s  processus non l i n é a i r e s  non 

s ta t ionna i res  singulièrement perturbés,  à plusieurs  échel les  de temps. 

Les conditions suf f i san tes  de s t a b i l i t g  du modèle rédu i t  du processus 

(système déggnér6) proposées impliquent, dans ce r ta ins  cas ,  l a  s t a b i l i t é  

du processus. De même, il e s t  poss ible ,  pour d ' au t res  cas ,  de conclure 

à l a  s t a b i l i t é  du système dggénéré à p a r t i r  de c e l l e  du processus. 

L'étude de l ' i n f l uence  des per turbat ions ,  intervenant s u r  

1 ' é t a t  d'un processus, s u r  l a  dispersion des t r a j e c t o i r e s  dans un 

fonctionnement à entrge non constante , a conduit à 1 ' é t  ablissement dans 

l e s  deux dernières pa r t i e s  de c e t t e  sect ion de conditions suf f i san tes  

de s t a b i l i t é  dynamique de mise en oeuvre simple. 

1 - 7 SYSTU.4 ES NON LlNEAlRES NON STATIUNNATR ES 1 NSTABL ES .................................................. 

L'étude de l ' i n s t a b i l i t é  des processus peut ê t r e  abordge de 

l a  même façon e t  avec l e s  mêmes o u t i l s  mathgrnatiques que c e l l e  de l a  

s t a b i l i t é .  En p a r t i c u l i e r  GRUJIC e t  S I L J A K  u t i l i s e n t  dans [9] des 



des fonctions de LYAPUNOV vec to r i e l l e s ,  e t  GENTINA dans [lb] l e s  normes 

vec to r i e l l e s .  

Ces dernières ont nécessi tg l a  dé f in i t i on  de sys t  Êaes 

minorants carac?érisbs par  des matrices d i t e s  pseudo-minorantes. 

Déf ini t ion (III- 1) [ l  b] 

L a  matrice N ( A ( t  ,x) 1, S s Rn * Rrxr d é f i n i t  r e l a t i -  

vement à l a  norme vec to r i e l l e  p( x) un système minorant du système ( III- 1 ) 

s i  e t  seulement s i  l ' i n é g a l i t i  suivante e s t  v é r i f i é e  : 

Nous u t i l i s e rons  i c i  essentiel lement l e s  matrices minorantes 

dkf inies  comme s u i t  : 

Ti e t  1. désignant respectivement l e s  ensembles de l ignes  e t  de colonnes 
J 

intervenant dans l e  bloc A.  . ( . ) de l a  matrice ca rac tgr i s t ique  A (  . ) 
1J  

du processus é tudié .  

n  n 
2 .  N(.) = min c i i  - 1 j c i j ( . ) I ]  

i= 1 
Y ( t , x )  E Z I ~  (111-6) 

j = 1  
j f i  

T c ( . )  = f î  ( . ) lpouvant  ê t r e  l a  m t r i c e  A ( . ) ,  A ( . )  i j 



1 - 1 - 2  €Rude de ~ ' ~ ~ b & t f  d e i  huht2mu mana-emée 

1- 1 - 2 - 7  Su~Rhme~ dé& g m  une f q u d a n  dL<jé~zenti&e ----------------- -------- --------- ---------- 

Une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que l e  processus d é c r i t  pa r  

1 'équation d i f f é r e n t i e l l e  non l i n é s i r e  su ivan te  : . 

s o i t  i n s t a b l e ,  e s t  q u ' i l  e x i s t e  E < O ,  e t a  nombres complexes i 
a r b i t r a i r e s  d i s t i n c t s  c h o i s i s  à p a r t i e  r é e l l e  p o s i t i v e  t e l s  que : 

avec : - 

Démonstration 

Le processus é tudiÉ admet une matr ice  minorante r e l a t i v e  
T 

à i a n o m e p ( x )  = 1x1, 1x1 = [ ! x l I ,  Ix;,l, . . . , I x n I  ] , 
T 

X =  [x l ,  x2, ..., x ]  , d e  I s f o r m e :  n  

I Reel(a,  ) - 1 

(III-1C) Y(.) = 

Fieel(3 - 1 n-i ' 
n- 'i . .  . - N ,  

- ] y l ( .  ,3i)1 Y ( , )  - 3eel (a :  l. ) - 3 n-1 ' 
i= 1 



La matrice M(.) e s t  une M-matrice s i  tous l e s  détermi- 

nants des mineurs principaux sont p o s i t i f s ,  v ( t , x )  E Zcx 
d'où l e  thgorème ( 1 1 1 - 1 ) .  

En p a r t i c u l i e r ,  lorsque l e s  condit ions suivantes sont v é r i f i é e s  

l a  contra inte  (111-8) du th6orème (111-1) devient : 

Corol la i re  (111-1) 

Le processus déc r i t  par  (111-7) avec l e s  notations (111-8) 

e s t  ins tab le  s ' i l  ex i s t e  E < O ,  CC e t  a .  nombres r é e l s  a r b i t r a i r e s  
1 

d i s t i n c t s  chois is  p o s i t i f s  t e l s  que l e s  conditions (111-12) e t  (111-1 3)  

soient  vér i f iges .  

1 - 1  - 2 - 2  Syhtérnu du t y ~ e  LUR'E POSTNlKUV - ----------- ----------------- 

Considérons l e  système de l a  f igure  (11-2) non l i n é a i r e  à 

non l i n é a r i t é  k(.) séparable,  dont l a  p a r t i e  l i n é a i r e  e s t  caractgr isée  

par s a  fonction de t r a n s f e r t  ~ ( p )  : 

avec : 

( III- 14)  



Celui-ci peut-être régi  par  une équation d i f f é r e n t i e l l e  de l a  

forme suivante : 

L'étude de l1 i n s t a b i l i t g  peut a i n s i  ê t r e  conduite 2 p a r t i r  

du théorème ( 1 1 1 - 1 )  ou/et du co ro l l a i r e  (111-1) qui  imposent l a  p o s i t i v i t é  

des pa r t i e s  r ge l l e s  de t ous  l e s  "modes instantanés1' du système en boucle 

fermée . 

Lorsquten p a r t i c u l i e r  l ' é t u d e  concerne l e  système en boucle 

ouverte, il e s t  évident que ces conditions sont t r è s  contraignantes. 

En e f f e t ,  il s u f f i t  dans ce  cas de v é r i f i e r  qu'une des racines de 

D(p) = O e s t  pos i t ive  pour conclure à l t i n s t a b i l i t 6  du processus 

étudié.  

Exemple (111-1)  

Pour i l l u s t r e r  1 étude prgcgdente r e l a t i v e  aux systèmes 

monovariables, considérons l e  système du type LURfE POSTNIKOV déf in i  

( f i g .  1 1 1 - 1 )  t e l  que : 

L'étude de 1' i n s t a b i l i t i  d' un t e l  processus peut -&re conduite 

5 p a r t i r  du co ro l l a i r e  (111-1). 



En e f f e t  l e  choix de  a i  t e l  que ai = z i = 1 ,  2 i 
impliqÿe que : y i ( z i )  > O tj i = 1,2. 

Une cond i t i on  s u f f i s e n t e  d ' i n s t a b i l i t é  du processus e s t  a l o r s  

q u ' i l  e x i s t e  E' <O t e l  que : 

c ' e s t  a dire que l a  fonc t ion  non l i n é a i r e  k(-) r e s t e  dans l e  domaine 

a d é f i n i  f i g u r e  (111-1). 

F- : Domaine d 4  i n s t a b i l i t é  

1-7-3 Sii~tème kié?ta;rckiné à deux niveaux 

P l u s i e u r s  cond i t i ons  d f i n s t a b i l i t S  peuvent S t r e  i t a b l i e s  

dans c e t t e  p a r t i e ,  s e l o n  l e  t n e  de l a  forme canonique en f i s c h e  e t  

s e lon  l a  norme v e c t o r i e l l e  re tenue  pour 1 1 < t n 2 e .  En gSno'rll, l e  choix 

<es fonct ion;  d '  agrSgat ion t e l l e s  que l a  : latrice n a j o r s n t e  s o i t  en . f l s c h e ,  rend p o s s i b l e  l ' u t i i i s a t i o n  des  condi t ions  Sta-olies ~szar ie -uronent .  



Nous envisageons dans ce paragraphe uniquement l e  cas d'une 

matrice ca rac té r i s t ique  A(.) = (A..(.)) , (1-45), en flèche épaisse 
1 J  

d'ordre r dont l e s  éléments non l i n é a i r e s  sont i s o l é s  dans l e s  blocs : 

Q( ) e t  A r k ( . )  avec k < r 

Le choix de l a  nome : 

avec par exemple : 

associe à une matrice ca r ac t é r i s t i que  de l a  forme : 

une matrice pseudo-minorante en f l èche  mince d 'ordre  r déf in ie  par  : 



(iii) Il ex i s t e  E< O e t  X t e l s  que l e s  6l&ents n i j u  

déf in i s  par ( III-23,24,25,26,27) v é r i f i e n t  1' inéga l i t é  : 

Remarques : 

1 .  L'étude de l ' i n s t a b i l i t é  des processus peut ê t r e  conduite 

de façon semblable à c e l l e  de l a  s t a b i l i t é .  Lorsque l e s  non l i n é a r i t é s  

f igurent  dans tous  l e s  blocs de l a  matrice en f lèche,  il es t  in te res -  

- sant  d ' e f fec tuer  l ' é t ude  par  un choix adéquat des normes vec to r i e l l e s  

à p a r t i r  d'une matrice pseudo-minorante non l i n é a i r e  dont l e s  gléments 

non l i n é a i r e s  f igurent  dans une seule  rangge. 

2. Les conditions d ' i n s t a b i l i t é  proposées sont  contraignantes 

pour l e  processus. S a t i s f a i r e  de t e l l e s  conditions s i g n i f i e  en fait que 

tous l e s  modes instantanés de l a  matrice A (  . )  sont à p a r t i e  r 6 e l l e  

posi t ive .  

7-2  SYSTEMES NON LINEA7RES NON STATIONNAIRES SINGULZE?EMEM ------------------------------------------------------- 
PERTURBES --------- 

L'étude de l a  s t a b i l i t é  des processus hiérarchises  à deux 

niveaux e s t  envisagée dans c e t t e  p a r t i e .  Cette étude const i tue  une 

contribution 2 l a  résolut ion des problèmes de réduction de l ' o r d r e  

des modèles e t  de séparation des échel les  des temps dans l a  synthèse 

des processus ,lorsque ceux-ci sont singulièrement perturbés [ 7 ,  8 ,  

26, 27, 40, 411. 



avec : 

n  = min ( Reel a, - .Z 1 Y i  = 1 y 2 y . . . y k - 1 y k + 1 . . y r  
i i 

lai kéIi 
kf .e ( 111-23 ) 

n  ( . )  = min Reel a u ( . )  - L l a k L ( . ) /  \ 
kk 

n. = max v i = 1 ~ 2 ~ . . . ~ r - l  
1 r ( 111-25) 

n  ( . ) = max 

l tIk k t  Ip  

Il vient  l e  théorème (111-2) : 

Théorème ( 111-2) 

Le processus d é c r i t  par (111-1) dont l a  matr ice carac té-  

r i s t i q u e  A (  . )  e s t  d é f i n i e  s u r  (e p a r  (1-45) e t  (111-21) e s t  i n s t a b l e  

s i  l e s  condi t ions  su ivantes  sont v g r i f i é e s  : 

( i l  La matrice A ( .  ) = CA. . ( . ) e s t  en f l èche  épa i s se  
1J  

d 'o rd re  r dont l e s  élgments non l i n é a i r e s  sont  i s o l é s  

dans l e s  b l o c s  &(.)  e t  A r k ( . ) ,  k  < r. 

(ii) Les él$ments nii d é f i n i s  par  (111-23) e t  (111-24) 

sont  t e l s  que : 



(iii) I l  e x i s t e  E< O e t  X t e l s  que l e s  éléments n i j u  

d é f i n i s  p a r  (III-23,24 ,25,26,27) v é r i f i e n t  l ' i n é g a l i t é  : 

Remarques : 

1 .  L 'é tude  de l ' i n s t a b i l i t é  des  processus  peut  ê t r e  condui te  

de façon semblable à c e l l e  de l a  s t a b i l i t é .  Lorsque l e s  non l i n é a r i t é s  

f i g u r e n t  dans tous  l e s  b l o c s  de l a  ma t r i ce  en f l è c h e ,  il e s t  i n t e r e s -  

- s a n t  d ' e f f e c t u e r  l ' é t u d e  p a r  un choix adéquat des  normes v e c t o r i e l l e s  

à p a r t i r  d 'une mat r ice  pseudo-minorante non l i n i a i r e  dont l e s  6 l h e n t s  

non l i n é a i r e s  f i g u r e n t  dans une s e u l e  rangée.  

2 .  Les cond i t i ons  d ' i n s t a b i l i t é  proposées s o n t  con t r a ignan te s  

pour l e  processus .  S a t i s f a i r e  de t e l l e s  cond i t i ons  s i g n i f i e  en f a i t  que 

t o u s  l e s  modes i n s t a n t a n é s  de l a  ma t r i ce  A(.) s o n t  à p a r t i e  r é e l l e  

p o s i t i v e .  

1 - 2  S Y S T E M E S  NON L l N E A l R E S  NON S T A T Z O N N A I R E S  SlNGULIE?E,?ZENT ....................................................... 
P E R T U R B E S  --------- 

L'étude de l a  s t a b i l i t é  des processus h i é r a r c h i s é s  à deux 

niveaux e s t  envisagée dans c e t t e  p a r t i e .  Ce t t e  é tude  c o n s t i t u e  une 

c o n t r i b u t i o n  à l a  r é s o l u t i o n  des problèmes de r éduc t ion  de l ' o r d r e  

des modèles e t  de s é p a r a t i o n  des é c h e l l e s  des temps dans l a  synthèse  
Q des processus , lo rsque  ceux-ci sont  s ingul iè rement  pe r tu rbés  [ T ,  u , 

26,  27, 40, 411.  



Le systsme de l a  f i g u r e  (111-3) , h i f r a r c h i s é  .$ deux n i v e ~ u x  

non l i n s a i r e s  ncn s t a t i o n n a i r e s  &ont l e  premier  n i ~ r e s u  e s t  c o n s t i t ü a  

p z r  (r- 1 ) sozs- syst2mes " rap iàes"  , e t  l e  second. c i v e a x  p a r  lm sous - 
systsme " len%",  e s t  d é c r i t  par  l e  systzme d i f f é r e n t i e l  su ivan t  : 

7 T 
3zz.1 cos ~--o:i;;s x = :<.-, x 2  , . . . , x 1' ?<s iz ro  12 - Y 

J voc-eir  ~ ; l t ,  v :< W, , L = L A : ,  z , ,  . . . ,  2 1 7 ~ R r  15 TTs::ex 
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de commande, v u  E , iii e s t  un p e t i t  paramètre p o s i t i f  q u i  

indique l e  degrk de r a p i d i t é  de l ' é v o l u t i o n  du sous-système S. 1 p a r  

rappor t  au  système coordonnateur S r e t  B~~ 6 K~~ 
Nous supposons dans l a  s u i t e  que l a  matr ice  A i i ( . )  e s t  

- 1 
i n v e r s i b l e  e t  son inve r se  e s t  noté  Aii ( . ) .  

En régime l i b r e ,  u  = O ,  pour : 

il v i e n t  l e  système dbggngrré d~ c a r a c t é r i s b  par  l e  système d 'équat ions  

d i f f g r e n t i e l l e s  su ivant  : 

avec : 

1 - 2 - 2  Canddium au4gLsanta de a-tabiLLté du ayatii.me 

dégénéré 

Le processus é t u d i é  dans c e t t e  p a r t i e  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  

une matr ice  en f l èche  mince d 'o rd re  n t e l l e  que : 



Lorsque : 

il v ien t  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  du premier o rd re  c a r a c t é r i s a n t  l e  

système dégéngrrd d ~ ,  en régime l i b r e  : 

Les é tudes  de l a  s t a b i l i t z  e t  de l ' i n s t a b i l i t é  de t e l s  

processus peuvent ê t r e  condui tes  à p a r t i r  des  cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  

de s t a b i l i t é  e t  d ' i n s t a b i l i t é  S t a b l i e s  précédemment pouvant dépendre, 

dans c e r t a i n s  c a s ,  de c e l l e s  des sous-systèmes i s o l é s  d é f i n i s  pa r  : 

Théorème ( 111-3) 

Le système S  non l i n é a i r e  non s t a t i o n n a i r e  h i é r a r c h i s é  à 

deux niveaux d é f i n i s  par  (111-35) dont l a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  a  

s e s  éle'ments non l i n é a i r e s  i s o l é s  dans l a  d e r n i è r e  l i a n e  ou  colonne,  

e t  s e s  éléments ho r s  diagonaux non n é g a t i f s ,  e s t  asymptotiquement s t a b l e  

s i  l e s  cond i t i ons  su ivan te s  sont  v é r i f i é e s  : 

( i )  l e s  sous-systèmes S i ,  Ldi = l , 2 , .  . . ,n d é f i n i s  p a r  

( II-37,38) , sont  asymptotiquement s t a b l e s .  

( i i)  l e  système déa6ngr6 d~ correspondant d é f i n i  p a r  (111-36) 

e s t  asymptot iquement s t a b l e .  

D6monstration : 

Le thgorème ( 1 1 - 1 )  appl iqué  au sys tène  é t u d i é  S ,  c o n f i r e  2 

c e l u i - c i  l a  p r o p r i F t i  de s t a b i l i t é  s ' i l  e x i s t e  E < O e t  t e l s  que : 



n-i a n i  ( . )  sin(.) 
a . - L nn a 

4 E v ( t , X )  EZir'X 
i= 1 i i 

'i é t a n t  p o s i t i f ,  l e  théorsme (111-3) q u i  correspond 2 un cas  de 

v a l i d i t é  de l a  con jec tu re  du l i n é a i r e  s ' e n  dédui t  immédiatement. 

Remarques : 

1 .  La s t a b i l i t é  du processus é t u d i é  S  e s t  dédu i t e  simplement 

e t  rigoureusement de c e l l e s  des sous-systèmes composants e t  du système 

d i ' g é n l é  d ~ .  

2 .  Les cond i t i ons  de s t a b i l i t i '  de S é t a b l i e s  a u  théorème 

( 111-3) ne dgpendent pas  des  p e t i t s  paramatres  u i Y  i = 1 > 2 , .  . . yn-l .  

Par  con t r e  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  de S  e f f e c t u é e  à p a r t i r  de l a  

norme v e c t o r i e l l e  : 

p a r  exemple, condui t  2 l a  c o n t r a i n t e  : 

r > 

q u i  exprime que l a  s t a b i l i t é  de S peut  dgpendre des p e t i t s  paramètres  Pi- 

Ces cons idé ra t ions  montrent que l e  choix de l a  méthode 

d t 6 t u d e  de l a  s t a b i l i t é  du système g l o b a l  peut  f a u s s e r  l ' i n t e r p r é t a t i o n  

des r é s u l t a t s .  



Le processus non l i n é a i r e  é t u d i é  e s t  maintenant  h i k r a r c h i s é  

à deux niveaux,  l e  premier  n iveau  comportant (r-1) sous-systèmes non 

l i n é a i r e s  Si d ' o r d r e  n i ,  i = 1 2 , .  . - 1  i n t e r connec tgs  non l i n é a i -  

rement à l ' u n i q u e  sous-système S non l i n k a i r e ,  d ' o r d r e  n que comporte 
r ' r 

l e  second niveau. 

Nous supposons, de  p l u s ,  que l a  ma t r i ce  A (  . )  f ié f in ie  dans 

e s t  t e l l e  que : 

(H-1) l e s  b l o c s  Aii(.) sont  des  mat r ices  en f l e c h e  mince d ' o r d r e  

n i 7  i = 1,2  ,..., r .  



(H2) les élbents des blocs Ari(i#r) sont nuls exceptés ceux de 

la dernière ligne. 

( H - 3 )  les matrices A sont inversibles, c'est-à-dire que le i i 
scalaire : 

est différent de zéro, v i = 1,2,. . . ,r-1 

Notations : 

kh 
A = !a (.)l Y i  = 1,2, ..., r-1 ir 

kh 
Ari ( . = {ari(.) 1 (di = ii2,...,r-1 

Dans ces conditions, il vient : 

- les matrices A-' ( . ) i = 1 . .  . - 1  , peuvent être 
ii 

déterminées simplement à partir de la propriété ( ~ 2 )  des 

matrices en flèche mince. 
- 1 - les '.l$ments de la matrice A ( . )Aii ( . ( . ) sont nuls 

ri 
exceptés ceux de la dernière ligne. 

- la matrice d~(.) est en flèche mince d'ordre n ; les r 
éléments non lingaires sont, de plus, isolés dans la 

dernizre ligne. 



s table  s ' i l  exis te  E < O e t  'X t e l s  que l e s  conditions 

suivantes soient vérif iées  : 

Les hypothèses (H-1 , 2 , 3 )  sont vérifibes 

l i 3 i  \ 

- " n 
(b) Si de plus l a  stetbili tg du processus 

dégént'ré est ~ i o b a l e  . 



7-3 STABILITE DE i24UUVEMENT - INFLUENCE DE L'ETAT 7N7TIAL .................................................... 

Le processus é tudié  e s t  r ég i  par  l ' équa t ion  d ' g t a t  suivante  : 

L'évolution de l ' é t a t  de l a  s o r t i e  dépend non seulement des 

signaux d ' en t rée  u Q mais auss i  du vecteur conditions i n i t i a l e s  

x ( t o , t o , x o , u  O [  t o. t d ) , n o t é x o .  

Un t e l  processus peut ê t r e  considéré s t ab l e  en réaime forcé  

par  rapport aux per turbat ions  i n i t i a l e s  lo r squ 'au  bout d'un temps 

suffisamment long,  l e  comportement de l a  s o r t i e  ne dépend que de 

1 'en t rée ,  1' e f f e t  des conditions i n i t i a l e s  é t an t  devenu négligeable 

[14, 29, 311 c 'est-&-dire que : 

Le problème "dl un ic i t é"  du régime permanent du système ( 111-55 ) 

s e  ramène donc à l ' é t ude  de l a  s t a b i l i t é  du système aux écar t s  d é f i n i  

par l a  r e l a t i on  : 

1 2 
dans l aque l le  x ( t )  e t  x ( t )  désignent deux t r a j e c t o i r e s  so lu t ions  de 

(111-55) .  Nous nous in téressercns  aux processus pour lesquels  c e t t e  

expression peut ê t r e  représentée sous l a  forme ma t r i c i e l l e  suivante  [14] : 



La v é r i f i c a t i o n  des  cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  

du système aux é c a r t s  d é f i n i  par  (111-58) avec l e s  n o t a t i o n s  (111-59, 

60,61) e f f e c t u é e ,  p a r  exemple, à p a r t i r  des  c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  

é t a b l i s  précédemment, implique l ' u n i c i t é  du comportement asymptotique 

du régime forcé  qual les  ~ u e  s o i e n t  les c o ~ d i t i o n s  I n i t i a l e s  Gu processüs  

d é f i n i  p a r  l e s  r e l a t i o n s  (111-55).  

1 - 3 - 2  Appficczltion d l 'CXude d 'un  ayaXZme du t y p e  L U R ' E  POSTNTKOV 

S o i t  l e  système du  type  LUR'E POSTNIKOV d é f i n i  f i g .  (111-2) 

t e l  que : 

- l a  fonc t ion  de  t r a n s f e r t  L ( p )  de l a  p a r t i e  l i n é a i r e  du 

système en  boucle ouver te  admet l ' e x p r e s s i o n  : 

avec n- 1 

N(p) = r[ ( p  - zi) 
i= 1 

- La non l i n é a r i t é  k dgpend uniquement de l ' é c a r t  E e n t r e  

l ' e n t r é e  e t  l a  s o r t i e  du système bouclé  : 



L'écar t  e n t r e  deux réponses du processus soumis à une 

en t rée  donnée e s t  c a r a c t é r i s é  à l ' i n s t a n t  t C S p a r  l e  vecteur  

z ( t ) ,  d 'o rd re  n ,  dont l ' é v o l u t i o n  peut-être r g g i e  par  l e  système 

d i f f b r e n t i e l  (111-68) : 

avec 
1 

z = x  - x  2 

R 
Lorsque f  ( . ) e s t  dé r ivab le ,  l e  c o e f f i c i e n t  f l o t t a n t  f  ( . ) 

df prend s e s  valeurs parmi c e l l e s  de l a  &rivée  - de l a  c a r a c t é r i s t i q u e  
ci& 

de l a  non l i n g a r i t é .  En e f f e t ,  dans ce cas ,  d rapr$s  l e  thgorème des 

accroissements f i n i s ,  f i g  ( I I I - 3 ) ,  il e x i s t e  E E ] E , ,  E*[ t e l  que : 



t Le s c a l a i r e  fa ( . )  peut donc ê t r e  i n t e r p r é t é ,  àsns  c e r t a i n s  

cas  comme lm gain équ iva l en t  de l a  non l i n é a r i t é .  

ThkorGrne ( 111-5) 

Le systzme non l i n é a i r e  da t y p  LfJP f E  ?r)ST?:Ii(UV, s e n s i b l e  

~ e r t i l r ' c a t i o n s  i n i + i s l e ç ,  d k f i n i  f i g l ~ e  ( 11-2) , don2 ~ a r t i e  
. , .  l l n t s z r e  e s t  c a r z c t i r i s $ i  Dar s l  f c n c t i a n  ze t r s -ç f s r~  : ( D )  t e l l -  q7Je : 



( i )  l e s  polynômes ~ ( p )  e t  D(p) de degrés respectivement 

égaux li (n-1) e t  n ont  des r ac ines  r é e l l e s  e t  d i s t i n c t e s  

(ii) l e  f i l t r e  l i n é a i r e  L(p)  e s t  entièrement d é f i n i  pa r  s a  

courbe de gain  dont l e  diagramme asymptotique est 

cons t i tué  par  des segments de pentes success ives  : 

0 ,  - 20, 0,  - 20, . . . . d ~ / d é c a d e  

R (iii) l e  ga in  équivalent  f ( . )  de l a  non l i n g a r i t é  f ( . )  

d é f i n i  par  (111-69) e s t  supér ieur  à l ' i n v e r s e  du  

pain  s t a t i q u e  de ( -  ~ ( p )  ) .  

Démonstration : 

La fonct ion  de t r a n s f e r t  du f i l t r e  l i n é a i r e  ~ ( p )  é t a n t  

entièrement d é f i n i e  par  s a  courbe de g a i n  ( l i e u  de Bode) (ii) s e s  

pôles e t  s e s  z6ros son t tous  n é g a t i f s .  S i  c e t t e  courbe de gain est  

const i tuge  dans l e  diagramme de Bode ( i i )  par  des segments de pentes  

successives 0,-20,0,-20,. . . , l e s  pôles  e t  l e s  zéros de ~ ( p )  s o n t  donc 

disposés comme s u i t  : 

c 'es t -à-d i re  que l e s  polynômes N ( P )  e t  ~ ( p )  forment une p a i r e  p o s i t i v e  

[32] . Il  en r é s u l t e  l e s  i n é g a l i t é s  (111-70). 

L 'appl ica t ion  du théorème (11-4)  au système aux é c a r t s ,  

pouvant ê t r e  représenté  par  (111-66) donne a l o r s  l a  condit ion s u f f i -  

san te  de s t a b i l i t é  du régime forcé  du système 6tudié  : 

qui correspond 2 l a  con t ra in te  (iii) du théorème (111-5). 



une chatge ~ZcanLque 

Considgrons  l e  s y s t i m e  d e  l a  f i g u r o  (III-Y) composÊ d'lin moteur 

2 couran t  c o n t i n u  e n t r a î n a n t  une c h a r g e  mécanique . 

Figure (111-L 1 

Nous s-mposons l e  c o e f f i c i e n t  de  coup lage  k c g n s t s n t  , e t  l a  

s a t u r a t i o n  du c i r c u i t  i e  f z r  inter;.?nzr.t 3ans lz -7all-ir 53 1ô s e l f  

àe 1 ' i n d u i t .  

R Yotons a~ : 1e illx 2 m s  19 self L ( .! ô . ~ ~ p o s S e  3.21 

. , .  l ' a r b r e  512 z o t è g r  et ;i s 2  -c?nt is? :., 7ioilvsaen:. 



Pour une e n t r é e  f i x é e ,  il v i e n t  [34] l ' é q u a t i o n  aux é c a r t s  

du système : 

q u i  devien t  : 

Le système de l a  f i g u r e  (111-4) e s t  s t a b l e  en  régime 

f o r c é p a r  r appor t  aux cond i t i ons  i n i t i a l e s  s i  l e s  cond i t i ons  :. 

su ivan te s  : 

obtenues p a r  a p p l i c a t i o n  du théorème (II-12) ,sont  v é r i f i é e s .  



C e t t e  é tude  concerne l e  comportement dynamique des t r a j e c t o i r e s  

d 'un processus non l i n é a i r e  en présence  de p e r t u r b a t i o n  s u r  son é t a t .  

L a  méthode d ' é tude  u t i l i s i e  i c i ,  g é n é r a l i s e  c e l l e  proposée pa r  BORSE, 

LAURENT e t  MAIZIERES dans [28] , e t  développée par  BORNE, BEN REJEB 

e t  LAURENT dans [22] pour 1 'é tude  des  systèmes du t y p e  LUR'E POSTNIKOV. 

Cel le -c i  concerne l a  d é f i n i t i o n  d ' une  m5thode permettant  de conclure  

à l a  s t a b i l i t é  dynamique d 'un systsme [28]. 

Les t r a j e c t o i r e s  des processus  cons idérés  sont  c a r a c t i r i s é e s  

8 l ' i n s t a n t  t f. ? p a r  l e  v e c t e u r  x ( t ,  to,  xo) € x e t  

&pendent de l ' é t a t  x à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  t e t  de 1 ' évo lu t ion  des 
O O 

e n t r é e s  e ( t ) ,  e : Z - <e c R m .  

x ) l a  t r a j e c t o i r e  Pour e ( t )  donnée, notons $( t )  = x e ( t ,  to ,  

nominale du processus consid5réeen l ' a b s e n c e  de p e r t u r b a t i o n  e t  pour 

des cond i t i ons  i n i t i a l e s  imposées. Notons p a r  a i l l e u r s ,  
A 

x ( t )  = x e ( t ,  t l ,  x ( t  ) + 6x) l a  t r a j e c t o i r e  après  une p e r t u r b a t i o n  

6x o x sr c 3" i n t e rvenan t  s u r  i l é t a t  e n t r e  l e s  i n s t a n t s  t l - 6 t l  

e t  t l  avec 6 t l  ' O e t  t ,  - b t ,  2 t . 
O 

Déf in i t i on  (111-1 [28] 

Le système S dont 1 1 6 t a t  e s t  d é f i n i  pa r  l e  vec t eu r  x E X 
poss%de l a  p r o p r i é t s  de s t a b i l i t g  asymptotique dynamique s ' i l  e x i s t e  

des fonc t ions  8 e t  0 de c l a s s e s  r e s p e c t i v e s  K e t  L au  sens  de HAHN [33] 

e t  t e l l e s  que : 



Pour i l l u s t r e r  c e t t e  étude,  considérons l e  systime du 

type LUR'E POSTNIKOV dgc r i t  par l e  système d i f f é r e n t i e l  : 

avec A : Z ir 5tnxn 7 B :  Z s Y u  e Rn 

Dans ces r e l a t i o n s ,  u c a r ac t é r i s e  l e s  indéterminations 

dans l a  dé f i n i t i on  du modèle e t  B l e s  va r ia t ions  de l a  s t r uc tu r e  

du système. 



S o i t  : 

l e s  s c a l a i r e s  a i ( .  ) e t  b .  ( . ) dépendent du temps, e t  de u paramètre 
1 

c a r a c t 6 r i s a n t  l e s  i n c e r t i t u d e s  in te rvenant  dans l a  d g f i n i t i o n  du 

modkle. 

Il r é s u l t e  des  6tudes p r i c i d e n t e s ,  q u ' i l  e x i s t e  une 

mat r ice  r é g u l i è r e  Q d é f i n i s s a n t  un changement de base  dépendant de 

nombres d i s t i n c t s  e t  a r b i t r a i r e s  ci i = 1 ,2 , .  . . ,n-1, t e l l e  que i ' 
l ' o n  p u i s s e  d i c r i r e  l ' é v o l u t i o n  du vec teur  e r r e u r  6y ,  by = Q 6x,  

pa r  l a  r e l a t i o n  : 

avec : 



a C (t: , v i = 1 , .  . . ,n-1 nombres a r b i t r a i r e s  e t  d i s t i n c t s .  i 

e t  avec : 

L'étude du problème de l a  s t a b i l i t é  des  t r a j e c t o i r e s  peu t  

ê t r e  condui te  aisément l o r s q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  de d é f i n i r  n p r i o r i  une 

s t r u c t u r e  h i é r a r c h i s é e  pour l e  processus de vec teur  é t a t  6y. 

Considérons en p a r t i c u l i e r  l e  système d é c r i t  p a r  (III-78,79) 

t e l l e s  que l e  t r i p l e t  A ( .  ) , B, c ( . ) s o i t  d é f i n i  p a r  (III-82,83) e t  

f ( . )  E 4 , .  

Le choix  de l a  norme : ~ ( 6 ~ )  = 1 6y[ d é f i n i e  composante à 

composante, condui t  à l a  cond i t i on  de s t a b i l i t é  asymptotique du processus 

d é f i n i  p a r  (111-84, 85, 89)  e t  à l a  cond i t i on  de s t a b i l i t é  asymptotique 

dynamique du processus d g f i n i  p a r  (111-82, 83 ,  8 9 )  énoncée dans l e  

thgorèrne ( 111-6). 

S ' i l  e x i s t e  E < O e t  des  nombres a complexes e t  d i s t i n c t s ,  i ' 
v é r i f i a n t  l e s  deux condi t ions  su ivan te s  : 

( i )  Reel ( a i )  < O 'd i = 1,2 ,  ..., n-1 



le processus décr i t  par (III-78, 79, $2. 83) a w c  Tes nota%ions 

T T  - hiETtlUPE DE S Y M U E S E  DES PROCESSUS NON LZNEAlRES 

de E n d i t  ions suf f i san tes  d l i n s t a b i l i t k ,  de s t a b i l i t e  asymptotique, de 

s t a b i l i t é  globale, de s t a b i l i t g  absolue, de s t a b i l i t é  des t r a j e c t o i r e s ,  

de s t a b i l i t é  dynamique des systèmes hiérarchisés non l i néa i r e s  non 

s ta t ionnaires  perturbés. 

Les conditions mises en évidence ne font pas intervenir  

l e s  notions de caractér is t iques  dynamiques en réponse fi une s o l l i c i -  

t a t i on  donn6e qui déf inissent  l e s  performances des processus, notions 
P..!.,: ..**.@', .: m"" _:.!'<;Y .xq 

essen t ie l les  du point de vue de l l u t i l i s a t e u r ~ . ~ ~ , ~ r ' & ~ ~ & ~ , ~ , . , ~ ~ F . ~  -. ' .  . 

Dans ce sens, c e t t e  sect ion concerne l lb labora t ion  d'une 

mgthode d'étude des problsmes d'estimation e t  dlamélioration des 

performances des processus non l i néa i r e s ,  non at at ionnaires  e t  perturbés 

de grande dimension. 

Les méthodes de synthese des systemes l i néa i r e s  statioanairac 

sont ggnéralement basées sur l a  loca l i sa t ion  des p6lcs' de3 f ~ n c t i o n s  ae 

I*WY.nrfert der systèmes cn boucle icmEe [18*2&*25 s26 927 $33'1 



Lorsque l e s  processus sont  non l i n é a i r e s ,  l a  p lupar t  des 

t ravaux e x i s t a n t  sont basés sur l ' u t i l i s a t i o n  des condi t ions  de 

s t a b i l i t é  [6+~,10,12+16,18,20-22,29,31,36,38,40,411 

L'étude de l a  s t a b i l i t é  appara î t  à l ' h e u r e  a c t u e l l e  t rès  

importante pour l a  détermination des chaînes de co r rec t ion  des 

processus complexes. 

L ' u t i l i s a t i o n  des c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  é t a b l i s  précédemment 

nous a permis d ' é l abore r  une méthode de synthèse des commandes des 

systèmes de grande dimension de mise en oeuvre simple. 

1 1 - 2  AIETHOVE DE SYNTHESE DES SYSTEAES HlERARCfflSES A VEIIX NIVEAUX ............................................................ 

Considérons l e  système non l i n é a i r e ,  non s t a t i o n n a i r e ,  

pe r tu rbé ,  mul t ivar iable  du type interconnecté représentg  f i g u r e (  111-6) 

d é c r i t  pa r  l e s  r e l a t i o n s  : 



e t  c o n s t i t u k  de r sous-syst?mes S d ' o r d r e  n d é f i n i s  en régime i ' i ' 
l i b r e  p a r  : 

Les v a r i a b l e s  a c c e s s i b l e s  2 l a  s o r t i e  du sous-systeme S .  
1 

sont  d6signOes p a r  yi 9 m i  , mi < 3 , v i  = 1,2,...,r. i 

11-2-2 Pt incipe  

Le 'rq;5 ie Is ;j.nin?se propos5? -3s Le I k l i c i r  ~9 a ; r ï c t ~ r e  
-, -sodci?e oerrr,e';tanT xi amîi';lsseaen+, se lu?  zie loi ~ x ~ o r . c n + l e l l e ,  i e  

, . l ' e f f e r ,  22 --+,=:Te - ,rz;_r,sL~,aire ainsi q2e ies  per~~~rÊzticns q~~elle TL? 

s o i f  l e ~ r  o r i g i n e .  



S i  +! x) désigne une norme s c a l a i r e  du vec t eu r  i t a t  du 

processus ,  il convient  de dé te rminer  l e s  d i v e r s e s  commandes ui,  

)g' i = 1,2,. . . ,r de façon À inajorer l a  décro issance  du vec t eu r  é t a t  

pa r  une l o i  de l a  forme : 

avec a a 7 e t  n nombre p o s i t i f  c h o i s i .  

Ce c o e f f i c i e n t  n que nous appe l l e rons  c o e f f i c i e n t  d ' m o r t  i s -  

sement p a r  ana log ie  avec l a  t e rmino log ie  u t i l i s é e  pour les processus  

monovariables du second o r d r e ,  c a r a c t i r i s e  l a  dynanique du système.  

Il e s t  a i s i  d ' é t e n d r e  ces  cons idé ra t ions  aux processus 

fo rcés  s e n s i b l e s  aux p e r t u r b a t i o n s  i n i t i a l e s  ou /e t  aux p e r t u r b a t i o n s  

in t e rvenan t  au  n iveau  de 1 ' i t z t  . 

L'étude de l a  convergence d 'une  t r a j e c t o i r e  p e r t u r b é e  v e r s  

l a  t r a j e c t o i r e  normale du p roces sus ,  ou encore du v e c t e u r  é c a r t  ôx ve r s  

zé ro  ( v o i r  1-3 e t  4) , permet df  imposer une dynamique p r é s p é c i f i é e  auTour 

de l a  t r a j e c t o i r e  nominale F igure  (111-6) [ l a ] .  



11-2-3-7  E~XAmation du "caeI j~ ic ien t  d ' a m o ~ ~ e m e n t "  ------------------ ....................... 
Dans l e  ca s  de fonctionnement en r é g u l a t e u r ,  il e s t  p o s s i b l e  

d ' e s t imer  [29] 1' amortissement des  cond i t i ons  i n i t i a l e s  d 'un  processus  

en é t u d i a n t  l a  convergence de l a  norme v e c t o r i e l l e  p ( x )  d ' o r d r e  k q u i  

c o n s t i t u e  une mesure de 1 ' é c a r t  de 1 ' é t a t  de 1 ' asservissement  p a r  

rappor t  à s a  p o s i t i o n  d l % q u i l i b r e  x  . e  

S o i t  A ( . )  l a  ma t r i ce  d % f i n i e  p a r  : 

c a r a c t é r i s a n t  l e  processus  S,  1 1 1 - 3  9 4 ) ,  en regime l i b r e ,  e t  !$(A( . ) )  

l a  mat r ice  majorante  de A ( . )  r e l a t i v e  à l a  norme r é g u l i è r e  p ( x )  d ' o r d r e  k .  

S ' i l  e x i s t e  q ' ,  q '  > O ,  t e l  que l e  système su ivan t  : 

d  - d t  ( 2 )  = ( L x ( A ( . )  ) + ~ l '  Ik) z  ( 111-99) 

s o i t  asymptot iquement s t a b l e ,  l e  c o e f f i c i e n t  d '  m o r t  issement du s y s t  ème 

e s t  minoré p a r  q' . 

En p a r t i c u l i e r ,  lo rsque  k = 1 ,  correspondant 2 l a  d g f i n i t i o n  

d 'un  systÊme majorant d ' o r d r e  1 ,  c e l u i - c i  e s t  minori pa r  n' d é f i n i  

par  : 



( III- 1 00) 

€ é t a n t  l e  p lus  grand nombre n é g a t i f  t e l  que : 

Pour k d i f f é r e n t  de 1 ,  s ' i l  n ' e s t  pas  p o s s i b l e  de t r o u v e r  

une norme p ( x )  t e l l e  que l e  système (111-99) s o i t  s t a b l e ,  ou /e t  s i  

l e  système (111-99) e s t  i n s t a b l e ,  v r i  , r i '  > O ,  il convient  de  d é f i n i r  

une cha îne  de c o r r e c t i o n  q u i  g a r a n t i t  a u  processus  une marge s u f f i s a n t e  

p a r  r appor t  aux cond i t i ons  c r i t i q u e s  de fonctionnement.  

7 7 - 2 - 3 - 2  b!éfhode dlaméfio~aCion d u  p m ~ o m a n c ~  ........................... -- -------- 

Posons u ,  l e  vec t eu r  de commande t e l  que : 

La cha îne  de r é a c t i o n  a i n s i  d é f i n i e  permet une c o r r e c t i o n  

au  n iveau  des sous-systèmes S.  \d i = 1,2 , .  . . ,r, a i n s i  qu 'au  n iveau  
1 ' 

des in te rconnexions ,  f i g u r e  ( 111-7) . 

E l l e  conduit  à l a  d é f i n i t i o n  d 'une mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e ,  

notée A ( . ) ,  du processus S en boucle  fermée, désignée p a r  Sc,  e n  
C 

f l è c h e  é p a i s s e  d ' o r d r e  r d é f i n i e  p a r  : 





Un choix ad6quat des  éléments des ma t r i ce s  K.  . (  . ) ,  pouvant 
1 J  

ê t r e  non l i n é a i r e s ,  c a r a c t é r i s a n t  l a  chaîne de c o r r e c t i o n ,  peut  

g a r a n t i r  un amortissement s u f f i s a n t  rl , f i x s  2 l ' a v a n c e ,  du régime 

t r a n s i t o i r e  des processus cons idé ré s .  

En e f f e t ,  s i  Ik r ep ré sen te  l a  ma t r i ce  i d e n t i t é  d ' o r d r e  k ,  

pour q f i x é ,  l a  s t a b i l i t g  du syst ime d é c r i t  p a r  l a  r e l a t i o n  : 

avec % ( A ~ ( . )  ma t r i ce  majorante  de l a  ma t r i ce  A . r e l a t i v e  à c  
l a  norme p (x) d ' o r d r e  k ,  g a r a n t i t  un c o e f f i c i e n t  d 'amort issement  k  
au  moins é g a l  à q " ,  rl 2 q " .  

Lorsque l a  ma t r i ce  ( % ( A p (  . )  ) + ri" Ik) e s t  en  f l èche  
b 

é p a i s s e  d ' o r d r e  r e t  a  s e s  i lgments  non l i n é a i r e s  i s o i g s  dans une 

s e u l e  rangge , il e s t  p o s s i b l e  -3' u t i l i s e r  l e s  r é s a l t a t s  prScSdent s , 
concernant l a  s t a b i l i t s ,  pour d g f i n i r  des deza ines ,  dg l imi t é s  p a r  l e s  

c o n t r a i n t e s  i e  s t a 3 i l i t È  du systsme ( 111-1 96) , p e r n e t t z n t  l a  à i t e r -  

minz t icn  des paramètres  Ge c o r r e c t i o n  g a r a n t i s s a n t  12s pe r fo rzan res  

pr&-sp9ci f i5es .  

S i  de plus  l a  c c n ; ? c t ~ l r r  l i n 5 s i r e  est, v t r i f i s a ,  - - c'est-.;-'' .* aire 

que : 

:.4 ' A - ( . )  j E J. ( . :  
A '  -& C 



a s s u r e r  un c o e f f i c i e n t  d 'amort issement  0 ,  f i x é  à l ' a v a n c e ,  pour t o u s  

l e s  systèmes composants confère  dans c e r t a i n s  cas  aux processus l a  

même performance ; de même, l e s  p r o p r i 6 t é s  des  processus peuvent 

conférer  des  p r o p r i é t 6 s  i den t iques  pour l e s  sous-systèmes composants. 

Ces cons idé ra t ions  sont i l l u s t r é e s  dans l e s  é tudes  su ivan te s  

concernant l e s  systèmes d é c r i t s  p a r  des équa t ions  d i f f é r e n t i e l l e s  

ou /e t  du t y p e  LUR'E POSTNIKOV ou /e t  s ingul iè rement  p e r t u r b é s .  

11-3 C I U  DES SYSTEAiES NON LINEA.1RES DECRTTS PAR DES EnUATTONS ---,------------,-,----------------------------->------- 

VlFFERENTiELLES SCALAIRES NON LINEATRES ....................................... 

71-3-1 S y h t C m u  dé& pm une équation & ~ { é h e b ~ ~ ~  

non finéaite 

Consid6rons l e  processus d é f i n i  p a r  l a  r e l a t i o n  (11-44). 

En r6gime f o r c é ,  c e l u i - c i  e s t  d é c r i t  par  : 

n-1 hl 
(i) y:") + b a i ( t ,  Y ,  P I  y l  = u , ,  u l  C R  , y  e Rn ( III- 108) 

i = O  

Notons p a r  a .  e t  B i  des r i e l s  a r b i t r a i r e s  c h o i s i s  respec- 
1 

t ivement n 6 g a t i f s  e t  p o s i t i f s  e t  p a r  A(.) l a  mat r ice  d é f i n i e  pa r  

(11-46) avec l e s  n o t a t i o n s  (11-48, 49, 5 0 ) .  



77-3- 1 - 1 E~thnatlom ------------------ du coe+=jici& ...................... d'amotrctin~ement 

1. Le choix d'une matrice majorante M(A(.) ) définie par (11-189) 

implique que le coefficient d'amortissement de ( 111-1 08) peut être 

estimé par n t 1  si le système 

est 

a 
i ' 

stable. La 

Bi V i =  

contrainte (11-190) s'exprime dans ce cas quf il existe 

1,2 ,..., n-1, E < O et X tels que : 

r 
max (a. + Bi) 

1 

L'application du théorème (11-12) jb& systlme 

conduit à la minoration du coefficient dfamortissement par ri f 2  corres- 

pondant à une solution possible du système d'inégalités : 

3. En particulier lorsque la matrice A ( . )  est à éléments non 

diagonaux non nggatifs, la conjecture linéaire est vérifige pour le 

système : 



l'application du théorème (11-5) conduit aux inégalités : 

qui s'expriment simplement par rapport au polynôme caracteristique 

instantané du processus (111-108). 

Remarques : 

Nous constatons qu' il existe plusieurs façons d'estimer, 

lorsque cela est possible, le coefficient d'amortissement du processus. 

Sa valeur sera d'autant moins "précise'' que les conditions 

de stabilité utiïis6es sont plus contraignantes. 

Lorsque l'itude prgcédente concernant l'estimation des 

performances du processus décrit par (111-108) dgtermine 1x1 coefficient 

d'amortissement insuffisant, ou encore lorsque le processus (111-108) 

est instable, nous posons : 

et nous recherchonsles scalaires c * ( . ) v i = 1 , 2 , .  . . ,n-1 garantissant 
i 

des performances definies 5 1 'avance par 1 'utilisateur. 



11-3 -1 -2 -1  tféthode b u é e  a m  la a.tab.&Al d'un agatëme 

Pour ri fixs, le choix de la commande ul du système (111-108) 

tel que le système associ6 suivant : 

avec : 

soit stable, exprime que le processus (111-108) admet TI comme coefficient 

d'amortissement. 



Comme préckdemment, au  paragraphe ( I I - 3 - l ) ,  nous pouvons 

é t a b l i r  p l u s i e u r s  c o n d i t i o n s ,  p l u s  ou moins c o n t r a i g n a n t e s ,  permet tan t  

l a  dé termina t ion  de l a  commande u l .  

A t i t r e  d 'exemple,  envisageons l e  c a s  pour l e q u e l  l a  ma t r i ce  

A c ( . )  e s t  d é f i n i e  par  (111-122) t e l l e  que : 

R 
l e s  s c a l a i r e s  c  ( . ) , r e s o l v a n t  l e  problème, sont  des s o l u t i o n s  du i 
système d ' i n g g a l i t é s  : 

rk 
l i n é a i r e  en c . ( . ) ,  i = O,i,2 ,..., n-1, avec E > O e t  

1 

Remarques : 

- Les r e l a t i o n s  (111-126, 127, 128) ind iquent  que l e s  

s c a l a i r e s  ( a .  ( . ) + c .  ( . ) ) doivent  ê t r e  convenablement c h o i s i s  de 
1 1 

f a ~ o n  à c e  que l e s  r a c i n e s  des polynômes ? ( .  , A )  d é f i n i  pa r  : 
C 

so i en t  r é e l l e s ,  nggat ives  e t  séparées  p a r  des paramètres  a .  
1 ' 

i = 1,2,. . . ,n-1 s a t i s f a i s a n t  l e s  i n é g a l i t 6 s  (111-128). 



- Ces considérations, correspondant à l'interprétation possi- 

ble des contraintes par rapport aux polynômes caractéristiques du 

système corrigé ou non corrigé, nous ont permis de définir dans le 

paragraphe suivant, une procédure simgle conduisant directement à la 

commande recherchée. 

7 7 - 3 - 1 - 2 - 2  Méthode de bynthèbe pm compahdinon 

La méthode consiste à déterminer les paramètres de correction 

en comparant le polynôme caractgristique du processus à corriger avec 

un polynôme, de même ordre que le precgdent, à coefficients pouvant 

être non linéaires, construit par l'utilisateur. 

Notons par 9 la classe des polynômes ? ( . , A  ) dont la 
C 

partie réelle de la plus grande valeur caractéristique est inferieure 

à - q, n étant le coefficient d'amortissement exigh par l'utilisateur 
pour le système décrit par (111-108) corrigé. Soit : 

Il est évident qu'il suffit d'appliquer une commande u telle 
1 

que : 

pour garantir le fonctionnement désiré par l'utilisateur pour le 
e 

système défini par la relation ~~~~~~08 : étant une estimation 
rrl 

de la non linéarité a. ( . ) , Id i = 1,2,. . . ,n-1. 
1 

Cette prockdure simplifie considérablement la recherche de 

la commande et conduit à une chaîne de &action pouvant être non 

linéaire. Elle ngcessite toutefois la résolution du problème de la 

définition du modèle des non lingarités (estimges). 



Une cond i t  ion  s u f f i s a n t e  d ' e x i s t e n c e  d 'une s t r u c t u r e  bouclée 

permettant  d ' a s s u r e r  au  processus d é c r i t  p a r  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  

(111-108) un c o e f f i c i e n t  d 'amortissement s u p é r i e u r  ou 6ga1 à rl e s t  
* q u ' i l  e x i s t e  des  s c a l a i r e s  c  ( .  ) , i = O ,  1 ,. . . ,n-1 t e l s  que l ' u n e  i 

des cond i t i ons  su ivan te s  s o i t  v é r i f i é e  : 

( a )  il e x i s t e  ci e t  Bi des  r é e l s  a r b i t r a i r e s  d i s t i n c t s  c h o i s i s  i -  
respect ivement  n é g a t i f s  e t  p o s i t i f s ,  E < O e t  t e l s  

gue: 

max ( a i  + B i )  
i 

rl = E - max 

( b )  il e x i s t e  a l , -a2 ,  ... a nombres complexes d i s t i n c t s  n-1 - 
à p a r t i e  r é e l l e  néga t ive ,  E < O e t  X t e l s  que : 



( c )  Il e x i s t e  a l  ,-a2, . . . , a  nombres r é e l s  d i s t i n c t s  

e t  n g n a t i f s ,  E < O e t  xn-;eis  que : 

( i l  n < - an-l < ... < -a2 < - a 1 ( III- 135 

77-3-1-3 Exemple du & c d  ~ m o t r é a o n v z a n t  aétue : ---- -------------- ------------------- 
E x m p & ( l 7 i - 3 )  ---- ---------- 

Le système a s s e r v i  é t u d i é  e s t  & r e t o u r  tachymétrique r é a l i s a n t  

l a  r égu la t ion  d 'un f i l t r e  l i n é a i r e  de second o rd re  cons t i tué  p a r  une 

double i n t é g r a t i o n  [18, 201. 11 concerne l e  c i r c u i t  RLC s é r i e  à 

inductance non l i n é a i r e  r é g i  par  l ' i q u a t i o n  : 

d 1 R i  + (m(i) ) +; ii d t  = u ( III- 138) 

i e t  $ sont  respectivement l e  courant e t  l e  f l u x  de l ' i nduc tance  L non 

l i n é a i r e  . 
T Le choix d 'une norme s c a l a i r e  p ( x )  = x x,  pour ce c i r c u i t  

ferrorésonnant  pouvant ê t r e  d é c r i t  118) par  l a  r e l a t i o n  : 



R - 1 
avec f ( E )  = E f ( ~ ) ,  f*(0)  = O e t  X = RC conduit  2 l a  r e l a t i o n  : 

Pour g a r a n t i r  un c o e f f i c i e n t  d 'amort issement  r~ pour l e  

système é t u d i é  il s u f f i t  donc de c h o i s i r  convenablement l a  r é s i s t a n c e  

R e t  l a  capac i t é  C ,  c ' e s t - à -d i r e  A ,  t e l l e s  que : 

2  * 
1 - X  f 

rl = - max E 1 - - 1  . - ' A  

SyhAèmu dé& pcvr deux équatiam c i i l i b é t r e d a u  

L'étude envisagge e s t  i l l u s t r é e  s u r  l e  ca s  du couplage 

non l i n g a i r e  d'un système l i n é a i r e  d é c r i t  p a r  (11-68) e t  d 'un système 

non l i n é a i r e  d é c r i t  par  (11-69) en régime l i b r e .  

La r é s o l u t i o n  du problème de l a  synthèse  d 'un  t e l  processus 

peut ê t r e  e f f e c t u é e  en d é f i n i s s a n t ,  p a r  r é a c t i o n  d ' é t a t ,  des cha înes  

de c o r r e c t  ion au  niveau des  sous-syst  $mes , ou/e t  en a j u s t a n t  l e s  

paramètres  c a r a c t é r i s a n t  l e s  i n t é r a c t i o n s .  

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous recherchons pa r  un choix adéquat des 

* ( . )  Y i  =0,1,2 ,... ,n,-1 e t  c  
1 

i n t é r a c t i o n s  non l i n é a i r e s ,  g i j '  
)j' j =0,1 , 2 , .  . . , n  -1 à g a r a n t i r  pour  l e  processus  d é c r i t  pa r  (11-59) 

1 
e t  (11-60) un c o e f f i c i e n t  d 'amortissement s u p é r i e u r  ou Sgal  2 n ,  e t  

correspondant à un cas  de v a l i d i t g  de l a  con jec tu re  l i n g a i r e .  

ThkorÊme (111-8 ) : 
2 

Une cond i t i on  s u f f i s a n t e  d ' e x i s t e n c e  des s c a l a i r e s  g . ( . ) ,  
1 

i = 1 , .  n  1 e t  c  V j = 1,2 ,..., n2-1, permet tan t  d ' a s s u r e r  1 - j '  
au  process71s d 6 c r i t  par  l e s  r e l a t i o n s  (11-59, 60) avec l e s  n o t a t i o n s  



(11-61 + 6 7 ) ,  un c o e f f i c i e n t  d'amortissement super ieur  ou é g a l  5 n 
e s t  q u ' i l  e x i s t e  E < O ,  X , a ?  ,Yi = l Y 2 . . . , n  -1 e t  

1 1 -  
,y j = 1,2 , .  . . , n  -1 v é r i f i a n t  l e s  i n é g a l i t é s  (11-74, 75) !?.j 2  

t e l s  que : 

( i )  l e s  i n é g a l i t é s  (11-76 + 81) son t  v l r i f i é e s  V ( L x )  C 5 %x 

1 1 - 4  CAS DES SYSTEMES NON L l N E A l R E 3  DU TYPE LUR'E POSTNlKOV ...................................................... 

L'étude des systèmes non l i n é a i r e s  du type  LUR'E POSTNIKOV 

peut ê t r e  conduite de l a  même manizre que c e l l e  des systèmes d i c r i t s  

par  une équation d i f f é r e n t i e l l e .  Toutefois ,  il e s t  poss ib le  dans 

ce  cas  d ' i n t e r p r é t e r  l e s  condi t ions  ga ran t i s san t  des performances 

pré-speci f i6es  pa r  rapport  aux c a r a c t e r i s t i q u e s  de l a  p a r t i e  l i n é a i r e  

du processus d'une p a r t ,  e t  2 l a  non l i n é a r i t f  d ' a u t r e  p a r t .  

En e f f e t ,  considérons l e  processus d é f i n i  f i g u r e  (11-2) 

t e l  que : 

- l a  fonction de t r a n s f e r t  t(p) de l a  p a r t i e  l i n é a i r e  du système en 

boucle ouver te  e s t  d é f i n i  pa r  : 



n- 1 
avec N(p) = C c  p  i i 

i = O  

- l a  n o n l i n é a r i t é  k dgpend du temps t ,  de l ' é c a r t  E e n t r e  l ' e n t r é e  e t  

l a  s o r t i e  du système bouclé  e t  éventuel lement  des p e r t u r b a t i o n s  iP f , 
k = k ( t ,  E , 

Il v i e n t  dans ce  c a s ,  l a  d e s c r i p t i o n  du processus  p a r  

l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  s c a l a i r e  su ivan te  : 

Les processus é t u d i é s  d é c r i t s  p a r  (111-141) c o n s t i t u e n t  un 

cas  p a r t i c u l i e r  de l a  c l a s s e  des systèmes envisagés dans l e  paragraphe 

(11-3) précédent .  Il e s t  donc p o s s i b l e  d ' u t i l i s e r  l e s  r e s u l t a t s  obtenus 

dans ce paragraphe pour l ' e s t i m a t i o n  e t  l ' a m é l i o r a t i o n  des performances 

des syst$mes du t y p e  LUR'E POSTNIKOV cons idé ré s .  

Nous envisagerons dans l e  thgorème (111-9) l ' é t u d e  de 

p l u s i e u r s  cas  p o s s i b l e s  pour  l e s q u e l s  l a  con jec tu re  l i n é a i r e  e s t  

v é r i f i é e ,  e t  e n s u i t e  l e  ca s  des processus  fortement non l i n é a i r e s  

pour l e s q u e l s  l e  système de  comparaison e s t  d ' o rd re  maximum n .  

Théorème ( 111-9) 

Une cond i t i on  s u f f i s a n t e  d ' e x i s t e n c e  d ' m e  s t r u c t u r e  

bouclae permettant  d' a s s u r e r  au processus du ty-pe LUR '3 POSTNIKOV 

d i f i n i  f i g u r e  (11-2) e t  p a r  l e  r e l a t i o n  (111-141) un c o e f f i c i e n t  



d'amortissement supérieur ou égal  A Q e s t  q u ' i l  e x i s t e  des coe f f i c i en t s  

c  i = 0 ,  1 , 2 , .  . . ,n-1, t e l s  que l ' u n e  des condit ions suivantes  -i ' 
s o i t  vé r i f i é e  : 

( a )  il e x i s t e  a l  ,-a y . . . , a nombres r é e l s  d i s t i n c t s  
n- 1 

e t  néga t i f s ,  E < O e t  X t e l s  que : 

n- 1 
i i i  - n n  + a  + . c )  ( -  2 - E > O 

(b) il e x i s t e  r < O e t  X t e l s  pue : 

(i)  l e s  polynômes N(p) e t  D(p) forment une pa i r e  pos i t i ve  e t  

( C )  il ex i s t e  a l  ,-a2 y . . . , a nombres complexes d i s t i n c t s  n- 1 e 
à p a r t i e  r é e l l e  néqative,  E < O e t  t e l s  que : 



( d )  -Bi ,-cii i = 1,2 , .  . . ,n-1 nombres complexes 

d i s t i n c t s  respect ivement  p o s i t i f s  e t  à p a r t i e  r é e l l e  

néga t ive ,€  O e t  X t e l s  que : 

max ( B i  + Reel  a i )  
i 

Reel  a i  - a n- 1 - k (  . )  

n- 1 n- 1 - 1 
+C Bi 1 + j =O Z ( a . + k (  J . ) c j ) ( a i ) j l  . 1 j = 1  ( a i - a . ) - l  J 1 

j # l  

V (t , x )  c ZI'X 
(111-1 48) 

7 7 - 4 - 2  7 n t e h c o n n e x i a n  h é ~ e  d e  deux  b 0 ~ - 6 y b t c m ~  

L'étude envisagse  e s t  i l l u s t r g e  s u r  l e  c a s  des processus 

non l i n é a i r e s  d g f i n i s  f i g u r e  (11-6) e t  p a r  l e s  gquat ions  (II-134,135)  

Dans c e t t e  p a r t i e  nous recherchons pa r  un choix  adéquat des chaînes 

de c o r r e c t i o n  au  n iveau  des  sous-systèmes d 'une  p a r t  e t  au  n iveau  
1 4  

des  i n t e r a c t i o n s  d ' a u t r e  p a r .  , c ' e s t - à -d i r e  k ,  , c; , c; , 
A A 

b' i = i , 2 , .  . . ,nl-1 ,kg ,  c2 c ,  j = 2 , .  . - 1  à g a r a n t i r  au  
j '  J 

processus d é c r i t  p a r  (11-134, 135) e t  correspondant& uncas de v a l i d i t é  

de l a  con jec tu re  l i n é a i r e ,  un c o e f f i c i e n t  d 'amort issement  s u p é r i e u r  

ou é g a l  à r i .  

Théorème ( III- 10) 

Une cond i t i on  s u f f i s a n t e  d ' e x i s t e n c e  des s c a l a i r e s  k ,  ,ci, 
c! Y i  = i  , 2 , .  . . ,nl=l d2, c?,  c! j = 1 , 2 , .  . . ,n - 1 ,  permettant  
-1 J J 2 
d ' a s s u r e r  au  processus d g c r i t  pa r  (11-134, 135) un c o e f f i c i e n t  

d 'amortissement s u p é r i e u r  ou 6pa l  à e s t  q u ' i l  e x i s t e  E < O ,  X 
ci! , i = , 2  , n -1 e t  ci2 , j  = 2 , .  - 1  * & r i f l a n t  l e s  
-1 1 -  J c 
i n é g a l i t é s  (11-74, 75) t e l s  que : 



( i )  l e s  i n é g a l i t é s  ( 11-1 36 + 141 ) sont  v g r i f i é e s  

avec l e s  o o t a t i o n s  (II-127,128) 

17-5 CAS ?ES SYSTEiUES NON LiNEAlRES SIIUGUL7EREMENT PERTURBES ....................................................... 
L'gtude s u i v a n t e  c o n s i s t e  2 es t imer  et  ame l io re r  l e s  pe r fo r -  

mances des s y s t  Smes d6ginérGs. Dans ce  s e n s ,  1 ' amé l io ra t ion  des 

performances des sous-syst2mes " rap ides"  e t  du systsme " l e n t "  d ' une  

p a r t ,  ou / e t  l ' a j u s t e m e n t  des  paranÊtres  c a r a c t é r i s a n t  l e s  i n t é r a c t i o n s  

e n t r e  l e s  sous - sys t  Ênes , peut conduire  ,2 .un fonctionnement pr6spéc i f iG 

du s y s t  Wme d5g5néré. 

Les ca s  des sous-systsmes d ' o r d r e  1 , d ' o r d r e  quelconque, 

du t y p e  LLT ' E  POSTNIKOV ou /e t  d i c r i t s  p a r  une gquat ion d i f f g r e n t i e l l e  , 
sont  envisages dans c e t t e  p a r t i e .  

17-5- 1 S O ~ - ~ ; I A  t h e h  d 'a , tc lw quetcunque 

Consic6rons l e  processzs  h i g r a r a h i s i  -2 5e1~x n i - r ? a u  ( 111-43) 

dent l e  s r e z i l r  niveaü e s t  ccmgos$ de ( r - i )  scus-s;~st&nes 3. carat- 

&, . , 1 ./ . . - .  , -  - ~ t r ~ s ? s  sar 12 a a t r i c e  A-, . ( . ) a s A n i e  pa r  La re,zzlon :AIL-'+), i e  
A 1 

s?cvnd  ri+, < $ f i n i  pa r  l e  s ~ i i s - s y s t s n e  S e t  p a r  13 r e l ~ t i m  i I I I - A S ) .  r 



Théorème (111-11) 

Une cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour que l e  processus c o r r i g é  d é c r i t  

p a r  (111-51) avec l e s  n o t a t i o n s  (11-43, 44, 45, 47, 48, 49, 50, 52)  

posséde un c o e f f i c i e n t  d 'amortissement s u p é r i e u r  ou i g a l  à e s t  q u x  

e x i s t e  E < O e t  X t e l s  que l e s  cond i t i ons  su ivan te s  s o i e n t  v é r i f i é e s  : 

( i )  l e s  hypothèses (H - 1 ,  2 ,  3 )  sont  v é r i f i é e s .  

L o r s q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  en  p a r t i c u l i e r  de d é f i n i r  une ma t r i ce  

c a r a c t é r i s t i q u e  d 'un  système de comparaison iden t ique  À c e l l e  du 

processus ,  nous pouvons de l a  même façon que pour l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  

de t e l  p roces sus ,  comparer l e s  performances du systGme dégén$ré p a r  

rapport  'à c e l l e s  du processus i n i t i a l .  

Les processus monovariables du "type" LUR'E POSTNIKOV ou 

d é f i n i s  p a r  une équat ion  d i f f i r e n t i e l l e  peuvent ê t r e  d é c r i t s  p a r  un 

système d i f f g r e n t i e l  de l a  forme (111-35).  

Le changement de l ' é c h e l l e  de temps pour t o u t  ou p a r t i e s  

des sous-systèmes du premier  niveau h i e r a r c h i s g  conduit  à l a  d g f i n i t i o n  

de p l u s i e u r s  c l a s s e s  de systèmes s ingul iè rement  p e r t u r b é s .  



Considérons d 'abord  l e  processus  l i n é a i r e  d é c r i t  pa r  : 

' i é t a n t  un p e t i t  paramètre ,  u i  C 2 + , f i  = 1,2 ,..., n-1. 

Il v i e n t  une s t r u c t u r e  h i g r a r c h i s é e  correspondante d é f i n i e  

dans l a  f i g u r e  (111-8) ou p  e s t  l f o p 6 r a t e u r  de LAPLACE. En remarquant 

que l e  passage d ' opé ra t eu r  p  à l ' o p é r a t e u r  p .p  correspond au  change- 
1 

ment de 1 1 6 c h e l l e  des temps t p a r  r .  = p i t  , e t  que pour pi = 0,  
1 

i = 1 ,. .. , j  e t  p i  = 1 , Y i  = j + 1 ,. . . .n-1. l ' é v o l u t i o n  de l ' é t a t  
.L 

des  sous-systèmes S  v i = 1,2 , .  . . , j e s t  r ap ide  p a r  r appor t  à c e l l e  i 
de Si, i = j + 1 ,. . . ,n q u i  e s t  l e n t e ,  il v i e n t  deux cas  à c o n s i d é r e r  

correspondant d 'une  p a r t  à un système dégénéré d ' o r d r e  1 ( f i g u r e  111-9) 

e t  c e l u i  d ' o r d r e  n- j ,  j < n ,  ( f i g u r e  111-10) d ' a u t r e  p a r t .  
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Théorème (111- 12 1 

Une condition suff isante  pour que l e  syst?ne dégénéré 

&rit par (111-35) pour LI, = O e t  a':(.) # O V Ild) c %xX 
i = 1.2,. . . ,n-1 possede & coeifici;nt dlamortissement supérieur 

rrP 

ou égal à ri e s t  q u ' i l  ex is te  E < O e t  t e l s  que : 

n-i a n i  ( . )  sin(.) 
ri + ann( .)  - Z .c< s 

i= 1 aii( 

Cas par t icu l ie rs  

Supposons p u  ~ i l l c u r s  que ce processus puisse atrc béhornpoi<w 

=U UCUA f - - t ies  d'ont l 'une e s t  len te  e t  l ' a u t r e  rapide t e l l e s  que : 

1 

Xi + Xn 

d n- 1 
(xn> = L y . . ( * ,  a ; )  Xi + y* ( . )  Xn 

i= 1 %?~@q###$ 
X"" :*P;z A<:!:> 4- , , " 

ai < O ,  é tant  des paramstres caract6 san Les sous-systèmes rapides Si 

du premier niveau hiérarchique, d i = 1 ,2, - . . ,n-1. 

~ e r  syst8me dég6ngr6 e s t  déf ini  dans ce cas par l 'équation 

d i f f é reh t i e l i e  du premier ordre: : 



ou encore p lus  simplement 

Une condit ion s u f f i s a n t e  pour que l e  systsme dégénéré d é c r i t  

p a r  (111-156, 157) pour u = O e t  a i  < O V i = 1.2. ..., n-1 possède 

un coeff i ' c ient  d'amortissement supér ieur  ou éga l  ?i n e s t  q u ' i l  e x i s t e  

E < O e t  t e l s  que : 

2 .  Considérons maintenant l e  processus du type  LUR'E POSTNIKOV 

de l a  f i g u r e  (11-2) d é f i n i  par  1 'équation d i f f é r e n t i e l l e  (111-1 41 ) avec 

l e s  no ta t ions  (11-109, 110) .  Supposons, comme pr6c&demmentY que c e  

système peut s e  décomposer en une p a r t i e  évoluaht lentement e t  l ' a u t r e  

rapidement, e t  q u ' i l  e s t  d é c r i t  par  (111-156, 157) avec l e s  no ta t ions  

su ivantes  : 

n- 1 n- 1 
y i ( .  ,a i)  = - [ (a i In  + ( a .  + b(.) c . )  ( a .  )jl TT ( a . - a . )  - 1 

J J 1 i = O  j = 1  1 J 

Théorème (III- 14) 

Une condit ion s u f f i s a n t e  pour que l e  système dégénéré d é c r i t  

par  (111-156, 157) avec l e s  nota t ions  (111-161, 162) pour p = O e t  

a .  < 0 i = 1,2 , .  . . ,n-1 poss>de un c o e f f i c i e n t  dTamortissenent  
-1 

supér ieur  ou 6gal  à n e s t  q u ' i l  e x i s t e  P < O  e t  X t e l s  q ï e  : 



Remarque : 

Les théorèmes (111-13) e t  ( I I I - l b )  t r a i t e n t  l e  problème des 

performances des systèmes d é c r i t s  pa r  (11-44) e t  (111-1 41 ) , s i n g u l i s r e -  

ment per turb6s  sans s p é c i f i e r  l a  p a r t i e  r ap ide .  

7 7 - 5 - 2 - 3  Sya: tèmu - --------- déqEnEhéa n o n  f i n é a i t u  d ' o h d k e  i 

So i t  l e  processus s ingulièrement  per turbé  d é c r i t  pa r  : 

Pour p = O e t  a i i ( . )  I E < O il v ien t  l e  système dégénéré 

s u i  vant : 



Théorème (III- 15 ) 

Une condition suffisante pour que le système dégénéré 

décrit par (111-1 63, 164, 165) pour LI = 0 et aii ( . ) c E < 0 

i = 1,2,. . . , j posssde un coefficient d'amortissement supérieur 
ou égal 2 n est qu'il existe E < O et tels que : 

Le thgorème (111-15) résulte de l'application du théorème 

( 111-1 2) pour le processus dégénéré ( III- 166, 167) . 

7 7 - 5 - 3  C a n  d' ivctmcannexian de deux aua.tèmu du t u n e  
LUR ' E POSTNTKOV 

L'étude envisagse est illustrée sur le cas des processus 

non linéaires definis figure (11-6) et par les équations différentielles 

(11-134, 135). 

Nous supposons que le système est singulièrement perturbk 

et décrit avec les notations ( 11-67', 122 + 128) par les équations 

suivantes : 
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Théorème ( III- 16 ) 

Une condit ion s u f f i s a n t e  pour que l e  système dégénéré 

g 
i u = O e t  G < O . i = 1.2,. . . , n.-1, v ,i = 1,2 ,  possède un  c o e f f i c i e n t  
j L 

d'amortissement supér ieur  ou éga l  à q e s t  q u ' i l  e x i s t e  E < O e t  

CX t e l s  que : 

( III- 175 ) 

Démonstration 

Le choix d'une norme s c a l a i r e  p ( x )  dx pour l e  système 

implique que l e  système (111-173) possgde un c o e f f i c i e n t  d 'amort is-  

sement supér ieur  à q s i  l a  condit ion s u f f i s a n t e  su ivante  e s t  v é r i f i i e  : 

il e x i s t e  une fonction @ de c l a s s e  K au sens de HAHN [33] t e l  que : 

1 d  d  T  
dxT [ M2($ A(-) + A ( . )  ) ) + T ) I ~ ]  dx - m ( l i d x l l )  ( III- 177) 



l a  mat r ice  Pl2(. ) d d f i n i e  p a r  : 

é t a n t  à élénients h o r s  diagonaux non n é g a t i f s ,  p a r  a p p l i c a t i o n  des  

condi t ions  de KOTELYANSKI [14] il v i e n t  l e s  c o n t r a i n t e s  ( 111- 174,175 ) 

du théorème (111-16). 

Nous cons ta tons  que l e  processus  dégénéré poss ide  un c o e f f i -  

c i e n t  d 'amortissement i1 s i  l e s  sous-systèmes du type  LUR'E POSTNIKOV 

dégénérds possédent  l a  même performance e t  s i  l e s  paramètres  d ' i n t e r -  

connexions v d r i f i e n t  l a  c o n t r a i n t e  ( III- 175) . 

FREQUENCE DANS LES CENTRALES THERMlqES 

Nous proposons dans c e t t e  s e c t i o n  de montrer q u ' i l  e s t  

poss ib l e  d ' app l ique r  l a  méthode d ' g tude  proposée à l ' é t u d e  d 'un  

processus i n d u s t r i e l .  Il  s ' a g i t  i c i  d ' g t u d i e r  l e  problème b i en  

connu (26 ,  34, 35, 36, 37) de l a  r g g u l a t i o n  de fréquence dans l e s  

c e n t r a l e s  thermiques f i g u r e  (111-1  1 ) . 

Le problème de l a  synthkse peut ê t r e  rgdu i t  en d g f i n i s s a n t  

des formes canoniques p e r a e t t a n t  l ' u t i l i s a t i o n  des c r i t  Sres  de 

s t a b i l i t é  précgdents  . 



7 7 1 - 7  D E S C R l P T I U N  DU PROCESSUS 

Le première formulation du problème concernant p lus ieurs  

cen t ra les  thermiques interconnectées à un même &seau de d i s t r i bu t i on  

a é t é  présentée par FOSHA e t  ELGERD dans [35, 421 . La synthèse des 

systèmes de commande a é t é  ensui te  envisagée dans [26, 36, 371 en 

considérant l e  processus l i n é a i r e .  

En supposant q u ' i l  y a un générateur de vapeur par c en t r a l e  

il apparaî t  [26] in té ressan t  de conduire l t é t u d e  à p a r t i r  des va r iab les  

suivantes : 

Afi : var ia t ion  de l a  fréquence au niveau de l a  cen t ra le  i 

APti : var ia t ion  de l a  s o r t i e  de l a  turbine  au niveau de l a  

cen t ra le  i 

AS : var ia t ion  de l a  pos i t ion  de l a  commande 
g i  

Aptgi : Varia t ion de l a  puissance en t r e  l e  réseau e t  l a  c en t r a l e  i 

Il vient  dans ce cas l e  modèle mathgrnatique de deux cen t r a l e s  

thermiques couplées à un  même réseau,  correspondant au schema b loc  

de l a  f igure  ( III- 1 1 ) : 

d oif* - (Afi) = - f* 
dt  2Hi Af. 1 + - 2Hi (APLi - *',tgi - Apt.) Y i  = 1.2 (111-179) 

d 1 , (ASgi) = - 1 - -  
T ( -  Asgi R~ A f.) 1 + - T U. 1 bli = 1,2 (111-181) 

g i g i 
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d - d t  ( I A C E ~ )  = Bi a f .  1 + AP Lgi  v i  = 1,2  

R avec f l a  fréquence nominale du système, Hi l a  cons t an te  d ' i n e r t i e ,  

D .  l e  ga in  du système ( é g a l  .?i ( K  . T l a  cons t an te  de temps 
1 P 1 t i  

de l a  t u r b i n e ,  T l a  cons t an te  de  temps du système de commande d e  
g i  

l a  t u r b i n e ,  Tij l a  cons t an te  d ' i n t e r a c t i o n ,  R .  l e  s t a t i s m e ,  
1 A ' ~ i  

l e s  p e r t u r b a t i o n s ,  ACE. l ' e r r e u r  s u r  l a  commande, IACEi l ' i n t é g r a l e  
1 

de ACEi, Ui l a  commande d u  v a r i a t e u r  de v i t e s s e .  

177-2 FORMES CANONlO_UES EN F L E C H E  D E  LA MATRICE CAXACTERlSTIn,UE ......................................................... 
vu rnUCESSUS ------------ 

Nota t ions  : 



717-2-7 Deschipition du prtoceaaus dana t'espace d '&ta2 

Le choix du vecteur é t a t  y dsfini par : 

2 dv, d v l  dz, 
2 

ds, dv2 d v 2 
2 ' dt ' dt ' dt ' dt2 ' dt ' dt 

(111-186) 
dt 

. . 

2 ' dt ' dt 



171-2-2  Fome canonique en 4Cèche ép&:~e génétraeinée de lu 

matrLice c m a c t é h i n ~ o u e  

En posant : 



1 k a .  - 1 ii 1 
R~ (Pi, -pi2) (pi2-ka O 

'i lmPi2 'i iepi2 i ) 
P = 

O O 

O 1 

I - 
il vient l a  nouvelle description du p flèche gpaisse 



Remarque : 

Le d e s c r i p t i o n  (111-189) du processus montre que : 

- chaque c e n t r a l e  i s o l é e  peut  ê t r e  d é c r i t e  p a r  une ma t r i ce  

en f lÊche mince d ' o r d r e  4, dont l e s  Gls'ments diagonaux peuvent ê t r e  

i n t e r p r é t é s  p a r  rappor t  à s e s  c a r a c t g r i s t i q u e s .  

- il e s t  p o s s i b l e  du f a i t  de l a  n a t u r e  des i n t e r a c t i o n s  

e n t r e  l e s  deux c e n t r a l e s ,  de d g f i n i r  une nouvel le  r e p r é s e n t a t i o n  

du processus t e l l e  que sa mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  en f l è c h e  

mince g é n g r a l i s é e .  



111-2-3 Fame canonique en @i?che mince gEnerrdhée d'orrdrre 5 

s o i t  x = [ x l 1  y xi23  ~ 1 3 3  x2, 3 x ~ ~ ,  ~~~3 x2J l e  

vec teur  é t a t  conduisant  à l a  d e s c r i p t i o n  (111-189) du processus .  Le 

choix du nouveau v e c t e u r  6 t a t  x '  obtenu pa r  simple permutat ion de 

c e r t a i n e s  composantes de x t e l  que : 

permet de r e p r é s e n t e r  l e  processus  p a r  l e  systsme d i f f é r e n t i e l  s u i v a n t  : 

avec : 





Lorsque les performances du processus ne conviennent 

pas à l'utilisateur il est possible d'appliquer la mgthode de 

synthèse proposée, imposant une dynamique présp$cifiGe, pour 

améliorer celles-ci. 

En effet, consid6rons les deux centrales fonctionnant 

en régime forcé : 



avec : 

e t  A l a  ma t r i ce  en f l è c h e  é p a i s s e  g é n é r a l i s é e  d ' o r d r e  2 d é c r i t e  dans 

(111-187). 

Pour g a r a n t i r  un c o e f f i c i e n t  d 'amortissement 11 au  p roces sus ,  

il s u f f i t  de dé te rminer  un vec t eu r  de commande u = r u l ,  des  

v a r i a t i o n s  de v i t e s s e  t e l  que l e  processus : 

s o i t  s t a b l e ,  M( . )  é t a n t  une ma t r i ce  majorante  d ' o rd re  8 de ( A  - BC) .  

Dans l a  r e l a t i o n  (III-1921, C designe l a  ma t r i ce  d é f i n i e  p a r  : 

u = - C x  ( III- 193) 

c a r a c t é r i s a n t  l a  cha îne  de r é g u l a t i o n .  



Il v ien t  a l o r s  l a  ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  co r r igge  

de chaque c e n t r a l e  thermique : 

l e s  ma t r i ce s  Q 1 2  e t  QZ1 r e s t a n t  inchangées.  

Nous remarquons que l e  r é seau  c o r r e c t e u r  a i n s i  c h o i s i  permet 

de changer l e s  i lgments  diagonaux de l a  m a t r i c e  0 q u i ,  dans 1 ' app l i -  i i 
ca t ion  des  r g s u l t a t s  précédents  concernant  1 ' é tude  des performances,  

d o i t  a v o i r  s e s  616ments diagonaux i n f f r i e u r s  à (-n). 

L 'ac t ion  p o r t e  dans ce ca s  s u r  l e s  cons tan tes  de temps des 

t u r b i n e s  e t  des géngra t eu r s  de vapeur du processus  é t u d i é .  

La méthode de synthèse  des  systèmes de commande propos6e 

permet a i n s i  une a c t i o n  l o c a l e  s u r  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  des sous- 

systèmes e t  une a c t i o n  g loba le  au  niveau du processus dont l a  ma t r i ce  

c a r a c t z r i s t i q u e  e s t  en f l è c h e  i p a i s s e  g é n è r a l i s é e .  



CONCLUSION 

La méthode de synthèse proposée e s t  basGe s u r  l ' a g p l i c a t i o n  

des c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  é t a b l i s  au c h a p i t r e  II. 

Dans ce  sens ,  deux problèmes principaux sont  à résoudre : 

- l a  détermination d'une rep résen ta t ion  convenable du 

processus dans l ' e s p a c e  d ' é t a t .  

- l e  choix des paramètres c a r a c t é r i s a n t  l e s  chaînes de 

rggula t  ion.  

Les c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  appliqués en vue de l a  synthèse 

des commandes, sont  de mise en oeuvre simple lorsque l e s  polynômes 

c a r a c t é r i s t i q u e s  des sous -sys t  èmes cons t i tuan t  l e  processus,  ont  

des r ac ines  r g e l l e s .  

Lorsque c e t t e  p r o p r i é t é  n ' e s t  pas s a t i s f a i t e  l a  synthèse 

appara î t  généralement p lus  d i f f i c i l e  du point  de vue c a l c u l  numé- 

r ique .  

La méthode de synthèse e s t  appliquable aux processus 

non l i n é a i r e s  monovariables per turbés  ou singulièrement pe r tu rbés ,  

e t  peut ê t r e  étendue aux processL non l i n é a i r e s  mul t ivar iables  

per turbés  ou singulièrement per turbés .  

La mise en oeuvre de c e t t e  méthode pour l ' é t u d e  de l a  

r égu la t ion  de fréquence dans l e s  cen t ra le s  thermiques montre que 

l a  chaîne de commande permet une a c t i o n  l o c a l e  au niveau de chaque 

c e n t r a l e ,  e t  une a c t i o n  g lobale  au niveau du processus cons t i tué  

de p l u s i e u r s  c e n t r a l e s  in terconnectées  s u r  un même réseau.  
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C H A P I T R E  I V  

A P P L I C A T I O N D E L A  REPRESENTATION EN FLECHE 

A L ' ETUVE D E S  S Y S T E V E S  D I S C R E T S  NON L I N E A I R E S  

INTRODUCTION 

Des méthodes d 'analyse  e t  de synthèse des processus continus 

non l i n é a i r e s  éventuellement per turbés  ou singulièrement per turbés  

ont  é t é  r é a l i s é e s  dans l e s  chap i t r e s  II e t  III à p a r t i r  d'une repré-  

sent  a t i o n  spgci f ique  e t  remarquable. 

D e  même, des conditionsde convergence sont  é t a b l i e s  dans ce 

c h a p i t r e  pour des s u i t e s  rgcurrentes  non l i n é a i r e s  s c a l a i r e s  ou vecto- 

r i e l l e s ,  e t  conduisent à un ensemble de t e s t s  d é f i n i s  se lon  des niveaux 

hiérarchiques  c r o i s s a n t s .  

Les c r i t è r e s  proposés sont  obtenus à p a r t i r  d'une formula- 

t i o n  pa r t i cu l i c ' r e  de l ' a lgor i thme  i t g r a t i f  e t  permettent une $tude  

s impl i f i ée  de l a  dynamique de convergence de l a  récurrence d é f i n i s s a n t  

1 ' évolut ion  du s y s t  Srne. 

Pour l e s  systèmes complexes d i s c r e t s  mul t iva r i ab les  du type  

LUR'E POSTNIKOV en p a r t i c u l i e r ,  l e s  c r i t è r e s ~ r o ~ o s é ~  admettent une 

i n t e r p r é t a t i o n  remarquable mettant en évidence l e s  r ô l e s  des p a r t i e s  

l i c g a i r e s  e t  non l i n é s i r e s  du processus.  



1 - SYSTEMES COMPLEXES DISCRETS HIEUARCUTSES A DEUX NIVEAUX 

Les systèmes ktudiés dans ce chapitre sont régis en régime 

libre par un système d'équations récurrentes non linéaires de la 

forme : 

avec A(t, xt, IP) matrice caractéristique d'ordre n, notée A(.), ~ 
d'éléments aij (t, xt, P) généralement non linéaires, notés a ij ( . )  1 
i ,  = 1 . , n, xt vecteur état d'ordre n défini à l'instant t €Z1 
par : 

* 

L'étude de la stabilité d'un tel processus peut être 

effectuée avec les outils mathématiques utilisés pour l'étude de la 

stabilité des systèmes continus de grande dimension, lorsqu'il est 

possible de caractériser les systèmes par une matrice en flèche. 

En effet, la représentation correspond dans ce cas à une 

structure hiérarchisée à deux niveaux, choisie à priori. 

1 - 7 SOUS-SYSTEbiES D ' ORDRE 1 ....................... 
Soit le système S d'ordre n, constitué par n sous-systèmes 

d'ordre 1 interconnectés, tel que sa matrice caractéristique A ( . )  soit 

en flèche mince d'ordre n difinie par : 



Soit  % ( A ( .  ) ) l a  matrice majorante [30] de A ( . )  r e l a t i v e  

2 l a  norme régul ière  p (x)  d'ordre k. 

Lorsque l e s  éléments non l i néa i r e s  de % ( A ( .  ) ) sont i so l é s  

dans une rangée de l a  matrice A ( . ) ,  l ' app l i ca t i on  du c r i t è r e  prat ique 

.de BORNE e t  GENTIJVA [l] pour l e s  systèmes d i s c r e t s  (chapi t re  1) conduit 

au théorème ( I V - 1 )  suivant : 

Théorème (IV- 1 ) 

( a )  Le processus d i sc re t  r ég i  par un système d'équations 

récurrentes ( IV-1  ) admettant une matrice carac té r i s t ique  A ( .  ) 

en flèche mince d 'ordre n  déf in ie  par  (IV-5) t e l l e  que : 

(i)  tous l e s  éléments non l i néa i r e s  de l a  matrice A(  . ) 
sont i so l é s  dans une seule rangée. 

(ii) il ex i s t e  E > O e t  x t e l s  que : 

e s t  asymptot iquement s table .  

(b) Si de plus an, l a  s t a b i l i t é  e s t  globale. 



Démonstration 

Soi t  Mn(.(. ) ) l a  matrice majorante de A ( .  ) [30] r e l a t i v e  

à i a  norme p(z t )  = / z t  1 t e l l e  que 1 zt 1 = [I z l t  1 , 1 z~~ 1 , . . . , / z n r  

'bt = [ z l t ,  Z a t s  S . . .  Znt] T., obtenue en subs t i tuan t  l e u r s  modules 

aux éléments de l a  matrice A (  . ) . 

Les non l i n é a r i t é s  é t an t  i so l ée s  dans une seu le  rangée 

de l a  matrice majorante a i n s i  dé f i n i e ,  l a  vé r i f i c a t i on  des condit ions 

de KOTELYANSKI implique l a  s t a b i l i t é  asymptotique pour l e  processus 

étudié s t i l  ex i s t e  E > O e t  t e l s  que : 

Le développement de ces d i f f é r en t s  déterminants par l e  
1 

théorème ( 1 ) ( chap i t r e  1) conduit aux contra intes  (ii) du théorème 

( I V - 1 ) .  

En p a r t i c u l i e r  l a  conjecture l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e  lorsque 

l ' o n  a  : 



1 - 2  S O U S - S Y S T E M E S  DU T'REM1 ER N I V E A U  D ' U R V R E  1 ,  S U U S - S Y S T E M E  ........................................ ------------- 
COORDONNATEUR U ' O R D R E  (n-4) ........................... 

Le processus considéré i c i  e s t  t e l  que s a  matrice carac- 

t é r i s t i q u e  e s t  en f leche mince généralisée d 'ordre r déf in ie  par  : 

Notations : 



Théorème (IV-2) 

( a )  Le processus discret  rggi par l e  systame d'équations 

récurrentes (IV-1) admettant une matrice caractér is t ique A( . )  en 

flèche mince généralisée d'ordre r définie  par (IV-10) t e l l e  que : 

(i) tous l e s  élgments non l inéa i res  de l a  matrice A(  .) 

sont i so lé s  dans une seule rELn~de 

x' Y i  = i , 2 , . .  .,ri (IV-14) 

!;;,''a@ 
(b) S i  de plus = 9" l a  s t a b i i i t s  e s t   global@"^,^^ WC 

."y!.: 
.u 

un partitionnement de l a  matrice A ( .  ) t e l l e  que . 



l e s  matrices obtenues en subst i tuant  l e u r s  modules aux élgments des 

matrices A , 021 ( . )  , a12(. ) e t  @22(. ) , l e  système récurrent  

dé f in i  par l a  r e l a t i on  : 

e s t  un système de comparaison du processus étudié.  

Les éléments non l i n é a i r e s  é t an t  i so l é s  dans une seule  rangée 

de l a  matrice A ( . ) ,  l ' app l i ca t i on  du c r i t è r e  pra t ique de BORNE e t  

GENTINA [l] pour l e  système de comparaison ( IV- 17) , ga ran t i t  l a  

s t a b i l i t é  asymptotique du système étudié  lorsque l e s  éléments de l a  

matrice diagonale (1 - M(F, ( . ) ) ) sont p o s i t i f s  e t  lorsque l a  

condit ion suivante : 

e s t  vé r i f i é e .  Cette dernière contra inte  s ' e x p l i c i t e  simplement en 

u t i l i s a n t  l a  propr ié té  (PI) des matrices en flèche. 

Il vient  : 

avec l e s  notations (1-46, 47). 

Le premier membre de 1 ' i néga l i t é  ( IV-1 9) é tan t  l e  i-ème 

mineur p r inc ipa l  de l a  matrice D( . ) dé f in i e  par  ( IV-1 1 ,12,13) , pour 

ga ran t i r  l a  s t a b i l i t g  asymptotique du processus é tud ié ,  il s u f f i t  

donc d'une par t  que l a  con t ra in te  (IV-1 4) so i t  vé r i f i é e  e t  d ' au t r e  

par t  que l e s  déterminants des mineurs principaux success i fs  de l a  

matrice D(.) soient  tous p o s i t i f s  ; d'où l e  théorème (TV-2). 



1-2-2 S-.tenie de comp&on d'o/td/re rr 

Un test rapide de l a  s t a b i l i t é  des processus caractérisés 

par une matrice en flsche mince g&néralisGe d'ordre r dont l e s  

éléments non linGaires sont isolés  dans plusieurs l ignes ou colonnes, 

peut ê t r e  obtenu en définissant un systsme de comparaison d'ordre r 

caractérisé par une matrice en flèche mince d'ordre r. 

Cas 1 : l e s  éléments non l inéa i res  isolés  dans l e s  (n-r+ 1 ) dernières - ---------ii---------------iU---U---U---------- 

&*eg-gg colonges : 

Le choix de 1s a o r -  -'- \ &finie  p 

n T 
( IV-20) 

conduit au s y s t h e  de comparaison suiv 

'. . .  

Cas 2 : l e s  6 1 4 ~ r n t s  non l inéa i res  isolés  dans Id-1) grendsres l i p e s  - -----i----------------I-iIi.------- ---- --CI---- - 
ou c o l o n n ~ , - d - ~ r  

Le choix de l a  norme p(xt) dgf'inie par ; 



conduit au système de comparaison suivant : 

avec 

Notations : 

i - max lai i ( . ) [  
i= 1 



Les appl icat ions  du théorème ( I V - 1 )  au système de comparaison 

r ég i  par  (IV-21), e t  du théorème (IV-2) au système de comparaison déc r i t  

par (IV-23) permettent l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  du processus dont l a  

matrice ca rac té r i s t ique  e s t  dé f in ie  par (IV-1 0)  , d'où l e  théorème 

(IV-3) : 

Théorème ( IV-3 ) 

( a )  Le processus d i sc re t  r6gi  par  l e  système d'équations 

récurrentes  ( I V - 1 )  admettant une matrice ca r ac t é r i s t i que  A (  . )  en 

flèche mince généralisée d 'ordre r déf inie  par  (IV-10) e s t  asympto- 

tiquement s tab le  s  ' il e x s i t e  E > O e t  ?C t e l s  que l l u n e  des condit ions 

( a ) ,  ( B )  s o i t  v é r i f i é e  : 

( a )  (i) l e s  éléments non l i n é a i r e s  sont i s o l é s  dans l e s  

(n-r+l)  dernières  l ignes  ou colonnes de l a  matrice A(.) 

(ii) 1 - laii( > O 'di  = 1,2, ..., r-1 ( IV-28) 



( 6 )  (i) l e s  éléments non l i n é a i r e s  sont i so l é s  dans 

( j - 1 )  premières l ignes  ou colonnes de l a  matrice 

A ( . ) ,  j < r. 

(iv) a v e c l e s n o t a t i o n s  ( I V -  4, 25, 26, 27 )  o n a :  

( b )  S i  de plus = Rn , l a  s t a b i l i t é  e s t  globale.  

7-3 SOUS-SYSTEMES D ' ORDRE QUELCONDUE 

Les r é s u l t a t s  précédents concernant l a  c lasse  des systèmes 

hiérarchisgs  à deux niveaux dont l e  premier niveau e s t  cons t i tué  

par  des sous-systèmes d 'ordre  1 ,  peuvent ê t r e  général isés  à l a  c lasse  

des processus dont l e s  sous-systèmes sont d 'ordre  quelconque. 

En e f f e t ,  considérons l e  système d'ordre n c a r ac t é r i s é  

par  l a  matrice A ( . )  en f lèche épaisse d 'ordre r ,  const i tué  par  r 
I 

sous-syst èmes S: d 'ordre  n, dont l a  matrice ca rac té r i s t ique  e s t  



Selon l a  complexité du processus, c'est-&dire l e  nombre 

de r a g é e s  B élgments non iintiaires,  il e s t  possible de choisir  une 

fonction d'agrégation appropriée pour conduire l 'é tude du processus 

à p a r t i r  d'un système de comparaison, admettant une matrice caracté- * 

r i s t ique  en fièche, pour lequel nous pouvons appliquer l e s  conditions 

l inéa i res  de s t a b i l i t é .  

Pour i l l u s t r e r  ces considérations nous envisageons de pré- 

senter deux cm : l e  premier correspondant à l a  dTfinition d'un système 

de corngaraison d V o r d r e . r  caractér is6 par une matrice en flèche d n c e  

dont le$  él6,ments diagonaux peuvent permettre de conclure à l a  stabi- 

l i t é  &e tous l e s  saus-systèmes lo r squ ' i l s  sont tous négatifs ; l e  

second concerne l e s  systSmes hiérarchis6s à dew niveaux, dont l e  

s y s t b  coordonnateur e t  un des sous-systèmes du p r d e r  niveau sont 

non l inéa i res ,  6tudiés èt p a r t i r  d'un système de compassison d'ordre 
r-2 

( 1 +  X ni) 
i= 1 



Cas 1 : Système de comparaison &'ordre r 

Le choix de l a  norme vec to r i e l l e  p (x )  t e l l e  que : 

n 1 n 2 n r 
p(x t )  = [max l x l j t [  y max Ixajt l9 ...> max lx 

j= 1 j=1 j=1 r j t  11 
conduit au système : 

avec : 

n 
1 n. 

1 j i j  
m ( . )  = max r l k ( . ) l  i j  V i j  = 1 y 2 y . .  . 

k=l h=l 

qui e s t  de comparaison pour l e  processus é tudié .  

r-2 
Cas 2 : Système de comparaison d'ordre 1 + C 

ni- i= 1 

Le choix de l a  norme vec to r i e l l e  p (x)  t e l l e  que : 

conduit au système : 



avec : 

q l ( . )  

2 A(.) - i 

(a )  Le système discret S hiérarchisé à deux niveaux régi 

par l e  système d'équations récurrentes ( I V - 1 )  admettant une matrice 

caractéristique A ( .  ) en flèche épaisse d'ordre r définie par ( IV-33) 

est asymptotiquement stable s ' i l  ex is te  L > O e t  x t e l s  que l'une 

des deux conditions ( a )  e t  ( 6 )  suivantes e s t  vérif iée  



( a )  (i) l e s  élgments non l i n é a i r e s  sont i so lés  dans l e s  

n dernières l ignes  ou colonnes de A ( . ) ,  ou dans 
-2- 

l e s  n l  premières l ignes  ou colonnes de A ( . )  

(ii) l e  sous-système Si c a r ac t é r i s é  par  l a  matrice A i i ( . )  

e s t  s t ab l e  au sens de l a  contra inte  suivante : 

i = 1,2, . r -  avec l e s  notations (IV-36, 37) 

(iii) avec l e s  notations (IV-36, 37)  l a  condit ion suivante 

e s t  v é r i f i é e  : 

( 6 1  ( i )  Les éléments non l i n é a i r e s  sont i so lés  dans l e s  

( n  + n ) dernières l ignes  ou colonnes de l a  -r-1 - r 
matrice A ( . )  

(ii) l e  sous-système S. c a r ac t é r i s é  par  l a  matrice A. . ( . ) 
1 1- 

e s t  s t ab l e  au sens de l a  contra inte  suivante : 

i = 1,2 ,..., r-2 avec l e s  nota t ions  (IV-40,4i) 

( iii) avec l e s  notations ( IV-40,41,42,43,44) l a  condit ion 

suivante e s t  v é r i f i é e  : 

(b) Si  de plus X= gn l a  s t a b i l i t é  e s t  g lobale .  



11 - SYSTEMES D E C R l T S  PAR DES E@fATlONS RECURREMES S C A L A I R E S  

Plusieurs c l a s se s  de processus, du type LUR'E POSTNIKOV 

en p a r t i c u l i e r ,  sont suscept ibles  d ' ê t r e  d é c r i t s  par  des équations 

récurrentes sca la i res .  

Le choix d'un vecteur d '  état adéquat permet une descr ipt ion 

de ces processus dans l ' e space  d ' é t a t .  Il e s t  poss ible ,  

dans ce ca s ,  de d é f i n i r  a p r i o r i  une s t ruc tu r e  hiérarchisée  à deux 

niveaux qui permet 1 ' u t i l i s a t i o n  des r é s u l t a t s  précédents pour 1 'étude 

de l a  s t a b i l i t é .  

Nous envisageons deux exemples pour i l l u s t r e r  c e t t e  étude : 

l e  premier correspond à l a  c lasse  des systèmes monovariables pour 

lesquels  il e s t  poss ible  d ' i n t e r p r é t e r  l e s  conditions suf f i san tes  

de s t a b i l i t é  en fonction d'un polynôme d i t  polynôme carac té r i s t ique  

ins tantané . Le second g iné ra l i s e  ces dernières considérations au 

cas où l e  processus e s t  d é c r i t  pa r  p lus ieurs  équations récurrentes 

s ca l a i r e s .  

11 - 1 SYSTEMES D I S C R E T S  D E C R l T S  PAR U N E  EOUATION RECURREME ---,,,,--,---,,,,,-----------------:------------------ 

SCALAIRE -------- 

1 1 - 1 - 7  C o n W o m  4ud&Lhantu de a . & z b U é  

Considérons l e  système d i s c r e t  dé f in i  en régime l i b r e  

par 1 'équation recurrente  suivante : 

avec 

e t  a i ( t ,  y t ) ,  noté a i ( . ) ,  Zd* X - R des fonctions 

généralement non l i n é a i r e s .  



L'évolution d'un t e l  système peut ê t r e  d é c r i t e  (P6) 

dans l ' e space  d ' é t a t  par  l e  système d 'équations de récurrence 
' ' 

. 

dépen&ant de (n-1) p a r m è t r e s  a r b i t r a i r e s  ai, tf i = l , 2 , .  . . 4 - 1  

avec l e s  nota t ions  suivantes : 

L a  matrice c a r ac t é r i s t i que  du processus considgr6 e s t  t e l l e  

que ses  éléments non l i n é a i r e s  sont i so lg s  dans l a  de rn i s re  l i g n e ,  

1 ' applicaz ion du théorème ( IV- 1 ) conduit aux condit ions su f f i s an t  es 

de s t a b i l i t é  ( a )  du thiorème ( I V - 5 )  suivant .  

S ' i l  e x i s t e ,  de p l r s ,  E > O e t  t e l s  que : 



il e s t  poss ible  de d é f i n i r  un système majorant t e l  que s a  matrice 

ca rac té r i s t ique  s o i t  ident ique à c e l l e  du processus ( A ( . ) \ .  

Les conditions ( 0 )  du théorème ( IV-5) su ivan t ,  correspondent 

à ce cas important pour l eque l  l a  conjecture l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e .  

Théorème (IV-5 ) 

(a)  Le processus d i sc re t  r ég i  par  1 'équation récurrente  

s c a l a i r e  (IV-49) e s t  asymptotiquement s t ab l e  s ' i l  e x i s t e  E > O e t  

t e l s  que l ' une  des condit ions ( a )  e t  ( 6 )  suivantes avec l e s  

nota t ions  (N-51, 52, 53) s o i t  v é r i f i é e  : 

a (i) 1 - Iail > O V i  = 1.2, ..., n-i ( IV-56) 

( 6 )  (i) O <  a l  < a 2 <  ... < a  < 1 n- 1 
(IV-58 

n- 1 V ( t . x t )  c C d  
(iii) - c ai  - a l ( . )  2 E ( t , x t )  E Sd*X (IV-60) 

i= 1 

( b )  S i  de plus x = 2 l a  s t a b i l i t  6 e s t  globale.  



11-1-2 Appfication aux p ~ ~ o c e n ~ u d  du tqpe LUR'E POSTNTKUV 

2chantieeonn24 

Nous envisageons i c i  l ' é t u d e  du système d i s c r e t  présenté  

pa r  l a  f igure  ( I V - 1 )  suivante : 

L 
1 i 

r A 1 E 
-cl R"?' ' 3  , I t - 1 

L-* 

I . 6 - - -  - - - - - - - -  N p )  
A 

1 Le f i l t r e  d é f i n i  par s a  fonction de t r a n s f e r t  - 
~ ( p )  est 

soumis au s i gna l  de commande élaboré par  un modulatel .  non l i n é a i r e  

sans mémoire, de période constante,  Sventuellement prgcédé d'un 

réseau correcteur numérique l i n é a i r e .  L a  chaîne de re tour  e s t  carac- 
o t é r i s é e  par l e  polynôme ~ ( p )  t e l  que d ~ ( p )  s do D ( p ) .  

L a  s t r uc tu r e  de ce système où seule  l a  var iable  E e s t  n 
modulée non l inéai rement ,  pemet  de d é f i n i r ,  en regime autonome 

une équation s c a l a i r e  i e  fonctionnernent de l a  forne : 



En posant : 

avec l e s  notations suivantes : 

l ' app l i ca t i on  du théorème (IV-5) ( a )  conduit à des conditions su f f i -  

santes de l a  même forme que (IV-56) e t  (IV-57) mais dépendant de c t ,  

Les r é s u l t a t s  a i n s i  obtenus sont de mise en oeuvre souvent 

d i f f i c i l e ,  e t  de plus l e u r s  in te rpré ta t ions  par  rapport aux carac- 

t é r i s t i q u e s  l i n é a i r e s  e t  non l i n é a i r e s  du processus é tud ié  se  trouvent 

généralement l imi tées .  

Ces considérations sont dues au f a i t  que l a  descr ipt ion 

ma t r i c i e l l e ,  à p a r t i r  de l aque l le  e s t  menée 1 'étude,  provient par 

changement de base d'une descr ipt ion sous forme compagnon. 

Le choix d'une représenta t ion préalable  du type FROBENIUS 

permet de dé f in i r  des conditions de s t a b i l i t é  semblables aux précédentes 

dans lesquel les  l e s  coef f ic ien t s  dépendent uniquement de cn. 



En e f f e t ,  il r é su l t e  des travaux de LAURENT [ 2 ,  1 1 ,  15, 
i 251 en introduisant l e s  variables annexes yt, tf i = 2 ,  3 ,  ..., n,  l a  

p o s s i b i l i t é  de décr i re  l e  système sous l a  forme : 

Le changement de base déf in i  par l e s  matrices : 

- 1 -1 -1 
P  = P l  P2 ( IV-68) 

avec : 



conduit a l o r s  à l a  représenta t ion m a t r i c i e l l e  en f l èche  : 

avec l e s  nota t ions  suivantes : 

n- 1 
? ( E t ,  A) 7 ( a i  - a . )  - 1 yi (c t i  A) = - v i = 1,2, ..., n-1 (IV-71) 

j = 1  J 



e t  une étude semblable à l a  précédente conduit à énoncer l e  théorème 

suivant : 

Théorème (IV-6 ) 

( a )  Le système échanti l lonné déf in i  f igure  ( IV-1  ) e t  

r é g i  par 1 'équation récurrente  s c a l a i r e  ( IV-62) e s t  asymptotiquement 

s t ab l e  s ' i l  ex i s t e  c 1  > O ,  X e t  des r é e l s  d i s t i n c t s  a  V i = 1.2,. . .n-1 i ' 
t e l s  que l 'une des conditions ( a )  e t  (13) suivantes avec l e s  nota t ions  

( IV-70, 71 , 72) s o i t  vé r i f i é e .  

( b )  Si  de plus = an , l a  s t a b i l i t é  e s t  globale.  

Remarque 

Cette forme ( IV-69) analogue à c e l l e  que nous avons déjà  

étudihe dans l e  cadre des systèmes continus permet t ra i t  par  applica- 

t ion des transformations correspondant es d 'ob ten i r  des rg su l t a t s  

semblables. 



Exemple (IV- 1 ) : 

Le schéma du système é t u d i é  ( f i g u r e  IV-2) e s t  soumis À 

des per turbat ions  c a r a c t é r i s é e s  pa r  P, V P O a , in tervenant  

au niveau de l a  non l i n é a r i t é .  

f i g u r e  ( IV-2 ) 

Le moteur ?i régu le r  en p o s i t i o n  de constante de temps T 

s i t u é  dans l a  chaîne d ' a c t i o n  e s t  précédé d 'une non l i n é a r i t é  sans 

mémoire, d'un bloqueur d 'o rd re  zéro e t  d'un échant i l lonneur  de 

Dirac. L a  chaîne àe r e t o u r  e s t  d é f i n i e  pa r  an gain u n i t a i r e  e t  un 

t aux  de cor rec t ion  tachymstrique A .  

Un t e l  processus admet l a  r eprésen ta t ion  s c a l a i r e  suivante  : 

avec 



En posant 

a  : paramètre a r b i t r a i r e ,  a C R+ 

f (c t9  P) = f+(ct9 P )  E t ,  fR6 [z, f] = 4Jf& V ( t , x t , ~ ) L S 1 ' x $ y '  

2 
T ( E t , A )  = A +[ - ( l + D )  + ?(ct ,  P) [ T - ( r - ~ ) ( l - D ) ]  A 

L'applicat ion du théorème (IV-6-0) conduit à l a  condit ion 

su f f i s an t e  de s t a b i l i t é  asymptotique suivante  : 

il e x i s t e  E '  > 0 ,  3 e t  ff t e l s  que : 

o < a < l ,  - 9 ( & ,  .P, a) O [ t l x t  , p l  c zd*XsT 

Ces condit ions correspondent à un cas de v a l i d i t é  de l a  

conjecture l i n é a i r e  pour l e  syçt  ème é tud ié .  

11 - 2  SYSTEAAES D I S C R E T S  NON L I N E A I R E S  INTERCONNECTES .............................................. 
La généra l i sa t ion  des condit ions suf f i san tes  de s t a b i l i t é  

précédentes permet, dans l e  cas des processus mul t ivar iables  du type  

interconnecté,  1161aboration de nouveaux c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  pouvant 

s ' i n t e r p r é t e r  directement par rapport aux carac té r i s t iques  des sous- 

systèmes composants d'une p a r t  e t  des i n t é r ac t i ons  d ' au t r e  pa r t .  



En effet, considérons par exemple le cas de deux sous- 

systèmes Si, v i = 1,2 décrits par : 

n. 
1 i ii i i i + .Z (a. + c  f . ( t , ~ ~ ) ) ~ ~ + ~ ~ - ~  = O  Vi=i,2 

Yt+ni j = l  J j J 

couplés à partir des coefficients d'interconnexion e12 et e 2 1 

selon les équations : 

En choississant une représentation semblable à celle utilisée 

pour les systèmes décrits par deux 6quat ions différentielles scalaires, 

le processus étudié peut être caractérisé par une matrice A (  .) en 

flèche mince généralisée d'ordre (nl + n2 -1 ) définie par : 

( IV-82) 

avec les notations suivantes : 

1 2 
F l l  = diag { ..., ai, ..., ..., a , ... ) j 



(IV- 85) 



1 2  
a 6 1  , Qi = 1,2 ,..., n - 1 ,  a .  e t  B 1 

v j = 1,2 ,  ... ,n2-1, é t a n t  
i ' J j 

des paramètres  d i s t i n c t s  e t  a r b i t r a i r e s .  

Posons : 

I 
1 1 1 -  L a - ( a ,  
j 

C l2 ( . )1  + f 1 + 1 -  e l  , 
j= 1  

( 1v-93 1 
Yn +n -1 

( . ) = max 
1 2  n  -1 

2  1 2  + .22f;( . )  / 
j 

e l  c l  ( 1  + I - a - ( a l  
j= 1 

1 

Il v i e n t  pour l e  processus  cons idéré  e t  pour  l a  norme 

p ( z t )  d é f i n i e  p a r  : 



L1 appl icat  ion du théorème ( TV- 1 ) pour l e  système de compa- 

ra ison (IV-94) dont l a  matrice ca rac té r i s t ique  a ses  éléments non 

néga t i f s  e t  ses  él6ments non l i n é a i r e s  i so l é s  dans l a  dernière  l i gne  

conduit aux condit ions suf f i san tes  de s t a b i l i t é  asymptotique e t  

globaïe du processus déc r i t  par (IV-80, 81 ) é t a b l i e s  au théorème 

( N-6)  suivant : 

(a)  Le système d i s c r e t  r ég i  par  l e s  équations aux récurrences 

s ca l a i r e s  ( m-80,8 1 ) avec l e s  nota t ions  ( IV-87 * 93) e s t  asymptotique- 

ment s t ab l e  s  'il ex i s t e  E > O ,  X e t  des paramètres a r b i t r a i r e s  

a '  Y i  = i ,2, .  . . ,n -1 e t  a2  ,Qj = 1 ~ 2 , .  . . , n2-i vé r i f i an t  : i y 1 j 



t e l s  que : 

(b )  Si  de plus -f = Rn, l a  s t a b i l i t é  e s t  globale.  

Remarques : 

- L'application du théorème (IV-6) précédent ne nécess i t e  

pas l a  s t a b i l i t é  des sous-systèmes SI  e t  Sp rég i s  par  (IV-79). 

Ceux-ci peuvent donc ê t r e  ins tab les  a lo rs  que l e  processus m u l t i -  

var iable  (IV-80, 81 ) dé f in i  par  1' interconnexion de SI e t  S2 

peut-être globalement s t ab l e .  

- Ces considérations peuvent ê t r e  généralisées au cas 

du couplage non l i n é a i r e  de plus ieurs  sous-systèmes non l i n é a i r e s .  

- D a n s  l e  cas d'interconnexion de sous-systèmes d i s c r e t s  

du type LUR1E POSTNIKOV, l l u t i l i s a t i o n  systématique d'une descr ipt ion 

intermédiaire du typeFROBENIUS devrai t  i c i  encore conduire 8 des 

r é su l t a t s  remarquables. 



CONCLUSION 

Les méthodes d'analyse e t  de synthèse des processus d i s c r e t s  

proposées sont basées s u r  une représenta t ion remarquable des processus 

identique à c e l l e  retenue pour l e s  processus continus. 

Celles-ci correspondent au choix d'une descr ipt ion,  repré- 

senta t ion correspondant à une s t ruc tu r e  hiérarchisée  à deux niveaux, 

chois ie  à p r i o r i  : e l l e s  permettent, de même que pour l e s  systèmes 

continus, de s impl i f i e r  considérablement l e  problème d i f f i c i l e  du 

choix des fonctions d'agrégation e t  donc des systèmes de comparaison 

qui en résu l ten t  pour l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é .  

Les c r i t è r e s  de s t a b i l i t é  é t a b l i s  dans ce chapi t re  sont 

de mise en oeuvre simple pour des c lasses  importantes de processus 

t e l s  que l a  matrice ca rac té r i s t ique  s o i t  en f lèche mince ou épaisse.  
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CONCLUSION GENERALE 

L ' a d y a e  d e s  ptrop~L~éa dondamentaeu d u  a yat2mes 

complexes k i W c k i 6 é a  C O ~ ~ L Y I L L ~  et c i 6 ~ ~ e . 1 2  A p W  d e s  techniques 

de majotration buées am lu n o m u  ve&ok&!es et développées parr 

4 GURNE e;t GENTlNA consititue l 'une d e s  o/Uentations d e s  &uvaux p/ré&ent& 

davld ce mémohe. =, 

t 

L I W ~ o n  d e  l a  dome ~ c u & è t r e  en 6lZche pow te6 

mahices clvracXUfiques d e s  phocesaud éRu&én p m e t  d ' envbaga  

de baçon nouv&e C f  étude de la s; tczbUé d e s  g&n& a yaXèmes, en 

p ~ ~ a  dans l e  c u  d ' i n t m c o n n e x i o ~  . 

Cette apphoche a p e m n A  la d & t m o n  de concLWons 

auJdban tu  de aitabdXtZ de d e  en oeuvke d é e ,  et df in; tap#at ion  

oimple pwï tappoht aux carracltétLis$iquu d e s  h o u - a  yat2mes  compoaam, 

&YU Le cru d'un phocesau mWv&ble  du Xype intaconnecté. 

Un d e  appotct de .ta méthode wopoaée concane lu dé4ini- 

ZLon d'une a.ttuctwre k i ~ c h i s é e  à deux n i v e a u x ,  choisie à ptti0h.i. 

pmettavLt la dé;tvtminm2n immédia;te de fjonu5ons dfagtréguthn 

bien adaptées à l ' é tude  de aa î zbUé  des  ptrucuau4. 

Une a p p ~ ~ o n  impo/Ltante concane l 'étude d e s  ayatèmes 

ainguLLetreme& p W b é a  pouh luque& LL a é t é  poaaibte de companm 

le s  padomancu du wocuaus et du 4yaXëme dégéné/ré, d 'oadhe 
cohnespondant. 



L 1 ~ l z ; t i o n  de  h " j o m e  en dlèche" dans Le cas d u  

ptrocesaun c ü ~ ~ h e t b  amble pouvoh c o n m e  ii d u  hé~LLetats aembh- 
6Lu à ceux obltenw dam Le cab covuXnu : l 'appoche de la a t a b u é  
aimi hé&Ee p m a t  aon ua2Ua;tion en vue de la a ynthèae de 
k é g w o v t o  du t q e  c o W  ou di6aet et c ' u t  dam ce aenb que 
nou env&ageona de powLLiV/~e ~ O A  aXavaux. 
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