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INTRODUCTTION GENERALE

Les travaux prisentis dans ce mémosre concernent L'analyse
et La synthese des processus dynamiques complexes en présence Even-
tuellement, de pertunbations. 185 utilisent La méthode de LYAPUNQV
et Les techniques d'agrigation ; La difficulté inhérente au choix
d'une fonction candidate @ LYAPUNOV ou d'une gonction d'agrnigation
du type nonme vectornielle est simplifife parn L'utilisation d'une
reprisentation particuliire nemarnquable des processus.

Elle consiste en une description matricielle dans £'espace
d'état telle que Les ELZments de La matrice caractéinistique, dite
en fLZche, sont réparntis autour de La diagonale principale, dans La
derniene Ligne et La derniire colonne.

Cette description nous a perumis de proposer, dans ce mémoire,
une méthode algébrique de détermination de modéles parnticuliers assocdiis
aux processus en vue de 4aciliten Leun 2tude.

Cette méthode parait d'application intéressante pour Les
dysiemes dynamiques complexes et hiZrarchisés.

Apn2s avoirn précise La classe des moa2les Etudiis, Les
notions de stabi{lité utilisZes ainsi que Les principales méthodes
d'étude des systemes de ghande dimension, quelques proprniétés imponr-
tantes des matrnices de forme en 4Leche sont prnésenties.




Des conditions subifisantes de stabilité tenant compte de
La structurne particuliirne d'un processus continu non Lingaire sont
ensulte &tablLies et Enoncies sous fonme de thiondmes, d'application
sdmple. La rnechenche systZmatique de ces conditions nous peamet
de définin de Larges classes de processus pawr Lesquels La confec-
turne Lingaine est vinigdile.

Plusiewns applications de ces Lravaux sont envisagies
dans La suite de ce mémoire :

- une mise en oeuvre des résultats obtenus en vue de
L'analyse du comportement dynamique d'um processus
soumis a des perturnbations.

- L'utilisation de La méthode proposie dans Le cas
d'un processus sdinguliZrement perturnbé permettant
une caractirisation simple du systime dégénéré
assocLe.

- L'etude et La synthise de La régulation en 4réquence
de deux groupes tunbo-alternateurs couplis sur un
méme Alseau.

Une extension aux phrocessus discrets de La méthode
décrnite et exploitie pour Les systlmes continus dans Les trhois
premiens volets de ce mémodirne est proposie dans La derniire
partie.




CHAPITRE 1

REPRESENTATION DES SYSTEMES DYNAMIQUES - STABILITE

INTRODUCTION

Ce chapitre a pour but de présenter la classe des processus
étudiés, de rappeler les. principales définitions ainsi que les méthodes
d'études relatives 3 la stabilité et de définir une nouvelle représenta-
tion matricielle des processus dynamiques continus et discrets non liné-

aires de grande dimension.

Lorsque le processus est fortement non linaire, il apparalt
intéressant d'envisager une représentation matricielle dans l'espace
d'état, la matrice caractéristique étant telle que ses &léments so:ient
répartis autour de la diagonale principale, la derniére ligne ét la

derniére colonne.

Cette représentation est proposée pour la premidre fols comme
étant une formulation pratique pour 1l'étude de la stabilité pour une
classe particuliére de processus monovariables continus et discrets

non linéaires dans [1].

" L'extension de cette formulation pour l'analyse de la stabilité
des systémes monovariables et multivariables de grande dimension a &té

considéée ensuite dans [h, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 121 , et pour la synthése

dgans [4, 6, 9, 10, 12] . ‘

L'appellation forme en fléche pour les matrices, apparalt plus

tard et pour la premiére fois dans [2] dans le cadre de 1l'étude du pro-

bléme de placement des valeurs caractéristiques d'un processus linéaire
(2, 3].
Aprés avoir précisé la classe des processus étudiés, les

notions de stabilité utilises, ainsi que les principales méthodes

d'étude des systimes de grande dimension et plus particulidrement les




critéres pratiques de BORNE et GENTINA E78, 791 que nous aurons &
utiliser, nous présenterons une classification de différentes formes

en fléche pour les matrices caractéristiques des processus, les princi-
pales propriétés de cette représentation, ainsi que deux méthodes, l'une
graphique, l'autre analytique, permettant le passage 4 cette forme

particuliére.



T - STRUCTURES DES PROCESSUS DYNAMIQUES

I-1 GENERALITES

- - - ——-

Nous appellerons processus ou systéme dynamique [13] un

ensemble physique susceptible d'évoluer en fonction d'une variable

indépendante appelée temps.

Les processus sont généralement caractéris&s par la nature
des signaux qui interviennent dans leur description : ils sont dits
continus lorsque les signaux sont définis par rapport & une variable

temps continue, et discrets lorsque la variable temps est discréte.

Parmi les grandeurs mesurables relatives au processus nous
distinguerons les sorties et les commandes. Les sorties sont des gran-
deurs dont l'évolution nous intéresse et avec lesquelles nous pouvons
caractériser des tiches appelées : consignes. Les commandes sont les

grandeurs dont le choix permet la réalisation des consignes.

Souvent les sorties et les commandes sont assujetties &
vérifier des conditions appelées contraintes. Elles définissent dans

ce cas des domaines des commandes et des sorties admissibles.

En plus des grandeurs qui nous intéressent directement, les

perturbations sont des grandeurs qui ne sont pas connues a 1l'avance et

dont il faut tenir compte dans toute étude car elles constituent un

obstacle pour la réalisation des consignes.

Afin de résoudre le probléme du choix de la commande des

processus, on établit par identification un modéle mathématique qui

correspond en fait 4 une approximation de la réalité du processus.

Les mod&les mathématiques correspondant aux systémes &tudiés,

seront en général des &quations différentielles, des &quations récur-

rentes, ou des fonctions de transfert lorsqu'en particulier le processus

est linéaire.

Par la suite nous utiliserons indifféremment l'appellation

processus pour désigner le systéme réel et son modéle mathématique.




La complexité accrue du fait de l'augmentation du nombre des

variables les définissant, a entrainé une &volution profonde des métho-

des de la commande automatique.

Une meilleure connaissance de la structure des processus,
associde 3 ces nouvelles méthodes peut contribuer 2 la résolution

des probldmes d'analyse et de synthése.

En effet toute &tude peut &tre effectufe 4 partir d'une

structure &l€mentaire en considérant le systéme dans son-ensemble,

comme un tout, ou encore 4 partir d'une structure interconnectée sup-—

posant la possibilité de la décomposition du systéme en sous systémes

agissant les uns sur les autres linéairement ou nonlinéairement.

Dans le premier cas les systémes seront dits complexes, et

interconnectés dans le second cas.

Pour une large classe de processus, l'association d'une
tiche ou d'un objectif & chaque sous-systéme, peut faire apparaltre
des conflits partiellement contradictoires entre les unités de commande
choisies pour réaliser ces objectifs. Il convient dans ce cas d'avoir
recours 4 un deuxidme niveau de commande qui tienne compte des interac-
tions et résolve les conflits en fixant les objectifs appropriés &

chaque unité de commande.

Pour cette classe de systémes dits hiérarchisés, le systéme

de commande [14] est généralement constitué d'unitds de commande dispo-
sées suivant une hiérarchie, un structure pyramidale, sur le processus

i commander.

Un processus peut donc €tre considéré complexe ou/et inter—
connecté ou/et hiérarchisé. Dans ces conditions, quelle structure choisir

pour mener 1l'étude ?

En fait, le choix dépend i la fois de la structure du processus,
de la pature de l'étude, des propriétés des sous-systémes, et des

méthodes d'études envisagées.

Rechercher une propriété d'un processus, par exemple, i partir
de la méme propriété pour chague sous~systéme, est contraignante pour
les sous-systémes [15] , alors que considérer le processus 3 partir
d'une structure 2#lémentaire ne nécessite pas forcément la vérification

de la propriété considérée pour les sous-systémes [25].




L'interprétation de 1'8tude est aisée dans le premier cas
alors qu'elle apparalt plus délicate dans le second.

Nous verrons par la suite, pour de larges classes de processus
l'exploitation des propriétés vérifides pour certains sous systémes,
en vue de conclure 3 la méme propriété pour le processus.

Cette &tude seraz envisagde aprés avoir présenté dans la
deuxiéme partie de ce chapitre les fonctions ainsi gue les méthodes
existantes permettant 1l'étude de la stabilité des systémes complexes

d8finis dans le paragraphe (I~2) suivant.

1-2 DESCRIPTION DES_SYSTEMES DE_GRANDE DIMENSTION ETUDIES

" - - AR - D WY " e ¢ " W - — W - — > A D - > - - - - -

I-2-1 Sysxtemes dynamiques perturnbés/nen perturbés

Le systéme dynamique de grande dimension &tudi? est régi

par une équation différentielle vectorielle [‘4‘4

Dfx(t)] = A(t, x) x + b(t, x, u) (I-1)

n .
ot :{ "I,x € I C@ , est\;:a. valeur & l'instant t du vecteur état de
dimension n (I:ensemble connexe,{o }QI,I #{D}) gt xi(t) ;'E -;I;, x. € ILC@"'“

un partitionnement de x(t) tel que
T T Tq T
X = fX1 E] X2 'Y ¢ ey Xr ]

T
x;© = [xil’ Xins oees Xy ’nrj

avec

a= L n;
i=1 °

m
u(t) 2'z ‘*u s ueuc?_ s 25t la valeur 3 l'instant t du vectsur d'entrés

de dimensiocn m :

centinus D TI .




Z désigne l'ensemble ZC des nombres réels pour les systémes

continus et l'ensemble 'Ed des entiers relatifs pour les systémes discrets.
Les matrices A(t, x) et b(t, x, u) caractérisant le processus

Alt, x) = {ag3 (£, x)}
b(t, x, ) ={b.(t, x, w)}

sont & &éléments aj; et by généralement non constants.

La sortie du systéme dépend en général du temps t, du vecteur

gtat x et de la commande u conformément i la relation :
n
s(t) = g(t, x, uy  ¥sé€ /& cRs (I-2)

ol g est une application généralement non linéaire de Zx:x..x'u. da.nsA

Lorsque le systéme est décrit par des &quations(Id) et(IR)

du type
p(x(t)] = A(t) x(t) + B(t) ult) (1-3)
s(t) = c(t) x(t) + D(t)ult) (I-4)

il est dit linéaire.

Les processus considérés sont libres lorsque l'entrée u est

identiquement nulle et forcés dans le cas contraire.

Lorsque ces processus sont soumis & des perturbations bornées

Lotz . X0
caractérisées par la matrice P(t) ¢ P ,P(t) : & » R el 92,

P sP(t) s P, E et P matrices constantes, dues 3 1'influence de
l'environnement du processus sur celui-ci, ou aux fluctuations de la

structure du processus, ils sont décrits par les relations

D(x(t)] = K(t, X, ) X(t) + B(t, X, 4, P) (1-5)

N %) N A

S(t) = S(t, X’ u’ P) (1-6)
Pour P(t) donnée, nous noterons par x(t)

x(t) = x(to, £, X, u[to, t] )

la solution de(I5) définie pour une condition initiale notée X5 a

l'instant t_ et par s(t)

s(t) = s (tg, t, x5 u (55, t])

la sortie correspondante.




Par la suite, nous supposerons que pour X, donnée, la trajec-
toire solution est unique ; de méme nous supposerons que l'état d'dqui-

libre X s lorsqu'il existe, est unique et ramené 3 l'origine :

1-2-2 Systdmes du Zype LUR'E POSTNIKOV[77]

Un systéme complexe sera considéré par la suite du type

Lur'e Postnikov lorsqu'il est décrit par une égquation vectorielle de

g la forme :

. D[x(t)] = A(t) x(t) + B(t) £(t,x,0) (I-71)
|

| o= u(t) + c(t, x,P ) x(t) (1-8)

avec A(n xn), B (n xm), f(m), c(m xn), ulm x 1) et c={ci} d

sl & R

Si f est une fonction appartenant & la classe ¢

& =) Bk X, 0) ?xIxz-*(R s £(t, x, o) = {£;(s, X; oi)}
R R ;

L mxm
] £5(6,x,0) = diag (———=—2 1 , M(t,x,0) € [L Te R

LV it E?: 5 V X € JC A V g € 2?

Les relations(L7) efI-8) conduisent & la nouvelle description

du processus :

D[x(t)]= A(t) x(t) + B(t) £X(t, x,0 ) [u(t) + c(t, x, B) x(t)](:H0)

. En régime autonome ( u=0 ), celle-ci devient

plx(t)] = [A(t) + B(t) £* (¢, x, @) c(t, x, P)] x(t) (1-11)

I-2-3 Systemes multivariables du type interconnectsd

Une représentation Zquivalente de la relation¢‘5), faisant

apparaltre les vecteurs &tat X des systémes composantsSi |

Yi-= 1, 2, ..., r, peut &tre obtenue en considérant un partitionnement

adéquat des matrices K(.) et %(.)




i
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Alt, %,P) = {Kij (t, x,P)}

B(t, x, U, P) = {b;(t, %, u,B)}

Les interactions entre les sous-systimes S i 5 O IR

sont caractérisés par les vecteurs bie(t, x, u, £) tels que

Dlx, (2] = A;; (&, x,,P) x,(t) +
(1_12)
+b1(tqu)+b2(txulP)
i S i’ i’ i ] 2 2

du : -
l'évolutiorW's'ous-systémeSi isolé étant supposée décrite par l'équation :

1

D[xi(t)l = Aii (55 xi,E’) xi(t) + bi

(o X;s Ui P) |
4
\
ce qui n'enldve rien & la généralité de la description de S . i

Lorsque le processus présente des variations de structure

d'une matrice dite d'interconnexion Ei’ Ei = {eij} 3 'Z 5 R’n -+ Rrxr’
n
;1 B R > (0,1 ¥i,5=1, 2, ..., r, introduite par SILJAK[18]

et étendue par GRUJIC et al [19] pour caractériser 4 la fois les variations

. . - - . P . '
arbitraires, les relations régissant son &volution peuvent dépendre ‘

de structures et les perturbations.

En particulier, l'interconnexion entre des systémes du type
LUR'E POSTNIKOV conduit en régime autonome & une description de la
forme :
e | x
Dlx; ()] = | [a; () + B (2) £5, (¢, x;,0;) e; (¢, x,B)] x(¢)

r
+ e T :
< 21 & AlJ (t %, B X5
&

L SR P e (I-13)

1-2-4 Systemer? perturbation singulidre [43]

Cette classe de systémes suppose la possibilité de décomposer
le systéme S en deux sous-systémes S1 et 82 dont 1l'dvolution du vecteur

2tat de S, est lente et celle de 82 rapide :
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D[x1(t)] ® A, (b Xy x2,u) X, * A12 (e, X5 X5, u) X, (I-14)

uD[xz(t)]= A21 e Xy x2) x, + A22 & Xy x2) X5 (I-15)

u étant un petit paramétre positif.

Lorsqu'il est possible, pouru = 0, d'éliminer X5 entre

(I-14) et (I-15) 1'Btude du systéme peut &tre ramenée a 1'dtude du

systéme 51, perturbé par S décrit par une &quation de la forme

2’

Dlx, (£)] = Alt, x;, x,(t, x;) ) x,(¢) (1-16)

2

X, apparalt alors comme une perturbation structurelle dépendant de t et

2

de Xy

11 - METHODES D'ETUDE DE LA STABILITE DES SYSTEMES DE GRANDE DIMENSION

La complexité des systimes de grande dimension d&finis précé-

~

demment conduit & des méthodes d'dtude de plus en plus &laborées.

Les méthodes usuelles d'dtude des systémes linéaires ont
d'abord servi pour l'édtude des systémes non linéaires en les appligquant
3 des modéles lindaires correspondantsyvalables autour d'un point de

fonctionnement.

Ces méthodes se sont révélées impuissantes lorsque le processus
est fortement non lindaire et/ou de grande dimension. Aprés avoir défini
la stabilité au sens de Lyapunov, plusieurs types particuliers de stabi-
1ité, correspondant aux différents modes de convergence de 1'état du
systéme vers l'état d'équilibre supposé unique, sont considérés relati-
vement i la norme euclidienne de x, que nous désignerons par ||x||,

n
pour tout x € @L 3

Pour garantir cette propriété, l'introduction de certaines

fonctions s'avdre nfcessaire pour simplifier 1'&tude.
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L'analyse desprocessus & partir de ces fonctions, réduisant
généralement 1'étude du processus non linaire & celle d'un autre

systéme plus simple montre 1l'importance du choix de ces fonctions.

Un schéma bibliographique simplifié des méthodes d'étude

de la stabilité est ensuite envisagé i la fin de cette section.

I1-1 NOTIONS DE STABILITE - DEFINITIONS

I1 existe un trés grand nombre de définitions de la stabilité,

les plus utilisées seulement seront présentées dans cette section.

Ces définitions -traitent de la stabilité au voisinage de
1'état d'équilibre ou au voisinage d'une trajectoire fix€e lorsque les
conditions initiales varient, pour une entr&e fixée ou pour des entrées

différentes.

D&finition 1 [16]

La solution x{(t) = 0 du systéme décrit par (I-1), pour
u = 0, est stable au sens de LYAPUNOV si Ves>o etVtOGE il existe
§(ty, €) > 0 tel que si lle[[ < 3§ (to, €) on a ||x(t, x to)ll < e

¥Ytxt

o’

o

Définition 2 [16]

La solution x(t) = 0 du systéme décrit par (I-1), pour
u = 0, est asymptotiguement stable si elle est stable au sens de
s . .
LYAPUNOV et s'il existe Go(to) >0 Vtoe % tel que si1 on|| < cSO(tO)

on a lim x(t, X, to) = Q.
t—= oo

Définition 3 [20]

La solution x(t) = 0 du systéme€ I-1) pour u = 0, est exponen-—

tiellement stable s'il existe troils nombres réels positifs a, B8 et n

tels que

xte, xgs )] < [xgl] exp(= 80t = £) ), ¥ ox, Hlxgl] < n

et V t;to,Vtoe@
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Définition 4 [16]

La solution x(t) = 0 du systéme(H), pour u = 0, est asymtoti-

quementet globalement stable si elle est stable 2t si toutes les

solutions de (I-1) tendent vers z&ro quand t augmente indéfiniment.

Définition 5 [16]

Une solution x(t, X to) du systéme (I-1)est bornde s'il
existe B > 0 tel que ||x(t, X5 to)H <g Vit > t_» B pouvant

dépendre de chaque solution.

Définition 6 [16]

Les solutions de -9 admettent un domaine d'attraction d&fini
par la borne B > 0, s'il existe T > 0 tel que pour toute solution

_ ‘ r .
x(t, x_, t,) ddI-1), on a ||x(t, x to)‘l <8 VYt t, + T

O’
ol B est indépendant de la solution particulidre alors que T peut

dépendre de chaque solution.

Définition 7 Stabilité du mouvement [21]

La trajectoire x(t, X, to)est stable, si Vtoe@- et € > 0,
il existe §(e, to) > 0 tel que

¥ t>to,|[xo—x1f|<62[{x(t,x to)—x(t,x

O,
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Définition 8 Stabilité entrée-sortie [21]

-

L'état d'dquilibre x = 0 de 1'équation différentielle (I-1)
forcde, possdde la propridté de stabilité entrée-sortie si pour tout

N > 0, il existe un nombre M > Q tel que

¥t [lue)]] <x slx(t, 0, t ), ¢, w(e)] [l <M Yozt

Définition 9 Stabilit? entrée bornde - sortie bornée (BIBO) [21]

L'état d'dquilibre x = 0 de 1l'dquation (I-1) forcée est
B.I.B.0. stable si pour toute entrée bornde appliquée au systéme initia-

-

lement 3 1'dquilibre, la sortie est bornée.

Définition 10 Stabilité pratique [22]

Soit yzﬁt) un sous-ensemble de l'espace d'état & l'instant

t e %:l?; et soit :PF(t) un sous-ensemble donné de l'espace d'dtat
d l'instant t € ?:s’ ol 2:3 = ]to T bt T[
TNT, = Gogvt, v 1] Com bty v 1loe, eRre Koo,
et 7_ désigne la durfe du régime transitoire, T_¢€ o, 1
m
Les sous-ensembles N (t ) & P (t) et Do (t)e R

I'7o Ao P

représentent les ensembles des conditions initiales X4 ot des vecteurs

perturbations x., respectivement & t, et at.

Les relations entre ces ensembles sont illustrfes sur la

figure suivante
=% .=ttt

[¢
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Le systdmeI-15) est pratiquement stable au bout d'un rigime
transitoire fini T, par rapport a {to, %, 3% (t), Efk(t), EFF(t),
P (t)} si et si seulement si X0 € EPI (to) et x2(t, x1)e\3‘;(t),

v x,€ UDA(t) et V t EIZ) , implique x1(t, tos xm)i \.PA(t), Vte %
et x,(t, t_, x,,) € Fp(t).

11-2 LES FONCTIONS PERMETTANT L'ANALYSE DE LA STABILITE DES

- ———— - A M P M W P - e e - A S . . N S S e - ——

La méthode de LYAPUNOV [23] permet l'analyse de la stabilité
directement & partir des équations décrivant les processus et ne

nécessite pas la détermination explicite des solutions.

L'introduction d'une fonction v(t, x) définie positive
dans l'espace d'état et 1'étude du signe de la dérivée de cette fonction
par rapport au temps suffisent pour pouvoir conclure 3 la stabilité.
d

En effet, si i (v(t, x) )est d8finie négative, la fonction v(t, x)

est dite de LYAPUNOV et le processus est asymptotiquement stable [23]

De méme que les résultats obtenus par LAURENT [61]pour les
systémes discrets, le théoréme de CORDUNEANU [24] pour garantir le

méme type de stabilité, montre qu'il suffit de satisfaire la condition :

% [v(t, x)] <m [V(t, x), t] JtQZ,VX €I

ou é%-y =m (y, t) est une équation différentielle scalaire décrivant

un systéme asymptotiquement stable.

L'étude du systéme complexe dont x(t) est le vecteur &tat,
Vot 2?2 , est donc ramenée & 1'4tude d'un systéme dit de comparaison,
d'ordre 1 dont 1'dvolution est définie par y(t), ¥Vt 6'2;.

_ Le choix de fonctions de LYAPUNOV vectorielles a conduit

BELLMAN [25] et MATROZOV [26] i la généralisation de la méthode de

LYAPUNOV par la détermination de systémes de comparaison d'ordre supérieur

a l'unité.
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_ L'introduction pour l'édtude de la stabilité par BORNE et
GENTINA [27, 28] de fonctions du type norme vectorielle p(x),

n r vd 3 - - »
p(.):gl.+ 61_ ,» Vérifiant composante & composante les quatre condi-
tions usuelles de la norme, conduit & une méthode Systématique de cons—

truction des systdmes de comparaison pour les systémes décrits par (1-1)

L'analyse qualitative de la stabilité des systémes dynamiques
doit pouvoir donner des informations sur les trajectoires perturbées.
La définition de certaines fonctions d' agrégation de LYAPUNOV ou du
type norme vectorielle réduit l'étude i celle du systéme de comparaison,
le long des trajectoires du systéme sans avoir a les déterminer comme
1'a montré LYAPUNOV.

L'analyse de la stabilité par la méthode de LYAPUNOV s'avére
parfois délicate quand il s'agit de résoudre les problémes des limitations
de la dispersion des trajectoires. Les raisons mentionnges par LASALLE
et LEFSCHETZ [29] justifient l'importance des investigations effectuées
sur 1'étude de la stabilité & partir de fonctions qui ne sont pas de
LYAPUNOV. Cependant leurs travaux ont &t& limitds & 1'utilisation de

fonctions 4' agrégation positives.

WEISS et INFANTE [30] ont généralisé la méthode de LYAPUNOV
en faisant appel 3 des fonctions, ainsi que leurs dérivées eulériennes,
de signes quelconques. WEISS [31] a &tabli une condition nécessaire et
WEISS et INFANTE [30] une condition suffisante de stabilité pratique.
GUNDERSON a présenté ce concept dans [32] .

L'analyse de la stabilité pratique de régime transitoire fini
a &té introduite dans [33a] et développée [33b et 33c] par GRUJIC .

e

La stabilité pratique des systdmes continus et discrets a &té
étudiée plus récemment par plusieurs auteurs : GRUJIé , STOREY, HERNEN,
GRIPPO, LAMPARILLO, WU, HURT, KAYANDI, WONG, MICHEL, LAM. Une biblio-
graphie récente estpr ésentée par GRIPPO et LAMPARILLO dans (37] .

En particulier, les travaux de GRUJIC [35 ab] , de MICHEL [36]
et MICHEL et WU [38] et GRIPPO et LAMPARILLO [3k4, 37] donnent des condi-
tions suffisantes de stabilité pratique du systéme global défini & partir
des propriétéds de stabilitd des sous-systdmes composants et des caracté-
ristiques des intdractions, en utilisant des fonctions qui ne sont pas

de LYAPUNOV.
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IT - 3 METHODES D'ETUDE DE LA STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIOUES
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Depuis POINCARRE [39] et LYAPUNOV [23] les &tudes concernant
la dynamique des systémes non linéaires, ont &volué d'abord suivant

trois courants [LO]

~ &laboration de la théorie des oscillations (ANDRONOV, 1929)

- application des travaux de LYAPUNOV (LUR'E,_MALKIN,
AIZERMAN, POPOV, etc..) sur la stabilit?d

- recherche des méthodes d'étude des systémes non linéaires
en s'inspirant des méthodes utilisées pour 1l'étude des
systémes lihé&ires (HAMEL, CYPKIN, AIZERMAN, POPOV, etc...).

Ces orientations se sont avérées souvent impuissantes pour
traiter le probléme de la stabilité des systémes complexes caractérisés

par un grand nombre de variables et de paramétres.

Depuis, ces problémes ont été€ abordés i partir de trois

approches différentes [41] :

- la mRthode des perturbations singuliéres

- le concept de BELIMAN sur les fonctions vectorielles de
LYAPUNOV

- le concept des normes vectorielles de BORNE et GENTINA

11-3-1 Méthode des perturbations singuliires

La méthode des perturbations singulidres appliquée i 1'étude
des systémes dynamiques est de plus en plus utilisée pour la réduction

de l'ordre d'un systéme et pour la synthése des processus.

Des résultats importants ont &té &tablis & partir des
travaux de KOKOTOVIC , MALLEY et SANNUTI [42] .

La propriété de stabilité des systémes singuliérement perturbés
té &tudiée par GRADSHTEIN, TICHONOV, KLIMUSHEV, KRASOVSKII, ROSENBROCK,
BROCKETT, HOPPENSTEADT, GRUJIC , WILDE, SILJAK, DESOER, SCHENSA, ZIEN,
PORTER etec...

D\

a
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Une bibliographie plus récente et détaillée sur le sujet est
présentée par GRUJIC dans la référence (3] . BELIMAN [25] a introduit
en 1962 le concept de fonction de LYAPUNOV vectorielle pour les systémes
singuliérement perturbés considérés comme des systémes de grande dimen-

sion.

Cette premidre approche considére le systéme dégénéré et le
systéme rapide séparément’sans dtudier la complexité structurelle qui

caractérise les systémes de grande dimension.

11-3-2 Méthode des 4onctions de LYAPUNOV vectonielles:

L'analyse de la stabilité des grands systémes caractérisés par
le nombre important des variables mis en oceuvre ainsi que par la comple-
xité des relations décrivant leur évolution, fait apparaltre deux problé-
mes importants d'une part par la construction d'une fonction qui puisse
8tre de LYAPUNOV, et d'autre part la définition d'un test simple permet-

tant de conclure relativement aux propriétés de stabilité.

BAILEY [15] est le premier i introduire les fonctions de
LYAPUNOV vectorielles pour 1'étude de la stabilité. Il a posé le probléme
de rechercher des conditions sur les interactions pour obtenir la pro-
priété de stabilité de l'ensemble du systéme & partir des propriétés de
stabilité des sous-systémes. Une bibliographie récente et détaillée sur

ce sujet est présentée par GRUJIC

SILJAK [hh] est le premier d poser et & résoudre le probléme

des perturbations structurelles de l'ensemble du systéme.

Le fait de traiter séparément les sous-systémes déconnectés
et leurs interactions impose souvent des contraintes séveéres sur
le systime global ou/et les interactions. Apparait ainsi le probldme
de trouver des conditions réduisant l'ordre du systéme & un nombre au
plus 8gal 3 celui du nombre de sous-systdmes, et garantissant la propriété

de stabilité de l'ensemble du processus

Dans ce sens, les sous-systémes ne sont plus nécessairement

stables et peuvent donc &tre instables.
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Cette &tude a &té entreprise par BELLMAN [éS] et a été
développée en utilisant le concept de fonctions de LYAPUNOV vectorielles

EQ] et en faisant appel au concept de normes vectorielles [éT, 28, h5] .

11-3-3 Méthode des noames vectonielles

En fait, la notion de norme vectorielle fut introduite d'abord
par ROBERT [46] dans un domaine relatif & 1'étude de la convergence des
récurrences linéaires en analyse numérique. Ces travaux ont été ensuite
développés par MAITRE [47], ROBERT [L48] et DEUTCH [L9] pour 1'dtude des
récurrences linéaires de grande dimension. Les premiéres applications
de cet outil & 1'étude de la stabilité des systémes non linéaires de
grande dimension, ont été menfes par BORNE et GENTINA [27, 28] dans
le cadre des systémes discrets et des systémes continus, et par GENTINA,
BORNE et LAURENT [50, 51, 52, 53] pour 1l'étude de la validité des modles
et l'application des conditions de stabilité du linfaire pour conclure

4 la stabilité des processus non linéaires de grande dimension.

Plus récemment, GRUJIé , BORNE, éENTINA, BURGAT et BERNUSSOU
ont présenté des nouvelles solutions au probléme de BAILEY dans le domaine
fréquentiel et par la définition de critéres algébriques dans [19] , et
dans [45] des algorithmes permettant d'aboutir i 1'établissement d'un
test de stabilité unique d€fini 4 un nivesu hiérarchique arbitraire, ne
nécessitant pas la connaissance i priori d'information particuliére au

niveau des sous-systémes déconnectés.

1T-4 APPLICATION DES CONDITIONS DE STABILITE DU LINEAIRE

- - - ———— > - - ——————— —— - - . S - ———— ——— _ > -

- - - - ————— - - . - ———

La détermination des domaines de stabilité [57] de plus en
plus larges correspond 4 un probléme trés important aussi bien pour
l'analyse que pour la synthése des processus non-linaires. L'é&tendue
de ces domaines dépend, en fait, de la représentation adoptée pour le

processus ainsi que de la méthode d'étude adoptée.
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La méthode basée sur les normes vectorielles permet parfois
de réduire 1'dtude du systéme initial & celle d'un systéme de compa-
raison identique au systéme initial et pour lequel se vérifie la conjec-

ture lin&aire.

Les critéres pratiques de BORNE et GENTINA ﬁ8, 7% exploités
pour les systémes continus et discrets, généralisent ainsi le lemme de
KOTELYANSKI aux processus non linéaires et définissent de larges classes
de processus pour lesquelles la conjecture du linéaire ou celle

d'AIZERMAN est v8rifiée.

Le lemme de KOTELYANSKI ainsi que la conjecture 4'AIZERMAN
sont rappelés dans cette section. Un cas de validité de la conjecture

lindaire est ensuite présenté.

11-4-1 Lemme de KOTELYANSKI [25]

Lorsque le processus est décrit par 1l'équation

A= {a,.} : étant une matrice n x n constante indépendante du temps,
i
l'application des conditions de HURWITZ sur les paramétres de 1l'équation

caractéristique:
det (AI - A) =0

détermine le domaine de stabilité asymptotique dans 1l'espace des para-

3 L]
metres ajj.

Par ailleurs les travaux de KOTELYANSKI ont mis en évidence
un théordme particulier adapté 34 1'étude de la stabilité des systémes (I-18)

lorsque la matrice A a ses éléments non diagonaux non négatifs.

- - - — - —— -

Un nombre réel )\ est plus grand que la valeur caractéristique
maximale v de la matrice A d'éléments non diagonaux aij 2 0 si et seule-
ment si pour cette valeur A tous les élfments des mineurs principaux

successifs de la matrice (AI - A) sont positifs.
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11-4-2 Conjecture d'AIZERMAN [27]

Le systéme de LURIE-POSTNIKOV, &tudié par AIZERMAN, est
donné par :
!

-a—t-x=A.x+Bf(cr), 0=2Cx (1-19)

Les matrices A, B et C sont des matrices respectivement de
dimension n xn, n xmet m x n, x est le vecteur état ddI‘T9LVx € qui
X = [x1, Koy eees xn]T ; le vecteur non iinéarité £ R™2S Capﬁest
composé de f‘i:@\_m->9l, f=(f1,f2,...,fm)T;c:Rn+R .

T ‘s .
o= (01, Tps vevs on) s e§ g, = C; x pour C;, la idme ligne de C.

Soit x (t, to, x ), x(to, tos X s f) = x,» la trajectoire

o? o)

solution delI-19) pour f fixé.

mxm . . . . .
Notons par N : RESR la matrice non linéaire définie

par :
f*(x) = diag { fi{00  feo s sees ____fm(CX) }
C, x ” C,x C x
1 2 m

et par of, = { L:L= diag{ZT, £2’ cees Zm}} l'ensemble des matrices

) (4
diagonales L. Si ‘56 est un ensemble ouvert, nous le noterons ot .

Les systdmes de la formeI-19) sont considérés pour f e ¢ ;o
i={0,1}, od @i sont des classes de non linéarités définies comme

suit

Qo(et) est l'ensemble de toutes les fonctions f vérifiant les conditions

suivantes
(i) x = 0 est 1l'unique état d'équilibre de (I-19)

(ii)  les solutionms x(t, tg,, X f) de ([-19) existent sur
n
‘(}Qﬂ,, et sont uniques v X, € @, et sont continues
pour xée R,
(iii) f£(0) = 0
(iv)  £%(x) est définie et *(x) € L Ve RE.

Ainsi f(o) = L oe@o(f/) si L ¢ o . Dans ces conditions, le

systime(l-19) est lindaire

— x=D(L) x ,D(L) =A+BLC (1-20)
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L'ensemble & le plus large tel que le systéme ([£0koit stable
(x = 0 de (-20)asymptotiquement stable) Y Le?& est l'ensemble de HURWITZ
de (I-20).Celui-ci est désigné par i

Sﬁ) est l'ensemble de tous les fe 9, (éf.- , continus et

continll ment différenciablesdans T ¢R™, qui sont notds f(o)e C (Qm

Le probléme 4'AIZERMAN généralisé, posé par GRUJIS [’(71 )
qui est originaire de la conjecture d'AIZERMAN (1949),est le suivant

"Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes de
stabilité absolue pour le systéme{I-1) sur <I>i( £%), ie {0,1}
correspondants 3 &£°¢ it

La conjecture d'AIZERMAN indique qu'il n'est pas nécessaire
d'ajouter d'autres conditions pour que le systéme E19) soit absolument
[ Q -] . Losr 2 .
stable sur ¢o( L ) lorsque£ Q?’f . Cette conjecture a &té &tablie

pour une non linéarité scalaire f € ¢ o(m = 1).

I1 est bien connu actuellement gque cette conjecture est en
général mise en défaut [60] . Cependant, de nombreux travaux, par exemple
ceux correspondant au probléme d'AIZERMAN généralisé [Tﬂ , ont permis
la définition de larges classes de processus pour lesquelles cette con-

jecture est vérifiée.

11-4-3 Critdres pratiques de BORNE et GENTINA [71]

11-4-3-1 Notion de norme vectorielle

Soit x et y deux vecteurs définis sur un espace vectoriel
de dimension n. Soit ’X x - :)C un recouvrement deI et X la

prejection du vecteur x dans le sous espacex

X=X vX,u...uX,
Vis= r

5 e e s g

(I-21)

Xi=PI.X

1

P'X-_ : matrice & coefficients constants définissant la projection de

l'espace I dans Ii'
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Soit Pi(')’vi =1,2, ..., r, une norme scalaire définie

sur le sous espace Ii avec la notation :

Si y; désigne un second vecteur du sous espace Ii et A

un réel nous avons, Y i =152, «.o, v les inégalités (I-23)
p(x) 2 0 VieX
p(x) =0& x=0 (I-23)

plx+ y) s p(x) + ply) ¥V, ye X
p(x x) = |a] p(x) ¥xe X et reR

p(.) étant la norme vectorielle définie par :

T
p(x) = [p1(x1), p2(x2), cees pr(xr) ] (I-24)

e M e - i - et s e > > - - - ——

Définition 11

La matrice M : ’Zd an > R_r * T 48finit un systime
majorant relatif i la norme vectorielle p(xk);{R_n > (Qr+ du systéme

discret :

X = AL, x ) alt, x) (1-25)
si 1'inégalité : |

plx ) s Mt x) plx.) Vtk, x, € Zd x R (1-26)

est vérifide le long des trajectoires d€(I-25) pour chaque composante

de p(xk+1).
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Définition 12

n
De méme, la matrice M(t, x) : E:C x93 > C{'rxr définit
relativement 3 la norme vectorielle p(x) un systdme majorant du systéme

continu :

£ (x) = Als, x) alt, x) (1-27)

si et seulement si 1'indgalité suivante est vérifiée composante &

composante :

p* p(x) ¢ M(t, x) p(x), VxeX Yie '{Jc (1-28)

Pour chaque systdme (I-25) et (I-27), BORNE et GENTINA ont
démontré un lemme de comparaison correspondant & une généralisation du

lemme de comparaison de WAZEWSKI [55] .

Lemme de comparaison 1 [71]

S'i]l existe une norme vectorielle p et une matrice M(tk’ xk)
d'éléments non négatifs et définissant un systéme majorant de (I-25)

alors le systéme Cs défini par la relation
2y, = Mt 1) 2 Vo e Ty Ve X (1-29)
est un systéme de comparaison de (I-25), il vient alors lorsque
1'inégalité
-2
2o 2 P(X) (I-30)
est vérifiée, la relation

2, 2 p(x) ¥ k> (1-31)
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Lemme de comparaison 2 [T1]

Soit une norme vectorielle p de taille k et une matrice
majorante M(t, x) associée au systéme (I-27) telle que d'une part les
é1éments non diagonaux de M(t, x) soient non négatifs et que d'autre
part l‘inégalité suivante soit vérifiée le long des solutions de
(1-27) |

p* p(x) s M(t, x) p(x) Vie Zc, Ver (1-32)

alors le systéme Cc

% (2) = Mt, )z Vsele, Ve X (1-33)
tel que :
z(t5) = p(x (%) ) (I-3%)

est un systéme de comparaison de (F27) et 1'inégalité suivante est

vérifiée :

z(t) 2 p(x(t)) Vtezc s V X ex (1-35)

Critére pratique 1 : [27]

Soit le systéme décrit par 1l'édquation (I-25) et M(A) la
matrice des coefficients aijx tels que :
ij[ v i1 irréductible (1-36)
Si les termes non constants de la matrice M(A) sont groupés
dans la dernidre ligne ou la dernidre colonne de M(A) la stabilité
asymptotique globale est assurée par la vérification des contraintes

sulvantes
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1 - a.. -a *
11 12
T - a11* > € > 0 , > € > ¢
—a* 1-ax
21 22
T—ax —ax . -a*
R 12 n
-ajt 1—3.1 . -ax
21 22 2n

2€>0 V(t,x)275ijc (1-37)

x * '
am(t,x) ang(t,x) .o Tma

Critére pratique 2 [28]

Soit le systdme décrit par l'équation (I-27) et M(A) la

matrice des coefficients aij* tels gque

(1-38)

irréductible
Vi, j=1,2, ....n3 i# ]

Si les termes non constants de la matrice M(A) sont groupés
dans la dernidre ligne ou la dernidre colonne de la matrice M(A) la
stabilitd symptotique globale est assurde par la vérification des

contraintes suivantes

a x a8 x
2
a *<€<O . 1 12 3=€>0 ...,
11
a, x a x
21 22
! * = %
a a. . a
| 113 12 n
! b x *
521 392 a;n
R SRR RN & P
! i g ‘
x *®, a*
ani <t!x) aﬁa ,X) apq \t,X)
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ITT - REPRESENTATION DES PROCESSUS ETUDIES - DEFINITIONS ET PROPRIETES

DES FORMES CANONTOUES EN FLECHE

ITI-1 POSITION DU PROBLEME DU CHOIX DE LA REPRESENTATION DES

-y - -

L'analyse et la synthése d'un systéme linéaire & partir d'une
représentation scalaire ou matricielle s'effectuant sur l'une ou 1'autre
des formes canoniques existantes donnent des résultats généralement

équivalents quelle que soit la méthode utilisée.

Le choix de la représentation intervient par contre, d'une
manidre essentielle sur l'étendwe des résultats des &tudes lorsque le
processus est non linéaire. En effet, la représentation d'état, trés
adaptée aux grands systémes, est définie 3 un changement de base prés ;
les études effectuées sur les systimes de comparaison, dépendant de
cette transformation, conduisent i des résultats, correspondant 3 des
conditions suffisantes plus ou moins contraignantes selon la descrip-

tion adoptée.

Mais il n'est pas toujours nécessaire d'effectuer des trans-
formations pour "conditionner" la représentation & 1'étude envisagée

comme le montre l'exemple suivant.

En effet considérons l'exemple de l'étude du mouvement longi-
tudinal d'un avion (avec sa commande) effectuée [72] 2 partir du

systéme d'équations

Dlx;(¢)] = - . x.(t) +o(t) Vi=1,2,3,4
4 (I-40)
D[@(tﬂ = I b, xi(t) - Psa o(t) - £(o(t) )

ol p ;> 0 ,q>0et bl sont des  constantes, X, € ga Vl = 1,4,

g QQ_. et la fonction f \(R-»? est continue dans {R_ et vérifie les
relations £(0) = 0O et o f(o) > 0 s1i o # O.
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A La propriété de stabilité d'un tel systéme a déja été
entreprise par PIONTKOVSKII et RUIKOVSKAYA [72] puis par MICHEL [73]
et enfin par BITSOURIS [T74].

La forme particuliére des interactions entre les cing sous-
systimes Si,Vi =1, 2, 3, 4, 5 constituant

Si : D[xi(t)] =-Pp; xi(t) Yis= 1, 2, 3, L

S, Dlo(t)] = - pga olt) - £(a(t) )

_nous permet de faire deux remarques

-~ le systémeS & une structure hiérarchisée 4 2 niveaux (fig.3)

le sous-systéme non linéaire S_ définit dans ce cas le coordonnateur qui

2

constitue le niveau hiérarchisé le plus élevé.

- les sous-systémes linéaires du premier niveau hiérarchique
8tant stables, 1'étude de la stabilité du systdme non lindaire S doit
8tre conduite a partir du critdre pratique de BORNE et GENTINA pour les
systémes continus. En effet, en notant x = [x1, X5 x3, X d]T le vecteur

&tat du processus, il vient la représentation matricielle de S :

D x(t)] = A(o(t) ) x(t) (1-L1)
- -
- P1 1
- p2 1
Alo(t)) = - P3 1
- ph ‘}
fla(t))
B, o5 0, Py, P57 T4Th)

ol A est une matrice (5x5) dont les éléments sont nuls sauf ceux de
sa diagonale principale, de sa derniére ligne et de sa derniére colonne.

La forme particuliére de la matrice A est dite forme en fliche.
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D'autre part,lorsque 1a matrice A est i 21éments non diagonaux
positifs, il est donc possible de définir dans ce cas une matrice
2 ]
[21, 25, 23, Z)» _ZS]TG_R

majorante M de A, relative & la norme p(z)

T
2] =[lz,1, T2l l2zg]s T2yl f2gl]™ 5 ¥z
identique & la matrice A.

L'application du critére pratique de BORNE et GENTINA pour

les systémes continus (lorsque : M(o(t) ) = A (o(t) ) , correspondant

a4 l'aspplication des conditions du lin&aire pour le processus non

lindaire, conduit aux conditions suffisantes de stabilité asymptotique

suivantes
- Py <
- P,
- Py < 03 >0 3 - P <0
b3
- P1 ]
- p,
- p2 1
-7 .
: >0 5 - Py 1 e
- P
3
- Ph 1
T~ Py flo(t))
L WL T - =

Puisque p; est positif, i =1, 2, 3, 4, les conditions
précédentes se simplifient considérablement et sont réduites & la seule

contrainte : det A(a(t) ) < O ou encore

b.
1

. .
f_(_O'_g;t_)_)_+ T > e >0 chgl (I-L2)

- p.q -

I1 est aisé de constater que 1'dtude de la stabilité ainsi
que 1l'interprétation de la structure du systime décrit par (I-40) sont
simplifides lorsque celles-ci sont mendes i partir de la représentation
matricielle (I-u41). De plus, la condition suffisante de stabilité asymp-
totique obtenue (I-42) est moins restrictive que celles obtenues dans

(12, 73, 74].
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111-2 FORMES CANONTQUES EN FLECHE - DEFINITIONS ET PROPRIETES

=N

- — - - ——— -~ ——— " WD - G b W N S S - - - -

111-2-1 Dé4initions des 4ormes canoniques en fL2che

La recherche d'une solution au probléme du choix de la repré-
sentation, guidée par le choix des critéres pratiques basés sur le
concept de norme vectorielle pour l'étude de la stabilité du systéme (I-1)
nous conduit dans cette partie 4 la définition de nouvelles formes
canoniques, proches de la forme canonigque modale, semblables & la forme
de la matrice représentative retenue pour 1'étude de la stabilité du

mouvement longitudinal précédente, dites formes canoniques en fléche.

D [x(t)] = A(t, x) x(t) + b(t, x, u) (I-1)

. ., - e s . .
Ces considérations sont généralisées pour les matrices
A(t, x) partitionnées en blocs tous nuls sauf ceux de la diagonale
principale, de la dernidre ligne et de la derniére colonne qui sont

quelcongues.

Quatre formes canoniques en fléche sont considérées

Définition 13 : forme canonique en fléche mince d'ordre n

notée : Forme FCFM (A)

811 ®1n
FCFM(A)= - : (I-L3)
n-1,n-1 &h-100
%1 e an,n—1 ®nn
L -
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Définition 14 : Forme canonique en fl3che mince généralisée d'ordre r

notée : Forme FC FMG

&1 ®1r %1n
ar—1, r-1 ar-1,r ar—1,r
FCFMG (A) = | a a a a (I-kb)
Tt r,r-1 rr rn
a a
ni . n,r-1 a
n,r nn
L -

Définition 15 : Forme canonigque en fléche épaisse d'ordre r

notée : Forme FCFE

—A A ]
1 1r
A22 %2r
FCFE(A) = .. : (I-k5)
Ar—1,r—1 Ar—1,r
A Ar? T Ar,r—1 Arp
L .

Définition 16 : Forme canonigue en fliche épaisse généralisée d'ordre r

notée : Forme FCFEG
- la matrice A est en fléche épaisse d'ordre r

- les blocs diagonaux de A sont en flédche mince d'ordre

H

n., Vi=1mr-1,avec £ n, =n
1=

1 1
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Notations

Nous adopterons dans la suite de la présentation de ce mémoire

les notations sulvantes

¢,, = diag {Ajj}
_ T T T T
°pp [A1r s Bor s ’ Ar—1,r ]
(1-L6)
q>21 = [Ar1’ Ar2’ Tt Ar, r-1]
%20 T App
Nous désignerons par ¢1él) . @223) et ¢2ék) respectivement la

matrice constituée par les i premidres colonnes de ¢ la matrice

‘constituée par les j premiéres lignes de @21 et le mgi;ur principal
d'ordre k de la matrice 255
e B D
e ) L) L A TP
e o

(i) (1) (1)
avec Akr. ’ Ark et Arr
premiéres colonnes de la matrice Akr’ la matrice constituée par les i

respectivement la matrice constituée par les 1

premiéres lignes de la matrice Ar et par le mineur principal d'ordre

k

ide A, Ye=1,2, ..., -1 ; Vi=1,2,..., n_.

En particulier, nous adopterons les notations suivantes

Fio Fyp
A= (I-48-1)
Foy  Inp
2, 2 F 2, 2 F,
(I-48-2)
6. = T 6zt

21 T o1 22 22
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o as _ T
F11 = diag {ajj} , F12 = [a1n, cees an-1,4]
(I-48-3)
F21 = l--la‘n1’ tre an,n—1] ? F22 = [a'nn--l
pour les matrices en fléche mince et les notations
[Qll ®12
A= |, e = F, (I-49)
a1 22

pour les matrices en fléche mince généralisée.

111-2-2 Propniltés des matrnices en fLiche

Les propriétés des matrices en fléche définies précédemment
sont trés nombreuses. Nous envisageons de présenter les plus importantes,
plus précisément celles qui nous serviront pour les &tudes envisagées

dans la suite de ce travail.

des matrnices en 4L2che.

- - - - -

Théoréme 1

Lorsque les &léments a.i,V:i =1, 2, ..., n—1, sont-%on nuls,
L

le déterminant de la matrice A en fl3che mince, définie par (I-L3),

est 8gal 4 la quantité

s 2.
(a - I —Eff—iﬁ) T a; . (1-50)
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Théoréme 2

Lorsque les matrices Aii’ Vi.= 1, 2, ..., r=1, sont réguliéres,

le déterminant de la matrice A en fldche épaisse, définie par (I-L5),

est &gal 4 la quantité

|
|
\
|
|
|
1
‘ =] =1l
=]
| - I o R A s -
‘ det (A A A AL T det(A;.) {1-51)
| i=1 i=1
:
‘ Démonstration :
| .
y Considérons le partitionnement de la matrice A définie par

(I-45) avec les notations (I-46) qui permet d'isoler le bloc A,
il vient [75]

=

) det (-<I>21 ¢, b, +A ) (1-52)

det (A) = det(® 3y s

11

or si les matrices Aii sont réguliéres,\fi = )R Sy e

. =il i 2 b .
matrice @11 existe et est déterminée simplement par :

| <
A11
=i
A
22
& -1 _ (I-53)
1
=]
; i r—1,r—1J
" ce qui conduit 4 la relation
=1
= =1
S — - Z % i - |
et (Arr %1 ®11 <I’12) det Arr Ari Ail Alr) (I-54)
i3 i=

qui démontre le théordme 1 et le théordme 2, le premier &tant un cas

particulier du second.
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Nous remarquons que lorsque

- la matrice A est en fldche épaisse généralisée d'ordre r, A = (Aij)
- la matrice Arr est en fléche mince d'ordre n,

- les matrices Aii,'Vi. 1, 2, «.., r=1, sont réguliéres

1]

1, 2, ..., r-1, ont tous leurs &léments nuls
=1

sauf ceux de la dernidre ligne , la matrice (A. - T A_. A.] A )

- SN S i

est alors une matrice en fléche d'ordre n, ; ce qui simplifie considé-

- les matrices Ari,Vi

rablement le calcul de tous les facteurs du produit caractérisant le

déterminant de A effectué conformément 3 la régle 2.

—m_me e e ———— - - ————— - ————————

matrnices en 4fLeche.

———————————— o - -

Théoréme 3

La matrice A en fléche &paisse définie par (I-L5) est

inversible si les matrices Aii,vi.= 15024 mvagir=1u. 2%
e
= - <o : R
(A o L R A.] A. ) sont régulidres, et son inverse noté A
rr._, ri Tii Tir

est déterminé par (I-55)

T U
-1
A = (I-55)
v W
avec
e r=1 . i
R I S T R s (1-56)
rr . Ty s 16 13 Tr
i=1
el 18 =1 T -1 5
s [ ) Ar1 S Ar2 A22 3 3 2eF SN Ar,r—1 Ar—1,r—1] (1-57)
- -1 T
A A W
-1
us=| A2 AV (1-58)
s A W
TPl
L 5|
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A1 e

22 = s
e [UA A11’ Brohon »oreomUh, v tBroq -

-1 (I'59)

redired

Démonstration :

Les notations étant définies par (I-L46), la démonstration
de la régle 3 peut-8tre effectuée i partir de la représentation parti-

culidre de la matrice A définie par (I-LS).
r-1
Les matrices .. et (AL - § A . A.? A. ) étant inversibles
18 ry e bl Tl

par hypothése, la matrice i peut-&tre définie simplement par (I-55)

telle que
ey -1 -1 -1 —1 B
T=o +egy 0, [y 00 0 va ] (z-60)
Bace "o a8 %o +2 I]'” (1-61)
11 12 T2 12 T
v =i~ 0. 08 dava ] & g o (1-62)
21 g 12 T 2wl
BohEy) =~ =¥ i
Wom [, 00080 FRL] (1-63)
En explicitant ¢11, @12 et @21 par rapport aux matrices
Aij’v i, j=1,2, ..., r, nous retrouvons les relations (I-56),

(I-57), (I-58) et (I-59) de la régle 3.

Si A est une matrice FCFM, FCFMG, FCFE ou FCFEG, la matrice

(A + AT) est respectivement de méme forme.

]
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IT1-2-2-4 Propri€te 4_(P4) : Structure hidranchisie et

P

Le forme en fl3che de la matrice caractiristique A d'un
processus permet de considérer celui-ci décomposé en sous-systimes
dont les matrices caractéristiques sont blocs diagonaux de A (fig. L4).

Le seul sous-systéme connect? avec tous les autres, les interconnexions

étant définies par les blocs hors diagonaux de A, est dit coordonnateur

|
| ou sous-systéme de ''pointe’”.

S (A )
rrr
5,(a..) 5. (A.) cove |s \.
1 ; 2 zz =1 "r=i,r~F
Fig. L : Structure hidrarchis®e 3 2 niveaux associde
< . 2t an . P
4 une matrice caractZristique en fléche 2paisse
d'ordre r.

En fait, la d2composition =n sous-systimes du processus n'es:
pas unique. La reprisentation adopt3e permet malgré tout de riduire le
nombre important de param2tres arbitraires (en imposant certains d'entre
eux peur avolr la Jorme originale =n fl3che) dont il Faut tenir compte
pour toute &tude erfectufe 3 partir de la reprisentation d'3tas des
processus.
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I11-2-2-5 Propridts 5 _(P5)

Leo

- o o -

Considérons le cas général ol la matrice A est en forme en

fliche dpaisse d'ordre r. L'association & chaque sous-systime S.,

i
caractérisé par Aii’v i=1,2, ..., v, d'un point notd (i) et &

chague liaison Si - Sj’ caractérisée par Aij’ d'une fléche orientie

du point (i) vers le point (j), conduit au graphe dit associf i la

matrice A, représenté fig. S.

Fig. 5 : Graphe associé 4 une matrice A en

FCFE d'ordre T.

Celui-ci, d2pendant du partitionnement de la matrice A,
n'est Zvidemment pas unique, mais permet Je déterminer la classe des
sous-systimes ou d'ensembles de scus-systimes susceptibles d'@tre

retenus comme sous-syst3me coordonnateur, voir III-2-4.




-40-

111-2-3 Passage aux formes canoniques en 4L2che

Le développement des propriétés des différentes formes
canoniques en fléche considérées dans le paragraphe précédent ainsi
que l'exploitation de celles-ci pour l'analyse et la synthése de
grande dimension dans les trois chapitres (II), (III) et (IV), néces-~
sitent la détermination de la matrice de passage qui transforme la
matrice caractéristique du systéme étudié en une matrice en fléche

mince ou épaisse définie dans (III-2-1).

Des solutions partielles & ce probléme complexe sont proposées
dans les chapitres suivants pour de larges classes de processus non
linéaires monovariables ou multivariables du type interconnecté. La
recherche de résultats pouvant s'interpréter physiquement nous a conduit
4 faire apparaltre les matrices caractéristiques des sous-systémes
composants, dans les blocs diagonaux de la matrice caractéristique du

processus.

Nous envisageons dans ce paragraphe de présenter deux méthodes
permettant de résoudre le probléme du passage aux formes canoniques en
fléche. La premieregraphique,définit les blocs diagonaux de la matrice
en fléche correspondant & une matrice A quelconque comportant des

bloes hors diagonaux quelconques. La seconde méthode est analytique.

A gt v Papuig hupihgigs Rty

Cette méthode est basée sur une propriété structurelle des
processus. En effet en associant un graphe associé (P5) & une matrice
quelcongue A, il est toujours possible de repérer un coordonnateur, ‘
et les sous-systémes ou les ensembles des sous-systémes interconnectés

au coordonnateur.

La finesse de la forme en flidche est d'autant plus grande
que le nombre d'ensembles de sous-systémes interconnectés au coordon-
nateur est important et que le nombre de blocs hors diagonaux de A

est grand (voir III-2-3-2-2).
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Cette méthode, simple, permet un conditionnement rapide

des matrices quelcongues, comme l'illustre l'exemple ci-dessous.
Exemple :
Considérons le processus décrit par la matrice A partitionnée

en blocs Aij,V'i,j =1, 2, 3, 4, 5, 6 telle que :

A11 Q- A13 A1h 0 0
0 Aon  Apg 0 s o
By Agp Byg A3y A3s 0
A= (I-6L)
0 0 Ay Ay, 0 0
0 A-2 A53 0 A55 0
0 0 0 0 0 Mg

I1 vient le graphe associé (PS)

Fig. £ : Graphe associ? i la matrice A

définie par (I-6€4
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et le graphe associ® condensé faisant apparaitre des ensembles
de sous-systimes { (1), (&) }, {(2), (5) }, {(6)} isolds ou inter-

connectés au coordonnateur (3)

: Graphe condensé associé 2 la matrice A

définie par (I-6L4)

Fig. T

Aussi, pour le partitionnement fixé au départ, on obtient

la FCFE associée & la matrice A, notée FCFE (A)

i ]
£, 0
R oz Koy
FCFE(A) = & & . (1-65)
33 3
0
&ue ‘A"u3 &’4‘4
L .

avec les nctations (I-6€) suivantes
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= N -
‘A‘n A66 L A33
Ko =8y, Ay ‘A33= Ay Ay
0 A
Lh A52 A55
Ky, = Aig <}b3u= Aoy
Ays Asq

R [A31 A%J ’ Ky = [A32 A35]

La matrice FCFE (A) obtenue est la plus "fine" possible

par rapport 3 la décomposition imposée au départ de A (voir III-2-3-2-2).

Nous pouvons déterminer simplement d'autres formes canoniques
en fléche plus épaisse que la précédente en considérant, par exemple,
’ t
\3/33} e

les ensembles de sous-systémes suivants : ﬁk11}, {

22°
{‘&L&)-&} ou encore {"&11}, {&22}, {‘&33’&!41&} etc..

- — - e o —-——

Considérons une matrice A partitionnée en blocs Aij’
v i, j=1,2, ..., r, dont les blocs diagonaux sont des matrices
sous forme compagnon. Cette hypothése n'est pas restrictive lorsque

le processus S &tudié est linéaire de la forme :

S : D[x(t)] = 4 x(t) + Bu (1-67)

Dans ce cas, 1l est possible [58] , de décomposer le
systdme S en r sous-systdmes gouvernables par une seule entrée, en

un nombre de sous-systdmes gouvernables &gal au nombre d'entrées, ou
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encore en sous-systémes monosortie observables. Des algorithmes de
transformation de la représentation (I-67) sont développés dans [58]
et font apparaitre les blocs diagonaux de la matrice partitionnée A,

sous forme compagnon.

S'il est possible de trouver un changement de base permettant
de transformer la matrice sous forme compagnon en une matrice en
fl8che mince, il est alors possible de décomposer les systémes S en

sous-systémes admettant une matrice caractéristique en fléche mince.

La propriété (P6) établie dans le paragraphe (III-2-3-2-1)
suivant montre que cela est possible. Mais les méthodes de décomposition
proposées dans [58] ne sont valables que pour les processus lin&aires.
Le probiéme du passage aux formes canoniques en fl&che reste & ce

niveau, entier pour le cas des processus non linéaires.

I1 est possible malgré tout d'utiliser les algorithmes
de passage &établis dans [58] , lorsque 1'étude est menée & partir

d'une matrice A caractéristique du processus particuliére et parti-

. . ~ ~ ~ ~s ~ .
tionnée en L blocs A11, A12, A21 et A22 tels que A11 est une matrice
constante et les matrices A12, A21 et A22 généralement non lindaires.

En effet, la matrice A11 est lin€aire ; il est donc possible
~r . ~ ~y A ~
de trouver un changement de base P, tel que la matrice A, = (P1 A, P1)

soit une matrice compagnon.

Un deuxidme changement de base P, conduit & la forme en

~_ - ~ 2
flé&che mince pour la matrice P21 Ay Py

A partir de transformationsélémentaires, il est donc possible
de représenter le processus non linéaire par une matrice caractéristique
en fl&che mince généralisée ; une représentation du processus par une
matrice caractdristique en fléche épaisse peut-8tre obtenue de la méme

fagcon que précédemment.



111-2-3-2-1 Cas d'une matrice compagnon

Considérons le systéme Si régi par le systéme d'dquations

ply; (0] = Ay (6, vi(0), ©) 3 () (1-68)
- 1 :
0 1
Ay (E,y(t)p)= : T
. 0 1
';rim(') "zril.2<') - "gi.(,ﬁ% —gl]:-l.lgl:)
| ; T

Q. . 2 ]
pour lequel nous notons par * l<x’ t, ygt), P) "le polynome carac

téristique instantané"' de Al défini par :
i -
Poe,gel e, =2 s 1 5 (6, ), 0) A (1-69)

et par dV;(A) le polyndme de degré (ni-1), dépendant de paramétres

a’.. ou olj ,V i=1,2, ..., ni—l pouvant &tre choisis arbitrairement
tel que :
n.-1 n.=-1 .
i -1 L i BTl
NN = A-at)= ez o 2 (1-70)

Propriété P6 :

Le choix du vecteur xi(t) défini par :

x(t) = ™7y, (v) (1-71)

comme nouveau vecteur état du systéme S: déerit par (I-67), tel que :
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(1) at. Vj =1,2, ..., n.=1 réels ou complexes distincts

JJ
(I-72)
11 _ i 11
(ii) p = = P1 P
1
11 !
P = . (1-73)
- o) . L. -g 1
n§1 nI2 1
1 1 1 0
i i i
871 822 %n-1,n=1 0
1 1
11 '
P =] . . . . . (I-7L4)
2
i \n72 i \n-2 . n-2
(a11) 1 ( 227 1 (an%1,nr1) 1 0
0 0 0 1
L. o

conduit & une nouvelle description du systéme S; dont la matrice

caractéristique notée Aii(t, x(t), P) est une matrice en fl&che

mince :

D [x;] =4, (¢, x,(t), B) x(¢) (1-75)
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i i
a11 a‘lni
i i
i
852 a2ni
A G =
al i
nrt,ngl nz1,ni
i i 3 i
a- . (.) a_ (.) - - . a () a
] n, 1 n;2 n;,ng! ni,ni(.{
avec les notations
i , =
= - 1 . ] = - -
as, = [ - al)) Y SlOV) NI IF IR IE-TOOROt (1-76)
i 33 i
3 — i . _
anj(t,xi(tzP) = -§Pi(t, xi(t),P,ajj), v j= 1,2,...,ni1 (I-77)
i
. n71
sl (t, x.(t),P) = - & (t, x.(t), B) - § al (1-78)
n.n. L ’ n.,n. > X5 s ) .j.]
11 1°72 J=1
Remargue :

L'étude du processus décrit par (I-68) peut donc &tre conduite
i partir de la représentation en fléche mince (I-75) dépendant de
(n-1) paramétres distincts pouvant &tre choisis arbitrairemeg?. Ce
nombre devient au plus égal 3 2(n-2) si l'on prend zi(t) = ptt xi(t)

avec Pt = diag {P§j}’ comme nouveau vecteur d'édtat.

111-2-3-2-2 Cas d'une matrnice partitionnie, dont Les
r blocs diagonaux sont des matrices compaghon

Soit le processus décrit par :

~

D [y(£)] =4 (¢, y(t), P) y(t) (1-79)
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~ . ~
Alt, y(t) P) = (Aij (t, y(t),P) ) étant une matrice partitionnée dont
les bloecs diagonaux sont des matrices compagnon.

Considérons, comme précédemment, la transformation dans 1'espace d'état :

-1

x(t) = (8177 y(t) (1-80)

avec P' = diag {P'} (1-81)
qui conduit & une nouvelle matrice caractéristique A(.)
A(t, x(t) P) = (Aij (t, x(t), P ) (1-82)

telle que Aii(t, x(t),P) est une matrice en fldche mince, ¥i = 1,2,..,r-1,

et Aij sont des matrices caractérisant les interconnexions,V:i £3=1,2,..r.

Selon la complexité des interactions, plusieurs formes en
fléche différentes peuvent &tre adoptées pour mener l'étude, en effet
considérons la matrice définie par (I-83), partitionnée en blocs
de dimensions adéquates (en désignant les scalaires par de petites

lettres, les vecteurs et les matrices par de grandes lettres)

1 1 1]
Fey Fio Ay
1 1 1 2 1
Faq foo Lo 1o Lye-1 Ly ,p-1 Ay
2 1
i T Bop
1 2 2 2 1 2 2
Loy 1o Fay T L1 1o,r-1 Bor
A= (1-83)
Fr—l Fr—1 A1
1 12 —=14r
1 2 1 2 r-1 r-1
L 1 L 1 .... F £ 2
r=-1,1 r-1,1 r=-1,2 r-1,2 21 22 A e
1 2 1 2 1 2
Ar] Ar1 Ar2 Ar2 Ar,r—1 Ar,r—T Arr
- J




Nous remarquons que A est une matrice en fl3che mince

. . . 4 [y
généralisée d'ordre n, ; celle-ci est en fléche épaisse géneéralisée

d'ordre r lorsgque tous les vecteurs lignes[Ir; i li j]’ Ni#g,
2 9
\j i, j=1,2, ..., r—1, sont identiquement nuls.

Une transformation simple, correspondant i un ensemble

de permutationssur les lignes et les colonnes de la matrice A, conduit

pour le méme processus 4 la nouvelle matrice caractéristique

A' dé&finie

par :
r -
1 1 1
FH F12 A1r
2 2 1
Py Fla Bor
r-1 r-1 1
i Flao Apar
A= _1 1 1 1 (1-84)
Fa1 Ligo v bypmr T2o Lz oee Ly Ap
1 2 1 2 2 2 2
Lo Fos Ly r=1 129 oo o p-1 Por
1 1 -1 .2 2 r-1 2
Ly, Ipmioooor oy Looq g 1o Too r-1,r
1 1 1 2 2 2
Ar1 Ar2 °e Ar,r—1 Ar1 Ar2 ‘ Ar,r--1 A3
dont la forme est en fléche mince généralisée d'ordre (n - n -r+ 2).

Il est donc possible, en permutant certaines compo
du vecteur &tat d'augmenter l'ordre de la forme en fléche. N
dans ce cas, que la nouvelle forme en fléche est plus fine
précédente. De la méme manidre, nous dirons gqu'une forme en

est d'autant plus Zpaisse que son ordre est petit.

santes
ous dirons
que la
fl&che
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CONCLUSTON

Le choix d'une part d'une méthode d'étude de la stabilité
des systémes de grande dimension et d’autre part d'une représentation
du processus adaptée 3 cette méthode constitue un probléme généralement

trés complexe.

La mise en forme, en fléche, des matrices caractéristigues
des processus, requiert pour ceux-ci, une structure hiérarchisée
4 deux niveaux dépendant d'un certain nombre de paramétres pouvant
&tre choisis arbitrairement, et constitue un outil mathématique simple
et puissant facilitant le conditionnement de la représentation par

rapport 4 la méthode d'&tude choisie pour le processus.

Le fait de fixer les paramétres arbitraires, dont dépend
la matrice en fl3che, nous conduira, par la suite, 4 1l'établissement
d'interprétations physiques, fréquentielles et graphiques des résultats

obtenus.
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CHAPITRE 11

"CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE

DES SYSTEMES CONTINUS NON LINEAIRES -

CONJECTURE LINEAIRE"

INTRODUCTION

Ce chapitre concerne la présentation d'une approche originale
de la stabilité des processus non linéaires, non stationnaires en présence

de perturbations.

L'étude utilise la méthode de LYAPUNOV [1] et les techniques
d'agrégation [2]; la difficulté inhérente au choix d'une fonction
candidate & LYAPUNOV ou d'une fonction d'agrégation du type norme
vectorielle, est simplifiée par l'utilisation d'une représentation

particulidre remarquable des processus.

La recherche de conditions suffisantes de stabilité des
processus tels que la conjecture du lindaire soit vérifide, nous a
conduit & la définition de larges classes de processus admettant la
méme matrice'caractéristique que les systémes de comparaison correspon-

dants (relatifs aux fonctions d'agrégation).

Nous &tablissons dans une premiére partie de ce chapitre,
des critéres de stabilité pour des classes importantes de processus
tels que la matrice ait ses &léments non linfaires isocl&s dans une seule
rangée ; le cas général ol les éléments non lindaires sont isolds dans
k rangées (k s n) de la matrice caractéristique du processus est étudié

dans une deuxiéme partie.
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I - CAS DES PROCESSUS ADMETTANT UNE MATRICE CARACTERISTIQUE IDENTIQUE

A CELLE DU SYSTEME DE COMPARAISON - CONJECTURE DU LINEAIRE

Dans cette section, sont &tablies des conditions suffisantes
de stabilité des systémes du type LUR'E POSTNIKOV ainsi que des systémes
admettant une matrice caractéristique en fléche identique d celle du
systéme de comparaison correspondant, et tels que la conjecture du
linéaire soit vérifiée.

Plusieurs travaux concernant l'étude de la stabilité des
systémes du type LUR'E POSTNIKOV, en particulier les travaux de LUR'E
et POSTNIKOV [3] , d'AIZERMAN [4] , de POPOV [6] et de GRUJIC [T7] ,
conduisent & des résultats importants de mise en oeuvre simple en

pratique.

AIZERMAN [h] a émis l'hypothése que les systémes du type
LUR'E POSTNIKOV possé&dent la propriété de stabilité absolue dans tout

domaine dans lequel le systéme linéaire correspondant est stable.

PLISS [5} a montré qu'en général cette conjecture n'est pas
vérifiée et plusieurs auteurs [7, 9, 10, 11, 12, 13, 1h] ont é&tabli
des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité absolue pour des

classes particuliéres de processus.

Dans cette partie les critéres de stabilité basés sur le
concept des normes vectorielles &tablies par BORNE et GENTINA [8] qui
généralisent le lemme de KOTELYANSKI [16] pour de larges classes de
systémes non linéaires, associés i la représentation en fléche des
matrices caractéristiques des processus étudiés, conduisent i de nouveaux
critéres de stabilité faciles & mettre en oeuvre aussi bien pour l'analyse

que pour la synthése comme nous le montrerons au Chapitre III.

L'application de ces tests de stabilité aux systimes du
type LUR'E POSTNIKOV mono-entrée mono-sortie ou multivariables du type
interconnecté& conduit & des conditions suffisantes de stabilité faisant
apparaitre séparément les caractéristiques des sous-systimes et les

paramétres définissant les, interconnexions.
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I-1 SYSTEMES NON_ LINEAIRES HIERARCHISES A DEUX NTVEAUX

- S i - - - —— . - - ——— A - —— - i -

Pour préciser une méthode d'étude de la validité de la
conjecture du linéaire nous considérons les systémes décrits par
1'équation
d —

* (x) = A(t, x, P) x (I1-1)
telle que la matrice caractéristique A(t, x, P) notée A(.), d'éléments
aij(t, x, P), notés aij(-)av i,j=1,2, ...,n, généralement non
lindaires, soit une matrice en fléche dont les &léments non lindaires

sont isolés dans une ligne ou colonne.

La recherche d'un systéme de comparaison d'ordre maximum,
égal 4 l'ordre n du systéme étudié, dont 1l'évolution est caractérisée
par une matrice identique & A(.), associée & 1l'utilisation du critére
pratique de BORNE et GENTINA [8] conduit & la définition de plusieurs
classes de processus non linaires hiérarchisé&s i deux niveaux pour

lesquels il y a validité de la conjecture du linéaire.

'I-1-1 ELéments non Linlaires {50885 dans La derniére
Ligne ou colonne de A(.)

Théoréme {II-1)

(a) Le processus défini par (II-1), admettant une matrice

caractéristique A(.) en flé&che mince (I-43) d'ordre n, telle que

(1) les dléments a..,Vi = 1,2,...,n-1, de la matrice
ii

A(.) sont constants et négatifs.

(ii) toutes les non linéaritds sont isoldes dans la

derniére ligne ou colonne de A(.).

(iii) +tous les &léments hors diagonaux de A(.) sont non

négatifs

. . . 'S - .
est asymptotiquement stable s'il existe € < Q0 €FT 2 cels que:
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n-1 a_.(.) a, (.)
a (- SR RT Ve, xe e 0P (1

n
b) Si de plus 2{ = gt , la stabilité est globale.

Théoréme (LI-2)

(a) Le processus défini par (II-1), admettant une matrice

caractéristigue A(.) en fléche mince généralisée d'ordre r

(I-Lk4), telle que :

(i) les éléments aii,V’i = 1,2,...,r—1 de la matrice A(.)

sont constants et négatifs

(ii) toutes les non linlarités sont isolées dans la derniére

ligne ou colonne de A{.)

(iii) tous les &léments hors diagonaux de A(.) sont non

négatifs - .
est asymptotiquement stable s'il existe ¢ < 0 et]C tels que:

(1) (i)
. . r-1 A " . A:
(=1)* get Af;) - 23] s - eVi=2, 0 (11-3)
j=1 3i
et
_ r-1 A _.(.).A, ()
0P gt (A () - 1 T - (11-L)
j=1 i

Vi, xp) € CxX <P

n
(b) Si de plus L-R , la stabilité est globale.

Théoréme( II-3)

(a) Le processus dé&fini par (II-1), admettant une matrice

caractéristigue A{(.) en fldche épaisse d'ordre r définie

par (I-L5) avec :
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J j
11 27 nj
AJJ = . v Jd = 1,2,. 2r=1 (II—S)

J
%nj-1,03-1  2nj-1,nj

J gl j

L anjs1 anj ,nj=1 anj ,nj
telle que :

(1) les &léments agi, Yi=1,2,...,nj-1,%35 = 1,2,...,r=1,
de la matrice A(.), sont constants et négatifs.

(ii) +toutes les non 1inarités sont isolées dans la derniére

ligne ou colonne de A(.)

(iii) tous les &léments hors diagonaux de A(.) sont non

négatifs.

est asymptotiquement stable s'il existe e< (0 et X tels que:

. ni-i ai_. a% .
ar - @ MM Via, (11-6)
1271 j=1 33
. . r-1 . .
i (1) (1) -1 (1) Vi =
(=1)7 det { Arr ji1 Arj . Ajj . Ajr ) > -eVi=1,2,...,n.-1
(1I-7)
et
- DL r-1 -1
(-1) det(Arr(.) - j; Arj(.) Ajj Ajr(.)) > - ¢ (II1-8)
¥(t, x,P) G%’I“@
n
(b) Si de plus A = R 1a stabilité est globale.
Démonstration
Les systémes d3finis aux théorémes (II-1), (II-2), (II-3),
ont leur matrice caractdristique A(.) & &l&ments non diagonaux non
P . . v n
négatifs. Soit z = [21, 2oy v 2 ] € 51 , et

tz| = [ |z1‘, |Z2l’ e, lanJT , il vient pour la norme p(z) = |z|
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un systéme de comparaison de la forme :

- (z) = M(A(.) ) 2 (II-9)

avec

M(A(.) ) = A(.) (II-10)

Comme les &léments non linéaires de la matrice A(.) sont
isolés dans une seule ligne ou colonne, une condition suffisante de
stabilité asymptotique pour le systéme de comparaison est que la matrice
A(.) soit l'opposée d'une M matrice [15]. Les théordmes (II-1), (II-2)
et (II-3) sont alors déduits des conditions de KOTELYANSKI [16] ; en
accord avec GANTMACHER [16], en notant A(.)(:g oo B

du mineur principal de A{.) d'ordre h, ces conditions correspondant

le déterminant

8 la vérification des inégalitds suivantes

(-1)h A(.) (}g N E) > - Yn=1,2,....n (II-11)

il vient pour les divers théorémes présentés les conditions &quivalentes

respectives suivantes

+  théordme (II-1)
a5 <€ Vis=i1,2,...,n-1 (1I-12)
(-1)™ det (A(.) ) » - ¢ V(t,x,ﬁ?)ﬁz"x"@ (I1-13)
avec -
(-1)" et A(.) = (-1 (a__ - E: ani(;ijin -))(_1)11—1 511 2

(II-14)




—"w
e o er o ratTh
VA (o) [LICPY (Y ) ()Y 3 )Y 1))
| =a
A.vmme A.vpme
(1 (1)
= 3sp .Tpu..mfvv
A.VN—e :o
a A.nv - . O8A®B
F*XN*%7 @A ()%6()'%]
. (1) (1)
AON.&HHV < Qn...aNae = H> 3¢ . q9p H+MQIGA—.IV
Sl L
(e 9 :
(61-I1) -zttt = by 3 -« Fy s g (1n)
, TT
AwelHHv wl.Ha...nNa~ = q> ¢ Flﬂﬂo...amaﬁ =1 > 3 .m..m
(€~II) suwsIoUL +
&L 7@ F NA
(L1-1II)
g = . P
A al {x < = A.nva<<v P HA—.IV A. .mv b PI.HA_‘IV
on '<. A-V' < FllpH . h F'OH
(1)
A.vmme A.v_me
(1 (D)
= WP o, o(10)
A.wae :.m Daa®
I S RAC LN ()% (1)'% |
_ et tmt = Ta s - (D). (1) | aap )
(91-1II) L+ gL = Tp% - ¢ Wp ()
. ol [} *
| ln? 4 |
(61-11) , -z = Ty s s Ofe
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(i) (1) (1) )
les matrices ¢.., F,,, ®12(.), ¢21(.), @22(.) étant définies confor-
mément aux notations (I-46) et (I-LT) ,\ft € -{. , v X € x«, Vepe P

ce qui démontre les théordmes (II-1), (II-2) et (II-3).

1-1-2 ELéments non Lindaines Liso0lés dans une Ligne ou une

colonne quelconque de Af.)

Les opérations sur les matrices, utilisées au paragraphe
précédent, sont encore applicables, sous certaines conditions, pour
1'étude des signes des partiesréelles des valeurs caractéristiques
de la matrice caractéristique A(.) dont les 8léments non linéaires

sont isolés dans une ligne ou une colonne gquelcongue.

Dans cette partie, nous étudierons le cas général correspondant
aux processus admettant une matrice caractéristique A(.) en fléche

mince généralisée d'ordre r définie par (I-45) et (II-5).

En d8signant par k la ligne ou la colonne non lingaire de
A(.), nous supposerons sans restreindre la généralité de 1'étude envi-

sagée,que

k <r

En effet, il est #vident que,pour k défini par
r<kgn

une permutation sur les (n-r+1) derniéres composantes du vecteur
état, permet d'isoler les éléments non linéaires dans la derniére ligne
ou colonne de la nouvelle matrice caractéristique (obtenue aprés les

transformations envisagées).
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Théoréme (II-kL)

(a) Le processus défini par (II-1) et (I-hL) admettant une

matrice caractéristique A(.) en flé&che mince généralisée d'ordre r

(I-44), dont les éléments non lindaires sont isolés dans la k-idme ligne

ou colonne, avec k < r, telle que :

(i) les éléments a; s V‘i=1,2,...Jk—1,k+1,...,r,...,n de la

matrice A(.) sont constants et négatifs.

(1) s () e-e<0  Yi,opeTaXaP (11-22)

(iii) +tous les é1éments hors diagonaux de A(.) sont non

négatifs.

est asymptotiquement stable s'il existe € < 0 et X tels que:
(i) (1)
1 A (YA (.)
(

(-1)% get ( ali) r;
rr =

f§ ) > - ¢ (1I-23)

1 %33
V i= 152,00, ,0-T+1 V(t,x,P)éz‘x’@

Remargues :

1 - Le théoréme (II-4) peut &tre démontré de la méme manidre
que le théoréme (II-2), & partir descontraintes (II-15) et (II-16),
en remarquant que, pour les processus étudiés (k-iéme ligne ou colonne
non linéaire), la factorisation du premier membre de 1'inégalité (II-16)
pour obtenir la contrainte (II-17), est encore possible lorsque la

condition (II-22) est vérifiée.

2 - Les théorémes (II-1) et (II-3) peuvent &tre aisément
généralisés au cas ol les &léments non linfaires de la matrice A(.),
caractéristique en fl&che des processus &tudids, sont isolés dans
une ligne ou une colonne quelconque, comme le montre l'exemple &tudié

au paragraphe (I-1-3-3).
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I-1-3 Exemples

- e e e e - - - o o W = ey =

-t -

~
Soit A(t,y) la matrice caractéristique & l'instant t

d'un processus définie par :

r' -1
-3 -u{.) -2v(.) -u{.) -2v(.) 2+u(.) + 2v(.)

=2
]

=3 =u(.) =bv(.) -1 ~u(.) =bv(.) 3+u(.) + bv(.) | (II-2L)

-2 =2u(.) =uv(.) 1 = 2u(.) -bv(.) 1+2u{.) + Lv(.)

L -

avec y e R?’, vecteur état 4 l'instant t e%' , u(t, y) et v(y),

fonctions non linéaires définies par :

u(t, y) = cos |2t ||y|] | (11-25)

(v) = 1+ 2 llxll

TS T 1-ee)

La description du méme processus par rapport au vecteur

état x obtenu 3 partir de y par la transformation linéaire suivante :

y = Px . (11-27)
i ;
1 0 1
P=|0 1 2
1 1 2

conduit & la définition d'une nouvelle matrice caractédristique A(t,x)
en fléche mince d'ordre 3 dont les £léments non linéaires sont isolés
dans la dernidére colonne de A(t, x), et dont les &léments hors diagonaux

sont non négatifs.



-T1=

- 1 1 - u(t, | le[)_
Alt,x)= -2 1 - u(t, ||Px]])] (11-28)
0 2 - 2v (|]px]]) )

L'application du thdoréme (II-1)montre que pour garantir

la stabilité globale il suffit de vérifier la contrainte suivante

1 = 2v(||Px]]) - ult,||Px]]) < e <0 (II1-29)

3 .
qui est satisfaite V (t,x)e% + R puisque:

[u (t, [|Px|])]s 1 et v(||Px]]) > 1

Le processus &tudié est donc globalement stable.

B T e R g e

- . - - - - —— . - -

Le processus de fission nucléaire, de libération d'énergie,

s'exprime [17] par les équations différentielles suivantes

i=1 i=1
(11-30)
dcl n v
= = k Bi 7 Ai s i=1, 2, , m

gqui ceractérisent l'évolution temporelle de lz densité neutronique n ei

donc de 1l'Bnergie calorifique d3gagde.

el
()
o
0
«t
o
£
®
=2
.
},_J
ct
[
'g
’—l
[
8]
i
+
e
O
=
0
£
-
4]
3
s
i3
4]
¢!
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L : durde de vie moyenne d'un neutron (4> 0)
B. : pourcentage des neutrons retardés du iéme groupe (Si > 0)
c. : densité des noyaux émetteurs du iéme groupe (ci > 0)

7
m : nombre de groupe de neutrons retardés, en général &gal

a6 (m=6)
S : puissance de la source auxiliaire de neutrons
Ai : constante radioactive des noyaux émetteurs du idme

groupe (A; > 0)

En fonctionnement normal, k fluctue et doit toujours &tre
maintenu au voisinage de 1 [17]. Nous considérons donc le facteur

de multiplication k non linéaire.

L'étude de la stabilité d'un tel processus peut &tre

conduite i partir de la description suivante (en régime libre):

d

g (x) = A(k(t, x) ) x (II-31)
r
61
e A1 T k(.)
B
2
_)\2 Tk()
A(k(.)) = 33
- 13 T k(.)
B
L
..)\L‘ Tk()
B
il
-AS 7 k(.)
B8
6
—A6 Tk()
6 -'
k(.) oy ST N
L A, A A Ay, As A 7 (1 i; Bi) 7




N T * P
od x = [c1, s c3, Cy s CS’ Cg> n ] € @Z est le vecteur état
et A(k(.) ) est une matrice en fléche mince d'ordre 6 dans laquelle le
facteur de multiplication n'apparalt que dans les expressions des

é1éments de la derniére colonne.

Par application du théoréme (II-1), la stabilité du processus

est assurée par :
k(.) ¢ <1 (11-32)

Ainsi, lorsque la réactivité p, définie par

P =5 (II-33)

est négative, ou encore lorsque le réacteur est en régime sous critigue

[17], le processus de fission nucléaire est asymptotiquement stable.

- s - - ——

L'exemple (II-3) constitue une illustration de 1'étude de la
stabilité des processus d'ordre n caractérisés par des matrices A(t,x)
en fldche épaisse d'ordre r, les éléments non linéaires &tant isolés

dans une ligne ou colonne quelconque, repérée par k : k < n,.

Soit A(.) la matrice caractéristique d'un processus

A, ()
11 A13(')
A(.) = Ay Bos , (1I-3h)
L.A31 A3z B33

composé de trois sous-systémes 81,82 et SBde matrices caractéristiques

et A...

respectives A11, A22 33




22

33

les interconnexions entre ces sous-systémes &tant définies par :

+ A13
MY
o Agy
+ A32

(t,x)

a..(t,x)

32
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avec a3i(t,x) 20 ¥i= 1,2,7 V(t,x) € % )‘@' (11-35)

La matrice A(.) ayant ses &léments hors diagonaux non
négatifs, et ses &léments constants exeeptds ceux de la troisidme
ligne, le processus S est asymptotiquement stable s'il existe € < 0
et X tels que les conditions de KOTELYANSKI soient vérifides

(-1)3 det AH(t‘,x) >-c V(t,x) e T x'?,C (11-36)

(-1)7 get A(t,x) >-¢e Y (t,x) e'{”x- (1I-37)

Si la matrice A11 (t,x) admet une inverse, v (t,x) € Z)iR-»
A22 étant inversible, il sera alors possible de calculer le déterminant
de la matrice A(t,x) en utilisant la propriété P1 des matrices en flé&che.

Or, lorsque lacontrainte (II-36) est satisfaite c'est-d-dire

que :

6(t,x) = a33(t,x) +a, (t,x) + 0,5 a_(t,x) <€ VY (t,x)e :C#x

31 32
(II-38)
-1
la matrice An(t,x) existe et est d4éfinie par :
[ -1 -1 -1
a31(.) § (.) -1 0.5 a32(’.) § (.) s (.)
AT () 0.5 a5, (.) 87'(.) -0.5 + 0.25 ag5(+) s551(.) o5 a“g.)
-1 iy -1 (1I1-39
ag, () 67N 0.5 a0 67N 571()
La condition (II-37) devient alors :
(-17aet(a(.) ) = (=03 qet &, ()] [(-1) det Ay~
(=107 det (Agy = Ay ATI) A () - Agy ADS A50)] 3-e (II-40)

Y (t,9 ¢ £+X




ou encore :

1

det (Agy = A NN e - Bgp App Ay3) < e Vit,x) ¢ TxL

i f Taid £ 13 21323
(II-kL1)
soit :
i ]
-1 1

det -2 1 ¢ e Wexhe Bl
e w1 (II-42)

! 1 1 2 337(.) R )-

des conditions suffisantes de stabilité asymptotique du processus S
peuvent alors s'exprimer simplement en fonction des aBi(') ,V’i * 1,2.3.1

par la relation :

(t,x) + a,. (t,x) + 0.5 5.32(t,x) + 2 a.37(t,x) %6 V(t,x) € Z"'x

833 31

(II-43)

Si de plus, T{ = @{], la stabilité est globale.
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1-2 SYSTEMES DECRITS PAR DES_EQUATIONS DIFFERENTIELLES SCALAIRES

-
- . - - " > dhn P "~ v -~ . W - - = - - - - —

La détermination des classes de processus pour lesquels la
conjecture du linfaire est vérifiée, est aisée lorsque la matrice
caractéristique admet la forme en fléche ou peut s'y ramener 3 partir
de transformations &lémentaires (voir chapitre I). Lorsque le processus
est décrit par une &quation différentielle scalaire, il est en général
possible de représenter son &volution par une équation matricielle,

la matrice caractéristique &tant sous forme compagnon.

Le passage de la forme compagnon & la forme en fléche
étant établi au premier chapitre, la recherche des classes des processus
décrits par des équations différentielles scalaires et vérifiant la
conjecture du linéaire pour 1l'étude de la stabilité devient ainsi

possible.

La forme particuliére des conditions suffisantes de stabilitéd

obtenues permet une &tude graphique de la stabilité.

I-2-1 Systéme monovariable dicrit par une Equation
differentielle non Lindaire

Considérons le processus décrit en régime libre par 1l'égquation

différentielle suivante :

(n) . 227 o L)
v, * T ay (t, y, P) y; 7' =0 (II-Lk)

1=0

T 1 .
avee y(t) = [y,(¢), v,(6), ..., v () 1T, v i0) = y{(e) ¥i=2,im
~t
et aj(t, v, P) : % x x X @ +~ R des fonctions généralement non

linéaires,V5=O,1,...,n—1.

En choisissant y(t) comme vecteur état, nous pouvons décrire

le processus par le systéme différentiel suivant

L =ak,y, 0.y (11-15)

n
tel que la matrice A(.) soit sous forme compagnon.



L'évolution du systéme peut &tre alors (P6) régie par
1'équation (II-L6)

d

g (x) = Alt, x, P) x (II-46)
- -
a1 1
a2 1
A(.) =
1
v, ( 20, ) v, (. ’0‘2’) Yoo qle _,aﬁ)vn(-)

avec les notations

n=1 .
N - - g
() =T (A -a) (II-47)
i=1
An—‘l ~J .
Py x, B ) A e e B AT (II-48)
i=0
n-1
-1
Yi(t, x, P, ai) = - gD(t, xR, ai) TT (ai - aj) (II-49)
J=1
J#i
Vis= F Py sl
o= a1 A~
Yn(t9 x, P, 121 al) .= 121 ai T a-n_1(ty X, P) (II-50)

Théoréme (II-5):

(a) S'il existe € > 0, 3C et a. satisfaisant les inégalités

8 BRI U 0 (II-51)
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tels que :

(1) 0" P (4, xR a) 3 € (11-52)
Vi=1,2,...,0-1; YVt e 6 ; ¥YxeX-

(i) P, x,p,05¢c Yt e & 5 ¥xeX - (11-53)

le point d'équilibre x = 0 du systdme défini par (II-SL) avec les

notations (II-L8) -est asymptotiguement stable.

(b) Si de plus X - Rr la stabilit@®st globale.

Démonstration

Le théordme (II-5j peut &tre démontré de la méme manidre
que le théoréme (II-1) en remarquant que lorsque les inégalités (II-S1)

sont vérifides nous avons

n-1
-0 (a; = as) >0 ¥i=1,2,...,0-1 (II-54)
i=1
i#]
et que :
v;(t, x, P, a;) 3 € 0 Vi=1,2,...,n-1 (II-55)

si et seulement si

1" Pre, %, P, 0) 200 Vi=1,2,... 0 (II-56)
La matrice caractéristique A(.) du systéme (II-L6) est dans

ce cas telle que ses éléments hors diagonaux soient non négatifs.

Les éléments non lindaires &tant isolds dans la dernidre
ligne de A(.), l'application du théordme (II-1) conduit dans ce cas

i la seule contrainte :
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(-1)™ det (A(t,xP) ) 2e YtetH ,¥xeX. (II-57)

avec :

det(A(t,x,P) ) = (-1)% Pt, x, p, 0) TY¢eT ¥xe X - (11-58)

" qui garantit la propriété de stabilité asymptotique pour le processus.

1-2-2 Couplage non LinZaire d'un systime Lindaire et d'un
systeme non Lindalre

Le systéme &tudié est supposé dé&fini par l'interconnexion
de deux sous-systimes S, et 82 dont les sorties sont notées respecti-

vement s1 € Gl et 52 [4 92

En l'absence d'entrées,l'évolution du processus est régie

par les 8quations différentielles non linéaires (II-S59) et (II-60)

(n n.""1 n -1
] . y
s szl st o T e, s 1) (II-59)
1 . i1 12 . 102

1=0 1=0
(n2) e . (1) (n2-1) ) (ny=1)
S, + f(u,:2,32 . 2S5 ,P) +e21g(t,s],s1 . =P ,P)

(II-60)

1 . .
avec a, e(R, v 1 =0,1,2,...,n1-1 , c;eR , Vi =O,1,2,...,n2-1 ,
e, € {0,1} , ey, € {0,1} , f£(.) et g(.) des fonctions gZnéralement

non linéaires telles que :

(1) * (n2-1)

£.) = £2() s, + 1) s, wer, () sy (1I-61)
2
(n.-1)
) =gh) s, 2850 s et ()] (11-62)

.)€ [f. R E]c@ V(t,yE,P)ezxxlx@,Vi = 0,

|
D
—
-

%i(.) € [g; ,2]c® ‘v‘(t,yﬁp)ezﬁxag’,Vi = 0,1,...,0.-1

ln.=1) n;
Ui T i .
i ey S } G{R V1=‘.,2

(]
ot
kl
il
(o |
wn
-
-
)]
-
-
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Notations :
n -1
n 1 .
P =2 "+ el
1 i=0
n.—-1
n 2
§3n2(., M=a2+ 0 £l
. 1
1=0
n2-1 1 :
Ry, )=z c; A
1=0
n1—1
x 1
i=0
n.-1 .
= i
R, (A) = TT (x - aj) Vi=1,2
j=1

L'8tude de la stabilité du processus multivariable du

(11-63)

(I1-64)

(1I-65)

(11-66)

(1I-67)

type interconnecté défini par (II-59) et (II-60) avec les notations

(I1I-63 - 66) peut &tre conduite, sous certaines conditions, & partir

du théordme( II-3).

En effet, nous pouvons considérer le processus composé de

deux sous-systémes S1 et S

2
n,—-1
(n1) 1 L)
S, : s + I a. s = 0
1 1 $=0 1 1
-1
(n,) M2 .
2 * (1) _
82 Pos, + iio fi (.) sy, = 0
ou encore par
S 4 (x'.) = A'.. x! Vis=

décrits par :

(11-68)

(II-69)

(II-70)
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- -
ni-1
L i1
o (a] - a.
1 TT 1 J)
j=2
AT,. = .
1t n.-2 {4
i 1 i i<
%n.-1 TT (an.-1- uJ)
1 . 1
J=1
ni—1
i i i i
3)ni(m?) ' g)ni(ani—T) .E1 @5 7 a'ni-T
L 4= i

i . . < u . .
avec aj N V‘] = 1,2,...,ni-1 . ¥Yi-= 1,2,parameétres pouvant &tre choisis
arbitrairement et P (@) , P (¢, x'.,

n, n, 2
"polyndmes caractéristiques instantanés" associds aux équations

P, o) définissant les

différentielles régissant les &volutions respectives des sous-systémes

2 »
s, et 5(a _.=£f"_
1 2° ‘m, 1 n, 1).

Dans ce cas, les interconnexions sont caracté&risées par les

matrices A'12(.) et A' définies par :

21(')

0 } 0 0
A'12 = . . . (II-71)
0 0 0
2 2 1
e R 5(a7) e12R12(°‘n2—1) €12 Cn2—1



- A
0 0 0
: - : : : )
Ay () = | (11-72)
0 S 0 0
1 1 %
Sp1Bp (o) oo e21R21("°‘n1-1) ee1gn1—1(‘)

Il vient alors pour la description du processus complet la
matrice A(.) en fldche mince généralisée d'ordre (n1 +n, - 1) carac-

téristique du processus étudié :

L (x) = A%, x, P) x (11-73)




-8l

A(.)=

1
Qm. 0
J
R. (a2) (A -a2) LT
L e (2 iy 2 ... - za,
12 mm;v »uau =1t
2
- OBUAVVAle..wV
ce .. ( ),_ 2 .. e, 8
mmA»v >neu 21

n,—1

(11~
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Théorsme (II~6)
(a) S'il existe € < O, DC . a; v i= 1,2,...,n1-1, et a?
v j=1,2,..., n,-1 vérifiant les inégalités :
el <l < ..<aqal <0 | o (II-Th)
1 2 o n1-1
2 2
al < aj < ... < an2-1 <0 (11I-75)
tels que :
n1—i . 1
(i)  (-1) P (e):0 Yi=1,2,...,n~1 (1I-76)
n, 1 . 1
: =it 1 v
(i)  (-1) 21 21(.,ai) >0 Vi=1,2,...,n -1 (II-77)
¥ (t,x,P) e'{u'X*T
n,~-1i
155) (-0 2 P e®so Vistz.n,- (T1-78)
_ 2 Y (¢ 2X ,P) € "CtI P
n2—i+1 : v
(iv)  (-1) = 12 12 (a ) o2 i= 1,2,...,n2—1 (II-79)
(v) epcl ;20 (11-80)
2
(Vi) e, g:: _1(.) 20 Vit,x ,P)E%‘x’w (I1-81)

le processus décrit par (ITI-59-60) avec les notations (II-61+6T7) est

asymptotiguement stable si les deux conditions suivantes sont vérifides:

P o0)s-c¢ (TI-82)

an (o)(j3n (.50) = e5 ep - B,(0) Ry (L,0) > - ¢ (11-83)
Y (t,x ,:p)e,'Z;IrgP .

n
(b) Si de plus 3( = 52. , la stabilité est globale.




-86-

Démonstration

Lorsque les conditions (II-T4L =+ 81) sont vérifiées, la

matrice A(.) caractéristique du processus, définie par (II-T3), est

telle que les él&ments hors diagonaux sont non négatifs et les é1éments

non linéaires sont isolés dans la derniére ligne.

Pour 1'étude de la stabilité, l'application du théoréme
(II-1) conduit aux conditions suffisantes de stabilité asymptotique :

(II-82 - 83) en remarquant que :

(II-84)

(-1)" qetA(.) = (—1)n1+n2-2d t F,. (-1)%aet(e, ()=, (. )F 12, )
PIRRE iy i B Wapv i1 Ry Vo8 117 18
(.) (.) F| §3n1(0) R,2(0)
8 R A0 1) i T T .
22 21 17 742 R1 (0) 12 R2 (0)
@ (.,0)
" R21( 90) n2
21 "R, (0) R. (0)
g) e n1—1 ’:11'1 gzn (31) ny-1
Ll 3 el -al- ‘ T otel “al) ) (1186)
R1(0) v i Hs 1 LA
1=1 1=1 d.i J=
J#1
i oL 2 i
¢, (.,0 B~ 2=l P (. 8%) m e o
§(0)=—Z C!?-3‘1—z 22 n(d2-a?)
2 i=1 * i=1 of j=1 J
J#1
R,,(.,0) B & (e 5 8
T itel Tl s i | BNL gk L (11-88)
2 1 1=1 d.i J=1
J#i
R,,(0) BATT & pavy R -
’%gTBT i e R (1I-89)
1 n2-1 i=1 a. J=1 J
Y

n
Si de plus :[ = g{ la stabilité du processus &tudié est
globale.

(1I-85)
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1-2-3 Intenprétation graphique

I1 est possible d'interpréter le théoréme (II-5) comme

la localisation des racines d'un polyndme & coefficients non constants.

A titre d'exemple considérons le systéme du quatriéme
ordre pour lequel 1'Zvolution de \{P (t, x, P, \) est représentée dans

la figure (II-1) suivante :

>

Fig.(II-1): localisation des racines de P (., \)

Lorsque (t, x) varient dans Z%x , les domaines &'Svolution

des racines variables de g)(., A) = 0 sur l'axe des abscisses &tant
tornés, les conditions suffisantes de stabilitd 3tablies au thiorime
(II-5) impliquent que ces domaines sont i gauche de 1l'axs des % {4A)

et peuvent 8tre slparfs par des nomtres résls nigatifs a..



-88-

La recherche des conditions de stabilité& pour les processus

dtudids au théoréme (II-5) est ainsi réduite & :
- la détermination des nombres réels négatifs s

- et la vérification de la conjecture linfaire qui s'exprime

‘dans ce cas spéecifique par la condition 93(.,0) 2 e > 0.

L'exploitation de ce résultat nous conduira & la définition,
au chapitre III, d'une nouvelle méthode de synthése des processus
non lin&aires monovariables et multivariables du type interconnecté
basée sur la localisation des racines du "polyndme caractéristique

211

intantané 4'un processus.

1-3 SYSTEMES DU TYPE LUR'E POSTNIKOV

Les conditions suffisantes de stabilité des processus non
linéaires décrits par des &quations différentielles scalaires s'inter-
prétent aisément sur 1'dtude de la stabilité des processus hiérarchisés

-~ »
a4 deux niveaux.

La classe importante des systémes du type LUR'E POSTNIKOV
pour laquelle la validité 4de la conjecture du linéaire est vérifiée,
permet, de plus, une interprétation fréquentielle qui nous conduira
pour une classe particuliére de processus & 1l'étude des relations
existant entre les conditions suffisantes de stabilité présentées ici

et les résultats obtenus par POPOV [6].

1-3-1 Systimes monovariables du type LUR'E POSTNIKOV

— (x) = A x+Bu
a (1I-98)
u=¢(t, x, P, e)
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ol x € TI: désigne le vecteur état, u la loi de commande du
processus 4 l'instant t € Z et ee%gﬂ,l'en‘crée. De plus
mwamm:AE&mmBeﬂmucegm&¢e¢

.
¢ =¢=€x92—nxtg-’§,¢(t,x,‘?,0)=-¢xx,

§0%= aiagl®D) , 0% o, 3 < K™ ;
¢§ : zxg.n x?.;?,Vi = 1,2,...,0, V (t,x,B )e%x’xxc? (1I-99)
. | ,

Pour e = 0, 1'état x = 0 est supposé &tre l'unique point d'équilibre
de (II-98).

Soit

"D(‘T (I1-100)

W(p)

- n-1 n
avec D(-p)-ao+31p+...+an_1p +p

la fonction de transfert de la partie lindaire du systéme (II-98).
Soit :

F(t,x,P ) = cX(6,x,P ) + cT(t,x,P ) Foote® (6,xP PTT (TI-101)

n-1
un polyndme en A( €9l ) défini, pour t et x donnés, par ses coefficients
cf.f(t,x,P )=¢’i‘+1(t,x,ﬂ° Wico.1,. 1 etV )eTx X2 P (11-102)

cx(t,x,[P ) = cx,x,'P ), c?(t,x,lP ),...,c:_1(t,x,‘P ) V(t,x,P )é{ﬂx:‘?

0
(II-103)
Dans ces conditions, nous pouvons choisir pour le processus
(1I-98) en régime autonome la nouvelle représentation :
d *
— (x)= A-B.C" (¢, x,P) X (II-10L)

dt
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avec :

A-B C®(t,x,P) =

(II-105)
X

-{a +c§(t,x,lP)) --(a.1+c1 t,x,P)) ... -(a

*
0 +cn_J(t,x,P))

n-1

La matrice [A - B C* (t,x,P)] étant du type compagnon une

dtude analogue 3 la précédente conduit & 1'dnoncé du théordme (II-T)

Théoréme(II—?)

(a) S'il existe ¢, DC et o, , Y i=1,2,...,n~1, satisfaisant

les inégalités ’
@, <o, < ...<a <0 (II-51)
tels que :
(1) (-1)"'i [D(a;) + ¥ (t,x,p,a.)] 2 0 (1I-106)
] Vi=1,2,...0-1, ¥Y(t,xp) e 0:AT
(ii) ag + cg (t,x,P) » € >0 V(t,xP) e%*x*q? (II-107)

le systéme défini par (II-98) avec les notations (II 99 -+ 103)

est asymptotiguement stable.

n
(b) 8i la condition (a) est remplie pour L= R , la stabi-

1ité est globale.

d
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Exemple (ITI-L)

Soit le processus décrit par (II-98) tel que

0 : {o

2
u

w
f

X1 %
u=- (1.6 + sint 5 2)3(1-3;:;2
X"+ x,
il vient
' X, X
D(a) + ¥® (., a) = o + 3a + (0.6 + sint ——=—)
X, T X
Le choix de a= - 0.5 conduit aux inégalités
. X, X, SQ.L
-(D(a) + §°(.,a) ) = 0,65 = sint —5—=F5 >0 YV(t,x) e Tx
X + X
1 2
* *y X Z 82,2'
D(0) + N%(.,0) = 0,6 + sint —5——5 3 0.1 Vit,x)elx
T

I1 résulte alors du théoréme (II-7) que le syst3me est

absolument stable.

1-3-1-2 Sysitimes monovariables & non Linanité

e A - - D . - - - -

- an - -

Considérons le syst3me S du type LUR'E POSTNIKOV représenté@

par le schéma bloc de la figure (II-2)

i1
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ol la loi de commande est définie, pour e = 0, par la relation :

u=-x (t, x,P ) ¢ x (rI-108
c = I}O’ ¢1’ cees cn_1] étant un vecteur constant et
n —_
& BaxlR X@—»R, [k, 5 ¢ R
et od la partie linéaire en boucle ouverte est caractérisée par sa
fonction de transfert L(p) telle que
L(p) = —TR—N( )
D(p)
avec :
N(p) =cCc.+Cc.D + + ¢ pn“1 (II‘109
0 17 ) n-1
. n-1 n -
D(p) = gy +ap+ ... *a . D + D (II-110
Notons Zis Zos cee zm(m < n~1) et Py p2,...,pn respectivement
les racines des &quations
N(p) = 0 (II-111
et D(p) =0 (I1-112
Théoréme (II-8)
(a) S'il existe € > 0 et :C tels que :
(1) N(o) admet (n-1) racines z; réelles distinctes et p
négatives
(ii) D(O)+k™(t,xP ) N(0) 2 ¢ > 0 v(t,x,lP) e TxX "@ (11-113

(1iii) les polyndmes N{(a) et D(a) forment une paire positive

[16]7(0& les résidus relatifs aux divers pdles de

) sont négatifs).

W(p
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le point d'équilibre x = 0 du systéme S défini fig. (II-2) avec les

notations (II-108+110) est asymptotiguement stable.

n
(b) Si la condition (a) est vérifiée pour X =R , la

stabilité est globale.

Démonstration :

Le systéme de la figure (II-2) est régi par le systéme

différentiel suivant

é% (x) = [A - BC x¥(¢t, x, P) ] x (II-11k)

pouvant &tre obtenu i partir de (II-10L4) en faisant

c*(t, x, P) = k¥, x, P) ¢ (1I-115)

Pour garantir la propriété de stabilité asymptotique du
processus de la figure (II-2), il suffit de choisir les paramétres

di’ Vis= 1, 2, ..., n=1,tels que

@ <O, < L. <@ o< 0 - (1I-51)

a, =z, Vi=1,2, ..., n-1 (II-116)

(-1)27% D(z;) 3 0 (II-117)
et aj + kx(t, x, P) cy > € Yit, x,P) ¢ ‘Z"X" ¥ (I1-118)

ce qui correspond i l'application du théoréme (II-5)

En remarquant que (II-117) est vérifié lorsque les polyndmes
N(a) et p(a) forment une paire positive ou lorsque les résidus relatifs

W%ET sont négatifs [18] il vient le théoréme (II-8).

aux divers pdles de
Dans le cas oll le polyndme N(A) admet m racines réelles

et négatives, l'application du théordme (II-7) pour les processus

définis au théordme (II-8) conduit, aisément, au théordme (II-9)

sulvant




-9L-

Théoréme (II-9):

(a) 8'il existe >0, X et des paramétres arbitraires

vérifiant les inégalités

E @, <@y < ... <a < 0 (II-51)
3 tels que :
(1) (=1 [o(a;) + K*(.) Na)] » © (I1-118)

Vis=1,2,...,0-1 V(t,x,lP)EZ‘x"@
/ (ii) D(0) + kx(.) N(O) 2 e >0 V(t, x,lP)ezix*T (1I-113)

le point d'équilibre x = O du systéme S défini figure (II-2) avec les

notations (II-108 + 110) est asymptotigquement stable.

m
(b) Si de plus X - gz , la stabilité est globale.

1-3-7 Intenpritations gréquentielle et graphique

- -~ ——— - — " —_ " - - - — - — - -

a) Le critdre de POPOV [6a] correspond 3 une analyse fréquen-
tielle de la stabilité relative 4 une certaine classe de processus
monovariables pour lesquels, en particulier, la partie linéaire est

supposée admettre des plles stables.

L'application des théordmes (II-8) et (II-9) que nous proposons

fait intervenir une condition (II-113) de la forme :

KX k) + w(1o) se>0 Ve, e LaX (II-119)

-~

semblable 3 celle fournie par le critére de POPOV , cette condition

étant vérifiée pour la seule pulsation w égale & zéro.

Toutefois, il est nécessaire pour les processus définis au
théoréme (II-8) d'effectuer une localisation relative préalable des pdles

et des zéros de la fonction de transfert W(p). Lorsque celle-ci n'est
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pas factoris@e a priori, il suffit de vérifier des conditions du type
(II-118) ou que les polyndmes N(p) et D(p), définissant les numérateur

et ddnominateur de W(p), forment une paire positive [16].

b) Il convient de préciser que les deux hypothéses de stabilité
et de compldtes commandabilité et observabilité de lé partie linéaire
requises par le critére de POPOV ne doivent plus nécessairement &tre
vérififes dans l'application des thZorémes (II-8) et (II-9) ainsi que

1'illustre l'exemple (II-S) suivant.

En effet, considérons le processus représenté figure (II-3)

0]

figure {II-3)

Sa caractéristique linfaire, d&finie par sa fonction de
p + 0.5
2

o= 1

transfert W{p) = &tant instable, nous ne pouvons donc conclure,

52

sn ce qui concerne la stabilitd j, processus, e=n utilisant ls critire

ds POPQOV.




-96-

Par contre, il résulte de l'application du théordme (II- 3

la condition suffisante de stabilité absolue

fx(.)+w(1o)25>0 Ver-_RL

c¢) De méme, il n'est plus nécessaire de vérifier que
q

eflEY ™ O

comme 1l'illustre l'exemple (II-6) du processus représenté figure (II-4)

- S
.=
(p*+3) (p+5
figure (II-L4)

pour lequel les polyndmes en p définis par

N(p) = (p +2) (p+ L)

D(p) = (p+ 1) (p+3) (p+5)
forment une paire positive.

L'application du thdcrime (II-8) montre que la stabilité

absolue est garantie pcour le processus 3i la nom lindarit? reste

— g
L2 ]

=y

¢
(2) o) R

dans 1= domaine ® du plan
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L'interprétation des théorémes (II-7) et (II-9) ndcessite la
résolution du probléme du choix des paramétres arbitraires @,

Vis= 1,2,...,0-1, vérifiant les inégalités (II-51).

a) Dans le cas ol N()A) admet (n-1) racines réelles, distinctes
et négatives, zi,vla localisation des racines 93(.,A) = D(A) + kx(.)N(A)
peut 8tre conduite & partir de la localisation des racines de D(A)

en fixant le paramétre @, égal 3 zi,vv i=1,2, ..., n=1.

Ainsi, lorsque les z&ros et les pdles de fonction de transfert
W(p) sont réels, ndgatifs, distincts et alternds, les racines pi(.)
Vis=1,2,...,n-2,de P (.,X\) sont telles que

z, < py(L) <z, < py(L) <iius pople) <z <0 Yt ,xP) o (II-120)
‘ &Z;xﬁj
Pour de tels processus la conjecture lindaire est vérifiée et
conduit & la condition : D(0) + X (.) N(0) 2 ¢ > O V(t,x,P)e:6‘3(ng

b) Dans le cas od N(A) et D(X) admettent respectivement m et £
racines réellss, distinctes et négatives, m < £ < n-1, Z; Vis= 1,1,00.,m

c'z.j ,V i =1,2,...,0 telles que :

2, < dy <z, < d2 < .. < dm_1 <z,
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le polyndme ﬁj(.,k) a (m=1) racines variables séparées par les m zéros
de W(p)

z, < p1(.) < zy < eel < pm—l(') <z (1I-121)

ce qui permet de fixer m parmi les (n-1) paramétres @, comme suit

@, =z Vi=1,2,...,m

k(.) variant, les polyndmes 53(.,x) passent donc par m points fixes de
coordonnées (D(Zi)’ zi) , ¥i=1,2,...,m dans le plan ( P(.,0), 1), et

situés alternativement de part et d'autre de l'axe des A.

Ces interprétations simplifient considérablement la résolution
du probléme du choix des paramétres arbitraires &, pour localiser
l'ensemble des racines du polyndme P(.,A) conformément i 1'étude

envisagée au paragraphe (I-2-3).

c) Exemple (II-T)
Pour le processus décrit par le schéma bloc de la figure (1I-5)

o
m
w

‘g
+
[\Y)
w3
[
(WS )

Lol
+
o
)

e

1y

LELYS \ L2

avee k(.)€ [2,h] , nous avous

P (. LA) = (AZ + o0 = 3) k() (A +2)

D(A) = 2% + 2% - 3
N(A) =2+ 2
Le choix de a, =z, = -2 implique gque D(-2) = - 3 < J,et
denc que (=1) g>(., -2) > 0. La vérification de la contrainte :
Pi.o)==-3+2x%) >0 ) e [2,4]

- permet alors d'assurer la stabilité glctale du processus.
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1-3-3 SystZmes multivarniables du type interconnecté

L'étude précédente (I-3-1) peut &tre &tendue au cas ol

plusieurs sous-systdmes du type LUR'E POSTNIKOV sont couplés.

La recherche de classes de tels processus pour lesquels
la conjecture du linaire est vérifiée, conduit & la détermination
de tests de stabilité développant des conditions portant sur la

structure de couplage et sur les propriétés des sous~systémes.

Dans ce paragraphe, est envisagé un couplage particulier
de deux sous-systémes de grande dimension ; l'extension de 1'&tude
aux processus composés de plusieurs sous-systémes, est présentée

sur un exemple.

piipaghoduinging hifingiiage At iiputgiregiighuihgs i nghugutgdpuiugp SRy hgF e g bahpehpubg byt

Les processus représentés figure (II-6), correspondant a

l'interconnexion de deux sous-syétémes S1 et 82 d'ordres respectifs

: gus
n, et LV peuvent &tre décrits par deux &quations différentielles \ LLLE
scalaires analogues 3 celles envisagdes dans le paragraphe (I-2-2). -
Avec les notations suivantes
ni-1 i3
N.A) = § e ¥i=1,2 (II-122)
j=0 7
AL PR
N... W)= e =ad Vi=n1,2 (II-123)
1+2 . J
J=0
n: n.-1 .
D) =xt+ £ el ¥i=1,2 (II-124)
j=0
P =2 e T (el e e, ek AR A9
oy =0 AR AR RS E R Rt I AR AT
J (II-125)
n no=1 .
= A 2 2 * 2 % * 3 J
an (v 5A) + jio (aj+k2f2(.)cj+e22e12k2f3(.)f6(.)cj) A

(1I-126)
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ni=1 . ‘
Ay o * * L 1 J _
Ry, (52) jio kyley 30 ) F5( ey + e12f§(.) e) A (1I-127T)
n2—1
- - x x 3 * 2y ,J _
R12( JA) = jio k1(e22f (.)f3(.) e + e21f5(.)cj) X (11-128)
;5 € {0,1} Vij=n1,2

£()e o L) =1iele , 1) g, T] Vis=1,2,0.006

1'évolution du systéme &tudié est alors régie par les équations

sulvantes
s ( n1—1 )
n1) 1 1 * L J =
s, + jio (aj + k1ff(-) ¢ + e11e21k1f§(.)f5(.) cj)s1
¢ , (II-129)
n2-1
- _ x x 3 x 2y _(3)
= jio k1(e22 f1(.) f3(.) cj +e,, f5(') cj) S5
w
f n, -1 .
p 2 * 2 * b3 3 (J) _
s(n2 ) . 5 (aj + k2f2(.) ¢; +te, e,k f3(.)f6(.) cj)s2 =
j=0
4 ' (II-130)
n, -1 ]
_ * * L * 1, ()
= jEO - k2(e11 f2(-) fh(') ¢; * e, f6(.) cj) H

1. e12 = e =0

le processus S est alors constitué de deux sous-systémes S, et
S2 du type LUR'E POSTNIKOV couplés en série.
®1p % €1 T 8y S =0

les sous-systlmes S1 et S2 sont déconnectés. La recherche de
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classe de systémes S pour lesquels la conjecture du lindaire
est vérifiée, peut -8tre conduite dans ce cas séparément pour
les sous-systémes S1 et 82 en utilisant les résultats obtenus

aux paragraphes (I-3-1) et (I-3-2).

mmmle e e e e e e E e e e m - - - - - -

Nous envisageons dans ce paragraphe 1l'étude de la stabilité
d'un processus défini dans la figure (II-6), régi par les équations

différentielles scalaires (II-129, 130) avec les notations (II-122 - 12L)

et tel que :
&p = &y = 0 (II-131)
ff(.) L A (constante) (I1-132)
f§(.) = f3 (constante) : (II-133)
I1 vient alors la représentation suivante du processus
B~
-1 ’ 2 .
(n1) , 1 1 o s A
s, ¥ .5 (aj it Cj) gy . _E k1e22f1f‘3c.j s,° " (II-134)
o J=0
J=0
et aQ.~1
i)™ % ; 1
€2 ¥ 1 (a7 + 220Dk w3 Tl e R Y )
B 520 2 -, s B L g

~

L'application directe du théoréme (II-6) conduit 3 des

conditions suffisantes de stabilité explicitées dans le théoréme (II-10).

Théoréme (II-10)

(a) S'il existe g< O, 4 Jag_ P ST 1,2,...,0,=1

etaJ2. ) V,j R T i e
(II-7h4, 75),tels gue

-1, vérifiant les inégalités

2
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n1—i 1.8, n1—1 1 1 1.3
(1) (-1) [(ai) + j2=0 (za.‘j + k£, cj) (ai)‘]} > O
” (II-136)
VI.= 1,2, ,n1—1
n =i n1—1 .
.. L 1
(i1) (=1) ' ke ) f*( Y T er ()9 3 0
' 2% 2 j=0 9 1 (1I-137)

V (t,X,IP) 4,7;‘1#@ Vl = 1,2,...,n,~1

1
-1

-1 n 2 .
(1i1) (-1) 2 LD e 1 (aSmyri(e) @) 0
j=1 9 (11-138)
v (t,x,(P) ez ¥i= 1,2,...,0,=1
. n.-1
n.-1i 2 .
(iv) (-1) 2 k) e,f, 3 £ o3 (a?)J >0 '
j=0 Y (II-139)
Vi = 1,250y
(V) - k. e.. £5.) £5(.) o 5 0
2 S11 ottty n-1 ?
(II-140)
V(t,X,P)C z#x"@
(Vi) - k. e £ 3 50 (IT-141)

f c -~
1722 71 73 n2 1

Le processus décrit par (II-134) et (II-135) avec les
notations (II-122 » 124) et (II-132-133) est asymptotiquement stable

si les deux conditions suivantes sont vérifides :

al +k, £,c0 > © (II-142)
1 1 2 = 12 :
@ +k1f1c0)(ao+k2f2( e J) el 22k1k f, f (. )f3fh(' ety 2 ~ €

Vit x.8) er{,x,‘? (II-143)

: s iz P"L
(b) Si la condition (a) est vérifide pour :x: 5?— R
stabilité globale.
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Remargues :
a) L'application du théoréme (II-10) suppose la stabilité des

sous-systémes du type LUR'E POSTNIKOV S1 et 82. En effet

- lescontraintes (II-136) et (II-142) impliquent gque 5, est
asymptotiquement stable (voir théordme (II-T).

~ les contraintes (II-138) associées aux conditions

(II-140 > 143) qui impliquent

(.) c?}-e V(t,x,P)é%*Ii?

2 *
ay * ky £,

conférent au sous-systéme S2 la propriété de stabilité

asymptotique.

b) Lorsqu'il est possible de localiser d'une part les racines
du polyndme caractéristique du sous-systéme S1 et de : Nh(l) = 0, par
les mémes a; < O,V:i = 1,2,...,0,=1 , et celles du polyndme caracté-

ristique du sous-systéme 82 et de : N3(A) = 0 par les mémes paramétres

a? < O,‘V 1= 1,2,...,n1—1 d'autre part, le test de la stabilité par

le théoréme (II-10) est simplifié considérablement.

1-3-3-3 Cas d'interconnexion de deux sous-systimes

- - - — " - —— - - s fo > > s -

Le processus considéré dans ce cas est présenté figure (II-6)

\

et est régi par les égquations (II-129, 130) avec les notations (II-122 - 128,

telles que
ff (.) = £, (constante) . (II-1L5) -
fi (.) = fh {constante) (II-1L486)
f; (.) = f5 (constante) (II-147)

L'application du théoréme (II-6) dans ce cas conduit au

théoréme (II-11).
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Théordme (IT-11)

(a) 8'il existe € < 0, :X:, a; ,}fi = 1,2,...,0,-1 et

a? . V‘j = 1,2,...,n2-1 vérifiant les inégalités (II-TL4,75)
tels que :
n. -i
(1) (-1 Pnﬁa%) >0 Vi = 1,2,...,0,~1 (II-148)
n1-i+1 1
(ii) (-1) Rg.l(.,oai) >0 Vi = 1,2,...,0,-1 (II-149)
V(t,x,lP) €z:x;g)
n.~i
(iii) (-1) 2° @ (.,a?)-> 0 Yi=1,2,...,0,~1 (II-150)
n2 1 2
V(t’x:P)Ezﬁ’I*%?
n,-i+t
: 2 2 . _ )
(iv) (-1) R12(ai) >0 Yi-= 1,2,...,0,-1 (II~-151)
2

* 3
ey Ty £300) °n2—1 ey f5cp

2
¥ (t,x,P) € 7, X.T

e fE(.) ¢l _ 20 (II-153)

1

Y (t,%,0) € T X P

(V) -k ) =0 (1I-152)

(vi) - k2(e11

* i
f2(-) fh(') °n1—1

Le processus décrit par (II-129-130) avec les notations

(II-122 + 128) est asymptotigquement stable si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :

P 0> o (II-154)
Py
@n1(°) ?né.,o)- R,,(0) By (-,0) > = ¢ V(t,x,p) €€ DP (11-155)

n
(b) Si la condition (a) est satisfaite pour :( = gz , la
stabilité est globale.
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- s - - - - - = = - ——

L'étude de la stabilité du processus représenté figure (II-T7)

peut 8tre menée i partir de la description dans l'espace d'état }

sulvante :
d —
FTY (x) = A(t,x) x (I1I-156)
o' [ 0 [ 0 :
° o? 0 0 ' 0
0 o 1 (/] 0
Al.) =
0 ky -?3(..-!) -3 0(&{ . zg) -n,x';(.) o °
X, -@2(_..2) ° (] -? oe? - zg) X 03(.) °
-?I(_'.') 0 ¥, X202 0 ° = o(ry ¢ 4 )ex, 000
- =
Avec
1 2 3 i S . . st 2 :
+ 6 , & , & trols parametres arbitraires choisis négatifs

wridu) weful v, Ve [t ] Vi=1,2,3 V(t,x) e"{,(EQ (II-157)

bl

= (ai - ti)(ai - ti) * ky f’i:(.) (Oti - Xi) Vi=1,2,3
(II1-158)

Cas particulier

Nous supposons gque

o T Y

a® = 2% - t2 <0
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a3 = A3 = t? < 0

2y =1 (constante)

2%’ 2

o (II-159)
3( )= f3 (constante)

M0 Yitx)elrR

k>0 et ki > 0 V i=1,2,3

I1 vient

gJi(o,ai)=O Vi=1,2,3 V(t,x) E%’{‘R_

et la matrice A(.) est une matrice en fléche mince généralisée d'ordre
~

L, & éléments hors diagonaux non négatifs et & éléments non lindaires

isolés dans la derniére ligne de A(.)

L'application du théoréme (II-2) conduit aux conditions

suffisantes de stabilité asymptotique suivantes

5 ,
tekf<0

s %
£ - k. f. <0 (II-160)
2 T k3 13 |
(—kf)(t k£ ) (t3k )t 3-kkkkf()>e>0
2 2 272 233 1 273 -

(t,X) €‘ZH¢R

qui font apparaltre les caractéristiques propres des sous-systémes.

Remarque :

Les processus particuliers &tudids dans ce paragraphe, consti-
tuent une classe de systémes pour laguelle la conjecture du lindaire ’
est vérifiée et permettent 1'illustration du probléme concernant 1'influ-
ence d'une simplificationentre pSles et zéros de la fonction de transfert
de la partie linéaire sur 1l'étude de la stabilitd, par la méthode propo-

sée, des systémes du type LUR'E POSTNIKOV.

L'8tude du processus de la figure (II-T) pour &, T e, =e-= 0,

dans le cas particulier envisagé, peut &tre conduite 3 partir du schéma
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&quivalent de la figure (II-8) ol les sous-systimes linfaires s,
et 83 en série sont remplac&s par un sous-systéme unique S, dont la
fonction de transfert W'2(p) est 2gale au produit des fonctions de
transfert des sous-systdmes bouclés 82 et 83.
3
' =
W', (p) {
i=2

k;
)

(p=t]) (p=t3) + £, k. (p =A%)

w
—
mn

~~
Ue)
<

N -

LUN

k . e | PO -

figure (II- 9

Ces considérations permettent de choisir L paramitres
arbitraires ol (un pour S1 et trois pour 8'2) et donc de dé&finir
une description du processus particulier par une matrice caracté-
ristique en fliche mince g2nfralis3e d'ordre 5, plus mince que celle

définie dans (II-156).
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1T - ETUDE DE LA STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES COMPLEXES

I11-1 SUR LE PROBLEME DU CHOIX D'UN SYSTEME DE_COMPARAISON POUR

- - ——————— > - - - - - - - - - - - -

La vérification de la conjecture du linéaire pour les processus
non linéaires de grande dimension dont la matrice caractéristique est
identique & celle du systéme de comparaison, conduit & des conditions
suffisantes de stabilité qui peuvent s'interpréter simplement en
fonction des propriétés physiques du processus, comme nous l'avons

montré dans la premiére partie de ce chapitre.

En général, se placer dans le cas ol la conjecture du linéaire
est vérifide et ol la matrice caractéristique du processus est identique
a celle du systéme de comparaison, n'est pas toujours possible. Nous
définissons alors selon la complexité du processus, un systéme de compa-

raison de dimension adéquate pour l'édtude de la stabilité.

Lorsqu'en particulier la matrice caractéristique d'un proces-
sus hiédrarchisé i deux niveaux comporte k rangées (lignes ou colonnes)
i 8léments non constants, l'dtude de la stabilité du processus peut-
8tre conduite & partir d'un systéme de comparaison d'ordre (n-k+1),
d'ordre r ou d'ordre 1 respectivement lorsque les systémes du
premier niveau sont par exemple : lindaires et stables, non linBaires
et stables, ou non linéaires et instables. Dans les deux premiers cas
les conditions de stabilité du processus font apparaltre celles des
systémes composants alors que, dans le troisiéme cas, les contraintes
dépendent de l'ensemble des paramétres définissant le processus.

Un conditionnement d'un ou de plusieurs systémes composants
non lindaires ou instables, & partir de transformationslinfaires dans
l'espace d'état, conduisant 34 un choix adéquat du systéme coordonnateur
permet le changement de la nature de la stabilité et de la linéarité

des systSmes composants.

Certaines classes de processus hiérarchisés 4 deux niveaux
dont certains sous-systémes du premier niveau sont non linéaires et
instables, peuvent aussi &tre étudiés & partir d'un systéme de compa-

raison d'ordre(n—k+1\ou ¥, an'lieu de 1.
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I7-2 ELEMENTS NON CONSTANTS ISOLES DANS UNE RANGEE DE LA MATRICE

. - - - . S . WS WD D W YRGS e R . AR WD D b -

- - -V

Le choix d'une norme vectorielle p(z) d'un processus défini

sur %? , telle que

T
plz) = |z| , |z| = Uz1|, ceey [zn]] y 2z = [%1’22""’Zn1

conduit & la définition d'un systéme de comparaison [23] d'ordre

maximum égal 4 l'ordre n du processus.

Avec les notations suivantes

Ay ={mt Il = {ml g (11-161)

4] ={]mijl} Vs (11-161)"

m'.. m. .
1i i1

]
e e}
[{:)
(¢}
—

m'..
1]

A

"
ES

il vient le théoréme (II-12)

Théordme (II-12)

Le processus défini dans %2 par (II-1) avec les notations

{(II-161) et (II—161)*admettant une matrice caractéristique A(.) dont

7 . . . - " . .
les &lements non lindaires sont isolds dans la dernisre ligne ou

colonne de A(.), est asymptotiguement stable s'il existe Qc,tel que

l'une des trois conditions (a),(%) ou {(c) suivantes soit vérifide

(a) (1) A{.) est une matrice en fléche mince d'ordre n

définie par (I-43) dont les Zléments diagonaux

s % l,b’i = 1,2,...,n=1 sont constants et nécatifs

(11) i1 exists £ < 0 tel que

a-1 la ()] Ja. ()]
Re(® () - & S < e Yit,o e CLP
i=0 S1%ig
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(b) (i) A(.) est une matrice en fléche mince généralisée

d'ordre r d8finie par (I-LL) dont les éléments

a.s sont constants et négatifs, Vis= R R

Gail Al existee <0 tel que

ot W S

(-1)* det (| Aii)‘— $ ik b R
o J=1 Reel ( a.. ) 4
Jd (II-163)
Vi=1,2,...,n-r+1 Y(t,x.P) e@;IﬁW

(e) (i) A(.) est une matrice en fléche épaisse généralisée
d'ordre r définie par (II-U5) et (II-5) dont les
€1léments aii sont constants et négatifs,

Vi=1£”“mf1,Vj=L@”“¢4

(ii) il existee <0 tel que :

; R T e LY S
Reel(a ) - I il e Ve, e (TTe160)
n.n- L Reel(a.)
1L J=1 PO
nr
s (1) ; (i o1
(-0 aet (|4l ()] I ]Arj)(.)] Al attil)s - e

(II-165)
V i= 1,2,...,:11:_~ V(t,x,P) 3 ?J)tx’tq’

Ce théoréme peut &tre démontré simplement en remarquant
que le systdme de comparaison, relatif 3 la norme p(z) = |z| définie
plus haut, est tel que sa matrice caractéristique est i %léments non
linéaires isolés dans une seule ligne ou colonne. Pour garantir la
stabilité asymptotique pour les processus étudids, il suffit de

vérifier les conditions du linéaire.

Comme dans la premidre partie de ce chapitre, il est
possible d'envisager plusieurs cas particuliers remarquables ; nous
nous bornerons dans ce paragraphe 3 1'8dtude des systSmes du type

LUR'E POSTNIKOV ou décrits par des &quations différentielles scalaires.
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Théorsdme (I1-13)

Le processus défini par (II-1) est asymptotiquement stable
s'il existe € < 0 et X et si l'une des conditions (a),(b)s(c),ou (4)

est vérifide :

(a) Le processus décrit par l'équation différentielle (II-LbL)

avec les notations (II-U8) est tel gque pour a.,
Vi= ,2,...,0°1 nombres complexes arbitraires choisis

~

distincts et & partie réelle négative, on ait

n-1 ~ n-1 -1 n-1 _193
Reel( - i§1 a)-a _,(.) - i;(,Reel(ai) ) -;j}(ai—aj) (.,qid> -€
J#i

, (1I-166)
V(t,X,P) € Z*If@

(b) le processus du type LUR'E POSTNIKOV décrit le schéma

bloc de la figure (II-2) avec les notations (II-109,110)

est tel gque pour ai paramétres arbitraires complexes

distinets choisis & partie réelle négative, Vi=1,2,..,n1

on ait :
n-1 * n-1 -1 n=-1 -1
Reel(- I ai)— an_1—cn_1k (.) = | Reel(ai) ) - TW-(ai-a.) -
i=1 i=1 j=1 J
J#i

e (Do) + k*() Ne,) )] 2 - (1I-167)
1
V (t,st)é%# “@

(¢) le processus du type LUR'E POSTNIKOV décrit par le schéma

bloc de la figure (IT-2) avec les notations (II-109,110)
est tel que :

(l) Cc = 1

(ii) N(p) admet (n-1) racines zs distinctes, complexes

e & partie réelle négative

n-1 * n-1
(iii) - £ z, - a - k"{(.) = £ (Reel(z.))
=1 1 n-1 i=1 1

-1

1

n-1 -1
_};]'1 (zi-zj) D(zi)z—e (II-168)

gt 7oy (P
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(d) le processus du type LUR'E POSTNIKOV décrit par le schéma
bloc de la figure (II-2) avec les notations (II-109,110)

est tel que :

(i) D(p) admet (n-1) racines 1 distinctes complexes a

partie réelle négative,VE.= 1,2,..., 0n=1
n-1 |

* = .

k*(.) - [k¥(.)| £ Reel( pi) -
i=1

(iilReelp |- c _,

(II-169)
n-1 _
l-jrj1 (p; = p;)7 el > -«
J#i

vV (t,x,P) (':C X P

Remarques :

- Les théordmes (II-5, 7, 8,9) sont des corollaires remar-—

quables du théoréme (II-13).

- Il n'est plus nécessaire, comme l'exigent les théordmes
(II-7, 9), de séparer toutes les racines du polyndme caractéristique
du systéme en boucle fermfe par les paramétres ai,Vi.= 1,2,...,0~1,

pour garantir la propriété de stabilité pour les processus considérés.

I7-3 ELEMENTS NON LINEAIRES ISOLES DANS k RANGEES DE LA MATRICE

- - — - ————————————— - - — - — -~ - > -~ - -

CARACTERISTIQUE

<

- - -V -

L'étude de la stabilité d'un systdme dont la matrice carac-
téristique a ses éléments non constants isol&s dans une seule rangée,

se simplifie lorsqu'elle est conduite i partir du théoréme (II-12).

Lorsque les €léments non linéaires sont isolés dans k
rangées de la matrice caractéristique A(.), il est possible de ramener
1'étude de la stabilité au cas précédent en définissant [2] un systime
de comparaison non linéaire d'ordre (n-k+1) dont la matrice caracté-
ristique a ses éléments non lindaires isolés dans une seule rangée. Le

systéme de comparaison est d'ordre 1 lorsqu'en particulier k = n.
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En particulier, il apparait inté&ressant d'étudier le systéme
hiérarchisé i deux niveaux composé de r sous-systémes monovariable Si
du type LUR'E POSTNIKOV, d'ordre ni,Vi =1,2,...

instables, 3 partir d'un systéme de comparaison d'ordre (n-r+1),

r

n= I ni.
=1

,r, pouvant &tre

1

11-3-1 Sysitime de comparaison d'orndre (n-k+1)

Lorsque la matrice caractdristique A(.) est en fléche mince
définie par (I-43) et telle que les &léments non lindaires sont isolés
dans k lignes, il est possible de distinguer deux cas importants selon

la répartition des &léments non constants.

er

1 cas :
[ 14
11 ®1n i
.-_ ; v n-k
|
|
a'n—l«:,n--k an—k,n *
A(.) = _ A (II-17¢C
. [
an—k+1,n—k+ﬂ(') ‘n—k+1,n(')‘
. k
| |
anT(') an,n—k(') an,n~-k+1(') ®an - i
L ¥
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2™ cas
i "
2y, () 21n() !
. . ' : I k
- . . "
. 1
|
2 () () y
A(.) = f (II-171)
B, k+1 "k+1,n |1
.. : n-k
. . |
|
|
fp1 v *n.k Bnk+1 %nn Y
Le choix d'un systéme de comparaison relatif & la norme
n T
p(x) =[|x1|, Ile, cees lxkl , L lxi[] (II-172)
1=n-k+1
ou :
k T
p(x) = [iE1 |xi|, |xk+1l, cees ]xn[] (II-173)

lorsque la matrice caracté&ristique est définie respectivement par
(II-170) et (II-171) conduit [2] au théoréme (II-1k4) suivant

Théordme( TI-14)

Le processus {II-1) est asymptotiguement stable s'il existe

e < 0 et L tels que 1l'une des deux conditions suivantes (a) et (b)

soit vBrifiée :

(a) la matrice caractéristique A(.) du processus est définie

sur Qg par la relation (II-170) telle que

(1) les él€ments non linfaires sont isolds dans les k

derniéres lignes de A(.), k < n
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(ii) 1les a..,\v i=1,2,...,n~k sont 4 partie réelle

ii

négative.
n-1
max { Reel(ajj(.))+lanj(.)]§

(iii) J=n-k+1

max n-~1 ] |
Reel(a Z Ja. i
n-k -1

- I (Reel aii) Iani('” ’Iain‘ €

P=1
V(t,X,P) € z"x % g)

(b) la matrice caractéristigue A(.) du processus est difinie

sur € par la relation (II-171) telle gue

(1) les él%ments non linZaires sont isolds dans les k

premidres lignes de A(.), k < n

(ii) 1les a:» i i = n-k+1,...,n~1, sont 4 partie réelle

négative
"
(1ii) m, = max { Reel(a;,(.) )} e e Vie,x,p)e L Rrr-175)

i=

(1iv) Reel(ann) - m12.) ?i?*ani(')l iz1l ainl -
a=1 » (II-176)
eee T (Reelaii) lanillain, < €

i=zk+1

V (t,x,P) e Z;)C,a@

Le cas ol 1la matrice A(.) est telle que ses 51%ments non

lindaires sont isolés dans k colonnes peut &tre 2tudié de la méme

fagon.
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Propriété(P7)

Lorsque la matrice caractéristique d'un processus est en
flsche ’ il en est de méme de la matrice caractéristique du
systéme de comparaison associ?, relatif & une norme vectorielle

Pt 2 i o ® 9T o0 g o
régulidre p(x)-{pi(xi)} , Vx= X, X xrjc, =, xiesel,n In,.

e
£ i=1

Nous nous proposons de généraliser cette propriété pour une
matrice caractéristique A(.) en fléche mince généralisée d'ordre r
telle que ses éléments non linéaires soient isolés dans k colonnes

k < n.

Considdrons avec les notations (I-4L) et (I-L9), le cas

suivant
¥ r=-i-1 ke=pr#i=1 n-k-1
e g - s o g o P = = =
b4 11 127 #
i @00 Pia 14 3
!
22 21 a2 | |
11(') °12( ) ‘912 i r=i-1
A(.) = 11 12 11 12 | (I1-177)
2, %, oy <I>22( 53 ¥oo i K-r+i+1
21 22 21 4. b
°21 ¢21( ) @22( ) @22 ¢ n-k-i
avec les notations (II-178) suivantes
5 A 11 127
i
e @12(.) |
iy el 2,,(.)%
22 21 22
L e Boafs) 5
X (e 12 (11-178)
fa 3 1 Wl 17 127
2, i‘z.]\.)-W ~o(+) 255
T ELN
2,,0.)= gl % d,( )= 41 il
= L Vot ( \ ol ot
L(b;/‘.‘\ <I>21(‘)_ 322\ / §224
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Le choix d'une norme p(x) telle que :

k+i

. T
p(x) = []le, [x2[ s eees [xil, j£i+1]xj|, |xk_i+]|,...,|xn|] (II-179)

7
/

-~

conduit & un systéme de comparaison d'ordre (n-k+1) dont la matrice
caractéristique est en fldche mince généralisée d'ordre (i+1) et telle
que ses &léments non linéaires soient isolds dans la (i+1) idme colonne

et ses &léments hors diagonaux soient non négatifs.

La vérification de la conjecture du lin&aire pour le systéme
de comparaison garantit alors la propriété de stabilité asymptotique

pour le processus &tudié.

11-3-2 Systdme de comparaison d'ordre

. ”~ - P .
Considérons le cas géneral ol la matrice caractéristique
du processus est dé&finie sur %3 par (II-L45). Le choix d'une norme

vectorielle de la forme :

T
p(x) = [p1(x1), p2(x2), cens pr(xr)] (II-180)
avec par exemple :
n.
S 1 v )
pi(xi) = j£1lxijl i=1,2,...,r (II-181)

associe 3 une matrice caractdristique A(.) de la forme

- -
A11 A1r
A22 A2r
A(.) = (I11-182)
Ar—1,r—1 Ar—1,r
O R A -




-120-

un systéme de comparaison d'ordre r dont la matrice caractéristique

M(A) est en fléche mince d'ordre r définie par :

-
o Mir ]
Moo Moy
M(A) = *. . (II-183)
mr-1,r-1 r-1,r
mrl(') mr2(') T By =1 ) Brr )_

avec
m,. = max [Reel By * L IJ akhl] Vi=1,2,...,r~1 (I1-184)
he I, k€3
i h#k
mrr(') = max[Reel akk(') + I Iakh(')l ] (11-185)
kel
heI_r r
h#k
.= L Vis= velT- -
m. . hr:aIx Eo Iakhl i i=1,2, ,r=1 (II-186)
i
T
mri=max{ z Iakh(.)l} ; Vi=12,...,r-1 (IT-187)

ke:Ir

hel

en notant Ii et Ij les ensembles d'indices des lignes et des colonnes

intervenant dans le bloc Aij'

Théoréme (II-15)

(a) Le processus décrit par (II-1) dont la matrice carac-—

réristique est définie sur (e par (I-45) et (ITI-182)

est asymptotiquement stable si les conditions suivantes

sont vérififes
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. P4 . - .
(1) les &lements non linfaires sont isolés dans les k

derniéres lignes de la matrice caractéristique

A(.) du processus, k < n_.-

(ii)  les &léments m ., Vi = 1,2,...,r=1, définis

par (II-18L) sont négatifs.

(iii) i1 existe € < O, X tels que les &léments m,
définis par (II-184 - 185 - 186 - 187) vérifient

1'inégalité :

S r-1m .{.) m. . .
m ()- 1 22—  vexp) el X+ P (11188

rr . .
1=1 11

' N
(b) lorsque la condition (a) est satisfaite pour 2(==92 la
stabilité est globale.

Remarques :

- Les conditions d'application du théoréme (II-15) impliquent
que les sous-systémes Si définis par leur matrice caractéristique
Aii(') ,\f i=1,2,...,r soient stables. En effet, la relation (II-18L)
avec la contrainte (ii) du théordme (II-15) implique que les sous-
systémes Si,V:i = 1,2,...,r-1, sont stables ; 1l'inégalité (II-188)
implique alors 1'inégalité : mrr(°) se<0,Y (t,%,P) € 'Z”':Ivnfy

d'old la stabilité du dernier sous-systéme.

r
- 8i n, < k < I n,, il est encore possible d'appliquer le
j=1i T
théoréme (II~15) en considérant le syst3me coordonnateur d'ordre I nj,
j=i

et la matrice A(.) en fl&che épaisse d'ordre i. Aucune hypothése

n'est exigfe dans ce cas sur les sous-systémes Si,‘v J= i, i+1,...,r.

11-3-3 Cas d'une contraction a L'orndne 1

Soit m(.) le scalaire défini par la relation [26] :

n
m(.) = m?x [éii(.) + ji1 Icij(.)n (I1-189)

J#i



il

e(.) =§ cij(.)} pouvant &tre A(.), AT(.)ou (A(.) + AT(.)) [2&]

Une condition suffisante de stabilité asymptotique du
processus (II-1) tel que les &léments aij(.),‘VLi,j, de la matrice
caractéristique A(.) soient non linfaires, est qu'il existe € < O

et 'I tels gue :
Al et Yt py e b AP (1I-190)

La vérification de cette contrainte n'impose pas la propriété
de stabilité des sous-systémes du premier niveau, lorsqu'en particulier

le processus est hiérarchisé i deux niveaux.

11-4 APPLICATION A L'ETUDE DU CAS D'INTERCONNEXION DE DEUX

Pour illustrer 1'étude précédente de la stabilité des systémes
dynamiques complexes nous envisageons dansce paragraphe d'étudier un
processus non linéaire décrit par les &quations différentielles

scalaires sulvantes

n.-1
- 2
TR (i) _ 1% (i)
VA B 1 O L S PR S [ (11-191)
i=0 i=0
n2‘1 n1-1
sénz) # 70 f?*(.) s;l) se, I gf*(.) sgl) (II-192)
i=0 i=0 i

dans lesquelles s; € R représente la sortie du sous-systéme Si régi

par l'équation différentielle scalaire

~3R R
iz 8 an B i <
mehd » £ fo) EAte 8 | & WL (II-193)
% .
J=0
;) Bt
.x . f. "
fi (.) € [i % fiJ] cR Vi =O,1,2,...,nJ.-—1

V(tayj_J?)Q Zs‘Iﬁ@ VJ =142 (II-194)
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g () e [gf , g ) Vi=o,2,...
V(toa-sP)e‘g)tX)‘g’ V j=1’2
a n.-1 T n ‘ .
yj=[sj,s§1) ,...,ngJ )] 6? V3=1,2
Notations :
a1 . 31 € ‘{3 ‘V 1= 1,2, . n1—1
a2,82 6&6 V,j=1,2, ,n2-1
n ni-1
P oay=arts s %) Vi=t2
i j=0‘ J
n. -1
2
R(.,0) = I g ()t
12 . i

1=0

n1—1
R, (.,A) = ¢ go* ()l

21 . 1
1=0
n.-1
: i Vi
Ri(k) = 5 (A - o)) 1= 1,2
j=1

,n.—1

(II-195)

(I1-196)

(II-197)

(II-198)

(I1I-199)

(1I-200)

La caractérisation d'un tel processus par une matrice A(.)

en fléche peut &tre effectuée de la méme manidre qu'au paragraphe

(I-2-2). I1 vient alors la matrice caractéristique en fldche mince

d'ordre (n +n2-1) définie par (II-201)

1
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A(.)=

R

o.
1
,
muaf.:a-gtv
i e
mw m_A»V A unm
1
Awm,_A.eyVAle.m.v
d e ..
By Ry ]
1

81
i
Qw 0
2 n_~1 .
wémA..>VA>|9uv 1 1 1%
mamﬁ 5 ) cee - .M. a; - w. (.)
B5 RaA) ) 42 1= !
J
MU 2
) (A=aS
(- :mﬁ SA) ( agvv £ ()
2 R (1) N €51 msdi_ y
J 2 J

e N

{

3

(I1-201)
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11-4-1 Systeme de comparaison d'ordre n-1

Le systéme de comparaiscn relatif & la norme p(x) définie

par :

p(x) =[ lx1|, Ile,...,'lx I, van_1! + lxnl ]T (II-202)

n-2

V x= [XT’X2’ ...,lxn]T € I.

est décrit par la matrice caractéristique M(A) telle que :

r . N -
Reel(a;) IBE'
M(A(.) ) = (II-203)
Reel(a?) IB?[
1 2
“mm.:) . E‘n_g(.:_) a ()
nn
IBiI lBJl
avec :
1 A"“; )
my () =1 | ey |- L= 5, Gl emlfam(.,x)B}A i
1
¥ i=1,2,...,n41 (II-204)
> l)\-otg. | fp N
we, () =4 —J—Rem LR Gl et
. J
Vs =1,2,....0.-1 (I1I-205)
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7 1 1% 24 |
m,(+) = max) Reel (= I o) - ¢ _(1.) + ey, lgn4_1(.)
"o 2 o% Ty
weReel (- T a°) - %) +e. g ® () (1I-206)
. 1 -1 12 n.—1
i=1 n 2

Théoréme{ II-16)

(a) Le processus décrit par (II-191-192) avec les notations

(II-194, 195, 197 - 200, 204 -~ 206) est asymptotiguement
stable s'il existe € < 0, X,, et des scalaires a; et a?

vérifiant les inégalités

Reel(a;) <0 Vi = 1,200,071 (II-207)

Reel(a?) <0 vj = 1,2,...,n2—1 (I1-208)

tels que la condition suivante soit vérifiée

n, -1 1 (.) n,-1 m2 .)

1 m . (. 2 .
m () - z —nl——-r- -z __11_1:__2_\< e V(t,x,P) e P
i=1  Reel(q,) i=1  Reel(d;) (11-209) °

n
(b) si de plus '3C=<6 , la stabilité est globale.

Les scalaires mr11i et mij(.) définis par (II-204,205),

intervenant dans (II-209), s'expriment simplement en fonction des
polyndmes caractéristiques des sous-systémes isolés, et des polyndmes
R,.(.) et R

12 21
connexions. Lorsqu'en particulier les sous-systémes sont déconnectés,

(.) définis par (II-198,199) caractérisant les inter-

12 = 0 et ey = 0, nous retrouvons des conditions

suffisantes de stabilité pour chague sous-syst3me, analogues i celles

ce qui correspond & e

gtablies au théoréme (II-13-a).
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11-4-2 Syst2me de comparaison d'orndre 1

Le choix d'un systéme de comparaison d'ordre relatif & la
norme p(x) définie par :

p(x) = max{le|,|x2|,...,|xn__2],|xn_J + |xn| E
x =[x, Xp0eeeox] - e L (11-210)

conduit aux conditions suffisantes de stabilité définies au théoréme
(11-17)

Théoréme (II-17)

(a) Le processus décrit par (II-191,192) avec les notations
(II-194, 195, 197 =+ 200, 204 > 206) est asymptotiquement
stable s'il existe € < 0, et des scalaires al, B
Vi=1,2,...,n—1,a,6 VJ=12 -1 tels

1 ; 2230000,
gue la condition suivante sou: vérifiée :

2

4 . .
m?x \Reel(ai) + IBiI 7; Vj = 1,2

max ﬁ

N
™

Ttal() P2 n2, () ;
z z

(.) + S+ I e
; DTSN

(II-211)
i

V (t,x,F) G_r‘Cx'I»«-g)

.

n
(b) si de plus x =€ , 1a stabilité est globale.

11-5 MATRICE CARACTERISTIQUE A ELEMENTS NON_LINEAIRES

- - - ———— — . o o o 20 S P T s T A W > ——— > ——

Lorsque le processus est complexe d'ordre n, tel que sa
matrice caractdristique est & 81fments non linéaires, 1l est possible
de conduire l'analyse de la stabilité & partir d'un systéme de compa-

raison d'ordre n, comme le montre le théoréme (II-18) suivant
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Théorame (II-18)

(a) le processus complexe d'ordre n décrit par (II-1)

est asymptotiquement stable s'il existe €< 0 et
n
(I C‘e tels que :

102 ... i
(-1 m(s(ac.)) seVi=1,2,...,0 V(t,x £) e TP
12 ... 14 (II-212)

avec XT(.) la matrice trans-conjuguée de A(.),
S(A()) = (A(.) + A7(.) ), et M(S(A(.))) la matrice

pseudo-majorante relative & la norme vectorielle

R_{(X) = [.Xilg

”
(b) Si de plus DC = g€3 , la stabilité est globale.

Démonstration

Le choix de la norme scalaire q(x) = §Tx implique la
stabilité asymptotique pour le processus décrit par (II-1) s'il

existe une fonction ¢ de classe K au sens de HAHN [25}, telle que :

éf-c- (q(x) ) = ET S(A(.) ) x (1I-213)
X S(A(L) ) x < - ola(x) ) (IT-214)

Il vient a fortiori que, si 1'inégalité suivante est vérifige :

X OM(S(ACL))) x < - o(a(x) ) (II-215)

le processus (II-1) est asymptotiquement stable.

L'étude de la stabilité du processus (II-1) est analogue &

celle du systéme

% (z) = M(S(A(.)) ) =z (II-216)

z

dont la matrice caractdristique est réelle, symétrique, et 3 8léments

hors diagonaux non négatifs.

L'application des conditions de KOTELYANSKI [15] implique
1'inégalité (II-212) du théoréme (II-18).
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Remargue :

Le théoréme (II-18) permet 1'4tude des processus dont la
- - . ré - . .
matrice caractéristique a ses &léments non linéaires isolés dans
certaines de ses ranges, 4 partir de 1'Stude d'un systéme de compa-

raison d'ordre n.

Si de plus la matrice A(.) est en fléche, la vérification
de la contrainte (II-212), en utilisant la propriété (P1) des matrices
en fléche, comme précédemment, est immédiate. Cette méthode a &té
utilisée pour 1l'édtude des processus non lindaires monovariables et
multivariables du type interconnecté dans [18, 19, 20, 21, 22, 23]
et des processus définis figure (II-6) singulidrement perturbds au

chapitre III de ce mémoire.

Nous envisageons pour illustrer ici cette méthode, 1'étude
du processus fortement non linéaire d&fini par les &quations diffé-
rentielles (II-191) et (II-192), ou encore par sa matrice caractéris-

tique (II-201) avec les notations (II-194, 195, 197+ 200, 20k~+ 206)

Notons
L, PG00 ey Bipl-,A)(A-al)
..‘2‘* 8- “( 1 )_I 1 . v e 2 1 ( 2 )I
¢ ()= BiR (M) A=y BiRaM) a2
J
epy Roy(sA)(A-a)) w2 Paples)mad)
. . 2 ‘( 1 (}\) ) _ h . - . '2'1 BJ" 2 ) _ 2.-
i B; R, A=a, Bij(A) A=a?
(I1-217)
T
?,,(.) 2., () (11-218)
Fo= 2
> diag { SO, 5o .,aj, } (II-219)
1 1% 1 1 % 2%
Reel(- 51 a.) 21_g ) 5{ 12gn2—1( )+e21gn]_1(-”
= (11-220)
¢22(')— n2°1 :
1 1% 2% 2 2%
_§1e12 €n -{) 21 gn1-1< )| Reel( 351 aj) fnzﬁH) j
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Théorame (II-19)

(a) Le processus décrit par les équations différentielles

(II-191, 192) est asymptotiguement stable s'il existe
c<0, X c €" et a;,vi= 1,2,...,n,1,

g? ,VJ’ = 1,2,... ,n2—1 paramétres arbitraires choisis

a partie réelle négative tels gque

(—1)i det(cb(i)(.) - <b(i)(.)F;: <I>(i)(.)) > - ¢ Vi=1,g

22 21 12
V (t ax,P) € Z 11:‘ @

avec les notations (II-194,195,197 + 200, 204 -+ 206,
217 > 220).

n
(b) Si de plus - 4 , la stabilité est globale.

Remargue :

Il n'est pas nécessaire de vérifier la propriété de
stabilité des sous-systémes isolés pour vérifier la méme propriété

du processus (II-191, 192) &tudiée 3 partir du théoréme (II-19).

Lorsque 1'un ou/et l'autre des sous-systémes non linéaires
est/sont instable(s), le théordme (II-19) montre qu'il est possible
de choisir les paramétres caractérisant les interactions de fagon
4 garantir la propriété de stabilit& asymptotique ou globale du

processus complexe considéré.

CONCLUSTON

Le choix de la description d'un processus, d'une représentation
correspondant 4 une structure hiérarchisée & deux niveaux, choisie a
priori, permet de simplifier considérablement le probl3me difficile
du choix des fonctions d'agrégation et donc des systSmes de comparaison

qui en résultent pour 1l'édtude de la stabilité.
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Cette structure correspondant & la représentation en flé&che
de la matrice caracté@ristique du processus permet en fait une explo-
ration plus fine, des fonctions d'agrégation possibles, que celle

effectuée sur une description quelconque du processus.

Les critdres de stabilité obtenus sont d'expressions
algébriques simples. Dans le cas des processus du type LUR'E POSTNIKOV
une interprétation fréquentielle de ces critéres est proposée. Nous
avons défini pour les processus multivariables du type interconnectd
des critéres algébriques permettant le test de la stabilité soit au
niveau hiérarchique le plus &levé, soit au niveau de chaque sous-

systéme avec intervention des contraintes au niveau des interconnexions.

Ces résultats simplifient aussi bien l'analyse que la

synthése des processus, comme nous allons le montrer au chapitre III.
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CHAPITRE 111

SUR LA SYNTHESE DES

SYSTEMES CONTINUS NONLINEAIRES

INTRODUCT TON

Le chapitre précédent avait pour objet la détermination des
conditions suffisantes garantissant la propriété de stabilité pour de
larges classes de processus noun linéaires, non stationnaires, hiérar-
chisés et perturbés. Toutefois, les conditions mises en évidence ne
donnent aucune indication concernant les performances de ces processus.
Dans ce sens, ce chapitre concerne la synthése des commandes des

processus stables ou instables ou/et perturbés ou non perturbés.

La méthode de LYAPUNOV et les techniques d'agrégation,
utilisées 3 l'origine pour l'analyse de la stabilité
apparaissent bien adpatées au probléme de synthése des commandes des
systémes complexes et des systémes multivariables du type intercon-
necté en particulier. Plusieurs études de ce probléme ont &té entreprises
d'abord & partir de la définition de fonctions de LYAPUNOV scalaires
[1, 16, 30, 31] et ensuite a4 partir de fonctions vectorielles de
LYAPUNOV [2 -7, 9=+ 12, 18, 20, 21] ou du type normes vectorielles
(14, 15, 17, 22]. Celles—ci développent des conditions de mise en oeuvre

simple en pratique.

L'exploitation des critéres de stabilit?, 2tablis au
chapitre II, permet de méme, la détermination de lois de commandes

garantissant un comportement préspé&cifié du processus.
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Les notions suivantes, introduites pour l'analyse de
certaines classes de processus dans la premiére partie de ce

chapitre :

- l'instabilité des processus

- la stabilité de mouvement ou stabilité dynamique des

processus sensibles aux conditions initiales ou/et

aux perturbations intervenant sur son état [2d ot

- la stabilité du systéme dégénéré correspondant & un

processus singulidrement perturbé,

permettent 1l'abord du probléme de la synthése, dans la deuxiéme

partie, dans sa généralité.

L'étude de la régulation de la fréquence de deux centrales
thermiques couplées sur un méme réseau est présentée dans la derniére

partie de ce chapitre pour illustrer les résultats obtenus.
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T - ANALYSE DE CERTAINES CLASSES DE PROCESSUS NON LINEAIRES

L'analyse de l'instabilité, de la stabilité de mouvement
et de la stabilitd des systémes singuliérement perturbés est présentée

dans cette section.

Aprss avoir établi au chapitre II des conditions suffisantes
de stabilité nous envisageons dans la premiére partie de cette section
d'établir des conditions suffisantes d'instabilité. Celles-ci quoique
contraignantes, peuvent dans certaines conditions s'exprimer simplement
par rapport aux caractdristiques des systémes &tudiés, en particulier,
4 partir de conditions semblables & celles envisageables pour les pro-

cessus linéaires.

Dans une deuxiéme partie, le probléme de la réduction de
l'ordre du modéle est soulevé pour les processus non linéaires non
stationnaires singuliérement perturbés, d plusieurs &chelles de temps.
Les conditions suffisantes de stabilité du modéle réduit du processus

(systdme dégénéré) proposées impliquent, dans certains cas, la stabilité

du processus. De méme, il est possible, pour d'autres cas, de conclure

£~

a4 la stabilité du systme d%généré & partir de celle du processus.

L'étude de l'influence des perturbations, intervenant sur
1'état 4'un processus, sur la dispersion des trajectoires dans un
fonctionnement i entrfe non constante, a conduit & 1'établissement dans
les deux derniéres parties de cette section de conditions suffisantes

de stabilité dynamique de mise en oeuvre simple.

I-1 SYSTEMES NON LINEAIRES NON STATIONNAIRES INSTABLES

o e > —— = AP s R R = - - - " - ——— e > - s - -

1-1-1 Syst2mes minorants. DE4inition

L'étude de 1'instabilité des processus peut &tre abordée de
la méme facgon et avec les mémes outils mathématiques gque celle de la
stabilitd. En particulier GRUJIC et SILJAK utilisent dans [9] des
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des fonctions de LYAPUNOV vectorielles, et GENTINA dans [1&] les normes

vectorielles.

Ces dernidres ont nécessité.la définition de systimes

minorants caract@ris®s par des matrices dites pseudo-minorantes.

Définition (ITI-1) [14]

n TXr . .
La matrice N(A(t,x) ), qsx R - R définit relati-
vement 4 la norme vectorielle p(x) un systéme minorant du systéme (III-1)

si et seulement si 1'inégalité suivante est vérifide :
D+fp(x)] > N(A(t,x) ) p(x) ¥ (t,x) ¢ (3 ‘I  (III-2)

Nous utiliserons ici essentiellement les matrices minorantes

définies comme suit

1. N(A(.) ) = {n..(.)} (I1II-3)

n..(.) = min {Reel (.) - £ ()} Vi= 1,8,0.0,r (III-4)
ab Lel, ° kel. e

k#ZI V (t,x) € {)xI

n;:(.) = -max { I lake(.)l} v i#j = 1,2,...,r (I1I-5)
J LT, kel '

Ii et Ij désignant respectivement les ensembles de lignes et de colonnes
intervenant dans le bloc Aij(') de la matrice caractéristique A(.)

du processus &tudié.

n ’ n
2. N(.) =min {c..(.) - I le.. ()]} ¥ (t,x) e’fnx (III-6)
i=1 j=1

e(.) = {cij(.)}pouvant 8tre la matrice A(.), AT(.)

ou ;—(A(.) s at() ).
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1-1-2 Etude de £'instabilitZ des systZmes mono-entrée
mono-Aontie

- - s n > - - ——— - e - - -

Théoréme (III—1)

Une condition suffisante pour que le processus décrit par

1'équation différentielle non linézire suivante

“i

y + I g.(.)y . =0 (ITI-7)

soit instable, est gqu'il existe € < Q, x etc‘i nombres complexes

arbitraires distincts choisis 3 partie rdelle positive tels que :

n-1 ~ n-1 Jy.(.2.)]
ST Reel(on) - a () -z S Y0 <O (s
. 1 n-1 .
i=1 i=1 Reel(ai)
avec ¢
n-1
1 n Bl o~ A j)
vi(oa) = = 1] (e = a7 (of + I ey (o) (II1-9)
3= 3=
J#i
V i=1,2,..., n-1
Démonstration
Le processus étudif admet une matrice minorante relative
m -
i la norme p(x) = |x], [x| = [l}c]l, |x2], ...,]xn{ 1",
‘VL x=[x1,x2,...,xn]T , de la forme : .
r -
Reel(a1) -1
N(.) = . (11I-10)
Reel{a__.) -
n-=.
) -1 ~ ,
—|y1(.,31)| -iYn-l("’an—i), - ‘Reel(f:ti)" 3_,1_1\‘)
. i=1 -
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La matrice N(.) est une M-matrice si tous les détermi-
nants des mineurs principaux sont positifs, Y (t,x] e Z‘I
d'ol le théoréme (III-1).

En particulier, lorsque les conditions suivantes sont vérifiées
. € 92- ¥Yis= 1,2,..., 01 (ITI-11)

v; (%) 3 0 Vit,x) € TX (III-12)

la contrainte (III-8) du théoréme (III-1) devient :

~

ao(.) <€ V(t,x) € LI (III-13)

Corollaire (III-1)

Le processus décrit par (III-7) avec les notations (III-8)

est instable s'il existe € < O, 3: et a. nombres réels arbitraires

distinets choisis positifs tels que les conditions (III-12) et (III-13)

solent vérifides.

- - - - - - - s - - ———— - ——

Considérons le systéme de la figure (II-2) non lindaire &
non linéerité k(.) séparable, dont la partie linéaire est caractdrisée

par sa fonction de transfert L(p) :

Lp) = 524
avec :
n
n-1 .

pp)=T] (p-p)=p"+ 1 a (IIT-14)
i=1 * i=0 *
n-1 .

N(p) = I . o (III-15)
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k(t,e,P) = k*(t,e, P) ¢ (III-16)
(Ve [k,k] ¢ R Y (t,eP) g_'ﬁfR P (III-17)

Celui-ci peut-&tre régi par une &quation différentielle de la

forme suivante :

n-1 .

‘ y(“> + I (a, +KY(.) c.\y(l) =0 (I11-18)
. i i

‘ i=0

[ L'étude de 1l'instabilité peut ainsi 8&tre conduite & partir

du théoréme (III-1) ou/et du corollaire (III-1) qui imposent la positivité .
des parties réelles de tous les "modes instantanés" du systéme en boucle

fermée.

Lorsqu'en particulier 1'étude concerne le systéme en boucle
ouverte, il est &vident que ces conditions sont trés contralgnantes.
En effet, il suffit dans ce cas de vérifier qu'une des racines de
D(p) = 0 est positive pour conclure & l'instabilit& du processus

P

gtudié.

Exemple (III-1)

Pour illustrer 1'étude précédente relative aux systémes
monovariables, considérons le systéme du type LUR'E POSTNIKOV défini
(fig. III-1) tel que :

1

2. ¢ R, p; € R o¥Yi=1,2 , ¥Vij=1,2,3
p(p) = (p - p,) (p=p,) (p-pj)

N(p) = (p-z,) (p-z,)

0<p <z, <py<z,<0D,

k(€)=kx(-€)€, ) ¢ [k, k5] ¢cR , VecR

L'étude de l'instabilitd d'un tel processus peut Stre conduite

4 partir du corollaire (III-1).
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En effet le choix de a. tel que .
implique que : Yi(zi) >0 V i=1,2.

[
N
<t
[t
]
(M

Une condition suffisante d'instabilit?é du processus est alors
qu'il existe € <0 tel que :

* ’
- Py Py Pyt 2 k™(.) € € VeeR

-~

c'est 34 dire que la fonction non lindaire k(') reste dans le domaine
L ; dérini figure (III-1).

w{e)

'(‘)

Figure(III-1): Domaine d*‘instabilité %

I-1-3 Systéme hiBrarchisl a deux niveaux

Plusieurs conditions d'instabilitd peuvent Stre &tablies
dans cette partie, selon le type de la forme canonique en fliche et
selon la norme vectorielle retenue pour 1'4tude. En général, le choix
des fonctions d'agrigation telles que la matrice majorante soit en

fl3che, rend possible l'utilisation des conditions Ztavlies antirieurement.
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Nous envisageons dans ce paragraphe uniquement le cas d4'une
matrice caractéristique A(.) = {Aij(')} , (I-45), en fl8che &paisse

d'ordre r dont les éléments non lindaires sont isolds dans les blocs
Akk(.) et Ark(') avec k < r

Le choix de la norme :

p(x) = [p1(x1), p2(x2),..., pr(xrlIT (I11-19)

avec par exemple :

n

pi(xi) = J

[ =N

Ix..] VYi=1,2,...,r (III-20)
1 M

associe 4 une matrice caractéristique de la forme :

- -
A11 A1r

A(CL) = Akk(.) A (III-21)
Ar1 e Ark( b o Arr

une matrice pseudo-minorante en flé&che mince d'ordre r définie par :

11 r

N(A(.)) = n . (.) n (I1I-22)

B ’ rk " rr
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(111) TI1 existe &< 0 et X tels que les &léments nij(.)
définis par (III-23,24,25,26,27) vérifient 1'inégalité :

n.{.) r-1 n_ . n.
n__ ___I;R_T_)n_lil: -z —rln—“l-> - ¢ Y(t,x,P) e%xxﬁf(nzao)
- Dy i=1 ii
i#k
Remargues :

1. L'étude de 1'instabilité des processus peut &tre conduite
de fagon semblaﬁle d celle de la stabilité. Lorsque les non linéarités
figurent dans tous les blocs de la matrice en fléche, il est inté&res-
-sant d'effectuer 1'étude par un choix adéquat des normes vectorielles
4 partir 4'une matrice pseudo-minorante non linéaire dont les &1éments

non linéaires figurent dans une seule rangée.

2. Les conditions d'instabilité proposées sont contraignantes
pour le processus. Satisfaire de telles conditions signifie en fait que
tous les modes instantands de la matrice A(.) sont & partie réelle

" positive.

1-2 SYSTEMES_NON _LINEATIRES NON STATIONNATRES SINGULTEREMENT

- - - - - — - - - O - " T - - ———— -

L'étude de la stabilité des processus hiérarchisés i deux
niveaux est envisagée dans cette partie. Cette &tude constitue une
contribution & la résolution des problémes de réduction de l'ordre
des modéles et de séparation des échelles des temps dans la synthése
des processus,lorsque ceux-ci sont singuliérement pertufbés [T, 8,
26, 27, 4o, L1].
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avec
n.. = min { Reel app ~ z Iak£| } Vi = 1,25..0.,k=1,k+1..,r
2er, t;}&i (III-23)
nkk(') = min iReel app(.) - & lak£<')|§
LeT kel (ITI-2k)
X RiZk
n, = max { I - lal i Vi=1,2,...,0-1 (III-25)

ZeIr, kCIi

=
]

max { D - lag,l } V i=1,2,..,k=1,k+1,..,0~1 (III-26)
LeI, keI,

nﬂ&(.) = max { - Iakl(')l } | (ITI-27)

ZeIk keI,

I1 vient le théoréme (III-2)

Théoréme (III-2)

Le processus décrit par (III-1) dont la matrice caracté-

ristique A(.) est définie sur “egpar {I-45) et (III-21) est instable

si les conditions suivantes sont vErifiées :

(i) La matrice A(.) = {Aij(')} est en fl&che épaisse

d'ordre r dont les &lé&ments non linéaires sont isolés
dans les blocs Akk(.) et ALk(.), k < r.

(ii) Les él&ments n.. définis par (III-23) et (III-2L)

sont tels gue :

n.. >0 ¥V oi=1,2,.. . k-1,k+1,...,0-1 (III-28)

ng () 2 -¢€>0 7 Pl G X P (I11-29)
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(iii) T1 existe €< 0 et X tels que les éléments nij(.)
définis par (III-23,24,25,26,27) vérifient 1'inégalité

n.{(.)n r-1 n . n.
nrr _ I‘i ( )kr - T __I;I.‘_r;__l_r_'_. > - £ V(t,x ,P) €%$Iﬁ?(III—30>
kk*® i=1 ii
i#k
Remargues :

1. L'étude de 1l'instabilité des processus peut &tre conduite
de facon semblable & celle de la stabilité. Lorsque les non linéarités
figurent dans tous les blocs de la matrice en fléche, il est intéres-
~-sant d'effectuer 1'étude par un choix adéquat des normes vectorielles
3 partir d'une matrice pseudo-minorante non lindaire dont les &léments

non lindaires figurent dans une seule rangée.

2. Les conditions d'instabilité proposées sont contraignantes
pour le processus. Satisfaire de telles conditions signifie en fait que
tous les modes instantanés de la matrice A(.)} sont & partie réelle

positive.

1-2 SYSTEMES NON LINEAIRES NON STATIONNAIRES SINGULTEREMENT

- - - - A > A - ——— Y - At m - - - - - . -

L'étude de la stabilité des processus hiérarchisés & deux
niveaux est envisagée dans cette partie. Cette &tude constitue une
contribution & la résolution des problémes de réduction de l'ordre
des modéles et de séparation des &chelles des temps dans la synthése
des processus,lorsque ceux-ci sont singuliérement perturbés [T, 8,
26, 27, Lo, u1].
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1-2-1 Descidiption du systime - Systlime dégénied

Le syst3me de la figure (III-3), hiérarchnisé i deux niveaux

non linfaires nen stationnzires dont le premier nivesu est constitud
nd niveau par un sous-

[e]

par (r-1) sous-syst3mes ''rapides’, et le sec

systime "lent", est décrit par le systdme diffirentiel suivant

-
uié%(xi) = Aii(t,xi)xi + Air(t,xr)xr + Biius 7i= 1,2,..,r=1
(III-31)
S <
a, r-1 r-1
X ) = Arr(t’xr)xr + .Z A i(t,xr) x; + BrJ uj (ITI-32)
1=1 J=1
A

FJ
(113N
b
W
Lo
()
|83

B - . as D P s3 3
Figure (IZI-2): Systime n 138 3 4
. - N . . -~
singullsrement pertures
- : m oam
“ans ces 2 v:*iﬁh" X = e * T " :}‘ A%z rrae 12
- e LT \,J_.A...q (RS- i.'\" Y ACD Y . . £y XY‘ AT D wRiT =T
r 5 -
o - .
vacteur %tat, ¥V x ¢ L, u= [ S S ] e,j{ l2 wvecteur
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de commande, V u € /LL ) Wy est un petit paramétre positif qui
indique le degré de rapidité de 1'évolution du sous-systéme Si par

rapport au systéme coordonnateur Sr et Bij € ngn

Nous supposons dans la suite que la matrice Aii(.) est

. . . -1
inversible et son inverse est noté Aii (.).

En régime libre, u = 0, pour

u.=0 Y i=1,2,...,r-1 (I1I-32)

il vient le systéme d2généré dS caractérisé par le systéme d'équations

différentielles suivant

S, -d% (x,) = dArr (t, x) x_ | (1II-33)
avec

a r-1 -1

A () =4a_(.) - i§1 A () A7 () A () (ITI-3L)

1-2-7 Conditions sufiisantes de stabilit? du systime
dégénene

Le processus 8tudié dans cette partie est caractérisé par

une matrice en fléche mince d'ordre n telle gque

I “1}‘1- —an( ) 215! ] _x1 |
Ho¥o ay(-) Bonl | | %2
s:% = - (1;1—35)
M1 %eg n-1
X anl( ) an2<') . . . A .)- _Xn |
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Lorsque

e () F0 T e 60X

il vient 1l'équation différentielle du premier ordre caractérisant le

<

i=1,2,...,r=1

.

“ d P .
systéme dégénéré S, en régime libre

1 a .(.) a. (.)
nl .)m ) x, (1II-36)

a n
ds e (xn) = (ann(.) - I

= %

Les &tudes de la stabilit? et de l'instabilité de tels
processus peuvent &tre conduites & partir des conditions suffisantes
de stabilité et d'instabilité &tablies précédemment pouvant dépendre,

dans certains cas, de celles des sous-systémes isolés définis par

d - s _ _
S. t oMy - (x) =a () x Vi=1,2,...,n1 (1II-37)
s L (x)=a (.) x (ITI-38)
n = dt n nn n

Théorsme (III-3)

Le systéme S non linfaire non stationnaire hiérarchisé 3

deux niveaux définis par (III-35) dont la matrice caractéristigue a

ses &1éments non linéaires isclés dans la derniére ligne ou colonne,

et ses Z1léments hors diagonaux non négatifs, est asymptotigquement stable

si les conditions suilvantes sont vérifiées

(i) les sous-systimes Si,'Vi = 1,2,...,n définis par

{II~-37,38), sont asymptotiguement stables.

4

(1i) le systdme dégéniré dg correspondant défini par (ITI-36)

est asymptotiguement stable.

Démonstration

Le théoreéme (II-1) appliqué au systéme &tudié S, confire 2

celui-ci la propriété de stapilité s'il existe € < 0 et :X; tels que
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2 < Vi=1,2,...,0-1 ' (1I1-39)
¥} '
n-1 a .{.) a. (.)
) - 5 L - L (t,x) ) €6y XL (IIT-L0)
i=1 ii

s étant positif, le théordme (III-3) qui correspond 4 un cas de

validité de la conjecture du lindaire s'en déduit immédiatement.

Remarques :

1. La stabilité du processus étudié S est déduite simplement

et rigoureusement de celles des sous-systémes composants et du systéme

dégénéré 9s.
2. Les conditions de stabilité de S &tablies au théoréme
(III-3) ne dépendent pas des petits paramétres My , Vi=1,2,...,n-1

Par contre 1'étude de la stabilité de S effectuée a partir de la

norme vectorielle

p(x) = max{inlg (III-L1)
i
par exemple, conduit & la contrainte
max {—= “ii + uJ}
i i
max { n-1 < e <0 V(t,x) € €« X (I1I-42)
a () + 1E1l& Gl

qui exprime que la stabilitd de S peut dépendre des petits parametres ;-

Ces considérations montrent que le choix de la méthode
d'étude de la stabilité du syst3me global peut fausser l'interprétation

des résultats.
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Le processus non linfaire &tudié est maintenant hiérarchisé
i deux niveaux, le premier niveau comportant (r-1) sous-systimes non
linéaires Si d'ordre ni,\f i=1,2,...,r-1, interconnectés non lin&ai-
rement & l'unique sous-systéme Sr’ non lin2aire, d'ordre n . que comporte

le second niveau.

- -~ -
HoyXy ALG) A(e) X
4 ' - ' ' '
dt . y ’ . (I1I-L43)
o X
r-1"r-1 Ar—1,r—1(') r—1,r(') X
X ()« v« oA () A () X
L r ] L ri r,r-1 rr 1L r ]

Nous supposons, de plus, que la matrice A(.) définie dans

est telle que

(H-1) les blocs Aii(') sont des matrices en fldche mince d'ordre
n. ¥ i=1,2,...,r.
i
ap, () a1,ni( )
Si : Aii(.) = . . V1=1,2,..,r—1
; (III-Lk)
1 i
a (.) a
n;=1,n;-1 n. 1,ni(.)
i 1 1
& n.1(')' T an.,n.—1(') an.,n.('>
L 1 1°71 1’71 _
_;r al ]
11 1,n
T
S i A {.) = . . _us
s, ¢ Arr\.) (III-45)
r r
a a .
n-1,n -1 n_-1,n
r r r r
r ( r r \
an . ) an ,n_ =1 ) an ,n ()
_r r’r r’r ]
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(H2) les &1fments des blocs Ari(i#r) sont nuls exceptés ceux de

la derniére ligne.

(H-3) les matrices Aii sont inversibles, c'est-3-dire que le
scalaire
n. n.-1 n.
i i i i 5
a..(.) - (a A.) a. (. . IIT-L6
j=1 k=1
k#j

est différent de zéro, Vi = 1,2,...,r1

Notations :
kh
Air(.) = {air(.)} ¥Yi=1,2,...,r-1 (III-L7)

AC) = {ai?(.) } Vi=1,2,...,r-1 (I11-L8)
-1 ,kh .
A () = {2} Vi=1,2,...,r-1 (ITI-L9)
dA( ) = A (.)- r51 AL ( )A"T( JA. (.) = {%e (.)} (III1-50)
) eel)7 T A (g L0Rg L ;50

Dans ces conditions, il vient

-~ les matrices A;;(.) Vis= 1,25...,r~1, peuvent &tre
déterminées simplement A partir de la propriété (P2) des
matrices en fléche mince.

- les %1Z%ments de la matrice A .(.)AT?(.)A. (.) sont nuls

ri ii ir
exceptés ceux de la derniére ligne.
- la matrice dA(.) est en fléche mince d'ordre n ; les

€18ments non lin&aires sont, de plus, isolés dans la

derniZre ligne.




ar
43
d
A(.) = ° r
dar (.) oes dar
e n
i Ly T
avec
-1 0y 0
a 2
"RORR I TR O e R
nr_’k nr’k 1=1 j:‘] h=1

Théoréme (III-L)

(a) Le processus dégénéré correspondant au processus
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nrh

ri(.)a M

Ve w vl .

(ITI-51)

(IT11-52)

décrit par (III-L3) avec les notations (III-LL, LS LT,

4L8,49,50,52) en régime libre est asymptotiquement

stable s'il existe € < 0 et'J: tels que les conditions

suivantes soient vérifiées

(i) les hypothéses (H-1,2,3) sont vérifiZes

(ii) Reel(a’.) <0
ii

(iii)

B T

Vi
g r
®n ,j('”
r
Reel(a..
ee (aJJ)

V (t,x) e E-LI,

(III-53)

(III-54)

i i n i A
(b) Si de plus 2{:= ‘f? , la stabilité du processus

.

dégénsiré est globale.

&
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1-3 STABILITE DE MOUVEMENT - INFLUENCE DE L'ETAT INITIAL

- - ————— - - - —— > - — - - - - e W - - -

1-3-1 Position du problfeme

Le processus &tudié est régi par 1l'équation d'état suivante :

L (0 = 2(t, u, ¥ (III-55)

L'évolution de 1'état de la sortie dépend non seulement des
signaux d'entrée u € :ﬁl mais aussi du vecteur conditions initiales

x(to,to,xo, u, [to’té] ), noté X

Un tel processus peut &tre considéré stable en régime forcé

par rapport aux perturbations initiales lorsqu'au bout d'un temps

suffisamment long, le comportement de la sortie ne dépend que de
l'entrée, l'effet des conditions initiales &tant devenu négligeable
(14, 29, 31] c'est-d-dire que

Vx;,xi exc@.n e‘cV€>O aHE%

v t> v, = |[x(t, to,x;,u [t,-t] )—x(t,to,xi,u[to,t])[|<e (I1I-56)

Le probléme "d'unicitd" du régime permanent du systéme (III-55)

se raméne donc & 1'dtude de la stabilité du systéme aux &carts défini

par la relation :

jl'(xl) - é% (x2) = f(t, u, x1) - f(t, u, x

2
dt )

(III-57)
dans laguelle x1(t) et x2(t) désignent deux trajectoires solutions de

(III-55). Nous nous intéressercns aux processus pour lesquels cette

expression peut &tre représentde sous la forme matricielle suivante [1@ :

— (z) = A(.) z (II1-58)

z = X - X - {III-59)
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A.f.
AC) =i—TLi—2} Vi=1,2,....n (II1-60)
X, - X
J J
_ 2 2 1 1 2 2 1 1 _
Ajfi = fi(x1""’xj—1’ Xj""’xn) fi(XT""Xj’xj+1""Xn) (I1I-61)

La vBrification des conditions suffisantes de stabilité
du systdme aux écarts défini par (III-58) avec les notations (III-59,
60,61) effectuée, par exemple, 4 partir des critéres de stabilité
établis précédemment, implique l'unicité du comportement asymptotique
du régime forcé quelles que soient les conditions initiales du processus

défini par les relations (III-55).

1-3-2 Application a £'étude d'un systeme du ftype LUR'E POSTNIKOV

Soit le systéme du type LUR'E POSTNIKOV défini fig. (III-2)
tel que :

- la fonction de transfert L(p) de la partie lindaire du

systéme en boucle ouverte admet 1'expression :

_ N(p) -
L(p) = 5(p) (I11-62)
avec n-1
Np) = T] (p - z;) (III-63)
i=1
n
p(p) = I (p - ;) (ITI-6L)
i=1
P, <z, <Py<Zy< ... <2 <D < 0 (I1I-65)

- La non linfaritd k dépend uniquement de 1l'écart € entre

l'entrée et la sortie du systéme bouclé

k = k(e)
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L'écart entre deux réponses du processus soumis & une
entrée donnée est caractérisé i l'instant t € ?5 par le vecteur
z(t), d'ordre n, dont 1l'évolution peut-&tre régie par le systéme
différentiel (III-68)

é% (z) = A(.) 2 | (I1I-66)
avec
2= x - x° (III-67)
Z1 1
Z 1
A(L) = 2
zn__1 1
n-1 n *
v,(z)  vy(z,) e Yoz ) - E z, + I p.-f(.)
1=1 1=1
(III-68)
fle,) - f(e,)
() = —2 ‘ (II1-69)
€2 7 &y
= (p - z;) D(p)
v.(z;) = (- o) ) > 0 Vi=1,2,...,0-1 (III-70)
P=Zi

Lorsque f(.) est dérivable, le coefficient flottant %)
prend ses valeurs parmi celles de la dérivée %% de la caractéristique
de la non lin&arité. En effet, dans ce cas, d'apres le théoréme des

accroissements finis, fig (III-3), il existe € € ]ew, €5 [ tel que



Le

cas comme un
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|
m
gl

(£(e)) Ve € ] €5 €, [ (III-71)

. b4 -~ . . .
scalaire £ (.) peut donc &tre interprété, dans certains

gain &quivalent de la non lindarité.

£
4
P

m
™
™

Figure{III-3)

Théordme (III-S)

Le systime non linfaire du type LUR'E POSTNIXKQOV, sensible

aux perturbations initisles, d8%ini figure (II-2), dont la partie

linZaire est carsct3risie par sz fonction de transfert Livp) telle gue

~ Py 3 z P z
— - - N - w9 N K £ -
DOSsS=24€e 13 [roPfri3t3 de 3tab1lit2 2n r3gime Torcd par rapperi aux
rerturtasisns mi+ialas = Tam Amp 39 4+4 2 =2t uantas maArt rZyes f1 %4
CerT ArlaTildns 1n17la.23 31 28 2ConilTions fuilvantes sont w2rilil=es
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(1) les polyndmes N(p) et D(p) de degrés respectivement

égaux 3 (n-1) et n ont des racines réelles et distinctes

(ii) le filtre linéaire L(p) est entidrement dé&fini par sa

courbe de gain dont le diagramme asymptotigue est

constitué par des segments de pentes successives
0, - 20, 0, - 20, .... dB/décade

(iii) 1le gain égquivalent fx(.) de la non lindarité f£(.)

défini par (III-69) est supérieur & 1l'inverse du

gain statique de (- L(p)).

Démonstration :

La fonction de transfert du filtre lindaire L(p) étant
entidrement définie par sa courbe de gain (lieu de Bode) (ii) ses
pdles et ses z8ros sonttous négatifs. Si cette courbe de gain est
constituée dans le diagramme de Bode (ii) par des segments de pentes
successives 0,-20,0,-20,..., les pSles et les zéros de L(p) sont donc

disposés comme suit

0<p,<z,<...<z _,< P (III-65)
c'est-a-dire que les polyndmes N(p) et D(p) forment une paire positive

[32]. I1 en résulte les inégalitéds (III-T70).

L'application du théordme (II-4) au systéme aux &carts,
pouvant &tre représenté par (III-66) donne alors la condition suffi-

sante de stabilité du régime forcé du systéme &tudié

£5(.) + L(1O) 3 c> 0 ¥x e X (1I1-72)

qui correspond & la contrainte (iii) du théoréme (III-5S).
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1-3-3 Exemple d'un moteur & courant continu entralnant

une charge mécanique

Exemple (III-2)

Consid®rons le systéme de la figure (III-4) composé d'un moteur

4 courant continu entrainant une charge mécanique .

Cy

1"

Figure (ITI-4)

Nous supposons le coefficient de couplage
saturation du circuit de fer intervenant dans la valsur de la s=21f

de l'induit.




-160-

Pour une entrée fix8e, il vient [3&] 1'équation aux écarts

du systéme

_ - _ - - - - -
1 1
1 0 0 q5-q - - 0 a, - q
2 1 r1c L*(-) 2 1
r
ol - - 2 k -
re U 0 gt g O =, I 4 - 0 (I1I-73)
k f
0 0 1 U c - 3 U, — H
2 1 1
J L 4 L ) 71 L® 4
qui devient
Fu - u ] r—-i 0 - ) _u - u i
2 1 * 1
J tX(.) 2
d 1 1
- a, - q = 0 - — - da, - g (III-7L)
dt 2 1 r.c Lx(.) 2 1 .
4, - ¢ -5 < R O PO
2 1 J % 2 1
_ i _ ¢ () 4 L i
Le systéme de la figure (III-L) est stable en régime
forcé par rapport aux conditions initiales si les conditions ..
suivantes
+* .
L™(.) 2¢c >0 (IT1I-75)
2
K° < £(r, - 2r,) (III-76)

obtenues par application du thoréme (II-12), sont vérifiges.
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1-4 STABILITE DU MQUVEMENT

- e wp - - - -

1-4-1 Position du probléme - Deiinition

i

Cette étude concerne le comportement dynamique des trajectoires
d'un processus non linéaire en présence de perturbation sur son &tat.
La méthode d'étude utilisée ici, généralise celle proposée par BORNE,
LAURENT et MAIZIERES dans [28], et développée par BORNE, BEN REJEB
et LAURENT dans [22] pour 1'4tude des systdmes du type LUR'E POSTNIKOV.
Celle-ci concerne la définition d'une méthode permettant de conclure

a la stabilité dynamigue d'un syst3me [28].

Les trajectoires des processus considérés sont caractérisées
3 1l'instant t € G par le vecteur x(t, to xo) e X et

dépendent de 1'état X, 2 1'instant initial to et de 1l'évolution des

entrées e{t), e : Z; — (% Qm

Pour e(t) donnée, notons x(t) = xe(t, to’ xo) la trajectoire
nominale du processus considéréeen 1'absence de perturbation et pour
des conditions initiales imposées. Notons par ailleurs,

x(t) = xe(t, t., g(t1) + 8x) la trajectoire aprés une perturbation
§x e Dch C,SQ“ intervenant sur 1'état entre les instants t1—6t]

et t, avec 6t, > QO et t, -~ 6t, 2 t
1 1 1 1 0

Définition (III-1) [28]

Le systéme S dont 1'état est défini par le vecteur x € 3(
posséde la propridté de stabilité asymptotique dynamique s'il existe
des fonctions § et ¢ de classes respectives K et L au sens de HAHN [3€

et telles que

[ (6, £, x) = x (6, £y, x(t )+ 8x)]] < o (v=t) o(|]ox|]

(III-77)
Vtﬂ to, t, € ?; . t>2t, 2t , V (Xo’ X, e)E‘DCX}Cﬁxfél
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Pour illustrer cette étude, considérons le systéme du

type LUR'E POSTNIKOV décrit par le systéme différentiel
d
= (x) = A(t,u) x + B(t, u) £f{t, o , u)

o =c¢e(t) +c(t, u, P) x

avec A : Z ,EP.,., - &nxn’B: Zx\fu _’Rn
Z' x Fu x gp - R" y t € Z; , x € JC C R"
f e P cR™, P e R™, R,

£ %: L 52 ¥ Efu - gz , £ € @1 ou ¢

2

Dans ces relations, u caractérise les indéterminations
dans la définition du modéle et P les variations de la structure

du systéme.

( £ !C * gz % ER* — gl

6. =4¢ f£(t, 0+ 60 ,u) - £(t, 0 , u) = £ &

*

£ TR G >R, £t ,0480,u) - £t,0,u) = £5(.)60+g™(.

(I11-78)

(1II-79)

TR

(I1I-80)

= ¢ [£, f] = >Of ER,V(t, 0,80, u) € Z x{RxRx&P\L

) )

e LM e g g =F, R, Vit,0,60,u) € DaReReS,

(I1I-81)




Soit

Alt,u) =

c(t,u)

-a

o(tsu)

= [bo(t,u), b

-a

(t,u)

1
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-

(t,u), «.., b

n

n-2

(t,u)

_1(t,u)]

-a_ (t,u)

n-1

T

(111-82)

(III-83)

les scalaires ai(.) et bi(') dépendent du temps, et de u paramétre

caractérisant les incertitudes intervenant dans la définition du

mod3le.

Il

résulte des &tudes précédentes, qu'il existe une

matrice réguliére Q d&finissant un changement de base dépendant de

nombres distincts et arbitraires @,

1'on puisse décrire

par la relation :

Vi

1,2,...

1'évolution du vecteur erreur 8y, 8y = Q d6x,

S Goy) = a%(e,u8,7%) oy + BR(e,u,Pe”)

avec

ni

,n—1, telle que

(II1-8L)

(I1I-85)
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a. €€ , V i=1,...,n~1 nombres arbitraires et distincts.

n-1

Pe,up,®0) ="+ 1 (o (t,u) + £5() b (t,0) Ak (TII-86)
i=d
() ol -1
a ,ai) =- (.,ai) TT (ai - aj) Y i=1,2,...,n~1 (III-87)
| M
J#1
n-1 *
ann(-)=" z Oti-(ai(.)+f(.)bi(.) ) (III-88)
=1
et avec
BX(.) =0si f€ 3 (III-89)
B¥(.) = Q' Bg.)si fe o (111-90)

1-4-2 Condition sujpisante de sLabilité des trajectoines

L'étude du probléme de la stabilité des trajectoires peut
&tre conduite aisément lorsqu'il est possible de d&finir a priori une

structure hiérarchisée pour le processus de vecteur &tat §y.

Considérons en particulier le systéme décrit par (III-T78,79)
telles que le triplet A(.), B,c (.) soit défini par (III-82,83) et
£f(.) € %,.

Le choix de la norme : p(8y) = |8y| définie composante &
composante, conduit 4 la condition de stabilité asymptotique du processus
défini par (III-8L, 85, 89) et & la condition de stabilité asymptotique
dynamique du processus défini par (III-82, 83, 89) énoncée dans le
théoréme (III-6).

Théoréme - (III-6)

8'il existe € < Q et des nombres @, complexes et distincts,

vérifiant les deux conditions suivantes

(i) Reel (cxi) <. 0 Vi-= 1,2,...,0-1 (IT1-91)
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o n-1 Iani(.)l
(ii) Reel(a  (.))- iil _ﬁgngE;)

se Y(t,5,u,p) EZx':fg -“.Puxbop

(II1-91)

le processus décrit par (III-78, 79, 82, 83) avec les notations

(ITI-86, 67, 88) posséde la propriétd de stabilité@ asymptotique
dynamique. -

1T - METHODE DE SYNTHESE DES PROCESSUS NON LINEAIRES

Les études précé&dentes avaient pour objet la détermination
de conditions suffisantes d'instabilité, de stabilité asymptotique, de
stabilité globale, de stabilité absolue, de stabilitd des trajectoires,
de stabilité dynamique des syst3mes hidrarchisés non linéaires non

stationnaires perturbés.

Les conditions mises en évidence ne font pas intervenir
les notions de caractéristiques dynamiques en réponse & une sollici-
tation donnde qui définissent les performances des processus, notions

essentielles du point de vue de 1l'utilisateur.

Dans ce sens, cette section concerne l'dlaboration d'une
méthode d'étude des problémes d'estimation et d'amélioration des
performances des processus non linéaires, non stationnaires et perturbés

de grande dimension.

Les méthodes de synthése des systémes linéaires stationnaires
sont généralement basées sur la localisation des pdles des fonctions de

transfert des systémes en boucle fermée [18,2&,25,26,27,39]
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Lorsque les processus sont non linfaires, la plupart des

travaux existant sont basés sur l'utilisation des conditions de
stabilité [6+8,10,12+16,18,20+22,29,31,36,38,40,41]

~

L'étude de la stabilité apparait 4 1'heure actuelle trés
importante pour la détermination des chaines de correction des

processus complexes.

L'utilisation des critéres de stabilité &tablis précédemment
nous a permis d'élaborer une méthode de synthése des commandes des

systémes de grande dimension de mise en oeuvre simple.

11-2 METHODE DE SYNTHESE DES SYSTEMES HIERARCHISES A DEUX NIVEAUX

- —— " ——- - ———— - — - -~ - - - -

11-2-1 Description des systemes Etudiis

Considérons le systéme non lin€aire, non stationnaire,
perturbé, multivariable du type interconnecté représenté figure(III-6)

décrit par les relations

Aii(t,xi,P) x; *+ Air(t’x?P) X,

(%) = VY i=1,2,...,0-1 (III-93)

+ B. ) .
Bl(t, X: 5 P) us

~

S 1 4
r-1
I A . (t,x,P) x. + A _(t,x ,P) x

j=q i i i rr r T

d R

dt(xr) = (III-94)
+B(t, x,P)u
L r r

v; = Ci(.) x5 V i=1,2,...,r (I1I-95)




3

libre par

-167-

et constitué de r sous-systémes Si,

.
.

dt

Les variables accessibles

d'ordre n:, définis en régime

+ B, (t,x;,P) u, Vi=1,2,..,r (1II-

2 la sortie du sous-systime Si

PO P my .
sont d&signées par y; € R™ , m. < n. , Vi-= 152,000,0.

1 1

-
.,r % _\r
= — e ) “p-t
. r=1
-L,] _‘_r—.l
Pigure (III-5)
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8i ¥(x) désigne une norme scalaire du vecteur &tat du
processus, il convient de déterminer les diverses commandes U
‘d i=1,2,...,r de facon & majorer la décroissance du vecteur &tat
par une loi de la forme : ’

(o) ) e o e T T ya(s ) ) (121-97)

avec o > 1 et n nombre positif choisi.

Ce coefficient n que nous appellerons coefficient d'amortis-

sement par analogie avec la terminologie utilis@e pour les processus

monovariables du second ordre, caractérise la dynamique du systéme.

I1 est aisd d'étendre ces considérations aux processus
forcés sensibles aux perturbations initiales ou/et aux perturbations

intervenant au niveau de 1'état.

L'8tude de la convergence d'une trajectoire perturvée vers
la trajectoire normale du processus, ou encore du vecteur écart 8x vers
zéro (voir I-3 et 4), permet d'imposer une dynamique préspécifige autour

de la trajectoire nominale Figure (III—6)[13]'

»
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171-2-3 Mise en oceuvire

Dans le cas de fonctionnement en régulateur, il est possible
d'estimer [29] l'amortissement des conditions initiales d'un processus
en étudiant la convergence de la norme vectorielle p(x) d'ordre k qui
constitue une mesure de l'écart de 1l'état de l'asservissement par

rapport 4 sa position d'équilibre X, -

Soit A(.) la matrice définie par

A11(') A1r('>
A22< ) Aer( )

A(.) = ' ‘ (ITI1-98)
Ar1(') Arg(.) . Arr(')

caractérisant le processus S, (III-93, 94), en régime libre, et Mk(A(.))

la matrice majorante de A(.) relative 4 la norme régulidre p(x) d'ordre k.

S'il existe n', n' > 0, tel que le systéme suivant
L (z) = (u(Al.) )+ n' L) 2 (111-99)
it M (AL X
soit asymptotiquement stable, le coefficient d'amortissement du systime

est minoré par n'.

En particulier, lorsque k = 1, correspondant 3 la définition
d'un systime majorant d'ordre 1, celui-ci est minor par n' d&fini

par :
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n' = - M1(A(.) ) + € (III-100)

€ étant le plus grand nombre négatif tel que

M (A(L) ) +n' < ¢ V(t,x P 7 X P (III-101)

Pour k différent de 1, s'il n'est pas possible de trouver
une norme p(x) telle que le systdme (III-99) soit stable, ou/et si
le syst3me (III-99) est instable, ¥ n', n' > 0, il convient de d&finir
une chaine de correction qui garantit au processus une marge suffisante

par rapport aux conditions critiques de fonctionnement.

- ————— "~ — - = - o M ———— - —

Posons u, le vecteur de commande tel que :

r
T
us=fu,u.ooul, w <U c® (ITI-102)
wo= - K (6, ¥y - K (6, ¥ )y, Vi=r1,2,...,r-1 (1I1-103)
u, = - Krr(t, Yr) N (ITI-10L4)

La chafne de réaction ainsi définie permet une correction
au niveau des sous-systémes Si’ Vis= 1,2,...,r, ainsi qu'au niveau

des interconnexions, figure (III-T).

Elle conduit i la définition d'une matrice caractéristique,
notée AC(.), du processus S en boucle fermée, désignée par 8., en

fléche épaisse d'ordre r définie par




L v
TXNRIATU XNAD T SHTTYIT IPTY
: B - AT TR
82U LS 8P UOTY08JA00 0P SaUTBIYY H()-T11)&81a
A
w
.Hn_‘lhx LRI .u.f._
101109100 )
ap
saurwiy
!
= cos
!
-Jd
i £ L—d L3N ) —> L
o [
o v
SNSS9004]
a1 - g
£ .~m
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(4, ()-8 (DK, (e, () AL ()-8 (IK (e (1)

A ()=
L AL () o v oe a..(.)-B( Krr( Je >J
- (II1)105)

Un choix adéquat des éléments des matrices Kij(')’ pouvant
&tre non linéaires, caractérisant la chalne de correction, peut
garantir un amortissement suffisant n , fix® 2 l'avance, du régime

transitoire des processus considérés.

En effet, si Ik représente la matrice identité d'ordre k,

pour n fix&, la stabilité du systéme décrit par la relation :

= (z) = (Mk(Ac(.) ) +n" Ik) z (III-106)

avec Mk(Ac(') ) matrice majorante de la matrice AC(.) relative 3
la norme pk(x) d'ordre k, garantit un coefficient d'amortissement
au moins égal A n", n z n"

Lorsque la matrice (Mk(Ac(.) Y + " Ik) est en flache
épaisse d'ordre r et a ses &ldments non lindaires isol®s dans une
seule rangfe, il est possible d'utiliser les résultats pricédents,
concernant la stabilit?, pour d8finir des dcmaines, d8limitds par les
contraintes de stabilité du systme (III-106), permettant la déter-
minaticn des paramétres de correction garantissant les performances

pré-spécifises.

Si de plus la conj2cture lindaire est vErifiss, ¢

a0 (III-127)

[1})

e (L))
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assurer un coefficient d'amortissement n, fixé a l'avance, pour tous
les syst3mes composants confére dans certains cas aux processus la
méme performance ; de méme, les propriétés des processus peuvent

conférer des propriétéds identiques pour les sous-systémes composants.

Ces considérations sont illustrées dans les études suivantes
concernant les systimes décrits par des équations différentielles

ou/et du type LUR'E POSTNIKOV ou/et singuliérement perturbés.

- — - —— - . = - - = . S = 4 W - e -

- ————— - > s - A = - e = - -

11-3-1 Susitimes dicnits par une Zquation difierentielle
non Linéaire

Considérons le processus défini par la relation (II-LL).

En régime forcé, celui-ci est décrit par :

gi) = u,, U, e@. , ¥ € 92“ (I1I-108)

n ~
Notons par a. et Bi des réels arbitraires choisis respec-
tivement négatifs et positifs et par A(.) la matrice définie par

(II-46) avec les notations (II-L4L8, L9, 50).
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1. Le choix d'une matrice majorante M(A(.) ) définie par (II-189)

implique que le coefficient d'amortissement de (III-108) peut &tre

estimé par n', si le systéme

é% (x) = (M1(A(.) Y + n'1) x (I1I-109)

est stable. La contrainte (II-190) s'exprime dans ce cas qu'il existe

o, Bi V i=1,2,...,n-1, € <0 et I tels que
C 3
max (ai + Bi)
i
n't,=e¢e - maxJ > 0 V('t,,x,f)ez;i
n-1 ~ n-1 n-1 .
-‘1 ~ -
|2 aa () + £ & Pre () (a)dffe (TTI7110)
. 1 n-1 ._.1 1. J 1
i=1 i=1 J=0
n-1 -1
. ..:fTT (ai—aj) l /
J=1
2. L'application du théoréme (II—12)Jf& systéme
L (x) = (A(.) +0', I) x (III-111)
dt : 2 n
conduit & la minoration du coefficient d'amortissement par n'2 corres-
pondant & une solution possible du systéme d'inégélités
Tl'2 < -a V i=1,2, ,n=1 (III-113)
n-1 -
] - t -
yn(.) +n', 121 |yi(.,ai)l (ai + 7 2) £e <0 (III-11k)
3. En particulier lorsque la matrice A(.) est & &€l&ments non

diagonaux non négatifs, la conjecture linéaire est v&rifiée pour le
systéme

(III-115)
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l'application du théoréme (II-5) conduit aux inégalités

@, <a, < ... <o < 0 (III-116)
n'. o< - o (II1-117)
3 n-1
s ‘a=1 .
(-0 al+ 1 oa () (@] 2e>0  Vi=1,2,... 0 (111-118)
1 j=0 J 1
-1 )
(-n'_ )"+ S (i s e o (II1-119)

qui s'expriment simplement par rapport au polyndme caractéristique

instantané du processus (III-108).

Remarques :

Nous constatons qu'il existe plusieurs fagons d'estimer,

lorsque cela est possible, le coefficient d'amortissement du processus.

Sa valeur sera d'autant moins "précise" que les conditions

de stabilité utilisées sont plus contraignantes.

11-3-1-2 Méthodes de détermination des commandes

- - - an o - = 4e e - = - - - -

- - -t B - = o - -

?

Lorsque l'Btude précédente concernant 1'estimation des
performances du processus décrit par (III-108) détermine un coefficient
d'amortissement insuffisant, ou encore lorsque le processus (III-108)
est instable, nous posons

n-1

w o= - 1 X () (III-120)
1 N i 1
1=
et nous recherchonsles scalaires cti(.) Vis= 1,2,...,n-1 garantissant

des performances définies 4 l'avance par l'utilisateur.
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11-3-1-2-1 Methode basée sur La stabilitZ d'un systime
ass0ell

Pour n fixd, le choix de la commande u, du systéme (III-108)

tel que le systéme associé suivant

E‘i; (x) = (Mk(Ac(') ) +n 1) x ' (IT1I-121)
" avec .
B 7]
, a1 1
o 1
A(.) = ° (III-122)
C .
an_1 1
Y01("a1) Yc2("a2) Yc,n-1( ? n—1) Yc( )
n-1 . . .
Pl =+ & (G0 (III-123)
i=0
') n—1 -1 )
_ v (aa) = - 8 (e JE (a; = a;) Vi=1,2,...0-1 (III-124)
| J#1
- n=-1 ~ .
ch(.) = - 121 a; - an_1(.) - ¢ n—1(') (II1-124)

soit stable, exprime que le processus (III-108) admet n comme coefficient

d'amortissement.
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Comme précéddemment, au paragraphe (II-3-1), nous pouvons
établir plusieurs conditions, plus ou moins contraignantes, permettant

la détermination de la commande u, .

A titre d'exemple, envisageons le cas pour lequel la matrice

AC(.) est définie par (III-122) telle que

Mn(AC(.) = Ac(.) (III-125)

les scalaires cxi(.), résolvant le probléme, sont des solutions du

systéme d'inégalités

. n-1 . n-1 .
-7)R71 x J _ (_1yB1 n ~ J
(=1) jio ™50 (@)Y 2 e = (-1) fa,” + Jio a;()(a;) ]
(1III-126)
Vi=1,2,...,n1
Vitx,B) e G X P
n-1 * . n n-1 _, .
X () () e - [+ & A () (-n)Y] (III-127)
j=a 7 j=0
V(t,x,B) e T« XL «P
linéaire en c?(.), V’i = 0,1,2,...,n-1, avec ¢ > 0 et
@ <a, <...<a < -n<O (II1-128)
Remargues : “

- Les relations (III-126, 127, 128) indiquent que les
scalaires (ai(.) + Ci(') ) doivent &tre convenablement choisis de
fagon & ce que les racines des polyndmes JC(.,A) défini par :
n . P71 *
Py =2+ 1 (2 + ) ), (II1I-129)
i=0
soient réelles, ndgatives et séparées par des paramétres a;,

¥V i=1,2,...,n~1 satisfaisant les inégalitéds (III-128).
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- Ces considérations, correspondant & l'interprétation possi-
ble des contraintes par rapport aux polyndmes caractéristiques du
systéme corrigé ou non corrigé, nous ont permis de d2finir dans le
paragraphe suivant, une procédure simple conduisant directement & la

commande recherchée.

11-3-1-2-2 Méthode de synthise par comparaison

La méthode consiste & déterminer les paramétres de correction
en comparant le polyndme caractéristique du processus & corriger avec
un polyndme, de méme ordre que le précédent, 4 coefficients pouvant

&tre non lindaires, construit par l'utilisateur.

Notons par ch la classe des polyndmes g)c(.,k) dont 1la
partie réelle de la plus grande valeur caractéristique est inférieure
d - n, n étant le coefficient d'amortissement exigé par l'utilisateur

pour le systéme décrit par (III-108) corrigé. Soit
L) € 4 (I11-130)

I1 est évident qu'il suffit d'appliquer une commande u, telle

que

n-1 .
wo= oz (e )+ (&), () y y(1) (III-131)

1 i=0 e’'1
pour garantir le fonctionnement dé€siré par 1'utilisateur pour le

systéme défini par la relation (III-108), (;;)i : &tant une estimation

~
de la non linéarité ai(.), ¥i= 1,2,...,n-1,

Cette proc&dure simplifie considérablement la recherche de
la commande et conduit & une chalne de réaction pouvant étre non
linéaire. Elle nécessite toutefols la résolution du probléme de la

définition du modéle des non lindarités (estimdes).




_‘]79_

17-3-1-2-3 Théoneme (I111-7)

Une condition suffisante d'existence d'une structure bouclée

permettant d'assurer au processus décrit par 1'dquation différentielle

(III-108) un coefficient d'amortissement supérieur ou &gal i n est

gu'il existe des scalaires cxi(.) y ¥i= 0,7,...,n—1 tels que 1l'une

des conditions suivantes soit vérifiée

(a) i1 existe a. et Bi des réels arbitraires distincts choisis

respectivement négatifs et positifs, e <0 et X tels

que :
max (ai + Bi)

n =€ - max

rn=-1 ~
b 3

—.Z 0‘i - an--1( ) - Cn-1(') o

1=1
\

n-1 n-1 . n-1

-1 n ~ * -1

w0 B ()t e T (el () ) ()] T [ (a.=a.) |
Li=1 * j=0 9 J R P

J#i

Viex . P) € € X +P (1I1-132)

(b) 11 existe Qs Gpy 2ox O nombres complexes distincts

n-1
4 partie réelle négative, €< 0 et X teis que

(i) n<-Reel(a;) Vi=1,2,. .0 (111-133)
n-1 ~ * R
(ii) n - .Z Reel(ai) -—a _,-c n—1(')
1=1
¢ n-1

A

€ < 0 (III-13L)
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(c) Il existe a,, ¢y, ..., @ _, nombres réels distincts
et négatifs, € < 0 et :( tels que :

(i) n < - @ _q < eee < may < - ay (ITI-135)
s n-1 .
(i) (NPHep™ + T (a0 + () ) o)) 2 - e>0 (I11-136)
j=1
Vi=1,2,...,n-1 V(t,x,P)e{Q(_x@
n n-1t n .
(ii1) (-n)" + = (aj(-) + () (=n)d 3 - >0 (III-137)
j=0

11-3-1-3 Exemple _du_circuit ferrorndsonnant série :

Exemple (I11-3)

Le systéme asservi &tudié est & retour tachymétrique réalisant
la régulation d'un filtre lindaire de second ordre constitué par une
double intégration [18, 20]. Il concerne le circuit RLC série 3

inductance non linéaire régi par 1'dquation :
Ri+ 2 (¢(i) ) + 1 fidt=u (III-138)
dat c

i et ¢ sont respectivement le courant et le flux de 1'inductance L non

linéaire.
S . T S
Le choix d'une norme scalaire p(x) = x x, pour ce circuit
ferrorésonnant pouvant &tre déerit [18] par la relation :

- ]
L (1 -2 %)) %
A

>‘|-—4
>
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avec fx(s) =¢ ' fle), £%(0) = 0 et A = RC conduit & la relation

2 =
— [p(x)] s max (o2 £ () y = %-} p(x)
A

Pour garantir un coefficient d'amortissement n pour le
systdme &tudié il suffit donc de choisir convenablement la résistance

R et la capacité C, c'est-da-dire A, telles que

}

1
n=-mx {(—mmm—, - X

11-3-2 Systemes décnits par deux Zquations differentielles

L'étude envisagée est illustrée sur le cas du couplage
non lindaire d'un systéme linéaire décrit par (II-68) et d'un systéme

non lindaire décrit par (II-69) en régime libre.

la résolution du probléme de la synthése d'un tel processus
peut &tre effectuée en définissant, par réaction d'état, des chailnes
de correction au niveau des sous-systémes, ou/et en ajustant les

paramétres caractérisant les interactions.

Dans cette partie, nous recherchons par un choix adéquat des
intéractions non lindaires, gxi(.) Vi =0,1,2,...,0,-1 et c! ,
Y =0,1,2,..., n, =1 i garantir pour le processus ddcrit par (II-59)
et (II-60) un coefficient d'amortissement supérieur ou 2gal &4 n, et

correspondant 4 un cas de validité de la conjecture linkaire.

Théordme (ITI-8):

.. . . . b4
Une condition suffisante d'existence des scalaires gi(.),

. 1 .
V i= li2,...,n1—1 et Cj’ v J = 1,2,..Lln2—1, permettant d'assurer

au processus déerit par les relations (II-59, €0) avec les notations
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(II-61 > 67), un coefficient d'amortissement supérieur ou &gal & n

. . 1 .
est qu'il existe e < 0, 3( 2 O ,V’l = 1,2,...,n1-1 et

g? L Vi=1,2,..., n,~J vérifiant les inégalités (II-TL4, 75)
tels que :

(1) les inégalités (II-76 > 81) sont vérifiées ' (t,x) € 7 XI

(11) {m) >0 (III-139)

(iii) (Pm(‘”) q)nz(.;n) - e, ey, R12€n) R21m) > - € (III-140)
¥ (¢,x) eZXI
(iv) n + a} <0 V i= 1,2,...,n1—1
1
(v) n +»a§ <0 V'j = 1,2,...,0,-1

- 10 = = - = —— . - - — - - -

L'étude des systémes non linfaires du type LUR'E POSTNIKOV
peut &tre conduite de la méme manidre que celle des systdmes décrits
par une équation différentielle. Toutefois, il est possible dans
ce cas d'interpréter les conditions garantissant des performances
pré-spécifiées par rapport aux caractéristiques de la partie lin&aire

du processus d'une part, et 4 la non linfarité d'autre part.

I1T-4-1 Sysiimes monovariables

En effet, considérons le processus défini figure (II-2)
tel que
- la fonction de transfert L(p) de la partie lindaire du systime en

boucle ouverte est d&fini par :
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n-1 .
avec N(p) = I c; p* (III-109)
i=0
n n-l i
D(p) =p + I a p (III-110)
i=0

- 1a nonlindarité k dépend du temps t, de l'écart ¢ entre l'entrée et
la sortie du systdme bouclé et éventuellement des perturbations P € 3P ,
k = k(t, ¢ ,P), k € [k, k] e R

I1 vient dans ce cas, la description du processus par
1'équation différentielle scalaire suivante

-1 .
y ™ e (a4 k() o)) D (TII-1L1)

Les processus &tudids décrits par (III-141) constituent un
cas particulier de la classe des syst3mes envisagés dans le paragraphe
(II-3) précédent. Il est donc possible d'utiliser les résultats obtenus
dans ce paragraphe pour l'estimation et l'amélioration des performances

des systdmes du type LUR'E POSTNIKOV considérés.

Nous envisagerons dans le thdoréme (III-9) 1'étude de
plusieurs cas possibles pour lesquels la conjecture linéaire est
vérifide, et ensuite le cas des processus fortement non linéaires

pour lesquels le systime de comparaison est d'ordre maximum n.

Théoréme (III-9)

Une condition suffisante d'existence d'une structure

bouclde permettant d'assurer au processus du type LUR'E POSTNIXOV

3éfini figure (II-2) et par le relation (III-141) un coefficient
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d'amortissement supérieur ou égal 4 n est qu'il existe des coefficients

,‘V i=0,1,2,...,n~1, tels que 1l'une des conditions suivantes

32,

soit vérifide :

(a) il existe s az, rea O, nombres réels distincts

et négatifs, € < 0 et JC tels que :

(1) n<—a ,<-a _, <..< -0, <=0 (III-1k2)

. n-1 .
(i) (-1"7* [«xi)n + .z (a; + k(.) c) (ai)J] 3-¢ >0 (IIT-143)

Yt x) ezx'x Vi- 1,2,...,0~1
n-1 .
REP (a. + k(.) c.) (-m)d 2 -e>0 (ITT-1Lb)
j=0

‘v‘tx € €1 X

(iii) (-n)

(b) il existe € < 0 et :(.tels que

(i) les polyndmes N(p) et D(p) forment une paire positive et

cn—1 =1
n-1
(ii) (-m)® + z (a5 + k(.) c;) (-n)d 2 - e>0 (III-1L5)

vctx>eZ X

(c) il existe a,, @ nombres complexes distincts

22 2222 %y
i partie réelle négative, e < O et :I;tels gque :

(i) n + Reel(ai) <0 v i=1,2,...,n~1 (ITI-146)
n=-1 7
(ii) n = I Reel a; = a - k(.) ¢
=1 n-1 n-1
i= £ e <0
’
n-1 n n-1 -1,B2 -1
-z |(a.)™ 5 (a.+k(. Je,)(a Jl(n+Reela | TT (o, -a.) l
. 1 . J ; 13
= I=0 ) J
J#i

V(E x) e ?ﬁﬁQC

(ITI-147)
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(d) il existe Bi’—gi i i=1,2,...,n—-1 nombres complexes

distincts respectivement positifs et 3 partie réelle

négative,e < 0 et :( tels que

-
max (Bi + Reel ai)
i
Mm-1 ;
n=¢-max{|-L Reela, - a . - k(.) e 4
1=1
\
n-1 -1 n n-1 -1
+f B, (o) + £ (a.+k(. )c ) (a I I'TT (a ey )
. i i . 3
\L1=1 J=0 j=1
J#1

(III-1L8)

11-4-2 Interconnexion s8rie de deux sous-systimes

L'étude envisagfe est illustrBe sur le cas des processus
non lindaires définis figure (II-6) et par les équations (II-134,135)
Dans cette partie nous recherchons par un choix adéquat des chalnes

de correction au niveau des sous-systémes &'une part et au niveau

1
des interactions d'autre par., c'est-a-dire k., c., ch s
1 i

2 3 .
<50, =1, 2, cJ, cJ V‘J = 1,2,...,n2-1 a garantlr au

processus décrit par (II-134, 135) et correspondantd uncas de validité

v i=1,2,..

de la conjecture lindaire, un coefficient d'amortissement supérieur

ou égal & n.

Théoréme (III-10)

1
Une condltlon suffisante d'existence des scalaires k1, c

gu Vl =1,: 2, ci 03 V;L 1

d'assurer au processus décrit par (II-13L, 135) un coefficient

5. ,...,n2 , permettant

d'amortissement supérieur ou ?gal i n est qu'il existe g < O,i]:

) Vi-= 1,2, n,-1 et a VJ = 1,2,..., n.=1 v&rifiant les
[=4

inégalités (II-Th, 7S) tels que
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(i) les inégalités (II-136 - 141) sont vBrifides

n n1--1 .
(1) (=m) '+ £ (al +k, £, el (-n)Y 3 -¢ (III-1L9)
j=0 9 LI
n n1~1 ) n n.-1 S
(1i1) [(-n) '+ .io(a; + kg £y e) (=n)I] [(=n) 2+.=O (a5+e5(0e3) (=n)7]
J J
72— €
-R,5(-n).Ry, (. ,-n)
J
Vi, x)eT . XL (III-150)

avec les notatiomns (II-127,128)

(iv) n + a3 <0 V is= 1’2"°"ni-1 . V i=1,2

I1T-5 CAS PES SYSTEMES NON LINEAIRES SINGULIEREMENT PERTURBES

-~ - . > - - - —————— -~

L'Atude suivante consiste & estimer et améliorer les perfor-
mances des systmes d4ginérés. Dans ce sens, l'amélioration des
performances des sous-syst3mes "rapides”" et du systdme "lent" d'une
part, ou/et l'ajustement des paramitres caractdrisant les intéractions
entre les sous-systdmes, peut conduire i .un fonctionnement préspdcifid
du syst3me d3g3néré.

Les cas des sous-syst3mes d'ordre 1, d'ordre quelconque,
du type LUR'E POSTNIKOV ou/et décrits par une équation différentielle,

sont envisagés dans cette partie.

I1-5-1 Sous-systimes d'orndre quelcongue

3 v

Considérons le processus hifrarchisd i deux niveaux (III-43)
dent le premier niveau est ccmpos? de (r-i) scus-syst3mes 3. carac-
térisés par la matrice A,.(.) d37inie par ia relation (III-LL), 1e

&L

tant 43fini par le sous-systime Sr gt par la relation {III-L3).
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Théoréme (III-11)

Une condition suffisante pour que le processus corrigé décrit
par (III-S1) avec les notations (II-L3, Lk, 45, L7, 48, L9, 50, 52)

posséde un coefficient d'amortissement supérieur ou 8gal 4 n est qu'il

existe € < 0 et jt tels que les conditions suivantes solent vérifiées

(i) 1les hypothéses (H - 1, 2, 3) sont vérifiées.

(ii) n + Reel(azi) < 0 v i= 1,2,...,nr-1 (ITI-151)
n_-=1
s dr r r -1 ,;4dr r
(iii) n + Reel( a . (.)) - .E (n+Reel ajj) | a ,j(')l!aj,n | < ¢
rr J=1 r r
Vit,x) € NG (III-152)

Lorsqu'il est possible en particulier de définir une matrice
caractéristique d'un systéme de comparaison identique & celle du
processus, nous pouvons de la méme fagon que pour 1l'édtude de la stabilité
de tel processus, comparer les performances du systdme dégénéré par

rapport & celles du processus initial.

I11-5-7 Sous-systimes du premiern niveau hilrarchique d'ordre 1

Les processus monovariables du "type" LUR'E POSTNIKOV ou
définis par une équation différentielle peuvent &tre décrits par un

systéme différentiel de la forme (III-35).

Le changement de 1l'échelle de temps pour tout ou parties
des sous-systZmes du premier niveau hidrarchisé conduit 3 la définition

de plusieurs classes de systémes singuliérement perturbés.
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- e ap - -y - - o - - o -

-t e M = - "= = - - - - an - o - —

Considérons d'abord le processus lindaire décrit par :
P

é% (ui xi) =a;, x; +ta X \f i=1,2,...,n-1 (III-153)

a n

Fre (xn) = I a . X (III-154)
i=1

U, &tant un petit paramétre, M, € 92+ , v i=1,2,..., n-1.

I1 vient une structure hiérarchis&e correspondante définie
dans la figure (III-8) ou p est l'opérateur de LAPLACE. En remarguant
que le passage d'opérateur p 3 l'opérateur W;p correspond au change-
ment de 1l'échelle des temps t par T, = uit, et que pour M, = 0,

Vis= 1,...,] et uy = 1,Vi_= J+ 1,...,n=1, 1'évolution de 1'é&tat
des sous-systémes Si Y i=1,2,...,)] est rapide par rapport i celle
de Si’ \fi =Jj+ 1,...,n qui est lente, il vient deux cas i considérer

correspondant d'une part 34 un systéme dégénéré d'ordre 1 (figure III-9)

et celui d'ordre n-j, j < n, (figure III-10) d'autre part.
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Théorame (III-12)

Une condition suffisante pour gque le systime d&gZnéré

déerit par (III-35) pour u. = O et a..(.) #0 V¥ (t,x) ¢ talk

Vi= 1,2,...,0-1 poss@de un coefficient d'amortissement supérieur

ou égal 4 n est qu'il existe € < 0 et :(-telsggge 3

g~ ees kil e i o)

ni in
+ e % -1
B beh = 5 % s el it
1=1 11
Cas particuliers
14 Considérons en particulier le processus décrit par 1'dquation

différentielle scalaire (II-LL4), admettant la représentation (II-L6)

dans l'espace d'dtat avec les notations (II-48, L9, 50).

Supposons par ailleurs que ce processus puisse &tre décomposé

en deux parties d'ont l'une est lente et l'autre rapide telles que

d e faas i ’:
o (u Xi) = oy X, *+x YV e | S-SR (ITI-156)
a =1

* (xn) = iil Yi(-, ai) x; * Yn(.) X (III-157)

a, < 0, étant des paramétres caractérisant les sous-systémes rapides Si

du premier niveau hiérarchique, ‘/ W10 G150 e

Le systéme dégénéré est défini dans ce cas par 1l'dquation

différentielle du premier ordre:

1'% (1I1-158)
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ou encore plus simplement

n-1
-d% (xn) = - g;(.) ;[;1'1 (—'ai)" X, (III-159)

Théorame(III-13)

Une condition suffisante pouf que le systéme dégénéré décrit

par (III-156, 157) pour u = 0 et @ < 0 v’:i. = 1,2,...,n—1 posséde
un coefficient d'amortissement supérieur ou egal & n est qu'il existe

g < Oetxtels que :

ol
~ -1
n-al(.) XI?I (-a;) < e Y (tx)el x L (I11-160)
2. Considérons maintenant le processus du type LUR'E POSTNIKOV

de la figure (II-2) défini par l'édquation différentielle (III-141) avec
les notations (II-109, 110). Supposons, comme précédemment, que ce
systéme peut se décomposer en une partie évoluant lentement et l'autre

rapidement, et qu'il est décrit par (III-156, 157) avec les notations

suivantes
n n-1 -1
Yi(.,ai) = - [(ui) + .E (aj + k(.) cJ J] ]_r (a —a )
1=0 J=
J#l (III-161)
n-1
v,(0) =~ 151 a; —a . -k(.)e . (111-162)

Théordme (III-1L)

Une condition suffisante pour gque le systéme d&généré décrit

par (III-156, 157) avec les notations (III-161, 162) pour u = 0 et

a5 < 0 V'i = 1,2,...,n-1 possede un coefficilient d'amortissement

supdrieur ou £gal 4 n est qu'il existe € <0 et t[.tels que
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-1
n - (a + k() c) (~0.) ' < & Yitx) eTx X (111-163)

o . 1

=1

[n]

—

Remargue :

Les théordmes (III-13) et (III-14) traitent le probléme des
performances des systdmes décrits par (II-ki) et (III-141), singulidre-

ment perturbés sans spécifier la partie rapide.

- - R = - A = - — - -

4 = V.- : -

3t (uxi) = aii(.) x; + ain(.) X i=1,2,...,3 (ITII-163)
d _ o : _ _

Fm (xl) =a; X, tag x Yi= j+1, j+2,...,n-1 (III-164)
d n

= (xn) = ii1 ani(.) X3 (ITI-165)

Pour y = 0 et a.i(.) < € < 0 il vient le syst3me dégénéré

i
suivant
d . . .
It (Xi) =e.. X, ta X \fﬁl = j+1,j+2,...,n-1 (ITI-166)
n-1 j oa .(a. (.)
d _ _ ni in _
7 (% J= e (L) x4 (ann( ) i ) ) X, (III-167)
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Théoréme {III-15)

s,

Une condition suffisante pour que le systéme dégénéré

décrit par (III-163, 16L, 165) pour u = Q et aii(') $ €< 0

Vis= 1,2,...,] possdde un coefficient d'amortissement supérieur

ou égal 4 n est gu'il existe € < 0 et']: tels que :

n+a;., <0 V- J¥1,...,n=1 (III-168)
i oa.()a. () n-1 Ja_. ()] |a |

n+a ()=~ T L ~ (1? -z e - B¢ e (III-169)
i=1 y i=j+1 n ii

ii
Vitx) ¢ €«
Le théoréme (III-15) résulte de l'application du théoréme

(III-12) pour le processus dégénéré (III-166, 167).

11-5-3 Cas d'interconnexion de deux systémes du type
LUR'E POSTNIKOV

L'étude envisagfe est illustrée sur le cas des processus
non linéaires définis figure (II-6) et par les équations différentielles
(II-13k4, 135).

Nous supposons que le systéme est singuliérement perturbé

et décrit avec les notations (II-67, 122 - 128) par les &quations

suivantes
d i . .
e (u xij) =ay X, * X V‘J = 1,2,...,0-1 Vis= 1,2 (ITII-170)

s
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?m( ,0) 312( ,0)
R1(O) R, (0)
4(.) =
R,,(-,0) Pt
R_(0) R (0)

Théoréme (III-16)

Une condition suffisante pour que le systéme dégénéré

décrit par (III-173), obtenu 3 partir de (III-163, 164, 165) pour

u =0 et a} <0, Vi = 1,2,..., n.-1, V j = 1,2, possede un coefficient

d'amortissement supérieur ou égal 3 n est qu'il existe £ < 0 et
t{;ﬁtels gue :

SP (.,0)
(1) n-—2—— <¢ V() e » X (ITI-17k)
R1(O)
P_.(..0 P o0 RL,00 Ry (4,0,
(ll) (n - R1(O) )( - R2(O) ) - E ( RQ(O) R1(O)) 2 - €
Vitx) ¢ €. X (III-175)

Démonstration

Le choix d'une norme scalaire p(x) =de dx pour le systéme

x) = (dA(.) + nI2)dx (III-176)

implique que le systéme (III-173) posséde un coefficient d'amortis-

sement supérieur & n si la condition suffisante suivante est vdrifide -

il existe une fonction ¢ de classe K au sens de HAHN [33] tel que

LG « AT ) )+ an] %o« - o1 %] D) (III-177)
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(.) définie par :

2
Pt i llRm(.,o) . Rm(.,o)l
R1(O) 2 R2(O) R1(O)
M2( ) = (III-178)
Q
1 RTQ(-,O) . 321(°’°)‘ Sng(.,O) .
f RZ(O) R1(O) RQ(O) ]

étant 4 éléments hors diagonaux non négatifs, par application des
conditions de KOTELYANSKI [1&] il vient les contraintes (III-174,175)
du théoréme (III-16).

Nous constatons que le processus dégén8ré posside un coeffi-
cient d'amortissement n si les sous-systdmes du type LUR'E POSTNIKOV
dégénérés possédent la méme performance et si les paramStres d'inter-

connexions vérifient la contrainte (III-175).

111- APPLICATION A L'ETUDE DU PROBLEME DE LA REGULATION DE LA

FREQUENCE DANS LES CENTRALES THERMIOUES

Nous proposons dans cette section de montrer gqu'il est
possible d'appliquer la méthode d'étude proposée 4 1'étude d'un
processus industriel. Il s'agit ici d'Atudier le probléme bien
connu (26, 3L, 35, 36, 37) de la régulation de fréquence dans les

centrales thermiques figure (III-11).

Le probldme de la synthdse peut &tre réduit en d&finissant
des formes canoniques permettant l'utilisation des critires de

stabilité précédents.
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111-1 DESCRIPTION DU _PROCESSUS

- - ——— - - - - ——

Le premidre formulation du probléme concernant plusieurs
centrales thermiques interconnectées & un m@me réseau de distribution
a 8té présentée par FOSHA et ELGERD danS'[35, h2] . La synthése des
systémes de commande a ét& ensuite envisagée dans [26, 36, 37] en

considérant le processus linéaire.

En supposant qu'il y a un générateur de vapeur par centrale

il apparait [26] intéressant de conduire 1'étude i partir des variables

sulvantes

Afi : variation de la frégquence au niveau de la centrale i

APti : variation de la sortie de la turbine au niveau de la

centrale i

Asgi : variation de la position de la commande

APKgi : Variation de la puissance entre le réseau et la centrale i

I1 vient dans ce cas le modéle mathématique de deux centrales
thermiques couplées 3 un méme réseau, correspondant au schéma bloc

de la figure (ITII-11)

1 Difiqt e g

3 (Afi) = 551—— af + -2-1-1_]-.- (AJPLi - APtgi - APti) i=1,2 (III-179)

4 (AP..) = =— (S . - A P..) Vi=1,2 (III-180)

dt t1i Tti gi ti ’

d 1 1 1 .

2 = — (- - — A F _ = 1 -

= (Asgl) 7 88,5 - 7o b £) + 57— U; Vi ,2 (III-181)
gi i gi
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a _ e oy o .
3 (8Ppgg) = 1y (ar - agy) V(i) = (1,2), (2,1) (111-182)
ACE; = AP, . + B; AT, Vi=n1,2 (III-183)
4 (IACE.) = 8. Af. + 4P Vi=1,2 (IIT-18L4)
at i i B Lgi J

avec fx la fréquence nominale du systéme, Hi la constante d'inertie,
D. le gain du systéme (égal i (Kpi)~1L T,; la constante de temps
de la turbine, Tgi la constante de temps du systéme de commande de

Li
les perturbations, ACEi 1l'erreur sur la commande, IACEi l'intégrale

la turbine, Tij la constante d'interaction, Ri le statisme, A P

de ACEi, Ui la commande dy variateur de vitesse.

1T1-2 FORMES CANONTQUES EN FLECHE DE LA MATRICE CARACTERISTIOQUE

-

- —— - - - —— — - a —- . - - - - —

DU_PROCESSUS

Notations :
- . _ - . = (. -y
K i V
ki3 = EET i=1,2 z, = _AP£g1 3 k = (2r T12)
pi
v. z2ap Vi=1,2 5 p.. =-(7.)"" p..=-(r.)" Vi=1,2 (1T1-185
i Gi ? ’ 21 t2 ? i3 pi ’ '
| - L. . = - -1 = - -1 1=
u'.= APLi Vi 1,2 Pip = (Tt1) 5 Py (Tgi) V i=1,2
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111-2-1 Descniption du processus dans L£'espace d'état

Le choix du vecteur &tat y d&fini par :

2 2
2 [dv1 d v, dz1 ds1 dv2 d v2 d22 d52 ] T
1 v ’ ’ ’ ’ ’ ’
dt dt2 dt dt dt dt2 dat dt

(III-186)

conduit 3 la représentation suivante du processus en régime libre

Ay g
LAY (III-187)
avec. :
@ » 1 .
il Ay Ao ’ R &
1 1
Ao, Ao Yo
T dvl d vl dz. ds \VL
Iy it ’ 2 ° &t ° at % e
at
et
; "
0 1 0 0
k..
5 __id
“Pi1Pio Pi1*Pio Ry
PR Yi=1,2
| ii
| 0 0 0 K
|
i
? 5 X Bk Pi3
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-
0 0 0 0
0 0 0 0
12741
0 0 0 -k
0 0 0 0

ITI-2-2 Forme canonique en 4L8che Zpalsse généralisée de La

matrice caractiristique

En posant

T Ty T
x = [x1 > X5 ]

-1 .
x; = P}y, Vi=1,2 (ITI-188)
. .0 -
r 1 ] 1171 o
R; (pgy7koy ) (p; o-kay )
2
~k; ko
P, P, 0
i1 i2 Ri(pi1—kai)(Pi2 kai)
i =
0 0 1 0
0 0 o. 1
1
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il vient 1la

généralisée d'ordre 2
d bz
3 )iz he o
avec :
®11
A=
Yo
L
et
.
¥
Pl
.7 4
ki3

12

22

i2

i3

ka.
1

~(ay

-k.

-P. -k..0
P12 - kll 1
Pi1Fip P;1Pip  Ry(Py ~ka ) (P; -P.,)
Pi - i
> Pi17Pio Pi1Pip Ry(Py =Pio) (Py,kay)
P
&
0 0 1
0 0 = O,
1
L

nouvelle description du processus en fléche épaisse

§1 Byl

J

T

L

R; (P; ~ka, ) (P ka,)

(III-189)
3
- ki P
0 O 1
Ri(Pi1-Pi2)(Pi1—kai)
KiiTia
Ri(Py Py ) (Pypm ay)
k
- gl
kai+*i3
3
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k ki, oy, k ko
R (PP ) (Py ke ) R (P, =P ;) (P, ~ka,)
kk, oy, "k k., 0y
Ry(P;=P ) (Pyy-ka) R, (P =P, ) (P, -ka,)
%12 =
0 0 -k a2 -k
0 0 k.u1 a2 k a1
- .
. . k k22 0L1a2 k k22a2
Ro(Py =Py ) (Pyy=kay) Ry (Py =Py ) (P —kay)
0 0 - KKy, o0, -k ko0,
% = Ry(Pyy=P,p) (Pyy=kay)  Ry(P, =Pos) (Ppy-kay)
0 0 -k a, -k
0 0 ka1 a2 ka2
L_ —)
Remargue :

Le description (ITI-189) du processus montre que :
- chaque centrale isolée peut &tre décrite par une matrice
en fléche mince d'ordre k4, dont les #1&ments diagonaux peuvent &tre

interprétés par rapport d ses caractéristiques.

- il est possible du fait de la nature des interactions
entre les deux centrales, de d&finir une nouvelle représentation
du processus telle que sa matrice caractéristigue est en fléche

- ” P A -
mince généralisée.
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111-2-3 Fonme canonique en 4L&che mince gineralisée d'ondre 5
de fa matrnice caractiristique

o T
Soit x = [x11, X150 x13, gy x21, Xpos x23, x2h] le
vecteur &tat conduisant 3 la description (ITI-189) du processus. Le
choix du nouveau vecteur 3tat x' obtenu par simple permutation de

certaines composantes de x tel que
T
x' = [x)05 X5 Xp10 Xpps Xy3s %23, X1k, xzh]

permet de représenter le processus par le syst2me différentiel suivant

._q-_ ' = 1 ' -
T (x') = A" x (ITI-190)
avece
F’11 CI>'12T
A" =
1 1
¢ 21 ° 22
- =
et
P11 0 0 0
0 P12 0 0
Frygs
0 0 P21 0
¢ 0 0 P22 J
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k.1 By

Ry(Py 7P ) (P =ka,)

£ Py

(v £}
R (B, Fy5)(P; ko)
. -kky, %9
R (PR (Prpmimy)
k k22 8, a2 0
20Py 7P ) (P kmy)
Tk kyy 3 0
T3(8,,75,, )P 5kay)
-
0 0
0 0
3 =
21
k. . )
13 13
!
C 0

B (P =20 )(Ppmiay)

k 555 %

%39 P21

Ry(Pyy=Ppp) (B -ka,)

Q.

Tk Xy O

RZ(P21-922)(921-ku

kyp P2z

2

)

x
— -
R, (Pyy=Pyp) (Pyp-itay)

[w]

O

Ny
w)

Ry(Py =Py} (P, -a,)

O
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ke -ka k -k

.
2
4-(«11) kﬂ1P13-k13
' = ko o ~koL+P kO
o
22 ) ki kyy % 12 1713 1
Ry (P ko ) (P ke )
( 2
=(a5) Tkt QP k g
' ka -k& _+P
ka o, ) i Kop Koy %2 2 223
RZ(P21—k02)(P22—k02)
L . R

I11 -3 METHODE_DE_SYNTHESE
Lorsque les performances du processus ne conviennent
pas 4 l'utilisateur il est possible d'appliquer la m&thode de
synthése proposée, imposant une dynamique préspécifife, pour

améliorer celles-ci.

En effet, considérons les deux centrales fonctionnant

” . Pd
en regime forcé

(x) =A x+ Bu+ B'" W (ITI-191)

e
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avec :

r -
K &
B — s—— o 0 0 0 0 0
11 P2 PP
K K
0 0 0 e 0
21 "22 "21 "22 J
r_ [ ]
BT = | o 0 0 <k, O 0 0 0
0 0 0 0o 0 0 0 -k
L 4

et A la matrice en flidche épaisse généralisde d'ordre 2 décrite dans

(111-187).

Pour garantir un coefficient d'amortissement n au processus,
. . , . T
1l suffit de déterminer un vecteur de commande u = [u1, ug des

variations de vitesse tel que le processus

ad; (x) = (M(A - BC) + nI) x (ITI-192)

soit stable, M(.) étant une matrice majorante d'ordre 8 de (A - BC).

Dans la relation (III-192),C désigne la matrice définie par :

u=-0Cx (II1-193)
011 C12 0 0 0 0 0 0

C =
0 0 0 0 C21 C22 0 0

caractérisant la chalne de régulation.
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I1 vient alors la matrice caractéristique corrigée

de chaque centrale thermique

- b
e Rt SRy . .
11 PiytPio PP
i1 Ky _— °ioKyi 0 .
Pi1 "Pio 12 Pii7Pio
®
c..=
11
0 0 ko . X
1
X X X X
(III-194)

les matrices ¢, et @21 restant inchangées.

Nous remarguons que le réseau correcteur ainsi choisi permet
de changer les &l&ments diagonaux de la matrice Qii qui, dans 1'appli-
cation des rdsultats précédents concernant 1l'étude des performances,

doit avoir ses &léments diagonaux inférieurs i (-n).

L'action porte dans ce cas sur les constantes de temps des

turbines et des gdnérateurs de vapeur du processus &tudié.

La méthode de synthése des systimes de commande proposée
permet ainsi une action locale sur les caract@ristiques des sous-
syst3mes et une action globale au niveau du processus dont la matrice

caractdristique est en fléche dpaisse géndralisée.
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CONCLUSTON

La méthode de synthése proposée est basée sur l'application

des critéres de stabilité é&tablis au chapitre II.

Dans ce sens, deux problémes principaux sont & résoudre

- la détermination d'une représentation convenable du

processus dans l'espace d'état.

- le choix des paramétres caractérisant les chalnes de

régulation.

Les critéres de stabilité appliqués en vue de la synthése
des commandes, sont de mise en ceuvre simple lorsque les polyndmes
caractéristiques des sous-systémes constituant le processus, ont

des racines réelles,

Lorsque cette propriété n'est pas satisfaite la synthése
apparait généralement plus difficile du point de vue calcul numé-

rique.

La méthode de synthése est appliquable aux processus
non linfaires monovariables perturbés ou singuliérement perturbés,
et peut &tre &tendue aux processu non lindaires multivariables .

perturbés ou singulisrement perturbés.

La mise en oeuvre de cette méthode pour 1l'étude de la
régulation de fréquence dans les centrales thermiques montre gue
la chalne de commande permet une action locale au niveau de chague
centrale, et une action globale au niveau du processus constitué

de plusieurs centrales interconnectées sur un méme réseau.
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CHAPITRE 1V

APPLICATION DE LA REPRESENTATION EN FLECHE

A L'ETUDE DES SYSTEMES DISCRETS NON LINEAIRES

INTRODUCTION

‘Des méthodes d'analyse et de synthdse des processus continus,
non linéaires éventuellement perturbés ou singulidrement perturbés
ont été réaliséesdans les chapitres II et III i partir d'une repré-

sentation spécifique et remarquable.

De méme, desconditionsde convergence sont établies dans ce
chapitre pour des suites récurrentes non lindaires scalaires ou vecto-
rielles, et conduisent & un ensemble de tests définis selon des niveaux

hiérarchiques croissants.

Les critéres proposés sont obtenus 3 partir d'une formula-
tion particuliZre de l'algorithme itératif et permettent une 4tude
simplifiée de la dynamique de convergence de la récurrence définissant

1'évolution du systime.

Pour les systémes complexes discrets multivariables du type
LUR'E POSTNIKOV en particulier, les critdres propcosés admettent une
interprétation remarquable mettant en évidence les rdles des parties

lin&aires et non lindaires du processus.
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1 - SYSTEMES COMPLEXES DISCRETS HIERARCHISES A DEUX NIVEAUX

Les systémes Atudiés dans ce chapitre sont régis en régime
libre par un systéme d'équations récurrentes non linfaires de la

forme :

X = Alt, x_, P) x (1Iv=-1)

t+1 t

avec A(t, Xy P) matrice caractéristique d'ordre n, notée A(.),
d'éléments 245 (t, x,, P) généralement non lindaires, notés aij(°)

Vi,,j =1,2,..., n, X, vecteur état d'ordre n défini a 1l'instant t e%a

t
par :

_ T T 1T -
x, = [th s Koy s vees X (IV-2)
T _ T s _ -
¢ T [xiH:’ iogr o xinl; Vi=i2,...r (1v-3)

r

n= I n (Iv-k)

L'étude de la stabilité d'un tel processus peut &tre
effectuée avec les outils mathématiques utilisés pour 1'étude de la
stabilité des systémes continus de grande dimension, lorsqu'il est

possible de caractériser les systémes par une matrice en fléche.

En effet, la représentation correspond dans ce cas & une

structure hidrarchisée i deux niveaux, choisie & priori.

1-1 S0uS-SYSTEMES D'ORDRE 1

Soit le systdme S d'ordre n, constitué par n sous-systémes
d'ordre 1 interconnectds, tel que sa matrice caractéristique A(.) soit

en fléche mince d'ordre n d2finie par :
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a () &, ()
A(.) = (Iv-5)
8'n—1,n—1(') an—1,n(')
a,(.) .. an’n_1(.) a ()

Soit M _(A(.) ) la matrice majorante (30] de A(.) relative

4 la norme réguliére p(x) d'ordre k.

Lorsque les &léments non linéaires de Mk(A(.) ) sont isolés
dans une rangée de la matrice A(.), l'application du critdre pratique
-de BORNE et GENTINA [1] pour les systémes discrets (chapitre I) conduit

au théoréme (IV-1) suivant :

Théoréme (IV-1)

(a) Le processus discret régi par un systéme d'équations

récurrentes (IV-1) admettant une matrice caractéristique A(.)

en fléche mince d'ordre n définie par (IV-5) telle que :

(i) tous les éléments non lindaires de la matrice A(.)

sont isolés dans une seule rangée.

(i1) il existe € > 0 et DC tels que :

1 - laii(.)( se V (t,x, )€ Z,QC Vi- 1,2,...,0-1 (IV-6)
a1 Ja (O] . e ()]

Pelag(al- 1 T2 e Yiex) ¢ Ty X (xv-m)
i=1 it

est asymptotiguement stable.

n
(b) Si de plus :X:: gz— , la stabilité est globale.
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Démonstration

Soit M_(A(.) ) la matrice majorante de A(.) [30] relative

4 la norme p(zt) = lztl telle que lztl = [|z1tl, lz2t|,...,!zng?
Vzt = [Z1t’ Zogs ct o Znt] ', obtenue en substituant leurs modules

aux éléments de la matrice A(.).

Les non linéarités étant isolées dans une seule rangée
de la matrice majorante ainsi définie, la vérification des conditions
de KOTELYANSKI implique la stabilité asymptotique pour le processus
tudié s'il existe €>0 et 'I tels que :

- gy 001 1
1= fa (> e >e
i 1 - !a22(.)l_
1= ey, ()] - o, (O]
. ; > e V(t,;ic) e X (1v-8)
—|an1( )| 1= la ()]

Le développement de ces différents déterminants par le
théoréme (1) (chapitre I) conduit aux contraintes (ii) du théoréme
(IV=-1).

En particulier la conjecture lingaire est vérifige lorsque

l'on a :

()] = a..(.) Vij=1,2,...,n (1V-9)



.
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1-2 SQUS-SYSTEMES DU_PREMIER NIVEAU D'ORDRE 1, SOUS-SYSTEME

o e o e e i = e o o e e - - - > = 2 2 2w Lo e o o i e o

- — - - - — o - - -

Le processus considéré ici est tel que sa matrice carac-

téristique est en flé&che mince généralisée d'ordre r définie par :

i T
a,,(.) _ a1r(.) ay,(.)
r—1,r-1(') r—1,r(') ar_1’n(.)
A(.)= (IV-10)
a’r1( ) ar,r-1(') e)'rr( ) &rn )
am(.) an,_r_'1(.) anr(.)A ann(.)
1-2-1 Systeme de comparaison d'ordre n :
Notations :
R (n=r+1) x (n-r+1)
D) =Ha 5 4 (DY € (Iv-11)
r-1 Iaik(.)[.lakj(.)[
dij(-) = - lalJ )l - ki] 1 _lakk(.)l (IV‘12)
V i, =r,r+1,..0,n, 1 # ]
r=1 Ja, ()] lag ()]
dsl) = 1 fagg (Ol - T =y (1v-13)

v i=r, r+l, ...,0




Théordme (IV-2)

récurrentes (IV-1) admettant une matrice caractéristique A(.) en

e

(a) Le processus discret régi par le systéme d'équations

fl3che mince généralisée d'ordre r définie par (IV-10) telle que

(i) +tous les &1éments non linéaires de la matrice A(.)

.sont isolés dans une seule rangée

(ii) avec les notations (I-46, L47) et (IV-12, 13, 1h)

il existe € > 0 et o tels que :

1 - laii(')

itz
D(.)<
1.2

.

%€ V(t,xtm'{uI Vi

>2 ev(t,xt)é'zlxx Vi

i

est asymptotiguement stable.

n
(b) Si de plus I = & la stabilité

13250 cc g1

est globale.

Démonstration :
En notant
2 ]
Py () 0,,(.)

un partitionnement de la matrice A(.) telle que :

et

11

M(A(. ), M(¢®

el

F..(.) = diag {aii(.)} & 6?_(1‘—1)(1-—1)

() ), M(8,5(.) ), M(8p5(.) )

(IV-14)

1,2,...,0+1 (IV-15)

(IV-16)




=223~

les matrices obtenues en substituant leurs modules aux &léments des
matrices A(.), ¢21(.) , ¢12(.) et ¢22(.) , le systéme récurrent

défini par la relation :

[ M(F, (L)) M(o () )

t+1 t (Tv-17)

M(e,.(.)) M(e,5(.))

est un systéme de comparaison du processus &tudié.

Les éléments non lindaires &tant isolés dans une seule rangée
de la matrice A(.), l'application du critdre pratique de BORNE et
GENTINA [1] pour le systéme de comparaison (IV~1T7), garantit la

stabilité asymptotique du systéme étudié lorsque les &léments de la

matrice diagonale (I - M(F11(.) ) ) sont positifs et lorsque la
condition suivante :
12 ... 1
(T - M(a(.) ) ( >a € > Ov(t,xt) edeBC (Iv-18)
12 ... 1

V’i = r,r+l1,...n

est vérifiée. Cette derniére contrainte s'explicite simplement en

utilisant la propriété (P1) des matrices en fléche.
I1 vient

aet [1-M(o,, (. 1] E) ~ wio, (VD) [rur, €] 7" o 0 f V)]s e

V (t,xt) Gza«xlx vi = 1,2,...,n-r+1 (IV-19)
avec les notations (I-46, 4T).

Le premier membre de 1'inégalité (IV-19) étant le i-éme
mineur principal de la matrice D(.) définie par (IV-11,12,13), pour
garantir la stabilité asymptotique du processus &tudié, il suffit
donc d'une part que la contrainte (IV-1L) soit vErifide et d'autre
part que les déterminants des mineurs principaux successifs de la

matrice D(.) soient tous positifs ; d'od le théordme (IV-2).
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1-2-2 Sysitime de comparaison d'onrdre r

Un test rapide de la stabilité des processus caractérisés
par une matrice en fli3che mince généralisée d'ordre r dont les
éléments non lindaires sont isolés dans plusieurs lignes ou colonnes,
peut &tre obtenu en définissant un systéme de comparaison d'ordre r

caractérisé par une matrice en fléche mince d'ordre r.

Cas 1 : les éléments non lindaires isolds dans les (n-r+1) derniéres

lignes ou colonnes

Le choix de la norme p(xt) définie par :

n T
P(xt) " [|x1t[’ ]x2tl,’ S Ixr—1,tl s iir lxitl] (IV-20)
conduit au systéme de comparaison suivant
z) . =M(A(.) ) 2] (Iv-21)
t+1 ¢ t
avec :
" B 2
lay, () o Ia1j(')
j=r
1
M (A(.)) = :
n
(Bt e)] B g 500
n n g7 B
Zlag (Ol e 2 ley (O] max T ey (L))
i=r i=r j=r i=r

Cas 2 : les éléments non lindaires isolés dans (j-1) premidres lignes

ou colonnes, j < r

Le choix de la norme p(x, ) définie par :

t
1

T
plx,) = [T Ixgls Ixsels vy Ixgell (IV-22)

X

c.
e

1
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conduit au systéme de comparaison suivant :

z2t+1 = M(A(.) 2 " (Iv-23)
avec
J=1 J=1 Jj=1 ]
gax]aii( )l .E Ia'ir( ) .E la’in(')|
=1 1=1 1=1
laJJ( )] laj’r(-)l IaJn( )|
Mo (A(.))=
Iar—1,r-1(')“ar-1,r(')|"f Ia‘r--l,n<')|
J-1
maxfa (Il lep 5001y O Tl a0
J-1
?i?!ani(')l Ian,J(')l lan,r-T(')I Ia‘nr(')] lann(')t
Notations :
n-r+1) (n-r+1)
p2(.) = (&2 (e R (Tv-24)

r+i=-1,r+j-1

-1 5-1
(max)|ay ()] (2 e 2(.)])
i=1 i=1
|bk£(')| = = j“1 +f-.
1 - max la; ()]
(Iv-25)
. r;1 laki(.)] . !aiﬂ('H

i=j 1 - ag ()]
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% p(4) = = fagp( )] = Iy, (Tv26)
() = 1= Jag (O] - o ()] (1v-27)
4 k, =r, r+1, ..., n : k #2

Les applications du théoréme (IV-1) au systéme de comparaison

régi par (IV-21), et du théoréme (IV-2) au systéme de comparaison décrit

par (IV-23) permettent 1'étude de la stabilité du processus dont la

matrice caractéristique est définie par (IV-10), d'old le théoréme

(Iv-3)

Théoréme (IV-3)

(a) Le processus discret régi par le systéme d'&quations

récurrentes (IV-1) admettant une matrice caractéristique A(.) en

fl3che mince généralisée d'ordre r définie par (IV-10) est asympto-

tiquement stable s'il exsite € > 0 et :E,tels que 1l'une des conditions

(a), (B) soit vérifiée :

(a)

(i) . les éléments non linéaires sont isol&s dans les

(n-r+1) dernidres lignes ou colonnes de la matrice A(.)

(i1) 1 - Iaiil' >oVi= 1,2,....,1'—1 (Tv-28)
n n
(iii) 1 - max ( I Iaij(.)] -
j=r  j=r
n (IVv-29)
r=1 ('E !ai‘](-)'>(.lfaxlajl(‘)!)
. i=y i=r s e
J=1 1= laJJ]

V(t,xt) € ZA fI
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(B) (i) les &1éments non lindaires sont isolés dans

(j=1) premiéres lignes ou colonnes de la matrice

Al.), j < r.
(i1) 1=-la />0 Vi=jger,.. 0 (IV-30)
-1
(iii) 1 - ?231( !aii(.)l %€ V(t,xt) € ZJ#I (Iv-31)

(iv)  avec les notatioms (IV- L4, 25, 26, 27) on a :

12 ...1
D2(-) < >3efv(t,xt) Ezdx,Vi=1,2,...,n—r+1

1 2 ... 1

(Iv-32)

n
(b) 8i de plus 'x = @ , la stabilité est globale.

1-3 SOUS-SYSTEMES D'ORDRE QUELCONQUE

Les résultats précédents concernant la classe des systlmes
hiérarchisés & deux niveaux dont le premier niveau est constitué
par des sous-systémes d'ordre 1, peuvent &tre géndralisés i la classe

des processus dont les sous-systémes sont d'ordre quelconque.

En effet, considérons le systéme d'ordre n caractérisé
par la matrice A(.) en flidche &paisse d'ordre r, constitué par r
sous-systémes Si d'ordre n; dont la matrice caractéristique est

. - r
définie par Aii(')’ v i=1,2,...,r , n= I n,, telle que
i=1
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T A11(') A1r(') W
App(-) Ay (2
A(.) = 47 : (Iv-33)
r—1,r-1(') r-1,r(')
Ar1(') Ar2(') T, Ar,r-1(') Arr( ) ]
avec
Ayy(e) = DR et G (IV-3L)

Selon la complexité du processus, c'est-d-dire le nombre
de rangées i é1éments non lindaires, il est possible de choisir une
fonction d'agrégation appropriée pour conduire 1l'étude du processus
a4 partir d'un systéme de comparaison, admettant une matrice caracté-
ristique en fléche, pour lequel nous pouvons appliquer les conditions

linéaires de stabilité.

Pour illustrer ces considérations nous envisageons de pré-
senter deux cas : le premier correspondant 4 la définition d'un systéme
de comparaison d'ordre r caractérisé par une matrice en fléche mince
dont les éléments diagonaux peuvent permettre de conclure 3 la stabi-
1lité de tous les sous-systémes lorsqu'ils sont tous négatifs ; le
second concerne les systi3mes hiérarchisés 4 deux niveaux, dont le
systéme coordonnateur et un des sous-systémes du premier niveau sont

non linéaires, étudiés &4 partir d'un systSme de comparaison d'ordre
B

(1 + I ni)
1=
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Cas 1 : Systéme de comparaison d'ordre r

Le choix de la norme vectorielle p(x) telle que :

n . n, n,
plxy) = [max [xy5 ], mex faygels ooy me [, ] (1v-35)
J=1 J=1 J=1
conduit au systime :
-— 1 -
Z2e 0 = M (AL ) 2, (Iv-36)
avec :
1 -
EX® m, (.)
1
1 m22(.) .
M (A(.)) = .
1 1 1
mr’1( . ) mr2< . ) e e 4 mrr( )
L ‘ -
et
n n ,
1 By ij L s
mi,j‘(") = m:x h.:1 Ia'kh()l v:.,J = 1,2,...,r (Iv-37)

qui est de comparaison pour le processus &tudié.

r-2
Cas 2 : Systéme de comparaison d'ordre 1 + I n, :
i=1

Le choix de la norme vectorielle p(x) telle que :

n.

r. i T
z

T T
plx,) = [IXJtI’ [xods s [xpp ofs fmre1 et |xijt]] (Tv-38)

conduit au systéme :

Z,,q = M2 (A(.) z, (IV-39)




=230

avec :
3 -
M11(') M21,r-1( )
M A(.) = . (IV-40)
i 2 2
r—2,r—2('> ;s r—2,r—1( )
2 2
[Ner—1,1(') s S r—1,r-2(') = r-?,r-1(')
v

P = a0y ={edio} Yiciz,e (v

- o .
—‘]’
AEE b gl 24 (Tv-h2)
Op X T
Mgi,r_T(.)= [m:;: A ] (IV-b3)
nr_1 nr_1 n
= W E o)
2 »= = = .
mr—1,r—1(')=max in n__, n_ (Iv-h)
r=1 2o
kel £ 8 (b
max{k ! 4 I k=1 Iak'e l }

Théorame (IV-L4) :

(a) Le systéme discret S hiérarchisé 3 deux niveaux régi

par le systéme d'&quations récurrentes (IV-1) admettant une matrice

caractéristique A(.) en flé&che &paisse d'ordre r définie par (IV-33)

est asymptotiquement stable s'il existe € > 0 et j: tels que 1'une

des deux conditions (a) et (B) suivantes est vérifiée
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(a) (i) 1les &léments non lindaires sont isolés dans les

o, derniéres lignes ou colonnes de A(.), ou dans

les n, premiéres lignes ou colonnes de A(.) .

(ii) 1le sous-systéme 5. caractérisé par la matrice Aii(')

est stable au sens de la contrainte suivante :

1-m(Dze Wiex) e Ty aX o (-bs)

ii
Yi= 1,2, +v., r=1 avec les notations (IV-36, 37)

(iii) avec les notations (iV-36J 37) la condition suivante

est vérifiée :

r-1 m1.(.)m} (.)
B s e Vit.x) e Tl (IV-46)
1 1—mii(.)

—
|
=]
CanY
S
I

[ e B |

(B) (i) Les &1éments non linéaires sont isolds dans les

(

n
-—r-1
matrice A(.)

+_nr) derniéres lignes ou colonnes de la

(ii) 1le sous-systéme Si caractérisé par la matrice Aii(')

est stable au sens de la contrainte suivante :

1 2 ...k
Viex) € Ty X (1v-47)

12 ...k Vk=1,2,...,ni

V i=1,2,...,7-2 avec les notations (IV-40,u41)

>
P
o
g
[\
m

(iii) avec les notations (IV-4O,41,42.43.4L) 1a condition

sulvante est vérifiée :

r-2 . -
1 - o2 () - e M2 (L) (I-MP(A..(.)) ‘m§

m
r—-1,r- 1=1 r-1,1 11

il (t,x;) € Zaxx

n
(b) 8i de plus OC:(R la stabilité est globale.
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IT - SYSTEMES DECRITS PAR DES EQUATIONS RECURRENTES SCALAIRES

Plusieurs classes de processus, du type LUR'E POSTNIKOV
en particulier, sont susceptibles d'&tre décrits par des &quations

récurrentes scalaires.

Le choix d'un vecteur d'dtat adéquat permet une description
de ces processus dans l'espace d'état. Il est généralement possible,
dens ce cas, de définir a priori ume structure hiérarchisée & deux
niveaux qui permet l'utilisation des résultats précédents pour 1l'étude
de la stabilité.

Nous envisageons deux exemples pour illustrer cette &tude :
le premier correspond & la classe des systémes monovariables pour
lesquels il est possible d'interpréter les conditions suffisantes

de stabilité en fonction d'un polyndme dit polyndme caractéristique

. Pd - . - -
instantan® ., Le second généralise ces derniéres considérations au

cas ol le processus est décrit par plusieurs &quations récurrentes

scalaires.

11-1 SYSTEMES DISCRETS DECRITS PAR UNE EQUATION RECURRENTE

A,

- ——— - — - ——— - —— " D =P > - o —— T - A - - ————

11-1-1 Conditions suffisantes de stabilite

Considérons le systéme discret défini en régime libre

par l'équation récurrente suivante

Vesn ¥ ii1ai(t’ yt) Yean-i = O : | (IV-L9)

avec

v. = [y... ¥ v 1 v =y
t 1t Y2t "7 Ynt > it t+n-1

et -ai(t, yt), noté ai(.), '{d * ’DC — @_ , des fonctions

généralement non linéaires.
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L'évolution d'un tel systdme peut &tre décrite (P6)
dans l'espace d'état par le systéme d'équations de récurrence

dépendant de (n—i) paramétres arbitraires a; ¥i=1,2,...,0-1

X = Alt, x.) X, (IV-50)
- a] 1 -
a2 1
A(.) = ) .
1
Yilae) vpleen) e v Ca ) v ()

. n : .
Pee,x, 0= P =ats 1 a0t  (1v-s1)
i=1
n-1
Yi(:;ai) = - 83(.,ai) }3- (ai - clj)-1 (1Iv-52)
J#i
n-1 n-1
Yn(., .21 a;) =y () =~ a; = a () (IV-53)
1= =1

La matrice caractéristique du processus considéré est telle
que ses &lZments non linéaires sont isolés dans la dernisre ligne,
l'application du théorsme (IV-1) conduit aux conditions suffisantes

de stabilité (a) du théordéme (IV-5) suivant.
S'il existe, de plus, € > 0 et :X: telg que
vi(, ) 2 ¢ Viex) € T« Vi=t,2,0.0871 (1v-50)

v () 2 e V(t,x, )€ tax XL (1v-55)
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il est possible de définir un systéme majorant tel que sa matrice

caractéristique soit identique i celle du processus (A(.)).

Les conditions (B) du théoréme (IV-~5) suivant, correspondent

i ce cas important pour lequel la conjecture linéaire est vérifiéle.

Théorame (IV~5)

(a) Le processus discret régi par 1l'édquation récurrente

scalaire (IV-49) est asymptotiguement stable s'il existe € > 0 et

X tels que l'une des conditions (a) et (B) suivantes avec les

notations (IV-51, 52, 53) soit vé&rifiée :

(@ (1) 1-la] >0 Vi=1,2,...,0-1 (IV-56)

n-1 {Yi(. ,ai)[

;ii) 1 - |Yn(.)l - 121 —1—-_—@—2 € (IV-5T)
V(t,xt) € 'ZdJC

(g) (i) 0 < (IA1 <@y < ... <a < 1 , (IV-58)
(i) (0" Pl z e Yi=12,...01 (1V-59)
=1 Y (t,x.) € EJ « L
(ii1) - £ a; - a,(.) 2 ¢ ¥ (t.x,) € €ya X (1V-60)
i=1
(i) P, s e Vitx) e Tyl (v-61)

n
(b) 8i de plus I = €R la stabilitéd est globale.
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I1-1-2 Application aux processus du fype LUR'E POSTNIKOV
Schantillonnis

Nous envisageons ici 1'étude du systéme discret présenté

par la figure (IV-1) suivante

=
o

figg;e(IV-1)

Le filtre d&fini par sa fonction de transfert Bﬁgy , est
soumis au signal de commande &laboré par un modulateur non lindaire
sans mémoire, de période constante, &ventuellement précédé d'un
réseau correcteur numérique linéaire. La chafne de retour est carac-

térisée par le polyndme N(p) tel que da° N(p) g a° D(p).

La structure de ce systéme ol seule la variable e est
modulée non linfairement, permet de définir, en régime autonome

une équation scalaire de fonctionnement de la forme

) = 0 (Tv-£2)
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En posant

)

fi(a €t4n-i’ Et+n-i

_ X
gan-i) = T 1

* — _ .
£ () € [f_i_,fij = ¢, ce®R VYi=1,2,...n

avec les notations suivantes

N £* (e ) AR (Tv-6u)

A = AT+ ;1 t+n-1i

R

€, 5004 oE s 3000 sE
( t? >Tt4n-i’ >Tt4n-1, 5

A) =-3)-(et,...,s

n=1 -
Yi(et,..., €pan—i’ " *Sten-1° k)}j}(ai-aj)

t+n-1,
J#i

(IV-65)

) (IV-66)

1 n-1 2
a.)= - I a. - f (e
1 . 1 1
1 1=1

n

YalEtan-1> t+n-1

[ e I}

1

l'application du théoréme (IV-5) (a) conduit & des conditions suffi-
santes de la méme forme que (IV-56) et (IV-57) mais dépendant de €

.y € yeeesE

£ . . .
t+1° t+n-i t+n-1

Les résultats ainsi obtenus sont de mise en oeuvre souvent
difficile, et de plus leurs interprétations par rapport aux carac-
téristiques lindaires et non lindaires du processus étudié se trouvent

généralement limitées.

Ces considérations sont dues au fait que la description
matricielle, 3 partir de laquelle est menée 1'étude, provient par

changement de base d'une description sous forme compagnon.

Le choix d'une représentation préalable du type FROBENIUS
permet de définir des conditions de stabilité semblables aux précédentes

dans lesquelles les coefficients dépendent uniquement de €
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En effet, il résulte des travaux de LAURENT [2, 11, 15,
25] en introduisant les variables annexes y;, Vis= 2, 3, ««., n, la
possibilité de décrire le systéme sous la forme :

a7 B | ] [ n ]
S 0 =t (e) Ve
y:: ] 0 | - T ley) ych
: = ' . (Iv-67)
Vou L0 gy ey s
i Ct+1 | I 1o-ryley) 1 L ¢ ]

P =P, P, (IV-68)

avec :

(a )n—1

(a.)n-1

n-2 n-1
1 O, . (o _,) (an_i) (?EE)
LILLE
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qff -1 |
(a,-a.)
j=2 1Y
_1 _
P1
F oy
(¢ ,=a.)
=1 n-1 )
1
. o=

conduit alors 3 la représentation matricielle en fléche :

Xepq = A(et) X, ; (IV-69)
= |
A(a): .
®p-1 Yp-1(8gs @py)
n-1
1 . 1 vy (¢,, T a.)
i n t $=1 1 ]

avec les notations suivantes

n * _:
@(et, M =A%+ ot £ (e,) Sl (IV-T0)
i=1 .
n-1
v; (e A) = - g)(at, ) T (a; - aj)_1 Vi=n1,2,...,0-1 (IV-71)
j=1
J#i
n-1 +
*{n(et, A) = - Z s fT(st) (IV-72)
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et une &tude semblable & la précédente conduit &4 énoncer le théorsme

suivant

Théoradme (IV-6)

(a) Le systime &chantillonné défini figure (IV-1) et

régi par l'équation récurrente scalaire (IV-62) est asymptotiguement

stable s'il existe ! > Q, 3C et des réels distincts ai,Vi = 1,2,..,0~1

tels que 1l'une des conditions (a) et (B) suivantes avec les notations
(IV-70, 71, 72) soit vérirfiée.

(@) (1) 1= ey > 0 Vi=1,2,...,01 (IV-73)

1 n=1 |y, (e 0]

(ii) T-Yn(st, R ai) -z EERrN e' (IV-Tk)
1=1 1=1 1

Ve, x) €'€a$x

t

(g) (i) 0<a,< ...<a . <1 (IV-75)

1) (0 Ple, ey ser Yisa,2,. 00

i (IV-76)
Y (t,x,) €6y« X
n-1
(ii1) - £ oy - fi(e) 30 Vit,x) € TurX (v-77)
i=1
(17) Ple,n s e Viox) e Baxd (1v-18)

1]
(p) Si de plus (1‘3 @— , la stabilité est globale.

Remarque :

Cette forme (IV-69) analogue i celle que nous avons déja
gtudiéedans le cadre des systdmes continus permettrait par applica-
tion des transformations correspondantes d'obtenir des résultats

semblables.
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Exemple (IV-1):

Le schéma du systéme &tudié (figure IV-2) est soumis &
des perturbations caractérisées par P, V P € {P , intervenant

au niveau de la non linéaritd.

L P
| e=0 €+. st
| L. ——a BO 3 NL o
| i+ Ap =

ot figure(IV-2)

Le moteur 4 réguler en position de constante de temps T
situé dans la chalne d'action est précédé d'une non linéarité sans
mémoire, d'un bloqueur d'ordre zéro et d'un échantillonneur de
Dirac. La chaline de retour est définie par un gain unitaire et un

taux de correction tachymétrique ).

Un tel processus admet la représentation scalaire suivante

a1 B Dplegs

\
(@]

+ f1(e P) =

t+2

avec
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£.(e,, ) == (1+D) g+ (e, P) [ T -(t-2)(1-D) ]

P)=De - fle,P) [0~ (t-1)(1-D)]

£ (e N

2% t

En posant

a : paramétre arbitraire, a € gQ+

e) = ey, ©) oy, R [, 7] =0, R Viex ) ¢ TP

f(et,

QP(E

A)

o A% +[ =(14D) + 5., B) [ T-(x-0)(1-D)] ] A

+[p - f*(et, P) [0 -(x-2)(1-D)] ]

L'application du théordme (IV-6-8) conduit & la condition

suffisante de stabilité asymptotique suivante :
il existe €' > O, ?{ et & tels que :

0<a<i1, -Ple ,P,a) » O V(t.xt.P)eZA;BC;CP

~a +(14D) - £~ JB) [T -(x-2)(1-D)]z 0 Y(t, %, 5P) EZHI ?
£8(1-D) 3 ¢' > 0 ¥V (t,x,,P) e %, X P

Ces conditions correspondent & un cas de validité de la

conjecture linfaire pour le systéme &tudié.

IT1-2 SYSTEMES DISCRETS NON LINEAIRES INTERCONNECTES

- - ——— " — - —— - - —————— - ———— —— - ———— -

La généralisation des conditions suffisantes de stabilité
précédentes permet, dans le cas des processus multivariables du type
interconnecté, 1'Blaboration de nouveaux critdres de stabilité pouvant
s'interpréter directement par rapport aux caractéristiques des sous-

systémes composants d'une part et des intéractions d'autre part.
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En effet, considérons par exemple le cas de deux sous-

systémes Si,Vi = 1,2 décrits par :

i . e . .
i i ii i iy 1 .

. . . . .= = 2
cH yt+ni+ (aJ + c; fJ(t, yt))yt+ni-3 0 Y 1,

[
e~ B

1

coupléds 3 partir des coefficients d'interconnexion e, et e

12 21
selon les &quations
2 n‘1
1 111 1 1
Ve * L (a; +c, £ (t, yt) ) Yiun -
1 J=1 1
ﬁ n, ‘ (1Iv-80)
= - 5 c12(t 2) 2
12 . J > Ve! Ygan -J
J=1 2
\. .
' n2
2 2 22 2 2 2
¥ +  (a + 575 (¢, ¥D) ) ¥y s '
t+n2 j=1 J J J t t+n2 J
) (Iv-81)
2
_ . 21 1, 1
§ =7 %o ji1 ¢y (%, V) yt+n1-j

-

En choississant une représentation semblable 3 celle utilisée
pour les systémes décrits par deux 8quations différentielles scalaires,
le processus &tudié peut &tre caractdrisé par une matrice A(.) en
fléche mince généralisée d'ordre (n1 + n2-1) définie par :

i 212
A(.) = (Iv-82)
2000 eyl

avec les notations suivantes

. 1
F,, = diag { ey Bgy ey eees 05 5 e } (IV-83)
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:
Bi 0
(IVv-84)
2
0] BJ-
- ] R.(.,p) (p-a?)
P lmema)) .
8] R(p)  pma) 85 Ry(p) P
1 2
L falR ) (—_‘Pnzu,pwp-aj))
o1 1 e e >
Bi R1(P) p=a. Bj Rg(p) p=a
(IV- 85)
a,=t 1 1 12
-z oy - legref(l)) ep ¢y ()
i=1
n2—1
- ey, c?( ) - E a? - (a? + c?zf?(.)
J=1 i
(1V-86)
n.
o3 1 | ii i B
AT ez (ateettet ()N Wi=a2 (IV-87)
J=1
T - a.j.') ¥Vi=1, (TV-88)
n
2 n_ .
T cl2(,) a2 (IV-89)
=1 J
™ n,.=J
z 2 () A (IV-90)
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1 1 . 2 2 .
as, Bi ,V:L = 1,2,...,n1-1, aJ. et BJ. V J

des paramétres distincts et arbitraires.

1,2,...,0,~1, &tant

2

Posons :
1 1 1 ’(P'“;) .
I85lvs Comg) =l gy ol (Pa (ali), Tey my, el ) (o9

1

Vi= 1,2,...,n1_1

~(p-a°)
2 2 2y _ j
IBjI'Yj("aj) = i( R2(P)

) ol max(IP e, legrypa)] ) (1v-92)
p-aj 2

Yi=1,2, ,n2-1
[ n1—1
1 1 11,1 2
|- 551 a; - (a, + ¢, £,(0) )|+ |- e, ¢4 ( )|
= (1Iv-93)
Y, +n _1(.) = max {
172 n2-1
I_ e C21( )l + l - 5 02 _ (6.2 + 022f2( ) )I
21 1 . 1 1 1
y =1

I1 vient pour le processus considéré et pour la norme

p(zt) définie par :

T
P(Zt) = [ IZH:I’ cees lzn-2,tl , max{ Izn—1,tl , Iznt'}]

2,1 = AL 2, (IV-9L)
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Y5 .a?)
- J
|

J

L'application du théoréme (IV-1) pour le systéme de compa- -

raison (IV-94) dont la matrice caractdristique a ses &l&ments non

négatifs et ses &léments non linéaires isolés dans la dernidre ligne

conduit aux conditions suffisantes de stabilité asymptotique et

globale du processus décrit par (IV-80, 81) &tablies au théordme

(IV-6) suivant

Théorsme (IV-6)

(a) Le systéme discret régi par les &quations aux récurrences

scalaires (IV-80,81) avec les notations (IV-87 -» 93) est asymptotique-

ment stable s'il existe & > O,,DC et des paramétres arbitraires

a; ,V’i = 1,2,...,n1-1 et a? zjfj = 1,2,..., ny~1 vérifiant

1 - |a§| >0 ¥i=1,2

R

L

(Iv-95)
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tels que :
n, -1 1 1 n~-1 2 2
1 v.{.,a.) 2 " y5(.,a%)
1 -y ) o- o 2 - 3 s (IV-96)
n,+n.=1 . 1 . 2
172 1=1 1 —!ail J=1 1—Iaj}

Y (ty,) ¢ T+ X

n
(v) 8i de plus I =q‘?. , la stabilité est globale.

Remarques :

- L'application du thé&oréme (IV-6) précédent ne nécessite

pas la stabilité des sous-systémes S1 et S, régis par (IV-T79).

2
Ceux—-ci peuvent donc &tre instables alors que le processus multi-
variable (IV-80, 81) d&€fini par 1'interconnexion de S, et S,

peut-étre globalement stable.

- Ces considérations peuvent &tre généralisées au cas

du couplage non lin€aire de plusieurs sous-systémes non linéaires.

- Dens le cas d'interconnexion de sous-systémes discrets

du type LUR'E POSTNIKOV, l'utilisation systématique d'une description

intermédiaire du type FROBENIUS devrait ici encore conduire & des

résultats remarquables.
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CONCLUSTON

Les méthodes d'analyse et de synthése des processus discrets
proposées sont basées sur une représentation remarquable des processus

identique & celle retenue pour les processus continus.

Celles-ci correspondent au choix d'une description, repré-
sentation correspondant & une structure hiérarchisée i deux niveaux,
choisie 4 priori : elles permettent, de méme que pour les systémes
continus, de simplifier considérablement le probléme difficile du
choix des fonctions d'agrégation et donc des systémes de comparaison

qui en résultent pour 1'étude de la stabilité.

Les critéres de stabilité &tablis dans ce chapitre sont
de mise en oeuvre simple pour des classes importantes de processus

tels que la matrice caractéristique soit en fléche mince .ou épaisse,
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CONCLUSTON GENERALE

L'analyse des propridtés gfondamentales des sysitimes
complexes hitranchisés continus et discrets a partin des techniques
de majoration basées sun Les noames vectornielles et développées par
BORNE et GENTINA constitue £'une des onientations des trhavaux présentés
dans ce mémoire. i

L'utilisation de La fornme parnticulilre en gL2che powr Les
matriices caractérnistiques des processus Ztudiis peumet d'envisagenr |
de gagon nouvelle L'dtude de La stabilit? des grands sysiimes, en
particulien dans Le cas d'interconnexions.

Cette approche a pemis La détermination de conditions
sugpisantes de stabilit? de mise en ceuvre alsée, et d'interpritation
s4mple par rapport aux caractéristiques des sous-sysiimes composants,
dans Le cas d'un processus muliivariable du type interconnecté. .

Un autre apport de La méthode proposée concerne fa dédini-
tion d'une stwetwie hitranchiste a deux niveaux, choisie & prioni,
peumettant fa détermination immédiate de {onctions d'agrégation
bien adapties a £'Eitude de La stabilit? des processus.

Une application imporntante concerne L'étude des systimes
singulidnement perntunbés poun Lesquels il a etZ possible de comparen
£es pengonmances du processus et du systeme dégénéri, d'ondne
néduit correspondant. '
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L'outil mathématique présent? dans ce mémoire a perumis
par allleuns La déginition d'impontantes classes de processus
pour Lesquels La conjecture LinZaire est vérnifile.

L'utiisation de La "4onme en 4Léche” dans Le cas des
processus discrets semble pouvoir conduire & des nésultats sembla-
bles a ceux obtenus dans Le cas continu : L'approche de La stabilite
alnsd néalisie permet son utilisation en vue de La synthise de
regulations du tupe continu ou discret et c'est dans ce sens que
nous envisageons de poursulivre nos thavaux.
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