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CHAPITRE O 

PROGRAMMATION MATHEMATIQUE 

EN 

NOMBRES ENTIERS 



Nous nous intéressons dans ce travail à la maximisation d'une fonction- 

nelle linéaire de n variables sous contraintes linéaires, les variables 

(ou certaines de ces variables) ne pouvant prendre que des valeurs entières. 

Si les contraintes du problème définissent un polyèdre borné (ce 

qui n'est pas toujours le cas), le nombre de solutions réalisables dans le 

cas entier pur (c'est-à-dire dans le cas où toutes les variables doivent 

être entières) est fini. Ce sera le cas en particulier, des programmes li- 

néaires en variables bivalentes, les variables ne pouvant prendre que deux 

valeurs, O ou 1. Numériquement parlant, pour des valeurs de n relativement 

petites (de l'ordre de 20 ou 301, une énumération pure et simple de ces so- 

lutions, et leur comparaison par rapport à la fonctionnelle à maximiser, 

peut être la méthode la plus rapide. Dans la pratique toutefois il n'est pas 

rare aujourd'hui derencontrgdes problèmes comportant plusieurs centaines 

et même parfois jusqu'à plusieurs dizaines de milliers de variables. Le temps 

nécessaire à l'énumération totale croissant exponentiellement, il est impen- 

sable de résoudre le problème de cette façon. Une modification de cette ex- 

ploration systématique (énumération implicite ou "branch-and-bound" ou 

"séparation et évaluation progressive") tendant à diviser le problème en 

sous-problèmes et à éliminer des sous-problèmes qui ou bien ne peuvent fournir 

aucune solution réalisable ou bien ne peuvent fournir de solution meilleure 

que la meilleure solution connue a été proposée au début des années 60 (voir 

par exemple Land, Doig C231, ou Balas C 1 1) et a été considérablement amélio- 

rée par un grand nombre d'auteurs. Une approche différente dans sa 

conception introduite dès 1958 par GomoryC151 et qui a connu un développement 

important depuis,consiste non pas à "énumérer" les solutions, mais à essayer 

de cerner l'enveloppe convexe des solutions entières réalisables. Deux procé- 

dés en un sens duaux l'un de l'autre, vont l'un préciser séquentiellement des 

contraintes supplémentaires automatiquement satisfaites par les solutions 



entières, approchant de plus en plus précisément l'enveloppe convexe des 

points entiers, l'autre déterminer un ensemble de points entiers réalisables 

parmi lesquels se trouvera nécessairement la solution optimale. Des résultats 

des mathématiques classiques (algèbre, arithmétique) sont utilisés dans les 

deux cas. Sous certaines conditions facilement satisfaites, une convergence 

finie est assurée. Malheureusement aucune borne supérieure du nombre dropé- 

rations nécessaires qui soit une fonction polynomiale de la taille du pro- 

blème n'est connue. Des travaux plus récents (depuis 1972 environ) se sont 

concentrés sur ce problème, et il est fort improbable qutil existe un algo- 

rithme polynomial pour résoudre le problème gén84.d de programmation en nom- 

bres entiers. Il est toutefois possible que pour des problèmes spéciaux 

(knapsack, certains problèmes d'ordonnancement) des algorithmes précis aient 

en moyenne un comportement polynomial. 

Dans certains des articles présentés dans cette thèse, une approche 

mixte est utilisée, combinant une énumération implicite et des méthodes 

algébriques. C'est le cas par exemple pour (Cm 1, ... 1. Dans d'autres articles 

par contre une structure particulière du programme en nombres entiers jus- 

tifiait une étude plus poussée de la configuration des solutions entières 

réalisables (voir par exemple C n 1, [ q 1, C j 1). 

Plusieurs types de problèmes concrets ont soit motivé la recherche soit 

permis a posteriori de vérifier l'intérêt des méthodes proposées. Nous allons 

en décrire trois en particulier. 

Le problème du knapsack (ou de sac à dos) avait été étudié semble-t-il 

systématiquement pourila première fois par Gilmore et Gomory C14I. Ces auteurs 

s'intéressaient à un problème de découpes de rouleaux de papier de longueurs 

données correspondant à descornandes. Il s '  agissait de minimiser les chutes. 

Leur étude a permis à de petites entreprises de réduire les chutes de 6 % 

en moyenne a 3 % en utilisant un ordinateur de petite taille (IBM 1620) et 



de coût faible. Ils utilisaient un programme linéaire de grande taille dont 

les colonnes n'étaient pas stockées à priori mais engendrées lorsqu'elles 

étaient intéressantes, c'est-à-dire lorsqu'elles étaient candidates à entrer 

dans la base. Le sous-problème correspondant pouvait se formuler comme un 

problème de sac-à-dos, du type : combien d'objets de quelstypes doit-on 

placer dans le sac-à-dos, étant donné leur volume et le volume de sac-à-dos, 

de façon à maximiser la "valeur totale du contenu" ? Maints problèmes de 

chargement et de budgetpeuvent se formuler de façon analogue. Lorsque les 

objets n'existent qu'en un exemplaire etqu'il stagit de les choisir ou de 

les exclure, on parle de "knapsack bivalent". 

Un autre type de problème est le problème d'implantation avec charges 

fixes. Un réseau consiste en des sommets donnés et des sommets possibles, 

et des arcs potentiels allant des uns aux autres. Souvent il s'agit d'usines 

ou d'entrepôts possibles et de clients donnés. Il peut aussi s'agir d'or- 

dinateurs et de terminaux, ou de connections à placer sur des circuits 

imprimés, par exemple. Le choix d'un emplacement est d'habitude coûteux, 

il y a une "charge fixe" correspondant à l'ouverture d'une usine ou 

l'implantation d'un ordinateur. Les sommets existants ont une certaine 

demande connue, et ce peut être par exemple un certain volume de communica- 

tion ou un certain nombre de tonnes de tel ou tel produit. Le coût du trans- 

port ou de l'acheminement du produit est proportionnel à la quantité trans- 

posée. Suivant les cas, il s'agit d'un problème avec ou sans capacités. Les 

l'~~ur~es'' (usines, entrepôts, ordinateurs) peuvent avoir une disponibilité 

maximale finie ou infinie, et les arcs (moyens de transport : camions, trains, 

ou lignes téléphoniques) peuvent aussi avoir une capacité maximale finie. 

On parlera suivant les cas de problème d'implantation simple (sans capacité) 

ou avec capacités. Dans tous les cas, il s'agit de minimiser le coût total 

d'implantation et de transport par rapport à toutes les solutions possibles. 

Le troisième problème est un problème de chaine de production. Un certain 

type de produit fini peut être fabriqué à partir d'un certain stock de pièces 

détachées. Il doit avoir certaines caractéristiques techniques et on cherche à 

déterminer le choix optimal des pièces conduisant à un bon produit de coût mi- 

nimal. Un tel problème contient en général un grand nombre de contraintes de 



choix mult iples : un nombre p lus  ou moins grand de p ièces  de c a r a c t é r i s t i q u e s  

vois ines  peut ê t r e  cho i s i  pour une fonction donnée, mais son choix se ra  l i é  

au choix d ' a u t r e s  pièces remplissant  d ' au t res  fonct ions ,  e t c . . .  . 11 e s t  

fréquent  d ' avo i r  p lus ieurs  m i l l i e r s  de p ièces  poss ib les ,  donc p lus ieu r s  

milliers de va r i ab les  b ivalentes .  Ces problèmes de grande t a i l l e  sont  souvent 

t r è s  d i f f i c i l e s  à résoudre avec l e s  codes standards de programmation en nombres 

e n t i e r s  mais les techniques que nous avons proposées dans h,tl, ... C w 1 par  
exemple se  r évè len t  t rès e f f i c a c e s  pour ces problèmes. 

Les d i f f i c u l t é s  rencontrées dans l a  programmation en nombres e n t i e r s  

son t  de p lus ieu r s  ordres.  D'une p a r t ,  l e s  r é s u l t a t s  de l ' a n a l y s e  c lass ique  

concernant les extremas l i é s  ne s 'appliquent  plus. En un sens,  tous  l e s  po in t s  

e n t i e r s  r é a l i s a b l e s  d'un programme e n t i e r  pur sont  des  extremas l i é s  locaux, 

pu i squ ' i l  n ' e x i s t e  dans des voisinages c h o i s i s  suffisamment p e t i t s  aucune a u t r e  

s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  e t  a  f o r t i o r i  aucune so lu t ion  r é a l i s a b l e  meil leure au sens 

de l a  fonction à optimiser.  Malheureusement c e c i  implique qu'aucune analyse 

basée sur  des gradients  ou même des  sous-gradients ne s 'appl iquera  à ces  pro- 

blèmes. On ne connaît même pas de condi t ions  nécessa i res  e t  s u f f i s a n t e s  d'op- 

t i m a l i t é  qui  permettent de v é r i f i e r  à p o s t e r i o r i  l ' o p t i m a l i t é  ou l a  non-optima- 

l i t é  d'une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e ,  e t  ce même en présence de fonc t ions  ayant tou tes  

l e s  "bonnes" p ropr ié t é s  de convexité e t  de d é r i v a b i l i t é .  La seu le  condit ion 

nécessa i re  nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  que l ' o n  puisse u t i l i s e r  (mais qui  n ' e s t  

pas u t i l i s a b l e  pratiquement) e s t  que la  so lu t ion  optimale e n t i è r e  e s t  également 

l a  so lu t ion  optimale (en continu) du programme mathématique d é f i n i  su r  l 'enveloppe 

convexe des p o i n t s  e n t i e r s .  Cette  enveloppe convexe, t o u t e f o i s ,  n ' e s t  en généra l  

pas connue a p r i o r i  e t  sa détermination de f a i t  ne fa i t  que remplacer l e  problème 

i n i t i a l  par un problème t o u t  a u s s i  complexe. 

Les techniques d'analyse diophantienne se  sont  révélées  décevantes dans 

l e  cadre de l a  programmation en nombres e n t i e r s .  Un programme l i n é a i r e ,  

continu ou e n t i e r ,  comporte toujours  des i n é g a l i t é s ,  f au te  de quoi  l e  problème 

a s o i t  une so lu t ion  t r i v i a l e  s o i t  une so lu t ion  i n f i n i e .  On peut donc toujours  

s e  ramener à un système de con t ra in tes  d é f i n i  d'une p a r t  par  des équations 

e t  d ' au t re  p a r t  par  des condit ions de s igne  sur au moins c e r t a i n e s  des var ia-  

b l e s .  On s a i t  résoudre un système d 'équations l i n é a i r e s  en v a r i a b l e s  e n t i è r e s ,  

mais on ne s a i t  pas comment t r a i t e r  en p lus  des condit ions de s igne ,  



ou,plus exactement,le problème redevient  combinatoire en fonct ion  de c e r t a i n s  

paramètres, e t  n ' e s t  donc pas r é so lu  pour au tan t .  Comme il a é t é  mentionné 

précédemment, il semble t r è s  peu probable q u ' i l  s o i t  poss ib le  de résoudre 

l e  problème généra l  de programmation mathématique en nombres e n t i e r s  à l ' a i d e  

d'un algorithme exact  polynomial. Nous a l l o n s  résumer rapidement l t é t a t  des 

connaissances en ce domaine (C221). I l  n 'y  a qu'une façon p r é c i s e  de d é f i n i r  

ce qu ' e s t  un algorithme, à savo i ryen  u t i l i s a n t  une machine de Turing. Tous 

l e s  e s s a i s  in fo rmat iqugv i san t  à d é f i n i r  formellement un algorithme ont  

jusqu'à présent  débouché s u r  des d é f i n i t i o n s  équivalentes à c e l l e  u t i l i s a n t  

une machine de  Turing. Celle-ci  e s t  malheureusement longue e t  peu é légante ,  

e t  l a  t e n t a t i o n  e s t  grande d ' ê t r e  un peu moins rigoureux. Nous obtiendrons 

a ins iune  expositionplus simple e t  p lus  access ib le  aux non-informaticiens. 

Cook en 1971 pu i s  Karp en 1972 fu ren t  à l ' o r i g i n e  de c e t t e  branche de l a  

programmation mathématique consacrée à l a  complexité des algorithmes. Consi- 

dérons l e  problème suivant  : 

PDD 

décider  s i  P e s t  vide, 

où P = {s E S 1 s a une c e r t a i n e  "propriété bien définie1 ')  

e t  S e s t  un ensemble f i n i  quelconque ( 1 S 1 < +col. 

PDD e s t  un "~rob lème  de - décision - discre t f1 .  Un ~ o ~ e  po&noniae s e r a  un 

algorithme dont l e  nombre d 'étapes est une fonction polynomiale de l a  longueur 

de l a  s u i t e  des données. Edmonds en 1965 f u t  l e  premier à appeler  de t e l s  

algorithmes de l'bons" algorithmes. On d é f i n i r a  Pcomrne l 'ensemble des problè- 

mes PDD qu i  peuvent s e  résoudre à l ' a i d e  d'un algorithme polynomial t a n d i s  

queNPsera l 'ensemble des problèmes PDD qui  peuvent ê t r e  r é so lus  par  un algo- 

rithme énumératif ou arborescent  où l a  profondeur de l ' a r b r e  de recherche 

e s t  une fonct ion  polynomiale de l a  dimension (de l a  longueur des  données) 

du problème. Le nombre d 'étapes d'un algorithme pour un problème NP e s t  une 

fonction exponent ie l le  de l a  dimension du problème. Parmi l e s  problèmes de NP, 

c e r t a i n s  sont  appelés NP-compleb. Le problème de l a  s a t i s f a i s a b i l i t é  des 

expressions booléennes e s t  NP-complet. D'autre p a r t  presque tous  l e s  problèmes 



de cliques, de circuits hamiltoniens, de l'arbre de Steiner, du nombre chro- 

matique, le problème du commis voyageur, le problème général de recouvrement ; 

le problème de knapsack,, le problème général de programmation mathématique 

entière, sont tous NP-complets. Si un algorithme polynomial existe pour l'un 

quelconque d'entre eux, alors tous les problèmes NP-complets et a fortiori 

tous les problèmes deNP doivent admettre des algorithmes polynomiaux, et 

on aurait donc alors P NP. En dépit de recherches extensives depuis dix 

ans, on nJa toujours aucune idée de la façon de répondre à la question : 

est-ce que NP c P ? (on sait bien sur que P c NP). Il y a donc peu d'espoir 

d'être capable de concevoir des algorithmes polynomiaux pour résoudre les 

problèmes NP-complets. On a alors le choix entre des algorithmes polynomiaux 

approchés (ou sous-optimaux), etdes algorithmes exacts mais exponentiels. 

On désignera par "heuristique" un algorithme approché qui fournit une solution 

(pas forcément optimale) réalisable que l'algorithme lui-même ne peut pas 

améliorer. 

Les chapitres suivants décriront des techniques de résolution (exacte 

ou approchée) et présenteront une étude systématique de la structure (non 

totalement explorée) de certains polyèdres enveloppes convexes des points 

entiers pour des problèmes spéciaux. Il semble en effet que ce ne soitguère 

que pour certains problèmes à structures particulières (problème du voyageur 

de commerce, d'implantation simple, de knapsack) que cette enveloppe convexe 

puisse être étudiée avec succès. 



Si A c C, 

B c C, 

alors A\B = Ix E A 1 x k B), et I A l  est le nombre d'éléments de A. 

Si x E ni", on appellera également x la matrice-colonne des composantes 
n 

de x par rapport à la base canonique de IR . Si x E nim", il peut être plus 
pratique de représenter x par une matrice à m lignes et n colonnes et de 

considérer x comme une variable indicée à deux indices 

x = Cxij 1 , i = 1 . .  m ,  et j = 1 . .  n par exemple. 

ème 
Si x E IRn, xi désigne la i composante de x par rapport à la base 

canonique de lRn. 

On désigne par f(X,Y) l'ensemble de toutes les applications linéaires 

de l'espace vectoriel X dans l'espace vectoriel Y, et mn)* sera fmn, IR). 

Si f E OR")*, on appellera également f la matrice ligne des composantes 
i ème de f par rapport à la base canonique de CR")*, et f désignera la i 

composante. 

Si A E fmn, IRm) , on appellera également A la matrice à m lignes et n 

colonnes des composantes de A par rapport aux bases canoniques de (IRn)* 
m et de IR respectivement. 

Si les lignes de A sont indicées par L et lescolonnes par K, et si 

1 c L et J c K, on appellera la sous-matrice* de A dont les llgnes sont 1 
indicées par 1 et les colonnes par J. 



On appellera Î l'ensemble L U  et 5 l'ensemble KU. On écrira A(L K). 

y !! b y et b indicés par L, 1 c L. 

signifiera que [ YI bI 

Si I=L, y f b est équivalent à y r b. 
Si I= 0, y 4 b est équivalent à y = b. 

Si a est une fonction de lRn dans 3Rm, on appellera a(x) l'image par a de 

x E IR: de même que la matrice-colonne correspondant à a(x) a IRm, et on notera 
ème ai(x) sa i composante. 

Nous utiliserons le signe O pour marquer la fin d'une démonstration. 

Z désignera l'ensemble des entiers relatifs et 

N désignera l'ensemble des entiers naturels. 

Si a €IR, on notera La] le plus grand entier inférieur ou égal à a, 

et Ta1 le plus petit entier supérieur ou égal à a. 

Si a E 2, on a donc a = LaJ = ral. 

a , b ~  N, (a,b) est le PGDC de a et de b. 

* P ( I )  est l'ensemble des sous-ensembles de 1. 

*Le symbole signifie ut Qat ( ~ W L  dE&nLtXon) à. 

Etant donné un programne linéaire 

(LP) ~ax{fx 1 Ax = b, x 2 O), A(L K) 

soit B une base,(clest-à-dire B c K et I B I  = IKI, et B 
A est 

inversible) . 



On posera 

On a a l o r s  pour tou te  solut ion r é a l i s a b l e  x de (LP) les r e l a t i o n s  

suivantes 

S i  on considère un programe mathématique 

- 
on notera  Z(P) (ou parfois  z5P)) l a  valeur  de ce minimum, f i n i e  ou i n f i n i e ,  

e t  on 1' appel lera  0)ltimum de ( P ) . 

a l b  s i g n i f i e  que a d iv i se  b 
a,b E N. 

a t b  s i g n i f i e  que a ne d iv i se  pas b 

S i  a est une fonction continuement d i f fé ren t i ab le  de IRn dans fl, on 

notera va(#) son gradient  en # E IRn 
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CLASSIFICATION 

On peut ,  indépendamment des algorithmes u t i l i s é s  pour résoudre des 

programmes mathématiques. en nombres e n t i e r s ,  regrouper l e s  Xechnique6 de ké60- 

w o n  en deux grandes c l a s s e s  : l e s  r e l axa t ions  e t  l e s  sondages. 

Une 'lk&axationll cons i s t e ra  à remplacer un problème ou un sous-problème 

en nombres e n t i e r s  par  un problème re laché ,  dans l eque l  l e  domaine des solu- 

t i o n s  r é a l i s a b l e s  con t i en t  l e  domaine e n t i e r  e t  dans l e q u e l  l a  fonction écono- 

mique (à minimiser par  exemple) e s t  in fé r i eu re  ou égale  sur l e  domaine e n t i e r ,  

à l a  fonction à minimiser du problème en e n t i e r .  S i  par  exemple l e  problème 

en e n t i e r  s e  formulai t  

Min { f (x )  1 x E E) 

l e  problème re laché  p o u r r a i t  s ' é c r i r e  

Min {g(x) 1 x E D) 

Un "sondage" cons i s t e ra  par  con t re  à p a r t i r  d'un problème donné ( e n t i e r  

ou re laché  suivant  l e s  c a s )  à "sonder" s o i t  l ' e x i s t e n c e  de solu t ions  e n t i è r e s  

mei l leures  que c e l l e s  dé jà  connues, s o i t  l ' ex is tence ,  l a  s t r u c t u r e  ou l a  confi-  

gura t ion  des so lu t ions  r é a l i s a b l e s  e n t i è r e s .  

Nous a l l o n s  passer  en revue rapidement les d i f f é r e n t s  types de re l axa t ions  

ou de sondages que nous avons u t i l i s é s  dans l e s  a r t i c l e s  c i t é s  en référence ,  e t  

l e s  déc r i r e  de façon uniforme, 



Nous considérons dans ce  chap i t r e  l e  programme l i n é a i r e  en nombres e n t i e r s  

mixte suivant  : 

(PE) : Min{fx + gy 1 Ax + By I d ,  x r O ,  y 2 O e t  e n t i e r }  

e t  l e  programme l i n é a i r e  en nombres b iva len t s  mixte 

(PB) : Min{fx + gy 1 Ax + By s d,  x 2 O ,  y 2 O e t  b iva lent )  

En f a i t  PB peut ê t r e  considéré comme un cas  p a r t i c u l i e r  de PE e t  à moins que 

nous ne voulions considérer  que l e s  problèmes b iva len t s  ( v o i r  1.3.1.4 par  exemple), 

nous ne mentionnerons que (PEI .  

RELAXAT 1 ONS 

Les d i f f é r e n t s  problèmes re l achés  que l ' o n  peut a s soc ie r  à un problème 

en e n t i e r  donné d i f f è r e n t  l e s  uns des a u t r e s  s o i t  par  l e u r s  domaines, s o i t  par  

l e u r s  fonctions économiques. Nous avons u t i l i s é  en p a r t i c u l i e r  : 

1 . 2 . 1  RELAXATION EN CONTINU 

Ce problème re laché  (PC) ignore l e s  condit ions d ' i n t é g r a l i t é  sur l e s  

va r i ab les ,  e t  e s t  donc un programme l i n é a i r e  c lass ique .  S i  une de s e s  so lu t ions  

optimales e s t  e n t i è r e ,  e l l e  e s t  a u s s i  so lu t ion  du problème en e n t i e r .  Toutefois ,  

à moins que l a  matr ice des con t ra in tes  ne s o i t  totalement unimodulaire, on n ' a  

en généra l  aucune assurance que l a  r é so lu t ion  du programme continu fournisse  

une so lu t ion  e n t i è r e .  On peut néanmoins analyser  l e  tableau s impl ic i a l  optimal 

e t  en déduire un c e r t a i n  nombre d'informations concernant l e  problème e n t i e r  : 

- l'optimum en continu e s t  une borne i n f é r i e u r e  de l'optimum 

en e n t i e r .  

- l e s  composantes hors-base du vecteur c r i t è r e  de candidature 

peuvent ê t r e  u t i l i s é e s  pour ca lcu le r  des pEn~&Aéb,ou mesures de l 'accroissement 

de l'optimum e n t i e r  par  rappor t  à l'optimum continu s i  l e s  va r i ab les  hors base 



correspondantes prennent des valeurs entières non nulles dans la solution 

optimale en entier. Dans C s 1, nous avons montré comment il était parfois 

possible de combiner ces pénalités avec des contraintes logiques (voir 

I.3.L4) pour en déduire des bornes plus fortes pour la fonction économique. 

Le problème relaché en continu peut parfois être utilisé pour résoudre 

le problème en entier, bien que la matrice des contraintes ne soit pas totale- 

ment unimodulaire. Il a été prouvé par Balas et Padberg [: 21 quelesproblèmes 

de partionnement 

(PP) : Min fx 

Ax = e 

ont la propriété suivante : 

M e  toute s o U o n  &éaeidab&e entieire de ( PP) et .toute s o U o n  
optimate d h e  de (pp), il e d t e  un chenth pas& uniquement pm d e s  
s o m m ~  m m  u o d i n s  ta que 5 z  d o n ~ n  éconanrique nt augmente p u  d'un 

sommet au somnet s&ivcrnt. 

Ce résultat fournit donc un critère dloptimalité (ce qui est rare en pro- 

grammation en nombres entiers) : 

s i  un sommet entim de la mtuxation contoute de (pp) a toua ses 
sommets uo&& q u i  sont s o d  6hactianncu/Les, aoLt wûim maib sa2Lctement 

moins bons au hens de ta 6onaXon économique, ce somnet e n t i m  e6.t ~ o W o n  

op.Chute de (pp). 



Un sommet entier ne correspond toutefois pas en général à une base unique, 

ces problèmes étant fortementdégénérés. De façon à identifier des sommets 

entiers voisins, on peut être amené à exécuter des changements de base dégéné- 

rés sur des composantes p o ~ ~ v e 6  du vecteur critère de candidature. Ceci 

revient à dire qu'il est illusoire de compter sur la méthode simpliciale 

pour résoudre ces problèmes. 

Nous avons néanmoins essayé d'utiliser ces résultats pour résoudre des 

problèmes d'implantation sans capacités à l'aide de la relaxation en continu. 

Nous avons montré dans Cq 1 comment associer des bases triangulaires aux 

sommets entiers de ces problèmes, ce qui permet de faire tous les calculs sous 

forme implicite (le tableau simplicial complet n'étant alors pas nécessaire). 

Tant que des changements de base améliorant la fonction économique et conduisant 

à des solutions entières sont possibles, on progresse comme dans la méthode 

simpliciale. Nous nous sommes toutefois limités à des pivots égaux à 1. Ceci 

garantissait que la base suivante serait unimodulaire. Il peut cependant arri- 

ver qu'une base unimodulaire ne soit pas triangulaire. On ne peut alors pas 

continuer les calculs sous forme implicite (on pourrait peut-être adapter la 

méthode des paramètres pour continuer les calculs malgré tout C 19 1). Il est 
possible à priori que des pivots différents de 1 conduisent à des solutions 

entières, mais il s'agit là également d'un cas où les calculs ne peuvent 

être conduits sous forme implicite. Or les dimensions du programme linéaire 

associé à un problème d'implantation deviennent vite supérieures aux capacités 

de calcul. Un problème avec m usines et n clients conduit à mn+n contraintes 

et 2 mn t m variables. Un problème (relativement) petit ayant 50 usines et 

200 clients aura donc 200 x 50 + 200 = 10200 contraintes et 
2 x 200 x 50 t 50 = 20050 variables et une matrice de base sera donc d'ordre 
10200. L'intérêt du calcul implicite est évident lorsqulon sait qu'il suffit 

alors de calculer des tableaux (50 x 200). 

1.2.2. RELAXATION LAGRANGIENNE 

Etant donné un problème du type 



L y 2 O ,  e n t i e r  

Min f x  + gy 

on considère l e  problème de Lagrange 

. 

Min fx  + gy + u (ex  + 6 y  - 6 )  

A x + B y s d  
C x + D y s h  

où u est un vecteur  l i g n e  de dimensions convenables, p o s i t i f  ou nu l ,  donné, 

(PR(u)) est b ien  une re l axa t ion  de (PEI, ca r  

2" ~ W L  t e  domaine de (PE) ,  puisque u r O,  îu donation éconoinique de PR(u) 
ut indéhieue ou égclee à c&e de (PEI : 

U ~ O  - - 
=> u . (Cx + Dy - h)  S O 

E x + o , s h .  

Dans C131, Geoffrion a montré que l e  maximum par  rappor t  à u p o s i t i f  ou nul  

de l'optimum de PR(u) f o u r n i s s a i t  une boGne i n f é r i e u r e  de l'optimum de (PEI, 
b w ' ,  

au moins a u s s i  bonne que l'optimum du probleme re laché  en continu. S i  on 

appe l l e  Z(u) l'optimum de PR(u), l a  fonction Z(u) n ' e s t  malheureusement pas 

continûment d i f f é r e n t i a b l e  par  rappor t  à u. On ne peut donc pas résoudre 

Max Z(u) 

U ~ O  



par une méthode basée sur des  gradients .  On peut t o u t e f o i s  u t i l i s e r  des  méthodes 

de sous-gradients. Ces méthodes sont  cependant un inconvénient majeur, qu i  e s t  
k 

que l a  s u i t e  Z(u ki1,2., 6 Ù  k e s t  l e  numéro de i ' i t é r a t i o d ,  n ' e s t  pas  mono- 

tone non décroissante. S i ,  d ' au t re  p a r t ,  l a  so lu t ion  optimale de l a  r e l a x a t i o n  

en continu de PR(u) e s t  nécessairement e n t i è r e  (on d i t  a l o r s  qu'on a l a  

"propr ié té  d ' i n t é g r a l i t é n )  l'optimum de (Dl e s t  é g a l  à c e l u i  de l a  r e l axa t ion  

en continu : Z(D) = Z(PC). 

S i  l e  nombre de con t ra in tes  de (PEI e s t  t r è s  grand, il peut quand même ê t r e  

in té ressan t  de résoudre (D) p l u t ô t  que (PEI, s u r t o u t  s i  l a  résolu t ion  de  (PR(u)) 

e s t  très simple. Nous u t i l i s o n s  dans C V I  une r e l a x a t i o n  Lagrangienne pa r t i cu -  

l i è r e  du problème d ' implanta t ion  à p lus ieur s  niveaux, à l ' a i d e  de va r i ab les  

duales provenant, non d'un algorithme de sous-gradient,  mais de so lu t ions  duak 

r é a l i s a b l e s  d'une re l axa t ion  en continu- e n t i e r  du.problème d'implantation. 

1 . 2 . 3 .  RELAXATION EN CONTINU-ENTIER. 

S i  on a joute  aux con t ra in tes  du problème re laché  en continu (PC) des  

con t ra in tes  "valides", c 'es t -à-d i re  des  con t ra in tes  s a t i s f a i t e s  par  t o u t e s  

l e s  so lu t ions  r é a l i s a b l e s  e n t i è r e s  du problème en e n t i e r ,  on ob t i en t  une 

re l axa t ion  (PCE) p lus  f o r t e  que l a  r e l axa t ion  en continu. Ces con t ra in tes  

va l ides  seront  c a r a c t é r i s é e s  p l u s  en d é t a i l  dans l a  sec t ion  iI.3 1 por tan t  s u r  

l e s  sondages, On aura  donc en généra l  les i n é g a l i t é s  su ivantes  : 

S i  on connaît en ou t re  une so lu t ion  r é a l i s a b l e  du problème en e n t i e r  e t  
* 

si on appel le  Z l a  valeur correspondante de l a  fonct ion  économique de (PEI, 

on aura  a l o r s  un encadrement de  Z (PEI par  l a  va leur  du problème re laché  d'une 
* 

p a r t  e t  par  Z d 'au t re  pa r t .  On appel lera  é& de &&iAé l a  va leur  Z(PE) - Z(PR) 



* 
et é m  k~û~tL6 la valeur -Z(PR), où Z(PR) est la valeur du problème relaché 

choisi,>eauvent (PCE) ou (DI. z* 

Un cas particulier intéressant de contraintes valides est le cas des facettes 

de l'enveloppe convexe des solutions entières du problème (PC) , ou encore des 
solutions réalisables de (PE). En effet si on connaissait toutes ces facettes 

il suffirait de résoudre le programme linéaire (PCE) pour obtenir l'optimum de 

(PEI. 

En général ces facettes sont très difficiles à déterminer et leur nombre 

peut étre tellement élevé que leur génération serait plus coûteuse que la réso- 

lution de (PE) par une méthode standard. L'introduction itérative de facettes 

intéressantes et la résolution du problème (PCE) correspondant s'est révélée 

pratiquement très efficace pour le problème du voyageur de commerce C17, 181. 

Nous avons montré dans Cx 1 que pour le problème d'implantation simple, pour 
- - 

certaines fonctions économiques, l'écart relatif Z(PE)-Z(PC) pouvait étre infini- 

1 
Z(PE) 

ment proche de - Nous montrons un résultat similaire dans l'annexe A pour le 
2 

problème d'implantation avec capacités. Pour le problème d'implantation simple, 

nous avons montré comment une seule facette pouvait rendre nul l'écart de dualité. 

1 . 2 . 4 .  R E L A X A T I O N  DE BENDERS 

Si on réécrit (PEI sous la forme 

on a aussi 

Z(PE) = Min i&$'t~ax(u(-at8j') ldtb0, -0)) 



= t i n  {z 1 z>%+~ax {-u(a-%Y> , avec 
y-, e n t i e r  ua R 

'L 'L'L 

u d i rec t ion  d ' i n f i n i t u d e  de R t e l l e  que u(d-By) 2 O ou u sommet de R) 

'L 'L 'L 

où R = (u 1 UA + f  2 0,  u 2 0 )  e s t  indépendant de y. 

S i  l ' o n  a déterminé ( a )  un c e r t a i n  nombre de d i r e c t i o n s  d ' i n f i n i t u d e  d e  
'L'L'L 

R t e l l e s  que u(d-By) 2 O ,  s o i t  par  exemple {u 
Z a K  

1 ( b )  un c e r t a i n  nombre de sommets de R ,  s o i t  {u ) 
leL' 

l e  problème 

'L'L 1 'L'L'L 
(BR) Min {z\zrgy - u (d-By), V 1  E L) 

yro ,  e n t i e r  k 'L'L'L 

u (d-BY) r O ,  Vk E K 

e s t  une re l axa t ion  de Benders de (PEI. 

C'est une re l axa t ion  un peu spéc ia le ,  en ce sens que l e  domaine de (BR) 
'L 'L ZI 

e s t  dans l ' espace  de (z ,y)  au l i e u  d ' ê t r e  dans l ' e space  de (x,y) .  On peut admet- 

t r e  q u ' i l  s ' a g i t  malgré t o u t  d'une r e l a x a t i o n  pour l e s  r a i s o n s  suivantes  
'L (1) a f i n  qu'un y puisse  appar ten i r  au domaine de (PEI, il f a u t  qu'on pu i s se  l u i  

'Il 'L 'Il 
associer  au moins un x t e l  que (x,y)  v é r i f i e  g+@ r 8. Ceci ne s e r a  poss ib le  

que s i  

'L 

(2  
'Il 'L 

a f i n  qu'à un y on pu i s se  associer  un x t e l  que l a  so lu t ion  (x ,y)  s o i t  

r é a l i s a b l e  e t  fourn i s se  une valeur pour l a  fonct ion  économique mei t leure  qu'une 

valeur z cho i s i e  à p r i o r i ,  il fau t  que 



C e s  condit ions sont  nécessa i res ,  mais non su f f i san tes ,  s i  on n 'a  pas dans u K 

les d i r e c t i o n s  d ' i n f i n i t u d e  de R ou dans uL au6 s e s  po in t s  extrêmes. 

C'est  en ce  sens seulement que l ' o n  peut p a r l e r  de "relaxation". 

Dans C 41,  Benders a  proposé un algorithme i t é r a t i f  q u i  à chaque i t é r a t i o n  

engendre s o i t  un nouveau sonmiet u1 s o i t  une nouvelle  d i r e c t i o n  d ' i n f i n i t u d e  u k 

de R, conduisant a i n s i  à une s u i t e  de problèmes re l achés  q u i  s e  rapprochent de 

p lus  en p lus  du proklème PE. Dans C91 nous avons montré comment l e  part i t ionnement 
* 'L 'L 

du vecteur [y] en [J suivant  que l ' o n  c h o i s i t  x = x ou x = y ,  conduit à des r e l a -  

xa t ions  d i f f é r e n t e s  e t  à des  algori thmes de comportements d i f f é r e n t s  pour l e  pro- 
'L 'L 

blème d'implantation simple. Le choix usuel  de y = y e t  x = x conduit à ce que 

l ' o n  peut appeler  un W o n n e m u d  di.&&&. Par con t ras te  nous appelons pcW.i- 
'L 'L 

~onnem& h u m e  c e l u i  q u i  pose y = x e t  x = y. I l  e s t  poss ib le  a l o r s  que pour 

c e r t a i n s  problèmes, on puisse  o b t e n i r  y e n t i e r  sans  l ' imposer explici tement.  

Dans [m l, les condi t ions  (B ) e t  (B ) ont é t é  systématiquement exp lo i t ées  
1 2 

pour des sondages, comme nous l e  verrons p lus  l o i n .  

I , 3 ,  SONDAGES 

Nous reprenons dans c e t t e  p a r t i e  t o u t  ce  q u i  a t r a i t  à l a  s t r u c t u r e  des  

so lu t ions  e n t i è r e s  r é a l i s a b l e s ,  à l 'enveloppe convexe des  so lu t ions  e n t i è r e s  

r é a l i s a b l e s ,  e t  à l ' é c a r t  e n t r e  l'optimum e n t i e r  e t  l'optimum des d i f f é r e n t s  

problèmes relachés.  Nous passerons en revue en p a r t i c u l i e r  les coupes f r ac t ion-  

n a i r e s  de Gomory e t  de Gomory e t  Johnson, l e s  i n é g a l i t é s  préférées  en va r i ab les  

b iva len tes  ou e n t i è r e s ,  l e s  i n é g a l i t é s  de Benders, e t  nous déf in issons  d'une 

façon générale les con t ra in tes  addi t ionnel les .  Nous vermnsensui te  comment cer- 

t a i n e s  d ' en t re  e l l e s  peuvent ê t r e  u t i l i s é e s  dans des  méthodes heur i s t iques  qui  

t e n t e n t  de mettre en évidence des  so lu t ions  r é a l i s a b l e s  e n t i è r e s .  

1 . 3 . 1 .  CONTRAINTES FILTRANTES 

I 

Etant  donné un problème 

PE : Min {fx  + gy 1 AX + ~y s à ,  x r O,  y 2 O, y e n t i e r }  



on s'intéresse maintenant à des conditions du type 

où 6 = O ou 1, où z* est la meilleure valeur connue de la fonction économique 
pour une solution entière, et où (A) doit être réalisée pour qu'une solution 

(x,y) soit réalisable pour (PE) et/ou fournisse une valeur de la fonction écono- 
* 

mique meilleure que z . Une telle contrainte (A) est dite "filtrante" 
(C241 utilise une idée analogue) car elle ne "laisse passerf1 que des solu- 

tions qui a priori peuvent être intéressantes. Bien sûr il ne s'agit en général 

que de conditions nécessaires et non suffisantes, soit de réalisabilité, soit 

d'amélioration de la fonction économique. 

1.3.1.1. Contraintes additionnelles valides et strictes. ............................................... 

Parmi les contraintes filtrantes, celles qui sont nécessaires pour que 

(x,y) soit solution réalisable de (PEI seront appellées w ~ U  d&tiun- 

n&eb. On les appelle aussi "valides" dans la mesure où on peut les ajouter 

à n'importe quelle relaxation de (PE) et obtenir une autre relaxation "valide1'. 

Elles sont strictes si elles éliminent certains points (non entiers, bien enten- 

du) de la relaxation utilisée (bien souvent la relaxation en continu). Dans II, 

nous étudierons comment on peut engendrer de telles contraintes b d u  
wnthuntU hd%&L6 du problème. Ceci est intéressant lorsque le problème a 

une structure particulière dont on peut tenir compte. Pour des problèmes sans 

structure au contraire on a souvent intérêt a les engendrer à partir d'un 

tableau simplicial optimal de (PC) (1.3.1.2) ou d'un problème de Benders (1.2.4, 

et 1.3.1.3). 

Lorsque l'on résoud un problème relaché de (PEI, soit par exemple (PC), 

et que la solution de (PC) a des composantes fractionnaires alors qu'elles 

auraient dû être entières, une analyse détaillée des contraintes correspondantes 

relatives a cette base optimale permet d'écrire des inégalités qui sont des 
conditions nécessaires d'intégralité de ces composantes. Ces conditions n'étant 

pas satisfaites par la solution optimale de (PC), on peut les ajouter au tableau 

optimal de (PC), on obtient ainsi un problème de type (PCE) que l'on résoud à 



nouveau. On peut répéter le processus tant que la solution optimale de (PCE) 

est non entière. Souscertaines conditions, le procédé doit converger en un 

nombre fini d'itérations. En fait, ce nombre fini peut être très grand et les 

erreurs d'arrondi s'accumulant lors des calculs peuvent conduire 3 des solu- 

tions erronées si l'on ne prend pas suffisamment de précautions lors du trai- 

tement numérique. Nous avons mis au point un système interactif en APL qui 

procède de la façon suivante : 

1) Résoudre (PC) à l'aide de la méthode simpliciale. 

1 )  Soit 1 = {i 1 xi variable de base est fractionnaire dans la solution 
optimale de (PC) 1.  

Si 1 = 8 ,  fin. 

Si 1 r 0, aller en III. 

III) Engendrer une coupe de Gomory-Johnson pour chaque ligne i E 1. Ajouter 

toutes ces coupes au tableau simplicial optimal qui devient primal-non 

réalisable mais reste dual-réalisable, c'est-à-dire optimal. On obtient 

un problème (PCE). 

IV) Résoudre (PCE) par la méthode dual-simpliciale. Eliminer de (PCE) toutes 

les coupes de GomoryJohnson dont les variables d'écart appartiennent à 

la base optimale de (PCE). Aller en II. 

Cet algorithme suit l'ordre habituel des opérations correspondant à ltaddition 

de coupes de Gomory. Toutefois souvent dans l'utilisation de coupes deGomory 

on n'ajoute qu'une coupe à la fois, soit celle correspondant à la variable de 

base xi dont la partie fractionnaire xi - Lx.J est la plus grande (voir~omor~ 
1 

C151) soit celle qui est la plus éloignée d'un entier (celle pour laquelle 

Min(x.-Lx. J ,  rx.1-xi) est maximum). 
1 1  1 

Nous avons observé que l'adjonction &i3nWnée detoLLteb les coupes pos- 

sibles de ~~mor~-Johnson, une par variable de base non entière, est beaucoup 

plus efficace. La fonction économique augmente beaucoup plus rapidement. Dans 

Cr 1, nous montrons par exemple comment le problème (28 x 35) de C24lréputé 



comme é t a n t r e l a t i v e m e n t d i f f i c i l e  peut ê t r e  r é so lu  uniquement en a joutant  ces  

i n é g a l i t é s  (6 en t o u t )  e t  en réoptimisant .  D'autres problèmes pa r  contre s e  

p r è t e n t  mal à c e t t e  approche e t  l e  déroulement des i t é r a t i o n s  montre l e  compor- 

tement suivant (hab i tue l ,  en s o m e )  : 

Remarque : comme il a é t é  mentionné précédemment, c e t t e  méthode i t é r a t i v e  se 

heur te  à p lus ieur s  problèmes d 'ordre  numérique. L e  premier t i e n t  au grand nom- 

bre  d ' i t é r a t i o n s  de l a  méthode s impl ic i a l e  qui  accumule donc l e s  e r r e u r s  d 'a r -  

rondi .  Il  e s t  nécessa i re  de r é inverse r  l a  matrice de base de façon r é g u l i è r e ,  

ce q u i  oblige à exprimer les i n é g a l i t é s  de Gomory -Johnson en fonction des 

va r i ab les  d 'origine.  Ceci en s o i  e s t  dé jà  suscept ib le  d'amener des e r reur s .  

Lors de l a  générat ion des con t ra in tes  elles-mêmes, on e s t  ob l igé  d ' in t rodu i re  

des to lérances ,  f au te  de quoi  des con t ra in tes  ( t r o p  r e s t r i c t i v e s )  r i squent  

d 'él iminer non seulement des  so lu t ions  non e n t i è r e s ,  mais également des so lu t ions  

r é a l i s a b l e s  e n t i è r e s .  Ceci nous e s t  a r r i v é  au début des expériences numériques : 

pour l e  problème (12 x 44) de C241 p a r  exemple, que nous résolvons maintenant 

uniquement grâce à c e t t e  méthode, les  coupes (pas  a s sez  préc ises)é l iminaient  l a  

s o l u t i o n  optimale e n t i è r e  ! Ceci e s t  un aspect  d'habitude passé sous s i l e n c e  

dans l a  l i t t é r a t u r e ,  mais q u i  nous p a ~ i t  important en pra t ique .  Nous avons 

donc f a i t  preuve d'une grande prudence en général  dans les sondages e t  préfé-  

rons ,  s i  besoin e s t ,  u t i l i s e r  des con t ra in tes  p lus  f a i b l e s  mais p lus  sûres .  



1.3.L.3. Conditions de Benders. ..................... 

Dans 1.2.4, nous avons d é c r i t  l a  r e l axa t ion  de B e n d e r ~ .  La convergence 

de l a  méthode de Benders (qu i  ob l ige  en p a r t i c u l i e r  à résoudre un problème 

en v a r i a b l e s  e n t i è r e s  à chaque i t é r a t i o n )  e s t  en génÉral bonne in i t i a l ement ,  

mais devient  t rès  l e n t e  lo r squ ton  se rapproche de l'optimum. Dans C241, il f u t  

proposé de remplacer c e t t e  méthode i t é r a t i v e  par  une méthode énumérative où 

l e s  "conditions de Benders" B e t  B sont  exp lo i t ées  ( u t i l i s é e s  corne "f i l t res") .  
1 2 

En f a i t  t o u t  problème re laché  (PCE) dans l e q u e l  on f i x e  l e s  va leurs  des  varia-  

b l e s  e n t i è r e s  y peut f o u r n i r  des condi t ions  de Benders : 

- de type 1 si l e  problème e s t  r é a l i s a b l e  

e t  

- de type  2 si l e  problème e s t  i r r é a l i s a b l e  ( s i  son domaine e s t  

vide 1. 

L'idée e s t  simplement l a  suivante.  S i  (PCE) e s t  un problème re laché ,  

e t  s i  on f i x e  y dans (PCE), 

( 1) si  (PCE) a une so lu t ion  optimale f i n i e ,  l a  va leur  de l a  fonction 

économique dans l e  tableau s i m p l i c i a l  optimal e s t  donnée pa r  une expression de 

l a  forme 

N1 N2 
où (yN , ) son t  l e s  va r i ab les  hors-base e t  où (d , d ) e s t  l e  vecteur 

2 %1 c r i t è r e  de candidature. y é t a n t  f i x é ,  s o i t  pa r  exemple 

N2 N1 d e s t  de signe quelconque, mais d e s t  p o s i t i f  ou nul  (on minimise), donc 

pour t o u t e  so lu t ion  r é a l i s a b l e  de (PE) : 



((PCE) e s t  une relaxation de ( P E )  t e l l e  que sur l e  domaine de (PE), l a  

fonction économique de (PCE) e s t  égale 3 c e l l e  de PE, e t  en outre 

54 r o  si  .(x ,y) e s t  réa l i sab le  1. 
1 

On devra avoir en pa r t i cu l i e r  

f au t e  de quoi y ne pourrait  fournir  une valeur de z meilleure que z*, l a  

meilleure valeur connue pour une solution réa l i sab le  ent ière .  

(2) S i  (PCE) n'a pas de solution réa l i sab le ,  l e  tableau s impl ic ia l  

f i n a l  contient une l igne ayant un second membre négatif  e t  n'ayant aucun pivot 

possible négati t  , ct est-a-dire que 

N1 avec t < O e t  Ti i O, puisque y e s t  f ixé .  
i 

O r  c e t t e  équation e s t  val ide  ( e l l e  do i t  ê t r e  vé r i f i ée  par toute  solution 

r éa l i s ab l e  en t iè re ,  puisqutel le  e s t  une combinaison l i néa i r e  des contra intes  

de (PCE) ) e t  donc il faut, pour que (x ,y) soi t  r éa l i s ab l e ,  que 

ou puisque 



Il est bien sûr très important de remarquer que 

(a) ces conditions ne contiennent plus que des y comme variables i 

(b) elles sont moins fortes que les équations d'où on les a tirées, 

puisqulon en a éliminé les termes en x. 

Nous allons montrer comment ces inégalités, ne contenant plus que des variable 

entières (ou bivalentes, suivant les cas), peuvent être exploitées pour obtenir 

des informations sur les solutions réalisables. (Voir 1.3.1.4 et 1.5),. 

Dans Cm], nous avons montré comment la résolution systématique de pro- 

blèmes (PCE) avec des valeurs très différentes pour les y, permet de tirer 

des informations importantes sur les solutions entières avant même de commencer 

soit une énumération soit une résolution systématique de (PEI. Une énumération 

implicite par exempletmdraltà considérer des vecteurs y voisins et engendrer 

des conditions de Benders similaires. Il est donc intéressant à priori dW'explo- 

rer" des points éloignés dans l'ensemble des points possibles pour y. On n'aurait 

obtenu de telles informations que beaucoup plus tard lors de l'énumération. 

1.3.1.4. Contraintes logigues en variables bivalentes. -------------- - ........................... 

Dans Cf] par exemple, ou dans [241, ou dans Cl] des méthodes différentes 

ont été proposées pour tirer de contraintes additionnelles (ou même de contrain- 

tes initiales si elles s'y prêtent) ne portant que sur les variables bivalentes 

des conditions logiques, c'est-3-dire des conditions dont les coefficients ne sont 

que des O, des 1 ou des -1. 

Dans Lw], nous résumons la génération et les utilisations possibles de ces 

contraintes. Nous nous intéresserons plus particulièrement aux conditions du 

type 

'L 
oh y. est soit y soit 1-y . . La cardinalité de P ( 1 P 1 sera appelée le degté de 

1 i 1 
1 ' inégalité et 1' inégalité sera dite pE6E4ée. 



L'ensemble P est un ensemble de v-eb pté6ehéeb : l'une d'entre elles 

au moins doit valoir 1 dans toute solution réalisable. 

Nous avons mis au point un système de fonctions qui engendrent systémati- 

quement toutes les inégalités préférées de degré minimum d'un système d'inéga- 

lités en variables bivalentes(ou les k premières s'il y en a trop) 

1.3.1.5. Contraintes logiques en variables entières. -------------- - .......................... 

Dans [pl nous avons généralisé le concept d'inégalités préférées aux 

variables entières comprises dans un certain intervalle. L'interprétation 

en est alors qu'au moins l'une des variables en question doit prendre une 

valeur supérieure (resp. inférieure) à sa borne inférieure 1. (resp. supérieure 
1 

S.) suivant qu'il s'agit de y -1. ou de S.-y.. Bien que moins forte que dans 
1 i i 1 1  

le cas bivalent, l'information est précieuse lorsqu'il s'agit de trouver des 

solutions réalisables. 

1 . 3 . 2 .  DETERMINATION DE SOLUTIONS REALISABLES 

Dans Cg], nous avons proposé plusieurs méthodes heuristiques de recherche 

d'une solution réalisable d'un système d'inégalités en variables bivalentes. 

La première, liée à la recherche du nombre chromatique d'un graphe associé 

à un système d'inégalités préférées de degré 2, peut être utilisée avant les 

deux autres et leur fournira (en cas de succès) un point de départ. 

Dans C v  1, nous déterminons des solutions réalisables du problème d'implan- 
tation avec charges fixes soit à partir d'un problème de Lagrange, soit à par- 

tir d'une solution réalisable du dual de (PCE). Dans ce dernier cas on se base 

sur les fonctions de gains (variables duales associées aux variables entières) 

pour fixer à O ou à 1 les variables dont les fonctions de gains sont non nulles, 

et on cherche ensuite de façon heuristique à déterminer les valeurs des varia- 

bles dont les fonctions de gains sont nulles. 

Nous sommes en train de mettre au point une méthode heuristique utilisant les 

résultats des mêmes problèmes, mais basée sur les déterminations d'état (voir 

[291 pour les problèmes à trois niveaux). 



Les solutions réalisables fournissant des bornes supérieures z* sont 

importantes dans la mesure où elles donnent dès qu'elles sont connues des 

estimations de l'écart de dualité et de 1' écart relatif(!)Dans [ v 1 par exemple 
le problème de Lagrange initial fournit bien souvent une très bonne borne infé- 

* 
rieure z et une très bonne borne supérieure z . On sait donc dès le début RL 
si le problème sera difficile à résoudre. 

Dans [ nl, nous avons étudié un problème particulier d'ordonnancement 

d'opérations de maintenance. Le programme mixte correspondant ne pouvait pas 

être résolu facilement par des programmes classiques. Nous avons mis au point 

une méthode heuristique basée d'une part sur une relaxation spéciale, d'autre 

part sur une énumération partielle, qui nous a permis de mettre en évidence 

de bonnes solutions réalisables. L'ensemble permet de se faire une idée de 

la valeur de la solution obtenue grâce à l'écartrelatif. 

L'utilisatio~ conjointemen-t, de bonnes relaxations et de bonnes heuristiques 

pour l'obtention de solutions dalisables est pratiquement très intéressante, 

et nous avons obtenu des résultats très encourageants à la fois pour les problè- 

mes bivalents. mixtes (voir Cm 1, C r 1 par exemple) et pour les problèmes d'im- 
plantation avec capacités (C ql, Cu 1, C VI). 

(1) On peut noter également que les conditions de Benders de type 1 ne sont 

utilisables que lorsqu'une valeur de z* est connue. 



ANNEXE A 

~ C A R T S  D E  DUALITE POUR DES PROBLÈMES DI IMPLANTATION 

AVEC 

CAPAC 1 TES 

Considérons le problème suivant 

m m m 
(CPLP)* Min 1 f.yi+ 1 1 cij.xij 

i=l i=l j=l 

x.. r a. y 
13 i 

et sa relaxation en continu (PC). L'interprétation de (CPLP) est la suivante : 

on expédie des quantités x d'usines i = 1,. ..,m vers les clients j = l,...,m. 
i j 

La demande de tous les clients est la même soit b, et toutes les usines ont la 

même production a (a > b). Si l'usine i est ouverte (y = 11, on encourt une 
i 

charge fixe f, et on peut expédier à partir de i au plus la quantité a, tandis 

que si l'usine i est fermée (yi = O), on n'a pas de charge fixe à payer, mais 

on ne peut rien expédier à partir de l'usine i. Soit k un nombre entier. 

* - Capacited Plant Location Problem - - - 



Si (k-1) a < mb' ka, on ne peut satisfaire la demande des clients que 

si au moins k usines sont ouvertes. On aura donc l'optimum en entier égal à 

Z(PE) = k.f + m.b, dans le cas particulier où la matrice des coûts unitaires 
de transport c a la structure suivante 

i j 

Pour (PC) par contre, supposons que la solution optimale corresponde à 

alors 

vérifie bien 

avec x . .  = O Vi = 1,. ..,m, 
11 

et rend y (qui coûte f y.) aussi petit que possible étant donné x. On a alors i 1 



i j i j 
- .f + m.b, d'où or 1 x = b e t  z x = m.b, donc Z(PC) - - 

i i j 
a 

ka-mb = mf.- am 

a < m f  - (puisque (k-1) a < mb) am 

En outre 

ka-mb 
z(PE)-Z(PC) - m f  - 

- am 

Z(PE)-Z(PC) - (ka-mb) f 

Z( PE a(kf+mb) 

Supposons que cet écart re lat i f  s o i t  égal a a, alors 

(ka-mb) f = a 
a(kf+mb) 



et (ka-mb - aak)f = a b x m  

donc ka-mb-aak doit être positif : 

Corne on a supposé initialement que 

ka-mb < a 

ka-mb 1 < - 
ka k ' 

donc LI (WU -6 ut in6Ww a + . 
Etant donne a et b, il suffit de choisir 

f = abam 

ka-mb-kaa 

1 pour que lt60art nlatif soit 6gal a a < . 



f =  abm 
ka-mb-aak 

, 

Le problème dual de (PC) s ' é c r i t  

Etant donne k ,  m e t  b,  pour creer un grand ecar t  r e l a t i f ,  

on prendra 

i 
mb IsJ s i  n l e s t  pas e n t i e r  

a = 

- -  mb 1 autrement 
k-1 

mb On calculera e n s u i t e i ~ ~  e t  on prendra a grand, plus p e t i t  

toutefois que i - * e t  on posera 

- 

Max ZD = 1 b.v  - 1 ti 
j j 

u.+w. . -v .+c  2 O 
1 13 3 i j  Vi, j 



La so lu t ion  

e s t  r é a l i s a b l e  : 

Cet te  so lu t ion  dua le  e s t  donc opt imale.  

S i  on a j o u t e  à (PC) l a  condi t ion  

on ob t i en t  un problème r e l aché  en con t inu -en t i e r  ; on d o i t  a j o u t e r  une v a r i a b l e  

dua le ,  s o i t  p, t e l l e  que 

V i :  p s - u . a - b E w i j + t i + f  i 
j  

e t  on d o i t  a j o u t e r  l e  terme p.k à Z a l o r s  l a  p lus  grande va leur  p o s s i b l e  de p  
D ' 



'max 
= Min ( f  + ti - b. 1 w i j  - u . a )  

i i i 

= Min ( f  - u . a )  
i 

1 

s i  on garde w = ti = O . P o u r ( P C ) , u . = - , d o n c p  f = O .  
-i j 1 a max 

Mais v s u . + w  + c  
j 1 i j  i j 

avec W.. = O ,  v .  I u . + l  pour i * j. 
1 3  3 1 

S i  on diminue u de  E e t  si on diminue v de E, s > O ,  a l o r s  i j 

Z(PCE) - ZD 2 - 1 b . ~ +  p .k 
j 

max 

2 - rnbs + kas  

f La p l u s  grande va l eu r  p o s s i b l e  de  E est u c ' e s t - à -d i r e  - de t e l l e  s o r t e  que i ' a ' 

f (ka-m.)  Z(PCE) - ZD 2 (ka-mb) = 
a 

d'où 

Comme Z(PCE) s Z(PE1, on au ra  donc 

e t  l a  coupe unique 

( q u i  il e s t  v r a i  impose à au  moins k des  y d ' ê t r e  égaux a 1 dans une s o l u t i o n  i 
enticte)  r é d u i t  l ' é c a r t  de d u a l i t é  à 0.  



Exemple. 

Prenons m = 3, k z 2, b = 34 . 

- - -  
k- 1 34 = 102 est entier. 1 

mb Choisissons a = - - 1 = 101. 
k- 1 

Choisissons a < - 'O0 , par exemple a 
202 

Soit alors 

Alors Z(PE) = kf + rnb = 2 x 5049 + 3 x 34 = 10200 
b 

z(PC) = m- f+mb = 
a 

34 'O4' + 3 x 34 = 5200.99 
101 

1 
donc l'écart relatif est de 49 % (très proche de -). 2 



CHAPITRE II 

RESULTATS THEORIQUES 

I I , 3  GÉNÉRATION DE DIRECTIONS DE CONTRAINTES ADDITIONNELLES, 

1 1 0 4  INÉGALITES EN VARIABLES BIVALENTES, 

II, 5 CONTRAINTES ADDITIONNELLES POUR LE PROBL~ME D' IMPLANTATIONS 
SANS CAPAC 1 T ~ S  

1 8 . 5 . 1  NOTATIONS ET D E F I N I T I O N S .  

1 1 . 5 . 2  FAMILLES D ' I N E G A L I T E S  Ca 

1 1 . 5 . 3  f L I M I N A T I O N  D'UNE SOLUTION FRACTIONNAIRE PAR 
UNE COUPE C r 

11.5.4 SOLUTIONS ENTIERES APPARTENANT A UNE COUPE Ca. 

II. 5.4.1 cg*&%*- p-tî&m' ?yi- ,t -laC. 

1 5 . 4 2  Solut ions entiares avmc Zyi f -ml - - - .................... - 1. 
1 1 . 5 . 5  AUTRES TYPES DE CONTRAINTES ADDITIONNELLES.  

ANNEXE B 

TH~ORÈEX DE FARKAS EN PROGRAMMATION ENTIER€ MIXTE, 



üne approche de pro t i on  en t ia re  qui a 6t6 u t U i 6 a  a8 
le  d6but, c'est-&-dire da8 l a  f i n  des amhs X), a consist6 a d6duiru &s con- 

t r a i n t e s  du problbms i n i t i a l  des inagali t68 suppléumntahs (contrainte8 uîài- 

t ionnel les)  s a t i s f a i t e s  par toutes  les molutions r 6 a i h a b l e s  entiare8 du pro- 

b l h  (donc "validesn). Las dif f6renter  contraintes de Gmog sont de ce typa 

([16]). Inveraemnt, on peut s e  poser, l a  question de ruvoir sous q w l l e s  cm- 

di t ions  une direct ion de contrainte est UM dixectCOn de *n- 
K&& valide en en t ie rs ,  at. pualles valeurs l e  second wpbrcr m u t  pwnàm de 

t a l l e  so r t e  que la  contrainte addit ionnelle s o i t  just.ri.ht ulCid~. Fx6h.l (C121) 

a répondu & la  qwst ion  dans l e  cas l inCaire en génal?alirrurt rq quelqw .orte 

l e  lemm de Farkas. Dans Ch 1, nous avons tl.anspoaé l e  d s u l t a t  au w pseuâo- 
I 

convexe - quasi-concave non linéaire. Dans ce chapitre,  nous donneronr M. 

yeraion d i f f6mnte  de ce r é s u l t a t ,  toujours dans l e  cas preud~on~.va/q\~8ieoavexe, , 
mis en fa i san t  des hypothi8es diffémnteca. Qn peut u t i l i s e r  ce8 d i f f h n t n  

d a u l t a t s  pour engentimr de façon syst6PLiatique des contxdnter  additiommllaa. 

C o n t l \ i a n t  & F d h e l  qui  engendra des contraintes additionnelle8 a pvtk &s 

divir.w?s p d m s  du d6terminant de l a  base optimale du pxwgr(u~w en continu, 

nous les engondmrona syst6mitiquemant a partis du d6taar imnt  ld-ibw. 

Certains r é s u l t a t s  de Fréhel ne seront plus valablaa (p.r exemple a i  l a  d 6 t e d -  

nant n 'est  pas premier), mis nous nous efforcerons àa prbciser les dsuitatr 

au ranCnu et  duia  certaâwa eaa nous pourmns d h e  caîcu~mr la  valeu- qtw W 
pendru  l e  aecond pour que l a  contrainte additionnmlle soit VQtjdL Ct 
a. mtte technique sera ensui te  s p 6 c i a l i d e  au caa de la  

bivctuctc, e t  au publ&iie d'-fi av.c ou sans crrpacith.  

Un pmblam annexe d'un grand int613t t h b r i q u e  est ce lu i  de l a  reamnaia- 

sance dr une contminte  addit ionnelle c a a ~ e  @ette de l'enveloppa convexa deu 

points en t i e r s  Faal$sables. Nous avons obtenu cer ta ins  ~ s u l t a t r  pour l e  

problasa d1 w l a n t a t i o n  sana capacit  Cs, 



L e s  sommets f iact ionnaires  (non ent iers)du polyèdre continu cornespondent a 
des bases réa l i sab les  e t  nous montrerons comment daduire de cer ta ins  pointa 

f ract ionnaires  des contra intes  addit ionnelles val ides  e t  s t r i c t e s .  Ces points  

f ract ionnaires  pa r t i cu l i e r s  seront regroupés par '*familles'* e t  dans une abin+ 

famille un sommet "père" se ra  un sonmiet t e l  que l a  contra inte  addit ionnelle 

qui  l u i  correspond éliminera.dbuô les soumets f ract ionnaires  de c e t t e  famiLie. 

Dans cer ta ins  cas nous pourrons montrer que l a  contra inte  addit ionnelle 

correspondant au soumet "père" e s t  une facet te .  El le  fournira donc une infor- 

mation t r è s  importante en ce qui concerna l'enveloppe convexe des pointa 

en t i e r s  rdaliaables.  

Nous montrerons enf in  conment ce r ta ins  problèmes d' implantation simple 

ont nécessairement une solution en continu qui e s t  fractionnaire e t  cornent 

1 'ad jonction de l a  f ace t t e  correspondante élimine 1' 6- de dua l i t é ,  c t  est-a- 

d i r e  comment e l l e  rend en t i è r e  l a  solution optimale. 



1 1 .2 CONTRA 1 NTES ADD 1 T 1 ONNELLES VAL 1 DES ET/OU STR 1 CTES 

T h b k h e  11.2.1 .  (Théorème de Farkas généralisé . 
x - 

SoCtf :R"+R, K =  {x c # 1 Ax S b), A(n x n), x € K .  

A esz aéguCihe et b wa46icic?nts itatiaW 

Démonstration. 

a) u existe  : 

La matrice A étant régulière, il existe une solution unique au système 

linéaire 

b) d e s t  p o s i t i f  : 

Nous le d6montrerons par l'absurde. 

Supposons que dg O, et montrons que X ne peut pas être solution optimale de 

Soit q le dénominateur comun des éléments de A et soit 



q e s t  un en t ie r  pos i t i f .  L e s  éléments de C sont donc en t ie r s ,  e t  il ex i s t e  

une matrice D en t i è r e  t e l l e  que 

c-1 = 1 -1 . D, ou D = ldet  C I  . C 
ldet C l  

Ainsi 

- l - L . D = q .  1 . D =  D A - 
ldet C l  qn . ldet  A I  . A 

s i  nous posons A = 1 det  A 1 . 

Supposons que J # 0, par exemple supposons que 1 c 1 e t  que 

Soi t  y l'unique solution du système régul ie r  

a l o r s  

e s t  un vecteur en t i e r .  So i t  x = + y, x do i t  ê t r e  en t ie r .  D'autre part : 



I I  
e t ~ x s A X s b  

donc x r K. 

= -u 1 n- 1 
q . A  

> O ( ca r  - u l >  O,  q > O, A > O) 
1 

e t  donc f  (x)  > f (# )  (car  f  e s t  quasi  convexe en #) . Nous obtenons une contra- 

dic t ion.  I l  f au t  donc que : 

e t  si vf(#) e t  A sont des matrices ra t ionnel les ,  u e s t  auss i  3 coef f ic ien ts  

rat ionnels.  

O 

Remarque 1. S i  Ï = fd e t  s i  f e s t  l i néa i r e ,  on retrouve l e  r é s u l t a t  'de Fréhel Cl21 . 

~ e r n a k ~ u e  2. S i  Ï * 0 ,  on n 'es t  pas obligé de remplacer l e s  contràintes en 

éga l i t é  par des paires d ' inéga l i t és  de sens opposés. Ceci e s t  important dans 

l a  mesure où l e  système de contraintes doi t  ê t r e  régul ier .  Une remarque s i m i -  

l a i r e  ava i t  déja é t é  f a i t e  dans Cc 1, p. 239. 



2" ?es t  peudo-concuve en X et a- es t  LoiEaihe 
1 

3" f est  quabi-wnuexe en ii 

r 7- --- 
Il suffit àe remmquer que si a1 est pieudo-concave en ;, 
V ( 1 .  x -  L O * al(& - aI(f)  s O P 
et de remplacer, A par va(;) dans la théorème précédent. 

Remarque. * Il se trouve que si f est concave et non quasi- convexe, le ré- 
sultat du théorème peut se révéler faux corne le montre l'exemple suivant. 

Il s'agit de minimiser la distance à l'origine sur le cône de sommet 

A et d'équation 

1 1  oii A a pour coordonnées (- - -1. A est solution optimale en continu. Les 
4' 4 

deux points B(1,Q) et C( Q,-31 sont solutions optimales en entier. Le gradient 

de f en A a pour direction A0 ; le gradient en B est porté par BO, celui en 

C par CO, et aucun des deux n'appartient au cône des vecteurs normaux à K et 



de somnet B ou C. 

* Il convient de remarquer également que conme il n'y a pas de 

co~dition dtorthogonalité, les gradients de les contraintes peuvent 

être nécessaires pour engendrer le gradient. de la fonction f, et pas soulement 

ceuk des contraintes actives en 2 .  Si on minimise xl + x2 dans le cône p&cL- 

dent, il n'y a pas de contraintes actives en B ou en.C. 

1 Soi.2 A une matrUce camée ULvmibCe d'ose n h coedd& 
W n n e e b .  S o i t  f une rmtthice ligne a cae&(iciercts &onnets. 
S o i t  K wi v e c t w  d m  vehi&iant 



2" si A et f sont des nla&ices ercti&es, aeoltb 

où A = Idet A ]  

et en ce cas t A  = O (rnod. A ) .  
- 

Remarque. La condition nécessaire 

implique en part icul ier  que l e  sommet du cône, sous l e s  hypothèses f a i t e s ,  

est solution optimale en continu. 

1 1" S o a  A une -ce m é e  h v m i b l e  d t  o&e n à c o e 6 6 i c i d  

1 &nn&. S o a  f une mcLtrtice Ligne à c o e d 6 i c i d  &onn&. 



1 *O 

S i  A et f s o n t  des -ces erct i i~~es ,  a&u 

Remarque. Il est bien évident que la condition 

n'a de sens que si a est un nombre réel tel que 

1 
a r k x  I f .  x 1 x c p, AX i b). 

L'important ici est de voir que la condition ponte sur f et non sur f: ou a, 

comme dans le théorème 1 1 . 2 . 1 0 u ~ c o r o l l a i r ~ I ~ C e c i  nous servira a étudier 
des diReCtiOnd de contraintes additionnelles. Ce corollaire ne nous renseigne 
malheureusement pas sur la valeur de a. 



Démonstration. 

- 
S i  f = u  . A ,  a l o r s  u  = f . A l. S i  A est une matrice e n t i è ~ e ,  il e x i s t e  

une matrice e n t i è r e  M t e l l e  que 

A - l  = 1 . H = x M ,  1 
( d e t  A (  

Soi t  t = f  . M ,  a l o r s  t e s t  un vecteur e n t i e r ,  e t  puisque u  2 O ,  t 2 O. 

D a u t r e  p a r t ,  f  = A e s t  un vecteur e n t i e r  e t  t A  d o i t  appar teni r  à ï I  
A . #, i . e .  

On ne considérera p lus  maintenant que A et  b e n t i e r s .  

On dClta que f x  5 a est  une conOdnte a d w n n a e  

put kappoht h (A ,bJ ) (ou  ulle WPI&U.%~ addLtLonn&e 4 ' i l  n'y a 



Une cavLtitaozte addttionneeCe f . x r a ut ~&t.icte 4 ' a  

a d t e  un v e c t m  x héet tet que 

Cette terminologie e s t  c e l l e  de Fréhel dans 1123. 

On ne considère plus dans ce qui s u i t  par conséquent, que des matrices 

A,  b ,  f à coefficients en t i e r s .  Fréhel montre que l a  contrainte addit ionnelle 

e s t  s t r i c t e  s i  e t  seulement s i  LubJ  # ub. On peut montrer un r é su l t a t  très 

légèrement plus général : 

Une concLtion nécesbahe et b u d ~ a n t e  pouh qu'une wn&uiAe 
adciUonnetee fx  s a pm mppoe h (A ,bû & o i A ~ h L c t e  ut que 
f . A - ~  . b > a. 

Démonst~ation. 

1" Condition suff isante : 

A é tan t  inversible,  il exis te  un # unique vé r i f i an t  & = b,  ctest-a4dire 



donc 

et la contrainte additionnelle est stricte. 

2" Contrainte nécessaire : 

les cônes Cl = {x r IRn 1 Ax hx b) et C2 = {x 1 Ax 4 O) sont tels 

avec 

OU 

' tel que 

alors 

où 

1 
Par hypothèse, lxo : Axo s b et f . xo > a, donc 



S i  f E zn, une condCtion néces4cLihe et 4 u $ ~ b a n t e  pouh 
qu'une w M e  addCtionn&e f x  5 a p~ A.UPPOM a ( A  ,b) 

ho& ut que 

a s ub - 1 b i  ub est eniim 

a s LubJ 4 i  ubn 'ebt  pd16 d m  

1 avec f = UA ou encone u = f . A-l. 

Remarque 1. A moins que ub s o i t  non e n t i e r ,  il e s t  d i f f i c i l e  de savoir  s'il - 
exis te  une valeur de a in fé r ieure  ou égale a f  . x = f  . A-% t e l l e  que l ' iné-  

g a l i t é  f . x S a s o i t  h x r t i c x e .  S i  ub e s t  en t i e r ,  il se peut qu ' i l  n 'exis te  

pas de contrainte addit ionnelle s t r i c t e  de direct ion f .  Prenons par exemple 

dans R~ l e  cône d' équation x S b avec A = r A I l  régulière.  S i  u = Cl 01, 
1 

Puisque b e s t  e n t i e r ,  l a  contrainte addit ionnelle pour ê t r e  s t r i c t e  devrai t  
1 

avoir  un second membre in fé r ieur  ou égal  à b -1.   ais s i  l a  face d'équation 
1 

A S b contient des points en t i e r s ,  il n'est  pas possible de l a  déplacer 
1 1 

parallèlement à elle-même vers  l ' i n t é r i e u r  du cône sans éliminer des points 

e n t i e r s  réal isables .  Pour c e t t e  di rect ion f , f i  n' pa6 de contrainte 

addit ionnelle qui  s o i t  s t r i c t e .  

Remarque 2. Les valeurs in téressantes  de a ( ce l l e s  pour lesquel les  l a  contrainte 

d\ 
addit ionnelle coupele cône Ax S b)  sont ce l l e s  qui  sont infér ieures  ou égales 

à f  . A . b. Parmi l e s  valeurs possibles qui rendent l a  contrainte valide,  il 



en e x i s t e  une ( l a  p lus  p e t i t e )  a pour l a q u e l l e  l a  con t ra in te  passe un point  

e n t i e r ,  ce l l e -c i  e s t  a l o r s  un hyperplan d'appui à l 'enveloppe des so lu t ions  

e n t i è r e s .  En généra l ,  on ne s a i t  pas ca lcu le r  c e t t e  va leur  simplement. Dans 

l e s  deux théorèmes suivants ,  nous a l l o n s  p r é c i s e r  des condit ions s u f f i s a n t e s  

(1) pour q u ' i l  e x i s t e  une va leur  de a rendant l a  con t ra in te  add i t ionne l l e  

fx S a s t r i c t e  e t  ( 2 )  pour que s o i t  connu exactement. 

n i Si A est  une m d c e  kEgLLti&e, h i  f = UA = 1 u .A,, h i  

a une s o W o n  opa%ale unique ; = A-%. 

Démonstration. 

1" # est solution optimale : 

L 
Vx E K &{x 1 Ax S b )  : Ax S b  

=> UAXsub 

- - - 1 - 1 
X = A - % = > f  . x = f  . A  . b = u . A . A  . b = u b  

=> Vx E K ,  f x  S f x .  

2" # est 1 'unique solution optimale. : 

O O - Supposons que x E K s o i t  a u s s i  so lu t ion  optimale, x * x 

O - 
f . x =  f . x  e t  & = &. 



ct I O O 
Alors Ax '; b,  mais Ax # b,  donc il e x i s t e  i 6 1 : Aix < b i 

contradiction. 

S i  A est  une &ce ccvvtEe ent ihe  i n v m i b l e ,  d' o d e  n, 

ai b c an et ki A-% ut non entim, 
h i  f = UA avec ui > O ~ i r  1 ,  I * B, 

dm exhte  une v d e ~  de a t&e que f x  a a s0.L.t une 

l conO&nXe W o n n t U e  & M e  part ~ p p o ) L t  a ( A ,b,~) , mec a 

1 &e/t, a < ub. 

Démonstration. 

So i t  = A .  S i  ; n'es t  pas e n t i e r ,  il e x i s t e  une boule u(;,E) de 

centre X de rayon s > O t e l l e  que 

S i  ui > O V i  E -1, P est - la . d l u t i o n  optimale unique du 'problème 



.I 
(P) Max {f . x 1 Ax S b}. 

Çbit alors Yi l'intersection de {y r .[ d(X,y) = E} et de 

{X t R" 1 A j  . x = bj, Vj i i ,  i = 1 . .  n. Soit H lthyperplan de R* 
1 n - 

determiné par les n points y ,...,y . x n'appartient pas à H. Soit D le 

demi-espace déterminé par H et ne contenant pas x. Alors 
1 1 

Max{fx 1 Ax s b, x entier) S Max {f . x .! Ax S b ,  x c  DI 
1 - 

< M q x { f  . x I A x s b ) = f  . x = u . b  
1 

Alors si a = Max {f . x 1 Ax S b, x r D}, a < ub, la contrainte fx S a est 

valide et stricte. 

t 5 t si l o f  = - .  A, t > O * €  1.-* 0, t entien, u=,, 
A 

Z 0  3 i r  1 : .  = 1 

3" ~ - l b  = X est  non  en 
L1mvnbbLe { X  t R" 1 f . ~  = a} ut un hypenptan d'appri 

de {x c zn 1 ~x 5 b}, 

LubJ b i  ub / Z 

avec a = [ 
ub-1 b i  ub t 



Démonstration. 

en effet la matrice du système est 

dont le déterminant est égal à 

i 
c'est-à-dire, en valeur absolue, ti b = t = 1. (voir Fréhel Cl2 3). 7r ' 

(2.1 Si tj > O ,  uj > O,  *j'-t 1 8 @, et  la contrainte fx i o où o est 1. plu* 

grand entier pour lequel a S fh-lb, o * f ~ - h  c'est-à-dire 

Lubj si ub est non entier 

ub-1 si ub est entier 

est une contrainte additionnelle valide et stricte. 



3') Lthyperplan H = {x E R" 1 f . x = a} sépare l e s  deux ensembles 

{P = A'%) e t  {x É an 1 Ax f b}. I l  cont ient  un point e n t i e r  ( v o i r ( l œ ) ) e t  
1 

e s t  par conséquent un hyperplan d'appui 3 {x  E zn 1 Ax 5; b}. La valeur cor- 

respondante de a e s t  l a  plus pe t i t e  possible pour laquel le  l a  contra inte  

e s t  val ide  e t  par  conséquent l r i n 6 q u a l i t é  f x  S a e s t  aus s i  f o r t e  que possi- 

ble.  La valeur de a e s t  donc déterminée Ua&?ni&. 

1 1 a 3  GENERAf 1014 DE DIRECTIONS DE CONTlitAIdTES ADDIT8ONNELLES 

Nous al lons  u t i l i s e r  une méthode décr i te  par Fiorot ([JI 1) pour résou- 

dre des systèmes de congruences l i néa i r e s .  

On veut résoudre 

t A  = O (mod. A ) ,  t e n t i e r ,  t 2 0, 

où A = (de t  (A)( > O,  e t  A(n x n) en t iè re .  

s o i t  c = A ~ ,  e t  a = tt. ûn veut donc réwuc~~~ 

A~ . tt = C . a = O (mod. . A ) .  

I l  ex is te  deux matrices unimodulaires U e t  V t e l l e s  que 

soi t  une matrice diagonale, l e s  éléments diagonaw;tous p o s i t i f s  e t  ent iers ,  

vér i f i an t  en ou t r e  



i 
Soit  gi = Gi, a l o r s  

e t  A = ldet A (  = ldet C I  = ldet G I  = gl . g2 . ... 
On do i t  résoudre 

gn* 

s o i t  gi • Yi = O (mod. A) i = 1,. . . ,n 

avec a = VY. V é t an t  unimodulaire, a e s t  en t i e r  s i  e t  seulement s i  Y e s t  

en t i e r  . 
V i  = 1,. . . n ,  giYi = O (mod. A a (gi, A) = gi solutions. Le  système 

G . Y = O (mod. A a donc gl g2 ..... . gn = A solutions (mod. A) 

Y1 
= a; (mod. A), . . . , Y1 = <1 (mod A ) ,  

gn Yn = a: (mod. A ) ,  ... , Y = a (mod. A). n n 

S i  on remplace ensuite dans a = VY, Y par sa  valeur, on obt ient  : 

m i t  k 
a = 6 (rnod. A ) ,  k = 1 ,...,A. 

k 
a devant ê t r e  pos i t i f  ou nul, s o i t  Y l e  représentant dans l a  c lasse  de 
k 6 (mod. A) h é d i a t e m e n t  supérieur ou égal  à O : 

k k O Yi < A,  Y: = Bi (mod. A). 



Alors l e s  solutions sont données par 

1, entier pos i t i f .  

- 1 :], non entier. son sommet est  x = 

On veut résoudre t A  r O (mod. A) 
t t 

OU avec C = A  e t a = t ,  

Ca = O (mod. A) 

avec a ; [ - ;  : ]y=[ ' ' '4~: ]  



Y1 : 0 (mod. 5 )  a  (1,5) = 1 solut ion (mod. 51, a savoir  

Yl = O (mod. 5)  

5Y2 
= O (mod. 5)  a (5,5)  = 5 so lu t ions  (mod. 51, à savoir  

y2 = 0,  1,2,3,4 (mod. 5).  

Les solut ions  (mod. 5 )  sont  donc 

Les con t ra in tes  addi t ionnel les  ltfondamentalesl' ( c e l l e s  pour l e s q u e l l e s  

O S t .  < A )  sont  donc : 
1 

1 1 1 
l0 (O O )  x  5 a avec a S O ( t  J O )  

2 *P 2 g a . .  
2 O  (O 1) x s a a v e c b e n t i e r ,  a < -  (t > O )  5 

, b 

3 3 3 8 a  
3' ( 1  O )  x  5 a avec a e n t i e r ,  a < - ( t  > 0 )  5 

4 4 2 '  
4' (2 -1) x s a a v e c  a e n t i e r ,  a < - ( t  > 0 )  5 



A - .  

5 5 ' 6 6  
5' (3  -2) x r a avec a e n t i e r ,  a < 5  ( t  > O) 

s o i t  

La première i néga l i t é  e s t  t r i v i a l e ,  l e s  i néga l i t é s  2O e t  5O sont aus s i  f o r t e s  

que possible (une composante de t é t an t  égale a 1 dans l e s  deux cas ) ,  e t  3O 

e t  4O sont s t r i c t e s  e t  val ides ,  mais pourraient peut-être ê t r e  renforcées. 

S i  l e s  contra intes  avaient é t é  de l a  forme 

on au ra i t  obtenu l a  contra inte  addit ionnelle supplémentaire 



Les inéga l i t és  2 O  e t  5 O  définissent  des hjp4~p~an6 d'clppui de l'enveloppe 

convexe des points  e n t i e r s  réa l i sab les  

1 1.4 1 NEGALITES EN VARIABLES BIVALENTES c f I 

Considérons maintenant l e  cas pa r t i cu l i e r  d'une i néga l i t é  en variables 

bivalentes, .non vide e t  non t r i v i a l e ,  

ûn veut obtenir  a p a r t i r  de c e t t e  inéga l i t é  e t  des contra intes  O s x s 1, i 
i = 1, ..., n,  une inéga l i t é  val ide  contenant .anim~fns b n - p b h t  bivalent.  

Considérons l e  système 

e t  s o i t  une solut ion de base non entière;  réa l i sab le ,  de ce système, où 

l a  base 1 a un seul  indice i. 

- 
Soit  I = { i ,  ..., n l  \ {il, 

Alors 



Soit  A = 

où uK e s t  une matrice uni té  indicée par K en l ignes  e t  en emlonnes. K 
Si  f x  5 a es t  une contrainte addit ionnelle par rapport à 

t 
a lors  3 t  2 O Y  e n t i e r ,  t e l  que f = - A A où A  = Idet A I .  

. t A  = O  (mod. A )  

Soit 

i = O (mod. Ig 1 ) .  



1 - 1 ti.g - - t O (mod. l g i l  ). 

i Si on choisit t = 1 

a toujours une solution 



I 

mais puisque O < x  < 1 ( i . e .  
i 

+ E I0,lC) 
g 

donc 

1 I i 
a + t t e  = a - g t e  - - # O (mod. lg 1 )  

.. T 

e t  l a  contrainte f x  S 6 sera s t r i c te ,  valide, aussi forte que possible. 

Le système 

1 
f x  = 6 

X- = e - 
I t  I+ 

-x = O - 
1 - 

2 

a une solution entière x t e l l e  que - 
I t  

r 6 - f  e, 
2 
X.  = 
1 

I+ avec f i  = tl 
fi 

2 
x = e  - - 

I t  I+ 

2 

x  = O  - - 
' 1  - 1 - 



i 2 - L-xiJ = -(-Il = tl. 
< O s X i - -  

La droite (ou llhyperplan) fx $ contient un po4h.t 6 ivden . t  et est donc un 

hyperplan d 'appui de 1' enveloppe convexe entière. 

Exemple. Considérons l'inégalité 

x i = 1,2, valant O ou 1 
i ' 

Le cône : - 2x1 - 3x2 S -1 

a m s o t  fractionnaire x = pj 



Si tA O (mod. 31, on a donc 

- 2.tf - t2. = O (mod. 3 

- 3t1 = O (mod. 3) 

- t2 =2t1 (mod. 3). 

Si on choisit tx = 1, l'inégalité additionnelle sera 



1 1 5 CONTRAINTES ADDITIONNELLES POUR LE PROBLEME D' IMPLANTATIONS 
SANS CAPAC 1 TES 

Le problème d'implantation simple (i.e. sans capacités) peut se formuler 

comme suit : 

Yi 
2 0, entier. (4) 

y. est une variable entière associée à une "source" i qui, si elle est 
1 

ouverte, tlcoûte" fi. Dans ce cas, à partir de cette source, on peut envoyer 

des quantités x vers des destinations j E J. x.. est en fait d'après (1) i j 13 

le pourcentage de la demande de j en provenance de i. Comme il est impossible 

d'expédier une quantité positive à partir d'une source fermée, ( 2 )  impose 

x = O si y = O. Puisqulil s'agit d'un problème de minimisation, yi ne i j i 
vaidra jamais plus de 1 pour une solution intéressante. On ne considérera 

en fait que des solutions y bivalentes. De même on pourrait se limiter à des 

solutions x.. bivalentes, et le problème serait un programne bivalent pur. 
11 

* 
Simple Plantation Location Problem 



On peut représenter  l e  réseau comme un graphe b i p a r t i  avec les sources à 

gauche e t  l e s  des t ina t ions  à d r o i t e  

Les so lu t ions  se représentent  sous forme de matrices y e t  x : 

avec n 2 m. Nous noterons X = (x ,y) .  
i On peut  remarquer que s i  f > O ,  on aura  dans tou te  so lu t ion  optimale 

1 

XI&.. . . 1.. .. x 
I l n  
I 
I 
I 
I 
I 

------ x . .  ---------- 
13 

I 
I 
I 
I 

X 
I 

I mn m l e * * *  I o * . *  
I 
I 

- yi - Max xij. 
j 

D'autre par t  l a  s o m e  des x s i t u é s  dans une même colonne est égale à un. 
i j 

i r I  

~ É J  



- 
S i  on pose Y = 1 - y .  e t  S . .  = 1 - yi - xi j ,  on peut r é é c r i r e  SPLP comme 

i 1 13 

un problème de recouvrement : 

Le programme l i n é a i r e  re laché  correspondant,  dans l eque l  on ne considère 

p lus  l e s  condi t ions  d1intégral.3i&a un grand nombre de solutTons f rac t ionnai -  

r e s .  E l l e s  sont  d é c r i t e s  en d é t a i l  dans l ' a r t i c l e  de Cornuejolg;, Fisher  e t  

Nernhauser ([ 8 1). A p a r t i r  de c e r t a i n e s  fami l les  de sommets f r ac t ionna i res ,  

on peut engendrer des con t ra in tes  add i t ionne l l e s  s t r i c t e s  e t  va l ides ,  e t  

dans c e r t a i n s  cas  on peut montrer q u ' i l  s ' a g i t  de f a c e t t e s  du polyèdre enve- 

loppe convexe des so lu t ions  e n t i è r e s .  Ceci a  é t é  montré dans ([ x 1). Nous 

a l l o n s  montrer i c i  q u ' i l  e x i s t e  d ' au t res  f ami l l e s  p lus  généra les  de so lu t ions  

f r ac t ionna i res  conduisant à des con t ra in tes  add i t ionne l l e s  s t r i c t e s ,  hyper- 

plans d'appui des  so lu t ions  e n t i è r e s .  Nous ne savons pas  s ' i l  s ' a g i t  en géné- 

r a l  de f a c e t t e s .  

Il e s t  i n t é r e s s a n t  d ' é tud ie r  systématiquement l e  polyèdre continu,  s e s  sommets, 

a i n s i  que l e  polyèdre enveloppe convexe des s o l u t i o n s  e n t i è r e s ,  c a r  pour des 

dimensions données (n ,  m donnés) l e s  polyèdres continu e t  e n t i e r  respectivement 

ne va r i en t  pas d'un problème à l ' a u t r e .  Seuls  l e s  coûts  changent, e t  par  consé- 

quent l a  d i r e c t i o n  de l a  fonction économique. 



Comme on s a i t  que l e  polyèdre continu a  un grand nombre de so lu t ions  f rac-  

t i o n n a i r e s ,  qui son t  des so lu t ions  de base,  non dégénérées pour l a  p lupar t ,  

il d o i t  ex i s t e r  un nombre non négligeable de SPLP qu i  admettent des so lu t ions  

non en t i è res .  I l  est par  conséquent souhaitable de pouvoir,  é t a n t  donné une 

s o l u t i o n  f rac t ionna i re ,  engendrer systématiquement une coupe q u i  s o i t  s i  pos- 

s i b l e  une f a c e t t e  du polyèdre e n t i e r  ( e l l e  n'engendrera pas de nouvelles  

s o l u t i o n s  f r ac t ionna i res )  ou à défaut  un hyperplan d'appui du polyèdre e n t i e r  

contenant l e  p lus  grand nombre poss ib le  de so lu t ions  e n t i è r e s  e t  él iminant  

l e  p l u s  grand nombre poss ib le  de sommets f r ac t ionna i res ,  y  comprisbien sur 
c e l u i  de départ. 

11.5.1 NOTATIONS ET DEFINITIONS 

S o i t  1 = {1,2 ,... , m l  e t  J = {1,2 ,..., m ,..., n). (On suppose m 2 3 ). 

On âdca que a : J -c P(I)  ut une k - ~ m j e o t i a n  de J dand I 

h i  c' es t  une appUcation W v o q u e  v W 6 h n - t  

S o i t  C l a  matrice booléenne 

= (i E u ( j ) ) .  



s o i t  ;(j) = i E I 1 i k dj)}- 

Exemple. m = 4,  n 4, k = 2 -  

Ü(1) = {2,4), e t c  ... . 

Dé ' W o n  1 1 . 5 . 2 .  ? 
On d h z  qu'une k - ~ i ~ j e C t i o n  de J dam 1 ut une h-pmiLtat ion 

d i  : 

(1) dans t o u t  ce qu i  s u i t ,  l e s  iiléments manquants sont  nuls .  







exidte une p-on de I 

Lt existe une pum&a%n de F 

t U e s  que la mafrUce ké4-e C 1  aiA: des -ne6 avec k 1 

~ n t @ 6  déphcé4 succeshivmevct d'une pos&n v m  la h i t e  

danh 1 x F. 

Exemple. m 4, n = 7, k = 2, F = {1,2,3,4) 

2 3 4 5 6 7 

1 (1,3) (3,4) (2,4) (1,2) (1,2) (1,3) (2,4) 

CJ est une 2-permutation : 



1 Dans une colonne x nous avons donc - dans l e s  l i g n e s  indicées  par  x 
3 ii ' 4 fi' 

t r i , - - d a n s l e s l i g n e s i n d i c é e s p a r x  - -  
4 

dans l e s  l i g n e s  indicées  
- 3 i k y  4 

par  y&, 1 * i, + - dans l a  l i g n e  indicée  par  7 + - dans l a  l i g n e  indicée  
4 i' 4 

par S . . ,  de même que dans Les dignes  iifrdicées par  s * i. 
11 uT3 

X.. 
11 

3 - - 
4 

1 + - 
4 

3 
/4 

- 1 
/4 

1 
/4 

3 1 Dans une colonne s nous avons - en l i g n e  x e t  en l i g n e  x - - 
i j  ' 4 j 1 i j y  4 en l igne  

L *  j o u &  r i j ,  - -  - 1 
X&' 

en l i g n e  y - en l i g n e  Ge, L r j ,  en l i g n e  s 4 j y  4 v j j  ' 
e t  - 4 en l i g n e  sa, 1 r j . 



Si l'on cherche à effectuer un changement de base, c'est-à-dire à détermilit-P 

un somnet voisin, on a le choix entre 

augnenter xii pour un indice i 

- 
Lorsque x.. augmente, x ~ ,  * i, yi et sa diminuent et s'annulent simulta- 

11 

1 3 
nément pour x. . = = = 1. Le sommet voisin a donc x = 1, xik = 1, k f i 

11 1 3 ii - /4 15 
Xk O , L t i , y i O , y l = 1 , L ~ i , s e e = O , V L .  

1 
Par exemple, pour i = 1, on obtient le sommet entier X : 

1 augmenter sij I 



1 
La valeur  maximale que p e u t  prendre s e s t  = - 

i j 
Si on c h o i s i t  par 

3 
/4 

3  ' 

exemple s on ob t i en t  l e  sommet X(3) (non e n t i e r )  : 
23 ' 



- 
3 1 1  

Si l'on augmente par exemple s on peut l'augmenter jusqu'à Min { T, 3 12 ' 
et le sommet voisin (non entier) correspondant est X(2) : 



On ne peut pas modifier s par  exemple, ni s ,nisg5. S i  on augmente x 31 34 9 33 
jusqu'à 1, on o b t i e n t  l e  sommet e n t i e r  vo i s in  X : 







On a donc tou t  un ensemble de sommets vo i s ins  de %, ayant s o i t  une diagonale 

e t  une l i g n e  hor izonta le  de O e t  des '/3 a i l l e u r s ,  du type X ( 2  1, X ( 3 ) ,  e t c .  . . , 
1 2 3  

s o i t  des O par tout  sauf s u r  une l igne,  du type X ,  X, X ,  e t c . .  ., dans x. 

Le lemme suivant provient  de (C 8 1). 

CF ut irEgtdXhe ri et * d e n i e n t  ri k et m ront 

Soi t  a l o r s  

Le théorème suivant  e s t  énoncé sans démonstration dans [8 1. Nous a l l o n s  en 

fourn i r  une, basée s u r  l a  sec t ion  11.2. 

ç, ut une U i E g U E  vaLide q u i  iUhn.ine h u b  Les poinb 
6mc1Xovwuzd~eb ayant 



Exemple. n = m =  5 ,  k = 3 .  

C a :  C C x - 2 yi s 5 - r31 5 = 5 - 2 = 3 e s t  va l ide  e t  él imine X = ( x , y ) :  
j r J  i r ~ ( j )  i j  i 



Démonstration. 

F Par hypothèse, k e t  m sont  premiers e n t r e  eux, donc l a  matr ice C e s t  

r é g u l i è r e .  Faisons l 'hypothèse que V i ,  j  : E: = 0 ,  xi j  = O,  e t  Y i ,  j  : L! = 1, 
1 

s = O e t  essayons de déterminer l e s  va leur s  des  va r i ab les  x pour l e s q u e l l e s  i j i j 

1' = 1. On a a l o r s  un système de n + mk + n(m-k) équations par  rappor t  à i 
mn + m inconnues : 

Choisissons a l o r s  dans chacune des (n-m) colonnes hors de F (k-1) p o s i t i o n s ,  

t .q. C' 1, e t  imposons à s d ' ê t r e  n u l  pour c e s  (n-m) (k-1) couples ( i ,  j 1. i i j 
On a a l o r s  

F 
équations.  On montre facilement que C é t a n t  r é g u l i è r e ,  l e  système a une 

s o l u t i o n  unique, 

1 - 1 x . .  = - pour 4 = 1, y = , e t  s = - s i  L! O .  
1 k i j  k 1 

Il s ' a g i t  donc d'un sommet non e n t i e r  du polyèdre continu. 

S i  l ' o n  r é é c r i t  les  équations @.)pour j E F e t  (*. .)pour j E F e t  ( i , j )  t e l  
i 1 11 

que Ci = 1, en t r a i t a n t  l e s  va r i ab les  n u l l e s  (hors  base)  au sommet en quest ion 

comeddes  va r i ab les  d ' é c a r t ,  e t  s i  l ' o n  m u l t i p l i e  l e s  i n é g a l i t é s  Ç .  par  t j  = k-1 
i j 1 e t  les i n é g a l i t é s  L j  par  t = 1, on o b t i e n t  en addit ionnant  t o u t e s  c e s  iné- 

1 

g a l i t é s  t 



soit en divisant par k 

Le membre de gauche devant être entier pour toute solution réalisable, on 

peut arrondir le membre de droite et on obtient C 
O' 

Il convient de remarquer que l'équation obtenue découle du système en varia- 

bles entières et que s'agissant d'une contrainte additionnelle valide et stricte 

(puisque k m) le sommet fractionnaire est effectivement éliminé. Le détermi- 

nant A de la base optimale est k. 

Nous allons montrer dans la section suivante que toutes les inégalités 

C ne sont pas nécessaires pour la détermination de l'enveloppe convexe des 
0 

solutions entières, et nous montrerons que l'on peut regrouper des familles 

de sommets voisins (au sens de la méthode simpliciale) et ensuite éliminer 

les points d'une même famille.fractionnaire à l'aide d'une seulecoupe C . O' 
Comme d'autre part dans la démonstration précédente les coefficients tlj 

valaient 1, C~ e6.t un hypehpikn d'appui d e  t ' envdoppe  convexe d a  p o M  
entiUr-6. Il n'est pas possible de réduire davantage son second membre. 

On peut le vérifier directement en remarquant que si l'on place m "1'' dans x 



en les répartissant sur le nombre maximum de lignes possible, il faudra les 
m 

placer sur r-1 lignes si lron veut que tous ces "1" correspondent à des 
k 

j positions pour lesquelles ri = 1, j r F. Dans ces conditions, 1 . 1 Xij = "I 
jrF i:.C =1 

m i 
et 1 yi lEl. 

ir 1 

m 5 
Dansl'exempleprécédent, avec m = n = 5 et k = 3, il faut Ikl = r31 = 2 

j lignes pour placer 5 ltun" là où C. vaut 1. 
1 

Par exemple, la solution entière 

vérifie C en tant qu'égalité : u 

Si J 3 F ,  i.e. si n > m, on peut raisonner exactement de la même façon, en 
# 

plaçant les 1 pour j C F dans l'une quelconque des lignes pour lesquelles 
yi = 1. Ces x L O, j 1 F, n'interviennent pas dans C de toutes façons. 

i j u 



1 1 . 5 . 2  F A M I L L E S  D ' I N E G A L I T E S  $ 
(39 

Soit 
m A = {ai 1 ai = - 
i ' i = 2 , . . . , m - 1 ,  (i,m) l } ,  

e t  s o i t  

Soit  

a lors  

avec m > m  > m .  
1 2 P  

Soit 

IL = { ~ E I ,  2 i i i m - 1 ,  (m,i) = 1 1 Tail = me, ai E A} 

Soit K Ck 1 t = 1, ... 1. e 

Exemple. m = 5. 



S o i t  kL E K, 60Ct u une kt-p(MCtQtiOn. Aeau Ca eLiiLOte 

toute.6 Lu ~OWM Q u . c t i o d e 6  ayant ddM F x 1  une bande 
diagonate nUeee de îmgu m-q nowuvhW o( F) , . q t I ~ .  

Démonstration. 

m 
Le premier membre de C e s t  m - - e t  u Q 



l a rgeur  m-4=1 

recouvrant a( J ) 

--- .." 

3  
X 

l a rgeur  m-3=2 

recouvrant Ü( J ) 

1 2 3  
X, X, X sont  él iminés pa r  C a ' 

l a rgeur  m-3=2 

recouvrant a( J ) 



On remarquera que par exemple X ( 2 )  est aussi éliminé, puisque 

4 1 1 x . .  = 5 et 1 yi = z  
j i e a ( j  13  

4 - 1 1 L 3  donc 5 - - - - 
3  3 

Soit kt K, ~0i.t u une k t - p m n .  A(Md Cu U M n e  
&utes l es  bo&ti.onb @ctiannai/re6 $&es que 

en p a h t i d a  toute6 te6 m W o n b  teCees que, 



'Démonstration. 

= m -  1 Jj x . .  
jrF i:C:=O 13 

donc ce t te  solution (x,y) est éliminée par C u 

On appellera donc "famille de 9 - so lut ions"  l'ensemble des solutions fraction- 

naires telles que 

et un somet  "pèrett de c e t t e  famille  sera un sonanet fractionnaire tel que 

1 x . .  - ,  V j  c   et V i  : ~j = 1 
11 kt i 



Il  e x i s t e  p lus ieu r s  sommets "pères" s i  F * J,  ces  1'p8res11 ayant k composantes 

x i j  par colonne j 1 F égales  à l e s  a u t r e s  é t a n t  nul les .  Pour F donné 

tou te fo i s ,  tous  ces  "sonnets engendrent l a  méme coupe C 
O' 

S i  nous reprenons l texe&ple  de l a  s e c t i o n  11.5.1, nous v é r i f i o n s  f a c i l e -  

ment que C correspondant 2 $; c t  es t -&dire  
O 

élimine non seulement ( a , g ) ,  mais également X(3) par  exemple puisque 

4 4 - 11 1 1 xij  = 5 e t  hyi = - d e  t e l l e  s o r t e  que 5 - - - - 3 3 3 3,  i jlri 

a u s s i  bien que par  exemple X d é f i n i  par  
- .  

puisque 

ou encore X'  : 



Enfin nous avons démontré dans [ x l  l e  théorème suivant  : 

Théo.téme 11 .5 .3 .  

SoLt kb = m - 1, a l o u  kt m dont p d m  M e  ew, et 
60Ct a une. kt-pennutation. A(o4.A Ca 

-twm &.~acAonnai/rqb t&&6 que 

et co en outne e62 une dacette de L' enveloppe convexe de6 
~oautions e.naX&eb de SPLP. 

On a bien 1% = 151 = 2 et  on a démontré dans [ x  1 que l rhyperplan  sêpa- 

r a t e u r  du de i-espace d é f i n i  par  C cont ient  mn+m-n sommets e n t i e r s  l i n é a i -  u 
rement indépendants e t  e s t  donc une f a c e t t e  de SPLP. 



La t o t a l i t &  des f a c e t t e s  Ca pour l e a q u c l l e s  k - m - f  ne s u f f i t  t o u t e f o i s  4 - 
pas à Glrminer t o u t e s  l e s  so lu t ions  fractionnaires, 

O 
Pour 1'exempl.e pr8eédant, C euat une f ace t t e .  D ' z x ~ t r c a  part l a  so lu t ion  

f~actionnaire ( q u i  e s t  un sorawit du polyèdre continu) 

n ' e s t  éliminée par aucune des  f a c e t t e s  avec k; = rn-1, puisque 
5 1 1 xij est au plus é g a l  a m = 5 e t  1 yi = - donc l e  premier mwbm 

JEF i ca (  j  1 - i r 1  2 

de n'importe q u e l l e  C (k = kt = m-1) est au p lus  kgal a 5 - 5 = 5 et  a a 2'" 
jamais supérieur à rn - 191 q u i  vaut 5 - 2 = 3. L?ccveioppe convexe des solu- 

t i o n s  e n t i a r e s  a donc d ' a i t r e s  f a c e t t e s .  

1 1 . 5 . 3  ELlMINATION D'UNE SOLUTION FRACTIONNAIRE PAR UNE COUPE Co 

Bien que l 'expérience a i t  montré (Cl0 1) que l a  grande major i té  des  

problèmes d ' implantation simple ont  une solu t ion  e n t  i& l o ~ s q u ~ o o  l e s  résoud 

a l ' a i d e  d'une méthode basée s u r  l a  méthode s in ip l ic ia le ,  il e x i s t e  un grand 

nombre de so lu t ions  f r a c t i o n n a i ~ e s  e t  par conséquent un p a n d  nombre de d i m c -  

t i o n s  de fonct ions  économiques t e l l e s  que l a  so lu t ion  optimale s o i t  unique e t  

non e n t i è r e .  



Il  n 'es t  pas nécessaire pour ce la  que l e s  coef f ic ien ts  de l a  fonction 

économique a ien t  une s t ruc ture  très par t icu l iè re ,  coamie par exemple des coûta 

égaux suivant une r épa r t i t i on  spéciale.  S i  l t o n  é c r i t  l e s  conditions de Kuhn 

e t  Tucker du programme l i n é a i r e  relaché a i n s i  que l e  programme dual corres- 

pondant, on obtient  : 

Min CCc. .x. .+Cfiyi 
13 13 

Vj : C x . .  2 1 
1 13 

V :  x . .  - y i  S O  
13 

V , :  x 2 0  
i j 

V i  : Y i  2 0  

( ~ , y )  solution réa l i sab le  

e s t  solut ion optimale s i  
3vj XO 

s o i t  solut ion optimale, il s u f f i t  donc que 

Pour qu'une solution du type x = 2 V i  L j, i + m 
i j  m-1  

x = O , V i = j  i j 

- l ~ - j > m , i ~ m - l  X. .  - - 
11 m-1' 

x . .  = O, V j  > m, i = m 
13 

l Y i ,  Yi = - m- 1 



c.. +W.. - v  20'Vi S m ,  j = i,ouVj > m ,  i = m  
11 11 j 

c.. + w  - v  = O V i  t j, j Sm,ouVj r:m+l, irm-1, 
3 ij j 

W.. = O Vi ~ m ,  j = i ouVj > m ,  i = m 
13 

- C W.. .= O Vi. fi 3 11 

Donc 

fi = f W.. Vi. 
13 

cij = vj - wij Vj S m ,  i * j, ouVj S m ,  i Sm-1, 

ce qui implique en particulier que 

w = v - c.. Vj S m ,  i t j ou Vj > m, i sm-1 
ij j 11 

= 1 <vj - c. .) 
jfi 13 

c 2 V. Vi S m ,  i = j, ou Vj * m, i =m. 
ij I 

On vérifiera facilement que les données suivantes satisfont 3 toutes ces 

conditions et que la solution (x,y) présentée ci-après est optimale. 



Aucune composante du vecteur cr4t&re de candidature correspondant 3 une 

var iable  hors base n 'étant  nu l le ,  c e t t e  solution optimale e s t  unique. Or 

e l l e  e s t  non ent ière .  

Zfiyi = 19.75, Zcij xij = 29.25, coût primal = 49 

coût dual = 49 

Une solut ion en t iè re  coûtera au minimum 50, ce que l ' on  obt ient  en choisisant 

s o i t  yl = 1, s o i t  y2 = 1, s o i t  y3 = 1, s o i t  y4 = 1. 

S i  l 'on a joute  aux contra intes  de SPLP l a  f ace t t e  C correspondant A u 

avec F = {1,2,3,4,5) 

c 'est-a-dire 

l a  solut ion optimale précédente e s t  éliminée, puisque 

e t  C é tan t  une f ace t t e ,  l a  nouvelle solution optimale se ra  ent ière .  u 



Lorsque Co est ajoutée au tableau s impl ic ia l ,  e t  rapportée 3 l a  base. 
3 

l e s  coeff ic ients  des var iables  hors-base sont respectivement - -pour  l e s  - 4 - 4 
l. variables  x.  . avec 2; = O e t  - - pour l e s  var iables  S. . , 2' = 1, j c F. Le 

13 4 13 - i 
second membre par contre (après avoir  transformé y, en y, = 1-y,] e s t  

35 3 5 
A A A, 

2m - m, - - = a - - = - -  
4 4 

Une i t é r a t i o n  de l a  méthode duale-siinpliciale. 
4 ' 

va f a i r e  entrer par  exemple x,, dans l a  base, l a  fonction économique va deve- 
4 3 

AI 

nip ( - 4  + - - ) )  = - ( - 9 - 1 )  = - ( - 5 0 )  s +50. la solution correspondante 
3 

e s t  duale-optimale e t  primale-réalisable, donc optimale. Etant en outre 

en t iè re ,  c 'est  l a  solution cherchée. E l le  n 'est  tou te fo i s  pas unique. 

Cx. . l  
11 

Cv. 1 
3 



4 
La fonction économique du dual vaut bien Ev - 3 t  = 54 - 3 = 50. 

j 

Nous a l lons  chercher a carac té r i se r  l e s  s ~ l u t i o n s  en t iè res  qui sa t i s fon t  

a une coupe C en t a n t  qu'égali té,  c 'est-a-dire t e l l e s  que u 

avec 

Il faudra que Z B i j  = m - a 

avec O s a a m t 

( i l  fau t  en e f f e t  qu'au moins l 'un des yi s o i t  égal  a 1 pour toute  solution 

e n t i è m  réa l i sab le ) .  Il fau\ pour que l a  solut ion s o i t  réalisable,  que l e s  

y, égaux a 1 permettent de placer m"lW sur  F. m - a = p de ceux-ci doivent 
A. 

se  trouver sur des emplacements où E' = 1, e t  i ls  doivent ê t r e  &par t i s  
i 

sur  $ = me - a lignes.  Or sur chacune de ces  l ignes ,  sur  F, au plus k de L 
ces ''1" sont comptés. 

Alors - m - a -  (ml- a) 

= p - m t + a  
= p -  8 

On a également 

m m = m 3 r t  - r avec 1 i r d kt - 1, jkL] = ml, 

donc m& - r - mt =Bke - q - 8. 



1-kt 5 q-r S kt-2 

kt- 2 
mais f3 e s t  ent i er  e t  y ne l ' e s t  pas, donc 

ml-1 s 6 s m l  = lmt+ 

8 ne peut donc prendre que deux valeurs, ml OU 0~ 1. On a cbnc : 

s o i t  

avec 

et 

donc 

q = r t l -k  C 

p = m e t  f3 = nit, avec q = r = mLkl-m, 



Théaithe 11 .5 .4 .  

LU   OUM dheb v e h i i w  dont a e b   QU^ 

11.5.4.1. Solutions e n t i è r e s  avec Eyi = 
' 

-------------------------a------ 

Pour c o n s t n i i r e  des solut ions  e n t i è r e s  avec Lyi = m L e t  v é r i f i a n t  - 
C i ,  il f a u t  que 

donc tous l e s  x Cgaux à un doivent se t rouver  sur des emplacements où 
i j 

L! = 1, s i  j r F. Il y en a au plus k pa r  l i g n e ,  e t  il f a u t  u t i l i s e r  L 

= ml l ignes ,  ce qui  est bien consis tant  avec l'hypothèse de départ .  

Considérons ce qui  ce passe sur F. S o i t  l s i o  s m. ûn pourra considhrer  

l e s  solut ions  e n t i è r e s  du type suivant  : 

pour i = i +(ml-l)kp x . .  = 1 - 1 x s i ~ j = i  
O 3.1 it=i +ûkL i ' j  i 

O 

cX8smt- 2 

x = O autrement 
i j  

Nous ferons l e s  deux remarques suivantes : 

a)  l a  l igne  io + (m l ) k  (mod m) avra exactement m-(ml-l)kt ''11' s u r  F, - e 



en e f f e t  m - m k # 0  e t  

puisque * mdCe 
m e s t  b12. i - i e ~ ,  k l b ) .  

Lorsque i v a r i e  de 1 à m ,  on r c 3  ,-s: crouve donc jamais deux f o i s  l a  méme 
O 

s o l u t i o ~ r ,  ca r  l a  dernière  l i g n e  (17- n'  a  pas l e  même nombre de "1" sur 

F que l e s  a u t r e s  l i g n e s .  

c a r  mlkL L O (mod. I; 

L ' é c a ~ t  (mod. m )  e n t r e  l a  deo. Ligne e t  l a  première e s t  d i f f é r e n t  

des autaas  é c a r t s  (mod. m ) .  

Exemple : m = 8, me = 3 = i'-. , avec k = 3, n  = 10. 
4 3 e 

a 

On cons t ru i t  des so lu t ions  du type b:yq.~-t;mt : 







11.5.4.2 Solutions entières avec Zyi = ml-1. ................................... 

I l  faut maintenant que C C x = m - 1 ,  
joF:' i d j  > i j  

Ceci implique que 

OU encore 

s o i t  k (m 1) 2 m - 1  l t- 

m- 1 S i k  < -  il n'existera donc pas de solutions entières appartenant h C= ; ml-1' Q 

autres que c e l l e s  pour lesquelles Cyi - - mt* 

Exemple 1 Soit  m = 8 ,  kt = 3, ml = 3.  

I l  n'y a donc pas de solutions entières avec Cyi = ml - 1 pour m=8, k - 3 ,  l - 
me= 3. 

Exemple 2 Soit  m = 5 ,  kt = 2 ,  ml = 3. 



e t  d 'autre par t  

Il y a donc des solutions en t iè res  appartenant a c avec mi - u 
Supposons donc que 

- 

I l e s t  p o s s i b l e d t a v o i r p f o i s  x . .  = 1 l a o a ~ :  = 1 sur Fdonç O I: x. ; m - 1  
1 3  

et ce la  sur [el = rn -1 lignes.  j r F i r ~ ( j )  'j ' 
k~ 

Considérons ce qu i  se  passe sur F. 

Soit  1 s i s m. On pourra considérer l e s  solut ions  en t iè res  du type 
O 

suivant : 

pour i = io+Ok (mod. m ) ,  0  = 0,1, ...,?- 3 t - 

pour i = i +(ml-2)kt (mod. m) 
O 

x . .  = 1 - 
1 3  i t = i o + O  1 .k i ' j  

t 
Osûsmr  3 

x = O autrement 
i j  

Nous ferons l e s  remarques suivantes : 

a )  l a  l igne io + (m -2)k (mod. m) aura exactement m - (ml-2)klt'lw s u  F, t . e  
or' 

en e f f e t  m-m k + 2k # k t e  e e 



ou m t (ml-l)kl 

ca r  k T m  (en f a i t  (m,kl) = 1). t 

Lorsque i var ie  de 1 3  m ,  on ne retrouve donc jamais deux f o i s  l a  même 
O 

solut ion,  ca r  l a  dernière l igne de "1" (mod. m )  n'a pas l e  même nombre de 

"1" sur F que l e s  au t res  l ignes.  

c a r  (ml-l)k L O (mod. m l .  l 

L'écart (und. m) en t re  l a  dernière l igne  e t  l a  première e s t  d i f fé ren t  des 

au t res  éca r t s  (mod. ml. 

Exemple. m = 5, kl = 2 ,  ml = 3, n = 7. 

On construi t  des solutions du type suivant : 



etc . . . 



Remarque. 

m S i  kt = m-1,  on a toujours m = r-1 = 2 et donc 
kt 

car 

- 
11 y a donc toujours deux types de solutions en t ie res  sur C- ce l l e s  u s  
vé r i f i an t  f yi = m1.2 e t  c e l l e s  vér i f ian t  f yi = m l  - 1 = 1. 

Dans [ X I ,  nous avions montré q u ' i l  e x i s t a i t  m solutions ent ières  t e l l e s  

que f yi = 1 e t  n(m-1) solutions en t iè res  t e l l e s  que E yi = 2, que tou tes  

ces solutions é t a i en t  indépendantes, e t  que C é t a i t  donc une face t te  du u 
polyèdre enveloppe convexe des solutions en t i è r e s  de SPLP. 

1 1 . 5 . 5 .  AUTRES TYPES DE CONTRAINTES ADDITIONNELLES 

L e s  coupes C ne sont pas bien sur l e s  seules  contraintes addit ionnelles a 
val ides  e t  s t r i c t e s  que l ' on  puisse engendrer h p a r t i r  de solutions fraction- 

naires.  

Ecrivons de nouveau l e  système d ' inégal i tés  déf inissant  l e  cône dont l e  

s o m e t e s t  l a  solution f ract ionnaire  (x) : 

1 x i j  = - s i ~ j z l ,  k i  je^ 

x.. = O si L: = O, j c F 
11 

- - - Y i  
Y i  k 

avec 



x. - y i  r O pour P! = 1 
1 

(b) 
1 j 

Prémultiplions la matrice A de ce système par un vecteur ligne t et cherchons 

a résoudre 

tA = O (mod. k), t entier, 

OU encore 

soit en reprenant les notations de 11.3, 

C. a = O (md. k). 

Il existe deux matrices unimodulaires U et V telles que 

i 
soit une matrice diagonale, et en posant gi = G. et a = W, 

1 

giyi = O (mod. k). 

Ce système a k solutions (mod. k) et il existe donc k directions de contraintes 

additionnelles dontcles coefficients soient tous compris entre O et k-1, et 

entiers . L'une d'entre elles sera la contrainte triviale 

Il existe donc effectivement (k-1) directions de contraintes additionnelles 

intéressantes. 



Nous al lons  l e s  déterminer simplement en mult ipl iant  ( a )  par k-a,(b) par a 

e t  (c) par (k-a), a en t i e r ,  compris en t re  O e t  k, e t  nous a l lons  additionner 

membre à membre l e s  inéga l i t és  obtenues : 

C 1 (k-a+a)x; . -La kyi i m(k -a) 
j r F  i r  u ( j )  13 1 

ou encore 

La contra inte  addit ionnelle sera  s t r i c t e  s i  

o r  (k,m) = 1 e t  pour 1 i a i k-1, *-a. 

On aura donc une famille d t i néga l i t 6 s  s t r i c t e s  e t  val ides  

e t  

(1) l e s  coef f ic ien ts  de (pu) sont compris en t re  O e t  k-1 en valeur u 
absolue 

(2 )  il y a (k-1) inéga l i t és  ( a= l , .  . . ,k-1) 

(3) P; e s t  Cu. 

On peut remarquer d rau t re  par t  que pour l a  solut ion f ract ionnaire  de départ,  



a 
donc l e  p r e m i e r  m e m b r e  vaut m - m - qui e s t  toujours pos i t i f  si O < a < k. 

m k 
De m ê m e  l e  second m e m b r e  m - r-1 e s t  aussi  toujours p o s i t i f .  

k 



- ANNEXE B 

TH~ORÈMES DE FARKAS 

EN 

PROGRAMMATION ENTIÈRE M I X T E  

= L e  théorème de Farkas généralisé (théorème II .  2 . 1 )  peut également s ' écrire 

pour un programme non linéaire en variables mixtes du type 

(PEM) Max {f(x,y) 1 a(x,y) f b, x zn}- 

Nous donnons ci-dessous énoncé e t  démonstration. 

Si : 

1" vf(X,y) W t e  et est we66icients mti~nneed 

2" va(;,?) existe, est i n v m i b t e  d h web&icients N o n n d ,  

3 f e s t  quasi-conuexe 

4" aI ebt peudo-concuve en (;,y) et a- eb.t finZabte 
1 

aeoh.6 

b i  E K => f (x ,y)  S f(X,y), 

xR &te u g (Q 



Démonstration, 

(1) Existence de u : 

La matrice va(;,$) é t a n t  r é g u l i è r e ,  il e x i s t e  une s o l u t i o n  unique u au 

système l i n é a i r e  

(2 )  Signe de u : 

1 u 2 O. Supposons que u1 ne s o i t  pas p o s i t i f  ou nul.  Supposons par  exemple 

que - 

Alors 

où D e s t  une matrice e n t i è r e  e t  q:&e dénominateur commun des  éléments de B, 

q > 0. 

On a donc 

où C e s t  une matrice e n t i è r e  e t  où A = ldet B 1. 
s o i t  g] = - c f ,  a l o r s  

en e f f e t  X E zn 



a[(>;,$) + (X,8)1 f b 

en e f fe t  
O O O O = B . ( - c ~ )  = - B . & ~ - ~ . ( B - ~ )  va(X,S).(x,y) = .B-(X,Y) 

implique, puisque a e s t  pseudo concave en (;,y) e t  a- l i néa i r e ,  
O 0 

1 
que a[(;,?) + (x ,y) l  r O. 

1 n-1 < 
en e f f e t  v f (~ ,$ ) . (8 ,9 )  = u ~ . ( 8 , 8 )  = ub1(S,Q) = -U 4 
implique, puisque f e s t  quasi  convexe, en (>;,y), que 

I l  y a donc contradiction e t  il fau t  que u1 2 0. 

vf(x,y) = u . v Q ( # , ~ )  ->u = vf(;,y).[va(i,y)I 
- 1 

e t  s i  ~ f ( ; , y )  e t  Va(;,?) sont des matrices ra t ionne l les  u 

e s t  auss i  A coef f ic ien ts  rat ionnels.  



CHAPITRE 3 

ALGORITHMES ET APPLICATIONS 

1 1 1 ,3  RÉSOLUTI ON DE PROBLÈMES D' IMPLANTATION AVEC CAPAC ITÉ , 



I I L l  RESOLUTION DE PB. 

La résolution du problème (PB) sans structure particuliarâ; va demander 

l'utilisation d'un algorithme incorporant trois aspects diffdwntrr. D'une part, 

il devra étm de type éndratif, puisque le problème est NP-complet et que po7m 

l'instant du moins on peut considérer qu'il n'existe pas d'algorithme général 

qui soit polynomial. Ensuite de façon h pouvoir énumérer une po~tion aussi rédui- 

te que possible de l'ensemble des solutions wpossibles", il fauàra faire appel 

h des tests qui slils sont positifs permettront d'éliminer des sous-ensembles 

de ces solutions ~possiblesw comne étant soit dépourvues dqintérbt en ce qui 

concerne l'optimisation soit non susceptibles d'atm réalisables. Les relaxations 

sont en général utilisées pour fournir des bornes et les sondages pour fournir 

des renseignements sur la structure des solutions entihws. 

Un algorithme type pourra se représenter sous la f o m  s:ivante ou sous 

l'une des formes écrites dans Ck 1 ou [ r l  par exemple. Dans ( A )  nous décrivons 

le travail qui peut gtre fait h un noeud et dans (BI nous progasons une façon 

de construire un arbre pour l'énumération. 

1 M  1 SE A JOUR DU P ~ R L & ~ E ,  On remplace les variables fix6es sur, l'arbre 
par leurs valeurs. Soit (PB(v)) le problème (PB) au noeud V. 

valeurs un sous-ensemble des variables entières du problème et on rdsoud le pm- 

gramme linéaire relaché restant en continu. Suivant que ce progranme a ou non une 

solution optimale finie, on calcule des inégalités de Benders de type 1 ou 2, in&- 

galités ne portant que sur les variables entières (si on conserve dans le propani- 

me linéaire toutes les colonnes comespondant aux variables fix6es, on aura en 

effet des coefficients pour toutes les variables entibres et les conditions de 

Benders seront des conditions globales). 



1 1 1 RECHERCHE HEURISTIQUE DE SOLUTIONS RÉALISABLES u t i l i s e  m e  

ou plusieurs  des heur is t iques  présentkes en 1.3.2. S i  on obtient  des solutigsz,& 

d a l i s a b l e s ,  l a  meilleure s e r a  conservée (on 1 ' appelara (x* ,y* ) ) e t  l a  val eu^ 

correspondantede l a  fonction économique, s o i t  8, sera  a l a  f o i s  u t i l i s é e  c 

borne supérieure de z e t  dans l e s  inéga l i t és  de Benders de type 1. 

IV. GÉNÉRATI ON D' I NÉGALITÉS LOG I QUES . A pal*tir, s o i t  des contra intes  

(dans l e  cas d'un problème e n t i e r  pur) s o i t  des conditions de Benders, on engen- 

dre des inégal i tés  logiques de degré mininum. On v é r i f i e  s ' i l  n ' e s t  pas possible 

d'en déduire que cer ta ines  var iables  ne peuvent pmndraa que cer ta ines  valeurs.  

S i  c e l a  e s t  possible, on les f ixe  a ces valeurs e t  on continue avec un p m b l b  

rédui t .  

V.  RESOLUTION D'UW P R O B ' I ~  RE-, a t  (RI,  .oit (PCE). ~ o m  de PB 

problbiass, il srh ie  important d'a jouter aux contFaintes dlor igine (mises à jom) 

l e  plus  de contraintes l o g i q w s  possible. ( vo i r  C201 et C m  11, Le p r o g ~ b e  d a -  

ch8 ayant 8t6 d s o l u  on peut Bventwllement y a jou t e r  des PnégalitBs & Gtrmory- 

Johnson et  réoptimiser a u s s i  longtemps que l ' d l i o p a t h n  de la  fonction 6coaio- 

mique est suf i r ieum à un seuil f i xa  à pr io r i .  

V I ,  CALCUL DES PÉNALITÉS, En u t i l i s a n t  l e s  conditions logiques e t  l e  tableau 

s impl ic ia l  f i n a l  de (PCE), on peut obtenir  des pénal i tés ,  c 'est-&dire des bornes 

infér ieures  sur l e  changement de l t o p t ~  résu l tan t  de l a  f ixa t ion  Zi 1 ou a O 

des vmiables  de (PB( v)). 

V I  1, SONDAGES LOCAUX, En u t i l i s a n t  l e s  contra intes  logiques e t  l e s  pénal i tés ,  

on e s sa i e  de prévoir de façon systématique ce qui  s e  passerai t  s i  on f i x a i t  l e s  

var iables  encore l i b r e s  3 l 'une des deux valeurs possibles,  O ou 1, e t  on s u i t  

l e s  réactions en chaîne qu i  s'ensuivent lorsque l ' on  combine ces f ixat ions  C t  1 

( cec i  s ' appelle "probing" en- anglais ) . 



Ces sondages locaux peuvent ê t r e  t r è s  plri9aièrw ,Jà*~s l a  mesure! cd l 'cm 

peut cho i s i r  de s e  brancher sur l a  variable q ü X  va ,w=ettrw dc* f i x e r  &-ai5 

un sens ou dans l ' au t r e  (c 'est-&dire qu'on l a  f i xe  3 Q ou a P) l e  pB;iei;i de 

variables  possible. On e s t  assuré a i n s i  da constrmlre des arbres geu p l * f ~ : ~ d s ~  

les variables s e  f ixan t  d'elles-&nies par des t e s r s  logiquena. S i  on &duit  la 
k profondeur de l ' a rb re  de n a, par exemple,k, on a w a  2 m m t s  au l i e u  de 

2", ce qui représente un gain de temps appréciable. Le t r a v a i l  effectu6 A 

chaque noeud est l o in  bien sur d ' ê t r e  négligeable, mais il est toujowrs pr&- 

férable  de réduire  la c o m ~ ~ é  du probl&me autant que possible. Nous dgcri- 

vons dans Cbl, Cm], Cs1 e t  Ckl par exemple, comment associer  un 'tétat" 3 
chaque noeud de l ' a rbre  d'énumération. Un é t a t  e s t  par déf in i t ion  une p a r t i t i c x ~  

de l'ensemble des variables l i b r e s  (non f ixées  sur l'au?bxw) en trois saw-en- 

sembles, 

LO ensemble des var iables  temporairement f ixees  6 

L1 ensemble des var iables  temporairement f ixées  A P 

L2 ensemble des var iables  considé&es c 

La résolution (en un noeud) du pmblBme d 'é ta t  corxlrisgc>ndca;nt (plus con- 

t r a i n t  qu'un problème PC d'un code de Branch and Bowid) fourni~a en part icd- 

l i e r  une (ou des) condit ions de Benders qui seront ensui te  u t i l i s e e s  p m  fixes; 

des variables ou pour guider l a  recherche. Des expériences f a i t e s  p w  nous 

e t  par  d 'autres auteurs (vo i r  C 291 par exemple ) prouvent que 1 énumération 

d ' é t a t s  permet dans bien des cas  de réduire  considérablement La recherche en 

permettant de f i x e r  des var iables  sans avoir  a l e s  énunxgrer. 

1 1 1 ,2 RESOLUT ION DE PROBLEMES D'ORDONNANCEHW D uOOPE~TIQMS 
D ' ENTRET 1 EN 

Il s ' ag i t  de problème dtordonnanceaaerit que l'on peut formuler corne pro- 

blèmes de type (PB) e t  qui é t an t  donné leur  s t r i n c t m  p a f l i c u i i h e  v ~ n t  e t r e  

t r a i t é s  de façon plus spécifique. 



Considérons un ensemble de H machines i,i = l,...,H, qui doivent étre 

mises hors-service au début d'une O>çPiodas t 3Ll,2,. . . ,T- Cki xiats 

variable booléenne, qui indique= si l'entretien de la machine i carnaence cit. 

non en période t. T1 entretien de la machine i demande D ( i )  périodes contigues, 

On peut se trouver en face de deux objectifs différents 

1 " soit l'ordonnancement des demandes en main d'oeuvre 

2 " soit l'ordonnancement de façon h maximiser les réserves. 

111.2.1.  S I  L'ON VEUT SIMPLEMENT S'OCCUPER DE LA MAIN D'OEUVRE. 

Soit L(i) un vecteur de longueur D( i) spécifiant les demandes en main 

d'oeuvre pour, chaque unité de temps pendant l'entretien de la machine i, 

et soit R(t) le besoin en main d'oeuvre pendant la période t. 

On cherche 

oh ai, t ) = l(0) correspond à 1 'arrêt de la machine i en période t (ou non 1 .  

111.2.2.  S I  ON CONSIMRE AU CONTRAIRE QUE C'EST LA PRODUCTION DES MACHINES 

QUI  EST D'UNE IMPORTANCE PRIMORDIALE. 

Soit a(i) la capacité de la machine i, et soit L(i) un vecteur de longuew 

D(i) ayant tous ses coefficients égaux a(i). Alors soit R(t) une borne supé- 

rieure de la capacité de production mise hors-circuit en période t. On veut 

garder autant de "réserve" que possible. Ceci sera le cas d'une compagnie 

fournissant par exemple de l'énergie non stockable et qui veut être capable 

de faire face au mieux à une augmentation soudaine de la demande h un mament 

quelconque de la période de gestion ( i . e . t E {1,2,. . . , T } ) : 



03. Mx = e représente les contmintes de choix multiple, et e = 1 Vk. 
k 

Nous avons proposé dans CnI une méthode énumérative qui s'est avérée 

très efficace pour des pmblèmes de taille moyenne et qui pourrait être 

utilisée partiellement conme une heuristique pour des problèmes de grande taille. 

Ceci est rendu nécessaire par la taille des problèmesP3 correspondants : un 

problème avec 10 machines et 52 périodes (52 semaines) se transforme en un PB) 
avec 2081 variables booléennes et plus de 100 contraintes. 

La méthode décrite adapte les méthodes d'énumération implicite, le sommet 

de l'arbre étant le vecteur nul et les machines étant intemmpues une a une. 
Elles sont préordonnées soit par rapport aux pmduits a(i).D(i) soit par rappo& 

aux classes de conflits. Plusieurs exemples sont di5crits en détail dans 

En 1. 
L'algorithme proposé est particulièrement interessant lomqutil s'agit dbvoir 

une réponse rapide sur un système intéractif du type APL ;siIbn veut prouver 

l'optimalité par contre, suivant la nature des problèmes (plus ou moins contraints?, 

l'exploration sera plus ou moins longue. 

RESOLUT 1 ON DE PROBLEMES D ' 1 MPLANTAT 1 ON AVEC CAPAC 1 TES, 

Dans [ri] et [v], nous avons proposé une méthode directe de rno&Ee dude  

("dual ascent") qui, coupléeavec une méthode heuristique de mise en évidence 

de solutions réalisables, et intégrée dans une mkthode d'éndration implicite 

ou d'énhation d'états, paxaet de résoudre efficacement des problèmes de flots 

dans des graphes avec capacités et avec charges fixes sur tous les somets sauf 

les soumets-clients. 

L'idée de la méthode de mon;tée duale  (proposée initialement dans C51 

par Bilde et Krarup) est essentiellement la suivante : si l'on écrit le problème 

dual de (PC) ou (PCE) correspondant au pmblème d'implantation avec capacités 

sur un graphe a plusieurs niveaux, ce probl&me dual a une structure très parti- 
culière, peu de typesde contraintes différents, et un @and nombre de variables. 



Si le problème est trop gros pour être résolu efficacement (et exactement) 

en tant que programme linéaire, on peut cependant essayer de lui trouver Urie 

solution réalisable et d'améliorer celle-ci itérativement en ne travaillant 

que sur des sous-ensembles des variables à chaque pas de l'algorithme. Dans 

[ V I  nous avons month que l'adjonction de contraintes ne portant que sur les 

variables entières et tirées simplement de la configurati.on du graphe per- 

mettait d'augmenter l'optimum du dual et d'ajouter un certain nombre de de&~ 

de liberté par l'introduction des variables duales supplhentaires. Nous avons 

proposé des étapes (basées sur ces variables) qui sont très efficaces parce 

qu'elles sont basées sur la structure du graphe associé. Nous nous pmposons 

maintenant d'utiliser les solutions dwles obtenues (le) pour résoudre des 

problèmes de Benders sur les inégalités associées, les résultats obtenus par 

T. Van Voy étant très pnmtetteurs, et (2e) pour obtenir des fixations de 

variables et des solutions heuristiques encore plus performantes. 



CHAPITRE 4 

CONDITIONS D'OPTIMALITE 

EN 

PROGRAMMATION DIFFERENTIABLE 



Dans Cl], nous avons démontré des conditions d'optimalité pour le program- 

me mathématique 

où C c X, f : X +R,  a : X -+ Y, B c Y, X et Y étant des espaces de Banach et od 

les fonctions f et a sont supposées différentiables au sens de Fréchet. Les 

conditions néceb4ahU d'optimalité sont valides sous une hypothèse de qualifi- 

cation des contraintes très générale (elle est impliquée p m  toutes les hypothè- 

ses similaires qui avaient été proposées auparavant) (voir par exemBle k6I) ; 

cette hypothèse est en outre indispensable si l'on veut que X ~ u ? k ô  les fonctions 

différentiables ayant leur optimum au même point que a(x) vérifient les conditions 

d'optimalité proposées. Gould et Tt3lle ([a 1) ont d'ailleurs montré par la suite 

que cette hypothèse de qualification des contraintes était la plus générale 

possible. 

Les conditions 4~6~ib&eb d'optimalité sont démontrées sous des hypothèses 

de convexité bien plus faibles que celles qui avaient été imposées jusqu'alors, 

Ces conditions dtoptimalité sont une généralisation des conditions de Kuhn 

et Tucker qui, elles se rapportaient au problème 

où f : IRn -+ IR, et a : IRn -+ 31m. La forme très générale des contraintes de ( P 1 

permet d'envisager une classe de problèmes beaucoup plus large que ne le per- 

mettait (Pl). Récemment deux articles ([ 3 1, [25 1) ont présenté des applica- 
tions nouvelles de ces conditions de Kuhn et Tucker généralisées qui montrent 

bien que la généralisation apportée n'est pas triviale. 



Dans Ce 1, nous avons également montré comment ré-écr i re  ces conditions 

dans l e  cadre de l a  topologie f a ib l e  . 

Les a r t i c l e s  plus récents ,  conme par exemple C6 1 e t  C30 ,  s e  passant de 

conditions de qua l i f i ca t ions  des contra intes ,  obtiennent des r é su l t a t s  t r è s  

in téressants  concernant l t op t ima l i t é ,  mais l e s  hypothèses é t a n t  plus f a ib l e s ,  

l e s  r é su l t a t s  l e  sont également. Dans notre étude par contre, nous ne renonçons 

pas à obtenir des conditions dropt imal i té  fo r tes ,  nous montrons simplement que 

l e s  conditions d'optimalité s e  formulent d'une façon plus générale, e t  que sous 

l e s  hypothèses classiques on retrouve l e s  théorèmes de Kuhn e t  Tucker usuels. 

Lorsque par contre ces conditions ne sont pas vér i f iées ,  nous démontrons q u ' i l  

ex i s t e  des conditions plus générales qui  sous des hypothèses parfaitement bien 

déf in ies  non seulement sont nécessaires mais peuvent auss i  ê t r e  suffisantes.  

Nous avons a i n s i  expliqué poultqwi l e s  conditions de Kuhn e t  Tucker ne pouvaient 

pas ê t r e  vér i f iées  dans tous  l e s  cas  e t  par quoi on pouvait l e s  remplacer lo rs -  

qu 'e l l es  n 'é ta ient  pas s a t i s f a i t e s .  



CHAPITRE V 

CONCLUSION 



Les r é s u l t a t s  des recherches qui font l ' o b j e t  de c e t t e  thèse peuvent 

ê t r e  regroupés sous deux thèmes principaux. 

 une pa r t ,  l e6  techniqueb, méthode6 eX @ o L t h m ~  proposés pour l a  

résolution de p rog rahes  en nombres e n t i e r s  nous ont permis s o i t  de résoudre 

efficacement des problèmes diffici les(pmblèmes d'ordonnancement, d'implantation, 

de réseaux avec charges f i xe s ,  vo i r  C 1, C 1, C 1 par exemple) s o i t  de mettre 

à l a  disposit ion d 'autres chercheurs des o u t i l s  eff icaces  qu ' i l s  ont  u t i l i s é s  

pour des problèmes de types d i f fé ren ts  (vo i r  C201). 13 e s t  par exemple part icu- 

lièrement encourageant de vo i r  que des techniques que nous avons étudiées comme 

l e s  inéga l i t és  logiques e t  l eurs  implications, l e s  sondages locaux, permettent 

de résoudre rapidement des problèmes concrets de grande t a i l l e  pour lesquels 

un très bon code cornercia l  ava i t  échoué. 

Nous nous soranes intéressé  d'autre pa r t ,  à l a  4tJu~ctuhe de6 damaine6 de 

solut ions  réa l i sab les  e t  à l a  nuhae d a  h 0 r n n . h  o w e . 6 .  Cela nous a conduit 

d'abord à étudier  l a  génération d ' inéga l i t és  valides pour l e s  problèmes en e n t i e r  

à p a r t i r  de l a  déf in i t ion  m ê m e  du problème, c'est-à-dire à p a r t i r  des-contraintes 

t e l l e s  qu 'e l les  sont exprimées init ialement,  a i n s i  que l e s  caractéri 'stiques des 

face t tes  de cer ta ins  problèmes par t icu l ie r s .  Nous avons par a i l l e u r s  déf in i s  

l 'opt imal i té  d'une solut ion X en fonction de l a  posi t ion de X dans C e t  de a(;) 

dans B pour l e  problème 

jusqu'alors l e s  contra intes ,  é c r i t e s  sous l a  forme a (x)  2 O, avaient en quelque 

s o r t e  "cachéll l e  r ô l e  de a(;). Nous avons pu a i n s i  en pa r t i cu l i e r  dégager l a  si- 

gnif icat ion des r e l a t i ons  d'exclusion en précisant  l e s  in teract ions  ex is tan t  

en t re  l e s  variables duales e t  a(;). Nous avons obtenu des conditions qui se subs- 

t i t u e n t  aux cardi t ions  de Kuhn e t  Tucker lorsque cel les-c i  ne sont pas vé r i f i ée s ,  
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