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CHAPITRE O

PROGRAMMATION MATHEMATIQUE
EN

NOMBRES ENTIERS



Nous nous intéressons dans ce travail 3 la maximisation d'une fonction-
nelle linéaire de n variables sous contraintes linéaires, les variables
(ou certaines de ces variables) ne pouvant prendre que des valeurs entiéres.
Si les contraintes du probléme définissent un polyédre borné (ce
qui n'est pas toujours le cas), le nombre de solutions réalisables dans le
cas entier pur (c'est-3-dire dans le cas ou toutes les variables doivent
étre entiéres) est fini. Ce sera le cas en particulier, des programmes li-
néaires en variables bivalentes, les variables ne pouvant prendre que deux
valeurs, O ou 1. Numériquement parlant, pour des valeurs de n relativement
petites (de l'ordre de 20 ou 30), une énumération pure et simple de ces so-
lutions, et leur comparaison par rapport d la fonctionnelle 3 maximiser,
peut &tre la méthode la plus rapide. Dans la pratique toutefois il n'est pas
rare aujourd'hui de rencontrerdes problémes comportant plusieurs centaines
et méme parfois jusqu'a plusieurs dizaines de milliers de variables. Le temps
nécessaire a 1l'énumération totale croissant exponentiellement, il est impen-
sable de résoudre le probléme de cette fagon. Une modification de cette ex-
ploration systématique (énuméfation implicite ou "branch-and-bound" ou
"séparation et évaluation progressive") tendant d diviser le probléme en
sous-problémes et 3 éliminer des sous-problémes qui ou bien ne peuvent fournir
aucune solution réalisable ou bien ne peuvent fournir de solution meilleure
que la meilleure solution connue a été proposée au début des années 60 (voir
par exemple Land, Doig [23], ou Balas [1 ]) et a été considérablement amélio-
rée par un grand nombre d'auteurs. Une approche différente dans sa
conception introduite dés 1958 par Gomory [15] et qui a connu un développement
important depuis, consiste non pas d "énumérer" les solutions, mais 3 essayer
de cerner l'enveloppe convexe des solutions entiéres réalisables. Deux procé-
dés en un sens duaux l'un de l'autre, vont l'un préciser séquentiellement des

contraintes supplémentaires automatiquement satisfaites par les solutions



entiéres, approchant de plus en plus précisément l'enveloppe convexe des
points entiers, l'autre déterminer un ensemble de points entiers réalisables
parmi lesquels se trouvera nécessairement la solution optimale. Des résultats
des mathématiques classiques (algébre, arithmétique) sont utilisés dans les
deux cas. Sous certaines conditions facilement satisfaites, une convergence
finie est assurée. Malheureusement aucune borne supérieure du nombre d'opé-
rations nécessaires qui soit une fonction polynomiale de la taille du pro-
bléme n'est connue. Des travaux plus récents (depuis 1972 environ) se sont
concentrés sur ce probléme, et il est fort improbable qu'il existe un algo-
rithme polynomial pour résoudre le probléme général de programmation en nom-
bres entiers. Il est toutefois possible que pour des problémes spéciaux
(knapsack, certains problémes d'ordonnancement) des algorithmes précis aient

en moyenne un comportement polynomial.

Dans certains des articles présentés dans cette thése, une approche
mixte est utilisée, combinant une énumération implicite et des méthodes
algébriques. C'est le cas par exemple pour ([m J,...). Dans d'autres articles
par contre une structure particuliére du programme en nombres entiers jus-
tifiait une étude plus poussée de la configuration des solutions entiéres

réalisables (voir par exemple [n ], [q 1,[3D.

Plusieurs types de problémes concrets ont soit motivé la recherche soit
permis a posteriori de vérifier 1'intérét des méthodes proposées. Nous allons

en décrire trois en particulier.

Le probléme du knapsack (ou de sac d dos) avait été étudié semble-t-il
systématiquement pour la premiére fois par Gilmore et Gomory [14]. Ces auteurs
s'intéressaient 3 un probléme de découpes de rouleaux de papier de longueurs
données correspondant d descommandes. Il s'agissait de minimiser les chutes.
Leur étude a permis 3 de petites entreprises de réduire les chutes de 6 %

en moyenne 3 3 % en utilisant un ordinateur de petite taille (IBM 1620) et



de colt faible. Ils utilisaient un programme linéaire de grande taille dont
les colonnes n'étaient pas stockées d priori mais engendrées lorsqu'elles
étaient intéressantes, c'est-d-dire lorsqu'elles étaient candidates 3 entrer
dans la base. Le sous-probléme correspondant pouvait se formuler comme un
probléme de sac-d-dos, du type : combien d'objets de quelstypes doit-on
placer dans le sac-a-dos, étant donné leur volume et le volume de sac-3-dos,
de fagon d maximiser la '"valeur totale du contenu" ? Maints problémes de
chargement et de budget peuvent se formuler de fagon analogue. Lorsque les
objets n'existent qu'en un exemplaire etqu'il s'agit de les choisir ou de

les exclure, on parle de "knapsack bivalent".

Un autre type de probléme est le probléme d'implantation avec charges
fixes. Un réseau consiste en des sommets donnés et des sommets possibles,
et des arcs potentiels allant des uns aux autres. Souvent il s'agit d'usines
ou d'entrepdts possibles et de clients donnés. Il peut aussi s'agir d4'or-
dinateurs et de terminaux, ou de connections & placer sur des circuits
imprimés, par exemple. Le choix d'un emplacement est d'habitude cofiteux,
il y a une "charge fixe" correspondant d l'ouverture d'une usine ou
1'implantation d'un ordinateur. Les sommets existants ont une certaine
demande connue, et ce peut &tre par exemple un certain volume de communica-
tion ou un certain nombre de tonnes de tel ou tel produit. Le coiit du trans-
port ou de l'acheminement du produit est proportionnel 3 la quantité trans-
posée. Suivant les cas, il s'agit d'un probléme avec ou sans capacités. Les
"sources" (usines, entrepdts, ordinateurs) peuvent avoir une disponibilité
maximale finie ou infinie, et les arcs (moyens de transport : camions, trains,
ou lignes téléphoniques) peuvent aussi avoir une capacité maximale finie.
On parlera suivant les cas de probléme d'implantation simple (sans capacité)
ou avec capacités. Dans tous les cas, il s'agit de minimiser le coiit total

d'implantation et de transport par rapport d toutes les solutions possibles.

Le troisiéme problémé est un probléme de chaine de production. Un certain
type de produit fini peut &tre fabriqué 3 partir d'un certain stock de piéces
détachées. Il doitavoir certaines caractéristiques techniques et on cherche a
déterminer le choix optimal des piéces conduisant 3 un bon produit de coilt mi-

nimal. Un tel probléme contient en général un grand nombre de contraintes de



choix multiples : un nombre plus ou moins grand de piéces de caractéristiques
voisines peut &tre choisi pour une fonction donnée, mais son choix sera 1ié

au choix d'autres piéces remplissant d‘'autres fonctions, etc... . Il est
fréquent d'avoir plusieurs milliers de piéces possibles, donc plusieurs
milliers de variables bivalentes. Ces problémes de grande taille sont souvent
trés difficiles 3 résoudre avec les codes standards de programmation en nombres
entiers mais les techniques que nous avons proposées dans In,tl], ...[w ] par

exemple se révélent trés efficaces pour ces problémes.
Les difficultés rencontrées dans la programmation en nombres entiers

sont de plusieurs ordres. D'une part, les résultats de l'analyse classique
concernant les extremas liés ne s'appliquent plus. En un sens, tous les points
entiers réalisables d'un programme entier pur sont des extremas liés locaux,
puisqu'il n'existe dans des voisinages choisis suffisamment petits aucune autre
solution réalisable et a fortiori aucune solution réalisable meilleure au sens

de la fonction 3 optimiser. Malheureusement ceci implique qu'aucune analyse

basée sur des gradients ou méme des sous-gradients ne s'appliquera i ces pro-
blémes. On ne connalt méme pas de conditions nécessaires et suffisantes d'op-
timalité qui permettent de vérifier a posteriori l'optimalité ou la non-optima-
1ité d'une solution réalisable, et ce méme en présence de fonctions ayant toutes
les "bonnes" propriétés de convexité et de dérivabilité. La seule condition
nécessaire nécessaire et suffisante que l'on puisse utiliser (mais qui n'est

pas utilisable pratiquement) est que la solution optimale entiére est également
la solution optimale (en continu) du programme mathématique défini sur l'enveloppe
convexe des points entiers. Cette enveloppe convexe, toutefois, n'est en général
pas connue a priori et sa détermination de fait ne fait que remplacer le probléme

initial par un probléme tout aussi complexe.

Les techniques d'analyse diophantienne se sont révélées décevantes dans
le cadre de la programmation en nombres entiers. Un programme linéaire,
continu ou entier, comporte toujours des inégalités, faute de quoi le probléme
a soit une solution triviale soit une solution infinie. On peut donc toujours
se ramener d un systéme de contraintes défini d'une part par des équations
et d'autre part par des conditions de signe sur au moins certaines des varia-
bles. On sait résoudre un systéme d'équations linéaires en variables entiéres,

mais on ne sait pas comment traiter en plus des conditions de signe,



ou, plus exactement, le probléme redevient combinatoire en fonction de certains
paramétres, et n'est donc pas résolu pour autant. Comme il a été mentionné
précédemment, il semble trés peu probable qu'il soit possible de résoudre

le probléme général de programmation mathématique en nombres entiers 3 1l'aide
d'un algorithme exact polynomial. Nous allons résumer rapidement l'&tat des
connaissances en ce domaine ([221). Il n'y a qu'une fagon précise de définir
ce qu'est un algorithme, & savoir, en utilisant une machine de Turing. Tous
les essais informatiquesvisant 4 définir formellement un algorithme ont
jusqu'a présent débouché sur des définitions équivalentes 3 celle utilisant
une machine de Turing. Celle-ci est malheureusement longue et peu élégante,
et la tentation est grande d'é€tre un peu moins rigoureux. Nous obtiendrons
ainsiune expositionplus simple et plus accessible aux non-informaticiens.

Cook en 1971 puis Karp en 1972 furent d l'origine de cette branche de la
programmation mathématique consacrée a la complexité des algorithmes. Consi-

dérons le probléme suivant

décider si P est vide,
PDD ol P={s €S | s aune certaine "propriété bien définie"}

et S est un ensemble fini quelconque (|S| <+=).

PDD est un "probléme de décision discret". Un algorithme polynomiaf sera un
algorithme dont le nombre d'étapes est une fonction polynomiale de la longueur
de la suite des données. Edmonds en 1965 fut le premier 3 appeler de tels
algorithmes de "bons" algorithmes. On définira Pcomme 1'ensemble des problé-
mes PDD qui peuvent se résoudre d& l'aide d'un algorithme polynomial tandis
que NP sera l'ensemble des problémes PDD qui peuvent &tre résolus par un algo-
rithme énumératif ou arborescent ol la profondeur de l'arbre de recherche

est une fonction polynomiale de la dimension (de la longueur des données)

du probléme. Le nombre d'étapes d'un algorithme pour un probléme NP est une
fonction exponentielle de la dimension du probléme. Parmi les problémes de NP,

certains sont appelés NP-complets. Le probléme de la satisfaisabilité des

expressions booléennes est NP-complet. D'autre part presque tous les problémes



de cliques, de circuits hamiltoniens, de l'arbre de Steiner, du nombre chro-
matique, le probléme du commis voyageur, le probléme général de recouvrement 5
le probléme de knapsack, le probléme général de programmation mathématique
entidre, sont tous NP-complets. Si un algorithme polynomial existe pour 1'un
quelconque d'entre eux, alors tous les problémes NP-complets et a fortiori
tous les problémes de NP doivent admettre des algorithmes polynomiaux, et

on aurait donc alors P = NP, En dépit de recherches extensives depuis dix
ans, on n'a toujours aucune idée de la fagon de répondre a la question

est-ce que NP ¢ P ? (on sait bien sur que P ¢ NP). Il y a donc peu d'espoir
d'étre capable de concevoir des algorithmes polynomiaux pour résoudre les
problémes NP-complets. On a alors le choix entre des algorithmes polynomiaux
approchés (ou sous-optimaux), etdes algorithmes exacts mais exponentiels.

On désignera par "heuristique" un algorithme approché qui fournit une solution
(pas forcément optimale) réalisable que l'algorithme lui-méme ne peut pas

P4 .
améliorer.

Les chapitres suivants décriront des techniques de résolution (exacte
ou approchée) et présenteront une étude systématique de la structure (non
totalement explorée) de certains polyédres enveloppes convexes des points
entiers pour des problémes spéciaux. Il semble en effet que ce ne soit guére
que pour certains problémes 3 structures particuliéres (probléme du voyageur
de commerce, d'implantation simple, de knapsack) que cette enveloppe convexe

puisse &tre étudiée avec succés.



NOTATIONS
e Si AcC,
BeC,
alors A\B = {x ¢ A | x £ B}, et |A| est le nombre d'éléments de A.

e 8i x e:Rp, on appellera également x la matrice-colonne des composantes
de x par rapport d la base canonique de R", Six ¢ Igul, il peut &tre plus

pratique de représenter x par une matrice d m lignes et n colonnes et de

considérer x comme une variable indicée 3 deux indices

X = [xij]’ i=1,...,m, et j = 1,...,n, par exemple.
. n P . éme s
« 81 x eR, X, désigne la i composante de x par rapport a la base

. n
canonique de R.

e On désigne par L(X,Y) l'ensemble de toutes les applications linéaires

de l'espace vectoriel X dans l'espace vectoriel Y, et GRn)* sera LGRn,ZR).

« Sife GRn)*, on appellera également f la matrice ligne des composantes
de f par rapport 3 la base canonique de GRn)*, et £ désignera la i°me

composante.

« Si A€ LGRn,]fn), on appellera également A la matrice 3 m lignes et n
colonnes des composantes de A par rapport aux bases canoniques de GRn)*
et de R" respectivement.

Si les lignes de A sont indicées par L et les colonnes par K, et si

I cLetJcK, on appellera Y 1a sous-matrice’ de A dont les lignes sont

I
indicées par I et les colonnes par J.



On appellera I l'ensemble L\I et J 1'ensemble K\J. On écrira A(L K).

. y 2 by etb indicés par L, I < L.
signifiera que y1 S bI
¥ = by

Si I=L, y z b est équivalent 3 y < b.
Si I=0, y 3 b est équivalent & y = b.

. Si a est une fonction de R dansimw, on appellera a(x) l'image par a de

X elRf de méme que la matrice-colonne correspondant 3 a(x) eIRm, et on notera
.€me

ai(x) sa i composante.

* Nous utiliserons le signe [J pour marquer la fin d'une démonstration.

Z désignera l'ensemble des entiers relatifs et

N désignera l'ensemble des entiers naturels.

~

* Si a € R, on notera Lal le plus grand entier inférieur ou égal 3 o,
et Tal le plus petit entier supérieur ou égal 3 a.

Siaed onadoncac=lal=Tal

* a,be N, (a,b) est le PGDC de a et de b.

*P(I) est l'ensemble des sous-ensembles de I.

‘Le symbole & signifie est &gal (pan définition) a.

* Etant donné un programme linéaire

(LP) Max{fx | Ax = b, x 2 0}, A(L x K)

soit B une base,(c'est-3-dire B c Ket |B| = |K|, et aB est

inversible).



On posera
t = (AB)_J'b,
T = (AB)71a,
4= £ - £5aB)1a.

On a alors pour toute solution réalisable x de (LP) les relations

suivantes

X =t - TNxN

B

A
Z = fx = th + deN.
* Si on considére un programme mathématique

(P) {Min f(x) | x € A, a(x) € B},

-

on notera Z(P) (ou parfois z5P)) la valeur de ce minimum, finie ou infinie,

‘et on l'appellera optimum de (P).

* a|b signifie que a divise b a,b e N.

a+b signifie que a ne divise pas b

* Si a est une fonction continuement différentiable de R" dansimp, on

notera Va(x) son gradient en x € R"

Va(x) € LR", R™).
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I.1, CLASSIFICATION

On peut, indépendamment des algorithmes utilisés pour résoudre des
programmes mathématiques'en nombres entiers, regrouper les techniques de niso-

Lution en deux grandes classes : les relaxations et les sondages.

Une "nelaxation" consistera 3 remplacer un probléme ou un sous-probléme
en nombres entiers par un probléme relaché, dans lequel le domaine des solu-
tions réalisables contient le domaine entier et dans lequel la fonction écono-
mique (3@ minimiser par exemple) est inférieure ou égale sur le domaine entier,
d la fonction 3 minimiser du probléme en entier. Si par exemple le probléme

en entier se formulait
Min {f(x) | x € E}
le probléme relaché pourrait s'écrire

Min {g(x) | x € D}

(1) Do E

(2) ¥x € E, g(x) s f(x)

~

Un "sondage" consistera par contre d partir d4'un probléme donné (entier

ou relaché suivant les cas) 3 "sonder" soit l'existence de solutions entiéres

meilleures que celles déjd connues, soit 1l'existence, la structure ou la confi-

guration des solutions réalisables entiéres.

Nous allons passer en revue rapidement les différents types de relaxations
ou de sondages que nous avons utilisés dans les articles cités en référence, et

les décrire de fagon uniforme.
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Nous considérons dans ce chapitre le programme linéaire en nombres entiers

mixte suivant

(PE) : Min{fx + gy I Ax + By s d, x 2 0, y > O et entier}
et le programme linéaire en nombres bivalents mixte

(PB) : Min{fx + gy | Ax + By < d, x 2 0, y 2 O et bivalent}

En fait PB peut &tre considéré comme un cas particulier de PE et 3 moins que
nous ne voulions considérer que les problémes bivalents (voir I.3.1.4 par exemple),

nous ne mentionnerons que (PE).

1.2, RELAXATIONS

Les différents problémes relachés que 1l'on peut associer a un probléme
en entier donné différent les uns des autres soit par leurs domaines, soit par

leurs fonctions économiques. Nous avons utilisé en particulier
1.2.1 RELAXATION EN CONTINU

Ce probléme relaché (PC) ignore les conditions d'intégralité sur les
variables, et est donc un programme linéaire classique. Si une de ses solutions
optimales est entiére, elle est aussi solution du probléme en entier. Toutefois,
a moins que la matrice des contraintes ne soit totalement unimodulaire, on n'a
en général aucune assurance que la résolution du programme continu fournisse
une solution entidre. On peut néanmoins analyser le tableau simplicial optimal

et en déduire un certain nombre d'informations concernant le probléme entier :

- 1'optimum en continu est une borne inférieure de 1'optimum
en entier.

- les composantes hors-base du vecteur critére de candidature
peuvent &tre utilisées pour calculer des pénalétéb,ou mesures de l'accroissement

de l'optimum entier par rapport d l'optimum continu si les variables hors base
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correspondantes prennent des valeurs entiéres non nulles dans la solution
optimale en entier. Dans [ s ], nous avons montré comment il était parfois
possible de combiner ces pénalités avec des contraintes logiques (voir

1.3LY) pour en déduire des bornes plus fortes pour la fonction économique.

Le probléme relaché en continu peut parfois &tre utilisé pour résoudre
le probléme en entier, bien que la matrice des contraintes ne soit pas totale-
ment unimodulaire. Il a été prouvé par Balas et Padberg [ 2 ] que les problémes

de partionnement

(PP) : Min fx

Al coouilvi,jete, = 1 Vi
1 1

ont la propriété suivante :

entre toute solution néalisable entiéne de (PP) et toute solution
optimale entidre de (pp), AL existe un chemin passant uniquement par des
sommets entiens voisins tel que £a gonction Economique n'augmente pas d'un
sommet au sommel sulvant.

Ce résultat fournit donc un critére d'optimalité (ce qui est rare en pro-

grammation en nombres entiers) :

84 un sommet entier de La nelaxation continue de (pp) a tous ses
sommets voisins qui sont sodit gractionnaines, soit entiens mais strnictement
moins bons au sens de La fonction Economique, ce sommet entien est solution
optimale de (pp).
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Un sommet entier ne correspond toutefois pas en général 3 une base unique,
ces problémes étant fortement dégénérés., De fagon 3 identifier des sommets
entiers voisins, on peut &tre amené a exécuter des changements de base dégéné-
rés sur des composantes positives du vecteur critére de candidature. Ceci
revient d dire qu'il est illusoire de compter sur la méthode simpliciale

pour résoudre ces problémes.

Nous avons néanmoins essayé d'utiliser ces résultats pour résoudre des
problémes d'implantation sans capacités d l'aide de la relaxation en continu.
Nous avons montré dans [ q ] comment associer des bases triangulaires aux
sommets entiers de ces problémes, ce qui permet de faire tous les calculs sous
forme implicite (le tableau simpliciél complet n'étant alors pas nécessaire).
Tant que des changements de base améliorant la fonction économique et conduisant
3 des solutions entidres sont possibles, on progresse comme dans la méthode
simpliciale. Nous nous sommes toutefois limités 3 des pivots égaux 3 1. Ceci
garantissait que la base suivante serait unimodulaire. Il peut cependant arri-
ver qu'une base unimodulaire ne soit pas triangulaire, On ne peut alors pas
continuer les calculs sous forme implicite (on pourrait peut-étre adapter la
méthode des paramétres pour continuer les calculs malgré tout [ 19 J). Il est
possible d priori que des pivots différents de 1 conduisent 3 des solutions
entiéres, mais il s'agit 13 €galement d'un cas ol les calculs ne peuvent
étre conduits sous forme implicite. Or les dimensions du programme linéaire
associé 3 un probléme d'implantation deviennent vite supérieures aux capacités
de calcul. Un probléme avec m usines et n clients conduit & mn+n contraintes
et 2 mn + m variables. Un probléme (relativement) petit ayant 50 usines et
200 clients aura donc 200 X 50 + 200 = 10200 contraintes et
2 X 200 x 50 + 50 = 20050 variables et une matrice de base sera donc d'ordre
10200. L'intérét du calcul implicite est &vident lorsqu'on sait qu'il suffit
alors de calculer des tableaux (50 x 200).

I1.2.2. RELAXATION LAGRANGIENNE

Etant donné un probléme du type
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(PE) Min fx + gy
Ax + By <
Ex + ﬁy <

X 20

o0 A

y 2 o, entier

on considére le probléme de Lagrange

(PR(u)) Min fx + gy + u (Cx + Dy - h)
Ax + By < d
X >0

y 2 o, entier

ol u est un vecteur ligne de dimensions convenables, positif ou nul, donné’

(PR(u)) est bien une relaxation de (PE), car

1°  son domaine contient celul de (PE) ;

2°  sun Le domaine de (PE), puisque u 2 o, £a fonction Economique de PR(u)
est inféniewre ou égale & celle de (PE) :

REld _}=>u.((-3x+5y-?1)so

Cx + Dy <h

Dans [13], Geoffrion a montré que le maximum par rapport d u positif ou nul
de l'optimum de PR(u) fournissait une boﬁne inférieure de 1l'optimum de (PE),
au moins aussi bonne que l'optimum du proggéme relaché en continu. Si on
appelle Z(u) l'optimum de PR(u), la fonction Z(u) n'est malheureusement pas

continlment différentiable par rapport & u. On ne peut donc pas résoudre

(D) Max Z(u)
uz?0
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par une méthode basée sur des gradients. On peut toutefois utiliser des méthodes
de sous-gradients. Ces méthodes sont cependant un inconvénient majeur, qui est

que la suite Z(uk) (ol k est le numéro de 1l'itération), n'est pas mono-

k=1,2.,
tone non décroissante. Si, d'autre part, la solution optimale de la relaxation
en continu de PR(u) est nécessairement entiére (on dit alors qu'on a la
"propriété d'intégralité") 1l'optimum de (D) est égal d celuli de la relaxation

en continu : Z(D) = Z(PC).

Si le nombre de contraintes de (PE) est trés grand, il peut quand méme &tre
intéressant de résoudre (D) plutdt que (PE), surtout si la résolution de (PR(u))
est trés simple. Nous utilisons dans [ V ] une relaxation Lagrangienne particu-
liére du probléme d'implantation a plusieurs niveaux, 3 l'aide de variables
duales provenant, non d'un algorithme de sous-gradient, mais de solutions duak

réalisables d'une relaxation en continu- entier du .probléme d'implantation.

1.2.3. RELAXATION EN CONTINU-ENTIER.

Si on ajoute aux contraintes du probléme relaché en continu (PC) des
contraintes "valides", c'est-d-dire des contraintes satisfaites par toutes
les solutions réalisables entiéres ‘du probléme en entier, on obtient une
relaxation (PCE) plus forte que la relaxation en continu. Ces contraintes
valides seront caractérisées plus en détail dans la section [I.3 ] portant sur

les sondages. On aura donc en général les inégalités suivantes :

Z(PC) < Z(PCE) < Z(PE)

et
Z(PC) < Z(D) < Z(PE)

Si on connait en outre une solution réalisable du probléme en entier et
si on appelle z* la valeur correspondante de la fonction économique de (PE),
on aura alors un encadrement de Z (PE) par la valeur du probléme relaché d'une
part et par z* dtautre part. On appellera &carnt de dualit? la valeur Z(PE) - Z(PR)
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2*-2(PR)
z*

et Zcant nefatif la valeur
choisi, ;souvent (PCE) ou (D).

ol Z(PR) est la valeur du probléme relaché

Un cas particulier intéressant de contraintes valides est le cas des facettes
de l'enveloppe convexe des solutions entiéres du probléme (PC), ou encore des
solutions réalisables de (PE). En effet si on connaissait toutes ces facettes
il suffirait de résoudre le programme linéaire (PCE) pour obtenir 1l'optimum de
(PE).

En général ces facettes sont trés difficiles 4 déterminer et leur nombre
peut étre tellement élevé que leur génération serait plus coliteuse que la réso-
lution de (PE) par une méthode standard. L'introduction itérative de facettes
intéressantes et la résolution du probléme (PCE) correspondant s'est révélée
pratiquement trés efficace pour le probléme du voyageur de commerce [17, 18].

Nous avons montré dans [ x ] que pour le probléme d'implantation simple, pour
Z(PE)-Z(PC)

Z(PE)

ment proche de %w Nous montrons un résultat similaire dans l'annexe A pour le

probléme d'implantation avec capacités. Pour le probléme d'implantation simple,

certaines fonctions économiques, 1'écart relatif pouvait &tre infini-

nous avons montré comment une seule facette pouvait rendre nul 1l'écart de dualité.

1.2.4, RELAXATION DE BENDERS

Si on réécrit (PE) sous la forme

an ANV ANy A, AN
Z(PE) = Min {gy + Min (fx | Ax < 4 - By)},
v o
Y €cS x € Q
on a aussi
Z(PE) = Min

{@+Max(u(-&+BY) [uk+#20, u20)}
u



(1)

(2)

18

= Min {z]zég§+Max {-u(glﬁy), avec
y2o, entier ueR

n AN
u direction d'infinitude de R telle que u(d-By) 2 O ou u sommet de R}

, N Y
ol R={u | uA+ f 20, uz2 0} est indépendant de y.

Si 1l'on a déterminé (a) un certain nombre de directions d'infinitude de
LY

R telles que u(d-By) 2 0O, soit par exemple {u K

(b) un certain nombre de sommets de R, soit {ul}leL’

le probléme

A 1. v
(BR) Min {z|z2gy - u (d-By), ¥1 € L}
y2o0, entier LY
u (d-By) 2 0, Vk € K

est une relaxation de Benders de (PE).

C'est une relaxation un peu spéciale, en ce sens que le domaine de (BR)
n . - Vo
est dans l'espace de (z,y) au lieu d'étre dans l'espace de (x,y). On peut admet-
tre qu'il s'agit malgré tout d'une relaxation pour les raisons suivantes
. N, . . . . N

afin qu'un y puisse appartenir au domaine de (PE), il faut qu'on puisse lui

. . Y vy ,K‘\('g/\'g . .
associer au moins un x tel que (x,y) vérifie Ax+By < d. Ceci ne sera possible

que si

F(EBY) 2 0, ¥k € K (B.)

. v . . . Ny .
afin qu'd un y on puisse associer un x tel que la solution (x,y) soit

réalisable et fournisse une valeur pour la fonction économique meitleure qu'une

valeur z choisie 3 priori, il faut que

2' 28 - u (d-ByY), vl e L (B.)
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.y . . R . K
Ces conditions sont nécessaires, mais non suffisantes, si on n'a pas dans u
. . . e s L . -
toutes les directions d'infinitude de R ou dans u~ {ous ses points extrémes.

C'est en ce sens seulement que l'on peut parler de '"relaxation".

Dans [ 4], Benders a proposé un algorithme itératif qui 3 chaque itération
engendre soit un nouveau sommet ul soit une nouvelle direction d'infinitude uk
de R, conduisant ainsi 3 une suite de problémes relachés qui se rapprochent de
plus en plus du prokléme PE. Dans [ 9] nous avons montré comment le partitionnement

* 1 . . 2 v v . ~
du vecteur [y] en|7§1 suivant que 1l'on choisit x = x ou x = y, conduit 3 des rela-
=y

xations différentes et 3 des algorithmes de comportements différents pour le pro-
bléme d'implantation simple. Le choix usuel de ? =y et ; = x conduit 3 ce que
1l'on peut appeler un partitionnement dinect. Par contraste nous appelons parti-
Lionnement inverse celui qui pose ; = xetx= y. I1 est possible alors que pour

certains problémes, on puisse obtenir y entier sans 1'imposer explicitement.

Dans [m], les conditions (Bl) et (B2) ont été systématiquement exploitées

pour des sondages, comme nous le verrons plus loin.

[.3, SONDAGES

Nous reprenons dans cette partie tout ce qui a trait 3 la structure des
solutions entiéres réalisables, 3 l'enveloppe convexe des solutions entiéres
réalisables, et d l'écart entre l'optimum entier et l'optimum des différents
problémes relachés. Nous passerons en revue en particulier les coupes fraction-
naires de Gomory et de Gomory et Johnson, les inégalités préférées en variables
bivalentes ou entiéres, les inégalités de Benders, et nous définissons d'une
fagon générale les contraintes additionnelles. Nous verrons ensuite comment cer-
taines d'entre elles peuvent &tre utilisées dans des méthodes heuristiques qui

tentent de mettre en évidence des solutions réalisables entiéres.
I.3.1. CONTRAINTES FILTRANTES
Etant donné un probléme

PE : Min {fx + gy | Ax + Bysd, x 20, y 20, y entier}
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on s'intéresse maintenant 3 des conditions du type
* .
Gx + Hy < a + B.z a (A)

ol B=0ou l, ol z¥ est la meilleure valeur connue de la fonction économique
pour une solution entiére, et ou (A) doit &tre réalisée pour qu'une solution
(x,y) soit réalisable pour (PE) et/ou fournisse une valeur de la fonction écono-
mique meilleure que 2*. Une telle contrainte (A) est dite "filtrante"

(Coy] utilise une idée analogue) car elle ne "laisse passer" que des solu-
tions qui a priori peuvent &tre intéressantes. Bien siir il ne s'agit en général
que de conditions nécessaires et non suffisantes, soit de réalisabilité, soit

d'amélioration de la fonction é&conomique.

I.3.1.1. Contraintes additionnelles valides et strictes.

Parmi les contraintes filtrantes, celles qui sont nécessaires pour que
(x,y) soit solution réalisable de (PE) seront appellées contraintes addition-
nelles. On les appelle aussi "valides" dans la mesure ol on peut les ajouter
d n'importe quelle relaxation de (PE) et obtenir une autre relaxation '"valide".
Elles sont strictes si elles éliminent certains points (non entiers, bien enten-
du) de la relaxation utilisée (bien souvent la relaxation en continu). Dans II,
nous étudierons comment on peut engendrer de telles contraintes a partin des
containtes initiales du probléme. Ceci est intéressant lorsque le probléme a
une structure particuliére dont on peut tenir compte. Pour des problémes sans
structure au contraire on a souvent intérét 3 les engendrer 3 partir d'un

tableau simplicial optimal de (PC) (I.3.1.2) ou d'un probléme de Benders (I.2.4,
et I.3.1.3).

1.3.1.2. Contraintes de Gomory et de Gomory-Johnson. [15, 16]
Lorsque l'on résoud un probléme relaché de (PE), soit par exemple (PC),

et que la solution de (PC) a des composantes fractionnaires alors qu'elles

auraient dii &tre entiéres, une analyse détaillée des contraintes correspondantes

relatives 3 cette base optimale permet d'écrire des inégalités qui sont des

conditions nécessaires d'intégralité de ces composantes. Ces conditions n'étant

pas satisfaites par la solution optimale de (PC), on peut les ajouter au tableau

optimal de (PC), on obtient ainsi un probléme de type (PCE) que l'on résoud a
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nouveau. On peut répéter le processus tant que la solution optimale de (PCE)
est non entiére. Souscertaines conditions, le procédé doit converger en un
nombre fini d'itérations. En fait, ce nombre fini peut &tre trés grand et les
erreurs d'arrondi s'accumulant lors des calculs peuvent conduire 3 des solu-
tions erronées si l'on ne prend pas suffisamment de précautions lors du trai-
tement numérique. Nous avons mis au point un systéme interactif en APL qui

procéde de la fagon suivante :
I) Résoudre (PC) a 1l'aide de la méthode simpliciale.

II) Soit I = {i | x; variable de base est fractionnaire dans la solution
optimale de (PC)}.

si I = @, fin.

Si I = @, aller en III,

I11) Engendrer une coupe de Gomory-Johnson pour chaque ligne i e¢ I. Ajouter
toutes ces coupes au tableau simplicial optimal qui devient primal- non
réalisable mais reste dual-réalisable, c'est-da-dire optimal. On obtient

un probléme (PCE).

IV) Résoudre (PCE) par la méthode dual-simpliciale. Eliminer de (PCE) toutes
les coupes de GomoryJohnson dont les variables d'écart appartiennent 3

la base optimale de (PCE). Aller en II.

Cet algorithme suit l'ordre habituel des opérafiohs correspondant 3 1l'addition
de coupes de Gomory. Toutefois souvent dans l'utilisation de coupes de Gomory
on n'ajoute qu'une coupe 3 la fois, soit celle correspondant 3 la variable de
base x; dont la partie fractionnaire X, - inJ est la plus grande (voir Gomory
[15]) soit celle qui est la plus &loignée d'un entier (celle pour laquelle

Min(xi-inJ, rxi1-xi) est maximum).

Nous avons observé que l'adjonction simultanée de toutes les coupes pos-
sibles de Gomory-Johnson, une par variable de base non entiére, est beaucoup
plus efficace. La fonction économique augmente beaucoup plus rapidement. Dans

[ r ], nous montrons par exemple comment le probléme (28 x 35) de [24]réputé
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comme étant relativememt difficile peut &tre résolu uniquement en ajoutant ces
inégalités (6 en tout) et en réoptimisant. D'autres problémes par contre se
prétent mal & cette approche et le déroulement des itérations montre le compor-

tement suivant (habituel, en somme) :

Remarque : comme il a &té mentionné précédemment, cette méthode itérative se
heurte 3 plusieurs problémes d'ordre numérique. Le premier tient au grand nom-
bre d'itérations de la méthode simpliciale qui accumule donc les erreurs d'ar-
rondi. Il est nécessaire de réinverser la matrice de base de fagon réguliére,
ce qui oblige & exprimer les inégalités de Gomory -Johnson en fonction des
variables d'origine. Ceci en soi est déjad susceptible d'amener des erreurs,

Lors de la génération des contraintes elles-mémes, on est obligé d'introduire
des tolérances, faute de quoi des contraintes (trop restrictives) risquent
d'éliminer non seulement des solutions non entiéres, mais également des solutions
réalisables entiéres. Ceci nous est arrivé au début des expériences numériques :
pour le probléme (12 x u44) de [24] par exemple, que nous résolvons maintenant
uniquement grdce a cette méthode, les coupes (pas assez précises)éliminaient la
solution optimale entiére ! Ceci est un aspect d'habitude passé sous silence
dans la littérature, mais qui nous parait important en pratique. Nous avons
donc fait preuve d'une grande prudence en général dans les sondages et préfé-

rons, si besoin est, utiliser des contraintes plus faibles mais plus siires.
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1.3.1.3. Conditions de Benders.

Dans I.2.4, nous avons décrit la relaxation de Benders. La convergence
de la méthode de Benders (qui oblige en particulier d résoudre un probléme
en variables entiéres 3 chaque itération) est en général bonne initialement,
mais devient trés lente lorsqu'on se rapproche de l'optimum. Dans [24], il fut
proposé de remplacer cette méthode itérative par une méthode énumérative ou

les "conditions de Benders" Bl et B, sont exploitées (utilisées comme "filtres").

2
En fait tout probléme relaché (PCE) dans lequel on fixe les valeurs des varia-

bles entiéres y peut fournir des conditions de Benders :
- de type 1 si le probléme est réalisable

et
- de type 2 si le probléme est irréalisable (si son domaine est

vide).

L'idée est simplement la suivante. Si (PCE) est un probléme relaché,

et si on fixe y dans (PCE),

(1) si (PCE) a une solution optimale finie, la valeur de la fonction
économique dans le tableau simplicial optimal est donnée par une expression de

la forme

N N
ol (yN » Xy ) sont les variables hors-base et ou (4 l, d 2) est le vecteur

critéré de candidature. y étant fixé, soit par exemple

_ 0
y=7y,
N N

d 2 est de signe quelconque, mais d 1 est positif ou nul (on minimise), donc

pour toute solution réalisable de (PE)
N N N

z=9%2+4d 1x +d 2y >%+4 2y
N N N
1 2 2
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((PCE) est une relaxation de (PE) telle que sur le domaine de (PE), la

fonction économique de (PCE) est égale d celle de PE, et en outre

et
20 si (x,y) est réalisable).
XN1

On devra avoir en particulier

0 N2
zx 2z +d "y (B.)
N2 Z

faute de quoi y ne pourrait fournir une valeur de z meilleure que z*, la

meilleure valeur connue pour une solution réalisable entiére.

(2) Si (PCE) n'a pas de solution réalisable, le tableau simplicial

final contient une ligne ayant un second membre négatif et n'ayant aucun pivot
possible négatit, c'est-d-dire que

avec ti <0 et Til 2 0, puisque y est fixé.

Or cette équation est valide (elle doit &tre vérifiée par toute solution
réalisable entiére, puisqu'elle est une combinaison linéaire des contraintes

de (PCE)) et donc il faut, pour que (x,y) soit réalisable, que

N N
Ti1 Xy + T 2 Yy + xs = tl
1 M
Ny
ou puisque T.”x, +x,20
i "N i
1
N2
Ty YN2S ti (Bl)
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I1 est bien slir trés important de remarquer que
(a) ces conditions ne contiennent plus que des y; comme variables

(b) elles sont moins fortes que les équations d'ou on les a tirées
k]

puisqu'on en a éliminé les termes en x.

Nous allons montrer comment ces inégalités, ne contenant plus que des variable
entiéres (ou bivalentes, suivant les cas), peuvent &tre exploitées pour obtenir

des informations sur les solutions réalisables. (Voir I1.3.1.4 et 1.5)..

Dans [m ], nous avons montré comment la résolution systématique de pro-
blémes (PCE) avec des valeurs trés différentes pour les y, permet de tirer
des informations importantes sur les solutions entiéres avant méme de commencer
soit une énumération soit une résolution systématique de (PE). Une énumération
implicite par exemple tendraitd considérer des vecteurs y voisins et 3 engendrer
des conditions de Benders similaires. Il est donc intéressant a priori d‘'"explo-
rer" des points éloignés dans l'ensemble des points possibles pour y. On n'aurait

obtenu de telles informations que beaucoup plus tard lors de 1l'énumération.

—-——————— o o = e o = - - ——— —— - ————— -

Dans [ £ ] par exemple, ou dans [24], ou dans [ 1 ] des méthodes différentes
ont été proposées pour tirer de contraintes additionnelles (ou méme de contrain-
tes initiales si elles s'y prétent) ne portant que sur les variables bivalentes
des conditions logiques, c'est-d-dire des conditions dont les coefficients ne sont
que des 0, des 1 ou des -1,

Dans [ w ], nous résumons la génération et les utilisations possibles de ces
contraintes. Nous nous intéresserons plus particuliérement aux conditions du

type

n
y. 21
igp :

ol ?i est soit Y soit l—yi. La cardinalité de P (|P|) sera appelée le degrl de
1'inégalité et 1'inégalité sera dite préférée.
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L'ensemble P est un ensemble de variables préfénées : 1'une d'entre elles

au moins doit valoir 1 dans toute solution réalisable.

Nous avons mis au point un systéme de fonctions qui engendrent systémati-
quement toutes les inégalités préférées de degré minimum d'un systéme d'inéga-

lités en variables bivalentes (ou les k premiéres s'il y en a trop)

Dans [p} nous avons généralisé le concept d'inégalités préférées aux
variables entiéres comprises dans un certain intervalle. L'interprétation
en est alors qu'au moins l'une des variables en question doit prendre une
valeur supérieure (resp. inférieure) 3 sa borne inférieure 1, (resp. supérieure
Si) suivant qu'il s'agit de yi-li ou de S,V Bien que moins forte que dans
le cas bivalent, l'information est précieuse lorsqu'il s'agit de trouver des

solutions réalisables.

I.3.2. DETERMINATION DE SOLUTIONS REALISABLES

Dans [ g ], nous avons proposé plusieurs méthodes heuristiques de recherche
d'une solution réalisable d'un systéme d'inégalités en variables bivalentes.
La premiére, liée 3 la recherche du nombre chromatique d'un graphe associé
3 un systéme d'inégalités préférées de degré 2, peut &tre utilisée avant les

deux autres et leur fournira (en cas de succés) un point de départ.

Dans [ v ], nous déterminons des solutions réalisables du probléme d4'implan-
tation avec charges fixes soit 3 partir d'un probléme de Lagrange, soit 3 par-
tir d'une solution réalisable du dual de (PCE). Dans ce dernier cas on se base
sur les fonctions de gains (variables duales associées aux variables entiéres)
pour fixer & O ou & 1 les variables dont les fonctions de gains sont non nulles,
et on cherche ensuite de fagon heuristique 3 déterminer les valeurs des varia-
bles dont les fonctions de gains sont nulles.

Nous sommes en train de mettre au point une méthode heuristique utilisant les
résultats des mémes problémes, mais basée sur les déterminations d'état (voir

(291 pour les problémes 3 trois niveaux).
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Les solutions réalisables fournissant des bornes supérieures z* sont
importantes dans la mesure ol elles donnent dés qu'elles sont connues des
estimations de 1l'écart de dualité et de l'écart relatif(%)Dans [ v ] par exemple
le probléme de Lagrange initial fournit bien souvent une trés bonne borne infé-
rieure Zpp, et une trés bonne borne supérieure z'. On sait donc dds le début
si le probléme sera difficile 3 résoudre.

Dans [ n ], nous avons étudié un probléme particulier d'ordonnancement
d'opérations de maintenance. Le programme mixte correspondant ne pouvait pas
étre résolu facilement par des programmes classiques. Nous avons mis au point
une méthode heuristique basée d'une part sur une relaxation spéciale, d'autre
part sur une énumération partielle, qui nous a permis de mettre en évidence
de bonnes solutions réalisables. L'ensemble permet de se faire une idée de

la valeur de la solution obtenue grdce & l'écart relatif.

L'utilisation, conjointement, de bonnes relaxations et de bonnes heuristiques
pour l'obtention de solutions réalisables est pratiquement trés intéressante,
et nous avons obtenu des résultats trés encourageants d la fois pour les problé-

mes bivalents. mixtes (voir [m ], [ r ] par exemple) et pour les problémes d'im-
plantation avec capacités ([ ql, [ul, [ v1).

(1) On peut noter également que les conditions de Benders de type 1 ne sont

utilisables que lorsqu'une valeur de z* est connue.
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ANNEXE A

ECARTS DE DUALITE POUR DES PROBLEMES D' IMPLANTATION
AVEC

CAPACITES

Considérons le probléme suivant

* ) )
(CPLP) Min ) f.y. + CosoXy s
ji=1 Y i=1 =1 BB
Vi : z xij < a. ¥
J
Vi Z X.. 2Db
. 1]
i
yi =ooul
Xx,. 20
. 1]

et sa relaxation en continu (PC). L'interprétation de (CPLP) est la suivante :
on expédie des quantités xij d'usines i = 1,...,m vers les clients j = 1,...,m.
La demande de tous les clients est la méme soit b, et toutes les usines ont la
méme production a (a > b). Si l'usine i est ouverte (yi = 1), on encourt une
charge fixe f, et on peut expédier 3 partir de i au plus la quantité a, tandis
que si l'usine i est fermée (yi = 0), on n'a pas de charge fixe 3 payer, mais

on ne peut rien expédier 3 partir de l'usine i. Soit k un nombre entier.

* Capacited Plant Location Problem
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Si (k-1) a < mb < ka, on ne peut satisfaire la demande des clients que
si au moins k usines sont ouvertes. On aura donc 1l'optimum en entier égal a
Z(PE) = k.f + m.b, dans le cas particulier ol la matrice des colits unitaires

de transport cij a la structure suivante

— e

w l . o0 1
N ©0
l \ * e 0 1
. \ '
. \
1 l L B ) m
8 i

Pour (PC) par contre, supposons que la solution optimale corresponde i

° %12 X1m
N X
21 2m
X = avec X,, =0 Vi = 1,...,m,
11
N .
Yo
xml
alors
X..
g, 41
J a
3 .
X .
r )
- j @ _

vérifie bien

et rend A (qui coiite f yi) aussi petit que possible étant donné x. On a alors
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X . XA X .
2
Z(PC) = § —él £+ § R e u R PRI § X

or Z xij =betl I x, = m.b, donc Z(PC) =

mb
i i 3 +J a

.f + m.b, d'od

Z(PE) - 2(PC)

"
8
2
|
]
L

'
8
H

A

mf ;% (puisque (k-1) a < mb)

< f -

En outre

nf ka-mb
Z(PE)-2(PC) _ am

Z(PE) mf(% + %J

z(pE)-z(pc) _ (k&™) £

Z(PE) a(kf+mb)

Supposons que cet écart relatif soit égal 3 a, alors

(ka-mb) £ -
a(kf+mb)

a
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et (ka-mb - aak)f = abkom

donc ka-mb-ack doit &tre positif :

< ka-mb
ka

Comme on a supposé initialement que
(k-1)a < mb < ka

gsoit ka-mb < a

et ka-mb < 1
ka k?
1
& =
& <%

done L'cart retatif est infériewr 2 % .

Etant donné a et b, il suffit de choisir

f = M____
ka-mb-kaa

pour que l'écart relatif soit égal 3 a < % .
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Etant donné k, m et b, pour créer un grand &cart relatif,
on prendra

mb cmb
Lk_l_l si ;=7 n'est pas entier

ac
mb
=1~ 1 autrement
On calculera ensuite]:-%% et on prendra a grand, plus petit
toutefois que 1 - %g, et on posera
f=abcun
ka-mb-aak

Le probléme dual de (PC) s'écrit

Max ZD = Z b.v. - Z t
j i

u,tw,.-v.+c,. 2 0 Vi,j
i7ij 3

t.,~u,a~-Lb.w, +f, 2 0 Vi
i 3 ij i

ti’ ui, vj, wij 20
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La solution

est réalisable

4, + W,. - V. +¢c.. 207

e
e
"
(]
|
+
8
1
8
I
I
+
"

-120

sii=j:-§-+0—1—§+l=020

- u..a + t. - z bw..+f, 207
i i : i] i
ANV VRNV

—§a+o—o+f=-f+f=020

et Z

Xv..b - ft. =m (1 + f).b =mb +m l—D-f
3 3 $d a a

Z(PC).
Cette solution duale est donc optimale.

Si on ajoute & (PC) la condition

Ly, 2k

4

on obtient un probléme relaché en continu-entier ; on doit ajouter une variable

duale, soit p, telle que

Vi : p s - u..a - b gwij + ti + f

et on doit ajouter le terme p.k a ZD, alors la plus grande valeur possible de p

est
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©
11

Min (f + t, - b. ) w,. - u,.a)
. i i

max ey
i i

M%n (f - uia)

i
si on garde w,. = t. = 0. Pour (PC), u, = £ donc p =0
iJ 1 ? i a ¢ max '
Mais v. f£u, +wW,. + cC,.
] 1 1] 1]
avec wij = 0, vj < ui+1 pour i = j.

Si on diminue u, de € et si on diminue vj de €, € > 0, alors
Z(PCE) - Z 2—Zb.s+ Pk
J .
> - e.m.b + k(a€)
2 - mbe + kac

2 (ka-mb)e.

La plus grande valeur possible de € est Uss c'est-é—dire-g, de telle sorte gque

£ (ka-mb)
- 2 - —_— T e————
Z(PCE) ZD (ka-mb) P 2 . F
d'ou Z(PCE) 2 (mb + y f) + kf - = i

2 mb + kf = Z(PE).
Comme Z(PCE) s Z(PE), on aura donc
Z(PCE) = Z(PE)

et la coupe unique

g yi 2 k [

(qui i1 est vrai impose 3 au moins k des s d'étre égaux 4 1 dans une solution

entidne) réduit l'écart de dualité 3 O,
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Exemgle.

Prenons m = 3, k = 2, b = 34 .

mb _ 3 x 34 _ .
-1 - 1 = 102 est entier.
Choisissons a = m__ 1 = 101.
k-1
Jomb_, _3x34 _101x2-3x34_202-102 _ 100
ka 2 x 101 202 - 202 T 202
Choisissons @ <—]2-‘—?§ , par exemple® = 2—3% .
Soit alors
£ - abom - D x 34 x 99 x 3
~ ka-mb-aok 99
202(2 x 101 - 3 x 34 - 101 X == % 2)
5 202
- 34 x 99 x 3 - 34 x 3 x 99 = 5049
2(202 - 102 - 99) 2
Alors Z(PE) = kf + mb = 2 x 5049 + 3 x 34 = 10200
Z(PC) = m2 fmb = >3 X SO0M9 . 5 x 3y = 5200.99
a 101
Z(PE)-Z(PC) _ ( 490099 = o = 282
Z(PE)

donc 1l'écart relatif est de 49 % (trés proche de‘%).
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CHAPITRE 11

RESULTATS THEORIQUES

[1.1 INTRODUCTION,

I1.2 CONTRAINTES ADDITIONNELLES VALIDES ET/0U STRICTES.,

I1.3 GENERATION DE DIRECTIONS DE CONTRAINTES ADDITIONNELLES.

I1.4 INEGALITES EN VARIABLES BIVALENTES.,

11.5 CONTRAINTES ADDITIONNELLES POUR LE PROBLEME D'IMPLANTATIONS
SANS CAPACITES.

II’.S.]
11.5.2
I1.5.3

11.5.4

I1.5.5

ANNEXE B

NOTATIONS ET DEFINITIONS.
FAMILLES D'INEGALITES Co

ELIMINATION D'UNE SOLUTION FRACTIONNAIRE PAR
UNE COUPE C .

SOLUTIONS ENTIERES APPARTENANT A UNE COUPE Q,.

P e L i )

AUTRES TYPES DE CONTRAINTES ADDITIONNELLES.

THEOREMES DE FARKAS EN PROGRAMMATION ENTIERE MIXTE.
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1.1 INTRODUCTION

Une approche de la programmation entidre qui a &té utilisée dds
le début, c'est-d-dire dés la fin des années 50, a consisté 3 déduire des con-
traintes du probléme initial des inégalités supplémentaires (contraintes addi-
tionnelles) satisfaites par toutes les solutions réalisables entidres du pro-
bléme (donc "valides"). Les différentes contraintes de Gomory sont de ce type
({16]). Inversement, on peut se poser.la question de savoir sous quelles con-
ditions une direction de contrainte est une direction de contrainte addition-
nelle valide en entiers, et guelles valeurs le second membre peut prendre de
telle sorte que la contrainte additionnelle soit justement velide. Fréhel ({12])
a répondu 3 la question dans le cas linéaire en généralisant en quelque sorte
le lemme de Farkas. Dans [h ], nous avons transposé le résultat au cas pseudo-
convexe - quasi-concave non linéaire. Dans ce chapitre, ncus donnerons une
version différente de ce résultat, toujours dans le cas pseudoconcave/quasiconvexe,
mais en faisant des hypothéses différentes. On peut utiliser ces différents
résultats pour engendrer de fagon systématique des contraintes additionnelles.
Contrdirement 3 Fréhel qui engendre des contraintes additionnelles A partir des
diviseurs premiers du déterminant de la base optimale du programme en continu,
nous les engendrerons systématiquement d partir du déterminant lui-miwe.
Certains résultats de Fréhel ne seront plus valables (par exemple a3i le détermi-
nant n'est pas premier), mais nous nous efforcerons de préciser les résultats
au maximum et dans certains eas nous pourrons mime calculer la valeur que devaa
prendre le second membre pour que la contrainte additionnelle soit valide et
4nuicte. Cette technique sera ensuite spécialisée au cas de la prograsmetion
bivalente, et au probl¥me d'implantation avec ou sans capacités.

Un probldme annexe d'un grand intérét théorique est celui de la reconnais-
sance d'une contrainte additionnelle comme g§acette de 1'enveloppe convexe des
points entiers réaljsables. Nous avons obtenu certains résulfatl pour le
probléme d'implantation sans capacités.
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Les sommets fractionnaifes (non entiers) du polyédre continu correspondent a
des bases réalisables et nous montrerons comment déduire de certains points
fractionnaires des contraintes additionnelles valides et strictes. Ces points
fractionnaires particuliers seront regroupés par "familles" et dans une méme
famille un sommet "pére" sera un sommet tel que la contrainte additionnelle
qui lui correspond éliminera.fous les sommets fractionnaires de cette famille.
Dans certains cas nous pourrons montrer que la contrainte additionnelle
correspond;nt au sommet "pére" est une facette. Elle fournira donc une infor-
mation trés importante en ce qui concerne l'enveloppe convexe des points
entiers réalisables.

Nous montrerons enfin comment certains problémes d'implantation simple

ont nécessairement une solution en continu qui est fractionnaire et comment
1'adjonction de la facette correspondante élimine 1'écart de dualité, c'est-a-

dire comment elle rend entidre la solution optimale.

™
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11,2 CONTRAINTES ADDITIONNELLES VALIDES ET/0U STRICTES

Théondme 11.2.1. (Théoréme de Farkas généralisé).

Souf:Rn-’R,K={xef|Ax§b}, A(n xn), X e K.
S4
1° A est négulidre et a4 coefficients rationnels

2°  VE(x) existe et est & coefficients rationnels

3° f est quasi-convexe

alons
84 x € K=> f(x) £ £(x)
i ” n.* uI 2 0
existe u € (Q) ) ge(x) = uw.A
e
Démonstration.

a) u existe :

La matrice A étant régulidre, il existe une solution unique au systéme

linéaire
VE(x) = u.A

b) Fest positif :

Nous le démontrerons par 1'absurde.

Supposons que ol 0, et montrons que X ne peut pas &tre solution optimale de
Max {f(x) | x € K}

Soit q le dénominateur commun des éléments de A et soit

.

]
[

C =gq.A L:) A =

i

of;
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q est un entier positif. Les éléments de C sont donc entiers, et il existe

une matrice D entiére telle que

cl-—%  .p,ouD=|aetc|.c?
|det c|
Ainsi
A-1=——9'——-.D=q.n L .D=—n—_2——
|det ] q . jdet Al Qa . A

|det A].

si nous posons A
Supposons que dll 0, par exemple supposons que 1 € I et que
ul <o0.

Soit y l'unique solution du systéme régulier

Al.y = -q A
Aj.y =0,¥Vi=1
alors
1. a "t a -1
y = A'l =z n-i D =D = -Dl
0 a -A 0 0
est un vecteur entier. Soit x = x + y, x doit &tre entier. D'autre part :
A . (x-X) =4 .y
_qn-l A

S0(q>0, A>0)
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I _1I
et Ax £ Ax < b

donec x € K,

Enfin VE(x) . (x-x) = u . A . (x - x) (puisque VE(X) = uA)

uAy

"
e
1
W

~g

=_u1-qn-1~A

0 (car -u'>0, q>0, A>0)

v

S

et donc f(x) > £f(x) (car f est quasi convexe en x). Nous obtenons une contra-

diction., I1 faut donc que :

uIz 0.,

c) ue (M) *.

VE(R) = u . Aw> u = VE(x) . AL

et si VE(x) et A sont des matrices rationnelles, u est aussi 3 coefficients

rationnels.

0

Remarque 1. Si I =f@et si f est linéaire, on retrouve le résultat de Fréhel 1217,
Remarque 2. Si I # #, on n'est pas obligé de remplacer les contraintes en

égalité par des paires d'inégalités de sens opposés. Ceci est important dans
la mesure ol le systéme de contraintes doit &tre régulier. Une remarque simi-

laire avait déja été faite dans [c ], p. 239.
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Corollairne 11.2.1.

I -
Soita :R*+R", f: R°+R, K = {x e " | a(x) <0}, x € K.
S&
1°  Va(x) existe et est inversible et & coefficients rationnels
2°  a est pseudo-concave en x et a_ est Lindaire

_ I
3° f est quasi-conuexe en x

alons .
84 X € K —pf(x) £ £(x)
A existe

u € (Qn)* : uIz 0 et VE(x) = u . Va(x)

1 4 o e e

I1 suffit de remarquer que si ay est pseudo-concave en :-c,
Va(x). (x-x) & 0 => a,(x) - a;(x) £ 0
et de remplacer A par Va(x) dans le théoréme précédent.

Remarque. * I1 se trouve que si f est concave et non quasi- convexe, le ré-
sultat du théoréme peut se révéler faux comme le montre l'exemple suivant.

11 s'agit de minimiser la distance d l'origine sur le cOne - de sommet

1. _ > 3
28" %%
3
2x1 - x2 2 E @

-‘Jf). A est solution optimale en continu. Les

deux points B(1,0) et C( Q ,71) sont solutions optimales en entier. Le gradient

A et d'équation

ol A a pour coordonnées (l, -

de f en A a pour direction A0 ; le gradient en B est porté par BO, celui en

C par CO, et aucun des deux n'appartient au cOne des vecteurs normaux 3 K et
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de sommet B ou C.

* I1 convient de remarquer également que comme il n'y a pas de
cordition d'orthogonalité, les gradients de foufes les contraintes peuvent
€tre nécessaires pour engendrer le gradient de la fonction f, et pas ceulement

ceux des contraintes actives en x. Si on minimise x. + X, dans le cOne précé-

1
dent, il n'y a pas de contraintes actives en B ou en C.

Conollaine 11.2.12. ,

1° Soit A une matrice cavrle inversible d'ordre n A coefficients
rationnels. Soit £ une matrice Ligne & coefficients rationnels.
Soit x un vecteur entien vérigiant

1
b rationnel. Alons &4 .
Ax T b

- f.xsf.x

x e
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AL existe

d20
u € (Qn)* :

f = uA.
2° S{ A et £ sont des matrnices entidrnes, alons

ted: €20

f=%A

ol A = |det A
et en ce cas tA = 0 (mod. A).

Remarque. La condition nécessaire

{&zo
f=uA
implique en particulier que le sommet du cOne, sous les hypothéses faites,

est solution optimale en continu.

Conollaire 11.2.3.

1° Soit A une matrice cavnle invernsible d'ondre n 2 coé“iu',ew
rationnels. Soit £ une matrice Ligne a4 coefficients rationnels.
Alors 84 '

-]

= fx s a

xed
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AL existe

2° S{ A et £ sont des matrnices entidnes, alons

t20
atezn:
_t
f = 2 A

oll A = |det A|, et alons tA = O (mod.A).

Remarque. Il est bien évident que la condition

Ax%b
=> fx < o

Xezn

n'a de sens que si a est un nombre réel tel que
1
ukMax{f.x|xe2n,Axsb}.

L'important ici est de voir que la condition porte sur f et non sur fx oua,
comme dans le théoréme II.2.1 ou le corollaire IL21Ceci nous servira 3 &étudier
des directions de contraintes additionnelles. Ce corollaire ne nous renseigne

malheureusement pas sur la valeur de a.
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Démonstration.

Si fzu.A, alorsu = f . AL, Si A est une matrice entiére, il existe

une matrice entiére M telle que

et

Soit t = £ . M, alors t est un vecteur entier, et puisque u 2 0, t 2 0.
D*autre part, f = %-A est un vecteur entier et tA doit appartenir 3
A, Tn, i.e.

tA = 0 (mod. A)

On ne considérera plus maintenant que A et b entiers.

Définition 11.2.1.

On dina que fx < o est une contrainte additionnelle
par rapport & (A,bJ){ou une contrainte additionnelle 8'4iL n'y a
pas ambiguiti) si

{1) {ax : b, xe 2"} = fx < a et A2)f e 2"

2°  pan napport & (A,b) 84

I (1) {Ax b, x € 2"} = fx < a et (2) £e B°
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Definition 11.2.2.

Une contrainte additionnelle £ . x sa est sthiicte 4'iL
existe un vecteur x réel tel que

I .
Ax £ b (resp. Ax < b)

fx > a

Cette terminologie est celle de Fréhel dans [12].

On ne considére plus dans ce qui suit par conséquent, que des matrices

A, b, f 3 coefficients entiers. Fréhel montre qQue la contrainte additionnelle
uAx < Lubj o u-= §5 t e N®, tA 2 0 (mod. A)
est stricte si et seulement si Lub] # ub. On peut montrer un résultat trés

légérement plus général :

Théondme 11.2.2,

Une condition nécessaire et sufgisante pour qu'une contrainte

additionnelle fx < o par napport & (A,b]) s0it stricte est que

£.2Y.pb>a.

Démgnstvation.
1° Condition suffisante :

A étant inversible, il existe un x unique vérifiant Ax = b, c'est-3<dire
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£.A 1 . b>ae>f.x>a,
- n -1
donc Ix e R : A.x<b
f.x>a

et la contrainte additionnelle est stricte.
2° Contrainte nécessaire :

Les cOnes Cl = {x e R® | Ax ;b} et C2 = {x | Ax 3 0} sont tels

que
C1=02+A1'b=c2+x

avec -)_t=A-lb

ou Vxe{x:Axib},Elye{ylAyio}

tel que X=X +y,

alors f.x=f.x+f.y=f.x+u.h.y
I —

ou iu20etf =u. A.

YE02=>AY£O

I

}-—> uAy < 0
u2 0

>f.x=f.x+u.A.y<sf.x

5 I
Par hypothese, 3xo : Axo £€bet f. X, > @ donc

a<f.xosf.§=>f.§=f.A'1.b>a.
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Conollaine 11.2.4,

Si f e 2%, une condition nicessaire et suffisante pour
qu'une contrainte additionnelle f£x < a par rapport & (A,b)
804t strhicte est que

a < ub - 144 ub est entien
a < Lubl 84 ub n'est pas entien

avec £ = uA ou encore u = £ . AL,

Remarque 1. A moins que ub soit non entier, il est difficile de savoir s'il
existe une valeur de o inférieure ou égale 8 £ . x = £ . A-lb telle que 1'iné-
galité f . x < a soit s§taicte Si ub est entier, il se peut qu'il n'existe

pas de contrainte additionnelle stricte de direction f. Prenons par exemple

dans R? le cdne d'équation{Alx < b, avec A=A réguliére. Si u = [1 0],
1 ~A2x s b2 A2
f=uA, + ulA_ = A, et la contrainte additionnelle est de la forme :

1 2 1

Puisque bl est entier, la contrainte additionnelle pour &tre stricte devrait

avoir un second membre inférieur ou égal 3 b -1. Mais si la face d'équation

1
Alxls b1 contient des points entiers, il n'est pas possible de la déplacer
parallélement 3 elle-méme vers 1l'intérieur du cOne sans &liminer des points
entiers réalisables. Pour cette direction f, {f n'existe pas de contrainte

additionnelle qui soit stricte.

Remarque 2. Les valeurs intéressantes de a (celles pour lesquelles la contrainte
additionnelle coupe le cdne Ax s b) sont celles qui sont inférieures ou égales

af. A—l . b. Parmi les valeurs possibles qui rendent la contrainte valide, il
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en existe une (la plus petite) a pour laquelle la contrainte passe un point
entier, celle-ci est alors un hyperplan d'appui 3 1l'enveloppe des solutions
entiéres. En général, on ne sait pas calculer cette valeur simplement. Dans
les deux théorémes suivants, nous allons préciser des conditions suffisantes
(1) pour qu'il existe une valeur de o rendant la contrainte additionnelle

fx < o stricte et (2) pour que a soit connu exactement.

Lerme 11.2.1,

n .
Si A est une matrnice ndgulilre, 84 £ = uA = J ul.Ai,AL
i=1
I
ul>0, 128, afors Le programme mathématique Max{f.x | Ax < b}
a une solution optimale unique % = A b,

Démonstration.

1° x est solution optimale

A

L
¥x e KA {x | Ax < b} : Ax

uzz o0

x=A b —>f.x=f.A .bzu.a.Aat . b=uw
=> ¥x ¢ K, fx < fx.

2° x est 1'unique solution optimale.:
Supposons que € € K soit aussi solution optimale, 2=x

£.8= f£.% et uAf = uAx.
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ol 0 0
Alors Ax < b, mais Ax = b, donc il existe 1 ¢ I tA;x < by,

)
A.x <D,
i i

-> ulA.g < uib.
. i i
u1 >0 =>
uJAjg < ujbj, Vi =1

_» UAX = UAR < ub = uAX

contradiction.

Théondme 11.2.3,

Si A est une matrnice canrie entidrne inversible, d'ondre n,

8i b e 2 ot 8{ A 1b est non entien,

sif=uhavecul >o0vieI, I=4,
alorns il existe une valewr de a telle que fx < a B0t une
contrainte additionnelfe stricte par rapport & (A,b,1), avee o
entien, a < ub.

Démonstration.

Soit x = A-lb. Si x n'est pas entier, il existe une boule B(x,e) de

centre x de rayon € > 0 telle que
2 nB(x,e) =8-

Siu" >0 Vi € I, ® est'la*sdlution.optimalé.uniqué du‘pfbbléme
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(P) Max {f . x | Ax < b}.

Soit alors yi 1'intersection de {y e R" T d(x,y) = €} et de
{x eRn | Ay . x = bj'-’ vj # i}, i = 1,...,n. Soit H 1'hyperplan de R"
déterminé par les n points yl,...,yn. x n'appartient pas & H. Soit D le
- demi-espace déterminé par H et ne contenant pas X. Alors
Max{fx | Ax : b, x entier} < Max {f . x | Ax : b, xe D}
<Max{f.xle§b}=f.:_c=u.b

I
Alors si o = Max {f . x | Ax £ b, x € D}, @ < ub, la contrainte fx < a est

valide et stricte.

Théondme 11.2.4.

S& e 1° £ = .A,t;>oviel':*¢,tentcell,u=z,

Bl

*2°3er:.ttz1

* 3° A"l = % est non entien
alons £'ensemble {x e R® | £.x = a} est un hyperplan d'appui
de {x « 2° | Ax % b},

Lub) 44 ub ¢ %

avee Q
ub-1 4L ub € 7
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Démonstration.

(1°) vB e 2, {x eR® | fx = B} n{ieR“lAj.'x:bj,Vj:i}ez“

en effet la matrice du systéme est

f W
Ay, 1% i

1

dont le déterminant est égal a

i

t t A

A A 7Y'A1 1
A1 A1 A1

i

Al-l = Ai-l =X A1-1
A A a A
i+l i+l i+l
A A A

n n n

i .
c'est-d-dire, en valeur absolue, %T . A=1t"= 1. (voir Fréhel [121]).

(2°y sit? >0, u’ >0, Vi€ I = §, ot la contrainte fx < a od a est le plus

grand entier pour leduel a < fA-lb, a = fA—lb c'est-3-dire
Lub] si ub est non entier

ub-1 si ub est entier

est une contrainte additionnelle valide et stricte.
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(3°) thyperplan H={xeR"| f. x = a} sépare les deux ensembles

{x = A b) et {x e 2" | Ax i b}. Il contient un point entier (voir(l®))et
est par conséquent un hyperplan d'appui a {x € z" | Ax g b}. La valeur cor-
respondante de a est la pius petite possible pour laquelle la contrainte

est valide et par conséquent 1l'inéqualité fx < a est aussi forte que possi-

ble. La valeur de a est donc déterminée exacfement.

11.3 GENERATION DE DIRECTIONS DE CONTRAINTES ADDITIONNELLES

Nous allons utiliser une méthode décrite par Fiorot ([.11 ]) pour résou-
dre des systémes de congruences linéaires.

On veut résoudre

tA = 0 (mod. A), t entier, t 2 O,

~

ol A = |det (A)| > O, et A(n x n) entiére.

Soit € = At, et a = t%. Oon veut donc résoudre

t t

A" . t C.a=0 (mod..A).

Il existe deux matrices unimodulaires U et V telles que

G = uUCv

soit une matrice diagonale, les éléments diagonaux, tous positifs et entiers,

vérifiant en outre
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Soit g; = G;, alors

[ g, <::) B
. O\
| fn_

et A = |det A] = |det C| = [det G| = By + By ieen o £ .
On doit résoudre )

(uev)(V'1a) = 0 (mod. A)

soit g, - Y, =0 (mod. A) i=1,...,n
avec a = VY. V étant unimodulaire, a est entier si et seulement si Y est
entier.

¥i=1,...,n, giYi = 0 (mod. A) a (gi, A) = g; solutions. Le systéme

A solutions (mod. A)

H

G.Y=0 (mod. A) a donc g1 * By soeee - &

g
= aql - 1
Yl = o (mod. A), ... , Yl = a (med A4),
. . g,
Yn = o (mod. 4), ... , Yn =a (mod. A).

Si on remplace ensuite dans a = VY, Y par sa valeur, on obtient :

poit a = B85 (mod. A), k = 1,...,A.

a devant &tre positif ou nul, soit Yk le représentant dans la classe de

B8X (mod. A) immédiatement supérieur ou égal 3 O :

0 < Y? <, y? - 3? (mod. A).
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Alors les solutions sont données par

_ _ .k n _ _ .k
tl' - al - Yl + Lch,o-o,t - an - Yn + anA,
Li entier positif.
-x1 + 2x2 <2
Exemple. Considérons le cdne K = { x € R?
uxl - 3x2 <1
_ %
son sommet est X = Y, | non entier.
On veut résoudre tA = O (mod. A)
ou avec C= At et a = tt,
Ca = O (mod. A) (1)
-1 4
A=5,C-= ]
| 2 -3
1 0 -1 4 -1 4 1 0
Ucy, = = = G
2 1 | 2 -3 0 1 0 5
g, =1, 8,75
1 0
(1) = Y = G.Y = 0 (mod. 5)
0] 5
-1 4 ¥4 + 4y2
avec a = Y =

0 1 Yo
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<
I

0 (mod. 5) a (1,5) 1 solution (mod. 5), 3 savoir

1
5Y, = 0 (mod. 5) a (5,5) = 5 solutions (mod. 5), 3 savoir
Y, = 0, 1,2,3,4 (mod. 5).

Les solutions (mod. 5) sont donc

et
t 20,0, =@, =62, =@, =a,m

Les contraintes additionnelles "fondamentales" (celles pour lesquelles

0 < ti < A) sont donc :

1 1 1
1° (0 0O)xsaaveca <0 (t ¥ O0)

2

o 2 2 . 9 %.
2 (0 1) x £ a avec ‘0t entier, a < £ (t

> 0)

3 3 3
3° (1 0) x < a avec o entier, o < g- (t > 0)

% 4
4° (2 -1) x < a avec o entier, a <

P 4
wnire

(t >0)
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2x, - x, <1

° S H .5 6 3
5 (3 -2) x € a avec a entier, a<z (t > 0)

soit

.3xl - 2x2 <1

La premiére inégalité est triviale, les inégalités 2° et 5° sont aussi fortes
que possible (une composante de t étant égale 3 1 dans les deux cas), et 3°

et 4° sont strictes et valides, mais pourraient peut-&tre &tre renforcées.
Si les contraintes avaient été de la forme

%, t 2x2 =2

Qxl - 3x2 <1,

on aurait obtenu la contrainte additionnelle supplémentaire

x1 - x2 < -1

N
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Les inégalités 2° et 5° définissent des en d' ( de l'enveloppe
appui

convexe des points entiers réalisables -

IT.4 INEGALITES EN VARIABLES BIVALENTES r£1

Considérons maintenant le cas particulier d'une inégalité en variables

bivalentes,. non vide et non triviale,

gx < B.

On veut obtenir 3 partir de cette inégalité et des contraintes o < X, S 1,

i=1,...,n, une inégalité valide contenant .au moins wn point.bivalent.

Considérons le systéme

gx <B
X s e, (ei =1 V¥i=1,...,n).

-X < o0,

‘et soit % une solution de base non entidre, réalisable, de ce systéme, ol

la base I a un seul indice i.

Soit I={1,...,n}\ {i},

-1 (a_ 3
Alors 0 < X, T 7 (B Z_ g') <1
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1 I+ I-

g g g
i+

0 v 0
I
+

0 0 -0

od UX est une matrice unité indicée par K en lignes et en gdlonnes.

K

Si fx < o est une contrainte additionnelle par rapport a

p— —

A,

Soit

et

N

~

.tA = 0 (mod. A)

, alors 3t 2 O, entier, tel que f =

o>t

. I I
i + -
g g g
i+
0 o 0
I
+
‘i—
0 0 -U_
I—

. Aol A= |det Al.

= 0 (mod. |gi|).
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ou (¢, g = 0 (mod. |gi])
iI+ I+_ i
t'g "+t =0 (mod. [g'])
T i _
tt.g - t¥= o (mod. |g*]).
Si on choisit ti =1
i+ i+ i i+
t =-g (mod lg I), t 20
i1 .
t =g (mod g |),t 20
a toujours une solution
. i .
et £ = _EI_ = signe (gh) (= #1)
| &
I i+ i+
ft_g 4t
ra
3 I I
£F- -8 -t
le”|
I
(V a+t+e_ _
I+ I+ .
sig+t e_ x 0 (mod. Ig}l)
i I
" +
et B =
I .
a+t? e - lgll _
I .
T ha sia+t T e =0 (mod. |g1|)
* le”] I
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—*
a - gI e_
I
mais puisque 0 < x, <1 (i.e. T e 10,10)
g
i, ,
et t¥T=-g7 (mod. |g*)
i+ i+ i
on a o+t e =oa-g e_ =0 (mod. g™ 1)
Iy L
i+
donc a+t e_
- N I+
lg*|

et la contrainte fx < B sera stricte, valide, aussi forte que possible.

Le systéme fx = B
X = e_
L L
-x_ =0
I—
2
a une solution entiére x telle que
i+
¢ B-f e_
2 Iy i
X, T ————— avec £ = %1
i i
f
]l 2
X = e_
I I
+ +
2
x  =0_
\ I I
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. I I 1
i a+t+e-I- (g++t+)e_ W
2 lg"| + I,
o S 1 i - i L
g 'l |l
\ - - J
: et
I I . g +t I
gt +t =0 (mod. |g*]) = T ez '
L 8" |
I I
gtet?
=> - .e € &
l -
le"| I,
I
+
et ST § a-8 e
2 lgl I+
X3 -1 i :
g le”|
. i 2
si g >0, x, = inJ =0
. i 2 .
si g <0, x; =~ L-xiJ = =-(-1) = +1.

La droite (ou l'hyperplan) fx s B contient un point bivalent % et est donc un

hyperplan d'appui de l'enveloppe convexe entiédre.
Exemple. Considérons 1'inégalité

- 2x1 - 3x2 s -1,

X i=1,2, valant O ou 1

1

- x1 < 0

Le cOne .{- 2%, - 3x2 < -1

0
a un sommet fractionnaire x = 1/8’
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-1 0 OJ

Si tA = O (mod. 3), on a donc

=0 (mod. 3)
- 3t! =0 (mod. 3)
- % = 2t' (mod. 3).

Si on choisit t% = 1, 1'inégalité additionnelle sera

ou

Le cdne

x ¢ R?

“LLH
.-l
[y
-4
"
A

w|r
~~
(=)
.-J
o’

2
a un sommet bivalent x = (O 1).

N
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11,5 CONTRAINTES ADDITIONNELLES POUR LE PROBLEME D’IMPLANTATIONS
SANS CAPACITES

Le probléme d'implantation simple (i.e. sans capacités) peut se formuler

comme suit :

*

SBLP Min iZI (£, . y; + jEJ cijxij)
¥j g %3 =1 (1)
Vi,j: xij Yy <0 (2)
X4 5 20 (3)
s 2 0, entier. (4)

y; est une variable entiére associée 3 une "source" i qui, si elle est
ouverte, "colite" fi' Dans ce cas, d partir de cette source, on peut envoyer
des quantités X;4 vers des destinations j € J. %55 est en fait d'aprés (1)

le pourcentage de la demande de j en provenance de i. Comme il est impossible
d'expédier une quantité positive 3 partir d'une source fermée, (2) impose

xij = 0 si y; = 0. Puisqu'il s'agit d'un probléme de minimisation, y; ne
vaudra jamais plus de 1 pour une solution intéressante. On ne considérera

en fait que des solutions y bivalentes. De méme on pourrait se limiter ad des

solutions xij bivalentes, et le probléme serait un programme bivalent pur.

* Simple Plantation Location Problem
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On peut représenter le réseau comme un graphe biparti avec les sources a

gauche et les destinations & droite

x
x‘—————fii—_*__,_x

vy x x
x .

: X

x x
iel jed

Les solutions se représentent sous forme de matrices y et x

T
|
yl xll....:.... xln
. . ! .
1
. . H .
}
y = M e I X = | =-——- - xij ------ - i € I
. . ' L]
. 0 ] .
i
. . : .
m xml""}"" an
i
jed

avec n = m. Nous noterons X = (x,y).

On peut remarquer que si £ > 0, on aura dans toute solution optimale

yi = M?x xij'

D'autre part la somme des xij situés dans une méme colonne est égale 3 un.
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Si on pose §i =1 - v et Sij 1- §i - xij’ on peut réécrire SPLP comme

un probléme de recouvrement :

Min [m + iEI (-fij_ri + jiJ cijxij)]
Vi ed: z X; 3 =1
i
vi,j : §i + xij + sij =1 (Zj)
12 §i . X5 > Sy 20 (*1])
§i = 0 ou 1.

Le programme linéaire relaché correspondant, dans lequel on ne considére
plus les conditions d'intégralitd,a un grand nombre de solutions fractionnai-
. res. Elles sont décrites en détail dans l'article de Cornuejolsg, Fisher et
Nemhauser ([ 8 ]). A partir de certaines familles de sommets fractionnaires,
on peut engendrer des contraintes additionnelles strictes et valides, et

dans certains cas on peut montrer qu'il s‘'agit de facettes du polyédre enve-
loppe convexe des solutions entiéres. Ceci a été montré dans ([ x ]). Nous
allons montrer ici qu'il existe d'autres familles plus générales de solutions
fractionnaires conduisant 3 des contraintes additionnelles strictes, hyper-
plans d'appui des solutions entiéres., Nous ne savons pas s'il sfagit en géné-

ral de facettes.

I1 est intéressant d'étudier systématiquement le polyédre continu, ses sommets,
ainsi que le polyédre enveloppe convexe des solutions entiédres, car pour des
dimensions données (n, m donnés) les polyédres continu et entier respectivement
ne varient pas d'un probléme d l'autre. Seuls les coiits changent, et par consé-

quent la direction de la fonction économique.
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Comme on sait que le polyédre continu a un grand nombre de solutions frac-
tionnaires, qui sont des solutions de base, non dégénérées pour la plupart,
il doit exister un nombre non négligeable de SPLP qui admettent des solutions
non entiéres. Il est par conséquent souhaitable de pouvoir, étant donné une
solution fractionnaire, engendrer systématiquement une coupe qui soit si pos-
sible une facette du polyédre entier (elle n'engendrera pas de nouvelles
solutions fractionnaires) ou 3 défaut un hyperplan d'appui du polyédre entier
contenant le plus grand nombre possible de solutions entiéres et éliminant

le plus grand nombre possible de sommets fractionnaires, y compris bien sur

celui de départ.

IT.5.1 NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit I = {1,2,...,m} et J = {1,2,...,m,...,n} (On suppose m 2 3).

D8finition 11.5.1.

On dira que 0 : J + P(I) est une k-surjection de J dans I
84 c'est une application multivoque virnigiant

1° Vj e d, |o(3)]| =k

20 wiel, o7 (D] =k

oaf%ﬁ)zﬁeFliedﬁﬂ,chJ,H|=m

Soit I la matrice booléenne

zg = (i e a(3)).



70

Soit o(j) = {i eI |1 £ o)}

Exemple. m = 4, n = 4, k = 2,

1 1 2 3 n l 5 6 7
(o]
(1,3 (2,4)

(1,3)  (1,3)  (2,¥) (2,8) (1,2)

F= {1,2,3,4}.

) (1)

o(1) = {2,4}, etc ... .

Dédinition 11.5.2.

On dira qu'une k-surjection de J dans I est une k-permutation

AL

4

(1) dans tout ce qui suit, les &léments manquants sont nuls.
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AL existe une permutation de I
AL existe une permutation de F

dans I x F,

Exemple. m = 4, n =7, k = 2, F = {1,2,3,4}

telles que fLa matrice ndsultante ' ait des fLignes avec k 1
contigus déplacts successivement d'une position vers fa droite

1 2 3 4 5 6 7
g
(1,3)  (3,4) (2,4 (1,2) (1,2)  (1,3) (2,4)
0 est une 2-permutation :

1 2 3 L 5 6 7

1) 1 1 1 1
2 1 1 1 1

Y =

3] 1 1 1

4 1 1 1




74

1 . . ae
Dans une colonne X;50 nous avons donc E-dans les lignes indicées par xlk’

=i, - 3 dans les lignes indicées par x,, , - L dans les lignes indicées
N 4 3 ik’ _ 4

par y,, =i, + Iy dans la ligne indicée par yis t 3 dans la ligne indicée

par s.., de méme que dans iles 1ignes’ indicées par s, £ 2 i,

Y

X, .

ii

. 3

ik 4

. 1
£=1i: X o t4
;'i A

z * i . ;L —l/lo

3 . . 1 .
Dans une colonne Si" nous avons m en ligne xj£ et en ligne xij’ iy enligne
. - 3 . = . - . 3 .
z - = Ly .
X f j ou £k = ij,  en ligne Yy § en ligne yz,Lat],n_en ligne SJJ,
et - T en ligne Spps L= 3.

S, .

i]

“ig |

xij 3/“

L5 ou Bkzij  x |
S-’j -%

L=] gl,e Yo

55 | %

=] See -Y%
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Si 1'on cherche 3 effectuer un changement de base, c'est-3d-dire a déterminer

un sommet voisin, on a le choix entre

(a) augmenter x,; pour un indice i

rs Y. : 3 —. . 3 ' n - —
Lorsque xll augmente, xlk’ =1, Y et s‘€£ diminuent et s'annulent simulta

1 3
nément pour X,. = Ho- oo 1. Le sommet voisin a donc Xeg = 1, Xop = 1, k= 1,

11 1 3
_ 1u
Xpi = 0, £ =i, y; = 0, Yp =1, L= 1, Spp = 0, V4.

1
Par exemple, pour i = 1, on obtient le sommet entier X

(b) augmenter s, .,
ij
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1
La valeur maximale que preut prendre sij est A =-£. Si on choisit par

3 3
7y
exemple S,gs O obtient le sommet X(3) (non entier)

' ‘/a. 'A ' %

Y O A A %y
1
Vs s Y Y ¥A
Y Ya Ya A s
x(3) ) ¥(3)

Ya Y2
Ya s @
0
s 4 v
Ya s

y(3) S(3)
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Si 1'on augmente par exemple Sjg» OD peut l'augmenter jusqu'd Min {

et le sommet voisin (non entier) correspondant est X(2) :

AO S 2R R I | %
, < E
A 2 %
7 A Ya ¥
s | | | A _‘ %
x(2) y(2)
Y, | @ Yy
s . )
y, Y3

A . Y

y(2) S(2)

%’L(f‘

v,

H|OJ||—-*
"
Wi

|-
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On ne peut pas modifier s_. par exemple, ni s 'nis35' Si on augmente x
3

31 34
jusqu'a 1, on obtient le sommet entier voisin X .

33

w
w




*g 2anbTd

Sk
hh-4%
Lk
nx

X

T

fe b 34 Se 5y 1 A 72 bl by ks 33, ey Ch U BHe IS 1h &

“

by 5S hh €Tz g7 sh SE STk MS?. b f\m Qm_ €5 O FCES
- 2

h T n> S 'hiE _~x

[P TP

— wd, L

= =
-t



80

SD QUUE S

—
DU
]
T
!
i
doom
]
1
—
|
t
i
\
1 Sreeued
i

!

0 ,m%m,.qmwc 00004710

)
=
=T
—
1
f
1
!
1
1
-
!
]
S
|
-;AT_.- SIS
1
11

: ! !

w.,hw C ! , \ | bl , !
gy ' T o M R R - T 1t 31" -1 H - -
N\~ T .O — LM “ ”

1
) |

e TR ———— S
)

——
—

|
!
|
i
;
i
{
!
'
)
|
b
;

;_0 90T 000006004171

- &
o
=
OO ~—

i
i
b
i
:

o
Q
N
O
Q
o
o
o
o
o
[ ]
L
-t
}

~
i

i

i

i

1

i

i

£
)
O O -

b~
(a2
_—
!
|
t
i
13
t
I
T
i 4 .
I i
i .
=22
[N D S
|
T
i
—
]
4

AV TR n\- m\‘ - Sh SN Y- ¢ K-

=3
!
oo s o T Y T —l M
$eoo L | H ol ol T &-th 1 N i
R e B I e -l - ot
gl P P | m: 1O, mmx_an\_ ; ﬁ "
i R S B 4% ( _ BER
9 oo H-,a_ E BREZ3 N - Bl P T
ao F@.srif b osnp o BERRGI N “ [ ]| ” “ | R 1
th oo o T s T T e
0|90 0000009 0ol N R o R ke X BN B R T A A S T S R M
110,90 0 9]a0 wuymwﬂy _ wu,:_ 11T HTI9 000 BN s
L) NS Y AR N O MR LS N SR 2 I - BERE s
B RN L B RENSRERERER RN IT
9100000100 m.,m,o 0 T,‘P_.,‘ Pikstp-oo vl T B 0 A I S AP R
{1 . sf ﬁ-m.m\_ HEENN | REREE jﬂw xy 1t
NS s -1 S5 15 sk RSP OTPSI w7 L T S T S |
Nm, hmnwmw\b AT A2 by BnhS, N wm,axm;,N:QN zx:_n I _w_.x\_..;i: ..mrmn,. m..,mmm.x_w xmsw,._m.wmm En% swﬁimx; s Ihig _Nx :




81

On a donc tout un ensemble de sommets voisins de %, ayant soit une diagonale
et une ligne horizontale de O et des A ailleufs,zdustype X(2), X(3), etce..,

soit des O partout sauf sur une ligne, du type X, X, X, etc..., dans x.

Le lemme suivant provient de ([ 81).

Lesme 11.5.1

5T est nigutitne si et seubement si x et m sont

premiens entrhe eux.

Soit alors

c: I I X. ~ L oy, sm-~-[¢]
5eF ieo(3) 3 ier * k

Le théoréme suivant est énoncé sans démonstration dans [ 8 ]. Nous allons en

fournir une basée sur la section II.2.

Theondme 11.5.1.

est une inégalit? valide qui tLimine tous Les points
Q;
gractionnaines ayant

»®
"
b B2

i3 s J € Jy, 1e0(3),

0, jed, i¢ al(j).

»
1]

ij
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Exemple. n=m=5, k = 3,

1 1 1°
1 1 1
L= 1 1 1
1 1 1
1 1 1
Cy .2 'z Ry T Z y; S5 - l'%1 = 5 -2 = 3 est valide et élimine X = (x,y) :
jed 1iea(3) i
TN VR A 'A
200 R 2 2
X = 7 73 s y = Y
i | 7 2 s
s s s Y
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Démonstration.

Par hypothése, k et m sont premiers entre eux, donc la matrice EF est
réguliére. Faisons l'hypothése que ¥i,j : Zg = 0, xij = 0, et ¥i,j : Eg =1,
sij = 0 et essayons de déterminer les valeurs des variables xij pour lesquelles
Zi = 1. On a alors un systéme de n + mk + n(m-k) équations par rapport 3

mn + m inconnues :

Vi ¢ ) X4 5 = 1 (n)
i:Id =1
i
- ) C o .
i3 + ¥y =1 si Xi =1, jeF (mk)
- _ C o5 _
y; t Sij ° 1 si Zi =0 (n(m-k))

Choisissons alors dans chacune des (n-m) colonnes hors de F (k-1) positions,
t.q. Zg = 1, et imposons a sij d'etre nul pour ces (n-m) (k-1) couples (i,3j).

On a alors
n + mk + n(m-k) + (n-m)(k-1) = nm - m

équations. On montre facilement que ZF étant réguliére, le systéme a une

solution unique,

pour E%. = 1,A§. = Eié, et s,. =

si Zq = 0.
i ij i

g
=

xij =
I1 s'agit donc d'un sommet non entier du polyédre continu.

Si l'on réécrit les équations Ql)pour jeF et(* )pour j e Fet (i,j) tel

que Z = 1, en traitant les varlables nulles (hors base) au sommet en questlon
comme des variables d'ecart, et si 1'on multiplie les inégalités Z par tJ k-1
et les inégalités E] par t 1] = 1, on obtient en additionnant toutes ces iné-

galités

|}
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I Il k1) +11x.+ I ky, s (k-1) m+km
jFlz] i3 i€l

soit en divisant par k

2 X..+ I y.sm+ k-1 X m

jeF i:21=1 1 jer

DL gy cakd
jeF 1:§i=l 13 o1

Le membre de gauche devant &tre entier pour toute solution réalisable, on

peut arrondir le membre de droite et on obtient Co.

I1 convient de remarquer que l'équation obtenue découle du systéme en varia-
bles entiéres et que s'agissant d'une contrainte additionnelle valide et stricte
(puisque k T m) le sommet fractionnaire est effectivement éliminé. Le détermi-

nant A de la base optimale est k.

Nous allons montrer dans la section sulvante que toutes les inégalités
»CO ne sont pas nécessaires pour la détermination de 1'enveloppe convexe des
solutions entiéres, et nous montrerons que l'on peut regrouper des familles
de sommets voisins (au sens de la méthode simpliciale) et ensuite éliminer
les points d'une méme famille.fractionnaire 3 1l'aide d'une seulecoupe C .
Comme d'autre part dans la démonstration précédente les coefficients t 3
valaient 1, C_ est un hyperplan d'appui de £'envefoppe convexe des points
entiens. Il n'est pas possible de réduire davantage son second membre.

On peut le vérifier directement en remarquant que si 1'on place m "1" dans x
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en les répartissant sur le nombre maximum de lignes possible, il faudra les

placer sur f%] lignes si 1'on veut que tous ces "1" correspondent d des

positions pour lesquelles £l = 1, j € F. Dans ces conditions, Z Z. X, =M
n * jeF i;Zg=l )
et .Z y; = fi1. :

iel

Dans 1'exemple précédent, avec m = n = 5 et k = 3, il faut [%1 = [%1 =2
lignes pour placer 5 "un" 13 ou Zi vaut 1.

Par exemple, la solution entiére

1 I 1 = 1
1 1 1
X 'y

vérifie C0 en tant qu'égalité :

)} X Res ™ z y; = 5-2=3
jed ieo(3) YT i

siJd 2 F, i.e. si n > m, on peut raisonner exactement de la méme fagon, en
plagant les 1 pour j ¢ F dans l'une quelconque des lignes pour lesquelles

y; = 1. Ces xij # 0, j ¢ F, n'interviennent pas dans C0 de toutes fagonms.
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I1.5.2 FAMILLES D'INEGALITES @QS

Soit

et soit

Soit

alors

avec

Soit

et

Soit

ExemEle.

o <]
n

kel
1]

{a, | a, = %, i=2,...,m1, (i,m) = 1},

= {ml, m2,...,mp}

m. >m, >m_,
p

{ieI, 2<is<m-1, (m,i) = 1 | Fai] =m,, a; € A}

{ie1 | F%W_ = my et (m,i) = 1},

max{i | i e IL}

{k, | £=1,... L
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[
H

{2}, I, = {3,u4}

x
"
N
a3
n
£

Lerme 11.5.2.

Soit kp € K, 404t 0 une kL-pmwwéon. ALons Co eLimine
toutes Les solutions fractionnaires ayant dans F x I une bande
I diagonate nutle de Largeur m-q recouviant o(F),. q e I,

Démonstration.

my oMy
¥q € Il’ [q‘ = [k£] mp.
Le premier membre de C0 est m - 3—;— et

m ;
m-a-im-ml

g
ExemEle.m=n=5.
i 1 1 1
1 1 1 1 =y = =
kp = 4 = kymy = 2.
_ . 1, =1, = {3,4}
L= 1 1 1+ | 1 L "2 ’
1 1 1 1
1 1 1 1

o opa

co : x12+x13+xlu+x15+x21+x23+x2u+x25+ cee -rx'sqr-y1—y2-y3-yl+--y5 s3
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Vi Yo | % Ya . L L,

A A Yy A y, Y, Y,
A A Ye. | Yo L 1 L,
Y Y. Ye A L, Y, L,
1 1 1 1
) /s fu Ju v, Y, Y,

1 2

x X

largeur m-4=1
recouvrant o(J)

Va vy | '
v | Y s
95 }@' 95
Y, Y, ’ Y,
Vs | ¥ s
x

largeur m-3=2

recouvrant 0(J)

1 2 3
X, X, X sont éliminés par Cye

largeur m-3=2

recouvrant d(J)




On remarquera que par exemple

89

X(2) est aussi éliminé, puisque

| % | %
Z z xij =5 et 2 y. = %
1 1 1 1 j ieo(3)
/A /3 /3 /3 y 11
donc 5 - - ==¢£3
3 3
Yu l Y- Vs Vs
Vs | ¥ Vs Yy
x(2)
Théon2me 11.5.2.
Soit k

jeF i¢a(3)

I ox.

ij

g €K 804t 0 une kl-pmuauon. Alons Cs eLimine
toutes Les solutions fractionnaines telles que

zoet § y, <l
ier * kl

en panticulien toutes Les solutions telles que,

pour j € F et i ¢ o(3), xi.=0

p]
pour j € F et ie a(i), soit X33 =0
tx,. =1
s04t Xg5 = K,
et pour i ¢ I,|804% y; = 0
s04it y =%powtrindj,cu i,
2
avec ¥ yi=£-<[kﬂ'|
i:y.=0 2 £
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Démonstration.

xo= T 1 xae3 T x.
jeF 1€0(3) 3 jeF i%1,...,m 13 jeF 1go(§) 13

)

A X, .
jeF i:zg=o 1

"
8
'

et

I yy=m- ] v

X4
3 iel iel

jeF ieo(3)
>m - -]

ke

donc cette solution (x,y) est éliminée par 93'

On appellera donc "famille de @a-solutions“ 1'ensemble des solutions fraction-

naires telles que

X.. =0
jeF ida(3) M
et

Y oy, < T
jer * kl

et un sommet "pére'" de cette famille sera un sommet fractionnaire tel que

R e
Xg4 = Ez, Vj € F et Vi : Zi 1
-1
Vi T, Vi



91

I1 existe plusieurs sommets "péres" si F # J, ces "péres" ayant k composantes
x5 par colonne j ¢ F égales & fL3 les autres étant nulles, Pour F donné

toutefois, tous ces "sommets péﬁgs" engendrent la méme coupe Cqe

Si nous reprenons l'exemple de la section II.5.1, nous vérifions facile-

ment que Co correspondant a ﬁ; c'est-d-dire

Z X X - Ey <m - fEl =5 - [EJ =5-2=3 (8)
L L %55 T Y % T
i j=i
élimine non seulement (2;?), mais également X(3) par exemple puisque
= =4 B QP ¥ §
Z Z xij =5 et Zyi =3 de telle sorte que 5 3 3 £ 3,

i jei

aussi bien que par exemple X défini par

| <:::f~ Vs | Y ‘(V‘?\\\\zi‘ | s
Yo o
Ya
\‘/s
)

[

NN

7
¢
/
7

—
o~

>
>/
A

puisque

wlo
"
n
w

- -3 -
Z z xij = 5 et Zyi =3 donc 5

ou encore X'
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<j-f\$w X s (f . B s

}
...\"// / >F
w\)-‘

w\h-‘
~

\\ \ 1 Y,

x! y

Enfin nous avons démontré dans [ x 1 le théoréme suivant :

Theondme 11.5.3.

Soit kp =m - 1, alons kl et m sont premiess entre eux, et
404t 0 une k L—peﬂmxa,u‘on. Alons CG Ehimine toutes Les s0Lu-
tions gractionnairnes telles que

xi.=0et J y. <2
jeF igo(3) M ier *

et C  en outre est une gacette de £'enveloppe convexe des
solutions entidnes de SPLP.

. mq Mg P P ' P
On a bien {k ] [,—-——m__l] 2 et on a démontré dans [x ] que l'hyperplan sépa

rateur du deffii-espace défini par Co contient mn+m-n sommets entiers linéai-

rement indépendants et est donc une facette de SPLP.
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La totalité des facettes C0 pour lesguelles kl = m-1 ne suffit toutefois

pas 4 &liminer toutes les solutions fractionnaires.

O
Pour l'exemple précédent, C est une facette. D'autre part la solution

fractionnaire (qui est un sommet du polyédre continu)

Y, %

i/ i% Ya
Y, Y, . Y,
%o | A | b

Y, Y, | A

n'est éliminée par aucune des facettes C; avec kp = m-1, puisque

Iy est au plus égal 3 m = 5 et | ys

% donc le premier membre
jeF iea(j) ? < el

de n'importe quelle Ca (k = kL = m-i) est au plus égal 3 S5 - % = gﬁ et
jamais supérieur 3 m - F%L] qui vaut 5 - 2 = 3. L'enveloppe convexe des solu-

tions entiéres a donc d'alUtres facettes.

IT.5.3 ELIMINATION D'UNE SOLUTION FRACTIONNAIRE PAR UNE COUPE CU

Bien que l'expérience ait montré ([ 10 1) que la grande majorité des
problémes d'implantation simple ont une solution entidre lorsqu'on les résoud
d 1'aide d'une méthode basée sur la méthode simpliciale, il existe un grand
nombre de solutions fractionnaires et par conséquent un grand nombre de direc-

tions de fonctions économiques telles que la solution optimale soit unique et

non entiére.
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Il n'est pas nécessaire pour cela que les coefficients de la fonction
économique aient une structure trés particuliére, comme par exemple des coiits
égaux suivant une répartition spéciale. Si l'on écrit les conditions de Kuhn
et Tucker du programme linéaire relaché ainsi que le programme dual corres-

pondant, on obtient :

Min ZZcijxij+£fiyi (x,y) solution réalisable Max § vj
est solution optimale si
Vi : L X; 5 21 vy =0 vy 2 0
2 s, - 20 w 20
¥i,j : xij yi £0 3“1.-1 '1j .
vi,j : X 5 20 c..-v.+wij 20 cij-'j*wij'z“n,
s . - 20 f. - .20
Vi : y; 20 fi. § wij i §"i]

vj(l-ixij)=0 V3

wij(xij—yi)=0 ¥i,j

(cij-v.+wij)xij=0 vi,j

(fi-§ “ij)yi=° Vi

Pour qu'une solution du type | x.,. = L ¥i=# j,i<m

ij m-1

xij =0, ¥vi = 3

X,. = 1 Vi>m, i<m-1
ij m_19 3 »
13 =0, ¥j>m,i=m

- 1 .
Vi 5 @1 T

soit solution optimale, il suffit donc que

jvj 2 0, Swij 20



cij + "ij - vj 20Vism, j=i,ou¥j>m,i=m
cij + wij - vj =0Vi®xj, jsm,ouV¥j 2ml, i < m-1,

W,.=0Vvism,j=iouV¥j>m,i=m

f. - T w.. =0 Vi,
J

Donc

. = vj - wij ¥j sm,i#j,ou¥j<m, 1% m-l,
ce qui implique en particulier que

W,. =V, - cij Vi <m,i*jou¥V¥j>m, i sm1

i3 3
et
£, = Z w.. t Z -
1 j<m ot j>m 1
= ] w..t } ow..
e 0 pm B
jsm
= ) (v, -ec;.)
3*1 H
donc 2 RS R
jei 30t G I
et cij 2 vj Vi<m,i=zj,ou¥VvVj>m,i=m.

On vérifiera facilement que les données suivantes satisfont 3 toutes ces

conditions et que la solution (x,y) présentée ci-aprés est optimale.



Aucune composante du vecteur critére de candidature correspondant 3 une
variable hors base n'étant nulle, cette solution optimale est unique. Or

elle est non entiére.

= 29,25, colit primal

f y; = 19.75, Ic 49

i i *ij3

Evj = 49, cout dual

49

Une solution entiére colitera au minimum 50, ce que l'on obtient en choisisant

soit y, = 1, soit y, = 1, soit y, = 1, soit y = 1.

Si 1'on ajoute aux contraintes de SPLP la facette CO correspondant a3

1 .
1
EF = ' ' avec F = {1,2,3,4,5}
l -
1
1
clest-3d-dire
) § :
XKoo= Ly, Sm-mp=35 - [-=] = 5-223,
£51,...,5 §=1,...,5 3 i=1 1 %]
j=i

la solution optimale précédente est éliminée, puisque
S _ -
5 - i 5 - 1.25 = 3.75 £ 3,

et CO étant une facette, la nouvelle solution optimale sera entiére.
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Lorsque C0 est ajoutée au tableau simplicial, et rapportée 3 la base,

les coefficients des variables hors-base sont respectivement - é-pour les

variables xij avec Zi =0 et - %-pour les variables sij: Zg = l? j e F. Le
second membre par contre (aprés avoir transformé y; eny; = 1—yi? est

2m - mp - %? =8 - %? z - %u Une itératiqn de la méthode duale-simpliciale.
va faire entrer par exemple X dans la base, la fonction économique va deve-
nir (-u49 + % (- %J) = - (-49-1) = -(-50) = +50. La solution correspondante

est duale-optimale et primale-réalisable, donc optimale. Etant en outre

entiére, c'est la solution cherchée. Elle n'est toutefois pas unique,

1 1 1 1 11 1 1 1

[yi] [x
o | % 1% | |°% 4 | 3 & 10 | 8 9 6 6
3@ 0 13% ?i lb% .1 2
— [vj]
% | % o | %8 |y 2 | 3 g
5 11 2 8 -4
7 sl sl o || 2 | t=3
% A % | %A o | o 0

[w,
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La fonction économique du dual vaut bien Zvj -3t =54-3 (%) =

IT.5.4 SOLUTIONS ENTIERES APPARTENANT & UNE COUPE CU

Nous allons chercher 3 caractériser les sclutions entiéres qui satisfont

d une coupe Co en tant qu'égalité, c'est-d-dire telles que

R - - - - - _12_ =
sEF iga(j)xij y; =m-m, =m I—kl] (eg)

avec

kp = max {k | (m,k) =1 et ﬁ:—}=m£}.

I1 faudra que Zinj =m-aqa
Ly =mp-a

avec OSG(NL

(i1 faut en effet qu'au moins 1l'un des A soit égal 3 1 pour toute solution
entiére réalisable). Il faut pour que la solution soit réalisable, que les
Yy égaux 3 1 permettent de placer m"1" sur F. m - a = p de ceux~ci doivent
se trouver sur des emplacements ol ZJ =1, et 1ls doivent &tre répartis

sur B = l - o lignes. Or sur chacune de ces lignes, sur F, au plus kt de

ces "1" sont comptés.

Alors m-m, =m-q - (ml - )
:p-mzfa
=p - 8.
On a également
m=nm -ravec 1 <r g k = m
Tl [L‘
= - - P1-=
p =8 kl qavec 0 £ q € kl 1, {kzl B

donc mlkl -r-m, =Bkp - q - B.



99

ou B =m +3'_'_I‘___
t kl—l
or 1—k£ S q-r s klf2
k-2
s o 4
kL“'l kL”"l
kp-2
et m,~-1 < B =m + X < m +-—£-‘—-
L ¢ k,~1 ¢ k-1
) L
k ,~2

mais B est entier et ne l'est pas, donc

kL-l

mz—l S Bsmp= l,m£+ %;;——j .

B ne peut donc prendre que deux valeurs, m ) ou ml-l. On a done :

soit
m-m, = p - g = (m-1) - (ml"l)
m-1
avec [——-—- = ml—
o |
m
et ——] = m
[ktl ¢
donc m-1 = (r!.-l)kl-q
m = mlkl r
et q = r+l—kl
acit

p=metS§B = mp, avec q = =mLkL~m,

et mol o
[i,] = ™e
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Théor2me 11.5.4.

Les solutions entidres vérifiant c; sont telles que

* sout Eyi m,

mp-1 84 ﬁ:—h ={4“—'-“ -1

v 504t Eyi

I1.5.4.1. Solutions entiéres avec Zyi = m,.

Pour construire des solutions entiéres avec Iy, = m, et vérifiant

-

C;, il faut que
) z X:. = m,
i
jeF ieo(j) ]
donc tous les Xi3 égaux d un doivent se trouver sur des emplacements oil

£ = 1, si j € F. I1 y en a au plus k, par ligne, et il fauf utiliser
i ) 4

[£i1 = m, lignes, ce qui est bien consistant avec 1'hypothése de départ.

Considérons ce qui ce passe sur F. Soit lxsio < m. On pourra considérer

les solutions entiéres du type suivant :

pour i = io+e'kt (mod. m), 6 = O,l,...,m£j2,

.ol -
®..51Vj: Ei =1

1]
. s _ R
pour i = i +(m,~1)k,, Xx,. = 1 - z X,,. 81 L, =1
o L L i3 ir=g +6k£ i'j i
o
Osasmt-2
X,. = 0 autrement
i)

Nous ferons les deux remarques suivantes :

. Y - - - " "
a) la ligne i+ (ml l)kl (mod m) aura exactement m (m‘C 1)k£ 1" sur F,



or m—(ml_--l)k‘C * ki

en effet m - mpyk,#2 O
L
puisque m ® m£k£
m s
car —- 2 m, (+— est nown evbier, k 1h).
k £ "k 2
£ L
Lorsque io varie de 1 3 m, on ue weirouve donc jamais deux fois la méme

solution, car la derniére ligne (m=! =) n'a pas le méme nombre de "1" sur

F que les autres lignes.

car mlkl 2 0 (mod. m}.

L'écart (mod. m) entre la dey:

des autres écarts (mod. m).

Exemple : m = 8, ml =3 = gw

On construit des solutions du type suiwant
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v

etc
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1I1.5.4.2 Solutions entiéres avec Zyi = mL-l.

- - — - — > - - - - - - - - -

I1 faut maintenant que r L=
jeF: ieo(3y) 13

. 5" 1%

Ceci implique que

J 4
ou encore .
mLJ(L-Ml-kL' 20
soit kl(mlfl) 2 m-1
ou’ kL 2 m::i .
Si kL < EE%I, il n'existera donc pas de solutions entiéres appartenant a c:

autres que celles pour lesquelles Zyi = Wa'

Exemple 1 Soit m = 8, kl = 3, mL = 3.
8-1_7
3¥3T 3

7 8-1 8

et

w
1]
——
w|
P

= [—3—1 ® [5] - 1= 3-1.

Il n'y a donc pas de scolutions entidres avec Zyi = mL - 1 pour m=8, k, =3,

m£=3.

Exemple 2 Soit m = 5, kl = 2, mL = 3.
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et d'autre part

I1 y a donc des solutions entiéres appartenant a C; avec Eyi = m,-1,

L

Supposons donc que

m-1 ﬁ-

1 m
k, s =——= et [ 1=1=1-1.
L m‘C 1 kl kl

I1 est possible d'avoir p fois %43 =113 ol Zg =1 sur F donc 2 X X, ., =m,-1

. . . i £
et cela sur [%L] = m -1 lignes. jeF ieo(3) J

£

Considérons ce qui se passe sur F.

Soit 1 io < m. On pourra considérer les solutions entiéres du type

suivant :

pour i = io+ekl (mod. m); 0 = 0,1,...,m£f3
xij =1 Vj: Zi =1
pour i = lo+(ml-2)kl (mod. m)
X.. =1- z b JU
1] itzi +0.k, * I
o "¢
OseSmL-S

X,. = 0 autrement
1)

Nous ferons les remarques suivantes :

a) 1la ligne io + (mlf2)#£ (mod. m) aura exactement m - (m£-2)kl "i" sur F,

or

m-(ml-2)k£ * kl

f -
en effet m mtsz 2k£ z kl
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ou m = (mlfl)kl
car kifn (en fait (m,ky) = 1).

Lorsque io varie de 1 @ m, on ne retrouve donc jamais deux fois la méme
solution, car la derniére ligne deé "1" (mod. m) n'a pas le méme nombre de

"1" sur F que les autres lignes.

b) i+ (m£f2)gz+kl =i+ (mlfl)kl

2 i (mod. m)
o

car (mzfl)kl 2 0 (mod. m).

L'écart (mod. m) entre la dernidre ligne et la‘premiére est différent des

autres écarts (mod. m).

Exemple. m =5, kl = 2, ml =3, n=17,

On construit des solutions du type suivant :

kp

yi
L —

”,n



-
A\
LR
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etc ...

1 1 1
)
X ]
'
i
1 1
1
1.
1
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Remaggu .

. S . -l -
Si kl = m-1, on a toujours m, fk 1 = 2 et donc

L

m-l, B 5 _
[IZ_1 =221 - 1

m-1, _ m-1, _ - m _ -
[;2—1 = fm_1] =1-= rE:I] 1= 2-1.
I1 y a donc toujours deux types de solutions entidres sur C;, celles
vérifiant § y; ¢ mp=2 et celles vérifiant E y; = mp - 1-=1.

Dans [ X], nous avions montré qu'il existait m solutions entiéres telles
que § y; = 1 et n(m-1) solutions entiéres telles que E y; = 2, que toutes
ces solutions étaient indépendantes, et que qo était donc une facette du

polyédre envelappe convexe des solutions entilres de SPLP.
I11.5.5. AUTRES TYPES DE CONTRAINTES ADDITIONNELLES

Les coupes qo ne sont pas bien sur les seules contraintes additionnelles
valides et strictes que l'on puisse engendrer 3 partir de solutions fraction-

naires.

Ecrivons de nouveau le systéme d‘ihégalités définissant le cdne dont le

sommetest la solution fractionnaire (x) :

xij = %-si Zg =1, jeF
g5 =0 s zg =0, jeF
=1
i T Vi

avec {m,k) = 1.
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j eF: § X4 3 <1 . (a)
- 3.

xij yi <0 pour Zi 1 (b)
- i

X33 <0 pour Ei 0 (c)

-Prémultiplions la matrice A de ce syétéme par un vecteur ligne t et cherchons

3 résoudre
tA = 0 (mod. k), t entier,

ou encore

t % = 0 (mod. k)

A
soit en reprenant les notations de II.3,
C.a = o (mod. k),
I1 existe deux matrices unimodulaires U et V telles que
G = UCV

soit une matrice diagonale; et en posant g; = G; et a = VY,

giYi = 0 (mod. k).

Ce systéme a k solutions (mod. k) et il existe donc k directions de contraintes

additionnelles dont:les coefficients seient tous'compris entre 0 et k-1, et

entiers . L'une d'entre elles sera la contrainte triviale

X
0. [y] <0

Il existe donc effectivement (k-1) directions de contraintes additionnelles

intéressantes.
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Nous allons les déterminer simplement en multipliant (a) par k-a,(b) par a
et (c¢) par (k-a), o entier, compris entre O et k, et nous allons additionner

~

membre 3 membre les inégalités obtenues :

, Z - (k-a+a)x;. -Za ky, s m(k -a)
jeF ie 0 () i o

ou encore

x;. - Tay, s B0<a) |
jeF iea(y) 1% X

La contrainte additionnelle sera stricte si

m(k-a)
B ¢z

or (k,m) = 1 et pour 1 < a < k-1, kik-a.

On aura donc une famille d'inégalités strictes et valides

;. -y, sm-rE (*%)
jeF iea(j) 3 i o
et
(1) les coefficients de (Pg) sont compris entre O et k-1 en valeur

absolue
(2) il y a (k-1) inégalités (a=1,...,k-1)
1 C
(3) Pl est C.
On peut remarquer d'autre part que pour la solution fractionnaire de départ,

. xi. =nm
jeF ieo(j) *3

et

Eyi=1'%
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donc le premier membre vaut m - m (—]:- qui est toujours positif si 0 < a < k.

De méme le second membre m - F%—n-'l est aussi toujours positif.
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- ANNEXE B

- THEOREMES DE FARKAS
EN

PROGRAMMATION ENTIERE MIXTE

Le théoréme de Farkas généralisé (théoréme II.2.1) peut également s'écrire

-

pour un programme non linéaire en variables mixtes du type
(PEM) Max {f(x,y) | a(x,y) £b, x € Z°}.

Nous donnons ci-dessous énoncé et démonstration.

Théonéme B.1

Soit £ : B 4R, a : R° 4 RO

n+m

K = {(x,y) e R | x e Zn, a(x,y) é b}, (x,y) € K.

S4
1° VE(x,y) existe et est & coefficients rationnels
2° Va(x,y) existe, est inversible et & coefficients rationnels,
3° f est quasi-convexe
4° a; est pseudo-concave en (x,y) et aLi est Lindaine
alons
8d (X,5) € K= £(x,y) s £(x,¥),

AL existe u ¢ (Qn+m)* : { uI 20

VE(x,y) = u.Va(x,y).
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Démonstration.

(1) Existence de u :

La matrice Va(x,y) étant régulidre, il existe une solution unique u au

systéme linéaire

VE(x,y) = u.Va(x,y)

(2) Signe de u :

uI 2 0., Supposons que uI ne 8oit pas positif ou nul. Supposons par exemple

que d
lelet u1 < 0.
Alors
B Ve, = 2

ol D est une matrice entiére et q.le dénominateur commun des &léments de B,

q > 0.
On a donc
-1 -1
B~ =gq.D" = -
A.qP 1
ol C est une matrice entidre et ol A = |det B].
L YL,
Soit = - C', alors
(a) x+% ez’
AV

en effet x ¢ Zn

Q € Zn



(8)

(v)
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al(z,7) + (,H1 &b
ANV VWV

en effet

va(x.5). (2,9 = B.(&,) = B.(-c") = -B.A" L. (87

Va (%,9)-(x,y) = [~ 8" ¥ s 0 et Vaz(x,3).(],$) = 0
0

implique, puisque a est pseudo concave en (x,y) et az linéaire,
que al(x,y) + (%,$)1 < o.

- - 00 - -
fl(x,y) + (%,y)] > £(x,y)

en effet VE(%,5).(,9) = uB. (£, = ulB (},$ = -ulag™?! <o
1

implique, puisque f est quasi convexe, en (x,y), que

£l(x,y) + (2,91 > £x,)

Il y a donc contradiction et il faut que uI 2 0.

(

)

n+m, *

ue (Q )

MV Y

VE(x,y) = u.VQ(X,y) =>u = VE(x,y).[Va(x,y)] -1

et si Vf(x,y) et Va(x,y) sont des matrices rationnelles u

est aussi 3 coefficients rationnels.
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CHAPITRE 3

ALGORITHMES ET APPLICATIONS

[II.1 REsoLUTION DE PB.

I11.2 RESOLUTION DE PROBLEMES D'ORDONNANCEMENT D’'OPERATIONS
D’'ENTRETIEN,

[II.3 RéSOLUTION DE PROBLEMES D'IMPLANTATION AVEC CAPACITE,
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IIL1 RESOLUTION DE PB.

La résolution du probléme (PB) sans structure particulidre va demander
1'utilisation d'un algorithme incorporant trois aspects différents. D'une part,
il devra &tre de type énumératif, puisque le probléme est NP-complet et que pour
1'instant du moins on peut considérer qu'il n'existe pas d'algorithme général
qui soit polynomial. Ensuite de fagon 3 pouvoir énumérer une portion aussi rédui-
te que possible de l'ensemble des solutions "possibles", il faudra faire appel
d des tests qui s'ils sont positifs permettront d'éliminer des sous-ensembles
de ces solutions "possibles" comme étant soit dépourvues d'intérd&t en ce qui
concerne l'optimisation soit non susceptibles d'&tre réalisables. Les relaxations
sont en général utilisées pour fournir des bornes et les sondages pour fournir

des renseignements sur la structure des solutions entiéres.

Un algorithme type pourra se représenter sous la forme s:.ivante ou sous
1'une des formes écrites dans [k ] ou [ r] par exemple. Dans (A) nous décrivons
le travail qui peut &tre fait 3 un noeud et dans (B) nous proposons une fagon

de construire un arbre pour 1l'énumération.

1. MISE A JOUR DU PROﬁLEME. On remplace les variables fixées sur 1'arbre
par leurs valeurs. Soit (PB(V)) le probléme (PB) au noeud v.

11, ESSAI DE SOLUTION(S) PARTIELLE(S), On fixe temporairement 3 certaines
valeurs un sous-ensemble des variables entiéres du probléme et on résoud le pro-

gramme linéaire relaché restant en continu. Suivant que ce programme a ou non une
solution optimale finie, on calcule des inégalités de Benders de type 1 ou 2, iné-
galités ne portant que sur les variables entiéres (si on conserve dans le program-
me linéaire toutes les colonnes correspondant aux variables fixé&es, on aura en
effet des coefficients pour toutes les variables entidres et les conditions de

Benders seront des conditions globales).
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IIl. RECHERCHE HEURISTIQUE DE SOLUTIONS REALISABLES- On utilise une
ou plusieurs des heuristiques présentées en I1.3.2. Si on obtient des soluticns

réalisables, la meilleure sera conservée (on 1l'appelera (x',y*)) et la valeur
correspondantede la fonction &conomique, soit ¥, sera 3 la fois utilisée coume

borne supérieure de z et dans les inégalités de Benders de type 1.

1V, GENERATION D'INEGALITES LOGIQUES, A partir, soit des contraintes
(dans le cas d'un probléme entier pur) soit des conditions de Benders, on engen-

dre des inégalités logiques de degré minimum. On vérifie s'il n'est pas possible
d'en déduire que certaines variables ne peuvent prendre que certaines valeurs.
Si cela est possible, on les fixe 3 ces valeurs et on continue avec un probléme

réduit.

V. RESOLUTION D'UN PROBLEME RELACHE, soit (PC), soit (PCE). Pour de gros
problémes, il semble important d'ajouter aux contraintes d'origine (mises 3 jour)

le plus de contraintes logiques possible. (voir [20] et [ m ]). Le programme rela-
ché ayant &té ré€solu on peut éventuellement y ajouter des inégalités de Gomory-
Johnson et réoptimiser aussi longtemps que l'amélioration de la fonction écono-
mique est supérieure 3 un seull fixé a priori.

VI. CALCUL DES PENALITES., En utilisant les conditions logiques et le tableau
simplicial final de (PCE), on peut obtenir des pénalités, c'est-d-dire des bornes
inférieures sur le changement de l'optimum résultant de la fixation 3 1 ou ada O
des variables de (PB(v)).

Vil. SONDAGES LOCAUX.‘ En utilisant les contraintes logiques et les pénalités,
on essaie de prévoir de fagon systématique ce qui se passerait si on fixait les
variables encore libres 3 l'une des deux valeurs possibles, O ou 1, et on suit
les réactions en chaine qui s'ensuivent lorsque l'on combine ces fixations [t 1

(ceci s'appelle "probing" en-anglais).
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B.

Ces sondages locaux peuvent &tre trés préciaux Jdans la mesure ol l'on
peut choisir de se brancher sur la variable qui va permettre de fixer dans
un sens ou dans l'autre (c'est-d-dire qu'on la fixe & O ou d 1) le plus de
variables possible. On est assuré ainsi de construire des arbres peu profonds,
les variables se fixant d'elles-mémes par des tests logiques. Si on réduit la
profondeur de 1l'arbre de n 3, par exemple k, on aura 2k sommets au lieu de
2%, ce qui représente un gain de temps appréciable. Le travail effectué 3
chaque noeud est loin bien sur d'é&tre négligeable, mais il est toujours pré-
férable de réduire la compfexit? du probléme autant que possible. Nous décri-
vons dans [b], [m], [t] et [k] par exemple, comment associer un "état" 3
chaque noeud de l'arbre d'énumération. Un état est par définition une partition
de l'ensemble des variables libres (non fixées sur l'arbre) en trois sous-en-
sembles,

LO ensemble des variables temporairement fixées d O
L1 ensemble des variables temporairement fixées 3 1

L2 ensemble des variables considérées comme libres.

La résolution (en un noeud) du probléme d'état corraspondant (plus con-
traint qu'un probléme PC d'un code de Branch and Bound) fournira en particu-
lier une (ou des) conditions: de Benders qui seront ensuite utilisées pour fixer
des variables ou pour guider la recherche. Des expériences faites par nous
et par d'autres auteurs (voir [ 29] par exemple) prouvent que l'énumération
d'états permet dans bien des cas de réduire considérablement la recherche en

permettant de fixer des variables sans avoir 3 les énumérer.

I11.2 RESOLUTION DE PROBLEMES D‘ORDONNANCEMEMT D’OPERATIONS
D'ENTRETIEN

Il s'agit de probléme d'ordonnancement que l'on peut formuler comme pro-
blémes de type (PB) et qui étant donné leur structure pavticulisre vont &tre

traités de fagon plus spécifique.



119

Considérons un ensemble de M machines i,i = 1,...,M, qui doivent &tre
mises hors-service au début d'une ges périodes t 3&},2,...,?. On df!init X3 g
variable booléenne, qui indiquera si l'entretien de la machine i commence cu
non en période t. I entretien de la machine i demande D(i) périodes contigues.

On peut se trouver en face de deux objectifs différents

1° soit l'ordonnancement des demandes en main d'oeuvre

2° soit 1l'ordonnancement de fagon d maximiser les réserves.

I11.2.1. SI L'ON VEUT SIMPLEMENT S‘'OCCUPER DE LA MAIN D'OEUVRE.

Soit L(i) un vecteur de longueur D(i) spécifiant les demandes en main
d'oeuvre pour chaque unité de temps pendant l'entretien de la machine i,
et soit R(t) le besoin en main d'oeuvre pendant la période t.

On cherche

Min R
R(t) <R, t=1,...,T
R(t) = § L(1).£(4,t), t = 1,2,...,T
1

ol gi,t) = 1(0) correspond 3 1l'arrét de la machine i en période t (ou nonj.

II1.2.2. SI ON CONSIDERE AU CONTRAIRE QUE C'EST LA PRODUCTION DES MACHINES
QUI EST D'UNE IMPORTANCE PRIMORDIALE.

Soit a(i) la capacité de la machine i, et soit L(i) un vecteur de longueur
D(i) ayant tous ses coefficients égaux 3 a(i). Alors soit R(t) une borne supé-
rieure de la capacité de production mise hors-circuit en période t. On veut
garder autant de "réserve" que possible. Ceci sera le cas d'une compagnie
fournissant par exemple de 1l'énergie non stockable et qui veut @tre capable
de faire face au mieux 3 une augmentation soudaine de la demande & un moment

quelconque de la période de gestion (i.e. t € {1,2,...,T}) :
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Max A
Mx = e
Qx +A= R.
xi,t z=0oul,i=1,...,M,t = 1,...,T.

ol Mx = e représente les contraintes de choix multiple, et e = 1 Vk.

Nous avons proposé dans [n] une méthode énumérative qui s'est avérée
trés efficace pour des problémes de taille moyenne et qui pourrait &tre
utilisée partiellement comme une heuristique pour des problémes de grande taille.
Ceci est rendu nécessaire par la taille des problémes PB correspondants : un
probléme avec 10 machines et 52 périodes (52 semaines) se transforme en un (PB)

avec 2081 variables booléennes et plus de 100 contraintes.

La méthode décrite adapte les méthodes d'énumération implicite, le sommet
de l'arbre étant le vecteur nul et les machines é&tant interrompues une 3 une.
Elles sont préordonnées soit par rapport aux produits a(i).D(i) soit par rapport
aux classes de conflits. Plusieurs exemples sont décrits en détail dans
1.
- L'algorithme proposé est particuliérement intéressant lorsqu'il s'agit d'avoir
une réponse rapide sur un systéme intéractif du type APL ; si lon veut prouver
l'optimalité par contre, suivant la nature des problémes (plus ou moins contraints}.

1l'exploration sera plus ou moins longue.

I11.3, RESOLUTION DE PROBLEMES D’IMPLANTATION AVEC CAPACITES,

Dans [u] et [v], nous avons proposé une méthode directe de montée duale
("dual ascent") qui, couplée avec une méthode heuristique de mise en évidence
de solutions réalisables, et intégrée dans une méthode d'é&numération implicite
ou d'énumération d'états, permet de résoudre efficacement des problémes de flots
dans des graphes avec capacités et avec charges fixes sur tous les sommets sauf

les sommets-clients.

L'idée de la méthode de montée duale. (proposée initialement dans [5]
par Bilde et Krarup) est essentiellement la suivante : si 1l'on écrit le probléme
dual de (PC) ou (PCE) correspondant au probléme d'implantation avec capacités
sur un graphe 3 plusieurs niveaux, ce probléme dual a une structure trés parti-

culiére, peu de typesde contraintes différents, et un grand nombre de variables.
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Si le probléme est trop gros pour &tre résolu efficacement (et exactement)

en tant que programme linéaire, on peut cependant essayer de lui trouver une
solution réalisable et d'améliorer celle-ci itérativement en ne travaillant
que sur des sous-ensembles des variables 3 chaque pas de l'algorithme. Dans

[ v] nous avons montré que l'adjonction de contraintes ne portant que sur les
variables entiéres et tirées simplement de la configuration du graphe per-
mettait d'augmenter l'optimum du dual et d'ajouter un certain nombre de degrés
de liberté par 1l'introduction des variables duales supplémentaires. Nous avons
proposé des étapes (basées sur ces variables) qui sont trés efficaces parce
qu'elles sont basées sur la structure du graphe associé. Nous nous proposons
maintenant d'utiliser les solutions duales obtenues (le) pour résoudre des
problémes de Benders sur les inégalités associées, les résultats obtenus par
T. Van Voy étant trés prometteurs, et (2e) pour obtenir des fixations de

variables et des solutions heuristiques encore plus performantes.
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CHAPITRE 4

CONDITIONS D'OPTIMALITE

EN

PROGRAMMATION DIFFERENTIABLE
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Dans [1], nous avons démontré des conditions d'optimalité pour le program-

me mathématique

(P) : max {f(x) | a(x) ¢ B, x ¢ C}

ol CcX, f:X+R,a:X~»>Y,BcY, XetY étant des espaces de Banach et ou
les fonctions f et a sont supposées différentiables au sens de Fréchet. Les
conditions nécessaires d'optimalité sont valides sous une hypothése de qualifi-
cation des contraintes trés générale (elle est impliquée par toutes les hypothé-
ses similaires qui avaient été proposées auparavant) (voir par exempleit26]) 5
cette hypothése est en outre indispensable si 1'on veut que foutes les fonctions
différentiables ayant leur optimum au méme point que a(x) vérifient les conditions
d'optimalité proposées. Gould et T0lle ([16 ]) ont d'ailleurs montré par la suite
que cette hypothése de qualification des contraintes était la plus générale

possible.

Les conditions suffisantes d'optimalité sont démontrées sous des hypothéses

de convexité bien plus faibles que celles qui avaient été imposées jusqu'alors.

Ces conditions d'optimalité sont une généralisation des conditions de Kuhn

et Tucker qui, elles se rapportaient au probléme

(P') : max {f(x) | a(x) 2 0, x eimp}

od £ : R® +R, et a : R" +R". La forme trés générale des contraintes de (P)

permet d'envisager une classe de problémes beaucoup plus large que ne le per-
mettait (P'). Récemment deux articles ([ 3 ], [25 ]) ont présenté des applica-
tions nouvelles de ces conditions de Kuhn et Tucker généralisées qui montrent

bien que la généralisation apportée n'est pas triviale.



124

Dans [ e ], nous avons également montré comment ré-écrire ces conditions

dans le cadre de la topologie faible .

Les articles plus récents, comme par exemple [6 ] et [ 30, se passant de
conditions de qualifications des contraintes, obtiennent des résultats trés
intéressants concernant l'optimalité, mais les hypothéses étant plus faibles,
les résultats le sont également. Dans notre étude par contre, nous ne renongons
pas 3 obtenir des conditions d'optimalité fortes, nous montrons simplement que
les conditions d'optimalité se formulent d'une fagon plus générale, et que sous
les hypothéses classiques on retrouve les théorémes de Kuhn et Tucker usuels.
Lorsque par contre ces conditions ne sont pas vérifiées, nous démontrons qu'il
existe des conditions plus générales qui sous des hypothéses parfaitement bien
définies non seulement sont nécessaires mais peuvent aussi €tre suffisantes.
Nous avons ainsi expliqué powrquod les conditions de Kuhn et Tucker ne pouvaient
pas étre vérifiées dans tous les cas et par quoi on pouvait les remplacer lors-

qu'elles n'é@taient pas satisfaites.
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CHAPITRE V

CONCLUSION
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Les résultats des recherches qui font 1l'objet de cette thése peuvent

étre regroupés sous deux thémes principaux.

D'une part, £es techniques, méthodes et algorithmes proposés pour la
résolution de programmes en nombres entiers nous ont permis soit de résoudre
efficacement des problémes difficiles (problémes d'ordonnancement, d4'implantation,
de réseaux avec charges fixes, voir [ 1, [ 1, [ ] par exemple) soit de mettre
d la disposition d'autres chercheurs des outils efficaces qu'ils ont utilisés
pour des problémes de types différents (voir [20]). Il est par exemple particu-
liérement encourageant de voir que des techniques que nous avons étudiées comme
les inégalités logiques et leurs implications, les sondages locaux, permettent
de résoudre rapidement des problémes concrets de grande taille pour lesquels

un trés bon code commercial avait échoué.

Nous nous sommes intéressé d'autre part, 3 la structure des domaines de
solutions réalisables et 3 la nature des sofutions optimales. Cela nous a conduit
d'abord 4 étudier la génération d'inégalités valides pour les problémes en entier
d partir de la définition méme du probléme, c'est-3-dire 3 partir des .contraintes
telles qu'elles sont exprimées initialement, ainsi que les caractéristiques des
facettes de certains problémes particuliers. Nous avons par ailleurs définis
1l'optimalité d'une solution x en fonction de la position de x dans C et de a(x)

dans B pour le probléme

(P) Max {f(x) | a(x) € B, x € C} ;

jusqu'alors les contraintes, écrites sous la forme a(x) 2 o, avaient en quelque
sorte "caché" le rdle de a(x). Nous avons pu ainsi en particulier dégager la si-
gnification des relations d'exclusion en précisant les interactions existant
entre les variables duales et a(x). Nous avons obtenu des conditions qui se subs-

tituent aux conditions de Kuhn et Tucker lorsque celles-ci ne sont pas vérifiées.
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