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PROGRAMMATION. - Conditions d'optimdité en programmation mathé- 
matique dans un espace de Banach. Note (*) de Mlle itloni~aa GUIGXARD, 
présentée par M. André Lichnerowicz. 

1. I~TRODUCTION. - Les conditions de Kuhn et Tucker généralisées 
énoncées ici sont des conditions d'optimalité en programmation math& 
matique dans des espaces de Banach. Les hypothèses de qualification 
données antérieurement peuvent être considérées comme des cas parti- 
culiers de l'hypothèse introduite pour prouver que ces conditions ;ont 
nécessaires. Elles sont sufisantes lorsque le domaine est pseudo-convexe 
et non plus obligatoirement convexe. Au cas oii même cette hypothèse 
n'est pas vérifiée, des conditions du second ordre sont sufisantes pour 
un optimum local strict. 

2. DÉFINITIONS. - C d w  pohirus. -- Soient E un espace euclidien de 
dimension I , X un espace vectoriel topologique localement convexe ; 
X' le dual topologique de X :  X'= L(X, E) est supposé muni de la 
topologie de la convergence uniforme. Soit C un cône de X. Alors 
C-={uEX' : <u ,x> /o ,  VXEC) et C+= {uEX' : <u, x>&o, V X E C ~  
sont les canes polaires négatif et positif de C. 

Soit C' un cane de X'. Alors 

sont les cônes polaires négatif et positif de C'. 

CBnes et vecteurs tangenkp. - Soit X un espace de Banach réel, M un sous- 
ensembre non vide de X, Z E M, y E X. 

Le vecteur y €  X est tangent A M en Z s'il existe une suite (xk) contenue 
dans M et convergeant vers 5, et une suite ('hk) de nombres positifs, telles 
que la suite (Ak(xk- Z)) converge vers y. 

L'ensemble T(M, 2) de tous les vecteurs tangents à &l en 5 est le cône 
tangent A hl en Z. 

L'ensemble P(M, 3, fermeture de l'enveloppe convexe de T(M, 3, est 
le cane pseudo-tangent Q M en 3. 

' 

Psewlo et quasi-convexité. - M est pseudo-convexe en 5 E M si Vx E M, 
x - IEP(M, Z). 

Soit +(x) une fonction réelle de XEX.  
$ est quasi convexe si V À E E { x E X : +(x) L À } est convexe. 
4 est pseudo-convexe si S est différentiable en x au sens de Fréchet 

et si Vx€ , <G$(Z), Z - x > & o  implique G(2) - +(XI h o ,  G+(Z) étant 
la déri;ée de $. 



3. MAXIXISATION SUR U N  ENSEMBLE. - Soit X un espace de Banach 
réel, A un sous-ensemble non vide de X, ZE A, et 3 (x )  une fonction réelle 
de X E  X, différentiable, au sens de Fréchet, en Z. On considère le problème 
Max { ?(x)  : x EA 1. 

T a s o ~ h h t ~  1. - Une condition nécessaire pour que Z maximise s, sur A 
est que V?(Z) i)eP-(A, 4. Cette condition est aws i  suffisants si $ est pseudo- 
concave sur A en 5 et si A est pseudo-convexe en 2. 

4. MAXIMISATION SOUS CONTRAINTE. - Soient X et Y deux espaces 
de Banach réels, a une application de X dans Y, Q ( X )  une fonction réelle 
de x E X .  Soient B et C deux sous-ensembles non vides de Y et X respec- 
tivement, et soit A = ( x E C : a ( x )  E BI. 0n.suppose A # 0, et a et diffé- 
rentiables en ZEA, au sens de FrCchet. On considère le problème 
M a x ( $ ( s )  : xEC, a ( s ) € B ] .  Soient K =  ( y E X :  <V9(Z) ,  y > e P [ B ,  a(Z)j] ,  
et H= ( h e X *  : h = u . V a ( Z ) , u ~ P - [ B ,  ~(91).  

THÉOR~ME 2 (Conditions de Kuhn et Tucker géndraliades). - S i  H est 
fennd, et si G est un cône convexe fermé de X tel que K n G = P (A, Z) et tel 
que K-+ G- soit fermé, une condition nécessaire pour que 2 maximise p 
sur A est qu'il existe u € P+[B, a (Z)] tel que Vp (3 + u . Va (5) E G-. Cette 
condition est aws i  suffisante si G est un  cône convexe fermé dans X tel 
que z - ZE G pour tout z E A, si A ou ( x  E X : a ( x )  E B  est pseudo-convexe 
en 5, et si p, ecrt ou pseudo-convexe sur A en Z, ou q u a i  convexe avec V?(Z) # o. 

THÉORÈMB 3 (Cod t ions  du second ordre). - X mt aupposd de dimension 
finie. 

S i  g et a sont Aux fois contindment différentiables en a, si G est un  cône 
convexe fermd dans X ,  si au voisinage ds Z, x 6 A implique x - S E G, 
si au voisinage ds a(3) ,  y ?/E B implique y - a(%) E P(B, a($] ,  alors une 
condition suli)sante pour que 5 soit u n  maximum local isolé pour s, sur A 
est qu'il a i s t e  u EPt[B, a(%)] tel que : 

- VQ(%) -+- uVU(Z) EG-; 
- pour tout h # O  tel que 

il s'ensuit que < V' p (Z) + uVsa(5) ,  ( h ,  h )  ) < o. 

(.) S h c e  du 11 juillet 1968. 
(1) J. M. ~ A D I E ,  ProblLmea d'Optlml8atfo. ., Inatitut Bloise Pascal, Paris, 1965. 
(1) K. J. ARROW et A. C. ENTHOVIN, Econometrfca, 29, I 96 I ,  p. 779-800. 
(a) K. J. Annow, L. H m w ~ c z  et H. U u w ~ ,  Nav. Re$. Log. Quarî., 8,  I 96 1, p. I 75-1 g I .  

( 4 )  M. GICTIONARD, Condltlonr d'optimalltd et duallti en programmation mathCmatlque 
(Thùae de Doctorat de Spdciallti, Univmitd de Uis, Lnboratolre de Caicul, r 967). 

( 8 )  M. GWIONMD, On the Krtlui-Tucker Tkory (SlzM S~mpoaium on ~llathernatical 
Progrming ,  Princeton University, N .  S., I 4- I 8 aoQt I 967). 



( 3 )  
1 

' 
(4) H. W. KUEN e t  A. W.  T o ~ ~ ,  Nonlineur Programming, J. Neympn ( E 6 )  (Proacdhga 

of the Second Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probabilitg, Univusi ty  
of  California Press, 1951, p. 481-499). - (9 G. P. Mc C o ~ i c x ,  J. Appl. Math., 15, 1967, p. 641-652. 

(') R. PAUU Dm LA BARR~~RB, Revue Francaisa de Recherche opérationnelle, 7 ,  no 27, 
1963, p. 163-180. 

(') D. R. RICE e t  M. E. THOMAS, Sujpciencg. Conditions i n  Nonlinear Programrning, 
Working papu, Coiïege of Engineering, University o f  Florida, 1967. 

(Io) P. P. VAMXYA, Nonlhur  P r o g r m i n g  and Optimd Conlrol, E. R. L. Technicd 
Memorandum M-129, University of Caiüornia, Berkdey, I 965. - 

(Laboratoire de Calcul, FacuitL des Scfencu de Lille, 
I 3, place Philippe-Lebon, Lille, Nord.) 



INFORMATION PROCESSING 68 - NORTH-HOLLAND PUBLISHING COMPANY - AMSTERDAM (19691 

SEARCH TECHNIQUES WITH ADAPTIVE FEATURES 
FOR CERTAIN INTEGER 

A N D  MIXED INTEGER PROGRAMMING PROBLEMS 
M. GUIGNARD 

Laboratoire de Calcul, University of Lille. France 

K. SPLELBERG 
New York Scientific Center, IBM, New York, USA 

! + The paper presents an enumerative aigorithm for zero-one programming which has a certain capacity 
for adapting itself to the given data. There exists numericai evidence which suggests that such an algo- 
rithm may lead to substantial improvements over more rigid procedures. A number of important special 

' problems are considered. Some preliminary compitatfonal experience is presented. 

1. INTRODUCTION 

We propose enumerative procedures for l inear 
mixed integer programming with (O, 1) variables, 
guided by the following considerations: 

a )  The search shotild be simple, such a s  the 
procedure of Balas [2] for  pure (O. 1) program- 
ming. 

b) It should be flexible, and in some sense 
capable of adapting itself to the data. The neces- 
sity f o r  flexibility is suggested by numerical r e -  
sults  [3 ,4] .  It i s  introduced here by means of 
dynamic redefinitions of the search variables 
(the "statew of the search) suggested by auxiliary 
problems. 

c)  The method should make systematic use of 
auxiliary subproblems and generated inequality 
constraints  [5] to curtai l  the search.  

We believe that the resulting basic algorithm 
may be an improvement over other methods in 
current  use. To illustrate some of i t s  features,  
we consider a number of important special prob- 

, lems. 
Finally. we give some preliminary computa- 

tional results. 

2 .  BASIC ADAPTIVE ALGORITHkIS 

2 . 1 .  The stnicticre of the searclr 
Consider the problem IP 

with n continuous variables t j ,  j c J = {1,2.. . . . n), 
and p integer variables rlk, k E K = (1.2,.  . . , p l .  
An enumerative procedure constructs a sequence 
of t r ia l  vectors { q S )  and solves the l inear pro- 
gram IP(vS). In [2] the search origin i s ,  typically, 
taken to be rio = O. A "node v" at  "level 1" (see 
fig. 1)  is reached by 1 "forward s t epsw,  i.e., by 
the explicit process  of fixing 1 components of q 
a t  1. At node v one has 1 components fixed a t  one 
(k E EV)  and possibly some fixed at  ze ro  (or 
"cancelled") by t e s t s  o r  by previous exploration 
(k E Z V). One has the task of cancelling a s  many 
of the remaining "free" variables (k E FV) a s  
possible and selecting among the r e s t  the next 
link k* leading to the successor node v+. When 
pV = ci), o r  when tes ts  demonstrate that no im- 
proved solution can be expected at any successor 
node p to v, the search rever t s  to the predeces- 
s o r  node v-. The search terminates on such a 
condition at  level O. 

In the following we propose a more  flexible 
procedure, in which the "state" at node v ,  i.e. a 

Fiq.  1 
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certain decomposition and interpretation of a11 
indices, is determined "dynamically" and "adap- 
tively" by the aigorithm. Successive vectors Tts 
wili not difier from each other in the simple 
fashion of fig. 1. but should be more likely to 
lead to improved solutions and effective curtaii- 
ment of the search. 

The state at v will be defined by the decompo- 
sition of variables (indices): 

The state determines a basic auxiliary problem 
IZV, which is resolwd a t  v instead of the actual 
problem IPV, i.e. problem (1) with ffxed compo- 
nents of l)k substituted. Problem IZv is 1PV with 
the following tempcrrary disposition of qk: 
k s ~l'(F2'): ?k fixed a t  l(0) for v, free to be 
set  to O(1) on forward steps. 

k r F3 i qk considered continuous in [O, 11 at 
v, free to be fixed at O o r  1 later. 

The solution to IP rnay be obtained from the 
solutions to IZv oves al1 necessary v. When 
F 3 V  = #, problem I P V  is: 

(Ck. . . kth column of C.) (4) 

When F3 # 41, x will contain components of 7 ,  
and (4) has to be altered in an obvious manner. 
Problem IZV is (3) with y = O. When it is feasible 
with solution (x, y, z ) ~ ,  we compare the corre- 
sponding (t , II, S ) V  with the best known solution 
([ , 7, c) of IP, end replace the latter if C v  < C*. 
In this case the problem duai to IZV, namely 

max{-ubIDu a - d ,  u 3 O),  (5) 

has the solution uV with -uVb = zV. 
The inequality [SI 

must be satisfied by any y which is to !ead to 
an improved solution. in view of (4) it may be 
written as:  

When IZV Ls infeasible, there exists a corres- 
ponding inequality 

u V ( b  - Cy) 2 0  (8) 

In bare outline, our algorithm consists of: 
(i) Conotruction of node v (Le. , determination 

of k*) 
(ii) Establishment of the state at v 

(iii) Resolution of 12~. Exploitation of (71, (9). 

2 .2 .  The state a t  node v 
There a r e  basicaiiy two ways of determining 

the state at  v. One is to let it coincide with the 
last sfate a t  v', altered by transfer of k, from 
F to E or  Z. The other consists of "guessing" 
at a good solution (l , f i ,  e) of IPV and of defining 
~ l ~ ( F 2 ~ )  a s  the sets  of indices k such that 
6; = 1(?' = O), k formerly in FIV + 

A na!wai way to mahe thia guess, is to solve 
the problem L P  V, obfained from (3) by relaxation 
of the (O, 1) contraints to O s yk 1 for k - r  F V ,  
,and to round the solution appropriately. For spe- 
cial problems it may be easy (this is desirable 
but not necessary) to avoid infeasibility of ($,$). 
Or one may use other algorithms for (3) and view 
any feasible solution as obtained from a relaxed 
problem. Suitable algorithms might be Gomory's 
first  method [6] and Iiuard's method of centers 
(101. In the latter the required polyhedron in 
y-space would be the intersection of O -( yk 1, 
k c Fv,  with suitable haifspaces ( 6 )  or  (8). The 
auxiliary problems L P V  may also provide evi- 
dence which permits a return form v to v-, such 
a s  the conditions: (i) L P V  is infeasible, !ii) L P V  
has an integral solution, (iii) the objective func- 
tion to L P v  attains o r  exceeds <*. The determi- 
nation of the state at v ,  then, requires little ad- 
ditional effort whenever the use of auxiliary 
problems is contempiated anyway. 

The set F 3 v  ia formed by the variables q k  
which show the leaat tendency to take on frac- 
tional values at v and predecessor nodes. Ii: 1s 

easy to conceive of rules by which variables a re  
transferred from F3v to F I V  or F2V. 

2.3. Curtailment and direction o f  the searcli 
Let (7) o r  (9) be the inequality "associated" 

with v. It has the form 
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Consider the quantitg t = - C flk. 
L2 

Condition 1: 

implies that (10) cannot be satisfied at successor 
nodes of v and justifies a return to v'. 
Condition 2: 

implies the same if yk* is set to 1 and justifies 
cancellation of k* at v. 

inequality (10) may finally be used, unless 
y = O (which can be assumed to occur rarely), 
alone o r  with other inequalities (the more inter- 
esting case), to determine a "preferred" set  nu, 
Le., a set of components, minimal in the num- 
ber of elements, such that 

At node v we need consider only k 6 nV a s  can- 
didates for k*. The coefficients of yk in (7), i.e. 
-ah and +& of (IO), may be interpreted a s  "gain 
functions gkn, i.e., (7) may be rewritten as 

so that l g l l  is  the maximal decrease in c', over 
successive nodes v, attainable from fixing yk at 
1. The gk are  usually determined by the state 
(IZrl and not affected by cancellations at v. It is 
desirable to have the gk os small a s  possible, 
or  the cuk large and the Bk small. If for a given 
k*, gk+< O (ak*  3 O) at v and at dl successor 
nodes, then k*  may be cancelled at v (k* will not 
belong to any preferred set). In concrete cases 
this property ispsuaily tied to the stronger 
property gt s gk. A simple choice of k* i s  to 
select it so that g[. i s  maximal over k e F". For 
examples of aiternate strategies see [4]. 

2.4. Algorithms 
Within the above framework, there a r e  three 

types of algorithm. A "Type 1" algorithm de- 
pends on "naturalw definitions of the state of the 
search, which permit ostablishment of simplify- 
ing conditions for the gain functions, in particu- 
lar the condition g$ . ,gf, k 6 F'. The algorithm 
then relies on cancellations due to non-positive 
gain functions. One decfdes to dispense with the 
awiliary problem and depends on the speed of a 
basic iterative step. 

The "Type 2" algorithm uses al1 devices dis- 
cussed in this paper and does not rely on special 
properties of the gain functions. One hopes that 
the redefinitions of the state serve to keep the 
current node close to the interesting integer 
points, so that relatively few points have to be 
explored. For very special problems, one may 
be able to combine the above features to obtain 
a maximally effective algorithm ("Type 3"). 
However, this may be associated with greater 
complexity of the gain functions which in turn 
may entail their recomputation after cancella- 
tions [4]. 

The following is an outline of a type 2 algo- 
rithm. To keep it simple, we assume that LPV 
is solved at each node. We also do not describe 
the imposition of an arbitrary origin (initial 
state other than suggested by LPO), once or 
several times, even though we expect this to be 
important in practice. Unless stated otherwise, 
instructions a r e  meant to be followed in sequence. 
1. Input of data: 6, y, DO, CO, B ;  r (tolerance) 

Initialization: l = v = O ,  C * = . o ,  F 3 =  J, x=(5,77) ,  
y =o.  

2. Solve L P ~ + ,  the "projected" auxilia. problem 
a )  If L P ~ +  is infeasible, go to (c). - v* ?- 49 (c). If in the solution ( 6 ,  q, C A  . , -. 

if q~ is integral, replace C* by CA, record 
the solution and go to (c). 

b) If v= O, go to 301). Othemise to 3(a). 
c) If v = O, go to 8 (backup). 

if v +O,  cancel k*, go to 7. 
3. a)  Record k*. 

b) Replace 1 by 1+1, v by v+ l .  
After a forward step (v' to v) go to 4. 
if FIV +nu=@, go to 8. 
Retrieve inequality (gain functions) and 
state from memory. 
Go to 6. 

4. Compute new state: First augment F I v  -+ F2" 
by a certain number of k: k r F3, q k A  frac- 
tional. Then establish new F I  V, F2V by some 
rounding procedure. Try to keep IZV feasible. 

5. a )  Solve problem IZv, if improved solution to 
IPV found, update I. 

b) Compute the coefficients of (10) and store 
them in memory. 

6. if (10) cannot be ratisfied at successor nodes 
with improvement in <* by at least 7 (in case 
of inequality ('i)), go to 8. Cancel any k a  r F u  
which satisfy (12). (If this affects the gain 
functions, which it usually does not, go to 
5(b). One may have to store the dual variables 
rather than the gain functions.) 

7. if FIV is  empty, go to 8. 
Select k* so that f ik*  i s  maximal over k E F 1' 

F2 Transfer k m  to E or PV. Go to 2. 
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1. If 1 = 0, terminate. 
Retrieve k,, the link from v' to v .  Trander  
indices cancelled at v to FI + F2v ,  and those 
removed from F3 at Y back to F3.  Transfer 
k, from Z V ( E V )  tci EV(Zv1. 
Set 1 = 1-2, go to 3(b). 

3. SPECIAL PROBLEMS 

3.1. Weakly linked problems 
An important class of problems rnay be 

termed "weakly linked", in as much as q j  mere- 
Ly determines whether tj m u t  be zero o r  not. 

Problem (15)  incorporates the important fixed 
charge problems, for which fj is incurred if and 
only if tj. > 0. 

For simplicity of notation we assume that ~ 3 '  
i s  empty. Then IPV i s  of the form 

Problem IZV is IPV with y = O. The problem dual 
to IZV is 

m 

It should be easy to determine the state at  v such 
that IZv i s  feasible. The associated inequality 
t%en becomes 

The linear programs LPYare of the same form 
a s  I Z ~  if f >- O. since the constraints E k  -< pk qk 
imply that qk = (1 p k ) S k  at the optimum. 

3.2. The szrnple plant location problrrn 
Consider satisfying a demand of 1 at n demand 

point5 j from m possible plants i of mzli~nited 
capacity. if xi. i s  the fraction supplied by plant 
i, Cij the corrisponding cost and fi  the fixed 
charge for i, one has the problem: 

m 
min{! = cx + ft)lxij -< qi , - C x . .  -< - 1  , 

i = l  23 

Alternatively, the mn constraints xij 6 'li may 
be replaced by 

For fixed 7 the solution of (19)  i s  triviai. X i j =  1 
for i = i ( j  ), i Cj) being the index for a minimal 
cort ci, over permitted i in coluinn j. Actual 
problems a r e  nevertheless difficult on account 
of their size. In the present context the problem 
will illustrate how optimal duai variables rnay be 
chosen so  as to make the associated inequality 
effective. IPV can be written in a form similar 
to (16) .  The corresponding problem IZV, then, 
has the solution 

n 
= 1 , xi, = O for i * i ( j )  z v =  C ci(jbj, Xi(,),j 

j =l 

i ( j ) :  ~ ~ ( ~ ) , j  = min C i j  over Eu + FI' . (20)  

The problem dual to IZY i s  

and the associated inequaiity becomes 

with 

From complemenpry slackness Ci. +w; - L;= O 
for  i si(,), and wg=O for  i E w + $ l v  unless 
i = i ( j ) .  

(i)  An obvioua choice i s  

However , the associated inequality (22)  is ef: - 

tive, in generai, when the gain functlons a r e  
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small. Thus, the above choice i s  poor, rendering 
gi = fi for i E F I V .  

(ii) A better. less obvious, choice is: Con- 
sider ;( j) : 

Define 

v 
"1 

= Ci( j), j otherwise 

For i E E v  + F 1  the ut: differ from zero only for v 
i = i ( j)  when v j  = "lu ,{- For given j, then the 
contribution to ZD i s  ei her v u  = c i ( j ) , j  o r  3 

3.3. Capacited plant location 
When source i may not supply more than ai  

units, one denotes the requirement at j by bj  and 
interprets xi, a s  shipment from i to j and cij  a s  
unit cost. 

x . .  3 O , qi.. . (O, 1)) ( 2 9 )  V 

Interestingly , the addition of the redundant con- 
straints 

xij 8 mijqi , mij = min(ai, bj) (30) 

provides a forma1 device for obtaining strong 
gain functions. 

IZV is a transportation problem with the dual: 

The gain functions become 
V v wy. is zero unless xij = a i  or  xij = bj. Suppose 

gi = fi - C ~ a x { o ,  ~ ; ( ~ ) , j  - ci( j ) , j} ,  i c FI' 
13 V O V O V  

one has a solution (x.. ui, vj) to the transpor- 
j:i=z( j) 13' tation problem. Can one construct a solution 

v v v  
gi = --fi+ C ~ a x  {O. ci( j), - cij} , i c F 2  . (26) (wij, ui , v .) to (31) which renders the gain func- 

J tions 3 

These were used computationally in [4] and have 
g. = * f .  r a1c.r rn..w-. , i E ~ 1 ~ ~ ~ 2 9  ( 3 2 )  

t t .  2 2  23 13 
properties demanded for Type 3 algorithms. a s  small a s  possible? An obvious choice is 
However. the gi , i E FI ', a r e  "unstable", in the v v v  O V O  v v 
sense that cancellation of i r F2V necessitates ( u i u i , v j )  ( 0  ili, v.). However, x . . = a i  
their recomputation due to changes in i G ) .  This v 3 ZI 

and xi. = b. ar ise  in practice and provide an op- 
may lead to excessively long calcuiations. 

(iii) Finally , a third choice seems desirable 
portukty {or improving gi , i e FI V. 

for a Type 2 algorithm 
(i) Let j be such that 3 I * c ~ l ~ +  E V s o  that 

xi*j = a iR ,  al1 i *  e I*. Define 
% 

- Min eij, i e E V + ~ l v -  { i ( j ) )  i ( j ) :  c z j , , j -  v O V  o v  
w = ~ u { O , ~ i n ( e ~ ~ +  u - v , } ,  i R j  i 

v v V 
uj  = c;(,), j ,  W.. = ~ a x { O ,  uj - cij} . (27) over i r E " + F ~ ~ - I *  

13 
v 

The gain functions uy=Ouv i ( i s ~ 1 ~ + ~ ' ) . ( 3 3 )  r 

gi = fi - C (cq,), , - c i j ) ,  i s ~1~ Then (31) is satisfied and zg remains 
j : i=i( j 1 

gi = -4 + C Mzx(0, c ~ ~ ) , ~  - ci,). i FZ' (28) 
- Cai 4 4 ;  +C b j O u r .  

J 
Al1 gi., i*  e IR 3 Fiv  are  reduced by ai.wi.j, 

are  now stable. Cancellations affect neither but gi, i c F2 a re  possibly increased. 
(ii) Let i* c F I  be such that II J* r J ,  so that 

nor c?  W.I ' = bjR, al1 j* e J*. Define 
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o v  o v  
w!, ., = ~ a x ( 0 .  Min (ci j* + ui - v j ) }  . 

2 l 

i c E" +FI' - (i*) 

gi* is reduced by bjrwi. j .  but gi. i c F2 a r e  
possibly increased. The increases in gi . i e F 2  ', 
can be prevented. if the wi ,, (u'j a r e  taken to 
be suitably l e s s  than the maximal values given 
above. The gain functions a r e  stable. For  ce r -  
tain other detai ls  s e e  [7]. 

3 . 4 .  Large scale (0, 1) pvogvarnrning - Set 
covering 

Large scale (O ,  1) problems a r i se  in many 
contexts. For  concreteness consider the se t  cov- 
ering problem 

f o r  which eT = (1 . .  . . , 1 )  and E has ent r ies  O and 
1 only. Let c 5 O .  See (11 for applications (e.g.. 
airline crew scheduling) and methods. Assume 
that E has relatively few rows. but thousands of 
c o l u r ~  .4n initial s tate ( ~ 1 . ~ 2 . ~ 3 ) ~  is easily 
found. At a general node v, the variables for  
qk, k é F3 a r e  treated a s  continuous variables 
for  12'. Both IZV and L P V  may for practical pur-  
poses. be considered feasible. There is much 
latitude a s  to how the se t  of "designated integer 
variables" ( K -  F 3 )  i s  expanded. One may decide, 
simply. to add one variable to ei ther 'FIV o r  F2" 
a t  each new node Y. The current  branch of the 
t ree  need not attain an excessively high level 1 
( larger  than 2r11, sa?). One may, e.g..  make 
su re  that there a r e  enough F2 variables. s o  that 
forward s teps  will sufficiently often fix a varia-  
ble at 1. IPV: 

r e . 7  min i i  = + - s c j  = C c j y j  
E V - F I V  F2'-F3' 

i ' 
The corresponding mixed integer problem. IP.\! 
1s 136) ;vithj ; 0 for .i 6 F3'. The upper hound 
need nut  be enivrced. U" i s  i f i i  ai th  j * i  = 0. 

./ é FI;' - F2'. 

Let 

Then the constraints for i é I Z ~  = I - IlV a r e  non- 
constraining for IZV.  The problem dual to IZV is: 

m a x { . z D = C u i -  C u i ( - l +  C e i j ) l ~ i 2 0 .  
IlV 1 2 ~  EV+FIV 

- C ei, ui + c 2 O } .  (37) 
I i 

However, ui may be taken a s  zero  for i c IZV. 
The associated inequality at node v becomes 

with 

It will remain a necessary condition for the more  
constrained I P P  at  successive nodes. even though 
the se t  of designated integer variables may ex- 
pand. 

The algorithm lends itseif well to heuristic 
procedures which generate a nuinber of good 
feasible solutions and search the vicinities of 
these vectors for improvement. One simply de -  
fines the original state not in t e r m s  of L P O ,  but 
in t e r m s  of the feasible solution considered. 

4 .  COMPUTATIONAL EXPERIENCE 

The potential of adaptive procedures was de- 
monstrated for  the simple plant location problem 
in 141, e.g.. a real-life 5 2  plant. 5 2  destination 
problem was resolved in 4863 icerations and 
12.7 minutes on a IBhI 360 50 bv an efficient 
Type 1 algorithm. and in only 5 1  iterations and 
1.17 minutes bu a P p e  3 algorithm with one 
res ta r t  of the sea rch  at  a state determined by 
the best solution obtained up to 50 iterations, 
i .e . ,  the problem was resolved immediatelv a f -  

t e r  the res tar t .  Correspondinq figures for a 
(60.80)  problem were 11053 iterritiuns and 0 5  
minutes for the Type 1 program, nnci 8.3 i tera-  
tions and 1 . 7  minutes for the Tvpe 3 ,,rcy:.a.m. 
For other pro'nlerns. the Type 3 procrrirn i~rr:.t.~.i 
to be JS rnuch JS txent:; Limes .<Lou.er. ,;-r .:t i -  

tiun. than tiie r : p e  1 prngrani. and '.V;IS -!-,ere- 
f c r e  unsuccessl'il e7.'eri tiiliugn the se.iri-:i tr-.? 
rema~nerl  sniail.  iiesiilts fur grlnere: i l>. 1 .  ;-r - 

- .  
grar.?n;;lig a r e  ;i;-en ;n j'? 1 .  
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Preliminax-y results  with a Type 2 program 
for simple plant location indicate that the gain 
functions (28) may not be suitable when c ? ( j ) , j  
= - and that modifications in strategy (choice 
of k*)  may be necessary. A number of (10,lO) 
and (20,35) capacitated plant location problems 
have been solved by a Type 1 and a Type 2 algo- 
rithm. For  example, (10,lO) problem: Type 1 
algorithm 21 iterations, 84 s e c  (360/40), Type 2 
algorithm 3 iterations, 33 sec.  However, the re -  
sults  are  highiy data and parameter dependent, 
and considerable work remains to be done. 
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GENERALIZED KUHN-TUCKER CONDITIONS FOR 
MATHEMATICAL PROGRAMMING PROBLEMS IN 

A BANACH SPACE" 

MONIQUE GUlGNARDt 

AYmt Gearrilitcd Kuhn-Tucka conditionr rutcd in thir papcr correspond to the optimality 
conditions for n u t b m i a ~  programmina probkmr in a -ch r m .  Constraint qualification:, 

'l. &en baw an k regardcd as spdd awr of tbe p m n t  constnint qurliflatioa introduccd to prove 
the d t y .  Pwudocanwxity of the conrtnint ut nther than convexity # q u i m l  for suniciency. 
In a+ thir hypotbciii faib to k mtisikû. wcood order optimaliîy conditions ut uimcicnt for an * UoLted iocû optimum. 

1. riboQicLiok Optimaiity conditions are given for a gcncralized mathe- 
m r t W  programmhg probkm. Theconstraint set, defined in a Banach space similar 
to that in (11, was considercd in a Euclidean space in [2] and is d i f f m t  from that 
in [3]. First order mcessrry optimality conditions stated in the fint part oflheorem 
2 gencralize the Kuhn-Tucker conditions [4], while the constraint qualification is 
a substitute for al1 the constraint quali6cations of Kuhn-Tucker [4], of Arrow, 
Hurwicz and Uzawa [5] and of Abadie [6]. Sufficiency is proved for objective 
functions either pseudoconcave E7] or quasiconcave [8], the constraint set king 
now taken as pscudoconvex. In case even these weakened convexity conditions 
fail to be satisfied, second arder optimality conditions may be sufficient for an 
isolated local optimum. Rcsults similar to those in [9], [IO] and [Il] are stated for 
a more general program and in a form reiated to first order conditions. 

2. Pretimhiiicr. For any two topological spaces S and T, L(S, 7') denoter 
the set of al1 continuous linear mappings from S into T. For al1 s E S and for al1 
1 E YS, T). (1, s) is ys), i.e., the value of the continuous iinear mapping 1 at S. 

We consider X, a locally convex mal linear topological spaa. and X*, its 
topological dual, i.e., for E, a one-dimensional Euclidean space. X* = UX, E). 
X* is given the uniform topology. Let M be a subset in X (rcspectively X*); R 
denotes the closure of M and {M) is the smallcst convex subset in X (rcspectively 
in X*) containing M. -M is { - x : x E M). Let N be another subset of X : then 
M'N = { x E X :  xeM.  x #  N). 

1.1. Concr The following definitions are given. 
DEFINITION 1. C c X (respectiveIy C* c Xe) is a cone if for x E C (respec- 

tively x* E C*), ax E C (respectively ax* E C*) for al1 a 2 Ck 
D~FINITION 2a. For a cone C c X ,  we define 

C' = {ueX*:(u.x) ;5Oforal lxrC),  

C+ = {u r X* : (u, x) L O for a11 .Y a C). 

R d v c d  by the editorr March 22.1961. and in r c v i d  form k c m k r  30. 1968 
t Laboratoire de Calcul. UniversitC de Lille. Lille. France. 
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D E R N ~ ~ o N  2b. For a cone C* c X* ,  we define 

Remark. C' and C+ (mpectively C*- and CI+) are closed convex cones in X* 
(respectively in X). 

The following properties are given for the defined cones. Proofs can bc found 
in 1121 for a Euclidean space or in [13] for a locally s v e x  lincar topological span. 

Pitomin Cl .  Let C be a c m ;  t h  C" = {C).  In particular, i j  C is closed 
and comex, c- - = c. - 

Piromn C2tCtCkacone; thenC'  = {C)'. 
PROPERTY C3. Let Cl Md C2 be closed comex cones: then (Cl n CI)' 

= c; + ci. 

1.2. Coma h e p t  rad pmdot8agcnt to 8 set. We consider X ,  a reai 
Banach space, M, a nonempty set in X,X E M, y E X .  The following debitions 
are given. 

r)rrriurno~ 3 (cf. [6]). The vector y is tangent to M at X if there exist a sequence 
{x,} contained in M and converging to X and a sequence {A,) of nonnegative 
numbcrs such that the scquence {A&, - Z)) converges to y. 

DEFIN~TIoN 4 (cf. [6]). The set T(M. X )  of al1 the vectors tangent to M at ji is 
called the cone tangent to M at X. 

DEFINI~ON 5 (cf. [3]). The set P(M,X), the closure of the convex huli of 
T ( M ,  X ) ,  is called the cone pscudotangent to M at X. 

Let 1 be a set of indices, not nectssarily finite. Ai c X ,  i E 1. Let A i ni., Ai 
f 0, X E A and 2 4 UaI A,. The defincd cones have the following properties. 

P m ~ e ~ n  Tl (cf. [3]). T(A, 3) c fiaI T(A,,  X )  and P(A, X) c n.1 P(A,, X ) .  
Proof: For al1 i E 1, A c A, implies T(A, X )  c T(A,, Z). Thercfore T(A,  3) 

c na, T(A,, X )  c a,, P(A,, X). Sincc the intersection of perhaps infinitely many 
closcd convex cones is a cloed convex cone, R A i ,  X )  contains R A ,  X )  which 
is the smallest closed convex cone containing T(A, 2). 

PROPWTY T2. U,, T(Ai , X) c T(rf. 3 )  and Via, P(Ai, X )  c Rrf. Fi). 
Proof: For al1 i e  1, A, c r f  implia T(A,,ji) c T(X  X )  which irnplies that 

u.1 T(A,, X )  c T(A, 3). Moreover, T(A,, X) c ~(1. X )  c P(x. 5). Since P(A, 3) 
is a closcd convex cone, it contains P(A,, X) which is the smallest closed convex 
cone containing T(Ai ,  5 )  for al1 i E 1. Then ut,, l'(Ai. X )  c flz. X) .  

13. Pscudoconvexity anâ pudeamrviîy. 
DEFINIT~ON 6 (cf. [3]). M is pseudoconoex at f if for ail x E M. x - X e P(M,  2). 
DEFINI~oN 7. M is convex if for ail x and y e M and for al1 ri, O < A < 1 .  

Ax + ( 1  - It)y€M. 
Convex and pseudoconvex sets have the following properties. 
PROPERTY PC 1. If al1 A,, i E 1. are pseudoconoex ai 2. rhen r f  is pseudoconvex 

at x'. 
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Proof. For al1 i e  1, A, is pseudoconvex at 2, so that x - R E  P(Ai .R)  
c Ur*, P(Ai, X) for al1 x E A,. Thcn by Property T2, x - Z E ~ ( 2 ,  X). 

Rrmark 1. The intersection of several pseudoconvex sets is not necessarily 
pseudoconvex, as shown by the following example. E will denote a onedimensional 
Euclidean space. Let A ,  = { x ~ E : x  = l / n , n ~ N )  and A2 = {xEE:  x =  1 or 
x = n /n ,n~N) .  nien A = A ,  n A 2  = { x E E : ~  = 1 or x = O} is not pseudo- 
convex at X = O, although A ,  and A 2  are. Here, and also later when needed, N 
stands for the set of al1 nonnegative integers. 

PROPERTY PC2 (cf. (31). If M is convex, M is pseudoconvex ut X for al1 R E M. 
P r d .  Let x E M, and let (11,) be a sequence of positive numbers, O < 11, 5 1, 

converging to O. nien there exist a sequence { C I , )  of nonnegative numbers p, 
= l/Ak and a sequence {x,} contained in M and converging to X: x, = X + AAx 
- X), such that the sequence pdx, - 2) = p, A ~ X  - X) = x - X converges to 
x - 5. Hence, x - X is a vector tangent to M at 3. x - X E  T(M, X) c P(M, 3) for 
al1 x E M, and M is pseudoconvex at 2. 

Remark 2 From Property PCl and Property PC2, the union of several convex 
sets the intersection of which is not ernpty is pseudoconvex at any point of this 
intersection. This is an example of a pseudoconvex set which is not nmssarily 
convex. 

Let fix) k a real function of x E X. 
DEFINITION 8 (cf. (81). * is quasi-concave if for al1 A E E. {x E X : #(x) 2 À) is 

convex. 
Quasiconcave differentiable functions have the following property. V will 

denote the differential operator. 
P r t o m n  PC3. If (G is quusi-concave and FrPchet-diferenriable at X, t k n  

(VfiX), x - 2 )  < O implies $(x) - *R) < 0. 
n ie  proof of this statement can be found in [8]. 
DEFINITION 9 (31 and [q).# is pseudoconcaoe over M at 3 if $ is Fréchet- 

differentiable at X and if x E M. (VHX), x - X) 4 O implies Hx) - HR) 5 0. 

3. Fimi orda optimrlity cdi t iona Let X k a real Banach spaa, A a 
nonempty subset in X ,  Xe A and *(x) a rcal-valucd function of x e X ,  Frtchet- 
differentiable at X. Consider the problem : maximize {#(x):x E A). 

THEOREM 1. A necessary condition for X to maxfmi:e (It over A is that Vfi.f) 
E P'(A, X). It is also susfcient !f* is pseudoconcaire mer A ut R and A is pseudo- 
concex ut X. 

Proof. We first give the neccuity proof. Let ye  T(A, 2). Then there exist a 
sequence {xk}, x, E A for al1 k, lim,,, X, = R, and a sequence {i.,} . A, > O for 
al1 k, Wch that lim,,, Àdxk - X) = y. if R maximizes $ over A, +(xk) - +(X) $ O 
for al1 k. Moreover, *x,) - HE) = (V#(R), XI - X) + o(IIxk - 31th Then 

Let k go to infinity; then (V+(K),y) 5 O -  ((y11 = O. Therefore, V*(X)r T'(A.3) 
= P-(A, 3) by Property C2. 
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The sufficiency proof is as follows. Let x A. Since A is pseudoconvex at X. 
we have x - X E P(A, X) and (VJI(X), x - X) 6 0. But since JI is pscudoconcave 
over A at E, this yields $(x) - $(X) 0, and 3 maximizes $ over A. This completes 
the proof. 

Let Y be anotha real Banach space and a :  X 4 Y a map. Let B and C be 
nonempty subsets in Y and X, respectively, and assume that A = { x  E C : d x )  E BI 
is not void. We may rewrite the problern : maximize { JI(x) : x E Cl 4 x )  E B : . Suppose 
that d x )  is Frkhetdifferentiable at X E A. Let K = {y E X : (VdX), y) E P[B, a(:)] j, 
H = {hE:X8:h = u.V~(E),UEP-[B,O(X)]}. 

THEO~L~M 2 (The generalized Kuhn-Tucker conditions). If H is closed and G 
is a closcd convex cone in X such t h t  K n G = P(A, 3) and K' + G' is closed. 
then a nccessary condition fir n to maximize $ over A is that there exists u E P+[B. 
4X)] such that V&X) + u .Va(K) E G'. This condition is also ~ ~ B c i c n t  if $ is 
continum. and i fG is a closed conuex cone in X such chat x - 3 e G fir al1 x E A. 
ifA or A = { x  E X : 4 x )  E B) is pseudoconvex at 3, and ifeither 4 is pscudoconcave 
over A ut E, or quasi-concave with V$(X) # 0. 

Remark 3. A sunicimt condition for H to be closed is that the map 
Va(X) : X 4 Y have closed range (ct [13]). 

Proof. Necessity. If X maximizes JI over A, by Theorem 1 we have 
VJI(X)oP-(A, X). Since K- + G' is closed, by Propcrty C3 we have P-(A,X) 
= K- + G-.  Then there exists k e K +  such that V$(X) + k e G - .  Let v~ H-:  
then (u VdE), c) 6 O for al1 u E P-[B, 43). Suppose that Va(X)(c) # P[B, dg)]. 
By the strong separation theorem. and since P[B, a(x')] is a cone, there exists y E Y* 
such that <y, Va(X)(r)) > O 2 (y, w )  for al1 w E P[B, dg)]. Therdore, y E P-[B.  
a(?)] and y - Va(x') E H, which contradicts (y. V4X), v )  = (y, VdX)(r)) > 0. 
Then Va(a)(~) E P[B, a(?)], i.e., u E: K for al1 v E H-. Since H and K arecloscd convex 
cones. H- c K yields H 3 K-. Therefore, there exists U E  P+[B, 433 such that 
V*(X) + u VdX) E G'. 

For sufficiency, wc first prove the following lemma. 
LEMMA. If G is a closed contlex cone such that x - X E  G &r al1 x E A, ifeithn 

A or A is pseudoconcex at X, i f  there exists u E P+[B, dg)] such that VJI(X) 
+ u VdX)  e G', then for a11 x E A, (V$(E), x - X) S 0. 

Prooj. For al1 x e A, x - X E: G. Therefore, 

If A is pseudoconvex at X, x - X e P(A. 3) for al1 x e A c A. If A is pseudoconvex 
at X, x - x' E P(A, X) c P(A X) for al1 x E A. In both cases. (V4.t). y) e T[B. d.31 
for al1 y~ T ( h  2). By continuity and convcxity, since Va(?) is a continuous linear 
map, (Va(:), y) E P[B, a(X)] for al1 y E: P(A. X), and. in particular. for al1 x e A. 
Moreover, u E P + [ B ,  dX)], so that ( - u s  Va(?). x - X) s O for al1 x E A. and 
by (lh (VHX), x - 2) 5 O for al1 x E A. This completes the proof. 

Suflciency. If  JI is pscudoconcave over A at K. by the lemma. for al1 x E A, 
(V$V), x - 2 )  S O: that is, +(x) - &x) 0. 

If VHX) # O, there exists x, e X such that (V$(R). x ,  - X) < O. Suppose 
indced that (V#(R), x - X) 2 O for al1 x E X .  Thcn let .Y' c X and s" = 2s - s'. 
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Then O 5 (V$(X), x" - x ' )  = - (VJl(X), x' - X) 5 O, which implies (V$(X), 
x' - X )  = O for al1 x' E X,  i.e., V+(E) = O. Let x E A. WC define 

for al1 8 > O, (VJl(x'), 3 8 )  - x') = B(VJl(X), x ,  - X )  < O. For al1 8 E [O, 11 ,  
(V$(X). 4 8 )  - x'(8)) = ( 1  - O)(VJl(X), x - X) 6 O by the lemma. Then for al1 8, 
O < 8 5 1 ,  ( V a ? ) ,  x(8) - X) < O. By the quasi-concavity of the function Mx), 
we have (cf. Property PC3) +(x(O)) < NX), and 8 + O implies +(x) < # ( X )  for 
al1 x E A. 

4. Sccoad orda optimaüty cooditioas. Let us now consider the second 
order optimality conditions. First, additional notations rquired for the discussion 
will be introduced. If 1:X -. Y is Fréchet-differentiable at X E X ,  (VE(Z), x )  
denotes the value of the mapping VYX) at x. If 1 is twice continuously differentiable 
at X ,  V21(X) is an element of L(X, L(X,  Y ) )  which can be identified with L(X2, Y) 
[14. p. 1741. We shall denote by (V1l(x'), (x ,  y ) )  or ((V1l(X), x ) ,  y )  the value of 
the mapping V21(X) at (x ,  y) E X x X. 

We suppose now that X is finite-dimensional Finitedimcnsionality is a 
necessary and sufficient condition that the unit sphere { x  E X : Ilxll 5 1 )  becompact 
in a Banach space (cf. [15, p. 851). The second order conditions given next are 
sufficient for an isolated local optimum. 

THEOREU 3. If (i) + and a are twice continuously diferenriable ut X ,  (ii) G is a 
closed convex cone in X ,  (iii) in a neighborhood of X ,  x E A implies x - X E G, (iv) , 
in a neighborhood of 49, y E B Mplies y - a(X) E P[B, a(X)], then a suficient 
condition thut X be an isolated local optimum ,br + over A is chat there exists 
u E P+[B, 4X)J such chat VJl(X) + u s  V 4 X )  E G- and for al1 nontrivial h E X such 
ihat (VJl(X), h )  = O and (Va@), h )  E - P[B, a(X)] n P[B, a(X)] it follows thut 
(V2Q(2) + u . V2a(?), (hl h)> < O. 

Proof. Suppose that X is not an isolated local maximum for $ over A. Then 
there exists a sequence { x k ) .  xk E A, xk # X for al1 k,  such that limk,, X I  = f and 
Jl(xk) 2 Jl(3) for al1 k. Moreover, since the unit sphere is compact, we rnay assume 
that 

X k  - X 
lim = h # 0 .  
k e m  (lxk - 

Note. then, that h E T(A,  X ) .  In a neighborhood of X ,  xk E A .implies xk - X E G. 
Then V$(X) + u s  V a ( f )  E G- yields (V+(X) + u . Va(R), xk - R) 5 0. Thetefore, 
(V+(X) + u - V4R) ,  h )  5 O. Sincc h IE T(A ,  X )  c T(A, X ) ,  ( V 4 X ) .  h )  IE P[B, 4X)l. 
We have two cases to consider : 

(i) Suppose that (V+(x'), h )  < O. Then there exists a positive number N 
such that for al1 K 2 N, +(xk) - # ( R )  < O. Since this is r contradiction. 
(V*(W, h )  h O. 
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(ii) Suppose that 
( ~ 4 3 ,  h) E P[B, 4X)n - P[B, 4X)l. 

nien (VJI(X), h) 5 - (u . Va(??), h) < O since u E P+[B. a(X)] . By (i) 
this is an impossibility. Therefore, (Va(jC),.h) E - P[B, 493 n P[B, dX)], 
ic., ( u s  Va(:), h) = O and (VJl(X), h) = O. 

Let us define {(x) = +(x) + u -4x ) .  Then (vz{(X), (h, h)) < O. Since 
(vc(z), X, - 2) si O, 

We have that 

aad the= exists a positive integer N' such that for al1 k 2 Nt, {(x,) - ((2) < O. 
But in a neighborhood of dX), 4x,) E B implies a(x,) - 4 X )  E P[B, dji)]. Then 
- (u, 4 x 3  - 4Z)) 4 O and +(xk) + u a(x,) < $(a) + u dX), i.e., (G(x,) < &X) 
- (u, 4xk) - 43) 5 &Z), which is impossible. Hence, such a scquence {x,) 
dots not exist and X is an isolatcd local maximum for + over A. 

It is hoped that one can apply these results to the theory of optimal control. 
Constraint qualification introduced here ensures that the "multiplier" associated 
with the objective function, which is encountered in most of the carlier papers 
dealing with a maximum principle, is positive. It is more general than the ones in 
[Il or [13] which are the same as in [5] for a more general problem in a more general 
space. In the following section, it is shown how these optimality conditions apply 
to mathematical programrning problems. 

5. Appllcritioci to rnrthanrticril progtimrning. Let X bc an ndimensional 
Euclidean space F and Y an m-dimensional Euclidean space E" . )., will denote 
{x e E':x 2 O), r = m, n. Two examples will be discussed. 

Example 1. If B = E", . the problem becomes : maximite {#(XI : aAx) 2 O, 
i = 1, ... , rn,xeC}.IfX~:A = ( x ~ C : a ( x )  2 O),let~andIbcsuchthata,~X) = O 
for al1 j E 1 and aAX) > O for al1 j E 1. Then 

Notice that both K and H are closed convex cones. G must be a closed convcx 
conc such that K n G = î ( A , f )  and K' + G- is closed. We shall cal1 this 
hypothesis, imposed U ~ O ~ G ,  the hypothesis H(G). 

If C = E" (rcspectively E"!), and if this hypothesis H(G) is satisfied 
with G - P(C,x'), wc obtain the usual Kuhn-Tuckcr conditions, since 
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P-(En,  X) = (O) c (En)* and P-(En.  X)  = ( y  E (En)* :J  $ O, (y, X) = O). In both 
cases, since K and G are polyhedral cones, K- + G- is closed [16, p. 3881, so that 
H(G) rcduces to K n P(C, 2) = P(A, X). and this constraint qualification is actually 
weaker t han t hosc in [4], [SI and [6]. 

Kuhn and ~ucker'[4] defincd 

and their constraint qualification was K n P(C. X) = C(A, 5). 
Arrow. Hurwicz and Uzawa [5] weakened this assumption, noting that the 

left-hand side was always closed and convex, and their constraint qualification was 
K n P(C,X) = (C(A.2)). 

Abadie [6] weakened the Kuhn-Tucker constraint qualification in a dif- 
ferent way, assuming that K n P(C, K) = T(A, X). 

These authors did not refer to P(C, X) explicitly, however ; when necessary 
they introduced the constraints x 2 O as components of a(x) 2 O. (Sec Table 1.) 

Suppose now that H(G) is not satified for G = P(C. X). but is satisfied for a 
certain closcd convex cone G. We then obtain optimality conditions that could 
not have been written otherwise, as is shown by the following well-known example. 
Consider the problem : maximize (#(x,. x2):x: - .y2 2 O, x2 1 0). Suppose 
X = (0,O). Then G = E +  x E  is such that K n G = P(A. 3) = {(y1, y2):y1 
2 O, y2 = O). If X = (0, O) maximizcs # over A. there exists u 2 O such that V@(R) 
+ u . Va(X) e G' ; that is, 

iS*cx, ?a(3) - + u s -  = 0 
Ar2 ?.y 2 

cucc-P 

and u s  a(2l = 0. 
In the following, Z will denote the set of al1 integers and N the set of al1 non- 

negative integers. 
If C = Zn or Na. the hypothesis H(G) is satisfied with G = p. Le.. the subset 

in En which is isomorphic to K -  c (En)*.  Then K n G = K n h?- = 101 

Probkm 

man flx) 
d x ) L O  
x s k  

Caw C - E f  

Optimality cmditionr 

~ U Z O . U E ( F P  
V $ ( I ) + u . V d i ) - O  
u.4(X) - 0  

h b h  

max S(x) 
d x i L O  
x & O  

Optimality d i t i o n s  

3 u h O , u c ( F i *  
W = V + ( . t ) + u . V d f ) ~ O  
(WI) = O  
14.43) = O 
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= P(A, Z). Suppose, indeed, that x E K n f- ; then x E Ji?- implies that ( x ,  y) 5 O 
for al1 y E K. and. in particular, for x; therefore ( x ,  x )  E O, i.e., x = O. Then. since 
R is the subset in (En)* which is isomorphic to K c F, we obtain the optimality 
conditions given in Table 2 

Example 2. If B = {O) x F, where {O) c E"", let 3 = (1, ... , m - r }  and 
1 = (m - r + 1, . . . m} . Then the problem becomes : maximite (+(XI : akx) 
P O . ~ E J . U ~ X ) ~ O . ~ E ~ , X E C ~ .  Let K E A - -  { x e C : a l ( X ) - o . j ~ J . o / X ) h O ,  
j~ J }  ; then q B ,  a(X)] = (27"-3* x (E?+)*, and we obtain the optimality conditions 
given in Table 3. 

Optimrlicy conditions 

VHZ) + u'. Vaj?)~ G- 

Note that even if the oj, j E J ,  are nonlinear, these conditions may be sufficient. 
since A or A n a d  only be pseudoconvex at 2. But sufficiency rnay be derived in 
another way. 

If sgn (u) is an element of (F)* such that 

then let D = { x ~ E " : [ s g n ( u ) ] ' - a A x )  2 O. i e J u J }  3 A If C n  D c x' + G. if 
either C n D or D is pseudoconvex at x'. if either $ is pseudoconcave over C n D 
at x' or quasi-concave with V#(K) # O, then X maximizes + over C n D, and a 
fortiori over A. 

Remark 4. A sufficient. but not nmssary. condition that D be pseudoconvex 
at R is that [sgn (u)]' aAx) is quasiçonvex for al1 i~ J u 1. 

Remark 5. We may point out another consequence of this statement. If  the 
previous hypothesis is satisfied with [sgn (u)]' = 0, i E L c J u 3. L = (i:ul = 01. 
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# 0. no assumption is required upon a,, ic L. So it  is possible that ineffective 
constraints play no role for sufficiency of optimality conditions. However, they 
may be used in order to make D or D n C pseudoconvex at x'. 

n i e  second order optimality conditions are given in Table 4. 

Y Z A  j cJ  
W. I t J  
V#(x)+ 1 U'.Vap)eG' 

~ J U J  

h # Q  
<v+ta h )  - A 
(VaAf). h )  - O for 811 i c  J u ( j e  J:d > O )  
-<v2ii(i) + M. va4z). (k h ) )  c a 
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CHAPITRE 1 

N O T A T I O N S  e t  D E F I N I T I O N S  

Nous introduirons dans ce chapitre les  notations e t  

définitions qui seront utilisées dans la suite de l'exposb 

e t  rappellerons ou démontrerons certaines propriétés 

é lémen ta ires . 



1 1 01. NOTATIONS I 

- J é t a n t  un ensemble d ' indices,  ! J I  r eprésente  l e  ca rd ina l  de J. 

- S o i t  fRn l 'espace eucl id ien  à n dimensions. Etn e s t  donc muni : 

1 )  du produi t  i n t é r i e u r  ou produi t  s c a l a i r e  : 

Qx,y e Etn, <x,y> représente  l e u r  produi t  scalaire. 

2) de l a  norme associée  à c e  p rodu i t  s c a l a i r e  : 

vx E d', 11x1 1 représente sa norme, avec llxi12 = <x,x>. 

3) de l a  topologie d é f i n i e  pa r  l a  norme. 

On notera  B~G) = {x É : 1 lx-XI 1 s E l a  boula fernée 

de cen t re  L et  de rayon E. 

S i  A est  un sous-ensemble de IRn, on notera  A l 'adhérence de 

A e t  son i n t é r i e u r .  Alors Fr(A) = A - e s t  l a  f r o n t i è r e  

de A. 

- On i d e n t i f i e  t o u t  vecteur x de /Rn à l a  n a t r i c e  colonne dont les 

é lénents  son t  les composantes de x pa r  rappor t  à l a  base canonique, 

S i  cette mtrice colonne e s t  indicée p a r  J, avec 1 J I  = n ,  s o i t  

j c J, x représente  la composante d ' indice j de  x. 
j 

- S o i t  (rRm)>~ = L(R" , fR) le  dual  de m". ûn i d e n t i f i e  tou t  vecteur  

u de  UR^)* à l a  matrice l i g n e  dont  les éléments sont  les coripo- 

santes de u par  rap?ort  à In base duale de  l a  base canonique de  . S i  c e t t e  n a t r i c e  l igne  e s t  indicée par  1, avec 111 = ID, s o i t  
i 

i € 1, u représente  l a  composante d ' indice  i de u, S o i t  y e IRrn, 

dont les conposantes son t  notées yi, i E I A  y,  l ' app l i ca t ion  
i 

l i n é a i r e  u f a i t  correspondre dans R l e  s c a l a i r e  u.y = 1 u yi, 
c'est-&dire l e  produi t  de l a  matrice l i g n e  u par l a  i€I 

matrice colonne y. A tou te  fonction l i n é a i r e  u E:  IR^)* correspond 
'L 

un vecteur  déterniné  u d~ IR* t e l  que 

'L 
vv f IRn, u * v  = <u,v>. 



Les vecteurs de W" représentent b i u n i v o q u e n t  l e s  fonctions 

l inéaires  déf inies  sur IRn, On u t i l i s e r a  ce t t e  propriété pour 

ident i f ier ,  dans l e s  interprétations géométriques, un sous- 

ensemble a de @lm)* (resp. de Elrn) e t  l e  sous-ensemble 

isonorphé a de Etm (resp. de (EtQ)*). 

- Soit 1 c L ( R ~ .  IRn). Cette a p ~ l i c a t i o n  linGaire est représentée 

par une na t r ice  L ihdicée par IxJ, avec (11 = n e t  I J (  = n. 

Soit .i E 1. Li représente la  ligne d'indice i de L. 

3 Soit j E J. L représente l a  colonne d'indice j de L, . 

S Li e s t  a lors  l ' é lé rent  s i tué  à l ' in tersect ion de ce t t e  ligne e t  

de  ce t t e  colonne. 

- Soient f  : x c fR" -t i~ 
avec X f i  Y + O .  

e t g : n c n i n  + - R  5 

a )  S i  . 3 Z c X n P  1 t e l s  q u e t l x ~  Z : Ig(x)( s 7( I f ( x ) ( ,  
3 h E  IO,+^[ 5 

on écr i ra  

g = O(f). 

b )  S i  VE: > O , B Z C X P , Y  t e l  que V x e  : Ig(x)l S & I f ( ~ ) l  
on &r i ra  

g = o ( f ) .  

- Soit $ : W C  IR4 4'. 

Soit X C W. ûn écr i ra  $ pour O(;), 

Si $(x) e s t  indicé par J,  avec ] J I  = p, on Qcrira  $(x) 2 O 

pour $j(x) 5 O, Vj E J e  



Définit ion la : fonctions quas i-concaves e t  quasi-convexes 

s o i t  4 : mn -t m. 

n + e s t  quasi-concave s i  Vu e IR, {y G iR : $(y) 3 a )  es t  convexe. 

$ e s t  quasi-convexe s i  (Ip) e s t  qtidi~lieoncave, 

Soit 4 :  IR^ +B!'. 

4 e s t  gurisi-concave s i  chacune des fonctions coordonnées e s t  

qua s i- c onc rrve . 
1 ( e s t  quasi-convexe s i  (-4) e s t  quasi-ccncave. 

Proprié t é  des fonctions quas i-concaves 
I I 

n n 1 1 Si ( : !R + R e s t  quasi-concave, e t  différent iable  en x E II< , . 
l l alors  

S i  4 e s t  quasi-concave 

4 )  3 ) $[@X + (lm@) XI 2 @(%)) 80 F [0,11 

s o i t  $(O) = (COx + <1-0) XI 

a lors  +(O) o Q(;) = $(O) 

donc - 
d4 - [-] 3 O ou encore - (x - x) 3 9 
dx 



Déf i n i  tion 1 b : fonctions pseudo-concaves 

Soi t  :  IR^ -t R, diffErentiable en X E A c fRn. 

Q e s t  pseudo-concave sur  A en X s i  : 
- 

n 
On dira que 4 e s t  pseudo-concave s i  Vx e fR , 4 e s t  pseudo- 

n concave sur ni en x. Réf : 1251 

Définition 1 c : ensemble pseudo-convexe en un point 

- 
Soient A c R", x E A e t  PA l e  pseudo-cône tangent à A en 5 
(cf.  définit ion 4) 

A e s t  pseudo-convexe en X si  

A e s t  pseudo-convexe s i  V X e A,  A e s t  pseudo-convexe en x 



Définition 2 : CÔne. C ô n e ~ l y é d r i q u e  

Soit F un espace vectoriel  sur IR. 

Q c F est un cône s i  -- 1) O E: CI* 

Q c F e s t  un cône polyëdrique s i  Q e s t  un cône défini  par 

l ' in tersect ion d'un noabre f i n i  de asrii-espaces fermfis dout 

1 l e s  hyperplans génératelir s passent par 1 'origine. 

Remarque : Un cône polyèdrique e s t  un cône convexe. 

Définition 3 : Vecteur t s e n t  .- - 

E e s t  un vecteur tangent 3 A en s i  
-._II - - 

1 )  il exis te  une su i te  { A  1 
k k€M de nombres réels  pos i t i f s  

2) il exis te  une su i te  {xkIkm de points de A c o n v e r w t  - 
vers :r quand k tend vers IV infini ,  

- 1 t e l l e s  que l a  s u i t e  {$(~-x)l,, converge vers E. 

Réf : C l ] .  

Remarque 

Le vecteur nul e s t  toujours vecteur tangent à A en X, VA, V; E K.  

Définition 4 : CÔne e t  pseudo-cône tangents 

Soient A c m", e t  X e g. 

Le cône t a n - e ~  à A en e s t  l'ensemble T des vecteurs tangents A 
è A en X. 

Le pseudosône tengenr - à A en X e s t  l'adhérence PA du plus pe t i t  

cône convexe contenant T 
A' 



Remarques 

. Le cône tangent e s t  un fermé de 

. Le cône tangent n 'est  jarmis vide, puisqu'i l  contient au 

moins l e  vecteur nul. 

x y = O  

ent ie r  pos i t i f )  

ThEonhe I : Cane & h un wmb& convexe 

. T e s t  l e  cOne tangent à A en A 

+ Soit  {xk une su i te  queleonque de nombres pos i t i f s ,  

infér ieurs  à 1 ,convergeant vers O quand k tend vers 1 ' i n f in i ,  

- - 
Soit  xk = x + hk(x - x).  

- - 
l i m  xk = X, Soit pk = - , Vk. Alors lim u ~ ( ~ X )  = x-x 
k- Ak k* 

e t  x-X e s t  bien vecteur tangent à A en s i  x e s t  élément de A, 

Remarque : Un ensemble convexe e s t  donc pseudo-convexe en chacun de 

ses  points, c'est-à-dire p~eudo-convexe~ 



Un vecteur tangent à A n II en X e s t  tanger,t à A e t  à 13 en X, 
donc 

or P,n PB 3 T A R  TB, donc P 17 PB 3 TA PLdn PB, intersection A 

de deux cônes convexes fernés e s t  aussi un cône convexe fermé, 

D'autre part, 
'A n B e s t  le plus pet i t  cône fermé convexe contenant 

TAn Par conséquent 

Remarque 

La réciproque n'est pas vraie, 11 es t  possible en e f f e t  que 

TA n TB @ TA ri Bs conme le montre 1 'exemple suivant : 



Définition 5 : cône polaire ou cône dual 

Soit Q un cÔne de Eln. 

T Le cône polaire (négatif)  ou cône dual de Q e s t  l'ensemble 

r(Q) défini  par  

Remar ques 

- Pour tout cône Q de R", O E O n r(4). 

- On ident i f iera  souvent, à un isomorphisme près, r (@) e t  
CL 
r(q) = {V c ( R ~  : <v,c> s O v5 E QI. 

Propriétés des cônes polaires 

I l 
1 )  - VQ cône de t'Rn : 

. r(Q) est un cône fermé. 

. ~LF(Q)]  e s t  l'adhérence du plus p e t i t  cône convexe 

contenant 

Par conséquent s i  e s t  un cÔne convexe e t  fermé 

rCr(~) l= c, 

I I - VQl, Q2 cônes de l'Rn : 

H - BQl. Q2 cônes convexes de FIn : 

Si Q e t  Q sont des cônes polyédriques, 1 2 
ï(Q1) + r(Q ) e s t  un cÔne fer&, Q1 e t  Q2 sont des 2 
cônes fermés, donc 



Définition 6 : Pro~ramue nathématique 

n Soient $ : !Rn +Pb e t  A C  !R . 
On appelle prograltime mthéaatique l e  problème suivant 

rQx {+(x) : x E A )  

c'est-à-dire l a  recherche du maxhm. d'une fonction + sur 

m e  par t ie  A de mn. 

T On appelle contraintes l a  condition x F A. 

1 On appelle solution réal isable  tout x sa t i s fa i sant  aux 

contraintes. 

. Le problène Ilin {$(x) : x E A)  e s t  auss i  un p r o g r a m  

mathématique puisqu' il peut s ' écr i re  
.i 

Max {-$(x) : x C A). 

. On emploie aussi  l e  mot "contraintes" pour désigner l a  

f ront ière  de A. 

Définition 7 : Eilaxinum local,  maximum global 

Etant donné le  prograuue llax {4(x) : x e A )  e t  ê A, 

5 on d i t  que % maxinise localenent $ sur A (ou e s t  un naxinuu 

local Four 4 sur A) s i  

on d i t  que X maxinise (globalement) + sur A (ou e s t  un maximum 

(global) pour 4 sur A) s i  



Remr que s 
- . S i  x mxinise  Q sur A ,  2 e s t  solution o ~ t i m l e  du programme 

rhx (Q(x) : x Ê A I .  

. Si b x i n i s e  sinultanément l e s  fonctions j E J,  sur A, 
j ' 

on dira  que X naxinise Q sur A. J 

S i  . A c ( R "  es t  convexe 

. X C A  

I I . 4 : A + iR e s t  concave 

I I . mxiuise  localenent 4 sur A 

, k a l o r s  x naxinise 4 sur A .  

Supposons qu'i l  exis te  x € A, x # t e l  que +(x) > $(;), - 
x étant  un ~aximum local pour sur A : 

A étant  convexe, V A e 10,lI : hx + (1-A) X e A, donc 

3 h l  € 10,lJ : Aix + (1-Al) X E A n B€(;). 

t$ é tan t  concave, V A c 10 , l J  : +EAx + (1-~);1 2 ~ t $ ( x )  + (1-h) 4(X) 

donc + (1-Y 1 Y(X) + (1-hl) O(:) 

> h 1 r n < 3 +  A mG) = +(XI, 

ce qui contredit  l e  f a i t  que naxirnise t$ sur A n B (X). 
E 

Par conséquent il n'existe pas dc x E. '4, x # X, t e l  que 

> @(X). 



1 $2 - D . P?'.ûGW@IES SOUS CONTRAINTES MIXTES. PROBLEMES DE COL. 

Définition 8 : Programme sous contraintes mixtes 

n 
Soient ( : Rn + R, a : X +RI?, e t  C C  

T On appellera programme sous contraintes mixtes l e  problème 

suivant : 

tiax {@(x) : x c C, a(x) 2 0) . 
On appellera contraintes l a  condition x E A = '  bE : a(x) 2 0) n C. 

Remarque 

On suppose a(x3 indicé par L ,  avec I L  / = m. L'hypersurface 

définie  par j (x)  = O où 1 E L, e s t  appelée contrainte d'indice 1. 

Définition 9 : contraintes act ives  

T On appelle contraintes actives en X ~i A l es  contraintes indicées 

par E C L avec 

- - 
On notera L-E = E.  Si I E  1 = k ,  x appartient 2 l a  (n-k)-variété 

définie par aE(x) = O. 

Définition 10 : Hypothèses H(G), H(O) e t  H. 

On pose A = '  6c E IRn : a(x) 2 01, e t  A = A f i  C. On suppose que 

a e s t  différentiable en x F A .  Soient G un cône convexe fermé, 

P l e  pseudo-cône tangent à C en 2, P l e  pseudo-cône tangent C A 
à A en x. 



s o i t  K~ = ( 5  E ztn : - . 5 s 01 et s o i t  K 
dx S 

= K 0 n  PU. 

; v é r i f i e  l'hypothèse H(G) su r  A s i  5 I'(Ko) + i ( G )  e s t  fermé 

On sera amené à envisager l e s  cas  pa r t i cu l i e r s  suivants : 

S i  2 v é r i f i e  l'hypothèse H(G) avec G - R ~ ,  ou encore s i  K 
O - 

on d i r a  que X v é r i f i e  l'hypothèse H(0) sur A. 

S i  I v é r i f i e  l'hypothèse H(G) avec G = PC, OU encore s i  

1 on d i r a  que X v é r i f i e  l'hypothêse H sur A. 

Remarques 

. Si  on pose K = K PC, il e s t  f a c i l e  de voir que O 
K0 3 K 3 Ks lorsque G 3 PC. 

E 

, Pour que X v é r i f i e  l'hypothêse B ( 0 )  sur A, il s u f f i t  que 

Ko = PA. En e f f e t  r(Ko) + r ( G )  = r(Ko) + r ( ~ " )  
= i ( K o )  + (01 = r(K0) 

e s t  un cône fermé. 

, S i  G est polyédrique, I'(Ko) + r ( G )  est un cône fermé. 

Réf : bll . 



Exemple 
2 Dans IR , un cône convexe fermé G ne peut ê t r e  que polyédrique, 

donc on aura toujours i(K0) + r(G) fermé. 

Le gradient correspondant à 

l'une des contraintes e s t  

i c i  nui en a = O. K 0 3  P*, 

mais % ÇC P*, d m  X ne 

vér i f  i e  pas 1 'hypothèse 

H(0)  sur A- 

- 
Ko f l  PC = PAS donc x 

vé r i f i e  l'hypothèse H sur A. 

-. - / - - -- K- ' 
O 

S i  G1 e t  G sont deux cônes 2 
convexes ferués, 

s i  Gl n (KO-P~) = 6, X vér i f i e  l'hypothèse H ( G ~ )  sur A, 

s i  G2 f l  (K -P ) # 6, ne vé r i f i e  pas l'hypothèse B ( G ~ )  sur A. 
O h  

Définition 11 : Col. - 
n Sci t  $ : X x U c i R  x igm + R s  

- - 
(x,u) € X x U e s t  un co l  pour $ sur X x U s i  - 

v (x,u) X x u : $(x,ü) 5 $(X,U) & Y(X,U). 

Remarques 

, On emploie parfois  l e  mot "point-selle" à l a  place de "col". 

, S i  (#,U) e s t  un col  pour $ sur  X x U : 

Inf u : u e U) = $(X,;) = sup <$(xsÜ) : x c XI. 



Définition 12 : problème de col. - 
On a p p e l l e  problème d e  col l a  recherche d'un col pour $ sur X x U. 

On appelle solution réalisable du problème de  col tout (x,u) € X x U, 



CHAPITRE II 

C O N D I T I O N S  D ' O P T I E A L I T E  

Nous envisagerons dans ce chapitre des programmes 

mathématiques, sous des contraintes éventuellement mixtes, 

de l a  forme générale Max 1 $(x) : x E A ) ,  e t  l e s  condit ions, - 
nécessaires ou suffisantes, pour que x A maximise, loca- 

lement ou globalement, $ sur A .  



Soient A c  e t  x E A .  

4) : IRn + iRs e s t  différentiable en ;. 
Soit PA l e  pseudo-cône tangent à A en 

A. S i  Xmaxidse @ sur As 

d4 alors - c I'(P*). dx 

.I 

S i  . 4 e s t  pseudo-concave sur A en x . A e s t  pseudo-convexe en W 

alors 2 maximise sur A, 

A .  Soit t C T A < = >  rAklkNs\cq 
,km , ~ ' A , l i r n  k- 

- 
x maximise Q sur 

\ €  l 
- v k c a, $(%) 6 



Cette i néga l i t é  e s t  vraie pour tou t  r~ l imite  d'une 

su i t e  de combinaisons l inéaires  convexes de vecteurs 

tangents, 

- - 
d O d O c'est-2-dire : Q r~ E PA, ;ix . i1 s O, ou encore - E T(PA). 

dx 

A pseuia-convexe en ~1 
q, pseudo-concave sur .A en 

Remarques 

. Dans l a  s u i t e  du chapitre,  on envisagera l e  programme 

sous contra intes  mixtes suivant : lfax { ~ ( x )  : x € C s  a(x) 2 01, 

où 4 :  IR^ + i~~ a : R~ + mms c c p. 

n 
Soient A = {x e R : a(x)  2 9) e t  A = A f l  C. 

So i t  # E' A. E sera l'ensamble des indices des contraintes 

act ives  en Z.  PA, P e t  P seront l e s  pseudo-cônes tangents A C 
respectivement à A, à A e t  à C s  en 2.  G e s t  un cône convexe 

fermé. 

O S i  a e s t  d i f fé ren t iab le  en X, - 
soient 1: = { F  E IR" : O . 5 r 01, 



Corollaire : Théokhe 5 : 

S i  a est  différentiable en G, 
alors , PA c Kg 

, P  Ç K C K  
A O 

- 
x musimise (aE) sur A ,  et ,  d'a~r8s le  théorl~e 4 : - 7 

da daE 
v j c E : -2 E T ( P ~ ) ,  OU encored;f. 5 i O B E E P A 

donc P C KOa 
A 

• PA = 'bric c PA 0 P, ( théorème 3 

f 
==op c P nP c % n P C C K O  

A A C  
P C IC0 A 
c'est-à-dire FAC K Cl$,. 

Remarque : Comme K 2 E => F ~ ( 0 )  -> H a  
O A' 



II 52,  SECONDE CONDITION D'OPTIMALITE : 1 
CONbITIONS DE KUZlET ET TUCKER GENERALISEES 

Pour l e  programe Fkx { ~ ( x )  : x c C, a(x) 2 01, G étant  un 

cône convexe fer& , ces conditions s ' écrivent : 

Les composantes de u seront appelées "ml tiplicateurs".  

II $2 - A .  CC)fJDITIONS SUFFIS,\NTES 

Le théorème 6 adapte des résu l ta t s  de (2d aux programmes sous 

contraintes mixtes e t  aux conditions de Kuhn e t  Tucker généralisées. 

Théo1~2me 6 : U D ~  Local 

S i  . I$ e t  a sont deux fo is  continûment différentiables au - 
voisinage de  x 

- - . au voisinage de x, x c A===> x - x ê Ii-. 

. l e s  conditions de Kuhn e t  Tucker généralisées sont 

vér if iées  en x e t  

E ' L-E' ~ E ' C E , E ' ~ @ : U  # O , u  = O - 
daE v 

. V h # O , -  . h = O  
dx 2 

1. d [pual . 
- - /->. . dx 2 
d Q . h = O  dx 

alors 2 e s t  un maximurn local s t r i c t  pour 4 sur A. 

% % 
N.B. h représente l a  matrice-ligne transposée de l a  matrice-colonne h. 



Supposons que ne s o i t  pas un maximum local s t r i c t  : 

On peut supposer de plus en raison de l a  compacité de l a  

sphére mité, que 

- 
G étant un cône fer& : l i m  = ph CG 

k* I I%-ElI 
- - 

donc [ % +  dx II$] . h i 0 



a) Supposons que - d e e h < ~  
dx 

- 
4(Y$-o(X) Ii. 

ou encore que 1 i m  -- - = l i n  p. ~ k - ~  
k" I I x p  1 1 ks I Ixk-XI I 

- 
dO ce qui e s t  c ~ n t r a i r e  à lqhypothèsea Par conséquent - . h 3 0 ,  
dx 

b) Supposoas que - 
da. 

3 E " c  E ' ,  Et' + 6 : Vj E Et', d$. h > O a  

- 
dO dagr, Alors z, h s -u . - d . h < O  d x 

ce qui, d'après a ) ,  est contraire à Ifhypothèse. 

II. Par conséquent --- h = 0 ,  
d r; 

-3.. 

c )  I l  fz.:t donc que --- d$ , h = O .  
d x  

Soit $(XI = O(x) -b ~ ( x ) ,  
.--r - 

'L 
2 

Alors h . fi-? h < 
dx" 

- - - - db da - Or - (:- -Y.) = (zi + c --) . (YX) É O 
dx" 1 dx 



ce qui e s t  contraire à l'hypothèse. 

I l  n'existe donc pas de t e l l e  suite {%} e t  X e s t  bien un 

maximum local s t r i c t  sur A .  

r A ou A e s t  convexe 

. e t  a sont différentiables en X E: A . Vx C A ,  x -  ; C G  

. l e s  conditions de Kuhn e t  Tucker généralisées sont 

vérif iées  en 
- 

alors 2 . ( x  - X) s O,  V X ;  A .  



Si  A ou A e s t  convexe 

I I  Si  . A  O U A  e s t  convexe 

. Q e t  a sont différentiables en X E A 

- . (a) O e s t  pseuclo-concave sur A  en x,ou 

e s t  quasi-concave 

. l e s  Concl it ions de Kuhn e t  Tucker généralisées sont 
I - 

vér i f iées  en x 

a lo r s  # maximise O sur A. il 
- 
cl Q 

(a) Bx E A, -. (x-X') s O d'après l e  l e m e  
dx 1 =. $(x) - O(:) 1 O 

O e s t  pseiulo-concave sur A en a 



- - - d' [x(B)-G(O)l = (1-0). d;;.(x-x)s~, d0 VBe[O,ll, d'après l e  dx 

lemme. 

Donc S. CX( 0)-a = [x(~)-z(B)I+ ge [;(,)-a <os V Q ~ I O ,  11 , 

Q étant quasi-concave, ceci implique que ~$Cx(@)l < ~ ( z ) ,  
O r  l i m  x(0) = x e t  l i m  $fx(B)l = Q(x). 

0+0 0+0 

Donc Vx e A, Q(X) $CE). 



1 S2 - B. CONDITIONS BECESSAIRES 
i- 

S i  , e t  a sont différentfables en X E: A 

. X vérif ie  1'hypcthèse H(G) sur A 

, X maximise Q sur A 

alors l e s  conditions d e  Kuhn e t  Tucker généralisées sont 

vérifiées en X, 

P K e t  G sont des cônes convexes A' O 

l''(Kg) + r(G) est fer& 

Kg" G = 
P~ - 

Donc 3 a  € r(Ko) e t  B O r(G) t e l s  que 2 = a+@, 

6 
, Soit B = (b : b=x" -  da^ 1, UE 2 01, 

Donc c K~ ;=, P ( K ~ )  c I T ~ ( B ) J  
C B. 

I3 c h c  convexe 

L - 
da - 

'4 L 
-') g+ u - e r ( c )  dx 

Soit u = C U  u J avec i:'+ 



Appl ica tions 

Si X vérif ie  l'hypothèse H(C) avec G = PC, on retrouve l e s  

résultats classiques suivants : 

(1) S i  C = RIn,", Pc = G = El", T ( G )  = î(PC) = {O}. 

On obtient l e s  conditions d'optimalité suivantes : 

- 
C etant convexe, x-x ê ? - 

-6.x = 0. 
Soit E E r(FC) 

On obtient l e s  conditions d'optinalité sui~.antes : 



ETUDE DES CONDITIOt4S PE hqHN ET TUCKER GENEWLISEES - 
La général isa t ion par rapport à l a  théorie de Kuhn e t  Tucker 

por te  s u r  l e s  points suivants : 

(a) Les contra intes  sont de deux types : a(x) 5 0, e t  x E Cs où 
n C e s t  un sous-ensemble quelconque de iEt . Ceci e s t  in téressant  

lorsque C ne peut ê t r e  d é f i n i  par UE système d'inéquations 

algébriques (exemple : C = 2"). 

(b) L'hypothèse H(C), s o i t  : K0n G e t  P coincident, e t  A 
r(Ko) + T(G) e s t  fermé, e s t  plus f a ib l e  que l e s  hypothèses 

précédemment énoncées lorsque A = A e t  G = C = IRn. E l l e  

s ' é c r i t  a l o r s  Kg = PA. 

Ces hypothèses é t a i en t  l e s  suivantes : 

1 

- 
la(  Hypothèse de Kuhn e t  Tucker : Kg = c(;) 

s o i t  c(;) = 'x E IRn 
2 

- * 
Hypothèse de Arrow, Hrn~ricz, e t  Uzawa : Ko = IC(;) 1 ,  < 

I 

où Ic(;)I e s t  l e  plus p e t i t  cône convexe contenant c(;). C41 - < P  - 

n 
3$ : BI+ -t IR , di f fé ren t iab le  à dro i te  à l ' o r ig ine  - 
vé r i f i an t  $(CI) = x, $'(+O)=A(FX), avec A>O 

) 

e t  $(O) e A,  VO e CO,11 

13 Hypothèse d '"lbadie : Kg = TA. 

 hypothèse analogue dans c e t  exposé e s t  H ( O ) ,  e l l e  e s t  l i é e  

aux hypothèses a,  B a t  y par  l e s  re la t ions  suivantes : 



où l a  r e l a t i o n  A C B s f p i f i e  que lorsque X v é r i f i e  l'hypothèse 

A, v é r i f i e  a f o r t i o r i  l 'hyyothèse B. 

(c) Lorsque C = iEn, s i  lvhypothèse II(0) n ' es t  Tas vér i f i ée  en X, 
on peut  dans ce r ta ins  cas trouver uri cône convexe fermé G t e l  

que X v é r i f i e  lvhypoth2se H(c) sur  A. Corne YQ 2 P l'hypothèse A ' 
H(C) ne peut ê t r e  vz r i f i é e  que s i  G 2 P A .  S i  r(PA) + r(Ko) e s t  

fermé, l e  choix G = P e s t  satisfaisant, mais conduit au &me 
A 

r é s u l t a t  que l e  théorème 4 

w 
Lorsque P = {O}, on peut prendre pour G l e  cône r(K0), 11 
isomorphe dans IF? i" è(!Co). 

(d) Les condit ions de Kilhn e t  Tucker généralisées s 'écrivent 

S i  Kg e s t  d i f f é r e n t  de PA, e t  s ' i l  ex i s t e  plusieurs cônes 

convexes ferngs G sa t i s f a i s an t  à l'hypozhèse II(rJ), l e  p l u s  

grand de ces cônes, correspondant au  plus p e t i t  des cônes 

ï(G), fournira davantase de  p réc i s  ions sur l e s  nul t i p l  ica- 

t eurs  , 



- Les exemples suivants illnstreront ces propriétés : 

Soit X = (0,0). 

Aucune des hypothèses a ,  B, y n'est vérifiée.  I 

 h hypothèse H(0) e s t  vérifiée.  



Soit ; = (0,O). 
'/ / / / / /  

Kg = { E t  ] • 0 = i" L 2 4  xLf $ 0 ~ ~  

I 

Aucune des hypothèses a ,  B ,  y ,  

H ( 0 )  n'est vérif iée ,  

~ ' h y ~ o t h 2 s e  H ( 6 )  e s t  vérif iée  avec G = iR+ x Et. 

Soit % = ( O s 0 ) .  Kg = ( 5  : [O, Ij . E x > >  - in X IR+. 



Aucune des hypothèses a, 6, y ,  H(0) n'est vérif iée .  

L'hypothèse H(6) e s t  vérifiée avec G = PA = {O) x R+ = Ox2. 

- 
On retrouve l e  résultat du théorème 4 : S 0. 

aX2 

Soit X (1 , l ) .  

r*l/ 

L'hypothèse H(G) e s t  vérifiée,  avec G - i'(KO). 



11 $2 - D. IYPOTHESE H(G) ET CONDITIONS DE KUHN ET TUCKER 

. A e s t  pseudo-convexe en X 

. G e s t  un cône convexe fer& contenant P t e l  que A ' 
I'(Xo) + P(G) s o i t  fer& 

alors une condition nécessaire e t  suffisante pour que toutes - 
l es  fonctions @ différentiables en ; c B e t  atteignant leur  

maximum sur  A en X vér i f ien t  l e s  conditions de Kuhn e t  Tucker 

zénéralisées 

e s t  que 

( ( f vErifie l'hypothèse H(G) sur A .  

LA COMDITIOM EST SUFFISbYTE 

cf .  théorème 8. 

LA CO!JD 1 T I OF1 EST NECESSP I RF 

, Sai t  H = {h E : h = A(X-X), ~ 2 0 ,  X E A I .  

A e s t  pseudo-convexe en X =- Vxe$,x-xc P 

VA39, A(X-X) P 

I I C P  
A '  4 e - c p  ..: 

Soit  F - m, où {Hl e s t  l e  plus p e t i t  cône convexe contenant . . 



' W a 3  (3)J + (OX)J 
asatpodLq zod anbsrnd 'v m s  ( 3 ) ~  a s ? q ~ o d Q , ~  arjp?A x aa - 

: 5 ua xayr,q aa uqnx ap suo~a?puor, xn= ~ u o p  a ~ t . 3 s ~ a t . s  

aa * x ua y m s  mnuqxuu uos aujaaae xa = (x)Q u o ~ a 3 u o ~  o? - 



Remarques 

Ce r é s u l t a t  généra l i se  l e s  conclusions de 14 1, en 

envisazeant un programme sous con t ra in tes  mixtes e t  l e s  

condit ions de Kuhn e t  Tucker général isées.  Il convient de 

reniarquer que 1 'hypothèse de  conve:irité du domaine A e s t  

r e q l a c é e  par une hypothèse de  pseudo-convexité en W. 

 hypothèse H(G), cornnie les hypothèses a, 6, y, ne  f a i t  

pas in te rven i r  explici tement l a  fonct ion à maximiser. Il 

s e  peut  qu'un domaine A s o i t  t e l  que X n e  v é r i f i e  pas 

d'hypothèse H(G), quel  que s o i t  G, rais que cependant 

c e r t a i n e s  fonctions d i £  f.5rentiables en # e t  a t t e ignan t  

l e u r  maximm sur A en n s a t i s f a s s e n t  en X aux condit ions 

de Kuhn e t  Tucker gén5ral isées.  Dzns le  chap i t re  III sera 

in t rodu i te  une hypothèse appelée "sup", dûe B Stoer 1341, 

qui  t iendra  c o q  t e  simultanément de l a  fonction à maximiser 

e t  du domaine A. 
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S i  . (1) auvo i s i nage  de X, x-XeK - x  e C 
6 . (2) 3; 6 K t e l  que, pour t ou t  j E E : 

g 

a - ou a e s t  localement convexe a u  voisinage de a 
j 

B - uu a (G + 5) a t t e i n t  son minimum sur  K en So=O 
j- E 
da 

y - ou O dx 

. (3) G est usi cône convexe fermé contenant P e t  t e l  que A 
r(I$,) + r ( C )  s o i t  fermé 

a lo r s  X v é r i f i e  l 'hypothèse H(G) sur A. L 
N.B. S i  toutes l e s  fonctions a j e Es v é r i f i e n t  2-a ou 2-0, on 5 ' 

prendra - 
5 = o. 

Déwns t r a  t ion : 

- Soient n € Ko, a > O e t  O 2 
0 

8 j 
, .d 

- 9 

5 "J$ 

-A, 

au voisinage de O = 0. 



a - S i  a e s t  localement convexe au voisinage de X : 
1 - 

da. - 
;=, a & 6 i 0  

et  au voisinage de O = 0 ,  

B - si c0 - O minimise a (X + 5) sur K : 
j g 

- 
[$(O)] P aj [$(O)l - aj(x) = 0' 

O a o  

- 
da. 

Donc au voisinage de 8 = O, 



- Dans les  trois cas, au voisinage de O = O , 

- 
;-3 aE [$(O)] 2 a, [$(O)l = aE(x) = O 

D'autre part 

donc au voisinage de O = 0, 

=> au voisinege de * O ,  Ob0 a CJI(O)] 3 O 

=> Ji(@) E A 

- 
n + a S =  JI(')-x e s t  un vecteur tangent à A en X : il suf f i t  O 

de choisir une suite  {OklkC au voisinage de O = 0, convergeant 

vers O : la  suite  {$($)} de points de A converge vers X, la  
- k € @ J  

1 
suite { - [$(Ok) - X] I k C M  converge vers q+az, donc 

Ok 

l i m  ri + a t  = ri € TA, puisque T e s t  f e d .  
ci* A 

TA PA) - ; i d f i e  lqhypothise *(O) sur A i  

(3) 



Applications 

- 
x s a t i s f a i s a n t  aux hypothèses (1) e t  ( 3 ) ,  lVhypoth5se (2) sera 

vé r i f i é e  en pa r t i cu l i e r  

s i  A e s t  pseudo-convexe en x e t  a un in té r ieur  non vide, e t  s i  - 
da. 

v j  f E, $ P o. 

vé r i f  30 a lo r s  l 'hypothèse 2-y. 

En e f f e t  : 

A é t an t  pseudo-convexe en G, A C  2 + P . 
3 1 

 après l e  théorème 5, P C Kg = > A & +  A K .  
8 

 a après l'hypothèse (3) ,  P C C 
A 

A ayant un i n t é r i eu r  non vide, il en e s t  de &me pour K qui  I= 
a donc &me dimension que l 'espace en t i e r .  

da 
S i  pour j € E 2. 5 . 0  VE, E K  dx E 

a lo r s  

- 
da 

e t  donc 1 = 9, ce qui  e s t  con t ra i re  à l'hypothèse. dx 

j da j 
Donc Vj € E, 3. 6 .  O. 

Kg dx 

- 
da. k 



, S i  chacune des con t ra in tes  ac t ives  e s t  

- s o i t  l i n é a i r e  

I e l l e  v é r i f i e  a l o r s  l'hypothèse 2-2 

- s o i t  convexe 

e l l e  v é r i f i e  alors l'hypothèse 2-a 

- - s o i t  pseudo-convexe su r  K en x e - 
- s o i t  quas i-convexe avec 

dx 

dans ces deux cas,  e l l e  v é r i f i e  a l o r s  l'hypothèse 2-B. 

En e f f e t  : Suppcsons qu' i ldagisse de l a  contra inte  d ' indice j ,  

d 'après l e  théorème 7, l e s  condit ions de Kuhn e t  Tucker sont  

a l o r s  su f f i s an t e s  pour que 5 = O naximise - a (X + 5) pour O j 
5 8 K . Ces conditions s 'écrivant  

g 

$ l s i k = j  
sont  vé r i f i é e s  s i  l'on prend 2 = 

O sinon 

- s o i t  concave, e t  hl é t a n t  l'ensemble des indices des  contra intes  

O - act ives  concaves, 3 x  c x + CT : â 



a vérifie alors l'hypothèse 2-y, 
E, 

J. 

En effet  : 

et il existe 5 : 

- 
dael - 

te l  que T. 5 > 0. 

- 
. S i G  =IRn e t  s i - e s t  de rang égal à I E ( .  dx 

a vérifie alors l'hypothèse 2-y. 
I7 

En effet  : 
da 

g - u . 0 .  so i t  u > o . a S  : - dx ' 

- 
5 appartient alors à K - Ibn G = K0n ai". 

G 



CHAPITRE III 

D U A L I T E  

Nous envisagerons dans ce chapitre l e s  relations 

existant entre deux programes mathEnatiques d i t s  

"en dualité", entre leurs solutions e t  entre leurs 

valeurs op tirnales, 



1 III $1. PIU>BLEF%S DUALÇ ET l!I?lIEW[ I 
Dans 134 1 , Stoer , puis  dans C24 1 , Fbngasar ian e t  Fons t e i n  

o n t  d é f i n i  deux programes duals  très eénéraux e t  un problème de  co l  

associé.  

e t  s o i e n t  

1 - S o i t  P l e  premier progranne (progr anne "pr iml")  : 

Sup In£ 
xsx usu 

OU encore, en posant ( P ) = {(x,u) : $(x,u) = In£ $(x,n)),  
rjcu 

sup {+(x,u) : (x,u) 6 ( P 1 1 ,  

S o i t  (%,8) une so lu t ion  d e  P : a l o r s  

2 - S o i t  P l e  second grograrme (programne "dual") : 

Inf Sup 
UEU xeY 

ou encore en poscnt ( D ) = {(x,u) : $(x,u) = Sup $(y,u)) 
YGX 

In£ {$(x,u) : (x,u) ( P )), 

S o i t  (x*, u=k) une so lu t ion  de iJ : a l o r s  
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8 .  --:g 

3 - So i t  P* l e  problène associé (problème "de col") : 

ou encore Q(;$) -: Sup $(x , i )  = In£ $(X,u). 
xîx ueu 

@ peut donc s ' é c r i r e  

a? (X,G) s ( P )  n ( v  1. 

Remr que 

Ces rroblème peuvent ne pas avoir  d e  so lu t ion  (si  l ' i n f  ou 

l e  sup n ' e s t  pas a t t e i n t  ou s i  ( P ), ( P ) ou ( P ) n ( P ) 

e s t  vide par  e x e q l e )  . 
- 11 y a équivalence e n t r e  l e  problèmc de col  F e t  les deux 

problèmes P e t  P , 

1 1 Ü e s t  so lu t ion  d e  P* 

- soit (x,u) ê ( P) 
$(x.u) s $(xs3,  

e t  (;,a) est so lu t ion  de P 



- S o i t  (x,u) e ( D ) 

-> Q(x,u) >, 

- -> $(x*u) 2 +(G,i) 
(G,u) e s t  so lu t ion  

u c u  

e t  (X,;) est so lu t ion  de P , 

(;,Ü) so lu t ion  de P => (x,;) s ( 0 )  

=> ( X , 3  E ( p l  11 ( D  

(z,';) s o l u t i o n  de P --=> (X,;) ê ( p )  

e t  (X,;) est so lu t ion  de P. 

Remr ques 

, Aucune hypothèse de con t inu i t é  n i  de concavitP n'a étG 

f a i t e  su r  JI , 

&I adoptera les convent ions suivan tes : 

I n f  h(x) = + a e t  S q  h(x) = - a  

xe @ xerb 

( 1  s i  ( p )  e t  ( O )  son t  non vides : 



(2) 

( P )  e t  ( V  ) é t an t  non vides 

e t  donc Su? {$(x,u) : (x,u) € ( P ) )  s In£  {$(x,u) : (x,u) e ( 1). 

Remarque 

S i  ( P) et /ou ( 0 )  e s t  vide, d'après l e s  conventions 

adop tées 

sup {+(x,u) : (x,u) E. a} = - 
In£ {$~(x,u) : (x,u) E @ }  = + a s 

e t  l a  r e l a t i o n  (2) e s t  encore vér i f i ée .  

- La s u i t e  du paragraphe reprend lPGtude de Stoer, Vangasarian e t  

Pons t e in ,  en u t i l i s a n t  toutefois ,  lorsque ce l a  e s t  ?oss ible ,  

(théorkmes 12 e t  13) des fonctions quasi-concaves (resp . 
quasi-convexes) e t  s ,c ,s  (resp.  s.c.i) au l i e u  de fonctions 

concaves (resp. convexes) e t  continues, grsce Z une générali-  

sa t ion  du théorèm du l l i n i a x  de  Kakutani 1191 e t  Von Neumann 

due à Sion 1321. 



alors 

- 

X e t  U sont deux sous-ensembles convexes 

[ R ~  e t  mIT. respectivement 

. JI e s t  

5 continue e t  concave en x 
( b k u  tani) 2 continue e t  convexe en u. 

jsc.s.et concave en x 
(Von Neumann) 

et convexe en u 

(Sion) 

Màx Min $(x,u) = Min Max $(x,u) , 
xeX ueU ueU xeX 

a(X,s) e x x u te i  que 

Démonstration : c f .  c321, 



n 
So i t  i1, : X x U -t R, 06 S e t  U sen t  des convexes fermés de ? 

n 
e t  R respectivement, 

SV(;) voisinage f e r d  de ;] 

i : vx cv(X) n x : +(G,U) 3 Min $(r,,u) 

3 F C U compact convexe 
u eF 

n 
Soi t  ii, : h x U -+ R, où X e t  'J sont  des convexes ferriés de R 

e t  [Rm respzctivei;ient. 

A Si  . iy e s t  continue e t  concave en x 

I I e t  s . c . ~ .  e t  quasi-convexe cn u 

I I . ~ ( X ~ U )  E X x U : = Inf {ii,(g,u) : u c U) (A 

a lors  une condit ien nécessaire e t  su f f i san te  sour que - 
(1) (X$) e s t  un col  pour $ sur  X x U 

- - 
e s t  que $ a i t  l a  propriétê su? en (x,u). - 
S i  . $ e s t  S.C.S. e t  quasi-concave en x 

e t  continue e t  ccnvexe en u . 3(Z,G) E x x u : +(X,U) = sup {iy(x,G) : x E' XI (BI 

a l o r s  une condition nécessaire e t  su f f i san te  pour que 

(1) (X,G) e s t  un coi  pcur sur  x x u 
3% €2 1: : 

( 2 )  $(%si) = $(G,i) 1 e s t  que $ a i t  l a  propriétE in f  en (X,Ü) 
Réf : C34 3 .  



B. L4 C'WW Tl2:4 FST !!!&CESSAI RE 

So i t  (X,Ü) un col p u r  $ sur :C x U, vcrif iant  ( 2 ) .  

O - 
Soient E = 1x1 e t  ~ ( 3 )  un voisinage femP que1conc.u~ de u, 

- - 
e t  $ a l a  propri6tG "inf" en (x,u) , 

B(x,u) F. E x ( ~ ( u )  f i  U), $(X,u) 2 $ ( % , O u )  2 +(x,E) 
O 0 e t  $(x,u) = Fin Max $(x,u) 

u e ~ ( 3 )  f\ U x t E 

- -  \ PropriGtE inf  en (x,u) ,j 



( 6 )  1 1 
=> $&,';) ,< $(X,u) 

1 
u € v(3) 

O 1 O 
31 convexe en u => $(x,u) s u$(x,u) + (1-ri) iC, 

A. La dénons t ra t ion  e s t  analogue. 

Soient P e t  ?? l e s  prograrmes p r i m l  e t  Gual définis au fébut 

de ce chanitre,  ( P ) e t  ( D ) l 'ense&le de leurs  solutions 

réalisables.  On sqpose  que X e t  U sont deux convexes fermzs 

de !Rn e t  R" respectivement. 

A "  S i  $J e s t  continue e t  concave en x 

I I et  s .c . i e t  quas i-convexe en u 

a lors  une conditicn ngcessaire e t  suff isante  Tour Yue (z,;) 
s o i t  solution de P e s t  que 

II a F U t e l  que (X,%) s o i t  solution de P e t  de D , 

I I si e t  seulenent s i  $J a l a  propriétc sup en (X,Ü). 

4- S i  $ e s t  s.c.s e t  quasi-concave cn x, 

l l e t  continue e t  convexe en u, 

a lors  une c d i t i o n  nécessaire e t  suf£isante pour que (X,;) 
s o i t  solution de P e s t  que 

3% C X t e l  que (P,;) s o i t  solution de P e t  de P , 
s i  e t  seulement s i  iC, 3 l a  propriEtE inf en (#,;). 

R é f  : c34 1 e t  [24 1 .  



- - 
A .  (X,;) e s t  s o l u t i o n d e  *-=--> Jl(x,u) = Inf  {Jl(x,u) : u c ? J )  

(*(X,U) = $(XI;) 

i 
(1  

O Théorème 12-A - >  3 u c U : 

(;,Ou) est un c o l  pour Ji su r  XxU (2) 

s i  e t  seulement s i  $J a l a  propr ié t f  su? en (X,:), 

} -> (X,:) e s t  so lu t ion  <le P et <le D . -. 

B. La démns t ra t ion ,  analogue à c e l l e  de A, u t i l i s e  l a  p a r t i e  B 

du rhÉorème 12. 

Il e s t  des  cas p a r t i c u l i e r s  où on peut nontrer  que Ji 
v c r i f i e  s o i t  l a  pro-r i6t6 sup, s o i t  l a  propri5tG in f .  

On suppose J, convexe en u, concave en x, e t  continue,  

"I S i  . (X,;) e s t  so lu t ion  de P , 
, $(;,CI) est s t r ic tement  convexe dans un voisinage d.e G 

a l o r s  (;f,;) est  s o l u t i o n  de 9 . 
B. S i  . ( a , Ü >  est so lu t ion  de D , 1 

I I - - . Ji(x,u) e s t  s t r i c t e r e n t  concave dans un vo i s ina je  d e  x 

II a l o r s  (X,Ù) e s t  s o l u t i o n  de P . 



3 e La fonction +(x,u) a l a  ~ r o p r i é t s  in f  en (X,Ü), 
- 

S o i t  E > 0, e t  s o i t  A = {X irl X : $(x,u) 3 JI(;,<) - €1. 
- 
x ,c 8. 

a e s t  convexe e t  feroc. 
----mm- 

. Sqqosons que fi. ne s o i t  pas borné, 

VU. > O, ZX, : 1 Ixil I=I. e t  H + o 
1 i X i i : "  - 

A convexe -> Vp c 1 0 , o ~ I ,  x + pxi c A . 
S i  ui tend vers  l ' i n f i n i ,  0 = x i  : IIxill  = 1, % +  w x c A  1 

i i 

e s t  un ensemble i n f i n i  contenu dans l e  compact S = {x : 11x1 1 = 11,  

il contient  donc un r o i n t  d qnccumulation, s o i t  x;?. 

- 
Alors Qp 2 O, x + PX$: i A ,  x;? é t a n t  un point  rlDaccumulation 

de  e t  $ S t a n t  continue, 

- 
+(x,u) é t a n t  s t r i c t e n e n t  cor,cave au voisinage de  X : 
- 

VP > O,  $IE + ~ * , a  < +(X,S), 

- - - 
Rpyelons d la  di f férence  +(X,Ü) - +(X + px;k,u), a l o r s  

- - - 
S o i t  p > p ,  a l o r s  x + PX* = 2 (X + ~ ~ f : )  + (1 - 2) ,, ).lors - P - P 

P - 
+(# + Px$: ,u) - z - + ( X  + PX;~,U) + (1 - P) $(X, ) puisque $J 

P P 

est concave en x.0z-1 en dédui t  que 



p pouvant ê t r e  c h o i s i  arbitrairement grand. 

e t  X + pxf: $ A , con t r a i r emn t  à lqhypothi(-se f a i t e .  

Par cons.??uent, A e s t  borne. ----- 

So i t  v(G) un voisinage de G t e l  que 

Un t e l  voisinarr,~ ex i s te ,  car J, e s t  continue, e t  donc 

unifom6ment continue sur A x ( B  n 'J), où 3 e s t  un compact 

quelconque contenant Ü . 
J,(x,u) Etant  continue 

A; + (1-A) x* c A .  
VX+: ~i X ,  d a ,  ax E 10 , i l  : - 

$CA: + (1-A)@, ul = +(;,:) - E i 
Soi t  u t v(:) 17 U : 

E , )  > ü - 1 

E $[AG + (1-A) , GI + T 

($  concave en x) 

donc 

$(X,u) 3 $(x*,u), Vx* sX, x* $ /\ . 

- T4ax Ji(x,u) = Su? Ji(x,u), Qu S v(;) U. 

Ji continue en x xr;A xelt 



étant solution d e  '0 : 

et + a la nronriCté inf en (X,;). 

(X,;) e s t  solution cle P e t  de 3. 

. G E X :  

$(x,Ü) étant strictenent concave au voisinage cle 2, 

P.E.D. 

La dsmns tration e s t  analooue. 
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1 III 52. DUA,LITE EN PROGPA).9fhTIOii IiI1T.iE!r4TIqUE: I 
- Soient 4 : Fin + F, 

Posons +(x,u) = +(x) + ua(x) e t  TJ = {u L_ (TF)* : LI 3 9). 

Soi t  i ( x )  = In£ C+(x,u) : u 6 V I  

+(x) s i  a(x) 3 0 

= fnf { ~ ( x )  + ua(x) : u a 0) = 

- sinon 

P s l E c r i t  a lo r s  

r )  : Sur) {@(x) : a(x) 3 01 ou Su? {+(x) : x 6; C ,  a(x) 3 0 ) .  
x EC 

~enar -ues  : , S i  {x E. c : a(x) 3 O 1  = 8 ,  
d ' aprks l e s  conventicns antgr ieures , 
l e  s@p vaudra - m. 

, Nocs retrouvons Tour 2 l e  proZramme 

6 tudG lu c h q i t r e  II, 

- Le dual O de  P s ' 6 c r i t  

D : Inf Su? f $(x) + ua(x) 1 ,  
uaO xeC 

??enarque : En programation rathémitique, les 

solutions acceptables correspondent 

à des i n £  ou sup f i n i s ,  a t t e i n t s  2 

d i s  tance f i n i e ,  On remlacera  Yar la  

l s u i t e  in f  par pin e t  su? par clax. 



S i  (1) 3 e t  C#I son t  d i f fé ren t iab les  su r  C 

(2) C e s t  -seudo-convexe 

(3)  $(XI + ua(x) e s t  pseudo-concave sur C ,  Bu 3 O 

alors, d'après l e  thFor5ne 4 : 

S(U) = Sui> I+(X,U) : X Cl 

ci9 da = ~ ( x )  + ua(x) s i  e t  seulement s i  - (3 + u (x) 5 r [ ~ ( x ) l  
dx 

P (x) d f s i r nan t  l e  3seudo-cÔne tangent à C en x. c 

D s ' é c r i t  a l o r s  : 

Ci O da D' : Inf  {$(x) + ua(x) : (x) + u - (x) c r f ? c ( ~ ) l }  dx 
u 30 

ou encore, en supposant l D i n f  f i n i  e t  a t t e i n t  à dis tance  f i n i e  : 

n n 
Xemarque : si c = R eu + , 

on retrouve l e  problEc~e dual ( E f i n i  

antér ieurergnt  dans r161 ou 1331 

- Bous ferons par l a  s u i t e  l ' h p o t h è s e  que C e s t  convexe e t  ferm5. 

- t?ous pouvons apqlinuer aux problèmes P e t  D l e s  théorènes 13 

e t  14. 



T S i  Q, e t  3 s@nt  continues e t  concaves, 

une condi t ion  nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour cue s o i t  so lu t ion  

de P e s t  que 

s i  e t  seulement s i  C(x)+ua (x) a l a  propriétt ' .  su* en (X,u*), 

où u* est  non néga t i f  e t  v z r i f i e  

,y:ra(X) = 0, 

S i  qi e t  a sont: semi-continues infér iemremnt  e t  quasi-concaves, 

une condi t ion  nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour nue (2 , ; )  s o i t  

so lu t ion  de  D e s t  que 

I 
O 

(1) x est  so lu t ion  d e  P 

Y 2 c C :  ( 2 )  (X,;) est so lu t ion  de D - 
', ( 3 )  ma(%) = Ga(:) = O. 

V s i  e t  seulement s i  +(x) + ua(x) a 1 , ~  nropriGtE in£  en (X,;). 

Il s u f f i t  d ' a p ~ l i q u e r  l e  thcorCrne 13, 

S o i t  P : Elax {+(x) : a (x )  5 91 
,- 



s o i t  encore 

; = [s]  e s t  solution de  P .  

Ecrivons l e  dual D de P : 

1 2 2  Pin - x2 - u (xl) + u "2 

S i  x fa i t  partie d'une solution (;,LI) de D, 

1 2  avec u = lu u 1 2 O, 

2 1 = 1 h x { c 2 ( u  - 1 ) )  c a r u  30. 
[$IR 



6 étant de  signe quelconque, il faut flue u 2 - l = 0 .  
2 

2 
Si (X,u) e s t  solution de D, on a donc u = 1.  

Prenons pour voisinage v(;) l a  boule T)(O,E), avec E > 0, 
1 2 

e t  pour compact F l'ensemble Iu;k : u* = O, u* = 11. 

Alors $(xsu) = +(x) + ua(x) a l a  propriéth sup en (;,LI*) : 

En effet  

Exeqle 2. 
u-- CI- 

S o i t  L : Efax (+(x) : a(x) 2 01 

s o i t  encore 

= [ 1 e s t  salution de P. 



Ecrivons l e  dual D de P : 

1 3 
OU Min xl - x2 - u (xl12 + u- x2 

u 3 0  

Pour que X fasse pa r t i e  d'une solution (;,II) Te 9, il faudrai t  que 

= f iax 2 1 
(51 + c2(u - 1)) c a r  u 2 n. 

66: E 2 

C e  max e s t  non nul, puisque, pouvant tendre vers +-, l e  m x  

vaut + *. 
Vérifions a l o r s  qu' i l  n 'existe n i  voisinage fer& de X n i  

c o q a c t  convexe F t e l s  que 

En e f f e t ,  x e t  x pouvant var ie r  indépendsrnent l'un de l ' au t re  1 2 
dans ~ ( 5 )  avec des sfynes -uelconques, il faudrait  avoir  sinul-  

tanémin t 

e t  c 3 r  v(;) est  un voisinage de &O. 
2 

1 -  Min fx2(u - 1 )  s O j  
x e  V(x) usF 



2 
La seconde re la t ion  n 'es t  vér i f iEe que s i  u  = 1. 

Dans l a  première : 

- Le théorène s t r i c t  de dua l i t é  ne peut s'appliauer que dans 

sa p a r t i e  3, nais nous pouvons u t i l i s e r  l e s  r6su l ta t s  du 

chapi t re  II e t  obtenir  une forne pa r t i cu l i z r e  du th6orCme 

15-11 : 

S i  . @ e t  a sont concaves e t  diffErentiables en X, 
e s t  solution d e  9 ,  

C e s t  pseudo-convexe en #, . X v é r i f i e  l'hypothèse N sur C fi {x : a(x) g Q I ,  
a l o r s  I ( )  e s t  io lu t ion  de D 

1; 

: [ & (  - 
Si . 4 e t  s sont concaves, . (X,;) e s t  solut ion d e  D, 

$ ( x )  * G(x) est s t r i c  tensnt concave dans un voisinage 

de X 

a lo r s  f 2 est solut ion de P 



A.  ? l u t ê t  que de m n t r e r  que $(x) + ua(x) vé l i f  i e  a lo r s  l a  

propriete sut, en un cer ta in  point  (x,u*), il e s t  plus 

rapide d ' u t i l i s e r  l e s  resu l ta t s  du théorene 8 : 

(X,Ü) e s t  solut ion rcs l i sab le  de D, d'après le théorsre 4-23, 

e t  V(x,u) E (P) : $(x) + ua(x) 3 +(:) + ua(2) 

puisque u 2 O e t  a(;) 3 0, 

e t  +(XI + W(X) +(XI + L(Z) 

puisque ia(X) = O. 

Donc (x,;) e s t  solut ion d e  D. 

B. cees t une application d i rec te  du théorkme 14-3. 
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ASYMPTOTIC OPTlMALlTY CONDITIONS 
and 

CONSTRAINT QUALIFICATIONS 

Monique GUIGNARD 



A B S T R A C T  

The purpose o f  t h i s  paper i s  t o  combine the  two not ions  o f  

doubly asymptot ic Kuhn-Tucker cond i t ions  f o r  mathemati ca l  programming 

p r o b l e m i n  Banach spaces, as s ta ted  i n  C51 , and o f  c o n s t r a i n t  q u a l i -  

f i c a t i o n s  i n v o l v i n g  a  weak cone o f  tangents, as in t roduced i n  Cl]. 



I DEFINITIONS 

Let :: be a Banach space, AC-. X, A # 8 ,  x 6 A. y 6 X is a vector tangent 

to A at 2 if there exist a sequence lxn}, x F A, converging to 2, and a -- n 
sequence of positive numbers h n ,  suc11 that tlie sequence i hn (xn-x) 1 converges 

y 8 X is a vector weakly- 
tangent to A at 2 if there exist a sequence {x 1, x € A, converging to X, n n 
and a sequence of posi.tive numbers A suc11 that tlie sequence i hn (xn-?) l n 
converges weakly to y. 

T(A,X), the set of al1 

vectors tangent :O A at X, is called the cone tangent to A at x, and P(A,X), 
the closure of its convex hull, is the cone pseudo-tangent to A at x. 

T.;(A,~), the set of al1 

vectors weakly tangent to A at x, is the weak cone of tangents to A at 2, and 
P*(A,X) is the closure of its convex hull. 

fi X. i c ,  .!eakly pseudo-convex at x E A if A C ;+P' (A,;). 

T(A,X) is a closed cone. 

Let X;' be the topological dual of X.' X+; is given the uniform topology. 

II FIRST OPTIMALITY CONDITION 

Let X be a rcal Banach space, A a non-empty subset in X, 2 6 A and Q (x) 
a real-valued function of x € X, F r . X ~ t t t  différentiable at ?. Consider the 
problem Max I d  (x) : x 6 Al. 

Theorem 1 
1 -  

1 -  A necessary condition for x to maximize 4 over A is that 
v~(X) E P.: - (A,;) . 

1 2- It is also sufficient if 4 is pseudo-concave over A at ; and if A is 
L weakly pseudo-convex at 2. 

1-  cf [ I I .  

2- Let x E A. Since A is weakly pseudo-convex at x, we ha.ve x-2 E P;~A,X) 
and .of (X) , x-2, s O. But since 4 is pseudo-concave over A at 2, this yields 

@ (x) -+ (2) s 0, and x maximizes 4 over A. This completes the proof. 



III h I A m T I C A L  PROGWING PROBLEMS 

Let Y be another real Banach space and a : X + Y a map. 

Let B and C be non-empty subsets in Y and X respectively and assume that 

A rx € C : a(x) E BI is not void. We may rewrite the problem 

M a x  I$ (x) : a(x) € B, x € Cl. 

Suppose that a(x) is Fréchet-differentiable at x € A. 

It can easily be shown that Ki.K;'ï. 

Let H = Ch E XiC : h = u.va(%) , u € P-CB,~(:)I ) 

and Hi"= (h € F" : h = u.va(X), u C Pk-[B,a(X)l l .  

1 can be shown that H;k -, H. 

H and W are convex, not necessarily closed, c0nes.R and @:, respectively, 

will stand for their closures in X;k. 

Theorem 2 (asymptotic Kuhn-Tucker conditions) 
I 

1 - If G is a closed convex cone in X sucli t-.at Gr iTt G = P~A,;), a necessary 

condition for X to maximi ;e 4 over A is that 
i .  there exist a sequence Iu 'J 1 in PC-IR,~(;) 1 

and a sequence igl! in G- 

l 
1 such that va(:) = 1im llim ui'j a )  + gil. 
1 i + m  j-t- 

2- If G is a closed convex cone in X such that A R. ?+G, if a is continuous in 

a neighbourhood of x, if A or A is weakly pseudo-convex at X, if + is either 
pseudo-concave over A at 2, or quasi-concave and c~ntinv?~s with v+(;) # O, 
if there exist a sequence { ~ ~ ~ j  i in Wt[B ,a(%) 1 and a sequence i gi} in G' 

i such that ~ v $ ( X )  + lim [lim u-'J va(:)+ g 1, p. a O V p B P*(A,%), 
i- j+m 

I 

1 - then 2 maximizes $ over A. 



1 - It follows from theorem 1 that V$ (X) € P>~-(A,:) . Since P$:(A,X) = K;k n G, 
- --W.- - - - 

we have P;-(A,X) = Kïk + G-. It cal be shown (cf. Cl]) that: 1i7; = 1-1;t . 
Theref ore 

2- a) 12 A is weakly pseudo-convex at X, x-x E P(A ,x) for al1 x E A c a .. If A 
i s weakly pseudo-convex at X ,  x-X C P;~A,X) C P~(A ,x) for al1 x 6 A. 

b) In both cases, va(:). y 6 T(B,~(:)) for al1 y E T*(A,~) : if y 8 T.~(A,;), 

there exist a sequence Cx j in A, converging to x, and a sequence of positive k 
mbers ihk> such that the sequence hk(xk-2) converges to y weakly. Then there 

existsa sequence i a (xk) 1 in B converging to a(;) 9 being continuous in a neigh- 

bourhood of x, such that the sequence t [a (xk) - a (x) 1 ! converges to sa (2) . y ,  

for 

O ( /  lxk-;, 1 )  
where tends to O and nk 1 xk-2 1 ; is bounded when k goes to inf i- 

l lx,-X 1 . 

By continuity and convexity, va(;) .y 6 PCB,~(;)I c- P[B,~(;)J for al1 
- 

y C Pïk[n ,XI , and in particular for al1 y-x-;, x E A. 

+ 
r)  tii'j C Pt [~,a(X')l and va(;) .(x-2) F P"[R,~(~)I yield <ui9jva(%) ,x-X> 30, 

which implies 

i j i - Then lim [lim cV@(X) + u va(;) + g , x-x>l= 
i-fm j+x, 

i j i - 
..r;$ (XI + lim llim u va(;) + g 1 , x-x> CO, 

i +X j->no 

- - 
and *;vq (x) , x-x, : O. This is silfficient for X to maximize 4 over A, given 

the hypotlieses about 4. (cf. 121) . 
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Contraintes additionnelles en 

variables b ivalentes  

Mars 1970 



On propose uiiu mdttiriila de r&ductiori du darnoitio dos c o n t r a i n t e s  

dms le ces do variablos b i v a l e n t e s ,  On g6nBro dus c o n t r a i n t o s  "addition- 

nolles" q u i  durivunt des contraintes initiales et dont l'tryperplen s6para- 

tour c o n t i e n t  au moins un point b ivalent .  



Théorhmc do Farkas j:enéralisci, 

n r 1 Soit a : i< -+ H" , concavr? , i: = {  x q %  : a ( x J  d O}. ECK, 
f I H"+ R , conv<?xe, 

Un supposa quo ~ a t j ; )  u x i s t a  et que [~aî;) ] i L Q, 

A - I< lot  ( v ~ ~ x I ) ( > I J .  
Uno condition necessaire pour qua 

U C X )  6 tl 

x t 2" 

n @ A > O==@ { ValiX),. .., va,,(%)) formu une basn do (R 1 . 
Donc 31 u a ( i i n i '  r vf(X3 = u 9alX1, 

OU encore u v f t ~ ) .  [ q a t ~ ]  ] - 2  . 

@ Posons B = Va(%) . Soit q 1% dr;numinatuur commun des 6lÉmnts de O, lit soit 

C la matrice (nxn1 tellu qua 

C fitant à cooîficiecitst.ntiers, i l  existe une matrice i) 

coefficierits cntiers toile quo 

C -l 1 
1 

#Da 
det (C 1 

Supposons quo 

Soit  : 

u ) O .  par <ixcmp~e u4< 0 6  



- O 
Soit alors x - x + y 

- O n x c K * ) ,  x = Z + y G  2 ,  
te L" 

- û t x )  - a(;) & Va('i1 , ( x - ; l  car a e s t  concave, - 
4 u I x  - XI 

4 O 

4 i:-ll 
d O 

donc d x l  a(;] 6 O. 

f I x )  - f t ; )  3 yf(X) . l x 4 1  car f u s t  convcxa . 

Ur xe K ll) f (XI Q f [ c l  , S 1  y a dnrlc contradict Tnn et; 13. faut quo u ) 0 ,  

Conscquenco - 
3 Si a(x1 es t  Iintiairu : < i ( x )  = ;Jx-b . avec Gi C O, Via 3 

Si f ( x l  o s t  l inuairo  a f ( x )  = f a x ,  

f = l J * t l r  

(cf CI] puur le cas lfndeira? 



.- 
S i  (Q 

est concave, et rion p l u s  convoxe, le r6s i~ l tat  pnut malhouraur;cmnt 

On minimise  i a  distancc 4 1'orii;irie SUI' lil c6nc dc! sommt A dt i f in i  par les  

contraintes O ct  0 L'c;;timurn (sn con~inu), o s t  A, ltoptimun an c n t i ~ r s  
.3 

set  U. Le &radiant on A est Parti: par AU, l e  ;;radient en t3 est pore& par 
3 
XI mois n'aplinrtient pas au ctne convcxa on,endrc par- 3 ut 3, donc 1 



Contrairi t o s  adtlitionritrl lus. 

dx 5 tJ 

1 où U est  unc matrice r c d u l i L = r ~  [nxn l .  ûn d i t  rluo wx s tl aù w e Z *  Vi, 

ctt où d e 2 ,  u s t  unc c o n t r d i n t c  drlditionrlellc dssoci6o 

D'après ce q u i  prticèclu, wx 6 d o s t  urie con t r a i r t t e  a d d i t i o n n e l l e  

si 3u 2, u : W ' U' it. 

i 
Comma w E. Z , a t  q u ' i l  existe una.matricab il è coefficients 

l ontiurs te l le  que 
1 - h LI, oh h = 1 d c t  ( U l l .  

t  on; il oxiste t C 2". t >, 0 ,  t e l  que w = - A Iil. 



b 1 U8itpr&s [l] uiie contrdint -o  a d d i t i o n n e l  l t ?  

3~ €iin : 3~ S b  & w x p d a  

wx j, ci est s t r ic te  s i  

Une c o n d i t i o n  n c c e s s o i r t ~ s u f f i ç ~ n t o  pour qu'une c o n t r a i i i t o  a d r l i t i o n n s l l ~  soit strictr! 

est QUO w g 3 b  > d o  

3 {X : UX 6 b )  e s t  l o  t r a n s l a t b  d'un canu passant p a r  l S o r i ~ i n o ,  t r a n s l a t i o n  do 
-1 

voctour B - ~ U  8 

U x r U x S b ,  )y : O y S n  

A l o r s  wx = w z  + Wy 

p u i s r ~ u e  wx 4 d est une c o r i t r a i n t e  adrfit i u n n c l l o ,  

donc 

P a r  hypotiibso l a  c o n t r a i n t e  e s t  s t r i c t c r  donc 

3 x : i3x 5 b e t  wx > d a  C e c i  impl ique  

d < wx 6 wX -9 w; = WU' b > d. 

Une c o n d i t  i o n  ni icessa i redsuf  f i ç a n  te pour  qu' une c o n t  r s i n t c  a d d i t  i o n n a l l u  soit st;rf c t c  

e s t  doric que 

a S i  u b ~ 2 r  d  US- 1 

. Si u b 6 1 ,  d + F b 3 0  

t n  o f f o t ,  ~ $ 1  b = = U ~ I  d o i t  être > d. 

P r o b l & m  1 : on charche a g6nerer unu c a n t r a i n t e  a d d i t i a n n o l l o  de  l a  forme 

wx 5 d assoc i t i e  aux cor i t r a in tc r ;  

D ' a p r è s  le  th&arkmc? dc Farkas ( ~ c n é r a l i s 6  par  F r C h ~ l l .  

S i  y uSt unc s o l u t i o n  non b i v a l e n t e  de Saçe r o l a t i v ~ c u n t  aux c o n t r n i n t c s  



avuc y = 

yu- 

Si Wx $ d est urlo c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  stricte a~socit ju au 

l 
f x  4 

K r  x + &  O d 

x,- ,, O 
alors 3t I,  U, Y 6 zn , te l  que 

t w *  a u 

comma ? G z", 5 1  faut que t 7, u s a i t  taï que t~ U(A) . 
Co- ) d e t ( U ) (  =di \ f i ( ,  i l  s u f f i t  do ~ G S D I J ~ F D  le s y s t & ~  

Alors 

tu 
P ---. 

i i3+ l;t3-) 
w -  l ( t  t 

If il k il 



Pro.ùl&mu 2 : on çherctie 21 dutumincr d de t c l lo  s o r t e  que l a  contrainte 

~ r l i l i t l o n r i e l l o  passa prir un p o i n t  b iva l en t .  S o i t  X CH p o i n t .  

Pour quu l a  c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  soit str icta .  il faut et il s u f f i t  que 

i si t yie H, il faudra quo c l  L wy - 1. 
i Si t yi 4 il. i l  faudra quo d S Cwy 3 

or dans tous le5 cas, le p o i n t  7' : 

qui appor t io r~ t  au cane K. c a r  
f + ps 

-t i 
x = O si f > O . 1 sinon i 

do i t  verif iar WX'O d. :Jr 



Il faudrd donc quo 

i i 
Si oc> choisit t = 1,ce q u i  est toujours liorisiblo, on n'a pas t ypiU, car OCy i (1. 

Les saulç  cas p u s s i b l e s  sont donc [31 c t  (41.  ut alors  il faut que 

Le saule vtili:ur possililt: dn d c s t  alors C w y j  , q i i s l  nus soit le 
f 

signe du f . 



car, s i  d = dot  

dont I s na t rica 

i il+ 
W W 

U U urt unimodulaire 

O O -U 

S'il o x i s t a  j tol quc tJ = 1,  s o i t  par U X P W ~ ~ H  JL Il+, 1~ cane 

a Bgalomcnt un sonmt entier, car la matrice 

est unimodulaire : si (Q = 1 dut (F  1 / , 



Remarque 2 : 

si j id' , 4 4  3 u t  ( t ' i d  ) i i l  

wJ = U , C ~ D I I C  Ji1 c ~ n t r < ~ i n t c  adLiitiann01ll:l  nc f a i t  g:ao i n t a r v o n i r  fa  variùblc x 
3 ' 

Rernarquc 3 : 

Un peut e n v i s a g e r  d ' i t c r o r  le processus b p a r t i r  de la contrainte sddit iannelle  

a f i n  d'obtanir une contrainto p a s s a n t  par l u  p l u s  grand nmbm posnihlo do 

p o i n t s  b i ~ i t l c r i t s ~  Tiint rlua 1'011 p i ? ~ t  o t ) tc ;~ i r  des  s o l u t i o n s  de Liese non bivolentnr ; ,  

on peut repGtor l ' opcra t ion .  S i  l ' u n  o b t i e n t  une i t k r a t i o n  donnUo une c o n t r a i n t n  

wx 6 d 
+ 

evac wJ = - 1, Y j .  t o u t e  n o l u t i u n  de bnsi' 5 coa( losantcs  comprises e n t r e  O et i 

sera 811 f a i t  b i v c t l c r ~ t e ,  donc il  n'y  aurd p l u s  d'arnC1ioration possible, 
. 

Si un ct ioisi t  cor;inri! s o l u t i a n  do bsso [ion bivitlentc? 

l a  r é so lu t ion  du t;rj = O [inod \fi\ 1 curiduit 3 

1 
S i o n  choisit t = 1. et U $ t J  < I f i l  , , o n o b t i e n t  

t z [ l  2 11 
et w " = . ! - i  11 

d 3 , 4 ] =  ui  

La c o n t r a i i l t e  ddd i t io r i r i e l lo  cor r r j spondont t .  s 'écri t  donc 



et l'hypurplcin i;&nératour passe par l u  po int  bivalsr i t  

2 = [il* 
'4J 

{x : f x  . 4 )  0 x : x ~ ) n  (X : wx d l  est un point  n n t i e r ,  

O 

S i  l 'on c h o i s i t  comme s a l u t i o n  da bd58 non b i v a l e n t e  

l e  systkme da conlrairttct; corroçpori<fant ost 

~a c o n t r a i n t e  a d d i t i o n ~ i e l l e  correspondartte ç'bcrit  donc 

x1 - 2 x Z  + 2x3 5 O 

S i  on i t b r u  l a  procossus ,  a p a r t i r  de l a  s o l u t i o n  de base non b i v a l o n t ~  
4 

d ' o ù  t a  [1 1 O ]  e t  



x1 - x2 + x3 ' t l  dorit 1 ' t i y w r p l ' ~ n  ;;crii:ratcur passe par les points 

~ ~ ~ ~ l ~ n t s  11 . . . c c t t ~  I U U V Q ~ ~ ~  contra inte  n'i~tr~duit 
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LOU de la h é s o M o n  d'un p g m m e  h é d i n e  en ~&LU 

e W  ou b i v m  pan une mLthode d'ih-on hp&i& ou de 
sEpcuration CA évaluation p m g ~ s i v e ,  L1e&(icaa&2 deû &.t& W é b  

u p h e  au m o h ~  plzhtieeeement 4 ~ r  la connaiddance d'une "bonnett 

oobt ion @alhab&. 18 panairt donc oouhaitabte d e  c ü ~ p o d e n .  de mcsRho- 

des, peu coiiteuôed en itemp.4 de c d d ,  subcepX2bLes de 60- une  oh- 

a o n  @&ab& d'un byoZZme d l h é g M  h é a d w ô  en varuablu evttiérres 
ou bLv&nt;es avec une p/~obabxRité non nég.Ugeab& de duc&, Cet d- 

& p&e& p L u . 6 ~ ~ ~ 6  méthodes de ce genne, aul4i que de.6 nébuRta;tb 

n-w q u i  pumctteutt de d e  &L&Q une Ld6e de &UA e6&wi.tit. 
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On considère l e  p r o g r m e  l inéa i re  

M i n  cx = z 
k , c b  

X e  C 

x (5 zn 

S i  C = ix  r R~ : x a O }  , l e  programme l inea i r e  e s t  en 

variables ent ières ,  s i  C = {xr l~~ : O ( x j  1, j = 1,. .. , n} 

le  programme l inea i re  e s t  en variables bivalentes. 

On cherdie un x c C f l  vér i f ian t  l e  système d t  inégalités 

l inéa i res  à c,oe£flcients quePconques 

S i  L'an dispose & j B  d'une solution real isable  3, l e s  mCiithodcs 

propsees peuvent cgalemnt ê t re  utilisecs en vue dvohtenir  une solution 

rreillexnre par l a  ~résolutiori du syst&mc 



7 1  - SYSTEMES L I N E A i R E S  EN VARIABLES BIVALENTES 2 

II  - Systèmes linéaires en variables bivalentes 

9 - Methade du nambm ch~~omatique. 

On considère un système dl inegalités linéaires 

assez particulier. La ligne i de l a  matrice A, i = l,.. , m, 

es t  t e l le  que 

= O. D'autre part, l a  composante e t  V h f j ( i ) ,  h # k(i) : Ai 

correspondante du second mnibre es t  te l le  que 

si A J ( ~ )  = + 1 e t  
1 

( 1  = + 1, alors bi = 1, 

si A;(~) = + 1 e t  ' ( 1  = - 1, alors bi = O, 

si = - 1 e t  AkG) - - - 1, alors bi = - 1, 
1. 

+ A où x - Max CO, XI . 
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Autrement d i t ,  l a  iè- inégalité, i = 1 . , est  de l 'un 

des t ro i s  types suivants uniquelrient : 

(3  - x j ( i )  - %(i)  s - 1 ,  

Cllacune de ces t ro i s  inegalités exclut - une combinaison de valeurs 

pour x j ( i )  et Xk(i) ' 
(1) interdit  d'avoir simultanément x 

j ( i l  
= 1 e t  %(i) = 1, 

(2) interdit  d'avoir si.mul8ariélrient x 
j ( i l  

= 1  e t  x k(i) = O p  

(3) interdit  d' avoir simultanénient 
Xj  ( i l  

= O e t  xkci) = O. 

on associe au problème un graphe (X,U) dont 1 'ensemble x des 

somets es t  1 'ensemble 

e t  mn t  llensen&le U des arcs es t  l'ensemble des inccanpatibilités 

eviiientes entre (x = O) e t  (x = 1) a u p n t é  de 1 'ensemble des incom- 
J j 

pa t ib i l i tés  entre (xj = O o u l )  e t  (x 
k (il  = O ou 1) fournies par 

le s y s t & ~ ~  dt  inegalites linéaires, m arc entre deux sommets traduisant 
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i e  nombre diromatique d'un graphe e s t  l e  nombre minimum de couleurs 

nécessaires pour colorer tous l es  sommets de t e l l e  sorte que deux soirmets 

rel ies par un arc aient des couleurs différentes. 

Chaque groupe de couleurs comporte au plus n sommets, chaque sonnnet 

(xj = O) étant re l i e  par un arc au somet (xj = 1). Si l e  nombre chro- 

matique e s t  égal à deux, cliaque groupe comporte alors exactement n som- 

mets , ce qui s ignif ie que l'on a deux combinaisons compatibles de valeurs 

1 2 
pour x l , , . . ,  x qui correspondent à deux vecteurs x e t  x ccop>l&- n ' 

mentaires : 

Theoreme 2 

S i  Le nomLu ch~~orna t ique  du ghapC~e a6hoc.Z au b y ~ i è m e  t ~ i  aupih..&wr à 

deux et a i  un gnuupc! de wlLeeuh~ compo&t~ n h o m e f i ,  ce gt~oupe ~ o w &  
une ho&on du bybXi3w. 



Le groupe comportant n sommets peut contenir au plus un sommet 

correspondant à diaque xj , j = 1 . , n il comporte donc une fo is  

e t u n e  seule un sommet de l a  forme x = O OLL 1, j = 1 n. La 
j 

corhinaison correspondante étant  c o q a t i b l e  fournit  m e  solution du 

système. S i  l e  n o h r e  diromatique e s t  supérieur h. deux, l e  vecteur 

c.omplementaire n l e s t  pas solution du systcme. 

MEdxo de 

On cherchera donc a déterminer l e  nombre chromatique du graphe 

associé e t  une coloration correspondante. La méthode fournira une solu- 

t ion s i  l 'on se  trouve dans l ' u n  des cas envisagés par l e s  théorèmes 1 

e t  2 .  I l  e s t  toutefois possible qulaucune répart i t ion chromatique ne 

permette de r6souClre Ax b* alors  qu'une coloration comportant plus 

de couleurs fourn i ra i t  .me solution. 
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011 associe l e  graphe 

Le norrbre chromatique e s t  2 ,  l e  partitionnement en groupes compatibles 

e s t  G1 = lxl = 1, x = 1, x = O} 2 3 

Ceci fourn i t  deux solutions coqlémentaires du système i n i t i a l  : 

S i  LEI sommet x = O ou x = 1 e s t  r e l i é  à chacun des sommets 
j j 

xli = C e t  xk = 1 pour un indice k, aucune solution ne compcrtera 1.3 

valeur correspondante de x On peut donc au préalable remplacer x .  
j 3 

par l a  valeur complSmentaire (md 23 dans toutes l e s  inéquations, Ceci 

peut rendre certaines inégal i tés  t r iv i a l e s  ou au contraire permettre de 

cléterminer à pr io r i  d 'autres variables,  



x1 = O é tan t  incompatible ;vec toute valeur de x3, on peut imposer 

à x1 de valoir  1. Le système devient 

La premihre contrainte permet de choisir  x2 = 1, tandis que 

x peut prendre n'importe quelle valeur, l e s  deux dernières contraintes 
3 

é tant  t r i v i a l e s ,  

I l  ex is te  des méthodes rapides d'évaluation approchée du nombre 

diromatique d' un graphe, (cf,  par exemple 1281 e t  1, e t  des méthodes 

rigoureuses de calcul du nmbre chromt ique , qui ont malheureusement iui 

caractère enm~exat if ,  e t  l 'on risque a lo r s  de déplacer l e  problème sans en 

diminuer vra imnt  l a  d i f f icu l té  [cf, par  exemple 9 ] ) Les eqGriences 

numériques rapportées plus lo in  ont é t é  menées avec deux méthodes heuris t i -  

ques, dûes respectivement à Welsh e t  Powell 1281 e t  à Wood r2g:l . Plêne 

si ces niéthodes ne sont pas rigoureuses, l ' u t i l i s a t i o n  que l 'on  CTL f a i t  es t  

sat isfaisante  si on peut obtenir au moins une solution réal isable  du problème 

d'origine, e t  c ' e s t  ce qui semble se produire dans l a  pratique. 
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R e m q u e  3 - 

Si (:r.::- 501j.iilz r ï ~  so r~ t  pas ~ i ? i i ~  entre rux mais sont r e l i é s  a un 

même ensemble de sornmets ch graphe, il peut ê t r e  intéressant de l e s  iden- 

t i f i e r  a p r i o r i ,  de façon à ne pas aloiirdir l e s  calculs, 

Les somets  (xl = 1) e t  (x2 = 1) sont compatibles e t  jouent un role 

icientique, On peut donc l e s  placer systematiquement dans Le même groupe 

e t  cons iderer  l e  sous-graphe 

ClIl 

Utilisons par exemple l a  méthode de Wood, On classe l e s  somets  par 

paires e t  par degrés de ressemblance décroissants, l e  degré de ressemblance 

cle deux sommets compatibles é tant  l e  nombre d'incompatibilités communes. 

Dans l e  graphe (II). l e s  sonmets (xl = O) e t  (x2 = 0 )  ont im degré 

de ~esser~iblance égal à 1, ainsi  que l e s  paires (xl = 03 e t  (x3 = O ] ,  



(x2 =O) e t  (x3= 1). (x3=0) e t  (x = l ) ,  [xlS2 
182 

= 1) e t  [x3 = 1). 

On forme l e s  groupes suivants : 

{ ~ l  = (x, = O) > (x2 = O) b 
{GZ = (x3 = 01 3 (xls2 

{G~ = 
(x = 1 )  b 

) 

Le groupe G2 fourn i t  une soLution réal isable  : 

x=(l 1 O] 0 
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Exempk : 

Les exemples qui suivent ont é té  t ra i t és  avec deux méthodes 

heuristiques de recherche du nombre chromatique. La première méthode 

(utilisée pour les exemples l ( 2 d )  e t  2 (17x12)) e s t  due à Wood [ 29 1. 
On classe les s o m t s  du graphe par paires e t  par deg;rés de ressemblance 

(ou nombl-es d' inco~npatibilités communes] décroissants. La seconde méthode 

(utilisée pour l'exemple 3 (18x35) e s t  due à Welsh e t  Powell C Z g l .  ûn c l a ,  

se les s o m t s  par degrés décroissants (INCOM) ce qui les  range par classes. 

Les conventions suivantes sont adoptées dans l a  représentation du gr@e : 

(+i) correspond à xi = +1 e t  (i) correspond à xi=O. Les deux vecteurs 

EIZER e t  OR contiennent l es  paires d'ulcorrrpatibilités : EI'ITER &) 

e t  OR Ch) sant &LX sommets rel ies par un arc, 

L'exemple 2 provient du problèm no 4 de Bouvier e t  Messounian[ 8 1. 

Les ccmtrairttes ont é t é  ut i l isées poi~r obtenir IUL système d' in6galité.; 

* 
"préf6réesrf (cf [ 26 1) contenant deux variables au m a w h .  L'exemple 

5 provient. du problème no 1 de Texaco, dix h u i t  contraintes çux les 28 

t2~ti~1"Lu type consi&ré ic i  

* n est un ensable de variables préférées s i  1 yi i: a s 1 -1 
i& rr 

Par analogie, mie ulégalît6 c h  typc psci-cé&nt scra appelée m e  inegalit-6 





I L  E X I S T E  UNE COMBINAPSON COMPATIBLE 

. < 

ELLE EST DONNEE PAR LE CROUPE 2 
' 

LA COM8INAISON COHPLEHENTAIRE EST AUSSI COMPATIBLE 

I L  E X I S T E  UNE SOLUTION DU SYSTEME D INEC?ALITES PREFEREES 

1 O O 

R E A L ~ ~ A B L E  GLOBALEMENT 

I L  E X I S T E  UNE SECONDE SOLUTION DU SYSTEME D INEOALITES PREPEREES 

Y r 

O l 1 

REALISA8LE GLOBALEMENT 



NB CONTWAINTESr  l Y 

YE VARIABLES:  12 





GROUPES DE 

1 2 

2 2 

3 2 

G R O ' J P E  k0 

x ( I ) = I  

X (  3 1 = 1  

X (  6 1 = 1  

X (  7 1 = 1  

X ( 4 ) = 1  

X ( 9 1 - 1  

X (  101=I 

X (  2 1 = 0  

X (  4 1 = C  

X I  5 1 = 0  

X (  i i ) = O  

X (  121=0  

RESSEMBLANCE 

1 3 3 I i 1 I I 

2 t 3 I I 5 2 2 

I I 

I GROUPE MO 2 

X (  2 1 = 1  

X (  I I  1 ' 1  

X (  121=l 

x ( I 1=0 

X (  7 1 = 0  

X (  8 ) = 0  

X (  1 0 ) = 0  

l i  E x l S T E  UNE C O M R I N A I S Q N  C O M P A T I B L E  













I L  E X i S T E  L ~ E  C O M B I N A i S O N  C O M P A T I B L E  

:,LE E S ?  2 3 Y N E E  P A 9  L E  GROUPE 2 

C Y H S I ~ A ~ S ; ~  C O ~ I ~ L E V E ~ , T A I R E  E S T  A U S S I  C O M P A T I B L E  

I L  E x ! S T E  UbE SOLJTIOP* 3 U  SYSTEME O I N E G A L I T E S  PREFEREES 

X = 

3 1 I G O I I 1 1 

,, t - r ; S r E  JNE S E C ~ N O E  S O L U T I O h  GLJ S Y S T E M E  O I N E G A L I T L S  PREFEREES 
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On considère maintenant un système général : 

e t  on suppose que l e  système es t  irréductible, c'est-à-dire : 

1 J i  L I l ,  ..., ml : j = 1 .  n , A$ c Z -,(Ai, .,,. A?) = 1. 1 

Autrement d i t ,  s i  l es  coefficients d'une inéquation sont entiers,  leur 

PGCD es t  egal à 1. Dans l e  cas où cet te hypothèse n'est pas vérifiée, 

on peut évidemment s 'y  ramener en divjsant les  coefficients du premier 

membre par ce p.g. c,d e t  en remplaçant l e  second membre par l a  part ie  

entiere cie son quotient par ce p.g.c.d. . 
S o i t  2 un vecteur de C fi l". S i  2 d r i f i e  AZ s b ,  c 'est mie 

solution. Sinon, on va modifier en modifiant certaines de ses 

camposafites de façon , si  possible , i~ rerrclre b-Ax posit if  au 11~1, 

- - - 
Soit I: = { j  : x = 1 )  e t  Z = E =  

j 
{ j : x  = O ) .  

j 

Z Soit xc 18, e t  soi t  À = ( - A ~ .  A ) . O représentant l'addition 
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moduio 2 ,  pour x c: C 

Pour que Ax 5 b, il faut que 

Soit b = b - 1 ~ j .  Posons y = x O X , alors Y = O se r t  je E 

de nouvelle origine (nod 2 )  i' Si  7 = O n 'est  pas réalisable de 

c'est-&-dire si n 'est  pas solution réalisable de 

~ I ~ C  (1,. .., ml : bI1<O.  Onvachercherunindice k c  { l B e , . 8 : ~ l  

t e l q u e l e v e c t e u r  y@) = O ,  j # k  

so i t  l e  "meilleurff possible au sens suivant. 

- k Soit nl(k) = 1 t i c I l  : bi + Ai 3 O ) [  

- 1. 

e t  n 2 ( k ) =  1 :  bi + A 011 , 
-------------------------------.--------------"--d----------d-------*--*-""->-- 

(1)g ii &tant un ensemble, (1; 1 représente l e  cardinal de 1;. 
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autrenent dit nl (k) e s t  l e  nombre d' inégalités qui n'étaient pas 

& 

vérifiées par e t  qui l e  seront par x = x y @ ) ,  n2(k) es t  l e  

n d r e  dlinegalites qui etaient d r i f i é e s  par X e t  qui l e  seront 

toujours par x = ; y RI. 

pl e t  pz étant  des poids que l 'on attribue respectivement à nl&) e t  

n2 O ) ,  on diois i t  l 'indice k pour lequel pl nl (k) + pz n2 (k) es t  

maximum. S ' i l  y a d i g u i t é ,  on choisi t  l 'indice k t e l  que 

so i t  miriimum. n j  (k) msure en quelque sorte de combien l a  solution 

- 
essayée x 0 y&) n 'est  pas réalisable. S i  + y(1i) e s t  réalisable, 

n3(k)est nul, s inm ng(k) e s t  posi t i f .  S ' i l  y a encore ùidéteminatlon, 

oar peut, s t  il s 'agi t  de &soudre un p rogrme linGaire, clmisir la  colame 
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E x u ~ p & e ~  : 

Les exemples qui suivent ont é t é  t r a i t é s  par l a  xn6thode de relaxation 

par colonnes avec des poids pl = 2 e t  p2 = 1. Les expéri~nces réalisees 

mec des pondérations variées semblent indiquer que ces poids sont, pour 

l'ensemble des exemples essayés, l e s  nieilleurs, La Sétennination d'un vec- 

teur i n i t i a l  peut se f a i r e  de plusieurs manières, S i  tous l e s  coeffi- 

cients de l a  fonction économique sont de même signe on peut essayer 

- 4 - * 
d 'u t i l i s e r  initialement x =O ou x = 1 On. peut aussi choisir  un 

- 
vecteur x au hasard. On. peut enfin sélectionner l a  contrainte qui sera l a  

plus d i f f i c i l e  à sa t i s fa i r e  (peu de coefficients du premier membre étant  In- 

fkrieurs au second membre) e t  determiner une solution du genre "Ibapsacii" 

pour l e  probli;.me à une seule contrainte a ins i  obtemi. Pour l e s  problhes  de 

Iinapsack proprement d i t s ,  on peüt ranger Les variables par in térê ts  dEcl-o ~ s -  

sants e t  f ixe r  à 1 toutes l e s  variables q u ' i l  e s t  possible de fixer à irn 

sans dépasser l e  second membre, 

Par e x e q l e  ,pour l e  prob lGm de iha~sac l i  suivant 

klax(l4 1 2  10 8 3 2 1]x = z 

2 2 1 1  l ] x $ ?  

'i = O ou l$ i = 1*&*.,7 
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dont les  variables sont déja classees par "i11tés6tc;~' décroissants 

14 1 2  (T  %>' 2" . . a &  on peut choisir l a  solution in i t ia le  

- 
x = ( 1  1 1  O 1 O 0) 

- 
pour laquelle z = 39 , La solution optimale en continu e s t  

x =  (1 i 1 z l o o o )  

pour laquelle 2 = 40 , e t  cette solution, arrondie par défaut, aurait  

Les exemples portant l e s  références suivantes : E,B (Edith Iieurgon) , 

i3,M (Bouvier e t  E.fessoumim], Texaco, Arcuri, Petersen, sont t i r e s  des a r t i -  
cles 

ou des rapports suivants : [ 16 1 . [ 8 ] , [20 ] , [ 2 6  ] , [23 ] 

exemples portant l a  référence P.F (Plateau e t  Fayard) sont t i r é s  de 24 1 - 

ce sont des pr~blemes de Knapsack, 

Lorsquyune solution réalisable du système a été trouvée. on ajoute 

1 l a  contrainte cx 6 cx - I. aux contraintes in i t i a les  e t  on applique l a  

&me ~6thoCLe au système ainsi obtenu, 



Sr?16 P I O h  \ 6 % O T l A L E  P O G R  RELAX 

xotr 

6 0 O 8 i? 9 O Cl 'O O 

[cf rit- 1' +~-~LI Iz I ) .  



a: ac NB VARIABLES: 
M I N  z = C X  

C =  

O 

O 

O 5 

O 5 

-7  - 1  

O - 7  

- 2  O 

I 1 

SOLUTSON 1 N I t l A L E  P O U R  RELAX 

X O =  

O O 

O CI 

A P R E S  A V O I R  CONSTRUIT 

X =  

I S O ~ U T I O N $  O N  C A R D E  LA YEILLEURE 



J O O O O O 

SCi,-;:M I N I T I A L E  POUR R E L A X  

- 
J O O CJ O O O O O O 

es;: 
O//$ 

5 & v O I 2  C ~ N S T R U ! ~  S O L U T I O N S  O N  C A R D E  LA M E I L L E U R E  LICL€ O 
fl I O O O 

5 . (C'est l'aptjnnun). 





- 2  - 7  - 8  6 - 2  - 5  - 9  - 2  2 - 8  

I - 3  5 6 -8  

7 9 -7  - 5  1 - 5  - 5  4 9 3 

- 4  O O 7 - 7  

7 t 4 -3  O 6 - 3  7 8 I 

- 6  6 a - 3  a 

SOLUTION INITIALE POUR RELAX 

X O r  

O O O O O O O O 1.: O 

O O O O Q 

APRES A V O I R  COhSTRUIT 1 S C L U T I O N $  Or4 0 4 R D E  LA MEILLEURE 
, 

X =  

O i I O O Cl i i I O 

O ! O O I 

Z =  2 4  , (C;kst l'optimuiri). 



e' 
d 3 "  %B L A G I A B L E S :  20  

#Ir*, z = c x  

C;= 

2 O 3 2 9 5 6 I 7 9 

7 I 2 5 2 4 9 2 3 5 



S û i i  TI," r .  J ? ~ I T I A L E  POUR P E L A X  

X S =  

3 O 0 O O O O 0 3 0 

3 ,- 
J 3 G O 0 Û r) O O 







L L  M E T " 3 S t  9 A D A S  PEPrrS DE METTRE EN E v I D E ~ C E  UNE S O C U T ~ O *  

La solution optinale e t  1'011"çimum sont respectivtmmt 







Q O L L T I S ~  I N I T I A L E  P O U R  R E L A X  

If = 
I 0 1 O 1 O I O I O 

;a * 4 7  

8 Y  d TRGdYE UNE SBLUT10N REAL1SABL.E 

& 

O O I S I O O 1 1 O 

tT @ 0 Q O I t I 8 1 







S O L U T ~ O N  INITIALE POUR RELAX 

z u 53 

O i j  A T R O U V E  UNE S O L C T J O N  R E ~ L I S A B L E  

X = 



M I N  L=CX 

C P  

I 5 8 I 4 6 6 8 C 5 

6 5 6 5 7 8 9 5 9 4 





S O L Ù T I O N  I N I T I A L E  T'OUR R E L A X  

, .. - 

s O O O O C O (2 O O 

3 O O O O O O O O C: 

L A  H E T H O D E  N A P A S  P E R M I S  DE M E T T R E  E N  E v I D E N C E  UNE S O L U T I O N  

Le p r o b l h  n'admet pas de solution réalisable. 
/ 



' O) Hib CONTI IAINTESi  





SOLUTION I N I T I A L E  POUR R E L A X  

X *  = 



ON A T R O U V E  UNE S O L U T I O N  REALISABLE 

4 7  , (L'est l'optimum). 



M I N  Z = C X  







S O L U T I O N  I N I T I A L E  POUR PELAX 

X O =  

LA M E T H O D E  N A P A S  P E R M I S  DE M E T T R E  EN ' E V I D E N C E  UNE S O L U T I O N  







SOLUT I O N  1 ?t l T 1 ALE , i?::2 R E L A X  

X = 

CJ !? 9 

% 37 . j1.a valeur optknalc de L e s t  55.). 



NB CONTRAINTES: 

WB VARIAPLES8 

M I N  2 - C X  

C= 

3 2 5 8 6 9 7 4 5 6 

3 2 4 5 8 7 3 5 2 6 

3 2  5 6  6 

B= 

60  -15  -4  3 2  23 41 -4 4 10 8 

9 - 1  - 4  12 22 - 8  1 6 - 1 4 - 2 5  1 





3 - 1  6 

6 - 1  O 

O 6 1 

5 -9 - 5  

2 -6 2 

- 2  - 2  - 1  

-4 1 -8  

9 9 O 

9 5 -7 

-6 8 2 

- 8  O - 3  

3 -4 -9  . 

j LUTION INITIALE 

I 1 I 

-6 1 - 2  O 3 -3 3 

6 6 8 2 -1 I O 

I 9 

O O -6 7 I - 1  7 

-2  -4  - 5  4 5 - 1  -8 

1 O 

-5 -7 -7 -4 5 O - 8  

8 - 8  -4 -8 7 4 - 6  

3 -6  

O - 8  -7 -6 O 9 4 

3 O 4 6 - 2  3 5 

9 - 4  

POUR RELAX 

*lm 7 5  

fr' 73 

=ss 64 

*+. 47 

15: 45 

v 37 

tr 3 4  

z 8 33 
I 

&PRES A V O  1 R CONSPRU 1 T 8 SO/UTIONS ON GARDE LA MEILLEURE 

X m 

O O I 0 .  I O O O I O 

O O O O I O i O u I 

O I O O O 

z s 3 3 .  (C'est ltoptimtun). 



Ir (c, hB C O N T R A I N T E S :  w 





- 3  - j  4 - 6  I - 2 O 3 - 3  

6 - 1  G t) 6 6 - 2  - 4  I 

0 6 1 ! 9 - 7  1 

5 9 - 9  0 Li - 6  7 I - I 
2 - 6  c 7 - 2  4 -5 h 5 - 1  

- 2  - 2  - 4  1 O -2 I 

- 4  4 - 3  - 3  - 7  - 7  - 4  5 O 

3 8 1 - 8  - 4  - 8  7 4 

5 5 - 7  3 - 6  C' - 5  

-6 t! 2 r , - d  -! -6 9 9 -. 

- 9  i; -3 < 9 f i  - 6  - 2  3 

& 
4 - G - 9 i )  - 4 - 5  i 

S ' > L L T I  C'U i ' ; i  AL; i - O i , b <  L';!-A >! 

J O =  

2 Z 11 0 O O O C O 

3 ,- 
ii 3 ' 1  3 cl O O 3 

2 "3 0 - 
<- 1 

8'7 - O 3 

-. 
L~ = 6 0  

22 z 54 

Z; 2 4 5 

2s. = 4 1 

z53 3 4 

App;. '~j  C , y ! C !  L C N 5 T 4 t d [ T  5 S O i - c T I O h S  ' i N  G A , ? D T  

A zz 

C O 1 C 3 S 0 2 O 

7 3 I CI l C I I 0 

f\ r, i LI O O O 

2 ,  3 4  . (C'est l f o p t k ~ m ) .  



Tl- 
N Na CONTRAINTES: 

0' NB VARIABLES: c 
M i N  Z = C X  

C =r 

3 2 5 

3 2 4 

3 2 5 





SOLUTION INITIALE POUR R E L A X  

X, = 

I I I 1 1 1 1 1 1 I 

O O O O O O O O O O 

1 O 1 O I O 1 O 

- 
Z k  - 7 3  

- 
Z b -  6 0  

- Z 3  - 5 6  

- 
Z *  - 4 6  

Zs = 4 4  

z c  * 39 

APRES A V O I R  C O N S T R U I T  6 S O L U T I O N S  O N  G A R D E  L~ M E I L L E U R E  

C O I ! I O I O 9 I 

O O 1 O O I O I 

Z = 3 9 .  (La valeur optimale de z es t  38) .  



HB C O N T R A  1 H T E S  i 2 0  * * *  
a3 h B  V A R I A B L E S :  30 

M I N  Z = C X  

C= 







SOLUTION f P i I T l h L E  POUR RELAX 

XB- 

O I O O O O O O O O 

a I O O O O O O I O 

O I O O O I D O O O 

A P R E S  A ~ O I R  C O N S T R U I T  6 S O L U T I O N S  O N  G A R D E  LA MEILLEURE 

x =  
n 
w O I O O I O O 6 O 

O O i I O O I O O I 

3 O I O I O O I O O 

47. (Problame non 1%5solu par Bouvier et. Mescsowian). 



r ' +  NB C3NTHAINTES: 

a * b  

k-4 NB VARIABLES: 





S O L C T I O ~  I N I T I A L E  P O U R  R E L A X  

Z =  \ O . (C'est l ' o p t h m ) .  



IC) NB C O N T R A I N T E S  t 

NB V A R I A B L E S *  CI 





SOLbTION INITIALE POUR RELAX 

XO= 

l O 1 O O O O O 1 1 

O O O O 1 O O O O O 

I O I O O O O O i I 

APRES AVOIR C O N S T R U I T  4 S O L U T ~ O N S  O N  G A R D E  L A  MEILLEURE 

t = 15 , (C'est l'optimum), 



C a  NB CONTRAINTES8 3 1 
Q o i  
H S NB V A R 1  ABLES 8 3 1 









- 1 

S O i U T I O N  I N I T I A L E  POUR R E L A X  

.z = 2 0  

a = 1 9  

A P R E S  A V O I R  C O N S T R U I T  5 S O L U T I O N S  ON G A R D E  LA ME!LLEURF 



S O L I T I O N  I N I T I A L E  POUR P E L A X  

X O =  

I I 1 I I I 1 I I 

I 1 I I I I I I I 

I I 1 I I I 1 i I 

I 

z = 3 1 

Z = 30 

z =  2 9  

Z =  2 Y 

L= 2 7  

Z =  2 6  

Z = 2 5  

Z =  21 

Z =  2 3  

Z= 2 ï 

z =  2 I 

z =  20 

Z= 19 

z =  1 C 

A P R E S  A V O I R  C O N b T R U I T  1 4  s3~uTIQP4.5 O N  G A R D E  LA M E I L L E U R F  

X =  

3 ll O O O Q O O O O 

1 O I I O O 1 1 1 1 

1 I E 1 I 1 I I I 1 

I 



NB CONTRAINTES: 

NB V A R 1 A L ) L f  3s 

H I N Z z C X  

CI 

S O L L ' T I O N  t N 1  T l  ALE POUR -RELAX 

O I O O O O 

VALEUR INITIALE DE LA FONCTlON ECONOHIQUE -600 

A P R E S  A V O I R  C O N S T R U I T  3 SOLUTIONS ON OAROE LA MEllLEURE 

- X I  

O 1 I O O I 

Z s  -3800 . (C'est l ' - t h )  e 



B= 

4 5 0  5 4 0  200 360  440  4 8 0  POO 360 440  4 8 6  



SOLUTION fMDTiALE POUR RELAX 

XO*  

VALEUR ~ N ~ T I A L E  DE L A  FONCTION E C O N B M I Q U ~  -a I os 

APRES 4 V O I R  CONSTRUtT 5 S O L U T ~ O N S  ON GARDE LA HElltEURf 

Z =  -8706 1 . (C'est itqtkm], 



NB CONTRA 1 N T E S t  10 

M 8  VARIABLES: 



SOLUTlON I N I T I A L E  POUR RELAX 

XO=  

0 I O O Q Q -  O O O O 

O O O O O 

VALEUR l N 1 T l A L E  DE LA FONCTION ECONOMIQUE -220 

APRES A V O I R  C O N S T R U I T  IO SOLUTIONS ON GARDE LA MEfLLEURE 

X =  

l 1 O 1 O I I O I l 

O O O I I 

Z=  -10 1 5 . (C'est l l o p t h ] ,  



N B  CONTRAINTESI 10 

N B  V A R I A B L E S :  20  

M I N  Z r C X  

C o  

- 1 0 0  -220  -90  -400  -300  - 4 0 0  - 2 0 5  - 120  - 1 6 0  -580  

- 4 0 0  -140  - 1 0 0 - 1 3 0 0  -650  - 3 2 0  - 4 8 0  -80  -60 -2550  



S O L ~ T I O ~  I N I T I A L E  P O U R  R E L A X  

X O =  

Z =  - 3 8 5 0  

z =  -1500 

Z=  - 5 0 8 0  

Z= -5563 

Z =  - 5 8 8 0  

Z =  -5980 

Zr -6070  

z=  - 6  120 

A P R E S  A V O I R  C O N S T R U I T  10 S O L U T I O N S  O N  G A R D E  L A  MEILLEURE 

X =  

1 O O O a O O O O I 



NB C O N T R A  1 NTES t 10 

NB V A R I A B L E S  i 2 8  

& M I N  Z = C X  



O O I 1 0 4 10 O 6 O 6 

32 3 0 70  IO O O O O O 

30 10 O 10 10 5 O IO 

3 4 5 20 14 20 6 12 10 18 

4 2  9 12 l k ) O  20 5 6 4 1 20  

5 0  30 5 S O  20 i 0  t Q  20 

3 6 9 30 2 9  20 12 12 10 30 

42 18 18 810 20 15 113 7 2 40 

6 0  30 2 5  2 5  2 5  15 10 28  

3 8 9 35 2 9  20 16 15 10 30 

62 20 18 12U 29 20 22 7 3 5 0  

6 0  5 5  2 5  30 25 15 10 2 8  

SOLUT I Q N  IN I.T 1 ALE POUR R E L A X  

X O =  

I I I I I 1 I I I 1 

I 1 I I I I I I I i 

I I 6 i I I I 1 

A Q R E S  A V O I R  CONSTRUIT 20 S O L U T I O N S  ON G A R D E  LA M E ~ L L E U R E  

x u  

I E f 0 O O 0 P I 0 

O O O I 1 I 1 1 I 3 

I ! I O I 1 i s 

Z n  - 1 a o 0 ~  (C9esl: l 'opt i~rm~).  



R' 
NB CONTRA 1 N T E S  t 5 

8 u NB V A R  1 ABLES r 



S O L U T I O N  I N I T I A L E  POUR RELAX 

X'B = 

l J I I O I I 1 1 I 

f I I I I O I I I I 

I i i .  I I 1 I I I f 

i f 1 1 1 I I I 1 

VALEUR I N I T I A L E  DE LA F O N C T I O N  E C O N O M l O U E  - 8 2 5 5  

APRES A V O I R  C Q N S T R u i ' T '  3 3  S O L U T I O N S  ON GAROE LA H E ~ L L E U R E  

A =  

t= - 1 0 4 2 7  . (La valeur ~~e de z est 6g;rf.e il 106J18), 



N8 CONTRAINTES: 



S O L U T I O N  1 ~ l f i ~ L . E  POUR R E L A X  

X O =  

VALEUR I Y l T f A k E  DE LA F O N C T l O N  E C O N O M I Q U E  - j  !@Er4  

APRES A V O B R  ê O M 5 t R ~ f l  18 O O L U T I O N S  3N GARDE LA irlESk.i,i- * ' 
(L 

X-  

Z E  - i fi27'i+ , (La valeur optimale & z e s t  agale & 16337). 
-. 



u, NB V A R I A B L E S  1 

M I N  Z = C X  

C w 

570 310 420 5 5 0  198  408 450 390 432 372 

460 715 715 645 510 710 631 5 2 6  5 7 5  5 0 5  

5 5 4  4 8 4  4 7 0  

B r  

- 8 5  -37 -153  -210 -26 

A a 

- 3 5  - 3 5  -35 O O O O O O O 

O -50 -50 ' -50 -50 O O r) 0 O 

ci 0 O 

O O O - 3 5  -35 - 3 5  O O O O 

O O O O O -50 - 5 0  -50 O O 

O O O 

- 3 5  -35 O -35 6 3 5  O - 3 5  *35  O O 

O - 5 0  - 5 0  - 5 0  0  - 5 0  - 5 0  O -50 -50 

n O rj 

-315 Q O -35 O - 3 s  O -a3 i! 

-35 - 5 0  SSQ O O -se O u - S Q  O 

- 3 0  O -50 

Q Q O O O O (9 O - 5 5  -35 

13 0 O 9 O O ri O O 0 

- 5 0  - 5 0  O 

SOlmlA f 1 O N  1 N I  T 1 A I  E P O U R  R E L A X  

X P  - 
r; O 0 O O O O n Q f.1 

rd O O O O Q O 3 Ci il 



= 3022 

APRES A V O I R  CONSTRUIT' , 3 SOLUTIONS ON GARDE LA MEILLEURE 

X, 

O O O O O O I O I O 

O t I O O I O O O O 

O O O 

z P 3022 . (C'est lfopthm), 



O N C O N T R A I N T E S ,  









170 O O -170  O O -170  O O O 

170 O O -170  -170 

170 O Q 285  O O 285 285 O O 

325  O 300 0 500 O O O 170 O 

170 O Cs 170 O O 170 O O O 

170 O O 170 170 

S L U T I O N  I N I T I A L E  POUR RELAX 

L METnOOE N a P A S  PERMIS DE METTRE EN Ev IDENCE UNE SOLUTION 

SOLUTION INITIALE POUR RELAX 

I 1 I I I I  I O O O 

8 O O I I I  O O O O 

I I 1 I I 

Z t o  1 i 2 5  

22% 1050 

a,= 975 

gts 
575 

ABREO A V O ~ R  C O N S T R U ! Y  O SOLUTIONS ON O A R O E  LA MEILLEURE 

x z 

I I l I O O 9 I 1 I 

I 8 O Q O O 8 I O I 

0 1 I I D O O I O O 

I O 1 II 1 

2 u 57 5 * ( ~ a  valeur optimale de z est 550) 



SOLUTION INITIALE POUR RELAX 

X O r  

O I O O O O O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O O O O O O 

VALEUR I N I T I A L E  DE LA FONCTION ECONOMIQUE 1175  

APRES A V O I R  CONSTRUIT 5 SOLUTIONS ON GARDE LA MEILLEURE 

x =  

















O OG OC ?> 0 O O 0 .  Ci O 

O 
ril Oc? 0 n % 9 : 4 0 q 3 9 ?  

0 O0 O u B q ? 9 ; q 3 c b 9 ,  
3 9, 

4 O! O1 O1 O1 0, 0, Ca: 
O 

O:, 3, 
ti i Oc O g B O e 4 c i ;  

O O O O 
c; G O (9 0 go o a O Û O o V  

O O O O cl 
O0 O0 O0 01) 

i 
O Ic ' 0 OU O0 3G Oort 

G O 3 O t" 

' " L 

O O* 
O 0  OO J~ OO OC! o0 O 

0 C L 

r3 1: O CI 6 13c! O n  O- 0.' OC 0 

1 O ,  o s  0 =c  0 .  L 0,; 0 O, O;, O 

!? 3 .' g1 '3 
8 0 V 0 3,; r33 

o s  O y  O \  O 

0 [. g * ,  O O O,- Or, 0 , -  O oc O 

S 3 C 2 6 i1 0 ,  0 03 0 

3 O O 
' 9  ' 0  Oc O C  9 ' O 0 

O u O li r? 

O O Ci n 
if 

4 .+ c 
O r) 0 O r ,  0 : ;  O U  O,? o g  o n  O 

O O "; O 
Q O c  i 3 ~  Oc 0 O 8  0 

O O 
0 O, 0 , ;  O r  O f  O c  0 

O #  cl ,. O c l3 i O :  3 1  O r  0 1  0 6  O 

O O .  O 
i 0 0  O f ,  13C 9 "  Of-, C7 V 

O 

O O n ? 9 
3 O ;: ili r3:! 

n CI 

3 3 0 -, $ , 
ir  

O ,  I 
i ' V I f ;  l e  1 0  0 

i, O r: 
3 ' 0 <> 0 r: r 3 

cl O - :  0 ,  0 ;  a , 4 5 e , ,  1 .  O b  C C  O C '  0 

4 3 5  O 0 O , " ,  O r  O , ,  O ,  O r  O 4 3 5  - 
O O. C ' cl O -; 0 o c ;  O 

J 

350 O I I  9 .  3 i t  O p  0 0  O c  O 0  O r i  

O O O I f ;  O O  0 - 0 ; :  o c >  O ,  O 



O O C  





SOLUTION I N I T I A L E  P O U R  R E L A X  

X O =  

LA NETHODE N A PAS P E R Y I S  DE METTRE EN E V t D E N C E  UNE S O L U T I O N  



S O L U T I O N  I N I T I A L E  POUR R F L A X  

X O =  

O c l O '3 O 1 O O O 

O 1 O O O I O O I O 

I O O t O 9 a O O O 

I O O I O O O O O 1 

O O 1 O O O C O O O 

I 1 O O O I I O O O 

I O O I 0 ! O O O O 

O O O 0 

V A L E U R  I r r I T l  hLE DE L'A F O N C T I O N  E C O Y O M I Q U E  -155  

APRES A V O I R  C O N S T R U I T  3 S O L U T I O N S  O N  GARDE LA MEILLEURE 

X =  

O O 9 3 3 9 3 O O O 

O O C) l O 1 rl O 'Y O 

a O I I O O r) O O O 

I O O CI O O I O 1 O 

O 1 I 'J r) O '7 O O O 

I O O 3 l 0 O I O O 

I O O O r) O 3 O r) 1 

3 O 3 I 

Z =  - 3 9 6 .  (La valeur optimale de z est 6gale B - 540). 



NB CONTRAINTES: 
3 
J c NB VARIABLES: < 

M I N  Z'CX 





I I 1 I 

- I  - 1  - P  - 1  - 1  - 1  - 1  .T.I - 1  - 1  

- I  - 1  - 1  . - 6  - 1  - 1  el 1 1  - 1  - 1  

- 1  - 1  - 1  - D  - 1  - 1  - 1  - 1  - 1  - 1  

- 1  - 1  - 1  - 1  - 1  - 1  - 1  - 1  - 1  - 1  

- 1  - 1  - 1  - 1  

SOLUTION I N I T I A L E  P O U R  R E L A X  

X O =  

c a O O O O O O Q O 

O O a O O O O O O B 

O O O O O O O O u 8 

O O O O O O O a Q Q 

O a Q O 

APRES A V O I R  C O N S T R U I T  2 S O L U T I O N S  O N  C A R D E  LA MEILLEURE 

?C= 



3 ,  U U d a n  corîbhée de ce,$- deux rné;thadeb, 

Lorsque l a  méthode du nombre chromatique ne peut s'appliquer qu'à 

un sous-ensemble des contraintes du problème, on peut essayer d'en déduire 

uie combinaison compatible qui fournira un vecteur de départ pour l a  

relaxation par colonnes. Ceci, appliqué au problème Texaco -1- fournit 

un qui permet de mettre en évidence une solution réalisable (non opti- 

- - 
male) d o r s  que l a  m6thode echouait à pa r t i r  de x = b; oude  x = n ,  

La génération d 5 é g a l i t é s  préféxées à deux variables à par t i r  des 

contraintes du problème (lorsque cela e s t  possible] combinée à l a  méthode 

du nombre cliromatique, peut également ê t re  essaySe lors de l a  recherche d'une 

sol~ition initiale pour l a  méthode de relaxation, C'est ce qui a é t é  f a i t  

avec l'exemple 4 Dans ce cas toutefois l a  méthode de relaxation 

seule u t i l i sée  avec 2 = 8  ou = 1 fournissait l e  même résultat  

(optimal) , 

PmcqLq ue. 

Dans [ 1 2 1  , F. Granot e t  P. Lknnier définissent l a  résolvante 

dt  LEI systeme d t  inégalités linéaires, e t  transforment m programme bivalent 

en un problème pseudo-booléen, Cette approche peut ê t re  comparée à l a  

genératio~i d' inégalités préféxées à. un nombre quelconque de variables, 
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Dans l'optique de cet  ar t ic le ,  cm pourrait donc envisager 

de chercher une solution réalisable de l'équation résolvante au l i eu  de 

rechercher une co;nil>inaison compatible à 1' aide du graphe associé, 

Cette approche sera i t  sans doute préférable dans l e  cas général, car il 

e s t  probable que &ans l a  plupart des cas on n'obtiendra que peu ou pas 

d1 M g a l i t é s  préferées ne corqortant que deux variables, 



NB CONTRA I N T E S t  

NB VARIABLES t 

M I N  Z = C X  

C =  





O O O O I O O O O O 

O I 

O O O O O O O 1 O O 

I O 

O O O - 1  O O O O - 1  O 

O O 

IL EXISTE U N  S O U S  SYSTEHE UTILISABLE D E  D I M E N S I O N  17 SUR 12 





-8  9 4 - 6  - 1 1  1 O 3 -10 6 3 

- 5  7 - I l  4 ! O  6 3 = 5  2 10 

7 - i l  9 - 6  - 5  10 - 2  - 1  l  - 7  - 5  

-10  3 

DEGRES DE RESSEMBLANCE 

1 1 i I I  2 1 2 

2 2 I  3 I  I  l  1 

I I  1 I  l  I  1 l  

GROUPES DE RESSEMBLANCE 

GROUPE NO I  

X (  121=6 

OROUPE NO 2 

X (  2 1 = 1  

X i  51=1 

X (  6 ) = 1  

X I  7 ) = i  



X (  I O ) t O  

X (  1 1  ) = O  

GROUPE N O  3 

X (  4 ) = 1  

X (  91'0 

I L  E X I S T E  UNE C O M B l N A I 5 O N  COMPATIBLE  

E L L E  EST  DONNEE PAR L E  GROUPE 2 

I L  E X I S T E  UNE S O L U T I O N  DU SYSTEME D  INEGALITES PREFEREES 

NON REAL 1 SABLE GLOBALEMENT 

S O L U T I O N  I N I T I A L E  POUR RELAX 

APRES AVOIR  CONSTRUIT 3 SOLUTIONS O N  GARDE L A  MEILLEURE' 

O O I 1 O O O  l O  I 

O 1 

Z =  13 . (C'est l'optimum). 



NB C O N T R A I N T E S :  . 2 8  

NB VAR 1 ABLES r 3 5  

M I N  Z = C X  

C r  









-170 O O -170 O O - 1 7 0  O O O 

- 1 7 0  O O - 1 7 0  - 1 7 0  

1 7 0  O O 285  O O 285 2 8 5  O O 

325 O 300 O 300 O O O 170 O 

1 7 0  O O 1 7 0  O O 1 7 0  O O O 

1 7 0  O O 170 170 

I L  E X I S T E  UN SOUS S Y S T E M E  UTILISABLE D E  DIMENSION 18 SUR 35 

A =  

- 1  - i  O O O O O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O 

O O - 1  I O O O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O 

O O O O - 1  I O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O 

O O O O I - 1  O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O O O O O O 

O O O O O 

O O O O O - 1  - 1  O O O 

O O O O O O O O O O 

O 0 O O O O O O O O 

O O O O O 





O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

I )  

O 

O 

O 

O 

O 

9 0  

- I 
- I 

E 1 THER 

- 2  

- 2  1 

- 3  

-13 

-23 

-33  



DEGRES DE RESSEMBLANCE 



GROUPE NO 

X (  2 1 = I  

X (  7 1 = l  

X I  8151 

X (  91=1 

X(  I b ) = l  

X (  I 7 ) = l  

X (  181=1 

X (  1 9 ) = l  

X (  211'1 

X ( 

X ( 

x ( 

% ( 

X ( 

X 4 

X I  

X 1 

X 4 

n ( 





S O L U T I O N  I N I T I A L E  POUR R E L A X  

XO+ 

O 1 O  O  O  O  I 

O O  O O O 1 1 

i I O O  1 O O  

I I O O I 

APRES A V O I R  C O N S T R U I T  3 S O L U T I O N S  ON CARQE LA M E I L L E U R E  

X =  

I I 1 I O  O  I I 1 1 .  

i O O  O O O  1 O II I 

1 O 1 1 1 O  O I P O 

1 1 O O  I 

Z= 575  . (la valeur optimale de Z e s t  égale à 550), 

I L  E X I S T E  UNE SECONDE S O C U T I O N  n u  S Y S T E M E  D I N E C A L ~ T E S  P R E F E R E E S  

Y =  

1 O  I 1 1 1 O O O  I 

I 1 1 l 1 O O  O O 1 

O O  1 I O  1 1 8 f I 

O O I 1 O 

NON R E A L I S A B L E  GLOBALEMENT 

S O L U T I O N  I N I T I A L E  POUR R E L A X  

X Q -  

I O 1 I I 1 O 

I 1 1 I 1 O O  

O O I I O I 1 

O O I I O  

ECHEC DE RELAX 



Les tableaux qui s u i ~ e n t  résument 'les &sultats  des expériences 

nm5riquesp ün t iret  (-1 dans me colonne çI@i£ie ftouifl, Les d i f s r en t e s  

colonnes s'inteup&tent cormile su i t  : 

GHR 

RELAX 

CmB 

II\JIT O 

INIT 1 

IMIT, CIa 
IN1 T , I( 

XTJI T .AIEA 

SR 

: uti l isat ion ale l a  m5thode du nombre chmanatique, 

a u t i l isat ion de la  nXhodR de relaxation par colonnes, 
: utilisataion conibbée des cieux métho&s, 
- 

r x = O  
-- 

: x =  lt 
-- 

: x fourni par l a  anéthocle clu nombre chmwtiqtie 
- 

: x solution du type Knapâack, 
.- 

: x choisi de façon aléatoire, 

: an obtient au naoins une solution réalisable 

SO s on obtient une solution opthnale, 

Nbo SR, : nombre de solutions r é d i  sables énumén5es. 

Si  rion SO ecart/SC, : si on ne trouve pas de solution optimale, on donne 

l e  rapport (écart entre lg o p t h  e t  l a  meilleure valeur 
trouvée]/ (optimum] , 

ECI-IEC CûlePLET : signif lcation évidente, 





Petersen 

I ( l O x G )  

2 ( IO> 10 

s;Luxl5 

4 (10>.20 

5 (3û228~ 

6 (5.39) 

- 
(5 50) 

1, 1 icurg01 

2dY5x23  

Texaco 

1f28.35) 

2 (37 ~74) 

Arcuri 

1 (12 4 4  j 



Re:;ultats coacernant les prcblèmeç de Yaapsaek, 

problèmes 

essay6.s 

problèmes 

pour lesquels 

on a trouvé 

1 "p t imm 

par rapport 

à 

1 ' optimum 

[en %") 

Type de l a  

solution 

i n i t i a l e  

type Ibapsaclc 

type ICnapsack 



T~ 4 - EXPERTENCES NUMERZQ,UES - -- * 2 2 

iji r6sin6, sur  passages portant sur 30 problomes différents  

t i r é s  de l a  l i t t é ra tu re  e t  clont 29 a h e t t e n t  une solution, il y a eu 

@échecs complets, 

fl échecs pa r t i e l s  de l 'ordre de 8 % 

0 succès. 

Pour problème, l a  solution opf h a l e  n' e s t  pas connue (Bhl no 2 5  : 

le  problème lzR a pu ê t r e  résolu par Bouvier e t  Mkssowniian ,) 

En outre, problème n'admettait aucune solution réalisable.  I l  e s t  

mentionné uniquement pour que l a  l i s t e  Bh1 s o i t  complète pour l e s  problèmes 

bivalents à plus d'une contrainte e t  à dix variables ou plus,, 

Pour les 29 passages correspondant à des prob1.èmes dont on connai,t La 

solution e t  qui mt  été au moins partiellement résolus, l ' e r reur  re la t ive  

Illoyerne s~tr l optimum e s t  cle 1 b r d r e  de 2 % , 
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