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INTRODUCTION

L'invariant de Godbillon-Vey des feuilletages de codimension 1

té découvert en 1971. C'est une classe caractéristique qui se trouve

[

a

~ dans le troisiéme groupe de cohomologie de la variété ambiante.

L'article original de Godbillon~Vey contient aussi un exemple,
di 3 Roussarie, prouvant que cet invariant est non-nul pour certains

feuilletages sur les fibrés en cercles sur le tore d deux anses.

Un peu plus tard Thurston montra que cet invariant peut varier
continiiment.

Bien qu'il semblait naturel que des feuilletages ayant des
propriétés qualitatives simplés aient un invariant nul, ce n'est qu'en
1978 que Morita et Tsuboi, utilisant un résultat de M., Herman, prouvérent

ceci pour les feuilletages sans holonomie.
Le présent travail s'inscrit dans cette direction.

Dans la premiére partie, nous considérons des feuilletages
pour lesquels seules les feuilles compactes ont de 1'holonomie. Il est
connu que l'invariant est nul dans ce cas. Nous considérons le probléme
de 1'existence d'une 3-forme obtenue par 1'algorithme de Godbillon-Vey

qui soit identiquement nulle. Nous montrons son existence pourvu que :

i) toutes les feuilles soient propres ;
ii) il n'y ait qu'un nombre fini de composantes dans 1'ensemble

des feuilles compactes.



Dans la seconde partie, nous essayons de relier une propriété
plus générale que 1'absence de 1'holonomie & la nullité de 1'invariant
en tant que classe de cohomologie. Nous considérons des feuilletages
4 croissance polynomiale, c'est-3d-dire dont le volume des feuilles ne

croit pas trop vite. Nous montrons que si le feuilletage

i) est transverse i une fibration,

ii) a une holonomie abé&lienne, alors son invariant est nul.

Convention : Tous les feuilletages considérés dans ce travail

sont de codimension 1.

Sauf mention du contraire, nous nous plagons dans la catégorie
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PARTIE 1

SUR LA FORME DE GODBILLON-VEY DES FEUILLETAGES
PRESQUE SANS HOLONOMIE



A. INTRODUCTION ET ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL.

Soit F un feuilletage de codimension | transversalement
orientable sur une variété différentiable M. La condition d'intégra-
bilité de Frobenius disant que F est déterminé par une I-forme non-
singulidére w vérifiant dw A w = O &quivaut 3 1l'existence d'une

1-forme o vérifiant dw = w A o.

Godbillon et Vey ont montré Eﬂ que la forme o A da est
fermée et sa classe dans la cohomologie de de Rham de M ne dépend

pas du choix de w et de a.

Le probléme abordé ici est alors le suivant : dans quelle
mesure est—il possible de trouver w et o tel que o A da = O.
Une condition nécessaire est évidemment 1'annulation de la classe

de Godbillon-Vey de F.

Nous commengons avec la définition des feuilletages avec

lesquels nous travaillons

Définition 1.A.- Un feuilletage est dit presque sans holonomie

si toute feuille ayant de 1l'holonomie est compacte.
Nous nous proposons de démontrer le

Théoneme 1.A.- Soit F un feuilletage presque sans holonomie
et transversalement orientable sur une variété& compacte M qui vérifie
les conditions

i) Toute feuille de F est propre.

ii) L'ensemble des feuilles compactes a un nombre fini de com-

posantes connexes,

I1 existe alors des 1-formes w et o comme ci~dessus,

L__telles que a A da = O.



La démonstration montrera que de telles formes sont relative-

ment nombreuses en précisant dans quel sens.

Le plan de cette partie est le suivant
la section B contient notamment la définition de la forme de Godbillon-
Vey. Les deux sections qui suivent démontrent le théoréme I.A., d'abord
dans le cas d'un feuilletage sans feuilles compactes dans l'intérieur

d'une variété a bord, puis dans le cas d'une variété fermée.

B. DEFINITIONS ET EXEMPLES,

Nous introduisons dans cette section la forme de Godbillon-Vey
associée 3 un champ de vecteurs, puis la notion de champ transverse
projetable.

Soit F wun feuilletage sur une variété M et X un champ
transverse & F. Il existe une unique l-forme w tel que wig = 0

et w(X) 1.

1y

Lemme 17.B.- Il existe une unique l1-forme a tel que

dw

]
g
=

a et a(X) =1,

Démonstration : Posons o = iyde + w.

Alors w A a = w A ide

or O iX(dw A w) = ixgw Aw+ dw A in

d'ol dw

—ide Aw=wAlda.

De plus, o(X) = dw(X,X) + o(X) = 1.

Si les I-formes o et B vérifient dw =w Ao =w A B,
a(X) = B(X) = 1, on en déduit que w A (¢=B) =0 d'od o - B = gw
pour une fonction g : M > R. En évaluant sur le champ X, on trouve

que g = 0, c'est-d-dire o = B.



Déginition 1.B.- On appelle forme de Godbillon-Vey associée
au feuilletage F et au champ transverse X la 3~forme o A da ol

a est la forme unique définie par le lemme précédent.

Soit (M,F) et (N,G) deux variétés feuilletées et

f : M> N une application différentiable.

Déginition 2.B.- L'application f est dite feuilletée si
1'image réciproque d'une feuille de G est une réunion de feuilles

de F.

O

Déginition 3.B.~ Soit M une variété munie d'un feuilletage
F. Un champ X transverse a F est appelé projetable s'il exisie
un recouvrement ouvert (Ui)ieI de M, des variétés feailletées

de dimension 1! ou 2 (Si’Fi)’ des champs transverses Zi aux F;
et des applications p; ¢ Ui -+ Si vérifiant les conditions

i) p; est une application feuilletée,

ii) Si X € Ui’ on a pi*(X(x)) = Zi(p(x));

Exempfe 1.B.- Soit F un feuilletage déterminé par une

. . 1 . . .
fibration 7 :t M > S et D un champ de directions tiruusverse a F.

2

55 le long de D définit de maniére évidente

Le relevé du champ

un champ projetable.

Remarque 1.B.- On peut remplacer dans 1'exemple ci-dessus

S1 par un intervalle.

éoit F un feuilletage transverse a une fibistivu =« @ M - &
en cercles oli intervalles de base compacte. Supposons que 1'image de
1'holonomie globale p : ﬂ](B,b) - Diff(ﬂ_l(b)), b e B, cal intinie
cyclique engendrée par 1'image d'un lacet simple o « ﬂl{ﬁ,b}u ol

|a| son support.



Lemme 2.B.- Il existe des rétractions p : B > J|a| et

LRI ﬂ_l(!al) telles que :

i) L'homomorphisme Py WI(B,b) - W1(|a|,b) a le méme

noyau que 1'holonomie globale op.

ii) Le diagramme suivant est commutatif :

"

M E (o))

il W‘W—](|ul)
B 2 > af

o . . -1 . . . -
iii) Si on munit (Ia|) du feuilletage induit rar T,

v . . . -
p est une application feuilletée.

Démonstration : Soit i : |a| > B 1'inclusion naturelie.

Il existe un morphisme u : Wl(B,b) - ﬂl(lal,b) tel que le triangle

commutatif :

™, (B,D) —_— (o], b)

N, /o

Diff(r ) (b))

exprime les propriétés de p et de a.

Puisque le cercle est un espace d'Eilenbergz-}ac Lane on neut

réaliser u dométriquement, soit il existe » : B - la tel cue
b I ] EY
Py = U. De plus, puisque pllal et id||a! sont homotores on peut,

d'aprés le théoréme d'extension des homotopies [Hﬂ, susroser fue

Plia] = ja-



L'application p se reléve en une application feuilletée
. v -1 . ~ . e .
unique p : M> 1 (|a]) qui est une rétraction. La vérification

des propriétés i) - iv) est immédiate.

Exemple 2.B.- Avec les notations du lemme 2.B. soit Z un
champ sur w_](]al) tangent aux fibres. Le relevé X de Z par p
le long des fibres est alors un champ projetable qui est égal 3 Z

sur n_l(la!).

Remarque Z.B.- Il est facile de constater que l'application
N .
P dans le lemme 2.B. est propre.

La remarque suivante, quoique simple, sera au centre de la

démonstration de la nullité de la forme de Godbillon-Vey :

Remarque gondamentale 3.B.- Si X est un champ projetable

pour un feuilletage F, alors sa forme de Godbillon-Vey est nulle.
En effet, cette forme est localement 1'image réciproque

d'une 3-forme sur une variété de dimension 1 ou 2.

C. FEUILLETAGES MODELES.

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréme 1.A.

pour une classe de feuilletages élémentaires.

Déginition 1.C.- Un feuilletage presque sans holonomie (M,F)
est un modéle de type | ou 2 si la condition correspondante est satis-
faite :

o (<]

1. Le feuilletage F induit par F dans 1'intérieur M

de M est sans feuille compacte.

2. M est un produit de la forme L X B),ﬂ et F est

transverse & la fibration en intervalles.



Pour les modéles de type | on a la :

Proposition 1.C.- 8i toutes les feuilles d'un modéle F de

o o
type 1 sont propres alors l'intérieur (M,F) est une fibration sur

st [5].

Tout d'abord, nous allons introduire des

Notations §4ixes : Soit M une variété munie d'un feuilletage

i) On désigne par D un champ de directions transverse a I
et par Y un champ de vecteurs non-nul colinéaire a D.

ii) Si L est une composante connexe de M soit YL un

champ de vecteurs obtenu en posant YL = fLY ol fL : M~>R_ est une

fonction qui s'annule exactement sur M - L.

i1i) Si (0t) est le flot associé en Y notons

L’
W(L) = {y = @t(x)|x e L}.

iv) Si o est un lacet dans L de support |a|, on note ¢
le cylindre {y = &t(x)|x e |all.

v) Si F est un modéle de type | on note 7 : ﬁ +~Sl une

fibration donnée par la proposition 1.C.

* 9

Pour un modéle de type 1, remarquons que le relevé 55

sur
M du champ 5%— le long de D est un champ projetable. Nous allons
le modifier au voisinage de 3M en lui préservant la propriété d'étre
projetable.

Supposons que l'holonomie de L € 3M, qui est infinie cycliqus,
est engendrée pér un lacet o simple (par exemple, lorsque dim M > 4;
et soit UL un voisinage de 1L qui n'est pas adh@rent aux autres com-

posantes de 29JL.

[—- Lemme 1.C.- I1 existe une application B : W) +—Ca et des



champs Z et XL sur C respectivement sur W(L) tel que :

i) ; est une application feuilletée lorsque W(L) et
C, sont munis des feuilletages induits par F.

Y . s g v - .
ii) plc = 1d|C , c'est-d-dire p est une rétraction.
a o

iii) B*(XL(X)) = Z(g(x)) pour tout Xx.

. * 9 . .
iv) XL = i ) en dehors du voisinage UL'

- , . , N L ‘e .
Deémonsthation : L'application p vérifiant les conditions i)

et ii) nous est fournie par le lemme 2.B. D'aprés la remarque 2.B,, 3

est propre. Il existe un voisinage V de L tel que ;-I(V)tz UL'

* 9

55 0 dehors

Soit Z un champ de vecteurs sur Ca tel que Z =1

»* o e
de V. Notons XL = p Z. Alors iii) est vérifiée.

- . . v . )
Pour démontrer iv) remarquons que puisque p envoie les

3 ’\I— | .Y
feuilles de F'W(L) sur leur trace sur Ca ona mop=mw. Dol

"*(3%9 = %*(“*(5%9) ce qui prouve qu'en dehors de p_](V), done de

U le champ X, est égal 3 w*(g% .

L’

Démonstration du théorneme 1.A. pour Les fewilletages modéfes

de type 1 : Remarquons d'abord qu'on peut supposer que

dim M > 4. En effet, si dim M = 3, on considére le produit M x S]

muni du feuilletage F x Sl. Soit 60 € Sl. Si on identifie M avec
la sous-variété M x {eo} de M xs' alors 1'existence d'une forme

o A da nulle pour F x Sl entraine 1'existence d'une forme nulle

pour le feuilletage F.

Soit, pour chaque composante L C 3M, un voisinage UL

tel que si L # L' alors UL n UL' = @. On définit un champ projetable

en posant :



"
fl

XL sur W(L)

X = n*(-é%-) sur M- U U .
LC 3M

La forme de Godbillon-Vey du champ X est alors identiquement

nulle, d'aprés le remarque 3.B.

D. LE CAS GENERAL.

Dans cette derniére section de la premiére partie, on démontre
le théoréme 1.A.

11 sera important de bien controler les voisinages des feuilles
compactes ol la situation est plus compliquée que dans le cas des modéles
de type 1 puisque 1'holonomie n'est pas cyclique en général.

Nous commengons par un lemme technique. Soit T2 = RZ/ZZ.

Supposons que p 3 ﬂl(Tz,O) > Diff+(R+) est une représentation vérifiant.
les conditions :
i) 0 est le seul point fixe de 1'action définie par p.
ii) L'image de © est un groupe cyclique infini engendré
par un difféomorphisme infiniment tangent & l'identité en O.
. N ' . 2 . 2
Soit p 1l'action de wl(T ,0) sur le produit MR x!R+

obtenue 3 partir de op.

Lemme 1.D.- 11 existe une trivialisation ¢ qui fait commuter

le diagramme

X n 1 3 X

T2

tel que les conditions suivantes soient vérifiées :



i) Il existe un lacet simple o dont 1l'image par p engendre

1'holonomie globale tel que le champ ¢*(§% de Rz x m+/g soit

projetable sur le cylindre Ca'

N
ii) Le relé&vement ¢ : RZ b R+ - Rz xR vérifiant

. o S . P 2
2 est infiniment tangent & 1'identité& sur IR~ x O.

R x0

Preuve : Identifions nl(Tz,O) 4 Z6Z 3l'aide des généra-
teurs canoniques du groupe fondamental du tore. Soit o = (e,d) € ﬂl(Tz,O)
un lacet simple dont 1'image h par p engendre l'holonomie globale

et B = (a,b) un lacet simple qui engendre ker p. Soit

g B),ﬂ - BL]] une application vérifiant les conditions suivantes :
i) P(x) =0 si x est prés de O.
ii) P(x) =1 si x est prés de 1.
iii). ¢ est décroissante.

2 . . o ~
Dans R, on choisit le repére formé par les vecteurs

f] = a3 + bj, f2 = CI + d}. Soit (x],xz) les coordonnées respectives

dans ce repére.

[X]] —[X]]-'l

On pose : $(x1,x2,t) = (x],xz,@{xl}h + (l—w{xl})h

oid {x}, Eﬂ désignent les parties fractionnaires et entiéres de x.

Y]
a) Tout d'abord ¢ a les propriétés suivantes :

" "
1. ¢ est un difféomorphisme. Si X, ¢ £, ¢ est différentia-

ble au point (x],xz,t) puisque pour n < x, < n+l on a :

1

$3(x 5%y, ) = Pl -nIn(E) + (1-Px-nDB T ()

qui est bien différentiable. De plus, au voisinage de X, =n ona

pour y > X, et prés de x

1 1
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$(y,x2,t) - 1.B%E) + 0.5 ey = BRo)

et pour y < X et prés de x

1 1

1

$(y,x2,t) = 0.: () + 1. () = W)

De plus, pour x, et X, constants on vérifie aisément que

1 2

,\J 3 - 4
¢3(xl,x2,t) est un difféomorphisme de R+ sur R+.
~ . . y 2 - . .
2. ¢ conjugue l'action de p sur R xR _ & 1'action de
. 2 . . e
wl(Tz,O) agissant sur R~ par translations et sur R, par 1'identité.

N 4V}
En effet, ¢3(x],x2+1,t) = ¢3(xl,x2,t) et
1]

¥, +1,x,,0(0) = (x #1Dh | () + (1=Plx +1}).

-[x]+l:|—l —[x] —[xlj—l

Bl T () = @l Dh (0 + (=plx hh T (0) =
W
- ¢3(X]’X2’t)'
. v N -1 %
3. Soit H 1le feuilletage horizontal dt =0, F = (¢ ) (H)
et m la projection de RZ X R+ sur le plan X, = 0 parallélement
au vecteur fl' Alors m est une application feuilleté@e lorsque le
n
plan X, =0 est muni du feuilletage induit par F.
En effet, l'ensemble des droites x, = ct, t = ct est inva-

. v
riant par ¢.

4. Le champ ¢*(§%~ est projetable,.
D'aprés 3, le cﬁamp é% est projetable par w, d'oli la conclusion pour
7D,

b) La propriété i) du lemme est une conséquence directe de

1, 2, 3, 4 par passage au quotient.
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Pour vérifier ii) il suffit de considérer le cas ol

n<x < n+] car un passage 4 la limite donne aprés le cas oill X, 8 g,mm,wvmmwwf

k+l
3 "o, (x,t) -
si k>0, £3z0 ——1'{"——32-—"' = lp(k) (X]—n) [-(hn) (Z)(t) -

] x]a t

- (hn—l)(z)(ti]. Ceci est nul pour t = O.

L :
3¢ (X,t) - —_ —_ -
— [ Po - @ HPw] s @ H P @,
't
Ceci est nul pour t =0, £ # 1 et est &gal 3 1 pour t =0, £ nbleflwmmgﬁi@

'

Considérons maintenant une représentation p : W](TZ,O) -> piff*(ﬂ)
vérifiant les conditions :

i) O est le seul point fixe de 1'action de op.

ii) 1le feuilletage obtenu par la suspension de p est présQuﬁ'“
sans holonomie avec toutes ses feuilles propres.

La variété Z(Tz,p) obtenue par suspension est séparée en
deux composantes connexes K+ et K_ par 1'unique feuille compacte
du feuilletage. Cette feuille a une holonomie cyclique 3 gauche et é

droite mais ceci n'est pas vrai globalement en général.

Lemme 2.D.- Il existe deux lacets a, a_e'nl(TZ,O) et un

champ X sur Z(p) dont les restrictions & K+ et a R_ sont

projetables sur les demi-cylindres C N K et C n
o+ + a-

I
1

munis

des feuilletages induits.

Démonstrhation : Si 1'holonomie globale est cyclique ceci egt o

une conséquence de 1l'exemple 2.B.
Dans le cas contraire, puisqu'elle est cyclique 3 gauche et 3
droite il résulte que ses &léments sont infiniment tangents 3 1'identité

en O.



Désignons par P, et p_ les représentations obtenues 3
partir de p par restriction de son action & R_ et R_ et soit

Z(p+,T2) et Z(p_,Tz) les variétés obtenues par suspension des actions

respectives.

D'aprés le lemme 1.D. il existe des trivialisations ¢,

et ¢_  telles que :

by
————y i
T2

soit un triangle commutatif. De plus, la condition ii) du lemme 1.D.

i y,
Z(pi,T ) x R,

permet de définir un difféomorphisme ¢ : I(p) =~ T2 x R par

récollement de ¢+ avec ¢_ .

D'aprés la condition i) du lemme 1.D. il existe des lacets

0

simples a, et a_ tels que si on pose X = ¢ (529, les restrictions

de X a Ca+‘1 K+ et d C _ n Ra- soient projetables.

Nous allons maintenant généraliser le lemme précédent a une
représentation p : nl(L,m) > Diff+(m) oi L est une variété
compacte de dimension plus grande ou &gale a4 3 telle que :

i) O est le seul point fixe de 1l'action de op.

ii) 1le feuilletage obtenu par suspension de p est presque
sans holonomie avec ses feuilles propres. La variété I(L,p) obtenue
par suspension est séparée en deux composantes K+ et K_ par

1'unique feuille compacte.

Lemme 3.D.- I1 existe deux lacets simples B, et B_ sur L

et un champ X sur =I(L,p) dont les restrictions i K+ et K_ sont
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[—_projetables sur les demi-cylindres CB+ n K+ et CB_¢7 E_.

Preuve : Si 1'holonomie globale est cyclique, le lemme est
une conséquence de 1'exemple 2.B.
.o . 2 S .
Identifions 1im p et w](T ,0) 3 Z ® Z et soit
1]

2 . . . - : . e
p' ﬂl(T ,0) > 1im p 1'isomorphisme obtenu & travers ces identifi-

cations. On a un triangle commutatif

2
ﬂ](L,m) > ﬁl(T ,0)

Diff (R)

oi 1'application u est définie canoniquement.

Puisque le tore est asphérique il existe ¥ : (L,m) - (TZ,O)
tel que ﬂ# = u.

Le lemme 2.D. fournit deux lacets simples "linéaires" a,

et o_ dont les images engendrent 1'holonomie & gauche et & droite,

et p : T2 - ]a_| et un champ

des rétractions p, : T~ [a+| _

X' sur Z(Tz,p') projetable sur les demi-cylindres Ca+ et Ca—'
Soit B+ et B_ deux lacets simples de L, n'ayant que
le point m en commun tel que ¢#[B;] = EH]' En utilisant le

théoréme d'extension des homotopies, on peut supposer que

¢(|6i|)C: lai! et que ¢)|B+i : lBi' > lail est un difféomorphisme.

I1 est maintenant facile de conclure 3 1l'aide de la construc-

tion faite dans le lemme 2.D. lorsque L = T2 (bien que dim T2 < 3.

Soit q, des rétractions faisant commuter le diagramme
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9
> |8,
P ¢y
2
T o SECN

L'application ¥ et les rétractions ¢, et p, induisent

y v N , N .
des applications 1, dq,> P, telles que le diagramme suivant commute

1p|z(L
() 2
Z(L,0,) — + 5(T%,0,)
- aV] - AV]
q, &
cC NzL.,o.) . ¢ N Tl0))
/ B, P4 / a, 200
L 7 » 72

* . ,
On pose X = % X', le relevé se faisant le long des fibres.

Le diagramme ci-dessus montre que le champ X'Z(L = X|k est

20,) +

projetable sur CB n Ei = CB+ n Z(L,Oi)-

+
Nous allons passer maintenant 3 la démonstration du théoréme 1.A.
En utilisant le théoréme de structure des feuilletages presque sans
holonomie Eﬂ, on pourrait faire une réduction de la démonstration
au cas des modéles traités dans la section C. Nous préférons toutefois

donner une démonstration directe.

On désigne de nouveau par Y un champ transverse au feuilletage
et par { son flot. Pour une composante connexe P du complémentaire des
feuilles compactes on note mp : P = s! 1a fibration déterminant le
feuilletage Dﬂ. Si Q est un compact saturé feuilleté& en produit soit

WQ :Q - EL]] la fibration déterminant le feuilletage dans Q.
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Démonstration du théornéme 1.A.- Nous pouvons supposer que

dim M 2 4 comme dans la démonstration pour les modéles dans la
section C.

Si F n'a pas d'holonomie il s'agit d'une fibration
d'aprés le théoréme de stabilité [ﬁﬂ. L'exemple 1.B. permet de

conclure.

Premien pas : Construction d'un champ au voisinége d'une
feuille compacte L isolée d'un seul cdté.

Soit Q 1le compact feuilleté en produit tel que L C 30
et P la composante du complémentaire des feuilles compactes tel

que L C P. Soit YL un champ qui s'annule exactement sur les

]
feuilles compactes qui ne sont pas contenues dans L U Q. On note

W(L) 1la réunion des trajectoires de YL qui coupent L. Soit «

un lacet simple dont 1'image engendre 1'holonomie de L et C le
cylindre de W(L) au-dessus de |a].

On considére un champ XL colinéaire 3 Y sur Cu’
*, 3

P (ﬁ) et

égal a WQ*(g% en dehors d'un voisinage de |af

convenablement petit.

Alors si UL est un voisinage tubulaire arbitrairement

petit de L, les mémes arguments que ceux du lemme 1.C. permettent

d'étendre XL 4 un champ noté encore X projetable sur C, et

L’
P < * . 3 * 9
égal 3 To (56— (—

) et ﬂQ Y

) prés de BUL.

Deuxiéme pas : Construction d'un champ au voisinage d'une
p g

feuille compacte L 1isolée desdeux cdtés.
Considérons la restriction du flot § a4 L xR qu'on
notera encore {. Soit Yi un champ sur L x R colinéaire 3 -g%

qui s'annule exactement sur al(L) - L x 0 et notons wi son flot.
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La réunion des trajectoires de Yi coupant L x 0 est un

voisinage W'(L x 0) difféomorphe & L x R feuilleté transversalement
au facteur R.
Le lemme 3.D. fournit des lacets B, ,B_ dans L et un champ

X' sur W'(L x 0) projetable sur les demi-cylindres C8+,,C8_ de

W' (L x 0).

Soit P _, P

1 les composantes du complémentaire des feuilles

2

compactes adhérentes & L. Pour tout voisinage UL suffisamment petit

de I il existe un voisinage V'(L x 0) de L x O dans W'(L x 0)

tel que soit un difféomorphisme sur U

Y V(L x 0)

L
En utilisant les mémes arguments que dans le lemme 1.C. on
peut supposer que le champ X' fourni par le lemme 3.D. est égal &

w*(n* (é%)) prés des bords de V'(L x 0). On pose alors

- ' L 5
X =9 X . ). On a XL Tp (86) prés de 3aU

Thoi{si@me pas : fin de la démonstration.

On définit un champ X sur M par récollement des champs

* * . .
np(g%) et nQ(é%) avec les champs XL construits au premier et
second pas sur des voisinages U suffisamment petits pour &tre dis-

L
joints. Les propriétés au bord de UL de X, permettent ce récolle-
ment. La restriction de X au complémentaire des feuilles compactes
isolée d'un cdté oli des deux cOtés est un champ projetable. Puisque

cet ensemble est dense dans M, la forme de Godbillon-Vey associé &

X est identiquement nulle.

Conollaine 1.D.- Tout feuilletage de Reeb sur 83 admet
des 3-formes o A do  obtenues par l'algorithme de Godbillon-Vey

qui sont identiquement nulles.



Remarque 1.70.- La preuve du théoréme montre que, pour tout
champ de directions transverses 0, on peut trouver une forme de

Godbillon-Vey nulle, associ&e 3 un champ de vecteurs colinéaire a D,

Remarque 2.D.- Le théor@me de structure des feuilletages
presque sans holonomie affirme qu'un tel feuilletage sé décompose en
modéles de type 1 et 2 Eﬂ . Ainsi pour démontrer 1'existence d'une
forme nulle pour tout feuilletage presque sans holonomie avec ses
feuilles propres il faudrait régler le cas des modéles de type 2 qui ne
sont pas feuilletés en produit et qui ont une infinité de feuilles
compactes. Il peut se produire alors un phénoméne de "spiralement des

directions du noyau de 1'holonomie" que nous n'avons pas maitrisé.

Conclusion :

Plusieurs problémes se posent 3 partir du théoréme 1.A.

i) Tout d'abord montrer si le théoréme est vrai pour tout
feuilletage presque sans holonomie avec ses feuilles propres.

ii) Plus généralement dans quelle mesure 1l'existence d'une
forme de Godbillon-Vey nulle s'étend-elle a des feuilletages dont
toutes les feuilles sont propres ?

iii) La forme o construite dans le théoréme 1.A. vérifie
a A do £ 0 et elle est non-singuliére. Aussi elle définit un
feuilletage G qui est en général distinct du feuilletage initial F.
Ce nouveau feuilletage a aussi une forme de Godbillon-Vey par rapport
au champ X. On vérifie, en utilisant un argument de projetabilité
comme ci-dessus, que cette forme est encore identiquement nulle.

iv) Enfin, il serait important d'avoir un exemple de feuille-

tage ayant une classe de Godbillon-Vey nulle, mais n'admettant aucune

forme nulle.



PARTIE 11

SUR LA CLASSE DE GODBILLON-VEY DES FEUILLETAGES
A CROISSANCE POLYNOMIALE



A. INTRODUCTION.

Dans cette seconde partie, nous considérons des feuilletages
sur une variété compacte M, qui a éventuellement un bord non-vide. Si
un tel feuilletage est tangent au bord, et si w est une l-forme qui le
détermine et qui vérifie dw = w A o , l'invariant de Godbillon-Vey

[@ A dé] se trouve dans HB(M;aM).

Nous abordons ici la question de la nullité de cet invariant,
pour une classe de feuilletages n'ayant pas des propriété@s qualitatives

"trop compliquées'.

Plusieurs résultats sur la nullité de 1l'invariant de Godbillon-Vey
ont été obtenus récemment. Celle—ci a &té démontrée pour les feuilletages
presque sans holonomie, ainsi que pour les feuilletages ayant toutes leurs

feuilles propres, pourvu que certaines conditions soient vérifiées EIEI, [Kﬂ‘

I1 est naturel de se demander si de tels résultats subsistent
pour les feuilletages & croissance polynomiale (pour une définition
précise voir la section D). En effet, il s'agit 13 d'une classe contenant
toutes celles pour lesquelles la nullité a déja été prouvée. De plus, dans
tous les exemples connus oii 1'invariant est non-nul, la croissance du

feuilletage est exponentielle.
Nous allons démontrer le :

Théonéme.- Si F est un feuilletage 3 croissance polynomiale
et 4 holonomie abé&lienne, transverse & une fibration, alors 1'invariant

de Godbillon-Vey de F est nul.

l—
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Ce résultat a &té obtenu aussi par T. Nishimori [Kﬂ lorsque

toutes les feuilles sont propres.

Le plan de cette partie est le suivant : dans la section B
on rappelle quelques notions sur 1'homologie des groupes. Dans la section
C on donne quelques lemmes généraux en relation avec la classe de
Godbillon-Vey d'un groupe de difféomorphismes d'un intervalle. La section D
contient notamment la démonstration de la nullité de cette classe pour
certains groupes de difféomorphismes. Ces résultats sont appliqués dans la

section E aux feuilletages transverses & des fibrations.

B. QUELQUES RAPPELS ET REMARQUES SUR L'HOMOLOGIE ET LA

COHOMOLOGIE DES GROUPES.

Dans cette section on rappelle briévement les quelques notions
d'algébre homologique qui nous seront utiles pour la suite. Les références

pour cette section sont [9] et [16]

1 - Soit G un groupe et K(G,1) 1l'espace d'Eilenberg-~MacLane

vérifiant les conditions

fl
(]

i) R, 1))

ii) nk(K(G,l)) 0 si k> 1

Un tel espace peut &€tre choisi comme étant un CW-complexe et c'est ce
que nous ferons dorénavant. Il est alors unique & équivalence d'homotopie

preés.

Si X est un CW-complexe on a le théoréme de représentation

fondamental suivant



- 21 -

[X,K(G,1)] —— hom(m, (X), )
la bijection associant & f : X — K(G,1) le morphisme f# : wl(X) - G,

Exemple 1.B.- On a : K(Z",1) = 17 , K(Z/,,) = RP.

K(Z,2) = €P .

2 - Déginition 1.B.- Soit A un anneau commutatif. On pose :

i) H*(G;A)

H (R(G,1)3A)

i1) HY(G:A) = H (R(G,1);A)

Ces deux foncteurs peuvent &tre aussi définis directement.

i') soit C (G) = A[G x ... x G] et soit 3 : C(G) >~ C _ (6

k-1
défini tel que

k-1

i
B(g],...,gk) = (gz,...,gk) + -Z] (-1) (gl,...,gi.gi+],...,gk)
l_‘:

2 DS (g g )

Alors 3 est un bord et si on pose que H_(G;A) = ker 9 ’

im 9

les groupes d'homologie obtenus sont isomorphes & H*(G;A)

ii') Soit Ck(G) ={f : Gx ... x G> A} et posons
d : Ck(G) - Ck+l(G) tel que

k

df(gl"",gk_'_]) = f(gz""9gk+l) + z (_])
i=1

i
f(gl,---agi-gi+],---,gk+1)

k+1
+ (-1) f(gl,...,gk)
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ker d

On pose H*(G;A) = . Alors les groupes de cohomologie obtenus

im d
. L%
sont isomorphes & H (G;A).
Dans la suite on omettra le plus souvent 1'anneau A

lorsque A = R.

3 - Rappelons quelques propriétés de 1'homologie et de la coho-
mologie des groupes.
G

.

i) On a H](G;Z) =

ii) Si f : G > G' est un morphisme, il existe un morphisme

£, : H*(G;A) > H*(G',A) tel que la correspondance G H*(G;A) , £ f

* *

solt un foncteur covariant.
iii) Soeit (Gn)

nery  Une famille croissante de sous=-groupes d'un

groupe G tel que G = \7; Gn . Alors H*(G;A) = lim H*(GH;A).
ne

En effet, les inclusions Gn(I Cn+1 donnent lieu 3 des

applications K(Gn,l) + K(G 1) qui, par un artifice standard, peuvent

n+l’

8tre considérées comme des inclusions. On pose alors X =y K(Gn,l).
N
Pour la topologie limite inductive X est alors un K(G,1), ce qui

permet de conclure.

iv) Si G = ® G , on a :
n
neZ

H (G;A)=lip H.( ® G
-ngkgn

; A)

Il s'agit d'une conséquence de iii).



- 23 -

v) Formule de Kuneth

Yy o ',
Hn(G x G') i Hi(G) 8 Hj(G ;A)
1+3j=n

vi) Suite exacte de Wang.
) j 8 .
Soit 1 > H i G > Z > 0 une extension, dont l'action de Z
sur H est engendrée par un automorphisme h : H-> H . Alors la suite :

h -id
H (H;8) ——> H_(H;A) ———— H_(G34) —— H | (H38)

est exacte et on a un résultat similaire en cohomologie.

En effet, on associe 3 B : G~ Z wune application
é 1 K(G,1) ~ S1 qui peut €tre considérée comme une fibration de
Hurewiez de fibre un K(H,1), l'action de W](Sl) sur H &tant h.

On applique la suite de Wang classique |:16:| .
4 - Pour terminer on rappelle le

Theorneme 1.B. (Formule de Hopg).- Soit G un groupe ayant

une présentation

Alors le groupe d'homologie H2(G;Z) est isomorphe au quotient IE:EQ_Q_EL.,
| [¥.8]

Conollaine 1.B.- Soit a € HZ(G;Z). I1 existe une surface

compacte orientable 3 g anses Tg et un morphisme ¢ : ﬂ](Tg) > G

tels que 0 % [ng =a, ol [Té] désigne la classe fondamentale de Tg

Démonstration {esquisse) : D'aprés la formule de Hopf, a est

g
représenté par un produit de commutateurs || [éi’bij qui est une
i=1
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relation. On en déduit une application p : ﬂ](Tg) + G qui vérifie

p*([Tg]) = a[8] .
Posons enfin la

Déginition 1.B.- Un Elément o e H,(G;Z) est appelé

2-tore de G s'il existe un morphisme o : Z ®Z = 7 (T, ) -G tel
171

que p*[TJ = 0.
L

C. LA CLASSE DE GODBILLON-VEY D'UN SOUS-GROUPE DE Diff+(I) .

Dans cette section on reprend la définition du cocycle de

Thurston et on déduit quelques conséquences.

Nous convenons que dans la suite de cette partie on note
. I3 - . 0 -
D1ff+(I) le groupe des difféomorphismes de classes C  préservant

1'orientation d'un intervalle fermé 1I.

W. Thurston a défini un 2-cocycle réel du groupe Diff+(I)
qui joue un rdle essentiel dans la suite. En fait nous utiliserons un
cocycle A cohomologue di a Mizutani, Morita et Tsuboi []U, défini
ci-dessous

Log Dg Log Df o g
A(f,g) = l-J dt
271
D Log Dg D Log Df o g
Déginition 1.C.- Soit G un sous—groupe de Diff (I) et

i: G-~ Diff+(I) 1'inclusion naturelle. On appelle classe ou invariant

de Godbillon-Vey de G la classe de cohomologie du cocycle AG = i*A .
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Le lemme suivant montre que 1'invariant de Godbillon-Vey d'un

groupe est concentré "en dehors des points fixes".

Lemme 1.C.- Soit G un groupe de difféomorphismes de 1I.
Désignons par F 1l'ensemble des points fixés par tout €lément de G.
Si pour toute composante J de I-F 1le groupe G.i a un invariant

nul, alors le groupe G a lui-méme un invariant nul.

n
Démonstration : Soit c¢ = z Ai(fi,gi) un 2-cycle de G. En
1

évaluant le cocycle AG sur c¢, on trouve

Log Dg. Log Df. o g.
i i i
dt

>
[e]
i}
— 1

A 1-[
i
2’1 |D Log Dgi D Log Dfi ° g,

Soit Fi ={tecF | Dfi(t) # 1 ol Dgi(t) # 17}, Fi est un ensemble
dénombrable de points. Si t e F - U Fi , chaque intégrant est nul dans

1

n
1'évaluation de AG sur c¢ . Puisque % Ai(fiLi s gilj) est un cycle

du groupe GLj , l'intégrale correspondant & chaque intervalle J est
n
nulle. Puisque 1'ensemble U Fi est négligeable, on trouve par sommation

S a4 2
que AG . ¢ =0, c'est-da-dire que [Aa = 0 dans H(G)

Précisons maintenant quelques définitioms.
Soit G un groupe de difféomorphismes d'un intervalle J.

Définition 2.C.-

i) Un point x € J est dit point fixe de G si, pour tout

élément ge G, ona gx =x .
o o

ii) Le groupe G agit sans point fixe sur J si 1'ensemble

des points fixes de G est vide.

e
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o
n difféomorphisme croissant qui ne fixe aucun point de I

Définition 3.C.- On appelle contraction d'un intervalle fermé I,
u

Soit f une contraction de l'intervalle fermé I et K un
groupe de difféomorphismes de 1'intervalle [}O, f(xoil ol X € I
av]
Soit K 1le groupe obtenu en prolongeant & I par l'identité les éléments

N
de K. Notons G 1le groupe engendré par K et f.

Remarquons que les éléments de G ne sont pas différentiables

_ . . n L
éventuellement sur la trajectoire {f (xo)} tout en ayant des dérivées

nel °
3 gauche et 3 droite. On en déduit que l'expression qui définit la
cochaine A a un sens sur G, et de plus, définit un cocycle AG par
une preuve similaire 3 celle du cas différentiable.

oo
Soit H= ® f K I . Puisque HC G , la restriction de
neZ

AG a4 H est un cocycle AH du groupe H.

Lemme 2.C.- La nullité de 1'invariant du groupe K
g

entralne celle de 1'invariant Dﬁﬂ du groupe H.

Démonstrnation : D'aprés la propriété 3.IV.B., le groupe

HZ(H) est une limite inductive de sommes directes finies de groupes
isomorphes & :

i) H.(EY K Y

- LAV
ii) H.(fP K Y @ H](fk KT o n#k

Nous devons montrer que le cocycle AH , évalué sur 1'image

de ces groupes dans HZ(H)’ est identiquement nul.
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L'hypothése du lemme dit que le cocycle AH , évalué sur les

N
cycles du groupe K est nul. Puisqu'un automorphisme intérieur induit
1'identité en cohomologie, on déduit que Ay s'annule sur les 2 cycles

Y
n J zn . . .
de f K f , car le diagramme suivant est commutatif :

2 (G) «~—— H2(C)

n, LAVER.
B2 (K) «————— Ho(£™ K )

Les fléches horizontales proviennent ici des automorphismes intérieurs.

L'image des groupes Hl(fn K fn) 8 H](fk K fk) (n # k)
dans HZ(H) , est engendrée par des 2-tores de HZ(H)’ déterminés
par deux difféomorphismes commutants ayant des supports disjoints.
Dans ce cas, la forme du cocycle A montre immédiatement que AH est

identiquement nul sur ces 2-tores

Le lemme suivant relie la classe de Godbillon-Vey du groupe K

a celle du groupe G.

Lemme 3.C.- La nullité de 1'invariant du groupe K entralne

celle de 1'invariant du groupe G.

Démonstrhation :

a) Nous démontrons d'abord que G est le produit semi-direct
du sous—groupe H et du sous—groupe cyclique engendré par f. En effet,

si ne Z -0, alors fn(xo) # x et donc f" ¢ H. De plus, si g

v n

est un &lément quelconque de G , il existe des €léments kl""’kn de

et des entiers 1

1""’in , tel que :
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Y 1’\; K
g—k]f sz nf
On en déduit que
B N S B O 1 I RS ST e TIPS S S S |
g=k.e K, el fa el 2 g g ! ool g ! n

Les deux conditions dans la définition du produit semi-direct sont vérifiées.

b) Nous allons finir la démonstration en montrant que
1'application naturelle HZ(G) - HZ(H), qui envoie la classe Eéé] sur la

classe Bﬁa, est injective.

Considérons la suite exacte associée au produit semi-direct ci-dessus

1 > H > G Z o .

L'action du groupe Z sur H est engendrée par 1'automorphisme h : H » H
défini par h(u) = f u f] . Puisque les supports de u et h(u) sont

différents, 1'automorphisme h_ de

~

[1,8 nez [" K 2%, £ K £

n Y -n
H
HI(H;Z) e (] f Kf

est sans point fixe non trivial. On en déduit aisément que
* Lk . . . .
h™ - id" HI(H) e HI(H) est surjectif. La suite de Wang cohomologique

permet de conclure que la fléche naturelle HZ(G) - HZ(H) est injective.
Rappelons ici le :

Théoneme 1.C. [71].— La classe de Godbillon-Vey d'un groupe

abélien de type fini est nulle.

Remarque 1.C.- Ce théoréme reste vrai pour les groupes abéliens
quelconques puisque tout groupe est la limite inductive de ses sous-groupes

de type fini.










































