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 é étude envisagée concerne le comportement d'une plaque percée 

d'un trou et'soumise à une compression monoaxiale. Nous nous proposons de défi- 

nir les conditions d'initiation et de propagation de la fissure axiale. 

Une analyse bibliographique montrera que l'idée directrice 

des travaux antérieurs est la recherche d'un critère mécanique décrivant, ou la 

rupture ou le début de rupture, le matériau étant considéré comme élaçto-fragile. 

Les critères traduisant la condition de début de rupture ne font pas, ou peu, in- 

tervenir la structure propre du matériau (pores, défauts, fissures ...). 
Nous allons reprendre cette étude par la mécanique linéaire de 

la rupture. Celle-ci aborde 1.e problème avec des méthodes différentes, elle s'in- 

téresse essentiellement aux défauts et à leur évolution, en cherchant à décrire 

les conditions nécessaires de propagation et de stabilité de la fissure. 

Les conditions d'évolution sont alors exprimées sous forme de 

balance d'énergie ; en faisant intervenir, d'une part l'énergie fournie au maté- 

riau (énergie potentielle, énergie interne), et, d'autre part l'énergie dépensée 

en la création de nouvelles surfaces pendant la propagation des défauts. 

Dans une telle approche, il est nécessaire de déterminer l'é- 

nergie d'avancement de fissure G en fonction de la longueur de fissure dans le 

cas du modèle utilisé : plaque percée d'un trou en compression monoaxiale, com- 

portant deux fissures radiales évoluant en mode 1, symétriquement par rapport au 

trou. Trois types de méthodes seront utilisées : 

- Une méthode de potentiels complexes et de transformation 
conforme, avec prolongement analytique, méthode semblable à celle utilisée par 

BOWIE dans le cas de la traction ; l'énergie G sera obtenue directement après 

lissage de la courbe par la méthode des moindres carrés. 

- une méthode des éléments finis avec maillage triangulaire 
à trois noeuds. 

- une méthode par intégrale de frontière, dite de discontinui- 
tés de déplacement, l'énergie G est alors calculée en simulant un accroissement 

virfuel de la longueur de fissiire. 



 é étude expérimentale réalisée portera surllanahrse du compor- 

tement de plaques de roches calcaires de nature différente (micrite, marbres mi- 

crofissurés). 

Elle aura pour but de vérifier les conditions de propagation 

de la fissure de traction dans un état de contrainte particulier. 





Chapitre 2. 

Rupture de plaque trouée eri coinpression simple : rnècanismeç 

A - Dans un premier temps, nous allons analyser au travers 
de la bibliographie les divers types de fissures qui conduiront à la rupture globale 

de l'échantillon. Cette revue des travaux effectués sur le sujet montrera que l'ap- 

proche du problème est toujours posée en terme de mécanique des milieux continus, 

c'est à dire pour un milieu exempt de défauts. 

2,1 ~cANISMES DE RUPTURES : FISSURE DE TRACTION, FISSURE DE CISAILLEF41ENT, 

Quelques études ont été menées sur la rupture en compression à partir 

d'un trou sur des échantillons fabriqués, ayant un comportement élasto-fragile. 

Après avoir délimité une zone de compression uniforme sur un parallélé- 

pipède d'AU 36 soumis à une compression uniaxiale (fig. 2.01), CALVET 1 1 1 a dé- 
terminé, pour des modeles de pates pures ou de mortier (fig. 2.02), par visualisa- 

tion directe, la forme de trous de fissures à la surface du modèle et l'évolution 

de ces traces. 

- zone uniforme 
<O 
O> - 

T zone pert,urbée 

l 
F i g .  2.01 -- Fig. 2.02 - 

De ces observations, CALVET distingue deux stades différents de fissu- 

ration en compreskion monoaxiale. Les figures (2.03, a .b) représentent 1' aspect du 

modèle soüs faible charge lors de la microfissuration (fig. 2.03, a), puis sous 

charges élevées lors de la rupture (fig. 2.03, b) . 



Fig. 2.03 a 

première f i s s u r e .  

Fig. 2.03 b 

aspec t  à charge é l evée  

(ou rup tu re )  . 

Fig. 2.03 a - - Fig. 2.03 b 

Nous pouvons c o n s t a t e r  s u r  l a  f i g .  2.03 que l a  s e u l e  microf i ss i i re  

q u i  a p p a r a î t  à f a i b l e  charge e s t  d i r i g é e  suivant.  l ' a x e  8 = O .  A l a  rup tu re ,  l e  

modèle s e  comporte comme deux demi-prismes enrochés s u r  l e s  bords non chargés,  

l ' échancrure  é t a n t  un demi-cercle.  

C e t t e  étude ne permet pas  d ' ana lyse r  l ' é v o l u t i o n  de f i s s u r a t i o n ,  n i  de 

déterminer  l e s  d i v e r s  types  de f i s s u r e s  a i n s i  que l e u r  r ô l e  r e s p e c t i f  dans l a  ru ine  

de  l ' é c h a n t i l l o n .  LAJTAI EZ,  LAJTAI N / 2 f , dans l e  c a s  d ' é c h a n t i l l o n s  de p l â t r e  

( f i g .  2.04) soumis à une f a i b l e  p re s s ion  de confinement,  on t  é t u d i é  l e  mécanisme 

conduisant  à l a  rup tu re .  

Fig. 2.04 - -  
Modèle u t i l i s é  p a r  LAJTAI EZ 

T J J T A I  UN 

Les d i v e r s  t ypes  de f i s s u r e s  son t  no tées  p a r  o rd re  d ' a p p a r i t i o n  

( f i g .  2.05).  En premier ( a )  s e  développe une f i s s u r e  d e  traction prima<re dans 

l ' a x e  de compression ( 0  = O) ,pu i s  à 8 = 90" ( 5 )  par  r a p p o r t  à c e t t e  f i s s u r e  a p p a r a î t  

en bord de t r o u - ,  une f i s s u r e  de  cisaiZZement normal ( c )  q u i  devien t  une zone de  

broyage ; dans c e t t e  zone de broyage, démarre ( d ) ,  en  bord de t r o u ,  l a  f i s s u r e  de 

cisaiZZement ZncZiné e t  1.a r u p t u r e  (e )  co ïnc ide ra  avec l ' a p p a r i t i o n  d'une fissrne 

de traction szcondaire. 



a) fissure de traction primaire b )  fissure de cisaillement normal 

c )  zone de broyage d) cisaillement incliné dans la zone de broyage 

e) rupture coïncidant avec l'apparition de la fissure de traction secondaire. 

Il faut cependant noter que la pression de confinement intervient dans 

le développement des fissures et change l'importance des divers types de fractures 

1 3  1 -  
De ces études, on en retire que la rupture en compression pour une 

pSa.q~ie percée d'un trou procède : 

a) d'une fissure de traction dont le plan est dans l'axe des charges, 

b) puis d'une fissuration de cisaillement. 

Dans le cadre de notre recherche, nous avons entrepris une étude théo- 

rique au sens de la mécanique de la rupture afin d'établir et de confirmer ces deux 

points essentiels. 

2,2 APPROCHE CLASSIQUE, CONDITION DE RUPTURE SELON LES CRITÈRES 1 

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE , 

La rupture fragile des roches est un processus complexe. La connai.ssance 

de cet état limite du matériau se traduit en terme de mécanique par la définition 

d'un critère de rupture qui prend la forme d'une relation liant les contraintes 

O11 , O22 , O33 , 012 , 013 , 023 en condition de rupture de la forme 

Dans notre étude, nous ne tiendrons pas c~rnpte de la température ni de 

la vitesse de prise en charge. 



Lorsque l'on ne connaît pas les critères applicables au matériau, on 

peut, dès lors que l'on dispose d'observations expérimentales suffisamment fines 

de l'apparition de la fissuration, tenter de définir les lois de passage à l'état 

limite. Toutefois, il convient de noter que la connaissance expérimentale des fi- 

gures de rupture ne peut donner qu'une image approchée des critères recherchés. 

11 est essentiel, en effet, de savoir en quels points se manifestent exactement les 

premiers désordres pour sélectionner parmi les critères connus, ou analyser celui 

qui permet d'apporter l'application complète et satisfaisante au comportement de 

la roche. 

2,2,1, CRITÈRES D'INITIATIGN OU CRIPÈRES LIES A DES DÉFAUTS NON ÉVOLUTIFS 

FISSURE DE TRACTION 

TRAVAUX DE LORRAIN 1 4 / et CALVET 1 1 1 
Dans le cas de sa these, 1,ORRAINI 4 1 a mené une étude pour déterminer, 

dans le cas du modèle de CALVET (Ch. 21, fig. 2 . 0 2 ) ,  quels étaient les critères 

les plus appropriés. 

Cinq critères ont été étudiés : 

a) critères exprimés en contraintes : 

- critère de Rankine 
- critère de Tresca 
- critère de Coulomb-Mohr modifié. 

b) critères exprimés en déformation : 

- critère de Brandenberger 
- critère de Distorsion maxiamle. 

Le tableau ci-après regroupe les valeurs théoriques des fonctions cri- 

tères étudiées au contour du trou libre. Celles encadrées sont les maxima absolus 

d'après LORRAIN 



L'analyse des modes de fissuration montre que la seule fissure appa- 

raissant sans faible charge est dirigée suivant l'axe de compression (fig. 2.03), 

c'est à dire à 0 = O".  Il en résulte que seuls les critères d'extension maximalc 

de contrainte de traction maximale et la théorie de Coulomb-Mohr modifiée peuvent 

expliquer convenablement la naissance de la fissure axiale du modele de CALVET sous 

l'effet d'une sollicitation de compression monoaxiale. 

Dans le cas de la compression monoaxiale, le critère de Rankine est pra- 

tiquement identique au critère de Griffith en contrainte 1 5 1 
D'autres études 1 6 1 ont montré que, dans le cas de la compression sur des 

matériaux fragiles, seuls deux critères classiques pouvaient être retenus, le cri- 

têre de Coiilomb-Mohr modifié ainsi que celui de Griffith. 

- Ces critères classiqües qui font appel à des défauts non évolutifs 

ne permettent pas une interprétation complète des phénomènes de fissuration. Le com- 

portement à la rupture est lié ( §  2.1) au développement de fissures. 

Le critère de Coulomb-Mohr modifié ainsi que le critère de Griffith 

ne peuvent s'appliquer à la rupture globale de l'échantillon mais simplement à l'i- 

nitiation d'une fissure et donc à l'agrandissement du défaut. 

TRAVAUX DE LAJTAI 

Pour expliquer les conditions de naissance de ln fissure axiale, 

LAJTAI 1 7 1 reprend la théorie de RANKINE qui est sensiblement identique au critère 
de GRIFFITH : : 

a2 = a', al + 3 a 2  ( 0  
2 

(2.81) (01 - 02) + 8 a', (al + 02) = O si al + 3 a2 > O 

avec 0 1  > O et a' résistance limite à la traction 
O 

~ors~u'il y a apparition dans la structure de zone de traction : 

Ainsi lorsque la contrainte maximale a (a,@) (fig. 2.06) en bord de 8 0 
trou atteint la résistance à la traction ofo, 1.a fissure devrait apparaître. (a, 

t rayon du trou). 

 é état de contrainte dans la plaque en un point 
M (r,O), situé à une distance r du centre du trou, 
soumise à la compression, sera 1 8 1 



En r é a l i t é ,  l e  matér iau  possède des micro f i s s u r e s  que l ' o n  peut çup- 

poser  a l éa to i r emen t  r é p a r t i e s  (cas  de l ' i s o t r o p i e )  e t  par  conséquent l ' o n  peut 

admettre  q u ' i l  e x i s t e  une m i c r o f i s s u r e  de longueur d  en bord de t r o u  ( f i g .  2.07) 

Fig. 2.07 
- -  

Dans ce  cas ,  l e  champ de c o n t r a i n t e  0 e s t  pe r tu rbé  LAJTAI propose 
0  8  

a l o r s  l e  c r i t è r e  su ivan t  : 

T a 
avec Gee ( a  + 2d, 0 )  = - (- - 3a4 

2 (a+2d)z (a+2d)" ) 

Les r é s u l t a t s  expérimentaux p ré sen té s  par  LAJTAI ( f i g .  2 .98) ,  montrent 

une bonne concordance avec c e t t e  t h é o r i e  en  supposant des d é f a u t s  de longueurs 

d  = 0,l  cm. 

A ce  s t a d e ,  l ' o n  peut  d é j à  f a i r e  deux remarques : 

1' 1-a v a l e u r  de od (de l ' é q u a t i o n  2.02) e s t  sures t imée:  en  e f f e t ,  l a  

r é p a r t i t i o n  de c o n t r a i n t e  oee n ' e s t  pas  l i n é a i r e  ( f i g .  2 .06) ,  mais tend rapidement 

v e r s  O.  

2' Ce c r i t è r e  n ' e s t  v a l a b l e  que pour des  p e t i t e s  d i s t a n c e s  d,  l a  con- 

t r a i n t e  O ( r .0 )  devenant de compression à une c e r t a i n e  d i s t a n c e  d l  ( f i g .  2.06) du 
8 8 

t r o u .  

3' Le c r i t e r e  ne  d é c r i t  pas  i 1Gvo lu t ion  de l a  f i s s u r e .  



FISSURE DE CISAILLEMENT 

Le problème de l'initiation de la fissure de cisaillement normal 

est abordé de manière semblable au cas de la fissure de traction par NESETOVA 

et LAJTAI EZ 1 g 1 .  
Le critère utilisé n'est pas celui de GRIFFITH (relation 2.01) car 

cette théorie néglige le fait que les fissures ou vides aplatis peuvent se fer- 

mer sous l'action de compression suffisament élevée mais celui de Mac CLINTOCK- 

WALSH 1 10 1 .  Ce critère utilise la théorie de GRIFFITH en introduisant un coeffi- 

cient de frottement l~ entre les lèvres de la fissure lorsque celle-ci se forme. 

En problème plan, ce critère a la forme : 

Oc 
: contrainte correspondant à la fermeture du défaut 

y = tg : coefficient de frottement lèvre sur lèvre de l a  fissure. 

Si l'on note 

Le critère du début de fissuration s'écrirait : 

S caractéristique du matériau. 
O 

Pour les mêmes raisons que pour la condition de nai:;sancede la fis- 

sure de traction, NESETOVA et LATJAI ont modifié ce critère pour tenir compte de 

la présence d'une microfissure naturelle de longueur d en bord de trou (Fig.2.09) 

et de la modification du champ de contrainte résultant. 



IT Tr 

Teff (a, 2) + T (a + 2d, y) 
T =  eff d = S 

O 

Ici encore, les résultats présentés (fig. 2.10) concernant l'ini- 

tiation de la fissure de cisaillement montre une assez bonne corrélation avec 

les résultats théoriques en faisant l'hypothèse d'une microfissure natiirclle de 

longueur d = 0,l cm. 

Fig. 2.20.  - 

~ésultats exp6rimentaux de l ' initia- 
tion de la fissure de cisailiement 
conparés au critère pour une micro- 
fissure naturelle de d = 0 , l  ciri. 

d'après NESETOVA et LkJTAI 1 9 1 . 

Si NESETOVA et LAJTAI montrent une assez bonne concordance entre 

la thGorie et l'expérience, plusieurs remarques peuvent encore être faites : 

(i) Cette théorie a l'avantage de faire intervenir le frottement au 

niveau de la fissure de cisaillement, cependant la fissure de ci- 

saillement normale (fig. 2.05) n'est pas très bien définie, Il 

s'agit plutôt d'une zone de broyage ou de developpement d'une 

intense microfissuration. 

(ii) Le chemin de fissuration ne peut être décrit par ce critère. 

(iii) Pour le calcul de la contrainte de cisaillement ( 2 . 0 5 ) ,  NEÇETOVA 

et LAJTAI utilisent le modèle de la figure (2.11). 

Relation entre les contraintes prin- 
cipales le long du chemin t,h60rique 

=s'me. de fl, 



Or, la fissure de cisaillement n1apParait qu'à charge élevée ( §  2.1) ; 

à ce stage, la fissure de traction a traversé l'échantillon. Dans ce cas, celui- 

ci se comporte comme deux demi-prismes encochés sur les bords non chargés, l'é- 

chancrure étant un demi-cercle (fig. 2.12). 

a) ~&but fissure de traction. 

b) Fin fissure de traction. 

c) Début fissure de cisaillement. 

Ce qui donne un champ de contrainte totalement différent en bordure 

de trou à O = 90'. 

CONCLUSION 

Tous ces critères de rupture sont des critères d'initiation. Ils ne 

peuvent s'appliquer à la rupt- , e  globale ou ruice de l'échantilïon. Ils tradui- 

sent simplement des conditions nécessaires de naissance d'une fissure mais ne 

permettent pas de prévoir l'évolution de celle-ci. 

Le but du travail présenté est d'exprimer les conditions de demarra- 

ge et d'évolution des fissures, c'est à dire en s'intéressant nu problème de la 

stabilité de la fissurâtion. Ce problème ne peut être abordé que par l'inter&-, 

diaire de la mécanique de la rupture. 

Dans le présent problsme, nous aurons en présence deux types de fis- 

sures, une de traction et une de cisaillement. 

Dans ce cadre, nous allons présenter rapidement les principaux ré- 

sultats de la mécanique de la rupture. 

2 .2 .2 .1 .  APFROCHE C L A S S I Q U E  DE L A  MECANIQUE DE LA RUPTURE.  - . . - - - p.- - - 

x) Différtnts modes de ruptures. 

Considérons un état initial dans lequel un matériau contenant une 



soumis 2 un système de forces extérieures planes, l'état général de propagation 

de la fissure dans le cas de notre étude peut être ramené à la superpositi.on de 

deux niodes de sollicitations extérieures simples. 

Modes de ruptu~es simples. 

x) Mode 1 ou mode de trac tlon (f ig. 2.13 a) 

Les lèvres de la fissure se déplacent perpendiculairement l'une 

par rapport à l'autre. 

x) Mode II ou mode de cisaillement (fig. 2.13 b) 

Les lèvres de la fissure se déplacent dans un même plan et dans 

une direction perpendiculaire au front de fissure. 

Le mode III (ou de torsion, problème anti-plan) n'intervenant pas 

dans notre problème, nous ne ferons appel qu'aux résultats concernant les modes 

1 et II. 

Les facteurs d'intensité de contrainte en mode 1 et II seront res- 

pectivement notés KI, KII et sont déterminés par la théorie de l'élasticité li- 

néaire en fonction de la géométrie de la fissure, de la structure et des charges 

appliquées. 

xx) Analyse Glastique des contraintes et des déformations 

au voisinage de la fissure. 

Diverses méthodes d'analyse permettent d'étudier le champ de con- 

trainte et de déformation au voisinage de la fissure. 



La théorie de l'élasticité 1 1  1 1 montre qu'en point P du plan (x, y )  

située à une distance r, petite, du point M de la tête de fissure (Mg, MP) = 0 

( f i g .  2 . 1 4 ) ,  les contraintes et les déplacements sont données par les expressions 

suivantes pour une, fissure sollicitée. 

- en mode 1 : 

K 
= -  I cos (012) [ 1 - sin ps 

K 
= -  0 

I cos (812) [ sin (Y) ,pE 

0 30 (-1 sin (-) ] 
2 

2 

leproblème étant étudié en contrainte plane, l'on a : 

- en mode II 

- - -  
OXzr 

'11 sin 012 cos 012 cos 3 812 pG 
8 0 = > [ -  sin ( $ 1 2  + cos cos 

YY ,p% 1 
8 0 3 0 cos (2) [I - sin sin-] 2 



O z Z = O  = O X z  = 0 contrainte plane 
YZ 

2.2.2.2. CRITERE DE GRIFFITH DE PROPAGATION DE DEFAUT. 
-- 

Physiquement, pour qu'iine fissure se propage, il faut fournir au 

matériau une certaine énergie. CRIFFITH 112 la établi un critère d'évolution de 

fissure à partir du théorème de l'énergie potentielle minimale. Il émet l'hypo- 

thèse que l'énergie W absorbgpar l a  création de nouvelles surfaces est directe- 

ment proportionnelle à l'aire de ces surfaces créées. Considérons le cas de 

notre étude (fig. 2.15) 

Fig. 2.15 - 

Plaque percée d'un trou 
possédant deux fissures 
radiales soumise à une 
compression monoaxiale ' -  . 

Si la longueur de fissure augmente virtuellement de 81 , 1 ' énergie 
potentielle globale diminue de : 

h : épaisseur de la plaque. 

WC énergie potentielle de la plaque percée d'un trou possédant 
2 fissures radiales de mêmes longueur. 

Wo : énergie potentielle de la plaque percée d'un trou, sans 
fissure, avec les mêmes conditions aux frontières. 

K=2 : nb de fissures radiales. 

G : énergie disponible pour faire avancer la fissure. 



Une conditj-on nécessaire de propagation de la fissure s'écrira 

(critère de GRIFFITH 1 12 1 ) 

Gc = énergie critique pour faire avancer la fissure caractéristique 
du matériau. 

y = énergie de surface. 

Pour qu'il y ait propagation, il est nécessaire que le critère soit 

vérifié ; nous n'étudierons pas le fait qu'il peut y avoir propagation sans pour 

cela que le critère (2.12) soit satisfait, il s'agit dans ce cas de matériau 

soumis à des processus de corrosion sous contrainte 1 13 1 .  

2.2.2.3. STABILITE DE L A  PROPAGATION 

On distinguera deux types de propagation. 

La propagation stable : La propagation d'une fissure sera dite stable lorsqua 

celle-ci pourra être contrôlée. 

La propagation instable : Lorsque celle-ci n'est plus contrôlée (de manière 

irrémédiable ou momentanée). 

Nous avons vu que, selon GRIFFITH, la condition nécessaire d'exten- 

sion d'une fissure s'écrirait : 

Le comportement ultérieur de la fissure depend des variations de 
a w - 3 3; 
ai 

c'est à dire - . Soit Pc la valeur de la sollicitation pour laquelle G 
-2 a 1- 

atteint la valeur Ly. Si l'on maintient le chargement P constant à partir de  

ce moment, il peut se présenter deux choses : 

a) ou bien l'on est dans une situation telle que : 

et le critère de GRIFFITH n'est plus satisfait dès que la fissure aura progresse 

d'une quantité infinitésimale et il ne peut y avoir propagation. 



b) ou bien l'on a : 

et le critère de GRIFFITH sera encore satisfait après la propagation de 31 : 

11 y aura effectivement propagation. Le cas (a) correspond à la r u p t u ~ e  contrô- 

Zée ou propagation stable. La propagation de la fissure n'est possible que par 

une nouvelle augmentation de la sollicitation, c'est à di.re par rine augmenta- 

tion de l'énergie extérieure (fie. 2.16 a). 

Figuî~c 2.16 
D i ~ ~ u s s i o n  de l a  s t n b i l i t é  Cc In f r ac tu re  selori  
l a  forme de l ' éne rg i e  C di5ponib2.e : 

a)  p ropaga t ion  z taùle  ou contrÔi6e 
bj propagnt ion i n s t a t l t .  

Le cas (b) (fig. 2.16 b) correspond à la rupture non contrÔl6e ou 

propagation instable .  L'excès d'énergie 2 P constant par exemple sera transformé 

en énergie cinétique. La flssure se propagera alors à des vitesses de plus en 

plus élevieç qui atteindront des vitesses de l'ordre de 1 000 m/ç. 

On constate donc que le phénomsne de rupture (stabilité, instal->ilité) 

n'apparaîr pas corrune une caractéristique Intrinsèque du matériau puisque son 

éventual.it6 et sa forme dépendent toutes deux du potentiel total du système et 

par conséquent de sa géoniétrie, des conditions aux limites ... 

2.2.2.4. RELATION ENTRE G et K et K 
-- I --II- 

11 est possible, par l'gtude du champ de contraintes, et de dépla- 

cements autour du défaut, de relier G aux facteurs dlintensit% de conrraintes 

KI , KII par la relation 1 1 1 1 



KI2 + K~~ 
2 

(2.13) G = a (  1 a  = 1 - v2 en déformation plane 

a =  1 en contrainte plane 

E = module d'Young 

v = coefficient de Poisson. 

Le critère de énergéti.que de G X I F F I T H  1 12 1 permet de traduire 
l'évolution des dêfauts. C'est ce critère que nous utiliserons pour décrire la 

rupture en compression à partir d'un trou. Dans ce qui suit, nous analyserons 

séparément et en détail, les deux stades de fissurations définis au S 2.1 (con- 

dition de démarrage et de propagation, et la stabilité de ia fissuration dans 

le cas uniquement de la fissure de traction). 





Etude de la f i s s u r a t i o n  par tractiori 
- 

f i ssure  de traction 

De l'analyse bibliographique exposée précédemment, nous pouvons tirer 

une constatation importante : à partir du trou naissent deux fissures symétriques 

dans l'axe de la compression, avant que les fissures de cisaillement n'apparais- 

sent, et ces fissures dites de traction ne conduisent pas à la rupture de l'ensem- 

ble. De cette constatation bibliographique et expérimentale, nous avons alors choE- 

si de modéliser le comportement du matériau pendant la fissuration de traction 

par (fig. 3.01) une plaque percée d'un trou d'où partent symétriqzternent deux fis- 

sures de longueur 1. 

Fig .  3.01 - -- 

Dans l'optique d'appliquer le critère de 

GRIFFITH 1 12 1 , nous ai lons chercher 
3 determiner lt6nergie d'avancement de 

fissure G en fonction de la charge de 

compression T et de la longueur de fis- 

sure 1/R. Les conditions de calcul seront 

celles de l'Glasticit6 linéaire dans Le cas 

de matériaux isotropes. Nous proposozis 

trois méthodes de calcul de G : 

- méthode des potentiels complexes, 
- méthode des éléments finis, 
- méthode des discontiriiiit6s de déplac-.enients, 

3,2 METHODE DES POTE NT 1 ELS COMPLEXES 

Dans une configuration semblable, mais pour des plaques soumises à 

traction, BGkrIE 1 14 1 utilise la méthode de transformation conforme :, cette 

t Y méthode, basée sur le théorie des poten- 

tiels complexes, permet de  déterminer l'é- 

nergie G d'avancement de fissure, dai-ts le 

cas de plaque infinie. Nous allons reprendre 

cette methode, en l'appliquant au cas de ln 

compression (fig. 3.02). 



-- -- 

La soliition d'un problème élastique plan s'exprime 2 l'aide de deux 

fonctions holomorphes @(z) et g ' ( z )  de la variable complexe z = x + ix 

(ou z = x + iy) . 
En coordonnées cartésiennes, les potentiels complexes sont reliées à 

l'état de contraintes et de déplacement, en tout point du milieu, par les rela- 

tions suivantes 1 16 1 
- 

(2.01) ai i + 0 2 2  = 2 [O' ( z )  + +' (z) ] = 4 Re [+'(z)] 

- - 
2l.i [UI + iuz] = x $(z) - z $'(z) - g v  (z) 

avec x - 3 - 41) déformation plane. 

- - -  3 - v  
T + v  contrainte plane. 

E module d'Young 

v coefficient de Poisson. 

D'où nous pouvons déduire : (3.01) - (3.02) 

Cette relation nous permet, en separant les parties réelles et imagi- 

naires, de calculer les contraintes normales et tangentielles 2 partir des poten- 

tiels cornpl-exes. 

Si TndS et YndÇ représextent les composantes, suivant l'axe des abscis- 

ses et des ordonnêes, de la force agissant sur un élément d'axe dS, nous obtenons 

1 4 1 la résultante : 

Pour le moment, nous avons 1 1 5  1 

En coorclonn&es polaires dans la base orthonormée associée @,Po) 
( f i g .  3.03), ces équations slécri.ront : 



Figure 3.03 - 

Les potentiels coniplexes sont des fonctions holoniosphes, donc développa-. 

bles en séries de Laurent cle la forme : 

Le calcul des coefficients a et b s'effectuera dc telle façon que les 
m m 

symétries et les conditions aux limi~ês du problème soient respectées. 

Les conditions de symétrie imposent que les coefficients a et b saient m rn 
réelles. 

Les conditions aux limites du problème énoncé au paragraphe 3.1. sont : 

a) Compression uniforme d'intensité - T à l'infini suivant l'axe des x 

b) Surface latGrale du trou non changée 

c) Les lcvres de la ou des deux fissures (fig.302 ) non chargées puisque 

la fissure se propage en mode 1. 

. La condition a) de contrainte à l'infini s'écrit : 

lin o1 1 (x, y)  = - T 

x - t m  
(3.11) 

lim oI2 (x ,  y) = C 

x - f m  

. La deuxième condition b) devrait thgoriquement s'écrire : 



T (M, x ~ )  = O pour t o u t  M du c e r c l e  C(0,  R) 
-+ 

L 
3 '+ 

(T (M, X r )  v ec t eu r  c o n t r a i n t e  appl iqué  s u r  une f a c e t t e  de normale X ) 
r 

d 'où 
-+ -t 

arr xr8+ are x, = 0 pour M appar tenant  C ( 0 , ~ )  

En généra l ,  l o r s q u e  l ' o n  recherche 1.a s o l u t i o n ,  pour l e s  p o t e n t i e l s  

@ ' ( z ) ,  g l ( z ) ,  sous l a  forme d'üne s é r i e  t ronquée,  il n ' e s t  pas poss ib l e  de v é r i -  

f i e r  c e t t e  cond i t i on  l i m i t e  en  t o u t  po in t  du c e r c l e  C ( 0 ,  R ) ,  mais seulement en 

un c e r t a i n  nombre de p o i n t s  (méthode de f i x a t i o n  à l a  f r o n t i è r e ) .  Dans c e t  e s p r i t  - 
il e s t  p r é f é r a b l e  d 1 6 c r i r e  que l a  r é s u l t a n t e  des a c t i o n s  s u r  un a r c  AB ( f i g .  3 . 0 4 )  

f i  

e s t  n u l l e ,  e t  c e c i  que l  que s o i t  l ' a r c  AB. C e t t e  cond i t i on  a  l ' avan tage  de p ré se r -  

v e r  une p a r t i e  de l ' é q u i l i b r e  g l o b a l ,  à s a v o i r  que l a  r é s u l t a n t e  des  f o r c e s  s u r  

l e  c e r c l e  C(0, R) e s t  n u l l e  (ce qui n ' e s t  pas obl iga to i rement  l e  ca s  s i  l ' o n  i m -  

pose l a  c o n t r a i n t e  n u l l e  en un c e r t a i n  nombre de p o i n t s )  ; cependant,  par  c e t t e  

méthode, basée  s u r  l ' é g a l i t é  des  r é s u l t a n t e s  conrne pour c e l l e  basée su r  l ' é q u i l i -  

b r e  des  c o n t r a i n t e s ,  l ' é q u i l i b r e  des  moments n ' e s t  pas  obl iga to i rement  s a t i s f a i t .  

L a  condi t ion  e n  r é s u l t a n t e  s e  dédu i t  d e  l a  r e l a t i o n  (3.05) .  

B 
(3.12) 1 @ ( z )  + z  @ ' ( z )  + g t t ( z )  1 = O A,  B A,B €C(O, R ) .  

A 

La condi t ion  aux l i m i t e s  ( c )  n ' e s t  pas  p r a t i q u e  à i n t é g r e r  dans l e s  c a l -  
c u l s .  Comme l a  sur face  l a t é r a l e  e t  l e s  l è v r e s  de l a  f i s s u r e  ne s o n t  pas chargécs ,  
il e s t  p r é f é r a b l e  de t ransformer  ce contour compliqué en  un c e r c l e  qui  ne s e r a  
pas  chargé.  

Suivant  l e s  remarque.~ précédentes ,  il s ' a g i t  de déterminer  l a  f o n c t i o n  
qu:. t ransforme une plaque i n f i n i e  pe.rcéeFdlun t r o u  de  rayon R possédant K f i s s u r e s  
r ad i a l - e s  régul ièrement  r é p a r t i e s  à 8 = O,+, . . , (k-1) de longueur en une plaque 
i n f i n i e  percée  d'un t r o u  de rayon u n i t é  possédant K p o i n t s  de d i s c o n t i n u i t é  
(K = 52)  dans l e  plan ( f i g .  3.05). 



Fig 3.05.  -- 

La transformation conforme exprimé sous forme différentielle est / 17 1 

avec E : paramètre réel tel que O < 1 € 1  < 1 
permettant d'ajuster la longueur des fissures au problème. 

La transforma~ion conforme donnée sous forme différentielle (3.1 3) ne 
permet pas d'exprimer aisément les équations de Kolosovhiukhclishvili (7.07-3,08- 
3.09)  en variable < , alors que cela est possible lorsque cette transiormatioi~ 
conforme a la forme Z = w(<); La fonction w(c)sera obtenue par un développement 
en série de Laurent, convergeant sur et à l'extérieur du cercle unité. La forme 
d'un tel développement sera : 

06 les A seront choisis réels. 
j 

La dérivée logarithmique de ( 51 4) donne : 

-K 
Si ].'on pose t = -E et U = i. , I.'expression ( 3.1 3) devient : 

En remarquant que : 

(Pn : polynôme de Legendre de lere espèce d'ordre n).  



L'équation sous forme différentielle de la transformation conforme 
(3.13) s'écrira : 

L'identification de (3.15) et (3.16) conduit à choisir j = -(l-Kn) 
c'est à dire un développement de la transformation conforme sous la forme : 

et permet le calcul des coefficients A 
11 

pour n > 1 

La transformation conforme sera complètement définie, en chojsissant 
la constante C de telle manière que : 

.avec 01 un point du cercle unité dans le plan T , .  Dans la suite, l'on 
prendra R = 1, c'est à dire que les longueurs de fissures seront expri.mées p a r  
rapport à l'unité de longueur qui sera le rayon du cercle. 

Les potentiels complexes çrexpriineront dans le plan Z en fonction de 
la variable 5 par : 

0 ( z )  = $ (a(<) = @ (Cl @ ' (0 Q ' (2)  = -- 
a' ( r )  

et 

g ' ( z )  - g1(w(5)) = G 1 ( < )  
Gr (5) g' (2) = --- 
b)' (Cl 

Le champ de Contrainte (3.07 - 3.08) et de déplacement (3.09) s'écrira 
en fonction de la variable < de i a  manière suivante : 

P' (5) ) 
Orr + aOe = 4 R (- 

e w1 (Cl 



De même la résultante (3.11) devient : 

Conditions aux limites 

Les conditions limites (3.11) et (3.12) s'écriront à l'aide des relations 
de Kolosov - Mukhelishvi-li 

. au voisinage de l'infini : 

. au bord du trou non changé 

@'(')+G'(<) = O  avec5 = e i 0 (3.23) (3 (Cl + U(C) -I- 
w I r )  

Les Potentiels complexes (3.19) sont supposés développables en série de 
Laurent. Les fonctioris sont holomorphes dans le domaine situé à l'cxtériei?r du trou 
et doivent satisfaire aux conditions limites (3.22) et (3.23). 11 est nécessaire 
de définir la continuité ànalytique de ces fonctions à travers la limite définie 
par le cercle C (O,]) sur lequel l a  résultante est nulle. Cette derniere condition 
nous permettra de définir complètement les potentiels complexes par le calcul des 
ter~iieç a el b . 

m m 

Partageons le domaine Gtudié en deux parties : une partie gauche notée 
II II G et une partie droite notée "D" . Le rflatériau occupe par convention la parCie 
11 11 G à l'extérieur du trou de frontière r ,  le cercle C(O,!) sera décrit de telle 
façon à laisser le domaine "Gu à gauche. 



Les potentiels complexes (3.09) sont holomorphes en tout point de "G", 
ce qui donne, compte tenu des conditions aux limites (3.10) : 

En fonction de la variable 5 , ces potentiels prennent la forme : 

La condition limite (3.23) devient, après multiplication par w't'a) 
(pour < = a ou [ c  1 - 1). 

(3.26) W' (CI) G' (O) - - W '  ( 2 )  %(CI) - da 0' (CI) 

@(<) et G1(<) sont des fonctions holomorphes dans la région "G" occ~~pce 
par le matCriau ; mals sont indéterminées dans la région "D". Le problème est donc 
de prolonger la fonction @(<) en "D:', de telle manière à obtenir une continuité 
analytique à travers i a  limite définie par la circonférence r(cr 8 = i ) .  

Pour 6 appartenant à la partie "G", l'équation (3.26) s'écrira : 

Le prolongernent analytique de @ (<) (< "D") est obtenu dans I1équati.on en 
précédente en rcnplaçant y par 1 

5 

'OU 

ce qui definit la fonction @ dans 1.e domaine "D" . Cette relatiozl permet également 
le calcul de la fonction Gr(<). 



O r ,  par  hypothèse Gy(<) e s t  holoinorphe en  "G", il d o i t  en ê t r e  de aême 
pour l e  second menbre de c e t t e  de rn i è re  équa t ion  

Les c o e f f i c i e n t s  de t o u t e s  l e s  pu issances  p o s i t i v e s  en Z, de (3.27) 
doivent  donc ê t r e  n u l l e s  puisque l e  domaine "G" n ' e s t  pas borné.  

Pour 1 Z, 1 a s s e z  grand on aura  en u t i l i s a n t  (3.17) e t  (3.24) : 

Les puissances  p o s i t i v e s  de s e r o n t  c a l c u l é e s  à p a r t i r  du deuxiè~ne mem- 
b r e  de (3.27). 

m 03 00 

C a T  - C'T [i r. a cKn-') ( x ( 1 - t ~ )  A, <-Kt) + n=l 
Kn- 1 

n-1 n t=! 

Pour résoudre  un t e l  systèrnc numériquement, nous l i m i t o n s  l e  nombre des 
inconnues a à N ,  l a  convergence des s é r i e s  é t a n t  v g r i f i é e  à p o s t é r i o r i  silr l a  

n  
va l eu r  d e s  c o e f f i c i e n t s  a . On o b t i e n t  a i n s i  l e  système de Cramer su ivant  : n 

n Pour K = 1 .  

1 pour p = 1 ,  ... , N-1 

k Pour K = 2 

1 
M-p 

a + - A  + a ( 1-nK) 
p 4 p nzl  An+p n 

pour p = 1,  ... , N-l 

1 + - - A  = O  
* a ~  4 n 



dont la résolution permet la détermination des N coefficients al,..., a de a ( < ) .  
N 'la fonction @(<) est alors définie par la conriaissance des coefficients cl la 

II 
fonction G ' ( < >  sera calculée par la relation (3.27). 

3,2,4, DÉTERPIX NAT 1 ON DE L ~ ~ N E R C - I  E G D'AVANCEVEFTT DE F i  SSlJRE 
- 

Les valeurs de G sont calculées par la relation (2.11 ) du chapitre 2.3 : 

(3.31) 6W = - K.h.G. 61. h : Gpaisseur de la. plaque. 

avec 6W variation de l'énergie potentielle du système dans un accroisseifient vir- 
tuel 61 de l'ongueur des K fissures. 

W = énergie potentielle de la plaque percée d'un trou po sédact K fissu- 
C 55 - 2x res radiales, de même longueur 61 disposée à 0 = O , , y  , ... (K-1)- K 

W = énergie potentielle de la plaque pcrcée d'un trou, sans fissure, 
O avec les mêmes conditions aux frontières. 

Calcul de 2 'énergie - - WC 

4 -b 

Dans le repère (M/x,, X ) ,  si 1'011 appelle T(M, X ) le yecteur contrainte 8 r 
appliqué sur le contour y(cerc1e de centre O ct de rayon Rx) et U ( M ) ,  M appaïteDznt 
à y, le vectcur déplscement (fig. 3.07), l'énergie potentielle s'écrira en vertu di1 
théorème de Ci apeyron 



Ou encore 

En utilisant les relations (1.20) (3.21) (3.27), WC s'écrit : 

On ne tient compte que des termes en 73 de puissance positive ou 
nulle pour l'intégrante. 

Le problème étant étudié en contrainte plane et pour une compressiori à 
l'infini selon l'axe des x (fi-g. 3.01), on obtient : 

CaZctll - de  2 'Cncryie - poten t ie l l e  - W 
O 

Calculons maintenant l'énergie potentielle de la même plaque perzéz d'un 
trou de rayon R. mais sans fissure (fig. 3.08) soumis au même chargement T(M,n) 

1 ' 
sur le contour extérieur y de centre 0 et de rayon Rx. 

A partir des potentiels complexes @(<) et G ' ( < )  définis précédemment, nous 
calculons le champ de contrainte appliqué sur la circonférence Y de rayon RX,  à 
l'aide des relations de Rolosov-XuknelishvFli. Le matériau occupe la région com- 
prise entre la circonférence y de rayon exterieur R et la circonférence r de rayon 

X 
intérieur R. ; y est décrit dans le sens Inverse des aiguilles d'une montre, r 

1 
dans le sens des aiguilles d'une montre (Fig. 3.08). 

. Trois régions sont ainsi délimitées : 
La région'G 1 à 1' interieur de l'anneau 
La régiontDlt à droite du sens de description de Y 
La région1D2' à droite dit sens de description de r 

Le problème est étudié par Milne Tompson 116 1 ,  cette étude nous pernet 
de determicer les potentiels complexes à l'intérieur de l'anneau, puis à l'aide de 
l'équation (3.34) de calciiler l'énergie ~otentielle Wo en faisant tendre Rx vers 
1' in£ ini. 



Fig. 3.08. - -  
C o n t r a i n t e  appl iquée  s u r  l a  f r o n t i è r e  y 

La demi d i f f é r e n c e  de (3.20) e t  (3.21) donne 

- Les p o t e n t i e l s  @(<) e t  G ' ( z )  son t  déterminés par  l e s  r e l a t i o n s  ( 3 . 2 5 j  
(3.27).  En s épa ran t  p a r t i e  imagina i re  e t  p a r t i  e  r é e l l e  e t  en  ne t enan t  compte 
que des  termes en  R de puissance  supé r i eu re  ou éga le  à -2 ( c e l a  s u f f i r a  dans l e s  . X 
c a l c u l s  de l1< ' . ne rg re  lorsque  l ' o n  f e r a  tendre  R ve r s  l ' i n f i n i ) ,  l e s  composantes 

X 
du vec t eu r  c o n t r a i n t e  appl iquée  son t  : 

T 2 
- - - ( 1  +c---- 1 c2 

r r  2 
(Al-2f i l ) )  - T cos 20 + - ( A ~  - 4al)] 

R~ R~ 
X X 

(3.36) 

1  TC^ = T [ - --2- 
*r 0 ( A i  - 4~x1) 1 s i n  28 

2Rx 

Recherchons l e s  p o t e n t i e l s  complexes à l ' i n ~ é r i e u r  de l 'anneau soumis 
au changement (3.36) su r  l e  contour  Y e t  à une c o n t r a i n t e  n u l l e  s u r  l e  coritour r .  
Ces p o t e n t i e l s  @(z )  e t  g l ( z ) ,  s o l u t i o n  de ce problème, s o n t  l-iolomorphes en t o u t  
po in t  de "G" e t  s e r o n t  d é f i n i s  par  : 

' [ T 2 Al-2Bl) + ,). 4' (2) = - - 7 (C (Y-  J- d t  2 1 .rr t-z 
R 
X 

1  c 2  -2i  0 
- T + ( A 1 - 4 a Y 1 ) ] i ~  t-z dL 

3   TC^ - i 2 ~r [h;-4nl] 
t -z  

Y 
sin 20  

+ x(z)  

avec ~ ( z )  fonc t ion  holomorphe. 



Soit $ i  ( z )  , 4' (2) , @ $  (z) la somme des intégrales de (3.37) lorsque z 
appartient successivement au domaine D i ,  G, et Dî ; l'équation (3.37) prend les valeurs 

Si l'on pose 

Les fonctions $ 1 ,  &; , $ sont obtenues par application du théorèinc des 
résidus, et l'on obtient : 

' G "  ' 
2~~ 

X 

Il reste à définir la fonction ~(z), cette fonction doit satisfaire 
l'équation de coinptabilité : 

R?  R~ 
I - R~ 3' (2) (pour z enl'G (R: -RZ) [ $yz )  -@"(Z)]=R?-$'(~) 1 z 

La fonction ~ ( z )  est dAveloppable en série de Laurent dans l'anneau 
Ri < lz 1 < Rx sous la forme : 



Alors  ]. 'équation (3.41) dev ien t  : 

Rela t ion  v a l a b l e  pour t o u t  z .  L ' i d e n t i f i c a t i o n  des termes de même puis -  
sance en z  d é f i n i t  l e s  c o e f f i c i e n ~ s  B rr . 

En conclus ion ,  l a  fonc t ion  holomorphe ~ ( z )  s 1 6 c r i t  : 

(3.45) B- 2 
x ( z )  = 7 + B O -+ ~~z~ 

Le prolongement a c a l y t i q u e  dans l e  cas  de l 'aiineau détermine l e  poten- 
t i e l  g ' l (z) .  

L 'énerg ie  p o t e n t i e l l e  s ' o b t i e n t  en c a l c u l a n t  une i n t é g r a l e  semblable à 
(3.34) e t  en f a i s a n t  t end re  l e  rayon e x t é r i e u r  R x v e r s  l ' i n f i n i ,  c e  qu i  donne : 



CaZcul de 1 'Energie dispo~zibiie pour faire avancer une f issure -- -- - 

La v a r i a t i o n  d ' éne rg i e  p o t e n t i e l l e  w nous e s t  donnée par  simple d i f f é -  
rence (3.35) e t  ( 3 . 4 7 )  

S i  l ' o n  no te  : 1 La longueur de l a  f i s s u r e  ramenée en u n i t e  de rayon 
du t r o u ,  

01 un p o i n t  du c e r c l e  u n i t é  dans l e  p lan  5 

Compte t enu  de ( 3 . 4 9 ) ,  l ' é q u a t i o n  ( 3 . 4 8 )  pourra encore s ' é c r i r e  : 

équat ion  que l ' o n  peut  me t t r e  sous l a  forme : 

B i  é t a n t  déterminé à p a r t i r  de i a  cond i t i on  l i m i t e  ( 3 . 2 7 )  par  i d e n t i f i c a t i o n  des  
c o e f f i c i e n t s  du terme en 



L'énergie disponible pour faire avancer la fissure d'une longueur 1 

sera donc, d'après 3.31 : 

 ordinateur utilisé est un T 1600 (Téiémécanique) de 32 K mots. 

Le calcul a été effectué pour lc cas de deux fissures radiales 

(fig. 3.02). Afin d'obtenir des résultats précis, nous avons utilisé un déveïoppe- 

ment de la transformation conforme de trente termes. 

ORGANIGRAMME 

Le listing du prograrme se trouve en Annexe 1. 





TubZeau 3.03 

Pour o b t e n i r  l a  v a l e u r  de l ' é n e r g i e  d i s p o n i b l e  pour  f a i r e  avancer  l a  

f i s s u r e  d 'une longueur  Z , il e s t  i n d i s p e n s a b l e  de c a l c u l e r  l a  v a l e u r  de  l a  

d é r i v é e  g t ( l )  ( é q u a t i o n  3.52) .  O r ,  l e  c a l c u l  nunér ique  ne donne l a  v a l e u r  de 

g ( 1 )  que pour  un c e r t a i n  nombre de  longueur  1. 

11 a donc é t é  n é c e s s a i r e  de l i s s e r  c e t t e  courbe .  Nous avons donc é t a -  

b l i  une approx imat ion  ~ o l ~ n o r n i a l e  ; pour c e  f a i r e ,  un prograrme basé s u r  l e  me-  
thode  d e s  moindres c a r r é s  a  é té  m i s  au  p o i n ~ .  

Ce programme d e  l i s s a g e  d e  courbe p a r  un ~ o l ~ n ô r n e  d e  d e g r é  c i n q  per -  

met de p l u s  de c a l c u l e r  l a  d é r i v é e  en  un p o i n t  quelconque.  

Les r é s u l t a t s  d e  c e  c a l c u l  s o n t  r é p é r t o r i é ç  dans  Le t a b l e a u  3.04. 

Les valeurs de ~(1) é tan t  ca lculées  dans l e  programme 
pr inc ipa l  pour un rayon de ce rc le  un i té .  L a  valeur de 
1 e s t  identique à c e l l e  de 1 / ~  e t  peut a i n s i  ê t r e  re- 
portée directement su r  l a  f i g .  3.09. 



Connaissant la valeur de G ) ,  nous avons trouvi. la courbe 

GE - -  - f(l/R) (fig. 3.09). 

T ~ T R  

Fig. 3.09 - -- 

Pour les petites longueurs de fissures, il est préférable de prendre 

l'approximation suivante 1 18 1 .  

G = 1,25 T~T'L/E 

ce qui donne comme équation dans le cas de notre graphique : 



La méthode des 61éments finis 1191 est une technique d'analyse numé- 

rique utilisant, dans le cas de l'élasticité linéaire, les principes variation- 

nels à partir de l'énergie potentielle. Elle suppose une décomposition de la 

structure en un nombre fini de polygones réguliers de dimensions finies, appelés 

éléments, assemblés entre eux en certains points purticulierç appelés noeuds. Le 

déplacement d'un point i4 2 l'intérieur d'un polygone est représenté par une 

fonction d'interpolation, dont les paramètres sont les valeurs des déplacements 

aux noeuds. Cette fonction d'interpolation doit vérifier certains critères pour 

que la méthode converge ; le champ de déplacement ainsi défini doit être, entre 

autre cinématiqriement adnissible. Les déformations et les contraintes s'expriment 

alors en fonction des déplacemen!!s par I'ütilisation des équations de la in6cani- 

que des milieux continus. 

La dérivation de l'énergie potentielle totale par rapport aux dépla- 

cements des noeuds permet de calculer la matrice de rigiditG éIémentaire caractC- 

risant le comportement de chaque élément. 

~'assernblage de ces matrices de rigidité élémentaires conduit à l'a- 

tablissement d'un système linéaire, symétrique, défini positif dont la résolution 

fournit la valeur des déplacements aux noeuds des éléments. 

La fonction d'interpolation precéde~ment dêfinie permet alors d'obte- 

nir les déplacernenfs en toat point du domaine ainsi que les déformations et con- 

traintes. 

Dans le cas particulier de fissure traversant l'épaisseur d'une plaque 

et émanant d'un trou circulaire, la première difficulté réside dans le choix du 

découpage de la structure au voisinage de la tête de fissure. PrGs de celle-ci 

se développe une zone à fort gradient de contrainte, ce qui nécessite d'avoir des 

éléments très petits qui puissent tenir compte des variations rapides de contrain- 

tes. Afin de limiter l'ordre du systsme, ii est cependant indispensable d'imaginer 

un moyen de passer à des éléments plus grands dans le reste de la structure. 

Nous avons utilisé un maillage dit en "toile d'araignée'', ce dacou- 
fi 

page classique donne une bonne précision, mais il nécessite un nouveau mailiage" 

pour passer d'une longueur de fissure à une autre. 



Notre but a été d'utiliser la méthode des élé~nents finis pour véri- 

fier ln valeur du facteur d'intensité de contrainte en mode 1, trouvée par la 

méthode des potentiels complexes, en essayant d'affiner le plus possib1.e le mail- 

lage, 

Pour calculer le facteur d'intensité de contrainte dans Le cas d'une 

plaque infinie percée d'un trou circulaire, nous avons choisi les dimensions de 

plaque suivantes (Fig.3.10 a.). 

Figure 3.10 a. 
modèle schématisant l a  
plaque i n f i n i e  u t i l i s é e  
dans ce paragraphe. 

Figure 3.10 b. 
sirriplification di1 mod-èle 
par r a i s o n  de symétrie. 

ce qui se réduit pour raison de symétrie au système de la Eig.3. lob. Chaque 

appui correspondant au blocage d'un noeud. I 

L'élément choisi est le triangle à trois noeuds avec deux variables 

nodales par noeud. Dans le maillage en "toile d'araignéeti, nous avons imposé un 

maillage très fin près de la fissure, zone qui est soumise à fort gradient de 

contrainte. 

Triangulation 

La triangulation joue un rôle très important ; c'est elle qui déter- 

minera la précision des résultats ainsi que le temps de calcul, 



A partir de ces remarques, nous nous sonunes fixés comme objectif 

d'obtenir : 

- des triangles les plus équilatéraux possibles, 
- assurer une progression régulière du maillage, 
- éviter la concentration de triangles dans une zone non intéres- 

sante, pour diminuer le nombre de noeuds et ainsi la taille de 1â matrice de ri- 

gidité. 

Il nous a donc été indispensable de dessiner l'ensemble de la trian- 

gulation (fig. 3.11, page suivante). 

Dans certaines zones où la trianguiation est très petite pour être 

discernce, un agrandiscement a été effectué (fig.3.12 ) .  

Pour assurer une progression du maillage ou obtenir des zories ca- 

ractéristiques mécaniques différentes, l'objet Gtudié est divisé en sous domaines ; 

i l r i  sciis dornninn se décrit j>ar r;n ensen,blc le droite? et de cercles devant orner 

un domaine connexe. Ces drcites et ces cercles sont détersin-s par les noeuds 

extrêmes. Au voisinage de la fissure, les sous domaines ont été definis de la 

 nan ni ère suivuri te (f i g  . 3.13). 

Fig. 3.23 - ---- 

Les sous domaines. sont des couronries 
. / 

dont les limites sont d6termlnees yar 

du ~rernier domaine. 

La longueur du segment C a été choisie (dans ?a mesure du possible) 

de telle manière à obtenir un nombre de segments sur un demi-cercle sup5risur à 

9 car alars l'angle sera supérieur à 80°,  ce quj entraîne une triangülntion 

plus harmonieuse. 

L'optimalisation de la triungulation se fait par calcul de la bissec- 

trice et de centre de gravité . 
Organigramme général 

Le calculateur utilisé a été un P 88 O de 48 kmots ainsi que trois 
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unités à disques de 7,25 millions d'octets. 

Pour des raisons de place en mémoire centrale et d'entrée des données, 

le calcul complet des déplacements et des contraintes s'effectue à l'aide de plu- 

sieurs programmes. 

Kr 

Calcul de K I  

Le calcul de K 1 nous est directement donné par le rapport 0 x /f(r,B) 

(r, 0 coordonnées du centre de gravité du triangle) avec 

0 38 
( 3 . 5 4 )  f(r, 0) = - COS 2 e(1 + sin - sin --) 

6 r  2 
2 

Le programme calcule également la moyenne de K I  ainsi que son écart 

type dans le domaine : l'emploi de l'écart type se justifie par le fait que la 

contrainte est prise constante à l'intérieur du triangle, la valeur de K I  sera 

calculée au centre de ce triangle. 

Les valeurs numériques introduites dans le programme (fig. 3.10 1 
sont : 

R = 5 0 m  T = 1 T/m2 

e =  1 rn E = 20 106 ~ / m ~  

v = 0,3 



Il est à noter que ces valeurs ne correspondent pas à un exemple 
GE 1 

concret, le but de ce programme étant de tracer la courbe -- = f(-) nombre T-rR K 
sans dimensions. 

a Une première étude a été menée pour juger de la convergence et 

de la précision de la méthode. Trois calculs ont été effectués avec une trian- 

gulation différente pour une même longueur de fissure (I/R - 1). Le côté du 

plus petit élément étant égal à 1, 0.1, 0.01.. , ce qui donne pour valeur du 
a 

coefficient géométrique p (p = -- 1+R a . côté du plus petit triangle) respecti-- 
vement 1 0 - ~  ,  IO-^ , 10-4. 

- Pour Z / R  = 1 p = 1 0 - ~  

nombre de noeuds 444 

nombre de triangles 527 

Domaine défini pour le calcul de K 
1 

Le domaine a été choisi de telle manière qu'il exclut les triangles 

environnant immédiatement la tête de fissure (fig.3.14 ) .  

- Pour 1 / ~  = 1 - 3 
p = 10 

nombre de noeuds 565 

nombre de traingles 1055 

Domaine défini pour le calcul 

Les 3 ~remiers triangles près de la fissure sont exclus (fig. 3 . 1 5  ) 

- Pour 1 / R  = 1 -4'  
p = 10 

nombre de noeuds 656 

nombre de triangles 1227 





Figure 3.15 
I- ? -  





Deux domaines o n t  é t é  é t u d i é s  pour  l e  c a l c u l  de  K (F ig .  3 .16  ) 1 

i e r  domaine O  < x < 0 , 0 4  0,02 < z < 0 , 2 7  
sn AK1 

c e  q u i  donne K = 143,8 2 4 , 3  ~ m -  - =  2 , 9  % 
l  

1 

2ème domaine G < x < 0,18 0 , 0 4  < z < 0 , 1 8  

Tab leau  r é c a p i t u l a t i f  des  r é s u l t a t s  pour  1 / ~  = 1 

Tabl~au 3.05 

La v a l e u r  de K r e p o r t é e  cor respond  à une charge  T = i ~ / m ~  1 

De c e t t e  p remière  é t u d e ,  il en  r e s s o r t  que l a  v a l e u r  de  K I  d é f i n i e .  

à 3 % p r è s ,  rious p a r a î t  s a t i s f a i s a n t e .  

Dans l a  s u i t e ,  pour  l e s  d i f f é r e n t s  r z p p o r t s  de  TIR g t u d i é s ,  nous 

avons u t i l i s é  l a  t r i a n g u l a t i o n  d o n t  l e  c ô t é  du p l u s  p e t i t  t r i a n g l e  e s t  égal  à 

0 ,C l  m pour  un domaine d é f i n i  p â r  O < x  < 0,04 e t  0 , 0 2  < z < 0 ,27 .  

Dans une seconde é t u d e ,  nous avons f a i t  v a r i e r  l e  r a p p o r t  1 IR. 

Les r é s u l t a t s  o b t e n u s  de K1 s o n t  r e p o r t é s  dans  l e  t a b l e a u  s ü i v a n t  : 

Tableau 3.06 



Valeur de K ramené à une charge de T = 1 ~ / m ~  1 

Domaine é t u d i é  O < x < 0,04 0,02 < z < 0,27 

Ces r é s u l t a t s  permettent  a i n s i  de t r a c e r  l e  graphe -- GE - - £(.  j/R) 
T ~ I T R  

( f i g .  3.17 ) 

Cet t e  courbe s e r a  comparée aux r é s u l t a t s  obtenus pa r  l a  méthode des 

p o t e n t i e l s  complexes e t  c e l l e  des  d i s c o n t i n u i t 6 s  de déplacements au paragraphe 3.5 .  



3,4 %THODE DES III SCO~TI  N U I  TÉS DE DCPLACE,~ENT 
-- ---- 

Les résultats par différences finies et éléments finis souvent utili- 

sés en élasticité, impliquent une discrétisation complète du domaine en mailles 

le long desquelles les équations de l ' é l a ~ t i c i t é s o r i t a p ~ r o x i n i é e s  par un système 

d'équations algébriques linéaires. 

Il s'en suit que : 

i) la taille du système d'équations algébriques à résoudre est, en 

général, très grande. 

ii) le maillage est spécifique à chaqüe configuration du domaine étudj.6. 

Toute modification d'une portion de doniaine nécessite la déf ii~ition 

intégrale de la discrétisation. 

L'intérêt de ces méthodes est donc souvent limité par le coût d'exploi- 

tation et par une certaine rigiditt de leur mise en place ; cil-es sont donc nsscz 

mal adaptees pour l'étude d'une Cvolution de fissuration. 

La méthode des discontinuités de d6placernents 1 20 1 s'inspire des mé- 

thodes des équations intégrales. Celle--ci est en effet basée sur l'utilisation de 

fonctions d'influence pour construire un système d'fquations dépendant uniquemênt 

des conditions imposées sur le contour. 

Cette construction s'appuie sur la présentation de la solution d'un 

problème élastique linéaire, de Neuber-Papkovitch 

-> -+ +- -f 
avec dans le cas où les forces volumiques sont négligées u = O AB = O et 

O 
3 

ABo = O. La recherche de deux types de solution pour B et Bo en milieu infini 

s'effectuera en satisfaisant aux conditions pas de contrainte normale sirr le 

plan z = O pour l'une et pas de contrainte tarigentielle sur le plan z = O 

pour l'autre ; ces deux solutions sont aiors combinées pour construire la solu- 

tion du problème qui passe al-ors par la déterniination de discontinuité de dGpla- 

cernent Û qui seront uniformes le long d'un segment discrétisant la frontisre. Ces 

discontinuités de déplacement peuvent être considerées corrune étant le deplacement 

relatif des deux lèvres d'une fissure placée sur le contour en n~ilieii infini. 



Les contraintes normales et tangentielles agissant au centre d'un seg- 

ment quelconque discrétisant la frontière sont reliées aux discontinuités de dé- 

placement par : 

où { O  , {on} , {Ût} {Ûn} sont respectivement les vecteurs colonnes de 

la contrainte tangentielle, de la contrainte normale agissant sur les N segments 

de discrétisation du contour et des disconti-nuités de déplacements tacgentielles 

et normales des N segments. 

De la même facon, les déplacements normaux et tangentiels d'un segment 

quelconque seront donnés par : 

avec !ut] , {un} les vecteurs colonnes des déplacements normaux et tangentiels 

des N segments (A et B sont des sous matrices PixN). 

La connaissance des 2 N conditions aux limites sur les N segments 

permet,pai inversion du système, de déterminer les discontinuités de déplacement 

{Ût} et {Ûn} . Le champ de déplacement et de contrainte en tout point du domaine 
est alors parfaitement connu (Annexe 2). 

Pour accéder à l'énergie G, l'on peut, soit appliquer la définition 

(2.13).de cette énergie, soit calculer le facteur d'intensité de contrainte 1 
par les relations 2.06 ou 2.08 et revenir 2 l'énergie G par : 

* 6 = -- 
E 

en contrai.nte plane 

La méthode de discontinuités de déplacement permet, comme nous l'avons 

VU précsdemment, le calcul du vecteur déplacement et la contrainte en tout point 

dumatériau, et notament en tête de fissure. L'on peut donc penser détc?rir:iner le 

facteur d'intensité de contrainte par application dès relations 2.06 ou 2.08. 



Cependant, lorsque la contrainte ou le déplacement varie très rapide- 

ment, en tête de fissure par exemple, la méthode numérique précédente donne des 

erreurs importantes puisqu'elle calcule des valeurs moyennes de ces fonctions 

qu'elle applique au centre du segment considéré. Il est alors nécessaire d'avoir 

recours à des corrections. 

Nous avons préféré utiliser la méthode directe de calcul en énergie. 

A partir de la définition 2.6, nous aurons, en probleme plan, en supposant 1'6- 

paisseur unitaire : 

a G =-- + w  1 ai (Welast ext 

où 1 représente la longueur de fissure. 

En appliquant le théorème des travaux virtuels, on démontre aisément 

que 1 21 1 

où ?d représente le vecteur contrainte imposé sur la frontière S 
+d 

T ' et II 

le vecteur déplacement imposé sur la frontière S . 
u 

Dans le problème qui nous intéresse, la surface S n'existe pas, 
U 

puisque sur la frontière ne sont j.mposées que des contraintes, ainsi : (S .- S T 
frontière latérale de la plaque, du trou et de la fissure). 

du. 
1 d S 

l tir 

Pour calculer cette intégrale par la niéthode des discontinuités de 

déplacement pour ilne longueur de fissure donnée, considéroris deux états très pro- 

ches : (fig.3.17 ) ,  le premier avec une longueur 1 de fissure et le second avec 

énergie po t en t i e l l e  W 1 



une longueur 1 + 61 .  La méthode perne t  l e  c a l c u l  des  champs de déplacemerit u 1 

e t  u2 . Alor s ,  s i  6 1  e s t  suffisamment p e t i t  : 

- 1 1  -+ - -- - 
6 1  2 

C T (G2 - zl) L  
segments 
f r o n t i è r e s  

+ -t 
c a r  T e t  u  sont  uni.formes, dans l a  méthode, s u s  un segment de longueur L 

CORNET a  montré 1 22 1 que pour o b t e n i r  une p r é c i s i o n  de  l ' o r d r e  du pourcent ,  i l  

s u f f i t  de c h o i s i  8 1  i n f é r i e u r  à 1/100. 

L ' i n t roduc t ion  des condi t ions  aux l i m i t e s  a  é t é  menée à p a r t i r  du 

p r i n c i p e  de superposition des clianps de c o n t r a i n t e s  e t  de déplacement, p r i n c l p e  

que l ' o n  peut  appl iquer  dans l e  ca s  de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e .  

L ' é t a t  de c o n t r a i n t e  q u i  s ' é t a b l i t  dans l a  plaque i n f i n i e  percée dDurr 

t r o u  e t  possédant deux f i s s u r e s  r a d i a l e s  e t  sotimise à un champ de c o n t r a i n t e  uni- 

forme à l ' i n f i n i  ( f i g . 3 . 1 8 .  a ) )  e ç t  éga le  à l a  somme du  champ s o l c t i o n  dans l a  

plaque sans t r o u  n i  f i s s u r e  ( f i g .  3.18. '0)) e t  du champ s o l u t i o n  du problème avec 

c o n t r a i n t e  à l ' i n f i n i  ou au contour  n u l l e  e t  dans l a q u e l l e  on soumet l e  t r o u  e t  

l a  f i s s u r e  à une c o n t r a i n t e  t e l l e  que l a  somme des c o n t r a i n t e s  s u r  l e  t r o u  e t  

l a  f i s s u r e  des  é t a t s  b e t  c  s o i t  n u l l e .  

Fig. 3.18 - - 

a) Calcul  des  c o n t r a i n t e s  s u r  l e  c e r c l e  



Fig. 3.19 - 

Soit l'arc AB discrétisé par le segment AB (fig. 3.19). Il faut 

recherche, dans l'état (b) la contrainte moyenne appliquée sur le segment AB en 

fonction de O l  et O2 , pour l'introduire dans le programme de la méthode des 
discontinuités de déplacement. Le tenseur des contraintes dans le cas (b) a la 

forme : 

donc en un point M qiielconque, la contrainte appliquée est : 

La résultante sur l'arc AB est donc 

La contrainte moyenne sur le segment AB s'en déduit : 

En définitive, les contraintes normales et tangentielles moyennes 2 

introduire dans l'état C seront : 

T(sinû2 - sinel) 
- - - -- 81+82) 

On 
cos (- 

e2-8 1) 2 sin (---- 
2 

2. 

(3.55) 

T(sinû2 - sinel) 
- - 01+02 

Ot 
s in (--) 

82-81) 2 2 sin (- 2 

b) contraintes sur les lèvres de la fissure 



Le tenseur de l'état (b) étant un tenseur de compression uniforme, 

la contrainte le long des lèvres de la fissure dans l'axe de compression est 

nulle. 

3.4.4.1. DISCRETISATION DU CONTOUR (~i~ure3.20 ) 

Pig. - -- 3.20 

Le problème est étudié en simplc symétrie (axe de symétrie z = 0 )  

Le demi-cercle est divise en 60 segments égaux et les contraintes moyennes cal- 

culées par les relations (3.55) seront appliquées au centre de chaque segment. 

La fissure est partagfe en deux zones : une zone près de le tête, de 

longüeur 21.5 1, découpée en 21 segments et une zone près du trou de longueur 315 1 

découpée en 18 segments. La fissure n'étant pas chargée, les contraintes appli- 

quées seront nulles. 

3.4.4.2. RESULTATS 

Tous les calculs sont effectués avec les valeurs suivantes R = 50, 

T = 100. La détermlnation de l'énergie G est obtenue selon la méthode exposée 

précédemment avec 61 = 0,05, donc consta:it, quelle que soit la loi~gueur de 

fissure. Le programm,? de calcul utilisé est celui mis au point par Leblanc 1 23 1 
Les résultats pour les différentes valeurs de longueurs de fissure 

sont reportés dans le tableau 3 .O7 et la figüre 3-21 ci-après. 

REMARQUE D'autres schémas de discrétisation ont également été testés, en aifi- 

nanb par exemple le découpage de 1.a tête de fissure. Les résultats 

obtenus sont très proches de ceux présentés. 



Tableau 3.07 

Figure 3.21 



 étude précédente étant menée dans le cas d'une plaque infine, nous 

avons étudié, dans un second temps, l'influence de la taille de la plaque sur 

l'énergie G. 

Trois cas ont Eté envisagés (fig. 3.22  - tableau 3.08). 

3 .4 .5 .1 .  DISCRETISATTON DU CONTOUR ( F i g .  3 .23)  
- 

Le problsme est étudié en simple symétrie (axe de symétrie z = O) 

Fig. 3.23 - 

- Le demi-cercle est divisé en 5 2  segments égaux, les contraintes 

moyennes appliquées au centre de chaque segment seront calculées par les rela- 

tions ( 3 . 5 5 )  . 
, '\'*', I 

5 .  j 



- La f i s s u r e  e s t  par tagée  en deux zones : 

. une zone p rè s  de l a  t ê t e  de longueur 115 1 

découpée en 8 segments, 

. une zone p r è s  dü t r o u  de longueur 4 /5  1 

découpée en  10 segments. 

La f i s s u r e  n ' é t a n t  pas chargée,  l e s  cor i t ra in tes  appl iquées  s e r o n t  

n u l l e s .  

- Le contour  : l e s  éléments de contour  AB e t  CD s o n t  d i v i s é s  

chacun en 4 segments, l e  contour  BC e s t  d i v i s é  en 20 segments. Les charges ap- 

p l iquées  sont  n u l l e s .  

3.4.5.2. RESULTATS 

Tous l e s  c a l c u l s  sont  e f f e c t u é s  avec l e s  va l eu r s  su ivan te s  R = 50 , 
T = 100 , E = O ,  2103. 

La dé t e rmina t ion  de l ' é n e r g i e  G e s t  obtenue se lon  l a  méthode exposée 

au  chap i t r e  3 . 4 . 3 .  avec Ôli = 0,05 l e  programme d e  c a l c u l  é t a n t  c e l u i  mis au 

p o i n t  par LEBLANC 1 23 1 

Les r é s u l t a t s  pour l e s  d i v e r s  c a s  é t u d i é s  sont  r e p o r t é s  dans l e s  t a -  

bleaux 3.09, 3.10, 3.11. 



Tableau 3.10 





Les trois courbes ont été reportées sur un même graphique (fig.3.24 1. 

REMARQUE Tout comme dans le cas de plaque infinie, d'autres schémas de discré- 

tisation ont été étudiés. Les résultats obtenus sont identiques à ceux 

présentés dans les tableaux 3.09, 3.10 et 3.11, 

3,s ~ O P W ~ ~ A I  SON DES RÉSULTATS OBTENUS PAR LES DI FFÉFEMTES MÉT~~ODES, 

La figure 3.25 compare les résultats obtenus par les méthodes 

de potentiels complexes et de discontinuités de déplacement. Elle permet de mon-- 

trer que les résultats sont en bon accord et que l'erreur relative entre ces deux 

méthodes reste toujours nettement inférieure à 10 Z. Nous ferons cependant renar- 

quer que les résultats déduits de la méthode des discontinuités de déplacement 

restent quasimerit toujours inférieures à ceux des autres méthodes, alors que CROUCN 

1 22 1 semble dire que la mdthclde des discontinuités de déplacement est une approche 
des déplacements par excès, cc qui devrait conduire à des valeurs de G par exch. 

,, . La figure 3.26 reporte ces mêmes résiiltats en terme de facteur 
1 de forme Y = --- TP 

Les résultats pour les différents rapports de H/R (fig. 3.26) 

obtenus par la méthode de discontinuités de déplacement sont reportCs dans la 

figure 3.27. 

Cette figure permet de montrer l'influence de la dimension de 

la plaque sur les résultats. 

Cependant, il est à noter que le démarrage des différentes 

courbes sont pratiquement identiques, ce qui conduit à dire que la dimension 

n'a pâs une grande influence sur la détermination des (nergies d'initiation Yi. 

Il en est tout à fait autrement pour des longueurs de fissure 1/R > 0,05 où la 

dimension de la plaque agit énornément sur les résultats. 

Les résultats obtenus à partir de la plaque H/R = 20 sont en 

accord avec ceux obtenus par la méthode des éléments finis. 



!!Sthode des potentiels 
conplexes. 

des diçcontinuitPs 
e déplacement. 



Un point important est à relever quant à l'observation de ces 

courbes. Si l'on reporte tous les résultats obtenus sur un même graphique 

(figure 3.28), on remarque que ces derniers, déterminés à partir de la plaque 

H/R = 20 sont très proches des résultats obtenus dans le cas de la plaque infinie 

(paragraphe 3.51) ; il s'en suit que l'on pourra considérer que l'on se place 

dans le cas de la plaque infinie dès que les essais seront effectués sur des 

plaques de rapport H/R = 20  , sous cette condition, le principe de SAINT VENANT 

peut être considéré comme vérifié. 

Dans le cas où l'on désire dépouiller les résultats en terme 

de facteur d'intensité de contrainte, il est intéressant de faire apparaître le 

facteur de forme : 

1 y = -- 

celui-ci est représenté : 

. en fonction de la longueur 1 / R  de fissure par la figure 3.29. 

. en fonction du rapport H/R de la plaque  na r  la figure 3.30. 









Chapi tse 4. 

Etude expérimentale 

Dans le cadre de la mécanique de la rupture, l'étude envisagée a 

pour objet la caractérisation pour différents matériaux de la propagation des 

fissures, ainsi que l'influence de la microstructure sur cette propagation. 

Pour mener à bien cette analyse des phénomènes de rupture, nous nous sommes 

intéressés à une catégorie de roches très simple du point de vue structural, 

car monominérales de taille de grains assez homogènes : il s'agit des roches 

calcaires à haute teneur en carbonate de calcium : en effet, ces roches pré- 

sentent l'avantage d'offrir une gamme étendue de matéiraux de taille de grains 

très variable allant du micron (iiiicrite) au millimètre (marbres). 

Les conditions de propagation des fissures ont été examinées selon 

le critère de GRIFFITH (Chap.2222 ) .  Nous avons distingué l'énergie yi néces- 

saire pour faire démarrer la fissure, et l'énergie yF nécessaire pour obtenir 

la fracture complète, c'est à dire l'ênergie pour propager les fissures sur de 

grandes distances. Ces résultats seront commutés et comparés avec ceux trouves 

par HENRY 1 24 [ à partir d'essais de f lexi.011 trois points sur éprouvettes 

préentaillées. 

~'étude expérimentale a été menée sur trois types de roches calcaires 

dont les principales caractéristiques sont reportées dans le tableau 4.1. 

Tableau 4.1. Définition et caractéristiques principales des roches. 

- 

Roches calcaires 
étudiées 

micrite 

marbres 

Provenance 

Fsllerans (~ura) Kiméridgien 

St Pons (~éraült 

St Léon (~llier) 



.) Lu mzcrite de FaZZerans est caractérisée par une faible porosité, 

une granulométrie très fine, de l'ordre du micron, (photo 1 ,  planche 1) et d'une 

grande homogénéité structurale. Elle ne présente quasiment pas de microfissurcs 

de la taille des grains. Par contre, cette micrite possède de nombreuses microca- 

vités subsphériques de l'ordre de 10 à 15 um de diamètre (photo 2, planche 1). 

.) Marbre de St Pons : de granulométrie assez homogène, les grains du 

marbre de St Pons sont de l'ordre de 250 Pm (photo 3, planche 1). Ils sont finement 

et intensément mâclés , et présentent également de nombreuses bandes de glisse- 

ment . 
En outre, le marbre de St Pons possède une anisotropie due à la 

foliation ; cette anisotropie se traduit essentiellement par des microfissures 

(photo 4, planche 1). 

Dans le marbre de St Pons, deux types de faciès ont été testés : 

un premier ne présentant aucune macrofissure et un second possédant un réseau 

important de macrofissures de l'ordre de quelques centimètres, macrofissures sou- 

ligénes en rouge par la présence d'oxyde de fer, et toujours alignées dans 

le plan de foliation. 

.) Marbre de S t  LCon : ce marbre a une granulométrie très h6tércgène : 

de gros grains de 1000 um de diamètre sont entourés de petits grains de 80 à 100 urr; 

de diamètre (photo 5, planche 1). Les grains présentent de larges mâcies, le p l u s  

souvent courbes et discontinues (photo 6, planche 1). 

4,2, DÉTERMINATION E S  ~NERGIES DE PROPAGATION BE FISSURE PP.R FLEXION 3 POINTS / 24 1 
--...-.-- - 

Les éprouvettes (fig. 4.1) de côte de référence 15 mm ont été 

réalisées par sciage puis polissage. Les entailles sont obtenues par sciage. Leur 

fond est affiné par une scie. de 0,1 mm d'épaisseur, le rayon de courbure en tête 

d'entaille est diminué par un passage à la lame à rasoir. 

Eprouvette de flexion 3 point 
préentaillée mesure de K I C .  



Photo 2 

micrite 
scanning 
Grossissement 1500 

. I ,_ ,A 

i Ph030 :3; 

marbre de St Pons 
microscope optique lumière ~olarisée 

Grossissezent 52 - 

Photo 6 

Marbre de St Léon 
Microscope optique lumière polarisée 

Grossissement 180. 

Photo 5 
Marbre de St  éon 

Elicroscope optique lumière polarisée 
Grossissement 60. 



La mesure de la longueur a d'entaille est réalisée par visée opti- 

que au microscope, sur les 2 faces de l'éprouvette, la valeur moyenne est prise 

en compte. La vitesse de traverse (Presse Instron 1115) est choisie constante et 

telle que la fissure se propage de façon instable. En pratique, on a adopté, 

compte tenu du matériel utilisé, une vitesse de traverse de 0,2 à 0,5 cm/mn. 

Connaissant la longueur a de la fissure et 0. la charge à l'ins- 
1 

tabillté, le facteur d'intensité de contrainte critique K est déterminé à 1 C' 
partir de la théorie de l'élasticité linéaire 

avec : 

+ 154,30 (;)92 1 

Les valeurs de K I C  sont reportées dans le tableau 4.2. 

Tableau 4 . 2  

Détermination du moduZe d 'Yoz~ng 

Le module d'Young est déterminé à partir d'essais de compression sur 

des éprouvettes cylindriques de diamètre 12 mm et d'élancement 2,5 pour les mar- 

bres et sur des éprouvettes parallélépi.pédiques de 7 x 7 x 25 mm dans le cas 

des micrites. Les déformations longitudinales de l'échantillon ont été enregis- 

trées par capteur de déplacement. 



Les plaques (fig. 4.2, planche 2) utilisées lors des essais ont été 

découpées à la scie diamantée et le trou réalisé à l'aide d'un carottier diaman- 

té ; les surfaces sont rendues parallèles par polissage. 

L'échantillon est choisi de telle sorte qu'il ne comporte aucune fis- 

sure ou discontinuité majeure (excepté pour le marbre de St Pons avec les fissures 

centimétriques), ce qui ne nous a pas permis d'avoir une dimension constante des 

plaques. 

Plaque utilisée lors des essais. 

r-- L - 4  

Les côtes ont été relevées au pied à coulisse, le diamètre du trou 

est déterminé par mesure optique. 

Dans le cas du marbre de St Pons, ces essais ont été menés de façon 

3 ce que le plan de foliation soit, ou perpendiculaire (I), ou parallèle (II), 

ou incliné (1) par rapport à la foliation. 

R Caractéristiques géométriques des plaques et numérotation. 

Micrite (photo 1 ,  planche 2) 

Tableau - 4.3. Caractéristiques @;éométriques des 
plaques de Mcrite de Fallerans. 

(m) 

96 

9 6 
9 5 

9 4 
99,5 

e 

13,8 

14 

13,h 

14 
14 

8 (mm) 

7 1 

73 

71,57 

7 3 

72,8 

essai 

07/01 

07/02 

07/03 

07/04 

07/05 

4 (..il 

16,2 

16,6 

16,4 

16,4 

17 



Photo 1 

Micr i te .  

L--.-&&-- L ' S X *  - 
photo i i 

Marbre dé SF Pons 

Fo l i a t ion  p a r a l l è l e  à 
l ' zxe  de compression. 

Photo 5 
Marbre de S t  Pons. 

Avec microfissüre dans l e  
sens  de l ' a x e  de compression. 

TC-. a :gy 
Ur"\, . . .-.d 
'.-% 

B 

Photo 2 -- 
Marbre de S t  Pons 

Fo l i a t ion  perpekdiculaire à 
l 'axe de conpression. 

Fhoto 4- 

Marbre de S t  Pons 

Fo l i a t ion  à 45' par  rapport  
à l ' a x e  de csnpression. 

m.. . - *,. -4-a * 
I \ .% -- 

': %-- 

t se ry=q ;. y!. 
I 

- r 3 %  ." 5 

{ ~ 1 l . i  ,i 
Photo 6 -,' 

Marbre de S t  Léon. 



Marbre de St Pons : sans macrofissure, foliation perpendiculaire à l'axe de 

compression (photo 2, planche 2). 

Tableau 4.4 

Marbre de St Pons : sans macrofissures, foliation parllèle à l'axe de cornPres-- 

H (mm) 

87,3 

51,8 

88,5 

87 

8 1 

85,s 

-. 

sion (photc 3, planche 2). 

e (mm) 

12,3 

12,8 

12,7 

12,8 

12 

12,6 

-- -- 

essai 

16/30 

16/31 

L (mm) 

62,3 

6 5 

63 

59,8 

6 2 

62,3 

Y 

essai 4) (mm) 

16/01 16,2 

16/02 16 

Marbre de St Pons : sans macrofissures, foliation à 45' par rapport à l'axe de 

compression selon figure 4.3 et photo 4, plenche 2. 

16/03 

%16/04 

16/05 

F i g .  4 .3  -- - 

16,6 

16,3 

16 

16/06 



Marbre de S t  Pons : avec macrofissures dans le sens de l'axe de compression 

(photo 5, planche 2) . 

62 

5 9 

57,5 

e (mm> 

12 

11,6 

12,2 

essai 

1611 1 

16/ 12 

161 13 

-- 

essai 

16/21 

16/22 

16/23 

a) Description des divers techniques employées. 

H (mm) 

7 8 

8 1 

78 

4 

14,3 

14,2 

14 

Marbre de St Léon : (photo 6, planche 2). -- 

 un des objectifs de l'étude expérimentale est de pouvoir préciser 

@(mm> 

14 

14 

14 

essai 

10/01 

10102 

10/03 

10/04 

l'évolution du critère de propagation en fonction de la longueur de fissure. 

6 1 

Il a donc été nécessaire de mettre au point une technique permettant 

cb (mm) 

- 

16,4 

16,4 

16,2 

16,4 

de déterminer à un instant donné, c'est à dire pour une charge donnée, la 

longueur de fissure. Plusieurs solutions ont été envisagées. Nous allons briève- 

L (m) 

- 

63,5 

6 5 

6 7 

65 

ment les passer en revue. 
' -+. - , +  
'. 



. Méthode optique - - 

Un cathétomètre a été placé perpendiculairement à la plaque. En fonc- 

tion de la charge appliquée, le déplacement de la fissure de traction aura pu 

être mesuré par la vis micrométrique. Cette méthode n'a conduit à aucun résultat 

dans le cas des roches car il a été impossible de détecter cette fissure de trac- 

tion et encore moins la tête de fissure car les ouvertures restent toujours très 

faibles . 

. Méthode optique - et visualisation par vernis craquelant 

Afin de préciser la fissure de traction dans la méthode optique, nous 

avons procédé à un recouvrement des surfaces de l'échantillon par un vernis cra- 

quelant type "~enslac" de Vishay Micromesures. Ce vernis a la propriété de se 

rompre pour un allongement relativement constant, les craquelures étant orientges 

perpendiculaire à la contrainte principale de traction. 

Si cette technique donne de bons résultats,e.lie n'est pas simple.dii 

point de vue pratique, et surtout ne permet pas de suivre les dey~x fissures ré- 

parties de part et d'autre du trou. 

. -- Utilisation de détecteur de propagation de fissure. 

Le principe de ces indicateurs de propagation de fissure est très * 
simple : une telle jauge comprend des brins résistifs accouplés en parallèle. 

On la colle à l'enduit où doit se produire une fissure, à mesure que ceile-ci 

progresse, les brins successifs sont détruits. Une mesure de la résistance à 

chaque instant indique la position de front de fissure. 

Cette technique n'a donné aucun résultat : le support er les brins 

ne sont pas assez fragiles, et la détection de la fissure ne se fait que bien 

agrès que le front soit passé. 

. Jauges à fils résistants --  
Les fissures étant extrêmement fines, nous avons été amenés à utili- 

ser une méthode automatique plus sensible, basée sur la non linéarité des dé- 

formations, lors du passage du front de fissure. 

Sur le chemin présumé de fissuration, on colle une jauge d'extenso- 

métrie (fig. 4.4). Dans un premier temps, nous supposons que la jauge se reduit 

à un brin ponctuel. Lorsque la fissure se rapproche, l'état de contrainte en M 

est de l'ordre de : 

* photo 2, planche 2. 



1 
0 z -  pi- - T 

Ainsi, la déformation de la jauge est : 

KI (1-v) 
E E =  + VT 

Une première remarque s'impose : K n'est pas lié uniquement à la 
1 

charge, mais dépend de la longueur de fissure selon les lois déjà établies : 

Si la fissure se propage, alors la jauge aura une réponse non linéaire 

par le fait que la fonction f(1) n'est pas linéaire. Ainsi, la jauge enregistre 

deux termes : un dû à la déformation élastique de la matière sous l'effet de la 

charge T, et un dû à l'avancement de la fissure. Afin d'éclaircir les ordres de 

grandeur, plasons-nous dans le cas des roches calcaires (KIC = 3,2 d a ~ / m ~ ,  

v = 0,3) et déterminons, en condition de propagation à charge constante, le dé- 

faut de linéarité par rapport au matériau sans fissure ; ce défaut est exprimé 

par le nombre sans dimension EE/vTet est représenté par la figure 4.5, en fonc- 

tion de la  charge^. 



Plusieurs remarques s ' imposent : 
1) Pour une distance r inférieure à 1 mm, le défaut de linéarité 

devient très important, 

2) La jauge d'extensométrie ne fait pas une mesure ponctuelle. Elle 

possède une certaine largeur ( E  3 mm) et une certaine longueur (5 mm ou 10 mm),  

ce qui donne en réponse une moyenne sur une surface où le gracilent de contrainte 

est important. 

3) Pour des charges appliquées de l'ordre de 3 à 6 da~/mm* relevée 

expérimentalement , la valeur de - EE est de 1 'ordre de 1,5 si r est supérieur VT 
ou égal 2 1 mm. 



Un exemple de dépouillement de courbe T = T(€)est donnée p. 76. 

La figure 4.6. représente le diagramne T = T ( ~ ) ,  enregistré par la jauge 

d'extensométrie. On détecte près de l'origine une portion linéaire OA corres- 

pondant au comportement élastique lorsque la fissure se trouve très éloignée du 

lieu de mesure, puis une partie non linéaire représentant l'approche de la figure 

et le passage de la fissure à travers la jauge. Cette dernière partie s'incurve 

très rapidement en fonction de T .  

Fkg. 4.6 - -  

Si l'on accepte le fait que lorsque la fissure est proche du premier 

brun de la jauge d'extensométrie, la valeur de VT/E€ est égale en moyenne 

(voir remarques précédentes) à 1 / 1 , 5  - 0,7 alors, du point de vue pratique, 

nous déterminerons la charge pour laquelle la fissure atteint le premier brin 

en traçant une droite OB de pente égale à 0,7 fois celle de OA. La remarque 1 

permet d'affirmer que l'erreur commise reste inférieure à 1 mm, ce qui a été vé- 

rifié expérimentalement par vernis craquelant. 

b) Description de l'enregistrement de la propagation. 

Les jauges sont collées sur l'échantillon suivant trois modèles. 





* Le premier type d'échantillon (Fig. 4.7 a)) permet d'arrêter la 

fissure à un certain niveau de propagation et ainsi de pouvoir analyser le mé- 

canisme de fissuration. 

* Le deuxième type (Fig. 4.7 b)) permet de détecter la fissure de 

traction principale tout au long de sa propagation. 

* Le troisième type (Fig. 4.7 c)) permet de détecter le démarrage de 

la fissure de cisaillement, c'est à dire l'instant juste avant la rupture globale 

de l'échantillon. 

Les côtes de positionnement des premiers brins des jauges à fils ré- 

sistants par rapport au bord du trou ont été relevées au cathétomètre. 

Les déformations des jauges sont mesurées à l'aide d'une chaîne de 

mesures automatiques (Vishay-Micromesures VE 20). Les mesures sont données direc- 

tement en ymjn et imprimées sur commande manuelle. 

Les essais ont été menés sur une presse à vis de 10 t (Instron 1115). 

Pour tous les essais, la vitesse de traverse a été choisie égale à 0,002 cm/mm. 

L'échantillon est posé sur un plateau à rotule afin de rattrapper les défauts de 

parallèlisme des faces. Une feuille de téflon est glissée entre l'échantillon et 

chaque plateau pour se rapprocher le plus possible de la distribution uniforme 

de pression. 

Au fur et à mesure de la montée en charge, la chaîne automatique en- 

registre les déformations des jauges d'extensométrie. 

Il est nécessaire d'imprégner les échantillons, cela afin de pouvoir 

exécuter des lames mines. 

L'imprégnation doit être faita à une température de polymérisation 

aussi proche que possible de la température ambiante, de façon à ne pas créer 

de contraintes thermiques lors du refroidissement, contraintes néfastes à la 

réalisation de lames minces correctes. 



La technique utilisée consiste en une imprégnation sous pression, 

technique mise au point par TANCREZ [ 25 1 . 

Le mélange est le suivant : 
C 

Araldite GY 250 70 % en poids 

Durcisseur HY 951 20 % 

Diluant DU 021 10 % 

Colorant bleu quelques gouttes 

ora 

Le colorant permet de visualiser, après sciage, les fissures par pé- 

nétration de la résine au coeur de l'échantillon. 

- Matériel employé (Fig. 4.8 ) 

Le moule contenant l'échantillon à injecter est enfermé dans une cel- 

lule à haute pression. 

Les conditions de polymérisation sont surveillées grâce au manomètre 

et au thermomètre ; la source de chaleur est une simple plaque chauffante régulée 

sur laquelle est posée la cellule. 

Cette technique d'imprégnation a donné des résultats très satisfaisants, 

ce qui a permis de faire une étude de la fissuration à partir de lames minces de 

la dimension des échantillons imprégnés. 



FZg. 4.8 Schéma de fonctionnement de cellule d'imprégnation - -  
sous pression, d'après TANCREZ. 

A : corps de la cellule 
B : embase 
C : ampoule de dégazage 
D : ampoule réservoir. 

E : bouchon haute pression 
F : Tuyauterie vide et haute pression 
G : Thermomètre 
H : Moule 

1 : tube de pression. 



41411, D É T E ~ I N A T I O N  DES COURBES G&L) 

Le dépouillement a été effectué à partir de deux types de plaques 

(chapitre 3) : 

- en utilisant les résultats obtenus au moyen de la plaque infinie, 
- en utilisant les résultats de la plaque telleque L/R = 10 

(cas no 2 - paragraphe 3.4). 

La plaque de 500 m de côte a l'avantage de présenter sensiblement le 

même rapport L/R que les échantillons utilisés lors de nos essais. Ce qui permet- 

tra un dépouillement plus exact et ainsi de pouvoir faire une meilleure comparai- 

son de nos résultats par rapport à d'autres types d'essais ; cette comparaison 

sera effectuée au paragraphe suivant. 

Pour déterminer les courbes K en fonction de 1 (ou G en fonction 1 c e 
de l), il est nécessaire de connaître pour une configuration donnée, la longueur 

de fissure atteinte, la charge correspondante T et la relation KI = KI (1, T) 

(OU G = G(L,T)). 

Pour une longueur de fissure 1 on en déduit la charge T à partir 

des courbes T = T(E) des jauges d'extensométrie, selon la méthode exposée au pa- 

graphe 4.3.2. 

L'utilisation des courbes G(1,T) 

déterminées au chapitre 3 permet, 

pour une valeur de 1 donnée, de 

connaître l%yleur du rapport sans 

, et de remonter dimension - 

ainsi à la 
T?m valeur de GC ou de 

KIC nécessaire pour faire avancer 

la fissure de longueur 1. 

4.4.1.1. DEPOUILLEMENT A PARTIR DE LA PLAQUE INFINIE. 

Les dépouillements à partir de la plaque infini, c'est à dire à partir 

de la courbe GE/T~ITR de la figure 3, sont reportés dans les figures 4.10. à 4.19. 

Nous remarquons que l'allure générale de ces courbes par ce type de 

dépouillement peut se décomposer en deux parties (figxre 4.14) : une partie ascen- 

dante AB pour des valeurs de 1 / ~  comprises entre O et 0,2, et une partie horizon- 

tale ou descendante BC. 











I La partie AB doit être discutée et mise 

I en doute pour deux raisons : 

1) Dans l'essai de fissuration en compres- 

sion à partir du trou, l'énergie d'avancement 

I l 
de fissure G est représentée schématiquement 

1 

par la figure 4 . 1 5 .  Si l'on suppose le cri- 

tère indépendant de la longueur de f' ïssure, 
__2_ 

O, 2 la région 1 représente une instabilité dans 

la propagation de la fissure. 

Par conséquent, pour des longueurs l/R 

inférieures 2 0,2 la propagation est ins- 

table et les jauges d'extensométrie donne 

une mauvaise corrélation entre la charge 

appliquée et la longueur de fissure. 

2) Dans le paragraphe 4 . 3 . 2 .  nous avons 

déjà observé que la détection de la longueur 

de fissure par jauge conduisait à de fortes 

02  erreurs relatives, lorsque la longueur de 

fissure était faible 

Ces deux raisons font que nous ne nous intéresserons pas 2 la zone AB. 

Avant de discuter la zone BC et les valeurs obtenues, présentons les résultats 

en dépouillement de plaque non infinie. 

4.4.1.2. DEPOUILLEMENT A PARTIR DE LA PLAQUE NON INFINIE 
C 

Nous avons choisi de dépouiller les résultats expérimentaux à partir 

des courbes GE/T~.~~R obtenues pour un rapport L/R = H/R = 1Q qui correspond 

sensiblement aux plaques utilisées. 

Les résultats sont alors donnés par les figures 4.16 à 4.19. On remar- 

quera que la zone AB de la figure 4.14  existe toujours pour les mêmes raisons, 

mais que la zone BC présente une droite quasiment horizontale, légèrement des- 

cendante pour la micrite ou légèrement montante pour le marbre 10. 

4tQ12, DISCUSSION DES RÉSULTATS - INFLUENCE DL1 GRADIENT DE CONTRAINTE 

EN TÊTE DE FISSURE , 

Les remarques sur les résultats porteront sur les deux points : 





Figure 4.17 







- conditions de démarrage de la fissuration, 
1 - allure des courbes KIC = KIC (R) 

4.4.2.1. CONDITIONS DE DEMRIIAGE DE LA FISSURATION 

Les conditions de démarrage de la fissuration à partir du trou ont 

été déterminées en prolongeant la droite BC (fig. 4.141, jusqu'3 la valeur 

1 / ~  = O, en utilisant le dépouillement de la plaque finie . les résultats sont 
reportés dans le tableau 4.5.0n remarquera alors que les valeurs ainsi obtenues 

Tableau comparatif des valeurs de K ~ c  en début de 
propagation (i) et en fin de propagation (F) pour 

les deux techniques expérimentales. 

sont du même ordre que celles obtenues à partir de 17essai de flexion trois points 

mais qu'elles restent cependant toujours inférieure. L'erreur, faible, devrait pro- 

venir du mode de détection de la longueur de fissure. 

4.3.2.2. ALLURE DES COURBES K I C  = K (1). - 1C - 

marbre 16(//) 

2,2 

1,3 

micrite 07 

394 

3,4(?) 

2,9 

-32 
K (daN-mm ) 1 c 

Rappelons brièvement les résultats obtenus, 3 partir d'essais de flexion 

trois points sur les matériaux utilisés dans cette étude 1 24 1 

trouée F 
(I/R= 1 ,2) 2,2 1,3 

Flexion 
trois 

points 
- 

plaque 

F i g .  4.20 - 

marbre 16 (1) 

3,4 

7,9 

2,7 

K 

i 

F 

i 

Courbes obtenues d'après les résultats de HENRY 1 24 1 

marbre 10 

2,6 

6,6 

1,7 

2,7 2 ,O 



dans le cas des micrites (roche calcaire à grains fins, très faible- 

ment poreuse et microfissurée), l'énergie GC nécessaire pour propager la fissure 

semble être indépendante de la longueur de fissure atteinte (fig. 4.20 a)). 

- dans le cas des marbres (fig. 4.20 b)), l'énergie G varie d'une C 
énergie 2y. pour démarrer la propagation à une énergie 2 yF pour propager la 

1 

fissure sur de plus grandes distances. La différence entre yF et yi serait 

liée à une importante ramification en tête de fissure, provoquée par l'existence 

d'une microfissuration naturelle. 

La propagation de fissure à partir de trou dans une plaque soumise en 

compression s'effectue sous un champ de contrainte nettement différent de celui 

imposé par l'essai de flexion trois points. Nous allons en examiner les conséquen- 

ces sur les énergies y. 
1' YF ou plus exactement sur les courbes KIC = ~ ~ ~ ( 1 1 ~ ) .  

micrite Dans le cas HENRY [ 24 1 avait supposé l'énergie GC OU KIC indépen- 

dant de la propagation. Nous trouvons que KIC diminue dans les deux 

types de dépouillement. 

Marbre 16 Dans les deux types de propagation, (soit parallèlement, soit perpendi- 

culairement au plan de foliation), les résultats sont : 

- une légère diminution de KIC dans le cas du dépouillement par la 

plaque infinie, 

- une valeur de KIC coxistante dans l'autre cas. 

Dans le cas de la flexion trois points, KIC était multiplié par envi- 

ron 2,3 pour une propagation sur une longueur de 10 m. 

Marbre 10 Dans ce dernier cas, en dépouillement de plaque infinie, nous trouvons 

que KIC est multiplié par 1,2 pour une propagation de 10 mm alors 

que le facteur multiplicatif était de 2,6 environ en flexion trois points. 

En conclusion, quelle que soit la méthode de dépouillement, les énergies 

mises en oeuvre dans la propagation en essai de plaque en compression, diffèrent 

nettement de celles nécessaires en flexion. Ceci met bien en lumière l'importance 

fondamentale de la microfissuration naturelle dans le mécanisme de propagation 

comme HENRY 1 24 1 en avait fait l'hypothèse : "la microfissuratlon naturelle fa- 
cilite le démarrage de la fracture. Comme elle est généralisée à toute la roche, 

elle stabilise son évolution. En effet, une fissuration secondaire se développe 

au voisinage de la fissure principale augmentant considérablement l'aire des sur- 

faces créées et par conséquent l'énergie totale dépensée. La fracture complète de 

l'échantillon nécessite des énergies plus importantes que celles requises pour 

faire démarrer cette fracture". En effet (fig. 4.21), dans l'état de flexion, en 

tête de fissure, l'état est de traction et par conséquent les fissures naturelles 



Flexion Plaque trouGe 

peuvent se propager dans toutes les direc- 

tions dès que les conditions sont requises. 

Il apparaît alors un important branchement. 

Dans le présent essai, il se crée une impor- 

tante composante de compression dans l'axe 

de compression devant bloquer toute propaga- 

tion latérale des fissures naturelles. Les 

modèles d'initiation et de propagation res- 

teraient alors très proches et les énergies 

indépendantes de la propagation. 

4.4.3.1.  MARBRE 16 AVEC MICROFISSURES NATURELLES DANS L'AXE 
-- -- 

DE COMPRESSION. 

Cet essai a été effectué pour montrer l'importance de la fissuration 

naturelle, dans les résultats obtenus. Ceux-ci sont présentés en dépouillement de 

plaque finie par la figure 4.22 et se résument à : 

- une valeur de K I C  indépendante de la propagation, ce qui corrobore 

l'hypothèse faite précédemment sur le mécanisme de propagation ; en effet, dans 

ces essais, le branchement est fortement diminué, car le cheminement est quasi im- 

posé par la présence de macrofissures alignées dans l'axe de compression. 

- une valeur de K I C  nettement plus faible (0 ,65 daN-mm ) que dans 
- 3/2 

l'essai correspondant sans macrcfissures (1,3 daN-mm ) et illustré par la figure 

4 .11 .   interprétation que nous donnons de cette variation importante de K I C  
passe par la surface réellement créée en cours de propagation. Si l'on suppose que 

les macrofissures n'ont pas d'influence dans le mécanisme de propagation en dehors 

d'un guidage du cheminement, en d'autres termes, si l'on suppose que le modèle 

reste identique et que les courbes G(T, 1) restent inchangées, tout se passe 

corne si l'aire réellement créée dans un accroisçement&l était égale à l'aire 

apparente cal diminuée de l'aire déjà ouverte par fissuration naturelle ef61 
(fig. 4.23 b)). 





Aire ouverte par  
nicrof i ssures naturel1 es 

+- e +/ 

l 4 - I  ( b  )- B (a) 

Notons ~1~ l'énergie pour progager la fissure dans le modèle exact 

(déterminée par la plaque sans macrof issure) et GC2 1 'énergie déterminée dans 

le modèle inexact (présent essai) ; alors : 

Les macrofissures occuperaient donc les 314 de la section parcourue par 

la fissurée créée mécaniquement. Ceci n'est vrai qu'en première approximation car 

l'on a supposé que le module dvyoung était le même et que le mécanisme de propaga- 

tion dans les deux cas restait identique, ce qui reste à vérifier. 

4.4.3.2.  MARBRE 16 AVEC PLAN DE FOLIATION INCLINE A 45 ' .  

Le but de cet essai est d'essayer de tester la validité du modèle de 

fissures de traction lorsque le matériau possède une microfissuration inclinée 

par rapport à l'axe de compression. Les résultats sont donnés par la figure 4.24. 

et montrent une très grande dispersion dans les valeurs de K initial, ce qui 
1 c 

prouve que le modèle choisi est incorrect et que la fissuration initiale est in- 

clinée. On remarquera cependant que pour des valeurs de 1 / ~  grandes, la dispersion 

diminue. rn " 
I 

Une étude théorique complémentaire est 

donc nécessaire en choisissant un modèle 

à deux paramètres de fissure a et B 
(fig. 4 .25 ) .  

\ 

FZg. 4.25. - 



Figure - 4.24 



L'étude microscopique du mécanisme de propagation a été effectuée après 

imprégnation de la roche, soit sur lame mince au microscope optique en transmis- 

sion, soit sur surface polie au microscope électronique à balayage. 

Dans le cas de la micrite, on notera que la fissure est très fine et 

est toujours quasiment unique au cours de la propagation. Vers la tête de fissure, 

le cheminement passe par les petits trous subsphériques les plus alignés (flèches). 

Ces trous semblent jouer un rôle primordial dans le mécanisme de propagation par 

le fait qu'ils créent des microzones de traction, et cette influence est d'autant 

plus importante que l'influence de la zone de traction d4 trou de la plaque dimi- 

nue. Ceci pourrait expliquer en partie la diminution apparente de l'énergie néces- 

saire pour propager la fissure lorsque la tête s'éloigne du trou, par ce que le 

champ de contrainte est plus de traction que celui pris en compte dans les calculs. 

11 serait nécessaire de changer le modèle de propagation. 

Comme dans le cas de la flexion 3 points 1 24 1 ,  la fracture est plus 4 

souvent intragranulaire dans les gros grains, mais que le cheminement est beau- 

coup plus rectiligne. La fracturation a lieu le plus souvent par clivage (détail 

A) et par utilisation de deux plans de clivage (détail B). 

Il a pu être noté (planche 5, photo l ) ,  une zone de microfissuration 

intragran;la$re près de la fissure principale, avec naissance de fissures de ci- 

saillement si transformant rapidement, ou s'alignant pour donner une fissure de 

traction. -. 

Nous avons pu noté, dans le cas de ce marbre, une grande différence 

par rapport au cas de la flexion trois points : la fissuration est nettement in- 

tragranulaire alors qu'elle était intergranulaire. On n'observe pas, comme pour 

le marbre 10, de zone de microfissuration près de la fissure principale, mais 

un développement d'une fissuration secondaire de traction (flèches) très parallèle 

à la fissure principale. Contrairement au cas de la flexion 3 points, nous n'avons 

jamais noté de développement de fissuration perpendiculaire à la fissure de trac- 

tion (figure 4 ), ce qui corrobore les hypothèses faites au paragraphe précé- 

dent sur les énergies de propagation et le mécanisme mis en jeu. 
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Marbre de St Léon 

Microscope optique. 

Grossissement 64. 
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Photo 1 

Grossissement 256 

Microscope O$ 

Photo 2 

Grossissement 
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- Marbre de St Pons. 





Chapitre 6.  

CONCLUS ION 

L'étude théorique de la dStermination de l'énergie d'avance- 

ment de fissure dans le cas d'une plaque percée d'un trou, soumise à une com- 

pression monoaxiale et possédant deux fissures radiales symétriques, a permis, 

dans un premier temps, de comparer plusieurs méthodes numériques. 

Dans le cas d'une plaque infinie, les calculs menés par la 

méthode des discontinuitFs de déplacement et la méthode des potentiels complexes 

et de la transformation conforme avec prolongement analytique, donnent des résul- 

tats identiques. 

Dans le cas de la plaque de dimension finie, la méthode des 

éléments finis donne des résultats semblables à ceux obtenus pour le même rapport 

H/R par la méthode de discontinuités de déplacement. Cette dernière méthode a per- 

mis de mettre en évidence l'influence prépondérante de la dimension de la plaque 

(donc du rapport H/R) sur la détermination des courbes K (T, l/R). Ce cette 1 
étude, il en ressort qu'une plaque pourra être modélisée par une plaque infinie 

lorsque le rapport H/R est supérieur à 20. 

- L'étude expérimentale a porté sur le comportement de plaques 
de roches calcaires de natures différentes (micrite, marbres microfissurés). 

Une première étape a consisté à mettre au point une technique 

d'enregistrement automatique de la longueur de fissure en fonction de la con- 

trainte appliquée, car les fissures restent très fines et sont imperceptibles 

par des moyens optiques classiques. Dans un second tsmps, l'analyse des résultats 

expérimentaux dans le cadre de la théorie de GRIFFITH a permis de montrer que : 

1' Les énergies d'initiation de la fissuration sont pratique- 

ment identiques à celles obtenues en flexicn trois points. 

2' Le critère de propagation Gc est quasiment indépendant de 

la-longueur de fissure, ce qui n'est pas le cas en flexion. 

L'importance fondamentale du gradient de contrainte en tête 

de fissure sur les conditions de propagation, et notamment sur le branchement, a 

d o ~ c  été mis en évidence. Une analyse réalisée sur lame mince et au mic.roscope 



é1ectronique.à balayage, à partir de nos échantillons, a permis de confirmer que 

le réseau de microfissure, en tête de fissure de traction, est nettement moins 

important que pour des états de flexion. 

Le présent travail devrait être poursuivi et complété sur les 

points suivants : 

1 - influence de hauteur de plaque par rapport à la largeur 

sur l'énergie ; les résultats devraients être obtenus rapidement par la méthode 

des discontinuités de dgplacement, faute de temps, ils n'ont pu être inclus dans 

ce travail. 

2 - mise au point d'une technique expérimentale permettant 

de distinguer plus nettement que les jauges d'extensométrie et de faqon moins 

coûteuse, le passage de la fissure. 

' 
3 - étude des conditions de propagation et de stabilité de 

la fissure de cisai.llement conduisant à la rupture et vérification expérimentale. 

4 - étude fine du mécanisme de propagation de la fissure de 
traction et de cisaillement. 
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Annexe 2. 

Dans le cas particulier de la déformation plane, en milieu isotrope 

homogène (forces de volume nulles), et en repère cartEsion (x, z), la solution 

de Neuber Papkovitch s'écrit : 

4 

La détermination des déplacements est liée à la définition de B et 

B choisie pour respecter les conditions aux limites que l'on impose. 
O 

Reprenons l'exemple de la fissure de longueur 2D (fig. 1) 

Figure 1. 

Nous avons vu (ch. 2, paragraphe 22) que les deux nodes fondamentaux 

de propagations de fissures sont le mode 1 et le mode II. 

i) Mode 1 ou de traction (fig. 2) 
,/ ,/ 

/ / H,)& 
/' 

/ 

/' , / 

/ 
/. /' 
- - -- 

/' 
.3; FZgw>e 2. 

-ad --------*--- te 

I f  
,3 

Dans ce cas, les conditions aux limites décriront : 

ux,(x, 0) = 0 - a <  x < +  a 

a (x, O) # O quel que soit x appartenant à l'axe x'x 
z z  

nul 3 la limite çur 1 - a, + a 1 



Si l'on appelle : 

c. fi = uzG - uZD on aura G - u D = u  - a <  x <  a 
uz z  z 

D  1 XI' a 

-+ 
Le choix de ces conditions aux liinites pour la détermination de B 

et Bo conduit, compte tenu des relations contraintes - déformations et ( 1 )  

aux définitions des potentiels suivants : 

avec Ai$ = O 

Les composantes du vecteur déplacement en fonction de $ seront donnees 

par : 

et les composantes du tenseur de contraintes 

ce qui donne lorsque z  = O 



La condition de contrainte est toujours vérifiée. La solution @ 

permettant de vérifier la condition de déplacement est une solution dite discon- 

t inue . 

Elle est construite en remarquant que : 

lim Arctg - = 
z 

ces fonctions sont harmoniques. 

A partir de ces résultats, la fonction 4 est obtenue par intégration. 
A 

U 7 

z x+a x-a 4 (x,Y) = -- Arctg (-1- z Arctg (-) + (x+a)Ln (x+aI2 + z 1 
2 

( 4  4 Ti( 1 -V ) Z Z 

A 

Cette solution fait intervenir une discontinuité de déplacement U 
z '  

supposée constante dans l'intégration. 

ii) Mode II ou cisaillement (fig. 3) 

/ 

Les conditions aux limites du problème 

x 
sont : 

azz(x, 0) = O ~ Y x  < +Co 

/' 

,, ' /' 
/ 

/ / /-' d xz(x, 0) f o  
îve c A 

U: - U, = Ux s i - a < x < a  
"? 

FZgure 3. si 1 x l  > a  



Tout comme dans le cas du mode 1, le choix de ces conditions aux 

limites pour la détermination de B et Bo conduit, compte tenu des relations 

contraintes déformation et (4) aux définitions des potentiels suivants : 

Bx = O 

2 BZ = 4 ( 1 - 3  ax 

Bo = 8 (1 -v)' {$dz 

avec Diji = O 

Le vecteur déplacement sera obtenu par les formules suivarites : 

et le vecteur contrainte 

ce qui donne comme solution (z = 0) 

a+ 
Ux = 2 ( 1  - v) E a2+ 

OXZ 
= -  

l+v - 5 2  
( 6 )  

a* uz ' ( 1 - 2 v ) x  cfzz = O 

La formule (5) a la même forme que la formule (z). La solution sera 

construits de la même façon, et l'on aura : 

û 
( 7 )  

x x+a x-a 
~(X'Y) = n4(1-v) [ z Artg y - z Artg - z + (x+a) Ln 4- 



2 - CAS GÉNÉFIAL D'UN NT~RIAU ?OSSEDANT N FISSURES INCLINÉES 

Figure 4.' 

Le c a l c u l  s e r a  e f f e c t u é  de l a  maniare su ivan te  : dans un premier 

temps, on procède s u r  une f i s s u r e  i n c l i n é e  (Fig.  5), l e s  c o n t r a i n t e s  e t  déplace- 

ments s e r o n t  obtenus dans l e  r e p è r e  f i x e .  Pu i s ,  dans l a  seconde é t ape ,  nous a l l o n s  

ana lyse r  l ' i n f l u e n c e  de l a  l è r e  f i s s u r e  s u r  l a  jèm précédeinment é tudiée ,  e t  

par  s imple  supe rpos i t i on ,  nous obtenons l e s  déplacements normaux e t  t a n g e n t i e l s  

a i n s i  que l e s  c o n t r a i n t e s  normales e t  t a n g e n t i e l l e s  au c e n t r e  de l a  ième f i s s u r e .  

+2 
c o n t r a i n t e  e t  déplacement sur une 

fissure i n c l i n é e .  

Le problème e s t  é t u d i é  dans l e  r epè re  l o c a l  d é f i n i  pa r  : 

Les déplacements, dans ce  r epè re  l o c a l ,  s e r o n t  donnés par  l e s  re- 

l a t i o n s  su ivan te s  : 



Gampte tenu des équations ( 4 )  et (71, on obtient les fonctions har- 
A 

maniques (associé à Û ) et (associé à U ) suivants : 
5 5 

"' [ 5 Artg (y) - 5 Artg (&) + (51,) L, d z '  4 i 5  c )  - 4  (1-v) r 

Relations qui peuvent se mettre sous la forme 

On trie les fonctions : 

. .:: . + n[lo& [(€ + a]' + 12J5 -los [(< - a)' +c2]*] - 

a 2 / .  ' (n' - 12x- Zn!(< + O) (n2 -12K - 2n!(C-a) . . - F,(C. Q = = (C + a)Z.+ i1 (€-a)'+{' 

a'f 2111; + (n' - 1 2 ) ( <  + a )  a)nl< + (n2 - I l ) (<  - a) 
F ( Z  ') = --  = - 

4 5 - L  
i- 

. . dz2 . ~ C + a ! l + i '  (c-a)l+C1 

. - . 2n(n2 - 3/2)(< - 0): - 1(3n2 - 1 2 ) [ ( (  -a)'-C2J - 
. [(t - a)' + i 2 3 '  

Revenons au repère (x, z ) ,  pour cela l'on pose : 



Ce qui donne comme solution 
- -- - - - 

' oc us.,= - [ { l z+ (12  - n 2 ) ( 1  - ~ v ) ? F , { ( ,  3 + n 1 ( 3  -4 lv)F2( t ,  C ) - ; t cF3( t ,  {)-  IF^(<, {)}] 
4 n ( l -  v )  

. . . . . . 
fit +-[n1(3-4v)FL(<,  :)+ { n 2 + ( n 2 - 1 2 ) ( 1  - 2 ~ ) ? F z ( < .  ; )+ i :1F3(<,  <)+ nF4(<, ï):] 

4 n ( l -  r) 

.' ' ' O( 
us = - [ n 1 ( 3 - 4 ~ ) F , ( < . ; ) +  : n 2 + ( n 2 - î 2 ) ( l  -211:F2(<. ;)-;:IF3(<.<)+nF4(<.;):] 

4 x ( 1 -  r) .- . 
fi - A [ { I ~  +(12 - n2)( l  - ~ V ) } F , ( : .  <)+ nl (3 -4 r )F2( t .  ; )+C[nF3(<.  <)- IF4(<. ;)!] 

4 n ( l  - v )  

1 .  GO 
Ux* = - ( [ ~ ~ I F J ( ( .  9 + (n2 - l2)F4(<. O + ((IFs(C. i) + nFt,(C. <)}] 
' .  24?-19 . . . - - .  - . . .. .. . - .  
i . ,  GO 
, . + f i n 2  F ~ ( s ,  il- 2n1F4;:', i) + CInFJt .  0 - IF6(<. 011 

241 - V) . . . . . ,. . . ' .. . ._ _. . . . - 3  
.. ! 

ï :  . . 

G", cxx = -- [2nlF,(( .  r3 i (n2  - PIF4(<. O - C(lF5(C. 17 + nFb(C. C)}1 
2 1  - . . .  

* Influence de la jème fissure sur la ième (fig. 4) : 

~'inf luerice de la j è m c  discontinuité de déplacement sur la iPme 

peut s'écrire : 

En faisant la somme de toutes les influences des discontinuités sur 

celle d' indice i , on obtient : 

De la même manière, en regroupant toutes les discontinuités de dé- 

placement : 



La connaissance des 2 N conditions aux limites sur les N disconti- 

nuités permet, par inversion du système, de déterminer les discontinuités de dé- 
A 1i 

placement n et Ut . Le champ de déplacement et de contrainte en tout 
point du domaine est alors parfaitement connu. * 
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