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INTRODUCTION

On connait sous le nom de 3&me théoréme de Lie, le résultat

suivant di 3 Elie Cartan (6-7) :

Toute algdbre de Lie de dimension finie est intégrable, c'est

3 dire est 1'algébre de Lie d’un groupe de Lie.

E. Cartan (7) et Smith (16-17) ont trouvé l’obstruction 3
1'intégrabilité d'une algébre de Lie de dimension infinie, et des exemples
d'algébres de Lie non intégrables ont &té construits par Van-Est et

Korthagen (9), ainsi que Douady et Lazard (8).

L'objet 'de la premigére partie de ce travail est de répondre 3

une question de Bouma et Van-Est (3)



Les Q-varié&tés au sens de Barre (1) permettent-elles de résoudre

le probléme de 1'intdgrabilité des algébres de Lie banachiques ?
p

En généralisant la théorie des Q-variétés au cas banachique, on

-

"donne une réponse partielle & cette question :

Si 1'algébre de Lie banachique est séparable, alors elle est 1'al-

gébre de Lie d'un Q-groupe de Lie banachique (14).

La seconde partie de ce travail est consacrée aux classes carac-

téristiques des fibré&s principaux sur une Q-variété.

- - ® -
Si (P,M,G) est un f£ibré& principal de classe C , 3 base para-
compacte, on sait qu'il existe une connexion globale sur P, et 1l'on peut

construire les classes caractéristiques du fibré.

vs

Bott (2), Shulman et Stasheff (15), ainsi que Kamber et Tondeur (10),
ont construit un homomorphisme caracté@ristique de 1l'algébre des polynOmes
invariants sur 1l'algébre de Lie de G, I (94) , dans 1'homologie Hx(EQUQA), R)
du bicomplexe de Cech-de Rham, relatif 3 un recouvrement ‘W de la variété de
base M, sans supposer l'existence d'une connexion globale & l'aide d'une

famille de connexions locales.

On construit les classes caractéristiques des fibrés principaux
sur les Q-variétés, successivement par la méthode de Kamber et Tondeur, en
utilisant la premiére algébre de Weil semi-simpliciale, puis celle de

Bott=~Shulman-Stasheff, & partir des fonctions de transition.



CHAPITRE I

Q-VARIETES BANACHIQUES

Dans ce chapitre, on généralise au cas banachique, la notion

de Q-variété introduite par Barre, et le théoréme sur les quotients.

. Q-VARIETES ; MORPHISMES.

I.1.1. DEFINITIONS.

Soient X une variété différentielle ou analytique modeiée sur
un espace de Banach, S un ensemble et 7 une application surjective de X
sur S. On pose :
R=XxX={Ex")YelxX/ nx)=r"rx")}
S
Le CAuple (X,m ) est un Q-atlas de S si et seulement si, il

existe sur R une structure de vari&té& banachique telle que :



a) Les deux projections P, et p, de R sur X sont &tales.

b) R est une sous-variété banachique immergée de X x X c'est 3
dire que :
bl) L'injection canonique j : R » X x X est une immersion : pour tout a € R,
1'application linéaire Ta(j) est injective, et son image est un sous-—
espace fermé de Ta(X x X) admettant un supplémentaire topologique.
b2) Une application ¢ : Y - R est un morphisme de Qariétés banachiques, si

et seulement si, le composé j 0 ¢ en est un.

On appelle Q-variété banachique la donnée d'un ensemble S et

d'une classe d'équivalence de Q-atlas de S, suivant la relation :
E,m )~ X', #') si (XL X', mur') est un Q-atlas de S.

I.1.2. PROPOSITION.

Le couple (X,7m) est un Q-atlas si et seulement si les deux con~

ditions suivantes sont vérifiées :

A) Si x et x' dans X ont méme image par m, il existe un voisinage ouvert

U de x (resp. U' de x') et un difféomorphisme f : U -~ U', tel que

f(x) x' et w(£(t)) = w(t), pour tout t dans U.

B) Si T est une variété et f,f' deux morphismes de T dans X tels que

7f = nf', 1'ensemble To = {teT / £(t) = £'(t)} est ouvert dans T.

DEMONSTRATION.

Si (X,7) est un Q-atlas, les deux projections p, et p, sont étales,
d'ot 1'existence des difféomorphismes locaux.
Dans la condition B), puisque j o(fxf') est un morphisme de T

dans XxX, d'aprés bz), 1'application fxf' est un morphisme de T dans R.



Comme 1'ensemble To est 1'image réciproque de la diagonmale A de XxX par
fxf', pour vérifier que T0 est ouvert, il suffit de montrer que A est un
ouvert de R . Or d'aprés b2), 1'application diagonale x » (x,X) est un mor-

phisme de X dans R, c'est une section de la projection p, qui est étale, donc

1
son image est ouverte dans R .

Réciproquement, si les conditions A) et B) sont vérifiées, on
considére les graphes de difféomorphismes locaux d&terminés par la condi-
tion A). L'intersection de deux tels graphes est encore un graphe de diffé
omorphisme local d'aprés la condition B). On peut donc définir la topologie
de R en prenant comme base d'ouverts ces graphes ; la premiére projection P,
est alors un homéomorphisme local en chaque point de R, et il existe une uni-
que structure de variété sur R telle que P soit étale. La seconde projection
est aussi &tale.

Soit (x,x') un point de R et I' = {(t,£(t))/t € U} un graphe de

difféomorphisme compatible avec w, tel que f£(x) = x'

. L'application P,
induit un isomorphisme de I sur U. On considére 1'injection J de U dans XxX
définie par J(t) = (t,f(t)) . L'application linéaire continue TX(J) est
injective, son graphe est un sous—espace vectoriel fermé du produit

TX(X) x T (X), qui admet un supplémentaire topologique, donc 1'injection

£(x)
canonique j de R dans X x X est une immersion.

Enfin, si ¢ est une application d'une variét& Y dans R telle que

(plx pz) o ¢ soit un morphisme, puisque P, est étale, ¢ est un morphisme.

I.1.3. EXEMPLES.

a) Les variétés banachiques.
b) Soit X une variété différentiable de dimension n ; le quotient X/G de X
sous l'action libre d'un groupe discret dénombrable G , est une Q-variété

et X muni de la projection canonique sur son quotient est un Q-atlas de X/G.



En particulier, l'espace des feuilles du feuilletage ergodique
du tore, qui est isomorphe 3 R/22 est une Q-variété&. Dans ce cas, on a :
X= R, R= Rx Zz , et le groupe 22 opére sur R de la maniére suivante
si g = (m,n) € Zz et x€ R, gx=x +m + no
oli @ est un nombre irrationnel.
jx,8) = (x,8%) , p,(x,8) = x, p,y(x,8) = gx .

c) Le quotient d'une variété différentiable de dimension n , par un feuilletage

transversalement complet, est une Q-variété (13). En particulier si F est
un feuilletage de Lie sur une variété compacte V , jiest transversalement

complet, donc le quotient V/JF est encore une Q-variété.

I.1.4. MORPHISMES - Q-VARIETES EN GROUPES BANACHIQUES.

Soient S et S' deux Q-variétés banachiques de Q-atlas X,m) et X',1m")

respectivement. Une application f : S » S' est un morphisme de Q-variétés bana-
P P

chiques si, pour tout point x € X, et tout point x'€ X' tels que r'(x') = f(n(x;),
on peut trouver un voisinage ouvert U de x dans X(resp. U' de X' dans X') et un
mérphisme E : U > U', tels que E(x) =x' et w'(g(t)) = £(r(t)) pour tout t€U .
(Cette définition s’'applique en particulier au cas ol S est une varié&té bana-
éhique avec comme Q-atlas (S,id).)

Si 1'en impose & E d'8tre submersive, c'est 3 dire

pour tout a € U , l'application Ta(f) est surjective et son noyau admet un

supplémentaire topologique dans Ta(U), le morphisme f est dit Q-submersif.

Une Q-variété en groupe banachique (ou Q-groupe de Lie banachigque)

est une paire (S,G) formée d'une Q-variété banachique analytique S et d'un

groupe G satisfaisant 3 :

(i) Les ensembles sous-jacents & S et G coincident.

(ii) L'application (x,y) H-xy—] de SxS dans S est un morphisme de Q-variétés

banachiques analytiques.



I.1.5. Q-VARIETE TANGENTE.

Soient S une Q-vari&té banachique de Q-atlas (X,7) et séS .
On considére les couples (x,£) ol x est un relévement de s dans X , et
) TX(X). Deux tels couples (x,£) et (x',&') sont dits équivalents si la
dérivée en x du germe unique de difféomorphisme d'un voisinage de x sur un
voisinage de x' compatible avec m, transforme £ en g' . On obtient effec-
tivement une relation d'équivalence entre couples (x,f) et on appelle

vecteur tangent en s 4 S une classe de couples (x,£) &quivalents. Les vec—

teurs tangents en s 4 S forment un ensemble noté TS(S) et la structure d'es-

pace vectoriel de TX(X) se transporte & TS(S).

Comme dans le cas des Q-variétés de Barre, on vérifie que 1l'en-
semble TS des vecteurs tangents admet une structure de Q-vari&té banachique,
et si G est une Q-varidté en groupe banachique, que TG peut étre muni d’une

structure de Q-variété en groupe banachique.

On généralise immédiatement au cas banachique la notion de champ
de vecteurs, la définition du crochet de deux champs de vecteurs et de 1l'al-

gébre de Lie d'une Q-variété en groupe.

Dans toute la suite de ce chapitre, les variétés et Q-variétés

sont banachiques.

I.1.6. PROPOSITION.

Soit p un morphisme submersif d'une variété X dans une variété X'
H

et soit S une Q-variété de Q-atlas (X',n'), le morphisme 7' o p est Q-submersif

Ceci résulte immédiatement de 1'existence des difféomorphismes lo-

caux de la proposition (I.1.2).



I.1.7. PROPOSITION.

Soient f une surjection Q-submersive d'une variété S' dans une

Q-variété S, et A une application de S dans une Q-variété T, si A o f

est un morphisme, alors A est un morphisme.

DEMONSTRATION.

Soient (X,m) et (X',n') des Q-atlas de S et T respectivement, et
soit (x,x"')6 XxX' tel que 7'(x') = (A o 7) (x) . L'application f &tant sur-
jective, il existe y € S' tel que f(y) = w(x). L'application f &tant Q-sub-
mersive, il existe un voisinage ouvert U; de y dans S8', un voisinage ouvert

UX de x dans X et un morphisme submersif f de U; dans Ux , tels que f(y) = x

et 7(f(u)) = £(u) pour tout u & U;

~

Puisque l'application f est submersive, il existe un voisinage
ouvert VX de x dans X et un morphisme s de Vx dans U; tels que s(x) = y et

f(s(t)) = t pour tout t € Vx .

On a A(£()) = A(s(xX)) = 7' (x") ; puisque A o f est un morphisme,

il existe un voisinage ouvert Wy de y dans $§', un voisinage ouvert QX, de

x' dans X' et un morphisme g de Wy dans QX, , tels que g(y) = x' et

ﬂ'(;(u)) = A(f(u)) pour tout u € Wy .

Alors s_](U; N Wy) est un voisinage ouvert OX de x dans X et

A= g o s/OX est un relévement de )A. Enfin Ai(x) = x'

et pour tout t € OX s

on a n'(;(t)) = (1' o ; o s)(t) = (Ao w<3§ o s) () = x(w(t)).

I.1.8. PROPOSITION.

Soient £ : Z -~ X un morphisme de variédtés et 1 : Y + X 1'injec-

tion canonique d'une sous-variété immergée de X, si f est transversal i Y,

~1 . e . -
f " (Y) est une sous-variété immergée de Z .




I.2.

DEMONSTRATION.

Le couple (f,i) &tant transversal, le produit fibré d'ensembles
Z xXY est muni d'une structure de variété (11). L'application x » (x,£(x))

est un isomorphisme de variétés de f_](Y) sur le produit fibré Z XXY .

L'application 1 &tant une immersion, il en est de méme de 1l'appli~

cation £5(i) : Z x ¥ > 2 (5).

. . ez -1 .
Une application h d'une variété T dans £ (Y) est un morphisme de
[P . x . P S
variétés, si et seulement si, f (i) o h-en est un. En effet si £7(i) o h est
. . -~ ; b I : . .

un morphisme, il en est de méme de £ o £ (i) c hdoncde i, 7 o h, si1 7
désigne la projection de Z Xy Y sur Y . Comme Y est une sous-variété immergée,
on en déduit que 7 o h est un morphisme. De la propriété universelle des pro-

duits f£ibrés, il résulte que h est un morphisme.

QUOTIENT D'UNE VARIETE BANACHIQUE.

I.2.1. THEOREME.

Soit R le graphe d'une relation d'équivalence sur une variétd X .
grap q

On suppose que R est muni d'une structure de variété telle que :

(1) "~ Les deux projections P, et P, de R dans X sont submersives,

(ii) R est une sous-variété immergée de X x X

alors il existe une variété Y et un morphisme de variétés £ : Y ~ X tels que :

a) p o £: Y-+X>X/R est surjectif, oi p : X > X/R est la projection cano-

nique.

b) Le morphisme £ x £ : Y x Y > X x X est transversal 3 R et 1'image ré-

ciproque RY de R par f x f est étale sur Y par chaque projection.

¢) Le morphisme £ x id : Y x X > X x X est transversal 34 R et 1'image ré-

ciproque R' de R par f x id est &tale sur X et submersive dans Y .

d) X/R est une Q-variété admettant (Y,p o f£) comme Q-atlas, et la projection

p : X >~ X/R est Q~submersive.
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DEMONSTRATION.

Remarquons avant de montrer 1'existence de Y que les conditions
a), b), c¢) impliquent d). En effet, d'aprés la proposition (I.1.8), RY est
une sous-variété immergée de Y x Y ; les deux projections ™, et T, de RY
sur Y &tant &tales, on en déduit que Y est un Q-atlas de Y/RY , avec la
projection canonique. D'autre part, on a une bijection de Y/RY sur X/R puis-

que y Ry v'es p(£(y)) = p(f(y')) et p o £ est surjective. Donc (Y,p - f) est

un Q-atlas de X/R .

On note q, et q, les projections de R' sur Y et X respectivement,
(p o £)o q; ¢ R' - Y > X/R est Q-submersive d'aprés la proposition (I.1.6).
On en dé&duit que Poq,: R' + X + X/R est Q-submersive, puis, que p est un
morphismg Q-submersif de la Q-variété X, d'atlas (R', qz) dans la Q-variété

X/R d’'atlas (Y, p o £).

Montrons 1'existence de Y. On note x la classe d'un élément x de
X modulo R. La seconde projection P, : R - X étant submersive, on a pour
tout (x,v) 6 R :

T(x,y) Xxx = T(x,y) R+ T(x,y) X x {yb) .

RNT X a lémentaire topologi c'est & dire
(x,y) (X,Y)( x yh) un suppe pologique,

que R est transversal 34 X x {y},(d'old en particulier sur la diagonale

et T

)(R.ﬂ X x{yh)) = T(y,y)(X x {y})).

T R
(y,y T(y,y) n

Comme T p, est surjective, on en déduit que :
(y,¥y)°1

T v = €T X , e T R
yy {g g / (g, o) }

(v,7)

Les classes d'équivalence sont les intégrales du champ de plans,
image sur X par la premiére projection du noyau Ker sz, induit sur la dia-
gonale par la seconde projection. On a un feuilletage de X ; pour tout x € X,
il existe un voisinage ouvert U de x, et une sous—variété YX de X transverse

au feuilletage dans U.
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On pose Y = l_L YX . Un élément de Y est donc un couple (y,x)
x€X

oi y € YX , on note un tel &lément Ve et on pose f(yx) =y .

P o £ est surjective de Y sur X/R.

Pour tout (x,x') € R, les applications tangentes T(x x')pl et
b

-3

de T R sur TxX sont surjectives, on en dé&duit la méme propri-

(x,x")P2 (x,x")

€té pour m, et m, en remarquant que :

- - o
'T(x,x')R T(xt,xé,)RY @ Txx @ TX|X

Cette décomposition de 1'espace tangent au graphe s'obtient A partir

de la décomposition :

T XxX)=TY T x0T, Y
x t X X

t' X

(x,x")

en utilisant les propriétés suivantes

a) R étant une sous-variété immergée de X x X, T( R a un supplémentaire

x,x')
topologique S(x x") dans T(x,x')(x x X).

b) fx £ : Yx Y > X x X 8tant transversal 4 R, on a

T(Xt’xé') R, = T(x,x')R(j T(xt’xé')(Y x Y) et T(thxév) R, a un supplémen~
. . Y
taire topologique S(Xt,X;v) dans T(Xt’xé')(Y x Y).
enfin T(x,x') R + T(Xt’xé')(Y xY) = T(x,x')(x x X)
On en déduit
_ _ Y
Taex)E 28 = Ty BOS00) T Tagxn® " Bhepx® Taox 0
Y
=T R + (S 8 (T R T Y Y =T R
(x,x") ( (x5x00) ( (x,x") n (xt,XL.)( x 1)) (x,x")
Y
] S(x x'))
[
. A
OV B xy T S xl ) o

T X X)y =T ®
(x,x')( x X) (xt,x;,)RY ® s(x,x') Tx 8 T.x

)

= T, xH)® @ Sex,xh)
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Les propriétés a) et b') £ x id : Y x X + X x X est transversal

i R, permettent de montrer de la méme manid&re que :

T(x,X')R - T(x »x")

R' ® T %
t

La surjectivité de T x ,X,)q] se déduit alors de celle de T(x,x')pl

(
t
1 . e e
et la surjectivité de T(xt,x')qZ de celle de T(x,x')pz’ en remarquant que
T(X,x.)p2 est nulle sur TX X .
L'application T , T, est injective. En effet, si x_ € Y, on a
(xt’xt') I t

Tr;](xt) = (=} xDNER -

Un vecteur £ appartient 3 1'espace tangent en (xt,xt) a n;l(xt) si
1 () =0, T T
(x,x) 1 T T(xLx) 2

t -
(Xt’xt) NZ(E) € TXYt(\ Txx et T(xt,x )

() & Tth et § € T(Xt’xt)RY donc

m,(E) =0 .
¢ 2

On vérifie de la méme manidre que T q, sont in-

et T
(xx ) "2 57 T(x,x")

jectives, ce qui montre finalement que les trois projections T T et q, sont
étales.

On déduit des deux décompositions de 1'espace tangent T(x x") R, la

?

relation :

T R' =T ®T , x'

(x ,X') (x ,X")RY x'
t t” t
L'application T(x ') M &tant injective, il en résulte que
£’ e’
Ker T(X x')ql = Tx,x', et ce sous—espace admet un supplémentaire topolo-
t’

. . s
gique dans T(xt,x')R , donc q, est submersive.



II.1.
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CHAPITRE 1II

INTEGRABILITE DES ALGEBRES DE LIE BANACHIQUES

Il s'agit, dans ce chapitre,d'algébres et de groupes de Lie

banachiques.

RAPPELS SUR LES SOUS-GROUPES INTEGRAUX (4).

II.1.1. DEFINITION.

Soit G un groupe de Lie. On appelle sous-groupe intégral de G

un sous-groupe H muni d'une structure de groupe de Lie connexe telle que

l'injection canonique de H dans G soit une immersion.

II1.1.2. THEOREME.

Soit G un groupe de Lie d'algdbre de Lie <(G). L'application

H » £(H) est une bijection de 1'ensemble des sous-groupes intégréux de G

sur 1'ensemble des sous-algdbres de Lie de £(G) admettant un supplémentaire

topologique.
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II.1.3. PROPOSITION.

Soient G un groupe de Lie connexe, H un sous-groupe intégral

dont la topologie admet une base dénombrable ; les conditions suivantes

sont équivalentes

(i) H est distingué dans G.

(ii) <(H) est un idéal de £(G).

II.2, ESPACES SEPARABLES.

IL1.2.1. Un espace .topologique vérifie le second axiome de dénombrabilité
si sa topologie a une base dénombrable. Pour un espace métrisable X, cette
propriété est équivalente 3 1l'existence d'un sous-ensemble dénombrable dense

dans X, c'est-d-dire & la séparabilité de X.

I1.2.2. LEMME(12).

Si 1'algébre de Lie (] d'un groupe de Lie connexe G est séparable,

alors G est séparable.

DEMONSTRATION.

L'application exponentielle est un difféomorphisme d'un voisinage
ouvert de O 6<§.sur un voisinage ouvert de 1'é@lé&ment neutre du groupe G.
Dans un groupe topologique connexe, tout voisinage de 1'élément neutre en-—
gendre G, donc l'image de 1l'application exponentielle engendre G. Tout &lé-
ment de G peut s'écrire comme un mot en éléments exp X, X Geg. Puisque g

est séparable, on peut trouver une suite (xn) dense dans(g . L'ensemble

n€ N
des mots en exp X est encore dénombrable et leurs valeurs constituent une

partie dénombrable dense dans G, puisque chaque mot en exp. X, X 6(@ est

limite d'une suite de mots en exp X n €N .
P a°’
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I1.3. L'ALGEBRE DES CHEMINS D'UNE ALGEBRE DE LIE, PARTANT DE L'ORIGINE.

IT1.3.1. Soit L une algdbre de Lie ; on note A(L) 1'algébre des chemins
dans L, partant del'origine. L'algébre A(L) est munie de la norme définie

par l‘fl!= s%pllf(t)ll et du crochet défini par [f,g] (t) = [f(t),g(t)] .

I1.3.2. THEOREME (18).

L'algébre des chemins d'origine O d'une algébre de Lie est

intégrable.

On suppose L séparable. Comme l'a montré Van-Est, on a :

II.3.3. LEMME.

Si L est une algdébre de Lie séparable, 1'algébre des chemins

d'origine O dans L, munie de la norme définie par |[f]| = s%p[[f(t)ll R

est séparable.

DEMONSTRATION.

On note AQ(L) le sous-espace de A (L) composé des applications
linéaires par morceaux. Ce sous-espace est dense dans A(L) ; ceci ré&sulte
immédiatement de la continuité@ uniforme des &léments de A(L). On désigne
par A un sous-ensemble dénombrable dense dans L ; on peut supposer que A
contient O . Soit XK(A) le sous-ensemble de AQ(L) constitué des applications
linéaires par morceaux 3 valeurs dans A. L'ensemble AX(A) est dénombrable.
D'autre part, puisque A = L, pour toute application ¢ de AR(L), et pour tout
e >0 , il existe ¢' dans KQ(A) telle que[[¢ - ¢'||< €. L"ensemble XQ(A)

est dense dans AQ(L) lui méme dense dans A(L), ce qui montre la séparabilité

de A(L).
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IT1.4, INTEGRABILITE DES ALGEBRES DE LIE SEPARABLES.

II.4.1. Soit L une algébre de Lie séparable ; 1‘'algébre A(L) &tant in-
tégrable d'aprés (II1.3.2), on note A le groupe de Lie simplement connexe
d'algébre de Lie A(L). Soit w(L) 1'algébre des lacets d'origine O ; c'est
une sous-algébre de Lie de A(L) qui admet un supplémentaire topologique dans
A(L), puisque c’est le noyau de la projection f w» £(1), qui admet une sec-
tion linéaire continue. D'aprés(II.1.2) il existe donc un sous—groupe inté-

gral Q de A unique, dont 1'algébre de Lie est w(L).

II.4.2. THEOREME.

A toute algébre de Lie séparable L est associée une Q-variété

en groupe A/Q dont 1’algé@bre de Lie est isomorphe i L:

DEMONSTRATION.

Le sous—groupe intégral ( est muni d'une structure de groupe de Lie
g g group

connexe telle que l'injection canonique j : § »A soit une immersion.

L'algébre A(L) est séparable (II.3.3), il en est de méme
de (L) et donc aussi du groupe connexe ), d'aprés (II1.2.2). Comme  est
séparable et mé?risable, il vérifie le second axiome de dénombrabilité.
D'autre part, en remarquant que w(L) est un idé&al de A(L), on d&duit de
(II.1.3) que le sous—groupe O est distingué dans A . On considére le
feuilletage gauche de A associd 3 (L) (4) dont les feuilles connexes maxi-
males sont les classes & gauche de A modulo Q . La topologie de Q admettant
une base dénombrable, on peut en déduire que si Z est une variété, et £
une application de Z dans ¢, pour que f soit un morphisme de varié&tés de Z
dans Q, il faut et il suffit que le composé de f et de 1l'injection canonique

j de Q dans A soit un morphisme de variétés de Z dans A(5). Donc Q est un

sous-groupe distingué immergé de A.
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La relation d'équivalence modulo @ a pour graphe 1'image de
AxQ par 1l'application (g,g') » (g,g8') deAxQdansAx A . Puisque Q est
une sous—variété immergée de A,A XQ est une sous-variété immergée de A x A
et le graphe aussi. Les deux projections deAxQ sur A et Q sont submersives.
D'aprés le théoréme (I.2.1), on peut munir A/Q d'une structure de Q-variété

de sorte quew :A>*A/Q soit Q-submersive.

Enfin A/Q est une Q-variété en groupe. En effet, soit m l'applica-

tion de A/Qx A/Q dans A/Q dé&finie par m(n(x), w(y)) = 7(x) 1T(y)_1
On a (m o(wxm)) (x,y) = ﬂ(xy_]).

Les applications 7m et (X,y) = xy—1 sont des morphismes, il en est
de méme de m o(wrx T), et comme mx T est une Q-submersion surjective, on déduit
de la proposition (I.1.7), que m est un morphisme dé Q-variétés, donc que

A/ est une Q-varié&té& en groupe.

D'aprés le théoréme (I.2.1), pour tout x € A , il existe un voi-
sinage ouvert U de x , et une sous-variété Yx de A transverse au feuille-
tage dans U . Alors xfl étant la feuille connexe qui passe par x, l'espace
tangent Tx(Yx) est un supplémentaire topologique de Txfxﬂ) dans TX(A). Eﬁ
particulier, pour 1'élément neutre de A, on obtient Té(A/Q) = Te(A)/Te(Q),
c'est-ia-dire que l'algébre de Lie de la Q-variété en groupe A/Q est isomor-~
phe 3 A(L)/ w(L). Comme la projection de A(L) sur L, qui & un chemin f associe
£f(1), est un homomorphisme d'algébres de Lie de noyau w(lL), on a un isomor-

phisme de A(L)/w(L) sur L.
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CHAPITRE III

CLASSES CARACTERISTIQUES DES FIBRES PRINCIPAUX SUR LES Q-VARIETES

Dans ce chapitre, toutes les variét&s considérées sont de dimension

finie, et on revient & la théorie des Q-variétés de Barre.

Aprés avoir rappelé la définition de la cohomologie d'une Q-variété,
on introduit la notion de G-fibré principal sur une Q-variété&, et on donne
une construction des classes caractéristiques de ces fibrés par la méthode

de Kamber et Tondeur, puis celle de Bott-Shulman-Stasheff.

IIT.1. RAPPELS SUR LA COHOMOLOGIE DES Q-VARIETES.

ITI.1.1. DEFINITION.

Soit S une Q-vdriété ; on note VE/S la catégorie des variétés

Q-étales au dessus de S.
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Un Q-faisceauf? sur S est un foncteur contravariant de la caté-
gorie VE/S dans celle des ensembles, exact i gauche, transformant les sommes

en produits.

Une échelle sur S est la donnée d'un systéme semi-simplicial aug-

mentéd dans VE/S , E = [%n , (9 ) tel que 1'augmentation

€
k,n’o s k ¢n’ ] n:o

e EO + S soit surjective, et pour tout m > o , le morphisme de En+l dans

E2+2 défini par (3 )

se factorise en un morphisme &tale sur-
k,n+1’0 < k ¢ n+l P

jectif sur la sous—varié&té immergée des solutions du systéme.

(x,) o<k < 2g<n+l sin>o

ak,n(xl) - aSL-—l,n k

E(X]) = E(XO) sin=o

IIT.1.2. EXEMPLE D'ECHELLE.

L'échelle de Koszul XX d'um Q-atlas (X,e) de S .

1

(KX)n = {(xo,... xn) € Xn+ / s(xo) = s(xl) = ,,, = e(xn)} .

3 X yeee X ) = (X yueey R 50en ol %, signifie qu'on omet x .
k,n( o’ n) ( o2 > X s Xn) k g q &

IIT.1.3. DEFINITION.

. . D e .
Soient E = (En)n , o ume échelle et J un Q-préfaisceau sur une

-

Q-variété S ; on note Cx(E,T) le complexe ?(En)n - muni des différentielles

4

. @ I PP .
dn : ‘J(En) - J(En+]) définies par :
o
et on désigne par HX(E,T) sa cohomologie.

On note HX (5,9) la limite inductive des groupes HX (E,93 quand
E parcourt un ensemble cofinal d'échelles sur S , qu'on appelle la cohomologie

de S 3 coefficients dans ﬁ’,
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Si 1'on considére le Q-faisceau constant sur S de fibre R , et

si o* désigne le Q-faisceau sur S des germes de formes différentielles, on a :

IIT.1.4. THEOREME.

Soient S une Q-variété différentielle, et E une échelle sur S, la

. - - * . .
cohomologie & valeurs réelles H (S, R) s'obtient comme cohomologie totale

du bicomplexe Cx(E,Qx).

ITI.2. NOTION DE G-FIBRE PRINCIPAL SUR UNE Q-VARIETE.

I1I.2.1. DEFINITIONS.

Soit G un groupe de Lie ; un G-fibré principal sur une Q-variété S

est la donnée d'une Q-variété E et d'une action de G sur E , vérifiant les
propriétés suivantes
1) G opére librement sur E, c'est-i-dire que 1'&galité ta = t ,pour t dams E
a dans G, implique a = e ;
2) S=E/Getp : E~> E/G est un morphisme de Q-variétés ;
3) Il existe un Q—atlag X + S et un difféomorphisme ¢: X xs E> X x G tels
que : )
a) Y(x,t) = (x, £(x,t)) ol f est un morphisme de X X E dans G satisfai-
sant 3 f((x,t).a) = £(x,t).a pour tout a € G, G opérant par (X,t).a =
(x,t a) 3
b)si ¢ est définie sur X x G par e(x,f(x,t )) = t, (X x G, €) est un

Q-atlas.de E.

On définit alors une fonction de transition g : X Xy X > G : en ayant

remarqué que si (x, x', t), (x, ', t') sont deux éléments de X X X X E

1

f(x,t') £(x',t') = f(x,t)f(x;,t)—;on pose pour (x,x')€X xSX, g(x,x")

f(x,t) f(x’,t)_l, ol t est un élément de E tel que (x, x',t) € X X X x E,
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La fonction g a les propri&té&s suivantes :

¥x € X , g(x,x)

e

g(x, Y)_l

(e) ¥(x,y) € X x X, g(y,x)

¥(x,%2)€ X x_ X xSX,g(x,z) = g(x,y) g(v,2).

IIT.2.2. PROPOSITION.

G désignant un groupe de Lie, on considére une Q-variété S avec

€ . . .
un Q-atlas X + S, et une fonction g de classe ¢ : X x X » G satisfaisant aux

conditions (c) ; on peut construire un G-fibré principal admettant g comme

fonction de transition.

DEMONSTRATION.

On définit une relation d'équivalence p sur X x G par :
%, Y)ox',yNene(x) = e(x') et g(x,x") yv' = vy. Soit E 1'ensemble quotient

et ¢ la projection canonique ; on note (x,v) la classe de (x,y).

Le groupe G opére sur E librement par (X,y)a = (X,y o).

On pose p(X, y) = €(x) qui ne dépend pas du choix du représentant.
On utilise la deuxié&me dé&finition des Q=atlas donnée par la proposition
(I.1.2) pour montrer que (XxG, E) est un Q-atlas de E.
(i) si (x,v) et (x',y') ont méme image par e ,ona e(x)=c¢c(x")
gt g(x, x") v' = v. Comme X § s est un Q-atlas, il existe un voi-
sinage ouvert U de x (resp. U' de x') et un difféomorphisme h
h : U+ U' tels que h(x) = x' , e(h(t)) =¢(t), ¥t €U . On en
déduit deux voisinages ouverts U x G de &X,Y ) et U' x G de (x', v").
On pose pour (t, A) € U x G : H(t,x) = (h(t),g(h(t),t) 1), alors
H est un difféomorphisme tel que H(x,y) = (x',y') et € H{t,\) =

€ (t,A).



- 22 ~

(ii) Soient T une variété et F, F' deux morphismes de T dans X x G

tels que le diagramme ci-dessous commute

XxG¢ § E.

]
¥y

On considdre p, oF et p, © F' : T>X ; d'aprés 1'8galité ¢ F =

1
e F' ,ona epF=cpF ,doncT ={t€T:p F(t)=pF ()}
8tant ouvert dans T , To = {t €T : F(t) = F'(t)} qui coincide

avec T] est ouvert.

L'application p est un morphisme de Q-variétés : soient (x,y)€ XxG
et X' € X tels que e(x') = p e(x,y) = e(x) ; il existe UX et U;, voisinages
ouverts de x et x' respectivement et ¢ difféomorphisme de UX sur U;, , tels

-~

que ¢(x) = x' , e¢(t) = ¢(t) pour tout t € UX . On considére Ux x G et ¢:

1

(t,a) €U x Gw» ¢(t) € U' ; c'est un morphisme tel que¢(x,y) = X ,

e ¢p(tya) =e(t) , ¥t €U.

On peut définir y : X X E-»> X x G par :

p', (x,y)) = (x', g(x',x)y ) indépendant du choix de (x,y); c'est un iso-

morphisme. On pose f(x', (x,y)) = g(x',x)y .

I1T.2.3. EXEMPLE.

On considére un groupe de Lie connexe et ab&lien G, H un sous—groupe
de G non ferm&, S = G/H est une Q-variété en groupe d'algébre de Lieig%ﬁ.
La projection p : G -~ G/H est un morphisme de Q-variétés, H opére librement
sur G . On obtient un H-fibré principal sur la Q-variété en groupe G/H. On

va construire un Q-atlas vérifiant la condition 3).

Soit 7 un sous—espace vectoriel supplémentaire de—% dans<g 3 1l
existe des voisinages ouverts V de O dans7/ , W de O dans—% et U de e dans

G, tels que y: (A,B) » exp. A. exp B soit un difféomorphisme de V x W sur U.
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On obtient un difféomorphisme o : V X G ~>V x H défini par a(x,t) =
-1 . sy o e ae
(x,(exp X) t) et par translation, on en déduit un recouvrement triviali-

de 7. La somme topologique | | Vv, est un Q-atlas de G/H.

sant (Va)aEHq o

IT1I.3. CLASSES CARACTERISTIQUES.

ITI.3.1. DEFINITION DE LA l&re ALGEBRE DE WEIL SEMI-SIMPLICTALE.

+ . -
Pour ¢ 3 o , on note Qf : le produit de g+1 facteurs Ca oll Q}
est une algdbre de Lie. On dé&finit un objet semi-simplicial dans la caté-
. wr . . + ~ '
gorie des algébres de Lie par les objets (aq ! et les opérateurs de face

et de dégénérescence

+2 g+l
4 Y = (X ,...,%X

q+1 o i-1> ¥

q
gr (X 40.., X
i ( o’ ’

Hg
gt 9

i+1,...,

q+l _ q+2

q
-ﬂ} > N (Xo""’ xq (Xo""’xj’ xj,xj+1,...,xq)

~—
1]

Ils satisfont aux relations usuelles.

On considére 1'algébre de Weil comme un foncteur: contravariant de
la caté@gorie des algébres de Lie dans celle des (g-algébres différentielles
graduées, d'oll un objet co-semi-simplicial W]Gﬂ) dans la catégorie des
Cg-A.D.G. défini par W? “ =W (%f+l) avec les opérateurs de face W(gg) et
de dégénérescence W(nQ) . On munit W (g) =@ W(%?+1) de 1la multiplication

qzo

da' Alexander-Whltney et de la différentielle § + d , ol §& désigne la diffé-

rentielle simpliciale et d la différentielle induite par celle de W(g).

On note Wl(%,%) 1'algébre des &léments basiques de Wl(g). Si 1'al-
gébre‘% est réductive, WI(%,g) a méme cohomologie que W(g,g), c'est & dire

que i (Wl(g,g)) est isomorphe 3 1'algébre des polynOmes invariants sur<¥ .
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Dans la suite de ce chapitre, G désigne un groupe de Lie connexe.

I11.3.2. Soit E > S un G-fibré principal défini par un Q-atlas X Z S et

&

un difféomorphisme ¥ : X X E->Xx G . On utilise 1'échelle de Koszul KX,
et on conmstruit un homomorphisme de la premi&re algebre de Weil semi-sim—
pliciale W](g) = ?o W? (g) dans le bicomplexe de de Rham Ap((KX)q X E),
i partir d'une cg;nexion sur le fibré X x_ E->X.

L'application £ : X X E G est 8quivariante, on peut considérer
ia forme de connexion 6-€ AI(X g E ;(g) induite par la connexion canonique

-~

sur G »% ; On note §; =0, - 84 - aq x id , 1'application de

(KX)q X E 5X X E qui & (xO yeees xq, t) associe (Xi’ t).

g+l

soit y: ()%

> Al((KX)q X E) définie par :
h H = hs 22"y H b ¥
y()y (v ) =< ‘G(Goy, 6°x£)‘ G(GQYqu€)> od
he GH*,ye @0 _x E, €T (KO _x E) ; alors
’ q's "’ y q s
y s'étend en un homomorphisme de (g—algébres différentielles graduées de
W?GJ):: W0§F4) > A((KX)q xs E) , qui induit un homomorphisme sur les sous-—
algébres basiques correspondantes, et d'aprés le théoreme (I1I.1.4) la coho-

mologie HX(S, R) s'obtient comme cohomologie totale du bicomplexe A(XX).

On peut donc énoncer le résultat suivant :

111.3.3. THEOREME.

. . . * . x# * % e
L'application H (Wlog,g) >  H(A(KX)) ~ B (S, R) induite en

cohomologie donne les classes caractéristiques du fibré.

I1I.3.4. DEFINITION DU G-FIBRE UNIVERSEL.

On désigne par PG - NG le G-fibré universel.
T

PG est la variété semi-simpliciale définie par :
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PG(q) = ¢4 od tles opérateurs de face ai . gdtl L ge

- PP +1 +2
et les opérateurs de dégénérescence e; : ¢4 - gt

sont donnés par :

N
"
A

o

Bi(yo,.--,yq) i

(yo,---,y-,---,yq) 0

[}

si(yo,-.-,yq) (yo,---,yi,yi,~-yq)

NG est la variété semi-simpliciale d&finie par :
NG(q) = c? oi les opérateurs de face Bi : ¢4~ Gq_1
et les opérateurs de dégénérescence e, ¢ Gq—’ > g4

sont donnés par :

30(Y1,--,Yq) = (Yz,--Yq)

ECITTRS S I ST A

3i(y],..,yq) = (y],..,yiyi+l,..,yq) 15 ig g~
eo(yl,--,yq_1)=(1,y],.-,yq_l)
gi(yl,..,yq_1)=(y1,..yi,],yi+1..,yq_l) 1 ¢ 1ig q-1

L'application g: PG » NG est définie par :
( )y = ( -1 -1 ~1
m YO,--,Yq yOyl ’ y1y2 360y Yq_lyq )
On note A(NG) le bicomplexe des formes différentielles sur NG .

-

I11.3.5. Soit E 3 S un G-fibré principal défini par la donnée d'un

Q-atlas X » S et d'une fonction de transition g : X X X> G .
- €

L'application g s'étend en un morphisme de G-fibré&s principaux

semi-simpliciaux. On d&finit g au rang q de la maniére suivante :

(KX)q x E -85 Gq+l

\Lpl W‘L g = (f 50 s e £ Gq) '
- 1 ~q-1
(Kx)q — > Gq g = (g 32-- aq sy 8 32 L aq-l 80 3ty g aO )

On a ¢ = g Py s et § et g commutent aux opérateurs de face. L'homomorphisme

*

-%

g” ¢ A(NG) * A(KX) induit un homomorphisme g' en cohomologie.
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III1.3.6. THEOREME.

Si 1'algdbre de Lie C] de G est réductive, l'application

#
Hx(A(NG)) § Hx (A(KX)) = HX(S, R) donne les classes caractéristiques

du fibré.

En effet, les connexions plates évidentes sur Gq+] - % donnent

. . - . . - +
une application de(&-algebres différentielles graduées ¢ : W?(g)+ INCE 1)
) (15)

. . # . % *
qui induit un isomorphisme ¢ : H (Wl«g;g)) > H (A(PG)G-basiques

-~ . » + » .
Donc gx o ¢ et ¥ colncident sur (g? 1)x et elles induisent la

méme application en cohomologie.
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