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I N T R O D U C T I O N  

- - - -  

On connaît sous le nom de 3ème théorème de Lie, le résultat 

suivant dû à Elie Cartan (6-7) : 

Toute algèbre de Lie de dimension finie est intégrable, c'est 

à dire est l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie. 

E. Cartan (7) et Smith (1 6-17) ont trouvé l'obstruction à 

l'intégrabilité d'une algèbre de Lie de dimension infinie, et des exemples 

d'algèbres de Lie non intégrables ont été construits par Van-Est et 

Korthagen ( 9 ) ,  ainsi que Douady et Lazard (8). 

L'objet.de la première partie de ce travail est de répondre à 

une question de Bouma et Van-Est (3) : 



Les Q-variétés au sens de Barre (1) permettent-elles de résoudre 

le problème de l'intégrabilité des algèbres de Lie banachiques ? 

En généralisant la théorie des Q-variétés au cas banachique, on 

donne une réponse partielle à cette question : 

Si l'algèbre de Lie banachique est séparable, alors elle est l'al- 

gèbre de Lie d'un Q-groupe de Lie banachique (14). 

La seconde partie de ce travail est consacrée aux classes carac- 

téristiques des fibrés principaux sur une Q-variété. 

Ca 

Si (P,M,G) est un fibré principal de classe C , à base para- 

compacte, on sait qu'il existe une connexion globale sur P, et l'on peut 

construire les classes caractéristiques du fibré. .. 
Bott (2), Shulman et Stasheff ( I 5 ) ,  ainsi que $amber et Tondeur (IO), 

ont construit un homomorphisme caractéristique de l'algèbre des polynômes 

invariants sur 1 'algèbre de Lie de G, 1 (9) , dans l'ho~ologie H*(E(u,A), B) 

V 
du bicomplexe de Cech-de Rham, relatif à un recouvrement%L de la variété de 

base M, sans supposer l'existence d'une connexion globale à l'aide d'une 

famille de connexions locales. 

On construit les classes caractéristiques des fibrés principaux 

sur les Q-variétés, successivement par la méthode de Kamber et Tondeur, en 

utilisant la première algèbre de Weil semi-simpliciale, puis celle de 

Bott-Shulman~Stasheff, à partir des fonctions de transition. 



C H A P I T R E  1 

Q-VAR 1 ETES BANACHIQUES 

Dans ce chapitre, on généralise au cas banachique, la notion 

de Q-variété introduite par Barre, et le théorème sur les quotients. 

1.1. Q-VARIETES ; MORPHISMES. 

1.1.1. DEFINITIONS. 

Soient X une variété différentielle ou analytique modelée sur 

un espace de Banach, S un ensemble et .rr une application surjective de X 

sur S. On pose : 

R = x x X = ( ( x , x l )  8 X x X / ~(x) = n(xl)) 
S 

Le couple (X , IT  ) est un Q-atlas de S si et seulement si, il 

existe sur R une structure de variété banachique telle que : 



a) Les deux projections p 1 et p2 de R sur X sont étales. 

b) R est une sous-variété banachique immergée de X x X c'est à 

dire que : 

b )  injection canonique j : R -t X x X est une immersion : pour tout a € R, 
1 

l'application linéaire T (j) est injective, et son image est un sous- a 

espace fermé de T (X x X) admettant un supplémentaire topologique. a 

b ) Une application 4 : Y + R est un morphisme de variétés banachiques, si 2 

et seulement si, le composé j O 4 en est un. 

On appelle Q-variété banachique la donnée d'un ensemble S et 

d'une classe d'équivalence de Q-atlas de S, suivant la relation : 

( X ,  ) % (X' ) si (XUX', TLLIT') est un Q-atlas de S. 

1.1.2. PROPOSITION. 

Le couple (X,IT) est un Q-atlas si et seulement si les deux con- 

ditions suivantes sont vérifiées : 

A) Si x et x' dans X ont même image par IT, il existe un voisinage ouvert 

U de x (resp. U' de x') et un difféomorphisme f : U + U', tel que 

f (x) = x' et ~ ( f  (t)) = n(t), pour tout t dans U. 

B) Si T est une variété et f,fl deux morphismes de T dans X tels que 

nf = IT£ ', l'ensemble T = {t€T / f (t) = f '(t)) est ouvert dans T. 
O 

DEMONSTRATION. 

Si (X,IT) est un Q-atlas, les deux projections p 1 et p2 sont étales, 

d'où l'existence des difféomorphismes locaux. 

Dans la condition B), puisque j o(fxfl) est un morphisme de T 

dans XxX, d'après b2), l'application fxf' est un %orphisme de T dans R. 



Comme l 'ensemble T e s t  l ' image réc iproque  d e  l a  diagonale  A d e  XxX par  
O 

f x f ' ,  pour v é r i f i e r  que T e s t  ouve r t ,  il s u f f i t  de montrer que A e s t  un 
O 

ouver t  d e  R . O r  d ' ap rè s  b2) ,  l ' a p p l i c a t i o n  diagonale  x .r (x,x)  e s t  un mor- 

phisme d e  X dans R, c ' e s t  une s e c t i o n  de  l a  p r o j e c t i o n  p qu i  e s t  é t a l e ,  donc 
1 

son image e s t  ouve r t e  dans R . 
Réciproquement, s i  l e s  cond i t i ons  A) e t  B)  sont  v é r i f i é e s ,  on 

cons idère  l e s  graphes de  difféomorphismes locaux détermines par  l a  condi- 

t i o n  A). L ' i n t e r s e c t i o n  de  deux t e l s  graphes e s t  encore un graphe de d i f f é  

omorphisme l o c a l  d 'après  l a  cond i t i on  B ) .  On peut donc d é f i n i r  l a  topologie  

de R en  prenant  comme base d ' ouve r t s  c e s  graphes ; l a  première p ro j ec t ion  p 
1 

e s t  a l o r s  un homéomorphisme l o c a l  en  chaque poin t  de  R, e t  il e x i s t e  une uni- 

que s t r u c t u r e  d e  v a r i é t é  su r  R t e l l e  que p s o i t  é t a l e .  La seconde p ro j ec t ion  
1 

e s t  a u s s i  é t a l e .  

S o i t  ( x , x r )  un po in t  de  R e t  r = ( ( t , f ( t ) ) / t  € U) un graphe de  

difféomorphisme compatible avec a, t e l  que f  (x) = x '  .  application p 
1 

i n d u i t  un isomorphisme de r sur  U. On cons idère  l ' i n j e c t i o n  J de  U dans XxX 

d é f i n i e  par  J ( t )  = ( t , f ( t ) )  . L ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  cont inue T ( J )  e s t  
X 

i n j e c t i v e ,  son graphe e s t  un sous-espace v e c t o r i e l  fermé du p rodu i t  

Tx(X) x Tf(x)(X),  q u i  admet un supplémentaire topologique, donc l ' i n j e c t i o n  

canonique j d e  R dans X x  X e s t  une immersion. 

Enf i n ,  s i  4 e s t  une a p p l i c a t i o n  d'une v a r i é t é  Y dans R t e l l e  que 

s o i t  un morphisme, puisque p l  e s t  é t a l e ,  41 e s t  un morphisme. 

1.1.3. EXEMPLES. 

a )  Les v a r i é t é s  banachiques. 

b) S o i t  X une v a r i é t é  d i f f é r e n t i a b l e  de dimension n ; l e  quo t i en t  X / G  de X 

sous l ' a c t i o n  l i b r e  d'un groupe d i s c r e t  dénombrable G , e s t  une Q-variété 

e t  X muni de l a  p ro j ec t ion  canonique s u r  son quo t i en t  e s t  un Q-atlas de X/G. 



En p a r t i c u l i e r ,  l ' e s p a c e  des  f e u i l l e s  du f e u i l l e t a g e  ergodique 

2 
du t o r e ,  qu i  e s t  isomorphe à R/Z e s t  une Q-variété. Dans c e  c a s ,  on a : 

2 
X = 8 , R = IR x iZ2 , e t  l e  groupe Z opère s u r  R d e  l a  manière su ivante  : 

s i  g = (m,n) € z2 e t  x € R , gx = x + m + na 

où a e s t  un nombre i r r a t i o n n e l .  

c )  Le quo t i en t  d ' une  v a r i é t é  d i f f é r e n t i a b l e  de dimension n , par  un f e u i l l e t a g e  

t ransversalement  complet, e s t  une Q-variété ( 1 3 ) .  En p a r t i c u l i e r  s i  e s t  

un f e u i l l e t a g e  de  L i e  sur  une v a r i é t é  compacte V , .? e s t  t ransversalement  

complet, donc l e  quo t i en t  V/T e s t  encore  une Q-variété. 

1.1.4.  MORPHISMES - O-VARIETES EN GROUPES BANACHIOUES. 

Soien t  S e t  S '  deux Q-variété;  banachiques de  Q-atlas !X,n) e t  (X ' , IT ' )  

respectivement.  Une a p p l i c a t i o n  f : S -t S' e s t  un morphisme de Q-variétés bana- 

chiques si ,  pour t o u t  po in t  x 6 X, e t  t o u t  p o i n t  x ' €  X '  te ls  que n l ( x ' )  = f ( n ( x ) ) ,  

on peut t rouver  un  vois inage  ouver t  U de x dans X(resp. U '  de x' dans X ' )  e t  un 
e * Ci 

morphisme f : U + U ' ,  t e ls  que f ( x )  = x '  e t  ~ ' ( f ( t ) )  = f ( n ( t ) )  pour t o u t  t€U . 
(Cet te  d é f i n i t i o n  s ' app l ique  en  p a r t i c u l i e r  au c a s  où S e s t  une v a r i é t é  bana- 

chique avec comme Q-atlas ( S , i d ) . )  

Ci 

S i  1 'on impose à f d ' ê t r e  submersive, c ' e s t  à d i r e  : 
Ci 

pour t o u t  a 6 U , l ' a p p l i c a t i o n  T ( f )  e s t  s u r j e c t i v e  e t  son noyau admet un 
a 

supplémentaire topologique dans T (U), l e  morphisme f e s t  d i t  Q-submersif. 
a 

Une Q-variété  en  groupe banachique (ou Q-groupe de  L i e  banachique) 

e s t  une p a i r e  (S,G) formée d 'une Q-variété banachique ana ly t ique  S e t  d 'un 

groupe G s a t i s f a i s a n t  à : 

( i l  Les ensembles sous- jacents  à S e t  G co ïnc ident .  

- 1 
( i i )  L ' a p p l i c a t i o n  (x,y)  .t xy de  SxS dans S e s t  un morphisme de Q-variétés  

banachiques ana ly t iques .  



1.1 .S. Q-VARIETE TANGENTE. 

Soient S une Q-variété banachique de Q-atlas (X,IT) et s€S . 
On considère les couples (x,c) où x est un relèvement de s dans X , et 

6 € T (X). Deux tels couples (x,€,) et (x',~') sont dits équivalents si la 
X 

dérivée en x du germe unique de difféomorphisme d'un voisinage de x sur un 

voisinage de x' compatible avec IT, transforme 6 en 5 '  . On obtient effec- 
tivement une relation d'équivalence entre couples (x,€,)  et on appelle 

vecteur tangent en s à S une classe de couples (x,c) équivalents. Les vec- 

teurs tangents en s à S forment un ensemble noté T (S) et la structure d'es- s 

Pace vectoriel de T (X) se transporte à Ts (S) . 
X 

Comme dans le cas des Q-variétés de Barre, on vérifie que l'en- 

semble TS des vecteurs tangents admet une structure de Q-variété banachique, 

et si G est une Q-variété en groupe banachique, que TG peut être muni d'une 

structure de Q-variété en groupe banachique. 

On généralise immédiatement au cas banachique la notion de champ 

de vecteurs, la définition du crochet de deux champs de vecteurs et de l'al- 

gèbre de Lie d'une Q-variété en groupe. 

Dans toute la suite de ce chapitre, les variétés et Q-variétés 

sont banachiques. 

1. 1 .6. PROPOSITION. 

Soit p un morphisme submersif d'une variété X dans une variété X', 

et soit S une Q-variété de Q-atlas (X',T'), le morphisme T' O p est Q-submersif 

Ceci résulte immédiatement de l'existence des difféomorphismes lo- 

caux de la proposition (1.1.2). 



1.1.7. PROPOSITION. 

Soient f une surjection Q-submersive d'une variété S' dans une 

Q-variété S, et A une application de S dans une Q-variété T, si A O f 

est un morphisme, alors X est un morphisme. 

DEMONSTRATION. 

Soient (X,TT) et (X',TT') des Q-atlas de S et T respectivement, et 

soit (x,xl)€ XxX' tel que al(x') = (A O TT) (x) . L'application f étant sur- 
jective, il existe y € s' tel que £(y) = TT(X). L'application f étant Q-sub- 

mersive, il existe un voisinage ouvert U' de y dans S', un voisinage ouvert 
Y * 

U de x dans X et un morphisme submersif f de U' dans U tels que £(y) = x 
X Y X '  

et TT(£(u)) = f(u) pour tout u 8 U' . 
Y 

Puisque l'application f est submersive, il existe un voisinage 

ouvert V de x dans X et un morphisme s de Vx dans U' tels que s(x) = y et 
X Y 

A 

f(s(t)) = t pour tout t € V . 
X 

On a h(f(y)) = X(TT(X)) = TT'(x') ; puisque A O £ est un morphisme, 

il existe un voisinage ouvert W de y dans S', un voisinage ouvert Rx, de 
A 

Y * 

x' dans X' et un morphisme g de W dans Rx, , tels que g ( y )  = x' et 
Y * 

al(g(u)) = h(f(u)) pour tout u 8 W 
Y 

- 1 Alors s (U' r\ W ) est un voisinage ouvert O de x dans X et 
Y Y  X 

* CI A 

h= g O s/OX est un relèvement de A. Enfin A(x) = x' et pour tout t € Ox , .. .. A 

on a TT'(x(~)) = (TT' O g O s)(t) = (A O T O  f O s) (t) = A(TT(~)). 

1.1.8. PROPOSITION. 

Soient f : Z + X un morphisme de variétés et i : Y -+ X l'injec- 

tion canonique d'une sous-variété immergée de X, si f est transversal à Y, 

- 1 
f (Y) est une sous-variété immergée de Z . 



DEMONSTRATION . 

Le couple ( f , i )  é t a n t  t r a n s v e r s a l ,  l e  produi t  f i b r é  d'ensembles 

Z xXY e s t  muni d ' une  s t r u c t u r e  d e  v a r i é t é  ( I l ) .  L ' app l i ca t ion  x  t+ (x , f (x ) )  

- 1 
e s t  un isomorphisme d e  v a r i é t é s  de  f (Y) su r  l e  produi t  f i b r é  Z xXY . 

- 

L ' a p p l i c a t i o n  i é t a n t  une immersion, il en e s t  d e  même de l ' a p p l i -  

* 
ca t ion  f  ( i )  : Z x  Y + Z (5). 

X 

- 1 
Une a p p l i c a t i o n  h  d'une v a r i é t é  T  dans f  (Y) e s t  un morphisme de  

* 
v a r i é t é s ,  s i  e t  seulement s i ,  f * ( i )  h- en e s t  un. En e f f e t  s i  f  ( i )  h  e s t  

un morphisme, il en e s t  de même de  f  f* ( i )  . h  donc de  i . n . h, s i  n 

désigne l a  p r o j e c t i o n  de  Z x  Y s u r  Y . Comme Y e s t  une sous-var ié té  immergée, 
X 

on en d é d u i t  que IT h e s t  un morphisme. De l a  p r o p r i é t é  u n i v e r s e l l e  des  pro- 

d u i t s  f i b r é s ,  il r é s u l t e  que h  e s t  un morphisme. 

1.2.1. THEOREME. 

So i t  R l e  graphe d  'une r e l a t i o n  d 'équivalence su r  une v a r i é t é  X . 
On suppose que R e s t  muni d'une s t r u c t u r e  de  v a r i é t é  t e l l e  que : 

( i )  Les deux p ro j ec t ions  p e t  p2 de R dans X sont  submersives, 
1- 

( i i )  R e s t  une sous-variété  immergée d e  X x  X 

a l o r s  il e x i s t e  une v a r i é t é  Y e t  un morphisme de  v a r i é t é s  f  : Y -. X t e l s  que r 

a )  p  . f  : Y -t X -t X/R e s t  s u r j e c t i f ,  où p  : x -+ X/R e s t  l a  p r o j e c t i o n  cano- 

niqiie. 

b) Le morphisme f x f : Y x  Y -t X x X e s t  t r ansve r sa l  à R e t  l ' image r é -  

c iproque RY d e  R par f x f e s t  é t a l e  su r  Y par chaque pro jec t ion .  

c )  Le morphisme f x  i d  : Y x X -t X x  X e s t  t r ansve r sa l  à R e t  l ' image  r é -  

c iproque R'  d e  R  par  f x i d  e s t  é t a l e  su r  X e t  submersive dans Y . 
X/R e s t  une Q-variété admettant (Y,p f )  comme Q-atlas, e t  l a  p r o j e c t i o n  

p  : X -t X/R e s t  Q-submersive. 



DEMONSTRATION. 

Remarquons avant  de montrer l ' e x i s t e n c e  de  Y que l e s  condi t ions  

a ) ,  b ) ,  C)  impliquent d) .  En e f f e t ,  d ' a p r è s  l a  propos i t ion  (1.1.81, $ e s t  

une sous-var ié té  immergée de  Y x  Y ; l e s  deux p ro j ec t ions  n e t  nî  de $ 
1 

sur  Y é t a n t  é t a l e s ,  on en dédu i t  que Y e s t  un Q-atlas de Y/% , avec l a  

p r o j e c t i o n  canonique. D'autre  p a r t ,  on a  une b i j e c t i o n  de Y/R su r  X/R puis-  
Y 

que Y Ry Y'- p ( f (Y))  = p ( f ( y l ) )  e t  p  . f  e s t  su r j ec t ive .  Donc (Y,p . f )  e s t  

un Q-a t las  de  X/R . 

On note  q  e t  q2 l e s  ~ r o j e c t i o n s  de R '  s u r  Y e t  X respect ivement ,  
1 

(p . f). q1 : R '  + Y -+ X/R e s t  Q-submersive d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  (1.1.6). 

On en  dédu i t  que p  . q2 : R'  + X + X/R e s t  Q-submersive, pu i s ,  que p  e s t  un 

morphisme Q-submersif de l a  Q-variété X, d ' a t l a s  (R', q2) dans l a  Q-variété 

X / R  d  ' a t l a s  (Y,  p  f  ). 

Montrons l ' e x i s t e n c e  de  Y. On no te  X l a  c l a s s e  d 'un  élément x  de  

X modulo R. La seconde p r o j e c t i o n  p  : R -+ X é t a n t  submersive, on a  pour 
2  

t o u t  (x,y) 6 R : 

T (X x X) = T R + T 
(x, Y) (x,Y) (x,  Y) 

(X x  {Y))  

e t  T 
(x,Y) T(x,Y) 

(X x { y ) )  a  un supplémentaire topologique, c ' e s t  à d i r e  

que R e s t  t r a n s v e r s a l  à X x {y}, (d 'où en  p a r t i c ü l i e r  su r  l a  diagonale  

T 
(Y,Y) 

(R n ( x  XIYI) )  = T ( ~  ) R  A T ( ~ , ~ )  (X X {YI)) .  
3 Y 

Comme T p  e s t  s u r j e c t i v e ,  on en dédu i t  que : 
(Y,Y> 1 

Les c l a s s e s  d 'équivalence son t  l e s  i n t é g r a l e s  du chaxp de p lans ,  

image s u r  X par l a  première p r o j e c t i o n  du noyau Ker Tp i n d u i t  sur  l a  d i a -  
2' 

gonale par  l a  seconde pro jec t ion .  On a  un f e u i l l e t a g e  de X ; pour t ou t  x € X ,  

il e x i s t e  un vois inage  ouver t  U d e  x, e t  une sous-variété  Y de X t r ansve r se  
X 

au f e u i l l e t a g e  dans U. 



On pose Y = U Px . Un élément de Y e s t  donc un couple (y,x) 
xex 

où y € Yx , on note un t e l  élément y x e t  on pose £(yx) = y . 
p f e s t  sur ject ive  de Y sur X/R. 

Pour tou t  (x ,x l )  € R , l e s  applications tangentes T P e t  (x ,x l>  1 

T p de T R sur T X sont sur ject ives ,  on en déduit l a  même propri- 
(x ,x l>  2 ( x , x l )  X 

é té  pour IT e t  TT en remarquant que : 
1 2 

Cette décomposition de l 'espace tangent au graphe s 'obt ient  à p a r t i r  

de l a  décomposition : 

en u t i l i s a n t  l e s  propriétés suivantes : 

a)  R é tan t  une sous-variété imergée de X x X,  T(x,xl)  R a un supplémentaire 

topologique S dans T (X x X) . 
(x,xl  > (x,xl > 

b) £ x f : Y x Y -+ X x X é tant  transversal  à R,  on a 

T ~n T (Y x Y) e t  T ) % a un supplémen- 
x t , x  % = T(X,X1) (xt,x;l ) (xt,x;l 

t a i r e  topologique S 
Y dans T (Y x Y). 
(xt,x;I ) (xt ,x i l  

enf in  T(x ,x l )  R + T (xt,x;l) (Y x Y) = T (x ,xl  > (X x X) 

On en déduit : 

T (X x X) = T R B S  = T R + (sY e T 
(x ,x l )  (x ,xl> (x,xl  > (x ,x l>  

d'où S = S 
Y e t  

(x,xl  > (xt,x;l > 
T (X x X) = T O T X ~ T  ,X1 = T .  ~ 0 s  

(x ,x l>  X (x ,xl  1 ( x , x l >  



Les propriétés a )  e t  b') f x  id : Y x  X -+ X x  X e s t  transversal  

à R,  permettent de montrer de l a  même manière que : 

La su r j ec t i v i t é  de T q  se  déduit a lo rs  de ce l l e  de T 
(xt .x l )  1 (X,X')Pl 

e t  l a  su r j ec t i v i t é  de T de c e l l e  de T 
(x,x ')P2y 

en remarquant que 
(xt ,x ')q2 - 

T(x,x')P2 
e s t  nul le  sur T x  . 

X 

L 'application T ) r l  e s t  in ject ive .  En e f f e t ,  s i  x  E Y, on a  
(xtix;' t 

- 1 
Un vecteur 6 appartient  à l 'espace tangent en (xt,x t ) à n l  (xt) s i  

On v é r i f i e  de l a  même manière que T .rr e t  T sont in- 
x t x  2  

jectives,  ce qui montre finalement que l e s  t r o i s  projections n 1 '  n2  e t  q2 sont 

é ta les .  

On déduit des deux décompositions de l 'espace tangent T R ,  l a  
(X,X '>  

r e l a t i on  : 

L'application T n é tan t  in ject ive ,  il en r é su l t e  que 
(x,,~: ') 1 - L L 

Ker T q  = Tx,xl ,  e t  ce sous-espace admet un supplémentaire topolo- 
(x tyx l )  1 

gique dans T R ' ,  donc q  e s t  submersive. 
(xt.x1) 1 



C H A P I T R E  I I  

INTEGRABILITE DES ALGEBRES DE LIE BANACHIQUES 

Il s'agit, dans ce chapitre,dlalgèbres et de groupes de Lie 

banachiques. 

11.1. RAPPELS SUR LES SOUS-GROUPES INTEGRAUX (4). 

II. 1.1. DEFINITION. 

Soit G un groupe de Lie. On appelle sous-groupe intégral de G 

un sous-groupe H muni d'une structure de groupe de Lie connexe telle que 

l'injection canonique de H dans G soit une immersion. 

II. 1 .2. THEOREl~fE. 

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie %(G) .  L'application 

H » %(H) est une bijection de l'ensemble des sous-groupes intégraux de C, 

sur l'ensemble des sous-algèbres de Lie de X ( G )  admettant un supplémentaire 

topologique. 



II. 1 .3 .  PROPOSITION. 

Soient  G un groupe de L i e  connexe, H un sous-groupe i n t é g r a l  

dont  l a  topologie  admet une base dénombrable ; l e s  condi t ions  su ivantes  

sont  équiva len tes  : 

( i )  H e s t  d i s t i ngué  dans G. 

( i i )  %(H) e s t  un i d é a l  de Z(G). 

11.2. ESPACES SEPARABLES. 

11.2 . 1 .  Un espace , topologique v é r i f i e  l e  second axiome de  dénombrabi l i té  

s i  s a  topologie  a  une base dénombrable. Pour un espace mé t r i s ab le  X, c e t t e  

p r o p r i é t é  e s t  équiva len te  à l ' e x i s t e n c e  d 'un  sous-ensemble dénombrable dense 

dans X, c ' es t -à -d i re  à l a  s é p a r a b i l i t é  de X. 

S i  l ' a l g è b r e  de L i e  CJ d 'un  groupe de L i e  connexe G e s t  séparable ,  
V 

a l o r s  G e s t  séparable .  

DEMONSTRATION. 

L ' app l i ca t ion  exponen t i e l l e  e s t  un difféomorphisme d'un vois inage  

ouver t  de  O 8 %  sur  un vois inage  ouver t  de l ' é lément  neu t r e  du groupe G. 

Dans un groupe topologique connexe, t o u t  vo is inage  de  l ' é lément  neut re  en- 

gendre G, donc l ' image  de l ' a p p l i c a t i o n  exponen t i e l l e  engendre G. Tout é l é -  

ment de G peut  s '  é c r i r e  comme un mot en éléments exp x ,  x  €9. Puisque 9 
e s t  séparable ,  on peu t  t rouver  une s u i t e  (x n ) ne N dense d a n s 9  . L'ensemble 

des  mots en  exp x e s t  encore dénombrable e t  l e u r s  v a l e u r s  cons t i t uen t  une 
n 

p a r t i e  denombrable dense dans G, puisque chaque mot en  exp. x ,  x  €9 e s t  

l i m i t e  d'une s u i t e  de  mots en exp x n 8 N . 
n ' 



11.3. L'ALGEBRE DES CHEMINS D'UNE ALGEBRE DE LIE, PARTANT DE L'ORIGINE. 

11.3.1. S o i t  L une a l g è b r e  de  L ie  ; on no te  X(L) l ' a l g è b r e  des  chemins 

dans L, p a r t a n t  d e l ' o r i g i n e .  L 'a lgèbre A(L) e s t  munie de l a  norme d é f i n i e  

par  / I f l / =  s t p ( \ f ( t ) /  1 e t  du c rochet  d é f i n i  par  ( t )  = [ f ( t ) , g ( t ) ]  . 

L'algèbre des  chemins d ' o r i g i n e  O d 'une a lgèb re  de L i e  e s t  

i n t ég rab le .  

On suppose L  séparable .  Comme 1 'a  montré Van-Est, on a  : 

11.3.3. LEMME. 

S i  L e s t  une a lgèb re  de Lie  séparable ,  l ' a l g è b r e  des  chemins 

d ' o r i g i n e  O dans L, munie de  l a  norme d é f i n i e  par 1 I f /  / = sfpl / f ( t )  / 1 , 

e s t  s é ~ a r a b i e .  

DEMONSTRATION . 

On note X (L) l e  sous-espace de  X(L) composé des  a p p l i c a t i o n s  
R 

l i n é a i r e s  par morceaux. Ce sous-espace e s t  dense dans A(L)  ; c e c i  r é s u l t e  

immédiatement de l a  c o n t i n ~ i t é  uniforme des  éléments de  x (L). On désigne 

par A un sous-ensemble dénombrable dense dans L  ; on peut supposer que A 

c o n t i e n t  O . S o i t  X (A) l e  sous-ensemble de  X (L) c o n s t i t u é  des  a p p l i c a t i o n s  
R R 

l i n é a i r e s  par morceaux à va leu r s  dans A. L'ensemble A (A) e s t  dénombrable. 
R 

D'autre  pa r t ,  puisque A = L, pour t ou te  a p p l i c a t i o n  + de X (L),  e t  pour tou t  
R 

E > o , il e x i s t e  4 '  dans hR(A) t e l l e  quel l (  - ' 1 1 E.  ensemble AR(A) 

e s t  dense dans X (L) l u i  même dense dans X(L), c e  q u i  montre l a  s é p a r a b i l i t é  
R 

de A(L). 



11.4. INTEGRABILITE DES ALGEBRES DE LIE SEPARABLES. 

11.4.1. S o i t  L une a lgèbre  de Lie  séparable  ; l ' a l g è b r e  X(L) é t a n t  in-  

t ég rab le  d ' ap rè s  ( I I . 3 . 2 ) ,  on note  A l e  groupe de Lie  simplement connexe 

d ' a lgèb re  de L ie  A(L). S o i t  w(L) l ' a l g è b r e  des  l a c e t s  d ' o r i g i n e  O ; c ' e s t  

une sous-algèbre d e  L i e  de X(L) qui  admet un supplémentaire topologique dans 

X(L), puisque c ' e s t  l e  noyau de l a  p r o j e c t i o n  f H f ( l ) ,  qu i  admet une sec- 

t i o n  l i n é a i r e  cont inue.  D 'après( I I .1 .2)  il e x i s t e  donc un sous-groupe i n t é -  

g r a l  R de A unique, dont 1 'a lgèbre  de L ie  e s t  w(L). 

11.4.2. THEOREME. 

A t o u t e  a lgèb re  de  Lie séparable  L e s t  assoc iée  une Q-variété 

en groupe A / R  dont  l ' a l g è b r e  de Lie e s t  isomorphe à L. 

DEMONSTRATION . 

Le sous-groupe i n t é g r a l  R e s t  muni d'une s t r u c t u r e  de  groupe de Lie  

connexe t e l l e  que 1 ' i n j e c t i o n  canonique j : fi +A s o i t  une immersion. 

L 'a lgèbre  X(L) e s t  séparable  ( I I . 3 .3 ) ,  il en e s t  de même 

de o(L) e t  donc a u s s i  du groupe connexe Q, d ' a p r è s  (11.2.2). Comme R e s t  

séparable  e t  mé t r i s ab le ,  il v é r i f i e  l e  second axiome de dénombrabili té.  

D'autre  p a r t ,  e n  remarquant que o(L) e s t  un i d é a l  de X(L), on d é d u i t  de 

(11.1.3) que l e  sous-groupe Q e s t  d i s t i n g u é  dans A . On cons idère  l e  

f e u i l l e t a g e  gauche de  A a s s o c i é  à u(L) (4) dont  l e s  f e u i l l e s  connexes maxi- 

males sont  l e s  c l a s s e s  à gauche de A modulo il . La topologie  de R admettant 

une base dénombrable, on peut en dédui re  que s i  Z e s t  une v a r i é t é ,  e t  f 

une a p p l i c a t i o n  de Z dans R', pour que f s o i t  un morphisme de v a r i é t é s  de Z 

dans R ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  que l e  composé de f e t  de l ' i n j e c t i o n  canonique 

j de R dans A s o i t  un morphisme de v a r i é t h  de  Z dans A(5). Donc R e s t  un 

sous-groupe d i s t i n g u é  immergé de A .  



La r e l a t i o n  d 'équiva lence  modulo R a pour graphe l ' image de  

A x R par l ' a p p l i c a t i o n  ( g , g l )  » (g ,gg l )  de A x il dans A x A . Puisque R e s t  

une sous-var ié té  immergée d e  A , A  x i l e s t  une sous-var ié té  immergée de  A x A 

e t  l e  graphe a u s s i .  Les deux p r o j e c t i o n s  d e  A xR s u r  A e t  R son t  submersives. 

D'après l e  théorème ( I . 2 .1 ) ,  on peut  munir A I R  d 'une  s t r u c t u r e  de Q-variété 

d e  s o r t e  que IT :A+A/i2 s o i t  Q-submersive. 

Enfin A I R  e s t  une Q-variété en groupe. En e f f e t ,  s o i t  m l ' a p p l i c a -  

t i o n  de  AlRx A/.G dans A / n  d é f i n i e  par  m(n(x), n(y))  = n(x) I T ( ~ ) - *  . 

- 1 
Les a p p l i c a t i o n s  IT e t  (x,y) » xy sont  d e s  morphismes, il en e s t  

d e  même de  m O (T x IT) , e t  comme ÎTX n e s t  une Q-submersion s u r j e c t i v e ,  on dédu i t  

de  l a  p ropos i t i on  ( I . 1 . 7 ) ,  que m e s t  un morphisme dé Q-variétés,  donc que 

A / R  e s t  une Q-variété en groupe. 

D'après l e  théorème (1.2.1), pour t o u t  x 8 A , il e x i s t e  un vo i -  

s inage  ouver t  U d e  x , e t  une sous-var ié té  Y d e  A t r ansve r se  au f e u i l l e -  
X 

t age  dans U . Alors xfl é t a n t  l a  f e u i l l e  connexe q u i  passe  par  x ,  l ' e s p a c e  

tangent  T (Y ) e s t  un supplémentaire topologique de  T ~ ( & )  dans T ~ ( A ) .  En 
X X 

p a r t i c u l i e r ,  pour 1 'élément n e u t r e  de  A ,  on o b t i e n t  ~ ~ ( h j i - 2 )  = T ~ ( A )  / T ~ ( Q ) ,  

c ' es t -à -d i re  que l ' a l g è b r e  de  L i e  de l a  Q-variété en  groupe A / R  e s t  isomor- 

phe à h(L)/ w(L). Comme l a  p r o j e c t i o n  d e  X(L) su r  L, qu i  à un chemin f a s s o c i e  

f ( l ) ,  e s t  un homomorphisme d ' a l g è b r e s  de L i e  de  noyau w(L), on a un isomor- 

phisme de  X(L)/w(L) sur  L. 



C H A P I T R E  I I I  

CLASSES CARACTERISTIQUES DES FIBRES PRINCIPAUX SUR LES Q-VARIETES 

Dans ce chap i t re ,  toutes l e s  va r i é t é s  considérées sont de dimension 

f i n i e ,  e t  on rev ien t  à l a  théor ie  des Q-variétés de Barre. 

Après avo i r  rappelé l a  dé f in i t ion  de l a  cohomologie d'une Q-variété, 

on in t rodu i t  l a  not ion de G-f i b r é  principal  sur une Q-variété, e t  on donne 

une construction des  c lasses  ca rac té r i s t iques  de ces f i b r é s  par l a  méthode 

de Kamber e t  Tondeur, puis c e l l e  de Bott-Shulman-Stasheff. 

III. 1 . RAPPELS SUR LA COHOMOLOGIE DES Q-VARIETES . 

III. 1 . 1 .  DEFINITION. 

Soit S une Q-variété ; on note VE/S l a  catégorie des va r i é t é s  

Q-étales au dessus de S. 



Un Q-faisceau y sur S est un foncteur contravariant de la caté- 

gorie VE/S dans celle des ensembles, exact à gauche, transformaxt les sommes 

en produits. 

Une échelle sur S est la donnée d'un système semi-simplicial aug- 

) menté dans VE/s Y E = Y 5 k 5 n n 2 0 tel que l'augmentation 
n 

E : Eo +- S soit surjective, et pour tout n 5 O , le morphisme de E n+ 1 dans 
n+2 
En défini par (akyn+l ) 0 k 4 n+l 

se factorise en un morphisme étale sur- 

jectif sur la sous-variété immergée des solutions du système. 

111.1.2. EXEl4PLE D'ECHELLE. 

L'échelle de Koszul KX d'un Q-atlas (X,E) de S . 

l n  = o . .  xn) e xn+' / E(x~) = E(x~) = ... = E(xn)) 

A 

ak,n(xo,... xn) = ( x ~ ~ . - ~ ~  xkY. .., x n ) où % signifie qu'on omet x k '  

III. 1.3. DEFINITION. 

0 
Soient E = (En)n une échelle et un Q-préfaisceau sur une 

* 
Q-variété S ; on note C (~~5) le complexe T(E~)~ muni des différentielles 

d : Y(E ) + Y(E,+, ) définies par : 
n n 

* 
et on désigne par H (E,S) sa cohomologie. 

* * On note H (~~9) ia limite inductive des groupes H (E,J) quand 

E parcourt un ensemble cofinal d'échelles sur S , qu'on appelle la cohomologie 

de S à coefficients dans y . 



S i  l ' on  considère l e  Q-faisceau constant sur  S de f i b r e  R , e t  

s i  Q* désigne l e  Q-faisceau sur S des germes de formes d i f f é r e n t i e l l e s ,  on a : 

III. 1.4. THEOREME. 

Soient S une Q-variété d i f f é r e n t i e l l e ,  e t  E une échel le  sur S, l a  
- * 

cohomologie à valeurs  r é e l l e s  H (S, CR) s 'ob t ien t  comme cohomologie t o t a l e  

* * 
du bicomplexe C (E,a ). 

111.2. NOTION DE G-FIBRE PRINCIPAL SUR UNE Q-VARIETE. 

III. 2 .1  . DEFINITIONS . 

Soit  G un groupe de Lie ; un G-fibré pr incipal  sur une Q-variété S 

e s t  l a  donnée d'une Q-variété E e t  d'une ac t ion  de G sur E , v é r i f i a n t  l e s  

propriétés suivantes : 

1 )  G opère librement sur E, c 'est-à-dire que l ' é g a l i t é  ta  = t ,Pour t dans E 

a dans Gy implique a = e ; 

2) S = E/G e t  p : E -t E/G e s t  un morphisme de Q-variétés ; 

3)  Il ex i s t e  un Q-atlas X -+ S e t  un difféomorphisme $: X x E ; X x G t e l s  
s 

E 

que : 

a)  $ ( x , t )  = (x, f ( x , t ) )  où f e s t  un morphisme de X x E dans G s a t i s f a i -  
s 

sant  à f ((x,  t )  . a )  = f ( x ,  t )  .a pour tout  a € G ,  G opérant par (x, t ) . a  = 

(x, t a )  ; 
- 

b)s i  E e s t  dé f i n i e  sur X x G par E(x, f (x,  t ) )  = t ,  (X x Gy E) e s t  un 

Q-atlas, de E. 

On d é f i n i t  a l o r s  une fonction de t r an s i t i on  g : X xs X + G : en ayant 

remarqué que s i  (x, x ' ,  t ) ,  (x, x ' ,  t ' )  sont deux éléments de X x X xs E 
s 

f ( x ,  t ' )  f ( x l  ,LI)-'= £(x,  t ) f ( x l ,  t)-:on pose pour (x ,x l )ex  xSx, g (x ,x l )  = 

L(x, t )  f ( x l , t ) - l ,  où t e s t  un élément de E t e l  que (x, x l , t )  f X xs X x E. 
S 



La fonc t ion  g a  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

111.2.2. PROPOSITION. 

G dés ignant  un groupe de Lie ,  on cons idère  une Q-variété S avec 

E m 
un Q-atlas X -t S,  e t  une fonc t ion  g d e  c l a s s e  C : X x X + G s a t i s f a i s a n t  aux 

J 

condi t ions  ( c )  ; on peut  c o n s t r u i r e  un G-fibré p r i n c i p a l  admettant  g comme 

fonc t ion  de  t r a n s i t  ion. 

DEMONSTRATION. 

On d é f i n i t  une r e l a t i o n  d 'équivalence p sur  X x  G par  : 

(x, y)p(x l  ,y ' ) -E(X) = E(x ' )  e t  g ( x , x l )  y '  = y. S o i t  E l 'ensemble quo t i en t  

- - 
e t  E l a  p r o j e c t i o n  canonique ; on 'no te  (x,y)  l a  c l a s s e  de ( x , ~ ) .  

- 
Le groupe G opère sur  E l ibrement  par ( x , ~ ) a  = (x,y a ) .  

- 
On pose p(x ,  y )  = E ( X )  q u i  ne dépend pas du choix du r ep résen tan t .  

On u t i l i s e  l a  deuxième d é f i n i t i o n  des  Q-atlas donnée par l a  propos i t ion  

(1.1.2) pour montrer que (XxG, E) e s t  un Q-atlas de E. 

- 
( i )  s i  (x,y) e t  (x '  ,y ' )  on t  même image par  E , on a E (x) = E ( x ' )  

E 
e t  g(x,  x ' )  y '  = y. Comme X -+ S e s t  un Q-atlas,  il e x i s t e  un voi -  

s inage  ouve r t  U de  x (resp. U' de  x ' )  e t  un difféomorphisme h 

h : U +- U' t e l s  que h(x)  = x '  , ~ ( h ( t ) )  = E ( t ) ,  fTt € U . On en  

dédui t  deux vois inages  ouve r t s  U x G de ( x , ~  ) e t  U '  x G de  (x', Y'). 

On pose pour ( t ,  A )  € U x G : H(t,X) = ( h ( t ) , g ( h ( t ) , t )  A), a l o r s  

- 
H e s t  un difféomorphisme t e l  que H(x,y) = ( x ' , y l )  e t  E H(t,X) = 

- 
E ( t ,A).  



(ii) Soient T une variété et F, F' deux morphismes de T dans X x G 

tels que le diagramme ci-dessous comute 

F - 
-+ 

T -+ X x G  % E .  
F ' 

On considère p l  O F et p O P' : T'X ; d'après l'égalité ; F = 
1 

étant ouvert dans T , T = {t € T : F(t) = F1(t)) qui coIncide 
O 

avec T est ouvert. 
1 

L'application p est un morphisme de Q-variétés : soient (x,y)€ XxG 

et x' € X tels que &(XI) = p ;(xiY) = E(X) ; il existe U et uX, voisinages 
X 

ouverts de x et x' respectivement et 4 difféomorphisme de Ux sur U' , tels x 
CI 

que $(x) = x' , ~$(t) = ~(t) pour tout t € Ux . On considère U x G et 4: 
X 

A 

(t,a) € u x G » @(t) 6 U' ; c'est un morphisme tel que4(x,y) = x' , 

On peut définir + : X x E -t X x G par : 
s 

- 
$(XI, (x,~)) = (x' , g(xl ,x)~ ) indépendant du choix de (x,y) ; c'est un iso- 

- 
morphisme. On pose £(xl, (x,y)) = g(xf ,x)~ . 

111.2.3. EXEMPLE. 

On considère un groupe de Lie conriexe et abélien G, H un sous-groupe 

de G non fermé, S = G/H est une Q-variété en groupe d' algèbre de Lie (a@. 

La projection p : G -+ G/H est un morphisme de Q-variétés, H opère librement 

sur G . On obtient un H-fibré principal sur la Q-variété en groupe G/H. On 
va construire un Q-atlas vérifiant la condition 3). 

Soit ?JJ un sous-espace vectoriel supplémentaire de 4 dans ; il 

existe des voisinages ouverts V de O dansV/ , W de O dans 4 et U de e dans 
G, tels que p: (A,B)  rt exp. A. exp B soit un difféomorphisme de V x W sur Li. 



On obtient un difféomorphisme a : V xs G +- V x H défini par a(x,t) = 

- 1 
(x,(exp x) t) et par translation, on en déduit un recouvrement triviali- 

sant (V ) de q. La somme topologique U Va est un Q-atlas de G/H. 
a a q  

111.3. CLASSES CARACTERISTIQUES. 

111.3.1. DEFINITION DE LA lère ALGEBRE DE WEIL SEMI-SIMPLICIALE. 

Pour q 3 O , on note $+' le produit de q+l facteurs (a où 9 
est une algèbre de Lie. On définit un objet semi-simplicial dans la caté- 

gorie des algèb.res de Lie par les objets LJ~+' et les opérateurs de face 

et de dégénérescence 

Ils satisfont aux relations usuelles. 

On considère l'algèbre de Weil comme un foncteur.contravariant de 

la catégorie des algèbres de Lie dans celle des 9-algèbres différentielles 

graduées, d'où un objet CO-semi-simplicial W ( ) dans la catégorie des 
1 % 

a 4 
b -A.D.G. défini par Wq (<a) = W (Cf+') avec les opérateurs de face W ( E  .) et 1 1 

de dégénérescence w(~!) . On munit W 1  (9) = @ w(fC1) de la multiplication 
3 qso 

d'Alexander-Whitney et de la différentielle 6 - + d , où 6 désigne la diffé- 

rentielle simpliciale et d la différentielle induite par celle de W(9). 

On note W1(~,%) l'algèbre des éléments basiques de WI (9). Si l'al- 
gèbre est réductive, W  (U,U) a même cohomologie que W ( L  , b )  , c '  est à dire 

i d @  a a 
R 

que H (W ( (,)) est isomor~he à l'algèbre des invariants sur . 
1 9.a Y 



Dans la suite de ce chapitre, G désigne un groupe de Lie connexe. 

111.3.2. Soit E -+ S un G-fibré principal défini par un Q-atlas X -+ S et 
P E 

un difféomorphisme J, : X x s E + X x G . On utilise l'échelle de Koszul KX, 
et on construit un homomorphisme de la première algèbre de Weil semi-sim- 

pliciale W1(g) = 8 wq ( ) dans le bicokplexe de de Rham A'((Kx) x E), 
1 % 9 s q>o 

à partir d'une connexion sur le fibré X xs E + X . 

~'a~plication f : X xs E + G  est équivariante, on peut considérer 

1 
la forme de connexion 8.8 A (X xs E ; y )  induite par la connexion canonique 

A 

sur G +* ; On note 6 = . . a . . a x id , 1' application de 
i q 

(KX)q xs E + X  x E qui à (x , x t) associe (x t). 
s O 4 ' i 

9" * + ( (M) xs E) dé£ inie par : Soit : (9 ) 

s'étend en un homomorphisme de y-algèbres différentielles graduées de 

w~((J) w(Cfll) -+ A((KX)q xS E) , qui induit un homomorphisme sur les sous- 

algèbres basiques correspondantes, et d'après le théorème (111.1.4) la CO~O- 

X 
mologie H (S, R) s'obtient conlie cohomologie totale du bicomplexe A(=). 

On peut donc énoncer le résultat suivant : 

111.3.3. THEOREME. 

t x# * 
L'application H ( W ,  -+ H*(A(Kx)) = H (S, R) induite en 

cohomologie donne les classes caractéristiques du fibré. 

111.3.4.  DEFINITION DU G-FIBRE UNIVERSEL. 

On désigne par PG -t NG le G-fibré universel. 
7r 

PG est la variété semi-simpliciale définie par : 



PG(~) = G~~~ où les opérateurs de face a i : G ~ + ~  + G~ 

et les opérateurs de dégénérescence E. : G cl+1 +- G 4+2 
1 

sont donnés par : 

NG est la variété semi-simpliciale définie par : 

NG(q) = Gq où les opérateurs de face ai : G~ -+ G ~ - ~  

. G4-1 , Gq et les opérateurs de dégénérescence E. . 
1 

sont donnés par : 

L' application n : PG + NG est dé£ inie par : 

- 1 - 1 - 1 
.(yo7.- ,Y,) = (y0y1 3 Y1Y2 9 . " '  y,-17, 

On note A(NG) le bicomplexe des formes différentielles sur NG . 

III. 3.5. Soit E -+ P S un G-fibré principal dé£ ini par la donnée d'un 

Q-atlas X + E: S et d'une fonction de transition g : X xs X-+ G .  

L'application g s'étend en un morphisme de G-fibrés principaux 

semi-simpliciaux On définit g au rang q de la manière suivante : 

- - 
On a Tg = g p ,  , et g et g commutent aux opérateurs de face. ~'homomor~hisme 
-* 
g : A(NG) ' A(=) induit un homomorphisme g# en cohomologie. 



Si ltalgèbre de Lie Lxde G est réductivê, l'application 

* 
H*(A(NG)) $ H* (A(KX))= H (S, R) donne les classes caractéristiques 

du fibré. 

En effet, les connexions plates évidentes sur + t donnent 

une application de 9-algèbres différentielles graduées $ : ~ : ( b î ) +  A(G s+l) 

* 
qui induit un isomorphisme (# : H*(w~ (y,($)) + H (A(PG)G-basiques 1 (15) 

Donc g* O $ et x coïncident sur (LJqt1)* et elles induisent la 

même application en cohomologie. 
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