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I N T R 0 D U C T I 0 N 

Le progrès des Sciences et Techniques est lié au développement et à la 

création de machines toujours plus performantes ; cette augmentation des perfor­

mances rend nécessaire l'utilisation de techniques non mécaniques (électronique, 

hydraulique ••• ) qui suppléent aux limitations inhérentes aux dispositifs mécaniques. 

Toutefois, il est impossible de remplac~r complètement ces dispositifs. Il est dès 

lors impératif de veiller à ce que les systèmes qui ne sont pas substitués aient 

des performances compatibles avec celles des autres composants. On se trouve alors 

devant ce paradoxe :bien que l'intervention de la mécanique dans la construction 

des machines soit en régression, il devient essentiel de concevoir les systèmes 

mécaniques qui subsistent de manière optimale si l'on veut atteindre les perfor­

mances que l'on doit réaliser. 

Le développement des systèmes mécaniques élémentaires dans cet esprit fait 

appel notanwent aux résultats de l'étude théorique des mécanismes. Un mécanisme, 

au sens large, peut être défini conwe uneassociation de corps en principe indé­

formabl~dont la fonction consiste à transmettre ou à transformer une ou plusieurs 

informations. Parmi tous les mécanismes une classe importante est constituée par 

ceux qui assurent une transmission de puissance. On y rencontrera surtout des 

mécanismes constitués de barres ou d'engrenages, les seconds pouvant être ramenés 

aux premiers dans les études systématiques (voir remarque en IV.2.1 .). L'exemple 

le plus connu des mécanismes à barres est certainement le système bielle-manivelle, 

qui intervient à la fois comme transformateur de mouvement (de rotation en trans­

lation) et comme transmetteur d'efforts. 

La recherche de meilleures performances implique la nécessité de créer des 

mécanismes adaptés ct par conséquent la définition de méthodes permettant de 

calculer les caractéri.stiques dimensionnelles et cinématiques des éléments compo-: 

sants. 

Un mécanisme à barres est constitué de barres reliées entre ellQs par des 

·liaisons cinématiques. Le nombre de barres peut être quelconque, le système le 

plus élémentaire comportant quatre barres. Le mécanisme peut être plan ou spatial. 

Les principes de l'étude sont les mêmes dans les deux cas, mais les moyens de 

calcul à mettre en oeuvre sont plus "abordables" pour les systèmes plans. De plus, 

de nombreux mécanismes se comportent cinématiquement comme des mécanismes plans. 



Ceux-ci constituent donc un excellent support pour la mise en forme et le contrôle 

des méthodes systématiques. de recherche. 

Il existe en France quelques ouvrages qui,·essaient de présenter un catalogue 

des mécanismes existants, malheureusement sous forme descriptive et schématique sans 

référence aux. caractéristiques cinématiques et dynamiques. D'autre part, on trouve 

peu, en langue française, de publications systématiques concernant les méthodes 

d'analyse et surtout de synthèse des mécanismes. 

L'étude qui suit se propose par conséquent d'examiner, dans sa première 

partie, les bases théoriques ·de cette analyse et de cette systhèse pour un certain 

nombre de mécanismes plans. 

Le premier chapitre traite de la théorie des mécanismes et de la synthèse 

structurale. Il s'agit idéalement, pour un degré de mobilité donné et un type de 

liaison bien défini, de faire le·catalogue de toutes les possibilités de méca­

nismes en ne prenant en compte que le nombre et le type des éléments (barres) qui 

les constituent. 

Le deuxième chapitre fait le point sur le mécanisme le plus simple à un 

degré de mobilité : le quatre barres à liaisons rotoides. On propose une méthode 

d'optimisation, basée sur la capacité de transmission du mécanisme, qui conduit à 

un inventaire systématique par l'intermédiaire de graphes. 

Le troisième chapitre aborde le problème plus délicat du mécanisme compor­

tant plus de quatre barres en s'appuyant sur l'analyse et la synthèse des méca­

nismes à six barres. Dans ce chapitre, on définit les principes des méthodes d'ana­

lyse et de synthèse ainsi que certaines méthodes numériques. La synthèse est ., 

envisagée de deux points de vue : mécanisme générateur de fonction d'une part, 

mécanisme générateur de trajectoire d'autre part. 

La deuxième partie de l'étude comporte une application des méthodes générales 

à un cas particulier à caractère industriel : l'essuie-glace monobal~i. 

Le quatrième chapitre contient l'inventaire des brevets existants et une 

analyse succincte de chacun d'entre eux. 

Le cinquième chapitre rend compte de la mise au point des progra1runcs d'ana­

lyse et de synthèse du mécanisme six barres type Stephenson utilisé sur la CX. 

Lasynthèse est envisagée du point de vue génération de fonction et conduit au 



calcul des dimensions du mécanisme. 

Le sixième chapitre "prend prétexte d'un mécanisme de watt à six barres pour 

envisager la synthèse du point de vue génération de trajectoire. 
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CHAPITRE I 

ANALYSE STRUCTURALE 

I. t. THEORIE DES MECPu~ISMES 

"La théorie des mécanismes est la SCIENCE qui étudie la STRUCTURE, 

la CINEMATIQUE et la DYNAMIQUE des mécanismes en liaison avec leur 

ANALYSE et leur SYNTHESE". ARTOBOLEVSKI (L2] • 

Donc deux points de vue dans l'étude des mécanismes 

- Un mécanisme est connu par ses dimensions, on cherche ses carac­

téristiques (déplacements, vitesses, accélérations) : ce sera 

1 'Analyse. 

2 

On essaie d'établir le projet d'un mécanisme répondant à des carac­

téristiques donnéës : ce sera la Synthèse. 

Il est d'abord nécessaire de préciser la notion de mécanisme et pour 

cela de donner quelques définitions. 

I. 1 • 1 • .f_o!!_ fi gu r.! t i 0!!_ !!_' ~ 9 !_ t !,~ 2_e !.0.1} de_! ~ 

Il est entendu une fois pour toutes que les solides considérés par 

la suite sont des solides indéformables. 

z. D'une façon générale la position d'un solide dans 

Y. 

Figure J.t. 

1 'espace est définie par la connaissance de 3 de 

ses points ; A, B, C par exemple, soient 9 coor­

données liées entre elles par 3 conditions traduisant 

que les longueurs AB, BC, CA sont constantes. Donc 

il faut 6 paramètres indépendants (scalaires réels) 

pour préciser la position d'un solide par rapport 

à un repère de référence (qui peut être un autre 

solide). Ces 6 grandeurs peuvent être, par exemple, 

les 3 coordonnées d'un point et trois paramètres angulaires orientant le 

solide autour de ce point. On dira que le solide possède à priori 6 degrés 

de liberté. 

Si l'on considère un système matériel composé deN solides, l'un d'entre 

eux étant pris comme référence la configuration du système sera définie par 

un ensemble de 6(N-l) paramètres indépendants. Mais il est rare que les 

solides puissent occuper toutes les positions de l'espace, en général leurs 
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déplacements sont limités par des liaisons qui se traduisent mathématiquement 

par des relations entre les 6(N-1) paramètres. On parlera de conditions de 

liaison. 

1.1.2. Liaisons entre solides 

Le plus souvent ce sont des liaisons par contact. Ce contact pouvant 

avoir lieu suivant un point, une courbe ou une surface, les deux premiers 

cas n'étant possibles que sur des "modèles" supposés indéfo nnables ou en 

absence de transmission d'effort. 

La liaison la plus simple est celle qui associe (assemble) deux solides 

(repérés par les indices i et j), on parlera de liaison binaire. On peut carac 

tériser de deux façons cette liaison binaire d'une part par le nombre d .. 
~J 

de degrés de liberté dans le mouvement relatif du solide Si par rapport au 

solide S. (ou inversement de S./S.) ; d'autre part par le nombre L .. de 
J J ~ ~J 

conditions de liaison c'est-à-dire le nombre de relations indépendantes 

existant entre les 6 paramètres qui précisent la position de S. par rapport 
l. 

à S. (ou inversement de S./S.). 
J J ~ 

On a la relation évidente : d .• + L .. 
lJ lJ - 6 (1-1) 

Physiquement une condition de liaison se traduit par la suppression 

d'un degré de liberté donc par un obstacle au déplacement représenté par le 

paramètre qui n'est plus libre. 

Une liaison peut associer entre eux un nombre quelconque de solides, 

soi~ p ce nombre. On qualifiera la liaison en fonction de p. (Si p • 3 on 

parlera de liaison ternaire ; si p • 4 de liaison quaternaire ••• etc ••• ). 

Une telle liaison est équivalente à '(p-1) liaisons binaires si un des solides 

est pris en référence. 

I. 1. 3 • .fo~p le Ci~é.!!:a !is_u!:_ 

L'ensemble de deux solides et de la liaison binaire qui les associe 

est appelé Couple Cinématique. Les couples cinématiques sont divisés en 

couples supérieurs (contact ponctuel ou linéique) et en couples inférieurs 

(contact surfacique) classification due à REULEAUX. 

On peut classer les couples cinématiques en se basant sur la valeur de 

d .• ou sur celle deL ..• Les deux méthodes sont utilisées. L'une caractérise 
l.J lJ 

le couple par le nombre d'obstacles opposés au mouv~ment relatif donc est 

proche du point de vue stat:que, elle est utilisée dans les pays.de l'Est. 

L'autre caractérise le couple par le nombre de degrés de liberté donc de 

mouvements possibles, elle est utilisée dans les pays de langue anglaise. 

Il est donc nécessaire de faire très attention à l'origine des documents 
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que l'on pourra c~nsulter. 

Voici à titre d'illustration un tableau des classes principales 

associant les dénominatiçns et les représentations recommandées des 

couples. Dans les 2 cas il y a 5 classes. 

nombre 
degrés 

liberté 
dij 

Dénomination 

courante 

Schématisation 

Modèle 

nombre 
:conditions: 
: liaison 

Lij 

R 
u 
s 
s 
e 

) 
) 
) 
) 
) 

(----·----------·--------------·-----------------------------·----------·-----) . . . . . 

( ) 
(Ill 3 PLAN (a) p 3 III ) 

~ ROTULE (b) /f 7; , ~ 
( ) 
( ) 
( Il 2 PIVOT 4 IV ) 
( ) 
( GLISSANT ) 
( ) 
( ) 

~ I : PIVOT (a) :Q)DP a:~ 5 V ~ 
( . . : ) 
( ;PRISMATIQUE (b) ; : ) 
( : ) 

On pourrait compléter ce tableau en indiquant pour chaque classe le 

torseur cinématique et le torseur des efforts transmis associés à la liaison 

binaire considérée sans frottement. 

Les six paramètres de position qui définissent la configuration rela­

tive des deux solides ~ et Sj donnent par simple dérivation les composan­

tes du torseur cinématique {C .. }. On retrouve évidemment entre ces six 
l.J .. 

paramètres cinématiques Lij relations qui ramènent l'ensemble à dtJ para-

mètres indépendants. 

r' 
l 
1 
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On peut aussi envisager la liaison du point de vue des obstacles 

c'est-à-dire des efforts qui peuvent être transmis par la liaison et 

définir ainsi le torseur transmissible 1T .. } associé. Ce torseur pouvant 1J . 
ou non tenir compte du frottement dans la liaison. 

Un exemple va permettre de préciser les problèmes liés à l'écriture 

de ces deux torseurs. 

Exemple PIVOT GLISSANT : modèle sans frottement 

On a d • 2 · L • 4. 
1 2 , l 2 

Il y a deux mouvements possibles : une 

.~ rotation autour de X'X, une translation 

parallèle à X'X. 

x 
L'écriture du torseur {C12 } est liée au 

choix d'un point où sont définis les élé­

ments de réduction et d'un système d'axes. 

Xo 

Figure 1.2~ 

Le système d'écriture le plus simple consiste 

à choisir un système d'axes orthonormés dont 

un des axes est confondu avec l'axe central 

du torseur, repère de définition du couple, et de réduire ce torseur en 

un point 0 quelconque appartenant à cet axe central {!1; 2 = constante -Vu (0) "" constante). 

Dans le cas du pivot glissant l'axe central est l'axe X'X et le torseur 

cinématique 

Soit {C12} 
0 

as~~~é P.}eut s'écrire ... .... ~ ... 
• _ avec fh 2 • at 2 X et V1 2 (O) =- u1 2 X 

V1 2 (0) O 

• {::: :1 que l'on pourrait écrire fa~, u~'} 
O(XYZ) O(XYZ) 

Ecriture qui fait apparaître de façon évidente les 2 paramètres cinéma­

tiques indépendants qui caractérisent le mouvement relatif. 

Il est possible d'écrire le torseur dans le repère de référence 

(OoXoYoZo) ce qui donne 

{

a'u 

• B' 1 2 

y' 1 2 

~::} 
W12 

O(~YoZ0 ) 

Ecriture q~i masque le fait qu'il n'y a que deux paramètres cinématiques 

indépendants et qu'il est donc nécessaire de compléter par l'écriture 



des 4 relations traduisant les conditions de liaison. 

Dans les mêmes conditions on pourrait définir le torseur trans­

missible associé, soit 

1
~ 

{Tl2 }o c: ~ 

m12 

O(XYZ) 

I. 1. 4. Chaî!:_e fi~é~a!_is_u~ 

que l'on pourrait écrire 

0 

0 \ Mtl 
N12 

O(XYZ) 

On appellera chaîne cinématique toute association de N solides, 

telle que tous les solides soient associés par au moins une liaison. 

Chaque solide de la chaîne, que l'on peut aussi appeler chaînon ou 

maillon, peut être associé à d'autres solides de la chaîne par une, 

6 

deux ••• ou p liaisons binaires, on qualifiera chaque maillon en fonction 

de ce critère. On parlera donc de chaînon (Solide) unitaire (1 liaison 

binaire avec un autre solide), de chaînon binaire (2 liaisons binaires 

avec ou 2 autres solides) ••• 

• chaîne élémentaire : chaîne constituée exclusivement de liaisons 

binaires, chaque solide ne pouvant être associé dans la chaîne 

qu'avec deux solides au plus (association en série) 

• chaîne fermée : ne comporte aucun solide unitaire 

• chaîne ouverte : comporte au moins un solide unitaire 

• chaîne composée : si elle comporte au moins un solide (chaînon) 

d'ordre supérieur à 2: ternaire, quaternaire ••• C'est donc une 

combinaison de chaînes élémentaires (association en parallèle et 

en série). 

a) chaîne élémentaire 
fermée à 4 maillons 

b) chaîne élémentaire 
ouverte à 3 maillons 
(2 unitaires) 

Figure 1. 3 

c) chaîne composée 
fermée à 5 éléments 
(2 ternaires) 

• Mêca~isme :crée à partir d'une chaîne cinématique, un au moins des 

maillons étant pris en référence pour la définition des mouvements 

des autres maillons. Une chaîne est un mécanisme si l'un au moins 



des N solides qui la composent peut se mouvoir par rapport au 

solide référence. Donc le mécanisme possède au maximum "(N-1) 

éléments mobiles. 

Une chaîne est une structure quarid aucun des solides qui la 

composent ne peut avoir de mouvement par rapport au solide 

référence. 

7 

Il est possible de créer plusieurs mécanismes à partir d'une seule 

chaîne. Chaque élément de la chaîne ayant un rôle précis dans le fonction­

nement du mécanisme (référence, moteur, coupleur, récepteur, ••• ), ces rôles 

peuvent être interchangés. Le degré de. mobilité du mécanisme est celui de 

la chaîne. 

I. 2. STRUCTURE : LOIS 

I.2. 1. Définitions 

Il s'agit pour une chaîne donnée, d'écrire un relation entre le 

nombre de maillons (Solides), le nombre de couples cinématiques (liaisons 

binaires) et un terme D qui caractérise le comportement global de la chaîne. 

En accord avec ARTOBOLEVSKI [l2] on écrira : 

D • (6 - M) (N - 1) - ~ (k - M) p 
k k 

(1. 2) 

Relation dans laquelle N est le nombre total de maillons, M le nombre de 

contraintes géométriques générales supplémentaires imposées aux mouvements 

(voir exemples), pk le nombre de couples cinématiques introduisant 

~conditions~ liaison (c'est-à-dire de classe k au sens "russe", de 

classe (6 - k) au sens "américain"). 

1.2.2. !X!.mpl~s : Re.!_a!_i2.,n~ da!!_S ~e.!!_x ~a!!_ fonda~n.!_a.!!_x_ 

• En premier, cas d'une chaîne spatiale sans condition générale 

particulière : M • o. 
On posera (N- 1) • n;n désignant le nombre de maillons mobiles par 

rapport au maillon choisi en référence. Donc : 

Do • 6 n - ~ k pk 
k 

( 1. 3) 

• En second, cas d'une chaîne spatiale à laquelle on impose les condi­

tions de mouvement suivantes : les maillons ne peuvent se déplacer que 
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parallèlement à un plan (P) repéré par deux axes x et y (mouvement plan) 

donc il y a 3 restrictions générales (à tous les solides) à l'ensemble 

d . 1 (+ + + des mouvements :pas e translat1on e long de z z =x A y), pas de 

rotations autour de x et de y ce qui entraîne M = 3. 

Donc pour un mouvement plan 

l:: (k - 3) pk 
k 

( l. 4) 

La relation (1.4) n'est possible que si k ne prend que les valeurs 

5 ou 4, ce qui semble limiter à deux classes les couples utilisables en 

mécanisme plan. En fait se pose ici le problème du passage des liaisons 

spatiales (réelles) aux liaisons équivalentes planes. Ce n'est pas le 

but de cette étude de le discuter en détail. Cependant il est nécessaire 

de préciser quelques résultats qui seront utilisés par la suite. 

Le mouvement plan introduit 3 contraintes géométriques générales 

donc réduit les possibilités de mouvement à 3. Ces degrés de libertés sont 

définis avec précision, à savoir : une rotation d'axe perpendiculaire au 

plan (Po) du mouvement et deux translations parallèlement à ce plan. Si 

on examine les couples de ce point de vue on remarque que 2 d'entre eux 

permettent un passage direct espace-plan. Tout d'abord le PIVOT si son 

axe de rotation est perpendiculaire à (Po), ce qui laisse un seul degré 

de rotation, on parlera dans ce cas d'ARTICULATION pour le mécanisme plan. 

Autre couple intéressant le PRISMATIQUE si son axe de translation est 

parallèle à (Po) ce qui laisse un seul degré de translation, on parlera 

dans ce cas de GLISSIERE pour le mécanisme plan. Un autre couple 'est uti­

lisable en mécanisme plan compte tenu des 3 restrictions géométriques : le 

contact PONCTUEL qui conserve alors 2 libertés, une en translation et 

l'autre en rotation. Les autres couples se ramenant à ces 3 cas possibles 

ce qui montre bien qu'il y aura une difficulté à passer du plan au spatial 

réel. 

En résumé, en mouvement plan dans la relation (1.4) on traduira 

ARTICULATION et GLISSIERE par p 5 ; PONCTUEL par P4. 

1.2.3. !i,Knific!_tiO!!_ de_D_ 

Les équations (1.3) et (1.4) permettent d'écrire une relation entre 

les degrés de liberté de chacun des maillons et les contraintes générales 

imposées par les liaisons, donc de caractériser le comportement global de 

la chaîne, c'est-à-dire sa mobilité. Il faut donc préciser la signification 

de D, ce qui peut être fait à partir de deux exemples : 



A 

• Exemple 

F 
JIJ./.JJJ.jJJ 5 

"""""' 

Figure 1.4 
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( bl 

Du point de vue cinématique (a) et (b) sont équivalentes : pour un 

comportement donné de 2, on trouvera dans les 2 cas ~même comportement 

de 1• Le contact ponctuel en E (a) correspond à la chaîne la plus simple 

permettant de résoudre le problème de la transformation de la rotation de 

2 en la translation de 5, ce sont des considérations de réalisation et de 

résistance à l'usure qui ont entraîné la mise en place de 6 (galet) ce qui 

correspond au remplacement d'un contact par glissement E par un contact par 

roulement E ' • 

On peut appliquer (1.4) aux deux cas : 

(a) + n • 4 , en A,B,C,D articulations introduisant 2 conditions de liaison, 

en F une glissière introduisant 2 conditions de liaison, en E un 

contact ponctuel introduisant une condition 

D • (3 x 4) - [ (5 x 2) + ( 1 x 1)] • 1 ( J. 5) 

(b) + n • 5 ; en A',B',C' ,D',G' 2 conditions, en F' 2 conditions, 

en E' une condition 

D' • (3 x 5) - [ (6 x 2) + ( 1 x 1)] = 2 ( 1. 6) 

La différence vient de la présence de la rotation possible de 6 

autour de son axe G', lib~rté qui ~'intervient ~ sur le comportement 

global de la chaîne. On qualifiera une telle liberté d'interne (inutile 

dans certaines publications ou passive dans d'autres) et on la fera 



apparaître dans le décompte global en posant 

d étant le degré de mobilité de la chaîne 

di étant le nombre de libertés internes 

D • d + d. 
l. 

( 1. 7) 

Exemple 2 n a 4 ; 6 articulations introduisant 2 

conditions de liaison 

D • (3 x 4) - {2 x 6} = 0 ( 1. 8) 

Or si EF/ 1 AD' 1 BC la chaîne se comporte 

1 0 

globalement comme le quadrilatère ABCD soit 

D' • (3 x 3) - {2 x 4} = 1 = d (d. = O) 
l. 

Figure 1.5 (1.9) 

Il faut donc écrire {1.8) de façon à faire apparaître d = 1 d'où 

D • (3 x 4)- (2 x 6) = 1- 1 (1.10) 

Ecriture qui met en évidence par le - 1 la présence surabondante 

(cinématiquement) de EF. On dira dans un cas analogue que la chaîne présen­

te des liaisons surabondantes ce qu'on traduira par l'introduction d'un 

nombre h caractérisant le degré d'hyperstaticité. 

En conclusion, une chaîne peut présenter des degrés de libertés 

internes et des liaisons surabondantes que l'on comptabilisera en écrivant 

D•d+d.-h (1.11) 
l. 

I.2. 4. Uti lis2_t!,o~ de _12_ .!.O.!. .s_lob2_l~ 
Les équations du type (1.2) permettent une étude globale du compor­

tement d'un mécanisme. Cependant les notions de libertés internes et d'hy­

perstatisme demandent à être précisées par une étude du comportement de 

chaque solide et de chaque liaison. Diverses méthodes sont utilisables. 

L'une d'entre elles consiste à remarquer que la relation (1.·2) n'est en 

fait que le décompte d'une part d'un certain nombre de paramètres cinéma­

tiques, d'autre part d'un certain nombre de relations (équations traduis&ït 

les conditions de liaison) liant les paramètres entre eux. D'où l'idée d'un 

développement calqué sur le modèle de résolution des systèmes de q équations 

linéaires à r inconnues. 

On pourra consulter à ce propos l'excellent ouvrage de Messieurs 

LE BORZEC et LOTTERIE [L6] qui démonte le mécanisme de la méthode en 

s'appuyant sur de nombreux exemples. 



!.3. ANALYSE STRUCTURM~E DES CHAINES PLANES 

L'étude sera limitée aux chaînes planes. Le comportement global 

n'étant pas affecté par les valeurs de d. eth, on supposera en plus 
l. 

d. • h • 0 c'est-à-dire D = d. Les couples cinématiques seront exclusi-
1 

vement pris dans la classe introduisant un seul degré de liberté soient 

2 conditions de liaison dans le mouvement plan. 

1.3.1. !lé~n.E_s de .~_o~p~sit_!_o~s-

1 1 

On utilisera dorénavant le terme de barre pour désigner les mail­

lons de la chaîne quand celle-ci a été transformée en mécanisme. On uti-

lisera donc des barres binaires o-------oo 

des barres ternaires W des barres quaternaires ••. 

Les couples cinématiques seront : d'une part des articulations si 

les 2 conditions de liaison entraînent un degré de liberté en rotation 

autour d'un axe perpendiculaire au plan du mouvement, d'autre part des 

glissières si les 2 conditions de liaison entraînent un degré de liberté 

en translation parallèlen~nt au plan du mouvement. 

!.3.2. !_e,!.aE_i~n !:_n.!_r!:_ ,!.e ~omb.!.e_de .!?_a.!.r~s et le .!:omb.!.e d~ .so;:p.!.e.!!. 

~iné!!!aE_i.s_u~s-

On prendra comme base de l'étude la formule établie par 

GRUEBLER ( 1 ] : 

D • 3 (N - 1 ) - 2 J ( 1 • 12) 

Dans laquelle N • ~ b. l'indice i indiquant le nombre de liaisons 
i .. 2 1 

binaires associées à une barre ainsi bz est 

le nombre de barres binaires de la chaîne, 

b3 le nombre de barres ternaires. Toutes les 

barres sont prises en compte (y compris la 

référence). 

2 J - ~ i b. avec J égal au nombre total de liaisons 
i - 2 

1 

binai res étant entendu qu'il n'en existe 

pas de degré supérieur dans la chaîne. 
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Figure 1. 6 
possible· impossible 

On peut déduire de (1. 12) un certain nombre de considérations sur 

la Formation des chaînes à ~ degré de mobilité D = d = 1 

D • 1 .. 2 J • 3 N - 4 · ou 3 N • 2 J + 4 ( 1. 13) 

• ter résultat :de (1. 13) on déduit que~~ obligatoirement pair 

Pour faire les autres déductions on modifie l'écriture de (1. 12) en tenant 

compte des définitions deN et J. 

( 1. 12) 

ou encore 

i b. 
l. 

• (3 l: b.) - 4 
i~:::2 l. 

l: b. (3 - i) - 4 
• 2 l. 
1."" 

1 
l: b. • N 

i=2 l. 

( 1. 14) 

• 2ème résultat : si la chaîne ne comprend que des éléments binaires, 

les relations (1. 14) permettent d'écrire b2 (3- 2) • 4. Donc une chaîne 

à un degré de mobilité doit comporter au moins 4 barres binaires • 

• 3ème résultat : si la chaîne ne comprend que des binaires et des 

ternaires, les relations (1.14) permettent d'écrire 

b2 (3 - 2) + b3 (3 - 3) • 4 et b2 + b3 z N donc b3 = N - 4 

• 4ème résultat : si il y a des barres d'indice i > 3, les relations 

(1.14) permettent d'écrire bl (3 - 2) + b3 (3 - 3) + l: (3 - i) b. - 4 
i=4 l. 

ou encore 

D'autre part 

bl - l: (i - 3) b. - 4 
i=4 l. 

donc b2 > 4 

ce qui entraîne 

l: b . < N - b2 < N - 4 
i .. 4 l. 

donc il y a au plus (N - 4) barres 

ternaires. 

Il est possible de grouper les résultats dans un tableau liant N et 

les b. 
1 



( 
( N ...... 
(---·---·---·---·---·---·-------­. . . . . . 
(4:4:0:0:0:0: 
(-:-:-:-:-:-:----
(6:4:2:0:0:0: 
( :5:0:1:0:0: 
(-·-·-·--·--·-·----­. . . . . . 
( 8 
( 
( 
( 

4 
5 
6 
6 

4 
2 
0 
1 

0 
1 
2 
0 

0 
0 
0 
1 

0 
0 
0 

(-·-·-·-·-·-·----­. . . . . . 
( 

Figure 1. 7 

1 3 

Le tableau a été limité à N = 8 et i = 6 

Il faudrait encore pour passer de la chaîne au mécanisme définir les 

arrangements entre les différents maillons en faisant la différence entre 

les chaînes à degré de mobilité réel et les chaînes à degré partiel. 

Exemple : N • 6, b2 = 4, b3 = 2 conduit à des mécanismes classiques 

dont il sera beaucoup question par la suite 

E 

Figure 1. 8 

N • 6, b1 • 5, b3 .. 0, h4 • 1 peut donner la chaîne 

{A,B,C,D,E,F,G} de degré de mobilité D • 1, qui se 
B décompose en une chaîne élémentaire 

{B,F,G,C} de degré 1 et en une structure 

{A,D,E} de degré O. 

Pour la création d'un mécanisme la structure 

ne serait considérée que cotmne seul sotide. 

1.4. CREATION DE CHAINES : PROBLEME DE LA SYNTHESE STRUCTURELLE 

Le problème consiste, pour un degré de mobilité donné, à définir et 

classer toutes les chaînes cinématiques possibles en fonction du nombre 

d'éléments, de leur forme, du nombre de couples cinématiques, en essayant 

de dénombrer tous les arrangements possibles distincts. 

Diverses méthodes ont été utilisées qui ont toutes pour objectif la 

définition d'un algorithme facilement utilisable sur ordinateur, étant 

donné le grand nombre de possibilités (par exemple pour les chaînes à un 

degré de mobilité comprenant 10 barres et 13 couples cinématiques on arrive 

à 230 combinaisons différentes [ 7]). 

On peut citer comme référence pour l'étude de cette question, et dans 

,\ 
,1 

lj 
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1' ordre chronologique les communications des professeurs CROSSLEY [ 1 ] 

PAUL [ 3] ; DOBRJANKYJ / FREUDENSTEIN [ 2] ; WOO [ 7] ; SONI [ 5 ] 

HAIN [14] • 

Sans oublier les nombreux auteurs cités dans les travaux antérieurs 

dont notamment GRUEBLER (1917). Ceci pour les écoles Américaines et 

Allemandes en remarquant les travaux parallèles et souvent antérieurs de 

1' école Russe : formule de TCHEBYCHEV ( 1 869) base de tous les travaux 

internationaux ; DOBROVOLSKI [L2] ; ASSOUR [L2] ARTOBOLEVSKI [L 2] ainsi 

que de nombreux autres dont les travaux publiés en Russe ne nous sont mal­

heureusement accessibles qu'au travers des quelques traductions américaines. 

Nous allons donner les éléments conducteurs d'une telle étuŒ dans le 

cas particulier de chaînes planes, à degré de mobilité unitaire ; les 

couples cinématiques étant limités à des articulations. 

I. 4. 1 • .!!_a!.e!. "!!!_ath!_m~t.!_q~e!." : .s,raphe.!!_ !:_t .E_e.!}D~t~tioE_S 

Les définitions seront prises dans le petit livre du Professeur 

KAUFMANN [L5] et on ne rappellera que l'essentiel en vue de l'utilisation 

dans l'étude • 

• GRAPHE : Soit E ensemble fini des X. ~ x. E E ; considérons les 
l l 

couples (ordonnés) (X. ,X.) ~ (X. ,X.) E E xE. On peut construire 
l J l J 

l'ensemble de ces couples, soit E • {A,B,C} 

E xE • {(A,A), (A,B), (A,C), (B,A), (B,B), (B,C), (C,A), (C,B), (C,C)} 

Plusieurs REPRESENTATIONS sont possibles 

c~~~,_ 

a~~~.._ 

~-_..--:::;o+A 

8 8 

c~-----'-t c 

A 
B 
c 

A B C 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

tnot.r\c:.c. 

Si l'on réalise une bi-partition de Ex E et que l'on distingue les couples 

qui appartiennent à l'une des parties de ceux qui appartiennent à l'autre 

on réalise un graphe de E. 

Soit E • {A,B,C} et G • {(A,A), (A,B), (A,C), (B,C), (C,A), (C,B)} 

c-.-e-+-

B 

c 
B 

c 

A 

B 
c 

A B C 
1 1 1 
0 0 1 

1 1 0 

1 

:l ., 
.,1 



Remarque : il est évident que E x E est lui-même un graphe de E • 

• Sommet : un élément de E qui intervient dans le graphe G 

exemple : A 

• Arc: un élément de G, exemple : (A,B) ••• (B,C) mais pas (B,A) 

• Notation de BERGE : Ga (E,U) E ensemble des sommets 

U ensemble des arcs 

1 5 

• Graphe partiel : graphe dont les sommets sont conservés mais dont 

certains arcs sont supprimés. 

, Sous-graphe graphe duquel on enlève un ou plusieurs sommets et 

les arcs qui ont une ou plusieurs extrémités en ces sommets. 

I. 4. 2. !P.E.lic~t.!,_o~ !!_U .E_rob.!.è~ d~ ~~thè~e _ 

Tout en gardant le terme graphe on va utiliser une notion plus res­

treinte (les Allemands emploient le terme de BILDUNG pour marquer la 

différence), celle de : graphe_n~n ~rie~t~. 

-on ne parlera plus de couple (X.,X.) 
l. J 

mais de paire (X.,X.) 
l J 

- on appelera ARETE une paire (X. ,X.) telle 
l. J 

arc (X. ,X.) ou (X.,X.) dans le graphe 
l. J - J l 

qu'il y ait au moins un 

- on conserve la notion de sommet et on introduira la notion de : 

-DEGRE d'un SOMMET égal au nombre d'arêtes qui se coupent en ce sommet 

• Passage de la chaîne au graphe : soit L le nombre total de barres 

et P le nombre total de couples cinématiques soit Sa {Sl ,S2 , ••• s1} 

l'ensemble des L barres et soit r l'ensemble des P paires (S.,S.) = (S.,S.) 
l. J J l. 

et (i*j) alors (S,r) définit un graphe non orienté dans lequel Si correspond 

A un sommet : SOMMET~ BARRE ; et (S.,s.) correspond à une arête : 
l. J 

ARETE • ARTICULATION. 

Donc par exemple un sommet de degré 3 correspond à une barre ternaire. 

Rappel : On dit qu'un graphe est planaire [L5] s'il est possible de 

le représenter sur un plan de telle sorte que les sommets soient des points 

distincts, les arêtes des courbes simples et que deux arêtes ne se rencon­

trent jamais en dehors de leurs extrémités. Dans ce cas, nous pouvons 

établir la relation (dite d'EULER) 

L-P+Fa2 

dans laquelle Lest le nombre de sommets, P le nombre d'arêtes et F le 

nombre de faces (une face est définie par une surface limitée par des 

arêtes, la face extérieure est comptée). 
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Une dernière notion est nécessaire, celle d'ISOMORPHISME des graphes 

on dit que 2 graphes sont isomorphes [L5] quand il y a correspondance 

univoque entre les sommets de telle façon que des sommets correspondants 

ne sont joints entre eux par des arêtes dans un système que si ils le sont 

dans l'autre système. 

1.4. 3. _!:rin_sipe de .!,a .!.ech!:_rche 

• Famille~ graphes soient S et r,et L le nombre de sommets et 

P le nombre d'arêtes. Posons le nombre de sommets de degré i égal à n. 
~ 

(i .. 1 , 2, ••• , L-1) • L-I L-1 
Nous avons L ~ ~ n. (1. 15) 

2 1 
et ~in. • 2 P (1. 16) 

2 ~ 

Chaque ensemble d'entiers n. qui satisfait à (1.15) et (1. 16) constitue une 
~ 

famille de solutions possibles. Les graphes correspondant à ces familles ne 

peuvent être isomorphes. Donc les graphes qui correspondent à un couple par­

ticulier (L,P) se séparent en solutions disjointes des ensembles n .• 
~ 

• Graphe "contracté" Dans une première étape on ne représente que le 

sous-graphe associé à 1 'ensemble S des sommets de degré supérieur à 2 [ 7 ] 
n - --

ce qui revient à laisser de côté les chaînes élémentaires (I. 1.4) d'élé-

ments binai res (L- n2) sommets et (P- n2) arêtes~ (S ,r). n n 
• Matrice d'incidence "sommetlsommet" associée aux graphes contractés 

établit les relations entre les sommets en comptant le nombre d'arêtes qui 

joignent 2 sommets S.,s .• 
~ J 

Prenons exemple d'un système L • 10, P • 13, d = 1 avec n2 = 4, IlJ • 6 [ 7] 

Le graphe contracté est donc S = 6, r • 9. La matrice incidence compren-
n n 

dra 6 lignes et 6 colonnes ; elle sera symétrique car a .. = a .. (a .. a 0) 
J~ ~J u 

Elle peut se présenter sous la forme : 

030000 011100 
3 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 

M. 0 0 0 3 0 0 M. 110100 
0 0 3 0 0 0 ou 1 0 1 0 0 1 

ou ••• 
~i ~2 

0 0 0 0 0 3 0 1 0 0 0 2 
0 0 0 0 3 0 0 0 0 1 2 0 

Il y a plusieurs arrangements possibles des liaisons entre les sommets, ce 

qui est invariable c'est le degré de chaque sommet (c'est-à-dire le nombre 

d'articulations liées à une barre). 

La somme des éléments d'une ligne est égale au nombre total d'arêtes qui 

arrivent au sommet correspondant donc au degré du sommet(id pour une 



k 
l: 

j a 1 
a .. 

l.J 
.. r. 

1. 
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i ::::1 1,2, ••• ,k ( 1. 17) 

et a .... a .. 
l.J Jl. 

Par conséquent, pour trouver les différentes solutions associées à un 

ensemble {rt, r2, ••• , r} il suffit de trouver les entiers solutions 
m 

de (1.17) ; chaque matrice définie étant associée à un graphe. Les dif-

férents graphes ne sont pas isomorphes et constituent chacun une base de 

reconstruction d'un graphe complet par réinsertion des sommets de degré 2. 

Une méthode de recherche [ 7] consiste à partir d'une matrice et à 

déduire les autres de la façon suivante : on ajoute + 1 à un élément a .. 
l.J 

et on retranche 1 à un élément a. de la même ligne, mais il faut aussi 
l.m 

garder les colonnes constantes d'où la nécessité de retrancher 1 à un 

élément a . et d'ajouter 1 à un élément a • Sans oublier de conserver nJ nm 
le caractère symétrique de la matrice • 

• Reconstruction ~ graphes complets On dispose maintenant de 

familles de graphes disjointes et dans chaque famille de un ou plusieurs 

graphes contractés de base ; soit (S ,r ) un de ces graphes. n n 
Le problème est maintenant de constituer à partir de (Sn,rn) tous les 

graphes possibles en faisant réapparaître les sommets de degré 2. Ceci à 

partir des remarques restrictives suivantes : 

Remarque Afin de ne pas comptabiliser comme graphes différents 2 graphes 

isomorphes nous définissons dans l'ensemble des graphes la 

relation d'équivalence évidente : 2 graphes sont équivalents 

si ils sont isomorphes. Il y aura donc autant de graphes dis­

tincts que de classes d'équivalence. 

Remarque 2 Certains graphes seront à éliminer parce qu'ils n'offriront 

pas la possibilité de déduire une chaîne cinématique et un 

mécanisme ~épondant à la demande. Par exemple : 

L • 6 P • 7 D • n2 = 4 ; n3 = 2 

lij 
' 

la boucle {1,5,6} est rigide et la chaî- ·\ 

figure 1.11 

ne dégénérée en chaîne à 4 éléments à 

D • 1 ce qui correspond à une autre 

catégorie. 

Il s'agit donc d'un problème de combinatoire : comment répartir n2 sommets 

sur P - n2 arêtes, c'est-à-dire comment réaliser la partition de n1 en 

\ 
' ! 
i 

!l 



' 

1 8 

entiers et sur quelles arêtes placer ces sommets ? 

La remarque 2 amène à limiter les partitions de n2 : on suppose n2 a ~k. - ~ 

où k. représente le nombre de sommets "ajoutés" sur une arête. Soit une 
l 

chaîne répondant à la relation 3(L - 1) - 2 P = soit 3 L - 2 P • 4, on 

dira que le graphe est utilisable si les sous-graphes obtenus après retrait 

des k. sommets et des (k. + 1) arêtes répondent au minimum à cette relation, 
l l 

c'est-à-dire si 3 L' - 2 P' > 4 ~ 

On a 3(L-k.) 
1. 

~p- (ki+ 1)] • 3 L' - 2 P' a (3 L- 2 P) -ki+ 2 • 

4 - k. + 2 
1. 

donc 3 L' - 2 P' ::> 4 ~ k. <:: 2 
1. 

•• P 1 :On rejettera toutes les partitions faisant intervenir k.> 2. 
1. 

On utilisera les groupes de substitutions et le fait qu'une substitution 

est décomposable en cycles (permutations circulaires) de façon unique. 

Parmi les (P !) permutations possibles nous ne tiendrons compte que de 

celles qui conservent la répartition initiale des sommets et de leur 

degré • 

•• P 2 : On procédera de la manière suivante les arêtes étant numérotées, 

une permutation correspondra à une renumérotation de ces arêtes, nous ne 

la conserverons que si un ensemble d'arêtes se coupant en un sommet avant 

renumérotation, les arêtes portant les mêmes numéros après rcnumérotation 

se coupent aussi en un sommet. 

La remarque 1 conduit à l'utilisation du théorème de Burnside/POLYA selon 

lequel le nombre de classes d'équivalence définies dans un ensemble S 

d'objets par un groupe G de substitutions est égal à 1 ~ I(g) 
lclg E G 

où Ici est le nombre de substitutions du groupe et I(g) le nombre d'objets 

invariants dans S par la substitution g. 

1.4.4. !xe~l~ 

On choisit un exemple très simple "réalisable à la main" dans des 

limites raisonnables de temps et de place. 

D•1 L•6 P•7 

a) Familles 6 ""n2 + n3 + 1'14 + ns d'après (1.15) 

14 a 2 nl + 3n3 + 4 ~ + 5 n5 d'après (1.16) 

~ 2 familles {4,2,0,0} • Ft 

{5,0, 1 ,0} .. F2 

Q) graphe contracté : on considère Ft ~ L' • 2 P' "" 3 



S31 

d'où le seul graphe possible 

CD 
2 sommets degré 3 

3 arêtes 

c) Matrice 
S32 

ici une seule possible 

d) Reconstruction graphes complets 

{n2 a 4 , ki ~ 2} ~ arrangements sur 1 arêtes,seuls sont possibles 

(2 + 2 + O) s A 1 

(2 + 1 + 1) • A 2 

Le premier cas conduit aux graphes suivants 

S31 S31 S31 

Gl - Gll = (]) Gill - (]) 
S32 S32 532 

Il y a 6 permutations possibles (elles répondent toutes à P 2) 

soit 1 cl a 6 g, • ( 1)' (2)' (3) ; g2 ... ( 1 2 3) ; gJ = ( 1 3 2) ; 

g. • ( 1 ) , ( 2 3) ; gs "" ( 2) , ( 1 3) ; g6 = ( 3) , ( 1 2) 

g, conserve invariant G 1, G II, Gill 

g2 " " 0 

g3 " " 0 
:E l(g) .. 3 + 0 + 0 + 1 + 

~ " " G Ill donc nombre classes 
gs " " : G II équivalence = 6 -
~ " " G 1 6 

d'où le seul graphe 
lié à !...!. ~!...!. S21CDS31 S23 

G ==C> 
S22 $ 24 

S32 

1 9 

1 + 1 .. 

On verra plus loin le passage aux chaînes cinématiques et mécanismes. 

1.4.5. Conclusion : 

Le problème se ramène à la création d'un algorithme qui permette 

l'utilisation de l'ordinateur pour le dénombrement des graphes non iso­

morphes car le nombre de solutions possibles devient vite très important 

et ne peut plus être traité "à la main". Par exemple, dans le cas où 

D • 1 L m JO ; P • 13 ; il y a 7 familles le nombre de partitions des 

n2 ·(qui varient de 4 à 8) est au total égal à 22 ; le nombre de solutions 



graphes contractés égal à 15 et le nombre total de chaînes égal à 

230 [ 7] • Des solutions ont été amorçées et présentées dans diverses 

publications citées en référence, en particulier par FREUDENSTEIN [ 2] 

et WOO [ 7] • Ceci représente la ligne "occidentale", le but recherché 

étant de fournir une classification de toutes les chaînes possibles et 
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de donner aux ingénieurs des tables à l'intérieur desquelles ils pourraient 

puiser pour alimenter leur imagination. 

Une autre méthode soviétique prend le problème directement au niveau 

du mécanisme et apparemment ne cherche pas une énumération systématique : 

Groupes d'ASSOUR. 

I.S. METHODE DE COMPOSITION : GROUPES D'ASSOUR (1914) 

On définit d'abord un groupe de base dit groupe MOTEUR composé de 

2 barres (couple cinématique) dont l'une servant de référence à l'ensem­

ble du mécanisme sera fixe. 

I.S. 1. Enoncé 

• Principe : un mécanisme possède autant de groupes moteurs qu'il a 

de degrés de mobilité • 

• Groupe complémentaire : constitué par une chaîne cinématique qui a 

un degré de mobilité nul par rapport aux barres qui forment des couples 

cinématiques avec ses parties libres et qui ne peut être décomposée en 

chaînes plus élémentaires ayant un degré nul. (voir exemples plus loin) 

Processus de formation d'un mécanisme ayant un degré de mobilité 

donné, On adjoint au(x) groupe(s) moteur(s) et au bâti successivement des 

groupes complémentaires en respectant les règles suivantes : 

P 1 le premier groupe est lié par ses extrémités libres au groupe 

moteur (élément moteur et élément fixe) 

P 2 les groupes ~uivants peuvent être liés à n'importe quel élément 

à condition que les éléments du groupe restent libres entre eux 

La formule de structure pour un groupe d'ASSOUR s'écrit : 

d •Oa3n-2ps-p4 (1.18) g 

I.5.2. fa!. de!_ mé_sa!:i!_~S à ~ de.s_r.§. de ~obi.!_ité.l. !_V~c !_r!_i_su.!_a!i~_n!, 

On peut grouper dans un tableau les différentes combinaisons pos­

sibles déduites de la relation (1.18). L'étude est limitée à n = 4. 



( 
( n 2 3 4 

) 
) 

2 1 

(---·---·---------·------------·-------------------) . . . . 
( Ps : 1: 2 3 : 1 :2 : 3 .4 : 1 :2 :3 :4 :5 6 ) 
( ) Figure 1. 12 
( P4: 4:2 0 : 7 :5 : 3 : 10: 8 :6 :4 :2 0 ) 
( ) 

Donc dans le cas étudié les solutions sont {n = 2 Ps = 3} et 

• Remarque Il n'y 

( 1 • 18) 

• groupe moteur (G M) 

• solution {n = 2 Ps = 

{n • 4 Ps = 6} 

a que Ps qui intervienne donc 
3 

donne 0 = 3 n - 2 Ps, soit Ps =-n donc n pair. 
2 

~ c\ci ...... cznt ..... o'c.a. .. l(" 

g:~._,.,.,.,."'""'.,.,..- bô 1-i 

3} 
1

entraîne une seule possibilité (G 1) < 
2 extrémités libres 

• solution {n a 4 Ps a 6}: nécessité d'une barre ternaire au moins 

Ière possibilité 

2ème possibilité 

3ème possibilité 

3 possibilités 

1 barre ternaire, 3 binaires (G 2) 

3 extrémités libres 

2 barres ternaires, 3 binaires 

2 extrémités libres 

(G 3) 

ternaire, 2 binaires (G 4) 

3 extrémités libres 

0 
• On pourrait continuer sur le même schéma en envisageant n = 6,8, ••• 

Cas application de P 1 en utilisant (G M) et 

(G 1) 

+ --
Figure 1. 13 



• Cas 2 

Figure 1.14 

L>~n'77i/))'l'!l)J)""') __ +_ 

application de P 1 en utilisant 

(G M) et (G 3) 
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Dans ces deux exemples il n'y a qu'un seul mécanisme crée à chaque fois, 

l'utilisation d'un second groupe et du principe P 2 conduira à plusieurs 

mécanismes. 

• Cas 3 

Figure 1. 15 

en partant du cas 1 et en ajoutant 

un (G 1) on peut obtenir 

ou 

en remarquant que l'on transforme des barres binaires en ternaires. 

1.6. PROBLEME PARTICULIER Systèmes à un degré de mobilité. 

Il a été déterminé précédemment que dans ce cas le nombre de barres 

est pair, donc L ~ 4,6,8, ••• ,2 n, ••• 

On se limitera à L a 4, L • 6 qui seront utilisés par la suite. 

4 barres binaires 

Figure 1.16 522 > 
523 

Les mécanismes peuvent être composés en utilisant les groupes d'ASSOUR. 

On trouve ici des associations : groupe moteur {2 barres dont 1 fixe} + 

J groupe à 2 barres (type G 1). On obtient donc 8 mécanismes qui, identiques 

dans leur structure, différeront par les caractéristiques cinématiques. 

exemple : le groupe moteur {1,2} donne : 

Figure 1. 17 

ou 
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1.6.2. Ê.,Y~t!m~ ~ ~a.E_r~s (L • 6) 

La décomposition peut se faire de 2 façons 

soit {n2 = 4, n3 a 2} - F 6(1) 

soit {nl - 5, I4 a 1 } = F 6(2) 

ceci se déduit soit du tableau de la figure 1.7 du paragraphe 1.3 

soit du paragraphe 1.4.4. 

4 binaires, 2 ternaires 

2 graphes possibles 

531 

521(])524 ===-

52 523 
C6 (1) 

lo'igure 1 • 1 8 S32 

521 C6 (2) 

S32 

Il s'agit à présent de passer aux mécanismes, 1 'élément fixe pouvant 

être à priori chacune des 6 barres on t rouve·r a des mécanismes à 2 points 

ou à 3 points fixes. 

On choisira les groupes moteurs en vérifiant que la cha!ne se décom­

pose bien en groupes d'Assour suivant les principes exposés en 1.5. 1. 

Exemples de mécanisme 

- à partir de C 6( 1) 

groupe moteur = {32 fixe, 22} 

+ 1 groupe G 4 a {21,31,24,23} 

M 6( 1) dit de WATT 1er type 

Figure 1.19 

groupe moteur = {22 fixe, 21} 

+groupe G 2 = {31,32} + 

groupe G 2 • {23,24} 

M 6(2) WATT 2ème type 

Figure 1. 20 



- à partir de C 6(2) 

1.6.2.2. !tud~ de_~6J..22.. 

groupe moteur= {32 fixe, 21} 

+ groupe G 4 = {31,22,23,24} 
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M 6(3) dit de STEPHENSON (1er type) 

Figure 1. 21 

groupe moteur = {24 fixe, 23} 

+ groupe G 3 z {32,22,31,21} 

M 6(4) dit de STEPHENSON (2ème type) 

Figure 1. 22 

Pas de solution 6 barres car nous rejetons toutes les solutions 

dégénérées. 

Exemple 

1. 7. PERSPECTIVES - INTERET 

mobilité partielle sur 

{41,23,24, 25} +repasse en 

4 barres. 

On peut envisager à partir de la théorie des graphes de créer des 

algorithmes qui permettent de dénombrertoutes les chaînes correspondant 

~ un degré de mobilité donné et à un nombre de barres donné. Ceci dans la 

perspective d'un catalogue de tous les mécanismes possibles réalisant un 

degré de mobilité donné. L'intérêt d'un tel travail réside dans la mise 

~ la disposition des utilisateurs de mécanismes (ingénieurs, constructeurs) 

d'un maximum de solutions cinématiques à un problème donné qui leur per­

mettent de trouver !! meilleure solution du point de vue des autres critè­

res (dynamique, difficulté de réalisation ••• ). Tout ceci n'est possible 

qu'après un tri entre les mécanismes qui indiquerait les degrés de mobili­

té partiels (exemple 1.6.2.2.) d'où rejet, les libertés internes, les 

~léments surabondants. Ce travail étant pratiquement impossible d'une 

manière générale, il ne peut être que le fait des utilisateurs travail­

lant à partir du catalogue des chaînes. La plupart des bureaux d'étude 

semblent équipés en ordinateurs pour résoudre le problème au niveau d'un 

nombre de barres limité. 
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en p. , P2 para­
~ 

mètre principal 

en r. , r1 par a­
~ 

mètre principal 
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Jer cas 
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CHAPITRE II 

LE QUATRE BARRES PLAN A ARTICULATIONS (ROTOIDES) 

Le plus simple des mécanismes à un degré de mobilité ne comportant que 

des couples cinématiques de classe V (articulations). 

Chaîne formée de 4 éléments binaires (élémentaire fermée). 

Mécanisme réalisé à partir d'un groupe moteur et d'un groupe (G 1) sui­

vant les règles vues précédemment. 

A partir d'une meAme chaîne, on peut former des mécanismes différents 

suivant le choix des 2 barres qui composent le groupe moteur, et suivant 

le choix de la barre "fixe". 

aa c 

Figure 2. J 

groupes moteurs (AB + BC) ou (BC + CD) ou (CD + DA) 

ou (AD + AB) et dans chaque groupe 1 'élément fixe 

pouvant être une des deux barres. Tous ces mécanis­

mes différents auront des conditions de fonctionnement 

différentes que nous allons analyser succintement. 
-+ -+ 

On posera pour la suite IIADII = ao ; IIABII = a1 ; 
-+ -+ Il BC Il • a2 ; Il CD Il = al 

li. J. ANALYSE DU COMPORTEMENT D'UN 4 BARRES 

II.J. 1. Critère de Grashoff 

Les longueurs des 4 barres composant la chaîne ne peuvent être 

quelconques : elles doivent permettre la réalisation de la chaîne ; selon 

leurs longueurs, elles définissent un type de mécanisme. 

Remarque 

Figure 2.2 

les 4 longueurs étant définies, le choix dJ groupe moteur ef­

fectué, on peut définir 2 mécanismes. 

2_· . ' e2 
't' ' A ' , nmmm(Ç--

\ , D ' , \ , , 
c·Y 



II.J.J.a. Différents types de relations possibles entre!~~ 

AD étant choisi comme élément fixe 

Y définit l'angle d'entrée (moteur) = (AD,AB) --0 définit l'angle·.de sortie (récepteur) = (AD,DC) 

La barre BC sera appelée dans un quatre barres : COUPLEUR. 

Une barre autorisant un mouvement continu de rotation par rapport à 

1 'élément fixe : MANIVELLE (M) 
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Une barre n'autorisant qu'un mouvement de rotation limité à un angle< 360° 

BALANCIER (B). 

Nous avons donc les possibilités suivantes 

élément moteur manivelle, élément récepteur manivelle 4 B MM 

élément motew manivelle, élément récepteur balancier 4 B M B 

élément moteur balancier, élément récepteur balancier 4 B B B 

On peut montrer géométriquement que chacun de ces 3 types répond à des 

conditions S\rr les longueurs des éléments et conduit au critère établi 

par ŒASHOFF. 

II. J. J. b. CRITERE DE GRASHOFF 

Définit 2 classes de mécanismes 4 barres à articulations. 

a. Un mécanisme appartient à la classe I si la somme des longueurs de la 

barre la plus courte et de la barre la plus longue ~ inférieure ou 

égale à la somme des longueurs des 2 autres barres. 

Dans ce cas 

si la 

si la 

I a 

I b 

I c dans 

barre la plus 

barre la plus 

les autres cas 

petite est 

petite est 

que a et b, 

motrice, il s'agit d'un 

fixe, il s'agit d'un 

il s'agit d'un 

4 B M B 

4BM11 

4 B B B 

B. Un mécanisme appartient à la classe II si la somme des longueurs de la 

barre la plus courte et de la barre la plus longue est supérieure à la 

somme des longueurs des 2 autres. Dans ce cas toujours un 4 B B B. 

II.] .2. E_artic~l!!_rités ~u .fo~c!_i~nE_e~eE_t : po~i!_i~n~ .!_i~!_e~, E.Oi.n!s ~!.t~ 

II.J.2.a. Positions limites caractérisées par le fait que AB et 

BC sont alignées, soient 2 possibilités donc 2 positions limites qui n'exis­

tent que dans les 4 B M B ou les 4 B B B. 
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'f1L2 C2 

82 

Figure 2,3 (AB moteur) --L'angle/::,. 0L .. 0 - 0 = (DCt ,DC2) caractérise l'amplitude maximale 14 Lt 
possible de la barre de sortie. 

En utilisant les relations classiques dans les triangles ACtD et A~D, 

on peut écrire les relations suivantes 

( at + a2 ) 2 
- ao 2 

- 83 
2 

1 

1 

1 
' 

cos 1l'L1 • (a) cos e = ---------------------Lt 
(b) 1 

2 ao (at + a2) 2 ao 83 

1 

( a2 - at ) 2 + ao 1 - 83 
1 ( a2 - at ) 2 

- ao 2 - 83 
2 

(c) cos e = --------------------Ll 
cos 11'12 .. 

2 ao (al - at) 

1 
1 

(d)! 

que l'on peut exprimer en fonction de 1 'une des deux grandeurs ao ou at 

at 8l 83 ao 
Posons rt "' . r1 

... _ 
' 

r3 
... _ 

ro =- .. l ' 
ao ao ao ao 

les relations deviennent 

(rt + r1) 1 - r, 1 + l (rt + r2 ) 1 - r3 1 - l 

cos 1l'L1 
1:1 (a') cos e Cl (b') 

2 ( rt + r1) Lt 2 n 

(rl - r1 ) 1 - r3 1 + l (r2 - rt) 1 - r3 1 - l 

cos 1l'L2 - (c') cos e 1:1 (d') 
2(r2 - r1Y 

14 2 r3 

ao 82 83 

Posons Po -- . 
' Pt = l . Pl 

.. _ 
P3 --' 81 81 81 

les relations s'écrivent encore selon 

( 1 + Pl ) 2 + Po 2 - P3 2 (1 + Pl ) 2 - P3 2 - Po 2 

cos 1l'L1 - ( .'l ") cos eL1 - (b" 
2 Po ( l + P2) 2 Po P3 
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cos 'l'la ------------
2 Po (p2 - 1) 

cos ela m -------------------

2 Po P3 
( d") 

(p2 - 1) 2 + Po 2 - P3 2 
(c") 

II.1.2.b. Points morts caractérisés par l'alignement de BC et de CD 

(coupleur et barre de sortie alignés). 

81 

~ A '· X 0 A~~ TM2 C2 

Figt~re 2. 4 (AB moteur) 

En utilisant les relations dans les triangles AB 1 D et A~D, on peut écrire 

les relations suivantes : 

ao 2 + a1 2 - ( a2 + a3 ) 2 ao 2 + a1 
2 

- (a 2 - ru ) 2 

cos 'l' MJ .. --------------
2 ao a1 

(a) COS 'l' "" ~----------------M2 2 ao a1 

81 2 
- ao 2 

- (a2 + ru) 2 a1 2 
- ao 2 - (al - ~ ) 2 

cos 0 - -----------------. Mt 
(b) 0 "" Arccos Mz ----------- -l' 

2 ao (a2 + ru) 2 ao (al - ru) 
(d) 1 

On peut définir l'angle d'ouverture Ô'l' ~'l' .-'l' • 
M Mt Ml 

Comme précédemment, il est possible d'exprimer toutes ces relations relati­

vement à une des grandeurs. En général, il est intéressant d'utiliser ao 

ou 81. 

1 

81 ru ru 1 

1 

• Posons r1 -- n =- n --
1 ao ao ao 
1 

1 + r1 2 - (r2 + n )2 1 + r1 2 - ( r2 - n )2 J 'l'Ml • Arccos (a') 'I'Mz = Arccos 
2 r1 2 rt 

1 
1 

' 

r1 2 - 1 - (r2 + rJ) 2 r1 2 - 1 - (r2 - rJ) 2 

0 • .A.rccos (b 1) eMJ • Arccos + 1f 
MJ 2(r2 + rJ) 2(r2 - rJ) 

(d') 
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ao 

• Posons Po • -
al 

P2 "" 

3 1 

(a") 'i' • Arccos ----------Ml ' ( c" 
2 Po 2 Po 

eMt • Arccos 
2 Po (P2 + P3) 

(b") 0 ""Arccos Ml 

12 - Po 2 
- CP2 -p3) 2 

--+tri 
2 Po (p2 - P3) 

(d")' 
! 

II.I.2.c. Remarque~.!!, fonctionnement du 4 barres 

C'est le problème de la transmission de l'effort d'une 

barre à une autre. Partant de l'état de repos une barre (i) ne peut commu­

niquer un mouvement à une barre (j) que si l'effort exercé par (i) sur (j) 

est oblique par rapport à la direction de (j). On trouve cette situation 

dans la configuration du 4 barres qui correspond au point mort. 

B L'action de BC sur CD est dirigée suivant 

Figure 2.5 

CD si on ne tient pas compte de l'inertie. 

Celle-ci cependant intervient, ce qui va 

entraîner une action sur CD qui définira le 

sens de départ de CD par rapport à la posi­

tion point mort. Ce sens (1 ou 2) n'est donc 

pas défini par l'élément moteur comme espéré 

mais par l'inertie du mécanisme, ce qui est un inconvénient. 

En plus, il faut mentionner le phénomène de CHOC qui existe au moment 

du "blocage" en fin de course a 11er. 

II. 1. 3. !n.&.l!:., de E_r!_n~mi s~i.2,n 

II.1.3.a. Définition 

Figure 2. 6 

.... 
(bl 0 

Une étude statique rapide de DC montre l'intérêt présenté dans la transmis­

sion des efforts par l'angleT. 

F représente l'action du coupleur sur CD, mais F ne participe pas en 

1 
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-totalité à 1 'effort "moteur" sur CD, seule sa composante F eff y participe, 
-+ 

on appelera F eff force efficace 

IF effl = lrl cos (~- T) 
2 

(2. 7) 

Il est possible de caractéri~er la capacité de transmission de l'effort 

entre le coupleur et la sortie par 

ri? effl 

R (2. 8) 

Le rendement sera d'autant plus élevé que R sera proche de 1 donc 
11' 

T proche de 

F eff • O. 
• On retrouve le problème du point mort quand R = 0 soit 

2 

De plus !'angle T varie au cours du mouvement -+-
mnc F eff va varier au 

cours du 

donc une 

mouvement, ce qui introduit un 
. • d d'è . . ... 

var~at~on e -- qu~ peut etre 
dt 

"couple moteur" variable sur DC 

importante. 

- De même il y a variation des contraintes dans la barre DC (d'où 

accélérations importantes, bruit, vibrations). 

Tout ceci amène à définir une règle très importante à respecter dans la 

conception d'un mécanisme 4 B. 

- T qui varie au cours du mouvement doit conserver une valeur 

minimum la plus proche possible de 1T /2. 

Il est donc nécessaire de rechercher les positions pour lesquelles 

T est minimum. 

II.1.3.b. Angle de transmission minimum Tm 

Soit une position quelconque du 4 B illustrée par la 

figure (2.6.a). On exprime T en fonction de~ par exemple. Il suffit d'u­

tiliser les relations dans les triangles ADB et DBC soient 

BD2 
a ao 2 + at 2 

- 2 ao at cos ~ • a2 2 + 83 
2 - 2 a2 83 cos T 

Différencions + 2 ao at sin ~ d 'i' • + 2 a2 83 sin T d T 

dT ao 8t sin 'i' 

- (2. 9) 

d 'i' 82 83 sin T 

donc T est extrémum quand sin 'i' ... 0 soit 'i' .. 0 ou 'i' = ,. 
ce qui donne graphiquement 
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Figure 2. 7 

(a) If = 180° 

On reviendra sur T minimum lors de l'étude de la synthèse des 4 B 

T devenant un élément primordial. 
m 

1!.2. ANALYSE CINEMATIQUE DES !!_ ~ 

Les dimensions du mécanisme et le rôle de chaque barre sont connus, 

il s'agit de déterminer les lois de mouvement. 

11.2. 1. Méthodes 

a. Méthode graphique vectorielle bien connue qui consiste à dessiner 

une position du mécanisme et à représenter graphiquen~nt les vi­

tesses et accélérations des points intéressants en "traduisant" 

graphiquement les relations de composition des vites~es et accé­

lérations [ 22] 

B. Méthode matricielle basée sur le principe des matrices de dépla­

cement [ 23] 

y. Méthode analytique basée sur la représentation complexe des vecteurs. l 
i 

Dans un souci d'économie~ calcul numérique, on utilisera la méthode ana­

lytique basée sur l'utilisation des nombres complexes, qui n'utilise que 

deux nombres réels alors que la méthode matricielle en demande quatre. 

11.2.2. Dé.E,li!,c~~n!_s 

Peuvent être envisagés du point de vue du déplacement angulaire des 

barres et du point de vue déplacement de points liés à ces barres. On se 

limiter a au premier cas, la connaissance des angles permettant .le passage 

aux coordonnées des points. 

~ 

j 

1 
1 
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On peut. écrire 

.... -.. .... ~ 

AB + BC • AD + DC (2. JO) 

Soit a, i0i i0i e +a1e .. i0o ie3 aoe +&e (2. 11) 

i<\ 
Sachant que : e • cos Elk + i sin 0k et en séparant les parties 

réelle et imaginaire dans (2. 11), il vient : 

a, cos 0i + a1 cos 0i • ao cos 0o + B3 cos e3 
a, sin 0i + a1 sin 02 = ao sin 00 + B3 sin e3 

Le cas le plus fréquent est celui où 0o "" 0 ce qui 

at cos 0, + a2 cos 02 ... ao + B3 cos El3 
a, sin 0, + a2 sin 02 - B3 sin El3 

Toutes ces relations étant équivalentes. 

(2.12) 

donne 

( 2. 13) 

Les équations (2. 13) contiennent 3 paramètres angulaires de position. 

e1 étant supposé connu (moteur), on peut exprimer 0:1 et El3 en fonction 

de 0t de différentes façons. 

Il existe une méthode pennettant d 1 exprimer El3 .. f(01 ) sous forme d 1 une 

relation qui sera utilisée dans les problèmes de synthèse. 

On élimine 82 dans les équations (2. 13) en écrivant que 

ce qui donne 

(al cos El2) 2 - (ao + B3 cos El3 - a, cos et)l 

(a2 sin Ga) 2 .. ( B3 sin El3 - at sin 0t} 2 

+ a2 2 - ao2 + B3 2 + at 2 - 2 a, B3 (cos El3 cos e, + sin 03 sin 0t ) + 

2 ao B3 cos El3 - 2 ao a, cos e, 

34 

e, ) + 2 ao & cos El3 2 ao a, co 

0, = o 
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en divisant par 2 a1 aa et en posant 

ao ao ao2 + 81 2 + él32 - a2 2 

Kt = K2 ... . K3 = , (2. 14) 
a1 83 2 at él3 

Il vient Kt cos 03 - K2 cos 0t + K3 .. cos (03 - 0!) (2. 15) 

Relation dite de Freudenstein [ 9 ] 

Les valeurs de 01 étant connues, on peut calculer les valeurs de 03 à 

partir de (2. 15) : en développant cos (03 - 01) et en exprimant cos 03 

et sin 03 en fonction de la tangente de 03/2, on obtient une équation du 

second degré en tangente 03/2 facile à résoudre. 

De la même façon, on pourrait calculer 02 = f(01) en introduisant les 

coefficients : 

ao é\32 - ao2 - at 2 - a2 2 

Kt (déjà défini) . 
' K4 - Ks = 

82 2 81 a2 

ce qui amène à la relation . . 

1<4 cos 0t + Kt cos ~ + Ks • cos (0t - 02) (2. 16) 

11.2.3. Vitesses 

On part de la relation (2.11) que l'on dérive (avec 0o = O) 

i0t d 0t i~ d ~ i03 d 03 
-+- i a1 e - + i a2 e - = i aa e 

d t d t d t 

En posant 
dE\ 

= i (2. 1 7) 

Et en séparant les parties réelles et imaginaires 

a1 Wt cos 01 + 82 W2 cos 02 .. él3 W3 cos 03 (2. 18) 
81 WJ sin 0t + a2 W2 sin 02 -83 W3 sin 03 

Ce qui conduit à . . 
81 sin (01 03) at sin (01 02) 

W2 .. -· Wt W3 .. Wl (2. 19) 
82 sin (03 - ~) 83 sin (03 0z) 

II.2.4. Accélérations -------
On dérive la relation ( 2. 1 7) (cas où 0o = 0) 
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. 0 1• Bt d Wt . . d W2 
2 1- t 2 1~ 1~ 

+ i at Wt e Wt + i at e - + i a2 w2 2 e + i a2 e -= 
d t d t 

ie3 i03 d W3 
i 2 83W3 2 'e +i83e- (2.20) 

d t 
d llk 

0 

~ 
Séparons parties réelles et imaginaires et posons --= 

d t 

Sin 0t 0 
Sin~ 

0 + 83 Sin 03 0 2 Cos 0t W22 Cos - at Wt - a2 W2 W3 "" + at Wt + a2 

- 83 WJ2 Cos 03 

Cos 0t 0 + Cos 02 
0 Cos 03 0 2 Sin W22 Sin .at Wt a2 W2 - 83 W3 - + at Wt 0t + a2 

- 83 2 W3 Sin 03 (2.21) 

l'on peut résouà re en 0 et 0 que W2 W3o 

II, 3. SYNTIIESE DIMENSIONNELLE 

La synthèse dimensionnelle d'un mécanisme peut être considérée comme 

étant la première étape dans l'établissement du PROJET du mécanisme, c'est­

à-dire la recherche du schéma CINEMATIQUE répondant aux conditions imposées • 

On peut se trouver en présence de deux types de problèmes : 

- Synthèse d'un mécanisme GENERATEUR DE FONCTION : on impose une 

relation entre les positions d'un élément et les positions des 

autres éléments. Exemple : pour le 4 barres n positions diffé­

rentes de 0t étant connues, on voudrait que 03 prenne n positions· 

définies par le fonctionnement du mécanisme. 

- Synthèse d'un mécanisme GENERATEUR DE TRAJECTOIRE une trajec-

toire étant définie dans le plan (ou un ensemble de n points 

distincts), on impose à un point lié au mécanisme de suivre cette 

trajectoire (ou de passer par les n points). Exemple . pour le . 
4 barres, on essaie de faire passer un point lié au coupleur par 

n points di~tincts liés au plan, soit pour des valeurs de 0t 

données, soit indépendammment de 0t, 

Les n positions ou les n points recherchés seront~dits de précision ou 

idéaux. Il est évident qu'en général il ne sera pas possible de faire coin­

eider exactement les conditions imposées et la réalisation. Le problème est 

donc de rechercher les dimensions d'un mécanisme qui approche au Plus près 

le mécanisme idéal. Il est possible d'aboutir à une famille de mécanismes 

issus de la synthèse dimensionnelle, la sélection se faisant ultérieurement 

par l'étude des caractéristiques cinématiques et dynamiques. 
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11.3.1. Pr.2,b.!_è~ de~ E_oi_n.!_s ~e E_récisio~ 

Soit la fonction idéale y = f(x) qui doit être générée sur un in­

tervalle xd ~x~ xf (xd =point départ ; xf =point final). Dans le 

cas du 4 barres, il s'agirait par exemple de 03 = f(Eh). Soit g(x) la 

fonction réelle engendrée par le mécanisme après synthèse dimensionnelle. 

Le problème revient à trouver qu'elle est la valeur minimum de 1 'er­

reur Il f(x) - g(x)ll maximale. On se basera dans la suite de 1 'étude sur une 

méthode d'approximation appuyée sur les polynomes de TCHEBYCHEV [2 4] donc 

à définir les points de précision en rapport avec ce polynome, à savoir 

Les points de précision x. (i = 1,2,3, ••• ,n) sont donnés par : 
1. 

1 
x. = - (x + xf) - - (x - x ) cos a. 

1. 2 d 2 f d 1. 

avec a. • (2 i - 1) 
1. 

1r 

2 n 
radians 

II. 3. 2. Ca.r.a_st~ ri_s .!_i_s_u~s _aé.2,m~t ,!Î.9. u~s _ 

a. Temps de parcours 

ao = 0 a "" 1T n+ 1 

1 AB 1 = a1 ; 1 Be 1 = a2 ; 1 ë'DI = aa ; 1 AD 1 "' ao ; AB moteur 

(2.22) 

On définit l'aller quand la manivelle et le balancier ont le même 

sens de rotation. L'étude porte sur un 4 B M B. 

Pour un tour de la manivelle, la sortie 

DC fait un aller 1 et un retour 2 mais 

les angles décrits à l'entrée sont diffé­

rents 1 ~ B1 E B2 

2 ~ Bl F B1 

donc les temps mis pour décrire ~ 0
1 

sont 

différents (si ~1 = constante) 

•1. 

i 
J 

Temps aller t 
~ on définit le coefficient t = ------------~ 

Figure Temps retour 

1T + a .. • t (2.23) 
1r - a 

Le fait que t et t puissent être différents est caractéristique du 
a r -

mécanisme et peut se traduire par la connaissance de a que nous considé-

rons comme paramètre caractéristique fondamental. 
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1. 

b. Paramètres caractéristiques 

-a qui vient d'être défini 
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~L angle limite, correspondant à la position limite ~11 angle aigu 

- 1::. e1 caractérise "1 'ouverture" de la barre sortie dans le 4 B M B 

T qui, comme vu précédemment, est fondamental dans l'aptitude au 
m 

fonctionnement du mécanisme 

Les longueurs des barres ou plutôt les proportions du mécanisme, 

On rappelle que les proportions peuvent s'exprimer : soit en rap­

portant à ao (fixe), on écrit alors : 

a, 
r, .. -

ao 

soit en rapportant à a, (moteur), on écrit alors 

ao 
Po .. - ; Pl .. - ; P3 =-

a, a, a, 

- Les déplacements, vitesses, accélérations des éléments. 

c. Calcul de T dans le cas 4 B M B (d'après figure 2.7.(b) m 
------------- paragraphe II. J.3.b.) 

Dans triangle B C D 

!! ., 
i 

Il 
j· 
il 
li 
~l 
~ . 
• 1 • 
. ;~ 
' 

;1 

q 
J 
; 
1 

!1 
1 

'1 
'j 

:l 

1 

i 
1 
1 

.1 
:: 

Î 
d 
·i 

rl 2 + r3 2 
- ( 1 - rd l Pl 2 + P3 2 

- (po - J' 
--------- = --------·1 cos T 

m ------------------------ -
1!.3.3. ~ynthèE_e ~i~!!.si:_o!!.n=._lle _ _foE_c!_i~n de la ~o!!_n~i~s~n_se ~e ~' '1'1 , 1::. eL 

On considère que les paramètres inconnus sont les longueurs des 

éléments ; les autres paramètres constituant tout ou partie des données, 

donc 3 inconnues à déterminer soit {r1 ,rl ,r3} ou {po,Pl ,p, }. 

a. Mise ~ équati~ (figure 2, 9) 

Triangle A c, D * 
(2.25) ou 

Triangle A D <4 

(2.2 S} 

ou 

.. 
ou 

ou 

83 2 
,.. (a, + a2 ) l + ao l - 2 ( a1 + al ) ao cos 'l' L 

n l = ( r1 + n ) 2 + 1 - 2 ( r, + rl ) cos ~ 1 
p, 2 '"'(1 + p2 )

2 + p0
2

- 2(1 + P:dPo cos 'I'L 

33 2 ""(ru- a1) 2 + ao 2
- 2(al ·- a,)ao cos ('1'1 +a) 

r 3 2 
... (rl - rd 2 + 1 - 2(n - rd cos ('1'1 + a) 

P3 2 • (pl- 1) 2 + Po 2 -:- 2(p2- l)po cos ('I'L +a) 

(a) 

(b) 

(c) 

(a) 

(b) 

(c) 

'·1 

'1 
1 

·.1 

i 
.1 

1 
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!! 
Cl ,; 
1· 
il 
fi 
d 

.. 
' 

~ . 

Triangles C2 D Ct .. 332 

et c2 A Ct ou r3 2 
( 1 - cos Il 

(1 - cos Il 

e ) = L 
e ) = L 

a1 2 ( 1 + cos a) + a2 2 ( 1 - cos a) (a·: 
:1 

r1 2 ( 1 + cos a) + r2 2 
( 1 - cos a) (b' 

1 (1 + cos a) + p2 2 (1 - cos a) (c
1! ( 2.2 7) ou P3 2 ( 1 - cos Il e ) = L 

Donc calcul possible de pour ao = 1 

pour a1 = 

b. Principe~ déroulement de l'étude 

Pour une valeur de l'ensemble {a,~L,ll eL} on détermine les dimensions 
1 

d'un mécanisme (par 1 'intermédiaire de r 0 , r2 ,r3 par exemple). On calcule '1 

ensui te Tm avec les relations ( 2, 24) , puis les caractéristiques ci né mat iq ue s :1
1 

(vitesse, accélération) qui ne sont pas "contrôlées" à ce stade. En effet, j 

elles se déduisent des dimensions qui ont été définies en fonction de posi­

tions dans le plan. Il peut donc y avoir rejet du mécanisme pour une utili­

sation dans des conditions dynamiques précises (par exemple parce que 

l'accélération est trop importante dans certaines zones). 

On connaît (II.1.3) l'importance de T dans l'aptitude au fonctionne­
rn 

ment du 4 barres. Il paraît donc intéressant d'optimiser le mécanisme en 

fonction de T • 
rn 

On procédera de la façon suivante : 

- On se donne une valeur de a (temps aller/temps retour) et une valeur 

de Il 0L (amplitude angle de sortie) ; on fait varier ~L (de 0 à n/2 par 

exemple). Pour chaque valeur de ~Lon obtient des valeurs de ri ou Pi donc 

les dimensions d'un mécanisme. On sélectionne celui qui correspond à T m 
maximum. 

On recommence le processus en gardant le même ~ mais en prenant un 

Il 0 différent. -L,....;......;;;..---
On peut donc établir des graphes qui, pour un a donné, permettent de 

choisir ~mécanisme "optimum" du point de vue de 1' angle de transmission. 

Un exemple de graphe est donné en fin de chapitre. 

c. Méthodes de calcul 

. On peut envisager deux écritures différentes qui conduisent à deux 

modes de calcul. On utilisera la seconde. 

A. On garde les équations telles qu'elles se présentent en (2. 25), 

(2.26), (2.27). On est donc amené à résoudre un système de 3 

équations non linéaires à 3 inconnues. Par exemple, les 3 équations 

(2.25 b), (2.26 b), (2.27 b) à 3 variables rt,n,n. 

., 
1 

i; 

•ï 
' ~ 
1 

'i 
!1 
JI 

-1 1, 

ij 
··1 

t: 
1 

t 

1 
l' 
! 
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On pourrait utiliser la méthode de résolution dite de NEWTON­

RAPHSON dont l'exposé est fait dans le chapitre consacré à la 

synthèse du six barres. On peut déjà dire que cette méthode pré-
1 
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sente l'inconvénient de nécessiter une solution initiale point de 

départ des calculs. De plus cette solution doit être proche de la 

solution réelle pour pouvoir envisager la convergence. 

B. La forme particulière des relations (2.25), (2.26), (2.27) conduit 

à envisager une autre forme d'écriture qui se traduit en fin de 

compte par la résolution d'une équation du guatrième degré. En ef­

fet, les 3 paramètres sont séparés dans la troisième équation et 

r3 apparaît sous la même forme dans les 3 équations. 

On conserve !L comme paramètre on part des relations (2.25 b), 

(2.26 b), (2.27 b) et on exprime r 1 et n en fonction de n. 

(2.25 b) - (2.26 b) ~ 2 r1 r2 - rt {cos ~L + cos(~L +a)} 

- r2 {cos ~L- cos (~L + a)} = 0 

r2 {cos ~L- cos(~L + a)} 

Ce qui donne rt "" --------------
2r2 - {cos ~L + cos(~L +a)} 

On remplace dans (2.27 b) en conservant r2 et en posant 

A • cos ~L - cos (~L + a) ; B = cos ~L + cos (~L + a) 

(2.28) 

(2.29) 

1 
1 
1 

! 
':l 

li 
~ 

: ~ , . . , 
.·: 

On ordonne suivant les p1uissances de r 2 et on appelle k. le coefficient de r2 ! 
l. !' 

Il vient : 

ou (1 - cos 6 e ) 
L 

{r2 2 + J -

r2 2 (cos a + cos ~ eL) 
(2 

A 
. 2 

( 1 - cos 6 e ) - 2 r2 L 
2 r2 

+ r2 2 
( J - cos a) 

2 r2 cos ~L}• 

A2 

-+ r2 
2 (t - cos 

r2 - B)l 

A 
+ 2 r2 cos ~L 

- B 2 r2 

a) 

( 1 - cos 6 e
1

) 
- B 

1 

.1 
f ·1 

li 
'1 
l1 

:'1 



Ce qui conduit à 

K. -= 4(cos 6 eL - cos a) 

Ka ... 4 B ( 1 - 2 cos 6 e + cos a) 
L 

4 1 

~ = ( 1 - cos 6 eL) {AB - 4 + 4(A - 2 B) cos lf'L} + A2 (cos a + cos 6 eL) 

+ B2 (1 -cos a) 

K1 a 4 B(1 -cos 6 eL) {1 + cos lf'L x cos (lf'L +a)} 

et l'équation à résoudre s'écrit 

(2. 30) 

C. On prend RL comme paramètre en partant des relations (2.25 c), 

(2.26 c) et (2.27 c). La démarche est la même qu'en B. Les symbo­

les A et B ont la même définition. 

1 

1 
1 

'1 

(2.25 c)- (2.26 c) =* 4 Pz- 2 Po {(1 + p2 )cos lf'L- (pz - 1) cos (lf'L +a)}'"'::! 

2 P2 

ce qui conduit à Po'"'---- (2.31) 
A Pl + B 

{( ) 2 .. }1/2 (2.25 c)-+ P3 • 1 + P2 +Po .. - 2(1 + Pl)Po cos lf'L (2.32) 

Après remplacement dans (2.27 c), on ordonne suivant les puissances de Pz 

et on appelle K. les coefficients de p2 i. Après simplification, on abou-
1 

tità 

Ka • 2 A B ( 1 - cos a) 

~ • A2 (cos a + cos 6 e ) + B2 (cos 6 e - cos a) - 4( 1 - cos 6 eL) L L 
(1 +AB- 2 cos 2 lf'L) 

' 
•· 



Kt • 2 AB (1 + cos a) 

et 1 'équation à résoudre : 1<4 P::~ 4 + KJ p::~ 3 + K::~ Pl 2 + Kt P2 + Ko = 0 

D. Troisième possibilité d'écriture en conservant !L comme paran~tre 

et en partant de (2.25 b), (2.26 b), (2.27 b). 

(2.25 b) - (2.26 b) conduit à r 2 = ---- (2.34) 
2 r1 - A 

(2.25 b) -+- (2. 35) 

qu:i., en remplaçant dans (2.27 b) et en ordonnant, conduisent à 

K. .. 4(cos 6 eL + cos a) 

K3 • 4 A ( 1 - cos a - 2 cos 6 e ) 
L 

K2 a (1 - cos 6 eL) {- A2 
- 4- 8 A cos ~L + 4 B cos ~L + 2 AB} + 

B2 (cos 6 eL- cos a) + A2 (1 + cos a) 

K1 • 4 A (1 - cos 6 eL) {1 -cos ~L cos(~L + a)} 

Ko .. - < 1 - cos tl e > A2 

L 

et l'équation à résoudre 

03 .. f (et) 

Les valeurs de el étant données, on recherche un mécanisme pour 

lequel les valeurs de Ga correspondent à des positions imposées. 

a. Positions de précision 

42 

i! 
l' 
( .. 
. ' 
,·, 
'' ,, 

Nous désignerons par cette expression les positions du plan imposées ii 

à 03 pour certaines valeurs de e1 • 

Quel peut être le nombre de ces positions de précision ? Il dépendra 

de la méthode employée et de la mise en équation. 

: ~ 

; ,. 
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A 

b. ~ise ~équations, solutions ~ ~ figure ..!!:.. ~ général 

Le système se présente géométriquement avec 

~paramètres, soient ao, a,, a2, ~ les lon­

gueurs, f3 et 0o. position initiale de AB. Les 

positions de AB étant repérées à partir de 00 

par les variations 01 • 
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Figure 2.10 

X Nous pouvons écrire des relations 03 = f(01) 

03 et 0, étant les pararoè tres fixés. 
..... ..... ...... ..... -+- 4-

0n part de AB + BC = AD + DC, on projette sur X et Y et on élimine 

0 2 entre les relations 

..,. a2 2 

a, cos (0o + 0.) + a2 cos 02 = ao cos f3 + ~ cos ~ 

a1 sin (0o + 01) + a2 sin ~ = ao sin f3 + ~ sin ~ 

-a, 2 + ao2 + a3 2 + 2 ao ~ cos (S- 03) - 2 ao a, cos (13 - 0o - 01) 

- 2 al ~ cos (~ - 0o - 0.) 
(2.37) 

• ter cas : il est souvent intéressant de travailler sur les propor­

tions, ce qui ramène les paramètres longueurs à 3, soit avec les 2 

paramètres angulaires 0o, e ~ p_ar-~ géométriques.~ d_éter_m~. 

En reprenant les symboles de l'équation (2. 15) paragraphe 11.2.2., 

1 'équation précédente devient avec . . 
ao ao (at 2 + ao2 + ~2 - B2 2) 

Kt • K2 - K3 -
at ~ 2 at 83 

;, 
1• ,. 
j, 
1 

1 :: 

' 
il 

.i 

:1 
1 

(03 - 0, - 0o) (2.38) • 
1 

K1 cos ( f3 - 03 ) - K2 cos ( 8 - 0t - 0o ) + K3 = cos 

Si nous écrivons 5 équations du type (2.38) liant les cinq paramètres 

le système est théoriquement résoluble ~ emploi de 5 couples 

{01 , 03} donc de ~positions ~précision mais le système est non 

linéaire. 

• 2ème cas la non linéarité du système précédent découle des 2 

paramètres 8 et 0o. On peut donc simplifier la résolution en éliminant 

ces 2 paramètres. On fait 8 .. 0 ; 0o • o. 
L'équation (2.38) devient Kt cos 03- K1 cos 0, + K3 .. cos (03- 0,), 

nous retrouvons l'équation (2. 15). 

Il n'y a plus que 1 paramètres combinés linéairement, donc système 

1 
li 

.. 
·:; 
,:1 
:.t 
il 
·.1 
'1 

':! 
.. ! 

... 
1 
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de 3 équations linéaires, mais emploi de seulement 3 couples 

{0t, 0.3 } donc 1. positions de précision. 

• 3ème cas : On veut un nombre ~ "points de précision" élevé 

emploi de la méthode basée sur les moindres carrés. 

Dans le cas qui nous intéresse, le processus peut être le suivant 

-écrire l'équation reliant les angles d'entrée et de sortie et les 

paramètres géométriques, 
• ..... -+ ~ 

so1t F(0t ,03 ,a) = 0 (a represente les 4 dimensions du mécanisme) 
-+ 

03 = f ( 0t , a) ; transformer l'équation sous forme explicite 
-+ -+ 
a -+ a (0) ; donner une valeur de départ à 

à partir de ~(0) , calculer 
-+ 

= f. ( 0
1 

. , a ( 0)) 
1 1 

i = 1,2, ••• ,n 

pour chacune des i positions de précision 

e~i .. valeur calculée par opposition à 0
3
i valeur imposée idéale 

- puis calcul de 

itération sur 
-+ 
a pour rend re 4> minimum, 

les dimensions du mécanisme associées aux 

-+ • ~ le a f1nal representant 
c 0
3
i correspondants. 

Remarque 1 : Si il est difficile d'exprimer 03 • f(0t ,-:) de façon expli-

cite~ on conserve Fen écrivant Ci"" Fi(0Ji'0Ji'~) (i a 1,2, ••• ,n) 

en remarquant que dans ce cas C est la fonction erreur 

n 
t • E 

iraJ 
c~ 

l. - [ 
-+ 2 E F. (0

1
. ,0

3
., a)] 

l. 1 1 

c 
La suite se traitant comme précédemment, on tire les valeurs de 03i de 

1 'équation 
-+ 

F.(0
1

.,0
3

. ,a) ~ 0 
l. l l 

-+ 
Remarque ! : On peut prendre pour a(O) une solution de synthèse en 

3 positions de précision (cas 2) 

c. Cas du 4 B M B en utilisant la méthode des moindres carrés 

On part de la relation fonctionnelle F : on peut prendre la 

re lat ion (2. 15) 

Kt cos 03 - K2 cos 0t + K3 - cos ( 03 - 0t ) = 0 (2.15) 

Appliquons la remarque 1 précédente 

!j 
44 ir 

il 
'1 
1 ~ 
l' 
1:· 

it ,, 
1 
; ' 

: i 
il 
1 i 
1 

if 

.i 
1 

. ' 

1 

"· ,i' 
•\ 

~ 
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c. .. K cos 03i - K2 cos 01i + K3 - cos (e3i -eeli) 1 1 

n a ~ a ~ a ~ 
~ - I: c~ 4> mini si - = --=- = 0 

i•l 1 a K, a K2 a Ka 

a 4> n 

• 2 I: (K, cos 03i - K2 cos 01i + Ka - cos (0
3
i - e1i)) cos 0

3
i = 0 

a K, i=1 

a ~ n 
• 2 I:-(Kt cos 03i - K2 cos 01i +Ka - cos (03i -01i)) cos 01i ::Il 0 a Kl i=1 

a ~ n 
... 2 I: (Kt cos 0

3i 
-K2 cos 01i +Ka - cos (03i - 01i)) = 0 

a Ka i=1 

Donc résolution d'un système de 3 équations linéaires à 3 inconnues. 

1!.3.5. ~thè~e di!!!.e~s,io~n~l.!,e .fu!!_ i..!!. .s.éné.!.a!_e~r de ~hemi_n 

a. Problème : {figure 2. tl} 

45 

j: 

( 2. 4(, 

l 
l 

(2.411 

(2. 4~ 

(2. 4: 

(2. 4l 

Déterminer les paramètres de façon que, pour des positions données 
i 

de AB (moteur), un point P lié au coupleur coÏncide avec des points tracés 

sur le plan. 

1 ëP 1 • a ~XE~ • a1 I!Bê~ .. 82 1 ëü~ "" B3 IXD~ .. ao 

~0!11 - .l4; ~ 601 .. as ~13PI .. 86 ~ ëP ~ - a, . 

Les paramètres étant définis sur la figure, nous voyons que le pro­

blème revient à détermin~r A 1:1 {ao ,al ,H2, ••• ,a,} ainsi que a et e. 

l;· 
1, 
,. 

i 
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y 

Les données sont d'une part les diffé­

rentes positions imposées de Gt ~ {e
1
i} 

et les positions correspondantes souhai­

tées du point P ~{a, é}. 

x 
Figure 2. Il (AB moteur) 

b. Mise ~ équations 

En partant des deux boucles (0 AB PO) et (0 D CP 0), on peut 

écrire .... ..... .... _... 
OA + AB + BP = OP ................... (2.45) 
OD + DC + CP = OP 

ou encore 

eia + 
i0t 

+ 
i~ ié 

84 at e 86 e "" a e 

iS iOJ ie, i6 (2. 46) 
as e + éi3 e + a, e = a e 

Puis en projetant sur les deux axes 

84 cos a + at cos 0t + 86 cos ~ = a cos cS (2. 4 7) 

84 sin a + a, sin 0t + 86 sin 06 = a sin ô (2. 48) 

as cos B + éi3 cos 03 + a, cos e., .. a cos ô (2.49) 

as sin B + éi3 sin 03 + a, sin e, .. a sin ô (2.50) 

Equations qui font intervenir a1 ,a. ,86 'él3 ,as ,a7 ainsi que a et S. 

On remarque que ces équations peuvent se grouper par 2, chacun des groupes 

faisant intervenir 3 des paramètres dimensionnels. 

Dans (2.47) et (2.48) on trouve 01 ,a,ô qui sont des données, plus 34,as, 

86 ,a,~ qui sont à déterminer. 

On élimine 06 en utilisant cos2 06 + sin2 86 "" 1 

ce qui donne : 

0 - a2 

+ 

Si on 

avec 

+ (at 2 + 8.4 2 - B6 2) - 2 8.4 

2 a1 8.4 cos (a - 0.) 

pose -(at 2 + 8.4 2 - 86 2) "" S3 
S4 - St S2 

a cos (a - ô) - 2 a1 a cos (Gt - ô) 

(2.51) 

34 • St j a1 • S2 j at 34 = 54 

1 

l 
: 

·[ ,. 
l: 
~ : 

: 1 

: 1 

! 

11 
1 
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On a alors : 

St [ 2 a cos (a - ô)] + s2 [ 2 a cos (et - ô)] + S3 - 54 [ 2 cos (a - et)] = a2 

(2. 52) 

On peut écrire une équation du type (2.51) pour chaque ensemble de valeurs 

{a,ô,et }, d'où un système d'équations à résoudre. 

On travaille de la même façon avec les équations (2.49) et (2.50), ce qui 

amène à des équations du type (2.52) en s 5 ,s6 ,s7 ,s8 avec ss = SsS6. 

c. Résolution 

A titre d'exemple, on traite le cas banal (le plus simple) condui­

sant à une résolution d'équations linéaires. 

Si .!!. ~ imposé extérieurement dans (2. 52), les équations prennent la 

forme : 

A. s t + B . s2 + C. S3 + D. s t s2 = E . 
1. 1. 1. 1. 1. 

(2.53) 

Donc une relation à 3 inconnues St ,s2 ,s3 que l'on associe à 3 groupes 

{a, ô ,et} de façon à obtenir un système (3x3) qui sera résolu de la manière 

classique en posant S4 = St s2 = t et s. =m. + t n. 
J J J 

(j = 1,2,3) (2.54) 

En reportant les (2.54) dans les (2.53) et en séparant les coefficients 

de t des autres, on arrive à des systèmes : 

A. mt + B. ID2 + C. ID3 = E. 
1. 1. 1. 1. 

A. Dt + B . D2 + C. D3 "" D . 
1. 1. 1. 1. 

(2.55) 

(2. 56) 

permettant de calculer mt ,m2 ,ffi3 ,nt ,n2 ,n3 ,.. t "' (mt + t Dt) (ID2 + t n2) .. 
Même opération avec les ss ,s6 ,s,,sa. 

li.4. RESULTATS 

L'angle 

me 4 B, i 1 a 

rapport donné 

T ayant une grande importance dans le rendement du mécanis­
m 

été établi des cartes donnant pour un a donné, donc pour un 

temps aller/temps retour, les dimensions du mécanisme ayant 

pour un angle d'ouverture défini l'angleT maximum. 
m 

Les graphes portent en abscisse les 6 eL (angle ouverture sortie du 

mécanisme) et en ordonnée les angles T , les angles ~ et les coefficients 
m L 

de proportionnalité de ao,a2,8l (a1 ·"" 1) 

Les valeurs des différents para~ètres ont été calculées par l'inter-

médiaire du programme SYNTH 4 B, les valeurs de 6 eL variant de 5 en 5 

degrés, celles de ~L de 2 en 2 degrés. 

1 i 

\' 

1 j 
·1 

li 
~ : 
. ' 

1 
i 
1 

: 1 
1 

! 
1 

1 

t 
: i 
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Nous avons ensuite lissé les résultats de ce programme par un 

polynome de degré 5. 

Utilisation (graphe a = JO) 

l.)·an remarque que pour conserver une valeur suffisante à T, il 
m 

est nécessaire de limiter ~ 0 
L 

â 0L = 100° semble ~~e valeur maximale acceptable (Tmmax J 30°) 

2.) Les courbes tracées ayant été lissées, nous introduisons une 

"erreur" dans la lecture et 1 1 angle T maximum du mécanisme ne sera 
m 

pas exactement le T optimum. Cependant il en restera proche et le 
m 

fonctionnement ne sera pas très perturbé. (Voir l'exemple qui suit). 

Remarque : les courbes relatives à ao et al présentent les plus 

grandes dispersions de points donc les "erreurs" maximales par rap­

port au lissage. 

3.) Un mécanisme ayant été choisi, il faut analyser le comportement 

cinématique ; 

- soit en utilisant les formules données précédemment dans la 

partie analyse ; 

48 

- soit en utilisant partiellement le programme A N 2 4 B P utilisé 

pour 1 1 analyse du "six barres" composé de deux "4 barres" en pa­

rallèle étudié par la suite. 

A titre d'exemple, on trouvera ci-joint les courbes de vitesses et 

accélérations d'un "4 barres" utilisé plus loin en synthèse. 

â 0 • 100° • dimensions calculées par SYNTH 4 B 
L 

a, -

1J' - 20° L 

Si les valeurs avaient été relevées sur le graphe, on aurait mesuré 

a1 • 1 ; ao • 2 • 2 3 ; al .. 2 • 2 3 ; 83 = 1 • 32 

ce qui donne un T max définitif de 27°91. -m-- ..;....---~.;...:..~ 

t 
11 

1 

.1 

' 

: 

., 
1 

: 

'i 
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i. 
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1 
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ii 
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II.S. CONCLUSION 

Le mécanisme 4 barres a donné lieu à de très nombreuses publications, 

ce qui s'explique par la simplicité de sa conception qui entraîne un 

intérêt technologique certain lié à un prix de revient assez bas. Il pré­

sente cependant un certain nombre de limites qui ont été évoquées dans 

ce chapitre et qui amènent l'utilisateur à étudier des mécanismes plus 

complexes mais plus performants. 

r:! ,, 
; 1 

Le mécanisme 4 barres, de par sa "simplicité", permet une étude avec 

des moyens de calcul réduits. Il est cependant à remarquer que la plupart 

des publications ne fournissent qu'un minimum de renseignements sur les 

principes et méthodes utilisés, se born&nt à donner les solutions d'un 

problème précis. Elles ne peuvent donc être abordées avec profit sans 

,1 

une étude préalable des processus fondamentaux de la SYNTHESE et des 

méthodes mathématiques de résolution. 

On trouvera ci-après quelques exemples d'études faisant intervenir 

des paramètres ou des méthodes qui n'ont pas été étudiés dans ce qui 

précède. 

- Mécanismes ajustables : il s'agit d'obtenir plusieurs lois 

e sortie ~ f(0 entrée) à partir d'un ~mécanisme. Une solution existe 

dans le changement de position d'un pivot fixe 

... _ ...... ...... ..... ....... .... 
Figure 2, 12 

A 

........ ........... 
C1-q\ 

\ 
\ 

' \ ,,' 
01~' 

E 

une par la chaîne {A,B,C,D,E}, 

l'autre par la chaîne {A,B,Ct ,D1 ,E} 

L'élément D E est fixe pour chaque fonction mais mobile pour le changement 

1 4 B' ~ {A,n,C,D} 2 fonctions 

de fonction. 

Le parallélogramme {D,G,F,E} permet de reporter la fonction sortie sur un 

pivot fixe. 

Publications de HAIN [14 1 en allemand et SANDOR/MAC GOVERN [12] en anglais. 

- Synthèse incluant des conditions sur les valeurs extrêmes du 

f 

1l· 
1 

1: 
1' 

'1. 

,! 
r 
i( 

il' ~ 
! ~ ,, ' 

'i 
:i 

'·' 

!j 



rapport ws/~ permettant de contrôler les accélérations et les effets 

de l'inertie. 
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Différentes études HAIN [10] ; FREUDENSTEIN [ 9] et SAVAGE/SUCHORA [13] 

cette dernière ayant l'intérêt supplémentaire de faire intervenir T d'où 
rn 

1' 
1 

ii 
'1 

1 

une garantie de fonctionnement dans des conditions correctes de transmission. ,, 

- Synthèse de mécanismes permettant le guidage ~·~solide ~_!!,plan. !: 
Certaines positions du solide dans le plan doivent être atteintes, le ·!; 

solide étant lié à une barre mobile du mécanisme (dite porteuse). On repère 

une droite A B liée au solide dans ses k positions correspondantes aux k 

positions imposées du solide. Le nombre de paramètres augmente, les méthodes 

de résolution restent identiques dans le principe. 

Di vers travaux dont une étude de PRASAD/BAGCI [ 8 ] introduisant la 

recherche du minimum d'erreur par rapport aux positions cherchées dans le 

choix entre plusieurs mécanismes solutions du problème. 

l. 

:!: 
.,· 
1 

.j. 
·'i 
:jr 

'.1 
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q· 
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Lfigendes des graphes prisentis ci-apr~s 

Graphe I Risultat de la synth~se optimale du point de vue de l'angle de transmis- . 
~ ! 

sion pour des micanismes 4B!1B. ~ On trouve en abscisse l'angle 6 

"d'ouverture" du balancier ; en ordonnfies à droite les valeurs des rap-

pqrts a 1 a1; ; a2/a1 
0 

l'angle de transmission 

en ordonnées à gauche les valeur de 

Tm et de l'angle ~L 

Graphe Il : Reprfisentation des variations angulaires, vitesses angulaires et accé­

lfirations angulaires de la barre de sortie d'un 4BMB, la barre d'entrée 

étant supposée tourner à vitesse constante. 

Graphe III : Même représentation que précfidemment pour un 4BMM déduit du précédent 

en imposant à la barre la plus petite, de devenir fixe; 

Graphe IV : représentation des vitesses et accilirations angulaires pour les 

barres 2 et 3 dl 4BMM "croisé" utilisé dans le syst~me Stephenson de 

l'essuie-glace ex. 
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CHAPITRE III 

LE SIX BARRES PLAN A ARTICULATIONS 

111.1. INTRODUCTION 

III.1. 1. Inventaire des différents mécanismes '6 B' 

a. WATT 

13. STEPHENSON 

y. Inversions géométriques 

III.1.2. Comportement du '6 B' 
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b. Mise en équations 

c. Résolution 

d. Procédure 
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III. 3. 1. RUNGE-KUTTA 

a. Principe 

du programme 

b. Extension aux systèmes 

c. Remarque 

111.3.2. NEWTON-RAPHSON 

a. Principe 

b~ Méthode 

111.4. SYNTHESE DIMENSIONNELLE DES '6 B' 

111.4. 1. Mécanisme générateur de fonction 

a. Principe de la méthode 

b. Mise en équation 

E G C X 

III. 4. 2. Mécanisme générateur de trajectoire 

111.4. 3. Méthodes numériques 
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CHAPITRE III 

LE SIX BARRES PLAN A ARTICULATIONS 

lii.l. INTRODUCTION 

L'étude du 4 barres a montré que ce mécanisme présente certaines 

limitations en ce qui concerne l'amplitude de l'angle de sortie, la loi 

des vitesses et la loi des accélérations de la barre sortie. Par consé­

quent, si les performances attendues de ces paramètres dépassent les 

possibilités du 4 barres, il est nécessaire de changer de type de méca­

nisme. 

Dans la famille des systèmes à un degré de mobilité ne comportant 

que des articulations, l'étude structurale a montré que la chaîne la 

plus simple après le 4 barres était celle composée de six barres décom-

posées en 4 binaires et 2 ternaires. 

1I1.1. 1. Inventaire des différents mécanismes '6 B' 

'! 

" 
: 1 

i: 

'1 

r 
1 ' 
j, 

l:: 
il 
J 1 

~ 
r 
~: . 
·: ,, 
f 
l' 
;> 

iJ' 

Il . 
~ 
~· 
1.1 Deux chaînes de base : WATT, STEPHENSON (Résultats étude structure) 1 ~ 

ii 
a. WATT ~ 2 types 

(a) W 1 : type 1 : A G F fixe 

3 pivots fixes 

E 

couple moteur : {6 fixe + J} 

Figures 3. 1. 

c 

A 

(b) W II : type 11:A B fixe 

2 pivots fixes 

couple moteur : {1 fixe+ 2} 

- W I correspond à deux 4 barres mis en série, le second "amplifiant" le 
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1 

';! 
'1 
1 . ' 

premier, on retrouve donc tous les problèmes liés au 4 B ; les !' 

3 barres 1,3,5 ont des mouvements de rotation pure ; les barres 

2,4 des oscillations faibles. 

correspond à l'association de deux 4 barres en parallèle; les 

2 barres 2, 6 ont des mouvements de rotation pure ; les barres 3,5 !: 

des oscillations faibles, mais la barre 4 peut combiner un mouvement 

de rotation de bonne amplitude avec un mouvement de translation 

dans le plan. D'où possibilité théorique d'obtenir le passage d'un 

point lié à 4 sur des courbes autres que des cercles de centre B 

ou A. 

W II fera l'objet d'une étude de synthèse. 

! =: 

i .. :: 
: ~ 
:, 1· 

r"~ 
Î' 

13. STEPHENSON 3 types Figures 3.2. i: 

D A 

c 

B A 

., 
-~ 

1 
l' ,1 

'l L 

!i 
'1' 

(a) S I : type I A E F fixe (b) S II : type II : A B fixe (c) S III : type III :j 
' 

3 pivots fixes A,E,F 2 pivots fixes A,B 2 pivots fixes C,D ii 
i 

couple moteur {5 fixe,1} couple moteur {1 fixe,2} couple moteur 

{3 fixe,4} 

1 

:j' 
li 

:! 

- S I 

- S II 

- S III 

-'c:orrespond à un 4 barres "moteur" couplé en série avec un 

'5 B' .. { C D E F G} 

association des groupes d'ASSOUR G 1 et G 4 

correspond à un 4 B "moteur" couplé en parallèle avec un 

'5 B' = {C DE F G} 

~ \' : 1:' 

1; 1, 

association des groupes d'ASSOUR G 1 et G 4 i! ·i! 

correspond à un 5 barres "moteur" {C D. E F G C} et à un 4 barres !J' ,; 

association des groupes d'ASSOUR G 1 et G 3 ,j · .:! 
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y. Mécanisme obtenu ~_inversion géométrique ~ précédents 

Les dimensions étant identiques, on peut, pour tme valeur donnée 

du paramètre d'entrée e, obtenir des valeurs différentes des paramètres 

cinématiques de certaines barres. 

~exemple, pour !!:.. système S I, il est possible de définir 3 inver­

sions â partir de la représentation de base présentée précédemment (celle-

ci peut d'ailleurs être notée inversion I, il y aura alors 4 inversions 

de S I). 

L'inversion peut se faire sur le 4 B, sur le 5 B, sur le 4 B et le 5 B. , . 

C· 

.. 
i· ·' 
•· 
.. 
J: 

D' 

(a) inversion sur le 5 B {b) inversion sur le 4 B 

Ftgure·3.3. 

III.1.2. ,.Ç_O!!!,P!!,r.!;_e~e~t !!_e!_!! 

Le comportement va dépendre des dimensions données aux différentes 

barres. En effet, si on examine leS Ide base (Figure 3.2.a), il comprend 

un 4 B {A B G F} pour lequel on retrouve les 3 possibilités : 4 B MM, 
·4 B M B, 4 B B B, donc l'apparition de positions limites et points morts 

qui constitueront des limites pour le mouvement du mécanisme. De plus, 

dans la mesure. où ce 4 B participe à la transmission des efforts, l'angle 

de transmission devra être vérifié. 

., ., 

Le problème de la transmission d'efforts se présente moins simplement 

que pour le 4 B dans lequel l'angleT était représentatif de l'aptitude à 

la transmission. Chaque mécanisme va conduire à une analyse et à des règles 

particulières. 1!' 
Figure 3.2.c:j, Si l'on prend en exemple le S III tel qu'il est représenté 

on veut transmettre un couple. On considère en première analyse 1 'équilibre :, 

"statique" (voir figure 3. 4) DE • 4 èst motrice, l'effort est transmis 

directement à 5 (E FA) et, par l'intermédiaire de (AB) et 6 (F G), à :! '1! 
·' 
1: ' 

; 
:! ,\ 

i ~ ; 
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2 (G C B). Les pièces 5 et 2 sont soumises chacune à 3 actions. Les actions 

sur 6 et J sont portées par les directions des barres. 

(a) 

b 
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Deux remarques sont à faire : 
+ + 

1) Le couple "moteur" sur 5 est dû à l'action de F6:z et F12 qui 

doivent créer 2 couples dans le même sens donc J:zB et J:zG doivent 

être "extérieurs" au triangle G B C, ce qui introduit des conditions 

sur la position relative des barres 6 et par rapport à 5. 

Le problème est réduit dans la mesure où c est très proche de B G, 

le triangle G C B étant aplati. 

Si le point J:z se trouve de l'autre côté de C par rapport à G B, 

le problème est résolu. Ceci correspond à un croisement des barres 

6 et 1. 

+ + 
2) L•efficacité des forces F62 et F 12 à transmettre le couple est 

fonction de la composante en projection sur les directions perpen­

diculaires à C G et C B. 
ct 

+ 
F12 + Bb 

1T 

a+ 8 ""-
2 

On a intérêt à diminuer l'angle a ou, ce qui 

revient au même, à augmenter l'angle 8, c'est­

à-dire à rapprocher la direction de la barre 6 

de ia direction de la perpendiculaire à C G. 

Pendant le mouvement du mécanistœ, 1 'angle 8 varie ; il serait inté­

ressant de déterminer ses valeurs et d'essayer de les exprimer en 

fonction des autres paramètres dimensions. 

Il apparaît que le fait de croiser les barres 6 et 1 tend à amener 

a plus près de 0, 

L'étude de la variation de l'angle 8 sera faite sur un cas parti­

culier dans le chapitre V. 

ltt.2, PROBLEMES ~ A L'ANALYSE CINEMATIQUE .!!! 2_! 

111.2, 1. Mé!hod~s 

-graphique : devient complexe du fait du nombre élevé d'éléments. 

Dans les p.ublications récentes, cette méthode se combine 

avec un soutien numérique. 
- numérique basée sur la méthode matricielle. 

-numérique basée sur la méthode vectorielle qui va être utilisée par 

la suite. 
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III.2.2. !_rinE_i.E_e ~e .!_a méthod~ 

a) Notions de boucles indépendantes d'un mécanisme 

On a défini les notions de chaîne ELEMENTAIRE et de chaîne 

COMPOSEE. Les chaînes du 2ème type peuvent être décomposées en chaînes 

élémentaires fermées que nous appelerons boucles. 

Où peut montrer (PAUL [16]) que le nombre de boucles indépendantes 

dans un mécanisme plan est lié au nombre de degrés de mobilité du méca­

nisme par comparaison au nombre d'éléments mobiles (voir Analyse cinématique) 

La notion d'indépendance des boucles peut être précisée comme suit : 

- méE_a~i!_ID!:_ ~e ~O.!!!.PE . .r.!.ant _!U~U!l ~r_2.i~e~ent de ba.E,r~s 

Décomposition en boucles "élémentaires" (B.E.) 

En général, le nombre de boucles indépendantes est égal au nombre de 

boucles élémentaires. 

Principe 

Principe 2 

chaque B.E. contient au moins une barre non inclue dans 

les autres B.E. ; 

si chaque B.E. est parcourue dans le ~ ~ (par exemple 

le sens direct) aucune bouèle fermée du système ne peut être 

obtenue par superposition des B.E. qui ont une ligne en 

commun avec cette boucle. 

- mécanisme avec croisement de barres ------- ------ ---
Décomposition en un mécanisme de base sans croisement et un certain 

nombre de mécanismes additionnels sans croisement construits sur une des 

boucles fermées du mécanisme de base. 

On décompose ensuite chaque sous-mécanisme en boucles indépendantes et 

le nombre de B.E. total est égal au nombre de B.E. du mécanisme de base 

(Bo) auquel on ajoute pour chaque mécanisme additionnel le nombre de 

B.E. (B.) moins une. 
1 

B • Bo + E (B. - J) 
. 1 
1 

Ceci sous réserve des cas spéciaux, en particulier quand une B.E. corres­

pond à une partie rigide. 

b) Mise ~ équations 

Les positions du mécanisme sont repérées dans un système de 2 axes 

+ + 
orthonormés X et Y. 

On appellera a. la longueur de la barre d'indice i, 
1 + 

e. l'angle œ la barre d'indice i avec l'axe des x. 
1 
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On décompose le mécanisme en boucles indépendantes 

nombre de ces boucles. 

soit N le 

On écrit l'équation de fermeture de chacune des boucles et l'on 

projette sur les 2 axes, d'où pour chaque boucle deux équations du type 

l: a. cos e. = 0 
l. l. 

( 3. 1) 
l: a. sin e. - 0 l. l. 

Ce qui donne au total 2 N équations. 

On dérive une première fois par rapport au temps les équations du type 

{3. 1), d'où pour chaque boucle 

l: (a. sin e.) t. = o 
l. l. l. (3.2) 

l: (a. cos e.) t. = 0 
l. l. l. 

et en dérivant une se con de fois 

- r {a. sin 0.) ~. - I: (a. cos 0.) ~2. = 0 
l. 1 l. l. l. l. {3. 3) 

l: (a. cos 0.) ~. - l: (a. sin 0.) ~~ = 0 
l. l. l. l. l. l. 

c) Résolution 

Les équations du type (3.2) et (3.3) sont linéaires par rapport 

aux vitesses et aux accélérations et sont en général en nombre suffisant 

pour envisager l'utilisation des méthodes classiques de résolution des 

systèmes linéaires. Tout ceci à condition que les coefficients de ces 

équations (qui font intervenir les déplacements 0.) soient connus. 
l. 

Les équations (3. 1) sont non linéaires en 0. et ne permettent pas 
l. 

d'obtenir directement lese .• 
l. 

Deux solutions possibles : 

-Résoudre directement (3. 1) par une méthode d'itération, type 

Newton-Raphson (voir ci-après) puis les 0. étant connus, résoudre 
. l. 

{3.2) et (3.3). Cependant la méthode Newton-Raphson ne converge 

rapidement que si l'on cannait une configuration proche de laso­

lution cherchée. De plus se pose le problème de la non unicité de 

la solution du système (3. 1). 

- Iesoudre {3. 2) directement par une méthode classique du type Runge 

Kutta par exemple. Les conditions initiales pouvant être fournies 

par une configuration quelconque du mécanisme, le travail se faisant 

'dans les 2 sens en temps par rapport à la position initiale. 
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Les déplace1œnts trouvés par intégration de (3.2) peuvent être 

"contrôlés" en précision par l'intermédiaire des équations (3. 1). 

d) Procédure suivie ~.!!:_programme E G C X 

-détermination approchée d'une position par tracé. 

- affinement des valeurs initiales par méthode itérative NEWTON-

RAPHSON à partir des résultats tracé. 

- résolution de (3.2) par la méthode de RUNGE-KUTTA. 

- contrôle de la solution par les équations (3. 1) et affinement par 

la méthode itérative. 

- résolution de ( 3 3) 

Avantages Calcul des déplacements et vitesses en même temps pour chaque 

position ; calcul des accélérations sans problème. 

Gain de temps : les problèmes de convergence n'intervenant 

pratiquement plus. 

11!.3. METHODES NUMERIQUES UTILISEES 

On trouvera ci-après un abrégé des méthodes de Rù~GE-KUTTA et de 

NEWTON-RAPHSON utilisées dans les programmes d'Analyse et de Synthèse 

définis dans les chapitres suivants. Pour une étude approfondie, consul­

ter LE GRAS [L 7] , ANGOT [L 1] • 

III.3.1. Résolution d'un système d'équations différentielles du ~remier ----- -- ------------------- ---
ordre : RUNGE-KUTTA --- ---
Cette méthode sera utilisée dans les programmes d'Analyse de 

mécanismes, donc sur des systèmes dont les dimensions sont connues mais 

dont on veut déterminer les vitesses et les accélérations des différentes 

barres. 

La mise en équation a été faite au paragraphe III.2.2.b. On considère 

les équations (3.2) que l'on écrira sous la forme : 

(3.4) 

Les A
1
.k et B. étant des fonctions des a. et 0. et ~k représentant 

1 1. "J 

d t 
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Si à un instant t, les a. et 0. sont connus, il en est de même des 
l. J 

Aik et Bi donc (3.4) devient linéaire. Or il est possible de faire un 

tracé qui correspond aux dimensions et donne les valeurs des 0. à un 
J 

instant donné, que l'on prendra comme initial. 

d 
a) Principe. de .!.! méthode pour une équation du type _:J_ = f (x,y) 

d 
x 

Elle consiste à rechercher des valeurs de coefficients a, b, a, /3, y, ••• ,; 

Rt ,R2 ,RJ, ••• pour que y défini par les formules (3.5) ci-après soit aussi 

près que possible de la valeur exacte 

kt • h f(Xo ,yo) k2 • h f(xo + a h, Yo + a kt) k3 "" h f(Xo + b h, Yo + 

/3 kt + y k2) ••• 

et Yt • yo + Rt kt + ~ k2 + RJ ks + ••• + R. k. + ••• 
J J 

On cherche un développement en série de Taylor de la solution exacte 

et de la solution approchée et on identifie au mieux. 

La méthode est dite à pas libre, le pas étant h. La précision est 

fonction du nombre d'approximations, c'est-à-dire de la valeur de j. 

On a choisi la formule à 4 approximations, qui est facile à program­

mer et donne une erreur à chaque pas de l'ordre de h5
• Les coefficients 

déterminés dans ce cas donnent, Xo et y0 étant les candi tions "initiales" 

h kt h k2 
kt .. h f(Xo ,yo) k:z ... h f(Xo + -, Yo + -) ks = h f(Xo + -, Yo + -) 

2 2 2 2 

k4 = h f(Xo + h, Yo + ks) 

et Yt - Yo .. 6. y ""- (kt + 2 k2 + 2 k3 + k4) 
6 

b) Extension aux systèmes 

d Xl 

-· ft (xt ,x:z , ••• ,x ,t) 
d t n 

Soit (3. 7) 

d x n _ .. 
f (Xl , X2 , • • • , X , t) 

d t 
n n 

+ ++ 
On pose V(t) le vecteur de composantes X1 t X2 , • • • , X et F(V, t) le 

n 
vecteur de composantes f 1 ' f2 ' ••• 'f • (3. 7) peut alors s'écrire . . 

n 
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_.. 
d v 

- "F (v,t> (3. 8) 
d t _.. 

avec Vo exprimant les conditions initiales. Cette écriture se prête à la 

programmation dès qu'un vecteur est représenté par le tableau de ses coor­

données. 

La formule (3.8) s'étend à RUNGE KUTTA. Dans le cas choisi de la 

formule à 4 approximations, il vient : 

_.. _.. _.. 
Ki -= h F ( to , Vo ) 

h 
+ -, 

2 
_.. 

_.. 
= h F (to 

h _.. l<l 
+ -) 

_.. _.. 
(to + h , 

_.. _.. 
1<3 +- Vo 1<4 = h F Vo + 1<3) (3. 9) 

2 2 

_.. 
( 

_.. 
+ 2 

_.. _.. _.. 
Â v - Ki K1 + 2 1<3 + 1<4) 

6 

On verra dans un chapitre consacré à l'analyse d'un mécanisme six 

barres précis l'écriture détaillée de (3.9) dans le cas d'un système à 

4 inconnues XJ , X2 , X3 , X4 

· c) Remarque 

On aurait pu utiliser une méthode de prévision-correction basée 

sur les formules de ADAMS-BASFORTH [ ] à pas liés. Mais cette méthode 

fait appel à une autre méthode pour la détermination des premiers points 

de calcul à savoir RUNGE-KUTTA. La précision obtenue par Runge-Kutta étant 

largement suffisante dans les cas d'utilisation et le calcul de f(x,y) 

étant rapide, il n'a pas été nécessaire d'utiliser une méthode plus perfor-

mante (et plus compliquée d'écriture). ·,, 

Il a ccpend.mt été nécessaire de préciser les points déterminés gra- 1 

phiquement pour les conditions initiales en résolvant directement (3. l) ;· ,. 
par une méthode itérative. : 

III.3.2. Résolution d'un système d'équations non linéaires :NEWTON-RAPHSON ----- -- ----------------- --- ----
On vient de voir que pour démarrer RUNGE-KUTTA il a été nécessaire 

de "préciser" les paramètres, obtenus graphiquement, en résolvant le sys­

tème (3. l). La méthode de NEWTON-RAPHSON a été utilisée avec succès, les 

paramètres "graphiques" étant près des valeurs réelles. On verra plus loin 

qu'il n'en a pas été de même dans les problèmes de synthèse où la détermi-
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nation de conditions initiales proches est très délicate, ce qui a conduit 

au changement de méthode (voir paragraphe III.4.3.). 

a) Principe 

Soit un système 

et une ·approximation de 

erreur que l'on écrira 

(3.10) g. ( X1 , ••• , x ) = 0 ; i = 1 , 2 , ••• , n 
1 n 

la solution {x. ,x2 , ••• ,x} calculée avec une 
n 

e:. pour x .• Il vient : 
J J 

g. (Xl + Et t Y-2 + E2 t • , • , X, + E • t 
l J J 

g . ( Xt t Yo.l t • , • t X ) + 
1 n 

n 
I: 

k=1 

a g. 
l 

E-

ka~ 

... ' x + e: ) "' 0 1: 

n n 

(3. 11) 

Donc pour un procédé, dit du second ordre, on prendra les E, comme solutions 
J 

du système : 

a g. a g. 
l l 

El -+ E2 -+ 
a X1 a X2 

i .. J,2, ••• ,j, .•• ,n 

a g. 
l ... + E • -+ 

J a x. 
J 

• • • + 

a g. 
l 

E -"' 
n a x 

n 

qui n'est autre qu'un système d'équations linéaires si les g. et 
l 

sont connus. 

b) Méthode 

(3.12) 

a g. 
l. 

a x. 
J 

Soit une solution initiale du système (3. 12) obtenue par des calculs 

extérieurs à la· méthode (dans le cas étudié graphiquement), soit 

{ 0 0 0 0} 
X1 , X2 , , •• , ~ , ••• , xn .. Xo , on résout le système 

---- + E2 ----+ ... + E. 
J 

a x. 

i • 1,2, ••• ,n 

---- + • • • + E ---- ... 

a x. 
J 

n 
a x 

n 

Résolution par 1 'intermédiaire d'un &ous-prograrr.me de résolution de système 
• { 1 1 1 1} 1 . d'équat1.ons linéaires, soit 1:!.1 "" E1 ,e:2 , ... ,e:. , ... ,e laso utlon. 

J n 

~ 1 

• 1 

i, 1 

1! 
'· ~ 
t ~ 
~- 1 

; ' 

' ' '' :; 
'! 

1 . ' 

' .. 
; ' 
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On aura la nouvelle valeur des paramètres, à savoir 

{ 0 1 0 1 1 Xt "" Xl + €1 , X2 + E2 , • o • , X, + e:, , • • , , 
J J 

x + e. 1
} que l'on n n 

injecte dans (3, 10) accompagné d'un critère œ précision (par exemple 

g. < 0.01) fonction du problème physique étudié • 
. ~ 

Si g.(Xr) respecte le critère, le calcul s'arrête, sinon les X1 1 

sont utilisés comme conditions initiales et on recommence le calcul 

jusqu'au respect du critère. 

!II. 4. SYNTHE SE DIMENSIONNELLE DES 1 6 B' 

On envisagera, dans ce qui suit, deux types de synthèse : 

-Synthèse d'un mécanisme générateur de fonction : il s'agit d'assu­

rer une relation donnée entre le paramètre de sortie et le paramètre 

d'entrée. 

Synthèse d'un mécanisme générateur de trajectoire (chemin) : il 

s'agit d'assurer la coÏncidence d'un point du mécanisme avec un 

certain nombre de points du plan du mouvement. 

III. 4. J. !!é!:a!:i~~ ~éE_é!..a!_e~r de .f_o~c!_i~n 

Les paramètres sont, d'une part les a. longueurs 
1 

d'autre part les angles e. que font ces barres avec l'axe 
1 

a) Principe de la méthode 

des barres, et 

des x, 

Soit n le nombre de paramètres a. qui deviennent les inconnues à 
a 1 

déterminer. 

Soit ne le nombre de paramètres ei, à chaque valeur du paramètre 

eE(entrée) on associe une valeur du paramètre e
8
(sortie), qui vérifie la 

fonction cherchée, Il reste donc (ne - 2) paramètres angulaires inconnus 

que l'on va essayer d'éliminer de façon à obtenir des équations ne faisant 

intervenir que les a. inconnus. 
1 

b) ~ ~ équation 

On décompose le mécanisme en N boucles indépendantes. Pour chaque 

boucle, on écrit l'équation vectorielle de fermeture que l'on projette sur 

les deux axes de références, d'où il résulte 2 N équations dans lesquelles 

interviennent les cosinus et les sinus des angles e .• 
l 

On élimine successivement les e. inconnus par l'utilisation de la 
1 

l' 

;··. 

1 , .. 
l 
1· 
j 

l 
l 
j 

i 
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relation cos2 e. + sin2 e. = donc (ne - 2) manipulations des équations 
1 1 

qui conduisent à une équation du type 

(3. 13) 

·Les yj 'étant des fonctions non linéaires des ai, eE' eS. L'équation Ek = 0 

est fortement non linéaire. 

On peut écrire une équation Ek = 0 pour chaque couple {eE,eS}. Il y 

a n inconnues, donc nous pourrons utiliser pour la résolution n couples 
a a 

{eE,es} 

Le 

soient n "po si ti ons de précis ion", 
a . 

problème est alors de résoudre un système de n équations forte­
a 

ment non linéaires à n inconnues. 
a 

111.4. 2, Mé~~i~~ _g_é_::é.!,a.E_e~r de !_raj~c.E_oi r~ 

Pour varier l'étude et mettre en place des méthodes différentes, 

on change de point de vue. Précédemment, on a calculé les dimensions du 

mécanisme, cette fois-ci on détermine !! configuration~ Eosition initiale, 

On associe à chaque barre un vecteur position. Dans les calculs qui 

suivent, on utilise l'affixe Z du vecteur V. 
Les différentes positions à obtenir sont caractérisées par rapport à 

la position initiale, soit V(O) d'affixe Z, V. étant le vecteur corres-

,! 
ïl 
! 

·' ·,i 

·;! ,, 

1 -+ 
pondant à la position au ième point de passage, on écrit V. -+ Z exp (i ~.),: 

1 1 . 

~. étant l'angle (V,V.) dans le mouvement. ;; 
1 1 

Figore 3.6 

On écrit la position du point P en passant par le mécanisme, ce qui 

donne : 

Position Initiale •••• + z + z + z = z Co Do Do Fo FoPo Po 

1' 
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ième position 
.1 

•••• + 2CoDo exp(i ~CD)+ 2DoFo exp(i ~L\:!Fo) + 2FoPo exp(i 4>F' 
! 

En retranchant la première de la seconde, on obtient 

• • • • + ·zCoDo (exp(i ~CD) - 1) + ZDoFo (exp(i ci>DF) - 1) + z FoPJexp(i ci>FP) - 1) 

.. â (3. Il•) -â étant l'affixe du vecteur P0 P .• 
l. 

On peut écrire autant d'équations du type (3. 14) qu'il y a de boucles 

indépendantes dans le mécanisme. 

Les affixes Z sont les paramètres inconnus, ainsi que les ~ ; 

â !!! connu pour chacune des positions de passage imposée au point P. 

Chaque affixe produira 2 inconnues Z = X + i Y, donc il y aura 

2 nz inconnues. 

Suivant les besoins, on peut procéder de trois façons différentes : 

- Conserver tous les paramètres {X,Y,~} et donc résoudre directement 

les équations du type (3. 14). · Il y a un nombre élevé de paramètrfs. 

n a n~ + 2 nz , ce qui conduit à un système de 

(n4> + 2 n
2

) équations non linéaires à (n4> + 2 n2) inconnues, ce qui 

impose un nombre élevé de points P .• 
l. 

- Coupler les positions du point P avec les positions de la barre 

d'entrée, c'est-à-dire imposer les ~E. 

Dans ce cas, on procédera comme en (111.4.1.), en éliminant tous les para­

mètres ~i sauf 4>E. 
La procédure est la suivante : dans les équations (3. 14) on isole le terme 

en 4>. à éliminer, ce qui donne : 
1 

A. exp(i 4>.) ,. â- E A_ exp(i 4>k) 
1 1 k -~ 

k "" 1, ••• ,n~ 
(3. 15) 

k '* i 

Les~ étant des fonctions des Zj' 

On multiplie respectivement chaque membre par sa quantité conjuguée, ce qui 

élimine ~. 
1 ... A. A. • 

1 1 
E Bk exp(i ~k) + C 
k 

( 3. 16) 

On recommence à partir de (3.16) avec un autre 4>. et on aboutit à une 
1 

relation du type déjà rencontré 
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Les y. étant des fonctions des X. et Y. et de ~E. 
J l l 

On rencontre œ nouveau un système d'équations hauteroent non linéaire. 

- Sans couplage : on élimine tous les paramètres ~. par la méthode 
l 

précédente, ce qui diminue d'autant le nombre d'inconnues, donc le nombre 

de "points de précision" utilisables aussi par ailleurs que les dimensions 

du système à traiter. 

III. 4. 3. ~é!_h~d!:_S ~uE:_éE_ig_u~s de ré~olu!_i~n 

La méthode de NEVJTON-RAPHSON a été utilisée dans les premières 

études de synthèse. Les problèmes de convergence (et de temps de calcul) 

sont liés directement à la proximité de la solution initiale par rapport 

à la solution "exacte". Il a été très difficile pour les cas étudiés de 

définir des solutions initiales proches. On a donc été amené à chercher 

des méthodes moins assujetties aux conditions initiales, ce qui a conduit 

à l'utilisation de l'algorithme de MARQUARDT [21] dont on donnera le 

principe dans le paragraphe suivant. 

Une autre méthode a été testée : basée sor une idée du Professeur 

FREUDENSTEIN [18], elle consiste à atteindre la solution par "sauts" 

successifs à partir d'une configuration quelconque. On n'essaie pas 

d'atteindre directement la solution cherchée mais on passe par des méca­

nismes intermédiaires qui tendent vers le but, le résultat de chaque "saut" 

étant pris conune configura don initiale pour le suivant. Le problème 

essentiel est de déterminer le nombre de sauts qui peut être assez élevé. 

III.4.4. Algorithme de MARQUARDT 

Basé sur un problème d'estimation de moindres carrés qui peut 

s'énoncer de la façon suivante : on essaie d'approcher Œs points donnés 

à priori. Le modèle de relation utilisé pour l'approche est de la forme : 

........ 
E.(y) • f.(x,,x2,••••x b,,b2,••••bk) = f (x,b) (3.17) 

1 1 n 
(i= 1,2,3, ••• ,p) 

Equation dans laquelle E.(y) représente la valeur attendue de la variable 
l 

dépendante y; x, ,x2 , ••• ,xn les variables indépendantes 

certain nombre de paramètres. 

b1 , ••• , bk un 

Soient les points ~~ 

Le problèn~ est alors de 

(Y.,x
1
.,x2., .•• ,x .) avec i = 1,2, ... ,p 

1 1 1 nl 

calculer les valeurs de b= {b, ,b2, •• •, bk} 

i: 
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qui rendent minimum 

(3.18) 

E ' d laquelle Y.c ' t 1 1 d 1 l' xpress~on ans reprcsen e a va eur e y ca cu ee avec 
l. 

(3. 17) au ième point de calcul. 
..... 

Quand chaque f. est linéaire en b , les"surfaces" il> == constante 
l. 

sont des ellipsoÏdes, mais quand f, est non linéaire ces "surfaces" sont 
l 

distordues en fonction de la sévérité de la non linéarité. Cependant, 

même avec les modèles non linéaires les contours sont pratiquement ellip­

tiques dans le voisinage immédiat du minimum de il>. 

L'algorithme de MARQUARDT essaie de résoudre ce problème en combinant 

deux méthodes classiques : la méthode de NEWfON et la méthode du GRADIENT. 

- La méthode de NEWTON est basée sur le développement de f en série 

de TAYLOR. Si l'on appelle !t le ~ecteur de correction, on montre qu'il 

est défini par les relations suivantes dans lesquelles ét est la matrice 
..... 

colonne associée à é 

avec 

A ô • g 
t 

kx1 
g -

t 

_1 

ô .. A 
t 

ppxk .. 

(Y. - f,) 
l l. 

g 

a f. 
l. 

a b. 
J 

a f. 
1 

a b. 
J 

i· 1,2, ••• p j ... 1,2, ••• ,k 

j .. J,2, ... k 
T 

g a P (Y - f) 

--+ 
La difficulté réside dans le choix de b(O) qui doit être très proche 

..... 
de b exact pour qu'on puisse envisager la convergence. 

- La méthode du GRADIENT conduit à définir un vecteur correction 

a l 
! -g d b. 

J 

é g -- 2 PT ( Y - f) ( 3. 20) 

avec les notations précédentes. La convergence est lente, ma~s assurée si 

1 'on contrôle soigneusement le pas de 1 'itération une fois la dirt\ction 

du vecteur correction établie. 

- La méthode de MARQUARDT : élimine les inconvénients des deux prêcé­

den tes en les combinant en une seule formule. U.\RQUARDT suggère de modifier 
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~ et de définir le problème de la façon suivante 

a f. 

minimiser Ill :a I: 
i 

Y. - f. - I: 
1. 1. 

~ 

ô. p + À I: (ô.) 2 

J j J a b. 
J 
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(3.21) 

Le terme additionnel indique que 1 'on minimise avec la restriction que 

la distance de déplacement dans l'espace des b est inférieure à une cer­

taine quantité. Tout ceci est démontré dans la publication de MARQUARDT [21]. 

En différenciant (3.21) et en résolvant en b on obtient t de correc­

tion auquel on associe la matrice unicolonne ô 

( 3. 22) 

L'angle entre tet 6 est une fonction décroissante de IÀI telle 
g 

que quand IÀI-+ co cet angle approche O.! étant indépendant de IÀI, 

ceci indique que! tourne vers! quand IÀig-+ co. La direction de! se 
g 

trouve donc entre la direction de ! et celle de ! , ce qui constitue la 
g t 

remarque de base de MARQUARDT. 

Le procédé consiste par conséquent à chercher des vecteurs correction 

t dêfinis par la relation 

-+ 
- g (3.23) 

On reviendra en détail sur l'écriture et le déroulement des opérations 

dans un des chapitres suivants consacré à la synthèse d'un mécanisme six 

barres particulier. 
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2ème PARTIE 

ETUDE GENERALE D'UN PROBLEME PARTICULIER L'ESSUIE-GLACE 

Après la mise en place des définitions et des méthodes générales 

d'étude des mécanismes 4 B et 6 B, nous allons envisager leur application 

à un problème précis, réel ouvrant la voie à l'amélioration et à la création 

d'appareils industriels. 

A PROBLEME GENERAL 

, Problème théorique : Balayage d'une surface plane par un segment de 

droite de longueur constante entraîné dans son mouvement par un mécanisme du 

type à barres articulées entre elles ou équivalent. 

, Application étudiée plus particulièrement : l'essuie-glace dans l'in­

dustrie automobile. 

L'idée de départ consistant dans le remplacement du système connu à deux 

balais synchronisés par un système à un seul balai. I~ pare-brise matériali­

sant le plan balayé ; le balai matérialisant le segment de droite. 

Quelques remarques s'imposent dès l'énoncé du problème industriel. 

, I~ parc-brise n'est pas, en général, une surface plane : il reut même 

dans ses parties latérales devenir fortement incurvé, ce qui amène la 

remarque suivante : 

Le balai n'est pas un segment de droite mais une courbe déformable 

ayant la possibilité de s'adapter aux changements de courbure du pare­

brise. 

D'où la démarche suivante : 

- On admet que le mécanisme de commande est un mécru1isme plan pour la 

définition cinématique, les variations par rapport au plan étant "rattrapées" 

Par la déformation du balai et la liaison du bras supportant le balai par 

rapport au mécanisme. 

- La cinématique étant définie et les dimensions du mécanisme calculées, 

il faut envisager sa réalisation en vue de l'utilisation et résoudre les pro­

blèmes liés aux deux remarques précédentes. Ccci fera l'objet de développements 

lors de 1' analyse de cas précis. On peut cependant citer parmi ces ét.u(les le 

~aintien du contact balai/pare-brise pendant tout le mouvement en fonction des 

Pararrètres internes (état de la surface du pare-brise, matière et forP~ du 

.,· 
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balai, jeux dans les liaisons, effets dynamiques des accélérations du 

mécanisme, incurvation du pare-brise) et des paramètres externes (vite~se 

et accélération du véhicule, direction du vent, écoulement de 1 'eau, 

tourbillons, ••• etc). 

Donc, dans une première étape liée aux chapitres précédents, les limites 

de l'étude seront précisées comme suit 

• Définition d'un mécanisme plan, composé de barres coupl&es entre elles 

par des articulations, dont un des éléments sert de support à un balai 

qui balaye dans son mouvement une aireO..incluse dans un domaine 2J 
en général de forme rectangulaire, ceci en fonction des critères 

énumérés ci-après : 

1. La mesure de l'aireO.:etant aussi grande que possible, l'idéal 

étant d'obtenir Ci =2J. 
2. Les caractéristiques cinématiques (vitesses et accélérations 

angulaires) étant compatibles avec un fonctionnement ne nuisant 

pas à la sécurité du mécanisme (inerties liées aux accélérations) 

et du conducteur (nombre de battements par minute lié à la fatigue 

·visuelle d'une part et au~ nettoyage d'autre part), 

3. Les proportions du mécanisne permet tant d'envisager le logement dans 

la carrosserie mais aussi la fabrication des pièces. 

4. Les parties mobiles du mécanisme autre que l'élément support du balai 

ne pénétrant pas dans le champ dégagé par le balayage. 

B PLAN DE L'ETUDE 

1. Recherche des solutions existantes (chapitre IV) :les Brevets. Après 

une recherche systématique des brevets déposés, analyse et description 

des principaux types rencontrés. 

·t .. 

2. Analyse d'un mécanisme utilisé industriellement (chapitre V) : commande 

de 1 'essuie-glace de la C X. Etude de ses caractéristiques cinématiques 

et mise en place d'un programme de synthèse en vue de modifier certaines.' 

de ses caractéristiques. 

3. Recherche de solutions nouvelles (chapitre VI) 

Hécanismc à trajectoire hypotrochoidale 

- Mécru1isme 6 B soient 2 quatre barres en parallèle. 
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4. E"-"Périmentation (chapitre VII) : Etude et réalisation d'un banc d'essai 

permettant la vérification des trajectoires, du comportement global, 

de l'efficacité du nettoyage, de la résistance en durée du mécanisme 

dans les conditions définies par les cahiers de charges et les normes. 

:! 
,j 
!1 

;l' , . 
.. 
d. 
:j' 
1 
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CHAPITRE IV 

LES BREVETS 

IV. 1. _CONSIDERATIONS GENERALES 

IV.2. FMULLE I : LA TRAJECTOIRE D'UN POINT DU BALAI EST UN ARC DE CERCLE 

IV.2.1. Remarque 

IV.2.2. Mécanisme à bras en croix oscillant BOSCH 

a. Description 

b. Commentaires 

c. Variante 

IV. 2. 3. Mécanismes à quadrilatère d 1 amplification 

a. BOSCH 

b. M.:\RELLI 

IV. 3. FAMILLE II : BALAYAGE RECTANGULAIRE 

IV. 3. 1 • Historique 

IV.3.2. Solution s W F - GUSTAV RAU 

a. Principe 

b. Brevet 70q0J77 

c. Brevet 7221760 

d. Remarques 

e. Autre version 

lV.4. FAMILLE III : TRAJECTOIRE ARC DE CERCLE AVEC COMPLEMENT DE SURFACE BALAYEE 

IV.4. J. Principe 

IV.4.2. Solutioq.s 

a. ROUSSEL 

b. VOLKSWAGEN 

c. BOSCH 

lV.s. FAMILLE IV : TRAJECTOIRES NON CIRCULAIRES 

IV.S. J. Reruarque préliminaire 

IV.5.2. Principe 

IV.5.3. Systèmes à coulissement 

a. WASSILKOW 

., 

'' '' 
:! ,. 
ii 
,1• ,·, 

1 

:.i 
rr 

,, 
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b. DAIMLER-BENZ 

c. Dl\IMLER-BENZ 

IV.5.4. Trajectoires d~riv~es des courbes cycloÏdales 
a. DAIMLER-BENZ 

b. BOSCH 
iv.s.s. Remarque par rapport à la famille II 
IV.5.6. Trajectoire trochoidale . FLAM1-1E - LEROY . 
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CHAPITRE IV 

LES BfŒVETS 

CONDITIONS GENERALES --
Les brevets ont été 

forme de 1 'aire 0.., ou à 

A savoir Famille I 

Famille II 

Famille III 

Famille IV 

classés en quatre grandes familles liées à la 

la trajectoire décrite par un point du balai. 

la trajectoire est un arc de cercle 

la trajectoire est une droite parallèle au 

grand côté du pare-brise :O.est un rectangle 

la trajectoire est un arc de cercle mais O.., 

est complétée par ~~ artifice 

la trajectoire est quelconque,~étant supérieu­

re au cas de la Famille I : utilisation en par­

ticulier des courbes cycloidales + trochoides. 

Dans la mesure du possible et des documents disponibles, il a été 

fait pour chaque Famille un schéma et une description des principaux 

mécanismes complétés par une analyse critique. Cette analyse n'est valable 

que par rapport aux documents fournis, 1' appréciation sur les qualités ou 

défauts éventuels demanderait une confirmation qui ne peut être obtenue 

que par la réalisation et l'expérimentation des appareils. Cependant 

certains défauts sont suffisamment évidents pour ne pas souffrir de 

controverse. 

Cette critique a été menée en passant les mécanismes au crible des 

critères suivants : 

J. Champ balayé 

2. Simplicité du mécanisme 

3. Sûreté du fonctionnement 

4. Robustesse : possibilité de réaliser des pièces de dimensions et 
' formes suffisantes pour résister aux efforts 

5. Systèn~ de commande 

a. Le moteur 11attaque 11 di rectcment un des maillons du méca­

nisme, ce qui réduit _le nombre de pièces mais nécessite 

qu'une des barres puisse avoir un mouvc.ment de rotation 

continu 
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b. Le moteur "attaque" le mécanisme par 1 'intermédiaire d'un 

autre mécanisme qui trannforrue la rotation continue en ro­

tation alternative. 

6. Gêne causée par le mécanisme si certaines de ses parties se dé­

placent dans le champ balayé. 

7 ,· Encombrement du mécanisme + logement possible dans carrosserie. 

8. Protection possible de toutes les pièces en mouvement : possibi­

lité d'un carter ? 

9. Mise en place clu balai et maintien du contact en toutes positions 

relevage du balai, changement facile ••• 

10. Réalisation des articulati~ns : problème du jeu et des coincements, 

Jl. Définition sans ambiguïté des sens de déplacement des différentes 

barres : parallélogrammes. 

12. Passage du système plan de définition au système spatial réel 

problème de la réalisation des liaisons : ISOSTATICITE. 

13. Position du centre instantané de rotation par rapport au balai. 

Il est nécessaire que les vitesses de tous les points du balai 

aient, à un instant donné, le même sens, ceci afin d'éviter un 

phénomène de pivotement pendant le mouvement qui introduirait des 

efforts supplémentaires. 

lV.2. FAMILLE I : LA TRAJECTOIRE D'UN POINT DU BALAI EST UN ARC DE CERCLE 

IV .2. 1 Re~arq~e 

Problème type du mécanisme à un degré de mobilité transformant un 

mouvement de rotation continu en mouvement de rotation alternatif, les 

chapitres précédents ont montré qu'il existe une solution simple le 4 B M B 

le 4 barres manivelle balancier. 

Cependant l'étude du chapitre II a montré que dans des conditions 

acceptables de transmission l'angle de battement du balancier ne pouvait 

dépasser 100°, ce qui est insuffisant dans une installation rnonobalai. 

Les recherches se sont donc orientées vers le mécanisme "six barres" qui 

a donné lieu à quelques réalisations. 

IV. 2. 2. Mê!:.,él!l,i~m!:._! br!!_S en ~rE_i!_ ~s_c;,i!,l,!n,!_ 

Il ne semble pas avoir donné naissance à un brevet en ce qui 

concerne sa définition, mais on trou·1e des demandes de brevets concernant 

des améliorations que nous analyserons plus tard. (BOSCH) 
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a. Description 

Figure 4. 1 

Hécanisme à 6 barres articulées : 4 binaires, 2 ternaires, du type 

Stephenson défini dans étude du chapitre III. 

S III 

La manivelle 1 est liée au moteur et transmet le mouvement à 1' oscillateur 5 

sur lequel est fixé le support du balai par l'intermédiaire d'une bielle 

2 à 3 points d'articulation et du système en croix {3,4}. 

b. Commentaires 

On peut atteindre dans de bonnes conditions cinématiques des angles 

de 160 à 170°, ce qui est suffisant pour résoudre les problèmes de balayage 

actuels. Ce mécanisme est utilisé actuellement sur plusieurs véhicules et 

fera 1 'objet d'une analyse plus complète dans un prochain chapitre. 

On peut cependant signaler dès à présent que ce mécanisme doit abso­

lument conserver sen caractère plan pour fonctionner dans des conditions 

correctes surtout en ce qui concerne l'usure des articulations. On retrouve 

le problème délicat du passage d'un mécanisme plan dans sa définition au 

mécanisn~ réel qui devient spatial de par sa construction (les barres qui 

doivent se croiser en fonctionnement ne peuvent donc se trouver que dans 

des plans parallèles au plan de défini don). La théorie des mécanismes 

permet de trouver des solutions satisfaisantes. Elle a été ~iliséc par la 

firme BOSCH dans sa demande de brevet n° 74.28876. Dans le cas précis qui 

nous intéresse, il suffit de remplacer certaines articulations par des 

rotules. 

c. Variante 

Les articulations sont soumises à des efforts variables qui peuvent 

devenir très importants quand le plan de déplacement réel n'est pas parallèle 

au plan de définition. Une solution consiste à changer la nature des liaisons 

articulations -+ rotules. Une autre sol~tion consiste à essayer de "dériver" 

une part importante des efforts pour les reporter vèrs 1 'élér.1ent fixe 

(carrosserie). 

Un exe~le de réalisation est foumi par le brevet 73.42912 délivré 
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le 6.9.1974 à la firme BOSCH. 

Figure 4.2 0 
2' bielle entraînement A~B' 

2 

transmission 
c D 

2 bielle 

B 

Le support-balai est toujours lié à 5 pièce oscillante entraînée par 

le bras en croix {3,4}. B' est une articulation double : 2'/2 et 6/2. 

On introduit un organe d'accouplement~ articulé au bâti fixe en H. La 

force de poussée de 2 1 est transmise surtout à 6 et donc à 1' articulation 

H qui peut être surdimensionnée sans problème. 

Il est à remarquer que le mécanisme perd de sa simplicit~, a un en­

combrement plu::; important et prix œ fabrication plus élevé. On trouve 

3 articulations fixes, ce qui risque de poser le problème du déplacement 

de tous les éléments dans un même plan : on retrouve la définition de la 

nature des liaisons. Il reste à montrer expérimentalement que 6 joue bien 

son rôle. 

On peut considérer ce mécanisme counne 1 1 accouplement en série de deux 

mécanismes élémentaires 

Un mécanisme de transmission constitué par le 4 barres {0,1,2',6} du 

type 4 B M B 

- Un mécanisme multiplicateur. d.'oscillation constitué par le 6 barres 

étudié précédemment {0,6,2,3,4,5} dans lequel la bielle de transmisnion 

2 se déplace approximativement en translation parallèlement à HG. 

IV.2.3. Mécanismes à quadrilatère d'amplification ----- ------- --------
On part d'un 4 barres dont on essaie d'amplifier l'angle d'oscilla-

tion pour atteindre Œs valeurs importantes (230°), tout en ayant 1' ambition 

d'améliorer le système décrit en IV.2.2. en diminuant l'encombrement général.· 

Deux brevets trÈs proches: Firme.BOSCH demande N° 7345339 du 18.12.73 

(17.6.73 en Allemagne) et Firme Fabbrica Italiana MAGNET! l1ARELLI N° 7539793 

du ~9. 12.75 (23. 12.74 en Italie). 

La maison italienne présente des arguments supplémentaires consécutifs 

à la diminution de 1 'encombrement : les pièces moins longues présentent 
moins de problèroo de flambement donc certaines d'entre elles n'ont plus 

besoin d'être métalliques, d'où utilisation de matières plastiques, ce qui 

présente en plus un intérêt dans la réalisation des articulations 

.. 
·' 

~1 
,, 
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(montage direct) et favorise la diminution du bruit. 

a. BOSCH 

0 
Figure 4. 3 D 

2 

Mécanisme 6 barres de nature différente de celui décrit en IV.2.2 •• En 

effet il se compose de 1 ternaire et 5 binaires et surtout comporte une 

double articulation F. (liaison ternaire). C'est la combinaison de deux 

4 barres : • un 4 B M B moteur {0,1,2,3} qui amène une oscillation a1 

de la barre 3 

• un 4 B B B amplificateur croisé {3,5,4,2} , la barre 3 

jouant le rôle d'élément fixe, 2 d'élément moteur, 1 'ensemble est carac­

térisé par 1 'angle~~ déElacement de 5/3 angle a2 qui,, dans les condi­

tions requises de dimensions pour {3,5,4,2} , vient s'ajouter à a1. 

L'inventeur donne les dimensions de 2 mécanismes, 1 'un atteignant 

166° et l'autre 226°. 

A noter que 1' on peut caractériser 1 'aptitude à la transmission de 

chacun des 4 B par l'angle de transmission en particulier en contrôlant 

l'angle formé par les barres 4 et 5. 

Les caractéristiques cinématiques ne sont pas envisagées dans le 

brevet. En dehors de 1' encombrement, on trouvera avantage dans le fait 

que les barres 3 et 4 peuvent être rectilignes alors qu'elles doivent être 

fortement courbées dans le mécanisme décrit en 2.2. Il semble cependant 

que la réalisation de la double articulation F doive poser dés problèmes 

compte-tenu des remarques faites précédemment sur les liaisons. Autre 

avantage lié à la simplicité et à 1 'encombrement le mécanisme peut être 

directement connnandé 'par un de ses éléments, ici la barre 1, donc pas de 

système complémentaire. De plus, aucune partie autre que le support balai 

ne se déplace dans le champ balayé. 

b, MARELLI part de la constatation que le 4 B ne permet pas d'obtenir 

un angle de balayage suffisant, que cet angle peut être augmenté en cou­

plant en série un deuxième 4 B multiplicateur, que tout cet ensemble est 

encombrant, entraîne l'utilisation de barres longues (pour obtenir la 
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multipli.cation) et impose 3 points articulations fixes sur la carrosserie. 

D'où 1 1 idée d 1 articuler les 2 balanciers au même point, suivant le schéma 

précédent. Les ambitions étant cependant plus limitées du point de vue 

angulaire (supérieur à 120°), les considérations portant plutôt sur les 

dimensions restreintes du mécanisme qui doivent permettre l'utilisation 

de matériaux non métalliques, la simplification des articulations et la 

possibilité de protéger le mécanisme en "1 'enfermant" dans un carter. 

lV. 3. FAMILLE II : BALAYAGE RECTANGULAIRE 

IV. 3. 1. !!,i2.t~_ri_q~e 

Ci tons simplement pour mémoire les brevets utilisant des poulies 

et des câbles disposés de part et d'autre du pare-brise et entraînant 

1 'essuie-glace suivant le principe connu en radio pour 1 'entraînement de 

1 1 aiguille de recherche des stations. Ces solutions "théoriques" ne te­

naient aucun compte des problèmes de contact, décollement ••• etc. 

IV.3.2. Solutions SWF-GUSTAV RAU 

Le problème du balayage rectzngulaire a fait l'objet de plusieurs 

dépôts de brevets de la part de cette firme allemande. Tous entre 1969 et 

1973. Le principe restant le même, des améliorations (certaines très im­

portantes) étant apportées à chaque nouvelle demandé de brevet. Il ne 

sera pas fait une analyse de chacun des mécanisœes, mais un historique 

des améliorations. 

a. Le principe peut être représenté par le schéma ci-après. 

Figure 4.4 

L'oscillation du bras de balayage I est commandée par 

un mécanisme extérieur. Le bras de pivotement II arti­

culé à I a un mouvement de rotation par rapport à I 

repéré par angle s. La variation de S est liée à la 

variation de a par un mécanisme M1 2 • Le bras support 

balai III est articulé en C à II. Son mouvement de ro­

tation. par rapport à II est repéré par l'angle Y dont 

la variation est liée à celle de a par un mécanisme Mt3 • 

Ce descriptif donne déjà une idée de la complexité du mécanisme total. 

Deux versions sont présentées qui montrent bien les défauts importants 

de la p~emière invention et la façon dont ils ont été réduits dans les 

études suivantes. 
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b. Brevet 70 40177 du 9.8.70 +Figures l~ ~planche l 
Le système de commande est constitué d'un bras de guidage 20 sur 

lequel est articulé un bras crémaillère 23 qui entraîne le mécanisme M12 • 

Mt 2 est logé dans la zone de B extrémité oscillante de I et se compose 

de roues dentées {13,19,12}. Le mécanisme MJ.3 est logé dans le bras de 

pivotement II (16) et est constitué d'une chaîne et de 2 pignons. Les di­

mensions sont calculées de façon que les valeurs de y et B en fonction de 

a soient telles que III reste vertical quelle que soit la valeur de a. 

Ceci ajoute au mouvement d'entraînement du à I génère bien une surface 

approximativement rectangulaire. 

Le défaut primordial de ce premier mécanisme saute aux yeux : son 

encombrement dans!!~ balayée (pièces 20,23,11,16,21). On peut ajouter 

les problèmes dynamiques liés ~masses ~mouvement- influence vitesse 

et moment culbutage sur balai -et surtout le maintien du contact balai 

pare-brise en tenant compte de la "rigidité" de 21. 

c •. Brevet Jl:.. 21760 du .!2. janvier 1973 ~planche l! 
L'inconvénient principal du système précédent a été en grande par­

tie éliminé. L'ensemble est beaucoup plus compact, les masses sont consi­

dérablement réduites d'où un comportement dynamique beaucoup plus favorable. 

On trouve un mécanisme de .commande extérieur (du type décrit en 2.2) 

qui entraîne le bras de pivotement 11 par le couple engrenage {24,26}. 

L'oscillation de 11 est transmise d'une part au porte-balai 17 par le 

mécanisme à chaîne (27,12,21), d'autre part à la manivelle 16 par le 

mécanisme à chaîne (28, 13,15), les dimensions étant définies de façon que 

la manivelle 16 reste parallèle à sa position initiale quelle que soit la 

position de 11. Ceci entraîne que la manivelle 20 du parallélogramme 

{16,18,20,17} reste parallèle à sa position initiale et que le balai 19, 

qui est lié à 20, se déplace parallèlement à lui-même approximativement 

en translation. 

d. Remarques~!! trajectoire~~~ point du balai~~~~ 

balayée. 
Le système étant représenté dans sa position extrême gauche, le 

mécanisme de commande entraîne 11 dans le sens 1, ce qui amène une rotation 

relative de 17 et 18 dans le.sens 2. Dans les appareils proposés, l'angle 
• 1 

de commande est tel que lepoint 01 peut atteindre la position Otm' ce q~i 

amène le point 0 à atteindre au maximum la position 0 et P la position 
rn 

1 ., 
' ,, 
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P • La déviation PP' est d'autant plus impor-
m rn m 

tante que 010z est grand. Par contre le déplace-

ment latéral~ diminue avec 0102. 

~ peut augmenter à condition de dépasser le point 

o
1

m vers la droite, ce qui entraîne des angles 

d'oscillations proches de 360°. 

Il semble donc que ce type d'appareil soit limité 

dans l'optique du monobalai par la cote~; de 

plus il faut tenir compte de la déviation/trajectoi­

re rectiligne, Sans parler des problèmes liés à 

l'écoulemênt de l'eau le long du balai et des pro­

blèmes de rigidité de 1 'ensemble monté en porte à 

faux autour de 1 1 articulation 27, seul lien avec 

la carrosserie, Le système compact permet une pro­

tection par carter, la gêne dans la zone de balayage' 

a pratiquement disparu (2 bras 17 et 18). Reste à contrôler le comportement 

d'un tel système dans les zones fortement incurvées du pare-brise. 

e. Une autre ver~:ion existe, qui remplace les chaînes et pignons par 

un système de trains planétaires à engrenages : Brevet 72 09333 du 

16. JO. 1972. Pour des caractéristiques similaires, le bras de pivotement 

a des dimensions plus grandes, la fabrication est un peu plus compliquée 

(guidage roues dentées), les masses en mouvement sont plus importantes. 

lV, 4. FAMILLE III : TRAJECTOir-E ARC DE CERCLE AVEC COMPLEMENT DE SURFACE BALAYEE -- ---· --
IV. 4. 1 • .!:r_!_nE_i.e_e 

En gardant le système à trajectoire en arc de cercle, c'est-à-clire 

un support balai oscillant autour d'une articulation fixe (solution simple) 

on essaie de couvrir les zones non atteintes par le balai normalement. 

Deux idées rencontrées : a. articuler le balai par rapport au support 

de façon à lui laisser la possibilité de pivoter autour d'un axe perpendi­

culaire au "plan" du pare-brise 

b. articuler un balai complémentaire au balai 

principal. 



- 89 -

·Figure 4. 6 et. système clas.sique 8. articulation décentréa 

La solution 8 montre que le coin supérieur droit est mieux couvert mais 

que le coin inférieur droit lui est moins couvert d'où les solutions 
.. 

suivantes pour tenter de couvrir cette zone. 

IV.4.2. Solutions 

- a. Brevet ROUSSEL 

à 2 balais symétriques 

197463 du 30.6.1958 porte sur le système 

Le support I oscille autour du point A, le 

balai II est articulé à I en Bot mais la 

rotation n'est pas libre. Un système à définir 

maintient l'angle et constant pendant une partie 

du balaye et ne libère la rotation que dans des 

Il 
(2) conditions bien précises. 

On part de la position (0), B est en Bo le 

Figure 4. 7 

système est mis en mouvement et atteint la 

position (1), l'angle et n'a pas été nndifié, 

le balai vient en butée sur le bord du pare-

brise. Avec un balai classique, le mouvement s'inverse et le balai retourne 

yers la position (0). I'.ans le cas présent le mouvement continue dans le même 

sens, les efforts exercés sur le balai libèrent la rotation relative II/I 

et le balai vient occuper la position (2) contre le bord du pare-brise 

balayant la zone hachurée. 

Dans le même ordre d'idée, on peut signaler le brevet déposé le 

13.9. 1973 par la société MONROE BELGIUM (N° 74 31116). 

-b. VOLKSWAGEN déposé le 25.3.1976 N° 76 08753 

Etude pour monobalai~ Axe de commande décentré et amélioration 

par rapport au préc€dent dans zone couverte. En effet, l'extrémité infé­

rieure du balai décrit la trajectoire ct c2, la longueur du balai restant 

constante donc le point Ct doit se trouver à une certaine distance du bord 
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inférieur, Ceci entraîne la nécessité d'une garde ô pour permettre l'é­

volution du balai (figure a). La solution Volkswagen réduit la garde ô et 

augmente la surface effectivement balayée. (figure 8). 

Figure 4. 8 ( 2) 
\ZOV\& r.on C1 ', 

1 baloy~cz ' 

(cf.) ( ~) 

Le balai est prolongé au-delà de C soit par une partie élastique sans ar­

mature, soit par un minibalai rigide articulé au balai principal au point c. 
De ce fait la zone balayée pendant la trajectoire circulaire est plus gran­

de, la ·garde ô' est inférieure à ô. Quand le balai principal entre en contact 

avec la butée, le point C1 1 entame la trajectoire c'1c'c'2 au point C', 

l.'extrémité entre en contact avec le bord du pare-brise, le mécanisme de 

l'articulation C libère la rotation de CC' par rapport au balai principal 

qui peut donc continuer son mouvement jusqu'à la position (2), 

Le brevet propose des solutions pour la réalisation des articulations 

B et C qui doivent être rigides pendant une partie de la trajectoire (0-+ 1) 

et mobiles pendant la trajectoire complémentaire ( 1-+ 2), Solutions basées 

sur des ressorts et bt~ées simples dans leur principe mais dont l'influence 

sur l'efficacité du nettoyage est à étudier, 

L'invention est donc simple dans son principe, intéressante par la 

surface balayée, peu encombrante. Le déclenchement du mouvement complémen­

taire se fait par l'intermédiaire d'une butée collée ou vissée sur le pare­

brise. On garde en gros le principe utilisé en trajectoire 1/2 cercle. 

Cependant il faut fournir des efforts supplémentaires d'une part au moment 

du contact balai-butée pour débloqller 1 'articulation, d'autre part pour 

tenir compte du glissement de C' par rapport au bord. Il faut garantir 

l'efficacité du système des articulations dans le temps et le retour en 

position dans le mouvement inverse, De plus on retrouve avec acuité le 

problème du fonctionnement dans les zones fortement incurvées qui coÏncident 

avec la zone de balayage complé~entaire. 

- c. BOSCH du 5.2.197 N°! 032769 : s'inspire du même principe mals 

est beaucoup plus compliqué dans la mesure où la rotation du balai par 
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rapport au support est commandée par un mécanisme (dans champ balayage) de 

même que la rotation du balai additionnel. Cependant le champ balayé peut 

être plus intéressant. 

1V.5 •. FAMILLE IV : TRAJECTOIRES NON CIRCULAIRES 

IV.5.t. Re.!!.:a.E.q~e .E_r~li,min~i.E.e 

Les inventions étudiées dans ce paragraphe utilisent plus ou moins 

des engrenages, ce qui semble nous éloigner des systèmes à barres étudiés 

dans les premiers chapitres. Cependant on peut montrer [ 19] qu'un engrenage 

est équivalent à un système de barres bien définies. A titre d'exemples 

les 2 cas suivants montrent la démarche suivie. 

a) 4 B équi.valent d'un engrenage 

PM droite d'action 

Figures 4. 9 

b) génération cou.rbe cycloÏdale par roulement 

sans glissement d'un cercle E1 {C,r} sur 

un cercle E2 {O,R}, un point P étant lié 

à E, 
On retrouve en passant le train_épicycloÏdal (1 =porte satellite OC). On 

trace à partir de OC,CP le parallélogramme O,C,P,M. Dans le mouvement rela­

tif des 2 cercles, les distances OC et CP ne changent pas, donc l'équivalen­

ce est possible avec les barres 1 et 2, Le lien de P est une épicycloÏde 

qui peut être générée par le 4 barres {OMPC} à condition que les vitesses 

. angulaires de OC et OM soient dans un rapport constant fonction des dimen­

sions, On peut remarquer 1 'avant;age du système engrenage {E, ,E2} plus bras 

OC : 'il suffit de commander le mouvement de OC, la transformation se fait 

par l'intermédiaire des dentures. 

A noter que le point choisi peut être intérieur au cercle E1 comme R, 

le parallélogramme équivalent est alors {O,S,R,C} et la trajectoire une 

épitrochoÏde. C'est une hypotrochoÏde si le point est extérieur au cercle E1 • 

IV.5.2. Prin.s_i.r..e 

Agrandir la zone balayée en utilisant un balai classique lié sans 
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rotation possible à son support mais dont les points décrivent des trajec­

toires 4ifférentes du 1/2 cercle. Utilisation de la composition des mouve­

ments en superposant au mouvement générateur oscillant, une translation du 

balai parallèlemen~ à lui-même. 

On peut remarquer de suite que le balai ne travaille plus tout à fait 

dans les mêmes conditions : aux efforts transversaux s'ajoutent des efforts 

longitudinaux. 

IV.S.3. ~~tèm!:_S!, _so~lis~e~e~t-

La solution la plus simple traduisant 1 'idée du déplacement longi­

~udinal du balai par rapport à son ·support. 

-a. WASSILKOW Brevet N° 1 163324 du 12. 11.1956 

Le balai coulisse comme dans le cas suivant mais le système de 

commande est basé sur des cames et câbles, solution peu moderne et peu 

efficace. 

-b. DAD11ER-BENZ N° 73 11173 du 15 octobre 1973 

---

On trouve la bielle oscillante 3 génératrice 

du mouvement circulaire qui est commandée par 

un système classique articulé en 7. 3 est arti­

culée à la carrosserie par l'articulation 5. La 

direction du support-balai 2 est donc déÏinie 

par l'oscillation de la pièce 3. Le support 2 

peut se déplacer par rapport à 3 dans une glis­

sière 4 (liée rigidement à 3). La translation Figure 4. 10 
est commandée par le méc~~isme 4 barres {3,9,8,2} 

comportant 3 articulations et une glissièr~. Pour définir une trajectoire 

donnée, il faut lier les variations des angles B et a, ce qui est possible 

avec un mécanisrue·du type décrit dans la figure 4.9.b : 3 étant représenté 

par OC, 9 par CP. 

L'inventeur a préféré la simplification en utilisant la solution équi­

valente engrenage, la roue dentée E1 liée en rotation à 9 engrenant sur la 

roue E2 fixée sur la carrosserie et centrée suivant i.' articulation 5 • 

Le mécanisme est simple, peu encombrant en lui-même (mais nécessite 

un rnécanismé de commande complémentaire), le gain de surface balayée appré­

ciable. Cependant la protection paraît délicate et. surtout impossible pour 

la glissière 4. Or, les conditions atmosphériques· (pluie, ûvre, sable, boue) 

peuvent amener un blocage de son fonctionnement sans compter les questions 
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de réalisation pour que le coulissement soit correct même dans des con di­

ti ons normales (frottement, longueur, guidage en bout de course). 

L'inventeur conscient du problème a présenté conjointement un brevet 

supprimant cette o~jection. 

- c. DAIMLER-BENZ N° 73 1172 du 15.10.1973 

La glissière est supprimée et remplacée par un 4 barres à 4 ar­

ticulations suivant le schéma suivant Figure 4. Il 

Figure 4, Il 

cédemment. 

La bielle oscillante porte la référence 5 et 

oscille autour de l'articulation 6 liée à la 

carrosserie ; elle est entraînée pnr un sys­

tème complémentaire articulé en 7. La direction 

du support 2 est toujours définie par la biel­

le oscillante grâce au parallélogramme 

{2,3,4,5}. La translation est commandée par 

le 4 barres à 4 articulations {5.9,8,4}. La 

relation entre a et a est assurée comme pré-

La pièce 5 est plus compliquée que dans le cas précédent, le nombre 

d'articulations plus élevé et les différents mécanismes doivent se dépla­

cer dans des plans parallèles pour ne pas se gêner pendant le mouvement. 

L'angle balayé est limité par l'angle d'oscillation de la pièce 5. Il fau­

dra, pour assurer' le maintien d.u contact, porter attention à la forme des 

différentes tringleries et aux jeux dms les articulations. La protection 

de l'ensemble est de nouveau à envisager. 

IV .5. 4. Traj~c!oi_r!:_S ié!.i vé~s deE_ ~o~rbeE_ ~y~loÏia.!,eE_ (hypotrochoÏdes) 

p 

-loAj =R 

IA"'Pl = L 

lèPI~f 

Figure 4. 12 

dans les coins 

à la verticale 

(ÔA et !P en 

(OA ct h en 

Le bras de balayage oscille autour de l'arti-

culation 0 entraîné par un système de commande 

complémentaire, le bras support est articulé 

au bras de balayage et ~e déplace par rapport 
-+ .z -+ • 

à celui-ci de façon que OP ~ UA + AP var~e en 

fonction de la position de OA. jÔPj peut ainsi 

varier entre L + R > p ~ L - R. Il faut donc 

réaliser le mécanisme en combinant les r·ota-

tions de OA et AP de façon que p soit maxi 

prolongeu1ent A entre 0 et P) et que p soit mini 

prolongement 0 entre A et P) • 
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- a. DAIMLER-BENZ du 26.8.1973 N° 73 27367 

' Utilise un système planétaire suivant figure 4. 13 

7 représente le bras de balayage articulé à la 

carrosserie en 0 et entraîné par un mécanisme 

complémentaire dans une oscillation d'environ 360°. 

La roue dentée 12 est fixe. 14 articulée sur 7 en­

grene avec 12 et avec 13 qui est aussi articulée 

sur 7 • Dans sa rotation 13 entraîne le bras support 

2. Quand 7 tourne dans un sens, 2 est entraîné en 

_sens opponé. 

Les dirnénsfons des différents éléments peuvent être 
Figure 4. 13 

. calculées pour adapter le mécanisme à un pare-brise donné. 

On peut cependant remarquer que le gain dans les coins est fonction de la 

longueur 0~ = Rt donc qu'une amélioration importante va amener un encom­

brement importmtt. Les dimensions des roues dentées sont en proportion. On 

peut donc se trouver en présence de masse importante. De plus, le système 

est en chaîne ouverte et en porte à faux par rapport à l'articulation O. Le 

problème du contact va se poser lié à l'efficacité du nettoyage. Il faut 

citer pour terminer le bruit du mécanisme lié aux jeux dans les engrenages. 

- b. BOSCH demande de brevet N° 73 44049 du 10. 12. 1973 

Le point de départ est la critique du système précédent (non 

nommé) et l'annonce d'une amélioration par le remplacement des engrenages 

jugés encombrants (c'est vrai) et peu performants dans la transmission 

d.'effor'ts •. 

On remplace donc le train planétaire par le système parallélogramme 

équivalent suivant la figure 4.9.b définie en remarque préliminaire. 

37 

24 

~ 
Figure 4. tl• 

Le bras de pivotement oscille autoure de 0 

point fixe de la carrosserie. Le parallélo­

gramme {35, 37, 12, 11} assure le déplacement 

du bras support 12 par rapport à 11. Les roues 

dentées sont éliminées mais le problème de la 

dépendance du mouvement de 35 au mouvement 

de 11 n'est plus résolu. L'inventeur réintro­

duit donc des engrenages (défauts du système 

précédent) sous forme de pignons-crémaillèr~ 

et les utilise en même temps pour modifier 

le système de commande complémentaire : un 

pignon 26 lié à 11 est entraîné par une 
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crémaillère 23. Un pignon 25 lié à 35 est entraîné par une crémaillère 23. 

Les deux'crémaillères sont articulées directement sur la manivelle motrice 

en des points diamétralenent opposés. Quand le moteur tourne 11 et 35 

(donc 12) sont entraînés en rotation dans des sens opposés. Dans le méca­

nisme décrit dans le brevet les angles de rotation sont pour un tour (360°) 

de la man.ivelle motrice : 419° pour 11, et 568° pour 35 par rapport à 11. 

Il existe une solution à lli~e seule crémaillère qui commande le mouve­

ment de 11, la démultiplication de 35 étant obtenue par un train planétai­

re à couronne. 

L'avantage le plus _évident est la surface balayée (surface symétrique}, 

le balai montant très haut dans ·les~ coins et suivant de près les bords du 

. pare-brise. L'encombrement est intéressant du fait de la modification du 

système d'entraînerr~nt; Les masses sont plus faibles et mieux réparties. 

Les engrenages sont toujours là, tout au moins en partie. On retrouve le 

problème lié au parallélogramme dans l'indétermination du sens de déplace­

ment, d'où la nécessité de doubler. La fabrication peut poser des problè­

mes : l'inventeur propose des solutions simples dans des conditions précises. 

IV.5.5. ~e~a.E.q~e_p~r .::app~r!_ à .!_ai_aE_l.i.!_l~ l.! 

Le système précédent balaye une surface pratiquement rectangulaire 

tout au moins èans la partie supérieure. La différence avec la famille II 

vient du fait que le balai n'a pas une direction fixe et se trouve à chaque 

instant dans une di rection "radiale", ce qui facilité 1 'écoulement de 1' eau. 

IV.5.6. !raj~c!.oir~!r~chold~l~: Demande de brevet déposée le 16 octobre 1979 

Se présente comme une amélioration des 

précédents en essayant de réduire les oscil-' 

lations de la manivelle oscillante, de fer­

mer la chaîne cinématique, de simplifier 

le mécanisme complémentaire d'entraînement 

en oscillation. 

Le mécanisme est basé sur le principe de 

... ~ .... la figure 4.9.b du paragraphe IV.S.l. qui 

déf~nit l'équivalence entre un 4 barres 

t'igure 4.15 et la génération d'une courbe trochoÏdale. 

Pour réaliser "simplement" le roulement sans glissement du cercle (Cl) sur 

le cercle (C0 ), il a été fait appel à l'engre-nage. La chaîne a été fermée 

en "symétrisant" le mécanisme par création du par allé lograrnme { 1, 2,4, 3}. 

Le point A décrit bien par définition une trochoide, le problème est de 
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régler le point d'élongation maximale en fonction de 1 'oscillation de la 

bielle J, ce qui est obtenu en adaptant le rapport de réduction de l'en­

grenage. 

Le support du balai a été déplacé de la pièce 2 vers le pièce 4, ce 

q~i permet de définir sa position par rapport à celle de 1 (parallélogramme), 

donc de limiter l'oscillation de 1 à l'amplitude de l'angle de balayage, 

ce qui est un avantage supplémentaire. 

· On peut remarquer que la symétrie et la compacité du mécanisme lui 

donnent d .'autre part un net avantage du point de vue dynamique. 

Il faut cependant noter qu'il présente les inconvénients déjà indi­

qués du parallélogramme, à savoir l'incertitude liée au sens de déplace­

ment, ce qui peut être résolu, notamment en doublant la transmission. En 

plus le jeu dans les Z engrenages, complété par celui des articulations, 

le fait que le parallélogramme n'est jamais parfait de par la réalisation 

(tolérances de fabrication) et que les deux manivelles 2 et 3 sont motri­

ces, entraînent des possibilités de blocage ou de saut de dent pendant le 

mouvement. Tout ceci a été résolu en modifiant le mécanisme de la façon 

su:i.vante : le coupleur a été "coupé" en 2 parties articulées entre elles, 

ce qui transforme le mécanisme 4 B en un mécanisme à 5 barres. Les barres 

2 et 3 étant "motrices", le système garde cependant un seul degré de mobi­

lité. 

Le mécanisme issu de ce brevet est actuellement en cours d'essai sur 

le banc qui a été .étudié à cet effet et dont il sera rendu compte plus 

loin et on peut dès maintenant s'apercevoir qu'il est satisfaisant ciné­

matiquement. On trouvera un exemple de la trajectoire qu'il réalise ci­

dessous 
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CHAPITRE V 

ANALYSE ET SYNTHESE D'UN NECANISME A SIX BARRES 

UTILISE POUR L'EN~RAINEMENT D'UN SYSTEME D'ESSUIE-GLACE 

v. l. ANALYSE 

V.l.l. 

.V.l.2. 

V.J.3. 

V.1.4. 

v.t.s. 

'\t 2. SYNTIIESE 

V.2.J. 

V.2.2. 

.V.2.3. 

Schéma de principe du mécanisme 
Analyse structurale 

Hi se en équation 

V.l.3.a. Repérage, variables 
V.l.3.b. Equations des espaces 

·v.l.3.c. Equations des vitesses 
V.l.3.d. Equations des accélérations 

Résolution 

V.J.4.a. Méthode 

V.1.4.b. Valeurs initiales 

V.l.4.c. Calcul des points 

V.1.4.d. Calcul des accélérations 
Résultats, graphes 

Mise en équations générale 

Nombre de positions de précision 

Méthode de résolution 
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V.2.4. Expression des différentes matrices intervenant dans les calcul: 

V.2.4.a. Calcul sous forme matricielle 

V,2,4.b. Ex-pression des termes de MD G et MD Y· 
' 

V.2.5. Cas particulier du mécanisme BOSCH-CITROEN 

V.2.5.a. Calcul sous forme matricielle 

V.2.5.b. Expressîon des termes de MD Z 
V.2.6. · Résultats 
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CHAPITRE V 

ANALYSE ET SYNTHESE D'UN MECANISME SIX BARRES EXISTANT 

V. 1 • ANALYSE 

y 

2 

F 

95 
A Q-----~------------------------------~~~---~~-

Figure 5. 1 

Système 6 barres dont une fixe AG de repère 0, R AêD = a
0 

AB manivelle, repère l• entraînée en rotation continue par le moteur 
1 .AËD • a1 

x 

(B C D) barre couplage, articulations en B, c, D, 1 BCI = a:z ; a Bi)n -= a '
2 

(C F) et (D E) barres quadrilatère repères 1 et i ; 
(E F G) balancier (plaque) repère 1 ; IËGB = IGFB = 

V.l.2. ~~lzs~ ~t!.uct~r~ 

repère ! 
DcrR = a3 ; IDËU = <14 --as ; angle (GF, GE) = a 

- degré de mobilité étude en plan avec 5 pièces mobiles, 

7 articulations 

( 5 x 3 ) - ( 2 x 7 ) = 1 

donc l'étUde globale donne un degré de mobilité. 

Autre méthode N- 2 L = degré mobilité ; .N nombre d'éléments 

mobiles, L nombre de boucles indépendantes ; dans ce mécanisme 2 boucles 

indépendantes (0,1,2,3,5,0) et (0,1,2,4,5,0) 
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~ 5 - ( 2 X 2 ) a J 

Possibilité d'analyse spatiale conduisant à certaines liaisons sphériques. 

V. J .3. Mise !:_n éq!!a!i~n 

~.1.3.a. Repérage, variables 

Etude des positions angulaires des différentes barres 

mobiles du système, donc repérage angulaire de chaque élément. 

Soient e, , 82, 83 , 84 , 0s définis connne sur figure 5. 1. 

AB tourne à vitesse constante ~ e, repère de temps et 4 variables 

82 , 0.1 , 84 , 0s 

V.l.3.b. Equations~ espaces 

Le mécanisme comprend deux boucles, donc 

_.. _,. -. ..... ..... 
AB + BC + CF = AG + GF ......... _.. ......... 
AB + BD + DE = AG + GE 

(5. 1) 

ou encore 

a, exp(i Ot) +al exp(i 82) + 83 exp(i 03) = ao +as exp(i 0s) 

a, exp(i e,) + a 1 2 exp(i E>J) + él4 exp(i 84) = élo +as exp(i (es+ ex)) 

Soit en projetant sur les axes X et Y et en plaçant en second membre les 

"valeurs connues". On posera cos~nus 0 ... C. ; sinus e. = S .• 
1 1 1 1 

82 c2 + 83 C3 - as Cs .. ao - a, 
a2 s2 + a3 S3 - Bs Ss - - at 

a 12 cl + él4 CA - as c = ao ...: a, s+a 
a' 2 s2 +él4 s. - as s Ill -,a, s +ex 

Sys tèmc non linéaire en Ell , 03 , E4 , Els •. 

V.l.3.c. Eguations vitesses 

d e. 
1 

On pose ~. 
1 

-= 
d t 

1:1 w. 
1 

Ct (a) 

s1 (b) 

Ct (c) 

St (d) 

(5. 3) 
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- a2 s2 W2 - aa S3 W3 + as Ss Ws ::1 a. s. WJ (a) 
a :a c2 W2 + 83 C3 hl3 - as Cs Ws = - a. c. WJ (b) 

(5. 4) - a ':a s2 W2 - 34 S4 W4 + as s Ws .. a • s. WJ (c) s+a 
a' 2 c2 W:a + 8.4 (À W4 - as c Ws = - a. c. W! (d) s+a 

Système linéaire eh W2 , W3., W4 , Ws si les El, sont connus et qUJ. s'écrira J alors [A] [ nJ = [ B] (5. 5) 

Remarque : dans le système étudié w1 = constante, on peut poser pour la 

résolution W1 = 1, ce qui revient à calculer en réalité les w./w1 • 
~ 

d2 El1 d W1 
V. 1.3.d. Equations accélérations •avec =---- = 0 

- B.l s2 th'- 83 s3 ~ + as Ss 'ês Ill + a2 c2 W22 + él3 C3 U.'3 2 - as Cs Ws 2 + 
al c1 Wl l 

+ a:a C:a th + él3 C3 'Da - as Cs tls "' a2 S:a W2l + él3 s3 W32 - as Ss Ws2 

a. s. WJ 2 

+ 

- a '2 sl 'êz - 84 s.. ~ + as S tls =+ a 12 ~ W22 + 8.4 (À 2 c Ws2 - as s+a (J)J 
s +a 

lll c. Wl 2 

+ a '2 C:a 'êz + 84 Ct ~ - as C "ês = a'2 S:a W22 + 84 s.. (~'4 2 - as s Ws2 s+a s+a 

(a) 

(b) . 

+ 

(c) 

+ 

a1 St Wt 
2 

( d) 

[A) [tl] ""[C] (5.7) 

si les e., ~. sont connus, le système est linéaire en t> •• 
J J J 

V. 1.4. Résolution 

V. 1.4.a. Méthode 

On emploie la méthode qui consiste à résoudre le système 
linéaire en w. 

l 
(5.4) ~ 

Ce qui suppose connue une podtion "initiale" du mécanisme. 

V. 1.4.b. Valeurs initiales 

Elles sont dé te minées graphiquement et affinées par la 
méthode itérative de Newton-Raphson. 

Les erreurs ~El, sont solutions du système 
J 

n a fi (E>k) 

1: (Â O.) 
j=l J 

( i • 1 , 2 , ••• , n) "" 
a e. 

J 

(5. 8) 
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les f.(O.) = 0 ftant les iquations (5.3) 
~ J 

Si on prend (5.3.a.) 

--= 0 
a D4 

-- == + as Ss 
a Os 

a f. 
~ 

On fait la même opération sur f2 = 0 f3 =. 0 et on remarque que les -
a o. 

J 
sont les coefficients des w. dans le système (5.4), donc écriture simple : 

J 

[ A] [ 6 0] = [ ·- F] (5. 9) 

V. 1. 4. c. Calcul des points 

Méthode de Runge Kutta à 4 approximations (voir chapitre III): 

On travaille sur [A] l Il] = [ B] 

A et B calculés pour 02 (0), Ü3 (0), e. (0), Os (0). 

- Résolution : on t:alcule les valel!rS de n(o) pour les valeurs 

initiales. On a des équations du type : 

d 0 
- = g (0. ,t) 
d t J 

Le temps 
30 

est"représenté" par Elt (hypothèse w1 = constante ; t = - Ot) 
d 0. N ~ 

~ 4 
On pose V = ( 02 , GJ , Ü4 , Os ) ; -= g.(G.,t) 

1. J 
résultats de 

4 
G .. (w2 ,hJJ ,~ ,ws) 

d t 

[ n] "' [ A] -I [ B] 

4 
d v 

d'où - = F (V,t) à intégrer 
d t 

(5. JO) 

+ Donc avec Kutta ordre 4 en partant de to .. 01 (0) ; Vo = (82 (0) ,ÜJ (0) ,04 (0), 

Os (0)) 

+ 
it, + + + + 

(0, (0)+ .!!. 
+ + !!...) = h F (O,(O),Vo) K2 = h l'' , Vo 

2 2 
(5. 1 1) 

+ + 4 
+È. + 

+ .&.) + + + + 1<3 '"' h F (0, (0) Vo 1<4 a: h F (Ot (0) + h, Vo + KJ) 2 2 
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et < ï<1 + z ït~ + 2 t · + t > 
6 

Soient 02(1), 03(1), 04{1), 0s{1) les nouvelles valeurs calculées en V
1 

on affine ces valeurs par la méthode de Newton-Raphson utilisée en 

(V, J .4.b.) et on calcule les valeurs ~ (2), 03 (2), 64 (2), 0s (2) pour 

el {2) - 0, (0) + 2 h en reprenant les calculs précédents v, définitif 
• .... + Jouant le role de Vo. 

Remarque au passage la résolution de (5. 11) donne les no' nt ' n-2 ' ••• 
associés aux + + + 

Vo , V1 , V2 , • , • 

V. J.4.d. Calcul des accélérations 

Résolution du système linéaire (5,6) en~. 

Rappel 

[ ~1 

en réalité, on calcule. ~./w1 
J 

[A]- l [ C] d'après.(5.7) si [A] réeulière 

V. 1.5. Résultats 

On trace les courbes : 0s ~ f(0t) ; ~5 = f(01 ) 

pour des systèmes de dimensions différentes. 

J 

(det [A] =F 0) 

~5 .. f(0t) 

Ces courbes permettent de connaître la répartition des vitesses et 

des accélérations donc de déterminer les zones ch~gées dynamiquement. 

Il serait facile de faire le même travail (vitesses, accélérations) 

pour chacune des barres autres que 5 • 

. L'étude est complétée par le calcul et l'analyse des angles de 

transmission dans le quadrilatère croisé {2,3,5,4} èvoir chapitre III). 

'V, 2. SYNTHE SE DU '2...!_' ~ L'OBJECTIF DE NODIFIER SES PERFOIDfANCES 

La synthèse se fera en utilisant la relation entre l'angle d'entrée 

et l'angle de sortie. 

Le mécru1isme est caractérisé par les dimensions géométriques qui 

définissent entièrement la configuration de chacune des barres (voir 

figure 5. 2) , 

Le problème peut se poser de la façon suivante : 

- On impose, à des instants donnés, un certain nombre de positions 

de passage (par exemple des valeurs du couple angle d'entrée, angle de sortiE 
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et on essaie de déterminer les valeurs des paramètres géométriques qui 

permettent de réaliser ces conditions avec une précision la meilleure 
possible. 

On fera une synthèse dimensionnelle. 

~igur.e 5. 2 

Les paranè tres géométriques seront les suivants 
1 AGI IAÎ3D 1 Ëël 1 ËÎ)O a cri -D ao . • a1 . • a1 . = a 11 . a:: aJ . ft DEY Il:~ 

, 
' ' ' ' IFGI n ËGB a 's -- 1 6Au --• as Ill . (GF,GE) "" a . = p . (OX,OA) : f3 ; ' ' ' 

(OX,AG) .,. 0o o 

Soit 1 'ensemble {A} .. {ao ,a1,. o. ,po ,0o} 

Les paramètres éi.ngulaires : 01, 01, 03, 84 ,05 , soit 1 'ensemble {0} 

Soit un total de 17 paramètres pour une configuration donnée ; les autres 

configurations seront obtenues en maintenant les 12 paramètres géométriques 

constants et en faisant varier les 5 paramètres angulaires donc pour une 

valeur de {A} il y a une infinité de valeurs possibles de {0}. 

Le mécanisme permet d'écrire 2 équations vectorielles de fermeture 

liées aux boucles (ABC F GA) et (ABD E GA), soit en réalité quatre 

équations en projetant sur les axes X et Y , les équations liant les 

17 paramètres. On en déduit que 13 des paramètres suffisent à définir la 

configuration du mécani.sme, les 4 autres se déduisant par calcul dans les 

équations de fermeture. 

V. 2. 1. !;!i~e !:_n équa!_i~n génér~l!:_ 

On se place dans le cas où p "" f3 • 0o = 0, ce qui conduit à la 
figure 5.3. 
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Figure 5. 3 

Il reste donc 14-paramètres, les 4 équations sont toujours valables, 

donc JO des paramètres définissent la configuration. On remarque que les 

paramètres ao, a1 , a2, a '2, éi3 , 84 , as , a' 5 sont homogènes donc définis 

à une proportionnalité près, soit a, le coefficient de proportionnalité 

que 1 'on posera égal à.!.~~~ calculs gui suivront. 

Ceci réduit les pararnèt res .!_o!!_g~e!!_r~ au nombre de 7, on ajoutera a. 

et un des 5 paramètres ang,Jlaires. Le but de 1 'étude étant de coordonner 

des valeurs de e1 et es , on conservera e1 comme paramètre. 

Les équations de fermeture s'écrivent - - - - -Boucle ABCFGA AB+ BC + CF =AG+ GF (a) (5.12) - - - - -Boucle ABDEGA AB+ BD+ DE • AG + GE (b) 

qui donne en projetant sur les 
-+ -+ 

rappelant l'on Ce axes X et Y et en que 

écrit C. pour cos (e.) et S. pour sin (e.) : 
1 1 1 l. 

al c1 + 82 c2 + B3 C3 - as Cs - Bo a: 0 (a) 

al s1 + 82 sl + 83 S3 - as Ss ... 0 (b) 

(5. 13) , 
al C1 + a '2 C2 + 84 c. - a 's C - ao 

s+a. 
a 0 (c) 

al s1 + a'2 s2 + 84 s. - a' s s - 0 (d) 
s+a. 

Ces quatre équations permettent d'éliminer 3 des paramètres, soient 

~, 0.J, El4 qui sont secondaires dans 1 'étude envisagée. On utilise la 

relation C. 2 + S. 2 
• 1 respectivement dans (5.13 a et b) et dans 

l. 1 

(5.13 c et d) pour 0.J et El4. 

(5.13 a et b) ~ aa C3 • - a1 C1 - a2 C:z + as Cs + ao 

B3 S3 - - al SI - a2 s2 + as Ss 
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Ce qui donne, en tenant compt~ de la relation c. c. + s. s. = c .. 
l. J l. J l-J 

83 
2 = ao 

2 
+ a1 

2 
+ a, 

2 
+ as 

2 
+ 2 ao as Cs - 2 ao a1 Ct - 2 ao ~ c, + 

2 a1 az Ct -2 - 2 a1 as C1 -s - 2 a, as c, -s 

Le même calcul pour El4 sur les relations (5. 13 c et d) conduit à 

(S. 14) 

84 
2 = ao 

2 
+ at 

2 
+ a' 2 

2 
+ a 

1 
s 

2 
+ 2 ao a 's C + - 2 ao a1 Ct - 2 ao a 1 2 Cz + 

s a 

2 a, a' 2 C1 -2 - 2 a, a' s Ct-s-a - 2 a' 2 a' s c, -s-a 

Il reste à éliminer 0, en utilisant les 2 relations (5. 14) et (5. 15). 

Pour simplifier 1. 'écriture, on va utiliser un changement de vat'iables 

faisant passer les a. en x .• On pose : 
l. l 

ao 2 + a1 2 + a, 2 + as 2 
- 83 2 ao a, 

Xl • ---------~------------------ X2 :n- X3 ""-

2 a1 as at as 

a1 a', 
Xs • ------------------------------ X6 =- x, 1:1 

a·' s a1 2 a1 a' s 

(Xo ~ a1 = 1) 

(5. 15) 

(5. 16) 

Les nouveaux paramètres sont indépendants et en même nombre que les para­

~tres longueurs. Ce sont de plus des paramètres ~dimension, ce qui 

est intéressant du .Point de vue des calculs numériques. On peut ajouter 

Xs "" a pour compléter les paramètres géométriques. 

On peut maintenant réécrire les relations (5.14) et (5. 15) en tenant 

compte des relations (5.16), ce qui donne: 

(5.14) -o ... XI+ x, Cs- x, XJ c,- x, x3 x.. c, + XJ x.. c.-,- Ct-.s-

X4 c, -5 (5. 17) 

(5.15) • 0"" Xs + X2 Cs+a- X2 X6 Ct - X2 X6 x7 c, + X6 X7 Ct-2 - Ct-s-a-

x, c, _,-a (5. 18) 

Dans ces 2 relations, on fait apparaître tous les c, et s, et on les met 

en facteur. On pose ensuite pour condenser l'écriture 
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Yt = Xl - X2 X3 Ct + xz Cs - Ct_s . Y2 =X4 {- Cs + X3 (CJ - X2)} ' 
Y3 .. X4 {X3 St - Ss } Y4 = X$ -Xl X6 Ct + Xl Cs +Cl - Ct-s-a (5. 19) 

Ys a X7 {X6 (Ct xl) Cs +a} . Y6 = x, (X6 s. - Ss +et) ' 

En tenant compte des relations (5. 19), on obtient 

(5. 17) ~ 0 "" Yt + Y2 c2 + Y3 s2 (5. 20) 

(5.18) * 0 ... Y4 + Ys c2 + Y6 Sz (5.21) 

On tire de ces deux relations 

Yt Ys - Yz Y4 Y3 Y4 - Yt Y6 
Sz ... et c2 = 

Y2 Y6 - Y3 Ys y2 Y6 - Y3 Ys 

et en écrivant que C2 2 + S2 2 = 1, on obtient 

( Y t Y• - Y• Y< ) ' + ( Y> Y< - Yt Y• ) 
1 

- ( Y> y • - Y> ~' ) 
1 = 0 ( 5 • l 

Relation qui fait intervenir les huit paramètres géométriques 

{xt,X2,X3,XA,Xs,X6,X7,xa} et les deux paramètres angulaires {8t,8s}. 

Cette relation est, aux changements de notation près, de la forme 

F ( ao , • • • , a ' s , a , Gt , 0s ) .. 0 

Elle définit donc, au moins localement, 05 comme fonction implicite 

de 01, soit 0s "''i'(01) pour chaque donnée de {a0 , ... ,a's ,a}. 

te problème de la SYNTHESE DIMENSIO~"NELLE est donc le suivant : 

Est-il possible de trouver {ao, ••• , a 's, a} pour que le graphe de 

0s = 'i' (0t) passe par des points itoposés ? 

V.2.2. Nombre de ".E.o~i.!:_i~n_! de .E_récision" E..O.!sib.!_e_! 

Pour chaque valeur du c::>uple {G;'lt, 0s} nous pouvons écrire une rela­

tion du type (5.22). 

Si n est le nombre de paramètres, nous pouvons, en définissant n 

couples différents, écrire n équations non linéaires faisant intervenir 

les n paramètres. 
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·Dans le cas présent et ave.c les hypotnèses faites, on peut donc 

écrire un système de 8 équations non linéaires à huit inconnues : les 

x. 
1 

qui, sous réserve de solution, permettront de calculer les para-

mètres a. par l'intermédiaire des relations (5.16). 
J 

- Remarque : On pourrait augmenter le nombre de "positions de précision" 

·en considérant les 0t et es non comme des valeurs absolues, mais comme 

des variations angulaires par rapport à des positions initiales 010 et 

0so (première position de précision) supposées inconnues. On aurait alors 

e, ... e, o + t, 0s = 0so + ts et on pourrait poser X9 "'0to ; Xto = 0so. 

V.2.3. Méthode de résolution 

Les premiers essais ont été effectués à partir de la méthode de 

NEWTON-RAPHSON déjà présentée, dont on rappelle le principe. 

Etant donné le système 

F. (Xl , •• ·• t x ) = 0 
1 n 

On doit résoudre a F. n 1 

I: • 
a x. 

J 

Ce qui conduit à calculer toutes 

soient n2 termes. 

{i .. 1,2, ••• ,n} 

!::. x. = - F. 
J 1 

(5. 23) 

les dérivées partielles 
a F. 

1 

a x. 
J 

- Remarque : On montre {LE GRAS [L 7]} que la matrice[: :] -l n'est 

autre qu'un facteur d'accélération de convergence donc qu'il suffit de 

calculer ses éléments de façon approchée. 

Par exemple 
a F. 

1 

a x. 
J 

F. ( Xt , • • • , x . +h t • • • t x ) 
1 J n 

F . ( Xt t • • • t x . , • • • ' x ) 
1 J 

11 (5.24) 
h 

Les problèmes, liés à la méthode, de convergence ont conduit à utiliser 

la méthode basée sur 1' algor:i. thme de HARQUARDT, déjà évoqué au chapitre III, 

mais dont on donne ci-après le principe dans le cas de la résolution de 

systèmes d'équations non linéaires. 

Soit F. (X) • 0 {i .. 1,2, ••• ,n} (5.25) 
1 -+ 

le système à résoudre dans lequel X est le vecteur (xx ,X2, • • ·, xn) • 

On définit comme dans la méthode du gradient un critère d'erreur, 

à savoir : n 
• 1: 

l"' 1 

-+ 
[ F. (X) ] 2 

1 
(5.26) 
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La méthode de NEWTON-RAPHSON conduit à la relation (5.23) que l'on 

peut écrire sous la forme matricielle : 

(5. 2 7) 

a F. 
En général B "' 

l. 
n'est pas symétrique, multiplie - - on 

a x. 
J 

T qui donne A BT B T par B à gauche, ce ... et g = B F 

On "normalise" ensuite les matrices A et g en posant 

( 

a .. ) A* a (a" .. ) .. l.J et 
l. J ..;;;::-: ..;;;:;: 

l.l. JJ 

g* = (g"".) =(gj ) 
J v'ajj 

et on applique l'algorithme de MARQUARDT 

L'indice r caractérisant le numéro de l'itération. 

De la relation (5.29) on tire 
~.(r) *(r) .r-
u a ô. 1 va .. 
J J JJ 

donc 

(5. 28) 

(5.29) 

puis x<r+J) "'x(r) + ô(r) puis à l'aide de (5.26) on calcule ~(r), la 

limite de ~ étant zéro et ne pouvant être atteinte à cause des erreurs 

d'arrondissage. 

V.2.4. E?T_r!:_s~i~n de~ 2_i_!.fêr!:_n!_e~ !!!a.!_riC'.!:_S in.!_eE_v~~n! !!_a!!_S .!.e~ ~a.!.c~l~ 

V.2.4.a. Calcul sous forme matricielle 

On part de la relation (5.22), pour~ des équations Fi on a 

F (xi 1 X2,••••x., ••• ,x) .. G (yl,•••Y·,••••Y6) '"' 0 
l. n J 

(5. 30) 

G 
(xi,••••x., ••• ,x) 

l. n 
(5. 3 J) 

F 
F (x1 , ••• ,xi, ... ,xn) (5.32) 

donc F • G 0 ~ ; on peut calculer la matrice jacobienne associée à F 

par produit des matrices jacobiennes associées à G et ~ soit : 

J (F,x) a J (G,y) x J· (~,x) 

ligne 
n colonnes 

J ligne 
6 colonnes 

6 lignes 
n colonnes 

(5.33) 
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Soit 

a Y1 a Y1 a Y1 
-, ... , 

' ••• J 

a Xl a x. a x 
J n 

CF aF)-eG a G) • . 
---, ... , - - , ... ' 

a Y6 
• (5. 34) 

a x1 · a ,a Yt • x • n .. . . 
a Y• a Y• a Y• 
-, ... , ' ... ' 
a x1 a x. a x 

J n 

ou encore en utilisant les symboles repérés dans le programme de calcul 

DFX = MDG x MDY (5.35) 

V.2.4.b. Expression ~ termes de M D G et M D Y. 

On pose : 

(yi Ys - Y2 Y4) a A ; (y3 Y4 Yt Y6) • B (y'J. Y6 -

On obtient : 

a G 

- .. 2 (A Ys 
a Y1 

a G 
... 2 (B Y4 

a Y3 

a G 
... 2 (A Yt 

a Ys 

- B Y6) 

+CYs) 

+ C ys) 

a G 

a Y2 

a G 

a Y4 

a G 

a Y6 

a Y· 
l 

• - 2 (A Y4 + C Y6) 

- 2 (- A Y2 + B Y3) 

.. - 2 (B Yt + C Y2) 

Termes de M D Y : on posera --a x. J . 

Yt , 1 - 1 Yt ,2 - Cs - X3 Ct . YI ,s - - X'J. Ct ; YI ,4 Ill 0 . YI ,s ' ' 
Yl ,• - 0 YI • 7 "" 0 ; Y1 ,a - 0 

y2 ,1 - 0 Y2 ,2 .. - X3X4 . Y2 ,3 = X4 (Ct X2) . y2 ,4 .. (X3 (Ct 
' ' 

Y2 ,s - 0 . Y2 •' - 0 Y2 ,, - 0 . Y2 ,a ... 0 • ' 
ys ,1 - 0 Ys ,2 a 0 Y3 ,, • X4 St . ys ,4 -(X3 St - Ss) ys ,s 

' 
ys •' • 0 Ys,, - 0 Ys ,a - 0 

Y3 Ys) •• C 

(5. 36) 

(5. 37) 

... 0 

- X2 )- Cs) 

"" 0 
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Y4 tl ... 0 . Y4 ,2 .. (C - X6 c.) Y4 ,3 =. 0 . Y4 ,4 "' 0 Y4 ,s = ' s+a ' 
Y4 ,6 ... - X2 C1 . Y4 ,, a 0 Y4 ,s a - (x:z S + s ) ' s+a 1 -s -<X 

Ys tl = 0 . ys ,2 ""- X6 X7 ys ,3 ... 0 . Ys ,4 a 0 . Ys ,s .. 0 Ys ,6 ... X7 (Cl -' ' ' 
Ys ,, -(X6 ( c. - xd - c + ) . Ys ,a ft s X7 s a ' s+a 
Y6 , 1 = 0 . Y6 ,2 ... 0 Y6 ,3 = 0 . Y6 ,4 = 0 . Y6 ,s = 0 Y6 ,6 = x, s • ' ' ' 
Y6 ,, "' (X6 s. - 5s +a) 

. Y6 ,a = - X7 C + ' s a 

Il y a donc 48 termes dont 19 non nuls. 

V. 2. 5. Ex~m.E_l!_ : :E_a!_ .E_a!.,tic~li_e.!. ,iu mé~aE_i ~Tl'~ BO.ê_CH-.f_ITR.Q.EN 

C'est un cas particulier du précédent dans lequel on a les relations 

supplémentaires suivantes : 

as = a' s et (a '2 - a2 ) • a3 = 34 "' a (5. 39) 

Donc il reste 5 paramètres longueurs homogènes, c'est-à-dire en prenant 

a1 cormne coefficient 4 paramètres. Ceci entraîne que les 7 premiers x. ne 
J 

sont plus indépendants. Ils s'écrivent 

aol + a 2. + 
J • a2 2 + as 2 - a2 ao a. a2 

XJ .. X2 - X3 =- X4 = 
2 81 as 81 as a. 

X2, 

(5. 40:-, 
ao2 + a.2 + (a2 + a)2 + as 2 - a2 a. 82 + a 

Xs .. X6 -- X7 • 
2 a1 as as at 

(Xo ... al = 1) 

On peut prendre comme paramètres indépendants X2, X3, Y-4, x, que 1 'on 

rebaptise z1 , z2, Z3 , Z4 

X2 • Z 1 j X3 *' Z2 j X4 '"' Z3 

Les autres x. s'écrivent alors 
J 

1 1 

(5. 41) 

1 
~~ • - [- + X3 { X2 2 + 

2 X3 

- X7 (X7 - 2 X4)}] • - [ - + Z2 { Zt 
2 + 1 -

2 Z2 

Z4 (Z4 - 2 Z3) }] 

1 1 
Xs •-( -+ X3(] + X:z

2
- X4° + 2 X4 X7 ) ] • - [ - + Z2 ( 1 · + Z 1 

2 
- Z3 

2 
+ 

2 X3 2 Z2 

2 Z3 Z4)] 

Xa "" a • zs 
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V.2.5.a. Calcul sous fonne matricielle 

Cette fois, on a la situation suivante 

'1'1 'Y G 
Cz1 , ••• ,zp) ._, ---1>1> (x, , ••• ,xn) 1-- ~ (y, , ••• ,y6) ._, ---e> G (y, , ... ,y6) 

F 
F ( XJ ' ••• 'x ) ( 5 • 4 n 

Donc H ... F 0 

et . J (H, z) ... . 
1 ligne 

p colonnes 

'Y, 

J ( F,x) x 

1 ligne 
n colonnes 

H 

J ('!'vz) 

n lignes 
p colonnes 

H ( Zt , ••• , Z ) 
p 

(5.44) 

J (F,x) a été défini par la relation (5.33), il suffit donc d'exprimer 

J ('Yvz) en utilisant les symboles repérés dans le progrannne de calcul 

D F Z .. DFX x MDZ 

V.2.5.b. Expression des termes de MD Z 

On posera 
_ ... 

'1<' 1 

en rappelant que z, ~ X2 

Il vient : 

Z2 '"' X3 Z3 = YA Z4 s:: X? 

1 
X1 ,1 a X2X3 . Xt t2 = - (- + (X2 2 + 1 - x, 2 + 2 XA X7 )) ' 2 2 

X3 

Xt ,4 -X3 (x., - XA) Xt ,s • 0 

X2 ,1 -1 X2 ,2 = 0 X2 ,3 ... 0 X2.,4 = 0 X2 ,s - 0 

X3 '' 
.. 0 X3 ,2 -1 X3 ,3 ... 0 X3 ,4 ... 0 X3 ,s - 0 

XA , 1 -0 XA ,2 - 0 XA ,3 ... 1 XA ,4 - 0 XA ,s .. 0 

1 
Xs '1 -X2 X3; Xs ,2 .. - [- + ( 1 + 'V 2 

•'l - X42 + 2 YA X7 )) 
2 X32 

xs ,4 .. X3XA; Xs , s - 0 

X6, 1 ... 0 'X6 ,2 -1 X6 ,3 • 0 X6 , .. - 0 X6 '5 = 0 

x, ,1 - 0 x., ,2 '"" 0 x., ,3 - 0 X7 ,4 - 1 X7 ,s - 0 

(5.45) 

zs s:: a. 

Xt ,a ... X3 x., 

xs ,3 •X3 (x, - X4): 



~. 

Xa ,2 a 0 ; Xa ,3 "' 0 Xa ,4 = 0 

Il y a donc 40 termes dont 14 non nuls. 

V.2.6. Résultats 

Deux programmes ont été mis au point 

un pour la synthèse (MARQ6B) • 
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Xa,s = 1 

un pour l'analyse (EGCX), 

• Le programme EGCS donne les déplacements angulaires, vitesses angulaires; 

accélérations angulaires de toutes les barres, en partant d'une vitesse 

angulaire constante (égale à 1) de la barre motrice • 

• Le programme MARQ6B permet la synthèse dimensionnelle du mécanisme en 

associant des couples angle et entrée (61 ), angle de sortie (es). 

Il a fallu un certain nombre d'essais pour déterminer le coef­

ficient de MARQUARDT. La valeur 0.01 semble convenir dans le cas présent. 

Les études ont été menées en partant d'un mécanisme p~oche de 

celui utilisé sur la CX à savoir : ao = 167, a, = 30, a~ = 127, a~ = 207 

a3 • B4 = 80 ; as = aJ = 28, a .. 153°. Ce mécanisme utilise le 4BMM 

.croisé analysé graphe IV qui est intéressant de par son comportement 

cinématique. · 

Les résultats ont tnontré que, pour l'angle d'ouverture choisi, 

le système est performant (graphe V). 

Un autre point de vue a été adopté : essai d'augmentation de 

l'angle de sorti~ en conservant des caractéristiques dynamiques intéres­

santes : répartition des accélération-s avec "pointes" minimum. Les essais 

ont été menés en définissant une loi parabolique "idéale" et en essayant 

de l'approcher en plusieurs étapes, ce qui entraîne, compte-tenu du 

matériel utilisé, des temps de calcul assez élevés (graphe VI). 

Un point important et délicat dans cette mise au point a été la 

définition des critères limites à imposer aux dimensions. Il a été choisi 

d'imposer des dimensiqns minimum en songeant aux problèmes de fabrication 

et montage. 
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CHAPITRE VI 

ESSAI DE SYNTHESE DE NOUVEAUX MECANISMES DESTINES A L'ENTRAINEMENT DE BALAIS 

D'ESSUIE-GLACE 

VI.I GEKERATION DE TRAJECTOIRE 

VI.I .1 Définition des paramètres 

VI.1.2. Mise en équations 

VI.I .3 Elimination des ~mk 
VI. 1 .4 Formulation mathématique 

VI. 1. 5 · Termes de J CC,. CD) 

VI. 1 .6 Termes de J( f' Pn ) 

VI.2 RESULTATS - COMMENTAIRES 

figure de position 
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CHAPITRE VI 

ESSAI DE SYNTHESE DE NOUVEAUX MECAi'HSNES DESTINES 

A L1ENTRAINEMENT DE BALAIS D'ESSUIE-GLACE-

VI.I. GENERATION DE TRAJECTOIRE 

Dans ce chapitre la synthèse dimensionnelle va porter sur une généra­

tion de trajectoire : un point lié au mécanisme doit coincider à certains 

instants donnés à des points. théoriques, points de précision, définis dans 

le plan du mouvement. 

Soient Pi les différentes positions du point P lié au mécanisme, emk 

les valeurs correspondantes des angles des barres (voir figure 6.1), 

à l'instant où l'indice m caractérise la barre, l'indice k la valeur de 0 
m ., . 

p co1nc1de avec Pk. 

Le problème peut prendre 2 formes différentes : 

1. Les pk sont couplés avec les valeurs de certains em, les autres em 

faisant alors partie des paramètres ; 

2. Les Pk sont donnés sans couplage avec les 0 , d~nc tous les 0 font m m 
partie des paramètres. 

L'étude qui suit est menée dans la deuxième hypotnèse, sur un mécanisme 

d.t type WATT II • 

. , 

Figure 6. 1 -·· · 
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La figure représente en trait plein la position initiale du mécanisme. 

On représente par une lettre minuscule les longueurs des barres, par la 

même lettre majuscule l'affixe du vecteur associé à une barre. 

On consiœre les déplacements angulaires des barres ~rapp~_! 

~position initiale ; ces déplacements étant caractérisés par les angles 

~ a e - e . (le premier indice caractérise la barre). 
mk mk mo 

On pose 

a Mo D • a 1 Ao-Do a • ~ ; 1 ~Bo 1 = a1 ; 1 n;-Co 1 = a2 ; U Do Co D = éll ; 

1 G!Co B • b:~ ; A Q,Êo D .. b3 ; 1 F-;Eo U • h4 ; 1 G-;Fo 1 = bs ; D F-;;Po 0 = b ; 

1 orB = r 
Les affixes de ces différents vecteurs sont représentés par les lettres 

majuscules correspondantes. - -Par exemple : OAo -+ A ; CoEo -+ B3 etc ••• 

VI. 1. 2. Mi ~e !:_n éq~a!_i~_n~ 

On peut écrire 2 équations vecto1:ielles de fermeture pour chaque 

position de P. 

Pour la position initiale : .... .... _,. ... ... .... 
OAo + Ao Bo + Bo Go + Go Fo + Fo Po = OPo 
...... -. .... .... _... _... .... 
OAo + k U, + Do Co + Co Eo + E~ Fo + Fo Po .. OPo 

( 6. 1) 

(6. 2) 

auxquelles on peut ajouter la relation de fermeture d'une des deux 

boucles {Ao ,Bo ,Co,Do} qui établit des relations de dépendance entre les 

paramètres : 
..... ..... ..... .... 

Ao Bo + B oCo "" Ao Do + U> Co (6. 3) 

Ces trois équations s'écrivent en utilisant les affixes 

(6. 1) .... A+ At + (A2 - B2) + Bs + B ::aRo (6.4) 

(6.2) .... A+ Ao +Al + B3 - B4 + B ... Po (6.5) 

(6. 3) -+ A, + A2 ... Ao +AJ (6. 6) 

Pour la k . ' position, trois équations deviennent 1eme ces 

A+ A, 

A+ Ao 

A1 exp 

exp (~ ~ 1 k) + (A:~ - B2 ) exp (i ~2k) + (Bs + B) exp (i ~Sk) 

+ (Al + B3) exp (i ~3k) - B4 exp (i ~ 
4
k) + B exp (i c!>Sk) = 

(i ~lk) + A2 exp (i t
2

k) • ~ + A3 exp (i ~Jk) 

On retranche les équations 2 par 2, et on pose 6 -= \ - Ro 

(6.7)-(6.4)-+ A1 {exp (i ~lk)- 1} +(A:~- B:~){exp (i 4l
2
k)- 1} + 

(Bs + B) {exp (i t 5k) -· 1} = 6 

"' ~ (6. 7: 

~ (6.8: 

(6. 9: 

(6. JO: 
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(6.8)-(6.5) -+ (AJ + B3) {exp (i ~3k) - J}- B4 {exp (i 4J
4
k) - 1} + 

(6.9)-(6.6)-+ At {exp (i ~lk)- l} + & 

~ 

B {exp (i ~Sk) 

{exp (i ~2k) - l} 

exp (i ~ 3k) - J} 

J} = 6 ( 6. JJ) 

(6. J2) 

En partant de ces 3 équations (et de toute combinaison les associant), 

on va essayer d'éliminer les angles ~mk qui sont au nombre œ 5, sauf 41
1
k 

qui servira au repérage du temps. 

- Remarque : la configuration initiale (figure 6, l) fait intervenir 

JO affixes : A, Ao, At, & , A3, B,, B:1, B4, B5 , B, soit en utilisant le 

fait que les affixes peuvent être définies par la connaissance de la partie 

réelle et de la partie imaginaire (exemple A-+ XA + i YA) un total initial 

de 20 paramètres. 

Les équations (6.4), (6,5), (6,6) introduisent en fait 6 relations 

entre ces paramètres, de plus A2 et B2 , A3 ct B3, Bs et B sont liées entre 

elles par des relations du type 

~2 XA2 

donc au total 20- (6 + 3) a JI paramètres suffisent à définir la confi­

guration initiale du mécanisme en partant de Po, 

VI. J, 3. §._li mi n~ti_o~ de~ ~ mk 

Pour alléger l'écriture, on supprime l'indice k des ~mk' donc ~m 

représente le déplacen~nt angulaire de la barre m par rapport à sa position 

initiale dans les relations (6, JO), (6,JJ), (6, J2), Pour les mêmes raisons, 

on posera {exp (i ~m) - J} ... K 
m 

( 6. 10) -+ At Kt + (A2 - B2) K:~. + (Bs + B) Ks 111 6 ( 6. 13) 

(6,JJ) -+ (Al +B3)K3-B4 K4 + B Ks .. 6 (6. 14) 

(6, 12) -+ A, Kt + A2 K2 Cl A3 KJ (6, 15) 

On élimine d'abord 1<3 en remplaçant df.ns les relations (6, J4) et {6, 15) 

(6,J4) -+ (Al + B3) 
~ 

ou : (Al + B3) At Kt + (A3 + B3) A-J K2 - A3 B4 K4 + A3 B Ks - A3 6 = 0 ( 6, 16 

On remplace (6.J6) par une combinaison de (6, 13) et (6. J6), on pose 

Z • lv. B3 + A3 B2 
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(AJ + B3)A1B2K1 + Aa &! (k - B2 ) Y'"' + { (Aa + B3 )& Bs + B Z}Ks - /:,. z = 0 ( 6. 17 

On pose (ll.a + B3) = L3 (& - ~) = 1:a . (Bs + B) = Ls' on obtient ' 
( 6. ] 3) + A1 K1 + '14 K2 + Ls Ks - /:,. = 0 (6. 18 

( 6. ] 7) -> AJ. B2 K3 K1 + Aa B4 L2 K4 + (k. Bs la + B Z) Ks - !J. Z = 0 (6.] 9: 

Posons H1 = A1 & 1<3 K1 - /:,. z li4 ... Aa n.. 12 ; Hs = B Z + k Bs 13 

Lo = A1 K1 - /:,. 

( 6. ] 8) + 12 e>.."P (i 4>z) ... 12 - ~ - 1s {exp (i ~s) - 1} (6.20: 

( 6. 19) +H4 exp (i ~4) • - H1 +H4 - Hs {exp ( i ~s) - 1} (6.2I: 

en muldpliant par les quantités conjuguées chaque membre de (6.20) et (6.21: 

(6.20) + 1212= {(L:a- 1o+ 1s_)- Lsexp(i<I>s)}{(L2- Lo+ Ls)- Lsexp(-i~s)} (6.22: 

(6.21) + li4H4== {(-Hl+ H4+ Hs)- Hsexp(i<I>s)H(-Hl+ H4+ Hs)- Hsexp(-i~s)}(6.2: 

On pose L = (L2+ Ls- ~) ; H = (-H1+ &+ Hs) ; L = R +iI; H = R' +il' 

k = R2 + i !2 ; Ls = Rs + i 1s ; 114 = R4 + i 4 ; Hs = R' 5 + i 1 '5 ; 

exp U ~) ... cos ~ + i sin ~ 

(6.22) + L:ak = L L- LsL exp(i<I>5)- L5Lexp(-i<I>s) + LsLs 

(6.23) + 14H4 = H H- llsH exp(i<l's)- H5H exp(-i<I>s) + HsHs (6.25) 

(6,24) + 2 (RsR + Isl)Cs- 2 (IsR- Rsi)Ss = R2 ·+ 12 + Rs 2 + 1s 2- ~ 2 - 12 2 

(6.26) 

(6.25) + 2 (R'sR' + I'si')Cs- 2 (l'sR'- R'si')Ss =- &4 2- 14 2 + (R') 2+ 

(1') 2 + (R's) 2 + (1'5H6.~ 

En posant les coefficients égaux à c, D, E, F, M, N, dans l'ordre de deux 

équations, il vient . . 
c Cs - D Ss .. E CN- EF DN - EM 

+ Ss ... Cs a 

F Cs - MSs • N DF- CM DF - CM 

ce qui, en tenant compte de la relation Cs 2 + Ss 2 .. ] , conduit à l'équation 

(CN - EF) 2 + (DN - EH) 2 
- (DF - CM) 2 • 0 (6,28) 

On retrouve donc une relation de synthèse de forme identique à celle 

obtenue au chapitre précédent. 

Dans cette relation apparaissent les paramètres A1 ,k. ,Aa ,B2 ,B3 ,B.. ,Bs ,B 

mais il existe entre ces paramètres les relations : 
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Bl = Xl fu ; Bs = X B . ; A3 = X3 B3 

soit A3 = À3 (B4 + X B - Àl fu) 

B3 .. B4 + Bs - B2 

À ,Àl ,Àa E IR 

Les relations (6.22) ramènent les paramètres à : At,~ ,B-4 ,B,À,À2 ,À 3 

( 6. 29) 

Les quatre premiers vont être écrits en fonction de leur partie réelle et 

de leur partie imaginaire, à savoir : 

B4 = X4 + i Y4 B "" x + i y 

Donc, on aura au total 11 paramètres : {xt ,y1 ,x2 ,yl ,x.t ,y4 ,x,y,À,À2 ,Àl} .. {p ) 
n 

avec P1 = x1 ; Pl • Yl , P3 = X2 , P4 = Yl , Ps • X4 , P6 = Y4 , P7 ., x, Ps = Y, 

P9 ... X, Pt o = X2 , P11 = X3 

Pour chaque "point de précision", c'est-à-dire pour chaque valeur de 

b, on peut écrire une relation du type (6.28) entre les paramètres {pn}. 

On est donc conduit à résoudre un système de n équations fortement non 

linéaires à n inconnues. La méthode utilisée sera basée sur l'algorithme 

de MARQUARDT vu précédemment. On posera ~ = a + i b 

VI. 1. 4. _Ko~ l2_ti,_o~ E],a!:_hém2_ti_q~e 

Les équations sont du type 

& (C,D,E,F,M,N) a ~(pn) D 0 

On pose {R I} • {R, I, R', I' ,R2 , 12 , R4 , r. , Rs , Is , R' 5 , I '5 } 

On peut écrire 

, & 

soient 12 quantités 

.(p ) 
n 

'P 
t---~~ (R 1) ,_ __ ,..., (C,D,E,F,M,N) ... , ___ ,.& (C,D,E,F,M,N) 

'JC 

T • 'JC o f et 'JC • & o 'i' * J désignant la jacobienne, on a 

J <T. p) n 
0:::: (6.30) 
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a R a R a R ................. 
a Pt a Pl a Ptt 

a I a I a I ................. 
a Pt a p2 a Ptt 

a R' a R' a R' 
J (~,pn) ... ................. -- :z (J .. ) a Pt a P2 a Ptt l.J 

• . . 
a I '5 a I 's a I '5 ................. 
a Pt a .P2 a Pt 1 

J (&,CD) .. 

Il reste à écrire l'expression de chacun des termes qui composent 
ces trois matrices. 

VI. 1.5, Te!JI1~S de J j_lk.J..CD) 

Dans le programme J (&,CD) s'appelle ECD 

a a 
--- c 2(CN - EF) N + 2(DF - CM) M 
a c 

a & 

a & 
- ., 2 (DII - EM) N - 2 (DF - CH) F 
a n 

a & 
--- • - 2(CN - EF) F - 2(DN - EM) M --- • - 2(CN - EF) E - 2(DF - CM) D 
a E a F 
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a & a & 
--- = - 2(DN - EM) E + 2(DF - CM) C 
a M 

- = 2 ( CN - EF) C + 2 (DN - EM) D 
a N 

VI. 1 • 6 • Te .!_111~ s de .:!_ i 'P.z..R]) 

Dans le programœe J ('P,RI) s'appelle CDRI. 

J ('P,RI) comprend dans le cas présent ·72 termes inscrits dans 

1' ordre des lignes 

2 Rs 2 Is 0 0 0 0 0 0 2 R 2 I. 0 0 

2 Is -2 Rs 0 0 0 0 0 0 -2 I 2 R 0 0 

2 R 2 I 0 0 -2 fu -2 !1 0 0 2 r-s 2 Is 0 0 

0 0 2 R's 2 I 1 s 0 0 0 0 0 0 2 R' 2 I' 

0 0 2 I 's -2 R' s 0 0 0 0 0 0 -2 I' 2 R' 

0 0 2 R' 2 I' 0 0 -2 R4 -2 lA 0 0 2 R's 2 I 1 s 

VI. 1. 7. ,!e .E_m~s de J (_tf,.E.) 
Dans le progrrunme J (~,pn) s'appelle RIPA. J (~,pn) comprend 

dans le cas présent 132 termes. 

On va exprimer L,L2 ,L5 ,H,HA ,Hs en fonction des {p } , puis séparer 
n 

les parties r~elles et imaginaires pour obtenir ·1es {RI} en fonction des 

{p }. Enfin, on calculera les dérivées partielles. On posera Cos ~~ = C n 
et Sin ~~ = S en rappelant que K1 =exp (i ~.) - 1. 

Z • ~ B3 + A3 B2 = ( 1 + ~l ~3 ) ~ BJ ., ( 1 + ~2 ~3 ) {X2 Xl - y2 Y3 + i (X2 Y3 + Yl X3 ) } 

Lo a At Kt - Â '"' Xt C - Y1 S - Xt - a + i (xt S + Yt C - Yt - b) = Ro + i Io 

14 • ~ - B1 • ( 1 - ~l) A1 "' ( 1 - ~l) (X2 + i Yl) • lb + i l2 

1G • A3 + B3 • ( 1 + ~3 ) B3 "" ( 1 + ~3 ) ( X3 + i Y3 ) = RJ + i 13 

ts .. Bs + B =- ( 1 + ~) B = ( 1 + \ ~) (x + i y) = Rs + i Is 

Ht .,. At Bz LJ Kt - Â Z "" At ~ B3 ~z ( 1 + ~3 ) Kt - ( 1 + ~2 ~:t ) A2 B3 Â = Rt + i lt 

Ht • (x2 X3 - y2 Y3 ){~2 ( 1 + ~3) (x, C - Yt S - xt) - ( 1 + ~l ~3) a} 

-(X2Y3 + X3Yl){~l(l + ~3)(xtS + YtC- y,)- (1 + ~l~3)b} 

+ i(x2XJ - y2y3){~z (1 + ~3)(xtS + YtC- yt)- (1 + ~2~3)b} 

+ i (xl Y3 + X3 Y2) p.2 ( 1 + ~3) (xt C - Yt S - xt) - ( 1 + ~2 ~3) a} 

14 • A3 B4 L1 .,. X3 ( 1 - )..l) A2 B3l4 ,.. R4 + i lA 

14 .. ~3 ( 1 - ~l HX4 (Xl X3 - y2 Y3) - Y4 (xz YJ + X3 Yl) .+ i[ X4 (X2 Y3 + X3 Y2) 

+ Y4 (Xl X3 - Y2 YJ ] } 

Hs • B Z + ~BsLJ = (1 + ~2~2) ~B3B + A2B3B~(1 + ~3) = ~B3B(1 + ~ + ~~3+~,2, 
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Hs = (1 +À+ À~'3 + À1À3){x(~~Xl - YlYl)- y(X3y::. + X2Y3) 

+ i[x(X3Yl + x1y3) + y(x.3X2- YJYzl} 

L "' la + Ls - L o = R + i I avec R = ~ + Rs - Ro et I = I1 + Is - Io 

H • 14 + Hs - H1 = R 1 + i I' avec R 1 =- 14 + R' s - R1 et I' = 14 + I' s - !1 

R' = (x2X3 - Y1Y3){}.3 (1- À1)XA + (1 +À+ ÀÀ3 + À1À3)x- À, (1 + À3) 

(x1C- y1S- x1) + (1 + À1À3)a} 

+(xl Y3 + X3 Yl ) {- À3 ( 1 - À1 ) Y4 - ( 1 + À + ÀÀ3 + À1 À3) y + À1 ( 1 + À3) 

(x,s + y,c- y1) - (1 + À1À3)b} 

Que l'on posera R' "'(X2X3 - YzY3) T + (x1y3 + X3Yl) U 

I' • (x,X3 - Y2Y3){À3 (1- Àz)Y4 + (1 +À+ ÀÀ3 + À1À3)y- À1 (1 + À3) 

(x1S + y1C- y,)+ (1 + ÀzÀ3)b} 

+(X2Yl + X3Yl){À3(1- Àl)X4 + (1 +À+ ÀÀ3 + ÀzÀ3)X- Àz(1 + À3) 

(x1'C - Y1 S - xd + ( 1 + À1 À3) a} 

Que l'on posera I' • (X2X3- YlY3) T'+ (XlY3 + X3Yl) U' .. 

(Xl Y3 + X3 Y2 ) T - (Xl X3 - Yl Y3 ) u 

Il faut maintenant dériver les {RI}= {R,I,R',I',Rz,Iz,R4,14,Rs,Is,R's,I's} 

par rapport aux {p } = {xl ,y1 ,xz ,y, ,X4 ,y4 ,x,y,À,Àz ,À3} ce qui. va donner les 
n 

Jij termes de la matrice J(~,pn), 

- lèmarque : la fonction L considérée comme une fonction complexe de 

la variable A1 = X1 + i YI (respectivement A, ,134 ,B) est évidemrr.ent 

c- dérivable ; on a donc : 

a R a r ô R ô I 
""' - et - .. -

ô x1 a Yl ô Y1 ô x1 

Il en est de même pour H,L, ,lW ,Ls ,Hs, 

On obtient donc 

Jl/1 .. Ja11 "" - c . Jl/l ... - Jl/1 = + s . Jl/3 - Jl/4 = ( 1 -À;:) . , , , 
Jl/4 -- Jz/3 .. 0 Jl/5 - Jl/6 = 0 . Jl/6 .. - Jl/5 .. 0 Jl/7 = Jl/8 

' 
Jl/8 .. - Jl/7 "' 0 Jl/9 = x . Jl/10 =- Xz . Jl/11 - 0 Jz/9 .. y , , 
J'l/10 .. - Yz . J, /11 - 0 , 

J311 • .T4!2 ,. À2 (1 + À3){(1- C)(X2X3 - y2y3) + (X2Y3 + X3Yl)S} 

J3/l •- J4/1 =À, (1 + À3){(X2X3 - y1y3)S + (C- 1)(X2Y3 + X3Yz)} 

J3 /3 • J4 /4 "' X3 T + Y3 U - À, Xl T - Àz Yl. U 

. , 
= ( 1 +) 
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Ja 1 4 "' - J4 1 3 = - ya T + X3 U + À2 Y2 T - À2 X2 U 

J315 = J4/6 ""'~-3 (1- Àz){xzxa - YzY3) + X2 T + y2 U 

Ja 1 6 = - J4 1 s "' - Àa ( 1 - À2 ) (x2 Y3 + X3 Y2 ) - Y2 T + X2 U 

J31 7 = J4 /8 = ( 1 + À + ÀÀ3 + À2 À3) (xz Y.a - Y2 Y3) + Àx2 T + Ày2 U 

Ja1a •- J417 = -(1 +À+ ÀÀ3 + À2À3)(X2y3 + X3Y2)- Xy2 T + Xx2 U 

J319 = (1 + À3){x(xzX3- Y2Yl)- y(x2y3 + X3 y2)} + (xzx- yzy)T + (x2y + xy2) 

J311o = (X2X3- Y:tY3){- À3'X4 + À3x- (1 + À3)(x1C- y1S- x.)+ À3 a} 

+(x2 Y3 + X3 Yz ){ X/..y4 - y - b) + ( 1 + À3) (xl S + Y1 C - yt)} 

+ (y2 2 - Xz 
2 ) T - 2 X2 yz U 

J3/ll = (x2X3- Y2Y3){Àz(- 'X4 +x+ a)+ Xx- Àz(xlC- y1S- Xt) + X4} 

+(xz Y3 + X3 Y2) {À2 (y4 - y - b) - À y + À2 (x1 S + Yl C - Yt) - Y4 } 

J4n"" (1 + À3){y(X2X3- Y2Y~) + x(x2y3 + X3Y2)} + (yxz + xy2)T- (xzx- y2y)t 

J4/1 0 "' (xl Y3 + X3 Y2 ) {>..3 (- X4 + x + a) - ( 1 + À3) (x1 C - y1 S - X1) } 

-(Xl X3 - Yz Yl ){À3 (y4 - y - b) + ( 1 + À3 )(xt S + y1 C - yt)} 

- 2 X2 Y2 T - (yz 2 
- Xl 2

) U 

J4 /11 = (x:~ Y3 

-(X2 X3 

+ XJyz){X2(- 'X4 +x+ a)+ Xx- À2(xtC- y1S- Xt) + 'X4} 

- Y2 Yl ){X2 (y4 - y - b) - X y + À2 (xl S + Yl C - yt) - Y4} 

Js 11 '"' JG 12 .. 0 ; Js 12 .. - J6 11 · .. 0 Js 13 = J6 /4 = ( 1 - À2) ; 

Js/4 .. - JG/3 = 0 Js1s • J6/6 ""0 Js/6 "'- J6/5 = 0 ; Js/7 = J6/8 .. 0 

Js11 "" - .T6t7 = 0 Js1 9 .. J6 1 9 "" 0 Js 11 o = - ·X2 ; J611 o = - Yl ; 

Js 1 11 = J6 1 11 a:: 0 

J111 .. Ja 12 = 0 ; J112 "" - Ja11 • 0 ; 

J713 = Js/4 = À3(1- À2){(x.. X3- Y4Y3)- À2(X..X2- Y4yd} 

J,,. ~ - Ja 13 "" À3 ( 1 - À2 ){- ('X4 Y3 + X3 Y4) + À2 ('X4 Y2 + Y4 xd} 

J115 ""Js 16 = À3 (1 .- À2){(xzxa - y2y3) + ('X4X2 - Y4Y2)} 

J,,, .. -JaiS .. - À3 (1 - x2 ){(X2Y3 + X3Y2) + ('X4Y2 + X2Y4)} 

J11 7 = Js 1 a • À3 ( 1 - Àz )À (xz "'-" - Yz Y4) ; J, 1 a .. - .J817 = - À3 ( 1 - À2) À 

J7/9- À3 (1- Àl){X(Xl'X4 - Y2Y4) - y(Y>~JY:t + X2Y4)} 

Jet 9 .. À3 (1 - Àl){X(XAYl + XlY4) + y(Xl'X4 - Y2Y4)} 

J1110 ""- À3{X4(X2X3- Y2Y3)- Y4(XlY3 + Y-3Yl)}- Às(1- À2) 

( x.c Y2 + Xl Y4 ) 

{xl (xz 'X4 - Y2 Y4) - Yl (XA Yl + X2 Y4 ) } 

Js11 o • - ),3 {x4 (Y>l Y3 + X3 yz) + Y4 (x2 X3 - Yl YJ)} - À3 (1 - À:t) 

. {Xl ( X4 Y2 + Xl Y4 ) + '/2 ( XA X2 - Y2 Y4 ) } 

J1p1 ""(1- À2){X4(X2X3- y2y3)- Y4(x:y3 + X3Yl)} 

Js111 • (1- Àz){XA(X2Y3 + xayz) + Y4(XlX3- YlY3)} 
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J9/1 = JlO/l - 0 J 9/2 ::::0- J 10/1 c: 0 

J9f3 ""Jl0/4 .. 0 J 9J4 ... - J, 0 J3 "" 0 J,/5 ::::0 Jl0/6 .. 0 . 
' 

J ,,. .. - JIO /5 ::::0 0 

J9/7 = J1 o 1 a - + À . 
' Jt"a ... - Jl0/7 = 0 . J 91 9 - x Jt0/9 ::::0 y 

' 
J9 /10 = J10/10 ... J, /1 1 • J1o111 .. 0 

Jll/1 a J1l/2 a 0 ; J11/l =- J12/1 = 0 et en posant (J +À+ ÀÀ3 +'ÀlÀ3) = i 
J 1 1 /S = J 1 l /4 - z' { XX3 - YY3 - Àl ( XX2 - YYl ) } 

J 1 1/4 = - J 1 l 1 3 ::::0 z 
1 
{- ( xy3 + X3 y) + Àl ( XYl + Xl y) } 

J 1 1 1 5 = J 1 2 1 6 - z 1 
( XXl - YY2 ) 

J 1 1 1 • "" - J 1 2 1 5 = - Z ' ( xy2 + Y 'Xl ) 

J1111 = J1218 "" Z'{(X3X2 - Y3Y2) + À(x'X2 - YYl)} 

J 1 1 1 8 .. - J 1 2 1 7 - - z 1 
{ ( X3 Yl + Xl Y3 ) + À ( XY2 + 'X2 y) } 

J1119 = Z'{x(xxl- YYl)- y(xy2 + X2Y)} + (J + À3){x(X3'X2- Y3Y2)­

y(XJYl + X2Y3)} 

J121 9"" Z'{x(xy2 + YX2) + y(xx2. -·yyl)} + (J + À3){X(X3Yl + X2y3) + 

y ( X3 Xl Yl Yl ) } 

J11/10 ... - Z'{Xl(XXl- YY2)- Y2(XY2 + X2y)} + À3{X(X3X2 + )C2Y3) ... 

y ( X3 )tl - Y3 .lCl ) } 

J 1 l 1 1 0 .. - z 1 {Xl ( XYl + Xl y) + Yl ( XXl - YY2 ) } + À 3 {x ( X3 Y2 + X2 Y3 ) ... 

y ( X3 X2 - Yl Yl ) } 

J11111 • (À+ À2) {x(XJXl- Y3Yl)- y(XJyl + X2y3)} 

J 1 2 1 1 1 "' (À + À1 ) {x ( X3 Yl + Xl Yl ) + y ( X3 Xl - Y3 Y2 ) } 

l.2. COMMENTAIRES 

' ..._ 

Un programme d'analyse AN24BP a été mis au point, basé sur le même 

principe que le précédent EGCX. 

Le programme de synthèse P utilise l'algorithme de MARQUARDT. En 

cours de mise au point, on a pu faire les remarques suivantes : 

- le temps nécessaire à chaque itération est élevé sur le matériel 

utilisé ( 20') 

- les critères de dimensions sont très délicats à définir, compte-tenu du 

calcul sur les composantes de certaines barres. Il serait nécessaire 

d'ajouter des calculs complémentaires qui augmenteraient encore les temps 

de passage en machine. 

Un essai est en cours basé sur le mécanisme présenté en annexe II et 

comprenant un 4BMB "moteur" en parallèle avec un 4BMM "amplificateur" défi­

nis à partir des programmes quatre barres. 
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C 0 N C L U S I 0 N 

L'étude qui précède a permis de mettre au point des programmes d'analyse et 

de synthèse de mécanismes plans à articulations, dont le caractère général permet 

d'envisager une extension à d'autres mécanismes, sans préjuger des difficultés 

qui peuvent intervenir au niveau des moyens de calcul. 

L'ensemble de l'étude a été réalisée sur un IBM 5 100 (utilisant le langage 

APL) de façon à rester dans les limites des poRsibilités de calcul d'un bureau 

d'étude de taille moyenne~ 

Le mécanisme à quatre barres n'a pas posé de problème particulier, les 

temps de calcul restant raisonnables. Il a été possible de faire l'analyse et la· 

synthèse de nombreux mécanismes optimale du point de vue de "l'angle de transmis­

sion". Ceci conduit à un ensemble de graphes, du type de celui présenté à la fin 

du chapitre II, utilisables directement pour la conception. 

Le mécanisme à six barres générateur de fonction faisant intervenir huit 

paramètres au maximum a posé au départ des problèmes de convergence dont la solu­

tion a été facilitée par l'utilisation de l'algorithme de MARQUARDT ; le temps 

nécessaire à une itération est cependant compris entre deux et trois minutes sui­

vant le cheminement du calcul.L'application de la synthèse de ce mécanisme à la 

comception de l'essùie-glace a montré que d'une part le mécanisme déjà utilisé 

pour ces systèmes était performant du point de vue cinématique et que d'autre part 

on pouvait définir les caractéristiques de mécanismes voisins réponda~t à d'autres 

sujétions (angle de sortie différent et régularisation des accélérations). 

Le mécanisme à six barres générateur de trajectoire entraîne des temps de 

calcul très importants liés aux dimensions du système traité. Ce type de synthèse 

demande déjà un ordinateur de capacité plus grande, ce qui laisse présager des 

moyens de calcul très importants pour les mécanismes à plus de six barres. Pour 

ce type de synthèse, il est al>solument nécessaire de fractionner les étapes et de 

procéder par petits sauts successifs. ce qui augmente encore le temps de pass.1ge 

en machine. Ce mécanisme a également été étudié du point de vue de la conception 

des systèmes d'essuie-glace. 
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Sous réserve de changement de matériel, il est donc raisonnable de penser 

que les programmes mis au point seront utilisables pour un grand nombre d'études 

industrielles débordant largement l'application qui a été choisie dans cette 

thèse. 

La synthèse des mécanismes a été envisagée du point de vue des déplacements 

et des vitesses ; pour la poursuite de l'étude,plusieurs voies sont ouvertes : 

-Etude de l'aspect dynamique du comportement des mécanismes introduction 

des accélérations dans la synthèse. 

- Passage du cas plan au cas spatial : deux points de vue sont alors possl­

bles. 

Le mécanisme est proche d'un mécanisme plan mais les barres ne sont 

pas dans un seul plan à cause des problèmes d'intersection et de 

passage (problème réel) • 

• Le mécanisme est spatial. 

-Etude de l'influence des jeux dans les liàisons et des déformations dans 

les éléments. 
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