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INTRODUCTION

1-1 OBUECTIF INITIAL DU TRAVAIL

Les essais indirects de mesure de la résistance & la traction des
matériaux fragiles ont été envisagés afin de pouvoir définir un procédé de mise
en oeuvre simple, rapide, peu colUteux et fiable, l'essai de traction directe
. imposant, en effet, une procédure longue et délicate.

Leur principe repose sur l'existence d'un champ de traction induit par
la compression diamétrale d'un disque (essai brésilien) ou d'un anneau (fig. 1.1)
provoguant une rupture par fissuration de traction.

éf".“ evr : b

, Fig. 1.1

La résistance & la traction O est alors recherchée en fonction de
la charge de rupture PR'

La théorie de 1'élasticité lindaire appliquée au comportement 4'un
matériau homogdne et isotrope permet de déterminer 1l'expression des contraintes
induites en tout point du plan diamétral de chargement.

Dans le cas de l'essai sur disque, soumis & des charges théoriques
diamétrales concentréee, la répartition des contraintes Tg (x, 0) (flg- 1.1),
est donnée par la relation | 14 |.

(1.1) oy (r, 0) = =

les contraintes de traction &tant comptées positivement.

Expérimentalement, 1'application effective de charges purement concen-
trées étant impossible compte tenu de la compressibilité du matériau, l'adeption
d'un arc de chargement d'ouverture o fut envisagée.



La solution en contraintes, valable en déformations planes (cylindre)
et en contraintes planes (disque), est donnée par HONDROS |

[ 1 - (r/R)z] sin2a 2 ]
o, ( s 0) = £ [ - Arct M._ ; )
6 ¥ TbRa 1-2(r/R)? cos2a + (r/R)* Tere (1—(r/R)2 e
i 1 - (r/R)?| sin2a ]
9] (r, 0) = Tl":R [ i :| o + Arctg (.&(_I_‘ZB.)_ZL tg o )
r 1 1-2(x/R)? cos2a + (r/R)" 1-(r/R)?

e . -

Pour les faibles valeurs de o, lorsque x tend vers O, l'expression
des contraintes devient :

U

(1.2) Ty (r, 0) = —
~ _ 3P
% (r, 0) = TOR

L'étude théorique du probléme de l'anneau soumis & l'action de 2 char-
ges concentrées diamétrales et opposées a été€ abordée par TIMOSHENKO au moyen
d'une méthode de superposition. JAEGER et HOSKINS | 10 Fpuis NEVEL | 11 | ont déter-
miné les relations de définition des contraintes. Pour les points situés &
ltintersection du bord intérieur et du plan de chargement, la valeur de la con-
trainte de traction induite peut s'exprimer par :

P
mhr
e

(1.3) g (ri, 0) = K

K &tant le facteur de concentration de contraintes qui dépend du rapport des
rayons

5
o= 7
e
De nombreuses &tudes ont été menées pour définir la relation :

K = K(p).

La figure 1.2 donne une représentation graphique de la fonction
selon HIRAMATSU et OKA| 7 | .




p=R; R,
1

Fig. 1.2.

Ces résultats montrent, 3 rayon extérieur constant, que si le rayon
intérieur de 1l'anneau tend vers O (configuration analogue & celle du disque),
la charge de rupture P, doit €tre environ 6 fois plus faible que celle condui-
sant & la rupture du disque. Ces données théoriques sont en parfaite contradic-
tion avec l'expérience comme le montrent les résultats obtenus par HAWKES et
MELLOR| 5 | et HENRY | ¢ |.

L'interprétation au moyen de la seule théorie de 1'élasticité linéaire
n'est donc pas compatible avec les mécanismes de rupture mis en jeu par ces
types d'essais.

Le but initial du travail présenté a donc &té au moyen d'une in-
terprétation par la mécanique linéaire de le rupture appliquée au comportement
de matériaux fissurés, de déterminer les conditions de propagation d'une fissure
critique conduisant & la rupture.

1-2 INTERPRETATION PAR LA MECANIQUE DE LA RUPTURE

v La prise en compte au moyen de la mécanique de la rupture d'un matériau
pourvu de fissures est &tablie par l'intermédiaire du critére de Griffith en
€nergie. Cette approche du probléme a pour but de déterminer les conditions
d'évolution du défaut le plus défavorable et d'étudier la stabilité ou l'insta-
bilité du phénoméne.

1.2.1. MODES DE PROPAGATION D'UNE FISSURE ; FACTEURS D'INTEN-
SITE DE CONTRAINTES.

La modélisation 4'une fissure nécessaire pour effectuer les calculs
consiste 3 prendre une discontinuité de matidre infiniment fine. IRWIN | g |




a décomposé les sollicitations extérieures en trois sollicitations fondamentales
définies par rapport au plan et au front de fissure. Ce sont :

a) une sollicitation de traction perpendiculaire au plan de la fissure
(mode 1 ou mode de traction) (fig. 1.3. A),

b) une sollicitation de cisaillement dans le plan de la fissure et

dont 1l'action est perpendiculaire au front de fissure (mode 2 ou mode de cisail-
lement) (fig. 1.3. B),

¢) une sollicitation de cisaillement parall&le au plan de fissure et
dont l'action est paralléle au front de la fissure (mode 3 ou mode de torsion)
(fig. 1.3. C).

Fig. 1.3.

L~

(c)

Dans le repdre orthonormé M/;, ;, 7 défini en un point M de la t&te
de fissure et représenté i la figure 1.4, les composantes du tenseur &lastique
des contraintes en un point P du plan (x, y) situé & une distance r petite
du point M et tel que (Mx, MP) = 6 sont données par les relations [_1,4.]




X K
e[ .e.3e] 2 .e[ ) 39]
o._ = cos = | 1 - sin 5 sin = | = sin = | 2+cos = cos -
o o 2 e I e 2 %%
K - - K
o = _1_ cos 8 [1 + sin §-sin 30 ] + 2 sin §-cos g-cos 36
yy \/2ﬂr 2 2 2 21T 2 2 2
(b o, = 5 sin Q-cos S cos 30, 2 cos s [1 - sing sin'ig ]
xy \Eﬁ; 2 2 2 21r 2 2 2
K
g._ = 3 sin 8
Xz 2
. 21T
K
g = 3, cos<g
yz 27mr 2

Les coefficients K, sont appelés facteurs d'intensité de contrainte
en mode 1 déterminés par 13 théorie de 1'élasticité linéaire en fonction de
la géométrie de la fissure, de 1l'éprouvette et des charges appliquées.

Dans le cas des essais sur disque ou anneau, les relations de défini-
tion des contraintes (1.1) & (1.3) montrent 1l'existence d'un champ de traction
perpendiculaire au plan de chargement. D'autre part, les expérimentations réa-
lisées sur ces deux types d'éprouvettes ont toujours montré que la rupture in-
terv?ent far la propagation irstable d'une fissure située dans le plan des char-
ges.| 16 |.

En conséquence, le modé de sollicitation fondamentale intervenant dans
les essais brésiliens est le mode 1 , appliqué & un défaut structural proche
ou appartenant au plan de chargement.

Le facteur d'intensité de contrainte XK. alors mis en jeu est relié
& la contrainte de traction ¢ 2ppliquée au matériau perpendiculairement & la
fissure et 4 la demi-longueur de fissure : a par une relation qui peut toujours
se mettre sous la forme :

(1.5) K, =Yo’\/;

Y étant un facteur de forme qui dépend de la géométrie de 1'é@prouvette
et de la configuration &prouvette-fissure.

La relation (1.5) permet de montrer que la contrainte de rupture par
traction du matériau &tudié est life & une valeur particuliére du facteur 4'in-
tensité de contrainte : Ko dénommé : facteur d'intensité de contrainte critigue.

K, . est une caractéristique physique du matériau déterminée par deux
types principaux d'expérimentations : la méthode de la compliance ?t la méthode
énergétique basée sur le travail dépensé pendant toute la propagation de la
fissure.




1.2.2. CRITERE DE GRIFFITH EN ENERGIE | L |

L'étude de la rupture des matériaux fissurés a été abordée par GRIFFITH
& partir du bilan énergétique du systéme au moyen des propositions suivantes :

Pour un solide &lastique soumis & un chargement extérieur et comportant
une fissure de longueur a, la conservation de l'énergie totale du systlme é-
crite pour un accroissement infinit€simal du défaut d'une longueur da &tablit
la relation :

]
o

(1.6) dwfot dWela.s * dwext * dWS * dWci.n

dans laquelle :

W : variation de l'énergie élastique 1 C.. g.. AV
elas 2 J, 131
dWext : variation du potentiel des forces extérieures
dwcin : variation d'énergie cinétique
dWS : énergie dépensée pour la création des nouvelles surfaces de

fissure.

GRIFFITH postule que 1l'énergie nécessaire 3 la création de surfaces dans

un matériau est une constante physique : Yy analogue & la constante %ensioactive
des liquides.

En conséquence, dS &tant la surface projetée relative & da, 1'expression
définissant dWg s'éerit :

dWS = 2y 48

La part de l'énergie totale relative & la progression de la fissure est

donec constitufe de dW, et dW . .
X S cin

Le chargement extérieur &tant maintenu constant, deux questions se
posent :

a) quelles sont les conditions nécessaires au démarrage de la fissure ?

b) Ces conditions &tant requises, 1l'&volution du processus'est—elle
stable ou instable ?

La fissure se propagera si la variation d'énergie cinétique est posi-
tive. Dans ce cas, la relation (1.6) s'écrit :

2

(1.7) 33 (w

+ + <
elas Wext) 2y 0



On pose par définition

) = -3

)
(1.8) G —= (W 5%

+
elas Wéxt

G est appelé taux de restitution d'énergie ou énergie disponible & la progression
de la fissure.

Le critére de Griffith en énergie s'énonce alors :

1a condltlon nécessaire au démarrage de la propagation d'une fissure
appartenant & un milieu élastique est telle que :

G>2y = Gc

S8i & tout moment le chargement extérieur est tel que =2y , la va-
riation d'énergie cinétique &tant nulle au cours de l'evolutlon 1'accroissement
de la fissure sera fini, traduisant un processus de propagation stable

8i, dans le cas contraire G est touJours superleur & 2y 1'énergie
disponible (G - 2y) dS est transformée en énergie cinétique créatrice potentlelle
de nouvelles surfaces de discontinuité. Le processus peut alors évoluer de maniére
instable.

1.2.3. RELATION ENTRE G ET Ki

IRWIN I 8 ', par 1'étude du champ de contraintes et de déplacements
autour du défaut, a &tabli la relation entre G et les facteurs d'intensité de
contraintes, soit :

G ='% (K12 + K22) + J%Q K32 a =1-v? en déformation plane

o =1 en contrainte plane

Dans le cas particulier ol la fissure se déplace dans son plan sous

l'action de charge appliquées perpendiculaires & ce plan, 1'équation précédente
devient :

X,2

(1.9) G = 1

[caf te)

permettant d'écrire le critére de Griffith sous la forme :

= = o 2YE
K= %c o

1.2.4. INTERPRETATION DU CRITERE DE GRIFFITH

Compte tenu de sa définition, le taux de restitution d'énergie, pour un
solide donné, est une fonction des charges extérieures appliquées et de la lon-




gueur de fissure, soit :

G = G(P, a).

La condition nécessaire d'extension d'une fissure s'écrit, compte tenu
du critére :

L'évolution ultérieure de la fissure dépend des varistions de %% s
c'est 4 dire de 32¥
38 '

P , valeur du chargement tel que G = Gc s étant maintenu constant,
deux possiBilités se présentent

2
a) on est dans le cas ol : %g = - %g%- <0

et le critére de Griffith n'est plus satisfait d&s 1l'accroissement infinitési-
male de la fissure ; la progression ne peut avolr lieu sans une augmentation de
la sollicitation. La propagation de fissure est alors contrdlée (Fig. 1.5)

b) on se situe dans le cas ol :

3G _ _ 3%
38 = 982 >0

le critére de Griffith est encore satisfait apreés la progression de fissure et
la propagation se poursuit sans accroissement de la sollicitation. Le mécanisme
de rupture est alors instable (Fig. 1.6).

¢ S
%
v
Pcroissant
: GQ 6‘2 P croissant
Go=2Y Go=2Y |- /
R / A
A , Ao

Fig. 1.5. Fig. 1.6.




1-3 CONSIDERATIONS RELATIVES AU CRITERE DE GRIFFITH

Pour formuler son critére, GRIFFITH suppose que 1'énergie de surface
du matériau fragile &tudié est une constante physique intrinsdque, indépendante
de 1'état du milieu et du chargement qu'il supporte.

Cette hypothése est vérifiée dans les cas purement élastiques et dans
ceux ol la zone perturbée en téte de fissure est trés petite.

Dans beaucoup d'autres cas, la valeur de G_ apparalt comme une fonc—
tion de la longueur dont s'est propagée la fissure, ce qui permet de formuler
1'hypothése d'un critére &volutif pouvant s'exprimer sous la forme

G, = 'GC(AS)

S étant 1'aire apparente de la fissure.

Dans le cas des matériaux fragiles, la déformation plastique en téte
de fissure intervient pour une faible part dans 1'évolution du critére. Par contre,
1'existence d'une zone de microfissuration en t&te de fissure constitue un facteur
non négligeable de modification du ecritére dans la mesure ol sa configuration peut
8tre fonction de 1'état de contrainte existant dans le matériau.| 3

La comparaison des solutions analytiques entre l'essail sur disque et
1l'essai sur anneau précise les résultats suivants

a) Pour 1l'anneau, le champ de contrainte au point d'intersection du
plan de chargement avec le rayon intérieur est uniaxial.

Dans le cas du disque, le champ de contrainte au centre de 1'&prouvette
est de type biaxial, la compression radiale étant d'intensité 3 fois supérieure
a4 la traction. ,

- B = . 3P
% T Tor ° O Tor

b) Au moment de 1l'initiation de la fissure critique, le plan de charge-

ment, dans le cas du disque, supporte un état de contraintes normales constantes :
. __P
% = Tor

Dans le cas de l'anneau, seule une faible portion de ce plan supporte

une contrainte normale T proche de la contrainte maximale obtenue en bord de
trou.

En ce qui concerne les contraintes radiales, les deux configurations
d'essais conduisent nécessairement 3 l'existence de contraintes de compression
différentes en un méme point du diamétre de chargement.
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Pour les trois types d'essais de traction mis en oeuvre pour les ma-
tériaux fragiles - essai de traction directe ; essal de compression sur disque et
sur anneau - la diversité des champs de contrainte parcourus par la fissure de
rupture au cours de son &volution pose la question de leur incidence sur le cri-—
tére de propagation de fissure.

En d'autres termes, quelle sera l'allule de la courbe G, = GC(S)
pour chacun des essais envisagés ?

Ce probléme constitue l'objectif global de 1'étude en cours. La rupture
des €prouvettes circulaires 3 1'aide d'une presse conventionnelle se produit tou-
jours de maniére brutale et donc par propagation instable de fissure | I. Ces
essais ne fournissent aucun renseignement sur la phase d'évolution stable &ven-—
tuelle et sur la taille critique du défaut atteinte au moment de la rupture.

La détermination expérimentale de la courbe d'évolution du critére en
fonction de la taille du défaut nécessite un équipement permettant de contrdler
la propagation de la fissure. L'utilisation d'une presse asservie en déplacement,
par rapport & l'ouverture de fissure, doit permettre de définir, & partir d'une
éprouvette préentaillée, la courbe S = S(P) par une propagation contrdlée du dé-
faut. La connaissance des courbes K K1(P,S) permet alors, au moyen de la re-
lation (1.9), de définir, pour chaque valeur de P, la valeur du taux de restitu-
tion d'énergie G et d'accéder ainsi & la représentation du critére de propagation
en fonction de la surface du défaut.

1-4 BuT ET PRESENTATION DE LA THESE

Dans l'optique du dépouillement des essais expérimentaux, la détermina-
tion des courbes K, = K1 (P,8) constitue l'objet de ce présent travail.

L'étude proposée se rapporte aux essais brésiliens sur disque et sur
anneau et correspond 3 la détermination du facteur d'intensité de contrainte X,
en té€te de fissure pour les cas suivants :

a) disque soumis 3 1'action de deux charges concentrées P diamétrale-
ment opposées et comportant une fissure centrale de longueur initiale variable
dans le plan de chargement,

b) anneau soumis & l'action de deux charges concentrées P diamétrale-
ment opposées et comportant deux fissures symétriques de longueur initiale varia-
ble issues du rayon intérieur dans le plan de chargement.

Trois méthodes de résolution sont énvisages afin d'établir la comparai-
son.entre les précisions obtenues eu égard & la difficulté de mise en place de
chacune d'elles. Ce sont

i) Deux méthodes d'étude dans le plan complexe basées sur la détermination des
potentiels complexes I 13 I relatifs & chaque configuration, & savoir :

&) une méthode de superposition des &tats de contraintes, appelée
méthode de superposition.

‘D) une méthode basée sur la résolution par transformation conforme du
domaine initial, dénommée méthode des transformations conformes.

P
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Dans les deux cas, la détermination de la solution analytique est éta-
‘blie & partir de la vérification des conditions aux fronti€res exprimées en termes
de résultante.

ii) Une mfthode d'étude dans le plan réel basée sur la détermination du champ de
déplacement, relatif 3 chaque domaine &tudié, & partir des conditions aux 1li-
mites imposdes, en contrainte ou déplacement, sur la frontidre : méthode des
discontinuités de déplacements.




(21.1)

(21.2)

(21.3)

12

IT - POTENTIELS COMPLEXES : I"ETHODE DE SUPERPOSITION

2.1 PRESENTATION DE LA METHODE UTILISEE

Les équations fondamentales de 1'élasticité& lindaire plane exprimées
dans le champ réel peuvent étre résolues par 1l'intermédiaire de la fonction de
contraintes d'Airy y. L'introduction du champ complexe défini par la variable
z=x+ 1y et sa conjuguée z = x - iy permet de montrer (théoréme de Goursat)

‘qu il existe 2 fonctions analytiques ¢ (z) et g (z) telles que ¥ (x,y) =

[z ¢ (2) + g(2)].

Les relations fondamentales de 1'&lasticité lindaire plane sont ex-
primées au moyen des potentiels complexes ¢' (z) et g"(z)|13| dont les valeurs,
en tout point du domaine étudié, sont définies par intégrale dans le champ com-—
plexe le long du contour sur lequel les conditions aux limites sont connues.

2.1.1. Relations de Kolosov-Muskhelishvili

Dans le plan complexe défini par la variable z = x + i y 1'état de
la matiére, en tout point, s'exprime au moyen des fonctions 9'(z) et g'"(z).

a) Définition des contraintes

XX

g+ °y§ =2 [¢'(Z) +?5'(Z)] = 4 Re [¢>'(Z)]

ny “o. . * 21 ny =2 [; " (z) + g"(Z)]

b) Définition du vecteur déplacement D = (u + iv)

2y (u

+iv) = X ¢(2) -z §'(2) - g'(2)
avec U=¢G-= 7?7%37 . E ftant 1e.m9du1e d'YoPng et v
e cogff1c1ent de Poisson
et XxX=3-4v eﬁ déformation plane
X = %i% en contrainte plane.

c) Etant donné un arc C continu et rectifiable appartenant au domai-~
ne multiplement connexe DU 3 D , le choix du sens de parcours de C sera dé-
fini de telle fagon que C appartenant 3 3D la progression dans le sens des abs-
cisses curvilignes croissantes laisse la matiére sur la gauche.

9D représente la frontiére du domaine p.

Le choix du sens de parcours est tel que si 3D représente le contour

- extérieur fermé de D, il sera décrit dans le sens direct et inversement pour

toute autre courbe frontiére.
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La résultante des actions de la partie droite sur la partie gauche
d'un arc orienté (j, k) s'exprime par la relation:

(21.4) [Rx +iR ]k =-i [¢<z> +8'(2) +279'(2) ]k
J

J

Le moment par rapport 3 l'origine O des mémes actions sur l'arc pré-
cité est donné par :

. | X
(21.5) M= Re [g(z) -z g'(z) - z;'¢'(z)J ]
]

d) Potentiel complexe ' (z)
Par combinaison de (21.1) et (21.2) nous tirons :

(Oyy - i ny) =9'(z) + Q' (2) + (z - 2) §"(2)
dans laquelle

(21.6) Q'(z) = ¢'(z) + z §"(2) + g"(2)

Le potentiel complexe Q'(z) est une combinaison des potentiels ¢ '(z)
et g'"(z) permettant d'exprimer les relations de bases précédentes sous une forme
plus pratique dans le cas des domaines possédant un élément de contour superposé
34 1'axe des réels.

Les relations (21.2) 3 (21.5) s'écrivent en terme de Q' (z2) :

(21.7) oyy -0t 2i Oxy =-2 [¢'(2) -Q'(2) + (z - 2) ¢"(z)]
(21.8) 20 (u+ iv) = x ¢(2) - Q) - (z - z) $'(2)
k _ o k
(21.9) [#x + 1 Ry] ; = -1 [¢(Z) + Q(z) - (z - z) ¢$'(2) ] j
_ 3
(21.10) -, [0 - 4@ -me@ e 8@ ]

2.1.2. Exposé de la méthode de superposition ; applica-
tion 3 1'exemple du disque soumis 3 2 charges con~
centrées diamétralement opposées comportant des
fissures dans le plan des charges.

Dans le cas général, la définition du probléme 3 résoudre ne permet
pas la détermination des potentiels complexes. L'état correspondant est décompo-
sé en autant d'états intermédiaires simples que nécessaires pour lesquels les
potentiels respectifs sont déterminés 3 partir des conditions aux limites connues
sur le contour des domaines définis pour chacun d'eux.
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La superposition de l'ensemble des m sous états de décomposition
conduit & redéfinir 1'état initial dont les potentiels complexes s'expriment par
les relations :

¢ (2) ' %(2)

|
RS

qu(z)
1

Q' (2) =

W ~MB

q

Dans le cas du disque d'épaisseur b et de rayon R, soumis 3 2 charges
concentrées diamétralement opposées et comportant n fissures dans le plan des
charges, la méthode de superposition nécéssitera la définition de 3 sous-8tats.

a) un état A

qui correspond au domaine simplement connexe matérialisé par le con-
tour circulaire du disque soumis & l'action de 2 charges concentrées linéaires
d'intensité P/b dans le plan diamétral contenant x'x.

rs

dans le champ réel, la solution du
probléme en €lasticité linéaire est
donnée par Timoshenko et Goodier | |

Le principal résultat est le calcul
% des contraintes en tout point de
1'axe x'x.

I
+
1
=
N
»
N
pe

ny(x,O)

|
(@}

OXy(x,O)

Figure 2 .1

b) un &tat B

relatif au domaine défini par le plan complexe infini comportant un
nombre n de segmentsl a. , b.| superposés aux fissures sur lesquels on impose -
les contraintes opposée% 3 clles définies par 1'état A.

P
= = —— £ 3 <
Oyy (%:0) mbr x B [aj’ bj] I<isnm

]
o

ny(x,O)

Les potentiels complexes étant déterminés en tout point du plan com-
plexe, il existe le long du contour orienté identique 3 celui du disque une ac-
tion de la partie droite sur la partie gauche définie en terme de résultante par
la relation (21.9). La connaissance de ces résultantes est nécessaire pour 1l'ex-
pression des conditions aux limites des &tats superposés.

¢) un état C

relatif au plan complexe limité par le contour du disque et comportant
n segments de discontinuités superposés aux fissures suivant 1'axe x'x.
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Les conditions aux limites sur le contour généralisé imposées dans ce
cas se divisent en 2 groupes par identité avec le probléme initial :

ny (x, 0)

ny.(x, 0)

]
sur chacun des segments de discontinuité.

]

0

L'action du milieu extérieur sur le contour du disque exprimfe en termes
de résultante doit &tre telle que, pour un arc | j, k| appartenant au cercle de
rayon R, nous ayons la relation :

o k k k
(21.11) [Rxc + iR °] = [RX +iR ] —[RA+B + i RA+B]
o . X .
Y4 Y4 7 j
dans laquelle :

c . c . . 5 .
Rx + iR ] représente la résultante complexe 3 imposer dans

- 1'état C.

Rx + 1 R ] la résultante des forces extérieures effectivement
- y appliquée dans le probléme
[ A+B . +B g o p

Rx + 1R A ] la résultante des forces induites par les états
L

A et B.

Dans le cas du probléme traité, les résultantes induites dans 1'état A
sont opposées aux forces effectivement appliquées dans 1'état initial. En consé-
quence, la relation (21.11) s'écrira :

(21.12) I'R°+1R°] =-[RB+iRB]
X y . X y

2.1.3. Facteur d'intensité& de contrainte

a) Définition

Sih et al |17 | ont montré que les facteur d'intensitéd de contraintes

K] de traction et K2 de cisaillement sont liés par la relation

1
Kl - i K2 = 24/27 lim [\’ z - bj ) (z)]
z—>b.

J

Dans le cas du disque soumis 3 l'action de 2 forces concentrées dia-
métralement opposées suivant 1'axe des réels, la double symétrie du probléme in-
duit que K2 = 0.

En conséquence, le facteur d'intensité de contraintes en mode 1 ou
de traction K, sera donné par :

(21.13) K1 = 24/27w limz-*bj [Jz-bj ¢'(z)]
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bj représentant l'abscisse de la t8te de fissure.

Il est remarquable que seul le potentiel ¢' (z) intervienne dans la
relation de définition de K] et, par conséquent, ¢4 (z), ¢d3(z) et ¢'C(z).

b) Incidence de 1'&tat A dans le calcul de Kl

La définition de 1'&tat A correspond 3 un cas particulier du problédme
étudié par Milne-Thomson | |par lequel 1'expression du potentiel complexe ¢'A(Z)
s'écrit :

tA = E 1 - 1 _l
0" (2) = -5 [z+R z-R R]

I1 est facile de voir que la limite lorsque z tend vers b, de 1'ex—
pression vz - bj $'A(z) est nulle quel que soit z.

En conséquence, la définition du facteur d'intensité de contrainte
LI P
s ecrit :

(21.14) Ry = 2Vv2m lim 2=b (4'(z) + ¢'C(z)]
i

2.2 CAS DU DISQUE COMPORTANT UNE FISSURE CENTRALE

2.2.1. Définition du probléme

¥

Un disque d'épaisseur b et de rayon r
"est soumis, dans le plan (0/%, ¥) & 1'ac-
tion de 2 charges concentrées linéaires

P/b diamétralement opposées.

I1 comporte une fissure centrale de lon-

gueur 2a soumise 3 un &tat de contraintes
nulles sur les lévres.

L'inconnue recherchée est le facteur d'in-
tensité de contraintes K, en mode 1 de
traction aux points E et E' té€tes de la
fissure.

Pigure 22.1

2.2.2. Etude de 1'état B

La définition de 1'état B se réduit dans le cas du probléme &tudiéd au
plan complexe comportant un segment de discontinuité de longueur 2a appartenant
3 1'axe des réels et centré par rapport i l'origine O.

Les .contraintes imposées sur le segment [—a, +a] sont telles que :

P
ny (x, 0) = }EE
-—agx x<g a
o (x, 0) = 0

il xy
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De plus, un certain nombre d'hypoth&ses précisent les conditions aux
limites :

. les forces de pesanteur sont négligées,

. les contraintes appliquées sont nulles a 1'infini,

. les déplacements sont nuls d 1'infini

. la déformée de tout contour fermé Yy appartenant au domaine est continue.

2.2.2.1. Définition des contraintes dans le
champ complexe

Le sens de parcours du segment de discontinuité ou coupure [—a, +a]
est choisi comme &tant celui de 1'axe x'x., Cette détermination divise le plan
complexe en 2 régions dénommées gauche (G) pour y > O, et droite (D) pour y < O.

Soit M(x,0) un point de la coupure et soit P un point du plan com-
plexe appartenant a la région G (respectivement D). On désigne par ¢ G (x, 0) et
o (x, 0) les composantes du vecteur contrainte en M lorsqu'un ydéplacement
v¥¥ﬁue1 tend a déplacer P vers le bord de la coupure (respectivementd D (x, 0) et
ny (x, 0)). ¥y

La combinaison des relations (21.1) et (21.7) établit :

(22.1) Opy = 1 0y = $'(z) + Q') + 21y ¢"(2)

Cette relation s'@crira si P est un point du plan tendant vers M i
gauche ou & droite :

¢'G(x) +2°(x)

(22.2) o ~igo0

0 P(x) + 25(x)

(22.3) o -1iq

Les conditions de chargement sur la coupure &tant :

R
Xy Xy

o. 620 P L
yy yy ThR

Les relations (22.2) et (22.3) deviennent par combinaison :

1

(22.4) Zony - [(b'G(x) ¢ o%x) j + [cb'D(x) + 20

(22.5) 0 =[¢'G<x> 2% ] - [¢'D<x> 2P x)



(22.6)

(22.7)

(22.8)

(i)

(ii)
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2.2.2.2. Définition des potentiels complexes

a) Etude de la relation (22.5)

La relation (22.5) est du type :

FO(x) - FP(x) = £(x)

identique 3 la premiére formule de Plemelj.
La solution générale de cette équation est :

P n a.
1 £(x) dx (z) +.Z. .I -t
21T X - z n =l 1= 1
(z - a.)

-a,+a]

F(z) =

-

dans laquelle Pn (z) est un polyndme d'ordre n.

Pour 1'état B, les conditions particuliéres sont les suivantes :

f(x) = 0 induisant que le ler terme du membre de droite de (22.6)
est nul.

Les contraintes appliquées sont nulles & 1'infini.

Les relations (21.1), (21.2) et (21.6) impliquent lorsque

z tend vers 1'infini, que ¢'(z) = Q'(2) =

En conséquence, le polyndme P_(z) caractéristique du com-

portement de F(z) 4 1'infini se réduit & une constante nulle.

(iii) Aucun point du plan complexe n'est le point d'application de charges
concentrées.
P n o.
En conséquence, le terme .;1 Z T est également
nul dans 1'état B. == - a )t

Dans ces conditions, (22.6) s'écrit :

F(z) = 0, soit :

$'(z) = Q' (2)

b) Etude de la relation (22.4)

Cette relation est identique 3 une &quation non homogéne de Hilbert

G (x) - ¢ Px) = g(x) dont la solution est

c(z) = Xé(—l%)— —65-—(—"—)—“—"—- + x(=2) P_(2)
X (x)(x-2)

[-a,+a]

‘dans laquelle x(z) représente la fonction de Plemelj, solution de 1'équation homo-
géne de Hilbert et Pm (z) un polyndme d'ordre m.

e ¥ i e < e e
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Dans le cas du probléme, la fonction x(z) s'écrit :

(22.9) x(z) = —

‘\’22"‘ 8.2

X(z) est une fonction multiforme dont on déterminera une branche uni=
forme telle que :
11mz 5o Z x(z) =1
G

Pour 1'état B, g(x) = 2 Oyy (x, 0), terme constant sur [—a, +a]

Le premier terme du fiembre de droite de la relation (22.8) fait appa-
raitre 1'intégrale

dx

%€ (%) (x=2)
[—a, +a]

_ Sa détermination est réalisée par le calcul, le long du tontour fermé
Y + I' représenté a la figure 22.2 de 1'intégrale associée

du
= e s Vi =Y Y Y v Y
I / x(u) (u-z) avec y IU 2U 3 4
Y*

Yi1. €T Yz étant deux arcs de cercles
de centres E et E' et de rayons €3
et €2.

z étant pdle d'ordre 1 de la fonction

intégrée le théoréme des résidus nous

donne la valeur de 1'intégrale i con-

dition que z soit a 1l'intérieur du do-
maine :

- 2im
x(z)

Le lemme de Jordan appliqué aux inté-
grales prises sur les contours y; et
Y2 montrent que ces intégrales tendent
vers O lorsque €; (respectivement g,)
tend vers O.

I4

Pigure 22.2

A la limite

+3 -a

I = dx + dx + ' du
XG(x)(x - 2z) XD(x)(x - z) + XG(u)(u - z)
T

-a a




X (z) étant solution de 1'équation homogéne de Hilbert, vérifie la

relation ¥ (x) - C XP(x) = 0, soit puisque C = - | dans le cas du probléme :
G D
X (%) = - x (%)
" En conséquence
+a
I= 2 . dx + ./” . du
X (x)(x - z) + X W - 2)
~-a r
du

Le calcul de l'intégrale/
G
+ X (@(u

de Jordan ne s'applique pas lorsque z tend vers 1
le changement de variable y = . La fonction pré

. o Pl -~ - . u . 3 -
gine, le théoréme des résidus exprime la valeur de l'intégrale

du .
C =2 1Tz
X (W(u -z)
, p+
En définitive :
+a
dx 1
=1iT7 ( z)
/ XG(X)(X - 2z) x(2)
-a

L'expression de (22.8) s'dcrit alors

z ]+ Pm(z)
\JEZ - a? \Jz2 - a2

G(z) =-% [1 -

d'ol nous désuisons que le terme
G(z) lorsque z tend vers 1'infini.

Pm(z)

sz - a2

pour laquelle le lemme

- 2)

'infini, est effectué en posant
sentant un pole d'ordre 2 3 1'ori-

traduit le comportement de

. N PP - 1
Les contraintes 3 1'infini &tant nulles et X(z) étant de l'ordre de >

-~

a 1'infini, Pm(z) ne peut que se réduire

(z) P (2) n 2 lorsque z tend vers 1l'infini
X

des forces appliquées sur“le contour intérieur.

Les actions sur les deux bords de la

tante des forces appliquées sur le contour intérieur est

z2 - aZ

a une constante d.

représente la résultante

étant opposées, la résul-
nulle et, en conséquence :

coupure
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En regroupant les ré&sultats précédents, 1'expression finale des poten-—
tiels complexes de 1'état B est : '

. (22.10)

__JZ___)

'22) = 0P = 5 (1 -

2.2.2.3. Expressions des résultantes appli-

quées sur le contour circulaire de
rayon R.

a) Détermination d'une branche uniforme de x (z) = ! v

z? - a?
La détermination choisie pour la fonction est telle que :
11mz o 2 x(z) =1

Considérons le plan complexe pourvu de la coupure L—a, +a] et intro-
duisons les coordonnées polaires dont la définition correspond & la figure 22.3.

k.4

Figure 22.3

La branche uniforme retenue pour X(z) s'exprime alors

(22.11)

i
X(Z) - - 2(91"'62)

VP1pP2

b) Détermination des résultantes

Soit

j, k un arc orienté dans le sens direct du repére appartenant
au contour. L'action de la partie droite sur la partie gauche, définie en terme
de résultante, s'écrit en fonction de (22.9)

[Ry +1i Rx] y = —[?p'(?)] ‘ —[s’i(z)] « + 2i [y <!>'(z)]k
j j j j

J
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Pour 1'état B les relations (22.7) d'une part et (22.10) d'autre part,
montrent que les coefficients des potentiels complexes sont réels, ce qui induit :

[RYB +iR® ]1: - 2R [q)B(z)]lj{ +214 [yqb'B(z)]:

dans laquelle :

¢ (z) = 2 - b R (z —\/z - a?

‘Afin de faciliter la programmation informatique, 1'expression de la ré-
sultante est exprimée en coordonnées polaires au moyen des variables fixées par la
figure 22.4.

Figure 22.4

La branche uniforme de ¥ (z) ayant &té définie précédemment, il s'en suit
que :

. +
z 0 o i 9 - QL_§_§29
z? - a? VP1P2

En séparant les partlesreellespet imaginaires de 1 expression de la ré-
sultante nous obtenons, en posant C = T h R

Kk 15 _ 81..65.
B _ 01140 12 1:,02
(22'12)[Ry ]. = 2C X, =X + th pzk) cos(—lkg_iko_(pﬁ Qéj) cos(-_J; 3y 4+
J .
y. P 011492k Y. Pj . - .e_l_kie_zk_]
v —K E _ . sinf0 - k R CTVITY i 2
(Pry Pzy) k 2 (P14 P25




B k. y.pj [ 0, .+92j]
22.1 R = 2C -y, + —a 3 8.- = 3}
¢ 3) [ X ] . %5 T r.p20 %2 % 1Y 2 :
j 3723 a0z,
_ Yk Px chos [Sk - > ] ;
(P p2y) x

2.2.3. Etude de 1'dtat C

a) Forme générale des potentiels

En accord avec la relation (21.11), la définition de 1'état C est la '
suivante :

Le plan complexe limité par le cercle de rayon R pourvu d'une coupure
[—a, +a ] sur laquelle on impose un champ de contraintes nulles, supportant sur son

contour extérieur un ensemble de charges opposées d celles résultant des états A et
B.

Les potentiels ¢'(z) et Q'(z) doivent donc vérifier la relation inté-
grale issue de (21.9) sur tout arc du contour extérieur : "

k

—[RyB+inB]. = —fk ' (2)dz -f.

i i j

ko K
' (2)dz + 2i [y ¢>'(z)]

J

Les potentiels ¢'(z) et Q'(z) sont recherchés au moyen d'un développe-
ment en série sous la forme

D n o
' _n=0 %n z
LAY v SR Y g 6,

)
N
o]
1l
o
™
S
N
]

' P n
Q' (z) = n=0 Yn =z

® ' '
Voo a2 w0 G T EE T,

expressions dans lesquelles ¢' (z) et Q' (z) sont relatifs
pure [—a, +a ] , alors que ¢'2 (z) et Q'z(z) se rapportent

!
On
N

[}

la présence de la cou-
la limite circulaire.

for o7

Les hypothéses relatives :

la double symétrie du probléme,

a
(ii) 3 la continuité du vecteur déplacement D le long de toute courbe fermée appar-
tenant au domaine,

(iii) aux conditions aux limites imposées sur 1'axe x'x

cxy(x,0)=o - R x<R
ny (x, 0) =0 -—a<x<a
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imposent aux potentiels les expressions suivantes :

[eo]
L, o ,2n-]

,C _ 1 ® - 2n-2
(22.14) ¢'(z) = = = a2 Bz
Z - — a
<] 2n~
L. o
C _n=l "n _ % 2n-2
(22.15) Q'7(2) = ——— o2 &

o et Bn étant des constantes réelles.

Les coefficients inconnus o et Bn sont déterminés par la méthode de
fixation des conditions aux limites sur le contour circulaire.

Si N est le nombre de terme des séries retenu, N arcsl I k| sont né-
cessaires 3 la résolution du systéme d'équations linéaires défini par la conditicn :

k k
[RC+iRC] =-[RB+iRB]
y X i y X j

b) Expression de la résultante des forces extérieures sur tout arc
du contour.

En posant ¢'C(z) ¢'lc(z) + ¢'ZC(Z)

€2

¢ S - ",

la relation (21.9) s'écrit :

k c k c k k
(22.16) [R + iR ] = - 2 Re{(bl (z)] + 2i Im[(bz (z)] + Zi[y ¢'(z)]
y X . . . .
J J J J
C k
Le calcul du terme Re [¢l (z)] dans lequel
j
’ k N z 2n-1
[¢1C(Z)] o= E n J' <7———~——~ est effectué en posant
o 3
le changement de variable u =Vz? - a? permettant d'aboutir i 1'expression
' k
+1 o
: C k N n-1 P a2 (n-1-p) 2p2 .
2 Re | ¢, (2) =2 3% o I C g Rel (2% - a?
1 . n n-1 2p + 1 .
j n=1 p=0 J
dont 1'explicitation en coordonnées polaire s'écrit :
k N n-1 p 2(n~1-p) Zptl k

¢ a 2 6,+0
22.17 2R - a 148,
( ) e[d)l (Z)] 3 2 n§1 o, ng Cn-—l 2541 ©i102 COS[(2p+]) ] ;
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Le calcul des deux derniers termes de (22.16) étant effectué en coor-
données polaires, 1l'expression générale de la ré@sultante traduite par ces compo-—
santes réelles et imaginaires s'écrit :

k N n-1 p a2(n-]—p) g—D{—]- 0,46 k
: - -2 73 a__ 91462
(22.18) [Ry] ; 2k % pko Cooy TTpEd (P1p2) cos [(2p+1)( 5 )]
2n-1
. AP . 8,40,
+ ettt ————n —-— ———
+psinb (51P)12 sin [(Zn 1)86 5 ]
+ 8 sin 8 p°™? sin (20-2)8 ) .
nSin o 13
k v 2n-1 1
(22.19) [R ] PR . qP - _ 61+6,
X 3 2n=1 o psin G(W cos |(2n—-1)6 —-2—]
2n-1 2n=2
* snEgn_ - sin (20-1)8 + 0 sin 6 " _cos(zn—z)eﬂ
L Jdj

2.2.4. Expression du facteur d'intensit@ de contrainte K]

Le facteur d'intensité de contrainte en mode 1 de traction Kl est donné
par la relation (21.14) qui s'exprime pour le probléme traité par :

K1 = 2\/5; 1:'Lmz > a {\/z - a ((b'B(z) + q)'C(Z) )]

d la limite, Kl est défini par la relation

P a N a 2n-2
(22.20) K] = 227 [21TbR 5 + n§1 an_ 5 2

Conjointement 3 K]’ le facteur de forme Y est défini par la relation :

X

RAgNEY
bRYT

dont 1l'expression déduite de (22.20) s'écrit :

Y =

(22.21) Y =1 +.21_b2.13. I o aZn—Z
P n=1 n

2.2.5. Application numérique

Le traitement informatique du probléme est effectué pour les données
suivantes : '
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Rayon du disque = R = 1
b =1
P = 1

La rapidité de convergence a &té &tudiée en choisissant deux
. ” - -
valeurs de discrétisation du contour de calcul :

N=25 et N =10

Les résultats obtenus, au moyen du programme de calcul figu-
rant & l'annexe 1, sont exposés dans le tableau 2.1.

% N Y N Y

0,1 1,01500 1,01500
0,2 1,06004 1,06004
0,3 1,13555 1,13555
0,k 5 1,24313 10 1,24313
0,5 1,38722 1,38723
0,6 1,57782 1,57825
0,7 1,83Lok 1,8L030
0,8 2,17961

Tableau 2.1

La courbe représentative du facteur de forme Y en fonction

du rapport %’ est illustrée a la figure 22.5

La comparaison des valeurs de Y obtenues avec les deux dis-
crétisations montre la bonne convergence de la série.

Les valeurs déterminfes sont en parfait accord avec les résul-
tats publiés par ISIDA | 9 |.
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2.3. DISQUE COMPORTANT DES FISSURES DIAMETRALES SYMETRIQUES

2.,3.1, Définition du probléme

Dans la suite de 1'étude, il sera envisagé uniquement 1'application
aux cas d'un nombre de fissures &gal 3 2 et 3.

Pigure 23.1 Figure 23.2

Le disque envisagé est de dimensions identiques & celui de 1'étude
précédente et supporte le méme état de chargement.

I1 comporte, dans le plan des charges, deux (resp. trois) fissures,
symétriques par rapport a4 1'axe Oy soumises & un état de contraintes nulles.

L'étude envisage de rechercher l'effet d'une configuration de ce type
sur la valeur respective des facteurs d'intensité de contrainte K, en t&€te de
fissure afin de mettre en &vidence le sens probable et possible de propagation de
fissure 3 partir de 1'état donné.

La méthode de superposition conduit 3 utiliser les trois &tats A, B

et C présentés précédemment, les caractéristiques de 1'état A étant identiques au
cas déja traité.

2.3.2. Etude de 1'Etat B

L'état B se définit comme étant le plan complexe coupé suivant les
segments de discontinuité superposés aux fissures sur les lévres desquelles sont
appliquées les conditions suivantes :

gYY(X’O) = T Tbr opposées 3 celles résultant de 1'état A.

|
o

ny(x,o) =

Les hypothé&ses générales définies lors de 1'étude précé&dente sont
conservées dans leur intégralité.
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Le sens de parcours des segments de discontinuité est conservé comme
étant celui de 1'axe x"x, définissant ainsi les parties gauche et droite du do-
maine de part et d'autre des coupures.

La vérification des conditions aux limites sur chaque segment de dis—

continuité exprimée 3 partir de la relation (22.1) implique aux potentiels com-—
plexes de vérifier les relations (22.4) et (22.5) soit :

. G
23.1 20
( ) vy

@ = [0% + 2 ]+ [0+ 0P ]

(23.2) 0

]

[ 0% - 0% ] - [P -2Pw]

2.3.2.1. Définition des potentiels complexes

L'équation (23.2) eu égard aux hypothéses et conditions aux limites
fixées posséde pour solution :

(23.3) o' (z) = Q' (2)

La solution générale de 1'équation (23.1) s'écrit de méme :
g q

) - _ZE_ dx
(23.4) ' (2) + Q' (2) = %{-TZT)- / —E@—r—————- + x(z) P (2)
X (x) (x-z)

coupures

expression dans laquelle Y(z), la fonction de Plemelj, s'crit :

1

(23.5) - X2(2) = dans le probléme i 2 fiséures.

\[(zz-bf) (z% - b))

.
J(zz-az) (z2-b P (z%-bH

(23.6) x3(z) = dans le problémé 3 3 fissures.

et Pm(z) est un polyndme d'ordre n.

dx
xG(X) (x-2)

coupures

a) Calcul de 1l'intégrale
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Pour chacun des problémes &tudiés, la valeur de 1'intégrale est dé-
terminée par le calcul, le long des contours précisés par les figures 23.3 et
23.4, de 1'intégrale :

du + ' "du
X (u) (u-z) X (u) (u-2z)

Figure 23.3 Pigure 23.4

z étant pdole d'ordre | de la fonction intégrée, le théoréme des rési-
dus nous donne la valeur de l'intégrale 3 condition que z soit a 1'intérieur du
domaine défini par Y et I, soit :

I= x(z)

Le lemme de Jordan appliqué aux intégrales prises sur les contours
circulaires entourant les points de ramification montre que ces intégrales tendent
vers O lorsque leurs rayons tendent vers O. ‘

A la limite, sachant que XG(x) = - XD(X) 1'intégrale I s'exprime par

la relation : |

-b, b
1 =2 = dx + 2 . dx + du f{ﬁgure
X (%) (x~2) X (%) (x-2) X (u) (u-2) —_—
-bs by T
‘ » —bl +a b2
et I 2 '—a—-c—lx————— + ._(_;___.(.1_)5— + 2 _Gi._._
X (x)(x~2) X (x) (x-2) X (x) (x-z)
‘bz ' b;

| 3
. . ' fissures
x(u)(u-Z) ,
T ,

]
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Pour les deux problémes envisagés, le calcul de 1'intégrale

du . . 1
%15 X (u) (u-2) est effectué en posant le changement de variable u = X

T
et en recherchant, par 1'intermédiaire des développements limités au voisinage de
X = 0, la valeur du résidu de la fonction en ce point.

L'expression de l'intégrale s'écrit alors pour chacun des problémes :

_du a2l 2 2 .
¢ x(u) (u-z) = 2im Lz 2 (b1‘ + by%) ] 2 fissures.
r : -
__du__ =2im|z® - %‘Z (a2 + by? + bzz)] 3 fissures.
x(u) (u-z) - —_—
r

Par application des résultats précédents, la valeur de 1'intégrale

—?;—193———~ est formulée par :
X (x)(x-z) :
coupures
dx . 1 2 2 2 .
- - = 1ﬂ'[§R§7-- 2z + = (b + b2 {] 2 fissures.
X (x)(x-2)
coupures
dx . 1 3 1 2 2 2 .
< = im [X(Z) -z° + 5 z (a“ + b1 + by )] 3 fissures.
X (%) (x-2)
coupures

I1 en résulte, par combinaison des relatlons (23.3) et (23. 4), que
1'expression des potentiels complexes de 1'état B s'écrit :

(23.7) ¢'3z) = 2'B(z) = - E}I;—r - [z2 - % (b1 2+ by?) - Pm(z)]x (z)]
' : ' - 2 fissure
(23.8) ¢'B(z) = 2'B(2) = - —2—7%; _1—[23 - -;- z (a2+ by2+ by?)- Pm(z)]x (z)]

3 fissure
Les polynomes P (z) sont déterminés en exprimant l'uniformité du vec-
teur déplacement D 1le long Mde toute courbe fermée appartenant au domaine.

Toutefois, x(z) étant de l'ordre de-lr (resp. —g) a 1'infini, la con-
dition de contraintes nulles & 1'infini impose P (z) un 5eveloppement du type :

gn(z) =Bx +Y 2 fissures

gn(z) =ox? + Bx + Y 3 fissures
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b) Uniformité du vecteur déplacement

Dans le champ complexe, le vecteur déplacement D = (3 + 13) est lié
aux potentiels complexes par la relation (21.8)

20 (u + iv) = X ¢(2z) - Q(z) - 2 iy ¢' (z)

On exprime la continuité de toute courbe fermée y intérieure au domai-
ne par la relatiomn :

dp , _
(23.9) / I dz = O.
Y

Y étant prise, pour les problémes traités, comme indiqué aux figures
23.5 et 23.6.

Vg o | 1%

£ £ s £ é 6, 65 .| s, & £
A ¥4 2 a ,’2 'S ‘ A Y4 2 3> .Yx & 5 r} [
~O L S —CEOCFOCE) =
0' -2 8 =~
by -b, b, by by by sa L a b, by
‘ '
Figure 23.5 - Pigure 23.6

Le lemme de Jordan appliqué aux intégrales prises le long des parties
circulaires des courbes Y entourant les points de ramification montre que leur va-
leur est nulle lorsque les rayons respectifs de ces secteurs tendent vers zéro.

A la limite et compte ‘tenu de (23.3), la relation (23.9) s'écrit pour
chaque courbe Y.

-b,
f [¢'G<x) - 0P (x) ] dx = 0
(23.10) : 2 fissures.
b2
/ [¢'G(X) - 02 (x) ] dx = 0

b,
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—bl_ -

f ¢'G(x) —¢'D(x) dx = 0
_bz - -
+a _ , _

(23.11) U/P ¢'G(X) _ ¢'D(x) dx = 0 3 fissures

-—a - -
by )

6% - '%x) | ax = o

Le potentiel complexe ¢'(z) est fonction de X(z) dont il faudra dé-
terminer, pour chaque probléme, une branche uniforme.

. Cas du probléme a 2 fissures

La branche uniforme est définie telle que :

lim z? x(z) = 1

7 > ©

soit ¢

IR e
©
ST
[T e B
@

x(z) = )

Jlje

. . . . G, .
impliquant les valeurs suivantes & ¥ (x) sur chacune des coupures :

L = i - bygx € - by
J(bzz_xz)(xz_blz)

xG(X) = — b; € x < b,
J(b22—x2>(x2—b12)

¥x(z) solution de 1'&quation homogéne de Hilbert satisfait & la rela-
tion :

) = - X

¢'(z) étant défini par la relation (23.7) les équations (23.10) peu-
vent alors s'écrire :

-b,

dx
(23.12) i/ [l (b1%+ by?) - x2 + P (x)] = 0.
| 2 T o m V(bzz‘ %) (x*-b )

-by
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b2

(23.13) -i f [l-(b12+b22) - x2 + P (x)] & .o
2 " J(bzz-xz)(xz—blz)
b |

dans lesquelles Pm (x) = Bx + vy
En effectuant le changement de variable X =-x dans (23.12), on ramene
le calcul & une intégration sur la coupure (b;, by) ce qui permet en posant les

définitions suivantes :

b2

by by
I =J/ﬂ X2dx s J =“/P . xdx . K T}{. dx
V (b22-x2) (x2-b, 2) A (622-x2) (x2-b, 2) \J (62 -2)(Z b
by b, b,

d'exprimer (23.12) et (23.13) par un systéme de deux €quations linéaires i deux
inconnues (BetY)

2 2
I +BJ - [.El;i_hl__ + Y] K

1l
o

2

2 .2
I—BJ—[RL_*.__‘Z_Z__ +-Y]K

it
O

2

La résolution de ce systéme fournit la solution :

(b1%+ by?)

Ri- ©
N —

Les expressions des intégrales I et K sont données par :

[}
]

b2 E (X, Q)

= L
K—sz()\,Q)

E et F étant les intégrales &lliptiques de définition :

A sini
\’ _ 2.2
E (A’ Q) = ‘/‘Jl - q2 Sinzq da = / _] q}: dx
1 - x
0 0

‘ A sin)

F (A, q) = f da = / dx
- m2,2.2
| o\ll q“sin“a . \[(] D - D)

La valeur des paramétres A et q associées au probléme est :

b22 - b12

5 ce qui induit une expression du polyndme
2

A=-12—r et q =

Pm(z), telle que :
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E (5,9

(23.14) P (2z) = by?
" PG,

1
=3 (01 + by?)

Et, en conséquence, les potentiels complexes de 1'état B dans le cas
de 2 fissures s'é@crivent :

: B B P E39) 1
(23.15) ¢'7(2) = Q'72) = - o | 1 - [zz- by? = ]
, Fpa) 4 471" (b2 )

. Cas du probléme i 3 fissures

1
‘[<z2—a2)<z2—b12)(z2—b22) .

x(z) =

La branche uniforme est choisie telle que :

lim z3 y(z) = 1

Z > ©

soit

pof .

1
)
1 3 €

I 3o
©
e
I Mo
D

x(x) =
h]

G
La valeur de Y (x) sur chacune des coupures est alors :

L) = —= - by € x< ~by

J(bzz—xz) (x2~a?) (x2-b, 2)

XG(X) = ‘ L -~ ag£ x«< a

J(bzz-xz) (a2-x2) (b; 2-x2)

- i

G =
X0 BaPox) o, (x-a?)

~Soit

G, . G ' G - i ‘
X (x) = ¥ (x) = =X (%) =
[-b2, -b1] [b1,b2] [-a,+a] ‘/<b22—x2>(xz—az)(xz—blz)
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Comme pour 1'é&tude relative a 2 fissures, les &quations (23.11)
s'écrivent alors en vertu du développement de Pm(z) dans ce cas :

. 2 2 2
(23.16) - i/ [_xa + ox2 +((a +b:12 +by %) + B)X + {] dx -0
1J(x2-a2)(x2~b12)(b22-x2)
a.,bﬂ

]

a. et b, prenant les valeurs des abscisses relatives aux trois segments parcourus
ddns lelsens positif défini.

En ramenant par le changement de variable X= - x 1l'intégrale sur le
segment [ b, sz 4 son expression sur [-bg, —bﬂ et en posant :
~by ~b,
2
I = x“dx . s J = . xdx
(x2-a?) (x®~b; %) (by " -%x?) (x%~a?) (x*-b1?) (bp*~x?)
-b, -b,
—bl -b 1
3
K = : dx s L= x dx
(x2-a?) (x2-b) ?) (b2 ?-%x?) (x2-a?) (x2=b1 ?) (b2 ?~x?)
"‘b2 "bz
+a +a
2 ,
M = x“dx SN = dx

y 52=a?) (=01 ®) (b2 ?-x?) NCEDICS IO
-a -a

1'ensemble des &quations (23.16) se réduit au systéme d'équations linéaires :

ol + BJ + YK = L —% (a%+ b1+ bd J (1)

i

al - B3 + YK

- [L - L (a2 by%4 by?) J] 2)
oM+ YN =0 | (3)

La somme des équations (1) et (2) associée i 1'&quation (3) montrent
= 0.

que O




37

La différence (1) - (2) permet d'exprimer B sous la forme :

L _1 2 2 2
= = - +b + b
B 77 (2 1 2%)
Le calcul des intégrales L et J est conduit en posant le changement
de variable u =Vx? - a? et en définissant les bornes modifiées par :
1 = b12 —3.2
m = b2 - a2

Les valeurs des intégrales L et J sont alors données par :

(]
L]

1
'El' F(XsQ)

a2
= m E(X’Q) = —I_IT F (Xs(I)

r‘
]

dans lesquelles :

F(x,q) et E(X,q) représentent les intégrales elleptiques précédemment
définies dont les paramétres sont dans le cas du probléme :

= arc sin & ~;—:—l§- - X
X m mc - 2

mz— 1 "‘b1
n Vbz "32

En conséquence

K]
ll

(23.]7) B = (b22 -— az) i + a - b1 - bz
F(329) 2

et 1'expression des potentiels complexes s'écrit dans le ;Cas de 3 fissures :

E(3,q) ]
2 + a‘lz
P [(b2 @ ) (7,9

(z) ="
2mbr {(z —a?) (22-b12) (z2-b,?)

(23.18) ¢'B(z) =

3 fissures

2.3.2.2. Définition des résultantes sur le
contour circulaire de rayon R.

Pour tout arc orienté j,k appartenant au contour, l'action de la
partie droite sur la partie gauche, définie en termes de résultantes, s'écrit

(22.9)
[RY +i Rx] 1; - -[5(23]1; -[ﬁ(z)]‘j‘ £ 2 i[y ¢'(z)]1j‘



et (23.18)
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Soit, puique les coefficients de ¢'(z) et donc Q'(z) sont réels :

[ +in] - -2refom] +2i[yom]

b 3 3

Les potentiels ¢'(z) et Q'(z) sont définis par les relations (23.15)

m 2
¢'(z) = Q'(2) = - - 4 1 —[zz-bzzE(E.,Q)] ] fis—sures
ZToR Fga) e et | T
E(3,q)
P z3- [(bz—az) __J%_—— + az]z 3
$'(2) = Q'(2) = - 5= |1 - = F(2.q) .
i J(zz—az)(zz—blz)(zz—bzz) fissures

Pour les deux problémes, 1l'expression du terme Re [cb(z)] impose le

calcul d'intégrales de fractions irrationnelles dont la partie réelle sera dé-
terminde, aprés introduction des coordonnées polaires (fig. 23.7 et 23.8), par
intégration numérique au moyen de la méthode de Simpson.

V

Figure 23.7 : 2 fissures




Figure 23.8 : 3 fissures.

Par soucis de clarification des expressions, on posera

k+1
Re[f' zlnl x(z) dz]

(23.19) ANUM (1, k)
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k
n .- .
p i 0.
k
(23.20) AR (m, k) = Re 2" X(Zk) = T—k—ﬂ; cos m@k - .Z —-ZL-
k T p. j=1
j=113 2 fissures : n = b
3 fissures : n =6
m
' . p n 8,
m k . k
(23.21) ATl (m, k) = Im [zk X(zk)] == sux[ mek - 'E] -%—] ‘7
' jg,pjk i
Ce qui permet d'écrire les résultantes sous la forme :
™
B k+! P 2 E("Z‘,q)
[RY ] = THhR [(Xk'*l—xk)—ANUM (3,k) + b-g — ANUM (1,k) ]
k F(—z‘,Q)
i
2 E("Z"q) .
__P ka[AI(z,kH) - b3 _—'n———AI (o, k+l)] 2 fissures
bR F(-z',Q)
il
sy [AI(Z,k) - b2 —2 7 A1 (0, k)]

F(7,)




E(,q)

B - P _ 2
[Rx ]k = 78R i+l [1 AR(2, k+1) + b2 AR (O, k+1)]

m
F (‘2": Q)
2 fissures
™
P s E(E’q)
+ ToR Yk [] - AR(2, k) + b " AR (0, k) ]
F(’z": Q)

g k1 . . E(g,q)
5] = s [ O = %0~ oo+ [o2at) —Z— v 2] ez 0]

E(3,q)

- %{ﬁ Yk+1 [AI(?’, k+1) - [(bz-az) —-—-—-—i + az] AT(1,k+1) ]
(79‘1)

p E(3,q) 2
+ ;gﬁ'yk'[AI(3,k) - [(bz_az) — az] ATI(1,k) ] fissures
F('z"Q)

k+1 E(E:Q)
[RXB] - - v [1 - AR(3,k+1) + [(bZ—aZ) ;?;——— + az] AR(l,kH)]
'z_aq)

| E(5,q)
A ;ﬁ‘:_ﬁ yk[l - AR(3,k) + [(bz—az) 27, a2] AR(1,Kk) ]
F(3,q)

2.3.3. Etude de 1'état C

Pour chacun des cas traités dans le chapitre 2.3, la définition de
1'état C prend en compte les domaines suivants : -

le plan complexe limité au cercle de rayon R pourvu de 2 segments
de discontinuité (resp. 3) superposés aux fissures,

les conditions aux limites associées 3 cet état sont les suivantes :

a) sur le contour extérieur des domaines est appliqué un ensemble de
charges vérifiant la relation (21.11).

b) sur chacun des segments de discontinuité [a., b.] les contraintes
appliquées sont telles que : ] J
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[
]
[+4]
n
b
A
o

ny (x, 0) =

1]
(@)

oxy (x, 0)

Enfin, les hypothéses générales intervenant dans la définition du
probléme sont telles que :

¢) la double symétrie, qui permet de conduire 1'étude sur un quart
de disque, impose sur chacun des axes du repére :

ny (x, 0) =0 ~-R<x<R

1]
(=)

O 0, y)

y -~ R<Ly<R

ui, en terme de résultante euvent aussi s'exprimer par :
> s P

R =0 -~-R< xR

R~ =0 “R<y<R

->
d) le vecteur déplacement D est continu le long de toute courbe fermée
appartenant au domaine.

2.3.3.1, Détermination des potentiels complexes

De maniére analogue 3 1'étude du probléme relatif i une fissure, les
potentiels complexes sont recherchés sous la forme d'un développement en série,
prenant en compte les discontinuités introduites par les fissures ainsi que la
limite circulaire du domaine.

d'ol :
® n
+'C) = nk1 % 2 A
2_1..2 2_1 2 n=1 n
(z°=b17) (2°-b2%)
(23.22) , 2 fissures
n
Y z
.C - n=]l 'n ® n
2 (=2) 2_3 2y, 2 2 ¥ nél 6n z
y (2°-b1?) (2%-b2?)
® n
¢'C(Z) - n§] an z + ‘)31 B Zn
\l(zzfa2><z2-b12><z2—b22) hom
(23.23) 2 n 3 fissures
£y Yo 2
Q'C(z) - n=1 n s Zn

+ 3
YD E B @) T
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a) Cas de 2 fissures

]

soit ¢'C(z) ¢'l (z) + ¢'2(Z)

Q'C(Z)

]

Q' (z) + Q',(2)
1 2
La vérification des conditions aux limites impose des propriétés par—
ticuliéres aux coefficients et aux puissances des termes des séries.
i) La double symétrie impose que les potentiels soient des fonctions paires.

ii) La valeur des contraintes imposéesle long de 1'axe x'x impose aux coefficients
les relations suivantes :

Im (an - yn) =0
T (an * Yn) =0
I (Bn + Gn) =0
R, (@ -v) =0
R, (Bn + Gn) =0

iii) L'expression de la résultante des actions extérieures sur tout segment de
1'axe y'y impose :

LI}

Im (an) 0

I (8)

i}

0

En tenant compte des relations précédentes, l'expression des poten-—
tiels complexes s'écrit alors :

% a zZn—Z
¢,C(z) _ _nsl ™n ® 8 2n-2
Y@ Ey T
(23.24)
% 2n~2
Q'C(z) _ 0¥l ™n - z 8 éZn—Z

o, et B, étant réelles.

b) Cas de 3 fissures

D'une manidre identique au cas relatif 3 2 fissures, il est facile
de montrer que les potentiels complexes se définissent alors par les relations :

% o Z2n—l
¢'C(Z) - n=1 n . I:Z:I Bn 2211"2
‘[(zz—az)czz-blzxzz-bzz)
(23.25)
£ o o2
Q'C(Z) - ¢n=l n _ §1 8 zZn—Z

1J(zz~a2)(zz—blz)(zz-bzz) =

0 et B é&tant réelles.
n n




(23.26)

(23.27)

(23.28)

c), Remarque

~ . e - >

L'étude de la continuité du vecteur déplacement D le long de courbes
fermées Y superposées,d la limite, aux lévres des coupures [-bz . —blj et [b1 ’ bé]
impose aux constantes o de vérifier la condition supplémentaire :

.

[(Ene!:]

n

bz 2n—2
X dx .
1 % f = > — =0 2 fissures
by J(x =b1°) (b2"-x*)

HMS

0 3 fissures

f 2n-1 dx )
,J(x -a2) (x%-b; 2) (b 2-x2)

2.3.3.2. Détermination de la résultante des
forces extérieures sur tout arc du
contour.

Les potentiels complexes définis par les relations (23.24) et (23.25)
étant exprimés sous la forme :

') = ' (2) + ¢',(2)

C(z) = ' (2) - ¢",(2)

La relation (21.9) s'écrit :

k+1 k+1
[Ry + iR ]k” - - 2Re[d>1(z)] k1 98 I [sz(z)] + Zi[y ¢'<z)]
*Jx k Kk k

expression dans laquelle le premier terme du membre de droite sera calculé par
intégration numérique au moyen de la méthode de Simpson.

En vertu de 1l'expression de ¢'l(z), 1'intégration porte sur des termes
de type :

zZn—Z dz z2n~-1 dz

— . ou
‘/(zz—blz)(zz-bzz) J(zz—az)(zz-blz)(zz-bzz)

selon le nombre de fissures. La valeur numérique de 1'intégrale sera repérée
dans les expressions générales, au moyen de la définition précédente (23.19).

Par souci de clarification del'écriture, l'expression des termes
faisant intervenir ¢'(z) sera formulée en fonction des relations (23.20) et (23.21)




sur 1l'arc

k+1

(23.29) [ch]k

k+1

(23.30) [Rcy ]k

k+1

(23.32) [Ryc ]k

a4

L'introduction des coordonnées polaires (figures 23.7 et 23.8), permet
d'expliciter chacun des termes de la résultante des forces extérieures appliquée
|k, k+1 | du contour circulaire.

Si N représente le nombre d'arcs choisis pour définir le contour ex-—
térieur du disque, la condition supplémentaire (23.26) ou (23.27) impose de re-
tenir les (N+1) premiers termes de la série relative i ¢'](z).

L'expression des conditions aux limites sur le contour circulaire tra-
duite par la relation (21.12) définit un systéme de (2N+1) E&quations linéaires

d (2N+1) inconnues dont les coefficients dépendent de 1'expression des résultantes
définies par (23.28).

Ce sont :

[ N+1

2 N p2n—1
nél Bn 5o (51n(2n—l)6k+1 —51n(2n-1)9k) +
pzn‘](sine cos{(2n-2)6, -sinB, cos(2n-2)0, )
" k+l k+1 k k
N+1
= nél un (ANUM(2n-1, k) + AI(2n-2 , k+1) 051n6k+1 -
-AI(2n-2, k)p sinGk
N 2n-1
. . _ s . _
iﬁnél Bn p (51n6k+131n(2n -)6k+1 s1n6k51n(2n 2)6k
N+1
ngl anp(AR(Zn—l,k+l) 51n6k+1 - AR(2n-1, k)51n6k) +
2 N p2n-1
+ ngi B 5] (31n(2n—1)6k+l - s1n(2n—l)9k) +
2n_](sine cos(2n-2)6, . -sinf cos(2n-2)9, )
. k+1 k+1 k k
.
[ N+ |
n§ o ANUM(2n,k) +p AI(2n-1, k+l)S1n6k+]
=2 -pAI(Zn—l,k)51n6k
2n-1, . . . .
- - -2)06
+n§l Bn o (s1n6k+131n(2n 2)6k+l 51n6k51n(2n 2) k)

n§1 anp(AR(Zn—Z,kH)smGk+1 -AR(2n-2,k)sin Gk) +

2 fissures

i

3 fissures
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2.3.4. Détermination des facteur d'intensité de contraintes
-51 en téte des fissures -

La présentation du probléme général nous a permis de montrer que le
facteur d'intensité de contrainte s'exprime uniquement 3 partir des potentiels
¢'(z) par la relation (21.14) soit :

Kl = 2\’{'!; 1imz+bj [\/z - bj (d)vB(Z) + d)vC(Z)) ]

2.3.4.1. Cas de 2 fissures

Le calcul porte dans ce cas sur la détermination des facteurs d'inten-—
sité de contraintes dénommés K B1 et K. B, en tétes du segment [b],bz} dont la dé-
finition, compte tenu de (21.1&) s'écrit :

KB, = 2Vom limz_*bi[\/bl =2 (4'3(2) + ¢'C(z)_)]
KIBZ = 2vé}7 lim z-;bz[k/z - b2(¢'B(z) + ¢'C(z))]

expressions dans lesquelles :

N+l 2n-1

%) +¢'C(2) Toe [l“ [7‘2—-;— (b12+b22)-v] x(z)] + Lozt x(@)
N
+ L. B

2n-2
z
n=l "n

La valeur de la fonction de Plemelj y (z) se déduit de la détermina-
tion uniforme définie précédemment. Ceci implique que pour; tout x appartenant a

1'axe des réels en dehors du segment [b],bz] nous avons

1

ﬁbzz—xszlz-x%

1

‘sz—bﬁ(xz—blz)

. . .z . Ve s .
L'expression des facteurs d'intensité de contraintes s ecrit alors :
-

[

x<b, X )

x>b X (%)

" b, 2 E(_g-’q) . n+1 o b 2n-3
P of21 bi  F(Z,q9) 1 [0, nq D7
- — 2 . a
(23.33) K1B1 = IR m + 24/ Tb,

biz_ by 2 ’bzz_ by 2




m
E(5,q) N+1

b 1 - L. o
(23.34) K,B, = %J.;; ba F(5.q) + 0 ,'ﬂbz n=1 n bz
m ,bzz_ by 2 2% b1’

2.3.4.2, Cas de 3 fissures

En conduisant le calcul de maniére identique & celui effectué
dans le cas precedent 1'expression des facteurs d'intensité de contraintes K A,

K‘]B1 et K B s'écrit pour chacune des tétes de fissure :

N+1
2_ 2 gL I o 2n-2
(23.35) , BN I b2~ a E(2,q) e n a
' >t 1 bR i 2 2 T 2 2 2
bi2- 82 F(5.q) y (b2’ Dby a?)
v
E(_9Cl)
= a?+ (b4 2 y ~bi N‘; &, 4, 2072
Lt 9 =
123.36) KB, = + SPEV ! F(2 Ny 2=
(by2-a )(by%-by) &blz_ &) (tf - ©f)
N+1
m o 2n-2
p [Pz ba2- a? E(-g-,q) n§1 n b2
(23.37) KB, = + —N—{|——— (1 - —=—)]+ 2Vm, — =
» b2~ b F(Z,a) y (p27- a?) (v2*- vy

2.3.5. Application numérique

Les données prises en compte dans l'exploitation du programme
de calcul sont identiques & celles adoptées dans le cas d'une seule fissure, en
ce qui concerne les dimensions physiques et les charges appliquées_.

Les caractéristiques géométriques lifes aux fissures sont dé-
finies par les figures 23.9 et 23.10.
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Figure 23.9 Figure 23.10

Pour les deux problémes &tudiés, 1'exploitation numérigque
des programmes de calcul figurant aux annexes A2 et A3, a été conduite sur les
bases suivantes (rayon extérieur unité) :

a) pas de variation des abscisses des tétes de fissures : 0,05,
b) distance minimale entre tétes de fissures concomittantes :

0,10 dans le cas de 2 fissures,

0,05 dans le cas de 3 fissures.
c) abscisse maximale de la té&te de fissure extérieure :

bs = 0,8

2.3.5.1. Cas de 2 fissures

Les valeurs des facteurs d'intensité de contraintes K. B, et
K,B, sont représentées en fonction du rapport L aux figures 23.11 et 2%.42.
' L

Tous les résultats sont regroupés au moyen de 3 faisceaux de
courbes correspondant aux critéres suivants :

by = cte
by = cte
l = cte

La superposition des faisceaux permet d'effectuer les commen-—
taires suivants en rappelant que KJB se rapporte a4 la téte de fissure intérieure
et KB, & la téte de fissure extérieure.

a) courbes b = cte

% On note que K1B1 est toujours supérieur & K1B2 pour un
rapport 1 supérieur & 0,kL.
L




2 Fissures

R-41

e e __.._-_. 6 = 1 e e e i o
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: : : - :A_ 2 Fissures
K By S A | ‘
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% la valeur £ a partlr de laguelle la relation K1B1> K
est vérifiée varie avec l'abscisse de la téte de
fissure extérieure B, variant de 1 ~0,4 pour B, = 0,2
a1,0,15 pour B, = 0,8. L
T

b) courbes b; = cte

% pour by = 0,05, c'est & dire lorsque les deux fissures sont
proches 1l'une de l'autre la relation K B1>; K B2 est tou-
jours vBrifiée. Dans ce cas, les deux fissures commen-
cent par se réunir

* pour les autres valeurs de b1, K B1 = K B, est vBrifiée
pour une plage de variation de } varlabie avec la valeur

de b;, K1B1 finissant par strel toujours supérieur a K1B2

¢) courbes 1 = cte

% pour 1 > 0,40 la valeur de K1B est toujours supérieure &
celle de K.B
172
% pour les faibles valeurs de 1, K,B, peut devenir légere-
ment supérieur a KB, -

En conclusion, les résultats obtenus montrent que les fissures
ont, dans la grande majorité des cas, tendance a se réunir avant de conduire 3 la
rupture.

2.3.5.2. Cas de 3 fissures

Les valeurs des facteurs d'intensité de contraintes K, B, et
K,B, sont représentfes en fonction du rapport &, (figure 23.10), pour deux va-
leurs de la demi-longueur de fissure centrale : by

a; = 0,05

ay = 0,2

Les courbes obtenues sont représentées aux figures 23.13 &
23.16. La superposition des faisceaux permet une nouvelle fois d'effectuer les
commentaires suivants :

a) pour ay = 0,2

Quelle que soit la valeur du rapport 22 envisagée la relation
b2
K1B1 > K1B2 est toujours vérifiée.

I1 faut noter toutefois que pour les grandes valeurs de B2

KB, = K,B, lorsque a, est faible (0,05)
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b) pour a; = 0,05

i) b2 = Cte

% Pour des valeurs de B, supérieures ou &gales & 0,7, le
facteur d'intensité de contrainte K,B, est supérieur &
K,B, tant que la téte intérieure (B,)” de la fissure
externe reste suffisamment &loignée de la fissure cen-
trale (B, = 0,12 pour B = 0,8 3 B, = 0,2 pour B, = 0,7).

% Pour des valeurs de B2 inférieures & 0,7, la relation

KB, > K;B, est toujours vérifiée.

i1) by = c°®

B2 tant que B, reste inférieur

% Pour les valeurs de B, supérieures & 0,2, les facteurs
d'intensité de contrainte restent sensiblement égaux tant
que B, est inférieur & 0,7.

§ii) 1 = %€

% Pour les valeurs de 1< 0,2, la relation K1B1 > K1B2
est vérifiée.

% Pour les valeurs de 1> 0,2, K.B, reste supérieur &
K,B, tant que B, reste inférieur & 0,65.

% Les courbes 1 = cte poss&dent toujours un point & tan-
gente horizontale dans le faisceau relatif & K1B2.

En conclusion, la présence d'une fissure centrale de faible
longueur (0,05) entraine que le facteur d'intensité de contrainte K, B, relatif
a4 la téte extérieure des fissures externes est supérieur & K,B, lorsque B, appar-
tient 3 1'intervalle :[2
[3 R, RJ

D&s que la fissure centrale poss&de une longueur suffisante

(inférieure & 0,2), K,B, devient alors supérieur a K B,-
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) l . 3 Fissures a - 0.05
I - R=1
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[11 - POTENTIELS COMPLEXES - TRANSFORMATION CONFORME

3.1 PRESENTATION ET PARTICULARITES DE LA MEHTODE

L'étude en champ complexe des problémes 1iés & la présence de fis-
sures dans un milieu donné est envisageable par la théorie des potentiels com—
plexes introduits par MuskhelisHwvili.

Pour chaque probléme, les conditions aux limites imposées & la
fois sur les bords des fissures et sur le reste du contour impliquent 1'exis-
tence de deux fonctions analytiques uniques définissant les potentiels recher-
chés.

L'expression mathématique de cette solution exacte est délicate &
déterminer, notamment dans le cas des problémes en milieu fini. La solution ap-
prochée est alors recherchée au moyen d'un développement en série de chacun des
potentiels dont il suffit alors de rechercher 1l'expression des coefficients in-
connus au moyen des conditions aux limites imposées.

Cette méthode, traitée numériquement par ordinateur, impose une
troncature des séries ainsi que la discrétisation du contour en un nombre de
segments proportionnel au nombre de termes des séries retenus, l'ajustement &-
tant fonction du type et du nombre des conditions aux limites vErifiées en cha-
que point.

La méthode de superposition des états exposée précédemment présente
les particularités suivantes

i) nécessité de déterminer deux développements en série relatif i
chacun des potentiels ¢'(z) et Q'(z).

ii) Le nombre des termes de chacune des séries est limité par la
taille du systéme d'équations linfaires que l'on s'est fixé ,
compte tenu de la capacité et du temps d'exécution de la chaine
de traitement utilisée.

iii) Les conditions aux limites ne sont vérifiées qu'en un certain
nombre de points du contour.

La présence d'une fissure, introduite en tant que discontinuité
mathématique dans le champ complexe, peut &tre traitée de maniére différente si
1'on envisage l'utilisation d'une transformation conforme.

Cette méthode mathématique permet, par 1l'introduction d'un plan
auxiliaire, de transformer la discontinuité en un contour simplifié rendant pos-
sible la définition d'un prolongement analytique des fonctions potentiels.

Ce prolongement analytique, en accord avec les conditions aux limi-
tes imposées sur le contour correspondant, permet, tout en assurant la continui-
té des fonctions potentiels de part et d'autre de celui-ci, de définir une rela-
tion entre ces derniers, ramenant le probléme & la détermination d'une seule
fonction inconnue.

L'expression de la transformation peut &tre recherchée & partir de
la définition d'un domaine image pour lequel la fonction potentiel exacte serait
aisée 3 déterminer. Cette procédure conduit le plus souvent & des problémes

-~ 2

d'inversion difficiles & établir et & une transformation conforme trés délicate.
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Aussi est-il plus simple de choisir une fonction adaptée 2 la
transformation @'une partie du contour seule, en l'occurence, pour les problémes
traités ici, 3 celui de la fissure ou du contour intérieur de 1'anneau.

Le potentiel 3 déterminer est alors recherchd sous la forme d'un
développement en série de Laurent dont les coefficients inconnus seront détermi-
nés & partir de la vérification des conditions aux limites imposées sur le con-
tour autre que celui relatif au prolongement analytique.

_ La méthode envisagée est donc la combinaison d'une transformation
conforme et de la méthode de fixation des conditions de contour.

I1 s'agit, tout comme pour la méthode de superposition des &tats,
d'une méthode approchée dont la précision dépend du nombre et du type de condi-
~tions aux limites respectées.

La méthode présentée ici est appliquée & 1'étude de deux problémes :

a) Cas du disque soumis & 1l'action de 2 forces égales diamétralement
opposées et contenant une fissure centrale non chargée dans le plan de sollicita-
tion (fig. 3.1).

b) Cas de l'anneau soumis au méme chargement et comportant deux fis-—
sures diamétrales &gales issues du bord intérieur situées dans le plan de solli-
citation (fig. 3.2).

/o

Fig. 3.1 Fig. 3.2

3.2 ETUDE DU DISQUE A FISSURE CENTRALE.

3.2.1. Transformation conforme ; inflgence sur les rela-
tions de Kolosov—Muskhelishvili

Soit z = x + iy la variable complexe associée au plan physique,

r étant la variable assocife au plan auxiliaire de représen-
tation.

Considérons la transformation :

(3.1) z =2 (c+D =0()

=




Le cercle de rayon unité ¢ = e*® et son domaine extérieur sont
transformés, dans le plan physique, en la fissure et son extérieur (fig. 3.3)

Fig. 3.3

La transformation inverse est définie par le relation :
z Zy2 12
. = -— + —_— -—
(3.2) c=2e [ B2 -]

Elle montre que la transformée du contour extérieur C du disque
est une courbe fermée continue Y du plan [ extérieure au cercle de rayon unité.

Les potentiels complexes ¢(z) et g'(z) recherchés peuvent &tre con-
51dérés dans le domaine image, comme des fonctions analytiques de la variable C.
On pose :

¢ (z)
g'(z)

¢ [w(z)]
g' En(C) ]

En conséquence, les relations de base (21.1) & (21.4) exprimées dans
le domaine image s'€crirent en repére cartésien

- contraintes

| i o' (z)
(3-3) e * Oy = R [ 5]

. - | 1 4 [¢'(r) g"(g)
(3.4) Uyy ot 21 Oxy =2 | w(g) o (7) at [uﬂ(c)] + wv(g)]




- Résultante des forces sur un contour donné :

(3.5) if (xy * iyy) s = [cb(z_;) s (p) £ g'(c)]
s w'(2) s

- Déplacements d'un point du domaine

(.6) 26 (u+iv) =n 6(z) - o (z) &EL _ v (g
w'(Z)

3.2.2. Prolongement analytique des potentiels complexes.

Etant donné le type de sollicitation imposé au domaine, 1'é&tude
se rapporte au mode 1 de propagation correspondant & un état de charges nulles
sur le contour relatif & la fissure.

Cette particularité permet de choisir, dans le plan de paramétrage
T, le cercle de rayon unité comme contour de prolongement analytique de fagon a
assurer la continuité des fonctions potentiels, & travers ce contour, dans un
domaine 1imité par la courbe fermée y', intérieure au cercle de rayon |g] = 1.

Il est alors intéressant de remplacer la condition de contraintes
nulles en tout point des l&vres de la fissure par la condition &quivalente ex-
primée en termes de résultante.

Le cercle de rayon unité étant orienté de fagon & laisser le domaine
image sur la gauche soient G et D lesrégions extérieure et intérieure au
cercle de rayon unité (Fig 3.3).

.

(3.7) o) =-w (0 8 _ oy rEG

w'(z)

analytique est choisi par la détermination de ¢(z)
dans 1'expression précédente. Nous obtenons :

Le prolongement

obtenue en remplagant r par 1

z

oy ~
(3.8) 6(c) = -0 (g) =% -8 (1) CED
w'(z)
expression dans lagquelle f'(%) = f! (%4

En conséquence g' (z) est 1ié 3 ¢ () par la relation

¢'(z)

() ©CEE

(3.9) g'(2) = - &?(%) - (%)




Le prolongement analytique définit un domaine D 1imité par le
contour y' pour lequel la relation (3.8) exprime la continuité de ¢(z) & 1'inté-
rieur du cercle de rayon unité.

Si ¢(Z) est analytique dans le domaine délimité par vy et Y', la

condition de contraintes nulles sur les 1&vres de la fissure est automatiquement
-~ . L4
verifiée.

3.2.3. Analyse du probléme

L'expression du potentiel ¢(z) définie dans le domaine G est re-
cherché sous la forme d'un développement en série de Laurent autour de l'origine,
soit :

400
o) =% o ° z enG

-0 n

La fixation des conditions aux limites sur le contour extérieur ¥y
impose une troncature de la série qui peut alors s'exprimer sous la forme :

N n
¢(z) = —ZM a L

La prise en compte des propriétés de symétrie est définie & partir
de la considération de la résultante complexe (3.5).

e
— Dans le repére cartésien 0/x, y , la symétrie par rapport & 1l'axe
Oy est traduite par la condition Ry = O pour tout segment appartenant a cet axe
alors que la symétrie par rapport i Ox s'exprime par Rx = O pour tout segment de
cet axe.

La relation (3.5) traduite au moyen des expressions de ¢(Z) et w ()
conduit alors & la condition telle que les termes en puissances paires du déve-
loppement de ¢(Z) soient nuls. D'ou:

N

_ 2n+1
(3.10) $(z) —_ZM Opne1 ©

Compte tenu de cette double symétrie, 1'étude sera menée sur un
gquart du domaine, soit pour un argument GC de ¢ tel que :

o<ec<g—

La troncature de la série implique l'existence de (M + N + 1) coef-
ficients inconnus.

La détermination de ces coefficients sera réalisée par 1'étude des
. - - . - 2 . * P
conditions aux limites imposées sur le contour extérieur Y exprim€es en termes de
résultante.
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La discrétisation du contour sera établie en fonction du nombre de
termes de la série retenus soit (M + N +°1). Chaque résultante imposant deux
conditions (Rx et R_) l'écriture du systéme d'équations linfaires nécessitera

> arcs de définition du contour Y.

3.2.3.1.

s

Expression de la résultante

Pour rappel, l'expression de la résultante des forces
appliquées sera un arc (k, k+1) est donnée par le relation (3.5) :

i[R +iR]
X y

soit compte tenu de (3.8)

k+1

k

k+1
k+1
(3.11) ifrpin, | = [o@ - o+ [uter- wd et ]
vl Q)
En posant 7 = pc elec la relation devient :
k+1 B : T qk+
. _ 2n+1 1 (2n+1)ib
* [Rx+ Ry] L %o [pc Oc2n+1] e ¢ f
T (2n+1)a p2n 7 2nif
2n+1 "t z1 - 1 1
+ — ~r)+({— - =
) 5 [(c z) (c c)]
(1 - Eé) Jk
qu'il est possible d'écrire :
k+1 [ . ]
. . _ (2n+1)i6 2n+1 _ k+1
1 [Rx T Ry] . FE %oneq © C(pc p 20+ *
2i Im[g] (p2 - 1) :
g 2n -2nib
F ; 575 T (2n+1) Uope1 Pp z
pC -e L N k
- 5
. _ _ 2n#+1 1
soit (:)— pg - E;ES;:T
g
‘!’ In(z) (Dé - 1)
- 2.
p2 16,

c
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Le développement de s'éerit :

, . 2 s _ ..
: P 51n6c (pc 1) (pC coseec + i sin 262;) - @ + 3 @
(pé - cos 29c)2 + sin? 20

4

Compte tenu de ces définitions, l'expression de la résultante sur
1'arc (k, k+1), s'écrit aprds multiplication par - i :

(3.12)

k+1 3 k+1

. . 2n
[Rx + i Ry] =20‘2n+1 31n(2‘n+1)6C @+ 2(2n+1)pc [cos(2n9c)©

k
+ sin(2n6€) @]

-i [cos(2n+1)eC (:)+ 2(2n+1)pC 2n (sin(2n8c) (:){] _
- cos(2n6c) @ _Jk

Dans cette expression, les coordonnées polaire de r sont définies
& partir de la relation (3.2).

SNk

La vérification des conditions aux limites s'effectuant pour le
cercle de rayon r du plan physique il s'en suit que l'expression de r utilisée
dans les calculs sera :

rei® r2.2i6 Y2
L = 1 +| — -1

12

En posant :

» 1/2
p' = [(r" - 212r2cos2e + 1*) ]
¢ =

2 -
_%_ are tg r“sin 26
r2cos 26 - 12

1l'expression de r s'éerit :
;=-:1I[rcos6+p' cos ¢ + i (r sin 6 + p' sing )]

permettant de définir :
12

Py =Jf [(r cos 8 + p' cos )2 + (r sin 6 + p' sing )2]
6 = Arc cos [r'cos 6 + p' cosdy]
4 1 p

4
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3.2.3.2. Facteur d'intensité de con-

traintes en téte de la fis-

sure.

Le facteur d'intensité de contraintes en mode 1 de trac-

tion K1 est défini & partir des potentiels complexes par la relation :

K, = 2V2r lim [\/sz d)'(z)]

z>1

En fonction de la transformation z = w(fZ) les termes entrant dans
la définition de K, s'écrivent :

Ve-ime -y

PA . . . . . -1
une détermination uniforme de la transformation inverse 7 =w (z)
étant choisie, ¢ tend vers 1 lorsque z tend vers 1.

En conséquence :

(z - )4z
K, = 221 1lim, —————\J——; o' (z) z?
1 T -

et ainsi :

(3.13) K, = 2@ ¢'(1)

3.2.4. Résolution numérique et résultats

Le traitement numérique de la recherche de K, a été effectué pour
les données suivantes (fig. 3.4)

r=1

P =1

La charge B est appliquée sur l'arc [O, 1] de portée angulaire

inférieure ou égale & 0,01 T de facon & pouvoir négliger la composante verticale
des charges appliquées.




v s . . z
le secteur [O, —'] du contour extérieur est divisé en C arcs égaux
& partir de l'arc d'application de la charge. En conséquence, le nombre de termes
de la série pris en compte sera tel que :

(M+N+1) = 2(C+1)

. v Ie
C arcs de division egaux

ol
sl
¥

Figure 3.4

L'exploitation du programme de calcul a été effectufe pour 4 objectifs :

a) Pour une discrétisation du contour extérieur déterminée, calculer
le facteur d'intensité de contraintes K., pour différentes longueurs de fissure,
les bornes de la série €tant telles que :

M=-(N-1)

s

b) Pour une longueur de fissure donnée, faire varier le nombre de ter-
mes de série retenus en modifiant le nombre d'arc de discrétisation du contour C.

¢) Pour une longueur de fissure donnée, faire varier 1'étendue de
1'arc de chargement.

d) Pour une longueur de fissure donnée et pour un nombre C d'arcs
de contour fixés, faire varier les bornes de la série.

1 - Premier cas :

Les résultats obtenus figure dans le tableau 3.1, dans lequel :

est le nombre d'arc de division du contour extérieur au deld de

c:
l1'arc de chargement,
M et N : les bornes inférieure et supérieure de la série,

L : le diviseur de T correspondant & l'arc de chargement.
Y : le facteur de forme avec : '
YT c celui relatif & la transformation conforme,

Ysup. celui relatif & la méthode de superposition.




a/R ¢ M N L K1T.C. YT.C Ysu.p.
0,7 T -7 8 100 1,2700 2,6905 1,834
0,5 7 -7 8 100 0,6088 1,5260 1,3872
0,3 7 -7 8 100 0,3715 1,2022 1,1355

Tableau 3.1

La différence remarquable entre les résultats obtenus par les deux
méthodes sera interprétée dans le chapitre final.

2 - Deuxiéme cas :

Les résultats obtenus figurent dans le tableau 3.2 et sont représentés

d la figure 3.5.

Tableau 3.2

a/R ¢ M N L Kip.c. Tp.c ¥ sup.
7 -7 8 0,6088 1,5260
8 -8 9 0,5959 1,4937
9 -9 10 0,5862 1,469
0,5 100 1,3872
10 -10 11 0,5793 1,k4521
11 - 11 12 0,5740 1,4388
12 - 12 13 0,5700 1,4288
15 -15 16 0,5623 1,4096
20 - 20 21 0,5570 1,3962
25 -25 26 0,5548 1,3907
30 - 30 31 0,5538 1,3881
35 -35 36 0,5532 1,3868
ko - Lo b1 10,5529 1,3860 , /,\}
Mt




65
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Figure 3.5

L'ensemble des résultats montre que la valeur obtenue par la méthode
de transformation conforme converge vers celle de la méthode de superposition
lorsque le nombre d'arcs de division du contour augmente.

L'ensemble des valeurs obtenues précise que la convergence de la série
est lente, nécessitant la prise en compte d'un nombre de termes &levé. Cette par-
ticularité influe défavorablement sur les coefficients du systéme d'équations
linéaires, de sorte qu'un conditionnement de la matrice est nécessaire pour résou-
dre avec une précision acceptable le systéme.
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3 - Troisiéme cas :

Les résultats figurent au tableau 3.3

66

a/R c M N L K1T.C. YT.C. sup.
50 0,59L46 1,490k
0,5 7 -7 8 100 0,6088 1,5260 1,3872
200 0,6078 1,5235
Tableau 3.3.
L'influence de la portée de l'arc de chargement est faible pour les
valeurs 100 et L = 200.

gence de K
quées qui n'est plus négligeable dans ce cas.

La valeur obtenue pour L = 50, plus proche de la valeur de conver-
est due a4 1'influence de la composante verticale des charges appli-

L ~ Quatriéme cas :

Les résultats sont regroupés dans le tableau 3.l

et sont représen-—

tés aux figures 3.6 et 3.7.

a/R c M N L Kip o Yo o Ysup
-4 11 0,08736 0,2190
-5 10 0,3215 0,8059

0,5 T -6 9 0,5263 1,3192
_q 8 100 0,6088 1,5260 1,3872
-8 7 0,6287 1,5759
-9 6 0,6102 1,5295
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a/R ¢ M N L Kir.c. r.c ¥ sup.
-7 14 0,5107 - 1,2801
-8 13 0,5538 1,3882
-9 12 0,5720 1,4338
0,5 10 -10 11 100 0,5793 71,4521 1,3872
-1 10 0,5812 1,4568
- 12 9 0,579k 1,4523
-13 8 0,572k 17,4348
-1k T 0,5556 1,3927
- 15 6 0,5137 1,2876
-17 L 0,2718 0,6812
-20 21 0,5570 1,3962
-22 19 0,5570 1,3962
-2k 17 0,5569 1,3959
0,5 20
-26 15 100 0,5565 1,3950 1,3872
- 28 13 0,5557 1,3930
-30 11 0,5539 1,3885

Tableau 3.4

filrg
YU
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Les résultats obtenus montrent que le décentrement des bornes de la
série par rapport & la valeur O posséde une grande influence sur la valeur cal-
culée.

Les figure (3.6) et (3.7) montrent qu'il n'est pas possible de dé-
finir une convergence vers une valeur finie lorsque les bornes de la série va-
rient pour un nombre d'arcs de division du contour C fixé.

3.2.5. Conclusions

L'étude de 1l'influence des divers paramétres intervenant dans la
résolution numérique montre que cette méthode ne peut &tre appliquée, dans sa
forme actuelle, pour déterminer avec précision les facteurs d'intensité de con-
traintes recherchés.

" L'intervention d'un développement en série de Laurent autour de 1l'o-
rlglne du 8 la transposition du domaine initial par la transformatlon conforme,
impose la présence d'un certain nombre de degrés de liberté néfastes & la recher-
che de la solution finale.

Une &tude approfondie des problémes 1iés 3 la méthode utilisée est
donc nécessaire.



3.3 ETUDE DE L'ANNEAU

Le probléme &tudié correspond & la détermination du facteur d'inten-
sité de contraintes K., en mode de traction, en té&te de fissure relativement au
domaine défini a la figure 3.5.

. W 7

Figure 3.5

La symétrie &vidente par rapport d l'axe Ox permet d'exposer la mé-
thode envisagée pour le domaine défini par y positif. La symétrie par rapport
d l'axe Oy sera introduite ultérieurement.

3.3.1. Transformation conforme ; partitionnement du domaine.

La présence du contour circulaire intérieur associé aux fissures,
dans le cas de l'anneau, ne permet pas la recherche aisée de la transformation
conforme unique définissant un contour géométriquement simple sur lequel les con-
ditions aux limites sont vérififes ou appliquées.

Toutefois, la configuration classique du domaine &tudié permet d'en-
visager la combinaison de deux transformations ; 1'une relative au cercle inté-
rieur et l'autre, pour les sous—-domaines comportant une fissure, relative & la
fissure elle-méme.

Le plan physique &tant d8fini par la variable z = x + iy introdui-
sons le plan auxiliaire w relativement 3 la transformation -:

. T
(3.13) z =, (w) = r; e _1(W‘§)
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Fig. 3.6

La figure 3.6 illustre la correspondance &tablie entre le plan auxi-

liaire w et le plan physique 2z qui se traduit pour les contours par les re-
marques suivantes :

i) Toute horizontale du plan w se transforme en un arc centré &
l'origine du plan physique O.

En particulier, tout point situé sur l'axe des réels du plan w se
transforme en un point appartenant au cercle intérieur rs.

ii) Toute verticale du plan w se transforme en un rayon issu du
cercle intérieur dans le plan z.

Les limites AB et CD du domaine dans le plan physique correspon-
dent aux segments A'B' et C'D' du plan w.

La fissure de longueur 1 dans le plan image se transforme en celle
de longueur 1 définie dans le plan physique.

La transformation inverse w = w -1 (z) est définie & partir de
N 1
(3.13) par la relation :
-1 T rZ
(3.14) v =W, (z) = (5 - GZ) + i 1n (‘r';)

Elle permet de préciser les limites du domaine image.

r
z€EAB » w 12T-+iln_(;_%-)

zZz €ECD >+ w= g-+ iln (=)

(3.15) | .
T ' Te
z€EBEC > w=(3-0)+1iln (F)
r.
i
. . A
= -— . < <
z € fissure w=1i 1n (r r;<r, < 1
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La longueur de la fissure dans le plan image est donc définie par :
= L
1,= In (1 + ri)

En appelant h et L la hauteur et la largeur du domaine image
(fig. 3.6), il vient :

, r
(3.15) h=1n ()
L=om7
Les publications | 1 | | 15| attirent 1'attention sur les

difficultés de convergence qui peuvent apparaltre dans le cas de grandes fissures
lorsque l'une des conditions suivantes est atteinte :

L>k4n
h>1L

Pour cette raison, un partitionnement du domaine physique I l
est réalisé, en accord avec ces conditions, partageant le domaine dé&fini pour y po-
sitif en trois régions, la symétrie par rapport & l'axe des imaginaires étant con-
servée (fig. 3.7).

Figure 3.7

Il correspond,par la transformation z = w1(w), au domaine représen-
té & la fig. 3.8

B’ " O e’ ?' <!
T | i W
L
- f |
; !
L. L .

.A, . Y . = . = o
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La fissure contenue dans le plan w restant une discontinuité du
champ complexe, une seconde transformation conforme est appliquée & la région II
afin de d&finir un contour géométrique simple lui correspondant.

Un second plan auxiliaire [ est alors introduit relativement & la
transformation :

(3.16) v (1) = F (g -9

4 .
. 1 A .
e | w. % (s- %)
n! e’ ) | | E
i X
fy
l‘SI:d
6-1———— ) _—-—-F’. T —_-;7“—’ .6" FI]. ) FII J-Il.—,
. 2

Figure 3.9

La correspondance entre les plans auxiliaires et w établit que :

i) le demi cercle {Z} = 1 se transforme en la fissure lw centrée a
l'origine du plan w et situfe sur l'axe des imaginaires.

ii) un point du plan Z de module supdrieur 3 1'unité est transformé
par w2 (Z) puis w; (w) en un point situé i l'extérieur de la fissure. |

En particulier, un point situé sur l'axe des réels du plan Z est
transformé en un point de l'axe des réels du plan w et donc en un point du contour
intérieur de 1l'anneau dans le plan z.

Compte tenu de la décomposition du probléme introduite par le par-
titionnement, les potentiels complexes recherchés vont &tre définis pour chacune des
régions II et III, la région I étant identique & la région III de par la symétrie.

Pour chaque région, l'expression des potentiels doit &tre déterminée
8 partir des conditions aux limites imposées sur le contour.

Les fonctions recherchées &tant définies pour tout le domaine, il
est donc nécessaire d'introduire des conditions de raccordement entre les potentiels
des régions II et III. Ces relations supplémentaires seront écrites en exprimant la
conti?uité des déplacements et des contraintes le long du segment commun I J (ou
I' Jt').

3.3.2. Prolongement analytique

, Dans le but de vérifier automatiquement les conditions aux limites
imposées sur certaines parties du contour et de réduire le nombre de fonctions po-
tentiels inconnues, il est intéressant d'effectuer un prolongement analytigue.
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Le cercle intérieur de l'anneau ous son homologue dans le plan image
apparalt comme un contour intéressant de prolongement pour les raisons suivantes :

i) cette frontiére s'étend & la fois sur les régions II et III,
ii) les contraintes imposées sont nulles en tout point de ce contour.

3

En conséquence, la continuité des potentiels ¢.(z) &
déterminée par rapport au contour A'F'D' du plan image w (fig. 3.8).

¢III.(Z) est

Le prolongement analytique étant effectué i partir de l'expression de
la résultante (relation (3.5) dans laquelle [ est remplacé par v ), les expressions

des potentiels g'(z) en fonction des ¢'(z) sont identiques quelle que soit la région
considérée.

La continuité des g'(z) entre eux est alors assurfe par les conditions
de raccordement imposées aux potentiels ¢'(z).

Dans le plan auxiliaire w, le sens de parcours du segment A'D' choisi
est celui de 1l'axe des réels, définissant ainsi le domaine dans la partie gauche G
(y positif).

La relation (3.5) écrite dans le plan w permet d'écrire, pour tout
segment quelconque, de l'axe des réels, compris entre A' et D' :

¢(w) =~g "(w) - W, (w) Qlfzf wEG
1

w (w) &tant holomorphe dans tout le plan complexe, le prolongement
analytique de ¢(w) & travers A'D' est choisi tel que :

(3.17) o) = - T ) - ulw) S wED

en respectant la relation : f (w) = f£(w)

w appartenant au domaine D, toutes les fonctions comprises dans le

membre de droite sont définies puisqu'elles font intervenir W qui appartient au domaine
G.

Le domaine dans lequel ¢(w) doit &tre analytique est alors &tendu &
celui représenté i la figure 3.10.
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Le potentiel complexe g'(w) est clairement défini 3 partir de la
relation (3.17) soit :

(3.18) g'(w) = - §(w) - @ (w) %1-2—3% WE G

La résultante des actions exercées par la partie droite sur la par-
tie gauche d'un arc donné s'exprime alors par la relation :
g P

_ (w, (w) = w, (W)
(3.19) i./(xn + Yn) ds = | ¢(w) - ¢(w) +[ 1 ! ¢ (w)
<]

w! (W5 s

La relation (3.6) écrite dans le plan w exprimant les déplacements
d'un point du domaine devient :

_ (w, () - w, (w))
(3.20) 2G (u + iv) = n ¢(w) + ¢(w) - _.___7 6" (w)
1 w

w' (

Si (w) est analytique dans le domaine &tendu B'C'Y'8' alors les
conditions de contraintes nulles son automatiquement vérifiées le long du cercle
intérieur de 1l'anneau.

3.3.3. Influence du partitionnement sur l'expression du

potentiel complexe

a) région contenant la fissure :

Le domaine défini par la région II est analysé qu 'au moyen de deux
transformations conformes successives telles que :

1
L i« c-—)——]

1
(>

(3.21) z = w, [wg(r,)]

Les expressions de la résultante et du deplacement s'expriment alors
en fonction de la variable { sous la forme : :

(w0, () = w, (D))

(3.22) if (x +1Y)as=|o(z) - (T) +[ »¢'(‘C)
° o G Joi@y Js
— (w,(w) -~ w (;)) —TT—Y
(3.23) 26(u + i v) = n ¢(g) + ¢(C) - 1 1 ] $'iT
' [ w1iws wé(Ci

La méthode de fixation des conditions au contour &tant utilisée,
l'expre381on du potentiel ¢(z) est recherchée sous la forme d'un developpement en
série de Laurent limité par le nombre de points de fixation retenus.
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Le point w = -i, correspondant au point = -i est un pdle des
fonctions potentielles relatives & la région II, introduit par la transformatlon
conforme.

En conséquence, le développement en sdrie de ¢(Z) doit tenir compte
de cette singularité et donc se présenter sous la forme suivante :
400
Loa T
+ 1

(3.24) 0,(8) =

les & étant des constantes complexes.

Les conditions particuliéres sont imposées aux termes de ¢(Z) pour
respecter la symétrie pra rapport & l'axe des imaginaires.

L'écriture de la résultante (3.22) & partir de (3.2L4) et pour la-

quelle Y = 0 quel que soit w et [ imaginaires conduit & l'expression du po-
tentiel : :
40 +00
2 . 2n+1
L oyt v Lg,
(3.25) 9,(2) =
g +1i
%0 et 82n+1 étant des coefficients réels.

b) Région sans fissure :

La transformation z = w1(w) est seule utilisée dans le cas de la
région III.

Les expressions de la résultante et du déplacement sont alors données
par les relations (3.19) et (3.20). -

Le domaine pris en compte, étendu par l'intermédiaire de la trans-
formation conforme, ne comporte pas de points singuliers.

Le potentiel ¢,(w) peut donc &tre recherché sous la forme d'un déve-
loppement en série entiére altour de tout point v appartenant au domaine.

On pose :
= - _ n
(3.26) ¢3(w) = nio b (w w,) b EC

Le point w_ retenu étant le centre géométrique de la région III éten-
due par le prolongement analytique.

Dans le plan physique, la région III est limitée & l'axe des réels
~en vertu de la symétrie du probllme.

En consequence, quel que soit 2 appartlent 8 l'axe des réels la
composante réelle de la résultante des charges appliquées (X ) est nulle. Cette
condition se traduit dans le plan w par :

= 4 Ty s 2z
vE+ g+ 1n (r
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et puisque w_  est réel, la condition de symétrie par rapport & l'axe des ima-
ginaires, exprimée en termes de résultante, impose 3 ¢3(w) 1l'expression suivante :

_ _ 2n-2 . R 2n-1
(3.27) ¢5(w) = L, an o bw=w) +i 5,6, 4 (w-w)
Yop-o €t 85 4 étant des coefficients réels.

3.3.4. Détermination des coefficients des séries

Compte tenu de la double symétrie respectée par les potentiels
(w) 1'étude du probléme peut étre effectuée sur un quart de 1l'anneau

by
v

(c) et ¢
ig. 3.119.

Fig. 3.11 -

Les conditions aux limites imposées sur le contour sont exprimées
en termes de résultantes. Ce choix est justifié par le fait qu'il permet de con-
server 1'8quilibre statique global de 1'élément. Il est de plus possible de rendre
le découpage du contour aussi fin que souhaité permettant, & la limite, de vérifier
les conditions en contraintes.

Pour la région III les conditions de résultantes nulles sont imposées
sur l'arc IC du contour extérieur.

A : arcs de division sont requis pour la discrétisation de cet &lément.

Pour la région II, les conditions de résultantes sont imposées sur
l'arc EI du contour extérieur et sur la fissure.

Soient :

B : le nombre d'arcs de division du contour EI,
C : le nombre d'arcs de division de la fissure.
Le segment IJ commun aux régions II et III est divisé en D parties

égales sur chacune desquelles est exprimée la continuité des contraintes et des
déplacements.
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Le segment IJ commun aux régions II et III est divisé en D parties
égales sur chacune desquelles est exprimée la continuité des résultantes imposant
ainsi 2D relations de définition des coefficients de séries.

La continuité des déplacements est exprimée en chaque point de dis-
crétisation, au nombre de D + 1. En conséquence, 2(D + 1) relations de définition
des coefficients sont induites par cette condition. '

Au total, l'ensemble du domaine &tudié fournit
[2(A +B+C+ 1)+ 14 D_] relation de définition des coefficients de ¢.(z) et ¢3(w),
nécessitant la prise en compte d'un nombre de termes &gal pour 1l'ensemble des
deux séries. :

Pour l'application numérique, la troncature des séries sera réalisée
avec le soix suivant

N N

X a. 2n | . z B8 2n+1
¢ (E) - n=—(N_1) 2n C +1 n=“(N"1) 2n+1 C
2 »

c+1
M M
- v _ 2n-2 . _ 2n-1

¢3(W) = Ly Youp (W wo) +3i L8, 4 (w wb)

Le développement du potentiel ¢2(§) est donc centré autour de la va-
lJeur n =0

Cette détermination des potentiels impose aux limites N et M de
respecter les conditions suivantes :

B+ C+1D

N 2

M=A+D+1

3.3.5 Facteur d'intensité de contraintes

En mode 1 de traction et pour une fissure appartenant & 1'axe des
réels, le facteur d'intensité de contraintes est donné par la relation |17].

. [\/z-—a ¢! (z) ]

K1 = 2Vern limz

-5

a étant l'abscisse de la té&te de fissure.

La configuration adoptée dans le cas de 1'anneau (Fig. 3.5) comporte,
pour le demi domaine &tudié, une fissure portée par l'axe des imaginaires.

En conséquence, on effectue le changement de repdre tel que =z &tant
la variable rapportée au plan 0/F, ¥ nous ayons :

7= -1z

Ainsi la fissure appartenant 2 la région II, l'expression du facteur
d'intensité de contrainte s'écrit :
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(3.28) K, = o\or 1im [\/— i(z - i(ri+l)) ¢'(z)]

TN
z-+1(r1 1)

La région II é&tant paramétrée dans le plan [ 1'application des deux
transformations conformes définies par (3.13) et (3.16) conduit & exprimer
¢'2(z) sous la forme : :

' ¢ (D)
#'2(2) = G () W,
avec
w'1(w) =r; e_iw

' ( —l-‘lm L)
wzC)—e +ET

Lorsque 2z tend vers i(ri+l) les paramétres de transformation w
et T sont tels que :

woriL(1+2)=1i1
n r. W

et r~»1i

conduisant 3 une forme indéterminée de type g-pour K, -

~La levée de 1l'indétermination est obtenue en exprimant le rapport
y -ilz ~i(n, +1)
] 1
w', (w) w',(Z)

au moyen de la variable w puis 3 en recherche 1l'équivalent dans un développement
limité autour de la valeur w = -i 1.

La relation de définition du facteur d'intensité de contraintes K1
est alors donnée par :

2 N1

(3.29) K, = m==——m=— ¢',(i)
1 ’ 1w 2
lW 1:':.L e




3.3.6. Mise en £quations du probléme L)

a) Etude de la région II

Résultante

La vérification des conditions aux limites exprimées en termes de
résultante conduit & expliciter la relation (3.22) au moyen du développement en

série de ¢,(g) soit (3.25). Pour un arc (k, k+1), la résultante complexe sera
écrite sous la forme :

K+1 w0 - w, () —7;——- K+
[Frvin ] =@ - 6@ +[ ! ! ]9 o)
k w' ) w',(T)] ¥

On pose Z = p, e & pr et 6, étant définis & partir de la déter-
mination d'une branche uni%orme de la. transformation g = w2"1(w).

% a 0 2n e12n6C +1iI 8B

2n+1 ei(2n+1)6C
o(g) = —22&

on+1 Pr

pc elec + 3
Soit :
i (2n- i )
Iy, pC2n+1 e1(2n 1)6C + 38, p52n+1 e1(2n+1,ec
n+1
¢(z) = . : +
pc + 2pC 31nec + 1
2n+2 1i2n6 2n i2n6
+3 z B2n+1pz; € -1 Oop P © 5
2 i + 1
pC + 2 pC s1n9C

et en conséquence :

1 pX agn(pc2n+1cos(2n~1)pC+DC2nsin 2n6c) +
@ v Re [¢(C)] - pC‘2+20CSinec+1
£ 8y, (0.7 cos(2n+1)8,~p, **?sin 2ne )
_ ZIazn(pé2n+1sin(2n—1)ec—pcgncos 2nec) +
(:) Im [?(t) ] = p;2+2p; sin6C+ 3
-+Z-82n+1(p62n+1sin(2n+1)6C+pcen+2cosgeC

L'expression de ¢(Z) est obtenue 3 partir des relations précédentes
en changeant le signe des fonctions trigonométriques impaires, soit :




. o 2n+ 2n
. o, (p cos(2n-1)8 _~p “"sin2nb ) +
©) Rebﬂcq= —1 2n"L t 5
ptz—Epcsin6C+1

' +IB (p cos(2n+1)8 +p 2n+2 inond )

L 2n+1 L T
2n+1 . _ 2n ]

2n(pC sin(2n 1)6C+p cos2n6c) +

®» a4 (%)= ! | | E

2_ g 1
pc 2pC31n9C+

2 .

L +L 32n+1(pc n+2cos2n6;—p§2n+151n(2n+1)ng
L'expression de ¢'(z) s'écrit :
— 2n-1 —Qn =2n . 2n+1
ETTZT ) 22n O, z | - 1 Z(2n+1) 82 +1 _ z Op T -1 LB z
T-i (T - 1)2

soit encore
¢'(g) = A-B

Aprés multiplication par les complexes conjugués de leur dénomina-
teurs, les termes A et B deviennent :

2n -i(2n-2)6 2n-“-i2nd
oo len%nfr © C+I(en4) By g P e T
2 .
pg + 2pc sin Gc + 1
2n41-i(2n-1)6_ _ on+1 -i(2n-1)8
W Lop %on P © g - I(2n+1) By .y Py e &

2 42 i +
pc 4 pc sin GC 1
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§ oo p 202 e—1(2n—2)6§ + 20 B 2n+2 e—i2n6C _

2n -i2nbg
B = 2n_'C ont1 Pr ziignpg e

+

pc“ + L pc3sinec + 2pC2(2_C0526C) + hpcsineC + 1

2n+1 -i(2n+1)6 2n+1 -i(2n-1)0 ~2n+3-i(2n~1)0.
‘s z 82n+1 pC e c+ 2 % a2n pC e C—282n+1 r e
Py Py 51nec Py ( cos26c)+ hpcs1nec + 1

En conséquence, les parties réelles et imaginaires de chacun des
termes s'écrivent :

v 2n _ 2n-1 . _
L 2n a2n(p§ cos(2n 2)6C+DC sin(2n 1)6C) +

® wef4]-
p,“+2p _sinb_+1 2n _
4 4 ' _+ Z(2n+1) 82n+1(pc cos2nGC pC

2n+1

sin(2n—1)eg)

2n-

- 1 2n .
- - -2 -
I 2n a2n(p§ cos(2n 1)6C Py sin(2n )ec)

® 1m[a]-——
p,.“4+2p_sinb_+1

2n .
- z(2n+1) 82n+1 (pc s1n2n6C + Py

+1cos(2n--1)9C

En posant :

DEN = DC“ + 4 DE?Sine +2p 2 (2 - cos26c) +~thSineC + 1

c g

nous obtenons pour B :

2n+

2 2n+1 . 2n
Zlagn (DC cos(2n 2)6C + 2 pc sin(2n 1)6C pc cos2n C) H

® =[] 5

o 2n+1 .05 L . r2nt2 . va_ n ent
_+ ZE§n+1 (pﬁmw sm(znﬂ,).eC + 2“pc ‘kCOSQHGC - Pr

3sin(2n—1)8




| Im[B]

Re

obtenons :

d'ol

enfin

g §
Luu'Q(tE)L

82

2n+2

r Sin(2n—2)9C + 20C2n+1cos(2n—1)ec +pc2nsin2nec) +

z azn(—o

2n+3
14

2n+2
4

2n+1
C

sin2nb_ -p

_2p c

+IB (p COS(2n+1)9C cos(2n—1)6;-

2n+1

nﬁz(g) s'éerit

L ﬂcze_lzeﬁ + 1\

2 pcze—iQGC /

Le terme

w'2(C) =

d'ou il vient :

1
W

2p, 2

2
p; (pC + cos 26C)

1
A
2pc2

sin 26

4

Pour les termes relatifs 3 la premiére transformation w1(w) nous

w1(w) = z par définition
T2
w1(w) =r; e e r;
_ .ri2
wy(v) ==

m’1(w) =iz

L'ensemble de ces trois termes permet d'écrire :

2

'w1(w) - w1(wT r.

Re R = (1 - =%5) sin 26
i w'1(w) ] r, z
'w1 (w) - w, (w)] ri2

Inm = - (1 - =) cos26,
5 -w'1(w) i Ty
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Dans”le but d'alléger 1l'écriture, les expression utilisées présen-
tement seront écrites au moyen des noimbres cerclés définis précédemment.

Ainsi :
7w (0-0)0 + (0-0) © +i[(0-0)0- (0-0) @
w'z(C) , H @ + i @ H2

Avec :
12
- 2_ w 4 2
@+ 1 @I 1;5?- (o, + 20" cos20, + 1)

Compte tenu de ce calcul intermédiaire, les expressions des résul-
tantes dans le repdre cartésien 1ié au plan complexe paramétrés dans le plan [
sont données par :

- + ® - + _ k+1
a0 - -fo-0. 2020 LAOO @ ®oc- (9-90 @
o+ : 0l |

k+1

o] |o-o oo (©O)®®+(00)@@ G0 00
- l® + 1 @I° X

Expressions du module et de 1'argument de ¢ :

Compte tenu de la transformation conforme utilisée pour passer du
plan ¢ au plan w, l'expression de [ définissant la transformation inverse est une

fonction multiforme puisque :

- W A (2 2\ 12
p=q- + 7 (W +17%)
w w

: La fonction (w2 + 1 2)Vzpresente deux points de ramifications en
w=1¢t1i lv' En introduisant le segment [— llw’ il ] comme discontinuité et avec
les notations de la figure 3.12, il vient :

+6,.)

04+6p
(w2 + 1 )% = (p,p,)" e i+ (k1 + k) ]




8

S
- 5,
¢ -
‘Gll '
—_———e == O ——— s
0
(43 'D’
92
-it,]
Fig. 3.12

Le sens de parcours de la discontinuité &tant choisi comme celui de
l'axe des imaginaires, il partage le plan en deux régions dénommfes gauche G
et droite D.

La détermination uniforme retenue est telle que pourt tout w appar-
tenant au bord droit de la discontinuité :

(w? + 12) %= (pp )Y

En conséquence, l'expression de [ s'crit en posant w = P, elew
: +
0. (p, p,)¥2 . %1%
(3.31) £==¥ el 172 i)
. ]v lw
Cette relation fournit pour le nodule et 1l'argument de y
0,+6, 2 Yo 0,40
1 o 179% . Y2 84O
Pr =1 ﬂ89w°°saw + (py0p) Yecos (—5=) + (prlnew *+ (pypy) sinl—5—=4|
(3.32) 6,+6
p,Sinb  + (p1p’2)1/zsin( 12 2)
et = Arctg ” 97¥05
p, cos6_* (p1p2) cos ( 5 ) |

La premiére transformation conforme ‘'z = '(151(W:) permet de définir les
expressions de Py et ew soit :

r :
(3.33) P, = [(g - 6Z)2 + (1n(—i‘—?-))2]1/2

1

r
Arctg[ln (f) / (g - ez)]
i

D
]

Les modules et arguments Pys Pos 91 et”6, sont également définis &
. ' X .
partir de l'expression de w soit :
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(@62 + n2y -1 )2]"
Py = 1V9 T ez + Un rs W

if2

<@ -6 v an® 412

P2
L. 1 -
(3.34) - T N
In(z) - L
1
91 = Arctg | ——m™
. , n -8
. 2 2
ln(;;) + 1,
62 = Arctg ——‘E—;—e—
» 2 Z J

La connaissance de tous ces paramétres est nécessaire pour définir
le contour extérieur dans le plan Z.

Déplacements

L'expression du déplacement d'un point de la région II est donné par
la relation (3.23) soit :

[w1 (v) - w, ()] T
w', (w) m

2 G(u + iv) =n¢(g) + ¢(7)-

Cette relation est constituée de termes identiques & ceux intervenant
dans le calcul de la résultante sur un élément de contour, ce qui permet d'explici-
ter facilement les relations de définition de u et v en fonction des expressions

1 & 12 définies précédemment sous la forme :

.. D00 (0-0) 0 06000 - EI O C
@+ 1 ®II° :
E-Qoe-: @6 O e+ e 0-E-0 0O

26u ={n(®

(3.35) -

2cv =|n@®+®-
@+ i @ |? |
b) Etude de’ la-région III
Résultante

L'expression de la résultante utilisée dans ce cas correspond & la
3 3 . . rd rd
relation (3.19) écrite dans le repdre cartésien 1ié au plan 2z paramétré en fonc-
tion de w

: - k+1 — [lo,6) = w, () K+ 1
i [Rx + i Ry:] K = [¢3(W) —¢3(W) +[ o ]d) 3(w)] |

T
w 1 k
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L'explicitation de cette relation est effectufe au moyen de la re-

lation (3.27) dans laquelle la valeur LA %-;

La relation (3.14) conduit & :

r
w-w_ =-0_ +1iiln(-2)
o z r,
i
T L
En posant (w—wo) =p' e , il vient :
r.m 12
1 = 2 2z
0 [ez + (n G2) ]
r
i
' = Arctg ,
-0
z

Compte tenu de ces définitions, chaque terme du membre de droite
de la résultante peut s'écrire :

,2n-2 ei(2n-—2)6' ,2n-1 ei(zn—1)e'

¢s(w) =Zv, ~ P +iLg, 4P

p,2n—2 éi(2n—2)6' ,2n-1 e-—i(2n—1)9'

$3(w) =23y2n_2 +1iT8,

1
d'oll 1'expression
- 2n-1_, : 2n-2_,
- —— ' - ' ' - !
d3(w) ~ da(w)=-2L 8on_1 P sin(2n-1)8" + 2iZy, , P sin(2n-2)6

Pour 1l'expression de ¢'(w) il vient :

37?;7’= 5 (2n-2) Y2n—2 p,2n—38—1(2n—3)6'_i Z(2n—1)62n_10'2n—26_1(2n_2)e

w, (w) - m1(§)

L'expression du terme déja définie dans 1'étude de la
région II reste : w’1(V)
wy (W) - 0, () : Ty, i20
==1i(1-—7)e "2
r
w' (w) Z

1

Compte tenu de ces expressions, chaque composante de la résultante
complexe s'écrit :
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. k+1
S _ r. _
e TP =t [ep@n 2ein(2n-2)5" - [1—(—;1) ] (20-2) "2 3cos [<2nw3>e'+zez]]
k
r k+1
1y9: ,2n-2 .
- E(2n—1)62n_1[[ 1—(:})ﬂp' n »s1n [28Z - (2n—2)9i]] .

k+1 - r. 2n-3 - k1

[k, ]k = - z(en-2)y,_, [[1—(—})ﬂp' "ein | (2n-3)0" 4 262]]k_

+

,2n-1_., N 2n-2
+% 68 1] 2 sin(2n-1)0"' + 1—(;7? (2n-1)p! cos 262—(2n—2€
L

Déplacements

L'expression qui fournit le déplacement d'un point de la région III
est donnée par la relation (3.20) soit :

¢ (w)

[u)1 () -, (w)]

w', (v)

2 Glu+ iv) = n ¢olw) + ¢(w) -

L'explicitation de chacun des termes de cette relation, réalisée lors -
de la recherche de l'expression de la résultante permet alors de définir chacune
des composantes du déplacement sous la forme :

-~

r.
26u =y, f0'*" Pcos(2n-2)8" (n+1)+ [1—(—1:1—)2

(2n-2)0'?2 3510 [(2n-3)6 '+2éz]]

b

p- _ _ r. - _ . b

+I§, 01?2 5in(2n-1)0" (1-n)- 1—(-}1—,)2 (2n-1)p'28 2c0s [ 292—(2n~2)6']

e - J

™ - r. ]

26v=2Y 5 o'gn_zsir;,(en-z)e'(n—n— 1-(=)? (2n-2)p" " 3eos [ (en-3)6'+26 ]
= - o

+I8 p.2n—1cos(2n—1)9'(n+1) - [1—(%)2](2n—1)p‘2n-2sin [262—(211-2)6']]

=3

c) Continuité entre les régions II et III.

Pour tout segment [k, k+1]du rayon I J séparant les régions II et III,
il suffit d'&crire deux conditions :




%) 1'égalité des résultantes déterminées pour chacune des régions
par les relations (3.29) et (3.35) soit :

k+1 k+1

([Rx+iRy]k )II = ([RX+iRy]k )IH

ii) 1'égalité des déplacements déterminés par les relations (3.20)
et (3.23) explicitées au moyen des relations (3.25) et (3.27) sont :

([u-ﬁiv]k = ([u-*iv]k)

11 ITI

Le programme informatique de résolution numérique figure & 1'annexe
A5,

Son exploitation n'a pas permis, 3 ce jour, d'obtenir des résultats
comparatifs. :

Aucune conclusion ne peut donc &tre apportée sur la précision de la

méthode des transformations conformes ; une mise au point définitive étant néces-
saire.
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IV - METHODE DES DISCONTINUITES DE DEPLACEMENTS

4.1 PRESENTATION DE LA METHODE _—

Les méthodes des différences finies ou des &léments finis utilisées
en €lasticité, basées sur les lois de comportement du matériau définies en chacun
de ses points nécessitent’ , dans leur application, une discrétisation entidre du
domaine étudié. Il s'en suit que

i) la taille des systimes d'équations algébriques & résoudre est en
général treés grande. /

/
ii) un maillage est spécifique & chaque configuration du domaine &tudié
Toute modification, aussi petite soit-elle, d'une portion du domaine, nécessite
la redéfinition intégrale de la discrétisation.

L'intérét de ces méthodes est donec limité par le colit d'exploitation
relatif 8 une certaine rigidité de leur mise en place ; elles sont donc mal
adaptéespour 1'étude de la fissuration.

La méthode des discontinuités de déplacements [2 1 s'apparente
aux méthodes des équations intégrales en ce sens qu'elle est basée également sur
1'utilisation des fonctions d'influences pour construire un systéme d'équations
dépendant uniquement des conditions imposées sur le contour.

Toutefois, elle différe de ces derniéres par le type d'inconnues en
fonction desquelles sont exprimées les grandeurs élastigues.

La méthode proposée est basée sur la connaissance des déplacements
dans un milieu homogéne, isotrope, linéairement €lastique en état de déformation |
plane. Elle poss€de pour point de départ les relations de Neuber Papkovitch.

La résolution numérique repose sur l'écriture d'un systéme d'équation‘
algébriques formulées en déplacement nécessitant, dans le cas présent, la rectifi-
cation du contour.

On considére alors que le contour est soumis & un déplacement uni-
forme du plan infini sur chaque segment de discrétisation. Les composantes du dé-
placement sont alors déterminées de facon & vérifier les conditions aux limites,
en contraintes et déplacements, imposées sur l'ensemble du contour.

Les relations de Neuber Papkovitch ainsi que les &quations du champ

€lastique permettent alors de définir les contraintes et les déplacements en tout
point du domaine.

4.2 EXPOSE DE LA METHODE ; RELATIONS FONDAMENTALES

L.2.1. Solutions particulidres de base

Dans le cas d'un milieu homogéne, isotrope et linairement &lastique
en état de déformation plane, la relation de Neuber Papkovitch s'écrit :

ov )2

(4.1) o= u 4+

1 ———>[+—>B]
Y - ﬂTT:GT grad | OM. B + °




avec :
30 le vecteur déplacement, solution &lastique particuliére avec
le champ de pesanteur.
B ole potentiel vecteur dont dépendent les déplacements.

Bo une fonction scalaire harmonique.
L'hypothése de l'absence de forces de pesanteur &tant retenue, la
condition imposée est alors

z . )4 12 . ~ G- i
En conséquence, la relation (4.1) s'écrit en repére cartésien 0/x, z

i 3 1
Uy =B IO [ B Tl ey ]

(h.2)
1

i, #3, “hmy | AE ve8, vB]

o La détermination des déplacements est donc liée & la définition de

B et B choisie pour respecter les conditions aux limites que l'on s'est impo-
Pd

sées.

La méthode des discontinuités de déplacement & initialement &t€ in-
troduite dans 1'étude des champs de contraintes 1iés a la présence de fissure en
milieu infini. '

En état de déformation plane rapportée au plan (x,z) les deux modes
fondamentaux de chargement de fissure qui se présentent sont (fig. 4.1).

Figure 4.1.

a) le mode 1 ou de traction pour lequel les conditions aux limites
s'écrivent

/a4

sz(x,o) =0 -0 X x < +

—
czz(x,o) # 0 quel que soit x appartenant & l'axe x'x nulle &
la limite sur [-a, +a]
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b) le mode 2 ou de cisaillement relatif aux conditions :

ozz(x,o) = o - o< x £ +

Ggi(x,o) # 0 - <X € +® sauf éventuellement sur
le segment [ ~-a, +a ]

. 3 - - - - d . . -+
Le choix ce ces conditions aux limites pour la détermination de B
et Bo conduit, compte tenu des relations contraintes déformations et [h.Q] s
aux - définitions suivantes

% pour oxz(x,o) =0 —©o<x £+
B, =o
x
= L(1-y) 92
(4.3) B, = L(1-v) Y

B = L(1-v)(1- 2v) ¢

% pour ozz(x,o) =0 ~owgx £+
Bx=°
= _y) X
(h.k4) B L(1-v) %

_vy2 [ 9X
BO—8(1 V) faxdz

¢ et X @&tant deux fonctions harmoniques telles que A$¢ = AX = o et
V le coefficient de Poisson du milieu étudié.

L'existence d'une fissure dans un milieu homogene introduit une dis-
continuité dans le champ des déplacements. Il est donc possible de préciser les
fonctions ¢ et X & partir de conditions aux limites en déplacements &crites pour
tout €l&ment appartenant & la fissure.

Une solution particuliérement intéressante correspond au cas d'une
discontinuité de déplacement constante sur un segment fini de la fissure.

Deux possibilités se présentent pour 1'élément présenté & la figure

L.1.

i) une discontinuité de déplacement normale .ﬁz telle que :

. - . ’ = -~ X < a
lim , 41, (x,2) lim 2 o= Yg (x,2) 4, | x| |
qui associée aux conditions :
ze(x,o) =0 -~ x €+

-0 | x| > a

uz (X,O)
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fournit pour la fonction ¢ la relation :

~

u
(L.5) ¢(x,2z) = E-T-(—r_z—\-)—)— Z Arctg(zc—:—a-)az Arctg(-}i?)+(x+a)1,og[(x+a)2 + 22]1/2-_

12
- (x~a) Log[(x—a)2 + zz]
"ii) une discontinuité de déplacement tangentielle ﬁx telle que :
llmz_y_o.,. ux(x,z) - lim ux(x,z) =4 x| < a

qui associée aux conditions :

(o] —-oog X

N
+
8

czz(x,o)

x&(x,o) = 0 |k|>a

fournit pour la fonction x la relation :

~

(4.6) x(x,2) = Er'_(%:\;)— z AI‘Ctg(}’;E) -z Arctg(3{‘;‘@)'*(x+a)Log[(x+a.)2 +z2] (a

L

- (x-a) Log[(x—a)2 + zz] v

L'ensemble de ces solutions particuliéres, prises seules ou combinées,
permet de déterminer les solutions correspondantes aux conditions aux limites
imposées par 1'étude de problémes spécifiques.

4.2.2. Solution générale dans le cas d'un milieu fini

ou infini.

D'une facon générale, l'analyse d'un probléme par la méthode des
discontinuités de déplacements conduit & considérer N segments de discontinuité
. », - . . -~ ~> >
orientés arbitrairement dans le plan relatif au repere 0/x, 2.

+ - »
Le choix d4'un repére local I/E, Z associé i 1'élément i (fig. L.2)

permet d'exprimer dans ce repére les relations (4.3) & (4.6) en termes de fonc-
tions ¢ (&, z) et x(&, z), la procédure &tant identique pour chaque segment.

—~—

‘ M "(‘75‘)

y
[ =t e
' T ./")’nz |

e |

A&\\i;\v \
Qf, ,Nng-ﬁ
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Les déplacements d'un point M(&,z) quelconque du plan dus au
i8me segment, sont alors donnés par les relations (4.2) explicitées au moyen des
relations (4.3) et (L.4) combinées soit,:

= - (1-py) 3¢ _ _x .4&
u = (1-2v) 5 ¥ 2(1-v) & 3C e~ ag ( )
= 2(1-y) 20 - 3 _x .42
Les déplacements u, et exprimés dans le repére général O/x, y

s'obftiennent slors facilement au moyen ﬁes formules de transformations de change-
gement de repére permettant ensuite, par les relations de 1'€lasticité lindaire,
de déterminer les contraintes et déplacements au point M.

Les contraintes et déplacements au point M dues & l'action de
l'ensemble des N segments s'obtiennent donc par la somme de N termes relatifs
8 chaque discontinuité.

En particulier, les fonctions ¢ et X étant linéaires en ﬁx et G
les contraintes et déplacements du milieu I du iéme segment dues & 77 la
présence des N discontinuités peuvent s'écrire sous la forme

Z

N N
(o), = (Aop)sy (Bpds + 52y (A (B
(&.7) N N
(), = Eylayg)s (B, + I, ()0 (8,
N N )
(3, = 4 (B)y; (B, + Zy ()5 ().
(4.8)
N N N A
(un)i = 5Bl (u%)j * s (Bnn)ij (un)j

O,, O, u et u.n etant les contraintes et deplacements tangents
et normaux du p01n% I milieu  du idme ségment obtenus aprés passage des expres-
sions du repére général au repére local.

Les conditions aux limites appliquées sur le contour d'un domaine,
en 1l'occurence sur chague discontinuité de déplacement, &tant définies en con-
tralntes, en déplacements ou en mode mixte, il est p0551b1e, par 1l'intermédiaire
des systemes d'equatlons algebrlques (4.7) et (4.8) de déterminer les dlscontl—
nuités de déplacement u.n et ut répondant au probléme.

La détermination des contraintes, déplacements et déformations en
tout point du domalne étudié est alors possible au moyen des relat1ons générales.



u, =

["’+(12 2)(1--2")}1’;(5,‘§)+nl(3:-4!')1‘"z(§ J)—cinFy(, §)—1F4(§'.§)f]

4(1
iy MO RGO+ (07 4 (a2 = P) (1= 29 P& )+ LUFE D+ nFl, 00
=3 “ [n1(3 $)F () + ({n? +(n 1’)(1—Zr)}F;(f,C)—§{1F3(§,§)+nF4.(5‘ h
et =)= 201FE, D+ I3 = 40)FoE, 0+ LnFA(E, ) = (G D)
Oxx = Il = [2n/F3(§ ¢)- Hn —PYF (&, O+ S{IFS(E, D)+ nFo(&, OV
) Gﬁ 2 vy » |
i 21 - [2" Fy(&,0)— 2n1F4(5 O+ {nFy(&, ¢ )— IFs(&, O]
0:: =3 [2nlF3(E, §)+(n* = P)F,(E, ) — J{IFS(E, Q)+ nFo(E, C)}]
. ..n(l v) :
bﬁ 2 z v v : "1
Tl — [21 F3(&, )+ 2nlF (S, )+ {{nFo(&, Q) — IF6(E, Y]
Ge, '
O = 5 e ‘,)5{1&(:, O-nFi& 0}
Gl
+2 - [ﬁ(é s)+C{’Fs(§ 0 +nFgE, 0}
avec
£ = e‘i ' gé I[;an" (E—Z—a—) —tan~? (i}ﬁ)]
+n[log, (¢ +a)2 F 2t —log, [E-a)?+374) - o
Fz(f;C)=l— —ll+n—=n[ “( )—-ta "‘( )] .
¢z . & &g { 9y
*'-1[10& (C+a)?+ %) -log, [(E—a)* + %)) o
Fy(£. ) = o (n —P) - 20l +a) (n? — 1) —2nl(¢ — a)
T e T T Graral E-a+0
F ',i _ .6_2_[ _ __2n1§+(:12~12)(§'+a) 2nll +(n* - P)E—a)
W% “azz‘ (é_*_a)',z_’_cz | ‘(6—[0)2"‘{2
s C) 'éy _n(n® =31 [(E +a)? - {2]+ 2U(3n* ~ 12)(E +a)
D exéz2 T [G+aP+ P
"o nln? = 3P)[(E - a)? = {3+ 21(3n? - )& ~ a);
) (E—a)?+2)?
Y 2n(n? =3P)(E +a)— I(3n = P)[(£ +a)? — 2]
Fb(Ss ) = "'_ .

(C+a)+%)7
_2n(n® = 3P)( ~a){ — I3n* = P)[(§ —a)* - 7]
- [€-a+%) '
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Chague discontinuité possé&dant deux degrés de liberté en condition
aux limites, la taille du systéme & résoudre sera alors 2 N x 2 N.

4.3 APPLICATION DE LA METHODE

4.3.1. Exploitations

La méthode des discontinuités de déplacement est utilisée présente-
ment afin de déterminer le facteur d'intensité de contrainte K, (mode 1), en
téte de fissure pour les deux problémes envisagés précédemment, 3 savoir :

i) le cas du disque soumis & l'action de deux charges diamétrales
concentrées comportant une fissure centrale dans le plan de chargement,

ii) le cas de l'anneau, supportant le méme chargement et comportant
deux fissures issues du contour intérieur diamétralement opposéesdans le plan
des forces.

Les résultats obtenus par la méthode permettent d'envisager deux pro-

cédés de calcul du K, :
‘ > > »

a) Le plan étant rapporté au repére A/x, z défini en t&te de fissure
(fig. 4.3) la connaissance des contraintes en un ensemble de point M du segment
A, x situés au voisinage immédiat de la téte de fissure est possible. Sachant
que dans ce cas l'expression (1.4) définit la relation entre K, et les con-
traintes normales, la valeur de K, est facilement obtenue & partir de la courbe
représentative de O, (x, 0) = ¢ 3 X).

Al

—_— e . — 3
L

— e ¢ w——— e

|
+1f
Figure 4.3

Cette exploitation de la méthode conduit & une valeur erronée de K,
pour la raison suivante : :

La répartition réelle des contraintes o _(x, 0) = g (x) croit trés
vite au voisinage de la téte de fissure. Il en résulté que, pour un segment de
calcul proche de la discontinuité, la valeur de la contrainte moyenne réellement
appliquée ne correspond pas & celle existant au milieu de ce segment dont la va-
leur est calculée par le programme.

En consdquence, le tracé de la 0__ (x, 0) = £ ( X) & partir des ré-
-, . o ) 1 Z%.. ) \h
sultats nécessite la prise en compte d'un coefficient correcteur propre & chaque
segment , notamment au voisinage immédiat de la fissure.




De ce fait, ce procédé de calcul du K, n'a pas €té envisagé.

b) Une détermination basée sur le calcul de 1l'énergie disponible &
1'avancement de la fisscure : G.

D'aprés la théorie de Griffith, nous avons vu (chapitre 1) que, pour
une propagatlon infinitésimale de fissure 51 1l'énergie G disponible pour la
création de nouvelles surfaces de dlscontlnulte provient de la variation globale

oY de l'énergie &lastique emmagasinée dans le corps et du potentiel des charges
extérieures appliquées (1.8).

Pour un milieu lin€airement &lastique en &tat quasi statique, soumis
& un ensemble de charges concentrées F.os l'expression de 8¢ est donnée par le
théoréme de Clapeyron :

b o=
oY =3 ZFiBUi

U €tant le déplacement du point d'application de la charge F, dans
sa propre direction.

L'expression de G déduite de la théorie de Griffith s'écrit donc :

= - o0
G 31

IRWIN | | a établi, par 1'étude du champ de contraintes et de dé-
placements autour d'un défaut, la relation entre G et les facteurs d'intensité
de contraintes. Dans le cas particulier d'une fissure sollicitée par des contrain-
tes de traction perpendiculairement & son plan, cette relation s'éerit (1.9)

= Q2
¢ = xK
avec a = 1 - v? en déformations planes

1 en contraintes planes

4.3.2. Discrétisations et résultats

L'exploitation de la méthode des discontinuités de déplacement a été
réalisée par le calcul du taux de restitution d'énergie G.

a) Cas du disque

L'application numérique a &té exécutée avec les données suivantes :

R=2cm
bPb=1ecm
E = 30 bars
v = 0,20
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Discrétisation du contour

Deux discrétisations du contour extérieur ont &té mises en oeuvre. La
prise en compte par le programme de calcul des conditions de symétrie et la pré-
sence de la discontinuité sur l'axe Ox Jjustifient le choix des domaines de cal-
cul représentés aux figures UL.4. et L.5.

Figure 4.4 Figure 4.5

P4 - >
La présence de la fissure sur l'axe de symétrie Ox ne permet pas au
programme de calcul d'exploiter les conditions de double symétrie.

Chargement

Les discrétisations correspondant aux figures (L.4) et (h.5) seront

repérées respectivement par les symboles D1 et D2.

Deux types de chargement ont &té appliqués au systéme D, =

i) Dans un premier cas, une contrainte normale 0_ = 10" bars est ap-
pliquée sur l'arc d'angle g% divisé en 20 parties égales, représenté & la

figure 4.6.

! 0',', = 10* bars

Figure 4.6



Les facteurs de forme calculés dans ce cas seront repérés par le
symbole (YD1)1 .

ii) Dans un deuxiéme cas, la résolution du probléme a &té envisagée
au moyen de la méthode de superposition des &tats de contraintes.

Le probléme est alors résolu de maniére &quivalente en consi-
dérant la fissure supportant un état de contraintes normales d'intensité €gale &
P |
TbR

Dans ce sens, un chargement tel que 0_ = 10" bars a été appliqué

sur tous les segments de décomposition de la fisslre.

Les facteurs de forme calculés dans ce cas seront repérés par le sym-

bole (Y, )
D4 o
Pour le systéme D, une contrainte normale o = 10" bars est apolicuée
sur l'arc d'angle é% divisé © en 5 parties égales " représenté & la figure
7.
6; = 10“ bars
Ic
25
1 - .
Figure 4.7.
Les facteurs de forme calculés dans ce cas seront repérés par le
symbole YD .

2
La détermination du 6Ui relatif i chaque charge F.
a partir d'un accroissement virtuel™ 81 = 0,01 1 de la fissure
direction.

a été calculde
dans sa provre

Les résultats obtenus sont présentds dans le tableau b4.1.

1/R Y Y €% Y €%
/ sup ( D1)1 € % (YD1)2 | % D, %
0,1 1,015 0,8032 20,8 1,019k 0,b 1,003k 1,14
0,3 1,1355 0,9015 20,6 1,1458 0,9 1,1302 0,5
0,6 1,5778 | 1,2665 19,7 1,5936 .
0,8 2,1796 2,3357 T52 2,2587 3,6

Tableau 4.1




L'erreur relative calculée par comparaison avec la méthode de super-—
position en champ complexe est définie pour chaque cas de chargement par € .

La lecture du tableau apporte les commentaires suivants :

1) Les valeurs de (Yp,) , inférieures 3 1'unité pour les petites fis-
sures, soulévent un probléme - 1 d'application numérique de la méthode dont la
cause peut €tre relative § :

i) la discrétisation du contour non suffisamment uniforme,

ii) la discrétisation de l'arc d'application des charges telles
que 1l'extrémité commune de deux segments de rectification appartient & 1l'axe de
symétrie OX% .

iii) la valeur de la contrainte normale appliquée trop élevée
produisant des discontinuités de déplacement des segments de chargement trop im-
portantes relativement & leur longueur.

2) Les valeurs de (YD1) sont proches de celles relatives & Ysup'
2
Ces résultats montrent que lorsque le chargement est appliqué perpen-
diculairement aux lévres de la fissure, les résultats obtenus sont corrects avec
la méme discrétisation que précédemment.

En conséquence, ces valeurs confirment 1'influence de la discrétisa-
tion du contour extérieur, diminuant celle de l'intensité des charges appliquées.

(o5

. P o tiLLe
3) La seconde discrétisation (D,) conduit & des résultats en bon ~*

cord avec ceux trouvés par la méthode de superposition comme le montrent les pré-
cisions calculées.

I1 faut noter cependant que pour les deux premiers cas (l'= 0,1 et 0,3)

les valeurs du facteur de forme sont approchées par défaut, contrairement aux
deux derniers cas.

La méthode des discontinuités de déplacement ne conduit donc pas né-
cessairement & des résultats approchés par excés, 1l'influence de la discrétisa-
tion du domaine €tudié jouant un rdle non négligeable 3 ce sujet.




100

b) Cas de 1l'anneau

Pour tous les cas €tudiés, les données suivantes ont &t& conservées :

rayon extérieur r, = 2 cm
b =1cm
E = 30 Dbars
vV = 0,20

Les résultats sont recherchés pour la variation des paramdtres
R.
p=g" etl

o

Comme pour 1'étude du disque, deux discrétisations différentes, re~
présentées aux figures 4.8 et 4.9, ont été utilisées. Elles sont repérées res-

pectivement par les symboles D3 et Dh .

Figure 4.8 Figure 4.9

Les chargements utilisés sont différents dans chacun des cas.

Pour le domaine relati%_é D3, une contrainte normale o, = 10* bars
est appliquée sur un arc d'angle 30 divisé en 20 parties égales (fig. 4.6).

Les facteurs de formes calculés dans ce cas sont représentés par le
symbole YA1 . :

Pour le domaine relatif & D) une contrainte normale o = 100 bars
est appliquée sur un arc d'angle é% divisé en 5 parties égales (fig. L4.10).

Les facteurs de forme calculés dans ce cas sont repérés par le sym—

bole YA2.




101

©Gp = 4100 bars

Figure 4.10

'

L'accroissement virtuel de la fissure est &galement pris tel que
31 = 0,01 1.

Les résultats sont représentés dans le tableau L4.2., dans lequel
les facteurs de forme YA1 et Y, sont définis par la relation :

2
K
ot T T
b s
T 4 /515
Te T3 YA1 YAZ k&i:)
0,1 11,25 13,736
0.5 0,3 8,84 10,525
0,6 T,45 8,273
0,25 6,10 7,557
0,k 0,5 5,01 6,096
1 4,18 4,752
0,k 2,67
0,2 1,2 1,74
2,k 1,81
0,5 1,92 2,421
0,1 2 1,09 1,343
3 ' 1,08 a,328
0,5 1,81 2,282
0,05 2 0,94 1,366
3,5 0,86 1,068

Tableau 4.2
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Par comparaison avec les résultats relatifs aux travaux de HENRY,
les valeurs du facteur de forme obtenues avec la deuxiéme discrétisation (YA2)
sont reportées sur la figure 5.8.

Les valeurs obtenues avec la premidre discrétisation (Y,.) sont in-
férieures en tout point & celles de Y,,, certaines valeurs &étant inférieures
8 1'unité dans le cas ol le rapport des rayons est égal 3 0,05. La comparai-—
son avec le cas du disque permet de supposer une nouvelle fois que la discrétisa-
tion utilisée conduit & des solutions erronées.
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CONCLUSION

Le présent travail, malgré certaines difficultés de résolution numé-
rique posées par le probléme de l'anneau, a permis, du moins dans le cas du dis-
que, de comparer trois méthodes de détermination des facteurs d'intensité de con-

traintes K1 en téte de fissure.

5.1. ESSAI BRESILIEN SUR DISQUE PLEIN.

a) En ce qui concerne les difficultés de mise en place du traitement
informatique des solutions, la méthode de superposition &tablie comparativement
aux travaux d'ISIDA | 9 | demeure la plus simple.

La méthode des discontinuités de déplacement, mise au point par
CROUCH | 2 | , ne peut &tre comparfe puisque l'auteur a complaisamment édité
son programme complet de résolution.

b) En ce qui concerne l'implantation des programmes au niveau de
1l'ordinateur les tailles requises par chaque méthode vont croissantes depuis la
méthode de superposition jusqu'd la méthode des discontinuités de déplacement.

Pour les méthodes d'étude en champ complexe, la capacité mé-
moire nécessaire est évidemment fonction de la rapidité de convergence des séries
introduites dans le calcul.

Eu &gard aux résultats présentés, la méthode de superposition est de
loin la plus performante puisqu'une discrétisation de contour &gale & 5 suffit
pour obtenir un résultat en accord avec les publications. Rappelons que dans le
cas de la transformation conforme, une discrétisation de contour au moins égale
& 35 est nécessaire.

¢) La précision obtenue par la méthode de superposition est excellen-—
te par comparaison aux valeurs publiées par ISIDA | 9 |.

En prenant comme base ces résultats, on constate
i) que dans 1l'utilisation de la transformation conforme, la
précision ne peut &tre parfaitement définie puisqu'elle dépend :
% de la convergence de la série par le nombre de termes retenus,
% du "centrage" de la série par rapport & la valeur n = O.
% du respect des conditions aux limites réelles appllquees ici en
termes de résultantes des forces exterleures.
ii) que dans le cas de la methode des discontinuités de dépla-
cement la précision est liée :
% & la répartition du chargement utilisé sur le contour extérieur,
% 8 la discrétisation utilisée pour matérialiser ce contour.
a

% & la position des segments de discrétisation par rapport aux axes
de symétrie du probléme.
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En conséquence, un approfondissement des méthodes de résolution nu-
mérique est nécessaire pour ces deux traitement & partir : :

i) du respect d'un nombre accru de conditions aux limites dans
le cas de la transformation conforme, ‘

ii) d'une &tude de 1'influence des paramétres de définition de
la méthode : discrétisation, chargement, dans le cas des discontinuités de dé-
placement.

5.2. ESSAI SUR ANNEAU

Le programme de résolution numérique du probléme 1ié 3 l'anneau &
partir de la méthode des transformations conformes est rédigé. Sa forme actuelle
ne permet pas d'obtenir les résultats attendus permettant d'établir une comparai-
son.

Toutefois, compte tenu de la méthode utilisée, on peut, avec peu de
doutes, affirmer que les résultats obtenus seront trés sensibles, comme dans le
cas du disque : '

i) au choix nécessaire de la discrétisation du contour composé
de la fissure, du quart de cercle extérieur et du rayon de séparation des zones,

ii) au nombre de conditions aux limites vérifiées.

Le nombre de segments le long desquels les conditions en résultantes
sont exprimées est important. En conséquence, la taille mémoire nécessaire au
traitement informatique s'en trouve accrue.

En ce qui concerne la méthode des discontinuités de déplacement, les
résultats (Y, ) établis & partir de la discrétisation D, semblent erronés puis-
que pour un | rayon intérieur ri petit (2 = 0,05) certaines valeurs sont infé-
rieures & 1'unité. Te

Les valeurs cohérentes &tablies & partir de la discrétisation D
nécessitent d'étre comparées avec celles &tablies pvar la méthode des transformation
conformes.

5.3. PROLONGEMENT DU MEMOIRE.

Au-delld des points d'amflioration nécessaires précédemment nrésentés
L . » . . rd
et qui seront abordés dans 1'immédiat, le présent travail constitue une &tape
nécessaire de 1'étude liée 3 1'évolution du critére de Griffith.

La possibilité d'utilisation d'une presse asservie va permettre de
réaliser des essais sur disques et anneaux préfissurés au cours desquels la pro-
pagation de la fissure pourra &tre contrdlée. L'établissement des courbes
G, = f (S) en constituera le dépouillement permettant d'apprécier les valeurs
dé Y propres aux matériaux testés.
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