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I N T R O D U C T I O N  

Les e s sa i s  i nd i r ec t s  de mesure de l a  rés i s tance  à l a  t r a c t i o n  des 
matériaux f r a g i l e s  ont é t é  envisagés a f i n  de pouvoir d é f i n i r  un de mise 
en oeuvre simple, rapide,  peu coûteux e t  f i a b l e ,  l ' e s s a i  de t r a c t i o n  d i r ec t e  
imposant, en e f f e t ,  une procédure longue e t  dé l ica te .  

Leur pr incipe  repose s u r  l ' ex i s t ence  d'un champ de t r a c t i o n  indu i t  pa r  
, l a  compression diamétrale d'un disque ( e s s a i  b r é s i l i e n )  ou d'un anneau ( f i e .  1 . 1 )  

provoquant une rupture par  f i s su ra t i on  de t r a c t i o n .  

F i g .  1.1 

L a  rés i s tance  à l a  t r a c t i o n  oT e s t  a l o r s  recherchée en fonction de 
l a  charge de rupture . P~ 

La t héo r i e  de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e  appliquée au comportement d'un 
matériau homogène e t  i sot rope permet de déterminer l ' express ion des con t ra in tes  
indu i tes  en t o u t  point  du plan diamétral  de chargement. 

Dans l e  cas de l ' e s s a i  s u r  disque, soumis à des charges thgori-es 
diamétrales concentréee, l a  r é p a r t i t i o n  des con t ra in tes  og (x ,  O )  ( f i g .  1.1 1, 
e s t  donnée par  l a  r e l a t i o n  1 14 1 . 

l e s  con t ra in tes  de t r a c t i o n  é t an t  comptées ~os i t i vemen t .  

Expérimentalement, l ' app l i ca t i on  e f fec t ive  de charges purement concen- 
t r é e s  é tan t  impossible compte tenu de l a  compressibil i té  du matériau, l ' adcp t ion  
d'un a r c  de chargement d'ouverture û1 f u t  envisagée. 



La solut ion en contraintes ,  valable en déformations planes (cyl indre)  
e t  en contraintes  planes (disque) ,  e s t  donnée par HONDROS 1 1 

oe ( 9  0)  = - Arctg ( l + ( r / ~ ) ~  tg a)  
1 - 2 ( r / ~ ) ~  cos2a + ( r / ~ ) ~  I - ( ~ / R ) ~ -  1 

[l - ( r /R12]  sin2a 
+ Arctg ( 

1 - 2 ( r / ~ ) ~  cos2a + ( r / ~ ) ~  1-(r/8) 

Pour l e s  fa ib les  valeurs de a,  lorsque x tend vers O ,  l ~ e x p r e s s i o n  
des contraintes  devient : 

(1 -2 )  
P 

Ue (r ,  O )  = - ITbR 

. '  3P 
oe ( r ,  0 )  = - - 

ITbR 

L'étude théorique du problème de l 'anneau soumis à l ' a c t i on  de 2 char- 
ges concentrées diamétrales e t  opposées a é t é  abordée a r  TIMOSHENKO au moyen 
d'une méthode de superposition. J U G E R  e t  HOSKINS 1 10 fpuis  NEVEL 1 1 1 1 ont déter- 
miné l e s  re la t ions  de déf in i t ion  des contraintes.  Pour l e s  points  s i tu6s  à 
l ' i n t e r sec t ion  du bord in t é r i eu r  e t  du plan de chargement, l a  valeur de l a  con- 
t r a i n t e  de t r ac t ion  indui te  peut s'exprimer par : 

K é t an t  l e  facteur  de concentration de contraintes  qui  dépend du rapport des 
rayons 

r: 

De nombreuses études ont é t é  menées pour dé f in i r  l a  r e l a t i on  : 

La f igure  1.2 donne une représentation graphique de l a  fonction 
selon HIRAMATSU e t  OKA 1 7 1 . 



Ces r é su l t a t s  montrent, à rayon extérieur constant, que s i  l e  rayon 
in t é r i eu r  de l'anneau tend vers O (configuration analogue à ce l le  du disque), 
l a  charge de rupture Fc doi t  ê t r e  environ 6 fo is  plus fa ib le  que ce l l e  condui- 
sant à l a  rupture du disque. Ces données théoriques sont en par fa i te  contradie- 
t i o n  avec l 'expérience comme l e  montrent l e s  r é su l t a t s  obtenus par E A ~ K E S  e t  
MELLOR ] 5 1 e t  HENRY 1 6 1 .  

L'interprétation au moyen de l a  seule théorie  de l ' é l a s t i c i t é  l i néa i r e  l 
n 'es t  donc pas compatible avec l e s  mécanismes de rupture mis en jeu par ces 
types d 'essais .  

Le but i n i t i a l  du t r a v a i l  présenté a donc é t é  au moyen d'une in- 
te rpré ta t ion  par l a  mécanique l inéa i r e  de l e  rupture appliquée au com~ortement 
de matériaux f i ssurés ,  de déterminer l e s  conditions de propagation d'une fissure 
c r i t i que  conduisant à l a  rcpture. 

1-2 INTERPRÉTATI ON PAR LA MÉcAPJIQUE DE LA RUMURE 

La pr i se  en compte au moyen de l a  mécanique de l a  rupture d'un matériau 
pourvu de f i ssures  e s t  é t ab l i e  par l ' in termédiaire  du c r i t è r e  de Gr i f f i th  en 
énergie. Cette approche du problème a pour but de déterminer l e s  conditions 
d'évolution du défaut l e  plus défavorable e t  d 'étudier l a  s t a b i l i t é  ou 1' insta-  
b i l i t é  du phénomène. 

1.2.1. MODES DE PROPAGATION D'UNE FISSURE ; FACTEURS D'INTEN- 

SITE DE CONTRAINTES. I 
La modélisation d'une f i ssure  nécessaire pour effectuer l e s  calculs  

consiste prendre une discontinuité de matière infiniment f ine .  IRWIN 1 8 1 



a décomposé l e s  s o l l i c i t a t i o n s  ex té r ieures  en t r o i s  s o l l i c i t a t i o n s  fondmentales 
dé f in i e s  par  rapport  au plan e t  au  f ron t  de f i s su re .  Ce sont : 

a)  une s o l l i c i t a t i o n  de t r a c t i o n  perpendiculaire au plan de l a  f i s su re  
(mode 1 ou mode de t r a c t i o n )  ( f i g .  1.3. A ) ,  

b)  une s o l l i c i t a t i o n  de c isa i l lement  dans l e  plan de l a  f i s s u r e  e t  
dont l ' a c t i o n  e s t  perpendiculaire au f ron t  de f i s s u r e  (mode 2 ou mode de c i s a i l -  
lement) ( f i g .  1.3. B ) ,  

c )  une s o l l i c i t a t i o n  de c isa i l lement  p a r a l l è l e  au plan de f i s su re  e t  
dont l ' a c t i o n  e s t  p a r a l l è l e  au f ron t  de l a  f i s s u r e  (mode 3 ou mode de t o r s ion )  
( f i g .  1.3. c ) .  

+ + +  
Dans l e  repère orthonormé M/X, y,  z d é f i n i  en un point  M de l a  t ê t e  

de f i s s u r e  e t  représenté à l a  f igure  1 . 4 ,  l e s  composantes du tenseur  é las t ique  
des contra intes  en un point  P du plan (x,  Y) s i t u é  à une dis tance r p e t i t e  
du point  M e t  t e l  que (Mx, MP) = 0 sont donnges par  l e s  r e l a t i ons  4-4.1 

F i g .  1.4 



1 =-  c o s 2  [ l  - 8 
= G  2 

s i n  2 2 [2+cos 2 cos - 
2 

K 8 1 + s i n  -- s i n  - 8 3 8 
2 cos - cos - 

2 2 

(1 *4) K1 
0 =-  8 8 3 8 

s i n  - cos - cos - K2 + -  8 
2 2 COS ' [ I  - sin- s i n  - 

"Y G r  G r  2 2 2 1 
= -  8 

s i n  5 
Oxz G r  

K3 0 = -  8 
COS - 

G r  2 

Les coe f f i c i en t s  K.  sont appelés fac teurs  d ' i n t ens i t é  de con t ra in te  
en mode i déterminés par  1; théor ie  de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e  en fonction de 
l a  géométrie de l a  f i s s u r e ,  de l ' ép rouve t te  e t  des charges appliquées. 

Dans l e  cas des e s sa i s  s u r  disque ou anneau, l e s  r e l a t i ons  de défini-  
t i o n  des contra intes  (1.1 ) & (1 .3)  montrent l ' ex i s t ence  d'un champ de t r a c t i o n  
perpendiculaire au plan de chargement. D' au t r e  p a r t ,  l e s  expérimentations réa- 
l i s é e s  s u r  ces deux types d'éprouvettes ont toujours  montré que l a  rupture  in- 
t e rv i en t  par  l a  propagation i m t a b l e  d'une f i s su re  s i t uée  dans l e  p lan des char- 
ges. 1 16 1 .  

En conséquence, l e  mode de s o l l i c i t a t i o n  fondamentale intervenant dans 
l e s  e s sa i s  b r é s i l i en s  e s t  l e  mode 1 , appliqué à un défaut s t r u c t u r a l  proche 
ou appartenant au plan de chargement. 

Le fac teur  d ' i n t ens i t é  de con t ra in te  K, a l o r s  mis en jeu e s t  r e l i é  
2 l a  con t ra in te  de t r a c t i o n  0 sppliquée au maté ria,^ perpendiculairement à l a  
f i s s u r e  e t  à l a  demi-longueur de f i s s u r e  : a par  une r e l a t i o n  qui peut toujours 
s e  mettre sous l a  forme : 

(1.5) Ki = YU& 

Y é tan t  un f ac t eu r  de forme qui dépend de l a  de 1'6prouvette 
e t  de l a  configuration éprouvette-fissure . 

La r e l a t i on  (1.5) permet de montrer que l a  con t ra in te  de rupture par  
t r a c t i o n  du matériau é tud ié  e s t  l i é e  à une valeur  ~ a r t i c u l i è r e  du fac teur  d ' in-  
t e n s i t é  de contra inte  : K I C  dénommé : fac teur  d ' i n t ens i t é  de con t ra in te  c r i t i que .  

, K I C  e s t  une ca rac té r i s t ique  physique du na t é r i au  déterminée p a r  deux * 

types  principaux d'expérimentations : l a  méthode de l a  compliance e t  l a  niéthode 
énergétique basée sur l e  t r a v a i l  dépensé pendant t ou t e  l a  propagation de l z  
f i s su re .  



1.2.2. C R I T E R E  DE G R I F F I T H  EK E N E R G I E  1 4 1 

L'étude de l a  rupture des matériaux f i s surés  a é t é  abordée pa r  G R I F F I T H  
à p a r t i r  du b i l a n  énergétique du système au moyen des proposit ions suivantes : 

Pour un so l ide  é las t ique  soumis à un chargement ex té r ieur  e t  comportant 
une f i s s u r e  de longueur a, l a  conservation de l ' énerg ie  t o t a l e  du systèae é- 
c r i t e  pour un accroissement in f in i tés imal  du défaut d'une longueur da é t a b l i t  
l a  r e l a t i on  : 

dans laque l le  : 

dWeïas 
: var ia t ion  de l ' énerg ie  é las t ique  

i j  'ij dV 

dWext 
: var ia t ion  du po t en t i e l  des forces extér ieures  

dWcin : var ia t ion  d'énergie cinétique 

dl& : énergie dépensée pour l a  créat ion des nouvelles surfaces de 
f i s su re .  

GRIFFITH postule que l ' énerg ie  nécessaire à l a  créat ion de surfaces dans 
un matériau e s t  une constante physique : Y analogue à 18 constante C,cnsioactive 
des l iqu ides .  

En conséquence, dS é t an t  l a  surface pro je tée  r e l a t i v e  à da, l 'expression 
déf inissant  dWS s ' é c r i t  : 

L a  p a r t  de l ' énerg ie  t o t a l e  r e l a t i v e  à l a  progression de l a  f i s su re  e s t  
donc const i tuée de dWS e t  dWcin. 

Le chargement ex té r ieur  é tan t  maintenu constant, deux questions se  
posent : 

a)  quel les  sont l e s  condit ions nécessaires au démarrage de l a  f i s su re  ? 

b )  Ces conditions é tan t  requises ,  l ' évo lu t ion  du processus e s t - e l l e  
s t ab l e  ou i n s t ab l e  ? 

La f i s s u r e  s e  propagera s i  l a  var ia t ion  d16nergie cinétique e s t  posi- 
t i v e .  Dans ce cas,  l a  r e l a t i on  (1.6)  s ' é c r i t  : 



On pose par  déf in i t ion  

a 
(1.8) G = - -  as ('elas + w = - 

2 
as 

G e s t  appelé taux de r e s t i t u t i o n  d'énergie ou énergie disponible à l a  progression 
de l a  f i s sure .  

Le' c r i t è r e  de G r i f f i t h  en énergie s'énonce a lors  : 

l a  condition nécessaire au démarrage de l a  propagation d'une f i s su re  
appartenant à un mil ieu é las t ique e s t  t e l l e  que : 

i 

S i  à tou t  moment l e  chargement ex té r ieur  e s t  t e l  que G = 2y , l a  va- 
r i a t i o n  d'énergie cinétique é tan t  n7dle au cours de l 'évolut ion,  l 'accroissement 
de l a  f i s su re  se ra  f i n i ,  t raduisant  un processus de propagation s tab le .  

S i ,  dans l e  cas contrai re  G e s t  toujours supérieur à 2y l ' énerg ie  
disponible ( G  - 2y) dS e s t  transformée en énergie cinétique c réa t r i ce  po ten t ie l le  
de nouvelles swfaces  de discontinuité.  Le processus peut a lo r s  évoluer de manière 
ins tab le .  

1.2.3. RELATION ENTRE G ET K.  
1 

I R W I N  1 8 1 , par l 'é tude du champ de contraintes  e t  de déplacements 
autour du défaut, a é t a b l i  l a  re la t ion  en t r e  G e t  l e s  facteurs  d ' i n t ens i t é  de 
contraintes ,  s o i t  : 

ci = 1 - v2 en déformation plane 

a = 1  en contrainte  plane 

Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  où l a  f i s s u r e  se déplace dans son plan sous 
l ' a c t i o n  de charge appliquées perpendiculaires à ce plan, l 'équat ion précédente 
devient : 

permettant d ' éc r i re  l e  c r i t è r e  de Gr i f f i t h  sous l a  fo-me : 

1 .2.4. INTERPRETATION DU CRITERE DE GRIFFITH 

Compte tenu de s a  déf in i t ion ,  l e  taux de r e s t i t u t i o n  d'énergie, pour un 
so l ide  donné, e s t  une fonction des charges extér ieures  appliquées e t  de l a  lon- 



gueur de f i s su re ,  s o i t  : 

G = G(P, a) .  

La condit ion nécessai re  d'extension d'une f i s su re  s ' é c r i t ,  compte t enu  
du c r i t è r e  : 

L'évolution u l t é r i e u r e  de l a  f i s s u r e  dépend des var ia t ions  de ?!!! 
c ' e s t  à d i r e  de fi as ' 

P , valeur du chargement t e l  que G = GE , é tan t  maintenu constant ,  
deux p o s s i % i l i t é s  s e   rése entent : 

aG a)  on e s t  dans l e  cas où : - = - < O as as2 

e t  l e  c r i t è r e  de G r i f f i t h  n ' e s t  p lus  s a t i s f a i t  dès l 'accroissement i n f i n i t é s i -  
male de l a  f i s s u r e  ; l a  progression ne peut avo i r  l i e u  sans une augmentation de 
l a  s o l l i c i t a t i o n .  La propagation de f i s s u r e  e s t  a l o r s  contrôlée (Fig.  1 . 5 )  

b)  on se  s i t u e  dans l e  cas où : 

l e  c r i t è r e  de G r i f f i t h  e s t  encore s a t i s f a i t  après l a  progression de f i s s u r e  e t  
l a  propagation s e  poursuit  sans accroissement de l a  s o l l i c i t a t i o n .  Le mécanisme 
de rupture  e s t  a l o r s  i n s t ab l e  (Fig. 1 .6) .  

Fig.  1.5. 



Pour formuler son critère, GRIFFITH suppose que l'énergie de surface 
du matériau fragile étudié est une constante physia-ue intrinsèque, indépendante 
de l'état du milieu et du chargement qu'il supporte. 

Cette hypothèse est vérifiée dans les cas purement élastiques et dans 
ceux 02 la zone perturbée en tête de fissure est très petite. 

Dans beaucoup d'autres cas, la valeur de Gc apparaît comme une fonc- 
tion de la longueur dont s'est propagée la fissure, ce qui permet de formuler 
l'hypothèse d'un critère évolutif pouvant s'exprimer sous la forme 

S étant l'aire apparente de la fissure. 

Dans le cas des matériaux fragiles, la déformation plastique en tête 
de fissure intervient pour une faible part dans l'ivolution du critère. Par contre, 
l'existence d'me zone de microfissuration en tête de fissure constitue un facteur 
non négligeable de modification du critère dans la mesure où sa configuration peut 
être fonction de l'état de contrainte existant dans le matériau. 1 3 1 

La comparaison des solutions analytiques entre l'essai sur disque et 
l'essai sur anneau précise les résultats suivants : 

a) Pour l'anneau, le champ de contrainte au point d'intersection du 
plan de chargement avec le rayon intérieur est uniaxial. 

Dans le cas du disque, le champ de contrainte au centre de l'éprouvette 
est de type biaxial, la compression radiale étant d'intensité 3 fois supérieure 
à la traction. 

b) Au moment de l'initiation de la fissure critique, le plan de charge- 
ment, dans le cas du disque, supporte un état de contraintes nornales constantes : 

Dans le cas de l'anneau, seule une faible aortion de ce plan supporte 
une contrainte normale 

Ue 
proche de la contrainte maximale obtenue en bord de 

trou. 

En ce qui concerne les contraintes radiales, les deux configurations 
d'essais conduisent nécessairement à l'existence de contraintes de compression 
différentes en un même point du diamètre de chargement. 



Pour l e s  t r o i s  types d ' essa i s  de t r a c t i o n  mis en oeuvre pour l e s  ma- 
t é r i a u x  f r ag i l e s  - e s s a i  de t r a c t i o n  d i r ec t e  ; essa i  de compression su r  disque e t  
sur  anneau - l a  d i v e r s i t é  des champs de con t ra in te  parcourus par  l a  f issvxe de 
rupture  au  cours de son évolution pose l a  question de l e u r  incidence sur l e  c r i -  
t è r e  de propagation de f i s su re .  

En d ' au t res  t e rne s ,  quel le  s e r a  l ' a l l u l e  de l a  courbe Gc = G ~ ( s )  
pour chacun des e s sa i s  envisagés ? 

Ce problème cons t i tue  l ' o b j e c t i f  g lobal  de l ' é tude  en cours. La rupture 
des éprouvettes c i r c u l a i r e s  à l ' a i d e  d'une presse  conventionnelle s e  produit  tou- 
jours de manière b ru t a l e  e t  donc par propagation i n s t ab l e  de f i s s u r e  1 1 .  ces  
e s sa i s  ne fournissent  aucun renseignement sur l a  phase d'dvolution s t a b l e  éven- 
t u e l l e  e t  su r  l a  t a i l l e  c r i t i q u e  du défaut a t t e i n t e  au  moment de l a  rupture .  

La détermination expérimentale de l a  courbe d'évolution du c r i t è r e  en 
fonction de l a  t a i l l e  du défaut nécess i te  un équipement permettânt de con t rô le r  
l a  propagation de l a  f i s su re .  L ' u t i l i s a t i on  d'une presse  asservie  en déplacement, 
par  rapport  à l 'ouver ture  de f i s s u r e ,  do i t  permettre de dé f in i r ,  à p a r t i r  d f U e  
éprouvette p r éen t a i l l é e ,  l a  courbe S = S ( P )  par  une propagation contrôlée du dé- 
fau t .  La connaisscnce des courbes K I  = K,(P,s) permet a lo r s ,  au  moyen de l a  re-  
l a t i o n  ( l . 9 ) ,  de d é f i n i r ,  pour chaque valeur de P, l a  valeur du taux de r e s t i t u -  
t i o n  d 'énergie G e t  d'accéder a i n s i  à l a  représenta t ion du c r i t è r e  de propagation 
en fonction de l a  surface  du défaut .  

Dans l ' op t ique  du dépouillement des e s sa i s  expérimentaux, l a  détermina- 
t i o n  des courbes K I  = KI (P,s) const i tue  l ' o b j e t  de ce présent t r a v a i l .  

L'étude proposée s e  rapporte aux e s sa i s  b r é s i l i en s  sur  disque e t  su r  
anneau e t  correspond à l a  détermination du fac teur  d ' i n t ens i t é  de contra inte  R,, 
en t ê t e  de f i s su re  pour l e s  cas suivants : 

a)  disque soumis à l ' a c t i o n  de deux charges concentrées P diamétrale- 
ment opposées e t  comportant une f i s su re  cen t ra le  de longueur i n i t i a l e  var iab le  
dans l e  plan de chargement, 

b) anneau soumis à l ' a c t i o n  de deux charges concentrées P diamétrale- 
ment opposées e t  comportant deux f i s su re s  symétriques de longueur i n i t i a l e  varia-  
b l e  i s sues  du rayon i n t é r i e u r  dans l e  plan de chargement. 

Trois méthodes de résolut ion sont envisagées a f in  d ' é t a b l i r  l a  com~arai-  
son en t r e  l e s  précis ions  obtenues euégard à l a  d i f f i c u l t é  de mise en place de 
chacune d ' e l l e s .  Ce sont : 

i) Deux méthodes d'étude dans l e  plan complexe basées su r  l a  dé te rmhat ion  des 
po t en t i e l s  complexes 1 13 1 r e l a t i f s  à chaque configuration,  à savoi r  : 

a )  une méthode de superposit ion des é t a t s  de contra intes ,  appelée 
mdthode de superpositior,. 

b) une méthode basée sur l a  résolut ion par  transformation conforme du 
domaine i n i t i a l ,  dénommée méthode des transfomations conformes. 



Dans l e s  deux cas,  l a  détermination de l a  solut ion analytique e s t  é ta-  
b l i e  à p a r t i r  de l a  vé r i f i c a t i on  des condit ions aux f ron t i è r e s  exprimées en termes 
de résu l tan te .  

ii) Une méthode d'étude dans l e  p lan r é e l  basée sur  l a  détermination du champ de 
déplacement, r e l a t i f  à chaque domaine é tud ié ,  à p a r t i r  des condit ions aux li- 
mites imposées, en contra inte  ou déplacement, su r  l a  f ron t i è r e  : mdthode des 
discontinuités de déplacements. I 



11 - POTENTIELS COMPLEXES ; !%THODE DE SUPERPOSITION 

2.1 PRESENTATION DE LA METHODE UTILISEE 

Les équations fondamentales de l'élasticité linéaire plane exprimées 
dans le champ réel peuvent être résolues par l'intermédiaire de la fonction de 
contraintes d'Airy $. L'introduction - du champ complexe défini par la variable 
z = x + i y et sa conjuguée z = x - iy permet de montrer (théorème de Goursat) 
qu'il existe 2 fonctions analytiques 4 (z) et g (z) telles que $ (x,y) = Re 
IZ 4 (2) + g(z) 1 

Les relations fondamentales de l'élasticité linéaire plane sont ex- 
primées au moyen des potentiels complexes 4'  (z) et gW(z) 1131 dont les valeurs, 
en tout point du domaine étudié, sont définies par intégrale dans le champ com- 
plexe le long du contour sur lequel les conditions aux limites sont connues. 

2.1.1. Relations de Kolosov-Muskhelishvili 

Dans le plan complexe défini par la variable z = x + i y l'état de 
la matière, en tout point, s'exprime au moyen des fonctions $'(z) et gl'(z). l 

a) Définition des contraintes 

oxx + (3 W = 2 [~'(z) + T1(z) ] = 4 Re [ +' (z) ] 

b) Définition du vecteur déplacement D = (u + iv) 

avec y = G = E 
2(l+v) 

E étant le module d'Young et v 
le coefficient de Poisson 

et x = 3 - 4 v  en déformation plane 

en contrainte plane. 

c) Etant donné un arc C continu et rectifiable appartenant au domai- 
ne multiplement connexe D U 8 D , le choix du sens de parcours de C sera dé- 
fini de telle façon que C appartenant à a ~  la progression dans le sens des abs- 
cisses curvilignes croissantes laisse la matière sur la gauche. 

3Dreprésente la frontière du domaine D. 

Le choix du sens de parcours est tel que si 3Dreprésente le contour 
extérieur fermé de D, il sera décrit dans le sens direct et inversement pour 
toute autre courbe frontière. 



La résultante des actions de la partie droite sur la partie gauche 
d'un arc orienté ( j ,  k) s'exprime par la relation: 

Le moment par rapport à l'origine O des mêmes actions sur l'arc pré- 
cité est donné par : 

d) Potentiel complexe $2' (z) 

Par combinaison de (21.1) et (21.2) nous tirons : 

- 
(oyy - i a ) = +'(z) + fif(:) + (Z - Z) Tt(;) 

XY 
dans laquelle 

Le potentiel complexe fi'(z) est une combinaison des potentiels $'(z) 
et gt'(z) permettant d'exprimer les relations de bases précédentes sous une forme 
plus pratique dans le cas des domaines possédant un élément de contour superposé 
à l'axe des réels. 

Les relations (21.2) à (21.5) s'écrivent en terme de fi' (z) : 

- 
(21.8) 2~ (u + iv) = x $(z) - fi(;) - (z - Z) Tl(:) 

2.1.2. Exposé de la -- méthode de superposition ; applica- 
tion à l'exemple du disque soumis à 2 charges con- 
centrées diamétralement opposées comportant des 
fissures dans le plan des charges. 

Dans le cas général, la définition du problème à résoudre ne permet 
pas la déterminati~n des potentiels complexes. L'état correspondant est décompo- 
sé en autant d'états internédiaires simples que nécessaires pour lesquels les 
potentiels respectifs sont déterminés à partir des conditions aux limites connues 
sur le contour des domaines définis pour chacun d'eux. 



La superposition de l'ensemble des m sous états de décomposition 
conduit à redéfinir l'état initial dont les potentiels complexes s'expriment par 
les relations : 

Dans le cas du disque d'épaisseur b et de rayon R, soumis à 2 charges 
concentrées diamétralement opposées et comportant n fissures dans le plan des 
charges, la méthode de superposition nécéssitera la définition de 3 sous-états. 

a) un état A 

qui correspond au domaine simplement connexe matérialisé par le con- 
tour circulaire du disque soumis à l'action de 2 charges concentrées linéaires 
d'intensité P/b dans le plan diamétral contenant x'x. 

dans le champ réel, la solution du 
problème en élasticité linéaire est 
donnée par Timoshenko et Goodier 1 1 
Le principal résultat est le calcul 
des contraintes en tout point de 
l'axe x'x. 

P 
0 (x,O) = + ;ib; - R < x < R  
YY 

axy(x,O) = 0 

F i g u r e  2 .1 

b) un état B 

relatif au domaine défini par le plan complexe infini comportant un 
nombre n de segments 1 a. , b. 1 superposés aux fissures sur 2eplquels .on %ose - 

les contraintes opposéed à c4lles définies par l'état A. 

P 
Cr (x,O) = - - nb r x ~ [ a ~ ,  bj] 1 u j n YY 

Les potentiels complexes étant déterminés en tout point du plan com- 
plexe, il existe le long du contour orienté identique à celui du disque une ac- 
tion de la partie droite sur la partie gauche définie en terme de résultante par 
la relation (21.9). La connaissance de ces résultantes est nécessaire pour l'ex- 
pression des conditions aux limites des états superposés. 

e) un état C 

relatif ail plan coniplexe limité par le contour du disque et comportant 
n segments de discontinuités superposés aux fissures suivant l'axe x'x. 



Les conditions aux limites sur le contour généralisé imposées dans ce 
cas se divisent en 2 groupes par identité avec le problème initial : 

a (x, O) = O 
YY sur chacun des segments de discontinuité. 
a (x, O) = O  
XY 

L'action du milieu extérieur sur le contour du disque exprimceen termes 
de résultante doit être telle que, pour un arc [ j ,  k] appartenant au cercle de 
rayon R, nous ayons la relation : 

dans laquelle : 

[ R C + i R C ]  x représente la résultante complexe à imposer dans 
Y l'état C. 

[R + i R ]  la résultante des forces extérieures effectivement 
X Y appliquée dans le problème 

[R~*+' + i R la résultante des forces induites par les états 
Y 

Dans le cas du probleme traité, les résultantes induites cians l'état A 
sont opposées aux forces effectivement appliquées dans l'état initial. En consé- 
quence, la relation (21.11) s'écrira : 

2.1.3. Facteur d'intensité de contrainte 

a) Définition 

Sih et al 117 1 ont montré que les facteur d'intensité de contraintes 
KI de traction et K de cisaillement sont liés par la relation 2 

Dans le cas du disque soumis à l'action de 2 forces concentrées dia- 
métralement opposées suivant l'axe des réels, la double symétrie du problème in- 
duit que K2 = 0. 

En conséquence, le facteur d'intensité de contraintes en mode 1 ou 
de traction K sera donné par : 1 
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b .  représentant l'abscisse de la tête de fissure. 
J 

Il est remarquable que seul le potentiel$' (z) intervienne dans la 
relation de dé£ inition de K et, par conséquent, @'Ai (z) , $lB (z) et 4' C(z). 

1 

b) Incidence de l'état A dans le calcul de K 
1 

La définition de l'état A correspond à un cas particulier du problème 
étudié par Milne-Thomson 1 lpar lequel l'expression du potentiel complexe mfA(z) 
s'écrit : - 

r - 

Il est facile de voir que la limite lorsque z tend vers b de l'ex- 
~ression d z  - b. $lA(z) est nulle quel que soit z .  j 

J 

En conséquence, la définition du facteur d'intensité de contrainte 
s'écrit : 

2.2 CAS DU DISQUE COMPORTANT UNE FISSURE CENTRALE 

2.2.1. Définition du problème 

Un disque d'épaisseur b et de rayon r 
est soumis, dans le plan (O/%, -)y) à l'ac- 
tion de 2 charges concentrées linéaires 
P/b diamétralement opposées. 

Il comporte une fissure centrale de lon- 
gueur 2a soumise à un état de contrainces -.- nulles sur !es lèvres. 

L'inconnue recherchée est le facteur d'in- 
tensité de contraintes K I  en mode 1 de 
traction aux points E et E' têtes de la 
fissure . 

2.2.2. Etude de l'état B 

La définition de l'état B se réduit dans le cas du problème étudié au 
plan complexe comportant un segment de discontinuité de longueur 2a appartenant 
à l'axe des réels et centré par rapport à l'origine 0. 

Les contraintes imposées sur le segment [-a, +a] sont teiles que : 

O (x, O) = - - 
YY rbR 1 



De plus, un certain nombre d'hypothèses précisent les conditions aux 
limites : 

. les forces de pesanteur sont négligées, . les contraintes appliquées sont nulles à l'infini, . les déplacements sont nuls à l'infini . la déformée de tout contour fermé y appartenant au domaine est continue, 
. . 

2.2.2.1. Définition des contraintes dans le 
champ complexe 

Le sens de parcours du segment de discontinuité ou coupure [-a, +a] 
est choisi comme étant celui de l'axe x'x. Cette détermination divise le plan 
complexe en 2 régions dénommées gauche (G) pour y > O, et droite (D) pour y < 0. 

Soit M(x,O) un point de la coupure et soit P un point du plan com- 
plexe appartenant à la région G (respectivement D). On désigne par o (x, 0) et 
a (x, O) les composantes du vecteur contrainte en M lorsqu'un YYdéplacement 
vHjuei tend à déplacer P vers le bord de la coupure (respectivemento (x, O) et 
a (x, O)). YY 
XY 

La combinaison des relations (21.1) et (21.7) établit : 

Cette relation s'écrira si P est un point du plan tendant vers M à 
gauche ou à droite : 

Les conditions de chargement sur la coupure étant : 

Les relations (22.2) et (22.3) deviennent par combinaison : 



2.2.2.2. Définition des ~otentiels complexes 

a) Etude de la relation (22.5) 

La relation (22.5) est du type : 
G D F (x) - F (x) = f(x) 

identique à la première formule de Plemelj. 

La solution générale de cette équation est : 
P n 

(z)+.C C 
+ 'n J-1 i=I (Z - a.) i 

J 

dans laquelle P (2) est un polynôme d'ordre n. n 
Pour l'état B, les conditions particulières sont les suivantes : 

(il f(x) = O induisant que le ler terme du membre de droite de (22.6) 
est nul. 

(ii) Les contraintes appliquées sont nulles à l'infini. 

Les relations (21.1), (21.2) et (21.6) impliquent lorsque 
z tend vers l'infini, que +' (z) = R '  (z) = 0. 

En conséquence, le P n (z) caractéristique du coni- 
portement de F(z) à l'infini se réduit à une constante nulle. 

(iii) Aucun point du plan complexe n'est le point d'application de charges 
concentrées. P n 

En conséquence, le terme jZI E 
'i 

est également i= 1 i nul dans l'état B. (Z - a.) 
J 

Dans ces conditions, (22.6) s'écrit : 

F ( z )  = O, soit : 

b) Etude de la relation (22.4) 

G Cette relation est identique à une équation non homogène de Hilbert 
G (x) - c G~(x) = g(x) dont la solution est 1 1 

L-a , +aJ 
dans laquelle ~(z) représente la fonction de Plemelj, solution de l'équation homn- 
gène de Hilbert et Pm (2) un polynôme d'ordre m. 



~ Dans le cas du problème, la fonction ~ ( z )  s'écrit : 

X(z) est une fonction multiforme dont on déterminera une branche uni- 
forme telle que : 

1 im z x(z) = 1 
2 + O o  

Pour l'état B ,  g(x) = 2 O (x, O), terme constant sur [-a, +a] 
YY 

Le premier terme dumembre de droite de la relation (22.8) fait appa- 
raître l'intégrale 

dx 

x (x) (x-z) / [-a, +al 

+ Sa détermination est réalisée par le calcul, le long du tontour fermé 
y- + ï représenté à la figure 22.2 de l'intégrale associée 

avec y = ylu  y2u y g ~  Y,, 

~ I . E T  y 2  étant deux arcs de cercles 
de centres E et E' et de rayons ~ 1  

et € 2 .  

z étant pôle d'ordre 1 de la fonction 
intégrée le théorème des résidus nous 
donne la valeur de l'intégrale à con- 
dition que z soit à l'intérieur du do- 
maine : 

Le lemme de Jordan appliquS aux inté- 
grales prises sur les contours y1 et 
y 2  montrent que ces intégrales tendent 
vers O lorsque EI (respectivement E ~ )  
tend vers O. 

A la limite 
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G ~ ( z )  étant solution de l'équation homogène de Hilbert, vérifie la 
relation x (x) - C x*(x) = O, soit puisque C = - 1 dans le cas du problème : 

G D x (XI = - X (x) 
En conséquence 

Le calcul de l'intégrale du 
pour laquelle le lemme 

1 
de Jordan ne s'applique pas lorsque z tend vers l'infini, est effectué en posant 
le changement de variable y = . La fonction présentant un pôle d'ordre 2 à l'ori- 

1 gine, le théorème des résidus exprime la valeur de l'intégrale : 

du ~ = 2 i r z  
x (u> (u - z 

~ En définitive : 

l 
dx 1 

=ir(--2) 
x (x) (x - z) x(z> 

L'expression de (22.8) s'écrit alors 

P ~ d'où nous désuisons que le terme m(z) traduit le comportement de 
G(z) lorsque z tend vers l'infini. -82 

1 
Les contraintes à l'infini étant nulles et ~(z) étant de l'ordre de - z 

à l'infini, P (z) ne peut que se réduire à une constante a. 
m 

C1 
X(Z) P,(z) Q - lorsque z tend vers l'infini représente la résultante 

Z des forces appliquees sur le contour intérieur. 

Les actions sur les deux bords de la coupure étant opposées, la résul- 
tante des forces appliquées sur le contour intérieur est nulle et, en conséquence : 



En regroupant les résultats précédents, l'expression finale des poten- 
tiels complexes de l'état B est : 

2.2.2.3. Expressions des résultantes appli- 
quées sur le contour circulaire de 
rayon R. 

a) Détermination d'une branche uniforme dex(z) = 1 
-- p-7 

La détermination choisie pour la fonction est telle que : 

duisons les 
Considérons 
coordonnées 

le plan complexe pourvu de la coupure L 
polaires dont la définition correspond 

u 

+a] et 
a figure 

La branche uniforme retenue pour ~(z) s'exprime alors : 

b) Détermination des résultantes 

intro- 
22.3. 

Soit j, k un arc orienté dans le sens direct du repère appartenant 
au contour. L'action de la partie droite sur la partie gauche, définie en terme 
de résultante, s'écrit en fonction de (22.9) : 



Pour l'état B les relations (22.7) d'une part et (22.10) d'autre part, 
montrent que les coefficients des potentiels complexes sont réels, ce qui induit : 

dans laquelle : 

Afin de faciliter la programmation informatique, l'expression de la ré- 
sultante est exprimée en coordonnées polaires au moyen des variables fixées par la 
figure 22.4. 

que : 

Figure 22.4 

La branche uniforme de ~ ( z )  ayant été définie précédemment, il s'en suit 

En séparant les partiesréelles et imaginaires de l'expression de la ré- 
-P 

sultante nous obtenons, en posant C = 
2 l T b R  



cos [ 
COS 

2.2.3. Etude de l'état C 

a) Forme générale des potentiels 

<r 
En accord avec la relation (21.11), la définition de l'état C est la 

suivante : 

Le plan complexe limité par le cercle de rayon R pourvu d'une coupure 
[-a, +a 1 sur laquelle on impose un champ de contraintes nulles, supportant sur son 
contour extérieur un ensemble de charges opposées à celles résultant des états A et 
B. 

Les potentiels $'(z) et R'(z) doivent donc vérifier la relation inté- 
grale issue de (21.9) sur tout arc du contour extérieur : 

Les potentiels $'(z) et Q'(z) sont recherchés au moyen d'un développe- 
ment en série sous la forme 

expressions dans lesquelles $',(z) et R' (z) sont relatifs à la présence de la cou- 1 
pure [-a, +a ] , alors que 0' (z) et Qf2(z) se rapportent à la limite circulaire. 2 

Les hypothèses relatives : 

(i) à la double symétrie du problème, 
(ii) à la continuité du vecteur déplacement D le long de toute courbe fermée appar- 

tenant au domaine, 
(iii) aux conditions aux limites imposées sur l'axe x'x 

0 (x, O) = O  - R < x < R  
xy 



imposent aux potentiels les expressions suivantes : 

an et Bn étant des constantes réelles. 

Les coefficients inconnus a et fin sont déterminés par la méthode de n fixation des conditions aux limites sur le contour circulaire. 

Si N est le nombre de terme des séries retenu, N arcs 1 j, k 1 sont né- 
cessaires à la résolution du système d'équations linéaires défini par la condition : 

b) Exvression de la résultante des forces extérieures sur tout arc 
du contour. 

C C 
En posant 4' (z) = (z) + 412'(z) 

la relation (21.9) s'écrit : 

k 
Le calcul du terme Re [$lC (z)] dans lequel 

j 
k N k Zn-1 

Z dz est effectué en posant 
n= 1 2 

le changement de variable u =dz2 - a2 permettant d'aboutir à l'expression 

dont l'explicitation en coordonnées polaire s'écrit : 



Le calcul des deux derniers termes de (22.16) étant effectué en coor- 
données polaires, l'expression générale de la résultante traduite par ces compo- 
santes réelles et imaginaires s'écrit : 

n- l k 

(22.18) 

2 

2n-2 
n sin (2n-2)8 j 

1 an p sine 2n- 1 
(plp2)1 

2 COS [(~n-l )0 - 

2.2.4. Expression du facteur d'intensité de contrainte K 1 

Le facteur d'intensité de contrainte en mode 1 de traction K est donné 
par la relation (21.14) qui s'exprime pour le problème traité par : 1 

K~ = 2 6  iim z -+ a 

à la limite, K est défini par la relation 
1 

Conjointement à KI, le facteur de forme Y est défini par la relation : 

dont l'expression déduite de (22.20) s'écrit : 

2.2.5. Application numérique 

Le traitement informatique du problème est effectué pour les données 
suivantes : 



Rayon du disque = R = 1 

La r a p i d i t é  de convergence a é t é  é tudiée  en chois issant  deux 
valeurs de d i s c r é t i s a t i on  du contour de c a l c u l  : 

Les r é s u l t a t s  obtenus, au  moyen du programme de ca l cu l  f igu- 
ran t  à l 'annexe 1 ,  sont exposés dans l e  t ab leau  2.1. 

a La courbe représen ta t ive  du fac teur  de forme Y en fonction 
du rapport  R e s t  i l l u s t r é e  à l a  f igure  22.5 

La comparaison des valeurs  de Y obtenues avec l e s  deux dis-  
c r é t i s a t i o n s  montre l a  bonne convergence de l a  s é r i e .  

Les valeurs  déterminées sont  en p a r f a i t  accord avec l e s  résul-  
t a t s  publ iés  par ISIDA 1 9 1 .  





2 . 3 .  DISQUE COMPORTANT DES FISSURES DIAMETRALES SYMETRIQUES 

2 . 3 . 1 .  Définition du ~roblème 

Dans la suite de l'étude, il sera envisagé uniquement l'application 
aux cas d'un nombre de fissures égal à 2 et 3. 

Figure 23.1 

Le disque envisagé est de dimensions identiques à celui de l'étude 
précédente et supporte le même état de chargement. 

Il comporte, dans le plan des charges, deux (resp. trois) fissures, 
symétriques par rapport à l'axe Oy soumises à un état de contraintes nulles. 

L'étude envisage de rechercher l'effet d'une configuration de ce type 
sur la valeur respective des facteurs d'intensité de contrainte K I  en tête de 
fissure afin de mettre en évidence le sens probable et possible de propagation de 
fissure à partir de l'état donné. 

La méthode de superposition conduit à utiliser les trois états A, Fi 
et C présentés précédemment, les caractéristiques de l'état A étant identiques au 
cas déjà traité. 

2 . 3 . 2 .  Etude de 1'Etat B 

L'état B se définit comme étant le plan complexe coupé suivant les 
segments de discontinuité superposés aux fissures sur les lèvres desquelles sont 
appliquées les conditions suivantes : 

opposées à celles résultant de l'état A. 

Les hypothèses générales définies lors de'l'étude précédente sont 
conservées dans leur intégralité. 



Le sens de parcours des segments de discontinuité est conservé comme 
étant celui de l'axe x'x, définissant ainsi les parties gauche et droite du do- 
maine de part et d'autre des coupures. 

La vérification des conditions aux limites sur chaque segment de dis- 
continuité exprimée à partir de la relation ( 2 2 . 1 )  implique aux potentiels com- 
plexes de vérifier les relations ( 2 2 . 4 )  et ( 2 2 . 5 )  soit : 

2 . 3 . 2 . 1 .  Définition des potentiels complexes 

L'équation ( 2 3 . 2 )  eu égard aux hypothèses et conditions aux limites 
fixées possède pour solution : 

La solution générale de l'équation ( 2 3 . 1 )  s'écrit de même : 

coupures 

expression dans laquelle ~ ( z ) ,  la fonction de Plemelj, s'écrit : 

( 2 3 . 5 )  1 
x 2 ( ~ )  = dzns le problème à 2 fissures. 

( 2 3 . 6 )  x 3 ( ~ )  = 
1 dans le problème à 3 fissures. 

et P ( 2 )  est un polynôme d'ordre n. 
m 



Pour chacun des problèmes étudiés, la valeur de l'intégrale est dé- 
terminée par le calcul, le long des contours précisés par les figures 23.3 et 
23.4, de l'intégrale : 

Figure  2 3 . 3  F igure  23 .4  

z étant ~ ô l e  d'ordre 1 de la fonction intégrée, le théorème des rési- 
dus nous donne la valeur de l'intégrale à condition que z soit à l'intérieur du 
domaine défini par Y et ï ,  soit : 

Le lemme de Jordan appliqué aux intégrales prises sur les contours 
circulaires entourant les points de ramification montre que ces intégrales tendent 
vers O lorsque 1eur.s rayons tendent vers 0. 

G D A la limite, sachant que x (x) = - x (x) l'intégrale 1 s'exprime par 
la relation : 

I 

3 
L 

fissures 



Pour les deux problèmes envisagés, le calcul de l'intégrale 

du 1 
est effectué en posant le changement de variable u = x 

et en recherchant, par l'intermédiaire des développements limités au voisinage de 
X = O, la valeur du résidu de la fonction en ce point. 

L'expression de l'intégrale s'écrit alors pour chacun des problèmes : 

1 
z2 - 7 (b12 + b2') ] 2 fissures. 

1 du = 2in[z3 - 7 z (a2 + bi ' + b~~)] 3 fissures. 
x(u) (u-2) 

ri 

Par application des résultats précédents, la valeur de l'intégrale 

dx est formulée par : 
x (x)(x-2) J coupures 

2 fissures. - 

coupures 

dx 
= i [ - z3 + z (a2 + b12 + 2 )  3 fissures. 

x (XI (x-2) J x(z) 2 1 
coupures I 
11 en résulte, par combinaison des relations (23.3) et (23.4), que 

l'expression des potentiels complexes de l'état B s'écrit : 

Les p_olynÔmes P (z) sont déterminés en exprimant l'uniformité du vec- 
teur déplacement D le long mde toute courbe fermée appartenant au domaine. 

1 1 
Toutefois, ~ ( z )  étant de l'ordre de 7 (resp. T) à l'in£ ini, la con- 

dition de contraintes nulles à l'infini impose àZp,(z) un 8éveloppement du type : 

Prn(z) = Bx + Y 2 fissures 

$(z) = ax2 + BX + y 3 fissures 



b) Uniformité du vecteur déplacement 

+ -t -+ 
Dans le champ complexe, le vecteur déplacement D = (u + iv) est lié 

aux potentiels complexes par la relation (21.8) : 

21.\ (u+ iv) = x@(z) - ~ ( 2 )  - 2 iy (y) 

On exprime la continuité de toute courbe fermée y intérieure au dornai- 
ne par la relation : 

y étant prise, pour les problèmes traités, comme indiqué aux figures 
23.5 et 23.6. l 

Figure 23.5 - 

Le lemme de Jordan appliqué aux intégrales prises le long des parties 
circulaires des courbes y entourant les points de ramification montre que leur va- 
leur est nulle lorsque les rayons respectifs de ces secteurs tendent vers zéro. 

A la limite et compte 'tenu de (23.3), la relation (23.9) s'écrit pour 
chaque courbe y. 

) 2 fissures. 



3 fissures 

Le potentiel complexe $'(z) est fonction de ~(z) dont il faudra dé- 
terminer, pour chaque problème, une branche uniforme. 

. Cas du problème à 2 fissures l 

La branche uniforme est définie telle que : 

soit : 4 

G 
impliquant les valeurs suivantes à x (x) sur chacune des coupures : 

X ( Z )  solution de l'équation homogène de Hilbert satisfait à la rela- 
tion : 

G D x (XI = - X (XI 

@ ' ( z )  étant défini par la relation (23.7) les équations (23.10) peu- 
vent alors s'écrire : 



dans lesquelles P,(x) = Bx + y 

En effectuant le changement de variable X =-x dans (23.12), on ramène 
le calcul à une intégration sur la coupure (bl, b2) ce qui permet en posant les 
définitions suivantes : 

d'exprimer (23.12) et (23.13) par un système de deux équations linéaires à deux 
inconnues (B et y) : 

La résolution de ce système fournit la solution : 

Les expressions des intégrales 1 et K sont données par : 

1 = b2 E (A, q) 
1 K =  - 
b2 

F (A, q) 

E et F étant les intégrales élliptiques de définition : 

La valeur des paramètres X et q associées au problème est : 

'lr A = -  
2 b2 ce qui induit une expression du polynôme 

Pm(z), telle que : 



Et, en conséquence, les potentiels complexes de l'état B dans le cas 
de 2 fissures s'écrivent : 

. Cas du problème à 3 fissures 

La branche uniforme est choisie telle que : 

soit 

G 
La valeur de x (x) sur chacune des coupures est alors : 

Soit : 



Comme pour l'étude relative à 2 fissures, les équations (23.11) 
s'écrivent alors en vertu du développement de P (z) dans ce cas : m 

a .  et b prenant les valeurs des abscisses relatives aux trois segments parcourus 
j dans le sens positif défini. 

En ramenant par le changement de variable X =  - x l'intégrale sur le 
segment [ 3i ,  bz] à son expression sur [-b2, -ba et en posant : 

x2 dx 
; 3 = 

xdx 
2 

(b2 -x2) x2-a2) (x2-bl 2, (b22--~2) 
-b 2 

l'ensemble des équations (23.16) se réduit au système d'équations linéaires : 

La somme des équations (1) et (2) associée à l'équation (3) montrent 
que a = y = O .  



La différence (1) - (2) permet d'exprimer B sous la forme : 

Le calcul des intégrales L et J est conduit en posant le changement 
de variable u =Cr et en définissant les bornes modifiées par : 

Les valeurs des intégrales L et J sont alors données par : 

L = - a 
m E(x,q) - - m F (x,q) 

dans lesquelles : 

F(x,q) et E(x,q) représentent les intégrales elleptiques précédernent 
définies dont les paramètres sont dans le cas du problème : 

P 

= arc s i n  \i . 
m 2 - l 2  IT . = -  
mL - lZ 2 

En conséquence 

2.3.2.2. Définition des résultantes sur le 
contour circulaire de rayon R. 

Pour tout arc orienté j,k appartenant au contour, l'action de la 
partie droite sur la partie gauche, définie en termes de résultantes, s'écrit 
(22.9): : 



31 

Soit, puique les coefficients de $'(z) et donc Q'(z) sont réels : 

Les potentiels $'(z) et O1(z) sont définis par les relations (23.15) 
et (23.18) 

IT 1 2 - 
+ 1  (z) = n1 (2) = - -- 1 fissures 

3 - 
4 '  (z) = S2' (z) = - - - 

d m ( F - b  2, (z2-b2 2, 
fissures 

Pour les deux problèmes, l'expression du terme Re [@(z)] impose le 
calcul dlintégral.es de fractions irrationnelles dont la partie réelle sera dé- 
terminée, après introduction des coordonnées polaires (fig. 23.7 et 23.8), par 
intégration numérique au moyen de la méthode de Simpson. 



Par soucis de clarification des expressions, on posera 

m 

(23.20) AR (m, k) = Re 
j = i  

2 fissures : n = 4 
-_-__-.- 

3 fissures : n = 
..- l 

m 

(23.21) AI (m, k) = 1; b;~(zi)] = 

TC 'jk 
j = 1 

j = i  

Ce qui permet d'écrire les résultantes sous la forme : 

7T 
E (?,cl) 

- -  'k+l [AI(2,k+l) - b: A I  (O, k+l)] 
TCbR F (;, q) 

2 fissures 



E (;Y q) 40 
[1 - AR(2, k+l) + bz2 AR (O, k+l) 

4) 

2  fissures - 

3  - 
fissures 

I - l 
l 

2 . 3 . 3 .  ,Etude de l'état C 

Pour chacun des cas traités dans le chapitre 2 . 3 ,  la définition de 
lté.tat C prend en compte les domaines suivants : 

le plan complexe limité au cercle de rayon R pourvu de 2 segments 
de discontinuité (resp. 3) superposés aux fissures, 

les conditions aux limites associées à cet état sont les suivantes : 1 
a) sur le contour extérieur des domaines est appliqué un ensemble de 

charges vérifiant la relation (21.11). 
r -l 

b) sur chacun des segments de discontinuité L a j  , b j ]  les contraintes 
appliquées sont telles que : 



Enfin, les hypothèses générales intervenant dans la définition du 
problème sont telles que : 

c) la double symétrie, qui permet de conduire l'étude sur un quart 
de disque, impose sur chacun des axes du repère : 

qui, en terme de résultante, peuvent aussi s'exprimer par : 

C R = O  - R <  x < R  
X 

-+ 
d) le vecteur déplacement D est continu le long de toute courbe fermée 

appartenant au domaine. 

2.3.3 .1 .  Détermination des potentiels complexes --- 

De manière analogue à l'étude du problème relatif à une fissure, les 
potentiels complexes sont recherchés sous la forme d'un développement en série, 
prenant en compte les discontinuités introduites par les fissures ainsi que la 
limite circulaire du domaine. 

d'oh : 

2 fissures 

3 fissures 



a) Cas de 2 fissures 

soit 41C(z) = +', (2) + 412(z) 

La vérification des conditions aux limites impose des propriétés par- 
ticulières aux coefficients et aux puissances des termes des séries. 

i) La double symétrie impose que les potentiels soient des fonctions paires. 

ii) La valeur des contraintes imposéele long de l'axe impose aux coefficients 
les relations suivantes : 

iii) L'expression dela résultante des actions extérieures sur tout segment de 
l'axe y'y impose : 

En tenant compte des relations précédentes, l'expression des poten- 
tiels complexes s'écrit alors : 

@II et Bn étant réelles. 

b) Cas de 3 fissures 

D'une manière identique au cas relatif à 2 fissures, il est facile 
de montrer que les potentiels complexes se définissent alors par les relations : 

03 

C 2n- 1 
z 

n=i an w 2n-2 

mlCiz) =4-(~'-~~2) + n- 5 1 Bnz 

a et 6 étant réelles. 
n n 



c), Remarque -- 
-+ 

L'étude de la continuité du vecteur déplacement D le long de courbes 
fermées y superposées, à la limite, aux lèvres des coupures [-b2 , -bi] et [ b l  , b2] 
impose aux constantes a de vérifier la condition supplémentaire : n 

2 fissures 

3 fissures 

2.3.3.2. Détermination de la résultante des ---- 
forces extérieures sur tout arc du --- ---- 
contour. , 

Les potentiels complexes définis par les relations (23.24) et (23.25) 
étant exprimés sous la forme : 

OtL(z) = O', (2) + bt2(z) 

C n1 (2) = 4' +z) - 0'2(z) 

La relation (21.9) s'écrit : 

expression dans laquelle le premier terme du membre de droite sera calculé par 
intégration numérique au moyen de la méthode de Simpson. 

En vertu de l'expression de bVI(z), l'intégration porte sur des termes 
de type : 

selon le nombre de fissures. La valeur numérique de l'intégrale sera repérée 
dans les expressions générales, au moyen de la définition précédente (23.19). 

Par souci de clarification del'écriture, l'expression des termes 
faisant intervenir $'(z) sera formulée en fonction des relations (23.20) et (23.21) 



L'introduction des coordonnées polaires (figures 23.7 et 23.8), permet 
d'expliciter chacun des termes de la résultante des forces extérieures appliquée 
sur l'arc 1 k, k+l 1 du contour circulaire. 

Si N représente le nombre d'arcs choisis pour définir le contour ex- 
térieur du disque, la condition supplémentaire (23.26) ou (23.27) impose de re- 
tenir les (N+l) premiers termes de la série relative à cbVl(z). 

L'expression des conditions aux limites sur le contour circulaire tra- 
duite par la relation (21.12) définit un système de (2N+1) équations linéaires 
à (2N+1) inconnues dont les coefficients dépendent de l'expression des résultantes 
définies par (23.28). 

Ce sont : 

2 fissures - 

- -.I 

(23.30) [RCy]*fl=-2 k) + AI(2n-2 , X+l) p ~ i n 8 ~ + ~  

-AI(2n-2, k)p sinek 

N 2n- 1 
+ --- n=I c BnP 

(~inB~+~sin(2n-2)0 k+ 1 - sine k sin(2n-2)ek 
- - 



S.3.4. Détermination des facteur d'intensité de contraintes - -. - 
K en tête des fissures -1 

La présentation du problème général nous a permis de mcntrer que le 
facteur d'intensité de contrainte s'exprime uniquement à partir des potentiels 
+'(z) par la relation (21.14) soit : 

K] = A iim z-tb [dz-b (+lB(z) + *'C(z)) ] 
j j 

2.3.4.1. Cas de 2 fissures 

Le calcul porte dans ce cas sur la détermination des facteurs d'inten- 
sité de contraintes dénommés K B et K B en têtes du segment 1 2  [b ,b2] dont la dé- 
finition, compte tenu de (21.14)ls1écrit : 

KIBI = f i  lim 
z+bl 

K]B~ = 6 iim 
z+b2 [m2(61B(z) + OvC(Z))] 

expressions dans lesquelles : 1 

La valeur de la fonction de Plemelj ~ ( z )  se déduit de la détermina- 
tion uniforme définie précédemment. Ceci implique que pour;toutx appartenant à 
l'axe des réels en dehors du segment [bl,b2] nous avons 

L'expression des facteurs d'intensité de contraintes s'écrit alors : 
2 n+ 1 2n-3 



2.3.4.2. Cas de 3 fissures 
- 

En conduisant le calcul de manière identique à celui effectué 
dans le cas précédent, l'expression des facteurs d'intensité de contraintes K1A, 
K B et K B s'écrit pour chacune des têtes de fissure : 

1 1  1 2  

2.3.5. Application numériaue 

Les données prises en compte dans l'exploitation du programme 
de calcul sont identiques à celles adoptées dans le cas d'une seule fissure, en 
ce qui concerne les dimensions physiques et les charges appliquées. 

Les caractéristiques géométriques liées aux fissures sont dé- 
finies par les figures 23.9 et 23.10. 



Figure 23.10 

Pour les deux problèmes étudiés, l'ex~loitation numérique 
des programmes de calcul figurant aux annexes A2 et Ag, a été conduite sur les 
bases suivantes (rayon extérieur unité) : 

a) pas de variation des abscisses des têtes de fissures : 0,05, 

b) distance minimale entre têtes de fissures concomittantes : 

0,10 dans le cas de 2 fissures, 

0,05 dans le cas de 3 fissures- 

c) abscisse maximale de la tête de fissure extérieure : 

b2 = 0,8 

2.3.5.1. Cas de 2 fissures 

Les valeurs des facteurs d'intensité de contraintes K B et 

K1B2 sont représentées en fonction du rapport aux figures 23.11 et 23.12. 
L 

Tous les résultats sont regroupés au moyen de 3 faisceaux de 
courbes correspondant aux critères suivants : 

b2 = c te 

bl = c 
te 

1 = c  te 

La superposition des faisceau permet d'effectuer les comen- 
taires suivants en rappelant que K,B, se rapporte à la tête de fissure intérieure 
et KgB2 à la tête de fissure extérieure. 

a) courbes b = c te 

* On note que KIBl est toujours supérieur à K1B2 pour un 
rapport & supérieur à O ,4. 

L 





2 f i s s u r e s  



1 * l a  valeur - à p a r t i r  de laquel le  l a  re la t ion  K B > K1B2 
1 1  e s t  vér i f iég  varie avec l ' absc isse  de l a  t ê t e  de 

f i ssure  extérieure B p  variant de - _ 0 , 4  pour B2 = 0,2 
à 1 -0,15 pour B p  = 0,s. L 
f; 

b) courbes b l  = c t e  

k pour bi  = 0,05, c ' e s t  à d i re  lorsque l e s  deux f issures  sont 
proches l 'une de l ' a u t r e  l a  re la t ion  K B > K B e s t  tou- 
jours vér i f iée .  Dans ce cas,  l e s  deux 

1 1  1 2  
f i s su res  commen- 

cent par se réunir 

* pour l e s  autres valeurs de b i  , KIBl  y KIB e s t  vér i f iée  
p u r  uneplage de variat ion de variabfe avec l a  valeur 
de b l ,  K B f in issant  par ê treL toujours supérieur à K1B2. 1 1  

c)  courbes 1 = c 
t e  

k pour 1 > 0,40 l a  valeur de KlBl  e s t  toujours supérieure à 
c e l l e  de K1B2 

* pour l e s  fa ib les  valeurs de 1, K1B2 peut devenir légère- 
ment supérieur à KIB1. 

En conclusion, l e s  r é su l t a t s  obtenus montrent que l e s  f i ssures  
ont ,  dans l a  grande majorité des cas, tendance à se réunir avant de conduire à l a  
rupture. 

2.3.5.2. Cas de 3 f i ssures  

Les valeurs des facteurs d ' in tens i té  de contraintes KIB1 e t  
K1B2 sont représentées en fonction du rapport 5 (f igure 23. I O ) ,  pour deux va- 
leurs  de l a  demi-longueur de f i ssure  centrale  : bp 

Les courbes obtenues sont représentées aux figures 23.13 à 
23.16. La superposition des faisceaux permet une nouvelle f o i s  d 'effectuer  l e s  
commentaires suivants : 

a) pour ai = 0,2 

Quelle que s o i t  l a  valeur du rapport a envisagée l a  re la t ion  

KIB1 ? KlB2 e s t  toujours vér i f iée .  b 2 

Il faut  noter toutefois  que pour l e s  grandes valeurs de B2, 

KIBl = K,B2 lorsque a2 e s t  f a ib l e  (0,05) 



b )  pour a i  = 0,05 

k Pour des valeurs de B2 supérieures ou égales à 0,7, l e  
fac teur  d ' i n t e n s i t é  de contra inte  K B e s t  supérieur à 1 2  KIBl t a n t  que l a  t ê t e  i n t é r i eu re  ( B ~ )  de l a  fissure 
externe r e s t e  suffisamment éloignée de l a  f i s s u r e  cen- 
t r a i e  ( B ~  = 0,12 pour B = 0,8 ; B~ = 0,2 pour B1 = 0,7).  

k Pour des valeurs de B in fé r ieures  à 0,7, l a  r e l a t i o n  2 

KIBl 3 K1B2 e s t  toujours  vé r i f i é e .  

i i )  bl = c t e  

k K B r e ~ t e s u p é r i e u r e  à K B t a n t  que B1 r e s t e  i n f é r i eu r  1 1  
ouéga l  à 0,2. 1 2  

k Pour l e s  valeurs de BI supérieures à 0,2, l e s  fac teurs  
d ' i n t ens i t é  de con t ra in te  r e s t en t  sensiblement égaux t an t  
que B2 e s t  i n f é r i e u r  à 0,7. 

k Pour l e s  valeurs  de l a  0,2, l a  r e l a t i o n  KIB1 3 K,B2 
e s t  vé r i f i é e .  

k Pour l e s  valeurs de i >  0,2, KIBl-reste supérieur à 
KlB2 t a n t  que B2 r e s t e  i n f é r i eu r  a 0,65. 

k Les courbes 1 = cte possèdent t oGour s  un point  à tan- 
gente hor izontale  dans l e  faisceau r e l a t i f  à KlB2. 

En conclusion, l a  présence d'une f i s su re  cen t r a l e  de f a i b l e  
longueur (0,05) en t ra îne  que l e  facteur  d ' i n t e n s i t é  de contra inte  K1B2 r e l a t i f  
à l a  t ê t e  ex té r ieure  des f i s s u r e s  exterces  e s t  supérieur à K,B, lorsque B, appar- 
t i e n t  à l ' i n t e r v a l l e  : I% R ,  R 1 

Dès que l a  f i s s u r e  cen t r a l e  possède une longueur su f f i s an t e  
( i n f é r i eu re  à 0 ,2) ,  KIBl  devient a l o r s  supérieur à KIB2. 
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3.1 PRESENTATION ET PARTICULARITES DE LA MEHTODE 

L'étude en champ complexe des problèmes l i é s  à l a  présence de fis- 
sures dans un milieu donné e s t  envisageable pa r  l a  théor ie  des po ten t ie l s  corn- 
plexes i n t rodu i t s  par  MuskhelisHvili. 

Pour chaque problème, l e s  condit ions aux l im i t e s  imposées à l a  
f o i s  su r  l e s  bords des f i s su re s  e t  su r  l e  r e s t e  du contour impliquent l ' ex i s -  
tence de deux fonctions analytiques uniques déf inissant  l e s  po t en t i e l s  recher- 
chés. 

L'expression mathématique de c e t t e  solut ion exacte e s t  d é l i c a t e  à 
' 

déterminer, notamment dans l e  cas des problèmes en milieu f i n i .  La so lu t ion  ap- 
prochée e s t  a l o r s  recherchée au moyen d'un développement en s é r i e  de chacun des 
po t en t i e l s  dont il s u f f i t  a lo r s  de rechercher l 'expression des coef f ic ien ts  in-  
connus au moyen des conditions aux l im i t e s  imposées. 

Cette méthode, t r a i t é e  numériquement par  ordinateur,  impose une 
t roncature  des s é r i e s  a i n s i  que l a  d i s c r é t i s a t i on  du contour en un nombre de 
segments proportionnel au nombre de termes des s é r i e s  retenus,  l 'ajustement 6- 
t a n t  fonction du type e t  du nombre des conditions aux l im i t e s  vé r i f i ée s  en cha- 
que point .  

La méthode de superposition des é t a t s  exposée précédemment présente 
l e s  p a r t i c u l a r i t é s  suivantes : 

i) nécess i té  de déterminer deux développements en s é r i e  r e l a t i f  2 
chacun des po t en t i e l s  @ ' ( z )  e t  R t ( z ) .  

ii) Le nombre des termes de chacune des s é r i e s  e s t  l i m i t e  pa r  l a  
t a i l l e  du système d'équations l i n é a i r e s  que l ' o n  s ' e s t  f ixé  , 
compte tenu de l a  capacité e t  du temps d'exécution de l a  chaîne 
de trai tement u t i l i s é e .  

i i i )  Les conditions aux l im i t e s  ne sont vé r i f i ée s  qu'en un ce r t a in  
nombre de points  du contour. 

La présence d'une f i s su re ,  in t rodui te  en t a n t  que discont inui té  
mathématique dans l e  champ complexe, peut ê t r e  t r a i t é e  de manière d i f f é r en t e  s i  
l ' on  envisage l ' u t i l i s a t i o n  d'une transformation conforme. 

Cette méthode mathématique permet, par l ' in t roduc t ion  d'un plan 
a u x i l i a i r e ,  de transformer l a  discont inui té  en un contour s impl i f ié  rendant pos- 
s i b l e  l a  déf in i t ion  d'un prolongement analytique des fonctions po ten t ie l s .  

Ce prolongement analytique,  en accord avec l e s  conditions aux l i m i -  
t e s  imposées sur  l e  contour correspondant, permet, t o u t  en assurant l a  continui- 
t é  des fonctions po t en t i e l s  de pa r t  e t  d 'autre  de celui-c i ,  de dé f in i r  une re la -  
t i o n  en t r e  ces derniers ,  ramenant l e  problème à l a  détermination d'une seule 
fonction inconnue. 

L'expression de l a  transformation peut ê t r e  recherchée à p a r t i r  de 
l a  dé f in i t i on  d'un domaine image pour l eque l  l a  fonction po ten t ie l  exacte s e r a i t  
a i s ée  à déterminer. Cette procédure conduit l e  plus souvent à des pro3 l~mes  
d ' inversion d i f f i c i l e s  à é t a b l i r  e t  à une transformation conforme t r è s  dé l ica te .  



Aussi e s t - i l  plus simple de cho i s i r  une fonction adaptée à l a  
transformation d ' u n e l a r t i e  du contour seule,  en l 'occurence, pour l e s  problèmes 
t r a i t é s  i c i ,  à ce lu i  de l a  f i s su re  ou du contour i n t é r i eu r  de l'anneau. 

Le po t en t i e l  à déterminer e s t  a l o r s  recherché sous l a  forme d'un 
développement en s é r i e  de Laurent dont l e s  coef f ic ien ts  inconnus seront  détermi- 
nés à p a r t i r  de l a  vé r i f i ca t i on  des conditions aux l imi tes  imposées s u r  l e  con- 
t ou r  au t r e  que ce lu i  r e l a t i f  au prolongement analytique. 

La méthode envisagée e s t  donc l a  combinaison d'une transformation 
conforme e t  de l a  méthode de f ixa t ion  des conditions de contour. 

Il s ' a g i t ,  t ou t  comme pour l a  méthode de superposition des é t a t s ,  
d'une méthode approchée dont l a  précis ion dépend du nombre e t  du type de condi- 
t i o n s  aux l im i t e s  respectées. 

La méthode présentée i c i  e s t  appliquée à llé+,ude de deux problèmes : 

a )  Cas du disque soumis à l ' a c t i o n  de 2 forces égales diamétralement 
opposées e t  contenant une f i s su re  centra le  non chargée dans l e  plan de s o l l i c i t a -  
t i o n  ( f i g .  3.1).  

b) Cas de l 'anneau soumis au même chargement e t  comportant deux f i s -  
sures diamétrales égales issues  du bord i n t é r i e u r  s i tuées  dans l e  plan de s o l l i -  
c i t a t i o n  ( f i g .  3 .2 ) .  

3.2 ETUDE DU DISQUE A F I S S U R E  CENTRALE. 

3.2.1. Transformation conforme ; influence s u r  l e s  re la-  
tiens de ~ o l o s o v - ~ u s k h e l i s h v i l i  

So i t  z = x + i y l a  var iable  complexe associée au plan physique, 

< é tan t  l a  var iab le  associée au plan a u x i l i a i r e  de représen- 
t a t i on .  

Considérons l a  transformation : 



Le cercle de rayon unité 5 = e 
ia 

et son domaine extérieur sont 
transformés, dans le plan physique, en la fissure et son extérieur (fig. 3.3) 

La transformation inverse est définie par le relation : 

Elle montre que la transformée du contour extérieur C du disque 
est une courbe fermée continue y du plan 5 extérieure au cercle de rayon unité. 

Les potentiels complexes $ ( z )  et g ' ( z )  recherchés peuvent être con- 
sidérés dans le domaine image, comme des fonctions analytiques de la variable 5. 
On pose : 

En conséquence, les relations de base (21.1 ) à (21 - 4 )  exprimées dans 
le domaine image s'écrir~nt en repère cartésien 

- contraintes 



- ~ é s u l t a n t e  des forces sur un contour donné : 

- Déplacements d'un point  du domaine 

3.2.2. Prolongement analytique des po t en t i e l s  complexes. 

Etant donné l e  type de s o l l i c i t a t i o n  imposé au domaine, l ' é t ude  
s e  rapporte au mode 1 de propagation correspondant à un é t a t  de charges nu l les  
sur l e  contour r e l a t i f  à l a  f i s sure .  

Cette p a r t i c u l a r i t é  permet de cho i s i r ,  dans l e  p lan  de paramétrage 
5, l e  ce rc le  de rayon un i t é  comme contour de prolongement analytique de façon 8 
assurer  l a  cont inui té  des fonctions po ten t ie l s ,  à t r ave r s  ce contour, dans un 
domaine l imité  par  l a  courbe fermée y' ,  i n t é r i eu re  au cercle  de rayon 1 C.1 = 1. 

I l  e s t  a l o r s  in té ressan t  de remplacer l a  condition de contra intes  
nu l l e s  en tou t  point  des l èvres  de l a  f i s s u r e  par l a  condition équivalente ex- 
primée en termes de résu l tan te .  

Le ce rc l e  de rayon uni té  é t an t  o r i en t é  de façon à l a i s s e r  l e  domaine 
image sur  l a  gauche soient  G e t  D l e s  régions extér ieure  e t  i n t é r i eu re  au 
ce rc l e  de rayon un i té  ( ~ i ~  3.3). 

Le prolongement analytique e s t  chois i  pa r  l a  détermination de $ ( T )  1 
obtenue en remplaçant 5 par  dans l 'express ion précédente. Nous obtenons : 

5 - 4 

expression dans laque l le  

En conséquence g' (5 )  e s t  l i é  à $ ( < )  par  l a  r e l a t i o n  



Le prolongement analytique dé f in i t  un domaine D l imi té  par l e  
contour y '  pour lequel l a  re la t ion  (3.8) exprime l a  continuité de $ ( < )  à l ' i n t é -  
r i eu r  du cercle de rayon unité. 

S i  @(5)  e s t  analytique dans l e  domaine délimité par y e t  Y ' ,  l a  
condition de contraintes nul les  sur l e s  lèvres  de l a  f i ssure  e s t  automatiquement 
vér i f iée .  

3.2.3. Analyse du problème 

L'expression du potent ie l  $ ( < )  déf inie  dans l e  domaine G e s t  re- 
cherché sous l a  forme d'un développement en s é r i e  de Laurent autour de l 'o r ig ine ,  
s o i t  : 

La f ixat ion des conditions aux l imites  sur  l e  contour extér ieur  Y 
impose une troncature de l a  s é r i e  qui peut a lo r s  s'exprimer sous l a  forme : 

La pr i se  en compte des de symétrie e s t  déf inie  à p a r t i r  
de l a  considération de l a  résul tante  complexe (3.5) .  

-3 + 
-3 Dans l e  repère cartésien O/x, y , l a  symétrie par r a ~ p o r t  à l ' axe  
Oy e s t  t radui te  par l a  condition Ry 2 0  pour tout  segment appartenant à cet  axe 
a lors  que l a  symétrie par rapport à Ox s'exprime par Rx = O pour tout  segment de 
ce t  axe. 

La re la t ion  (3.5) t radui te  au moyen des expressions de 4(5)  e t  W (5 )  
conduit a lors  à l a  condition t e l l e  que l e s  termes en puissances paires  du déve- 
loppement de $( 5) soient nuls. D'oa: 

Compte tenu de c e t t e  double symétrie, l ' é tude  sera menée sur un 
quart du domaine, s o i t  pour un argument 8 de 5 t e l  que : 

5 

La troncature de l a  sé r i e  implique l 'exis tence de (M + N + 1 )  coef- 
f i c i e n t s  inconnus. 

L a  détermination de ces coeff ic ients  sera  réa l i sée  par l 'é tude des 
conditions aux l imites  imposées sur l e  contour extér ieur  y exprimées en termes de 
résul tante .  



La d i sc ré t i s a t i on  du contour se ra  é t a b l i e  en fonction du nombre de 
termes de l a  s é r i e  retenus s o i t  (M + N + 1 ) .  Chaque résu l tan te  imposant deux 
conditions ( R x  e t  R ) l ' é c r i t u r e  du système d'équations l i n é a i r e s  nécessi tera  
donc (M+ N +  1) Y 

2 
arcs  de déf in i t ion  du contour y .  

3.2 .'3.1. Ex~res s ion  de l a  résu l tan te  

Pour rappel, l 'expression de l a  résu l tan te  des forces 
appliquées se ra  un arc  (k ,  k+ l )  e s t  donnée par l e  r e l a t i on  (3.5) : 

s o i t  compte tenu de (3.8) 
k+ 1 

k+ 1 
(3.11) i [ R ~ +  i R IB = [ @ ( C I  - $(il + [ w ( L ) ~ -  w ( ~ ) ]  1 @ ' ( C I  ] Y w ' ( c )  k  

i 0 
En posant 5 = p5 e  5  l a  r e l a t i on  devient : 

q u ' i l  e s t  possible d ' éc r i re  : 

s o i t  : @= p5 2n+ 1 - 1 
p 2n+l 

5 



Le développement de @ s'écrit : 

p sin8 (p2 - 1) ( p 2- cos28 + i sin28 ) 
@= 5 5 = @  + i@ 

(pt - cos 28 )2 + sin2 28 
5 5 

Compte tenu de ces définitions, l'expression de la résultante sur 
ltarc (k, k+l), s'écrit après multiplication par - i : 

Dans cette expression, les coordonnées polaire de 5 sont définies 
à partir de la relation (3.2). 

La vérification des conditions aux limites s'effectuant pour le 
cercle de rayon r du plan physique il s'en suit que l'expression de 5 utilisée 
dans les calculs sera : 

En posant : 

1 = - arc tg r2sin 28 
2 

r2cos 28 - l2 1 
l'expression de 5 s'écrit : 

1 5 = -  [r cos 8 + p' cos 4 + i (r sin 0 + pt sin4 )] 1 

permettant de définir : 

p5 =i [(r cos 0 + p' cos $)2 + (r sin O + p' sin+);] 
42 

€lC = Arc cos [ r O 8 p cos ml] 



3.2.3.2. Facteur d ' i n t ens i t é  de con- . - 

t r a i n t e s  en t ê t e  de l a  fis- 

sure. 

Le fac teur  d ' i n t ens i t é  de contraintes  en mode 1 de t r ac -  
t i o n  K e s t  déf in i  à p a r t i r  des po ten t ie l s  complexes par l a  r e l a t i on  : 1 

En fonction de l a  transformation z = w ( < )  l e s  termes entrant  dans 
l a  déf in i t ion  de K I  s 'écr ivent  : 

-1 
une détermination uniforme de l a  transformation inverse 5 = o ( 2 )  

é tan t  chois ie ,  5 tend vers 1 lorsque z tend vers 1. 

En conséquence : 

K, = 2 6  ï i m  
+1 O'(5) c2 1 

e t  a i n s i  : 

3.2.4. Résolution numérique e t  r é s u l t a t s  

Le traitement numérique de l a  recherche de K1 a é t é  effectué pour 
l e s  données suivantes ( f i g .  3.4) 

L a  charge 5 e s t  appliquée sur l ' a r c  [ O ,  11 de ~ o r t é e  angulaire 
in fé r ieure  ou égale à 0,01 n de façon à pouvoir négliger l a  composante ve r t i ca l e  
des charges appliquées. 



l e  secteur [ O ,  5 ] du contour extér ieur  e s t  divisé en C a rcs  égaux 
à p a r t i r  de l ' a r c  d 'application de l a  charge. En conséquence, l e  nombre de termes 
de l a  s é r i e  p r i s  en compte sera  t e l  que : 

(M+N+I) = 2 ( ~ + 1 )  

L'exploitation du programme de calcul  a é t é  effectuée pour 4 object-ifs : 

a )  Pour une d iscré t i sa t ion  du contour extér ieur  déterminée, calculer  
l e  facteur  d ' in tens i té  de contraintes K, pour différentes  longueurs de f i ssure ,  
l e s  bornes de l a  sé r i e  é tant  t e l l e s  que : 

L 

b)  Pour une longueur de f i ssure  donnée, f a i r e  va r i e r  l e  nombre de t e r -  
mes de sé r i e  retenus en modifiant l e  nombre d'arc de d iscré t i sa t ion  du contour C. 

c )  Pour une longueur de f i ssure  donnée, f a i r e  va r i e r  l 'étendue de 
l ' a r c  de chargement. 

d) Pour une longueur de f i ssure  donnée e t  pour un nombre C d'arcs 
de contour f ixés ,  f a i r e  var ie r  l e s  bornes de l a  sér ie .  

1 - Premier cas : 

Les r é su l t a t s  obtenus figure dans l e  tableau 3.1, dans lequel : 

C : e s t  l e  nombre d'arc de division du contour extér ieur  au delà de 
l ' a r c  de chargement, 

M e t  N : l e s  bornes infér ieure e t  supérieure de l a  s é r i e ,  

L : l e  diviseur de T correspondant à l ' a r c  de chargement. 
. . 

Y : l e  facteur  de forme avec : 

'T.c. celui  r e l a t i f  à l a  transformation conforme, 

%uP. celui  r e l a t i f  à l a  méthode de superposition. 



La différence remarquable en t re  l e s  r é s u l t a t s  obtenus par l e s  deux 
méthodes sera  in te rpré tée  dans l e  chapitre f i n a l .  

2 - Deuxième cas : 

Les r6sultat .s  obtenus figurent dans l e  tableau 3.2 e t  sont représentés 
à l a  f igure  3.5. 

Tableau 3.2 



L'ensemble des r é su l t a t s  moritre que l a  valeur o'utenue par l a  méthode 
. de transformation conforne converge vers c e l l e  de l a  méthode de superposition 

lorsque l e  nombre d'arcs de division du contour augmente. 

L'ensemble des valeurs obtenues  réc ci se que l a  convergence de l a  & r i e  
e s t  l en te ,  riéceçsi+ani; 18 pr i se  eri- compte d'un nombre de termes élevé. 'Jette par- 
t i c u l a r i t é  i l f l u e  défavorablement s in  l e s  coefficients du système d'équations 
l inéa i r e s ,  de so r t e  qu'im conditionnement de l a  matrice e s t  nécesseire pow résou- 
dre avec une précision acceptable l e  système. 

~ ' C L Z  O 



3 - Troisième cas : 

Les r é su l t a t s  figurent CU tableau 3.3 

Tableau 3 .3 .  

L'inf1:ience de l a  portée de l ' a r c  de chargement e s t  f a ib l e  pour l e s  
valeurs L = 100 e t  L = 200. 

La valeur obtenue pour L = 50, plus proche de l a  valeur de conver- 
gence de K I  e s t  due à l ' inf luence de l a  composante ver t ica le  des charges appli- 
quées qui n ' e s t  plus négligeable dans ce cas. 

4 - Quatrième cas : 

Les rgsul ta t s  sont regroupés dans l e  tableau 3.4 e t  sont représen- 
t é s  aux f igures  3.6 e t  3.7. 



Tableau 3 . 4  



Figure 3 .6  Figure 3 . 7  

Les r é s u l t a t s  obtenus montrent que l e  décentrement des bornes de l a  
s é r i e  par rapport 1s valeur O possède une grande influence sur la  valeur cal-  
culée.  

L e s  f igure  (3.6) e t  (3.7) montrent q u ' i l  n ' es t  pas possible  de dé- 
f i n i r  une convergence vers une valeur f i n i e  lorsque l e s  bornes de l a  s é r i e  va- 
r i e n t  pour un nombre d ' a rcs  de divis ion du contour C f ixé .  

3.2.5. Conclusions 

L'étude de l ' in f luence  des divers  paramètres intervenant dans l a  
résolut ion numérique montre a-ue c e t t e  méthode ne peut ê t r e  appliquée, dans ça 
forme actuel-le, pour déterminer avec précis ion l e s  facteurs  d ' i n t ens i t é  de con- 
t r a i n t e s  recherchés. 

L' in tervent ion d'un développement en s é r i e  de Laurent autour  de l ' o -  
r i g i n e ,  du à l a  t ranspos i t ion  du domaine i n i t i a l  par l a  transformation conforme, 
impose l a  présence d'un cer ta in  nombre de degrés de l i b e r t é  néfas tes  à l a  recher- 
che de l a  solut ion f i na l e .  

Une étude approfondie des problèmes l i é s  b l a  néthode u t i l i s é e  e s t  
donc nécessaire.  



3.3 ETUDE DE L'ANNEAU 

Le problème étudié correspond à la détermination du facteur dtinten- 
sité de contraintes K I ,  en mode de traction, en tête de fissure relativement au 
domaine défini à la figure 3.5. 

La symétrie évidente par ra~port, à l'axe Ox permet d'exposer la mé- 
thode envisagée pour le domaine défini par y positif. La symétrie Dar rapport 
à l'axe Oy sera introduite ultérieurement. 

3.3.1. Transformation conforme ; partitionnement du domaine. 

La présence du contour circulaire intérieur associé aux fissures, 
dans le cas de l'anneau, ne permet pas la recherche aisée de la transformation 
conforme unique définissant un contour géométriquement simple sur lequel les con- 
ditions aux limites sont vérifiées ou appliquées. 

Toutefois, la configuration classique du domaine étudié permet d'en- 
visager la combinaison de deux transformations ; l'une relative au cercle inté- 
rieur et l'autre, pour les sous-domaines comportant une fissure, relative à la 
fissure elle-même. 

Le plan physique étant défini par la variable z = x + iy introdui- 
sons le plan auxiliaire w relativement à la transformation : 

'K 
-i (w- - ) z = W, (w) = ri e 2 



La f igure  3.6 i l l u s t r e  l a  correspondance é t a b l i e  en t r e  l e  plan auxi- 
l i a i r e  w e t  l e  plan physique z qui s e  t r a d u i t  pour l e s  contours p a r  l e s  re- 
marques suivantes : 

i )  Toute horizontale du plan w s e  transforme en un arc centré  à 
l ' o r i g ine  du plan physique 0. 

En p a r t i c u l i e r ,  t ou t  point  s i t u é  s u r  l ' axe  des r é e l s  du plan w s e  
transforme en un point  appartenant au cercle  i n t é r i e u r  r.. 

1 

i i )  Toute v e r t i c a l e  du plan w s e  transforme en un rayon i s s u  du 
cerc le  i n t é r i e u r  dans l e  plan z. 

Les l im i t e s  AB e t  CD du domaine dans l e  plan physique correspon- 
dent aux segments A'B'  e t  C ' D r  du plan W. 

La f i s sure  de longueur 1 dans l e  plan image se  transforme en c e l l e  
de longueur 1 définie  dans l e  plan physique. 

- 1 La transformation inverse w = w ( z )  e s t  déf in ie  à p a r t i r  de 
(3.13) par l a  r e l a t i on  : 1 

El l e  permet de préc i se r  l e s  l im i t e s  du donaine image. 



La longueur de l a  f i s su re  dans l e  plan image e s t  donc déf inie  par : 

1 1 = l n  (1 +-) w r. 
1 

En appelant h e t  L l a  hauteur e t  l a  largeur  dii domaine image 
( f ig .  3 .6) ,  il vient  : 

Les publications 1 1 1 1 15 a t t i r e n t  l ' a t t e n t i o n  sur  l e s  
d i f f i c u l t é s  de convergence qui peuvent apparai t re  dans l e  cas de grandes f i s su re s  
lorsque l 'une  des conditions suivantes e s t  a t t e i n t e  : 

Pour c e t t e  raison, un partitionnement du domaine physique 1 1 
e s t  r é a l i s é ,  en accord avec ces conditions, partageant l e  domaine déf in i  pour y po 
s i t i f  en t r o i s  régions, l a  symétrie par rapport à l ' axe  des imaginaires é t an t  con- 
servée ( f i g .  3 . 7 ) .  

Figure 3 . 7  

T l  correspond,par l a  transformation z = ml ( w ) ,  au  domaine représen- 
t é  à l a  f i g .  3.8 

6' ' A '  CI 2 ' C' 
I l 

I I w 
I I 
I 7 1 
I 

. . I.- .I. ---P 

A' G ' D' 



La f i s su re  contenue dans l e  plan w res tan t  une discont inui té  du 
champ complexe, une seconde transformation conforme e s t  appliquée à l a  région II 
a f i n  de d é f i n i r  un contour géométrique simple l u i  correspondant. 

Un second plan aux i l i a i r e  < e s t  a l o r s  in t rodui t  relativement à l a  
transformation : 

La correspondance en t re  l e s  plans aux i l i a i r e s  C e t  w é t a b l i t  que : 

(3.16) 
1 

w = W2 ( 5 )  = - (5 - y) 2 

f t 
d' 1 I 

H' ; E'  
e 

I ' 

i )  l e  demi cercle  ( 5 )  = 1 s e  transforme en l a  f i s su re  1 centrée 3 
l ' o r ig ine  du plan w e t  s i t uée  sur l ' axe  des imaginaires. W 

I 

-.Y.-. .-.-. 

il) un point du plan < de module supérieur à l ' u n i t é  e s t  transformé 
par  u2 i<) puis  w i  (w) en un point s i t u é  à l ' ex t é r i eu r  de l a  f i s sure .  

P. a 3  

En p a r t i c u l i e r ,  un point s i t u é  s u r  l ' axe  des r ée l s  du plan < e s t  
transformé en un point de l ' axe  des r ée l s  du plan w e t  donc en un point du contour 
i n t é r i eu r  de l'anneau dans l e  plan z .  

-.9 

G' 3' 6 " JH 

I I 
Figure  3.9 

Compte tenu de l a  décomposition du ~roblème in t rodui te  par  l e  par- 
titionnement, l e s  po ten t ie l s  complexes recherchés vont ê t r e  déf in i s  pour chacune des 
régions II e t  III, l a  région 1 é tan t  identique à l a  région III de par l a  symétrie. 

Pour chaque région, l 'expression des po ten t ie l s  do i t  ê t r e  déterminée 
à p a r t i r  des conditions aux l imi t e s  imposées sur  l e  contour. 

Les fonctions recherchées é tan t  déf inies  pour tou t  l e  domaine, il 
e s t  donc nécessaire d ' in t roduire  des conditions de raccordement en t re  l e s  po ten t i e l s  
des régions II e t  III. Ces r e l a t i ons  supplémentaires seront é c r i t e s  en exprimant l a  
cont inui té  des déplacements e t  des contraintes l e  long du segment commun 1 J (ou 
1' J'). 

3.3.2. Prolongement analytique 

Dans l e  but de v é r i f i e r  automatiquement l e s  conditions aux l imi tes  
imposées s u r  cer ta ines  p a r t i e s  du contour e t  de réduire  l e  nombre de fonctions po- 
t e n t i e l s  inconnues, il e s t  in téressant  d 'effectuer  un prolongement analytique.  
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Le ce rc l e  i n t é r i e u r  de l 'anneau ous son homologue dans l e  plan image 
apparaî t  comme un contour in té ressan t  de prolongement pour l e s  ra isons  suivantes : 

I i) c e t t e  f ron t i è r e  s 'étend à l a  f o i s  sur  l e s  régions II e t  III, 

i i )  l e s  contra intes  imposées sont nu l les  en tou t  point  de ce contour. 

En conséquence, l a  cont inui té  des po ten t ie l s  mI(z) à 0111 ( 2 )  e s t  
déterminée par  rapport au contour A'F'D' du plan image w ( f i g .  3 .8) .  

Le prolongement analytique é t an t  effectué à p a r t i r  de 1 ' e q r e s s i o n  de 
l a  r é su l t an t e  ( r e l a t i o n  (3.5) dans laque l le  5 e s t  remplacé par w), l e s  expressions 
des po t en t i e l s  g l ( z )  en fonction des + ' ( z )  sont identiques quelle que s o i t  l a  région 
considérée. 

~ La cont inui té  des g t ( z )  en t r e  eux e s t  a l o r s  assurée par  l e s  condit ions 
de raccordement imposées aux po t en t i e l s  + ' ( z ) .  

Dans l e  plan a u x i l i a i r e  w, l e  sens de parcours du segment A ' D '  chois i  
e s t  c e lu i  de l ' axe  des r é e l s ,  déf inissant  a i n s i  l e  domaine dans l a  p a r t i e  gauche G 
(y p o s i t i f ) .  

La r e l a t i on  (3.5) é c r i t e  dans l e  plan w permet d ' é c r i r e ,  pour t ou t  
segment quelconque, de l ' axe  des r ée l s ,  compris en t re  A '  e t  D '  : 

w (w) é t an t  holomorphe dans t ou t  l e  plan complexe, l e  prolongement 
analytique de +(w) à t r ave r s  A ' D '  e s t  chois i  t e l  que : 

- 
en respectant l a  r e l a t i on  : f (w) = f  (w) 

w appartenant au domaine D, t ou t e s  l e s  fonctions comprises dans l e  
membre de d ro i t e  sont déf in ies  puisqu' e l l e s  font i n t e rven i r  V qui appar t ient  au domaine 
G. 

Le domaine dans leque l  + ( w )  do i t  ê t r e  analytique e s t  a l o r s  étendu à 
ce lu i  représenté à l a  f igure  3.10. 



Le po ten t i e l  complexe gl(w) e s t  clairement dé f in i  à p a r t i r  de l a  
r e l a t i on  (3.17) s o i t  : 

La résu l tan te  des act ions  exercées par l a  p a r t i e  d ro i te  sur l a  par- 
t i e  gauche d'un a r c  donné s'exprime a lo r s  par  l a  r e l a t i on  : 

La r e l a t i o n  (3.6) é c r i t e  dans l e  plan w exprimant l e s  déplacements 
d'un point  du domaine devient : 

(w, (w) - w1 (w)) 
(3.20) 2G (u + i v )  = T l  4(w) + $(w) 

- 1 4' (w) 
u' (w) 

S i  (w) e s t  analytique dans l e  domaine étendu B'C1y'B' a l o r s  l e s  
conditions de contra intes  nu l les  son automatiquement vé r i f i ée s  l e  long du cercle  
i n t é r i e u r  de l'anneau. 

3.3.3. Influence du partitionnement su r  l 'express ion du - 
po ten t i e l  complexe 

a) région contenant l a  f i s su re  : -- 

Le domaine déf in i  par  l a  région II e s t  analysé qu 'au moyen de deux 
transformations conformes successives t e l l e s  que : 1 

Les expressions de l a  résu l tan te  e t  du déplacement s'expriment a l o r s  
en fonction de l a  var iab le  < sous l a  forme : 

La méthode de f ixa t ion  des condit ions au contour é tan t  u t i l i s é e ,  . 
l ' express ion du po t en t i e l  O(<) e s t  recherchée sous l a  forme d'un développement en 
s é r i e  de Laurent l i m i t é  par  l e  nombre de po in t s  de f ixa t ion  retenus. 



Le point w = -i, correspondant au point < = -i est un pôle des 
fonctions potentielles relatives à la région II, introduit par la transformation 
conforme. 

En conséquence, le développement en série de $(<) doit tenir compte 
de cette singularité et donc se présenter sous la forme suivante : 

+Co 

les a étant des constantes complexes. n 

Les conditions particulières sont imposées aux termes de O(<) pour 
respecter la symétrie pra rapport à l'axe des imaginaires. 

L'écriture de la résultante (3.22) à partir de (3.24) et pour la- 
quelle Yn = O quel que soit w et c imaginaires conduit à l'expression du po- 
tentiel : 

a2n et '2n+i étant des coefficients réels. 

b) ~égion sans fissure : 

La transformation z = ol (w) est seule utilisée dans le cas de la 
région III. 

Les expressions de la résultante et du déplacement sont alors données 
par les relations (3.19) et (3.20). 

Le domaine pris en compte, étendu par l'intermédiaire de la trans- 
formation conforme, ne comporte pas de points singuliers. 

Le potentiel $ (w) peut donc être recherché sous la forme d'un déve- 3 loppement en série entière autour de tout point w appartenant au domaine. 
O 

On pose : 

Le point w retenu étant le centre géométrique de la région III éten- 
O due par le prolongement analytique. 

Dans le plan physique, la région III est limitée à l'axe des réels 
en vertu de la symétrie du problème. 

En conséquence, quel que soit z appartient à l'axe des réels la 
composante réelle de la résultante des charges appliquées (x,) est nulle. Cette 
condition se traduit dans le plan w par : 

.., 



e t  puisque wo e s t  r ée l ,  l a  condition de symétrie par rapport à l 'axe des ima- 
ginaires ,  exprimée en termes de résul tante ,  impose à @ ( w )  l 'expression suivante : 3 

'2n- 1 
étant  des coefficients rée ls .  

3.3.4. ~é terminat ion  des coefficients des sé r i e s  - 

Compte tenu de l a  double symétrie respectée par l e s  potent ie l s  
0 (C) e t  @ (w) l 'é tude du problème peut ê t r e  effectuée sur un quart de l'anneau 
(Sig. 3.113. 

Les conditions aux l imites  imposées sur l e  contour sont exprimées 
en termes de résultantes.  Ce choix e s t  j u s t i f i é  par l e  fai t  q u ' i l  permet de con- 
server l ' équ i l ib re  s ta t ique  global de l'élément. Il e s t  de plus possible de rendre 
l e  découpage du contour aussi  f i n  que souhaité permettant, à l a  l imite ,  de vé r i f i e r  
l e s  conditions en contraintes. 

Pour l a  région III l e s  conditions de résul tantes  nulles sont imposées 
sur  l ' a r c  I C  du contour extérieur.  

A : arcs  de division sont requis pour l a  discrdt isat ion de cet  élément. 

Pour l a  région II, l e s  conditions de résul tantes  sont imposées sur  
l ' a r c  EI du contour extér ieur  e t  sur l a  f issure.  

Soient : 

B : l e  nombre d'arcs de division du contour E I ,  

C : l e  nombre d'arcs de division de l a  f issure.  

Le segment IJ commun aux régions II e t  III e s t  divisé en D par t ies  
égales sur  chacune desquelles e s t  exprimée l a  continuité des contraintes e t  des 
déplacements. 



Le segment IJ commun aux régions II e t  III e s t  d iv i sé  en D p a r t i e s  
égales sur chacune desquelles e s t  exprimée l a  cont inui té  des résu l tan tes  imposant 
a i n s i  2D re l a t i ons  de déf in i t ion  des coef f ic ien ts  de s é r i e s .  

La cont inui té  des déplacements e s t  exprimée en chaque point de dis-  
c r é t i s a t i on ,  au nombre de D + 1 .  En conséquence, 2 ( ~  + 1)  r e l a t i ons  de dé f in i t i on  
des coef f ic ien ts  sont indui tes  par  c e t t e  condition. 

Au t o t a l ,  l'ensemble du domaine étudié  fourn i t  
[ 2 ( ~  + B + C + 1)  + 4 D] r e l a t i on  de déf in i t ion  des coef f ic ien ts  de $I ( 5 )  e t  $13(w), 
nécessi tant  l a  p r i s e  en compte d'un nombre de termes éga l  pour l'ensemgle des 
deux sé r i e s .  

Pour l l app l i ca t ion  numérique, l a  t roncature  des s é r i e s  s e ra  r éa l i s ée  
avec l e  soix suivant : 

M N 

Le développement du po ten t i e l  m2 (5 )  e s t  donc centré  autour de l a  va- 
l e u r  n = O 

Cette détermination des po ten t ie l s  impose aux l imi t e s  N e t  M de 
respecter  l e s  conditions suivantes : 

3.3.5 Facteur d ' in tens i té  de contraintes  

En mode 1 de t r a c t i o n  e t  pour une f i s s u r e  appartenant à l ' axe  des 
réels, l e  fac teur  d ' in tens i té  de contraintes  est donné par  l a  r e l a t i on  1 17 1 . 

a é t an t  l ' absc i s se  de l a  tê te  de f i s sure .  

La configuration adoptée dans l e  cas de l'anneau ( ~ i g .  3.5) comporte, 
pour l e  demi domaine étudié,  une f i s sure  ~ o r t é e  par l ' axe  des imaginaires. 

En conséquence, on effectue l e  changement de repère t e l  qi;e z é tan t  
l a  var iab le  rapportée au plan O/?, 7 nous ayons : 

Ainsi l a  f i s su re  appartenant à l a  région II, l 'expression du facteur 
d ' i n t ens i t é  de contrainte  s ' é c r i t  : 



La région II étant paramètrée dans le plan 5 l'application des deux 
transformations conformes définies par (3.13) et (3.16) conduit à exprimer 
$I'~(z) SOUS la forme : 

avec : 

Lorsque z tend vers i(r.+l) les paramètres de transformation w 
1 et < sont tels que : 

I w + i ~,(l + = i lw 
i 

et < + i  

O 
conduisant à une forme indéterminée de type - pour KI. O 

La levée de l'indétermination est obtenue en exprimant le rapport 

{ Z q T )  
u t 1  (w) ml2(<) 

au moyen de la ~ariable w puis à en recherche l'équivalent dans un développement 
limité autour de la valeur w = -i W. 

La relation de définition du facteur d'intensité de contraintes K 
est alors donnée par : 

1 



3.3.6. Mise en kquations du problème - 

a )  Etude de l a  région II 

La vé r i f i ca t i on  des conditions aux l im i t e s  exprimées en termes de 
r é su l t an t e  conduit à e x p l i c i t e r  l a  r e l a t i o n  (3.22) au moyen du développement en 
s é r i e  de 02 (< )  s o i t  (3.25). Pour un a r c  k ,  1 ) , l a  résu l tan te  complexe s e r a  
é c r i t e  sous l a  forme : 

i e 5  
On pose 5 = P5 , py e t  é tan t  déf in i s  à p a r t i r  de l a  déter-  

mination d'une branche uni orne de 1.a t r a n s  ormation 5 = w2-' ( w )  . 

So i t  : 

t 

e t  en conséquence : 

L'expression de $(y) e s t  obtenue à p a r t i r  des r e l a t i ons  précédentes 
en changeant l e  signe des fonctions trigonométriques impaires, s o i t  : 



2n+ 1 
1 cos(2n-1)e 5 -p 5 2nsin2ne C ) + 

O 
2n+ 1 

cos (2n+1) 8 +p 2n+2sin2nû ) 
5 5 5 1 

- 1 a2n( P< 2n+'sin(2n-~)8 5 +p C 2ncos2ne 5 ) + 

O 1m[$ (SI] = 
1 

'-2p sine +1 
P5 5 5 

+ ' '2n+1 (P< 2n+2co~2ne 5 -p 5 2n+'sin(~n+t )O 

L'expression de $'(5) s'écrit : 

soit encore 

Après multiplication par les complexes conjugués de leur dénomina- 
teurs, les termes A et B deviennent : 

+ 2p5 sin 0 + 1 
5 

5 
* + 2p5 sin 9 + 1 r 



5 
+ 4 p 'sine + ~p~~(2-cos28 ) + 4p sine + 1 

5 5 5 5 5 

En conséquence, les parties réelles et imaginaires de chacun des 
termes s 'écrivent : 

2n- 1 2n 
I: 2n a2n(~5 cos(2n-1)8 -p sin(2n-2)8 ) - 5 5 5 

1 

- '(2n+l) Bpn+l (p:nsin2n~ 5 + p5 2n+1 cos (2n-1 )e 5 I 
En posant : 

2 DEN = pg4 + 4 p 'sine + 2pZ (2 - cos20 ) + 4b sin0 + 1 
5 5 5 5 5 

nous obtenons pour B : 



Le terme -d2(<) s ' é c r i t  : 

d'où il vient  : 

1 
W a I i u ~ ]  =v s i n  20 < 

Pour l e s  termes r e l a t i f s  à l a  première transformation wl (w) nous 
obtenons : 

w1 (w) = z par déf ini t ion 

d'où 

- 
enfin O' (w) = i z  

L'ensemble de ces t r o i s  termes permet d 'écr i re  : 



Dansrle but d'alléger l'écriture, les expression utilisées présen- 
tement seront écrites au moyen des nombres cerclés définis précédemment. 

Ainsi : 

- 
5 -a)@ + (@-GD) 63 + i[(@-@)a- (@-a) @] 9 - (0 

Avec : 

Compte tenu de ce calcul intermédiaire, les expressions des résul- 
tantes dans le repère cartésien lié au plan complexe paramétrés dans le plar, 5 
sont données par : 

~xPressions du module et de l'argument de 5 : 

Compte tenu de la transformction conforme utilisée pour passer du 

plan < au plan w, l'expression de < définissant la transformation inverse est une 
fonction multiforme puisque : 

La fonction (w2 + \ 2)q2présente deux points de ramifications en 
w = * i y. En introduisant le segment [- ilw, i$] comme discontinuité et avec 
les notations de la figure 3.12, il vient : 



Le sens de parcours de l a  d i scon t inu i té  é t an t  cho i s i  comme c e l u i  de 
l ' a x e  des imaginaires, il partage l e  plan en deux régions dénommées gauche G 
e t  d r o i t e  D. 

La détermination uniforme retenue e s t  t e l l e  que pourt  t ou t  tir appar- 
tenant  au bord d r o i t  de l a  d i scon t inu i té  : 1 

i e  
En conséquence, l ' express ion de 5 s ' é c r i t  en posant w = pw e w 

Cet te  r e l a t i o n  fourn i t  pour l e  nodule e t  l 'argument de 

La première t ranÇfomat ion conforme ,z = .o (w) peilmet de d é f i n i r  l e s  
expressions de p e t  Ow s o i t  : 

1 
W 

Les modules e t  arguments p l ,  pz, 8, e t r  e2 sont également d é f i n i s  à 
p a r t i r  de l ' express ion de w s o i t  : 

1 

i 



La connaissance de tous ces paramètres e s t  nécessaire pour d é f i n i r  
l e  contour ex té r ieur  dans l e  plan 5 .  

Dép Zacements 

L'expression du déplacement d'un point  de l a  région II e s t  donné par  
l a  r e l a t i o n  (3.23) s o i t  : 

Cette  r e l a t i o n  e s t  const i tuée  de termes identiques à ceux intervenant 
dans l e  ca lcu l  de l a  r é su l t an t e  su r  un élément de contour, ce qui  permet d 'expl ic i -  
t e r  facilement l e s  r e l a t i ons  de dé f in i t i on  de u e t  v en fonction des expressions 

1 à 12 déf in ies  précédemment sous l a  forme : 

b) Etude de. 1%-région III 

RéruZtante 

L'expression de l a  résu l tan te  u t i l i s é e  dans ce  cas  correspond à l a  
r e l a t i o n  (3.19) é c r i t e  dans l e  repère ca r tés ien  l i é  au plan z paramétré en fonc- 
t i o n  de w : 



L'explicitation de cette relation est effectuée au moyen de la re- 
lation (3.27) dans laquelle la valeur wo = . 

La relation (3.14) conduit à : 

En posant (w-w ) = p' e i8', il vient : 
O 

[ : 
Arct 

r 
+ (in (") r. 

1 r 

Compte tenu de ces définitions, chaque terme 6u membre de droite 
de la résultante peut s'écrire : 

d'où l'expression 

- 2n- 1 
$3(w) - $ a  (w)=-2z 62n-1 sin(2n-l)el + 2iL y 2n-2 p ' 2n-2sin(2n-2) 8 

Pour l'expression de $'(w) il vient : 

a, (w) - 0, (3 
L'expression du terme déjà définie dans l'étude de la 

région II reste : w' 1 h) 

Compte tenu de ces expressions, chaque composante de la résultante 
complexe s'écrit : 



Dép Zacements 

L'expression qui f o u r n i t  l e  déplacement d'un point  de l a  région III 
e s t  donnée p a r  l a  r e l a t i o n  (3.20) s o i t  : 

[wl (w) - w1 (W)] 
2 G(u .+  i v )  = ri ~ ( w )  + O(;) - O '  ( w )  

w'  , (w) 

L ' e x p l i c i t a t i o n  de chacun des termes de c e t t e  r e l a t i o n ,  r é a l i s é e  l o r s  
de l a  recherche de l ' express ion  de l a  r é s u l t a n t e  permet a l o r s  de d é f i n i r  chacune 
des composantes du déplacement sous l a  forme : 

i n - 1  0 '  ( 1 ) -  
,2n-2 

cos [ 20Z-(2n-2)B'] 1 

c )  Continuité e n t r e  l e s  régions II e t  III. 

Pour t o u t  segment [k, k+lJdu rayon 1 J séparant  l e s  régions  II e t  III, 
il s u f f i t  d ' é c r i r e  deux condit ions : 



i) l ' é g a l i t é  des résu l tan tes  déterminées pour chacune des régions 
par  l e s  r e l a t i ons  (3.29) e t  (3.35) s o i t  : 

k+ 1 k+ 1 
( [ R x + i ~ ]  = ( [ R x + i ~ ]  

Y I I  Y III 

ii ) 1 ' é ga l i t é  des déplacements déterminés par  l e s  r e l a t i ons  ( 3.20 ) 
e t  (3.23) exp l i c i t é e s  au moyen des r e l a t i ons  (3 .25)  e t  (3.27) sont  : 

( [u + i v I k  = ( [ u  + i v I k  ) 

II III 

Le programme informatique de réso lu t ion  numérique f igure  à l 'annexe 
A 5 .  

Son explo i ta t ion  n ' a  pas permis, à ce jour,  d 'obtenir  des r é s u l t a t s  
comparatifs. 

Aucune conclusion ne peut donc ê t r e  apportée sur  l a  précis ion de l a  
méthode des transformations conformes ; une mise au  point  dé f in i t i ve  é t a n t  néces- 
s a i r e .  



I V  - ~~ÉTHODE DES DI SCONTINUITÉS DE DEPLACEMENTS 

4.1 PP.ESENTATION DE LA METHODE 

Les méthodes des di f férences  f i n i e s  ou des éléments f i n i s  u t i l i s é e s  
en é l a s t i c i t é ,  basées su r  l e s  l o i s  de comportement du matériau déf inies  en chacun 
de s e s  points  nécessitenk , dans l e u r  appl icat ion,  une d i s c r é t i s a t i on  en t i è r e  du 
domaine é tudié .  Il s'en/ s u i t  que : 

i )  l a  t a i l l e  des systèmes d'équations algébriques à résoudre e s t  en 
général  t r è s  grande.,) 

/ 

i i )  un maillage e s t  spécif ique à chaque configuration du domaine étuCii6 
Toute modification, auss i  p e t i t e  s o i t - e l l e ,  d'une por t ion du domaine, nécess i t e  
l a  r edé f in i t i on  in tégra le  de l a  d i s c r é t i s a t i on .  

L ' i n t é r ê t  de ces méthodes e s t  donc l i m i t é  par l e  coût d 'exploi ta t ion 
r e l a t i f  à une cer ta ine  r i g i d i t é  de l e u r  mise en place  ; e l l e s  sont donc mal 
adaptéeçpour l ' é t ude  de l a  f i s su ra t i on .  

La méthode des discont inui tés  de déplacements [ 2 1 s 'apparente 
aux méthodes des équations i n t ég ra l e s  en ce sens qu 'e l l e  e s t  basée également sur  
l ' u t i l i s a t i o n  des fonctions d ' inf luences  pour cons t ru i re  un système d'équations 
dépendant uniquement des conait ions imposées sur  l e  contour. . 

Toutefois,  e l l e  d i f f è r e  de ces dernières  par  l e  type d'inconnues en 
fonction desquelles sont exprimées l e s  grandeurs é las t iques .  

La méthode proposée e s t  basée su r  l a  connaissance des Ciéplacements 
dans un mil ieu homogène, i so t rope ,  linéairement é las t ique  en é t a t  de déformation 
plane. E l le  possède pour point  de départ  l e s  r e l a t i o n s  de Neuber Papkovitch. 

La résolut ion numérique repose sur  l ' é c r i t u r e  d'un système d'équations 
algébriques formulées en déplacement nécess i t an t ,  dans l e  cas présent ,  l a  r e c t i f i -  
ca t ion du contour. 

On considère a l o r s  que- le  contour e s t  soumis à un déplacement uni- 
forme du plan i n f i n i  su r  chaque segment de d i s c r é t i s a t i on .  Les composantes du dé- 
placement sont a l o r s  déterminées de façon à v é r i f i e r  l e s  condit ions aux l im i t e s ,  
en con t ra in tes  e t  déplacements, imposées su r  l 'ensemble du contour. 

Les r e l a t i ons  de Neuber Papkovitch a i n s i  que l e s  équations du champ 
é l a s t i que  permettent a l o r s  de d é f i n i r  l e s  contra intes  e t  l e s  déplacements en tou t  
point  du domaine. 

4.2 EXPOSE DE LA liETHODE : RELATIONS FONDAMENTALES 

4.2.1 . Solutions p a r t i c u l i è r e s  de base 

Dans l e  cas d'un mil ieu homogène, i so t rope  e t  l inéairement é las t ique  
en é ta t  de déformation plane, l a  r e l a t i o n  de Neuber Papkovitch s ' é c r i t  : 



avec : 

3. 
u le vecteur d&placement, solution élastique mrticulière avec 
O le champ de pesanteur. 

3 le pbtentiel vecteur dont aependenl 

Bo Une fonction scalaire harmonique. 

L'hypothèse de l'absence de forces de pesanteur étant retenue, la 
.condition imposée est 

-+ 
u = O  
O 

3. -+ 
En conséquence, la relation (4.1 ) s16crit en repère cartésien O/X, z : I 

La dgtermination des déplacements est donc lié 'inttion de 
3 rA Bo choisie pour respecter les conditions aux limite auai r uu s'est bpo- 
a6e~. 

La mgthode des discontinuités de d6placement à inikialement é t é  in- 
troduite dans l'étude des champs de contraintes liés à la présence de fissure en 
milieu infini , 

& état de déformation plane rapportee au pl- 
fondamentaux de chargement de fissure qui'se p 

a) le mode ~r lequel 1 

quel quc oit 
la limite sur / 

: modes 

mdit ion 
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b)  l e  mode 2 ou de cisail lement r e l a t i f  aux conditions : 

a -(x,o) # O - 0 0 4  x \ < + a  
ZX 

sauf éventuellement sur  
l e  segment [ -a, +a ] 

+ 
Le choix ce ces conditions aux l imi tes  pour l a  détermination de B 

e t  Bo conduit, compte tenu des r e l a t i ons  contraintes  déformations e t  l 4 . 2 1  , 
aux déf in i t ions  suivantes : 

* pour uzz(x,o) = 0 - m g ) (  \ < + C o  

4 e t  x é tan t  deux fonctions harmoniques t e l l e s  que A@ = AX = O e t  
v l e  coeff ic ient  de Poisson du milieu é tudié .  

L'existence d'une f i s su re  dans un milieu ho~ogène in t rodui t  une dis- 
cont inui té  dans l e  champ des déplacements. I l  e s t  donc possible de préc ise r  l e s  
fonctions 4 e t  x à p a r t i r  de conditions aux l imi tes  en dg~lacements é c r i t e s  pour 
t ou t  élément appartenant à l a  f i s sure .  

Une solut ion particulièrement in té ressan te  correspond au cas d'une 
discont inui té  de déplacement constante su r  un segment f i n i  de l a  f i s su re .  

Deux p o s s i b i l i t é s  s e  présentent pour l'éliément présenté à l a  f igure  
4.1. 

i) une discont inui té  de déplacement normale Û t e l l e  que : z 

l i m  II (x ,z )  - l i m  z + o -  
z + o +  z U (x,z) = 

Z 
û z 1 x 1 -  

qui associée aux conditions : 

ox,(x,0) = 0 - m < x  < + C Q  

Uz (x,o) = O 



fourni t  pour l a  fonction c$ l a  r e l a t i o n  : 

i i )  une discont inui té  de déplacement t angen t i e l l e  û t e l l e  que- : 
X 

qui associée aux conditions : 

fourn i t  pour l a  fonction x l a  r e l a t i on  : 

L'ensemble de ces solut ions  pa r t i cu l i è r e s ,  p r i s e s  seules ou combinées, 
permet de déterminer l e s  solutions correspondantes aux conditions aux l im i t e s  
imposées par  l ' é t ude  de problèmes spécifiques.  

4.2.2. Solution générale dans l e  cas  d'un mil ieu f i n i  

ou i n f i n i .  

D'une façon générale, l ' analyse  d'un problème pa r  l a  méthode des 
discont inui tés  de déplacements conduit à considérer N segments de discont inui té  +- 
or ien tés  arbitrairement dans l e  plan r e l a t i f  au repère 0/;)x, z .  

-+ -+ 
Le choix d'un repère l o c a l  I / E ,  5  associé à l 'élément i ( f i g .  4.2) 

permet d'exprimer dans ce repère l e s  re la t ions  (4.3) à (4.6) en termes de fonc- 
t i o n s  9 ( 5 ,  6 )  e t  x ( S ,  5 ) ,  l a  procédure é tan t  identique pour chaque segment. 



Les déplacements d'un point M( c ,  C) quelconque du pljn dus au 
iê~segment, sont alors donnés par les relations (4 .2)  explicitées au moyen des 
relations (4 .3 )  et (4 .4 )  combinées soit,: 

-t 3 
Les déplacements ux et u exprimés dans le repère général O/X,  y 

s'obtiennent alors facilement au moyen 8es formules de transformations de change- 
gement de repère permettant ensuite, par les relations de l'élasticité linéaire, 
de déterminer les contraintes et déplacements au point M. 

Les contraintes et déplacements au point M dues à l'action de 
l'ensemble des N segments s'obtiennent donc par la somme de N termes relatifs 
à chaque discontinuité. 

En particulier, les fonctions 4 et x étant linéaires en Ûx et fi 
les contraintes et déplacements du milieu 1 du ième segment dues à 1 la 
présence des N discontinuités peuvent s'écrire sous la forme 

clt, 0 , ut et u étant les contraintes et déplacements tangents n et normaux du peine 1 milieu du ième ségment obtenus après passage des expres- 
sions du repère général au repère local. 

Les conditions aux limites appliquées sur le contour d'un domaine, 
en l'occurence sur chaque discontinuité de déplacement, étant définies en con- 
traintes, en déplacements ou en mode mixte, il est possible, par l'intermédiaire 
des systèmes d'équations algébriques ( 4 . 7 )  et (4 .8)  de déterminer les disconti- 
nuités de déplacement Û et Ût répondant au problème. n 

La détermination des contraintes, déplacements et déformations en 
tout point du domaine étudié est alors possible au moyen des relations générales. 



c 2 n 2 ~ 3 ( t ,  (1 - 2n!F4(<- + c{nFs(S, <)- 1F6(t9 c ) ] ]  
ab- +241 - 11) 

- Gû 
6:: = 

' [2nlF3(<. i) +(n2 - l2)F4(<, ;) - i ( l ~ , ( i ,  il + n ~ , ( < ,  i)) ] h(1 - v) 

avec : 

- I[log, [(t + a)2  + C 2 ] +  - log, [(€ - al2  + C21tl 

. . 
(?y . n(n2 - 312)[(< + a l 2  - i2]  + 21(3n2 - 1 2 ) ( <  +a) {  F,(t, C) = = 

CXCL [(C + al2 + C 2 1 2  
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Chaque discontinuité possédant deux degrés de liberté en condition 

aux limites, la taille du système à résoudre sera alors 2 N x 2 N. 

4.3 APPLICATION DE LA METHODE 

4.3.1 . Exploitations 
La méthode des discontinuités de déplacement est utilisée présente- 

ment afin de déterminer le facteur d'intensité de contrainte K (mode 1 ), en 1 tête de fissure pour les deux problèmes envisagés précédemment, à savoir : 

i) le cas du zisque soumis à l'action de deux charges diamétrales 
concentrées comportant une fissure centrale dans le plan de chargement, 

ii) le cas de l'anneau, supportant le même chargement et comportant 
deux fissures issues di: contour intérieur diamétralement oppos&sdans le plan 
des forces. 

Les résultats obtenus par la méthode permettent d'envisager deux pro- 
cédés de calcul du K I  : 

3 + 
a) Le plan étant rapporté au repère A/x, z défini en tête de fiçsce 

( fig. 4.3) la connaissance des contraintes en un ensemble de point M du segnent 
A, x situés au voisinage immédiat de la tête de fissure est possible. Sachant 
que dans ce cas l'expression (1 .4)  définit la relation entre K I  et les ccn- 
traintes normales, la valeur de K est facilement obtenue à partir de la combe 
représentative de o (x, O) = f l X). 

Z Z  

Figure 4 . 3  - 

Cette exploitation de la méthode conduit à une valeur erronée de K, 
pour la raison suivante : 

La répartition réelle des contraintes 0 Z(~, O) = g (x) croît très 
vite au voisinage de la tête de fissure. Il en résul%e que, pour un segment de 
calcul proche de la discontinuité, la valeur de la contrainte moyenne réellement 
appliquée ne correspond pas à celle existant au milieu de ce segment dont la va- 
leur est calculée par le programme. 

En conséquence, le tracé de la OZ (x, O) = f ( X, à partir des rg- 
sultats nécessite la prise en compte d'un coeFficient correcteur propre 8 chaque 
segment , notamment au voisinage immédiat de la fissure. 



De ce fait, ce procédé de calcul du KI n'a pas été envisagé. 

b) Une détermination basée sur le calcul de l'énergie disponible à 
l'avancement de la fissure : G. 

 après la théorie de Griffith, nous avons vu (chapitre 1) que, pour 
une propagation infinitésimale de fissure 61, l'énergie G disponible pour la 
création de nouvelles surfaces de discontinuité provient de la variation globale 

a$ de llénergie élastique emmagasinée dans le corps et du potentiel des charges 
extérieures appliquées ( 1 . a ) .  

Pour un milieu linéairement élastique en état quasi statique, soumis 
à un ensemble de charges concentrées F. , lleqression de ô$ est donnée par le 

1 théorème de Clapeyron : 

U. étant le déplacement du point d'application de la charge F. dans 
1 1 

sa propre direction. 

L'expression de G déduite de la théorie de Griffith s'écrit donc : 

IRWIN 1 1 a établi, par l'étude du champ de contraintes et de dé- 
placements autour d'un défaut, la relation entre G et les facteurs d'intensité 
de contraintes. Dans le cas particulier d'une fissure sollicitée par des contrain- 
tes de traction perpendiculairement à son plan, cette relation s '&rit ( 1.9) 

avec a = 1  - v2 en déformations planes 

a = 1  en contraintes planes 

4.3.2. Discrétisations et résultats 

L'exploitation de la méthode des discontinuités de déplacement a éti 
réalisée par le calcul du taux de restitution d'énergie G. 

a) Cas du disque 

L'application numérique a été exécutée avec les données suivantes : 

R = 2 c m  
b = l  cm 
E = 30 bars 
v = 0,20 



Discrdtisation du contour 

Deux discrétisations du contour extérieur ont été mises en oeuvre. La 
prise en compte par le programme de c~+lcul des conditions de symétrie et la pré- 
sence de la discontinuité sur l'axe Ox justifient le choix des domaines de cal- 
cul représentés aux figures 4.4. et 4.5. 

Figure 4.4 Figure 4.5 

-t 
La présence de la fissure sur l'axe de symétrie Ox ne permet pas au 

programme de calcul d'exploiter les conditions de double symétrie. 

Chargement - 

Les discrétisations correspondant aux figures (4.4) et (4.5) seront 
repérées respectivement par les symboles Dl et Dg. 

Deux types de chargement ont été appliqués au système Dl : 

i) Dans un premier cas, une contrainte normale o = 10' bars est ap- 
pliquée sur l'arc d'angle divisé en 20 parties égales, n 

50 
représenté à la 

figure 4.6. 
I 5 3 (10 4 bars 



Les facteurs de forme calculés dans ce cas seront repérés par  l e  
symbole ( Y  ) . 

1 

ii) Dans un deuxième cas, l a  résolution du problème a é t é  envisagée 
au moyen de l a  méthode de superposition des é t a t s  de contraintes.  

Le problème e s t  a lors  résolu de manière équivaient,e en consi- 
dérant l a  f i ssure  supportant un é t a t  de contraintes normales d ' in tens i té  égale 2 
T) 

Dans ce sens, un chargement t e l  Que a = lo4 bars a été appliqué 
n 

sur tous l e s  segments de décomposition de l a  f issure.  

Les facteurs de forme calculés dans ce cas seront repérés par  l e  sym- 
bole ( Y  ) . 

2 

Pour l e  système D2 une contrainte normale o = IO' bars e s t  appliquée 
sur l ' a r c  d'angle divisé  en 5 pa r t i e s  égales 

1? 

25 
représenté à l a  f igure 

4.7. 

Les facteurs de forme calculés dans ce cas seront repérés var  l e  
symbole Y . 

D, 
L 

La détermination du 6U. r e l a t i f  à chaque charge Fi a é t é  caiculée 
1 à p a r t i r  d'un accroissement v i r tue l  6 1  = O,O1 1 de l a  f i s su re  dans sa propre 

direct ion.  

Les r é su l t a t s  obtenus sont présentés dans l e  tableau 4 .1 .  



L'erreur r e l a t i v e  calculée par comparaison avec l a  méthode de super- 
pos i t ion  en champ complexe e s t  déf in ie  pour chaque cas de chargement p a r  E . 

La l ec tu re  du tableau apporte l e s  commentaires suivants : 

1 )  Les valeurs de (yD,)  , in fé r ieures  à l ' u n i t é  pour l e s  p e t i t e s  f i s -  
sures ,  soulèvent un problème 1 d'appl icat ion numérique de l a  méthode dont l a  
cause peut ê t r e  r e l a t i v e  à : 

i )  l a  d i s c r é t i s a t i on  du contour non suffisamment uniforme, 

i i )  l a  d i s c r é t i s a t i on  de l ' a r c  d 'appl icat ion des charges t e l l e s  
que 11extrêmit6 commune de deux segments de r e c t i f i c a t i o n  appar t ient  à l ' a x e  de 
symétrie 02 . 

i i i )  l a  valeur de l a  contra inte  normale appliquée t r o p  élevée 
produisant des discont inui tés  de déplacement des segments de chargement t rop  im-  
por tantes  relativement à l e u r  longueur. 

2 )  Les valeurs de (yD1) sont proches de c e l l e s  r e l a t i ve s  à YsUp. 
2 

Ces r é s u l t a t s  montrent que lorsque l e  chargement e s t  appliqué perpen- 
diculairement aux lèvres  de l a  f i s su re ,  l e s  r é s u l t a t s  obtenus sont co r r ec t s  avec 
l a  même d i sc r é t i s a t i on  que précéderment. 

En conséquence, ces valeurs confirment l ' in f luence  de l a  d i s c r é t i s a -  
t i o n  du contour ex té r ieur ,  diminuant c e l l e  de l ' i n t e n s i t é  des charges appliquées. 

3 )  La seconde d i s c r é t i s a t i on  ( D ~ )  conduit 8 des r é s u l t a t s  en bon 
cord avec ceux trouvés par  l a  méthode de sunerposit ion comme l e  montrent l e s  pré- 
c i s ions  calculées.  

I I l  faut  noter  cependant que pour l e s  deux premiers cas (- = 0,1 e t  0 , 3 )  
R l e s  valeurs du facteur  de forme sont approchées pa r  défaut, contrairement aux 

deux derniers cas. 

La méthode des discont inui tés  de déplacement ne conduit donc pas né- 
cessairement à des r é s u l t a t s  approchés par  excès, l ' in f luence  de l a  d i s c r é t i s a -  
t i o n  du domaine é tudié  jouant un rô l e  non négligeable à ce su j e t .  



b) Cas de l'anneau 

Pour tous l e s  cas étudiés,  l e s  données suivantes ont é t é  conservées : 

rayon extérieur re = 2 cm 

b = I c m  

E = 30 bars 

Les r é su l t a t s  sont recherchés pour l a  var iat ion des paramètres 
R 2 

Comme pour l ' é tude  du disque, deux discrét isat ions différentes ,  re- 
présentées aux figures 4.8 e t  4.9, ont é t é  u t i l i s ées .  Elles sont repérées res- 
pectivement par l e s  symboles D3 e t  D4 . 

Les chargements u t i l i s é s  sont d i f fé rents  dans chacun des cas.  

Pour l e  domaine r e l a t i s  à Dg, une contrainte normale 0 = IO' bars 
e s t  appliquée sur un arc  dlangle - 50 divisé  en 20 par t ies  égalesn( f ig .  4.6). 

Les facteurs de formes calculés dans ce cas sont représentés par l e  
symbole YA1 . 

Pour l e  domaine r e l a t i f  à D q  une contrainte normale an = 100 bars  
est appliquée sur  un arc  dlangle divisé  en 5 pa r t i e s  égales ( f ig .  4. 10). 

25 

Les facteurs de forme calculés dans ce cas sont repérés par  l e  sym- 
bole Y 

A2 



Figure 4.10 

L'accroissement v i r t u e l  de l a  f i s s u r e  e s t  également p r i s  t e l  que 
a i  = o,oi 1. 

Les r é s u l t a t s  sont représentés dans l e  tableau 4.2. , dans leque l  
l e s  facteurs  de forme YA e t  YA2 sont dé f in i s  par l a  re la t ion  : 

1 



- Solution 1 

- - - - Solution 2 

. . - Méthode d e s  d;sconkt'nuite% de 

déplacernenI-s 

\'sjeur 12 f a c t e ü r  de fonne .eI"" en fonct ion 
de 3;ri 

nbRe 



Par comparaison avec l e s  r é su l t a t s  r e l a t i f s  aux travaux de HEN3Y, 
l e s  valeurs du facteur de forme obtenues avec l a  deuxième d iscré t i sa t ion  (yA2) 
sont reportées sur  l a  figure 5.8. 

Les valeurs obtenues avec l a  première d iscré t i sa t ion  ( Y  ) sont in- 
fér ieures  en tout  point & ce l l e s  de YA2, certaines valeurs étant  A' infér ieures  
à l ' un i t6  dans l e  cas où l e  rapport des rayons e s t  égal à 0,05. La comparai- 
son avec l e  cas du disque permet de supposer une nouvelle fo is  que l a  discrét isa-  
t i o n  u t i l i s é e  conduit à des solutions erronées. 



C O N C L U S I O N  

Le présent t r a v a i l ,  malgré cer taines  d i f f i cu l t é s  de résolution numé- 
rique posées par l e  problème de l'anneau, a  permis, du moins dans l e  cas du dis- 
que, de comparer t r o i s  méthodes de détermination des facteurs d ' in tens i té  de con- 
t r a i n t e s  K I  en t ê t e  de f issure.  

5.1. ESSAI BRESILIEN SUR DISQUE PLEIN. 

a)  En ce qui concerne l e s  d i f f i cu l t é s  de mise en place du traitement 
informatique des solutions,  l a  m6thode de superposition é t ab l i e  comparativement 
aux travaux dlISIDA 1 9 1 demeure l a  plus simple. 

La méthode des discontinuités de déplacement, mise au point par 
CROUCH ( 2 ( , ne peut ê t r e  comparée puisque l 'auteur  a  complaisamment éd i té  
son programme complet de résolution. 

b)  En ce qui concerne l ' implantation des programmes au niveau de 
l 'ordinateur  l e s  t a i l l e s  requises par chaque méthode vont croissantes depuis l a  
méthode de superposition jusqu'à l a  méthode des discontinuités de dgplacement. 

Pour l e s  methodes d'étude en chmp complexe, l a  capacité mg-- 
moire nécessaire e s t  évidemment fonction de l a  rap id i té  de convergence des sé r i e s  
introdui tes  dans l e  calcul.  

Eu égard aux r é su l t a t s  présentés, l a  méthode de superposition e s t  de 
l o i n  l a  plus performante puisqu'une d iscré t i sa t ion  de contour égale à 5 s u f f i t  
pour obtenir un r é su l t a t  en accord avec l e s  publications. Rappelons que dans l e  
cas de l a  transformation conforme, une d iscré t i sa t ion  de contour moins égale 
à 35 e s t  nécessaire. 

c )  La précision obtenue par l a  méthode de superposition e s t  excellen- 
t e  par comparaison aux valeurs publiées par ISIDA 1 9 1 .  

En prenant comme base ces r é su l t a t s ,  on constate : 

i )  que dans l ' u t i l i s a t i o n  de l a  transformation conforme, l a  
précision ne peut ê t r e  parfaitement définie puisqu'elle dé-end : 

k de l a  convergence de l a  sé r i e  par l e  nombre de termes retenus, 

.k du "centrage" de l a  s é r i e  par rapport à l a  valeur n = 0.  

R du respect des conditions aux l imites  r ée l l e s  appliquées i c i  en 
termes de résul tantes  des forces extérieures.  

ii) que dans l e  cas de l a  méthode des discontinuités de dépla- 
cement l a  précision e s t  l i é e  : 

k à l a  répar t i t ion  du chargement u t i l i s é  sur l e  contour extér ieur ,  

k à l a  d iscré t i sa t ion  u t i l i s é e  pour matér ial iser  ce contour. 

k à l a  posit ion des segments de d iscré t i sa t ion  par  rapport aux axes 
de symétrie du problème. 



En conséquence, un approfondissement des méthodes de résolution nu- 
mérique est nécessaire pour ces deux traitement à partir : 

i) du respect d'un nombre accru de conditions aux limites dans 
le cas de la transformation conforme, 

ii) d'une étude de l'influence des paramètres de définition de 
la méthode : discrétisation, chargement, dans le cas des discontinuités de dé- 
placement. 

5 . 2 .  E S S A I  SUR ANNEAU 

Le programme de résolution numérique  di^. problème lié à l'anneau à 
partir de la méthode des transformations conformes est rédigé. Sa forme actuelle 
ne permet pas d'obtenir les résultats attendus permettarlt d'établir une com~arai- 
son. 

Toutefois, compte tenu de la méthode utilisée, on peut, avec peu de 
doutes, affirmer que les résultats obtenus seront très sensibles, comme dans le 
cas du disque : 

i) au choix nécessaire de la discrétisation du contour com~osé 
de la fissure, du quart de cercle extérieur et du rayon de séparation des zones, 

ii) au nombre de cond.itions aux limites vérifiées. 

Le nombre de segments le long desquels les conditions en résultantes 
sont exprimées est important. En conséquence, la taille mémoire nécessaire au 
traitement informatique s'en trouve accrue. 

En ce qui concerne la méthode des discontinuités de déplacement, les 
résultats (Y ) établis à partir de la discrétisation D3 semblent erronés puis- 
que pour un Al  rayon intérieur ri petit (= = 0,05) certaines valeurs sont inf6- 
rieures à l'unité. r e 

Les valeurs cohérentes établies à partir de la discrétisation Dh 
nécessitent d'être comparées avec celles établies nar la méthode des transformation 
conformes. 

5 .3 .  PROLONGEMENT DU MEMOIRE. 

Au-delà des points d'amélioration nécessaires précédemment nrésentgs 
et qui seront abordés dans 1' immédiat, le présent travail constitue une étaye 
nécessaire de l'étude liée à l'évol~tion du critère de Griffith. 

La possibilité d'utilisation d'une presse asservie va permettre de 
réaliser des essais sur disques et anneaux oréfissurés au cours desquels la pro- 
pagation de la fissure pourra être contrôlée.  établissement des courbes 
oc = f ( s )  en constituera le dépouillement permettant d'apprécier les valeurs 
de Y propres aux matériaux testés. 
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