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Nous étudions les grammaires algébriques d'arbres, c'est à dire les 

schémas de programmes non déterministes, leurs transformations et leurs 

réductions. 

Nous montrons qu'il est en général impossible de réduire la non 

strictitude et la non complétude dans les grammaires algébriques OI 

d'arbres et nous en déduisons une hiérarchie dans les forêts algébriques 01. 

Par contre nous donnons des constmictions permettant de réduire la non 

strictitude et la non complétude dans les grammaires algébriques IO. Nous 

étudions aussi quelques autres réductions ou transformations de grammaires 

d'arhres et la non fermeture par homomorphisme linéaire inverse de la 

classe des forgts algébriques 01. 



INTRODUCTION GENERALE 

Le monde s c i e n t i f i q u e  reconnaî t  dans l ' a r b r e  un modèle extrêmement 

important e t  l ' a  i d é a l i s é  en un o b j e t  mathématique. L'arbre e s t  a l o r s  l e  

schéma usuel  des  notions de c l a s s i f i c a t i o n ,  de décomposition ou de h iérarchie .  

11 représente l a  démarche qui  r e l i e  Le g é ~ i é r a l  au part,iculier,lles$entiel à l a  

descr ip t ion  d é t a i l l é e .  Un f a i t  remarquable e s t  que c e t t e  s t r u c t u r e  d 'a rbre ,  

suffisamment puissante  pour  servi^ de c h a ~ p e n t e  à des algorithmes t r è s  

sophist iqués,  s o i t  suffisamment bien adaptée à nos s t r u c t f i e s  mentales pour 

f i g u r e r  dans des l i v r e s  é l b e n t a i ~ e s  de grammaire e t  de mathématiques 

des t inés  aux jeunes enfants .  

Voici un exmple  du genre d ' a r w e s  auxquels nous nous in téressons  ; 

Ceci peut ê t ~ e  vu comme une représenta t ion  de l ' e x p ~ e s s i o n  Algol : 

"1 -t s i  A < B e t  B < C a l o r s  3 * X + 5 sinon O". 

Les noeuds de c e t  a rb re  sont  é t i q u e t é s  par  des  symboles représentant  des 

opérateurs ou des va leurs .  N ~ u s  d i rons  que c e  sont des  symboles d'un 

alphahet gradué ca r  chacun posséde un degré qui  dans l 'exemple s ' i d e n t i f i e  

au nombre d'opérandes ( l e  degré de "+" e s t  2 ,  degré de l'si" e s t  3 e t  

degré de "5" e s t  O). Généralement l e s  a rb res  ne sont pas considérés isolément 

mais comme éléments d'ensembles d 'a rhres  ou f o r & t s  d é f i n i s  souvent par une 

propr ié té  commune : f o r ê t  des a r b r e s  de dér iva t ion  dans une grammaire, f o r e t  

des a r b e s  hYL ,.. 



Comme en t h é o r i e  des  langages, on d é c r i r a  en termes f i n i s  des  f o r ê t s  

i n f i n i e s  en u t i l i s a n t  des  systèmes de générat ion par  dér iva t ion  : l e s  gram- 

maires.  Formellement l a  notion de grammaire d ' a r b r e g é n é r a l i s e  de façon 

évidente  c e l l e  de grammaire de mots e t  on o b t i e n t  comme dans l e  c a s  des 

langages de mots, une première c l a s s i f i c a t i o n  suivant  l a  forme des  p a r t i e s  

gauches des r èg les  : 

- l e s  grammaires r é g u l i è r e s  dont l e s  r è g l e s  sont de l a  forme X + t 

ofi X e s t  un symbole de degré O e t  t un a rb re .  E l l e s  ont  é t é  l e s  premières 

é tud iées  :Br1 [Roll fMar3 CStJ en p a r t i c u l i e r  pour l ' é t u d e  des a r b r e s  de 

dé r iva t ion  dans l e s  grammaires de mots CPIl C ~ h l .  

- l e s  g r a m a i r e s  algébriques in t rodu i t e s  par  Fischer CFiJ dont l e s  

r è g l e s  sont de 19 forme 

X + t  où X e s t  un symbole non terminal  e t  t un a rb re  c o n s t r u i t  à l ' a i d e  
f J  \ 

x1 x2. .  .X de symboles terminaux ou non e t  de paramèares de formels ou 
n  

va r i ab les  de degré O apparaissant  sous X en p a r t i e  gauche. 

- Les grammaires générales qu i  engendrent l e s  f o r ê t s  récursivement 

écumérables [ A D - r j .  

Nous nous in téressons  aux grammaires algébriques dont l ' i n t é r ê t  n ' e s t  

p l u s  à démontrer pour l ' é t u d e  des schémas de programme [En, CB021, CNI, ïC031, 

[A-tel, [DaJ. Nous avons f a r t  c e t t e  étude dans un cadre formel s û r  e t  p r é c i s ,  

c e l u i  de l a  t h é a r i e  des magmoïdes introduite par  Arnold e t  Dauchet CAhnll 

f4Dm2J, 

Afin d ' é v i t e r  d ' e t r e  t r o p  q h s t r a i t s ,  nous in te rp ré te rons  l e s  grammaires 

algébriques come des schémas de programmes, Chaque symbole terminal  de 

degré n pourra ê t r e  vu comme un opérateur à n arguments, chaque symbole non 

terminal  de degré n  comme une procédure à n paramètres e t  l a  r è g l e  : 



pourra ê t r e  vue comme une r e p r é s e n t a t i o n  de l a  fonc t ion  : 

D(xly x 2 )  = s i  x1 # x2 a l o r s  s i  x  > x a l o r s  D(xl - x2,  x2 )  1 2  

s inon D(x - xl, xl)  2  

s inon x  
1 ' 

Dériver dans une t e l l e  grammaire r e v i e n t  a l o r s  à e x p l i c i t e r  formellement 

un c a l c u l  en r é a l i s a n t  des  appels  de fonc t ions  pa r  s u b s t i t u t i o n  du corps  

de l a  fonc t ion .  

D'une p a r t  pour l e s  m'&es r a i s o n s  qu'en t h é o r i e  des  langages e t  

d ' a u t r e  paTt pour amél iorer  l ' e f f i c a c i t é  des  schémas de programmes, nous 

nous posons c e r t a i n s  problèmes de r éduc t ion  de  grammaires. Ces problèmes 

ont  é t é  pour l a  p l u p a r t  é t u d i é s  e t  r é s o l u s  dans l e  c a s  des  schémas de  

programmes dé t e rmix i s t e s  par  r ,  Guessarian [Gu?. Nous nous in t é re s se rons  

au c a s  p l u s  géné ra l  des  non dé t e rmin i s t e s .  

Considérons l e s  r è g l e s  q u i  sont  de  l a  forme X + x c ' e s t  à d i r e  
/ \ 

i > 

a4 l a  fonc t ion  X peut  & t r e  une simple xl.. .x n  

p ro j ec t ion .  Ces r è g l e s  non s t r i c t e s  sont  l a  p,énéralisation des  r è g l e s  

e f f açan te s  dans l e s  grammaires de  mots. Nous montrons au  terme d 'une 

preuve t r è s  technique que c e t t e  r éduc t ion  e s t  en généra l  impossible  : 

il n ' e x i s t e  pas  en géné ra l  de s c h h a  de  programme équiva len t  à un schéma 

de progrqmme donné e t  oa aucune fonc t ion  ne pu i s se  s e  résumer à l a  p ro j ec t ion  

d'un de s e s  ~ a r a m è t r e s ,  



Une a u t r e  r è g l e  peu e f f i c a c e  e s t  une r è g l e  non complète X + t 
/ \ 

où l ' u n  des paramètres ,  x n ' appa ra i t  pas  dans t .  
i ' X1* 'Xn 

On peut  encore exprimer c e l a  en d i s a n t  que l a  fonc t ion  X n ' u t i l i s e  pas  

t ou jou r s  tous  s e s  paramètres.  Nous montrons que l a  non complètude n ' e s t  pas  

t o u j o u r s  r é d u c t i b l e  e t  q u ' i l  e x i s t e  des  f o r ê t s  a lgébr iques  pour l e s q u e l l e s  

il e x i s t e  une grammaire s t r i c t e  e t  une grammaire complète mais pas de 

grammaire à la  f o i s  complète e t  s t r i c t e .  

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  qu'une r è g l e  non s t r i c t e  e s t  a u s s i  non complète 

s i  l e  non te rmina l  en p a r t i e  gauche e s t  de degré supér ieur  à 1. Par c o n t r e  

une r è g l e  non s t r i c t e  s ' appl iquant  à un symbole d ' a r i t é  1 e s t  complète, 

c e t t e  non s t r i c t s t u d e  monadique qut  e s t  en quelque s o r t e  l a  non s t r i c t i t u d e  

pure  e s t  r é d u c t i b l e  e t  nous donnons une cons t ruc t ion  q u i  permet de l a  r é d u i r e .  

I l  en r e s s o r t  a u s s i  que t o u t e  f o ~ ê t  engendrée pa r  une grammaire complète 

peut  8 t r e  engendrée par  une grammaire s t r i c t e  (mais c e t t e  nouvel le  

grammaire n ' e s t  p l u s  complète en géné ra l ) .  

Nous é tudions  a u s s i  l e s  grammaires l i n é a i r e s  ( sans  d u p l i c a t i o n ) ,  dans 

l e s q u e l l e s  t o u t e  fonc t fan  u t i l i s e  c h q u e  c ara mètre au p l u s  une f o i s  e t  nous 

m ~ n t r o n s  que l a  non c ~ m p l è t u d e  e t  l a  non s t r i c t i t u d e  sont  r é d u c t i b l e s  dans 

c e t t e  c lq s se  de grammaires, Alors en notan t  Reg, Lin, CS, C ,  S, Alg l e s  

c l q s ~ s  de f ~ r e t s  q lgébr iques  engendrées par  l e s  grammaires respect ivement  

r é g u l i è r e s ,  l i n é a i r e s ,  à r è g l e s  camplètes e t  s t r i c t e s ,  à r è g l e s  complètes,  

à r è g l e s  s t r i c t e s ,  a lgéb r iques  quelcvnques, nous obtenons l a  h i é r a r c h i e  : 

Reg 8 Lin 8 CS 3 C 3 S 5 Alg . 

Etant donnée une grammaire G on l ' h b i t u d e  de d i s t i n g u e r  deux modes 

de d h i ~ a t i o n  p a r t i c u l i e r s ,  D'une p a r t  l e s  d é r i v a t i o n s  ascendantes  ou I O  

pour "linnermostcOutermo~t'~ indiquant  que dans un a r b r e  é c r i t  en n o t a t i o n  



fonct ionnel le  parenthésée, on commence par  dér iver  c e  q u i  e s t  à l ' i n t é r i e u r  

des parenthèses avant de dér iver  1' ex té r i eu r ,  ce  qui  correspond à l a  notion 

d 'appel  par  va leur ,  l e s  paramètres é t a n t  évalués d'abord. On note F, (G) 10 

l a  f o r ê t  engendrée en I O  par  G. A l ' i n v e r s e  on d é f i n i t  l e s  dé r iva t ions  

descendantes ou encore O 1  correspondant à l ' appe l  par  nom e t  on note F (G) 01 

l a  f o r e t  engendrée en O 1  par  G, 11 est bien connu que, en notant  F(G) l a  

for& engendrée par  G sans con t ra in tes  sur l e s  dér iva t ions ,  on a 

PIO(G) c FOI(G) : F(G). Ainsi pour l a  g r m a i r e  G dont l e s  r è g l e s  sont : 

F + Q(N(a3) 

on a F (G) = * evec n E NI c FIO(G) 2 F(G) = * M avec n ,  p E NI. 
Z / \ 

a Q O O 

Nous montrons comment pour toute  grammaire G,  on peut cons t ru i re  une grammaire 

à l a  f o i s  complète e t  s t ~ i c t e  G' t e l l e  que FIO(G) = FIO(G1 1. 

La dizférence des r é s u l t a t s  obtenus en I O  e t  en O 1  peut surprendre, 

aussT a l l o n s  ngus essayer d 'expliquer l e s  r a i sons  de l ' i r r é d u c t i b i l i t é  en 01. 

Les r a i sons  de l a  r é d u c t i b i l i t é  en I O  seront  a l o r s  assez  c l a i r e s ,  Dans une 

g r m a i r e  non complète, non s t r i c t e  e t  non deterministe ,  on peut t rouver un 

non t e m i n a l x  à deux arguments (ou p lus)  auquel s 'appliquent  deux règ les  

X(xl) X2) + x1 e t  X(xl, x2) + x2 '  On peut d i r e  que X est une fonction de choix 

ngn déterminis te .  A l ' a i d e  d'une t e l l e  fonction il e s t  a i s é  de cons t i tue r  

par d é r i r a t i o n s  un a rb re  portant  comme sous a rb res  tous  l e s  a rb res  d'un 

ensemble fini mats non borné, Appelons prototype un t e l  a rb re .  



Par exemple, en pa r t an t  de Y , l e s  r è g l e s  
/ \ 

O O 

Y + Y e t  Y + Z peuvent conduire par  
1 \ / \ / \ 

X X S X * 
1 

1 X 2 
/ 2 

X s 
1 X1 / \  
X2 X X 

1 
1 2  

dépivation descendantes au prototype * 
1 \.  

/X\ "A 

e t  ce  prototype peut à son t o u r  s e  dé r ive r  en l ' u n  quelconque des  a rb res  

S i  de plus ce prototype q u i  e s t  surmonté du non terminal  Z peut ê t r e  dupliqué 

un nombre arbi trairement grand de f o i s ,  donc p l u s  de n f o i s ,  par  des r è g l e s  

du type Z + Z e t  Z -t b , t o u t e  l a  puissance de choix mise dans 
I 1 I / \ 

l e  prototype pourra ê t r e  effectivement u t i l i s é e .  Réduire l a  non complétude 

e t  l a  non s t r i c t i t u d e  r e v i e n t  à r é a l i s e r  ce  choix non borné avant l e s  



dupl ica t ions ,  nous montrons que c ' e s t  impossible dans l e  cas  des 

dé r iva t ions  Or. Par con t re  dans l e  cas  des  dé r iva t ions  I O  l e  prototype 

e s t  nécessairement entièrement dér ivé  avant t o u t e  dupl ica t ion ,  il n 'y  

a a l o r s  p lus  de choix u l t é r i e u r  ce qui  explique que l a  non complétude 

e t  l a  non s t r i c t i t u d e  so ien t  r éduc t ib les  dans ce  cas.  

La preuve de l a  non r é d u c t i b i l i t é  de l a  non s t r i c t i t u d e  e t  de l a  

non cgmplétude s 'qppuie sur l a  preuve de l a  necess i t é  de cons t ru i re  

de t e l s  p r ~ t o t y p e s  à c h o h  non &né pour ob ten i r  ce r t a ines  f o r e t s  

algébriques qui  nous servent  de contre exemples, A c e t t e  f i n  nous 

ayons é tud ié  l e s  f o r @ t s  balqncées engendrées depuis  l e  non terminal  Z 

par  l e s  r è g l e s  c i t é e s  p lus  haut ,  Nous avons a l o r s  montré un lemme qu i  

pour l a  largeur  de c e s  a r h r e s  halancés e s t  un peu c e  que l e  lemme de 

l ' é t o i l e  e s t  à l a  longueur d e s m o t s ,  Ce lemme naus amène à d é f i n i r  pour 

certaAns n ~ e u d s  a u t r e s  que l e  sommet dans l e s  a rb res  obtenus au cours des  

dér iva t ions ,  des a t t r i b u t s  que nous nommons co tes  ou poids e t  qu i  sont  

inva r i an t s  par  dér iva t fon,  Cette démarche nous permet de montrer que 

l'$.mage p w  hm~morph2me l i n é a i r e  inverse de l a  c l a s s e  CS n ' e s t  pas 

Tncluûe dans Alg, ce  q u i  m é l g o r e  un peu l e  r é s u l t a t  de Arnold e t  

Dauchet [ADt  4-19, 

Min de ne pgs &tre ganés ~ R P  d f ~ w ~ e s  c ~ n t i n g e n c e g  comme l e s  

nQn terminaux h u t i l e s  au les p a ~ a m è t r e s  fnut2les ,  nous avons complété 

c e r t a i n e s  réductions élémenta3res qui' avaient  déjà  é t é  é tudiées  par  

d2vers auteurs ,  Nous défAn$ssons tains* e t  étudfons l a  Of ~ r é d u c t j o n  

q u i  e s t  à peu près l a  réduction f o r t e  de Boudol CEol étudiée  nussr  

par t ie l lement  dans !Co 31 e t  CNvdl, Nous é tudjgns  l a  réduction de l a  

non complétude e t  de la non s t r i c t i t u d e  dans l e s  d é r h a t i o n s  I n 2 t i a l e s  

déf$nies par  Arnold e t  muche t  [AD, d l ,  Enf$n nous déf in issons  la  

r0-réduction qui  e s t  une proprfé té  p lus  f o r t e  que l q  OZ~réduction,  



Le chapi t re  1 e s t  consacré à i n t rodu i re  l e  cadre formel u t i l i s é  qu i  

e s t  c e l u i  de l a  t h é o r i e  des Magrnordes, e t  à donner quelques d é f i n i t i o n s  e t  

r é s u l t a t s  de base sur l e s  grammaires algébriques d ' a rb res .  

Le chapi t re  II d é f i n i t  l e s  O 1  e t  10 réductions e t  t r a i t e  de l a  

OI-réduct ion. 

Le chapi t re  XII t r a i t e  des réductions conservant l e s  f o r & t s  engendrées 

par  dér iva t ion  IO. 

Le chapi t re  W expose d'abord l a  réduction de l a  non s t r i c t i t u d e  

monqdgque e t  l a  réduction de l a  non s t r i c t i t u d e  e t  de l a  non complétude 

dans l e s  dér iyqt jons  Init2ale.s. Ensuite e s t  f a i t e  l ' é t u d e  des f o r e t s  

halancées e t  l e s  app l i ca t ions  aux contre~exemples qui  nous permettent 

d 'ob ten i r  nos r é s u l t a t s  de non réducti'on e t  de non fermeture par homo- 

morphisme l l n é a i ~ e  inverse.  





Pré1 imi naire informel 

Dans l a  s u i t e  de ce  t r a v a i l  il s e r a  quest ion d ' a r b r e s ,  de  f o r ê t s  e t  

de grammaires a lgébr iques  d é f i n i s  formellement e t  c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  de c e s  

o b j e t s  formels  se ront  montrées, L'étude de  c e s  o b j e t s  formels  e s t  s i  i n t é r e s -  

s a n t e  en elle-même q u ' e l l e  p o u r r a i t  p a r f o i s  nous f a i r e  o u b l i e r  q u ' i l s  

n 'on t  pas  é t é  d é f i n i s  à s e u l e  f i n  de  l e s  é t u d i e r  mais b ien  au  c o n t r a i r e  parce 

q u ' i l s  s ' avè ren t  ê t r e  des  modèles théor iques  adéquats pour bon nombre de 

problèmes p ra t iques .  I l  s e r a i t  parfai tement  i n u t i l e  de r appe le r  longuement 

t ous  l e s  usages qu i  sont  f a i t s  des  a r b r e s  (o rgan i sa t ion  h i é r a r c h i s é e ,  a r b r e s  

de recherche ou de tri, a r b r e s  de  d é r i v a t i o n ,  .,. 1, On s ' i n t é r e s s e  généralement 

à des  ensembles d ' a r b r e s  ou f o r ê t s  (ensemble des  a r b r e s  AVL, ensemble des 

a r b ~ e s  de d é r i v a t i o n  d'un langage a lgébr ique  donné, ,.. ) e t  un moyen c l a s s ique  

de d é f i n i r  un ensemhle e s t  d ' en  donner un système f i n i  de généra teurs ,  c ' e s t  

c e  r ô l e  que jouent l e s  grammaires d ' a rb re s .  

Un exemple d ' a r w e  t o u t  à f a i t  c l a s s i q u e  e s t  c e l u i  que l ' o n  a s soc i e  

à une expression de c a l c u l ,  par  exemple à l ' exp res s ion  ( a t b )  * c T d / e on 

a l ' h a b i t u d e  d ' a s s o c i e r  l ' a r h r e  

dont l e s  f e u i l l e s  sont  l e s  paramètres de l ' exp res s ion  e t  l e s  a u t r e s  noeuds 

l e s  opéra teurs .  On i d e n t i f i e  couramment c e t  a r b r e  à l ' e x p r e s s i o n  p ré f ixée  

du c a l c u l  : - (* (+ (a ,  b3, c ) ,  / (d ,  e ) ) ,  i n t e r p r é t é e  comme l ' o r d r e  ; s o u s t r a i r e  

du produi t  de l a  somme de  a e t  de b par  c  l e  quot ien t  de  d pa r  e .  Ceci s e  

géné ra l i s e  aisément à des  fonc t ions  quelconques e t  l e s  programmes dé t e rmin i s t e s  

c l a s s iques  ont  a l o r s  pour modèle l a  c l a s s e  p a r t i c u l i è r e  des  grammaires de t e r -  



S i  actuel lement  l e s  c a l c u l a t e u r s  obé i s sen t  essent ie l lement  2 d e s  

programmes dé t e rmin i s t e s ,  l ' é t u d e  des  problèmes conduit  bien souvent à des  

s o l u t i o n s  non dé t e rmin i s t e s  q u i  s e ron t  rendues dé t e rmin i s t e s  p a r  des  choix 

p l u s  ou moins a r b i t r a i r e s  a f i n  de l e s  r end re  e x p l o i t a b l e s  s u r  l e s  calculateux9s 

a c t u e l s .  

Pour f i x e r  l e s  i d é e s  f a i sons  l ' é t u d e  non dé t e rmin i s t e  du problème du 

tri par par t i t ionnement  d'un ensemble d ' o b j e t s  E, l e  r é s u l t a t  de  c e  t r i  

é t a n t  une l i s t e  de  c e s  éléments ordonnés su ivant  un c r i t è r e  q u i  pourra ê t r e  

t e s t é  en t r e  deux éléments à l ' a i d e  des  opé ra t eu r s  hab i tue l s  : <, S,  2, >. 

On no te ra  0 l 'ensemble v ide  e t  A l a  l i s t e  v ide  e t  on d isposera  des  

opéra teurs  : 

C : Concaténation de  deux l i s t e s .  

f : Ajout d'un élément à un ensemble, 

- - - R e t r a i t  d'un élément d 'un ensemble, 

Y : V(E) v r a i  ssi E e s t  r i d e  

U : U(E) vrai  ssi E c o n t i e n t  un s e u l  élément,  

? : Un opérateur  de  choix dé t e rmin i s t e  dans un ensemide, c ' e s t  à d i r e  que 

? ( E )  c h o i s i t  t ou jou r s  l e  meme élément dans E Z 0, 

La fonc t ion  TRI(E) deyra donc donner corme r é s u l t a *  l a  l i s t e  t r i é e  

composée des mêmes éléments que E .  I l  e s t  c l a i r  que s i  E e s t  vkde l e  r é s u l t a t  

doiv & t r e  f i  e t  s i  E con t i en t  un s e u l  élément la  l i s t e  cont iendra  ce  s e u l  

élément e t  on l ' i d e n t i f i e r a  à c e t  élément que l ' o n  pourra e x t r a i r e  pa r  l e  

choix  dé terminis te  ?(E). S i  E con t i en t  p l u s i e u r s  éléments on pouma 

seulement essayer  de  p a r t i t i o n n e r  E en deux p a r t i e s  E e t  E2 t e l l e s  qu'aucun 
1 

élément de E ne s o i t  supé r i eu r  à un élément de  E On aura  a l o r s  
1 2 ' 



TRI(E) = C(TRI(E ), T R I ( E ~ ) )  e t  l e  tri  pourra ê t r e  e f f e c t i f  si à t ou t  moment 
1 

on peut t rouver  un partitionnement e f f e c t i f  (en deux p a r t i e s  non vides) .  

Le partitionnement cons i s t e ra  à r e t i r e r  un à un l e s  éléments de E 

en u t i l i s a n t  un t i r a g e  ? e t  à l e s  met t re  dans E ou E selon un c r i t è r e  qu i  
1 2 

pourra ê t r e  l a  comparaison à une valeur de référence  qu i  devra ê t r e  f i x e  d'un 

bout à l ' a u t r e  du partionnement. I L  e s t  bien c l a i r  que l ' e f f i c a c i t é  maximum 

se ra  a t t e i n t e  s i  l a  valeur partage E en deux sous-ensembles égaux. Cette 

va leur  dépend donc de E,  on l a  désignera par  K(E), ce  pourra ê t r e  une valeur 

c e n t r a l e  ou au  p i s  a l l e r  c e l l e  d'un élément quelconque de E .  

La fonction de partitionnement opérera a l o r s  sur l e s  t r o i s  sous- 

ensembles E'l, E l ,  E t 2  dont l a  réunion e s t  E e t  où E '  e t  E l 2  représentent  
1 

E e t  E en cours de cons t ruct ion ,  l e  c r i t è r e  de comparaison apparaissant  
1 2 

en quatrième p a r m è t r e .  Le r é s u l t a t  de PARTITION (Et1, E l ,  E T 2 ,  K ( E ) )  où 

aucun élément de E '  n ' e s t  supérieu- à un élément de E' e t  où l a  réunion 
1 2 

de E'12 E '  e t  E l 2  e s t  E,  d o i t  8 t r e  l a  l i s t e  t r i é e  TRI(E). 

On peut a l o r s  é c r i r e  l e  programme non déterminis te  : 

TRI(E) = S i  V ( E )  a l o r s  A 

ou S i  U(E) a l o r s  ?(E) 

ou S i  non V(E) a l o r s  PARTITION (0, E,  0, K(E)), 

PARTITION ( i n f ,  r e s t e ,  sup, c r i t è r e )  = 

S i  V(reste)  a l o r s  C(TRI(inf),  TRI(sup)) 

ou S i  non Y( res te )a lo r s  

RE~uiRE(inf,  r e s t e ,  sup, c r f t è r e ,  ? ( r e s t e ) ) ,  



1 
R E D U I R E  ( i n f ,  r e s t e ,  sup, c r i t è r e ,  élém) = 

S i  élém s c r i t è r e  a l o r s  

PARTITION(inf + & l e m ,  r e s t e  - élem, sup, c r i t è r e )  

ou S i  &lem r c r i t è r e  a l o r s  

PARTITION ( i n f ,  r e s t e  - élem, sup + & l e m ,  c r i t è r e ) ,  

üne expression peut & t r e  une solu t ion  associée  à TRI(E) dans ce  

système d'équations, par  exemple : el = si  U(E) a l o r s  ?(El 

OU encore 

e  = S i  non Y(E) a l o r s  
2 

S i  non V(E) a l o r s  

S i  V(E - ? (E l )  a l o r s  

C(SiU(@ a ?(E)) a l o r s  ?(@ + ? ( E ) ) ,  

S i  Y(@) a l o r s  A ) .  

Une t e l l e  expression appliquée à un ensemble E ou bien donnera l a  

l i s t e  t r i é e  ou bien échouera, é t a n t  entendu que t o u t e  expression condi t ionnel le  

"si t e s t  a l o r s  expression" échoue quand l e  t e s t  e s t  faux. Avec c e t t e  i n t e r -  

p r é t a t i o n  l e s  deux expressions précédentes t r i e n t  des  ensembles de 1 élément, 

pour t o u t  ensemble E l e  système a des solut2ons qu i  t r i e n t  E  e t  t o u t e  so lu t ion  

appliquée à E qu i  n'échoue p a s  donne corne r é s u l t a t  l a  l i s t e  t r i é e ,  

On pourra parvenir à une forme p lus  h a b i t u e l l e  du p r o g r m e  s i  on sait  

l e  rendre déterministe ,  Cela pourra s e  f a i t e  pour T R I  e t  PARTITION en u t i l i s a n t  

l e  t r a d i t i o n n e l  opérateur s inalors-sinon : 



T R I ( E )  = S i  V(E) a l o r s  A 

Sinon s i  U(E) a l o r s  ?(E) 

sinon PARTITION (0, E,  0 ,  K(E)). 

PARTITION ( i n f ,  r e s t e ,  sup, c r i t è r e )  = 

S i  V ( r e s t e )  a l o r s  C(TRI(inf1, TRI(sup)) 

Sinon REDUIRE ( i n f ,  r e s t e ,  sup, c r i t è r e ,  ? ( r e s t e ) ) .  

Par con t re  REDUIRE ne peut ê t r e  rendu a u s s i  facilement déterministe ,  

a i n s i  s i  l ' o n  é c r i v a i t  

REDUIRE ( i n f ,  r e s t e ,  sup, c r i t è r e ,  élem) = 

S i  élem 5 c r i t è r e  a l o r s  

PARTITION ( i n f  + élem, r e s t e  - &lem, sup, c r i t è r e )  

Sinon PARTITION ( i n f ,  r e s t e  & l e m ,  sup + élem, c r i t è r e )  

Le programme a i n s i  d é f i n i  serait incapable de trier un ensemble 

contenant p lus ieu r s  éléments égaux du point  de vue de l a  r e l a t i o n  d 'ordre.  

Une solu t ion  assurant  l ' e f f e c t i v i t é  de la  p a r t i t i o n  p o m a i t  ê t r e  : 

REDUTRE ( i n f ,  r e s t e ,  sup, c r i t è r e ,  élem) = 

S i  élem < c r i t è r e  a l o r s  

PARTITION ( i n f  + élem, r e s t e  - élem, sup, c r i t è r e )  

Sinon s i  élem > c r i t é r e  a l o r s  

PARTM'ION ( i n f ,  r e s t e  - élem, sup + élem, c r i t è r e )  

sinon s i  Y(inf  a lors  

PARTITION ( inf  a élem, reste - élem, sup, c r i t è r e )  

sinon PARTITION ( i n f ,  r e s t e  - élem, sup + élem, c r i t è r e ) ,  

D 'aut res  so lu t ions  p lus  é légantes  e t  e f f icaces ,  s'appuyant s u r  des 

p ropr ié t é s  de l a  représenta t ion  de E pourront g t r e  t rouvées dans f W i ,  K n l  



, 
Ce genre d'analyse des problèmes est abondamment d6crit dans [Do] et [Ru]. 

De même qu'il est commode de représenter une expression par un arhve, 

ainsi t et t2 représentent e et e2 : 1 1 

non 
I 
v 
I 
E  

non 
I 

I / \  / \ 
E U ?  V A  

I I 
+ + 

I 
0 

On associera au système d'équations un système de génération de tous les 

arbres représentant ses solutions : 

en posant les règles de réécriture 

T + si ou si ou si 
I / \. / \ / \ 
x V A  7 non P 

I 
X 

I II\\ 
X 1 X1 t 

V OxlB K 
I I 

/ï\\ / \ 
x x  V C non 

1 \ 
X1 X2 3 4 I / \  

"2 y y ? 

I 



On obtiendra chaque représentation d'une solution en partant de 

l'axiome A et en appliquant"1es règles de réécriture aux non teminaux 

A, T, P et R comme on remplace en Algol 00 chaque appel de procédure par utne 

copie du corps dans lequel les paramètres formels (notés ici x 1' X29 X3 . B .  1 

sont remplacés par les paramètres effectifs. Un exemple d'une telle suite 

de transformations ou dérivations est : 

=> 

E non $ non 
I 1 \\ 
V @ E @  K v non @ 
I 
E 

I 
E 

l l A\\\ 
E V @ E @ K  ? 

I 
E 

I I 
E E 

- - - - 

I /Si\ 
V non 
I 
E 

I 
v I i\ ii\ 
E / I \  I f i\ i\ 7 



Dans ces r è g l e s  de r é é c r i t u r e ,  on ne trouve jamais deux symbles  non 

terminaux s i t u é s  l ' u n  au dessous d'un a u t r e ,  c ' e s t  à d i r e  apparaissant  dans 

un paramètre d'un au t re .  Cet te  p ropr ié t é  remarquable f a i t  que l ' o r d r e  dans 

l eque l  l e s  r è g l e s  sont  appliquées e s t  sans influence s u r  l e  r é s u l t a t  d 'une 

dér iva t ion .  Le remplacement d'un non terminal  par  un a rb re  te rminal  d6rlvé 

de l u i r f i x e  l e  c a l c u l  qui s e r a  f a i t  e t  donc l e  r é s u l t a t .  En ce  sens ce 

remplacement peut ê t r e  i d e n t i f i é  au c a l c u l  qui  eh r é s u l t e r a  e t  de mlme qu'en 

Algol 60 l a  question se  pose de savoir  s i  un paramètre e s t  évalué avant  

l ' a p p e l  d'une fonction (appel  par va leur)  ou chaque f o i s  que l ' éva lua t ion  de 

l a  fonction f e r a  usage de c e  paramètre (appel  par  nom), de m8me au coups des 

dér iva t ions  dans un système quelconque, l a  question s e  posera de savoir  s i  

l e s  remplacements des paramètres devront ê t r e  f a i t s  avant c e l u i  de l a  fonction 

c ' e s t  à d i r e  de bas en haut (dér iva t ions  ascendantes ou 10) ou s i  l e  rempla- 

cement de l a  fonction d o i t  ê t r e  f a i t  avant l ' éva lua t ion  des paramètres, c ' e s t  

à d i r e  de haut en bas (dér iva t ions  descendantes ou 01). I l  est a l o r s  c l a i r  

que l ' é tude  des propr ié tés  de ces  deux types de dé r iva t ions  apportera des  

informations sur l e s  propr ié tés  de l ' a p p e l  par nom e t  de l ' a p p e l  par valeur.  



Examinons l 'exemple simple suivant  : 

On pourra i n t e r p r é t e r  H comme une fonction a l é a t o i r e  chois issant  un e n t i e r  

dans un i n t e r v a l l e  donné e t  * comme l a  mul t ip l i ca t ion .  I l  e s t  c l a i r  que s i  

l e  paramètre de C e s t  appelé par  valeur,  C e s t  l a  fonction carrée ,  s ' i l  es?: 

appel& par  nom C f a i t  seulement l e  produit  de deux évaluat ions du paramètre, 

En mettant l e  système d 'équations sous forme de système de r é é c r i t u r e  2 

I - 
H x x x  

on ob t i en t ,  s i  on commence par  r é é c r i r e  l e s  symboles du bas, 

c ' e s t  à d i r e  l e  m h e  r é s u l t a t  que par  l ' a p p e l  par  valeur.  

S i  on commence par  r é é c r i r e  l e s  symboles du haut 

c ' e s t  à d i r e  l e  même r é s u l t a t  que par  l ' a p p e l  par  nom. 

La d é f i n i t i o n  de PARTITION e s t  peu e f f i c a c e  en ce  sens que tous  ses  

paramètres ne sont pas toujours  u t i l i s é s .  Ainsi on a 

On d i r a  que c e t t e  r è g l e  e s t  incomplète e t  nous é tudi rons  sous que l l e s  

condit ions de t e l l e  r è g l e s  peuvent ê t r e  év i t ées .  I l  en sera  de mhe pour les  



fonct ions  de projec t ion  du type Z(x 1, x2, x3) + x2, correspondant 2 di.., 

r è g l e s  d i t e s  non s t r i c t e s  ou e f façan tes  par  analogie avec l a  théor ie  de:. 

langages. 



1) DEFINITIONS PRELIMINAIRES 

On appe l l e  alphabet gradué un ensemble de symboles à chacun desq~ie la  

e s t  associé  un e n t i e r  na tu re l  appelé son degré ou son a r i t é .  on notera u La 

fonction qu i  associe  son degré à un symbole. De c e t t e  façon, dans un a rb re  

représentant  une expression, on identifiera souvent l e s  symboles aux opérateur 

e t  constantes ; l e  degré de chaque symbole indiquant l e  nombre d'opérandes s u r  

lesquels  t r a v a i l l e  l 'opéra teur .  Un problème peut se  poser ,  par  exemple dans 

l ' express ion e = -(A+(B-C)) représentée  par  - l e s  d e w  u t i l i s a t i o n s  
I 

monadique e t  dyadique du signe moins obl igera ient  à l u i  octroyer deux degrés, 

On pourra toujours  contourner ce  problème en t  u t i l i s a n t  deux synboles d i s t incxs  

ou en d i san t  que l e s  symboles de l ' express ion sont des é t i q u e t t e s  e t  que 

l e s  symboles de l ' a lphabe t  gradué sont  des couples < é t i q u e t t e ,  de&?. 

Ainsi à l ' express ion e on f e r a  correspondre l ' a r b r e  

La p lupar t  des alphabets  gradués considérés sont  f i n i s ,  Un exemple 

simple d'un t e l  alphabet e s t  

- 
Z = {#, a ,  a ,  b, €3) avec d(#)  = O ,  d ( a )  = d ( a )  = 1, d(b)  = 2 e t  d(B) = 4. 

Il sera  a l o r s  commode de noter  C = {X E Ç 1 d(x)  = i) pour t o u t  i e n t i e r .  i 



Ceci nous permettra  d ' i n t r o d u i r e  t o u t  a lphabet  C en énumérant l e s  p a r t i e s  
- 

L. de Z non v ides  : C = {#} ,  Cl = {a,  a}, 
O 

C2 = {b}, E'+ = { B I .  
1 

 ensemble des arbres sur Z noté  TE e s t  l e  p l u s  p e t i t  ensemble contenant  LO 

e t  d é f i n i  par  : 

T~ = Iu ( t l ,  .. . , t n )  1 u E Zn e t  tl, . .., tn E TE}. 

On a p p e l l e  Foret t o u t e  p a r t i e  de  TC. 

A ins i  é t a n t  donné l ' a l p h a b e t  R d é f i n i  par  R = {A, B, C ,  D ,  E )  e t  
O 

- fi, - I t ,  - *, i} où A,  B ,  C ,  D e t  E sont  5 cons t an te s  e n t i è r e s  e t  t ,  -, *, i 

l e s  opéra teurs  e n t i e r s  u s u e l s ,  T s e r a  l 'ensemble des  express ions  p r é f i x é e s  R 

u t i l i s a n t  ces  éléments.  Par  exemple A ,  +(A, -(B, C)) ,  *(A, +(A, B )  sont des 

a r b r e s  de T On pourra d é f i n i r  une f o r ê t  de  TR d i s t i n c t e  de T par  une 
R '  R 

p r o p r i é t é  v r a i e  s u r  une p a r t i e  de T  seulement. Par  exemple l a  f o r ê t  R 

F = { t  r TG 1 t o u t  symbole de  R e s t  u t i l i s é  une f o i s  e t  une s e u l e  dans t}. 
O 

Alors  T = + ( A ,  * ( t (D ,  E ) ,  -(B, C))) E F. Une a u t r e  f o r & t  f x  abondamment 

é t u d i é e  e s t  d é f i n i e  par  F = { t  E F 1 l e  r é s u l t a t  de  t e s t  x}, en a p p e l ~ n r  
X 

r é s u l t a t  de t l a  va l eu r  a r i thmét ique  ca l cu iée .  

Un exemple d ' a rb re  de T e s t  t = b ( ~ ( a ( # ) , # , a ( b )  , b ( # , # ) ) , b ( b ( # , # ) , a ( # ) )  
C 

I l  se ra  souvent commode de  des s ine r  l e s  a r b r e s  a f i n  d ' en  rendre  l a  

s t r u c t u r e  plus  v i s i b l e .  On procédera a l o r s  d'une manière conforme à l a  

coutume occ identa le  q u i  e s t  de l i r e  e t  é c r i r e  de  gauche à d r o i t e  e t  de bas 

en  haut .  Ainsi t o u t  a r b r e  d e  l a  forme o(tl, . . . , t n ) ,  o é t a n t  un symbole 

d ' a r i t é  n,  s e ra  dess iné  en  éc r ivan t  l e  symbole O e t  sous ce  symbole, l e s  

d e s s i n s  de tl, ..., t dans l ' o r d r e  de  gauche à d r o i t e ,  r e l i é s  à U par  d e s  
n  

segments, é t an t  entendu que t o u t  a r b r e  r é d u i t  à un symbole d ' a r i t é  O a POUX? 

d e s s i n  ce  symbole. Ainsi t s e  des s ine  : 



I l  e s t  c l a i r  que l e s  a r b r e s  : 

e n t r e n t  dans l a  composition de t a i n s i  que l ' l ' a rb re  incomplet" : 

Malheureusement il e x i s t e  beaucoup de p o s s i b i l i t é s  pour accrocher  l e s  a r b r e s  

tl, t2,  t3, t e t  t à c e  morceau d ' a r b r e  e t  l ' o n  a peu de chances de  
4 5 

r e c o n s t i t u e r  t en procédant au hasard.  Un moyen commode d ' i nd ique r  comment 

chaque a r b r e  du vec teur  C t  1, t2, t3, t4, t 1 d o i t  ê t r e  accroché e s t  d ' i n d i c e r  
5 

l e s  branches pendantes de  l ' a r b r e  incomplet pa r  des  symboles spéciaux q u k n  

appe l l e  v a r i a b l e s ,  auxquel les  on accorde l ' a r i t é  O e t  qu'on no te  généralement 

X I ¶  X 2 ,  ..., x . On remplacera a l o r s  avantageusement l ' a r b r e  incomplet n 

I l  e s t  d 'usage courant  pour t o u t  n E PI de  n o t e r  [ n l  = I l ,  2 ,  ..., n ) .  Or1 

no te ra  a u s s i  X {xl, x2  , . . . , x . . . 1 l 'ensemble de t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  n ' 
e t  Xn {xi 1 i e EnIl. Avec ces  n o t a t i o n s  t '  

A l ' a i d e  de t o u t  a r b r e  T de T 
C uXn e t  de  t o u t  vec teur  C T  ..., T,I de  

1' 



n a r b r e s  de T on d é f i n i t  un a r b r e  de TI p a r  l ' o p é r a t i o n  de  greffe [Bo; 
C 

comme s u i t  : r.Crl, ..., 'r 1 e s t  l ' a r b r e  obtenu en s u b s t i t u a n t  dans r à n 

t o u t e  occurrence d e  v a r i a b l e  xi, i E Ln], l ' a r b r e  r . .  Ainsi  
1 

i V . C t , ,  t,, t3, t4, t51 t .  

I l  e s t  à remarquer qu'un cas  p a r t i c u l i e r  d ' a r b r e  incomplet e s t  un 

symbole d ' a r i t é  non n u l l e ,  a i n s i  à a d ' a r i t é  n on a s soc i e ra  l ' a r b r e  

o(xl, x2 ,  . . . , x ) que l ' o n  notera  l e  p l u s  souvent o. Nous avons dé j à u t  il is6 
n 

l a  not ion de vec teur  d ' a rb re s ,  ceux de  l 'exemple ne comportaient pas  de  

v a r i a b l e s ,  mais il e s t  évident  que s i  l ' o n  veut  c o n s t r u i r e  un a r b r e  complexe 

pa r  g r e f f e s  success ives  on devra cons idé re r  des  vec t eu r s  d ' a r b r e s  de T 
Cu x' 

1 
x ) e t  t '  = b ( b ( # , % ) ,  x5) e t  Par exemple en posant  t '  = B(xl, x3,  x4, 2 

t" = b(xl, x on pourra  é c r i r e  t '  = t'<Ct'l, t '  3 il a p p a r a i t  a l o r s  que 2 2 

c e t t e  g re f f e  e s t  a s s o c i a t i v e  e t  qu'on pourra  é c r i r e  : 

On notera  q u ' i c i  t '  = B(xl, x3, x 1 4, X2 ) ne s ' i d e n t i f i e  pas  à $, 

il e s t  l e  r é s u l t a t  de l a  g r e f f e  s u r  B du v e c t e u r  Cxl, x3, xlc9 x23 dont l e  

s e u l  but e s t  de renuméroter l e s  branches pendantes de  8, En f a i t  c e  vec teur  

d é f i n i t  simplement une a p p l i c a t i o n  d'une p a r t i e  d e H  dans une p a r t i e  de  W .  

Ces vec t eu r s  p a r t i c u l i e r s  jouent un r ô l e  t r è s  important c ' e s t  pourquoi 

Arnold e t  Dauchet on t  décidé de l e u r  donner un nom s p é c i a l ,  c e l u i  de torsion. 

On a coutume d ' u t i l i s e r  un vocabula i re  q u i  s ' appuie  s u r  c e t t e  manière 

d e  des s ine r  l e s  a r h r e s .  Ainsi  appel le- t -on racine de  t o u t  a r b r e  r = a( 'rl , . .  fn) , 

l e  synbole a s i t u é  en son s m e t  e t  feuille t o u t  symbole d ' a r i t é  0, c ' e s t  à 

d i r e  n 'ayant  aucun symbole au  dessous de  l u i ,  dans un a rb re .  On a p p e l l e r a  

feuillage d'un a r b r e  'r l e  mot formé en met tan t  bout à bout t o u t e s  l e s  f e u i l l e s  

de  'r : 



- si T = x feuillage (t) = xi i ' 
- si T = # avec d(#) = O, feuillage (t) = # 

- si T = u ( t l ,  t2, ..., tn) alors 
feuillage (t) = feuillage (tl) feuillage (t2) ... feuillage (tnL 

On a souvent à préciser l'ensemble des variables présentes dans un arbre T 

et on note 

* 
VIP(T) = {xi E X 1 3 U, v c (ZO u X) tels que u xi v = feuillage(.r)1. 

Exemples : racine (tl) = b, feuillage (t') = X1 X3 X4 X2 d d x5 et 

var(tl) = Ixl, x2, x3, x4, x5} = X5. 

racine (tl = b, feuillage (tf2) = # # x5 et var(tf2) = (x5}. 2 

Si nous reprenons l'arbre incomplet 

la numérotation des branches pendantes qui paraît 

B la plus naturelle est certainement celle de  

// \\ / \ 
b 

Un tel arbre dans lequel les variables sont numérotées à partir de un et de 

un en un de gauche à droite est dit initiai. Il est clair que tout arbre peut 

se décomposer de façon unique en un arbre initial et une torsion [Arnold - 
'b 

Dauchetl, ainsi t' t'.Lx1, x3, x4, x2, x51. 



2) LES NOTATIONS DES MAGMOTDES 

Les no ta t ions  u t i l i s é e s  jusque l à  s 'avérera ient  v i t e  insu f f i san tes  

pour indiquer avec préc is ion  des manipulations d ' a rb res  un peu complexes, 

c ' e s t  pourquoi nous a l lons  in t rodu i re  l e s  nota t ions  des magmoEdes de Arnold 

e t  Dauchet, que nous u t i l i s e r o n s  par  l a  s u i t e .  

Etant donnés un alphabet  gradué C e t  l 'ensemble X des  var iables ,  

nous noterons ~ ( 1 ) ~  l a  fibre ou ensemble de vecteurs k q  ; 
9 

tl, . . . , tp E TZuX 1. Toutefois quand il ne sera  pas nécessa i re  de p réc i se r  

- + Q  
q, l e  vecteur v = <q ; tl, . . . , t > r T ( L ) ~ ,  de degré supérieur p e t  de 

P 

degré inférieur q sera  simplement noté C t  . . . , t 1. Le degré supérieur 
1' P 

-+ 
de v e s t  l e  nombre de ses  composantes e t  l e  degré i n f é r i e u r  indique 

l 'ensemble des va r i ab les  que l ' on  peut rencontrer  dans chaque composante. 

Nous noterons ~ ( 1 ) "  = u T(z);, d'où T(L)= u T(L)" e t  en i d e n t i f i a n t  l e  

~a n a  
vecteur cq ; t> à l ' a r b r e  t de T 

1 
EUX l e s  nota t ions  T(L) e t  T ( L ) ~  seront  

cl 9 
a 

u t i l i s é e s  de préférence à T eux e t  T c >  é t a n t  entendu que X e s t  l'ensenible 
O 

P 
vide.  

Une p a r t i e  importante de T(C) e s t  l 'ensemble O des to r s ions  d é f i n i  

ti par  s e s  in te r sec t ions  avec t o u t e  p a r t i e  T ( L )  de T(C) par  
P 

On = O o T(L)"  {cp ; xi , ..., x 7 1 V j r Cnl, i E CPI}. 
P P 1 i n - 

j 

Toute to r s ion  8 = <p ; x. , . . . , x i. de Orl s '  i d e n t i f i e  à 1' appl ica t ion  
Il i n P 

6 de Ln3 dans [ p l  dé f in ie  pour t o u t  k E Ln3 par 8 ( k )  = ik. 

-+ 
On d é f i n i t  a l o r s  l a  greffe d'un vecteur v = <p ; tl, . . . , t > r ~ ( 1 ) "  n P 

1 -+ 
s u r  un arbre  T de T(C) notée t . v ,  comme l ' opé ra t ion  dé f in ie  récursivement par : 

n ' 
-h - si  t = x a l o r s  t . v  = 

i ti 
-+ - s i  t = # avec d E Co a l o r s  t . v  = # 

- si  t = o(rl, ... r ) avec o r L e t  r 
lY***  T E T(C); 9 9 9 



+ -P + 
a l o r s  t . v  = O(+ .v, ... T .v) .  

1 9 

Cette  d é f i n i t i o n  e s t  compatible avec c e l l e  vue précédemment. On notera que 

1 t = n ' e s t  pas incompatible avec t r T(C) n > 0 ,  c ' e s t  à d i r e  que pour n ' 
I 

que t r T(1In il n ' e s t  pas nécessaire que tou tes  l e s  va r i ab les  xl, ..., x 
n 

s e  trouvent dans t ,  par  cont re  c e l a  implique qu'aucune va r i ab le  x avec i > n 
i 

ne s e  trouve dans t .  On a donc pour tous  p, q, q'  E PJ avec q < q ' ,  

T(L): c T ( C ) ~ ,  par  cont re  t o u t  vecteur de T ( z ) ~  d o i t  avoi r  effectivement p 
4 Q 

composantes. 

On généra l i se  a l o r s  facilement l a  g r e f f e  en un produit  de composition 

+ + n 
e n t r e  deux vecteurs  u = <n ; rl, . . . r > r ~ ( 1 ) :  e t  v r T ( L ) ~ ,  c ' e s t  à d i r e  

9 

que l e  degré i n f é r i e u r  du premier est éga l  au degré supérieur du second, en 

éc r  i'vant : 

Le produit de composition e s t  a s s o c i a t i f  a i n s i  que l a  g r e f f e  [Bol, CTh3, 

-+ 
Exemple : u = <4 ; b 2 , r T(ZI4 , \ /lO\?, 

X X X  X 
1 2 1  1 



a a a a  
I l l 1  
x1 x1 # a 

I 

a  a  a a a a  

-+ n 
I l  e s t  c l a i r  que pour t o u t  vecteur v  E T(C) l a  composition avec 

P y 

P -+ 
une to r s ion  0  de T(C) cons i s t e  à renuméroter l e s  var iables  de v,  en rem- 

9 

plaçant  tou te  occurrence de ri, i r  p  par  xe , e t  à changer 1 ' ensemble 

-+ n 
de var iables  sur  l eque l  il e s t  d é f i n i  : v.0 E T(Z)q. Un cas  p a r t i c u l i e r  de 

-+ -+ 
t o r s ion  e s t  0  = <p ; xl, . . . x > ~ ( 1 ) '  pour l aque l l e  on aura v.0 = v ,  

P  P  
-+ 

Y v E T(C) . Une t e l l e  to r s ion  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  à [p l  de l a  fonction 
P  

i d e n t i t é  su r  Xd e t  joue l e  r ô l e  d'élément neut re  pour l a  composition. I l  e s t  

c l a i r  que s i  0' E On e t  0" E l e s  deux app l i ca t ions  0' de Cn! dans [p l  e t  
P  4  

0" de [p l  dans [q l  s e  composent au sens des  app l i ca t ions  e t  qu 'à  l a  fonction 

n  
0" O 9 '  correspond l e  vecteur 0  = 0l.0" q u i  e s t  une to r s ion  0  E O 9' 

4  
Exemple : 0' = <3 ; xl, x2, xl, x3> 6 O 3  

0" = <4 ; XI, X2,  x4> E O 3  
4  

4  
X > E O 4  0  = 0'.8" = <3 ; Xly X 2 ,  XI, ,+ 



+ +  + + + +  
e t  u.v = u.8'.8".v = u.8.v bien qu'aucune des to r s ions  8,  8 ' ,  8" ne soient  

des  app l i ca t ions  identiques.  

On généra l i se  facilement l a  notion de f e u i l l a g e  à un vecteur en posant 

f e u i l l a g e  (<p ; tl, ..., t = f e u i l l a g e  ( t l )  ... f e u i l l a g e  ( t n )  e t  

+ 
a  t . t = u v a r ( t . 1 .  O n d i r a  a l o r s  q u ' u n v e c t e u r v  e s t  

i r  Cnl 1 

i n i t i a l  dans T ( c ) ~  s i  l e s  va r i ab les  de son f e u i l l a g e  sont  ordonnées e t  
P  

* 
var (v )  = X c ' e s t  à d i r e  s ' i l  e x i s t e  w 

P ' , wl, ..., wp r  CO t e l s  que 

+ 
f e u i l l a g e  (VI=  uo xl wl x2 w2 . . . x w . On notera a l o r s  ?(Cln l 'ensemble 

P P  P  

des  vecteurs i n i t i a u x  dans ~ ( 1 ) "  e t  ?(E)  l e u r  réunion. Dans l a  s u i t e  l a  
P  

t i l d e  sera  u t i l i s é e  pour marquer l e s  arbres  ou vecteurs i n i t i a u x .  

I l  est c l a i r  que l e s  seules  to r s ions  i n i t i a l e s  sont  l e s  to r s ions  identiques 

e t  que l e  produit  de deux vecteurs i n i t i a u x  e s t  un vecteur i n i t i a l .  

Quand on g re f fe  sur un a r b r e  indexé d ' au t res  a rb res  indexés, c ' e s t  

à d i r e  avec var iables ,  il e s t  nécessa i re  d'examiner avec soin l ' o r i g i n e  des 

va r i ab les  rencontrées dans chaque a rb re ,  L'exemple suivant  i l l u s t r e r a  c e t t e  

remarque. Posons 



On peut a l o r s  é c r i r e  t = tl.Ctl, t2, t3, t41. 

Les va r i ab les  dans t1  e t  t f 2  ayant une même or ig ine  (va r i ab les  de t ' ) ,  c e l à  
1 

a un sens de d é f i n i r  l e  vecteur C t V l ,  t '  1 e t  pour l a  m ê m e  r a i son  l e  vecteur 2 
-t + - -t 

Cvl, v2] = Ca , a , #, b 1 = v. On peut a l o r s  é c r i r e  t 1  = t".Ctfl, t r 2 l  
I l  / \ 

Par cont re  s i  l ' o n  découpe d'abord t en 

T =  b , T l  b , r 2 =  b de s o r t e  que t = r.CT1, T 2 1  
/ \ / \- / \ 

x x a a b 1 2  1 1  / \ 
# # # # 

e t  ,si 1' on continue en découpant r en 
1 

T en = b , r" = #, T " ~  = 
3 

b de façon à avo i r  
2 / \  / \ 

r = T ' ~ . [ T " ~ ,  ~ ' ' ~ 1  e t  T = T ' ~ . [ T ' '  , T" 1, l e s  va r i ab les  dans T '  e t  r '  ont 
1 2 3 4 1 2 

des  o r ig ines  d i f fé ren tes .  S i  l ' o n  veut g re f fe r  T '  e t  r '  dans r ,  il y aura  
1 2 

des  c o n f l i t s  en t re  l e u r s  va r i ab les ,  a i n s i  

T T ' ,  T ].['KMl, T" T" Tu4]  = 
2 2' 3' # t .  

a a a a  



Pour pouvoir juxtaposer Cri' ~ " ~ 1  e t  Cr113, T" 1 d'une p a r t  e t  T '  e t  r '  
1' 4 1 2 

d'une p a r t ,  il f a u t  rendre d i s t i n c t e s  l e u r s  va r i ab les  indépendantes, par  

exemple en t r a n s l a t a n t  l e s  indices  des va r i ab les  dans r '  du nombre de 2 

var iab les  s u r  l e s q u e l l e s  e s t  d é f i n i  T '  
1' 

Cette  opérat ion por te ,  dans l e  cadre des magmofdes, l e  nom de 

produit tensoriel e t  e s t  d é f i n i e  comme s u i t  : 

+ n' 
Etant donnés deux vecteurs  u = <pl ; tVl ,  ..., t fn ,>  E T(L)pI e t  

+ ni' -+ + 
v = <ptl ; tttl, . . . , tttn,,> T(L) l e  produit  t e n s o r i e l  de u e t  v e s t  

P" ' 
+ + 
u 8 v = <p' + p" ; t t l ,  ..., t i n t ,  t"l.e,. . . , t",,,.0> avec 

0 = <pi + p" ; xp'+l' * * ¶  x 
p ' +plt > ~ i + p I I .  

+ + n'+nu 
On a a l o r s  u B v 6 T(L)p,+pl,. Ce produit  t e n s o r i e l  est a s s o c i a t i f  et  toujours  

d é f i n i  s u r  T ( C ) .  

En reprenant l 'exemple précédent on a 

t T T  1 8 T ' , ~ . C T " ~ ,  r",, T " ~ ,  rif41 avec Cr1 8 r i21 = [ b , b 1. 
1 

/ \ / \ 

Le produit  t e n s o r i e l  de deux to r s ions  e s t  une to r s ion  e t  l e  produit  t e n s o r i e l  

de deux vecteurs i n i t i a u x  e s t  un vecteur i n i t i a l .  

O  élément neutre  e s t  l e  vecteur <O;> E T ( L ) ~ .  

PrOpO~iti~n 1 : Etant  donnés l e s  vecteurs u, u t ,  v ,  v'  de T(C), s i  l e s  

produi ts  de compositions u.u' e t  v.vl sont  d é f i n i s  a l o r s  (u  B v) . (u l  8 v ' )  

e s t  d é f i n i  e t  égal  à ( u . u l )  B ( v . v l ) .  [AD ml]. 

Par convention de p r i o r i t é  on écri t  u.ul @ v.vl  pour (u .u l )  8 ( v . v l ) .  



Pour i l l u s t r e r  c e t t e  proposi t ion reprenons l 'exemple précédent : 

T '  l . L ~ l l  
1' 

~ " ~ 1  e t  T '  C T " ~ ,  ~ ' ' ~ 3  sont d é f i n i s  e t  
2 ' 

T ' ~ . T " ~ ,  T 8 T ' ~ . [ T ' ~ ,  T 1 = T 8 T De p lus  rl - 
2 4 2 ' 

8 T 2  - [Tl, T23  c a r  

T e t  T sont dépourvus de va r i ab les .  
1 2 

On a donc d 'après l a  proposi t ion 1 

T '  1. LT" ,, T1121 O T ' ~ . ~ T " ~ ,  Tt' 4  1 = T l  8 T ' ~ . " ~ ,  TI' 2  1 8 ~ " ~ 1 )  

e t  puisque rttl, T e t  T " ~  sont dépourvus de va r i ab les  

[Tl, T 2 1  = 8 T ' ~ ~ . [ T ~ ~ ,  T u 2 ,  r113, ~ " ~ 1 .  On a v a i t  d é f i n i  t par  

t = T . C T  T 1, on ob t i en t  t = T . C T ' ~  8 T ' ~ I . C T " ~ ,  T " ~ ,  T " ~ ,  rtf41. 1' 2 

L'ensemble T(C) muni du produit  de composition e t  du produit  t e n s o r i e l  

e s t  un magmo'ide en c e  sens q u ' i l  en re spec te  l e s  axiomes qui  sont : 

Un ensemble M e s t  un magmoPde s i  e t  seulement s i  : 

- Ml. Pour tous p e t  q dans N il e x i s t e  une p a r t i e  MP de M appelée f i b r e  
9 

p-q de M .  M e s t  l a  réunion de s e s  f i b r e s  qui  sont d i s j o i n t e s  deux à 

deux. 

- M2.  Pour tous p,  q, p l ,  q' d a n s l  et tous  m r  MP m '  r MP' l e  produit  
P ' q' ' 

de composition m.m' e s t  d é f i n i  s i  e t  seulement s i  q = p'. On a a l o r s  

m.ml  E MP Le produit de composition e s t  a s s o c i a t i f .  
4' ' 

- Mg, Pour tous p ,  q, p l ,  q t  dans IN e t  t o u s  n E MP m'  r MP' l e  produit  
9' 9' 

t e n s o r i e l m  b m '  e s t  d é f i n i .  m 8 m' r  M P+P' Ce produit  t e n s o r i e l  
9+q1 ' 

e s t  a s s o c i a t i f .  

- M4 . La proposi t ion 1 e s t  v r a i e ,  

1 O + - Mg, 11 ex i s t e  el E Ml e t  e  E Mo e t  pour t o u t  p r H  , 
O 

e = el t3 el @ . . , B el (p f o i s ) ,  e  E M ~ .  Ces éléments sont  t e l s  que 
P P P 

pour tout  m a MP e  .rn = m ,  pour t o u t  m '  r  Mq mt . e  = m '  e t  pour 
4' P P ' P 

t o u t  m r  MP e  B m = m B eo = m .  
9' 0 
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? (z )  e t  (3 sont  eux a u s s i  des magmoTdes. 

Note Tout élément de T(C) e s t  obtenu à p a r t i r  de C par  l e s  opéra t ions  de 

produit  de composition, produit t e n s o r i e l  e t  composition avec une to r s ion .  

La notat ion <q ; tl, ..., t > que nous u t i l i s o n s  fréquemment, appara î t  a l o r s  
P 

comme une opérat ion dér ivée  en ce  sens  que t o u t  p-uple peut s e  d é c r i r e  

uniquement à l ' a i d e  de 8,. e t  de to r s ions .  

Exemple u = <4 ; b , b  7 peut s ' é c r i r e  
/ \ / \ 

b X 2 X  iY 
/ \ 

1 

L'axiome M r appe l l e  que l e s  vecteurs v = <q ; tl, .. . , t > r ~ ( 1 ) '  e t  
1 P q 

v '  = <q' ; tl, . . . , t > 6 ~ ( 1 ) '  doivent ê t r e  considérés comme d i s t i n c t s  
P 9'  

mgme si  on l e s  i d e n t i f i e  (pa r fo i s  à t o r t )  dans l a  forme [t ..., t 1. 1' P 

On a souvent à considérer l e s  d iverses  composantes d'un vecteur 

u = <p ; tl, . . . , tn> r T(I)" isolément. I l  e s t  c l a i r  que l a  t o r s i o n  
P 

1 
'i 

<n ; x . 7  E O avec i E Ln] permet par  composition avec u d ' i s o l e r  l a  
1 n 

ème 1 i composante de  u, a i n s i  Bi.u = <p ; t . 7 .  On associe  a l o r s  à 9 6 On l a  
1 i 

i fonction de projection IT appl icable  à t o u t  vecteur à n composantes. I l  e s t  n 

c l a i r  que u e s t  d é f i n i  par  ses  n projec t ions ,  e t  que t o u t  élément de T(Z) e s t  

entièrement d é f i n i  par  s e s  projec t ions .  Nous d i rons  que T(1) e s t  projetable. 

De même O e s t  proje table .  Par cont re  ? ( I )  n e  s a u r a i t  ê t r e  p ro je tab le  c a r  dans 

'-b 
l e s  composantes de u = <5 ; b  , b > seule l e  première e s t  un 

/ \ / \ 
x x a b  

2 1  / \  
X3 X4 X 

5 .  



a rb re  i n i t i a l .  On trouvera une d é f i n i t i o n  axiomatique p réc i se  des  magrnordes 

p ro je tab les  dans CAD m l ] .  

n  
S i  u Kp ; tl, ..., t > r T(C) a pour projec t ions  r = <p ; tl> n P 1 

'r2 = <p ; t2>, ..., r = <p ; tn>, on a l 'habi tude  de recons t i tue r  u à p a r t i r  
n 

de s e s  projec t ions  par  l ' opé ra t ion  de produi t  d i r e c t  e t  on note  ' 

u = T . . . , 1 .  Ainsi,  s i  on s e  donne v = <p ; t '  l, . . . , t ' > e T(L):, 
Q 

on é c r i r a  Cu, VI = <p ; tl, ..., tn, t f l ,  ..., t '  > r ~ ( 1 ) " ' ~ .  
9 P 

1 1 
Nous d i rons  qu'un a r b r e  t '  de T(C) e s t  un sous-arbre de t E T(C), 

P 

s ' i l  e x i s t e  des e n t i e r s  m ,  ml, m2 ,  pl, p  t e l s  que m = ml + m + 1, 
m m 2 2 

1 -+ 1 -+ P1+P2+P 
? ?(LI,, v1 e T ( Z ) ~ , ,  v2 e T(E) e t  E: E T ( z ) ~  t e l s  que 

P, 

1 1 
Par exemple dans t = de ~ ( 2 ) ~ ~  l ' a r b r e  t '  = b de T(C12  

\- 
b b x a 

/ \ 
1 ,  

\- 1 
a a x  6 x 
1 1 1 

/ \ 
2 

x X 3 gr X2 

e s t  sous arbre  de t .  I l  s u f f i t  de poser 

-+ -+ 
e t  w = <3 ; a , #, xl, x2>. On a a l o r s  v 8 t '  8 v2 = <4 ; b , x3, x4> 

l 1 
\ -  



On no te ra  que t E T(C)' e s t  b ien  sous a r b r e  de lui-même ; il s u f f i t  de n 
2i -+ + -+ 

prendre  T = xl, vl v2 = <O;> e t  w = <n ; xl, ..., x >. n 

'L 
I l  e s t  e s s e n t i e l  que r s o i t  i n i t i a l  dans T ( E ) ~ .  En e f f e t  en prenant  m 

t = b on peut  é c r i r e  t = r . < 3  ; a l ,  à#, a # >  avec r = b(xl,  x3) ,  
/ \ 

dans c e  c a s  a #  n ' e s t  cependant pas  sous a r b r e  de  t c a r  r n ' e s t  pas  i n i t i a l  

dans T(E)'  On a u r a i t  a u s s i  pu é c r i r e  que t = r '  .[a#] avec T '  = b(xl,  x2) .  
3 ' 

Dans c e  c a s  a #  e s t  b ien  un sous a r b r e  de t en un c e r t a i n  sens ,  mais il 

1 -+ 
e x i s t e  deux occurrences de a# dans t .  S i  t E T(L) l ,  ? E ? ( L I n ,  w E T(L)" e t  

P P 
2 , +  'L 

t = T.W, T s e r a  d i t  SOUS arbre initial de t .  C' e s t  de c e t t e  décomposition 

q u ' e s t  i s s u  l e  terme " i n i t i a l " .  Quand dans un a r b r e  on veut  d i s t i n g u e r  l e  

sous a r b r e  s i t u é  en son sommet, il e s t  n a t u r e l  de  numéroter de  un en un 

de gauche à d r o i t e  l e s  branches pendantes,  c ' e s t  à d i r e  d e  prendre l e  sous 

a r b r e  i n i t i a l .  I l  a r r i v e r a  p a r f o i s  de  p a r l e r  de SOUS arbre final à propos 

-+ 
d 'une  composante de W. 

On d i t  q u ' i l  y a une occurrence de  symbole a dans un a r b r e  t s i  a 

e s t  un sous a r b r e  de t .  

On d i t  qu'une occurrence d e  symbole a est  au-dessus d'une occurrence 

de  symbole f3 ( e t  donc que B e s t  au-dessous de a )  dans un a r b r e  t ,  s i  a e s t  l a  

r a c i n e  d'un sous a r b r e  t '  de t e t  B l a  r a c i n e  d'un sous a r b r e  t" de t ' .  De 

même on d i t  que dans t une occurrence x de v a r i a b l e  e s t  SOUS une occurrence 



de symbole a s i  a e s t  l a  r a c i n e  d'un sous a r b r e  f i n a l  t '  de  t e t  x e s t  un 

sous a r b r e  f i n a l  de  t ' .  On d i t  a u s s i  que a e s t  inmédiatement au-dessus d e  B 

ou père d e  6 ou que e s t  i d d i t e m e n t  sous a, s i  a e s t  au-dessus de B e t  

q u ' i l  n ' e x i s t e  aucune occurrence y de symbole à l a  f o i s  au-dessous de a e t  

au dessus  de B. 

On d i t  que dans un a r b r e  t un sous a r b r e  t '  de  t e s t  l e  le' f i l s  

d'une occurrence d e  symbole a d e  degré n dans t s i  l ' a r b r e  

a. ( c i - 1  ; xl, ..., x > 8 t '  B <n-i ; xl, ..., x >) e s t  un sous-arbre d e  t .  
i-1 n- i 

Etant  donnés un a r b r e  t de r a c i n e  a e t  une occurrence f3 de  symbole 

dans t a u t r e  que l a  r ac ine ,  a e s t  a l o r s  au-dessus de  8, e t  on appe l l e  branche 

jusqu'à B dans t l a  l i s t e  yl, ..., yp, d 'occurrences de  symboles dans t 

avec y = 8, yl = a pour t o u t  i < p, yi est immédiatement au  dessus de  yi+l. 
P 

On peut  a u s s i  no te r  l e s  branches de façon p l u s  p r é c i s e  en indiquant  à chaque 

noeud l a  d i r e c t i o n  p r i s e .  Pour c e l à ,  à t o u t  a E C on f a i t  correspondre 
n ' 

l e s  n + l  symboles <a, i p  avec i E (0, 1, . . . , n) e t  t o u t e  branche a ( t l , .  . . , t n )  

e s t  de  l a  forme <a, i> bi où bi e s t  une branche de  t s i  i # O e t  e s t  v ide  
i 

s i  i = O. Ainsi l ' a r b r e  

t =  a pour branches <b, O > ,  <b, 1> <b, O > ,  <b, 1> <b, 1> <a,O>, 

b b <b, 1> <b, 1) <a ,  1, xJ,  <b, 1> <b, 2, <#, O>, <b, 2> Zb, O > ,  
/ \ / \ 

a # x  x 
1 2  

<b, 27 <b, 1> x 1' <b, 2> <b, 2> x 2 e t  e s t  entièrement 
1 
X 

3 déterminé par  s e s  branches maximales. 

En théo r i e  des  langages bon nombre de  preuves s e  fon t  par  induct ion  

s u r  l a  longueur des  mots, en t h é o r i e  des  a r b r e s  on peut  ~ r o c é d e r  par  induct ion  

su r  l a  longueur des  branches e t  l e  p l u s  souvent s u r  l a  p l u s  grande, c ' e s t  

1 pourquoi on d é f i n i t  l a  profondeur 1 t ( d 'un  a r b r e  de  T ( L ) ~  comme l a  longueur de  

sa  p l u s  grande branche. P lus  généralement on d é f i n i t  1 t 1 , t E T( C) par  : 



- s i  t = x a l o r s  Itl = O 
i 

- s i  t = avec f E C a l o r s  Itl = 1 
O 

- s i t  = a ( t l ,  ..., t ) avec a E C 
n n 

a i o r s  Itl = 1 t sup ( l t l l ,  ..., I t n l ) .  

Nous u t i l i s e r o n s  p a r f o i s  l a  no ta t ion  Itl pour t E T(C) e t  b E C pour indiquer  
b 

l a  profondeur de  t en b q u i  e s t  l e  p l u s  grand nombre de symboles b rencont rés  

s u r  une même branche. 

Une a u t r e  dimension importante d'un a r b r e  e s t  s a  largeur q u i  e s t  l a  longueur 

de son f e u i l l a g e ,  

Exemple : pour l ' a r b r e  t = b 
/ \ 

b h l a rgeu r  ( t )  = 4. 
/ \ / \ 

Une remarque, q u i  nous s e r a  u t i l e  par  l a  s u i t e ,  e s t  que t o u t  a r b r e  de 

profondeur bornée e s t  de  l a r g e u r  bornée (mais l a  réciproque e s t  f aus se ) .  

En e f f e t  s i  t E T ( C )  e t  Itl S L ,  en posant  D = sup ( d ( a )  1 a E C), il e s t  

c l a i r  que l ' a r b r e  l e  p l u s  l a r g e  de  profondeur L e s t  composé exclusivement 

de symboles de degré D e t  par  induct ion  sur L on montre fac i lement  que s a  

l a rgeu r  e s t  D~ d 'oû l ' i m p l i c a t i o n  Itl < L => l a r g e u r  ( t )  i D ~ .  par  con t r e  

pour que l a  réc iproque  s o i t  v r a i e  il f a u t  que t cont ienne un nombre borné 

de  symboles d ' a r i t é  1. 

I l  e s t  f a c i l e  de  v o i r  l a  s i m i l i t u d e  q u ' i l  y a e n t r e  l e s  a r b r e s  

composés de symboles d ' a r i t é  1 e t  l e s  mots en t h é o r i e  des  langages,  Aussi 

nous u t i l i s e r o n s  souvent l e s  no ta t ions  des  mots pour de t e l s  a r b r e s  en posant 

O n- 1 
pour t o u t  a de degré l , a  = x e t  an = a ( a  ), l e  produi t  de composition s e  1 

confondant avec l a  concaténat ion.  



Pour tout symbole b d'arité n nous généraliserons cette notation en écrivant 

i t l'arbre balancé de profondeur i, c'est à dire dont toutes les branches 

maximales sont de longueur i, construit sur le symbole b. Plus précisément 

1 1 i-1 
bD = x et b = b(xl, xl) et bi = b .b et pour tout i > O .  Alors 

1 
1 

1 i n pour tout i c R, bi r ~({b})~ et est de largeur n . En notant e l'unique 
l 

n l 
I n 

élément de O que l'on peut écrire e = 51 ; xl, ..., 1 1 
x1>, on peut 

1 %i n %i décomposer bi = b .e avec b r ?({b})li. 
1 - 
b 

'b2 3 2 - 
Ainsi 1 'arbre pourra être noté b .[a #, x a a x2, #1. 

/ \ 
1' 

L'essentiel des caractéristiques définies jusqu'alors pour les arbres 

s'appliquent aussi bien aux arbres indexés qu'aux autres, elles donnent peu 

d'indications sur les possibilités de greffe d'un arbre. Ainsi si nous posons 

'L 'b 
t = t.O avec t E T ( L ) ,  ? r ?(E), 8 E 8 on a Itl = I?I, largeur (t) = largeur (t), 

'L 
t et t ont mêmes sous-arbres (sauf les sous arbres finaux) et les ensembles 

2, 
de symboles trouvés dans t et t sont les mêmes. Par contre c'est 8 qui 

contient l'essentiel des informations utiles pour greffer un vecteur sur t. 

Aussi donnons nous maintenant quelques propriétés importantes des torsions. 

Une torsion 8 E On est 1 i néa i re  si l'application de ml dans [pl qui 
P 

lui est associée est injective, c'est à dire si 0 s'écrit <p ; x. , xi , . . .x. > 
1 1 2 

1 n 
et pour tous k et j dans [nl,ik # i <=> k # j. On a alors n 2 p. 

j 



Une t o r s i o n  0  s 0" e s t  ~0mplete s i  l ' a p p l i c a t i o n  de  Cnl dans [p l  
P  

q u i  l u i  e s t  a s soc i ée  e s t  s u r j e c t i v e ,  c ' e s t  à d i r e  que 0  s ' é c r i t  

<p ; Xi y Xi , . . . y  X i > e t  V k  E CpI, 3 j  E Cn? t e l  que i = k .  On a 
1 2  n  j  

d o r s  n  I p. 

Une t o r s i o n  0  E 0" e s t  ordonnée s i  l ' a p p l i c a t i o n  d e  Cnl dans [p l  
F 

q u i  l u i  e s t  a s soc i ée  e s t  non déc ro i s san te ,  c ' e s t  à d i r e  que 0 s ' é c r i t  

<P ; Xi Y Xi ? ..., x.> e t  V k,  j E Cnl k < j  => i < i On pourra d i r e  
1 2  1 n  k  - j '  

q u ' e l l e  e s t  s t r i c t emen t  ordonnée s i  k < j => i < i 
k  j '  

Une t o r s i o n  à l a  f o i s  l i n é a i r e  complète e t  ordonnée e s t  une t o r s i o n  

i d e n t i t é  <p ; xl, . . . , x >. 
n  

2, 
Proposition 2 Pour t o u t  u  r T ( E ) ~ ,  il e x i s t e  r r IN, u s ?(L):, 0  s or t e l s  

9 
2, 

que u  = u.0. Cet te  décomposition e s t  unique. [AD m l ] .  

n  Lemme 3 Pour t o u t e  t o r s i o n  0  E 0 en posant q  = c a r d ( v a r ( 0 ) ) ,  on peut  t rouve r  
Ci 

P 
n  une t o r s i o n  complète 0  E O e t  une t o r s i o n  l i n é a i r e  6 E oq t e l l e s  que 0  = 0 . 6 .  
9  P  

Preuve 

8 e s t  une a p p l i c a t i o n  de  tn3  dans Cpl e t  q  = c a r d ( 0 ( [ n l ) ) .  Prenons une 

b i j e c t i o n  8 de  [q l  dans 0 ( [ n l ) ,  6 e s t  une t o r s i o n  l i n é a i r e  de  Oq. ~ é f i n i s s o n s  - h 
P 

--1 
a l o r s  l a  s u r j e c t i o n  0 de Ppl dans Cql par  0 = 0  O 0,  c ' e s t  une t o r s i o n  

C1 

complète de @. On a 0 = 6 O 0 donc 0  = ê . 6 .  
9 

'L h r Cor01 laire 4 pour t o u t  u  s T ( L ) ~ ,  il e x i s t e  u  É ?(T,lP, 8 complète dans O 
Q r S 

S 'L + e t  8 l i n é a i r e  dans O t e l s  que u = u.fl .fi. 
9  



Remarque La décomposition du lemme 3 n ' e s t  pas unique. S i  l ' o n  a v a i t  besoin 

de décompositions canoniques, il s u f f i r a i t  par exemple d ' imposer à 6 d ' ê t r e  

une fonction croissante .  En l ' absence  d' . indications c o n t r a i r e s ,  l e s  t o r s i o n s  

A 

surmontées du signe seront  complètes, c e l l e s  surmontées de -, l i n é a i r e s .  

A première vue, l ' o p é r a t i o n  de g r e f f e  pour ra i t  sembler ê t r e  une 

extension simple de l ' opé ra t ion  de concaténation sur l e s  langages. Tel e s t  

+ 1 
l e  cas  s i  on g re f fe  un vecteur v E ~ ( 1 ) ~  à un a r b r e  t i n i t i a l  dans T(C) . n P 

Dans c e  c a s  l a  g r e f f e  s e  résume en une concaténation mul t ip le  sur  chacune 

des  extrémités marquées par  une va r i ab le  dans t .  

S i  l a  to r s ion  associée  à t n ' e s t  pas ordonnée mais complète e t  l i n é a i r e ,  il 

y a peu de changements, c e t t e  t o r s i o n  va seulement provoquer une g r e f f e  dans 

-f 
t dans un ordre d i f fé ren t  de c e l u i  qu'ont l e s  a rb res  dans v. 

3. - -t 
exemple t = b v = [a , a l  t . v =  b 

/ \ 1 1  - / \ 
x x t #  a a 2 1 

1 ' 1  
# # 

% % 
en f a i t  on a t = t . O  avec t = b e t  9 = Cx2,  xll 

+ % + %  
on en dédui t  par a s s o c i a t i v i t é  t ,v  = t . 0 . v  = t .  [a , a l  

1 I 
# # 

S i  l a  to r s ion  associée  à t n ' e s t  pas complète, c e l a  s i g n i f i e  que c e r t a i n s  

-b 
a rb res  de v ne seront  pas effectivement g r e f f é s  dans t .  

+ - + 
exemple t = b V E  [a , b , a ]  t . v ' =  b 

/ \ 1 / \  1 
X X # # # #  

/ \- 
1 3  

a a 
I l  
# # 

b ne pa r t i c ipe  pas effectivement à l a  g r e f f e ,  
/ \ 

# # 

Ceci e s t  assez génant mais ne peut pas toujours  ê t r e  é v i t é ,  par  exemple, s i  

t n ' e s t  pas un a r b r e  i s o l é  mais f a i t  p a r t i e  d'un ensemble d ' a rb res ,  F qui  



c o n t i e n t  a u s s i  l ' a r b r e  t '  = 0 

S i  a l o r s  on cons idère  l a  nouvel le  f o r ê t  F' obtenue en g r e f f a n t  s u r  chaque 

+ 
a r b r e  d e  F l e  vec teur  v a l o r s  b  p a r t i c i p e r a  effect ivement  à c e r t a i n e s  

/ \ 
# # 

g r e f f e s  en p a r t i c u l i e r  t l . v  = 

La non complétude f e r a  que même dans l e  ca s  d ' a r b r e s  c o n s t r u i t s  à l ' a i d e  

de symboles d ' a r i t é  O ou 1, q u i  ressembleront donc beaucoup à des  mots, 

c e r t a i n s  ~ r o b l è m e s  nouveaux s e  présenteront .  

Il e s t  b ien  connu que c e  sont  l e s  t o r s i o n s  non l i n é a i r e s  q u i  posent l e  p lus  

de problèmes d é l i c a t s  c a r  e l l e s  provoquent l a  dup l i ca t ion  des  a r b r e s  l o r s  

des  g r e f f e s  : 

En t h é o r i e  des  langages il e s t  immédiat d e  d é f i n i r  l ' o p é r a t i o n  de  

conca téna t ion  e n t r e  des  ensembles de mots en posant  A.B {u.v 1 u  E A,  v  E BI. 

Etant  données deux p a r t i e s  F c ~ ( 1 ) "  e t  F2 
1 

c T(E):, on peut  d é f i n i r  l e  
P  

composé de  F e t  F  comme l 'ensemble des  composés d'un élément de FI e t  d 'un 
1 2  

élément de  F2 : F1 @ F2 = 1u.v 1 u  c FI, v  F2}. 

A p a r t i r  de c e t t e  opé ra t ion  de composition Arnold e t  Dauchet d é f i n i s s e n t  

l e  magmoïde des p a r t i e s  ascendantes de  ~ ( 1 )  : P ~ ( T ( ~ ) )  pa r  p A ( ~ ( l ) l P  = 
4  

P ( T ( L ) ~ ) ,  ce  q u i  en d é f i n i t  l e s  f i b r e s ,  e t  s i  FI c T(Z)' e t  F2 T ( L I ~ '  
Q 9  9' 



F 8 F2 = {U 8 v 1 u r FI, v r F } c e  q u i  s i g n i f i e  que F 8 F2 a T(L) P+P ' 
1 2 1 q+ql ' 

Les éléments n e u t r e s  sont  a l o r s  l e s  ensembles i ; xl, . . . , xi>} e t  

l ' i n j e c t i o n  canonique qu i  à t o u t  élément u de  T(C) 

f a i t  correspondre {u} r pA(T(L)),  f a i t  de  T(L) un sous-magmolde de PA(T(L)).  

Le magmoide P ( ~ ( 1 ) )  n ' e s t  p a s  p r o j e t a b l e .  I l  s u f f i t  pour s ' e n  convaincre  
A 

de prendre  Z ={#, $1 A = {<O ; #, t>, <O ; 8 , #>} E P ~ ( T ( L ) ) :  on a 
O 

- - 
{ < 2  ; xl>}.A = {<O ; t>, <O ; #>} e t  {<2 ; x >}.A = {<O ;#>, < O  ;#>). 

2 

On remarque a l o r s  que c e s  p r o j e c t i o n s  sont  a u s s i  c e l l e s  de  

B = { < O  ; #, #>, < O  ; 3, 8 > )  q u i  e s t  d i s j o i n t  de  A.  

Ceci e s t  estrêmement génant e t  o b l i g e r a  à prendre des  précaut ions  supplémentaires  

chaque f o i s  que l ' o p é r a t i o n  d e  composition ascendante  @ devra être d é c r i t e  

au niveau des composants d e s  vec t eu r s .  Pour l e  m e t t r e  en évidence il s u f f i t  

de r a p p e l e r  l a  d é f i n i t i o n  de  l a  g r e f f e  r e s t r e i n t e  s e lon  Boudol CBol, que 

nous noterons @ : 

1 1 S i  F E T(C) e t  pour  i E Ln], Fi E T(C) on pose 
n P 

F @ CF1, ..., Fnl = { t . [ t l ,  ..., t 1 1 t E F e t  Y i r Cnl, ti E F ~ } .  n 

On a a l o r s  évidemment en posant  F' = { [tl, . . . , t 1 1 pour t o u t  i E Ln] ,ti Fi} Y n 

F @ CF1, ..., Fnl = F F r .  

Prenons l 'exemple su ivant  : 

F = {  b } , F ' l = { a ) , F ' 2 = { ~ } , F ' 1 = { # , ~ } c ' e s t à d i r e  
/ \ 

X X 
I 
X 

I 
1 2  1 

X 
1 - 

que F' = [F t l ,  F t 2 1  e s t  l a  p a r t i e  s a t u r é e  F' = { c l  ; a , a >). 
I I 
X X 
1 1  

I l  est a l o r s  immédiat que F @ CFfl, F f 2 1  = F F' = b 1 
1 \- 



e t  on o b t i e n t  

Par  c o n t r e  s i  l ' o n  é c r i t  F  @ (CFtl ,  F t 2 1  @ F"), pour donner un s e n s  

à c e t t e  express ion  on devra a s s o c i e r  à (CF' F t î l  @ Fu)  une p a r t i e  1' 

s a t u r é e  G pour que F  @ G a i t  un sens.  Il e s t  a s sez  n a t u r e l  d e  d é f i n i r  G 

comme l a  p a r t i e  s a t u r é e  dont les p r o j e c t i o n s  son t  F' @ Fu = {a , a )  e t  
1 I l  

# # 

- - 
FI2 @ FI1 = {a , a ) .  On a a l o r s  G = 

# # 
1 1 

c e  q u i  f a i t  d i r e  que l a  g r e f f e  r e s t r e i n t e  n l e s t  pas  a s s o c i a t i v e .  

- 
Cependant F' fl F" = {<1 ; a  , 2.) @ { #, 8 )  = {<O ; a ,  a > ,  <O ; a ,  a > )  

I I I l  ! 1 
x, x, # # # # 

Arnold e t  Dauchet appe l l en t  magrnoide des parties descendantes de  T(Z) 

l e  magmoide c o n s t r u i t  s u r  l e s  p a r t i e s  s a t u r é e s  de T(Z),  PD(T(L)) dont  les 

1 P  f i b r e s  sont  P ~ ( T ( L )  lP = [P(T(z)  )1 c ' e s t  à d i r e  que t o u t  élément 
9 4  

U r P  ( ~ ( 1 ) ) ~  peut  s ' é c r i r e  <q ; U1, . . ., U > avec pour t o u t  i r [ p l ,  
D 9 P  

Ui c T ( Z I q .  On a  a l o r s  U = {<q ; tl, ..., t . 1 V i r [p l  ti r ui}. On 
P  

d é f i n i t  a l o r s  un p rodu i t  de  composition descendant no té  @ i den t ique  à l a  

g r e f f e  complète de Boudol e t  aux 01 - subs t i t u t i ons  d l E n g e l f r i e t  : 



Pour t o u s  U = <q ; u,, ..., u > E P , ( T ( I ) ) ~  e t  v = <r ; vl, ..., v > c 
P 4  4  

P ~ ( T ( L ) ) :  on pose 

2, 2, 
U @ V =  {u.Cvl, ... v  1 1  3 s E R ,  U r  ? ( L ) ~ ,  0  É Bs, u.8 E U e t  Y i  E Csl, s s 4  

"i ' V e ( i )  
1 .  Evidemrnent U @ V = <r ; U1 ) V ,  .. . U @ V> c P ~ ( P ( L ) ) ~ .  

P  

Pour t ous  u = <q ; ..., u > E P , ( T ( C ) ) ~  e t  v = <ql  ; vl, ... v ' >  E 
P 4  P  

P ~ ( T ( L ) ) P '  on pose U B V = {u 8 v  1 u  E U e t  v  c v) .  En posant  
9 '  

0  = <q + q' ; ..., x > e t  en éc r ivan t  u  = <q ; ul, ... u  > e t  
q+q ' P 

v  = <ql  
; vly . . . y  

> on a  u  B v  = Cu, v.01 = <q+q' ; ul, ..., u  
P ' P ' 

Toute p a r t i e  r é d u i t e  à un élément {<q ; ul, . . . u  >) e s t  l a  p a r t i e  s a t u r ~ é e  
P  

correspondant au  vec t eu r  <q ; q  ; u 1  . . . {<q ; u  >)>, on i d e n t i f i e r a  
P  

a l o r s  faci lement  0,  18)  e t  <q+ql ; {<q+ql ; x >), . . . {<q+q' ; x >)> 
4 + l  q+q' 

d 'où u B Y = C U ,  v.01 = <q+ql ; ul, . . . u , v1.eY.. . v .e>  É P ~ ( T I C ) )  P+P ' 
P P ' q+q' ' 

Les éléments n e u t r e s  de T(C) é t a n t  des  t o r s i o n s  on o b t i e n t  par  i d e n t i f i c a t i o n  

des  t o r s i o n s  de T(C) e t  de  P  (T(C)),  l e s  éléments neu t r e s  de PD(T(L)) .  D 

Les éléments de P ~ ( T ( L ) )  é t a n t  des  p a r t i e s  s a t u r é e s  de T(C) il e s t  c l a i r  que 

P ~ ( T ( C ) )  e s t  p r o j e t a b l e .  

En i d e n t i f i a n t  <q ; .. . u  > E T(EIP à Cq ; {<q ; ul>}, .. . {<q ; u >)> 
P  9 P  

E P ( T ( E ) ) ~  on f a i t  de  T(C) un sous magmoide d e  PD(T(C)). 
D 4  

Etan t  données n  f o r ê t s  FI, . . . , F de  ~ ( 1 ) '  on i d e n t i f i e  l a  p a r t i e  s a t u r é e  n  P y 

n  
{<p ; tl, . . . tn> 1 Y i ~ C n l ,  ti F ~ }  c ~ ( 1 ) "  à un élément de  pA(T(L)) e t  

P  P  

à l 'é lément  <p ; FI, . . . Fn> de P ~ ( T ( L ) ) "  e t  on l a  no te  souvent CF1. . . . Fnl.  
P  

D'après l e s  d é f i n i t i o n s ,  pour t o u t  symbole # d ' a r i t é  0, {<O ; #>) 0 0 = 0 

a l o r s  que < O  ; {#)> (i) 0 = <O ; {8)>. 



2, 1 
Lemne 5 Etant  donnés un a r b r e  t .9 avec ? s ?(z) , 9 s @ e t  n p a r t i e s  

P n 
1 2, 2, FI, . . . , Fn de  T ( Z )  on a t . O  CF1, . . . F,l 5 t . O  @ C F 1 .  Fnl .  D e  p l u s  
q 

s i  pour t o u t  x .  ayant  p l u s i e u r s  occurrences dans 9,  Card(Fi) = l , (  ce q u i  
1 

e s t  l e  c a s  s i  9 e s t  l i n é a i r e )  e t  s i  Y i E Cnl, F .  # 0 a l o r s  on a l ' é g a l i t é .  
1 

Preuve 

2, 'L 
t . 9  @ CF1, ..., Fnl = It.Ctl, . .., t 1 1 Y i E Cpl, ti E 

'L 
P 

2, 
S i  r r t . O  CF1, ... Fnl on a r = t .9.Crl,  ... rnl e t  V i r Cnl, ri c Fi 

2, 
d l o ù  en posant r = t.Crtl, ..., r '  1 avec r1  

P i = ' ~ ( i )  
on a r V i  € e t  

'b 2, 2, 
r E t . 9  0 CF1, ... Fnl .  D'où t . 9  CF,, ... c t . 9  0 CF1, ... F 1. Fnl - n 

2, 'L 
Prenons t '  r t . 9  @ CF l,... Fnl a l o r s  t '  = t a c t l ,  ... t 1 avec pour t o u t  

P 

i r [ p l ,  ti r Fe(i) .  S i  pour t o u s  j ,  k t e l s  que 9 ( j )  = 9(k )  = r ,  F c o n t i e n t  
r 

un s e u l  élément,  on a évidemment pour t o u s  j e t  k de  [ p l  t e l s  que 9(  j) = B(k) ,  

t j  tr e t  C t l ,  ... t 1 = 9.Ct ' l ,  ... t1  1 avec pour t o u t  x appa ra i s san t  
P n i 

dans 8 ,  t '  E Fi e t  pour t o u t  x n ' appa ra i s san t  pas  dans  0 t1  c h o i s i  de  
i j j  

'L 1 

façon quelconque, éventuellement dans F s i  F # $. On a a l o r s  t '  = t .e .Ctl , . . tn1.  
j j 

S i  pour t o u t  i r CnJ, F. # $, on peut  imposer t 1  E Fi, on a a l o r s  
1 i 

'L 
t1  t . e  8 C F ~ ,  ... F,I. 



L e s  homomorphismes de magmoldes sont  des app l i ca t ions  d'un magrnoide 

dans un a u t r e  q u i  sont compatibles avec l e s  opérat ions de produi t  de compo- 

s i t i o n  e t  de produit  t e n s o r i e l ,  e t  q u i  préservent l e s  degrés. Un homomorphisme 

de magmoIdes p ro je tab les  préservera a u s s i  l e s  to r s ions .  Formellement on 

aura l e s  d é f i n i t i o n s  suivantes : 

$ e s t  un homomorphisme du magmoIde M dans l e  magmolde N ssi 

Y p, q  e n t i e r s ,  on a  $(M') c N ~ ,  
9 9  

V u,  v  E M t e l s  que u.v s o i t  d é f i n i ,  on a  $(u .v)  = +(u) .+ (v ) ,  

V u,  v  E M ,  on a  $ (u  b v )  = $(u)  8 $(VI .  

S i  M e t  N sont p ro je tab les ,  i d e n t i f i o n s  l e u r s  to r s ions  à O. L'homomorphisme 

$ de M dans N e s t  un homomorphisme de magmordes p ro je tab les  s i  de plus $ e s t  

l ' i d e n t i t é  sur  O. 

Nous a l l o n s  maintenant p r é c i s e r  comment t o u t e  app l i ca t ion ,  respectant  

l e s  degrés, d'un alphabet gradué C dans un magmoIde M ,  que l ' o n  prencira i c i  

de l a  forme T(b),  s ' é tend de fason unique en un homomorphisme de T(C) dans M 

qui  s o i t  l ' i d e n t i t é  sur  l e s  to r s ions .  D'un point  de vue algébrique,  c e c i  

r ev ien t  à é t a b l i r  que T(C) e s t  l e  magmolde p ro je tab le  l i b r e  engendré par 1. 

Etant donnés deux a lphahets  gradués C e t  b e t  une app l i ca t ion  4 de C 

1 
dans T(6) qui  à t o u t  symbole o de Zn f a i t  correspondre l ' a r b r e  $(O) de T(h),, 

on étend c e t t e  appl ica t ion  à T(C) en posant : 



4 7 

L e m  6 v u = <q ; tl, ..., t > r ~ ( 1 ) ~  on a $(u)  = <q ; $ ( t l ) ,  ... $ ( t p ) > .  
P  9  

Preuve 

2, 'L 2, 
I l  s u f f i t  d ' é c r i r e  u  = ( t l  8 t2 8...8 t 1 . 0  avec pour t o u t  i r ? p l ,  

P  
'L 2i '-b 

r i  = t = t i . O i .  On a a l o r s  $ ( u )  = ($(tl) e $ ( t 2 )  8.. .8 @ ( t  ) ) . 0  
P  i P 

i 2i 
e t  pour t o u t  i r Cp!, np($(u) )  = $( t i ) . e i  = $ ( t i ) .  

O 

A t o u t  symbole o d e  Zn, l'homomorphisme $ f a i t  correspondre un a r b r e  

1 'L 2i 
t de  T(d) que l ' o n  peut décomposer en t = t .0 avec t c ? ( C l 1  e t  

U n  U U U  U P  
P  0  r O se lon  l a  propos i t ion  2. I l  s e r a  a l o r s  commode d e  d i r e  que $ possède u  n  

l a  ~ r o ~ r i é t é  P s i  c e t t e  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  s o i t  pour t o u s  l e s  a r b r e s  i n i t i a u x  

'b 
t s o i t  pour t o u t e s  l e s  t o r s i o n s  8 t e l s  que u E C. u  u 

S i  V a E C, 8 e s t  l i n é a i r e  ( r e sp .  complète, ordonnée) $ s e r a  d i t  linéaire u 
( r e s p  . compl et, ordonn6). 

2i 'L '-LI 
S i  Y o r C ,  Itul S 1, c ' e s t  à d i r e  que s o i t  t = 6 avec 6 s A s o i t  t = x u  u  1 

e t  4 f a i t  correspondre à t o u t  symbole de  C un symbole d e  A o u  l ' e f f a c e ,  $ 

s e r a  d i t  alphabétique, on d i r a  a u s s i  que c ' e s t  un démarquage CD.t3l. 

2i 
S i  Y o É 1, 1 tu[  > 0 ,  c ' e s t  à d i r e  que $(O)  n ' e s t  pas  r é s u i t  à une v a r i a b l e ,  

$ s e r a  d i t  strict ou non effaçant. 

On appe l l e  démarquage propre t o u t  homomorphisme a lphabét ique  s t r i c t  l i n é a i r e  

complet ordonné. S i  4 e s t  un démarquage propre, pour t o u t  u r C .  on a n  

$(o(xly ... x,)) = 6(x1, ... xn)  avec 6 E An. On peut  a l o ~ s  d i r e  que $ s e r t  

seulement à changer l e s  noms des  symboles dans un a r b r e  s ans  en changer l a  

s t r u c t u r e .  



Exemple : Zo = ho = , L2  = y ,  Z3 = {a, 81, A2 = {y, 61 e t  $ l'homomorphisme 

de T(C) dans T(h) d é f i n i  par 

$(y)  = x1 non complet e t  non s t r i c t ,  

$(a) = y(6(x1, x3) ,  6(x2, x 2 ) )  non alphabétique et  non l i n é a i r e ,  

$(fi )  = y(xl, 6(#, 1)) non alphabétique e t  non complet. 

En posant t = y avec t = e t  t2 = / y \  B 
/ \ 

x t x  
I I \  

X3 2 2 1  X4 X5' X6 

- On ob t i en t  $ ( t 2 )  = y , $( t l )  - , $ ( t )  = O(tl) 
/ \ 

x 6 
4 

6 6 
/ \ / \ / \ 

% # X x $ ( t 2 )  O(t2)  
2 1 

d'où $( y ) = 
/ \ 

a X3 6 6 
/ 1 \  / \ / \ 

X X X  
4 5 6  

On conviendra vo lon t i e r s  qu'un démarquage propre e s t  un homomorphisme 

t r è s  simple, par con t re  c e l u i  de l 'exemple précédent e s t  assez  complexe en 

c e  sens q u ' i l  transforme profondément l a  s t r u c t u r e  des a r b r e s  auxquels on 

l ' app l ique  en augmentant ou en diminuant l e u r  profondeur ou l e u r  la rgeur .  

Des homomorphismes qu i  n 'opérera ient  une transformation importante que s u r  un 

s e u l  symbole pourraient ê t r e  considérés comme l e s  p lus  simples après  l e s  

démarquages. L'étude de t e l s  homomorphismes e t  de l e u r s  e f f e t s  ne s e r a i t  pas 

t r o p  compliquée c e  q u i  j u s t i f i e  l ' é t u d e  suivante q u i  montrera que t o u t  homo- 

morphisme peut ê t r e  considéré comme l e  composé de t e l s  homomorphismes "assez 

simples". 



Afin de nous a f f r a n c h i r  de 1' impr6cisdon dell ' .expression "assez 

simple", nous a l l o n s  nous donner une mesure de l a  complexité d'un homo- 

morphisme. Pour c e l a  notons pour t o u t  a rb re  t de T( l l ) ,  v ( t )  l e  nombre de 

symboles de d q u ' i l  con t i en t .  C ' e s t  2 d i ~ e  que Y x  r X, v(xi) = 0, pour I 
t o u t  r c bo, v ( f )  = I e t  pour tous  a r e t  tl, . .. t r T ( A ) ,  

n n 

v (a ( t l ,  . . . t n ) )  = 1 + 1 v( t l ) .  
i= 1 

Pour t o u t  homomorp6Jsme 4 de T(C) dans T(b) nous noterons C ( 4 3  l a  complexité 

de 4 dé f in ie  comme l e  nomhre C($) = 1 lv(+(u))  - 11. 
a€ L 

Avec c e s  d é f i n i t l a n s  t o u t  démarquage a une complexité égale  au nombre de 

symboles q u ' i l  e f face .  

On appel le  homomorprijsme él&entai~e ordonné !AD 1 un homomorphisme 

l i n é a i r e  oomplet ordonné s t r i c t  4 d é f i n i  s u r  un alphabet  gradué Z u {O) avec 

0 tf Z e t  à images dans T(Z a 161, 621) w e c  6 ,  62) n Z = 0 e t  

d(o) E d(61) + d(c12) - 1, t e l  que Y y r Ç, +(y) = y et  en posant n = d(o) ,  

e t  p E d(62) on 4 i t  + ( d x l ,  ..! xn) )  = 61(x1< ... xkVl, 6(xk, ... x k+p-l) ' 
X 

k-tp ' ... xn) .  Un t e l  homomorphlme e s t  de complexité 1. 

LaIlme 7 Tout homomorphisme 4 (éventuellement s t r i c t ,  l i n é a i r e ,  complet ou 

ordonné) e s t  l e  composé d'un homomorphisme s t r i c t ,  l i n é a i r e ,  complet, ordonné 

4" e t  d'un démarquage 4' ( s t r i c t ,  l i n é a i r e ,  complet ou ordonné comme +). CD-t33. 

Preuve 

So i t  + un homaopphime de T(Z) dans ~ ( 6 3  défini par  : 

'Il %l Pa 
y q < 2,  + (a)  = ta.ea avec t ?(6p1 e t  ea E ed(a).  a 

Pa 
2, 

Rosons = 15 1 Q E Z, I$(cT)I 3 a, var(?)  = v a r ( t  ) )  
Q 



$' e s t  l e  démarquage de T(C) dans T G )  d é f i n i  par 

- 
sinon $'(o(xl,  ... xn) )  = Q ( X ~ ,  ... x ) . O u  

Po 
q r i  e s t  llhomomorphisme complet s t r i c t  ordonné e t  l i n é a i r e  de T ( E )  dans T(A) 

d é f i n i  par  

'L v o r I $"(ü) = tu. 

ou bien $ ' ( a )  = x a l o r s  $ " ( $ ' ( a ) )  = x 
i i 

e t  par d é f i n i t i o n  de $', $ ( a )  xi 

'L 
ou bien $ ' ( O )  = Ü . B ~  e t  $ll(Ü) = t a .- 'L 
a l o r s  $" ($ ' (O) )  = $ll(O.OO) = $"(o).80 = t a .O ,  = $ ( a ) .  

I l  e s t  a l o r s  c l a i r  que $ = $" O $ ' .  

De plus I$(u)l = 0 c=> ( $ ' ( a ) l  = O 

e t  l a  t o r s i o n  associée  à 9 ' ( ~ )  e s t  l a  même que c e l l e  associée  à $(a)  donc si 

$ e s t  s t r i c t ,  l i n é a i r e ,  complet ou ordonné, $' l ' e s t  a u s s i .  

Lemme 8 Tout homomorphisme s t r l c t  (éventuellement l i n é a i r e ,  complet ou - 
ordonné) de complexité supérieure à 1 e s t  lecomposé d'homomorphismes s t r i c t s  

(également l i n é a i r e s ,  complets ou ordonnés) de complexité 1. 

P T ~ U Y  e 

So i t  $ un homomo~phisme s t r i c t  de T(C) dans T ( A )  de complexité c($) > 1. La 

preuve s e  f a i t  par  récurrence s u r  C($) en montrant q u ' i l  e x i s t e  4" e t  $' s t r i c t s  

avec C($") = 1, C($') $ C ( @ )  e t  $ = 4'' O 4' .  

Deux cas  sont  à considérer  se lon q u ' i l  e x t s t e  ou non un symbole 0 de C avec 

v($(a33 > 2 .  



a) 3 a E C avec v (+(u) )  5 2  

a l o r s  3 61, 62 e  A deux occurrences de symboles dans $(O) avec d = r ac ine  de 
1 

($(c)) e t  62 immédiatement sous 6  dans +(O) .  1 
'% 4- 

$ ( 0 ) = ? ~ . 0 ~  avec ?Oe?(~) l  e t  0 u t 0 ~ 7 a )  on a donc t=61(tl, . .t k - l ,  6 2 d ~ , t  . . t  ). 
Pa k + l  ' n  

Introduisons 8 un nouveau symbole d ' a r i t é  d(61) + d(d2)  - 1 e t  déf in issons  

l'homomorphisme 4 '  de T(C) dans T(A u (81) par V y  E 1, y  # a,4 ' (y)  = $(y) e t  

+ 
$ 1 ( ~ )  = ?' . O  avec ?' = 8(t1, a "' tkVl' U ,  tk+y ... t E ?(A u (61). n 

I l  e s t  c l a i r  que $' e s t  s t r i c t ,  1 S C(4')  < C(4) e t  l e s  t o r s i o n s  de 4 '  sont 

l e s  mêmes que c e l l e s  de 4.  

Posons $" un homomorphisme de T ( A  u i81)  dans T(A) d é f i n i  par  : 

V y  c A $"(y) = y e t  411t8(~1 , . .  . xm))  - 6 1 ( ~  lY.. .  x k-1, 6 2 ( x k 9  *xk+p-l) 9 

C\, 

X k+pY ' '  x  ) avec m = d(dl) + d(62)-1 = d ( 8 ) ,  p = d(62) e t  k  d é f i n i  comme dans ta. m 

A l w s  $II' e s t  s t r i c t  l i n é a i r e  complet ordonné, mais peut-être pas élémentaire 

c a r  6 e t  6  peuvent e t r e  deux occurrences d'un même symbole. 4" e s t  de 1 2  

complexité 1. 

Par a i l l e u r s  il e s t  f a c i l e  de v o i r  que $ =@O O 4 ' .  

b) S ' i l  n ' e x i s t e  pas 5 t e l  que u ( @ ( a ) )  7 2  a l o r s  puisque C(4) > 1 il e x i s t e  

a, a' dans C t e l s  que v (+(u) )  = v ( $ ( a l ) )  = 2. 

Introduisons l e  nouveau symbole Ü avec d(Ü) = d(a ) .  

Posons $'  un homomorphisme de î(C) dans T(A u (5)) d é f i n i  par  : 

V r E C,y # 0 $' (y)  = $(y)  

Il e s t  c l a i r  que 1 5 C($')  < C($) e t  4 '  e s t  s t r i c t .  D'autre p a r t  4 '  h é r i t e  

des t o r s i o n s  de $ sauf 8 qu i  e s t  remplacée par  une t o r s i o n  i d e n t i t é .  a 

Posons 4'' un homomorphisme de T(A u { a ) )  dans T(A) d é f i n i  par  : 



Alors C($") 1 e t  $" e s t  s t r i c t ,  s e s  to r s ions  sont  des  to r s ions  i d e n t i t é  

ou Bo qui l u i  v i e n t  de $. 

De p lus  il e s t  f a c i l e  de montrer que 4 = $" O $'.  

L e m  9 Tout homomorphisme l i n é a i r e ,  complet, ordonné e t  s t r i c t  de complexité 

1 e s t  l e  composé d'un démarquage propre e t  d'un homomorphisme élémentaire 

ordonné. 

Preuve 

So i t  $ l i n é a i r e  complet s t r i c t  ordonné de complexité 1 de T(C) dans T(A). 

S ' i l  n ' e s t  pas élémentaire c e  ne peut ê t r e  que pour des r a i sons  de noms 

de symboles, un démarquage s u f f i r a  donc à changer ces  noms, 

C(4) = 1 e t  + est s t r i c t ,  donc 3 0 E ,T t e l  que v ( + ( a ) )  = 2 , i l  e x i s t e  donc 

deux occurrences $I e t  $12 de s p b o l e s  de & dans $ ( a ) .  On pose $(o(xl,  . . . xn))= 

6,(x,, . . . xk, 6 2 (x k71* * "  k+p ) ' xk+p+l ' ... x,). De p lus  V y c Z ,  y # 0 
Ci 

$(6)  = y ?  avec y '  c A e t  d (y )  = d ( y l ) .  Posons L= ( Z  / {a) )  u O ,  a21 où o1 

e t  u2 sont deux nouveaux s y m h l e s  avec d(ol) = d(61) e t  d(02)  = d(62) .  Ces 

deux symboles sont  i n t r o d u i t s  ca r  si 61 e t  6 dont deux occurrences d'un 
2 

m'&ne symbole, c e l à  i n t e r d i t  que $ s o i t  élémentaire. 4' e s t  un homomorphisme 
Ci 

élémentaire ordonné de T(C) dans T(Z) d é f i n i  par  : V y c C / {a) on a C''(Y) = Y 

e t  4 '  (u(xl, ., . xn3) = G ~ ( x ~ ,  . . .xk, a 2 (X  k+l, x ~ + ~  1, xktptl, exn) 
O 

T e s t  un démarquage propre de T(C) dans T(b) d é f i n i  par  : 

T e s t  bien un démarquage propre ca r  Y y # o, v($(y))  = 1. 
1 

11 e s t  c l a i r  que + = T o 4 ' .  



Proposition 10 Tout homomorphisme (éventuellement linéaire, complet, strict 

ou ordonné) est le produit d'homomorphismes élémentaires ordonnés et d'homo- 

morphismes alphabétiques (linéaire, complets, stricts ou ordonnés comme le 

premier ) . 

Preuve 

Il suffit d'appliquer le lemme 7 puis les lemmes 8 et 9. 

Note : Si les démarquages s'évéraient encore trop complexes, on pourrait 

définir des démarquages simples effaçant un seul symbole d'arité 1 et laissant 

les autres inchangés, ces démarquages seraient alors de complexité 1. 

Exemple : 4 linéaire de {a, B, y, $1 dans {y, 6, #) défini par 

$1 alphabétique linéaire de {a, P s  y, C} dans {Ü, B, $1 
- 

Ol(a(xl, x2, x3, x4)) = a(xl, x3, x2, x4) (torsion) 
- 

@l(B(xl, X2$ x3)) B(xl) 

QI(~(xl, x2)) = xI1 

@ ( f )  = 8,  

?2 élémentaire ordonné de {a ,  6,  8 )  dans { y ,  6, 8, $1 
v - 

+2(a(x1, X2' x3, x4)) + y(6(x1. x21> x3> x4) 

et identité sur B et 8 .  



Ci 

4'3 
élémentaire  ordonné de {y, 6, B ,  3) dans (7, 6,y ., 6, 3) 

e t  i d e n t i t é  sur  7, 6, 3. 
Ci a 

démarquage propre d e  {Y, 6, y, 6, 3) dans (7, 6, y, 6, 1) 
4 

= # e t  i d e n t i t é  sur l e s  a u t r e s  symboles. 

L. L. 

@5 élémentaire  ordonné de  7 ,  6, y, 6, 1) dans {y, 6, y, 8 ,  , I} - A 

@5(6) = 8 ( # )  e t  i d e n t i t é  a i l l e u r s .  

- Ci 

@ démarquage propre de  {y , 6, y, 6, #, #) dans {y, 6, y, 8, #) 
6 - 

I $ ~ ( # )  = # e t  i d e n t i t é  a i l l e u r s .  

é lémentaire  ordonné de 7 ,  6, y, 8 ,  #) dans , 6, y, 61, tl, # }  

o~(~(x~)) = 61(~1, # 1 e t  i d e n t i t é  a i l l e u r s .  

démarquage propre  de  {Y, 6, y, 61, #1, # }  dans {Y, 6, y, t] 

@8(61(~1, xI)) ,= 6(x1, x2) 

4 ( #  = # e t  i d e n t i t é  a i l l e u r s .  8 1 

- 
$9 

élémentaire  ordonné de {y, 6, y, 11 dans {y1, d2, 6, y, 
- 

$9(y(~l, x2, x3)) = yl(xl, 62(x1, x2)) 

e t  i d e n t i t é  a i l l e u r s .  

910 démarquage propre  de y ,  62, 6, y, #}  dans {y, 6, #) 

4'lo(~1(x1, x2)) = y(xl, x2) 

4'10(62(~1, x2)) = b(xl9 x e t  i d e n t i t é  a i l l e u r s .  2 



4) SUBSTITUTIONS 

Nous commencerons par  s i t u e r  l e  problème de l a  d é f i n i t i o n  des  

subs t i tu t ions  dans un cadre algébrique.  Après quoi nous reprendrons c e  

poblème de façon plus  desc r ip t ive .  

Le point  de vue algébrique 

C e t  A é t a n t  deux alphabets  gradués, nous nous in téressons  i c i  3 des  appl ica t ions  

de T(L) dans PD(T(&)) ou dans P  (T(A)) que nous voulons d é f i n i r  comme extensions A 

d 'app l i ca t ions  d é f i n i e s  sur C. C'est  l a  démarche qui  cons i s t e  3 cons t ru i re  

l'homomorphisme ayant pour source une s t r u c t u r e  l i b r e  comme T(C). 

a )  Subst i tu t ions  descendantes 
-_----CC-C-----C-CL------C 

T ( C )  é t a n t  l e  magmoEde p ro je tab le  l3bre  engendré par 1, t o u t e  app l i ca t ion  

o de C dans l e  mappioyde p ro je tab le  PD(T(A)) s 'é tend de façon unique en un 

homomorphisme a de magrnordes p ro je tab les  q u i  s o i t  l ' i d e n t i t é  s u r  l e s  
D 

to r s ions .  a s e r a  une subs t i tu t ion  descendante. 
D 

b)  Subst i tu t ions  ascendantes 
C--C----eC-C-C---~-~-~~~- 

PA(T(A)) e s t  un magmoide non proje table .  On ne peut donc étendre de façon 

canonique une app l i ca t ion  de C dans P  (T(A)) en un homomorphisme de T ( C )  
A 

dans P ( T ( â ) ) .  Le magmoide l i b r e  engendré par  Z e s t  ?(L), t o u t e  app l i ca t ion  U 
A 

de 8 dans PA(T(B)) s 'é tend donc de façon unique en un homomorphisme 0 de 
A 

? ( E )  dans P (T(&)) .  On ne dispose pas de moyen canonique d'extensfon à T(L). 
A 

'L 
Grâce à l a  p ropr ié t é  de décomposition canonique de .tout t r T(L) en t . 0  avec 

? c ? ( L )  e t  0 r O, on peut étendre o en une app l i ca t ion  de T(L) dans PA(T(A)) 
A 

C\, 

en posant a ( t  ) = a ( t )  . O .  L'applicat ion o a i n s i  dé f in ie  sera  appelée 
A A A 

subs t i tu t ion  ascendante mais ne s e r a  pas en généra l  un homomorphisme (cf  lemme 

1 2  e t  l 'exemple qu i  l e  précède). 



c l  Composition de s u b s t i t u t i o n s  --- ........................ 

Soi t  a ux~e applica%fon d'un ensemble E  dans un ensemble F. En posant pour 

t o u t e  partie A E P(E) ,  u(A) = { d a )  1 a E A) on étend a à P(E) .  Les magmoTdes 

PD(T(L)) e t  p A ( T ( l ) )  n ' é t an t  pas l i b r e s ,  on ne pourra pas d é f i n i r  de façon 

canonique des s u b s t i t u t i o n s  sur ces  magmol2des. De f a i t  l e s  lemmes 13 e t  14 

montreront que l ' ex tens ion  homomorphe d h n e  s u b s t i t u t i o n  de T(1)  à P (T(C))  D 

ou à P (T(L))  n '  e s t  en général  pas poss ib le .  On ne saura donc pas en généra l  
A 

associer  à une s u b s t i t u t i o n  o de T(Z) dans pD(T(h))  ou pA(T(A)) e t  une 1 

subst i tut ion u2 de T(R) dans P (T (T) )  ou PA(T(P)) ,  une s u b s t i t u t i o n  U3 de ~ ( 1 )  D 

dans pD(T(I')) ou P * ( T ( ~ ) )  t e l l e  que CT3 = U2 o Ul. 

Le point  de vue élémentaire 

En théor ie  des langages on étend facilement. l a  notion d'homornorphisme a l a  

notion de s u b s t i t u t i o n  qui  e s t  un homorphisme e n t r e  un monorde e t  l 'ensemble 

des  p a r t i e s  d'un monorde . En théor ie  des  a rb res  il e s t  u t i l e  d ' in t rodu i re  des 

s u b s t i t u t  ions qui  sont  l a  généra l i sa t ion  des  subst i t u t  ions de l a  thgor ie  des  

langages. L'existence de deux magmddes des  p a r t i e s  nous ob l ige  à d é f i n i r  deux 

s o r t e s  de s u b s t l t u t l o n s  : l e s  s u b s t i t u t i o n s  ascendantes sont des  app l i ca t ions  

d'un nagmorde T(C) dans l 'ensemble des  p a r t i e s  ascendantes P  (T (h ) )  d'un a u t r e  
A 

magmorde e t  l e s  s u b s t i t u t i o n s  descendantes sont  des  app l i ca t ions  de T(C) dans 

PD(?'(&)) Ces s u b s t i t u t i o n s  seront  d é f i n i e s  par  l e  r é s u l t a t  de l e u r  appl ica t ion  

à chaque symbole de C, Appelons Q. une t e l l e  subs t i tu t ion .  Pour t o u t  symbole 

a r \, d a )  se ra  une p a r t i e  de ~(6):. Comme t o u t e  p a r t i e  F de ~ ( 6 ) :  s ' iden- 

t i f i e  à l a  f o i s  2 un élément de pA(T(b)): = P ( T ( ~ ) ; )  e t  un élément de 

1 ' 1 
pD(T(b) In = CP(T(~) ' )J ' ,  n  l'application cr de Z dans P(T(A) ) a i n s i  d é f i n i e  nous 

permettra de d é f i n i r  à l a  f o i s  une s u b s t i t u t i o n  ascendante e t  une subs t i -  

t u t  ion descendante. 



Cette application a elle seule est insuffisante pour définir l'ensemble des 

transformés d'un arbre. Il est nécessaire de préciser cornent on effectue les 

transformations. Si on opère de bas en haut, l'arbre a pourra donner les 
I 

intermédiaires da) et da) après avoir transformé #, puis b et b . Par 
I I / \  / \  
O 1 O 0 1  1 

contre s i  l'on opère de haut en bas, a donne b ce qui permettra 
1 / \ 
# a(#) cf(#) 

d'aboutirà b , b b , b c a r i l n ' y a p a s d e r a i s o n p o u r q u e  
/ \  / \  / \  / \  

O O 0  1 1  O 1  1 

deux occurrences de a(%) donnent simultanément le même résultat, Les notions 

de substitutions ascendantes et descendantes précisent ces deux façons 

d'opérer les transformations. 

Etant donnée l'application r qui à tout symbole a de C associe 

, on définit la ~ u b s t i t u t l o n  ascendante uA de T(C) dans a  c T(d)d(a) 

PA(T(P)) en posant : 

S i  t E a(tl, . . . tn) avec a c Zn et tl, . . . tn E T ( L ) ~  

alors o (t) = d a )  $ oA(Ctl, . . . tn3) A 
avec o ( tl, . . . A tn ) {Crl, ... r n 3 1 v i r Cn3, ri E oA(ti)l. 

S i  u E eq ; ul, ... U ?  r ~ ( t j ~  
P 9 

oA(u) = l e q ;  vl, ... V ?  ( Y i  c Cn3, vi c a (u.)}. 
P A 1 

en reprenant l'exemple précédent, on a bien a (a) = { b , b ce qui 
A l / \  / \  

justifie l'applellation d'ascendante, 



De même on d é f i n i t  l a  subs t i tu t ion  descendante oD de T(Z) dans 

P(T(C)) en  posant : 

s i  t = u( t l ,  ... t ) avec a r Ln e t  tl, ... tn r T(E)'  n  9 

a l o r s  oD(t)  = o ( a )  $ <q i uD(tl), ... 0 ( t  1,. D n 

si  n  = <q ; 
tl> ... t > T(CIP 

P 9. 

a l o r s  oD(u) = eq ; oD(tl),  ... u ( t  ) p .  
D P  

on a  a l o r s  oD(a) = { b } @ <O ; {O, 11, = { b , b , b , b 1. 
I / \ / \  / \  / \  / \  
# X X 

1 1  
O O 0  1 1  O 1  1 

Comme pour l e s  homomorphismes, on d i r a  que l a  subs t i tu t ion  a 

(ascendante ou descendante) e s t  l i n é a i r e  ( resp .  complète, ordonneel s i  pour 

'L '-b 
t o u t  a r L, V t . 8  r d a )  avec t r ? l ' ( f i )  e t  0 r O, l a  to r s ion  0 e s t  l i n é a i r e  

( resp .  complète, ordsnn6e). On d i t  que a e s t  s t r i c t e  s i  pour t o u t  a E E ,  

1 
Pour tout  a r b r e  t T(L),, o A ( t )  e t  o D ( t )  s ' i d e n t i f i e n t  à des 

ensembles d 'arbres de T ( P ) ~ ,  en ce  sens on peut l e s  comparer. L'exemple 

a m i s  en évidence que dans 18 c a s  général  ces  deux ensembles sont d i f f é r e n t s .  

Le lemme suivant nous montre que cec i  é t a i t  dG à l a  non l i n é a r i t é  de o. 

Lemne 11 Pour t o u t  t r T(L) on a v A ( t )  - c a D ( t ) .  S i  o est l i n é a i r e  e t  si 

V a E C,  d a )  $ @ a l o r s  on a  l ' é g a l i t é .  

Preuve 

La preuve se  f a i t  pa r  récurrence sur Itl e t  u t i l i s e  l e  lemme 5.  

Hypothèse de récurrence : Y t avec 1 t 1 4 1 on a  uA( t ) - c uD( t ) 

e t  s i  o e s t  l i n é a i r e  o A ( t )  = o D ( t ) .  



Par d é f i n i t i o n  de o e t  o à p a r t i r  de 0 ;  on a  Itl < 1 => u A ( t )  = o D ( t ) .  
A D 

Posons Itl = 1 2 2 a l o r s  t = a(tl ,  . . . t 1 avec a r Ln e t  pour t o u t  n 

i r Cnl, ti r T(L) e t  ltil < e. 

par  hypothèse de r é c ~ r r e n c e ~ p o u r  t o u t  i E Cnl, u ( t . )  c a ( t  ) e t  on a  A i - D i  

l ' é g a l i t é  s i  a e s t  l i n é a i r e ,  d'où 

caA(t1), ... ~ ~ ( t ~ ) l  - coD(t1), ... ~, ( t , ) l  

avec l ' é g a l i t é  s i  a e s t  l i n é a i r e  e t  d 'après  l e  lemme 5 

e cuD(t,), . . . a D ( t n ) ~  e  CU^(^^), . . . o D ( t n ) l ,  

'L 'Il 

de p lus  s i  o e s t  l i n é a i r e ,  r = ~ . 0  avec r c ( A )  e t  0 l i n é a i r e ,  on a  donc 

l ' é g a l i t é  d 'après  l e  lemme 5. 

On en déduit  immédiatement B ( t )  c u D ( t )  e t  on a  l ' é g a l i t é  si o e s t  l i n é a i r e  
A - 

e t  s i  V a E C, d a )  # fl en u t i l i s a n t  l e  lemme 5. 

a 

Le p a r a l l è l e  avec l a  t h é o r i e  des  langages t e n d r a i t  à suggérer une 

c e r t a i n e  compat ib i l i té  e n t r e  l e s  s u b s t i t u t i o n s  e t  l e s  g r e f f e s .  Cependant l e s  

choses ne sont  pas simples e t  l 'exemple suivant  montre que l e s  subs t i tu t ions  

ascendantes ne respectent  pas toujours  l e s  g r e f f e s  : 

Posons Zo I I} ,  L2 = d2 = a ,  bo = {O, 1 )  e t  donnons nous l ' a p p l i c a t i o n  o 

déf in ie  par  a(a) = {a) e t  v(#)  = {CI, 1). 

On a  a l o r s  aA( a = a A  a ) = {  a , a  , a  , a  1 
/ \ / \ / \  / \  / \  / \  

X X # # O O 0  1 1  O 1  1 
1 1  

alors que uA( a ) 8 uA(#) = i a  1 e> { O ,  1 )  = { a  , a 1 .  
/ \ / \ / \  / \  



Ceci est dG a la torsion <1 ; xl, xl> non linéaire associée au symbole a 

dans a . On voit que l'on aurait par contre 
I \ 

X X 1 1  

+ 'L 'b 
Lemme 12 Si u = u.O avec u E ?(c)~ et 0 E @, 8 linéaire alors 

P Q 
+ + + -+ 

a T(E)~ on a oA(u.v) = oA(u) uA(v). 

Preuve 

+ + 
Par récurrence sur lu[, le sup des profondeurs des composantes de u. 

~ypothèse de récurrence : le lemme est vrai si Itl .> l; ce qui est évident 
+ 'L 

si 1 = 1. En posant u = u.O = Cu1, . . . un] , puisque 0 est linéaire, pour 

tous i et j dans Cn3 avec i # j on a var (ui) n var (u.) = donc 
3 

+ + + + -+ -+ 
oA(uiv) = oA(u) ) oA(v) .(=) V i c Cn3 oA(ui.v) = oA(ui) 8 oA(v9. 

-r i * -b 'L 
Prenons u avec , u l  = C > 1, u = u.0 2 Cul, . . . un] , pour chaque coniposante 
u avec luil = C > 1 on a ui = a.Ctl, ... t I avec a a Er et Ctl, ... 
i r tr I 
linéaire et de profondeur inférieure à l donc par hypothèse de récurrence 

+ + -P + 
oA(ftl, . . , trl.v) = oA([tl, . . . trl) 8 oA(u) ,Alors uA(ui.v)=uA(a.Ctl,. .tr1.v)= 

+ - + 
oA(a) @ oA(Ctl, . . . t 1.v) par définition de o et a (u v) = oA(a) 8 r A A i' 

+ 
oA([tl, ... t 3) $ oA(v) par hypothèse de récurrence. Par ailleurs on a r 

+ -+ 
oA(ui) @ aA(v) = oA(a) @ oA( Ktl, . . . tr1 0 oA(v). 

+ 
Pour les autres composantes de u on a lu. 1 < C donc oA(ui.v) = oA(ui) ( i 1 

-b + -+ + + 
uA(v),  par hypothèse de récurrence, donc o (u.v) = oA(u) 0 CJA(v). 

A 

cl 



En posant pour t o u t e  s u b s t i t u t i o n  a e t  t o u t e  f o r ê t  F, u(F) = U ~ ( t )  
t r F  

on ob t i en t  l e  l e m e  suivant  qui  généra l i se  l e  lemme 12.  

L m  13 Pour t o u t e  s u b s t i t u t i o n  ascendante uA de T ( Z )  dans PA(T(h)) e t  

1 
tou tes  f o r ê t s  F  r  T(L), FI, . . . Fn c  T ( L )  t e l l e s  que F  0 C F ~ ,  . . . Fnl s o i t  

'L 'L 
d é f i n i  e t  que V u. 0 r  F, u  c ? (E) ,  0 s o i t  l i n é a i r e ,  on a  aA(F &) CF1. . . . Fnl ) = 

uA(F) [a (F ), ... a (F 11. S i  on ne suppose pas 8 l i n é a i r e ,  on a A 1 A n  

seulement 3 .  - 

Preuve 

On peut é c r i r e  a (F 0 CF1, ... F 3 )  = u uA({u} 0 CF1, ... F 1)  e t  
A n  n  ur F  

oA(F) 8 [uA(F1), . . . UA(Fn)s = { u ( T ~ ( u ) }  0 CaA(F1), . . . aA(Fn)l .  
urF 

I l  s u f f i t  a l o r s  de montrer que l ' o n  a  

3 uA(u) 8 [a ( F  1, ... ~ ~ ( ~ ~ 1 1  e t  aA( Iu} 0 CF1, . . . Fn3) - A 1 

S i  8 e s t  l i n é a i r e  on a l ' é g a l i t é .  

I l  s u f f i t  a l o r s  de montrer que V v  c CF1, . . . F 1 on a  uA(u.v) 3 aA(u)  8 n - 

a (v )  e t  s i  8 e s t  l i n é a i r e  on a l ' é g a l i t é  en ve r tu  du lemme 12. A 

Les s u b s t i t u t i o n s  descendantes de T(C) dans P(T(~)) sont bien des  

homomorphismes de mgmordes, en e f f e t  on montre facilement par  induction 

-t -+ 
s u r  1 t 1 que o D ( t  .u)  = o D ( t )  @ oD(u) e t  c m e  o (x .  ) = {xi} que l e s  subs t i -  D 1 

t u t i o n s  descendantes respectent  l e s  to r s ions  e t  l e  produit  t e n s o r i e l .  

La généra l i sa t ion  de a à une f o r ê t  d o i t  E t re  menée avec précaution,  
D 

en e f f e t ,  en général ,  oD(F @ CF1, ... Fn]) # aD(F) 8 CaD(F1), ... aD(Fn) l .  



L'exemple suivant le montrera : 

L = h = {O, 11, Il = {a), A2 = {b} et oD est définie par 
O 8 

oD(û) = {O}, oD(i) = {l}, oD(a(xl)) = {b(xl, xi)}. 

on a alors oD({a(xl)} @ {O, 11) = oD({a, a}) = uD(a) u oD(a) = { b , b 1 .  
1 1  I I / \  / \  
O 1 O 1 O 0 1  1 

par contre oD(a(xl)) @ oD({O, 11) = 1 b $ {O, 11 = { b 9 b ,  b ,  b). 
/ \ / \  / \  / \  / \  

Ceci est dû à la non linéarité de 0 D ' 

Lemme 14 Pour toute substitution descendante oD et toutes forêts 

m 1 F r T(L),, FI, ... Fn E T(L) on a oD(F 8 [F1,...Fnl) 5 oD(F) 0 
P 

Co (F ) ... o (F )1. Si oD est linéaire on a l'égalité. D 1 D n 

Preuve 

'L 
Si w r oD(F @ CF~, . .. F n 3 )  il existe u.0 r F avec r ?(I)' et 0 r 0; et 

9 
3 
v = Cvl, ... v 1 tels que pour tout i r Cql, vi E Fe(i) et on a 

9 
'L -+ 'L 

w r oD(u.v) = uD(u) @ CoD(vl), . . . u (V 11 de plus 
D q 

CoD(vl), ... 0 (v 13 c Co (F 1, ... oD(Fe(q))l 
D q D e(1) 

'L -b 'L 
d'où u~(u.v) c aD(u) @ te} @ CU~(F~), . . . u~(F~)I 

= oO(U.0) @ CO~(F~), . . . u~(F~)I 
c oD(F) @ CCJ~(F~), . . . uD(Fn)l 

d'oh uD(F @ CFl, . . . Fnl) c oD(F) 0 CoD(F1) , . . . oD(Fn)1. 
'L 'L 

Si w r oD(F) @ CoD(F1), ... o (F )1 alors w = v.Cw l,... w 1 avec Y r ?(hlm D n 9 9 
9 'L 

et il existe 0 r O tel que pour tout i r [q],w r <J~(F~(~)) et v.8 E U (FI. 
n i D 

'L 'L 
Posons u r F tel que v.8 E u (n). En posant u = u.0', si a est linéaire, 

D D 
'L 5 v r oD(u), il suffit alors de prendre pour tout i E rq3, vi r Fi tel que 

'L 'L 
w. r u v . .  On a alors w r o (u.Cv l,.. v 3) et u.[vl,.. v 1 r F @ CF1,.. Fnl. 
1 D l  D 9 9 

O 



On trouvera ce dernier lemme exposé dans le cadre plus général des 
1 

k-substitutions dans CD-tel. D'une façon générale, les problèmes liés aux 

substitutions sont mités dans le cadre des k-substitutions et de façon 

plus complète qu'ici dans CA-te], CD, tel. 

Une dernière difficulté est, qu'en général, le produit de deux 

substitutions n'est pas une substitution. Ce fait est illustré par les 

deux exemples qui suivent. 

Posons Z = A. = {#}, ï' 
O O 

= {+, - 1 ,  Z1 = {a}, h2 = {b}, ï',+ = {y} et les 

substitutions ascendantes u1 de T(Z) dans PA(T(h)) et U2 de T(A) dans PA(T(i)) 

{y(xl, XI, X2, x2)}. A tout arbre t de T(L), al fait correspondre l'ensemble 

ol(t) c T(h), en appliquant u2 à cet ensemble on obtient a (a (t)) c ~(l'). 
2 1 

Il est clair que si V t r T(Z), 03(t) = o2(ul(t)) il faut que a3(1) = {+,-1 et 

a3(a(x1)) = {y(xl, xl, xl, x 1) ce qui entraine que 
1 

Le second exemple mettra en jeu des substitutions descendantes. 

lo = {#),  h = 0 1 = {+,-,*), Z1 = Al = {a), r2 = {b}. O O 

On a alors a (a)  = {a, a) 
I I  I I 



il es t  c l a i r  que pour avoir tout  t c T ( C ) ,  03 ( t )  = 02(ol( t ) ) ,  il fau t  avoir 

og(#) = - Y  *l e t  03(a 1 = { b 1 ce qui entraine 
I / \ 



1) DEFINITION DES G R A M I R E S  ET FORETS ALGEBRIQUES 

Etant donnés un alphabet  gradué C de symboles terminaux, un alphabet  

gradué V de symboles non-terminaux, d i s j o i n t  de , un symbole Xo de Vo 

appelé axiome e t  un ensemble f i n i  R de règles de l a  forme (X + T )  avec 

I 
X c V e t  r r T(C u V)d(X), on appe l l e  grammaire algébrique G l e  quadruplet 

eV, C, Xo, R > .  

1 1 
On d i t  qu'un a r b r e  t r T ( L  u V I n  s e  derive en t '  r T(L  u V)n par  

app l i ca t ion  de l a  r è g l e  r = (X + T )  r R e t  on note  t => t '  ou t =7 t '  s ' i l  
G 

e s t  u t i l e  de rappeler  l a  grammaire ou t => t '  s ' i l  e s t  u t i l e  de p réc i se r  l a  
r 

règ le ,  s i  e t  seulement s i  t con t i en t  une occurrence de X qu i  e s t  remplacée 

'L + + + 'L 1 .  par r pour former t ' ,  c ' e s t  à d i r e  t = u.Cvly X.u, w 1 avec u r ?(C u V I p  , 
2 

-+ + + + r\, + + + 
[vl, X.w, v21 r T(L u Y):, v r T(L u V) e t  t '  = u . C v  r . w ,  v  1. On d i t  

1' 2 

a l o r s  que l 'occurrence de X a  é t é  réecr i te  ou dérivée. Pour é v i t e r  c e r t a i n e s  

confusfons on d i t  p a r f o i s  que t s e  dér ive  directement en t ' .  Rappelons q u ' i l  

'L 
e s t  e s s e n t i e l  que u s o r t  i n i t i a l  pour & t r e  c e r t a i n  de met t re  en évidence une 

I e t  une seu le  occurrence de X. Dans l e  cas  ofi t E T ( L  u V)O, l a  desc r ip t ion  

de l ' a p p l i c a t i o n  d'une r è g l e  X + r peut s e  s i m p l i f i e r  sans ambigutte en 

'L + 'L + 
pOsant t = u.X,w =7 t '  = U , T , W ,  

On d i t  de p lus  que l a  dé r iva t ion  e s t  descendante e t  on note t D=> t s  

'L 
s i  de p lus  u r ?(z);, c ' e s t  à d i r e  s i  l 'occurrence de X dérivée n ' e s t  s i t u é e  

sous aucun a rb re  non-terminal. Par contre on d i t  que l a  dér iva t ion  e s t  

ascendante e t  on note t A=? t '  s i  W E T ( C )  d(x)  c ' e s t  à d i r e  s i  l 'occurrence 

de X dér ivée  n ' e s t  s i t u é e  au dessus d'aucun a u t r e  non-terminal. Les dé r iva t ions  

descendantes sont pa r fo i s  appelées OI-dérivations e t  l e s  ascendantes 

IO-dérivat ions  [En]. 



On d i t  que t s e  dé r ive  en t '  pa r  une dér iva t ion  de longueur e dans G 

e e 
(resp  de façon descendante ou ascendante) e t  on note t => t '  ( resp .  t D=> t' 

G G 
ai 

ou t A=> t ' )  s ' i l  e x i s t e  des  a rb res  to, tl, ... te t e l s  que to = t ,  te = t '  
G 

=> t ( resp  t e t  pour tout  i r Ce], ti-i Di> ti OU ti-l A? t .  1. S ' i l  
i-1 G 1 * 

n ' e s t  pas  nécessa i re  de p réc i se r  & on notera t :> t ' ( r e sp .  t D=, t '  ou 
G G * O 

on a t :> t ( resp  t DI, t e t  t A = >  t ' )  e t  pour t o u t  a rb re  t r T ( C  u v ) ~  
G G G 
O 

t A=> t ) .  S i  l ' o n  veut seulement p r é c i s e r  que & n ' e s t  pas nul  on notera 
G - 
f + + 

t -> t '  (resp t D=> t '  ou t A=> t ' ) .  
G G G 

On appel le  foret algébrique engendrée par  G 1' ensemble 

F(G) = {t r T(L) 1 Xo $ t}. Quelques nota t ions  usue l l e s  son t ,  p u r  t o u t  

Avec ces  nota t ions  on a F(G) = F(G, Xo) e t  on pose F (G) = fIo(G, X,) l a  1 O 

foret algéhrique ascendante (ou Io )  engendrée par  G e t  FOI(G) = FOI(G, Xo) l a  

foret algébrique descendante (ou 01) engendrée par  G. Puisque tou te  d6r iva t ion  

ascendante ( r e sp  descendante) e s t  une dér iva t ion  p a r t i c u l i è r e  on a 

FIO(G, - c F(G, T) (resp FOI(G, T )  - c F(G, r ) ) .  

Exemple G.i : Co = io} ,  Cl = i s} ,  2, = i d ,  

Vo = Ixol, v, = {XI. 

R = 1(xo + X(O)), (X(xl) + X(S(xl))), (X(xl) + *(x ,, x,) ) }  

que l ' o n  é c r i t  l e  plus souvent 

x O + X(Q), X(xl) - X(S(x1l) t *(xl, xl) 

l e  signe + indiquant l e  choix e n t r e  p lusfeurs  p a r t i e s  d r o i t e s ,  



I l  e s t  a l o r s  c l a i r  que s i  Xo => t a l o r s  t = X(0). 

P e S i  X(O) -> t en appliquant l a  seu le  r è g l e  X(xl) -C X(S(xl)) a l o r s  t - X Ç 0. 

e e e 
E t  X S O => * ( S  O ,  S O) en appliquant  l a  r è g l e  X(x 1 + * ( x  l, x1 1. Toute 

2- * 
dér iva t ion  X => t terminale c ' e s t  3 d i r e  t e l l e  que t E T ( C )  e s t  de l a  forme 

O 

qu i  v i e n t  d ' ê t r e  d é c r i t e ,  on remarque qu'elle e s t  à l a  f o i s  ascendante et 

descendante c a r  aucune p a r t i e  d r o i t e  de r è g l e  n 'a  deux symboles non t.eminaux 

sur une même branche, on o b t i e n t  donc 

ai e 
F(G1) = FIO(G1) = FOI(G1) = { * (s  0, S O )  1 1 r H}. 

S i  l ' o n  i n t e r p r ê t e  * comme l a  mul t ip l ica t ion ,  S comme la fonction successeur 

dansPI e t  O comme l a  constante zéro, l 'ensemble des  a r b r e s  de F(Gl) ca lcu le  

l 'ensemble des  c a r r é s  d ' e n t i e r s .  

Exemple G2 : Lo O L1 = Is}, Z2 = {*}, 

Il e s t  c l a i r  gue F(G2) = F(G, Y ( X ( O ) 1 I  e t  q u ' i l  en e s t  de m8me en 10 e t  01. 

* 
S i  Y(t)  => T E T(C) on a T = *(t l ,  t 2 )  avec tl, t E F(G2, t )  e t  il en est 

2 

de même en 01. 

e 
On a de p lus  F ( G ~ ,  x (o ) )  = F ( G ~ ,  x ( Q ) )  = { S  O 1 ai r IN} e t  il en e s t  de même 

en 01. On ob t i en t  a l o r s  

el e2 F(G2) = {*(tl. t2)  1 tl, t2 e F(G2, x ( o ) ) }  = ( * (s 0, S 0) 1 ai1< ai2 E II} 

e t  F ( ~ 2 )  = ~ ( ~ 2 1 .  Par cont re  pour l e s  dé r iva t ions  ascendantes 0 1 
* 

s i  ~ ( t )  A=> r r T ( Z )  a l o r s  Y(t)  A=? Y(t l  ) avec t '  r FIO(G2, t )  puis  

~ f t ' )  A" * ( t l ,  t ' ) .  Comme on a F (62) = F I O ( ~ 2 ,  Y(X(0))) e t  I O  

F 
IO (G2, X ( a ) )  = PtG2, X(0)) on ob t i en t  



Exemple G3 : Xo + X(0, O ) ,  X(xl, x2) + X(s(xl). s ( x ~ ) )  + *(xl, x2) 

on a a l o r s  F(G3) = FIO(G3) = FOI(G3) : F(G1). 

Exemple G4 : XO + X(O , O ) ,  X(xl, x î )  + X(S(xl)> x2) t X(xl, §(xî ) )  + *(x*. x 2 j  

on a ,  dans ce cas,  F(G4) = F ~ ~ ( G Q )  = FOI(G4) = F(G2). 

L'exemple G 5  met en lumière une appl ica t ion  de g r a m a i r e  algébrique 

d l a r b r e , u t i l e  pour d é f i n i r  e t  énumérer un ensemble d ' a r b r e s  connu, ce2.ui des  

a r b r e s  AVL. 

Exemple G 5  : = {O}, x 2  = I*}, % = ixo}, V2 = {x, Y}* 
O 

Les r è g l e s  sont : X + Y(O, O) t. O, Y(xl, x2)  + Y(X(xl, x2) 9 xl) * x2) O 

Notons f o ,  fi, f 2  ... l e s  a r b r e s  de Fibbonacci O, X , X ... 
/ \  / \  

- d é f i n i s  pour tout  e n t i e r  i 1 2 par  f i  - X 
/ \ 

I l  e s t  a l o r s  c l a i r  que s i  Y D=> t a l o r s  t E { Y 
/ \ / \ 

> fi+2' 

dloù I t  ( X DE> t e t  rac ine  ( t )  = X} = Ifl, f 2 ,  f a ,  ... 1. 
O 

De p lus  on a X D=> [7 = 
O f o *  

On d é f i n i t  sur C l 'ensemble des  a rb res  AVL par  : 

AYLo {O}, AYL1 . { * 1 e t  pour t o u t  i r 2 
/ \ 



AVL = u AVLi. 
idN 

Par récurrence sur i on montre a l o r s  que AVL = F (G, f i )  e t  par  l à  que i 01 

FOI(G5) = AVL. 

On a l 'habi tude  de c l a s s e r  l e s  grammaires algébriques selon ce r t a ines  

p ropr ié t é s  de l e u r s  r è g l e s  ou de l e u r s  alphabets .  Les f o r e t s  alggbriques 

hé r i t e ron t  a l o r s  de ces  p ropr ié t é s  en ce  sens qu'on d i r a  qu'une f o r ê t  e s t  

algébrique ( re sp  ascendante ou descendante) e t  a  l a  p ropr ié t é  P s ' i l  e x i s t e  

une grammaire possédant l a  p ropr ié t é  P e t  qu i  l 'engendre (pa r  dér iva t ions  

r e sp  ascendantes ou descendantes). 

Une grammaire e s t  regul f ere s i  Y = Vo, c ' e s t  à d i r e  que tous  l e s  non 
-- 

terminaux sont  ne f e u i l l e ,  ce  - 
qu i  en t ra ine  que s u r  chaque branche l e s  dé r iva t ions  fonctionnent de l a  même 

f a ~ o n  que l e s  dér iva t ions  dans une grammaire de mots l i n é a i r e .  Aucun non 
- - 

terminal  ne peut s e  t rouver au dessus d'un a rb re ,  on a doiic F(G) = F I O ( ~ )  = 

FOI(G). Les f o r e t s  r égu l i è res ,  encore appelées r a t i o n n e l l e s  sont  p a r a i  l e s  

premières à avo i r  é t é  é tudiées  à cause des  p ropr ié t é s  de l e u r s  f eu i l l ages .  

S i  on appe l l e  f e u i l l a g e  d'une f o r &  F l e  langage ( f e u i l l a g e ( t )  1 t E FI 

a l o r s  l a  f m i l l e  des f e u i l l a g e s  des  f o r ê t s  r a t i o n n e l l e s  s ' i d e n t i f i e  à l a  

fami l le  des  langages algébriques fPal,  CRo21,fThl a l o r s  que l a  f ami l l e  des 

f e u i l l a g e s  des  f o r ê t s  algébriques e s t  l a  fami l le  des langage indexés. 

Une grammaire e s t  corégulière s i  chaque r è g l e  e s t  de l ' une  des 

formes X + Y avec X, r Y e t  ; r T ( Z )  ou (Y + T) avec Y r V e t  t r T ( Z )  . 
Tout a rb re  obtenu par  dérivatEon depuis n'importe quel  non termrnal ,  ou bien 

e s t  terminal  ou blen possède une seu le  occurrence de non terminal  qui  e s t  sa  

r a c i n e ,  Toute dér iya t ion  e s t  @ l o r s  à l a  fogs ascendante e t  descendante e t  on a 



encore F(G) = FIO(G) = F (G). Les grammaires 63  e t  G4 sont  co régu l i è r e s .  
01 

Les forets co régu l i è r e s  on t  é t é  é tud iées  pa r  Arnold e t  Dauchet qui ont 

I 
montré que T ( D ,  q u i  e s t  une f o r ê t  r a t i o n n e l l e   était pas  co régu l i è r e  CbD-cl. 

Une grammaire e s t  stricte s i  t o u t e s  s e s  r è g l e s  sont  s t r i c t e s ,  c k s t  

à d i r e  s ' i l  n ' e x i s t e  pas  de  r è g l e  de l a  forme (X + x.) avec i E d[oXl. 
1 

Une t e l l e  r è g l e  non s t r i c t e  e s t  à rapprocher des  r è g l e s  e f f açan te s  des  

grammaires de mots en c e  s ens  que l ' a p p l i c a t i o n  d 'une r è g l e  non s t r k t a  

diminue l a  longueur de c e r t a i n e s  branches. La grammaire G2 n ' e s t  pas  s t r i c t e ,  

G 1 ,  G 3 ,  G 4  e t  G5 l e  son t .  

Une grammaire e s t  à non s t r i c t l t u d e  monadique s i  t o u t e  r e g l e  non 

s t r i c t e  e s t  de l a  forme (X + xl) avec X E V I l  s ' e n s u i t  que pour t o u t  non 
1' 

t e rmina l  X { V il n ' e x i s t e  pas  x  E F(G, X). Ceci e s t  un c a s  t r è s  p a r t i c u l i e r  
1 i 

de  g r a m a i r e  non s t r i c t e  q u i  recouvre encore l a  non s t r i c t i t u d e  dans l e s  

langages oÛ tous; l e s  symboles peuvent ê t r e  cons idé ré s  comme d ' a - i i s  3. Nous 

éprouvons l e  besoin de d é f i n i r  spécialement c e  c a s  p a r t i c u l i e r  car nous 

verrons  que s i  l a  non- s t r i c t i t ude  n ' e s t  pas  r é d u c t i b l e  en g 6 n 6 ~ a l ,  e l l e  l e  

dev ien t  s i  e l l e  e s t  monadique. 

Une grammaire e s t  Greibach-haut, e t  p a r f o i s  on p r é c i s e  s t r i c t e ,  s i  

+ 
t o u t e s  l e s  r è g l e s  sont  de  l a  forme ( X  + a,v) avec a E Z. On d i t  a u s s i  p a r f o i s  

seulement forme de Greibach pour forme de  Greibach-haut, c e t t e  a p p e l l a t i o n  

recouvrant  souvent m&ne l e s  grammaires de  Greibach-haut non s t r i c t e s ,  dans 

l e s q u e l l e s  on accepte  l e s  r è g l e s  non s t r i c t e s .  La r a i s o n  e s t  que c e s  

grammaires correspondent aux schémas de programmes l e s  p l u s  é t u d i é s ,  dans 

l e s q u e l s  aucune d é f i n i t i o n  de procédure ne commence pa r  un appel  à e  

procédure. 



Une grammaire e s t  greibach-bas s i  t o u t e s  s e s  r è g l e s  sont de l a  forrne 

-b + 
(X -* t . v )  avec t E T(1 u VI, v = C t l ,  ... tnl r T(1) e t  pour t o u t  i r Cnl on 

a 1 ti 1 > O .  Les grammaires G 1  e t  G 3  sont de Greibach-bas. 

Une grammaire e s t  sans dupl ica t ion  ou linéaire si  tou tes  l e s  ~ è g E e s  

'L 'L 1 
peuvent s ' é c r i r e  (X + t.O) avec t r ?(L u V ) p ,  0 r avec 8 l i n é a i r e .  

Les grammaires G 3  e t  G 4  sont l i n é a i r e s .  

Une grammaire e s t  complète s i  tou tes  l e s  r è g l e s  peuvent s ' & r i r e  

'L 1 
(X -+ t . O )  avec ? E ?(L il 0 E avec 0 complète. Dans l e s  c inq  

exemples de grammaire qu i  précèdent,  seule  G5 n ' e s t  pas complète. 

Une grammaire e s t  ordonnée si  tou tes  l e s  r è g l e s  peuvent s ' é c r i r e  

'L (x+ t . 0 )  avec ? É ?(z u Y);, 0 r C$(x) avec 8 ordonnée. 

Ces d ive r ses  p ropr ié t é s  permettent de d é f i n i r  un grand nombre de 

sous fami l l e s  parmi l e s  f o r ê t s  algébriques.  I l  e s t  connu que dans l e  c a s  

des  grammaires de mots, oij l e s  mots peuvent 'être considérés comme des  

arlwes à une seu le  branche, ces  p ropr ié t é s  permettraient  seulement de 

d i s t inguer  l a  c l a s s e  des ~ a t i o n n e l s ,  s t r ic tement  inc luse  dans l e s  alg6brique.s. 

En t h é o r i e  des  a rh res ,  l e s  choses sont p lus  complexes e t  l a  s u i t e  de c e  

t r w a i l  apportera cepta ines  connâlssances nouvelles  sur  ce  point .  



2) PROPRIETES DES GRAMMAIRES ALGEBRIQUES 

* 
L e m  15 (de con tex te  l i b r e )  Pour t o u t e  dé r iva t ion  t =9  t '  dans ----- 

C = <Y,  1, Xo, R> et  pour t o u t e  décomposition t = ~ . T U ~ .  ... u 1 on peut 
P 

n 
LPouver une décomposition t '  = u' . [ul  ... u t  1 e t  une t o r s i o n  6 É O t e l l e s  1 ' n P 

* * 
que pour t o u t  i E Ln], u 0 ( i )  ;> i e t  u => uI.8.  Réciproquement l ' e x i s t e n c e  

* G 

de c e s  deux décomposi t ior6entraine t =9 t ' .  
G 

Preuve 

P a r  récur rence  s u r  l a  longueur des  d é r i v a t i o n s .  
O 

Le lemme e s t  t r i v i a l emen t  vrai s i  t => t ' .  

n 
Hypothèse de récur rence  : l e  lemme e s t  v r a i  s i  t => t '  avec n < e. 
S o i t  t f>  t" => t ' une d é r i v a t i o n  de longueur l. 

P a r  hypothèse de récur rence ,  pour t o u t e  décomposition t = u.[u ... u 1 
1 ' P 

il e x i s t e  une décomposition ttr = U " . C U ~ ~ ~ ,  . . . ut' 1 e t  une t o r s i o n  8" Clq 
9 P 

t e l i e s  que pour t o u t  i r Cq3, Ue1,(i) f3 U" e t  u :9 ufl.O". i 
>t 'L 

i-'i>çons u" = u" .B' avec u" E ?(c u V) e t  0 '  E O" (p ropos i t i on  2 ) .  
4 

Pour la dgr iva t ion  t" => t q ,  deux c a s  son t  à cons idé re r  s e lon  que l 'occur rence  

de rion terminal  réecrr i te  e s t  dans ut' ou pas  : 

OU b ien  u" => u t  a l o r s  t '  = u '  . . . . ut' 1 e t  dans c e  c a s  
* 4 

u => uW.O'' => ut.O" e t  l a  décomposition de t '  e s t  t rouvée.  

% % 
Ou bien t" = un.O' . . . ut' 3 2 u " . C U " ~ , ( ~ ) ,  . . . U" 

9 e l ( n ) ] ~  

t '  ut ' .  Cu1 . . . u' 3 e t  il e x i s t e  i r Ln1 t e l  que u t t e l  => u t i  e t  pour 
1' n 

t o u t  j 6 Cn3 avec j # i, u t j  = ) u " ~ ~ ( ~ ) .  * f On a a l o r s  Y i E [ n l  , u " ~ ,  => U i- 

* * 
Gamme pour t ou t  j E Eql, u II 

0 ( j )  
= > u n  pour t o u t  i r Cnl, Ug t t ( e , ( i ) )=>  

* j ' 
u" => U '  En posant 0 = 8' .8" ,  on a Y i r [ n l ,  u ?> u t i  

û ( i )  
e t  

0 '  (il i ' 
'L % 

u E3 ur1. 0" = U" .0 ' .O"  = u" , 0 ,  c e  q u i  montre que l a  décornposit ion  

% 
t' = u " . C U ' ~ ,  ... u t  1 a b ien  l e s  p r o p r i é t é s  r equ i se s .  n 



La réciproque e s t  une simple app l i ca t ion  de l a  d é f i n i t i o n  des  dér iva t ions .  

s i  t = u.[u ... u  1, t1  = ul.Cull,  ... u1 1 e t  s ' i l  e x i s t e  8  E 8" avec 
1 y P n  P  

* 
u  2> .B e t  pour t o u t  k  e  C ~ I ,  u  0(k)  

=> u l k ,  il r é s u l t e  directement de l a  

* * ~ ~ c l ' i n i t i o n  de => que t => t'' = u' . B .  Culy . . . u  1 = U '  . Cug( 1), . . u 1. 
P e (n )  

'L 'L 
Posons u '  = u1 . O 1  avec u'  c C u Y) e t  0 '  r O:, on a  a l o r s  

'L 'L 
t l l  = U ~ . C U , ( , , ( ~ ) ) ,  ... u ~ ( , ~ ( ~ ) ) I  e t  tl' O> ttl = ul.Cul 1 e t ( i )  y u e ( e 9 ( 2 ) ) 9 * * *  

1 c a r  u  e ( e l  (1) 2> u' ue(e '  ( q > >  0 '  (1) * 
- 'L 

De même t" 2, t 1 1 2  
1 - U' * c u ' e q l ) ~  U ' e q 2 ) y  U e ( e l c 3 ) ) y  . O *  Ue(eicq))  

1 ... 
z> t" - 'L 

t" - U' .CU', ,  (,)Y . . . u' 0 '  (q )  
1 = u ' . ~ ' . C U ' ~ ,  ... U '  1 = t'. 

q-1 9  n  

O 

Toute grammaire G = < Y ,  L, Xo, R> peut ê t r e  vue comme un système 

d 'équations,  chaque r è g l e  é t a n t  une équation e t  t o u t  non terminal  une 

inconnue. Une solu t ion  e s t  un ensemble de f o r ê t s  S  (X) pour t o u t  X e  V 
G 

qui  s a t i s f o n t  c e  système. En f a i t  les non-terminaux représentant  des  

ensembles d 'a rbres ,  il faudra i n t e r p r é t e r  l e s  r è g l e s  comme des équations 

dans pD(T(L)) en remplaçant l e  produi t  de composition par  l a  composition 

descendante $, ou comme des  équations dans P (T(C)) en remplaçant l e  
A 

produit  de composition par  l a  composition ascendante. On notera  S  (X) l e s  G 

so lu t ions  dans P*(T(L)) e t  S (x) l e s  so lu t ions  dans P (T(L)) .  En dé f in i s san t  
G A 

S comme l a  s u b s t i t u t i o n  descendante qu i  à t o u t  a E C assoc ie  S  ( a )  = a e t  
G G 

à t o u t  X r Y,  SG(X), on aura SG(X) = u S ( t ) .  De mgme en déf in issant  
(X+t)eR G 

6 conme la s u h s t i t u t i o n  ascendante q u i  à t o u t  a Z assoc ie  gG(a) = a e t  
G 

à t o u t  X c V, SG(x), on aura  SG(x) = u S G ( t ) .  En app l i ca t ion  du 
(X-tt ) ER 

du théorème du point  f i x e ,  S  e t  $ pourront ê t r e  c o n s t r u i t e s  comme l i m i t e s  
G G 

O 1 n  -1 -n de s u i t e s  S  
G Y  

sG, ... sG .,. e t  Ç0 
G Y  SGy .,, S que nous déf in issons  par  : 

G 
-n Pour t o u t  n c l e t  tou t  a r L,S ; (~)  = SG(a) = {a}. 

Pour t o u t  x € Y s ~ ( x )  = Qx) = g .  



+ 
Pour t o u t  n E N e t  t o u t  X E V ,  

-n- 1 S E t x ) =  { t  c T(L) 1 3 ( x + r  c R, t r sG 
n 

Par récurrence s u r  n on montre facilement que s G ( t )  c sG+ '( t  ) e t  que 

Exemple 66 



1 n 
Lemie 16 S i  r => avec t r T(C) a l o r s  il e x i s t e  n i e t e l  que t r S~(T)L 

G 

Preuve 

Par induction sur 1 en prenant comme hypothèse que l e  lemme e s t  v r a i  si 

1 < L ,  ce qui  e s t  t r iv ia lement  v r a i  en prenant L = 1 c ' e s t  à d i r e  e = O 

d'où r r T(E) e t  S;(T) = {TI.  

So i t  T => T '  :> t une dér iva t ion  de longueur L. Mettons en évidence 

l 'occurrence de non terminal  r é é c r i t e  par  l a  r è g l e  ( X  + t ' )  u t i l i s é e  dans 

l a  première dé r iva t ion  : 

'L 
~ = U . [ U  Uk-l, X . C V ~ ,  ... v p l l ,  Uk+l> * * *  1 et 

l ' P 
'L 

T' = u.b1,  ... u k-19 t ' Cv 1, ... vp l1 ,  u ~ + ~ ,  ... u 1. D'après l e  l e m e  15 
P 

t = U ' . [ U ' ~ ,  . . . u '  1, il e x i s t e  une t o r s i o n  0 e t  en1 posant u =t ' . :vl,. .v 1, k P ' 
'L * 

on a u => ul.O e t  pour t o u t  i E [ q l ,  u  Toutes c e s  dé r iva t ions  
i ' 

sont de longueurs i n f é r i e u r s  à L donc par  hypothèse d ' induction il e x i s t e  

'L n 'L n 
n < L t e l  que u.0 r S (u )  e t  pour t o u t  i E Cql, u t i  E S G ( ~ g ( i ) )  Pour tou t  

G 
- 1 * 

j E 0 ( k )  on a X.Cvl, ... v 1 => t l .Cvl,  ... v 1 = > u t  
j ' 

a l o r s ,  d 'après 
P ' P ' 

l e  lemme 15,  u' = t " . [ ~ ' ~ ,  ... v '  3 avec t '  t l ' . O "  e t  pour t o u t  i r [q91 ,  
j q' 

n  
v û l ' ( i )  

> v On a a l o r s  t " . O V  r S G ( t l )  e t  v t i  r s G ( v ~ , , ( ~ )  ) e t  par  d é f i n i t i o n  i ' 
n t 1  n+ 1 

de SG , puisque ( X  + t ' )  E R ,  t ' ' . O w  E SG (X). 

n n+ 1 
Comme de p lus  S G ( t )  c SG ( t )  on peut  é c r i r e  

n + l  'L n + l  donc que t r S (u.[ul, ... u 
G k-l> X.Cvl, ~ ~ ' 1 '  uktl> 

.. u 1 )  = s, (TI, 
P 

n+ 1 
c a r  S e s t  une s u b s t i t u t i o n  descendante. Puisque n < L ,  on a bien n + l  L. 

G 



* 
Leme 17 s i  t r s:(r) a l o r s  r D = >  t .  

G 

Preuve 

Par récurrence sur n en prenant comme hypothèse que l e  lemme e s t  v r a i  si 

n < N ,  ce  qui e s t  t r iv ia lement  v r a i  s i  N s 1. On remarque de p lus  que s i  

* 
X E V ,  t E sn(x)  en t ra ine  X D=P t a l o r s  on a pour t o u t  r E T r C  u VI, 

G 
* G 

t E sn(-r) ent ra ine  r D=> t. Posons n = N e t  X E V e t  t E sn (x ) .  Par d e f i n i t i o n  G G G 
n-1 

de s"(x), il e x i s t e  ( X  + r )  s R t e l l e  que t r SG ( r ) .  I l  s u f f i t  a l o r s  de 
G 

* 
montrer par récurrence su r  1 r1 que r D=> t .  . 

* 
II est c l a i r  que si / T I  = O a l o r s  T = x t = x e t  donc r D=> t .  

i ' i 
n-1 rt 

Hypothèse de récurrence : 1 r 1 e p e t  t a SG ( r )  implique r Dr> t .  

n- 1 
Prenons r avec 1 r / p e t  t E SG ( r ) .  Deux cas  s e  présentent  

- nu bien r = a(rl, ... T ) avec a E Ti e t  a l o r s  t = a ( r f l ,  . * O  r1  1, 
9 9 4 

n-1 n-1 n-1 n- 1 sG ( r )  = aCSG , ..- SG ( rq)J  e t  pour t o u t  i E Cql, r l i  r SG ( r i ) -  
* 

Comme on a Iri] C I T ]  = p ,  par  hypothèse de récurrence sur  p, D=> T '  ' i i 
* 

e t  pdr dgf in i r ion  des dérivations~descendantes, r D=> t .  

- Ou bien r = Y ( r l ,  ... T ) avec Y E V . On a a l o r s  
9 9 

n p l  % n- 1 
t c sn-'(y) G @ CSG ( ~ ~ 1 ,  . * .  S;"(T ) 3  e t  il e x i s t e  u.0 E S (Y) avec 

9 G 
% r n- 1 
u E ?(z) e t  0 c O t e l s  que pour t o u t  i a Crl,il e x i s t e  u. r S 

1 G ( rO( i )  e t  
P 

'L * 'L 
t = u.[u 1, ... ur l .  Alors par  hypothèse de récurrence sur  n, Y D i >  u.0. 

Pour t o u t  i r Cr], 1 re( 1 4 1 T 1 = p donc par  hypothèse de récurrence s u r  p 

* * 'L 
on a "r 

0Ci) 
D=> u donc par  l e  lemme 1 5 ,  r => t e t  puisque u r ?(LI, i ' 

T DE> t. 

O 

* 
Lemne 18 s i  t c T(Z) a l o r s  T => t équivaut à t E s G ( r ) .  

G 



Preuve 

L1impli.cation e s t  év idente  dans un sens  p a r  d é f i n i t i o n  des  d é r i v a t i o n s  

descendantes comme c a s  p a r t i c u l i e r  des  d é r i v a t i o n s .  Les lemmes 16 e t  17  

;:eus donnent l ' i m p l i c a t i o n  inve r se ,  

0 

Théoreme 19 pour t o u t e  grammaire G = <v, L, xo, 8, on a pour t o u t  x r V, 

Flo(G, X) - c FOI(G, X) = F(G, X I .  

Preuve immédiate p a r  l e s  lemme 1 7  e t  18. 

Par s u i t e  i n d i f  f érermnent 

S i  l ' a n  d i t  que deux sous a r b r e s  t e t  t .  de  t sont  independants i 3 

qua~id aucune occurrence de symbole de t n ' e s t  n i  une occurrence de  symbole i 

de t n i  s i t u é e  au dessus  n i  au  dessous d 'une occurrence de  symbole d e  t 
j .j ' 

on o b t i e n t  l e  lemme suivarit. 

Letqne 20 Dqns t o u t e  d é r i v a t i o n  descendante te rmina le ,  l ' o r d r e  dans l e q u e l  

sont  menées l e s  d é r h a t f o n s  p o r t a n t  s u r  des  sous a r b r e s  indépendants e s t  

sans  b f l u e n c e  s u r  l e  r é s u l t a t ,  

Cet$ r e s u l t e  dibectement de l a  défini tTon d e s  d é r l v q t i o n s  descendantes,  

des  lemmes 16  e t l 7 .  

Un prohlème h p o r t a n t  e s t  de savo2r s i  F(G, X) e s t  v i d e  ou non, ce 

q u i  r ev fen t  en t h é o r i e  des  langages à s a v o i r  s i  l e  langage engendré depuis  

un non t e rnoba l  e s t  v i d e  ou non, En t h é o r i e  des  a r b r e s ,  il s e r a  u t i l e  de  s e  



poser un problème p lus  f i n  : Etant donné un non terminal  X e t  une p a r t i e  e 

des var iables  de c e  non terminal ,  e x i s t e - t - i l  dans F(G, X) un a r b r e  t avec 

v a r ( t )  = e ? Le lemme e t  l e  c o r o l l a i r e  suivant  répondent à c e t t e  question. 

rine f o i s  ce problème résolu  il devient t r i v i a l  de résoudre l e s  problèmes 

c lass iques  @]de l a  vacui té  de F(G, X) e t  de l ' u t i l i t é  d'une va r i ab le  xi 

de X ,  c ' e s t  à d i r e  de l ' ex i s t ence  de t E F(G, X )  avec xi E v a r ( t ) .  Enfin 

il peut ê t r e  u t i l e  de savoir  s i  une v a r i a b l e  x de X e s t  toujours  conservée 
i 

c ' e s t  à d i r e  s i  Y t E F(G, X), x. E v a r ( t ) ,  ou de savoir  s i  pour deux 
1 

var iab les  x. e t  x de X il e x i s t e  t E F(G, X)  avec {xi, x.) c v a r ( t ) .  Le 
1 j I 

lemme e t  son c o r o l l a i r e  permettrontalors  facilement de répondre à ces  quest ions.  

Pour t o u t e  f o r ê t  F c T ( c ) ~  e t  t o u t e  p a r t i e  e = {x , x , . .x. 
P 1 i2 1 

9 P 

posons F/e = {u E F 1 var(u)  = e l .  De c e t t e  façon on pourra poser 

S;(X) = u ( s n ( x ) / e )  pour  étudie^ l e s  a rb res  de F(G, X) qui 
ecIxl,. .x 

G 
d ( x ) )  

conservent ou non ce r t a ines  va r i ab les  de X.  

I 
On posera D(V) = sup(d(X)) et pour tous.  t e t  t '  E T(Z  u V),, t 2 t '  si  e t  

XEV 
seulement s i  pour t o u t  x E An, l e  nombre d'occurrences de x dans t ,  11 ( t )  

i i x i 
e s t  i n f é r i e u r  ou éga l  à v ( t f 3  ou s i  v ( t ' )  r D(V). C'est à d i r e  que 

X i 
X i 

t i t '  si  e t  seulement s i  V x min(D(V), v ( t ) )  5 vx ( t ' ) .  i ' x. 
1 i 

Cette r e l a t i o n  de  réo ordre su r  l e s  a r b r e s  de T(L) '  i ndu i t  l a  r e l a t i o n  de n 
1 

préordre suivante sur  l e s  f o r ê t s  de T(Z)' : s i  F, F' c T(L),,  on aura n 

P 2 F' s i  Y t  E F, 3 t '  E F' avec t 5 t ' .  S i o n  a t 5 t '  e t t '  5 t on notera 

t = t ' ,  par con t re  s i  t 2 t '  e t  non t '  I t a l o r s  on pourra no&t  < t ' ,  

on étendra ces a u t ~ e s  nota t ions  aux f o r ê t s ,  Remarquons que t = t '  implique 

que l e s  var iables  apparaissant  effectivement en f e u i l l a g e  des  deux a rb res  

sont  l e s  mêmes, 



Lennie 21 Pour t o u t e  grammaire G = <V, 1, Xo, R> on peut t rouver  un e n t i e r  

k k t e l  que pour X r V e t  t o u t  e  c var(X) on a i t  F(G, X)/e = SG(X)/e. 

Preuve 

n- 1 Par cons t ruct ion ,  pour tous  n r H, X E V, e  c var(X) on a S (X)/e c S; (X) /~  G 
n-1 donc S (X)/e i S; (X) /~ .  I l  e s t  c l a i r  que c e t t e  s u i t e  c ro i s san te  e s t  bornée 
G 

par tou t  ensemble contenant un a r b r e  avec D(V) occurrences de chacune des  

var iables  de e .  Définissons pour t o u t  n, Sn = {s;(x)/~ 1 X r V,  e  c var (x )}  

i j e t  notons S i S. s i  e t  seulement s i  V x r V ,  V e c var (x ) ,  sG(x) /e  5 sG(x) /e .  
i 1 

La s u i t e  S e s t  composée des s u i t e s  sn (x ) / e ,  lem nombre N e s t  une constante 
n G 

de G. Dans chaque s u i t e  S ; (X) /~  on peut t rouver au p lus  D(V) Gard ( e , donc 

à fonction au p l u s  D ( v ) ~ ( ~ ) ,  éléments d i s t i n c t s  v i s  à v i s  de I. Donc Sn 

cont ient  au p l u s  k = N * D(V) D(V) éléments d i s t i n c t s .  I l  e s t  c l a i r  que pour 

tous n, Sn ' 'n+l . I l  s u f f i t  a l o r s  de montrer que s i  Sn 2 Sn+l a l o r s  Y p 7 n 

on a Sn = S , pour avo i r  l e  r é s u l t a t .  
P 

11 s u f f i t  pour c e l a  de montrer que s i  S = S c ' e s t  à d i r e  s i  pour tous  n-1 n 
n n-1 

X E Y, e c var(X),  tl r SG(X)pe il e x i s t e  t2  c SG (X)/e avec t i t a l o r s  1 2  

pour t o u t  t É sn"(x)/e il e x i s t e  t '  r S;(x)/e avec t i t ' .  
G 

S i  t r S;"(X)/~ a l o r s  3 (X -+ r )  r R t e l l e  que t r s n ( r )  par  d é f i n i t i o n  de 
G 

SB". Nous montrons a l o r s  par  induction su r  1 r 1 q u ' i l  e x i s t e  t '  r s ; (x>/~ 

avec t I t t .  S i  Ir1 = O a l o r s  r = x t = xi r s;(xi) c $(xi) e t  xi S x . .  i ' 1 

Hypothèse d ' induction : s i  Ir[ 4 p e t  t r S;*'(T) a l o r s  3 t1  r s;(T) avec t i t ' .  

Prenons T de profondeur p 3 O on a 

- Ou bien r = a ,  ... r ) avec a P Z 
9 9 

t E SC"(T) en t ra ine  t = u ( t l ,  . . . t ) e t  pour t o u t  i r Cql 
q 



8 O 

n+ 1 on a t r S (ri) ,  Iri/ K p donc par  hypothèse d ' induction 3 t V i  r sn(r 
i G G i" 

n 
avec t 5 t t i  donc en posant t '  = aCtql, ... t '  1 on a t '  c SG(r )  e t  t 5 t'. 

i P 

n+ 1 - Ou bien + = Y ( +  ... r ) avec Y é V a l o r s  t E SG ( T )  = SG 
1' 9 q ' " + l ( ~ )  @ 

n + l  'L 
CS, ( ~ ~ 1 ,  . . . s r l ( r  )]. ûn a donc t = t a c t l ,  ... tri, ? e ?(z)' e t  

9 r 
r 'L n+ 1 3 8 r 8 t e l l e  que t . O  r s;+'(Y) e t  pour t o u t  i r Crl, ti r SG 
9 

Comme 1 r 1 < p,  par  hypothèse d '  induction pour t o u t  i E CI.] il e x i s t e  
M i )  

2, 
t V i  r S : ( T ~ ( ~ ) )  avec t i ?; t t i .  D'autre p a r t  t . O  r ~ ; + l ( y ) / v a r ( 0 )  donc il 

'L n 
e x i s t e  une r è g l e  ( Y  + r ' )  E R t e l l e  que t . O  r S ( r ' )  e t  puisque Sn-;Sn il existe G 
'L n- 1 'L 2, 
t ' . e ' r S G  ( r ' )  avec t . 0 4 t t . 0 ' . 0 n  a de p l u s ' p a r  déf in i ton  de S;(Y),?'.B'~S;(Y). I l  

2, 11 
e s t  a l o r s  a i s é  de cons t ru i re  t ' = t . L ~ ' ~ , . . t '  r ' I rSG(r )  t e l  qu'à t o u t  sous a r b r e  t i 

de t on puisse f a i r e  correspo0dre uq sous a r b r e  t '  i' de t' avea 0(i)30 '( i ' )  e t t i ? ; 5 ' .  

En e f f e t  on peut d i v i s e r  l e s  va r i ab les  de 8 en deux p a r t i e s  e ( 8 )  l 'ensemble 
1 

des  var iables  x de 8 qui  s e  rencontrent  au p lus  D ( V )  f o i s  dans 0 e t  e 2 ( 0 )  
i 

c e l l e s  qui  r e  rencontrent  p lus  de D(V) f o i s .  Toute va r i ab le  de e (8)  s e  1 

trouvera un nombre de f o i s  au moins é g a l  dans 0' donc tous  l e s  a rb res  qu i  

l e u r  correspondent dans t pourront s e  re t rouver  dans t ' .  Toute va r i ab le  

de e (0 )  e s t  dans e 0 t o u t  a rb re  de s;(x) a .iU plus  D ( V )  va r i ab les ,  
2 2 

donc à f o r t i o r i  t o u t  r .  a au p lus  D ( V )  va r i ab les ,  donc au p lus  D ( V )  a r b r e s  
1 

de s n ( r . )  sont nécessa i res  pour f a i r e  a p p a r a î t r e  ces  D ( V )  va r i ab les ,  chacun 
G 1 

avec au moins une va r i ab le  donc s i  x appara i t  p lus  de D(V) f o i s  dans 0,  il i 

s u f f i t  q u ' i l  apparaisse D(V) f o i s  dans 0 ' .  Ainsi on aura t I t ' .  

L'exemple G6 met en évidence l ' u t i l i t é  de D(V), en e f f e t  il e s t  c l a i r  

que T(G, X)/e e s t  non v ide  quelque s o i t  e c var(X) e t  il faudra a l l e r  jusqu'à 

4 4 3 
S pour avoi r  SG(X)/e if (8 pour t o u t  e c v a ~ ( X ) ,  c a r  S (Y) e s t  l e  premier 1 

G G 

conteni r  un a rb re  avec D(V) = 4 occurrences de x 
1 ' 



Corollaire 22 Pour t o u t  X E V e t  e c var(X) on peut décider  si F(G, ~ ) / e  

e s t  vide.  

Preuve 

k 
I l  s u f f i t  de savoir  si SG(X)/e est vide. 

On a F(G, X) = u F(G, X)fe ce  qui  permet de décider  de l a  
ecvar(X) 

vacui té  de F(G, X) . D e  même u F(G, X)/e permet de décider  s ' i l  
ervar(X) 
x c e  
i 

e x i s t e  t e F(G, X) avec xi c v a r ( t ) .  

Nous a l l o n s  maintenant f a i r e  une étude s i m i l a i r e  sur l a  f o r ê t  ascendante 

F ( G )  en u t i l i s a n t  l e s  s u b s t i t u t i o n s  En 1 O G 

e 
Leirne 23 s i  i A=> t avec t r T(Z) a l o r s  ii e x i s t e  n s L t e l  que t r S i ( i ) .  

G 

Preuve 

P a r  récurrence sur 1, en prenant comme hypothèse que l e  lemme est vrai si 

E L e t  en remarquant que s i  L = 1 a ï o r s  L = O d'où r c T(C)  e t  H:(r) = {TI.  

f 
Prenons une dé r iva t ion  r A=> T' A=> t de longueur 1 = L e t  posons r = ( X  + t ' )  

'b + 
l a  r è g l e  u t i l i s é e  en première dér ivat ion .  i = u. Cul, . . . \-l, X - V ,  u ~ + ~ ,  . . u 1 P 

-b '-b + 
avec Y r T(E) , r t  i uqKul, .. \-l, t ' . ~ ,  \+l, .. u 3 par  d é f i n i t i o n  des 

P 

dé r iva t ions  ascendantes, Par hypothèse de récurrence on a - - - - - - 
n 5 n n n 

t 6 .sG(u) 8  CS,(^). ... s ~ ( % - ~ ) ,  s G ( t 1 . v ) ,  s:(\+,), ... sn(u  11. - G P 
'-b 

En posant t '  = t ' . O  avec ?' c ?(z u V) e t  0 E 8 on a ~:(?'.0.;) = 
- - - - 

n 5 -b + n 
S G ( t l  ) @ ~ B ( 0 . v )  d 'après  l e  1-e 13, m a i s  puisque v E T(C) e t  que SG e s t  - - - - 

n * n + l ' i d e n t i t é  sur I, on a SG(O.v) = {e.:} d'où s:(t' .:) = s:(t') 8 SG(v). 



-n+ 1 -1171 -n+l 
Par d é f i n i t i o n d e  SG on a S i ( t t )  c SG (X) donc SE(tt.;) = S G (x.?) e t  - 

-n+l n+ 1 
come pour tout  P c T(Z u V), ~ E ( P )  C. SG ( P l  on o b t i e n t  t r SG ( r ) .  

Par  hypothèse de récurrence n S C-1 d'où n + l  5 t .  

meuve - 
Il e s t  c l a i r  que c lest  v r a i  pour n = O e t  n = 1 par  d é f i n i t i o n  de s ~ ( x ) .  On 

remarque que s i  Y X c V,  t r s ~ ( x )  en t ra ine  X A:, t a l o r s  Y r c T(Z u V I ,  - G 
t t E s"(T) ent ra ine  T A-> t .  Prenons c-e hypothèse de récurrence que l e  

G 

1-e e s t  v r a i  s i  n < N e t  prenons X r V, t c s"(x) avec n = N r O. - G - 
n- 1 

Par dé f in i t ion  de s ~ x ) ,  il e x i s t e  r = (X + r )  r R t a l l e  que t c SG (T). 

* 
Il s u f f i t  a l o r s  de  montrer par récurrence sur 1 r 1 que r A=> t ,  ce q u i  est 

évident  si ) T I  = O ,  

* 
Posons come hypothèse de récurrence sur 1 T 1 que s i  I T  1 < p a l o r s  T A=> t 

e t  prenons T de profondeur p > O .  Deux cas  se présentent .  

- Ou bien  r = d ~ ~ ,  ... T avec a t Z dans t = a ( ~ ' ~ .  ... T ' )  - - Q - Q Q 
n-1 (r) = (a) 8 ~ S ~ " < T ~ ) ,  . . . SG ( r  11 donc pour t o u t  i r Cql on a 

P 

= p e t  par  hypothèse de récurrence s u r  Ir1 e t  par d é f i n i t i o n  des  

* * dérivations ascendantes T A=> T t  e t  T A=> t *  
i 

- C h  bien  r = Y ( T ~ ,  ... T ) avec Y t V Dans c e  cas  t = tl.Crtl, ... T t  1 avec 
- Q 4' 4 
n-1 * 

t '  r SG (Y) donc par hypothèse de récurrence sur n,Y A=, t t ,  e t  pour t o u t  
- * 

i E Cq3, r t i  E S .  ) donc r .  A=> r t i  c a m e  dans l e  c a s  précédent e t  
G i 1 



* Corollaire 25 si t r T(L), t a  SG(r) équivaut àrA=>t. 
G 

Lerne 26 pour toute grammaire G = <V, E, Xo, R> on peut trouver une 

constante k' telle que pour tout X E V et tout e c var(X) on ait 

-kt 
FIO(G. X)/e = gl <=s SG (X)/e = 0 

Preuve 
- 

Posons S = {Sg(~)/e 1 x r V, e c var(x)I et notons pour tout ",Sn < sntl 
n 

-n+l s'il existe X V et e r var(X) tels que S:(x)/e = B et SG (X)/e # O, étant 
-n+l entendu que lton a toujours Sg(~)/e c SG (X)/e et qu'en ce sens S n ' 'n+i* - - 

Nous noterons alors S n 'n+i si l'on n'a pas S n < 'n+l . Nous allons montrer 
- 

que si 5 = Sn aiors Sn n-1 'n+1 et donc que pour tout p > n, Sn = 5 . PI 
Comme de plus la suite contient un nombre borné d'éléments distincts (car V 

est borné et Y X E V, d(X) est borné), on en tire l'existence de kt tel que 

Sk' 
2 Sn pour tout n 2 k'. D'où pour tout n 2 kv,5;(x)/e = -k' @ <=> sG (X)/e = 18 

et le résultat. 

- 
Posons S = sn n-l . Si t r srl(x) alo~s 3 (X + r) r R avec t r 53~). Nous 

-n- 1 allons montrer par récurrence sur )T I  qul il existe t' r SG (r) avec 

-n-1 -n var(tl) = var(t). Alors, puisque S (r) c S (r) on pourra en conclure 
G G 
-n+ 1 l'équivalence SG(x)fvar(t) = $ <=> sG (X)/var(t) = g. 

-n-1 Hypothèse de récurrence : s i  1 < p alors il existe t4 r SG (T) avec 

var(t) = var(tl). 

Ce qui est vrai si Ir1 = O car alors r = x t = x et x r quelque 
i ' i i 

soit q E Bi. 

Prenons r de profondeur p > O, alors r = aCrl, ... r 1 avec a r E U V 
9 9 9' 

C-e t r Sz(r) on a t = u.Ctl, . . . t 3 avec u E ,?(a) et pour tout i r Cql, 
q G 

ti E gn(~. ).  On a alors 1 r. 1 < 1 r 1 = p donc par hypothèse de récurrence G 1 1 

il existe t' g:-l(ri) avec var(t1 1 = var(t.). si a r L on a alors i 1 

-n-1 BB(a) = la} = SG (a) donc u = a et t1 = a.[tt . . . t' 3 a les mêmes variables 
9 4 



-n-1 - 
que t .  S i a a  V a l o r s  3 u t  r S ( a )  avec var(u)  = v a r ( u l )  car = S n  G n- 1 

donc en posant t '  = ~ ' . [ t ' ~ ,  ... t' 3 08 l e s  t t i  sont  ceux d é f i n i s  p lus  haut ,  
Q 

on a bien v a r ( t )  = v a r ( t l ) .  

O 

Corollaire 27 Pour t o u t  X E Y e t  pour e  c var(X) on peut décider  s i  

FIO(G, X)/e e s t  vide.  

imm 28 On peut toujours  supposer que l e s  r è g l e s  l i n é a i r e s  e t  terminales 

seront  appliquées après  t o u t e s  l e s  a u t r e s  dans une dér iva t ion .  

Preuve 

Donnons nous G = <Y, Z, X , RP, 
O 

Il s u f f i t  de montrer que pour tou te  déplvat ion t =7 t =? t avec r l i n é a i r e  
1, 2 ,  3 

et terminale e t  r' quelconque, il e x i s t e  une dé r iva t ion  t = t f > t3. 
l r  2 ,  

'L 'L 1 n 
posons r z (X + t . 0 )  a rec  t r ?(I), e t  0 une t o r s i o n  l i n é a i r e  de On, en 

posant m = d(X). 

'L 'L 
t 2 u.[ul, . . , u 1 avec u i n i t i a l  e t  il e x i s t e  k E [p l  t e l  que 
1 P 

'L 
u = X(vl, ... %). On a a l o r s  t2 = u.[ull, ... u1 1 avec 
k P 

'L 'L 'L - 
u '  k = t,O,Cvl, ., vml = ~ . C V ~ ( ~ ) , . .  v  0(n)  3 = t . [vl , .  . n 1 e t  pour t o u t  j # k, 

'L 
u = u' La r è g l e  r' ne peut s ' appl iquer  à t qu i  e s t  terminal ,  t r ~ i s ~ c a s  s e  

j j ' 

présentent  a l o r s  : 

'L 'L 'L 'L 
1 )  r1 s 'applique h u donc u => ul.O' avec u' r T(Z u v)' D 'OÙ 

P' * 
'L 'L 

tg  = ul.0' . .. u1 3 = u' .Cute1 (1), . . . U T e ,  1. D'autre p a r t  
P 

'L 
= ~ u t , C u e l ( , ) ,  ... ~ ~ ~ ( ~ ~ ) l  = t 1  Posons 1 = 0'-'(k) = {i l ,  . O .  i 1 

tl r 2' 9 

l'ensemble des ind ices  i t e l s  que 0 ' ( i )  = k. Alors V j r 1, U g l ( j )  => ~ ' ~ 1 ~ ~ )  

e t  Y j C 1, u g q j )  
- - u l e r c j )  donc t '  o> ta. 

2 ,  



2 )  r' s 'applique à u avec j # k .  Le lemme 20 montre que dans ce  c a s  
j 

- 'L 
3) r '  s 'applique à Posons v .  =>: v' Alors t = u. Cu" . . . u" 3 

j ' rirl j '  3 1 ' P 
'L - - - - 

avec u" = t.Cvl, ... v 
k 

v ' 
j-l¶ j~ V j + y  - Gn 1 e t  pour t o u t  i # k ,  

- 
ul' = u1 = u . Posons e = B ( j ) ,  a l o r s  ve = v j  e t  uk =: x ( v ~ ,  ... v ~ - ~ ,  

i i i r 
- 'L - 'L - 
v '  j' v e+l, vm) , => t.e.cv,, ... v ~ - ~ ,  v t j ,  v e+l, ... vml = ~ . C V ' ~ > . ~ V ' , ~ ' ~  

- 
avec v' = v' s i  B(h) = 1 e t  v' = v si  O(h) # l. Comme l a  r è g l e  r e s t  h j h h  

l i n é a i r e ,  O e s t  i n j e c t i v e  e t  j e s t  l e  s e u l  élément de Cnl t e l  que 8 ( j )  = e. 
- - - 

Ceci en t ra ine  que v'  - = v s i  h # j e t  v'  = v'  donc u = ut' e t  h - Ve(h) h j j k k 



I I  - NOTION DE GRAMMAIRE REDUITE ET REDUCTIONS 



1) INTRODUCTION 

L'une des premières préoccupations des chercheurs en théorie des 

langages a été de chercher à simplifier les grammaires. Une première simpal- 

fication consiste à éviter qu'elles ne soient encombrées d'éléments non 

nécessaires comme les non-terminaux inacessibles depuis l'axiome, et les 

non terminaux engendrant un langage vide. 

En théorie des arhres il est aussi simple de retirer les non terminaux 

inaccessibles depuis l'axiome, par contre pour retirer les non terminaux 

engendrant une forêt vide, on ne pourra pas se contenter de retirer les règles 

dans lesquelles ils apparaissent, comme c'est le cas en théorie des langages, 

La raison en est que, au cours des dérivations, un sous-arbre, et en particulier 

un sous arbre contenant des non terminaux, peut disparaître par application 

de règles non complètes, Ainsi si un arbre t contient un sous arbre T 

% -9 "+ -+ 
engendrant une forPt vide, c'est a dire que t = u.Cvl, r ,  ~ ~ 1 . w  avec 

2i 
u é ?(E u Y) et F(G, r )  = 6, et si G n'est pas complète on n'a pas n6cessai- 

rement F(G, t) = g, L'exemple suivant illustrera ce point. 

On a F(G7, Z)  = 0 par contre F(G7, X ) = a 
/ \ 1 

o z  O 

d'où F(G7) = (a, a, 6 1 .  
1 1  / \  
0 1 1  1 

Cependant FIO(G7, Z )  = pl entraine 



On d i ra  qu'un symbole Xn e s t  accessible depuis XI r V dans 

G = < V , C , X  R > s l i l e x i s t e X  2 ,  x3, o . .  xn-l dans V e t  pour t o u t  
O ' 

i c 1 2 ,  . . . n) il e x i s t e  une r è g l e  Xi-l + ti-l t e l l e  q u ' i l  y a i t  une 

occurrence de symbole X dans ti-l. On d i r a  simplement que X e s t  accessible 
i 

s ' i l  e s t  access ib le  depuis X . I l  e s t  c l a i r  que s i  G est Sans non terminal 
O 

* inacessible, pour t o u t  X c V il e x i s t e  une dé r iva t ion  X => t avec une 

occurrence de X dans t .  

On di ra  que l a  grammaire G e s t  totale s i  pour tou t  X E V, 

F(G,  X) # (?l e t  q u ' e l l e  e s t  10-totale s i  pour t o u t  X r V ,  FIO(G, X )  # 0. 

Comme FIO(G, X) c F(G, X) si  une grammaire e s t  IO-totale,  e l l e  e s t  t o t a l e  

mais l a  réciproque n ' e s t  pas v ra ie .  

Exemple G8 : X -+ Z + 
O 

on a F (G8, Z)  = 0 car  l a  seu le  dér iva t ion  ascendante poss ib le  pour Z 1 O 
2 n 

e s t  z => X ( 0 ,  xl) .Z =, (X(0, xl)) .Z  2, (X(0, x l ) )  .Z  qui  ne produi t  aucun 

a r b r e  terminal.  

Par cont re  F (G8, Z )  cont ient  a  en t re  au t res .  
O 1 1 

Nous verrons q u ' i l  e s t  poss ib le  pour t o u t e  grammaire G de trouver une 

grammaire G '  t o t a l e  t e l l e  que F(G) = F(G1) e t  une grammaire IO-totale G" 



telle que FIO(G) : F (G''). Par contre en général on ne peut trouver G1' 
IO 

IO-totale telle qu'on ait à la fois F (G) = FIO(G1') et F(G) = F(G1'), en 1 O 

particulier à G7 on ne pourra faire correspondre une telle grammaire. 

Un autre type d'élément non nécessaire, propre aux grammaires 

d'arbres, est celui des variables inutiles dans un non terminal. On dira que 

x. est une variable utile dans le non terminal X si i s Cd(X)J et 
1 

3 t s F(G, X) avec xi E var(t), le non-terminal X sera alors dlarite utile 

si toutes ses variables sont utiles. 

la variable x est inutile dans le non terminal X, il s'ensuit que toute 
2 

la forêt F(G, Y) qui peut apparaftre en cours de dérivation (non descendante) 

introduit une complication inutile. 

On dira que x. est une variable IO-utile dans le non terminal X 
1 

si i s [d(X)] et 3 t s FIO(G, X) avec xi E var(t), le non-terminal X 

sera alors dtarité Io-utile si toutes ses variables sont IO-utiles. 

Dans les grammaires interprétées comme schémas de programmes, un non 

terminal inacessible correspond à une procédure qui ne sera jamais appelée, 

un non terminal engendrant une forêt vide correspond à une procédure qui ne 

donne jamais de résultat et une variable inutile à un paramètre qui n'est 

jamais utilisé dans une procédure, Supprimer ces éléments inutiles revient 

à simplifier le programme. Ces réductions ont été étudiées dans le cadre 

particulier des grammaires déterministes par Irène Guessarian [GUI. 



La réduction de l a  t o t a l i t é  a été é tudiée  dans l e  cas  O 1  [AD, dupl3 

[A-tel, [Bo] e t  [Co-21 e t  dans l e  cas  I O  [Bol. La réduction des  a r i t é s  i n u t i l e s  

a é té  étudiée par  Boudol [BO]. L'étude de ces  réductions e s t  r e p r i s e  i c i  avec 

l a  con t ra in te  supplémentaire de conserver ce r t a ines  p ropr ié t é s  in té ressan tes  

des  grammaires. 

Nous d i rons  qu'une grammaire e s t  redutte s i  e l l e  e s t  t o t a l e ,  u t i l e  

e t  sans non terminal  inacess ib le ,  de même nous d i rons  q u ' e l l e  e s t  IO-reduite 

s i  e l l e  e s t  IO-totale, IO-uti le  e t  sans non-terminal inaccess ib le .  I l  e s t  

c l a i r  qu'une grammaire ~ 0 - r é d u i t e  e s t  a u s s i  r édu i t e ,  



21 REDUCTION DE LA NON-ACCESSIBILITE EH IO ET 01 

L e m  II,l Si X r V est inacessible dans G = <V, L, Xo, R>, en posant 
* 
Y - {Y E V 1 X est accessible depuis Y) et G' = <V \ X, 1, Xo, RI> avec 

Preuve 

V et R étant finis on peut construire pour tout X E V l'ensemble 2 des non 

terminaux accessibles depuis X, il suffit de remarquer que si Y est 

accessible depuis X, il existe une chaine X = XI, X2, .,. Xn = Y avec 

n S Card (V) avec pour tout i r i2, . . . n), + ti-l) E R avec une 

occurrence de X. dans t 
1 i-1' 

* 
Il est alors immédiat de construire X. 

h 

Il est clair que si un élément de X apparait dans une règle (Y + t) E R 
'> Ci 

c'est que Y E X et qu'aucune règle oh apparait un élément de X ne peut 

Ztre utilisée dans une dérivation depuis X dans G, 
O 

Donc en posant Gtt = <Y, L ,  Xo, R',  on a F(G) = F(Gft). 
h 

De plus comme aucun élément de X n'apparait dans R' on peut écrire 

Corollaire 11,2 Toute grammaire peut être supposée sans non teminal 

inaccessible, 

Preuve 

Il suffit d'itérer le procédé pour chaque non terminal inaccessible. 



3)  REDUCTION DE LA NON TOTALITE EN O1 

La construct ion q u i  s u i t  e s t  due à Boudol CBjl e l l e  permet d 'ob ten i r  une 

grammaire t o t a l e  engendrant l a  même f o r ê t  que tou te  grammaire G = <V,  C, Xo, R>. 

L'idée de base de  l a  construct ion v i e n t  de l a  remarque suivante : , 

'L 
S i  F(G, u.Ctl, .. . tn] )  # 0 e t  q u ' i l  e x i s t e  i r  [n] avec F(G,  t i )  = , c ' e s t  

'L 
qu' il e x i s t e  t r F(G, u) avec xi 1 var (  t ) , t ou t  élément engendrant une f o r ê t  

v ide  f i n i t  par E t r e  abandonné au cours des dér iva t ions ,  par  appl ica t ion  d'une 

r è g l e  non complète. On va donc essayer de ne pas l e  produire. Prenons une 

r è g l e r =  (X Y ) o Û X ,  Y,  Z r V ,  F(G, Z )  = @ e t F ( G ,  Y(xl, Z ) ) # @ .  
1 / \ 
X x z 
1 1  

C'est  q u ' i l  e x i s t e  t E F(G, Y(xl, x ) )  avec x2 4 v a r ( t ) .  S i  l ' o n  s a i t  2 

cons t ru i re  un nouveau non terminal  Y '  d ' a r i t é  1 e t  des r è g l e s  associées  

t e l l e s  Y'  engendre exactement {t ( t r F(G, Y )  e t  x2 1 t }  a l o r s  l a  r è g l e  r 

pourra ê t r e  remplacée par (X + Y ' ) .  On pourra étendre ce  procédé de façon 

I I 

que tous  l e s  non terminaux engendrant une f o r e t  vide dwiennent  iEaccess ib les ,  

il s u f f i r a  a l o r s  de l e s  r e t i r e r ,  

Construction TI, 1 

A toute  p a r t i e  f i n i e  a c Pl', contenant d ( a )  éléments notés  par ordre  

numérique c ro i s san t  il, i2, ... 
id(a) * on associe  d'une p a r t  l ' a p p l i c a t i o n  a 

i n j e c t i ~ e ,  c ro i s san te  de Cd(a)J dans Pi 3 ,  dé f in ie  pour t o u t  j E f d ( a ) l  
d ( a )  

par  a ( j 3  = i e t  d ' au t re  p a r t  l 'ensemble de va r i ab les  
j ' 

f 
Etant données deux p a r t l e s  cc c $ c ïN notons ea l a  t o r s l o n  l i n é a i r e  

B 
o r d ~ n n é e  de O t e l l e  que pour t o u t  j r Cd(a)l,  j )  = k Cd(8)9 t e l  que 

d($)  6 
a B 

B(k) = c i  I l  e s t  a l o r s  immédiat que s i  a c B c y GIN' on a ea = BB.ey 
Y 



B a c a r  pour t o u t  j E Cd(ct)l, e a ( j )  = 0 (0 ( j ) ) .  
Y Y B 

i Un cas  p a r t i c u l i e r  important e s t  c e l u i  où a c B C N  avec B = Cnl, n r a ( d ( a ) ) ,  

a Alors en posant a = {il, . . . i 1 On a 0 
d(a1  Cnl 

= <n ; xi , ... x B. 

1 i 
d ( a )  

Soi t  0 = <p ; xi , .. x > une t o r s i o n  quelconque (pas nécessairement 
i 

n n 
l i n é a i r e  ou c ro i s san te  de 0 avec var(8)  c x ( a )  e t  a c Cpl. Posons 

P 
a Ra(0) = <d(a)  ; x , ... x > @:(a) avec pour t o u t  k r Cnl, 8Cpl( jk)  = i 

j 1 j n k ' 
c ' e s t  à d i r e  que R ( 8 )  e s t  l a  to r s ion  obtenue depuis 0 en renumérotant l e s  

a 

va r i ab les  par  l e  rang de  l e u r  indice  dans a. On a Ra(0) .ea = 0 e t  si 
CP 1 

a c B c [p l  on a R ( 0 )  = R (0).0;. 8 a 
'L 'L 

Pour t o u t  a rb re  t = t . 0  on notera R ( t )  = t.Ra(B). 
a 

Pour t o u t  alphabet gradué h, t o u t e  f o r e t  F c T(A); e t  t o u t  a c CnJ on pose 

PO(F) = { t  r F ( v a r ( t )  c x(a)}.  

Donnons nous une grammaire algébrique G = <V, 1, Xo, 

Pour t o u t  X E V posons 

X = lxa 1 a c Cd(X)l e t  d(Xa) - d ( a ) }  et V = u X. Toutefois nous noterons 
- XEY 
go p i u t a t  que x 

00. 

On pourra d i r e  que l ' a r b r e  X ea a' Cd(X>3 
représente  l e  non terminal  X 

amputé des va r i ab les  dont l e s  ind2ces ne sont  pas dans a,  au encore X l i m i t é  

à i a  p a r t i e  x ( a )  de s e s  va r fab les .  Ces amputations pourront 8tx-e représentées  
C 

Pa?? l a  subs t i tu t ion  l i n é a i r e  descendante a de T ( L  u V) dans T ( C  u V )  q u i  à 

t o u t  non terminal  de V a s soc ie  tous  l e s  non terminaux l i m i t é s  poss ib les  e t  ne 

modifie pas l e s  terminaux : V E E E, a(€)  ={cl et Y X E V ,  



I l  e s t  a l o r s  assez n a t u r e l  d ' a s soc ie r  à t o u t e  r è g l e  (X -+ t ) - E  R 

a l e s  pseudo-règles X €la a' Cd(X)l 
+ T avec T E u ( t )  e t   var(^) c var(X .8 a Cd(X)3 )=x(a )  

c a r  on a  X 8  a 
E P (u(X)) e t  T E P ( ~ ( t ) ) .  On pourra en f a i r e  des r è g l e s  

a' Cd(X)l a a 

v é r i t a b l e s  en r e n w é r o t a n t  l e s  va r i ab les  par  R : R (X .ea 
a a a Cd(X)I 

) = Xa, on 

ob t i en t  a l o r s  l e s  r è g l e s  X + r '  avec r '  = Ra(r) donc r '  E R (P ( ~ ( t ) ) ) .  a a a 

I l  e s t  c l a i r  que u(Xo) = I?,}, nous pouvons a l o r s  d é f i n i r  
h - 

G" = <Y, E, Xo, Rt1> avec R" = { ( x  + r )  ( (X + t )  E R, Xa 6 X, ; c ~ ~ ( ~ ~ ( a ( t ) ) ) } .  
a 

D'après l e  c o r o l l a i r e  22 e t  s a  remarque, nous pouvons déterminer 
C 

= x E V 1 F(G1', Xa) # 01. 
h 0 

Nous poserons 9 = V \ , V e s t  l 'ensemble des non terminaux engendrant une 

f o r ê t  v ide  dans G1'. 

Après a v o i r  montré que F(G) = F(G1'), nous montrerons que tou te  

O 
r è g l e  ( Y  -+ t )  E R1' avec une occurrence de symbole de V dans t peut ê t r e  

r e t i r é e  de Ru sans changer l a  f o r z t  engendrée. Nous aboutirons a i n s i  à 
h - 

l a  grammaire G 
1 

<Y, L, Xo, RI> avec R = I ( x +  t )  r R" 1 t E T(L  U P)) .  
1 

O 
11 s u f f i r a  a l o r s  de remarquer que tous  l e s  symboles de Y sont  devenus 

inacess ib les  dans G î  pour v o i r  que l a  réduction de l a  non a c c e s s i b i l i t é  

nous fournira une grammaire t o t a l e .  

A tout  arhre t E T(C 21 y)1 nous pouvons assoc ie r  tous  l e s  a rb res  
P  

C1 

qui  en sont des  images amputées dans T ( L  u Y ) ,  c ' e s t  à d i r e  ~ ( t )  e t  

sé lec t ionner  ceux qu i  ont l e u r s  v a ~ i a h l e s  dans une p a r t i e  x(a3 de v a r ( t j ,  

une t e l l e  p a r t i e  e s t  P,(o(t)).  De même nous pouvons i s o l e r  l e s  a rb res  de 

F(G, t )  qui  ont  l e u r s  va r i ab les  dans x ( a ) ,  nous notons P ~ ( F ( G ,  t ) )  c e t t e  

p a r t  t e ,  



Nous a l lons  montrer que Pa(F(Gt1, u ( t ) ) )  = Pa(F(G, t ) ) .  Ceci sera  

du a deux propriétés.  Tout d'abord l e  choix P peut commuter avec l a  a 

dérivation dans G1' : Pa(F(G1', ~ ( t ) ) )  = F(Gl1, Pa(o( t ) ) ) ,  ensui te  s i  Pa(F(G, t ) )  

n 'es t  pas vide, il ex i s t e  un a r h e  limité aux variables d ' indices dans a : 

T r P a u t ,  qui engendre exactement P (F(G, t ) )  dans G1', c ' e s t  a d i r e  que 
a 

Pa(F(G, t ) )  = F(G1', T I .  

Nous montrerons ce l a  par induction sur n, en construisant F(G) e t  

n F(Gfl) par l e s  su i t e s  S: e t  SGl,. POUF simpli f ier  l e s  preuves nous commencerons 

par nous l im i t e r  aux arbres  in i t iaux.  

h 

L e m  I1,3 s i  pour tou t  Xa c V on a s ~ ~ ( x ~ . ~ ~ ~ ( ~ ) ~  = P~(S;,(U(X))) = 
1 P ( sn(x) )  a l o r s  pour tou t  r i((z t~ V)  e t  tou t  6 c [pl on a a G P 

'L n % n fb 
S ; , , ( P ~ ( O ( ~ ) ) )  P ~ ( s ~ ~ ~ ( o ( ? ) ) )  = Pg(sG(t)) de plus s i  P (S ( t ) )  # 0 il exis te  

'L 
8 G 

'L r e P ~ ( o ( ~ ) )  t e l  que ~ i ~ ~ ( r )  = ~ G , , ( ~ ~ ( a ( t ) ) j .  

Preuve 

n A )  Remarquons d'abord que s i  r' r SGll(r) on a v a r ( r l )  c v a r ( r )  d'où 

'L 
s ; , ( ~ ~ ( u ( t ) ) l  c PJSQ, , (O(~) ) ) .  

'L 'L n 'L a) s i ?  E ?(CI;$ a(?) = t r sGll(t) = s G ( t ) .  

'L 
a )  S i  v a r ( t )  c x ( a )  a lo r s  R (?) = i?) e t  

a 
'L n 'L 

S;,,(P,(U(~))) = ~ ~ ( ~ : , , < a t ? > > )  = %<s,<t ) j  = 1 3  
% 'L 

b) S i  v a r ( t )  $ x(a)  a lo r s  Pa(t)  = 0 e t  l e s  t r o i s  membres de l ' é g a l i t é  

sont vides, donc égaux. 

'L 
C s i  1 t ( S 1 alo r s  l e  lennné e s t  vrai ,  Ceci découle immédiatement de B 

'L 
e t  du f a i t  que si t = X(xl, ... x 1 c V, pour tou t  a c [PI on a 

P 
pa(otx) E ixa.eFpl). 



'L 
D) Nous avons montré que l e  lemme é ta i t  v r a i  s i  It( < 2,  supposons q u ' i l  

'b 'b 
s o i t  v r a i  s i  1 t 1 < e e t  prenons t de profondeur e 2 2. On peut écrire 

? = X(tl, ... t ) c ?(L u VI;. Compte tenu de A, il s u f f i t  de montrcl. que 
9 

pour t o u t  B = C ~ I ,  P ~ ( s ~ , , ( u ( ? ) ) )  c P ( ~ " ( t ) ) ,  ce s e r a  l e  point  a), et q u ' i l  6 G 
n 'L 

e x i s t e  r a pB(u(?)) t e l  que P (Sn(?)) c sG, , ( t ) ,  ce s e r a  l e  point  b). 0 G 

a )  O(?) = u(X) @ Co(tl), . . . u ( t  11 e t  d 'après  l e  1-e 14, 
q 

n 
S;,(U(~)I c s ~ , , ( ~ ( x ) )  g C S ; , , ( U ( ~ ~ ) ) ,  . . . s , , ~  q ) I I .  Par hypothàse, POU 

t o u t  a c Cd(x)] on a P~(s;,,(u(x))) = P ~ ( s ~ ( x ) )  donc s ~ , , ( u ( x ) )  = s ~ ( x ) ,  d loù  

s ~ , ( o ( ? ) )  c sa (x )  (U C S ~ , , ( U ( ~ ~ ) ) ,  ... s i i i ( u ( t  Q ))I et  pour t o u t  6 c [pl on a 

~ ~ ( s ; . ( o ( t ) ) )  c S;(X) 0 C P ~ ( S ~ , , ( U ( ~ ~ ) ) ) ,  ... P~(s ; ; , , (u(~  q ) ) )1  a+ 

P (sn(?)) = s;(x) C P ~ ( S : ( ~ ~ ) ) ,  . . P ( s n ( t  111. 11 nous suffit a l o r s  de  
0 G 6 G Q 

n 
montrer que pour t o u t  i a Cql on a PB(SG,,(u(ti)) c P ( s n ( t  1 .  Le s e u l  point  0 G i  
q u i  nous empêche d ' u t i l i s e r  l thypoth&se de récumence est que ti n ' e s t  pas 

'L ai 
i n i t i a l .  Cependant nous avons t = t i . B C p l  i avec a i = { ~ ~ - ~ t l ,  pi-lt2, pi} 

'L 
c a r  t e s t  un sous a r b r e  f i n a l  de l ' a r b r e  i n i t i a l  t .  On a i 
n n 'b ai n 'L s , , o ~ ~  = ~ , , , ( u ( t ~ ) ) . 8 ~ ~ ~  e t  s:(ti) = sG(ti) .B ai Cpl' comme ai c 6, on a 

n 
P ~ ( S : , , ( U ( ~ ~ ) ) )  = pa (sGl1(o(t i)))  e t  P ( s n ( t i ) )  = P (s:(ti)), d'o3. 

i B G ai 
n "L 'i 

P ~ ( S G , ~ ( O ( ~ ~ ) ) )  = P (S:,,((~(?~)).B;:~) e t  P ~ ( s ~ , , ( s ~ ( ~ ~ ) ) )  = P ( s ~ ( ~ ~ ) * B ~ ~ ~ ) .  
'i a "i 

i 
Posons ai  = {j c Cd(ai)l avec 0 ( j )  c ai}, a l o r s  i 

ai 
cp3 

n 'L 'i ai 
P (S ; , , (~ (?~) ) .B  1 = (pa, ( s ~ , , ( u ( ~ ~ ) ) ) ) . B ~ ~ ~  e t  P ( s : ( ? ~ ) . B ~ ~ ~ )  = 
ai CP 1 n 'b a i  i ai 

(Pa. (SG(ti))).BCpl. Par hypothèse de  récurrence on a 
i n 'b n 'L 'L 

Pa, (SGl1(o(ti))) = Pal (sG(t i))  c a r  Iti( < 1. lbnc ~ ~ ( ~ ~ , , ( o < t ~ ) ) )  = pg(s:(ti)) 
i in % 

e t  S U  C p g ( s G ( t ) ) .  

b) Nous avons 

pg(s:(Y)) = F ~ ( s ~ ( x )  @ cs:(tl), . . . s n ( t  G q 11) 

= sO(x) @ C P * ( S ; ( ~ ~ ) ) ,  . . . pg(s;(tq))1. 

Mntrons  que pour t o u t  i a Cql on a P ( s n ( t .  1) = S ~ , ( P ~ ( U ( ~ ~ ) ) ) .  8 G 1  



I c i  encore, c ' e s t  seulement parce que t n ' e s t  pas i n i t i a l  que l ' o n  ne Peut 
i 

appliquer l 'hypothèse de récurrence.  Reprenons l e s  nota t ions  de a )  à savoir  

'L 
a i "i 2, ai 

. , iWip (u( t i ) .B ) )  e t  puisque P (u(Yi).O ) = (Pal (o( t i ) ) ) .Bcpl .  on 
ai [PI ai - [PI i. 

% 
u 

n i 
ob t i en t  S;,(P 6 ( o ( t i ) ) )  = SGll(Pal ( ~ ( t ~ ) ) ) . 8 , - ~ , .  De même pB(s;(ti))) = 

ai i 
n 'L 2, 

(Pal (SG(t i ) ) )  .ecpl e t  en appliquant à t i l 'hypothèse de récurrence : 
I n n 

SGll(PB(u(t i)))  = P (S t . .  Alors, par  hypothèse de récurrence,  s i -  
B G 1  

n 
p # @, il e x i s t e  ri r P ( ~ ( t . 1 )  avec S G l i  = s;~~(P ( d t i ) ) )  = 

B G B 1 B 
P ~ ( s : ( ~ ~ ) ) .  Posons a = { i  e Cql 1 P B ( s n ( t i ) )  G # 0). ûn a a l o r s  

n % 
p B ( s G ( t ) )  = pa(s;(x)) 0 C P ~ ( S : ( ~ ~ ) ) ,  . . . P B ( s n ( t  G q 1 ,  e t  par  hypothèse 

S ~ , , ( X ~ . ~ ~ ~ ~ )  = P~(S:(X)). Ecrivonr a = i l ,  i2, . . . id, nous obtenons 

P B (Sn(?)) G = s"G1(xa) cpB(s;(ti 1 ,  ... pg(s;(tir))1 
1 

n n n = SGll(Xa) @ [ s , , , ( ~ ~  1, 0 . .  SGl1(ri 11 
1 r 

Car pour t o u t  i r a, il e x i s t e  ri r P ( o ( t i  1) avec 
j B - 

A n a 
Lemne I I , 4  pour t o u t  x r v e t  pour t o u t  n eIi on a SGll(Xa.BC4X)I) = 

a 
n 

Pa(sG>'(u(X) 1) = pa(s;(x) 1. 

Preuve Par récurrence sur n ,  

S i  n = O ,  l e  lemme e s t  t r iv ia lement  v r a i  par  vacui té .  Supposons l e  v r a i  

a 
pour t o u t  n < N e t  prenons n = N 9 O.  ûn a toujours  {xa * ' ~ d ( x ) l  = Pa(o(X)) 

e t  s i  t E sn ( X  .eu 
G" a Ca(X)1 

) a l o r s  v a r ( t )  c x ( a )  d'où t r P ~ ( s ~ , , ( o ( x ) )  e t  

" x  ea 13 
%lL a* Cd(X)I c P ~ ( s ~ , ( o ( x ) ) ) .  S i  t r s ;~~(I (x)) ,  3 XB.BCd(x)l 

avec 



n 
donc R ( t )  r SG,,(X ) e t  par  d é f i n i t i o n  de si,, il e x i s t e  ' siII'xg'eCd(X)l B B 

n-1 - n-1 - B 
( X B  -+ 7 )  c RI' avec R ( t )  r SG,, r donc t r S @ G" (r'e[d(X) 1) P a r  d é f i n i t i o n  

n- 1 
de RI1, il e x i s t e  (X + r )  E R avec T.8 Cd(x> 1 r d i )  donc t a SG,, (u (T) ) .  

'L n-1 fb 
Posons T = r .8  a l o r s  t E S ( U ( T ) ) . ~  e t  par  hypothèse de récurrence e t  par  

G" 
n-1 'L n-1 'L n- 1 

l e  l e m e  I I , 3  on a S ( ~ ( i ) )  = SG ( r )  donc t c S ( r )  c s ~ x ) .  D'OÙ 
G" G 

s ~ , ( u ( x ) )  c S ~ ( X ) .  S i  t c P ~ ( s ~ x ) )  a l o r s  il e x i s t e  ( X +  r )  r R a v e c  

n- 1 'L 'L 1 n-1 'L 
t É SG (T) posons r = r .0 avec r r S(L u V)p,t SG ( r ) . 0  posons t = t 1 . 8  

n-1 'L 
il e x i s t e  a' c [p l  t e l  que v a r ( t l )  = x ( a l )  e t  t1 c PaI(SG ( r ) )  donc 

n-1 'L 
t '  r SGII ( P a , ( u ( ~ ) ) )  d 'après l e  lemme I I , 3  e t  par  hypothèse de récurrence. 

n-1 'L n-1 
On a a l o r s  t r S (Pa, (u ( r ) ) ) .B  c SG,, (Pa (u ( r ) ) )  e t  comme P G" 

'L n-1 
c a r  il contient  t '  , il e x i s t e  ? a P ( ~ ( r ) )  t e l  que t '  r SGII (7 )  d'où a' 

n-1 - 
t r SGtI ( ~ . 0 )  e t  ;.0 r p a ( u ( r ) ) .  e t  l a  r è g l e  Xa + ~ ~ ( r . 0 )  e s t  dans R" e t  

- - a n 
comme r .0  = ( R a ( ~ . 0 ) ) . e r d ( x ) 3  on a r sGI I (xa~e~d(X)3  ). ûn en déduit  que 

n n a 
P,(s,(x)) c sGI1(x a - 0  c ~ ~ x ) I ) .  

O 

O 'L -b + + 
Lemme I I , 5  S i  z r v e t  r = (Y + u,[vl, Z.v, v2]) r RIt, posons 

h - * 
G t f l  = CV, 1, Xo, R" \ 7 a l o r s  V Y r V ,  F(G1', Y) = F(GII1, Y). 

Preuve 

Du lemme I I , 4  on déduit que s i  a c B c [d(X)], pour t o a t  n 

'L + + -b 
S i  l a  r è g l e  r = ( Y  + u.fvl, z.v, v 3 )  e s t  dans R1',ou bien aucune occurrence 2 

'L + -b + 
de non terminal  n ' e s t  au dessus de Z e t  a l o r s  F(G1', u.Cvl, Z.V,  v23) = 0 

e t  l a  r èg le  r peut ê t r e  r e t i r é e  sans changer F(G", Y ) ,  ou bien il y a une 

occurrence X de non terminal  au dessous de Z ,  0 
'L -b -b -+ 'L + + 'L *' + 
u.Cv z.v, v21 = V . C W  , X ( T  . , , T . , . r 9 ,  w 3 avec T = V '  . C O  1 , ~ b ~ , ~ ' 2 1  

1' 1 B 1' k ' P 2 k 





s t r i c t i t u d e  manadique ou complète ou r é g u l i è r e  ou corégul ière  ou Greibach 

haut ou Greibach bas ou Greibach double, G' a l e s  mêmes propr ié tés .  

Fr euve 

S i  G n ' e s t  pas complète, l a  construct ion q u i  précède pourra ê t r e  appliquée 

avec p r o f i t .  En e f f e t  a e s t  l i n é a i r e ,  s t r i c t e ,  c e  qu i  conservera dans G" l e s  

p ropr ié t é s  de l i n é a r i t é ,  s t r i c t i t u d e  e t  non s t r i c t i t u d e  monadique. Comme 
C1 

de plus Y X E V ,  a(X) c T(Y) et  Y a E C, o ( a )  c T ( C )  l e s  p ropr ié t é s  de 

r é g u l a r i t é ,  co réeu la r i t é  e t  formes de Greibach seront  conservées dans G u .  

Comme l e s  r èg les  de G'  sont un sous ensemble des r è g l e s  de G", ces  p ropr ié t é s  

seront  conservées dans G ' .  

I l  e s t  c l a i r  que a n ' e s t  pas complète, on pour ra i t  montrer que tou tes  l e s  

r èg les  non-complètes in t rodu i t e s  dans G'  quand G e s t  complète, peuvent ê t r e  

r e t i r ées ,ma i s  il e s t  p lus  simple d ' u t i l i s e r  une transformation p a r t i c u l i è r e  

de G ,  s'appuyant s u r  sa  complétude qui  e s t  une p ropr ié t é  f o r t e .  

I l  s u f f i t  de remarquer que s i  G e s t  complète e t  s i  Y e s t  un non terminal  

engendrant une f a r s t  vide : F(G, Y )  = 0, a l o r s  t o u t e  r è g l e  de l a  forme 

% -+ -+ -+ 'L 
X -+ t u.Cvl, Y.v, v2J e s t  i n u t i l e  ca r  pour t o u t  r r F(G, u )  on a 

'IJ 

y a r ( ~ )  = var(ui  c a r  G e s t  complète, on en dédui t  que F(G, t )  = fl e t  donc 

'L + -+ + 
que s i  l a  r è g l e  e s t  u t i l i s é e  dans une dé r iva t ion  Xo v . ~ v l ,  t .O, v23 = t '  , 

'L 'L 
pour t o u t  T '  E P(G, V)  on a  var(^') = yar (v )  donc t ne pourra g t r e  

éliminé e t  F(G, t '  3 G 0 ,  11 est évident qu'on ne change pas l a  f o r ê t  engendrée 

en p e t i r a n t  une r è g l e  qui  ne peut ê t r e  u t i l i s é e  dans aucune dé r iva t ion  

temginale. 

Posons G" = 4Y, 1, XO, R ' P  

- 
avec Y = IX E V 1 F(G, X) $01, 

R' = I (x  -+ t )  E R 1 X E ? e t  t E T(C u.?)). 



G1' e s t  l a  grammaire obtenue en r e t i r a n t  ces  r è g l e s  i n u t i l e s .  On remarque 

qu ' a lo r s  t o u t  non terminal  engendrant une f o r ê t  vide dans G e s t  inaccess ib le  

dans Gu, il s u f f i t  a l o r s  de cons t ru i re  G'  en rendant G1' sans non terminal 

i aaccess ib le .  Toutes l e s  r è g l e s  de G '  é t a n t  des r è g l e s  de G ,  il e s t  évident 

que l e s  p ropr ié t é s  de G sont  conservées dans G ' .  

O 



4) REDUCTION DES ARITES INUTILES EN O1 

L'idée de base de c e t t e  réduction t i e n t  à l a  remarque suivante.  

S i  x e s t  i n u t i l e  dans X, c ' e s t  à d i r e  que Y t e F(G, X), xi 1 v a r ( t ) ,  
i 

a l o r s  pour toute r è g l e  X + r ,  pour t o u t  t r F(G, r ) ,  xi 1 v a r ( t ) .  S i  

par chance, x .  / r pour aucune règ le  (X + r ) , i e  problème est simple e t  il 
1 

s u f f i t  de réduire X e t  de renuméroter convenablement l e s  va r i ab les  de Ir. 

~énéra lement  on t rouve  ( X  + T) avec x E v a r ( r )  a l o r s  dans r chaque 
i 

ième 
occurrence de x s e  trouve dans un sous a r b r e  de r qu i  e s t  1 h  k f i l s  de  

i 

non terminal  Y dans lequel  xk e s t  i n u t i l e  (en supposant que l a  grammaire 

s o i t  t o t a l e  e t  sans non terminal  inaccess ib le) .  S i  l ' o n  s a i t  r édu i re  Y 

on pourra l e  remplacer par s a  forme r é d u i t e  dans r ,  a i n s i  l e  sous a rb re  

contenant l 'occurrence de x aura  disparu de r e t  l ' o n  se ra  ramené au 
i 

cas  oG T ne cont ient  aucune occurrence de x . .  I l  est c l a i r  que l e s  réductions 
1 

de X e t  Y peuvent dépendre mutuellement l ' u n e  de l ' a u t r e ,  a u s s i  l e u r s  

réduct ions  ne pourront ê t r e  f a i t e s  une à une. Pour c e t t e  r a i son  on commencera 

par déterminer l a  forme de chaque non terminal  r é d u i t ,  c ' e s t  à d i r e  son 

a r i t é  e t  l a  façon de renuméroter s e s  va r i ab les  p u i s  on f e r a  l e  remplacemect 

par tout  dans l a  grammaire, 

Le problème des réduct ions  d ' a r i t é s  i n u t i l e s  a  é t é  r é so lu  par  

Irène Guessarian [Gu] dans l e  cadre des  schémas de programmes déterminis tes  

qui  sont  à peu de choses p r è s  des grammaires dé terminis tes .  Dans ce cadre 

l a  d i f f i c u l t é  t i e n t  essentiel lement à ce  que l ' o n  prend en compte des 

a rb res  i n f i n i s  a l o r s  qu ' i c i  e l l e  r é s i d e  dans l e  non déterminisme, 

Boudol appelle  r é d u c t i ~ n  f o r t e  l a  réduction des a r i t é s  i n u t i l e s  conjoin te  

3 c e l l e  de l a  t o t a l f t é  q u ' i l  appel le  réduction f a i b l e ,  11 propose une 

construct ion passant  par une transformation de l a  grammaire du langage de 

h a n c h e s  associé à l a  fo r&,  Sa construct ion n é c e s s i t e  une première 



transformation de l a  grammaire d ' a rb res ,  v i san t  à é v i t e r  qu'un non terminal  

n'engendre que des a rb res  de hauteur nu l l e .  Nous avons remarqué s u r  

l 'exemple suivant  : 

que c e t t e  première transformation conduisai t  à l a  grammaire 

X -+ ZX ; 2 + Otl ; Z(x,) -+ zb(xl, xl) t b(xl, xl) , qui  n'engendre pas l a  
O 

même f o r ê t .  Les arguments q u ' i l  donne dans s a  preuve comptent parmi ceux 

q u ' i l  u t i l i s e  pour prouver l a  v a l i d i t é  de sa  construct ion r é a l i s a n t  l a  

réduction f a i b l e ,  a u s s i  avons nous jugé u t i l e  d 'en donner une a u t r e  preuve. 

I l  e s t  probable que s a  construct ion r é a l i s a n t  l a  réduction f o r t e  nécess i t e  

peu de modificat ion,  cependant c e t t e  cons t ruct ion  s e  p r ê t e r a i t  mal à notre  

propos qui  e s t ,  o u t r e  l a  r é a l i s a t i o n  des réductions,  d 'ob ten i r  l a  conservation 

de ce r t a ines  p ropr ié t é s .  

Constructton I i , 2  Soi t  G = CV, I, Xo, iV une g~ammaire algébrique t o t a l e  

e t  sans non terminal  inaccess ib le ,  

posons pour t o u t  X r Y ,  E(x) = {xi r var(X) 1 3 t r F(G, X )  avec xi s v a r ( t ) } ,  

l e  degré de X é t a n t  f i n i ,  l e  c o r o l l a i r e  22 nous montre que E(X) peut 

éffectivement 'ètre c o n s t r u i t .  

S i  d(X3 = n e t  E(X) = {x. , x.  , .., x. avec pour tous  j ,  k [PI, j < k 
A, 1, 1 
I L P 

en t ra ine  i 4 i posons ex = <n ; x. , ... Xi 
r e t  p l e  démarquage 

j k  '1 D 

l i n é a i ~ e  ordonné s t r i c t  i n j e c t i f  déf i n l  par  

Y a E C ,  p(a)  = a e t  Y X E Y, p(X) = X.0 ori 2 e s t  un symbole d ' a r i t é  égale 
X 

à Card(E(X3) e t  n ' e s t  n i  dans Y n i  dans C, 

G' 2 4 ,  C ,  XOa EP avec I = LX 1 x r V} 

<r 

e t  i? = I t X  -+ r )  1 (x + t )  r R, p(x) = x.Ox, p ( t )  = T . ~ ~ I .  

X é t a n t  d ' a r i t é  O on a p(X ) = 
O O 2,. 



G" e s t  obtenue depuis  G '  en supprimant l e s  non-terminaux devenus 

inaccess ib les .  

Nous a l l o n s  montrer que G" e s t  r é d u i t e  e t  F(G) = F(Gt'). 

Leme I1,10 Pour t o u t e  torç lon l i n é a i r e  0 E e t  t o u t  a rb re  t c T ( C  u V) 
1 

q Q 
avec v a r ( t )  c var (8 )  il e x i s t e  un e t  un s e u l  a r b r e  t '  c T ( C  u VI' t e l  que 

P 

t = t ' . O .  

Preuve 

0 é t a n t  i i n g a i r e  on peut t rouver  8 '  
= <P ; Xi13 

. . . x > E oq t e l l e  que 
i 
Q P 

pour tou t  x E v a r ( 0 ) ,  i = 0-'(j) on a a l o r s  t . 0 '  = t l . O . O '  = t '  e t  
j j 

comme v a r ( t )  c v a r ( 8 )  t '  ne dépend pas du choix f a i t  dans 0' pour ik avec 

C o r o l l a i r e  I 1 , l l  pour t o u t e  r è g l e  ( X  + t )  c R il e x i s t e  une e t  une seu le  - 

r è g l e  (? + r )  E 5 avec p ( t )  = r.OX. 

Ceci découle directement du f a i t  que €lx e s t  l i n é a i r e  e t  montre que r( e s t  f i n i .  

n Lemme 11,12 S i  pour t o u t  X c Y,  si,  ( p ( ~ ) )  = SG(x) a l o r s  pour t o u t  

t r T ( Z  u Y), ( p ( t ) )  = s S ( t ) .  

Preuve 

Par récurrence sur l a  profondeur de t ,  

n n 
S i  Itl = 0 a l o r s  t = xi, p(xi) = xi, SG1(xf)  z s ( x  7 = ix.1. 

G i J. 

ÇP Itl 1 O a l o r s  t = X ( t l ,  ... t ) a v e c Y i  c EpJ, I t i l  < I t l  e t  
P 

n 
S G 1 ( ~ ( t ) )  = 1x1 I ~ ~ i , ( ~ ( t ~ ) ) ,  .., s : ~ ( P ( ~ ~ ) ) ]  = ~i( t )  par hypothèse de 

récurrence. 



n  n  
SGl ( ~ ( t ) )  = s ; , ( ~ ( x ) )  @ [ s " , (p ( t l ) ) ,  .. . s E l ( p ( t  P ) I I  = s G ( t )  par  hypothèses 

n  de récurrence e t  ca r  S  ( p ( x ) )  = s"(x) par  hypothèse. Ceci e s t  du au f a i t  G '  G 

que l e  composé d'un homomorphisme par  une s u b s t i t u t i o n  descendante e s t  

une s u b s t i t u t i o n  descendante CAEI.  

Lemme I1,13 Pour t o u t  t E T(C u V) on a  F(G, t )  = F(G1, p ( t ) ) .  

Preuve 

Il s u f f i t  d 'après  l e  lemme 18 de montrer par  récurrence su r  n  que pour t o u t  

n  n  r IN e t  t o u t  t r T(E u Y) on a  s:(t) = S G l ( p ( t ) ) .  Ce qu i  e s t  évident  s i  

O O n  = O c a r  a l o r s  s i  t 1 T ( L )  on a  SG( t )  = S G l ( p ( t ) )  = fl e t  s i  t c T(C) on a  

O O n- 1 S G ( t )  = S G l ( p ( t ) )  = {t}.  S i  on a pour t o u t  t E T ( L  u VI, ( t)  = SG1 ( p ( t ) )  

n  a l o r s  par  déf in i ton  de S  on a pour tou t  X c V ,  G 

- - ( p ( t ) )  d 'après  l e  c o r o l l a i r e  I1,lI 
(X+t  )ER 

n  = sG(x) par  hypothèse de récurrence e t  *. 

D'après l e  lenane II,13 on a  sn ( p ( t ) )  = ~ i ( t ) .  
G ' 

Lemne I1,14 G" e s t  r é d u r t e  e t  engendre l a  même f o r ê t  que G. 

Preuve 

D1apr6s l e  lemme I I , 1 3  on a  F(G, x0? = F(G ' ,  p(x0))  = F ( G < ,  2 )  de PIUS 

s i  F(G1, 2) ;. a l o r s  F(Gf,  2 . 0 ~ )  = e t  F(G, X )  = 0 donc s i  G e s t  t o t a l e ,  

G r  a u s s i .  



Il e s t  c l a i r  que l a  méthode de réduction des non terminaux inaccess ib les  

qu i  n ' in t rodu i t  aucune r è g l e  nouvelle e t  aucun non terminal  nouveau conserve 

l a  t o t a l i t é  e t  l ' u t i l i t é  de G ' .  

O 

Théorème I1,15 Pour tou te  grammaire G t e l l e  que F(G) # 0 il e x i s t e  une 

grammaire G r  r é d u i t e  t e l l e  que F(G) = F ( G 1 )  e t  que si G e s t  l i n é a i r e  ou 

s t r i c t e  ou à non s t r i c t i t u d e  monadique ou complète ou r è g u l i è r e  ou de 

Greibach haut,  bas ou double, G '  a  l e s  mêmes propr ié tés .  

Preuve 

Le lemme II,6 nous d i t  qu'on peut supposer G t o t a l e  e t  sans terminaux 

inaccess ih les ,  

L'homomorphisme p de l a  c o n s t ~ u c t i o n  I r , 2  é t a n t  l i n é a i r e ,  s t r i c t ,  l e s  

p ropr ié t é s  de l i n é a r i t é ,  s t r i c t i t u d e  e t  non s t r i c t i t u d e  monadique de G 

seront  conservées dans G", Comme de p lus  'Y X E V ,  p(X)  c T(? )  e t  

Y a E Z, p(93 E T(C), l e s  p ropr ié t é s  de r é g u l a r i t é ,  co régu la r i t é  e t  formes 

de Greibach serant  conservées dans G" , 

Le hut de l a  construct ion IT,2 é t a n t  de T e t i r e r  l e s  a r i t é s  i n u t i l e s  des  

non terminaux, p n ' e s t  pas complet mars il s u f f i t  de remarquer que s i  G 

e s t  complète e t  t o t a l e ,  l a  cons t ruct ion  T T  ,2 e s t  sans o b j e t  c a r  a l o r s  G 

e s t  a u s s i  sans a r i t é  i n u t i l e ,  En e f f e t  s l  G e s t  complète on a  pour t o u t  non 

t e r m i n a l x  et t o u t e  r è g l e  X -t t ,  rar(X) = v a r ( t ) ,  On en déduit  par  induction 

s u r  1 T 1 que s i  T => t a l o r s  var  ( T 3 = v a r (  t ) e t  par  induction su r  l a  

* 
longueur des dér iva t ions  que s i  T *P t a l o r s   var(^) = var ( t1 .  D'où si  

t É G X ) ,  c 'est à d i r e  X g> t E T ( L )  a l o r s  var(X) = v a r ( t )  donc t o u t e  

va r i ab le  de X e s t  u t i l e  s i  F(G, X i  # 0, ce  qui  e s t  l e  c a s  s i  G e s t  t o t a l e .  La 

suppressi'on des nQn terminqux i n u t i l e s  ne pose encore aucun problème. 

13 



5) INTERET DES GRAblMAIRES REDUITES 

I l  e s t  souvent commode dans de nombreuses démonstrations de  s'appuyer 

su r  c e r t a i n e s  p ropr ié t é s  que doivent  v é r i f i e r  tous l e s  a r b r e s  pour pouvoir 

s e  dé r ive r  en un a r b r e  terminal ,  par  exemple, un symbole d'une cer tadne  

c l a s s e  ne peut s e  t rouver qu'immédiatement sous un symbole d'une a u t r e  

c l a s se .  I l  e s t  c l a i r  que s i  dans un a r b r e  peuvent se g l i s s e r  des sous 

a r b r e s  qu i  s o i t  d isparae t ront  au cours de t o u t e  dér iva t ion  terminale,  s o i t  

i n t e r d i r o n t  t o u t e  dér iva t ion  terminale,  l a  p r i s e  en compte de ces  éléments 

i n u t i l e s  g&nera considérablement l e  raisonnement. De t e l s  éléments 

i n u t i l e s  ne peuvent s e  rencontrer  l o r s  de dé r iva t ions  dans une grammaire 

r é d u i t e ,  c ' e s t  ce que montrent l e s  r é s u l t a t s  énoncés maintenant. 

Lerne I I ,16  s i  G = <V, L, Xo, e s t  t o t a l e  e t  sans a r i t é  i n u t i l e ,  pour 

t o u t  u r T ( L  u Y)' e t  t o u t  xi r v a r ( u ) ,  il e x i s t e  u' a F(G, u )  avec xi r var(ul  1. n 

Preuve immédiate par  induction sur l a  profondeur de u,  

C~rollaire II ,17 S i  G e s t  t o t a l e  e t  sans a r j t é  i n u t i l e ,  pour t o u t  a rb re  

?J -F -+ -t 'L 
t 2 u.[v B v t9 ~ ~ 1 . w  avec u r ?(L u Y )  il e x i s t e  t '  a F(G, t )  e t  v' c F(G, v)  1 

t e l  que y'  s o i t  un sous a rb re  de t ' .  

Preuve 

'L 
11 s u f f i t  d 'appliquer l e  lemme XI,16 à u e t  d ' u t i l i s e r  l e  lemme 15 pour 

décomposer t '  . 
O 



Cor01 l a i r e  I I  ,18 S i  G e s t  r édu i t e ,  pour t o u t e  r è g l e  X+t  de G ,  pour t o u t  sous 
* % + 

a r b r e  v de t ,  il e x i s t e  une dér iva t ion  terminale X => U.V.; :> u t  . v t  .w' E 
O 

1 ' L *  + T(E) avec r ?(z E Y)1, U -> u', '> v ' *  :> W '  e t  x E v a r ( u l ) ,  c ' e s t  3 
1 

d i r e  où v e s t  effectivement u t i l i s é .  

Preuve 

G é t a n t  sans non terminal  inaccess ib le ,  il e x i s t e  une dér iva t ion  

* %  3. 

Xo 
=> u X.wl d'où en appliquant l a  r è g l e  (X + t )  on obt ient  l ' e x i s t e n c e  

1 ' 
* %  -+ 

de l a  dérivat ion X => U.V.W. 11 s u f f i t  a l o r s  d 'appliquer l e  c o r o l l a i r e  II,17. 
O 

O 



6) EFFET DES REDUCTIONS EN I O  

En appliquant l a  cons t ruct ion  II,1 à l a  grammaire G7, on o b t i e n t  G7R : 

On v é r i f i e  que F(G7R) = F(G7) e t  que G7R e s t  t o t a l e ,  cependant 

FIO(G7R) F(G7) # FIO(G7), l a  construct ion II,1 ne conserve donc pas l e s  

f o r ê t s  IO-engendrées. I l  s e r a i t  d ' a i l l e u r s  va in  de chercher une transformation 

conservant l e s  deux f o r e t s  e t  assurant  l a  IO- to ta l i t é .  I l  s u f f i t  de prendre 

par  exemple G9 qui  e s t  r é d u i t e  : 

X + X , X + 6 + a , e t  pour l a q u e l l e  on a FIO(G9) = 0 
O / \  / \ / \ 1 

O X o  XI X2 x x X 
1 2 1  

donc G9 n ' e s t  pas IO-totale. I l  e s t  bien évident  que pour tou te  grammaire 

G = <Y, 2, go, W avec F(G) = F(G9) # O on ne pourra avo i r  à l a  f o i s  

G IO-totale e t  F ( G )  = FIO(G9) = O. Par con t re  s i  une grammaire e s t  t o t a l e  
I O  

e t  IO-totale l a  cons t ruct ion  I I , 2  conserve l e s  f o r ê t s  O 1  e t  I O  e t  l a  

grammaire obtenue e s t  à l a  f o i s  u t i l e  e t  IO-uti le ,  il s u f f i t  essentiel lement 

pour c e l à  de démontrer l ' équ iva len t  en I O  du lemme I I ,12 .  

On pourra i t  a l o r s  rechercher une const ruct ion  spéci f ique  v i s a n t  à 

r édu i re  l e  IO- to ta l i t é ,  l e  chap i t r e  suivant  nous montrera que c e l à  

n 'qppor tera i t  r i e n  de nouveau c a r  c e t t e  réduct ion  découlera directement de 

l a  construct ion rendant l a  grammaire complète. 



I I  1 - REDUCTIONS PARTICULIERES EN IO 



1) INTRODUCTION 

Nous a l l o n s  montrer comment on peut transformer une grammaire de 

façon à l a  rendre complète, s t r i c t e  e t  IO-réduite en conservant l a  f o r ê t  

IO-engendrée. Nous commencerons par  l a  rendre complète c a r  c e t t e  p ropr ié t é  

qui  e s t  t r è s  f o r t e  permettra d 'ob ten i r  facilement l a  s t r i c t i t u d e  e t  l a  

IO-réduction. Les phénomènes de dupl ica t ion  peuvent empêcher de rendre l a  

grammaire ordonnée, nous en donnons un exemple qui pour ra i t  ê t r e  démontré en 

u t i l i s a n t  l e  théorème de dupl ica t ion  CAMI. Ces phénomènes de dupl ica t ion  

n ' intervenant  pas dans l e  cas de r è g l e s  l i n é a i r e s ,  nous obtiendrons un 

r é s u l t a t  p lus  f o r t  pour l e s  grammaires l f n é a i r e s .  Un r é s u l t a t  équivalent  

se ra  obtenu pour l e s  f o r ê t s  01-engendrées par  une grammaire l i n é a i r e  en 

p r o f i t a n t  du f a i t  que pour une grammaire G 1Enéaire IO-totale on a 

FIO(G) = F(G1. 

La réduction de l a  non complétude e s t  basée su r  l a  remarque suivante : 

S i  dans une dér iva t ion  ascendante, une r è g l e  X + t non complète, c ' e s t  à d i r e  

q u ' i l  e x i s t e  x. E var(X) t e l  que x .  $ v a r ( t ) ,  e s t  u t i l i s é e ,  on pour ra i t  
1 1 

imaginer d ' a jou te r  à l a  grammaire une r è g l e  complète 2 + t .8 avec d(?) = 

c a r d ( v a r ( t ) 3  e t  8 servant  à renuméroter l e s  va r i ab les  dan$ t .  Observons a l o r s  

l a  r è g l e  p qui  a produit  l 'occurrence de X dans l a  dé r iva t ion  e t  subst i tuons 

3.9 à X dans c e t t e  r è g l e .  De c e t t e  façon nous aurons a n t i c i p é  l 'abandon des 

sous a r b r e s  provoqué par  l ' a p p l i c a t i o n  de X + t ,  de façon à ce  que c e t  

abandon se produi'se au moment de l a  production de X ,  I l  s e  peut a l o r s  que l a  

r è g l e  c ~ n s t r u i t e  depuis p w f t  e l l e d m e  non complète, on pourra a l o r s  

reprendie l e  procédé en remontant dans l a  dé r iva t  Ton jusqu ' 3 l 'axiome. 

L'axiome e s t  d ' a r2 té  O donc t o u t e s  l e s  r è g l e s  qu i  lu2  sont  appliquées sont 

complètes, on aura a l o r s  s u b s t i t u é  à l a  dé r iva t ion  ascendante de départ  une 

a u t r e  dé r iva t ion  ascendante donnant l e  mgme r é s u l t a t  e t  u t 2 l i s a n t  uniquement 



des règles complètes. Nous généraliserons cette transfomation en une 

transformation uniforme opérant sur la grammaire. On notera que la 

transformation apportée à la règle p, qui consiste à y reporter une patie 

de l'effet de l'application de la règle (X + t) n'est possible que parce 

que, les dérivations étant ascendantes, on est assuré que le sous arbre 

ayant pour racine l'occurrence de X ne sera pas dupliqué avant d'avoir été 

dérivé en un arbre terminal. Autrement dit, on peut choisir quelles dérivations 

appliquer à. X avant de dupliquer puisque le choix sera le milme pour toutes 

les occurrences. En notant T ces transformations appliquées aux noeuds des 

arbres et T(t) le résultat de toutes ces transfomations sur un arbre t 

'L -+ 'L + 'L + 'L -+ 
on aura T(u.v) = t(u).T(v). Ayant FTO(G, U.V) = FIO(G, U) 0 FIO(G, vly en 
notant 6' la granmaire transformée, il faudra avoir entre autres 

'L -b 'L + 
PIO(G1, T(u.v)) = FIO(Gy T(u)) 8 FiO(G, T(v)) pour que la forêt engendrée 

'L 
en IO soit conservée, pour cela il est nécessaire que T(u) soit linéaire 

'L + 
donc T linéaire et ce sera le cas, Par contre pour avoir F (G', T(u.v)) = 

0 ï 
'L + 

FoI(G1, T(u)) 8 TOI(G1. T(v)) il faut que FOI(Gf ) soit linéaire et ce ne 

sera le cas que si G' est linéatre. 



2) REDUCTION DE LA NON COMPLETUDE EN I O  

Construct ion II 1,1 

S o i t  G = < V ,  C ,  Xo, R> l .a grammaire à t ransformer .  

A t o u t e  p a r t i e  u c IN' contenant  l e s  d ( a )  é léments  il,i2, . i d h l  
e t  à t o u t  e n t i e r  

on f a i t  correspondre l a  t o r s i o n  0 =<n;x , . .x 
na  1 i 

> e ~ ~ ( ~ )  l i n é a i r e  
1 d ( a )  n  

ordonnée. 
Ci 

Pour t o u t  non t e rmina l  XEV on d é f i n i t  x = { x ~ ~ ~ E P ( c ~ ( x ) I  e t  d(X ) = d ( a ) } e t  on pose 
a 

4 * 

V= u X.  S i  X e s t  d ' a r i t é  0, X c o n t i e n t  un s e u l  élément.  On no te ra  % l e  s e u l  
XE V 

O 
4 

élément de Xo. - 
~ é f i n i s s o n s  l a  s u b s t i t u t i o n  a de T(CEV) dans P (T(CuV)) en posant Y E E C ,  

D 

~ ( E ) = { E }  e t  V X É V ,  I a ~ P ( C d ( x ) l ) } .  a e s t  l i n é a i r e ,  on l a  

cons idérera  comme descendante.  - 
On pose G ' = < v , c , X ~ , R ~ ~  où k. e s t  l ' un ique  élément de d Xo) e t  R'=(x,*TI ( X  t )  c 

O 

R,-r.8 
d(X)a 

 EU(^) e t  var(@=var(x ) )  c ' e s t  à d i r e  que G '  e s t  t r è s  semblable à l a  a 

grammaire G" de l a  cons t ruc t ion  I I , l ,  l a  s e u l e  d i f f é r e n c e  e s t  que R '  e s t  l ' e n -  

semble des  r è g l e s  complètes de  G", G '  e s t  donc complète. 

Nous a l l o n s  montrer que FIO(G) = FIO(G'). 

h?mle IiI,1 S i  Y XEV on a  SE(X)=~~,( , (o(x))  a l o r s  pour t o u t  trT(EuV) on a ~ ~ = S ~ , b ( t ) ) .  

Preuve : P ~ T  ~ é c u r r e n c e  s u r  l a  profondeur de t .  

-n -n 
S i  1 t 1 = O a l o r s  t = x o h i )  = {xi) e t  S  ( x .  ) = sG, (xi)  = {xi}. i ' G i 

S i  I t l  > O a l o r s  t = X( t l , . . t  avec Y i E [ p l ,  ltil<ltl e t  s i  Xe1 a l o r s  
P 

SG(t) = {XI 8 [5E(t l ) , .  . S n ( t  11 e t  a ( t )  = {XI @ Co(t,>,. .a<t  11 d'où 
G P  P  

5; > ( o ( ~ ) ) = I x I  8 CS:, ( o ( t l ) ) ,  . .SE, ( o ( t  ) ) l = à n ( t )  pa r  hypothèse de  récur rence .  
P  G 

s i  x E v a l o r s  SE(t)  = 8 [6E( t l ) , .  . P ( t  11 e t  
G P  

o ( t )  a(X) Cu<t l ) ,  . . o ( t  11 comme o e s t  l i n é a i r e ,  O(X)  e s t  l i n é a i r e  e t  
P  



-n -n 
d ' ap rè s  l e  lemme 1 2  on a S G , ( o ( t ) )  = SG1(o(x ) )  0 [ 5 i , ( 0 ( t l ) ) ,  . . . S ~ , ( o ( t p ) ) l  

de l 'hypothèse S:(X) = (o(X))  e t  d e  l 'hypothèse  de récur rence  s u r  Itl on 

-n 
t i r e  a l o r s  S; , (o( t ))  - s G ( t ) .  

cl 

Lerne I I1 ,2  v n E IN, v x r v on a S;(X) = S ~ , ( U ( X ) .  

Preuve 

Par récur rence  s u r  n .  

Par d é f i n i t i o n  d e  5; on a Z0(x) G = $El(X) = $. 

Supposons l e  lemme v r a i  sr n < m. 

n Par  d é f i n i t i o n  d e  S on a : 
G 

-m-1 
S i  t r Z:(X) a l o r s  +(X -r r )  E R e t  t E SG ( T )  a l o r s  l 'hypothèse  de 

-m-1 
récur rence  permet d 'appl iquer  l e  lemme III,1 e t  on a t r S G ' ( ~ ( r ) ) ,  il 

-m-1 e x i s t e  donc T '  E O(T) avec t E 
S ~ '  

( T I )  e t  il e x i s t e  0 d(X)a 
avec 

l. 

Y a r ( e d ( ~ ) a  ) = v a r ( r t ) .  Posons r" l ' a r b r e  d e  T(Z  u V)d(a) t e l  que 

T '  = rn. ed(X)u , p a r  d é f i n i t i o n  de G '  l a  r è g l e  X -t r" e s t  dans R'  donc a 
-m 

t c SE, (Xa) c S i t  (o(X)) ,  d'où %(x)  c SGl ( U ( X ) ) .  

~éciproquement  s i  t r ~ ~ , ( u ( x ) )  il e x i s t e  X a' 8 d(X)a E u(X) t e l  que 

t E Sm -m 
(Qaed(x)a 

) donc t '  SGl(X ) avec t = t1  .8d(x)a. Par  d é f i n i t i o n  
a 

-m- 1 
de 2:. il e x i s t e  une r è g l e  (X -+ r )  E R1 avec t1  E SGt ( T )  e t  pa r  d é f i n i t i o n  a 

de G '  il e x i s t e  une r è g l e  (X -t T ' )  r R avec r .0  
d(X)a 

r u(T ' )  pa r  hypothèse 

-m- 1 
de récur rence  e t  p a r  l e  lemme 111.1 on a s ~ - ~ ( T ' )  = SGt ( u ( r 1 ) )  donc 

-m-1 
t É SG ( T I )  e t  p a r  d é f i n i t i o n  de  S" on a t E ::(X). 

G 

Proposition 111.3 Pour t o u t e  grammaire G = a, E ,  Xo, R> avec FIO(G) # 0 ,  

on peut  t rouver  une grammaire G '  complète IO- rédu i t e  conservant l e s  p r o p r i é t é s  

( l i n é a r i t é ,  s t r i c t i t u d e ,  non s t r i c t i t u d e  monadique, complètude, r é s l a r i t é ,  



corégu la r i t é ,  formes de Greibach) de G e t  t e l l e  que FIO(G) = FIO(G'). 

Preuve 

Si G n ' e s t  pas complète on pourra l u i  subs t i tue r  G '  de l a  construct ion III,1 

qu i  e s t  complète. ~u lemme I I I , ~  on t i r e  immédiatement Sn(x = SE, (go) G O 

pour t o u t  e n t i e r  n d'où F (G) = FIO(G1 ) . Puisque R'  de l a  construct ion III ,1 
IO 

e s t  une p a r t i e  de Ru de l a  cons t ruct ion  II,1, l e s  p ropr ié t é s  de G sont 

conservées dans G '  comme dans G". Il e s t  c l a i r  que s i  G e s t  complète on 

prendra G'  = G. S i  G'  e s t  complète, on l a  rendra IO-totale par  suppression 

des  mêmes r è g l e s  i n u t i l e s  supprimées pour l a  rendre t o t a l e  dans l a  propo- 

s i t i o n  I I , 9 .  En f a i t  on pour ra i t  montrer qu'une grammaire complète e t  t o t a l e  

e s t  IO-totale. Nous avons vu dans l e  théorème 11-15 qu'une grammaire 

complète e t  t o t a l e  e s t  d ' a r i t é  u t i l e  , De l a  même façon on o b t i e n t  qu'une 

grammaire complète e t  IO-totale e s t  d ' a r i t é s  IO-utiles.  La suppression des 

non t eminaux  inaccess ib les  ne pose aucun problème p a r t i c u l i e r  e t  permet 

d 'ob ten i r  l e  r é s u l t a t  q u i  découle du f a i t  qu'une grammaire complète e t  

r é d u i t e  e s t  TO-éduite. 

O 



3 \  REDUCTION DE LA NON STRICTITUDE EN I O  

Construction III,2 

Soi t  G = <V, L ,  Xo, R> complète e t  IO-réduite .  S i  e l l e  e s t  non s t r i c t e ,  e l l e  

e s t  à non s t r i c t i t u d e  monadique : 

S i  ( X  -+ x . )  r R e l l e  do i t  ê t r e  complète donc X  c: V1 e t  x = x 
1 i 1' 

* 
De mgme s i  X A=> xi on a X E V1 e t  x .  = xl. 

1 

* 
Pesons N = {X r V 1 X  a=> xl) 

Le f a i t  d 'a jouter  à R tou tes  l e s  r èg les  (X -+ x ) avec X  r N ne change pas 
1 

F (G), nous supposerons donc que R  cont ient  t o u t e s  ces  r èg les .  
1 O 

Donnons nous l a  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  a de T ( C  u V )  dans T(C u V )  d é f i n i e  

par  : Y X  c N o ( X )  = Ix, xl).  Y X  r Z u V \ N, o(X)  = {XI e t  que nous 

considérerons comme ascendante. 

Posons a l o r s  G' = 4 V ,  C, Xo, R ' 3  

evec R t  = I(x -+ t )  1 (x -+ r )  r R e t  t r o(r l  \ G1)l. 

S$ N peut effectivement ê t r e  cons t ru i t ,  l a  cons t ruct ion  de G' e s t  e f f e c t i v e .  

Leme IIT,4 N  peut effectivement Btre c o n s t r u i t .  

Preuve 

t 
Posons NI = LX E V 1 ( X  -+ xl) r R )  e t  pour tou t  i r EI 

- Nitl a l o r s  l a  s u i t e  N. e s t  c ro i s san te  et  bornée par  VI e t  s i  N " 
I 

'? - 
Y p Ni - Ni+p donc sa l i m i t e  N peut effectivement ê t r e  cons t ru i t e .  

I l  e s t  c l a i r  que N e s t  l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  

{X E V 1 x E sn(x)}. Montrons par  récurrence sur n que 1 G 
-n 

Nn = {X r V 1 x1 E S ( X I } ,  c e  qui  e s t  évldent  pour n 2 1 puisque G 
- 1 
S G ( X )  = T c T(L) 1 ( X  -+ r )  r RI. Supposons que c e  s o i t  vrai pour t o u t  n < m. 



S i x  c N , 3 XI, ... 
Xp m - 1  

e t  (X -r X1 X2 . . X ) r  R d 'où pa r  hypothèse 
m P 

-m- -m- 1 de  récur rence  : V i r [ p l ,  xl r SG '(xi) donc x.  r  SG (XI X2 .. X ) e t  
1. P 

xi E Srn(x). Réciproquement s i  x s %(XI il e x i s t e  (X + r )  c R avec 
G 1 

g m - 1  
X 
1 G 

( T )  . Par récur rence  sur 1 T 1 on en dédui t  que T e s t  composé uniquement 

de non terminaux d ' a r i t é  1, X X2 ... X donc r = Xl, X2 .. X e t  pour t o u t  
P P 

-m-1 
(X.) donc par  hypothèse d e  récur rence  X i c  : p 3 , x 1 c S G  i ' 'm-1 e t X r N .  

m 
Ci Ci 

On o b t i e n t  donc N = N e t  N peut ê t r e  c o n s t r u i t .  

-n Lemne I I I  ,5 S i  pour t o u t  x r Y,  s ~ ( x )  = S;(U(X)) a l o r s  pour t o u t  

t E T(L u Y), 8 3 t )  = S ; , ( U ( ~ > ) .  

Preuve 

Par récur rence  s u r  1 t 1 , Le lemme e s t  vrai s i  1 t 1 = O c a r  

-n -n 
sG(xi) = sG1 (xi) = d x i )  = {xi}. S i  (tl > O a l o r s  t = X(tl ,  . . . y- 
S i  x E L,  S a ( t )  = 1x1 0 L'SE(tl), . . . Çn(t 1 3 ,  o ( t )  = 1x1 0 Co(tl),. . o ( tp )3  

G P 

e t  S a , ( o ( t l )  1x1 B c S ~ , ( o < t , l ) ,  ... Z n , ( o ( t  G 113 e t  comme pour t o u t  
P 

i s [ p l ,  I t i j  < j t l  par  hypothèse de  récur rence  on a 8" ( o ( t i ) )  = ç:(ti) 
G ' 

-n 
donc s G ( t )  = S E , ( t ) .  S i  X c Y, S i ( t )  = S;(X) 0 [Sn(t  1, .. ç n ( t  ) J ,  

G 1 G P 
~ ( t )  = U(X) Co(tll.. . ~ ( t  11 e t  0 é t a n t  l i n é a i r e  on a 

P 

S; , (o( t l )  = s : l ( ~ ( ~ ) )  [ s ; , (0( t l ) ) ,  .. Ç;l(cr(t ) ) ]  d l a p r è s  l e  lentme 12. 
P 

Par hypothèse S;, (o(X) = SB( X) donc par  hypothèse de  r écu r rence  on o b t i e n t  

S;(t) = 5 ;<(u ( t ) ) .  



Preuve 

Puisque o(Xo) = {X } il s u f f i t  de montrer par  récurrence sur n que pour t o u t  
O 

n E Y e t  tout  x r v on a 8;tx) SE, (U(X)) .  Ajoutons SQ(X) \ ixl} = (XI  

pour obteni r  l 'hypothèse de récurrence.  hypothèse e s t  v ra ie  s i  n = 0. 

Supposons que ce  s o i t  v r a i  pour t o u t  i < n. 

-n-1 
on a SG(X) = { t  r sG ( T I  1 (X + T)  E RI 

-n-1 s i  x r V \ Non a otx) = 1x1, $:(XI = L t  r SGI r 1 ( X + T )  E R ' }  

-n 
d'où par  d é f i n i t i o n  de R' , SG, (X) = { t  E a ) )  1 (X + r )  r R ' }  

du lemme TII,5 on t i r e  a l o r s  Sn(x) = ?$,(X) = S:,(o(X)). 
G 

si x E N on a o(X) 2 Ix, xl} d'où s c I ( ~ ( X ) )  = s E 1 ( X )  u {xi}. 

-n -n -1 
SG(X) = { t  E FiG ( T )  1 ( X  + r )  E RI 

-n-1 = t E SGI (CJ(T) \ $ 1 )  1 (X + r )  r R} par  d é f i n i t i o n  de R'  

-n-1 = { t  r S ( u ( T ) )  \ lxl} 1 (X -+ r )  r R} c a r  G'  e s t  s t r i c t e .  G'  

-n -n 
e t  donc SG1(o(X)) = SG(X). 

Théoreme 111.7 Pour t o u t e  grammaire ç avec F ~ ~ ( G )  # on peut t rouver G'  

complète s t r i c t e  e t  r é d u i t e  t e l l e  que F (G' ) = F ( G )  e t  que l e s p r o p r i é t é s  
1 O 1 O 

de l i n é a r i t é ,  r é g u l a r i t é ,  co régu la r i t é  e t  formes de Greibach de G so ient  

conservées dans G '  , 

P ~ e u v e  

L a  proportion III, 3 montre qu'on peut supposer G complète e t  r é d u i t e ,  L a  

construct ion II1,2 s 'appl ique  a l o r s .  I l  e s t  c l a i r  que G '  e s t  s t r i c t e  et 



comme u e s t  complète, G'  e s t  complète. u é t a n t  l i n é a i r e ,  l a  l i n é a r i t é  de G 

s e  re t rouve dans G'  e t  comme de p lus  pour t o u t  a E C, ~ ( a )  = (a) l e s  a u t r e s  

p ropr ié t é s  sont  conservées. 

G' é t a n t  complète il e s t  f a c i l e  de l a  rendre r é d u i t e  sans changer s e s  

p ropr ié t é s  par  l a  même méthode que dans l a  proposi t ion I I I , 3 .  

i 
La forBt c (a i  #, a j  #, a #, ej t )  qui  e s t  corégul ière  pe rmet t r a i t  

de montrer qu'on ne peut pas a j o u t e r  au théorème I I I , 7  l a  condit ion supplé- 

mantaire que Gr s o i t  ordonnée. 



4)  LE CAS DES GRAMMAIRES LINEAIRES 

Construct ion I11,3 Soi t  G = eV, L, Xo, R, l i n é a i r e  complète s t r i c t e  r é d u i t e .  

Pclur t o u t  n E N  posons P(n) l 'ensemble des n! b i j e c t i o n s  de Cn? dans Ln3 que 

n l ' o n  ass imi lera  aux to r s ions  l i n é a i r e s  complètes de O . Pour t o u t  X E N 
n 

* 0 0 h m 

posons X = {X 1 0 E P(d(X)) e t  d(X) = d ( ~ ) )  e t  V l a  réunion des X pour X r V. 

û e s t  une subs t i tu t ion  ascendante l i n é a i r e  complète s t r i c t e  d é f i n i e  par 

Y a É Z, o(a )  = {a} e t  X r V, o(X) = {$.O 1 8 r P ( ~ ( x ) ) } .  On d é f i n i t  a l o r s  
h 

G'  : <Y, L, Xo, R ' P  w e c  2 l 'unique  élément de o(X ) e t  
O O 

8 'L 'L O 

R' { ~ + t  1 ( X + r )  r R ,  t . 0  r dt) e t ?  E ? ( E  u v ) .  I l  e s t  f a c i l e d e v o i r  

que G '  e s t  l i 'néaire complète ordonnée, e l l e  e s t  s t r i c t e  c a r  G l ' e s t .  On 

pourra l a  réduire facilement par  simple suppression de non terminaux e t  de 

r èg les .  On montre que F (G) = FIO(G1) à peu près de l a  même façon que dans IO 

l a  construct ion III,l .  La p ropr ié t é  e s s e n t i e l l e  e s t  que pour t o u t  X E V e t  

* 
t ou te  dér iva t ion  X => t ,  pour t o u t  xi E var(X) l e  nombre d'occurrences de xi 

G 
'L 'L 

dans t e s t  exactement 1, c e  q u i  permet d ' é c r i r e  t = t . O  avec t E ?(E 

rrié~reme III ,$ S i  G e s t  une grammqire l i n é a i r e  e t  s i  F(G) $ Q) ( resp .  

# $1 an peut t rouver G' ( r e sp  G") l i n é a i r e  complète s t r i c t e  ordonnée e t  

r é d u i t e  t e l l e  que F(G)=F(G' ) ( r e sp  FIO(G)=FIO(G") ) e t  que l e s  p ropr ié t é s  de  

r é g u l a r i t é ,  co régu la r i t é  e t  formes de Grefbach de G so ient  conservées dans 

G'  ( r e s p  G"), 

Preuve 

S i  G e s t  linéaire, on peut t rouver  G t o t a l e  conservant l e s  p ropr ié t é s  de G 
1 

e t  t e l l e  que F(G) E F(G ) par  l a  construct ion II , l ,  s i  e l l e  n ' e s t  pas IO-totale 
1 

on pourra l a  rendre  t r lv ia lement  IO-totale en a jou tan t  pour t o u t  non terminal  

X t e l  que FIO(G1, X) = 0 une r è g l e  ( X  -+ t ) avec t E R(G17 X )  on obtiendra 



a l o r s  G2 IO-totale conservant l e s  p ropr ié t é s  de G e t  t e l l e  que F(G) = F(G2). 

G2 é tan t  l i n é a i r e  e t  IO-totale on a  F  (G2) = F (G2), on peut a l o r s  
1 O O 1 

trouver G '  l i n é a i r e  complète s t r i c t e  e t  r é d u i t e  (théorème I I I , 7 )  t e l l e  que 1 

F ~ ~ ( G ' ~ )  = F ( ~ 2 )  e t  comme G'  e s t  l i n é a i r e  IO-totale, FIo(Gfl)  = F(G1l) = I O  

F(G2) = F(G). D'autre pa r t  l e  théorème I I I , 7  permet de t rouver  G 1 ' l  

l i n é a i r e  complète s t r i c t e  e t  r é d u i t e  avec FIO(G) = FIO(G1'l) e t  conservant 

l e s  p r o p r i é t é s  de G.  

Le seu l  problème qu i  r e s t e  e s t  de rendre G ' 1  e t  G 1 ' l  ordonnées, 

Ceci sera  r é a l i s é  par  l a  cons t ruct ion  I I I , 3 .  



I V  - PROBLmE DE LA STRICTITUDE ET DE LA COMPLETUDE EN O 1  



INTRODUCTION 

Nous avons vu au chap i t r e  III que l ' o n  pouvait toujours  t rouver une 

grammaire complète, s t r i c t e  e t  r é d u i t e  engendrant F (G), quelque s o i t  l a  
I O  

gïammaire G.  intérêt des  grammaires ayant ces  p r o p r i é t é s  v ient  du f a i t  que 

l e s  dé r iva t ions  y sont c ro i s san tes ,  c ' e s t  à d i r e  que si t => t '  par  une 

r è g l e  c ro i s san te  on a 'Jtl 5 I t ' l  e t  auss i  l a  l a rgeur  de t e s t  i n f é r i e u r e  ou 

éga le  à l a  longueur de t ' ,  La hauteur c ~ o i s s a n t e  e s t  l i é e  à l a  s t r i c t i t u d e  

e t  l a  l a rgeur  c ro i s san te  à l a  complètude. 

Nous a l lons  i c i  é t u d i e r  l e  problème de l a  réduction de l a  non 

complétude e t  de l a  non s t r i c t i t u d e  avec conservation de l a  f o r ê t  01-engendrge. 

Nous verrons que ces réduct ions  sont  généralement impossibles en dehors de 

c e r t a i n e s  grammaires p a r t i c u l i è r e s  comme l e s  l i n é a i r e s .   i expérience de l a  

t h é o r i e  des  langages f a i t  que l ' o n  a généralement tendance à s ' i n t é r e s s e r  

d'abord au problème de l a  s t r i c t i t u d e .  En f a i t  l a  non s t r i c t i t u d e  rencontrée 

en t h é o r i e  des  langages e s t ,  par  force,  toujours  monadique e t  nous verrons 

que l a  non s t r i c t i t u d e  m~nodique e s t  toujours  r éduc t ib le .  Les a u t r e s  cas  de 

non s t r i c t i t u d e  s 1 8 s s o r t l s s e n t  qusussf de non conplétude : s o i t  (X -+ xi) une 

r è g l e  non s t r i c t e ,  s i  d(X) $ 1 la  r è g l e  e s t  nécessairement non complète, 

Nous verrons que l a  non complétude n ' e s t  en généra l  pas r é d u c t i b l e  

e t  1q non s t r i c t i t u d e  q u e l c ~ n q u e  non plus ,  Ceci permet de penser que c e  qu i  

n ' e s t  pas r éduc t ib le  dans l a  non s t r i c t i t u d e  a t r a i t  à l a  non complétude qu i  

l u i  e s t  l i é e .  En f a r t  nous yerrons que dans c e r t a i n s  c a s  c e s  deux p ropr ié t é s  

peuvent s 'échanger, Ainsi  pour l a  f o r & t  BF nous donnerons une granmaire 
3 

complète e t  une grammaire s t r i c t e ,  par cont re  nous montrerons q u ' i l  n ' e x i s t e  

pas  de grammaire G à l a  f o i s  complète e t  s t r i c t e  t e l l e  que F(G) = B F ~  



Nous verrons q u ' i l  e x i s t e  des f o r ê t s  algébriques qu i  ne peuvent ê t r e  

engendrées par aucune grammaire complète, t e l l e  BF e t  des grammaires a lgé-  
2 

briques qui  ne peuvent ê t r e  engendrées par  aucune grammaire s t r i c t e ,  t e l l e  

B F ~  I l  nous s u f f i r a  de remarquer que tou te  grammaire complète e s t  néces- 

sairement à non s t r i c t i t u d e  monadique pour conclure que BF ne peut ê t r e  
1 

engendrée par une grammaire complète, En e f f e t  c e t t e  grammaire complète s e r a i t  

a l o r s  à non s t r i c t i t u d e  monadique e t  nous avons vu que c e l l e - c i  e s t  réduc- 

t i b l e ,  On en conclura que l a  complétude e s t  une p ropr ié t é  p lus  f o r t e  que 

l a  s t r i c t i t u d e  . 

pour prouver que BF 1, RF*, BF sont bien l e s  con t re  exemples 
3 

recherchés, nous u t i l i s e r o n s  un lemme qui  mettra en évidence ce r t a ines  

con t ra in tes  su r  l e s  dé r iva t ions  produisant des  a r b r e s  arb i t ra i rement  l a rges .  

Ces con t ra in tes  sont assez  d i f f i c i l e s  à exprimer, c ' e s t  pourquoi nous nous 

l imi te rons  à des  a rb res  c o n s t r u i t s  autour d ' a rb res  balancés arb i t ra i rement  

l a r g e s .  Le f a i t  que ces  a r b r e s  so ien t  balancés n ' e s t  pas e s s e n t i e l  mais 

permet, out re  une expression p lus  commode, des preuves rendues plus a i s é e s  

pour ce r t a ines  p ropr ié t é s  remarquables des a rb res  balancés q u i  ont d é j à  é t é  

-1 mises à p r o f i t  dans ce r t a ines  preuves [AD-@ 1. 

Afin d ' a l l è g e r  l a  preuve du lemme il nous s e r a  u t i l e  de supposer que 

l e s  mammaires que nous u t i l i s e r o n s ,  seront  r é d u i t e s  au sens du chap i t r e  II 

e t  que de p lus ,  dans tou te  dé r iva t ion  descendante, l ' a p p a r i t i o n  d'une r è g l e  

non complète ou non s t r i c t e  se ra  a u s s i  t a rd ive  que poss ib le ,  Nous d i rons  que 

l e s  dé r iva t ions  i n i t i a l e s  y sont  complètes e t  s t r i c t e s ,  en donnant à 

l ' a p p e l l a t i o n  de dér iva t ion  i n r t i a l e  l a  m h e  s i g n i f i c a t i o n  que dans f A D d l .  

Enfin nous montrerons, en nous appuyant encore s u r  des a rb res  

halancés ~ r b i t r a i r e m e n t  l a r g e s ,  que par  homomorphisme l i n é a i r e  inverse 



on peut ob ten i r  une f o r ê t  non algébrique depuis  une f o r ê t  a lgébr ique  complète 

-1 
e t  s t r i c t e .  Ce r é s u l t a t  e s t  un peu p lus  f o r t  que c e l u i  de CAD-4 1 e t  permet 

d'avancer un peu dans l a  recherche des c l a s s e s  fermées par  bimorphismes 

l i n é a i r e s .  



1) REDUCTION DE LA NON STRICTITUDE MONADIQUE 

Nous a l l o n s  commencer par  met t re  l a  grammaire sous une forme p lus  

* 
simple, en p a r t i c u l i e r  pour t o u t  non terminal  X t e l  que X => x 

1 
nous a l l o n s  

4 

c e n s t r u i r e  un nouveau non terminal  X t e l  que F(G, X) = F(G, X)  \ xl. De - 
c e t t e  façon on pourra remplacer tou tes  l e s  r è g l e s  appl icables  à X par  X -+ X 

e t  X + xl. I l  e s t  a l o r s  évident  que s i  l e  problème de dupl ica t ion  ne s e  

posai t  pas on p o u r r a i t  rendre l a  grammaire s t r i c t e  en an t i c ipan t  l ' a p p l i c a t i o n  
a 

des r è g l e s  X -+ X + xl dans l a  grammaire, comme en théor ie  des  langages. 

Les d i f f i c u l t é s  l i é e s  aux dupl ica t ions  nous c o n d u i r ~ n t  à une transformation 

p lus  complexe. 

Pour que l e s  construct ions s o i e n t  e f f e c t i v e s  nous aurons besoin 

de pouvoir décider  s i  X g> x l e  lemme suivant  montre que l ' o n  peut décider  
1' 

Lemie I V , l  Etant  donnée une g r a m a i r e  G = 4V, L, Xo, R> on peut cons t ru i re  

* 
pour t o u t  x a V, z ( ~ )  {xi a var(X) 1 x => xi}. 

G 

Constructi~n Posons a une s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  descendante d é f i n i e  par  - O 

E t  pour tout  i 3 0, défin?ssons l a  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  descendante a .  par  : 
1 

Y a E E, ui(a) = e t  V X r V 

( X  X u x 1 3 ( X + t )  r R t e l  que xj a uiVl 
j 

( t ) } .  

* 
S i  T a a . ( t )  on d i r a  que t t 3  T de p r ~ f o n d e u r  1+1. 

1 

Preuve 

Par induction sur i on montre 

* 
P : xj E vi(X) 4.3 ( X  => X .  par  une dé r iva t ion  de longueur au p lus  itl). 

3 



En e f f e t  pour i = O ,  P e s t  v r a i  par  d é f i n i t i o n  de oo. 

S i  P e s t  m a i  pour i e t  s i  x E o (X) a l o r s  il e x i s t e  ( X  + t )  E R e t  j itl 

x E a . ( t ) .  Expl ic i tons  l a  branche de t joignant  l a  r ac ine  à l 'occurrence  de 
j 1 

x; conservée : 
J 

avec pour t o u t  , r Cpl, x r oi(Xe) donc pa r  hypothèse de récurrence 
k P * G * 

X, => x de profondeur au p lus  it1 donc X => t => x 
j 

de profondeur au 
ke * 

p lus  i t 2 .  Réciproquement s i  X => x de profondeur i t 2 ,  on a (X -t t )  r R 
j 

avec t :> x de profondeur au p lus  itl donc x r o. ( t )  e t  x .  r o ( X I .  
j j 1 J itl 

La p ropr ié t é  P e s t  donc prouvée. 

S i  on pose oi(V) = Ioi(x) 1 X r Y}, il e s t  immédiat que c e t t e  s u i t e  e s t  

c ro i s san te  v i s  à v i s  de l a  r e l a t i o n  d 'ordre  o.(V) S o.(V) c=> V X r V 
1 7 

oi( X )  c o. (X) . Chaque s u i t e  o(X) é t a n t  bornée par x ,  x2, . . . - 1 Xd( X) } 

l a  s u i t e  a. ty)  e s t  bornée, e l l e  devient donc s t a t i o n n a i r e  à p a r t i r  d'un 
1 

indice  i au p lus  é g a l  à l a  somme des d e g ~ é s  des éléments de V. 
O 

D'après P ,  z(X) = o. (X). 

COrOlla~Pe I V , 2  PQW t ou te  grammaire G = <V, L, Xo, R> on peut effectivement 

cons t ru i re  E = IX E V 1 3 t E F ( G ,  X) avec Itl = O}, G 

S i  t E F(G, X) avec Itl ; Ci a l o r s  t = x avec x c var(X) d'où xi r z(X) e t  i i 
Z(X) peut ê t r e  c o n s t r u i t ,  



Notation 

E e s t  l'ensemble des  non terminaux de V qu i  peuvent s ' e f face r ,  c ' e s t  à 
G 

CL + -F 
d i r e  que s i  X E E e t  t = u.Cvl, X ( t l ,  ... t ), v 1 il e x i s t e  au moins 

G P 2 
* % +  -+ 

i r [pl  t e l  que t => u.[v , ti, v21. On v o i t  que s i  d(X) > 1, l a  non 
1 

s t r i c t i t u d e  s'accompage de non complétude, par  cont re  l a  non s t r i c t i t u d e  

monadique e s t  en quelque s o r t e  l a  non s t r i c t i t u d e  pure,  t r è s  vo i s ine  de l a  

non s t r i c t i t u d e  rencontrée en thgor ie  des  langages. 

11 s e r a i t  gênant de pouvoir rencontrer  des dér iva t ions  du genre 

R * 
X => U => X avec Y # X ,  Pour é v i t e r  c e l à  on f e r a  en s o r t e  que l a  r e l a t i o n  

de préordre X f> Y s o i t  une r e l a t i o n  d'  ordre .  

* ~efllille iV ,3  On peut transformer G de façon que dans Y l a  r e l a t i o n  X => Y 

s o i t  une r e l a t i o n  d'ordre. 

Preuve - 
R iI 

S i  on a X => Y e t  Y -> X, puisque F(G, X) = F(G, Y ) ,  on peut remplacer Y 

par X partout  dans 1q grmmaire pour o b t e n i r  G ' .  Cet te  transformation se  

f a i t  par  homomorphisme l i n é a i r e  e t  on montre facilement que F(G) = F(G1) 

comme pour l a  cons t ruct ion  I X , 2 ,  

O 

Le lemme suivant indique que s i  l ' o n  ne peut pas en généra l  

transformer l e s  r è g l e s  d'une grmunaire pa r  app l i ca t ion  a n t i c i p é e  d ' au t res  

r è g l e s  comme c ' e s t  l 'usage  en théor te  des  langages, par  cont re  on peut 

f a i r e  lTopéra t2an inverse,  



Lemne IV,4 Dans t o u t e  grammaire G r é d u i t e  on peut remplacer t o u t e  r è g l e  

' L ' L  'L 'L + 
r = ( Y  + u.[u O u2 0 ... O u 3.8.w) par  l e s  r è g l e s  

1 P 

'L 
où X e s t  un nouveau non terminal  avec var(X) = var (u . ) .  La nouvelle  

1 

grammaire G '  a i n s i  obtenue e s t  encore r é d u i t e  e t  engendre l a  même f o r ê t  que G. 

Preuve 

Puisque X appara î t  seulement dans l a  r è g l e  r ' ,  pour avo i r  F(G) = F(G1) 

il s u f f i t  d ' avo i r  

'L -+ 'L 
u J.O.w), c e  q u i  e s t  immédiat c a r  F(G', X) ? F(G, ui). 

P 
'L 

G é t a n t  r é d u i t e ,  F(G, ui) # 0 donc F(G1, X) # O ,  d'où G '  e s t  t o t a l e .  Pour 

'L 'L 
t o u t  x r var(u .1 ,  3 t c F(G, ui) avec x r v a r ( t )  c a r  G e s t  sans a r i t é  

j I j 
'L 'L 

i n u t i l e .  Comme var(X) - var(ui)  e t  F(G1, X) = F(G, u X e s t  sans a r i t é  
1 

i n u t i l e .  Comme Y e s t  access ib le  depuis  l'axiome dans G,  il e s t  access ib le  

dans G '  e t  comme G'  e s t  sans m i t é  i n u t i l e  X e s t  access ib le  dans G ' .  

Lemme n,5 Pour t o u t e  granmaire G r é d u i t e  à non s t r i c t i t u d e  monadique on 

peut t r o u v e  G' r é d u i t e  à non s t r i c t i t u d e  monadique t e l l e  que pour t o u t e  

r è g l e  P = ( Y  + t )  de G '  on a i t  5 2 .  

Rrew e 

Cette  transformation e s t  apparentée à c e l l e  q u i  met une grammaire sous 

f ~ r m e  n o n q l e  [AD-dg, [Col], cM43, 

T~ansformat ion  A : 

S i  dans G e x i s t e  une r è g l e  r = (Y -+ t )  avec 1 t 1 > 2 ,  on peut é c r i r e  

'L 'L 'L 'L 'L 
t - s.Cul f9 u2 b ... 3 u 1.0 avec a E Z u Y. Pour t o u t  ui avec luil 1 

P 



'L 
introduisons l e  nouveau non terminal  X.  avec var(X.1 = var(u.1 e t  l a  

1 1 1 

'L 'L 'L 
r è g l e  Xi + ui. Pour t o u t  i a [p l  posons u' = u s i  1 u .  1 r 1 e t  u '  = Xi i i 1 

sinon. Posons t '  = cr.[u1 B... 8 u' 1.8 e t  remplaçons r par r '  = ( Y  + t ' ) .  1 P 

Le lemme IV,4 nous montre que G'  e s t  encore r é d u i t e  e t  F(G) = F(G' 1. 

I l  f a u t  montrer que l a  non s t r i c t i t u d e  demeure monadique. Supposons q u ' i l  

'L 
e x i s t e  X .  avec x s F(G1, Xi) = F(G, u i ) ,  a l o r s  G é t a n t  à non s t r i c t i t u d e  

1 k 
'L 'L 

monadique,~ = Z Z Z avec Z1, Z2,  .., Z E E c V e t  conmie u .  e s t  
i 1 2 q  q G 1  1 

'L 
i n i t i a l  on a var(ui) = {xl} d'où var(Xi) = x e t  xk = xl. Donc s i  

X .  c EGl  a l o r s  X V e t  G '  e s t  à non s t r i c t i t u d e  monadique. 
1 i 1 

2, 
11 e s t  c l a i r  que lt'l 6 2 e t  pour t o u t  i r [ p l ,  1uil < ltl. 

S o i t  h l e  plus grand e n t i e r  t e l  qu' il e x i s t e  ( Y  + t )  dans G avec ( t ( = h, 

c ' e s t  à d i r e  que h e s t  l a  p lus  grande hauteur de r è g l e  dans G .  I l  s u f f i t  

d 'appliquer l a  t ransformation A à t ou tes  l e s  r è g l e s  de hauteur h pour 

ob ten i r  G '  avec h-1 comme p lus  grande hauteur de r è g l e .  La transformation 

A e s t  applicable s i  h 7 2, il s u f f i r a  de l ' app l iquer  jusqufà  ob ten i r  h = 2 .  

O 

Corollaire IV,6 On peut supposer que dans G r é d u i t e ,  à non s t r i c t i t u d e  

monadique, tou t  X s E n 'apparaisse en p a r t i e  gauche que dans des  r è g l e s  G 

de l ' u n  des cinq types  su ivants  : 

a) X + xl 

-+ 
b) X +  A.w avec A c L u Y \ EG 

c ) X + Y  avec Y E EG 

d )  X +  Y.u avec Y c EG e t  u c T ( Z  u V \ EG) \ {x1} 

e ) X + Y . Z  a v e c Y , Z e E G  

* 
e t  que de p lus  X => Y s o i t  une r e l a t i o n  d 'o rd re  dans EG. 



Preuve 

Il suffit d'appliquer la transformation du lemme IV,5, alors X + u avec 

lu1 5 2 est nécessairement de l'un des cinq types proposés. Il est clair 

que la transformation du lemme IV,3 ne change pas la hauteur des parties 

droites des règles, il suffit alors de l'appliquer à G. 

LemE rv,7 On peut transformer G à non strictitude monadique de façon que 

pour tout X E E on ait la propriété P : G 
h h 

Les seules règles s'appliquant à X sont X + x et X -+ X avec X r V \ E 
1 G 

h 

donc F(G, X) = F(G, X) \ {x~}. 

Preuve 

On suppose que G a les propriétés du corollaire IV,6. 

A )  Montrons que la transformation est possible pour X tel que Y Y E E avec G 

* 
a)  Puisque X => xl, X r E et on peut ajouter la règle X + xl si elle '3 

C 

n'exrste pas dé j& Intr~duisons le nouveau non terminal X d'arité 1 et la 
C, 

règle X + X. 

+ L.. 
-b 

b) Toute règle X -+ A.w avec A r C u V \ E est remplacée par X -+ A.w 
G 

ce qui ne change pas F(G, X). 

h LI 

C) Toute règle X + Y avec Y r EG est remplacée par X -b Y où Y est défini 
A 4 L. 

car Y a la propriété P. On a toujours X => x 
1 ' X => X => Y, F(G, Y) = 

F(G, Y) \ lxl} donc F(G, X) ne change pas. 

d) Toute règle X + Y.u avec Y E EG et u r T(L u V \ EG) \ {x } est 
Ci 

1 

remplacée par X + Y.u. Puisque lu1 > O, xi 1 F(G, Feu). 



e) Toute règle X + Y.Z avec Y, Z E E est remplacée par les règles 
G - 6 A c. * * 

X + Y.Z, X +- Z. On a X => Y et X =3Z donc Y et Z ont la propriété P par 
Ci C 

hypothèse. Cm a alors F(G, Y.Z) = F(G, Y.Z) u F(G,Z) u {xl) et puisque 

xi F(G, XI, F(G, X) n'est pas changé. 

Après toutes ces transformations les seules règles qui s'appliquent à X 
h 4 

sont X + x et X + X et puisque F(G, XI n'a pas changé et que x 4 F(G, X) 1 1 

On notera que ces transformations conservent les propriétés du corollaire 

IV,6, on peut donc répéter leur application, 

B)  Il est clair que pour tout X E EG tel qu'il existe aucun Y E E \ X avec 
G 

X :> Y, l'hypothèse de A est vérifiée et donc que la transformation est 

posslble pour X. E est fini donc par récurrence sur E s'appuyant G G ' 
f 

sur la relation d'ordre =>, la transformation A pourra être appliquée 

à E tout entier. 
G 

L m e  IY,8 On peut transformer G de sorte que dans toute partfe droite 

de règle, aucun élément de E ne sofft au dessus d'un autre symbole. 
G 

A la suite du lemme W,7, pour taut X E E les seules règles s'appliquant G Y  

à X  sont X + x  et X + X  avec X # E A la suite du lemme ïV,5, toute 1 G ' 

partie droite de règle est de hauteur au plus 2, donc si X E E est au 
G 

dessus d'un autre symhole, il en est le sommet, La règle s'écrit alors 
* 

Y + X.a avec a c r u Y \ E (en effet si a E EG alors Y => xl donc Y E EG 
G 

ce qui implique que Y +- X,a n'est pas une règle de G ) ,  
h 

X1 suffit de remplacer la règle Y -+ X,u par les deux règles Y + X,a et Y -+ a,  



c e c i  ne change pas F(G)  ca r  on a  F(G, X )  = F ( G ,  X) u {xl} donc 
* 

F ( G ,  X a )  = F ( G ,  X . a )  u F ( G ,  a ) .  Cet te  transformation préserve l e s  p ropr ié t é s  

des lemmes I V , 5  e t  I V , 7  ce qui  permet de l ' app l iquer  à t o u t e s  l e s  r è g l e s  

de G de l a  forme Y + X . a .  

Nous a l l o n s  maintenant i n t r o d u i r e  par  des exemples l e s  po in t s  

principaux de la  cans t ruct ion  réduisant  la  non-s t r ic t i tude  monadique. 

Le passage de G T V 6  à G ï V 7  cons t i tue ra  l ' e s s e n t i e l  de c e t t e  t ransformation.  

Exemple G I V l  qui  e s t  à non s t r i c t i t u d e  monadique ; 

E l l e  a l e s  ~ r o ~ r i é t é s  des lemmes I V , 7  e t  IV,8 e t  engendre l a  for'& 

t P 
avec p  E H  , n E N ,  q  = 2  e t  p,our t o u t  j E [ql, i 5 n}. 

j 

Puisque F(GIY1, Y) n ' e s t  pas l r n é a i r e ,  l a  transformation qu i  c o n s i s t e r a i t  

à a n t i c i p e r  l e s  dé r iva t ions  app l i cab les  à X ,  ce qui  donnerai t  G I V 2  : 

X -+ a  , s e r a i t  une e r reur  c a r  l a  fo r& engendrée s e r a i t  a l o r s  
I I 



Les transformations que l ' o n  devra u t i l i s e r  pour ob ten i r  une grammaire 

s t r i c t e  seront moins simples, e l l e s  cons is teront  en f a i t  à échanger l a  non 

s t r i c t i t u d e  contre l a  non complétude. Dans l e  cas  de l a  grammaire G I V l  

t o u t e  dér iva t ion  descendante d o i t  ê t r e  de l a  forme : 

n 
Puis  chacune des  2P occurrences de f3(xn 6, a f )  se ra  dérivée séparément 

e t  une solut ion t r l v i a l e  pour échanger l a  non s t r i c t i t u d e  par une non 

complétude e s t  dans c e  cas ,  G I V 3  : 

Hien entendu c e  procédé ne pour ra i t  p lus  ê t r e  u t i l i s é  s i  Y é t a i t  remplacé 

par  quelque chose de p lus  compliqué comme dans G I V 4 ,  obtenue en remplaçant 

-+ Y par X Y + Y dans G I V 1 .  
O / \  / \ 

I c i  il faudra conserver en parmnstre c e  qui  s u i t  l a  chaine des X qui  peuvent 

s ' e f f a c w .  On pourra cons t ru i re  G 1 V 5  : 

X  X 
1 3 X2 

X X X  
1 2  3 

X  1 1  X  



on v é r i f i e r a  que F(GIV5) = F(GIV4). 

En f a i t  i c i  l e s  effacements sont  tous  regroupés en bout de branche e t  

r é a l i s é s  par  non complétude. Malheureusement dans l 'exemple suivant  c e  ne 

s e r a  pas poss ib le .  

Grammaire GIV6 : 

* 
S i  l ' o n  pose pour t o u t  w E {a,  a}  , 

D ( W )  {u = u u ... u 1 3 vo, vl, .. v t e l s  que v 
1 2  P 

u1 v1 u2 " . up vp = w), 
P 

on a 

* 
Posons 8; l ' a r b r e  obtenu en subs t i tuan t  A à a e t  B à a dans w E {a ,  a )  , 

t o u t e  dér iva t ion  descendante dans GIY6 commence par  Xo DE> Z.$(Ü#, w#) e t  on 

a F(GIY6, w) = D ( w 1 ,  Une solu t ion  c o n s i s t e r a i t  à t rouver e t  à cons t ru i re  un 

a r b r e  t ,  image de G ,  depuis  l eque l  on pour ra i t  ob ten i r  D ( w )  en appliquant 

uniquement des r è g l e s  s t r i c t e s .  Ceci n ' e s t  pas poss ib le  c a r  x E D ( w )  e t  
1 

s i  I w I  > O a l o r s  1 t 1 > O .  Pap contre  nous pouvons trouver 3 a rb res  t o p  t ~ p  

t t e l s  que to = xl, A 
B 

t engendre tous  l e s  a r b r e s  au' E D ( w )  e t  t g  ceux 

de l a  forme a w" E D ( w 3 .  Ceci e s t  évident s i  I w l  = O .  Supposons que c e  s o i t  

m a l  pour Iwl = .e e t  posons w o a,w, S i  nous disposons d'un non terminal  

A d ' a r i t é  3 t e l  que 6(x1, x2, x3) engendre {a , a , a 1 ,  il e s t  f a c i l e  de 
I I I  



v o i r  que A ( t  t ) engendre tous l e s  a rb res  a.wl E D(a.w) donc à w on 
O *  t ~ '  B 

- 
pourra f a i r e  correspondre t t o  = to, t', = A(to, tA, t g )  e t  t '  B - - tg. De même 

s i  o = a.w il s u f f i r a  d ' in t rodu i re  l e  non terminal Ë pour o b t e n i r  

t t  : to, t '  = t et  t l B  = H(to, tA, t ) .  On pourra a l o r s  remplacer 
O A A B 

fi(;#, w#) par C ( t o  #, t f ,  t t ,  wf) avec c(x1, x2 ,  x3, 
A B 

x ) engendrant 

l ' u n d e s a r b r e s  B , B , B . 
/ \ / \ / \ 

X 1 X4 X2 X X 
4 3 

X 4 

Ces remarques conduisent à l a  grammaire G I V 7  : 

Cet te  grarmaire e s t  s t r i c t e  e t  engendre l a  même f o r ê t  que G I V 6 .  En f a i t  

au l i e u  de cons t ru i re  f3(6 #, w#) on o b t i e n t  i c i  Xo 02, z . c ( ~  #, tA#,  t g # ,  w#) 
O 

e t  l e s  branches de C(t #, t # , t #  ) s o n t l ' i m a g e  de l ' ensemble  
O A B ' X 1  L 

~ B ( v # ,  xl 1 v c D ( w )  1 .  Nous avons conservé dans G I V 7  l e s  non terminaux A e t  
O 

B pour bien montrer que l a  cons t ruct ion  demeure valable ,  que l e s  f o r ê t s  q u ' i l s  

engendrent so ient  l i n é a i r e s  ou non. 

La construct ion qu i  s u i t  e s t  une formalisat ion de c e  qu i  v ien t  d ' ê t r e  

YU. La grammaire q u ' e l l e  engendrera s e r a  un peu p lus  compliquée c a r ,  a l o r s  

que dans G ï V 7  on n ' a  m u l t i p l i é  l e s  va r i ab les  que quand c ' é t a i t  nécessa i re ,  

l a  construct ion mul t ip l i e ra  systèmatiquement tou tes  l e s  a r i t é s  par  Card(E ) t l *  
G  



Ceci peut ê t r e  é v i t é  en reconnaissant d'abord l e s  va r i ab les  de chaque terminal  

ou non terminal  auquel pourront S t r e  subs t i tués  des  a rb res  ayant pour r ac ine  

des élgments de E Dans l ' é t a t  a c t u e l  de l a  construct ion il sera  généralement 
G ' 

aisé de s i m p l i f i e r  son r é s u l t a t .  

Constructton IV,1 

Etant  donnée l a  grammaire G = *Y, I ,  Xo, R> a non s t r i c t i t u d e  monadique e t  

ayant l e s  p ropr ié t é s  des lemmes TV7 e t  IV8, posons z = Card(E ) e t  introduisons 
G 

un nouveau symbole A q u i  s e r a  u t i l i s é  seulement pour c e r t a i n e s  nota t ions .  

ûn é c r i r a  a l o r s  EG = EG u 111. 

Donnons nous une numérotation 8 de E t e l l e  que $(O) = X e t  que 4 G 

s o i t  une b i j e c t i o n  de CzJ dans E 
G ' 

t 3. Notons f l a  b i j e c t i o n  de H x ËG dans H d é f i n i e  pa r  f ( j , X) = ( j -1) ( z + l )  t 

A t +-'(x) : i. On pourra noter  $ e t  Y l e s  fonct ions  projec t ion  de l ' image 

inverse  de i de s o r t e  que f  f(Y(r), $ ( 1 ) ) .  Le r81e de ces  fonct ions  e s t  

d ' indiquer l e s  r e l a t i o n s  ex i s t an t  e n t r e  l e s  nouvelles va r i ab les  qu i  seront  

 joutées aux symhales, les  éléments de e t  l e s  anciennes va r i ab les ,  
G 

Pour t o u t  Y c 8 1i Y \ EG, d l a r i t é  n ,  introduisons l e  nouveau non 

temninal f d'qr2té.m E n(z+ l ) ,  La ~ e s t r i c t l o n  f de f à Ln3 x EG e s t  une Y 
hf jec t ion  dqns [mg qu i  a s soc te  t o u t e  u a r i a b l e  xi de Y une v a r l a b l e  x de Y 3 
e t  u n e i n a p q u e x d e  EG t e l s  que 2 E f ( j l  XI1 on a donc j =Y($.) e t  X 2 +(il, 

C'est à d b e  que pour t o u t e  v ~ r t q b l e  de Y ,  t o u t  choix de marque détermine 

l e  choix d'une r q r i a b l e  de ff, Ces cambfnaisons de cho$x pourront d t r e  

exprimées par  l 'ensemble des torsi:on$ l l n é a b e s  ordonnées 



Définissons l a  s u b s t i t u t i o n  descendante a de T(W u C) dans T(C u V \ E ) G 

par : v 2 r W, O(?) = :x.B 1 0 r ex} e t  

Y a E C, d a )  = {a). 

hi appel lera  = ((X + t )  c R ( X s E } e t  on exprimera l ' e f f e t  de l t a p p l i -  G 

cat ion  de ces  r è g l e s  à l ' a i d e  de l a  s u b s t i t u t i o n  descendante a de T(C  u V) 
E 

dans T ( Z  u V \ EG) dé f in ie  par  : 
* 

Y Y r L u V \ EG, o(Y) : {Y) e t  Y X r EG, u(X) = {xl, XI. 
1 

A tou t  a r b r e  t r T ( Z  u nous a l l o n s  a s soc ie r  z + l  a rb res  de T(w): notés 

86(Q) ( t ) ,  H$(~) ( t  ) , . . . ( t )  e t  d é f i n i s  récursivement par  : 

Y xi r X e t  Y x E E, %(xi) E x 
G f ( i ,X)  O 

S i  t = Y ( t l )  avec Y r EG a l o r s  E$(Y.t1) = Y ( H ~ ( ~ ) ( ~ ' ) ,  ..  HO(^)(^')) e t  

POUF t o u t  z c ËG ! Y ,  H ~ ( Y . ~ ' )  = 3 ( t f ) .  

S i  t = X(tl, , , t avec X # EG e t  d(X) = p a l o r s  p o w  t o u t  Z c E 
P G 

%(t) E ~ ( t )  =R(-r1> .. T avec q . ( z+ l )p  e t  pour t o u t  i r Cq3, 
9 

T i S H  $ ( i ) ( t ~ ( i j ' *  

O 1 
Pour t o u t  t E T(C u Y) l e s  z + l  a rb res  sont  identiques e t  seront  notés  par  

n - 
H(t ) .  En p a r t i c u l i e r  pour t o u t  élément a de Z u V \ EG on a ~ ( a )  = a. 

Nous venons en fa$t de d é f i n l r  une app l i ca t ion  if qui  à t o u t  a rb re  t de 

1 z a l  
T ( L  u Y)n &=scie un vecteur de T(W)n(Z+l), c ' e s t  un (z+l)-morphisme de 

T(C 21 'Y) dans T(W) selon l a  d é f i n i t i o n  donnée dans i?,ADmll, 

P.sons a l o r s  G'  , E, O, R'b  avec 

E = 19 1 a c L1c W, W' I= 12 ( X r Y  \ JZG) W \ f e t  

'R' ig + H(t) ( (X + t )  E R e t  X e Y ? E) ce  q u i  e s t  v a l i d e  c a r  d 'après  

l e  lemme TY8, si. X r Y \ E e t  (X + t )  r 'R a l o r s  t r ?(L u Y). 

r1 e s t  c l a i r  que G' e s t  s t r i c t e ,  Afin d 'ob ten i r  l e  m h e  alphabet te rminal  

que pour G, défibissons GU 4 ,  2, Zo, R' .u Ru? avec 

= 1<â - 4.6 1 $ t e t  e c eu}. 

G" e s t  encgre s t r i c t e ,  nQus a l l o n s  montrer que F(G) = l'(Gr'), 



L e m  IV,9 Posons t = a1.a2. ... .a .T avec a l, a2, .. a E EG et r r 
O 

T r T ( C  u VI'. 

P : Pour tout ti = ai+l.ait2. .., .a .T et pour tout a E Ë on a r G 

ds;, (Ha(ti))) c u(s~,(H~(~))) u u(s;, (~~(t))). 

Preuve 

Montrons le par récurrence sur r, 

Si r i O on a H (t.) = Ha(t) =  ha(^) = %(t). 
a 1 

Supposons la propriété P wa2e si r 4 N et prenons r = N > O. t = a t 1' 1' 

si a # al Ha(tj = Ha(all.tll = Ha(tl) donc P est vrai pour a et t 1 

Si a = al : ou hien il n'existe pas i E frl avec racine (ti) = a et alors 

H (t ) = Ha(r) = i(t), et P est vraie, ou bien posons i E Cr1 le plus petit 
a 1 

tel que ~acine (t.) I a, 
1 

o(sl,(Ha(t))) = o(~:~(k%(t~), H $(1) (t 1 1, ,.. H a (t 1 1, ... Hj(z)(tl) 1)) 

et puisque a est lfnéaire 

O f ~ i l  (~~(t))) = (8)) 4 CU(S;, (I-$,(tl)l), O S  ~ ~ ( t ~ ) ) ) ,  . . . 
n 

a(si1 ~ ~ ~ ( t ~ 1 ) ) ~  . . . u(SG1 (H+(z)(tl)))l. 
on a Ha(tl) Ha(ti), ti - - a.ti+l 
~ ( ~ i t  (Ha(tl))) = ds i1  (6) )  8 C U ~ S ~ ,  (~,~(t~+~))), I(S~, (H $(l)(ti+l)))y * O .  

n 
o(s;,(~~(t~+~))), . . . o ( ~ ~ ~ ( ~ ~ ( ~ ) ( t ~ + ~  )))g. 

En fait si 1' on pose = 41 ; xl, , . . xl> .- 1 

on a o(s;, ( 8 1 )  = io(sE, cà>j.e) ixl, . . . ~ t l  1 .  
H (t = ~j,(t~+~) = HA(t) et par hypothèse de récurrence pour tout h 1 

n x E ÈGs d S G 1  (HX(tit1))) C <I(S~~ (HX(tl))) u o(sil (3(tl))) donc s'il existe 

n i Cr3 avec racine (t.9 1 = a on a o(S;,(~~(t~))) c o(SGl(Ha(t))) et P est vraie. 

D 



Pour l a  grammaire G d é f i n i e  i c i ,  donnons nous l a  s u b s t i t u t i o n  descendante - n 
S>égèrement d i f f é r e n t e  de S  G ' déf in ie  par  : 

Ci n v n  E PI, V a E 1, SG(a) = ~ G t a )  = {a} 

-0 
- 

O O X E V \ EG, SG(X) = SG(X) = (ô e t  s i  X E EG, SG(X) = {xl} 
1i II + n V n r 1 i  , s i  X E  V \ EG a l o r s  SG(X) = {T E T(Z) 1 3 ( X +  t )  E R e t  r E s;-'(~)I 

4 n h - 
S i  X c E a l o r s  SG(X) = {xl} u s;(x) 

G 

On peut d i r e  que s i  on appe l l e  l ' i n d i c e  n de sn l a  profondeur de dér iva t ion ,  
G 

C1 

l ' i n d i c e  n  de sn ne compte pas  l ' a p p l i c a t i o n  de r è g l e s  de RE dans c e t t e  
G 

n  nouvelle indica t ion  de profondeur. De l a  m h e  façon que pour SG on montrerai t  
a n que SG(x) a  pour l i m i t e  F(G, X). 

Lemne IV,10 Pour t o u t  4 E EG e t  tou t  t E T(Z  u V) on a  

Preuve 

Par dé f in i t ion  de E$ on a 

u %(ci.t) = ( %<t)) u {Ha(a.t)), c e  qu i  nous donne l ' i n c l u s i o n  
XEE, XeE,\a 

'4 b dans un sens. D'autre p a r t  l e  lemme W,9  nous montre que 

Pour t o u t  t r T(L) posons o H ( t )  = u u ( % ( t ) ) .  
xuÈ, 



L e m  IV.11 uH(t .u)  = { t )  ) uH(u). 

Preuve 

1 Par induction sur Itl. Posons t E T(L) e t  u = Cul, .. u 1 c T ( T ) ~ - s ~  Itl = O. 
P P 9 

t = x t . u  = u donc o ( t . u )  = oH(ui) e t  { t }  @ uH(CulY .. u 1 )  = i ' i H P 

{xi) @ CoH(ul), ... u (u )3 = o ( u . ) .  Le lemme e s t  donc v r a i  s i  Itl = O ; 
H P H 1 

supposons l e  v r a i  s i  1 t 1 < 1 e t  prenons t = a ( t l , .  . t ) avec a E L' e t  
9 9 

1 V i E Cq3, ti E T(L)p. oH(t .u)  = oH(a(tl.u,.. t .u ) )  
9 

Pour t o u t  x E E 
G 

u(Hx(a(tl.u, . t . u ) )  = {a} ( CuH(xI), . . u ( X  )I @ WH- ( t  .II)), , , . 
9 H q 1 

u(H- ( t l . u ) ) ,  u(H- 
O(z) 9 ( 0 ) ( t 2 . u ) ) .  . ~ ( H + ( ~ ) ( t ~ . u ) ) l  d e  

U ( x . )  = {X . x 1 j = (3.-1) (z+l) +1) on déduit  H 1 j ' j +z 

o(Hx(a(tl.u,. . t . u ) ) )  = {a} $ CuH(tl.u), . . u ( t  .)3 comme 
9 H q 

Y X , Y E E  G, %(a(tl.up ., t . u ) )  = H a t 1 . u .  t .u ) )  on a 
9 Y Q 

u H ( t )  = {a} 0 C%(tl.u), . . d (f .u) ]  par  hypothèse de récurrence 
H cl 

0 H (t i' u )  2 {ti} ( uH(u) donc 

a H ( t )  = { a }  Chl)  @ oH(u),. .  i t  1 ( uH(u)3 
Q 

= a .  t q ) }  @ uH(u) = { t l  ( vH(u). 

O 

P r e w e  

Par récurrence s u r  n ,  

Le lemme e s t  t r iv ia lement  vrai par yacu i t é  quand n = O .  Supposons l e  v r a i  

pour t o u t  n < N e t  prenons n = N > 0, T l  s u f f i t  de montrer que pour tou te  
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"n-1 n- 1 
règle (Y + t) c R avec Y c V \ EG on a uH(SG (t)) = u(SG, (H(t))). 

D'après les lemmes IV,5 et IV,8 on a t = a(tl,. . t ) c T(L u v ) ~  avec 
Q P 

a r Z u V \E et pour tout i r [ql, Itil '1 
G 

- 
t ) . . H- (tl). H$(0) (t2) 9 H$+) (t,)) H(t) = a($(0) 442) 

et en posant r = q(z+l) 
- 

H(t) = a H ,  . . . H4(r)(ty(r))). 
n-1 - n-1 n-1 

sG;l(H(t)) = SG1 (a) @ CSGl (H4(l)(ty(l))), sGl (H4(r)(ty(r) 111. 

a est linéaire donc d'après le lemme 14 

n-1 n-1 n-1 
U(sG1 (H(t))) U S  @ Cu(SGf (H4(l)(t ) )  9. .  U(SGI (H4(r)(tr(r) ) ) I I *  - 
Et par hypothèse de récurrence sur n, U(S~;'(G)) = uH(sG(a)). On a alors 

'L 'L -n- 1 
r c U(S~~(HH())) ssi r = v.[rl,.. r m 1 avec v.0 c S G (a) et 
'L ^n-1 
v.0' r uH(SG (a)) avec 0 '  r uH(0) d'après le lemme IV,11. 

On a alors pour tout i r [ml, xi -0' r {x~(~(~), 
XI 

1 X c ËG} d'où 

^n-1 "n-1 "n-1 ^n-1 
uH(SG (t)) = uH(SG (a) @ tsG (tl), . . SG (tq)l) donc 

a n-1 'L 'L r r uH(sG (t)) ssi r = V.CT~, ... r 1 avec v.0 c ;:-'(a) et pour tout m 
*n-1 ^n- 1 n-1 

i r [ml, ri r uH(SG Donc on aura uH(SG (t)) = o(SG, (H(t)) si 

"n-1 n-1 
pour tout i r CqJ on a uH(SG (ti)) = U- u(SGl (Hx(ti))). Puisque 
. . XcEG 

ltil 5 1 nous distinguerons 3 cas : 
r, n-1 

A )  ti = x alors cH(SG x )  = u x .  = u H (x.) et 
j xrEG X I 

n-1 d(a) u - u(SG, (%(xj))) = u H (x 1. Donc si t = a.0, avec 0 r @d(Y) et 
XE E~ XE Ë, X j 

"n-i n- 1 
a c Z u V \ EG on a uH(SG (t)) = u(SGl (H(t)). 

d(y) B) ti = y.9 avec y c L u V \ EG et 0 r Od(y), cf. résultat de A. 

C) ti = Z(x.1 avec Z c EG. D'après le lemme IV.10, 
1 



n- 1 = o ( x . )  u o(SG, (HZ(Z(xj ) ) ) ) .  
H 3 

L1 

On a HZ(Z(x.)) = HZ(Z(x.)) donc 
3 3 

^n-1 = oH(SG (Z(x.1))  par  d é f i n i t i o n  de S. 
3 

Corollaire IV,13 F(G) = u ( F ( G ~ ) )  

Preuve - a. n  oH(S:(xo)) = sB(X0) c a r  var(Xo) = 0 e t  par  d é f i n i t i o n  de S on a  
G 

"n 
lh sG(x0) = F(G,  X , d 'au t re  p a r t  F(G1) = l i m  s i , ( %  e t  l e  lemme IV,12 
n- o  

IP=' 
O 

*n 
nous montre que pour t o u t  n  , S ( X  ) = U ( S ~ ,  (go) ) . 

G O 

Lemme IV,14 F(G'I) = u ( F ( G ' ) ) .  

Preuve 

Les r è g l e s  de R" sont  t o u t e s  l i n é a i r e s  e t  terminales.  Donc d ' ap rès  l e  lemme 28 

on peut supposer que t o u t e s  l e s  r è g l e s  de R" seront  appliquées ap rès  c e l l e s  

de R t  . Toute dé r iva t ion  t e d n a l e  dans G" s ' é c r i t  a l o r s  j< e? t '  2, t", avec 
0 R R" 

t1 r F(G')  c T(E) e t  t I y  T(1).  Par d é f i n i t i o n  de Rtl on a  SB,,(& = 



Y 6 E f e t  n 2 1, donc F(GW, t ' )  = a ( t l ) .  On a a lo r s  F(G1') = u(F(G')). 

O 

Corollaire IV,15 

Preuve 

Par l e  lemme W,14, F(G") = o(F(G')) e t  par l e  coro l la i re  IV.13, 

F(G) = a(F(G1)). 

P r ~ p ~ ~ i t i ~ n  IV,16 La non strSct2tude monadique e s t  réductible e t  pour tou te  

grmamaire complète G, il exis te  une g rama i r e  s t r i c t e  G' t e l l e  que F(G) =. F(G'). 

meuve 

Le coro l la i re  W,15 w n t r e  que la constmct ion I V , 1  &duit  l a  non s t r i c t i t u d e  

monadi;que, S£ G est complète e t  non s t r l 'c te  a l o r s  toute règle  non s t r i c t e  est 

de l a  forme X t x l  avec d(X) = 1, donc G e s t  3 non s t r i c t i t u d e  monadique. 

O 

Remarque 

En général G' n ' e s t  plus complète e t  nous montrerons qu'en général on ne 

peut trouver G' à l a  fo fs  camplète e t  s t r i c t e .  



2 )  REDUCTION DE LA NON COMPLETUDE ET DE LA NON STRICTITUBE D A 6  LES DERIVdTIOWS 

IN IT IALES 

Dans de nombreuses démonstrations, on e s t  amen6 h examiner dans 1. 

d é t a i l  c e r t a i n e s  dé r iva t ions  descendantes, e t  en p a r t i c u l i e r  le d 6 h t  de c a s  

dér ivat ions  depuis l'axiome. Les arbres obtenus successivement ont a l o r s  

pour rac ine  un non terminal  auxquel s 'appliquent  l e s  rbg les ,  L ' u t i l i s a t i o n  

de r è g l e s  non s t r i c t e s  ou non complètes complique considérablement l'examen 

de c e s  dér ivat ions ,  en c e  sens que l ' on  d o i t  t e n i r  c o w t e  du développement 

d e  sous a rb res  qui ,  d i spa ra i s san t  au cours des  dér ivat ions  suivantes,  ne  

sont  d'aucune u t i l i t é ,  Arnold e t  Dauchet avaient  dé ja  é v i t é  ces  inconvénients 

en montrant dans l e  cas  des  gramnaires sous forme normale que pour t o u t e  

dér ivat ion 2 n i t i a l e  produisant un arbre t, on pouvait t rouver une de r iva t ion  

i n i t i a l e  produisant l e  mhe a rbre  t sans u t i l i s e r  de r è g l e  non s t r i c t e  [AD-4-11. 

Nous a l l o n s  montrer que l ' o n  peut transformer t o u t e  g r a m a i r e  en conservant 

l a  f o r e t  engendrée e t  c e r t a i n e s  propr ié tés ,  de t e l l e  façon que t o u t e  dCri- 

~ a t i ~ n  i n i t 2 a l e  depuis l 'axiome u t i l i s e  des r è g l e s  complètes e t  s t r i c t e s ,  nous 

ve r rons  guss i  que l ' on  peut sélpwer en deux c l a s s e s  d i s j o i n t e s  les non 

terminaux pouvant appqra i t r e  en sammet dans une d6r ivat ion e t  ceux pouvant 

apparaetre a i l l e u r s ,  

On d i r a  que l a  dér ivat ion X Dg> t D=P .,, D=> t D=7 t e s t  
G 1 G  G " G  

b % t t @ l e  s i  pour t o u t  i c CnJ, r ac ine  ( t . )  e s t  non terminal ,  e l l e  se ra  
1 

ini'tiale l&l~~ln€l~e s i  de p lus  rac ine  ( t )  e s t  un symbole terminal, e l l e  est 

a l o ~ s  maximale en c e  sens qu ' e l l e  peut s e  prolonger en une dér ivat ion 

b $ t j ; a l e  p lus  longue, Dans 14 major i té  des c a s  X sera l'axiome de la  grairmaha, 



-9 't + * + 
S i  X . W  D=> u.Cu l,.. u .. u 1. w D=> u w avec l u i l  > O ,  c ' e s t  L 

i ' P i ' 1 

% * + + 
d i r e  p ~ ; t e  u D=> xi, nous noterons X.w >=3 u i . ~  . Cette no ta t ion  permettra 

dvexhiber  l e s  moments importants dans une dé r iva t ion  sans a v o i r  se perdra 

dans l e s  d é t a i l s  de dé r iva t ion  qu i  n 'ont  pous r é s u l t a t  que d ' e f face r  l e  

'L * n 
s o m a :  u D=> x. .  S i  on a to >=> t >=> t >=> ... )=> f n  on é c r i r a  t >=> tn 

1 1 2 
* * 

ou t >=> t e t  comme pour les a u t r e s  dé r iva t ions  on' é c r h a  to >=> t , 
n O 

LfmW IVJ7 Toute dér iva t ion  i n i t i a l e  e s t  l a  composition de  dé r iva t ions  >=>. 

P r e w e  -- 
S o i t  X DE> t une dé r iva t  ion  i n i t i a l e  de longueur C dans G = CV, 2, Xo, R> 

O 
'C, * 

On a 1 t 1 > 0 et l a  dér iva t ion  s ' é c r i t  X D=? u. Cul,. .u . ,  .u 3 D=> t avec 
O 1 P 

'C, * + * + 
u D=, xi, ui = X.w, X D=> u avec lu1 > O et  t = U.V. Donc 

r* * 
X >=> x,; ~ f >  u.w e t  X D=> u est une dé r iva t ion  i n i t i a l e  de longueur 

O * 
i n fé r i eu re  a 1. D e  p l u s  pour tou te  dé r iva t ion  de longueur n u l l e  t D=> t 

* dt 
on a t >=> t devra par  induction sur 1, X >=> t. 

0 

O 

L m  IV,18 pour t o u t e  grammaire G = <Y, E,  Xo, R? on peut cons t ru i re  
h 

1 ' ensemhle Y des  non terminaux pouvant se dér ive r  dans une dér iva t ion  

Jn3 t fa le  depuis l 'axiome, 
.ri 

Y = IX r V 1 3 r T(E u Y )  t e l  que Xo ~ f ?  x.:}. 
G 

Construction 
n 

Pomn. Vo = ixo) e t  pour t o u t  i P CI 
O h h - 
i - YiTl u IX r Y 1 3 Y 6 e t  3 r T(L LI Y)  t e l s  que Y ,=> x.:) 

?' C1 h n - 
l a  construct ion s 1 a r r 8 t e  c a r  Yi c V e t  si Yi = a l o r s  Y k P O ,  Vi= Viik. 



e 

Preuve : Il f a u t  montrer qse l a  const ruct ion  de \I connaissant V - k i-1 

e s t  e f fec t t t re  e t , q u e > l a  l i m i à e  de la reuPte  V 9aii es t  a t t e h t a  &cri : i * - 
p ius  tard en &F~(V) .  étapes e 8 t - V .  I est f f n i  dOnc.Vi.:cst fW et ILA. . 

4 % * 4 
Y >=> X . w  en Y D=> t = u.[u I ~ - .  i'" 

u 1 = X.W. Alors ( Y + t )  E R 
P i. 

e t  R e s t  f i n i ,  de p lus  t e s t  de profondeur f i n i e ,  on peat  donc l e  découper 

'-lJ 
en u.Cu 1 9 n *  U u 3 d 'un  nombre f i n i  de façons d i f f é r e n t e s  et  connaissant 

i'" P 

E e t  z(X) pour tou t  X E EG (lenvne I V , l  e t  c o r o l l a i r e  IV,2), on peut 
G 

'-lJ 
déterminer s i  u, qu i  e s t  de profondeur f i n i e ,  s e  dér ive  en x on peut donc i ' 

* 
déterminer tous  l e s  u t e l s  que t DE) ui9 pour tous  l e s  t t e l s  que ( Y  + t )  E R 

i 
Ci d.. 

pour tous  l e s  Y E V i-1 ' l a  cons t ruct ion  deVi e s t  donc e f f e c t i v e .  

* -C k 4 
Si X D=> X.w avec X ti V l a  dé r iva t ion  e s t  i n i t r a l e  donc Xo >=* X.w pour 

0 G 
h Ci C - 

k f i n i ,  donc X E V 
k 5 '~ard(V) donc V c - h e4 4 

~éciproquement par  dé f in i t ion  de Y on a V c V donc V = 
i i ' ~ a r d (  V) 

L e m  M(,N Pour tou te  g r a m i r e  G = cV, E ,  X , R>,  on peut t rouver  une -- O 

g r a m i r e  G = 9 ,  L u Y, Z0, R? avec 6 n tv u r )  s 0 t e l l e  que 

F(G) = ?t r T ( L  u V) 1 3 (Xo D ~ P  t )  dér iva t ion  i l i t i i l e  maxi na le^. 
G 

Construction 
h 

On pose ? ; 1 X E Y e t  d(?i  = d(X)) e t  tous  l e s  symboles de Y sont  de 

nouveaux symboles, 

r+ 
Pour t o u t  t E T ( C  u Y) avec t = X.w on pose 

h 

s i  X f V a l o r s  marq(t) = t 
h .- -b 

s i  X E Y a l o r s  marq(t1 = X,w, 



Preuve 

La construct ion de R e s t  e f f e c t i v e  c a r  nous avons YU dans le l m a  18 

que .I4osr pouvait déterminer I'ensemble des  t t e l s  que X >=> t paw rcu t  
G 

X E V e t  c e t  ensemble e s t  f i n i .  Par irbduction sur l a  Isnguew des  

-t 
dér ivat ions ,  on montre facilement que s i  go Di:. i a l o r s  il e x i s t a  

e e 
t T(L u V) t e l  que = m r q ( t )  e t  Xo >=> t don; X 3 ~ v  t e s t  urae d < ~ t v & t i ~  

G 0 G 
i n i t i a l e .  Réciproquement s i  Xo D'>t E est i n i t i a l e .  X >E> t dond ) c o = ~ n ( ~ O )  

0 G 

4 

Si X D$> t e s t  i n i t i a l e  maximale, t = a.w avec ar E C donc marg(t1 = t 
0 G 

Réciproquement s i  X DG> t avec t c T(L u Y ) ,  il n'est pas poss ib le  que 

4' 
O G 

t = X.w avec X c V ,  ca r  a l o r s  d'une p a r t  on d o i t  avoir t = mrq(t1 donc 

* Ci * 
X#V e t  d t a u t r e  p a r t  Xo lD8' t donc X r V. Donc s i  go D=, t avec -t c T(E u V I .  

* G 
x D=> t e s t  une dé r iva t ion  i n i t i a l e  maximale. 

O G 

Proposition IV. 20 

Etant donnée une grammaire G = eV, C, Xo9 R> on peut c o n a t r u h e  u i e  

grammaire G' t e l l e  que dans tou te  d6r iva t ion  i n i t i a l e  depuis l'axiome 

dans G ' ,  l e s  r è g l e s  appliquées so ient  s t r i c t e s  et  complètes, que F(G) = F(G'), 

que G' s o i t  r é d u i t e  e t  que s i  G e s t  complète ou s t r i c t e  ou de ûieibach, G' 

l e  s o i t  auss i ,  

Construction 

On cons t ru i t  d'abord G du lemme I V ,  19. 

8 est corrégul ière ,  donc ~ ~ ~ ( 6 )  = F ~ ~ ( G I .  

Posons G' l a  panunaire c o n s t r u i t e  depuis G par l a  constructiorl III,î l a  

proposi t ion III,3 nous d i t  que 5' e s t  complète, s t r i c t e ,  10-r6sluita donc 



r édu i t e ,  corégul ière  e t  que F ( O t )  = F ~ ~ ( E ) .  8 e t  8' é t a n t  cor6gul iarea  
I O  

on en déduit  F ( O q )  = F~~(G). Notons 5' = <Y', I: u V, k t o ,  R', avec O 1 

P' n . u V) = 0. Posons G" = <Y' u V, L, Zt0 ,  ft' u R> e t  G' l a  panmaire 

r s d u i t e  i s sue  de G" confom6ment au théorème 11.15. 

Preuve 

Pour montrer que G' engendre l a  même f o r ê t  que G ,  il s u f f i t  de remarquer que 

tou te  dé r iva t ion  i n i t i a l e  maximale depuis  l 'axiome dans G" est une dé r iva t ion  

terminale dans E t .  Comme F(E') = ~ ( 6 ) ,  que F(G) = it 1 Xo D$ t est i n i t i a l e  

maximale) e t  que tou tes  l e s  r è g l e s  de G sont dans G", on a F(G) = F(GW). 

De plus  T(G') = F(G1') d 'après  l e  théorème I I ,15  donc F(G) = F(G'). Les 

r è g l e s  de k' sont  s t r i c t e s  e t  complètes par  l a  construct ion 111.1, donc s i  

G e s t  s t r i c t e  ou complète G" l ' e s t  a u s s i .  S i  G e s t  de e e i b a c h  hau t , . t ou te  

c e t t e  cons t ruct ion  e s t  Qans o b j e t ,  c a r  l e s  dé r iva t ions  i n i t i a l e s  maximales 

depuis l'axiome sont de longueur 1 donc s t r i c t e s  e t  complètes. S i  G e s t  de 

G r e i k c h  bas, E l ' e s t  a u s s i ,  ca r  l e s  r è g l e s  de sont i s sues  de r è g l e s  de R 

dans l e s q u e l l e s  on n ' a  ef facé  que des  non terminaux. Alors G' et Gt' sont  

a u s s i  de Greibach bas d 'après  l a  proposi t ion  T I I .  3, D'après l e  théorème 11.15, 

on peut supposer G r é d u i t e ,  E' e s t  r é d u i t e  e t  s e u l s  peuvent s u b s i s t e r  dans 

G" des non terminaux inaccess ib les  depuis  l 'axiome, I l  s u f f i t  a l o r s  de l e s  

r e t i r e r  e t  de r e t b e r  l e u r s  r è g l e s  ( c o r o l l a i r e  XI,2) pour ob ten i r  G ' ,  Cet te  

dernière  réductPon ne modifie aucune r é g l e ,  donc aucune des  :propr ié tés  qu i  

nous i n t é r e s s e n t ,  

O 

Remarsue On aurait pu a j o u t e r  l a  r é g u l a r i t 6  e t  l a  l inéarSt6  aux p ropr ié t é s  

conservées dans l a  propos$t2on U.20, mais il e s t  bien évident  qu'une 

g r a m a i r e  r é g u l i è r e  e s t  complète e t  s t r i c t e  e t  l e  théorème TII.8 montre que 

tou te  grannw$.re l b é a i r e  peut ê t r e  supposée complète e t  s t r i c t e ,  



3) ETUDE DES FORETS ALGEBRIQUES A ARBRES BALANCES 

Après avo i r  propos6 un c e r t a i n  nombre de réductions,  nous a l l o n s  

montrer que c e r t a i n e s  réduct ions  ne sont  pas toujours  poss ib les .  En p a r t i c u l i e r  

nous montrerons q u ' i l  e x i s t e  des  f o r ê t s  a lgébr iques  qui  ne peuvent pas être 

engendrées par des grammaires s t r i c t e s  ou complètes. Ceci é t a n t  en contra-  

d i c t i o n  avec ce q u i  s e  passe pour l e s  langages, on ne pourra l e  montrer 

qu'en u t i l i s a n t  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  qu i  d i f f é r e n c i e  l e s  a rb res  des  mots, a 

savo i r  l e u r  la rgeur .  Encore f a u t - i l  que c e t t e  la rgeur  puisse ê t r e  grande. 

En e f f e t  tou te  f o r ê t  ne contenant que des  a r b r e s  de la rgeur  bornée n ' e s t  

pas  essentiellement d i f f é r e n t e  d'un langage, de même qu'un langage ne 

comportant que des mots de longueur bornée n ' e s t  pas essentiel lement 

d i f f é r e n t  d'un a lphabet .  

La la rgeur  des  a r h e s  e s t  l a  longueur de l e u r  f e u i l l a g e ,  I l  s e r a i t  

cependant insu f f i san t  de considérer  des  a r b r e s  de f e u i l l a g e  arbi t ra i rement  

long ca r  l 'ensemble de ces  f eu i l l ages ,  d é f i n i s  sur un alphabet f i n i ,  ne 

serait pas plus complexe qu'un langage. Les a r b r e s  que nous considérons 

seront  vus c m e  l e s  composés d'un a r b r e  i n i t i a l  a rb i t ra i rement  l a r g e  

e t  d'un vecteur de degré supérieur arbf t ra i rement  grand, c ' e s t  a d i r e  d'une 

l i s t e  arb i t rabernent  longue d 'a rbres  f inaux.  Afin de pouvoir toujours  

r é a l i s e r  aisément c e t t e  décomposition, l e s  a r b r e s  i n i t i a u x  e t  l e s  a r k e s  

finaux seront c o n s t r u i t s  s u r  des alphabets  d i s j o i n t s ,  

Le p lus  p e t i t  alphabet nécessa i re  pour cons t ru i re  des  a r b r e s  i n i t i a u x  

arbi trairement l a r g e s  e s t  composé d'un symhole d ' a r i t é  2 que nous noterons b,  

p lu tô t  que de pu i se r  l e s  a r b r e s  i n i t i a u x  dans T((b)), nous avons 

nous 1Iml"ter aux arhres halancés de T( (b)), c e  q u i  nous permettra de nous 

appuyer sur l e u r s  p ropr ié t é s  de s t r u c t m e  q u i  sont  importantes, 

1 .  

l 



Aussi déf in i rons  nous l a  f o r ê t  B des  arbres  balancés c a m e  s u i t  : 

i 
b0 = x e t  pour t o u t  i > 09b = b(b 

i-1, bi-l 
1 . D'OÙ B = {bi i r R+I .  

ct i  i i. 2& i 
NOUS écivbons bi = b . e  avec xi c ?({b})' e t  el <i al . el  s g 6 c r i t  

1 , i 
i L 

ci ; xl, . . . x ) avec 2 occurrences de x On notera  auss i  = {xl} u 8. 
1 1." 

On composera avec chaque arbre de B des arbeç  p r i s  dans une même- 

1 f o r ê t  d'une fami l l e  de f o r ê t s  de T ( L  \ hlo. 

Pour t o u t e  f ami l l e  

1 f de f o r e t s  de T(L  \ b)o e t  nous déf in i rons  a l o r s  l a  f o r é t  BF de T(Z) 

avec b E C par : 

'Li t B F  = u B B F = {b . C t l  ,... t il 1 i c H e t  { t l , . . t  c F a FI c ' e s t  à 
FE F 2 2 

d i r e  que dans chaque a r b r e  de BF tous  l e s  a rb res  f inaux sont p r i s  dans une 

même f o r ê t  de F. 

Pour décomposer chaque a r b r e  de RF nous nous donnons deux app l i ca t ions  : 

- ob l a  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  de T ( L )  dans T(L \ b) qui efface  t o u s  les  

b e t  permet de sé lec t ionner  l e s  a r b r e  fizaux : 

gh(b(xl, x 2 ) )  = {xl, x21 e t  Y a r T ( L  \ b) ,  o(a) = {a) 

- Ü une appl ica t ion  de T(C) dans ~ ( { b ) )  qu i  ne conserve que l e s  b : 
b 

Üh(h(tl, t 2 ) )  = h(Üh(tl), Üb(t2))  e t  V t r T(E) avec r a c i n e  ( t )  b, 

Qi On a a l o r s  pour t o u t  t = 6 , C t l , . .  t i3 E BF, 
2 

donc t E iOb( t ) )  @ C BF. 



Dans l a  s u i t e  on s ' i n t é r e s s e r a  au cas  où BF peut ê t r e  engendrée 

par  une g r a m i r e  algébrique G = <V, E, Xo, R> que l ' o n  supposera r e d u i t e  

e t  à d 5 ~ i v a t i o n s  i n i t i a l e s  complètes e t  s t r i c t e s  (proposi t ion  IY.20). Nous 

a7.1.>ns montrer qu 'a lors  on peut t rouver  deux constantes  h e t  k associées  

* 
à G ,  t e l l e s  que tou te  dé r iva t ion  terminale X D=> t c BF pu i s se  se  décomposer 

0 G 

avec m S h, E t l ,  t2, ... t n} con t i en t  au p lus  k a r b r e s  d i f f é r e n t s  
2 

t t l ,  t t 2 ,  ... t '  E T(1 \ b ) .  Etant donnée que t BF il e x i s t e  4 r F 
2n+m 

n 
t e l l e  tVl ,  t t 2 ,  . . . t '  r @ . POUR t o u t  i 6 C2 1 on a nécessairement 

p + m  * 
* ' D=> t" F(G, ti) c {bm} 0 @, sinon on t r o u v e r a i t  une dér iva t ion  Xo D r >  G t 

G 

avec t" ( BF. On remarquera a l o r s  que n n 'é tant  pas borné, pour tou te  

p a r t i e  E ,  f i n i e ,  a u s s i  grande que l ' o n  veut de @, on peut t rouver t assez  

l a r g e  pour que o b ( t )  = E. On peut a l o r s  t rouver p i k 

, . . r 1 t e l s  que F(G, { T ~ , . .  T ~ ) )  c (bm} @ @, m f i x é  i n f é r i e u r  ou éga l  
P 

Exemple B F ~ .  Donnons nous l a  grammaire due à Arnold e t  Dauchet [AD-4-11 : 



posons t = 6 e t  tn = y a l o r s  X D=> X 
O / \  n / \ 

# # n \ r1 n + l  / \ a tn- î  a tn a 1 I I t n + ~  

t o u t e  d é r i v a t i o n  i n i t i a l e  e s t  a l o r s  de  l a  forme 

n 
X D = >  X D=> 

O 
P X D=> Z D - > ( Z  . d ) D = > ( b P t l  . d ) = t l .  

/ \ ri n/ \ 
# 

2 1 r4 1 / \ '3 
a n / \ 

to tn d bP an  tn a 1 / \ 1 I tn 
# i' t ri # # 

n Posons T = d ( a  #, tn) Par r écu r rence  sur n on montre que F(G, r ) = F = n n l,n 
j j {d(an #, & ( a  #, a 0 1 j 5 n}. Xi s u f f i t  pour celà de  remarquer que 

F(G, T O I  = F e t  que s i  F(G, T . )  = itl 
1,o 1 FiSi* 

puisque r = d ( a  #, y(aitl #, 
i+l 

itl t .)),  on a s o i t  T D=> d ( a  Y, &(ait' #, ait' #) ) ,  s o i t  r D=> 
1 itl 

5 
i+l 

6 
d(aiti  1, t . )  = T ' ~ + ~ .  

1 

Par récur rence  s u r  i on montre a l o r s  que F(G, r '  ) = {d(aitl #, itl 
j j 6 (a  #, a # ) )  1 j s i l  e t  donc que F(G, T ~ + ~ )  = 

F ~ ,  i+ï. 

En posant F = IF 1 n r IN) il e s t  f a c i l e  de  v o i r  que F(G) = B F ~  puisque 1 l , n  

F(G, Z) = B. 

On a a l o r s  montré que t o u t e  d é r i v a t i o n  dans c e t t e  grammaire s e  décompose 

* * * 
en X D = >  t '  D = >  t où X D = >  t' e s t  l a  dé r iva t ion  i n i t i a l e  maximale. Les 

O G G O G 

cons tan tes  a s soc i ées  à c e t t e  grammaire sont  a l o r s  h = O e t  k = 1. Pour t o u t e  

f o r &  F E F on a a l o r s  un unique pro to type  T qui engendre exactement F 1 ,n  1 n 1 ,n '  



Pour démontrer ce  r é s u l t a t  nous u t i l i s e r o n s  ce r t a ines  cons tantes  e t  

nota t ions  l i é e s  3 G que nous déf in issons  i c i  : 

Pour t:xt X r V e t  t o u t  x c var(X), il e x i s t e  u E F(G, X) avec xi c var(u)  
i 

car G e s t  rédui te .  Par cont re  s i  E c var(X) avec Card (E) > 1 il n ' e x i s t e  pas 

toujours  u E F(G, X) avec E c var(u) ,  sauf s i  G est complète, e t  2 f o r t i o r i  

il n ' ex i s t e  pas toujours  u E F(G, x )  avec E = var (u ) ,  par  cont re  s ' i l  en 

e x i s t e  un, il en e x i s t e  au moins un de profondeur minimale. Pour t o u t  X E TJ 

e t  t o u t  E c var(X), s ' i l  e x i s t e  u E F(G, X) avec u 4 ~ ( I b l )  e t  var(u)  = E, 

il en e x i s t e  au moins un de profondeur minimale que nous notons u X,EV Posons 

H- = Sup(lu 1 )  pour t o u t  X E V e t  E c var(X), H- e s t  évidemment f i n i .  Za X,E b 

Nous notons 

= {X c Y 1 Y p r N, 3 t r F(G, X) avec /tlb L P} l'ensemble des pon 

terminaux powant engendrer des  a rb res  contenant un nombre arbi t ra i rement  

grand de b. 

Hb = Sup ( \ t l b )  pour t o u t  t E F(6, X), X r Y \ Vm. C'est l a  p lus  p a n d e  

hauteur en b powant  e t r e  engendrée depuis un non t e m i n a l  ne pouvant 

engendrer des a r b r e s  de hauteur en b non bornée. H e s t  a l o r s  évidemment f i n i .  b 

Hr 
Sup (7 tl) pour tou te  r è g l e  (X *. t ) r R .  C'  e s t  l a  barre  supérieure des  

p a r t i e s  d r o i t e s  de r èg les  de G, 

d(Y) = Sup(d(X)) pour X E Y, C'est l e  degré du non terminal de plus haut 

degré,  

Yf = iX E Y ( F(G, X )  e s t  f i n i ) ,  

H =  SU^ (Itl) pour t o u t  t F(G, X) e t  x r yf. 

Nous rappelons q u ' a  l a  s u i t e  du c o r o l l a i r e  4 ,  en l 'ahaence d ' ind ica t ions  

contrqi 'res,  t o u t  a rb re  ou vecteur surmonté du s igne  % se ra  i n i t i a l  e t  t o u t e  

tors2on sunnontée du s igne  " ( r e s  -1 se ra  complète ( r e sp ,  l r n é a i r e ) ,  



Lemne fV.21 S i  t E BF, t o u t e s  l e s  branches de t a l l a n t  de  l a  r a c i n e  aux 

f e u i l l e s  act l e  même nombre d 'occurrences d e  b. 

Preuve -.- 

Evidente par  d é f i n i t i o n  de  B e t  F. 

L m e  I V . 2 2  S i  O.r r EF avec O E ?(LI: a l o r s  6 ( r )  r E. 
b 

Preuve 

S i  6 ( T I  # B e t  e s t  de  profondeur non n u l l e ,  il y a dans r deux branches 
b 

de  l a  r a c i n e  aux f e u i l l e s  po r t an t  des  nombres i n é g a w  d 'occurrences d e  b,  

'L 
il en e s t  a l o r s  d e  m'the pour u , ~ ,  c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  lemme TV.21. 

CL 2, 'L 1 'L 
Lemne IV.23 si  u.7 É RF e t  u . r l  r RF avec u r P q  e t  iu /  9 O a l o r s  

-? 

Ob(') = u ~ ( T ' ) .  

Preuve 

'L 'L 
lu1 . O e n t r a i n e  u = b(ul, u2 )  avec s o i t  xl e . v a r ( u  ), s o i t  x r v a r ( u 2 ) .  1 1. 

Sans r i e n  pe rd re  en g é n é r a l i t é  nous supposerons x r var(ul) .  Posons 1 
- 'L 2, 
% ( u . r )  z bP. Donc t o u t e  branche joignant  l a  r a c i n e  de u . r  à une d e  s e s  

f e u i l l e s  p o r t e  p o c c u r r m c e s  de b, gé après l e  lemme W. 22 on a 5 ( r )  = bq 
b 

'L 
e t  Üb(") = hq', Exp l i c i tons  u . r l  = b(u l . r l ,  

U2) . Les branches a l l a n t  de 

'L 
l a  ~ a c i n e  de u , ~ '  à une f e u i l l e  de u poptent  p occurrences de b, comme 2 

'L 'b 
dans u.7 = b(u ,T$ u 3 e t  c e l l e s  a l l a n t  de l a  r a c i n e  de u . r l  à une f e u i l l e  de 

1 2 

T' en po r t en t  p-qi-q', D'où d ' ap rè s  l e  l m e  IY.21, q = q l ,  



* 4 
L e m  IV.24 Pour t o u t e  dér iva t ion  X D=> u.v avec fu l  9 O ,  t o u t  &lement 

0 G 

de F(G, u)  e s t  de l a  forme b(ul, u  ) e t  pour t o u t  xi r v a r ( u ) ,  il e x i s t e  2  

b(uL9 ,) c F(G, u )  avec x  E var(ul) u var (u2) .  
L i 

Preuve 

G e s t  à dér ivat ions  i n i t i a l e s  s t r i c t e s ,  Donc lu1 > 0 en t ra ine ,  V u' é F(G,R) 

-+ * -+ * 
l u ' \  3 0. G e s t  t o t a l e  donc u.v D=9 u l . v  D=> t E BF avec u '  E F(G, u )  d 'où  

G 

rac ine  ( u t )  = r a c i n e  ( t )  = b. G é t a n t  r é d u i t e ,  l e  lemme II,16 montre que pour 

tou t  x E var (u ) ,  il ex i s t e  u' E F(G, u) avec x  K v a r ( u l )  e t  comme i i 

* 'L 'L Lerne IV.25 Pour t o u t e  dér iva t ion  X Di> u.x.; avec u  r 'Y(c u Y):, IUI > O, 
0 G - 

-+ 
a1oi.s 8. (F(G, X.v)) e s t  r é d u i t  à un seu l  x r z u v e t  : E T ( L  u v ) ~  b  

élément qu l  e s t  de  l a  forme bP. 

Preuve 

2, 1 'L 
u r ?(2 u V j l  donc var(u) = {xl). D'après l e  lemme IV.24 il e x i s t e  

'L 
b(ul, u2)  E F(G, u) avec xl s var(u  ) u va r (u2) .  Posons n, l e  nombre 1 

-b 
d'occurrences de x dans b (ul, u2) e t  rl un a r b r e  quelconque de F(G, X.v) 

1 
'L 

qui  n ' e s t  pas vide  c a r  G e s t  r édu i t e .  L 'arbre u' = b(ul, u2). C t l ,  t2,. . tnl 

avec tl = xl e t  pour i de 2  à n,  t = rl e s t  i n i t i a l  c a r  r E F(G, x.:) c i 1 
1 -+ 1 'L 1 -b 

T(Z) puisque X.v E T ( L  u Donc u'  E ? ( L ) ~ .  Pour t o u t  T E F(G, X.v) on a  
O 

2, 
u ' . r  E BF e t  l e  lemme ïV.22 nous d i t  que 5 ( T )  r Ë, demême l e  lemme IV.23  

b. 
+ r 

nous d i t  que pour t o u t  r '  E F(G, X . v ) , o b ( ~ )  = Üb('rl) d'où l ' e x i s t e n c e  de p  

-+ 
t e l  que I b ( ~ ( ~ ,  x.v))  = bP. 

O 



Ce lemme e s t  extrêmement important pour l a  s u i t e  e t  permet de 

dégager une not ion  que nous appellerons cote en b et  que nous déf in issons  a i n s i  : 

A t o u t  iioeud v non dominant dans un a r b r e  t obtenu par  dé r iva t ion  descendante 

depuis  l 'axiome dans G ,  on peut a s soc ie r  un e n t i e r  C (v) appelé co te  en b b 

de 1> dans t : 

* 'L -+ 'L 
X D=> t = u.v.v, lu1 > O a l o r s  C ( v )  e s t  l ' e n t i e r  p du lemme IV.25,  t e l  que 

O b 
-+ 

Zb(E'(~,  v .v ) )  bP. Pour a l l è g e r  l ' é c r i t u r e  nous éc r i rons  souvent C ( t )  pour b 

C ( r a c i n e ( t 1 ) .    intérêt majeur de c e t t e  notion de co te  e s t  q u ' e l l e  e s t  inva- 
b 

r i a n t e  par  dér iva t ion  en un sens que p réc i se  l e  c o r o l l a i r e  suivant : 

'L -+ Corollaire IV.26 si xo D ~ D  => u.r .v avec r = ( X  r )  r R ,  pour t o u t  
G r 

2, -b 
noeud de u d i f fé ren t  de l a  r ac ine ,  pour t o u t  noeud de v , l a  coee en b e s t  la  

2, -+ 'L -+ -+ 
même dans u.X.v e t  dans u . r .v  e t  l e s  cotes  en b de X e t  de r ac ine  ( r .v )  sont  

l e s  mêmes. 

La preuve découle directement de l a  dé f in i t ion  de l a  co te  e t  du l e m e  IV.25. 

* ' L  -+ 
Corollaire IV.27 S i  X D=> u,X.v e t  s i  C (X) e s t  définie,pour t o u t  noeud 

0 G b 
-+ 

v de X.v on a Cb(v) 5 Cb(X) 

* Coroilaire IV.28 pour t o u t e  dér iva t ion  Xo D=> t avec r a c i n e  ( t )  = b, t o u t  

noeud de t a une cote  en b dé f in ie .  

Preuve 

t G h(ul, u2). D'après l e  lemme W.25, C (u  ) e s t  d é f i n i e  donc Cb(t) = 
b 1 



* 
Corollaire IV.29 Pour t o u t e  d é r i v a t i o n  Xo D=D t = b(ul, u2)  on a  

t E T(L: U v \ Yb_). 

Pnptave - 

Se dédui t  du c o r o l l a i r e  IV.28 en remarquant q u ' m e  occurrence de s y a b l e  

de Vmne  peut a v o i r  une c o t e  en b déf inbe .  

n 

* * % " -  Lerne 1V.30 s i x  D=B x ( t l , . .  t ) D = >  u.B.O.Ctl, t 1 avec X t V, 
O n  n  

'L - u.0 .6  c F(G, X)  \ ~ ( l b } )  a l o r s  pour t o u t e  composante r de ë ~ t ~ , . .  tnl = 
i 

C T ~ , . .  T 1 on a  C ( T . )  s Hg - 2. 
P  b I. 

Preuve 

% * 
Posons E = var(u.0.8)  e t  u  é F(G, X), va r (u  ) = E,  I u ~ , ~ ~  S H- e t  

X,E X,E b 
% -  

u 4 ~ ( { b } ) .  Par d é f i n i t i o n  de  Hg e t  de  par  l ' e x i s t e n c e  de  u.0.6 on e s t  
X , E  

% - 
a s s u r é  de  l ' e x i s t e n c e r d e  u  Décomposons u  = u' . B r  . e t  se lon  l e  c o r o l l a i r e  

X,E1  
h 

X,E 
% ' - -  

m 

4. Comme va r (u  ) = var(u .e .0)  e t  que 8 '  e t  6 son t  complètes, on a 6 = 6 ' .  
X,E * % - % "  

On en dédui t  l a  dé r iva t ion  : X(tl , .  . t n )  D=> u t ? 0 '  .8.!tl,.. tnl = U '  - 0 ' .  

% 2, 

b19 * T 3 = t .  Puisque u'  f ~ ( { b } )  il e x i s t e  dans u'  une occurrence de  
P 

% 
symbole a # b. Le c o r o l l a i r e  IV.28 e t  lu '  1 i H- e n t r a i n e n t  que C ( t )  i %-1 b b 

% 
h 

e t  puisque l u T l  9 O e t  0 '  e s t  complète, pour t o u t  i t Cp3 on a  C ( r . )  < Cb(t ) .  b r 

Ci 

'Remarque La mise en évidence de l a  t o r s i o n  0 complète n ' e s t  pas  e s s e n t k e l l e  

c a r  6 e s t  t o t a l e ,  sans a r i t é s  i n u t i l e s  e t  à d é r i v a t i o n s  te rmina les  complètes,  

m a i s  l a  preuve e s t  p lus  s imple e t  c e  r é s u l t a t  s u f f i t  pour l a  s u i t e .  



iL + -+ 
Lerne IV.31 Pour t o u t e  dér iva t ion  de l a  forme Xo D=> X.v D=* b(ul,u2).v 

* -+ 
Il=> 1.i.v avec u s F(G, b(ul, u 2 ) ) ,  s i  u # ~ ( { b } )  a l o r s  Cb(ul) = Cb(u2) 

i r  - l ) H b  + % - 2. 

Preuve 

Rappelons que si t e s t  un a rb re ,  C ( t )  s i g n i f i e  Cb(racine ( t ) ) ,  X + b(ul, b U2) 

e s t  une r è g l e  de R donc lu 1 < H e t  lu2[  4 H . D'après l e  c o ~ o l l a i r e  IV.29 1 r r 

on a {ul, u2} c T ( L  u Y \ Yb,). Puisque pour tous  X r V 3 V* e t  

r E F(G9 X )  on a Ir1 < H c e c i  en t ra tne  que 5 (HP - 1 )  E$, + 1. 
b -  b 

% 
D'après l e  c o r o l l a i r e  U.28 l a  c o t e  en b de u e s t  dé f in ie .  En posant u = u.0.6 

d + 

'Ln + 
on a X D-> X.v DL u . ~ , $ , v  e t  d 'après  l e  lemme TV.30, t o u t e  composante 

O 
+ 

r de 6.v a une c o t e  en a, C=(T) 5 2, donc cb(u) < (HP - 1) Hb + % - 1  
e t  on a en p l u s  C (u  ) i. Ch(u2i Cb(ui - 1. b 1 

+ +  * 
Lemne W . 3 2  Pour t o u t e  dér iva t ion  de l a  forme X DG> x.; D=> Y . Y . ~  D=> 

O 
+ +  * + Tb * * * 

T.Y.W D=> U.W avec X D r >  Y,v, Y De> r ,  T.Y Dg> u, r r ~ ( I b l ) ,  u s T(C) \ ~ ( { b } )  

2 , "  + 
e t  en posant r 2 r.0.6, on ob t i en t  que t o u t e  composante t de 6 .v  a une cote  

+ 
en b bornée : C h ( t )  5 (HP 7 1) ï$, + % 7 2, e t  que 6.v a son degré supérieur 

horné par  d ('Yi , 

Preuve - 
-+ + f ' L n  + + 

X + Y .Y e8t  une r è g l e  de R donc Ir1 < H On a Xo D i >  T . Q  .8.v.w = b(ul, u 2 ) ,  r' 
0 + + 
B . ~ . Y , w ,  donc d 'après  l e  c o r o l l a i r e  U .29 ,  il n'y a pas de symbole de VM 

+ + 
dans 8 ,v ,  ce  qui  implique que p o w  tou te  composante t de 6,r e t  t o u t  

* + 
t '  e F(G, t )  on a. ] t t l b  S (H - 1) , On a a u s s i  l a  dé r iva t ion  Xo D=> X.w 

T 
* + % "  + 
Da> u,w E ~ , 8 ~ , 8 ' , w  avec u E T(C) \ ~ ( { b ) )  e t  d 'après l e  lemme I'V.30, 



-+ 
t o u t e  composante tff de .w a  une cote  en b  bornée, C ( t f f )  i Hg - 2. On 

b 
- -+ 

en déduit que t o u t e  composante t de 8.v a  une c o t e  en b  bornée C ( t )  S b 
-+ 

(HP - 1.1 H t H- - 2. Puisque X D r >  Y .v on a  degré supérieur de 
b b  

'+ - -+ 
v = d(Y) S d(V), e t  puisque 8 e s t  l i n é a i r e ,  donc i n j e c t i v e ,  8.v a  un deg& 

-+ 
supérieur au p lus  égal  à c e l u i  de v. 

LI 

Lemme IV.33 I l  e x i s t e  deux constantes h  e t  k,  associées  à G ,  t e l l e s  que - 
* 

t o u t e  dérivat ion X D=B t E BF puisse d ' é c r i r e  : 

* %  + *  O G 
'L 1 4 9  x D=> v.0.w D=> t avec v r Y({b}),, 8  r en u r T ( Z  u VI:, p  s k e t  pour 

O P ' 
-+ hi 

t o u t  i E Cpl, Ü (F(G, x . . ~ ] )  e s t  r é d u i t  à un s e u l  élément b  avec h  2 h. 
b  1 i 

Preuve 
-+ 

En exp l i c i t an t  l a  dé r iva t ion  i n i t i a l e  on o b t i e n t  : X D = b  X .v D = >  . . . D = >  
O 1 1  

-+ -+ 2, 3  * r\j 
X .v D=> b(ul, u2 )  ,v DI> u.w avec X D = r  b(ul, u  ) D=> u.0" e t  
9 9 9 9  2 

-+ -+ 2, 
w E F(G, Bn.v ). Deux cas  s e  présentent  selon que u  E ~ ( I b l )  ou non. 

9 
2, 

1) u 4 ~ ( { b } ) ,  a l o r s  prenons v = b,  0 = <2  ; xl, x  > e t  
2  

-+ -+ -+ -+ 

= U1.Vq3 
u  .v >, Des lemmes IV.21 e t  IV.25 on déduit  Ü ( F ( G ,  u  . V I )  = 

2 q  b  1 

2) u  E ~ ( { b } ) ,  a l o r s  posons i l e  p lus  grand indice  compris e n t r e  O e t  q-1 

* + 3  * % +  t e l  que X D = r  X..v. D = r  X i + l , ~ i + î  D = >  u..w = t dans l a  dér iva t ion  
O I I  1 i 

-+ -+ -+ 3 * 3 * 2 ,  
précédente, avec v = v.v X. D = >  X i+ï"'> 'i+l D = >  T ,  T .V  D = >  u..ei,  

i+l i' i 1 

-+ % 
w E F(G, oi.qi), T c ~ ( I b l )  e t  ui r T ( Z )  3 ~ ( { b } ) .  L'existence d'un t e l  i 

i nd ice  i r é s u l t e  directement de l 'hypothèse u  E ~ ( ( b } )  e t  du f a i t  que 

F(G,  x ) e t  ~ ( I b l )  sont d i s j o i n t s .  
O 

% - - -+ 
L e  lemme P.32 s 'appl ique  a l o r s  e t  en posant T = v.6.6, w = 6.v, on a  

* % " - +  * 'L 1 " -+ x D=> v.0.w D = >  t avec v c Y({bl)n, 0 r O" u c T(Z VI:, p  2 d(V) e t  POUF 
O P ' 



-f + 
t o u t  i E [pl  on a Cb(xi.w) 5 (Hr - 1) Hb t % - 2 donc Ü b ( ~ ( ~ ,  xi.@)) 

hi 
con t i en t  un s e u l  élément b avec h. 5 ( H  - 1 )  H t Hg - 2 selon l e  

1 r b 

lemme IV.25 .  I l  s u f f i t  a l o r s  de regrouper les deux cas  en posant 

h : (HP - 1) Hb + % - 2 e t  k = Sup(d(V), 2 ) .  

-* 
S i  l ' o n  appel le  prototype tou te  composante de w,  l e  lemme s i g n i f i e  

que t o u t e  p a r t i e  E de F E F peut s e  re t rouver  dans l e s  sous a rb res  de l a  

f o r ê t  engencrée par  un nombre borné par  k de prototypes.  De plus  ces  

prototypes engendrent des  a rb res  de hauteur en b bornée par  h,  i ls  doivent 

donc ê t r e  c o n s t r u i t s  au cours d'une dér iva t ion  i n i t i a l e ,  S i  E e s t  d i s j o i n t e  

de t o u t e s  l e s  a u t r e s  f o r e s  de f, c e c i  implique que tout ,proto type  ne peut 

engendrer un a r b r e  por tant  un sous a rb re  appartenant à F' # F; sinon G 

pour ra i t  engendrer un a r b r e  non dans RF. C'est  c e  qu'exprime l e  lemme 

suivant  qui  nous sera  u t i l e  dans l e s  app l i ca t ions  t r a i t é e s .  En e f f e t  l e s  

f o r ê t s  de f y seront  t o u t e s  d i s j o i n t e s  deux à deux, on aura donc pour t o u t  

E c P E F e t  t o u t  P' # F ,  E n E t  = @. 

~~e IV.34 Pour t o u t e  g r m a i r e  G : CE, Y, Xo, R> r é d u i t e  e t  à dér iva t ions  

b i t i a l e s  complètes s t r i c t e s  qu i  engendre BF, il e x i s t e  deux constantes h e t  k 

t e l l e s  que pour t o u t e  p a r t i e  f i n i e  E c F E F avec(T # F' implique E n F '  = @) ,  

1 
21 e x i s t e  t E T ( L  u Y) e t  q 6 h avec F(G, t )  c {bq} @ F e t  Card(ob(F(G, t ) )  

O 

n E l  2 Card(E) k, 

Preuy e 

r 
posons n = Card(E). Il e x i s t e  T R F  avec o b ( r )  G E e t  ab(T) b , r Z h. 

k ' L  * 
Considérons l a  dé r iva t ion  X D=B v . 9 , ~  D=> 'r du lemme IV.33, en supposant 6 

O 

complète, (s l  t e l  n ' é t a i t  pas l e  cas ,  il s u f f i r a i t  d ' u t i l i s e r  l a  décomposition 

du lemme 3 pour s ' y  ramener). 



+ 
Avec l e s  no ta t ions  du lemme IV.33, w a p composantes w . p e t  151 1 1 

c a r  r > h. Pour engendrer r il f a u t  que E a u ub(F(G, wi)) donc il 
ieCp3 

e x i s t e  i c [p l  t e l  que Card(ub(F(G, u i ) )  ME) > "/p. Le l e m e  IV.33 d i t  

a u s s i  que Ü (F(G,  a i ) )  = {bq1 e t  que q ( h. b 

Il r e s t e  à montrer que F(G, w.  ) c bq @ F, c '  e s t  à d i r e  que, sachant  que 
1 

5 (F(G, w.  ) )  = {bq}, il f a u t  montrer que 0 (FiG, ui)) c F. 
b 1 b 

'L 'L 
On a 1 v / 2 1 donc va r  (v )  c o n t i e n t  au  moins 2 v a r i a b l e s  xi e t  x dont 

1 
i 2 

l ' u n e  x .  e s t  t e l l e  que O(il)  = i. 
1, 

'L + k + +  + + +  + + +  * 
v.0.w = V.[V .w, X .  .0.w, v .us  X .  .0.w, v .w] D=> T donc il e x i s t e  T 

1 1 2 3 i l 2  1 2 - + * 
t e l  que x .0.w D=> T~ avec u ( T  ) c E. S ' i l  e x i s t a i t  une d é r i v a t i o n  

i 2 2 b i2 
+ 

x.  . 0 . w  = w. D$> T avec a ) $ F, on a u r a i t  un sous a r b r e  T' 
1 1 

1 i 
1 

de T n'appartenant  pas  à F e t  un sous a r b r e  T" E a (T ) c E c F appartenant  b i2 

seulement à F, c e  q u i  c o n t r e d i r a i t  l ' appar tenance  de T à BF. 



4) ETUDE DE QUELQUES SOUS CLASSES DES FORETS ALGEBRIQUES 

Nous a l l o n s  maintenant u t i l i s e r  l e s  lemmes IV.33 e t  IV.34 gour 

montrer q u ' i l  e x i s t e  des  f o r ê t s  algébriques q u i  ne peuvent ê t r e  engendrées 

par des  grammaires s t r i c t e s  ou complètes ou à l a  f o i s  complètes et s t r ic t t+* 

Pour c e l à  nous u t i l i s e r o n s  t r o i s  f o r ê t s  algébriques B F ~ ,  B F ~  e t  B F ~  qui  

se rv i ron t  de contre-exemples, 

Rappelons que F1 - - iF19n 1 n E EJ) avec pour t o u t  n ,  

F = i d ( a n # ,  d ( a j r , a j r ) )  ( j 5 n ) .  A r n o l d e t D a u c h e t o n t m o n t r é q u e  
l , n  

RF é t a i t  algébrique en donnant une grammaire qui  l ' engendra i t  en descendant. 
1 

Cette grammaire n ' e s t  n i  s t r i c t e  n i  cbmplète. Nous a l l o n s  montrer q u ' i l  

n ' e x i s t e  pas de grammaire s t r i c t e  G t e l l e  que EF = F(G). De l a  proposi t ion 1 

IV.16 on dédurt a l o r s  immédiatement q u ' i l  n ' e x i s t e  pas de grammaire complète 

non plus .  

Pour montrer l lLnexis tence  de G s t r i c t e  engendrant RF nous u t i l i s e r o n s  
1' 

l e  lemme rV.34. Nous montrerons que l ' on  peut t rouver n suffisamment grand 

pour qu'aucun a r b e  t de T(E u  ne puisse  & t r e  un prototype s u f f i s a n t  

pour E 3 F qu i  e s t  f i n i .  Rappelons, qu'aux termes du lemme I V .  34 il f a u d r a i t  l , n  

que T(G, t) bP @ FI avec p 5 h e t  Card (ab(Î(G, t ) ) )  r Card (F  ) / k = 
14 

( n i l )  / k .  Le naohre Card (Q~(F(G, t ) ) )  dépend directement du nombre 

d'occurrences X de symbole dans t pouvant engendrer une occurrence de symbole 

6 e t  du nombre r d ' e n t i e r s  j: d i f f é r e n t s  t e l s  que chaque occurrence de 6 a i n s i  

i c rée  ai'e c c m e  f i ls  a P. Nous d i rons  a l o r s  que si dans t une occurrence X de 

symhale n'engendre qucun a r k e  contenant un symbole 6 son pofds e s t  n u l ,  

Par c o n t ~ e  s ' i l  ex f s t e  r e n t f e r s  d i s t i n c t s  il, i2, ., i t e l s  que pour tou t  r 
QJ -h 

j Cr], 11 e x i s t e  v.Cvl, 6(tl ,  t 2 ) .  v2] c T(G, X )  e t  a 'j # E tl 0 F(G, ;) 

5 + c ' e s t  à d i r e  que ~ . [ v ' ~ ,  6 ( a L J t , t ' 2 ) ,  Gr23 E F(G, x.:). ~ 0 1 ~ s  di rons  que l e  



poids de X e s t  Poids ( X )  = r. Chaque occurrence de 6 dans un a r b r e  de 

F(G, t )  é tan t  engendrée depuis une occurrence de symbole dans t ,  il e s t  

c l a i r  que Card(ob(F(G, t ) ) )  S 1 Poidd (X) . Remarquons que s i  X d a s t  

F(G, t 1 c bP 0 Fl ,n,  tous  les Poids de tous  l e s  noeuds de t seront  

i n f é r i e u r s  ou égaux à n c a r  G e s t  r édu i t e .  

fb 
Lemne IV.35 S i  F(G, t )  c bP @ Fl,n, pour t o u t e  décomposition t = u.r  

C\I 1 
avec u r ?(c u V ) l  on a : aq # c F(G, r )  ssi {aq # }  = F(G, r ) .  

Preuve 

fb 
G é t a n t  r édu i t e ,  il e x i s t e  u t  r F(G, u)  avec va r (u t  ) = {xl}. Posons m l e  

fb fb 
nombre d'occurrences de xl dans u t .  ~écomposons u' en u '  = u'.B où u t  r ?(LI 1 

m 

1 e t  9 e s t  l 'unique élément de c a r  u '  r T(C)l. On peut é c r i r e  : 

1i: E 'L fb 
t D-B U ' . T  D - 3  u ' . [ T ' ~ , . .  T t  ~-1, T~ r t  i+q,.. T '  1 = t ' . ~  avec 

m 

T ' ~ , . .  T! i-1' T ' i.+l' " T '  r F(G, T )  e t  t t  r ?(~)t. S i  aq # c F(G, T )  on a m 

t D$> ?' . r  D$> ut  .aq# c bP @ FlYn, On en dédui t  que ?' s ' é c r i t  de l 'une  

des t r o i s  façons suivantes  : 

"3 , +- 
bP.c?,,d(a 1 , v 2 ) , v 3 1  

7t. 
bP.[c1, d(an #, 6(ar'q rl, a , v,l 

bP.[q1, d(an , &(ar  #, arVq O ) ,  G23. 

Dans chaque cas ,  l e  f a i t  que l ' on  doive avo i r  F(G, t' - 0 )  c bP @ Fl,n 

implique F(G, r )  = {aq #). 

O 

1 Lemne iV.36 Toute occurrence X de symbole dans t r T(Z u V)o avec 

P(G, t )  c bP @ Plyn, e s t  de poids borné par  une constante N ne dépendant 

que de l a  grammaire. 



Preuve 

2, 
S i  X = 6 ,  a l o r s  t = u.6( t l ,  t 2 )  e t  puisque F(G, t )  c bP @ F 19n, il e x i s t e  

* r r t e l  que t 
1 E> a 

# e t  d 'après  l e  lemme IV.35 on a F(G, t ) = [ar #) 
1 

donc Poids(6) = 1. S i  X r V,  nous a l l o n s  nous i n t é r e s s e r  aux 6 qu i  peuvent 

e t r e  engendrés . Quand un 6 e s t  engendré depuis X,  il l ' e s t  en même temps 

que l e  début de son premier f i l s .  Ce premier f i l s  e t  l a  va r i ab le  qu i  l e  

termine sont  l e s  éléments qu i  se rv i ron t  à déterminer l e  pc ids  de X. 

Notons h(X) l'ensemble de couples d ' e n t i e r s  (m, i) d é f i n i  par  

2, 3 m 3 
(m, i) r d(X) <=> 3 v.[vl, 6(a xi, r ) ,  v21 r F(G, X ) .  

Du l a m e  IV.35 e t  de la d é f i n i t i o n  de h(X) on dédui t  que Poids (X) S 

2, 3 
Card(b(X)). Il s u f f i t  de remarquer que t = u.X.v e t  que pour t o u t  xi r var(X) 

+ 
s ' i l  e x i s t e  (m, i) r 6(X) l e  lemme IV.35 s 'appl ique  e t  card(F(G, xi, v ) )  = 1. 

Tout a rb re  de hp @ P est de profondeur p+n+3 donc F(G, t )  e s t  f i n i e  = ,n 

e t  F(G, X )  e s t  à f o r t i o r i  f i n i e .  
h 

Posons N = Sup(Card(h(Z))) pour Z c V e t  F(G, Z )  f i n i e ,  c e t t e  borne e x i s t e  
PI 

c a r  d (v )  e t  HP sont  f i n i s  dans t o u t e  grammaire. On a a l o r s  ~ o i d s ( X )  6 N. I l  
Ci 

s u f f i t  a l o r s  de prendre N = Sup(N, 1 ) .  

Len~le IV.37 Pour t o u t  arhre t r T(Z u y): avec F(G, t )  c bP @ FlPn e t  G 

s t r i c t e  e t  r é d u i t e ,  on a Card (ob(F(G, t )  1) s N D ~ ' ~ ,  N é t a n t  l a  constante 

du lemme ïV.36 e t  D = ~ u p ( d ( X ) )  pour X E C u W .  

Le prAnc2pe de l a  preuve e s t  de montrer que t o u t e s  l e s  occurrences de symboles 

de poids non nul  sont dans un sous a rb re  i n i t i a l  dont l a  hauteur ne dépend pas 



de n. Ces occurrences sont  a l o r s  en nombre borné ne dépendant pas de n  e t  de 

'L 
poids b o r d .  Pour c e l à  notons u  l e  p lus  p e t i t  sous a rb re  i n i t i a l  de 'K qui 

contienrie tou tes  l e s  occurrences X de symboles de t t e l l e s  que 

'L 
F(G, X) + ~ ( { a ,  X } )  = T(C \ {b, d ,  6 ) ) .  Montrons que lu1 S p + 2 .  S i  t e l  

n ' é t a i t  pas l e  cas ,  il e x i s t e r a i t  X à une profondeur q > p+2 dans t avec 

-+ -+ 
v.Cwl, a ( t l ,  t 2 ) ,  u21 E F(G, X), a r {b, d, 6). L 'arbre t s ' é c r i r a i t  a l o r s  

Pour tout  i r Cq3 notons p  l a  pos i t ion  de X ou X sous Xi. G é t a n t  
i i+l 

r é d u i t e ,  pour t o u t  X .  il e x i s t e  ti r F(G, Xi) avec x  r v a r ( t i )  e t  n i  
1 

-t + P i  
F(G, v . )  n i  F(G, W.) ne sont  vides.  De plus ,  G é t a n t  s t r i c t e ,  ltil > 0. 

1 1 

Il e x i s t e r a i t  a l o r s  t '  E F(G, t )  avec un symbole a E (b, ci ,  61, engendré 

depuis  X,  à une profondeur supérieure ou égale  à q donc supérieure à p+2 

'L. 
dans t ' , ce qui  con t red i t  t ' r bP @ F . Prenons donc u,  d é f i n i  précédemment 

l , n  
'b + 

e t  de hauteur au p lus  p+2, e t  décomposons t = U.V.  Pour t o u t e  occurrence X 

-+ 
de symbole dans v ,  F(G, X) c ~ ( ( a ,  %)) donc Poids (X) = 0. 

Donc Card(ob(F(G, t ) ) )  S , Poids(X) 5 , (N) d 'après  l e  lemme IV.36. 
X dans u  X dans u  

'L 
De plus  lu1 < p+2 e t  D = Sup (d(Z))  pour Z E C u V e n t r a i n e  que l e  nombre 

'L 
d'occurrences de symboles dans u  e s t  d'au p lus  d'où l e  r é s u l t a t .  

D 

Propo~%ti~n IV.38 B F ~  ne peut Otre engendrée par  une grammaire s t r i c t e .  

Preuve 

S i  B F ~  peut ê t r e  engendrée par  une grammaire s t r i c t e ,  e l l e  peut l ' ê t r e  par  

une g r m a i r e  G = <2, Y ,  Xo, R? à l a  f o i s  s t r i c t e ,  r é d u i t e  e t  à r è g l e s  i n i t i a l e s  

complètes d 'après l a  proposi t ion  IV.20. Toutes l e s  f o r e t s  FI sont  d i s j o i n t e s  

deux à deux, ce qui  permet d 'appliquer l e  lemme TV.34. Prenons a l o r s  

1 h+2 
z n+1 donc il e x i s t e  t E T ( L  u V)o e t  q h n i k N D  , 



t e l s  que F(G,  t )  c bq @ F ~ , ~  e t  Card(ob(F(G, t ) ) )  2 Card(F / k. 
l , n  

n 
Or ~ a r d ( F ~ , ~ )  / k > > N Dht2, c e  qu i  e s t  en cont radic t ion  avec Card 

(o,,(F!G, t ) ) )  i N Dqt2 < N D ~ + ~  obtenu par  l e  lemme IV.37. 

i Posons pour t o u t  n r li, F2,n = {O  y a' # 1 i t j  = n}. 

F2 = {F 1 n E IN). NOUS a l l o n s  montrer que l a  f o r ê t  BF peut ê t r e  
2 ,n 2 

engendrée par  une grammaire s t r i c t e  e t  que par  cont re  e l l e  ne peut ê t r e  

engencrée par  aucune grammaire complète. 

Donnons nous l a  grammaire : r = (Xo + X ; r1 = x 0  Z )  ; 
O 

/ \ I 

S i  l a  r è g l e  r e s t  employée, on a F(G, Z y #)  = B @ F2,0. 1 

S i  l a  r è g l e  r e s t  employée, on emploiera ensu i t e  n f o i s  r puis  une f o i s  r 
O 2 3 ' 

En posant t = y # e t  titi . itl 
O 

= Y ( t i ,  a # )  pour t o u t  i. On a a l o r s  



e t  X D=> Z = Z donc pour t o u t  n E N 
\ *3 1 I 

Comme F(G, Z) = B il s u f f i t  de montrer par  récurrence sur n que 

F(G, tntl) = F2,n+l. C'est v r a i  pour n = O ca r  tl = Y , t l  Di> Y a #, 
/ \ r 

6 

t D=> a y # e t  F2,1 = a #, a y #}.  Supposons que F(G, tn) = F 2 ,n a l o r s  
r7 - n+ 1 

Y , tn+l D=> Y a 1, tn+l D;> a tn t n + l  - 
\ n + i  '6 7 
a 

Pour montrer que BF 2 ne peut ê t r e  engendrée par une granunaire 

complète, on u t i l i s e r a  l e  lemme IV.34 comme dans l a  proposi t ion  11.38. 

NOUS montrerons que l ' on  peut t rouver n suffisamment grand pour qu'aucun 

a r b r e  t E T ( C  u V) ne puisse ê t r e  un prototype s u f f i s a n t  pour E = F 
2 ,n 

qu i  e s t  f i n i .  Pour c e l à  nous nous appuierons sur  l ' obse rva t ion  des 

occurrences de symboles qu i  engendrent des  a rb res  contenant l e  symbole y. 

'Il 1 
~~e IV.39 Pour t o u t  a rb re  t = u . r  t e l  que t E T(C u V I o ,  

'L 1 
F(G, t )  c bP 0 F2,n pour p e t  n f i x é s ,  u r ?(I: u V)l e t  aq # r F(G, r )  

on a : F(G, r )  con t i en t  l e  s e u l  élément aq #. 



Preuve 

'L 
G é t a n t  r é d u i t e ,  Il e x i s t e  u t  E F(G, u )  avec v a r ( u l )  = {xl} e t  

avec 5 ?({b)). I l  es; a l o r s  c l a i r  q u ' i l  e x i s t e  r '  F(G, r ) ,  on a a l o r s  

-+ n-q-j j -+ 
t :> v.[wl, a y a r ' ,  w21 e t  comme F(G, t )  r bP @ F il f a u t  que 

2,n 

1 LetnTIe IV.40 S i  G e s t  r é d u i t e  complète, pour t o u t  a rb re  t E T(Z  u V)o 

avec F(G, t) c bP @ F2,n, l e  nombre d'occurrences X de symboles dans t 

t e l l e s  que F(G, X) cont ient  un a r b r e  contenant une occurrence de y e s t  au 

p lus  2p. 

Preuve 

Pour t o u t  r E T(Z v Y)' notons N ( r )  l e  nombre d'occurrences X de symboles 
O'  9/ 

-+ + 
dans r avec 5 .  Cul, y ( t l ) ,  w 2 3  E F(G, X) . Montrons par  récurrence s u r  1 T I  
q u ' i l  e x i s t e  T '  E F(G, T )  ayec N ( T ' )  2 N ( r ) ,  ce  qui  e s t  evident s i  Ir1 S 1. 

Y Y 
Supposons c e c i  vrai s i  Ir1 l e t  posons T = a(rl, .. m) avec Ir1 = l e t  

a E Z u Y. Pour t o u t  i E [ml on a 1 r . 1 $ l donc par  hypothèse de récurrence 
1 

il e x i s t e  T '  E F(G, r i )  avec N ( r '  ) 2 N ( r . ) .  i 7 1 Y 1 m 
S i  F( G ,  a)  ne cont ient  aucune occurrence de y on a N ( T)  = 1 Ily( -ri). 

Y i= 1 

G étant toîxle e t  mrp lè te ,  il e x i s t e  a' r F(G, a )  avec pour t o u t  i E C m l ,  
* 

k. 3 O occurrences de x dans a ' .  Donc T => r 
I = ~ ' . C T ' ~ , . .  r '  3 e t  

m m 
I 

( r t i )  2 1 N ( r . )  = N ( T ) .  S i  F(G, a) cont ient  au moins 
i=1 m Y 

une occurrence de y, on a N ( r )  = 1 + E N ( r  .). Par l e  même raisonnement que 
'Y i=l Y 1 

p lus  haut on montre a l o r s  q u t i l  e x i s t e  r '  E F(G, T )  avec 
m 

N ( T t )  2 1 + 1 ki N ( r ' . )  2 N ( T ) .  Pour t o u t  t '  r F(G, t) c bP F2,n 'Y i= 1 Y I  Y 
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on a N ( t ' )  = 2' donc N ( t )  S 2'. 
Y Y 

~ ~ n w i e  I V . 4 1  S i  G e s t  r é d u i t e  complète, il e x i s t e  une constante K t e l l e  

1 
que pour tout.  a r b r e  t É T ( l  u V I o  avec F(G, t )  c bP @ F2,n on a i t  

Card(ob(F(G, t ) ) )  S 2' K. 

Preuve 

i 
Tout a r b r e  de o (F(G, t ) )  e s t  de l a  forme a y a' ( avec i + j = n c a r  

b 

F(G, t )  c bP @ F2,n. Pour t o u t e  occurrence X de symbole dans t ,  c f  e s t  à 

'L -b 'L 
d i r e  que t = u.X.v avec u c ?(L u V ,  posons 

% + + 
E(X) = { j  c IN 1 3 V.C:~, y a' 1, w 1 É F(G, X.V)).  Compte tenu du lemme IV.40, 2 ' 

il s u f f i t  de montrer que pour tou te  occurrence X de symbole dans t on a 

Card(E(X)) 5 K pour avoir  Card(ob(F(G, t ) ) )  S 2P K. 

E(X) e s t  l a  réunion des ensembles 

'L -+ + 
Eo(X) = i j  r IN 1 3 vb[wl. y a' t ,  u21 c F(G, x ) )  e t  pour t o u t  xi c var(X) 

3 
3 aq # r F(G, xi.v) avec k + q = jl 

P F(G, t )  e s t  f i n i e  car contenue dans b $ F qu i  ne cont ient  que des  
2 ,n 

a r b r e s  de hauteur p+n+2. Tout symbole de t engendre a l o r s  des a rb res  de 

hauteur bornée par  une constante  H de l a  grammaPre. D'où Card(Eo(X)) S H-2. 

+ 
d 'après  l e  lemme ïY.39, on a Card(F(G, xi .v))  = 1. On en t i r e  donc 

Card(Ei(X)) i H - 1 .  En notant  D = ~up(d(X) )  pour t o u t  X c L u V,  on a a l o r s  
d(X) 

E(X) = Eo(X) t 1 Ei(X) I H-2 t D(H-1) = K. 
i=1 

O 



Proposition IV.42 - sF2 ne peut ê t r e  engendrée par  une grammaire complète. 

Preuve 

Pesons G = CL, Y, Xo, R> une grammaire complète, que l ' o n  peut supposer 

r édu i t e  e t  à dér iva t ions  i n i t i a l e s  s t r i c t e s  d 'après l a  proposi t ion  IV.20. 

Les for&-s de P sont d i s j o i n t e s  deux à deux, on appliquera donc l e  lemme I V .  34. 
2 

h 
Ppsons n>2 k K avec h, k l e s  constantes du lemme IV.34 e t  K l a  constante 

1 
du lemme IV.41. La f o r ê t  F e s t  f i n i e ,  donc 3 t c T(L  u V)o e t  q S h avec 

2 ,n 

F(G, t )  c bq 8 F2,n e t  Card(ob(F(G, t ) ) )  2 Card(F2,n) / k > îh K > 2q K 

d 'après  l e  lemme IV.34, ce  qu i  con t red i t  l e  lemme IV.41. 

O 

n 
Posons pour t o u t  n E IN, F3 ,n = {&(a' #, a t )  1 j * n} e t  

F3 = {F 1 n c IN}. La f o r ê t  B F ~  est algébrique e t  nous a l l o n s  montrer 
3,n 

q u ' e l l e  peut ê t r e  engendrée par  une grammaire complète mais pas par  une 

grammaire à l a  f o i s  complète e t  s t r i c t e .  Donnons l e s  r è g l e s  : 

r (Y 
fi 1 

+ xl). La r è g l e  r6 n ' e s t  pas s t r i c t e .  

Toute dé r iva t ion  i n i t i a l e  e s t  de l a  forme : 



n 
Par l e s  règles  r e t  r6, Y # engendre {a' # 1 j 5 n) donc 

5 

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que s i  l ' o n  remplace r par  Y + #, l a  grammaire 
1 
X 
1 

devient  s t r i c t e  e t  engendre toujours  B F ~  mais e l l e  n ' e s t  p lus  complète. 

Pour prouver que BF ne peut ê t r e  engendrée par  une grammaire 3 

à l a  f o i s  complète e t  s t r i c t e ,  nous u t i l i s e r o n s  encore l e  lemme IV.34 c a r  

i c i  encore l e s  f o r ê t s  de F sont  d i s j o i n t e s  deux à deux. Mais i c i  nous ne 3 

pourrons trouver pour t o u t  t t e l  que F(G, t )  c bP 0 F3,n, une borne 

indépendante de n pour Card(ub(F(G, t ) ) )  . En e f f e t ,  H é t a n t  l a  hauteur 

du p lus  grand a r b r e  engendré depuis un non terminal  engendrant une f o r ê t  

f i n i e ,  on peut imaginer q u ' i l  e x i s t e  un non terminal  Y t e l  que F(G, Y )  = 
i 

{a 1 i e [HI} e t  que pour t o u t  O < r < H il e x i s t e  un non terminal  Yr t e l  

i 
que F(G, Yr) = {a 1 i c Cr]}. Alors pour t o u t  n, posons q e t  r t e l s  que 

9 n = q H + r,  l ' a r b r e  Y Y engendre a l o r s  n-q-1 a r b r e s  d i f fé ren te .  r 

Nous introduirons a l o r s  une nouvelle constante de l a  grammaire : 

5 = 2H. Pour t o u t  n, nous considérerons a l o r s  l a  p a r t i e  Fn de F d é f i n i e  

Hf 3 ,n 
n i 

par  En = I6(a f, a f )  1 Hl i n, i > O}. Ainsi pour produire une 

i-1) 
séquence de $ symboles a il fau t  une séquence d 'au  moins 2(H 1 non 

terminaux engendrant une f o r e t  f i n i e  e t  s i  l a  grammaire e s t  complète e t  

s t r i c t e ,  ces non terminaux ne peuvent engendrer une séquence de moins de 

2(~:-') > $-' symboles. 



I 
Pour t o u t e  occurrence X de symbole dans un a rb re  t E T ( C  u V)o 

avec F(G, t )  c bP @ S i  F(G, X) ne con t i en t  aucun a rb re  avec une 

occurlrence de 6 ,  nous d i rons  que l e  poids de X e s t  nul ,  s inon,  posons 

'L + 
t = u.X.v e t  E(X) = {il ,  i2, .. i } cl(+ t e l  que Y j r  E(X), il e x i s t e  

r - 

'L -b + + 
v.Cu 6 ( ~ ~ ,  r 2 ) ,  u21 dans F(G, X )  e t  a 

1 ' t c  F(G, r v ,  nous d i rons  
1 

que ~ o i d s ( ~ )  = r ,  il e s t  a l o r s  immédiat que Card(a (F(G, t ) )  n F ) S b n 

1 Poids(X1. 
X dans t 

1 Letme IV.43 Pour tou te  occurrence X de symbole dans t E T(C u V)o avec 

F(G, t )  c bP @ F3,n, on a Poids (X) S d(Y). 

Preuve 

'L -P 
Posons t = u.X.v pour s i t u e r  X dans t. 

'L * "'i + 
Posons Eo(X) = {i € I N +  1 3v.Cul, 6(a Y ,  T ~ ) ,  u23 E F(G, XII  e t  pour 

tout e C ~ ( X ) I  

k  + 3 a Y E F(G, x,.v) e t  j+k  = 
d(X) H:)d (X) 

I l  e s t  c l a i r  que E(X) = u Ei(X) donc Poids(X) r 1 Card(Ei(X)). 
i = o  i = o  

Comme H = 2H 7 O e t  que s i  w c  F(G, X), l w l  S H on a immédiatement Eo(X) = f8. 
1 
rL + j + 

S i  w = v.[u1, b(a x,, r 2 )  u2] appar t i en t  à F(G, X), on a lwl S H donc j i H - 1 .  

+ 
Posons r = x,.v. G é t a n t  r é d u i t e ,  il e x i s t e  r '  E F(G, T )  e t  puisque 

k 
P(G, t )  c hP @ r '  e s t  de l a  forme T '  = a 1. Puisque G e s t  complète, 

r ne peut conteni r  que des  symboles d ' a r i t é  O ou 1 e t  s ' é c r i t  donc 

.- 
r = XI X2 ... X X avec q S k  c a r  G e s t  s t r i c t e .  

9 - 
i i i-1 Supposons que j + k = H avec i > O .  On a k r H - H + 1 = 2H Hl - H + 1  
1 1 

i-1 e t  puisque H r 1, H 2 2 donc k > H ( H ~  + 1 )  1 

Puisque pour t o u t  Y E IX 1, X2, . . X #} e t  w '  c  F(G, Y )  on a 
9 ' 

7 w t 7  S k i  ( c a r F ( G ,  t )  É b P @ i .  implique t e T ( L u V p ) )  donc 
3 ,n 



i 
( q t l )  H 2 k e t  q 2 k / H-1 > H D'autre  p a r t  j 2 O e n t r a i n e  k S Hl donc 

1 
i Q -+ j ' -+ q 5 Hl. Pour t o u t  w' = vl.Cw' &(a  xe, T ' ~ ) ,  w f 2 1  E F(G, X) e t  

1 y 

i 
T" = zk' Y r F(G, T )  on a a l o r s  j l t k f  5 H l  t (q+l)H-l  = H1Ht2H - 2 e t  

i i i itl 
puisque i 2 1 e t  Hl r 2 on o b t i e n t  j '  t k' 5 2H Hl-2 < 2H Hl = H1 . 

i-1 i-1 
D'autre p a r t  j f 7 k '  > qH > Hl H 2 H 1  , donc s i  i E E il e s t  s e u l .  

A e y 

Card(E ) 5 1. Comme d(X) 5 d(V) on a b i en  l e  r é s u l t a t .  e 

1 L e n e  IV.44 Dans t r T ( L  u V)o avec F(G, t )  c bP @ F e t  G complète e t  
3,n 

r é d u i t e  il y a au  p l u s  2P occurrences X de  symbole t e l l e s  que 3 T E F(G, X) 

avec une occurrence de  6 dans T.  

Preuve 

Cf. lemme TV. 40 en remplaçgnt F pa r  F e t  y par  6. 
2 ,n 3,n 

1 Leme IV .45  S i  G e s t  r é d u l t e  complète e t  s t r i c t e ,  t E T ( L  u V I o  e t  

P(Gy t )  c bP 8 FgYn on a ~ a r d ( c ~ ( F ( ~ , t ) )  n Fn) 3 2' d(V). 

Preuve 

Des l e m e s  IY.43 et  ïV.44 e t  de Card(crb(F(G, t ) )  n Fn) 5 1 Poids(X) 
X dans t 

on dédui t  béd jx t t emen t  l e  r é s u l t a t .  

Proposition U.46 B F ~  ne peut  Btre  engendrée p a r  une grammaire à l a  f o i s  

complète e t  s t r i c t e ,  



Preuve 

Posons G = <C, V ,  Xo, R> l a  grammaire complète e t  s t r i c t e  que l ' o n  peut 

supposer r é d u i t e  selon l e  théorème 11.15. Posons r = 2h k d(V) + k,  h  e t  k 

é t a n t  l e s  cons tantes  du lemme IV.34, e t  n  = H f ,  Fn = {&(aHi #, an  t )  1 
i 

H 5 n, i 7 O) c F . Comme Fn n F  = @ s i  n  # m ,  l e  lemme IV.34 peut 
1 3,n 3  ,m - 1 e t r e  appliqué. On d o i t  a l o r s  t rouver t r T(L u V)o avec F(G, t )  c bP @ F3,, 

h 
e t  Card(ob(F(G, t ) )  n Fn) 2- Card(Fn) / k.  Card(Fn) = r-= 2 k d(V) + k 

h donc ~ a r d ( F  ) / k 7 2  d(V) ce  qui  con t red i t  l e  lemme TV.45. 
n  

Propos i t ion  IV.47 Quelque s o i t  F, BF ne peut ê t r e  engendrée par  une 

grammaire l i n é a i r e .  

Preuve 

F  E P e t  t E ibP) @ F ,  S i  t e F(C), écrivons une dér iva t ion  qui  engendre 

t dans G que l ' o n  peut supposer à dérivat iat ia  i n i t i a l e s  complètes s t r i c t e s  : 

r + 

+ $  + *  
X D-> Z.w D = >  b(ul, u  1.0 D-> v . ~  D = >  t avec v r T(L), on a  v E ~ ( { b } )  

O 2  

sinon on a u r a i t  d'après l e  lemme IY.31 C (u = c (u ) r (H,-I)H, + Hg - 2 h 1 b 2 

donc 1 t 1 4 p. La dé r iva t ion  peut donc s ' é c r i r e  sous l a  forme 
6 

k + + +  + + + * -b * X D=> X.w D Z >  Y.v,w D-P r . v , n  DL> u.w D = >  t avec X D = 7  Y .v ,  Y D=> T e ~ ( { b ) ) ,  
O 
+ C1 

r . v  DÇ, u  E T ( î )  \ ~ b .  D'après l e  lemme IV.32 en posant r 2 r .0 .6 ,  tou te  

+ 
composante r f  de 6 . v a u n e  cote  e n b ,  c b ( r 1 )  5 (H  ) H t H~ - 2. On en r-i b 

dédui t  que r con t i en t  un sous a rb re  i n i t l a l  bq avec q 3 1 + Log2(d(V)) donc 

que 1 f e u i l l a g e  ( r 3  1 2 2q > d(v) e t  c m e  r E T (  16))  l e  f e u i l l a g e  de r ne 

* 
cont ient  que d e s  va r i ab les .  On a a l o r s  Y D = i  r avec un nombre d'occurrences 

de va r i ab les  dans T s t r ic tement  supérieur à d(Y), donc G n ' e s t  pas l i n é a i r e .  



Les p r o p r i é t é s  de r é g u l a r i t é ,  l i n é a r i t é ,  comf3létude e t  s t r i c t i t u d e  

des  grammaires permettent  de  d é f i n i r  dans l 'ensemble des f o r ê t s  a lgéb r iques  

au t an t  de c l a s s e s  d e  f o r ê t s  q u ' i l  y a  de  combinaisons de  c e s  p r o p r i é t é s .  En 

f a i t  l e s  p r o p r i é t é s  de réduct ion  q u i  on t  é t é  montrées, permettent  d e  r é d u i r e  

c e s  c l a s s e s  e t  de s e  ramener quelques c l a s s e s  s t r i c t emen t  i n c l u s e s  l e s  

unes dans l e s  a u t r e s .  Ainsi l a  réduct ion  de  l a  non s t r i c t i t u d e  monadique 

montre que l a  c l a s s e  des  f o r ê t s  engendrée par  des  grammaires ayant  c e t t e  

p rop r i é t é  n ' a  pas l i e u  d ' ê t r e  d i s t i nguée  de  l a  c l a s s e  des  f o r ê t s  engendrées 

pa r  des  g r a m a i r e s  s t r i c t e s .  

Nous noterons  Reg ; IF(G)  1 G e s t  r é g u l i è r e ) ,  

Ljn = ( F ( G )  1 G e s t  l i n é a i r e ,  c ' e s t  à d i r e  sans  d u p l i c a t i o n ) ,  

CS = {P(G) 1 G e s t  à l a  f o i s  complète e t  s t r i c t e } ,  

c = {G(G)  1 G e s t  complète), 

S = {P(G) 1 C e s t  s t r i c t e ) ,  

Alg = (F(G) 1 G e s t  a lgébrique} , '  

Théorème TY.48 ~ é g  3 Lin 2 CS 3 c 2 S 2 ~ l g .  

Preuve 

Des d é f i n i t i o n s  il découle immédiatement que ~é~ - c Lin, CS - c C, CS 5 S e t  

que t o u t e s  ces  c l a s s e s  sont  i nc luses  dans Alg. La f o r d t s  {an an # 1 n N) 

e s t  engendrée par  10 + I 7 X f ; X(xl) + a X a(xl) + aa(xl)} q u i  e s t  

l i n é a t r e ,  e t  s i  l ' o n  t r o u v a i t  une grammaire r é g u l i è r e  engendrant 

{an an dF ( n e N) on s e r a i t  en cont??ad$ction avec l a  t h é o r i e  des  langages.  

Donc Reg 3 Lin, L e  théorème 111.8 nous montre que Lin c CS e t  l a  propos i t ion  

7 
V . 4 7  nous montre que ibP.# 1 p E N ) q u i  e s t  engendrée pa r  l a  grammaire 



complète s t r i c t e  {X + Z# ; Z(xl) + Zb(xl, xl) + b(xl,  x1)), ne peut Dtre 
O 

engendrée par une grammaire l i n é a i r e ,  donc Lin 3 CS. 

La p r o p ~ s i t i o n  IV.46 nous montre que CS # C ,  on a donc CS 3 
La proposi t ion IY.16 nous montre que C c S e t  

l a  proposi t ion IV.42 que C # S. 

Enfin l a  proposi t ion IV.38 nous montre que S # Alg, 



5) TRANSFORMATION DES FORETS ALGEBRI QUES COMPLETES STRICTES PAR HOMOMORPH ISMES 

L I N E A I R E  INVERSE 

?'P+ POU t o u t e  f o r ê t  BF e t  t o u t  a r b r e  t de  BF, t s ' é c r i t  b  .u avec 

2p ; E T(Z \ b)O . Cet t e  décomposition d e  t e s t  f a i t e  su ivant  l a  l ' f ron t iè re ' l  

q u i  dans t sépare  l e s  syinboles b des  a u r t r e s .  On peut d i r e  que l e  bu t  e s s e n t i e l  

+ 
du lemme IV.33 e s t  de montrer que u  q u i  s e  t rouve  au dessous de  l a  f r o n t i è r e  

e t  peut  con ten i r  un nombre d ' a r b r e s  d i f f é r e n t s  a rb i t r a i r emen t  grand d o i t  

Ci e t r e  engendré à p a r t i r  d'un nombre de  "prototypes" borné. En f a i t  on ne 

peut f a i r e  une coupe exactement s u r  l a  f r o n t i è r e  e t  l e  lemme IV.33 f a i t  l a  %. 

coupe à une hauteur  bornée au  dessus de  l a  f r o n t i è r e ,  c ' e s t  à d i r e  que l e s  

pro to types  cons idérés  engendrent a u s s i  des  b  s u  une b u t e u  bornée. 

Pour l a  nouvel le  a p p l i c a t i o n  q u i  s e r a  f a i t e  du lemme IV.33, il 

s e r a i t  p r é fé rab le  d ' ob ten i r  une a u t r e  forme de c e  lemme où l a  coupe s e r a i t  

f a i t e  à une profondeur bornée au  dessous de l a  f r o n t i è r e .  L'alphabet C \ b  

peut  con ten i r  une grande v a r i é t é  de  symboles e t  l e s  a r b r e s  q u i  s e  t rouvent  

au dessous de l a  f r o n t i è r e  peuvent a v o i r  des  formes t r è s  d i v e r s e s ,  a u s s i  

e s t - i l  beaucoup p l u s  d i f f i c i l e  de donner un énoncé généra l  pour un lemme 

s'appuyant sur une coupe sous l a  f r o n t i è r e .  Nous nous contenterons  d ' u t i l i s e r  

l e s  p r o p ~ i é t é s  qui: selivent à montrer l e  lemme IV.33 e t  l a  d é r i v a t i o n  

i n t t i a l e  sur  l a q u e l l e  s ' appu ie  c e t t e  preuve. 

Nous savons que l a  c l a s s e  d e s  for 'ê ts  a lgébr iques  n ' e s t  pas  fermée 

pa r  homomorphisme l i n é a i r e  i nve r se ,  Arnold e t  Dauchet l ' o n t  montré en 

u t i l i s a n t  l a  f o r &  Eir q u i  n ' e s t  n i  complète n i  s t r i c t e .  Ce r t a ins  i nd ices  1 

~ o r t e r a i ' e n t  à c r o i r e  que c e c i  p u i s s e  & t r e  l i é  à l a  non s t r i c t i t u d e ,  a i n s i  

l a  c l a s s e  des f o r s t s  de Greibach-haut e s t  fermée par  homomorphisme l i n é a i r e  



inverse e t  e s t  inc luse  dans l a  c l a s s e  des  f o r e t s  s t r i c t e s .  Nous a l l o n s  montrer 

que l a  c l a s s e  des  f o r ê t s  algébriques complètes s t r i c t e s  n ' e s t  pas ferm6e par 

homornsrphisme l i n é a i r e  inverse  e t  même qu'une t e l l e  appl ica t ion  f a i t  s o r t i r  

des  algébriques.  

Posons F' 
4,Q 

= Ib2(#, f ) }  e t  pour t o u t  i > O ,  

i i 
F ' 4 , i  = {b2(a #, bl(a #, t ) )  1 ki E R, t E F ; , ~ - ~ }  e t  

F  
4 , i  = {bl(#, t )  1 t E F ; , ~ ) .  On pose a l o r s  F = I F  4 ) n E N) e t  l a  

4,n 

f o r ê t  tsf e s t  engendrée par  l a  grammaire complète s t r i c t e  dont l e s  r è g l e s  4  

sont  : 

En posant t = b2(# ,  t )  e t  pour t o u t  i > O ,  ti = Y(#,  tiel),  t o u t e  
O 

dér iva t ion  i n i t i a l e  e s t  de l a  forme : 

k 
De plus Y D = >  Y D=> d'où l ' o n  déduit  

/ \ P5 k/ \ r6 k/bf 
# X1 

a x 
1 

a  
I 
# ' k 

# a  x 
I 1 

# 

* 
que pour t o u t  n  > 0 ,  

k k 
tn = Y ( # ,  tn-l) D=> b ( a  #, bl(a #,tn-l) e t  par  2  

induction su r  n ,  que F ( G ,  tn) = F' d'où F(G, bl(#,  tn))  = FgSn. 
4,n 



Nous savons que l a  c l a s s e  d e s  f o r ê t s  a lgéb r iques  est fermée p a r  

homomorphisme l i n é a i r e  a lphabé t ique  i n v e r s e ,  compte t enu  de  l a  p r o p o s i t i o n  10 

nous a l l o n s  u t i l i s e r  un homomorphisme é l émen ta i r e  ordonné q u i  donnera d e  

BF une image i n v e r s e  non a lgéb r ique .  S o i t  $ l.'homomorphisme é l émen ta i r e  4 

ordonné, donc l i n é a i r e ,  de  L dans A avec  Lo A. = {# ) ,  Z1 = Al = {a}, 

A2 = {bly b2, b) ,  L 2  = { E 3  = (c}, d é f i n i  p a r  : 

-1 
~ é t e r m i m i s l a  forme d e  4 ( B F ~ ) .  Pour c e l à ,  posons 

t = bl (a  ' y, b2(a  ' #, t ) )  e t  pour t o u t  n > 1 
k 2 , k l  1 

= bl(akn #, b2(a  kn- 1 t 8 ,  t 1). 
kn'kn,l' .kl kn-l'. .kl 

On a F = { t  1 kn, . .  k E N ] .  En posan t  t' C(a l # ,  #, # )  
4,n o,kn,.  .k 1 1 1 

e t  pous t o u t  n > 1 
k 

t '  n = C ( a  # , a  
kn- ï  #, t c  ) on montre a isément  pa r  r é c u r r e n c e  

k,' " kl kn,1' "kl 

s u r  ri que {t' . En e f f e t  il est c l a i r  que 
kn' " kl 1 

- 1 
$ ( t k )  = { t c k } .  Alors  s i  4-1 ( tk  . .k  ) = t '  , pour t o u t  k on a 

k n , -  .k l  n t 1  n '  1 

) = $-l(b,(a 
n 

" l # ,  b2 (a  #, tk ) 1 1 
n' kl 

-1 n = $ ( b l ( ~ l y b 2 ( ~ 2 y ~ 3 )  1. Ca # Y  a 
# Y  t kny  .k l  1) 

k k 
- - { ~ ( x ~ , x ~ , x ~ ) ~  @ [$-'(a 11, $-'(a 

n 
# ) Y  t t '  k*, . .k 11 

1 

e t  comme pour t o u t  k r  IN $-'(ak I )  = {ak t} , on a 



Posons pour t o u t  n r IN, F = {t' 1 kn,.. kl E N } .  
5 Sn O,kn>" kl 

- 1 O n a F  = +  (F - 1 e t  puisque + (b )  = {b), il e s t  c l a i r  que si 
5,n 4,n 

-+ 2p -1 + + + 
u = Cu1,.. u 1 r (FbSn)  on a + (b  .u)  = { P . u q }  avec u t  = Cuql,.. u t  1 

2p 
P -1 -+ 2p 

2p 
e t  pour t o u t  i r [ 2  1, 4 (ui) = {u' .} ,  donc u t  (FgYn)  . En posant 

1 

F5 {F - 1 1 n r IN) il e s t  a l o r s  c l a i r  que B F ~  = 4 (BF,,). 
5 ,n 

S i  BF é t a i t  algébrique,  il e x i s t e r a i t  une grammaire r é d u i t e  et  5 

à r è g l e s  i n i t i a l e s  complètes s t r i c t e s  

G = <V,  1, Xo, R> t e l l e  que F(G) = B F ~ .  

Posons 1 t 1 = l e  nombre maximum de c sur une même branche dans t. 
C 

Vc,= { X  c V 1 V n  E N, 3 t r F(G, X )  avec Itl Zn} .  
C 

HC = ~ u p ( l t l ~ )  pour t o u t  t r F(G, X)  e t  X r V \ V 
CÇ4 

D = Sup(d(X)) pour X c C u V. 

Nous a l l o n s  d'abord montrer un lemme qui  e s t  l ' équivalent  du lemme 

ïV.25 en dessous de l a  f r o n t i è r e  séparant les b des  a u t r e s  symboles dans 

t o u t  a rb re  de RF La notion de co te  en b s e r a  a l o r s  remplacée par  ce  que 5 ' 

nous appellons marque en a e t  c e t  notons u e t  dont l a  valeur s e r a  un couple 

C * 
dlent iers .Pour  t o u t  a r b r e  t r T ( Z  u V) t e l  que Xo Di. t ,  pour t o u t e  

% + occurrence X de symbole, non dominante dans t ,  c ' e s t  à d i r e  que t = u.X.v 

2, 1 2, 
avec u c ?(Ç u V)l e t  lu1 7 O ,  nous noterons p(X) = (k,  n )  avec k r N et 

n 2 O s i  V ~ ( F ( G ,  x.;)) c { t '  1 kn , . . kl. r NI, par  convent ion 
k,kn, * .kl 

-+ k 
d ' é c r i t u r e  nous noterons v(X) = (k,-1) s i  ob(F(G, X.v)) = {a t } .  

2, + Leime IV.49 Pour t o u t e  dér iva t ion  X D=7 u.X.v avec 

2, 
0 G 

u r T(Ç u , 121 > O,  x r Z u v e t  a  T ( L  u ~ ) t ( ~ ) , i a  marque en a e t  c 

de X e s t  dé f in ie .  



Preuve 

'L 
var(u)  = {xl} e t  d 'après l e  lemme IV.24 il e x i s t e  b(ul, u2) c F(G, u) avec 

x E V ~ V ( U  ) u var(u  ) .  Posons p = l e  nombre d'occurrences de x1 dans 
1 1 2 

+ 
b(ul, u2) .  Prenons arbi t ra i rement  r E F(G, X.V) e t  posons 

1 
'L - u' = b(ul,  u2).CtlY .. t I avec tl = x1 e t  pour i de 2 à p,  ti - rl. on a 

P 

U' c ?(,Y): e t  sans perdre en g é n é r a l i t é ,  nous pouvons supposer que l 'occur-  

'L * 2, + * %  
rence de x dans u' e s t  sous u I l  e s t  c l a i r  que X D=> uT.X.v D=> ul.T 

1 1 ' O 1' 
'L 

Donc il ex i s t e  m t e l  que o ( u l . r l )  c F . I l  s ' e n s u i t  que 
b 5 ,m 

+ 
a (U . C t l , .  . 
b 2 tp l )  F5,m 

e t  pour t o u t  T E F(G, X.v) on d o i t  avo i r  
2 

o (u  .[tl,.. t 3 .  r 2 )  c F . Quatre cas  sont à é tud ie r  selon l a  p o s i t i o n .  
b 1 P 5 ,m 

l e r  c a s  : x e s t  immédiatement sous un b. 
1 

ul .[ t l , . .  t 1.r = bq . [ t t l , . .  t '  1 e t  il e x i s t e  i E ~ 2 ~ 1  t e l  que t '  = T 
~2 2q i 2' 

Puisque ob(ul.Ct13.. t 1 . ~ ~ )  c F on d o i t  avoi r  o (T  ) c F donc 
P 5 ,m b 2 5 ,m 

ob ( r2 )  c { t '  1 km,. . kl c IN} e t  p(X) (O, m l .  
o,k,,. *kl  

2ème c a s  : x1 e s t  l e  t roisième f i l s  d'un symbole C. 

u1.[tlY.. t I . r 2  = bq. [ t f l , .  . t '  3 e t  il e x i s t e  i E ~ 2 ~ 1  t e l  que 
P 2 9 

t f i  = ~ ( t ,  akm t ,  c ( . . c ( ~  t ,  akntl t, T . . .  1). Puisque 

o (u .[tl,.. t 1. r 2 )  c F on d o i t  avo i r  t' E F donc s i  n 2 0, 
b 1 P 5 ~m i 5 ~m 

-r2 c i t '  1 kn,. . kl E Y} d'où p(X) = (kntl, n ) ,  e t  s i  n = -1, 
kntlykny. * j  1 

dans ce cas on a auss i  k = O ,  a l o r s  r = # e t  p(X) = (O, -1).  
n + l  2 

3 h e  c a s  : xl e s t  sous (ou e s t )  l e  second f i l s  d'un symbole C.  

k' j  
ul.Ctl,. . t 1 . T ~  = U '  .C(a , a . r2 ,  T ) .  S i  r = # a l o r s  a j . r  = # donc 

P 2 

a j  . r2  = aktf f donc r2 = ak"-j # e t  p(X) = (kt '-j ,  -1).  



4ème cas  x e s t  sous (oii e s t )  l e  premier f i l s  d'un symbole c .  
1 

Ou bien  u, .Ctly. .  t 1 . ~ ~  = bq.Ct'ly..  t '  1 e t  il e x i s t e  i E ~ 1 ~ 1  t e l  que 
I P 

2 

t ' i  " "" 2 y 
T ' ,  T" ) ,  c ' e s t  à d i r e  q u ' i l  y a  un s e u l  €! au dessus de T ~ ,  

a l o r s  t '  E F en t ra ine  T = # et  p(X) = (0 ,  -1).  Ou bien i 5,m 2 
j  k 1  g ul.Ctl,. . t 1 . ~ ~  = U '  . C ( T ' ,  ak '  #, C(a . T ~ ,  T T  ) a l o r s  aj. .r2 = a 

P 
k t - j  

d'où .r2 = a # e t  p(X) = ( k t - j ,  -1).  

1 'L Corollaire IV.50 si  x0 02, Z.X.; avec é ?(L u V I l  e t  lu1 > O a l o r s  

X E Vcm. 

Preuve 

~ é s u l t e  immédiatement du lemme IV.49 e t  du f a i t  que s i  X E Vcm il ne peut 

avo i r  de marque en a e t  c .  

Lemne IV.51 11 e x i s t e  une constante  hc t e l l e  que v x é Y ,  Y xi é var(X) e t  

V t c F(G, X) avec x é v a r ( t 9 ,  s i  dans tiil y a une occurrence de x. qui i 1 

n ' e s t  sous aucune occurrence de c a l o r s  1 t 1 r; hc . 
C 

Preuve 

S i  t e l  n ' é t a i t  pas l e  cas ,  il e x i s t e r a i t  X E V e t  x E var(X) t e l s  que i 
ri, -+ -+ 

Y n E N ,  on pour ra i t  t rouver t é F(G, X) avec t = u.Cvl, xi, v 2 I y  

ri, 

lu1 = O e t  1 t 1 Z n d'où X E Vc, D'après l e  c o r o l l a i r e  I V .  50 ,  X ne peut 

appara i t r e  qu'en sommet dans une dér iva t ion .  Prenons une t e l l e  dérlivation : 

* X D=> X ( t l , . .  t 3 en posant p = d(X). 
O P 

D'après l e  lemme ïV.49, on a v(ti) i (ki3 n i ) ,  

ri, + + 
Prenons t E P(G, X) avec j t j  2 n  > n e t  t = u.Cv x v 3 avec 

c i 1' i) 2 



2, 
lulc:.: 0. On o b t i e n t  

* % +  -+ 
3-> ii.Cv19 x V ~ I . [ ~ ' ~ ,  .. t '  1 = r avec pour t o u t  j  r [p l  

i ' P 
'L 'L 

r V i  r F(G, t . ) .  On a  a l o r s  r r B F ~  e t  ( u l c  = O donc u  ?({b)) d 'oa  
2 1 

crb(t t i )  c F e t  T r B @ F . Par  con t r e  Itl > n i  e t  T = C t .  t ' l , . .t '  1 
5,ni 5  ,n .  1 c P  

e n t r a i n e n t  T 1 B @ F . Cet t e  con t r ad ic t ion  montre que l ' o n  ne peut 
5 ,n: 

t rouve r  t r F(G, X) avec x .  r var(X) sous aucune occurrence de c  dans t 
1 

e t  / t 1 a rb i t r a i r emen t  grand ,  1' ex i s t ence  de h e s t  donc montrée. 
C 

O 

-b 
Lemme IV.52 11 e x i s t e  une cons t an te  H t e l l e  que s i  x -t Y.V e s t  une r è g l e  

1 
-+ -b -b 

de G avec Y E L u V ,  a l o r s  Y v '  r F(Gy v ) ,  I V '  l c  S Hl. 

Preuve 

-b 
Du c o r o l l a i r e  IV.50 on dédu i t  que v  ne c o n t i e n t  aucun élément de  Vc,. De 

3 3. 
p l u s  Iv l  < HP d 'où I v 1 l C  < Hc = Hl* 

O 

Pour te rminer  l a  preuve,  nous a l l o n s  montrer que l e s  p r o p r i é t é s  

de  G q u i  viennent d ' ê t r e  montrées sont  en c o n t r a d i c t i o n  avec l e  f a i t  que G 

p u i s s e  engendrer c e r t a i n s  a r b r e s  de RF que nous a l l o n s  d é f i n i r  maintenant.  5  

Posons pour t o u t  k  > O ,  t 
k  

l , k  
= C(a 8 ,  %, B ) ,  pour t o u t  n  > 1, 

t 
k  k  - C(a g, a #, tn-l,k ) e t  z k  = C(%, a  #, tn-l ,k).  Il e s t  c l a i r  

n,k n,k - 
que pour tou t  n  7 1, t E F e t  k  # k t  e n t r a i n e  t 

n ~ k  5  ~n  n,k ' tn,k'  
h 

Pour tous  p  2 1, n  > 1, posons t 1 r B F ~ .  
P 'n 

L ' i n t é r g t  majeur d e  t e s t  que pour t o u t e  occurrence de  C s i t u é e  sous au  
P  ,n 

moins un a u t r e  C ,  l a  marque a e t  c  permet d ' i d e n t i f i e r  l e  sous a r b r e  dans 

l e q u e l  on s e  t rouve ,  c a r  p ( r a c i n e ( t  ) )  = (k,m). 
m,k 



A * Lerne IV.53 s i  xo => t avec n  > H + h + Hl  a l o r s  p  r S U ~ ( Q ,  h )  où 
P  9n C C 

h e s t  l a  cons t an te  du lemme IV.33 e t  Q e l  p l u s  grand e n t i e r  t e l  que 2Q 5 d(V). 

S i  p  > h,  l a  d é r i v a t i o n  e s t  dans l e  c a s  2 de  l a  preuve du lemme IV.33. 

Dé ta i l l ons  c e t t e  d é r i v a t i o n  : 

Posons j l e  p l u s  p e t i t  j t e l  q u ' i l  e x i s t e  xi E var(X.)  avec 
7 

* 3 * -  
~ ( r a c i n e ( ~  . v . ) )  = ( O ,  n ) ,  X .  D = >  u .  E T(C), x .  E v a r ( ~ . )  e t  u  .v  D=> t 

i I I I 1 I j j p,n'  
3 3 

C'es t  à d i r e  que v, e s t  l e  ~ r e m i e r  v  q u i  cont ienne un pro to type  complet 
I j 

LI 

effect ivement  u t i l i s é  pour c o n s t r u i r e  t 
p,n'  

Un t e l  j e x i s t e  e t  1 < < q. En e f f e t  puisque X DE> u  E ~ ( { b ) ) ,  il 
9 

3 
e x i s t e  x  E var(X ) t e l  que xi e va r (u )  e t  p ( r ac ine (x .  .v 1) = ( O ,  n)  c a r  i 9  1 9  

-+ * *  
u.v D = >  t . D'autre  p a r t ,  puisque n  > H , pour t o u t  x .  E var(X1) on a 

9  P ,n 1 1 
3 

v ( r a c i n e ( x . . v l ) )  = (k, m) avec m < n c a r  Xo 3 X1.vl e s t  une r è g l e  d e  G e t  
1 

l e  lemme IV.52 s ' appl ique .  On peut  a l o r s  app l ique r  l e  lemme IV.51 à X. 
l 

e t  puisque n > h on en dédu i t  que 1 u* 1 < n.  
C J C  
3 3 3 

On a  a l o r s  ~ - l . v j - l  D=> X-.w-.v- 
3 1 1-1 

Ci * 3 3 * 
D=> u,.w,.v, D = >  t 

3 3 1-1 p,n '  
3 3 3 

D'après l e  lemme 52, pour t o u t  w E F(G, w ) on a  l w l  < Hl donc pour t o u t  7 C 
3. 

t E F ( G , u  . w )  o n a  ~ t ~ c 5 H 1 + h c ~ n d o n c p o u r t o u t  s o u s a r b r e ?  de  
C 

S S k ,n 
3 

t il d o i t  e x i s t e r  xl E var(X, ) t e l  que p(xQ.v, ) = (k, m) e t  corne 
P ,n 3 -1 1-1 

Proposition IV.54 B F ~  n ' e s t  pas  a lgébr ique .  



Preuve 

Le lemme IV,53 montre  que s i  n > H + h + H e t  p > sup(Q,  h ) ,  
.. C C - 1 

t 1 E ( G ) o r t  E B F ?  
P 3" P Y ~  
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Accessible 

Alphabet gradué 

Ari té  

Axiome 

Branche 

Cote en b 

Degré 

Degré i n f é r i e u r  

Degré supér ieur  

Démarquage 

~ é r i v a t i o n  
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Feu i l l e  

Feuil lage 
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Forêt 
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Magmolde p ro je tab le  



Marque 
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Poids 
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P~ 
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