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RESUME

Nous étudions les grammaires algébriques d'arbres, c'est 3 dire les
schémas de programmes non déterministes, leurs transformations et leurs

réductions.

Nous montrons qu'il est en général impossible de réduire la non
strictitude et la non complétude dans les grammaires algébriques OI
d'arbres et nous en déduisons une hiérarchie dans les foréts algébriques OI.
Par contre nous donnons des censtructions permettant de réduire la non
strictitude et la non complétude dans les grammaires algébriques IQ. Nous
étudions aussi quelques autres réductions ou transformations de grammaires
d'arbres et la non fermeture par homemorphisme linéaire inverse de la

classe des for@ts algébriques 0I.



INTRODUCTION GENERALE

Le monde scientifique reconnait dans l'arbre un modéle extrémement
important et 1'a idéalisé en un objet mathématique. L'arbre est alors le
schéma usuel des notions de classification, de décomposition ou de hiérarchie.
I1 représente la démarche qui relie le général au particulier,l'essentiel 3 la
description détaillée. Un fait remarquable est que cette structure d'arbre,
suffisamment puissante pour servir de charpente 3 des algorithmes trés
sophistiqués, soit suffisamment bien adaptée 3 nos structubes mentales pour
figurer dans des liyres élémentaires de grammaire et de mathématiques

destinés aux jeunes enfants.

Voici un exemple du genre d'arhres auxquels nous nous intéressons :

Ceci peut @tre vu comme une représentation de 1'expression Algol

"1+ si A<BetB<Calors 3« X+ 5 sinon 0",

Les noeuds de cet arbre sont étiquetés par des symboles représentant des
opérateurs ou des valeurs. Nous dirons que ce sont des symboles d'un

alphabet gradué car chacun posséde un degré qui dans l'exemple s'identifie
au nomhre d'opérandes (le degré de "+" est 2, degré de “si" est 3 et

degré de "5" est 0). Généralement les arbres ne sont pas considérés isclément
mais comme &léments d'ensembles d'arbres ou for8@ts définis souvent par une
propriété commune : for8t des arbres de dérivation dans une grammaire, for8t

des arbres AVL ...



Comme en théorie des langages, on décrira en termes finis des foréts
infinies en utilisant des systémes de génération par dérivation : les gram-
maires. Formellement la notion de grammaire d'arbresgénéralise de fagon
évidente celle de grammaire de mots et on obtient comme dans le cas des
langages de mots, une premidre classification suivant la forme des parties

gauches des régles

-~ les grammaires réguliéres dont les régles sont de la forme X + t
ol X est un symbole de degré 0 et t un arbre. Elles ont été les premiéres
étudiées [Br] [Rol] [Mar] [St] en particulier pour 1l'étude des arbres de

dérivation dans les grammaires de mots [P] [Thl.

-~ les grammaires algébriques introduites par Fischer [Fi] dont les
régles sont de la forme
X + t oll X est un symbole non terminal et t un arbre construit a l'aide
/'] \

X] XXy de symboles terminaux ou non et de paramétres de formels ou

variables de degré 0 apparaissant sous X en partie gauche.
~ Les grammaires générales qui engendrent les foréts récursivement

énumérables [AD-rJ.

Nous nous intéressons aux grammaires algébriques dont 1'intér€t n'est
plus 3 démontrer pour 1'étude des schémas de programme [E], [B023], [N], [CO3],
[A-tel, [Dal. Nous avons fait cette &tude dans un cadre formel slir et précis,
celui de la théorie des magmoides introduite par Arnold et Dauchet [ADmll]

CADm23,

Afin d'éviter d'Btre trop abstraits, nous interpréterons les grammaires
algébriques comme des schémas de programmes. Chaque symbole terminal de
degré n pourra &tre vu comme un opérateur 3 n arguments, chaque symbole non

terminal de degré n comme une procédure 3 n paramétres et la régle



£

Si

Xy X, # si
/\ !

>’///// D

Xy

\\\\\\\\“‘-~
~__

X b 4 D
12 /\ /\ /\
X, X - X - X
1 72 7\ 2 /\ 1

X, X XXl

pourra €tre vue comme une représentation de la fonction
= q 3 > -
D(Xl’ x2) si x; # X, alors si X, 7 %, alors D(xl Xy x2)
sinon D(x2 - X, xl)

sinon x,.
1

~

Dériver dans une telle grammaire revient alors & expliciter formellement
un calcul en réalisant des appels de fonctions par substitution du corps

de la fonction,

D'une part pour les mémes raisons qu'en théorie des langages et
d'autre part pour améliorer 1l'efficacité des schémas de programmes, nous
nous posons certains problémes de réduction de grammaires. Ces problémes
ont été pour la plupart étudiés et résolus dans le cas des schémas de
programmes déterministes par I, Guessarian [Gul. Nous nous intéresserons

au cas plus général des non déterministes.

Consldérons les régles qui sont de la forme X »x, cl'est a dire

/ A\

«eeX

ol la fonction X peut 8tre une simple Xq 0

projection. Ces régles non strictes sont la généralisation des régles
effacantes dans les grammaires de mots. Nous montrons au terme d'une

preuve trés technique que cette réduction est en général impossible :

il n'existe pas en général de schéma de programme équivalent & un schéma

de programme donné et oli aucune fonction ne puisse se résumer a la projection

d'un de ses paramétres,



Une autre régle peu efficace est une régle non compléte X »t

/ \

1" .Xn

ol l'un des paramétres, Xs5 n'apparait pas dans t. X
On peut encore exprimer cela en disant que la fonction X n'utilise pas
toujours tous ses paramétres. Nous montrons que la non complétude n'est pas
toujours réductible et qu'il existe des for@ts algébriques pour lesquelles

il existe une grammaire stricte et une grammaire compléte mais pas de

grammaire 3 la fois compléte et stricte.

I1 est facile de yoir qu'une régle non stricte est aussi non compléte
si le non terminal en partie gauche est de degré supérieur 3 1. Par contre
une régle non stricte s'appliquant a un symbole d'arité 1 est compléte,
cette non strictitude monadique qui est en quelque sorte la non strictitude
pure est réductible et nous donnons une construction qui permet de la réduire.
Il en ressort aussi que toute forét engendrée par une grammaire compléte
peut 8tre engendrée par une grammaire stricte (mais cette nouvelle

grammaire n'est plus compldte en général).

Nous étudions aussi les grammaires linéaires (sans duplication), dans
lesquelles toute fonction utilise chaque paramétre au plus une fois et nous
montrons que la non complétude et la non strictitude sont réductibles dans
cette classe de grammaires. Alors en notant Reg, Lin, CS, C, S, Alg les
clasges de for8ts algéhriques engendrées par les grammaires respectivement
régulieres, linéaires, d régles cemplétes et strictes, 3 régles complétes,

d reégles strictes, algéhriques quelconques, nous obtenons la hiérarchie

Reg 5 Lin 3 cs § C § S g Alg.,

Etant donnée une grammaire G on l'habitude de distinguer deux modes
de dépriyation particuliers, D'une part les dérivations ascendantes ou IO

pour "Innermost-Qutermost" indiquant que dans un arbre écrit en notation



fonctionnelle parenthésée, on commence par dériver ce qui est & 1'intérieur
des parenthéses avant de dériver 1l'extérieur, ce qui correspond a la notion
d'appel par valeur, les paramétres étant évalués d'abord. On note F*O(G)

4.

la forét engendrée en IO par G. A l'inverse on définit les dérivations

descendantes ou encore OI correspondant a l'appel par nom et on note F I(G)

0
la for8t engendrée en Ol par G, Il est bien connu que, en notant F(G) la
for8t engendrée par G sans contraintes sur les dérivations, on a

PIO(G) c FOI(G) = F(G). Ainsi pour la grammaire G dont les régles sont
P+ Q(N(Q))

Qlxy) > wlxqs xy)

N(xy) > s(N(x;)) ou N(x)) + 0

on a FIO(G) = { /*\ avec n € N} c FIO(G) = F(G) = { /*\ avec n, p € N}.

o]
=]

O ceeth —Q
O ceel) —10
O st —®
O—W et —®»

Nous montrons comment pour toute grammaire G, on peut construire une grammaire

d la fois compléte et stricte G' telle que FIO(G) = Fy (c").

0
La différence des résultats obtenus en IO et en OI peut surprendre,
aussi allons nous essayer d'expliquer les raisons de 1'irréductibilité en OI.
Les raisons de la réductibilité en IO seront alors assez claires, Dans une
grammaire non compléte, non stricte et non deterministe, on peut trouver un
non terminal X d deux arguments (ou plus) auquel s'appliquent deux régles

X(x» %)) » x

1 et X(xg, %)) > x

o+ On peut dire que X est une fonction de choix
non déterministe. A l'aide d'une telle fonction il est aisé de constituer
par dériyations un arhre portant comme sous arbres tous les arbres d'un

ensemble fini mals non borné. Appelons prototype un tel arbre,



Par exemple, en partant de Y , les régles

/\
0 0
Y > Y et Y + Z peuvent conduire par
/N /\ / \
b4 X X s X x *
1 2 1
AN 2
Xq 'T X, X, X%,
2

et ce prototype peut 3 son tour se dériver en 1l'un quelconque des arbres
P p q q

de la forme * avec p < n.

Si de plus ce prototype qui est surmonté du non terminal Z peut &tre dupliqué

un nombre arbitrairement grand de fois, donc plus de n fois, par des régles

du type Z - Z et 2 - b , toute la puissance de choix mise dans
I | | /\
X b X X X
1 1
1 /\ 1
*1 %1

le prototype pourra &tre effectivement utilisée. Réduire la non complétude

et la non strictitude revient & réaliser ce choix non borné avant les



duplications, nous montrons que c'est impossible dans le cas des
dérivations OI. Par contre dans le cas des dérivations IO le prototype
est nécessairement entiérement dérivé avant toute duplication, il n'y
a alors plus de choix ultérieur ce qui explique que la non complétude

et la non strictitude soient réductibles dans ce cas.

La preuve de la non réductibilité de la non strictitude et de la
nen complétude s'appuie sur la preuve de la necessité de construire
de tels prototypes d choix nen borné pour obtenir certaines for8ts
algébriques qui nous servent de contre exemples, A cette fin nous
ayons étudié les forB8ts balancées engendrées depuis le non terminal 2
par les régles citées plus haut, Nous avons alors montré un lemme qui
pour la largeur de ces arbres balancés est un peu ce que le lemme de
1'étoile est 4 la longueur des mots, Ce lemme nous améne 3 définir pour
certains noeuds autres que le sommet dans les arbres obtenus au cours des
dérivaticns, des attributs que nous nommons cotes ou poids et qui sont
invariants par dérivation, Cette démarche nous permet de montrer que
1'image par homomorphisme linéaire inverse de la classe CS n'est pas
Incluge dans Alg, ce qui améliore un peu le résultat de Arnold et

Dauchet [AD, ¢-.-13’;

Afin de ne pas Btre g@nés par diverses cenfingences cemme les
non terminaux inutiles ou les paramétres inutiles, nous avons complété
certajnes réductions &lémentaires qui avaient déjd été étudiées par
divers auteurs, Nous définissons ainsi et &tudions la OI ~réduction
qui est 3 peu prés la réduction forte de Boudol [Bo] étudiée aussi
partiellement dans [Co 3] et [AD~d], Nous étudions la réduction de la
non complétude et de la nen strictitude dans les dérivations initiales
définiés par Arnold et Dauchet [AD, d]. Enfin nous définissons la

I0-préduction qui est une propriété plus forte que la OIwréduction,



Le chapitre I est consacré 3 introduire le cadre formel utilisé qui
est celui de la théorie des Magmoldes, et 3 donner quelques définitions et

résultats de base sur les grammaires algébriques d'arbres.

Le chapitre II définit les OI et IO réductions et traite de la

OI-réduction.

Le chapitre III traite des réductions conservant les for&@ts engendrées

par dérivation IO,

Le chapitre IV expose d'abord la réduction de la non strictitude
monadique et la réduction de la non strictitude et de la non complétude
dans les déprivations initiales., Ensuite est faite 1l'étude des forEts
balancées et les applications aux contre-exemples qui nous permettent
d'obtenir nos résultats de non réduction et de non fermeture par homo-

morphisme linéaire inverse,
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Préliminaire informel

Dans la suite de ce travail il sera question d'arbres, de foréts et
de grammaires algébriques définis formellement et certaines propriétés de ces
objets formels seront montrées. L'étude de ces objets formels est si intéres-
sante en elle-méme qu'elle pourrait parfois nous faire oublier qu'ils
n'ont pas €té définis 3 seule fin de les étudier mais bien au contraire parce
qu'ils s'averent Etre des modéles théoriques adéquats pour bon nombre de
problémes pratiques, Il serait parfaitement inutile de rappeler longuement
tous les usages qui sont faits des arbres (organisation hiérarchisée, arbres
de recherche ou de tri, arbres de dérivation, .,. ). On s'intéresse généralement
d des ensembles d'arbres ou for8ts (ensemble des arbres AVL, ensemble des
arbres de dérivation d'un langage algébrique donné, ,.. ) et un moyen classique
de définir un ensemble est d'en donner un systéme fini de générateurs, c'est

ce rBle que jouent les grammaires d'arbres.

Un exemple d'arbre tout a fait classique est celui que l'on associe
& une expression de calcul, par exemple d 1'expression (a+b) * ¢ = d / e on

a l'habitude d'associer l'arbre

/ N\
* /
/ \ / \
+ c d
/ N\
a b

e

dont les feuilles sont les paramétres de 1'expression et les autres noeuds

les opérateurs. On identifie couramment cet arbre 3 l'expression préfixée

du calcul : -(*(+(a, b), ¢), / (d, e)), interprétée comme 1l'ordre ; soustraire
du produit de la somme de a et de b par ¢ le quotient de d par e, Ceci se
généralise aisément 3 des fonctions quelconques et les programmes déterministes
classiques ont alors pour modéle la classe particulilre des grammaires déter~

ministes,
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Si actuellement les calculateurs obéissent essentiellement 3 des
programmes déterministes, 1'étude des problémes conduit bien souvent & des
solutions non déterministes qui seront rendues déterministes par des choix
plus ou moins arbitraires afin de les rendre exploitables sur les calculateurs

actuels.

Pour fixer les idées faisons 1'étude non déterministe du probléme du
tri par partitionnement d'un ensemble d'objets E, le résultat de ce tri
étant une liste de ces éléments ordonnés suivant un critére qui pourra &tre

testé entre deux éléments d l'aide des opérateurs habituels : <, 5, 2, >,

On notera @ l'ensemble vide et A la liste vide et on disposera des

opérateurs :
C : Concaténation de deux listes.
+ : Ajout d'un élément 3 un ensemble,

~ = Retrait d'un élément d'un ensemble,
YV : V(E) vrai ssi E est vide

U : U(E) vrai ssi E contient un seul élépment,

-d

Un opérateur de choix déterministe dans un ensemble, c'est a dire que

?2(E) choisit toujours le m@me élément dans E # @,

La fonction TRI(E) deyra donc donner comme résultat la liste triée
composée des mémes éléments que E. Il est clair que si E est vide le résultat
doit B8tre A et si E contient un seul élément la liste contiendra ce seul
élément et on l'identifiera d cet élément que l'on pourra extraire par le
choix déterministe ?(E). Si E contient plusieurs €léments on pourra
seulement essayer de partitionner E en deux parties E, et E, telles qu'aucun

1 2

élément de E, ne soit supérieur d un élément de E,. On aura alors
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TRI(E) = C(TRI(El), TRI(EQ)) et le tri pourra etre effectif si 3 tout moment

on peut trouver un partitionnement effectif (en deux parties non vides).

Le partitionnement consistera a retirer un 3 un les éléments de E
en utilisant un tirage ? et 3 les mettre dans El ou E2 selon un critére qui
pourra étre la comparaison a une valeur de référence qui devra &tre fixe d'un
bout a l'autre du partionnement. IL est bien clair que 1l'efficacité maximum
sera atteinte si la valeur partage E en deux sous-ensembles égaux. Cette

valeur dépend donc de E, on la désignera par K(E), ce pourra étre une valeur

centrale ou au pis aller celle d'un élément quelconque de E.

La fonction de partitionnement opérera alors sur les trois sous-
ensembles E’l, E', E'2 dont la réunion est E et ol E' et B'2 représentent
1
E, et E, en cours de construction, le critére de comparaison apparaissant

en quatriéme paramétre., Le résultat de PARTITION (E'l, E', E K(E)) ou

]
29
aucun élément de E'l n'est supérieur 3 un élément de E'2 et ol la réunion

de E'l, E' et E'2 est E, doit 8tre la liste triée TRI(E).
On peut alors écrire le programme non déterministe :
TRI(E) = Si V(E) alors A
ou Si U(E) alors 7(E)
ou Si non V(E) alors PARTITION (@, E, @, K(E)).
PARTITION (inf, reste, sup, critére) =
Si V(reste) alors C(TRI(inf), TRI(sup))
ou Si non V(reste)alors

REDUIRE(inf, reste, sup, critére, ?(reste)).
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REDUIRE (inf, reste, sup, critére, élém) =
Si é1ém < critére alors
PARTITION(inf + élem, reste - élem, sup, critére)
ou Si élem 2 critére alors

PARTITION (inf, reste - élem, sup + élem, critére),

Une expression peut 8tre une solution associée 3@ TRI(E) dans ce
systéme d'équations, par exemple : e = si U(E) alors ?(E)
ou encore
e, = i non V(E) alors

Si non V(E) alors

Ssi ?(E) < K(E) alors
Ssi V(E - 7(E)) alors
C(si U(@ + ?2(E)) alors ?(@ + ?2(E)),

Si V(@) alors A).

Une telle expression appliquée & un ensemble E ou bien donnera la
liste triée ou bien échouera, étant entendu que toute expression conditionnelle
"si test alors expression" échoue quand le test est faux. Avec cette inter-
prétation les deux expressions précédentes trient des ensembles de 1 élément,
pour tout ensemble E le systéme a des solutions qui trient E et toute solution

appliquée 3 E qui n'échoue pas donne comme résultat la liste triée,

On pourra parvenir 3 une forme plus habituelle du programme si on sait
le rendre déterministe, Cela pourra se faite pour TRI et PARTITION en utilisant

le traditionnel opérateur si-alors-sinon :
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TRI(E) = Si V(E) alors A
Sinon si U(E) alors ?(E)
sinon PARTITION (@, E, 8, K(E)).
PARTITION (inf, reste, sup, critére) =
Si V (reste) alors C(TRI(inf), TRI(sup))

Sinon REDUIRE (inf, reste, sup, critére, ?(reste)).

Par contre REDUIRE ne peut &tre rendu aussi facilement déterministe,
ainsi si 1'on écrivait
REDUIRE (inf, reste, sup, critére, élem) =
Si élem s critére alors
PARTITION (inf + élem, reste - élem, sup, critére)

Sinon PARTITION (inf, reste ~ élem, sup + élem, critére)

Le programme ainsi défini serait incapable de trier un ensemble

contenant plusieurs éléments égaux du point de vue de la relation d'ordre.

Une solution assurant 1l'effectiyité de la partition pourrait &tre :
REDUIRE (inf, reste, sup, critére, élem) =
'Si élem < critdre alors
PARTITION (inf + élem, reste ~ élem, sup, critére)
Sinon si élem > critére alors
PARTITION (inf, reste « élem, sup + élem, critére)
sinon si V(inf) alors
PARTITION (inf + élem, reste -~ &lem, sup, critére)

sinon PARTITION (inf, reste - élem, sup + élem, critére).

D'autres solutions plus élégantes et efficaces, s'appuyant sur des

propriétés de la représentation de E pourront 8tre trouvées dans [Wi, kn]
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Ce genre d'analyse des problémes est abondamment décrit dans [Do] et [Rul.

De méme qu'il est commode de représenter une expression par un arbre,

ainsi t. et t, représentent e, et e,

15" "2 1
t., = Si t. = Si
oo 2N
U ? non Si
Lol Ve D
non 1
| | /N
E \'4 < S1i
| / \ /
E ? K V
Pl ‘
/—\ //// \\\\
E 2 si si
| 7\ / \
E U 7 vV A
I T
+ + @
/N /7 \
6?2 @2
|
E E

On associera au systéme d'équations un systéme de génération de tous les
arbres représentant ses solutions :

en posant les régles de réécriture

T -+ si ou si ou si

| / \ / \ /\

Xy v A U ? non P

| | AR
Xy X, x,L \|I ¢x1¢ 1|<
Xy Xy
P -+ si ou si

7 \\\ / A\ /

X4 x2 Xq xu C non R
A l //L\\
sz 'f T X) Xy X3 Xy '|"

X X X



-+ , si ou

x//l\\x S/ \P 2/ \
R x/ +/\—\\x x/\x // t:\\ X
5 xv, /\ 3 %y s Xy /l /\> 4
175 %2 %5 Ry X5 X3 ¥y
A>T
E

On obtiendra chaque représentation d'une solution en partant de
l'axiome A et en appliquant’les régles de réécriture aux non terminaux
A, T, P et R comme on remplace en Algol 80 chaque appel de procédure par une

)

copie du corps dans lequel les paramétres formels (notés ici Xys Xps Xg oo
sont remplacés par les paramétres effectifs. Un exemple d'une telle suite

de transformations ou dérivations est :

@ => => => Si
/

E no Cl? non Si

AN | AN

LY A

E E E \ll /E/\ﬁ\lr 'l>

E E E
= Si = Si

nc|>n /Sl\ nc|5n Sl\
\‘l non Si \Il no/ Si
E E
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S |
LT
L

Dans ces régles de réécriture, on ne trouve jamais deux symboles non
terminaux situés l'un au dessous d'un autre, c'est 3 dire apparaissant dans
un paramétre d'un autre. Cette propriété remarquable fait que 1l'ordre dans
lequel les régles sont appliquées est sans influence sur le résultat d'une
dérivation. Le remplacement d'un non terminal par un arbre terminal dérivé
de 1lui,fixe le calcul qui sera fait et donc le résultat. En ce sens ce
remplacement peut &tre identifié au calcul qui eh résultera et de mEme qu'en
Algol 60 la question se pose de savoir si un paramétre est évalué avant
1'appel d'une fonction (appel par valeur) ou chaque fois que 1'évaluation de
la fonction fera usage de ce paramétre (appel par nom), de méme au cours des
dérivations dans un systéme quelconque, la question se posera de savoir si
les remplacements des paramétres devront &tre faits avant celui de la fonction
c'est a dire de bas en haut (dérivations ascendantes ou I0) ou si le rempla-
cement de la fonction doit &tre fait avant l'évaluation des paramétres, c'est
3 dire de haut en bas (dérivations descendantes ou 0I). Il est alors clair
que l'étude des propriétés de ces deux types de dérivations apportera des

informations sur les propriétés de l'appel par nom et de l'appel par valeur.
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Examinons 1'exemple simple suivant :
R = C(H)
C(x) = x *» x
H=0oulou?2ou3d.
On pourra interpréter H comme une fonction aléatoire choisissant un entier
dans un intervalle donné et * comme la multiplication. Il est clair que si
le paramétre de C est appelé par valeur, C est la fonction carrée, s'il est
appelé par nom C fait seulement le produit de deux évaluations du paramétre.
En mettant le systéme d'équations sous forme de systéme de réécriture :
c C > x
AN

on obtient, si on commence par réécrire les symboles du bas,

et H»> 0 oulou?2 ou 3

R=>C=>{CouCouCouct=>{ * ou * ou * ou =* }

| | | | /\ / \ / \ / \
H 0 1 2 3 Q 0 1 1 2 2 3 3

c'est 3 dire le m@me résultat que par l'appel par valeur.
Si on commence par réécrire les symboles du haut

R=>C=> x =>{ * ou * ou...ou * ou * OU...Ou * '}

/' \ /\ /\ /\ /' \ /A
H H H 0o 0 o0 1 0o 3 1 0 3 3

c'est d dire le méme résultat que par l'appel par nom.

La définition de PARTITION est peu efficace en ce sens que tous ses

paramétres ne sont pas toujours utilisés. Ainsi on a

z

P + . Si ol x, n'est pas utilisé.
n
P \\ V/ \C
n
17273 | / A\
X T

X

2

o — 3

1 3

On dira que cette régle est incompléte et nous &tudirons sous quelles

conditions de telle régles peuvent etre évitées. Il en sera de méme pour les
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fonctions de projection du type Z(xl, Xy x3) > Xy correspondant & das
régles dites non strictes ou effagantes par analogie avec la théorie de:

langages.
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A - LE CADRE FORMEL

1) DEFINITIONS PRELIMINAIRES

On appelle alphabet gradué un ensemble de symboles 3 chacun desquels
est associé un entier naturel appelé son degré ou son arité. on notera ¢ la
fonction qui associe son degré 3 un symbole. De cette fagon, dans un arkre
représentant une expression, on identifiera souvent les symboles aux opérateur:
et constantes ; le degré de chaque symbole indiquant le nombre d'opérandes sur
lesquels travaille 1l'opérateur. Un probléme peut se poser, par exemple dans
1l'expression e = ~(A+(B-C)) représentée par - les deux utilisations

+

/\
/*\

B ¢C

A

monadique et dyadique du signe moins obligeraient 3 lui octroyer deux degrés.
On pourra toujours contourner ce probléme ent utilisant deux symboles distincis
ou en disant que les symboles de 1l'expression sont des étiquettes et que
les symboles de l'alphabet gradué sont des couples <étiquette, degré>.
Ainsi 3 1l'expression e on fera correspondre l'arbre

<y 1>

|

<+, 2>

/ \
<A, 0> <w, 2>
/ \

<B, O» <c, o>
La plupart des alphabets gradués considérés sont finis, Un exemple

simple d'un tel alphabet est

L = {#, a, a, b, B} avec d(#) = Q, d(a) = d(a) = 1, d(b) = 2 et d(B) = u,

I1 sera alors commode de noter I, = {X e T | d(x) = i} pour tout i entier.
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Ceci nous permettra d'introduire tout alphabet I en énumérant les parties

Zi de I non vides : Xo = {#}, Zl = {a, a}, 22 = {b}, Zu = {B}.

L'ensemble des arbres sur I noté T, est le plus petit ensemble contenant Z_

z
et défini par :

}.

t €T

= {olty, voey t) | 0eZ et ty, ..yt 5

Ty

On appelle For8t toute partie de Ty

Ainsi étant donné 1'alphabet Q défini par Q_ = {a, B, C, D, E} et

92 = {+, -, *, ¥} ol A, B, C, D et E sont 5 constantes entiéres et +, ~, *, *+
les opérateurs entiers usuels, T, sera 1l'ensemble des expressions préfixées
utilisant ces éléments, Par exemple A, +(A, -(B, C)), *(A, +(A, B) sont des
arbres de TQ. On pourra définir une forét de TQ distincte de TQ par une
propriété vraie sur une partie de T, seulement, Par exemple la forét

F={te To, | tout symbole de Q est utilisé une fois et une seule dans t}.
Alors T = +(A, *(+(D, E), =-(B, C))) € F. Une autre forét Fx abondamment
étudiée est définie par F, = {t € F | 1e résultat de t est x}, en appelant
résultat de t la valeur arithmétique calculée,

Un exemple d'arbre de TZ est t = b(B(a(#),#,a(#),b(#,#)),b(b(#,#),a(#)).

I1 sera souvent commode de dessiner les arbres afin d'en rendre la
structure plus visible. On procédera alors d'une maniére conforme 3 la
coutume occidentale qui est de lire et écrire de gauche a droite et de bas
en haut. Ainsi tout arbre de la forme G(tl, cees tn), o étant un symbole
d'arité n, sera dessiné en écrivant le symbole ¢ et sous ce symbole, les

dessins de t., ..., tn dans 1l'ordre de gauche & droite, reliés 3 0 par des

1’

segments, étant entendu que tout arbre réduit 3 un symbole d'arité 0 a pour

dessin ce symbole. Ainsi t se dessine ;
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a # a b b a
| | 7\ /N
# ¢t ¥ # # # #
I1 est clair que les arbres
= = = # - 3 =
tl ¢|a t2 /b\ t3 tu a ts T
# # # # #

entrent dans la composition de t ainsi que 1'"arbre incomplet"

b
3/ \b
"/ \~ / \

b
7/ \
# #

Malheureusement il existe beaucoup de possibilités pour accrocher les arbres

tl, t2, t3, tu et ts d ce morceau d'arbre et 1'on a peu de chances de

reconstituer t en procédant au hasard. Un moyen commode d'indiquer comment

chaque arbre du vecteur [tl, t t5] doit @tre accroché est d'indicer

2> T3r Ty
les branches pendantes de l'arbre incomplet par des symboles spéciaux gqu'on

appelle variables, auxquelles on accorde l'arité 0 et qu'on note généralement

Xq1s x2, cees xn. On remplacera alors avantageusement l'arbre incomplet

P
g \b

7/ \\ / \
X, X, X, X b X
17374 72 N\

# ¢

précédent par t' =

5

11 est d'usage courant pour tout n € N de noter [nl = {1, 2, ..., n}. On

0 s X5 oees } 1'ensemble de toutes les variables
ZUXS'

A l'aide de tout arbre T de TZUX et de tout vecteur [Tl, cees Tn] de
n

notera aussi X = {xl, x

et X = {xi | 1 € [n]}. Avec ces notations t' e T
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n arbres de Ty on définit un arbre de Ty par 1l'opération de greffe [Boj

comme suit : T.[Tl, cees Tn] est l'arbre obtenu en substituant dans T &
toute occurrence de variable X; 5 i e [nl], 1'arbre T Ainsi

t t ] = t.

t'.[tl, t 3 tq’ 5

2’
I1 est 3 remarquer qu'un cas particulier d'arbre incomplet est un
symbole d'arité non nulle, ainsi & 0 d'arité n on associera l'arbre

c(xl, X,y +++5 X ) que l'on notera le plus souvent 0. Nous avons déja utilisé
n

2)
la notion de vecteur d'arbres, ceux de l'exemple ne comportaient pas de

variables, mais il est évident que si l'on veut construire un arbre complexe

par greffes successives on devra considérer des vecteurs d'arbres de T

Lux’
T = ' = # # .
Par exemple en posant t 1 B(Xl’ X5 Xy x2) et t 5 b(b(#,#), XS) et
t" = b(xl, x2) on pourra écrire t' = t".Et'l, t'2] il apparait alors que

cette greffe est associative et qu'on pourra écrire :

t t_ ]

___nrv 1
t =t ith), t 2].[t1, t 3 Ty te

29

On notera qu'ici t', = B(Xl’ Xqys X.» x2) ne s'identifie pas 3 8,

1
il est le résultat de la greffe sur B du vecteur [xl, Xqs X5 x2] dont le
seul but est de renuméroter les branches pendantes de B, En fait ce vecteur
définit simplement une application d'une partie de N dans une partie de M.

Ces vecteurs particuliers jouent un rB8le trés important c'est pourquoi

Arnold et Dauchet ont décidé de leur donner un nom spécial, celui de torsion.

On a coutume d'utiliser un vocabulaire qui s'appuie sur cette maniére
de dessiner les arbres., Ainsi appelle-~t-on racine de tout arbre T = a(Tl,.. Tn),
le symbole o situé en son sommet et feuille tout symbole d'arité 0, c'est a
dire n'ayant aucun symbole au dessous de lui, dans un arbre. On appellera
feuillage d'un arbre T le mot formé en mettant bout 3 bout toutes les feuilles

de 1
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I
9]
oy
~

1

= %;, feuillage (t) = Xs

!
[}
e
-

(1]

# avec d(#) = 0, feuillage (t) = #

-siT-= o(tl, t caes tn) alors

29
feuillage (t) = feuillage (tl) feuillage (t2) ... feuillage (tn).

On a souvent a préciser l'ensemble des variables présentes dans un arbre T
et on note

var(t) = {xi eX| du, ve (Zo u X% tels que u x; v = feuillage(T)}.

. 3 1)y = s 'y =
Exemples : racine (t') = b, feuillage (t') Xy Xg Xy X, ¥ # X, et

1 - -
var(t') = {Xl’ Xys Xgs X5 XS} = XS'

racine (t'2) = b, feuillage (t'2) = # # x; et var(t'2) = {XS}'

Si nous reprenons l'arbre incomplet

b la numérotation des branches pendantes gui parait
B’////’ \\\\\b la plus naturelle est certainement celle de
1\ / \
b
/ \

t' = b
# 4 B//// \\\\b
ya '\, / \

X, X0 X, X b X
172 7374 5
/ \

¢ #
Un tel arbre dans lequel les variables sont numérotées a partir de un et de
un en un de gauche 3 droite est dit initial. Il est clair que tout arbre peut

se décomposer de fagon unique en un arbre initial et une torsion [Arnold -

~
Dauchet], ainsi t' = t'.[xl, Xas X5 X x5].
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2) LES NOTATIONS DES MAGMOTDES

Les notations utilisées jusque 13 s'avéreraient vite insuffisantes
. - 2 . . . . []
pour indiquer avec précision des manipulations d'arbres un peu complexes,
c'est pourquoi nous allons introduire les notations des magmoldes de Arnold

et Dauchet, que nous utiliserons par la suite.

Etant donnés un alphabet gradué I et 1l'ensemble X des variables,

nous noterons T(Z)g la fibre ou ensemble de vecteurs {<q ; tis eees tp> ]

t €T }. Toutefois quand il ne sera pas nécessaire de préciser

., t
12t TuX
P q

q, le vecteur v = <Q 3 t,s eeey tp> € T(E)g, de degré supérieur p et de

.l,
degré inférieur q sera simplement noté Ctl, cees tp]. Le degré supérieur

+ 7z . . 3 .
de v est le nombre de ses composantes et le degré inférieur indique

1'ensemble des variables que l'on peut rencontrer dans chaque composante.

Nous noterons T(Z)n =y T(Z)n, d'ou T(I)= v T():)n et en identifiant le
pelN P nelN 1 3
vecteur <q ; t> a l'arbre t de TZUX les notations T(Z)q et T(Z)O seront
q

utilisées de préférence a Trox €t Tyo étant entendu que XO est 1l'ensemble

vide.

Une partie importante de T(E) est 1l'ensemble O des torsions défini

par ses intersections avec toute partie T(Z); de T(IZ) par

ll n

Toute torsion 8 = <p 3 Ay oy ey Xy > de Og s'identifie & 1l'application
1 n
6 de [n] dans [p] définie pour tout k e€ [n] par 6(k) = 1

e; = 0 n T(Z); ={ep 5%y 5 ey x> [ ¥ e[l i, e [p1}.

K

On définit alors la greffe d'un vecteur v = P s otys eees t > e T(Z);

1 P -+ . . .
sur un arbre T de T(Z)n, notée t.v, comme l'opération définie récursivement par :

- 81 t = x, alors t.; = t,
i i
- sitz=#avec # ¢ Zo alors t.$ = #
. _ 1
sit= O(Tl,... Tq) avec O € Zq et T s Tq € T(Z)n
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> > >
alors t.v = U(Tl.v, ee Tq.v).

Cette définition est compatible avec celle vue précédemment. On notera que
t = # n'est pas incompatible avec t e T(Z)i, n > 0, c'est 3 dire que pour

1. P s .
que t € T(Z)n il n'est pas nécessaire que toutes les variables x

ves X
l’ b n

se trouvent dans t, par contre cela implique qu'aucune variable x, avec i>n
ne se trouve dans t, On a donc pour tous p, q, q' ¢ N avec q < q',
T(E)g c T(Z)g, par contre tout vecteur de T(Z)g doit avoir effectivement p

composantes.

On généralise alors facilement la greffe en un produit de composition

-
entre deux vecteurs u = <n ; T

Qor 2\ vy N a4
.’.>
1 Tq € T(Z)n et v ¢ T(X)P, c'est 3 dire

que le degré inférieur du premier est égal au degré supérieur du second, en

” ..
ecrivant :

> &>
u.v = <p 3 T

-+ - q
1°Vs ees Tq.v> € T(Z)p

Le produit de composition est associatif ainsi que la greffe [Bol, [Th],

CAD m1].
Exemple:§=<u; b B >eT(Z)§
/N TN\
Xl X2 Xl Xl T T
Xl+ X2
> - L
v=<3;a,a, b , £ ¢ T(Z)3
I / \
Xl X2 xl xl
w=<5;#, a, b >€T(Z)§
| / \
X X X
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4.v=<3; b , 8 >eT(Z)§
AN
a a a a4 a a
. lll
xl X2 xlxl al.
%
v.w = <5 s;a,a, b ,# ¢ T(Z): et
| ] /\
# a # #
|
Xg
@HE=LEWM =<3 b , B >eTD
ANEY/7A\N
a a aaaa
I R I R |
# a # # # a
I |
XS al
*g

Il est clair que pour tout vecteur Ve T(Z)g, la composition avec
une torsion 8 de T(Z)g consiste 3 renuméroter les variables de 3, en rem-
plagant toute occurrence de X i e p par Xg(i)? et d changer l'ensemble
de variables sur lequel il est défini : V.0 € T(Z):. Un cas particulier de

>

torsion est 8 = <p j X,y ... xp> € T(E)g pour laquelle on aura V.0 = v,

l’
¥V oe T(Z)P. Une telle torsion est la restriction & [p] de la fonction

identité sur N et joue le rBle d'élément neutre pour la composition. Il est
clair que si 0' € O; et 8" € Oﬁ les deux applications 8' de [nl] dans [p] et

8" de [p] dans [q] se composent au sens des applications et qu'd la fonction

B" o B' correspond le vecteur 6 = 8'.8" qui est une torsion 6 € @2.

In
s B' = <3 >
Exemple : 6 3 X Xps Xp» x> € 63
N 3
8" = <4 3 Xys Xgs X)\> € Gu
y
= 9'.0" = <3 >
0 6'.0 33 K> Xy Xyy X > € @u
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et on a u.0' = <3 ; b , B > € T(E)g
/\ (AN
X, X, X)X, T T
X3 %o
9".-‘; = <8 T , :-l,l , #> € T(Z)g
*1 %2
et U.v = 3.6'.6".3 = 1.6.V bien qu'aucune des torsions 6, 8', 6" ne soient

des applications identiques.

On généralise facilement la notion de feuillage & un vecteur en posant
feuillage (<p ; tys oees tn>) = feuillage (tl) ... feuillage (tn) et
>
var(<p ; Ty eees tn>) = v var(ti). On dira alors qu'un vecteur v est
ieln]

initial dans T(Z); si les variables de son feuillage sont ordonnées et

~ . N . *
var(v) = Xp, c'est d dire s'il existe Wos W cees wp € Zo tels que

1’

feuillage (V)= w_x, W, X, W. ... x_ w_. On notera alors ¥(z)® 1'ensemble
o X1 "1 %2 ¥y P 'p
des vecteurs initiaux dans T(Z); et %(E) leur réunion. Dans la suite la

tilde sera utilisée pour marquer les arbres ou vecteurs initiaux.

I1 est clair que les seules torsions initiales sont les torsions identiques

et que le produit de deux vecteurs initiaux est un vecteur initial.

Quand on greffe sur un arbre indexé& d‘'autres arbres indexés, c'est
d dire avec variables, il est nécessaire d'examiner avec soin 1'origine des
variables rencontrées dans chaque arbre. L'exemple suivant illustrera cette

remarque. Posons

: ﬁ///b\\\b | . b////b\\\\b

/\ /\ /' \ /' \
#

t

4 —
de—
~
~
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On peut alors écrire t = t'.[tl, t2, t3, tu].
Ensuite, en posant t‘l = b s t'2 = b , t" = b s
/ \ / \ / \
S Xy X, Xy X,
5> -
- = [# "= gt U I = ", [¢" " 7.
vy fa , a], v, [#, b Jonat 1t 17V t,ev,, Tt [t 1ot 2]
[ /\
# # # #

Les variables dans t'l et t'2 ayant une méme origine (variables de t'), cela

a un sens de définir le vecteur Et'l, t'2] et pour la méme raison le vecteur

[3 . v l]=la,a, # b 1= v. On peut alors écrire t' = t".[t'_, t',]
e /\ o2
# # # #

>
etonat=t'.v.

Par contre si 1'on découpe d'abord t en

T = b ,1,= b ,1t,= b de sorte que t = 1.[T,, T,]
1 2

_ / \

a # b

| / \

# # #

et si 1l'on continue en découpant T, en

a a
VAN 1 2
# #

T, en T', = b , ", =#, 1 = b de fagon 3 avoir
/' \ /\
X # #

="' .
T Tl[’[‘

1 T"2] ettt =1'..[T", T"u], les variables dans T', et T', ont

1’ 2 2 3 1 2

des origines différentes. Si 1'on veut greffer T', et T',. dans T, il y aura
g g 1 0 y

des conflits entre leurs variables, ainsi

"o L " " " n -
1.[T o T 2].[1 12 T T'gs T 4] = b £ t.



Pour pouvoir juxtaposer ET"l, T"2] et [T"S, 1"4] d'une part et T'l et 1'2
d'une part, il faut rendre distinctes leurs variables indépendantes, par
exemple en translatant les indices des variables dans T'2 du nombre de

variables sur lesquelles est défini T'l.
Cette opération porte, dans le cadre des magmoldes, le nom de

produit tensoriel et est définie comme suit :

2z -+ n'
Etant donnés deux vecteurs u = <p' ; t'l, vees t'n,> € T(X)p, et

- n" . . > >
v = <p" ; t"l, cees t“n"> € T(E)P", le produit tensoriel de u et v est
> > - 1 " . ! ! 1" "
uBvs=«<p'+p";t PERERED t ot t 1.6,..., t n,,.e> avec
"
= <p! n oo > .
8 P +DP" xp'+l’ ’ xp'+p" € D' +p"

n'+n"

>+
On a alors u ® v € T(X)p,+P".

Ce produit tensoriel est associatif et toujours

défini sur T(I).

En reprenant l'exemple précédent on a

t = t.lt', 8 1 1.[T"

1 2 12 T

" 1" 1 1 -
s T T u] avec [T 1 BT 2] = b y b 1.

3 /\ /\

2

Le produit tensoriel de deux torsions est une torsion et le produit tensoriel

de deux vecteurs initiaux est un vecteur initial.

L'élément neutre est le vecteur <0;> € T(Z)Z.

Proposition 1 : Etant donnés les vecteurs u, u', v, v' de T(Z), si les

produits de compositions u.u' et v.v' sont définis alors (u 8 v).(u' 8 v')

est défini et égal & (u.u') 8 (v.v'). [AD mll.

Par convention de priorité on &crit u.u' 8 v.v' pour (u.u') 8 (v.v').
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Pour illustrer cette proposition reprenons 1'exemple précédent :

[ s 1} " ' 1" " A€3in3
TRt 2] et T 2.[1 g0 T u] sont définis et

1 " " ) 11 " - -
T l.[r 12 T 2] 81 2.[T 30 T L+] T, 8 7,. De plus 7, 8 T, [Tl, 12] car
T, et T, sont dépourvus de variables.
On a donc d'aprés la proposition 1

\J Gt 1" 1 1" 1" = 1 1 " 1" " "
LAPRI PP 2] 8T 2.ET 30 T l+] [t 1 8T 2].([T 0 T 2] 8 [t 3 T u])
et puisque T"l, T"2, T"3 et T"u sont dépourvus de variables

[Tl, T2] =[1'. 8 T'2].[T"l, T"2, T"s, T"u]. On avait défini t par

1

-— 3 - L L 1" " 1" 11
t = r.Erl, 12], on obtient t = T.[T 1 8T 2].[1 19 T TMgs T l+].

L'ensemble T(I) muni du produit de composition et du produit tensoriel

est un magmoide en ce sens qu'il en respecte les axiomes qui sont :

Un ensemble M est un magmolde si et seulement si :

- M. Pour tous p et q dans N il existe une partie Mg de M appelée fibre
p-q de M. M est la réunion de ses fibres qui sont disjointes deux a
deux.

- M2. Pour tous p, g, p', q¢' dans N et tous m € Mg, m' € Mg:, le produit
de composition m.m' est défini si et seulement si q = p. On a alors
m.m' € Mg,. Le produit de composition est associatif.

- MS' Pour tous p, g, p's, q' dans N et tous m ¢ Mg, m' € Mgz le produit
tensoriel m ® m' est défini. m 8 m' € Mgigz. Ce produit tensoriel
est associatif.

- M. la proposition 1 est vraie.

- MS’ Il existe e, € Mi et e e M et pour tout p eZN+,

o o

= . p P Pd
ep e ® ey 8 ...8¢ (p fois), ep e MY, Ces éléments sont tels que

pour tout m € Mg, ep.m = m, pour tout m' € Mg, m'.ep = m' et pour

tout m € Mp, e ®m=m®e =m,
qQ’ © o)
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¥(L) et © sont eux aussi des magmolides.

Note Tout élément de T(I) est obtenu d partir de I par les opérations de
produit de composition, produit tensoriel et composition avec une torsion.

La notation <q ; t

12t tp> que nous utilisons fréquemment, apparait alors

comme une opération dérivée en ce sens que tout p-uple peut se décrire

uniquement 3 l'aide de ®,. et de torsions.

Exemple u =<4 ; b s b > peut s'écrire
/ \ /\

b x2 x4 #

((b.(b 8 x,)) 8 (b.(x; B #))).<h 5 x,, X553 X5 X >

2 1

L'axiome M, rappelle que les vecteurs v = <q ; t., ..., tp> € T(E)g et

1 1’
v' = <q' ; tis eees tp> € T(Z)g, doivent &tre considérés comme distincts
méme si on les identifie (parfois d tort) dans la forme [tl, cens tp].

On a souvent a considérer les diverses composantes d'un vecteur

u = <p ; tl, e tn> € T(E)g isolément. Il est clair que la torsion

1 . - e e .
B8, = <n ; x,> € 0 avec i € [n] permet par composition avec u d'isoler la
i i n

iéme composante de u, ainsi ei.u = <p ; T, On associe alors a ei € Oi la
fonction de projection wi applicable 3 tout vecteur 3 n composantes. Il est
clair que u est défini par ses n projections, et que tout élément de T(I) est
entidrement défini par ses projections., Nous dirons que T(I) est projetable.

De méme O est projetable. Par contre ?(E) ne’ saurait €tre projetable car dans

v .
les composantes de u = <5 3 b ) b > seule le premiére est un

/ \ / N\
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arbre initial. On trouvera une définition axiomatique précise des magmoldes

projetables dans [AD ml].

. n . s
= . . > = .
Siu=<p; tys voey Tt >€ T(E)P a pour projections T, = <p 3 t,>

l,

T, = <p 3 t2>, cres T F <p 3 tn>, on a l'habitude de reconstituer u a partir

de ses projections par l'opération de produit direct et on note

cees Tn]. Ainsi, si on se donne v = <p ; t' vees t'q> € T(Z)g,

1’
ooy t'q> € T(Z)

l’

Z s n+
on écrira [u, v] = <p ; tl, e tn, t'l, q,

Nous dirons qu'un arbre t' de T(Z); est un sous-arbre de t ¢ T(Z)i

s'il existe des entiers m, tels que m = my o+ m, + 1,

1’ m2’ p1$ P2 2

m P,tP,tD
Te¥D, v, e (D) 1, v, e T(z) etwe™E) T 7 tels que
1 2
t = %.[v 8t'® v 1. w.
- 1 1 | Y l
Par exemple dans t = b de T(Z)a, 1'arbre t' = b de T(Z)2
/O /.
b b xl a
/ \_ / \ i
a a X b X
. 1 2
T / \
xy # tox
est sous arbre de t. Il suffit de poser
N 1 - o . 2
T = b € %(2)3, v, = <0;> € T(E)o, v, = <2 3 Xis Xy € T(Z)2
/ \
X b
1
/ N\
X b
2
/ \
# Xg
-+ -+
et w=<3 3;a, #, x., x,>. On a alors v, B t' B v, = <4 ; b, x,, ¥,>
1 2 1 2 /\ 3 L
X
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N
et [318':'832].; =2<3; b ,x x>d'oﬁ1.[§7lst'e32].§5 =t

1° 72

On notera que t ¢ T(E)i est bien sous arbre de lui-méme ; il suffit de

N > >
prendre T = Xqs V4 =V

-5
1 5 = <03;> et w=<n, x

12 e xn>.
NV e s

Il est essentiel que T soit initial dans T(Z);. En effet en prenant

t = b on peut écrire t = T.<3 ; a#, a¥, a#> avec T = b(xl, x3),

/ \

a a

T

# #
dans ce cas a#¥ n'est cependant pas sous arbre de t car T n'est pas initial

1 . . P
dans T(Z)a. On aurait aussi pu écrire que t = T1'.[a#] avec T' = b(xl, x2).
Dans ce cas a# est bien un sous arbre de t en un certain sens, mais il
. . n -+

existe deux occurrences de a# dans t. Si t € T(Z);, T € %(X)i, W e T(Z); et

N> oA . T P . s
t = T.w, T sera dit sous arbre initial de t. C'est de cette décomposition
qu'est issu le terme "initial". Quand dans un arbre on veut distinguer le
sous arbre situé en son sommet, il est naturel de numéroter de un en un
de gauche 3 droite les branches pendantes, c'est d dire de prendre le sous

arbre initial. Il arrivera parfois de parler de sous arbre final 3 propos

>
d'une composante de w.

On dit qu'il y a une occurrence de symbole o dans un arbre t si a

est un sous arbre de t.

On dit qu'une occurrence de symbole a est au-dessus d'une occurrence
de symbole B (et donc que 8 est au-dessous de o) dans un arbre t, si a est la
racine d'un sous arbre t' de t et B la racine d'un sous arbre t" de t'. De

méme on dit que dans t une occurrence x de variable est SOUS une occurrence
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de symbole o si o est la racine d'un sous arbre final t' de t et x est un
sous arbre final de t'. On dit aussi que a est imm&diatement au-dessus de B
ou pére de B ou que B est imméditement sous a, si a est au-dessus de B et
qu'il n'existe aucune occurrence Y de symbole d la fois au-dessous de a et

au dessus de B.

On dit que dans un arbre t un sous arbre t' de t est le 1éme fils
d'une occurrence de symbole a de degré n dans t si l'arbre

o.(<i-1 ; x X, ,> 8 t' ® <n-i ; x

«++s X_ .>) est un sous-arbre de t.
i-1 n-i

l’ LA | l’

Etant donnés un arbre t de racine a et une occurrence B de symbole
dans t autre que la racine, o est alors au-dessus de B, et on appelle branche
jusqu'd B dans t la liste Yis veeo YP, d'occurrences de symboles dans t
avec YP = B, Y, = @ pour tout i < p, \f} est immédiatement au dessus de Yie1-
On peut aussi noter les branches de fagon plus précise en indiquant & chaque
noeud la direction prise. Pour celd, 3 tout a € Zn, on fait correspondre
les n+l symboles <a, i> avec i ¢ {0, 1, ..., n} et toute branche a(tl,..., tn)
est de la forme <a, i> bi ol bi est une branche de ts si i # 0 et est vide

si i = 0. Ainsi l'arbre

t = ///b\\\ a pour branches <b, 0>, <b, 1> <b, 0>, <b, 1> <b, 1> <a,0>,
b b <b, 1> <b, 1> <a, 1> Xqs <b, 1> <b, 2> <#, 0>, <b, 2> b, 0>
/ \ / \
a # X %, <b, 2> <b, 1> X1s <b, 2> <b, 2> x, et est entiérement
]
Xq , déterminé par ses branches maximales.

En théorie des langages bon nombre de preuves se font par induction
sur la longueur des mots, en théorie des arbres on peut procéder par induction
sur la longueur des branches et le plus souvent sur la plus grande, c'est
pourquoi on définit la profondeur |t| d'un arbre de T(Z)i comme la longueur de

sa plus grande branche, Plus généralement on définit |t|, t e T(I) par
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-sit-= X, alors |t| =0
-sitz=#avec ¥ ¢ Zo alors |t| =1
-sit= a(tl, cees tn) avec o € Zn

alors |t| = 1 + Sup (Itl[, cees Itnl).

Nous utiliserons parfois la notation |t|, pour t € T(I) et b ¢ I pour indiquer

b
la profondeur de t en b qui est le plus grand nombre de symboles b rencontrés

sur une méme branche.

Une autre dimension importante d'un arbre est sa largeur qui est la longueur

de son feuillage,

Exemple : pour l'arbhre t = b on a |t| = 3, Itlb = 2 et
/N
b b largeur (t) = 4
/\ /\
#
? X, %,
*3

Une remarque, qui nous sera utile par la suite, est que tout arbre de
profondeur bornée est de largeur bornée (mais la réciproque est fausse).
En effet si t € T(I) et |t] < L, en posant D = sup (d(a) | @ € I), il est
clair que l'arbre le plus large de profondeur L est composé exclusivement
de symboles de degré D et par induction sur L on montre facilement que sa
largeur est DL d'ol 1'implication It| < L => largeur (t) < DL. par contre
pour que la réciproque soit vraie il faut que t contienne un nombre borné

de symboles d'arité 1.

I1 est facile de voir la similitude qu'il y a entre les arbres
composés de symboles d'arité 1 et les mots en théorie des langages, Aussi
nous utiliserons souvent les notations des mots pour de tels arbres en posant

P o _ n _ n-1 . e s
pour tout a de degré l,a = Xy et a = al(a ), le produit de composition se

confondant avec la concaténation.
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Pour tout symbole b d'arité n nous généraliserons cette notation en écrivant
b' 1'arbre balancé de profondeur i, c'est d dire dont toutes les branches

maximales sont de longueur i, construit sur le symbole b. Plus précisément

b° = X, et bl = b(xl’ xl) et bl = bl.bl-l et pour tout i > 0. Alors
. . i
pour tout i € N, b T({b})i et est de largeur n . En notant e? 1l'unique
i i
élément de 62 que 1l'on peut écrire ez =<1 Xis cnes xl>, on peut
N . i .
. n N
décomposer b® = bl.eg avec b e ?({b})li.
n
. 2 1t - /f\‘2 3 2‘
Ainsi l'arbre b pourra étre noté b .[a ¥, X5 @87 a X, #71.
/ 0\
b b
/ \ /\
a x a #
1
| |
a a
| !
a a
| |
# X

N

L'essentiel des caractéristiques définies jusqu'alors pour les arbres
s'appliquent aussi bien aux arbres indexés qu'aux autres, elles donnent peu
d'indications sur les possibilités de greffe d'un arbre. Ainsi si nous posons

N n, n, n
t =t.0avecteT(E), e ¥(I), 8 cOona |t| = |t], largeur (t) = largeur (t),
n
t et t ont mémes sous-arbres (sauf les sous arbres finaux) et les ensembles
P v - .
de symboles trouvés dans t et t sont les mémes. Par contre c'est 6 qui
contient 1l'essentiel des informations utiles pour greffer un vecteur sur t.

Aussi donnons nous maintenant quelques propriétés importantes des torsions.

Une torsion 0 € G; est lindaire si 1'application de In] dans [pl qui

lui est associée est injective, c'est 3 dire si § s'écrit <p 3 Xs 5 Xy 5. oKy >
1 2 n
et pour tous k et j dans [n],ik 7 ij <=>k # j. On a alors n 2 p.
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Une torsion 8 € Og est compléte si 1'application de [n] dans Tpl
qui lui est associée est surjective, c'est a dire que 8§ s'écrit
<P 5 X o Xi s wees Xg > et ¥ ke lpl, 3 3 ¢ [n] tel que ij = k. On a

1 2 n
alors n < p.

Une torsion 8 ¢ Og est ordonnée si l'application de [n] dans [p]

qui lui est associée est non décroissante, c'est 3 dire que 6 s'écrit

<p xil, xi23 eves xi; et ¥k, je[nlk<ij= ik < ij. On pourra dire
qu'elle est strictement ordonnée si k < j => ik < ij’

Une torsion a la fois linéaire compléte et ordonnée est une torsion

identité <p ; x res X .

l’

Proposition 2 Pour tout u e T(E)P, il existe r e N, 3 € %(Z)p, 6 ¢ O tels
P q r q
"
que u = u.0. Cette décomposition est unique. [AD mll.
Lemme 3 Pour toute torsion 6 e @; en posant q = card(var(8)), on peut trouver

une torsion compléte 6 € 9: et une torsion linéaire 0 € eg telles que 6 = 0.6.

Preuve

B est une application de [n] dans [p] et q = card(8([n])). Prenons une
bijection & de [q] dans 8([nl), & est une torsion linéaire de Og. Définissons
alors la surjection 6 de lp] dans [q] par 5 = 5’1 o 6, c'est une torsion

compldte de eg. Ona6=258o086 donc 6 = 6.5,

Corollaire 4 Pour tout u € T(Z)g, il existe U e ?(Z)E, ® compléte dans Oz

et 6 linéaire dans Oz tels que u = Y.0.8.
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Remarque La décomposition du lemme 3 n'est pas unique. Si 1l'on avait besoin
de décompositiorscanoniques, il suffirait par exemple d'imposer 3 8 d'@tre
une fonction croissante. En l'absence d'indications contraires, les torsions

surmontées du signe seront complétes, celles surmontées de -, linéaires.

A premiére vue, l'opération de greffe pourrait sembler &tre une
extension simple de 1'opération de concaténation sur les langages. Tel est
le cas si on greffe un vecteur v e T(Z)g d un arbre t initial dans T(X);.
Dans ce cas la greffe se résume en une concaténation multiple sur chacune

des extrémités marquées par une variable dans t.

Si la torsion associée 3 t n'est pas ordonnée mais compléte et linéaire, il
y a peu de changements, cette torsion va seulement provoquer une greffe dans

Pl ) 1 >
t dans un ordre différent de celui qu'ont les arbres dans v.

exemple t = b v = [a , al t.v = b
/\ [ /N

X, Xg t 4 a a

I

# #

) " "
en fait ona t =t.0 avect =b et 0 = [x2, X

Ve . 13 ’ e, 7 > v v -
on en déduilt par associativité t,v = t.0.v = t.[a , a]

Si la torsion associée a t n'est pas compléte, cela signifie que certains

-3
arbres de v ne seront pas effectivement greffés dans t.

> - »
exemple t = b v = [a, b ,al] t.w= b
/\ 1T /N /\_
S # #  # # T T
# 4
b ne participe pas effectivement a la greffe.
/ A\
# ¢

Ceci est assez génant mais ne peut pas toujours &tre évité, par exemple, si

t n'est pas un arbre isolé mais fait partie d'un ensemble d'arbres, F qui
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contient aussi l'arbre t' =

AN

Si alors on considére la nouvelle forét F' obtenue en greffant sur chaque

~

> - . :
arbre de I le vecteur v alors b participera effectivement 3 certaines

/\
¥ #

greffes en particulier t'.v = B
AN

a” # b

1 / N\

# # #

H— |

La non complétude fera que méme dans le cas d'arbres construits 3 1l'aide
de symboles d'arité 0 ou 1, qui ressembleront donc beaucoup 3 des mots,

certains problémes nouveaux se présenteront.

I1 est bien connu que ce sont les torsions non linéaires qui posent le plus

de problémes délicats car elles provoquent la duplication des arbres lors

des greffes :

t = 8 v=I[# a, al t.v = g
AN Lol AN
X, X, Xq X, LA #

En théorie des langages il est immédiat de définir 1'opération de
concaténation entre des ensembles de mots en posant A.B = {u.v | ueA, ve B}

Etant données deux parties F, c T(X); et F, c T(Z)S, on peut définir le

1 2

composé de F. et F, comme l'ensemble des composés d'un élément de F, et d'un

1 1

élément de F2 : Fl 0] F2 = {u.v I u € Fl, v € FQ}.

A partir de cette opération de composition Arnold et Dauchet définissent
le magmoide des parties ascendantes de T(I) : PA(-T(Z)) par PA(T(Z))S; =

1]
P(T(Z)i), ce qui en définit les fibres, et si F, © T(Z)g et F, © T(X)g,
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1
o F, ¢ T(2)P*P |

F.8F, ={udv | ue Flove F2} ce qui signifie que F g’

1 2 1

Les éléments neutres sont alors les ensembles {<i ; Xis wees xi>} et
1'injection canonique qui 3 tout é&lément u de T(I)

fait correspondre {u} € PA(T(Z)), fait de T(I) un sous-magmoide de PA(T(Z)).

Le magmoide PA(T(Z)) n'est pas projetable. Il suffit pour s'en convaincre

de prendre Zo S{#, #} A= {<0 ; #, ¥, <0 ; F , #} ¢ PA(T(Z))g on a

{<2 5 x>ha = {<0 ; #>, <0 #} et {<2 x2>}.A = {<0 ;¥>, <0 ;#>}.
On remarque alors que ces projections sont aussi celles de

B = {<0 ; #, #, <0 ; ¥, #>} qui est disjoint de A.

Ceci est estrémement génant et obligera 3 prendre des précautions supplémentaires
chaque fois que 1l'opération de composition ascendante @ devra &tre décrite

au niveau des composants des vecteurs. Pour le mettre en évidence il suffit

de rappeler la définition de la greffe restreinte selon Boudol [Bol, que

nous noterons C) :

Si F e T(Z)i et pour i ¢ [n], F, ¢ T(E); on pose

F® [F, ooy B 0= {tulty, voos t 1] teFet¥ielnl, t, eF}

On a alors évidemment en posant F' = {Etl, cees tn] | pour tout i € [n],ti e F.},

1
F ® [Fis «ees F1=F §r.

1

Prenons 1'exemple suivant :

F={ b }, . ={a}, F', = {a}, F" = {#, #} c'est A dire
1 2
/ N\
*1 % *1 *1
que F' = [F'l, F'2] est la partie saturée F' = {<1 ; a , ? >}.
¥ %
I1 est alors immédiat que T (:) [F'l, F‘2] =r@®F ={ b }
/ \_

a a
[
X, X
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et on obtient

EF®ELPD O = EGrO = /b\ , /b\ }.

b

Par contre si l'on écrit F C) (EF'l, F'2] C) F"), pour donner un sens

a

-V |

|
#

d cette expression on devra associer a ([F'l, P'2] ® F") une partie

saturée G pour que F () G ait un sens. Il est assez naturel de définir G

comme la partie saturée dont les projections sont F', ® r" =1{a, a}et
# #
F'2 () F" = {a , a}. On a alors G = {<0;r,f>,<0;?,5>,<0;a,f>,<0;a,5>}
| ] | ]
# # # ¥ ¥ ## ¥ #
etF®6={ b, b, b, b lE®ILI,,FFDOF
/\N_ /\_ 7/ \_ /\_
a a a aa a a a
A R A A O A A
# # # # # # # #
ce qui fait dire que la greffe restreinte n'est pas associative.
Cependant F' § F" = {<1 ; a , a>} @ { #, #} = {<0 ; a, a>, <0 ; a, a>}
| | | | |
F
Xy % # # #
donc FA(F'@F)={ b , b }=(F@OF") M.
/\_ / \_
a a a a
N R S|
# # # #

Arnold et Dauchet appellent magmoide des parties descendantes de T(L)
le magmoide construit sur les parties saturées de T(L), PD(T(E)) dont les
fibres sont PD(T(Z))E = [P(T(Z);)JP c'est 3 dire que tout élément
U e PD(T(Z))E peut s'écrire <q ; Ul’ cees Up> avec pour tout i € [pl,

u; < T(Z);. On a alors U = {<q ; tis eees tp> | v ie [pl t; € Ui}. On
définit alors un produit de composition descendant noté ) identique & la

greffe compléte de Boudol et aux OI-substitutions d'Engelfriet :
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Pour tous U = <q 3 U

12 v Up> € PD(T(Z))i et V = <pr ; Vl’ ey V> €

q
q
PD(T(Z))r on pose

s
q

. - . P
v, € Ve(i)}. Evidemment U @ V = <r ; Uy @v, ... Up @ v e PD(T(Z))r'

u@ v = {&.[vl, ...vs] | 3 s em, Y e %(Z)g, 8 e 0°, 3.0 € U et ¥i € [s],

Pour tous U = <q 3 Up, «.vs U > PD(T(Z))g et V= <q' 5V, ... V>
1

PD(T(Z))E, onpose UBV ={u8v | ueUetveV} En posant

= o g bomi = .
B =<q+q' xq+1, cees xq+q'> et en écrivant u <q 3 Ugs oo up> et
v = <q' ; vy o vp,> onau®v=/[lu, v.0] = <q+q' 3 Ugs -ees up,
v,.8, ... v ,.0>.

1 p'

Toute partie réduite 3 un élément {<q ; u . up>} est la partie saturée

1,

correspondant au vecteur <q ; {<q ; u1>}, . {<q up>}>, on identifiera

alors facilement 6, {08} et <g+q' ; {<aq+q' ; Xq+1>}"" {<qtq' ; Xq+q'>}>
TN - - v, p+p'
d'oll U 8 V = [U, V.0] = <q+q' ; Ul’ “e Up’ vl.e,... Vp,.8> € PD(T(Z))q+q,.

Les éléments neutres de T(L) étant des torsions on obtient par identification

des torsions de T(I) et de PD(T(Z)), les éléments neutres de PD(T(Z)).

Les éléments de PD(T(Z)) étant des parties saturées de T(I) il est clair que

PD(T(Z)) est projetable.

En identifiant <q ; uy, ... up> € T(X)g a <q ; {<q; u1>}’ e {<q up>}>

€ PD(T(Z))g on fait de T(IZ) un sous magmoide de PD(T(Z)).

Etant données n foréts F vees Fn de T(Z);, on identifie la partie saturée

l’
- n ~ vd ” n
{<p 3 tys eee T2 | ¥ i elnl, t; € Fi} < T(Z)p 3 un élément de PA(T(Z))P et

3 1'élément <p 3 F.y .. F > de PD(T(Z)); et on la note souvent [Fl, ces Fn].

l’
D'aprés les définitions, pour tout symbole # d'arité 0, {<0 ; #>} § 8 = 9
P ym

alors que <0 ; {#}> @ ¢ = <0 ; {#}>.
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z v v .
Lemme 5 Etant donnés un arbre t.0 avec t € %(E);, 0 e Oﬁ et n parties

1 v N
F -+s F_de T(Z)q onat.0@ [Fl, ces Pn] ct.o @ [Fl,... Fn]. De plus

l,

si pour tout X, ayant plusieurs occurrences dans 9, Card(Fi) = 1,(ce qui

est le cas si B est linéaire) et si ¥ i ¢ [nl, F # ¥ alors on a l'égalité.

Preuve

n 3y .
t.6 @ [F, ..., F 3= {t.[t tp] | ¥1ie [pl, t, e Fe(i)}'

1, e sy

" o
[ = r .
SiTet.0 [Fl, - Fn] onaT=t.6.1 . Tn] et ¥ 1 € [nl, T, € F;

1 i

P I 1 - '
d'ol en posant T = t.[T g2 rees T p] avec T', Te(i) onaTt', € Fe(i) et
n Y n,
Tet.0@ [Fl, - Fn]. D'ol t.0 @ [Fl, - Fn] ct.00 [Fl’ - Fn].

" n
Prenons t' ¢ t.0 @ [F,,... F Jalors t' = t.[t,, ... tp] avec pour tout

1°°
ie [pl, t; € Fe(i)' Si pour tous j, k tels que 8(j) = 6(k) = r, Fr contient

un seul élément, on a évidemment pour tous j et k de [p] tels que 6(j) = 8(k),

= = ' e s ' 3 i
tj t, et [tl, . tp] 6.[t 10 t n] avec pour tout x, apparaissant

dans 6, t'i € F, et pour tout xj n'apparaissant pas dans 6 t'j choisi de
1

t'].

N
fagon quelconque, éventuellement dans Fj si Fj # @. On a alors t' = t.e.[tl,.. .

Si pour tout i e [n], Fi £ @, on peut imposer t'i € Fi’ on a alors

n
t' € t.0 0 (F, «.. F D
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3) HOMOMORPHISMES

Les homomorphismes de magmoIdes sont des applications d'un magmolde
dans un autre qui sont compatibles avec les opérations de produit de compc-
sition et de produit tensoriel, et qui préservent les degrés. Un homomorphisme
de magmoides projetables préservera aussi les torsions. Formellement on

aura les définitions suivantes :

¢ est un homomorphisme du magmolde M dans le magmolde N ssi

¥ p, q entiers, on a ¢(M2) c Ng,

¥ u, v € M tels que u.v soit défini, on a ¢(u.v) = ¢(u).¢(v),

¥u, veM,ona¢(u®v)=¢(u 8 ¢(v).
Si M et N sont projetables, identifions leurs torsions a ©. L'homomorphisme
¢ de M dans N est un homomorphisme de magmoldes projetables si de plus ¢ est

1'identité sur O,

Nous allons maintenant préciser comment toute application, respectant
les degrés, d'un alphabet gradué I dans un magmolde M, que l'on prendra ici
de la forme T(A), s'étend de fagon unique en un homomorphisme de T(I) dans M
qui soit 1'identité sur les torsions. D'un point de vue algébrique, ceci

revient 3 établir que T(I) est le magmoide projetable libre engendré par I.

Etant donnés deux alphabets gradués I et A et une application ¢ de I
dans T(A) qui 3 tout symbole o de Zn fait correspondre l'arbre ¢(o) de T(A)i,
on étend cette application & T(I) en posant :
¥ 0 €0, ¢(8) =90,
1
¥neN, ¥0 ¢ Zn’ ¥ tis eees tn e T(Z),

¢(o(tl 8t,8...8 tn)) = ¢(o).E¢(t1) 8 ¢(t2) 8...9 ¢(tn)].
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Lemme 6 ¥ u = <q ; tl, cees tp> € T(Z)g on a ¢(u) = <q 3 ¢(tl), - ¢(tp)>.

Preuve
. L VoA Iy .
I1 suffit d'écrire u = (tl 8t,8...8 tp).e avec pour tout i e [pl,
i(U) = t, = ¥ = ¥ Y
ﬁp ; = t;.6;. On a alors $(u) (¢(tl) 8 ¢(t2) 8...8 ¢(tp)).8

et pour tout i e [pl, ﬂ;(tb(u)) = (¥)).8, = ¢(x,).

A tout symbole ¢ de Zn, 1'homomorphisme ¢ fait correspondre un arbre
1 , ; v v 1
ty de T(A)n que l'on peut décomposer en t, = to.eo avec t_ € %(Z)P et
6O € @i selon la proposition 2. Il sera alors commode de dire que ¢ posséde

la propriété P si cette propriété est vraie soit pour tous les arbres initiaux

v . .
to soit pour toutes les torsions 60 tels que 0 € L.

Si ¥oelZ, 60 est linéaire (resp. compléte, ordonnée) ¢ sera dit lindaire

(resp. complet, ordonné).

" n, Y
Si¥yoel, Itol < 1, c'est a dire que soit t0 = § avec § € A soit t0 = Xy
et ¢ fait correspondre 3 tout symbole de I un symbole de A ou l'efface, ¢

sera dit alphabétique, on dira aussi que c'est un démarquage [D.t31].

» r\' ~ . ” * - s
Si ¥oel, ]t0| > 0, c'est d dire que ¢(0) n'est pas résuit a une variable,

¢ sera dit strict ou non effacgant.

On appelle démarquage propre tout homomorphisme alphabétique strict linéaire
complet ordonné. Si ¢ est un démarquage propre, pour tout O € Eﬁ on a
¢(0(xl, “es xn)) = 8(xq5 o0 x ) avec § € A . On peut alors dire que ¢ sert
seulement & changer les noms des symboles dans un arbre sans en changer la

structure.
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Exemple : Zo = Ao = {#}, 22 = {v}, 23 = {a, B}, A2 = {y, 6} et ¢ 1'homomorphisme

de T(L) dans T(A) défini par

b (#) = #

¢(y) = x; non complet et non strict,

¢(a) = y(8(x,, x.), 8(x,, x,)) non alphabétique et non linéaire,
YROIXs X4 2> %2

$(B) Y(xl, 5(#, #)) non alphabétique et non complet.

En posant t = Y avec t_ = o] et t, = B
/' \ / ]\

2 Y2 %1 Xy X5’ %g
On obtient ¢(t2) = Y , ¢(tl) = Y , 0(t) = ¢(tl)

/\ PN

X 8 § )
/ \ / \ / \
£ # X Xy ¢(t2) ¢(t2)

On conviendra volontiers qu'un démarquage propre est un homomorphisme
trés simple, par contre celui de l'exemple précédent est assez complexe en
ce sens qu'il transforme profondément la structure des arbres auxquels on
l'applique en augmentant ou en diminuant leur profondeur ou leur largeur.

Des homomorphismes qui n'opéreraient une transformation importante que sur un
seul symbole pourraient €tre considérés comme les plus simples aprés les
démarquages. L'étude de tels homomorphismes et de leurs effets ne serait pas
trop compliquée ce qui justifie 1'étude suivante qui montrera que tout homo-
morphisme peut &tre considéré comme le composé de tels homomorphismes 'assez

simples”.
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Afin de nous affranchir de 1'imprécisdon dell'expression "assez
simple", nous allons nous donner une mesure de la complexité d'un homo-
morphisme. Pour celd notons pour tout arbre t de T(A), V(t) le nombre de
symboles de A qu'il contient, C'est & dire que v-xi e X, v(xi) = 0, pour

tout ¥ € Ao, v(#) = 1 et pour tous a € Ah et ti, o t € T(4),

1,
n
v@alty, oo t)) =1+ izl v(ti).

Pour tout homomorphisme ¢ de T(I) dans T(A) nous noterons C(¢) la complexité
de ¢ définie comme le nombre C(¢) = Z V(o)) - 1].

ek
Avec ces définitions tout démarquage a une complexité égale au nombre de

symboles qu'il efface.

On appelle homomorphisme €1&mentaire ordonné fAD 1 un homomorphisme
linéaire complet ordonné strict ¢ défini sur un alphabet gradué I u {o} avec
o ¢ L et & images dans T(Z v {Gl, 62}) avecbfﬁl, 62} ni=get
d(o) = d(Gi) + d(62) ~1, tel que ¥ v ¢ L, ¢(y) = vy et en posant n = d(o),
et p = d(62) on ait ¢(c(xl, ves xn)) 5 61(x1, e X 0o G(Xk, . xk+p_1),

X e+ % ). Un tel homomorphisme est de complexité 1,

kt+p?®
Lemme 7 Tout homomorphisme ¢ (éventuellement strict, linéaire, complet ou
ordonné) est le composé d'un homemorphisme strict, linéaire, complet, ordonné

¢" et d'un démarquage ¢' (strict, linéaire, complet ou ordonné comme ¢)., [D-t31].

Preuve
Soit ¢ un homomorphisme de T(Z) dans T(A) défini par :

. o a 1
¥oel, ¢la) = tq.ea avec ta € %(A)p et Ga €

8.% ..
a d(a)

Posons & = {6~1 cel, |¢(G)| > @, var(g) = var(%g)}
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$' est le démarquage de T(IL) dans T(E) défini par
1 s - * -
si ¢(o) = Xs $'(o) = Xs
sinon ¢'(o(xl, cen xn)) = 5(xl, e Xy ).0

g
est 1'homomorphisme complet strict ordonné et linéaire de T(J) dans T(A)

)

o

défini par

On a alors ¥ 0 € L

ou bien ¢'(0) = X, alors ¢"(¢'(0)) = x

i
et par définition de ¢', ¢(0) = Xy
s [ - wimy = ¥
ou bien ¢'(o) = 0.90 et ¢"(g) = to
alors ¢"($'(0)) = $"(5.6,) = ¢"().6, = T .0, = ¢(0).

I1 est alors clair que ¢ = ¢" o ¢'.
De plus |¢(o)]| = 0 <=> |¢'(0)| = 0
et la torsion associée 3 ¢'(0) est la mBme que celle associée 3 ¢(0) donc si

¢ est strict, linéaire, complet ou ordonné, ¢' 1l'est aussi.

Lemme 8 Tout homomorphisme strict (&ventuellement linéaire, complet ou
ordonné) de complexité supérieure d 1 est lecomposé d'homomorphismes stricts

(également linéaires, complets ou ordonnés) de complexité 1,

Preuye

Soit ¢ un homomorphisme strict de T(I) dans T(A) de complexité C(¢) > 1. La
preuve se fait par récurrence sur C(¢) en montrant qu'il existe ¢" et ¢' stricts
avec C(¢") = 1, C(¢") < C(¢) et ¢ = ¢" o ¢'.

Deux cas sont & considérer selon qu'il existe ou non un symbole 0 de I avec

v(¢(a)) > 2.
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a) 3 g e L avec VW (¢(0)) > 2

alors 3 61, §,, € A deux occurrences de symboles dans ¢(0) avec 61 = pracine de

2
($(c)) et 62 immédiatement sous 61 dans ¢(0).

>
8 sU,t

Y NN 1 ‘ PQ‘ '\'_
¢(g)_t0.eq avec tOeT(A)p et 0 €0 on a donc t=§,(t,,..t, ., 2 Ke1®*

o o d(o)

Introduisons § un nouveau symbole d'arité d(Gl) + d(62) - 1 et définissons

.tn).

1'homomorphisme ¢' de T(L) dans T(A u {8}) par ¥ vy € L, v # 0,¢'(Y) = ¢(y) et

$'(0) = %'.60 avec t' = E(tl, ST G, t1e . tn) € ?(A v {81).

Il est clair que ¢' est strict, 1 £ C(¢') < C(¢) et les torsions de ¢' sont
les mémes que celles de ¢.
Posons ¢" un homomorphisme de T(A u {§}) dans T(A) défini par :
" - neg -
¥Y¥YyedA ¢"(y) = yetd (6(xl,... xm)) = 61(xl,... X 1o k""xk+p—l)’
- n
. % ) avec m = d(§;) + d(8,)-1 = d(8), p = d(s,) et k défini comme dans t .

§.(x
2(
Xeap? "
Alors ¢" est strict linéaire complet ordonné, mais peut-&tre pas élémentaire
car 61 et 62 peuvent €tre deux occurrences d'un méme symbole. ¢" est de

complexité 1.

Par ailleurs il est facile de voir que ¢ =¢" o ¢'.

b) S'il n'existe pas 0 tel que V(¢$(0)) > 2 alors puisque C(¢) > 1 il existe
q

0, o' dans I tels que v(¢(0))‘= v(¢(a'))

2.
Introduisons le nouveau symbole ¢ avec d(0) = d(o).
Posons ¢' un homomorphisme de T(L) dans T(A v {o}) défini par :
¥yel,y#o ¢'(y) = ¢(y)
et ¢'(o) = 0.
I1 est clair que 1 < C(¢') < C(¢) et ¢' est strict. D'autre part ¢' hérite
" des torsions de ¢ sauf 60 qui est remplacée par une torsion identité.
Posons ¢" un homomorphisme de T(A v {0}) dans T(A) défini par :
¥yed ¢"(y) =y
et ¢"(0) = $(a).
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Alors C(¢") = 1 et ¢" est strict, ses torsions sont des torsions identité
ou 60 qui luil vient de ¢.

De plus il est facile de montrer que ¢ = ¢" o ¢°'.

Lemme 9 Tout homomorphisme linéaire, complet, ordonné et strict de complexité
1 est le composé d'un démarquage propre et d'un homomorphisme é&lémentaire

ordonné,

Preuve

Soit ¢ linéaire complet strict ordonné de complexité 1 de T(I) dans T(A).

S'il n'est pas €lémentaire ce ne peut &tre que pour des raisons de noms

de symboles, un démarquage suffira donc d changer ces noms.

C(¢) = 1 et ¢ est strict, donc 3 & ¢ I tel que v(¢(0)) = 2,i1 existe donc

deux occurrences ¢l et ¢2 de symboles de A dans ¢(0). On pose ¢(0(x1, ces xn))=

)

Gl(xl, cee Xy 8. ( e X

2 %k+1? ’ xk+p+1’
¢(8) = ' avec y' € A et d(y) = d(y'). Posons I= (L / {o}) v {01, 02} ol 0,

K+p v xn). De plus ¥y ¢ L, Y# O

et 0, sont deux nouveaux symboles avec d(ol) = d(Gl) et d(oz) = d(62). Ces

deux symboles sont introduits car si 61 et 62 dont deux occurrences d'un
méme symbole, celd interdit que ¢ soit élémentaire. ¢' est un homomorphisme
élémentaire ordonné de T(X) dans T(X) défini par : ¥ v € L / {0} on a o' (y) = v

] -
et ¢ (0(x1,... xn)) = Ul(xl,...xk, 02(xk+1""xk+p)’ xk+p+l""xn)'
T est un démarquage propre de T(L) dans T(A) défini par :
¥yel/{o}onamn(y)=0¢(a) et m(e,) = &, mo,) = 4,.
7 est bien un démarquage propre car ¥ y # o, v(¢(y)) = 1,

4

Il est clair que ¢ = 7 o $',
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Proposition 10 Tout homomorphisme (&ventuellement linéaire, complet, strict

ou ordonné) est le produit d'homomorphismes élémentaires ordonnés et d'homo-
morphismes alphabétiques (linéaire, complets, stricts ou ordonnés comme le

premier).

Preuve

I1 suffit d'appliquer le lemme 7 puis les lemmes 8 et 9.

Note : Si les démarquages s'évéraient encore trop complexes, on pourrait
définir des démarquages simples effagant un seul symbole d'arité 1 et laissant

les autres inchangés, ces démarquages seraient alors de complexité 1.

Exemple : ¢ linéaire de {a, B8, v, #} dans {y, §, #} défini par
¢(a(x1, Xps Xgs xu)) = Y(G(xl, XS)’ 6(x2, xu))

¢(B(xl, Xps X)) = Y(xl, 5(#, #))

¢(Y(xl, x2)) = %y

p(#) = ¢

¢, alphabétique linéaire de {a, 8, v, ¥} dans {a, B, ¥}
¢1(a(xl, X5 Xg5 xq)) = &(xl, Xgs X, xq) (torsion)

9, (B(xyy %, %4)) = Blx;)

¢1(Y(xl, x2)) = xg

o(#) = ¥,

¢, €lémentaire ordonné de {a, B, ¥} dans {y, &, B, ¥}
9,000k s %y xg, 1)) > Y(6(x 5 %,), X4, %)

et identité sur B et ¥.
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¢3 élémentaire ordonné de {y, 8, B, ¥} dans {y, 8,y , 6, ¥}

-

¢3(8(x1)) = Y(xl, §)

et identité sur v, 6, ¥.

b, démarquage propre de {y, &, v, &, #} dans {y, &, v, 6, #}
¢u(¥) = # et identité sur les autres symboles.

s élémentaire ordonné de {y, 8, v, &, #} dans {y, 6, v, &, #, #}

5(6) = 8§(#) et identité ailleurs.

¢6 démarquage propre de {§'s 8, v, 8: t, #} dans {?’ 8, ¥, 8’ #}
¢6(#) = # et identité ailleurs.

¢, élémentaire ordonné de {y, 6§, v, 8, #} dans {y, 6, v, 61, #1’ #}
¢7(3(xl)) = Gl(xl, #l) et identité ailleurs.

¢ démarquage propre de {y, &8, vy, & #} dans {y, 6, v, #}

1’ #1’
¢8(61(xl, xz)) = 6(xl, x2)

¢8(#l) = # et identité ailleurs,

¢g élémentaire ordonné de {§, &, v, #} dans {Yl, ., 8, v, #}

2’
¢9(Y(xl, X, XS)) = Yl(xl, 52(x1, x2))

et identité ailleurs.

démarquage propre de {Yl, §.,, 8, v, #} dans {y, §, #}

¢10 2°
¢10(Y1(x1a X2)) = ’Y(Xl, X2)

¢10(62(x1, x2)) = G(xl, x2) et identité ailleurs.

Alors ¢ = ¢10 o ¢g o) ¢8 o ¢7 o ¢6 o] ¢5 o) ¢L+ o) ¢3 o ¢2 ol ¢1
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4) SUBSTITUTIONS

Nous commencerons par situer le probléme de la définition des
substitutions dans un cadre algébrique. Aprés quoi nous reprendrons ce

probléme de fagon plus descriptive.

Le point de vue algébrique

I et A étant deux alphabets gradués, nous nous intéressons ici 3 des applications
de T(I) dans PD(T(A)) ou dans PA(T(A)) que nous voulons définir comme extensions
d'applications définies sur I. C'est la démarche qui consiste a construire

1'homomorphisme ayant pour source une structure libre comme T(I).

a) Substitutions descendantes

T(I) étant le magmoide projetable libre engendré par I, toute application
0 de I dans le magmolde projetable PD(T(A)) s'étend de fagon unique en un
homomorphisme 9, de magmoldes projetables qui soit 1'identité sur les
torsions. 0, sera une substitution descendante.

D

b) Substitutions ascendantes

PA(T(A)) est un magmoide non projetable., On ne peut donc étendre de fagon
canonique une application de I dans PA(T(A)) en un homomorphisme de T(E)

dans PA(T(A)). Le magmolde libre engendré par T est ?(E), toute application ¢
de I dans PA(T(A)) s'étend donc de fagon unique en un homomorphisme o, de
¥(5) dans PA(T(A)). On ne dispose pas de moyen canonique d'extension a T(I).
Grdce 3 la propriété de décomposition canonique de tout t € T(L) en t.8 avec
¥ ¢ () et 8 ¢ O, on peut étendre G, en une application de T(L) dans P,(T(4))

A

\ 2z
en posant OA(t) = OA(t).G. L'application 0, ainsi définie sera appelée

A

substitution ascendante mais ne sera pas en général un homomorphisme (cf lemme

12 et l'exemple qui le précéde).
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s e Wi o e e e Yo T o - —— " S

Soit o une application d'un ensemble E dans un ensemble F. En posant pour
toute partie A € P(E), o(A) = {o(a) | a € A} on étend 0 3 P(E). Les magmoldes
PD(T(Z)) et PA(T(Z)) n'étant pas libres, on ne pourra pas définir de fagon
canonique des substitutions sur ces magmoldes., De fait les lemmes 13 et 1u
montreront que l'extension homomorphe d'une substitution de T(I) & PD(T(Z))
ou a PA(T(Z)) n'est en général pas possible. On ne saura donc pas en général
associer 3 une substitution o, de T(Z) dans PD(T(A)) ou PA(T(A)) et une
substitutiono2 de T(A) dans PD(T(T)) ou PA(T(T)), une substitution o, de T(I)
dans PD(T(F)) ou PA(T(Y)) telle que 6, = 0, 0 O

3 2 1°

Le point de vue élémentaire

En théorie des langages on étend facilement. la notion d'homomorphisme & la
notion de substitution qui est un homomorphisme entre un monofde et 1'ensemble
des parties d'un monolde ., En théorie des arbres il est utile d'introduire des
substitutions qui sont la généralisation des substitutions de la théorie des
langages. L'existence de deux magmoTdes des parties nous oblige a définir deux
sortes de substitutions : les substitutions ascendantes sont des applications
d'un magmolIde T(X) dans 1'ensemble des parties ascendantes PA(T(A)) d'un autre
magmolde et les substitutions descendantes sont des applications de T(I) dans
PD(T(A)). Ces substitutions seront définies par le résultat de leur application
d chaque symbole de I, Appelons ¢ une telle substitution. Pour tout symbole

o € L, ola) sera une partie de T(A)i. Comme toute partie F de T(A)i s'iden-
tifie 4 la fois 3 un élément de PA(T(A))i = P(T(A)i) et un élément de
PD(T(A))i = EP(T(A)i)]l, 1'application o de I dans P(f(A)l) ainsi définie nous
permettra de définir 3 la fois une subhstitution ascendante et une substi-

tution descendante.
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Exemple I_ = {#}, L, = {a}, A = {0, 1}, A, = {b}, o(#) = {0, 1}, o(a(x,)) =
Cette application a elle seule est insuffisante pour définir 1'ensemble des
transformés d'un arbre. I1 est nécessaire de préciser comment on effectue les

transformations. Si on opére de bas en haut, l'arbre a pourra donner les

#
intermédiaires o(a) et o(a) aprés avoir transformé #, puis b et b . Par
/N /N
o 1 o o1 1
contre si 1'on opére de haut en bas, a donne b ce qui permettra
l / N\
# a(#) o(#)

d'aboutira b , b , b , b car il n'y a pas de raison pour que
/ N\ / \ /N / N\
le) o o 1 1 o 1 1
deux occurrences de ¢(#) donnent simultanément le m8me résultat. Les notions

de substitutions ascendantes et descendantes précisent ces deux fagons

d'opérer les transformations,

Etant donnée l'application ¢ qui 3 tout symbole o de I associe
o(a) c T(A)é(a), on définit la substitution ascendante 0, de T(I) dans
PA(T(A)) en posant
¥ x, € X, ok(xi) = {xi}.
¥Yacelk, oA(a) = o(a).
. 1
Sit = a(tl, e tn) avec o € Xn et ti, vos tn € T().‘.)q
alors OA(t) = g(a) @ OA(Etl’ vir £ 1)
avec 0,( ty, vt ) = {lty, oo T 1| ¥1ienl, T, € 0, (e}
St ur<q ; Uys vos up> € T(X)z
0,(w) = {2q 3 vy, .o vy | ¥ i e [nl, v; € 0,(u)t
en reprenant 1l'exemple précédent, on a bien OA(a) ={ b , b }cequi
/ \ /\
# o o 1 1

justifie l'applellation d'ascendante, PN
PP ]
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De méme on définit la substitution descendante 9, de T(I) dans
P(T(Z)) en posant :
Vx, € X, OD(xi? = {xi}
YVael, oD(a) = o(a)

. 1
sit = a(tl, e tn) avec O € En et t., ... tn € T(E)q

l’
alors op(t) = o(a) @ <q; op(ty)s von Op(t )>.
sin=<q;ty ... tp> € T(Z)g

alors OD(u) 2 4q 3 GD(tl), cen UD(tp)>.

on a alors UD(a) ={ b }@<o;{0o,1}»={ B, B, b, b L
/\ / \ /\ / \ / \

# X o o o 1 1 o 1 1

1 X

1
Comme pour les homomorphismes, on dira que la substitution o
(ascendante ou descendante) est linéaire (resp. compléte, ordonnée) si pour

N N . P
tout 0 € I, ¥ t.0 € o(o) avec t ¢ *(A) et 8 € O, la torsion O est linéaire
(resp. compléte, ordonnée). On dit que O est stricte si pour tout a € I,

¥ teola), [t| >o0.

Pour tout arbre t € T(Z)i, OA(t) et OD(t) s'identifient a des
ensembles d'arbres de T(A)i, en ce sens on peut les comparer. L'exemple
a mis en évidence que dans lé cas général ces deux ensembles sont différents.

Le lemme suivant nous montre que ceci était 4l & la non linéarité de o.

Lemme 11 Pour tout t € T(L) on a Gk(t) E‘GD(t). 8i o est linéaire et si

YVoael, olfa) #@ alors on a 1'égalité,

Preuve
La preuve se fait par récurrence sur ltl et utilise le lemme 5.
Hypoth&se de récurrence : ¥ t avec |t| < £ on a GA(t) < o (1)

et si o est linéaire GA(t) = ob(t).
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Par définition de g, et o, 3 partir de oy on a |t] €1 => GA(t) = OD(t).

Posons |t] = £ 2 2 alors t

a(tl, . tn) avec a € I et pour tout

L.

A

i e [n], t; € T(Z) et Itil

o, (1) = v {18 Co,(ty)s oo o, (t )1}
Teo(a)

OD(t) = u @ [GD(tl)’ e OD(tn)]}
Teo(a)

par hypothése de récurrence,pour tout i € [n], OA(ti) E_OD(ti) et on a
1'égalité si o est linéaire, d'ol
0 Lop(t)s «ov o)t )T T 0 Lop(ty)s vv op(t )]
avec 1'égalité si o est linéaire et d'aprés le lemme 5
T8 Lop(t)s wvv op(t )T et ® Lop(ty)s «vv op(t )],
P4 [] '\’ . P4
de plus si 0 est linéaire, T = ¥,6 avec T € %(A) et 6 linéaire, on a donc
1'égalité d'aprés le lemme 5.
On en déduit immédiatement GA(t) E_OD(t) et on a 1'égalité si o est linéaire

et si ¥ae I, o(a) # 0 en utilisant le lemme 5.

Le paralléle avec la théorie des langages tendrait a suggérer une
certaine compatibilité entre les substitutions et les greffes. Cependant les
choses ne sont pas simples et 1l'exemple suivant montre que les substitutions
ascendantes ne respectent pas toujours les greffes :

Posons I_ = {#}, I,=48,= {a}, & = {0, 1} et donnons nous l'application o
définie par o(a) = {a} et o(#) = {a, 1},
On a alors ,(  a =0 a)={a, a, a, a}
/\
1 % t # o o o 11 o 1 1

alors que 0,( a ) B 0,(#) = { a }@®{o,1}={ a , a L
/\ /\ ANV

X

X

%1
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Ceci est di 4 la torsion <1 ; Xgs x,> non linéaire associée au symbole a
dans a . On voit que 1l'on aurait par contre

7\

g,( a L1y x,, x> .8 =0, a YBo,(<1;x,x>. 48,
/ A\ 1 1 7\ A i 1

Lemme 12 si Q= %.6 avec 3 € ¥(£)§ et B € Og, 8 linéaire alors

¥veT()%ona oA(E.3) =z OA(E) ] UA(z).

Preuve
P > >
Par récurrence sur Iul, le sup des profondeurs des composantes de u.
Hypothése de récurrence : le lemme est vrai si |t] > £, ce qui est évident
. > v s e s .
si £ = 1. En posant u = u.6 = Eul, e un], puisque 8 est linéaire, pour
tous i et j dans [n] avec i

j on a var (ui) n var (uj) = @ donc

2
0,(3.9) = 0, § 0,(¥) <=> ¥ 1 € [n] 0,(u;. ) = 0,(u;) B 0, (V).
u

> e n
Prenons u avec ju| = £ > 1, u.8 = Eul, cee un], pour chaque composante
u, avec Iui| =f£>1ona uy = a.Etl, - tr] avec a € L et [ty ... tr]
linéaire et de profondeur inférieure & £ donc par hypothése de récurrence

-+ > -+ -+
GA(Etl, .o tr].v) = OA(Etl, - tr]) 8 OA(u).Alors UA(ui'V)_OA(G‘[tl’”'tr]'v)'

> Py ) "+_
OA(a) B OA(Etl, v tr].v) par définition de o, et GA(ui'v) = UA(a) 6

A
+ -~ P .
oA([tl, o tr]) B OA(v) par hypothése de récurrence. Par ailleurs on a
> >
a,Cuy) ) cA(v) = g, (a) 3] oA(Etl, cee £,0) ® 0, (v).

->
Pour les autres composantes de u, on a [uil < £ done 0,(u,.v) = 0,(u) ®

-
UA(v), par hypothése de récurrence, donc oA(E.3) = OA(K) B OA(;).
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En posant pour toute substitution o et toute forét F, o(F) = v o(t)
tefF
on obtient le lemme suivant qui généralise le lemme 12.

Lemme 13 Pour toute substitution ascendante OA

oo F € T(Z)l telles que F @ [Fl, N Fn] soit

de T(L) dans PA(T(A)) et

toutes foréts F € T(IL), Pl,
” 3 3 N r\l . 2 Pd .

défini et que ¥ u.8 € F, u ¢ ?(E), ® soit linéaire, on a GA(F 8 EFl’ ces Fn]) =

OA(F) 8 Lo, (F s ... GA(Fn)]. Si on ne suppose pas 8 linéaire, on a

seulement o.

Preuve

On peut écrire UA(F ] [Fl, vee Fn]) = u:F UA({U} ® [Fl’ voo Fn]) et
0, (F) 8 [0,(F )y «vo 0,(F )] = {uzF oA(u)} B [0, (F)s -on 0, (F)].
I1 suffit alors de montrer que l'on a

o, ({u} @ [F), ... FE 1) 2 0,(u) ) Co,(F )y «vv 0 (F )] et
Si 6 est linéaire on a 1'égalité.
on a {ul @ (Fys vo0 F 1= {uv | ve [Fp, .o FnJ}

et [0,(F), +.. 0,(F )] u oAG).
veEFl,..Fn]

Il suffit alors de montrer que ¥ v € EFl, “es Pn] on a GA(u.v) E.OA(U) ®

OA(V) et si O est linéaire on a 1'égalité en vertu du lemme 12.

Les substitutions descendantes de T(I) dans P(T(4A)) sont bien des
homomorphismes de magmoides, en effet on montre facilement par induction
- -> .
sur [t| que o (t.u) = o (t) @ o (u) et comme o, (x.) = {x,} que les substi-
D D D D1 1
tutions descendantes respectent les torsions et le produit tensoriel.

La généralisation de 0. 3 une for8t doit 8tre menée avec précaution,

D
en effet, en général, op(F @ rr, ... F.1) # op(F) 0] Lop(F )y vev Op(F T
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L'exemple suivant le montrera :

ZO = AO = {0, 1}, Zl = {a}, A2 = {b} et o est définie par

UD(O) = {o}, UD(l) = {1}, OD(a(Xl)) = {b(xl, xl)}.

On a alors OD({a(xl)} @ {o, 1}) = OD({?’ ?}) = OD(a) u OD(a’ ={ b , b }.

o 1 o 1 o) o1l 1l
Par contre cD(a(xl)) ® OD({O, i={ b }@Pfo,13={b, b, b, bl
/ N\ / \
oo

X Xl

1

Ceci est di 3 la non lindarité de op-
Lemme 14 Pour toute substitution descendante OD et toutes foréts

Fe (D), F F_ e T(Z); on a oy (F @ [F,,...F 1) < o (F) @

12

[on(Fl), cee OD(Fn)]. Si 0. est linéaire on a l'égalité.

D
Preuve
Siw e GD(F 0} [Fl, - Fn]) il existe %.9 e F avec 3 e %(2)2 et B € Og et
—). [
v = Evl, . vqj tels que pour tout i e [ql, v, € Fe(i) et on a
n o> n,
W e GD(u.v) = UD(u) ® EOD(vl), . OD(vq)] de plus
EOD(vl), e GD(vq)] c EGD(Fe(l)), v GD(Fe(q))]

N,
o, (W) @ {6} @ [op(Fy)s «vv op(F )]

n

N
d'od OD(u.z)

oDGY.e) @ o (F)), .. op(F )]

n

UD(F) 0} EOD(Fl), ces UD(Fn)]
' »
d'od o, (F @CF, ... F.1 cop(F) (0 [op(F1)s «ov op(F )]
Siwe o(F) @ Lo (F), ... 0 (F)] alors w = V.[w.,... w1 avec Ve %(A)m
D p 1"’ D''n i q q
. . q . n
et il existe 8 € @n tel que pour tout i € [q],wi € OD(Fe(i)) et V.6 € OD(F).
Posons u € F tel que V.0 ¢ GD(n). En posant u = %.6', si o est linéaire,
Ve UD(g)’ il suffit alors de prendre pour tout i e [ql, v, € Fi tel que
A ~
W, e%OD(vi). On a alors w € OD(u.[vl,.. vq]) et u.[vl,.. vq] e F O [Fl,.. Fn].
O
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On trouvera ce dernier lemme exposé dans le cadre plus général des
k-substitutions dans [D-te]. D'une fagon générale, les problémes liés aux
substitutions sont traités dans le cadre des k-substitutions et de fagon

plus compléte qu'ici dans [A-tel, [D, te].

Une derniére difficulté est, qu'en général, le produit de deux
substitutions n'est pas une substitution. Ce fait est illustré par les
deux exemples qui suivent.
Posons L_ = A = {#}, T, = {+, -}, I, = {a}, A, = {v}, Ty, = {y} et 1les
substitutions ascendantes oy de T(I) dans PA(T(A)) et o, de T(A) dans PA(T(P))
définies par cl(#) = {#}, 0 (alx,)) = {b(xl, xl)}, o, (#) = {+,-}, 0, (blx,,x,))=
{Y(xl, X1s Xp» x2)}. A tout arbre t de T(I), o, fait correspondre 1'ensemble

ol(t) c T(A), en appliquant 0, 3 cet ensemble on obtient 02(Gl(t)) c T(I).

2

{b(¥, #)}
{

Ainsi Gl(a(#))

et 0,(b(#, #)) y 1= 0,(0,(a))

Y Y o Y
/7 \\ /7 \\ /7 \\ /7 \\
tttt t - -t - == #

11 est clair que si ¥ t € T(Z), os(t) = 02(01(t)) il faut que 03(#) = {+,-} et
03(a(xl)) = {Y(xl, X1s Xg» xl)} ce qui entraine que v
0,(a) = { Y | ¥ ie [41, a; € {+,-}} # 0,(0,(a)).

/ \
L ai/gz ;:\au L

Le second exemple mettra en jeu des substitutions descendantes.

I, = (8}, 8, = {0, 1), T = {+,-,%}, £, = A = {a}, T, = {B}.

0, (a) {a}, 01(#) = {0, 1}, 0,(alxy)) = {b(xl, xl)},

0,(0) {+,-} et 0,(1) = {}.

On a alors ol(a) = {a, a}

# o 1
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cz(a) ={ b, b, b, b }et oz(a) ={ b }
/ A\ / \ / \ / N\ | / \

o + + + - - + - - 1 * %
d'ol oz(ol(a)) ={ b, », b, b, b }
[ / \ / \ /\ / \ / \

.4 + + + - - + = - *x %

I1 est clair que pour avoir tout t € T(I), os(t) = 02(01(t))’ il faut avoir

g, (#) = {+, -, *} et o,(a ) = { b } ce qui entraine
/ \
1 1 %
oa(T) = { /b\ l aj, a, e {+, -, *x}} # 0,(0,(a)).
¥ a a #
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B - GRAMMAIRES ALGEBRIQUES

1) DEFINITION DES GRAMMAIRES ET FORETS ALGEBRIQUES

Etant donnés un alphabet gradué I de symboles terminaux, un alphabet
gradué V de symboles non-terminaux, disjoint de I, un symbole X de V,

appelé axiome et un ensemble fini R de régles de la forme (X + T) avec

1

XeVettTeT(Zu V)d(X

y» ©n appelle grammaire algébrique G le quadruplet

<V’ z:, XO’ R>-

On dit qu'un arbre t € T(Z v V)i se dérive en t' € T(Z u V)i par
application de la régler = (X > T) e Ret onnote t => t' ou t é> t' s'il
est utile de rappeler la grammaire ou t :> t' s'il est utile de préciser la
régle, si et seulement si t contient une occurrence de X qui est remplacée
par T pour former t', c'est 3 dire t = 3.E31, X.;, ;2] avec 3 € ?(Z u V); H

ﬁl, X.w, 32] e (X u NP, we T(r v HIX

et t' = 1‘1’.[31, 1.3, 32]. On dit
alors que l'occurrence de X a été réécrite ou dérivée. Pour éviter certaines
confusions on dit parfois que t se dérive directement en t'. Rappelons qu'il
est essentiel que U soit initial pour &tre certain de mettre en évidence une
et une seule occurrence de X, Dans le cas oi t € T(L u V)i, la description

de l'application d'une régle X + T peut se simplifier sans ambiguité en

N> N -
poesant t = u.X,w 7> t' = u,T.,w.

On dit de plus que la dérivation est descendante et on note t D=> t'
L3 '\‘ % l ] -~ . - [} £ L] z ] L] £
si de plus u € (Z)p, c'est d dire si l'occurrence de X dérivée n'est située
sous aucun arbre non-terminal. Par contre on dit que la dérivation est
_ . . d(x) _, s g . 1y ;

ascendante et on note t A=> t' si w e T(I) c'est @ dire si 1'occurrence
de X dérivée n'est située au dessus d'aucun autre non-terminal, Les dérivations
descendantes sont parfois appelées OI-dérivations et les ascendantes

I0-dérivations [En].
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On dit que t se dérive en t' par une dérivation de longueur £ dans G
£
(resp de fagon descendante ou ascendante) et on note t => t' (resp. t D=> t!
G G

£
= ' '3 i = - 41
ou t AG> t') s'il existe des arbres to’ tl, .o tl tels que to t, tt t

et pour tout i e [£1, s =t (resp ts

=> = ). S'i
1 D=> t; ou ty AG> ty). s'il

1
z . s s * *
n'est pas nécessaire de préciser { on notera t E> t' (resp. t Dé> t' ou
* 1 ) )
t Aé> t') et pour tout arbre t e T(I v V)n on at E> t (resp t DE> t et

o . £ s
t Aé> t). 8i 1'on veut seulement préciser que £ n'est pas nul on notera

+ +
t I ¢ (resp t D=> t' ou t A=> t').,
G G G

On appelle fordt algébrique engendrée par G 1'ensemble
F(G) = {t e T(I) | Xo §> t}. Quelques notations usuelles sont, pour tout
Te T(Z u V)

F(G, ) = {t e () | T f‘;’ t}

FrolG 1) = It e T(D) | < A§> t}
For(G, T = {t e T(D) | T Dé> t},

n

Avec ces notations on a F(G) = F(G, Xo) gt on pose FIO(G) = FIO(G, XO) la
fordt algébrique ascendante (ou IQ) engendrée par G et FOI(G) = FOI(G, X)) la
for2t algébrique descendante (ou OI) engendrée par G. Puisque toute dérivation

ascendante (resp descendante) est une dérivation particuliére on a

FIO(G, 1) < F(G, 1) (resp TOI(G, T) < F(G, T1)).

n

Exemple Gl : I_ {0}, L s {s}, L, = {«},

n

o {xo}, v, = {x}.

R = {(XO + X(0)), (X(xl) > X(S(xl))), (X(xy) » *(x,, xl))}
que l'on écrit le plus souvent
X, ™ X(a), X(xl) > X(S(xl)) + *(xl, %)

le signe + indiquant le choix entre plusieurs parties droites.
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I1 est alors clair que si X => t alors t = X(0).

Si x(0) £ t en appliquant la seule régle X(xl) - X(S(xl)) alors t = X Sl 0.

Et X SZ 0 => *(St 0, Sz 0) en appliquant la régle X(xj) + *(xl, xl). Toute

*
dérivation Xo => t terminale c'est & dire telle que t € T(L) est de la forme

qui vient d'étre décrite, on remarque qu'elleest 3 la fois ascendante et
descendante car aucune partie droite de régle n'a deux symboles non terminaux
sur une méme branche, on obtient donc

£

F(6,) = F,,(6,) = F, (6) = {x(st 0, s 0) | £ em).

I0°71 oI "1
Si 1l'on interpréte * comme la multiplication, S comme la fonction successeur

dans N et 0 comme la constante zéro, l'ensemble des arbres de F(Gl) calcule

1'ensemble des carrés d'entiers,

)]

Exemple G2 : ZO

v
o

R = {XO + Y(X(0)), Y(xl) -+ *(xl, xl), X(x2) +> x

{o}, 21 = s}, L, ® {*},

i

{xo}, v, F {x, 1}

1t X(S(xl))}

Il est clair que F(GQ) = F(G, Y(X(0))) et qu'il en est de méme en 10 et OI.

i Y(£) %> 1 e T(I) on a T = w(t,, t,) avec t,, t, € F(Gy, t) et il en est

de méme en OI.
On a de plus F(G2, X(Q)) = F(G1, X(Q)) = {St 0| £ e N} et il en est de méme

en 0I, On obtient alors
£ £

F(G2) = {*(tl, t,) | t € F(G,, X(0))} = {x(s * 0, S 20 | £, &, e N}

1 %2
et FOI(GQ) = F(G2). Par contre pour les dérivations ascendantes
si Y(t) A%> 1 € T(Z) alors Y(t) A=> Y(t') avec t' € FIO(GQ, t) puis

Y(t') A=> %(t', t')., Comme on a FIO(GQ) = FIO(GQ, Y(X(0))) et

n

FIO(GQ, X(Q)) = P(G2, X(0)) on obtient

L
Frol62) = {x(t', t") | t' € F10(62, X(0N} = {*(szo, s0) | £ e N} g F(G2).
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Exemple G3 : XO + X(0, 0), X(xl, x2) > X(S(xl), S(xz)) + *(xl, x2)

1"

on a alors F(G3) = FIO(GS) = FOI(G3) F(G1).

Exemple G4 : Xo + X(0, 0), X(xl, x2) > X(S(xl), x2) + X{x S(xQ)) + *(x15 X

1 2}

on a, dans ce cas, F(Gu4) = FIO(GM) = FOI(GQ) = F(G2).
L'exemple G5 met en lumiére une application de grammaire algébrique
d'arbre,utile pour définir et énumérer un ensemble d'arbres connu, celui des

arbres AVL.,

Exemple G5 i I = {0}, I, = {+}, v _ = {xo}, v, = {x, Y}.

Les régles sont : Xo ~ (@, O + 0, ¥(x,, x2) > Y(X(xy, x2), xl)*'x(xl, x2)

et X(x,, x,) = *(xy, x,) + w(xy, %)+ *(x,, xq)
Notons £ , £., £.. ... les arbres de Fibbonacci O, X , X ...
o’ "1 2
/\ / \
o 0 x 0O
/\
oo
définis pour tout entier i 2 2 par f, = X
/ \
fia1 0 fioo
I1 est alors clair que si Y D=> t alors t € { Y > £o..)
i+2
/\ / \
fi+l fi i+2 fi+1
N x .
d'od {t | X_DE» t et racine (t) = X} = {fl’ £, £gs oo 1.

De plus on a X D=> 0= £,

On définit sur I l'ensemble des arbres AVL par ;

avL_ = {0}, AVL, = { * } et pour tout i 2 2
° VAN
o 0

AVL, = { | (t, et t
1 /A 1

HoYH

, € AVL, | U AFL, ) et (t, out) € AVL, )}
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AVL = v AVLi.
ielN
Par récurrence sur i on montre alors que AVL, = FOI(G, fi) et par 13 que

FOI(GS) = AVL.

On a l'habitude de classer les grammaires algébriques selon certaines
propriétés de leurs régles ou de leurs alphabets. Les for&ts algébriques
hériteront alors de ces propriétés en ce sens qu'on dira qu'une for&t est
algébrique (resp ascendante ou descendante) et a la propriété P s'il existe
une grammaire possédant la propriété P et qui 1l'engendre (par dérivations

resp ascendantes ou descendantes).

Une grammaire est réguliére si v = V,s c'est @ dire que tous les non

terminaux sont d'arité 0. Un non terminal est donc toujours une feuille, ce

s

qui entraine que sur chaque branche les dérivations fonctionnent de la méme
fagon que les dérivations dans une grammaire de mots linéaire. Aucun non
terminal ne peut se trouver au dessus d'un arbre, on a donc F(G) = FIO(G) =
FOI(G). Les for8ts réguliéres, encore appelées rationnelles sont parmi les
é;émiéres d avoir été étudiées 3d cause des propriétés de leurs feuillages.
Si on appelle feuillage d'une for8t F le langage {feuillage(t) | t ¢ F}
alors la famille des feulllages des for&ts rationnelles s'identifie 3 la

famille des langages algébriques [Pa], [Ro21,[Th] alors que la famille des

feuillages des for@ts algéhriques est la famille des langage indexés.

Une grammaire est coréguliére si chaque régle est de l'une des
formes (X Y}s) avec X, Ye Vet v e T(I) ou (Y » T) avec Y ¢ V et t € T(Z) .
Tout arbre obtenu par dérivation depuis n'importe quel non terminal, ou bien
est terminal ou bien posséde une seule occurrence de non terminal qui est sa

racine, Toute dériyation est alors 3 la fois ascendante et descendante et on a
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encore F(G) = FIO(G) = F, (G). Les grammaires G3 et G4 sont coréguliéres.

I
Les fordts coréguliéres ont &té étudiées par Arnold et Dauchet qui ont

montré que T(D(i qui est une forét rationnelle n'était pas coréguliére [AD-c].

Une grammaire est stricte si toutes ses régles sont strictes, c'est
d dire s'il n'existe pas de régle de la forme (X ~+ xi) avec i € d[X].
Une telle régle non stricte est 3 rapprocher des régles effagantes des
grammaires de mots en ce sens que l'application d'une régle non stricte
diminue la longueur de certaines branches. La grammaire G2 n'est pas stricte,

Gl, G3, G4 et G5 le sont,

Une grammaire est 3 non strictitude monadique si toute régle non
stricte est de la forme (X » xl) avec X € Vl' Il s'ensuit que pour tout non
terminal X ¢ V1 il n'existe pas X, € F(G, X). Ceci est un cas trés particulier
de grammaire non stricte qui recouvre encore la non strictitude dans les
langages ol tous les symboles peuvent 8tre considérés comme d’ariuvé 1. Nous
éprouvons le besoin de définir spécialement ce cas particulier car nous

verrons que si la non-strictitude n'est pas réductible en général, elle le

devient si elle est monadique.

Une grammaire est Greibach-haut, et parfois on précise stricte, si
touteg les régles sont de la forme (X -+ a.?) avec a € I. On dit aussi parfeis
seulement forme de Greibach pour forme de Greibach-haut, cette appellation
recouvrant souvent méme les grammaires de Greibach-haut non strictes, dans
lesquelles on accepte les régles non strictes. La raison est que ces
grammaires correspondent aux schémas de programmes les plus étudiés, dans
lesquels aucune définition de procédure ne commence par un appel de

procédure,
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Une grammaire est greibach-bas si toutes ses régles sont de la forme
(X > t.;) avec t € T(Z u V), v = [tl, cen tn] € T(L) et pour tout i € [n] on

a ltil > 0. Les grammaires Gl et G3 sont de Greibach-bas.

Une grammaire est sans duplication ou.linfaire si toutes les régles
s s v v . s
peuvent s'écrire (X »> t.0) avec t € %(Z U V);, 0 e GE(X) avec & linéaire.

Les grammaires G3 et G4 sont linéaires.

Une grammaire est compléte si toutes les régles peuvent s'écrire
v " .
(X > t.8) avec t € ?(Z u V);, 6 e Oﬁ(x) avec 6 compléte. Dans les cing

exemples de grammaire qui précédent, seule G5 n'est pas compléte.

Une grammaire est ordonnée si toutes les régles peuvent s'écrire

X » %.6) avec ¥ € %(Z u V);, B e Og(x) avec 8 ordonnée.

Ces diverses propriétés permettent de définir un grand nombre de
sous familles parmi les for@ts algébriques. Il est connu que dans le cas
des grammaires de mots, oll les mots peuvent 8tre considérés comme des
arbres 3 une seule branche, ces propriétés permettraient seulement de
distinguer la classe des rationnels, strictement incluse dans les algébriques.
En théorie des arbres, les choses sont plus complexes et la suite de ce

travail apportera certaines connaissances nouvelles sur ce point.
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2) PROPRIETES DES GRAMMAIRES ALGEBRIQUES

*
Lemme 15 (de contexte libre) Pour toute dérivation t => t' dans

G = <V, I, XO, R> et pour toute décomposition t = u.[ui, - up] on peut

u'.fu

- . n
trouver une décomposition t' . u'n] et une torsion 8 € Qp telles

1
l’
. X, o, L ‘s
que pour tout i e [nl, ue(i) =>u { et u => u'.f. Réciproquement l'existence
G
*
de ces deux décompositiors entraine t => t'.
G
Preuve
Par récurrence sur la longueur des dérivations.
& . O!o
Le lemme est trivialement vrai si t => t'.
~ e L3 n'
Hypothdse de récurrence : le lemme est vrai si t => t' avec n < L.
. * . .
Soit t => t" => t' une dérivation de longueur £.
Par hypothése de récurrence, pour toute décomposition t = u.[ul, cen up]
il existe une décomposition t' = u”.[u"l, . u"q] et une torsion 8" € Og
S *" *ﬂl
telles que pour tout i e [q], Ugn(i) => u", et u =>u .0m.
. v v n - -
Posons u = 4".8' avec u" € T(Z u V) et 8' ¢ Gq (proposition 2),
Pour la dérivation t" => t', deux cas sont 3 considérer selon que l'occurrence
de non terminal réécrite est dans u'" ou pas :
ou bien u" => u' alors t' = u'.[u”l, e u"q] et dans ce cas

*
u => u".8" => u',0" et la décomposition de t' est trouvée.
3 1 - f\," 1 " " = ,\J" " "
Ou bien t u".0'.lu IRERI q u".[u gr(1)’ *** U e,(n)],

' = u”.[u'l, e u'n] et i1 existe i € [n] tel que u"6'(i) => u'i et pour

. . . < . . o
tout j € [n] avec 3 # i, u'j =)u"6'(j)' On a alors ¥ i € [nl], u"e,(i) =>u',
* *
L 2> u” ; Y
Comme pour tout 3 e [ql, Ygu(4) u 52 pour tout i e [nl, Ugn(gt(i)) >

* *

i = ' - { " . = u'.
uge (1) >u'. En posant 6 = 6'.8", ona ¥ 1 ¢ [n], Ug (1) u', et
",
u

* v . e
u =» u".B" = u".0'.68" = u",0, ce qui montre que la décomposition

tf o= 3” {u' u' 1 a bien les pr iété i
= . ceeu’ propriétés requises.

1!
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La réciproque est une simple application de la définition des dérivations.
: = v o= gyt ' ' 13 s n

Sit = u.[ul, - up], t u'.lu 10 -+ U n] et s'il existe 6 € GP avec

u E> ut.8 et pour tout k e [nl, Ug (%) N u'k, il résulte directement de la
. * *

definiti = => t" = u'.8. eee = u'. e .
finition de => que t t u'.o [ul, up] u Cue(l), ue(n)]

n n ;
Posons u' = u'.8' avec u' ¢ ?(Z uvV) et 6' e 82, on a alors .

* N
t" )] et t" => t"l = u'.[u’

- ’\J'
= Wluggecgyys -0 Ygcpr(q) 8'(1)° Ya(8'(2))°"""
* 1
Ug(et (q))] 2T Yg(gr(1)) - Wor(1)
- 1" 3 1"t - '\‘| | ] ]
De méme t", => t", = u'.lu'gi(q)» U'gri()s Ygcar(a))® " Ya(o'(q))?

* n n
t"q-l => tuq = u'.[u'e'(l), PN u'e'(q)j = u|.ev.[uvl, .. u'n] s
a

Toute grammaire G = <V, I, Xo, R> peut étre vue comme un systéme
d'équations, chaque régle &tant une équation et tout non terminal une
inconnue. Une solution est un ensemble de for@éts SG(X) pour tout X € V
qui satisfont ce systéme. En fait les non-terminaux représentant des
ensembles d'arbres, il faudra interpréter les régles comme des équations
dans PD(T(Z)) en remplagant le produit de composition par la composition
descendante @, ou comme des équations dans PA(T(Z)) en remplagant le
produit de composition par la composition ascendante. On notera SG(X) les
solutions dans PD(T(E)) et §G(X) les solutions dans PA(T(Z)). En définissant
S, comme la substitution descendante qui 3 tout o € I associe SG(a) = o et

G

¥ = u S5(t). De méme en définissant
- (X+t)eR _
Sg comme la substitution ascendante qui 3 tout o € I associe SG(a) = aet

d tout X € V, §G(X), on aura S

d tout X € V, SG(X), on aura S

G(X) = v §G(t). En application du
(X>t)eR

du théoreéme du point fixe, S_ et §G pourront &tre construites comme limites

G
l n -0 "l =N 2~ . .
g SG veo et SG, SG, cos SG que nous définissons par :

Pour tout n € N et tout o € L Sh(a) = §2(a) = {a}.

de suites SZ’ S

Pour tout X € V SZ(X) = §Z(X) = @,



Ty

Pour tout n € N+ et tout X e V,
Spx) = {t « (D) | 3 X+ 1) e R, t ey (D)

5?(X)‘= {teT™ ]I E+TeR, te §g_l(r)}.

Par récurrence sur n on montre facilement que Sg(t) c Sg+l(t) et que
=n =n+1l
sG(t) < 84 (v).
Exemple Gb6
X = X 5 X -+ Y +a +a +a +a 5
° 1\ PAARN ! I R B
1234 X, X, X, X X X X X X
172 737, 1 2 3 L
//// ™
Xy Xy Xg X,
Y - b + b
1 / \ / N\
xl x1 ?’ xl xl
%
on a
1 _ 1 _ . 1 -
55(X)) = @, S,(X) = {T | i [81}, sy(¥) = { /b\ }s
X X, Xy
s2(x ) ={a | ielull, s2(X) =sx)uv{ b |1, 3elul}
G %o > UG G 7\ > J ?
i a a
[
X. X.
i 73
2 _
54(Y) = { v , b 1,
/ \ / \
X X X b
1 1 1 /\
X, %y
3 2 . 3 2
S(X)=s.(X)u{ b |i,3elul},s(Y)=s(Duv{ b ,

G o G / A\ ¢ 6 VANV
a a X b X
| Loy ot
i X b x

VAN
1 %
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SoX) = s2(X) u { b | 1, 3, k € [47}
/\
’xi b
/\

L
Lemme 16 si T é> avec t € T(I) alors il existe n < £ tel que t € Sg(T)J

Preuve

Par induction sur £ en prenant comme hypothése que le lemme est vrai si
£ < L, ce qui est trivialement vrai en prenant L = 1 c'est 3 dire £ =
d'od T € T(I) et Sg(T) = {t}.

Soit T => T' 2> t une dérivation de longueur L. Mettons en évidence
1l'occurrence de non terminal réécrite par la régle (X + t') utilisée dans

la premiére dérivation :

A"

T = u.[ul, rer U g X.Evl, cee vp,], Wqs co up] et

t - N 1] i 1 2 .
' = u.[ul, ver W g t .[vl, e vp,], Wi v up]. D'aprés le lemme 15
t = u'.[u

19

cen u'q], il existe une torsion 8 et en: posant uy

:t'.[Vl,.-Vp'],
AV . * 2 s .

onau =>u'.f et pour tout i € [q], Ug(1) => u'i. Toutes ces dérivations

sont de longueurs inférieurs a& L donc par hypothése d'induction il existe

n n
n < L tel que u.f € Sg(u) et pour tout i e lql, u'l €S (ue( )). Pour tout

1%

. -1
je6 (k) ona X.Evl, see Vo "

le lemme 15, u'j = t".[v‘l, cee v'q,] avec t' > t".0" et pour tout i e [q'],

1 => t'.[vl, R T u'j, alors, d'aprés

= " oan D, ' n L s
Var(i) LA ;¢ On aalors t".8" e S.(t") et v' € S.(v ) et par définition

8" (i)
de SG la pUisque (X -»> t') € R’ t"-e" € Sg+l(x),

n+l

Comme de plus Sn(t) < Sg

(t) on peut écrire

n+l % n+l n+l n+1 n+1
t € ) @ ES l), LI SG (uk_l) (X) @ [S l)’ A
n+l n+l n+l
e 85 (v D1, Sg (uk+l)’ vee Sg (up)]
n+l.v : _ ~nt+l
donc que t € SG (u. [u cee U g X.[vl, - vp,], Upigs v up]) = SG (1),

n+l . . . .
car SG est une substitution descendante. Puisque n < L, on a bien n+l < L.

0
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Lemme 17 Si t € Sg(T) alors T D§> t.

Preuve
Par vécurrence sur n en prenant comme hypothése que le lemme est vrai si
n < N, ce qui est trivialement vrai si N = 1. On remarque de plus que si

¥XeV, te sg(x) entraine X D2» t alors on a pour tout T € T(Z v V),
G
t e Sg(T) entraine T Dé> t, Posons n = Net Xe Vette sg(x). Par définition

n-1

G (1), I1 suffit alors de

de SZ(X), il existe (X » T) € R telle que t € S

- *
montrer par recurrence sur |T| que T D=> t.

Il est clair que si 1| = 0 alors T = X:5 T = x; et donc T DE> t.
Hypoth&se de récurrence : |[T| < p et t e Sg_l(T) implique T D5 t.
Prenons T avec |T| = p et t e Sg—l(T). Deux cas se présentent 7

Ou bien T = a(Tl, - Tq) avec 0, € Zq et alors t = a(T'l, ce T'q),
Sgﬂl(r) = atsg_l(rl), “on Sg-l(rq)j et pour tout i e [q], T'i € Sg_l(Ti).
Comme on a ITil < |1| = p, par hypothése de récurrence sur p, Ty pE> T'i

. . *
et par définition des dérivations descendantes, T D=> t.

Ou bien T = Y(T,, ... T ) avec Y € V_, On a alors
1 q q

n-1
G

(Tq)] et il existe 3.6 € Sg (Y) avec

"\ -
u € %(Z) et 6 € Oz tels que pour tout i e [r],il existe u, € Sg l(Te(i

N . , x v
t = u.Eul, “es ur]. Alors par hypothése de récurrence sur n, Y D=> u.6.

e sg‘l(y) 0 Esg”l(rl>, -

)) et

Pour tout i ¢ [r], ‘Te(i)| < |1| = p donc par hypothése de récurrence sur p

® n
onart D=> uss donc par le lemme 15, T Iy t et puisque u € %(Z),

B(1)

*
= t.

TD

Lemme 18 Si t e T(L) alors T §> t équivaut a t € SG(T).
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Preuve
L'implication est évidente dans un sens par définition des dérivations
descendantes comme cas particulier des dérivations. Les lemmes 16 et 17

nous donnent l'implication inverse,

Théoréme 19 Pour toute grammaire G = <V, I, X » R> on a pour tout X € V,

FiolGs X) ¢ For(G, X) = F(G, X).

Preuve immédiate par les lemme 17 et 18,

. Par la suite on utilisera indifféremment FOI ou F,

$i 1'on dit que deux sous arbres t, et t; de t sont indépendants
quand aucune occurrence de symbole de ti n'est ni une occurrence de symbole
de tj ni située au dessus ni au dessous d'une occurrence de symbole de tj’

on obhtient le lemme suivant,

Lemme 20 Dans toute dérivation descendante terminale, l'ordre dans lequel
sont menées les dérivations portant sur des sous arbres indépendants est

sans Influence sur le résultat,

Ceci résulte directement de la définition des dérivations descendantes,

des lemmes 16 et 17,

Un prohléme important est de saveir si F(G, X) est vide ou non, ce
qui revient en théorie des langages 3 savoir si le langage engendré depuis

un non terminal est vide ou non, En théorie des arbres, il sera utile de se
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poser un probléme plus fin : Etant donné un non terminal X et une partie e
des variables de ce non terminal, existe-t-il dans F(G, X) un arbre t avec
var(t) = e ? Le lemme et le corollaire suivant répondent & cette question.
Une fois ce probléme résolu il devient trivial de résoudre les problémes
classiques [Bo]de la vacuité de F(G, X) et de 1'utilité d'une variable s
de X, c'est d dire de l'existence de t € F(G, X) avec X, € var(t). Enfin

il peut @tre utile de savoir si une variable x, de X est toujours conservée
c'est a dire si ¥ t € F(G, X), X, € var(t), ou de savoir si pour deux
variables x; et X, de X il existe t € F(G, X) avec {xi, xj} c var(t). Le

lemme et son corollaire permettrontalors facilement de répondre 3 ces questions.

Pour toute for&t F c T(I)" et toute partie e = {x, , X, , ..x, } € X
p i)’ 74, i P
posons F/e = {u € F | var(u) = e}. De cette fagon on pourra poser

Sg(X) = v (Sg(X)/e) pour étudier les arbres de F(G, X) qui
ec{xl,..xd(x)}

conservent ou non certaines variables de X,

On posera D(V) = ;up(d(X)) et pour tous: t et t' e T(L u V)i, t < t' siet
seulement si pour zZut X, € Xn, le nombre d'occurrences de Xy dans t, vx,(t)
est inférieur ou égal é.vx.(t') ou si Vx.(t') 2 D(V). C'est 3 dire que *

t £ t' si et seulement si ; Xss min(D(V)T Vx.(t)) < vx.(t').

Cette relation de préordre sur les arbres delT(Z)i indiit la relation de

préordre sulvante sur les foréts de T(Z)i :siF, F'c T(Z)i, on aura
F<F'si¥teF, 3t"'eF'avect<t',Sionat<c<t'ett'<tonnotera
t = t', par contre si t < t' et non t' £ t alors on pourra nowrt < t',

on étendra ces autres notations aux for@ts, Remarquons que t = t' implique
que les variables apparaissant effectivement en feuillage des deux arbres

sont les mémes,
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Lemme 21 Pour toute grammaire G = <V, I, Xo, R> on peut trouver un entier

k tel que pour X € V et tout e c var(X) on ait F(G, X)/e = SZ(X)/e.

Preuve
Par construction, pour tous n e N, X € V, e c var(X) on a Sgpl(x)/e c SE(X)/e

done Sg_l(x)/e < Sg(X)/e. I1 est clair que cette suite croissante est bornée

par tout ensemble contenant un arbre avec D(V) occurrences de chacune des
variables de e. Définissons pour tout n, Sn = {Sg(x)/e | X € V, e € var(X)}
et notons Si < Sj si et seulement si ¥ x € V, ¥ e < var(X), Sé(x)/e s Sé(x)/e.

La suite s est composée des suites Sg(X)/e, leur nombre N est une constante

de G. Dans chaque suite Sg(X)/e on peut trouver au plus D(V)Card(e)’ donc

D(V)

d fonction au plus D(V) » €léments distincts vis 3 vis de =. Donc S,

contient au plus k = N =* D(V)D(v) €léments distincts. Il est clair que pour

tous n, Sn < Sn+ I1 suffit alors de montrer que si Sn =g alors ¥ p > n

1’ n+l

onas = SP, pour avoir le résultat,

I1 suffit pour cela de montrer que si Spe1 = Sp c'est a dire si pour tous

-1
XeV, e c var(X), t. € Sg(x)fe il existe t, € ngl(x)/e avec t, < t, alors
n+l

pour tout t e S, (X)/e il existe t' € Sg(x)/e avec t < t',

1

S8it e sE*l(x)/e alors 3 (X + 1) € R telle que t ¢ Sg(T) par définition de
Sg+l. Nous montrons alors par induction sur |T| qu'il existe t' e Sg(X)/e

. o n
avec t < t', =0 = X, = X, .) c .) et x, £ x,.
v si || alors T = x;, t = x; € Sg(x,) € 55(x,) Xy ;

n+l

Hypothése d'induction : si |T] <« p et t ¢ Sg

(1) alors 3 t' € Sg(T) avec t < t!,
Prenons T de profondeur p > 0 on a
Ou bien 1 = a(T,, .. T ) avec & € L
1 q q
alors s3™H(D) = {a} @ LsD™H(r)), ... sa (1)
et Sg(T) = {a} @ [Sg(Tl), . Sg(Tq)]-

t e Sg+1(r) entraine t = a(tl, cen tq) et pour tout i e [q]
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n+l
G (

avec t, < t'i donc en posant t' = al[t'

< - . ' Ny
onat; e S Ti), ITil £ p donc par hypothése d'induction 3 t i€ SG(Ti,

e t'q] onat'e Sg(r) et t s t'.

Ou bien T = Y(Tl, . Tq) avec Y € Vq’ alors t € Sg+1(T) = Sg+1(Y) 9

n+l

n n
[SG (rl), cee sg+1(rq)]. On a donc t = t.[tl, cen tr], t

€ "}‘(Z)l et
r

n+l
G (

n+l

G (Y) et pour tout i e [r], ti €S

r N
10 ¢ Gq telle que t.0 € S Te(i))'
Comme ‘Te(i)l < p, par hypothése d'induction pour tout i e [rl] il existe

n+l
G

existe une régle (Y +~ 1') € R telle que t.0 € Sg(T') et puisque Sn_l=5n il existe

t'i € Sg(Te(i)) avec t, < t'i. D'autre part Y8 es (Y)/var(6) donc il
%'.G'ESE_l(f') avec t.6<t'.08'.0n a de plus par dé&finiton de Sg(Y),%'.G'eSE(Y). 11
est alors aisé de construire t'=¥.[t'l,..t'r,]esg(1) tel qu'a tout sous arbre t.
de t:on puisse faire correspondre un sous arbre t'f de t' avec 6(i)=6'(f)et'tisﬁ ‘e
En effet on peut diviser les variables de 6 en deux parties el(e) 1'ensemble

des variables Xy de 8 qui se rencontrent au plus D(V) fois dans 0 et e2(9)

celles qui re rencontrent plus de D(V) fois. Toute variable de el(e) se

trouvera un nombre de fois au moins égal dans 8' donc tous les arbres qui

leur correspondent dans t pourront se retrouver dans t'. Toute variable

de 92(8) est dans e2(6'), tout arbre de sg(x) a du plus D(V) variables,

donc a fortiori tout T, @ au plus D(V) variables, donc au plus D(V) arbres

de Sg(ri) sont nécessaires pour faire apparaltre ces D(V) variables, chacun.

avec au moins une variable donc si Xy apparait plus de D(V) fois dans 8, il

suffit qu'il apparaisse D(V) fois dans 6'., Ainsi on aura t < t'.

L'exemple G6 met en évidence 1l'utilité de D(V), en effet il est clair
que F(G, X)/e est non vide quelque soit e c var(X) et il faudra aller jusqu'a
Sg pour avoir Sé(X)/e 7 @ pour tout e c var(X), car Sg(Y) est le premier a

contenir un arbre avec D(V) = 4 occurrences de xl.
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Corollaire 22 Pour tout X € V et e c var(X) on peut décider si F(G, X)/e

est vide.

Preuve

Il suffit de savoir si SE(X)/e est vide.

0
On a F(G, X) = v F(G, X)/e ce qui permet de décider de la
ecvar(X)
vacuité de F(G, X). De méme v F(G, X)/e permet de décider s'il
eevar(X)
X, € e
i

existe t € F(G, X) avec x, € var(t).
Nous allons maintenant faire une étude similaire sur la for@t ascendante
FIO(G) en utilisant les substitutions §g.

£ -
Lemme 23 Si T Aé> t avec t € T(I) alors il existe n < £ tel que t ¢ SE(T).

Preuve

Par récurrence sur £, en prenant comme hypothése que le lemme est vrai si

£ < L et en remarquant que si L = 1 alors £ = 0 d'ol T € T(L) et §Z(T) = {1}.

Prenons une dérivation T A=> T' A%> t de longueur £ = L et posons r = (X + t')
~ . 4 “~ P4 . a - '\l >

la régle utilisée en premiére dérivation, T = u.[ul, cee uk—l’ X,.v, uk+1,.. up]
> 3 t - v J ' > .. 2z

avec v € T(E),T' = u.[ul, ve g Vs gy up] par définition des

dérivations ascendantes., Par hypothése de récurrence on a

R w = S, E =
t e Sg(d) B Csglug)y vov sgluy y)y SG"v)s Sgluyp), ooe Sglup)d.
v
En posant t' = t'.6 avec T e *(X UuV)et®e Oona SE(%'.O.:) =

———

— —
Sg(t') () 82(6.3) d'aprés le lemme 13, mais puisque Ve T(I) et que Sg est

1'identité sur I, on a 32(9.3) = {8.V} d'od sgw.:) = Sg(t') 8 52(3).
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Par définition de Sn+1 on a SA g(t") < Sn+l(x) donc $ (t' V) sn+1(x v) et
comme pour tout P € T(I u V), S (0 < Sn+l(p) on obtient t € SZ+1( ).
Par hypothése de récurrence n s £-1 d'ol n+l1 < £.

g

Lenmme 24 Si t € Sg(r) alors T Aé> t.

Preuve

Il est clair que c'est vrai pour n = 0 et n = 1 par définition de SZ(X). On

remarque que si ¥ X e V, t € sg(x) entraine X Ag> t alors ¥ T ¢ T(Z u V),

——

t € Sg(r) entraine T A% t. Prenons comme hypothése de récurrence que le
lemme est vrai si n < N et prenons X e V, t € SE(X) avec n = N » 0.

Par définition de ggkx), il existe r = (X + T) € R telle que t € gg;l(T).
Il suffit alors de montrer par récurrence sur |T| que T AS> t, ce qui est
évident si |1| = 0.

. *
Posons comme hypothése de récurrence sur [t] que si |1| < p alors T A=> t

et prenons T de profondeur p > 0. Deux cas se présentent.

Ou bien T = a(T - r ) avec a € Eq dans t = a(T'

(T) {a} O ESn 1(T ), Sg—l(r )] donc pour tout i € [q] on a

lT l < l l p et par hypothése de récurrence sur | | et par définition des

L
10 oo Tq)

dérivations ascendantes T A=> T'i et T A=> t.

4 - - 1 1 L
Ou bien T = Y(Tl, cae Tq) avec Y € Vq. Dans ce cas t = t'.[T 10 e T q] avec

t' e Sg“l(Y) donc par hypothése de récurrence sur n,Y AE> t', et pour tout

ie [ql, T'i € Sg'l(Ti) donc T, AZ> T'i comme dans le cas précédent et

T AZ> t,
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Corollaire 25 Si t € T(L), t € §G(T) dquivaut 3 T A§> t.

Lemme 26 Pour toute grammaire G = <V, I, X s R> on peut trouver une
constante k' telle que pour tout X € V et tout e c var(X) on ait

- -y ok’ =
FrolG X)/e = g <=> 8. (X)/e = 9

Preuve

Posons §n = {§g(x)/e | X € V, e © var(X)} et notons pour tout n,§ < Sn+l

s'il existe X € V et e € var(X) tels que §Z(X)/e P et S (X)/e # P, étant

entendu que l'on a toujours §g(X)/e c §n+1(X)/e et qu'en ce sens Sn < S

G n+l’

Nous noterons alors §_ = § si 1'on n'a pas S_ < S__.. Nous allons montrer
n n+l n n+l

- - — - -

que si Sn_l = Sn alors Sn x Sn+l et donc que pour tout p > n, Sn = Sp'

Comme de plus la suite contlent un nombre borné d'éléments distincts (car V

est borné et ¥ X € V, d(X) est borné), on en tire l'existence de k' tel que

=) ? - - =l !
k' . g® pour tout n = k'. D'od pour tout n 2 k',Sg(X)/e =@ <= Sg (X)/e =9

et le résultat.

Posons én—l = S .81 te Sn+l(X) alors 3 (X > T) € R avec t € S (T) Nous

allons montrer par récurrence sur |T| qu'il existe t' e S. (T) avec

G

var(t') = var(t). Alors, puisque §nvl(T) c §n(T) on pourra en conclure
vn+1

1'équivalence §g(X)/var(t) = @ <=> (X)/var(t) =

Hypoth&se de récurrence : si|t| < p alors il existe t' e 52-1(T) avec
var(t) = var(t').
Ce qui est vrai si |T| = 0 car alors T = Xep T = x, €t %, € §g(xi) quelque

soit q ¢ NN,

Prenons T de profondeur p > 0, alors T aETl, oo Tq] avec QO € Zq u v,

q
Comme t € §g(r) onat = u.Etl, “en tq] avec u € §g(a) et pour tout i € [ql,

t; € §g(Ti). On a alors |T.[ < |1| = p donc par hypothése de récurrence

il existe t'i € G (T ) avec var(t'l) = var(ti). Siae I on a alors

§g(a) = {a} = 2 1(OL) donc u =0 et t' =a.flt' ... t'q] a les mémes variables
3



84

que t. Si a ¢« V alors § u' € §g-l(a) avec var(u) = var(u') car §n-l * 8

donc en posant t' = u'.[t' - t'q] ol les t'i sont ceux définis plus haut,

l’

on a bien var(t) = var(t').

Corollaire 27 Pour tout X € V et pour e c var(X) on peut décider si

FIO(G, X)/e est vide.

Lemme 28 On peut toujours supposer que les régles linéaires et terminales

seront appliquées aprés toutes les autres dans une dérivation.

Preuve
Donnons nous G = <V, &, X , R>,
)

I1 suffit de montrer que pour toute dérivation t) => t, => t avecr linéaire
r r

. . . P . *
et terminale et r' quelconque, il existe une dérivation t. =3 t'  => t_.

1p' "2p 3

N n L.
Posons v = (X »+ t.0) avec t € %(X)i et 6 une torsion linéaire de Oz, en

posant m = d(X).
v A PO . .
t. R u.Cul, - up] avec u initial et il existe k € [p] tel que
= , = v.fu’ '

U X(vl, vee vm). On a alors t, u,lu 12 +ee U P] avec
u', = %.G.Ev e v, ] = %.[v o v 1= ¥ [V.,.. v_1 et pour tout j # k,

k ? m 6(1)° 8(n) Mials n

N s s Vv . .

uj = u'j. La régle r' ne peut s'appliquer 3 t qui est terminal, trais.cas se

présentent alors :
1) r' s'applique 33 done ¥ => u'.8" avec u' € T(I u V);,. D'ol
= '\l' $ A ] = r\J' ] 1 ]
ty = 6'.[u 42 0o U P] u'.lu gr(1)® **c U 9'(p')]' D'autre part
= 3 = t! =gt = {i i
ty r? u .Eue,(l), e u6'(p')] th,. Posons I = 6' (k) {11, e 1q}
] [N 'y . [ 'Y = 13 = ] .
1'ensemble des indices i tels que 8'(i) = k. Alors ¥ j € I, ue,(j) z u'e1(4)

g> t,.

eth £ I, ue'(j)-:u‘e'(j) donc t'2r 3
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2) r' s'applique a uj avec j # k. Le lemme 20 montre que dans ce cas

=> ! => .

- - - 4v} .
3) r' s'applique a v.. Posons v, ?iv‘j. Alors t, = u.[u“l, . u"pj

!
j-10 V52 Va2

<1

n - -
avec u" = t.[vl, N ... v.] et pour tout i # k,

k n
"o=u', T ou,. = 0(3 = v, => e
u", =ut, = ug Posons £ = 6(j), alors Vo vj et u = X(vl, Voo
5! - ¥ ! = Y ' ' =g
vj, Voe1® tc vm) ;> t.G.Cvl, vee Vp 15 ¥ 32 Voe1® °t° vm] t.[v IR n] a

avec v‘h = ;'j si 8(h) = £ et v‘h = vy si 6(h) # £. Comme la régle r est

lindaire, 0 est injective et j est le seul élément de [n] tel que 8(3) = 4.

3 s - = v $ : [ I—— S o= oyt
Cecl entraine que v h - ve(h) vy sih# jetv 3 v 3 donc u o = uly et

> t!
]
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II - NOTION DE GRAMMAIRE REDUITE ET REDUCTIONS
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1) INTRODUCTION

L'une des premiéres préoccupations des chercheurs en théorie des
langages a &té de chercher a simplifier les grammaires. Une premiére simpli-
fication consiste a éviter qu'elles ne soient encombrées d'éléments non
nécessaires comme les non-terminaux inacessibles depuis 1'axiome, et les

non terminaux engendrant un langage vide.

En théorie des arbres il est aussi simple de retirer les non terminaux
inaccessibles depuis 1l'axiome, par contre pour retirer les non terminaux
engendrant une forét vide, on ne pourra pas se contenter de retirer les régles
dans lesquelles ils apparaissent, comme c'est le cas en théorie des langages.

La raison en est que, au cours des dérivations, un sous-arbre, et en particulier
un sous arbre contenant des non terminaux, peut disparaitre par application

de régles non complétes, Ainsi si un arbre t contient un sous arbre T

engendrant une for&t vide, c'est d dire que t = ﬁ,le, T, 32].; avec

v P .
u € ?(Z U V) et F(G, 1) = @, et si G n'est pas compléte on n'a pas nécessai-
? P p P

1

rement F(G, t) = @, L'exemple suivant illustrera ce point,

{a, 1}, I, = {a}, . =1{b}, v ={x, 2z}, v, = {x}
o) 2

o]
%
[
(1]
1}
~
1~
1]

2 (o}
XO > X + X X -+ b + a
/ A\ / \ / \ / \ 1
Q Z 1 1 xl x2 xl x2 xl
On a F(G7, Z) = @ par contre F(G7, X ) = a
/ \ |
o Z o]

d'od F(G7) = {a, a, b }.
11 7/
o 1 1 1

Cependant FIO(G7, Z) = @ entraine
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F. (G7, X )= FIO(G7, /x\ ) FIO(G7, Z) = ¢

d'od FIO(G7) =F_(G7, X )=1{a, b }.

IO

On dira qu'un symbole X  est accessible depuis X, e V dans

X dans V et pour tout

G = <V, I, XO, R> s'il existe X2, X3, e X4

ie {2, ... n} i1l existe une régle X;_, > t;_; telle qu'il y ait une

occurrence de symbole X, dans t; ,. On dira simplement que X est accessible

1
s'il est accessible depuis X . Il est clair que si G est sans non terminal
. - [} . 7 ] L] *

inacessible, pour tout X € V il existe une dérivation X => t avec une

occurrence de X dans t.

On dira que la grammaire G est totale si pour tout X ¢ V,
F(G, X) # ¢ et qu'elle est I0-totale si pour tout X € V, FIO(G, X) # 0.
Comme FIO(G, X) ¢ F(G, X) si une grammaire est IO-totale, elle est totale

mais la réciproque n'est pas vraie.

Exemple G8 : Xo -2+ X , X -+ b +a,z2~+ X
/A /\ / A\ I /\

o1ox % 1 % 1

on a FIO(GS, Z) = @ car la seule dérivation ascendante possible pour Z
est Z => X(0, xl).Z => (X(0, xl))Q.Z 2> (x(o, xl))n.Z qui ne produit aucun
arbre terminal.
Par contre FOI(GB, Z) contient a entre autres.
o
Nous verrons qu'il est possible pour toute grammaire G de trouver une

grammaire G' totale telle que F(G) = F(G') et une grammaire IO-totale G"
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telle que FIO(G) = FIO(G"). Par contre en général on ne peut trouver G"
I0-totale telle qu'on ait 3 la fois PIO(G) = FIO(G") et F(G) = F(G"), en

particulier 3 G7 on ne pourra faire correspondre une telle grammaire.

Un autre type d'élément non nécessaire, propre aux grammaires
d'arbres, est celui des variables inutiles dans un non terminal. On dira que
x; est une variable utile dans le non terminal X si i ¢ [d(X)] et
it e F(G, X) avec x; € var(t), le non-terminal X sera alors d'arité utile

si toutes ses variables sont utiles.

Exemple GO : XO + X . X + a, Y+ X
/ \ / \ ! / N\

o) Y b4

la variable X, est inutile dans le non terminal X, il s'ensuit que toute
la foret F(G, Y) qui peut apparaitre en cours de dérivation (non descendante)

introduit une complication inutile.

On dira que x; est une variable I0-utile dans le non terminal X
siieldX)] et It e FIO(G, X) avec X, € var(t), le non-terminal X

sera alors d'arité Io-utile si toutes ses variables sont IO-utiles.

Dans les grammaires interprétées comme schémas de programmes, un non
terminal inacessible correspond 3 une procédure qui ne sera jamais appelée,
un non terminal engendrant une for&t vide correspond & une procédure qui ne
donne jamais de résultat et une variable inutile d un paramétre qui n'est
jamais utilisé dans une procédure. Supprimer ces éléments inutiles revient
d simplifier le programme. Ces réductions ont été étudiées dans le cadre

particulier des grammaires déterministes par Iréne Guessarian [GU].
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La réduction de la totalité a été &tudiée dans le cas OI [AD, dupll
[A-tel, [Bol et [Co-2] et dans le cas IO [Bol. La réduction des arités inutiles
a été étudiée par Boudol [Bol. L'étude de ces réductions est reprise ici avec
la contrainte supplémentaire de conserver certaines propriétés intéressantes

des grammaires.

Nous dirons qu'une grammaire est réduite si elle est totale, utile
et sans non terminal inacessible, de m@me nous dirons qu'elle est I0-réduite
si elle est I0-totale, IO-utile et sans non-terminal inaccessible. Il est

clair qu'une grammaire IO-réduite est aussi réduite.
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2) REDUCTION DE LA NON-ACCESSIBILITE EN IO ET OI

Lemme II,1 Si X € V est inacessible dans G = <V, I, XO, R>, en posant
X = {Y € V| X est accessible depuis Y} et G' = <V \ X, I, X R'> avec

R' = {(X>1t) e R| XeV\X}onaF(G) = F(G") et Fyo(6) = F (6.

Preuve

V et R étant finis on peut construire pour tout X € V 1'ensemble X des non
terminaux accessibles depuis X, il suffit de remarquer que si Y est
accessible depuis X, il existe une chaine X = Xl’ X2, .o Xn = Y avec

n < Card (V) avec pour tout i ¢ {2, ... n}, El(Xi_l -+ ti—l) € R avec une

occurrence de X, dans t, ..
i i-1
11 est alors immédiat de construire X,
~
I1 est clair que si un élément de X apparait dans une régle (Y + t) € R
- (o)
c'est que Y € X et qu'aucune régle oli apparait un élément de X ne peut
€tre utilisée dans une dérivation depuis XO dans G,
Donc en posant G" = <V, I, X R'> on a F(G) = F(G").
™~
De plus comme aucun élément de X n'apparait dans R' on peut écrire

G' = <v\X, I, XO, R'> et on a F(G') = F(G").

Corollaire 11,2 Toute grammaire peut &tre supposée sans non terminal

inaccessible,

Preuve

I1 suffit d'itérer le procédé pour chaque non terminal inaccessible.

0
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3) REDUCTION DE LA NON TOTALITE EN OI

La construction qui suit est due 3 Boudol [B3] elle permet d'obtenir une
grammaire totale engendrant la méme for€t que toute grammaire G = <V, I, Xo’ R>.
L'idée de base de la construction vient de la remarque suivante :

Si F(G, %'[tl’ cen tn]) # @ et qu'il existe i ¢ [n] avec F(G, ti) = ¢, c'est
qu'il existe t ¢ F(G, g) avec x; ¢ var(t), tout élément engendrant une foréet
vide finit par &tre abandonné au cours des dérivations, par application d'une
régle non compléte. On va donc essayer de ne pas le produire. Prenons une
régler = (X > Y )olX,Y,ZeV, F(G 2) = ¢ et F(G, Y(x,, 2)) # 0.

1 / \

X, X Z
C'est qu'il existe t € F(G, Y(Xl’ x2)) avec X, ¢ var(t). Si 1l'on sait
construire un nouveau non terminal Y' d'arité 1 et des régles associées
telles Y' engendre exactement {t | t e F(G, Y) et X, ¢ t} alors la régle r
pourra &tre remplacée par (X —+ Y'), On pourra étendre ce procédé de fagon

X X

1 1

que tous les non terminaux engendrant une for8t vide deviennent iraccessibles,

il suffira alors de les retirer,

Construction II,1

A toute partie finie o CZN+, contenant d(a) éléments notés par ordre

numérique croissant i, i ces
ig roissant i,, i, . id(a

injective, croissante de [d(a)] dans [i

y» on associe d'une part l'application a

d(a)j’ définie pour tout j € [d(a)]

par a(j) = ij’ et d'autre part l'ensemble de variables

| j € [d(a)i}.

x(a) = {xil, ..._:xid (a)} 5 {XG(J)

z . + - s 'y
Etant données deux parties o ¢ B ¢IN' notons 6% la torsion linéaire

B
ordonnée de ngg; telle que pour tout j e [d(a)l, Oz(j) = k € [d(B)] tel que

- 9%, 0B

B(k) = a(j). I1 est alors immédiat que si a c B c ¥y cNt on a 63 8%



93

o

B

Un cas particulier important est celui ou a < B cN' avec B = [n], n 2 a(d(x)).

car pour tout j € [d(@)], 63(§) = e$(e ().

. . a
= e = <n ; . ‘e
Alors en posant a {11, 1d(a)} on a e[n] n j X. , X

. ).
o td(a)

Soit 8 = <p 3 Ry s ove X > une torsion quelconque (pas nécessairement
1 n n
linéaire ou croissante de ep avec var(8) c x(a) et a < [p]. Posons

"

n O .y .
Ra(e) <d(a) ; le, ce xjn> € ed(a) avec pour tout k e [n], e[p](Jk) = i

c'est 3 dire que Ra(e) est la torsion obtenue depuis 6 en renumérotant les

k’

a
fpl

0 et si

variables par le rang de leur indice dans a. On a Ra(e>.e

ac B clplonaR,(6) = Ra(B).O

a
8 B8
n v
Pour tout arbre t = t.0 on notera Ra(t) = t.Ra(e).
Pour tout alphabet gradué A, toute for8t F c T(A)i et tout a < [n] on pose

Pa(F) = {t € F | var(t) < x(a)}.

Donnons nous une grammaire algébrique G = <V, I, XO, R>.
Pour tout X € V posons
X = {Xa | o c [d(X)] et d(Xa) = d(a)} et V= u X. Toutefois nous noterons

_ XeV
X, plutdt que X,

2

On pourra dire que l'arbre Xu‘e%d(x)j représente le non terminal X
amputé des variables dont les indices ne sont pas dans a, ou encore X limité
a la partie.x(d) de ses variables, Ces amputations pourront &tre représentées
par la substitution linéaire descendante o de T(f u V) dans T(L v ;) qui &
tout non terminal de V associe tous les non terminaux limités possibles et ne
modifie pas les terminaux : ¥ € € I, o(e) ={e} et ¥ X € V,

a(x) = {xa.e o c [d(X)1}.

v |
[d(x)3
On a alors éyidemment P (0(X)) = {xa.e%d(x)]} et R (P (0(X))) = {X },
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Il est alors assez naturel d'associer 3 toute régle (X + t)- e R
les pseudo-régles Xa'e[d(X)] + T avec T € 0(t) et var(t) var(Xa.ecd(x)])-x(a)
~ Qa
car on a xa.e[d(x)]

s P . . a -
véritables en renumérotant les variables par Ra : Ra(Xa.e[d(x)]) Xa, on

€ Pa(o(X)) et T ¢ Pa(a(t)). On pourra en faire des régles
obtient alors les régles X, > T' avec T' = Ra(T) donc T' € Ra(Pa(o(t))).

Il est clair que o(X)) = {io}, nous pouvons alors définir
e" = <v, I, io, R"> avec R" = {(xa +1) | (X>1) eR, X, € X, t e Ra(Pd(o(t)))}.
D'aprés le corollaire 22 et sa remarque, nous pouvons déterminer
¥ = {x, ev | F(a", X)) # 8}

~ . < 0 )
Nous poserons 8 =V \YV, V est 1l'ensemble des non terminaux engendrant une

forét vide dans G".

Aprés avoir montré que F(G) = F(G"), nous montrerons que toute
régle (Y > t) € R" avec une occurrence de symbole de 8 dans t peut &tre
retirée de R" sans changer la forét engendrée. Nous aboutirons ainsi a
la grammaire Gl = <;, z, io’ Rl> avec R1 = {(X+t) e R" [ t e T(E U WM.
I1 suffira alors de remarquer que tous les symboles de 8 sont devenus

inacessibles dans Gl pour voir que la réduction de la non accessibilité

nous fournira une grammaire totale,

A tout arbre t € T(E v V); nous pouvons associer tous les arbres
qui en sont des images amputées dans T(Z v 5), c'est 3 dire o(t) et
sélectionner ceux qui ont leurs yariables dans une partie x(a) de var(t),
une telle partie est Pa(O(t))' De méme nous pouvons isoler les arbres de
F(G, t) qui ont leurs variables dans x(a), nous notons PG(F(G, t)) cette

partie,
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Nous allons montrer que Pa(F(G", o(t))) = Pa(F(G, t)). Ceci sera
du @ deux propriétés. Tout d'abord le choix P peut commuter avec la
dérivation dans G" : Pa(F(G", o(t))) = F(a", Pa(o(t))), ensuite si Pa(P(G, t))
n'est pas vide, il existe un arbre limité aux variables d'indices dans a :
T € Pa(o(t)), qui engendre exactement PQ(F(G, t)) dans G", c'est 3 dire que

Pa(F(G, t)) = F(G", T).

Nous montrerons celd par induction sur n, en construisant F(G) et
F(G") par les suites Sg et Sg". Pour simplifier les preuves nous commencerons

par nous limiter aux arbres initiaux.

Lemme II,3 Si pour tout X € V on a SG"( [d(X)]) = P (SG"(G(X)))

P (S (X)) alors pour tout ¥ e ¥ V)p et tout B c [p]l on a

G,,(Ps(o(t))) = PB(SG"(G(¥))) = PB(Sn(%3) de plus si PB (t)) # @ il existe
T ¢ Ps(o(t)) tel que SG"(T) G"(Pe(a(t)))
Preuve

A) Remarquons d'abord que si t' € st (1) on a var(t') c var(t) d'ol

G"

(P (o(t))) <P, (s (o(t))).

G" Gn

B) si? e ?‘(z);, o® = (=2 ® = saH).

G"
a) si var(%) < x(a) alors ?q(t) = {%} et

'\"x: n vy, Y
G"(P (a(¥))) = p (SG"(a(t))) Pa(S5(t)) = {t}

b) si var(t) ¢ x(a) alors Pu(%) = @ et les trois membres de l'égalité

sont vides, donc égaux.

C) si |¥| < 1 alers le lemme est vrai, Ceci découle immédiatement de B
N
et du fait que si t = X(x_, ... xp) € V, pour tout a ¢ [p] on a

Py (o(X)) = {X 6% 1.

tpl
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D) Nous avons montré que le lemme &tait vrai si |%| < 2, supposons qu'il

n n
soit vrai si |t] < £ et prenons t de profondeur £ 2 2. On peut écrire

Y= X(tl, eee tq) € %(E ] V);. Compte tenu de A, il suffit de montrer que

pour tout 8 < [pl, pB(sg"(o(%)>) < Pg

existe T € PB(G(%)) tel que PB(SZ(%)) c Sn"(%), ce sera le point b).

(Sn(%)), ce sera le point a), et qu'il
G

a) o(¥) = o(x) ) [O(tl), cae O(tq)] et d'aprés le lemme 14,

Sn(0()) © S5 (0(X)) @ L8gu(a(t)), ... Sgu(o(t))]. Par hypothdse, pour

tout a < [d(X)] on a Pa(sn"(c(x))) z Pa‘sg(X)) done S, (0(X)) = sg(x), d'od

n v n n n
SG"(O(t)) © 5,4(X) M Cs "(o(tl)), -++ Sgu

n n n n
Pa(Sgnlo(t))) < So(X) ® EPB(SG"(c(tl))), . PB(sG"(o(tq)))] et

pB(sg(¥)) = sg(x) o) EPB(Sg(tl)), .. p8<sg(tq))1. I1 nous suffit alors de

montrer. que pour tout i € [q] on a PB(Sg"(o(ti))) c PB(Sg(ti))' Le seul point

(O(tq))] et pour tout 8 ¢ [p]l on a

qui nous empéche d'utiliser 1'hypothése de récurrence est que ty n'est pas
a

s Y i -

initial. Cependant nous avons ti = ti’eEp] avec ai = {pi_l+1, pi_1+2,... pi}

n

car ti est un sous arbre final de l'arbre initial t. On a
o, o
n Ah . oD N i n - &NV i
SG"(G(ti)) = SG"(U(ti))’BEp] et SG(ti) = SG(ti)'eEp]f Comme a. < B, on a
n _ n n _ n
N s = n v i n ,.n . n, v i
PB(SG"(O(ti))) = Pai(SG"(O(ti)).GEp]) et PB(SG"(SG(ti))) = Pai(SG(ti)'eEp])’

o,
Posons a'i = {j ; Ed(ai)] avec eE;l(j) € ai}, alors .
n N i, _ n v i n, Vv S

n,v aj N p
(Pa'.(SG(ti)))'e[p]' Par hypothése de récurrence on a

(a(t))) = P (s2(t,))

n n _ n, N n n
Pa’i(s W(0(F ) = Pa,i(SG(ti)) car |¥| < £. ponc Py(sg, 8(5a(t
et PB(Sn"(U(%))) c Pe(sg(¥)).

b) Nous avons

n,v
PB(SG(t)) PB

n n
Sg(X) Q [PB(SG(tl)), . P

n n n
(sg(X) @ Isglty), ... SG(tq)])
n
B(SG(tq))].
Montrons que pour tout i € [q] on a PB(Sg(ti)) = Sn"(PB(G(ti))).
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Ici encore, c'est seulement parce que t, n'est pas initial que l'on ne peut
p q i p q

appliquer 1'hypothése de récurrence. Reprenons les notations de a) 3 savoir
Y, el ., al.. ona ST (P (3(£,))) = Shy(Pglo(t)) 0.1 )) -
ia r~ ]’ -9 -' a" B va B s/ [p]

(1 a,
&P (o(t ). BE 3)) et puisque Py (U(t ). 6[ ]) = (P ' (0(%1))).9[;], on

l l

GH

obtient SG"(PB(O(t ))) = SG"(P , (O(t . 9 De méme P, (S- (t 1)) =

o 1 (p ] B "G
(Pa' (s (t.))).e[ ] eten appliquant a ti 1'hypothése de récurrence :
i
G"(PB(O(t ))) = PB(SG(t )). Alors, par hypothése de récurrence, si-

B(S (t )) # @, il existe T, € PB(O(t )) avec SG" c'Fg

P (S (t.)). Posons & = {i € [q] | PB(S (t,)) # @}. On a alors

(T ) = sh (P (o(ti))) =

B(s M) = P, (Sn(X)) @ rp (sg(tl)), ... B(s (t ))J, et par hypothdse

82"( Eq]) = P (S (X)). Ecrivons a = {11, 12, ve lr}’ nous obtenons
- n
PB(SG(t)) = G.,(x ) @ Cp (sG(til)), PB(SG(t 1]
= "(x ) @ [s? W(Te )y one sn"(T. )]
G G l G i,

Car pour tout ij € o, il existe L P (o(t. )) avec

B

n 1 =
SG"(Ti_) PB(SG(t )). D'ou PB(SG(t)) SG"(XG(Ti s oeee Ty )) et
] 3 1 T
4]
Xa(Til’ ees Tir) € PB(O(t)).

- n a -
Lemme II,4 Pour tout X € V et pour tout n € N on a SG"(Xa'e[d(X)]) -

Py (Shy(a(X))) = Py (S (X)).

GH
Preuve Par récurrence sur n, .

Sin = 0, le lemme est trivialement vrai par vacuité. Supposons le vrai
pour tout n < N et prenons n = N > 0. On a toujours {X .G%d(x)] = P (O(X))

et sit e SG"( Ea(X)]) alors var(t) c x(a) d'oli t € P (SG"(G(X)) et

(0(x)), 3 X,.0°

;?gx e[d(x)]) c P (sG"(c(X))) sit e S; B° Ld(x)]

Q" avec
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B

t e SG"(XB de(x)]) donc RB(t) € SG"(XB) et par définition de SG" il existe
(XB + T) € R" avec RB(t) € SG" (1) donc t € SG" (%.B?d(x)]). Par définition

de R", il existe (X + T) € R avec T. 6[d( )] € o(1) donc t € SG" (U(T)).

Posons T = 1.8 alors t € SG" (O(T)).G et par hypothése de récurrence et par

le lemme II,3 on a SG" (O(T)) = (T) donc t € S (T) c sh (X) D'oll
G,,(O(X)) c S (X) Sit e PG(SE(X)) alors il existe (X + 1) ¢ R avec

t e SG (T) posons T = ¥.0 avec T € T(X u V);,t € ngl(¥).6 posons t = t'.8

. . -1.%
il existe a' c [p] tel que var(t') = x(a') et t* ¢ Pa,(Sg l('r)) donc

(P (0(%))) d'aprés le lemme II,3 et par hypothése de récurrence.

(Pa(o(r))) et comme P_, (S5 1) 7 0,

tt € G"

On a alors t € SO (P (O(T))) 6 c s

G" G"

- "\
car il contient t', il existe T € Pa,(U(T)) tel que t' € (T) d'ol

G"

t e (T 6) et T.8 € P (O(T)) et la régle X, > Ra(E.e) est dans R" et

G"
a £
comme T.8 = (R (1.9)). e[d(x)] onate SG"( eCd(x)J). On en déduit que

P (S (X)) < SG"(X e[d(x)])
0
. 0 > >
Lemme II,5 SiZ e Vetr = (Y~ u [vl, Z.v, v2]) € R'", posons
", =<V, I, io, R" \ r>, alors ¥ Y € v, F(G", Y) = F(6" , Y).
Preuve

Du lemme II,4 on déduit que si o ¢ B c [d(X)], pour tout n

B 3 " o - A
San Ko 8lay1’ = PolSenXg-Bracuyy?) dome F(G"s X004 (y)p) = Po(F(E",
B
Xg-8ra(x)7)) et
F(a", xa.eg)= {t « F(e", Xg) | var(t) < eg(a)}

. N N> > > .
Si la régle r = (Y » u.Evl, Z.V, v23) est dans R",ou bien aucune occurrence
. N> > >
de non terminal n'est au dessus de Z et alors F(G", u.Evl, Z.V, v2]) =9
et la régle r peut &tre retirée sans changer F(G", Y), ou bien il y a une

occurrence XB de non terminal au dessous de Z,

> N > -
. [vl, z v, v 1= v'“wl’ XB(Tl, cen Tps ees TP), m23 avec T, = v'.[w'l,z.v,w'2]
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et il n'y a aucune occurrence de non terminal au dessus de Z dans Tyes c'est

d dire que XB est l'occurrence de non terminal la plus proche au-dessus

8
a) - -

. rp)) = F(@", XB) @ rr(a", rl), ... F(g", rk) -

de Z. Alors F(G", Tk) = P, Posons oo = B8 \ 6

i{g", XB(Tl, e s

F(G", rp)] = {t € F(a", xB) | x ¢ var(t)} @ CF(G", T)s ... F(G", T,
F(G", T )] et d'aprés * = F(G", xa.eg) @ CF(a", 1) .o F(G", 1)),

F(a", rp)] = F(G", X)) @ Cr(e", T,)s «oe F(G", T, 1), F(G", T, 1),

k+1
F(G", T )]. On a alors F(G" %.c& X (Tt eee T e T.) 5 1 =
) p L] l’ B l’ k’ p L] 2

N
F(G", v.[El, X (Tys oon T LT @,1) et la régle

k-1 k1

r' = (Y » 3.[5 X (T e T T ... T_), 0,1) est dans R", on peut
17 Tat 1t o M1 Tk oot )0 9 » or

donc retirer r de R" sans changer F(G", Y). Il est alors évident que l'on

-

ne change pas F(G", Y') pour tout Y' € V,

Lemme II,6 Tl existe G' totale avec F(G') = F(G). (;?EE)
—_— ULLE

Preuve

Du lemme II,4 on tire immédiatement F(G) = Pg(f(e, xo)) =P (F(G",Ro))=F(G").

8
o
L'application du lemme II,5 & toute occurence de Z € V dans une partie
droite de régle de G", conduit i,Gl donc F(G") = F(G1).
o -
Tout symbole de V est devenu inaccessible depuis X, dans G,. I1 suffit alors

d'appliquer le lemme II,1 pour obtenir G', Puisque les non terminaux de G’

- - O
sont dans V = V \ V, il est clair que G' est totale.

Proposition I[,9 Pour toute grammaire G = <V, I, X, R> telle F(G) # @
on peut trouver une grammaire G' totale et sans non terminal inaccessible

telle que F(G) = F(G') et telle que si G est linéaire ou stricte ou & non
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strictitude monadique ou compléte ou réguliére ou coréguliére ou Greibach

haut ou Greibach bas ou Greibach double, G' a les mémes propriétés.

Freuve

Si G n'est pas compléte, la construction qui précéde pourra &tre appliquée
avec profit, En effet 0 est linéaire, stricte, ce qui conservera dans G" les
propriétés de linéarité, strictitude et non strictitude monadique. Comme

de plus ¥ X ¢ V, 0(X) < T(;) et ¥a e I, o(la) € T(L) les propriétés de
régularité, corégularité et formes de Greibach seront conservées dans G".
Comme les régles de G' sont un sous ensemble des régles de G", ces propriétés
seront conservées dans G',

Il est clair que 0 n'est pas compléte, on pourrait montrer que toutes les
régles non-complétes introduites dans G' quand G est compléte, peuvent Etre
retirées,mais il est plus simple d'utiliser une transformation particuliére
de G, s'appuyant sur sa complétude qui est une propriété forte.

11 suffit de remarquer que si G est compléte et si Y est un non terminal
engendrant une for8t vide : F(G, Y) = @, alors toute régle de la forme

X+t = g.[;l, Y,;,'32] est inutile car pour tout T € F(G, %) on a

yar(t) = var(d) car G est compléte, on en déduit que F(G, t) = @ et donc

> >
t.w, V1 = t',

. -~ . L] z P d . L] * ’ ’\‘ >
que si la reégle est utilisée dans une dérivation Xo => v.lv o

1’
"\ " :

pour tout ' € F(G, V) on a var(t') = var(V) donc t ne pourra &tre

é1liminé et F(G, t') = @, Il est évident qu'on ne change pas la for@t engendrée

en retirant une régle qui ne peut 8tre utilisée dans aucune dérivation

terminale.

Posons G" = «Vy, X, Xo’ R'>

avec Y {X eV | F(G, X) # 0},

n

R'

1

{X>t) eR | XeVetteT(uWl.
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G" est la grammaire obtenue en retirant ces régles inutiles. On remarque
qu'alors tout non terminal engendrant une forét vide dans G est inaccessible
dans G", il suffit alors de construire G' en rendant G" sans non terminal
inaccessible., Toutes les régles de G' étant des régles de G, il est évident

que les propriétés de G sont conservées dans G'.
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4) REDUCTION DES ARITES INUTILES EN OI

I.'idée de base de cette réduction tient 3@ la remarque suivante.
si X, est inutile dans X, c'est 3 dire que ¥ t ¢ F(G, X), X; ¢ var(t),
alors pour toute régle (X + T), pour tout t e F(G, 1), Xg ¢ var(t). Si
par chance, x, ¢ T pour aucune régle (X + T),le probléme est simple et il
suffit de réduire X et de renuméroter convenablement les variables de T.
Généralement on trouve (X + T) avec X, € var(T) alors dans T chaque
iéme

i .
occurrence de x, se trouve dans un sous arbre de 1 qui est le k fils de

non terminal Y dans lequel x, est inutile (en supposant que la grammaire

k
soit totale et sans non terminal inaccessible). Si 1l'on sait réduire Y

on pourra le remplacer par sa forme réduite dans T, ainsi le sous arbre
contenant 1l'occurrence de x; aura disparu de T et l'on sera ramené au

cas oli T ne contient aucune occurrence de X4 11 est clair que les réductions
de X et Y peuvent dépendre mutuellement l'une de l'autre, aussi leurs
réductions ne pourront Etre faites une & une. Pour cette raison on commencera
par déterminer la formé de chaque non terminal réduit, c'est a dire son

arité et la fagon de renuméroter ses variables puis on fera le remplacement

partout dans la grammaire.

Le probléme des réductions d'arités inutiles a été résolu par
Iréne Guessarian [Gu] dans le cadre des schémas de programmes déterministes
qui sont a peu de choses prés des grammaires déterministes. Dans ce cadre
la difficulté tient essentiellement d ce que l'on prend en compte des
arbres infinis alors qu'ici elle réside dans le non déterminisme,
Boudol appelle réduction forte la réducﬁion des arités inutiles conjointe
3 celle de la totalité qu'il appelle réduction faible, Il propose une
construction passant par une transformation de la grammaire du langage de

branches associé 3 la for8t, Sa construction nécessite une premiére
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transformation de la grammaire d'arbres, visant @ éviter qu'un non terminal
n'engendre que des arbres de hauteur nulle. Nous avons remarqué sur
1'exemple suivant :

XO + Zx(0, 1) ; X(Xl’ x2) YRyt %, 3 Z(xl) - Zb(xl, xl) + b(xl, xl) 5

que cette premiére transformation conduisait a la grammaire

Xo + ZX 3 X + 0+1 Z(xl) - Zb(xl, xl) + b(xl, xl), qui n'engendre pas la
méme forét. Les arguments qu'il donne dans sa preuve comptent parmi ceux
qu'il utilise pour prouver la validité de sa construction réalisant la
réduction faible, aussi avons nous jugé utile d'en donner une autre preuve.
Il est probable que sa construction réalisant la réduction forte nécessite
peu de modification, cependant cette construction se preterait mal 3 notre
propos qui est, outre la réalisation des réductions, d'obtenir la conservation

de certaines propriétés.

Construction II,2 Soit G = <V, I, X » R> une grammaire algébrique totale

et sans non terminal inaccessible,

Posons pour tout X € V, E(X) = {xi e var(X) | 3 t € F(G, X) avec x; € var(t)},
le degré de X étant fini, le corollaire 22 nous montre que E(X) peut
éffectivement €tre construit.

Si d(X) = n et E(X) = {xi s Ky s e X } avec pour tous j, k € [pl, j <k

1 2 P

entraine i, < i, posons 8, = <n ; X, , ... X, > € oP et p le démarquage
] k X i ip n

linéaire ordonné strict injectif défini par
¥Y¥ael, pla) maet¥XeV, p(X) = i.ex oli X est un symbole d'arité égale
d Card(E(X)) et n'est ni dans V ni dans I.

GY

1}

<y, I, io‘ R> avec V = {X | X € V}

.-

et R={(X>1) ] (X+1t) eR, p(X) = )’(.ex, p(t) = T.8,},

X étant d'arité 0 on a p(X ) = X,
) ) o
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G" est obtenue depuis G' en supprimant les non-terminaux devenus
inaccessibles.

Nous allons montrer que G" est réduite et F(G) = F(G").

Lemme 11,10 Pour toute torsion linéaire 8 ¢ Gﬁ et tout arbre t € T(Z v V);
avec var(t) < var(f) il existe un et un seul arbre t' e T(Z u V); tel que

t = t'.0.

Preuve

f étant linéaire on peut trouver 6' = <p ; X g eee Xg P € Og telle que
1

pour tout,xj e var(0), ij = Ghl(j) on a alors t.08' = t'.6.8' = t' et

comme var(t) < var(®) t' ne dépend pas du choix fait dans 8' pour ik avec

X, ¢ var(9).

Corollaire II,11 Pour toute régle (X » t) € R il existe une et une seule

régle (X > 1) € R avec p(t) = T.BX.

Ceci découle directement du falt que by est linéaire et montre que R est fini.

n

Lemme II,12 Si pour tout X ¢ ¥, 84

(p(X)) = Sg(X) alors pour tout

; n y = &P
teT(XvV), SG.(p(t)) = §5(t).

Preuve

——

Par récurrence sur la profandeur de t,

si |t] = a alors t

11

_ n . ¢ -
X; plx;) = X SG'(xi) = §5(x;) = {xi}.

si |t] » 0 alors t

1

X(tl, - tp) avec ¥ i e [pl, 1til < 1t] et
si X eI, Sp(t) = {x} @ [sg(t)), ... Sg(tp)]
Sg'(P(t)) = {X} + Esg.(p(tl)), con Sg,(p(tp))] = Sg(t) par hypothése de

récurrence,
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. n _ on n n
SiX eV s.(t)=8,(X)@[s,(t), SG(tP)]

n n n n n N
S ,(p(t)) =S .(p(X)) 0 [SG.(p(tl)), . SG.(o(tp))] = SG(t) par hypothéses
de récurrence et car S y(p(X)) = sg(x) par hypothése. Ceci est du au fait
que le composé d'un homomorphisme par une substitution descendante est

une substitution descendante {AE].

Lemme II,13 Pour tout t € T(Z u V) on a F(G, t) = F(G', p(t)).

Preuve

I1 suffit d'aprés le lemme 18 de montrer par récurrence sur n que pour tout
neNet tout t € T(Z v V) on a Sg(t) = Sg'(p(t)). Ce qui est évident si

n = 0 car alors si t ¢ T(L) on a Sg(t) = Sg,(p(t)) = @PetsiteT(L)ona
s° (t) = S ,(p(£)) = {t}. Si on a pour tout t € T(Z u V), S (t) = S (p(t))

alors par définiton de Sn on a pour tout X € V,

* Sg(X) = U ??1(T>
(X+>1)eR
Sp(p(X)) = SP(R.8) =y shih(R.e,)
(X*T)eR
= v G' (p(t)) d'aprés le corollaire II,11
(X~t)eR

Sn(X) par hypothése de récurrence et *,

D'aprés le lemme II,13 on a S (p(t)) = st (t)

Lemme II,14 G" est réduite et engendre la m@me for@t que G.

Preuve
D'aprés le lemme II,13 on a F(G, Xo) = F(G', p(Xo)) = F(G', io), de plus
si F(G', X) = @ alors F(G', i.ex) = @ et F(G, X) = @ donc si G est totale,

G' aussi.
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I1 est clair que la méthode de réduction des non terminaux inaccessibles
qui n'introduit aucune régle nouvelle et aucun non terminal nouveau conserve

la totalité et l'utilité de G'.

Théoréme 11,15 Pour toute grammaire G telle que F(G) # @ il existe une

grammaire G' réduite telle que F(G) = F(G') et que si G est linéaire ou
stricte ou 3 non strictitude monadique ou compléte ou réguliére ou de

Greibach haut, bas ou double, G' a les mémes propriétés.

Preuve

Le lemme II,6 nous dit qu'on peut supposer G totale et sans terminaux
inaccessibles.‘

L'homomorphisme p de la construction II,2 étant linéaire, strict, les
propriétés de linéarité, strictitude et non strictitude monadique de G
seront conservées dans G", Comme de plus ¥ X € V, p(X) c T(V) et

¥oael, pla) € T(Z), les propriétés de régularité, corégularité et formes
de Greibach seront conservées dans G",

Le but de la construction IT,2 étant de retirer les arités inutiles des

non terminaux, p n'est pas complet mais il suffit de remarquer que si G

est compléte et totale, la construction IJ,2 est sans objet car alors G

est aussi sans arité inutile, En effet si G est compléte on a pour tout non
terminal X ‘et toute régle X -+ t, var(X) = var(t), On en déduit par induction
sur |T| que si T => t alors var(t) = var(t) et par induction sur la

longueur des dérivations que si T I ¢ alors var(t) = var(t). D'od si

t ¢ F(G, X), c'est 3 dire X %> t & T(Z) alors var(X) = var(t) donc toute
variable de X est utile si F(G, X) # @, ce qui est le cas si G est totale. La
suppression des non terminaux inutiles ne pose encore aucun probléme,

0
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5) INTERET DES GRAMMAIRES REDUITES

I1 est souvent commode dans de nombreuses démonstrations de s'appuyer
sur certaines propriétés que doivent vérifier tous les arbres pour pouvoir
se dériver en un arbre terminal, par exemple, un symbole d'une certaine
classe ne peut se trouver qu'immédiatement sous un symbole d'une autre
classe. Il est clair que si dans un arbre peuvent se glisser des sous
arbres qui soit disparaltront au cours de toute dérivation terminale, soit
interdiront toute dérivation terminale, la prise en compte de ces éléments
inutiles g@nera considérablement le raisonnement. De tels &léments
inutiles ne peuvent se rencontrer lors de dérivations dans une grammaire

réduite, c'est ce que montrent les résultats énoncés maintenant.

Lemme II,16 si G = <V, X,.Xo, R> est totale et sans arité inutile, pour

tout u € T(Z v V)i et tout x; € var(u), il existe u' ¢ F(G, u) avec X; € var(u').

Preuve immédiate par induction sur la profondeur de u.

Corollaire II,17 si G est totale et sans arité inutile, pour tout arbre

N n
t = u.[;l 8 v 8'32].; avec u € ?(Z U V) il existe t' € F(G, t) et v' € F(G, v)

tel que v' soit un scus arbre de t'.

Preuve
[ .. - ,\J K .
Il suffit d'appliquer le lemme II,16 & u et d'utiliser le lemme 15 pour

décomposer t'.
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Corollaire II,18 sSi G est réduite, pour toute ré&gle X+t de G, pour tout sous

. . . . . v +> % >
arbre v de t, il existe une dérivation terminale XO u.v.w => u'.v'.w' ¢

N
T(I) avec 3 e ?(Z € V)i, N u', v LI v', Wi W et x, e var(u'), c'est &

1

dire ol v est effectivement utilisé.

Preuve

G étant sans non terminal inaccessible, il existe une dérivation

1%

,\‘ ~ - .
X =>u .X.;l d'ol en appliquant la régle (X + t) on obtient 1l'existence

o} 1

*

N
> u.

de la dérivation Xo v.w. Il suffit alors d'appliquer le corollaire II,17.

0
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6) EFFET DES REDUCTIONS EN IO

En appliquant la construction II,1 & la grammaire G7, on obtient G7R :

X »X . +X . + X :
<1> <1> <1, 2> °?
° | /7
0 1 11
X . +a ; X + b +a
<1> ’ <l., 2>
1 | /\7’ / \ |
Xy X X % X1 ¥ %

On vérifie que F(G7R) = F(G7) et que G7R est totale, cependant

FIO(G7R) = F(Q7) # FIO(G7), la construction II,1 ne conserve donc pas les
foréts I0-engendrées. Il serait d'ailleurs vain de chercher une transformation
conservant les deux for8ts et assurant la IO-totalité. Il suffit de prendre
par exemple G3 qui est réduite :

XO + X . X > b + a , et pour laquelle on a FIO(GQ) =9

/' \ /\ /\ |

o X X X X

o 1 2 S

2 X

donc G4 n'est pas IO-totale. Il est bien évident que pour toute grammaire

G = <v, I, io’ R> avec F(G) = F(G9) # @ on ne pourra avoir a la fois

G I0-totale et FIO(G) = FIO(GQ) = §. Par contre si une grammaire est totale
et I0-totale la construction II,2 conserve les foréts OI et I0 et la

grammaire obtenue est d la fois utile et IO-utile, il suffit essentiellement

pour celd de démontrer 1l'équivalent en IO du lemme II,12.

On pourrait alors rechercher une construction spécifique visant a
réduire le I0O-totalité, le chapitre suivant nous montrera que celd
n'apporterait rien de nouveau car cette réduction découlera directement de

la construction rendant la grammaire compléte.
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11T - REDUCTIONS PARTICULIERES EN IO
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1) INTRODUCTION

Nous allons montrer comment on peut transformer une grammaire de
fagon 3 la rendre compléte, stricte et IO-réduite en conservant la forét
I0-engendrée. Nous commencerons par la rendre compléte car cette propriété
qui est trés forte permettra d'obtenir facilement la strictitude et la
I0-réduction, Les phénoménes de duplication peuvent emp&cher de rendre la
grammaire ordonnée, nous en donnons un exemple qui pourrait &tre démontré en
utilisant le théoréme de duplication [ADd]. Ces phénomeénes de duplication
n'intervenant pas dans le cas de régles linéaires, nous obtiendrons un
résultgt plus fort pour les grammaires linéaires. Un résultat équivalent
sera obtenu pour les for8@ts Ol-engendrées par une grammaire linéaire en
profitant du fait que pour une grammaire G linéaire IO-totale on a

FIO(G) = F(G).

La réduction de la non complétude est basée sur la remarque suivante :
Si dans une dérivation ascendante, une régle X + t non compléte, c'est a dire
qu'il existe X, € var(X) tel que x, ¢ var(t), est utilisée, on pourrait
imaginer d'ajouter 3 la grammaire une régle compléte X + t.6 avec d(X) =
card(var(t)) et 6 servant @ renuméroter les variables dans t, Observons alors
la régle p qui a produit l'occurrence de X dans la dérivation et substituons
X.0 3 X dans cette régle. De cette fagon nous aurons anticipé 1'abandon des
sous arbres provoqué par l'application de X + t, de fagon d ce que cet
abandon se produise au moment de la production de X, Il se peut alors que la
régle construite depuis p soit elle-méme non compldte, on pourra alors
reprend;e le procédé en remontant dans la dérivation jusqu'd 1'axiome,
L'axiome est d'arité Q donc toutes les régles qui lui sont appliquées sont
complétes, on aura alors substitué 3 la dérivation ascendante de départ une

autre dériyation ascendante donnant le m@me résultat et utilisant uniquement
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des régles complétes. Nous généraliserons cette transformation en une
transformation uniforme opérant sur la grammaire. On notera que la
transformation apportée a la régle p, qui consiste d y reporter une partie
de 1'effet de l'application de la régle (X + t) n'est possible que parce
que, les dérivations étant ascendantes, on est assuré que le sous arbre

ayant pour racine l'occurrence de X ne sera pas dupliqué avant d'avoir été

dérivé en un arbre terminal. Autrement dit, on peut choisir quelles dérivations

appliquer @ X avant de dupliquer puisque le choix sera le m&me pour toutes
les occurrences. En notant T ces transformations appliquées aux noeuds des
arbres et T(t) le résultat de toutes ces transformations sur un arbre t

on aura T(g.;) = t(g).T(z). Ayant FIO(G, 3.3) = FIO(G, &) ) FIO(G, 3), en
notant G' la grammaire transformée, il faudra avoir entre autres

PIO(G', T(g.¢)) = FIO(G, T(%)) 8 FIO(G, T(V)) pour que la foré&t engendrée

s ~ . P . v . s .
en I0 soit conservée, pour cela il est nécessaire que T(u) soit linéaire

L. ) n o>
donc T linéaire et ce sera le cas., Par contre pour avoir F__(G', T(u.v)) =

oI

FOI(G‘, T(g)) 8 TOI(G', T(;)) il faut que FOI(G') soit linéaire et ce ne

sera le cas que si G' est linéaire,
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2) REDUCTION DE LA NON COMPLETUDE EN IO

Construction III,1

Soit G = <V, I, XO, R> la grammaire 3 transformer.

A toute partie o c N' contenant les d(a) éléments il’iQ"'id(a) et @ tout entier

. . . d(a ez
nZld(a)’ on fait correspondre la torsion Gna=<n;x. 5e o X, >€0 (o) linéaire

1 *d(a)
ordonnée.

Pour tout non terminal XeV on définit X={Xa|aeP([d(X)] et d(Xa)=d(a)}et on pose
= u X. Si X est d'arité 0, X contient un seul élément. On notera io le seul
XeV -

élément de X -

Définissons la substitution o de T(ZeV) dans PD(T(ZUV)) en posant ¥ eel,

o(e)={e} et ¥ XeV, O(X)={Xa.9 )alaep(fd(X)])}. 0 est linéaire, on la

d(X
considérera comme descendante.

On pose G'=<§,Z,QO,R'> ol io est 1l'unique élément de o(Xo) et R'={Xa?T|(X t) €
R,T.ed(x)aeo(t) et var(0=var(Xa)} c'est a dire que G' est trés semblable 3 la
grammaire G" de la construction II,1, la seule différence est que R' est 1l'en-
semble des régles complétes de G", G' est donc compléte.

Nous allons montrer que FIO(G) = FI (Gc").

0]

Lemme III,1 Si ¥ XeV on a §E(X)=§;(0(X)) alors pour tout teT(ZuV) on a§2=§2£3@)).

Preuve : Par récurrence sur la profondeur de t.

. _ - =n _ =n _
si |t| = 0 alors t = x,, o(x;) = {x;} et 8g(%;) = 854 (x;) = {x;}.

i
Si 1t] > 0 alors t = X(tl,..tp) avec ¥ i € [pl, ]ti]<|t] et si XeI alors
§g(t) = {x} 8 [§Z(tl),.. §2(tp)] et o(t) = {x} B [c(tl),..o(tp)] d'ol
gg,(ﬁ(t))={X} 0 E§g,(c(tl)),..§g,(0(tp))]=§g(t) par hypothése de récurrence.
si X e V alors §3(t) = §5(x) @ [85(t)s - ég(tpn et

o(t) = o(x) B [O(tl),.. O(tp)] comme 0 est linéaire, 0(X) est linéaire et
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d'aprés le lemme 12 on a 52,(0(t)) = §2,(0(X)) ® [gg'(o(tl))’ cen §2,(0(tp))]

de 1'hypothése §E(X) = ég'(o(x)) et de 1'hypothése de récurrence sur |t| on

tire alors S (o(t)) §g(t).

Lemme III,2 ¥neN, ¥Xe Vona §2(X) = Sg,(o(x).
Preuve

Par récurrence sur n.

Par définition de S on a S ox) = G'(X) = 9.

Supposons le lemme vrai si n < m,
Par définition de Sn on a
Si teS (X) alors (X > T) e Ret t € S (T) alors 1'hypothése de

récurrence permet d'appliquer le lemme III,1 et ona t € SG' (O(T)), il

3 ! -
existe donc 1' € 0(1) avec t € G' (T ) et il existe ed(X)a avec
1
- t " 1)
var(ed(x)a) = var(t')., Posons 1" l'arbre de T(Z v V)d(a) tel que
T’ 6 d(X)a® PET définition de G' la régle Xa -+ T" est dans R' donc

t e s (X)) < s ,(0(X)), d'oll S G(x) c ‘s‘g,(o(x)).

Réciproquement si t € S L(0(X)) il existe X .8 e a(X) tel que

d(X)o

t e S (X .0 Ya ) donc t' € SG'(X ) avec t = t'.8 . Par définition

d(X d(X)

de S G' il existe une régle (X > 1) € R' avec t' € S0 (T) et par définition

G'
e o(t') par hypothése

t . . ~ 1
de G' il existe une régle (X =+ T') € R avec r.ed(x)a

de récurrence et par le lemme III,1 on a §2’1(T') = 5271(0(1')) donc

-l(r') et par définition de 3.

om
t € S G

- =m
G onate SG(X).

Proposition III,3 Pour toute grammaire G = <V, I, X , R> avec FIO(G) e,

on peut trouver une grammaire G' compléte IO-réduite conservant les propriétés

(1inéarité, strictitude, non strictitude monadique, complétude, régularité,



115
corégularité, formes de Greibach) de G et telle que FIO(G) = FIO(G').

Preuve
i G n'est pas compléte on pourra lui substituer G' de la construction III,1
n =

)

(x

qui est compléte. Du lemme III,2 on tire immédiatement §g(Xo) = §G' .

pour tout entier n d'ol FIO(G) = F; (G'). Puisque R' de la construction III,1

0
est une partie de R" de la construction II,1, les propriétés de G sont
conservées dans G' comme dans G". Il est clair que si G est compléte on
prendra G' = G. Si G' est compléte, on la rendra IO-totale par suppression
des mémes régles inutiles supprimées pour la rendre totale dans la propo-
sition II,9. En fait on pourrait montrer qu'une grammaire compléte et totale
est IO-totale. Nous avons vu dans le théoréme II.15 qu'une grammaire
compléte et totale est d'arité utile . De la méme fagon on obtient qu'une
grammaire compléte et IQ-totale est d'arités IO-utiles. La suppression des
non terminaux inaccessibles ne pose aucun probléme particulier et permet

d'obtenir le résultat qui découle du fait qu'une grammaire compléte et

réduite est IO-wréduite.
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3) REDUCTION DE LA NON STRICTITUDE EN 10

Construction III,2

Soit G = <V, I, Xo, R> compléte et IO-réduite. Si elle est non stricte, elle
est 3 non strictitude monadique :

Si (X » xi) € R elle doit @tre compléte donc X ¢ Vet x; = ox..

De m@me si X A%> x, on a X eV, etx =x,.
Posons N = {X ¢ V | X a¥> xy}

Le fait d'ajouter & R toutes les régles (X - xl) avec X € N ne change pas
FIO(G), nous supposerons donc que R contient toutes ces régles.

Donnons nous la substitution linéaire o de T(I u V) dans T(IZ u V) définie
par : ¥ X ¢ N o(X) = {X, x } ¥XelIuV\N, oX)={X} et que nous
considérerons comme ascendante.

Posons alors G' = <V, I, Xo, R'>

avec R' = {(X+>t) | (X> 1) e Ret t e a(1) \ {Xl}}'

Si N peut effectivement &tre construit, la construction de G' est effective.
Lemme IIT,4 N peut effectivement 8tre construit.

Preuve
Posons N, = xev | (x~» %) € R} et pour tout i e N

N.1={Xev|§-xl,x AXpeNiet(X+X X ..prl)eR}

l-f, 2 b ] A ] l 2
la suite N, est croissant Sorné 7 t si N, = N, . alors
as j est croissante et bornée par Vl et si Nl Nl+l
-
¥peN, N = Ni+p donc sa limite N peut effectivement &tre construite.

I1 est clair que N est la limite de la suite

X ev | X, € §n(X)}. Montrons par récurrence sur n que

N = {Xx eV | X, € §8(X)}, ce qui est évident pour n = 1 puisque
l
G

§(xX) = {1 € T(Z) | (X+ 1) € R}. Supposons que ce soit vrai pour tout n < m,
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. P N

Si X e Nm, 3 Xl, cen Xp € Nm—l et (X + X1 X2 .. Xp) € R d'ol par hypothése
P . . r am-1 zm-1

de récurrence : ¥ i ¢ [p]J, X, € SG (Xi) donc X € SG (Xl X2 .. Xp) et

X, € §2(X). Réciproquement si X, € §2(X) il existe (X + T) € R avec

. _m_l . ” . ” s
x, € SG (1). Par récurrence sur |T| on en déduit que T est composé uniquement

de non terminaux d'arité 1, X., Xy oo Xp donc T = Xl, X, .- Xp et pour tout
3 r _m"l ~ ' z .
ie [pl, X, € SG (Xi) donc par hypothése de récurrence Xi € Nm_let X € Nm.
On obtient donc N = N et N peut &tre construit,

a

Lemme III,5 Si pour tout X e V, §n(X) = §n(0(X)) alors pour tout
Lemme III,5 G c P

=n - ¢!
te T(Z u V), SG(t) = SG.(o(t)).

Preuve
Par récurrence sur |t|. Le lemme est vrai si |t| = 0 car
zn =n N - _ . -
Sg(x;) = S5 (x)) = olx;) = {x;}. si |t] > 0 alors t = X(ty, .. )
. =n - sn zn -
81X e I, §(t) = [} @ [55(c ), oo Bo(x )], o(e) = {x} @ [oCe).o(t))]

=n =n an ;
et SG,(O(t)) = {x} 0 ESG.(U(tl)), . SG,(O(tp))] et comme pour tout
I e Ipl, 7t;1 < Jt] par hypothése de récurrence on a §g,(0(ti)) = §g(ti)

sn _ =n . =n _=n =n =n

donc SG(t) = S, (t). Si X eV, SG(t) = SG(x) 8 ESG(tl), .. SG(tp)],
a(t) = o(X) B [O(tl),.. O(tp)j et 0 étant linéaire on a
=n =n <h = N
Sgr(0(£)) = 8., (a(x)) B [, (a(t,)), .. sg,<c<tp))3 d'aprés le lemme 12.
Par hypothése 52,(o(x)) = §g(x) donc par hypothése de récurrence on obtient

=n _ gh
SG(t) = SG.(o(t)).

Lemme III,6 FIO(G) = FIO(G').
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Preuve
Puisque U(Xo) = {Xo} il suffit de montrer par récurrence sur n que pour tout

nelN et tout X e Vona §2(X) = §g,(G(X)) Ajoutons S (X) \ {x } = (X)

Gv
pour obtenir 1'hypothése de récurrence. L'hypothése est vraie si n = 0.
Supposons que ce soit vrai pour tout i < n.

On a §2(X) {t e Snvl(T) | (X + 1) € R}

Si X e V\Nona o(x) = {x}, s (X)) = {t e s 1) | (x> 1) e R'}
d'ol par définition de R', §?,(X) = {t e §n,1(G(T)) | (x> 1)¢eR'}

du lemme III,5 on tire alors S (x) = §n

n
Sgr (0(X)).

Si X € Nona o(X) = {X, x,} d'od s L (o(X)) Sg,(X) v {x,}.

sG(x) = {t ¢ SG Ty | x> 1) € R

ég(X) \ Ix,} = {t e s HCI R {x;} | x> 1) ¢ R}

gt (X) = {t e n*l

i (1) | X+ 1) er'}

n

{t e 5271(0(1) \ {xl}) | (X + 1) € R} par définition de R'

{t € §g?l(o(r)) \ {xl} | (X + 1) € R} car G' est stricte.

= {te S7HO A\ Ix) | (x> 1) € R} = 5R00 \ {x))

et donc s Ao(X)) = §g(x>.

Théoréme III,7 Pour toute grammaire G avec FIO(G) # @ on peut trouver G'
compléte stricte et réduite telle qpe'FIo(G') = FIO(G) et que lespropriétés
de linéarité, régularité, corégularité et formes de Greibach de G soient

conservées dans G',

Preuve
La proportion III,3 montre qu'on peut supposer G compléte et réduite, La

construction III,2 s'applique alors. Il est clair que G' est stricte et
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comme O est compléte, G' est compléte. o étant linéaire, la linéarité de G
se retrouve dans G' et comme de plus pour tout a € I, o(a) = {a} les autres
propriétés sont conservées.

G' étant compléte il est facile de la rendre réduite sans changer ses

propriétés par la méme méthode que dans la proposition III,3.

La forét c(a® #, al #, a* #, a’ #) qui est coréguliére permettrait
de montrer qu'on ne peut pas ajouter au théoréme I1II1,7 la condition supplé-

mantaire que G' soit ordonnée,
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4) LE CAS DES GRAMMAIRES LINEAIRES

Construction III,3 Soit G = <V, I, Xo’ R> linéaire compléte stricte réduite.

Pour tout n € N posons P(n) l'ensemble des n! bijections de [n] dans [r] que
1'on assimilera aux torsions linéaires complétes de 62. Pour tout X ¢ N
posons ; = {g | 8 ¢ P(A(X)) et d(%) = d(X)} et G la réunion des ; pour X € V.
0 est une substitution ascendante linéaire compléte stricte définie par
YaelI, o(a)={alet¥XeV, oX)= {g.e | 8 € P(d(X))}. On définit alors
G' = <§, 5, io’ R'> avec Ro 1'unique élément de O(Xo) et

R' = {2 > ¥ | (x> 1) € R, .0 ¢ o(1) et Ye¥zIou G)}. I1 est facile de voir
que G' est linéaire compléte ordonnée, elle est stricte car G l'est. On
pourra la réduire facilement par simple suppression de non terminaux et de
régles. On montre que FIO(G) = FIO(G') d peu prés de la mBme fagon que dans
la construction III,1. La propriété essentielle est que pour tout X € V et

P X * v
toute dérivation X E> t, pour tout X, € var(X) le nombre d'occurrences de X

1

s P L] v v
dans t est exactement 1, ce qui permet d'écrire t = t.8 avec t € v V)d(x)

et 8 ¢ P(d(X)).

Thégréme JI1,8 Si G est une grammaire linéaire et si F(G) # @ (resp.

?IO(G) # @) on peut trouver &' (resp G") linéaire compléte stricte ordonnée et
réduite telle que F(G)=F(G') (resp FIO(G)=FIO(G")) et que les propriétés de
régularité, corégularité et formes de Greibach de G soient conservées dans

G' (resp G"),

Preuve

Si G est linéaire, on peut trouver G, totale conservant les propriétés de G
et telle que F(G) = P(Gl) par la construction II,1, si elle n'est pas IQ-totale
on pourra la rendre trivialement IO-totale en ajoutant pour tout non terminal

X tel que FIO(Gl, X) = @ une régle (X - t) avec t e R(G,, X), on obtiendra
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alors G2 IO-totale conservant les propriétés de G et telle que F(G) = F(G2).

G2 étant linéaire et IO-totale on a FIO(GQ) =F I(G2), on peut alors

0
trouver G'l linéaire compléte stricte et réduite (théoréme III,7) telle que
FIO(G’l) = FIO(GQ) et comme G' est linéaire I0-totale, FIO(G'l) = F(G'1) =
F(G2) = F(G). D'autre part le théoréme III,7 permet de trouver G"1
linéaire compléte stricte et réduite avec Fro(G) = FIO(G"l) et conservant
les propriétés de G,

Le seul probléme qui reste est de rendre G'l et G"1 ordonnées,

Ceci sera réalisé par la construction III,3,
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IV - PROBLEME DE LA STRICTITUDE ET DE LA COMPLETUDE EN OI
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INTRODUCTION

Nous avons vu au chapitre III que l'on pouvait toujours trouver une
grammaire compléte, stricte et réduite engendrant PId(G)’ quelque soit la
»ammaire G. L'intér&t des grammaires ayant ces propriétés vient du fait que
les dérivations y sont croissantes, c'est d dire que si t => t' par une
régle croissante on a Jt] < Jt'] et aussi la largeur de t est inférieure ou
égale 3 la longueur de t', La hauteur croissante est liée a la strictitude

et la largeur croissante d la complétude.

Nous allons ici étudier le probléme de la réduction de la non
complétude et de la non strictitude avec conservation de la foré&t OI-engendrée.
Nous verrons que ces réductions sont généralement impossibles en dehors de
certaines grammaires particuliéres comme les linéaires. L'expérience de la
théorie des langages fait que l'on a généralement tendance a s'intéresser
d'abord au probléme de la strictitude. En fait la non strictitude rencontrée
en théorie des langages est, par force, toujours monadique et nous verrons
que la non strictitude monodique est toujours réductible. Les autres cas de
non strictitude s'assortissent aussi de non complétude : soit (X -+ xi) une

régle non stricte, si d(X) # 1 la régle est nécessairement non compléte.

Nous verrons que la non complétude n'est en général pas réductible
et la non strictitude quelconque non plus, Ceci permet de penser que ce qui
n'est pas réductihle dans la non strictitude a trait 3 la non complétude qui
lui est liée, En fait nous verrons que dans certains cas ces deux propriétés
peuvent s'échanger, Ainsi pour la for@t BFa'nous donnerons une grammaire

compléte et une grammaire stricte, par contre nous montrerons qu'il n'existe

pas de grammaire G 3 la fois compléte et stricte telle que FP(G) = BFS'
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Nous verrons qu'il existe des foréts algébriques qui ne peuvent &€tre
engendrées par aucune grammaire compléte, telle BF2 et des grammaires algé-
briques qui ne peuvent &tre engendrées par aucune grammaire stricte, telle
BFl. I1 nous suffira de remarquer que toute grammaire compléte est néces-
sairement d non strictitude monadique pour conclure que BFl ne peut €tre
engendrée par une grammaire compléte, En effet cette grammaire compléte serait
alors 3 non strictitude monadique et nous avons vu que celle-ci est réduc-
tible, On en conclura que la complétude est une propriété plus forte que
la strictitude.

Pour prouver que BFl, BF BF3 sont bien les contre exemples

2’
recherchés, nous utiliserons un lemme qui mettra en évidence certaines
contraintes sur les dérivations produisant des arbres arbitrairement larges.
Ces contraintes sont assez difficiles d exprimer, c'est pourquoi nous nous
limiterons a des arbres construits autour d'arbres balancés arbitrairement
larges., Le fait que ces arbres soient balancés n'est pas essentiel mais
permet, outre une expression plus commode, des preuves rendues plus aisées

pour certaines propriétés remarquables des arbres balancés qui ont déja été

mises d profit dans certaines preuves EAD*¢’13.

Afin d'alléger la preuve du lemme il nous sera utile de supposer que
les grammaires que nous utiliserons, seront réduites au sens du chapitre II
et que de plus, dans toute dérivation descendante, l'apparition d'une régle
non compléte ou non stricte sera aussi tardivé que possible. Nous dirons que
les dérivations initiales y sont complétes et strictes, en donnant 3

l'appellation de dérivation initiale la mBme signification que dans [AD-d].

Enfin nous montrerons, en nous appuyant encore sur des arbres

balancés arbitrairement larges, que par homomorphisme linéaire inverse
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on peut obtenir une forét non algébrique depuis une for&t algébrique compléte
et stricte. Ce résultat est un peu plus fort que celui de EAD-¢’1] et permet
d'avancer un peu dans la recherche des classes fermées par bimorphismes

12 Pd .
2lneaires.
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1) REDUCTION DE LA NON STRICTITUDE MONADIQUE

Nous allons commencer par mettre la grammaire sous une forme plus

*
simple, en particulier pour tout non terminal X tel que X => x, nous allons

construire un nouveau non terminal X tel que F(G, X) = F(G, X) \ X,. De

-

cette fagon on pourra remplacer toutes les régles applicables a X par X -+ X

et X > x.. I1 est alors évident que si le probléme de duplication ne se

1'
posait pas on pourrait rendre la grammaire stricte en anticipant l'application
des régles X + X + Xy dans la grammaire, comme en théorie des langages.

Les difficultés liées aux duplications nous conduirent 3 une transformation

plus complexe,

Pour que les constructions soient effectives nous aurons besoin

. 2 s . ® . .
de pouvoir décider si X => x., le lemme suivant montre que l'on peut décider

l’

B *
si X => x..
i

Lemme IV,1 Etant donnée une grammaire G = <V, I, X s R> on peut construire

pour tout X € V, z(X) = {xi e var(X) | x > xi}.
G

Construction Posons 0, une substitution linéaire descendante définie par

1

¥ ae I, Oo(a) Pet¥XelV, OO(X) = {xj | (x » xj) € R}.

Et pour tout i » 0, définissons la substitution linéaire descendante o, par :

1

¥Yaoel, ci(a) Pet¥XeV
Gi(X) 50 (v {xj | 3 (X+1t)eR tel que x; € Oi_l(t)}.

. . *
Si T e oi(t) on dira que t => T de profondeur i+1,

Preuve
Par induction sur i on montre

P : Xy € oi(X) <=> (X 2> X; par une dérivation de longueur au plus itl).
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En effet pour i = 0, P est vrai par définition de -

Si P est vrai pour i et si Xy € oi+l(x) alors il existe (X - t) € R et

xj € Ui(t). Explicitons la branche de t joignant la racine 3 l'occurrence de
X. conservée :

AT LIEEE ul,kl—l’ X2(u2’1,...u2’k

u oo v ) ved ) )
p’kp+l

2_1, XS("' xp(up,l"'up,kp—l’xj’

avec pour tout £ € [p], X € Oi(xl) donc par hypothése de récurrence

X£ zs X de profondeur au plus i+l donc X => t z5 xj de profondeur au

£

plus i+2. Réciproquement si X > xj de profondeur i+2, on a (X + t) € R

(x).

* .
avec t => xj de profondeur au plus i+l donc xj € Oi(t) et xj € 001

La propriété P est donc prouvée.
i on pose o (V) = {Oi(X) | X € ¥V}, il est immédiat que cette suite est
croissante vis a vis de la relation d'ordre Gi(V) < oj(V) <=>¥XeV

}

e X

Gi(X) < oj(X). Chaque suite 0(X) étant bornée par {xl, Xys v

a(x)
la suite UiGV) est bornée, elle devient donc stationnaire 3 partir d'un
indice io au plus égal 3 la somme des degrés des éléments de V.

D'aprés P, z(X) = 9 (x).
Q

Corollaire IV,2 Pour toute grammaire G = <V, I, X, R> on peut effectivement

construire Eg = [xe V| 3teF@G, X) avec |t] = a}.

Preuvye

Si t € F(G, X) avec |t| = @ alors t R X; avec x, € yar(X) d'ol X, € z(X) et

z(X) peut &tre construit,
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Notation

EG est 1l'ensemble des non terminaux de V qui peuvent s'effacer, c'est a

"

N . \ .
dire que si X ¢ EG et t = u.lv,, X(tl, v tp), 32] il existe au moins

>

N .
utn 1 € [p] tel que t LN u.[vl, tss ;2]. On voit que si d(X) > 1, la non

strictitude s'accompage de non complétude, par contre la non strictitude

monadique est en quelque sorte la non strictitude pure, trés voisine de la

non strictitude rencontrée en théerie des langages.

I1 serait génant de pouvoir rencontrer des dérivations du genre
x * s . ~ >
X => U => X avec Y # X, Pour éviter cela on fera en sorte que la relation

” * - .
de préordre X => Y soit une relation d'ordre,

Lemme IV,3 On peut transformer G de fagon que dans V la relation X Iy

soit une relation d'ordre,

“Preuve

siona X % Y et Y‘§> X, puisque F(G, X) = F(G, Y), on peut remplacer Y
par X partout dans la grammaire pour obtenir G', Cette transformation se
fait par homomorphisme linéaire et on montre facilement que F(G) = F(G')

comme pour la construction II,2,

Le lemme suivant indique que si 1'on ne peut pas en général
transformer les régles d'une grammaire par application anticipée d'autres
régles comme c'est l'usage en théorie des langages, par contre on peut

faire 1'opération inverse,
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Lemme IV,4 Dans toute grammaire G réduite on peut remplacer toute régle

"N
r = (Y~ &.[ul 8 32

. NN n n n > "
r' = (Y » u.[u1 ® ... 8 u; 4 ® X8 U 5 ... 8 up].e.w) et r" = (X + u.)

8 ... 8 tp].e.;) par les régles

. n
ol X est un nouveau non terminal avec var(X) = var(ui). La nouvelle

grammaire G' ainsi obtenue est encore réduite et engendre la méme forét que G.

Preuve
Puisque X apparait seulement dans la régle r', pour avoir F(G) = F(G')
il suffit d'avoir

NN n n - R VRV "N
P(G, u.[ul 8u,8...9 up.e.w) = F(G ,u.Eu1 8...8u, ., 8X8Bu,  B,..8

” . ’\l
ﬁp].e.I), ce qui est immédiat car F(G', X) # F(G, ui).
rd ” . '\l

G étant réduite, F(G, ui) £ @ donc F(G', X) # 9, d'oll G' est totale. Pour
tout xj € var(gi), 1t e F(G, %i) avec,xj € var(t) car G est sans arité
inutile., Comme var(X) = var(gi) et F(G', X) = F(G, gi)’ X est sans arité
inutile. Comme Y est accessible depuis l'axiome dans G, il est accessible

dans G' et comme G' est sans arité inutile X est accessible dans G'.

O

Lemme IV,5 Pour toute grammaire G réduite d non strictitude monadique on
peut trouver G' réduite a non strictitude monadique telle que pour toute

régle » = (Y » t) de G' on ait |t] < 2.

Preuye

Cette transformation est apparentée 3 celle qui met une grammaire sous
forme normale [AD-d], [Coll, [Mal.

Transformation A :

Si dans G existe une régle r = (Y = t) avec |t| » 2, on peut écrire

" v " \ "
t = a.[ul %u,®...89 upﬂ.e avec 0. € L v V. Pour tout u, avec |ui| > 1
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. . . A"
introduisons le nouveau non terminal Xi avec var(Xi) = var(ui) et la

by iy . [ v s Vv [
régle X, + u,. Pour tout i e [p] posons u', = u, si |u,| < 1 etu', = X,
i i i i i i i

sinon. Posons t' = a.[u'1 8...8 u'p].e et remplagons r par r' = (Y » t').

Le lemme IV,4 nous montre que G' est encore réduite et F(G) = F(G').
I1 faut montrer que la non strictitude demeure monadique. Supposons qu'il

n . .
existe Xi avec x, € F(G', Xi) = F(G, ui), alors G étant & non strictitude

k

n n
monadique,ui =2,z Zq avec Zl’ Z .o 2 € E_ <V, et comme u, est

172 2° q G 1

n .
initial on a.var(ui) z {xl} d'ou var(Xi) = {xl} et x, = x,. Donc si

1°

Xi € E_, alors Xi € V. et G' est d non strictitude monadique.

G 1

I1 est clair que |t'| < 2 et pour tout i e [p], '31‘ < |t].

Soit h le plus grand entier tel qu'il existe (Y + t) dans G avec [t| = h,
c'est 3 dire que h est la plus grande hauteur de régle dans G. Il suffit
d'appliquer la transformation A @ toutes les régles de hauteur h pour
obtenir G' avec h-1 comme plus grande hauteur de régle. La transformation
A est applicable si h > 2, il suffira de l'appliquer jusqu'ad obtenir h = 2.

g

Corollaire IV,6 On peut supposer que dans G réduite, 3 non strictitude

monadique, tout X e€ E, n'apparaisse en partie gauche que dans des régles

G

de 1'un des cinq types suivants

a) X +x

1
B) X> AW avec AeLuV\E,
c) X+ Y avec Y € EG
d) X+ Y. avec Ye Ejetue T(ZuV\E\ {x}

e) X» Y.Z avec Y, Z € EG

* . .
et que de plus X => Y soit une relation d'ordre dans EG'
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Preuve

I1 suffit d'appliquer la transformation du lemme IV,5, alors X -+ u avec
Jlul £ 2 est nécessairement de 1l'un des cinq types proposés. Il est clair
que la transformation du lemme IV,3 ne change pas la hauteur des parties

droites des régles, il suffit alors de l'appliquer 3 G.

Lemme IV,7 On peut transformer G 3 non strictitude monadique de fagon que

. on ait la propriété P :

pour tout X € EG

-~ Lol
Les seules régles s'appliquant 3 X sont X + x, et X + X avec X ¢ V \ E

1 G

donc F(G, §) = F(G, X) \ {xl}.

Preuye
On suppose que G a les propriétés du corollaire IV,6,

Montreons que la transformation est possible pour X tel que ¥ Y € BG avec

X % Y, Y a la propriété P,

a) Puisque X E> x., X € E_, et on peut ajouter la régle X + x. si elle

1? G 1

~
n'existe pas déja. Introduisens le nouveau non terminal X d'arité 1 et la

régle X + X,

-

b) Toute régle X -+ Awavec Ae ZuV \ EG est remplacée par X + AW

ce qui ne change pas F(G, X).

- - -~

c) Toute régle X + Y avec Y € E_ est remplacée par X + Y ol Y est défini

G

- - -~

car Y a la propriété P. On a toujours X => x,, X => X => Y, F(G, Y) =

l’
F(G, Y) \ {xl} donc F(G, X) ne change pas.

d) Toute régle X > Y.u avec Y € Eg et u e T(Z u V \ E) \ {xl} est

G

remplacée par X + Y.u. Puisque lul > 0, x; ¢ F(G, Y.u).
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e) Toute régle X + Y.Z avec Y, Z ¢ EG est remplacée par les régles

X+Y.2, X+Z, On a X 2> Y et X 57 donc Y et Z ont 1la propriété P par
hypothése. On a alors F(G, Y.Z) = F(G, Y.Z) v F(G,Z) v {xl} et puisque

%, € F(G, X), F(G, X) n'est pas changé,

Aprés toutes ces transformations les seules régles qui s'appliquent 3 X
P g q ppilq

™ -
sont X > x, et X > X et puisque F(G, X) n'a pas changé et que X4 ¢ F(G, X)

-
on a F(G, X) = F(G, X) \ {x }.
On notera que ces transformations conservent les propriétés du corollaire

IV,6, on peut donc répéter leur application,

Il est clair que pour tout X € E, tel qu'il existe aucun Y ¢ Eq \ X avec

G

* -~ ” - [Wd L
X => Y, 1l'hypothése de A est vérifiée et donc que la transformation est

possible pour X. E_. est fini donc par récurrence sur Eqs s'appuyant

G

. * . . s
sur la relation d'ordre =>, la transformation A pourra &tre appliquée

é,EG tout entier,

Lemme IY,8 On peut transformer G de sorte que dans toute partie droite

de régle, aucun élément de E_, ne soit au dessus d'un autre symbole.

G

Preuve

A la suite du lemme IV,7, pour tout X € E_, les seules régles s'appliquant

G’
™ -~
émeX+glaX»Xach¢%.AhsﬂmduhmeW&,mMe

partie droite de régle est de hauteur au plus 2, donc si X € E, estau

dessus d'un autre symbole, il en est le sommet, La régle s'écrit alors
ym N g

Y~ X.aavec oo e T UV N\ BG (en effet si o € E, alors Y > X, donc Y ¢ E

G G

ce qui implique que Y + X,0 n'est pas une régle de G),

Lol
I1 suffit de remplacer la régle Y + X.o par les deux régles Y + X.0 et Y » a,
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ceci ne change pas F(G) car on a F(G, X) = F(G, X) v {xl} donc
F(G, Xa) = F(G, X.a) u F(G, a). Cette transformation préserve les propriétés
des lemmes IV,5 et IV,7 ce qui permet de l'appliquer 3 toutes les régles

de G de la forme Y -+ X.a.

Nous allons maintenant introduire par des exemples les points
principaux de la construction réduisant la non-strictitude monadique.

Le passage de GIV6 d GIV7 constituera l'essentiel de cette transformation.

Exemple GIV1 qui est d non strictitude monadique ;

X > Y Y + Y + yA 3 2 -+ Z + b :
/\ /\ / \ I | | / \

Elle a les propriétés des lemmes IV,7 et IV,8 et engendre la forét
.ea e, a®H), Ba@2ta b, ... 8a o H]

avec p e]N+, neN, q= 2P et pour tout j € lql, ij < n}.

Puisque F(GIV1l, Y) n'est pas linéaire, la transformation qui consisterait

d anticiper les dérivations applicables 3 X, ce qui donnerait GIV2 :

S Yy - Y + Y + zZ ,Z - Z + b ,
/ \ / \ / \ A\ | | | / \
# # x X X a X a B X b X X
1 2 1 1 1
S I /A /\
X2 %1 T2 %1 % X %
X - T , serait une erreur car la for&t engendrée serait alors
3 %

{bP.B(ai #, 0" #) | pe N, neN, i <n) g F(GIV1).



134

Les transformations que l'on devra utiliser pour obtenir une grammaire
stricte seront moins simples, elles consisteront en fait d échanger la non
strictitude contre la non complétude. Dans le cas de la grammaire GIV1
toute dérivation descendante doit €tre de la forme :

*

- - — !\ p
xo D=> Y D=> Y D=> Z D=> b¥ . B
/ \ n/ \ | / \
# # X 0] 8 X o

. n n .
Puis chacune des 2P occurrences de B(X" #, a #) sera dérivée séparément
et une solution triviale pour échanger la non strictitude par une non

complétude est dans ce cas, GIV3 :

Xo > Y 3 Y > Y + Z s Z - Z + b 5
#/ \# / \ / \ | | | / \
X x X o 8 X b x X
2 1
1 1 /\ 1/ 1
,xl .X2 Xl X2 Xl Xl

RS T
XX 30X

Bien entendu ce procédé ne pourrait plus &tre utilisé si # &tait remplacé
par quelque chose de plus compliqué comme dans GIV4, obtenue en remplagant

Xo +~ Y par Xo - Y + Y dans GIV1.

/\ /' \ /\
L . o # 1 #

Ici il faudra conserver en paramétre ce qui suit la chaine des X qui peuvent

s'effacer. On pourra construire GIVS :

o ‘ ; Y Y
/L\ /L\ /|\ /|

Q 0 1 1 X, X, X X o x

1 72 3/\|

X1 %3 % 1 %2 *3 1 X
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B
/N / \ / \

a
1 % X1 X % X R XpX3 X Xy X3 X,

1t

on vérifiera que F(GIV5) = F(GIV4).

En fait ici les effacements sont tous regroupés en bout de branche et
réalisés par non complétude. Malheureusement dans l'exemple suivant ce ne
sera pas possible.

Grammaire GIV6 :

X - Y 5 Y > Y + Y + Z VA Z + b H

° /N / \ / \ /\ | | | / \
# # x X A a B a B x b X X
2 1 1 1
* ] /' \ / \
X Xy Xy Xy X X, S
A - X +A 3 B > X4y +B ;A +a ;B »>a 3
I I

Xy X, X X X X X X

. *
Si 1'on pose pour tout w ¢ {a, a} ,
D(w) = {u = uluz...up l 3 Vs Vi e- vp tels que Vo Uy vy u2...up vP = w},

on a
F(GIVe) = {%P.[B(wl#, wi), .. B(wq#, wE)1 | p e N, q:=2P, we {a, al”

et W ,.. wp € D(w)}.
Posons w l'arbre obtenu en substituant A 3 a et B 3 o dans w ¢ {a, a}*,
toute dérivation descendante dans GIV6 commence par X, D=> Z.B(w#, w#) et on
a F(GIV6, w) = D(w). Une solution consisterait 3 trouver et 3 construire un
arbre t, image de w, depuis lequel on pourrait obtenir D(w) en appliquant
uniquement des régles strictes, Ceci n'est pas possible car X, € D(w) et

si le > 0 alors It[ > 0, Par contre nous pouvons trouver 3 arbres to’ tA’

t_ tels que to = Xy t

B engendre tous les arbres aw' € D(w) et tB ceux

A
de la forme a w" e D(w), Ceci est évident si |w| = 0. Supposons que ce soit
vrai pour |w| = £ et posons w = a,w, Si nous disposons d'un non terminal

A d'arité 3 tel que X(xl, X, x3) engendre {a , a , a }, il est facile de

X1 %y %3
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voir que E(to, tys tB) engendre tous les arbres a.w' € D(a.w) donc & w on

: 1 - v = A [ a
pourra faire correspondre t o © to, t A(to, tys tB) et t t_. De méme

A B B’

si w = a.w il suffira d'introduire le non terminal B pour obtenir

tt =t , t', = t, et t'B = ﬁ(to, t,, t,). On pourra alors remplacer

o o A A A’ B
B(w#, w#) par C(to #, tA #, ty #, wi) avec C(xl, Xys Xgs xq) engendrant
1'un des arbres B , B s B .
/ \ / \ / \
X)X, Xy X Xy X

Ces remarques conduisent d la grammaire GIV7 :

X - Y Y > Y + Y + Z
C NN AN AN // N |
# & # ¢ X3 Xy Xy Xy, X7 A x3 a Xy x2 B a o
/N A NN
Xl X2 X3 Xu Xl X2 x3 Xl+ Xl X2 Xa 7‘{'.+

5 C
| AN /'\ /N /'\

x1 /b\ x1 Xl xl x2 x3 X, x1 X, x2 xL+ Xq xu
%
A +A +A +A ; B +B +B +B ;A +a ;B »>a
/1IN | I 1 VARN | | I | 1 I |
X, X, X X X X X, X. X X X X X X X X

17273 1 2 3 17273 1 2 3 1 1 1 1
Cette grammaire est stricte et engendre la méme for@t que GIV6. En fait
au lieu de construire B(w #, w#) on obtient ici XO DE> Z.C(to#, tA#, tB#, w#)

et les branches de C(to#, t tB#, xl) sont 1'image de 1'ensemble

A#’

v € D(w)}, Nous avons conservé dans GIV7 les non terminaux A et

{B(v#, Xy

B pour bien montrer que la construction demeure valable, que les for&ts qu'ils

engendrent soient linéaires ou non.

La construction qui suit est une formalisation de ce qui vient d'Etre
vu. La grammaire qu'elle engendrera sera un peu plus compliquée car, alors
que dans GIV7 on n'a multiplié les variables que quand c'était nécessaire,

la construction multipliera systématiquement toutes les arités par Card(EG)+l.
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Ceci peut &tre évité en reconnaissant d'abord les variables de chaque terminal
ou non terminal auquel pourront &tre substitués des arbres ayant pour racine
des éléments de EG. Dans 1'état actuel de la construction il sera généralement

aisé de simplifier son résultat,

Construction IV,l

Etant donnée la grammaire G = <V, Z,,Xo, R> 3 non strictitude monadique et
ayant les propriétés des lemmes IV7 et IV8, posons z = Card(EG) et introduisons
un nouveau symbole A qui sera utilisé seulement pour certaines notations.

On écrira alors EG = Ey v {»}.

Donnons nous une numérotation 5 de E_ telle que 5(0) A et que 6

G
soit une bijection de [z] dans EG.
Notons £ la bijection de N x EG dans N' définie par £(j, X)

(3-1)(z+1) +
1+ $_l(X) = i, On pourra noter ¢ et ¥ les fonctions projection de 1'image
inverse de i de sorte que i = £(¥(i), ¢(i)). Le rBle de ces fonctions est
d'indiquer les relations existant entre les nouvelles variables qui seront
ajoutées aux symboles, les éléments de §G et les anciennes variables,

Pour tout Ye L v V\ E,, d'arité n, introduisons le nouveau non

Gl

terminal ¥ d'aprité m = n(z+1), La restriction £, de £ 3 nl x EG est une

Y
hijection dans fmJ qui associte d toute wvariable X de Y une variable xj de Y
et une marque X de EG tels que § = £(j, X), on a donc J = ¥(i) et X = ¢(1),
C'est 3 dire que pour toute variable de Y, tout choix de marque détermine

le choix d'une variable de Y. Ces combinaisons de choix pourront Btre
exprimées par 1'ensemble des torsions linéaires ordonnées

Oy = am ; *£(1,%,)° £(n,
Posons ¥ = (¥ ]| vyeTwy\ EG} et (L uV) =IteTCuV) | racine(t) ¢ EG}

, , n
vee X Xn)> | X,y e Xn € ﬁG} c le
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Définissons la substitution descendante 0 de T(W u L) dans T(Z u V \ EG)
par : ¥ X e W, 0(X) = {X.6 | 0 € GX} et

¥ael,oa)={a}.
On appellera R, = [{(X+t) eR| Xe¢ EG} et on exprimera l'effet de 1l'appli-
cation de ces régles d l'aide de la substitution descendante Op de T(Z u V)
dans T(Z u V \ Eg) définie par ;
¥YeZuV\Eg, o)s= {Y} et ¥ X € Eg, 0(X) = {xl, i}.
A tout arbre t € T(Z v V)i nous allons associer z+1 arbres de T(W)i notés
Hi(ﬂ)(t)’ H$(l)(t)’ e H$(z)(t) et définis récursivement par :

*e(1,X%)
alors Hy(Y.t') = Y(H$(0)(t'), . Hs(z)(t')) et

¥~xi e X et ¥X € EG’ HX(xi) =

-

Sit = Y(t') avec Y € EG

pour tout 7 € EG \ Y, HZ(Y.t') = Hz(t').

Sit-= X(tl, ‘e tp) avec X ¢ E, et d(X) = p alors pour tout Z € EG

(t) = H(t) =X(t,, .. T_) avec q = (z+1l)p et pour tout i € [ql,
HZ 1 q

T, 7 H¢(i)(tw(i)).

Q 1 . . p
Pour tout t € T(Z v'V)n les z+1l arbres sont identiques et seront notés par

H(t), En particulier pour tout élément oo de L v V \ E, on a H(a) = a.

G
Nous venons en fait de définir une application H qui a tout arbre t de

z+1
n(z+1)

T(Z v ¥) dans T(W) selon la définition donnée dans [AD-mll].

T(E‘U/V)i associe un vecteur de T(W) , c'est un (z+1)-morphisme de
Posons alors G' = <¥', &, X , R'> avec

Fafa|ae Dew, W =18 | XeV\EYawTet

R' = {X > H(t) | (X+1t) e Ret X e V\ E} ce qui est valide car d'aprés
le lemme IV8, si X e Y\ Eet (X+ t) e Ralors t € fz u V).

Il est clair que G' est stricte, Afin d'obtenir le méme alphabet terminal
que pour G, définissons G" = «¥, I, io, R' v R"> avec

R" 2 {3 + 0,6 l Gefethe Oa}.

G" est encore stricte, nous allons montrer que F(G) = F(G"),
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Lemme IV,9 Posons t = GyeGpe «oo .Q LT aVec Qg5 Oy, +o @ € EG et
0

teT(Z v V.

P : Pour tout ti = Qi41°%44pr ccr 0T et pour tout a € EG on a

o(Sg, (Hy(£0)) < o(SF, (H (£))) u o(S], (K, (£))).

Preuve

Montrons le par récurrence sur r,

Sir=0ona Ha(ti) = Ha(t) = Ha(T) = Hl(t)'

Supposons la propriété P vraie si r < N et prenons r = N> 0. t = a,.t,.

Sia # oy Ha(t) = Ha(al’tl) = Ha(tl) donc P est vrai pour a et ty

Sia = @, :ou bien il n'existe pas i € [r] avec racine (ti) = a et alors
Ha(tl) = HG(T) = Hl(t)’ et P est vraie, ou bien posons i € [rl] le plus petit
tel que racine (ti) 5 a.
el \ _ n 3
O(SG,(Ha(t))) = c(SG,(d(Hx(tl), 55(1)(t1), . Ha(tl), ces H$(z)(t1))))
et puisque 0 est linéaire

N o el EN n _ , n
O(SG,(Ha(t))) = O(SG.(&)) @ EO(SG‘(Hﬁ(tJ)))’ O(SG'(H$(1)(t1)))’ “ee

n .. : n
O(SG.(Ha(tl))), cee O(SG.(H$(Z)(t1)))].

on a Ha(tl) = Ha(ti), t, = at,
(cl Ny - N oy n n
O(SG‘(Ha(tl))) = O(SG,(&)) & CG(SG'(HA(ti+1)))’ O(SG'(H$(1)(ti+l)))’ oo

n n
o(SG.(Ha(t )y .ee U(SG'(HE(z)(ti+1)))j'

i+l
En fait si 1l'on pose § = <1 ; x xX.> € Gz+1
p P Xgp e Xy 1
n o _ n g
on a O(SG,(&)) z {O(SG.(&)).B} @ {xl, cee xz+1}'

HA(tl) = HX(ti+l)::Hk(t) et par hypothése de récurrence pour tout
= n n \ n - .
X € Byy 0(Sq, (Hy(t, 1)) < 0(S,, (Hy(t,))) v a(Sg5,(Hy(t,))) donc s'il existe
. : . _ n n .
i € [r] avec racine (ti) = aona O(SG'(Ha(tl))) c O(SG,(Ha(t))) et P est vraie.

0
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Pour la grammaire G définie ici, donnons nous la substitution descendante

Sg légérement différente de Sn, définie par :

¥neM, YVael, Sg(a) = Sg(a) = {a}

o _ . “o _
¥XeV\NE (X) =P et si Xe EG, sG(x) = {xl}

G’ G
+ . =h n-1
¥Y¥nelN, siXeV\ Eg alors SG(X) ={teTE | I3 (X+t) eRet Te SG (t)}

Ao -
SG(X) =S

. °n _ “n,o
Si X e EG alors sG(x) = {xl} 7] sG(x)

n
G

1'indice n de Sg ne compte pas l'application de régles de RE dans cette

On peut dire que si on appelle 1'indice n de S, la profondeur de dérivation,

nouvelle indication de profondeur. De la mé&me fagon que pour Sg on montrerait

que Sg(X) a pour limite F(G, X).

Lemme IV,1Q0 Pour tout a e EG et tout t € T(Z u V) on a

o(sg.(nx(a.t)>) = (

v o(s?, (H,(£)))) v o(SD, (H_(a.t))).
XEEG Xe G X G o

G

a

Preuve
Par définition de HX on a

v Hx(u.t) = ( v (t)) v {H_(a.t)}, ce qui nous donne 1l'inclusion
s, o
XeE XeE _\o

dans un sens. D'autre part le lemme IV,3 nous montre que

0(Sgy (B, (1)) < o(Sg, (Ho(@.1))) v o(Sg, (H, (£))) et X ¢ Eg \ a.

Pour tout t € T(I) posons g, (t) = u G(Hx(t)).
H XuE

G
°H‘Et."' th) = CoH(tl),.. oH(tp)ﬂ = {[t'

1,..t'p]|V iefp], t'i € OH(ti)}

et op(x,) = {xf(i,$(o))"’ xf(i,&(z))} = {Xj"’ X4 4 | § = (i-1)(z+1)+1}
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Lemme IV,11 oy (t.u) = {t} @ cH(u).

Preuve

Par induction sur |t|. Posons t e T(Z); et u = [u up] € T(Z)g-si lt] = o,

1
oylug) et (£} 0y(Tuy, o w D) =

t = %, tou = uy donc OH(t.u)
{xi} 0 th(ul), .o OH(up)] = GH(ui). Le lemme est donc vrai si |t| = 0 ;
supposons le vrai si |t| < £ et prenons t = a(tl,.. tq) avec o € Zq et

¥ielal, t, e T(Z);. Og(tu) = op(ale u,e. T W)

= u_ c(Hx(a(tl.u,.. tq.u)))

XEEG

Pour tout X € EG

Hx(a(tl.u,.. tq.u)) = a(H$(O)(tl.u), .. H$(Z)(t1.u), H$(0)(t2.u),..H$(z)(tq.u))

o(Hy (alt;.u, .. tq.u))) = {o} @ Coy(x)),.. oH(xq)] () EO(H$o(t1'“))""

G(Hé(z)(tl‘U))’ 0(H$(0)(t2.u)), ces O(H¢(z)(tq‘u))] de
Olxg) = fxgs oo Xitz | § = (i-1) (z41) +1} on déduit

H
¥ X, Y e EG’ Hx(a(tl.u, .o tq.u)) = HY(u(tl.u,.. tq.u)) on a

O(Hx(a(tl.u,.. tq.u))) = {a} @ EOH(tl.u),.. o (tq.)] comme
OH(t) = {a} @ EOH(tl.u), . OH(tq.u)] par hypothése de récurrence
o (ti.u) = {ti} "] OH(u) donc

H
a,(t) {a} @ it } (% gy (ud, .. {tq} @ g, (w)]

n

{a(tl,.. tq)} ] OH(u) = {t} @ cﬂ(u).

Lemme IV,12 Pour tout Y € V \ E; et tout n e N on a GH(SS(Y))=O(SE,(?])-

Preuve

Par récurrence sur n,
Le lemme est trivialement vrai par vacuité quand n = 0. Supposons le vrai

pour tout n < N et prenons n = N > 0, Il suffit de montrer que pour toute
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régle (Y +t) e Ravec Y e V\E,ona UH(Sg-l(t)) = O(Sg:l(ﬂ(t))).
D'aprés les lemmes IV,5 et IV,8 ona t = a(tl,.. tq) e T(Z v V); avec
ae ZuV \EG et pour tout i € [ql, Itil <1

H(t) = a(Ha(o)(tl),.. H$(z)(tl), Ha(o)(t2),.. H$(z)(tq))

et en posant r = q(z+1)

H(t) = a(H H.

o(1) w1+ By Cwir)

n-1

' (H¢(r)(tW(r)))]'

n-1 _ -1 .- n-1
0 est linéaire donc d'aprés le lemme 14

n-1 _ n-1,- n-1
o(sg, (H(1))) = o(55, 7 (a)) 0] Lo(s, (H¢(l)

Et par hypothése de récurrence sur n, U(Sg:l(&)) = OH(Sg(a)). On a alors

n-1
(t (1))))"' o(sg, (H¢(r)(tw(r))))].

n-1 . o0 v -n-1
T € c(SG, (H(t))) ssi T = v.Erl,.. rm] avec V.6 € S (a) et
n ~n-
v.0' € UH(Sg l(a)) avec 0' € UH(G) d'aprés le lemme IV,11.

s . ' r '
On a alors pour tout i € [m], xi.e € {xf(e(i), X) | X € EG} d'ol

n-1
T, € XgﬁG O(SG. (Hx(te(i)))).

“n-1 _ n-1 on-1
oy(Sg (1)) = 04(Sg (@) @ Isg (t)),

-

.. sg'1<tq)3) donc

“n-1 . _ N “n-1
Te€ cH(SG (t)) ssi 1 = vr[Tl,... Tm] avec V.0 € Sa (a) et pour tout

ielml, T, ¢ oH(Eg'l(te(i))). Donc ‘on aura oH(Eg‘l(t)) = o(sgtl(n(t)) si

n-1
Gl

u_ o(s

XeEG

. , “n-1 .
pour tout i e [q] on a OH(SG (ti)) (HX(ti)))' Puisque

]til < 1 nous distinguerons 3 cas :

U Hy(x.) et
XeE X

G
u_ G(SG?'l(HX(xj))) = u_ Hx(xj); Donc si t = a.6, avec 8 € 93%?; et

XEEG XEEC

“n-1 _ n-1
eI uV\ E, ona UH(SG (t)) = O(SG. (H(t)).

_ on-1 -
A) ty = xj al?rs OH(SG (xj)) = OH(xj)

= d(y) .
B) t; = Y.-6 avec Y €e LUV \ E; et 8 ¢ ed(Y)’ cf. résultat de A.
C) t; = Z(xj) avec Z € E.. D'aprés le lemme IV.10,



143

u_ o(SG, (e (2(x,))))=( u_ oSy H(Hy(x:)))) U o(sg, (1, (2(x;))).
XeEG XeEG

- n-1
= cH(xj) u a(sg, (HZ(Z(xj)))).

On a HZ(Z(xj)) = HZ(Z(xj)) donc

n-1
u_ o(s,, (HX(Z(xj))))

XeEG

n-1 -
OH(xj) U O(SG, (HZ(Z(xj))))

=0 (x.) u (u_o(s]

H XeEG

_ ~n-1,.
= GH(xj) U OH(SG (Z(xj)))

_l -
G (HX(Z(xj)))))

_ -n-1_
= GH({xj} U Sg (Z(xj)))

= GH(Sg-l(Z(xj))) par définition de S.

Corollaire IV,13 F(G) = o(F(G'))

Preuve

~n “n _ P n
OH(SG(XO)) SG(XO) car var(XO) = @ et par définition de Sgon a

lim S3(X )
n-»e ~n n |Lang
nous montre que pour tout n, SG(XO) = O(SG,(XO)).

F(G, Xo)’ d'autre part F(G') = 1lim Sg,(io) et le lemme 1V,12

Lemme IV,14 F(G") = o(F(G')).

Preuve
Les régles de R" sont toutes linéaires et terminales. Donc d'aprés le lemme 28
on peut supposer que toutes les régles de R" seront appliquées aprés celles
*
> t' => t", avec
! R"
(@) = olg)

de R'. Toute dérivation terminale dans G" s'écrit alors io

t' € F(G') c T(L) et t" € T(IL). Par définition de R" on a §

=1~ Rt

GH
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Vaeletnz21, donc F(G", t') = o(t'). On a alors F(G") = o(F(G')).

0

Corollaire IV,15 F(G") = F(G).

Preuve
Par le lemme IV,14, F(G") = o(F(G')) et par le corollaire IV,13,

F(G) = o(F(G")).

Proposition IV,16 La non strictitude monadique est réductible et pour toute

grammaire compléte G, il existe une grammaire stricte G' telle que F(G) = F(G').

Preuve

Le corollaire ¥V,15 montre que la construction IV,1 réduit la non strictitude
monadique, Si G est compléte et non stricte alers toute régle non stricte est
avec d(X) = 1, donc G est 3 non strictitude monadique.

0

de la forme X x‘1

Remarque
En général G' n'est plus compléte et nous montrerons qu'en général on ne

peut trouver G' a la fois compléte et stricte,
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2) REDUCTION DE LA NON COMPLETUDE ET DE LA NON STRICTITUDE DANS LES DERIVATIONS

INITIALES

Dans de nombreuses démonstrations, on est amené 3 examiner dans le
détail certaines dérivations descendantes, et en particulier le début de ces
dérivations depuis l'axiome. Les arbres obtenus successivement ont alors
pour racine un non terminal auxquel s'appliquent les régles. L'utilisation
de régles non strictes ou non complétes complique considérablement 1'examen
de ces dérivations, en ce sens que l'on doit tenir compte du développement
de sous arbres qui, disparaissant au cours des dérivations suivantes, ne
sont d'aucune utilité. Arnold et Dauchet avaient déjd évité ces inconvénients
en montrant dans le cas des grammaires sous forme normale que pour toute_
dérivation initiale produisant un arbre t, on pouvait trouver une dérivation
initiale produisant le m@me arbre t sans utiliser de régle non stricte [AD-¢-1].
Nous allons montrer que l'on peut transformer toute grammaire en conservant
la forBt engendrée et certaines propriétés, de telle fagon que toute déri-
yation initlale depuis 1l'axiome utilise des régles complétes et strictes, nous
verrens aussi que l'on peut séparer en deux classes disjointes les non
terminaux pouvant apparaitre en sommet dans une dérivation et ceux pouvant

apparaltre ailleurs,

1
itnitiale si pour tout i e [n], racine (ti) est non terminal, elle sera

On dira que la dérivatien X D=> t, D=> ,,. D=> t_ D=> t est

G G G ™ 6
initiale maximale si de plus racine (t) est un symbole terminal, elle est
alers maximale en ce sens qu'elle peut se prolonger en une dérivation

initiale plus longue, Dans la majorité des cas X sera l'axiome de la grammaire,
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“ n -+ % -
i X.w D=> u. e Ugs oo . = u,. I !
Si X.w D=>u [ul, ug, up] w D> u,.w avec Iull 0, c'est A
N L -» >

dire que u D=> xi, nous noterons X.w >=> ui.w . Cette notation permettra
d'exhiber les moments importants dans une dérivation sans avoir 3 se perdre
dans les détails de dérivation qui n'ont pour résultat que d'effacer le

Nk n
sommet : u D=> x,. Si ona t_>=> t. >=> t, >=> .,. >=> t_on écrira t >=> t

b o 1 2 n n

* . . -z *
ou t >=> tn et comme pour les autres dérivations on écrira to >=> to.
Lemme IV,17 Toute dérivation initiale est la composition de dérivations >=>.

Preuve

. * 2 s . tas

Soit Xo D=> t une dérivation initiale de longueur £ dans G = <V, I, Xo, R>
2o s P Y * ‘
on a [t| > 0 et la dérivation s'écrit X D=> u.[ul,..ui..up] D=> t avec
W] -+ ¥* >
U D3> x., ug = X.W, X D=> u avec [ul > 0 et t = u.w. Donc
> % > * 21 . .

Xo >z> X,w D=> u,w et X D=> u est une dérivation initiale de longueur

» e Ly L. *
inférieure 3 £, De plus pour toute dérivation de longueur nulle t D=> t

* " %*
on a t >=> t deyra par induction sur £, Xo >=> t,

Lemme IV,18 Pour toute grammaire G = <V, I, X , R> on peut construire
-~

1'ensemble V¥ des non terminaux peouvant se dériver dans une dérivation

initiale depuis 1l'axiome,

ya{Xev]| 3 W e T(Z u V) tel que Xo D§> X.w}.

Construction

-
Posons V = {XQ} et pour tout i » Q-

-~ [a]

~ -+ g
Vi = vivl u{XeV]| 3Ye€ yi«l et 3w e T(LuY) tels que Y >=> X.w}

=~ -~

[} ' . L] : o : -
la construction s'arréte car Vi c Vet si Vi vi+1 alors ¥ k > 0, V; vi+k'
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Preuve : I1 faut montrer que la construction de Qi connaissant ;i-l :
est effective et!queAla limite de la:euite ;i’ qui est atteinte Aup 1 -
plue tard en €ard(V).étapes e-;<§. NV est fini;dancv;iieat fini et i1 -
a:ffit de déterminer si Y >z> X.w pour.au moins un w. On déwveloppe;
Y >=> X.w en Y D=> t = g.[ul,.. Ugse- up} D§>ui = X.w. Alors (Y+t) e R
et R est fini, de plus t est de profondeur finie, on peut donc le découper
en %.[ul,.. Ussee up] d'un nombre fini de fagons différentes et connaissant
EG et z(X) pour tout X ¢ EG (lemme IV,1 et corollaire 1IV,2), on peut
déterminer si t, qui est de profondeur finie, se dérive en X;» On peut donc
déterminer tous les us tels que t D§> uy, pour tous les t tels que (Y + t) € R
pour tous les Y € ;i—l’ la construction de‘;i est donc effective.
Si Xo D§> X.w avec X € V la dérivation est initiale donc Xo >§> X.w pour-

-~ -~

k fini, donc X € Vk < vCard(V) donc V ¢

vCard(V)'
Réciproquement par définition de v,onaV, cV donc V = V

Card(V)®

a
Lemme IV,19 Pour toute grammaire G = <V, I, X@, R>, on peut trouver une
grammaire 8=, Luy, ﬁo’ R> avec V n (VY u I) = ¢ telle que

F(G) ={te T(ZuV) ! 3 (Xo Dé? t) dérivation initiale maximalel.

Construction

-

On pose V = {X | X € V et d(X) = d(X)} et tous les symboles de V sont de
nouveaux symholes.,
Pour tout t € T(L u V) avec t = X.w on pose

t

1

si X ¢ V alors marq(t)

-~

-
Xow,

si X € V alors marq(t)

-
-

R={X+t | x>>t, XeV, t=marq(t), [t] > 0}
G



Preuve
La construction de R est effective car nous avons vu dans le lemme 18
que l'on pouvait déterminer 1'ensemble des t tels que X >;> t pour tout

*

X £ V et cet ensemble est fini. Par induction sur la longueur dez

fad

-

dérivations, on montre facilement que si X0 D

» t alors il exists

(1011

- £
t € T(Z U V) tel que t = marq(t) et X, >E> t done X ag> t est une dérivation
initiale. Réciproquement si X Dé>t est initiale » X, >§> t dond §D=mqrqéxo)

DE> t = marq(t).

()

Si X, Dé> t est initiale maximale, t = a.w avec a € L donc marq{t} = t
t X_Dx> t
e ° G .

Réciproquement si io Dé> t avec t € T(L u V), il n'est pas possible que
t = X.w avec X e V, car alors d'une part on doit aveir t = marg{t) donc
Xé; et d'autre part XotDé> t donc X € ;. Donc si io Dé> t avec t € T(L v V),
X Dé> t est une dérivation initiale maximale.

Proposition IV.20

Etant donnée une grammaire G = <V, I, XO, R> on peut conatruire une

grammaire G' telle que dans toute dérivation initiale depuis 1l'axiome

dans G', les régles appliquées soient strictes et complétes, que F(G) = F(G'),
que G' soit réduite et que si G est compléte ou stricte ou de Greibach, G'

le soit aussi.

Construction

On construit d'abord G du lemme IV,14,

& est corrégulidre, donc F_.(G) = F..(&).

10

Posons G' la grammaire construite depuis G par la construction III,1 la

0l

proposition III,3 nous dit que G' est compléte, stricte, I10-réduite donc

a
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réduite, coréguliére et que PIo(é') = FIO(é). G et G' étant corégulidres
eI oty = o AV = <yt v =1

on en déduit POI(G ) = FOI(G). Notons G' = <V', Z u V, X o? R'> avec

V' n "2 u V) = @. Posons G" = <V' y V, I, i‘o, R' U R> et G' la grammaire

réduite issue de G" conformément au théoréme I1I.15.

Preuve

Pour montrer que G' engendre la méme forét que G, il suffit de remarquer que
toute dérivation initiale maximale depuis 1'axiome dans G" est une dérivation
terminale dans G'. Comme F(G') = F(G), que F(G) = {t | X, Dé> t est initiale
maximale} et que toutes les régles de G sont dans G", on a F(G) = F(G").

De plus F(G') = F(G") d'aprés le théoréme II,15 donc F(G) = F(G'). Les
régles de R' sont strictes et complétes par la construction III.1, donc si

G est stricte ou compléte G" l'est aussi. Si G est de Greibach haut,  toute
cette construction est sans objet, car les dériyations initiales maximales
depuis l'axiome sont de longueur 1 donc strictes et complétes. Si G est de
Greibach bas, & l'est aussi, car les régles de R sont issues de régles de R
dans lesquelles on n'a effacé que des non terminaux. Alors G' et G" sont
aussi de Greibach bas d'aprés la proposition III.3. D'aprés le théoréme II.15,
on peut supposer G réduite, &' est réduite et seuls peuvent subsister dans

G" des non terminaux inaccessibles depuis l'axiome. Il suffit alors de les
retirer et de retirer leurs régles (corollaire II,2) pour obtenir G', Cette
derniére réduction ne modifie aucune régle, donc aucune des.ppropriétés qui

nous intéressent,

Remarque On aurait pu ajouter la régularité et la linéarité aux propriétés
conservées dans la proposition IV,2Q, mais il est bien évident qu'une
grammaire réguliére est compléte et stricte et le théoréme III,8 montre que

toute grammaire linéaire peut 8tre supposée compléte et stricte,
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3) ETUDE DES FORETS ALGEBRIQUES A ARBRES BALANCES

Aprés avoir proposé un certain nombre de réductions, nous allons
montrer que certaines réductions ne sont pas toujours possibles. En particulier
nous montrerons qu'il existe des for@ts algébriques qui ne peuvent pas &tre
engendrées par des grammaires strictes ou complétes. Ceci &tant en contra-
diction avec ce qui se passe pour les langages, on ne pourra le montrer
qu'en utilisant la caractéristique qui différencie les arbres des mots, a
savoir leur largeur. Encore faut-il que cette largeur puisse €tre grande.

En effet toute for@t ne contenant que des arbres de largeur bornée n'est
pas essentiellement différente d'un langage, de méme qu'un langage ne
comportant que des mots de longueur bornée n'est pas essentiellement

différent d'un alphabet.

La largeur des arbres est la longueur de leur feuillage. Il serait
cependant insuffisant de consiéérer des arbres de feuillage arbitrairement
long car l'ensemble de ces feuillages, définis sur un alphabet fini, ne
serait pas plus complexe qu'un langage, Les arbres que nous considérons
seront yus comme les composés d'un arbre initial arbitrairement large
et d'un vecteur de degré supérieur arbitrairement grand, c'est 3 dire d'une
liste arbitrairement longue d'arbres finaux. Afin de pouvoir toujours
réaligser aisément cette décomposition, les arbres initiaux et les arbres

finaux seront construits sur des alphabets disjoints.

Le plus petit alphabet nécessaire pour construire des arbres initiaux
arbitrairement larges est composé d'un symbole d'arité 2 que nous noterons b.
Plutdt que de puiser les arbres initiaux dans T({b}), nous avons préféré
nous limiter aux arbres balancés de T({b}), ce qui nous permettra de nous
appuyer sur leurs propriétés de structure qui sont importantes.

!
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Aussi définirons nous la forét B des arbres balancés comme suit :

b° = x, et pour tout i> 0,b* = b(bl_l, blﬁl). D'od B = {b* | 1 en').
i

o C i i 1 i 5 P
Nous écrirons bt = hl.e1 avec b1 € *({b}) . et el € O s el stécerit
1 21 1 1 1
<1 3 Xys +e+ X,> avec 2% occurrences de X,. On notera aussi B = {xl} v B.
e

On composera avec chaque arbre de B des arbres pris dans une méme
forét d'une famille de foréts de T(I \ b)i.
Pour toute famille
F de for8ts de T(I \ b)i et nous définirons alors la foré&t BF de T(Z)
avec b € I par :

oo
BF = v B@F = {p*.rt yeeot 21 ] 4 e N et {t yeot .} ©cFe F} c'est &
1 i 1 i
FeF 2 2
dire que dans chaque arbre de BF tous les arbres finaux sont pris dans une

méme forét de F.

Pour décomposer chaque arbre de BF nous nous donnons deux applications :

- 0. la substitution linéaire de T(I) dans T(Z \ b) qui efface tous les

b

b et permet de sélectionner les arbre finaux :

Gh(b(xl, x2)) = {xl, x2} et ¥a e T(Z \ b), ola) = {a}
- 6b une application de T(I) dans T({b}) qui ne conserve que les b :
OBty t,)) = BT (t)), T (t,)) et ¥ t € T(L) avec racine (t) # b,

ah(t) = {xl}.

i
On a alors pour tout t = bl.Et t i] € BF,

10

. 2
q,(t) = bt et o () = {t,,.. tgi} cFefkF,
donc t € {ab(t)} @ ob(t) c BF,
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Dans la suite on s'intéressera au cas ol BF peut &tre engendrée
par une grammaire algébrique G = <V, I, Xo, R> que 1'on supposera réduite
et 3 dérivations initiales complétes et strictes (proposition IV.20). Nous
allons montrer qu'alors on peut trouver deux constantes h et k associées
d G, telles que toute dérivation terminale X, Dg> t ¢ BF puisse se décomposer
en b t b 4
/\ / N\

N b b . b b n
X D=>t'=/\/\ n D=>t = / N/ \
9 G / ‘ G , .

avec m < h, {tl’ t .o t n} contient au plus k arbres différents

2

LS € T(L \ b). Etant donnée que t ¢ BF il existe ¢ ¢ F
2 2n+m

Yy ee. ! € & . Pour tout i e [2"] on a nécessairement
2 2n+m

F(G, ti) c ™ ® ¢, sinon on trouverait une dérivation X0 D§> t! Dé> t"

29

t! t

l’
telle t'l, t
avec t" ¢ BF. On remarquera alors que n n'étant pas borné, pour toute
partie E, finie, aussi grande que l'on veut de ¢, on peut trouver t assez
large pour gque ob(t) = E. On peut alors trouver p < k "prototypes"

{Tl, .. Tp} tels que F(G, {7 Tp}) c {b"} @ ¢, m fixé inférieur ou égal

1*°°
dh, et Ec cb(F(G, {rl,.. Tp}))-

Exemple BFl. Donnons nous la grammaire due 3 Arnold et Dauchet [AD-¢-1] :
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ro = Xo -+ X H rl = X > X
/ \ / \ /N
# 4 X x a Y
1 2
/ N\ | AR
# # Xy T
Xy
r. =2z b r =272 = Z
3 ;] '4 ®
| / \ i |
x X X X b
1 1 1 1 /\
X1 0%
posons t = § ettt = Y alors
o n
/ \ n/ \
4 # a t
1 n-1
#
toute dérivation initiale est alors de la
n P
X D=> X D=> X D=> Z D=>
To /N T4 /N T | Ty
# to a tn d
! A
$ Yoot
r n

Posons T, = a(a" ¥, tn), Par récurrence sur n on montre que F(G, Tn) =F

{d(a" #, 6(a’l #, a7 #)) | 3 < n}. I1 suffit pour celd de remarquer que

F(G, To) = Fl,o et que si F(G, Ti) = Fl,i
. - i+l
ti)), on a soit T, . D;> d(a #

d(a:L+l #, ti) = 1',

Par récurrence sur i on montre alors que F(G, T'

§(al #, al #)) | j < i} et donc que F(G, Ty = F

i+l

uisque T, =
s P q T1+

1

s G(al+1 ¥, attt #)), soit T,

1, i+1°

D=>
i+l
Tg

) = {d(ai+l #,

1i,n

d(al+1 ', Y(al+l ¢

En posant Fl = {Fl n | n € N} il est facile de voir que F(G) = BFl puisque
H

F(G, 2) = B.

On a alors montré que toute dérivation dans cette grammaire se décompose

* * ~ * e [] . [ F . *
en XO Dé> t' D=> t ol X0 Dé> t' est la dérivation initiale maximale. Les
G

constantes associées 3 cette grammaire sont alors h = 0 et k = 1, Pour toute

forét Fl n € Fl on a alors un unique prototype T, qui engendre exactement F
3

’

1,n’
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Pour démontrer ce résultat nous utiliserons certaines constantes et
notations liées d G qQue nous définissons ici :
Pour tout X € V et tout X, © var(X), il existe u ¢ F(G, X) avec X € var(u)
car G est réduite. Par contre si E c var(X) avec Card (E) > 1 il n'existe pas
toujours u € F(G, X) avec E < var(u), sauf si G est compléte, et & fortiori
il n'existe pas toujours u € F(G, x) avec E = var(u), par contre s'il en
existe un, il en existe au moins un de profondeur minimale, Pour tout X € V

et tout E ¢ var(X), s'il existe u € F(G, X) avec u ¢ T({b}) et var(u) = E,

il en existe au moins un de profondeur minimale que nous notons Uy g Posons
b
HE = Sup(]uX E]) pour tout X € V et E c var(X), HS est évidemment fini.
3

Nous notons
wa.= {Xev | ¥peN, 3t e F(G, X) avec [tlb > p} 1'ensemble des pon
terminaux pouvant engendrer des arbres contenant un nombre arbitrairement
grand de b,

H, = Sup ([t[b) pour tout t € F(G, X), X e V \ V C'est la plus grande

beo®
hauteur en b pouvant Etre engendrée depuis un non terminal ne pouvant
engendrer des arbres de hauteur en b non bornée. Hb est alors évidemment fini.
H, = Sup (1t]) pour toute régle (X -~ t) € R, C'est la barre supérieure des
parties droites de régles de G,

d(¥) = Sup(d(X)) pour X € V, C'est le degré du non terminal de plus haut
degré,

Vg = [Xx e ¥ | F(G, X) est fini}.

H = Sup (|t|) pour tout t € F(G, X) et X ¢ Ve

Nous rappelons qu'd la suite du corollaire 4, en l'absence d'indications
contraires, tout arbre ou vecteur surmonté du signe v sera initial et toute

torsion surmontée du signe " (res -) sera compléte (resp. linéaire),
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Lemme IV.21 Si t € BF, toutes les branches de t allant de la racine aux

feuilles ont le méme nombre d'occurrences de b.

Preuve

Evidente par définition de B et F.

Lemme IV.22 si Q.T ¢ BF avec 3 e %(Z)i alors Gb(T) € B.

Preuve
Si Bb(r) ¢ B et est de profondeur non nulle, il y a dans T deux branches
de la racine aux feuilles portant des nombres inégaux d'occurrences de b,

N
il en est alors de méme pour u.T, ce qui contredit le lemme IV,21,

Lemme IV.23 si 3.T € BF et 3.T' € BF avec E € %(Z)i et ig] > 0 alors

0. (1) = 5B(T')'

Preuve
" . . ,
|d| > 0 entraine u = b(ul, u,) avec soit %, €'var(u,), soit X, € var(u,).

Sans rien perdre en généralité nous supposerons Xy

€ var(u,). Posons
55(3.1) = b’. Donc toute branche joignant la racine de 3.7 3 une de ses
feuilles porte p occurrences de b, D'aprés le lemme IV.22 on a Eb(T) = pd
et ab(T') = bq'. Explicitons &.T' = b(ul.T', u2). Les branches allant de
la racine de &.T' d une feuille de u, portent p occurrences de b, comme

" " . .
dans u,T = b(ul'T’ u2) et celles allant de la racine de u,t' d une feuille de

T' en portent p-qtq', D'oll d'aprés le lemme IV,21, q = q',
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” 3 I3 * ” >~
Lemme IV.24 Pour toute dérivation Xo Dé> u.v avec Jul » 0, tout élément
de F(G, u) est de la forme b(ul, u2) et pour tout x; € var(u), il existe

b(ula mg} ¢ F(G, u) avec %, € var(ul) U var(uQ).

Preuve

G est 3 dérivations initiales strictes. Donc |u| > 0 entraine, ¥ u' € F(G,n)
> % > % N

|ut| > 0. G est totale donc u.v DED u'.v D=> t € BF avec u' € F(G, u) d'ou

racine (u') = racine (t) = b. G étant réduite, le lemme II,16 montre que pour

tout x. € var(u), il existe u' € F(G, u) avec X; € var(u') et comme

t

ut = b(ul, u2), X, € var(ul) U var(uQ).

” . . ’\J
Lemme IV.25 Pour toute dérivation X Dé> 3.X.v avec 1 € T(Z u V)i, [u} > o,

a(x)

XeZuVetye T(T v V)o

- > P . ~
alors ob(F(G, X.v)) est réduit 3 un seul

€lément qui est de la forme bP.

Preuve

"
u € %(Z u V)l donc var(ﬁ) = {x.}. D'aprés le lemme IV.24 il existe
1 1 P

~
b(ul, u2) e P(G, u) avec X, € var(ul) U var(uQ). Posons n, le nombre

d'occurrences de x., dans b (ul, u2) et T, un arbre quelconque de F(G, X.;)

1 1

- - ” - ’\J
qui n'est pas vide car G est réduite, L'arbre u' = b(ul, u2).Etl, toses tn]

->
avec t, = x, et pour ide 2 an, t, = T, est initial car T, € F(G, X.v) <

\
T(X)i puisque X.v e T(L u V)i. Donc u' € %(E)i. Pour tout T ¢ F(G, X.:) on a
n - -
u'.T € BF et le lemme IV.22 nous dit que ob(T) € B, de m&me le lemme IV.23

nous dit que pour tout t' € F(G, X.z),ab(r) = Bb(r') d'ol l'existence de p

tel que ab(F(G, x.?)) = bP.
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Ce lemme est extrémement important pour la suite et permet de

dégager une notion que nous appellerons cote en b et que nous définissons ainsi :
A tout uceud Vv non dominant dans un arbre t obtenu par dérivation descendante
depuls l'axiome dans G, on peut associer un entier Cb(v) appelé cote en b
de v dans t :
X, p%> t = LY, |3| > Q alors Cb(v) est l'entier p du lemme IV.25, tel que
Eb(r(e, v.?)) = bP. Pour alléger 1'écriture nous écrirons souvent Cb(t) pour
Cb(racine(t)). L'intérét majeur de cette notion de cote est qu'elle est inva-
riante par dérivation en un sens que précise le corollaire suivant :

Corollaire IV.26 si X, Déb U.X.v => 4.T.v avec v = (X + T) € R, pour tout

H

NV e gez . >
noeud de u différent de la racine, pour tout noeud de v,la cote en b est la
- v > Y > . >
méme dans u.X.v et dans u.T.v et les cotes en b de X et de racine (T.v) sont

les mémes.

La preuve découle directement de la définition de la cote et du lemme IV.25.

. * PP
Corollaire IV.27 si Xo Dé> %.X.3 et si Cb(X) est définie,pour tout noeud

>
v de X.v on a Cb(v) < Cb(X).

Corollaire IV.28 Pour toute dérivation Xo DE> t avec racine (t) = b, tout

noeud de t a une cote en b définie.

Preuve
t = b(ul, u2). D'aprés le lemme IV.25, Cb(ul) est définie donc Cb(t) =

1+ Cb(ul)'
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Corollaire IV.29 Pour toute dérivation X DE» t = b(ul, u2) on a

t e T(E u VO wa).

Preuve

Se déduit du corollaire IV.28 en remarquant qu'une occurrence de symbole

de V,, ne peut avoir une cote en b définde.

x v 7

Lemme V.30 si X DE» X(t t ) D% u.0.8.0t t ] avec X € V,

l,cv l,.o
5.0.5 € F(G, X) \ T({b}) alors pour toute composante T, de é[tl,.. tn] =

E’[l,.. Tp] on a Cb(ri) < HB - 2,

Preuve
N T o

= 0. - ! = < Hg

Posons E = var(u.6.8) et uX,E e F(G, X), var(uX,E) E, luX,Ei Hb et
L gs_ s . '\’“
Uy ¢ T({b}). Par définition de HB et de par l'existence de u.08.6 on est
2
. P AT .

assuré de l'existencecde u Décomposons u = u'.0'.8' selon le corollaire

X,E* X,E

L3

-

- -~ -
4, Comme var(u ) = var(%.e.ﬁ) et que 0' et 6 sont complétes, on a 6 = B'.

X,E

P PR . v, oo
On en déduit la dérivation : X(tl"' tn) pEs 3':9'.é.ct tn] =u'.,0'.

1,.0
. v . . n

ETl,.. Tp] = t. Puisque u' ¢ T({b}) il existe dans u' une occurrence de

symbole o # b, Le corollaire 1IV,28 et Iﬁ'[ < Hp entrainent que Cb(t) < Hg-1

et puisque I%'I > 0 et §' est compléte, pour tout i € [p] on a Cb(Ti) < Cb(t).

Remarque La mise en évidence de la torsion 6 compléte n'est pas essentielle
car G est totale, sans arités inutiles et 3 dérivations terminales complétes,

mais la preuve est plus simple et ce résultat suffit pour la suite.
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Lemme IV.31 Pour toute dérivation de la forme Xo pE> X.v D=» b(ul,u2).3

x

DE> u.v avec u € F(G, b(ul, u2)), si u ¢ T({p}) alors Cb(ul) = Cb(u2) s

\dr - 1)Hb + HE - 2,

Preuve

Rappelons que si t est un arbre, Cb(t) signifie Cb(racine (t)). X ~» b(ul, u2)

est une régle de R donc lul| < H et |u2|

< Hr' D'aprés le corollaire IV,29

on a {u;, u,} © T(Z u VX Vi ). Puisque pour tous X € V\ ¥, et

T ¢ F(G, X) on a ||y < H_ ceci entraine que Iu|b < (H, - 1) H + 1,

b

- - Pl . o ’\J A
D'aprés le corollaire IV,28 la cote en b de u est définie, En posant u = u,0.8

% > kN ~ > -
on a Xo D=> X.,v D=> u.6.§.v et d'apres le lemme IV,3Q, toute composante

IA

. >
T de §.v a une cote en b, Ch(T)

H-B*‘dionccb(u)S(Hrvl)Hb+HEv1

1

et on a en plus Cb(ul) = Ch(u2) Ch(u) - 1,

*
=>

Lemme IV.32 Pour toute dérivation de la forme Xo p¥> X% D=> Y.v.w D
> - 3 . ™
T.v.w D> u.¥ avec X D=> Y.z, y p&> T, T.V D3> u, T e T({b}), u e T(Z) \ T({b})
N
et en posant T = T7.9.5, on obtient que toute composante t de 5.V a une cote

” + P4 z .
en b bornée : Ch(t) < (H_r < 1) Hy + Hﬁ ~ 2, et que 8,v a son degré supérieur

borné par 4d(V),.

Preuve

N v o2
X > Y,y est une régle de R donc |;| < H_.. On a X, p¥> 7.0,8.v.w = b(ul, u2).
6.5.3.;, donc d'aprés le corollaire IV.29, il n'y a pas de symbole de Vi
. >
dans B.v, ce qui implique que pour toute composante t de §.$ et tout
- . * >
t' € F(G, t) on a it'lb < (Hr - 1) Hb' On a aussi la dérivation X, D=> X.w

* > T e > .
D=> u,w = u.8'.8'.w avec u € T(Z) \ T({b}) et d'aprés le lemme IV.30,
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- > L
toute composante t'" de 8'.w a une cote en b bornée, C (t") < H- - 2. On
P b b

Pl [ -> P
en déduit que toute composante t de 8.v a une cote en b bornée Cb(t) <
->

(Hr - 1) Hb + HB - 2. Puisque X D=> Y.v on a degré supérieur de

v o= ay) < d(V), et puisque 6 est linéaire, donc injective, §.v a un degré

. . >
supérieur au plus égal d celui de v.

Lemme IV.33 Il existe deux constantes h et k, associées a G, telles que
Z/ - . * ] ” »
toute dérivation XO D=> t € BF puisse d'écrire

N ‘

Xo DE> V.6.0 D=> t avec Ve %({b})i, 0 € @;, ® e T(Z v V)g, p < k et pour
h.

tout i € [pl, ob(F(G, xi.ml) est réduit 3 un seul élément b - avec hi < h.

Preuve

rd . 3 . . . [} +
En explicitant la dérivation initiale on obtient : Xo D=» Xl'vl D=> ... D=>

= =% = = "
Xq.vq D=> b(ul, u2).vq D=> u.w avec Xq D=» b(ul, u2) D=> u.8" et

> -> L n
w € F(G, 6".vq). Deux cas se présentent selon que u € T({b}) ou non.
1) u ¢ T({b}), alors prenons Y = b, 8 = <2 ; X5 X,> et

> > - >
. V>, . . é i . =
1 vq, u, vq Des lemmes IV.21 et IV.25 on déduit Gb(F(G, uy v))

- _ i . . _ o
ob(F(G, u2.v)) = {b”} et du lemme IV,31, i < (Hr 1) H + Hp 2.

+
w =<0, u

2) u € T({b}), alors posons i le plus grand indice compris entre 0 et g-1

- * n -> s s ]
Ve D=> u..wi = t dans la dérivation

* -
=> V. = .
tel que Xo D Xi vy D=» X1+ 141 N

1

"

P > > > > * > %
précédente, avec v, = v.v,, X, D=> X. _.v, X, p=> 1, T.v D=> u,.0.,
1 1 i+l i1

i+l i+l
> C "N .

Wo € F(G, ei.vi), T e T({b}) et u; € T(L) N T({b}). L'existence d'un tel
indice i résulte directement de l'hypothése u ¢ T({b}) et du fait que

F(G, XO) et T({b}) sont disjoints.

’\JA
Le lemme IV.32 s'applique alors et en posant T = v.6.8, w = 6.3, on a

x_ 0> 3.6.0 DE> t avec ¥ e %({b})i, 0 e e;, 5 e T(Cu WP, p<dV) et pour
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> - -
tout i € [pl on a Cb(xi.w)hs (Hr - 1) H + Hp - 2 donc Ub(F(G, xi.w))
contient un seul &lément b — avec hi < (HP - 1) Hb + Hp - 2 selon le
lemme IV.25. Il suffit alors de regrouper les deux cas en posant

h= (H, - 1) H +H - 2 et k = sup(d(V), 2).

Si 1'on appelle prototype toute composante de G, le lemme signifie
que toute partie E de F € F peut se retrouver dans les sous arbres de la
forét engencrée par un nombre borné par k de prototypes. De plus ces
prototypes engendrent des arbres de hauteur en b bornée par h, ils doivent
donc @tre construits au cours d'une dérivation initiale, Si E est disjointe
de toutes les autres for@ts de F, ceci implique que tout, prototype ne peut
engendrer un arbre portant un sous arbre appartenant d& F' # F, sinon G
pourrait.engendrer un arbre non dans BF, C'est ce qu'exprime le lemme
suivant qui nous sera utile dans les applications traitées. En effet les
foréts de F y seront toutes disjointes deux a deux, on aura donc pour tout

EcFefF ettout F' # F, EnF' =9,

Lemme IV.34 Pour toute grammailre G = <I, V, X, R réduite et a dérivations
initiales complétes strictes qui engendre BF, il existe deux constantes h et k
telles que pour toute partie finie E c F € F avec(F # F' implique E n F' = 9),
11 existe t € T(Z v V)i et g < h avec (G, t) c {p%} @F et Card(cb(F(G, t))

n E) > Card(E) / k.

Preuye
Posons n = Card(E)., Il existe T € BF avec Ob(T) = E et Bb(T) =b", r > h.
Z z . s, '\’ -
Considérons la dérivation Xo pf> V.6.w pE> T du lemme IV.33, en supposant 6

compléte, (si tel n'était pas le cas, il suffirait d'utiliser la décomposition

du lemme 3 pour s'y ramener).
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-+ o
Avec les notations du lemme IV,33, w a p composantes wl,.. mp et |v| z 1

car r > h. Pour engendrer T il faut que E & v cb(F(G, wi)) donc il
ielpl
existe i e [p] tel que Card(ob(F(G, mi)) n E) > n/p. Le lemme IV.33 dit

aussi que Bb(F(G, mi)) = {b%} et que q < h.
I1 reste 3 montrer que F(G, wi) c pd @ F, c'est 3 dire que, sachant que
ab(F(G, wi)) = {b%}, il faut montrer que Ub(F(G, wi)) c F.

" N .
on a |v| > 1 donc var(v) contient au moins 2 variables Xs et x, dont
1 2
1'une x; est telle que 6(iy) = i.
'\;+'1’,++ > > > > > >k . .
v.0.w = v.I[v,.w, x. 0.0, v,.0, X, .0.w, v .w] D=> T donc il existe T,
1 i 2 i, 3 i,
+* L a .
tel que x, .8.w D=> T, avec 0 (1. ) ¢ E. S'il existait une dérivation
i, 1, b i,
3>
x. .8.w0 = w, D=> T. avec 0.(1. ) ¢ F, on aurait un sous arbre T' € o, (T, )
i i i b i ' b i
1 1 1 1
de T n'appartenant pas a F et un sous arbre T" € Ob('ri ) ¢ E ¢ F appartenant
2

seulement 3 F, ce qui contredirait l'appartenance de T & BF.

*
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4) ETUDE DE QUELQUES SOUS CLASSES DES FORETS ALGEBRIQUES

Nous allons maintenant utiliser les lemmes IV.33 et IV.34 pour
montrer qu'il existe des for8ts algébriques qui ne peuvent &tre engendrées
par des grammaires strictes ou complétes ou d la fois complétes et stricte®.
Pour celd nous utiliserons trois for&@ts algébriques BFl’ BF2 et BF3 qui

serviront de contre-exemples,

Rappelons que F., = {Fl,n | n € N} avec pour tout n,
Fl,n = {da(a" ¢, d(aj £, aj ) | 3 < n}. Arnold et Dauchet ont montré que
BFl était algébrique en donnant une grammaire qui 1l'engendrait en descendant.
Cette grammaire n'est ni stricte ni cémpléte. Nous allons montrer qu'il
n'existe pas de grammaire stricte G tellg que BFl = F(G). De la proposition

IV.16 on déduit alors immédiatement qu'il n'existe pas de grammaire compléte
q P gr P

non plus,

Pour montrer 1l'inexistence de G stricte engendrant BFl, nous utiliserons
le lemme IV,.34. Nous montrerons que l'en peut trouver n suffisamment grand
pour qu'aucun arbre t de T(L v V)ne puisse Btre un prototype suffisant
pour E = Fl,n qui est fini, Rappelons, qu'aux termes du lemme IV.34 il faudrait
que F(G, t) < B® @ Fl,n avec p < h et Card (Ob(T(G, t))) 2 card (Flgn) / k=
(n+1) / k. Le nombre Card (GB(F(G’ t))) dépend directement du nombre
d'occurrences X de symbole dans t pouvant engendrer une occurrence de symbole
§ et du nombre r d'entiers i différents tels que chaque occurrence de § ainsi
crée aie comme fils\ai#} Nous direns alors que si dans t une occurrence X de
symﬁole n'engendre aucun arbre contenant un symbole § son poids est nul,
Par contre s'il existe r entlers distincts il’ 1,0 s ir tels que pour tout

i

S . Y > 5 3
J € Ird, il existe v.[v,, &(t,, t)), v,1 € F(G, X) et a I F e ty g ree, v)

. N iy, .
c'est & dire que v.[v'l, d(a j#,t'Q), 3'23 e F(G, X.g), nous dirons que le
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poids de X est Poids (X} = r. Chaque occurrence de § dans un arbre de
F(G, t) étant engendrée depuis une occurrence de symbole dans t, il est

clair que Card(ob(F(G, t))) < Poidd (X). Remarquons que si

X daZs t
F(G, t) ¢ bP 0 Fl 0’ tous les Poids de tous les noeuds de t seront
]

inférieurs ou égaux d n car G est réduite.

N
u.

Lemme IV.35 si F(G, t) c bP 8 F, ,» pour toute décomposition t = u.T
bl

avec u e %(Z U V)i ona:al#er(e T) ssi{a? #} = F(G, T1).

Preuve
rd d - 3 ®, q’
G étant réduite, il existe u' e F(G, u) avec var(u') = {xl}. Posons m le

N N 1
nombre d'occurrences de x, dans u'. Décomposons u' en u' = u'.6 ou u' € ?(Z)m

et 0 est 1l'unique élément de OT car u' € T(Z)i. On peut écrire :

v} o
t pE u'.t D> u'.ET'l,.. 1! e e T'm] = t'.T avec

R T, T
i-1* itq

T'l,.. Tti—l’ T'i+l"' T'm € F(G, T) et T o€ %(Z)i. sial# e F(G, 1) on a

% v Y z ] v Z :
t DE> ¥r.1 o> Tr.a% € BP @ Fl n On en déduit que t' s'écrit de l'une
]

des trois fagons suivantes :

N~

pP.[v,, d(a""d X5 V) v,

>~

BP.[T,, d(@” #, 8" x , " #)), 7]

BRIV, d(a” #, §(a” #, a"71 ), V1.

Dans chaque cas, le fait que l'on doive avoir F(G, %‘.6) c P ® Fia
?

implique F(G, 1) = {a? #},

Lemme IV.36 Toute occurrence X de symbole dans t € T(Z u V); avec
F(G, t) < BP [ F, ,» est de poids borné par une constante N ne dépendant
2

que de la grammaire.
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Preuve

Si X € £\ 8§ on a Poids(X) = 0.

Si X =268, alors t = ﬁ.é(tl, t2) et puisque F(G, t) c bP (0] F, 0’ il existe
-9

r tel que t 5> a" # et d'aprés le lemme IV.35 on a F(G, tl) = {a¥ #}

lg
donc Poids(6) = 1. Si X € V, nous allons nous intéresser aux § qui peuvent
€tre engendrés . Quand un § est engendré depuis X, il l'est en méme temps
que le début de son premier fils. Ce premier fils et la variable qui le
termine sont les &léments qui serviront 3 déterminer le pcids de *.

Notons A(X) 1l'ensemble de couples d'entiers (m, i) défini par

(m, 0) € &(X) <=> 3 V.[V, 6" #, 1), ¥,] € F(G, X) et

(m, 1) € AX) <=> 3 V.0V, 6" x;, 1), v,1 € F(G, X).

Du lemme IV.35 et de la définition de A(X) on déduit que Poids (X) <
Card(A(X)). I1 suffit de remarquer que t = B.X.V et que pour tout x. € var(X)
s'il existe (m, 1) € A(X) le lemme IV.35 s'applique et card(F(, x,, v)) = 1.
Tout arbre de bP @ Pl,n est de profondeur p+n+3 donc F(G, t) est finie

et F(G, X) est a fortiori finie.

Posons ﬁ = Sup(Card(A(Z))) pour Z € V et F(G, Z) finie, cette borne existe

car d(v) et H, sont finis dans toute grammaire. On a alors Poids(X) < N. Il

suffit alors de prendre N = Sup(N, 1).

Lemme IV.37 Pour tout arbhre t € T(X u V)i avec F(G, t) c bP § F, et 6
et 4
stricte et réduite, on a Card (Ob(F(G, t))) < N DP+2, N étant la constante

du lemme IV.36 et D = Sup(d(X)) pour X € L u V.,

Preuve
Le principe de la preuve est de montrer que toutes les occurrences de symboles

de poids nen nul sont dans un sous arbre initial dont la hauteur ne dépend pas
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de n. Ces occurrences sont alors en nombre borné ne dépendant pas de n et de
poids borné. Pour celd notons ¥ 1e plus petit sous arbre initial de T qui
contienne toutes les occurrences X de symboles de t telles que

F{G, X) ¢ T({a, #}) = T(Z \ {b, d, 8}). Montrons que Ig] <p+ 2. 8itel
n'était pas le cas, il existerait X 3 une profondeur g > p+2 dans t avec

v.[ﬁl, a(tl, tz), 52] e F(G, X), a € {b, d, 8}. L'arbre t s'écrirait alors

+> >

> - -> -+ ->
t @ Xl.[vl, XQ.[VQ, X3.E... Xq.[vq, X.wW, wq],..} , w2], wl].

Pour tout i € [q] notons p; la position de X;,q Ou X sous X.. G étant

1

réduite, pour tout X, il existe t; € F(G, Xi) avec x € var(ti) et ni
i
> . -+ s z *
F(G, vi) ni F(G, wi) ne sont vides. De plus, G étant stricte, Itil > 0.

Il existerait alors t' e F(G, t) avec un symbole a ¢ {b, d, 8}, engendré
depuis X, 3 une profondeur supérieure ou égale 3 q donc supérieure a p+2
’\J ~ rd . . P4 rd
dans t', ce qui contredit t' e bP 0] Fl 0 Prenons donc u, défini précédemment
]

"
et de hauteur au plus pt2, et décomposons t = u.z. Pour toute occurrence X
de symbole dans ;, F(G, X) < T({a, #}) donc Poids (X) = 0.

Donc Card(ob(P(G, t))) s z n, Poids(X) < X' n, N) d'aprés le lemme IV.36.
X dans u X dans u

"

De plus |u| < p+2 et D = Sup (d(Z)) pour Z € I U V entraine que le nombre
1] . v [ Dp+2 N z

d'occurrences de symboles dans u est d'au plus d'ou le résultat.

’ a

Proposition IV.38 BFl ne peut 8tre engendrée par une grammaire stricte.

Preuye

Si BF‘1 peut 8tre engendrée par une grammaire stricte,'elle peut 1'8tre par

une grammaire G = <I, V, X » R> 3 la fois stricte, réduite et a régles initiales
complétes d'aprés la proposition IV,20. Toutes les for8ts Fl sont disjointes
deux a deux, ce qui permet d'appliquer le lemme IV.34. Prenons alors

n> kN Dh+2, Card(f1 n) = n+l donc il existe t € T(Z u v)i et g <h
9
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tels que F(G, t) ¢ bY@ F, _ et Card(o, (F(G, t))) 2 Card(F, ) / k.
l,n b 1l,n

Or Card(Fl n) / k >-% >N Dh+2, ce qui est en contradiction avec Card
2

h+

(0, (F(G, t))) < N p3*2 ¢ N DP*? obtenu par le lemme IV.37.

Posons pour tout n €N, F, = {a* vy al # | i+3 = n).
3

F, = {F

5 n | n € N}. Nous allons montrer que la forét BF2 peut €tre

2,

engendrée par une grammaire stricte et que par contre elle ne peut &tre

engencrée par aucune grammaire compléte.

Donnons nous la grammaire : r = (Xo > /X\ ) r, = (X, ?) 5
y ¢ Y
l {
#
r, = ( X > X ) r, = ( X > Z ) r, = (z - Z )
/ \ / \ / \ 1 | |
X X Y a X X Y X b
12y SN Lo
%1 T %2 %y T 1 %
%2 )
ro = z ~» b ) re = ( Y +v ) r, = ( Y > o).
[ / \ / \ | / \ |
X; Xp X X, X, X, X, X, X

Si la régle r, est employée, on a F(G, Z vy #) = B § Fyoor
b

1

Si la régle r est employée, on emploiera ensuite n fois r, puis une fois r

3°
En posant t = vy # et t = Y(t., ai+1 #) pour tout i. On a alors
o i+l i’
X D=> X = X
r
/Ny T2 /N in I\ 441
t. a Y . a
i i+l
l / \ i+l | |
# t # #
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donc pour tout n e N

Comme F(G, Z) = B il suffit de montrer par récurrence sur n que

F(G, t ) =

C'est vrai pour n = O car t, = Y , t, D=> Y a #,
1 7\ 1 r6

T a
|
$o#

n+l F2,n+1’

t D;> ay #etF = {y a #, o v #}. Supposons que F(G, tn) = F alors

1 2,1 2,n
7 n+l
Ther © Y » Thep D> Y 2 *s Thel D;> *t,
/N 41 Tg 7
t
n
|
#
d'ol F(G, t )={Yan+l#}u({a}@F ) = F . ‘ -
> "n+l 2,0 2,n+1

Pour montrer que BF2 ne peut &tre engendrée par une grammaire
compléte, on utilisera le lemme IV.34 comme dans la proposition I¥.38.
Nous montrerons que l'on peut trouver n suffisamment grand pour qu'aucun
arbre t € T(Z u V) ne puisse €tre un prototype suffisant pour E = F2,n

qui est fini. Pour celd nous nous appuierons sur 1l'observation des

occurrences de symboles qui engendrent des arbres contenant le symbole Y.

Lemme IV.39 Pour tout arbre t = u.T tel que t € T(Z v V)l,

A —————————————————— o

F(G, t) c bP @r our p et n fixés, Y e ?(E v V)l et al # ¢ F(G, T)
2,0 P P 1

on a ;: F(G, T) contient le seul élément ad #.
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étant réduite, 11 existe u' ¢ F(G, %) avec var(u') = {xl} et
>ut.t B> ual e P QrF done u' = v.[w,, a® 979 vy al x_, 0.1
n 1 1 2
€ %({b}). I1 est alors clair qu'il existe T' € F(G, T), on a alors

.[51, o9 Y a’ T', 52] et comme F(G, t) e bP 0] F2 n i1 faut que
b}

' = a% #,

Lemme IV.40 Si G est réduite compléte, pour tout arbre t € T(L v V)i
avec F(G, t) c bP @ F2 a’ le nombre d'occurrences X de symboles dans t

b
telles que F(G, X) contient un arbre contenant une occurrence de Yy est au

plus 2P,

Preuve

Pour tout T € T(IZ v V)i, notons NY(T) le nombre d'occurrences X de symboles
-> > .

dans T avec V.[w,, y(tl), w2] € F(G, X). Montrons par récurrence sur |T|

qu'il existe t' € F(G, T) avec Ny(T') z,Ny(T), ce qui est évident si iT| < 1.

Supposons ceci vrai si |T] < £ et posons T = a(Tl, o Tm) avec |T| = £ et

o € LuYV., Pour tout i € [m] on a ITiI < £ donc par hypothése de récurrence

. . [] . 1
il existe T ;€ F(G, Ti) avec Ny(r i) 2N (Ti).

Y
m
Si F(G, &) ne contient aucune occurrence de y on a NY(T) = 7 Ny(Ti)'
i=1
G étant totale et compléte, il existe a' € F(G, o) avec pour tout i e [m],
ki > Q occurrences de Xy dans a'. Donc 1T o = a'.ET'l,.. T'm] et
m m
N (t') = Z k. N (T'i) 2 Z N (Ti) = N _(1). Si F(G, a) contient au moins
Y 391 LY jz1 Y m'
une occurrence de Y, on a NY(T) =1 4 z NY(Ti)' Par le m€me raisonnement que
i=1

plus haut on montre alors qu'il existe T1' € F(G, T) avec

m
Ny(T') =21+ _Z

1 ‘ L} p
A ks Ny(T i) 3 NY(T). Pour tout t' € F(G, t) < b* @ Fz’n
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N (t') = 2P donec N (t) < 2P.
onaY() onc Y()

Lemme IV.41 Si G est réduite compléte, il existe une constante K telle
que pour tout. arbre t € T(IZ u V)i avec F(G, t) c bP 0] F2 n °n ait
3

Card(o, (F(G, t))) < 2P x.

Preuve

Tout arbre de ob(F(G, t)) est de la forme ai Y aj # avec 1 + j = n car

F(G, t) c bP @ F2,n' Pour toute occurrence X de symbole dans t, c'est a

dire que t = 3.X.V avec U € %(X U V)i, posons

E(X) = {j en | 3 %.[51, Y aj #, 62] e F(G, X.z)}. Compte tenu du lemme IV.40,
il suffit de montrer que pour toute occurrence X de symbole dans t on a
Card(E(X)) < K pour avoir Card(cb(F(G, 1)) s 2P k.

E(X) est la réunion des ensembles

EO(X) ={jen| 3 3.[51, y al #, Gq] € F(G, X)} et pour tout x; € var(X)
_ . N+ k >
Ei(X) ={jen| 3 volw, v a® x, w,] € F(G, X) et

3 a% # ¢ F(G, xi.g) avec k + q = j}

F(G, t) est finle car contenue dans bp Qr n qui ne contient que des

2,
arbres de hauteur p+nt2, Tout symbole de t engendre alors des arbres de
hauteur bornée par une constante H de la grammaire. D'oil Card(Eo(X)) < H-2.
si %.Eml, ¥ ak Xss 52] € F(G, X) on a k < H-1 et si al # ¢ F(G, xi.z),
d'aprés le lemme IV.39, on a Card(F(G, xi';)) = 1. On en tire donc
Card(Bi(X)) < H;%Q)En notant D = Sup(d(X)) pour tout X e L u V, on a alors

E(X) = E_(X) + .Z

E.(X) < H-2 + D(HE-1) = K.
j=1 ¢t
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Proposition IV.42 BF2 ne peut &tre engendrée par une grammaire compléte.

Preuve

Posons G = <L, V, Xo’ R> une grammaire compléte, que l'on peut supposer

réduite et d dérivations initiales strictes d'aprés la proposition IV.20.

Les foréts de FQ sont disjointes deux 3 deux, on appliquera donc le lemme IV.34.
Ppsons n>2hk K avec h, k les constantes du lemme IV.34 et K la constante

du lemme IV.41, La forét F, , est finie, donc 3 t € T(Z v V)i et q < h avec

h

3

F(G, t) < b% § F, . et Card(o, (F(G, t))) = Card(F, ) /k > 2 K> 2%
,n b 2,n

d'aprés le lemme IV.34, ce qui contredit le lemme IV.4l.

Posons pour tout n e N, F, = {6(al #, a" #) | 5 s n} et

,

F3 = {F3 n | n e N}. La forét BF2 est algébrique et nous allons montrer
b}

qu'elle peut @tre engendrée par une grammaire compléte mais pas par une

grammaire d la fols compléte et stricte., Donnons les régles :

1

r (XO+ X )s3r, =( X + X )s3yr,.=( X -+ Z )

° S, 1 /\ /\ 2 /\ |
. X x Y a x X )
1 %2 1 %2 A
% % X1 %
r, = (2 - Z )i3r =(2 =~ b );r_=(Y +a);
S | A /\ S
X b b'e x X X X
1 I\ 1 %1 % 1 1
00X

]
1

(Y = Xl)' La régle r_. n'est pas stricte,

6

%1

Toute dérivation initiale est de la forme :
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X D=> X D> X  D=> 72 DE> 7z . ) p=> bP*1 | 8
s /N P11 /N _ T t T3 | /\ _ Ty / \
$# ¥ Q" 8 ¥ ¢ a" y* a®
| | / \ | | | |
# # vt # # # #
| |
# #
Par les régles r. et ry, Y" # engendre {al # | j < n} donc
n n - -
F(G, 8(Y #, a #)) = F3’n et F(G) = BF3.

11 est facile de voir que si l1l'on remplace rg par Y -+ #, la grammaire
*1

devient stricte et engendre toujours BF3 mais elle n'est plus compléte.

Pour prouver que BF3 ne peut €tre engendrée par une grammaire
d la fois compléte et stricte, nous utiliserons encore le lemme IV.34 car
ici encore les foréts de F3 sont disjointes deux 3 deux. Mais ici nous ne
pourrons trouver pour tout t tel que F(G, t) c bP ® Fa,n’ une borne
indépendante de n pour Card(ob(F(G, t))). En effet, H étant la hauteur
du plus grand arbre engendré debuis un non terminal engendrant une foret
finie, on peut imaginer qu'il existe un non terminal Y tel que F(G, Y) =
{ai | i € [H]} et que pour tout 0 < r < H il existe un non terminal YP tel
que F(G, Y ) = {at | i € [r]1}. Alors pour tout n, posons q et r tels que

n=q8H+r, l'arbre y4 Yr engendre alors n-q-1 arbres différents.

Nous introduirons alors une nouvelle constante de la grammaire

H, = 2H. PourHtout n, nous considérerons alors la partie F de Fa,n définie
par F_ = {6(a * £, an°#).[ Hi < n, i > 0}. Ainsi pour produire une
bséquence de Hi symboles a il faut une séquence d'au moins 2(Hi—l) non

terminaux engendrant une for8t finie et si la grammaire est compléte et

stricte, ces non terminaux ne peuvent engendrer une séquence de moins de

i-ly p gid

2(Hl N

symboles.
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Pour toute occurrence X de symbole dans un arbre t € T(IZ u V)i
avec F(G, t) < bP 0] F3 0’ Si F(G, X) ne contient aucun arbre avec une
b
occurrence de §, nous dirons que le poids de X est nul, sinon, posons

N>
t = u.X.v et E(X)

s o« 1} e tel que ¥ j € E(X), il existe
2 r j

H
%.[51, G(Tl, T2), 52] dans F(G, X) et a l¥er,

+ »
1.v), nous dirons
que Poids(X) = r, il est alors immédiat que Card(cb(F(G, t)) n Fn) <

Y Poids(X).
X dans t

Lemme IV.43 Pour toute occurrence X de symbole dans t € T(L u V)i avec

F(G, t) < b* § F, _» on a Poids (X) s d(V).
b ]

Preuve

N ,
Posons t = u.X.v pour situer X dans t.

N ni
Posons EO(X) ={i en' [ 3»%.[31, 8(a 1 #, T2), 52] € F(G, X)} et pour
tout £ e [d(X)]
E,(0) = {1 eW' | 3 V.00, 6Gad xp, 1,0, 8,1 € BG, %),

3 ak # ¢ F(G, x£.3) et j+k = HY}

d(x) a0
I1 est clair que E(X) = v Ei(X) donc Poids(X) < z Card(Ei(X)).
i=o i=o
Comme Hl = 2H > 0 et que si w e F(G, X), 1wl < H on a immédiatement EO(X) = P.
N i .
Siw= v.Eal, &§(a’ Xps T2) azl appartient a F(G, X), on a |w] < H donc j < H-1.

Posons T = x v. G étant réduite, il existe 1' ¢ F(G, T) et puisque
’é
F(G, t) < nP @ P3 0’ T' est de la forme T' = ak #. Puisque G est compléte,
b

T ne peut contenir que des symboles d'arité 0 ou 1 et s'écrit donc

-

T =X X2 cee Xq X avec q < k car G est stricte,.

‘Supposons que j + k = Hi avec i » 0, On a k 2 H; -H+1=2H Hi—l - H+l

et puisque H 2 1, H) 22 donec k > H(Hiﬁl

. Xq’ X} et w' € F(G, Y) on a

+ 1)

Puisque pour tout Y e {Xl, X,

Jw'] < H (car F(G, t) € ) F,  implique t e T(Z u Vf)) donc
?
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(q+1) H 2 k et ¢ 2 k / H-1 > Hi“l. D'autre part j 2 0 entraine k < H; donc

i t = '\ll +' j' 1 -+Y
q < Hl' Pour tout w' = V'.[w 10 §(a Xps T 2), W 2] e F(G, X) et
t »
™ = ak # ¢ F(G, T) on a alors j'+k' < H~1 + (g+1)H-1 = HiH-+2H - 2 et
puisque 1 2 1 et Hi 2 2 on obtient j' + k' < 2H Hi—2 < 2H Hi = H;+1.

D'autre part j'+k' > gH > Hi-lH'ZHi-l

Card(Ez) < 1. Comme d(X) < d(V) on a bien le résultat.

, donc si i € EK’ il est seul.

Lemme IV.44 Dans t € T(Z u V)i avec F(G, t) < bP § F, et e compléte et
9
réduite il y a au plus 2P occurrences X de symbole telles que 3 T € F(G, X)

avec une occurrence de § dans T.

Preuve

Cf. lemme IV.40 en remplagant F2 , par F et vy par 6.
2

3,n

Lemme IV.45 Si G est réduite compléte et stricte, t € T(Z u V)i et

F(G, t) c BP @ F, on a Card(e, (F(G,t)) n F.) % 2P a(v).
3,n b n

Preuve
Des lemmes IV.43 et IV.44 et de Card(o (F(G, t)) n F ) < ) Poids(X)
n X dans t
on déduit immédiatement le résultat.
O

Proposition 1Y.46 BFB ne peut &tre engendréé par une grammaire a la fois

compléte et stricte,
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Preuve

Posons G = <E, V, XO, R> la grammaire compléte et stricte que l'on peut

"k a(v) + x, hoetk

supposer réduite selon le théoréme II.15. Posons r

gl
étant les constantes du lemme IV.34, et n = Hi, Fn = {8(a 1 #, a #) |
i . .
< > =
Hl <n, i>»0}c Fs,n' Comme Fn n F3,m @ sin#m, le lemme IV.34 peut

€tre appliqué. On doit alors trouver t € T(I v V)i avec F(G, t) < bP @ Fao
bl
et Card(o,(F(G, t)) n F_) 2 Card(F ) / k. Card(F_) = r== 2" k d(V) + k

donc Card(Fn) / k> oP d(V) ce qui contredit le lemme IV.45.

Proposition IV.47  Quelque soit F, BF ne peut &tre engendrée par une

grammaire linéaire.

Preuve

Posons G = <V, I, X s R» et p> 1+ Log2(d(V)) + ((Hrvl)Hb + Hp - 2),
FeFette {BF} @ F. sit e F(@), écrivons une dérivation qui engendre

t dans G que 1'on peut supposer d dérivations initiales complétes strictes :
XQ o> 7,0 D> b(ul, u2).$ p%> v, D¥> t avec v € T(L), on a v € T({b})

[N N t b - - -
sinon on aurait d*aprés le lemme IV.31 Cb(ul) = Cb(u2) < (Hr--l)Hb +Hp o+ 2
donc Itlb < p. La dérivation peut donc s'écrire sous la forme
X, p%> X.w D=> Y.¥.% D¥» T.V.W D®> u.w D¥> t avec X D=> Y.v, Y D¥> T € T({b}),

-+ ~ -

T.v D> u € T(Z) \ T({b}). D'aprés le lemme IV,32 en posant T = T7.6.8, toute
composante T' de 8 ¥ a une cote en b, C (t') < (H_,) H_ + Hr - 2. On en
! ' r«1’ b b
"
déduit que T contient un sous arbre initial b% avec q > 1 + LogQ(d(V)) donc
que |feuillage (1)] 2 2% > d(v) et comme T e T({b}) le feuillage de T ne
contient que des variables. On a alors Y DE> T avec un nombre d'occurrences
de variables dans T strictement supérieur a d(Y), donc G n'est pas linéaire.

0
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Les propriétés de régularité, linéarité, complétude et strictitude
des grammaires permettent de définir dans 1'ensemble des foréts algébriques
autant de classes de foréts qu'il y a de combinaisons de ces propriétés. En
fait les propriétés de réduction qui ont été montrées, permettent de réduire
ces classes et de se ramener quelques classes strictement incluses les
unes dans les autres. Ainsi la réduction de la non strictitude monadique
montre que la classe des for€ts engendrée par des grammaires ayant cette
propriété n'a pas lieu d'@tre distinguée de la classe des for&ts engendrées

par des grammaires strictes,

Nous noterons Reg = {F(G) | G est réguliére},

Lin = {F(G) | G est 1linéaire, c'est 3 dire sans duplication},
cs = {P(G) | G est 3 la fois compléte et stricte},

¢ = {G(G) | G est compléte},

s = {F(G) | & est stricte},

Alg = {F(G) | G est algébrique}.’

Théoréme IV.48 Rég g Lin g cs g CgSgAlg.

‘Preuve

Des définitions il découle immédiatement que Rég < Lin, CS c C, CS < S et
que toutes ces classes sont incluses dans Alg, La for8ts {a" o # | n € N}
est engendrée par {Xo + ¥+ X £ X(x,) > a X alx)) + aa(xl)} qui est
linéaire, et si 1l'on trouyait une grammaire réguliére engendrant

{a” o # | n € N} on serait en contradiction avec la théorie des langages.
Donc Reg g Lin, Le théoréme IIT.8 nous montre que Lin c CS et la proposition

IV.47 nous montre que {bp.ff[ P e} qui est engendrée par la grammaire
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compléte stricte {Xo > 7# Z(xl) > Zb(xl, xl) + b(xl, xl)}, ne peut étre
engendrée par une grammaire linéaire, donc Lin g Cs.

La proposition IV.46 nous montre que CS # C, on a donc CS g c.

La proposition IV,16 nous montre que C ¢ S et

la proposition IV.42 que C # S.

Enfin la proposition IV,38 nous montre que S # Alg,
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5) TRANSFORMATION DES FORETS ALGEBRIQUES COMPLETES STRICTES PAR HOMOMORPHISMES

LINEAIRE INVERSE

Pour toute forét BF et tout arbre t de BF, t s'écrit %P.G avec
1 e T(Z \ b)gp. Cette décomposition de t est faite suivant la "frontiére"
qui dans t sépare les symboles b des aurtres. On peut dire que le but essentiel
du lemme IV.33 est de montrer que a qui se trouve au dessous de la frontiére
et peut contenir un nombre d'arbres différents arbitrairement grand doit
€tre engendré 3 partir d'un nombre de "prototypes" borné. En fait on ne
peut faire une coupe exactement sur la frontiére et le lemme IV.33 fait la .

coupe d une hauteur bornée au dessus de la frontiére, c'est a dire que les

prototypes considérés engendrent aussi deg b sur une bauteur bornée.

Pour la nouvelle application qui sera faite du lemme IV.33, il
serait préférable d'obtenir une autre forme de ce lemme ol la coupe serait
faite 3 une profondeur bornée au dessous de la frontiére. L'alphabet £ \ b
peut contenir une grande variété de symboles et les arbres qui se trouvent
au dessous de la frontiére peuvent avoir des formes trés diverses, aussi
est~il beaucoup plus difficile de donner un énoncé général pour un lemme
s'appuyant sur une coupe sous la frontiére. Nous nous contenterons d'utiliser
les propriétés qui servent 3 montrer le lemme IV.33 et la dérivation

initiale sur laquelle s'appuie cette preuve,

Nous savons que la classe des for8ts algébriques n'est pas fermée
par homomorphisme linéaire inverse. Arnold et Dauchet 1l'ont montré en
utilisant la for@&t Bfl qui n'est ni compléte ni stricte. Certains indices
porteraient 3 croire que ceci puisse Etre 1ié 3 la non strictitude, ainsi

la classe des for8ts de Greibach<haut est fermée par homomerphisme linéaire
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inverse et est incluse dans la classe des for8ts strictes. Nous allons montrer
que la classe des for8ts algébriques complétes strictes n'est pas fermée par
homomorphisme linéaire inverse et méme qu'une telle application fait sortir

des algébriques.

Posons F' = {b,(#, #)} et pour tout i > 0,
M Bl
' = i i '
F 4,1 {b2(a ¥, bl(a £, 1)) | k; €N, te Fu,i—l} et
) - A} =
Fui {bl(#, t) | te Fu,i}' On pose alors F, {Fu,n | n e N} et la

forét BFu est engendrée par la grammaire compléte stricte dont les régles

sont :

r =(X + X );r, =(X > )sr,=(X » 2 );r,=(2+ 1Z
° | R f 2 | 3 |
b X Y X b X b
/¢ VAN VAR VAN
# # # X, # Xy X, X
r =(zZ ~» b s r.=( Y - Y J)i;r.=( Y > b )
Yo /\ > /\ /\ 6 /\ /%
xl x1 x1 xl x2 T x2 xl x2 xl /b%
Xl X. x2

En posant t, = b2(#, #) et pour tout i > 0, t, = Y(#, ti_l), toute

dérivation initiale est de la forme :

X_ D=> X pE> X D=> 2 D&> (z). b. D= bP*Y. b, .
To | Ty | T2 | r3 || /YTy /%
t, t b P # t LA
/% -
# ot
n
k -~ ” 3
De plus Y D=> Y D=> b d'ou 1l'on déduit
/N Ts /N Te /X%
#  x a b a b
1 1 ¢
| .
# # a X
1
|
"

- % k k
que pour tout m > 0, t_ = ¥Y(#, t ) D=> b,(a” #, b,(a” #,t _,) et par

. . - p? LI # = .
induction sur n, que F(G, tn) F 4.0 d'ol F(G, bl( . tn)) Fu,n
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On a alors F(G) = u N B @ r(c, bl(#, tn)) = U P ® F, . = BFu.
pelN peN >
nelN nelN

Nous savons que la classe des foréts algébriques est fermée par
homomorphisme linéaire alphabétique inverse, compte tenu de la proposition 10
nous allons utiliser un homomorphisme élémentaire ordonné qui donnera de
BF4 une image inverse non algébrique. Soit ¢ 1'homomorphisme élémentaire
ordonné, donc linéaire, de I dans A avec ZO = A ={#}, £, = Al = {a},

A, =1{b;» b,
¥YaeA\ {c}, ¢(a) = a et ¢(C(xl, Xy x3)) = bl(x

b}, L, = {p}, Zy = {c}, défini par :

l, b2(x23 xa))O

Déterminons la forme de ¢—1(BF4). Pour celd, posons

kl
tkl = bl(a #, bQ(#, #)),
k2 kl
Y 7 bl(a #, b2(a #, t, )) et pour tout n > 1
2°71 1
k k
Y Lk p, = bya” #, by(a ", Yy K
n’ n-1"""1 n-1>"""1
kl
= .e . ' = #, ¥, #
OnaF, {to,k K | ks kg € N}. En posant t . c(a , #, 0 #)
n 1 1
et pour tout n > 1
k
t'k K c(a ® #, a n-1 #, t'k X ) on montre aisément par récurrence
n’" "1 n-1>"'""1
sur n que {t'k K } = ¢—l(tk K ). En effet il est clair que
n>°" "1 n’" "1
-1 _ . . -1 ooy
) (tk) = {t k}' Alors si ¢ (tk Lk ) =t K ...k > powr tout k__, on a
kn n 1 X n 1
-1 -1 +1
O (e, k) Ee i@ T b @t )))
n+l> n’>" "1 n’* "1
-1 kn+1 kn
= . #
¢ (bl(xl’b2(x2’x3)) [a , a #, YLk iD)
Kk X n 1
-1 n+l -1 n
= {C(x,,%,,%x,)} @ [ “(a #), ¢ (a " #), {t' }]
1°72°73 kn,. kl

et comme pour tout k e N ¢_l(ak #) = {ak #}, on a
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-1 kn+1 kn
o T (t ) = {c(x,,x,,x,).[a f,a f, ¢t 21}
kn+1’kn"'k1 1°72°73 kn,..kl
= {¢* }.
kn+l"'k1
: 3 ' . . o
Posons pour tout n € N, Fs,n ft °’kn"‘ kl l kn, kl € N}

On a F = ¢-1(F ) et puisque ¢_1(b) = {b}, il est clair que si
5,n 4,n
-

P -
2 = [u s.. u _1 e (F )2 on a ¢ 1(b ) o= {%P.G’} avec u' = [u' see u' ]
1 2p 4,n p 1 2p

et pour tout i € [2p], ¢-1(ui) = {u'i}, donc u' € (F5 n)2 . En posant
]

- . . - .1
F5 = {Fs,n | n € N} il est alors clair que BF5 = ¢ (BFQ).

Si BF5 était algébrique, il existerait une grammaire réduite et
d régles initiales complétes strictes

G = «v, I, xo, R> telle que F(G) = BFS.

Posons |t|c = le nombre maximum de ¢ sur une mé@me branche dans t.

Vo = {XeV | ¥neN, 3teF@G, % ave |t|_znl.

H, = Sup(|t|c) pour tout t € F(G, X) et X e V \ Vc%

D = Sup(d(X)) pour X ¢ Z u V.

Nous allons d'abord montrer un lemme qui est 1l'équivalent du lemme
IV.25 en dessous de la frontiére séparant les b des autres symboles dans
tout arbre de BFS. La notion de cote en b sera alors remplacée par ce que
nous appellons marque en a et c et notons y et dont la valeur sera un couple

d'entiers.Pour tout arbre t € T(IZ u V) tel que X DE» t, pour toute

[ v >

occurrence X de symbole, non dominante dans t, c'est a dire que t = u.X.v
Y :i( 1 n .

avec u € T(Z u V)l et |u| > 0, nous noterons u(X) = (k, n) avec k € N et

n =0 si Ub(P(G, X.¥)) < {t K I LIPR klleZN}, par convention

k,kn,ct 1
d'écriture nous noterons u(X) = (k,-1) si Ub(F(G, x.?)) = {ak #},

L. . "
Lemme IV.49 Pour toute dérivation Xo DE> 3.X.v avec

d(Xx)

o ,1a marque en a et ¢

% e T(L v V)i, |ﬁ[ >0, XeLuVetveT(ZuvV)

de X est définie.
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Preuve
. . n,
var(u) = {xl} et d'aprés le lemme IV.24 il existe b(ul, u2) € F(G, u) avec

X, € var(ul) U var(uz). Posons p = le nombre d'occurrences de Xy dans

h(ul, u2). Prenons arbitrairement T, ¢ F(G, X.?) et posons

1

A"

et pour i de 2 a p, t, = T,. on a

=X i 1

1 1

L

u b(ul, u2).[tl, .. tp] avec t
’\;' %" 1 : z_ 2 o« 2 |

u' € (Z)l et sans perdre en généralité, nous pouvons supposer que l'occur-

N . x v > kv
rence de Xy dans u' est sous u, - Il est clair que Xo D=> u'.X.v D=> u’.Tl.
. . v .
Donc il existe m tel que Gb(u'.Tl) = F5 o’ I1 s'ensuit que
b}

+ . [
Gb(uQ'[tl"' tp]) c Fs’m et pour tout T, € F(G, X.v) on doit avoir

2

(u .[tl,.. tp]. 12) cF

Oy, . Quatre cas sont a étudier selon la position.

5,m

de Xl'

ler cas : x, est immédiatement sous un b.

1
- 14 ' ' . s s q v =
ul.[tl,.. tp].T2 b:.[t 1000 t 2q] et il existe 1 € [27%] tel que t ;5 T,
Puisque ob(ul.[tl,.. tp].TQ) c FS,m on doit avoir cb(T2) c FS,m donc

o i
Ob(TQ) c {t 0k ..k, | kooe kg € N} et u(x) = (0, m).

2éme cas : %, est le troisiéme fils d'un symbole C.

u,.[to,.. t. 1.1, = . [t s.. t' ] et il existe i € [29] tel que
1"+t p 2 1 ,4

5 )
t, = c(F, a4, c(.ca P, T4, 1) ). Puisque

. . , .
Gb(ul.Etl,.. tp]. T2) c FS,m on doit avoir t ; € Fs,m donc sin 2 0,

1]
T, ety | ko see K

) € N} d'old p(X)
TSR CARREY

1 (kn+l’ n), et sin = -1,

= 0, alors T, = ¥ et u(x) = (0, -1).

dans ce cas on a aussi k
n+ 2

1

3éme cas : X, est sous (ou est) le second fils d'un symbole C.

- ]:' j > - # J -
t T = ! T T T = T = # O
ul-[ l,nc t ]- u -C(a ’ a . 2, ). Sl alor‘s a~. d nc

2 2
1"
, = # et u(x) = (0, ~1). 81T = ca® #, 7', ") alors

‘ t (T3]
].T2 = ak # donc T, ak I # et ux) = (k"-j, -1).

j=0, T

a
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4éme cas x, est sous (ou est) le premier fils d'un symbole c.

1

Ou bien u1.[t1,.. tp].T = bq.[t'l,.. t' ] et il existe 1 € [?q] tel que

q
2
t'i = ?(Tz, ', T"), c'est 3 dire qu'il y a un seul € au dessus de 7

2

2’
alors t', € F entraine T, = # et u(X) = (0, -1). Ou bien
1 S,m 2
u,.[t t J.t, = u'.c(t’ ak' # C(aj T,, T",T")), alors aj T, = ak' #
[ty t1e1, . . . Tys , . .,
‘s
dfod T, = a* 3 # et p(x) = (k'-3, -1).
0

. "
Corollaire IV.50 si X, D% 3.X.Y avec u e ¥(L v V)i et |%| > 0 alors

XeV .
coo

Preuve

Résulte immédiatement du lemme IV.49 et du fait que si X € Ve il ne peut

avoir de marque en a et c.

Lemme IV.51 Il existe une constante h, telle que ¥ X e V, ¥ x, ¢ var(X) et
¥ t ¢ F(G, X) avec x; € var(t), si dans t il y a une oc¢ccurrence de Xy qui

n'est sous aucune occurrence de c alors |t| < h .

Preuve
Si tel n'était pas le cas, il existerait X e¢ V et x, « var(X) tels que
. N> -+

¥ n € N, on pourrait trouver t € F(G, X) avec t = u.[vl, X5 v2],

n

Iu]C = 0 et |t|C >nd'ol X € Vew: D'aprés le corollaire IV.50, X ne peut
apparaitre qu'en sommet dans une dérivation. Prenons une telle dérivation :
S _
XO D=> X(tl,.. tp) en posant p = d(X).

D'aprés le lemme IV.49, on aLNti) = (ki, ni).

L -
Prenons t ¢ F(G, X) avec 1t]c 2n>n, etts= u.Evl, X5 v2] avec
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N .
lulcu: 0. On obtient
* N -+
XO D=» t.[tl,..tp] = u.[vl, s v2].[tl,.. tp]

* v -»> ->
D= u.[vl, s v2].[t'

l’
m " .
t'. e F(G, tj). On a alors T € BFS et fulc = 0 done 4 e T({b}) d'od

el

.. t'P] = T avec pour tout j € [p]

' . > n, =ft. t'.,..t"
ob(t ;)< FS,ni et TeB@ FS,n. Par contre |t|C n, et T =[t. t',,..t p]

entrainent T ¢ B@ F Cette contradiction montre que l'on ne peut

5,ni
trouver t ¢ F(G, X) avec X, € var(X) sous aucune occurrence de c dans t

et lt’c arbitrairement grand, l'existence de hC est donc montrée.

Lemme IV.52 1I1 existe une constante H, telle que si X + Y.V est une régle

> -+ >
de G avec Ye Z u V, alors ¥ v' € F(G, v), |v'|C < Hl’

Preuve

2 . > (3 z Z
Du corollaire IV.50 on déduit que v ne contient aucun élément de Vcw. De

plus 1vl <H d'od |1v'] <H H = H
T c T C 1’

Pour terminer la preuve, nous allons montrer que les propriétés
de G qui viennent d'8tre montrées sont en contradiction avec le fait que G
puisse engendrer certains arbres de BFS que nous allons définir maintenant.

Posons pour tout k > 0, ty 7 C(ak #, #, #), pour tout n > 1,
?
k

- k k = -
t = C(a #, a #, tnvl,k) et tn = C(#, a

1,k X ). I1 est clair

* tn—l,k

que pour tout n > 1, t € F et k # k' entraine t

n,k 5,n n,k ? tn,k"

-~ W = _
Pour tous p 2 1, n > 1, posons t = b*.[t "tn,QP] € BFS'

P n,l’tn,2’

-

L'intér8t majeur de tp , €St que pour toute occurrence de C située sous au
]

moins un autre C, la marque a et c permet d'identifier le sous arbre dans

lequel on se trouve, car u(racine(tm k)) = (k,m).
2



185

1%

> tp,n avec n > H + h + H alorsp < Sup(Q, h) ou

h est la constante du lemme IV.33 et Q el plus grand entier tel que QQ < d(v).

Lemme IV.53 sSi xO

Preuve
Si p > h, la dérivation est dans le cas 2 de la preuve du lemme IV.33.
Détaillons cette dérivation :

1771 2°°2
avec Xq DE> u e T({b}) et |u| > 0.

> > > > * - > *x
X D=> X..v. D=> X_.v, D=> ... D=> X .v_ D=> b(u,,u.).v_D=> u.v_ D=>t
° Q q 17727 'q q p,n

Posons J le plus petit j tel qu'il existe X, € var(Xj) avec
* > * -
(racine(x,.v.)) = (0, n), X. D=> u, € T(L), x, € var(u,) et u,.v. D=> t .
H i3 > ] Vo %y 3 it p,n
C'est 4 dire que 33 est le premier 3j qui contienne un prototype complet

-

effectivement utilisé pour construire t .
b4

Un tel J existe et 1 < § < q. En effet puisque Xq DE> u e T({b}), il

existe X, € var(Xq) tel que X, € var(u) et u(racine(xi.;q)) = (0, n) car’

> * .
u.vq D=> t . D'autre part, puisque n > Hl’ pour tout xi € var(Xl) on a

b

u(racine(xi.vl)) = (k, m) avec m < n car XO -+ Xl‘; est une régle de G et

1
le lemme IV.52 s'applique. On peut alors appliquer le lemme IV.51 & X‘j

et puisque n > hc on en déduit que qu|c < n.
=)

0 1 Ve . D=5 X Wa.V.
n da alors eV = - eWa e Va
Xﬁ-l J-1 73 7-1 _
D§> u-.;-.g. D§> t .
3773931 p,n

' < > > >
D'aprés le lemme 52, pour tout w e F(G, wj) on a ]w]C < H, donc pour tout

t ¢ F(G Wa) lt] < H
s Ua oW, on a <
_ 5779 c

>
. . . e
t il doit exister x, Var(xﬁ_l) tel que u(xz.v3

b

+ h_ < n donc pour tout sous arbre t de
c k,n

1

—l) = (k, m) et comme

d(X. .) < d(V) on a 2P < d(V).

-1

Proposition IV.54 BF5 n'est pas algébrique.
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Preuve

Le lemme IV.53 montre que si n > H, +h +H etp> Sup(Q, h),

1

-

t ¢ F{G) or t e BF_.
p.n ) P,n 5
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