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[NTRODUCTION

Les principes de résolution des systémes d'éguations
linéaires sont connus dé&puis lonctemps, ces derniers tenant
dans les mathématicues une place fort importante.

La transcription de ces principes 3 1'outil informati-
que, cqul a donnée naissance aux algorithmes de ré&solution
(chapitre I-A), a introduit, en plus de la contrainte "temps de
résolution”, une nouvelle contrainte : "la place mémoire", prin-
cipalement dans le cas de systémes de grande taille.

C'est & partir de ces deux contraintes cu'ont &té dé-
veloppées les applications au cas des matrices creuses (cha-
pitre I"B) .

La Méthode des paramdtres, congue par P, HUARD pour
répondre aux méries considérations, et l'alcorithme corres-
pondant viennent ainsi enrichir 1'ensemble des méthodes exis-
tantes tant dans le principe (chapitre II-A) cque dans 1l'appli~
cation (chapitre II-B).

C'est bien sfir dans cette dernidre gue la méthode peut

prouver sa valeur.

Aussi l'avons nous utilisée dans le cadre de la méthode
simpliciale (chapitre III-A), son adaptation ne présentant
aucune difficulté (chapitre III-B) et les résultats (chapitre
III-C) pouvant justifier 1'intér8t de la méthode des paramétres.



CHAPITRE I

RAPPELS -



INTRODUCTION

Les méthodes de résolution des systémes d'é&quations
linéaires sont nombreuses, aussi ne présentons-nous dans
ce chapitre que certaines des méthodes de résolution
directes. Deux raisons expliquent ce choix :

~ Elles mettent en &vidence les différents principes de base
(section A).

- Ce sont celles employées dans le cas des matrices creuses
{section B).



DE SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES,

A-1- La méthode de Gauss

Principe : transformer le syst@me Ax = b en un

(n) (n) (n) :
systéme Ax = b &équivalent oll A est une matrice triangulaire

supérieure,
pour cela, on calcule une suite de matrices

(1) (2) (n) (1) (2) (n)
A= A, A, ..., A etb= Db, b,... b telles que

26N 1) C (1) (1)
851 242 q1n b,
C(2) (2)
&) 252 b, )
A = ‘\\ = b
Mok) C k) k)
?'k-lz‘- - ?’kn bk
Q ' '
' '
k) ©o0k) &)
Qew===w -~ a 1b
nk nn n
formules_de_transformation :
(E) (g)
(k+1)_ (k) _ __ik kj .
§ij hij (5) i) k+1l,...n
Xk
(k+1) (k) '(Eik (B;
bi b bi - T i baad k+1 ’ LR N ] n
kk

les autres termes restant inchangés.



.existence : _ : basée sur le th&oréme suivant

(théoréme III - [1p751])

Etznt donnée une matrice A € M(n,n), il existe toujours
une matrice de permutation P telle que‘A1 = P.,A = TA'
avec T triangulaire inférieure unitaire et A' triangulaire

supérieure.

Les nombres (kik sont appelés les pivots. On
doit les supposer tous différents de zéro. De plus, leur
choix est essentiel én cé qul concerne la stabilité de
l'algorithme. Aussi plusieurs variantés ont-elles été
développées.

- pivotage partiel (en ligne ou en colonne): option L ou C
on recherche le "meilleur" pivot & 1l'é&tape (k+1) sur la
ligne ou la colonne k, puis on permute les lignes ou les

colonnes correspondantes.

- pivotage total : option L C
on recherche le "meilleur" pivot dans la sous-matrice
B = {Aij/i,j 2 k} et on permute les lignes et les colonnes

correspondantes.

Remargu‘e S 3

Comme il n'existe pas de définition du "meilleur” pivot,
Plusieurs critéres ont &té &tudiés et utilisés.

On peut prendre pour pivot :

- 1'élément de valeur absolue maximum
~ 1'élément dont la valeur se rapproche le plus de la moyenne
des valeurs (Durand) 1

- celui qui se rapproche le plus de |det A|" [2p217].

Il apparait en tout cas nécessaire de prévoir une
recherche du pivot si 1'on veut que la méthode soit

stable numériquement.

On pourra consulter 3 ce sujet les références [1] & [4] .



A-2- La méthode de Jordan

Principe :

transforﬁsr le izstéme Ax = b en un
(n : )
systéme équivalent A)x = b ol A est une matrice
diagonale.
(1) ) &) 1&)
a 0 a-rm---=--- a b
11 1k | in 1
822 ! |
\\ ]
D k) L&) 0 ) 1&) 0
A = iu S I " b
'
]
0 |
]
Cok) k) k)
ank o .an. bn
formules de transformation :
v : ) : )
G B 8 (gkj i=1,n ik
13 SHECY j = k+l,n
kk
) ) )
b, =bi-———l——-———-— i=1,n ik

F )
Kk
existence : = pasée sur le théordme suivant

(théoréme I [1P901])

Etant donnée A non singquliére,
telle que detS = +1 et S.A.

il existe une matrice S
= D avec D matrice diagonale.
De méme que dans la méthode de Gauss, le probléme

de la recherche du pivot se pose et les m&mes conclusions
sont valables.

variante : la méthode de Jordan "exacte" [3P25]

A-3- Autres méthodes

Nous ne ferons ici que citer les autres méthodes.
En effet, leur exposé ne mettrait en évidence aucun nouveau
principe de base, celles-ci ayant pour but de triangulariser

la matrice de départ 3 1'aide de transformations particuliéres.



(x) (x +1)
- Méthode de Housolder : 1esvmatrices de passage de A & A

sont des matrices orthogonales.

- Méthode d'orthogonalisation de Schmidt : la matrice
triangulaire supérieure obtenue est "orthogonale en ligne"

- Méthode de rotations de Givens :on transforme le systéme
initial 3 1'aide de n(n-1)/2 matrices de rotations, voir [1].

Ces méthodes, si elles ont l'avantage d'8tre stables numérique-

ment, sont cependant trés onéreuses en temps de calcul.

Ainsi :
- Méthode de Housolder : [4p21]
3 2
4n’_ + 9n6 n 12 additions
2n> + 6n% + 4n - 12
multiplications
3
2 e L
n_ + 3n = 2 divisions

(n-1) racines carrées.

~ Méthode de Schmidt [1p100]

n(n+2) (n-1) additions

n(2n2‘- 3n+1)
2

multiplications

n divisions

- Méthode de Givens [2p245]

3

% n multiplications

2 .
racines carrées

1

-2—n
Ces volumes de calculs, beaucoup plus importants que ceux
des méthodes de Gauss et Jordan, font que ces méthodes sont

inemployées dans le cas des systémes 3 matrices creuses.
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B-1- Définition et situation du probl2me

Dans de nombreux domaines,-électricité, théorie des
graphes, &quations différentielles-, les matrices des systémes
d'équations linéaires a résoudre comportént une grande partie
d'éléments nuls.

Aussi le cas des systémes 3 matrice creuse a-t-il
&été particulidrement &tudié afin de tenir compte, lors de
la résolﬁtion, des gains dé temps et de place mémoire rendus
possibles par 1e creux des matrices (opérations et mémorisa-
tion ne portant que sur des éléménts non nuls).

Définitions :
soit n la dimension du systéme Ax = Db

soit N le nombre d'éléments non nuls de la matrice A

*x p = ‘E? est appel&e la densité de la matrice A
n

* (l1-p) est appelé le creux de la matrice A

Le tableau suivant donne les valeurs de p généralement
admises comme caractérisant des matrices creuses en fonction

de la dimension du systéme r81.

n 50 100 500 . 1000 5000

p 25%. . 10% . 2% 0,58 | 0,1%

Remarque :

On ne peut prévoir qu'un é&lément sera nul que s'il
est obtenu :

- soit par addition ou soustraction de deux zéros
- soit par produit 4'un zéro par un autre élément

- soit par division d'un zé&ro par un élément non nul.



Situation du probléme :

exemple [6p301]

soit la matrice A 4'un systéme Ax = Db
1 2 3 4

_Ww N
xox X X
>

Si on ré&soud le systéme par la méthode de Gauss en prenant
successivement pour pivot:aLu a3y-834 On obtient :

1 2 3 4 1 2 3 24 1 2 3 4
Ix X X X 1] X X X Ix X X X

(2) 2 (3} 2 (4) 2
n X x x| X X X[, = X X X
X X X 3 X X X X
X X X 4 X X 4 X

La matrice triangulaire ré&sultante est entiérement remplie
de termes non nuls.

Si on choisit successivement pour pivot By s @ (dans les

3’ m
équations 4, 3, 2,), on obtient

4 3 2 1 4 3 2 1 4 3’ 2 1
4 | X X 4 X X 4| x %
(2) (3) 4 (4)
_ 3 X X| 2 X X |2 X X
2 X X 2 X Xi 2 X X
1 X X X 1 X X 1 X
(4)

La matrice A ne compte alors que 7 &léments non nuls.

I1 est donc important de bien "choisir"” 1l'ordre d'utilisation
des équations et dans celles~ci les pivots ; c'est le

point de départ de toutes les adaptations des méthodes de

résolution au cas des systémes 3 matrices creuses.

B-2- Différentes solutions

La liste des différentes solutions présentée ci-dessous
n'est pas exhaustive. Comme on l'a vu précédemment, elles



ont pour but de répondre @ un ou plusieurs des trois critéres :

- gain de temps (opérations non effectuées sur des &léments
nuls),

- gain de place (mémorisation d'éléments non nuls)

-~ précision des résultats (choix du pivot).

Ce dernier critére é&tant pris souvent en compte implicitement,

Dans la littérature trés abondante, relative au

sujet qui nous intéresse, il fious a paru intéressant de classer

les méthodes en deux groupes et ce par rapport aux buts

essentiels de la méthode :

groupe 1 : celles dont le but est le cgain de temps, objectif
réalisé en évitant que la matrice ne se remplisse
de termes non nuls au cours des différentes
itérations de la résolution.

groupe 2 : celles dont les buts sont des gains de temps et de
place mémoire, objectifs réalisés en tenant compte
d'une structure particuliére de la matrice.

B-2-1 Méthodes du groupe 1767 3 [13]

Toutes ces méthodes différent par le critére détermi-

nant l'ordre d'utilisation des équations

- régle 1 :
Les lignes de A sont préordonnées avant 1'élimination,
classées en fonction du nombre de termes non nuls qu'elles

contiennent. La premiére ligne est la plus creuse.

- régle 2 :
A chaque étape de 1'élimination, on choisit comme ligne

du pivot la ligne la plus creuse de la matrice.
- régle 3 :
A chaque étape de 1'&limination, on choisit la ligne du pivot

de fagon que la transformation effectuée crée le plus petit

nombre d‘'él&ments non nuls Pk

3 variantes poss{bles

- dans la sous-matrice i>k, j>k
-~ dans la sous-matrice izk, j>k

- dans la sous-matrice izk, jzk

Les pivots sont les €léments de la diagonale principale.



- régle 4
on choisit comme pivot 1'élément,qui minimise (ri—l)(C -1)

3

ol r, et cj sont les degrés des ligne i et colonne j,

- régle 5 :
on choisit comme pivot 1'é&lément appartenant 3 la colonne
de degré minimum.

-~ régle 6
on choisit comme pivot 1'é€lément appartenant 3 la colonne
qui minimise Sj (nombre total d'élé&ments appartenant aux

lignes i telles que Ag # 0).

- régle 7 :
on choisit comme pivot 1'él&ment appartenant 3 la colonne
qui minimise

vy = (8 =€y ey = /ey

Les méthodes 4 & 7 sont en fait des méthodes portant sur

le choix des pivots, en accord avec un critére numérique

sur la valeur des &l&ments. Il va de soi qu'elles peuvent
étre combinées avec une méthode portant sur le choix des
lignes. On peut aussi citer dans ce groupe 1 les méthodes

des articles [12] et 131 , celles de ce dernier s'appliquent

4 des matrices symétriques en structure,

B-2-2~ Méthode du groupe 2

Elles consistent d mettre A sous une forme particulieére,
en structure ou en mémorisation, ce qui permet une localisation
facile des él&ments non nuls, dont on tiendra compte lors

de la résolution.

forme particuliére en structure :

Quelques formes les plus couramment rencontrées sont

représentées ci-aprés :
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¥
ot 3,

¥

w A

« il

On peut consulter sur ce sujet les articles [141 a [201].

- Forme particuli&re en mémorisation : les méthodes var factorisation.

Ia matrice A_l est enregistrée sous la forme d'un produit de matrices
élémentaires, pour lesquelles seuls les éléments non nuls sont mémorisés.

On peut consulter sur ce sujet l'article [21].

" La factorisation PFI.

Basée sur le principe de diagonalisation de la méthode de Jordan,

on considére A comme le produit de matrices élémentaires unicolonnes.

(1) (2) (n)
E E... E ol

»
[}
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N}
\ 1
(k) \\ : 4
E = ] \K‘ ]
N E
LN o4
] N
| NN
(k=1) _ (2) _, (1)_
et K= B "1 ... g1 gLk

La factorisation EFI.

I.a matrice 2 est factorisée sous la forme A = LU, avec
L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure ; les
Matrices L et U sont elles-m&mes factorisées sous la forme 4d'un

produit de matrices élé&mentaires unicolonnes pour L et unilignes

pour U,
A = LU avec
(1) (2) - (n) (1) (2) (n)
L=1L L ... LetU= U U... U ol
1 1
S (¥) N ok K
(k) “_k o Sq v, Un
L = T NNl
N \\\
k \\\1 \\
Ix N1
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La Ri-factorisation [22].

Basée sur l'équation

(n) (2) (1) (1) (2) (n)
1, ce e L L 2 R R .o R =1

(k) (k)
Les matrices L et R sont de la mé&me forme que les

matrices (E)et (5) précédentes.



CHAPITRE 11

LA METHODE DES PARAMETRES



INTRODUCTION

La méthode des parametres est une méthode de
résolution directe des systémes d'é&quations linéaires
par diagonalisation, qui entre dans le m&me cadre que
les méthodes présentées au chapitre I (section A).

Sa caractéristique essentielle est d'&tre une |
méthode qui s'adapte "facilement" au cas des systémes
3 matrice creuse, en tenant compte du creux de la
matrice et des obligations de mémorisation des ré&sultats
intermédiaires de la ré&solution (section B).

Enfin, aucune hypothése préalable n'&tant nécessaire
sur la structure de la matrice de départ, son adaptation a
certains cas particuliers n'en est que plus intéressante
(section C).



A/ PRESENTATION DE LA METHODE

A-1- Origine

La méthode, dde 3 P. HUARD 23], est en fait la
généralisation 3 tous les systémes a matrice creuse d'un
principe utilisé& jusqu'alors pour certains types trés
particuliers de matrices, comme dans les problémes de flot
avec gains par J.F. MAURRAS [24].

Cependant, avant de la pré&senter dans son cadre
d'origine - les matrices creuses - il convient d'en donner
les principes de base afin de pouvoir la comparer aux
méthodes exposées précédemment.

A-2- Le principe de ré&solution.

Soit un systéme Ax = b.

. - A\
Principe : transformer le syst2me Ax = b est un systame équivalent

(2n) (2n) (2n)
A x='b ol A est la matrice identité.

Pour cela, on calcule une suite de matrices

(1) €2) (3) (2n)
A= A,AK, A, ... A =1Iet

(1) (2) (3) (2n)
= b, b, b, ... b = x telles que



(2k-1)

1 <k

I (2k-1) | (2k-1) (2k=+1)
\\\ 3L,k | %1,k41 b,
\\
| 0 —mmmemeem o | (Z-1) | (2k-1) (2k=1)
N a =
. %,k | %k, k1 | Bx
(2k-1)
A+1,k
(2k-1) (2k-1)
an,k bn
~ (2k) (2K)
b ? al,k+l bl
N
N |
N |
N " |
N1 o)
(2k) (2k) (2k)
e e e by
cksa [ (2K):
, et1,k bh
Alrs
- (2k) (2k),
anlk hﬂ”.‘

(2k-1)

(2k)



FormuleS‘de’transfprmation.

(2k-1) (2k=-2)
aij = aij : pour j=1,n et i=1, (k-1)

(2k-1) (2k-2) (1)

aij = aij = aij pour j=1,n et i=(k+1l),n
(2k-1)
akj = 0 pour j=1, (k-1)

(2k-1) (2k-2) k-1 (2k-2) (2k-2)

akj = akj - ayg . a1j vour j=k,n

b, = by pour i=1,n i=k
(2k-1) (2k-2) kil (2k-2) (2k=-2)

b = b - a . 'b

k k 121 k1l 1
(2k) (2k-1) _
(2k) (2k-1) (1)

aij = aij = éﬁ pour j=1,n et i=(k+1),n
(gk) =0 pour i=1, (k~-1)

ik

(2k-1) (2k-1)

(2k) (2k-1) ajy akj

aij = aij - 1T pour j=(k+1),n et i=1, (k-1)

(2k-1) qkk

(2k) ay

akj =(7E%TT pour j=k,n

3xk (2k=-1)
(2k) (2k-1) (2k) bk
bi = bi nour i=(k+1) N bk = '(7'?_—1)
axk

(2k) (2k-1) (2k~-1)

2k (2k-1) a . b,

_ ik ' i .
bi - i - (Zk"'l) nour 1=1, (k’-l)

qxk



A-3 - Le nombre d4d'opérations.

On voit, d'aprds les formules de transformation , qu'il

faut effectuer :
(2k-2} (2k»1)
- pour passer de A a A :

(k-1) (n-k+2) multiplications et additions
(2k-1) (2k)
- pour passer de A a A :
(n-k+1) divisions
(k-1) (n-k+1) multiplications et additions

soit, pour la résolution du systéme :

n{n-1) (2n+5)

: multiplications ou additions

ss e o o

: K 6
: : n{n+l) :
: divisions : —— :
: H 2 :
Démonstration :
=~ le nombre de divisions est &gal a :
n n n(n+1) n(n+1)
r {(n-k+1) = nn+l)~ I k = n(n+l)~- =
k=1 k=1 2 2

- le nombre de multiplications et d'additions est &gal a3 :

n n
S = 1 [(k-1)(n-k+2) + (k-1) (n-k+1)] = I (k-1) (2n-2k+3) =
k=1 k=1
n 2 n noo 2
I (2nk-2n-2k“+5k-3) = (2n+5) L k - 2 £ k"=2n"~3n
k=1 k=1 k=1
n . ..
or I k2 - n (n+1) (2n+1) d'ot
6
k=1
S = (2n+5)(n(g+l)) _ 2n(n+1;(2n+1) - 2n2-3n

d'ol 65 = 2n° + 3n° - 5n = n(n-1) (2n+5)

n{n-1) (2n+5)
6

soit S =



A-4- Comparaison avec d'autres mé&thodes

- on obtient, pour la méthode de Gauss {1 p82]

[T Y I 1Y
ee o8 oo
se

triangularisation * Résol. syst. Total

* multiplications ° : : X
: et : n(n -1)/3 ; n{n-1)/2 :n(n-Dimﬁﬁ)/G .
: additions ) . : :
: divisions : n(n-1) /2 n T n(n+l)/2
- de m&me, pour la méthode de Jordan [1p92]

f multiplications ou additions f (n—1)[§i§ill -1] f

. 3 _ 2 .

f divisions n :

33 e as se
N

Ainsi, la méthode des paramétres, qui est une méthode de diagona-

lisation comme la mé&thode de Jordan, nécessite le mé&me nombre

d'opérations que la méthode de triangularisation de Gauss.

Existence : les résultats donnés juqu'd présent nécessitent
1'hvoothése que tous les pivots rencontrés (giil) (k=1,n) sont non
nuls. On va montrer, 38 1l'aide des thé&orémes gui suivent, qu'ils
restent valablesdans le cas contraire car on peut alors trouver

(2k-1)

une permutation des colonnes de telle que (étil) devienne

non nul.



k 2k-1 k
Théoreéme ': A inversible <==> Vk, 40 telle que ( A Q)kk 2 0

1 <k < (n-1), 6 étant une matrice de permutation.

Dé&monstration : condition nécessaire

k (2k~-1) k
La négation : (3k tel'que VvQ, ( A Q)kk = 0) signifie que

(2k-1) (2k~-1)

akj = 0 pour j = k,n. Comme akj = 0 pour j=1,(k-1), on a
(2k-1)

akj = 0 Vj.

La ligne k est donc une combinaison linéaire les lignes
1 &8 (k-1), A n'est pas inversible.

condition suffisante
k 2k k (2n)
Vk, 4Q telle que(A Q)kk # O. On a alors A = I, donc le produit
des matrices de transformation (voir la factorisation RCL) est é&gal

anal,

2n
Théoréme : A inversible => (ann = 0)

théoréme précédent avec 5 = I et k=n.

Choix du pivot :

On vient de voir que si A est inversible, il existe
toujours une matrice de permutation (notée 5) telle que le pivot
soit non nul. Cependant, méme si‘%iy)est différent de zéro Vk,
on peut choisir les pivots, 38 1'aide de matrices de permutation,
qui conduisent & de "bons" résultats du point de vue numérique.

On retrouve 1la les options (L), (C) et (LC) de la mé&thode de Gauss
(chapitre I).

Pour la méthode des paramétres, seule une recherche du
pivot sur les colonnes est possible & 1'&tape k, car les lignes
(k+1) & n n'ont pas encore &té modifiées pour tenir compte de

l'expression des (k-1) premidres variables d4&j3 exprimées. Pré-
cisons que dans les expériences numériques décrites plus loin,
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le critére retenu de sélection du pivot est toujours le maxi-
mum des valeurs absolues.

A-6- Résultats numériques

Les expériences décrites ci-dessous ont pour but de
vérifier que la méthode des paramétres ne donne pas des
résultats systématiquement meilleurs ou moins bons que
la méthode de Gauss avec recherche du pivot dans la
sous matrice "restante" - option "pivotage total" -

Deux raisons justifient ces expériences :
- la méthode des paramétres n'autorise que la recherche du
pivot sur les colonnes
- Au cours de la résolution d'un systéme, on ne commet
aucune erreur sur les &léments de la matrice situés
sous la diagonale car ils sont inchangés (au signe pré&s)

par la méthode des paramétres.

Les conditions d'expériences

- 3 types de matricesont &t& choisis :
. matrice de Rutherford : trés bon conditionnement
. matrice de Milnes paramétrée :
C
C
. matrice de Durand n®2 : mauvais conditionnement

1l trés bon conditionnement

0,001 conditionnement moyen

- pour chaque type, N (ordre du systéme) varie :
. 10,20,30,40,50 (Rutherford et Milnes)
. 6,8,10,12 (Durand)

- Deux systémes de méme ordre (matrices types différentes)

ont méme solution.

- Deux systémes d'ordres différents (méme matrice type ou pas)

ont méme solution pour les (Min {ordres}) premiéres composantes.

- Les solutions ont été générées par une procédure au hasard
avec méme initialisation, ce oui a permis de calculer les

seconds membres.



Présentation des résultats

Pour chacun des tableaux ci-dessous :

N indique 1'ordre du syst@me qui a été résolu et dont les

résultats apparaissent dans la colonne correspondante.

I

I

EA
ER

Ix, |

||1 signifie : Hxll1 = i
1

i

W~

Il signifie : |{x]{_ = suplx

1<i<N 1

signifie erreur absolue : solution "exacte" - solution calculée
signifie erreur relative
signifie : résultat par la méthode de Gauss -"pivotage total"”
signifie : résultat par la méthode des paramétres -

"pivotage sur les colonnes"
(matrice de Durand) signifie : résultat par la méthode des

paramétres sans pivotace

: EA | . o ER i
: ; N ; ; N (X t_XGa ) ;
SN RN DR S 6 SRS SENS B B & O N D sact uSS il
. G : i=1 exact "~ Gauss' j . 16, 1 X T .
; ; ;‘ ; i=1 exact’ § ;
: ! N ; ; (X - ) ;
ol lll p ° z I(Xe act_x )'I A lll p° L e?;ft)$A?Ai I:
: :i=1 X para 1 : : =i exact’ § | @
- N : I(Xexact_)SDARA sp)i|
; 11y piz iil kxexact—x$ARA sp)il : oy p1: iiﬂ (ngactfi ﬁ
: 11 : | | : y : (xexact—xGauss)i%
: ® G ;lzggjxexact_xsauss)i : e G . supl (X yact) ; :
: : ‘ ‘ : ' : 1 :
: : | : : (Xoxact paraly :
L s ooy
| k I Eyact Xpara sp),F
o, P1, 1?113\1 Xexact X para sp)i i, PI: Sup‘ (X exact)i
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Matrice de Rutherford - Trés bon conditionnement -

Matrice du type :

ER

R T i}
1 3 3 ~===3
E % ? ~=-— 5 13 = 2+min(i,j) -1
Ll 3: 5
—
-14
Résultats en 10
N 20 30 40 50
il Iy G 1 52 127 219
ey o 2 a7 114 236
I, 0,2 9 13,8 13,5
oy, . 0,1 8,8 11,7 11,7
1 lll G 42 219 604 896
11 111 P 6,7 153 571 963
[N 38 77 155 160
(I 1,2 38 155 160




EA

ER

11

Matrice de Milnes vnarametrée - c=1 - trds bon conditionnement.

Matrice du type :

(1 1 1 -—=- 1]
+c 1 1 ==== 1
S { lorsque C diminue, le conditionnement
A= ! RN | devient moins bon.
t { \\ (
f I N
14c 3 4 --n 1
Résultats en 10 14
N
10 20 30 40 50
/'ll Iy & 0,08 0,2 0,5 1,8 2,8
LErny P 0,3 1,5 2 4,8 9,7
e 0,03 0,07 0,1 0,5 0,8
\ i, . 0,1 0,4 0,5 2,3 3,2
01, o | 02 0,5 2 6 7
I Hl P 4 32 60 73 80
o, 0,1 0,2 0,9 2,3 2,5
o, L |3 28 a8 57 51
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Matrice de Milnes paramétrée : c=0,001 - conditionnement moyen.

R&sultats en 10 14
30 40 50
I 111 460 266 900
I ll1 37 231 300
EA
et 230 132 450
IR 18 114 150
11 II1 4740 1420 4250
ity 440 1300 1550
ER
e it 3250 850 2800
e 260 730 920

o~
-
~
s~

(

Iy
==
]

.



EA

ER

Matrice de Durand n°

13

2 - mauvais conditionnement -

Matrice du type :

1 1 1-- 1]
1 2 3 fee-- a(l,j) =1 1<j <n
A= {1 3 6 10--—- a(i,1) =1 1<i<n
L 4 10 20--—- a(i,j) = a{i,j-1)+a(i-1,3)
Ll
Résultats en 10”12, 10710, 1078, 107°
Nt e 12 8 . -100] 10, -8 12.. -6)
(10 R O SO RN O S U B § (10
11 4 1,5 2 10 6
oy, 2 6 4,5 5
i 111 p1 1,8 7 27 190
o1, G 0,5 0,6 2,7 1,4
1 e, | 046 1,7 1,1 1,1
1M e 5 0,6 2 6,8 42
11y & 95 135 430 145
1y, | 140 400 180 105
111y 5y 110 470 1080 3900
1 I G 90 130 410 130
[ [y p | 130 390 175 100
11 1 1e py| 105 450 1030 3500
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Remargue :

Lors de la résolution par la méthode des paramétres,
les options P (recherche du pivot sur les colonnes) et Pl (pas
de recherche sur le pivot) n'ont pu &tre comparées que dans le
cas de la matrice de Durand n°2. En effet, les matrices de Rutherford
et de Milnes é&tant telles que A,. = ki pour j 2 i, une recherche

1j
du pivot sur les colonnes aurait é&té inutile.

Conclusion.

- Matrice de Rutherford : les résultats sont équivalents

tant en erreur absolue qu'en erreur relative.

- Matrice de Milnes c=1 : la méthode de Gauss est toujours
meilleure avec un rapvort é€gal 3 4 pour l'erreur absolue et 20
pour l'erreur relative

- Matrice de Milnes c¢=0,0001 : la méthode des paramétres
est toujours meilleure, avec un rapport variant de 10 & 3 (en

passant par 1,2 pour N=40) quelque soit l'erreur.

- Matrice de Durand n® 2 : la méthode des paramétres,
option P1l, est toujours la plus mauvaise et peut conduire i des
résultats désastreux (N = 10,12).

La méthode de Gauss est meilleure pour N = 6 et 8 et
moins bonne pour N = 10 et 12 que la méthode des paramétres,
option P.

Il ressort de ces expériences numériques gue :

1°) si on devait classer les matrices par rapport 3 leur

conditionnement (du meilleur au moins bon), on obtiendrait
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(pour un méme ordre des matrices)

Matrice de Milnes paramétrée c=1

Matrice de Rutherford

Matrice de Milnes paramétrée '¢=0,001

Matrice de Durand n°® 2.

2°) La méthode des paramétres, option P, semble moins

sensible au conditionnement de la matrice du systéme que la mé-

thode de Gauss

Le tableau suivant donne, pour
normes et types d'erreur, la valeur du
supérieureet de la borne inférieure de

des erreurs 4 N constant sur les trois

chacune des méthodes,
rapport de la borne
la vlage de variation

premiéres matrices.

EA ER

N 30 40 50 30 40 50

Gauas 920 150 320 2370 236 607
1NT

Para 24 48 31 7 18 19

Gauss 2300 264 562 ‘3611 350 1120
i s

Para 36 50 47 6 13 18
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A-7~ La RCL factorisation.

Basée sur l'é&quation matricielle suivante :

(n) (n) (n-1) (n-1) (2) (2) (1) (1)

C L C L .C L C L A=1
-1 (n) (n) (n-1) (n-1) (1) (1)
soit AT = ¢ L c L ...C L
(k) (k-1) (1) (1) (2k-1)
oll L ¢ ... C LA= A
(k) (k) (k-1) (1) (1) (k) (2k-1) (2k)
et cL ¢ ...C/LA=C A = A
6n obtient des matrices de la forme :
1\
N
\\\
(k) (k) (XYL (x) (2k-2) (1)
L = Ly-pe-Tygdy Lyy=" Byy  ="Bgy
N
W1
™1 1s4s (k-1)
1 (k)
. c:
(k) S :.lk “é) ) 1/(§k-1)
c = RS kk kk
\ckk (k) (2k-1) (2k-1)
S Cik = -B5x 7/ Ry
~1
| T 15345 (k-1)
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— e i

ki {2k-2; & ik) {(2k=-2}
i LA }kj = izl(Lki \Aij ) en psrticulier pour
d=1, {(k~1) mais
(2k-2) | o
Ai: = O four 4§ < ky, % € ¥ ec i = 3

(k)
Ly 1
(k) (2k-2) (k3 (2k~2}
donc { I, A )kj = ij + Akj = O el {1}
(2k-2) (1) (k-1} {(k~1} (1)
Comme Akj = Akj car le prodult de A par C L .. C
laisse inchangfes les lignes k & n, on cbtient
(k) (1)
ij = - Akﬁ pour k = 2 an, 3 =1 3 {k-i}.

(k)

Les formules donnant ia valeur des &% é&nents Cjk pour
j < k sont évidentes par rapport aux formules de transformation
de la pages 4. Chapitre II.

Remargues : ~ la matrioe ‘L) est 1a matries idemties
- i1 n'y aura aucun calcul 3 effectuer pour trouver
tk : N

les matrices‘L)(k=1,n) ; seules les matrices (é} devront &tre

calculées, d'oll le nom de la méthode :

la rapide - colonne - ligne (RCL) factorisation

- le produit des pivots est &gal au déterminant de A
-1, (n) {n} (1) (1) (n) (n) (1} (1)

(A" = |IC L === C L] = |Cl{L|=--=|Cl 1L}
(k)
mais (L] = 1 ¥K donc
- (m (n-1) (1) : :
[A li = IC{|] C |==-=~ 1C| =, L x 5 1 B == X ?i” - =
‘2%\1 (2£2) 4)  1ag

n (2x) n ~-1i,n-1 11

donc (At = ] A
=1 kk



1R

B-i- L'idée de base

L'idée de P. HUARD[ZAA] apparait comme la g&néralisation
A toutes les matrices creuses de deux applications particu-
lidres relativement 3 la structure des matrices auxquelles

elles s'appliquent.

i e - . DS S M S S e G R R D D G S e G G Gl A G B . SR N S S SRR G5 OMS DA SOB Wb G G M Sk e SR> gm A

Les matrices des systémes 3 résoudre possédent deux

é€léments non nuls par colonne

SXEMPIE ' xy %y xy X
1 % a,
2 %2
3 25
4 oo X 2

On peut résoudre un tel systéme en calculant successi-
vement

avec l'équation 1

X =2
avec l'é&gquation 4 : X, = f(xz,x4) = f(xz)
X, ayant &té calculé a 1'&tape précédente

avec l'&quation 2 : Xy = f(xl) = f(xz)

Xy &tant connu en fonction de X,

avec l'équation 3 : x, = f(x

3 2)

Les deux dernidres €quations obtenues permettent de calculer
X3 et X3 donc Xy .

On résoud le syst2me en introduisant une variable "paramétré”,
Ici Xy
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2 - Les matrices "bandesg"

o s me S e e <E TR woe Gem AR GGU e W Fi G AOW G e

Elles sont tellesque

solt le systéme suivant

0
AP AQ XP a
1 1 1
P Q
By | By Xq a,

La résolution comporte trois phases :
- 1l'introduction de P paramétres

APx + A% = a, soit x. = (A‘f)’la1 - (A?)_IAE X, = b-BXj

17p 17°¢ 1 Q

- le calcul de la valeur de ces P paramétres

P Q — P _,Q - _AQ
Azxp + A2Xq = a, soit [A2 AZB] XP = a, Azb
- le calcul de X

raltion XQ = b-BXP.

o’ connaissant X5, dans la premiére

Q

La Matrice Al

doit &tre triangulaire inférieure inversible



G&néralisation :

- les calculs s'effectuent &cuation par &cuation

=~ on introduit de nouveaux paramé@tres lorsque c'est néces-
saire et on "€limine" des param@tres d&s que possible.

Exemple & soit un systéme Ax = b

Nombre de paramétres :

1 équation 1 : k-1
2 équation 2 : k-1
3 3 : k-1
A= 4 4 : k-2
5 5 ¢ k=3
6 6 : k~1
[ ]
[ ]
[}
maximum atteint : P = k-1
Te d&but de la ré&solution donnera :
équation 1 :
x, = f(xz.x3.x4px5) X, =f(x2,x3.x4) x4=f(x2.x3)
équation 2 : T T
X, = f(xl,xz,x3,x5) = f(xz,x3,x4,x5) x6%(x2,x3,x4) x6=f(x2,x3)
équation 3 : T T
X 7 = f(lex 3 X4 IXS) x7=f(x2,x3,x4) x7=f(x2'x3)

&équation 4 : T 1

0 = f(xl,x2,x3,x6,x7) = f(xz,x3,x4,x5)-.x 5=f(x2 ,x3,x4\ X, = f(xz,x3)
équation 5 : 1
0 = f(xl,x3,x5,x6,x7) = f(x2IX3lx4) - —— X, =£(x 5x3)

égquation 6 :

x8 = f(xz,x4,x7,x8,x9) = f(Xz,X3,X8,X9)
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B-3- Phase 1 : "rangement"

B.3.1. : Hypothéses préalables

-0On supposera, dans ce paragraphe, que les matrices
des syst2mes a résoudre ne comporte pas de lignes ou de
colonnes de degré 1 car, alors, le probléme se pose sur

un sous-systé&me qu'on peut extraire.

exemple :
a
b

Il suffira de résoudre le probléme pour la matrice B car
la résolution de Ax,= a est immédiate ainsi que celle de CxC =C

lorsque X, et Xy sont déterminégs.

- On ne détruit pas la matrice du systé@me 3 résoudre.
B-3-2- Position du probléme. Le nombre maximum de paramétres

- comme on l'a vu préc&demment, il s'agit de déterminer et, si
possible, de minimiser par la premiére phase de la méthode,

le volume de place mémoire nécessaire pour la résolution du
systéme, celui-ci étant directement 1ié 3 1l'ordre d'utilisation

des Equations.

Mathématicuerent, on recherche une rermutation des licones et
des colonnes de la matrice 2 et le nombre Mo de mémoires corres-
pondant né€cessaire pour la résolution.

Il faut cependant remarcuer cue pour une permutation donnée,
plusieurs valeurs de Mo peuvent permettre de résoudre le systéme,
ceci sans rien chancer aux principes de calcul de la méthode
des paramétres,



23

Exemple : soit la matrice d'un syst2me obtenue aprés permutation

des lignes et des colonnes.

O=f(x2,x5)-Q x5=f(x2)

1 2 3 4 5 6 7

1 X X X

2 X X X

3 X X X X X X

4 X X X X X X

5 X X X X X X X

6 X X X X X X X

7 X X X X X X X
Les différentes &tapes de la résolution donneront :
Etape 1 : xl = f(xz,x3) Xy ?’f(xz)
étape 2 : 0 = f(x,,Xy)—p X5 = £(x,)
étape 3 : Xy = f(XZ'XS'XG) x4=f(x2,x5)
étape 4 : 0 = £(X, Xg /Xl gXc=F (X5, Xg)
&tape 5 : x7=f(x2,x5)
étape 6 :
étape 7 :

x4=f(x2) X,

LI
xs?f(xz) ?F
x7=f(x2) X

O=£f (x,)—p X,

Le nombre maximum de paramétres &tant €gal @ 3, un tableau

auxiliaire de dimensions (7% 3),

soit 21 mé&moires,

suffit 3 mémo-

riser les coefficients des variables paramdtres dans les différen-

tes fonctions calculées en cours de résolution.
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Si on représente 1'8tat de ce tableau auxiliaire aux différentes
étapes de la résolution, on obtient :

étape 1 Etape 2 étape 3
2 3 2 3 Z 2 5 6
1 X 1] x 1 x NES
1 X X 3 X 2
Al x]|xix .
étape 4 étape 5 étape 6
‘2 A 6 2.5 2.5 2 R 2
Wx X 1 x 1Y % 1| x
31 x X 3 x 31 x 3 x
41 x X 41 x 4l x| x 4 x
A x| x 6] x| x 6] x 6lx| x 6] x
7 x Tix i x° 71 %
2l x| x 54 x
étaEg 7
2
1fx 1 _f
3]l x 3 bz .
4] x 4 6| .
6] x 6 be| =
71 x 7 b7
5 x 5 bh
X 2 b:

&
Il apparait alors que le tableau auxiliaire n'est jamais
rempli complétement ; aussi peut-on rechercher des valeurs de Mo
plus petites.
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1°) La valeur exacte de Mo.

C'est le nombre maximum de mémoires nécessaires simultané-

ment. Pour 1l'exemple donné, il est &gal 3 lo et correspond a la

partie hachurée du tableau.

Cependant, résoudre le systéme avec ce nombre Mo

7y
L~
o /// de mémoires nécessite une hypothase :
%% |
‘N on élimine toujours le paramétre qui a été intro-
/r//' ’ duit en dernier, ce cuil suppose que les:valeurs

correspondantes des pivots sont toujours non nulles

et gue 1l'option "pivotage sur les colonnes" est inutilisée.

Sans cette hypothése, on ne peut plus contrdler le rem-

plissage du tableau.

Exemple : & 1'étape 4, on "é&limine" le paramétre X, et non plus

X6-
2 5 6 5 6
10 x lix| x
on a, 3 ce moment, 8 &léments dans
3| x 31 x| x
4 “ la matrice et le nombre de mémoires
X | x X
nécessaires simultanément devient
Ax | x| x| 21 x| X
égal a 12.




e plus, csile sclutlon réailsable théoricuement, vrésente

17 ip-

convénlent constitué par l'indigage des €léments interm&diaires
dir cateal aul dolvent pouvoir 8tre retrouvés rapidement dono in-

dlces oo conséguence.

Four pellier cet inconvéulent, opn est done

COniL b X

rechercner une borne supdrisure de Mo.

2%% Deuxisme solution.

On détermine la valeur

n J
v, St M = + Z s (
) /;’j © p1 J=2 k=?E1 (pk)
zc pour l'exemple donné : Mo = 15
A

4 On conserve 1'hypoth2se précédente mais les problémes

g d'indigage sont simplifiés, une table de correspondance "#guations
s position de la lére variable paramétre" relative au tablezu de
résolution permettant un accés rapide aux différents &lé&ments.
3 G

;7 Trolsiéme solution.

On détermine la valeur

n

Mo = sup (p ) + & sup (p)
B k=1,n k j=2 k23-1  k
g v o
< ;x” -] pour 1'exemple : Mo = 17
s
- » 1
:f/ljf/&/ Cette solution a l'avantage de ne plus nécessiter 1'hypoth#se
:gf“f% - préeaiable du ~1-, donc de permettre une recherche sur la valeu.
gy ; .
e s W du pivot. De plus, les probl2mes d'indigage sont résolus coams
dans le =2 -.




%
]

7

4%y Quatridye solution.

Mo = no» sup Py = n > p
l<ksn

Cette solution auvtorise une recherche sur le plivot el
parmet, en travalllant directement sur un tableau auxiliaire de

dimensions (n x p), de simplifier les problémes d'indigage.

Remarque i ces gquatre solutions étant présentées, il faut pr8coisar
que c'est la derniére gui sera toujours utilisée dans les expé-
reinces numériques décrites plus loin.

En effet, les deux premidres, s'excluent 3 cause des rf-
sultats obtenus dans les expériences numérigues sur la matrice
de Durand n® 2 -PAGE 13, chapitre II- et la troisiéme présente
peu d'intér8t si on tient compte de 1'hypothése faite en B.3.1

~page 22, chapitre IX.
B-3-3 Enoncé du probléme et visualisation

~ soient A la matrice d'un systéme linéaire n x n,
- N = 1, 2, --n 1i'ensemble des indices de ligne,
- : -1 : .
- f une fonction de permutation sur N et f la fonction

r&oiproque

J, = {’j/Aij # 0} l'ensemble des colonnes "acgissantes" de la
ligne i

on définit

£(1)

Noyy = U J _, , soit
(k)

)lson cardinal
k=1 £
probléme : déterminer P tel que

iNf(i

P = m%n { max (]Nf(i)

| - £fi) )‘/ i e N}

Théordme : A inversible :=>
| V- { > =
vf, (.Nf(i); £i) ) 0 wvi i,n
démonstration : supposons le contraire :

. _ c oo | ,
3f et 1 (INg ! f(1) ) < 0 drod IN, 1 < £(1)

i)
on pourrait donc extraire un sous-systéme rectangulaire de
dimension f£(i) X| Nf(i){ét ia matrice A ne pouvant ®tre de

rang NMest non inversible.
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Pour visualiser le résultat du probléme, il suffit d'en changer
1'énoncé afin de se ramener au cas d'une matrice triangulaire
bande, P &tant &gal 3 1l'épaisseur de la bande.

P = min {max {(g(3) -f(i))diﬁ} / 3 e N, Lt N ﬁ
£,q t i

ol g : fonction de permutation sur N

j .0 si Aj4= 0
®i {1 sinonJ

Exemple : soit
1 2 3 4 5 &6

1] x X
2 X X X
A = 3| x X
4 1x x x Xx
5 X X X X
6 X X X Xx

on obtient P = 1 pour
£: {1,2,3,4,5,6} ={1,3,4,2,5,6}

¢ ¢+ {1,2,3,4,5,6) =1{1,4,3,2,5,6}
1 4 3 2 5 6

lix x

31x X

4Ix X X X

2 X X X

5 b4 X X X

6 X X X . X
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B-3=4=~ Algorithme donnant la solution optimale

La solution optimale 4'un tel probléme existe &videmment,
la matrice A ayant un nombre fini de lignes et de colonnes.

Il faut aussi remarquer qu'elle peut ne pas 8tre unique.

exemple ! la matrice précédente avec

£+ {(1,2,3,4,5,6}~1{3,1,4,2,5,6}
gt {1,2,3,4,5,6}+%{1,3,4,2,5,6}

Il n'existe pas, & notre connaissance, d'algorithme
donnant une solution optimale du problémé en un nombre
prédéterminé d'éEtapes éventuellement raprdg - calcul de valeurs
relatives - A la structure de la matrice et qui ne soit pas
basé sur la réduction du nombre de permutations possibles
(n! au départ).

On peut, bien sfir, en imaginer un.basé sur la remise
en cause de la solution trouvée & l'8tape précédente et pre-
nant en compte la structure de c¢hagque ligne.

Le nombre de permutations possibles diminue trés
rapidement mais reste quand mé&me trés &levé. Aussi, avons-nous
imaginé 1l'algorithme suivant.

soit N={1,2,~=-=-, n} 1'ensemblé des indices lignes
définition : S est une sous-sulte permutable compléte de N
si1 ¥j ¢ Sx' il existe une permutation ej telle cue :

By {r,2,...,k} » @), &2),...,08(k)}

ol -6(3)=1
et vt -
£ S, t e N ]Jtqul IJthjl 2 2
exemple de SSPC :
1 2 3 4 1 2.3 4 5

1 X X l X X X

2 X X X X

3 X X ‘ X b
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Contre-exemple.

-
»
"

N
b
"
e

pour j = 3, il n'existe pas de pérmutation répondant aux conditions.

Théor2dme : La décomposition de N en sous-suites permutables gpmplétes

est unique.
Démonstration :

- ! ',=--— S' eux décompositions
o7 ' St1 et Sl' o St2 d P
différentes de N

I1 existe donc au moins un indice j1 n'appartenant pas

soient Sl’ S

aux mémes SSPC
soit j1 € S1 et j1 € Sé
mais alors, la sous-suite S = (S1 U Sé) est une SSPC, donc

81 et Sé ne sont pas complétes d'oll contradiction avec

1'hypothése.

" Alcorithme de recherche d'une solution ontimale.

Les SSPC étant détermin&es, on recherche une solution opti-
male de la maniére suivante :

A 1'étape k. 1°) existe-til des SSPC donnant un nombre de para-
métres &cal 3 k ?

non : on va en 2

oui : on les prend comme nouvelle suite de SSPC

2°) On compléte les suites de SSPC existantes de telle
maniére que le nombre de paramdtres ne dépasse jamais k

\Théoréme : si & 1'étape k, une suite de £SPC les utilise toutes,
c'est une solution optimale.

La démonstration est évidente par la construction m&me des suites
de SSPC.
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I
ro

solution optimale : P

2 3 4 5 6 710 8 9
9 x x
1 5 b4
1 X X
2 ‘(2 X X X
8 X X X
4‘{ 4 X X X x
6 X X X X
10 X X X
3 3 X X X X
7 X X X

Ainsi, le nombre de permutations possibles est-il considérablement
réduit au départ, ici de 10! a 4!

Il reste cependant que la recherche des SSPC d'une
matrice demande beaucoup de temps, cé gui est en contradiction
avec le but de la méthode. Aussi a-t-on &t& amené a3 tester,
pour cette premiére phase, des heuristiques.

B-3-5- Les Heuristiques

Ne pouvant obtenir facilement la solution optimale du
probléme, on se fixe un crit@re de choix de 1l'ordre des lignes,
ce qui permettra de déterminer la permutation f. On sélectionne

les lignes une & une.

auront été sélectionnées déterminant les sous-—ensembles L} et C
tels que )

k

L

=

(@]

A =
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On notera & 1'étape k

1~ Ly 1l'ensemble des indices de ligne sélectiohnés aux
étapes 1 & (k-1)

Li son complémentaire sur N
Cp = {J/Aij 2 0, ie L}g
i son complé&mentaire sur N

2= 8y = {Aij/i € Lﬁ. J e Ci} la sous matrice "restante"

(k) c (k)5
3~ di le deqgré& de la licne i € Ly dans 5, et d le
degré de la colonne j ¢ Ci
(k) . c (k)' (k)
4- J; = {J € ck/Aij * 0} soit 13,1 = 4,
(k+1)
5- di,t le degré de la ligne i € L§+1 aprés avait sélec-

tionné la ligne t & 1'é&tape k.

- e S e B g S S S W SEP Oa A PO% Guo T e g S

Pour les critéres décrits ci-dessous, le choix. d'une ligne
4 1'étape (k) est une ligne: de degré minimum dans la matrice §.
Ils différent dans le cas ol plusieurs lignes sont candidates,

Ainsi, guel que soit le critére, on sélectionne une ligne i
appartenant a

: c (k) (k) c
I = {1 ¢ Ly /4y = min(d, /t e Lk}.
et au cas oll cet ensemblesposs@&de deux &léments ou plus

Critére 1 : la derniére ligne candidate rencontrée

i=max{1/leIk}
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Critére 2 : la premi&re ligne candidate rencontrée
i =min {1/1 ¢ Ik}

" Critere 3 : celle possédant la colonne de degré maximum

i telle que Aij # O pour j vérifiant

0 0
d =max {d / te UJ , s e J.).

"Critére 4 : celle pour laguelle la somme des degrés des colonnes
agissantes est maximum dans Sy
(k) (k)b

1 telle que Z( ) al = max { ] a }
Je 51 teIk jeJt
" Critére 5 : celle mettant en cause le maximum de lignes différen-
tes .
(k) (k) (k) (k)
i telle que (|Ugl/ Jg n Iy = #) = max {lUsl/ J_ n Ty # @}

teIk

Critére 6 : celle qui laissera pour 1'é&tape suivante la ligne de
plus faible degré

(k+1) (k+1) c
i1 telle que min ( dl,i) = min ( dl,t)/l € Lk+1)
1 tely

Résultats_numériques :

Tout ou partie des critéres enumérés ci-dessus a &té& testé sur

différentes matrices.

1 . Matrices tirées au hasard - critére 1

‘ Ce sont des matrices carrées de dimension 100 dans
- lesquelles chaque &l&ment a une probabilité (p) d'&tre :

non nul.

Pour p fixé, on a obtenu une certaine distribution
de la variable "nombre de paramétres! 3 partir d'un nombre
NB de matrices
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4% : NB = 100

©
]

18

154

5% : NB = 200

©
!

18
15 |

12

| | HaSE

1 —
2 345 ¢ 7 g 910111213,4151617 18 %50 2122 2324252627282%30°!

p

;/&E\ [
Wiy ™4 . 6 . 8 _10..12 .. 14. 16,18, .20, .22, .24 26__28__30
- 1 3 5 7 9711 137 %15°°17° 7197214237 257727 “T29 31

<~
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2) Matrice de dispatching 20x20 du réseau CIGRE [?+]

soit la matrice du réseau CIGRE

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

. x X x

X p.4 X X X X

X X XX X XX X

X XX X XX X M

X X XXX XXX |

X X XX X X XX X

X X XX XXXX X XX XXXX

X XXX X XXX X

X X X XX X XX

X X XXXX XXXX

X XX XX X X X

X XX X X X X

X XXX XX X XX X

X XX X XX X

X XX XXX XXX XXX

X X XX X X XX X

X XXXX XX XXXX X XX XXXX

X XXX X XXX X

X XX X XX X HX

X XXXX XXXX X XXXX
(] T 'A% 1384 g 0¢ 1 [ ¢ 0t T T

u S9AT30RYX o d © n y

saouesstnd S9AT3OR soouessIng soseyd suoTsuajl

* Les expériences numériques en 2 et 3 ont été effectues en col-

- LILLE I.

IEE2

PLATEAU.

laboration avec G.
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On a extrait successivement de la matrice générale 12 matrices

de dimension 20x20 sur laquelle les 6 critéres ont &t& testés ;

ces matrices comprenaient les colonnes :

I

t

numé&ros| colonnes| colonnes| colonnes colonnes
phases _tension | puissances actives. |puissances réactives
11 a 19 1 3a 10 20 & 43 44 3 50
1 11 a 19 13 1¢ 20
2 " 1 a9 20,24
3 " 1 a8 20,24,26
4 " 1 a7 20,24,26,30
5 " 136 20,24,26,30,35
6 " 1as 20,24,26,30,35,38
7 " 1,3,4,5 20,24,26,30,35,38,40
8 " 1,3,4 20,24,26,30,35,38,40 44
9 " 1,4 " 44,45
10 " 4 " 44 ,45,46
11 " " 44,45,46,47
12 " 3,4,5,7 20,24 45,47,48,49,50

Résultats : le tableau suivant donne le nombre maximum de paramétres

obtenus pour les différents

matrices et critéres

o
N pd ) C, Cy C4 5 Ce
1 35,25 AT 6
A 7
2 34,5 AT 6
A 5 5 5 5
5 33,75 AT 4 4 4 4 4 4
A 4 4 4 4 4 4
A 4 3 3 3 3 3
: 31,25 AT 5 4 4 4 | 4 4
A 3 3 3 3 3 3
6 30 AT 4 4 4 4 4 4
A 3 3 3 3 3 3
. 28,75 AT 4 4 4 4 4 4
A 4 4 4 4 4 4

coefore
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N° 0% > c, c, c, C, c,
g .- AT 3 3 3
A 3 3 3| 3 3 3
5 25,25 AT 2 2 2
A 2 2 2 2  2 2
Lo 03 AT 2 2 2 |
A 3 2 2 2 2 2
. PR IR ) N
11 19,75 AT 1 2 2
A p - > " 5 P
12 27,75 AT 4 6 6
A"l 4 5 5 5 5 4
tableau 'l

3) Matrices de type dispatching

Cing matrices de type particulier ont &té& construites de la
maniére suivante :

1°) Détermination d'une matrice B (50,50)

2°) Construction de A 3 partir de B :

g (49)

8(49) signifiant les 49 premilres

colonnes de B
B(49)

- = OO

Ces matrices sont de m&me type aue les matrices de base
extraites de la matrice de dispatching du réseau crec
(44 noeuds) Annexe 1~ et peuvent symboliser des matrices de base

extraites de la matrice d'un réseau &lectricue (50 noeuds).
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i

On a obtenu les ré&ésultats suivants pour le nombre de paramétres
sur les différentes matrices A (100,100) :

critéres
Aspect r% 11 21314 (5]€6

de B \\\\N

tableau,2

un exemple des différentes matricesA etdu mellleur résultat
obtenu pour les différents critdres est donn& en annexe 1 - (ks

&l&ments non nuls sont symbolisés par la lettre A =)

De méme, en utilisant le critére 1 et en faisant varier

p , on obtient :

o % H9,49 9,15 |8,93 {8,85 (7,35 |6,49 {5,97 |5,95 |5,93
atla at|a at|a at|a at|a atla at
8| 7
17l 17] 13 12 9| 10
71 7
20 8l s

tableau 3
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Enfin, si on note Am l2 matrice suivante

cC B oil CT est la transposée de la matrice

Am = | §49) suivante

on obtient, toujours avec le critére 1, :

Aspec o % A A Am
de B
9,49 7 7 14

5,95 | 15 16 | 25

%‘? 5,95 8 8 22

tableau 4

4. Remarques et commentaires

Les tableaux suivants obtenwy d partir des tableaux 1 et 2
donnent le nombre de fois oll chaque critére a permis d'aboutir :
- au meilleur ré&sultat (tableau 5)

- au moins bon résultat -les 15 cas ol les six critéres donnent

le méme résultat ne sont pas comptabilisés_ (tableau 6)

Nombres 21§ 23] 18| 24| 251} 26
sur 29 ' '

tableau 5
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C1 .C2 C3 C4. CS‘ C.6

Nontbhres

. .51 41 11 5
sur i4

W
[

tableau 6

Remarque 1 : Aucun critére ne donne toujours le meilleur résultat.

Remarque 2 : Le critére 3 semble 8tre le moins bien adapté,
car s'il donne dix huit fois le meilleur résultat, il donne

onze fois le plus mauvais.

Remarque 3 : Les différences entre 1é critdre 1 et le critére 2

ne peuvent qu'@tre dues au hasard.

Remarque 4 : Le critére 6 est le plus adapté, résultat logique
car i1 est basé sur une simulation du ré&sultat 3 1'étape suivante.

Remarque 5 : Les critéres 4 ét 5 apparaissent comme des critéres
intermédiaires entre le groupe (critére 1, critére 2) et le
critére 6.
on peut &tablir les classements sulivants
1~ par ordre d'intér&t croissant
3, et 2, 4 et 5, 6
2~ par rapport au cofit croissant de mise en oceuvre
let 2, 3, 4, 5, 6
Aussi est-ce le critdre 1 qui a toujours &té retenu pour la

suite des expériences numériques.

Remarque 6 : Les trois histogrammes et le tableau 3 confirment
que le nombre de paramétres augmente rapidement lorsque le
creux diminue. Sur les échantillons ayant permis de d&terminer

les histogrammes, on a obtenu en moyenne :

9,49 paramétres pour p = 4%
18,14 " " = 5%
24,88 " " = 6%

Remarque 7 : Les résultats obtenus sur les matrices tirées

au hasard sont trés différents de ceux obtenus sur les matrices
de type dispatching avec sensiblement le m&me creux (9A%) :
24,88 paramétres en moyenne pour les premiéres contre 8 nour

les secondes.
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Cette différence s'explique par la construction des matrices
de type dispatching : & chaque 1igné de la matrice correspond
une ligne ayant la méme structuré (ié les deux lignes ont
leurs &€léments non nuls dans les mémés colonnes) et surtout,
les matrices B ont une forme particuliére, ce qui favorise

la similitude des structures de groupes de lignes, donc
permet d'arriver trés vite dans la proc&dure de ré&solution

a 1'"élimination” de paramétres.

Ce fait est confirmé par le tableau 4 gqui donne les
résultats obtenus sur trois des matrices de type dispatching
lorsqu'elles perdent leur structure particuliére.

B-3-6 Cas défavorable 23]

Ce sont les matrices de configuration ou plans
prosjectifs finis, 251, telles que :

- INi n Nj]= 1 v i,wj,i # 3 & k éléments par ligne et par
colonne.
-k =m+ 1 ol m premier ou puissance de premier

-n= m2 +m+ 1

Exemple : m =3 k =4 1n = 13
3 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 X X X
2 X X X
3 X X X X
4 X X X X
5 X X P4
6 X X X X
7 b3 X X X
8 X X X x
91 x x
10 X X X
11 | x X X X
12 X X X
13 X X X . X
on obtient p 2 L ; L m(?+1)

dans 1'exemple précédent, 'p= 6



43

Démonstration :
Quelle que soit la premidre équation, elle entrainera

1'introduction de (k-1) paramétres.

Dans le meilleur des cas, la seconde équation aménera
(k-2) nouveaux paramdtres puisqgue | Ny n N3l =1 Vi, j, i¥]
De méme, la troisidme équation amenera (k-3) nouveaux

paramétres
[
|

'
la (k-l)e équation amenera 1 paramétre

donc p> (k-1)+(k=-2)+---+1

(kﬁl) { = K(k-1) _ m(m+l) _ (n-1)

i=1 2 2 2
(n-1)
=3
Ce cas est, @ notre connaissance, le plus défavorable que
l1'on puisse trouver a dimension de matrice et 3 densité
égales.




~

B-4~ Phase 2 : résolution

La premiére phase ayant permis de déterminer la
permutation f et la dimension p du tableau (nxp) nécessaire
3 la résolution, celle-ci est alors possible. Durant la
résolution, deux &léments caractéristiques de la méthode

apparaissent :

- le choix du pivot

-~ 1'&limination de paramétres.

B-4-1 Le choix du pivot

On a vu, sur les différents exemples donnés dans c¢e cha-
pitre, que de chaque équation é&tait tirée 1'expression d'une
variable.

Si 1l'expression est ré&duite a un nombre, c'est la valeur
finale de la variable, sinon 1l'expression est une fonction de
variables "paramétres”.

Le coefficient de cette variable est donc le terme

utilisé comme pivot.
Deux cas se présentent &8 1'&tape k :

- on exprime une "nouvelle' variable, ce qul signifie que Atk= 0
pour i < k.

Le pivot est alors un terme de la matrice initiale,
ce qui est important car,
# on ne commet aucune erreur sSur Sa valeur exacte
# dans la mesure ol tous les coefficients de la matrice initiale
sont du méme ordre de grandeur, il n'est pas la cause de grandes
erreurs de calcul et son choix se rapproche de celui donné par
le critére de Durand (voir page 3 -cihanitre I)

De toute manidre, on peut toujours rechercher le "meilleur”
(k) '
pivot dans J, = {J € Ci/Aij # 0}, dans la mesure ol cet ensemble

n'est pas réduit & 1 seul &lé&ment.



= on exprime une variable paramétre en fonction des autres

paramétres (ie on "&limine" un paramétre).

C'est dans ce cas qu'une recherche sur le "meilleur"”
pivot s'impose d'oll 1'option "pivotage partiel sur les colonnes".

I1 faut remarquer gque pour les matrices creuses, le
premier cas se rencontre généralement beaucoup plus que

le second.

B-4-2 1'Elimination d'un paramétre

Ce gu'il faut surtout remarquer dans ce cas, c'est
qu'on "élimine" un paramétre d&s que possible. De mé&me,

on recalcule aussitdt 1l'expression des variables déja

exprimées en fonction de ce paramétre.

Cela permet qu'a une étapé donnée dans le tableau
(nxp) nécessaire 3 la résolution, une colonne soit indicée

comme le paramétre auquel elle se rapporte.

 Ainsi, cette colonne peut &tre plusieurs fois

indicée au cours de la ré&solution.

Il suffit donc de deux tableaux, respectivement de
dimension (n) et (p), pour indicer tous les &l&ments qui
pourront se trouver en cours de résolution dans le tableau

auxiliaire .

Enfin, l'expression d'une variable 3 1'étape k
tenant compte des calculs effectués aux é&tapes 1 a (k-1),
c'est une expression de substitution "minimale”, qu'on utilise,

par rapport & la fonction de permutation f.

exemple :
d 1'étape k, la valeur de la
A = variable x, aura été déterminée,

et c'est cette valeur gu'on

utilisera.dans la suite de la

résolution.
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B-5- La RCL factorisation

Le principe présenté& dans le paragraphe A7 de ce
chapitre reste le mé&me, seules quelques remarques viennent le

compléter dans le cas(g?s matrices creuses.

1- La matrice (C) ne sera pas réduité 3 une matrice
diagonale que si on élimine un paramétré a 1'étape k.
L'autre finalité possible 3 1'étape k &tant 1'expression
d'une nouvelle variable en fonction dés paramétres déterminés
précédemment, ﬁ}le(correspond au cas ol (A, = i<ky -

2) (1) ik

on aura donc éL-—- L C A)ik = 0 pour i < k¥ donc (E)

est une matrice diagonale.

(k) 2- Les &léments non triviaux composant les matrices
C sont ceux apparaissant dans la colonhe du tableau (nxp)
correspondant au paramétre qu'on &limine 3 1'é&tape k

(3 une division prés par le pivot).

exemple :
Soit la matrice A
1 2 3 4 5 6
1ix X X
2 i X X X
A = 3 X X b 4
4 | x X X
5 X X X X
6 X X X X

d 1'étape 3, le tableau (nxp) se transforme de la maniére
suivante , si on &limine le paramétre d'indice 3 :

3 6 6
1 [E1| Ve 1 1
2 [E2] V2 2 V2
2 [F3] V3 3 V3




alors - J1 —ti/t3
1 -t
(3) /ty
C = 1/
t3
1

(1) (2) (4) (5)
Dans cet exemple, les matrices c, C, C et C seront

des matrices diagonales avec un é€l&ment différent de 1 qui
sera respectivement
l/all’ 1/a22, 1/a44 et l/a55

On retrouve 13 le fait que le pivot est un terme d'origine
de la matrice A développ® en B-4-1 chapitre II.

3- Enfin, il faut remarquer que dans la mesure ol les matrices

A et Al doivent atre mémorisées simultanément, la factorisation
RCL peut &tre d'un emploi avantageux du point de vue encombrement -
mémoire cas seules les matrices(é)(non triviales) sont a mémoriser
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La méthode générale qui viént d'étre développée

s‘adapte tr2s facilement 3 certains problémes souvent
rencontrés dans la littérature.

(k) (k) (k)
1) Résolution d'une suite de systémes A x = b
(k)
- a =a Vx
on conservera A" sous la forme RCL

(k) .
~ les matrices A ont la mé&me structure.

I1 suffit de rechercher une seﬁle fois la permutation f et
de résoudre les différents syst2mes 4d'aprés celle-ci.

2) Systémes & matrice particuliéré

- Matrice symétrigue pleine.
Soit A la matrice d'un systéme de dimensions (n x n), svmétricue
et pleine.

Alors (n2+n) mémoires suffisent 3 mémoriser A et A-l-

simultanément par la factorisation RCL.

- Matrice blocs diaconaux,

soient N1'N2'_-_Nk les sous-ensembles de N déterminant  1les blocs

diagonaux et P, P -==P, le nombre maximum de paramétres dans

2’

chagque bloc. On note n --, n. les cardinaux de Ni,---- Nk

1’ "

alors il suffira de prendre un tableau de dimension

( sup(n,) x sup(p,))
1<ic<k 1<i<k

pour pouvoir résoudre le systéme.



CHAPITRE 111

APPLICATION A LA METHODE SIMPLICIALE




INTRODUCTION

La méthode des paramétres exposée au chapitre
précédent trouve une application idéale dans la méthode
simpliciale.

C'est cette méthode ainsi que ses différentes mises

en application qui sont rappelées dans la section A.

De méme, 1'adaptation de la mé&thode des paramétres
d la méthode simpliciale est présent&e dans la section B.

Les résultats des expériences numériques effectuées
dans ce cadre sur différents problémes sont donnés dans
la section C.



APPLICATION

A-1- Rappel de la méthode simpliciale r2e6]

soit le programme linéaire

maximiser f.x

Ax < b
x > 0

ol A est une matrice mxn, indicée par LxJ, xéRp, fthn, baR™

Définitions :
I e€J
¥ I est une base“ T] = IL|
AI est inversible
) I
A"xy = a
une solution de base réalisable X(I) est telle que § X;2 O
fo:o
# 4(I) = £ - fI(AI)—lA est le vecteur critére de condidature

Théoréme : Si pour une base I réalisable on a a(x) < 6,
alors x(I) est solution optimale du probléme.

Principe de la méthode :

La méthode simpliciale définie une suite de valeurs
f.x(I) monotone non décroissante, en se déplagant d'une base
I 3 une base voisine I' = I + r - s, r et s &tant définis

comme suit :
1) d(I) £ 0, alors on choisit :s € T tel que ds(I) > 0

2) 1'indice r quittant la base est alors sélectionné de la

fagon suivante :

t (I) ti(I)
r : = = min { ///T?(1)> 0, 1 ¢ I}
TS (1) T (1) *

on t(I) = (AT) la

() = (ahH)~!a



Calculs & effectuer :

1) pour la d&termination de &, il faut calculer 4(I)
am = £ - £1@ah~1a
soit d4(I) = f - uA avec upl = ¢!

s .
2) pour la détermination de r, t(I) et T (I) sont nécessaires.

I1 faut donc, 3 chaque changement de base, ré&soudre

trois systémes linéaires :

uAI = fI
alt = a
AlrS = aS

c'est sur la maniére de résoudre ces trois systémes que
différent les mises en application de la méthode présentées

ci-dessous.

A=2- Différentes mises en application

1 - Calculs directs

On résoud directement les trois systémes & chaque
itération et seules les données du probléme doivent &tre

mémorisées.

Ce principe n'est en fait acceptable que pour des
petits programmes linéaires ou des programmes lin&aires de
structures particulieéres,(problémes de transport par exemple),
car sinon la résolution des trois systémes est longue et

cofiteuse.

2 - Méthode de l1l'inverse explicite

On conserve en mémoire la matrice A et 1l'inverse

de la matrice de base AI, mise 3 jour 3 chaque itération.

]
En effet, deux matrices de base Al et AT successives
différent d'une seule colonne. On peut donc obtenir la matrice
i
inverse de Al en multipliant 1l'inverse de al par une matrice

d'élimination de Jordan EI telle que :



0 r+’ r
K2 ;\,1

ol TS est la solution du systéme AITS= AS, on obtient

(at’y~t = E (D)1,
I1 faut en praticue disposer de m2 méroires pour mémoriser

1

I..
1'inverse;méme si AI est une matrice creuse, (A7) ne l'est plus

aprés un certain nombre d'itérations.

3- La factorisation PFI (product form of inverse).

s'inspire du principe exposé& ci-dessus, o0 3 1'itération k :

I Ty -
@*®™t =5 _ @aFhH sott
I I
"ky=1 _ 1,-1
(A7) 7 =Fp | By --- EJEj (A7)

on mémorise l'inverse de la matrice de base 3 l1'itération k sous

forme 4d'un produit de matrices é&lémentaires Fli 1 <1 < k-1 et,

I1,-1
si nécessaire, de la matrice (A 1) .

4 - Factorisation EFI (effective form of inverse)

Cette m&thode est basée sur le principe de la
décomposition LU d'une matrice inspirée de la m&thode de Gauss

Al = LU avec L triangulaire inférieure

U triangulaire supérieure

. I
soient A" = {Al, AZ’ ——, Ar, -—, Am} ol Ar est la colonne

sortant de la base et al = {A1, A2,———, As,---, Am} ol

AS est la colonne entrant dans la base
I _
on a A =L U
J - ]
soit HY (L )"l
1

I

_ - B —_——— =1 — -1
= {(L) A, (L );,AZ, , (LY As, , (L) Am}



-1,.1 .
mais (L ) (A7) = {Ul’ U2, -, Ur, —— Um} = U

matrice triangulaire supérieure

on en déduit :

g’ = (u (L) " a -——- U}

Ur +1/ m

10777 U gy s’

soit une matrice de la forme

NE
\\

/ el o

L

/
H® = r poooozzzoNy —~
L
/,,4 v A

L
pour transformer H! en U triangulaire supérieure, il suffit
1)
de triangulariser la partie inférieure de H' a partir des

lignes et colonnes d'indice r.

On peut ainsi obtenir une meilleure précision que
dans les méthodes 2 et 3, oll le pivot Tf est imposé, car
on a la possibilité de choisir les différents pivots utilisés

lors de la triangularisation.

variantes

Outre la méthode présentée ci-dessus, l'actualisation a donné
lieu & plusieurs variantes, en particulier

- 1'actualisation LU modifiée de Bartels et Golub

- 1l'actualisation LU de Tomlin

on pourra consulter 38 ce sujet 1la référence. [27],

Ces différentes méthodes (sauf la premiére) sont d'un
emploi trés général et ne nécessitent aucune hypothé&se sur la

structure de la matrice du programme linéaire.

I1 va de soi cu'elles ont pu &tre adaptées dans le cas

de PL dont la matrice présente une structure patrticuliére.



L'adaptation de la méthode des paramétres 3 la méthode
simpliciale peut se faire de deux maniéres :
1- en utilisant la factorisation RCL

2~ avec résolution directe & chaque itération.

La premi2re ne nécessite aucune hypothése particuliére sur
la structure de la matrice du programme linéaire et peut é&tre
utilisée en tenant compte de la propriété

(k) (2k-1) (1)

1 = a -a
X3 X3 k3

1< j< k-1
k =2,---n
(Chapitre II - A - 7)
(k)
I1 suffit donc de mémoriser les matrices C ,
k = 1,n , de les mettre & jour & chaque itération et
de savoir repérer les matrices (i) sur les données de

la matrice A.

Ce procédé entre dans le méme cadre que les
méthodes 3 et 4 exposées dans la section A mais ne
tient pas compte d'une caractéristique généralement

rencontrée dans les programmes linéaires de grande taille.

La matrice du PL est trés creuse, creux qu'on

. I
retrouve dans les matrices de base A".

C'est sur cette caractéristique que repose la
seconde manidre d'adapter la méthode des paramétres a la

méthode simpliciale et qu'on &tudie ici.

B-1- Résolution directe des syst@mes linéaires a

chaque itération.

Pour tenir compte de la remarque contenue en A-2-1
de ce chapitre, l'adaptation présentée ici est celle

avec calculs directs 3 chaque itération sur des PL dont la

caractéristicue principale de la matrice n'est autre cue d'étre

creuse,
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Ce principe présente plusieurs avantages :

1 - Il n'y a pas cumul des erreurs de calcul

En effet, les solutions des diff&rents systémes sont
calculZfes 4 chaque itération & partir de la matrice Al et

non pas & partir de 1l'inverse (AI)_l obtenue par les mises

-

& jour successives aux itérations pré&cé&dentes.

2 - Pour démarrer l'algorithme, il suffit de connaitre une

base réalisable Ie gquelconque.

L'inverse (AI)'1 n'étant pas nécessaire, on peut
démarrer l'algorithme avec n'importe qu'elle matrice (ah)

pourvu que I soit une base réalisable.

3 - Tenant compte du creux de (AI) 3 chaque itération, tous
les €léments nécessaires 3 la ré&solution se trouvent en
mémoire centrale d'ordinateur, ce qui permet une programma-
tion relativement simple de la méthode et la possibilité

de travailler sans fichiers intermédiaires.

4 - Pour la méme raison que précédemment, la taille des
PIL. que 1'on peut résoudre en mémoire centrale d'ordinateur

s'en trouve considérablement augmentée.

B-2- Remargques concernant 1'adaptation

1- Pour une matrice donnée (AI) et lorsque les permutations

f et g (B~-3-3 chapitre II) sont déterminées, alors les
matrices (P A Q) et (Q' At P') présentent le m&me nombre
maximum de paramétres.

P et Q sont les matrices de permutation des fonctions f et g.

P' et Q' sont les matrices de permutation des fonctions f' et g'

tellesque .
£ :41,2,...,n} > {£(1), £(2),...,£(n)}
g: {1,2,...,n} > {a(l), a(2),...,9(n)}
£'(k) = n-f(k)+1
g'(k) = n-a(k)+1

Démonstration :

pour (P A Q), a4 = 0 pour l<ign-p~1 et i+p+1<j<n

pour (P A Q)E aij = 0 pour 1l<j<n-p-1 et j+p+l<i<n
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par définition des fonctions f' et g', on obtient
3 A~y D=j+1
i ~ay n-i+l
t .
donc, pour (Q' A" P'), ajy = 0 pour l<n-j+lsn-p-l
j+p+l<n-i+l<n

soit p+2<j<n
et l<i<j-p-1

ou ce qui est équivalent 1<i<n-p-1 et i+p+l<j=sn

I1 suffira donc de déterminer une seule fois f et g pour
pouvoir résoudre les trois systémes.

2- Lors d'un changement de base de I & I', si on note
P et Q les matrices de permutation des fonctions f et g
relatives 3 Al alors le nombre maximum de paramdtres de

la matrice (P Al Q) est p' tel que p-1<p's<p+l

Démonstration :

- e — e T - —

D'aprés la définition du probléme, et pour une permutation f :

P=maxf{(IN_ .1 - £ )/ ieN}
{(B-3-3 chapitre II) ‘

les matrices Al et Al' ne différent que d'une seule colonne,

on obtient que les Ng¢(j) pour la matrice I' sont telles que :

I

II
f(i)l !

IN - 1< |N IN | + 1 Vi e N

I
f(1i)
on a

v oo 1 _ .
p max{(]Nf(i)l f(i))//l p N}
donc P-1 < P' < P+1

Cette remarque peut donner lieu 3 une variante de 1'adaptation
de la m&éthode des paramétres & la méthode simpliciale ; en effet,
le tableau auxiliaire (nxp) nécessaire 3 la résolution d'un
systéme devant &tre dimensionné au d4dé&but du prodramme, on pourra
ne déterminer les permutations f et g gqu'aux itérations ol

le nombre de paramétres rencontrés en cours de résolution risque



de dépasser la valeur donnée dans le dimensionnement de ce

tablesa.

3 - Cas de la méthode sirvpliciale en variables bornées.

On peut introduire les contraihtes de borne directement
dans la matrice A du PL 3 résoudre, ce qui a pour effet d'aug-
menter la dimension des svstdmes 3 résoudre mais non le nombre

de paramétres de ces systérmes.

On ne traite que le cas ol x; < X (lecas Xy ¥ X

1 m

donne le mé&me résultat).

Deux possibilités pour une matrice de base AI.

o Xy est de base et 3 sa borne sunérieure : 1la
variable est enti@rement déterminée et n'interviendra pas dans

les calculs variables-paramétres de la résolution

Xy et la veriable d'écart associée 3 la contrain-

te Yy sont de bhase.

I]1 existe donc dans la matrice (AI) une colonne de degré
1, celle relative a yi) et on peut se ramener & la forme donnée
en B,3.1, chapitre IIT.
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Les expériences numériques décrites ci-dessous ont
un double but :
- comparér 1la méthode simpliciale avec inverse explicite et
celle avec résolution directe par la méthode des paramétres.
- Vérifier certaines caractéristiques de la m&thode des
paramétrés et méttre en évidence le fait qu'elle permet
de traiter des programmes linéaires de grande taille en
mémoire centrale.

C-1- : Conditions d'expériences et de validité des
résultats

Les méthodes d'indigage [ 6]

Seuls les é&léments non nuls de la matrice du PL
ont &té& mémorisés en double précision. Les méthodes

d'indigage différent cependant pour les deux méthodes :

Inverse_explicite : double indigage :
chaque &lément de A est repéré& par son indice de ligne et
son indice de colonne, les €l&ments considérés colonne par

colonne, é&tant placés dans un tableau unidimensionnel.

Methode des paramé@tres : triple indigage :
au sché&ma précédent, s‘ajoute un tableau unidimensionnel
donnant les indices de colonne des &léments de A considérés
ligne par ligne. Ce schéma d'indigage permet de déterminer
facilement J, = {j/Aij # 0} et Jj = {i/Aij # 0}, é€léments
nécessaires pour la détermination des matrices de permutation

f et qg.

Les variables d'écart et artificielles :

Dans les deux cas, leur coefficient (t 1) a &té considéré
comme un €l&ment non nul de A et & ce titre, indic& comme les

autres valeurs.

Les contraintes de borne sur les variables : Elles ont

été prisesen compte comme les contraintesinitiales du probléme,
ce qui a pour effet d'augmenter la taille des différents tableaux
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nécessaires aux résolutions. On pourra donc dans ce cas
établir une comparaison sur des nombres de mémoires "corrigés"

nécessaires pour la ré&solution.

Utilisation de 1la mé&thode mixte [B]

Lorsque des variables artificielles ont été introduites,
c'est la méthode mixte qui a &té employée pour résoudre le
probléme.

- Structure particuliére de la matrice de base

I1 n'a jamais été tenu compte d'une structure particuliére,
celle décrite en B-3-1 chapitre II par exemple, des matrices
de base lors de la résolution des systémes linéaires.

- calculs : ils ont toujours ete effectues en double

précision

- Pour 1'inverse explicite :

Les opérations portant sur des €l&ments nuls n'ont pas
été effectuées lors de la résolution des systémes et de la

mise a& jour de 1'inverse.

- Pour la méthode des paramétres :

A chaque itération, les &léments composant la matrice
de base (AT)Y ont &te recopiés dans un tableau auxiliaire AU,
indicé par ILU et ICU dans l'ordre donné par la fonction de
permutation f. A partir de la fonction de permutation g, on
peut ensuite transposer facilement (AI)t pour résoudre les deux
derniers syst2mes (les calculs ont été effectués 3 partir de AU

Lors de 1'é&limination d'un paramétre, c'est le coefficient
le plus grand en valeur absolue des coefficients des variables
"paramétre" qui détermine le paramétre & &liminer (option
pivotage sur les colonnes). Lorsqu'on exprime une "nouvelle"
variable en fonction des paramétres, c'est la premiére , par

ordre d'apparition, "nouvelle" variable gqui est automatiquement
choisie.

Le Code de programmation - voir annexe II pour la
méthode des paramdtres - lancuage FORTRAN -
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C-2 Résultats

. sept problémes ont &t& résolus :
- les trois premiers ont permis de comparer deux adaptations
de la méthode simpliciale: inverse explicite et résolution
directe par la méthode des paramétres ;
- les deux suivants, deux modéles é&nergétiques, ont donné
lieu 3 des programmes linéaires de grande taille qui n'ont
été résolus qu'avec la méthode des paramétres.
- les deux derniers sont des programmes linéaires rencontrés
lors de la résolution d'un probléme de dispatching &lectrique.

. les temps sont donnés en seconde

. 1l'ordinateur utilisé est un IRIS 80.
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Probléme n¢ 1 :

.

Probléme n° 15 de [29]

32 60

28

32

32 variables

3 1'origine : 28 contraintes <

32 contraintes de borne <

A H

) 236 &léments non nuls (p = 26,34%)

probléme & traiter :
92 variables
60 contraintes en &galité

A : 328 &lé&ments non nuls (p = 5,95%)
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Résultats
o Inverse
Paii?étres explicite(2} ﬁéig?rt

Nombre i a0 38

d'itérations ,

Temps moyen 0,17 0,13 0,76
par itération S

Nombre de

mémoires 4726 & 8945 1,89
utilisées

pour les 1464 1136

données xx .

pour les 3262x 7809 2,39
calculs ‘ . .

* Valeur correspondant a un nombre possible de paramétres

égal a 10.

** Données en simple précision.
Le nombre maximum de paramétres est égal a 6.
Evolution du nombre de paramétres

Numéro de ,

1'itération 10 15 ’20 25 30 35 40

Nombre de

paramétres 1 3 3 3 ‘ 4 5 3

Nombre de

paramétres 1 2 31 4 5 6

Nombre

d'itérationg 5 4 131 101 2 1

Nombre moyen de paramétres par itération : 2,7
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Probléme n°® 2 :

Probléme congu d'aprés la m&thode exposée dans (30 1

60 60 100

d 1l'origine :

120 variables
100 contraintes en é&galité

A1 : 270 éléments non nuls (p = 5%)

Probléme 3 traiter

220 variables
100 contraintes en égalité
A : 700 é&léments non nuls (p = 3,18%)
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Résultats
Inverse
Paramétres : Rapport

(1) . explicite(2) (2/1)
Nombre
d'itérations 173 . : 178
Temps moyen :
parpitérgtion 0141 , . - 0,45 1,08
Nombre de
mémoires 9220 =« 23733 2,57
utilisées ; :
pour les
données xx 3120 | 2420
gg‘l‘gui‘gs 6100 « 21313 3,49

+ Valeur correspondant 3 un nombre possible de paramétres
égal a 10.

**x Données en simple précision.

Le nombre maximum de paramétres est &gal a_g.

v e - - — - — —— " —— T e o e e T — - —

Numéro de

1'itération 20140 60. BQ 100 |} 120 | 140} 160 | 173
Nombre de 1 1 3 6 4 3 5 5 .
paramétres . - B .

Nombre de 0 1 2 3 1 c 6 . 8
paramétres “ 1 ,

Nombre

d'itérations 1 37 7124131 30‘ 21 6 3

Nombre moyen de paramétres par itération : 3,40
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Probléme n°® 3 : b

48 170

122

48

a 1l'origine

48 variables
122 contraintes =<

48 contraintes de borne <

A1= 718 &léments non nuls (p = 12,25%)

Probléme & traiter :

218 wvariables
170 contraintes gy &galité
A : 936 éléments non nuls (p = 2,79%)
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Résultats : 1°) Pour la minimisation
Inverse
Paramétres o Rapport

(1) explicite(2) (2/1)
Nombre
d'itérations 102 97
Temps moyen ‘
par itération 0,7 0,996 1,42
Nombre de 15555 4 64100 4,12
mémoires
utilisées
pour les 5520 4584
données x»*
ggg;uizs 10036 59516 5,93

x Valeur correspondant & un nombre possible de paraméetres

égal a 10.

xx Données en double précision.

Le nombre maximum de paramétres est égal 4 6.

———

. - — . - A S - -

Numéro de 10120304050 |60]|70]80]90
l'itération

102

Nombre de ol ol 2 1t 3] s| 3] 5| 2
paramétres

Nombre de ol 1] 21 3| 4| s &
parametres

Nombre 28| 15| 16121415 2
d'itérations

Nombre moyen de paramétres par itération : 2,2156.
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2°) pour la maximisation

Ernriverse.

Parametres (1) Explicit® (2) Rapport (2/1)
Nombre 112 120
d'itérations
Temps
moyen par 0,75 1,36 1,81
itération
Le nombre maximum de paramétres est égal & 6.
Evolution du nombre de paramétres
Numéro de
1'itération 10{20{ 30| 40 {50 | 60| 70 80 | 90100 | 112
Nombre de | o gt 2| 3| s| 4| s| s| 2f 2| 4
paramétres
Nombre de o |1 2|2 |4 |5 |68
paramétres
Nombre 26 | 2 |9 |16 |26]18 |15
d'itérations
Nombre moyen de paramétres par itération 3,14




Probléme n

20

° 4 : modéle énergétique

251 204 32 32 13
249
Al
44 62 13 87
=
49 ;;;;;;;: :
==

49
ol A1 = 44

44

251

249

A1:

18
S =
7

variables
. 204 en <
contraintes {.32 en >
13 en =
718 &léments non nuls (p = 1,15%)

Probléme & traiter :

532

249

. ot
variables 251 variables d'origine '

236 variables d'écart Mo

45 variables artificielles

contraintes
999 &léments non nuls (p = 0,75%)
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Résultats : (pour la méthode des paramétres)

- 392 itérations

- 1,12 seconde par itération

- 21100 mémoires utilisées (pour un nombre possible de
paramétres égal a 10)

- dont 6550 pour les données en double précision

- soit 14650 pour les calculs

- le nombre maximum de paramétres est égal a 4.

Nombre de
paramétres

Nombre

At tArationg 361 100§ 112} 133} 11

Nombre moyen de paramétres par itération : 1,9566
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Probléme n°® 5 : modéle éneraétique

841 | 794 128 128

922

841 variables

922 contraintes{794 en <

128 en 2
A : 2816 éléments non nuls (p

0,36%)

Probléme & traiter :

841 variables d'origine
922 variables d'écart

128 variables artificielles

1891 variables

922 contraintes

A : 3866 &léments non nuls (p = 0,22%)

RUS°
ULLE
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Résultats : (pour la méthode des paramétres)

-~ 940 itérations

--11,58 secondes par itération

~ 78640 mémoiresutilisées (pour un nombre possible de paramétres
égal & 10)

~ dont 24950 pour les données en double précision

~ et 53690 pour les calculs

Le nombre maximum de paramétres est €gal a 4.

Nombre de

paramétres 0 1 2 3 4
Nombre 122 | 563 ] 220} 30| s
d'itérations .

Nombre moyen de paramétres par itération : 1,1840
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Problémes n® 6 et 7 :

Les deux programmes lin€aires ayant fourni les
résultats qui suivent ont &té& rencontrés lors de la
résolution 4'un probléme de dispatching é&lectrique
(réseau grec a8 44 noeuds) par la méthode des centres
linéarisés (MCL) [31,

On pourra trouver dans {32 une description détaillée
des conditions de mise en oeuvre de la MCL et des résultats
obtenus

Les matrices de base sont de dimension 89 x 89(Q $ = 7,5 %)

Programme linéaire 1 :

- 111 itérations
- 0,525 seconde par itération

- le nombre maximum de paramétres rencontré est &gal a 9.

&ombre de

varametres |0 1| 2| 3| 4| 5] 6|7 [8]°9
[Nombre 1] s| 101 10| 7] 19 17|12 |19
d'itérations

Nombre maximum de paramétres par itération : 5,7027

Programme lin&aire 2 :

- 157 itérations

- 0,538 seconde par itération

- le nombre maximum de garamétres rencontré est &fal a 12°

Nombre de

paramétres

Nombre

i'itérations 1 10 3 8 211 20} 9 24| 31]17 10 2

Nombre. moyen de paramétres par itération : 6,2484



C-3- Remarques et commentaires

1 - La résolution des systémes linéaires par la méthode
des paramétres permet de traiter des programmes linéaires
3 matrice creuse et de grande taille en mémoire centrale.

Le probléme n° 5 ne nécessite réellement que

e T

paramétres égal a 4.

2 - Le nombre maximum de param&tresreste toujours petit

(de 1'ordre de 10) pourvu que ¢ le soit.

Pb 1} Pb 2 | Pb 3{Pb 4|Pb5|Pb 6jPb7

p% 5,951 3,18 12,7910,751 0,22 7,5 7,5

Nombre maxinmm
de paramétres

Les valeurs 9 et 12 correspondent en fait a de fortes densités
{(7,5%).

3 - Lorsque la taille du probléme aucmente, la méthode
des paramétres semble &tre d'un emploi plus avantageux
que l'inverse explicite aussi bien en volume de mémoires

nécessaires qu'en temps de calcul.

Rapport des Rapport des temps
volumes de moyens par
mémoires * itération

Pb 1 1,89 0,76

Pb 2 2,57 1,08

Pb 3 4,12 1,42

SR . J

(inverse explicite)

Rapports
(méthode des paramétres)
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* Ces rapports sont calculés avec un nombre possible de
paramétres €cal 4 10 (en réalité, on a respectivement pour

chacun des problémes 6, 8, 5 paramdétres au maximum) .

4 - Le temps moyen par itération est surtout fonction de

ia phase 1 de la méthode ("rangement" de la matrice).

Les problémes 6 et 7 relatifs au méme probléme
de départ montre que le nombre moyen de paramétres par

itération n'a que peu d'influence sur le temps moyen par

itération
Nombre moyen Temps moyen
de paramétres par itération
Pb 6 5,7027 0,525
Pb 7 6,2484 0,538

soit une augmentation moyenne de 0,013 seconde par itération
pour une augmentation de 0,5457 du nombre moyen de paramétres

(matrice de base de dimension 89 x 89)

Le probléme N° 5 est particuliérement significatif
a cet effet : le temps moyen de la phase 1 est de 8,51

secondes par itération.

5 - Pour mesurer la précision des résultats obtenus
avec la méthode des paramétres, on a calculé la valeur

des résidus sur la solution du probléme %

R= 128 -B|], Re R"

pour les quatre premiers problémes : R, < 1.107 12

-11 v

pour le cinquiéme : Ri < 1wl0 2



ANNEXE 1 : Matrices de type dispatching

1. Matrice de dispatching du réseau grec
2. Matrice de base la moins creuse
3. Résultat - critére i
4. Matrice A1
5. Ré&sultat - critére 4
6. Matrice AZ
7. Résultat - critére 4
8. Matrice A3
S. Résultat - critére 2
10. Matrice A4
11. Résultat - critére 2

12. Matrice AS

13. Résultat - critére 1
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ANNEXE II

CODE FOPTRAN DE PROGRAMMATION DE LA METHODE
SIMPLICIALE AVEC RESOLUTION DES SYSTEMES Li-

NEAIRES PAP LA METHODE DES PARAMETRES,

- Les dimensionnements des tableaux sont ceux utilisés

lors de la résolution du probléme n°4 (chapitre III - page 28).
- Les données sont de la forme

- N, M, N1, N2 ol N= nombre d'éléments de la matrice A
M= nombre de contraintes
N1= nombre de variables d'origine
Né= nombre de variables d'é&cart et
artificielles

IL1 : indices ligne des éléments de Al considérés

colonne par colonne

- ICl : indices colonne des &élé&ments de L1 considérés

colonne var colonne

= IC2 : indices colonne des é&léments de Al considérés

ligne par ligne

- A : coefficients des &lérents de Al considérés
colonne par colonne



SM : second membre des contraintes

FECO : coefficients de la fonction économique.



IMPLICIT DOUBLE PRECISIUNCA=H,0=2)

INTEGER DC,DCU.DL,BA,HBA

INTEGER RBA

INTEGER DCY1,CL1

DIMENSION RRA(S532)

DIMENSIONDC1(S33),DL1¢250)

DIMENSIONILR(S532),.ILU(999),1CuC999),1CR(532),HBA(283)

DIMENSIONDC(532).DCUCP4Y),DL(249),IL1(999),1C1(999),1C2(999)

DIMENSICNA(999Y,AU(999)BA(249)

DIMENSIQONSM(249)

DIMENSTONFECO(532),V1(249),V2(269),0(283),PARA(249.,10)
INTEGER P,P1

READ G,N.M,N1,N2

READ &,(IL1(I),I=1,718)

READ 6:(1(:1(1)01:1'718)

READ 4,(IC2(1),I=1,718) LEcCcTURE DES - e
INPUT, CACT), 121,718) = DONNEES
INPUT, (SM(1Y,1=1,249)

INPUT,(FECO(I),I=1,251)
FCRMAT(Z20IS) .
FORMAT(4IS)
FORMAT(6112)
FORMAT(1215)
65 FORMAT(EF16,12)
DO 6050 1=1,249
6050 pLCI)=0
DO 6000 I=1,718
6000 pLETLICI))=DLCILTI(I) )+
DO 43n0 1=1,204
=718+1
A(k)=1
IL1(x)Y=1
IC1(KY=251+1 ‘
6300 CONTINUE TwTRo DUCToN
0o 6100 1=1,32
K=9 .
A Des VARQBLES
1L1(K)Y=204+1
IC1(K)I=455+1 ’ —
6100 CONTINUE D ECeART ST ARTITICIELLES
Do 6200 151,45
K=95441
A(K)=1
IL1(K)Y=206+]
1C1(KY=487+]
6200 CONTINUE
J3=0
DO 63550 1=1,13
J3=33+1
K1=1000-J3
IC2(K1)=533~1
DO 6400 J=1,pL(250-1)
J2=J2+1
J3=)3+1
1C2¢1000=d3)=1C2¢(719~J2)
6400  rANTINUF

~NOo 9



6350

6400

6500

6950

6900

CONTINUE
vo 6500 1=1,32
J3=J34+1
1¢2¢1000~J3)=520~1
J3=233+1
1¢2¢(1000-J3)=488~1
DO 6600 J=1,DL(237~1)
J2=Jj2+1
J3=2J3+1
102¢1000-J3)=1C2¢719=-422
CONTINUE
CONTINUE
DO 6700 I=1,204
J3=43+1
1€2¢1000=d33=656=]
DO 6800 J=1,0L(205-1)
J25J2+1
J3=J34+1
1€2¢1000=-d3)=1C2(719~J2)
CONTINUE
CONTINUE
ourpPUT J2
ouTPUT J3
DO 6950 1=1,532
ICR(IY=0
DC(I)=0
00 6900 121,249
pL(1)=0

5200
5300
5000
5100
5500
5620

00 52n0 1=1,251
HBA(1)=1
0o 5300 1=1,32
ABA(251+1)=455+1
DO 5000 1=1,204
BAC(I)=1+251
DO 5100 I=1,45
BA(204+1)=1+487
DO 5500 I=1,45
FECO(487+1)=~500000
D0 5629 1=1,236
FECO(251+1)=0

DETER Wi NATVION

LA BASE cT

DE

DE

De U rors- BAKE

DErPART

oUTPUT N
QUTPUT M
oUTPUT N1
QUTPUT N2
CALL UCTIME(O,INTER)

110

120

130

145
11
147

b0 TT1n J=1'N
DCCIC1(UI)=DCCICI(J))+
DLCILICI)I=DLCILICY) )+
DCI(NTI+N2+1)=N+1

DL (M+1)=N+1

20 120 I=1,(N1+N2)
JENT+N2+1~]

RBACJ)=0
DC1CIYI=DCI(J+1I-DC(J)
DO 130 I=1,M

J=M+11]
DL1CJ)ISDLICI+1)=0L(CJ)
L8=0

CONTINUE

L8=18+1

DO 145 J=1,M
DLCJI=DLICI+1)=-DL1(Y)
DO 11 J=1.M
DCUCJI=DC(BALJD)

DO 147 J=1,(N1+N2)
RBAC))=0

CRLCVL. Des
=v DEGRES
DES

Col.ONNES

LigNes €7

:I>GJ%TL€ES
COMOLLES
DES

e R



D0 146 Js1.M
146 RBACBACI)I=J
J2=0
J4a=1
D0 100 J1=1,M
K=M+2
K2=0
IF(K"DCU(J))“Z:““:“S
15 K=pCuU(J)
14 K1=) —
12 CONTINUE R ECHERCHE DE LA
ILRCJ1)=BACKT)
K2=DC1(BA(K1))~1 )
17 CONTINUE '——PE;RV\\)'TAT\ON ET
K5=DC(3A(K1))
AUCIZ4J)I=A(K2+]
TLUCIP+II=ICI(k2+d) REMPLISSAGE DES
1CUCJ2+0)=1L1(K2+]) .
Ké=1Cp(J2+J) —_
IF(ICR(KE) ,NE,DIGOTO 19 FABDLEAVYX AU Xt -1AIRES
ICR(KGI=J4
JoezJbe
K3zDL1(X&)~1
21 CONTINUE
po 23 J3=1,DL(KS)
L7T=RBACIC2(x3+43))
IF(L7.EQ,0) GOTO 23
peylL?)=DCUlL7)~1
23 CONTINUE
19 CONTINUE
DCUCKA) =M+
12=424+0C{BA(KT))
100 CONTINUE
DO 150 J=1,M
BACIISILRCY)
pCu¢dy=pc(8ACJ))
1Ca{dY=0
150 V1(J)=FECOCBACY))
1000 CONTINUE

J5=0

P=0

P1=0

J8=0

D0 250 J=1,M
1F(P1-P)270,271,271

270 p1i=p
271 CONTINUE
K720

po 203 J1=1,0CUCy)
IFCICRCICUCIS+IT)) NELQ0J)GOTO 203
K7=K74+1
ILR(K?+J8)=ICUCJS+J1)
203 CONTINUE
J8=J84K?
00 204 J41=1,0CUCJ)
J7=ICR(TICUCIS+IT))
IFCJ?7.EQ,0)GOTO 204
IFCJ7.GT,MIGOTO 206
1F(P,EQ2.0)GOTO 260
DO 207 J6=1,P
207 PARAC,J6)=PARACS,JE)=PARACIT,J6)*AU(IS+IT)
260 VI()=VI(J)=-VI(JTI=Ay(J5+d41)
V2(J)=V2(J)=v2(JT)»AUCJ5+J1)
GOTO 204
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216

214

250

DO 215 J6=1,(P=1)

PARACIT,J6)Y=PARACIT,J6)+PARACIT,PI*PARALY,J6)

VACJ1Y=VICI1Y+PARACIT,PI*VI(J)Y
V2¢d19=V2(J1)+PARACIT,PI*V2(J)
PARACIT1,P)=)

G0T0 214

CONTINUE

Y10J1)=vICI1) +PARACIT,10+V1(J)
V20J1)=V2CJ1)+PARACIT,1I*V2 ()Y
PARA(S1,1)=0

CONTINUE

PARACY,PI=0

P=p~1

J5=J5+DCUCJ)

CONTINUE

299

301
303

300

323

322

320
401

400

402

411

413
410

500

501

oUTPUT PT
IFCL.EQ,1)G0T0 1100
DO 299 J1=1,(N1+N2=M)
DCJ1)=0

00 300 JI=T, (NT+RZ2=M)

K1=0C1(HBACJ1))~1

SONTINUE

pe 303 y3=1,DC(HBACJT))
DEJ1)=0CJ1)+ALKT+03)«v1CICREILTIC(KI+JIII)
D(J1Y=FECO(H3A(JNII=D(JT)

CONTINUE

CALC O

DOV

Cw»\TersE DT
CANDY DA TORE

Jo=1

T2=0,000000001

D0 320 J1=1,(N1+N2=NM)
1F (L9+EQ,Q) GOTO 3273
1F(HBACJ1),GE,210) 60TO0S20
COMTINUE
IF(T2-0(J1))322,320,320
J9=0

I1s=H8A(J1)

72=0(41)

CONTINUE

Tliacn\ELLCJ‘Ef xS e

LA vaws RaLe ENTRANT

DOaANS

L DBASCE

D0 401 J=T/M

DLCJYI=0

DO 400 J=1,J2
PLCICUCU))=pL(ICUCI) )+t
K=1

DO 402 J=1,M

J1=M+1=y
ICRCILR(JIN)I=K
K=K+0L(ILR(J1))
CONTINUE

DO 6410 J=T1,M

J1EM+ 1~y
K=DpC1(BACJ1))~1
CONTINUE

00 413 43=1,0C(BACJ1))
Je=K+y3
J5=1Ca(IL1CJ4))
ICUCIS)=ICTIC(I4)
AUCIS)I=ACJ4)
TLUCIS)=TILI(d4)
ICRUILICIAII=TCRITLICIG))+
CONTINUE

TTRANS PO S\ ThvoN DT

LA NMATRWGE DE

'Bﬁse

0o 500 J=T,M
vV1¢4)=9

v2(J)=0
1F¢J9,.EQ,1)60T0 510
K=pC1(¢1S5)~1
CONTINUE

DO 503 J=1,DC(IS)

\3“)}



503

504
510

505
506

507

1100

601

600

610
611

700
701

702
703
2192

2101

rov
2000

€109

V2CIL1(K+I))Y=A(Key)
DO S04 J=1,M .
VACI)I=V2CILR(M+1~y))
CONTINUE

DO 505 J=1,M
V2Ca)=SMCILR{M+T=2))
DC 504 J=1,(N1+N2)
ICR(JI=O

DO 507 J=1,M
DCUCJII=SDLEILR(M*1=J))

DETER TINATI 0N HNES

Secow e e ®ags DdEs

DEVx SV%TGA1€S A REsSoQHRE

=0 HOLTANE Y ENT

C=1
GOTO 1000

CONTINUE
L=0
IF(J9,EQ,1)GOTO 2102
72=100000000
J1=0
E=0,000001
DC 600 J4=1.M
IFCVI(J) . LE,EIGOTO 600
TF(V2¢J).LT.{=-E)) GOTO 000
Ti1=V2¢J)/ V1Y)
1IF(T>-T1) 600,601,601
CONTINUE
T2=T1
Ji=)
CONTINUE

?kecqe&cqs D i\
NfmaqLe SoORVANT

>e LA BAasT

1FCJT.EQ,0) GOTO 2000

DO 610 J=1,(N1+N2)
TFCICRCJ).EQ,J1)G60TO 611
CONTINUE

IR=)

Do 700 J=1,M

1F(BA(J), EQ,IR)GOTO 701
CONTINUE

BACJ)=IS

DO 702 J=1,(N1+N2-M)
1r(HBACJ) (EQ,I8)60TO 703
CONTINUE

HBA(J)=IR

His8 A TSovk DES
TRAGLEAVXY ©ARE  ET

Q\oOgs.-u B e

ConTInUE

S0=0

DO 27071 J=1,(N1+N2)
IFCICR(J) L EQ,0) GOTO 2101
SO=S0+V2(ICRCYIISFECO(S)
CONTINUE

caLcOL TDHE Ui

o LoTh o 1 VA LEL R,

OUTPUT SO ve FTowNcN o '
ouTPUT IS ~ LA FTowcC Ceo Nowy
OUTPUT IR 8 uVE

IFCIT.EQ,TD)G0T0 2100
DO 707 J=1,(NT1+N2)
ICR(JY=0

G070 1

$0=1000

ourpPyt SO

CONTINUE

CaLl UCTIME(T1,INTER)

QUTPUT INTER
PRINTQ W (BACI),I=1,M)

PRINTF, (HBA(I),I31,(NT+N2~M))
QUTPUT SO

PRINT 92,(ICRCI),I=1,(NT1+N2))
DO2450 I=1,(N1+N2)
IF(ICR(ID.EQ,0) GOTO 2455
vay2(1Cr(T1))

GOT0D 2460

TMPARESS OV S .

»es E3IOLTANS



ZwbD

2460

2450

656
2500

E

ouTPUT 1I:

QutPUT V

CONTINUE

SRINT 65, C(FECOCI),I=1,(NT+N2))
DRINT 65'(V1(I)'I:1DM)

PRINT 66'(D(I)11=11283)
FORMAT(3F16,3)

END
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