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L e s  p r i n c i p e s  de  r é s o l u t i o n  des  s y s t é n e s  d ' équa t ions  

l i n é a i r e s  s o n t  connus dépu i s  lonqtemps, ces d e r n i e r s  t e n a n t  

dans  les nathématiques une p l a c e  f o r t  importante .  

Za t r a n s c r i p t i o n  d e  ces o r i n c i p e s  a l ' o u t i l  in format i -  

que, q u i  a donnée na i s sance  aux a lgor i thmes  de  r é s o l u t i o n  

( c h a p i t r e  1 - A ) ,  a i n t r o d u i t ,  en  p l u s  de  l a  c o n t r a i n t e  "temps de 

r é s o l u t i o n N ,  une nouve l le  c o n t r a i n t e  : " l a  p l a c e  m&moire", p r in -  

c ipalement  dans  l e  c a s  d e  systèmes de  grande t a i l l e .  

C ' e s t  a p a r t i r  d e  ces deux c o n t r a i n t e s  qu 'on t  é t é  dé- 

ve loppees  les a p p l i c a t i o n s  au cas d e s  n a t r i c e s  c r e u s e s  (cha- 

p i t r e  I -E)  . 
La Méthode d e s  p a r a n è t r e s ,  conque p a r  P, H U M W  pour 

répondre  aux m&,es c o n s i d é r a t i o n s ,  e t  1'alcyritm.e c o r r e s -  

pondant v iennent  a i n s i  e n r i c h i r  l ' ensemble  des  méthodes e x i s -  

t a n t e s  t a n t  dans l e  p r i n c i p e  ( c h a p i t r e  I I - A )  que dans  l ' a p p l i -  

c a t i o n  ( c h a p i t r e  I I - B )  . 
C ' e s t  b i en  sQr dans cet te  d e r n i é r e  que l a  méthode peut  

prouver s a  v a l e u r .  

Aussi  l ' avons  nous u t i l i s é e  dans l e  c a d r e  d e  l a  r é thode  

s h p l i c i a l e  ( c h a p i t r e  I I I - A )  , son a d a p t a t i o n  ne  p r é s e n t a n t  

aucune d i f  f f c u l t é  ( c h a p i t r e  III-B) e t  les r é s u l t a t s  ( c h a p i t r e  

I I I - C )  pouvant j u s t i f i e r  l ' i n t é r e t  d e  l a  néthode d e s  paramétres.  



CHAPITRE 1 

RAPPELS . 



1 NTRODUCT ION 

L e s  méthodes de ré so lu t ion  des  systgmes d'équations  

l i n é a i r e s  sont  nombreuses, a u s s i  ne présentons-nous dans 

ce chapitre  que c e r t a i n e s  des  méthodes de ré so lu t ion  

d i r e c t e s .  Deux ra i sons  expl iquent  ce choix  : 

- E l l e s  mettent en évidence les d i f f é r e n t s  pr inc ipes  de base 
( s e c t i o n  A ) .  

- Ce sont  celles employées dans le  c a s  des  matrices  creuses  

( s e c t i o n  B) . 



A-1- La méthode de Gauss 

Z K & Q ~ & Q ~  : transformer le système Ax = b en un 
(n)  (n) (n) 

système A x  = b équiva lent  où A est une matrice t r iangu la i re  

supérieure,  

pour c e l a ,  on c a l c u l e  une s u i t e  de matrices  

( 1 )  ( 2 )  ( n )  ( 1 )  ( 2 )  i n )  
A =  A ,  A , . . ,  A e t b P  b ,  b ,... b telles qua 

(1 (1 s (1) 
a 
1 1  

a 
12 a i  n  

(2 1 
a 

22  
b 
\ 

" oc Or 
a ---- - 
i kk 
l 

?kn 
O 

I 1 

l I 

a o c )  a Oc) 
a,'k- - - ann - A 

( 1 )  

oc 1 
= b  

Oc) 

Oc ) 

bn n 
formules de transformation : .......................... 

'pt' '8' 
( & + i l =  ( & )  , ik k i  i , j  = k + l , . . . n  

i j i j 

les  autres  termes r e s t a n t  inchangés. 



: ex i s tence  : 
--------*=a.--* 

: basée s u r  l e  théorGme s u i v a n t  

(théorème III - C lp751) 

Etn:&t donnée une ma t r i ce  A é M(n,n),  il e x i s t e  t o u j o u r s  

une ma t r i ce  de  permutation P te l le  que A i  = P.A = TA' 

avec T t r i a n g u l a i r e  i n f é r i e u r e  u n i t a i r e  e t  A '  t r i a n g u l a i r e  

supér ieure .  

L e s  nombres (kkk s o n t  appe lé s  l e s  p i v o t s .  On 

d o i t  les supposer t o u s  d i f f é r e n t s  de zéro.  D e  p l u s ,  l e u r  

choix e s t  e s s e n t i e l  en c e  q u i  concerne l a  s t a b i l i t é  de 

l ' a lgo r i t hme .  Aussi  p l u s i e u r s  v a r i a n t e s  o n t - e l l e s  é t é  

développées. 

- pivotage  p a r t i e l  (en l i g n e  ou en  colonne) : op t ion  L ou C 

on recherche l e  "mei l leur"  p i v o t  à l ' é t a p e  (k+l )  s u r  l a  

l i g n e  ou l a  colonne k t  p u i s  on permute les l i g n e s  Ou les 

colonnes correspondantes .  

- pivotage  t o t a l  : opt ion  L c 
on recherche l e  "mei l leur"  p i v o t  dans  la  sous-matrice 

B = m i j / i t j  r k) e t  on permute les l i o n e s  e t  le8 colonn88 
correspondantes .  

Remarques : 

Comme il n ' e x i s t e  pas  de d é f i n i t i o n  du "mei l leur"  p i v o t ,  

p l u s i e u r s  c r i t è r e s  o n t  é t é  é t u d i é s  e t  u t i l i s é s .  

On peu t  prendre  pour p i v o t  

- l ' é l émen t  de  v a l e u r  absolue maximum 

- l ' é l émen t  dont  l a  v a l e u r  se rapproche le  p l u s  de  l a  moyenne 

des  v a l e u r s  (Durand) - 1 

- c e l u i  q u i  se rapproche l e  p l u s  de  1 d e t  A ] "  C2p2171. 

Il a p p a r a i t  en t o u t  c a s  n é c e s s a i r e  de  p r é v o i r  une 

recherche du p i v o t  s i  l ' o n  v e u t  que la  méthode s o i t  

s t a b l e  numériquement. 

On pourra  c o n s u l t e r  à c e  s u j e t  les r é f é r e n c e s  Cl1 a C43 . 



A-2- La méthode de Jordan 

P r i n c i p e  : t rans former  le  systéme Ax = b en  wn 
Gi hl 

systeme é q u i v a l e n t  A x = b oil 9' est une matrice 

d iagona le .  

formules de t ransformat ion  : 

oxistrace : ------------- basCe s u r  l e  thCorame s u i v a n t  

(thgorèrne 1 ClP901) 

E t a n t  donnée A non s i n g u l i g r e ,  il e x i s t e  une matrice S 

te l le  que de tS  = +1 e t  S.A. = D avec D ma t r i ce  d iagona le .  

D e  même que dans l a  méthode de  Gauss, le  problème 

de l a  recherche  du p i v o t  se pose e t  les m ê m e s  conc lus ions  

s o n t  v a l a b l e  S. 

v a r i a n t e  : l a  méthode de Jordan "exacte"  ~ 3 ~ 2 5  1 

A-3- Autres  méthodes 

Nous ne f e r o n s  i c i  que c i t e r  l e s  a u t r e s  méthodes. 

En e f f e t ,  l e u r  exposé ne m e t t r a i t  en évidence aucun nouveau 

p r i n c i p e  de  base ,  celles-ci ayant  pour b u t  de t r i a n g u l a r i s e r  

l a  matrice de d é p a r t  3 l ' a i d e  de  t r ans fo rma t ions  p a r t i c u l i 5 r e s .  



(kl (k +1) 
- Méthode de Housolder : l e s  m a t r i c e s  de passage de A a A 

s o n t  des  m a t r i c e s  or thogonales .  

- Méthode d ' o r t h o g o n a l i s a t i o n  de  Schmidt : l a  m a t r i c e  

t r i a n g u l a i r e  supé r i eu re  obtenue e s t  "or thogonale  en  l i g n e "  

- Méthode de r o t a t i o n s  de Givens :on t ransforme l e  systgme 

i n i t i a l  3 l ' a i d e  de  n(n-1) /2 m a t r i c e s  de r o t a t i o n s ,  v o i r  C l ] .  

C e s  méthodes, s i  e l l e s  o n t  l ' a v a n t a g e  d f  E t r e  s t a b l e s  numérique- 

ment, s o n t  cependant t r è s  onéreuses  en temps de c a l c u l .  

Ains i  : 

- Méthode de Housolder : 14 pz11 

a d d i t i o n s  

+ 6n' + 4n - l2 m u ï t i p ï i c a t i o n s  
3 

n2  + 3n - 2 d i v i s i o n s  
2 

(n-1) r a c i n e s  carrees. 

- Méthode de Schmidt P lplQOl 

n (n+2) (n-1) a d d i t  i ons  

m u l t i p l i c a t i o n s  

L n d i v i s i o n s  

- Méthode de  Givens C 2 ~ 2 4 5 3  

4 3 
3 "  m u l t i p l i c a t i o n s  

f n2  r a c i n e s  c a r r e e s  

Ces volumes de c a l c u l s ,  beaucoup p l u s  impor tan ts  que ceux 

d e s  méthodes de Gauss e t  Jordan ,  f o n t  que c e s  méthodes s o n t  

inemployées dans l e  c a s  d e s  systèmes 2 m a t r i c e s  c r euses .  



B-1- D é f i n i t i o n  e t  s i t u a t i o n  du problètne 

Dans de  nombreux domaines, - é l e c t r i c i t é ,  t h é o r i e  d e s  

graphes ,  équa t ions  d i f f é r e n t i e l l e s - ,  les m a t r i c e s  des  systèmes 

d ' équa t ions  l i n é a i r e s  a résoudre  comportent une grande p a r t i e  

d ' é léments  nu l s .  

Aussi l e  cas d e s  systèmes 3 m a t r i c e  c r euse  a - t - i l  

é t é  p a r t i c u l i è r e m e n t  é t u d i é  a f i n  de t e n i r  compte, l o r s  de  

l a  r é s o l u t i o n ,  d e s  g a i n s  de temps e t  de  p l ace  mémoire rendus 

p o s s i b l e s  p a r  l e  creux d e s  m a t r i c e s  ( o p é r a t i o n s  e t  mémorisa- 

t i o n  ne  p o r t a n t  que s u r  des  é léments  non n u l s )  . 

Dé£ i n i t i o n s  : 

s o i t  n  l a  dimension du système Ax = b 

s o i t  N l e  nombre d 'é léments  non n u l s  de l a  ma t r i ce  A 

* P =  !- e s t  appe lée  l a  d e n s i t é  de  l a  ma t r i ce  A 
n 2 

* ( 1 - p l  eat appe l6  le creux de la  r i t r ice  A 

Le t a b l e a u  s u i v a n t  donne les v a l e u r s  de  p aénéralement 

admises comme c a r a c t é r i s a n t  d e s  m a t r i c e s  c r e u s e s  en fonc t ion  

de  l a  dimension du système ~9 1. 

Remarque : 

On ne peu t  p r é v o i r  qu'un élément sera n u l  que s ' i l  

e s t  obtenu : 

- s o i t  p a r  a d d i t i o n  ou s o u s t r a c t i o n  de  deux zé ros  

- s o i t  p a r  p r o d u i t  d 'un zéro p a r  un a u t r e  élément 

- s o i t  pa r  d i v i s i o n  d ' un  zéro p a r  un élément non nu l .  



S i t u a t i o n  du problème : 

exemple C6p301 

s o i t  l a  ma t r i ce  A d 'un système Ax = b 
1 2 3 4  

S i  on résoud l e  système p a r  l a  méthode de  Gauss e n  p renan t  

successivement pour p i v o t  a= a* a3* on r>bt ien t  : 
1 2 3 4 . '  1 2 3 6  

A = 
X X X  

X X X  X  X 

La matrice t r i a n g u l a i r e  r é s u l t a n t e  est  en t i è r emen t  remplie  

de termes non n u l s .  

ri 
X X X  

S i  on c h o i s i t  successivement pour p i v o t  z i Q  
a3, am 

(dans les 

équa t ions  4 ,  3, 2 , ) ,  on o b t i e n t  
4  3 2  1  4 3 2 1  

4 
( 2 )  3 (3 )  3 
A = A = 

2 X X X  X  

1 X X  

( 4  
La matrice A n e  compte a l o r s  que 7 é léments  non nu l s .  

I l  es t  donc impor tan t  de bien " c h o i s i r "  l ' o r d r e  d ' u t i l i s a t i o n  

des  équa t ions  e t  dans  celles-ci les p i v o t s  ; c'est  le  

p o i n t  d e  d é p a r t  de t o u t e s  les a d a p t a t i o n s  d e s  methodes de  

r é s o l u t i o n  au cas des  syst5mes à matrices creuses .  

B-2- D i f f é r en t e s '  s 'ol 'utions 

L a  liste des d i f f é r e n t e s  s o l u t i o n s  p r é s e n t é e  ci-dessous 

n ' e s t  p a s  exhaust ive .  Comme on l ' a  vu prékédemment, el les 



o n t  pour b u t  de répondre à un ou p l u s i e u r s  des  t r o i s  c r i t è r e s  : 

- ga in  de temps (opé ra t ions  non e f f e c t u é e s  s u r  d e s  é léments  

n u l s ) ,  

- ga in  de p l a c e  (mémorisation d ' é l émen t s  non n u l s )  

- p r é c i s i o n  d e s  r é s u l t a t s  (choix  du p i v o t ) .  

C e  d e r n i e r  c r i t è r e  é t a n t  p r i s  souvent  en compte impl ic i tement ,  

Dans l a  l i t t é r a t u r e  t r è s  abondante,  r e l a t i v e  au 

s u j e t  q u i  nous i n t é r e s s e ,  i1t;bu.s a -ru i n t é r e s s a n t  de  c l a s s e r  

l e s  méthodes e n  deux groupes e t  ce p a r  r a p p o r t  aux b u t s  

e s s e n t i e l s  de  l a  méthode : 

groupe 1 : c e l l e s  dont  l e  b u t  est le  na in  de temps, o b j e c t i f  

r é a l i s é  en  é v i t a n t  que l a  m a t r i c e  ne se rempl i sse  

de  termes non n u l s  au cours  des  d i f f é r e n t e s  

i t é r a t i o n s  de l a  r é s o l u t i o n .  

groupe 2 : celles dont  les b u t s  s o n t  d e s  g a i n s  de temps e t  de  

p l a c e  mémoire, o b j e c t i f s  r é a l i s é s  en t e n a n t  compte 

d 'une s t r u c t u r e  p a r t i c u l i e r e  de l a  matrice. 

B-2-1 Méthodes du groupe 1 [ 6 J  3 Cl33 

Toutes c e s  méthodes d i f f é r e n t  p a r  le  c r i t è r e  détermi-  

nan t  l ' o r d r e  d ' u t i l i s a t i o n  des  équa t ions  

- r è g l e  1 : 

L e s  l i g n e s  de A s o n t  préordonnées avant  l ' é l i m i n a t i o n ,  

c l a s s é e s  en fonc t ion  du nombre d e  t e r m e s  non n u l s  q u ' e l l e s  

con t iennent .  L a  première l i g n e  es t  l a  p l u s  creuse .  

- r è g l e  2 : 

A chaque é t a p e  de l ' é l i m i n a t i o n ,  on c h o i s i t  comme l i g n e  

du p i v o t  l a  l i g n e  l a  p l u s  c r euse  d e  l a  mat r ice .  

- r è g l e  3 : 

A chaque é t a p e  de  l ' é l i m i n a t i o n ,  on c h o i s i t  l a  l i g n e  du p i v o t  

de  façon que l a  t ransformat ion  e f f e c t u é e  c r é e  l e  p l u s  p e t i t  

nombre dV6l6ments  non n u l s  Pk 

3 v a r i a n t e s  p o s s i b l e s  

- dans l a  sous-matrice i > k ,  j>k 

- dans l a  sous-matrice i r k ,  j>k 

- dans l a  sous-matrice i r k ,  j z k  

L e s  p i v o t s  s o n t  l e s  45léments de l a  d iagona le  p r i n c i p a l e .  



- r è g l e  4 : 

on c h o i s i t  comme p i v o t  l ' é l é m e n t , q u i  minimise (ri-1) (C -1) 
j 

ot3 ri e t  c son t  les degrés  d e s  l i a n e  i e t  colonne j. 
j 

- r è g l e  5 : 

on c h o i s i t  comme p i v o t  l ' é l é m e n t  appa r t enan t  l a  colonne 

de degré ninimum. 

on c h o i s i t  c m e  p i v o t  l ' é l émen t  appa r t enan t  a l a  colonne 

q u i  minimise S, (nombre t o t a l  d ' é léments  appa r t enan t  aux 
J 

l i g n e s  i te l les  que A: # O). 

on c h o i s i t  comme p i v o t  l ' é l émen t  appar tenant  3 l a  colonne 

q u i  minimise 

Les méthodes 4 3 7 s o n t  en f a i t  d e s  méthodes p o r t a n t  s u r  

l e  choix d e s  p i v o t s ,  en accord avec un c r i t e r e  numérique 

s u r  l a  v a l e u r  des  éléments.  I l  va  de s o i  q u ' e l l e s  peuvent 

ê t r e  combinées avec une méthode p o r t a n t  s u r  l e  cho ix  des  

l i g n e s .  On p e u t  a u s s i  c i ter  dans  c e  qroupe 1 les méthodes 

des  a r t i c l e s  C l 2 1  e t  C l 3 1  , c e l l e s  de ce  d e r n i e r  s ' a p p l i q u e n t  

3 des  ma t r i ce s  symétriques en s t r u c t u r e .  

B-2-2- Méthode du groupe' 2 

E l l e s  c o n s i s t e n t  a m e t t r e  A sous une forme p a r t i c u l i è r e ,  

en s t r u c t u r e  ou en mémorisat ion,  ce q u i  permet une l o c a l i s a t i o n  

f a c i l e  des éléments non n u l s ,  dont  on t i e n d r a  compte l o r s  

de l a  r é s o l u t i o n .  

forme p a r t i c u l i è r e  en s t r u c t u r e  ; 

Quelques formes l e s  p l u s  couramment r encon t r ées  s o n t  

r ep ré sen tées  c i - ap re s  : 



On peut consulter sur ce sujet les articles Cl41 a C201. 

Forme particuliére en mémorisation : les néthodes Dar factorisation, 

Lu matrice A-' est enregistrée sous la forme d'un produit de matrices 

éXémentaires, pour lesquelles seuls les éléments non nuls sont méniorisés. 

ûn peut consulter sur ce sujet l'article C213. 

La factorisation PFI. 

Basée sur le principe de diagonalisation de la méthode de Jordan, 

on considère A comme le produit de matrices é16mentaires unicolonnes. 



La factorisation EFI . 

La matrice A est factorisée sous la forme A = LU, avec 

L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure ; les 

blatrices L et U sont elles-memes factorisées sous la forme d'un 

produit de matrices Glémentaires unicolonnes pour L et unilignes 

pour u. 

A * LU avec 



Basée sur l'équation 

(k) (k) 
Les matrices L et R sont de la meme forne que les 

matrices (E) et (6) precedentes. 



LA EETHODE DES PARAt?ETRES 



INTRODUCTION 

La méthode d e s  p a r a m è t r e s  es t  une méthode d e  

r é s o l u t i o n  d i r e c t e  d e s  sys tèmes  d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  

p a r  d i a g o n a l i s a t i o n ,  q u i  e n t r e  d a n s  l e  meme c a d r e  que 

l es  méthodes p r é s e n t é e s  a u  c h a p i t r e  I ( s e c t i o n  A) . 

Sa c a r a c t é r i s t i q u e  e s s e n t i e l l e  es t  d ' d t r e  une  . 
méthode q u i  s ' a d a p t e  " f a c i l e m e n t "  a u  c a s  d e s  sys t5mes  

a m a t r i c e  c r e u s e ,  en t e n a n t  compte du c r e u x  d e  l a  

matrice e t  d e s  o b l i g a t i o n s  d e  mémorisa t ion  d e s  r é s u l t a t s  

i n t e r m é d i a i r e s  d e  l a  r é s o l u t i o n  ( s e c t i o n  B) . 

Enf in ,  aucune hypothèse  p r é a l a b l e  n ' é t a n t  n é c e s s a i r e  

s u r  l a  s t r u c t u r e  d e  l a  matrice de d é p a r t ,  son  a d a p t a t i o n  à 

c e r t a i n s  cas p a r t i c u l i e r s  n ' e n  es t  que p l u s  i n t é r e s s a n t e  

( s e c t i o n  C) . 



A-1- Oriq ine  

L a  méthode, dQe à P.  HUARD C23, est  en f a i t  I a  

g é n é r a l i s a t i o n  a t o u s  les systèmes 3 matrice c reuse  d 'un 

p r i n c i p e  u t i l i s é  j u s q u ' a l o r s  pour c e r t a i n s  t y p e s  t r è s  

p a r t i c u l i e r s  de ma t r i ce s ,  comme dans les problèmes de  f l o t  

avec g a i n s  p a r  J .F .  MAURRAS va, 

Cependant, avan t  de l a  p r é s e n t e r  dans son cad re  

d ' o r i g i n e  - les m a t r i c e s  c r e u s e s  - il convien t  d ' e n  donner 

les p r i n c i p e s  de base  a f i n  de pouvoir  l a  comparer aux 

méthodes exposées précédemment. 

A-2- Le p r i n c i p e  de r é s o l u t i o n .  

S o i t  un système Ax = b. 

k *.\ 
P r i n c i p e  : t rans former  l e  système Ax = b est un système équ iva l en t  

(2n) (2111 (2111 
A x = ' b oii A est  l a  ma t r i ce  i d e n t i t é .  

Pour cela, on c a l c u l e  une s u i t e  de  matrices 

(1) ( 2 )  ( 3 )  (2n) 
A =  A A ,  ' A ,  ... A = I e t  

(1) ( 2 )  ( 3 )  (21-11 
B E  b ,  b ,  b ,  ... b = x t e l l e s  que 





Formules  de t r a n s f o r m a t i o n .  

(2k-1) (2k-2) - 
a i j  

- a 
i j 

pour  j = l , n  e t  i=l,  (k-1) 

(2k-1) (2k-2) 
- - (1) 

a i j  a i j  
= a p o u r  j = l , n  e t  i = ( k + l )  ,n 

i j  

(2k-1) (2k-2) 

bi = bi p o u r  i = l , n  i * k 

(2k)  (2k-1) - 
a i j  - a i j  pour  j = l , ( k - 1 )  e t  i = l , k  

(2k )  - (2k-1) (1) 
- 

a i j  a i j  
= 4. pour  j = l , n  e t  i = ( k + l )  ,n  

U 

p o u r  i=l, (k-1) 

(2k-1) (2k-1) 
(2k )  (2k-1) a - - - i k  ak j 
a i j  a i j  C 

p o u r  j = ( k + l )  , n  e t  i=l,  (k-1) 

(2k-1) akk 
(2k)  
a 

k j  = ,& pour  j = k , n  

akk (7ik-1) 
(2k )  (2k-1) (2k)  - = bi bk bi pour  i = ( k + l ) . n  bk - --) 

akk 

(2k-1) (2k-1) 
(2k)  (2k-1) 

a i k  . bi 
bi = bi (2k-1) pour i=l,  (k-1) 

- 



Le nombre d'opérations. 

On voit, d'aprés les formules de transformation , quf il 
faut effectuer : 

(2k-2) ( 2 ~ 3 )  
- pour passes de A a ~ :  

(k-1) (n-k+2) multiplications et additions 

(2k-1) (2k) 
- pour passer de A 3 A 

(n-k+l) divisions 

Oc-1) (n-k+l) multiplications et additions 

soit, pour la résolution du système : 

n (n-1) (2n+5) 
: multiplicatims ou additions : 

6 

divisions 

Démonstration : 

- le nombre de divisions est égal 3 : 

- le nombre de multiplications et d'additions est égal à : 

d'où 6Ç = 2n3 + 3n2 - Sn = n(n-1) (2n+5) 

soit S = n (n-1) (2n+5) 
6 



A-4- Comparaison avec d ' a u t r e s  méthodes 

- on o b t i e n t ,  p o u r  l a  méthode d e  Gauss C l  p82 1 

Total : t r i a n g u l a r i s a t i o n  : Résol .  s y s t . :  

" m u l t i p l i c a t i o n s  
j n(n-1112 e t  n ( n  - 1 ) / 3  

a d d i t i o n s  

d i v i s i o n s  

- de même,  pour  l a  méthode d e  Jo rdan  Clp921 

n ( n + l )  
-1, m u l t i p l i c a t i o n s  ou a d d i t i o n s  (n-1) [: 

2 

d i v i s i o n s  

A i n s i ,  l a  méthode d e s  p a r a m e t r e s ,  q u i  es t  une méthode d e  diagona- 

l i s a t i o n  c o m m e  l a  méthode de J o r d a n ,  n g c e s s i t e  l e  meme nombre 

d ' o p é r a t i o n s  que l a  méthode d e  t r i a n g u l a r i s a t i o n  d e  Gauss. 

A-5 - E x i s t e n c e  e t  c h o i x  flu p i v o t .  

E x i s t e n c e  : les  r é s u l t a t s  donnés juqu ' a  p r é s e n t  n é c e s s i t e n t  

l ' h y p o t h g s e  q u e  t o u s  l e s  n i v o t s  r e n c o n t r e s  (3:;') ( k = l  ,n) s o n t  n o n  

n u l s .  On v a  m o n t r e r ,  Zi l ' a i d e  d e s  théorSnes  q u i  s u i v e n t ,  q u ' i l s  

res tent  v a l a b l e s d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e  c a r  on p e u t  a l o r s  t r o u v e r  

une p e r m u t a t i o n  d e s  colonnes  d e  (2k-1' t e l l e  que  (akil) dev ienne  

non n u l .  



k 2k-1 k 
Théorème&: A i n v e r s i b l e  <=> V k ,  7Q t e l l e  que ( A C i ) k k  f O 

1 s k i (n-1),  é t a n t  une ma t r i ce  de  permutation.  

Démonstration : cond i t i on  n é c e s s a i r e  -mm---------- 

k (2k-1) k 
La négation : (dk t e l l q u e  VQ, ( A Q) kk O) s i g n i f i e  que 
(2k-1) (2k-1) 
a 
k j 

= O pour j = k l n .  Comme ak j = O pour j=l ,  (k-1) , on a 

(2k-1) 

ak j  = O V j .  

La l i g n e  k est  donc une combinaison l i n é a i r e  les l i g n e s  

1 à (k-1) ,  A n ' e s t  pas  i n v e r s i b l e .  

c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  

k 2k k (2n) 
Vk, 3Q t e l l e  q u e ( A  Q I k k  f O. On a a l o r s  A = 1, donc l e  p r o d u i t  

d e s  mat r ices  de t ransformat ion  ( v o i r  l a  f a c t o r i s a t i o n  RCL) est  é g a l  

a A - ~ .  

2n 
Théorème : A i n v e r s i b l e  =, (ann L O) 

Démonstration ------------- : m é m e  démonstrat ion que pour l ' i m p l i c a t i o n  ( = > ) d u  

theorème precédent  avec 6 = 1 e t  k=n. 

Choix du p i v o t  : 

On v i e n t  de  v o i r  que s i  A est  i n v e r s i b l e ,  il e x i s t e  
k 

t o u j o u r s  une ma t r i ce  de permutat ion ( n o t ë e  Q) t e l le  que l e  p i v o t  

s o i t  non nu l .  Cependant, meme s i  %k-i)est kk d i f f e r e n t  de  zé ro  Vk, 

on peut  c h o i s i r  les p i v o t s ,  à l ' a i d e  de matrices de permutat ion,  

que conduisent  à de "bons" r e s u l t a t s  du p o i n t  de vue numérique. 

On r e t rouve  l à  les o p t i o n s  (L) , (C) e t  (LC)  de l a  méthode de Gauss 

( c h a p i t r e  1) . 

Pour l a  méthode des  p a r a n é t r e s ,  s e u l e  une recherche du 

p i v o t  s u r  les colonnes  est p o s s i b l e  a l ' é t a p e  k ,  car les l i g n e s  

( k + l )  à n n ' o n t  pas encore é t é  modi f iées  pour t e n i r  compte de 

l ' e x p r e s s i o n  d e s  (k-1) premières v a r i a b l e s  d é j a  expr inées .  Pré-  
c i s o n s  que dans les expér iences  numériques d é c r i t e s  p l u s  l o i n ,  



8 
l e  c r i t è r e  r e t e n u  de s é l e c t i o n  du p i v o t  es t  t o u j o u r s  l e  maxi- - 
mum d e s  v a l e u r s  abso lues .  

A-6- R é s u l t a t s  numériques 

L e s  expér iences  d é c r i t e s  c i -dessous  o n t  pour b u t  de 

v é ~ i f i e r  que l a  méthode d e s  paramètres  ne donne pas  des  

r é s u l t a t s  systématiquement m e i l l e u r s  ou moins bons que 

l a  méthode de Gauss avec recherche du p i v o t  dans l a  

sous m a t r i c e  " r e s t a n t e "  - op t ion  "pivotage t o t a l "  - 
Deux r a i s o n s  j u s t i f i e n t  c e s  expér iences  : 

- l a  méthode des  paramètres  n ' a u t o r i s e  que l a  recherche  du 

p i v o t  s u r  l e s  colonnes 

- Au cour s  de  l a  r é s o l u t i o n  d 'un  système, on ne  conunet 

aucune e r r e u r  s u r  l e s  é léments  de  l a  matrice s i t u é s  

sous l a  diagonale  c a r  i l s  s o n t  inchangés (au s igne  p r è s )  

p a r  l a  méthode d e s  paramètres.  

L e s  c o n d i t i o n s  d ' e x p é r i e n c e s  

- 3 t ypes  de  m a t r i c e s o n t  é t é  c h o i s i s  : 

. mat r i ce  de Rutherford : t r è s  bon conditionnement 

. mat r i ce  de  Milnes paramètrée : 

C = 1 t r è s  bon condit ionnement 

C = 0 , 0 0 1  condit ionnement moyen 

. mat r i ce  de Durand n02  : mauvais conditionnement 

- pour chaque type ,  N ( o r d r e  du système) v a r i e  : 

. 10,20,30,40,50 (Rutherford e t  Milnes) 

. 6,8,10,12 (Durand) 

- Deux systèmes de  même o r d r e  (ma t r i ce s  t y p e s  d i f f é r e n t e s )  

o n t  même s o l u t i o n .  

- Deux systèmes d ' o r d r e s  d i f f é r e n t s  (même m a t r i c e  t ype  ou pas)  

o n t  même s o l u t i o n  pour les (Min ( o r d r e s ) )  p remières  composantes. 

- Les s o l u t i o n s  o n t  é t é  générées  p a r  une procédure au hasard 

avec même  i n i t i a l i s a t i o n ,  ce  q u i  a permis de c a l c u l e r  l e s  

seconds membres. 



Présentat ion des  r é s u l t a t s  

. Pour chacun des  tableaux ci-dessous : 

- N Indique l ' o r d r e  du systsme q u i  a é t é  r é s o l u  e t  dont  l e s  

r é s u l t a t s  appa ra i s sen t  dans l a  colonne correspondante.  

N 
- 1 1  I I 1  s i g n i f i e  : l l x l l l  = 1 lxil  

i= 1  

- I l  I l m  s i g n i f i e  : l l x l l ,  = suplxil  
12% N 

- EA s i g n i f i e  e r r e u r  absolue : s o l u t i o n  "exacte" - s o l u t i o n  c a l c u l é e  

- ER s i g n i f i e  e r r e u r  r e l a t i v e  

- G s i g n i f i e  : r é s u l t a t  par  l a  méthode de Gauss -I1pivotage t o t a l "  

- P s i g n i f i e  : r é s u l t a t  par  l a  méthode des  paramètres - 
"pivotage su r  l e s  colonnes" 

- P l  (matr ice  de Durand) s i g n i f i e  : r é s u l t a t  par  l a  méthode d e s  

paramètres sans  pivotade 

: N 
: I I  I I 1  : C I ( x  - i N 

exac t  ' G ~ u s s ) ~ ~  " " 1  G . : i= l  
i=l 

: N 
: I I  I I 1  , : ' l''exact -X para 1 . 1  1 I I  I I 1  , 

: i=l  : i=+l 

: N ( ' exact %Am sdi I 
: I I  1 I('exact-XpaRa S P ) . I  : 1 1  1 1 %  

: i= l  : : i=1 '14: 
-X 1 .  I :  exact Gauss 1 : l s i m  

- 1 
I 

( 'exact 'Gauss 1: SUP 
I 1 1: ( 'exact i 

' L a c  t-%- s*$ 
: 1 1  1 1 ,  -X 1 . 1  : 1 I I I ,  ,i ~ u ~ J : ' e x a c t  P-SP 1 : I ~ i a  " exact ) i : 



Matr ice  de Rutherford - Très  bon condit ionnement - 

Matr ice  du type  : 

R é s u l t a t s  en 1 0  
- 1 4  



Matrice - de Y:llnes parametrOe c=l - trbs bon con?itionnement. 

Ma-~rice du type : 

lorsque C diminue, le conditionnement 

devient moins ban. 

Résultats en 10 - 1 4  



Plat r ice  de M i  l n e ç  param.6trée : c=0,001 - c o n d i t i o n n e a e n t  moyen. 



Matrice de Durand no 2 - mauvais conditionnement - 

Matrice du type : 

- 1 2  Résultats en 10 , l o - l o t  I O - * #  1 0 - ~  



Remaraue : 

Lors de l a  r é s o l u t i o n  p a r  l a  méthode des  paramètres ,  

l e s  o p t i o n s  P ( recherche  du p i v o t  s u r  les colonnes)  e t  P l  (pas  

de recherche s u r  l e  p i v o t )  n ' o n t  pu é t r e  comparées que dans  l e  

c a s  de  l a  ma t r i ce  de  Durand n02.  En e f f e t ,  les ma t r i ce s  de Rutherford 

e t  de  Milnes é t a n t  t e l l e s  que Aij  = ki pour j 2 i, une recherche  

du p i v o t  s u r  les colonnes  a u r a i t  é t é  i n u t i l e .  

Conclus ion.  

- Matr ice  de  Rutherford : les r é s u l t a t s  s o n t  é q u i v a l e n t s  

t a n t  en e r r e u r  absolue qu 'en  e r r e u r  r e l a t i v e .  

- P a t r i c e  de  Vi lnes  c=l : l a  méthode de Gauss e s t  t o u j o u r s  

m e i l l e u r e  avec un r a p p o r t  é g a l  a 4 pour l ' e r r e u r  absolue e t  20 

pour l ' e r r e u r  r e l a t i v e  

- Matrice de  Ni lnes  c=0,0001 : l a  méthode d e s  paramètres  

est  t o u j o u r s  m e i l l e u r e ,  avec un r appor t  v a r i a n t  de 10 a 3 ( en  

p a s s a n t  par  1 ,2  pour N = 4 0 )  quelque s o i t  l ' e r r e u r .  

- R a t r i c e  de  Durand no 2 : l a  méthode des  paramètres ,  

o p t i o n  P l ,  e s t  t o u j o u r s  l a  p l u s  mauvaise e t  peut  conduire  a des  

r é s u l t a t s  désas t r eux  ( N  = 1 0 , 1 2 ) .  

La méthode de Gauss e s t  m e i l l e u r e  pour N = 6 e t  8 e t  

moins bonne pour N = 10 e t  1 2  que l a  méthode d e s  paramètres ,  

o p t i o n  P. 

I l  r e s s o r t  de c e s  expér iences  numériques que : 

1" s i  on d e v a i t  c l a s s e r  l e s  m a t r i c e s  par  r a p p o r t  3 l e u r  

condit ionnement (du m e i l l e u r  au p.oins b o n ) ,  on o b t i e n d r a i t  



(pour un méme o r d r e  des  ma t r i ce s )  

P a t r i c e  de  Milnes paramétrée c=l 

Matrice de  Rutherford 

Matrice de  l l i l ne s  paramétrée  3c=0,001 

Matrice de  Durand no 2 .  

z0  ) La méthode des  paramétres ,  op t ion  P, semble moins 
s e n s i b l e  au condit ionnement de l a  matrice du système que l a  rné- 

thode de Gauss 

Le t a b l e a u  s u i v a n t  donne, pour chacune des  méthodes, 

normes e t  t y p e s  d ' e r r e u r ,  l a  v a l e u r  du r appor t  de  l a  borne 

supé r i eu ree t  de l a  borne i n f é r i e u r e  de l a  plage de  v a r i a t i o n  

d e s  e r r e u r s  a N cons t an t  s u r  les  t r o i s  premisres  matrices. 

- I 

EA EP 

--BI,; 30 4 0  50 30 4 0  50 

Gauas 920 150 320 2370 236 607 

I I I I ,  . 
Para 2 4 48 31 7 18 19 

Gauss 2300 264 562 3611 350 1 1 2 0  

II II, 
Para 36 50 47 6 13 18 

J 



A-7- La RCL factorisation. 

Basée sur l'équation matricielle suivante : 

On obtient des matrices de la forme : 



' : : s i  -9' . -  L I  jk) BZk--2) 
. X, A. P \A ) 27ankPcuLBer pour 

1 3  

12k-2) 

j 
= I pour j < k 

( k )  I2n-2) i k 9 (2k-2) 
-" donc ( 7 .  r I k j =  L + A - X . l  - 

kj kj 
: " b - - :  A {,!A -1; 

(2k-2) I I )  - - (1) 

" k j  
Y A car le p r o d u i t  de  A par C 

j 
L . * .  C 

laisse i n c h a v g é e s  les Pignes  k a n ,  on a b t i e n t  

(k) ( 1 1  
1, = - A  pour k =  2 à n ,  j = 1 3  ( k - i l ,  
kj ki 

(a) 
L e s  f î a~ r ra4es  donnant ia valeur des  @x@~ents Cjk P u r  

j s k s a n t  év iden te s  par rapport aux £ornuLes de t r a n s f o m a t i o n  

de Is pages 4 C h a p i t r e  11, 

: -- u ru- (1' .st  ri m~t i rs  t i . ~  

- il n'y a u r a  aucun c a l c u l  3 e f f e c t u e r  p u r  t r o u v e r  
(k) 

les matrices L (X=l,n) ; s e u l e s  les  m a t r i c e s  devront  &tre 

calculées, d'cail le nom de I n  mgthode : 

l a  rapide - colonne  - bigne (WC&) f a c t o r P s a t i s n  

- l e  p r o d u i t  d e s  pivots est egal au d e t e m i n a n t  de A 
(4 (fi) ( 1) i 1) (nl (n) (11 (1) 

I A - ~ I  = 1C L --- c LI = Ic{fL1----!CI;&! 
I k4 

mais \LI = 1 WK donc 



B . L- L'idée de base 
--,-- 

L'idée de PI HiJARDD1 apparait c la g45nCralisation 

Zi toutes les matrices creuses de deux appltcations particu- 

lières relativement a ka structure des aiilaiflrf~~ies auxquelles 

elles s'appliquent. 

1 - Problèmes de flots avec gain - J.F. MAURRAÇÇ,gg-= ............................ ----------------- 
Les matrices des systèmes a resoudre possèdent deux 

éléments non nuls par colonne 

exemple : 

On peut résoudre un tel système en calculant successi- 
ven)en t 

avec l'équation 1 : x4 = al 

avec l'équation 4 : xl = f (x2, x4) = f (x2) 

x4 ayant 6t6 calculé Zi l'étape precedente 

avec l'equation 2 : xj = f (xl) = f (xî) 

x1 étant connu en fonction de xî 

avec l'équation 3 : xj = f (x2) 

Les deux dernières équations obtenues pe 

X3 et xi donc xl. 

On ~ésoud le système en fntrodiiisant une variable "~arm~tr6", 
i c i  x2. 



m i t  le système suivant 

ha résolution comporte trois phases : 

- l'introduction de P paramètres 

- le calcul de la valeur de ces P paramètres 
P Q soit CA2 - A ~ B I  xp Q AZXp + A2Xq = a2 = a2-A2b 

- le calcul de X connaissant Xpr dans la premiere 
Q ' 

raltion XQ = b-BXp 

La Ilatrice A: doit etre triangulaire inférieure inversible 



Généralisation : - 
- les calculs s'effectuent équation par equation 

- on introduit de nouveaux pararstros lorsque c'est neces- 
saire et on "élimine" des parametres des que possible. 

Exenple 5- soit un systgme Ax = b 

X X X X 

X X X  

X x x x x \  X X 

maximum atteint : P = k-1 

Te début de la r~solution donnera : 

équation 1 : 

x 1 = f(x2rx31x4?x5) 

équation 2 : 

Nombre de paramgtres : 

équation 1 : k-1 

équation 2 : k-1 

3 : k-1 

x = f (xl,x ,x3,x5) = f (x2?X ,x ,X5) 
6 2 3 4 X% (x2,x3 rx4) x6=f(y2,x3) 

équation 3 : 1 ' t 
x 7 = f(x2?x3,Xq ,X5) x,* ( x ~  tx3 tx4) x7Pf ( x ~  ,x3) 

équation 4 : 

0 = f(xl?xz?x 3 ,X6,X7) = ~ ( x ~ ~ X ~ ? X ~ , X ~ ) * X  
t f 

5=f (4 ,x3,x41 X5 = f (x2,x3) 

équation 5 : t 
= f(xlfx3?x5,x6fx7) = f(x2,X3?X4)* : b. x4 + f x m )  

Qqudtion 6 : 
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B . 3 , l .  : PL-. 

-On supposera ,  dans ce paragraphe,  que les matrices 

d e s  systgmes 3 résoudre  ne  comporte pas de l i g n e s  ou de  

colonnes de  degré I c a r ,  a l o r s ,  l e  probléme se pose s u r  

un s o u s - s y s t h e  qu 'on peu t  e x t r a i r e *  

exemple : 

I l  s u f f i r a  de resoudre  l e  problème pour la ma t r i ce  B car 

l a  r e s o l u t i o n  de  AxA= a e s t  immediate a i n s i  que c e l l e  de  Cxc = C 

l o r sque  xA e t  xB s o n t  determinPs. 

- O n  n e  d é t r u i t  pas l a  p a t r i c e  du sys tène  3 résoudre .  

B-3-2- P o s i t i o n  dü problème. Le -= nombre m a x i r ~ n n a  deparamètres 

- comme on T'a vu précédemment, il s ' a g i t  de dé te rminer  e t ,  s i  

p o s s i b l e ,  de minimiser p a r  l a  première phase de  l a  méthode, 

l e  volume de p l ace  mémoire n é c e s s a i r e  pour l a  r é s o l u t i o n  du 

système, c e l u i - c i  é t a n t  d i rec tement  l i é  3 l ' o r d r e  d ' u t i l i s a t i o n  

des équa t ions .  

Mathématiquerent,  on recherche une permutation des  l i - n e s  e t  

d.es colonnes  de  l a  n a t r i c e  P. e t  l e  nombre Mo de  mémoires c o r r e s -  

pondant néces sa i r e  pour l a  r é s o l u t i o n .  

11 f a u t  ce-endant reparquer  que pour une p e m u t a t i o n  donnée, 

p l u s i e u r s  v a l e u r s  de Fqo neuvent pe rme t t r e  de  résoudre  l e  système, 

ceci sans r i e n  chanver aux n r i n c i p e s  de  c a l c u l  de l a  méthode 

d e s  param@tres.  



Exemple : s o i t  l a  matrice d'un systeme obtenue a p r s s  permutation 

des  l i g n e s  e t  des colonnes. 

3  J X X X X X X  

X X X X X X  

5 I X X X X X X X  I 
X X X X X X X  

7 1 X X X X X X X  I 

Les d i f f é r e n t e s  é tapes  de l a  r é s o l u t i o n  donneront : 

étape 1 : xl = ~ ( x , , x , )  

é tape 3 : 

étape 4 ; 

étape 6 : 

@tape 7 - 

Le nombre maximum de paramètres é t a n t  éga l  a 3, un tab leau  

a u x i l i a i r e  de dimensions (7 w 3) , s o i t  2 1  mernoires, s u f f i t  a memo- 
r i s e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  des  v a r i a b l e s  p a r a s t r e s  dans les d i f fe ren-  

t e s  fonct ions ca lcu lées  en  cours  de  r é so lu t ion .  



S i  on r e n r é s e n t e  l ' é t a t  de ce t a b l e a u  a u x i l i a i r e  aux d i f f e r e n t e s  

é t a p e s  de l a  r é s o l u t i o n ,  on o b t i e n t  : 

et=@ 1 . "- - é t ape  2 

2 3 2 3 2 

é t a p e  4 é t a p e  5 é t a p e  fi 

é t a p e  7 
2 

1 

3 

4 ,  
6 

7 

5 

2 

Tl a p p a r a i t  a l o r s  que 3c t a b i e a u  a u x i l i a i r e  n ' e s t  jamais 

rempli  compléternent ; a u s s i  peut-on rechercher  d e s  v a l e u r s  de M o  

p lu s  p e t i t e s .  



1 ) ' La valeur' e'xac'te' de 'No, 

C'est  l e  nombre maximum de mémoires nécessaires '  's'imultané- 

nent .  - Pour l'exemple donné, il est  égal  a 10 e t  correspond a l a  

p a r t i e  hachurée du tab leau .  

Cependant, résoudre l e  systsme avec ce nombre Mo 

de mémoires n é c e s s i t e  une hypothsse : 

on é l imine  toujours  l e  paramstre q u i  a é t é  i n t r o -  

d u i t  en d e r n i e r ,  ce qu i  suppose que l e s - v a l e u r s  

correspondantes des  p ivo t s  son t  toujours  non n u l l e s  

e t  que l ' o p t i o n  "pivotage s u r  les colonnes" est i n u t i l i s é e .  

Sans c e t t e  hypothèse, on ne peut p lus  con t r8 le r  le r e m -  

p l i s s a g e  du tab leau .  

Exemple : 3 l ' é t a p e  4 ,  on "élimine" l e  p a r m é t r e  x2 e t  non p lus  

*6 ' 

on a ,  a ce  moment, 8 éléments dans 

l a  matr ice e t  l e  nombre de mémoires 

nécessa i res  simultanément dev ien t  
éqal a 1 2 .  
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l . " c ~ u ~  pn 1 iel' cer. i.ncon.iyérr iectî, OD e bt dcitld" ~ > C j t i t f l ~ l  t % 

L e ~ i l r ~  ci~e: ~ u r l  borne sup9rl cure :le Mo. 

DeraxiPmzie s o l u t i o n .  -*. - - 

On determine l a  valeur 

n j 
9 1 Mo = P l  j=2 kgye ' P ~ )  

pour  L'exemple donné : Mo = 15 

conserve E ' k y p t f i S s e  précedente nais les  probléatteq 

d ' indiçage sont s impl i f i és ,  une table  de eorrespondanct "@quat!oias 

posi t ion de l a  LGre variable paramGtrew r e l a t i v e  au tableau de 

r t5sû lu t ion  permettant un accès rapide aux d i f f é r en t s  BTé~aents .  

"Ci Trulsibmne s t ~ l u t l o t n ,  
*" -- > - 

On déternine l a  valeur 

n 
M o =  sup (p 1 + C Sap ( p  1 

k=l, n k j z z  k r ] - - l  k 

p o u r  1 'exemple : M o  = 17 

Cette solut ion a l 'avantage de ne p l a s  nécessiter h'tiypo~hèsc 

t i t ea la l l e  du -1-, donc de permettre une recherche a:lr la va_?.t1, 

d u  ~ P V O ~ .  D e  p lus ,  l e s  problPmes d' i n t l i qâge  ssnv r6solrAs Pri.tl* ,.: 

~Dcrris le -2 - - 



:-"ette soïutfoca autorise 11:2e recherch@ sur 4 e pIj.vo"~_ t?L 

pe.met, e n  t ravai l lar i  q i  r rc tement  sur un tableau auxi  l l a  l re de 

dirne~isions ( n  x p) , de s i m p l i f i e r  les problè~es d'indiçûge, 

Rem-araue : ces quatre s o l u t i o n s  étant prSsenk@es,  il faut prec-iser .- .-&- 
que c 'es t  %a der r i i è re  qui s e r a  t o u j o u r s  u t i l i s e e  d a n s  les exp@-- 

r e b c e s  n m e r i q u e s  d g c r l t e s  p l u s  l o i n .  

En ef f e é ,  les deux premières  ,s'excluent 3 cause d e s  -6- 

SL . t i é&t .~  obtenus dans les expérJences  n ~ m é r i ~ u e s  s u r  l a  ma t r i ce  

de Durand ng 2 -PAGE i 3, c h a p i t r e  II- e t  l a  txoisigme p r s s e n t e  

peu dYnt -6re t  s i  on tient campte de l 'hypothhçe f a i t e  e n  8.3,l 

-page 2 2 ,  c h a p i t r e  11, 
B-3-3 - Enoncë du ~ z o b l è m e  e t  -a  v i s u a  J i s a t i o n  

-. soient A la ~iiots-9ce C'un systi-me X i ~ - ~ & a i r e  n x n, 
-- l 1, 2, --- 13 L'ençep~BIe des ind ices  de ligne, 

- f une fonc t ion  Be permutation s u r  N e t  f" l a  fonction 

- J i  = i j / p i j  * O }  'ensemhl.e des colonnes "aoissantes" de la 

l i q n e  i 
on d é f i n i t  

f l i )  

= U  J , s o i t  J N  1 son c a r d i n a l  - 1 f (il 
(k) 

probl.eme : déterminer P t e l  que 

max (INtli) 1 - f(i) ) l i e  N I  
-.p. -*- 

de~nonstrat ian : supposons l e  c o n t r a i r e  : 

af et L  IN^(^) ! - f(i) ) (i dvoa  IN^(^^ 1 f L i )  

on p d u r r a i t  donc e x t r a i r e  un sous-système r c e t a n g u l a i r e  de 

et l a  ma t r i ce  A n e  pouvant g t r e  de dimensior i  f ( i )  X 1 N f i i ) ,  

rang Me& non i n v e r s i b l e .  



Pour visualiser le résultat du probléme, il suffit d'en changer 

l'énoncé afin de se ramener au cas d'une matrice triangulaire 

bande, P étant égal a l'épaisseur de la bande. 

oh g : fonction de permutation sur N 

( 0  si Aij= O 
ai 1 sinon 

Exemple : soit 

on obtient P = 1 Pour 

f : {1,2,3,4,5,6) 4 (1,3r4,2,5,6) 

X  

X 

X X X  



Le oelutian optimale d'un te1 prolblhe exirte Bvid~n\mbint, 

l a  m e r l e @  A ayant un nombre fini de ligne0 et de calonnea. 

IL laut  euroi remarquer qu'elle peut ne -0  Ctre unique. 

Il n'exiere pair  à notre connaissance, df  algorithme 

donnant une eolution optimale du preblkrne en un nombre 
prddeteming df6tapee 6venkuellement ~ssrflr&a~calcul de valeure 
r e l a t d w s . .  It la etructure de l a  matrlce et qui ne soit paB 
bae4 eux l a  reductian du nombre de permutation8 paesibles 
(nl au d6part ) .  

On peut, bien shr, en imaginer un bai6 sur la remise 
en cauee de la solution troude a l'étape pr&cBdente et pre- 
nant en compte la structure de chaque ligne. 

Le n~mbre de permutations possibles diminue très 

rapidement mais reste quand méme trss élevé. Aussi, avons-nous 
imagine 1' algorithe suivant. 

Alsorithme des sous-suites permutables complètes (SSPC) 

soit N = (  1,2,--- n 1 l'ensemble des indices lignes 

definition : Sl est une sous-suite permutable complete de N 
si j e S ,  il existe une permutation Q j .  telle que : 

exemple de SSPC : 

1 2 3 4  

! x x x  I 



Contre-exemple. 

pour j = 3 ,  il n ' e x i s t e  pas  de permutation rdpondant aux cond i t i ons .  

Théoreme : La ddcomposition de N en s o u s - s u i t e s  permutables compl8tes 

e s t  unique. 

Mwpstrlgtiog : 

s o i e n t  S I ,  S Y - - -  , S t l  e t  S;, S;,--- S '  t 2  deux décompositions 

d i f f é r e n t e s  de N 

I l  e x i s t e  donc au moins un i n d i c e  j l  n ' appa r t enan t  pas  

aux m ê m e s  SSPC 

s o i t  j l  c S1 e t  j l  c S i  

mais a l o r s ,  l a  sous - su i t e  S = (SI  u S i )  est  une SSPC, donc 

S l  e t  S i  ne  s o n t  p a s  cornpletes d'où. c o n t r a d i c t i o n  avec 

l ' hypothèse .  

A 1 ~ o r i t b . e  de  recherche d 'une  s o l u t i o n  opt imale .  

Les SSPC é t a n t  d é t e r n i n é e s ,  on recherche une s o l u t i o n  o p t i -  

male de l a  manière s u i v a n t e  : 

A l ' é t a p e  k .  l a )  e x i s t e - b i l  de s  SSPC donnant un nombre de para-  

m é t r e s  é n a l  a k ? 

non : on va en 2 

o u i  : on les prend comme nouve l le  s u i t e  de SSPC 

2') On complète l e s  s u i t e s  de SSPC e x i s t a n t e s  de t e l l e  

manière que l e  nombre de paramètres  ne dépasse  jamais k 

T h é o r è ~ e  : s i  à l ' é t a p e  k ,  une s u i t e  de CSPC l e s  u t i l i s e  t o u t e s ,  

c ' e s t  une s o l u t i o n  op t imale .  

La démonstrat ion es t  év iden te  par  l a  c o n s t r u c t i o n  meme des s u i t e s  
de SSPC. 





s o l u t i o n  opt imale  : P = 2 

Ains i ,  l e  nombre de permutat ions  p o s s i b l e s  est-i l  considérablement  

r é d u i t  au  d é p a r t ,  i c i  de  10! à 4 !  

I l  reste cependant que l a  recherche d e s  SSPC d 'une  

ma t r i ce  demande beaucoup de temps, ce q u i  es t  en c o n t r a d i c t i o n  

avec l e  b u t  de l a  méthode. Aussi a-t-on é t é  amené à tester ,  

pour c e t t e  première  phase,  de s  h e u r i s t i q u e s .  

B-3-5- L e s  Heur i s t i ques  

N e  pouvant o b t e n i r  fac i lement  l a  s o l u t i o n  op t imale  du 

problème, on s e  f i x e  un critsre de  choix  de  l ' o r d r e  des  l i g n e s ,  

ce q u i  pe rme t t r a  de  déterminer  l a  permutat ion f .  On s é l e c t i o n n e  

les l i g n e s  une à une. 

Nota t ion  -------- : a l ' é t a p e  (k), (k )  limes e t  (k+pk) colonnes 
au ron t  é t é  s é l e c t i o n n e e s  de te rminant  les sous-enssmblea $- et ck 
t e l s  que 



On notera  Zi IVétape k r 

1- Lk l 'ensemble des ind ices  de l i g n e  sBlectlonnés aux 

étapes  3 à (k-1) 

C Lk son complémentaire eur id 

c i  son complémentaire s u r  

C 2- Sk = Bij/i c L,, j E CF } l a  sous niatrice " r e s t a n t e "  

(k)  c (k) j 
3- di le  d e l r é  de - l a  l i o n e  i E Lk dans Sk e t  d  l e  

degré de l a  colonne j E 

(k+ l )  c  

5- di,t le degré de l a  l i g n e  i E Lk+l apres  a v a i t  s6lec- 

t ionné l a  l i g n e  t a 1'Btape k .  

Les d i f f é r e n t s  c r i t é r e s .  
-----------------------c 

Pour les c r i t è r e s  d é c r i t s  c i -dessous , l e  choix. d'une l i g n e  

Zl l ' é t a p e  (k) est une l igne:  de degré minimum dans l a  ma t r i ce  Sk. 

Ils d i f f é r e n t  dans le  cas  où p lus ieu r s  l i g n e s  s o n t  candidates .  

Ainsi ,  quel  que s o i t  l e  c r i t s r e ,  on sé lec t ionne  une l igne  i 

gppartenant a : 

e t  au cas  ail c e t  ensemble~possède deux éléments ou plus  : 

C r i t è r e  1 ; l a  de rn iè re  l i g n e  candidate rencontrée 



Critsre 2 : l a  première l i g n e  dandida te  r encon t r ée  

i = min { l / l  r Ik} 

Cri..tère - 3 : c e l l e  possédant  l a  colonne de  degré  maximum 
i te l l e  que A r O p u r  j v é r i f i a n t  

i j  

C r z t é r e  4 : celle pour l a a u e l l e  l a  s m e  des  deg rés  des  colonnes  

a g i s s a n t e s  es t  maximum dans Sk. 

C r i  t è r e  5 : celle m e t t a n t  en  cause  l e  maximum d e  l i g n e s  d i f  f éren-  

tes 

( k )  ( k )  (k? ( k )  
i te l le  que ( I U s l /  Js n Ji r 8 )  = max u J~ dt r 81 

t e  Ik 

C r i t è r e  6 : celle q u i  laissera pour l ' é t a p e  su ivan te  l a  l i g n e  de  

p l u s  f a i b l e  degré  

( k + l )  ( k + l )  
i t e l l e  que min ( d l f i )  = min ( d l f t ) / l  l 

1 t a I k  

R é s u l t a t s  numériques : ---------------- --- 
Tout ou p a r t i e  d e s  c r i t è r e s  enumérés c i -dessus  a é t é  t e s t é  s u r  

d i f f é r e n t e s  matrices. 

1 , ~ a t r i c c e ç t i r é e s  au  hasard  - c r i t è r e  1 

C e  s o n t  d e s  matrices c a r r é e s  de  dimension 100 dans  

- l e s q u e l l e s  chaque Blément a une p r o b a b i l i t é  ( p )  d'Cbre 

non nu l .  

Pour p f i x é ,  on a obtenu une c e r t a i n e  d i s t r i b u t i o n  

de  l a  v a r i a b l e  "nombre de  paramètred 'a  p a r t i r  d 'un nombre 

NB de  m a t r i c e s  





2) Matrice de dispatching 20x20 du réseau CIGHE [?hl 

soit la matrice du réseau CIGRE 

X X X X X X X X X X  X X X X X X X X X X  

X X X X  

* Les expériences numériques en 2 et 3 ont été effectuées en col- 
laboration avec G. PLF.TEAU. IEFF - LILLE 1. 



On a e x t r a i t  success ivement  d e  l a  matrice g é n é r a l e  1 2  m a t r i c e s  

d e  dimension 20x29 s u s  l a q u e l l e  les 6 c r i t è r e s  o n t  é t 6  testes ; 

ces m a t r i c e s  comprenaient  les c o l o n n e s  : 
t 

R é s u l t a t s  : l e  t a b l e a u  s u i v a n t  donne le nombre maximum de paramètres .-. 
o b t e n u s  pour  les d i f f é r e n t s  m a t r i c e s  e t  cr i tères : 



t ab l eau  '1 

3)  Matr ices  de t ype  d i s p a t c h i n g  

Cinq ma t r i ce s  d e  type  p a r t i c u l i e r  o n t  é t é  c o n s t r u i t e s  d e  l a  

manière s u i v a n t e  : 

1') Détermination d 'une  m a t r i c e  B ( 5 0 , 5 0 )  

2') Cons t ruc t ion  de  A à p a r t i r  de  B : 

El(*') s i g n i f i a n t  les 49 premieres  

colonnes  de  B 

C e s  ma t r i ce s  s o n t  de  m e m e  type  aue l e s  ma t r i ce s  de base  

e x t r a i t e s  de l a  ma t r i ce  de d i s p a t c h i n g d u  réseau  Prec 

( 4 4  noeuds) Annexe 1- et peuvent symboliser des matrices ae base 

e x t r a i t e s  de l a  ma t r i ce  d'un r é s e a u  & l e c t r i q w  (50 noeuds). 



O n  a  obtenu l e s  r é h u l t a t s  su ivan t s  pour l e  nombre de paramStres 
s u r  l e s  d i f f e r c n t e s  matr ices  A (100, POO) : 

tableau 2 

un exemple des d i f f é r e n t e s  mat r ieesAetdu mei l leur  r é s u l t a t  

obtenu pour l e s  d i f f é r e n t s  c r i t e r e s  e s t  donne en annexe 1 - (les 

éléments non nuls  sont  syncbl i sés  par l a  l e t t r e  A -) 

De même,  en u t i l i s a n t  l e  c r i t è r e  1 e t  en f a i s a n t  v a r i e r  

p , on o b t i e n t  : 

- - 
tab leau  3 



E n f i n ,  s i  on n o t e  Am l a  matrice s u i v a n t e  : 

où cT est l a  t r a n s p o s é e  de l n  m a t r i c e  
- 

am - s u i v a n t e  

on o b t i e n t ,  t o u j o u r s  avec  l e  c r i t è r e  1, : 

t a b l e a u  4 

4 .  Remarques e t  commentaires  

L e s  t a b l e a u x  s u i v a n t s  obtenm 3 p a r t i r  d e s  t a b l e a u x  1 e t  2 

donnent  l e  nombre d e  f o i s  où chaque c r i t è r e  a pe rmis  d ' a b o u t i r  : 

- a u  m e i l l e u r  r é s u l t a t  ( t a b l e a u  5 )  

- au  moins bon r é s u l t a t  'les 15 c a s  où les s i x  c r i t è r e s  donnent  

l e  m ê m e  r é s u l t a t  n e  s o n t  p a s  comptab i l i sés :  ( t a b l e a u  6 )  

t a b l e a u  5 



t a b l e a u  6 

Remarque 1 : Aucun c r i t è r e  ne donne t o u j o u r s  l e  m e i l l e u r  r g s u i t a t ,  

Remarque 2 : L e  c r i t è r e  3  semble g t r e  1.e moins b i en  adap té ,  

c a r  s'il bnne d i x  h u i t  f o i s  l e  m e i l l e u r  r é s u l t a t ,  il donne 

onze f o i s  l e  p l u s  mauvais. 

Remarque 3  : Les d i f f é r e n c e s  e n t r e  l e  c r i t é r e  1 e t  l e  c r i t è r e  2 

ne peuvent q u ' é t r e  dues  au hasard.  

Remarque 4 : L e  c r i t è r e  6  est  l e  p l u s  adapté ,  r é s u l t a t  log ique  

c a r  il e s t  basé  s u r  une s imula t ion  du r é s u l t a t  à l ' é t a p e  su ivan te .  

Remarque 5 : Les c r i t é r e s  4 e t  5 a p p a r a i s s e n t  comme d e s  crit%res 

in t e rmed ia i r e s  e n t r e  l e  groupe ( c r i t è r e  1, cri tère 2 )  e t  P e  

c r i t è r e  6. 

on peu t  é t a b l i r  l e s  c lassements  s u i v a n t s  

1- p a r  o r d r e  d ' i n t é r é t  c r o i s s a n t  

3 ,  1 e t  2 ,  4 e t  5 ,  6 

2- p a r  r appor t  au coDt c r o i s s a n t  de m i s e  en oeuvre 

1 e t  2 ,  3, 4 ,  5, 6  

Aussi es t -ce  l e  c r i t è r e  1 q u i  a t o u j o u r s  é t é  r e t e n u  pour l a  

s u i t e  des  expé r i ences  numériques. 

Remarque 6 : L e s  t r o i s  histogrammes e t  l e  t a b l e a u  3 confi rment  

que l e  nombre de  paramètres  a u v e n t e  rapidement l o r sque  l e  

creux diminue. Sur les é c h a n t i l l o n s  ayan t  permis de dé te rminer  

l e s  histogrammes, on a  obtenu en moyenne : 

9,49 paramètres  pour P ,.= 4 %  

18,14 V I  11 = 5% 

24,88 11 Il = 6% 

Remarque 7 : L e s  r é s u l t a t s  obtenus  s u r  les ma t r i ce s  t i r é e s  

au hasard s o n t  t r é s  d i f f é r e n t s  de  ceux obtenus  s u r  les matrices 

de type  d i s p a t c h i n g  avec sensiblement  l e  meme c reux  (9,A%) : 

24,88 paramètres  en moyenne pour les premières  c o n t r e  8 nour 

l e s  secondes. 



C e t t e  d i f f é r e n c e  s ' e x p l i q u e  p a r  l a  c o n s t r u c t i o n  d e s  m a t r i c e s  

de type  d i spa t ch ing  : a chaque Pigne de  l a  ma t r i ce  correspond 

une l i g n e  ayan t  l a  m&me s t r u c t u r e  ( i e  les  deux Pignes o n t  

l e u s  é léments  noln n u l s  dans  les &ws colonnes)  e t  s u r t o u t ,  

Xes m a t r i c e s  B o n t  une forme p a r t i c u l i è r e ,  ce q u i  f a v o r i s e  

l a  s i m i l i t u d e  d e s  s t r u c t u r e s  de  groupes de l i g n e s ,  donc 

permet d ' a r r i v e r  très v i t e  dans  l a  procédure de  r é s o l u t i o n  

3 l ' " é l i m i n a t i o n "  de paramètres .  

C e  f a i t  est  confimné p a r  le t a b l e a u  4 q u i  donne les 

r é s u l t a t s  obtenus  s u r  t r o i s  d e s  m a t r i c e s  de type d i s p a t c h i n g  

l o r s q u ' e l l e s  pe rden t  l e u r  s t r u c t u r e  p a r t i c u l i é r e .  

B-3-6 Cas  défavorab le  CS31 

C e  s o n t  les ma t r i ce s  de con f igu ra t ion  ou p l a n s  

p r o s j e c t i f s  f i n i s ,  F253,  telles que : 

- I N i  n N . I =  1 V i t t  # j 3 k e lements  p a r  l i g n e  e t  p a r  
3 

colonne. 

- k = m + 1 où m premier ou puissance de premier 

- n = m 2 + m + l  

dans l 'exemple préc&dent ,  p =  6 



Démonstration : 

Q u e l l e  que s o i t  l a  p remière  é q u a t i o n ,  e l l e  e n t r a i n e r a  

l ' i n t r o d u c t i o n  de (k-1) paramètres .  

Dans l e  m e i l l e u r  d e s  c a s ,  l a  seconde équa t i on  aménesa 

(k-2) nouveaux paramst res  pu i sque  \ Ni n N jI = 1 TB$, j , i$j  

D e  m ê m e ,  l a  t r o i s i è m e  équa t i on  amenern (k-3) nouveaux 

paramètres  
1 

I 

I 

l a  ( k - l ) e  équa t i on  amenera 1 paramètre  

donc p 2 (k - l )+(k-2) f - - -+ l  

( k - 1 )  
1 i =  k(k-1)  - m(m+l) - ( n - l )  

P =  1 2 - 2 - 2 

C e  cas e s t ,  3 n o t r e  conna i ssance ,  l e  p l u s  dé f avo rab l e  que 

l ' o n  p u i s s e  t r o u v e r  3 dimension de  matrice e t  a d e n s i t é  

é g a l e s .  



B-4- Phase 2 : r é s o l u t i o n  

L a  première  phase ayan t  permis de  dé te rminer  l a  

permutat ion f e t  l a  dimension p  du t a b l e a u  (nxp) n e c e s s a i r e  

3 l a  r é s o l u t i o n ,  c e l l e - c i  e s t  a l o r s  poss ib l e .  Durant l a  

r é s o l u t i o n ,  deux é léments  c a r a c t é r i s t i q u e s  de  l a  méthode 

a p p a r a i s s e n t  : 

- le choix  du p i v o t  

- 1 'é l imina t ion  de  paramétres .  

B-4-1 Le choix  du p i v o t  

On a vu, s u r  l e s  d i f f e r e n t s  exemples donnés dans  C e  cha- 

p i t r e ,  que de  chaque équa t ion  é t a i t  t i r é e  l ' e x p r e s s i o n  d 'une 

v a r i a b l e .  

S i  l ' e x p r e s s i o n  e s t  r é d u i t e  3 un nombre, c ' e s t  l a  va l eu r  

f i n a l e  de  l a  v a r i a b l e ,  s inon l ' e x p r e s s i o n  est une fonc t ion  de  

v a r i a b l e s  "paramétres".  

L e  c o e f f i c i e n t  de  cette v a r i a b l e  est donc l e  terme 

u t i l i s é  comme p i v o t .  

Deux cas se p r g s e n t e n t  à l ' é t a p e  k : 

- on exprime une "nouvelle" v a r i a b l e ,  ce q u i  s i a n i f i e  que Ak.= O 

pour i < k. 

L e  p i v o t  es t  a l o r s  un terme de  l a  matrice i n i t i a l e ,  

ce  q u i  es t  important  c a r ,  

t on ne commet aucune e r r e u r  s u r  sa v a l e u r  e x a c t e  

4i dans l a  mesure otl t o u s  les c o e f f i c i e n t s  de  l a  matrice i n i t i a l e  

s o n t  du m ê m e  o r d r e  de  grandeur ,  il n ' e s t  pas  l a  cause  d e  grandes  

e r r e u r s  de  c a l c u l  e t  son choix  se rapproche de c e l u i  donnd par 

l e  c r i t g r e  de  Durand ( v o i r  page 3 -cFa.î i t re 1) 

D e  t o u t e  manisre ,  on peu t  t o u j o u r s  r eche rcha - l e  "mei l leur"  
(k) 

p i v o t  dans  Ji = {j r c ~ / A ~ ~  * O }, dans  l a  mesure oi\ cet ensemble 

n ' e s t  pas r é d u i t  21 1 s e u l  élément.  



- on exprime une v a r i a b l e  paramètre en fonc t ion  d e s  a u t r e s  

paramètres ( i e  on "él imine"  un paramètre)  . 
C ' e s t  dans  ce c a s  qu 'une recherche s u r  le "meiTleurW 

p i v o t  s ' impose d 'où  l ' o p t i o n  "pivotage p a r t i e l  s u r  les colonnes".  

I l  f a u t  remarquer que pour les matrices c reuses ,  le  

premier c a s  se r encon t r e  généralement beaucoup p l u s  que 

l e  second. 

B-4-2  1 'El imina t ion  d 'un paramètre 

C e  q u ' i l  f a u t  s u r t o u t  remarquer dans ce cas, c ' e s t  

qu'on "é l imine"  un paramètre dès  que poss ib l e .  D e  m é m e ,  

on r e c a l c u l e  a u s s i t b t  1 'express ion  d e s  v a r i  a b l e s  dé j à 

exprimées en fonc t ion  de ce  paramètre.  

C e l a  permet qu ' à  une é t a p e  donnée dans l e  t a b l e a u  

(nxp) n é c e s s a i r e  à l a  r é s o l u t i o n ,  une colonne s o i t  i n d i c é e  

comme l e  paramètre auquel  e l l e  se r appor t e .  

A ins i ,  cette colonne peu t  étre p l u s i e u r s  f o i s  

ind ic& au cours  de l a  r & s o l u t l o n .  

Il s u f f i t  donc de deux tab leaux ,  respect ivement  de 

dimension ( n )  e t  ( p ) ,  pour i n d i c e r  t o u s  les é l 6 m n t s  q u i  

pourront  se t r o u v e r  en cours  de r é s o l u t i o n  dans le  t a b l e a u  

a u x i l i a i r e  , 

Enfin ,  l ' e x p r e s s i o n  d 'une  v a r i a b l e  à l ' é t a p e  k 

t e n a n t  compte des  c a l c u l s  e f f e c t u é s  aux é t a p e s  1 à ( k - l ) ,  

c ' e s t  une express ion  de  s u b s t i t u t i o n  "minimalef', qu'on u t i l i s e ,  

p a r  r appor t  à l a  fonc t ion  de permutation f .  

exemple : 

à 1 ' é t a p e  k ,  l a  v a l e u r  de l a  

v a r i a b l e  x l  aura  é t é  déterminGe, 

e t  c ' e s t  c e t t e  v a l e u r  qu 'on 

u t i l i s e r a . d a n s  l a  s u i t e  de  l a  

r é s o l u t i o n .  



B-5- La RCL factorisation 

Le principe présenté dans le paragraphe A7 de ce 

chapitre reste le meme, seules quelques remarques viennent le 

compléter dans le cas des matrices creuses. 
(k) 

1- La matrice (C) ne sera pas réduite à une matrice 

diagonale que si on élimine un paramètre 3 1-tape k. 

L'autre finalité possible à l'étape k étant l'expression 

d'une nouvelle variable en fonction des paramètres determines 

précédemment, au cas OB (Aik= O i 

on aura donc O pour i < 

est une matrice diagonale. 

(k) 
2 -  Les éléments non triviaux composant les matrices 

C sont ceux apparaissant dans la colonne du tableau (nxp) 

correspondant au paramètre qu'on élimine à l'etape k 

(à  une division près par le pivot). 

exemple : 

Soit la matrice A 

a l'étape 3, le tableau (nxp) se transfo- de la maniére 

suivante , si on élimine le paramètre d'indice 3 : 



alors 

(1) ( 2 )  ( 4 )  (5) 
Dans cet exemple, les matrices C , C , C et C seront 

des matrices diagonales avec un élément différent de 1 qui 

sera respectivement 

l/all, et l/a55 

On retrouve 13 le fait que le pivot est un terme d'origine 

de la matrice A développé en B-4-1 chapitre II. 

3- Enfin, il faut remarquer que dans la mesure où les matrices 

A et A-' doivent etre mémorisées simultanément, la factorisation 

RCL peut &tre d'un emploi avantageux du point de vue encombrement 
memoire cas seules les natrices($) (non triviales) sont a mknoriser 



La méthode géné ra l e  qu i  v i e n t  d q e t r e  développee 

s ' a d a p t e  t r è s  f ac i l emen t  a c e r t a i n s  problèmes souvent 

r encon t r é s  dans l a  l i t t é r a t u r e .  

( k )  ( k )  (k 
1) Résolut ion d ' une  s u i t e  de  systemes A x = b 

on conservera  A-' sous l a  forme RCL 
( k )  - les matrices A o n t  l a  m&ne s t r u c t u r e .  

I l  s u f f i t  de  r eche rche r  une s e u l e  f o i s  l a  permutat ion f e t  

de  résoudre  les d i f f é r e n t s  systèmes d ' a p r g s  celle-ci. 

2 )  Systèmes a m a t r i c e  p a r t i c u l i é r e  

- Platrice symétrique v ï e i n e .  

S o i t  A l a  matrice d 'un  sy$tèrne de dimensions (n  x n)  , symétrique 

e t  p l e i n e .  

Alors  (n2+n) mér.oires s u f f i s e n t  mémoriser A e t  A -1 . 

s inul tanément  pa r  l a  f a c t o r i s a t i o n  RCL. 

- P a t r i c e  b l o c s  diaqona-. 

s o i e n t  N ,N2,---Nk l e s  sous-ensembles de  N determinant  les b l o c s  
1 

diagonaux e t  P l ,  PZ,---P 
k 

l e  nombre maximum de  paramgtres  dans  

chaque bloc.  On n o t e  nl,--- 
n k  

les cardinaux de NI,---- 
Nk 

a l o r s  il s u f f i r a  de  prendre  un t a b l e a u  de dimension 

( sup(ni) Sup(Pi) ) pour pouvoir  résoudre  l e  systeme. 
l l i s k  1SiSk 



CHAPITRE I I I  

APPLICATION A LA MÉTHODE SIMPLICIALE 



La méthode d e s  paramètres  exposée au c h a p i t r e  

p récédent  t rouve  une a p p l i c a t i o n  i d é a l e  dans  l a  méthode 

s i m p l i c i a l e .  

C ' e s t  c e t t e  méthode a i n s i  que ses d i f f é r e n t e s  mises 
en a p p l i c a t i o n  q u i  s o n t  r appe lées  dans  l a  s e c t i o n  A. 

D e  même, l ' a d a p t a t i o n  de l a  méthode d e s  paramètres  

3 l a  méthode s i m p l i c i a l e  est  p r é s e n t é e  dans  l a  s e c t i o n  B. 

L e s  r é s u l t a t s  d e s  expér iences  numériques e f f e c t u é e s  

dans ce cadre  s u r  d i f f é r e n t s  problèmes s o n t  donnés dans 

l a  s e c t i o n  C. 



A-1- Rdppel de  la  méthode s i m p l i c i a l e  P 2 6 ]  

s o i t  l e  programme l i n é a i r e  

maximiser f . x  

t n  dii A e s t  une matrice mxn, i nd i cée  par LxJ, x a n ,  f 91 , b d  

Dé£ i n i t i o n s  : 

ir: 1 e s t  une b a s e ç )  

(AI est  i n v e r s i b l e  

une s o l u t i o n  de-se r é a l i s a b l e  ~ ( 1 )  est  t e l l e  que 

1 

* d ( 1 )  = £ - f1 (A1) -'A es t  l e  v e c t e u r  c r i t e r e  de  c o n d i d i t u r e  

Théorème : S i  pour une base 1 r é a l i s a b l e  on a  d ( 1 )  s O ,  

a l o r s  x ( 1 )  est s o l u t i o n  opt imale  du probleme. 

P r i n c i p e  de  l a  méthode : 

La méthode s i m p l i c i a l e  d é f i n i e  une s u i t e  de  v a l e u r s  

f . x ( I )  monotone non d é c r o i s s a n t e ,  en  s e  dép laçan t  d 'une base 

1 a une base  v o i s i n e  1' = 1 + r - s, r e t  s é t a n t  d é f i n i s  

comme s u i t  : 

1) d ( 1 )  $ O ,  a l o r s  on c h o i s i t  : s  E Ï t e l  que d S ( l )  > O 

2 )  l ' i n d i c e  r q u i t t a n t  l a  base es t  a l o r s  s é l e c t i o n n é  de  l a  

façon su ivan te  : 

t (1) r 
ti (1) 

r : -  = min { T I  0,  i r  11 
T' (1) r T! (1) 



Calcu ls  3 e f f e c t u e r  : 

1) pour l a  d 6 t e m i n a t i o n  de  S, il f a u t  c a l c u l e r  d (1) 

a u )  = f - f ' ( ~ I 1 - l ~  

s o i t  d ( ~ )  - f - avec UA' = f1 

S 
2 )  pour l a  dé te rmina t ion  de  r ,  t ( I )  e t  T (1) s o n t  n€icessaires. 

11 f a u t  donc, a chaque changement de  base ,  resoudre  

t r o i s  systsmes l i n é a i r e s  : 

UA' = f1 

1 A t = a  

AITS = AS 

c ' e s t  s u r  l a  maniére de résoudre  ces t r o i s  systémes que 

d i f f é r e n t  l e s  mises en a p p l i c a t i o n  de  l a  méthode p ré sen tees  

c i -dessous .  

A-2- D i f f é r e n t e s  m i s e s  en  a p p l i c a t i o n  

1 - Calcu ls  d i r e c t s  

On résoud d i rec tement  les t r o i s  systèmes chaque 

i t é r a t i o n  e t  s e u l e s  les données du problème do iven t  &tre 

mCsmorisées. 

C e  p r i n c i p e  n ' e s t  en f a i t  a ccep tab le  que pour d e s  

p e t i t s  programmes l i n é a i r e s  ou des  programmes l i n e a i r e s  de 

s t r u c t u r e s  p a r t i c u l i é r e s  , (problèmeç de  t r a n s p o r t  p a r  exemple) , 
c a r  s inon  la  r é s o l u t i o n  d e s  t r o i s  systèmes est  longue e t  

coa teuse .  

2 - Méthode d e  1' i n v e r s e  e x p l i c i t e  

On conserve en memoire l a  ma t r i ce  A e t  l ' i n v e r s e  

de  l a  ma t r i ce  de  base  A', m i s e  3 j ou r  3 chaque i t é r a t i o n .  

En e f f e t ,  deux m a t r i c e s  de base A' e t  A" succes s ives  

d i f f é r e n t  d 'une s e u l e  colonne.  On p e u t  donc o b t e n i r  l a  matrice 

inve r se  de  A' ' en m u l t i p l i a n t  1' i n v e r s e  d e  A' p a r  une matrice 

d ' é l i m i n a t i o n  d e  Jordan EI t e l l e  que : 



où TS est l a  s o l u t i o n  du systeme AIT'= A', on o b t i e n t  

(A ' ' ) - l  = E ~ ( A ' ) - ' .  

11 f a u t  e n  p r a t i ~ e  d i s p o s e r  de m2 memoires p u r  m6moriser 
1 l8inverse;m-e s i  A est une matrice c r euse ,    AI)-^ ne  l ' e s t  p l u s  

a p r è s  un c e r t a i n  nombre d ' i t é r a t i o n s .  

3- L a  f a c t o r i s a t i o n  PFI (p roduc t  form of i n v e r s e )  . 

s ' i n s p i r e  du p r i n c i p e  exposé c i -de s sus ,  of? à l ' i t é r a t i o n  k : 

(At$l-l - - Ek-l (A  ' ,k-l1 -1 s o i t  

on mémorise l ' i n v e r s e  de l a  matrice de  base à l ' i t é r a t i o n  k sous 

forme d 'un  p r o d u i t  de  m a t r i c e s  e l e n e n t a i r e s  Flf 1 c 1 s k-1 e t ,  

s i  n é c e s s a i r e ,  de l a  m a t r i c e  (A1') -'. / 

4 - F a c t o r i s a t i o n  EFI (effective form o f  i n v e r s e )  

C e t t e  méthode est  basée  s u r  l e  p r i n c i p e  d e  l a  

décanpos i t i on  L U  d 'une  matrice i n s p i r é e  de  l a  methode de  Gauss 

A' = LU avec L t r i a n g u l a i r e  i n f é r i e u r e  

U t r i a n g u l a i r e  s u p é r i e u r e  

A c t u a l i s a t i o n  ......................... de  l a  d é c o m ~ o s i t i o n  --_---- 

s o i e n t  AI = { A l f  A Z f  --- r A r t  --- A 1  où A es t  l a  colonne 
m r 

s o r t a n t  de  l a  base  e t  A' ' = { A l  A 2 ,  --- f As f --- r A 1 0 ù  
m 

A es t  l a  colonne e n t r a n t  dans  l a  base 3 

o n a ~ '  = L U  

s o i t  HI ' = (L - l (A" ) 



-1 1 mais ( L  ) ( A  = { U 1 ,  U 2 ,  --- , u=,  --- , U l = U  
m 

matrice t r i a n g u l a i r e  supé r i eu re  

on en d é d u i t  : 

= {U1#---  - 1 
1 L A,, Ur + I f  --- V' m 1 

s o i t  une ma t r i ce  de l a  forme 

pour t r ans fo rmer  HI ' en U t r i a n g u l a i r e  supé r i eu re ,  il s u f f i t  

de t r i a n g u l a r i s e r  l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  de  HI ' 3 p a r t i r  d e s  

l i g n e s  e t  colonnes  d ' i n d i c e  r. 

On peu t  a i n s i  o b t e n i r  une me i l l eu re  p r é c i s i o n  que 

dans les methodes 2 e t  3,  où le p i v o t  T: est imposé, car 

on a  l a  p o s s i b i l i t é  de  c h o i s i r  les d i f f é r e n t s  p i v o t s  u t i l i s é s  

l o r s  de l a  t r i a n g u l a r i s a t i o n .  

xorlontes 
Outre l a  méthode p ré sen tée  c i -dessus ,  1 ' a c t u a l i s a t i o n  a donné 

l i e u  3 p l u s i e u r s  v a r i a n t e s ,  en  p a r t i c u l i e r  

- l ' a c t u a l i s a t i o n  LU modif iée  de  B a r t e l s  e t  Golub 

- l ' a c t u a l i s a t i o n  LU de  Tomlin 

on pour ra  c o n s u l t e r  a ce  s u j e t  $a r é f é rence  [ 2 7 ] ,  

C e s  d i f f é r e n t e s  mgthodes ( sauf  l a  premigre) s o n t  d 'un 

emploi t r è s  g é n é r a l  e t  ne n é c e s s i t e n t  aucune hypothése s u r  l a  

s t r u c t u r e  de l a  mat r ice  du programme l i n é a i r e .  

I l  va de  s o i  q u ' e l l e s  o n t  pu &tre adap tées  d a n s  le  c a s  

de PL dont  l a  ma t r i ce  p ré sen te  une s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e .  
- 



L 'adap ta t ion  de  l a  méthode d e s  paramètres  à l a  méthode 

s i m p l i c i a l e  p e u t  se f a i r e  de deux manieres : 

1- en u t i l i s a n t  l a  f a c t o r i s a t i o n  RCL 

2- avec r é s o l u t i o n  d i r e c t e  à chaque i t é r a t i o n .  

L a  première ne n é c e s s i t e  aucune hypothèse p a r t i c u l i è r e  s u r  

l a  s t r u c t u r e  de l a  ma t r i ce  du programme l i n é a i r e  e t  p e u t  étre 

u t i l i s é e  en t e n a n t  compte de la  p r o p r i é t é  

(Chapi t re  II - A - 7) 
(k) 

I l  s u f f i t  donc de mémoriser l e s  m a t r i c e s  C , 
k = l , n  , de les mettre à jour  a chaque i t é r a t i o n  e t  

de  s a v o i r  r e p e r e r  l e s  m a t r i c e s  s u r  les données de 

l a  ma t r i ce  A. 

Ce procédé e n t r e  dans  le  m é m e  cadre  que les 

méthodes 3 e t  4 exposées dans  l a  s e c t i o n  A mais ne 

t i e n t  par compte d  ' une c a r a c t é r i s t i q u e  aéneralement 

r encon t r ée  dans les proqramrnes l i n é a i r e s  de grande t a i l l e .  

La ma t r i ce  du PL es t  t r è s  c r euse ,  creux qu'on 
1 r e t rouve  dans les m a t r i c e s  de base A . 

C ' e s t  s u r  c e t t e  c a r a c t é r i s t i q u e  que repose l a  

seconde manière d ' a d a p t e r  l a  méthode d e s  paramètres  à l a  

méthode s i m p l i c i a l e  e t  qu'on é t u d i e  i c i .  

B-1- Résolut ion d i r e c t e  des  systémes l i n é a i r e s  à 

chaque i t é r a t i o n .  

Pour t e n i r  compte de  l a  remarque contenue en A-2-1 

d e  c e  c h a p i t r e ,  l ' a d a p t a t i o n  p ré sen tée  i c i  e s t  c e l l e  

avec c a l c u l s  d i r e c t s  à chaque i t é r a t i o n  s u r  d e s  PL dont  l a  

c a r a c t é r i s t i q u e  p r i n c i p a l e  de  l a  matrice n ' e s t  a u t r e  que d ' e t r e  

c r euse .  



C e  p r i n c i p e  p r é s e n t e  p l u s i e u r s  avantages  : 
1 - 11 n'y a pns c m u l  d e s  e r r e u r s  de c a l c u l  

En e f f e t ,  les s o l u t i o n s  d e s  d i f f é r e n t s  systèmes s o n t  

c a l r u l é e s  2 chaque i t é r a t i o n  3 p a r t i r  de  l a  mat r ice  A* e t  
- 

1 - 1  
non pas a p a r t i r  de  1' inve r se  (A  ) obtenue pa r  l e s  m i s e s  

d jour succes s ives  aux i t é r a t i o n s  précédentes .  

2 - Pour démarrer  l ' a l g o r i t h m e ,  il s u f f i t  de  c o n n a i t r e  une 

base  r é a l i s a b l e  1 - quelconclue . 
LI i n v e r s e  (A1) - n ' é t a n t  pas  n é c e s s a i r e .  on p e u t  

1 démarrer 1 ' a lgor i thme avec n  Ymporte qu ' e l l e  ma t r i ce  (A 1 
pourvu que 1 s o i t  une base  r é a l i s a b l e .  

3 - Tenant compte du c reux  de ( A L )  3 chaque i t é r a t i o n ,  t o u s  

l e s  éléments n é c e s s a i r e s  3 l a  r é s o l u t i o n  se t rouven t  en  

rnénoire c e n t r a l e  d ' o r d i n a t e u r ,  c e  q u i  permet une programma- 

t i o n  r e l a t i vemen t  s imple  de  l a  méthode e t  l a  p o s s i b i l i t é  

de t r a v a i l l e r  s ans  f i c h i e r s  i n t e rméd ia i r e s .  

4 - Pour l a  m ê m e  r a i s o n  que précédemment, l a  t a i l l e  d e s  

PL que l ' o n  peu t  résoudre  en mémoire c e n t r a l e  d ' o r d i n a t e u r  

s ' e n  t rouve  considérablement augmentée. 

B-2- Remarques concernant  l ' a d a p t a t i o n  

1- Pour une ma t r i ce  donnée (A') e t  l o r sque  les permutat ions  

f e t  g (B-3 -3  c h a p i t r e  II) son t  déterminées ,  a l o r s  les  

ma t r i ce s  (P A '  Q)  e t  ( Q '  A~ P ' )  p r é s e n t e n t  l e  méme nombre 

maximum d e  paramètres.  

P e t  Q s o n t  l e s  m a t r i c e s  de permutation d e s  f o n c t i o n s  f e t  g. 

P l  e t  Q I  s o n t  l e s  m a t r i c e s  de permutat ion d e s  f o n c t i o n s  f '  e t  g' 

f' ( k )  = n-f ( k ) + l  

a '  (k) = n-m(k)+l 

Démonstration : 

pour (P A Q ) ,  a  = O pour lsisn-p-1 e t  i+p+ lh j sn  

t pour (P A Q ) ,  a i j  = O pour l r jsn-p-1 e t  j+p+lh i rn  



pa r  d é f i n i t i o n  d e s  f o n c t i o n s  f '  e t  g ' ,  on o b t i e n t  : 

t donc, pour (QI A p l ) ,  a i j  = O pour l ln - j+ lsn-p- l  

jip+1sn-i+111a 

s o i t  p+2< j sn  

e t  l s i i j - p - 1  

ou ce  q u i  e s t  é q u i v a l e n t  l s isn-p-1 e t  i + p + l r j s n  

Il s u f f i r a  donc de dé te rminer  une s e u l e  f o i s  f e t  g  pour 

pouvoir  résoudre  les t r o i s  systèmes. 

2- Lors d 'un changement de  base de 1 à I l ,  s i  on n o t e  

P e t  Q l e s  m a t r i c e s  de permutat ion des  f o n c t i o n s  f  e t  g 

r e l a t i v e s  à+ AI a l o r s  le  nombre maximum de paramètres  de  

l a  m a t r i c e  ( P  A" Q) es t  p '  t e l  que p - l l p l i p + l  

g&no~s&Ingg&oq : 
D'après  l a  d é f i n i t i o n  du problème, e t  pour une permutation f : 

P = m a x [ ( l ~ ~ ( ~ )  1 - f ( i )  /  EN] 
( B - 3 - 3  c h a p i t r e  II) 

les ma t r i ce s  A' e t  AI' ne d i f f é r e n t  que d 'une  s e u l e  colonne,  

on o b t i e n t  que les N pour l a  mat r ice  1' s o n t  t e l l e s  que : 

donc P-1 i P '  s P+l 

C e t t e  remarque peu t  donner l i e u  à une v a r i a n t e  de  l ' a d a p t a t i o n  

d e  l a  mgthode des  paramètres  à l a  méthode s i m p l i c i a l e  ; en e f f e t ,  

l e  t a b l e a u  a u x i l i a i r e  (nxp) n é c e s s a i r e  à l a  r é s o l u t i o n  d 'un 

système devant  être dimensionné au  début  du programme, on pour ra  

ne  dé te rminer  l e s  permuta t ions  f  e t  g qu 'aux i t é r a t i o n s  oh 

l e  nombre de paramètres  r e n c o n t r é s  en cours  de  r é s o l u t i o n  r i s q u e  



de dépasser  l a  v a l e u r  donnée dans  l e  dimensionnement de  ce  

t a b l  ea ,o, 

- Cas de  -- l a  né thsde  s i r i n l i c i a l e  en  v a r i k b l e s  bornées.  

On p e u t  i n t r o d u i r e  les c o n t k a i h t e s  de borne d i rec tement  

dans l a  ma t r i ce  A du  PL 3 résoudre ,  c e  q u i  a pour e f f e t  d 'aug- 

menter l a  dimension d e s  systèmes à résoudre  mais non le  nombre 

de paramPtres de  c e s  s y s t è ~ e s .  

On ne  t r a i t e  que l e  cas  où xi < x, ( l e c a s  xi 2 xm 

donne l e  meme r é s u l t a t ) .  

1 Deux p o s s i b i l i t é s  pour une matrice de base A . 
. xi est de base e t  il s a  borne supé r i eu re  : l a  

v a r i a h l e  es t  e n t i è r e n e n t  déterminée e t  n ' i n t e r v i e n d r a  p a s  dans  

l e s  c a l c u l s  var iab les -waranè t res  de l a  r é s o l u t i o n  

. xi e t  l a  v a i i h b l e  d ' é c a r t  a s soc i ée  3 l a  con t r a in -  

t e  y s o n t  de base . 0 

1 I l  e x i s t e  donc dans  l a  ma t r i ce  (A  ) une colonne de degré  

1. c e l l e  r e l a t i v e  3 ri) e t  on peu t  se ramener il l a  forme donnée 

e n  R . 3 . 1 ,  c h a p i t r e  III, 



L e s  expér iences  num6riques d é c r i t e s  c i -dessous  o n t  

un double bu t  : 

- comparer l a  méthode s i m p l i c i a l e  avec i n v e r s e  e x p l i c i t e  e t  

c e l l e  avec r e s o l u t i o n  d i r e c t e  pax l a  méthode des  paramètres .  

- V é r i f i e r  c e r t a i n e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  de la  misthode des  

paramètres  e t  m e t t r e  en évidence l e  f a i t  q u ' e l l e  permet 

de  t r a i t e r  des  p r o g r m e s  l i n é a i r e s  de  grande t a i l l e  en 

mémorre c e n t r a l e .  

C-1- : Condi t ions  d ' expé r i ences  e t  de v a l i d i t é  d e s  

Les  méthodes d ' i nd i çaqe  C61 

Seu l s  les éléments  non n u l s  de l a  ma t r i ce  du PL 

o n t  é t é  mémorisés en double p r é c i s i o n .  L e s  méthodes 

d ' i n d i ç a g e  d i f f é r e n t  cependant pour les deux méthodes : 

E~~ggsg-gg~&i~icgg : double ind içage  : 

chaque élément de  A e s t  r epé ré  pa r  son i n d i c e  de l i g n e  e t  

son i n d i c e  de colonne,  les éléments  cons idé ré s  colonne p a r  

colonne,  é t a n t  p l a c é s  dans  un t a b l e a u  unidimensionnel.  

bl$~h~~g-~~g-paramC!!! : t r i p l e  i nd i çage  : 

au schéma précédent ,  s ' a j o u t e  un t a b l e a u  unidimensionnel  

donnant l e s  i n d i c e s  de colonne d e s  é léments  de A c o n s i d é r é s  

l i g n e  p a r  l i g n e .  Ce schéma d ' i n d i ç a g e  permet de dé te rminer  

fac i lement  Ji = { j / A  # 01 e t  J = ( i / A i j  # 01. é léments  
i j j 

n é c e s s a i r e s  pour l a  dé te rmina t ion  d e s  ma t r i ce s  de  permutat ion 

f e t  g. 

L e s  v a r i a b l e s  d ' é c a r t  e t  a r t i f i c i e l l e s  : 

+ Dans les deux c a s ,  l e u r  c o e f f i c i e n t  ( -  1) a é t é  cons idé ré  

comme un élément non n u l  de A e t  3 ce t i t r e ,  i n d i c é  comme l e s  

a u t r e s  va l eu r s .  

L e s  c o n t r a i n t e s  d e  borne s u r  l e s  v a r i a b l e s  : E l l e s  o n t  

é t é  p r i s e s e n  compte comme l e s  c o n t r a i n t e s i n i t i a l e s  du problème, 

ce q u i  a pour e f f e t  d'augmenter l a  t a i l l e  d e s  d i f f é r e n t s  t ab l eaux  



n é c e s s a i r e s  aux r é s o l u t i o n s .  On pourra  donc dans  ce  c a s  

é t a b l i r  une comparaison s u r  d e s  nombres de mémoires " c o r r i g é s "  

n é c e s s a i r e s  pour l a  ré s o l u t i o n .  

U t i l i s a t i o n  de  l a  méthode mixte Ca3 

Lorsque d e s  v a r i a b l e s  a r t i f i c i e l l e s  o n t  é t é  i n t r o d u i t e s ,  

c ' e s t  l a  méthode mixte  q u i  a é t é  employée pour résoudre  le 

problème. 

- S t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e  de  l a  ma t r i ce  de  base 

I l  n'a jamais é t é  t enu  compte d k n e  s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e ,  

c e l l e  d e c r i t e  en B-3-1 c h a p i t r e  II pa r  exemple, d e s  ma t r i ce s  

de base l o r s  de l a  r é s o l u t i o n  d e s  systèmes l i n é a i r e s .  

- c a l c u l s  : ils o n r  t o u j o u r s  e t &  e f t e c t u e s  en double  
p r é c i s i o n  

- Pour 1' inve r se  e x p l i c i t e  : 

L e s  opé ra t ions  p o r t a n t  s u r  d e s  é léments  n u l s  n ' o n t  pas  

é t é  e f f e c t u ë e s  l o r s  de l a  r é s o l u t i o n  d e s  systèmes e t  de  l a  

mise à jour  de l ' i n v e r s e .  

- Pour l a  méthode d e s  paramètres  : 

A chaque i t é r a t i o n ,  l e s  é léments  composant l a  ma t r i ce  

de base (A')  o n t  é t é  r e c o p i é s  dans un t a b l e a u  a u x i l i a i r e  AU, 

ind ic6  p a r  I L U  e t  ICU dans  l ' o r d r e  donné p a r  l a  fonc t ion  de 

permutation f .  A p a r t i r  de  l a  fonc t ion  de  permutation g ,  on 

peut  e n s u i t e  t r a n s p o s e r  f ac i l emen t  (A') pour résoudre  les deux 

d e r n i e r s  systèmes ( l e s  c a l c u l s  o n t  é t é  e f f e c t u é s  à p a r t i r  de AU). 

Lors  de l ' é l i m i n a t i o n  d 'un  paramètre ,  c ' e s t  l e  c o e f f i c i e n t  

l e  p l u s  grand en v a l e u r  abso lue  des c o e f f i c i e n t s  des  v a r i a b l e s  

"paramètre" q u i  determine l e  paramètre à é l i m i n e r  (op t ion  

pivotage s u r  l e s  colonnes)  . Lorsqu' on exprime une "nouvel le"  

v a r i a b l e  en fonc t ion  des  parametres ,  c ' e s t  l a  première , p a r  

o rd re  d ' a p p a r i t i o n ,  "nouve l le"  v a r i a b l e  q u i  e s t  automatiquement 

cho i s i e .  

Le Code de programmation - v o i r  annexe II pour l a  

méthode des  paramètres  - lanflu??e FORTRAN - 



. s e p t  problèmes o n t  é t 6  r é s o l u s  : 

- l e s  t r o i s  premiers  o n t  permis de compares deux a d a p t a t i o n s  

de  l a  méthode s l m p l i c i a l e :  i nve r se  e x p l i c i t e  e t  r é s o l u t i o n  

d i r e c t e  p a r  l a  méthode des  paramètres  ; 

- l e s  deux s u i v a n t s ,  deux modsles éne rgé t iques ,  o n t  donné 

l i e u  3 d e s  programmes l i n é a i r e s  de  grande t a i l l e  q u i  n ' o n t  

é t é  r é s o l u s  qu 'avec l a  méthode d e s  paramétres .  

- les deux d e r n i e r s  s o n t  d e s  programmes l i n é a i r e s  r encon t r é s  

l o r s  de l a  r é s o l u t i o n  d 'un  problème de d i s p a t c h i n g  é l e c t r i q u e .  

. les temps s o n t  donnés en seconde 

. l ' o r d i n a t e u r  u t i l i s é  e s t  un IRIS 80. 



(32 v a r i a b l e s  

2 8  c o n t r a i n t e s  5 
3 l ' o r i g i n e  : 

32 c o n t r a i n t e s  d e  borne 

A 
: 236 eléments non n u l s  (0 = 26,34%) 

problème à t r a i t e r  : 

9 2  v a r i a b l e s  

60  c o n t r a i n t e s  en é g a l i t é  

: 328 éléments  non n u l s  (p = 5,95%) 



R é s u l t a t s  

* Valeur  c o r r e s p o n d a n t  a un nombre p o s s i b l e  de  p a r a m è t r e s  

é g a l  à 1 0 .  

* *  Données en  s imple  p r é c i s i o n .  

Le  nombre m a x i m u m  d - 

N o m b r e  moyen de p a r a m è t r e s  p a r  i t é r a t i o n  : 2,7 



Problème n o  2  : 

Problème conçu  d '  a p r g s  l a  m e t h o d e  e x p o s e e  d a n s  C30 1 

à l ' o r i g i n e  : 

120  v a r i a b l e s  

100  c o n t r a i n t e s  e n  é g a l i t é  

: 270 é l é m e n t s  non  n u l s  ( p  = 5 % )  

P rob l ème  a t r a i t e r  : 

220 v a r i a b l e s  

100 c o n t r a i n t e s  e n  é g a l i t é  

: 700 é l é m e n t s  non  n u l s  ( p  = 3,18%) 



Résultats 

Nombre 
d'itérations 

Temps moyen 
par itération 

Nombre de 
mémoires 
utilisées 

pour les 
données + +  

' pour les 
j calculs 

Paramètres 
( 1 )  

173 

Inverse 
explicite (2) 

1 7 8  

Rapport 
( 2 / P  

* Valeur correspondant 3 un nombre possible de paramètres 

égal a 10. 

* *  Données en simple précision. 

Le nombre maximum de paramètres est éqal .3 8. 

l'itération 

Nombre moyen de paramètres par itération : 3 , 4 0  



Prob lème  n o  3 : 

a l ' o r i g i n e  : 

48 v a r i a b l e s  

122 c o n t r a i n t e s  2 

4 8  c o n t r a i n t e s  d e  b o r n e '  5 

A l :  718 B lémen t s  non n u l s  ( p  = 1 2 , 2 5 % )  

Problème 3 t r a i t e r  : 

218 v a r i a b l e s  

170 c o n t r a i n t e s  eq é g a l i t é  

A  : 936  é l é m e n t s  non n u l s  ( p  = 2 , 7 9 % )  



R é s u l t a t s  : 1') P o u r  l a  m i n i m i s a t i o n  

* V a l e u r  c o r r e s p o n d a n t  a u n  nombre  p o s s i b l e  d e  p a r a m è t r e s  

é g a l  a 10. 

r r  D o n n é e s  e n  d o u b l e  p r é c i s i o n .  

u t i l i s é e s  

p o u r  l e s  
d o n n é e s  + *  

p o u r  l e s  
c a l c u l s  

L e  nombre  maximum d e  p a r a m è t r e s  e s t  égal  a 6 .  

paramètres - --------- 

5 5 2 0  

1 0 0 3 6  

Nombre moyen de p a r a m è t r e s  par i t é r a t i o n  : 2 , 2 1 5 6 .  

4584 

59516  5 , 9 3  

80 70 

A 

9 0  

1 

5 0  

0 0 2 1 3 5 3 5 2  

+ 

1 0 2  

1 

60 20 10 

P 

Numéro de 
l ' i t é r a t i o n  

Nombre de  
p a r a m è t r e s  

30 40 



2 ' )  pour l a  maximisation : 

' i t é r a t i o n s  

I I I I 1 

Le nombre maximum de paramètres e s t  é g a l  2 6 .  

Evolution d u  nombre de paramètres 

' i t é r a t i o n  

Nombre moyen de  parametres pa r  i t é r a t i o n  : 3,14 

Nombre de 

paramètres 

Nombre 

d '  i t é r a t i o n s  
26 2 9 

O 1 2 3 4 5 6  

16 26 

1 

18 15 



20 

Problème no 4 : modèle énergétique 

/251 variables 

249 contraintes 

13 en = 

L A I  
: 718 éléments non nuls (p = 1,15%) 

Problème à traiter : 

532 variables 
251 variables d'origine 

236 variables d'écart 

45 variables artificielles 

249 contraintes 

: 999 éléments non nuls ( P  = 0,75%) 



Résultats : (pour la méthode des paramètres) 

- 392 itérations 
- 1,12 seconde par itération 
- 21100 mémoires utilisées (pour un nombre possible de 
paramètres égal a 10) 

- dont 6550 pour les données en double précision 
- soit 14650 pour les calculs 

- le nombre maximum de, paramètres est égal à 4. 
. . , , . . - 

Nombre de O 1 2 3 4 
paramètres 

Nombre 

d' itérations 36 100 112.133 11 
w 

Nombre moyen de paramètres par itération : 1,9566 



Problème no 5 : modèle énergétique 

841 794 128 128 

[ 841 variables 
922 contraintes 

: 2816 éléments non nuls ( p  = 0,36%) 

Problème 3 traiter : 

841 variables d'origine 
1891 922 variables d ' écart 

128 variables artificielles 

922 contraintes 

: 3866 éléments non nuls ( P  = 0,22%) 



Résul ta ts  : (pour l a  méthode d e s  paramètres) 

- 940 i t é r a t i o n s  

--11,58 secondes par i t é r a t i o n  

- 78640 mémoiresut i l i sées  (pour un nombre p o s s i b l e  de paramétres 

égal a 10) 

- dont 24950 pour les données en double p r é c i s i o n  

- e t  53690 pour les c a l c u l s  

L e  nombre maximum de paramGtres est  é g a l  à 4 .  

' i t é r a t i o n s  

Nombre moyen de paramètres par i t é r a t i o n  : 1,1840 



Problèmes no  6  e t  7  : 

Les deux programmes l i n é a i r e s  ayant  f o u r n i  les 

r é s u l t a t s  q u i  s u i v e n t  o n t  é t é  r e n c o n t r é s  l o r s  de l a  

r é s o l u t i o n  d ' un  problème de d i s p a t c h i n g  é l e c t r i q u e  

( r é seau  g r e c  3 4 4  noeuds) p a r  l a  méthode d e s  c e n t r e s  

l i n é a r i s é s  (MCL) C3q. 

On pour ra  t rouve r  dans  C33 une d e s c r i p t i o n  d é t a i l l é e  

d e s  c o n d i t i o n s  de  mise en oeuvre de  l a  MCL e t  d e s  r é s u l t a t s  

obtenus  

Les m a t r i c e s  de base  son t  de  dimension 89 x  8 9 ( q  % = 7 ,5  % )  

Proaramme l i n é a i r e  1 : 

- 111 i t é r a t i o n s  

- 0,525 seconde p a r  i t é r a t i o n  

- l e  nombre maximum de paramètres  rencont ré  est é g a l  a 9. 

' i t é r a t i o n s  

Nombre maximum de paramètres  p a r  i t é r a t i o n  : 5,7027 

Programme l i n é a i r e  2  : 

- 157 i t é r a t i o n s  

- 0,538 seconde p a r  i t é r a t i o n  

- l e  nombre maximum de  paramètres  rencont ré  e s t ê f f a l  à 1 2 -  

Nombre.moyen de  paramètres  p a r  i t é r a t i o n  : 6,2484 

A 

Nombre de  

paramètres  

Nombre 

d ' i t é r a t i o n s  
+ 

1 10 3 21 8  20 

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2  

9  24 31 17 10 2  1 



C- 3- Iiexnarques e t  commen ta i r e s  - 

1 - La r é s o l u t i o n  d e s  s y s t è m e s  l i n é a i r e s  p a r  l a  méthode 

dc2s p a r a m è t r e s  permet  d e  t r a i t e r  d e s  programmes l i n é a i r e s  

à m a t r i c e  c r e u s e  e t  d e  g r a n d e  t a i l l e  en mémoire c e n t r a l e .  

Le prob lème n o  5 n e  n é c e s s i t e  r é e l l e m e n t  que  

67576 m é n o i r e s  s i  on  t i e n t  compte  d ' u n  nombre maximum d e  

p a r a m è t r e s  é g a l  à 4 .  

2 - Le nombre maximum d e  p a r a m è t r e s r e s t e  t o u j o u r s  p e t i t  

( d e  l ' o r d r e  d e  1 0 )  pourvu  que  p l e  s o i t .  

L,es v a l e u r s  9 e t  1 2  c o r r e s p o n d e n t  e n  f a i t  à d e  f o r t e s  d e n s i t é s  

( 7 , 5 % ) .  

3 - Lorsque  l a  t a i l l e  d u  prob lème a u j m e n t e ,  l a  méthode 

d e s  p a r a m è t r e s  semble  ê t r e  d ' u n  emplo i  p l u s  a v a n t a g e u x  

que l ' i n v e r s e  e x p l i c i t e  a u s s i  b i e n  en volume d e  mémoires  

n é c e s s a i r e s  q u ' e n  temps d e  c a l c u l .  

( i n v e r s e  e x p l l c : i t ( . )  
~ i i ~ ~ p c ~ r  t s - 

P b  1 

Pt )  2 
- - - 1- 

1 i k 1  3 
1 ,-- - - - - - A  

 néth th oc le des parnnic t res)  

Rapport des  
volumes de 
m b i r e s  * 

1 ,89  

2 , 5 7  
- - - 

4 ,12  
- -- -- 

Rapport des tgnps 
mycns par 
i t é r a t i on  

O ,  76  

--- 

1 ,O8 
-.- .- 

1 ,42  

-- -- 



* C e s  r a p p o r t s  s o n t  c a l c u l é s  a v e c  un nombre p o s s i b l e  d e  

p a r a m è t r e s  é q a l  à 10 ( e n  r é a l i t é ,  on  a r e s p e c t i v e m e n t  p o u r  

chacun  d e s  p r o b l è m e s  6 ,  8 ,  5 p a r a m è t r e s  a u  maximum). 

4 - Le t emps  moyen p a r  i t é r a t i o n  e s t  s u r t o u t  f o n c t i o n  d e  

ia p h a s e  1 d e  l a  méthode  ( " r anqemen t "  d e  l a  ma t r i ce ) .  

L e s  p r o b l è m e s  6  e t  7  r e l a t i f s  a u  même p rob l ème  

d e  d é p a r t  mon t r e  q u e  l e  nombre moyen d e  p a r a m è t r e s  p a r  

i t é r a t i o n  n ' a  q u e  peu  d ' i n f l u e n c e  s u r  l e  temps moyen p a r  

i t é r a t i o n  

s o i t  une  a u g m e n t a t i o n  moyenne d e  0 , 0 1 3  s e c o n d e  p a r  i t é r a t i o n  

p o u r  une  a u g m e n t a t i o n  d e  0 ,5457  d u  nombre moyen d e  p a r a m è t r e s  

(matr ice d e  b a s e  d e  d i m e n s i o n  89 x 89). 

Pb 6  

L e  p rob l ème  N O  5  es t  p a r t i c u l i è r e m e n t  s i g n i f i c a t i f  

à cet e f f e t  : l e  t emps  moyen d e  l a  p h a s e  1 e s t  d e  8 , 5 1  

s e c o n d e s  p a r  i t é r a t i o n .  

5 - P o u r  m e s u r e r  l a  p r é c i s i o n  d e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s  

a v e c  l a  méthode d e s  p a r a m è t r e s ,  on a c a l c u l é  l a  v a l e u r  

d e s  r é s i d u s  s u r  l a  s o l u t i o n  du  p rob l ème  2 

N d r e  moyen 
de  pâramètres 

5 ,7027  

pour les q u a t r e  p r e m i e r s  p r o b l è m e s  : R < 1.10 - 1 2  
i 1 

pour le  c i n q u i è m e  : 
Ri  < 1 d 0 - ~ ~  

Y 
i 

Temps moyen 
par i t é r a t i o n  

0 , 5 2 5  

4 



ANNeXE 1 : Matrices de type dispatching 

1. Matrice de dispatching du réseau grec 

2 .  Matrice de base l a  moins creuse 

3. Résultat - c r i t è r e  1 

4 .  Matrice A I  

5 .  Résultat - c r i t è r e  4 

b. Matrice A,, 
L. 

7.  Résultat - c r i t è r e  4 

8. Matrice A 
3 

9 .  Résültat - c r i t è r e  2 

10 .  Matrice A4 

11. Résultat - c r i t è r e  2 

1 2 .  Matrice Ag 

13 .  Résultat - c r i t è r e  1 
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ANNEXE I I  

S I M P L I C I A L E  AVEC RÉSOLUTION DES SYSTÈPES L i  - 

NÉAI RES PAP L A  MCTHODE D E S  PAPAMÈTRES , 

- L e s  d imens ionnements  d e s  t a b l e a u x  s o n t  ceux  u t i l i s é s  

!o r s  d e  l a  r é s o l u t i o n  du  problème n04 ( c h a p i t r e  III - page  28). 

- L e s  données  s o n t  de l a  forme : 

- N ,  K, N i ,  M2 où M =  nombre d ' é l é m e n t s  d e  l a  matrice A  

M= nombre d e  c o n t r a i n t e s  

N 1 =  nombre d e  v a r i a b l e s  d ' o r i g i n e  

M2= nombre de v a r i a b l e s  d ' é c a r t  e t  

a r t i f i c i e l l e s  

- IL1 : i n d i c e s  l i q n e  d e s  é l é m e n t s  de  A1 c o n s i d é r é s  

c o l o n n e  p a r  c o l o n n e  

- I C I  : i n d i c e s  co lonne  d e s  é l é m e n t s  d e  A i  cons ldé res  

c o l o n n e  p a r  c o l o n n e  

- I C 2  : i n d i c e s  co lonne  d e s  é l é m e n t s  d e  A l  c o n ç i d 6 r é s  

l i q n e  p a r  l i g n e  

- A  : c o e f f i c i e n t s  d e s  é lé r r .en ts  d e  A l  c o n s i d é r é s  

c o l o n n e  p a r  c o l o n n e  



- SV : second  m e m b r e  des c o n t r a i n t e s  

- FECO : c o e f f i c i e n t s  de l a  f o n c t i o n  économique.  



IMPLICIT DOUBLE PRECISIUN(A-H,O-2) 
INTEGER DC,DCU,DL,BA,HBA 
INTEGFR RBA 
iNTEGER ~ c 1 , C L l  
DIMENSION ~ ~ ~ ( 5 3 2 )  
D I ~ E N S I O N D C I ( ~ ~ ~ ) , D L ~ ( ~ > O )  
D I ~ E ~ S I O N I L R ( ~ ~ ~ ) . I L U ( ~ Y ~ ) , I ~ U ( ~ ~ ~ ) ~ I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , H B A ( ~ ~ ~ )  
D ~ M E N ~ I O N D C ( S ~ ~ ) ~ D C U ( ~ ~ Y ) , O L ( ~ ~ ~ ) , I L ~ ( ~ ~ ~ ) ~ I ~ ~ ( ~ ~ ~ ) ~ I ~ ~ ( ~ ~ ~ )  
DIrEXtiGNA(999),A~(997),BA(249) 
Q I ~ E N S I O N S M ( ~ ~ ~ )  
D I M E X S I O K F E C ~ ( ~ ~ ~ ) , V I ( ~ ~ ~ ) , V ~ ( ~ ~ ~ ) , D ( ~ ~ ~ ) , P A R A ( ~ ~ ~ ~ I O )  

F0RPbT(6112) 
F o s ~ a ~ ( l 2 x s )  
FORMAT(RFI~.I~) 
DO 6950 1=1,249 
DL(I)=O 
DO 6C00 I=1,718 
DL(IL~(I))=~L(IL~(I))+~ 

00 63n0 I=l,20& 
K=713+1 
A(K)=~ 
I L I  (K)=I 
iC? (K)=25?+1 
CONTINUE 

DO 6 1 ~ 3  1=1,32 
K=922+I 
9(~)=-1 
IL? (K)=204+I 
1~1(~)=455+1 
CQNTINUE 

Dû 6 2 0 0  1=1,45 
K=954+I 
A(K)=~ 
IL1 (K)=204+1 
I C l  (K)=487+1 

C ? N T ? r J I J F  
, -  _ ^ - L - "  

J3=0 
D O  6350 I=1,13 
J3=33+1 
KI=? 000-J3 

IC?(K1)=533-1 
D O  6400 ~ = l , ~ L ( 2 5 0 - 1 )  
~ 2 = J l + l  

J 3 = ~ 3 + 1  
1~2(1n3O-J3)=IC2(719-J~ 

r n t : ~  r ~ , L ' F  



6 3 5 0  CQNTIUUE 
3 û  6 5 0 0  1=1,32 
J 3 = J 3 + 1  
1 ~ 2 ( 1 0 0 0 - J 3 ) = S 2 0 - 1  
J 3 = J 3 + 1  
1 ~ 2 ( 1 n 0 0 - J 3 ) = 4 8 8 - 1  
Do 6 6 0 0  J = 1 , ~ ~ ( 2 3 7 - 1 )  
J 2 = J 2 + 1  
J 3 = J 3 + 1  
Ic2(l~oO-J3)=IC2(719-J2a 

o f ? ?  C O N T T M U E  
6 5 0 0  CONTINUE 

D O  6 7 0 0  I= I ,ZOC 
J 3 = J 3 + 1  
1 t 2 ( ?  oûO-js3=456-I 
D O  6 8 0 0  J = l , D L ( 2 0 S ~ I )  
J Z = ' J Z + l  
J 3 = J 3 + 1  
1~2(1000-J3)=IC2(719-J2) 

68CO CONTINUE 
:TV9 COUTXNUE 

OUTPUT J 2  
OUTPUT J 3  
D O  6 9 5 0  1=1,532 
I C R ( I ) = O  

6950 DC( I )=O  
30  6 9 0 3  I = 1 , 2 4 9  

OUTPUT M 
OUTPUT NI 
OUTPUT N2 
CALL uCTIME(O~INTER) 
D O  1 1 0  J = ~ , N  
D C ( I C ~ ( J I ) = D C ( I C ~ ( J ) ) + ~  

1 1 0  D L C I L ~ ( J ) ) = D L ( I L ~ ( J ) ) + I  
D C l ( N 1 + ~ 2 + 1 ) = N + l  
DL1 ( M + ? ) = N * l  
30  1 2 0  1 = l r ( N 1 + N 2 )  
J = N I + N ~ + ~ - I  
R B A ( J ) = O  

1 2 0  D c I ( J ) = D C l ( J + l ) - D C ( J )  
D O  1 3 0  I = ~ , M  
J=M+ I -1  

1 3 0  D L I ( J ) = D L I ( J + ~ ) - D L ( J )  
L 8 = 0  

1 CONTINUE 
L 8 = L 8 + 1  
D O  1 4 5  J=l ,M 

1 4 5  D L ( J ) = D L ~ ( J + ~ ) - O L ~ ( J )  
D O  11 J = ~ , M  

11 D C U ( J ) = D C ( B A ( J ) )  
D O  1 4 7  J = 1 , ( ~ 1 + N 2 )  

1 4 7  R B A ( j ) = O  



1 b  K 1 = J  
1 2  C G V T I N U E  ' iL6CqQRCqZ B E  Lfl 

I L a ( J i ) = B A ( K l )  
K Z = D C I ( B A ( K I ) ) - 1  

1 7  C C Y T I N U E  ? ~ ' a q d T f + - \ ~ ~ d  ET 
K S = D C ( a A ( K l ) )  
OC . 1 9  J = l , K S  
A ~ ! I J P + J ) = A ( K ~ + J )  
; L ~ C J ? + J ) = I C ~ ( K Z + J )  % ~ f l ? ~ \ S S f j ? =  b e s  
I C U ( J Z + J ) = I L ~ ( K ~ + J )  

L ~ = R B E ( I C ~ ( K ~ + J ~ ) )  
I F ( L 7 . E Q . O )  GOTO 23  
o c c ( ~ 7 ) = D C u C ~ 7 ) - 1  

2 3 C O N T I N U E  
1 9  C O I ~ T I N U E  

D C U ( K I ) = M + I  
~ ~ = I ? + D c ~ B A ( K ~ ) )  

1 0 0  COtdT;hüE 
D O  1 5 9  J = ~ , M  
S A ( J ) = I L R ( J )  
~ c I J I J ) = D c ( B A ( J ) )  
- e > < J ) z $  k * 

1 5 0  V I ( J ) = F E ~ O ( B A ( J ) )  



N 
a, n - CI N a 

r- P O O 

-a > r U d N -3 + + 00 00 a, tu ln V u 
ln VI N N N a- O U c 
7 -2 - <U C IX N 
V yc. V C O O 4 
-> n -2 u t L 3 3 ?L 3 
4 N .Z N O O c t \ + 
I \ - O W n U O nrrr  O 
n O ". n h  N n c 3 '- W - 0 0 .  O 
b O t - 9 c r  +- CI n -a 0 n n  > - -  9 
7 7 O a0 c VI - 7 7 9  00 I n  I- h CI - O a- N h - - . ) Y  n~ - N -  O V I  7 ln - + +  00 n - N -> N n -n VI C, z a .- - > V U  O N  
7 -3 N + N 7 l n m  N - h  Z + Z + 7 O + + + 9 n U r C U n  - 
W 0- ln W 7 7  9 9 + 5 + X u r 1‘ ,-- ZC r u . - < Q U . - 0 0  
4 k - 3  0 0  -a O - I V -  O 7 7 c v c w 4 - A  z - 1 œ u u  1 W C  
OC O U  .k- v C- T r 3 3  C O - Z Z OT N O * V .  o a u n o -  .a 
4 W O n W c >  3 O C - Z d U  O L L 7 - J  V C w Q -an<+ l - S  : - C + v a  - . \uhc 
a - r Z w  u w # C A - . \  n  O O u u - W  -tu - ~ n n l f  O s L I  r u  O - 1 - 6  - P  
If A T - -  -n  I a r Ilnn 9 7 4 4  r - r - T a r  - 1 1 -  W w  - !1 w r t l  7 - 7  --  
n O l l + n c  II + 1 y ?  v n II a E I l  n O r r  + + 1 1 9 n r  n I r  r% 7- n h ~ I C I - ~  II-- 
Pc - r m b  - T <>%.. O - * v 7 3  C- 9 4 4  9 9 9.0 x Z * 7 r l ?  . - 7 0  q r  -> r r r r N - 7 -  
- - , U C ? - ~ - , - , O  a IIWW - - r - , r - r u I I u O w  - w  n a  - >  ->-,uII II 7 -  - - w u  a - 3 - - w I I w w  - r w I t W  - - a ~ 3 - > 7 u C  

5 - 3 W  - v u 1  C I  - s - > n D V i = > 0 1 3  v u  - 3  - 3 - n  - c 1 : 0 9 3 3 0  . r 1 ) ~ 1 0 3 . - - 3 - 1 3 n  - 1  1 u u  
t 7 z  - F = n  . I 7 l c z z l u c  ?I I  I I I c + h z w z  . -v>v  r V a %  v \ Q Z ~ c P c a ~ ~ z z u r n z . - r z i r n z ~ z ~ ~ - : i i  I i U Q - O  

h v ~ ~ - i n r , n p . . - y c v - , u r  . L I  v - r \ - s m  H - U  ~ m m 9 + * c o v -  m u u ~ - a ) c r - - w ~ ~  m . - U U - >  U O ~ Y ~ U  - r - - - - U c L  
- ~ U Ç - X N U ~ ~ + W ~ - + - + ~ L  ~ ~ - ~ ~ U - ~ O C ~ ~ O N U U ~ + - N U C ~ ~ U ~ ~ ~ - ~ N C L ~ U C ~ ~ N ~ ~ F - U O ~ ~ W ~ ~ C ~ N U ~ - ~ N ~ -  
1 1 0 - 7 u  I I V ~ ~ I I W C L Z Z * '  O C ~ U L T I I ~ Z U Z I I  - 1 1  11.- - Z - >  u Z Q U  I I r x u z Z w  * . d Z O L C Z  - Z Q Z -  C C b V  w  
~ U 0 ~ O b i ~ ~ I I ~ u v O O i a i  ~ r N u m O a u O N O i L N r - C > O u O 1 1 O U O V r O ~ s 4 O O u - C r r O u ~ O O ~ G V O ~ O U ~ ~ C ~ L L  
~ a o ~ ~ 7 u ~ a y ~ r u ~ c . r  ~ ~ ~ ~ - , w u n v t a u ~ ~ r ~ n u u u n u v r  a + P n u u ~ c c u - w v ~ c ~ ~ u ~ ~ ~ O a > > C ~ ~  



DO 2 1 5  J 6 = 1 t ( P - 1 )  
2 1 5  P A R A ( J ~ , J ~ ) = P A R A ( J ~ , J ~ ) + P A R A ( J ~ ~ P ) * P . ~ R A ( J ~ J ~ )  

v I ( J ~ ) = v ~ ( J ~ ) + P A R A ( J I , P ) * V I ( J I  
v ~ ( J I ) = v ~ ( J I ) + P A R A ( J ~ , P ) * V ~ ( J )  
? A R A ( . I ~  ,PI=!) 
SOTO 2 1 4  

2 1 6  C O N T I N U E  
v ~ ( J ~ ) = v ~ ( J ~ ) + P A R A ( J ~ , ~ ~ * ~ ~ ( J )  
v ~ ( J I ) = v ~ ( J ~ ) + P A R A ( J ~ . ~ ) + V Z ( J )  
? ~ ~ 4 ( ~ 1 , 1 ) = 0  

2 1 4  C O N T I N U E  
PARA(JIP)=O 
P = p - I  
J S = J S + D C U ( J )  

2 5 0  CONTINUE 
OUTPUT P l  
I F ( L . E Q . 1 ) G O T O  1 1 0 0  
D O  2 9 9  ~ 1 = 1 ,  ( N ? + N Z - M )  

2 9 9  D ( J ~ ) = O  
DO 3 0 0  J l = l t ( N I + N 2 - M )  
K ~ = D C I  ( H B A ( J ~ ) ) - 1  

3 0 1  CONTINUE G ~ L - c ~ ) L  230 
3 ? 3  J ~ = ~ * D C ( H B A ( J ~ ) )  

3 0 3  D ( J I ) = J ( J ~ ) + ~ ( K ~ + , J ~ ) * V ~ C I ~ R ( I L ~ ( K ~ + J ~ ) ) )  c 3 k l - r ~ ~ ~  a& 
D ( J ~ ) = F E C O ( H S A ( J ~ ) ) - D ~ J ~ )  

3 0 0  CONTINUE cP,bsss\ D h T O -  

~ 9 = 1  
~ 2 = 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
DO 3 2 0  J 1 = 1 ,  ( l d l+NZ-M)  
I F  ( L 9 a E Q . 3 )  GOTO 3 2 3  
I F ( H B A ( J ~ ) . G E . Z ~ O )  G o T O ~ ~ O  XLEcyécLyz 3 F  

3 2 3  CONTINUE 
1 ~ ( ~ 2 - 0 ( J 1 ) ) 3 2 2 , 3 2 0 t 3 2 0  

3 2 2  J 9 = 0  
U+ J & j a \ ~ \ a r - - G  ENTRAWT 

JI=M+I-J T ~ ~ ~ J s - T o z . \ - T ,  3s  
K = D C I ( B A ( J I ) ) - ~  

4 1 1  C O N T I N U F  
DO 4 1 3  J S = ~ , D C ( O A ( J ~ ) )  L q  lqfiT-i&\& D G  
J ~ = K + J ~  
J 5 = 1 C a ( I L l ( J 4 ) )  
I C r i ( J 5 ) = I C 1  ( J 6 )  a q ~ " .  
A u ( J ~ ) = A ( J ~ )  
I L u ( J s ) = I L l ( J C )  

4 1 3  I C R ( I L ? ( J ~ ) ) = I C R ( I L ~ ( J ~ ~ ) + ~  
4 1 0  C O N T I N U E  

D O  5 0 0  J = l t M  
V 1  ( J ) = o  

5 0 0  V 2 ( J ) = O  
IF (J? .EP,~ )GOTO 5 1 0  
K=DCI (1s) -1  

5 0 1  CONTINUE 
DO 5 0 3  J = ~ , D C ( I S )  



I R = J  
D O  7 0 0  J = 1  , M  
I F ( B A ( J ) . E Q . I R ) G O T O  7 0 1  
C O N T I N U E  
R A ( J ) = I S  

SO=O 
D O  2101 J = 1 ,  ( h l + N Z )  
I F ( I C Q ( J ) . E Q . C )  L O T O  2 1 0 1  
S O = S O + V ~ ( I C R ( J ) ) * F E C O ( J )  
C O P J T I N U E  

O U T P I J T  s o  
O U T P U T  IS 
O V T P U T  I R  -- F3,ù C 
I F ( J ~ . E Q . ~ ) G ~ T O  2100 

G O T o  --- 
2 0 0 0  s0=1000 

O l J T P U T  S O  
~ 1 3 0  C C N T I N U E  

C A L L  i i C ~ l M E ( 1 ,  I N T E R )  
O U T P U T  I N T E R  
P R I N T Q ~ ( B A ( I ) , I = ~ , M )  
P Q I N T ? ,  ( l î F A ( I ) , I ~ l ,  ( N ~ + N ~ - M ) )  
O I I T P U T  $ 0  
P R I N T  9 ,  ( I C R ( I ) t I = l ,  ( t 1 1 + N 2 ) 1  
0 0 7 4 5 7  I = 1 ,  C w l + N Z )  
I F ( I C ~ ( I ) . E Q . O )  G O T O  2 4 > 5  
v = v ~ ( T C R ( I ) )  
G n T 0  9 4 6 0  



L * b J  V r i j  
2 4 6 0  O U T P U T  1; 

O U T P U T  V 
2 4 5 0  C O N T I N U E  

!'RINT ~ ~ , ( F E C O ( I I , I = ~ ~ ( N ~ + N Z ) )  
' Q I V T  6 5 , ( V l ( I ) , I = l , M )  
P R ï V T  66,(D(I),I=1,283) 

6 6  F 0 R M 4 T ( S F 1 6 . 8 )  
2500 END 
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