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L'estimation de la densité a déjà fait l'objet de nombreux 

travaux, et on pourra consulter b2], qui comporte une revue biblio- 

graphie très complète sur les différentes méthodes d'esitimation et 

sur les principaux résultats obtenus. Les deux grandes méthodes spé- 

cialement étudiées sont : 

m la méthode du noyau d'après Rosenblatt en 1956. 

m la méthode par projection d'après Cencov en 1962. 

Certains articles contiennent des résultats de convergence 

de ces estimateurs dans le cas de l'estimation ponctuelle et globale, 

et il nous a semblé intéressant de faire le point sur ce sujet, en 

apportant des améliorations dans quelques cas précis. La publication 

[64] nous a permis d'unifier les résultats précédents, en donnant la 

vitesse de convergence de la famille générale d'estimateurs de Bosq 

et Bleuez [IO], Cl l] et ceci sous certaines conditions vérifiées 

par les noyaux. 

Nous avons ensuite donné les minorations des risques d'esti- 

mateurs de la fonction de répartition, de la loi et de la densité à 

l'aide de l'inégalité de Cramer-Rao pour un paramètre hilbertien d'après 

Les travaux de Farrell et Wahba, [22] et [5q, Bretagnolle 

et Hubert Cl31 établissent les bornes inférieures de ces inégalités 

de Cramer-Rao dans le cas de l'estimation ponctuelle pour les premiers, 

et de l'estimation globale pour les seconds, ce qui nous a permis de 

montrer que certains estimateurs possèdent la propriété d'être asymp- 

totiquement minimax sur des ensembles de densités bien'précis. 



Dans le premier chapitre de cette thèse, nous avons donc rappelé 

ce qu'est un estimateur minimax, ce mode d'estimation étant peu connu et 

peu utilisé depuis les travaux anciens de - Wald en 1945, Girshick et Savage 

en 1951, Hodges et Lehman en 1950, etc. Récemment, Aggarwal (1967), Phadia 

(1973), Pergusson (1974) ont déterminé les estimateurs minimax de la fonc- 

tion de répartition pour différentes fonctions de perte. L'approche de 

Phadia et Fergusson est la plus intéressante, car la détermination de 

l'estimateur minimax se fait à partir d'une suite de lois a priori sur 

l'ensemble des fonctions de répartition. 

Nous avons utilisé leur méthode afin de déterminer l'estimateur 

minimax de la densité dans le cas de la famille paramétrée normale. Cet 

exemple explicite l'estimateur, dont l'existence est assurée par le tra- 

vail de FJertz (en 1974) et dont nous avons étendu les résultats à dif- 

férentes fonctions de la densité. 

Enfin dans le dernier chapitre nous avons étudié plus spécia- 

lement l'estimateur par projection et les estimateurs de Whittle [6g, 

Wahba FOI et Brunk [lq, qui apparaissent comme des améliorations de 

l'estimatéur précédent. Les autrurs utilisent l'information sur l'en- 

semble des densités afin de pondérer les éléments de la base hilber- 

tienne. Les coefficients alors introduits ont pour effet d'atténuer 

les oscillations des courbes, et d'améliorer dans certains cas la 

vitesse de convergence de l'estimateur, ainsi que d'obtenir un estima- 

teur positif. 



CHAPITRE 7 : Eh;tim&un minima~. 

@ E h h a t i o n  punotume. 

7 - PoaXon du phobtème. Notutiom. 

7 1  - Eh;timlrA;iarz minhax. 

@ E~2Zrnation globale. 

7 - Ea;timation de La  onction de h é p W o n .  

7 .  Ptemiène Xechnique d' obXention de L' aituna/tm 
minhax . 
a. Dari6 l e  cas de l a  6onction de pehte 1,. 
b. Vana l e  cas de l a  donction de pehte Lg. 

2 .  Seconde Xechnique d'obXention de & ' ~ ; t U - / ~ a ; t c ~ ~  
mivtimax . 
a. Phemia exemple d'une bruite de l a &  a p ~ o t u .  
b. Vuxiéme exemple d'une buX;te de l a &  a p ~ o h i .  

Y 
a . F - A  A = (fonctions mesurables d e  R-tff,) 

Y 
b. F - IR. 

2. S W o n  dari6 hqu&e L' e M h a t u  minimax de 
y ( £ )  = f ~ A X  unique, f E FO. 

3 .  CompLéme& AWL h c o ~ ~ é  d a  app&caZiom 
R2 

et 62  p o u  la ciAtance de L'espace n2. 

4 .  DéRmination de L ' uiuque enahuteuh mi~timax 
de la demiXé dam l e  cas de La ~ a m ü Y e  n o m d e .  
F = (N(8,1)(x)). O 

CffAPlTRE 11 : EJJicacité d a  a ~ c t t ~  de la Loi. 

@ ~66Xcaci~:é d a  a t i m a t e m  de la deizsLté dam t e  cas de 
p&e quudrratique. 
1 - Ehde de la convqence  en moyenne quacihatique hwr 



2 .  v i t cme  a t t q n t e  p c a n ~  eÂ, t imatw~ 6Wr 
P(M) et z2. 
P 

3 .  CondWon~ 6m l e  noyau Kr (n) powt que kk 

&mLiYe g é n M e  d t e 6 m a t w  h convehge a n 
la même vLte6de qu'en 2 .  AU zm et P. 

P P 

I I  - Eabde de la convwence en moyenne q u w q u e  6U)L 
C A .  

1 .  M i n o d o n  du &que R c:. 
2 .  CondiXLom hwr Ce noyau 

Kr(n) 
p o w  que kk +.unLUe 

CI 

g é n W e  d t e s ; t i m a t w  hn convehge à kk vLte66e 
maxhde  huk C A .  

(B) E d ~ i e a d t é  de6 esmat- dam Ce cad de la p&e 
- 

q u a W q u e  intéghée. 

1 - lnégdeA/té de Cmm-Rao p o w  un p m Z X t e  f d b M e n .  

2 .  Appfication a Cte6,timation de kk donotion de 
h é p U o n .  

3 .  Appfica;tion à C' e6.timation de la Coi. 

4 ,  CompCZment hw l l i n é g U é  de Cmm-Rao dam t e  
CUA de 11e6,timcLtewr de kk demité.  

11 - Eabde de6 vLte6au de convehgence d t e 6 h a t w  

de dennaé dam Ce c a  de kk p&e quachtique 

intégtrée . 
7 .  Minohation du q que AWL wm. 
2 .  Vi.te66e at teinte pm C I  ed&atewr bwt P. 
3 .  V*tes~e at teinte p a ~  . t 1 e s ~ a t e w r  ~ n ' ~  ~ w t  c. 
4 .  VLtes~e  at teinte pair . t teshatervr fi:** 6 u h  w;~. 

I l l  - V ~ ~ n a t i o n  d'une @miBe dl  e6matw anymptoaZquement 
tnLnimax pow Ce d e .  
1 . Pt~entié/re d d t e n m i d o n  d ' une &mLUe ad ymptotiqument 

tninimax AWL wm powt l e  mine. 

2 .  C O ~ O M  géneilaees dwt l e  noyau Kr (n). 



CifAPlTRE 111 : Efude de la @ni..Ue d l u a % a t e w  de noyaux 
03 

r - C o m p d o n  d a  aa%ateuh) $ et ^h2. n 

11 - E d b e t  d'un changemen;t de b u e  am llaA;Unatewr 
c2 I 

n ' 

111 - Eahde de l a  @mi.Ue d ' u h a t e w  de noyaux 
CO 

n 

2 .  E a f i a t e u n n  de U W e - k n k .  
- ( A i )  

a. C o m p d o n  du d e  ent>re et h . n 
b. Utilhcu20n d u  donnéa a i n  de d e t m i n m  4 lu v a h h n c a  a p d o d  oi = 1 In. . 

1 

c. E~a%ation de la haLLtew~ d a  vagua. 

a. V i A u ~ e  de convmgence au a e u  ch mine de 

IV - Detemination d'une nouv&e d o n d o n  de pente, q u i  t i e n t  

compte de l'indotunation am F .  

V - Combes. 



CHAPITRE 2 

ESTIMATION MTNTMAX 

Avant de traiter le problème de l'estimation globale de la 

densité, nous allons énoncer les théorèmes fondamentaux sur l'esti- 

mation minimax en traitant l'estimation d'un paramètre réel. 

T - PasX;tion du ptoblème - No.ta;tiom. 

. Soient (R,A,P) un espace probabilisé et (E,B,u) un 

espace mesuré : étant une mesure a finie sur B. 

. Soit P = {PO,O E 01 O C R une famille paramétrée de 
O 

probabilités sur (E,B) dominée par p et X une variable aléatoire 

X (n.A.P) -. (E,B) dont la loi PX inconnue appartient à PO. 

On prendra E = 8,  8 = Bu( tribu des boréliens de IR. 

, Soit X X  un échantillon de taille n de la variable 
n 

aléatoire X, on se propose de déterminer l'estimateur minimax et 1 

minimax de 0 c O sachant que PX E PO. 

. On désigne par ff l'ensemble des mesures de probabilités 

définies sur l'espace mesuré (O,L,<) où 

L est la tribu des Boréliens de O. 

< est une mesure a finie sur (O,L). 

. On note D l'ensemble des estimateurs de B : applica- 

tions mesurables dé£ inies sur (iRn,8 n) et à valeurs dans (O,L) 
IR 

et on note : 



bPe . f(x,9) la densité - 
d v 

dH . h(9) la densité - 
d < 

. La fonction de perte étant quadratique, la fonction de 
risque sera égale à d E 

On se placera dans l'hypothèse. suivante : 

. Pour une loi a priori H E ff le risque bayésien sera égal à 

Dans certaines situations, l'existence d'une loi a priori 

sur l'ensemble des paramètres O ne peut être justifiée, ou alors 

cette loi existe, mais l'information dont on dispose est insuffi- 

sante pour la déterminer. Dans ce cas l'estimation bayésienne (voir 

par exemple [27] , [71], . . .) est difficilement justifiable et une 
procédure plus adaptée et surtout plus prudente est la procédure 

minimax (voir p2], 1261, [27], [31] . . . [43] etc). 

7 7  - Eh;tUna;tio~ m i h a x .  

Les définitions suivantes sont équivalentes (voir [7 11 ou 



1 D é ~ L W o n  1.- Un estimateur d* minimax réalise 

* 
sup R(8,d) = in£ sup R(8,d) 
8eO deD 8eO 

D E d i W o n  2.- Un estimateur d* minimax réalise 

* 
sup r(H,d ) = in£ sup r(H,d) 
Heff d€D H~ff 

Nous pouvons alors citer deux théorèmes qui donnent des 

conditions suffisantes pour qu'un estimateur soit minimax. 

Théohème 1. - voir 1303 , [3 . . . 
Soient P = IP ,8 e 01 et une famille d'estimateurs 

O 8 

de 8. Supposons que d* élément de soit bayésien pour une 

* 
distribution a priori élément de ff, et tel que R(8,d ) = cte 

* 
8 E O : Alors d est un estimateur minimax de 8. 

Ex~mple-, ( 1 ) ba . Problème de l'estimation de 8 paramètre 

d'une loi binomiale, en une observation. 

Soit X la variable aléatoire suivant une loi B(m1,8) avec 

8 inconnu, O < 8 < 1. Dans le cas de la fonction de perte quadratique, 

on montre que l'estimateur 

* x dm' 1 
d (x) = - - + -- est bayésien pour la loi beta 

m' d F + i  2(dZ+1) 

a priori 5* de paramètres . Notation B (E , E). 
e 

On vérifie aisément que : 

* 
R(8,d ) = 

1 
= cte et d* est un estimateur rninimax de 8. 

4 ( ~ + 1 ) ~  

Théoirème 2.- Soit IFk : k = 1,2 ... }c ff une suite de lois 

a priori sur O et Id : k = 2 . . .  ; Cr(5 d ) : k = 1 , 2 ,  ... 1 k k' k 



les suites correspondantes des estimateurs bayésiens et des risques 

* 
bayésiens. Si d est un estimateur de 8 dont la fonction de 

risque satisfait à 

* 
sup R(0,d ) d lim sup r(Sk,dk) 
8 ~ 0  k* 

Alors d* est un estimateur minima* de t. 

Coho&h.&e.- Soit d* un estimateur ayant un risque constant : 

* 
~(0,d*) = p , t/ 8 E O. S'il existe ISk : k = 1 , 2 ,  H une suite 

* 
de lois a priori telle que lim r(S ,d ) = p alors d* est un estima- 

k- k k .  

I teur minimax de 8. 

Dans certains cas, on peut obtenir un estimateur admissible. 

1 )  Si do est l'unique estimateur minimax alors do est 

admissible. 

2) Si do est admissible et a un risque constant, alors 

d est minimax. 
O 

Exemple (2) illustrant le théorème (2). 

Problème de l'estimation du paramètre i3 d'une loi gaussienne 

réduite en n observations. 

Soit X la variable aléatoire suivant une loi N(0,l). 

8 E O = Di, 8 considéré comme une variable aléatoire suivant une loi 

a priori 
2 

Sk : N(O,k 1. 

L'estimateur bayésien correspondant (pour n, observations 
- 

indépendantes) est d'après , (en notant : Xn - n . - 
X 

nk" 



* . Soit alors l'estimateur 2 = d ( X I ,  X ) ,  dont le 
n 

risque est : 

On montre que : r(Ek,dk) ~(d*,0). 

L'estimateur d* est donc un estimateur minimax de 8. 

On peut d'ailleurs faire plusieurs remarques à partir de cet 

exemple. 

i?emCLhque 7 , -  Dans ce cas l'estimateur minimax coYnci.de avec 

l'estimateur sans biais. 

* - 
Remmque 2.- L'estimateur d (XI, ..., X ) = X apparaît comme n n 

l'estimateur bayésien généralisé et est formellement un estimateur 

bayésien avec comme loi a priori la mesure de Lebesgue sur O = IR. 

A 
n RemCVLque 3.-  Soit dl(X,, ..., X,) = - l'estimateur 1 

1 + -  
n 

bayésien correspondant à . 
1 

On obtient par un calcul immédiat que : 

2 
Alors R(d,  ,0) < ~(d*,0) si 0 < 2. 

Résultat tout à fait logique, d'après l'hypothèse a priori 

2 
qui privilégie la région 8 < 2. 

L'estimatiori bayésienne correspond a une très bonne information 

sur O ensemble des paramètres. A l'opposé l'estimation minimax ne 

suppose aucune connaissance sur O, ou plutôt ne tient compte d'aucune 



information sur O : en effet,' dans la pratique, l'on dispose souvent 

d'une famille I C  ff de lois a priori possibles. La question est donc 

de déterminer sous de telles informations l'estimateur optimal. 

On pourra consulter dans cette direction : BI, [31], [SOI, 

Dé@LLtlon.- Soit 1 c.ff une famille de lois a priori sur 0. 

Un estimateur dI est "1 minimax" s'il réalise 

sup r(5,dI) = in£ sup r(6,d). 
Se 1 deD SEI 

Remanqueb : 

1) Si 1 = ES) l'estimateur 1 minimax est alors l'estimateur 

bayésien correspondant à 5. 

2) Si 1 = . On a cette fois l'estimateur minimax. 

(Il suffit d'ailleurs que 1 contiennent toutes les distri- 

butions dégénérées pour que l'on obtienne l'estimateur minimax. 

Voir [3], [62]). 

Exmpee.- Reprenons l'étude faite dans l'exemple précédent. 

(Estimation du paramètre 8 : X suivant une loi N(9,)). On considère 

comme famille de lois a priori sur O =IR 

5,  = dirac en O 

H une loi a priori arbi- 
traire H E ff. 

Il a été vu précédennnent que dans le cas d'une observation l'estimateur 

minimax est : 
* 

d*(~) = x et que  ci , O )  -= 1. 

Par contre, l'estimateur 1 minimax (voir [3]) est égal à : 



O 'si 1x1 s I 
dI(X) = 

x si 1x1 > 1 

et pour un choix convenable de p on obtient que : R(dIy8) < 1 ; 

* 
dI est donc préférable à d tout en conservant son caractère d'es- 

t imateur "prudent". 

I Théohëme D2] analogue au théorème 1, 1.2. 

I Soit do un estimateur bayésien pour une loi a priori 

l E 1 C ff sur O et tel que : R(8,do) = cte. 
Yeso 

1 Alors do est un estimateur 1 minimax. 

Remairque ( 1 ) , -  Si P = I P  ,8 E O 1  est la famille 
O 8 

exponentielle à un paramètre et 

'1 fixés) 
'2 

[33] Jackson & others traitent la 1-admissibilité et l'estimation asymp- 

totiquement I-minimax : Notion proche de l'estimation empirique bayésienne 

asymptotiquement optimal. (cf. Sineh [ 5 4 ] ) .  

Remairque ( 2 )  . - Dans C34] , Katz considère des estimateurs 

minimax et admissibles dans des espaces tronqués : 

On peut interpréter son travail en langage I-minimax, 1 étant 

l'ensemble des lois a priori sur O qui ne chargent que 810 s €Io. 



. On désignera par G1 l'ensemble des fonctions de répar- 

tition continues G2 l'ensemble des fonctions de répartition 

n . F étant un estimateur de F, on utilisera les 

fonctions de perte L. i E 1 2 ,  définies par 
1 

'2(',') = j [F(x) - F(x) I ~A(x), A étant une mesure - finie 
sur IR. 

[F(x) - F(X)J 
dh (x) . 

F(x) (l-F(x)) 

. On notera : . R. = R~(?,F) = E~[L~(?,F)] 
1 

le risque correspondant 

. r = ri(e) = E [R (?,FI] i 5 i 

le risque bayésien correspondant pour la loi 

a priori 5 sur G1 (resp. G2). 

* . Fi l'estimateur minimax de F correspondant 

à la fonction de perte Li 

. 1 1 . 1 1 désignera la norme de 1 'espace de Banach LP(h) 
1 



1 .  Phemièhe technique d ' O b t e d o n  de C ' atima;tewr rninimax de F . 
On considère les fonctions de perte LI et L3, indépendantes 

de F à estimer, F E GI. On obtient alors des risques constants qu'il 

suffit de minimiser en accord avec la définition de l'estimateur minimax. 

Citons deux résultats significatifs ([2] , [49]). 

a. Dans le cas de la fonction de perte LI. 

F désignant ici l'estimateur de F défini par : X I  ,. . . ,X n 

étant un échantillon ordonné tiré suivant X (Xo et Xn+l 

étant respectivement égaux à et + w) 

I A 

F(x) = cte = c pour X. d x < X + 1. 
j J j 

On montre ([2] ) que le risque RI est constant, pour 

- - j+i 
'j ni2 j = O,. . .,ne 

"* 
d'où l'estimateur minimax FI. 

Rematrque. Si on désigne par Fn la fonction de répartition 

empirique (estimateur sans biais de F) un calcul simple montre que : 

b. Dans le cas de la fonction de perte L3. 

Le risque R3 correspondant est minimisé pour : 

c = i  j = n  ; d'oùl'estimateurminimax 
j n '  

'3 . 

A* * 
Rematrque. F3 coïncide avec 

1 
Fn et R3(Fn,F) = R 3 (F 3 ,F) = - . 

n 

2 .  Seconde technique d '  obtention de C'  aa2hatew minimax de F. 

On utilise cette fois la version du théorème (2) II, corres- 

pondante à l'estimation fonctionnelle non paramétrique (d'après [ 4 7 ] ) .  



Soient alors les estimateurs É: de F E G2 définis par : 

Théohème d'apkh P h u a k  [47] . 
Soit Fk une suite d'estimateurs bayésiens de F pour les 

lois a priori Ek sur G2 et soit r(S Y ) la suite correspondante ky k 

1 des risques bayésiens . 

I Si r(ckYFk) k;ob C et si F* est un estimateur de F 

tel que 'd F E G2, R(?*,F) s C alors 

F* est un estimateur minimax de F. 

La difficulté consiste alors à déterminer des suites de lois 

a priori sur 
G2 

a )  Phhm exemple de detemination d'une suA/te de l a d  a  -_-_-------- ......................................... 

le kième membre de cette suite (Sk) est défini de la façon 

suivante 

SkIF/F(t) = O si t < -k) = 1 

s~{F/F(~) = 1 si t 2 kl = 1 

. C'est-a-dire pour -k s t  < k. F(t) est distribuée 

suivant une loi béta de paramètres a et b. 

Ces paramètres a et b dépendent de 

n, taille de l'échantillon). On peut donc dire que Sk est. essentiel- 

lement concentrée sur le sous-espace des distributions qui ont seulement 

des sauts en +k et -k. 



Dans le cas de la fonction de perte . L2 
Jn 

Pour a = b = - 2 (on obtient ainsi une suite croissante 

de risques bayésiens). On a alors l'estimateur bayésiea pour 'k 

défini par 

Cet estimateur bayésien ést tel que 

^* 
r2k a R (F ,F) = 

1 
2 2 

dA(t) avec 

2 
iS(t) = C2(n + lu-] + 5 ~,(t), qui est alors l'estimateur 

n+n 

minimax de F pour . 2 

Dans le cas de la fonction de perte . L4 

(Pour a = b = 1). Un raisonnement analogue nous donne l'esti- 

mateur minimax de F pour L4 égal à : 

b )  Deuxième exemple de deitetrminaition d'une a i X e  de loA ------------- ....................................... 

-- --------- d ' aphè~ 1241 , [25] , C44] . a W o h i  G2 --- --- 

Au lieu de mettre directement une loi a priori sur G2 y 

Fergusson [24J considère une loi a priori P sur 
('(R) "P(R)) 

où Pm) - est l'ensemble des probabilités sur (R,B~), muni de la 



topologie de la convergence faible, B~ OR) 
sa tribu borélienne. 

et - où P est la mesure de probabilité aléatoire correspondante 

à P telle que l x  dP(x) et P(B) t/ B E BIR sont des variables 

aléatoires. 

RemLvrque : G2 et PR sont isomorphes. 

Le problème consiste à déterminer P telle que 

7 - Le support à P (pour la topologie de la convergence 

faible) est P(R) . 
2 - La distribution a posteriori de P (étant donné XI, ..., X n 

échantillon tiré suivant P) doit être facilement calculable. 

Pour cela, il est nécessaire de rappeler les définitions de la 

distribution de Dirichlet et d'un processus de Dirichlet. 

Dé&W.tion 1 . -  La distribution de Dirichlet de dimension m 
m 

et de paramètres ( a l , ,  a ) a. 5 O et 1 a. > O, est la distri- m 1 1 i= 1 

. Zl, ..., Z sont indépendantes, Z. suivant une loi gamma : 
m 1 

D & ~ ~ n  2.- Soient a(.) une mesure finie a additive et 

non nulle sur (R,$) et P(.) un processus stochastique indéxé par les 

éléments de . On dira que P est un processus de Dirichlet de para- 

mètre a (notation : P e D(a)), si pour toute partition mesurable et 

finie de IR : 

B. e $, le vecteur aléatoire (P(Bl), ..., P(Bm)) 
1 i = l .  ..m 

suit une distribution de Dirichlet de paramètres (a(B,), ..., a(Bm)). 



Fergusson [24] montre que l'on peut appliquer le théorème 

de Kolmogorov (voir 171 par exemple). On en déduit alors 1' existence 

d'une probabilité P sur (P(ai),Bp(,)) loi d'un processus de 

Dirichlet v(a) : c'est notre loi a priori qui répond bien aux deux 

exigences précédentes car : 

1. Le support de P est l'ensemble des probabilités sur IR 

dont le support est dans celui de a. (On prendra : support de a égal 

2. La loi a posteriori de P s V(a) est la loi d'un processus 

Dans le cas de la fonction de perte L2, on peut obtenir un 

estimateur bayésien de la fonction de répartition. 

En effet, soit F(t) = ~((-m,g). Alers si P E D(a) 

==> ~ ( t )  suit une loi ~~~((-m,t]) ,a(]t,-))] . 

L'estimateur bayésien de F c G 2  si P E D(a) sera égal à 

. On peut maintenant définir l'estimateur minimax de F : 

Jn Jn Eneffet dans lecasoù a(.) =ak(.) = ~ 6 - ~ ( . )  + ~ 6 ~ ( . ) ,  

A 

l'estimateur F coIncidera avec Pk obtenu en a. pour - k f t < k. 
a 

D'autre part, si l'on considère une suite (ak) de mesures, 

ak définie comme ci-dessus, on obtient une suite Pk de lois a priori 

sur (P(R),Bp(R)) et comme il y a équivalence entre : 



In r'n 
F(t) suit une loi Be(-T , 2) - k d t < k hypothèse utilisée en a. 

F(t) suit une loi ( a - t )  a , ) )  - k d t < k hypothèse utilisée 

Jn Jn en b. 
avec a(.) = a (.) = 2 6 (.) + 7- 6k(.) . k -k 

Le calcul du risque bayésien r2k est donc identique à 

celui effectué en a. - 

-* 
r2k R2(F2,F) avec 

k- 

n 1 = ~(n~/~+l)]-I + 112 Fn(t) Estimateur minimax de F 
n+n pour L2.  

Remmque ( c o m p l ~ n t  la k é a W  du A 1 . 
Si P tz U(a), on peut utiliser les processus de Dirichlet 

pour définir les estimateurs bayésiens de m = x dP(x) dans le cas I 
de la fonction de perte quadratique. On obtient dans [24] que l'esti- 

* 
mateur bayésien m de m est alors défini par : 

Cet estimateur coïncide avec celui obtenu 

1 .  Par [31] exemple (1) , chap. 1, A ,  II 

1 
dans le cas où a(R) = - 4 2  

et E(a) = - , n = 1 .  
- 2 

(Il suffit de multiplier l'estimateur de 8 par m' 

pour obtenir un estimateur de la moyenne). 



2. Par [71] exemple (2), chap. 1, Ay II 

1 
dans le cas où ak(R) = - et E(ak) = O. 

k2 

Alors si on considère la suite (ak) qui est telle que : 

- 
ak(R) -t O, on retrouve bien le résultat que X est un estimateur 

n 

k - t m  

minimax pour la fonction de perte quadratique. 

7 7  - Ehhaa%on d e  donct iovu d e  la d e n h t é  f. 

. f désigne une version spécifiée de la densité. 

. On désigne maintenant par PF = {P£,£ e FI la famille 

Pf de probabilités sur   IR,^ ) dominée par u y  avec f = - 
IR Y et u 

d il 
mesure a finie. 

1 .  Exin;tence d e  C' aA;imatewr. minUnax d e  Y (f) , .................................... 
a) Y dé£ inie sur F à valeurs dans A .  

On désigne par A l'ensemble des fonctions mesurables défi- 

nies et à valeurs dans W .  

. La fonction de perte utilisée sera L2 (A étant a finie 

et non plus finie comme dans le 1). 

. h étant un estimateur mesurable 

soit N~(~,F,A) = d ~ y  8 A(xnYx) 1 Il 2  
n 

où X = (x, y..., X ) .  n 

. On identifiera les fonctions h à leurs classes d'équi- 

valence pour la relation : 

. On notera alors : n2(FYA) = {h/~~(h,F,h) < m), 

ou Q2 s'il n'y a pas de confusion possible. 



La structure de 52 (F,x) est précisée dans le lemme suivant : 2 

Lemme 7 . -  

n (F, A) est un espace de Banach pour la norme N~ (h, F, A) . 2 

D é m o m ~ o n  : Voir [48].  

. On suppose que B 43 BR est fermée par rapport à 
IR 

PF @ A  ={PT 43 A,£ E FI, c'est-à-dire qu'elle contient les ensembles 

PF @ A nuls. 

. - Si M2 = M~(F,A) désigne 1,ensemble des combinaisons 
k 

linéaires finies 1 aigis 
i= 1 

Alors, on obtient une forme bilinéaire sur n2 x M2 en 
k k n 

posant : <h, 1 a.g. > = 
1 1  

1 aijh.gi d Pf t3 A . 
i= l i= 1 i 

On appelle u(F,A) la topologie la moins fine qui rende 

continues les applications linéaires <.,g> , g E M2. 

Lemme 2 .  - [64 

La u(F,A) topologie est moins fine que la topologie 

faible de fi2(F,A). 

D é m o ~ M a n  : M~(F,x) est inclus dans 52;(~,h) d'où 

le résultat. (cf. Bourbaki livre 5, Corollaire 3, page 92). 

Afin de caractériser les compacts de cette a(f,A) topologie, 

il est nécessaire de définir la notion d'espace probabilisé compact 

(notion dûe à Pitcher [48] ) . 



Dé&i.Won.-  Si B2 désigne la boule unité fermée de 

Q ~ , ,  l'espace mn x R,B e B,,PF 8 h = {p; 8 A,£ E FI) sera 
IRn 

l compact si et seulement si B2 est compacte pour la o(F,A) topologie. 

Soit v une mesure de ~robabilité sur @,BR). Si l'ensemble 

1 des mesures de probabilités P B v est dominé, alors 1 'espace F 

I (lRn x R,8 8 8 P 8 v) sera compact. 
,Rn IR' F 

. La notion de compacité étant plus générale que la notion 
de domination, il existe des situations où la compacité n'entraîne pas 

la domination (Voir [48], page 600). 

. Avant de citer des résultats d'existences d'estimateurs 
minimax de Y(f), Y fonction définie sur F, nous aurons besoin 

de quelques lemmes préparatoires. 

Lemme 3. d'aphèa [68]. 

Il existe v une mesure de probabilité sur (R ,  BR) , 

une fonction telle que $ > O (A.ps). 

$ et v étant telles que l'on ait l'équivalence 

Pém0nn;titation : Comme A est a finie, on peut trouver une 

mesure de probabilité v équivalente à A et telle que : 

IJ = * > 0 (A.ps). On peut considérer que : 
dA 

d(~; 8 v) 
$(x> > 0 et 4 = alors on a bien 

V X S R  d(p; e A) 



. On utilisera enfin l'expression : 

6(h,A) = sup N2(h - Y(f),{f},A) 
fsF 2 n 

= sup[j~(Xn,x)-Y(f)(x)] dPf B h(xn,x)]'I2 
fsF 

expression qu'il va falloir minimiser afin de déterminer l'estimateur 

minimax de Y(f) pour L2. 

On peut alors citer les deux théorèmes suivants : 

Théohème (2) (le cas de Y = Id a été traité par Wertz [ 6 a ) .  

Soit Y la fonction définie sur F telle que : 

sup jY2(f) (x)dh(x) .< W .  

f eF 

Alors il existe dans n2(F,~) un estimateur minimax de Y(f) 

pour L2. 

C'est-à-dire que pour toute fonction Y . F + L~(A), 

il existe un estimateur minimax de Y(f). 

Soit v la mesure de probabilité définie au lemme 3. Soit 

alors 

L'ensemble des mesures de probabilité PF B v est alors 

dominé et d'après le théorème (1) et le lemme 2, les boules fermées 

de SI2 (F,v) sont compactes pour la o (F,v) topologie. 

Soit a inf 6'(h,v) 
h E n2(F,v) 

Bi w est la fonction nulle 

Alors il existe (hk) incluse dans une boule fermée 

telle que : 

a = lim 6'(hk,v) 
k- 



(h ) possède donc un point d'accumulation h' pour la a(F,v) 
k 

topologie. Tout voisinage de la forme : {h s Q. (f,v) 14-1-h' ,g>l s € 1  

avec E > O et g E L~(P; B v) contient une sous-suite (hk ) de 
J 

(hk). Alorsvg 3(hk) avec limI<hk -ht,g>I = 0 d'où 
j j- j 

-1 12 
d lim sup N(h -Y(f) .$ ,{f),v) .N(g,(fl,v) 

j- 
k 
j 

 autre part, considérant h' - Y(£).$ -Il2 comme un élément 

de L~(P; B v) , on peut l'interpréter comme un élément du bidual 

L;*(P" 8 v) et on a : 'd f E F f 

-1 12 
~(h'-~(f).q-l/~,{f),v) = supl<hl - Y(£).$ ,g>l 6 a. 

geL2:N(g)<l 

Alors d1(h',v) = a. Comme 

On pose : h* = h' $'12 estimateur minimax de Y (f) pour L2 

car : 

si - hl optimal dans n2(F,~) alors 

* 
6 (hl, A) < 6 (h ,A) = a et on aurait 

6' ( h 2 )  < a, ce qui est impossible. 

Cono&?&e 1 . -  Si A est finie et si Y(£) est une fonction 

bornée pour tout f élément de F, alors il existe un estimateur minimax 

de Y(£) pour L2. 



D é r n o n b ~ o n  : Il est évident que la condition : 

sup lY2 (f) (x)dA (x) < - est alors vérifiée. 
fsF 

Exemple 1 . -  soit Y telle que Y(£) = F, F(x) = 1:- f (t)dt. 

Il existe bien un estimateur minimax de F pour L2. 

L'estimateur a d'ailleurs été calculé dans [24], [25], [471,  dans le 

cas où Y est surjective, les auteurs n'ayant cependant pas justifié 

le choix de l'hypothèse sur A. 

Exemple 2.- Y(£) = af + b possèdera un estimateur minimax 

si a et b sont finis. 

CahokYuhe 2,- Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires 

réelles définies sur ( ~ , A , P )  de densité f(x,y) par rapport à u 8 P 

et Y(£) (x) = ly f (y/x)dp(y) la fonction de régression avec 

(xyy) la densité conditionnelle. 
(y/x) = If (x,y)du (y) 

Alors si 1) ri admet un moment d'ordre 2 fini 

3) sup Ilf2(y/x)du(y)dA(x) < - 
fs F 

il existe un estimateur minimax de la fonction de régression pour 2 

dans Ci2 (F, h )  . 

Avec les hypothèses ci-dessus la condition 

sup ]Y2(£) (x)dA(x) < - est bien vérifiée. 
fsF 

En effet, on a alors : 

j [IYf (xly)dri (Y;l 2d (x) s j [lY2dri (Y) .If (y/x)dri (Y)] (x) 



6) Y définie sur F et à valeurs dans IR. 

On peut citer le théorème suivant analogue au théorème (2) précédent. 

Soit Y la fonction définie sur f et à valeurs réelles 

Y : F +iR. Alors si Y est bornée sur F, il existe un estimateur 

minimax de Y ( £ )  pour la perte quadratique. 

Dernak%5&&on : On considère cette fois la norme : 

qui fait de 

n2(F) = {h/N2(h,F) < m) un espace de Banach (analogue 

au lemme 1 précédent). 

Soit la o(F) topologie définie par la forme bilinéaire 

alors la boule unité de n2(F) est compacte pour la a(F) topologie. 

La démonstration est alors identique à celle du théorème (2). 

CohaucLihe 1.- Si A est une mesure a finie telle que : 

sup \ f2dh < m alors 
f€ F 

Y(f) = f dh admet un estimateur minimax pour la perte quadratique. I 2  
~ o m a ~ a i . x e  -- 2. - - Si : sup \f2dh < 

f eF 
2 

sup \(Log f )  dh < m. 

f€F 



Alors, il existe un estimateur minimax de l'entropie 

2. S i t u d a n  dam &y u&e L ' u h a t e w r  winhax de ______-_ -______- -  _______--___-- -___-- - -_-_-_- -  

Y(£) = f g ~ & u ~ L q u g  f E FO . 
. Dans le cas d'une famille paramétrée et pour la fonction 

de perte L2(A), on peut, avec des hypothèses supplémentaires, 

obtenir l'unicité et donc l'admissibilité de l'estimateur minimax. 

, L'espace probabilisé est ici (IR,B~,P~,o C IR). Les 

mesures A et sont égales à la mesure de Lebesgue sur IR. 

. 3 au lieu de n2(FOY A) 

, N2(h) au lieu de ~~(1i.F~) 

'2,~ = {h E Q2/N2(h) f K I .  

On pose les hypothèses supplémentaires suivantes : d'après [261 

H. 1 . FO C L~ (IR) et f (x, 8)dx uniformément bornée sur O i 2  
H.2. 8 E O f (8,~) > O (sauf sur un ensemble de mesure nulle 

indépendant de 8 ) .  

- 
H . 3 .  -' _ I Bor O/ M C  R M ensemble borné 3 & (cte) 

1 
vérifiant - f (x,Oo) < f(x,O) < & f ( ~ ~ 8 ~ )  

%l 

û E O ; x E M (sauf sur un ensemble de mesure nulle). 

H.4.  O compact. 

H.5. f(8,x) fonction continue de 8 pour tout x, (sauf peut-être 

sur un ensemble de x de mesure nulle). 



H.6. Une suite (hi) d'estimateurs de £(O,.) satisfera la 

condition H.6. Si : 

E > O 3 M(E) C IR (M(E) région bornée) telle que 

Nous allons tout d'abord préciser dans quel cas l'hypothèse H . 6 .  

est vérifiée pour une suite (hi) d'estimateurs de £(O,.). Ce travail 

est une extension de Gosh [26], sur l'estimation d'un paramètre réel. 

Lemme. - 

Soit (hi) une suite incluse dans fi2. Alors si les 

hypothèses H . 1 .  à H . 5 .  sont vérifiées, la suite (hi) i s iN vériEie H . 6 .  

D é m a v l c l m a n  : 

O E. O on choisit M C iR telle que 8 
f(8,x)dx < E' . 
0 

Comme j f(8,x)dx est une fonction continue par rapport à O 

Y e 1  E: ~ ( e )  i I f(x,e)dx - 1 f(x,fll)dxl < E' 

[.(O) voisinage de O] MO M 
8 

et f étant une densité, on a alors 

n 
d'autre part L2(hi(x ,x),f(O,x)) est bornée en effet 

car h. E fi2 et l'hypothèse H.I. est vérifiée. 
1 



f sup L2[hi(xn,x),f(8,x)] [~E'I"=E. 

n 
x ,O 

Comme O est compact, on peut le recouvrir par un nombre 

fini de voisinages v(O1) ... ~ ( 0 ~ )  et étant les 

sous-ensembles correspondant à ... Bk. On a alors : 

ThZokème.- Avec les hypothèses H.1. à H.5. il existe un unique 

estimateur minimax h* de f (8, .) E Fa dans l'ensemble R2. 

DZma~nAxu5on : 

Soient h: et h; deux estimateurs minimax dans R2 ' 

La fonction de L2 
étant une fonction strictement convexe par rapport 

à h, on a pour 8 fixé 

* n * n 
nC j[+khl(x ,XI + h2(x ,XI)] - f(e,x)I2dx10~ < 
8 

+ E l  
2 

* * An+ 1 
sauf si h = h 2 (P s) A mesure de 

1 Lebesgue. 

D'après le lemme précédent : 

M C  IR telle que - 

Corne f(0,x) est une fonction continue de 0 (sauf sur 

un ensemble de mesure nulle) et comme h s R2 



1, . i, b(xn,x) - f(8,~)]~d~:(x")dx est une fonction 

2 
continue de 0 et on obtient que : E I ~  h(xn,x) - f (0 ,x)] dx/8] 

est une fonction continue de 8. 

Comme O est compact, 3 8 E O/ 
O 

~ u p  E I I ~  [hr(xn,x) + h;(xn,x)] - f(8,x)]2dx/01 = 

0 

= E{jk [h;(xn,x) + h;(xn,x)] - f(0 , x )  dx/B0) < 
O 

1 2 

1' 
< - 2 ~E[~@~(X~,X)-~(~~,X)J dx/8] O + E [I [h~(~~,x)-f(8~,x)] 2dx/eo 1 

1 

1 
< - {sup E[j~h;(~~,x) - f(i,~)]~dx/B] + s;p E[jb;(xn,x) - f(8,~)]~dx/B]}. 

8 

L'inégalité précédente est en contradiction avec le fait que 

hr et h; sont des estimateurs minimax 

* * 1 
sauf si : h = h 

1 2 
(p.s) et comme fi2 est un 

* * 
ensemble quotient (voir 1I.l.a) alors h = h2. 1 

3 .  Compléme& tnnw !?.a continuité d u  appficat*ona R~ et 62 ................................... --------- - - 

eonw ûi disZance de l 'eseace n2 (H. I à H.5 vérifiées) . ....................... --- 

On a vu (lemme 1 .a.) que R2 est un espace de Banach : 

Soit p la distance déduite de la norme N2. 

. Soit / 1 ,  = J ,x)d~" 8 h(xn,x) . 
0 

On note L l'espace de Hilbert des fonctions h telles 
n 
P08X 

que : llhll, < -. X mesure de Lebesgue 

Il est immédiat que : 



Rappel ------ : D = {h E D2/N2(h) 6 K}. 2,K 

Soient hl E: D 
2 YK 

et h2 E D 2 ,Ka 

Puisque N2 est une norme, on obtient que : 

(h-h) 6 -  N2(hl) +N2(h2) et N; (hl+h2)] + N; [+ 1 2] : [2 1 

2 
alors si : N2(hl) 6 K 

2 
- 2 1 
-> N2(T (hl+h2)) 6 K 

2 

2 2 
N2 (h2) s K 

d'où le résultat. 

n 
0 E O si h(x ,x) E fi2, alors : 

DémoMn;trratian : Elle est immediate d'après l'hypothèse H.1. 

et l'application de l'inégalité de Schwartz. 

P ~ o p o a ~ a n  1 .  - 

Soit 0 E 0 ,  0 fixé, alors R ~ ~ ( X ~ , X )  ,£(0,x)] est une 

fonction continue (resp. uniformément continue) pour la distance p,  

h E n2 (resp. h E 

Soient u s L~ 1 P P A  

2 alors : ( I  IulI I 0  - I IuZI l e i  4 lul - -21 I o .  
u2 € L 

,;BA 

Soient alors hl F D 2 comme : 1 thl (x",x)-£ (8,~) 

h, E a, I IOo 
on a d'après le lemme 2 et l'inégalité du dessus : 



al~rs R:'~ [h(xn,x) ,f (0 ,x)l est une fonction uniformément continue 

pour p avec h E fi2. 

2 
L'application : y -+ y eSt continue (resp. uniformément 

continue) si y > O (resp. O < y < I I  < m ) .  

On en déduit alors le résultat. 

PhopobiCion 2 . -  L'application 62(h) est une fonction uni- 

formément continue de h élément de R 
2 ,K 

pour la distance p .  

V é m o n b R / r ~ o n  : Nous allons utiliser la fonction 

Soient : hl c $2 
2 ,K . On peut trouver 0, E O tel que 8 E: O : 

D'après la proposition I . ,  si p(hl,h2) < n ,  - alors : 

IR2(hI (xn,x),f(x9ei)) - ~~(h~(x",x),f(x,~~)) 1 < E '  i = 1,2 

alors : ~~(h~(x~,x),f(x,0~)) < R2(hl(xn,x),f(x,e2)) + E '  

On obtient alors : 

alors : 

1 a2(h ) - A2(h ) 1 < /R2(hl (xn,x) ,f(x,0,))-~~(h~(x~,x) ,f(x,e2 1 + 2' 
2 1 2 2 

< I~~(h~(x",x),f(x,û~)) - R2(h2(xn,x) ,f(x,el)) 1 '  



et pour h s  S l  on aura aussi 
2 , K  

A 2  uniformément continue. 

4 .  DéXMn&on de l'unigue uitimaAewr minimax de lu derzcliXé ...................... ................................... 

dam ------------------ l e  can de lu ~amieee ------ F, = {N(O,i)(x)} W C ~  

1 
N(~,u)(x) = - exp ( - (x-e 

J2n-, 2, 2 ) *  

. De façon analogue au paragraphe BI2 où nous avons déterminé 
l'estimateur minimax de Y ( £ )  = F, nous allons, dans le cas de la 

famille paramétrée normale FO, détermieer l'estimateur minimax de 

Y(f) = f, f s Fg, à l'aide d'une suite de lois a priori sur . Fo 

. Une loi a priori sur F est obtenue de la façon suivante : 
O 

. Soit g l'application que l'on suppose continue, définie 

par : 

6' sera la mesure image de 5 par g. 

On prendra ici O = IR. 

. On notera H = {lois a priori 5, définies sur 0). 

- 1 H' = {lois a priori = S,g définies sur F o l .  

. On rappelle que hSk, noté encore h étant l'estimateur u 

bayésien correspondant à Sa, le risque bayésien est : 

Soit alors la version du théorème de Phadia pfl daris le cas - 
paramétrique de l'estimation de la densité. 



Soit ho une suite d'estimateurs bayésiens de g(0) pour 

les lois a priori (5;) sur F et 
O 

soit r2(o) la suite correspondante des risques bayésiens. 

f 
Si r2(a) C et si h est un estimateur de g(f3) 

tel que g(0) L FO , R2 [h*,g(e)] i C 

alors hf est un estimateur minimax de g(0). 

Tout comme dans B.I.2, nous allons voir que l'estimateur minimax 

sera en fait la limite des estimateurs bayésiens correspondant à une suite 

infinie de lois a priori sur FO. Sans énoncer de théorème général, il 

semble que cela soit toujours vrai lorsque l'estimateur minimax est 

unique (voir B.II.2), et nous pensons pouvoir le préciser dans un travail 

ultérieur. 

a )  D é t e m i n d o n  de L' a;tuna;tew~ bayéaien comapondant à ................................ ------------ -------- 
2 La ---------- l o i  h a g e  -- pm -- g de 5 de den&tE N(O,U )(x). - - ---------- 

L'estimateur bayésien noté ha est donné par : (cf. 

Nobécourt [44J).  



u ' 
Avec a = 

(nu2+ 1 ) [(n+ 1 ) u2+ i] 

On obtient alors 

avec - 

b) CalclLe ------------- du &que -- R~ (hu,g(e)) de .................... cet  eshu-twn bayesien. ----- 

Nous allons d'abord calculer la variance-de l'estimateur et 

pour cela nous aurons besoin du lemme suivant de la théorie des dis- 

tributions normales (voir par exemple [7 11 , p .  1 3 4 ) .  



Lemme. - 

I Soient Y et W deux variables aléatoires réelles telles 

I 2 
que \;/W suit une loi normale N(W,a ) 

2 
W suit une loi normale N(S,T ) alors la distribution 

2 2 
marginale de Y est une loi normale N(S,a + T  ) .  

 autre part, l'espérance d'une densité conditionnelle étant 

une densité marginale, on obtient : 

avec I 

l'expression sous le symbole espérance est une densité conditionnelle 

L 
no - 

avec 2 . X suivant une loi normale : 
(n+l)o + i  n 

d'autre part 



Ici encore l'expression sous le symbole espérance est une 

densité conditionnelle. On obtient alors une densité marginale 

normale 

no 
2 (n+l)o 2 + 1  + 

na 
4 

N ( - 0  , 2 
no2 + 1 na + 1 

2 2) 
(na +1) 

On a alors 

n a  2 2 2 2  (x-8) 2 
(X - - 0 )  (no + i l  - 

no2 + I na + 1 1 2 
= - 2 1  2 expl - 4 2 2 1 -  e dx 

& m n 2 + 2 n )  +o (2n+ i ) + i 2 (a (n +2n)+a (2n+I)+I 6 

Un calcul élémentaire nous permet d'écrire l'expression sous la forme : 

1 
avec 8 = 

2 2n 04(n+l) + a (4n+l) + 2 

finalement : 



c )  calcul  ------------- du &que ----- bayénien ----- r20 co~enpondan t  à l a  l o i  ------ --------------- 
2 a ph,iofU 6WL O = [R de d e m i t é  N(O,o ) -- --------- ---------- 

2 avec r o = jR2(ho,g(0)).N(0,0 )dB. ----- 2 

Dans l'expression de R(ho,g(0)), deux termes sont indépen- 

dants de 8. Pour déterminer r il suffit donc de calculer 
o ' 

0 - -  
(no2 + 1) 1 2 

exp -I 1 -  e 2a dû 
& G~ (4n+ 1 ) +2 2[2n(n+1)04 + 02(4n+l)+3 G o  

-- - 1  2 
0 (no + 1) 

4 2 
exp( - e2 [2n(n+l)u +a (4n+2)+2] } de 

4-2 4% VT m o  + o  (4n+1)+2 20 2 [2n(n+l)04 + 4n+l)02+g 

égal à : 

alors : 



d )  DE;te.hminuLion d'une ami~i.lXe d'e~a2mateukh a W &  de l a  .................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

deniité, à &que cons.tant n u  FO. ------- ----- --------------- 

On peut énoncer : 

n Phopob&i~n 7 . -  Tout estimateur h(x ,x) = 
1 

e 2 . A ~  (n> , 
J2f; A(n) 

I 
n 

où T (x ) suit une loi normale de moyenne 8 c IR, est tel que son 
n 

I risque est indépendant de g(8) E FO. 

On nomme nite cette sous-famille d'estimateurs de R 2 '  

2 n 
est indépendant de 0 car : E @I (x ,x)] et E [h(xn,x)] le sont si 

E(T ) = 8. Il suffit en effet d'appliquer le lemme cité dans b. 
n 

et la remarque qui suit ce lemme. 

soit alors 1' estimateur h* (xn,x) élément de nite correspon- 
2 n+ l 

dant à A (n) = -- et à T (xn) = q. On a donc n n 

Le choix d'un tel estimateur est justifié car h* est tel que 

* n n 
1 .  h (X ,x) = al h,(x ,x). 

2. L'estimateur h* est asymptotiquement sans biais 
- 2 

car E[h*(xn,x)] = E n+ l 
n 



- 1 en effet X suit une loi N(0, --) . 
n 

* n 
3. h (x ,x) est strict. 

f n 4. h (x ,x) est à risque constant. 

Remmque : Le choix de T (xn) = X est dicté par le fait 
n n 

- 
X est l'unique estimateur minimax de 0 pour la perte quadratique que 

et que c'est aussi l'estimateur sans biais à variance minimale. 

C d c d  du &que de l'estimateur hX. 

D'après la méthode étudiée en b., on obtient de façon imrné- 

diate que 

On peut alors citer : 

: Phopodi,iion 2. - L' estimateur h* dé£ ini par : 

minimax de la densité appartenant à Fo = {N(B,l)(x) 0 E IR] pour 

la fonction de perte L 2 ( h ) ,  A mesure de Lebesgue. 

Il est de plus tel que 

* cte 
1 .  h E Q 2  = R2 

f n n 2. h (x ,x) = lim h (x ,x) 
0 

0- 

3. h* est asymptotiquement sans biais. 



4. h* est strict et à risque constant sur Fog 

Soit r2(u) obtenu en c. 

Il est immédiat que : 

* 
lira r2(u) = ~ ~ ( h  ,g(8) )  = - 
Cr- 2J;; ' 1-/Z] * 

* 
Comme R2(h ,g(B)) = cte 9 s Q, on peut conclure à l'aide 

de la version du théorème de Phadia [47] citée au début du 4. 

L'existence de cet estimateur étant assurée par le fait que 

Z F C L (@) (condition d'existence étudiée en B.II.1). Cependant, on 
O 

ne peut utiliser B.II.2 pour montrer l'unicité car ici O n'est pqs 

compaç t . 

Rentmqwe : 

Nous reviendrons au chapitre II, B, I,4, sur l'efficacité 

de cet estimaqeur minimax et sur l'efficacité d'un estimateur sans 

biais gnalogue. 



CHAPITRE 11 

EFFlCAClTE DES ESTTMATEURS DE LA LOI 

.................................... 

Dans le ler chapitre, nous avons vu que l'estimation minima~ 

dépend étroitement de : 

1 .  l'ensemble des fonctions à estimer. 

2. la fonction de perte choisie. 

(Voir B.I. par exemple). 

Cette classe d'estimateurs est donc différente par nature 

des estimateurs classiques. L'exemple B.II.4. prouve la difficulté 

à déterminer l'estimateur minimax (ou les estimateurs car l'unicité 

dans le cas non paramétrique semble très délicate à prouver). On com- 

prend donc pourquoi ce mode d'estimation est peu utilisé. (La biblio- 

graphie en témoigne). Cependant une étude de l'efficacité des estima- 

teurs pour la méthode du noyau, et pour la méthode par projection va 

montrer que ceux-ci (dans le cas de certaines fonctions de perte et 

pour certains ensembles précis de densité) sont des estimateurs minimax 

de façon asymptotique . 

Ils ~ossèdent donc dans certains cas le caractère d'estima- 

teurs prudents au même titre que certains estimateurs sont stricts 

ou sans biais. 

Des conditions seront données sur le noyau Kr(n)(x,t) 

pour que la famille générale d'estimateurs de Bosq-Bleuez p, 101 - 

soit asymptotiquement minimax pour la moyenne quadratique et dans le 

cas de la fonction de perte L2(X). 



Nous étudierons principalement la méthode du noyau et la 

méthode par projection. 

Rapp el. 

Soient (o,A,P) un espace probabilisé, (E $8,~) un espace 

aesuré, et X une variable aléatoire définie sur (n,A), à valeurs 

d P ~  dans (E,8), dont la loi PX admet une densité - 
dLI 

par rapport à LI, 

que l'on cherche à estimer 

. Méthode du noyacl. 
- - - -T - - - - - - - -  -- 

S * 
On suppose que E est égal à R , S e W . On se donne une 

application K de E dans R, une suite (kn). de nombres strictement 

positifs tendant vers zgro, et on prend comme estimateur de la densité : 

En général, on choisit comme fonction K une densitê de proba- 

bilité. Cette méthode a été introduite par Rosenblatt kg .  

. A4,Uhode d u  ~ o n c t i o m  axthogoviaeea ou méthode pm p o j e u X o n .  ------------ -------------- ------------------ --- -- ------ 
clPx 2 On suppose que la densité - appartient à L (LI), et on 
dlJ 

2 désigne par (ei) i E 1 une base hilbertienne de L (p) (supposée 

séparable). On se donne une suite d'entiers q(n) tendant vers l'infini 
v 

avec : 

et on prend comme estimateur de la densité : 



Cette méthode fut introduite par Cencov [la en 1962. 

On notera aussi : 

. h2'H L'estimateur correspondant à la méthode par projection, 
n 

cas des fonctions d'hermite, 

1' à la méthode par projection, 

cas des fonctions trigonométriques, 

. h3 11 11 à l'algorithme polynomial. 
n 

. Soit (Kr) r e 1, une famille de fonctions réelles mesurables, 

à 2 variables, éléments de E. On associe à cette famille une 

suite d'estimateurs de la densité définie de la façon suivante : 

1 partie in£ inie et non bornée de IRt et où r (n) E 1 et r (n) -+ + . 

. wrn désignera l'espace de Sobolev des densités f telles que les 
-P 

dsrivées (i = 1,. . . m l )  sont absolument continues et 

telles que f (m) soit élément de L~ (A), A mesure de Lebesgue. 

. T ~ ( M )  sera alos constitué par les éléments de tels que 
-P P 

1 lf(m)l l p  6 )1 (M > O). 

. zm est formé des éléments de W '  tels que E L'(A) 
-P P 

i = O,], ..., m-1. 

. 
CA 

est l'ensemble des densités bornées et satisfaisant une condition 

de Lipschitz d'ordre X en x = 0, O < X < I .  



est l'ensemble des densités continues f telles que 3 a E 8' 

If(x)-al s 2(X+l) x 
X O < A < 1  Y x e R  

. f désignera une version spécifiée de la densité. 

. D'autres notations relatives à p = 2 seront données au début de B.11. 



La plupart des travaux sur l'estimation des densités établis- 

sent les propriétés asymptotiques de certaines classes d'estimateurs, 

qu'il s'agisse de l'étude des vitesses de convergence comme dans 

E, 21, 42, 59, 631 ou d'études de convergence en loi, comme dans Gq. 
Ces propriétés sont en général uniformes sur certaines classes de den- 

sités. Ces travaux concernent soit l'estimation d'une densité en un 

point (estimation ponctuelle), soit l'estimation de la densité toute 

entière (estimation globale). 

En ce qui concerne l'estimation ponctuelle, le premier qui 

ait abordé le problème inverse, c'est-à-dire celui de la minoration du 

risque, est Farrell : ayant remarqué que les estimateurs optimaux dans 

chaque classe, qu'il s'agisse des estimateurs à noyau de Parzen 1467 , 
de ceux du maximum de vraisemblance, ou de ceux construits à partir 

de séries orthogonales p, 6, 53, 631 , atteignaient tous le même 

ordre en n, taille de l'échantillon, il a démontré dans L22-J qu'il 

était impossible de faire mieux sur certaines classes de densités 

proches d'un polynôme, établissant ainsi une borne de Cramer-Rao en 

dimension infinie. Sa méthode consiste à employer un couple de densités 

de l'ensemble choisi, globalement voisines mais perturbées au voisinage 

du point où se fait l'estimation. Le couple est adapté à n. 

W a W  dans a étendu ce résultat ponctuel à des espaces 

de Sobolev de densités, en calculant par ailheurs la vitesse effecti- 

vement atteinte sur ces mêmes espaces pour quatre classes distinctes 

d'estimateurs. 



CI 

Soient F un ensemble de densités et hn un estimateur de 

f en x ; si il existe des constantes réelles, positives c, d, u 

ne dépendant que de F ,  telles que l'on ait simultanément : 

.. -u . in£ sup R(hn,f) s c.n 
& IEF 

et pour un estimateur hX au moins : n 

* . sup R(h ,f) 6 d.n-u ! 

FE F n 

alors on dira que $* est un estimateur asymptotique minima*. 
n 

Nous allons énoncer les résultats obtenus pour deux ensembles 

de densités : wm(M) et CA. 
P 

. On pose : 

(fonction croissante de p). 

- €Aude de la convagence en moyenne q u a W q u e  am P(M) 
P 

. On travaille avec p 2 1. R désigne ici le risque associé 

à la perte quadratique. 

Sans perdre de généralité, on supposera que l'on estime f 

en x = 0 .  

On a alors le théorème suivant : 

Théohème C59] . - 
Soit (an)n> 1 une suite de nombres positifs telle que 



. 1 im in£ in£ Pf ( 1 h -f (O) 1 s an) = 1 .  
n* f ~ w " '  (M) 

P 

Alors ~ E > O ,  lim infn @(~YP+E) a2 = CO 

n* 
n 

D é m o m ~ ~ o n  : 

La démonstration est adaptée de celle de Farrell [22]. 

CotoUaihe. - 

Supposons que pour tout E > O, on ait : 

alors il existe D > O telle que bn > Do pour une infinité de n. 
O 

Alors pour la convergence en moyenne quadratique, la meilleure 

vitesse qui est uniforme sur P(M) n'est pas supérieure à @(m,p+E), 
P 

I E arbitrairement petit. 

- 1 
Un noyau K (déterminant l'estimateur h ) sera de "type m" 

n 
+m 

: (1) SuP IK(Y)~ (2) 1 IK(Y) 1 dy c 
-m<y<+m -00 

+m 
( 3 )  iim l y  K(y) 1 = 0 (4) 1 K(y)dy = 1 

Y* -CO 

1 

2. - Vi,tense a t te in te  pan  eeh.tairi6 e n t i m u ~ e m  6WL w ~ ( M )  el __--_------------ ........................... P 

a. On peut citer : 



^i 
sup R(hn,f) 6 D.n -@(m~~) i = 1,2,3 
f€F 

dans le cas de l'estimateur : 

1 
h pour K noyau de type m. 

n 

i2 , T  f à support compact et p = 2 
n 

. h3 f étant bornée supérieurement pour tout x et 
n 

inférieurement au voisinage de O. 

Ix(1-~(x)) 1 (resp. lx F(x) 1 )  étant bornée pour 

x 2 O (resp. x 6 O). (F fonction de répartition). 

-2 ,H 
b. Dans le cas de hn 

on peut énoncer une proposition qui 

complète les résultats de Schwartz p3] et Walter b3]. 

Piropod&on.- Soit F C 22 l'ensemble des densités f bornées 

à support compact dont le développement en série d'hermite converge vers 
1 - 

2m- 1 ) 
f en tout point. Alors pour q(n) = O(n et f e  F .  

Sur cet ensemble de densités, la variance de l'estimateur 

converge vers O avec - q(n) voir 5 page 59). 
n 2 

a+ 1 
D'autre part, le biais converge vers O avec q(n) , 

d'où le résultat. 

Walter Eq majore la variance à l'aide -de l'inégalité de 

Schwartz, avec : hZyH = E L C * ' ~  et a. = E (2. ) (ei) désigne 
n f n i,n f i,n 

ème 
ici la i - fonction d'hermite et obtient : 



-1 /2 

d'autre part Ef(âi,n - a. )2 < 
(i+l) 

car d'après ; p. 242, 
1,n n 

d'où : 

quiconstitue une majoration de la variance, moins fine que celle 

obtenue grâce à C5J. 

généMe ..................... dla. tonatewis (h ) convage 2 la même v*tesne nur en 2 .  ------ .................... ------ 

On rappelle que : 

E désigne ici un intervalle ouvert (a,b) de IR. 

Le symbole (-m) désignera l'antidérivée d'ordre m, ce qui 

permettra de "mesurert' la vitesse de convergence de la suite K 
r (n) ' 

Rapp& : d'après Korevaar tome 1 1357 et Mikusinsky [40] . 

. Soit g une fonction intégrale (ainsi que sa valeur 

absolue) sur E = (a,b) . 
Alors g (-' ) 1 'antidérivée d' ordre 1 ou 1 ' intégrale indéf i- 

nie est définie par g(-l1(t) = y + g(u)du; y constante. i : 



g (-) 1 ' antidérivée d'ordre m ou 1 ' intégrale indéfinie 

d'ordre m est définie par : 

où p(t) est un polynôme de degré strictement inférieur à m. 

. Le symbole 6 représente la distribution de Dirac et 6 
X 

6 est telle que 6 (t) = 6 (x-t) . 
X X 

6 définie par exemple par la suite fondamentale 

1 
k pour O < u < - k k = 1,2, ... 
0 sinon 

et ja(~)$(~)d~ = iim fk(u)$(u)du = $(O), pour toute fonction 
k* 

continue . 

Soient alors les hypothèses suivantes sur K d ' après 
r (n) 

Walter-Blum r6q 

H . 1 .  (Kr (n) 
(x,t)) forme une suite de fonctions bornées et mesurables 

sur E x E (E = (a,b) . 

H . 3 .  
2 

v x  E E , K (x,.) c L (E). 
r (n) 

2 
H . 4 .  / I K ~ ( ~ )  (x, .) 1 l 2  = O(r(n)) uniformément pour x E E 

. K(*) (x, t) désignant 1 ' antidérivée d ' ordre m par rapport 
r (n) 

à t de K (x,t) qui est nulle en a, ainsi-que ces (m-1) 
r (n) 

premières dérivées. 



On suppose pour cet m il existe q 2 1 et f3 avec 

~ < ~ s m + - -  I l  tel que : 
q 

H.5. ~(~'(x,.) - 1 3 ( ~ ) ( . )  E L~(E) pour x e E 
r (4 X 

(-ml H.6. 1 ~K:G;(x, -1  - 6 1 l q  = O(r(n) -B) uniformément pour x E E. 
X 

uniformément pour x E E et k tz {l,...,m}. 

Avant d'énoncer le théorème général, nous avons besoin de deux 

lemmes préparatoires. 

I Lemme 7 . -  Soit f une densité définie sur E telle que 

1 f r zm alors f tz L-(E). 
- P 

et d'après l'inégalité de Holder et Jensen : 

I I  pl If 1 1 ~ ' ~ .  1 1 f' 1 l p  < 0, d'après l'hypothèse 

d'où fP E L~(E) et f c L~(E). 

Lemme 2 . -  Soit f une densité définie sur E telle que 

2 zm alors f E L (E). 
P 

D é m o M n ~ o n  : D'après le lemme 1, f E L~(E). 

1 i 2  Comme f E L  (E) : f (x)dxç ~ [ £ l ~ m . ~ ~ f ~ ~ l  < - .  

On a alors : 



ThEakëme d 'aprkb B4] . - 
Soit m a  1 et l'ensemble F des densités définies sur E 

avec F C zm. Alors si 
P 

1 1  
* (Kr(n) (x,t)) satisfait H.1. à H.7. avec - + - = 1 

P 4 
1 

1 +2 B 1 
* f e F  et r(n)=O(n ) B = m - - .  

On a, uniformément sur E : 

E ( x )  - f X 2  = K2 (x,t)f(t)df - r r (4 ( J,K~ (n) 1 (x,t)f (t)dt) '" 
n E 

2 
(x,t)f(t)dt ,< 1 If1 l m l  IK~(~)(X,.)[ l 2  d'après lemme 1 et H.3. 

II = O(r(n)) d'après H.4. 

2 2 2 . ( j~~(~)(X,t)f(t)dt) s I l f l 1 2 1 1 ~ r ( n ) ( ~ ' . ) I 1 2  
= O(r(n)) d'après lemme 2 et H.3. et H.4. 

D'autre part, on majore le biais en intégrant m fois par parties 

~jK~(~)(x,t)f(t)dt - f(x)l = /J(Kr(,)(x,t) - 6(x-t).f(t)dtl d'après H.7. 

11 - B 
(-) (x, t) - 6(-) (x-t)] f (t)dt 1 + O(r (n)) 4 J [Kr (n) 

et, avec l'inégalité de Holder 

On peut alors conclure grâce à H.6. 

Remahque 7 .  - Dans le cas où : 
r (n) 

K (x,t) = 1 ej(x)e.(t) (ej) fonctions trigonométriques 
r (n) j = 1 J 

H.1. à H.7. sont bien vérifiées et pour p = 2, on retrouve le résultat 

précédent. 



Rmmque 2 . -  La vitesse précédente n'est pas une vitesse 

- 1 
maximale "absolue", en effet si l'on considère l'estimateur 

hn 

associé au noyau intégral de Fourier et si la densité f à estimer 

est telle que la fonction caractéristique décroit exponentiellement 

(voir Davis 6 a ) , alors 

A 1 log n 
R(h ,f) = O (- 

n n > 

Plus simplement encore, si on utilise une densité élément 

de Fg, Fo = {~(û,l)(x)}, Chap. 1. B. II. 4 dans le cas de l'esti- 

mateur minimax h*, on a alors pour x E 1R 

u 1 .  - M u l o ~ o n  du &que R A W L  Ch. 
-------------mm-- -- --- 

On peut énoncer le théorème suivant dû à Farrell 11 et Da 
En fait nous n'utilisons qu'un cas particulier, Farrell pl] et PZ] - 
ayant travaillé sur des ensembles de densités proches d'un polynôme. 

Soit (an) n 2 1 une suite de nombres positifs telle que : 

lim inf inf [^ - £(O)] 6 an] = 1 .  
n- ~DC: 2h 

'f Ihn 

Alors lim inf n 
2 2 X + 1  a = m .  
n 

n- 

~ é r n o ~ n ~ o n  : Elle est identique à celle de Farrell [I22], 

en remarquant que, avec les notations de Farrell, Ch = 
T l  

avec 

1 +A 
q(x) = X . 



Alors il existe D > O tel que bn 2 Dc pour une infinité 
O 

D'après l'inégalité de Bienaymé Tchebycheff et les hypothèses 

Si a n = n  2A+1 et si iim sup b = O, la conclusion du 
n 

théorème précédent est mise en défaut, alors que son hypothèse est 

vérifiée. 

2 .  - CondLtLonb dm Le noyau K .................... -- FOWL que l a  ~ a t n U e  r (n) ---- ------ ------ 
LI 

..................... c o n v q e  à l a  vLtcme maximate dm 
C A .  g é n é d e  d' u.?2Jndm hn ------ ........................... 

Nous aurons besoin de la notion de suite (n) dominée 

par un noyau K. (On considère ici E = R). 

Soit un noyau K satisfaisant aux conditions suivantes : 

C . 1 .  KEL='(R) 

K a 0  

K(x)dx = 1 

[lxlK(x)dx < pour q = 1 oy : 

pour q > 1 .  



Vé~inLtion 1 .  ( d ' a p ~ b  (IIaetrn-Bh PTJ 1 . - 
Une suite de noyaux (Kr(n)) satisfaisant les hypothèses 

. et H.2. précédentes, sera dite dominée par le noyau K satisfaisant 

., C.2., C.3., C.4. ou C1.4. si 

c constante strictement positive. 

On obtient alors la proposition suivante : 

r Soit (Kr(n) ) une suite de noyaux vérifiant H.1. et H.2. 

1 et dominée par K (satisfaisant C. 1 ., C.2., C.3., C.4., ou C' .4.). 

I Alors (Kr(n)) satisfait aux hypothèses H.3. à H.7., avec m = 1 

Véma~nfiation : contenue implicitement dans Bq. 

VébiniAion 2. d ' a p è ~  [647.- 

r Une suite de noyaux (Kr (n) ) vérifiant H.1. et H.2. et 

dominée par K défini par K(t) = 
1 , sera dite de type Fejer. 

(i+t2) 

Remmque. Exempdu . 
. Il est immédiat que la suite de type Fejer vérifie la 

proposition précédente avec q > 1 .  

. La condition de la définition est vérifiée pour le noyau 
de Fejer, pour tout noyau de Parzen à support compact et positif. 

.- 

Soit alors le théorème (comme précédemment, on étudie 

la convergence en x = 0). 



Soient f une densité bornée, élément de CA, et K ) 
r (4 

A 

une suite de type Fejer. Alors l'estimateur h n associé sera pour 

r (n> = n 1+2A tel que : 

Dérnom-OuuZon : 

Comme on estime en x = O, on pourra considérer que les 

noyaux K sont fonctions d'une seule variable t. Alors : 
r (n) 

1 

Soit alors r(n) = n 
1 +2A 

Comme (Kr (n) ) est de type Fejer : 1 1 l m  = o(r(n>> 

et que K (t)f(t)dt i 1 If 1 lm, le premier terme est majoré par I 
Nous aurons le résultat annoncé si l'on a de plus : 

Soit alors : 

où 6 est choisi tel que : 



If(x) - f(0) 1 < M. 1x1 A 
pour 1x1 S B  

Cela est possible car f E C A .  

Nous pouvons écrire pour le dernier terme : 

1 
Pour le terme suivant et pour r(n) 2 - , 

Le troisième terme se majore immédiatement car : 

d'où la conclusion. 

On peut alors citer : 

CI 

~ioopod*tion. - La famille dleitim&eurs hn correspondant à 

I une suite K r  de type Fejer est asymptotiquement minimax sur : 
1 pour la moyenne quadratique. 



Le corollaire établi en 11.1. prouve que : 

D'autre part, le théorème de 11.2. montre que la vitesse maximale 

est atteinte pour h associé à une suite de type Fejer sur CA et n 
u 

CA CA ; d'où le résultat d'après la définition de l'estimateur 

minimax asymptotique de l'introduction. 

@ EddicacLté des ena5na;tew dam l e  can de l a  pehte 

Dans toute la suite du travail, on utilisera la fonction de 

perte L2(A), h désigne une mesure finie ou u finie. 

La fonction de risque pour un estimateur h de f sera n 

alors notée R (h ,f) (Notation du chapitre 1). 2 n 

D. Bosq [8] a obtenu une inégalité de Cramer-Rao pour un 

paramètre hilbertien, ce qui nous permettra d'avoir une minoration du 

risque. 

. Le modèle statistique étant CE ,B, (P~) Bon? . 
Soit : O H, H hilbert séparable. 

.- 

. On désigne par B I  l'espace des variables aléatoires définies 

sur E et à valeurs dans H qui sont intégrables au sens de 

(1) également d'après : C.R. Acad. Sci. Paris. ser. A, t. 276, 

p. 1361-1364.X. Milhaud. 



Bochner pour tout 8 E O. 

2 . On note B le sous-espace de B' formé des variables aléatoires Y 

telles que: I I Y ~ ~ ~ ~ P ~  pour tout 0 de O. 

. Un estimateur T de g(8) est dit sans biais s'il appartient à B 
1 

et si 

V e E O , E~(T) = T dpO = g(e). 

I 2 . Soit Y une variable aléatoire telle que 1 [ Y I  1 dPe < rn, on appelle 

opérateur de covariance de Y pour 
0 

l'unique opérateur 

symétrique sur H et tel que 

où <. , . > désigne le produit scalaire dans H et 1 1 1 1 la norme 

2 . Soient T et S deux estimateurs de g(0), appartenant à B . On 

dira que T est préférable à S si 

pour la relation d'ordre usuelle entre opérateurs symétriques de H 

c'est-à-dire si 

On peut citer alors : 

I Soient S et T deux estimateurs de g(8), appartenant à 



Soit alors U = UeY0,(X) une variable aléatoire réelle, 

définie P0 presque sûrement (indépendamment de 0 ,  fonction de 

X et indexée par un sous-ensemble G de O x O. 

On suppose que U possède les propriétés suivantes : 

(cl EeEe,el (xg = o ; (e,o1) E G 

(c,) O < E~@~,,~(X)] < + - ; (B,B') c G 

(c,) Si S et T sont deux estimateurs B, de g(0) 

tels que m(0) = EO(S) = EO(T) ; 8 c O 

alors EeCUe,e1*d = ~ ~ m ~ , 0 l . q  (0,0') E. G 

autrement dit : 

On a le schéma suivant : 

Dans ces conditions, on a le résultat suivant : 

PhoponiLion 2 .  [8] . - 
Sous les hypothèses Cl, C2, C3 on a l'inégalité : 

Ke,O' est l'opérateur sur H défini par 

Soit la proposition suivante qui donne une condition néces- 

saire et suffisante pour que U vérifie 
C3 ' 



Soit U vérifiant C l  et C2.  Une condition nécessaire 

pour que U vérifie C j  est qu'elle soit de la forme hg,e' (SI où 

S est une statistique exhaustive. Si S est une statistique exhaustive 

complète, la condition est aussi suffisante. L 
P h o p o d ~ o n  4 .  [8] (Inégalités du type Chapman-Robbins) . 
On suppose que P = fe v ,  8 s O, que l'application 8 

8 -t P8 est injective et que 

Dans ces conditions si T est un estimateur de g(8), 

2 
élément de B et tel que E8(T) = m(8), 0 E O, on a les inégalités 

suivantes : 

où est l'opérateur défini sur H par 

Soit g l'application définie par g(9) = Fe(:) 8 s 0 
X 

et Fe(x) = j f(û,t)dt. 
-m 



On pose  
GO 

= ( g ( 8 ) ,  8  E O ?  

a .  On peu t  a l o r s  énoncer  : - 

r 2 
S o i t  X une mesure f i n i e  t e l l e  que G O C  L (A). 

S i  l a  f o n c t i o n  d e  p e r t e  est L  (A) e t  s i  l e s  hypothèses  d e s  p ropos i -  2  
A 

t i o n s  2  e t  4 (chap.  1 I . B . I . I . )  s o n t  v é r i f i é e s ,  a l o r s  Fn d é s i g n a n t  

un e s t i m a t e u r  d e  
2 

y 
e t  élément d e  B , on a  : 

Il s u f f i t  de  remarquer que l a  f o n c t i o n  de  p e r t e  L2(X) e s t  

t e l l e  que : 

~ , ( m ( e )  ,rn(e1)) = 1 b ( e )  - m ( e i ) l 2 d \  

e t  que t o u t  é lément  de  G O  e s t  b o r n é ,  donc élément d e  l ' e s p a c e  d e  

2  
h i l b e r t  L (A) . 

F d é s i g n a n t  l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  empir ique,  on a  : 
n  

L2 (Fe ,Fe 1 )  

R2(Fn,F8) 2 sup  
8  ' E M ~  

2  
E 8 ( u 8 , e ' )  

1 N . B .  Un second c o r o l l a i r e  s e r a  donné au c .  

F  e s t - u n  e s t i m a t e u r  s a n s  b i a i s  d e  Fg ; e n  e f f e t ,  
n  

d ' a p r è s  [7] , <. . . > d é s i g n a n t  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  d e  L~ (A),  il 

2  2  2  
s u f f i t d e m o n t r e r q u e  V t r L  ( A )  : ( c a r  F  E B  : IIFnlI  < 1) n  



et d'après le théorème de Fubini, cette expression est encore égale à : 

et comme Fn (X , , . . ,xn) (x) dF, (X , ) dFe (x,) = Fe (XI 

on a le résultat. 

Alors, g(8) = m(8) = Fe (notations des propositions 2 et 4) 

d'où la conclusion. 

b. Nous allons donner 2 exemples illustrant le théorème et - 

son corollaire, en utilisant deux estimateurs : 

F estimateur sans biais 
n 

~1 estimateur minimax pour la fonction de perte L 2 ( A ) .  

ExempLe no 7 .  - Estimation de la fonction de répartition 

d'une loi gamma avec l'estimateur F 
n 

-t 
A désignera ici la mesure de probabilité de densité fl(t) = e . 

n 
Soit Tn = Xi, qui constitue une statistique exhaustive et 

i= l 

complète. Soit alors : 



A' n (A-A') .T 

uO,O'(xl ... xn> = <Tl e n - ~  

uO,e' satisfait bien aux conditions CI, C2, C3, d'après la 

proposition 3. 

L'hypothèse 0 + P0 injective est vérifiée et la condition (D ) 
1 

de la proposition 4 du paragraphe 1. est satisfaite et on a même 

Nous pouvons alors calculer les deux membres de l'inégalité de la 

proposition précédente. 

Calcul de R2 (Fn,FO). 

, 

en appliquant le théorème de Fubini 

et : R~(F,,F,) ='J'+F~(x)c~ -F~(~)I~F](X) 
n IR 

et dans le cas de la loi gamma : 

L2 (Fe t ,Fe) 
Calcul de sup 



n 
. d'autre part, si T = Xi, on obtient à l'aide du théorème 

n i= l 
d'inversion, que T admet comme densité 

n 

Cela permet d'obtenir que 

L2 (Fe 1 ,Fe) 
apparaît comme une fonction de 0' qui atteint 

E  CU^ 1 1  8 0,0 

1 son maximum lorsque 0' -t 8 (on pose 8' = 0 + - 
P 

, P - + ~ ) .  

L2 (Fe 1 ,Fe 
Alors sup - - 0 

B'EM~ E~,,,~~] 2n(2e+i) 2 

(obtenu à l'aide d'arguments simples sur les limites de fonctions ra- 

tionnelles). 

. L'inégalité de Cramer-Sao s'écrit alors 

ce qui nous donne une efficacité égale à 
9 



Remahque : e est maximale au voisinage de O. 

Exemple no 2.- Même situation que précédemment. 

A * 
On utilise cette fois l'estimateur F2 Minimax, déterminé 

au chapitre 1. B.I.1. par : 

Il est immédiat que 
2 F; est un estimateur B (car F 

n 

en est un). La nature de F; est précisée dans le lemme suivant : 

Lemme. - lim ?;(XI = Fn(x). 
n-toî 

En effet : 

car Fn(x) est bornée pour tout n. 

Le résultat est donc analogue à celui de Kronmal [367 

iim Fn(x) = F,(x) . 
n* 

FL est l'estimateur pour la méthode par projection et sera 
n 

étudié au b. - 

. Calcul de R (F* F ) .  2 2' 8 

Ce calcul a été effectué au B. 1.1. et on avait trouvé un 

risque constant sur Go 

R (F* F ) = 
1 

2 2'8 4(n112+1)2 

1 1  - - 1 
car A est ici la mesure 

4(n1I2+1) de probabilitéde densité 
-t 

fl(t) = e 



L2 b ( 0 )  '"(0 ')1 . C a l c u l  d e  L2Ee,m(0)]  + Sup 
8  'eM 

8  

Le p r e m i e r  t e rme  est  é g a l  à : 

... /... + 
1 2e- + e-28t]e-t dt e t ,  a p r è s  c a l c u l s  : 

( n l  12+ I ) 

d ' a u t r e  p a r t  : 

m j p e ( t )  - ~ ~ < ( t ) l ~  d ~ ] ( t )  

e t  s u p  
O - - 8  

8  ' aM8 
2  

2n(28+1) 
2- 

E e ( U e , 8 ' )  

d ' a p r è s  l e  c a l c u l  e f f e c t u é  d a n s  l ' e x e m p l e  n O l .  

A l o r s  : 



. L'inégalité de Cramer-Rao s'écrit alors : 

ce qui nous donne une efficacité égale à e' 

A* 

Comparaison des efficacités entre Fn - et F2. 

2 
6e3 - e + 2e + 1 > O ce qui est toujours vrai e E IR*'. 

* 
Alors L'estimateur F2 Minimax est plus efficace que F n 

pour G 
0 .  

c. Un troisième estimateur de la fonction de répartition - 
est celui obtenu à l'aide de la méthode par projection. 

Notons AL cet estirnateur. Fn 

Soit (e.) une base de l'espace de hilbert séparable L~(A), 
J 

A mesure finie. 

Alors d'après Bosq [6] et Kronmal Tarter [36] 

avec 1 bj = 1 ej (t)~~(t)dA(t) 

C o h o ~ d i n e  2.- Avec les notations ci-dessus, on obtient une 

deuxième minoration du risque. 



2 
est alors un estimateur de B . 

Fn 

Nous pouvons donc appliquer la proposition précédente, 

q (n) .. 
d'où R2(Fn,Fe)= 1 varb + 1. b2 

j=i j j>q (n) j 

m .. 
et R (F ,F ) = 1 var b d'où 

2 n 0 j=l j 

R~ ($:,Fe) = R2 (FnyFe) + 1 ~i - var b  ̂4 
j >q (n) J 

II = R2 (Fn,Fe) + 1 pb; - ~($1 . 
j >q (n) 

Remahque. : d'après [3a avec un "bon choix" de q(n) : 

D'autre part : 

car : 



en transposant le terme : 

1 ~ ( b j ) ~  - E (b.)? on a le résultat : 
8 J  i >q (n) 

L'inégalité est d'autant plus intéressante que l'expression 

A 

e 8 '2 
q(n) (bj -bj 

1 (var b .) + sup 1 2 est grande. 
j >q (n) efcMe j-i Eldu O ,el) 

Par exemple, dans le cas A mesure de Lebesgue sur Ea,+a] 

2 
et (ek) le système trigonométrique orthonormal de L a ,  , on 

A 

peut utiliser p6] qui exprime var b en fonction de (bk). 
j 

Il suffit alors d'évaluer les coefficients de Fourier (bk). 

3 . -  Appfication à L ' e n Z i m d o n  de la Loi. - ................................. 

soit Dy B,(pe) e E g .  

. On prendra E = p,g espace séparable, muni de la métrique 

de la valeur absolue. 



(Pe)eEo 
C P est muni de la métrique de Prokhorov. 

. P désigne l'ensemble des mesures de probabilité. 

. M* " 
Il 11 II bornées positives. 

. M II II II II bornées à signes. 

. K désigne le noyau, tel que 

1 1 1 I K  la norme associée telle que [IM, 1 1 1 IK] est 

. p s M  

un espace préhilbertien séparable. 

- - 

m3 x i y i  
On prendra ici K(x,y) = 1 (-1 (-1 

i=O 2 2 

on a alors : 

< l J Y V ' ~  lLoy ], 

Le schéma est alors le suivant : 

v s M 

On utilise l'estimateur T défini par 
n 

K(x,y)dw 8 v(x,y) 

On peut alors énoncer : 

est un produit scalaire sur M. 



r La fonction de perte étant ici L K y  définie par : 

I le risque associé se notant RKy on a alors : 

avec m(8) = E8(Tn) 

et les hypothèses des propositions 2  et 4 du paragraphe 1 qui sont 

vérifiées. L Diimam;t;ftation : 

2  
T E B . En effet : 
n 

2  
Calcul de : 1 1 T,(x! y .  . . ,xn) 1 l K  

m 2  
= 1 (713 qui est une série convergente 
i=O J = I  

car : 

1 
n x rn Ai 1 1 

- 1 ( 1  6 -  et 1 est bien convergente 
n j=l 2  i=O 2  

et alors 
2  2  

T ~ E B  car ( I T ~ I I ~ s ~ .  



lal 
k 
O 

la, 

5 

U n 

1 a, v 
E 

!al 
4 
lal .. 

U - 
X : 1 2  w w 

al 
C w 

k 
3 c 

c O W 
P i -  

k - d 
d 
P 
(d 
U 
la) - 
a 



dTn (x, , . . . ,xn) (y) dP (x ) . . . dP (x ) = dP8 (y) 8 1 8 n 

d'où : 

<u,ITn(xl ,..., xn)dP,(xl) ...dP 8 n K  (x ) >  

et T est bien sans biais. 
n 

Alors la proposition se déduit de la proposition 4. 

Exemple : Soit la famille (P,) 8 E O de probabilité sur 

E = D, a ,  de densité par rapport à la mesure de Lebesgue définie par : 

. Calcul de RK(Tn,Pe) 

On obtient 3 séries convergentes. 

R (T P ) se compose donc de trois termes. K n' 8 

w X. 
0 lerterme j n 1 1 (3)l2dPe(x,) ..+dP ( X I  

E i=O j=l  8 n 



On obtient deux intégrales : celle qui correspond aux 

termes (1) et celle qui correspond aux termes (2). 

Soit : termes (1) + . . . + (xn) 
2 i 

. . - - 
1 I 

termes (2) (... x x ...) , ce qui donne : 
j ' j+ t  

m 

lère intégrale = 
1 2 i 

--------- ---- 
,I ~ i n ' j ~ , ~  x dPe(x) i=O 2 

m 
n(n-1) i i 

2ème intégrale ---- = 
1 2in2j~.,ll 

XI X2 dPe (XI )dPe (x2) 
i=O 2 

Le premier terme vaut donc : 

O 2ème terme 

0 3ème terme 



i 
x dpO(x) = n xeti (0+ 1 )  dx. 

et on obtient pour le troisième terme : 

donc 

2 . Calcul de 1 lm(0) - m(0') 1 I K  = LK(m(0) ,m(0 ' ) )  

avec m(0) = E (T ) = P 
0 n 0 ' 

2 . Calcul de E0 (U ) . 
Comme dans les exemples (1 )  et (2) de b., avec : - 



on obtient : 

L'inégalité de Cramer-Rao s'écrit alors : 

a, 

1 F i  
i(ûl-8) 

m 
1 

2 
i (8+1) i=O 2 (8+i+l) (B1+i+l) 

- 1 2i 2 2 Sup 
n i=O 2 (0+2i+ 1 ) (8+i+ 1 ) 8 ' E M ~  

(e1+1)2n 
l2 
- 1 

(8+1)~(28'-8+1)~ 

Le second terme de l'inégalité atteint son maximum pour 

1 
8' + 0 . En posant 0' = 8 + - p -t on obtient après calculs 

P 

l'inégalité suivante ; entre séries convergentes : 

On peut d'ailleurs montrer que chaque terme de la première 

série majore chaque terme de la seconde série. 

On considère le modèle statistique @, B , ( P ~ ) £  E 

avec E = 10,1J. - 

. Soit £ E F telle que : in£ f(t) > 0. 
tek, 11 

On considère alors : 



2 1 . L (-) l'espace de hilbert associé de norme 1 / 1 1 , . 
f - 

f 

La condition (Dl) de la proposition 4 (B.I.I.) est donc 

vérifiée. En prenant les notations de la proposition 4, on peut 

alors citer : 

1 
La fonction de perte étant L2(f) 

D é m o ~ i t r t a t i o n  : 

g 8n La vraisemblance est égale à - , l'expression analogue 
r8n 

2 
L 

à Ee(Ue,Bl) de la proposition 4 est ici : (g # f) 

2 
En posant a = 1 l g l  1 , il vient : 

- 
f 

I Si en est un estimateur sans biais et si D est convexe, 

1 alors : 



En effet : 

.. a- 1 
R2(hn,f) l sup - 

g#f an-] 

1 1  1 n 3 sup avec a > 1 et n- 1 
g#f 1 + a + ... + a 

a > l  

. Si v est convexe, on peut trouver g (g # f) tel que : 

2 
a = 1 1 1 1 soit arbitrairement voisin de 1. 

- 
f 

En effet, soit une combinaison linéaire convexe de f et 

g E D et soit : g = a.£ + (1-a)go 
O 

Si a - +  1 alors I l g l l l  -+ 1 d'où le résultat. 

d'où le résultat. 

C o t r a f l d e  2 D. Boaq.- 
4 

Si est convexe et s'il existe un estimateur h sans 
n 

biais et à noyau borné, alors D est borné dans L*(A), h étant 

I cette fois la mesure de Lebesgue. 



=~[~~f(~)(x,t)f(x)dxdt- f (t)dt car 
n i 2  1 

E (h ) = 1 Kr(,) K(x,t)f(x)dx = f(t) ; d'après l'inégalité obtenue 
f n  

au corollaire 1 ,  on obtient : 

d'où le résultat avec l'hypothèse K 
r (n) 

borné. 

On peut donner aussi la minoration suivante : 

in£ f + j fL(t)dt 1 K:(,) (x,t)dx dt > 
sup f 

1  Kr(,) (x, t)dx dt 2 
2 inf f 

sup f 

Remahque : Boyd eA S X e d e  pg ont énoncé un théorème analogue 

au corollaire 1. 

- 
n 

Théot~ème Cl 21 . - pour tout estimateur 
hn, il existe une 

densité f de carré intégrable et une constante c > O telle que : 

+w 
2 C 

Ef {j Gn(xn,x) - £(XI] dxll; pour une infinité de n. 
-03 

Il n'existe donc pas d'estimateur pour lequel le MISE 



- 1 
(Mean integrated square error) est meilleur que O(n ) .  

1 f peut d'ailleurs être choisie comme une densité N(0,a) (x) . 

Exemple no 1 .  - 

Soit = {N(û, 1 (x) 1 la famille de densités étudiée au 

chapitre I.B.II.4. On peut trouver dans llestimateur sans biais 

suivant : (n 3 2), élément de BL 

On utilise ici L2(X) X mesure de Lebesgue. 

Nous allons donner l'efficacité d'un tel estimateur. 

-S . Valeur de R (h f ) .  2 n' 6 

Par un calcul analogue à celui effectué au B.II.4., on obtient 

2 
. Valeur de sup 1 lm(e') - m(e> 1 1  

2 e ' E M ~  Ee("e,et) 

On considère 



2 
D'autre part : 1 lm(8') - m(8) 1 1  = 

J;; 

SUP 
I lm(el) - m(8) 1 l 2  

2 
est atteint pour 8' + 0 

8 ' €Me EO(UO,e') 

et on obtient l'inégalité suivante : 

inégalité vérifiée pour n 2 2. 

Ru~mque. : il est immédiat que 7s 8 = = (R, 

1 1 1 . L'efficacité est donc : 

Exenlple. no 2 .  - 

Même situation. Il a été démontré au chapitre 1. B. 11.4. 

Dans le cas de la fonction de perte L (A) X mesure de Lebesgue. 
2 

que l'estimateur minimax est 

* . Valeur de S2(h ,fO). 

On obtient le risque suivant, dont la valeur est indépendante 

* n 
h (x ,x) = - 

n+ 1 1 
J27; 2. - 

n 

~ * E B ~  



2 . Valeur de 1 lm(8) - f(8) 1 1  

Il a été calculé que : 

* 2 
m(8) = Ee(h ) = - (x-8) } 

l expi- n+2 . On a donc : 
4% 2. - n 

. Valeur de llm(8') -m(8)l12. 

(x-e ' ) 1 Jm(e'> - m(e) I l  n+2 1 di: 

n 
n+22] E e x p - , . -  
n 

D'autre part, on a, comme précédemment : 

et n 8-8' 2 
- & [i - exp - - 

s '-' P fi n+2 (7) fl 
2 correspond à 

8 ' EEI 
8 exp{n(û'-8) 1 - i 

L'inégalité est donc : 



qui est bien toujours vérifiée. 

D'où l'efficacité : 

Remanque ( 7 ) . -  Comparaison des risques. 

Onmontreque: t / û o @ = ( R ,  9 

dès que n a 2 (Condition d'existence de l'estimateur sans biais). 

Rmanyue ( 2 ) , -  Comparaison des efficacités. 

A l'aide de développements limités : 

dès que n 3 2 . 

Dans toute la suite du travail, on utilise la fonction de 

perte L2 (A) A mesure de Lebesgue. 

. Le risque associé est alors le M . I . S . E .  (mean integrated 

square error). 



. Les densités considérées seront supposées dérivables au 
sens de Lebesgue. 

2 2 . L'espace de Hilbert L ( A )  sera noté ici L . 

On notera encore 

. ? qui correspond à , l'ensemble défini au début du Chapitre 

2 opérateur diffé- . bf l'ensemble des densités f/*(f) r L , rentiel m. 

. Wm l'ensemble des densités de */supp f C [-n,+n]. 
'lT 

. Wlm l'ensemble des densités de ~m/f(") soit continue. 
71 TT 

1 .  iIlinohation du &pue .sut Wm. ----------------- ------ 
Bretagnolle et Hubert E q  ont réalisé un travail analogue 

à celui de Wahba Dd pour l'estimation globale. La méthode est similaire, 
à cela près que la perturbation n'est plus locale et qu'au lieu de 

prendre un couple de densités dans l'ensemble considéré, on en prend 

un nombre croissant avec n. La minoration utilise l'information de 

Kullback. 

. Soit la jauge 
Pm 

sur (qui est d'ailleurs la jauge 

naturelle du problème) définie par : 

(m) 2/2m+l 
f E wm = 1 I f  1 l 2  . 1 / f 1 1 

On peut alors citer : 

l Soit m 2 1  et Fr l'ensemble des densités de probabilité 

1 sur IR qui vérifient ~ ~ ( £ 1  s r. 

Soit g une densité auxiliaire de jauge pm(go) = ro, 
O 

r > r .  
O 



L 6 désignant un estimateur quelconque de f. 
n 

go 
étant choisie telle que : go ~ositive, bornée par 1 ,  

nulle en dehors de : [- $, + 4 , égale à sur [- , + 4, - 
(ml et de classe C . 

2. v i t e n n e  a t t e i n t e  Fm iLZ1enA;ima;tem hl OUA w"'. ----------------- --------------- n --- 
Le premier résultat relatif à notre ensemble IP est cle 

Nadaraya D2J. On peut citer : 

Théohème d'aphèn [42].  - Si K est un noyau de Parzen d'ordre m. 

Alors hn désignant l'estimateur associé, on a : 

Remahque.: C44 - impose la condit ion supplémentaire f bornée, 

qui peut être supprimée car 

Y E L~ pour m 1 I => I l f l l m  < 

f E L~ d'après le lemme 1 .  A.I.3. chap. II. 

On obtient alors la proposition suivante : 

Phopobi,iian P31.- L'estimateur hl déduit d'un noyau de n 

Parzen de type m est asymptotiquement minimax sur 1.F. L 
La démonstration est immédiate d'après la définition d'un 

estimateur asymptotiquement minirnax et les résultats contenus dans 

les deux théorèmes précédents. 

- 1 Remahque : Dans le cas de l'estimateur h la qualité n 

de l'estimation dépend des propriétés de régularité de f et surtout 

de celles de K. 



On pourra consulter pour cela 91 et b7] . On peut citer 

par exemple le résultat de Watson et Leadbetter [67], qui obtiennent 

46 46 log n 
un mise minimum Jn tel que : Jn = O(_ ) dans le cas d'une 

famille de densités telle que la fonction caractéristique $, (u) 

décroît exponentiellement et pour un choix de K tel que : 

nldf(t) l 
JK(t) = avec OK(t) = 

l+(n-l) lgf(t) l 2  

On a d'ailleurs vu que le mise, dans le cas de la famille 

Fo = {~(û,l)(x)l (chapitre 1. B.II.4. ; chapitre II.B.I.4) 

atteint la vitesse maximale 0(n-'1. 

3 .  V a u n e  a t t e i n t e  h2pH nuh 3 . ----------------- -- n --- 
O 

Avec 43 (f) = (X-D)~~. -2; opérateur différentiel d'ordre m. 
O O 

Citons d'abord deux théorèmes de Walter ha qui améliorent les résultats 
de Schwartz [53]. 

Théai~ème 7 .  [63] . - 
1 lm) Si f F < et q(n) = O(n , alors : 

O r; 

Théakème 2. [63] . - 
Si f F wrn et si, de plus, f est à support compact, 

1 lm) si q(n) =O(n , alors: 

Rematrque : 2 - 
On peut améliorer le résultat du théorème 2 avec q(n) = ~ ( n ~ ~ + ' )  



2m - -  
et, cette fois, le mise est : J = O(n 

2m+ l 
n 1. 

. Nous allons maintenant, dans le cas de l'ensemble wrn donner une 
*O 

amélioration du théorème 1 pour m 2 2. 

2 . (ei) désigne ici la base de L (IR) constituée par les fonctions 

d'hermite. On rappelle qu'elles satisfont aux relations suivantes : 

Elles peuvent être exprimées à l'aide de polynômes d'hermite 

H 
j 

2 
H. (x)e 

-x 12 

e. (x) = J j = 0,1,2, ... 
J 112 112 

(2jj!n 

Elles satisfont à la formule de récurrence : (voir kg, p. 106) 

Elles satisfont les inégalités suivantes (voir Fa, p. 242) : 

le.(x) I s Cm(j+l> -"12 x (-m,m), j = O,] ,... 
J 

et lej(x)l 6 c,(j+l) -Il4 x I I ,  j = O , ]  ,... 

La constante 
1 512 

CM satisfait à : C S 1 + - P l  
FI 2 

De façon analogue à B.I.2., on a : 

;2 ,H q(n) , 
= 1 ak ek(x) avec 

n k= l 



.. 
E (a ) = ak - ek (n) f (x) dx. 
f k - i 

Comme h2yH - E et E (hZyH) - f sont orthogonaux, on a : n f n  f n 

Avant d'énoncer le théorème 3., nous aurons besoin d'un 

lemme préparatoire. 

Lemme. - 
5 

f étant une densité, s'il existe y > 7 lxY f (x) + O 

Alors 

L'hypothèse sur f peut encore s'écrire 

2 
e . (x) f (x) dx 

O I J  I X I > X ~  
-(l) - L----- (2) ----A 

Pour (l), on utilise la majoration des fonctions d'hermite, 

valable sur tout compact 



2 j-1/2 2 j-1/2 
e . (x) f (x) dx < Cx III0 : O iIzO f (x)dx < Cx O 

O O 

Pour (2) 

car Swego p. 242 

soit a > O 

pour 1x1 2 a 
J 

A 1 
avec S = max(+ - - - 1 , - -1 

2 12 4 
1 

appliqué à A = - - 
3 

5 
2 > 1  et y > - .  1 x 1 213-ydx sera convergente si y - - 

O 
3 3 

On obtient alors : 

2m+ 1 ) 
Si f E I ~  et q(n) =O(n m 2 2, alors 

Ce théorème montre que, sur un ensemble de densites 

TP c wm, l'estimateur h2sH a la même vitesse que hl sur wrn ; 
.*O 

n n 

et comme l'hypothèse "f à support compact" n'influe pas sur la 

vitesse de hl (d' après Cl91 ) , on peut donc conclure que sur 
n 

IfL, h' et ~2 ,H convergent à la même vitesse (si f à support 
n - n 

O 

compact, f s wrn => f E $ ).  
O 

DëmannakaAAan : 

coefficient de Fourier de ( X - D ) ~ ~  alors, 

m 
k = If(x+o) .ek 



A l'aide d'intégrations par parties et en utilisant les 

~ropriétés de e.), on obtient : 
J 

d 
1 

zm(q+ 1 )m k>q (n) 

2 C 
d'où 1 a < - 

k>q (n) 
k 

srn(n> 
C constante 

(Schwartz 154 obtient une majoration en C 
1 

qm-' (n) 

5 
D'après le lemme précédent, si y > - , on aura : 

3 

En prenant q(n) = on a le résultat avec 

(1) et (2). 

Rmatrque ( 1 ) . -  Une autre inégalité valable sur tout IR 

-114 1 x 1 ~ ' ~  
(cf. @3I], p. 1263) : Ien(x)I 6 (n+l) (1+ ) conduit à 

2 

L'inégalité de Swego donne donc de meilleurs résultats. 

2 
Remmpue 121.-  Si f c L (k,+mb, les fonctions de 

Laguerre 'n 1 



avec : 

2 
forment un système orthonormal de L ( [O,+-[) qui ne semble cependant 

pas plus intéressant à utiliser. 

En effet, d'après 1381 , 
9 

1 
L 

X 1 1 - - -  - -  - -  
2 4 

x L 
2 2  

(x ) dans le cas n 

pour x e &,GJ 

On obtient donc, 

Les hypothèses sont plus restrictives que dans le cas hermite 

et la majoration obtenue n'est pas meilleure. 

Remmque ( 3 ) . -  On a évidemment la version améliorée du 

théorème 2. 

5 
Si f E wrn et si, de plus, il existe y > 7 lxy f (x) + O, 

1x1 + 

alors : 

-2 ,H 2 -2m/2m+ 1 
) pour q(n) = O(n 2/2m+ 1 

Ef(llhn - f l I 2 )  =0(n 1 

-2,T 4. VLtedae atteinte ECVL l led, t imatwh 
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. On suppose cette fois que les densités sont à support 

inclus dans [-~,+IT] . 

. (ei) désignant le système orthonormal de L ~ E I T , + ~  

constitué par les fonctions trigonométriques, il existe des éléments 



f E wrn tels que : 
7F 

Soit 

Y sin(q+l) 
ennotant D (y) = le noyau de Dirichlet. 

9 sin 
2 

Alors 
2 2 . I l f  x D~ - £Il2 = I I E ~ ( ~ ~ , ~ )  - £ 1 1 ~  

Il = O( 1 1 d'après la formule de 

q (n) 2m- ' Parseval. 

. L'autre partie du Mise se majore en remarquant que, dans 
le cas trigonométrique, il existe X, constante telle que : 

ek(x)f(x)dx i M d'après [ 6 ] .  Alors, on a la majoration de l'aléa : I 2  
1 - 
2m 

Pour q(n) = O(n , on a donc 

. Remairque 1 . -  On comparera ce résultat avec celui obtenu au 

Chap. 111.111.3. 

. Remairque 2 . -  F noyau de Fejer a des propriétés plus fortes 
9' 

que le noyau de Dirichlet. Cependant, si : 



Les résultats ne sont pas meilleurs pour les sommes de Cesaro car S 
9 

2 
est la meilleure approximation dans L : 

. Nous avons, si f E wm . - TT 

. supp f C [-n ,+TI 

. f continue . . . f(m-') continue 

. existe 

On aura alors pour f E whm. est ici continue) 

f(-n+) = f(-n - ) = fl(-7T+) = £'(-Tl - ) = ... 
... = f (-=+) = f - ) = 0 

% 

En considérant f l'extension 2n périodique de f 

appartenant à whm, nous allons pouvoir donner une meilleure 

majoration du biais de I J . (L'aléa étant toujours majoré par 
n 

I Lemme d 'apkèn p9] . - T désignant un polynôme trigonomé- 
q 

% 

trique de degré q, alors t/ m z 1 3 Mm constantelminl 1 f-T 1 l m  
1L 1L 1L T cl 

9 
m 1 cm u(Z(~), -) avec w(f,h) = max If(x+t) - f(x)/. 
q q x,t I Ish 

Nous utiliserons le noyau de Jackson : 

L (t) = A - ~ ( ~ ~ ~  qt/2)4 tel que : 
9 

Lq(t)dt = 1 
cl sin ql2 



qui se généralise en : 

-1 sin qt12 2r tel que L (t)=A ( 1 L (t)dt = 1 .  
q ~ r  qyr sin tI2 

On peut en déduire un noyau : 

~ositif, pair, de degré q et tel que : 

Soit l'opérateur 

?. 1 
r étant le plus petit nombre tel que r 2 - (m+3). 

2 
Cette intégrale est une combinaison linéaire de : 

f (x+kt)cos lt dt = O,. . . ,n k = 1,. . . ,m+l . 1;: % 

% 

(comme fonction de t, f(x+kt) a comme période k>. 2l~ 

Remmque : Soit @ continue, périodique (ayant comme période 

27r y) Y si 1 n'est pas divisible par k, alors on aura : 

2?r+2~r/k 
en fait : r"@(t)ei" = @(t)eietdt = e 2iil1k joT@(t)ei~tdt 

0 27rIk 

. Si est divisible par k, en écrivant u = x + kt, 
?+ 

on obtient que : j ?(x+kt)cos t dt est un polynôme trigonométrique 
-'rr 

L en x de degré - . 
k 



Alors 1 (x) est un polynôme trigonométrique de degré q 
4 +w +7T 

m+l % 
et I:(x> - Iq(x) 1 = 11 Kq,r(t)At f(x)dtI C j Kq,r<t>m+l (f, 1 ti >dt 

- 'n -'n 

avec 
r-k r 'L 

A: f (x) = f (-1) (k)f (x+kt) 
k=O 

'L L 
w(f,h)= max ~~:f(x)l = , ,  ~ i h i -  . 

x,t ltlih r 

m+ 1 1 
comme w (hl s (qh+l) (-1 m+ 1 m+ l n 

r 
wr(f,h) i h sup lf(r)(x)l 

X 

1 A l'aide des propriétés de K (t) si r 2 - (m+3) 
q sr 

IT 
2 

13~) - I~(X)I s zwmil (LI 1 (qt + l)m+l K (t)dt 
n O q9r 

1 - 
i Mm w (-1 d'après les propriétés de w 

m+ 1 r 
9 

On peut alors énoncer : 

Théutrcme. - 

1 .  si f E wim pour q(n) = O(n 1 /2m+ 1 ) 

-2 ,T 2 
Alors : Ef = (Ilhn - £Il2) =O(n -2m/ 2m+ l 1 

1 2. Si de plus ~(f'~), -) s M 1 

4 (n) ' qa (n) 

pour q(n) = O(n 1/2B+l) O < a < l .  

-2,T 2 Alors : Ef(llhn - £Il2) = O(n -2B/2B+1 ) avec B = m + a. 



Nous pouvons utiliser la majoration donnée dans le lemme pour 
'XI 

f à une seule période. 

1 
Alors If(x) - Iq(x)l r. M - u(£(~), -!-) , 

qm Q 

Cette majoration étant uniforme sur , , on a donc : 

D'autre part, d'après l'inégalité de Parseval 

f c W A ~  pour tout polynôme 1 de degré f q. 
q 

C' 1 
si, de plus ~(f(~),') r. M - , 

4 qa 

Comme l'aléa tend vers O avecp - '(") , on obtient le 
n 

résultat. 

Remmque : La première hypothèse "f à support compact" 

n'influe pas sur la vitesse de convergence de 
^ '  

(voir par exemple kg)  ; hn 

la seconde non plus (f(m) continue). il semble donc que dans cette 

situation l'estimateur h2'T converge plus rapidement que in. 
n 

On peut citer un résultat pour la convergence en moyenne 

uniforme qui utilise le théorème de Lebesgue. 

r 'L 'XI 
Soit f continue ~ériodique. En désignant par S ( f )  la 

q 

1 somme partielle de la série de Fourier, alors 2~ constante telle 
l que : 

'XI 

avec la notation 
précédente 



On obtient alors : 

(ml 1 Soit f B w ; ~  telle que o(f , --) < M ~ .  - l et telle que 
aa 

la série de Fourier de f converge uniformément sur [ -  . Alors 

1 lm+a+ l 
pour q(n) = O(n 1 

* % 
E (f) est majoré d'après le lemme précédent et, à l'aide 
4 

du théorème de Lebesgue, on obtient alors : 

On applique cette nfgjoration â une gériade en utilisant le 

fait que l'glba tend vers O avec q(n), Log. 
n d'aprzs [!il. Alors : 

~ ( l  - fil,) = O( 
Log n 
m+a 1 

Rmmque ( 7 ) . -  Si la densité à estimer est par exemple 

uniforme sur [O, l'estimation par la méthode du noyau - cas du 
noyau uniforme - donne de mauvais résultats. 

L'estimateur b2'T ne fonctionne pas bien non plus n 

(£(O) = f(1) # O) mais l'estimateur h2sH donne de bons résultats. n 

Remahque ( 2  ) . - On peut utiliser une remarque de Neyman [37] , 

reprise par Fellner 1233. Dans le cas d'une densité positive sur II, 

le système trigonométrique n'est évidemment pas approprié. Cependant, 

on peut aisément se ramener à une densité ayant comme support [O, l] 

(et appliquer le système trigonométrique). 



Soit Z ayant une densité inconnue f sur IR. 

Soit fo une première estimation de f et soit 

X = Fo(Z) avec F (Z) = 
O 

Alors X est à valeurs dans b, 11 et sa densité est 

donnée par : 

* 
ayant estimé p par p l'estimateur de f sera donné par 

Cette remarque sera utilisée dans le chapitre III pour les 

estimateurs de Whittle-Brunk et Whittle-Wahba. 

111 - D ~ ~ ~ a n  d'une ~amikZe d '  eh;tuna;tew, 

- 1 . On a vu au paragraphe 1 1 . 2  que l'estimateur h associé 
n 

à un noyau de Parzen de type m est asymptotiquement minimax sur p. 

. Ayant observé que de nombreux noyaux Kr(,)(xi,x) peuvent 

se décomposer en la somme de 2 noyaux H(x.-x) et E~(x~,x) il est 
1 

naturel de donner, dans un premier temps, les conditions sur E 
r - 

pour que l'estimateur h associé à K 
r (n) 

soit asymptotiquement n 

minimax sur wm, avec 

K (xi ,x) = H (xi-X) + E (xi ,x) 
r (n) r (n) r 

H Noyau de Parzen de type (m). 
r (n) 



Dans un second temps, nous donnerons des conditions générales 

sur K 
r (n) ' 

1 .  Phenuèhe dCZemknaRion d ' une , l U e  an pnZofiouement ............................. --------- - L - - - - A - - - - - -  

- 

est 

A A 1 
n . 6 hn(x) = un * Hr(x) + - E,(x,x~) oc ' n désigne la mesure 

n i=l empirique 

et * la convolution. 

On obtient alors la proposition suivante : 

D- 

PhopoaLtion. - 

Soit H un noyau de Parzen de type m 

Soit E tel que (x,t)dt $ ~(x)r-~ 
r 

avec 
1 2 

C E L  n ~ .  

Alors l'estimateur h de noyau Kr(xi,x) = H (x-xi) + rr(x,ni) n r .. 2 
tel que f E wm, lZf(llhn - £Il2) = O(n 

-2m/ 2m+ 1 
1. m < a  

Il est, de plus asymptotiquement minimax sur lm. 

DémoMn;Dtdion : 

On utilise la majoration du !fise 

et nous allons majorer séparément les termes de l'aléa et du biais. 

2 . Majoration de IIfn - £Il2 

1 Ifn - £1 l 2  = 1 If * Hr - f + ~~(x,t)f(t)dtl l 2  



. Pour majorer (1) : sous réserve que H est un noyau de Parzen 

de type m, on obtient : 

d'après [13]. 

H noyau déduit de H m 

Q) 

H x = - l m  j (y-x)m-l H(y) dy x > 0 et 
m 

x (m-l)! m H (-X) = (-1) .H (x). 
m m 

. Pour majorer (2) : 

I I  2 (2) = [ ~~(x,t)f(t)dt] dx à l'aide de l'inégalité de Schwartz 

m 

" c ~lflli r-a I c ( ~ ) ~ ~  avec l'hypothèse faite sur E . r 

Il est donc nécessaire que C soit intégrable et suivant 

les valeurs de a de l'hypothèse, on ne pourra obtenir des résultats 

que sur un ensemble de densités wrn tel que m I. a. 

2 . Majoration de ~ ~ ( 1 1 : ~  - fn1I2) 



. Pour majorer (1) : on utilise l'inégalité de Khintchine [13] ; 

Avec H noyau de Parzen (Hr borné à r fixé), on a alors une 

r 2 
majoration du type O(--) pour (1) . 

. Pour majorer (2) : 

Avec l'hypothèse précédente sur E on obtient : 
r 

-! n jjE:(X,t)f(X)dX dt 4 n 

Si C est de carré intégrable, 

-a 
r ' n jj~r(x,t)f (x)dx dt 6 y- 1 / C I  1 2 1  I f  1 1 2 .  

D'après les majorations précédentes, nous pouvons conclure que : 

2 
Jn( 2{21 j f * ~ ~  - £1 1; + 21 1/Er(x,t)f(t)dtl l 2  + ... /... 

A 2 1 ... /... + 2Ef(lunf~r - f + Hr1I2 + 2Ef(lln1 Er - /Er £1 li)}- 
Avec 

2 1 
Ilf + H r  - fil2 = O (  ) 

r (n) 2m 

I 2 1 
~~(x,t)f (t)dtl l 2  = O(%) 

r 

2 
Ef(l 1" + Ilr - f + Hrl 12) = O(:) 

nr 



En prenant r(n) = O(n 1'2m+1), il est immédiat que la 

vitesse maximale est atteinte sur wm, m s a, et on peut conclure 

grâce à la proposition sur la minoration du risque obtenue en B.II.1. 

2 .  CondiRhom suir Le noyau K (x,t) p o u  gue La .................... -- r (n> - - - - - - - - - 

amLUe d '  ectLhnatewro h d o 2  aymptofiquernent d - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - n ------- - ---- ------  

minima~ p o u  Le mh e. .................... 

a. Cas E borné. - - 

On a vu au chapitre II.A.I.3. que si K 
r (4 est un noyau 

m 
satisfaisant aux hypothèses H.I. à H.7., pour f E ? C  Z 2 ,  alors 

la convergence en moyenne quadratique est uniforme sur E. 

Il nous suffit de modifier l'hypothèse H.4. afin du "régler" 

convenablement la vitesse du noyau K 
r (n> ' 

On prendra donc l'hypothèse H' 4 ' 
,- 

Hl4. Identique à H.4. mais : 
- -1 - B tel que O < B 6 m. 

Alors on peut énoncer : 

Soit FC Z; un ensemble de densités et 

K un noyau satisfaisant aux hypothèses H.1. à H.3, 
r (n) 

H.' etH.5. àH.7. 
4 ' 

A 

Alors l'estimateur associé h est tel que n 

DSmo~n,tt&on : - - 
Elle est immédiate avec B.II.1. 



b. Cas E non borné. - - 
On prend E = IR. 

2 
Soit = If e wm/k(f) e L 1 .  

étant un opérateur différentiel d'ordre m. 

Soit K un noyau vérifiant H . 1 .  et H . 2 .  et tel que : 
r (n) 

. -1 B/ O < B 6 m tel que - 

* 
Alors l'estimateur hn associé est tel que : 

1 /2m+ 1 
(avec r (n) = O(n 1 1 

Il est, de plus, asymptotiquement minimax sur lp si 

Le Mise est égal à . 

+ 1 [ J K  
(x,t)f(t)dt - £(,Il2 dx. 

r (n) 

La première partie du Mise : 

r (n) = O(-) avec l'hypothèse H . 9 .  
n 



La deuxième ~artie du Mise : 

II d'après l'inégalité de Schwartz 

La troisième partie du Mise : 

(K(x,t) -G(x-t))f(t)dt dx. 1' 
On intègre et : 

On applique l'inégalité de Schwartz et : 

2 2 1 ~I~(X,t)f(t)dt - ~(x)I dx s 1 1 1 1 IL-' (~(x,t)) - L-' (~(x-t)) 1 l 2  
t t  -2 8)  = O(r(n) , en considérant r(n) = O(n 

1 /2m+ 1 
1. 

6 2 
On a alors : f E I$, Ef((/hn - £1 12) = O(n 

-2rn/2m+ 1 
) 

et on peut conclure, avec le paragraphe B.II.1. au minimax asymptotique, 

si wrn contient \m. -E 

m Exmple 7 . -  -k = D , K noyau de Parzen de type m. 

* m pair. Exmple 2. - = (X -D ) 
r (n) 

K (x,t) = ei(x)ei(t), ei fonctions d'hermite. 
r (4 i=O 

Dans ce second cas, on ne peut cependant pas conclure au 

minimax asymptotique car : b? $ wm, sauf si f est à support compact, 
-k 

ce qui modifie peut-être le résultat obtenu en B.II.1. 



E T U D E  D E  LA FAMILLE D '  E S T T E A A T E U R S  D E  NOYAU 

L'étude faite au chapitre II permet une comparaison de la 

rapidité de convergence des estimateurs 
A 1 - 2 
hn et hn sur certains 

ensembles de densités. 

On peut rappeler par exemple deux résultats significatifs : 

. h2yT converge à la même vitesse que hl sur w ' ~  
n n 71 

;;2,H converge à la même vitesse que hl  sur wrn , dans 
n 9. n 

le cas où f est à support compact (il converge probablement aussi à la 

même vitesse sur bon nombre d'espaces $ , I. étant un opérateur 

différentiel d'ordre m. 

Cependant, chacune de ces deux méthodes possède des 

insuffisances, que nous allons rappeler, au début de ce chapitre. Ensuite 

nous présenterons, dans le cas de la méthode par projection, une légère 

amélioration qui permettra de supprimer quelques uns des inconvénients 

- 2 de hn . A la fin du chapitre, nous introduirons un nouveau critère 
de comparaison d'estimateurs qui avantage l'estimateur h2 sous 

n 

réserve d'une information sur la dépendance entre F  l'ensemble des 

2 
densités à estimer et (ei) la base de L ( F  C L ~ )  . 



. De nombreuses hypothèses sur le noyau K sont nécessaires pour assurer 

A 1 
une bonne vitesse de convergence de l'estimateur h , et l'on est en 

n 

droit de se poser le problème de la justification de telles hypothèses 

(cf. chap. II A.I.I.). 

. Si l'on se place d'un point de vue bayésien, ces hypothèses "a priori" 
peuvent être considérées comme très exigentes et sous entendent, avant 

même l'estimation, une connaissance parfaite de la fonction à estimer. 

. Il est certes raisonnable d'utiliser un noyau, pair, borné, intégrable, 
i ème 

mais supposer une condition en rapport avec la dérivée m de la 

densité, est difficilement admissible. 

*- . D'autre part l'estimateur est peut être strict, mais pour le praticien 
cette méthode est compliquée (il nty a aucune relation simple entre 

) , et on peut noter le manque de robustesse des estimateurs i l  et hn+l 
n 

optimaux. Quant aux courbes, elles sont souvent en dent de scie. 

Cet estimateur apparaît comme beaucoup plus "honnête" (et 
r (n) 

avec K (x,t) = 1 ei(n) ei(t)) , les relations simples entre les noyaux 
n i= 1 

-2 
et Kn+~ n2 en fonctionde h . L'estimateur facilitent le calcul de h 

n n+ l n 

i2 a une précision qui diminue peu quand la dimension de E augmente. 
n 

Cependant il n'est pas strict, et un même ensemble de densités 

F peut être inclus dans plusieurs espaces de hilbert ; le choix du bon 

espace n'est pas évident. La même remarque est à faire pour le choix de 



la base et de la règle de tronquature. D'autre part cet estimateur est 

"aveugle" car on projette toujours de la même façon sans tenir compte de 

l'ensemble des densités à estimer. 

Alors que sans tomber dans l'excès précédent, on dispose toujours 

d'idées a priori qu'il est bon d'utiliser. 

Cette information apparaîtra sous forme de coefficients attachés 

aux éléments (ei) de la base dans l'amélioration de 
-2 hn , que nous 

allons présenter. 

Cette amélioration répond à bon nombre d'objections et constitue 

une sorte de bayésification de la méthode par projection. 

N.B. - On trouvera dans V quelques unes des courbes obtenues par 

Ouledcheikh pour l'estimateur i2 . n 

I I  - E6de.Z d'un changement dehaae am l1es~rnaZeun h2 . 
n 

Un espace f peut être inclus dans plusieurs espaces de hilbert 

du type L ~ ( A )  mesure de Lebesgue, ou mesure qui admet une densité 

par rapport à la mesure de ~ e b e s ~ u d  ou d'un autre type comme H I  (IR) . 

On peut se demander, pour un ensemble F considéré, quel est 

le meilleur espace de hilbert adapté à F (ou quelle est la meilleure 

norme, ou quelle est la meilleure base). 

Soit par exemple F C  3 . Au chapitre II, nous avons utilisé 
l'espace de Hilbert L2(A) ( A  mesure de Lebesgue sur 8). Nous allons 

ici utiliser H (A) et sa base, et comparer les resultats avec les 
1 

précédents 
2 

H l  désigne l'ensemble des f, éléments de L tels que 

2 
f ( ' )  appartient aussi à L . 



On note : 

l'estimateur correspondant au système orthonormai 

(Bi) de Hl, espace de Hilbert. 

<f~g>(,) le produit scalaire et 1 1 1 1 la norme 

correspondante de Hl , avec : 

(où c . > est le produit scalaire de L ~ )  . 

. La fonction de perte sera donc égale à 

. G désigne l'espace vectoriel engendré par (e3p+l 1 pdN 

où e désigne la p-ième fonction d'hermite.." 
P 

Lemme 7 .- 

Soit (QiIiEH un système orthonormal et total de . Soit F 1 

un ensemble de densités, F C  .Hl . tel que r 
A n gicx.1 - Q;cxj) 

Alors a. = 1 J est un estimateur sans 
1 j=l n 

biais de a. (où a. désigne le i-ème coefficient de Fourier). 
1 1 



f ' ,  = j £ 1  $ 1 )  dt = Cf(t) . t - t JlY(t) dt 

Avec l'hypothèse on a donc : 

a. = <f(t) , di - $'!> ; il est donc immédiat que : 
1 1 

E (a.) = a. . 
f 1 1 

- 

lorsque 

Si il existe une constante M telle que : - 
F- 

£ est une densité telle que :l y > x f(x) - O 

Alors pour r r(n) -+ O, quand n + w 

r(n) tel que : --t O quand n -t 



QémonA;DLdon : Elle est immédiate à l'aide de la majoration 

suivante du risque : 

car G Z y Q - h  et h - f sont orthogonaux . 
n n n 

r (4 -2 
n2y'-f112 ] =  1  CE^(^^) -a:] + 1 2 E~ [I Ibn 1 )  ;=l a. 1 

i>r (n) 

1 r(n) 2 
^2,$-fll:l~ < -  1 j EJ~~(x> -~f(x)]~f(x) d x +  1 a. EfCI Ibn 1 

n i=l i>r (n) 

Lemme 3.- Soit F un ensemble de densités tel que, pour 
P 

f €  F :  

1 .j y > z/xy f(x) --+ O 
3 

1x1 ---+ OÛ 

. F C H , n G  . 

Alors la suite , définie par : 

QP = a3p+l . e 
3p+ l (ei 

est la i-ème fonction d'hermite). 

avec cl 
3p+ 1 

forme une suite orthonormale dans Hl (et totale dans Hl n G). 

De plus, la suite ( d  ) L vérifie les conditions des lemmes 1 et 2. 
p PEN 



1  
F e  ( )  - e l  x )  . il est donc immCdiat e! (x) = - i+ 1 

que : Vp E N 

2 2 2 2 2 
 autre part, 1 $ p l  1 (1) = 1 lqp1 l 2  + 1 l 2  = 03p+j 1 le3p+ll I(]) et 

2 - 6p+5 un calcul simple montre que : / 1 e3p+l 1 / - -  
2 

. Comme f est une densité sur W et d'après les propriétés 

des fonctions d'hermite : 

+c" 
on a de même [fw $i(x)]-c" = O . 

Enfin on obtient : 

el!(x) = 
( i - 1 )  2i+ 1 (XI - - e. (x) + r( i+ I (i+2)] l l2 

1  3 i-2 ? 1  ,l i+2 
e (x) 

D'autre part : 

Si xY f(x) + O alors, d'après le lemme du chap. II B. II. 3., 

1x1 

j ef(x) fi.) dx < A i -1 12 A constante positive finie 



et il est immédiat que : 

Alors on peut énoncer : 

Soit f s F c wrn n G (m > 2). 

5 
On suppose qu'il existe y > - t.q. 

3 

xY f (x) - O 
1x1 -3 

2/2m-1 
Alors pour r(n) = O(n ) , o n a :  

Dérnonn&&on : Il suffit d'évaluer les coefficients de 

Fourier (a.) et d'utiliser la majoration donnée dans la démonstration 
1 

du lemme 2. 

2 1 
On sait que si : f E wrn , bi = O(---) d'où : 



1 dx 
et, en utilisant la majoration 1 < 

i>r(n) i 

le résultat pour r(n) = O(n 
2/2m-1 > .  

. Le risque associé à cette nouvelle fonction de perte a 

une vitesse de convergence inférieure à celle correspondant à la fonction 

de perte L2(X) pour le même ensemble de densités. 

. D'autre part dans le cas de l'estimateur A 1 
hn ' on peut 

montrer que la vitesse de convergence du risque correspondant à la 

nouvelle fonction de perte est supérieure à celle de 
^* 

d'après : 
hn 

1 
et donc l'espace H , sa norme et son système orthonormal ne sont pas 

adaptés au problème puisque l'utilisation de L' et de sa base donne 
F. 

de meilleurs résultats. 

2 
Soit f E F  C L ( L ~  muni de la base (ei)) . 

. L'idée de ce paragraphe est d'utiliser l'information que 
l'on possède afin de pondérer les éléments de la base (ei) et d'obtenir 

ainsi une variante de l'estimateurs h2 , plus adaptée à F,  (ensemble 
n 

des densités à estimer), ou tout simplement positive (au IV l'information 

modifiera la fonction de perte et non l'estimateur). 



. Il est intéressant de rappeler les résultats anciens sur ce 
sujet, avant d'étudier de façon plus précise deux résultats récents dûs 

à Brunk 4 et [15] et Wahba Da . 

. L'idée d'attacher des coefficients aux éléments de la base 
du Hilbert était déjà contenue dans Cencov 71 en 1962 et dans 

Kronmal et Tarter [3q en 1968. 

. Watson k5] en 1969 a déterminé dans cet esprit un noyau 

généralisé : 

w 

K n (x,t) = Xi(x) ei(x) ei(t) ; 
i=O 

w 

(qui converge vers la fonction de Dirac de représentation 1 ei(x) ei(t)) . 
i=O 

Dans le cas particulier où : Xi(x) = 1 si i S r(n) l -. 

il retrouve bien entendu le noyau de l'estimateur hL. Un bon choix 
n 

des X.(n) permet d'avoir un mise minimum. 
1 

.. w .. 
hn(xn,x) = 1 Ai(n) ai ei(x) 

i=O 

00 
A 1 

n 
f(x) = 1 a. ei(x) avec a. = - ei(x,) 

1 1 
i=O n j= i  J 



m 

II 
= 1 ( 1 - A n  2 + - 1 2  A. (n) var F~ rX)i 

1 
i=O 1 n 

Le minimum est atteint pour : 

1 
A.(n) = 
1 

2 1 
a. + - var(e. (x)) 
1 1 n 

On a alors : Ai(n) - 1 et Ai(n) - O 
n - a  i-00 

n 
A. (n) = 
1 

(n-1) + ~[e:(x)] /ai 2 

F.. 

et : 

a. var[ei(x)] 
min J = 1 

i=O var &x)] + n ai 

Les Ai(n) sont des coefficients adaptés à f .  Cependant les quantités 

2 
E [e: (x)] /a sont rarement connues. (Dans le cas trigonométrique, i .. n 
Tarter et Raman C57] estiment Ai(n) par A.(n) = - - 1 

1 n-1 (n-1) (ai) 2 )  

Exemple de c d c d  de min J (ei) système trigonométrique. 

Soit f c  wrn et on suppose qu'il existe A et B , constantes 
'lT 

A 
positives et finies telles que - 2 B 

s a .  i - .  .2m i .2m 
1 1 

On sait qu'il existe C et D constantes positives et finies 



telles que C r E~:(x)] S D . Alors : 

2 2 a. (D - ai) 
1 

min J I 1 2 
i=O C + (n-1) ai 

m 
2 

D a. m 
4 
a. 

1 
- C 1 

min J < 1 2 2 i=O C + (n-1) a. i=O C + (n-1) a. 
1 1 

Les deux séries sont convergentes. 

La fonction de n qui tend vers zéro le moins rapidement 

est donnée par : 

7 D.B. - 

On majore alors la série par l'intégrale : 

1 1 /2m 
... / . . .  = D B  c dx . o i t  x = 1 (n-1)A O . x2m + 1 n-l)A 

convergente 

Il n'y a donc pas eu d'accélération de la convergence pour le 

Mise de cet estimateur par rapport à celui de h2 'T dans la même situation. 
n 



. Whittle [6g en 1958 , en considérant cette fois des arguments 

bayésiens obtient un estimateur analogue à celui de Watson. 

. f étant une densité proche de la densité f à estimer, 
O 

(f correspond à une première estimation de f), soit alors {ei(x)) 
O 

une suite orthonormale par rapport à f . 
O 

. On suppose que eo(x) = 1 

Soit alors la suite (ai) telle que : 

(a = 1 pour que f soit une densité). 
O 

-(Ai) 
Whittle considère les estimateurs du type h définis par : 

n 

. n .  est une précision a priori n = ~:var(a~)J-' . 
1 i 

'L . On note a. l'élément a. considéré cette fois comme 
1 1 

aléatoire, c'est-à-dire que l'on considère une distribution a priori P 

sur iF(x) x e E l .  

Whittle considère l'existence des deux premiers moments de 
'L 

la distribution a priori P sur {f(x) x c El. 

La fonction de risque de son problème d'estimation ponctuelle 

est : 



. Fellner [233 en 1974 améliore le travail de Whittle en ce 

sens qu'il ne suppose cette fois l'existence que du premier moment 

f (x) de la loi a priori P : 
O 

Le moment d'ordre 2 sera estimé et dépend de A, une constante 

qui permet ensuite de fixer la tronquature de la série. 

. On trouvera dans le V les courbes obtenues par Fellner pour 
différentes valeurs de X ; la courbe la plus intéressante est celle où 

il utilise la transformation décrite dans la remarque 2, à la fin 

du B. 11.4, chap. II. Cependant la détermination de X et de la tronquature 

font que cette méthode garde les inconvénients de l'estimateur hL . 
n 

2 ,  EbLLrncL te .~  de. W W e .  - Bhuk~k CI 41 k5] . 

. La distribution P sur c?(x) , x E E l  est donnée ici au 

'L 
moyen d'une distribution a priori sur (ai). Cette distribution sera 

% 'L 
prise de telle façon que a , a2 ... soient indépendants. D'autre part, 1 

on aura : 

. La spécification des moments d'ordre 1 et 2 sera établie 

% 
en donnant la variance de (ai). On pose : 

2 'L 
o. = var(a.) i = 1, 2 . . . variances telles que o? + O si i + w . 
1 1 1 



. Cas particulier. 
L'estimateur c2 de Kronmal-Tarter s'obtient avec n 

2 2 o. = 1 pour i = 2 ...,r(n) et o. = O pour i > r(n). 
1 1 

-2 n r(n> - 
h(x,x)=f (x) 1 . a . e . x .  
n O 1 1  i=O 

On peut cependant espérer une meilleure information. 

. Dans le cas où f est proche de f à estimer et si une 
O 

grande précision . peut être donnée, on peut compter sur des esti- 
1 

mateurs positifs. 

. Au lieu de donner une distribution a priori pour chaque 

'L 'L 
Bi, on peut en donner une pour l'hyperparamètre ( ... Bi ...). 

On est amené à des spécifications du type : 

- i 
var a = c.p (i = 1 2 ,  . ; c constante) i 

Avant de donna un moyen de détmnLnm, à L'aide d u  donnW 
l e  pmamè&e p (ce  g u i  comh3ue L 'o~g inae i ; t é  du a2avai.l de 
Bt~unh) , noun &am COmpaha la v d w  du d e  de l' utbnatewt 
- 2  -(A.) 
h et de ce nouvel esLimateun hn 1 poun diddéhentes v d m  de p .  
n 

A (Ai) 
a. Com~anaison du mine enthe $ et h . --- ..................... -- n 

On rappelle que : 



L'étude est faite dans le cas trigonométrique sur E = [0,g, 

dans le cadre suivant. 

£0 
sera prise égale à 1 sur [o,U. 

. On prendra différentes valeurs de r(n) correspondant à 

n = 20, 50, 100. 

. On prendra aussi différentes valeurs de p, en considérant : 

var(a.) = p I-k pour i = 2k ou i = 2k-1 
1 

k = 1, ... 

. f à estimer est égale à : 

f(x) = O sinon. 

Valeurs du 
--m. 

mise de 
n 



Valeurs du 

-(Ai) 
mise de h 

n 

* Les résultats sont meilleurs pour le second estimateur 

* Le fait d'ajouter ou de retirer un terme de fi2yT peut 
n 

changer la valeur du mise de façon appréciable, tandis qu'un changement 
,(Ai) 

substantiel de p dans h ne donne qu'un changement minime du n 

mise. 

* On peut toujours se ramener à E =  CO,^ en utilisant 

la transformation décrite dans le chapitre II, B.II.4. 

Z 
a p h L o d  a. = Ilni (dans le cas du système orthonormal -- ----- 1 

trigonométrique sur [O, ÏJ . 
'-b . On se place dans le cas où les a. sont indépendants, et 
1 

tels que : 

Q, 2 1 . var(a.1 = a. = - . 
1 1 TT .  

1 



CI 1 
n 

. Comme a. = - 1 qi(x.) est asymptotiquement distribué 
n j=l J 

1 
comme un loi normale de moyenne a. et de variance - . O n a :  

1 n 

A A 1 n-l 2 
cov(si,2 .) = - + - o. 

J n 1 
n 

si i f j  

Le symbole " % " indique que l'élément est cette fois 

aléatoire. 

L L . Soit yi = 02i-1 = o 2 i 

. Alors il est immédiat que : 

n- l 
est un estimateur sans biais de - n 'i' 

Re.md/rqua : 
i 7 .  D'après [15], l'utilisation de précisions a priori .rr. = 5 

1 

donne des estimateurs assez réguliers. 

2. D'autre part, si a. -t rapidement, on peut en déduire 
1 

d'après [41] l'existence d'un unique mode pour l'estimateur. 

c. Ea;tuna,tian de La h a u / t m  d u  vagua [I~J. - ............................... --- 
. Les hauteurs de vagues successives sont indépendantes et 

forment un échantillon d'une variable aléatoire ayant une distribution 

continue à estimer. 

. Les données s'ajustent à une distribution de Weilbull. 

En utilisant la méthode du maximum de vraisemblance, on obtient que 

F est égale à : 
O 



où F désigne la fonction de répartition correspondant à 
O £0 ' 

première estimation de f. 

. On transforme alors les données à l'aide de F (ce qui 
O 

nous ramène à une estimation sur [O, , où 1 'on peut utiliser le 
(hi) 

système trigonométrique) et on utilise l'estimateur h n du - a. 
( p  étant déterminé par la méthode du - b ) .  

Yi est calculé à l'aide de Si et on en déduit la 
Y: 
I 

valeur de p car - =  - P 
yz+l 

. On peut donner le tableau suivant de valeurs de Yky 

pour différentes valeurs de k et pour les calculs menés sous gamma 



. Pour gamma 1 ,  on obtient p = 1,45. La courbe obtenue 

(voir V) oscille trop pour que l'on ait un estimateur réaliste de la 

vraie densité. 

. Pour gamma 2, on obtient p = 2 et cela correspond à 

une hypothèse plus sévère de régularité. 

. Pour gamma 3, on obtient p = 3. Les oscillations ont 

pratiquement disparu. 

. Pour gamma 4, on obtient p = 5, ce qui nous donne 

l'estimateur unimodal souhaité. 

Remahque 1 . -  Une étude analogue a été faite par Hominal [32] 

avec l'estimateur hl dans le cas du noyau unité. n 

L'estimateur de Whittle-Brunk donne de meilléurs résultats, 

car l'estimateur est positif dans le cas d'une bonne précision IT 
i' 

ce qui n' est pas le cas de [32] . 

Remahque 2 .  - On pourra trouver dans b5] d'autres cou;bes 
-(Ai) 

construites à l'aide de h i avec IT = 5 . n i 

Une comparaison avec les courbes de [45] est difficile, 

cependant il semble que dans le cas de la courbe 1. (Estimation de 

f(x) = - e par les fonctions d'hermite). L'estimateur de Whittle- 2 

Brunk aurait donné une courbe plus régulière, les A.(n) apparaissant 
1 

comme des coefficients qui atténuent les oscillations. 

3 .  E4Limateu.u de W W e - W a h b a ,  d ' a p b  , [6 a .  
L'étude est faite sur E = [0,g et le système orthonormal 

utilisé est celui des fonctions trigonométriques, avec 



+m 

et soit la suite (av), telle que : f (t) = 1 + 1 avev(t) , oii f 
v=-00 

est une densité. 

Les estimateurs considérés par Wahba sont définis par : 

(n pair) 

1 * * 
(e. désigne le conjugué) 

j=i 

Ces estimateurs correspondent donc à une variante des estima- 
(A;) 

teurs précédents (gn ) , à la différence près que la série est 

tronquée et que les termes qui servent à pondérer les éléments eV(x) 

dépendent de 2 paramètres, A et m. 

Avant de préciser la détermination de A et m, nous allons 

énoncer un théorème qui montre que cette nouvelle famille d'estimateurs 

converge plus rapidement que h 2 y T  sur P', m' I 1. n 

- 
Soit f o wm' et telle que son support soit [O,]]. 

Alors pour tout m tel que 1 < m 6 m' si A = O(n -2m/ 2m+ 1 

Démon?l~aZion : 

Ce résultat peut s'étendre aux fonctions de ~ m '  telles que : 



La condition supp f = [O, 11 est plus restrictive mais permet 

une comparaison avec les résultats du chapitre II. B.II.4. 

Soit : 

Comme 

On obtient : 

car : si f c wm' et £(')(O) = f("(1) - 

alors 
2m ' 2 1 (2nv) . laVI = em < m 

v=-w 

w 

avec k = '1 dx 
Ir TT 2m 2 

O (l+x ) 



d'où le résultat. 

Remmque : L'estimateur -2,T 
hn y 

dans les mêmes conditions, 

ne réalise que : 

Voir Chap. II, B.II.4. 

6. D e t e t u n i d o n  de A et m. - - 
A et m sont obtenues en minimisant l'expression suivante : 

En effet, en posant : 

1 2 
T (A) = (~;~~(x",x) - f(x)) dx, 
n,m O 

on obtient le résultat suivant : 

Théotrème. - 

Soit f E wm' telle que supp f = P,I]. Alors 

DémovlclWon : 

Elle est analogue à la précédente. On utilise aussi le fait que : 



. Cette variante de l'estimateur de Whittle possède de très 
bonnes propriétés de convergence au sens du Mise. 

Le problème de la tronquature est supprimé ; (il y a cependant 

une série de n termes à calculer au lieu de r(n) dans le cas de 

- 2 
l'estimateur h ) et d'autre part, il y a la détermination de A et 

n 

m qui nécessite un calcul assez délicat. 

4 .  Méthode d ' ~ Z h a i t i o n  ptréconia ée.  
n 

Les estimateurs hn de noyaux : 

possèdent donc de très bonnes propriétés pour différentes suites (A:(n)). 
(Xi) 

J. 

n 

Plus particulièrement, les estimateurs h et , obtenus en 
n n - 2 

2. et 3. constituent des améliorations de l'estimateur h . 
n 

La seule objection qui reste à propos de ces méthodes est 

l'importance du choix de 
fo' première estimation de f (fo densité). 

On pourra suivre les étapes suivantes : 

lehe etape : Choix de f à l'aide de l'estimateur G1 ou 
O n 

h2 ou de l'estimateur par la méthode du maximum de vraisemblance. n ' 

2Zme é&pe : Transformation des données à l'aide de F (*) 
O 

. Détermination des précisions T et utilisation de l'esti- 
i 

(Ai) 
mateur de Brunk ou : 

n - 

. Détermination des paramètres X et m et utilisation de 

l'estimateur fiXym de Wahba. 
n 

y-------------------------------- 

(+) Fo fonction de répartition correspondant à f . 
O 



l V  - P e ; t W M o n  d'une n o u v d e  d o n a o n  de p w e ,  

2 . Soit h un estimateur de f E F (FC L ) .  Nous avons principa- 
n 

lement utilisé dans le chapitre II la fonction de perte L2, avec : 

avec (ei) base de L 
2 

. Cette fonction de perte dépend directement de l'espace de Hilbert. 
Comme chaque e est plus ou moins important dans l'estimation 

i 

on convient de lui attacher un coefficient 'i (O < Ai s 1). 

. Ce coefficient ou poids 
'i 

étant plus petit que l'élément, est 

11 intéressantY'. 

Par exemple, si f est supposée régulière, (c'est-à-dire 

ne comporte pas trop d'oscillations) et si e est aussi régulière, i 

alors X sera petit. 
i 

Soit alors : 

. Dans le cas où tous les 
'i 

= 1 \J i E N, on retrouve la perte 

classique qui correspond à un problème sans information. 



avec - 1  

pour 

pour 

-2 ,T r (n> 
Donc 

2 
hi(ai - ail2 + Ai ai . i= 1 i>r (n) 

Dans le cas trigonométrique, on peut supposer cf [6] : 

3~ Constante t.q. ei(x)f(x)dx 6 M < = . 

Alors : 

2 i 2  ] = A ~ [ ~ ~ ~ ~  - + j ii ai 
f (Ai) " E L  n i=l i>r (n) 

2 
< i e x x x  + 1 ii ai 
n i=l i>r (n) 

r (n) 1 A ~ +  1 A ,  a 
2 

i>r (n) i i '  
n i=l 

Exemple 7 .  

M Alors : 
n i=l i 

2 1 D'autre part, si f E P (ai) = 0 ety en majorant 
71 i 2m - 

les 2 séries par les intégrales correspondantes, on obtient, avec 

1 /2m r(n) =O(n ) : 



Exemple 2 .  

i-1 f e F t  wrn et A. = -  . 
1 i+ 1 

Par un calcul analogue à celui de l'exemple 1, on obtient : 

112x11 
pour r(n) = O(n ) . 

Vitesse égale à celle obtenue pour le mise dans la même 

situation. 

Exemple 3 .  

A 

information qui apparaît idéale. En effet : 

1 /2m+a-1 Dans le cas de cette information, on a, pour r(n) = O(n 1 
- 1 la vitesse maximale O(n ) .  En effet : 

r (n> r(n) -a 
x d x - 2 -  1 

1 a- 1 
i= I r (n) 

m 

et: 1 L < j  2m+a I dx = 2m+a- 1 1 C.Q.F.D. 
i>r(n) i r(n) x2m*a r (n> 

N.B. Les résultats sont aussi satisfaisants pour l'estimateur - i;2 ,H 
n 

2 .  € I d e  dam l e  cas de l'esümatwir 2. ................................. 
^ 1  n 1 n x-x . 

Avec hn(x ,x) = 1 
n.h(n) i=l h(n) 

Nous allons considérer le cas du noyau unité avec : 

C'est un noyau de Parzen d'ordre 2. 



. n r x-x. 
I t  = - 1 1 J ~ ( ~ ) e ~ ( x ) d x  1 avec 

n.h i = l  

cos k x s i n  k x pour k t  = 2k 
e2k-1 (XI = e2k(x> = 

J;; J;; 
ou k t  = 2k-1 

1 x-X . 
1 e t  K(h)ekt ( x ) ~ x  = h r  7 K(u)ekl (uh + xi)du - - 

2 
1 x-X . 

1 1 e t  avec l e  changement de va r i ab le  : - - < u = - < + - , 2 
1 

h 2 
f+ Y 

. leh ca6 : k1 impair, s o i t  k' = 2k-1. On o b t i e n t  : 

1 1 + - 
(uh + xi)du = - 1 cos(kuh + h i ) d u  

2 6 - 7  
1 

h 
+ - 

11 II  &os kuh cos h i - s i n  kuh s i n  kxJdu 
1 

1 + - 1 

11 = - h cos .xi [ s i n  kh kuh ] 2 h  + - s i n  kx. 
J;; - - ' 6  

2 2 

donc : 

7 

1 

h r  7 ek l  (uh + xi)du = - h COS kxi 
s i n  kh/2 

- - 
2 Ji. kh/2 

. 2ème UA : k' p a i r ,  s o i t  k '  = 2k. On o b t i e n t  : 
1 + - 1 
2 

+ - 
h ek (uh+xi) du - - sin(kuh + kxi)du - - 

2 Jn - T  
1 

4.- 

- - ' E i n  kuh cos kxi + s i n  icx. cos  
Jn - y  

1 

11 = -  h (-cos kx.) + - s i n  kx 

J;; i 



donc : xin kh/2 
- - 
2 J;; kh/2 

On   eut conclure aue : 

n . a 
1 h 

= - - cos kxi sin kh/2 - 1 sin kh/2 cos kx, - -  
2k- 1 nh i=l fi kh/2 n& kh/2 i=l 1 

b. Soit à calculer : E(âk,) , 2 cas. - 

1 sin kh/2 
E(â2k-1) = - I 'O"" 1 

f (xi)dxi 
n kh/2 i=l 6 

OU : a - 2k-1 est le coefficient 
A sin kh/2 

E(aZk-~) = 
a2k- 1 kh/ 2 de Fourier de f correspondant 

. E(âZk) = 
sin kh/2 

kh/2 a2k* 

n 2 c. Soit calculer E(ak,) , 2 cas. - 

cos kx. cos kx 

n J;; 

-2 2 1 sin kh/2)2 coi kx f(x)dx 
E(a2k-l = - ( '~r + n(n-l)a2k-l n kh/2 1 
.. 2 2 sin kh/2 2 cos kx f (x)dx + 2 

E(a2k-]) = ( 
kh/2 n a2k-d 

de la même façon : 

-2 2 sin kx f(x)dx n-1 -2 
E(a2k) = ( +-al 

kh/ 2 nir n 2k 



d. Calcul de E CL (cl , f)] . - f (Ai) n 

puis, à l'aide de b. et c. : 

w 

VI = I A2kk f(x)dx + -  n-1 aikl-2 sin kh/2 
k= l kh/2 n kh12 

m 2 
cos kx f(x)dx n-l 2 + -  a 1 -  2 sinkh/2 2 + 

2k- 1 a 
k= l n n kh/ 2 2k- 1 

w 

("Yf)] = 1 A2k aik[( sin kh/2 2 n-1 
EfrL(~i) n k= I 

> . - -  2(sin kh/2) + I] + 
kh/ 2 n kh/ 2 

u> (sin kh/2 

kh/2 n kh/2 

w 

k= 1 kh/ 2 n 

2 2 
en posant : a = jsin kx f(x)dx ; B~ k IT = fcosP f (x)dx . 

m 
sin kh/ 2 2 . .  2 sinkhl2 2 

= 1 A2kaEk [ EfCL(~i) n k= 1 kh/2 - 1 + k=l 1 A2k-1a2k-l [-- kh/2 - l] + 

m a 2 
a 2 'k 2 sin khi2 2 

A2k-l (- 1 
k= l n n n n kh/2 

On fait alors l'hypothèse qu'il existe une constante C 

2 positive et finie telle que : lail < . On obtient que : 
1 

t h 1 , q : . @ + @ + @  avec 'fP(A.1 1 n 



m 
c sin kh/ 2 pour k = 1 et h +O, 

k=l (2k) 
le premier terme de la série 

est nul, donc , 

cl 0 l:x2m+l/2 prh;:/2 - j 2  dx avec hi = X. 

1 2m - - 
sin X/Z 

/ -j2.. 
1 

m 2m - 2 
sin hl2 dX d'après la formule de la moyenne 
hl 2 

Pour h -t O s i n h =  h - -  h3 ... et on obtient alors : 
6 

4 
.., 

c'h 
L 

(I)= "h ) car 1 X2m+ 1 12 dX est convergente 
h 

@ = 0(h4) de la même façon. 

Pour @, on a en fait 4 séries convergentes. 
Celle qui donnera la partie du risque la moins rapidement 

convergente est la suivante : 

m A a 
1 ( 

sin khi2 2 2k k > - 
k= l kh/ 2 n 

L 

comme a = j sin kx 
k . f (x)dx 6 M, 

7T 

cette série est majorée par : (B étant une constante) 



m 
B M sin xh/2 2 

1 dx . 
(2x1 

Avec le changement de variable X = xh ; on obtient : 

m 
xin xh/2 2 1 dx = 1 

( xh/2 1 / 2  x h X/2 

d'après la deuxième formule de la moyenne : 

03 

sin X 2 
et 1 (- ) d~ est convergente. 

h X 

On obtient alors, en prenant h(n) = O(n - 1  15) 

f E F c wrn en supposant qu'il existe de plus une constante 
7T 

2 C 
C telle que a s -. i ,2m' 

. Pour le mise classique, nous avions obtenu pour le même ensemble 

2 
de densités W, (m = 2) 

4 - - (2 associé au noyau nuité) 



1 - - 
2 

, Pour le nouveau risque, nous obtenons, pour A. = i 
1 

4 - - 
(h',f,l = o(n 5, 

'f[L(Ai) n 
7 - - 

E [L (h1,f)] = O(n 8 ) .  
f (Ai) " 

2 
Avec ce nouveau critère de comparaison sur 1 ,  l'estimateur 

h 2 y T  converge plus rapidement que hl pour K noyau unité (de Parren 
n n 

d'ordre 2) . 
L'estimateur hl n'a pas utilisé l'information et sa vitesse 

n 

est restée bloquée. 

Cette nouvelle fonction de perte possède cependant 2 défauts. 

CI 

- Autant le calcul est aisé pour des estimateurs h à 
n 

noyaux de la forme : 

autant il est compliqué pour d'autres noyaux. 

- La détermination des 
'i 

ne semble pas facile. 



On trouvera : 

Les courbes 1 à 7 qui illustrent la méthode des fonctions 

orthogonales : cas des fonctions d'hermite et des fonctions de Laguerre 

d'après b5]. 

Les courbes 8 qui illustrent l'estimateur de Whittle-Fellner, 

dans le cas où seul le premier moment de la loi a priori est connu. 

La figure 1 suggère 3 modes qui se retrouvent dans la figure 4. 

On remarquera dans les figures 2 et 3 des régions où l'esti- 

mateur est négatif. 

La ligne en pointillés représente £oh) = E~F(X~ . 
La transformation appropriée de la figure 4 est la transforma- 

z 
tion par la fonction Fo(z) = f (x) dx df après [23] . 

-m 
O 

Les courbes 9 et 10 illustrent l'estimateur de Whittle-Brunk 

d'après cq étudié dans le chapitre III, III. 



Courbe 4. 



Courbe 2 





Courbe 4. 





Courbe 6.  



Courbe 7. 
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