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INTRODUCTION

L'estimation de la densité a déji fait l'objet de nombreux
travaux, et on pourra consulter [}2], qui comporte une revue biblio-
graphie trés compléte sur les différentes méthodes d'estimation et
sur les principaux résultats obtenus. Les deux grandes méthodes spé-

cialement étudiées sont :

* la méthode du noyau d'aprés Rosenblatt en 1956.

% 1la méthode par projection d'apré&s Cencov en 1962,

Certains articles contiennent des résultats de convergence
de ces estimateurs dans le cas de l'estimation ponctuelle et globale,
et il nous a semblé intéressant de faire le point sur ce sujet, en
apportant des améliorations dans quelques cas précis. La publication
[}4] nous a permis d'unifier les résultats précédents, en donnant la
vitesse de convergence de la famille générale d'estimateurs de Bosq
et Bleuez Eﬂﬂ, [11] et ceci sous certaines conditions vérifiées

par les noyaux.

Nous avons ensuite donné les minorations des risques d'esti-
mateurs de la fonction de répartition, de la loi et de la densité a

1'aide de 1'inégalité de Cramer-Rao pour un paramétre hilbertien d'aprés
(8] .

Les travaux de Farrell et Wahba, [?Z] et [5@], Bretagnolle

et Hubert []3] établissent les bornes inférieures de ces inégalités

.de Cramer-Rao dans le cas de l'estimation ponctuelle pour les premiers,

et de 1'estimation globale pour les seconds, ce qui nous a permis de

montrer que certains estimateurs possé&dent la propriété d'€tre asymp-

totiquement minimax sur des ensembles de densités bien précis.



Dans le premier chapitre de cette thése, nous avons donc rappelé
ce qu'est un estimateur minimax, ce mode d'estimation étant peu connu et

peu utilisé depuis les travaux anciens de Wald en 1945, Girshick et Savage

en 1951, Hodges et Lehman en 1950, etc. Récemment, Aggarwal (1967), Phadia

(1973), Fergusson (1974) ont déterminé les estimateurs minimax de la fonc-
tion de répartition pour différentes fonctions de perte. L'approche de
Phadia et Fergusson est la plus iﬁtéressante, car la détermination de
1'estimateur minimax se fait & partir d'une suite de lois a priori sur

1'ensemble des fonctions de répartition.

Nous avons utilisé leur méthode afin de déterminer 1'estimateur
minimax de la densité dans le cas de la famille paramétrée no%male. Cet
exemple explicite 1l'estimateur, dont 1'existence est assurée par le tra-
vail de Wertz (en 1974) et dont nous avons étendu les résultats 3 dif-

férentes fonctions de la densité.

Enfin dans le dernier chapitre nous avons &tudié plus spécia-
lement 1'estimateur par projection et les estimateurs de Whittle [}é],
Wahba EO] et Brunk [}{], qui apparaissent comme des améliorations de
1'estimatéur précédent. Les auteurs utilisent 1'information sur 1'en-
semble des densités afin de pondérer les &léments de la base hilber-
tienne. Les coefficients alors introduits ont pour effet d'atténuer
les oscillations des courbes, et d'améliorer dans certains cas la
vitesse de convergence de l'estimateur, ainsi que d'obtenir un estima-

teur positif.



Efficacite de certains estimateurs gonctionnels.

CHAPITRE 1 : Estimation minimax.
@ Estimation ponctuelle.

1 - Position du probleme. Notations.
11 - Estimation minimax.

111 - Estimation I-minimax.

Estimation globale.

1 - Estimation de La fonction de repartition.

1. Premiene technique d'obtention de L'estimateun
mindmax.
a. Dans Le cas de £a fonction de perte L.

b. Dans Le cas de La fonction de pente Lge
2. Seconde technique d'obtention de L'estimateun
minimax.
a. Premien exemple d'une suite de Lois a priord.
b. Deuxiéme exemple d'une swite de Lois a priord.

11 - Estimation de fonctions de La densite.

1. Existence d'estimateurns Minimax de V(f).
¥

a., F —mm— A A = {fonctions mesurables de R +R}
vy
b. F ——— R.

2. Situation dans Laquelle L'estimateur minimax de
¥(f) = £ est unique, f£ € FO.

3. Compléments sur La continuité des applications

R, et §, pour La distance de £'espace 2,.

4. Détermination de £'unique estimateur minimax
de £a densité dans Le cas de La famille normale.
= {N(6,1)(x)}.

CHAPITRE 11 : Effécacité des estimatewrs de fLa £oi.

(::) Efficacitt des estimateurs de La densité dans Le cas de
pente quadratique.

1 - Etude de 2a conueﬂgenca en moyenne quadnaILque sun
Wm(M) z




1. Minonation du nisque R sun Wm(M)

1T - Etude de La convergence en moyenne quadratique sur C

2. Vitesse a,tteuvte par certains uana,teuM sun

WM etz
P 2°

3. Conditions sur Le noyau Kr(n) pour que La
famille générale d'estimateurs ﬁn converge a
La méme vitesse qu'en 2. sur z‘; et wI;.

X
1. Minoration du nisque R sur C;\l.
2. Conditions sur £e noyau K () pour que La 4anu',&€e
générnale d'estimateurs h converge a £a vitesse

maximale Auwr C <

Efficacit? des estimateurs dans Le cas de fLa perte
quadratique intéghie.

1 - Inggalité de Cramer-Rao pour un paramétre hilbertien.

IT -

111 -

1. Notations et principaux nésultats de [8].

2. Application a £' e/st(ma,twn de £a 5onc,tcon de
nepartition.

3. Application & L'estimation de La LoL.

4, Compﬂémen,t sur £'inggalite de Cramer-Rao dans Le
cas de L£'estimateur h de £La densité.

Etude des v.itesses de convergence d'estimateurs

de La densité dans Le cas de La perte quadratique
intégnrie.

1. Minonation du nisque sur W".

2. Vitesse atteinte par £'estimateur hy sur Wo.
3. Vitesse atteinte pan £'estimatewn B2'" sur Wi -
4. Vitesse atteinte par £'estimatewr £2.T sun Wim,

Détermination d'une famille d'estimateurs asymptotiquement

minimax pouwr Le mise.

1. Premiene détermination d'une famille asymptotfiquement
minimax swr WR pour Le mise.

2. Conditions géntrales sur Le noyau K (ny®



CHAPITRE 111 : Efude de La famille d'estimateurs de noyaux

toe~18

Kn(x,t) = Ai,nei(x)ei(t).

i=1

2

1 - Comparaison des estimateurs ﬁ; et ﬂn.

IT - Ef4et d'un changement de base sur £'estimateurn
A2 ]
he.

n

11T - Etude de La famille d'estimatewrs ﬁn de noyaux

Kn(x,t) = iZo ki(n)ei(x)ei(t).

1. Rappels bibliographiques.

2. Estimatewrs de Whittle-Brunk. )
a. Comparaison du mise entre ﬁi et h_ t

b. Utilisation des donndes agin de déterminen
Les variances a priord of = l/ni.

c. Estimation de La hauteun des vagues.

3. Estimateurns de Whittle-Wahba.
a. Vitesse de convengence au sens du mise de
~A,m

h
n

b. Détermination de » et m.
4. Méthodes d'estimation préconisées.

IV - Détermination d'une nouvelle 5onction'de perte, qui tient
compte de L£'information sur F.
,T

=)
(=R = B )

1. Etude dans Le cas de 2'estimateunr

=)

2. Etude dans fLe cas de £'estimateun

V - Counbes.



CHAPITRE 1

ESTIMATION MINTMAX

<::> Estimation ponctuelle.
Avant de traiter le probléme de 1'estimation globale de 1la
densité, nous allons énoncer les théorémes fondamentaux sur 1l'esti-

!

mation minimax en traitant 1'estimation d'un paramétre réel.

T - Position du probleme - Notations.

. Soient (Q,A,P) un espace probabilisé et (E,B,u) un

espace mesuré : U é&tant une mesure o finie sur B.

. Soit PO = {Pe,e e 0} 0cCR une famille paramétrée de

probabilités sur (E,B) dominée par u et X une variable aléatoire

(Q.A.P)-—lg+ (E,B) dont la loi P, inconnue appartient 3 P@'

X
On prendra E =R, B = %R tribu des boréliens de R.

. Soit Xl""’Xn un échantillon de taille n de la variable
aléatoire X, on se propose de déterminer 1'estimateur minimax et I
minimax de 6 € © sachant que P

x € PO'

. On désigne par H 1'ensemble des mesures de probabilités
définies sur 1'espace mesuré (0,L,z) ol
L est la tribu des Boréliens de 0.

¢ est une mesure ¢ finie sur (0,L).

. On note D 1'ensemble des estimateurs de & : applica-

tions mesurables définies sur ORn,B n) et @ valeurs dans (0,L)
R

et on note :



Sz 0
f(x,8) 1la densité T Pe € PO
h(8) la densité gl H e H.
dg

. La fonction de perte &tant quadratique, la fonction de

risque sera égale a2 d e D

R(0,d) = JRH[}(XI,...,XH)-—é}zf(x],e)...f(xn,e)du(xl)...du(xn)

On se placera dans 1'hypothése suivante

VdeD

Voeo R(8,d) ¢ M < =

. Pour une loi a priori H e H 1le risque bayésien sera égal a

R(8,d)dH(8) = J R(8,d)h(8)dz(8)

r(d,d) = J
0

0

Dans certaines situations, l'existence d'une loi a priori
sur 1l'ensemble des paramétres © mne peut étre justifiée, ou alors
cette loi existe, mais 1'information dont on dispose est insuffi-
sante pour la déterminer. Dans ce cas l'estimation bayésienne (voir
par exemple [27], [7]],...) est difficilement justifiable et une

procéddure plus adaptée et surtout plus prudente est la procédure

minimax (voir |:62:], [26], [:27], [31:[ [43] etc).

1T - Estimation minimax.

Les définitions suivantes sont équivalentes (voir [?1] ou

[27])



ey s . * ., , 4.
Déginition 1.~ Un estimateur d minimax réalise

* ] .
sup R(6,d ) = inf sup R(8,d)
fed deD 6€0
Déginition Z.- Un estimateur da.E minimax réalise

sup r(H,d*) = inf sup r(H,d)
HeH deD HeH

Nous pouvons alors citer deux théorémes qui donnent des

conditions suffisantes pour qu'un estimateur soit minimax.

Théoneme 1.- voir [30], [31]...

Soient PO = {Pe,e € 0} et D wune famille d'estimateurs
de 8. Supposons que a* 8lément de D soit bayésien pour une
distribution a priori g* élément de H, et tel que R(e,d*) = cte

* . . -
Voeo: Alors d est un estimateur minimax de 6.

Exempfe (1) [30]. Probléme de 1'estimation de 6 paramdtre

d'une loi binomiale, en une observation.

Soit X 1la variable aléatoire suivant une loi B(m',8) avec
6 inconnu, O < 8 < 1. Dans le cas de la fonction de perte quadratique,

on montre que 1'estimateur

X vVm' 1

d*(X) = — + est bayésien pour la loi beta

m' Yo'+l 2(/m'+1)
]
a priori E* de paramétres / >~ . Notation Be( /E%-, /E%O.
2

On vérifie aisément que :

* 1 * . . .
R(8,d ) = ————— = cte et d est un estimateur minimax de 9.

4(/aT+1)2

Théoneme ?2.- Soit {gk tk=1,2 ...} H une suite de lois

a priori sur 0 et {dk tk=1,2,...} ; {r(Ek,dk) sk =1,2,...}



les suites correspondantes des estimateurs bayésiens et des risques

S . * . ) .
bayésiens. Si d est un estimateur de 6 dont la fonction de
risque satisfait a

sup R(e,d*) < lim sup r(Ek,dk)
6ed koo

* . o )
Alors d est un estimateur minimax de 6.

; . ¥ y .
Conollaire.- Soit d  un estimateur ayant un risque constant :

R(e,d*) = p*, Voeo. S'il existe {& :k =1,2,...} H une suite

k

.. . * * .

de lois a priori telle que 1lim r(Ek,dk) = p alors d est un estima-
koo

teur minimax de 6.

Dans certains cas, on peut obtenir un estimateur admissible.

Théoneme 3.- [30].

1) Si dO est 1'unique estimateur minimax-alors do est
admissible.

2) Si dO est admissible et a un risque constant, .alors

do est minimax.
Exemple (2) illustrant le théoréme (2).

Probléme de 1'estimation du paramétre 6 d'une loi gaussienne

réduite en n observations.

Soit X 1la variable aléatoire suivant une loi N(6,1).
8eO0=R, 6 considéré comme une variable aléatoire suivant une loi

a priori Ek s N(O,kz).

L'estimateur bayésien correspondant (pour n observations

o XX
indépendantes) est d'aprés [?1], (en notant : Xn = —___?r__lh
)'(n ’
‘ dk(X],...,Xn) = i .
1 + =%

nk
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. . - *
. Soit alors 1'estimateur Xn =d (X "’Xn)’ dont le

risque est :

R(d*,6) =1 VYo eo.
n
On montre que : r(&k,dk) o R(d*,e).

L'estimateur d est donc un estimateur minimax de 6.

On peut d'ailleurs faire plusieurs remarques i partir de cet

exemple.

Remargue 1.- Dans ce cas 1'estimateur minimax coincide avec

1l'estimateur sans biais.

. * -~
Remarque Z2.- L'estimateur d (Xl,...,Xn) = Xn apparalt comme

1'estimateur bayésien généralisé et est formellement un estimateur
bayésien avec comme loi a priori la mesure de Lebesgue sur 0 = R.
X

n R .
l'estimateur

Remarque 3.- Soit d,(X,,...,X ) =
—_— 11 n 1

1+ =
n
bayésien correspondant i 51.

On obtient par un calcul immé&diat que :

e e x1+...+xn 2 n+62
R{d,,0) = J ...J ( —— = 8)"dP_ (x,)...dP (x ) = ——
I AR RS 6 X1 o’ T2
* 1 * -
R(d",8) = I d (Xl""’xn) = Xn'

Alors  R(d,0) < R(d*,6) si 8% < 2.

Résultat tout & fait logique, d'aprés 1'hypothése a priori-

qui privilégie la région 62 < 2,

111 - Estimation 1 minimax.

L'estimation bayésienne correspond 3 une trés bonne information

sur © ensemble des paramétres. A 1'opposé 1l'estimation minimax ne

suppose aucune connaissance sur 0, ou plutdt ne tient compte d'aucune



==

information sur © : en effet, dans la pratique, 1'on dispose souvent
d'une famille IC H de lois a priori possibles. La question est donc
de déterminer sous de telles informations l'estimateur optimal.

On pourra consulter dans cette direction : DJ s [31] , [50],

[52], [66].

Définition.- Soit I C H une famille de lois a priori sur 0.

Un estimateur dI est "I minimax" s'il réalise

sup r(&,dI) = inf sup r(g,d).
tel deD Eel
Remarques :

1) Si I = {€} 1'estimateur I minimax est alors 1'estimateur

bayésien correspondant a &£.

2) Si I = H. On a cette fois 1l'estimateur minimax.
(I1 suffit d'ailleurs que I contiennent toutes les distri-

butions dégénérées pour que l'on obtienne 1l'estimateur minimax.

voir [3], [62]).

Exemple.- Reprenons 1'étude faite dans 1'exemple précédent.
(Estimation du paramétre 6 : X suivant une loi N(6,1)). On considére

comme famille de lois a priori sur 0 = R

I=1, = {‘éH/EH = pE_+ (1-p)H} 0<p <1

E = § dirac en O
o o

H wune loi a priori arbi-
traire H e H.

I1 a été vu précédemment que dans le cas d'une observation l'estimateur

minimax est

d*(X) = X et que R(d*,8)-= 1.

Par contre, l'estimateur I minimax (voir Eﬂ) est égal 3 :
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0 ‘si |X] g1
d (X) = {

X si |X] >1

et pour un choix convenable de p on obtient que : R(dI,G) <1

P 5 % 5
dI est donc préférable 3 d  tout en conservant son caractére d'es-

timateur "prudent".

Théonreme EZ] analogue au théoréme 1, I.2.
Soit dO un estimateur bayésien pour une loi a priori

E* e ICH sur © et tel que : R(e,do) = cte.
Yeeo

Alors d0 est un estimateur I minimax.

Remarque (1).- si PO = {Pe,e e 0} est la famille

exponentielle d un paramétre et

I = {g/J 8 dg(o) = v, et J 62 dg(e) = v, . Y1 fixés}
0 Y

€] 2

[3i] Jackson & others traitent la I-admissibilité et 1'estimation asymp-

totiquement I-minimax : Notion proche de l'estimation empirique bayésienne

asymptotiquement optimal. (cf. Singh [54]).

Remangue (2}.- Dans [?4], Katz considére des estimateurs

minimax et admissibles dans des espaces tronqués
o' = {6 € 0/6 > 60}.

On peut interpréter son travail en langage I-minimax, 1 &tant

1'ensemble des lois a priori sur © qui ne chargent que 6/6 > eo
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Esatimation globale.

1 - Estimation de La fonction de népartition F.

. On désignera par G] 1l'ensemble des fonctions de répar-

tition continues G2 1'ensemble des fonctions de répartition

-~

. F étant un estimateur de F, on utilisera les

fonctions de perte L, ie {1,2,3,4} définies par

-~ r -A h
LEn = | [Fe@ - Fe 24F (x)
J L -
- (- .
LZ(F’F) = ) _F(x) - F(xl_zdk(x), A étant une mesure finie
sur R.
A - [Feo - Fo]?
Ly(F,F) = dF (x)
¢ Fx)(1-F(x))
. [P - F(o]?
L,(F,F) = dr(x).
° F(x)(1-F(x))
. On notera : . R, = Ri(ﬁ,F) = EF[Li(f,F)]

le risque correspondant

cr, = () = EE[Ri(F,F)]
le risque bayésien correspondant pour la loi
a priori & sur G] (resp. G2).

”~

* . .
. Fi 1'estimateur minimax de F correspondant

d la fonction de perte Li

||.||p désigner? la norme de 1'espace de Banach LP(})

avec ||f|lp = [ffp(x)dk(xi]s
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1. Premidne technique d'obtention de L'estimateur minimax de F.

On considére les fonctions de perte L] et L3, indépendantes

de F 3 estimer, F e G- On obtient alors des risques constants qu'il

suffit de minimiser en accord avec la définition de l'estimateur minimax.

Citons deux résultats significatifs ([2], [49]).
a. Dans le cas de la fonction de perte Ll'

F désignant ici 1'estimateur de F défini par: X, ,...,X
1 n

étant un échantillon ordonné tiré suivant X (Xo et Xn+]

étant respectivement égaux & =-® et +®)

F(x) = cte = c. our X. ¢ x < X. + 1,
(x) j P i i

On montre (Dﬂ) que le risque R1 est constant, pour

]+1 .
C. = 12 3 = 0,...,0.

. . . A%
d'ol 1'estimateur minimax Fl.

Remarque. Si on des1gne par Fn la fonction de répartition

empirique (estimateur sans biais de F) un calcul simple montre que
RI(TET,F) -1 et R, (F_,F) = R
6(n+2) 6n

b. Dans le cas de la fonction de perte Ly.

Le risque R3 correspondant est minimisé pour :

. - . . e a%
c, = l-, j=0,...,n 3 d'ol 1l'estimateur minimax F3

Remarque. f; coincide avec Fn et R3(Fn,F) = RB(E;,F) = l~.

n

2. Seconde technique d'obtention de £'estimateur minimax de F.

On utilise cette fois la version du ghéoréme (2) 11, corres-

pondante 3 1'estimation fonctionnelle non paramétrique (d'aprés [;f]).
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-~

Soient alors les estimateurs F de F e G2 définis par :

F(x) = a +
i

N~g

1 b, axi((—m,t]) a0 b, > 0

Théoneme d'apres Phadia [47].

Soit F, une suite d'estimateurs bayésiens de F pour les

lois a priori Ek sur G, et soit r(Ek,fk) la suite correspondante
des risques bayésiens.

. ~ . ak .
Si r(Ek,Fk) E:;* C et si F est un estimateur de F

tel que VFeg R(ﬁ*,F) < C alors

2’

~%

F est un estimateur minimax de F,.

La difficulté consiste alors & déterminer des suites de 1lois

a priori sur G2.

[t 2 =--L-os

le k'™ membre de cette suite (gk) est défini de la fagon

suivante

n
—

0 si t < -k}

£ AF/E(t)

]
—

Ek{F/F(t) =1 si t >k}

N\ C .
E(F/F(t) € C si -kgt<k}=—1la0) j xa"(l—x)b"ltb ] (0
I'(a).T(b) ‘o | 3

. C'est-d~dire pour -k gt < k. F(t) est distribuée

suivant une loi béta de paramétres a et b.

Ces paramétres a et b dépendent de
n, taille de 1'échantillon). On peut donc dire gue Ek est essentiel-

lement concentrée sur le sous-espace des distributions qui ont seulement

des sauts en +k et -k,
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® Dans le cas de la fonction de perte L2.

n . .. . .
Pour a =b» = 35 (on obtient ainsi une suite croissante

de risques bayésiens). On a alors l'estimateur bayé&sien pour &k

défini par

1
. = _ n F_(t)
F (t) = [:Z(n2 + lﬂ b, ___ET7E si ~kgt<k
n+n
Fk(t) = O Si t < "'k.
Fk(t) = 1 si t 3> k.

Cet estimateur bayésien ést tel que

A 1
k =r,(g ,F ) = J 1 (t) ——— A dA (L)
2T e [—k,+k]{4(nl/2+])2}

1

A%
r.k — R, (F,,F) = J
22 4(n]/2+1)2

9 dix(t) avec

1
ﬁ*(t) = [?(574_13-4 + —3 F (t) qui est alors l'estimateur
2 n+nl72 n ’ —_——

minimax de F pour L2.

@ Dans le cas de la fonction de perte L4.

(Pour a =b = 1). Un raisonnement analogue nous donne 1l'esti-

mateur minimax de F pour L4 égal 3 :

~%
F4(t) = Fn(t).

Au lieu de mettre directement une loi a priori sur GZ’

Fergusson [?4] considére une loi a priori P sur

Py Brwy’
ol POR) est 1'ensemble des probabilités sur (R,%R), muni de la
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topologie de la convergence faible, BPGR) sa tribu borélienne.

et oi P est la mesure de probabilité aléatoire correspondante
i P telle que Jx dP(x) et P(B) VB e qR sont des variables
aléatoires.

Remarque : G, et HR sont isomorphes.

Le probléme consiste a déterminer P telle que

] - Le support & P (pour la topologie de la convergence
faible) est P(R).

2 - La distribution a posteriori de P (&tant donné X 55 %

1’ n

échantillon tiré suivant P) doit étre facilement calculable.

Pour cela, il est nécessaire de rappeler les définitions de la

distribution de Dirichlet et d'un processus de Dirichlet.

Définition 1.- La distribution de Dirichlet de dimension m
m

et de paramétres (a],...,am) a, >0 et z a; > 0, est la distri-
i=1

bution de (Z]/S,ZZ/S,...,Zm/S), ol

. Z,,...,Z_ sont indépendantes, Zi suivant une loi gamma

g(ai,l). i=1,...,m, et ol

Définition 2.- Soient ao(.) une mesure finie o additive et
non nulle sur (R,B.) et P(.) un processus stochastique indéxé par les

€léments de qR' On dira que P est un processus de Dirichlet de para-

métre o (notation : P € D(a)), si pour toute partition mesurable et

finie de R :

le vecteur aléatoire (P(B]),...,P(Bm))

{B],...,Bm} ?i € qR,
i=1...m

suit une distribution de Dirichlet de paramétres (a(B]),...,a(Bm)).
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Fergusson [?4] montre que l'on peut appliquer le théoréme
de Kolmogorov (voir Dﬂ‘par exemple). On en déduit alors 1l'existence
d'une probabilité P sur (P(R),BP“R)) loi d'un processus de
Dirichlet D(a) : c'est notre loi a priori qui répond bien aux deux

exigences précédentes car :

]. Le support de P est 1'ensemble des probabilités sur R
dont le support est dans celui de o. (On prendra : support de o égal
i R).

2. La loi a posteriori de P € D(a) est la loi d'un processus

n
P' € D(a + z $

Dans le cas de la fonction de perte L,, on peut obtenir un
estimateur bayésien de la fonction de répartition.
En effet, soit F(t) = P((-w,EJ). Alors si P € D(a)

==> F(t) suit une loi BeB((‘“,t]),a(]t,”))]-

L'estimateur bayésien de F € G2 si P e D(a) sera égal 3

Ea(t) Ep[F(£)/X, ... X] = p_F_(£) + (1-p )F_(t)
a((~,t])

1<)
o(R)+n

F_(t)

n

. On peut maintenant définir 1'estimateur minimax de F :

. Vn vn
En effet dans le cas ol a(.) = ak(.) =5 G_k(.) + > Gk(.),

1'estimateur Fa coincidera avec fk obtenu en 4. pour - k gt < k.

D'autre part, si 1'on consid@re une suite (ak) de mesures,
Oy définie comme ci-dessus, on obtient une suite Pk de lois a priori

sur (P(R),BPOR)) et comme il y a €quivalence entre :
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/n iy
F(t) suit une loi Be(T;" %;5 -k g t<k hypothése utilisée en a.

et
F(t) suit une loi B (a((==,t]),at,»)) -k st <k hypothdse utilisée

/o /o en b.
Té_k(.) +76k(') .

avec af(.) = ak(.) =
Le calcul du risque bayésien r2k est donc identique 3

celui effectué en a.

Tk = EP{J[ﬁak(t) ~ F(t)] zdPF(x])...dPF(xn)d)\(t)}

A%
rzk J—— RZ(FZ’F) avec

koo

F:(t) = [?(n1/2+1i]-] + —0 Fn(t) Estimateur minimax de F

n+n]/2

pour L2.
Remarque (complitant Les nesultats du A).
Si P € D(a), on peut utiliser les processus de Dirichlet
pour définir les estimateurs bayésiens de m = Ix dP(x) dans le cas
de la fonction de perte quadratique. On obtient dans [?4] que 1l'esti-

mateur bayésien m de m est alors défini par :

m(Xl...Xn) = Pn m + (1 - Pn)Xn
P = o (R)

Toag to
m, = J X da(x)/a(R).

Cet estimateur coincide avec celui obtenu

1. Par [3]] exemple (1), chap. I, A, II

dans le cas ot a(R) -
/m|
(I1 suffit de multiplier 1'estimateur de 6 par m'

pour obtenir un estimateur de la moyenne).
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2. Par [71] exemple (2), chap. I, A, II

- _ 1 _
dans le cas ol akGR) =-—5 et E(ak) = 0,

k

Alors si on considére la suite (ak) qui est telle que :
ak(R) + 0, on retrouve bien le résultat que in est un estimateur

k +

minimax pour la fonction de perte quadratique.

11 - Estimation de fonctions de La densité f.

f désigne une version spécifiée de la densité.

On désigne maintenant pér PF = {Pf,f e F} 1la famille

dP
de probabilités sur (R,B_ ) dominée par u, avec f = £ , et u

du

mesure ¢ finie.

1. Existence de £'estimateurn minimax de Y(f),

a) ¥ définie sur F 3 valeurs dans A.

On désigne par A 1'ensemble des fonctions mesurables défi-

-~

nies et 3 valeurs dans R.
. La fonction de perte utilisée sera L2 (A étant o finie
et non plus finie comme dans le 1I).

. h étant un estimateur mesurable

Soit N, (h,F,)) = |sup h2dPn ® A(xn,x) 1/2
2 fef £

- n
oi x = (xl,...,xn).

. On identifiera les fonctions h & leurs classes d'équi-
valence pour la relation :

h, ~ h, si h, = h, P? ® Ap p, VEecF.

. On notera alors : QZ(F,A) = {h/Nz(h,F,A) < o},

ou QZ s'il n'y a pas de confusion possible.
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La structure de QZ(F,A) est précisée dans le lemme suivant :

Lemme 1.-

QZ(F,A) est un espace de Banach pour la norme Nz(h,F,A).

Demonstrhation : Voir [%8].

. On suppose que B a8 QR est fermée par rapport a
R
PF 8 A ={P? ® A,f € F}, c'est-a-dire qu'elle contient les ensembles

PF ® A nuls.
Si M2 = MZ(F,A) désigne 1'ensemble des combinaisons
k
linéaires finies ; (T
. i°i
i=1
2,11 n
[k € N, o, e R, g, € L"(R" x rR,B’Rn ® B[R,Pfi e N)].
i=1...k £, e F
i
Alors, on obtient une forme bilinéaire sur Qz X M2 en
k k
n
posant : <h,.z uigi> = ‘z aiJh.gi d Pf. ® A
i=1 i=1 1t

On appelle o(F,A) 1la topologie la moins fine qui rende

continues les applications linéaires <.,g>, ge€ M2.

Lemme 2.- [68]

La o(F,\) topologie est moins fine que la topologie

faible de QZ(F,A).

Demonstrhation : MZ(F,X) est inclus dans Q;(F,A) d'ol

le résultat. (cf. Bourbaki livre 5, Corollaire 3, page 92).

Afin de caractériser les compacts de cette o(F,\) topologie,
il est nécessaire de définir la notion d'espace probabilisé compact

(notion de a Pitcher EAB]).
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Déginition.- Si B, désigne la boule unité fermée de
Q. (F,A), 1'espace ®" xR,B @B ,P.08 ) = (r? 8 A, f € F}) sera
2 ] R’ F £

compact si et seulement si B2 est compacte pour la o(F,A) topologie.

Théondme (1).- [48]
Soit v une mesure de probabilité sur GR,qR). Si 1'ensemble
des mesures de probabilités PF ® v est dominé, alors 1'espace

(anle,Bn@B

o IR’PF ® v) sera compact.

. La notion de compacité étant plus générale que la notion

de domination, il existe des situations oli la compacité& n'entraine pas

la domination (Voir [}8], page 600).

. Avant de citer des résultats d'existences d'estimateurs
minimax de V¥(f), ¥ fonction définie sur F, nous aurons besoin

de quelques lemmes préparatoires.

Lemme 3. d'apnes [68].
I1 existe Vv une mesure de probabilité sur (R,B ),

¥ une fonction telle que ¥ > O (X.ps).

J et v @&tant telles que l'on ait 1'équivalence

1/2

h e QZ(F,A) <==> h ¢ € QZ(F,v).

Démonstrhation : Coome A est o finie, on peut trouver une

mesure de probabilité v équivalente & A et telle que :

g = LN 0 (A.ps). On peut considérer que :
dx
d(P7 8 v)
P(x) >0 et = — alors on a bien
Vxer d(Pe & 1)
~-1/2

he,(F,A) <==> hy e 2,(F,v).
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. On utilisera enfin 1'expression :

§(h,\) = sup N2(h - ¥Y(£),{f},n)
feF n 2. n 1/2
- sulejl(x ,X) =¥ (£) (x)] “dPL 8 A(xn,x)]
feF

expression qu'il va falloir minimiser afin de déterminer 1l'estimateur
minimax de VY(f) pour L2.

On peut alors citer les deux théorémes suivants :

Théoneme (2) (le cas de ¥ = Id a été traité par Wertz [68]).

Soit ¥ 1la fonction définie sur F telle que :

sup JWZ(f)(x)dX(x) < o,
feF

Alors il existe dans QZ(F,A) un estimateur minimax de VY (f)

pour L,.

C'est-a-dire que pour toute fonction ¥ : F =~ LZ(A),

il existe un estimateur minimax de Y(f).

Demonstration :

Soit Vv 1la mesure de probabilité définie au lemme 3. Soit

alors

-1/2

§'(h,v) = sup Nz(h - ¥(£).J ,{£},v).

fel

L'ensemble des mesures de probabilité PF ® v est alors
dominé et d'aprés le théoréme (1) et le lemme 2, les boules fermées

de QZ(F,v) sont compactes pour la o(F,v) topologie.

Soit a = inf &' (h,v) 8i w est la fonction nulle
tleQZ(F,v)
1/2 1/2
0%asgé (wy) = [sup J(W(f).\ﬂ ‘/z)zdpff‘ 8 \)] = [:up J‘Pz(f)dl < {l
feF efF

Alors il existe (hk) incluse dans une boule fermée

telle que :
a = lim 6'(hk,v)

k>
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(h posséde donc un point d'accumulation h' pour la o(F,v)

k)

. . . . o
¢ ’ ’ <
topologie. Tout voisinage de la forme : {h € Q.(F,v)|<h-h g>| < €}

avec € >0 et g e LZ(Pg ® v) contient une sous-suite (hk ) de

J
(hk). Alors V g Ea(hk ) avec 1im|<hk -h',g>| =0 d'od
j e ]
[<u'=¥(£). 072, g5] = Lim |<h_-v(5).97' /25|
oo j
-1/2

< lim sup N(hk Y (£).¢ ,{£},v) .N(g,{f},v)

joe h]
< a.N(g,{f},v).

/2

D'autre part, considérant h' - ‘l’(f).w‘U"l comme un élément

de LZ(PE ® v), on peut l'interpréter comme un &lément du bidual

L:*(P? @ v) etona:VfefF

-1/2 /2

JE},v) = sup|<h' - ¥(£) .y
geLZ:N(g)<1 ’

N(h'=¥(£) .9 8> < a.

Alors §'(h',v) = o. Comme

J@.ﬂl/z ~ve? @t e A:’1/2

S(h'.wl/z,x) = [éup
| feF
= [sup J(h‘ —w(ey.9  %yap" 6 \)]]/2 —a .
f
feF
* . a1/2 . ..
On pose : h = h' estimateur minimax de VY(f) pour LZ
car
si Eﬂ h1 optimal dans QZ(F,A) alors

G(hl,l) < d(h*,k) = a et on aurait

-1/2

6'(h]$ ,V) < a, ce qui est impossible,

Conollaine 1.- Si A est finie et si ¥(f) est une fonction

bornée pour tout £ &lément de F, alors il existe un estimateur minimax

de VY(f) pour L2.
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Démonstrhation : I1 est évident que la condition :

sup JWz(f)(x)dA(x) < » est alors vérifiée,
fefF

X
Exemple 1.- Soit ¥ telle que ¥(f) = F, F(x) = [ f(t)de.

Il existe bien un estimateur minimax de F pour ‘L2.
L'estimateur a d'ailleurs &té calculé dans ]:24], [25] s [47:] , dans le

cas ol Y est surjective, les auteurs n'ayant cependant pas justifié

le choix de 1'hypothése sur A.

Exemgﬂe 2.- ¥(f) = af + b possé&dera un estimateur minimax

si a et b sont finis.

Conollaine 2.- Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
réelles définies sur (R,A,P) de densité f(x,y) par rapport & U 8 u

et ¥(H ) = Jy f(y/x)du(y) la fonction de régression avec

f(y/x) = £(x,y) la densité conditionnelle.
Jf(x,y)du(y) '
Alors si 1) u admet un moment d'ordre 2 fini
2
2) sug [ £ (y/x)du(y) < = Vx Ap.s)
fe

3) sup ijz(y/x)du(y)dx(x) <
fefF

il existe un estimateur minimax de la fonction de régression pour L

dans QZ(F,X).

Démonstration :

Avec les hypothéses ci-dessus la condition

2 . PP,
sup JW (f)(x)dA(x) < » est bien vérifiée.
feF

En effet, on a alors :
2 2 2 »
fﬂyf(x/y)du(y):l d (x) < JUY du(y).Jf (y/X)du(y)]dA(X)

S Jyzdu(Y)-JJfZ(Y/X)du(Y)dA(X) < o,
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b) V¥ définie sur F et 3 valeurs dans R.

On peut citer le théoréme suivant analogue au théoréme (2) précédent.

Théoneme., -
Soit ¥ 1la fonction définie sur F et d valeurs réelles
¥ : F>MR. Alors si Y est bornée sur F, il existe un estimateur

minimax de Y(f) pour la perte quadratique.

Démonstration : On considére cette fois la norme :

Nz(h,F) = [éup th(xn)dPg(Xn511/2 qui fait de
feF -

QZ(F) = {h/Nz(h,F) < »} un espace de Banach (analogue

au lemme | précédent).

Soit la o(F) topologie définie par la forme bilinéaire

k k n
<h, Z @8> = z a; Jh 8; de
i=1 i=] i

i
n n
kelN a, € R g; € LZOR ,B n’Pf.)
R 1
h e Nz(h,F)

alors la boule unité de QZ(F) est compacte pour la o(F) topologie.

La démonstration est alors identique 3 celle du théoréme (2).

Conollaine 1.- Si A est une mesure o finie telle que :

sup J deA < alors
feF

¥(f) = szdx admet un estimateur minimax pour la perte quadratique.

Cornollaire 2.~ Si : sup ffzdk < ®
feF

sup [(Log f)zdk < o,
feF )
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Alors, il existe un estimateur minimax de 1'entropie

Y(£) = Jf(y)Log f(y)dy.

_________ @ *

. Dans le cas d'une famille paramétrée et pour la fonction

de perte LZ(A), on peut, avec des hypoth&ses supplémentaires,

obtenir 1'unicité et donc 1l'admissibilité de 1'estimateur minimax.

mesures

. L'espace probabilisé est ici. (R,B PO’G CR). Les

R’

A et n sont 8gales & la mesure de Lebesgue sur R.

dPe
On notera . f(8,x) =— P_€ P
6 0
dx
Fe = f(8,x), 6 € 0}

92 au lieu de QZ(FO,A)

. Nz(h) au lieu de Nz(h,F )

R, = {h € 9,/N,(h) < K}.

On pose les hypothéses supplémentaires suivantes : d'aprés 26
y , a

H.1. FO - LZGR) et sz(x,e)dx uniformément bornée sur 0
H.2. V’e € 0 f(6,x) > 0 (sauf sur un ensemble de mesure nulle
indépendant de 0).
—l -
H.3. = 8¢€ o/ VMC R M ensemble borné — Ay (cte)
o e 1
vérifiant X; f(x,eo) < f(x,8) < AM f(x,eo)
V’e € 0 3 V/x € M (sauf sur un ensemble de mesure nulle).
H.4. © compact,
H.5. £(0,x) fonction continue de 6 pour tout x, (sauf peut-@tre

sur un ensemble de x de mesure nulle).
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H.6. Une suite (hi) d'estimateurs de £(9,.) satisfera 1la

condition H.6. Si :
Veso E] M(e) C R (M(e) région bornée) telle que

[hi(xn,x) - f(e,x):]2 dPg(xn)dx < g zg

[[R—M(e)]n LR

Nous allons tout d'abord préciser dans quel cas 1'hypothése H.6.
est vérifiée pour une suite (hi) d'estimateurs de f(9,.). Ce travail

est une extension de Gosh [26], sur l'estimation d'un paramétre réel.

Lemme.. -

Soit (h.). une suite incluse dans Alors si les
17 ielN

2°

hypothéses H.1. 3 H.5. sont vérifiées, la suite (hi) i €N wvérifie H.6.

Demonsthation :

V 6 € © on choisit MG(Z!R telle que J £(8,x)dx < ¢' .

IR--Me
Comme J f(8,x)dx est une fonction continue par rapport a 8
M
0
Vo' e v(o) |I f(x,6)dx - f £(x,0")dx| < ¢
[v(e) voisinage de 6] Me Me
et f étant une densité, on a alors
J f(x,8")dx < 2¢’ Y 8' e v(8)
IR-M
. V x"e R"
d'autre part L, (h.(x ,x),f(8,x)) est bornée en effet
271 Voe o

JEli(xn,x)-f(e,x)] 2ax ¢ Jhi(xn,x)dx-—Z[hi(xn,x)f(e,x)dx+Jf2(e,x)dx

< J " +2/ Jhi(xn,x)dx/ sz(e,x)dx +

car h, € @ et 1'hypothése H.l. est vérifiée.

2
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J n Lz[bi(xn,x),f(e,xi]fe(xl).a.fe(xn)dxl...dxndx
o]
< sup Lz[hi(xn,x),f(e,x)] X EZE'JH = e.

n
X ,0

Comme © est compact, on peut le recouvrir par un nombre
M ... M étant les
0 8
1 k
sous-ensembles correspondant 3 61 een Sk. On a alors

fini de voisinages V(Gl) cee v(ek) et

Vee o
J [ b, ") - fe(x):lzdPn(xn)dx <e Y
R 1 e€ N

" e [:[R—(Melu UMek):‘n

Théondme.- Avec les hypoth&ses H.1. & H.5. il existe un unique

estimateur minimax h* de f£(6,.) ¢ F@ dans 1'ensemble Qz.

Démonstration :

deux estimateurs minimax dans Qz.

; * *
Soient h, et h
1 2

La fonction de L2 étant une fonction strictement convexe par rapport

4 h, onapour 6 fixé

E n{[;—[(h‘;‘(x“m + hy(x",x0)] - f(e,xﬂzdx/e} <
Py

1 E{J[hf(xn,x)—fw,x)Jzdx/e} + E{H:h;(xn,x)—f(e,x)]z dx/6)

2
hY o= n Xn+1 (p.s) A mesure de

sauf si 1 = by
Lebesgue.

D'aprés le lemme précédent

El MC R telle que Veeo

Dﬂxn,x) - f(e,xijzdPg(xn)dx < g ¥V he 92

o

Comme f(8,x) est une fonction continue de 6 (sauf sur

un ensemble de mesure nulle) et comme h e 92
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[ . J [h(xn,x) - f(e,xX]zdPn(xn)dx est une fonction
Mt R o

continue de 8 et on obtient que : E{{[E(xn,x) - f(@,xi]zdx/e}

est une fonction continue de 8.

Comme ©O est compact, 23 80 e 0/

Sup E{j[% [hT(xn,x) + h;(xn,xlj - f(e,xi}zdx/e} =
G

= E{fB [T GM0 + by (x)] - f<eo,x)]2dx/eo} <
< -;— {EU [0} "0 -£(8_,%)] de/GO] +EU I__hZ(xn,x)—f(eo,x)] zdx/eo]}

< —;—{sgp EU[hT(xn,x) - f(e,x)] 2dx/9} + Sélp EU[h;(xn,x) - f(e,x)] 2dx/({l}.

L'inégalité précédente est en contradiction avec le fait que

* » . . .
h1 et h2 sont des estimateurs minimax
] %* * +
sauf si h] = h2 A¢ 1 (p.s) et comme 92 est un

ensemble quotient (voir IT.1.a) alors hT = h;.

____________________________________________ , et

pour La_distance de £'espace Q, (H.1 a H.5 vérifides).

2

2

On a vu (lemme l.a.) que Q est un espace de Banach :

2
Soit p la distance déduite de la norme NZ‘
Soit 'Ihl]e = /[th(xn,x)dPg & A(x",x)
On note LG 1'espace de Hilbert des fonctions h telles
P .8
que : l'hl!e < o, o A mesure de Lebesgue
Il est immédiat que :
Veeo 2,C LG
P_ox
8
Lemme T.-
Soient h, € @
! 2,K Alors l-(h +h,) € Q .
: 2 172 2,K
h, € @

2 2,K
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Demonsthation :

Rappel : @ = {h ¢ Qz/NZ(h) < K}.

et h, € Q

Soient h, € 2 2,K"

1€ %k

Puisque N2 est une norme, on obtient que :

N§ [% (h1+h2i] * N% [% (hl_hZi] § %_[%g(hl) * Ni(hz)] et

2 [ 1 [2 2
N, 1? (h]+h2)] 2 (:Nz(hl) + Nz(hz)}
2

—_—

; 2
alors si : Nz(h]) <K 5

— Nd (m+h)) €K
2 9 242 I 2
Nz(hz) <K

d'old le résultat.

Lemme 2.-

Yoeo si h(xn,x) € Q,, alors :
2

h(xn,x) - £(6,x) € L2 n
Pe@X

Demonstrhation : Elle est immédiate d'aprés 1'hypothése H.I.

et 1'application de 1'inégalité de Schwartz.

Proposition 1.-
: o n
Soit © € 6, 6 fixé, alors szh(x ,x),f(e,xi] est une
fonction continue (resp. uniformément continue) pour la distance p,

h e Q (resp. h e @

2 Z,K)'

Démonsthation :

Soient u, € L2
Pe)
0 alors : ’||u s = |]u, ]| s [lu; = u,l]
2 : 111g 2llg| S 11Uy = Uyllg.
u, € L -
Pe@X
Soient alors h e @, . “h](xn,x)-f(e,x) =
h, € @ 0
2 7 72 1/2 n
= &) 2 (b ",%),£(0,%))

on a d'aprés le lemme 2 et 1'inégalité du dessus
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IRy % b, ™00, £0,0] = By 2 [y ™) £ 0,0] |

alors R;/th(xn,x),f(e,xXI est une fonction uniformément continue
pour p avec h e 92.

L'application : y ~ y2 est continue (resp. uniformément
continue) si y > 0 (resp. 0 <y <M < @),

On en déduit alors le résultat.

Proposition 2.~ L'application Gz(h) est une fonction uni-

formément continue de h é&lément de 92 g pour la distance p.
’

Démonstration : Nous allons utiliser la fonction

dg(h) = sup Ry(h(x",%),£(8,%)).
0O

Soient : h] € QZ,K

h2 € Q

On peut trouver eie 0 tel que Voeo:
2,K i=1,2

R n 2 n
2(hi(X »x),£(8,%)) < GZ(hi) <R2(hi(x ,x),f(ei,x)) +e .
i=1,2
D'aprés la proposition I., si p(h],hz) <n, alors :
n .
le(hl(x »X),£(x,0.)) - Rz(hz(xn,X),f(x,ei))l <e' i=1,2
n
alors :  Ry(hy(x",%),£(x,0,)) < Ry(h; (x",%),£(x,8,)) + ¢
< Rz(hl(xn,x),f(x,el)) + e+ ¢
< R,(h (xn,x),f(x,e )) + e+ 2e'.
2 72 1
On obtient alors :
n n
le(hz(X ,X),f(X,Oz)) - Rz(hz(x ,X),f(X,Gl))| < e+ 2’

alors :

[65(h,) = 85(hy)] < |Ry (0 Gx) £ (x,0)) Ry (hy (%), £(x,0,)) | + 2¢
< Ry (hy (", x), £(x,8,)) = Ry (h, (x",%),£(x,0)) |
+ Ry (0 (X7, %), £(x,8)) = Ry(hy (x",x),£(x,8)) | + 2e.
< e+ 2" + '+ 2

< 3(e + ")
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et pour h e 92 g on aura aussi
b

62 uniformément continue.

. De facon analogue au paragraphe BI2 oili nous avons déterminé

1'estimateur minimax de Y(f) = F, nous allons, dans le cas de la

famille paramétrée normale FO’ déterminer 1'estimateur minimax de

y(f) = f, f e F., a 1'aide d'une suite de lois a priori sur F

C] 0°

. Une loi a priori sur FO est obtenue de la fagon suivante

. Soit g 1'application que 1l'on suppose continue, définie

par g
(O’B@’g) S (FO’BFG;E )
6 ——— g(6) = £(6,.)

g£' sera la mesure image de £ par g.

On prendra ici 0 = R.

. On notera H = {lois a priori EO définies sur 0O}.

H'

. -1
. . . .. -
{lois a priori go = Ecg définies sur le}.

. On rappelle que hg;, noté encore hO étant 1'estimateur

bayésien correspondant a Eé, le risque bayésien est

r, (o) Jr_ R, [h_,e(0)]dg! (g(8))

)

oo Je Rzﬁlo,g(e)]dgc(ﬁ).

Soit alors la version du théoréme de Phadia [;i] dans le cas

paramétrique de l'estimation de la densité.
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Theoneme. -
Soit h0 une suite d'estimateurs bayésiens de g(8) pour
les lois a priori (gé) sur FO et

soit rz(o) la suite correspondante des risques bayésiens.

Si rz(c) ;;;7-c et s1i h est un estimateur de g(8)
tel que i g(8) € F@ , RZEh*,g(e)] < C

* . ..
alors h est un estimateur minimax de g(@).

Tout comme dans B.I.2, nous allons voir que 1l'estimateur minimax

sera en fait la limite des estimateurs bay&siens correspondant 3 une suite

infinie de lois a priori sur FO' Sans énoncer de théoréme général, il
semble que cela soit toujours vrai lorsque 1l'estimateur minimax est

unique (voir B.II.2), et nous pensons pouvoir le préciser dans un travail

ultérieur.

L'estimateur bayésien noté hO est donné par : (cf.

Nobécourt [Mﬂ) .

LRN(G,I)(X).N(e,l)(xl)...N(e,l)(xn).N(O,oz)(e)de

h (x,...x ,x) =
o 1 n 2
LR N(G,l)(x])...N(e,l)(xn)N(O,o )(9)de
clemm? + (omx )2 . 2 92]
[ E-( x) (5 Xl) ven (e—xn) + -
e o de
1
h (x,...x_,x) =
o 1 n’ 1 2 2 Z
V2n ¢ = =[(0=x ) +.. . +(6-x )° + &=
[e 2 1 n ozjde
- 1{}n+] +—L062 - 26(x+ ¥ x.) + Z»XZ] - §i
Je 2 2 i i~ 7,
1
h (x,...Xx_,xX) =
oy - sl pe® - 2005 xp + 2 1)

o
Je ) doe
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| x+3 x2 (x+ Zx.) 2
e pfo - I S 2L
e o n+l+—7 e n+l+—2 de
/ o o
By (X e e exypX) = - 1 ] Ix; 12 | (% xpZ
(-5 (n+—)|6 - ] 5 de
e o] n-+—§- e n <+ -
/ o o
1 (x+ Zx Z_-_ EE
e n+ 1+ Jj 2
hc(x1 X ,X) = 2
p (2 x0)
n 2
o
| (x+Ix.) 9 (¢ xi)
-7 i- ot r
2 w1 =g 8+
1 no + 1 o o
ha(x1 CeX 5X) = —— 5 e
V2m (n+1)o” + 1
2x I x
= l-{x2(1 - 1 - *
2 2 n+1+ L n+l + .
1 no +1 2 2
hO(xl...x ,X) = 5 e o o]
n V2 (n+1)o +1
04
Avec a =

(no?+1) [(n+1)0?+1]

On obtient alors

n o X2
- B n
1 n02+1 - n02+ 1
h (X seX %) = exp {- }
(

7L " a V2m V' (a+1)0°+1 (n+1)o2 + 1

2 5
no +1

b) Caleul du risque Rz(hc,g(e)) de cet estimateur bayésien.
avec Rz(hc,g(e)) = J var(ho(xn,x))dx.

Nous allons d'abord calculer la variance-de l'estimateur et
pour cela nous aurons besoin du lemme suivant de la théorie des dis-

tributions normales (voir par exemple [?]], p. 134).
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Lenme. -
Soient Y et W deux variables aléatoires réelles telles
que Y/W suit une loi normale N(W,Gz)
W suit une loi normale N(E,Tz) alors la distribution

marginale de Y est une loi normale N(£,02+T2).

D'autre part, l'espérance d'une densité conditionnelle &tant

une densité marginale, on obtient :

- n 2, n , n 2
varLbO(x ,xi} = EPSEBO(X ,xﬂ ‘— ZEPngG(x ,xi].f(e,x)+f (6,x)
i i 2 127
x - i nag
avec n 2
2, n 1 n02+1 - no- + |
e E n[@o(x ,xi] =EFE |— . ——— exp{- > }
P6 2 (n+1)o™+1 (n+t1)o” + 1
2
_ no + 1 i
- 1 v2(n02+1) E 1 / 2(n02+]) exp{ " 1] }
2vV2m /Qn+1)02+1 VA (n+1)o"+1 ]

1'expression sous le symbole espérance est une densité conditionnelle

2
avec —“—JELTT_— . X suivant une loi normale
(n+t1)o"+1
noz no4
N(_*_—__Tf_* . 8, 5 2)
(n+1)0°+1 [(n+1)0”+1]
_ N 2
d'ol : JEHUFWHJde= ! Vé@c;”
Pe o 2V2w /?n+1)o +1
d'autre part ¢
- -
n02 X 2
- n
n 1 n02+1 - ) n 2+ 1
E n[ho(x ,x)] = E 5 exp{- g '2 }
Pe o (n+1)o™+1 9 {(n+1)c +1
= noz + 1
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Ici encore l'expression sous le symbole espérance est une

densité conditionnelle. On obtient alors une densité marginale

normale
n02 (n+1)02+1 nc4
N(—5— .6 , + )
2 2 2 2
no + 1 no +1 (no"+1)
On a alors
-2 JE (h_(x",x)).£(8,x)dx =
n- o
P
0
2 2
) (x - n;j 6)2(n02+1)2 (x-8)

no + 1 no +1 1 2

=-2 2 7 exp{- —— 7 ; e dx
V2r /o (n +2n)+0” (2n+1)+1 2(o (n“+2n)+0” 2n+1)+1 V21
Un calcul élémentaire nous permet d'é@crire 1l'expression sous la forme :
4 2 9
2ng (n+l) + 0" (3n+1) + 1
2 [x-0 =25 3 1,
-~ 2(no” + 1) 2ng (n+1) + o (4n+l) + 2 )
exp{- ] 7 - TT_B}dX
s /—2—;-‘,{’4@2+2n)+02(2n+1)+1 ). O (n4+2n)~+02(2n+]) + 1
2ng (n+1)+g (4n+1) + 2
1
avec B =

2n 04(n+1) + 02(4n+1) + 2

finalement :

2
- ZJE (b (x",%)).£(8,x)dx = - 2(no_ + 1) < i),
Pn g

/én /énoA(n+l)+02(4n+l)+2

e2

2E2n(n+l)c54 + 02(4n+]) + 2:]

o/ x exp{- }

et :
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2
R(h_,g(0)) = ! I/ o 2+ L+ - Y S
2V (n+1)o” + 1

_ /E(ncz + 1)
Ve v’gn(nﬂ)o4 + 02(4n+l) + 2

e2

2[_§n(n+l)o4 " 02(4n+1) + Z]

exp{- }

Dans 1l'expression de R(hg,g(e)), deux termes sont indépen-

dants de 8. Pour déterminer T il suffit donc de calculer

2
-8
_J Vo) (ao’ + 1) 62 , 262

= 7 5 exp —{ % 3 — e do
VT V2n(n+ o' + o (4n+1)+2 2[}n(n+])o + 0 (4n+1)+4 V21 o

ou

92[2n(n+1)04+02(4n+2)+é] } de
202 [2n(n+l)o4 + 4n+1)02+2]_

= -1, 2
v 0]
_J 12 (no” + 1) expl -

~

égal a :

/7 (no’ + 1)
e /2n(n+1)04_:_ézfﬂn+2) + 2

alors :

ro =/ no’+1 + 1l - /2 (n 0% + 1)
2 W B Ve V2n(n¥T7047:—02(4n+2) + 2

(n+1)02+1
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On peut énoncer ] a2
_ (X—Tn(x ))

I 2.A%(m)

Proposition 1.- Tout estimateur h(xn,x) = — e : n s

V21 A(n)

- n . .
ol Tn(x ) suit une loi normale de moyenne 6 € R, est tel que son

risque est indépendant de g(8) € Fe.

t . .
On nomme QS € cette sous-famille d'estimateurs de 92‘

Démonstrhation :

R, (h,5(6)) = f{E[hz(x“,x)] - 2E[hGx",x)] .£(8,%) + £2(8,%) }dx

est indépendant de 6 car : E@z(xn,x)] et El:h(xn,x)] le sont si
E(Tn) = 8. Il suffit en effet d'appliquer le lemme cité dans b.

et la remarque qui suit ce lemme.

. . ¥ n 1 ct
Soit alors l'estimateur h (x ,x) élément de Q € correspon-

2
dant 3 Az(n) - o+l et a T (xn) =X . On a donc
n n n
—. 2
*  n 1 n (x = X)
h (x ,x) = — /—— exp{- —————ﬁ:r——}
v2m v n+l 2. EH—

. . . e *
Le choix d'un tel estimateur est justifié car h est tel que

*, n o n
1. h (x ,x) = %&g hc(x 3X) .

2. L'estimateur h  est asymptotiquement sans biais
R =\ 2
-X
(x-X_)

* n 1 n
car E[b (x ,x)] =E |— . —exp {- ——1}
VIr /ot 2. %l—
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(X*e)
exp {- —— e}
V2 n+2 . n+2

en effet i;' suit une loi N(6, %)

¥, n .
3. h (x ,x) est strict.

¥ n .
4, h (x ,x) est & risque constant.

Remarque : Le choix de Tn(xn) = i; est dicté par le fait
que i; est 1'unique estimateur minimax de 6 pour la perte quadratique

et que c'est aussi l'estimateur sans biais 3 variance minimale.

Caleul du risque de 1'estimateur ",

D'aprés la méthode étudiée en b., on obtient de fagon immé-

R (h%,g(8)) = —— |1 - /B
2 2V [ n+l

On peut alors citer

diate que

L. . * P
Proposition Z.- L'estimateur h  défini par

*¥, n 1 n (X_X;)z
h (x ,x) = — —— exp {- __——“:ﬁ'} est l'estimateur
V21 n+i 2 . Pn— ‘
minimax de la densité appartenant i F@ = {N(6,1) (%) 6 ¢ R} pour

la fonction de perte Lz(k), A mesure de Lebesgue.

Il est de plus tel que

* cte
1. h € QZ C E%
*_ n . n
2. h (x ,x) = lim hO(x ,X)

g

* . . .
3. h est asymptotiquement sans biais.,
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* ; T
4., h est strict et a risque constant sur F@.

Demonsthation :

Soit rz(o) obtenu en c.

Il est immédiat que
> *
lim rz(c) = Rz(h ,g(0)) = 1 ]l - /*E— :
0> 2V n+1l

Comme Rz(h*,g(e)) =cte Voe @, on peut conclure & l'aide

de la version du théoréme de Phadia [}j] citée au début du 4.

L'existence de cet estimateur étant assurée par le fait que

2 o . _ »
F@t: L“(R) (condition d'existence &tudiée en B.II.l1). Cependant, on
ne peut utiliser B.II.2 pour montrer 1l'unicité car ici © n'est pas

compact.

Remarque :

Nous reviendrons au chapitre II, B, I,4, sur l'efficacité
de cet estimateur minimax et sur 1'efficacité d'un estimateur sans

biais analogue.
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CHAPITRE 11

EFFICACITE DES ESTIMATEURS DE LA LOI

Dans le ler chapitre, nous avons vu que l'estimation minimax
P s

dépend étroitement de :

1. 1'ensemble des fonctions d estimer.
2. la fonction de perte choisie.

(Voir B.I. par exemple).

Cette classe d'estimateurs est donc différente par nature

des estimateurs classiques. L'exemple B.II.4. prouve la difficulté

3 déterminer 1'estimateur minimax (ou les estimateurs car 1'unicité

dans le cas non paramétrique semble trés délicate 3 prouver). On com-—

prend donc pourquoi ce mode d'estimation est peu utilisé&. (La biblio-

graphie en témoigne). Cependant une &tude de 1'efficacité des estima-
teurs pour la méthode du noyau, et pour la méthode par projection va
montrer que ceux—ci (dans le cas de certaines fonctions de perte et

pour certains ensembles précis de densité) sont des estimateurs minimax

de facon asymptotique .

Ils possédent donc dans certains cas le caractére d'estima-
teurs prudents au méme titre que certains estimateurs sont stricts

ou sans biais.

Des conditions seront données sur le noyau Kr(n)(x’t)

pour que la famille générale d'estimateurs de Bosq-Bleuez [5,1@]
soit asymptotiquement minimax pour la moyenne quadratique et dans le

cas de la fonction de perte Lz(k).
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Nous étudierons principalement la méthode du noyau et la

méthode par projection.

Rappel.

Soient (2,A,P) un espace probabilisé, (E,B,u) un espace

mesuré, et X wune variable aléatoire définie sur (Q,A), & valeurs
dp

dans (E,B), dont la loi PX admet une densité v par rapport & 1,

que 1'on cherche 3 estimer

(2,AB) —2— (5,B)

Méthode du noyau.

- S *
On suppose que E est égal a3 R, S e N . On se donne une
application K de E dans R, une suite (kn), de nombres strictement

positifs tendant vers zéro, et on prend comme estimateur de la densité

1 1 n x - X.(w)
B (x,0) =~ y K—L1—), xeE, weaq.

n kn j=1 k

n

En général, on choisit comme fonction K wune densité de proba-

bilité. Cette méthode a été introduite par Rosenblatt [§i].

dp

c . - 2
On suppose que la densité I appartient & L (p), et on

désigne par (ei) i € I wune base hilbertienne de Lz(u) (supposée

séparable). On se donne une suite d'entiers q(n) tendant vers 1'infini

¥

et on prend comme estimateur de la densité :
q(n) _

2
hn(x,w) = iZ] ai’n(w) ei(x), x € E, we 9

-~ 1 n
avec : a, =-— )
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Cette méthode fut introduite par Cencov [}i] en 1962.

On notera aussi

hi’H L'estimateur correspondant & la méthode par projection,
cas des fonctions d'hermite,
AZ’T " " = Py . .
hn a la méthode par projection,
cas des fonctions trigonométriques,
hi " " d 1'algorithme polynomial.

Soit (Kr) r € I, une famille de fonctions réelles mesurables,

3 2 variables, éléments de E. On associe 3 cette famille une

suite d'estimateurs de la densité définie de la fagon suivante :

hox) =+

K (X.,x), x € E
n n j r(n) 7]

I ~—15

1

. . .. . + -
I partie infinie et non bornée de R et ot r(n) eI et r(n) » +=.

Eg désignera 1l'espace de Sobolev des densités f telles que les

e i . ;
dérivées f( ) (i=1,...,m1) sont absolument continues et

telles que f(m) soit E€lément de Lp(k), A mesure de Lebesgue.
E?(M) sera alos constitué par les éléments de wg tels que
Ilf(m)llps,«i M > 0).

ZE est formé des &léments de Wz tels que f(l) € LP(A)

i=0,1,...,m=1.

CK est l'ensemble des densités bornées et satisfaisant une condition

de Lipschitz d'ordre X en x = O, 0 <X <1,
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o . +
C est 1'ensemble des densités continues f telles que 53 a e R

lf(x)—u‘ < 2(x+1) x% 0 < X < 1 V x e

>

f désignera une version spécifiée de la densité.

D'autres notations relatives & p = 2 seront données au début de B.II.
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(::) Efficacite des estimateurs de La densité dans

Le cas de La fonction de perte quadratique.

. La plupart des travaux sur 1l'estimation des densités &tablis-
sent les propriétés asymptotiques de certaines classes d'estimateurs,

qu'il s'agisse de 1l'étude des vitesses de convergence comme dans

[:6, 21, 42, 59, 63:| ou d'études de convergence en loi, comme dans Bé:[
Ces propriétés sont en général uniformes sur certaines classes de den-
sités. Ces travaux concernent soit 1'estimation d'une densité en un
point (estimation ponctuelle), soit l'estimation de la densité toute

entiére (estimation globale).

En ce qui concerne l'estimation ponctuelle, le premier qui

ait abordé le probléme inverse, c'est-d-dire celui de la minoration du

risque, est Farrell : ayant remarqué que les estimateurs optimaux dans
chaque classe, qu'il s'agisse des estimateurs 3 noyau de Parzen [Zé],
de ceux du maximum de vraisemblance, ou de ceux construits & partir

de séries orthogonales [5, 6, 53, 6@], atteignaient tous le méme

ordre en n, taille de 1'échantillon, il a démontré dans [?Z] qu'il
€tait impossible de faire mieux sur certaines classes de densités
proches d'un polyndme, établissant ainsi une borne de Cramer-Rao en
dimension infinie. Sa méthode consiste & employer un couple de densités
de 1l'ensemble choisi, globalement voisines mais perturbées au voisinage

du point ol se fait 1'estimation. Le couple est adapté i n.

Wahba dans [}Q] a étendu ce résultat ponctuel 3 des espaces

de Sobolev de densités, en calculant par ailleurs la vitesse effecti-

vement atteinte sur ces mémes espaces pour quatre classes distinctes

d'estimateurs.
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Définition.

Soient F wun ensemble de densités et hn un estimateur de
f en x ;3 si il existe des constantes réelles, positives ¢, d, u
ne dépendant que de F, telles que 1l'on ait simultanément

%pf sup R(ﬁn,f) > c.n ¥

hn feF =
et pour un estimateur hn au moins
o _
sup R(hn,f) < d.n u "
feF

~%

alors on dira que hn est un estimateur asymptotique minimax.

Nous allons énoncer les résultats obtenus pour deux ensembles

de densités : WE(M) et CA'

. On pose :

2m -

o | N

q’(ﬂhp) =

2m + 1

(fonction croissante de p).

|
9N

I - Etude de fa convergence en moyenne quadratique swi w?(M)

et 7V,
= “p

1. - Minonation du nisque R sur WE(M)'

. On travaille avec p 2 1. R désigne ici le risque associé
a4 la perte quadratique.

Sans perdre de généralité, on supposera que l'on estime f
en x = 0.

On a alors le théoréme suivant

Theoneme [59].-

Soit (an) une suite de nombres positifs telle que

nx1
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lim inf inf Pf(|hn—f(0)| < an) = 1

n-o feW?(M)
Alors Ve > 0, lim inf n@(m,p+e) a2 = o ,
n-re n
Démonsthation :

La démonstration est adaptée de celle de Farrell [}2].
Corollaire. -
Supposons que pour tout e > 0, on ait :

sup R(ﬁn,f) = bnvn—é(m’p+€)

feW®(M
p( )

alors 1l existe Dé > 0 telle que bn >D_ pour une infinité de n.

Alors pour la convergence en moyenne quadratique, la meilleure

vitesse qui est uniforme sur W?(M) n'est pas supérieure 3 9 (m,p+e),

e arbitrairement petit.

Déginition. -

Un noyau K (déterminant 1'estimateur h;) sera de '"type m

+
si: (1) sup  |K(y)| <= (2) [ IR | dy < =
—oo<y<+0° -0
+co
(3) lim |y K(y)| =0 (4) j R(y)dy = I
yre = 1
+o0 +oo m= _p—
(5) f y'K(y)dy = 0 i=1,2,...,m=1 (6) j |yl [K(y) [dy < =

2. - Vitesse atteinte pan certains estimateurs sut WE(M) ot

m

ZZ'

a. On peut citer :
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Proposition (d'apnes [58], [59]).- Soit FC WI;(M).

Il existe D > 0 telle que

sup R(hl,f) < D.n-é(m’p) i=1,2,3
feF n

dans le cas de 1l'estimateur

h; pour K mnoyau de type m.

~2.T N

hn f & support compact et p = 2

hi f étant bornée supérieurement pour tout x et

inférieurement au voiéinage de O.
Ix(l—F(x))| (resp. lx F(x)l) étant bornée pour

x >0 (resp. x £ 0). (F fonction de répartition).

~2,H 2 . .
b. Dans le cas de h”’, on peut &noncer une proposition qui
n

compléte les résultats de Schwartz [53] et Walter [63] .

Proposition. - Soit FC Z? 1'ensemble des densités f bornées

a support compact dont le développement en]série d'hermite converge vers

f en tout point. Alors pour qfn) = O(nzm—]) et f e F.

R(ﬁi’H,f) _ O(n-Zm—Z/Zm—l)

Démonstrhation :

Sur cet ensemble de densités, la variance de 1l'estimateur

converge vers 0 avec q(g) (voir Eﬂ page 59).
n
' . . -m+ |
D'autre part, le biais converge vers 0 avec q(n) ,

d'oli le résultat.
Walter [§5] majore la variance 3 1'aide de 1'inégalité de

. 2,H _ AZ,H — -~ -
Schwartz, avec : hn = Ef[hn _] et ai,n = Ef(ai,n) (ei) désigne

.. .€éme . . .
ici la i - fonction d'hermite et obtient
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rq(n)
~2,H 2 _ 2
E.[h°7(x) - h (0] = E izl (a; _ ai,n).ei(x):l
B
< E q%?)(a - a )2 q%n) ez(x)
= fl . i,n i,n . i
_l=l 1=1
-1/2
- 2 (i+1) , -
1 - 1 .
d'autre part Ef(ai,n ai,n) < " car d apres_Eﬂﬂ 5 p. 242,
C
si x € [}A,+é] |ei(x)l < A
A< (i+1)1/4
d'od :

Ef[ﬁi’H(x) - hfl’H(x)jz < A. S———(;‘) ,

‘qui constitue une majoration de la variance, moins fine que celle

obtenue grdce 3 Eﬂ.

3. - Conditions suwr Le noyau K pour gue fa gamille

r(n)
générale d'estimateurs (ﬁn) converge a La méme vitesse qu'en 2.

s 2t e W
=== Tp~ p

On rappelle que :
n
h_(x) = L) K, (y K529
n j=1

E désigne ici un intervalle ouvert (a,b) de R.

Le symbole (-m) désignera 1'antidérivée d'ordre m, ce qui

permettra de "mesurer" la vitesse de convergence de la suite K

r(n)’
Rappels : d'aprés Korevaar tome | [35] et Mikusinsky [40].

Soit g wune fonction intégrale (ainsi que sa valeur

absolue) sur E = (a,b).

Alors g(_l) 1'antidérivée d'ordre 1 ou 1'intégrale indéfi-~
t
nie est définie par g( l)(t) =y + J g(u)du; vy constante.

4



(-m)

g 1'antidérivée d'ordre m ou l'intégrale indéfinie

d'ordre m est définie par
() t £ Cn-1
g (t) = p(t) + J dt, f dt, ... J g(tm)dtm
C Cc c

oii p(t) est un polyndme de degré strictement inférieur a m.

. Le symbole § représente la distribution de Dirac et dx

GX est telle que 6X(t) = §(x-t).

8 définie par exemple par la suite fondamentale

1
fk(u) = { k pour O < u < " k=1,2,...
0 sinon
et [6(u)$(u)du = 1im Jfk(u)ﬂ(u)du = $(0), pour toute fonction

k>
continue.

Soient alors les hypothéses suivantes sur Kr(n) d'aprés

Walter-Blum [b@]

H.1. (Kr(n)(x’t)) forme une suite de fonctions bornées et mesurables

sur E x E (E = (a,b)).

H.2. \V x € E
V\Uecw/Supp JCE
1im J Kr(n)(x,t)ﬂ(t)dt = ¥(x).

r(n)-eo

H.3. VxekE, (x,.) € L2 (E).

Kr(n)

H.4. || )(x,.)||§ = 0(r(n)) uniformément pour x € E

Kr(n
(-m) . . . e \

Kr n (x,t) désignant l'antidérivée d'ordre m par rapport

a t de Kr(n)(x’t) qui est nulle en a, ainsi.que ces (m-1)

premiéres dérivées.
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(x-t)7 !

5(—111) (t) — 6(-'m) (X-t) =
% (s-1)!

On suppose pour cet m il existe q > 1 et B8 avec

0<Bsm+ é~— I tel que :
H.5. Kiz:;(x,.) - Gi-m)(.) e LY(E) pour x € E
H.6. llKEZ:;(x,.) - ai‘m)(.)(lq = 0(p(ny ) uniformément pour x ¢ E.
H.7. IKEEE;(X,b) - Gi_k)(b)] = o(rzi))
uniformément pour x € E et k € {1,...,m}.

Avant d'énoncer le théoréme général, nous avons besoin de deux

lemmes préparatoires.

Lemme 1.- Soit £ wune densité définie sur E telle que

f e z? alors f e L (E).

Démonstrhation : On a :

X
P x) - £P(a)| « pJ 27 ey 1 () |ae
a

et d'aprés 1'inégalité de Holder et Jensen :
" < pl[fllg/q.llf'llp < o, d'aprés 1l'hypothése

d'oi fP e L”(E) et f € L(E).

Lemme 2.- Soit £ une densité définie sur E telle que

fe ZE alors f € LZ(E).

Démonstration : D'aprés le lemme 1, f e Lw(E).

come £ ¢ 1'® ¢ [Fooax < 18]l 1151, <

On a alors :
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Théoneme d'apnes [64].-
Soit m31 et 1l'ensemble F des densités définies sur E

avec FC ZI;. Alors si

* (Kr(n)(x’t)) satisfait H.1. & H.7. avec %~+ %—= 1
1
*x feF et r(n) = 0(n1+28) B =m - l—.
P

On a, uniformément sur E :

R(ﬂn,f) - o(n 2(msP)y

Démonstrnation :

o _ 2 - _]_ 2 _ 2 ‘%
EEln(X) f(x)] n UE Kr(n) (x,t)f(t)dt (JEKr(n) (x,t)f(t)dt)}

2
+ [IEKr(n)(x,t)f(t)dt - f(xi]

2 2
et . JKr(n)(x,t)f(t)dt ||f||mllKr(n)(x,.)l|2 d'aprés lemme 1 et H.3.

A

" 0(r(n)) d'aprés H.4.

2 2 2
e R mrE®an® < e3¢ 00011
= 0(r(n)) d'aprés lemme 2 et H.3. et H.4.

D'autre part, on majore le biais en intégrant m fois par parties

|JKr(n)(x,t)f(t)dt -f(x)] = !J(Kr(n)(x,t) - 8(x~t).f(t)dt| d'aprés H.7.
" s IJ[Kf.Zﬁg o0 - 60™ x-0y]£™ (0yae] + o B )
et, avec 1'inégalité de Holder
" (-m) (-m) (m) -B
< lixr(n)(x,.) -8 (.)|{q|if ||p +0(r " (n)).

On peut alors conclure grdce a H.6.

Remarque ].- Dans le cas ol :
r(n)

K (x,t) = z e.(x)e.(t) (e.) fonections trigonométriques
r(n) 521 3 J J

H.1. 3 H.7. sont bien vérifiées et pour p = 2, on retrouve le résultat

précédent.
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Remarque 2.- La vitesse précédente n'est pas une vitesse

. . . . ~1
maximale "absolue', en effet si 1l'on considére l'estimateur hn’
associé au noyau intégral de Fourier et si la densité f 3 estimer

est telle que la fonction caractéristique décroit exponentiellement

(voir Davis [18]), alors
=1 _ log n
. R(h,H) =0 %5

Plus simplement encore, si on utilise une densité é&lément

de FO’ FO = {N(8,1)(x)}, Chap. I. B. II. 4 dans le cas de 1'esti-

mateur minimax h , on a alors pour x € R

. RASE =0
n

11 - Etude de fa convergence en moyenné quadratique sun C, -

U
A
On peut énoncer le théoréme suivant di & Farrell [?i] et [22]

1. - Minoration du nisque R suwr C

En fait nous n'utilisons qu'un cas particulier, Farrell [?1] et [22]

ayant travaillé sur des ensembles de densités proches d'un polyndme.

Théonreme. -
Soit (an) n > 1 une suite de nombres positifs telle que

lim inf inf P |ﬁ - f(0)| < a =1,

ne feCl fLn L

A 22
Alors lim inf n2x'+] a2 =
n->o
Démonstration : Elle est identique 3 celle de Farrell [22],
en remarquant que, avec les notations de Farrell, Cg = CO n avec
: -0,

1+
nx) =x .
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Cornollaire. -
2
Si supy R(hn,f(O)) = bn.n 22+1
feCA

Alors il existe DO > 0 tel que bn 2 Do pour une infinité

de n.

Déemonstrhation :

D'aprés 1'inégalité de Bienaymé Tchebycheff et les hypothéses

i e 5 - £)?
PfEhn—f(0)| Sarjal— . 5

a
n
_2X
bn 2x+1
> 1 - 5
%n
_ A

Si a =n AaH et si 1lim sup bn = 0, 1la conclusion du

théoréme précédent est mise en défaut, alors que son hypothése est

vérifiée.

2. - Conditions sun Le noyau Ko(ny BOWL_gue La_pamille

géngrale d'estimateuwrs h =~ converge a fa vitesse maximale sur C, .

Nous aurons besoin de la notion de suite (Kr(n) dominée
par un noyau K. (On considére ici E = R).

Soit un noyau K satisfaisant aux conditions suivantes

c.1. K e L (R)
c.2. K3z0
C:.3. JK(x)dx =

Ci &, J|X|K(x)dx <® pour q =1 ou :

(@]
o

J[iog+|x|].|x|q Kq(x)dx pour q > 1.
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— Déginition 1. (d'apnds Walter-Blum [64]).-

Une suite de noyaux (Kr(n)) satisfaisant les hypothéses

H.1. et H.2. précédentes, sera dite dominée par le noyau K satisfaisant

c.1., C.2., €C.3., C.4. ou C'.4. si

V xeR a. Kr(n)(x’t) >0

V t el b. J

+oo

B Kr(n) (x,t)dt =1

c. Kr(n)(x’t) < c.r(n).K[%(n)(t—ri]

¢ constante strictement positive.

On obtient alors la proposition suivante :

Proposition. -
" Soit (Kr(n)) une suite de noyaux vérifiant H.l. et H.2,
et dominée par K (satisfaisant C.1., C.2., C.3., C.4., ou C'.4.).

Alors (Kr(n)) satisfait aux hypothé&ses H.3. 3 H.7., avec m = |

1
et B=—.
q
Démonstration : contenue implicitement dans [54].
Définition 2. d'apres [64].-
Une suite de noyaux (Kr(n)) vérifiant H.l. et H.2. et
dominée par K défini par K(t) = ———L—E—-, sera dite de type Fejer.

(1+£™)

Remarque. Exemples.

. I1 est immédiat que la suite de type Fejer vérifie la
proposition précédente avec q > 1.
. La condition de la définition est vérifiée pour le noyau

de Fejer, pour tout noyau de Parzen 3 support compact et positif.

Soit alors le théoréme (comme précédemment, on é&tudie

la convergence en x = 0).
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Theondme d'apnes [64].
Soient f une densité bornée, élément de C,, et K )
r(n)

une suite de type Fejer. Alors l'estimateur hn associé sera pour

r(n) = n1+2A tel que
2.
. RG,H =o0@ M
Démonsthation :

Comme on estime en x = O, on pourra considérer que les

noyaux Kr(n) sont fonctions d'une seule variable t. Alors :

-~ 1 2 2
R(h_,f) = ;-{JKr(n)(t)f(t)dt - [JKr(n)(t)f(t)dﬁj }

+ [JKr(n)(t)f(t)dt - £¢0y] 2.

1
1+2)

Soit alors r(n) =n

Comme (Kr(n)) est de type Fejer : ||Kr(n)||w = 0(r(n))

et que JKr(n)(t)f(t)dt < ||f||w, le premier terme est majoré par

Nous aurons le résultat annoncé si l'on a de plus :

IJKr(n)(t)f(t)dt £ =0 @).
Soit alors :

JKr(n)(t)f(t)dt - £(0) = JKr(n)(t)Ef(t) - £(0y]dt

- -r(L) * r(n) § “
= (f_m + J_(s ‘ + J_ 1 $ J ; # I&)Kr(n)(t)[f(t)—f-(O)]dt

r(n) r(n)

oi & est choisi tel que :
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|£(x) - £(0)]| s M.lx]x pour

Cela est possible car

x| <8

fe CA'

Nous pouvons écrire pour le dernier terme :

A

I[GKr(n)(t)(f(t) - £(0))dt|

A

I fKr(n)(t)llf(c) - £(0)|dt
8 _

Sl e[y
r(n).§ 1+t

|£(0) |

ox ™ (m))

€ r(n)

car Kr(n)(t) <

Pour le terme suivant

JG | ]Kr(n)(t)llf(t) - £(0)|dt
r(n)

Le troisiéme terme se

* r(n)
_ 1

r(n)

|k )<t)||f(t)

r(n

d'ol la conclusion.

On peut alors citer :

Proposition.- La famille d'estimateurs hn

une suite (Kr(n)) de type Fejer est asymptotiquement minimax sur CU

pour la moyenne quadratique.
| I :

Tr[(r(n) x t2 + 1]

et pour r(n) 1—,

S l ; l
C £(t) - £(0)
D J 1 2 dt

<
r(n) e t
s A
¢ =& bij | 5%5 dt
r(n) ) t
. C.m g1 _ ayr!
r(n) A-1 A=1

]

or ) + o¢x™ (n))

majore immédiatement car :

+
- £(0)|dt g C.r(n)M J |

= oG (m) ™)

~

dorrespondant a

A
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Démonstrhation :

Le corollaire établi en II.1. prouve que :

I
inf sup R(ﬁ~,f(0)) >D n 2x+1
E n (o]

U
n feCA

D'autre part, le théordme de II.2. montre que la vitesse maximale
est atteinte pour ﬁn associé 3 une suite de type Fejer sur CA et

c.Cc ; d'ol le résultat d'aprés la définition de l'estimateur

minimax asymptotique de 1'introduction.

Efficacite des estimatewws dans Le cas de La perte
quadratique intighie.

. Dans toute la suite du travail, on utilisera la fonction de

perte LZ(A), A désigne une mesure finie ou o¢ finie.

. La fonction de risque pour un estimateur hn de f sera

alors notée Rz(ﬁn,f) (Notation du chapitre I).

'D. Bosq Bﬂ a obtenu une inégalité de Cramer-Rao pour un
paramétre hilbertien, ce qui nous permettra d'avoir une minoration du

risque.

1 - Inégalite de Cramern-Rao pour un paramitre hilbertien.

1. - Notations et principaux nésubtats de [8] <.

. Le modéle statistique é&tant [E’B’(PG)Beé]'

Soit : o —& H, H hilbert séparable,

o 1 . . P
. On désigne par B 1'espace des variables aléatoires définies

sur E et & valeurs dans H qui sont intégrables au sens de

(1) également d'aprés : C.R. Acad. Sci. Paris. ser. A, t. 276,
p. 1361-1364.X. Milhaud.
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Bochner pour tout 6 € 0.

2 ) . , - .
. On note B le sous-espace de Bl formé des variables aléatoires Y

telles que : J ||Y||2dPe < o pour tout 6 de 0.

. Un estimateur T de g(8) est dit sans biais s'il appartient 3 B]

et si

Veeo, Ee(T)=JTdPe=g(e).

. Soit Y wune variable aléatoire telle que J ||Y||2dPe < =, on appelle

opérateur de covariance de Y pour P 1'unique opérateur D

6 Y

symétrique sur H et tel que

2
Dy(y),y> = E[<¥,y>7], yeH

oi <.,.> désigne le produit scalaire dans H et | | 1la norme

Soient T et S deux estimateurs de g(8), appartenant 3 Bz. On

dira que T est préférable 34 S si

8 8
Veeo Dy (o) P Dg g (o)

pour la relation d'ordre usuelle entre opérateurs symétriques de H

c'est-d-dire si
5] 6
Voeco Vyen Dr_g (o) (3)>¥> § Dy gy (1) ,y>

On peut citer alors :

Proposition 1. voir [8].-

Soient S et T deux estimateurs de g(8), appartenant i

2 . ) e N LT
B. Si T est préférable a S, on a aussi

Ee(IIT-g(e)IIZ) < Ee(IIS-g<e)||2), e 0.
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Soit alors U = Ue e,(X) une variable aléatoire réelle,
b
définie Pe presque slirement (indépendamment de 6'), fonction de

X et indexée par un sbus-ensemble G de © x 6.

On suppose que U posséde les propriétés suivantes :

- . 1
2
(c,) 0 < E[Ug g(X] <+= ;5 (8,80 €6
(C3) Si S et T sont deux estimateurs B2 de g(8)

tels que m(8) = Ee(S) = Ee(T) ; B €0
- \
alors EeﬁJe’e,.'ﬂ = EGE‘IG,G"SJ (6,8') € G

autrement dit :

Eg[Ug o0-T = ¥ (6,87 (8,6") € G .

On a le schéma suivant :

E ;B> (Pe 0 € O

‘/ -g(e)

Dans ces conditions, on a le résultat suivant :

— H .

Proposition 2. [8].-
Sous les hypothéses Cl’ C,» 03 on a 1'inégalité :
A . '
DT_g(e) -~ Ke’ev b (e’e ) € G
ot K6 g1 est 1'opérateur sur H défini par
’

< (6,6"),y>

Ka e'(y) = 2 . Ipm(e’e')" H Yy € H

? EB(U )

Soit la proposition suivante qui donne une condition néces-—

saire et suffisante pour que U vérifie C3.
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Proposition 3. [8].-

Soit U wvérifiant C1 et C2. Une condition nécessaire

pour que U vérifie C3 est qu'elle soit de la forme he e,(S) oli
3.

S est une statistique exhaustive. Si S est une statistique exhaustive

compléte, la condition est aussi suffisante.

Proposition 4. Bﬂ (Inégalités du type Chapman-Robbins).

On suppose que Pe = f6 u, 6 € 0, que l'application

8 - P6 est injective et que

£

@) Yoeo, M =1(6,06 co- {0}, E (7%;)2 <ra 40

Dans ces conditions si T est un estimateur de g(8),

€lément de B2 et tel que ES(T) m(6), © € O, on a les inégalités

suivantes :

N ’ '
DT—g(e) A Dg(e)—m(e) + Re’e, 6 e O 6" e M

ot Ry g1 est 1'opérateur défini sur H par
b

Ry g1 (¥) = <m(e'% - m(e); = [m(6") -m(8)] yeH
b el
Ee[( £, - 7]

et

"o 2
Eo(|1T-2(0)||%) > |lg(@)m(e)|[* + sup [Im(e ) m(e) ||

8'eM 6 3
) Ee[(—f - 1)]
6

Soit g 1'application définie par g(8) = Fe(.) 8 e 0

X
et Fe(x) = J f(o,t)dt.
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On pose GO = {g(8), 6 € 0}
a. On peut alors énoncer
Projposition. -

Soit A une mesure finie telle que GO‘: LZ(A);

Si la fonction de perte est LZ(A) et si les hypothéses des proposi-

tions 2 et 4 (chap. II.B.I.1.) sont vérifiées, alors En désignant

. . 2
un estimateur de FO’ et élément de B, on a :

. L, (m(8),m(8"))
Rz(Fn’Fe) 2 LZ(Fe’m(e)) + sup

2
\
8'eM, Ee(Ue’e,)

Démonstrhation :

I1 suffit de remarquer que la fonction de perte LZ(A) est

telle que :

L,(@m(8),m(8")) J[_?n(e) - m(")]

2
[Im(6) - m(e") ]|
et que tout élément de Gg est borné, donc &lément de 1'espace de

hilbert LZ(A).

Conollaire 1.~

Fn désignant la fonction de répartition empirique, on a :

L, (F,,F.,)
Rk Ey x smup 200!
]
8'eMy  Eg(Ug 1)

N.B. Un second corollaire sera donné au c.

Demonstrhation :

Fn est.un estimateur sans biais de F en effet,

8 H
d'aprés Dﬂ, <...> désignant le produit scalaire de LZ(A), il
2

N

suffit de montrer que Vee LZ(A) : (car Fn € B2 : I[Fn|| 1)
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<L, JEn Fn(x],...,xn)dFe(x]) cen dFe(Xn)> = <K,Fe> .
or : <&, J n Fn(x],...,xn)dFe(xl) .o dFe(xn)>
E
= JEn <£,Fn(xl,...,xn)'dFe(x1) cee dFe(xn) =
= JEnJE Z(x).Fn(x],...,xn)(x)dk(x)dFe(xl) ven dFe(Xn)

et d'aprés le théoréme de Fubini, cette expression est encore égale a :

= J K(X)[J n Fn(x],...,xn)(x)dFe(xl) e dFe(xn{]dl(x)
E E

et comme JEn Fn(x],...,xn)(x)dFe(xl) cen dFe(xn) = Fe(x),
on a le résultat.

Alors, g(8)

m(6) = Fe (notations des propositions 2 et 4)

d'oli la conclusion.

b. Nous allons donner 2 eXemples illustrant le théoréme et

son corollaire, en utilisant deux estimateurs :

Fn estimateur sans biais

F estimateur minimax pour la fonction de perte LZ(A).

Exempfe n° 1.- Estimation de la fonction de répartition

d'une loi gamma avec 1'estimateur Fn

Fo(x) = 1 - oo E =R
- 4
pour £g(t) = 6e ot 0 =R

e A désignera ici la mesure de probabilité de densité fl(t) - et

e~13

e Soit T_ =
n

Xi’ qui constitue une statistique exhaustive et
i

1

compléte. Soit alors :
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U satisfait bien aux conditions C C

1> Coo C3, d'aprés la

proposition 3.

L'hypothése 6 -~ Pe injective est vérifiée et la condition (Dl)

de la proposition 4 du paragraphe 1. est satisfaite et on a méme

M, = © - {6/2} = R - {0/2} # ¢ .

Nous pouvons alors calculer les deux -membres de 1'inégalité de la

proposition précédente.

¢ Calcul de RZ(Fn’Fe)'

R, (F,,F,) =J . LolF G psee X ) (), F (] dF (x)) . dF (x )
® )

" 2
J(R’“)“ LR+EFn(X1""’Xn) (%) = Fy (0] “dF| )Py (x ) .. .dF (x )

it

2
LR+ J(R+)n [}n(xl,...,xn)(x)—Fe(xi] dFy (x,) .. .dF, (x ) |dF, (x)

en appliquant le théoréme de Fubini

1
R,(F ,F,) = - LR+ Fo) [0 - Fo (x)]dF, (x)

et dans le cas de la loi gamma :

_ 17 et -20t, -t |1 (1 I
_Rz(Fn’Fe) = ; Jo(e e e dt = | = E——— -

L.(F., F.)

(F,,
o Calcul de sup 2 6,0

G'GMe Ee[Ug evj
b

” 2
L2(FelsFe) = jOEFe'(X) - Fe(x)] dF](X)
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[o9) _ _ ' _
1" - J (e Ox - 6 X)2 e X dx
0
® -26x -x(68+8') -28'x. -x 1 2 I
" _— - = —
) Jo(e e e Je Tax = e T T SveaT T 287
n .
. d'autre part, si Tn = Z Xi’ on obtient 4 1'aide du théoréme
i=1

d'inversion ue T admet comme densité

en Xn—l e—ex

(n-1) !

rn(X) =

Cela permet d'obtenir que

1 -t
2 _ 8'yn ~(8"-0)t_, o™ "7
By Uy, ] = J E (n iy A
., ) e,2n _ 6“(28' _ e)n
o7 (26" - o)
Ly (FgrsFy)
———5——  apparalt comme une fonction de 6' qui atteint
Eeﬁ%,eJ
son maximum lorsque 6' = 6 (on pose 6' =06 + %~, P>®).
Ly(Fgr Fo) 6
Alors sup 5 = 5
t
8'eMy  Eg [Ue’e,] 2n(26+1)

(obtenu & 1'aide d'arguments simples sur les limites de fonctions ra-

tionnelles).

. L'inégalité de Cramer-Rao s'écrit alors

Vo er™ o > S
n(26+1) (6+1) 2n(26+1)
ce qui nous donne une efficacité égale i e S At N s
2(26+1)
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Remarque : e est maximale au voisinage de O.

Exemple n° 7.- Méme situation que précédemment.

~

eq . . . * . . - o
On utilise cette fois l'estimateur F Minimax, déterminé

2
au chapitre I. B.I.l. par
. 1 1/2
F*(t) = + = F_(t) .
2 1/2 /2, "
2(n +1) n ' “+1
PP A% . 2
Il est immédiat que F2 est un estimateur B (car Fn

L% P .
en est un). La nature de F2 est précisée dans le lemme suivant :

Lemme.-  1im f;(x) = F (x).
— n->o n
En effet :
R F (x)
Frx) = F_(x) = ——— - 2 —
2 n 1/2 1/2 n=e
2(n "T+1) n T+l

car Fn(x) est bornée pour tout n.
Le résultat est donc analogue 3 celui de Kronmal [36]

. ond _
lim Fn(x) = Fn(x).
>0

F:’ est 1'estimateur pour la méthode par projection et sera

étudié au b.

~%
. Calcul de R2(F2,Fe).
Ce calcul a été effectué& au B. I.1. et on avait trouvé un

risque constant sur Ge

~ ]
R,(F,,F,) = ————r Jdk(t)
8
272 sm’2en?
" = ———7%5——— car X est ici la mesure
4(n +1) de probabilité de densité

fl(t) = e_t
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L, [m(8),m(6")]
e Calcul de Lz[ﬁe,m(ei] +  Sup 5
- 1
o ety Eg Eje,e]

Le premier terme est &gal 3 :

1/2
. 1 n
L, [F,,m(8)] =L I’F , + F}
259 2_9 2(n1/2+1) n1/2+] 6
- 2
! = J B 1}2 * 1/2 Fo(o)| dF (1)
0 2{(n +1) n +1
" = ]}2 2 - ]/12 2 J (] e_et) e—t dt + /
4(n " T+1) (n "7+1) 0
eolvel + 1 D -2e b4 e_zeéje_t dt et, aprés calculs :
1/2 2
(n"7+1) 0

., ) 1 - 49
4(nl/2e1)2 (8+1) (20+1)

d'autre part :

fw n1/2 2 2
—_——— F . (t) - F_,(t) dF, (t)
0 n1/2+1 0 6 1

n ® -9

]

L, [m(6),m(8")]

!

” 2
joﬁre(t) - Fgu (£)]7 dF (1)

et sup 5 = 6 5
1]
8'eM, By (Ug o) 2n(26+1)
d'aprés le calcul effectué dans 1'exemple n°l.
Alors :
) L,[m(8),m(s")]
L [?e,m(ei] + sup = .../,

2
1
8" eM, Ee(Ue,e,)

) ) I . 40 . 20
4t/ 2e1y2 (0+1) (26+1) | 4(n'/241)2(20+1)2
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. L'inégalité de Cramer-Rao s'écrit alors

I ) ! | 28(30+1)
a@2? T 4@%n? | (e+1) 20+1)?

ce qui nous donne une efficacité égale a e'

; 26(36+1)
e' =1 5
(6+1) (26+1)
Comparaison des efficacités entre Fn et ﬁ;.
e' > e si
2
1 46 (36+1) _ (e+1)7(20+1)
2(6+1)(26+1)2 2(26+])2(6+1)
683 ~ 62 + 20+ 1 >0 ce qui est toujours vrai 8 e R*Y.
Alors L'estimateur F; Minimax est plus efficace que Fn
G. .
pour G,

c. Un troisiéme estimateur de la fonction de répartition

est celui obtenu & 1'aide de la méthode par projection.

~

Notons F: cet estimateur.
; ; 2 2
Soit (ej) une base de 1'espace de hilbert séparable L7 (1),
A mesure finie.

Alors d'aprés Bosq Dﬂ et Kronmal Tarter [36]

q(n)

b, ej(t) avec ﬁj = Jej(t)Fn(t)dx(t)

F(t)
n i
]=1

o

[l
i |

§) s 6
et F (t b. e.(t E (b.) = b,
5 (0) § e (o a(5.) = b,

i=1
Conollaine 2.- Avec les notations ci-dessus, on obtient une

deuxiéme minoration du risque.
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) g, 2
” q(n) (b, - b.)
RQWWF) > Z Em:b] + sup z —J-7¥L—
j>q(n) ] 6'eM_ j=1 E_(U5 _,)
) 96,6

Demonsthation :

argg2 9@~ o q(n)[f ]2
HE jzl b° = gil e, (OF (£)dA(t)

q(n)
) J e%(t)dA(t).JFz(t)dA(t)
=17 §

A

A

a7, 11% < atw.

~ . 2
F:’ est alors un estimateur de B .

Nous pouvons donc appliquer la proposition précédente,

q(n) .
var b, + E b?

j=1 1 j>q(n) 3

[P oL
d'ot RZ(Fn’Fe)

Z var b. d'ol
j=1

et RZ(Fn’Fe)

~4L 2 ~
R,(F,F,) = R, (F ,F) + ] B)j - var bj'_]

i>q(n)

1"

2 ~2
= Ry(F ,F) + ] [:ij - E(bj)].
i>q(n)

Remarque : d'aprés [36], avec un "bon choix" de q(n)
il
RZ(Fn’Fe) > RZ(Fn’Fe)'

D'autre part :

2
L,[Fg.m(8)] = H ) b? ej(t):| da(t)
i>q(n)
] R q(n)
car : m(8) = E (F ) = z be e.(t) et
] j=1 |
F,(t) = )} b e.(t)
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LE,m@) = ] 6)H
i>q(n)
q(n) 1
et Lym(e),m(®") = § (b5 - bl )% d'on
PP B

6 ', 2
5 a(n) (bj - b.)

2 ~ 2
R(F,F)+ ) [20oDH° -8 0T T 06H°+ ]
2o i>q(n) ] L j>q(n) J j=1 Eel:UZe 6']

en transposant le terme

z [?(b?)z - Ee(gj)%] on a le résultat :

i>q(n)
Remarque :
L'inégalité est d'autant plus intéressante que l'expression
G o' 2
a q(n) (bj - bj )
Z (var bj) + sup _ — est grande.
: o e

Par exemple, dans le cas A mesure de Lebesgue sur [%ﬂ,+ﬁ]

et (ek) le systéme trigonométrique orthonormal de Lz[}ﬂ,+i], on
peut utiliser [36] qui exprime var Bj en fonction de (bk).
I1 suffit alors d'évaluer les coefficients de Fourier (bk).
3.~ Application a t'estimation de La Lol.
soit [E, B,(P,) 6 € @].
On prendra E = [§,H espace séparable, muni de la métrique

de la valeur absolue.
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(Pe)eee C P est muni de la métrique de Prokhorov.

. P désigne l'ensemble des mesures de probabilité.

* - .y
M " " " " bornées positives.

.M " " " " bornées 2 signes.
. K désigne le noyau, tel que

cueM U,V = J K(x,y)du 8 v(x,y)
0,1 2

veM

est un produit scalaire sur M.

- | IIK la norme associée telle que E9,|l |]é] est
un espace préhilbertien séparable.
* On prendra ici K(x,y) = Z (§-)1(z)1
i=0 2 2
on a alors :

X, idu(x)f Iylaviy)

0 j@,ﬂ<2 [0,1] 2

(u, V) = .
1

No~18

2 T i 2
et ||u| |K = iZOH[O ]] (3)1d11 {I

Le schéma est alors le suivant

"= [o,0", BN, (R, ™"

E
Uee,l 1d
R

LI

On utilise 1l'estimateur Tn défini par

1
BeB Tn(xl,...,xn)(B) ==
n i=|

P~

]{x.e:B}
i

On peut alors énoncer :
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Proposition. -

La fonction de perte étant ici LK’

2
LK(UsV) = Hu - \)llK ’

le risque associé se notant on a alors

RK’
L (m(8) ,m(6"))
RK(Tn’PG) > Sup 5

' d
6 eMe EG(U 6,6')

avec m(8) = Ee(Tn)

et les hypothéses des propositions 2 et 4 du paragraphe ! qui sont

vérifiées.

Démonstrhation :

Tn € B2. En effet :

2
Calcul de : |]Tn(x1,...,xn)||K

o

2
’Xn)||K = z

[T (x,,...
nl” i=0

X, i
[JEOJJ @ AT (x5

définie par :

x ) (0]

avec

" = E [J (g_i l_ E d s (Xi]z
=0 [O n g Xj

”[0,1] 2

]
Il t~18

i

n
1 ~18

car

et alors Tn € 32 car ||T ||2 < 2.

2

. 2
x,1
(_2_) dl:l{xj=x}-'}:]

S

J

est bien convergente

x.(x)

- 1{X.=x}
]

n 2
i . L.
z Géh J » quli est une série convergente
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JEn dTn(x],...,xn)(y)dPe(x])...dPe(xn) = dPe(y)

<u,JTn(x],...,xn)dPe(xl)...dPe(xn)>K

K(x,y)du(x)dpy(y) = <u,P >

) f@,az

et Tn est bien sans biais.

Alors la proposition se déduit de la proposition 4.

Exemple : Soit la famille (Pe)' 8 € © de probabilité sur

E = [EL@], de densité par rapport 3 la mesure de Lebesgue définie par :

[an]

fe(x) = (8 + )x

. Calcul de RK(Tn’Pe)

2
RK(Tn’Pe) = J[|Tn - PG"K dP6@n

2 o T X1 2
[T -p.||lo= 7} Etar_(x) - dp (x)}]
n 8''K izok [0’11 2 n 8
OZO 'f 1 ‘E‘ X i X\ i 6.2
" = = ) 4. x) - [ (&) " (6+1)x de
oL )01 55 2 X [0, 1] 2
oo n X. . 2
_ E 1 E (_191 _ 8 + 1
P N i )
1=0 j= 276+ 1+ 1)
n o x. . w 2 o n )
IR LT R S S S oL B R e ] (x.)').
i=0 n j= i=0 2°Y(o+i+1) n i=0 2°M(e+i+l) j=1 J

On obtient 3 séries convergentes,

RK(Tn’PG) se compose donc de trois termes.

[o¢] o0 X‘
o ler terme J 0 z {%- Z (j%)}z dPe(x])...dPe(x )
EY i=0 T j=1 n
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T 1 2i 2i
= Z — {(x,) T+, .+ (x )T+
JEn ic 2i n2 L1 n” ¢

(1) (2)

WX xz...){dPe(x])...dPe(xn).

On obtient deux intégrales : celle qui correspond aux

termes (1) et celle qui correspond aux termes (2).

Soit : termes (1) (x])21 + ...+ (xn)21
termes (2) (... X % ..+.) , ce qui donne :
Itk
lére intégrale = E . x2i dP_(x)
L o021 2 8
i=0 2 n E),l]
o 9+ ] o2 v o + 1
= ] 2 *T L 21 .

.o n [O,l] i=0n 277(0 +2i+ 1)

n(n-1) xi Xi

2éme_intégrale : J_
o 221 n? B%lj 1 72

1]
Il ~18

dPe(x])dPe(xz)

21 2

-y D) {J xFer1)x® de}?
i=0 277 n E),E

(e+1)2
221 (g+i+1)2

I
=)
1
.—I-
Ilt~18

Le premier terme vaut donc :

«©

1 g + 1 +n—1

n i=0 221 (e+2i+1) n i

6 + 1
0 21(e+i+1)

I ~18

O 28me terme

2 ot a 6 + 1
(8+1) J X 5 dPe(x])...dPe(xn) = X ——
i=0 (6+1+1) i=0 |27 (8+i+1)
0 3éme terme
1 n

i
{ Y (x;) PR (x)) .. .dP (x )

n EY iz0 2%Y(e+i+1) 3=

Il ~18
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o] n .
- 262Dy - ‘ ) J IECIRE NCH RN NES
n i=0 2°%(e+i+1) j=1 JE®
| (a) |
Oor (a) = nf xt dPe(x) = nJ xe+l(8+1)dx.
[0, 1] [0,1]
- n(6+1)
B+1+1
et on obtient pour le troisiéme terme :
(e+1)2
-2 21 2
i=0 277 (8+i+1)
donc
1 T 1 2 % !
Re(ToPg) = = {(6+1) ] —m—e = (041)7 ] )
n i=0 277 (6+2i+1) i=0 277 (8+i+1)

. Caleul de ||m(8) - m(aM)]]3 = L (m(8),m(0"))

avec m(8) = Ee(Tn) = Pe.

L (m(8),m(8")) = St ace,, - Pe)(x)J2

|
I o~18

i

0 -J[o,l]
-—J[OJJ

CRICIe —(6+0xﬁd42

1
Il ™~18

i
'+ 1 8+ 1
0 [2%(e'+i+1) 27 (e+it1)

[t}
i ~18

i
i(e' - 6)
i=0 |27 (o+i+1)(8'+i+1)

2

]
I 0~18

2
. Calcul de EB(U 6,8')'

Comme dans les exemples (1) et (2) de b., avec
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' + 1. n 8'-9
Ue’e,(X1 . Xn) = () (Xl .o Xn) -1
6 + 1
on obtient :
2n
2 _ (8'+1)
Ee(Ue,e') = 1.

(6+1)™ (28" -p+1)"

L'inégalité de Cramer-Rao s'écrit alors

v [ i(6'-6) ]2
g 12 (o+1) s 470 L2%(evir1) (0'4it1)
. 21 . N (8"+1)2n
n 1=0 27 7(6+2i+1) (6+i+1) 6 sMe = n'—l
(6+1) "(26'-6+1)
Le second terme de 1'inégalité atteint son maximum pour
6' > 86 . En posant 8' = 6 + l-, p > », on obtient aprés calculs

P

1'inégalité suivante ; entre séries convergentes

1 E 26 + 1) L E ie+) _°
n i=0 22%(e+2i+1)(e+i+1)%  2n i=0 | 2%(p+i+1)?

On peut d'ailleurs montrer que chaque terme de la premiére

série majore chaque terme de la seconde série.

4. - Complement sur_L'inegalité de Cramer-Rao, dans Le cas

de ¢'estimateun b de fa densite.

On considére le modéle statistique [}; B,(Pf)f € E]

avec E = B),l]

. Soit f € F telle que : inf f(t) > O.
te[@,}]

On considére alors
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LZ(%D 1'espace de hilbert associé de norme || ||1

£

1 2
. Alors si g € LZ(%D, on a : ||g||? = [ g (t) dt < =,

I 0 f(t)

La condition (Dl) de la proposition &4 (B.I.1.) est donc

vérifiée. En prenant les notations de la proposition 4, on peut

alors citer :

Proposition D. Bosq.-

La fonction de perte étant LZ(%

80

- L, [m(g),m(£)]
R,(h_,f) = L [f,m(fi] + sup
2 'n 2 4f 2 1o
& Hell] | -1
geD 1
f
2
D= (ge F/llgll? < =
I f
Démonstration :
On
La vraisemblance est égale & 555 , 1'expression analogue
¢ ;
i E (U2 e,) de la proposition 4 est ici : (g # f)
’

B Can — D

[ e .g(x )7

£ FGx) e EGx) ‘
2
= Hg (t) dt]n— L
f(t)
En posant a = ||g[l% , 11 vient :
£
-e1l 2 n on
S lelB - [ 2 ] - - I
T 0 f(t) f J

Conollaine 1. D. Bosq.-
Si hn est un estimateur sans biais et si 0 est convexe,

alors :

dx ...dxn—ZJg(xl)...g(xn)dxl...dxn + 1
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~ 2 inf f
- >
EfJ(hn £)° dt =

En effet :

2
L, [m(g),m(£)] = [[g(t) - £(©)]° dt
f(t)

2
g2 -1 =a-

f
et Rz(ﬁn,f) > sup i:l
gtf a -1
" > sup ! ) avec a > 1
gff 1l +a+ ... +a

Si D est convexe, on peut trouver g (g # f) tel que :

a = ||g||% soit arbitrairement voisin de 1.

f

En effet, soit une combinaison linéaire convexe de f et

g, € D et soit : g = a.f + (l—a)g0

—s lell, <o+ G-m g1,
f £
Si a > 1 alors I|g||1 -~ 1 d'ol le résultat.
£
A (b -£)° |
. On obtient alors : R2(h ,f) = E j——————— dt > —
n f £ n

d'oli le résultat.

Conollaire 2 D. Bosq.-
Si D est convexe et s'il existe un estimateur hn sans

biais et & noyau borné, alors 0 est borné dans LZ(A), A étant

cette fois la mesure de Lebesgue.




- 8] -

Démonsthation :

Jl—if Lﬁrzl(xn,x)] - fz(x)]dx

= J[E [—]— IZI K (X x)]2 - fz(x)jldx
fen =y r(n) "1’

EfJLﬁn(xn,x) - £(x)]% dx

-
=

"o 1y 2 ns 2
= J{Ef {;2 Z] Kr(n) (Xi,x) + nz i;j Kr(n) (Xi,x).Kr(n) (xj,x):l £7(x) }dx

; UKi(n) (x,t)f(x)dx dt - [fz(t)dt] car

o _ — R 1 - 12~ o, -
Ef(hn) = J Kr(n) K(x,t)f(x)dx = f(t) ; d'aprés 1'inégalité obtenue

au corollaire 1, on obtient :

J Ki(n)(x,t)f(x) dx dt > inf f + J fz(t) dt

d'ol le résultat avec 1l'hypothése Kr(n) borné.
On peut donner aussi la minoration suivante :

inf £ + jfz(t)dt

J Ki( )(x,t)dx dt >
n sup f

2 2 inf f
et J Kr(n)(x’t)dx dt 2 ——m—

sup f

Remarque : Boyd et Steefe [12Z] ont énoncé un théoréme analogue

au corollaire 1.

-~

Théoneme [72].-— Pour tout estimateur hn’ il existe une

densité f de carré intégrable et une constante c > 0 telle que :

400
Ef {J [hn(xn,x) - f(x)]zdx}a % pour une infinité de n.

I1 n'existe donc pas d'estimateur pour lequel le MISE
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(Mean integrated square error) est meilleur que O(n~1).

f peut d'ailleurs &tre choisie comme une densité N(0,0)(x).

Exemple n® 1.-

Soit F@ = {N(8,1(x)} 1la famille de densités étudiée au

chapitre I.B.II.4, On peut trouver dans [?E] l'estimateur sans biais

. P 2
suivant : (n > 2), é&lément de B

~S 1
hn(Xl"'Xn’X) = [277(1 - —r;] expl{-

On utilise ici LZ(A) A mesure de Lebesgue.

Nous allons donner l'efficacité d'un tel estimateur.

~S
. Valeur de RZ(hn’fe)'

Par un calcul analogue 3 celui effectué au B.II.4., on obtient

_ n(x=9)°
n+ 1 2
Var(hs) = ——“—EL———T7E'e -1 e (x-6)
! 2m(n"=1) 27
et l
S 1 2
R,(h,£) = —— [(__n_) _ :]
2v/7 L -1
2
. Valeur de sup llm(e')z— m(8) ||
- '
) eMe Ee(Ue,e')

On considére
t n,2 2
[(8'-8) 1O+ 5 (7-8' )]

1=1
..Xn)—e 1

2 n(8'—6)2 _

Alors : Oe(Ue,e') = e 1.
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D'autre part :

| [m(e") - m(e)]]?

|Im(6") - m(e)||?

Sup

2
1
6 eMe EG(UG,G')

et on obtient 1'inégalité suivante :

1
L
2Vm | n-1 4/
Remargue : il est immédiat que

1 1

1

> ——— .
2Vt | n-1+/n(n-1) 4Yn n

n -1+ vn(n-1)

2n

ExempLe n® Z.-

M =
0

1
r

est atteint pour 6'

= R.

L'efficacité est donc

inégalité vérifiée pour

n 2z

Méme situation. Il a été démontré au chapitre I. B. II.4.

2.

que 1'estimateur minimax est

h*(xn,X) =

1

V2m

n
— exp
n+1

{-

(x-X )

2,

n
n+1

}

Dans le cas de la fonction de perte LZ(A) A mesure de Lebesgue.

*
. Valeur de Rz(h ,fe)

On obtient le risque suivant, dont la valeur est indépendante

-/
2V n+

de 0.

*
Rz(h ,fe) =

*
h €B
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. Valeur de ||m(8) - f(e)llz

I1 a &té calculé que :

* 1 n (x- 6)
m(® =E.(h) = — [f— exp{- —Z-} On a donc :
o /2r / ne2 2. P.:T%
272
2 1 n (x- 9) 1 (x-9)
m(8) - N(8,1)]] =J — / — exp{- } - exp{- 22 }| dx
g /Zr /a2 2. n_;% oS 2
1" =_]_ B n
2V n+2 » n+1

. Valeur de ||m(8') - m(6)|[2

J R [ exp {- (X—EZZ} ! 2 exp - K —g+% } dx
V21 n+1 2. T /E?\’- n+2 2. o

_n

it

|Im(8") - m(o) ||

1 - exp{- — (————? !
/_

D'autre part, on a, comme précédemment :

2
_ n(8'-90)
ES(UG,O') = @ 1
et »
/n+ D-e}(p_+2(2)}J N
sup correspond a
9'eM exp{n(e'-98) } -1

1 n 1

4/ n+2  n+2

L'inégalité est donc :
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__l__[]— ___11_]2__1_ .._.I_l_+1_2 n +1 1 n
2V Y n+l 2vr |V n+2 Y n+l 4V [n+2 n+2

qui est bien toujours vérifiée.

D'od 1'efficacité :

/ n / n 1 n
' n+2 vl-2 n+l * 2(n+2) n+2
n

e' = o 1.
|
Remarque (1).- Comparaison des risques.
* ~S
On montre que : \/ e ©=R, R2(hn’f6) < RZ(hn’fe) ,
dés que n 2 2 (Condition d'existence de 1'estimateur sans biais).

Remarque (2).- Comparaison des efficacités.

A 1'aide de développements limités :

2
+n+
. et o' = B ¥D¥6
n+1 (n-1) (n+2)
et e' > e dés que n 3 2

11 - Etude des vitesses de convergence d'estimatewrs de

La densite dans Le cas de La perte quadratique intéghie.

Dans toute la suite du travail, on utilise la fonction de

perte LZ(A) A mesure de Lebesgue.

. Le risque associé est alors le M.I.S.E. (mean integrated

square error).
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. Les densités considérées seront supposées dérivables au
sens de Lebesgue.
. . 2 s 2
. L'espace de Hilbert L7(X) sera noté ici L

On notera encore

wh o qui correspond & Wm, 1'ensemble défini au début du Chapitre
4 2

.y 2 ¥ opérateur diffé-
1
WL 1'ensemble des densités f£/E(f) ¢ L™ , rentiel d'ordre m.

. W? 1'ensemble des densités de Wm/supp fC [}w,+ﬂ].

w%m 1'ensemble des densités de W?/f(m) soit continue.

1. Minoration du nisque sun W-.

Bretagnolle et Hubert [}i] ont réalisé un travail analogue

celui de Wahba [591 pour l'estimation globale. La méthode est similaire,

Qs

cela prés que la perturbation n'est plus locale et qu'au lieu de

Q/

prendre un couple de densités dans l'ensemble considéré, on en prend
un nombre croissant avec mn. La minoration utilise 1'information de

Kullback.

Soit la jauge p, Sur W (qui est d'ailleurs la jauge

naturelle du probléme) définie par
2/2m+1 2m/2m+1
few o (5) = ||£@))202m | gy 2n/om
On peut alors citer

Theondme [13].-
Soit m 21 et Fr 1'ensemble des densités de probabilité
sur R qui vérifient pm(f) <r.

Soit g, une densité auxiliaire de jauge pm(go) =T,



- 87 -

2m
Alors : lim inf.nzm+1 inf sup E [Hf f[|:| (2e) ri .
feF
En désignant un estimateur quelconque de £,
g, étant choisie telle que : g, positive, bornée par 1,
3 3 - 5 ] 1
nulle en dehors de : - + 7l égale a 1 sur VAR + 7l

(m)

et de classe C

2. Vitesse atteinte par L'estimatewr h sun WL

Le premier résultat relatif i notre ensemble W' est de

Nadaraya [%é]. On peut citer :

Theoneme d'apnes [?f].— Si K est un noyau de Parzen d'ordre

Alors hé désignant l'estimateur associé, on a :

2m

~1 2 T 2m+l
Veew ©E(lb -]l =o@ ™.

Remangua:[é{] impose la condition supplémentaire f bornée,
qui peut €tre supprimée car
Ve® 1?2 pour mx1 = ||g]]_ <
f e L2 d'aprés le lemme 1. A.I.3. chap. II.

On obtient alors la proposition suivante

Proposition [13].- L'estimateur h! déduit d'un noyau de
FROPOSAAAON n y

Parzen de type m est asymptotiquement minimax sur W,

La démonstration est immédiate d'aprés la définition d'un

estimateur asymptotiquement minimax et les résultats contenus dans

les deux théorémes précédents.

-~

1
Remangue : Dans le cas de l'estimateur h 1 1lité
Kemarque estimateu 0 a qualite
de l'estimation dépend des propriétés de régularité de f et surtout

de celles de K.
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On pourra consulter pour cela ]:19] et [67] . On peut citer

par exemple le résultat de Watson et Leadbetter [bf], qui obtiennent

un mise minimum Jn tel que : Jn = O(lgﬁ—g) dans le cas d'une

famille de densités telle que la fonction caractéristique ﬁf(u)
décroit exponentiellement et pour un choix de K tel que :
n|f, ()]
2
1+ (n=1) Y (0) |

ﬂK(t) = avec ﬂK(t) = JK(y)eiuydy.

On a d'ailleurs vu que le mise, dans le cas de la famille
F@ = {N(8,1)(x)} (chapitre I. B.ITI.4. ; chapitre II.B.I.4)

. . . -1
atteint la vitesse maximale O(n ).

3. Vitesse atteinte par hi’H sun W
o

Avec -%o(f) = (x—D)mf. -Lo opérateur différentiel d'ordre m.
Citons d'abord deux théorémes de Walter [§§] qui améliorent les résultats

de Schwartz [53].

Théoneme 1. [63] .-

Si f € W: et q(n) = O(nl/m
o

), alors
2 -
~2,H _ 2, 6m
Ef(||hn £/15) = o(n ).

Theoneme 2. [63].-

Si feW et si, de plus, f est 3 support compact,

et si q(n) = O(nl/m), alors
Lo
~2,H 2 2m
Ef(||hn - £]]3) = o(n ).
Remarque : 9

On peut améliorer le résultat du théoréme 2 avec q(n) = O(n2 )
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2m

) . T Zm+1
et, cette fois, le mise est : Jn = 0(n m ).

Nous allons maintenant, dans le cas de 1'ensemble W:_ donner une
o

.

amélioration du théoréme | pour m > 2.

L. .. 2 S .
(ei) désigne ici la base de L™ (R) constituée par les fonctions
d'hermite. On rappelle qu'elles satisfont aux relations suivantes

(x2 - Dz)ej = (2j+1)ej j=0,1,2,...

Elles peuvent €tre exprimées a4 l1'aide de polyndmes d'hermite

2
H.(x)e_X /2

ej(x) = j=0,1,2,...
(ZJj!nl/z)]/z

Elles satisfont & la formule de récurrence : (voir [;é], p. 106)

jy1/2 . 1/2 .
xe., = (= e. + +1)/2 e. = 1,2,...
= D e e e
i 1/2 . 1/2 .
et De, = (l- e. - +1)/2 e. = 1,2,...
RGN CC RV R

Elles satisfont les inégalités suivantes (voir [56], p. 242)

-1/12

|ej(x)l g C_(3+1) x € (~o,@), j=0,1,...

1/4

et lej(x)l < cM(j+1)_ xe (-M,M), j=0,1,...

La constante CM satisfait 3 : CM >/2

A

1
1+§-M

De facon analogue 3 B.I.2., on a :
~2 H q(n) ~
h™ " = a, e (x) avec
n K=1 k "k

1 n .
= — F ek(xj) Vk=l,...,q(n)

n j=

o)
o
|
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Ef(ak) =a = Jek(n)f(x)dx.

~2,H a2, ~2,H, _
Comme hn Ef(hn ) et Ef(hn ) f sont orthogonaux, on a

2,H 2 ~2 H ~2 H. 2 ~2 H 2
B IR = 1D = B (B2 - B G2H 1D + e G2 - ][]

1 2 2 2
= — E Ue (x)f(x)dx - a] + I a
n k=1 k k k>q(n) k

p 2@ J 2 2

J < = 5 e, (X)f(x)dx + 5 a

non k=1 K k>q(n) <

Avant d'énoncer le théoréme 3., nous aurons besoin d'un

lemme préparatoire.

Lemme., - ,
‘ . ey . 5,y

f @&tant une densité, s'il existe y > 5-/x f(x) >0

x| > =

1/2

Alors Je?(x) f(x)dx < A j_

Démonstrhation :

L'hypothése sur £ peut encore s'écrire

€
f(X) < —-_;

Veso 3 xo(e,y)/ Vx> X N

e%(x)f(x)dx

[ 2 Jxo 2 J
Alors : e.(x)f(x)dx = e, (x)f(x)dx +
j  d
| x| X

(o}
)

: M oL (2)

Pour (1), on utilise la majoration des fonctions d'hermite,

valable sur tout compact
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+X +x
J © e%(x)f(x)dx < C2 1/2 J ° f(x)dx < Ci 5| 1/2
 J X, - .
o o
Pour (2)
( e%(x)f(x)dx < C2 € j—]/2 J |X|2/3—de
- |x[>x ] |x|>x
2, o
car Swego p. 242
LS =
ej(x) < €G] x pour |x| > &
soit a > O avec S = max(+ — - _L.’ - l)
2 12 4
appliqué 3 A= - —
3
J |x|2/3_de sera convergente si y - Z-> 1 et y > 2
pd 3 3
o
On obtient alors
Théoneéme 3.- :
Si f € W; et q(n) = 0(n2m+1) m > 2, alors
o
_ 2m
~2 ,H 2, _ 2m+ 1
Ee(][h £[15) = on )

Ce théoréme montre que, sur un ensemble de densités

-~

. 2 A ; ~
Wz c wm, 1'estimateur hn’H a la méme vitesse que hé sur
)

et comme 1'hypothése "f & support compact" n'influe pas sur la

vitesse de h; (d'apres [Hﬂ), on peut donc conclure que sur
W: § ﬁ; et Ei’H convergent d la méme vitesse (si f
o
compact, f € Wwho=> f e WE Mo
o

Démonstrhation :

Soit bj le coefficient de Fourier de (x—D)mf
d'aprés [:63:] : b, = (x-D)mf e, = f(x+D)m e

"k Tk "k
"o 2ky 2 (2k-2y /2 (2k-2m+2) /2 &

k-m"

a support

alors,
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A 1'aide d'intégrations par parties et en utilisant les

propriétés de (ej), on obtient :

a2s 7 bl o™

kq(m) © Kq@ M

c—L 7 32

2M(q+1)™  k>q(n)

et z b2 < o

k>q(n)

d'od ) ai < m? C constante (1
k>q(n) q (n)

(Schwartz [55] obtient une majoration en mfi )
q (n)
1 - P . 5
D'aprés le lemme précédent, si Yy > =, on aura :
3
q(n) q(n) _ 1/2
1 ) J ei(x)f(x)dx <A Sf 172 Aq) T (2)
n k=l n k=l n
En prenant q(n) = 0(n2/2m+1), on a le résultat avec
(1) et (2).
Si m=> 2 (x-D)mf € L2 ==> x'f e L2 et xmf(x) + 0
|x]| > = CQFD.
Remarque (1).- Une autre inégalité valable sur tout IR
5/2
(cf. [@3], p. 1263) : len(x)l < (n+1) 1/4(1+ sz————) conduit a
2
y > 6.

L'inégalité de Swego donne donc de meilleurs résultats.

Remarque (2).- si f e L2([§,+w[}, les fonctions de

Laguerre &n

5 X Q
J (x) = L e 2 x2 La(x)
n I'(nta+l) n
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avec

-0 .n
X X d -X nt+a
e e X

. La(x)
L n! dxn

9

- 2 .
forment un systéme orthonormal de L ([b,+WE> qui ne semble cependant
pas plus intéressant 3 utiliser.

En effet, d'aprés [38],

1ox 1 1
2 ” 2 2 4 2 7
. ﬂn(x ) = | ———— e X Ln (x”) dans le cas
I'(n + %J
1
a==-—.
2
1
I'(n + l) = SZE);JGE s On obtient donc,
2n
2 2 n!
pour X € Eab] a > 0 K (x2)| ¢ -2
’ n n1/4

Les hypothéses sont plus restrictives que dans le cas hermite

et la majoration obtenue n'est pas meilleure.

Remarque (3).- On a évidemment la version améliorée du

théoréme 2.

Si fe W et si, de plus, il existe vy > %/xY £(x) = 0,
x| >

alors

~2,H

-2m/2m+1
Ef(||hn

n2/2m+l

) pour q(n) = 0(

- £[|%) = ot ).

4. Vitesse atteinte par £'estimatewr H20T sun W™,

. On suppose cette fois que les densités sont & support

inclus dans [—TT,+’IT] .

(ek) désignant le systéme orthonormal de Lz[}ﬂ,+i]

constitué par les fonctions trigonométriques, il existe des &léments
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fe W? tels que :

lak( = OC%H) avec  a, = J ek(x)f(x)dx.
k

Soit

_ ez, o 22,102 ~2,T, (2
Ty = B R2T - m G212+ 1, G2 - £l )2

sin(q+1) %
en notant D (y) = ————— 1le noyau de Dirichlet.
4 sin <
2
2 (n 22,10 g2
Alors R D, f!l2 = l[nf(hn )y - €115
" = 1 gl
k| >q(n)
" = 0( 1 ) d'aprés la formule de
a(m) ™! Parseval.

. L'autre partie du Mise se majore en remarquant que, dans
le cas trigonométrique, il existe M, constante telle que :
2 N . . -
[ek(x)f(x)dx <M d'aprés Bﬂ. Alors, on a la majoration de 1'aléa :

22,T _ . 22,T 2 q(n)
EfD(hn E.(h )sz <M -

1

Pour q(n) = O(nzm), on a donc

. Remangue 1.- On comparera ce résultat avec celui obtenu au

Chap. III.III.3.

. Remarque 2.- F , noyau de Fejer a des propriétés plus fortes
Remarque q P

que le noyau de Dirichlet. Cependant, si :
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—L-Jf(y) F (x-y)dy
27 !

cqf(x) Fq * f(x)

L Jf(y) D (x-y)dy
2n q

Sqf(x) Dq * f(x).

Les résultats ne sont pas meilleurs pour les sommes de Cesaro car S

est la meilleure approximation dans L

e = s ll, < 11 = o gl

. Nous avons, si f € W? .

. supp fc [—n,ﬂr:[

f(m-l)

f continue ... continue

f(m) existe

f(m) € L2 —ﬂ,+ﬁ].

(m)

m .. .
On aura alors pour f ¢ W% . (£ est ici continue)

-— = - = £V (- V(=7 =
£( ﬂ+) f£(-m_) £1¢( n+) £1(-m) e
e = f(m)(—ﬂ+) = f(m)(—w_) =0
N
En considérant f 1'extension 27 périodique de f

s m . .
appartenant a w% , nous allons pouvoir donner une meilleure

majoration du biais de an. (L'aléa étant toujours majoré par

M qm)y
n
Lemme d'apres [3?].- Tq désignant un polynSme trigonomé-
. v
trique de degré gq, alors YV m 2 1 EH Mh constante/min!|f—Tq||°°
Ma Y(m) 1 v N N Iq
s = w( , —) avec w(f,h) = max |f(x+t) - f(x){.
q q X,t l |5h
v s
Démonstrhation :

Nous utiliserons le noyau de Jackson :

~1,sin qe/2.4 o
Lq(t) = A (Eiﬂ;ﬂE——) ‘tel que : J Lq(t)dt =1

sin q/2 -7
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qui se généralise en :

-1 sin qt/2.2 o
L (&) = A (S—n}—q——) T tel que j L (t)dt = 1.
q,r q,r sin t/2 - q,Tr
On peut en déduire un noyau :
K () =L (t) q' = & + 1
q,r q’r r
positif, pair, de degré gq et tel que :
+r LI X
J K (t)de =1 J tT K (t)dt = q k =0,...,2r-2.
- q,r 0 q,r
Soit 1'opérateur
+7 m+1
I (x) =1 ('%',X) = = J K _(t) ] (—l)k(mﬂ)%((x + kt)dt.
q q’m -7 q’r k=] k

) . - 1
r &tant le plus petit nombre tel que r = — (m+3).
2
Cette intégrale est une combinaison linéaire de :

+T
J %(x+kt)cos Lt dt £=0,...,0 k=1,...,ml.
-

n
(comme fonction de t, f(x+kt) a comme période 2%5.

Remarque : Soit & continue, périodique (ayant comme période

%g), si £ n'est pas divisible par k, alors on aura :
+7 +1
J d(t)cos Lt dt = J d(t)sin £t dt = O
-7 =T
27 . 2n+271/k . , 27 .
en fait : J <I>(t)e1£t = J @(t)elztdt = e2n1£/k J @(t)elztdt.
0 2m/k 0
. 8i £ est divisible par k, en écrivant u = x + kt,
+ T
on obtient que : I %(x+kt)cos t dt est un polyndme trigonométrique
-7

en x de degré ﬁ-.
k
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Alors I (x) est un polynOme trigonométrique de degré g

+ +m
v m+l v
- = <
et |f(x) Iq(x)l [J—WKq’r(t)At £(x)dt]| < J_ﬂ Kq’r(t)wm+]
r v v r-k r.%
avec AT Fx) = ) (-1)" () £ (x+kt)
t k
k=0
v ry £
w_(£,h) = max |Atf(x)| r=1,2,... 05 hg-—
r x,t |t|sh r
m+ 1 1
Comme wm+](h) < (qh+1) .wm+1(;)

w_(£,h) £ h* sup £ ()|
X

r (r)
wr+s(f,h) <h ws(f

,h)
r
wr(f,nh) <n wr(f,h)

w_(£,Ah) s O+1)F w_(£,h).

A 1'aide des propriétés de Kq r(t) si r > l-(m+3)
b
2

" 1 m m+1
[f(x) - Iq(x)l < 2“m+1(;9 J (qt + 1) Kq L(B)de

O b
1 L o
< Mm wm+]( ) d'aprés les propriétés de W
v av
Vxer 1Fx) -1 | M L uE, b
q m m
q q
On peut alors énoncer :
Théonime. -
1. si f e W%m pour q(n) = 0(n1/2m+])
. _ ~2,T 2 -2m/2m+1
Alors : E. = ([|h " - £]}5) = o(n )
2, Si de plus w(f(m), ——L—) < M(m)' ;
q(n) q (n)
pour q(n) = O(n1/28+]) 0 <ac<l1.

Alors : Ef(llﬁi’T - f||§) = o /2y aec B am+

(£,]t])dt
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Démonstrhation :

Nous pouvons utiliser la majoration donnée dans le lemme pour

"
f & une seule période.

1 1
- w(f(m), =) .

Alors If(x) - Iq(x){ < Mm
q q

Cette majoration étant uniforme sur [}ﬂ,+ij, on a donc :

2
e -1 015 s w? oo u?c™,
q q

D'autre part, d'aprés l'inégalité de Parseval

| | £%D

2 2,T 2 2 C .
- £l15 = Hegw2™ - g]15 < a1 115« 5= 1™, s
q

q(n)

fe W%m' pour tout polyndme Iq de degré < q.

2,T, _ 2 c' . (m) 1 1
et HEf(hn ) fH2 g WICT) si, de plus w(f ", =) < Mm 5
q q q
Comme 1'aléa tend vers O avec”'q(n) , on obtient le
n

résultat.

Remargue : La premiére hypothése "f & suppoft compact"
n'influe pas sur la vitesse de convergence de ﬁ; (voir par exemple [1@]) :
la seconde non plus (f(m) continue). I1 semble donc que dans cette
situation 1l'estimateur ﬁi’T converge plus rapidement que ﬁ;.

On peut citer um résultat pour la convergence en moyenne
uniforme qui utilise le théoréme de Lebesgue.

Theoneme [39] p. 54.-

n

v
Soit f continue périodique. En désignant par Sq(f) la

somme partielle de la série de Fourier, alors EHM constante telle

que :
n Y * U
- s < Log q avec la notation
||£ E)[[,s™M E () 1 i
4 4 précédente
i EX(D) = minl|f - T ||

od = min - .
q T q

q
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On obtient alors

Proposiition. -
Soit f e W'™ telle que m(f(m), 19 <M. e et telle que
m q m’ g
la série de Fourier de f converge uniformément sur EﬂT;Ha . Alors
1/m+o+1 '
pour q(n) = O(n i )
22, T B ] _ Logn
E [ st:p . |hn (x) - fx)]| | = O(—_‘mm )
X€ | =T, 40 1
n

Démonstrhation :

* iz < o < ’
Eq(f) est majoré d'aprés le lemme précédent et, a 1'aide

du théoréme de Lebesgue, on obtient alors

ny v i
£ - sq(f)ll°° s B . q§%+§

On applique cette majoration 3 une période en utilisant le

i
LiLLE fait que 1l'aléa tend vers O avec q(n). ngLE» d'aprés Bﬂ . Alors

~2,T _ ~2,T B
E(llhn £]].) < EC||h Sq(f)||m) + ||Sq(f) £l
et B([[R2°T - £]] ) = o(2BDy,
m+o+ 1
n
Remarque (1).- Si la densité a estimer est par exemple

uniforme sur B),ﬂ 1'estimation par la méthode du noyau - cas du
noyau uniforme - donne de mauvais résultats.
’ : $25 ; ;
L'estimateur bn ne fonctionne pas bien non plus

(£(0) = £(1) # 0) mais l'estimateur ﬂi’H donne de bons résultats.

Remarque (Z).- On peut utiliser une remarque de Neyman [3i],
reprise par Fellner [?5]. Dans le cas d'une densité positive sur R,
le systéme trigonométrique n'est évidemment pas approprié. Cependant,
on peut aisément se ramener 3 une densité ayant comme support [b,l]

(et appliquer le syst@me trigonométrique).



- 100 -

Soit Z ayant une densité inconnue f sur R.

Soit fo une premiére estimation de f et soit

Z
X = FO(Z) avec FO(Z) = J_m fo(t)dt.

Alors X est & valeurs dans Ej,ﬂ et sa densité est

donnée par :

£ (0)
p(x) = —
£ (F ()

ayant estimé p par p 1'estimateur f de f sera donné par

£(z) = p[F_(D)]£ ()

Cette remarque sera utilisée dans le chapitre III pour les

estimateurs de Whittle-Brunk et Whittle-Wahba.

111 - Determination d'une famille d'estimateurns,

asymptotiquement minimax pouwr Le Mise.

. ~1 . .
. On a vu au paragraphe II.2 que 1l'estimateur hn assoclé

d un noyau de Parzen de type m est asymptotiquement minimax sur W,

. Ayant observé que de nombreux noyaux Kr(n)(xi’x) peuvent
se décomposer en la somme de 2 noyaux H(xi-x) et er(xi,x) il est

naturel de donner, dans un premier temps, les conditions sur €,

~

pour que l'estimateur hn associé 3 Kr(n) soit asymptotiquement

minimax sur Wm, avec

Kr(n)(xi’x) = Hr(n)(xi—x) + sr(xi,x)

Hr(n) Noyau de Parzen de type (m).
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Dans un second temps, nous donnerons des conditions générales

sur Kr(n)'

Notations parnticuliines :

- 1 © 1 2 19
hn(x) = — X Kr(xi,x) = — Z Hr(x—xi) + — Z er(x,xi)
n i=1 n i=I n i=1
hn(x) = un * Hr(x) + —-.z er(x,xi) ot o des?gge la mesure
n i=1 empirique
et * la convolution.
hn(x) = Ef(hn) = f * Hr + Jer(x,t)f(t)dt

On obtient alors la proposition suivante

Proposdition. -
Soit H un noyau de Parzen de type m

Soit €. tel que Jei(x,t)dt < c(x)r_a a > 0.

avec Cc € L] n Lz.

Alors 1'estimateur h de novau K (x.,x) = H (x=x.) + ¢_(x,x.)
n r i T i r i

est tel que f e W', Ef(llan - f||§) - O(n—Zm/2m+l

)- m < Qo

Il est, de plus asymptotiquement minimax sur WL

Déemonstration :

On utilise la majoration du Mise
- 2 ~ 2 2
e (1 - £l1D) < 20,18, - £ 11D + []e - £[]2]

et nous allons majorer séparément les termes de 1'aléa et du biais.

. . 2
. Majoration de ||fn - fllz

e - €ll, = [lewn -1+ jer<x,c>f<t>dt||2
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< Hewnu -£[], || Jer(x,t)f(t)dtllz

| (]) J L (2) J

Pour majorer (1) : sous réserve que H est un noyau de Parzen

de type m, on obtient :
| ~
(1) s—r—n; ||f(m)||2-||HmH] d'apreés [13].

Hm noyau déduit de H

o (y- )m—l
H (x) = (-1)“‘[ ) H(y) dy x> 0 et
x  (m-1)! H (-x) = (—l)m.Hm(x).

Pour majorer (2)

(2)°

J[Jer(x,t)f(t)déjz dx 3 1l'aide de 1'inégalité de Schwartz

1"

LA

J{Jei(x,t)dt}{fz(t)dt}dx

IA

llfllz r ¥ JC(x)dx avec 1'hypothése faite sur € -

I1 est donc nécessaire que C soit intégrable et suivant
les valeurs de o de 1l'hypoth&se, on ne pourra obtenir des résultats

que sur un ensemble de densités W otel que m £ A.

. . 2 2
Majoration de Ef(llfn - fnllz)

R n n
(fn—fn)(x) = &-iZI{Hr(x—xi)} - f % Hr + %-.Z {er(x,xi) —Jsr(x,xi)f(xi)dxi}

i=1
-~ ~ 1 n
ety < g, = el T fe o - jer<x,xi>f<xi>dxij||2

et

2 2 ~ 2 15 2
Ef’ £ -£ 5] < 2{E.(] | *H -£x8 |5 +]]= izl er(x,xi)-Jer(x,xi)f(xi)dx;| [15)}
J

- (1) L (2)
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Pour majorer (1) : on utilise 1'inégalité de Khintchine [ﬂﬂ ;
Avec H noyau de Parzen (Hr borné 4 r fix&), on a alors une

. . 2
majoration du type 0(%) pour (1)

Pour majorer (2)

n
Ef []|%.izl gr(x,xi) - J er(x,xi)f(xi)dxillg} = %-Jvar(er(x,t))dt

et

%-Jvar(sr(x,t))dt < ; JEf[éi(x,t)]dt

B[—

JJei(x,t)f(x)dx'dt.

Avec 1'hypothése précédente sur €. on obtient

% [Jei(x,t)f(x)dx dt < %-r—aJC(x)f(x)dx.

Si C est de carré intégrable, .~

o
jje§<x,t)f<x>dx at < £ []c]],l 5],

5 [—

D'aprés les majorations précédentes, nous pouvons conclure que :

2 2
J g 22||es_ - £]]] + 2||Jer(x,t)f(t)dt||2 + ...
/ + 2E_||n *H_ - f x H ||2 + 2E (lll-z e - Je f||2)}
trhete ' n r''2 £ ' 'n r r 277

1

Avec [le*m_ - £]]5 = o—r
r(n) m

)

2 1
[ Jer<x,t>f(t)dtl|2 e

~ 2, _ .1
E(lJu, *H - £*H[]) =0

1 2
Ef(llf'z r T Jerf|l2) B O(—lE)
nr
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1/2m+1

En prenant r(n) = O(n ), il est immédiat que la

vitesse maximale est atteinte sur Wm, m < a, et on peut conclure

grace 3 la proposition sur la minoration du risque obtenue en B.II.I.

a. Cas E Dborné.

On a vu au chapitre IT.A.I.3. que si Kr(n) est un noyau

satisfaisant aux hypothéses H.l. a H.7., pour f € FC z  alors

2,

la convergence en moyenne quadratique est uniforme sur E.

11 nous suffit de modifier 1'hypothése H.4, afin du "'régler"
convenablement la vitesse du noyau Kr(n)'
On prendra donc 1l'hypothése H&.

—

H'4. Identique & H.4. mais

E] B tel que 0 < B £ m.

Alors on peut énoncer

Proposition. -
Soit FC Z? un ensemble de densités et
Kr(n) un noyau satisfaisant aux hypothéses H.l1. a H.3,

H.'4, et H.5. a H.7.

Alors l'estimateur associé hn est tel que
2m

~ 2 T 2m+1
fefF Ef(]lhn-f||2)=0(n ).

Demonstration : - -

Elle est immédiate avec B.II.I.
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b. Cas E non borné.

On prend E = R.

P&ogo¢£i&on.~
Soit W = (e WY/E(E) € %%,

%+ @étant un opérateur différentiel d'ordre m.

Soit Kr(n) un noyau vérifiant H.l. et H.2. et tel que :

H.8 . K € Lz(lR x R)
8. r(n) ,

H.9 1K, oy 115 = 0Cr ()
o ’ r(n)''2

H.10 . E| B/ 0 < B sm tel que

=1 _ .-l _ 2 _ -B
|| (o gy G50)) = & 8 (x t_)]|2 = 0(r "(n)).

~

Alors 1'estimateur hn associé est tel que :

n1/2m+1))

(avec r(n) = 0(

B 2m
2m+1

Y

-~ - 2
Vied e (lh -£]]) =0

I1 est, de plus, asymptotiquement minimax sur "t osi

Demonsthation :

Le Mise est égal a :

n

Jn = f 1 JKi(n)(x,t)f(t)dt - (JKr(n)(x,t)f(t)dt)2 dx

2
+ J {:JKr(n)(x,t)f(t)dt - f(xi} dx.
La premiére partie du Mise :

1 2 1 2
L[ eorad e« g eIk 11

= O(Eégl) avec 1'hypothése H.9.
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La deuxiéme partie du Mise :

%mKr(n) (x,t)f(t)dt:lzdx <L HKi(n) (x,t)dt-sz(t)‘dt}dx

d'aprés 1'inégalité de Schwartz

1 2 2
TN HERITSNIE:

La troisiéme partie du Mise :

JUK(x,t)f(t)dt - f(x)]zdx - JU(K(X,t) - a(x—t))f(t)dt]2 dx.

On intégre et :

J(K(x,t) - §(x-t)) f(t)dt = J[L’I(K(x,t)) - L7 (s (=) [LCE) (£)] dt

On applique 1'inégalité de Schwartz et :

JEJK(x,t)f(t)dt - £(xf] dax < e 1L &G, 0) - L7 (56t | 2

-28 1/2m+1
() "

o(r ).

en considérant r(n) = 0O

=2m/2m+1

On a alors : V’f )

™

~ 2
W E-(IR - £][)) = o
et on peut conclure, avec le paragraphe B.II.l. au minimax asymptotique,

si Wg contient W.

Exemple 1.- & =0D", K noyau de Parzen de type m.
txempre p

Exemple 2.- & = (XZ_DZ)m/Z m pair.
r(n)
_ . ' .
Kr(n)(x’t) igg ei(x)ei(t), e, fonctions d'hermite.

Dans ce second cas, on ne peut cependant pas conclure au
minimax asymptotique car : w::ﬁ Wm, sauf si f est & support compact,

ce qui modifie peut-&tre le résultat obtenu en B.II.I.
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CHAPITRE 111

ETUDE DE LA FAMILLE D'ESTIMATEURS DE NOVAUX

K (x,t) =
r

2L Ai ei(x) ei(t) .

,

Ho~18

L'étude faite au chapitre II permet une comparaison de la
e . ' 1 ~2 .
rapidité de convergence des estimateurs hn et hn sur certains

ensembles de densités.

On peut rappeler par exemple deux résultats significatifs

~2,T - ~ . -1 m
. h*" converge 3 la méme vitesse que hn sur w;
- < n . =1 W
. hn’ converge 4 la méme vitesse que hn sur , dans

le cas oi f est @ support compact (il converge probablement aussi & la
méme vitesse sur bon nombre d'espaces wﬁ , E @étant un opérateur

différentiel d'ordre m.

Cependant, chacune de ces deux méthodes posséde des
insuffisances, que nous allons rappeler, au début de ce chapitre. Ensuite
nous présenterons, dans le cas de la méthode par projection, une légére

amélioration qui permettra de supprimer quelques uns des inconvénients

2 . . . . .
de hn . A la fin du chapitre, nous introduirons un nouveau critére

~

de comparaison d'estimateurs qui avantage 1l'estimateur hn sous

réserve d'une information sur la dépendance entre F 1'ensemble des

densités a estimer et (ei) la base de L2 (Fc Lz) .



- 108 -

1 - Comparaison des estimateurns ﬂn et ﬁrzl

1

. L'estimateun ﬁn

. De nombreuses hypoth&ses sur le noyau K sont nécessaires pour assurer

~

une bonne vitesse de convergence de 1'estimateur hn , et 1'on est en

droit de se poser le probléme de la justification de telles hypothéses

(cf. chap. II A.T.1.).

. Si 1'on se place d'un point de vue bayésien, ces hypothéses "a priori"
peuvent &tre considérées comme trés exigentes et sous entendent, avant

méme 1'estimation, une connaissance parfaite de la fonction a4 estimer.

. Il est certes raisonnable d'utiliser un noyau, pair, borné&, intégrable,
. Lo L . . ieéme
mais supposer une condition en rapport avec la dérivée m de la

densité, est difficilement admissible.

. D'autre part 1l'estimateur est peut Etre stfict, mais pour le praticien
cette méthode est compliquée (il n'y a aucune relation simple entre
ﬁ; et ﬁ;+l)’ et on peut noter le manque de robustesse des estimateurs
optimaux. Quant aux courbes, elles sont souvent en dent de scie.

. L'estimateur hfl

Cet estimateur apparailt comme beaucoup plus "honné€te" (et

r(n)
avec Kh(x,t) = ’Z ei(n) ei(t)) , les relations simples entre les noyaux
i=1
K et K facilitent le calcul de h2 en fonction de ﬁz. L'estimateur
n n+1 n+l n

-~

2 e .o s . .
hn a une précision qui diminue peu quand la dimension de E augmente.

Cependant il n'est pas strict, et un méme ensemble de densités

F  peut &tre inclus dans plusieurs espaces de hilbert ; le choix du bon

espace n'est pas évident. La méme remarque est 4 faire pour le choix de
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la base et de la régle de tronquature. D'autre part cet estimateur est

"aveugle" car on projette toujours de la m€me fagon sans tenir compte de

1'ensemble des densités 3 estimer.

Alors que sans tomber dans 1'excés précédent, on dispose toujours

d'idées a priori qu'il est bon d'utiliser.

Cette information apparaitra sous forme de coefficients attachés

1= o . 2
aux éléments (ei) de la base dans l'amélioration de hn , que nous

allons présenter.

Cette amélioration répond & bon nombre d'objections et constitue

une sorte de bayésification de la méthode par projection.

N.B. — On trouvera dans V quelques unes des courbes obtenues par

~

Ouledcheikh [15] pour l'estimateur hi .

11 - Effet d'un changement de base sur £'estimateun ﬁi

Un espace F peut &tre inclus dans plusieurs espaces de hilbert
du type LZ(A) [} mesure de Lebesgue, ou mesure qui admet une densité

par rapport 3 la mesure de Lebesgué] ou d'un autre type comme HIQR).

On peut se demander, pour un ensemble F considéré, quel est
le meilleur espace de hilbert adapté & F (ou quelle est la meilleure

norme, ou quelle est la meilleure base).

Soit par exemple FC W? . Au chapitre II, nous avons utilisé

1'espace de Hilbert LZ(A) (A mesure de Lebesgue sur MR). Nous allons
ici utiliser HI(A) et sa base, et comparer les résultats avec les
précédents H, désigne l'ensemble des f, éléments de L2 tels que

1
f(1) . .
appartient aussi @ L
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On note :

=2 s o
hn’w 1'estimateur correspondant au systéme orthonormal

(ﬁi) de H,, espace de Hilbert.
2’lp o Az’lﬂ
hn N Ef(hn )

<f.g> le produit scalaire et || [[(]) la norme

(1)

correspondante de H1 , avec

<f,g> = <f,g> + <f"g'>

(1)

<.> est le produit scalaire de L2).

5
o
o

La fonction de perte sera donc égale a
2 |l |
L(f,g) = ||f-g||(1) = L,(f,g) + Ly(f',g")

i Y ’ ,
G désigne l'espace vectoriel engendré par (e3p+l)pdN

R

€0 £ désigne la p-iéme fonction d'hermite.”

Lemme 1.-
Soit (mi)ieN un systéme orthonormal et total de Hl' Soit

un ensemble de densités, FC-H1 , tel que

VeeF Yiem [f(© . 9] =0.

—_ .
UACRIER N .
est un estimateur sans

n

Alors a. = z
i

=] n

biais de a; (ot a; désigne le i-éme coefficient de Fourier).
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Demonsthation :

= - ' '
a, = <f, ﬂi>(]) <f, $i> + <f' $i>

et

<fv’¢i> = J £'(t) ﬁi(t) at = [£(¢) . ﬂi(ti]j: - be(t) ﬂg(t) dt

Avec 1'hypothése on a donc :
<f', wi> = - J (1) @g(t) dt d'oti
a, = <f(t) , ¢i - $g> ; 1l est donc immédiat que

Egay) = a;

Lemme 2.-

81 il existe une constante M telle que :

-

View [ [0 - 06007 £ axsw i ca

lorsque f est une densité telle que :Eﬂ Y > é-//x f(x) — 0
3

x| —> o

Alors pour r(n) — «© quand n >
r3/2(n)
r(n) tel que : |——2—» 0 quand n > @
n
On a : E llhz’ﬁ - fl!2 — 0
£ n (1)
>0
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Démonstration : Elle est immédiate & 1'aide de la majoration

suivante du risque :

e Q1820 - €120 = e LR Y = n 11200+ HIng - g1

car ﬁz,@ - h et h_ - f sont orthogonaux .
n n n

~2, 2 rm . 2 2
e (1027 - €127 - 158G -ap?e 1 e

i=1 i>r(n)
~2. 1 2 r(n) ~2 2 2
Bellng" - fH(1)]= Lo [EGD - af] + ] 24

i=1 i>r(n)

- - r(n)
Ef[|lhr21’lp - fll%]).l <1 z J Eﬂi(x) - lﬁ'i'(x):]z f(x) dx + 2 ai

n i=1l i>r(n)

M. : 2 - ~
" M (o, z a. , d'ol le résultat

n i>r(n)

Lemme 3.- Soit F un ensemble de densité@s tel que, pour
feF: a
- 5 Y
H4 v > = x' f(x) — 0O
3
x| — =
.FCHlﬂG
Alors la suite (LBP)peN , définie par :
_ . . ' .
ﬁp a3p+] . e3p+] (ei est la i-éme fonction d'hermite).
avec o = 2
3p+! 6p+5
forme une suite orthonormale dans H1 (et totale dans H]f7 G).
De plus, la suite (i )peN vérifie les conditions des lemmes 1 et 2.
P




Demonstration :

e;(x) = Viil'ei+1(x)

113 -

—‘/ L ei_l(x) . Il est donc immédiat
2

que : V% e N
P # q <1Dp’ lpq>(l) = O .
Vﬁ e N
2 2 2 2 2
vraere pare, |1 12 = 110,112+ (07112 = a2 | leg 112, et
un calcul simple montre que : l|e3p+1||%1) = é%fé

. Comme f est une densité sur R et d'aprés les propriétés

des fonctions d'hermite :

Vi e N

f(x)
VEeF [

on a de méme [f(x)

. Enfin on obtient

. ei(x):]r: =0 .

: ﬂiOO]:: =0

. 1/2 ) . ) 1/2
e (x) = i;£3:121—~—— e, ,(x) - 211 e.(x) + [kl+l) (1+2)] e, ,(x)
1 9 1=-2 2 1 2 1+2
et
" 2i+3 i(i-1) (i+1) (i+2)
P.(x) - Ji(x) = ———e.(x) - e, . (x) 2 T el (%)
t L /2(6i%5) * 6i+5 172 61+5 1+2

D'autre part

Si %' f(x) —> 0

x| — =

f ei(x) f(x) dx < A 1

alors, d'aprés le lemme du chap. II B.II.3.,

-1/2 . ..
/ A constante positive finie
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et il est immédiat que :

:3 M< o t.q. J (ﬂi(x) - 0E(x))2 f(x) dx < M . il/2

Alors on peut énoncer :

Proposition. -

Soit fe FCW'AG (m> 2).

x" f(x) — 0

On suppose qu'il existe vy > = t.q.
3 |xl—-—>oo

2/2m-1

Alors pour r(n) = O(n ) , on a :

n—2m—4/2m—1

Demonstration : 11 suffit d'évaluer les coefficients de

Fourier (ai) et d'utiliser la majoration donnée dans la démonstration

du lemme 2.

£ = 1 a; 9,60 = ] 2oy, 55,
1=0 1=0
= L by €3, (0) avee by, =a
1=0
: . m 2 1 s
On sait que si : f e W , bi = 0(—5) d'ol :
2 i
2 _ b3i+l i 61+5 b2
4 772 , 3+l
%3i+1
1
B O(.m-l)

1

1 %5941
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(o]
o . . 1 dx :
et, en utilisant la majoration z — <J — , on obtient
i>r(n) i

n2/2m—1)

le résultat pour tr{(n) = 0O(

Conclusion :

. Le risque associé a cette nouvelle fonction de perte a
une vitesse de convergence inférieure & celle correspondant 3 la fonction

de perte LZ(A) pour le méme ensemble de densités.

-~

. 1
. D'autre part dans le cas de l'estimateur hn , On peut
montrer que la vitesse de convergence du risque correspondant a la

~

nouvelle fonction de perte est supérieure i celle de hi , d'apras
~1 2 ~1 2 S1r 2
e8] - el12 )y = e IR - 212 + e 01Gh" - 12D

1 -
et donc 1'espace H , sa norme et son systéme orthonormal ne sont pas
p . . A . 2
adaptés au probléme puisque 1'utilisation de L~ et de sa base donne

-

de meilleurs résultats.

ITT - Etude de fa 4amille d'estimeuns ﬁn de noyaux

Il ~18

Kn(x,t) =

. Ai(n) ei(x) ei(t)

0
. 2 2 .
Soit fe FCL (L muni de la base (ei))

. L'idée de ce paragraphe est d'utiliser 1'information que

1'on posséde afin de pondérer les éléments de la base (ei) et d'obtenir

~

.. . . 2 P
ainsi une variante de 1'estimateurs hn , plus adaptée a4 F, (ensemble
des densités a estimer), ou tout simplement positive (au IV 1'information

modifiera la fonction de perte et non l'estimateur).
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. I1 est intéressant de rappeler les résultats anciens sur ce

sujet, avant d'é@tudier de fagon plus précise deux résultats récents dfis

a Brunk EM] et [15:[ et Wahba [:60:[

1. Rappels bibLiographiques.

. L'idée d'attacher des coefficients aux éléments de la base
du Hilbert était déja contenue dans Cencov [ji] en 1962 et dans

Kronmal et Tarter [36] en 1968,

. Watson [éi] en 1969 a déterminé dans cet esprit un noyau

généralisé :

8

Kn(X,t) = z >\1(X) ei(x) ei(t) 5
1=0
(qui converge vers la fonction de Dirac de représentation z ei(x) ei(t))
i=0

Dans le cas particulier od : Ai(x) =1 si 1 g r(n)
Ai(x) =0 si 1> r(n)
il retrouve bien entendu le noyau de 1l'estimateur hi. Un bon choix
des ki(n) permet d'avoir un mise minimum.
i n 1 o
En effet, |h (x ,x) = — Z K (x.,x)
n P
n j=
ﬁ (x" X) = Z X. (n) a. e (x)
n ’ . i i i
1=0
oS} - 1 n
f(x) = Z a, e,.(x) avec a. = — z e.(x.)
PR | i T
1=0 n j=I
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~ 2 5 ~ 2
c3 = E [l - £]]]] = E. [izo (A () a; - a)]

" " = izo ai(l - )\i(n))z + 1 Ai(n) var '_—ei(x)ﬂ

n

" " v o[2 2 1 2 2
= izo D\i(n) Eai + ; var(ei(x))] -2 )\i(n) a; + ai]

Le minimum est atteint pour :

2
a.
1

Ai(n) =

2 1
a; + ; var(ei(x))

ou On a alors : Ki(n) —_— 1 et )\i(n) — 0
n — o 1 —> o

n

(n-1) + El:ei(x)] /ai

ki(n) =

et :

0 ai var [ei(x):l

min J = 5
)\i(n) i=0 var [:ei(x)___l *noay

Les Ai(n) sont des coefficients adaptés & F. Cependant les quantités

2 2 . .
El:ei(x)] /ai sont rarement connues. (Dans le cas trigonométrique,

. - n 1
Tarter et Raman [57] estiment Ai(n) par Ai(n) = - —y )

n—1 (n-1) (ai)

Exemple de caleul de min J (e;) systéme trigonomdtrique.

Soit FcC Wl: et on suppose qu'il existe A et B , constantes

.. .. 2 B
positives et finies telles que A a, ¢ — .
i2m i i2m

On sait qu'il existe C et D constantes positives et finies
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telles que C < E[éi(xi] <D . Alors

o a? (D - ai)
min J € Z = 5
i=0 C + (n-1) a;

o D ai ® a?
min J ¢ Z -

i=0 ¢ + (n-1) ai i=0 C + (n-1) ai

Les deux séries sont convergentes.

La fonction de n qui tend vers zéro le moins rapidement

est donnée par :

2 D.B.
E D ai ) o i2m ) § D B
b _ 25 b (n-1A b . 2m _
i=l C + (n-1) a; i=1 C + 5 i=1 C . 1 + (n-1) A
i
On majore alors la série par 1l'intégrale
oo D a? ® 1
y 1 <DBJ 5 dx = cool .
i=] C + (n-1) a; 0C . x + (n-1) A.
& 1/2m
S = DB j c ! 5 dx . Soit X = x —c
(n-1)A ‘0 . X + ] ) (n-1A
(n-1)A
DB (n-1) /%M p1/2m =
= 1/2m 2m dx
(n-1) AC 0 X + 1
i i
convergente
et min J = O(n—Zm—l/Zm)

I1 n'y a donc pas eu d'accélération de la convergence pour le

. . N . ~2,T ~ . ‘
Mise de cet estimateur par rapport a4 celui de hn’ dans la méme situation.
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. Whittle [bé] en 1958 , en considérant cette fois des arguments

bayésiens obtient un estimateur analogue a celui de Watson.

. fO étant une densité proche de la densité f & estimer,
(fO correspond 3 une premiére estimation de f), soit alors {ei(x)}

une suite orthonormale par rapport a fO .
. On suppose que eo(x) = 1

Soit alors la suite (ai) telle que :
f(x) = fo(x) .z a, ei(x)
1=0 .

(ao = 1 pour que f soit une densité).

~(r.)

Whittle considére les estimateurs du type hn Y définis par :
SO0 n -
b (x,x) = £ (x) |1+ izl A () a; e (x)
~ 1 n
a; = [ 1 e;xp)] .

n j=1
A.(n) = n
L (n-1) + ™

DU .. gy -1
. ﬂi est une précision a priorl ﬂi = [&ar(ai)

'\l . - - .
. On note ai 1'élément ai considéré cette fois comme

aléatoire, c'est-a-dire que 1l'on considére une distribution a priori P

ny
sur {f(x) x e E}.

Whittle considére l'existence des deux premiers moments de

AV}
la distribution a priori P sur {f(x) x e E}.

La fonction de risque de son probldme d'estimation ponctuelle
q P P

est
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r(x) = Ep E(h () - £(0)°

. Fellner [Zi] en 1974 améliore le travail de Whittle en ce
sens qu'il ne suppose cette fois 1'existence que du premier moment

fo(x) de la loi a priori P :

fo(x) = EP L%I(x):l

Le moment d'ordre 2 sera estimé et dépend de A, une constante

qui permet ensuite de fixer la tronquature de la série.

. On trouvera dans le V les courBes obtenues par Fellner pour
différentes valeurs de A ; la courbe la plus intéressante est celle oii
il utilise la transformation décrite dans la remarque 2, a la fin
du B. II.4, chap. II. Cependant la détermination de A et de la tronquature

~

font que cette méthode garde les inconvénients de l'estimateur hn .

2. Estimatewns de Whittle - Bunk [14] [is].

. La distribution P sur {%(X) , x € E} est donnée ici au

moyen d'une distribution a priori sur (ai). Cette distribution sera

N . g
prise de telle fagon que a; 22 soient indépendants. D'autre part,
on aura :
y . v .
EP(f(x)) = fo(x) V& € E si EP(ai) =0 i=1, 2...

. La spécification des moments d'ordre 1 et 2 sera &tablie

. 4%
en donnant la variance de (ai). On pose :

2 v . . 2 ..
Oi = var(ai) i=1, 2 ... variances telles que Oi >0 81 1>
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. Y
. Soit alors a = 1 E(ai) = 0 i=1,2,...
noon dr, s
cov(ar,as) = ~i7— r,s = 1,2,...
o= L (5 =138 =0 r # s8)
T O2 rr > “rs
r

. Cas particulier.

. ~2 .
L'estimateur hn de Kronmal~Tarter s'obtient avec

ci =1 pour i=1,2,...,r(n) et ci =0 pour i > r(n).
r(n)
hn(x \X) = fo(x) iZo a; e.x

On peut cependant espérer une meilleure information.

Dans le cas ol fo est proche de f & estimer et si une
grande précision m, peut étre donnée, on peut compter sur des esti-

mateurs positifs.

. Au lieu de donner une distribution a priori pour chaque

N

Y Y
Bi’ on peut en donner une pour l'hyperparamétre (81 “e Bi cee)

On est amené 3 des spécifications du type :

-i .
var a, = c.p (i =1,2,... ; ¢ constante)

Avant de donnen un moyen de déterminen, a £'aide des données
Le parametre p (ce qui comstitue L'orniginalité du trhavaill de
Brunk), nous allons comparer Les valewrs du mise de £'estimateun

Ei et de ce nouvel estimateun ﬁiki) pour différentes valeurs de o.

~ A3
a. Comparaison du mise entre hi et h, T

On rappelle que :

~ n r(n) __
o (x',x) = £_(x) izo (3, e; )]
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dans le cadre

v

Valeurs du

mise de EZ’T
n
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() o )
h_ CREIIEIE A C) izo IR e, (]

n _ n _ n

avec Ai(n) I

n-1l+m, n-1+1/ 2 n-l+c o
1 oy

] o

) e; (X))

n j=l

o)
]

tude est faite dans le cas trigonométrique sur E = [b,[],
suivant.
fo sera prise &gale 8 1 sur [p,i].

On prendra différentes valeurs de r(n) correspondant a

n = 20, 50, 100.

On prendra aussi différentes valeurs de p, en considérant :

1-k

ar(ai) =p pour 2k ou 1i = 2k-1

k=1,...

He
I

f & estimer est égale 3 :

Fx) = 2 exp (-32(x - %1 si xeJo,1[
/2m 2
f(x) =0 sinon.
r(n) n = 20 n = 50 n = 100
) 0,473 0,443 0,432
4 0,381 0,251 0,188
6 0,487 0,308 0,218
8 0,581 0,367 0,260
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o) n = 20 n = 50 n = 100
3 0,445 0,327 0,255
Valeurs du 5 0,373 0,271 0,210
. ~(4p)
mise de hn 8 0,344 0,244 0,188
10 0,338 0,238 0,182
15 0,337 0,236 0,178
20 0,343 0,239 0,180
50 0,383 0,277 0,208
Conclusions :

* Les résultats sont meilleurs pour le second estimateur
New

h .
n

~2,T

* Le fait d'ajouter ou de retirer un terme de hn peut

changer la valeur du mise de fagon appréciable, tandis qu'un changement
(x,)

substantiel de p dans hn " ne donne qu'un changement minime du

mise.

* On peut toujours se ramener 4 E = [b,i] en utilisant

la transformation décrite dans le chapitre II, B.II.4.

b. Utifisations des donndes afin de déterminer Les variances

. 2 -
a_PALORL oy = 1/1ri (dans le cas du systéme orthonormal
trigonométrique sur [b,D.
r\’ . -
. On se place dans le cas ol les a, sont indépendants, et

tels que :
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. Comme gi = ) wi(Xj) est asymptotiquement distribué

B |-

j=1
comme un loi normale de moyenne a; et de variance é—. On a :
-~ -~ 1 n- 2 . . .
cov(a.,a,) = —+ — o0, si 1= j
n n
cov(gi,gj) =0 si 1 # j
Le symbole " ~ " indique que 1'élément est cette fois
aléatoire.
. 2 2 .
. Soit Y; T 9951 T 9oy 1=1,2,...
. Alors il est immédiat que :
N -
1 - 2 - 2 1
T [(ézi—l) * (in)J - )
. .. n-1
est un estimateur sans biais de = Y;-
Remarques :

I. D'aprés [33], l'utilisation de précisions a priori m.o= 5%

donne des estimateurs assez réguliers.

2, D'autre part, si Mo rapidement, on peut en déduire

d'aprés Eﬁﬂ 1'existence d'un unique mode pour 1'estimateur.

. Les hauteurs de vagues successives sont indépendantes et
forment un échantillon d'une variable aléatoire ayant une distribution

continue 3 estimer.

. Les données s'ajustent 3 une distribution de Weilbull,
En utilisant la méthode du maximum de vraisemblance, on obtient que

Fo est égale a :
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. Z .2
F(z2) =1 -"exp{-(—) 36
0,2075

L

-~

ol FO désigne la fonction de répartition correspondant & fo’

premiére estimation de f£.

. On transforme alors les données & 1'aide de FO (ce qui

nous raméne d une estimation sur Bhi], oi 1'on peut utiliser le

()
systéme trigonométrique) et on utilise l'estimateur hn ; du a.

—

(p étant déterminé par la méthode du fp.

n
<Yy est calculd 3 1'aide de gi et on en déduit la

Yi

valeur de p car = p,

Y4+l

On peut donner le tableau suivant de valeurs de Yies

pour différentes valeurs de k et pour les calculs menés sous gamma

1, 2, 3, 4.
Kk gamma gamma gamma gamma
1 2 3 4

1 0,2 0,3 0,3 0,3

2 0,1379 0,15 0,1 0,06
3 0,0951 0,075 0,03333 0,012
4 0,0656 0,0375 0,01111 0,0024
5 0,0452 0,0188 0,0037 0,0005
6 0,0312 0,0094 0,00123 0,0001
7 0,0215 0,0047 0,00041

8 0,0148 0,0023 0,0001

9 0,0102 0,0012

10 0,0071 0,0006

11 0,0049 0,0003

12 0,0034 0,0001

13 0,0023 0,0001

14 0,0016

15 0,0011

16 0,0008

17 0,0005

18 0,0004

19 0,0002

20 0,0001
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. Pour gamma 1, on obtient p = 1,45. La courbe obtenue
(voir V) oscille trop pour que l'on ait un estimateur réaliste de la

vraie densité.

. Pour gamma 2, on obtient p = 2 et cela correspond a

une hypothése plus sévére de régularité.

. Pour gamma 3, on obtient p = 3. Les oscillations ont

pratiquement disparu.

. Pour gamma 4, on obtient p =5, ce qui nous donne

1'estimateur unimodal souhaité.

Remarque 1.- Une étude analogue a &té faite par Hominal[}é]
avec l'estimateur h; dans le cas du noyau unité.

L'estimateur de Whittle-Brunk donne de meilleurs résultats,

car 1l'estimateur est positif dans le cas d'une bonne précision s

ce qui n'est pas le cas de [32].

Remarque 2.- On pourra trouver dans [15] d'autres courbes
(r.) :
construites 3 l'aide de hn 1 avec m.= 5.

Une comparaison avec les courbes de [éi] est difficile,
cependant il semble que dans le cas de la courbe 1. (Estimation de
-x/2

f(x) = % e par les fonctions d'hermite). L'estimateur de Whittle-
Brunk aurait donné une courbe plus réguliére, les Ai(n) apparaissant

comme des coefficients qui atténuent les oscillations.

3. Estimateurns de Whittle-Wahba, d'apnes [60], [61].

L'étude est faite sur E = [O,I:I et le systéme orthonormal

utilisé est celui des fonctions trigonométriques, avec

ev(t) - e21wvt
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+

et soit la suite (av), telle que : f(t) =1 + Z avev(t), oii f

V==

est une densité.

Les estimateurs considérés par Wahba sont définis par :

~

~A,m, n v .
hn’ (x ,x) =1+ E S ev(x)
‘ ] 1 + 2 (27v)
+n/2
avec Z = z (n pair)
* v=-n/2
v#0
n
a = 1 y e*(X.) (e* désigne le conjugué)
v j¥1 v

Ces estimateurs correspondent donc 3 une variante des estima-
e
teurs précédents (hn ), & la différence prés que la série est

tronquée et que les termes qui servent & pondérer les &léments ev(x)

dépendent de 2 paramétres, X et m.

Avant de préciser la détermination de X et m, nous allons
énoncer un théoréme qui montre que cette nouvelle famille d'estimateurs

~ 1
converge plus rapidement que hi’T sur W , m' > 1,

a. Vitesse de convergence au sens du Mise de ﬂn’m.

Theoreme [60], [61].-

Soit f e W' et telle que son support soit BL]].

Alors pour tout m tel que 1 smgm' si A= o(n‘2m/2m+1)
! .
E [f [ﬁ)\’m(xn,x) _ f(x)]zd{] = 0(n 2m+l).
f oL I

Démonsthation :

1
Ce résultat peut s'étendre aux fonctions de W' telles que :

£ oy = £ My v=0,...,m-1.
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[0, 1]

est plus restrictive mais permet

une comparaison avec les résultats du chapitre II. B.II.4.

Soit :
1 A 2
f '_-hx’m(xn,x) - f(x)]zdx = Z ' Y . a = a
o B . % a3 ¥ v
v
-2m
AV = (2mv)
Comme Ef[av = a\;l =0
A 2] 1 2
E[|av av| = = (1 _|av| )

0

et

avec

On obtient :

1
Efj [h;’m(xn,x)—f(x)]zdx

.E (Ia -a | )+ z (

A
= ; G +x
A
A 2 1 V)
- E{(A ) H(A +A)
x Ty v
A (2 2 . |av|2
A +A) |av| £ A z A = A em
v - v
few® et £ = £y
(2mv) |a |2 = em <
A
z (A :v)z - %' Z : 2m 2
* v *  [1+a(2mv) M)
dx km

A

dx
)

[1+A(2ﬂx)2n32 ) nxl/zm

1J°°
T 0 (|+x2m 2

2

e

\Y

2
|

X +)\ |a\)

1

)\\)
I G
V

n
*
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2 fm’
a | $ 2m
(mn)

d'ol le résultat.

. ~2,T - .
Remarque : L'estimateur hn’ , dans les mémes conditions,

ne réalise que :

T

n,m

T n

Ef[J (hZ’T(xn,x) £(t))%dt] = o(n )

Voir Chap. II, B.IIL.4.

b. Deétermination de X et m.

A et m sont obtenues en minimisant 1'expression suivante :

A

A
n ) 1 v . 2 ~ 2 1 A L2 v |2
-1 ) G 7 &= Hav' ) ) -G
* AV] AV »* Vv \Y

En effet, en posant :

] ~Al,m, N 2
m()\) = J (hn’ (x ,x) - f(x)) dx,
0

on obtient le résultat suivant :

E(|

-~

a
v

)

Théoneme. -

1

Soit f e WS telle que supp f = [b,i}. Alors

" 1
Ef[-Tn,m()‘):l B Ef[Tn,m(A)] * 0 (;fn—m'_) »> 0
m 2 |

Démonstration :

Elle est analogue 3 la précédente. On utilise aussi le fait que :

T
E(— e (X,)e (X))
n? j=1 k=1 v 3TV xk

1 2 1 1
l% J f(x)dx + L ;n f ev(x)f(x)dx J e:(x)f(x)dx
0 0
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Conclusion :

. Cette variante de 1'estimateur de Whittle posséde de trés
bonnes propriétés de convergence au sens du Mise.

Le probléme de la tronquature est supprimé ; (il y a cependant
une série de n termes 3 calculer au lieu de r(n) dans le cas de
1'estimateur ﬁij et d'autre part, il y a la détermination de X et

m qui nécessite un calcul assez délicat.

4, Méthode d'estimation préconisiée.

Les estimateurs hn de noyaux :

K (x,t) = ] A; (m)e, (x)e, (t)

i=0
possédent donc de trés bonnes propriétés pour différentes suites (Ai(n)).
(,) .
. ‘s . o =X
Plus particuliérement, les estimateurs hn Yoet hn’m s, Obtenus en

-~

2. et 3. constituent des améliorations de l'estimateur hn'
La seule objection qui reste & propos de ces méthodes est
1'importance du choix de f , premiére estimation de f (fo densité).
On pourra suivre les étapes suivantes :
lene éfape : Choix de fb d 1'aide de 1'estimateur ﬁ; ou

~

hi, ou de 1'estimateur par la méthode du maximum de vraisemblance.

20me ¢tape : Transformation des données a 1'aide de F0 (%)

3eme étape :
. Détermination des précisions m. et utilisation de 1'esti-
(A.)

mateur hn 1" de Brunk ou @

. Détermination des paramétres A et m et utilisation de

m

1l'estimateur hg’ de Wahba.

———

(%) F fonction de répartition correspondant & fo.
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1V - Détermination d'une nouvelle fonction de perte,

qui tlent compte de L'information sun F.

-~

. . 2 .
. Soit h_ un estimateur de f e F (FC L%). Nous avons princina-

lement utilisé dans le chapitre II la fonction de perte L2, avec :
LG,E = |h -£12= T G -an?
2 n’ n 2 i1 i i
(e.) base de L2 a. = |h (x",x)e. (x)d
avec ; s a; L (X sX)e. (x)dx

[
n

i Jf(x)ei(x)dx

. Cette fonction de perte dépend directement de 1'espace de Hilbert.

Comme chaque e, est plus ou moins important dans 1l'estimation

on convient de lui attacher un coefficient Ai (0 < Ai < 1),

. Ce coefficient ou poids Ai étant plus petit que 1'élément, est

"intéressant”.

Par exemple, si f est supposé@e régulidre, (c'est-d-dire
ne comporte pas trop d'oscillations) et si e, est aussi réguliére,

alors Xi sera petit.

[+ ]
3 ~ -~ 2
Soit alors : L(A.)(hn’f) = .Z )\i(ai ai)
1 i=]
. Dans le cas ol tous les Ai =1 Vie N, on retrouve la perte

classique qui correspond 3 un probléme sans information.
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. Etude dans Le cas de £'estimateun h T

ai = f e, (x ) pour i g r(n)
© nJl

~2,T, n _ -
hn (x ,x) = 221 a; ei(x) avec

1= a; =0 pour i > r(n)

R r(n)
Dome L, )(hZ’T £) = ¥ A (e - ai)2 + ) A, ai .

i=1 i>r(n)

Dans le cas trigonométrique, on peut supposer cf Dﬂ

EﬂM Constante t.q. J ei(x)f(x)dx EM< >,

Alors :
p T 2 {' 2
(h T ] = — A, Je.(x)f(x)dx - a,| + X A. a,
[.(* ) n 121 1[ : Yo obrm R
r(n)
) A.Je?(x)f(x)dx 1Ny a’ .
n =1 Y1 i>r(n) t
r(n)
<EYT a4y A
n i=1 '  i>r(n)
Exemple 1.
1
£ e ch‘: et A, = 7
~2,T M r%?) 1 ‘i
Alors : E_|L (W7, )| < = i + .
f[ (Ai) n ] n i=1 11/2 i>r(n) 11/2

D'autre part, si f € W: (ai)2 = O(—%E et, en majorant

les 2 séries par les intégrales correspondantes, on obtient, avec
n]/2m

r(n) = 0( ) 4m—

E, )(h T ) =0 ®)

(A
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Exmmgte Z,
fe FoWw et Ai i1

Par un calcul analogue 3 celui de 1l'exemple 1, on obtient :

_ 2m-1

2m 1/2m

Ef[L(Ai) 2T,5] = on ) | pour r(n) = o(!/?™.

Vitesse Egale 3 celle obtenue pour le mise dans la méme

situation.

Exemgﬁe 3.

feFC W et A, = a> 1,
1 i(!

information qui apparait idéale. En effet :

Dans le cas de cette information, on a, pour r(n) = o(n]/2m+“‘1)

la vitesse maximale O(n-l). En effet :

r(n) r(n) 1 r(n) 1
A, = -E<1+J X Vdx = 2 - ——
i=1 i=1 i 1 r (n)
1 = 1 , 1
et : . X Tmta J 2m+0o, dx = 2m+a-1 €.Q.F.D.
i>r(n) i r(n) x r (n)

2. Etude dans Le cas de £'estimateun ﬁ;.

X~X,
1

- n
Avec h](xn,x) . z K(
o n.h(n) i=1 h(n)

)
Nous allons considérer le cas du noyau unité avec :
. |
K(y) =1 si |yl <3

C'est un noyau de Parzen d'ordre 2.




~

a

a. Caleul des "

(xn,x)ek,(x)dx

fx(

_cos k x

%) =
2k-1 N

o)

~1
n
1 n
—
n.h 1i=1

k'
X—X:.L
T) ek(x)dx

e

XX,
et K(—T;Ejek,(x)dx =h

i

et = avec le changement de va

K(u)ek,(uh
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avec

k' =
k'

riable :

ler cas : k' im

pair, soit k' = 2k-1. On obtient :

(uh + xi)

1
2
1 Sk’
2

du

M=

cos(kuh + kxi)du

it

3=

[éos kuh cos kx,-sin kuh sin kx:]du
i , i

. cos kuh
sSin kX. —_—
1 kh

B —= D= D)= 8] —

+

N —
N —

+

5
/r

1
2

N —

donc :

sin kh/2
kh/2

cos kx.

M=

k' p

air, soit k' 2k. On obtient :

ek.(uh+xi)du

h

/n

(-co

4
/r

h

t7
J 1 sin(kuh + kxi)du
"T L

+1

J % [éin kuh cos kxi + sin kxi cos kuE]du

+
sin kuh

kh

N —

cos kuh
kh

s kx.) + sin kx.
i i

-
Z3

1
*7
-1

)

N —
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1
+ — .
donc : hj f ek,(uh+xi)du =l sin kxi EEE—EELE
-5 3 kh/2
On peut conclure que :
n . . ‘n
52#-1 _ 1 Z h cos kxi sin kh/2 _ _1 sin kh/2 z cos kx.
nh i=1 V7 kh/2 n/m kh/2  i=1 t
- 1 ¥ n sin kh/2 _ 1 sin kh/2 2
dy = ) — sin kx, = ) sin kxi
nh i=1 V& kh/2 n/m  kh/2  i=1
b. Soit & calculer : E(ik,) , 2 cas.
- | sin kh/2 B [ €08 kx;
E(aZk_]) = —_- z J f(xi)dxi
n kh/2 i=1l m
ot : 351—1 est le coefficient
E(g ) = sin kh/2 )
2k=-1 Kh/2 2k-1 de Fourier de f correspondant
a e2k_](t).
E(gzk) _ sin kh/2 2.
kh/2
. ~2
c. Soit calculer E(ak,) s 2 cas.
2 | sin kh/2,2 | % €O kx; cos kx,
E@y ) =5 C—E| ]
n kh/2 i j=1 /1 Y1
, 2 :
E(agk-l) - _% (&in kh/2)2 nf cos k: f(x)dx + n(n°l)a§k_1
n kh/2
. 2
E(agk-l) - (31n kh/2)2 J cos kx f(x)dx . n-1 agk_l
kh/2 nm n

de

la méme fagon :

. , 2
E(agk) - (sin kh/2)2 I81n kx f(x)dx 4 bl égk
kh/2 nw n




- 136 -
~1
d. Calcul de Efﬁ.(}\i)(hn,f)].

N ot ~2 - 2
E_[L (h ,£)] = ) A [E.(a]) - 2a, E_(a) + a]
f[(Ai) LU kl:f k k £k kj

puis, & 1'aide de b. et c.

oo . , 2 .
" i E A (31n kh/2)2{I81n kx f(x)dx . n-1 a2 sin kh/2 2 2;’

}-222m T 8% 4
1 2Kl xhy2 n n 2K kh/2 2k 2

—_— +
n n 2kl kh/2 Zk~1

+a2
2k-1

A1 s 2 [,sin kh/2.2 n-1 sin kh/2
E_|L (h,f)=z>\ a[( ). - 2( )+1:|+
£l ()" n ] k=1 2K 2K hy70 n Kh/2

o . 2 .
Z }‘Zk 1I:(mn kh/Z)Z{Jcos kx f(x)dx ! 1 a2 } - o 8in kh/2 2
=1 kh/2

z Azk-lagk—l (s1n kh/2)2. n-1 _ 9 (31n kh/2) + 1]+

k=1 kh/2 n kh/2

o . o B

2 . (&in kh/2)2 )‘21{ ko, )\21(_1 Tk

k=1 kh/2 n n

sin2 kx coszk
= |81in XX . = |08 XX

en posant : a, = J o f(x)dx Bk I p f(x)dx .

© . -2 o 2

~1 2 sin kh/2 2 sin kh/2

E.[L (h ,£)] = ] A,.a [——————El+{x_a_[———————:|+
F20y) T k=1 2% 2% L xny2 k=1 26702kl )

Lz @ o @ .

2

® G B9y By @k-1.|,sin kh/2.2
Ty K - 2y o, K- 2Ly )
=1 "t n n n n kh/2

k
| @ |
Exemple : fe W' et )‘i= 1]/2 m3 2.

On fait alors l'hypothése qu'il existe une constante C

2 C .
| < -i-—za . On obtient que :

~1
Ef[L()\i)(hn’f)] < @ + @ + @ avec

positive et finie telle que : Iai
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(::) = X §m+1/2 sin kh/2 _ 1 2 pour k=1 et h »0,
k=1 (Zk) kh/2 le premier terme de la série
est nul, donc ,
fe o] ' .
<::> g [ Zmil/Z sin hx/2 -1 2 dx avec hx = X.
1 x xh/2
- 2m - %
. .
<::> < J c'h sin X/2 _ 112 ax
h X2m+1/2 X/2
- 2m - %
2 1
(::) 3 (E&E;Elg__ l)zj E—%—:T7E—-dx d'aprés la formule de la moyenne
h/2 h x“®
h3
Pour h >0 sin h = h - — ... et on obtient alors :
6
2m - 1
4 ® ¢'h 2
= 0(h") car ————— dX est convergente
h X2m+1/2

<::>= 0(h4) de la méme fagon.

Pour (:::), on a en fait 4 séries convergentes.
Celle qui donnera la partie du risque la moins rapidement

convergente est la suivante :

(&in kh/2,2 X%
=1 kh/2 n

. 2
Comme «q, = J E&E__EE,’ f(x)dx < M,
k T

cette série est majorée par : (B é&tant une constante)
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| =

.M I (sin xh/2)2 1]/2 dx
n.m /1 xh/2 (2x)

=]

Avec le changement de variable X = xh ; on obtient :

® xin xh/2.2 1 ® sin X/2.2 1 dX
1 xh/2 X h X/2 X h
®  sin kh/2.2 "2k%% . M' (% sin X.2 1 B
Alors : z ( ). < 173 ( ) 77 dx + =
k=1 kh/2 nm n h h X X n

d'aprés la deuxiéme formule de la moyenne :

h>0

w 2
M J sin X B
" " < . (___) dx + 2
h n h~>0

nh X

Loo]
et J (EE—X-)2 dX est convergente.
h X

—1/5)

On obtient alors, en premant h(n) = 0(n

_4
%)

~1
EfE‘(Xi)(hn’f)] = 0(n

fefFC WI:T en supposant qu'il existe de plus une constante

2 C
C telle que a; g F‘ .

Conclusion,

Pour le mise classique, nous avions obtenu pour le méme ensemble

de densités W2 (m = 2)

m
_4
al 75
Ef[L(hn,f):I

3
EfEJ(ﬁz’T f} = 0(n 4)

n s

|
o
~
=]
~

~1 .. .
(hn associé au noyau nuité)
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_1
2
. Pour le nouveau risque, nous obtenons, pour Ai =i :
_4
E [L (1! f)] =o@ °)
f£{7(A,) n?
1 7
EfL,. .GLe] = om .
f[()\i) n’ ]

. s , 2 .
Avec ce nouveau critére de comparaison sur Wn, 1'estimateur

ﬁi’T converge plus rapidement que ﬁl pour K noyau unité (de Parzen

d'ordre 2).

. 1 c1s e . . .
L'estimateur hn n'a pas utilisé l'information et sa vitesse

est restée bloquée.

Cette nouvelle fonction de perte posséde cependant 2 défauts.

-~

- Autant le calcul est aisé pour des estimateurs hn

jov 14

noyaux de la forme :

r(n)
Kr(n)(x,t) = jZ] ajej(x)ej(t),

autant il est compliqué pour d'autres noyaux.

- La détermination des Ai ne semble pas facile.
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V - Cowrbes.

On trouvera :

¢ Les courbes 1 3 7 qui illustrent la méthode des fonctions

orthogonales : cas des fonctions d'hermite et des fonctions de Laguerre

d'aprés [:45] .

¢ Les courbes 8 qui illustrent l'estimateur de Whittle-Fellner,

dans le cas ol seul le premier moment de la loi a priori est connu.

La figure 1 suggére 3 modes qui se retrouvent dans la figure 4.
On remarquera dans les figures 2 et 3 des régions ol l'esti-
mateur est négatif.
- 3 . - - r\l
La ligne en pointillés représente fo(x) = Ep[f(xi].
La transformation appropriée de la figure 4 est la transforma-

Z
tion par la fonction FO(Z) = J fo(x) dx d'aprés [23].

e Les courbes 9 et 10 illustrent 1'estimateur de Whittle-Brunk

d'aprés [Ua étudié dans le chapitre III, III.
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Courbe 10.
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