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INTRODUCTTION.

L'estimation non-paramétrique de la régression revét un grand
intérét en statistique mathématique et trouve diverses applications,

notamment dans les problémes de prévision.

A 1'origine, il y avait une idée intuitive trés &vidente ; par
exemple, pour prévoir le temps au lendemain du jour caractérisé par une
certaine quantité x, il semblait naturel de considérer le temps au
lendemain des jours caractérisés par des observations X: s i=1,2,...,n ,

assez "voisines'" de x.

Des méthodes d'estimation non-paramétriques de la régression
ont &été proposées principalement par Bhattacharya et Parthasarathy [5] ;
ces derniers utilisent une méthode d'analyse graphique fractile, d'aprés
une idée de Mahalanobis. Nadaraya [ZOH, Watson [36] et Schuster [Zf]
proposent, quant 3 eux, une méthode plus générale, bien connue lorsqu'elle
est utilis@e pour estimer une densité de probabilité et appelée habituel-

lement '

'méthode du noyau". Plus récemment, Collomb [9] a commenté les

€tudes de ces trois derniers auteurs et a obtenu des propriétés de
convergence intéressantes, dans la mesure ol des préoccupations concrétes,
telles que les problémes de prévision météorologique, de reconnaissance

des formes ou d'intelligence artificielle y trouvént un support mathématique
certain. Bosq [7] a proposé une méthode plus générale encore, i notre avis,
et qui permet d'estimer les fonctions de régression en partant de 1'esti~
mation de la densité conditionnelle et d'obtenir un cas particulier, le

régressogramme, introduit par Tukey [32] et &tudié principalement par

Geffroy [15], Major [17] et Sabry [26].




Par ailleurs, Stone [31] a construit un estimateur qui posséde
un certain nombre de propriétés et qui rejoint, dans un certain sens,

la méthode de Bosq.

L'objet de cette thése est 1'étude d'un nouvel estimateur de
la régression, basé sur 1'interpolation par les fonctions-spline. Ces
derniéres, introduites par Schoenberg [29] en 1946, jouent un rdle
trés important en analyse numérique et plus particuliérement dans la théorie
de 1'approximation. Leurs bonnes propriétés ont notamment contribué a la
résolution d'équations fonctionnelles (équations intégrales, différentielles
et aux dérivées partielles) ; par ailleurs, il est important de remérquer
qu'il y a deux facons différentes d'étudier les splines : la premiére, de
type algébrique, consiste a choisir ces fonctions comme des morceaux de
polyndmes ou de certaines fonctions qui se raccordent en des points
convenablement choisis, appelés noeuds de la spline ; la deuxiéme, consiste
d prendre les splines comme des fonctions qui minimisent une certaine
fonctionnelle dans un espace approprié ; ce dernier point de vue s'est
avéré extrémement fécond et a permis une grande généralisation grace, en

particulier, aux travaux d'Atteia, P.J. Laurent et J.P. Aubin.

Leur premiére application en statistique mathématique a été
faite, & notre connaissance, par Boneva, Kendall et Stephanov (B.K.S.) [6];
ces derniers ont construit un estimateur de la densité de probabilité
en interpolant convenablement la fonction de répartition empirique par

une spline cubique.

G. Wahba [34] a montré que l'estimateur-spline proposé par
B.K.S. converge ponctuellement en moyenne quadratique. Berlinet [3] a
prouvé que cet estimateur appartient d@ la classe des estimateurs de la

densité proposée par Bleuez et Bosq Dﬂ.

Dans ce qui suit, on estimera la régression en partant du

méme principe en procédant & un lissage du r3gressogramme.




CHAPITRE 1

GENERALITES SUR L'ESTIMATION NON-PARAMETRINUE

DE LA REGRESSION.

Pour mieux situer notre travail, il nous semble utile de
rappeler quelques résultats et définitions relatives 3 1'estimation

non-paramétrique de la régression.

I.1. - Paramitres de négression (Gedgroy [15]).

Soit (X,Y) wun couple aléatoire a valeurs dans X x V ot X

P - s . . P
désigne un pavé de R” , s entier positif, et ¥ désigne R ou un

intervalle de R ; on suppose que la loi PXY du couple (X,Y) dans

s+1 . . < -
l'espace (R° , B S+1) inconnue, mais appartenant d un ensemble donné D
R

b

défini par des hypothé&ses de régularité mathématique, ceci justifiant
1'emploi des méthodes non-paramétriques. On sait que Y admet une famille

de lois conditionnelles (P?) bien définie modulo PX ; sSoit m un

xeX ’
espace topologique et ¢ wune application de 1'ensemble {Pz, xe X, ?Pe P}

dans 7 ; nous dirons que la fonction :
- X
w(P,X) = ¢(PY)

est un paramétre de régression pour Y.

Soit (X]’Yl)’ (X2,Y2) yenes (Xn,Yn) un échantillon de

taille n de la loi PXY ; un estimateur de  reposant sur cet échantil-

lon est une fonction de la forme :

- < 1.
wn({xl ’Y]} ’ {XZ,YZ} s re ey {‘{n;YnJ 2 X)




qui est mesurable par rapport 3 l'ensemble des variables dont elle
A

dépend et prend ses valeurs dans un espace topologique dont

est un sous-—-espace.

Exemples de parametres de négression.

a) Si le support de chaque loi P? admet une borne supérieure
b(P,x) , pour tout x de X et tout P de U, la fonction b est un

paramétre de régression.

. . X .. ..
b) si toute loi Py admet une densité conditionnelle g(P,x),
pour tout x de X et tout P de ¥, la fonction g est un paramétre

de régression ; Bosgqg [i] donne un estimateur de g que nous évogquerons

dans ce chapitre.

¢) Si nous désignons par w(P,x) la médiane, convenablement

précisée, de la loi P§ , pour x de X et tout P de D, la fonction

w est un paramétre de régression.

d) Nous supposons que pour tout P de D, EY existe.
Pour P fixé dans D, la régression de Y en x, définie comme une
détermination de 1'espérance conditionnelle E(Y/X) est un paramétre

de régression ; 1l'estimation de ce dernier est 1l'objet de notre étude.

Dans ce qui suit, on va donner quelques résultats relatifs

d 1'estimation de ce paramétre.

1.2. - Exemples d'estimation non-parametrique de La heghession.

. X . ~ . o cq s o s
Soit _PY une version réguliére de la probabilité conditionnelle

de Y par rapport a X telle que :

Vx e RS) R R(x) = J y Pz dy existe .



L'estimateur qui, selon nous, a suscité le plus de recherches
est celui étudié par Nadaraya [20], Watson [36] et Schuster [27] ; 11 est
connu sous le nom d'estimateur par la méthode du noyau ; nous le désignons
par RE et le définissons de la maniére suivante : X &tant un vecteur
aléatoire de R° et Y une v.a.r. , on se donne n observations
indépendantes du couple (X,Y) , notées Xi,Yi), i=1,2,...,n; on

suppose ar ailleurs, 1l'existence d'une densité strictement positive
PP s P s P p

pour la loi P , continue et telle que :

XY
J y p(x,y) dy
CVX elRS), R(x) =
[ oGy ey
On pose alors :
( T x—Xi
YooY, K( )
. h n x-X
Mx e Rs), i=t * n . i
n x—Xi St 121 K( hn ) # 0
) K5
i=1 n
K
R (%) —ﬁ
0 sinon
\

oli hn désigne une suite réelle strictement positive, de limite nulle

et K un noyau positif.

Collomb [9] a cité les études faites par Nadaraya, Watson .
. K . - .
et Schuster sur 1l'estimateur Rn ; 11 a obtenu des résultats relatifs
3 cet estimateur et & l'estimateur des dérivées de la régression. On

. . K .
peut souligner, aussi, que Rn est le rapport de deux estimateurs : le

514

numérateur et le dénominateur sont respectivement les estimateurs,

une constante multiplicative prés, de
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o(x) = J y p(x,y) dy et £(x) = J p(x,y) dy Vx e R®

par la méthode du noyau.

Schuster et Yakowitz [28] ont donné des résultats relatifs & la

K .
convergence uniforme de R;(x), x dans [b,l] et les vitesses de conver-
gence correspondantes ; des résultats relatifs aux estimateurs des dérivées

K P . ~
de R ont été, aussi, proposés par ces auteurs.
n

Benedetti [2] a également &tudié 1'estimation non-paramétrique
de la régression en utilisant la méthode du noyau ; elle donne essentiellement

la convergence asymptotiquement normale de Ri(x), x dans [O,l].

Bosq [7] propose une méthode qui nous paralt plus générale ;
son estimateur est définie comme suit : &tant donné un estimateur de la
g . . . ] .
densité de probabilité , on lui associe un estimateur &y de la densité
. ol . NP
conditionnelle g , & partir de la densité univariée ; pour tout x

dans R® , On pose
R (x) = J y g~ (y) dy

La construction de cet estimateur se justifie par le fait que la régression

peut s'écrire :
Vx e RS) s R(x) = J y g[xj(y) dy

Un cas particulier de la méthode de Bosq est l'estimateur proposé par
Tukey [32] ; cet estimateur appelé le plus souvent ''régressogramme' est
construit de la fagon suivante : soit [ﬁ,v] un intervalle compact et
soit une partition de [u,vj en k intervalles de méme longueur, k
entier positif ; on estime la fonction de régression par la fonction en

escalier qui, dans chaque intervalle de la partition est constante et est




.

égale a la moyenne arithmétique des ordonnées Yi s 1

1,2,...,n  des
points de 1'échantillon dont 1'abcisse Xi appartient & 1'intervalle

considéré ; si aucun point Xi de 1'échantillon ne prend sa valeur dans

cet intervalle, on prend, alors, O comme valeur de la fonction.

La définition de cet estimateur s'é@tend facilement au cas oii
S ‘s s
s > 1 , en remplacant [u,v] par [u,vﬂ et en considérant k-~ cubes

de RS.

Geffroy [15] montre dans quelles conditions le régressogramme
converge uniformément en probabilité et uniformément presque - complé&tement

la condition fondamentale que doit vérifier la suite k est :

Major [17] donne un résultat sur la loi limite de cet estimateur et plus
récemment Sabry [26] a étudié la convergence uniforme du régressogramme
sur des intervalles dont la longueur tend vers l'infini avec la taille

de 1'échantillon;ceci est important car l'estimation de la régression se
fait sur tout R ; par ailleurs, le méme auteur a considéré le lissage

du régressogramme par une ligne polygone dans un premier temps et par les

polynOmes de Bernstein dans un deuxiéme temps.

Une méthode qui utilise la méthode du noyau et la méthode
de Bosq est proposé& par T. Gasser et H.G. Miller []i] ; en effet, ces
deux derniers utilisent, en quelque sorte, la méthode de Bosq et estiment

la densité conditionnelle par la méthode du noyau.

Revesz [24] propose, pour sa part, un estimateur défini

de la fagon suivante :

b




Vx € [b,l]) , on pose

ro(x) =0
- ~ 1 XX ~
= + -
rn+](X) r (x) wron K( - ) Y, rn(X))
n+l n+l
oi h = A 0 < <1 3 K un noyau et (X.,Y )i=n un &chantilion
u n o ’ o ’ yau ERE i=1 -1Liion

n
de taille n de la loi PXY .
Revesz montre la convergence asymptotiquement normale de ;n(x).
Un article de Wisotzki [37] nous semble intéressant d'&tre cité ; ce
dernier estime la régression par un polyndme et montre que son estimateur
est convergeant en moyenne quadratique intégrée.Enfin, une publication
de Vitale et Pipkin [3i] nous donne une caractérisation de la classe des
fonctions de régression correspondant & la classe des lois PXY dont les
marges sont uniformes sur [O,G.

Ces résultats généraux nous aménent & rappeler un point

important relatif a 1'

1.3. - Inexistence d'un estimateur sans bials de La négression.

Nous désignons par U 1'ensemble des probabilités P

XY
. - , +
admettant une densité p par rapport & la mesure de Lebesgue sur R® 1 s
cette densité étant continue et telle que
s .
Vx e R) , £ (x) =J p(x,y) dy # 0
Proposition 1.3.- 11 n'existe pas d'estimateur non biaisé

-~

de la régression R, en ce sens qu'il n'existe pas d'estimateur Rn

de R tel que : Vx e R®), (¥ Pyy € D), E ﬁﬁ(x) = R(x)



Démonstrhation : 1I1 suffit d'appliquer directement le théoréme

de Bickel-Lehmann ; on pourra se référer a Bosq [7] pour son énoncé et

3 Bosq [8] pour sa démonstration.

1.4. - Estimation parn Les fonctions-spline.

Toujours dans le souci de mieux situer notre travail, il est
également utile de rappeler les récents travaux concernant l'estimation
de la densité de probabilité par une spline quadratique ; on peut citer
essentiellement un article de Wahba [34] 3 partant d'une idée de
Boneva, Kendall et Stephanov [6], elle pose comme estimateur de la densité
f(x), pour tout x fixé dans BL]], la fonction En(x), obtenue par
dérivation de la spline cubique En(x), solution du probléme suivant

étant donné 1'espace de Sobolev Wéz) BLI], défini par :

w§2)[b,1] = {h, h(u) abs.continues , Vv = 0,1, h(z) e L, 0,1]3.

On cherche 1'unique fonction Fn(x) dans WEZ)BLIJ , telle que

a) E (jh) =F Gh) , Vi, j=0,1,...,84
ay
Fn(O) a
A' _ -~
Fn(l) b

ol Fn est la fonction de répartition empirique associée a 1'échantillon
(XI’XZ""’Xn) de la v.a.r. X. dont la densité de probabilité est f ;
la suite (jh) , j =0,1,..., £+1 une subdivision &quidistante de

BL]] 3y £ = 42(n) une suite d'entiers vérifiant
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h(£+1) = 1 avec lim h =0

n—>o

~

et a et g des réels donnés.
-~ 1 9
b) Fn(x) minimise la quantité : J ﬁ{"(t)] dt parmi
. (2) 0
toutes les fonctions H de w2 [0,]].

Wahba [3@] montre que la spline quadratique fn(x), x dans
BL]], converge en moyenne quadratique vers f(x) ; en outre, si f

est dans w;m)[p,lj, définie par :
W;m)[b,lj = {f, f(v) abs. continues , v = 0,1,...,m~1, f(m) € Lp[b,l]}

elle montre que pour m = 1,2,3 et pour certaines valeurs de p, on a :

Vxe [0,]), E[f (0 - £@]? = Q@ ™R

- 2
ol ¢ (m,p) = m - 2/p
2m+l - 2p

Par ailleurs, en supposant que f appartient & 1l'espace :
w;m)([o,lj, M) = {f, fe w;m) [0,1] et ||f(“)||p < M}

ol ||.|| désigne la norme dans Lp , elle obtient, grdce & un résultat

de Farrell, la relation suivante :

(Vx e [0,1]) , sup E, [En(x) - £@)]% < . at®P)
few;“) ([o,1],w

f densité

oi D désigne une constante indépendante de n, m, p et M,et ¢ la

fonction définie plus haut.

Dans un autre article, Wahba [}5] met 1'accent sur une remarque

assez intéressante : la relation (*) peut &tre généralisée aux estimateurs
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non-paramétriques de la densité, en ce sens que si on suppose que f
(m) .V _ . .
est dans wp ([b,l], M) et si fn(x) désigne un estimateur de £f(x),
x fixé dans BL]], obtenu par une des méthodes d'estimation non-paramétriques
suivantes : méthode du noyau, lorsque ce dernier est bien choisi, méthode
des fonctions orthogonales, l'histogramme ou, enfin, la méthode de

1'algorithme polynomial, on obtient :

Vx e [0,1]) , sup B, ¥ (0 - £0]? < pa ?™P)
feWI()m) ([o,1],m)

f densité

Tout récemment, Quidel [23], en faisant de 1'ajustement, suggére un
estimateur ﬂh (x) de R(x), =x dans BL]], basé sur les foncticns -

n
spline et qui minimise la quantité

1 T 2
T, ) == 1 (¥ - (X))
n n i=1 n

ol hn est une suite strictement positive et de limite nulle - et
(Xi’Yi)’ i=1,2,...,n un échantillon de taille n de (X,Y) ; Quidel

montre que ﬂh (x) converge presque - complétement uniformément vers
n
R(x) si la suite hn vérifie :

nh
. n
lim =+

n>~ Log n
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CHAPITRE 11

NOTATIONS, DEFINITIONS et HYPOTHESES GENERALES.

IT1.1. - Constrwetion de R'estimateuwr-spline (négrospline).

Soit (X,Y) wun couple aléatoire i valeurs dans B),l[ x R

on suppose que la loi PXY du couple (X,Y) dans l'espace

([b,l[ XIR,Brb IE%R) inconnue mais appartenant & un ensemble U ;
— b
on sait d'apré&s un théoréme de Jirina que Y admet une famille de

. P X . P
lois conditionnelles (PY)xe[b,IE’ bien définie modulo P on

x

suppose que EY existe, auquel cas la régressionde Y en X est

une détermination de E(Y/X).

Soit’ (Xi’Yi)’ i=1,2,...,n un échantillon de la loi
PXY et (A) 1la subdivision équidistante de BL!], définie comme
suit :
A O = X < X < ... < Xp < Xpi1 = 1
oi %, =3jh, j=0,1,...,4+1 3 avec h = h(n) une suite stricte-

ment positive et de limite nulle et £ = £(n) wune suite d'entiers

vérifiant : (£+1)h = 1.

A partir des observations (Xi’Yi)’ i=1,2,...,n et la
subdivision (A), on construit le régressogramme Rn de la fagon

suivante :

v I, 3 = 0,1,...,2+1), Rn(xj) est constant et est é&gal
a la moyenne arithmétique des observations Yi dont les abcisses
Xi appartiennent i l'intervalle. Ij = [%j—l’xj[’ jo=1,2,...,8+1,

Rn vaut zéro si aucun Xi n'appartient & Ij ; autrement dit, si
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on désigne par an le nombre de points de 1l'&chantillon (X],Xz,...,Xn)

qui appartiennent 3 Ij et Inj 1'ensemble, aléatoire, de leurs indi-

ces, on a :

1 .
T ZI Yi S1 an

e
o)
o~
]
p—a
il
W

(Vx € Ij),

=0 sinon

on considére le probléme suivant : "Chercher 1l'unique fonction &

dans Cz[p,il qui vérifie le systéme suivant

G(Xj) = Rn(xj), j=0,1,...,2+1
G'(0) = a
¢'(1) = b

1
et qui minimise la quantité J Ef%tjjzdt parmi toutes les fonctions
0
2 ~ ~ P .
H de C [@,[] ; a et b sont définis comme suit

Rn(x]) - Rn(xo)

W)
|

h

Rn(X£+l) - Rn(xﬂ)

T
|

h

D'aprés Schoenberg [?i], la solution de ce probléme est une spline
cubique aux joints (Xj), j =0,1,...,8+41 sur l'intervalle B),E] 3
pour tout entier n, on appelera ﬁn la solution obtenue ; on sait
que c'est une fonction de classe 02 sur [b,l], dont la restric-
tion & Ij est un polyndme de degré 3 au plus ; on pose, pour tout j,
o= 0,1,...,4+1

2

dc -

N. = -—§-Rn(x)
X

J g

X=
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Ces derniéres quantités sont souvent appelés "moments” de la

spline.
Expression de L'estimateur-spline ﬁn en fonction de ses
moments.
R X.-X X=X,
Vxel.), R"(x) =N, , —+—+ N, —I& |
3 n 3-1 3
h h
En intégrant, il vient :
. (x.—x)2 (X—X-_])2
R =~ — Ty
n J 2h b om
R (x.—x)3 (X—X'—I)B
d'oi : R (x) =N, —3 — + N, —3° 4 Ax + B.
n b ey I en
Pour déterminer les constantes A et B, on écrit que :
R (X ) = R (Xj)
et Rn(xj—l) = Rn(XJ_l)
d'otl
) . (x.—x)3 (x—x._l) h(x—x.)
vV xe1), R () =N_ + N ] + N d
J n J 6h J 6h J 6
oy h(x~-x _]) . Rn(xj)x(x—xj_]) - Rn(xj—l) x (x—xj)
I e h
deés lors, on peut écrire :
| . (x,-x)° exy_ D7 R () - R (ko)
CV xel.), R'(x) =- N._1 -3 4N, J + J J*
J n J 2h J 2h h
(N.-N.
- J‘])--h.
6
En écrivant que :
R'(x.-) = R'(x.+), i=1,2,...,2
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on obtient le systéme

h 2 h _ _
E-N. + = hN. + — N, = (%n(xj+l) 2Rn(xj) + Rn(xj-li]

= e

-1 3 i 6 j+1
avec les deux conditions
~, oA
Rn(O) = a
A' = ~
Rn(l) b

on obtient un systéme a (£+2) @équations & (£+2) inconnuesqui sont
(No’Nl""’N£+l)' En mettant respectivement x = O et x =1 dans
1'expression ci-dessus de Ré et compte tenu de la définition de

-~

a et b, on obtient

et le systé@me s'écrit

2 1 N d
O (8]
1/2 2 1/2 N] dl
/2 2 o
\
AN \\ N\
\ \ \
\ \ \
\ \ \\
\\ \ \ =
v N >
\ \
AN \ \
\ \ \
NN \
N2 1/2
1/2 2 1/2
_ P2 M e
~ — Y

g
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6 .
avec d -; [#n(xj+l) - ZRn(xj) + Rn(xj_li] s, jJ=1,2,...,2

et d =4d = 0.

I1 suffit d'inverser la matrice A pour déterminer les

moment s Nj’ j=0,1,...,8+1 ; aussi, si on désigne par
-1 -1

(Ai j), 0<i, j g £+1, 1les &léments de la matrice inverse A ,
il vient : »
Zfl -
N, = AT d ., =0,1,...,841
k| k=0 1ok Kk

D'aprés A.N.W. [i] , page 38, on a, en posant o =vV3 =2

_ =k, . 2k, 2(o+1)-2j
1 _ g (1+6" ) (-0 ) 0 <k s jg £+l

s

s ]
(2+0) (1-02 D)
-1 _ c£+1_k(1 + GZk) 0 <k < £+1
Ak,£+1 2(L+1) ’ =
(2+0) (1-0 )
i .
_ o 2(8+1)-23)
Aol‘ _ 2 (U+g s 0 < j < £+
»J (2+0) (1-0 ))
A-l - 20£+l
0, £+1 (2roy (102 1),

11.2. - Représentation de fa négrospline par Les B-splines.

Les B-splines, introduites par I.J. Schoenberg [3@] ont été
principalement &tudiées par Deboor [12] et G. Cox [jl] ; elles sont
définies comme suit :

Soit W = (ti)iez une suite doublement infinie et croissante

de nombres réels ; pour tout entier m > 1, on pose :



g (s,t) = (s-6)"7! = {

La B-spline Mi m(t) est définie comme différence divisée
b

d'ordre m de gm(s,t) considérée comme fonction de s et basée

sur les points t.,t c'est~d~dire

L FURPRPN-

i+m’

Lt

1+m;t)'

Mi’m(t) = gm(ti,ti+1,..

Si on note Sk(n) 1'espace vectoriel des fonctions-spline
de degré k, ayant pour noeuds les points (ti)’ i € Z et définies
sur R, toute spline S, de cet espace peut s'écrire d'une maniére

k

unique de la fagon suivante :
Vv teRr), 5, (t) = 2 A M1 (O)
1€Z
ol les (Aj) sont des constantes.

Aussi, notre estimateur peut s'écrire de maniére unique

. £+1
¥ xe [0,1), R &) = jzo Cy M, ()

ol les (cJ.)j sont des quantités qu'on détermine 3 partir des conditions

d'interpolation.

11.3. - Hypotheses générales.

11.3.1. - Hypothises nelatives @ La Loi Pyy

On supposera que la v.a.r X est 3 valeurs dans B),][ et
que Y est bornée, sauf avis contraire ; on notera pj = P(X ¢ Ij),

j= 1, ..,8+1 et qj = l—pj ; on supposera que pj> 0 et on appelle

D 1'ensemble des probabilités PXY admettant une densité p par

rapport 3 la mesure de Lebesgue sur B),l[_x R strictement positive.
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11.3.2. - Hypotheses nelatives a La négression.

On note par R 1la régression inconnue ; on supposera,
sauf avis contraire, qu'elle est continue sur B),l[ ; on notera

w,(R,h) 1l'oscillation de R sur I, et w(R,h) = max w,(R,h)_
J J 1sjcl+1

On désigne par x wun point fix€ de B),]E.
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CHAPITRE 111

ETUDE ASYMPTOTINUE DU REGRESSOGRAMME EN x FIXE.

I11.7. - Convergence asymptotiquement sans bials.

IT1.1.1. - Resultats Preliminaines.

Dans ce qui suit, nous donnons des résultats relatifs a

1'espérance mathématique du régressogramme.
Proposition 111.1.1.- Pour tout x fixé dans [p,l[, on a
n
E R (x) = E(Y/X I){1t - q.
n( ) (Y/X e J)( qJ)
ot Ij est 1'intervalle contenant x.

Deémonsthation : On suivra une idée suggérée par Bosq.

Désignons par Bal = k] , k=0,1,2,...,n, 1'événement
]

"k points de 1'échantillon (X],Xz,...,Xn) de la loi PX appartiennent

3 1'intervalle Ij" ; i1 vient alors :

n
E Rn(x) = kzo J[\) Rn(x,w) dP(w)
n.=k:
i
or
R (x) =— T Y. () si v o3l
n v i n, ~
n, X.el. hi
31T
=0 sinon
d'od
L
ER (x) = - J Y. (w) dP(w)
n 1
k=0 k X.eI, 'b_ =k
i
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[v. =x] = y [X. €I,:;X. €I, ;...; X, ¢
By i ,i it 1R i
J 1]9 22tk
X. ¢ I, 5...3
k41 J
Aussi, il vient
J Rn(xsw) dP((D) =
j
| k
K Z J[ X, el.;X, ¢I X, ¢1.] <zl
i,,00.,1 X. €I.5...;X. €l.;X, D . a=
] k=i T N th d
R (x,w) dP(w) =
J[pn.=k] n
| k
e i ! . J _z__l Y, W) ][x. soeX €LK, L K (T
1,...,1k ol [0 l] 1k ] k+1 n
Pour tout k dans {1,2,...,n} , posons

1

La loi du vecteur [(X],Yl),(Xz,Yz),..

ne dépend ni des indices

i

1’i2"'

conséquent, cette intégrale vaut

A

d'ou :

A = J Vi W X TR el K el;X, I
o i.77] ST RS

k+1

’lk b

- [ . @)
k| [x],xz,...,xkelj,xk+1¢1j,...,xnﬂj]

n

ni de o =1,2,..

. Y](w) dp(

Y. (W) dP{w)

j](w) dP(w)

cyeee X, ¢1.] (w) dP{w)
] 1 ]

.,(Xn,Yni] étant symétrique, Ak

.,k ; par

w)
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Rn(x,w) dP(w) =

5,

]

5 J
C 1 ) (w) . Y, (w) dP(w)
n [kl,xz,...,xkelj,xk+],...,xn¢1j] 1

En regroupant tous les résultats, on obtient :

n
ER (x) = ) J R (x,w) dP(w) =
n k=0 '[v_=k] *®
j

n

)

C, J Y, (w) dP(w)
k=1 [Xl;...;xkexj;xk+1,...,xn¢1j]

Comme les variables (Y],Xl,Xz,...,Xn) sont indépendantes, on a

J Y, (w) dP(w) = (J Y, (w) dP(w))
[xl,...,xkelj;xk+],...,xn¢1j] [xlelj]
x PXe 1) x px ¢ 1.)°7K
j j
_ k < o2k

et en définitive :

E ok k n-k
L P d;

E Rn(n) = E(Y/Xte) L

= E(Y/XeI.) (1-q7)
R} J
Conollaine 1I1I1.1.1.- . Sous 1'hypothése suivante (EA > 0),
indépendant de h et de j, tel que
0 < Ah < p.
pJ

on a : E Rn(x) = E(Y/Xte) + O(G_ﬁh)
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Démonstration : On sait que :

n
ER(x) = E(Y/Xe€ I.)-E{X/Xel,q.
(o) = R R
n
comme : q? = (1 - pj)n < (1 - Ah)
d'autre part Y é&tant supposée bornée, on a
q? BE(Y/X e I,) < sup Y| x (1 - an)™

comme (l—Ah)n est de 1'ordre de e_nh , on a :

ER (x) = E(Y/X € Ij) + 0¢e PRy

111.1.2. - Limite et majoration asymptotique du biais

(en valeur absolue).

Le comportement asymptotique du biais du régressogramme est
donné par la :
Proposition I11.1.2.- Sous les hypothéses suivantes

1y «( 3A > 0) , indépendant de h et de j, tel que

0 < Ah < p

2) X admet une densité f par rapport & la mesure de

Lebesgue avec £(x) > O .

Il
+

@

3) 1lim nh

n->co

alors : lim [E Rn(x) - R(xi] =0 ,

n->o




- 23 -

Démonstration : Posons : Gj = E(Y/X € Ij) - R(x)

1'hypothése 2) nous permet d'écrire que :

I R(y) f(y) dy R(x%) j f(y) dy
§. = Ij - Ij

J J £(y) dy j £(y) dy
Ij Ij

]
[l

L U {R(y) - R(x)} £(y) dy
Pj Ij

d'oi [68.] £ w.(R,h) .
j j

La continuité de R implique que 1lim w.(R,h) = 0 ; le
Do I

corollaire III.1.1. et les hypothé&ses 1) et 2) nous permettent de conclure.

Remarque : On peut montrer que la continuité de R implique

1'existence d'un nombre Ej dans Ij tel que :

Conollaine 111.1.2.- Sous les hypothéses de la proposition
I1I1.1.2., si de plus R est lipschitzienne et si h est de la

1
forme — O <a <1l , alors on a :
o

n
E Rn(x) - R(x) = 0(h) .
Démonstration : Lorsque R est lipschitzienne
wj(R,h) = 0(h)
b 1 , . -nh
La condition h = - 0 <a <1, implique que le terme en O(e )

n

est absorbé par celui de O0(h) ; la proposition précédente nous permet
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-nh
. e e . e
de conclure ; les suites h qui vérifient lim = + = donnent
n>e h

le méme résultat.

111.2. - Majoration asymptotique de La variance de Rn(x).

Provosition 111.2.1.-

—_—

Var(Y/XeI.)

a) Var R _(x) < 2 —_— 3 (1—q?+l) - 2 Var(Y/XeI.) q? + M2 q?(l—q?)
n ] J ] J J
(n+1)p.
]
_, Var(Y/Xel,)
b) Var R_(x) 2 2 D 730 (eq™Yy - 2 var(y/%el) @@ + M qP(1-¢D
(n+1)p, j 37 it
]
ol M = sup |Y|

Démonstration :

n
a) Var R (x) = kzo Var[:_Rn(x)/Vn =k] x P[§nj=k]

o~

En utilisant la définition du régressogramme, on a :

E[Ri(x)/vnj=k] = - ! Ri(x,w) dP (w)

g, | by, =Kl

J 3

2
R (x,w) dP(w)
yeeX, g1 "
1 J

1
1
=k| i.,...,1 X. el,,...,X I.;X,
P[pn ] 1 »1 E i € i’ ’ ke i’ i .

1’ k

] 1

k
Rz(x,w) dP(w) = ck f (1- N Y,(w))2 dpP{w)
Lo=x] © T I.; X ¢1.] k i=1 '
vn =k ],...,Xke j’Xk+l""’ a1 1=
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Posons pour tout entier k appartenant 3 {1,2,...,n}

et pour tout j dans {1,2,...,8+1} :

. I'x e I, xkte ;Xk+l¢1j,...,Xn¢Ij]

I1 vient alors :

k
J Rz(x,w)dP(w) =L Ck z f Y?(w) dP(w) +
n 2 n . 1
[V =k] k i=1 /A,
n. »]
h]
1k
+—C ) Y. (w) Y., (w) dP(w)
K2 T idi o1 1
Ak,J
= l—Ck E(Yz/XeI.) p% ._k + E----l--CI E (Y/XEI )p q -1
Kk 0 i’ Pj 9 K
d'ot
2 Sl ok k n-k
E R (x) = E(Y7/XeI,) | =C .
kS B

n
+ EX(y/%e1) ) (1 - —9 ck Kok
1 k=1 7393
L k n-k 2 n
= Var(Y/Xel.) z - q. + E7(Y/xeI.) (1-q.)
i k5 k P; 9 ] ]
Par ailleurs, on a d'apr@s la proposition III.l.1. que :

E2 R (x) = (1 - qj)2 E2 (Y/Xe I)

d'ot :

n
Var Rn(x) = Var(Y/Xel.) z
3 k=1 k

1 gk k ok

2
. + E"(Y/Xel.) a.(l-a.
n Pj (yY/ J) ; J)

ou a:]—qn
j ]
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k k+1 _k+1

En remarquant que : Cn = ;:T Cn+] , On a :
Y=rzl_l_ckkn—k=l rz‘k+1ck+1kn—k
S a+l k=1 kPP
Comme Vk dans {1,2,...,n} , on a : ktl <2, il vient :
k
n+l
2 ] B n+l-
¢ o LD Gy ey o577
(n+1)pj B=2
2 n+1 n
Y., $ ——— (I = q., ') = 2q,
T (a+D)p, J .
J
d'oil la majoration :
Var(Y/xel.)
Var Rn(x) § 2 ——3 (- q?+]) -2 Var(Y/Xte) q? + Mz(l—q?) q? .

1 )
(n+1) P;

b) Yj peut se minorer de la fagon suivante :

n

v. > 1 z Ck-l'] Pk qn—k
] 2(n+1)pj k=1 n+l 3 7]
-1
Y. 2 __2_____(1 - q?+]) -2 q?
J (n+1)p. J J
J
_. Var(Y/Xel.)
et Var R (x) 2 2 b 37 (1= q™Yy - 2 var(y/xel.) @& + ME(1-qD) as
(n+1)p. J J J ] 2
J
Conollaire 111.2.1.- Sous les hypothéses suivantes
n Vv Pyy € O (A > 0), indépendant de h et de j tel que
O < Ah € p.
1 J
2) h=— , 0<ac<x<]l
0
alors Var Rn(x) = O(—LJ

nh
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Demonstrhation : En utilisant la proposition précédente, on a :

2 Var(Y/Xel.)
Var Rn(x) < J (1—q?+1) - 2 Var(Y/Xel.) q? + M2(l—q?)q?
(n+1) pj J J J J 3

Y étant bornée, Var(Y/Xte) 1'est aussi. pj étant minorée par Ah,

on a : q? = O(e_nh) .
- 1
Les termes en e ' &tant absorbés par ceux en — . Grice
nh
3 1'hypoth&se 2) et en regroupant tous les calculs, on obtient le
résultat.
Remarque 1 .
Sabry [26] , sous les hypothéses suivantes :
. + 2
i) 3(&,8) e R xR tels que, Y(x,y) ¢ R®, Iyl > %[,
on a : d[?(x),R(yX] < a eB|y| d(x,y)
oi d désigne la distance euclidienne usuelle.
ii) (44> 0), |RO)| g™
iii) (qv > 0), Var(Y/Xte) <V
obtient que pour tout x fixé dans Ij
2Bx.
Var R (x) £ 2 —— + 2421 = p)% + 20’ x. (1 ~p. ) e 3
n ] ] 3
npj

Remarque 7 :

Collomb [ld] montre que s'il existe une détermination v

de la variance conditionnelle de Y par rapport a X, i.e., de
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E((Y - E(Y/X))°/X)

qui est continue au point x, alors lorsque R est continue en X

et n tend vers 1'infini

v

Var Rn(x) N
nhn f(x)

f étant la densité de X.

111.3. - Non-comnélation asymptotique de Rn(x) et Rn(x'), X # x' fAxZ5.

La non-corrélation de Rn(x) et Rn(x') est assurée lorsque
1'hypothése du corollaire III.2.1, est vérifiée ; en effet, 1'inégalité
de Schwartz nous permet de l'affirmer ; dans la proposition qui suit,
on donne la vitesse de convergence relative 3 la non-corrélation de

Rn(x) et Rn(x').

Proposition 111.3.1.- Sous 1'hypothése suivante

(Vp

xy € Dy, (.HA > 0), indépendant de h et de j tel que

0 < Ah < p__.|

alors : pour x et x' fixés dans [Q,l[, avec x # x' , on a :

cov[Rn(x), Rn(x')] = o(e'nh)

Démonstration : x et x' &tant fixés dans [0,1[ et

étant supposés distincts, il va exister k et k' dans {1,2,...,8+1},

k # k' tels que xe I, et x'" el

K en outre pour n assez grand,

k' 5

on a ¢
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Par ailleurs, on peut écrire :

cov[?n(x), Rn(x')] = F Rh(x) . Rn(x') - E Rh(x) . E Rn(x')

a) Evaluation asymptotique de E Rn(x) . R (x").

E Rn(x) . Rh(x') =

J Rn(x,w) . Rn(x',w) dP(w)

n
- 1 J L g B R W

J n,
j
n |
) ) -
LI TS SO [xi S API 2 e ¢1]3 a=1 Iy
1 3j j+1
n
= .z i J Yl(w) Rn(x',w) dP(w)
j=1 . S KoL X, voesX €1 ]
T o]
] jZ] “a J {x X.el 3X. s Xn¢1k}(w) ¥y (W) Ry (x",w) dP(w)
n . n—j
_ j
jzl CnJ'z=0i L il J[x X., €I ;X X., ¢IL,]
1 *73 1;, , 1%, k" 1',+1’ i i; ;
]
. 1
r LW ORI % T AR A
n 3 n-j n-j
= C Y . .
jzl 2 j'Z 5 f RICERAORND @ @
avec A = X R L R Y ],...,xnﬂj]

¢I ... xn_jefIk,]

I
<!
(B
+
m
=t
o
>

k" '+]

ll [

<

~

£

N
-3

-
~
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d'ol :

n . . . .
N i ] - n-j - - n-j ;
ER (x) x R (x") jzl ¢ pp (1 - p) 0-a Py t) 1 E oo B

Q

[=4)

eo}
it

E(Y/XeIs), s =k, k'

ER (x) . R (x") =E_ . Ek,[l - (1 - pk)n] - g - B dfp + (0 -p)

(1 -p ] = =p)" (1-p )"} .

b) Evaluation asymptotique de E R (x) . ER (x").

D'aprés la proposition III.l1.1., on a

E Rn(x)

E Rn(x')

B[l - (1= p 7]

d'ol : ER () ER(x') =E E, [1--p)% x[1-0-p 00
En regroupant les calculs, il vient :

, n n
cov[R (x), R (x")] =E . E, (0 -p )" -E E,[p + (1 =-p) -0p)]

Sous notre hypothése, on a :

(- pk.)n = O(e—nh)

et

-nh

e+ O -p) G =pd)]" = [ +p, b0 —p " = 0™

Comme Y est bornée, E, et E

K le sont aussi j; d'oii le

k'

résultat.
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111.4. - Convergence en moyenne quadratique de R (x), x fAX2.

La limite de l'erreur quadratique du régressogramme est donnée
q q g g

par la :

 Proposition 111.4.1.- Sous les hypothdses des corollaires

I11.1.2, et III.2.1. et si lim nh = o, on a :
n-<o

lim E[R (x) - R(x)] =0 .
n->co

Démonsthation : 11 suffit d'écrire que :

2 2
E[Rn(x) R(x)] = [E Rn(x) R(xi] + Var Rn(x)
Les corollaires IIT.l.2. et III.2.1. nous permettent d'dcrire :

ER_(x) - R(x)]? = 0(h?) + 0()
nh

comme lim nh = + », on obtient le résultat.
n

Conollaine 111.4.1.- Sous les hypothéses de la proposition
| /

précédente et pour h = O(n—l 3), on a

-2/3

ER () - R(x)]% = o(a~2/3)

/3

Démonstrhation : 11 suffit de voir que h = O(n_] ) minimise

la fonction O(hz) + O(-LQ .
nh

Remarque : Collomb [}d] obtient un résultat analogue en

supposant que R est dérivable - voir page 24, proposition 3.1 de [IC].
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I11.5. - Convengence en moyenne quadratique Ant2ghie du n2gressogramme.

111.5.1. - Introduction.

Le "mise'" a été introduit par Parzen [22] ; ce mode de convergence
est utilisé essentiellement dans 1l'estimation non-paramétrique de la
densité ; il permet notamment de comparer l'efficacité des diverses méthodes

d'estimation.

Pour un paramétre fonctionnel g quelconque et son estimateur

g, » D€ IN , tous deux supposés de carré intégrable, le '"mise'" est

défini par :

E J e 0 - ()] % ax
R

111.5.2. - Majoration asympfoiique du "mise" du négressogramme.

Elle est donnée par la
Proposition 111.5.2.- Sous 1'hypothése suivante
(V?XY e D), (SHA > 0), indépendant de h et de j, tel que

0 < Ah < p.
pJ

1
on a : E [R (x) - R(x):]2 dx ¢ K h2 + K Ly K, e 2nhv
o B 1 2 ah 3

oi K, , K, , K_ sont des constantes indépendantes de n, h et j.

Démonstration : Pour x fixé dans Ij , on a
R G - RG] < 2[R (0 - ER_(0]% + 2[E R_(0) - RG]

sup [Rn(x) - R(x):]2 < 2[Rn(x) - E Rn(x)]2 + sup EE Rn(x) - R(x):l2
eri erj

J

car [?n(x) - E Rn(xj] est constant sur Ij
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sup [E R (x) - R(x):[2 <2 sup [ER (x) - E(Y/X 1.):|2 +
erj XEIj n ]

2 sup [E(Y/Xel,) - R(x)]2
Xte ]

sup [E R (x) - R(x)]z < 2 sup [E R (x) - E(Y/X I,)]2 +
erj n erj n ]

2
2 w.(R,h)
J
Y étant bornée, d'aprés le corollaire III.1.l1., il va exister une
constante K > O, indépendante de h et de j telle que

[ER () - E(Y/Xelj)] < K e PR

d'ol :

sup [R_(x) - R(x]% ¢ 2[R () - E Rn(x)]2 o T Ly 2R
xel, n n
J
en intégrant par rapport 4 x, il vient :
2 2 2 —2nh
JI [R_(x) - R(x)]” dx 5 2h [Rn(gj) - E Rn(gj)] +4K he +

J
4 h mz(R,h)

oll gj est un point de Ij et en intégrant par rapport a4 la probabilité

P, on a :

E J R (o) - RG]% dx < 2h Var R (£,) + 4h K> e 2™ 4 4h o2 (R,h)
1. n » n j
J

Or d'aprés 1'étude asymptotique de la variance du régressogramme, il va

exister une constante V > O, indépendante de x, h et j telle que

\'
Var Rn(gj) < — .

nh
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Aussi, on a :

E J RGo-R@] ax s 2 L 4 & 0 e 4 in W’ &0
Ij n
1 L+1
d'ot : E J R - RG] ax e ] [Er+ 6 he ™ ih o’ ®,1)]
0 * i= n
ou bien :
1
E J R (0 - RG] ax e 2 2+ 4 K2 72 4 4w’ @®,h)
0 nh

d'ol le résultat.

IT1.5.3. - Limite du "mise" et vitesse de convergence.

Proposition 111.5.3.- Sous 1'hypothése de la proposition

précédente, alors si la suite h vérife la condition : 1lim nh = + o,
n->oo
: 2
on a : lim E J R () - R(x)] dx = ©
100 0
Démonstrhation : En utilisant la majoration asymptotique

de la proposition précédente, on a le résultat.

Cornollairne 111.5.3.- Sous 1'hypothése de la proposition

I11.5.3. et si de plus R est lipschitzienne, on a :

/3

: 2 _ -2
El R -RE] dx = 0@ ")
0

pour h = 0(n

Demonsthation : Lorsque R est lipschitzienne, w(R,h) = G(h).

-2nh . . . s
Sachant que le terme en e de la majoration ci-dessus est absorbeé

. 1
par celui en — , on a :
nh

Jl 2 I, 2
E [R (x) - R(x)]" dx = 0(—) + o(h")
0 n nh

En appliquant le lemme de Parzen [22], on a le résultat.
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CHAPITRE 1V

ETUDE ASYMPTOTIOUE DE R (x) , x FIXE.

IV.1. - Compontement asympfotique du biais de ﬁn(x).

1V.1.1. - Résultats preliminaines.

(xj—x)3 - h2(xj—x) (xx,_ )7 = BoGemx,_ )

3= 6h : 6h
, -3 . :
+ E Rn(Xj) E Rn(xj_])

Proposition TV.1.1.-

1) L'espérance de 1'estimateur spline Rn(x) est aussi une
spline cubique qui interpole la suite E Rn(xj)’ j =0,1,...,8+1, aux
joints (xJ.)j ; la dérivée de l'espérance de Rn(x) est égale 3 l'espé-

rance de la dérivée du méme estimateur.

2) max |E N.I < max lE d.|
Ogjsl+] 37 ogjch+l J

avec

Rn(xj+1) - Rn(xj) Rn(xj) - Rn(xj_l)

lsjigsk, 4. = 3
h h h

Déemonstnation :

1) 3 partir de son expression, E Rn(x) est une spline cubique

qui vérifie le systéme :
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E Rn(xj) = E Rn(xj) , j=0,1,...,2+1
ER'(0) =E a
n
ER' () =Eb
n
- Rn(h) - Rn(O) - Rn(l) - Rn(ﬂh)
avec : a = ; b=
h h
En dérivant Rn(x) puis en intégrant par rapport & la
probabilité P , ona : E 4 R (x) = 4 E R (%)
n n
dx dx

2) En écrivant que :

. ' -) = A'
1 <jc i, E R'(x.-) E Rn(xj+)
ER'(0) = E a
n
A' _ -~
E Rn(l) Eb
On obtient conformément & A.N.W. [1] le systéme 1 g j < £ :
ER (x. ,) = ER (x.)
EEN._1+£hEN.+EEN.+]= n_ gl L,
6 3 3 I e 3 h
'E R (x,) - ER (x) N
2EN+2EN1=—61 L n°—1::a}=o
© h L h
N E R (x ) E R (x,)
EN£+2EN£+]=§ g b -0 £ £]=o
h & h
Posons :
ER (x. ,) - ER (x.) ER (x.) - ER (x._,)
(1<igl) D. = 3 n j+1 n i’ n ] n j-I
3 n h h
et DO=D£+]=O
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2 1
1/2 2 1/2
1/2 2 1/2
N A N\
N\ N\ \
N \\ N
\ N N\
N \ N
N \ \
N N \
N \ N
\ N\ \
N\ \ \
1/2 2 1/2
1 2
“ — A
A

La matrice A est 3 diagonale dominante ; pour 6 =
posons

[loll = max o]

Ogigl+1

et A= (aij) O0<icd+1; 05 j g2+l
on a : la ] =2 > j;i lay.|
Soit t = (to’tl""’t£+l) € R£+2 tel que :

el = el » 0 sk« be
et posons : z=A,t .

Aussi, on peut écrire

EN

EN

g

(6,6

1’

2+1

+
..,6£+]) € R

2

bl
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IKEI l
max a.. t.
i j=o0 1 J

| 2]

l | KE‘ la, .| []t]]
a ., t - a . ti|)
ke Tk TN Pk

2]

\'

£+1
ou bien ||At]| (a ~ ) lakjl) e
520
j#k
-1
a'ou [[a7M]] = sup =]l :
o Nl win gy - T e

i j#L
i.e. |[A'1|| < 1

d'ol le résultat .

1V.1.2. - Majoration asymptotique du biais (en valeur absolue].

Pour tout x fixé dans Ij , on a :

)3 - hz(x—x._

- (x.—x)3 - hz(x.—x) (x—x._] 1)
ER (x) - R(x) = EN, J J + E N, ] J

-1 6h J 6h

(x—=x. ) (x-x.)
+ [B R Gxy_p - RG] — - - - [B R (x,_) - RGO]

Proposition 1V.1.2.- Sous les hypothéses suivantes :
1) (V%XY eD, ( HA > 0) indépendant de h et de ],
tel que :
0 < Ah < p.
PJ
2) X admet une densité f par rapport a4 la mesure de
Lebesgue avec f(x) > 0 .

Alors on a :
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ER (x) - R®)| s (2 +2) w(Ryh) + (= + 2) kP
n /3

3 3/3

oi K est une constante positive, indépendante de h et de j.

Deémonsthation : Les coefficients de E Nj et E Nj—l sont
' 2
majorés en valeur absolue par —— .
9/3
D'aprés la proposition préliminaire précédente, on a besoin
de majorer IE d.| pour avoir une majoration de  max |E N.|
] Ogjel+1 J

Si 1sjsd&,

E Rn(xj+l) - E Rn(xj) E Rn(xj) - E Rn(xj-l)

Ed, =2
I n h ; h

3

|E dj] < " [IE Rn(xj+]) - R(xj+])| + IR(xj+l) - R(xj)l +
2 |R(xj) - E Rn(xj)| + |R(xj) - R(Xj~l)| +
iR(xj_l) - E Rn(xj_])|]

D'aprés 1'étude asymptotique du biais du régressogramme,

corollaire III.l.1., (31(> 0), indépendante de h et de j telle que :

|ER (x) - E(Y/Xte)| < K e

aussi, il vient :

|E R (x) - R(®)| s |[ER () - E(Y/Xelj)l + |E(Y/X Ij) - R(x)|

|E R (x) - R(g)l < wj(R,h) + K(e"nh)

A

< w(R,h) + K e‘-nh .

c'est-a-dire |E djl < i% [6 w(R,h) + 4 K ennhj
h
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Aussi

ER () - R®| € 2+ 2) o®,b) + (2 +2) ke ™

V3 3/3

IV.1.3. - Convergence asymptotiquement sans biais.

Proposition IV.1.3.~ Sous les mémes hypothéses de la
proposition précédente alors
lim [E R (x) - R(x)] = 0
n->o n

si lim nh = + «
n->o

Démonstration : La proposition précédente nous montre

que si lim nh = o, Rn(x) est asymptotiquement sans biais.
now

Conollaine 1V.1.3.- Sous les mémes hypothéses de la proposition
IV.1.2, et si R est 1ipschitzienﬁe, on a, pour h de la forme

h= -— , 0<oc<]l
o
E fzn(x) - R(x) = 0(h)

Demonstrhation : En effet, si R est lipschitzienne,

w(R,h) = 0(h) ; en appliquant la majoration de la proposition IV.1.2.,
et en tenant compte du fait que si la suite h vérifie
-nh

lim & =0, car h - L .
o
n>o h n

nh - . . .
le terme en e est absorbé par celui de h, on obtient le résultat.
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1V.2. - Comportement asymptotique de La variance de ﬁn(x), X AXE.

IV.2.1. - Reésultats preliminaines.

Pour x fix€é dans Ij s

- (x.—x)3 + hz(x—x.) (x-—-x._l)3 + hz(x._l—x)
R (x) =N,  —3 I+ N, J ]
n J 6h ] 6h
(x-x._,) R (x, ) (x-x.)
+ R (x.) ! n -l
h h
£+1
6 -1 18 -1
avec Nj = ;§'Aj,o [Rn(xo) Rn(xli] ;~ iZo Aj,i Rn(xi)
6 6 -1
* g Ry 4 5 A5 e [kn(X£+]) B Rn(xﬁi]
h h
Lemme IV.2.1.- 11 existe deux constantes c et ¢, indépendantes
de h et de 3 tellesque: ¢ >0, 0<q<1 et
|A71.| <c qll_Jl s, i, i =0,1,..., £+1
1,)

Démonstrnation : C'est une conséquence immédiate d'un théoréme

de Domsta [lj], une étude plus précise montre que : q = 2 - V3 et

¢ = V3 conformément & Rosenblatt [gsymptotic results on a spline estimate

of a probability density , statistical conference. Academic presé].

1V.2.2. - Majornation asymptotique de La varniance de ﬁn(x).

Proposition IV.2.2.- Sous les hypothéses suivantes

1) (V?XY eD), ( 3A.> 0), indépendant de h et de j,

tel que :

0 < Ah ¢ pj



Var Rn(x)

Les coefficients de Var Nj—
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2) Si h=—1 , O0<a<1, ona:
o
n

- |
Var R _(x) = 0(—)
n nh

Demonstration :

4

: 2
(X.-x)3 + hz(x—x.) 2 (x—x._])3 + hz(x._]—x) -
J Var N._1 + ] ] Var N.
6h J 6h ]
(X_Xj—l)z (x-xj)2
— —_— 3 -
h2 Var Rn(xj) + h2 Jar Rn(xj_])

1 3 2 3 2
e | (x,-%)7 + h7(x-x.)| x |(x-x. + h"(x, .- cov(ii., N, )
o [, Gemx ) ] Gy ) (=] cov(ily, W,

1

;;7 [Kxj—x)3 + hz(x-xjij X (X—Xj_l) cov(Nj_l,Rn(xj))
L [(x.—x)3 + hz(x—x.)] x (x-x.) cov(N. R (x. ,))
32 N J ] =P nTi-l
. ‘:(x-x. )3 + hz(x. -x)] x (x-x.) cov[N. R (x. ):I
3p2 j-l i-1 j i’ nri-l
2

;5 (x—xj_l) (X—Xj) cov[?n(xj), Rn(xj_]X]

| Var Nj et COV(Nj’Nj—l) sont de

1'ordre de h4 ; ceux de Var R (x.) , Var R_(x. ) et de
nj n = j-1

cov[?n(xj), Rn(xj_l)] sont majorés, en valeur absolue par 1 ; ceux

de cov[Nj_l,Rn(xj)] et cov[Nj_], Rn(x.

J_])] sont de l'ordre de hz
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En appliquant le lemme IV.2.1., chacun des coefficients A, , est
b

majoré, en valeur absolue par c¢, la majoration est uniforme en 1

et j car q < 1 ; de plus, on a :

L+1 -1 £+1 Ii‘j | -1 imj
I 1ol ] ea™l=c ] @ +e ] q
i=0o 1 i=0 0gisi L+131>]
L+1 _ i+l +1-j
Lol sef——mrveqd ‘
j,1
1=0 ’ q-1 q-1
comme O < q < 1,
£+1 |
) |A,|<C(1+q)
1=0
de méme :
2+1 £+1 .2 £+1 ..
I 0% T o P B
i=0 J° i=0 i=0
et

-1 -1 2
A, . x A, < 1+
igj |J,1x J,kl sell+a)

i#k
En appliquant les résultats asymptotiques relatifs & la variance et la
covariance du régressogramme donnés par le corollaire III.2.1. et la
proposition III.3.l., on a :

1
Var R (x) = 0(—)
n nh

et pour x et x' fixés dans E),l[, tels que : x # x' ,

cov{Rn(x), Rn(x')} = O(ﬁg)
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Chaque terme qui intervient dans 1'expression de Var Nj est composé

. . 1 | S
d'un coefficient de 1'ordre 7 et d'un autre de l'ordre — 5 il s'en
h nh
suit que :

1
Var N. = 0(—)
J nh5

En utilisant 1'inégalité de Schwartz, on a :

1
0(—o)
nh5

1
C(—p)
nh3

cov [Nj s Nj _ 1:|

[]

cov[Nj, Rn(xi]

Aussi, tous les termes qui composent l'expression de Var Rn(x) sont

de 1'ordre de i , d'oti le résultat.
nh

1V.3. - Non-comdlation asymptotfique de }‘in(x) et ﬁn(x‘), x et x'

faxes dans [O,l[, X # x'

Proposition 1V.3.1.-  Sous les hypothéses de la proposition
v.2.2., Rn(x) et Rn(x'), x et x' fixés dans E),l[, avec x # x' ,

sont asymptotiquement non-corrélés lorsque 1lim nh = + o,
o]

Démonstrhation : Pour n assez grand, il va exister deux

entiers k et k', k # k', dans {1,2,...,£+1} tels que x e I

et x' el . Les expressions de Rn(x) et Rn(x') n'étant pas

k'
simples, on peut obtenir le résultat en appliquant 1'inégalité de

Schwartz et la proposition IV.2.2., une démonstration directe du résultat

consiste 4 considérer E Rn(x) X Rn(x') ; en groupant convenablement les
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termes EN N, ; EN N, 3 EN_ N, ,EN R(x,), EN R (x, )
E Nk—l Rn(xk') s E Nk—] Rn(xk'—l) 5 E Rn(xk) Rn(xk') 5 E Rn(xk) Rn(xk'—l)
et E Rn(xk—l) R (x! ) ; en appliquant le lemme IV.2.l., on peut constater
que cov[ﬁn(x), in(x'ij est composé de termes de 1l'ordre de 1. d'oii

nh

le résultat.

1V.4. - Compontement asymptotique de £'erreur quadratique de ﬁn(x) ,

x 44xe.

1IV.4.1. - Majoration asymptotique de £'erreur quadratique.

Elle est donnée par la :

Proposition IV.4.1.- Sous les hypothéses du corollaire IV.1.3.

et de la proposition IV.2.2,, on a :

E[ﬁn(x) - R(x)]2 = o?) + o
nh

Demonstration : Elle est évidente lorsqu'on écrit que :

El:fin(X) - R(X)]2 = [E fln(x) - R(x):]2 + Var ;{n(x)

et en appliquant les majorations asymptotiques du biais et de la

variance de Rn(x).

1V.4.2. - Convengence en moyenne quadratique de ﬁn(x).

Proposition 1V.4.2.- Sous les mémes hypothéses de la proposition

précédente et si lim nh = » , Rn(x) converge en moyenne quadratique vers
n->eo

R(x).
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Démonstration : Elle est évidente lorsqu'on considére le

résultat de la proposition précédente,

Conolaire 1V.4.2.- Sous les mémes hypothéses de la proposition
IV.4,1., et pour h = O(n_]/3), on a
- 2 -2
ER (0 - RG] = 0 ?/?)

Démonstration : Il suffit d'appliquer la proposition IV.4.1,

et le lemme de Parzen pour avoir le résultat.

1V.4.3. - Remarques :

1) On peut utiliser la théorie des noyaux reproduisants pour
démontrer que 1l'estimateur spline Rn(x) est convergeant en moyenne
. . P Y . . - .
quadratique ; en effet, si on désigne par R 1la spline cubique théorique

qui vérifie le systéme :

R(x,) = R(x;) 0] 5 £+l
R'(0) = R'(0)
R'(1) = R'(1)

on peut écrire que :
E[ﬁn(x) - R(x)]2 < 2 [R(x) - fI\i(x)]Z + 2 E[E(x) - Rn(x):]2 (%)

Le premier terme du 2&me membre se majore facilement grice a un résultat
classique relatif 3 la convergencevdes splines cubiques ; voir A.N.W. [}]
par exemple ; le 28me terme du 2&me membre de (%) est al@atoire et se
majore en considérant 1'espace Cz[b,[] comme espace auto-reproduisant

dont le noyau s'écrit :




- 48 -

9 min(s,t)
(V%s,t) € [O,(] Y , qs,t) =1+ st + J (x-u) (t-u) du .
0

2) En comparant les résultats obtenus sur le régressogramme,
on constate quevsous les mémes hypothéses, in(x) posséde les m@mes
propriétés asymptotiques ; aussi, on peut conclure que ces méthodes splines
qui ne sont pas en fait des méthodes statistiques permettent d'é&viter les
inconvénients des estimateurs impropres, tel que le régressogramme ; car,
en effet, ce dernier donne une estimation de la régression, supposée,

en général, continue, par une seule valeur sur un méme intervalle.

3) Collomb [Q], en utilisant un résultat d'Epanechnikov, donne

. . . . K s . s
1'optimisation de 1l'estimateur Rn(x), xeR , s =1, selon le critére

7

quadratique et pour un noyau K supposé réel, positif, symétrique et

~4/5

normé. L'erreur quadratique minimale est toujours de la forme C.n ,

ol la constante C dépend du choix du noyau K.

1V.4.4. - Optimisation selon Le cnitene de "Lissage".

Désignons par ¢n(x) , x fixé dans [é,b], un estimateur
quelconque de la régression R(x), obtenu par la méthode du noyau, par

la méthode de Bosq ou par 1'une des méthodes décrites dans le chapitre I.

Soit (A) une subdivision de 1'intervalle [a,b] définie

comme sult :

(a) ¢+ a=¢g& < El < . <E_ =b, NeN

1
o =

et (y.) la suite suivante :

y; = ¢n(£i) , 0<igsN.
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~

- . . . 2
Le probléme suivant "trouver 1l'unique fonction r dans C BLI]

et qui vérifie le systéme :

rn(gi) =y, 0<1i<g<N
A' _ -~
rn(a) a
A' _ ~
rn(b) =b

~

~ ~1 -
oi a et b sont &gaux respectivement & ¢n(a) et ¢;(b) (si elles

existent) et qui minimise
b 2
J [c"(t)]° at
a

. . 2 . .
parmi toutes les fonctions de C 0,1] "  admet une solution unique
r ui est une spline cubique sur a,b ux joints . . et

L d p q [a,b] aux j (€ ocien

qui est le plus "lisse" des estimateurs de R(x).

En outre, comme on a pu le démortrer pour le cas du régresso-

» p g
gramme, T possédera les propriétés asymptotiques de ¢n . Dans le
dernier chapitre, sur la simulation, on a procédé au lissage de 1'esti-
mateur RK , obtenu par deux types de noyau : triangulaire et gaussien.

n
. ' . K

On pourra constater que pour un noyau gaussien, l'estimateur Rn(x)
coincide, avec 1'estimateur - spline, pour n assez grand et une

.o K
régression particuliére ; d'ol la bonne qualité de Rn(x), lorsque le

noyau est bien choisi.

1V.5. - Convengence en moyenne quadratique .intégrie.

IV.5.1. - Introduction. Dans ce qui suit, on va donner les

conditions pour lesquelles le '"MISE" de la régrospline :
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1
E J [ (o - RG] dx
0

converge vers O.

Pour se faire, on va construire, par deux méthodes, une spline
qui aura la propriété d'@tre toujours encadrée par deux valeurs consécu-

tives du régressogramme.

1V.5.2. - Resultats preliminaires.

Proposition TV.5.1.~ Soit k wun entier positif ou nul, et

et S deux fonctions vérifiant les conditions suivantes

e

=

D Ke c*o,1],
2) S est une spline polynomiale telle que :

- Se sz-z[b,i], m entier tel que : 0 < k < 2

. Uy .
S 1interpole R au sens suivant :

-~

<E—S)<xj> o, l<jsk

D'(R-$)(1) =0, 0<i s minCk,m-1)

J D' (r-5) (0)

L}

D* S(0) = D' s(1) =0 , k<igml

ol D desi ne 1'0 érateur de derivation M alors on a o
’
4

I|DJ(§—S)||L 305 j skl 3pgaq
q

A
8

g pk-itl/q-1/p |IDkE[|L 5
1%

A
Nl
A

8

\ l[Djsl|L ; k-1 < j £ 2m1 3 p
q

. - n
avec K constante indépendante de R et de h.

Deémonsthation : Le résultat €noncé est un cas particulier

d'un théoréme de R.S. Varga et S. Demko BZC}, page 242, formule 1.3,
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1vV.5.3. - Limite du "MISE".

Elle est donnée par la :
Proposition TV.5.2.- Sous les hypothéses suivantes
(V@XY e D), ( HA > 0), indépendant de h et de j, tel que :

0 < Ah ¢ pj

Alors, on a :
| . 9
1lim E J [R (x) - R(x)] dx = 0
n
n->w 0

si lim nh = =,
N>

Demonstration : Pour tout x fixé dans Ij , on pose

Mn(x) maXE?n(xj), Rn(xj—l)]

mn(x) min[Rn(xj), Rn(xj_l)]

Comme, on 1'a indiqué dans 1'intrpduction, on va construire
’ ?

une spline r qui posséde la propriété suivante :
X) £r < M
m (x) s r (x) M (x)
Pour ce faire, on dispose de deux méthodes.

é}L - . 3 3 -
a) 1 ¢ méthode. Fonctions-spline relatives 3 un convexe.

Cette méthode a &té introduite par Atteia et développée, entre autres,

par Morin [18] et Laurent [] 6] .

I1 s'agit de trouver une fonction rn(x) dans 1'espace

2 : '
C={gel BLI] , X E Ij s, 3= 1,2,..., +1, mn(x) < rn(x) < Mn(x)}
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et qui réalise la condition suivante :

‘ 2 ! 2
J [r"(x)] dx = min [ [g"(x)] dx
o " geC 0

Conformément d Laurent [lé], page 492, ou Morin [18], chapitre I, un
tel probléme a toujours une solution ; en outre, cette solution, rn(x) ,
est une spline cubique ; on peut se référer aux deux auteurs déja cités

pour 1'unicité et la caractérisation de cette fonction.

b) 29" methode. Splines d'Hermite.

Soit S 1'espace des fonctions S(x) telles que

i) s(x) € CI [O,l] ,

ii) s(x) est un polynSme de degré < 3 sur tout Ij

D'aprés Schenberg Ekﬂ, page 44, lemme 1, le probléme suivant : trouver

une spline rn(x) dans S vérifiant les conditions

iii) rn(xj) Rn(xj) , 05 j g £+l

O "

. 1]

iv) rn(xj)
a une solution unique rn(x) ; on peut aussi, se référer & Laurent []6],
page 221, exemple 2.

Dans notre démonstration, on retiendra cette derniére méthode ;
rn(x) désignera, donc, dans toute la suite, la spline d'Hermite qui
vérifie les conditions 1), ii), iii) et iv) ; étant ainsi définie,

elle posséde la propriété suivante
m (x) < rn(X) g Mn(X)

On a alors
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~ 2 - 2
1R, = R <2 1R = 5,1} 2 |l - wl]

ol ||.i| désigne la norme dans L [O,f].
L2 2

1°) Majoration de ||r -R||2
n L2

En appliquant la propriété de rn(x) , on peut écrire que :
2 2 2
[t (x) - R@)|" s 2[M () - Rx)|" + 2[m (%) - R
Ainsi, pour majorer les 2 termes du 2éme membre, on doit considérer 2 cas :
a) Si Mn(x) = Rn(xj).

Dans ce cas, mn(x) = Rn(xj—l)

Aussi, on peut 8crire :
2 2 2
Irn(x) - R(x)l < 2|Rn(x) - R(x)l + ZLRn(xj_]) - R(x){

car pour X € Ij s Rn(x) = Rn(xj)

N

2
sup Irn(x) - R(x)’ 2 sup |Rn(x) - R(x-)l2 + 2 sup IRn(x.) - R(x)l2
xel, xel. xel, J
] ] 3

N

Or sup |Rn(x) - R(x)|2 2 sup E|R (%) - R(x))2 + 2[R (x) - E Rn(x))2

I. I.
] ]

ou bien :

sup 1Rn(x) - R(x))2 < 4 sup IE Rn(x) - E(Y/Xeij)‘2 + 4 sup ‘R(x) - E(Y/Xte)I2
I. I. I. :

] ] ]

2
+ 2 |Rn(x) - E Rn(x)l

Or, R @&tant continue, il existe Ej € Ij , tel que :
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E(Y/Xte) = R(Ej)
d'ou :

sup |R (x) - R(x)|2 < 2|Rn(x) - E Rn(x)l2 + 4 sup |R(x) - R(gj)!2
H » H
+ 4 sup |E Rn(x) - E(Y/Xte)[2
I.
i

Or 3 une constante A positive telle que :

sup |E R (x) - E(Y/XeI.)|2 ¢ 22 o7omh
I. n J
j
et sup |R(x) - R(gj)|2 < w2(R,h)
I.

]

I1 vient alors :

sup [R_(x) - R0 |% < 2[R (0) - F R ()| + 4 wZ(R,h) + 4 A% g720R

xel,
J

Par ailleurs,

2 . 2
és? [Rn(xj_l) R(x)|“ < 2 suP |Rn(xj—l) - E\Y/Xte_l)| +
] J
2
2 sup lE(Y/Xte_l) - R(x) |
I. '
]

A

2 |Rn(xj_1) - E(Y/xexj_l)\2 + 2 w2 (R,h)

<2 A% ™M, w2 (R,h)

Finalement :

sup |rn(x) - R(x)|2 < 4‘Rn(x) - E Rn(X)|2 + 10 w(R,h) + 10 A2 e—2nh .

I.
]
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En intégrant par rapport & X, on a :

2 2 2
JI |t (x) - R(x)|" dx s 4 b an(sj) - E Rn(sj)l + 10 h w“(R,h) +

J 2

10 A% B ~20R

En intégrant par rapport & la probabilité P, il vient :

E j |rn(x) - R(x)l2 dx < 4 h Var Rn(sj) + 10 h w?(R,h) + 10 A% p 720D
I.
]
d'ou
1 9 £+1 9
E J |rn(x) - R(x)l dx = Z E f lrn(x) - R(x)l dx
0 =1 1,
J
Comme (£+1) h = 1 , en utilisant les résultats asymptotiques sur la

variance du régressogramme, corollaire III.2.1., on a :

Ellr. - R|]Z < 4L+ 10¥@®h) + 10 2% 0
n L
2 nh

b) Si Mn(X) = Rn(xj_ )

1
I1 suffit d'écrire que :
It (0 - R® | < 2|R (. ) - R® |2 + 2[R (x.) - R |?
n N n " j-1 nj

Par conséquent, on aboutit & la méme majoration asymptotique

que précédemment.

. , o 2
2°) Majoration de HRn -r | ]L2

Dans la proposition IV.5.1., r et Rn vérifient

n
respectivement les conditions des fonctions R et S.
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en mettant k=1, p=q=2, m=2 et j=0, ona:

2

2
I 2

- 2
[IR, - LZSKh NEY ,

oi K est une constante indépendante de h et de r -en intégrant

par rapport a P, 1l vient

- 2
B[l - r |17 < xn®E[|er]]?
n n' 'L n' 'L
2 2
En tenant compte du fait que :
lr )] s M ()
on peut voir que : E||ré|[i est bornée par une constante (B > 0)
2
indépendante de h et de j, d'od
E||R —r|[2 < B . K. b
n n''L
2
Il vient, en définitive que
b 2 2 8V 2
EJ IR (%) - R(x)|7 dx £ 2 (B.K) h° + == + 2 w“(R,h)
o " nh
+ 8 e—2nh

6 = constante indépendante de h et de j ; dé&s que 1lim nh = =,

N>
on a le résultat.
Conollainre 1V.5.3.- Sous les hypothéses suivantes

(VPXY e D), (A > 0), indépendante de h et de j , tel que

0 < Ah < p. ,
pJ

/3

alors pour h = O(n_] ) , on a :
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/3

l ~ —
EJ |Rn(x)-R(x)|2 ax = o 2'3)

0

Démonstrnation : 11 suffit d'appliquer le lemme de Parzen [22],

. ~ nh - .
pour avoir le résultat ; le terme en e étant absorbé par celui

1V.6. -'Conve@gence undforme presque complete.

1v.6.1. - Introduction.

Dans ce paragraphe, on se propose d'étudier la convergence
uniforme presque compléte (p.co.) vers O de la v.a. (ﬁn - R), ﬁn
désignant toujours l'estimateur - spline ; pour ce faire, on utilisera

des résultats diis a Geffroy [15] ;5 ce dernier a montré que si la suite

h vérifie la condition

lim nh = +

n>~ Log n

alors : Ve >0, Z P[:sup |R (x) - R(x)l > é] < + oo,
n>1 Ogx<l1 n

Collomb [9] montre que cette méme condition sur h est nécessaire et
suffisante pour que l'on ait :
K
sup [Rn(x) -R(x)| —> 0 p.co.
xeG nte

- . - . K .
oi G est une partie bornée non vide de R® , s 21 et Rn 1'estima-

teur de la régression R par la méthode du noyau.

1V.6.2. - Resultats preliminaires (Gefgroy [15]).

Dans cette partie, 1l'hypothése relative a la v.a.r. Y est que

EY existe et que R est continue uniformément sur [b,l[,
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Lemme IV.6.2.- Soit PXY une loi de D telle que :

( 3A;> 0) indépendant de h et de j, avec

. 2Ah >0
pJ

.. . . A .
Choisissons arbitrairement A' dans ]0, —{: et considérons

2+1
1'événement : Hn =M {vn > nh A'} alors si la suite h vérifie
j=1 3
lim nh =+
n>o Log n
On a : Z P(Hn) < 4+ o

nxl

Démonsthation : La v.a. v suit la loi binomiale de

3
paramétres n et pj ; on a donc
E(Vn.) =n pj > n Ah
]
I1 vient alors E(v. ) = A Log n avec lim e, = 0
nj € n->eo

car h peut s'écrire sous la forme :

h—] _ n ]

Log n

Ceci implique que E(\)n ) croit indéfiniment avec n ; posons
]

m = [ﬁh Af]
pour n assez grand, on a

m < E(vn.)
J
Une inégalité classique, voir Feller [J4], formﬁle 3.6, page 140, nous

donne :
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m pm+1 n-m . n-m+l

PDH srﬂ <Cn 5 qj -
j (n+l)PJ- -m
1 - -
Posons Bn = .-.__.n_'____ prH. 1 ql’.l m *Il_..nﬂ-_l___
n! (n-m) ! J J (n+l)pj-m

D'aprés le choix de A' et de m, on a :

np. >2m
PJ

p.(n-m+1)
et 4 <2
(n+1) Pj'm

En appliquant la formule de Stirling, on en déduit

By < @ el [—2— T IO (o -
n o 21 (n-m)m 7 J n n

ol lime' =0
mn
m>eo
n->co
Comme — — O avec , on a
n n
2 +¢e"
n _m n m m-n
B < —m 5 9 A0 -5
n v2mm n n
avec lim eg =0 uniformément en j.
n->co

Considérons la fonction :

u(p) = p(I-p)" ™, O0s<pg |l
on a : | u'(p) = u(p) (m-np)

p(1-p)

. - . m
donec wu(p) est décroissante pour p > — ; or :
n
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o < Ah < p.
n ]

il en résulte que :

u(pj) < u(Ah)

d'oli une majoration uniforme en j de u(pj)

en tenant compte du fait que

m

il vient :

Or, on peut écrire

A m

)
A |
n

et

1- n-m
Ah)

1-A'h
n

(

m n-m

oY ) < A" W™ (1-an)" ™

m peut s'écrire :

= nh A' avec lim A' = A
n n
n->-e
2 + " m n-m
n A 1 = Ah
< — (=) ( )
v271m Al 1-A'h
n n
aussi :
= exp(m Log 130 = exp(nh A' Log fL)
A n A
n n
= exp(-L—(lg—;l}- . A' Log _é.)
€ A'
n n

exp[(A - A) nh(1 + 0(1))]

exp[- X282 (a-a') (1 + 0(1))]

€
n

Aussi, il vient que :

)
R

!
2+e Log n

(A - A" = A" Log 2 + 0(1))]

A'
n

2mm n
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mais : lim [A - A' - A' Log J&] =A-A" - A" Log A
n n ] '
n-e A A
n
A - i) s o0
A' A'

A . . . .
car — > 2 , Par ailleurs, il va exister un nombre & > 0 et un entier
A' :

n tels que :
o q

Al
n
auquel cas :
2 + 8Il L

YR —_ expl:- BT (5 + 0(1)):]

n V2mm €,
et pour n assez grand, n > n, ,

C-1/2 -§/2¢
g < _L_(Log n) - n
RN €
n
Finalement,
_ £+1 £+1
Pl ] =p[U v, =nf] ¢ ] PO, sm s (&+1) 8
j=1 3 j=1 3
et pour n > n1
- ne -3/2 -§/2€
PH] <« —R2g <L dogm © g, oy
n '
Log n A €,

et il est clair que la série dont le terme général est le majorant ci-dessus

de P(ﬁn) est convergente ; d'ol le résultat.

Lemme IV.6.3.- Avec les notations et les hypothéses du

lemme précédent, on a :




o] < Yo uy + Faya - Cu/ () ™) a

u
B uo ¢ ( u.....Nu._uV g 3aoddex aed juea8giul ua

=

C
— w _AGUa...a~UV HM—H_ SOAE

r
. £
Aﬂun...mNua—UV ~.HH yy + A.WVM - hﬁﬂ.ua...nNun—UV C ﬁm\ANvﬁ,mum

¢ anb 31npep us ug

[ T I mc
"I 3 'Y °mb 1e3 quezg 1 ¢ [ 3 ("3) L3 oaae

C £, Y
__.°u £ I3°X @
Q.uv 1yy o+ (73)¥] { T =
[ T ma
1 I2°X @ u rAA u u
e [ —=[C3 "1 y v/ (%) ¥

: Juata T ¢ ][‘Q] suep Acu,...“mu,~uv 3108 39

gy 3 _A.muvm - (x)Y|

: 211129 Inad uo ¢ m.H suep mw 31108

.

l,3-3]y 3 | (»a - ()] ¢ L_.& 3 (LIPA

: onb 193 0 < Y 93ISIX® I

.u_.au ins SNUTJIUOD Juswawloztun sgsoddns juels ¥ UOYYOWY SUOWID(]

"313180d 191 Un Y 39 | 3 |

‘u £ L
anb 97193 93UB3ISUOD IuUN 1S9 p ¢ ‘I suep 21IRIITQIE ‘3 O9AE

u e v+ Cou= [w/eoa

.IN@l




- 63 -

Proposition 1V.6.1.- Sous 1'hypoth&se du lemme IV.6.2. et si

1) (WP, € D), les lois conditionnelles P§ , X € EJ,I[

XY

ont des moments de tout ordre

3

2) dv > 0, (VPXY eD, Mz e [O,ID, Var(Y/x) < V ,
3) Ga>0, (B, e, (xe [0,1D, V3 2)

k-2

IE([Y - BE(v/]%/%0 | < ko2 yar(y/x)
2

. . nh
alors si : lim = o

n+~ Log n

ona: (V. eD), Un = d(Rn,R) —— 0 p.co. ol d désigne la

XY N

métrique de la convergence uniforme.

- . . ' 2
Demonstration : Soit (t ,t,,...,t ) dans [0,1 et o
la variance de z Yi conditionnée par »(tl,tz,...,tn) 1'hypothé&se 2)
X.el.
1 ]
entralne :
02 <V .V
n,
J

Soit ¢ wun nombre positif quelconque et B un nombre réel tel que
0<oaB g 1/2

Suivant une inégalité classique, on a

Vx € Ij) R P[an(x) - E Rn(x)) s _c LB / ]

mais on a : v, nh A' ; aussi, on peut Ecrire :




- 64 -

PR (x) ~ER ()] > —< 4

BV -c
H N(t. ,t,,...,t < 2
nhA'R ! n ( 172 nX] °

comme BV g v , on peut choisir B tel que :

2a
gV = £

2

et c¢ de fagon que : < =£
nh A' 2
2 L
c'est-i-dire : c =< A'Bnh =& pr 08D
2 4v €

I1 vient :

2 A' Log ?]

P[IR (x) ~ER (0| > e/H N (£t )] s 2 exp[- ¢ =
n

mais le lemme IV.6.3. implique que
|E(Rn/Hn) - R(x)| < 2h A

et pour n > oo, 2 xh < g

-€2A'/4Ven
1o . - .

d'od : P[IR_(x) - R(x)|>2e/H ] < 2n
Tl en résulte que :

—ezA'/4Ven
p[u_ > 2¢/H ] < 2(2+1) n
finalement :

2 € 1—€2A'/4V€n _
n + P(Hn)

PB%'>2ﬂ <
Log n
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Le lemme IV.6.2. implique que z P(ﬁn) < 4+ o et il
nx1l '

est évident que :

2
€ 1-e A'/4Ve
n n
n < +

nzl Log n
ce qui achéve la démonstration.

1V.6.3.- Convergence uniforme presque compléte de ﬁn.

Dans ce qui suit, nous donnons d'abord un résultat relatif
a4 la majoration asymptotique de d(Rn,R) , d désignant la métrique

de la convergence uniforme ; Un désignant toujours d(Rn,R).
Proposition 1V.6.3.- Avec les notations précédentes, on a :

d(ﬁn,R) < v ) U+ LR.b)

3/3 b33
Demons thation :
“ (x.-—x)3 - hz(x.—x) (X_X'-l)3 - hz(x—x._l)
Rn(x) - R(x) = N._; J J + N. ] J
1 6h J 6h
(x-x. 1) (x-x.)
- _ - J
+ [Rn(xj) - R(x)] —L— [Rn(xj_]) R(x)] ——
h h
h2
Les coefficients de N, et N, sont majorés en valeur absolue par — ;
J j-1 9‘/3_

de la proposition IV.!.1., on en tire en particulier :

max IN.| £ max Id.|
ogjse+1 I ogjel+1 3

car les (Nj), 0 < j< &+1 , vérifient le systdme matriciel
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- - - —_ -

2 1 N d

(o} O

1/2 2 1/2 Nl d1

1/2 2 1/2
N N\ \
\ AN N
\ \ N
N \ N
\ N N =
N AN AN
\ N\ AN
N\ N N
N N\ S
N\ AN AN
1/2 2 1/2

1 2 N d

_ 1L [ 2+1]
R (x. ,) - R (x.) R (x.) - R (x. )
avec dj=§|:n‘]+] LN T . nJl],lSjSK

3
4,1 < [an(xj_p - RO, DL+ IRGy, D - RG] 2|R(xj) - Rn(xjﬂ
+ |R(xj) - R(xj_])| + |R(xj_1) - Rn(xj_l)lj
comme w(R,h) = max w,.(R,h) , il vient
lsjs£+1
max |dJ| 5—37 [4 u ot Zw(R,h)]
] h
. 2 8 4
aussi, d(Rn,R) < (—+ 2) U + — w(R,h)

33 T3/3
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Cornollaire 1V.6.3.- Sous 1'hypothé&se suivante :
(V@XY €D, ( 3A.> 0) , indépendant de h et de j, tel que
0 < Ah < p.
IJJ

alors si la suite h vérifie

]
+

o]

lim
n>~ Log n

on a d(Rn,R) ——> 0 p.co.
nteo

Deémonsitrnation : Y étant bornée, les hypothéses 1,2,3, de 1la

proposition IV.6.2. sont vérifiées, la suite h vérifiant la condition

. nh
lim o
n>* Log n

on a : U —> 0 p.co.
n
nteo

R &tant continue, on a :
lim w(R,h) = 0
n->e

d'old le résultat.

Remarque : On peut se poser la question suivante : existe-t-il
une hypothése sur la suite h, moins restrictive que 1'hypothése

. nh . . -
lim = o et qul assure la convergence uniforme presque compléte des

n> Log n

estimateurs Rn et Rn' Une réponse & cette question est donnée par

Geffroy [15], en ce qui concerne le régressogramme ; en effet, Geffroy
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montre que le régressogramme ne peut pas converger uniformément en

probabilité si la suite h ne vérifie pas la condition :

lim nh | o
n>e Log n

1V.6.4. - Convergence en moyenne uniborme de R

Proposition 1V.6.4.- Sous les hypoth&ses du corollaire

précédent,

on a : (VTXY eD , E Sip ]ﬁn(x) - R(x)| —_ 0

n--e

Demonstrhation : Considérons la v.a.r.

z = sip IRn(X) - R(x) |

Y &tant bornée, Rn(x) et R(x) sont aussi bornés ; de plus Rn(x)

s'écrit :

~ (x.—x)3 + hz(x—x.) (x—x.__l)3 - hz(x—x._l)

R (x) = N,_| ] 1l 4. 1 ]

J 6h J 6h
. Rn(xj) (x-xj_]) - Rn(xj_])(x—xj)
h
Les coefficients de Nj—l et Nj sont majorés en valeur absolue
2
par —— et max |N.! < max |d.|
9Y3 ogjcl+1 Ogjel+1

avec

max |d,| g ‘%Z [ u, +2 RN)].

ogjel+1 3 n

Un est bornée pour tout n car Y est bornée ; il vient que Rn(x)

est bornée pour tout X et que par conséquent la v.a.r. Zn est positive
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et bornée pour tout entier n.

D'aprés le corollaire précédent, on a en particulier,

et d'aprés un résultat de Neveu.[}l], proposition II.5.4., on a :

EZ —=0
n .
N4

d'oli le résultat.
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CHAPITRE V

SIMULATTON.

V.1. - Introduction.

Dans ce qui suit, on va &tudier quelques exemples dont ceux
q , q ‘exemp
de Watson [36] ; on considérera, comme ce dernier, le cas oi X et Y

sont deux v.a.r. et ol la densité de X est

2

f(x) = _.L. e-x /2
L
X=x
avec : dPY =g
dy X
1 -1/2[y-R(x)] %
et gx(y) = — e

V2m

pour ‘x et y dans BLI] et la régression R particulidére & chaque
exemple ; dans chaque figure, on a regroupé les trois estimateurs suivants,
le régressogramme Rn , 1'estimateur Rﬁ , obtenu par le noyau K et la
spline Rn'

Dans un premier temps, on a "interpolé&" le régressogramme aux
milieux des intervalles Ij » j=1,2,...,£+1 ; on pourra remarquer
que la spline obtenue est meilleure que celle obtenue en "interpolant"

le régressogramme aux points xj‘,' j=0,1,..., £+1,

. . . K
Dans chaque cas, on a choisi pour 1'estimateur R deux
s p n ?

types de noyau : triangulaire et gaussien.

1

1000 ~ .

En outre, on a choisi une taille n = 1000 et h .
10




V.2. - Exemples.

Exemple 1.- C'est le cas oi X et Y sont indépendantes
la régression R est, donc, constante ; on a choisi, arbitrairement,

cette derniére égale a :

R(x) =1/2 , x¢€ [0,]]

a) Cas ol le noyau est défini par :

K(x)

i

|

»

w
e

i

2

Dans cet exemple, la spline est nettement meilleure que l'estimateur
K . . A s

Rn(X) et cecli est essentiellement dii au choix du noyau. On constate

que la spline est assez proche du régressogramme ; l'erreur est en

moyenne par défaut, aussi bien pour la spline que pour 1l'estimateur

Ri(x) ; voir figure 1.a,
b) Cas ol le noyau est gaussien :

‘ 2
K(x) = e X /2 X € [b,l] .

1
V2r

. K . . . s
L'estimateur Rn est nettement plus lisse que celul qui précéde ;

1l'erreur est en moyenne par défaut ; voir figure 1.b.
Exemple 2.- Cas ol la régression est définie par :
R(x) =0,8x , xe [0,1]

Cet exemple a é€té &tudié par Watson [36].

b4
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a) Dans le cas ol le noyau est triangulaire, la spline est
nettement meilleure que la méthode du noyau ; 1l'erreur est en moyenne

-~

par défaut pour les deux estimateurs Rn et Rﬁ , voir figure 2.a.

b) Dans le cas ol le noyau est gaussien, les remarques sont

les mémes que dans le cas 1.b. ; voir figure 2.b.
Exemple 3.- Cas oli la régression est définie par :
2
R(x) = 3x° , xe [0,1]

Cet exemple a été &tudié par Watson [36] pour une taille n = 100
vet pour différentes valeurs de h : 1/2 , 1/5, 1/10 ; Watson considére

aussi l'estimateur obtenu par la méthode des moindres carrés.

a) Cas du noyau triangulaire : comme dans les deux exemples
e K . . .
précédents, l'estimateur Rn est assez mauvals comparativement a

-~

1'estimateur spline Rn ; 1l'erreur est en moyenne par défaut voir figure 3.a.

K
b) Cas du noyau gaussien : l'estimateur Rn correspondant
est nettement meilleur ; l'erreur est en moyenne par défaut - voir

figure 3.b.

c) Cas oili on interpole le régressogramme aux points
(xj) , 3 =0,1,..., £+1 ;0n voit aisément que la spline Rn n'est pas
aussi proche de la régression R que dans les deux derniers cas

P . K . '
récédents. L'estimateur R obtenu le noyau gaussien est nettement
P n y g

meilleur voir figures 3.c. et 3.d.
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Exemple 4.- Cas ou la régression est définie par :

R(x) = - X3+ x -4

a) Cas du noyau triangulaire : 1'erreur est en moyenne par

. K . .
défaut. R,n est nettement meilleur que Rn ; voir figure 4.a,

b) Cas du noyau gaussien : l'erreur est moyenne par défaut ;

. K . . .
1'estimateur Rn est nettement meilleur; voir figure 4.b.

c) Cas de l1l'interpolation aux points Xj , J = 0,1, ...,2+1
L'erreur est en moyenne par excés ; la spline obtenue en b) est

nettement meilleure; voir figure 4.c.
Exemple 5.- Cas ol la régression est définie par :
3
R(x) = 4 + 3 x , xe[O,l:]

Cet exemple a été également traité par Watson [3@].

~

a) Cas du noyau triangulaire : Rn est nettement meilleur
K . .
que Rn ; on peut constater qu'entre les points d'abcisse 4/5 et 1, la

spline a tendance a se confondre avec R(x) ; voir figure 5.a.

. . K L.
b) Cas du noyau gaussien : l'estimateur Rn est légerement

-~

meilleur que Rn ;1l'erreur est en moyenne par défaut voir figure 5.b.

¢) Cas de l'interpolation aux sommets X, j=0,1,..., £+1

les remarques sont les mé€mes que dans le cas 5.c.

-e
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Exemple 6.- Cas ol la régression est définie par :

3

R(x) = xT - x + 2

w &

a) Cas du noyau triangulaire : les remarques sont les mémes

que précédemment ; voir figure 6.a.

b) Cas du noyau gaussien : voir figure 6.b.

Exemple 7 "Optimisation”.- Dans cet exemple, on construit

. . . . K
1'estimateur spline en "interpolant" 1'estimateur R obtenu par la
méthode du noyau aux points (xj) s 1 =0,1,..., £+1 ;3 R @&tant définie

par :
3
R(x) =4+ 3 x7 , xe[O,l].

a) Cas du noyau triangulaire : on constate aisément que
. . P . K .
l'estimateur spline réalise en quelque sorte un lissage de Rn s, VoOir

figure 7.a.

T

b) Cas du noyau gaussien : les deux estimateurs Ri , et Rn

sont pratiquement confondus ; d'oli la bonne qualité de la méthode du noyau,

lorsque ce dernier est bien choisi, voir figure 7.b.

- *
Légende (%) :
- - - - estimateur - spline Rn(x)
—————r——— régressogramme Rn(x)
. K
———— estimateur - noyau Rn(x)

régression R(x)

(*) Nous tenons 3 remercier P. VAN INGELANDT pour sa collaboration.
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FIGURE 4.b.
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FIGURE 4.b. (bis)
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FIGURE 5.c.
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FIGURE 5.d
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FIGURE 6.a.
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FIGURE 6.b.

01
’

% -

u

e _r

u

X ——

o S £
— X +vm|vml.|"vm

03— 2/ x> 7 A pr- X o= (%)Y

apusdag nefoyN uo1ssailday

3NITdS




- 92 -

FIGURE 7.a.
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FIGURE 7.b.
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