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S IMJLATION NUMERIQUE 

D 'UN DECOLLEMENT TRIDIMENSIONNEL PARIETAL 

Un écoulement tridimensionnel i n s t a t i o n n a i r e  décol lé  su r  une 
marche en chevron s i t u é e  dans un canal  e s t  é tud ié  B l ' a i d e  d'une méthode 
numérique [ 271 q u i  représente  l e s  parois  par  un réseau d'anneaux 
tourbi l lonnai res  e t  l a  nappe par une d i s t r i b u t i o n  volumique tourbi l lon-  
n a i r e  d i sc rè te .  

Diverses améliorat ions apportées à l a  méthode (choix du t o u r b i l -  
lon  émis, i n t e r a c t i o n  nappe-paroi) permettrent  de su iv re  correctement 
l ' é v o l u t i o n  de  la-nappe a u  cours du temps e t  de présenter  des r é s u l t a t s  
nrimériques comparables aux r é s u l t a t s  expérimentaux. 

NUMERICAL SIMULATION 

OF A mE-DIMENSIONAL PAXIETAL SEPmATIGaN 

S U M M A R Y  ------------- 

A three-dimensional unsteady separated flow over a s tep ,  having 
a chevron planform, bounded by v e r t i c a l  walls  is  s tudied using a numerical 
appraach 1271 i n  which the  walls a r e  replaced by a surface  d i s t r i b u t i o n  
of q u a d r i l a t e r a l  vor tex  r ings  and the  vortex shee t  by a d i s c r e t e  vor tex  
volume d i s  t r i b u t i o n .  

It is  shown t h a t  various improvements c a r r i e d  to  t h e  method 
(choice of v o r t i c i t y  m i s s i o n ,  i n t e r a c t i o n  sheet-walls) al low t o  follow 
s u i t a b l e l y  the  time-evolution of the  s h e e t  and t o  obtain numerical 
r e s u l t s  i n  good agreement with experience. 
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INTRODUCTION - 

O.N.E.R.A. 

Les problèmes d'écoulements subsoniques tridimensionnels ins ta t ionna i res  
décollés à grand nombre de Reynolds son t  d'une grande importance pratique 
ca r  i l s  s e  rencontrent  aus s i  bien dans l'aérodynamique des véhicules 
aé r iens  e t  t e r r e s t r e s  1 6  3 que dans diverses appl icat ions  i n d u s  t r i e l l e s  
(plate-forme de forage en mer, par exemple). Leur approche par  des modé- 
l i s a t i o n s  mathématiques d'écoulement de f l u ide  p a r f a i t  incompressible a 
su sc i t é  de nombreux travaux depuis quelques années. 

Ces modèles mathématiques son t  basés s u r  une représentation de  l ' obs tac le  
à l ' a i d e  de d i s t r ibu t ions  surfaciques de s ingu la r i t és  du type source, 
doublet,  anneau tourbi l lonnaire  ou tourbi l lon en f e r  à cheval [ 111 , 
[ 2 2 1  , 1 29 ] . Ces deux derniers  types de s ingu la r i t és  permettent 

de s a t i s f a i r e  directement l e s  théorèmes de conservation l i é s  aux écoule- 
ments tourbi l lonnaires .  BELOTSERKOVSKII [ 21 1 3 ] e s t  l ' un  des premier 
à avoi r  u t i l i s é  l e s  tourbi l lons  en f e r  à cheval, l i é s  pour représenter  
l ' ob s t ac l e  e t  l i b r e s  pour représenter l a  nappe tourbil lonnaire,  a f i n  de 
respecter  l e s  théorèmes de conservation. Ces théorèmes peuvent auss i  
ê t r e  respectés en remplaçant l a  nappe par une d i s t r i bu t i on  volumique 
tourbi l lonnaire  d i s c r è t e  e t  en suivant,  à l ' a i d e  de l 'équation 
d'Helmholtz, l e s  d i f f é r en t s  tourbi l lons  canposant l a  nappe. C'est ce  
principe qui  e s t  u t i l i s é  dans c e t t e  étude e t  qu i  a é t é  mis au point  à 
ltONERA par C. REHBACH 1 2 5 1  [ 26 1. 
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Dans la présente étude l a  méthode e s t  appliquée à un écoulement dans un 
canal  où s u r g i t  une dépression v e r t i c a l e  en forme de f lèche à la  paroi  
in fé r ieure .  Ce t te  brusque dénivel la t ion crée  l e  long de l ' a r ê t e  un 
décollement e t  une zone tourbi l lonqaire  dont on s u i t  l ' évolut ion.  Ce 
type d'écoulement n'ayant à not re  connaissance jamais f a i t  1 ' ob je t  
d ' 6  tudes théoriques, aucune comparaison n ' e s t  poss ible  avec d ' au t res  
travaux basés s u r  des modèles nrmiériques d i f f é r en t s  ; cependant, des 
e s sa i s  expérimentaux [ 241  e t  des v i sua l i sa t ions  ont  e t6  r e a l i s é s  
à 1 ' ONERA e t  permettent des comparaisons qua l i t a t ives  e t  quanti  ta t ives  
avec nos propres r é su l t a t s .  Cet te  configuration met en évidence des 
phénomènes fortement tridimensionnels de nappes enroulées avec in terac-  
t ion  importante des parois ; c ' e s t  donc un cas part iculièrement sévere 
pour toute  méthode numérique e t  il nous a conduit à rechercher diverses 
améliorations concernant l a  méthode d ' origine.  
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La formulation in tégro-d i f fé ren t ie l l e  lagrangienne (chapi t re  l ) ,  que nous 
u t i l i sons  i c i ,  permet de su ivre  à l ' a i d e  du couple vi tesse- tourbi l lon 
( , W ) l ' évo lu t ion  du champ tourbi l lonnaire  dans l 'espace temps 
en t r e  un é t a t  i n i t i a l  au repos e t  un é t a t  f i n a l  s t a t ionna i re  ou quasi- 
s t a t i onna i r e  en passant par une phase ins ta t ionna i re  plus ou moins 
longue, Le nombre de pas de temps nécessaire dans l a  phase intermédiaire 
pa r a r t  dans c e  cas p a r t i c u l i e r  assez élevé e t  la représenta t ion 
d i s c r è t e  des équations d o i t  ê t r e  assez précise  pour about i r  à un é t a t  
s t a t ionna i re  cohérent. On a donc cherché au chap i t re  2 à améliorer l e s  
méthodes de base exis tantes ,  s o i t  en u t i l i s a n t  des schémas d ' in tégra t ion  
en temps d 'ordre  plus élevé,  comme par exemple l e  schéma du second ordre 
"prédicteur-correcteur" permettant une déf in i t ion  plus prdcise des 
t r a j ec to i r e s ,  s o i t  en u t i l i s a n t  des formulations analytiques du terme 
de déformation du tourbi l lon en remplacement des schémas ninnériques basés 
s u r  l e s  d i f férences  f i n i e s .  



O.N.E.R.A. 

ûn ver ra  également a u  c h a p i t r e  2 que l a  formation de l a  nappe l i b r e  
à p a r t i r  du bord de l ' a r ê t e  e s t  un a u t r e  problème d é l i c a t  qu'on a 
t en té  de résoudre en considérant  la d i s t r i b u t i o n  tourb i l lonna i re  su r fa -  
cique camne une représen ta t ion  de couche l i m i t e  infiniment mince [ 3 0 1  . 
La nappe s 'échappant de  l ' a r ê t e  e s t  a l o r s  formée du mélange de deux 
couches l i m i t e s  i s sues  des parois  ayant  l ' a r ê t e  en canmiun. 

Contrairement à c e  q u i  se passe en général en aérodynamique externe,  l e s  
nappes tourbi l lonnai res ,  en aérodynamique in te rne ,  ont  tendance à 
e f f l e u r e r  les parois  s u r  des d is tances  plus ou moins grandes e t  de f o r t e s  
i n t e r a c t i o n s  e n t r e  l a  nappe e t  l e s  parois  appara issent  q u i  prédisposent  
l e  schéma numérique à des i n s t a b i l i t é s  notoi res .  En p a r t i c u l i e r  il 
convient d ' é v i t e r  l a  t raversée  des parois  par  des pa r t i cu les  tourb i l lon-  
na i res .  Ce problème a é t é  é tud ié  analytiquement e t  nudriquement au  
chap i t re  3 e t  réso lu  p a r  un procédé de  déformation l o c a l e  du mai l lage  
t ap i s san t  les parois  q u i  permet d 'about i r  à un champ de v i t e s s e s  e t  à 
un champ tourb i l lonna i re  mieux représentés à proximité e t  s u r  l e s  parois .  

Les r é s u l t a t s  présentés au  c h a p i t r e  4 fon t  a p p a r a î t r e  l e  bon comportement 
, de l a  méthode numérique même pour des configurat ions d ' o b s t a c l ~ a s s e z  

d i f f i c i l e s  à é tud ie r ,  canmie c 'est l e  cas  i c i ,  e t  montrent l a  capac i t é  
de l a  méthode à simuler l e s  écoulements décol lés  à v i s c o s i t é  évanescente. 

RT 11/1737 AN P age 5 
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C H A P I T R E  1 

FORMLTLATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME 

On cherche à exprimer l e  champ des v i t e s s e s  dans un domaine ( fi; ) 
limité par une f r o n t i è r e  ( S  ) e t  baigné par un f l u i d e  homogène incom- 
p r e s s i b l e  à v i s c o s i t é  évanescente à p a r t i r  des condit ions l i m i t e s  su r  
( S ) e t  du champ tourb i l lonna i re  e x i s t a n t  dans (fi;) . L ' i d e n t i t é  de 
Green apparas t  bien adaptée à c e  type de  p r o b l b e .  E l l e  montre que l a  
f r o n t i è r e  peut  être ass imi lée  B une d i s t r i b u t i o n  tourb i l lonna i re  1 
surfac ique qui ,  associée  à l a  d i s t r i b u t i o n  tourbi l lonnai re  volumique 
w" dans (fi; ), permet d'exprimer l e  champ des v i t e s s e s  dans c e  

domaine. 

1.1 - CHAMP TOURBILLONNAIRE - 
On o b t i e n t  une équation pour l e  champ tourb i l lonna i re  3 = m b z  en 
appl iquant  l ' opéra teur  ro ta t ionne l  à l ' équat ion de conservation de l a  
q u a n t i t é  de mouvanent d'un f l u i d e  r é e l ,  

3st -Ir 
-C - 

, -  + u . y i Z  = -  - g = p + F + $ A Z  
3 t -- e . 

- - - - -- 

où p , p Cs, t) , F(s,t) e t  3 représentent  respectivement la masse 
volumique, la pression,  l e  champ des forces  ex té r i eures  qu'on considère 

1 
conservat i f  e t  l a  v i s c o s i t é  cinématique du f lu ide .  

On en t i r e  l ' équa t ion  du tourb i l lon  

( 7 )  DW- e - -  - -  -7 r d &  + S A 5  

b 
at 

où= représente  la dér ivée  p a r t i c u l a i r e .  Dans l e  c a s  d'un f l u i d e  à 
v i s c o s i t é  évanescente, l e  de rn ie r  terme du membre de d r o i t e  d e  (1) 
peut  & t r e  négligé.  Ceci nous permetadans l e  cas  limite où 3 tend vers  
zéro, de représenter  l e s  écoulements à grand nombre d e  Reynolds à p a r t i r  
de 1 'équation dtHelmboltz : 

, 

( 2 )  
D S  - 4 -  - =  ".fd 
at 

On assoc ie  (2) B l ' équat ion : 

djZTZ;.= O 

qui  s e  dédui t  directement de l a  d é f i n i t i o n  du ro ta t ionne l  e t  q u i  permet 
d'énoncer que t o u t  vecteur  tourb i l lon  ne  peut n i  s e  c r é e r  n i  se 
d é t r u i r e  à l ' i n t é r i e u r  d'un f l u i d e  e t  q u ' i l  est  produi t  ou absorbé 
uniquement aux f r o n t i è r e s .  L'équation d'Helmholtz permet de s u i v r e  
l ' évo lu t ion  dans l e  temps du vecteur tourb i l lon  associé  B un élément 
maté r i e l  f l u i d e .  E l l e  a  a u s s i  l ' avantage  de d é c r i r e  l 'écoulement sans 
f a i r e  apparas t re  l a  pression.  L a  membre de d r o i t e  de (2) e s t  appelé 



"terme de déformation" du vecteur tourbil lon.  Une étude un peu plus  
d é t a i l l é e  du terme de déformation va permettre de mieux comprendre l e  
processus évolut i f  du vecteur tourbil lon.  

S i  on u t i l i s e  un schéma aux dif férences  f i n i e s ,  on peut é c r i r e  : 

O.N.E.R.A. 

où l e s  points P e t  
de l à  : 

4 DG7 
-7 - - 
\si Dt 

- 

Q font  p a r t i e  d'une même l igne tourbi l lon.  E t  

RT 11/1737 A N .  

c 'est-à-dire que l 'évolut ion du vecteur tourbi l lon s 'apparente à l 'évolu- 
t ion  d'un élément vec tor ie l  PT de l i gne  maté r ie l l e  qu i  cofncide à chaque 
i n s t an t  avec une p a r t i e  de l a  l igne  tourbi l lon à l aque l le  W appar t ient .  
Un champ de v i t e s se s  non uniforme provoque une déformation de l 'élément 
vec tor ie l  qu i  peut s e  décomposer en une d i l a t a t i o n  ou une contraction 
dans sa proche d i rec t ion  e t  en une ro ta t ion  pure qui vont s e  répercuter  
su r  1 'évolution de ZY . 
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On remarquera qu'en écoulement plan l e  vecteur tourbi l lon r e s t e  constanmien 
perpendiculaire à la d i rec t ion  de l'écoulement, c e  qui  annule l e  terme de 
déformation e t  rend constant  l e  vecteur tourbi l lon a t t aché  B une par t i cu le  

Cette évolution de gouvernée par 1 'équation d'Helmholtz implique l a  
conservation de la c i rcu la t ion  d'un tube tourbil lon.  Une rapide démonstra- 
t ion  que l ' on  trouvera dans [ 271 e t  qu'on reprend i c i  l e  prouve en 
considérant  l a  var ia t ion  dans l e  temps de l a  c i rcu la t ion  C associée  à 
une l igne  fermée t racée  su r  l a  surface  d'un tube tourbi l lon élémentaire 
l imi tan t  une surface  ( S ) : 

1 Ecrivons c e t t e  r e l a t i o n  sous forme ind i c i e l l e ,  en sommant sur i : 

d CsL = 
La r e l a t i o n  - 

dt 
(avec sommation s u r  _I permet d '  & r i r e  en déf in i t ive .  
1 'équation dvI3elmhol'fz Jjw.  L =  au. 

Dt '3;; ' 

t i r é e  de  [ 11 
en y associant  

ûn a r r i v e  bien au r é s u l t a t  escompté vu que l e s  premier e t  dernier  termes 
sous l ' i n t e g r a l e  s 'annulent  mutuellement e t  que 3%- = (conservation 
de l a  masse). S xi 

L'évolution temporelle du vecteur tourbi l lon 3 at taché à une pa r t i cu l e  
f lu ide  e s t  t e l l e  que l a  c i rcu la t ion  du f i l e t  tourbil lon dont il f a i t  
p a r t i e  s e  conserve. 



L ' u t i l i s a t i o n  des var iables  lagrangiennes apparaf t  bien adaptée à une 
équation du type d'Helmholtz. E l l e  é v i t e  l a  d i f fus ion numérique du vecteur 
tourbi l lon inhérente aux schémas aux différences f i n i e s ,  c e  qui  e s t  
e s sen t i e l  à l a  représenta t ion convenable de nappes tourbil lonnaires i n f i -  
niment minces. Tout domaine f l u ide  peut ê t r e  considéré comme const i tué  
d'une ce r ta ine  quant i té  de  par t i cu les  de matière f l u ide  de dimensions 
suffisanmient p e t i t e s  pour que chacune d ' e l l e s  puisse ê t r e  remplacée à 
tou t  i n s t a n t  par un point  s i t u é  en son cen t re  de gravi té  e t  auquel sont  
l i é e s  d i f fé ren tes  grandeurs dynamiques e t  physiques. Ces valeurs sont  
déf in ies  en fonction du temps e t  de l a  posi t ion des ce l l u l e s  f lu ides  e t  
décrivent l ' h i s t o i r e  dynamique de chaque par t i cu le  dont l a  posi t ion à 
chaque i n s t a n t  s'exprime à p a r t i r  de s a  s i t ua t i on  s p a t i a l e  à l ' i n s t a n t  
i n i t i a l  e t  du temps écoulé. Dans no t re  cas e t  comme l e  l a i s s e  supposer 
l 'équation (2) on s u i t  le var ia t ions  dans l e  temps e t  l ' espace de w l i é  
à chaque élément volumique émis de l a  f ron t i è r e  du domaine. Cet te  connais- 
sance à chaque i n s t an t  du champ tourbi l lonnaire  ( l i é  à l a  connaissance 
à chaque i n s t a n t  de l a  d i s t r i bu t i on  surfacique F qu'on exp l ic i t e ra  par 
l a  s u i t e )  détermine l e  champ des v i t e s se s  U . 

O.N.E.R.A. 

1.2 - CHAMP DES VITESSES - 
Une iden t i t é  analogue à l ' i d e n t i t é  de Green [ 8 1  e t  appliquée à un 
domaine simplement connexe l imi té  extérieurement par une f ron t i è r e  (s) 
permet d'exprimer, sous forme intégrale ,  l a  v i t e s s e  en tout  point  du 
domaine ( RL ) quand on connaet s a  divergence e t  son rota t ionnel  en 
tou t  point  de ( R; 1, a i n s i  que s a  propre valeur  en tout  point  de l a  
f ron t i è r e  (s) . 

1 l 1 
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En un point  de ( fi; ) l a  v i t e s s e  
s'exprime sous l a  forme suivante (voir  
Annexe 1) : 
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où l e s  valeurs e t  l e s  dér ivat ions  s e  trouvant sous l e s  in tégra les  sont  
p r i ses  par rapport  au point  courant s e  trouvant dans ( RL ) ou su r  
(SI. 

-C 

iIL 
ri 4 6 - XL 1 e s t  l a  d is tance séparant  l e  point  du 

point  e t  rn; représente l e  vecteur normal un i t a i r e  à l a  surface  (S) 
e t  d i r igé  vers  l ' i n t é r i e u r  du domaine ( fi; 1. 

En ce  qui concerne l e s  r épa r t i t i ons  surf  aciques des composantes normale 
e t  tangent ie l les  de l a  v i t e s s e  f iguran t  dans 1 ' i den t i t é  ( 3 ) ,  on montre 
[ 291 qu'une t e l l e  representation n ' e s t  pas unique e t  qu'un moyen d 'en 

assure r  l ' u n i c i t é  e s t  de prendre en compte l e  comportement des composantes 
normale e t  tangent ie l les  de l a  v i t e s s e  à t ravers  l a  surface f ron t i è r e  
(s) [ 181 . C'es t  c e  que 1 'on f a i t  en considérant un domaine ( fie ) 
entourant ( At ), l imi té  extérieurement par une f ron t i è r e  ( 5, ) e t  i n t é -  
rieurement par (SI.  



0.N.E.R.A. 

t 

! 
1.2.a - Cas général d'un domaine in te rne  ( ) entouré d'un domaine 

externe ( A, ) - 
On d é f i n i t  dans ( A, ) un champ de v i t e s se  e t  on é c r i t  l ' i d e n t i t é  

i 

précédente toujours au point  3 de ( ) mais maintenant en fonction 
de tou t  point  < appartenant au domdine ( R, ). , 

l 

t 

i 

G = 1 - % 1 j .iiE - représente l e  vecteur nonnai u n i t a i r e  aux 
f ron t i e r e s  (s) e t  ( 5 ,  ) e t  d i r i gé  vers l ' i n t é r i e u r  de ( ne ) e t  

permet d ' é c r i r e  l e s  deux dernières in tégrales  de ( 4 )  sous une forme d i f f é -  
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Lorsque l a  f r o n t i e r e  ( 50 ) e s t  r e j e t é e  à l ' i n f i n i  e t  remplacée par une 
sphère de rayon i n f i n i ,  l a  v i t e s s e  en t o u t  point  de  c e t t e  sphere par  
hypothBse tend vers  une v i t e s s e  c, uniforme, qu i  peut  ê t r e  s o r t i e  des 

-L i n t é g r a l e s  s u r  (S.) .  A l ' i n f i n i  la normale e t  l e  vecteur  grad (l) 
son t  a l ignés ,  e t  on peut montrer que l a  première i n t é g r a l e  s u r  (Se) '2 
s'annule. Quant à l a  seconde in tégra le ,  e l l e  représente  l ' a n g l e  s o l i d e  
sous-tendant l a  sphere e t  vu d'un point  i n t é r i e u r  à la sphère. Dans c e  
cas  p a r t i c u l i e r  il prend l a  va leur  47r . Les deux de rn ie r s  termes du 
second membre de ( 5 )  s o n t  remplacés par  l a  valeur  de l a  v i t e s s e  à l ' i n f i n i  
qu'on appe l l e ra  e t  q u i  peut ê t r e  dépendante du temps. 

La v i t e s s e  s 'exprime a l o r s  à p a r t i r  des valeurs  en tou t  point  de  ( a; ) 
e t  de l a  f r o n t i è r e  (SI. Le f l u i d e  é t a n t  incompressible dans ( Ri ) e t  
( Re ) e t  l 'écoulement supposé i r r o t a t i o n n e l  dans ( R, 1, l e  regroupement 
de (3) e t  (5) permet d ' é c r i r e  : 

- 

- .  - - -  - - -  

+ 4 n  L Jl + ( z - z ~ ~ ~  ($ , )~ r  

.-c a 
comme me = - a i  en t o u t  point  de (SI 

-C 

+ LI/ ["; A ( = - Z I A  p&* (A) de 
--- 4r.l s P 

+ L JL [G ( z - z ) ] ~ ~ ~  
4n r 

On remarquera que l ' i n t é g r a l e  t r i p l e  s e  r é d u i t  à l a  p a r t i e  du domaine 
( Ri ) où l e  vecteur tourb i l lon  e s t  non nul .  

Cet te  equation i n t é g r a l e  est employée de  d iverses  manières, J .C.  WU e t  
J.F. THOMPSON [ 321 n ' u t i l i s e n t  que l a  p a r t i e  i n t é g r a l e  volumique pour 
résoudre l e s  p r o b l h e s  propres aux équations de Navier-Stokes tridimen- 
s ionne l l es ,  l e s  i n t é g r a l e s  surfac iques  s 'é l iminant  par l ' imposi t ion  de 
l a  condi t ion  d'adhérence s u r  les parois .  D'autres auteurs  1113 , 122 1 , 

[29] , é tud ian t  des écoulements à nombre de  Reynolds tres élevé 
( l e  domaine tourbi l lonnai re  s e  res t re ignant  a l o r s  à des nappes surfaciques)  
obtiennent, par  passage à l a  l i m i t e  s u r  l ' é p a i s s e u r  de l a  couche tourb i l -  
lonnaire,  une r e l a t i o n  ne  f a i s a n t  p lus  i n t e r v e n i r  que des in tégra les  
doubles ; mais l a  représenta t ion des zones tourb i l lonna i res  par des 
surfaces  implique que l a  s t r u c t u r e  tourb i l lonna i re  e s t  s t a b l e  e t  bien 
organisée, a l o r s  que l a  r eprésen ta t ion  volumique à l ' a i d e  de l a  r e l a t i o n  
(6) ne n é c e s s i t e  pas c e t t e  hypothèse. 

4 
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1.2.b - Application au canal  avec marche en chevron - 
Cette  étude a pour ob j e t  l'écoulement, à t r è s  grand nombre de Reynolds, 
d'un f lu ide  incompressible dans un canal où une brusque dénivel la t ion de 
l a  paroi  in fé r ieure  engendre à son sommet une nappe tourbi l lonnaire  qu i  
s 'étend vers l ' ava l .  On tente  de su ivre  l ' évo lu t ion  au cours du temps de 
c e t t e  nappe e t  de discerner  l e s  e f f e t s  qu 'e l l e  produit  s u r  l e  champ 
des v i t e s se s  e t  su r  l a  r épa r t i t i on  de pression l e  long des parois.  

Un schéma de c e  canal e s t  présenté su r  la f igure  2. Il a une sec t ion  
rectangulai re  à l'amont e t  une sec t ion  en forme d'auge à l ' ava l .  La  
va r ia t ion  de forme de l a  sect ion e s t  due à l a  présence l e  long de l a  paroi  
in fé r ieure  d'une marche descendante en f leche de 45" e t  dont l a  hauteur, 
maximale au centre,  s ' a t t énue  progressivement pour devenir nu l l e  au 
contact  des bords l a  tbraux. 

S 

f igure 2 

Soient ( Ss ) l a  moit i6 supérieure des parois du canal e t  ( S; ) l a  
moit ié in fé r ieure ,  (saont) l a  sect ion d 'entrée  e t  (Saval) l a  sec t ion  de 
s o r t i e  du canal. Supposons que l e s  champs de v i t e s s e  ce e t  Z s a t i s -  
font  aux conditions l imi tes  suivantes : -- a- 

s u r  (~ , ) r t (S ; )  u C m e =  u . o t , i = O  - -C C .-c 

s u r  (s-b) d (saval ) uC. aC = - A. . -L 

En toute rigueur, l a  paroi  supérieure plane peut ê t r e  éliminée e t  rempla- 
cée par une surface  de courant en ré f léch issan t  par rapport  à c e t t e  paroi  
l e  p r o f i l  du canal. Dans notre  étude on a é v i t é  ce  procédé séduisant  ca r  
il augmente sensiblement l e  temps de ca lcu l  qui ,  comme on l e  verra ,  e s t  
dé jà  conséquent vu l e  nombre assez important d'inconnues r en t r an t  dans l e  
problème d i s c r e t .  La hauteur du canal beaucoup plus importante que l a  
hauteur moyenne de l a  marche permet d ' in t rodui re  l'approximation suivante : 

., -;. iz (s,) 
De même on supposera que (Samont ) e t  (Saval) son t  assez éloignées de l a  
marche de maniere que l e s  perturbations engendrées par c e l l e - c i  y so ien t  
minimes e t  en p a r t i c u l i e r  que l e  ca lcu l  s ' a r r ê t e  à un temps t e l  que l a  
nappe n ' a  pas encore a t t e i n t  (Saval) . 
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(Les c a l c u l s  numériques ef fec tués  à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  s u r  l e  champ des 
v i t e s s e s  en d ivers  endroi ts  viendront  prouver l e  bien-fondé de c e s  

- -. .. 

l 

'b  ans- l e  canal  il e x i s t e  des d i scon t inu i t és  de pente lo r squ  'on passe 
d lune pa ro i  à une a u t r e  e t  où la  normale n ' e s t  pas dé f in ie .  Pour év i t e r  
c e  problème, on découpe ( 3; ) en plus ieurs  surfaces  d i s t i n c t e s  comprenant 
l e s  deux parois  l a t é r a l e s ,  l a  pa ro i  hor izonta le  amont, les deux parois  de 
l ' auge e t  l e s  deux parois  v e r t i c a l e s  de l a  marche. ( 6; ) s e  subdivise  
en s e p t  nouvelles f r o n t i è r e s  ( Sg ) s u r  l e sque l l es  la normale u n i t a i r e  
-existe pa r tou t  e t  l a  v i t e s s e  e s t  a l o r s  bien d é f i n i e  e t  s ' é c r i t  : 

'a,.,- 

O.N.E.R.A. 

- 
- - 

+ ~2 JJ j L 2 ~ J + ) ~ ~  
4n y* ss 

où F= '%A (r- G) représente  une d i s t r i b u t i o n  tourb i l lonna i re  
surfacique.  

-L 

On s ' a p e r ~ o i t  que l a  connaissance de & s u r  chaque ( s9 ) e t  du 
tourb i l lon  o dans ( ) nous donne l a  valeur  du champ des v i t e s s e s  en 
t o u t  po in t  de ( Ri) e t  de ( Si ) . Au chap i t re  2 on v e r r a  comment obteni r  

en appliquant  l a  condit ion limite s u r  l e s  parois  ( S ) . 9 ,  

l 
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C H A P I T R E  2 

O.N.E.R.A. 

RESOLUTION NUMERIQUE 

2.1 - METHODES DES SINGUIARITES - 

RT 1111737 AN 

La pose de l a  condi t ion  l i m i t e  de v i t e s s e  normale n u l l e  s u r  les ( Sq ) no" 
'équation i n t é g r a l e  su ivan te  : 

La réso lu t ion  
complexe du domaine (fi;) e t  on e s t  a l o r s  a s t r e i n t  à chercher des  solu- 
t ions  approchées à l ' a i d e  de méthodes numériques qu i  transforment l a  
r e l a t i o n  i n t é g r a l e  (8) en un système l i n é a i r e  d 'équations algébriques.  
Les méthodes numériques basées s u r  une d i s c r é  t i s a  t ion  d 'une formulation 
i n t é g r a l e  du type d e  l a  r e l a t i o n  (8) s o n t  connues sous l e  nom de 
'tméthodes des s ingu la r i t é s" .  Elles appara issent  bien adaptées à l ' écoule-  
ment présent  puisqu 'e l les  concentrent  tou tes  les inconnues uniquement s u r  
les f r o n t i è r e s ,  c e  qu i  r é d u i t  l ' o r d r e  du problème d'une dimension e t  
permet de conserver dans l e  cas  de géométries complexes un nombre d'incon- 
nues relat ivement f a i b l e .  

p age 13 

Les condit ions l i m i t e s  qui ,  dans l e  problème exact,  s o n t  s a t i s f a i t e s  
pa r tou t  s u r  l a  f r o n t i è r e ,  ne sont. pour l e  problème d i s c r e t  s a t i s f a i t e s  
qu'en un c e r t a i n  nombre de points  convenablement disposés su r  la  f r o n t i è r e  
e t  appelés "point de contrôlet ' .  On assoc ie  à chaque po in t  de c o n t r a l e  une 
f a c e t t e  entourant  c e  po in t  e t  dé l imi tan t  une c e r t a i n e  p a r t i e  de  l a  f r o n t i è r i  
de manière que l a  réunion de tous ces panneaux recouvre toute  l a  f r o n t i è r e  
du domaine. 

La précis ion de l a  so lu t ion  numérique f i n a l e  e s t  directement l i é e  à l a  
f i n e s s e  de l a  d i s c r é t i s a t i o n .  Plus l e  nombre de  points  de  c o n t r a l e  se ra  
élevé,  plus l 'approche de l a  géométrie r é e l l e  à l ' a i d e  de f a c e t t e s  se ra  
p réc i se  e t  plus l a  p o s s i b i l i t é  d 'ob ten i r  une so lu t ion  cor rec te  s e r a  
grande. Mais l e s  capaci tés  de mémoire e t  les v i t e s s e s  d 'exécution 
a c t u e l l e s  des ordinateurs  , même des p lus  puissants ,  empêchent 1 ' emploi 
d'une représenta t ion t r è s  f i n e  dans l e  cas  d'un obstac le  de forme 
compli.quée . 
Dans l e  cadre de c e t t e  étude l a  v i t e s s e  e s t  dé£ i n i e  à p a r t i r  de d i s t r i -  
butions tourbi l lonnai res  volumiques e t  surfaciques ( r e l a t i o n  ( 7 ) ) .  
W .R. SEARS [30] montre que l a  d i s  t r i b u t i o n  tourbi l lonnai re  su r f  acique 
peut ê t r e  i n t e r p r é t é e  comme représentant  l a  couche l i m i t e  su r  la surface  
de l ' o b s t a c l e  e t  r appe l l e  que c e  modèle d'écoulement non visqueux e s t  l e  
cas  l i m i t e  d'un écoulement de f l u i d e  à v i s c o s i t é  évanescente. 

C'est c e t t e  cons ta ta t ion  de S U R S  qui  nous a f a i t  p ré fé re r  l e s  d i s t r i b u -  
t ions  tourbi l lonnai res  aux d i s t r i b u t i o n s  surfaciques de sources également 
envisageables pour l a  représenta t ion de l ' o b s t a c l e  mais qui ,e l les ,  ne fon t  
pas apparas t re  c e t t e  analogie avec l a  couche l imi te .  
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2.2 - REPRESENTATION DES PAROIS A L'AIDE D'ANNEAUX TOURBILLONNAIRES - I 
Une man,ière de représenter  l ' ob s t ac l e  de façon d i s c r è t e  cons i s te  à 
remplacer l a  d i s t r i bu t i on  surfacique tourbi l lonnaire  continue par  
une d i s t r i bu t i on  discontinue concentrée l e  long d'un réseau formé de 
segments tourbi l lonnaires  r e l i é s  l e s  uns aux au t res  par  leurs  extrémités 
(voir  Annexe 2). Chaque associa t ion de quatre segments d é f i n i t  un anneau 
quadr i la tère  s e  confondant avec l e  contour de l a  f a c e t t e  délimitée par 
ces quatre  segments. La c i r cu l a t i on  l e  long de chaque anneau e s t  cons t an t e  
à chaque i n s t a n t  e t  e s t  r e l i é e  algébriquement aux c i rcu la t ions  autour 
de chaque segment. Les c i rcu la t ions  concentrées su r  l e s  anneaux peuvent 
ê t r e  considérées comme l e s  inconnues du problème qui son t  en nombre égal  
au nombre de points  de contra le ,  c 'es t -à-di re  que l e  nombre d'inconnues 
e s t  identique au nombre d'équations algébriques à résoudre. Le problème 
apparaf t  bien posé e t  il possede une so lu t ion  dont l a  va l i d i t é ,  comme 
précédemment, dépendra de l a  plus ou moins grande f inesse  d'approche de l a  
d i s t r i bu t i on  tourbil lonnaire.  

Cet te  d i s c r é t i s a t i on  permet de remplacer dans l 'équat ion (7) les 
in tégra les  doubles par des in tégrales  simples déduites de l a  l o i  de Biot 
e t  Savart  e t  que l ' on  s a i t  ca lcu le r  explicitement dans l e  cas simple 
d'un anneau quadr i la tère .  

A l ' i n s t a n t  i n i t i a l  t= k,, où l e  f l u ide  e s t  m i s  impulsivement en mouvement 
-L 

à une v i t e s se  u, , l a  nappe tourbi l lonnaire  n ' ex i s t e  pas e t  tou te  
l ' i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  e s t  encore concentrée su r  l a  surface.  La 
v i t e s s e  s ' é c r i t  à c e t  i n s t an t  en tou t  point  P : - 

I - - - -  - - -  - -  l - 
e t  sous forme numérique : 

P e s t  un point  f i x e  de 1 'espace 
7n représente l e  nombre t o t a l  d'anneaux tourbil lonnaires s  ' appuyant 

su r  l e s  ($1 
d é f i n i t  l a  c i rcu la t ion  de 1 'anneau , 

4e e s t  l a  longueur du segment 6 de 1 'anneau & 
M e s t  un point  courant du segment & a e s t  l ~ é l h e n t  d ' in tégra t ionzdu  segment di&, d i r i g é  de manihre 

que dL n 5 s o i t  or ienté  vers l ' ex t é r i eu r  de l a  f ace t t e  enserrée 
par 1 'anneau & ( 9 représente l a  normale u n i t a i r e  de  l a  
f a c e t t e  d i r i gée  vers l e  damaine ( fii )) - 

figure 3 



On peut subs t i t ue r  une forme analytique à l 'expression de l ' i n t é g r a l e  
curvi l igne [ 201 - - 

--- --____ ^ * _ . _  _ _ _  -- - 
où e t  r r q e r é s e n t e n t  l e s  valeurs r e l i a n t  l e  point P a& extrémités 
du s e s e n t  ( f igure  3) .  11 f a u t  remarquer que l a  v i t e s se  obtenue à 
p a r t i r  d'un segment i s o l é  ne dér ive  pas d'une fonction po ten t ie l l e .  Cela 
n ' e s t  v é r i f i é  que lorsque l e s  segments de c i rcu la t ion  identique son t  
associés en anneaux. -. 

0.N.E.R.A. 

I 2.3 - DETERMINATION DES CIRCULATIONS A LIINS'I!ANT INITLAL - 
La s a t i s f a c t i o n  à tou t  ins tan t ,  e t  en p a r t i c u l i e r  au temps , des 
conditions l imi tes  su r  l e s  parois conduit à imposer en chaque po in t  
con t ra le  CL ( = 1, 2, ..., m) l a  condit ion de v i t e s s e  normale nulle.  
Il en r e s so r t  un système l i n é a i r e  de m équations algébriques à m 
inconnues : 
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4 
4 - 

-L 

avec l e s  notations identiques à l a  r e l a t i on  -(9) e t  où xl représente 
normale u n i t a i r e  de l a  f a c e t t e  L di r igée  vers (A;). 

- - ,  
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représente l e  terme général '-aij d'une matrice ca r rée  appelée matr ice  des 
coef f ic ien t s  d ' inf luence [AG] . a+ e s t  l a  v i t e s se  normale i ndu i t e  
au ième point  de con t ra le  par l e  jième anneau tourbi l lonnaire  de c i rcula-  
t ion  un i ta i re .  On remarque que ces coef f ic ien t s  ne dépendent que de l a  
géométrie de l ' obs t ac l e  e t  sont  indépendants du type d'écoulement étudié. 

1 Le système d'équations s ' é c r i t  sous forme condensée avec sommation sur  j 
O 

[ A ~ ] . [  6;] = [- . .- . <] 
L ' u t i l i s a t i o n  de l a  matrice inverse de [A;.] permet de résoudre l e  
sys tème en i s o l a n t  l e s  inconnues 5 , d 

- 1 
(4' . 

La connaissance des fj va permettre, par 1 ' intermédiaire d e s  valeurs  
approchées de l a  d i s t r i bu t i on  tourbi l lonnaire  surfacique , de calculer  
l ' i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  émise l e  long de l a  l igne de décollement 
(paragraphe 2.7) . 

2.4 - CALCUL DE IA DISTRIBUTION TOURBILLONNAIRE A PARTIR DES CIRCULATIONS - 
-Cm> 

On peut obtenir  une valeur approchée de s u r  chaque f ace t t e  n/ en 
passant des c i rcu la t ions  concentrées su r  l e s  segments tourbi l lonnaires  
formant l e s  cetés  de l a  f a c e t t e  de super f ic ie  Sm à une d i s t r i bu t i on  
continue équivalente. Les vecteurs tourbi l lons  l inéiques associés 



aux segments -% de l a  face t te  77, peuvent s ' éc r i r e  (figure 4 )  : 

0.N.E.R.A. 

--(/ICI 

(*> = 
où r4 représente l a  différence des circulations l i ées  aux deux 
anneaux ayant l e  coté I& en conmiun. A p a r t i r  de l à  on peut former les  Pioc' e t  -L composantes F.*' de y de l a  manière suivante : 

en é ta lan t  sur  l a  face t te  m l a  moitié de chaque valeur PL-', l ' au t r e  
moitié é t an t  réservée à l a  face t te  voisine ayant l e  segment &en 
commun. & e s t  l a  distance moyenne séparant l e s  cotés 1 e t  3 e t  L, 
la d i s  tance moyenne séparant les  c6tés 2 e t  4. 
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2.5 - QUADRILLAGE DES PAROIS D'UN CANAL AVEC MARCHE EN CHEVRON - 
La symétrie par rapport à son plan médian (figure 2) permet de ne 
quadri l ler  que l a  moitié du canal, 1 'autre moitié 6tant  pr ise  en compte 
par réflexion par rapport au plan de symétrie. Les figures 5 présentent 
l e  maillage adopté sur l e s  parois du canal e t  qui découle de l a  
discussion au paragraphe 2.2.b.  
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O.N.E.R.A. 

L'apex qui r i sque  d'engendrer ce r ta ins  ennuis au niveau des ca lcu l s  
numériques a é t é  éliminé e t  remplacé par  une p e t i t e  dén ive l la t ion  l e  long 
de la paroi  l a t é r a l e  de façon que la pente de l 'auge r e s t e  identique.  
Le maillage regroupe 233 f ace t t e s  quadr i la tères  jo int ives  de forme 
va r i ée  (rectangle,  losange, trapgze) ~ i s  régulière.  Leur sur face  var ie  
l e  long des parois  de façon progressive. Un so in  pa r t i cu l i e r  a é t é  
apporté B l a  paro i  de l 'auge e t  à l a  paroi  v e r t i c a l e  de l a  marche 
puisque par la s u i t e  e l l e s  r isquent  d ' ê t r e  eff leurées  par l a  nappe 
tourbi l lonnaire  e t  s u j e t t e s  à des gradients de v i t e s s e  importants e t  à 
des in te rac t ions  nappe-paroi assez fo r t e s .  Les points contra les  sont 
s i t u é s  au cen t r e  géométrique (géndralement appelé dans l a  l i t t é r a t u r e  
anglo-saxonne "centroXd1') de chaque face t te .  

2.6 - CAS TEST DE LA MARCHE DROITE - 

- - 

On a éprouvé l a  bonne ap t i tude  de ce  procédé à t r a i t e r  des cas d'écoule- 
ments sans décollement de f l u i d e  p a r f a i t  l e  long d'une marche d r o i t e  
l imi tée  de chaque ca té  par des parois ve r t i c a l e s  de hauteur i n f i n i e .  Ce 
type d'écoulement peut s e  comparer à un écoulement bidimensionne1,et l e s  
r é s u l t a t s  numériques obtenus à l ' a i d e  d'un réseau d'anneaux tourbil lon- 
na i res  peuvent ê t r e  comparés aux valeurs  thdoriques du cas bidimensionnel 
que 1 ' on trouve par transformation con£ orme. 

La transformation de Schwarz-Christoffel d z  Z - 1 f a i t  

correspondre au  domaine hachuré ( 4 )  le  (Z ) [16] . 

' ,  

E 

(zl '/ ; 

C d A G 0 

4 

L' intégrat ion de l a  transformation de Schwarz-Christoffel f a i t  apparar t re  
une r e l a t i o n  en t r e  y e t  Z : 

I t =-1 C--C avec l e s  correspondances suivantes 2 = in 
en t r e  l e s  points t = O  - 5 = L (A+ 2)  

£ = 1  - a = *  
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Un écoulement dont l a  v i t e s s e  à l ' i n f i n i  e s t  p a r a l l e l e  à l ' a x e  des x 
dans l e  plan ( 9 ) correspond à l a  présence d'une source à l ' i n f i n i  
amont e t  d'un pu i t  de même in t ens i t é  à l ' i n f i n i  aval .  Dans l e  plan 
( L ) c e t t e  source e t  ce  p u i t  s e  retrouvent aux points correspondants 
avec l a  même in t ens i t é  que dans l e  plan ( 3 1. Ces propr ié tés  nous 
permettent de t racer  des l ignes  de courant dans l e  plan ( ) en 
cherchant l 'image de toute l igne  de courant pa r a l l è l e  à l ' axe  K dans l e  
plan ( F  ). On en a disposé quatre s u r  l a  f igure  6 passant à des hauteurs 
d i f fé ren tes  3 l'amont. On a superposé su r  la même f igure  en d i f f é r en t s  
points de ces l ignes  de courant l e s  d i rec t ions  du vecteur v i t e s s e  
calculées  numériquement. On remarque que l e s  vecteurs v i t e s se  ont  dans 
l a  majeure p a r t i e  du domaine des d i rec t ions  convenables, c e  qu i  l a i s s e  
augurer d'une bonne tenue du champ des v i tesses ,  à p a r t  peut-être pres 
de la  paroi  (mais c e c i  e s t  inhérent  B c e  gtrnre de méthode e t  on ver ra  
au chapi t re  3 corment é luc ider  en p a r t i e  c e  p r o b l h e )  e t  su r tou t  près 
du bord de l ' a r ê t e  où l a  présence d 'un anneau tourbi l lonnaire  à f o r t e  
c i r cu l a t i on  perturbe l e s  ca lcu l s  numériques. 

O.N.E.R.A. 

figure 

La v i t e s s e  complexe tl dans ( 2 ) s 'exprime à p a r t i r  du po ten t ie l  {{$) 
qui,  lui-même e s t  identique au po ten t ie l  F ( z )  

RT 11/.:737 AN 

l a  v i t e s se  a une valeur i n f i n i e  au point  4 e t  une valeur n u l l e  au 
point  c . Cette  r e l a t i on  va permettre de t racer  l e s  courbes représen- 
t a n t  l a  va r i a t i on  du module de l a  v i t e s s e  l e  long des d i f fé ren tes  l ignes  
de couranc prdcédentes e t  de comparer l e s  valeurs numériques obtenues 
avec ces courbes ( f igure  7). Deux comparaisons sont  f a i t e s .  Dans l 'une 
l e  canal e s t  t ap i ssé  de 160 face t tes  e t  dans l ' a u t r e  il e s t  recouvert 
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de 254 f ace t t e s .  
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La représentation du canal par un nombre de f ace t t e s  plus élevé s e  
t r a d u i t  par une mei l leure  approximation du champ des v i tesses  e t  l a i s s e  
entrevoir  que ce  genre d'écoulement ne peut ê t r e  convenablement é tudié  
qu'avec un mail lage assez f i n  sur tou t  près de l ' a r ê t e .  

2.7 - ETUDE DU DECOLLEMENT - 
2.7.a - Posit ion de l a  l igne  de décollement - 

S i  l e  f l u ide  e s t  au repos aux temps précédant l ' i n s t a n t  i n i t i a l  où l ' o n  
met impulsivement l e  f l u ide  en mouvement il s e  produit  à l ' i n s t a n t  
i n i t i a l  e t  dans l e  cas d'un écoulement r ée l  une discont inui té  de  v i t e s s e  
t axgent ie l l e  pres de la paroi  de l ' obs tac le .  Dans l e  cas l i m i t e  d'une 
v i s cos i t é  évanescente t r a i t é  i c i  c e t t e  zone de rapide va r i a t i on  de l a  
v i t e s s e  t angent ie l l e  e s t  remplacée par  une couche tourbi l lonnaire  i n f i n i -  
ment mince. Les tourbi l lons  r e s t en t  concentrés l e  long de l a  paro i  e t  
son t  convec tes par 1 'écoulement à 1 ' i n t é r i e u r  d'une f i n e  p e l l i c u l e  
ceinturant  1 ' obstacle. 

Pour un f l u ide  à tr&s f a i b l e  v i scos i té ,  des discont inui tés  de courbure 
de l ' obs t ac l e  peuvent perturber ce  phénomène, conmie par exemple une 
a r ê t e  vive que ne peut physiquement contourner une couche l imi te .  La 
présence de c e  bord pointu va obl iger  c e t t e  couche tourbi l lonnaire  à 
q u i t t e r  l ' ob s t ac l e  e t  l a  posit ion du décollement sur  l ' a r ê t e  e s t  imposée 
par l a  condit ion de v i t e s se  f i n i e  par tout  dans l'écoulement, 
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2.7.b - Direction du décollement - 

L'approche du problème à par t i r  d'un écoulement de f luide pa r fa i t  ne 
permet pas de trouver l a  direction du décollement e t  seules des constata- 
tions physiques e t  des visual isat ions expérimentales permettent de consi- 
dérer que l a  direction du décollement e s t  para l lè le  au bord supérieur 
de l a  marche. L'étude suivante basée en pa r t i e  sur  l e s  travaux de K.W. 
WGLER e t  J.H.B. SMITH [213 e t  R. LEGENDRE [19] vient  appuyer c e t t e  
hypothhse . 
D ' u n  point de vue purement géométrique il exis te  cinq cas de décollement 
i l l u s t r é s  ci-dessous : 

. 
-- 

1) l e  plan tangent à l a  nappe forme un angle aigu avec l a  paroi ver t ica le  ;i 
2) l e  plan tangent à l a  nappe s e  trouve dans l e  prolongement du bord 

supérieur de l a  marche ; 

3) l e  plan tangent à l a  nappe forme deux angles obtus avec les  deux 
parois de l a  marche ; I 

4) l e  plan tangent à l a  nappe s e  trouve dans l e  prolongement de l a  paroi 
ver t ica le  de l a  marche ; I 

5) l e  plan tangent à l a  nappe forme un angle aigu avec l a  face horizontale 
de l a  marche. I 

Les cas 1) e t  5) sont re je tés  puisqu'i ls  définissent un écoulement passant 
un coin convexe qui implique une v i tesse  in f in i e  sur l ' a r ê t e .  

Pour les  cas 2), 3),  e t  4) où l a  v i tesse  e s t  f in ie ,  une étude plus f ine  
du décollement doi t  ê t r e  envisagée. W 1 - 

11 existe  en tout point fi de 1 'a rê te  deux 
vitesses,  l 'une Cs contenue dans l e  plan-du 
bord supérieur de l a  marche e t  l ' a u t r e  ui contenue 
dans l e  plan du bord ver t ica l  de l a  marche, Par 
a i l l eu r s  ces vitesses doivent ê t r e  auss i  contenues 
dans l e  plan tangent à l a  nappe, i s su  du bord de l a  
marche. En conséquence cela  suppose que l 'une des 
deux vi tesses  s o i t  confondue avec l ' a r ê t e  e t  que l a  nappe s'échappe 
tangentiellement au bord correspondant à l ' a u t r e  vi tesse (cas 2) e t  4)). 
Lorsque l e s  deux vi tesses  sont tangentes à l ' a r ê t e ,  cela correspond à 
une émission tourbillonnaire nul le  e t  ne peut s e  produire qu'en certains 
points par t icu l ie rs  (cas 3) ) . 
11 y a s u r  l ' a r ê t e  un ensemble de variables 
dont e s  l a  d i s  t r ibut ion tourbigonnaire surfa- 
cique issue du bord supérieur, p; l a  dis t r ibut ion 
tou rb i l lonn~ i re  surfacique issue du bord ver t ica l ,  

it; e t  uLe définies précédemment. t; , ta , 
e t  dé£ inissent  respectivement l a  tangente 
au bord de l ' a r ê t e ,  la-narmale au bord de l ' a r ê t e ,  paral lè le  à l a  d i rec t io  
de l a  nappe e t  dir igée extérieurement aux parois e t  l a  normale au plan 
tangent à l a  nappe au bord de 1 'arête .  ( , t, , "G ) forme un t r iedre  
direc t . 1 



- 
l e  s a u t  de v i t e s s e  à t ravers  l a  nappe, avec as la normale en au 
bord horizontal  de la marche e t  si l a  normale en M au bord v e r t i c a l  
de la marche. 

En associant  (14) e t  (15) : 
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Pour q u ' i l  y a i t  émission tourbi l lonnaire  UZ_doit  ê t r e  s t r ic tement  
pos i t i f .  

A- -L 
.ilr 

Sachant de plus que s o i t  ut.tc s o i t  us. tz e s t  nul, on a : 

3. -C 

(44)  - - + 4;) = (LI t,, + U*CL 
- - - - - .. - 

représente l a  v i t e s s e  de déplacement de  la nappe e t  
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e t  l a  d i rec t ion  du décollement s e  fera  
O U duz 7 O tangentiellement au bord horizontal .  

1 zG -0 Y d u 2 L o  e t  l a  d i rec t ion  du decollement s e  fe ra  
tangentiellement au bord v e r t i c a l .  - 

Ce sont  l e s  valeurs des composantes de e t  qui  de terminent l e  
s igne de AuZ ( r e l a t i on  (15)). 

S i  l a  projection de Az dans l e  plan perpen- 
d i cu l a i r e  à l ' a r ê t e  s e  trouve dans l e  quadrant 

, dua se ra  t o  'ours pos i t i f  quel le  que s o i t  
l a  d i rec t ion  de f ( f igure  ci-contre)  . De - 
même, s i  l a  project ion de A(LS s e  trouve dans 
l e  quadrant @ , A u a  sera  t o u j o ~ r s  négatif  
que l le  que s o i t  l a  d i rec t ion  de t2 . On ne pourra 
r i e n  d i r e  s i  c e l l e - c i  s e  trouve dans l e s  
quadrants @ e t  @ . 
La ~ é r i f i c a t i ~ n u m é r i q u e ,  s i  e l l e  ne peut s e  f a i r e  B l ' i n s t a n t  i n i t i a l  
puisque l a  v i t e s s e  a une valeur  i n f i n i e  sur  l ' a r ê t e ,  a é t é  r é a l i s é e  aux 
i n s t an t s  suivants en 2 points de l ' a r ê t e ,  On-aitracé s u r  c e t t e  f igure  l a  
projection Auhz, de A Ü  sur  l e  plan O,x, 2, B l ' i n s t a n t  ?At correspon 
dant à l a  septième émission de par t i cu les  l e  long de l 1 a r ? t e .  La valeur 
de Au2 s ' en  déduit en proje tant  s o i t  su r  l ' axe  v e r t i c a l ,  s o i t  su r  
l ' axe  hor izontal ,  ce qui montre bien que Au2es t  toujours p o s i t i f  B tous 
ces ins tan t s  ( f igure  ci-dessous). 
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DIRECTION DU DECOUEMENT 

Par extrapolat ion on peut supposer que Aur e s t  encore pos i t i f  B des 
i n s t an t s  t r è s  proches de 1 ' i n s t a n t  i n i t i a l .  

2.7.c - In t ens i t é  tourbi l lonnaire  émise l e  long de l a  l igne  de décollement - 
LIBquation de Bernouil l i  appliquée en A e t  B 
en sachant que l a  nappe e s t  une surface  en équ i l ib re  
s e  r6du i t  à : z 

I d y  + G . A , ,  O - 
2t - 

Le s a u t  de po ten t ie l  dy représente au signe 
près la c i rcu la t ion  -r e t  AZ e s t  équivalent  
au produit  vec to r i e l  t f r  .N' d'où : 

(~6) dt !&.!.=[F z). 

+-- 
La var ia t ion  de c i r cu l a t i on  en un point  du bord de f u i t e  pendant un 
i n t e r v a l l e  de temps At a l a  forme suivante : 

dr  * ( p ~ ) . = d t  
Z 

s i  on suppose que pendant l a  durée At , l a  v i t e s se  moyenne Um, de l a  
nappe s'échappant de l l a r ? t e  e t  l e  s au t  de v i t e s se  A E  r e s t en t  pratique- 
ment constants ( l a  dernière  hypothhese rev ien t  B d i r e  que pz e s t  
cons t a n t  sur  l a  longueur /&lAk ), e t  que FA e t  gardent l e s  
mêmes valeurs su r  une ce r t a ine  d i s  tance At! l e  long de l ' a r ê t e ,  l e  module 
du tourbi l lon 3 s'échappant du bord su r  une largeur  A t  e t  durant  l e  
laps de temps A t  s ' eqb l i c i t e  a i n s i  : 

(47) _n ~I('~).Ü~A~A~~ . - 
La connaissance de l a  r épa r t i t i on  tourbi l lonnaire  surfacique l e  long 
de l a  l igne  de décollement donne l a  d i rec t ion  du vecteur tourbi l lon 
s'échappant du bord e t  l a  valeur  de l ' i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  émise à 
chaque pas de temps At à l ' a i d e  de (17). 
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2.7.d - Application au cas de l a  marche - 

On considi re  l e s  deux f ace t t e s  e t  Fm ayant l e  bord de l ' a r ê t e  en 
commun e t  associées respectivement aux points de contrôle  C31/ e t  cm,. 
On vien t  de supposer que l o r s  de l ' é j e c t i on  tourbi l lonnaire  l e  long du 
bord e s t  constant  su r  une surface  de longueur / % / A L  e t  de largeur  
P 4  que l ' on  prend égale à l a  largeur  de chaque f a c e t t e  bordant 

l ' a r ê t e .  Etant  donné l a  f inesse  de d i s c r é t i s a t i on  du canal  en f ace t t e s  
pres de l ' a r ê t e  e t  la valeur du pas de temps At qu'on u t i l i s e ,  l a  
valeur  /&/At e s t  toujours supérieure à la dis tanze séparant  l e s  
points C, e t  Cm. du bord. Les valeurs de & e t  au bord son t  donc 
l e s  mêmes qu'aux points G, e t  & . El les  s e  calculent  de l a  maniere 
présentée au paragraphe 2.4. 

La d i r ec t i on  de l'échappement s e  f a i t  tangentiellement au bord supérieur.  
La couche l imi te  in fé r ieure  va sub i r  un brusque changement de d i rec t ion  
a f i n  de s ' a l igner  avec la couche l im i t e  supérieure. Le vecteur PL 
va, l e  long de la l igne  de séparation,  ê t r e  con t ra in t  à une ro t a t i on  
i n ~ s a n t a n é e  autour du vecteur- 6, ( f igure  8) . On obt ien t  une valeur  
pi qu i  %même module que ç f . ~  , mais dont l a  d i z c t i o n  s e  dédui t  de 

c e l l e  de & par une ro ta t ion  de - - autour de t, , e t  qui  va 
cumposer avec tr) l e  vecteur autbord de 1 'are te .  

La c o n n a i s s a n c ~ d e  nous donne l e  module ( r e l a t i on  (17)) e t  l a  
d i r ec t i on  de fi : 

iL Z 

8) 

Peut également s e  t radu i re  en termes de c i rcula t ions .  Dans no t re  
cas p a r t i c u l i e r  on a (voir  f igure  4, f igure  8 e t  l e s  f igures  5) : 

-C 
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i r' p- ( c++ - Y*+&) - ( ~ + 3  - $2 y 
/km ($+. - '+.)+ L cc+, - g:)] 

2.8 - TECMIQUE DU IACHE DE TOURBILLONS - 
4 

Les d i f f é r en t s  tourbi l lons  J?, débi tés  l e  long de l ' a r ê t e  sont  concentrés 
en des points s i t u é s  chacun au milieu des d i f f é r en t s  segments bordant 
l ' a r ê t e .  On l e s  l a i s s e  a l o r s  s'échapper de ces points d'émission sous 
forme de ce l l u l e s  f lu ides  enfermant un ce r t a in  volume e t  porteuses 
d'une i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  volumique W t e l s  que fi = S , 
Bien que pouvant changer de forme au cours du temps la pa r t i cu l e  f l u ide  
gardera dans l e  cas d'un écoulement incompressible l e  même volume au 
cours de son évolution 1271 . Ensuite on s u i t  l ' h i s t o i r e  de ces p a r t i -  
cules  tourbi l lonnaires  qu i  forment l e s  l ignes  d'émission (une l i gne  
d'émission e s t  composée de toutes l e s  par t i cu les  émises d'une même 
source. E l l e  ne s e  superpose avec l a  l i gne  de courant, l a  t r a j e c t o i r e  
e t  l a  l igne tourbi l lon qu'en écoulement s ta t ionna i re ) .  L ' u t i l i s a t i o n  
des l ignes  d'émission permet d'observer l 'enroulement de l a  nappe 
e t  de comparer avec ce r ta ines  vues expérimentales. A chaque pas de temps 
e t  en chaque point  d'émission on crée  une nouvelle par t i cu le  associée  
à un nouveau tourbi l lon R dont l ' évolut ion va ê t r e  gouvernée par  
l ' équat ion d'Helmholtz. 

2.9 - VARIATION DE LA CIRCULATION AU COURS DU TEMPS - 
L'existence d'un échappement tourbi l lonnaire  à p a r t i r  d'une surface  . 

en t ra îne  une var ia t ion  dans l e  temps de l a  c i r cu l a t i on  autour de 
l ' obs t ac l e  ( r e l a t i on  (16)).  La c i r cu l a t i on  de chaque anneau v a r i e  en 
fonction du temps e t  on e s t  con t ra in t  à chaque pas de temps de reca lcu le r  
l e s  nouvelles c i rcu la t ions  g; à p a r t i r  des conditions l imi tes  qu i  doivent 
ê t r e  respectées à chaque i n s t a n t  en chaque point  de contrale.  On v o i t  
a l o r s  appara î t re  un nouveau terme dans l a  r e l a t i on  (12) : 

Gf 9) [a ' ]  = [ A ~ Y ' .  [ + UT).;]  

= [CI + [A~] -~ . [Ü~.G]  
-7 

où U; représente l a  v i t e s s e  indui te  au point  de contra le  Ci par  l a  nappe 
tourbi l lonnaire  e t  dont l 'expression analytique e s t  représentée par 
1 ' i n  t égra le  volmique L/\LZ 4 $3 &) dJ 

4l7 
-C 

où (v e s t  l e  danaine dans lequel w e s t  non nul. 

1 

- - 



La méthode presente remplace le domaine (g ) par un ensemble de 
cellules fluides chargées chacune d'une intensité tourbillonnaire volumi- 
que W et permet de passer au problème discret en remplaçant l'intégrale 
par une somme sur un cezain nombre de particules pg auxquelles sont 
liés les tourbillons fi 4, 

-T 
L'expression discrétisée de la vitesse UL induite par un nuage 
tourbillonnaire forme de particules s'exprime ainsi au point CL : 

2.10 - EVOLUTION DU CHAMP TOURBILLONNAIRE - 
L' intensité tourbillonnaire 
obéit a l'éauation : 

-L 

liée a la particule PL 

- 5  où ÜiT et  et^ sont les composantes de la vitesse de la particule 7: 
induites respectivement par les autres-particules tourbillonnaires et 
par la distribution tourbiiionnaire )f, s'étalant sur les parois et 
représentée par un système d'anneaux tourbillonnaires. 

A l'aide de la relation (20) t de l'annexe 3.1 on peut déterminer 
1 'évolution de l'intensité 6 influencée par la presence des N-1 
autres particules tourbiilonnaires et peut être décrite par l'équation 
suivan te : 

-a 

Cette évolution dépend aussi de l'intensité tourbilïonnaire liée à la 
paroi. Pour connaStre ses effets sur nl on utilise la formule (10) 
qu'on introduit dans le terme de déformation. On en déduit alors 
également une forme analytique du terme de déformation de a induit par 
un segment tourbillonnaire (Annexe 3),et a fortiori par un anneau 
tourbillonnaire. L'évolution de 3; in£ luencée par /V1 anneaux tourbillon- 
naires peut se définir comme suit : - 

avec 

k - 
i - 
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Cet te  formulation semble à première vue lourde e t  camplexe mais s i  l ' on  
s ' ape rço i t  que l a  p lupar t  des termes qu i  l a  composent son t  déjà  calculés  
au moment de l a  détermination de l a  v i t e s se  Üc , e l l e  appara i t  simple 
à appliquer e t  rapide s i  on couple son ca lcu l  avec c e l u i  de = ( l e  
temps de ca lcu l  e s t  moins élevé que dans l e  cas d'une détermination du 
terme de déformation au moyen d'un schéma aux diffdrences f i n i e s  e t  l e  
r é s u l t a t  e s t  plus précis) .  - 
L'évolution globale de chaque f iL associée à chaque par t i cu le  dans 
no t re  problème où coexis tent  un nuage de  par t i cu les  tourbi l lonnaires  e t  
un réseau d'anneaux tourbil lonnaires s ' é c r i t  : 

2.11 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES RELATIONS VECTORIELLES - 
Les r e l a t i ons  déf in i ssan t  l e  champ des v i t e s se s  e t  l e  champ tourbil lon- 
na i r e  son t  à manipuler avec précaution puisqu 'e l les  s e  comportent comme 
des fonctions en r 4  où o( e s t  s o i t  égal  à -2 (pour l a  v i t esse )  s o i t  
égal  à -3 (pour l e  terme de déformation). Lorsque deux par t i cu les  son t  
proches l ' une  de l ' a u t r e  ou lorsqulune pa r t i cu l e  e f f l eu re  un anneau 
tourbil lonnaire,  ces fonctions ont  tendance à prendre des valeurs élevées 
qu i  ont  pour conséquence de désorganiser l e  bon déroulement du ca lcu l .  

2.11.a - Par t icu le  près d'un segment - 
Le cas de l a  par t i cu le  passant à proximité d'un segment tourbi l lonnaire  
a é t é  réso lu  en u t i l i s a n t  un procédé de déformation l oca l e  du mail lage 
(voir  chap i t re  3) .  

La pa r t i cu l e  in i t ia lement  près d'un segment s e  retrouve après déformation 
du maillage au-dessus d'un point  de contrôle,  c e  qui  a pour e f f e t  
d 'é loigner  de façon optimale l a  par t i cu le  de tou t  segment tourbi l lonnaire  
e t  d ' é v i t e r  de surévaluer l ' in f luence  de t e l  segment par rapport 21 t e l  
autre .  

2.11.b - Par t icu les  voisines - 
Pour deux par t i cu les  voisines on u t i l i s e  l e  procédé c lass ique du noyau 
visqueux [ 7 1  [ l7 Iqu i  e s t  l ' un  des trai tements l e s  plus simples pour 
é v i t e r  l e  comportement s ingu l ie r  du champ des v i tesses .  Chaque pa r t i cu l e  
devient l e  centre  d'une sphère de rayon R séparant  deux domaines. La 
v i t e s s e  ne s u b i t  aucune modification dans l e  domaine externe mais e s t  
l imi tée  dans l e  domaine in terne.  On peut u t i l i s e r  d i f f é r en t s  schémas 
pour représenter c e t t e  "viscosi té  numérique" ( f igure  9 )  . 



f igure 9 

La représen-on l a ~ a n g i e n n e  convecte avec chaque par t i cu le  l e s  
e r reurs  s u r  ui et  Ai conrmises aux pas précédents e t  qu i  sont  dues 
aux procédés de calcul  employés. L'équation d'Helmholtz ne con t ien t  
aucun terme pouvant a t t énuer  ces e r reurs  e t  l e  bon comportement observé 
pour ce r ta ines  nappes tourbi l lonnaires  r ée l l e s  e s t  souvent d i f f i c i l e  
à obtenir  à l ' a i d e  de no t re  modèle "f lu ide  parfait1' ,  l ' e f f e t  amortissant  
du terme de v i s cos i t é  de  l 'équation (1) é t a n t  négligé i c i .  

Pour a t ténuer  l e s  perturbations dues au trai tement numérique, on tronque 
comme indiqué s u r  l a  f i gu re  9 l e  champ des v i tesses .  Son e f f e t  ressemble 
à c e l u i  d'une v i s cos i t é  r ée l l e .  Cet te  "viscosi té  numérique" ne sert pas 
comme dans l e s  écoulements r ée l s  à r é a l i s e r  une ce r ta ine  d i f fus ion  mais 
permet p lu t8 t  su r  un ce r t a in  nombre de pas de temps aux erreurs  de  s e  
compenser en moyenne a f i n  que l ' e r r e u r  résu l tan te  r e s t e  dans des l imi tes  
raisonnables. Les posit ions des par t i cu les  à chaque i n s t a n t  ne son t  donc 
que des posi t ions  moyennes qui  f luc tuen t  autour d'une posi t ion r é e l l e  
a p r i o r i  inconnue. Lorsque deux par t i cu les  son t  t r è s  proches l ' une  de 
1 'au t re  l e  cas @ a tendance à annuler l eur  ac t ion  réciproque, c e  qui  
r isque d ' a l l e r  B l ' encontre  du but  recherché puisqu'on perturbe l e  
mouvement de chacune de ces par t i cu les  en minimisant exagérément l ' e f f e t  
primordial de l a  pa r t i cu l e  avoisinante.  

figure 10 



Pour rendre l e s  expl icat ions  plus c l a i r e s ,  supposons que s u r  une durée 
m b t  la dis tance r é e l l e  dR des deux par t i cu les  ( f a i s an t  p a r t i e  du 
système tourbi l lonnaire  global) a i n s i  que l e s  v i t esses  qu 'e l l es  s ' indu isen t  
mutuellement, ne va r i en t  pas. A chaque pas de temps une e r reur  s ' ins inue  
sur  l eu r  posi t ion respect ive  e t  l a  d is tance en t r e  ces points o s c i l l e  
au cours du temps autour de l a  valeur r é e l l e  ( f igure  10). S i  au bout des 
m pas de temps on cherche l a  valeur moyenne ul,, de l a  v i t esse ,  on 

dev ra i t  obtenir  une quant i té  qu i  s  'approche de la valeur exacte uR . Le 
schéma a , at ténuant  trop fortement l e s  v i t esses  quand l a  d i s tance  tend 
à s 'annuler,  ne permet pas d 'obtenir  une v i t e s se  moyenne de l ' o r d r e  de 
U R  . Par contre,  s i  on u t i l i s e  l e  schéma @ de l a  f igure  9 qu i  garde 
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une v i t e s s e  constante à l ' i n t é r i e u r  du noyau, l a  valeur moyenne 
s'approchera plus de l a  valeur  exacte  uR . 

,514 
Apparemment ce  second procédé e s t  mieux adapté à l a  représenta t ion lagran- 
gienne e t  aux f luctuat ions  qui  en découlent. Les noyaux servent simplement 
à l i s s e r  l e s  valeurs  t rop élevées e t  à obtenir  des grandeurs moyennes de la 
v i t e s se  proche de l a  v i t e s s e  r é e l l e ,  p l u t a t  qu 'à  approcher l e s  propr ié tés  
visqueuses à l ' i n t é r i e u r  de l a  nappe. 
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- 
Le rayon RL de chaque noyau v a r i e  en fonction de l ' i n t e n s i t é  ni l i é e  
à chaque pa r t i cu l e  P, . Plus 1 ' i n t ens i t é  e s t  élevée, plus l e  rayon e s t  
grand e t  vice-versa. Cet te  adaptation permet d ' u t i l i s e r  c e  procédé de 
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&niere  plus souple en é d t a n t  aux par t i cu les  possédant une f a i b l e  i n t ens i t é  
tourbi l lonnaire  d ' 6  t r e  entourées d 'un noyau trop important e t  aux par t icules  
ayant une i n t e n s i t é  plus f o r t e  d ' induire  des v i tesses  t rop  élevées à cause 
d'un rayon m a l  adapté. 

L&vitesse en tou t  point  Q , 
Ai peut s e  représenter  a i n s i  

(avec troncature du 
champ de v i t e s s e  indui te)  

-. 

avec . 2 \El a 
Rt=- R, 

n 

indui te  par  une i n t ens i t é  tourbi l lonnaire  

fi,, e s t  une constante qu'on c h o i s i t  égale  au maximum des d i f fé ren tes  
valeurs de /fiL) aux points d'émission e t  au temps i n i t i a l .  R,, e s t  l e  
paramètre qu i  r e s t e  à déterminer. 

On peut rapidement montrer que l a  représenta t ion de l a  v i t e s se  à l ' i n t é r i e u r  
de l a  sphhre correspond bien au schéma @ de l a  f igure  . 9 ,  en cho is i s san t  
un repère sphérique de manière que fl: s o i t  d i r i gé  suivant  l ' axe  
v i t e s s e  s ' é c r i t  a l o r s  à l ' i n t é r i e u r  de l a  sphere : a 

E t  comme l e  long d'un rayon dncf e s t  constant  l a  v i t e s se  l ' e s t  au s s i .  

2 .ll .c - Comportement du vecteur tourbi l lon - 
Les var ia t ions  i m  or tantes  qui  peuvent s e  produire sur  l e  terme de 
déformation de 3 ont é t6  résolues d'une au t r e  manihre à p a r t i r  de consta- 
t a t ions  physiques. Un f i l e t  tourbi l lon dans un écoulement continu ne peut 
s 'a l longer  ou s e  con t rac te r  brusquement. Durant l e  laps  de temps A t  l a  



I 
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var ia t ion  de l a  sect ion d'une même portion de f i l e t  e s t  donc l imi tée  e t  
a f o r t i o r i  l e s  var ia t ions  du module de l ' i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  aussi .  
Une l imi ta t ion  s u r  l e  taux de var ia t ion  de peme t  d ' év i t e r  ce r ta ines  
dis tors ions  su r  qui  peuvent apparar t re  dans l e  cas de deux par t i cu les  
vois ines  par exemple. 

2.12 - CONVECTION DES PARTICULES - 
On u t i l i s e  un schéma d ' in tégra t ion  en temps du second ordre. S o i t  z(t) 
l a  posi t ion d'une par t i cu le  EL au temps 15 , en première approximation l a  
nouvelle posi t ion appelée "prédicteur" au temps t + d t  s e r a  : 

- -- -- - 
& 

où U,: [t) e s t  la v i t e s s e  au temps t de l a  par t i cu le  . 
Le ca lcu l  de l a  v i t e s s e  $'(t+dt) au prédicteur va permettre de 
cor r iger  l a  t r a j e c t o i r e  e t  de r éa ju s t e r  l a  posi t ion à l ' i n s t a n t  t + nt 
conmie s u i t  : 

- 
-i 

xi (C+AC) = G(C) + T ( b + ~ b ) ]  
2 

-C -< 4) -41 = -̂ [% (t) + xi ( t + d t )  + AC ui ( b - d t )  
- - -  2 -- 1 

L a  va r i a t i on  de l ' i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  e s t  t r a i t é e  de  manière analogue. 
So i t  (kl l ' i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  associée à la  pa r t i cu l e  q 
au temps t , on ob t ien t  une valeur intermédiaire au temps & + A t  à 
p a r t i r  de l ' équat ion d'Helmholtz d i s c r é t i s ée  : 

- - 

n'i ( t t ~ t )  2 z(t) + 
- 

L' in tens i té  tourbi l lonnaire  associée  à l a  posi t ion dé f in i t i ve  s ' ob t i en t  à 
p a r t i r  d'une valeur  moyenne du terme de déformation en t r e  l ' i n s t a n t  t 
e t  l ' i n s t a n t  t + b t :  

- --- . - 

2 

- - . - 

La méthode "prédic teur-correc teur" a  é t é  comparée dans l e  cas de l a  marche 
d r o i t e  dans un canal à une méthode du premier ordre ( f igure  I l ) .  La 
nappe s  'enroule mie& sur  elle-même, s a  courbure, sa  posit ion,  sa répar t i -  
t ion  tourbi l lonnaire  sont  mieux représentées.  Ces r é s u l t a t s  i n c i t e n t  à 
préférer  l a  méthode du second ordre plus coûteuse mais qu i  reproduit  avec 
plus de f i d é l i t é  l e s  nappes à enroulement conique. 
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----- SCHEMA F ORDRE / - XHEMA i"d ORDRE 5 
----- 

- "- 

figure -11 
-- - ---- 

2.13 - PRESSION A LA PAROI - 
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2.13.a - En écoulement s t a t i onna i r e  - 

RT 1111737 AN 

Le kp s ta t ionna i re  peut s  'obtenir  directement Zt p a r t i r  de l a  v i t e s s e  
à l a  paroi  : I 

où l a  v i t e s s e  a+, e s t  directement r e l i é e  à la d i s t r i bu t i on  tourbi l lonnair  
surfacique loca le  par l a  r e l a t i o n  suivante : 

s ' o b t i e n t  par appl icat ion du procédé d é c r i t  au paragraphe 2.4. 

I 2.13 .b - En écoulement ins ta t ionna i re  - 
Il apparazt en écoulement ins ta t ionna i re  un terme supplémentaire f a i s a n t  
in te rven i r  l e  po ten t ie l  y : 

Le po ten t ie l  en un point  Q de la paroi  peut s e  décomposer en t r o i s  au t res  
termes : 

y / ~ )  = y% (QI + y& (O) + y,cs> 
l 

où % (0) représente l e  po ten t ie l  au point  Q indu i t  par  l e s  anneaux 
tourbi l lonnaires  t ap i ssan t  l a  paroi  [ 111 a 

( ~ j r e ~ r é s e n t e  l e  po ten t ie l  au point  Q i ndu i t  par un nuage de 
par t i cu les  tourbi l lonnaires  e t  qu i  a  é t é  récemment exp l ic i t é  par 
J.P. GUIRAUD [ I O ]  ; 

e t  %(a)  représente l e  po ten t ie l  loca l  au point  Q s i t u 6  dans l e  domain 
(A;) e t  que l ' on  peut exprimer à l ' a i d e  de l ' i n t e n s i t é  b ipo la i re  loca le  

[14] e t  qu i  dans notre  cas peut ê t r e  remplacée par l a  c i rcu la t ion  de 
1 'anneau entourant l e  point  Q : 
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C H A P I T R E  3 

EVOLUTION D 'UNE PARTICULE FLUIDE 

CHARGEE D'UN VECTEUR TOURBILLON PRES D'UNE PAROI 

3.1 - APPROCHE ANALYTIQUE - 
L'approximation d'une d i s t r i bu t i on  tourbi l lonnaire  continue à l ' a i d e  
d'anneaux tourbil lonnaires,  c 'es t -à-di re  d'un enchevêtrement de fonctions 
en e sca l i e r  représentant  l a  c i r cu l a t i on  l e  long des d i f f é r en t s  segments 
r ec t i l i gnes  du réseau, rend son u t i l i s a t i o n  d 'autant  plus dé l i c a t e  que 
l a  d iscont inui té  e s t  b id i rec t ionne l le  ( f igure  12) . 

1' 

Cette  concentration d ' i n t ens i t é  tourbi l lonnaire  sur  des segments a des 
e f f e t s  néfas tes  s u r  l e  champ de v i t e s s e  donc s u r  l e  t ranspor t  des pa r t i -  
cules  passant à proximité d'une paroi ,  m a i s  a u s s i  su r  l ' évo lu t ion  du 
tourbi l lon transporté puisque l a  r e l a t i on  (20) f a i t  in te rven i r  l e  
vecteur v i t e s se .  Pour é v i t e r  ces inconvénients on peut u t i l i s e r  localement 
l a  propr ié té  des "images hydrodynamiques". On remplace une p a r t i e  de l a  
paroi  par une surface de courant en f a i s an t  simplement i n t e rven i r  l 'image 
d'une seu le  par t i cu le  tourbi l lonnaire  P . S o i t  (5 )  la p a r t i e  de l a  
paroi  s i t u é e  à proximité de P qui  e s t  t r a i t é e  localement camme une 
surface  de courant ( f igure  13).  On peut considérer que dans un domaine 
(D) s 'appuyant su r  ( S )  l e  champ de v i t e s se  s e r a  mieux représenté. La 
condit ion r e s t r i c t i v e  à l 'emploi de  ce  procédé s e  trouve dans l a  d i s  tance 
de l a  pa r t i cu l e  P à son image qui d o i t  ê t r e  sensiblement i n f é r i eu re  
aux dis tances  separant  P des au t r e s  par t i cu les  a f i n  que l ' in f luence  
de PL prédomine. Le domaine (a) extér ieur  à (D) i ndu i t  sur  (D ) un 
champ de v i t e s s e  5 (SI t) . On suppose que dans 1 ' i n t e rva l l e  de  temps 
Ceo,t4] l a  v i t e s se  Fe indu i te  su r  P e s t  indépendante du temps. 

Ecrivons l.es composantes des divers  éléments in té ressan ts  dans l e  
repere O x y r  : 

3- 

RT 1111737 AN 
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- - - 
où r = 7 % , fip représente 1' in tens i té  tourbillonnaire transportée 
par l a  par t icule  f e t  zL c e l l e  transportée par l a  par t icule  image 

5 . La paroi e s t  plane e t  dans l e  plan xoy (figure 13). 

Figure 1 3 
- 

L'évolution de l ' i n t ens i t é  e s t  dictée par l 'équation de Helmholtz 
que l 'on peut développer de l a  manière suivante en décomposant l a  v i tesse  
to t a l e  de P en l a  v i tesse  induite par sa  par t icule  image 5 
e t  la  v i t e s se  : 

-C - L - a< ~-JZ = z.+ 3- + n,.g 
de 

S i  nous u t i l i sons  l a  relat ion obtenue dans l'annexe 3.1 l'équation se  
transforme en : 

- 7 

Cette équation d i f f é ren t i e l l e  e s t  équivalente au système suivant où l 'on 
f a i t  apparaitre l e s  composantes de ap e t  ce l l e s  de 7=%: 

On a. pu intégrer  ce système analytiquement dans l e  cas par t icu l ie r  où : 

On peut a lo r s  représenter l e  tableau exprimant $G% sous l a  forme 
suivante : 



La par t icule  PL indui t  sur  P une v i tesse  qui e s t  toujours para l lè le  à 
l a  paroi. Le déplacement de P suivant l a  direction O z  peut s ' i n t e r -  
préter  a i n s i  : 

tlQ= tt -a- . 
On obtient une solution immédiate pour Rb : 
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e t  un système r e l i a n t  B, e t  At : 

Le système par t icu l ie r  e s t  associé aux conditions i n i t i a l e s  suivantes : 

n ,=f i .  # O  

t- A!, =-RE + O  
& t . t , : o  O 

R,  ZR, 

a = % > O  - -- .- - 
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On vo i t  apparaître de (24a) une première re la t ion  entre Q4 e t  Ra 

- . -- - - 

La relat ion (24b), en remplagant fig e t  par leur  valeur en fonction 
du temps e t  en égalant l e  rapport à une aut re  variable appelée 

, peut s ' é c r i r e  : ,au 

Une intégrale  du second membre exis te  [ 9  1 mais l a  formulation e s t  
complexe e t  inadaptée à notre résolution. 

S i  nous posons coiune condition r e s t r i c t ive  que c h  d o i t  res te r  p e t i t  
devant l 'un i té ,  nous pouvons a lors  f a i r e  un développement l imité  sur l a  
fonction exponentielle e t  éc r i r e  en première approximation que : 

e t  on cherche à approcher l a  solution exacte en résolvant l 'équation 
suivante : - - 

d @  - - b p +  c k )  & œ 

n+(02 (jo + 

S i  nous posons : 
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Une solut ion de l 'équat ion précédente peut s ' é c r i r e  : 

.= e + q b (  % - 4 3 . + 2 % t )  
2%= (<r)t+j*)L 1 -  

En dé f in i t i ve  nous obtenons un système d'équations l i a n t  fi, e t  fiU : 

fi,= 0, [e+  ti+ji - = ( T . + ~ Q ~ L )  

4 
22f: (Y$ + &)l 

tcrt  ,ni+n: = ~4 

il 
duquel nous t i rons  deux solut ions-  d i f  f G e n t e s  suivant  l a  valeur i n i t i a l e  
de Rv . 
Posons : .#= f(+) $ O  cO;+~Y.~) 

- - = R - - - '+( -- -- ( 4 3 ~ + 1 0 ~ 2  

a. =$+- n + da'=- a(z,t> - 2  
,) 

s i  
R; > O l 4" = - 

. - 

s i  

1 - Ra= -3 
ni . O 

a4 = - L 

Les composantes ( u , zt. , W )  de l a  v i t e s s e  globale du point  P s ' é c r i ven t  
de l a  manière suivante : U =  q + u ,  

*= va + ua 

w =  J;+u3 

où ( U-, , u, , u3 ) son t  l e s  composantes de la v i t e s se  . L ' u t i l i s a t i o n  
de l a  l o i  de Biot e t  Savart  nous permet de ca lcu le r  ces composantes : 

A n a,=- L 
I n  + 3.)' 

4 f i l  Uz=:,- 
4n 4(3t+j,,)2, 

u,- O 
d'où : -- 

u (t) = .rt, 4 @ 
46 l3 (~r,t  + 

(suivant l a  valeur de ) 

( a(t) = <r, i 
46 n ( ~ , t * ) . ) ~  (suivant l a  valeur de fit") 

\ w  t6 
L'approche du terme exponentiel 3 un ordre supérieur f a i t  apparaf t re  des 
termes logarithmiques dans l a  formulation des compœantes de f 



La composante fi3 va r i e  indépendamment des deux au t res  a lo r s  q u ' i l  
ex i s t e  une r e l a t i o n  en t re  e l l e s .  Les solut ions  du couple (R4,fla) 
dépendent de l a  condit ion s u r  fiû au temps & e t  e l l e s  ne son t  valables 
que pour un i n t e r v a l l e  de temps l imi té  qu i  e s t  fonction de l a  va leur  c . 
Plus c e s t  p e t i t ,  plus l ' i n t e r v a l l e  de temps pourra ê t r e  cho is i  grand 
e t  réciproquement. 

O.N.E.R.A. 

Cette méthode ca lcu le  étape par é tape l ' évo lu t ion  de l ' i n t e n s i t é  tourbil lon- 
na i r e  a t tachée à P .A chaque f o i s  on redétermine l e s  valeurs de  c e t  
des composases de e t  on reprend camne valeurs i n i t i a l e s  des compo- 
santes  de -Rp , c e l l e s  trouvées à la f i n  de l ' é t ape  précédente. D e  plus 
on peut déterminer l a  t r a j e c t o i r e  de l a  pa r t i cu l e  P durant chaque 
i n t e rva l l e  de temps [ k ,  5 7  
L ' u t i l i s a t i o n  de la propriété "des images hydrodynamiques" e s t  i déa l e  
mais son app l ica t ion  trop r e s t r i c t i v e  empêche d'en t i r e r  l e  mei l leur  p a r t i  
e t  bien souvent des méthodes numériques moins précises mais d ' u t i l i s a t i o n  
plus souple l u i  s0n.t: préférges. 
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Les méthodes numériques u t i l i s a n t  des d i s t r ibu t ions  continues surfaciques 
de s i ngu l a r i t é s  t e l l e s  que sources ou doublets nécess i tent  l ' u t i l i s a t i o n  
de procédés sophist iqués pour obtenir  des r é s u l t a t s  precis  sur  le champ 
des v i t e s se s  dès que l 'on  s'approche assez près d'une t e l l e  d i s t r ibu t ion ,  
Mais l eur  appl icat ion e s t  assez complexe e t  demande des ca lcu l s  f o r t  
longs e t  co0teux, aus s i  sont- i l s  peu u t i l i s é s .  

l 3.2.a - Comportement s ingu l ie r  du champ des v i t e s se s  l e  long des parois  - 
Dans l e  cas simple de l'écoulement bidimensionnel on s ' aperço i t  qu'une 
r épa r t i t i on  uniforme de s ingu la r i t és  é t a l é e  s u r  un segment i so lé ,  par 
exemple, donne l i e u  à des r épa r t i t i ons  de v i t e s s e  d'un trai tement 
numérique dé l i c a t ,  Sur l a  f igure  14 ( ex t r a i t e  de [ 5 ] ) on relève,  pour 
un point  s e  déplaçant l e  long du segment, des valeurs i n f i n i e s  s u r  l e s  
bords pour l a  composante u, dans les deux modèles de s i ngu l a r i t é s  
u t i l i s é e s .  



S i  maintenant l e  déplacement s e  produi t  non plus su r  l e  segment suais l e  
long d'une d r o i t e  pa r a l l è l e  à celui -c i ,  la composante UW, évolue 
continuement mais e s t  encore soumise près des bords à de fo r t e s  var ia-  
t ions  s ' a t t énuan t  avec l'éloignement, On en présente un exemple pour l a  
composante ~ d *  s u r  l a  f i gu re  15 dans l e  cas d'une d i s t r i bu t i on  uniforme de 

O.N.E.R.A. 

doublets 

figure 15 --- .- --- 
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En tridimensionnel ces valeurs  i n f i n i e s  de (Lm su r  la bords a i n s i  
que l e s  pics près de ceux-ci sont  dus à l ' ex i s tence  d'un anneau tourbil lon- 
nai re .  Tout c e c i  nous permet de vo i r  que l ' exac t i tude  des valeurs  
numériques quant au champ des v i tesses  dépend étroitement de l a  précision 
avec laque l le  on représente l a  var ia t ion ,  en fonction de l ' ab sc i s s e  
curvil igne,  de l ' i n t e n s i t é  a t tachée aux s ingula r i t és  remplaçant l a  paroi. 

axe normal. 

R<< 4 

3.2 .b - P d s e n t a t i o n  succincte de quelques approches u t i l i s é e s  actuellement - I 

P 

.- -CF 

Diverses approches ont  é t é  proposées en tridimensionnel a f i n  de t r a i t e r  
nranériquement l e s  r épa r t i t i ons  de doublets. Parmi l e s  plus sophist iqués 
e t  l e s  plus précises  on peut c i t e r  c e l l e s  de ROBERTS [ 283 , de 
JOHNSON e t  RUBBERT [15] e t  de BESS [13] . Ils u t i l i s e n t  des formes 
polynmiales  de haut degré (supérieur ou égal  deux) qu i  permettent, s i  
l ' u t i l i s a t e u r  l e  dés i re ,  d 'avoir  des var ia t ions  de l ' i n t e n s i t é  des 
doublets e t  de son gradient  continues partout .  Ces cont inui tés  év i t en t  
l a  foxmation d'un tourbi l lon loca l  mais en général e l l e s  ne son t  observées 
qdlau bord de f u i t e ,  l à  où l a  condition de Joukawski d o i t  ê t r e  respectée ; 
a i l l e u r s  l ' in f luence  néfas te  des discont inui tés  l eu r  appara i t  moins 
importante. Malgré tou t  ROBERTS u t i l i s e  une i n t ens i t é  continue partout ,  
c e  qu i  l u i  permet de ca lcu le r  l a  v i t e s s e  dans tou t  l e  domaine a u s s i  
bien su r  qu'en dehors de l a  surface sans que ce l l e - c i  présente de  
valeurs  i n f i n i e s .  Par a i l l e u r s  HESS [ 121 montre que 1 ' u t i l i s a t i o n  d'un 
po lynbe  du second degré pour représenter  l ' i n t e n s i t é  des doublets n ' e s t  
poss ible  qu'associé à des face t tes  de forme trapézofdale. S i  de plus 
e l l e s  ont une forme rectangulai re  e t  l e s  axes représentant  l e s  coordonnées 
sont  chois is  correctement, c 'es t -à-di re  parallèlement aux côtés  des 
face t tes ,  l ' i n t e n s i t é  b ipo la i re  peut ê t r e  continue partout .  

.-*.,.Ho\. 

\ 

S i  ces méthodes tres élaborées permettent de ca lcu le r  correctement l a  
v i t e s s e  presque partout ,  a u s s i  bien s u r  l e s  parois qu'en dehors, par 
contre  e l l e s  son t  t r è s  coQteuses en temps de ca lcu l  e t  l a  formation de l a  
matrice des coef f ic ien t s  d ' influence appara î t  canplexe. Ces inconvénients 
l im i t en t  l a  portée de ces méthodes qui, dans l a  p lupar t  des cas, sont 
déla issées  au p r o f i t  d 'autres  moins précises  mais plus simples e t  plus 
rapides.  Pour des r épa r t i t i ons  continues de doublets nous avons l e  choix 
en t re  l e s  deux pos s ib i l i t é s ,  s o i t  u t i l i s e r  une d i s t r i bu t i on  de doublets 
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d ' in tens i té  l inéa i re  par morceaux suivant deux directions différente$, 
s o i t  u t i l i s e r  une dis t r ibut ion de doublets d ' in tens i té  constante par 
morceaux, l a  valeur de l ' i n t e n s i t é  sur  chaque face t te  é t an t  égale à l a  
valeur de l ' i n t ens i t é  continue passant au point contrôle de l a  facet te ,  

La premiere poss ib i l i té  employée par HUNT [14] e t  qui f a i t  intervenir  
l e  gradient de l ' i n t e n s i t é  a l'avantage d'approcher l a  courbe exacte 
par une fonction l inéa i re  par morceaux e t  d 'év i te r  des sauts d ' in tens i té  - 
trop importants. Ce gradient e s t  calculé de manière à avoir une valeur 
correcte en chaque point contrôle. Pour ce fa i re ,  HUNT u t i l i s e  une forme 
quadratique passant par l e s  valeurs de l ' i n t ens i t é  de doublets au point 
contrôle considéré a i n s i  qu'aux points contrôle voisins. Il en déduit l a  
valeur du gradient de l ' i n t ens i t é  en chaque point de contrôle e t  de l à  l a  
valeur des pentes de chaque segment consti tuant l a  fonction en dents 
de scie .  Mais l 'établissement de l a  matrice des coefficients d'influence 
r e s t e  encore assez dél icat .  

Dans c e t t e  étude nous u t i l i sons  l 'une des dis t r ibut ions les  plus simples 
qui f a i t  intervenir une in tens i té  de doublets constante sur l e s  surfaces 
de chaque face t te  e t  à laquelle on peut substi tuer un réseau d'anneaux 
tourbillonnaires. Le calcul de l a  v i tesse  lorsqu'on longe une paroi 
soumise à une t e l l e  d iscré t i sa t ion  e s t  à t r a i t e r  avec prudence. On peut 
s 'en apercevoir dans l e  cas d'une dis t r ibut ion surfacique de doublets 
continue d ' in tens i té  constante dans l a  direction de l ' axe  0 e t  l inéa i re  '4 dans l e  sens de l ' axe  O= e t  que l 'on d iscré t i se  à l ' a i d e  d une s u i t e  
de bandes de doublets de longueur inf in ie ,  d ' intensi té  constante, de 
même largeur c ~ .  e t  dont l e  saut  d ' intensi té  X entre deux bandes consé- 
cutives e s t  identique partout, Ce système e s t  équivalent à une s u i t e  
in f in i e  de segments tourbillonnaires de longueur inf inie ,  d ' in tens i té  
identique cY e t  espacées également d'un même in terva l le  CL l e  long 
de l 'axe x . La fonction de courant s ' é c r i t  a lors  14 : 

S i  nous traçons des l ignes de courant s i tuées près des segments tourbillon. 
naires (figure 16), cel les-ci  subissent de for tes  osci l la t ions,  certaines 
traversent 1 'axe des x e t  délimitent des domaines internes où l e  f lu ide  - 

tourne sur  lu i -mbe.  Ce n ' e s t  qu'à quelque distance de l a  répart i t ion 
tourbillonnaire discrète  que cel le-ci  consti tue une approche valable 
de l a  dis t r ibut ion de doublets continue. 

Cependant dans l e  cas d'une d iscré t i sa t ion  de paroi sous forme d'anneaux 
tourbillonnaires il existe,  canne l e  montre MASKEW [23] en bidimension- 
ne& des lignes privilégiées (en po in t i l l é  sur l a  figure 17) partant de l a  
paroi oii l e s  composantes normale e t  tangentielle de l a  v i tesse  ont des 
valeurs correctes. Pour l a  composante tangentielle, ce sont des courbes 
émanant des points de contrôle tangentiellement à l a  paroi e t  remontant 
rapidement pour former grossierement une e l l ip se  mais dont l a  forme 
exacte e s t  d i f f i c i l e  à apprécier. Pour l a  composante normale ces lignes 
sont beaucoup plus f ac i l e  à déf in i r  puisqu'elles s e  confondent 
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approximativement avec l e s  normales à l a  paroi  aux points de contra le .  
En dehors de ces zones t r è s  r e s t r e i n t e s  l e s  erreurs  s u r  l e s  composantes 
de l a  v i t e s s e  deviennent importantes sur tou t  s i  l ' o n  s'approche de  l a  
paroi. - 

VORTlClTY MçTRIôüTI)N - 

,.MID POINTS 

.20 1 ,225 8 1 5  ,275 
i A = o . o t s  i - .5 

P~TE~? - 
i SPâCING I I 

- -.- - - - - - - . - - -- 
~ ~ f f i m n n ~  N O R ~  
COMPONENT COMPOhENT 

ERROR IN HC % 

figure 17 (&if\= L &3]) 

O .a25 2 225 .25 
-- -- Y - 

La hauteur c r i t i que ,  à p a r t i r  de l aque l le  une étude pa r t i cu l i è r e  d o i t  
ê t r e  envisagée a f i n  que l e s  valeurs obtenues a i e n t  un ce r t a in  c r é d i t ,  
v a r i e  avec l a  d i s c r é t i s a t i on  plus ou moins g ross iè re  de la paroi  e t  avec 
l e s  var ia t ions  plus ou moins fo r t e s  de l a  c i r cu l a t i on  l e  long de  l a  
paroi. L'étude de MASKEW confirmée par nos propres r é s u l t a t s  dans l e  cas 
tridimensionnel indique qu'en général c e t t e  hauteur peut ê t r e  p r i s e  
comme égale  à l a  demi-longueur de l a  diagonale de l a  f a c e t t e  s i t u é e  
sous l e  point  où l ' on  dé s i r e  ca lcu le r  l a  v i t e s se  (point  qu'on appel lera  
désormais P 1. 

Pour p a l l i e r  l e s  inconvénients du réseau tourbi l lonnaire  c i t é s  p lus  haut, 
d ivers  procédés sont  u t i l i s é s .  Par exemple l a  v i t e s s e  en P peut s e  
ca l cu l e r  en recherchant l e s  valeurs des v i t e s se s  en quatre  points ML 
s i t u é s  à l a  même hauteur que P mais s e  trouvant au-dessus des points 
con t ra le  des quatre  face t tes  l e s  plus proches de f ( f igure  18). Ensuite 
une moyenne pondérée en t r e  l e s  valeurs trouvées nous donne l a  v i t e s s e  
en P . Mais c e t t e  méthode n ' e s t  u t i l i s a b l e  que lorsque l e s  ML sont  
proches de P , ce  qui  sous-entend une d i s c r é t i s a t i on  assez f i n e  de l a  
paroi. 

- 

1 Figure 18 

Quand l e s  gradients de v i t e s s e  sont f a ib l e s ,  c e t t e  méthode donne de bons 
r é su l t a t s .  En présence d'une concentration tourbi l lonnaire  (nappe 
tourbi l lonnaire  par exemple), l e s  gradients de v i t e s s e  peuvent ê t r e  élevés 
e t  c e  procédé ne peut plus s 'appliquer.  

RT 11/1737 AN 
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MASW [23] présente en bidimensionnel une au t re  solution qui s 'apparente 
à un raffinement de maillage mais qui a l'avantage de ne f a i r e  intervenir  
qu'une pa r t i e  r e s t r e in t e  du maillage. El le  consiste à remplacer localement 
l 'espace l i b r e  entre  l e s  points tourbillons représentant l a  paroi par un 
sous-maillage tourbillonnaire, L ' intensi té  tourbillonnaire, au l i e u  d ' ê t r e  
concentrée en quelques points, e s t  a lo r s  répar t ie  entre tous l e s  points 
nouvellement créés. Le nombre d'éléments formant ce sous-réseau e s t  inver- 
sement proportionnel à l a  distance de P à l a  paroi. Ce procédé séduisant 
en bidimensionnel paraet demander en tridimensionnel des temps de calcul  
assez longs, su r tou t  lorsque P eff leure l a  paroi. 

3.2.c - Traitement numérique du champ des vitesses à par t i r  d'une déformation 
locale du maillage - 

Une paroi sol ide e s t  en toute rigueur imperméable mais lo r s  de l a  discré- 
t i sa t ion  du problème où e l l e  e s t  remplacée par un ensemble d'anneaux 
tourbillonnaires, l e s  particules fluides n'ont aucune d i f f i c u l t é  à percer 
ce  quadrillage. Les seuls  endroits où l e  réseau e s t  imperméable sont l e s  
segments euxm&mes mais aussi  l e s  points de contrale où l a  v i t e s se  normale 
es t ,  de par l e s  conditions imposées, nulle.  On va u t i l i s e r  l a  propriété 
des normales à l a  paroi aux points de contrale, sur lesquelles en tout 
point l a  composante normale de l a  v i tesse  e s t  calculée correctement, 
pour rendre à l a  paroi discrète  l a  même imperméabilité qu'une paroi rée l le .  

Un maillage ne r e s t e  pas nécessairement f igé mais peut s e  déformer au 
cours du calcul  sans que l a  solution du problème en s o i t  affectée pourvu 
que certaines conditions soient  respectées. Cette défoxmation va permettre 
3 tout point du domaine, sans qu ' i l  y a i t  besoin de bouger, de s e  trouver 
sur une normale issue d'un point de contrale e t  de l u i  associer une 
valeur correcte de l a  composante normale de l a  vitesse.  

On considère en premier l i e u  une paroi plane in f in i e  mise en présence 
d'un écoulement engendrant une dis t r ibut ion tourbillonnaire sur sa 
surface qu'on représente sous forme discrète  par un ensemble d'anneaux 
tourbillonnaires. On désire  calculer l a  v i tesse  au point P s i t u é  au- 
dessus de l a  paroi ( f igure 19). 

/ 

/ / 

figure 19 
. . -- L - - 

S i  on f a i t  subir au réseau tout en t ie r  une t ranslat ion dans son 
propre plan de façon que P s e  trouve sur l a  normale X passant par 
l e  point de contrale C , l a  v i tesse  normale en P sera calculée correc- 
tement. Mais il faut  auparavant recalculer toute l a  matrice des coeff i- 
cients  d'influence vu l a  variation des données géométriques lo r s  de l a  
translation. Les calculs comportant a lo r s  une nouvelle inversion de 
matrice risquent d ' ê t r e  longs dès que l e  nombre de facet tes  e s t  important, 

L'un des soucis majeurs é tan t  d'obtenir des résu l ta t s  corrects sans que 
l e  temps de calcul en s o i t  affecté ,  on va s ' insp i rer  de l ' i dée  précédente 

4 
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tout  en l imitant  l e  nombre de f ace t t e  à t ranslater .  En r é a l i t é  l a  seule 
face t te  a ê t r e  t ranslatée e s t  c e l l e  s e  trouvant sous l e  point P (que 
nous appelerons $ ) . Les facet tes  en contact d i rec t  avec $ , é tan t  
quant à e l l e s ,  déformées de façon que l e  r e s t e  du réseau ne s o i t  pas 

.: il . 
1 -- 

1 

-. ' . 

Au total ,  seuls neuf àiuïeaüis ' tourbillonnaires subissent s o i t  une transla- 
tion, s o i t  une déformation. Ecrivons l a  matrice des coeff ic ients  
d'influence [A] avant toute opération sur l e  maillage : 

\ 
\ 

. . l  - 

! 

La déformation locale du maillage va entrazner des variations sur  l e s  
valeurs de certains coefficients d'influence. Supposons que c e t t e  
déformation a i t  l i eu  sur les  facet tes  Fr , . . . , Fp+a . Les coeff ic ients  
d ' inf luence appartenant aux colonnes a l l a n t  de p à p+ 8.  e t  ceux 
appartenant aux lignes a l l a n t  des indices p à p48 vont voir  leur  
valeur s e  modifier, tous l e s  autres coefficients ne variant  pas. Soi t  

[A ' ]  l a  nouvelle matrice formée des éléments a> t e l s  que : 

ac,j = a;,j + & pour l e s  éléments fa i sant  pa r t i e  des colonnes 
à ~ + d  e t  des lignes a l l an t  de P à ~t 8 P 

I pour l e s  autres éléments. 

La valeur de E e s t  plus ou moins importante suivant l e s  positions respec- 
t ives des facet tes  prises deux à deux. Le & es t dtautant  plus p e t i t  
qu'une des facet tes  intervenant dans l e  calcul d'un des coefficients 
d'influence e s t  plus éloignée du domaine déformé. Cette déformation du 
réseau é t a n t  toujours assez fa ib le  on peut supposer que l e  E e s t  p e t i t  
dès que l e  calcul des coeff ic ients  d'influence f a i t  intervenir  une face t te  

- 

- -- pp - - -  

RT 11/1737 AN p age 40 

i 



P age 41 O.N.E.R.A. 

dif  férente des F; ("= p,---jp+B). On l e  prendra nul. Dans l e  cas où l e  
calcul des coefficients prend en oompte deux facet tes  appartenant aux 

,CL ( + , & ne pourra ê t r e  négligé e t  l e  nouveau coeff ic ient  
sera  calculé. 

Apres déformation du maillage l a  matrice [A'] peut 8 t r e  décomposée en 
deux matrices [6] e t  [Cl de même dimension que [A'] . En f a i t  [c] 
peut ê t r e  considérée de dimension ( 9  x 9 ) .  

'\ I 
I \ I I 

I ' I . I 
\ I 

I \ .  
I \ 1 I 

-- 
, . 0 ;  

I 

I 
1 '  

I O I  
O!-- -  -i,, , , - - - - -  -- 

1 I \ 

I' 1 '  \ 

1 ' 6  I O 

I - -  - 

L & p /  .---.,Pt 8 

. - . p + 8  "i/j = O 

. I 
+ G . 6 )  E C f /  P+q. [ f . p + 8 - J  

"j = a '3 

Les Ci,; non nuls sont calculés a par t i r  des nouvelles données 
géomé trlques entrant dans 1 ' ensemble {DEÇ) formé des facet tes  
F; ( i : p ,  .... p.8) . 

Apres avoir calculé l a  matrice [ c ]  l es  nouvelles circulations l i ées  aux 
anneaux tourbillonnaires de {DEÇ] sont obtenues en imposant l a  condi- 
t ion de v i tesse  normale nul le  aux nouveaux points de contr8le de  DE') 
Les circulat ion des anneaux tourbillonnaires n 'appartenant pas à .(DEFI 
ne variant  pas, on l imite  l e  problème à un système l inéa i re  de neuf 
équations à neuf inconnues : 

. 

9% -- pas - -  
p &;.a~ = C b , ~  5 +C C L , ~  rk + uwai 

&=4 X=P 

avec l = p, . - . r+ 8 
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que l ' on  met sous forme condensée : 

O.N.E.R.A. 

Les sont  l e s  inconnues du système, qu'on résoud en appliquant l e s  
conditions en chaque point  de con t re le  de {DEFI . 

Toutes l e s  c i rcu la t ions  du réseau é t a n t  a lo r s  connues, il e s t  f a c i l e  de 
ca l cu l e r  l a  v i t e s s e  au point  P . 
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Dans l e  cas où la par t i cu le  P t ranspor te  une i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  
Dp , on p r o f i t e  de c e t t e  d6formation locale  pour ca lcu le r  la  déforma- 

t i on  de 4 produite par l e s  segments tourbil lonnaires de l a  paroi  en 
u t i l i s a n t  l a  r e l a t i on  (20). 
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- .  
Cette  formule f a i t  in te rven i r  l e s  c i rcu la t ions  des segments tourbil lon- 
na i res ,  or  comme l e  montre MASKEW [ 231 l e s  valeurs de ces c i rcu la t ions  
approchent l e  mieux l e s  valeurs exactes lorsque l a  pa r t i cu l e  tourbil lon- 
na i r e  s e  s i t u e  au-dessus d'un point  contrôle.  

Il f a u t  remarquer que ce  procédé de déformation loca le  n ' e s t  que momen- 
tané en ce  sens que sa durée de v i e  est l imi tée  au ca lcu l  des d i f fé ren tes  
valeurs  qu i  nous in té ressen t  au point  P . Dès que l ' on  q u i t t e  c e t t e  
par t i cu le ,  l e  maillage reprend s a  forme i n i t i a l e  jusqu'à c e  qu'une au t r e  
pa r t i cu l e  t rop proche de l a  paroi  obl ige  à renouveler l e  procédé. 

Cet te  technique connait ce r ta ines  l imi ta t ions .  En pa r t i cu l i e r  l e  maillage 
d o i t  ê t r e  assez régul ier .  Des d i£  férences trop importantes quant aux 
dimensions des face t tes  voisines empêchent l ' app l ica t ion  de c e  procédé 
(mais en général ce  problème ne s e  pose pas puisque l ' o n  s a i t  que l a  
jus t esse  des r é s u l t a t s  numériques e s t  l i é e  à 1 ' u t i l i s a t i o n  d'un maillage 
régu l ie r ) .  Les bords des parois  (bord de fu i t e ,  bord d'attaque.. .) sont  
plus dé l i c a t s  à t r a i t e r  e t  l e s  valeurs de U, comprises en t r e  l e  bord 
e t  une l igne  passant par l e s  points de c m t r a l e  l e s  plus près du bord 
ne son t  pas p r i ses  en considération c a r  l e  procédé n ' e s t  pas u t i l i s a b l e  
dans c e t t e  bande. Ceci e s t  dQ aux var ia t ions  importantes de l a  c i rcu la -  
t i o n  près des bords anguleux associés à une d i s c r é t i s a t i on  t rop gross ière  
(voir  par exemple l a  f igure  21). 

Traitement num6rique à p a r t i r  d'un'raffinement l oca l  du mail lage - 
Une a u t r e  m6thode pour ca lcu le r  l e  champ des v i t e s se s  près d'une paroi  a 
é t é  u t i l i s é e .  Cet te  méthode, basée s u r  un raffinement loca l  du maillage, 
n ' a  pas donné l e s  r é s u l t a t s  escomptés ( f igure  26b) e t  a é t é  abandonnée. 
Malgré tou t  on par lera  brièvement de l a  démarche suivie .  Les neuf 
f ace t t e s  au l i e u  d ' ê t r e  t rans la tées  ou déformées sont  chacune subdivisée 
en quatre  nouvelles face t te .  La matrice [AJ s e  décompose encore en 
deux matrices [B] e t  [c] . Sous l e s  mêmes hypotheses que précédemment, 
l e s  coef f ic ien t s  de [a] sont  identiques à ceux de [A] sauf pour ceux qui  
sont  nuls.  Seuls l e s  coef f ic ien t s  de [CI de dimension (36 x 36) sont  
recalculés  e t  en dé f in i t i ve  on s e  ramene à un système l i n é a i r e  de 36 
équations à 36 inconnues qu'on résoud de l a  même manière que ci-dessus. 



3.3 - VERIFICATION NUMERIQUE DU PROCEDE DE DEFORMATION LOCALE - 

1 O.N.E.R.A. 

3.3.a - Ecoulement potentiel  - Lignes de courant - 
Le premier t e s t  e s t  un écoulement potentiel  autour d'une plaque plane 
carrée infiniment mince e t  soumise à un vent i n f i n i  constant e t  perpendi- 
cu la i re  à son plan. Cette étude va permettre de v é r i f i e r  les  bonnes perfo 
mances de c e t t e  méthode é t an t  donné l e s  d i f f i cu l t é s  que l'onapeut 
rencontrer dans c e t t e  expérience où l e  centre de l a  plaque e s t  un point 
d ' a r r ê t  e t  l e s  bords des l ignes de contournement, ce qui la i sse  présager 
des croissances ou décroissances rapides de l ' i n t e n s i t é  tourbillonnaire 
surfacique s tBta lan t  sur  l 'obstacle.  La plaque e s t  représentée sous 
forme d iscrè te  par un ensemble d'anneaux tourbillonnaires. Les valeurs 
des i n  tensi  tes tourbillonnaires linéiques concentrées sur les  d i f fé rents  
segments coupant l e  plan ZJ = O sont représentées sur  l a  figure 21. 
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Sur l a  figure 24 on a tracé différentes lignes de courant qui ont  é t é  
calculées à l ' a ide  d'une méthode du premier ordre. Quand on n ' u t i l i s e  
aucun procédé par t icu l ie r  permettant d'améliorer l a  représentation du 
champ des vi tesses ,  l e s  lignes de courant l e s  plus proches du point 
d ' a r r ê t  traversent l a  plaque tandis que les  autres osc i l len t  fortement 
au-dessus d ' e l l e  (figure 24a). Une méthode dérivée de ce l l e  de MASKFW 
e t  qui  f a i t  intervenir  un raffinement local du maillage dès que l a  ligne 
de courant s e  trouve près de l a  plaque e s t  u t i l i s é e  pour calculer les  
l ignes de courant sur  l a  f igure 24b. Elles ne traversent plus la paroi 
mais l e s  osci l la t ions persistent.  Il apparaît  au vu de ces calculs  que 
même une d iscré t i sa t ion  de c e t t e  plaque par un nombre élevé de facet tes  
( > l  000) ne pourrait  donner d 'aussi  bon résu l ta t s  que ceux obtenus 
par l a  déformation locale du maillage qui, e l le ,  permet une d iscré t i sa-  
t ion grossière de l 'obstacle  (dans notre exemple l a  plaque ent iè re  e s t  
recouverte de 81 facet tes) .  La figure 24c où l a  déformation locale  e s t  
u t i l i s é e  montre l a  précision dans l e  tracé des l ignes de courant qui 
eff leurent  l a  paroi. 
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- -- -- . - . - -  - -  - - - 
On a dans cet exemple relevé 1 des vi tesses  normales aux points 
de contrôle avant e t  pendant l a  déformation. 

. Avant déformation : 
pour tous les  points de contrôle /u,\ < AO-" 

. Pendant l a  déformation : 
pour les  facet tes  appartenant à {DEF) 4~j-'~ ~ J u w  I< /O-'' 

pour l e s  face t tes  immédiatement en contact avec 
ce l l e s  de ~ D E F \  ,~o-~ < ILL,\ < 4 0 - ~  
pour l e s  autres facet tes  no-' 4 I.u+,,j < no-? 



l 11 e x i s t e  une r e l a t i o n  en t r e  l e  terme - , qui f a i t  tendre l a  
1 4 r n ~ j l  

O.N.E.R.A. 

v i t e s s e  vers 1 ' in£ i n i  quand E s 'appro &e du Qegmen t ,et l a  d i s  tance de  
ce  point  p au segment A 6  . On c h o i s i t  a l o r s  un rayon R, e t  pour toute  
valeur de 4 i n f é r i eu re  à R, nous remplaçons / Z n  U a p a r  ~ : 4 ~  . 

Cette procédure permet de passer à t ravers  la surface cylindrique de 
manière continue e t  de f a i r e  tendre progressivement la valeur de  la 
v i t e s s e  vers zéro quand on s'approche du cen t re  ( f igure  23). 
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I La seu le  chose r e s t a n t  à f a i r e  é t a n t  de déterminer correctement R, . 
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S i  nous examinons attentivement l e s  f igures  26 e t  en p a r t i c u l i e r  l a  
courbe représentant  f fx  indu i te  par des anneaux tourbil lonnaires,  nous 
nous apercevons que l e s  o sc i l l a t i ons  s u r  l a  +ritesse t angent ie l l e  appa- 

L r a i s s en t  à p a r t i r  d'une hauteur 4% où L repr6sente la largeur  
des face t tes .  C 'es t  c e t t e  valeur  qui  a é t é  retenue pour Re dans l e s  
calculs  avec déformation de mail lage ( f igures  26). 

I 3.3 .c - Ecoulement rota t ionnel  - 
1 Les exemples précédents t r a i t e n t  des écoulements po ten t ie l s  sans présence 

tourbil lonnaire.  On s ' in té resse  maintenant à un écoulement rota t ionnel  
autour d'un p r o f i l  en incidence (30') l a i s s e n t  échapper l e  long de son 
bord de f u i t e  une nappe tourbi l lonnaire  e t  m i s  en présence d'une pa ro i  
imperméable, plane e t  p a r a l l è l e ' à  l'écoulement i n f i n i  amont. 

Le prof il e s t  représenté par une a i l e  rectangulai re  plane infiniment 
mince e t  dont l 'envergure e s t  t r o i s  f o i s  plus importante que l a  corde 
( f igure  27a). On approche c e t t e  plaque de l a  paroi  à une hauteur égale 
à sa corde au niveau du bord de fu i t e .  Trois points d'émission de  chaque 
ca t é  de l ' axe  de symétrie déb i ten t  l e  long du bord de f u i t e  des tourbi l -  
lons ponctuels. La paroi  e s t  remplacée par un ensemble d'anneaux 
tourbil lonnaires de forme ca r r ée  dont l e  c6té  L, e s t  un i ta i re .  Dans l e s  
f igures  27 on a représenté l e s  t r a j ec to i r e s  des secondes par t i cu les  
f lu ides  porteuses d'une i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  e t  émises au même 
i n s t a n t  par l e s  t r o i s  points d'émission s i t u é s  à dro i t e  du plan de 
symétrie xo . a/ 



Avant toute  opération s u r  l e  mail lage l e s  conditions l imi tes  son t  bien 
respectées aux points de contrôle.  Durant 1 ' u t i l i s a t i o n  du procédé les 
condit ions l imi tes  son t  bien respectées aux points  de contrôle  des 
f ace t t e s  de IDEFI c 'es t-&-dire su r  l e  domaine l e  plus proche de E . 
Ail leurs  l e s  valeurs de 1 f i - j  son t  sensiblement plus importantes (ceci  e s t  
dQ aux approximations f a i t e s  s u r  & ) mais toujours assez p e t i t e s  pour 
considérer l e s  conditions l imi tes  comme remplies. 

O.N.E.R.A. 

3.3.b - Ecoulement po ten t ie l  - Composantes de l a  v i t e s s e  - 
Le cas d'une plaque plane rectangulai re  dont l 'envergure e s t  d ix  f o i s  
plus longue que l a  corde va permettre de comparer l e s  valeurs des compo- 
santes  de l a  v i t esse ,  ca lculées  dans l e  plan 2 = O l e  long de l ignes  
de  courant passant près de l a  paroi  d i s c r é t i s ée  comme l a  précddente, 
avec l e s  valeurs  thdoriques bidimensionnelles obtenues par transformation 
conforme. On a l e s  mêmes hypotheses que dans l'exemple précédent pour 
1 'écoulement, seules l e s  dimensions de l a  plaque changent. 
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Les valeurs d i sc rè tes  o s c i l l e n t  fortement autour des courbes théoriques 
e t  d 'autant  plus que l ' o n  s e  rapproche des bords de l a  plaque ( f igure  25 
e t  f igure  26). En dessous d'une ce r t a ine  dis tance à l a  plaque, il n ' e s t  
plus raisonnable de s e  s e r v i r  des valeurs obtenues sauf pour l e s  
composantes normales, par  exemple, l e  long des normales passant par  l e s  
points de contrôle  où l a  courbe numérique c ro i s e  l a  courbe thdorique 
ou au-dessus des segments tourbil lonnaires mais dans ce  cas l e s  valeurs  
numériques o s c i l l e n t  fortement e t  c e t t e  observation n ' e s t  à u t i l i s e r  
qu'avec prudence. 
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Pour la composante normale, l ' u t i l i s a t i o n  de l a  déformation loca le  f a i t  
pratiquement confondre la nouvelle courbe numérique avec l a  courbe 
théorique. On v o i t  apparas t re  de p e t i t e s  d iscont inui tés  lorsque l e  procédé 
f a i t  in te rven i r  une s é r i e  de face t tes  d i f f é r en t e  d e  l a  précédente ( e l l e s  
s e  produisent au passage d'un segment tourbil lonnaire)  ( f igure  25).  

Le procédé u t i l i s é  pour ca lcu le r  l e s  valeurs de l a  composante t angent ie l l e  
au-dessus d'un point  de contra le  donne des r é s u l t a t s  assez décevants dès 
qu'on s'approche de l a  paroi. Mais l a  déformation locale  peut ê t r e  u t i l i s é  
différemment. On peut obtenir  des valeurs nlmériques s'approchant plus des 
valeurs  théoriques en déformant l e  maillage de façon que l a  project ion 
s u r  l a  paroi  du point  P s o i t  confondue avec l e  noeud du mail lage l e  p lus  
proche de f (f igures 26). Afin d 'a t ténuer  l e s  v i t esses  indu i tes  par 
l e s  quatre  segments tourbi l lonnaires  aboutissant  au noeud on f a i t  appel 
à l a  méthode c lass ique des noyaux visqueux (dans l e  cas de par t i cu les )  
qui ,  i c i ,  sont  remplacés par des cyl indres  visqueux qui  s 'adaptent  autour 
de chaque segment. 

La v i t e s se  e s t  donnée par  l a  r e l a t i on  (10). E l l e  tend vers une valeur 
i n f i n i e  quand l e  point  P s e  rapproche indéfiniment du segment. Pour 
l im i t e r  l e s  e f f e t s  s ingu l ie r s  du segment on peut l'enfermer 
dans un cyl indre  où on é t a b l i t  une v i s e s i t é  a r t i f i c i e l l e  de l a  maniere 
suivante,  s i  on remarque que / a ,  4 444& ( f igure  2 2 ) .  

4. 

Figure 22 



La f i gu re  27b montre à quel point  l e s  t r a j ec to i r e s  sont  mal représentées, 
ce r ta ines  a l l a n t  jusqu'à t raverse r  l a  paroi. On peut rigoureusement 
é v i t e r  c e t  inconvénient en u t i l i s a n t  dans l e  cas d'un e f f e t  de s o l  l a  
propr ié té  des "images hydrodynamiques" qui  élimine l e s  anneaux tourbil lon- 
nai res  e t  prend en compte l'image de l a  plaque e t  des par t i cu les  t ou rb i l l o  
nai res  par rapport  au plan de la paro i  qui  e s t  a l o r s  remplacée par une 
surface  de courant. 

O.N.E.R.A. 

Cette  propr ié té  e s t  u t i l i s é e  e t  présente sur  l a  f igure  27c l e s  t ra jec -  
t o i r e s  idéales  accomplies par l e s  par t icules .  Malheureusement c e t t e  
propr ié té  ne peut s ' u t i l i s e r  que dans ce r ta ins  cas pa r t i cu l i e r s .  L 1 u t i l i -  
s a t i on  plus simple de l a  déformation loca le  permet de reproduire convena- 
blement l e s  t r a j ec to i r e s  ( f igure  27d) même lo rsqu 'e l l es  e f f l euren t  l a  
paroi  ( l a  t r a j e c t o i r e  l a  plus basse s e  trouve à cer ta ins  endroi ts  à 
0.02L de l a  paroi) ,  sans pour au tan t  s'encombrer d'hypothèses 
supplémentaires . 

l 3.3 .d - Conclusion - 
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L'emploi simple de c e t t e  méthode a l l i é  à des r é s u l t a t s  qu'on peut juger 
acceptables e t  à des temps de ca l cu l  convenables résoud l e  facheux 
problème de la paroi  théoriquement imperméable e t  numériquement perméable 
De su rc ro i t ,  e l l e  donne de bonnes indicat ions  s u r  l e  champ des v i t e s se s  
e t  l e  champ tourbi l lonnaire  près d'une paroi ,  c e  qui  e s t  primordial 
lorsque l e s  nappes tourbi l lonnai tes  passent à proximité e t  que l e  besoin 
s e  f a i t  s e n t i r  de connaf t r e  l a  forme des l ignes  d'émission ou des t ra jec -  
t o i r e s  de par t i cu les  f lu ides  tourbil lonnaires.  
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On peut aussi remarquer la  l i b e r t é  de mouvement du maillage. . Alors 
qu'auparavant il r e s t a i t  toujours f i g é  e t  d é f i n i  une f o i s  pour toutes,  c e  
qu i  empêchait de f a i r e  v a r i e r  tou te  donnée géométrique, maintenant il peut 
s e  déformer e t  s 'adapter aux circonstances. Un point  important à r e t e n i r  
e s t  que c e  procédé permet à tou t  point  d'un p r o f i l  de devenir point  de 
contrôle.Les d i f fé ren tes  valeurs (v i t esse  à l a  paroi, pression, ...) 
peuvent ê t r e  dans ce  cas e t  à l 'extrême ca l a i l é e s  par tout  s u r  la paroi  
(sauf dans ce r ta ines  zones abordées précéderment). Au l i e u  d 'extrapoler 
ces valeurs parfois  de manière incer ta ine  lorsque l e s  points de con t ra le  
son t  assez éloignés, il e s t  possible maintenant de ca lcu le r  l e s  valeurs  
de fagon quasi-continue dans toutes l e s  d i rect ions .  BUNT 114)  précise  
que l ' u n  des handicaps des "méthodes des s ingular i tés"  rés ide  dans l a  
maniere d'imposer l e s  conditions l imi tes  ( e l l e s  ne  sont  imposées qu'en 
ce r ta ins  points de l a  paroi)qui ne permet pas d 'obtenir  une so lu t ion  
f i na l e ,  s u r  l e  champ des v i tesses  ou su r  l e s  . r épar t i t ions  de pression, - 

correcte  par tout  dans l e  domaine ou sur  l e s  parois ,  Il semble que l e  
procédé de déformation loca le  réponde à c e t t e  préoccupation en s e  donnant 
l a  p o s s i b i l i t é  de ca lcu le r  c e  champ ou ces r épa r t i t i ons  de manière conve- 
nable a u s s i  bien sur  l e s  parois que dans tou t  l e  domaine. 
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O.N.E.R.A. 
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d anneaux towbmmnawas 

teclinque de dotonnatbn du maillage 

figure 2 7 '  

Interaction entre une nappe tourbillonnaire émise par 

une aile rectangulaire et une paroi proche. 



C H A P I T R E  4 

0.N.E.R.A. 

WSULTATS DES CALCULS 

4.1 - GENERALITES - 
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. -- 

figure 2 8 représenta1 ion du canai . 
- 
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La f igure  28 représente l e  canal  qui  a f a i t  l ' o b j e t  d'études en 
sou f f l e r i e  [24]  . 
Nous nous sommes basés pour nos propres calculs  sur  l e s  mhes  co tes  a f i n  
que l a  cmparaison avec l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux s e  fasse  en toute 
rigueur. 

Le tableau suivant  regroupe l e s  d i f fé ren tes  valeurs des parametres u t i l i -  
sés  l o r s  des ca lcu l s  qui  ont  é t é  r é a l i s é s  su r  CDC 7600. La durée du 
ca lcu l  pour passer du temps 't = O. au  temps T; = 1. (21 i t é r a t i o n s )  e s t  
approximativement de 10 minutes. 7; représente un temps adimensionné 
d é f i n i  comme s u i t  : 

I où représente l a  demi-largeur du canal .  

I 

Nombre de f ace t t e s  recouvrant l e s  parois du canal  1 233 1 

I 1 Rayon visqueux entourant l e s  segments tourbil lonnaires 1 0.012 1 

Nombre de points d'émission 

Demi-largeur du canal  (B) 

Module de l a  v i t e s s e  i n f i n i e  aval  . 

Valeur du pas de temps ( A t  ) 

Rayon visqueux entourant une par t i cu le  tourbi l lonnaire  
porteuse d'une i n t ens i t é  tourbi l lonnaire  é ta lon de 0.3 

Taux de déformation maximal au tor i sé  s u r  l e  module de 
l ' i n t e n s i t é  tourbi l lonnaire  à chaque pas de temps 

13 

0.98 

1 

0.05 

0.015 

0. 15 

1 
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COMPARAISON VISUELLE : EXPERIENCE-CALCUL NUMERIQUE - 
Les l ignes  d 'émissions ont  1 'avantage de f a c i l i t e r  ce r ta ines  canparaisons 
de r é s u l t a t s  numériques avec des v i sua l i sa t ions  expérimentales q u i  ont 
é t é  r éa l i s ée s  au tunnel hydrodynamique par H. WERLE. On remarque 
( f igure  29) grClce à c e t t e  approche qua l i t a t i ve  la ressemblance e n t r e  l a  
forme globale de l a  nappe obtenue n d r i q u e m e n t  e t  c e l l e  de l a  nappe 
expérimentale. La concordance e s t  au s s i  s a t i s f a i s an t e  quand on observe 
l e s  d é t a i l s  d'enroulement dans l e s  deux cas.  A gauche l 'expérience s ' e s t  
f a i t e  avec t r o i s  f i l e t s  colorés émis d ' o r i f i c e s  s i t ué s  près de l ' a r ê t e .  
La photographie a é t é  p r i s e  à un temps approximatif t = 2., c ' es  t-à- 
d i r e  à un é t a t  quasi -s ta t ionnaire  où l ' on  aperçoi t  deux par t i es  de l a  
nappe bien d i s t i nc t e s ,  l 'une bien s t ruc turée  à l a  p a r t i e  supérieure e t  
l ' a u t r e  où l'écoulement e s t  devenu désorganisé. Cette vue prouve bien 
l e s  d i f f i c u l t é s  d 'appl icat ion du schéma numérique dans c e  cas p a r t i c u l i e r  
e t  montre que l a  marche en f l èche  de 45O n ' e s t  certainement pas l e  cas 
l e  plus f a c i l e  à étudier .  Des v i sua l i sa t ions  expérimentales dans l e  cas 
d'une marche en f l èche  de 60' par exemple [31] présentent  des nappes 
enroulées s t ab l e s  qu i  aura ien t  sûrement posé moins de problèmes de  mise 
au point  numérique. La vue de d r o i t e  (à = 1.) tend à prouver l e  bon 
comportement de l a  méthode puisqu 'e l le  e s t  capable de représenter  de 
manière assez f i d è l e  des nappes quelque peu d i f f i c i l e s  à étudier .  

4.3 - EVOLUTION DE LA NAPPE AU COURS DU TEMPS - 
A T; = 0.35 ( f igure  30) l e  phénomene e s t  encore bidimensionnel, toutes 
l e s  l ignes  d'émission ayant pratiquement l a  même forme. La nappe peut 
ê t r e  incluse  grossièrement dans un cyl indre  de sect ion constante. Les 
e f f e t s  transversaux dus à l a  forme des parois commencent à s e  f a i r e  
s e n t i r  dès l a  v i sua l i sa t ion  suivante à = 0.55 où l ' o n  dis t ingue 
un é t i r a g e  des l ignes  d'émission l e s  plus proches de la paroi  l a t é r a l e  du 
canal e t  une compression des l ignes  s i tuées  près de l a  zone cen t r a l e  du 
canal. Les l ignes qu i  servent  à matér ia l i se r  l a  nappe commencent à 
s ' enrou lemais  l a  forme globale de l a  nappe n ' e s t  pas encore bien ne t te .  
La forme conique de l a  nappe devient v i s i b l e  à p a r t i r  de 7; = 0.8. E l l e  
s 'évase au cen t re  du canal sous l ' e f f e t  de l ' a sp i r a t i on  de l'écoulement 
vers l ' a v a l  e t  a tendance à s e  soulever dans c e t t e  même zone, représen- 
t an t  a i n s i  l e  cas r é e l  de deux écoulements symétriques s e  rencontrant  dans 
l eur  plan de symétrie e t  formant un phénomene de "bouchon" qui a l a  
facul té  de re lever  l e s  couches f lu ides  dans l a  zone cen t r a l e  du canal. 
A C = 0.8 on remarque la formation d'un noyau cen t ra l  conat i tué  des 
deux l ignes  l e s  p lus  proches de  l a  paroi  l a t e r a l e  du canal  qui  s!engouf- 
f r e n t  dans l a  zone in te rne  l imi tée  par l e s  au t res  l ignes  ( c ' e s t  c e  
phénomène d'enroulement in te rne  encore m a l  mai t r i sé  qui  n ' a  pas permis 
de continuer l e s  calculs  jusqu' à l ' é t a t  s t a t ionna i re ) .  On s 'aperçoi t ,  
en observant l e s  l igues  qu i  s e  déplacent vers l ' ava l  t ou t  en s'approchant 
de l a  paroi  v e r t i c a l e  de l a  marche,que l e s  par t i cu les  tourbi l lonnaires  
cherchent à remplir tou t  l e  domaine in te rne  de l'écoulement. Certaines 
l ignes subissent  une compression de l eu r  forme de plus en plus accentuée 
dans l a  zone cen t ra le  qui  va par l a  s u i t e  désagréger l a  nappe. A 
G = 1. c e t t e  désagrégation commence à appara î t re  e t  annonce l a  

désorganisation de l a  nappe que l ' on  observe sur  l a  photographie 
( f igure  29) quelques ins tan t s  plus tard.  

Sur l a  f i gu re  31 on a représenté l a  t race  de l a  nappe à T; = 0.8 sur  
quatre plans perpendiculaires à l a  marche . On a disposé sur  chaque plan 
l e s  points  d ' i n t e r s ec t i on  de ce  plan avec l e s  l ignes  d'émission qui l e  
t raversent  (symbole a). On aus s i  déterminé des points intermédiaires s i tue  
su r  l ' i n t e r s e c t i o n  de ce  plan avec l a  por t ion de nappe délimitée par 
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deux l ignes  d'émission consécutives. Cet te  port ion de nappe a é t é  
dé f in i e  numériquement par  un ensemble de segments de d r o i t e  r e l i a n t  deux 
à deux l e s  par t i cu les  homologues des deux l ignes  (symbole+-). Près de 
l 'apex l'enroulement n ' e s t  pas encore t r è s  prononcé (plan 1)  mais on 
remarque un début d'enroulement dès l a  seconde vue su r  l e  plan 2. Les 
enroulements son t  plus accentués su r  l e s  plans 3 e t  4 e t  on peut y 
d i s t inguer  un e f f e t  d'aplatissement de lfenroulement. La paroi  in fé r ieure  
f a i t  écran à l ' évolut ion de l a  nappe e t  l u i  f a i t  sub i r  un brusque 
changement de d i rec t ion  lorsque ce l l e - c i  s'approche de l a  paroi. La nappe 
continue a l o r s  à s e  développer, su r  une ce r ta ine  distance,  parallèlement 
B l a  paroi  pour ensui te  remonter e t  former l'enroulement in terne.  

4.4 - SURFACE DE SEPARATION A = 1. - 
L'écoulement e s t  cons t i tué  de deux zones d i s t i nc t e s  [313 , 1 'une in te rne  
enferme l a  nappe tourbi l lonnaire  e t  l ' a u t r e  externe e s t  rég ie  par  un 
écoulement i r ro ta t ionne l .  Ces deux domaines ont  une f ron t i e r e  coumune 
appelée surface  de séparation e t  que l ' o n  peut retrouver à p a r t i r  des 
l ignes  de courant qu i  passent à proximité de c e t t e  surface.  On approche 
l e s  courbes (f) s'appuyant su r  l a  surface  de séparation en recherchant 
une s é r i e  de l ignes  de courant passant à l'amont par des points s e  
s i t u a n t  s u r  une même normale mais 3 des hauteurs d i£  férentes .  Les unes 
fon t  p a r t i e  du domaine in te rne  e t  l e s  au t res  du domaine externe, c e  qui 
permet d 'extrapoler  l e s  courbes (k?) emprises en t r e  ces deux types de 
l ignes  de courant ( f igure  32). La détermination de l a  posi t ion de  l a  
surface  de séparation donne une idée  de l 'étendue du domaine in te rne .  

La l igne  de recollement [31] su r  l a  paroi  de l 'auge peut e t r e  mise 
en évidence d'une au t r e  manière. Avec l e  procédé de déformation locale  du 
mail lage (chapi t re  3) on peut t racer  à un temps donné toute  l i gne  de 
courant s'appuyant sur  l a  paroi  à p a r t i r  du ca l cu l  de l a  v i t e s se  tangen- 
t i e l l e  B l a  paroi  en n'importe quel point .  Ces t racés  de l ignes de 
courant permettent de retrouver numériquement l a  l igne de recollement 
s u r  l a  paroi  de l b u g e  ( f igure  33). On remarquera l a  bonne précis ion 
du t racé  des l ignes  de courant qui  permet une in té ressan te  comparaison 
avec l 'expérience e t  l a  s imi l i tude  quant aux posi t ions  expérimentale e t  
numérique de l a  l igne de recollement. Dans l e  cas expérimental on 
dis t ingue une seconde l igne  de recollement plus proche de l a  paro i  
v e r t i c a l e  de l a  marche e t l  qu i  e s t  due à l ' ex i s tence  dans l'écoulement r é e l  
d'un domaine tourbi l lonnaire  secondaire 1243 [31] s i t u é  pres de 1 'angle 
formé par l a  paroi  v e r t i c a l e  de la marche e t  par l a  paroi  horizontale de 
l 'auge. Il e s t  bien entendu qu'on ne peut retrouver ce  phénomène dans nos 
r é s u l t a t s  numériques puisqu'on ne l ' a  pas f a i t  i n t e rven i r  dans no t re  
modèle théorique. 

4.5 - EVOLUTION DE L'INTENSITE TOURBILLONNAIRE EMISE SUR L'ARETE - 
On a t racé  s u r  l a  f igure  34 l 'évolut ion de l a  valeur du module de l a  
composante suiva- (suivant l e  bord de l ' a r ê t e )  de l ' i n t e n s i t é  
tourbi l lonnaire  R en fonction de l a  posi t ion des d i f fé ren t s  points 
d'émission e t  en fonction du temps z; . La f o r t e  décroissance du départ  
s ' a t t énue  pour f a i r e  place à une décroissance progressive e t  on remarque 
que l ' é t a t  s t a t ionna i re  n ' e s t  pas encore a t t e i n t  à r = 1. 

RT 1111737 AN page  52 



O.N.E.R.A. 

4.6 - REPARTITION DE LA PRESSION A LA PAROI - 
On a représenté sur  l a  f igure  35 l a  valeur expérimentale du kp à l a  
paroi [24] e t  l e s  valeurs numériques du /+ calculées l e  long d'une 
même droi te  mais B des instants  différents .  Cette dro i te  e s t  dans l ' axe  
de 1 'écoulement in£ i n i  amont e t  s i tuée  approximativement vers l e  milieu 
du demi-canal. Le calcul numérique n'a pas tenu compte du terme fa isant  
intervenir  l a  dérivée du potentiel  par rapport au temps, c 'est-à-dire 
que l 'on a tracé que l e  terme stationnaire.  Les résu l ta t s  montrent que 
l e  kp numérique a tendance avec l e  temps à tendre vers le kp stat ion-  
na i re  expérimental. On retrouve bien l ' a l l u r e  générale de l a  courbe 
expérimentale mais légerement décalée. 

Ces résu l ta t s  sont encourageants compte tenu du f a i t  qu' i l s  sont calculés 
en des points t r è s  proches de l a  zone tourbillonnaire e t  donc soumis à 
des gradients de v i tesse  élevés. On remarquera que l e s  courbes n d r i q u e s  
sont tracées de manière précise puisqu'i l  e s t  possible, à p a r t i r  du 
procédé de déformation locale,  de calculer l e  kp en n'importe quel 
point. 
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figure - 2 -- 9 
comparaison visuelle des lignes d'émission 

t unne1 hydrodynamique - colc ul "umir iqaue 
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VUES EN PROJECTION SUR LE PLAN OXY a 

f a u  r e  30  LIGNES D'EMISSION 
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Fi CJU r e  3 I vues en coupe de la nappe. 
à gauche: détails 
à dro i te  : dimension no rma le  
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LIGNE DE COURANT INTERNE { - 
LIGNE DE COURANT EXTERNE - 
LIGNE DE SEPARATIO N ----_-__ 

figure 3 2  détermination du domaine i n l e r r i e  
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f i gu re  3 4  évolution de la composante flb en fonct ion -du 
tempsSet  de sa pos i t ion  s u r  , l a ré te .  

-- 

l igure 33. 

DECOLLEMENT SUR UNE MARCHE EN CHEVRON 
D épar t i  tion de pression 



- - - --- l igne de r e c o l l e m e n t  

--- ligne de cou ran t  

fi gur e 33 Visualisation porif tale 
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CONCLUSION - 
Cette étude qu i  s ' e s t  avérée dé l i c a t e  du f a i t  de l a  forme de l ' obs t ac l e  
a permis d'éprouver l a  méthode u t i l i s é e  e t  a montré qu 'e l l e  e s t  capable 
de simuler des décollements pariétaux issus  de corps épais .  On a cherché 
à rendre c e t t e  méthode plus performante en i n s i s t a n t  s u r  l a  recherche 
de précision quant a l a  représentation des parois,  l a  convection des 
par t i cu les  tourbi l lonnaires  e t  l ' évolut ion de l ' i n t e n s i t é  tourbi l lonnair  

Mais e l l e  a aus s i  montré ses  propres l imi tes  lorsque l e s  zones à t r a i t e r  
sont  influencées par des e f f e t s  visqueux que l ' on  ne peut-pas négl iger  
canne c ' e s t  l e  cas d'un noyau de nappe enroulée. Un s ~ h é m / l ) % ~ é r i ~ u e  s e  
basant s u r  des équations d'écoulement de f l u ide  p a r f a i t  ne  p&bt repra- 
du i re  des écoulements dans des domaines à prédominance visqueuse e t  s i  
l ' on  dé s i r e  repousser ses  l imi tes  d 'appl icat ion,  il appara î t  que l a  
p r i s e  en compte des e f f e t s  visqueux devient nécessaire.  



~ 
S i  on u t i l i s e  l a  r e l a t i on  vec to r i e l l e  
on a : 

iC 

(1 4 f 3 4  

L' inser t ion de (12) dans (11) donne : 

3 i  
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A N N E X E  1 

IDENTITE ANALOGUE A L'IDENTITE DE GREEN 

On trouvera une au t r e  démonstration de l ' i d e n t i t é  de Green dans [ a ]  . 
a)  Cas où P appar t i en t  à (A) . 

3 
On considère un domaine CR) de simplement connexe l imi té  extérieu- 
rement par une surface fermée (s) . La normale u n i t a i r e  X e s t  d i r igée  
vers  l e  domaine(R).  

Soient  P un point  de (a) f i x e  e t  
Q un point  courant de (a) toujours 

d i f f é r e n t  de P . 
S o i t  Üo l a  v i t e s s e  au point  Q , déf in ie  
dans (fi> . On suppose que l e s  dérivées 
de sont  déf in ies  dans (R) . 

r représente l a  longueur du vecteur - 
p Q'-Z; . Dans ce  cas l e  vectgur 

t- 

- e s t  d é f i n i  en tou t  point  f e t  e s t  l i é  au champ de v i tesses  par  l e s  
r e l a t i ons  : 

i1C 
-C 

kP = - A A, si P E ( ~ )  - 
O, - A A ,  s P.& ( a l  

Toutes l e s  dérivations s e  fon t  par rapport  à 3 e t  l e  calcul  de  l a  
divergence de Â nous donne : 
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e t  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  de  Gauss : 

- ' 3  
- 0  - 3c 

37 (-) C3+ A (3 A A,) 
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d'où : 
a Z 

aP 
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Ut i l i sons  pour l e  de rn ie r  terme du second membre l a  r e l a t i o n  v e c t o r i e l l e  
su ivan te  : 

En remarquant que r ' i q  s 'annule  on ob t i en t  : 

En u t i l i s a n t  toujours s u r  l e  dernier  terme du second m d r e  l a  même 
r e l a t i o n  v e c t o r i e l l e  mais c e t t e  f o i s  par rappor t  à Q : 

e t  en intervertissant dér iva t ion  e t  i n t é g r a t i o n  dans l e  premier terme 
du second membre de (13) on ob t i en t  : 
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ce qui peut s'écrire : 

--\L(z. T)L ($dS h*+ - 
3- + / "  3 s  "(9 a- "4 - 

+ 5 4 ('j3 ; d % + f l  -..) 
-- -- - - - - 

n 
- -- - - 

En dé fini tive : 

L = ( *  ) ) 4% + = j_ 
S a z  2e 3F ($) 4 

R 

+ 
aQI 

4 \/(-a4L($) +//Lq4&($)dG 
- - 

S 
30 

et sous forme d'opérateurs : - -- 

LF = / - -  \?A FQ&= + J v r  'jZq(+)f de 
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RELATION ENTRE DISTRIBUTION SURFACIQUE TOURBILLONNAIRE 

ET DISTRIBUTION SURFACIQUE DE DOUBLETS 

RT 11/1737 AN 

mi 
Rappelons l e  thdorème de J.L. HESS 112) f 

e t  appliquons l e  aux surfaces C S q ) .  

Soient une surface l imi tée  par une 
courbe (q) e t  l e  vecteur u n i t a i r e  
normal à l a  surface  (aq)  . On recouvre 
(Sq) d'une d i s t r i bu t i on  de doublets 

d ' i n t ens i t é  surfacique f var iable  e t  
continue e t  où l ' axe  du doublet e s t  par tout  
d i r i gé  suivant l a  normale zc . Le champ de v i t e s se  i ndu i t  par c e t t e  
d i s t r i bu t i on  e s t  identique 3 l a  somme de deux au t res  champs : 

P age 63 

- l ' un  e s t  produit  par une d i s t r i bu t i on  tourbi l lonnaire  sur  (Sv ) dont 
l e  vecteur tourbi l lon surfacique e s t  Et r - X' A @p ; - l ' a u t r e  e s t  dfi à un filament tourbi l lonnaire  concentre l e  long de 

(Cq)- e t  dont l e  vecteur tourbi l lon l inéique var iab le  cqb?ii fb 

represente l a  valeur  loca le  de l e  long de CG) e t  où t e s t  l e  
vecteur u n i t a i r e l o c a l  tangent à (_CS) , e s t  or ienté  de t e l l e  manikre 
que l e  vecteur k n  < pointe vers 1 'extér ieur  de (s? ) . 

- 
-C - iL 

E r  f l A A  r d  +f pbdPrL r a  

Ss Ss C 4 -  
que l ' on  peut é c r i r e  de l a  manihre suivante,  en déf in i ssan t  dL'=z 
e t  en sachant que - - u~ - u, (où représente l a  v i t e s s e  du 
côté  de l a  f ron t i è r e  où % s e  s i t ue ,  e s t  l a  v i t e s s e  de l ' a u t r e  
ca té  de l a  f ron t ig re ) .  

C'est-à-dire qu'inversement une d i s t r i bu t i on  sur fa i ique  de doublets e t  
un filament tourbi l lonnaire ,  identique au précédent mais d i r igé  dans 
l e  sens inverse, induisent  ensemble la même v i t e s se  qu 'une d i s  t r i bu t i on  
tourbi l lonnaire  surfacique. 



7 
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APPROXIMATION D'UNE DISTRIBUTION TOURBILLONNAIRE SURFACIQUE PAR UN 
ENSEMBLE D'ANNEAUX TOURBILLONNAIRES - 
Approchons (comme c ' e s t  l e  cas dans c e t t e  étude) l a  d i s t r i bu t i on  de 
doublets e par un ensemble de d i s t r ibu t ions  { p,f chacune constante 
su r  une ce r t a ine  p a r t i e  CS;) de l a  surface  (Sv) . 
Prenons l e  cas simple où (SC,) e s t  scindée en deux pa r t i e s  de surfaces 

(S,)  e t  (Sa) ( c e t t e  démonstration s e r a i t  général isable  à un nombre 
quelconque de face t tes ) .  (5,) e t  CSL) ont  un bord commun CC,) e t  l a  
courbe CCq) s e  d iv i s e  en deux pa r t i e s  CcL4) e t  (Ch) . 
~ o i e r t ( ~ , )  l e  contour l imi tan t  (5,) e t  (CL) ce lu i  l imi tan t  (5,) : 

c, = CL U cc 

CL = C& u CG 
Soient f, e t  & l e s  valeurs constantes 
de l a  d i s t r i bu t i on  respectivement sur  

CS,, et 

On remarque à p a r t i r  de (ll.1) que dans 
ce  cas l a  v i t e s s e  indu i te  par une 
d i s  t r i bu t i on  cons t an t e  Q de doublets 
su r  une surface  e s t  équivalente à c e l l e  
indu i te  par un anneau tourbi l lonnaire  de 
c i r cu l a t i on  f e t  entourant l a  surface. 

Alors (0.2) s ' é c r i t  : 

- a 

r3 

- 
Cq , l e  

champ de v i t e s s e  peut ê t r e  approché par un ensemble d'anneaux tourbil lon- 
nai res  qui  s a t i s f o n t  l e s  théorèmes de conservation de  l a  c i rcu la t ion .  
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A N N E X E  3 
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1 - DEFINITION ANALYTIQUE DU TERME DE DEFORMATION DANS LE CAS DE DEUX 
PARTICULES - 
La v i t e s s e  au po in t  P s e  dédu i t  
de l a  l o i  de Biot e t  Savart  

RT 11/1737 AN 

- 
1 LC,' les comDosantes de u, 

P age 65 

Soient  UV les c m ~ o s a n t e s  de 2- 'z UP - 1 2 les composantes de 2. 
les composantes de 7 

Par d é f i n i t i o n  il y aura dé r iva t ion  par rappor t  par exemple à la v a r i a b l e  
~EJ s i  1 l indice  e s t  précédé d'une v i rgu le .  S i  l ' i n d i c e  d' 

n l e s t  pas précédé d'une v i r g u l e  il repère  l a  jième composante d'un 
vecteur  . 
Ecrivons (3.1) à l ' a i d e  des composantes : 

= 1  s i  i ,  , T% est une permutation p a i r e  de 1, 2, 3 
O" 'i(& = 1 s i  L , : , est une permutation impaire de 1,2, 3 

= O s i  A ' ,  , n ' e s t  pas une permutation de 1, 2, 3, d 
e t  donc : 

' 1  En sommant s u r  i , écrivons les composantes de Lftr ~ i .  qz zp 1 1 
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e t  donc : 

on en déduit l e  terme de déformation de flr au point E : 

2 - DEFORMATION DU CHAMP TOURBILLONNAIRE INDUITE PAR UN SEGMENT 
TOURBILLONNAIRE - 

a 

-i) 

Le segment AB induit au point P une vitesse : 

chaque composante U; de Ùp s '&r i t  en la  multipliant par : 
Y 

e t  l e s  diffbrents bléments ui,i du tenseur gr3 4 s expriment 
(avec un coefficient multiplicatif 4 3  ) 

avec : 
. a- 4 .  



Les relations suivantes : 

permettent d'écrire : 
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En définitive l e  terme de déformation s e  déf init  conmie su i t  : 

O.N.E.R.A. 

e t  peut s 'écrire d'une maniere différente en faisant intervenir la  
vitesse Sp e t  en posant : 
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