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SIMULATION NUMERIQUE
D'UN DECOLLEMENT TRIDIMENSIONNEL PARIETAL

RESUME

Un écoulement tridimensionnel instationnaire décollé sur une
marche en chevron située dans un canal est étudié 3 l'aide d'une méthode
numérique [27] qui représente les parois par un réseau d'anneaux
tourbillonnaires et la nappe par une distribution volumique tourbillon-
naire discréte,

Diverses améliorations apportées 2 la méthode (choix du tourbil-
lon émis, interaction nappe=-paroi) permettrent de suivre correctement
1l'évolution de la.nappe au cours du temps et de présenter des résultats
numériques comparables aux résultats expérimentaux,

NUMERICAL SIMULATION
OF A THREE-DIMENSIONAL PARIETAL SEPARATICM

SUMMARY

A three-~dimensional unsteady separated flow over a step, having
a chevron planform, bounded by vertical walls is studied using a numerical
approach [27] in which the walls are replaced by a surface distribution
of quadrilateral vortex rings and the vortex sheet by a discrete vortex
volume distribution.

It is shown that various improvements carried to the method
(choice of vorticity emission, interaction sheet-walls) allow to follow
suitablely the time-evolution of the sheet and tv obtain numerical
results in good agreement with experience,
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INTRODUCTION -

Les problémes d'écoulements subsoniques tridimensionnels instationnaires
décollés a grand nombre de Reynolds sont d'une grande importance pratique
car ils se rencontrent aussi bien dans 1l‘'aérodynamique des véhicules
aériens et terrestres {6] que dans diverses applications industrielles
(plate-forme de forage en mer, par exemple)., Leur approche par des modé-
lisations mathématiques d'écoulement de fluide parfait incompressible a
suscité de nombreux travaux depuis quelques années,

Ces modéles mathématiques sont basés sur une représentation de 1l'obstacle
a 1l'aide de distributions surfaciques de singularités du type source,
doublet, anneau tourbillonnaire ou tourbillon en fer & cheval [ 11) )
22] s [ 29,] . Ces deux dermiers types de singularités permettent
de satisfaire directement les théorémes de conservation liés aux écoule-
ments tourbillonnaires. BELOTSERKOVSKII [ 2] [lB} est 1'un des premierg
a avoir utilisé les tourbillons en fer & cheval, liés pour représenter
l1'obstacle et libres pour représenter la nappe tourbillonnaire, afin de
respecter les théorémes de conservation, Ces théorémes peuvent aussi
8tre respectés en remplagant la nappe par une distribution volumique
tourbillonnaire discréte et en suivant, 3 l'aide de 1l'équation
d'Helmholtz, les différents tourbillons composant la nappe, C'est ce
principe qui est utilisé dans cette étude et qui a €té mis au point 2
1'ONERA par C. REHBACH [ 25] [ 26 ].

Dans la présente étude la méthode est appliquée 2 un écoulement dans un
canal ol surgit une dépression verticale en forme de flédche & la paroi
inférieure, Cette brusque dénivellation crée le long de l'aréte un
décollement et une zone tourbillonnaire dont on suit l'évolution, Ce
type d'écoulement n'ayant & notre connaissance jamais fait l'objet
d'études théoriques, aucune comparaison n'est possible avec d'autres
travaux basés sur des modéles numériques différents ; cependant, des
essais expérimentaux { 24] et des visualisations ont €té réalisés

2 1'ONERA et permettent des comparaisons qualitatives et quantitatives
avec nos propres résultats, Cette configuration met en évidence des
phénoménes fortement tridimensionnels de nappes enroulées avec interac-
tion importante des parois ; c'est donc un cas particulidrement sévére
pour toute méthode numérique et il nous a conduit & rechercher diverses
améliorations concernant la méthode d'origine.

La formulation intégro-différentielle lagrangienne (chapitre 1), que nous
utilisons ici, permet de suivre & 1l'aide du couple vitesse-tourbillon
(& , @ ) 1'évolution du champ tourbillonnaire dans l'espace temps
entre un état initial au repos et un état final stationnaire ou quasi-
stationnaire en passant par une phase instationnaire plus ou moins
longue, Le nombre de pas de temps nécessaire dans la phase intermédiaire
parait dans ce cas particulier assez élevé et la représentation

discréte des équations doit &tre assez précise pour aboutir 2 un état
stationnaire cohérent. On a donc cherché au chapitre 2 a améliorer les
méthodes de base existantes, soit en utilisant des schémas d'intégration
en temps d'ordre plus élevé, comme par exemple le schéma du second ordre
"prédicteur-correcteur’ permettant une définition plus précise des
trajectoires, soit en utilisant des formulations analytiques du terme

de déformation du tourbillon en remplacement des schémas numériques basés
sur les différences finies,
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On verra également au chapitre 2 que la formation de la nappe libre

a partir du bord de l'aré&te est un autre probléme délicat qu'on a

tenté de résoudre en considérant la distribution tourbillonnaire surfa-
cique comme une représentation de couche limite infiniment mince [ 30] .
La nappe s'échappant de l'ar@te est alors formée du mélange de deux
couches limites issues des parois ayant l'aréte en commun,

Contrairement 2 ce qui se passe en général en aérodynamique externe, les
nappes tourbillonnaires, en aérodynamique interne, ont tendance 2
effleurer les parois sur des distances plus ou moins grandes et de fortes
interactions entre la nappe et les parois apparaissent qui prédisposent
le schéma numérique a des instabilités notoires,., En particulier il
convient d'éviter la traversée des parois par des particules tourbillon-
naires, Ce probléme a &té étudié analytiquement et numériquement au
chapitre 3 et résolu par un procédé de déformation locale du maillage
tapissant les parois qui permet d'aboutir 2 un champ de vitesses et 2

un champ tourbillonnaire mieux représentés & proximité et sur les parois,

Les résultats présentés au chapitre 4 font apparaitre le bon comportement
de la méthode numérique méme pour des configurations d'obstacle assez
difficiles a étudier, comme c'est le cas ici, et montrent la capacité
de la méthode a simuler les écoulements décollés a viscosité évanescente,
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CHAPITRE 1

FORMUIATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME

On cherche 2 exprimer le champ des vitesses dans un domaine (£2:)
limité par une frontidre (S ) et baigné par un fluide homogéne incom=-
pressible A viscosité évanescente & partir des conditions limites sur

( 8 ) et du champ tourbillonnaire existant dans (42¢). L'identité de
Green apparait bien adaptée 2 ce type de probléme, Elle montre que la
frontigre peut étre assimilée 3 une distribution tourbillonnaire
surfacique él— qui, associée 2 la distribution tourblllonnaire volumique

& dans (N; ), permet d'exprimer le champ des vitesses & dans ce
domaine.

1,1 - CHAMP TOURBILLONNAIRE =~

(1)

(2)

On obtient une équation pour le champ tourbillomnaire w=rof en
appliquant 1'opérateur rotationnel & l'équation de conservation de la
quantité de mouvement d'un fluide réel,

,;a—‘f+ :77:33 =4 ?T:dfa-l- F-.-VAZ:
Y e R

ot p, pCE,E), F'(x,b) et D représentent respect:.vement ‘la masse
volumique, la pression, le champ des forces extérieures qu'on considére
conservatif et la viscosité cinématique du fluide.

On en tire 1'equatlon du tourbillon

b ol
Dw = . rzalw -f-\)A(A)
Dt
ol S représente la dérivée particulaire, Dans le cas d'un fluide 2
viscosité évanescente, le dernier terme du membre de droite de (1)
peut 8tre négligé, Ceci nous permet,dans le cas limite od V tend vers

zéro, de représenter les écoulements & grand nombre de Reynolds i partir
de 1'équation d'Helmboltz :

i ' .
_Z_)_w = . ?rad
Dt
On associe (2) a l‘équat:.on :

cfurw:

qui se déduit directement de la définition du rotationnel et qui permet
d'énoncer que tout vecteur tourbillon ne peut ni se créer ni se
détruire 2 l'intérieur d'un fluide et qu'il est produit ou absorbé
uniquement aux frontiéres, L'équation d'Helmholtz permet de suivre
1'évolution dans le temps du vecteur tourbillon associé A un élément
matériel fluide., Elle a aussi l'avantage de décrire 1l'écoulement sans
faire apparaitre la pression, Le membre de droite de (2) est appelé

—t
w .
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"terme de déformation” du vecteur tourbillon, Une étude un peu plus
détaillée du terme de déformation va permettre de mieux comprendre le
processus évolutif du vecteur tourbillon,

Si on utilise un schéma aux différences finies, on peut écrire :
e )
A = || z&m, - “’P
-'mr-v«w_mm.wﬁ.::ﬁ . IP Ql __
ot les points P et Q font partie d'une méme ligne tourbillon. Et

de 12 : y - : —— -
1 0w 4, 4 D(PQ)

— Sr————
——

@1 Dt p_.q |PQ] Dt

c'est-a~-dire que 1l'évolution du vecteur tourbillon s'apparente a 1'évolu-
tion d'un élément vectoriel PG de ligne matérielle qui coincide a chaque
instant avec une partie de la ligne tourbillon & laquelle &0 appartient,
Un champ de vitesses non uniforme provoque une déformation de 1'élément
vectoriel qui peut se décomposer en une dilatation ou une contraction
dans sa proche direction et en une rotation pure qui vont se répercuter

sur l'évolution de & .

On remarquera qu'en écoulement plan le vecteur tourbillon reste constamment
perpendiculaire & la direction de 1'écoulement, ce qui annule le terme de
déformation et rend constant le vecteur tourbillon attaché & une particule)

Cette évolution de &J gouvernée par l'équation d'Helmholtz implique la
_conservation de la circulation d'un tube tourbillon. Une rapide démonstra-
tion que l'on trouvera dans [27] et qu'on reprend ici le prouve en
considérant la variation dans le temps de la circulation C associéde 3
une ligne fermée tracée sur la surface d'un tube tourbillon élémentaire
limitant une surface ( 5)

d.C = I3
- f . dS .

Ecrivons cette relation sous forme 1nd1c1e11e, en sommant sur L

€. d [ 85 = [[ss Jw o d5S
S S :

dt dt dE

d8S, - 85, % _ S‘s ’0“

la relation = = - S=; D tirée de [1)
(avec sommation sur {) permet d'écrire en définitive, en y associant
1'équation d'Helmholtz Dw., W, e ¢
B .

f‘_f.- f . - J"‘)“"; QS‘;.wé 2.‘.:'}... QSJ “’,;2..‘_‘- .

ok S . D:’—I' Duy Dx; |
On arrive bien au résultat escompté vu que les premier et dernier termes
sous l'intégrale s‘annulent mutuellement et que 'D -0 (conservation
de la masse), Dz‘-}

L'évolution temporelle du vecteur tourbillon &J attaché 2 une particule
fluide est telle que la circulation du filet tourbillon dont il fait
partie se conserve,
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L'utilisation des variables lagrangiennes apparait bien adaptée 2 une
équation du type d'Helmholtz, Elle évite la diffusion numérique du vecteur
tourbillon inhérente aux schémas aux différences finies, ce qui est
essentiel & la représentation convenable de nappes tourbillonnaires infi-
niment minces, Tout domaine fluide peut &tre considéré comme constitué
d'une certaine quantité de particules de matiére fluide de dimensions
suffisamment petites pour que chacune d'elles puisse &tre remplacée 2

tout instant par un point situé en son centre de gravité et auquel sont
liées différentes grandeurs dynamiques et physiques, Ces valeurs sont
définies en fonction du temps et de la position des cellules fluides et
décrivent 1l'histoire dynamique de chaque particule dont la position 2
chaque instant s'exprime a partir de sa situation spatiale 2 l'instant
initial et du temps écoulé, Dans notre cas et comme le laisse supposer
1'équation (2) on suit les variations dans le temps et l'espace de & 1lié
a chaque élément volumique émis de la frontidre du domaine, Cette connais=-
sance a chaque instant du champ tourbillonnaire (1ié 2 la connaissance

a4 chaque instant de la distribution surfacique ZZ' qu'on explicitera par

-

la suite) détermine le champ des vitesses & .

1.2 - CHAMP DES VITESSES -

Une identité analogue a l'identité de Green [8] et appliquée & un
domaine simplement connexe limité extérieurement par une fronti2re (S)
permet d'exprimer, sous forme intégrale, la vitesse en tout point du
domaine ( L2, ) quand on connait sa divergence et son rotationnel en
tout point de ( £2; ), ainsi que sa propre valeur en tout point de la
frontidre (8). .

En un point 9,— de ( {1, ) la vitesse

s'exprime sous la forme suivante (voir
Annexe 1) :

O T(70= i [[[3 2 75 lE) o v [ [ )
[ ) T o o [ T ) 4

oli les valeurs et les dérivations se trouvant sous les intégrales sont
prifes par rapport au point courant X; se trouvant dams ( L1l ) ou sur

(s).

- k=g - = l est la distance séparant le point g du
point X; et A, représente le vecteur normal unitaire a la surface (S)
et dirigé vers l'intérieur du domaine ( <2 ).

En ce qui concerne les répartitions surfaciques des composantes normale

et tangentielles de la vitesse figurant dans 1l'identité (3), on montre
[29] qu'une telle représentation n'est pas unique et qu'un moyen d'en

assurer l'unicité est de prendre en compte le comportement des composantes

normale _et tangentielles de la vitesse & travers la surface frontiére

(s) [18] . C'est ce que 1'on fait en considérant un domaine ( {1, )

entourant ( {f); ), limité extérieurement par une frontidre ( S, ) et inté-

rieurement par (8).
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1.2.a - Cas général d'un domaine interne ( -n-d ) entouré d'un domaine
externe ( N, ) -

On définit dans ( f2, ) un champ de vitesse &: et on écrit l'identité
précédente toujours au point y de ( £1; ) mais maintenant en fonction
de tout point x appartenant ‘au domame ( n, ).

figure 1

F:ﬁf/f@n;r&(_—)w .,.___.f/ z 73’4‘,,;1-)&
® %[f{zaa:) P 4r+__[f(.—,;-r:)2,a¢(«')a,
ff(oz A,IL&)A;raJ/‘/—‘)JJ'f--—-—/f/rz‘ Mg)grad/’/) P

l I ) ’;L;, - représente 1le vecteur normal unitaire aux
frontléres (S) et (S, ) et dirigé vers 1l'intérieur de ( f1,) et

el

W, = r"oé «©,

L' 1dent1té vectorielle suivante appliquée a deux vecteurs quelconques
A et B (par ex.

S [(7:7):8 «7)F Jae = [[fraE) e )74

permet d'écrire les deux dernléres intégrales de (4) sous une forme diffé-
rente, La relation précédente s'exprime alors :

7 - 44-‘[/&? L (a) o £ [ [ () o
(8) + 2 ) [ a7 aw)dw/f( ) FE L ) de
+,;—r;/f/w LT e I 7] «
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Lorsque la frontidre ( S, ) est reJetée a2 1'infini et remplacée par une
sphére de rayon infini, la vitesse LL en tout point de cette sphére par
hypothase tend vers une vitesse &, uniforme, qui peut &tre sortie des
intégrales sur (S Y. A 1'infini la normale 7, et le vecteur grad 4 )
sont alignés, et on peut montrer que la premi2re intégrale sur (S, )
s'annule, Quant 2 la seconde intégrale, elle représente l'angle solide
sous-tendant la sphére et vu d'un point intérieur 2 la sphére., Dans ce

cas particulier il prend la valeur 41 , Les deux derniers termes du
second membre de (5) sont remplacés par la valeur de la vitesse 2 l'infini
qu'on appellera U, et qui peut &tre dépendante du temps.

La vitesse s'exprime alors & partir des valeurs en tout point de ( {1, )

et de la frontidre (S). Le fluide étant incompressible dans ( 42; ) et
(2, ) et 1'écoulement supposé irrotationnel dans ( SL, ), le regroupement
de (3) et (5) permet d'écrire :

"(yb) T (e) + A ff wngt‘ ,‘[.’La&f
"‘ff[(“ ,,,,,)+(4,,u¢)] gradd, [4)40-
+__ff[(o':z) () g, ()4
come 7y =-7T; en tout point de (3)
Z(7,0= 5l + &[T« e () @
(o) ff ['n.,;n ,(,c..%g] n goad, (4_ do-
) ff /% (- ug)/?,a,i [:’_)Ja-

On remarquera que l'intégrale triple se réduit 2 la partie du domaine
( £01;) ol le vecteur tourbillon est nom nul.

Cette équation intégrale est employée de diverses mani2res, J.C. WU et
J.F. THOMPSON ‘:32] n'utilisent que la partie intégrale volumique pour
résoudre les probleémes propres aux équations de Navier~-Stokes tridimen-
sionnelles, les intégrales surfaciques s'éliminant par 1'1mp031t10n de
la condition d'adhérence sur les parois, D'autres auteurs s 22]
29 s €tudiant des écoulements i nombre de Reynolds tras élevé
(le domaine tourbillonnaire se restreignant alors 2 des nappes surfaciques)
obtiennent, par passage 2 la limite sur l'épaisseur de la couche tourbil-
lonnaire, une relation ne faisant plus intervenir que des intégrales
doubles ; mais la représentation des zones tourbillonnaires par des
surfaces implique que la structure tourbillonnaire est stable et bien
organisée, alors que la représentation volumique 2 l'aide de la relation
(6) ne nécessite pas cette hypothése,
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1.2.b - Application au canal avec marche en chevron -

Cette étude a pour objet l'écoulement, 3 tres grand nombre de Reynolds,

d'un fluide incompressible dans un canal ol une brusque dénivellation de
la paroi inférieure engendre 2 son sommet une nappe tourbillonnaire qui

s'étend vers l'aval, On tente de suivre l'évolution au cours du temps de
cette nappe et de discerner les effets qu'elle produit sur le champ

des vitesses et sur la répartition de pression le long des parois.

Un schéma de ce canal est présenté sur la figure 2, Il a une section
rectangulaire 2 l'amont et une section en forme d'auge 3 l'aval, la
variation de forme de la section est due 2 la présence le long de la paroi
inférieure d'une marche descendante en flache de 45° et dont la hauteur,
maximale au centre, s'atténue progressivement pour devenir nulle au
contact des bords latéraux,

G AT 7 )

77
z A _ Tzf::;,/:

/ ) - - i Saal
ament

figure 2

Soient ( Ss ) la moitié supérieure des parois du canal et ( S, ) 1a
moitié inférieure, (Sgpone) la section d'entrée et (S,.,1) la section de
sortie du canal, Supposons que les champs de vitesse z, et . satis-
font aux conditions limites suivantes :

sur (55) ek (S,_) -(.-L:';b—: = _12.:%—.: =0

sur (Spnob) o (Sam{_) U, Ty = L. 7 .

En toute rigueur, la paroi supérieure plane peut &tre éliminée et rempla-
cée par une surface de courant en réfléchissant par rapport & cette paroi
le profil du canal, Dans notre étude on a évité ce procédé séduisant car
il augmente sensiblement le temps de calcul qui, comme on le verra, est
déja conséquent vu le nombre assez important d'inconnues rentrant dans le
probl2me discret., La hauteur du canal beaucoup plus importante que la
hauteur moyenne de la marche permet d'introduire l'approximation suivante :

=

U, ~ & (Ss)

De méme on supposera que (S, ..) et (S, .,) sont assez éloignées de la
marche de mani2re que les perturbations engendrées par celle-ci y soient
minimes et en particulier que le calcul s'arréte 2 un temps tel que la
nappe n'a pas encore atteint (Szya1).
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(7)

_existe partout et la vitesse est alors bien définie et s'écrit :

‘ E:T en appliquant la condition limite sur les parois ( 57 ).

(Les calculs numériques effectués 2 l'instant initial sur le champ des
vitesses en dlvers endroits viendront prouver le bien~fondé de ces

hypoth&ses),
La vitesse se’ rédult alors a 1' ess:.on H

(78 = u(e>+__ w,‘f' (2) v

///m (- gAL) 4

Dans le canal il existe des d:.scontinultés de pente lorsqu on passe
d'une paroi 2 une autre et ol la normale 7; n'est pas définie, Pour éviter
ce probl2me, on découpe ( S¢ ) en plusieurs surfaces distinctes comprenant
les deux parois latérales, la paroi horizontale amont, les deux parois de
l'auge et les deux parois verticales de la marche. ( S; ) se subdivise
en sept nouvelles frontidres ( Sq ) sur lesquelles la normale unitaire

(70 Tl s 2 ][ T g (2)
| "'4 /f ,.5;32 (/’)‘l"-

I ‘1
o = mpaA z- &) représente une distribution tourbillonnaire
surfacique.

On s apergoz.t que la connaissance de é" sur chaque ( S ) et du
tourbillon @ dans ({2;) nous donne la valeur du champ des vitesses en
tout point de (Jf2;) et de ( S; ). Au chapitre 2 on verra comment obtenir
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CHAPITRE 2

RESOLUTION NUMERIQUE

2,1 - METHODES DES SINGULARITES -

La pose de la condition limite de vitesse normale nulle sur les (559 ) nous
donne, pour la fonction inconnue tb l1'équation intégrale suivante :

®) fo[é* 9’“‘/-”-]“ b= K7
a(xc M= —u. f / f o A ?ra.al [.’L Av

lLa résolution analytique de (8) n apparait pas possxble vu la forme assez
complexe du domaine ( {1.) et on est alors astreint 2 chercher des solu-
tions approchées 2 l'aide de méthodes numériques qui transforment la
relation intégrale (8) en un systéme linéaire d'équations algébriques.
Les méthodes numériques basées sur une discrétisation d'ume formulation
intégrale du type de la relation (8) sont connues sous le nom de
"méthodes des singularités", Elles apparaissent bien adaptées 3 1l'écoule-
ment présent puisqu'elles concentrent toutes les inconnues uniquement sur
les frontidres, ce qui réduit l'ordre du probléme d'une dimension et
permet de conserver dans le cas de géométries complexes un nombre d'incon-
~nues relativement faible.

Les conditions limites qui, dans le probléme exact, sont satisfaites
partout sur la frontigre, ne sont pour le probléme discret satisfaites
qu'en un certain nombre de points convenablement disposés sur la frontiére
et appelés "point de contrdle", On associe & chaque point de contrdle une
facette entourant ce point et délimitant une certaine partie de la frontiérg
de manidre que la réunion de tous ces panneaux recouvre toute la frontiére
du domaine,

La précision de la solution numérique finale est directement liée i la
finesse de la discrétisation. Plus le nombre de points de contrdle sera
élevé, plus l'approche de la géométrie réelle 2 l'aide de facettes sera
précise et plus la possibilité d'obtenir une solution correcte sera
grande, Mais les capacités de mémoire et les vitesses d'exécution
actuelles des ordinateurs, méme des plus puissants, empéchent 1l'emploi
d'une représentation trés fine dans le cas d'un obstacle de forme
compliquée,

Dans Ie cadre de cette étude la vitesse est définie a partir de distri-
butions tourbillonnaires volumiques et surfaciques (relation (7)),

W.R. SEARS [30] montre que la distribution tourbillomnaire surfacique
peut &tre interprétée comme représentant la couche limite sur la surface
de l'obstacle et rappelle que ce modéle d'écoulement non visqueux est le
cas limite d'un écoulement de fluide a viscosité évanescente,

C'est cette constatation de SEARS qui nous a fait préférer les distribu-
tions tourbillomnaires aux distributions surfaciques de sources &galement
envisageables pour la représentation de l'obstacle mais qui,elles ne font
pas apparaitre cette analogie avec la couche limite,
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2.2 = REPRESENTATION DES PAROIS A L'AIDE D'ANNEAUX TOURBILLONNAIRES -

Une maniére de représenter l'obstacle de fagon discré&te consiste 2
remplacer la distribution surfacique tourbillonnaire continue par

une distribution discontinue concentrée le long d'un réseau formé de
segments tourbillonnaires reliés les uns aux autres par leurs extrémités
(voir Annexe 2). Chaque association de quatre segments définit un anneau
quadrilatére se confondant avec le contour de la facette délimitée par

ces quatre segments, La circulation le long de chaque anneau est constante
3 chaque instant et est reliée algébriquement aux circulations autour

de chaque segment, Les circulations concentrées sur les anneaux peuvent
g8tre considérées comme les inconnues du probléme qui sont en nombre égal
au nombre de points de contr8le, c'est-a-dire que le nombre d'inconnues
est identique au nombre d'équations algébriques 2 résoudre, Le probléme
apparait bien posé et il posséde une solution dont la validité, comme
précédemment, dépendra de la plus ou moins grande finesse d'approche de la
distribution tourbillonnaire.

Cette discrétisation permet de remplacer dans l'équation (7) les
intégrales doubles par des intégrales simples déduites de la loi de Biot
et Savart et que l'on sait calculer explicitement dans le cas simple
d'un anneau quadrilatére,

A l'instant initial 6:&; ol le fluide est mis impulsivement en mouvement
2 une vitesse U,, , la nappe tourbillonnaire n'existe pas et toute
l'intensité tourbillonnaire est encore concentrée sur la surface, La
vitesse s'écrit 2 cet instant en tout point £ :

Tee)- T ] Eerm @

et sous forme numérique :

7 i d 7 4 7 —c——--
(5;) T (Pt)= o+ 2L J; d/. di A 2M
«w (, ’ ;> +.4¥[I ;;;; d .gg; [&‘g lﬁ$3]3

4

P est un point fixe de 1'espace

‘m représente le nombre total d'anneaux tourbillonnaires s'appuyant
sur les (Sy)

¥; définit la circulation de l'anneau

.sz est la longueur du segment % de l'anneau.}

M est un point courant du segment &
est 1'élément d'intégration-du segment 'lJ;ﬁ, dirigé de manidre
que dlz\ﬁ; soit orienté vers 1l'extérieur de la facette enserrée

par l'anneau J§ ( ﬁ; représente la normale unitaire de la
facette dirigée vers le domaine ( £2; )) .
. () 4P

'ﬁgufe 3
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On peut substituer une forme analytique 2 l'expression de l'intégrale
curviligne [ 20]

) [§EE - gz [T (,--:)]

3
%e IPMI R - ||

ol @ et 4 g__présentent les valeurs rellant le point P aux extrémités
du segment ,L 3 (figure 3), Il faut remarquer que la vitesse obtenue 2
part:.r d'un segment isolé ne dérive pas d'une fonction potentielle. Cela
n'est vérifié que lorsque les segments de circulation identique sont
associés en anneaux, ~

2,3 - DETERMINATION DES CIRCULATIONS A L'INSTANT INITIAL -

La satisfaction a tout instant, et en particulier au temps £ , des
conditions lim:l.tes sur les parois conduit 2 imposer en chaque point
contrdle C; ( € =1, 2, 4., m) la condition de vitesse nommale nulle.
Il en ressort un systéme linéaire de m équations algébriques A m
inconnues 3:, :

(A1) A = 0= w,.mny 4._ /d/\____. . ™
J:‘f ,‘ ‘C Ml
avec les notations identiques 2 la relation (9) et ot A représente la
normale unitaire de la l:facette L d:.r:.gée vers (..O. )

o Al 4 CM
4n44 it |&ml|?

représente le terme général @, d'une matrice carrée appelée matrice des
coefficients d'influence [A,_-- ¢ @ est la vitesse normale induite

au idme point de contrdle par le jiéme anneau tourbillonnaire de circula=-
tion unitaire., On remarque que ces coefficients ne dépendent que de la
géométrie de l'obstacle et sont indépendants du type d'écoulement &tudié,

Le systéme d'équations s'écrit sous forme condensée avec sommation sur J

[a4]%] - [- e ;.:'] .

L'utilisation de la matrice inverse de [A"Jl permet de résoudre le
systime en isolant les inconnues b:f s

-4 -
—— —
(/12.) . [51] = [A‘)] . [- T3 -’“—«‘.] .
' La connaissance des §j va permettre, par l'intermédiaire des valeurs
approchées de la distribution tourbillonnaire surfacique [;0 , de calculer

l'intensité tourbillonnaire émise le long de la ligne de décollement
(paragraphe 2,7).

2.4 - CALCUL DE 1A DISTRIBUTION TOURBILLONNAIRE A PARTIR DES CIRCULATIONS -

()
On peut obtenir une valeur approchée de t‘ sur chaque facette 7 en
passant des circulations concentrées sur les segments tourbillonnaires
formant les c6tés de la facette de superficie S, 2 une distribution
continue équivalente, Les vecteurs tourbillons linéiques /"‘ ™ agsociés
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aux segments 4 de la facette M. peuvent s'écrire (figure 4)

(m) m) 4‘
v A

ol Xk, représente la différence des circulations liées aux deux
anneaux ayant le c6té 4& en commun, A A partir de 1a on peut former les

composantes f4hE de tL de la maniére suivante :
n) —= () ho «~> ‘
3) , vl I -2 . =
(42) s '(: 2 ) S BT s
L B n e

en étalant sur la facette 7 la moitié de chaque valeur T}EW), 1l'autre
moitié étant réservée a la facette voisine ayant le segment -£ en
commun, ./, est la distance moyenne séparant les c8tés 1 et 3 et L
la distance moyenne séparant les cOtés 2 et 4,

bag ™

figure 4

2.5 = QUADRILIAGE DES PAROIS D'UN CANAL AVEC MARCHE EN CHEVRON -

La symétrie par rapport & son plan médian (figure 2) permet de ne
quadriller que la moitié du canal, l'autre moitié étant prise en compte
par réflexion par rapport au plan de symétrie, Les figures 5 présentent
le maillage adopté sur les parois du canal et qui découle de la
discussion au paragraphe 2,2,b,

Y 45H

NN NN

§§§Q\ AN

S\
R NRRaN

AN NN
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L'apex qui risque d'engendrer certains ennuis au niveau des calculs
numériques a été éliminé et remplacé par une petite dénivellation le long
de la paroi latérale de fagon que la pente de l'auge reste identique.
Le maillage regroupe 233 facettes quadrilatéres jointives de forme
variée (rectangle, losange, trapéze) mais régulidre, Leur surface varie
le long des parois de fagon progressive, Un soin particulier a été
apporté a la paroi de l'auge et A la paroi verticale de la marche
puisque par la suite elles risquent d'&tre effleurées par la nappe
tourbillonnaire et sujettes 2 des gradients de vitesse importants et 2
des interactions nappe-paroi assez fortes., Les points contrdles sont
situés au centre géométrique (généralement appelé dans la littérature

anglo-saxonne 'centroid") de chaque facette,

2.6 - CAS TEST DE 1A MARCHE DROITE -

—— H
Ug « 1 \%
. adiL]
’J--- —————— ==
- -
- o7
- - e - o]
"%
P

On a éprouvé la bonne aptitude de ce procédé i traiter des cas d'écoule-
ments sans décollement de fluide parfait le long d'une marche droite
limitée de chaque cBté par des parois verticales de hauteur infinie. Ce
- type d'écoulement peut se comparer 3 un écoulement
résultats numériques obtenus a l'aide d'un réseau d'anneaux tourbillon-
naires peuvent &tre comparés aux valeurs théoriques du cas bidimensionnel

que l'on trouve par transformation conforme,

bidimensionnel,et les

iz - Z <+ ”

La transformation de Schwarz-Christoffel JZ - z 4 fait
correspondre au domaine hachuré ( i;) le demi-plan supérieur (ZE) [16]
Y Y ; Y, |
s N

s / & N @,
a (/// ) A‘ /.
’=¢. Jo"') / / / / / /,’/
. / / / / +C - o= / Zz.1 o/ Zeot - o
c d A 8

L'intégration de la transformation de Schwarz-Christoffel fait apparaftre

une relation entre 3 et ‘Z‘ :
3= 2.1 . /.a;/Z + Zz-’/)

avec les correspondances suivantes =-1
entre les points . 2 =90

Z2 =1

s }—L(/{-:-'")

- e 2,..0

n

Cr
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Un écoulement dont la vitesse & l'infini est paralléle & l'axe des x
dans le plan ( ¥ ) correspond 2 la présence d'une source 3 l'infini
amont et d'un puit de méme intensité a 1l'infini aval, Dans le plan

(Z ) cette source et ce puit se retrouvent aux points correspondants
avec la méme intensité que dans le plan ( 3 ). Ces propriétés nous
permettent de tracer des lignes de courant dans le plan ( 3 ) en
cherchant 1'image de toute ligne de courant paralléle a l'axe X dans le
plan (Z ), On en a disposé quatre sur la figure 6 passant 2 des hauteurs
différentes 2 l'amont, On a superposé sur la méme figure en différents
points de ces lignes de courant les directions du vecteur vitesse
calculées numériquement, On remarque que les vecteurs vitesse ont dans
la majeure partie du domaine des directions convenables, ce qui laisse
augurer d'une bonne tenue du champ des vitesses, & part peut-&tre prés
de la paroi (mais ceci est inhérent 2 ce genre de méthode et on verra
au chapitre 3 comment élucider en partie ce probl2me) et surtout pras

du bord de l'ara@te ol la présence d'un anneau tourbillonnaire a forte
circulation perturbe les calculs numériques,

——
S —
—-—— e o
-‘“\_‘ Y
T T — \ \\
""_"“““g—/. \3 \‘\

figure 6 ‘3 S~

La vitesse complexe 1 dans ( % ) s'exprime 2 partir du potentiel 5/Cy)
qui, lui-méme est identique au potentiel F(Z)

wodfy) dFm dz_, [2-4 :
Ay dE 4y T N Zed

la vitesse a une valeur infinie au point 4 et une valeur nulle au
point ¢ . Cette relation va permettre de tracer les courbes représen-
tant la variation du module de la vitesse le long des différentes lignes
de courant précédentes et de comparer les valeurs numériques obtenues
avec ces courbes (figure 7)., Deux comparaisons sont faites, Dans 1l'une
le canal est tapissé de 160 facettes et dans l'autre il est recouvert
de 254 facettes,
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La représentation du canal par un nombre de facettes plus élevé se
traduit par une meilleure approximation du champ des vitesses et laisse
entrevoir que ce genre d'écoulement ne peut &tre convenablement étudié
qu'avec un maillage assez fin surtout prés de l'aréte.

2,7 - ETUDE DU DECOLLEMENT =

2,7.a - Position de la ligne de décollement -

Si le fluide est au repos aux temps précédant l'instant initial ol 1l'on
met impulsivement le fluide en mouvement il se produit a l'instant
initial et dans le cas d'un écoulement réel une discontinuité de vitesse
tangentielle prés de la paroi de l'obstacle, Dans le cas limite d'une
viscosité évanescente traité ici cette zone de rapide variation de la
vitesse tangentielle est remplacée par une couche tourbillonnaire infini-
ment mince. Les tourbillons restent concentrés le long de la paroi et

sont convectés par l'écoulement & l'intérieur d'une fine pellicule
ceinturant l'obstacle,

Pour un fluide 2 trés faible viscosité, des discontinuités de courbure
de l'obstacle peuvent perturber ce phénom&ne, comme par exemple une
aréte vive que ne peut physiquement contourner une couche limite, La
présence de ce bord pointu va obliger cette couche tourbillonnaire 2
quitter l'obstacle et la position du décollement sur l'aréte est imposée
par la condition de vitesse finie partout dans l'écoulement,
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2.7.b = Direction du décollement -

L'approche du probl2me 2 partir d'un écoulement de fluide parfait ne
permet pas de trouver la direction du décollement et seules des constata-
tions physiques et des visualisations expérimentales permettent de consi-
dérer que la direction du décollement est paralldle au bord supérieur

de la marche, L'étude suivante basée en partie sur les travaux de K.W,
MANGLER et J.H.B, SMITH [21] et R, LEGENDRE [19] vient appuyer cette
hypotheése,

D'un point de vue purement géometrlque il existe cinqg cas de décollement
illustrés ci-dessous : . '

-~
o~

7N 2 I
@ﬁl\._ @%

1) le plan tangent a la nappe forme un angle aigu avec la paroi verticale ;

2) le plan tangent 2 la nappe se trouve dans le prolongement du bord
supérieur de la marche ;

3) le plan tangent a la nappe forme deux angles obtus avec les deux
parois de la marche ; -

4) le plan tangent a4 la nappe se trouve dans le prolongement de la paroi
verticale de la marche ;

5) le plan tangent 2 la nappe forme un angle aigu avec la face horizontale
de la marche,

Les cas 1) et 5) sont rejetés puisqu'ils définissent un €écoulement passant
un coin convexe qui implique une vitesse infinie sur l'aréte,

Pour les cas 2), 3), et 4) ol la vitesse est flnle, une étude plus fine
du décollement doit 8tre envisagée,

I M ;"-s
I1 existe en tout point /1 de l'ar@te deux o
vitesses, l'une g contenue dans le plan du ;g77r/’/' a.
bord supérieur de la marche et l'autre ; contenue Ve
dans le plan du bord vertical de la marche, Par ;
ailleurs ces vitesses doivent &tre aussi contenues s

dans le plan tangent & la nappe, issu du bord de la

marche, En conséquence cela suppose que l'une des

deux vitesses soit confondue avec l'ar@te et que la nappe s'échappe
tangentiellement au bord correspondant & l'autre vitesse (cas 2) et 4)).
Lorsque les deux vitesses sont tangentes 2 l'aréte, cela corre3pond a
une émission tourbillonnaire nulle et ne peut se produlre qu'en certains

points particuliers (cas 3)). = =
W
Il y a_sur l'ar@te un ensemble de variables 5
dont s 1la distribution tourbillonmaire surfa- 7
A

cique issue du bord supérieur, E; la distribution
tourbillonnaire surfacique issue du bord vertical,

@; et U, définies précédemment. &, , & , /
et m définissent respectivement la tangente /
au bord de l'aré&te, la narmale au bord de l'aréte, paralléle a la directionm
de la nappe et dirigée extérieurement aux parois et la normale au plan
tangent a la nappe au bord de l'aréte. ( & QL , 7 ) forme un triddre
direct,
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(/ﬂl) A-Z:;: %[ﬂ;-r:(:‘): 0.4;:4 "‘aI:

représente la vitesse de déplacement de la nappe et

({s)Aif': u - -(‘Lasnw,) (/‘o"”"v) Au.,, . +Au,'

1e saut de vitesse 2 travers la nappe, avec %5 la normale en /1 au
bord horizontal de la marche et 7U; la normale en /M au bord vertical
de la marche,

L e

En associant (14) et (15) :

analliive D ——
Ug a U + L AL b @ = Upy - 1 A&
2 2
_’—.
U b, = uy + 42'.’ Augy
et donc R
A
Pour qu'il y ait émission tourbillonmaire Uy, doit étre strictement
positif.

——

Sachant de plus que soit ud't& solit “5-&2 est nul, on a :

et la direction du décollement se fera
>0 & Auz > © tangentiellement au bord horizontal.

EN Auz &£ O et la direction du décollement se fera
tangentiellement au bord vertical,

Ce sont les valeurs des composantes de -EL—,; et &L qui déterminent le
signe de Aw, (relation (15)).

Si la projection de A& dans 1le plan perpen- ty
diculaire 3 l'ar&te se trouve dans le quadrant

, Ay sera toujours positif quelle que soit @ @
la direction de EUJ (figure ci-contre), De -
méme, si la projection de A se trouve dans —_—t
le quadrant (3Q) , Awy sera toujours négatif @ @
quelle que soit la direction de tz_ . On ne pourra
rien dire si celle-ci se trouve dans les
quadrants @ et @ .

La vérificatiomnumérique, si elle ne peut se faire & l'instant initial
puisque la vitesse a une valeur infinie sur l'aréte, a €té réalisée aux
instants suivants en 2 points de l'ar@te, Onca'tracé sur cette figure la
projection AW, z, de AW sur le plan O,X,2, 2 1l'instant 7At correspon-
dant 2 1la septléme énission de particules le long de 1l'aréte. La valeur
de AUy s'en déduit en pro_-;etant Al,(»,("z1 soit sur l'axe vertical, soit sur
1'axe horizontal, ce qui montre bien que AU, est toujours positif 2 tous
ces instants (figure ci~dessous),
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~ DIRECTION DU DECOLLEMENT
Par extrapolation on peut supposer que ALLg, est encore positif a des
instants trés proches de l'instant initial,

2.7.c - Intensité tourbillonnaire émise le long de la ligne de décollement -

L'équation de Bernouilli appliquée en A et B -
en sachant que la nappe est une surface en équilibre g
se réduit 2a : )

A ) , T 77
Le saut de potentiel ¢ représente au signe . ,
prés la circulation -T" et Aw est équivalent /

au produit vectoriel F/\ﬂ-‘; d'olr :

. >
(16) ;‘i_’“-_-(/u;“:‘).u‘;,,,
La variation de circulation en un point du bord de fuite pendant un
intervalle de temps At a la forme suivante :

—— i

ar ':.'(tLAx).IL,‘_Ab
si on suppose que pendant la durée AL , la vitesse moyenne W de la
nappe s'échappant de l'aréte et le saut de vitesse A{L restent pratique~
ment constants (la derniére hypothése revient 2 dire que ETN'T est
constant sur la longueur [Us /AL ), et que [b/\’;’f’ et @m gardent les
mémes valeurs sur une certaine distance A{ le long de l'aréte, le module
du tourbillon 2 s'échappant du bord sur une largeur A{ et durant le
laps de temps Af s'explicite ainsi :

“17) O x|Fw)z, e8|

La connaissance de la répartition tourbillonnaire surfacique ¥ le long
de la ligne de décollement donne la direction du vecteur tourbillon
s'échappant du bord et la valeur de l'intensité tourbillomnaire émise 2
chaque pas de temps At 2 1'aide de (17).
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2.7.4d - Application au cas de la marche -

s
4{
- /

On considére les deux facettes Fn et [an ayant le bord de l'aréte en
commun et associées respectivement aux points de contrdle C, et Com.
On vient de supposer que lors de l'éjection tourbillomnaire le long du
bord JL est constant sur une surface de longueur /@m [Atet de largeur
AfZ que 1l'on prend égale a la largeur de chaque facette bordant
l'aréte, Etant donné la finesse de discrétisation du canal en facettes
prés de l'ardte et la valeur du pas de temps Ak qu'on utilise, la
valeur [Z5,|At est toujours supérieure 2 la distance séparant les
points G, et Cm du bord. Les valeurs de Mg et (¢ au bord sont donc
les mémes qu'aux points C, et Ci, . Elles se calculent de la maniére
présentée au paragraphe 2.4,

lLa direction de l'échappement se fait tangentiellement au bord supérieur,
La couche limite inférieure va subir un brusque changement de direction
afin de s'aligner avec la couche limite supérieure, Le vecteur (;Lc

va, le long de la ligne de séparation, &@tre contraint a une rotation
instantanée autour du vecteur _ &, (figure 8). On obtient une valeur

i qui a méme module que ¢ , mais dont la direction se déduit de
celle de < par une rotation de -3 autour de &, , et qui va

composer avec El:; le vecteur EZ au'bord de 1'aréte,

La connaissance_de E: nous donne le module (relation (17)) et la
direction de L :

— | z; — ) e
(1) 0-0b _|(Fw) @ sa
o |&1 E|
) peut également se traduire en termes de circulations, Dans notre

cas particulier on a (voir figure 4, figure 8 et les figures 5) :

,:4.2, - Xo:-r‘f -~ \-/3/2—’ Ln {Xt:wt - K:u%/
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S [ (- ) - e (2]
—— ¥ ‘ P
['Lir %\;——:&S:% ﬁ mulf mu‘&)"' .L’”"(Ym43"‘ X'u)/
0{x5 0 - | | |

2.8 - TECHNIQUE DU IACHE DE TOURBILLONS -

Les différents tourbillons 41 débités le long de l'ar@te sont concentrés
en des points situés chacun au milieu des différents segments bordant
l'aréte, On les laisse alors s'échapper de ces points d'émission sous
forme de cellules fluides enfermant un certain volume <sz et porteuses
d'une intensité tourbillonnaire volumique CJ tels que 2= 5§ .
Bien que pouvant changer de forme au cours du temps la particule fluide
gardera dans le cas d'un écoulement incompressible le mé&me volume au
cours de son évolution [27] . Ensuite on suit l'histoire de ces parti-
cules tourbillonnaires qui forment les lignes d'émission (une ligne
d'émission est composée de toutes les particules émises d'une méme
source, Elle ne se superpose avec la ligne de courant, la trajectoire

et la ligne tourbillon qu'en écoulement stationnaire), L'utilisation

des lignes d'émission permet d'observer 1l'enroulement de la nappe

et de comparer avec certaines vues expérimentales, A chaque pas de temps
et en chaque point d'émission on crée une nouvelle particule associée

3 un nouveau tourbillon fL dont l'évolution va &tre gouvernée par
-1'équation d'Helmholtz,

2,9 - VARIATION DE IA CIRCUIATION AU COURS DU TEMPS =

L'existence d'un échappement tourbillonnaire & partir d'une surface
entraine une variation dans le temps de la circulation autour de

l'obstacle (relation (16))., La circulation de chaque anneau varie en
fonction du temps et on est contralnt a chaque pas de temps de recalculer
les nouvelles circulations {/ a4 partir des conditions limites qui doivent
étre respectées 3 chaque instant en chaque point de contrdle., On voit

alors apparaitre un nouveau terme dans la relatiom (12) :

te) W]é[%] [(-Z ) =]
- [4) - (A [ A

ol ZZZ représente la vitesse induite au point de contréle C., par la nappe
tourbillonnaire et dont l'expression analytique est représentée par
1'intégrale volumique H

2=

ol (1f )est le domalne dans lequel cu est non nul,
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La méthode présente remplace le domaine (71' ) par un ensemble de
cellules fluides chargées chacune d'une intensité tourbillonnaire volumi-
que w et permet de passer au probleme discret en remplagant l'intégrale
par une somme sur un certain nombre de particules Fi auxquelles sont
liés les tourbillons ‘{14L

L'expression discrétisée de la vitesse TZZ induite par un nuage
tourbillonnaire formé de N particules s'exprime ainsi au point C; :

(20) = = Z -—A.(—i;

ATy

2,10 - EVOLUTION DU CHAMP TOURBILLONNAIRE -

L'intensité tourbillonnaire .fl; liée 2 la particule F_
obéit a l'équation :

Diio mogm(ar )

o Ul et U:® sont les composantes de la vitesse de la particule LD
indultes respectivement par les autres partlcules tourbillonnaires et
par la distribution tourbillonnaire ga s'étalant sur les parois et
représentée par un systéme d'anneaux tourbillonnaires.

A l'aide de la relation (20) et de l'annexe 3.1 on peut déterminer

1'évolution de l'intensité ; influencée par la présence des N~-1

autres particules tourbillonnaires et peut &tre décrite par l'équation
- suivante :

N - ——
Dﬂ} _/_'_Z_i’__ [_:’?_z(ﬂ- )( A J),«n,\nj]
Dt 41 4 ry® re

.
Cette évolution dépend aussi de l'intensité tourbillonnaire liée i la
paroi Pour connaitre ses effets sur ji} on utilise la formule (10)
qu'on introduit dans le terme de déformation. On en déduit alors
également une forme analytique du terme de déformation de 12 induit par
un segment tourbillonnaire (Annexe 3),et a fortiori par un anneau
tourbillonnaire, L'évolution de fiz influencée par M anneaux tourbillon-

naires peut se définir comme suit :

B2 |E - A e d™ &

2 41 &1 2 'Z:&l | Jld “l ur"‘l ’

21) + 4 12T [(a.,‘A ,e)(Q‘.J),g)] [ QAA ")]{ﬂa )

x4 4)»“
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Cette formulation semble & premidre vue lourde et complexe mais si l'on
s'apergoit que la plupart des termes qui la composent sont déja calculés
au moment de la détermination de la vitesse (L, , elle apparait simple
a appliquer et rapide si on couple son calcul avec celui de Lo (le
temps de calcul est moins élevé que dans le cas d'une détermination du
terme de déformation au moyen d'un schéma aux différences finies et le
résultat est plus précis),

L'évolution globale de chaque {; associée 2 chaque particule F. dans
notre probléme oli coexistent un nuage de particules tourbillonnaires et
un réseau d'anneaux tourbillommaires s'écrit :

DA, | pA| |pAL

+
Dt 1)64 :th

2.11 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES RELATIONS VECTORIELLES -

Les relations définissant le champ des vitesses et le champ tourbillon-
naire sont & manipuler avec précaution puisqu'elles se comportent comme
des fonctions en r* ot K est soit égal 2 -2 (pour la vitesse) soit
égal a -3 (pour le terme de déformation), Lorsque deux particules sont
proches l'une de l'autre ou lorsqu'une particule effleure un anneau
tourbillonnaire, ces fonctions ont tendance & prendre des valeurs élevées
qui ont pour conséquence de désorganiser le bon déroulement du calcul,

2.,11.a - Particule prés d'un segment -

Le cas de la particule passant 2 proximité d'un segment tourbillonnaire
a été résolu en utilisant un procédé de déformation locale du maillage
(voir chapitre 3).

La particule initialement prés d'un segment se retrouve aprés déformation

du maillage au-dessus d'un point de contrdle, ce qui a pour effet
d'éloigner de fagon optimale la particule de tout segment tourbillounnaire
et d'éviter de surévaluer l'influence de tel segment par rapport 2 tel
autre,

2,11,b - Particules voisines =~

Pour deux particules voisines on utilise le procédé classique du noyau
visqueux [71 [17]qui est l'un des traitements les plus simples pour
éviter le comportement singulier du champ des vitesses, Chaque particule
dévient le centre d'une sphere de rayon R séparant deux domaines, La
vitesse ne subit aucune modification dans le domaine externe mais est
limitée dans le domaine interne. On peut utiliser différents schémas
pour représenter cette "viscosité numérique" (figure 9),.
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La représentation lagrangienne convecte avec chaque particule R 1es
erreurs sur . et Jl;commises aux pas précédents et qui sont dues

aux procédés de calcul employés, L'équation d'Helmholtz ne contient
aucun terme pouvant atténuer ces erreurs et le bon comportement observé
pour certaines nappes tourbillonnaires réelles est souvent difficile

3 obtenir a l'aide de notre mod2le "fluide parfait”, l'effet amortissant
du terme de viscosité de l'équation (1) étant négligé ici,

Pour atténuer les perturbations dues au traitement numérique, on tronque
comme indiqué sur la figure 9 le champ des vitesses, Son effet ressemble
a celui d'une viscosité réelle, Cette "viscosité numérique" ne sert pas
comme dans les écoulements réels 3 réaliser une certaine diffusion mais
permet plutdt sur un certain nombre de pas de temps aux erreurs de se
compenser en moyenne afin que l'erreur résultante reste dans des limites
raisonnables, Les positions des particules & chaque instant ne sont donc
que des positions moyennes qui fluctuent autour d'une position réelle

a priori inconnue. Lorsque deux particules sont trés proches l'une de
1'autre le cas (:) a tendance 2 annuler leur action réciproque, ce qui
risque d'aller 2 l'encontre du but recherché puisqu'on perturbe le
mouvement de chacune de ces particules en minimisant exagérément l'effet
primordial de la particule avoisinante,

dithanes. nmm'.ﬂ\@
Jsiparaat e 22
faren )
t 3
4o ey
""" e s mmmm oo mm o iy
L "\ s AR
livhaaus realle “;Wg
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Pour rendre les explications plus claires, supposons que sur une durée

m At la distance réelle dg des deux particules (faisant partie du
systime tourbillonnaire global) ainsi que les vitesses qu'elles s'induisent
mutuellement, ne varient pas. A chaque pas de temps une erreur s'insinue
sur leur position respective et la distance entre ces points oscille

au cours du temps autour de la valeur réelle (figure 10). Si au bout des
mn pas de temps on cherche la valeur moyenne ., de la vitesse, on
devrait obtenir une quantité qui s'approche de la valeur exacte wg . Le
schéma @ s atténuant trop fortement les vitesses quand la distance tend
a s'annuler, ne permet pas d'obtenir une vitesse moyenne de l'ordre de

Ug . Par contre, si on utilise le schéma @ de la figure 9 qui garde
une vitesse constante 3 l'intérieur du noyau, la valeur moyenne

a2 _ 4 A - s'approchera plus de la valeur exacte Wy .
U = 7 i

lw
Apparemment cedsecond procédé est mieux adapté 2 la représentation lagran=~

gienne et aux fluctuations qui en découlent, Les noyaux servent simplement
3 lisser les valeurs trop élevées et 2 obtenir des grandeurs moyennes de la
vitesse proche de la vitesse réelle, plutdt qu'a approcher les propriétés
visqueuses 3 l'intérieur de la nappe.

Le rayon Re de chaque noyau varie en fonction de l'intensité {1, liée

a chaque particule R , Plus l'intensité est élevée, plus le rayon est
grand et vice-versa. Cette adaptation permet d'utiliser ce procédé de
manidre plus souple en éwitant aux particules possédant une faible intensité
tourbillonnaire d'étre entourées d'un noyau trop important et aux particules
ayant une intensité plus forte d'induire des vitesses trop élevées a cause
d'un rayon mal adapté,

La vitesse en tout point Q@ , induite par une intensité tourbillonnaire
{), peut se représenter ainsi : —— 4 - =

r ,
: > : B o o A -Q.
(avec troncature du re R‘— “a g 3 v
champ de vitesse induite) - : e —— -

T T . ' 4HR% r
avec 2 \QL‘ R,.

Rz — 4

-O-’Mx

) pax est une constante qu'’on choisit égale au maximum des différentes
valeurs defﬂ—,;l aux points d'émission et au temps initial, R,‘ est le
parameétre qui reste & déterminer,

On peut rapidement montrer que la représsntation de la vitesse 2 1l'intérieur
de la sphére correspond bien au schéma @ de la figure.9, en choisissant
un repére sphérique de manidre que {1 soit dirigé suivant l'axe j/ . La
vitesse s'écrit alors 3 l'intérieur de la sphére : '

o 4
u,q=-.

L2 Sim ¢p £,
35y e
4TR%

Et comme le long d'un rayon Sim.f est constant la vitesse l'est aussi,

2.11.¢c - Comportement du vecteur tourbillon -

Les variations importantes qui peuvent se produire sur le terme de
déformation de ﬁ{.ont été résolues d'une autre manidre 2 partir de consta-
tations physiques, Un filet tourbillon dans un écoulement continu ne peut
s'allonger ou se contracter brusquement, Durant le laps de temps A£ la
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variation de la section d'une méme portion de filet est donc limitée et

a fortiori les variations du module de 1'1ntens:.té tourbillonnaire aussi,
Une limitation sur le taux de variation de _Q permet d'éviter certaines
distorsions sur (J; qui peuvent apparaitre dans le cas de deux particules
voisines par exemple,

2.12 - CONVECTION DES PARTICULES =~

On utilise un schéma d'intégration en temps du second ordre, Soit 2. (&)
la position d'une part:.cule E au temps t , en premidre approximation la
nouvelle pos:.tion appelée ' pred:.cteur au temps &+ 4t sera

(nm:) ~ 3 L ()« At @ {t)
ot W (l:) est la vitesse au temps [ de la partlcule 7.
Le calcul de la vitesse U-;. (l:'-;-At) au prédicteur va permettre de

corriger la trajectoire et de réajuster la position 2 l'instant & + Ot
comme suit :

}:: (t-»AE) “z‘ (é) + 25 [u, (t) + u_é‘)/e--,,Al:)]

../é’_ [—:Z: ((:-) +-;20 (E+OL) + At ﬂ:’ (tmﬁ&)]

La variation de l'intensité tourbillonnaire est traitée de manidre analogue.
Soit (2, (&) l'intensité tourbillonnaire associée 2 la particule 7
au temps £ , on obtient une valeur intermédiaire au temps ¢+ 4t 2
partir de l'équation d'Helmholtz discrétisée :

(c J) (&) + Ab [}{',_-(e).g'&t ZZ:(e)]

L'intensité tourbillomnaire associée 2 la position définitive s'obtient &
partir d'une valeur moyenne du terme de déformation entre l'instant &
et 1'1nstant t+4t:

fo il /64- Ab) ol (b) - 8t At ‘: ¢ (l:);'?;d _L.L-‘(E) +* H::’(éf'dl:).g_r:clz?)fe-fdé)}

= % [_Q (l:) +,Q“’(e)+ At (ﬂ (b+Al:) 2radu. (&+Ab))]

La méthode "prédicteur-correcteur'" a été comparée dans le cas de la marche
droite dans un canal 3 une méthode du premier ordre (figure 11), La
nappe s'enroule mieuxX sur elle-méme, sa courbure, sa position, sa réparti-
tion tourbillomnaire sont mieux représentées, Ces résultats incitent 2
préférer la méthode du second ordre plus cofiteuse mais qui reproduit avec
plus de fidélité les nappes & enroulement conique,
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----- " SCHEMA " ORDRE
SCHEMA 2"d ORDRE

SO

W rrrrs sty oys

figure .11

2.13 - PRESSION A IA PAROI -

2.13.a = En écoulement stationnaire =

Le Ao stationnaire peut s'obtenir directement 2 partir de la vitesse
(2':/‘, a la paroi : v
kp= 1- =k,

Uso
ol la vitesse .4 est directement reliée & la distribution tourbillommnaire
surfacique locale par la relation suivante :

—p v

F s'obtient par application du procédé décrit au paragraphe 2.4.

2.13.b = En écoulement instationnaire -

Il apparait en écoulement instationnaire un terme supplémentaire faisant
intervenir le potentiel L( :

2
Kp= 4 - %t _ 2 2¢ .
wZ wi o€
Le potentiel en un point @ de la paroi peut se décomposer en trois autres

. Lf[Q) = "fa. (Q> + ‘-fe (Q) + Lf_&(Q)

ol ‘ﬂ,(@) représente le potentiel au point & induit par les anneaux
tourbillonnaires tapissant la paroi [11] )

‘ﬁ- (Q)représente le potentiel au point @ induit par un nuage de
particules tourbillonnaires et qui a été récemment explicité par
J.P. GUIRATD [10] ;

et %[Q) représente le potentiel local au point & situé dans le domaine
(f).,;) et que 1'on peut exprimer a l'aide de l'intensité bipolaire locale
[14] et qui dans notre cas peut &tre remplacée par la circulation de
1'anneau entourant le point Q:

K&(Q)-_--@rtb/ .
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CHAPITRE 3

EVOLUTION D'UNE PARTICULE FLUIDE

CHARGEE D'UN VECTEUR TOURBILLON PRES D'UNE PAROI

3.1 - APPROCHE ANALYTIQUE =

L'approximation d'une distribution tourbillonnaire continue 2 l‘aide
d'anneaux tourbillonnaires, c'est-a-dire d'un enchevétrement de fonctions
en escalier représentant la circulation le long des différents segments
rectilignes du réseau, rend son utilisation d'autant plus délicate que
la discontinuité est bidirectionnelle (figure 12).

\¥

FACETTE
;figure 1_1 2

Cette concentration d'intensité tourbillonnaire sur des segments a des
effets néfastes sur le champ de vitesse donc sur le transport des parti-
cules passant A proximité d'une paroi, mais aussi sur 1l'évolution du
tourbillon transporté puisque la relation (20) fait intervenir le
vecteur vitesse, Pour éviter ces inconvénients on peut utiliser localement
la propriété des "images hydrodynamiques', On remplace une partie de la
paroi par une surface de courant en faisant simplement intervenir 1'image
d'une seule particule tourbillonnaire P , Soit (S) la partie de la
paroi située & proximité de PP qui est traitée localement comme une
surface de courant (figure 13), On peut considérer que dans un domaine

( D) s'appuyant sur (S) le champ de vitesse sera mieux représenté, La -
condition restrictive & l'emploi de ce procédé se trouve dans la distance
de la particule P 2 son image R qui doit &tre sensiblement inférieure
aux distances séparant P des autres particules afin que l'influence

de P, prédomine, Le domaine ({£2) extérieur 2 (D) induit sur (D) un
champ de vitesse ;U"; (=, I:) . On suppose que dans l'intervalle de temps
[&,6] la vitesse g, induite sur P est indépendante du temps.
Ecrivons les composantes des divers &léments intéressants dans le

repeére OXy=Z :

7 (Z) o 7 a, (=,8) -0, (Z.6)

%R Tl FHleaE9 gz lea.Ee

U (<) {~fa® ﬂs("’:k) N4 (%,E)
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oo F=PR ,f-)-_; représente l'intensité tourbillonnaire transportée
par la particule 2 et (i, celle transportée par la particule image

R . La paroi est plane et dans le plan xoy (figure 13),

figure 1 3

L'évolution de l'intensité _(—f; est dictée par l'équation de Helmholtz
que l'on peut développer de la mam.ére suivante en décomposant la vitesse
totale de P en la vitesse /U‘ induite par sa particule image T

et la vitesse 'v' : -
:lQ’ — — i
ch = ‘(2,.7/341)2 +Q,.?¢aal1)_;

Si nous utilisons la relation obtenue dans l'annexe 3,1 lvféquation se
transforme en :

L = 3 f"/\_Q) /.n.p )+.Q|,AQP +‘Q'P'3 'vé
dE 4 ar?

Cette équat:.on d:.fférentlelle est équivalente au systéme suivant ol l'on

fait apparaitre les composantes de _{2? et celles de ?a,a.c{,ﬂr

do, _ 4 3,0,
dt 411 3;3

+ a.,,@-_, + Qy(l; + Qylls

(23) dﬁb_____a__-’r_.,. bao, + b0, + bun,

——— ey

dt 411 33

do,
—_—2= 2, + Cp 2y + C3 s
rra

On a pu intégrer ce systdme analytiquement dans le cas particulier ol :
Q,z= a

Q1=*€'b=0,fz"')&£‘ C'3

3-_'.‘@': 'g— CA: szo

=
c (=D

e v
On peut alors représenter le tableau exprimant 7/)44 vV, sous la forme
suivante :

o /a0 o
D el

71‘&4’.’1}" (P=| o a o

o 0 ¢
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(o)

Le systéme particulier est associé aux conditions initiales suivantes :

fa,= ‘»Q': #0
« 02 =ﬂ° #0
e €= fo.-. 0 2 :‘

325>0

La particule FE; induit sur P une vitesse qui est toujours paralliéle 2
la paroi. Le déplacement de £ suivant la direction 0Oz peut s'inter-
préter ainsi :

3(6) = vt +3, .

On obtient une solution immédiate pour {25 :
&

= .(2 ° c
05 3 ¢ )

et un systéme reliant (2, et (1, :

) | a5)-Ea () .

dt

41 83 25/
On voit apparaitre de (24a) une premlére relatlon entre . (1, et (2,
at C Py
f)_1 _‘.‘Q.z = Co" avee °-_-IZ1 +,O_-~,_ .

La relation (24b):wé; rex:{i;i;;ant {13 et }3 par leur valeur en fonction
du temps et en égalant le rapport (24, 2 une autre variable appelée
QS » peut s'écrire :

do =b£ff.£‘£_ e, be 25
A +d* (79""’3"')3 3211

Une intégrale du second membre existe [9] mais la formulation est
complexe et inadaptée i notre résolution,

Si nous posons comme condition restrictive que c.t doit rester petit
devant 1l'unité, nous pouvons alors faire un développement limité sur la
fonction exponentielle et écrire en premidre approximation que : -

~ 4+ ct

Y

et on cherche a approcher la solution exacte en résolvant l'équation

suivante : o
do - A(/f-a- cf:) cU.’
A+ (}o*"%b)

Si nous posons :

6=:Q‘.’:':..%L Va- 30|
-Q: 2'1’-31 ' joz'
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Une solution de l'équation précédente peut s'écrire :

® = % - o(3+2V3E)
e+%24)'2'( ( (;,,,7") ..

En défmit:.ve nous obtenons un syst2me d'équations liant () , et 1,
Q,=0, lesbg b _[B- (3, +2038)
vy (‘03& + 7‘,)

- b
f)_., +.Qz = Ge P
duquel nous tirons deux solutions différentes suivant la valeur initiale
de -Q:/ 3

Posons : % f(x = o . % e ("13-' e(% +21r(:))

(vt + }o)
N 2 =\/—:'-:-;ﬁ-—- 6™ = g(ZE) =2

Qg >0

si ' ’_Q..,.: -;

Q, <0
2=-fg -

Les composantes (W ,1" ,w ) de la vitesse globale du point F s'écrivent

de la maniére suivante : o= Uy o+, -
v= 1’3' + ul

od ( W, , u, , Uy ) sont les composantes de la vitesse f ., Lfutilisation
de la loi de Biot et Savart nous permet de calculer ces composantes :
= A g
2
40 4(nt+3.)

U, = o . ‘o'fr i
47 4(45&-&)0)2‘

W,

Wwy=0

d'od :

Y
w(E)= A6 (4&54'}0) (suivant la valeur de J[,” )

W)= 2 ¥

46 1] (U.'sb+§,>7' (suivant la valeur de (), )

w =1
L'approche du terme exponentiel 3 un ordre supérieur fait apparaitre des
termes logarithmiques dans la formulation des composantes de _()_1‘> .
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La composante (13 varie indépendamment des deux autres alors qu'il
existe une relation entre elles, Les solutions du couple (f2,,0,)
dépendent de la condition sur f2y au temps & et elles ne sont valables
que pour un intervalle de temps 1limité qui est fonction de la valeur ¢ .
Plus ¢ est petit, plus l'intervalle de temps pourra &tre choisi grand

et réciproquement,

Cette méthode calcule étape par étape l'évolution de l'intensité tourbillonm
naire attachée &3 P . A chaque fois on redétermine les valeurs de c et
des composantes de U, et on reprend comme valeurs initiales des compo-
santes de JZP s celles trouvées a la fin de 1'étape précédente. De plus
on peut déterminer la trajectoire de la particule £ durant chaque

intervalle de temps [& ,&,] .

L'utilisation de la propriété "des images hydrodynamiques" est idéale
mais son application trop restrictive empé@che d'en tirer le meilleur parti
et bien souvent des méthodes numériques moins précises mais d'utilisation
plus souple lui sont préférées,

3.2 - APPROCHE NUMERIQUE =

Les méthodes numériques utilisant des distributions continues surfaciques
de singularités telles que sources ou doublets nécessitent l'utilisation
de procédés sophistiqués pour obtenir des résultats précis sur le champ
des vitesses dé&s que l'on s'approche assez preés d'une telle distribution.
Mais leur application est assez complexe et demande des calculs fort
longs et cofiteux, aussi sont-ils peu utilisés,

3.2.,a - Comportement singulier du champ des vitesses le long des parois -

Dans le cas simple de l'écoulement bidimensionnel on s'apergoit qu'une
répartition uniforme de singularités étalée sur un segment isolé, par
exemple, donne lieu 3 des répartitions de vitesse d'un traitement
numérique délicat, Sur la figure 14 (extraite de [:5] ) on reldve, pour
un point se déplagant le long du segment, des valeurs infinies sur les
bords pour la composante w,, dans les deux modéles de singularités

utilisées,

e s e e

; l///me /afyanfelé ) | V:/z se_normile o A//m e c/)amp ds V/Ar:m'
w A /\\ /f\
ﬂﬂm’- . ' ' -1 ' é @
NRY I : U \M
. “th L . . ;LL“: .
'. ' . l 1 .
e mab a4 T ' lk
b ] 1 R ' :
1 = -3 : .

Flgure ~14
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Si maintenant le déplacement se produit non plus sur le segment mais le
long d'une droite paralléle a celui-ci, la composante W., évolue

continuement mais est encore soumise prés des bords & de fortes varia-
tions s'atténuant avec 1'éloignement, On en présente un exemple pour la
composante . sur la figure 15 dans le cas d'une distribution uniforme def

doublets & axe normal, ‘u,w
<<
"‘\w’.\
.‘f of =
. : . T Tr——— e
f'_gwg.‘:.e _~.15 . T < ‘é:f‘/

En tridimensionnel ces valeurs infinies de W, sur le bords ainsi

que les pics prés de ceux=-ci sont dus & 1l'existence d'un anneau tourbillon-
naire, Tout ceci nous permet de voir que l'exactitude des valeurs
numériques quant au champ des vitesses dépend étroitement de la précision
avec laquelle on représente la variation, en fonction de 1l'abscisse
curviligne, de l'intensité attachée aux singularités remplagant la paroi.

3.2,b - Pmésentation succincte de quelques approches utilisées actuellement -

Diverses approches ont été proposées en tridimensionnel afin de traiter
numériquement les répartitions de doublets, Parmi les plus sophistiqués

et les plus précises_on peut citer celles de ROBERTS [28] , de

JOHNSON et RUBBERT [15] et de HESS [13] . Ils utilisent des formes
polynomiales de haut degré (supérieur ou égal 2 deux) qui permettent, si
1'utilisateur le désire, d'avoir des variations de l'intensité des
doublets et de son gradient continues partout, Ces continuités évitent

la formation d'un tourbillon local mais en général elles ne sont observées
qu'au bord de fuite, 1la ot la condition de Joukowski doit &tre respectée ;
ailleurs 1l'influence néfaste des discontinuités leur apparait moins
importante, Malgré tout ROBERTS utilise une intensité continue partout,

ce qui lui permet de calculer la vitesse dans tout le domaine aussi

bien sur qu'en dehors de la surface sans_que celle-ci présente de

valeurs infinies, Par ailleurs HESS [12] montre que l'utilisation d'un
polyntme du second degré pour représenter l'intensité des doublets n'est
possible qu'associé & des facettes de forme trapézotdale, Si de plus
elles ont une forme rectangulaire et les axes représentant les coordonnées
sont choisis correctement, c'est-a~-dire parallélement aux c6tés des
facettes, l'intensité bipolaire peut &tre continue partout.

Si ces méthodes tras élaborées permettent de calculer correctement la
vitesse presque partout, aussi bien sur les parois qu'en dehors, par
contre elles sont trés cofiteuses en temps de calcul et la formation de la
matrice des coefficients d'influence apparait complexe. Ces inconvénients
limitent la portée de ces méthodes qui, dans la plupart des cas, sont
délaissées au profit d'autres moins précises mais plus simples et plus
rapides, Pour des répartitions continues de doublets nous avons le choix
entre les deux possibilités, soit utiliser une distribution de doublets
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d'intensité linéaire par morceaux suivant deux directions différentes,
soit utiliser une distribution de doublets d'intensité constante par
morceaux, la valeur de l'intensité sur chaque facette étant égale 2 la
valeur de l'intensité continue passant au point contr8le de la facette,

La premidre possibilité employée par HUNT {14] et qui fait intervenir
le gradient de l'intensité a l'avantage d'approcher la courbe exacte

par une fonction linéaire par morceaux et d'éviter des sauts d'intensité -
trop importants, Ce gradient est calculé de manigre & avoir une valeur
correcte en chaque point contrdle, Pour ce faire, HUNT utilise une forme
quadratique passant par les valeurs de l'intensité de doublets au point
contr8le considéré ainsi qu'aux points contr8le voisins, Il en déduit la
valeur du gradient de l'intensité en chaque point de contrdle et de 12 la
valeur des pentes de chaque segment constituant la fonction en dents

de scie, Mais 1'établissement de la matrice des coefficients d'influence
reste encore assez délicat,

Dans cette étude nous utilisons l'une des distributions les plus simples
qui fait intervenir une intensité de doublets constante sur les surfaces
de chaque facette et a laquelle on peut substituer un réseau d'anneaux
tourbillonnaires, Le calcul de la vitesse lorsqu'on longe une paroi
soumise & une telle discrétisation est 2 traiter avec prudence. On peut
s'en apercevoir dans le cas d'une distribution surfacique de doublets
continue d'intensité constante dans la direction de l'axe Oz et linéaire
dans le sens de l'axe Ox et que l'on discrétise a 1l'aide d'une suite
de bandes de doublets de longueur infinie, d'intensité constante, de
méme largeur @ et dont le saut d'intensité J entre deux bandes consé-
cutives est identique partout, Ce systéme est équivalent 3 une suite
.infinie de segments tourbillonnaires de longueur infinie, d'intensité
identique ¥ et espacées également d'un méme intervalle a« le long

de 1'axe > . La fonction de courant s'écrit alors \'_4] :

vt Logff ook 205 _ cos 20= ]

a @

naires (figure 16), celles-ci subissent de fortes oscillations, certaines
traversent l'axe des ¢ et délimitent des domaines intermes ol le fluide

———————
e ————

‘tourne sur lui-méme, Ce n'est qu'ad quelque distance de la répartition
tourbillonnaire discrete que celle-ci constitue une approche valable
de la distribution de doublets continue.

Cependant dans le cas d'une discrétisation de paroi sous forme d'anneaux
tourbillonnaires il existe, comme le montre MASKEW 23] en bidimension-
nel, des lignes privilégiées (en pointillé sur la figure 17) partant de la
paroi ol les composantes normale et tangentielle de la vitesse ont des
valeurs correctes, Pour la composante tangentielle, ce sont des courbes
émanant des points de contrdle tangentiellement & la paroi et remontant
rapidement pour former grossidrement une ellipse mais dont la forme
exacte est difficile 2 apprécier, Pour la composante normale ces lignes
sont beaucoup plus facile a définir puisqu'elles se confondent
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approximativement avec les normales 4 la paroi aux points de contrdle,
En dehors de ces zones trés restreintes les erreurs sur les composantes
de la vitesse deviennent importantes surtout si 1'on s'approche de la

paroi.
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La hauteur critique, 2 partir de laquelle une étude particuligre doit
étre envisagée afin que les valeurs obtenues aient un certain crédit,
varie avec la discrétisation plus ou moins grossiére de la paroi et avec
les variations plus ou moins fortes de 1la circulation le long de la
paroi, L'étude de MASKEW confirmée par nos propres résultats dans le cas
tridimensionnel indique qu'en général cette hauteur peut &tre prise
comme égale 3 la demi-longueur de la diagonale de la facette située
sous le point olt 1'on désire calculer la vitesse (point qu'on appellera
désormais P ).

Pour pallier les inconvénients du réseau tourbillommaire cités plus haut,
divers procédés sont utilisés, Par exemple la vitesse en P peut se
calculer en recherchant les valeurs des vitesses en quatre points M
situés 2 la méme hauteur que P mais se trouvant au-dessus des points
contrdle des quatre facettes les plus proches de £ (figure 18), Ensuite
une moyenne pondérée entre les valeurs trouvées nous donmne la vitesse

en P , Mais cette méthode n'est utilisable que lorsque les M_ sont
proches de' P , ce qui sous-entend une discrétisation assez fine de la

paroi, /"/ P /
s // I

LV ;‘V

e e
] figure 18

P
e
g

Quand les gradients de vitesse sont faibles, cette méthode donne de bons
résultats, En présence d'une concentration tourbillonnaire (nappe
tourbillonnaire par exemple), les gradients de vitesse peuvent &tre élevés
et ce procédé ne peut plus s'appliquer,
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MASKEW [23]. présente en bidimensionnel une autre solution qui s'apparente
a4 un raffinement de maillage mais qui a l'avantage de ne faire intervenir
qu'une partie restreinte du maillage, Elle consiste 2 remplacer localement
l'espace libre entre les points tourbillons représentant la paroi par un
sous-maillage tourbillonnaire, L'intensité tourbillonnaire, au lieu d'&tre
concentrée en quelques points, est alors répartie entre tous les points
nouvellement créés, Le nombre d'éléments formant ce sous-réseau est inver=-
sement proportionnel & la distance de P 2 la paroi, Ce procédé séduisant
en  bidimensionnel parait demander en tridimensionnel des temps de calcul
assez longs, surtout lorsque P effleure la paroi,

3.2.c = Traitement numérique du champ des vitesses & partir d'une déformation

locale du maillagg -

Une paroi solide est en toute rigueur imperméable mais lors de la discré-
tisation du probléme ol elle est remplacée par un ensemble d'anneaux
tourbillonnaires, les particules fluides n'ont aucune difficulté a percer
ce quadrillage, Les seuls endroits oli le réseau est imperméable sont les
segments eux-mémes mais aussi les points de contrdle ol la vitesse normale
est, de par les conditions imposées, nulle, On va utiliser la propriété
des normales a la paroi aux points de contrdle, sur lesquelles en tout
point la composante normale de la vitesse est calculée correctement,

pour rendre & la parol discradte la méme imperméabilité qu'une paroi réelle,

Un maillage ne reste pas nécessairement figé mais peut se déformer au
cours du calcul sans que la solution du probléme en soit affectée pourvu
que certaines conditions soient respectées, Cette déformation va permettre
a tout point du domaine, sans qu'il y ait besoin de bouger, de se trouver
sur une normale issue d'un point de contrfle et de lui associer une

valeur correcte de la composante normale de la vitesse,

On considére en premier lieu une paroi plane infinie mise en présence
d'un écoulement engendrant une distribution tourbillonnaire sur sa
surface qu'on représente sous forme discréte par un ensemble d'anneaux
tourbillonnaires, On désire calculer la vitesse au point P situé au-

dessus de la paroi (figure 19),
i

figure 19

$i on fait subir au réseau tout entier une translation A dans son
propre plan de fagon que P se trouve sur la normale #L passant par

le point de contrdle € , la vitesse normale en P sera calculée correc-
tement, Mais il faut auparavant recalculer toute la matrice des coeffi-
cients d'influence vu la variation des données géométriques lors de la
translation, Les calculs comportant alors une nouvelle inversion de
matrice risquent d'@tre longs dés que le nombre de facettes est important,

L'un des soucis majeurs étant d'obtenir des résultats corrects sans que
le temps de calcul en soit affecté, on va s'inspirer de 1'idée précédente
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tout en limitant le nombre de facette 2 translater, En réalité la seule
facette a &tre translatée est celle se trouvant sous le point £ (que
nous appelerons fz ), Les facettes en contact direct avec F. , étant
quant a elles, déformées de fagon que le reste du réseau ne soit pas

touché (figure 20),

N
-.or-q -

e - | | — | [l
AT
L3 = I '
- figure 120

.....

tion, soit une déformation, Ecrivons la matrice des coefficients
d'influence [A] avant toute opération sur le maillage :

La déformation locale du maillage va entrainer des variations sur les

valeurs de certains coefficients d'influence. Supposons que cette _

déformation ait lieu sur les facettes Fo , ..., Fpyp . Les coefficients

d'influence appartenant aux colonnes allant de p 2 p+8 et ceux

appartenant aux lignes allant des indices p a p+8 wvont voir leur

valeur se modifier, tous les autres coefficients ne variant pas. Soit
[A’] la nouvelle matrice formée des &léments a_’g- tels que :

a{- = ag; + E pour les éléments faisant partie des colonnes
)j 1J F
3 p+3 et des lignes allant de P a /b+2
a:} = Qo'}' pour les autres éléments,

La valeur de £ est plus ou moins importante suivant les positions respec-
tives des facettes prises deux 2 deux, Le £ est d'autant plus petit
qu'une des facettes intervenant dans le calcul d'un des coefficients
d'influence est plus éloignée du domaine déformé. Cette déformation du
réseau étant toujours assez faible on peut supposer que le € est petit
dés que le calcul des coefficients d'influence fait intervenir une facette
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différente des F(_' (/‘:=#/-~-,P+g). On le prendra nul, Dans le cas ou le
calcul des coefficients prend en ocompte deux facettes appartenant aux
Fe (,,,‘,/.J...) /,.,8) , & ne pourra &tre négligé et le nouveau coefficient
al; sera calculé,

Apraés déformation du maillage la matrice [A,] peut &tre décomposée en
deux matrices [B8] et [C] de méme dimension que [A'] . En fait [C]
peut &tre considérée de dimension (9 x 9).

N

~ 0 : o

s IO

. \\ t !

0 N ;

R .
[C] = . Crp Cp.p+8

- l \ {

() . 1 ~ |

------- bpitp Gl pes

0

‘= oap | v . L
, 4 v—(":'}) < [41""] * [4/""3 ¢§' AN
0

coj = Jt b
b = 0
‘g = .
Loy elena]-lroper]
CL"} = a.,_',/

Les C¢; non nuls sont calculés a partir des nouvelles données
géométriques entrant dans l'ensemble {DEFS formé des facettes

F; (4,':[5)...,’,4-8) .

Aprés avoir calculé la matrice (C] les nouvelles circulations liées aux
anneaux tourbillonnaires de DEF} sont obtenues en imposant la condi-
tion de vitesse normale nulle aux nouveaux points de contr8le de {DEFS
Les circulation des anneaux tourbillomnaires n'appartenant pas 3 {DEF]
ne variant pas, on limite le probléme & un systéme linéaire de neuf
€équations & neuf inconnues :

" ) +8 _’. ' .
Cug g = Z [p,,-d- 3; + Z C.4 Yo ot e
J:‘f ap
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que l'on met sous forme condensée :

)= (B4)05) - lall] [

Les L& sont les iﬁ;onnues du systéme, qu'on résoud en appliquant les
conditions en chaque point de contrdle de {DEFE .

- el " [841[%) - [ed feun]

Toutes les circulations du réseau étant alors connues, il est facile de
calculer la vitesse au point P ,

Dans le cas ol la particule P transporte une intensité tourbillonnaire

&p , on profite de cette déformation locale pour calculer la déforma-
tion de &J produite par les segments tourbillonnaires de la paroi en
utilisant la relation (20).

~ Cette formule fait intervenir les circulations des segments tourbillon-
naires, or comme le montre MASKEW [:23] les valeurs de ces circulations
approchent le mieux les valeurs exactes lorsque la particule tourbillon-
naire se situe au~dessus d'un point contrdle,

Il faut remarquer que ce procédé de déformation locale n'est que momen-
tané en ce sens que sa durée de vie est limitée au calcul des différentes
valeurs qui nous intéressent au point £, D&s que l'on quitte cette
particule, le maillage reprend sa forme initiale jusqu'a ce qu'une autre
. particule trop proche de la paroi oblige 2 remouveler le procédé,

Cette technique connait certaines limitations. En particulier le maillage
doit &tre assez régulier, Des différences trop importantes quant aux
dimensions des facettes voisines empé&chent l'application de ce procédé
(mais en général ce probléme ne se pose pas puisque 1l'on sait que la
justesse des résultats numériques est liée 2 l'utilisation d'un maillage
régulier). Les bords des parois (bord de fuite, bord d'attaque,..) sont
plus délicats a traiter et les valeurs de U, comprises entre le bord

et une ligne passant par les points de contrdle les plus prés du bord

ne sont pas prises en considération car le procédé n'est pas utilisable
dans cette bande, Ceci est dfi aux variations importantes de la circula-
tion prés des bords anguleux associés 2 une discrétisation trop grossidre
(voir par exemple la figure 21),

3.2.d - Traitement numérique 3 partir d'un°raffinement local du maillage -

Une autre méthode pour calculer le champ des vitesses prés d'une paroi a
été utilisée, Cette méthode, basée sur un raffinement local du maillage,
n'a pas donné les résultats escomptés (figure 26b) et a été abandonnée.
Malgré tout on parlera bridvement de la démarche suivie, Les neuf
facettes au lieu d'@tre translatées ou déformées sont chacune subdivisée
en quatre nouvelles facette., La matrice EA} se décompose encore en
deux matrices [5] et [C,] . Sous les mémes hypothéses que précédemment,
les coefficients de [B] sont identiques 2 ceux de [A] sauf pour ceux qui
sont nuls, Seuls les coefficients de [C] de dimension (36 x 36) sont
recalculés et en définitive on se ramene 3 un systéme linéaire de 36
équations & 36 inconnues qu'on résoud de la méme mani2re que ci~-dessus,
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3.3 = VERIFICATION NUMERIQUE DU PROCEDE DE DEFORMATION LOCALE -

3.3.a = Ecoulement potentiel - Lignes de courant -

Le premier test est un écoulement potentiel autour d'une plaque plane
carrée infiniment mince et soumise 3 un vent infini constant et perpendi-
culaire & son plan, Cette étude va permettre de vérifier les bonnes perfort
mances de cette méthode étant donné les difficultés que l'on' peut
rencontrer dans cette expérience ol le centre de la plaque est un point
d'arrét et les bords des lignes de contournement, ce qui laisse présager
des croissances ou décroissances rapides de l'intensité tourbillonnaire

-surfacique s'étalant sur l'obstacle. La plaque est représentée sous

forme discréte par un ensemble d'anneaux tourbillonnaires,., Les valeurs
des intensités tourbillonnaires linéiques concentrées sur les différents
segments coupant le plan ‘y = 0 sont représentées sur la figure 21,

)3

/\//\ -

figure 21

Sur la figure 24 on a tracé différentes lignes de courant qui ont été
calculées 2 l'aide d'une méthode du premier ordre. Quand on n'utilise
aucun procédé particulier permettant d'améliorer la représentation du
champ des vitesses, les lignes de courant les plus proches du point
d'arrét traversent la plaque tandis que les autres oscillent fortement
au-dessus d'elle (figure 24a), Une méthode dérivée de celle de MASKEW
et qui fait intervenir un raffinement local du maillage d&s que la ligne
de courant se trouve prés de la plaque est utilisée pour calculer les
lignes de courant sur la figure 24b, Elles ne traversent plus la paroi
mais les oscillations persistent, Il apparait au vu de ces calculs que
méme une discrétisation de cette plaque par un nombre élevé de facettes
( > 1 000) ne pourrait donner d'aussi bon résultats que ceux obtenus
par la déformation locale du maillage qui, elle, permet une discrétisa-
tion grossiére de l'obstacle (dans notre exemple la plaque entidre est
recouverte de 81 facettes), La figure 24c ol la déformation locale est
utilisée montre la précision dans le tracé des lignes de courant qui
effleurent la paroi,

On a dans cet exemple relevé les valeurs des vitesses normales aux polnts

de contr8le avant et pendant la déformationm.

. Avant déformation : 12 -5
pour tous les points de contrdle 40 L ’u’wl < Ao

. Pendant la déformation : PREn s
pour les facettes appartenant 2 {DEF} <|um l< Ao
pour les facettes immédiatement en contact avec
celles de {DEF] 4073 < |y, l < Ao™4

pour les autres facettes -7

2077 L |Um| < A0”
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Il existe une relation entre le terme la‘.“——;/_flz’ » qui fait tendre la

vitesse vers l'infini quand P s'approche du segment.et la distance de
ce point P au segment AR ., On choisit alors un rayon R, et pour toute
valeur de 4 inférieure 2 R nous remplagons /a,,‘Z/ par R¥pY

'KZ'R_" “17)= 4nl:n‘{7‘( (ul 1:1))

Y 3 ';P Z_8 a.ng )
< EZO-g (M L

Cette procédure permet de passer 3 travers la surface cyl:.ndrique de
manidre continue et de faire tendre progressivement la valeur de la
vitesse vers zéro quand on s'approche du centre (figure 23),

La seule chose restant i faire étant de déterminer correctement R, .

figure 23

Si nous examinons attentivement les figures 26 et en particulier la
courbe représentant [L/y induite par des anneaux tourbillonnaires, nous
nous apercevons que les oscillations sur la vitesse tangentielle appa=-
raissent 3 partir d'une hauteur A =~ £ oa L représente la largeur
des facettes, C'est cette valeur qui a été retenue pour R, dans les
calculs avec déformation de maillage (figures 26),

3.3.¢c - Ecoulement rotationnel =~

Les exemples précédents traitent des &coulements potentiels sans présence
tourbillonnaire, On s'intéresse maintenant A un écoulement rotatiomnel
autour d'un profil en incidence (30°) laissent échapper le long de son
bord de fuite une nappe tourbillonnaire et mis en présence d'une paroi
imperméable, plane et parallile 2 l'écoulement infini amont,

Le profil est représenté par une aile rectangulaire plane infiniment
mince et dont l'envergure est trois fois plus importante que la corde
(figure 27a), On approche cette plaque de la paroi 2 une hauteur égale
& sa corde au niveau du bord de fuite, Trois points d'émission de chaque
cdté de l'axe de symétrie débitent le long du bord de fuite des tourbil-
lons ponctuels, La paroi est remplacée par un ensemble d'anneaux
tourbillonnaires de forme carrée dont le c8té /. est unitaire, Dans 1es
figures 27 on a représenté les trajectoires des secondes particules
fluides porteuses d'une intensité tourbillonnaire et émises au méme
instant par les trois points d'émission situés & droite du plan de
symétrie xaﬁ,.
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Avant toute opération sur le maillage les conditions limites sont bien
respectées aux points de contr8le, Durant l'utilisation du procédé les
conditions limites sont bien respectées aux points de contrdle des
facettes de 3pefF] c'est-a-dire sur le domaine le plus proche de P .,
Ailleurs les valeurs de |#n| sont sensiblement plus importantes (ceci est
di aux approximations faites sur & ) mais toujours assez petites pour
considérer les conditions limites comme remplies.,

3.3.b =~ Ecoulement potentiel - Composantes de la vitesse =

Le cas d'une plaque plane rectangulaire dont l'envergure est dix fois
plus longue que la corde va permettre de comparer les valeurs des compo-
santes de la vitesse, calculées dans le plan = 0 le long de lignes

de courant passant prés de la paroi discrétisée comme la précédente,

avec les valeurs théoriques bidimensionnelles obtenues par transformation
conforme, On a les mémes hypoth&ses que dans 1l'exemple précédent pour
1'écoulement, seules les dimensions de la plaque changent.

Les valeurs discrétes oscillent fortement autour des courbes théoriques
et d'autant plus que l'on se rapproche des bords de la plaque (figure 25
et figure 26), En dessous d'une certaine distance & la plaque, il n'est
plus raisonnable de se servir des valeurs obtenues sauf pour les
composantes normales, par exemple, le long des normales passant par les
points de contrble ol la courbe numérique croise la courbe théorique

ou au~dessus des segments tourbillonnaires mais dans ce cas les valeurs
numériques oscillent fortement et cette observation n'est & utiliser
qu'avec prudence,

Pour la composante normale, l'utilisation de la déformation locale fait
pratiquement confondre la nouvelle courbe numérique avec la courbe
théorique. On voit apparaitre de petites dis continuités lorsque le procédé
fait intervenir une série de facettes différente de la précédente (elles
se produisent au passdge d'un segment tourbillonnaire) (figure 25).

Le procédé utilisé pour calculer les valeurs de la composante tangentielle
au-dessus d'un point de contrdle donne des résultats assez décevants dés
qu'on s'approche de la paroi. Mais la déformation locale peut &tre utilisée
différemment, On peut obtenir des valeurs numériques s'approchant plus des
valeurs théoriques en déformant le maillage de fagon que la projection

sur la paroi du point £ soit confondue awvec le noeud du maillage le plus
proche de P (figures 26), Afin d'atténuer les vitesses induites par

les quatre segments tourbillonnaires aboutissant au noeud on fait appel

a4 la méthode classique des noyaux visqueux (dans le cas de particules)
qui, ici, sont remplacés par des cylindres visqueux qui s'adaptent autour
de chaque segment,

La vitesse est donnée par la relation (10), Elle tend vers umne valeur
infinie quand le point P se rapproche indéfiniment du segment, Pour
limiter les effets singuliers du segment on peut 1'enfermer

dans un cylindre oli on établit une viscosité artificielle de la maniére

suivante, si on remarque que / A Z“/&z LYy (figure 22).
S e — ”_M,w."v,’
R .; . v & ‘ — 'I it .
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la figure 27b montre & quel point les trajectoires sont mal représentées,
certaines allant jusqu'a traverser la paroi. On peut rigoureusement

éviter cet inconvénient en utilisant dans le cas d'un effet de sol la
propriété des "images hydrodynamiques' qui élimine les anmneaux tourbillon-
naires et prend en compte l'image de la plaque et des particules tourbillon
naires par rapport au plan de la paroi qui est alors remplacée par umne
surface de courant.

Cette propriété est utilisée et présente sur la figure 27c les trajec~
toires idéales accomplies par les particules, Malheureusement cette
propriété ne peut s'utiliser que dans certains cas particuliers, L'utili-
sation plus simple de la déformation locale permet de reproduire convena-
blement les trajectoires (figure 27d) méme lorsqu'elles effleurent la
paroi (la trajectoire la plus basse se trouve 3 certains endroits 2 .
0.02L de la paroi), sans pour autant s'encombrer d'hypothéses
supplémentaires,

3.3.d - Conclusion ~-

L'emploi simple de cette méthode allié a des résultats qu'on peut juger
acceptables et i des temps de calcul convenables résoud le ficheux
probléme de la paroi théoriquement imperméable et numériquement perméable
De surcroit, elle donne de bonnes indications sur le champ des vitesses
et le champ tourbillonnaire prés d'une paroi, ce qui est primordial
lorsque les nappes tourbillonnaires passent & proximité et que le besoin
se fait sentir de connaitre la forme des lignes d'émission ou des trajec~-
toires de particules fluides tourbillonnaires,

On peut aussi remarquer la liberté de mouvement du maillage. , Alors
qu'auparavant il restait toujours figé et défini une fois pour toutes, ce
qui empéchait de faire varier toute donnée géométrique, maintenant il peut
se déformer et s'adapter aux circonstances. Un point important a retenir
-est que ce procédé permet 2 tout point d'un profil de devenir point de
contrdle,Les différentes valeurs (vitesse 2 la paroi, pression, ...)
peuvent &tre dans ce cas et a l'extréme cal aulées partout sur la paroi
(sauf dans certaines zones abordées précédemment)., Au lieu d'extrapoler
ces valeurs parfois de mani&re incertaine lorsque les points de contrfle
sont assez éloignés, il est possible maintenant de calculer les valeurs

de fagon quasi-continue dans toutes les directions, HUNT {;14] précise
que 1'un des handicaps des "méthodes des singularités" réside dans la
maniére d'imposer les conditions limites (elles ne sont imposées qu'en
certains points de la paroi)qui ne permet pas d'obtenir une solution
finale, sur le champ des vitesses ou sur les répartitions de pressiom; |
correcte partout dans le domaine ou sur les parois, Il semble que le
procédé de déformation locale réponde 3 cette préoccupation en se donnant
la possibilité de calculer ce champ ou ces répartitions de manidre conve-
nable aussi bien sur les parois que dans tout le domaine.
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figure 24

Eifet de la représentation_ de la paroi sur les lignes de courant
pres d'une plaque piane.
(Ecoulement potentiel sans particules tourbillonnaires)
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CHAPITRE 4

RESULTATS DES CALCULS

4,1 - GENERALITES =

figure 28. représentation du canal.

La figure 28 représente le canal qui a fait l'objet d'études en
soufflerie [24} .

Nous nous sommes basés pour nos propres calculs sur les mémes cotes afin
que la comparaison avec les résultats expérimentaux se fasse en toute
rigueur,

Le tableau suivant regroupe les différentes valeurs des parametres utili-
sés lors des calculs qui ont été réalisés sur CDC 7600, La durée du
calcul pour passer du temps T =0, au temps T =1, (21 itérations) est
approximativement de 10 minutes, T représente un temps adimensionné
défini comme suit :

Uso &

=

ot P représente la demi-largeur du canmal.

Nombre de facettes recouvrant les parois du eanal 233
Nombre de points d'émission 13
Demi~-largeur du canal (B) 0.98
Module de la vitesse infinie aval . 1.
Valeur du pas de temps (AL) 0.05
Rayon visqueux entourant une particule tourbillonnaire 0.015
porteuse d'une intensité tourbillonnaire étalon de 0,3 ¢
Taux de déformation maximal autorisé sur le module de 0.15

l'intensité tourbillonmnaire 2 chaque pas de temps

Rayon visqueux entourant les segments tourbillomnaires 0.012
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4,2 - COMPARAISON VISUELLE : EXPERIENCE-CALCUL NUMERIQUE -

4,3

"comportement de la méthode puisqu'elle est capable de représenter de

Les lignes d'émissions ont l'avantage de faciliter certaines comparaisons
de résultats numériques avec des visualisations expérimentales qui ont
été réalisées au tunnel hydrodynamique par H, WERLE., On remarque

(figure 29) gréce 2 cette approche qualitative la ressemblance entre la
forme globale de la nappe obtenue numériquement et celle de la nappe
expérimentale, La concordance est aussi satisfaisante quand on observe
les détails d'enroulement dans les deux cas. A gauche l'expérience s'est
faite avec trois filets colorés émis d'orifices situés prés de l'aréte,
La photographie a été prise 2 un temps approximatif T = 2,, c'est-a-
dire 2 un état quasi~-stationnaire ol l'on apergoit deux parties de la
nappe bien distinctes, l'une bien structurée a la partie supérieure et
ll'autre ot l'écoulement est devenu désorganisé, Cette vue prouve bien
les difficultés d'application du schéma numérique dans ce cas particulier
et montre que la marche en fléche de 45° n'est certainement pas le cas

le plus facile 2 étudier, Des visualisations expérimentales dans le cas
d'une marche en flache de 60° par exemple [31] présentent des nappes
enroulées stables qui auraient siirement posé moins de problemes de mise
au point numérique, La vue de droite (3 T = 1,) tend a prouver le bon

maniére assez fidéle des nappes quelque peu difficiles a étudier.

- EVOLUTION DE IA NAPPE AU COURS DU TEMPS -

A T = 0,35 (figure 30) le phénomene est encore bidimensionnel, toutes
les lignes d'émission ayant pratiquement la méme forme,., La nappe peut
étre incluse grossiérement dans un cylindre de section constante, Les
effets transversaux dus 3 la forme des parois commencent & se faire
sentir d&s la visualisation suivante & T = 0,55 ol l'on distingue
un étirage des lignes d'émission les plus proches de la paroi latérale du
canal et une compression des lignes situées prés de la zone centrale du
canal, Les lignes qui servent 3 matérialiser la nappe commencent 2
s'enroulermais la forme globale de la nappe n'est pas encore bien nette,
La forme conique de la nappe devient visible 2 partir de T = 0.8. Elle
s'évase au centre du canal sous l'effet de l'aspiration de l'écoulement
vers l'aval et a tendance 2 se soulever dans cette méme zone, représen-
tant ainsi le cas réel de deux écoulements symétriques se rencontrant dans
leur plan de symétrie et formant un phénoméne de '"bouchon'" qui a la
faculté de relever les couches fluides dans la zone centrale du canal,
A T = 0.8 on remarque la formation d'un noyau central congtitué des
deux lignes les plus proches de la paroi latérale du canal qui s!engouf-
frent dans la zone interne limitée par les autres lignes (c'est ce
phénoméne d'enroulement interne encore mal maitrisé qui n'a pas permis
de continuer les calculs jusqu'a l'état stationnaire). On s'apergoit,
en observant les lignes qui se déplacent vers l'aval tout en s'approchant
de la paroi verticale de la marche, que les particules tourbillonnaires
cherchent 3 remplir tout le domaine interne de l'écoulement, Certaines
lignes subissent une compression de leur forme de plus en plus accentuée
dans la zone centrale qui va par la suite désagréger la nappe. A

T =1, cette désagrégation commence 2 apparaitre et annonce la
désorganisation de la nappe que l'on observe sur la photographie
(figure 29) quelques instants plus tard,

Sur la figure 31 on a représenté la trace de la nappe 3 T = 0.8 sur
quatre plans. perpendiculaires & la marche , On a disposé sur chaque plan
les points d'intersection de ce plan avec les lignes d'émission qui le
traversent (symbole #), On aussi déterminé des points intermédiaires situés.
sur l'intersection de ce plan avec la portion de nappe délimitée par
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deux lignes d'émission consécutives, Cette portion de nappe a été

définie numériquement par un ensemble de segments de droite reliant deux
a4 deux les particules homologues des deux lignes (symbole+-). Prés de
l'apex l'enroulement n'est pas encore trés prononcé (plan 1) mais on
remarque un début d'enroulement dés la seconde wvue sur le plan 2, Les
enroulements sont plus accentués sur les plans 3 et 4 et on peut y
distinguer un effet d'aplatissement de l'enroulement. lLa paroi inférieure
fait écran a 1l'évolution de la nappe et lui fait subir un brusque
changement de direction lorsque celle-ci s'approche de la paroi. La nappe
continue alors & se développer, sur une certaine distance, parallélement
a3 la paroi pour ensuite remonter et former l'enroulement interne,

4,4 = SURFACE DE SEPARATION A U =1, -

L'écoulement est constitué de deux zones distinctes [31} , 1l'une interne
enferme la nappe tourbillonnaire et l'autre externe est régie par un
écoulement irrotationnel. Ces deux domaines ont une frontidre commune
appelée surface de séparation et que 1l'on peut retrouver 2 partir des
lignes de courant qui passent & proximité de cette surface. On approche
les courbes (’Z’) s 'appuyant sur la surface de séparation en recherchant
une série de lignes de courant passant 2 l'amont par-des points se
situant sur une méme normale mais & des hauteurs différentes, Les unes
font partie du domaine interne et les autres du domaine externe, ce qui
permet d'extrapoler les courbes (‘g) emprises entre ces deux types de
lignes de courant (figure 32), La détermination de la position de la
surface de séparation donne une idée de l'€tendue du domaine interne.

La ligne de recollement [31] sur la paroi de l'auge peut &tre mise

en évidence d'une autre manidre, Avec le procédé de déformation locale du
maillage (chapitre- 3) on peut tracer 2 un temps donné toute ligne de
courant s'appuyant sur la paroi 2 partir du calcul de la vitesse tangen-.
tielle 2 la paroi en n'importe quel point. Ces tracés de lignes de
courant permettent de retrouver numériquement la ligne de recollement

sur la paroi de l'auge (figure 33). On remarquera la bonne précision

du tracé des lignes de courant qui permet une intéressante comparaison
avec l'expérience et la similitude quant aux positions expérimentale et
numérique de la ligne de recollement, Dans le cas expérimental on
distingue une seconde ligne de recollement plus proche de la paroi
verticale de la marche et qui est due 2 l'existence dans l'écoulement réel
d'un domaine tourbillonnaire secondaire [24} [31] gitué prés de l'angle
formé par la paroi verticale de la marche et par la paroi horizontale de
l'auge, Il est bien entendu qu'on ne peut retrouver ce phénom@ne dans nos
résultats numériques puisqu'on ne l'a pas fait intervenir dans notre
modéle théorique,

4.5 - EVOLUTION DE L'INTENSITE TOURBILLONNAIRE EMISE SUR L'ARETE -

On a tracé sur la figure 34 l'évolution de la valeur du module de la
composante suivag&_'Er (suivant le bord de l'aréte) de l'intensité
tourbillonnaire {2 en fonction de la position des différents points
d'émission et en fonction du temps r . La forte décroissance du départ
s'atténue pour faire place 2 une décroissance progressive et on remarque
que l'état stationnaire n'est pas encore atteint 3 T =1,
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4,6 - REPARTITION DE LA PRESSION A IA PAROI -

On a représenté sur la figure 35 la valeur expérimentale du kﬁ ala
paroi {24] et les valeurs numériques du Kp calculées le long d'une
méme droite mais 2 des instants différents, Cette droite est dans 1l'axe
de l'écoulement infini amont et située approximativement vers le milieu
du demi-canal, Le calcul numérique n'a pas tenu compte du terme faisant
intervenir la dérivée du potentiel par rapport au temps, c'est-a-dire
que l'on a tracé que le terme stationnaire, Les résultats montrent que
le Kk, numérique a tendance avec le temps 3 tendre vers lé Kp station-
naire expérimental, On retrouve bien l'allure générale de la courbe
expérimentale mais légérement décalée,

Ces résultats sont encourageants compte tenu du fait qu'ils sont calculés
en ‘des points trés proches de la zone tourbillonnaire et donc soumis a
des gradients de vitesse élevés, On remarquera que les courbes numériques
sont tracées de mani2re précise puisqu'il est possible, a partir du
procédé de déformation locale, de calculer le kk en n'importe quel
point, ‘
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__figure 29

comparaison visuelle des lignes d'émission

~tunnel hydrodynamique - caleul n'umér'iq-ue
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figure 32 détermination du domaine interne
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figure 34 gvolution de la composante ), en fonction ‘du
temps-et de sa position sur |aréte.
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CONCLUSION =

Cette étude qui s'est avérée délicate du fait de la forme de l'obstacle

a permis d'éprouver la méthode utilisée et a montré qu'elle est capable
de simuler des décollements pariétaux issus de corps épais, On a cherché
3 rendre cette méthode plus performante en insistant sur la recherche

de précision quant A la représentation des parois, la convection des
particules tourbillonnaires et l'évolution de l'intensité tourbillonnaire,

Mais elle a aussi montré ses propres limites lorsque les zones a traiter
sont influencées par des effets visqueux que 1l'on ne peut.pas négliger
comme c'est le cas d'un noyau de nappe enroulée, Un schemk@ érique se
basant sur des équations d'écoulement de fluide parfait né: pﬁﬁt repro=
duire des écoulements dans des domaines A prédominance visqueuse et si
l'on désire repousser ses limites d'application, il apparait que la
prise en compte des effets visqueux devient nécessaire,

4
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ANNEXE 1

IDENTITE ANALOGUE A L'IDENTITE DE GREEN

On trouvera une autre démonstration de l'identité de Green dans [8] .

a) Cas od P appartient 2 {0) .

3 .
On considare un domaine (.Q.) de R simplement connexe limité extérieu-
rement par une surface fermée (S) . La normale unitaire U est dirigée
vers le domaine (12).

Soient P un point de (42) fixe et
@ un point courant de (+2) toujours
différent de £ .

Soit ©, la vitesse au point R , définmie
dans (_Q) . On suppose que les dérivées
de & sont "définies dans () .

rr  représente la longueur du vecteur

—

~= &P . Dans ce cas le vecteur

ﬁ.ff Ya dy
'+ r

-est défini en tout point £ et est lié au champ de vitesses par les
relations :

= -AA, s Pe()

% F

- _AA, s P& (1)

=

Toutes les dérivations se font par rapport a P et le calcul de la
divergence de A nous donne :

) 341, //[% , )J";‘?‘-f‘j j/‘n&;"_;% (’;f,—,}[,;?

e g
i ili i i y A A - - —
i; :n:utlllse la relation vectorielle o(w-a(%_a = L c(wq i + L‘Q-g’"da
(1:2) . = | fﬁi ) = ’4 ‘D‘b + Uy .§L=={ {li)v

L'insertion de (I2) dans (Il) donne :

Zr =R 2l 2E =

oﬂﬂ
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et en utilisant la relation de Gauss :

orw.
,L-:I.:-AA =_?r=uJ Cﬁr‘z— -t-_'l‘el"l-o/A
- Z(Z)- 24 (Z)
OP \ DF T 2P
d'ol :

= (?— _Uf “o g, )
2P '

Utilisons pour le dernier terme du second membre la relation vectorielle
suivante :

)

b (%) FRLAT AT

En remarquant que f?é Jq s'annule on obtient :

o) ey ([ 5
: 2P s : <0

En utilisant toujours sur le dernier terme du second membre la méme
relation vectorielle mais cette fois par rapport a Q

rot, '(g_?)= ?,-qi A Uy 4ok TG

et en intervertissant dérivation et intégration dans le premler terme
du second membre de (13) on obtient :

4"2-‘-'-[]5(’? ) (" ac f[ -""OP )w
(e % =2
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ce qui peut s'écrire :

En définitive :

ff< REICA +fff )
9
+//(% )/\ (—- dog, ./..—[/4/—. _’_D__ 4 due
-- - Q
" et sous forme d'opérateurs s Q : "‘

oz _ﬂf %‘Mgmr(_.%. e T g, () 25"‘"

[ 1 Dm0z < o 2 2 o
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ANNEXE 2

RELATION ENTRE DISTRIBUTION SURFACIQUE TOURBILLONNAIRE
ET DISTRIBUTION SURFACIQUE DE DOUBLETS

me
Rappelons le théorzme de J.L. HESS [12] ' £
et appliquons le aux surfaces (S,).

Soient une surface . limitée par une
courbe [C;) et 4 le vecteur unitaire
normal 2 la surface (S4) . On recouvre
(S ) d'une distribution de doublets de .
d'intensité surfac:.que ¢ variable et (Q)
continue et ot l'axe du doublet est partout

dirigé suivant la normale ; , Le champ de vitesse induit par cette
distribution est identique 2 la somme de deux autres champs :

- 1'un est produit par une distribution tourblllonnaire sur (S ) dont
le vecteur tourbillon surfacique est EL' = - Ag,m.d( H

- l'autre est dfi 2 un filament tourbillonnaire concentré le long de
(Cg) et dont le vecteur tourbillon linéique variable =g, 0t @
represente la valeur locale de o le long de ((5) et ol T est le
vecteur unitaire local tangent 3 ((;) , est orienté de telle manidre

que le vecteur b'\m pointe vers l'extérieur de (.Sq) -

dr aginde)a T de A Ar

(II'\)//P jfad( .,,, 9 £ - +P P 3
que l'on peut écrire de la man:.ére sulvante, en définissant dl’ = E

et en sachant que -~ gras p= @, - Ly (o ; représente la vitesse du

coté de la frontidre ou s se situe, :2'; est la vitesse de l'autre
cBté de la frontidre),

inie //lm Al ue)}ﬂ;ran(.(”) Jo //‘Ogra.l/

(.TIZ) _ f e de___

C'est-a-~dire qu'inversement une distribution surfac1que de doublets et
un filament tourbillonmnaire, identique au précédent mais dirigé dans
le sens inverse, induisent ensemble la méme vitesse qu'une distribution
tourbillonnaire surfacique,
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APPROXIMATION D'UNE DISTRIBUTION TOURBILLONNAIRE SURFACIQUE PAR UN
ENSEMBLE D'ANNEAUX TOURBILLONNAIRES =

Approchons (comme c'est le cas dans cette étude) la distribution de
doublets ¢ par un ensemble de distributions {9& chacune constante
sur une certaine partie (S;) de la surface (Sg) .

Prenons le cas simple ol (543 est scindée en deux parties de surfaces
(S,) et (S,) (cette démonstration serait généralisable 2 un nombre
quelconque de facettes)., (S.) et (S,) ont un bord commun (C.) et la

courbe (Cq) se divise en deux parties LCL,) et (C“z,) .

Soiert(C,) le contour limitant (S,) et (€,) celui limitant (S,_) :

on a {C4= G, Y Ce

CJ.« = CA& v Ca

Soient g, et p  les valeurs constantes
de la distribution respectivement sur

() et (8-

On remarque 2 partir de (I[,1) que dans
ce cas la vitesse induite par une
distribution constante de doublets
sur une surface est équivalente 2 celle
induite par un anneau tourbillonnaire de
circulation @ et entourant la surface,

Alors (XI.2) s'écrit :

_ e 7! ——'_ - - .
404 = ‘é&#”‘{% +L& dl"‘{-i

9 .

+[ &J""rs + (&-ﬁ') "l‘lz"-,%
Cs,

= (P4~PL.)"M"‘-' + ‘(PL'PA)C{'IJ-",'—I:s
e, G,

St E

= (fA'ﬁ.)‘Ie:"E: + %(P&"ﬂ) d‘-i;"':':—‘:
C c

r

. R . s 3
Si @, est aussi considéré comme constant le long du contour Cg , le
champ de vitesse peut &tre approché par un ensemble d'anneaux tourbillon-
naires qui satisfont les théor2mes de conservation de la circulation,
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ANNEZXE 3

1 - DEFINITION ANALYTIQUE DU TERME DE DEFORMATION DANS LE CAS DE DEUX

PARTICULES -~
La vitesse au point P se déduit o f)_;
de la loi de Biot et Savart [ <2
= Y~ — ALY \
Wy les composantes de W€,
Soient w;; les composantes de a_r:-d- &

27 les composantes de (X,
les composantes de 7

Par définition il y aura dérivation par rapport par exemple & la variable
=; si l'indice J est précédé d'une virgule, Si l'indice
n'est pas précédé d'une virgule il repére la jiéme composante d'un
© vecteur, -

Ecrivons (3,1) a l'aide des composantes :

hug = Ly Egp e 2y

=1 si ¢, J ,‘ﬁ. est une permutation paire de 1, 2, 3
ol édf& = =1 si (, 4 »& est une permutation impaire de 1,2, 3
=0 si .., a‘ » 2 n'est pas une permutation de 1, 2, 3,

et donc :

1 E. r, L)
b ot we = | s Jth Tt |
7, )J’

En sommant sur J’ , écrivons les composantes de b 1t .(7_.?—- @Za
hkn 0 4.
4 Log =

~3 ,
o

—QJ[.{L. EAeg riﬂﬁ}J = éxegl ..Q.J 3 rﬁ‘aﬁ}
J

—{L&/J' =0 F‘ds‘?“e’ ‘5'; esk ina’{f;er\da.n/' de E

{/1 sC /\!=J
b lo s Lzy
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et donc :
O ow - Etnl_ 2

4“[ 2 (g ) .Qi fzfz ]

) % 'ff ?) ( e ﬂi) * ﬂ/ﬂi £
= {:!; ( /) (‘54&’?-(21) * ?ﬁ 0 -Qi]

on en déduit le terme de déformation de f).,, au point B

G2 Az - A [i (7, 7) (72 12 j;,,fz;]

2 - DEFORMATION DU CHAMP TOURBILLONNATIRE INDUITE PAR UN SEGMENT
TOURBILLONNAIRE =

0, e
v
8
L
A&
Le segment A& induit au p01nt P une vitesse :

ZL-;:-I—- //_- 4»& )(O-A«l—) lf?\(&?/\*&)
hr @Ak | la. | Lt
R 1 {:‘:)

Tz EE L 1=
chaque composante 4, de , s'écrit en la multipliant par Z!XI'

oA ( Ecte 2t 3&)

du tenseur

L

1t .
Yy Ui

et les différents éléments «. gr—-&—da; s'expriment

(avec un coeff1c1ent mu1t1p11cat1f brn )

4
XII °< 6 A4S a.'[ éé s o( [él'ffe Q:{ @&])J
e «AI ut =) @ 77 iEn,
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Les relations suivantes :

f-;_i_] N [I""“] - (4‘4)"ﬁ4 (e ziézm“ 2,
‘,0""4" laarl (4.444" /4.4,414
uJ (g0 423, Ly syt

172 P Z v R b

_—"_;_'-_-] - 4 %ré o 2a;4a,

il )~ = T

permettent d'écrire :

T | 1z e 1=
( 8 &bl a u,g)(aﬁ arly)

N O((&“f). ‘&_éa,j + E.Q.Q afl&g))

400 .. = A |24 fz£ 20,8,
7.(1,{1, : [ rOri_ plej Zﬂ- éﬂa. GPJ(&&"'I&)

~

ld/A.g la‘

REZ Y | zr =

o [Qe Sy, LB)(08)_ 2t )(4‘1#)}(;42').
2 [ ézm{ﬂ %) (am 4«)] (MU

NENIL
v (- E s J&ﬁ{%)

_ A D). 4IDEH yi=)d)| (~
|z E l’-[( )(ﬂ )+ Lel® gL 1= m:l( "2
' L a-noé , a a a .
. o [( )T z)]( y3)

[(Izna’é+(r’ﬁaz');]_ |
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En définitive le terme de déformation se définit comme suit :

0. gl iy = (£47)|2 _{f;f_z__l;._ée:’ﬂa)
,, 4nl"Zl VAN Ny * m

*ifm (éﬁ Ix;al)({a,au (n,.,t))

- LT T) |
éTg ":t)(ﬂ Z 7

et peut s'écrire d'une manidre différente en faisant intervenir la
vitesse L"L';.' et en posant :

e

X
!
N
&
oy
[of
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