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I N T R O D U C T I O N  

La plupart des méthodes électromagnétiques de prospection géophy- 
sique u t i l i s e n t  des ondes basses fréquences produites s o i t  par des sources 
lointaines non controlées ( u t i l  isées  en magnétotel b r i q u e ) ,  so i t  par des 

générateurs mis en place au voisinage immédiat de la  zone à prospecter. 

Cependant, pour détecter des interfaces s i tués  à f a ib l e  profon- 

deur ou s i  la  couche de recouvrement e s t  t r è s  r é s i s t ive ,  1 ' u t i l i s a t ion  d'on- 
des hautes frkquences e s t  jus t i f iée .  

Dans tous l e s  cas, i l  fau t  effectuer u n  traitement sur ordinateur 
pour extraire  de 1 'amplitude e t  de l a  phase du signal reçu l e s  informations 
u t i l e s  concernant notamment 1 'épaisseur --- 
Des méthodes qui u t i l i s e n t  l e  principe 
à peu leur apparition. 

Les premières études t r a i t a n t  ce sujet  ont é t é  menées dès 1960 ; 
i l  s ' ag i s sa i t  à 1 'origine de sonder par u n  moyen aéroporté 1 'épaisseur de 
l a  glace sur l e s  grands lacs  americains, af in  de découvrir l e s  chenaux 
pouvant ê t r e  l e  plus facilement ouverts à l a  navigation hivernale par l e s  
brise-glaces. Le fonctionnement de ces appareils repose sur l e  f a i t  que l a  
glace e s t  u n  bon diélectrique q u i  n'absorbe que t r è s  peu l e  rayonnement 
électromagnétiqi!e. On peut ainsi  détecter 1 ' interf __r_l___l___. l a  glace . - e t  -.- .._ l ' e au ,  - --.. 
caracterisée par des constantes électriques différentes.  

D'autres types de radar sont mis en oeuvre à la surface du sol. 
L1ii4_ 

Ces radars sondent verticalement avec une portée qu i  dépend de la  conducti- 
v i t é  des te r ra ins ,  elleinême fonction de leur humidité. En montant 1 'antenne 
sur u n  véhicule qui se deplace lentement e t  dont on enregistre l e  mouvement, 
on peut espêrer obtenir une coupe des divers te r ra ins  q u i  constituent l e  
sous-sol . 

Dans ce domaine, u n  type de radar par t icul ier  u t i l i s a n t  des impul-. 
sions t r è s  brèves, de 1 'ordre de l a  nanoseconde, avec une portée de 1 'ordre 
du mètre, e s t  actuel lement en cours d'etude aux ETATS UNIS. Ce procédé peut 
s'appliquer à 1 'auscultation des chaussées (mesure de 1 'épaisseur de la  
bande de roulement par exemple)? à l a  détermination de lb6paisseur de la 
maçonnerie des tunnels où à la tlétection de vides derr ière  cel le-ci .  



C'es t  une mesure qu i  i n té resse  p l u s  par t i cu l iè rement ,  dans un but  de cont r8-  

l e  ou de maintenance, l e s  serv ices  de v o i r i e  des admin i s t ra t i ons  ges t i onna i -  

r e s  des rou tes  e t  autoroutes. 

Le d i s p o s i t i f  d l&n iss ion  e t  de récep t i on  u t i l i s é  dans ces d i f f é -  

r e n t s  types de radar  e s t  u n  cornet  d é l i v r a n t  un  t r a i n  de sinuso7des ou une 

onde plane impu ls ive  non modulée. Dès 1963, l e  professeur GABILLARD a propo- 

sé une nouvel l e  méthode de pr~.spec_t-jon geophysique u t i  1  i sant 1 e rayonnement 
"a --- 

d'une impuls ion de courant  qu i  se propage l e  long d'une l i g n e  placée p a r a l -  

lè lement  à l a  sur face du so l .  Comme l a  v i t e s s e  de propagation de 1 ' impu ls ion  

sur l e  f i l  e s t  supérieure à l a  v i t e s s e  de propagation de l ' o n d e  dans l e  s o l ,  

on peut s ' a t t end re  à l a  naissance d 'une "onde de choc électromagnétique", - - --,.. "- -"* _--- - 
dénommée a i n s i  par  analogie avec l e  "bang sonore" p r o d u i t  par  un  av ion su- 

personique. Cet te  onde se r é f l é c h i t  sur 1 ' i n t e r f a c e  à dé tec ter  e t  i n d u i t  

sur l a  l i g n e  un écho q u i  se propage à l a  s u i t e  de 1 ' impu ls ion  de courant 

inc idente .  Cet te  idée f u t  l e  p o i n t  de départ  de n o t r e  t r a v a i l  q u i  cons i s te  

en une étude théor ique e t  expérimentale de ce d i s p o s i t i f  de prospect ion. 

Le premier c h a p i t r e  d é c r i t  une phase expérimentale où nous montrons 

l a  f a i s a b i l i t e  de l a  méthode. Nous essayons notamment de déterminer  l a  c o n f i -  

g u r a t i o n  géométrique optimum de l a  l i g n e ,  de façon à d i s t i n g u e r  l e  mieux 

poss ib le  1 'écho da à l a  présence d 'un  i n t e r f a c e .  Comme l a  profondeur d ' i n v e s -  

t i g a t i o n  souhaitée e s t  i n f é r i e u r e  au mètre, nous avons u t i l i s é  un générateur 

d e l i v r a n t  des impulsions de 750 ps à mi-hauteur.  Chaque é l a e n t  de l a  l i g n e  

se comportant successivement comme un a e t t e u r  e t  un récepteur ,  l ' e f f e t  

d ' i n t é g r a t i o n  e s t  d ' a u t a n t  p l u s  impor tan t  que l a  d i s tance  de propagation de 

1 ' impu ls ion  sur l a  l i g n e  e s t  grande. Cependant, l e  so l  é t a n t  u n  m i l i e u  d i s -  

p e r s i f ,  l ' i m p u l s i o n  va sub i r  un a f fa ib l i ssemen t  e t  u n  élargissement.  La con- 

f i g u r a t i o n  optimum r é s u l t e  donc d 'un  cunpromis e n t r e  ces deux e f f e t s .  

La déformat ion de 1 ' impu ls ion  l o r s  de sa propagation sur l a  1 i gne  

peut  O t re  ca l cu lée  théoriquement. Pour celà, nous avons d 'abord envisagé 

1 ' hypothèse du courant  sinuso9dal ; 1 ' u t i l i s a t i o n  des procédures de t rans -  

formees de FOURIER rapides nous permet ensu i te  de passer au domaine temporel. 

Dans l e  deuxième chap i t re ,  nous déterminons l e s  constantes de 

propagation associées aux modes qu i  peuvent se propager sur une l i g n e  de 

longueur i n f i n i e .  



Nous mettons en évidence 1 ' in f luence des paramètres é l e c t r i q u e s  e t  g é m é t r i -  

ques de l a  c o n f i g u r a t i o n  sur 1 ' a f f a i b l i s s e m e n t  e t  l a  v i t e s s e  de phase de 

chacun des modes guidés. 

Dans l e  t ro i s ième chap i t re ,  nous tenons compte des cond i t i ons  

d ' e x c i t a t i o n  de l a  l i g n e  en supposant que l e  f i l  e s t  a l imenté d'une façon 

synét r ique par  un  générateur imposant un  champ é l e c t r i q u e  sur une zone t r è s  

p e t i t e  de 1 'antenne. Cela permet de c a l c u l e r  l a  r é p a r t i t i o n  r é e l  l e  du courant  

l e  long de l a  l i g n e  e t  de v o i r  1  ' importance des courants associés aux modes 

guides. Une comparaison e n t r e  l e s  r é s u l t a t s  théor iques e t  expérimentaux e s t  

également donnée. Enf in ,  nous en déduisons dans l e  domaine temporel l a  d é f o r -  

mat ion de 1 ' impuls ion se propageant sur l e  fil . 



CHAPITRE 1 : PRINCIPE ET MISE EN EVIDENCE EXPERIMENTALE DE LA DETECTION 

l ELECTROMAGNETIQUE PAR ONDE DE. CHOC 

Dans ce premier chap i t re ,  nous rappelons d'abord quelques 

général i t é s  sur  "1 'onde de choc électromagnétique". 

Nous déf in issons l a  façon dont e l l e  peut ê t r e  u t i l i s é e  

dans l e s  méthodes de d é t e c t i o n  électromagnétique e t  notamment pour l a  

mesure de 1 'épaisseur  d 'un mur ou d 'une couche de revêtement du sol.  

Nous présentons ensu i te  quelques r é s u l t a t s  de mesures 

montrant  l a  f a i s a b i l i t é  de c e t t e  méthode de dé tec t i on  électromagnétique. 



1.1 Généralités sur 1 'onde de choc 

Supposons u n  dipôle électrique élémentaire placé dans u n  mil ieu 
homogène inf ini  (voir  f i g .  1 .1) .  Ce dipale e s t  parcouru par u n  échelon de 

I courant tel  que : 

Dipôle 
élémentaire pour t O I ( t )  =O 

pour t > O I ( t )  =1 (1-1) 

L 'espace environnant l e  d i  pale devient al ors  
l e  siège d ' u n  rayonnement electromagnétique 
q u i  s 'effectue de manière sphérique en fonction 
du temps t. Un point M de l 'espace e s t  donc 
a t t e i n t  au bout du temps par u n  f ront  
d'onde q u i  instantanément f a i t  passer l e  

F 1.1 champ électrique d'une valeur nulle à une 
valeur f in i e .  Ensuite l a  valeur du champ 
électrique en ce point tend vers ce1 l e  obtenue 

dans l e  cas du régime statique. 

Nous considérons maintenant l e  cas d'une su i t e  discrète  de dipales 
élémentaires séparés par une distance x (voir f i g  . 1.2). Chacun de ces dipa- 
l e s  d ' indice n e s t  parcouru par u n  échelon de courant identique à celui 

défini par la  formule (1.1) mais retarde d ' u n  
n=O 1 2 3 4. . .  
i i m r i œ -  

temps t = nS.  
Cela revient à considérer u n  échelon de cou- 
rant  q u i  se propage par bonds l e  long de 1 'axe 
formé par l e s  dipales élémentaires, à une 

F. 12 vitesse apparente v = x /6. 
Nous avons représente sur les  f igures  1.3 e t  1.4 la  position dans 

l 'espace des f ronts  d'onde aux instants t = n 5 pour n variant de 1 à 3 .  

Dans l e  premier cas de figure,  la  vi tesse v '  de propagation de 
1 'onde dans l e  milieu e s t  supérieure à l a  vi tesse de propagation v ou v i t e s -  
se apparente de 1 'échelon de courant. Dans l e  second cas, c ' e s t  l a  vi tesse 
v q u i  e s t  supérieure à la vi tesse v '  . Dans ce dernier cas e t  seulement dans 
celui-là,  l e  schéma met en évidence 1 'existence d ' u n  cane enveloppant 1 'en- 
semble des spheres de propagation de chaque dipble. 





Toute 1 'énerg ie se t rouve r é p a r t i e  dans l e  volume du cône e t  sa 

sur face cons t i t ue  l e  f r o n t  de l ' onde  se propageant dans l e  m i l i e u ,  dans l a  

d i r e c t i o n  OH. Pour un p o i n t  :4 de l 'espace, l e  champ r e s t e  nul  t a n t  que l e  

f r o n t  n ' y  e s t  pas parvenu. Lorsque l e  f r o n t  a t t e i n t  ce po in t ,  l e  champ e s t  

c e l u i  créé par un seul d i p ô l e  élémentaire de l a  l i g n e .  Lorsque l e  f r o n t  

dépasse l e  p o i n t  M, l e  champ en ce p o i n t  r é s u l t e  a l o r s  du rayonnement de 

p l u s i e u r s  d ipô les  e t  son ampli tude augmente. E l l e  cont inue à c r o î t r e  avec 

1 'augmentation du nombre de d ipô les  rayonnants, l a  1 i m i t e  é tan t  évidemment 

l e  régime s ta t ique,  c ' e s t - à - d i r e  lorsque tous l e s  d i p ô l e s  sont parcourus 

par  u n  courant  cont inu.  

On peut  étendre ces p rop r ié tés  au cas d'une l i g n e  en considérant  

que l a  d is tance x qu i  sépare l e s  d i p a l e s  élémentaires e s t  t r è s  p e t i t e  e t  

que l a  l i g n e  e s t  parcourue par  un  f r o n t  de courant  q u i  se propage de façon 

cont inue l e  long de c e l l e - c i .  De l a  même façon, l e  phénomène du f r o n t  d'onde 

n 'appara î t ra  que s i  l a  v i t e s s e  de propagat ion dans l e  m i l i e u  e s t  p l u s  f a i b l e  

que l a  v i t e s s e  de propagat ion du f r o n t  de courant  l e  long de l a  l i g n e .  

Nous envisageons maintenant de remplacer l e  générateur d 'échelon 

par  un générateur d ' impuls ions.  Les f r o n t s  montant e t  descendant de 1 ' impu l -  

s i on  se propagent Te long de l a  l i g n e  e t  à un moment donné, il n ' y  a que 

l ' é l émen t  ~ o m p r i s  e n t r e  l e s  p o i n t s  a t t e i n t s  par ces deux f r o n t s  q u i  s o i t  

parcouru par un  courant  d i f f é r e n t  de zéro. Cet te p o r t i o n  de l i g n e  d é f i n i t  

l a  longueur é l e c t r i q u e  de l ' i m p u l s i o n  que nous supposerons f a i b l e  par 

rappor t  à l a  longueur t o t a l e  de l a  l i gne .  

Dans ce cas, 1 ' impu ls ion  peut ê t r e  considérée comme l a  d i f f é r e n c e  

de deux échelons de courant décalés dans l e  temps. La propagation de 1 ' impu l -  

s i on  sur  l a  l i g n e  donne donc naissance à deux cônes, se lon l e  schéma de l a  

f i g u r e  1.5. En un p o i n t  P de l 'espace, l e  champ commence à c r o l t r e  au passage 

du premier f r o n t  d'onde. Apres l e  passage du 

deuxième f r o n t  d'onde, l a  va leur  du champ d i m i -  

nue, progressivement pour a t t e i n d r e  une va leu r  

rigoÙreusement n u l l e  au bout d 'un  temps i n f i n i .  

Il se propage donc dans l e  m i l i e u  un  champ é lec -  

tromagnétique de forme impuls ive.  Ce phénomène 

c a r a c t é r i s t i q u e  f u t  s i gna lé  dès 1963 par 

GABILLARD '". 
1 f ront  créé par 113 début de l'impulsion 

1 front créé par la f in  de ('impulsion 



En 1977, DELMOTTE "' a e n t r e p r i s  une approche théor ique e t  

expérimentale de c e t t e  p r o p r i é t é  du rayonnement d 'un  f i l ,  appelée "Onde de 

choc électromagnétique", par  analogie avec 1  'onde de choc engendrëe par  l e  

v o l  d 'un  av ion  supersonique. 

1.2 U t i l  i s a t i o n  de 1  'onde de choc électromagnétique dans l e s  méthodes de 

dé tec t i on  

Nous supposons maintenant qu 'au 1  i e u  de se t rouve r  dans un m i l i e u  ' 

homogène, l e  f i l  se t rouve  au-dessus d 'un  so l  où e s t  s i tuée,  à une profon- 

deur h, une couche de nature  d i f f é r e n t e  ( v o i r  f i g .  1.6). 

ligne 

sol 

Fig. 1.6 

mil ieu ( 1  

couche r i f l e c t r i c s  
mi l i eu  ( 2 )  

Dans un p re t i i e r  temps, nous supposerons que l a  t ransmiss ion à 

t r a v e r s  l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  se f a i t  sans a t ténuat ion .  La v i t e s s e  de propa- 

g a t i o n  dans l e  m i l i e u  (1 )  é t a n t  i n f é r i e u r e  à l a  v i t e s s e  de propagat ion de 

1  ' impu ls ion  de courant  l e  long du f i l ,  il appara î t  une onde de choc i n c i -  

dente l i é e  à 1  ' impu ls ion  i n i t i a l e .  Au niveau de 1  ' i n t e r f a c e  avec l e  m i l i e u  

(Z), c e t t e  onde de choc électromagnétique e s t  r e f l é c h i e  e t  i n d u i t  a l o r s  sur  

l e  f i l  une impuls ion de courant q u i  se propage à l a  s u i t e  de l ' i m p u l s i o n  

i n i t i a l e .  L ' ë c a r t  de temps e n t r e  ces deux impulsions permet de déce ler  l a  

présence de l a  couche r é f l e c t r i c e  e t  d ' éva lue r  sa profondeur. 

En 1963, des essais on t  é t é  e f fec tués  par 1  'équipe du professeur 

GA BILLARD^^^ au-dessus d 'un  t e r r a i n  dont l a  s t r u c t u r e  a  pu e t r e  connue par  

un  sondage mécanique. Le d i  sposi t i f  expérimental  se composait d  'un générateur 

d ' impu ls ions  du type P 201 F é r i s o l .  La s o r t i e  é t a i t  cons t i t uée  d 'un  f i l  

i s o l é  tendu au-dessus du so l .  



La f i g u r e  1.7 represente une coupe v e r t i c a l e  du t e r r a i n  d ' e s s a i  

e t  l ' osc i l logramme associé nous montre l e s  impulsions r e c u e i l l i e s  sur  l e  

f i l .  A l a  s u i t e  de l ' i m p u l s i o n  du générateur, on observe deux échos d 'amp l i -  

tudes beaucoup p lus  f a i b l e s ,  1 'un de signe p o s i t i f  à 55 ns, 1 ' a u t r e  n é g a t i f  

à 95 ns. Les signes opposés peuvent ê t r e  a t t r i b u é s  respect ivement au passage 

d'une couche à ERé lev r ,  à une couche à & f a i b l e  e t  inversement. 

P lus ieurs  essa is  on t  permis de s 'assurer  qu 'il s ' a g i s s a i t  b i e n  

d'échos provenant des couches géologiques e t  u n  c a l c u l  s imple p e r m e t t a i t  

d ' é t a b l i r  une correspondance e n t r e  l'emplacement des échos par  rappor t  à 

1 ' impu ls ion  e t  l a  profondeur des couches du t e r r a i n .  

En 1977, DELMOTTE t 2  ' a r e p r i s  ce t ype  d ' e s s a i  pour t e n t e r  de 

mesurer 1 'épaisseur d 'un  mur de br iques. Il a notamment r é a l i s é  e t  u t i l i s é  

un générateur d ' impul s ions brèves permettant d ' o b t e n i r  une impul s ion  d 'une 

l a rgeu r  de 1,6 ns à mi-hauteur. La f i g u r e  1.8 montre l 'osc i l logramme obtenu 

pour un  mur de 55 cm d'épaisseur.  L'anomalie décelee dans l e  f r o n t  de descen- 

t e  de l ' i m p u l s i o n  i n i t i a l e  e s t  due à l ' onde  r é f l é c h i e  par  l a  f ace  a r r i è r e  du 

mur. Cela appara t t  d ' au tan t  mieux que c e t t e  anomalie e s t  ensu i te  m o d i f i é e  par 

l a  présence d'une plaque métal1 ique d e r r i è r e  l e  mur. Pour une m e i l l e u r e  

e x p l o i t a t i o n  de ce procédé de mesure, nous avons f a i t  de nouveaux essa is  en 

u t i l i s a n t  une impuls ion de l a rgeu r  p l u s  é t ro i t e .Le  premier o b j e c t i f  e s t  , 
d ' a r r i v e r  à séparer de façon p l u s  n e t t e  l ' i m p u l s i o n  i n i t i a l e  de l ' é c h o  

@rovoqu6 par  l a  face  a r r i è r e  du mur. Cela permet également de dé tec te r  des 

épaisseurs p l u s  f i n e s  t e l l e s  que l e s  premières couches ,de  roulement s u r  

l e s  rou tes  e t  autoroutes. 

1.3 Etude expérimentale de l a  d é t e c t i o n  par  1 ' u t i l i s a t i o n  de 1 'onde de choc 
' 

e l  ec t rmagné t ique  

Le d i s p o s i t i f  de mesure u t i l i s é  e s t  c e l u i  représenté sur  l a  f i g u r e  

1.9. Nous u t i l i s o n s  l e  genérateur de DELilOTTE C 2 y  qu i ,  1 égèrement mod i f i é ,  

permet de dé1 i v r e r  des impuls ions d'une l a rgeu r  de 750 ps à mi-hauteur. 

Dans 1 'exemple s c h h a t i s é  sur l a  f i g u r e ,  l e  f i l  e s t  tendu au-dessus d 'une 

couche de sable f i n  par  deux supports en bo i s .  Le d i s p o s i t i f  sera l e  même 

pour l a  mesure de l ' épa i sseu r  des murs. La longueur u t i l e  de f i 1  e s t  de 6 à 

7 m ; ce la  permet d ' é l i m i n e r  1 ' e f f e t  de 1 'écho provoqué par  l ' e x t r h i t é  de 

de l a  l i g n e .  La forme de 1 ' impu ls ion  e s t  re levée par 1 ' i n t e r m é d i a i r e  d 'une 

sonde de courant  r e l i e e  à un osc i l l oscope  à échant i l lonnage.  
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Fig.  1.7. : Premier essai de sondage par onde de choc electromagnetlque (19631 



Fig.  $.8 : Propagation d'une impulsion de courant sur un f i l  place 
7 mm d'un mur de 55 cm d'epaisseur 





Les courbes re levées sur 1 ' o s c i  1 loscope peuvent ê t r e  enreg is t rées  

sur l e  t e r r a i n ,  à 1  ' a ide  de casset tes magnétiques, par  1  ' i n t e r m é d i a i r e  d 'un  

i n t e r f a c e  r é a l  i sé au 1  abo ra to i re  par MAYEUR 3 3 .  Ces casset tes  magnétiques 

sont  re lueç  en l a b o r a t o i r e  p u i s  t r a i t é e s  sur c a l c u l a t e u r  (PDP11). 

1.3.1 : Mise en évidence de l a  grésence d 'un  écho 
------me---------------- ----------------- 

Les r é s u l t a t s  que nous présentons dans ce premier paragraphe sont  

purement qua1 i t a t i f s  e t  o n t  pour bu t  de montrer  1 'ex is tence d ' u n  écho q u i  

a p p a r a l t  d e r r i è r e  une impuls ion i n c i d e n t e  se propageant au-dessus d 'un i n t e r -  

f a c e  e n t e r r é  dans l e  so l  à une profondeur h. Les oscil logrammes que nous pré-  

sentons dans ce paragraphe, a i n s i  que tous  1  es osc i  1  logrammes re levés  au-des- 

sus d 'une couche de sable, sont  des oscil logrammes moyennes. En e f f e t ,  pour 

ces manipulat ions,  l e  d i s p o s i t i f  de mesure é t a i t  a l imenté par  un  groupe é lec-  

t rogène e t - l e s  oscil logrammes e f fec t ivement  re levés  sur  l e  t e r r a i n  présen- 

t e n t  des pe r tu rba t i ons  dues à un  mauvais an t i -pa ras i tage  du moteur. Les 

courbes que nous présentons sont l e s  moyennes de p l u s i e u r s  o s c i l  logrammes 

re levés  â des i n s t a n t s  d i f f é r e n t s .  

Les t r o i s  oscil logrammes po r tés  sur l a  planche PL1.l o n t  é t é  

re levés  à 1 'aplomb d'une plaque m é t a l l i q u e  entér rée  dans l e  sab le  dans l e s  

cbnd i t i ons  suivantes : 

PL1 .l .a : l a  plaque e s t  p lacée au fond du t r o u  des t i né  à l a  r e c e v o i r  mais 

e l l e  n ' e s t  pas recouver te de sable. 

PL1 .l .b : l a  plaque e s t  recouver te de sable sur  t o u t e  sa surface par une 

couche de sable f i n  un i fo rme.  

PL1 .i .c : l a  couche de sable e s t  p l u s  importante que dans l e  cas précédent 

( représenta t ion  en p o i n t i l l é s ) .  

. 
La comparaison de ces t r o i s  o s c i l  logrammes montre b i e n  que 1  'écho 

n ' a p p a r a l t  que s i  l a  plaque m é t a l l i q u e  e s t  surmontée d ' u n  m i l i e u  de na tu re  

d i f f é r e n t e  de c e l u i  de 1  ' a j r .  Il e s t  également poss ib le  de v é r i f i e r  sur  l e s  

deux d e r n i e r s  oscil logrammes que 1.e r e t a r d  e n t r e  l ' i m p u l s i o n  i n c i d e n t e  e t  

1  '&ho e s t  d ' au tan t  p lus  grand que l a  couche de sable e s t  importante. 
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1.3.2. : Evo lu t i on  de l ' é c h o  en f o n c t i o n  de l a  p o s i t i o n  de l a  sonde de ...................................... ...................... 

La plaque m é t a l l i q u e  e s t  en ter rée dans l e  sable à une profondeur 

de 0,15 m. Le f i l  e s t  s i t u é  à 1'aplomb.de l a  plaque à une hauteur de 9 cm 

au-dessus du so l .  La d i  stance u t i l  i sée comme paramètre dans ce paragraphe 

e s t  l a  d- istance L e n t r e  l e  début de l a  couche r é f l e c t r i c e  e t  l a  sonde de 

courant ( v o i r  f i g .  1.9). Sur l a  planche PL1.2, nous avons p o r t é  l e s  o s c i l -  

logrammes moyens obtenus pour d i f f é r e n t e s  va leu rs  de L comprises en t re  O 

e t  3 m. Nous avons également p o r t é  en ré férence un oscil logramme obtenu 

pour une d is tance L de 2 m en 1 'absence de plaque méta l l ique.  S i  l a  sonde 

e s t  placée avant  l a  plaque ou au vo is inage immédiat de son ex t rémi té  (L = O),  

il n ' e x i s t e  évidemment aucun phénmène d'écho. Il appara l t  lo rsque l a  d i s -  

tance L augmente e t  que 1 ' impulsion a pu se propager sur une loncueur s u f f i  - 
sante au-dessus de l a  plaque. 

On remarque de p lus  que 1 'ampli tude r e l a t i v e  de 1 'écho augmente 

avec l a  d is tance.  Cependant pour une d is tance de 3 m, l a  d i spe rs ion  sur  

1 ' impuls ion i nc iden te  augmente sa l a rgeur  e t  1 'écho se d iscerne moins b ien .  

On peut également v é r i f i e r  sur  ces oscillogrammes que 1 ' éca r t  de 

temps de l ' o r d r e  de 2 ns en t re  l ' i m p u l s i o n  i nc iden te  e t  l ' é c h o  n ' e s t  pas 

f o n c t i o n  de l a  p o s i t i o n  de l a  sonde de mesure 1 e long du f i l .  

: Evo lu t i on  de l ' é c h o  en f o n c t i o n  de l a  hauteur du f i l  au-dessus .............................................................. 
du sable -------- 

Pour une plaque s i tuée  a l a  même profondeur que précédemment e t  

pour une d is tance L de 2 m, nous avons p o r t é  sur  l a  planche PL1.3 l e s  o s c i l -  

logrammes moyens obtenus pour p lus ieu rs  hauteurs d du f i l  ,au-dessus du s o l .  

A lo rs  que 1 'ampl i tude de 1 'écho r e s t e  pratiquement constante, 1 'ampl i tude 

de 1 'onde i n c i d e n t e  dev ien t  d 'au tant  p l u s  f a i b l e  qu'on se rapproche du s o l .  

Comme précédemment l a  l a rgeur  de 1 ' impu ls ion  i n c i d e n t e  augmente quand l a  

hauteur d diminue e t  1 'écho se d iscerne moins bien. Nous v é r i f i o n s  également 

que l e  r e t a r d  de 1 'écho par  rappor t  a l ' onde  i n c i d e n t e  r e s t e  constant  e t  

légèrement i n f é r i e u r  à 2 ns. 
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Au v u  de ces r é su l t a t s ,  i l  apparatt que l a  hauteur d qui semble 
d,onner l e s  meilleurs r é su l t a t s  se trouve aux environs de 0 , l  m .  

1.3.4. : Evolution de l 'écho en fonction de la  erofondeur de l a  couche ...................................... ...................... 
réf l ec t r i ce  

Sur l a  planche PL1.4, nous avons porté l e s  oscil  logrammes obtenus 
pour plusieurs profondeurs de la  couche réf lec t r ice .  La hauteur d e t  l a  dis-  
tance L res tent  constantes e t  égales respectivement à 9 cm e t  4 m.  

Pour une plaque enterrée à 50 cm de profondeur, l e  phénomène 
d'écho n'apparatt pas clairement. Nous pouvons supposer que dans ce cas, 
l a  distance à franchir par 1 'onde électromagnétique e s t  t e l l e  qu 'e l le  e s t  
trop atténuée pour générer u n  écho non noyé dans l e  brui t .  

Le phénomène d'écho commence à apparaltre pour une plaque enterrée 
à 30 cm du sol ,  1 e retard entre  les  deux impulsions étant  de 1 ' ordre de 
grandeur de 4 ns. Ce retard correspond bien à u n  retard double de celui 
mesuré au paragraphe 1.3.2 pour une profondeur de 15 m. 

Sur l e s  t r o i s  dernières f igures  de ce t t e  planche, on peut vg r i f i e r  
que l e  retard de l 'écho sur l'impulsion incidente e s t  proportionnel à l a  
profondeur de 1 ' interface. 

1 1.3.5. : ............................................................... Evolution de l 'écho en fonction du coefficient de réflexion sur 
l 

1 ' interface ----------- 

Dans ce paragraphe nous présentons des oscill~grammes obtenus pour 
u n  f i l  tendu l e  long d ' u n  mur de briques. Pour ce t  exemple, nous avons pu 
alimenter les  appareils de mesure directement sur l e  secteur e t  nous affran- 
ch i r  a insi  des parasites 1 i é s  à 1 ' u t i l i s a t ion  du groupe électrogène. Les 
oscil  logrammes que nous présentons sont obtenus directement sur 1 a table 
traçante rel iée  à 1 'ordinateur PDP11. 

i Le mur  devant lequel e s t  place l e  f i l  a une épaisseur de 30 cm ; 
l e  f i l  e s t  placé à une distance de 5 cm. Les deux premiers oscil logrammes 
de l a  planche PL1.5.ont é t é  relevés lorsque la  sonde de courant e s t  placée 
à une distance de 2,5 m du début de la  1 igne. La première cour'be f a i t  appa- 
r a t t r e  u n  écho retardé de 5 ns par rapport à l 'onde incidente. 





PL 1.5 EVOLUTION DE L'ECHO EN FONCTION DU COEFFICIENT DE RE FLEXION 

SUR L' INTERFACE 

Signal AVEC Plaque Metalliquo...F2C7>... 

: : 108nV: Id: : -- ENREGISTREMENT 0 2 EN 6 - 

1 NANû SECONDE SOUSTRACTION DE SIGNAUX. . . FI CT>-F2<T>. . . 



Pour tracer l e  second oscillogramme, nous avons placé une plaque 
métallique sur l a  face a r r iè re  du mur, dans l a  zone comprise entre  l e  géné- 
rateur e t  l a  sonde de courant. 11 apparatt comme précédemment u n  écho re ta r -  
dé de 5 ns mais de signe inverse à celui relevé sans la  présence de la plaque. 
C'est u n  résu l ta t  classique que 1 'on peut rapprocher du phénomène de réflexion 
d'une impulsion 5 1 'extrërnité d'un cdble coaxial à s o r t i e  ouverte ou court- 
c i rcui tée.  

Sur l e  troisième oscil logramme de l a  planche PL1.5 nous avons 
porté l e  résu l ta t  obtenu sur l a  table  traçante en fa i sant  effectuer au 
calculateur l a  différence point par point des signaux précédents. Ce calcul 
simple montre surtout 1 ' i n t é rê t  du traitement en d i f fé ré  de ces courbes 
relevées sur l e  terrain.  



Les quelques osci 11 ogrammes que nous avons présenté démontrent 
la  f a i s a b i l i t é  de la  méthode de détection électromagnétique par 1 ' u t i l  i -  
sation du phénomene d'écho. 

Les différentes  courbes enregistrées au cours de l'ensablement 
progressif d'une plaque métal 1 ique ont bien montré que 1 e phénomène d'echo 
q u i  apparaît der r iè re  1 'impulsion incidente ne peut ex is te r  que si l e  f i l  
e t  l ' i n t e r f ace  à détecter sont séparés par u n  milieu de nature différente  
de c e l l e  de l ' a i r .  

D'autres mesures ont permis de vé r i f i e r  que l e  retard entre  
l'impulsion incidente e t  l 'écho n ' e s t  fonction n i  de l a  hauteur du f i l  
au-dessus du sol ,  n i  de l a  distance entre l a  sonde de mesure e t  l e  début 
de l a  l igne. Tous l e s  échos réf léchis  par l ' i n t e r f ace  se présentant en 
phase, 1 'ampl itude de 1 'écho relevé sur l e s  oscil logrammes augmente quand 
on s 'éloigne du génerateur. Cependant, en raison du phenmène de dispersion 
observé sur 1 'onde incidente, i l  apparaît qu ' i l  exis te  une valeur optimale 
de la  hauteur, s i tuée dans notre cas aux environs de 10 cm, e t  qui permet 
de discerner au mieux l 'écho de l'impulsion incidente. 

Pour l e s  mêmes raisons que précédemment, l a  valeur de la  distance 
entre l a  sonde de mesure e t  l e  d e b u t  de l a  1 igne doi t  se  s i tuer ,  dans notre 
exemple, aux environs de 2 m pour obtenir les  meilleures conditions de 
mesure. 

Enfin, nous avons vé r i f i é  que l e  retard entre l 'écho e t  l'impulsion 
incidente e s t  directement proportionnel à 1 'épaisseur de 1 a couche recouvrant 

' 1 ' interface à détecter.  

11 f au t  remarquer, à propos des oscillogrammes qu ' i l  e s t  parfois 
d i f f i c i l e  de distinguer l 'écho provoquë par l ' i n t e r f ace  des autres  échos 
parasites provoqués, par exemple, par de mauvaises connexions dans 1 e montage 
de mesure. 



On aura donc in térê t ,  dans ce genre de montage, à apporter l e  

plus grand soin dans la  réal isat ion du disposi t i f  d'émission-reception de 
manière à evi ter  l e s  réflexions parasites au niveau des connecteurs. 

Dans ce prenier chapitre, l es  traitements numériques effectués 
ont é t é  l imités à de simples différences de signaux. Le procédé d'acquisi-  
tion de données pennettra, par la  sui te ,  des traitements plus élakorgs 

qui pourraient f ac i l  i t e r  l a  reconnaissance de 1 'écho. 

On peut, en e f f e t ,  envisager à par t i r  de 1 'impulsion émise au 
niveau du générateur, de calculer l a  deformation theorique obtenue après 
propagation sur une longueur L au-dessus d ' u n  demiinil ieu homogène. La 
différence entre ce t t e  courbe théorique e t  l a  courbe relevée pour une 
impulsion q u i  s ' e s t  propagée sur l a  même longueur au-dessus d ' u n  milieu à 

deux couches, fera  apparaître l ' e f f e t  d'écho provoqué par l e s  réflexions 
sur 1 ' interface.  

L'étude de l a  deformation d'une impul sion électrique se propageant 
l e  long d ' u n  f i l  place au-dessus d'un demiinil ieu homogène e s t  abordée dans 
l e  chapitre suivant. 



CHAPITRE II : CONSTANTES DE PROPAGATION DISCRETES POUR UNE ONDE 

SINUSOIDALE 

L 'é tude théor ique de l a  propagation d'une impuls ion de courant 

peut ê t t e  abordée par l ' u t i l i s a t i o n  de l a  transformée de FOURIER. Il e s t  

donc u t i l e ,  dans un premier temps, de f a i r e  l ' 'étude, en f o n c t i o n  de l a  

fréquence, de l a  propagation d'une onde s inusofdale.  C ' e s t  c e t t e  première 

étape qu i  f a i t  l ' o b j e t  de ce chap i t re .  

Nous supposerons donc que l e  courant  qu i  se propage l e  long du 

f i  1 peut se m e t t r e  sous l a  forme suivante : 

L 'expression r m  e s t  l a  constante de propagation que nous nous 

proposons de c a l c u l e r .  En 1972, HAIT a é t a b l i  1 'expression de 1 'équat ion 

modale q u i  r é g i t  l a  va leur  de la, constante de propagation. En 1973, OLSEN 

e t  CHANG C 5 3  o n t  montré qu'en p l u s  du mode " l i g n e  de t ransmiss ion"  c lass ique,  

il e x i s t a i t  pour c e t t e  s t r u c t u r e  un a u t r e  mode d i t  "mode rapide','. Nous 

'adopterons l a  même démarche que OLSEN e t  CHANG pcur e f f e c t u e r  l e  c a l c u l  des 

constantes de propagat ion qu i  sont  s o l u t i o n s  de 1 'équat ibn  modale. Au cours 

de c e t t e  étude, nous verrons que l a  sommation sur 1 ' i n d i c e  m peut  ê t r e  c o n t i -  

nue e t  correspondre à des modes d i t s  rayonnés, par  oppos i t i on  aux modes g u i -  

dés, ca rac té r i sés  par  des va leu rs  d i s c r è t e s  de m. 

Dans ce c h a p i t r e  nous ne nous in téressons qu'aux constantes de 

propagat ion d i sc rè tes .  Quelques hypothèses simpl i f  i c a t r  \ces nous permet tent  

dans un premier temps d ' o b t e n i r  une expression ana ly t i que  approchée de 

1 ' équat ion  modale en met tan t  en évidence 1 'ex is tence de deux s o l u t i o n s  d i s -  

t i n c t e s .  Nous général isons ensu i te  ces r é s u l t a t s  en t r a i t a n t  l e  problème 

numériquement. Pour il l u s t r e r  ces ca lcu ls ,  nous étudions l e s  v a r i a t i o n s  des 

constantes de propagation en f o n c t i o n  des paramètres géométriques e t  é lec-  

t r i q u e s  de l a  c o n f i g u r a t i o n  formée par l e  f i l  e t  l e  so l .  



Enfin, nous calculons pour chaque constante de propagation, l a  

répartition de la densité d'énergie qui se propage l e  long de l 'axe du f i l .  



2.1 P o s i t i o n  du problème 

Le f i l  conducteur de rayon a e s t  p lacé  para l lè lement  à l ' i n t e r f a c e  

a i r - s o l  à une hauteur d ( v o i r  f i g .  2.1). L ' a i r  e t  l e  so l  sont ca rac té r i ses  

respect ivement par  l e u r s  constantes é l e c t r i -  

F 2.1 ques € 4  4 e t  & . ,p2 , r~ .  Le f i l  de l o n -  

gueur i n f i n i e  e s t  supposé parcouru par  un ou 

-6 p l u s i e u r s  courants longi tudinaux dont  1 'expres- 
s i o n  générale peut  se m e t t r e  sous l a  forme : 1 '  I 

I = 10. t w y  ( f m  z - iw t )  ( 2.1) 

où rm e s t  l a  constante de propagation d ' i n d i -  

/ I ce m. Il e s t  intéressant 'd ' introduire une cons- 

2.2. Eauation modale 

/ 
X 

En t o u t  p o i n t  M s i t u é  dans 1 ' a i r ,  l e  champ é l e c t r i q u e  l o n g i t u d i n a l  

créé par  un f i l  i n f i n i m e n t  f i n  s ' é c r i t  C s,sI. 

t a n t e  de propagat ion rddüi . te  , d é f i n i e  par  

2 où f 2=1 - 0( ; ni e s t  l a  canposante selon x du p o t e n t i e l  vec teur  de HERTZ 

q u i  se c a l c u l e  en exprimant l e s  cond i t i ons  aux 1 i m i t e s  au niveau de 1 ' i n t e r -  

f ace  a i r - s o l  . On peut montrer d ~ 6 3  que rçi e s t  donnée par  1 'expression 

su ivante  : 

r a p p o r t  à l a  constante de propagation dans 
2 

1 ' a i r  par  : o< m =  fm/ i  ka,avec kd =Elr.w2. Pour des r a i s o n s  de f a c i l  i t é  de 

no ta t i on ,  o(, sera notée par 1 a s u i t e  . 



l Io e s t  1 'amplitude du courant au point choisi comme origine. 

I ~ y ' ( x )  e s t  la  fonction de HANKEL de première espèce e t  d 'ordre zéro. 

Pour assurer l a  nul 1 i t é  des champs électriques rayonnés à 1 ' inf i -  
n i ,  7 e s t  choisie t e l l e  que : O \< arg 7 < n .  

Les expressions L L ~  e t  u2 sont déf inies  de l a  façon suivante : 

où ~ e { u , ]  , Re [al] >/ 0 pour assurer l a  convergence de l ' l n t ég ra l e  

dans l e  plan complexe . 

h e s t  l e  coefficient de réflexion du milieu 2 ,  ou rapport des constantes 
de propagation, donné par : 

D'une manière générale, la  constante de propagation d'un milieu 
homogène d ' indice q e s t  donnee par : 

Pour lever 1 'indétermination sur l e  signe de ka, constante de 
propagation dans l e  vide, nous supposerons que l a  conductivité du milieu 1 

possède une valeur f i n i e  aussi pe t i te  que 1 'on veut. La constante k* a donc 
une valeur réel 1 e posit ive avec1:ilne par t ie  imaginaire positive e t  t rès  pe t i te .  
Le signe de l a  constante de propagation du milieu 2 é tant  choisi de 1,a.même 
façon, l a  phase du rapport des constantes de propagation k 2 / k 4  e s t  déf in ie  
par : 

Le sol e t  l ' a i r  sont supposés avoir une perméabilité magnétique 
égale à ce l l e  du vide, c 'est-à-dire : IJ.= ~ z - ~ o .  De plus, s i  l e  milieu 1 

e s t  1 ' a i r ,  on a également €a ,Co. 

1/2 Zo e s t  1 'impédance du vide, so i t  Zo = ( y,/ &O ) . 



Dans 1 'expression (2.3), 1 es deux premiers termes correspondent 

respect ivement aux p o t e n t i e l s  de HERTZ créés par  l e  f i l  e t  son image é l e c -  

t r i q u e  par rappor t  à l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l .  Le terme i n t é g r a l  complémentaire 

c a r a c t é r i s e  1 ' i n f l u e n c e  de l a  c o n d u c t i v i t é  f i n i e  du m i l i e u  2. 

Dans l e  cas d 'un  f i l  de rayon f i n i  a ( v o i r  f i g .  2.2), l e  premier 

problème q u i  se pose e s t  l e  ca l cu l  de l a  va leu r  du courant I o  à i n t r o d u i r e  

3 i  b 3  dans l a  formule du p o t e n t i e l  exprimée en (2.3). 

\ I ' 1 En e f f e t ,  en un  p o i n t  M de 1 'espace proche du 

f i l ,  l e  champ é l e c t r i q u e  sera f o n c t i o n  de l a  

répa r t i t i on  du courant  sur  l a  sur face de l a  

sec t i on  du f i l .  Le p r m i e r  paramètre qu'i va 

i n f l u e n c e r  c e t t e  f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  e s t  

I I ' l I l a  v a l e u r  de l a  c o n d u c t i v i t é  du matériau, dans 

d ' 
l a  mesure où e l  l e  m o d i f i e  l a  profondeur de  

pené t ra t i on  dans l e  f i l .  Nous supposerons que 

l e  f i l  e s t  par fa i tement  conducteur e t  donc 

que l e  courant e s t  r é p a r t i  uniquement su r  sa 

, I 
O i  O 

surface. Nous supposerons d ' a u t r e  p a r t  que l a  
/ /PL 4 ' > hauteur d e s t  suffisamment grande par r a p p o r t  

% au rayon du f i l  a, pour qu 'on pu isse  considé- 

r e r  que l e  courant  e s t  r é p a r t i  uniformément 

à l a  sur face du f i l .  On nég l i ge  a i n s i  l ' e f f e t  

de p rox im i té  du so l  sur  l a  r é p a r t i t i o n  du courant  dans un p lan  trans;ersal . 
Le champ é l e c t r i q u e  i n d u i t  en un p o i n t  M e s t  donc l a  somme des champs é l e c -  

t r i q u e s  ëlémentaires créés par chacun des éléments de courant (re.d'p/Z?f) 
( v o i r  f i g .  2.2). 

La c o n d i t i o n  aux l i m i t e s  au niveau du f i l  s'exprime par  1 'annula-  

t i o n d e  l a  composante Ex-du champ é l e c t r i q u e  3 sa surface. Cela nous mènera 

à une équitSon où ne subs is te  qu'une seule inconnue, l a  cohstante de propa- 

g a t i o n  r é d u i t e  o( . Toujours dans l e  cas du f i l  de rayon f i n i  a, l e  deuxiè-  

me problème qu i  se pose e s t  l e  choix du p o i n t  d ' a p p l i c a t i o n  de c e t t e  cond i -  

t i o n .  La f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  de courant  que nous avons cho is ie ,  é t a n t  

une f o n c t i o n  approchée, il appara t t  a p r i o r i  que l e s  r é s u l t a t s  obtenus 

seront  d i f f é r e n t s  selon l e  p o i n t  c h o i s i  l e  long de l a  c i rconférence du f i l .  



Pour résoudre ce problème, OLSEN e t  CHANG'" ont proposé une 
solution approchée qui consiste à assurer la  nul1 i t é  de l a  valeur moyenne 
du champ électrique l e  long du périmètre de l a  section. Nous donnerons a 
posteriori  les  écar ts  entre les  résu l ta t s  obtenus par ce t t e  méthode e t  l e s  
résu l ta t s  obtenus par l 'annulation du champ électrique en plusieurs points 
différents .  

Le potentiel de HERTZ d n i ,  créé en M par u n  élément de courant 
dI s ' é c r i t  donc : 

où x 1 , . y '  e t  z '  sont les  coordonnées du point dans l e  nouveau repère 
( x '  ,y' , z l )  passant par 1 'élément de courant dI (voir f i g .  2 . 2 ) .  

Dans l e  système de coordonnées i n i t i a l e s  x ,  y e t  z, l e  potentiel 
élémentaire s'exprime par : 

2 

dTT4 = - Z. 1. . w y ( i  k d a r )  .{H:'[ k4f [ ( ? - d - a & ~ )  
4 k.1 .27~ 



Le p o t e n t i e l  T d  sera donné par  : 

L ' a p p l i c a t i o n  de l a  représenta t ion  i n t é g r a l e  de l a  fonc t ion  de 

HANKEL au formal isme u t i l i s é  dans ce c h a p i t r e  condu i t  à l a ' r e l a t i o n  suivan-  
te C 5 3 .  

où f e t  u a  sont des v a r i a b l e s  complexes dé jà  u t i l i s é e s  e t  d é f i n i e s  pa r  : 

Les te rnes  C e t  B sont des nombres rée l s ,  C e s t  c h o i s i  p o s i t i f  

pour assurer l a  convergence de l ' i n t é g r a l e  ; l e  signe de B peut ê t r e  c h o i s i  

p o s i t i f  ou n é g a t i f .  

L 'express ion  du p o t e n t i e l  dev ien t  : 



L ' i ndé te rm ina t i on  sur  l e  signe de l a  f o n c t i o n  contenue dans l a  

première i n t é g r a l e  e s t  due au choix du signe du nombre C d é c r i t  précédani 

ment. On prendra l e  s igne + s i  z >  (d  + a  s i n ?  ),  l e  s igne - s i  z <(d + a 

sinCQ) . 

11 appara t t  dans c e t t e  expression un terme T d c  commun aux 

t r o i s  f o n c t i o n s  q u i  l a  c o n s t i t u e n t  ; il s ' é c r i t  : 

On peut montrer  C q 3  que l a  formule (2.11) e s t  l a  rep résen ta t i on  

i n t é g r a l e  de% f o n c t i o n  de BESSEL du premier o rd re  JO e t  d'argument A f  

avec A = kd. a. Nous en déduisons l a  va leu r  du p o t e n t i e l  TT4 : 



Comme nous 1  'avons d i t  précédemment, pour appl i que r  l a  c o n d i t i o n  

aux 1  i m i t e s  au niveau du f i 1  nous supposerons que l a  va leu r  moyenne du 

champ é l e c t r i q u e  l o n g i t u d i n a l  e s t  n u l l e  sur l a  sur face du f i l ,  s o i t  : 

Le long du chemin d ' i n t é g r a t i o n ,  1  'argument de l a  première fonc-  

t i o n  de HANKEL r e s t e  constant  e t  égal à (k4 a) .  

L'argument de l a  deuxième f o n c t i o n  de HANKEL peut se décomposer 

de l a  façon suivante : 

Les arguments des exponent ie l les  du terme complémentaire peuvent 

également se décomposer : 

11 appara l t  donc dans l e  c a l c u l  de l a  va leu r  moyenne du champ, 

des i n t é g r a l e s  de l a  forme dé jà  rencontrée en (2.11) e t  q u i  sont l a  rep ré -  

sen ta t i on  de l a  f o n c t i o n  de BESSEL du premier o rd re  JO e t  d'argument RT- 

L 'équat ion  aux l i m i t e s  s ' é c r i t  f ina lement  : 

avec ( 4 )  = J O ( ~ T I -  { T * [  ~g ' ( f i f )  - H':'(ZDT). T O ( R T ) }  + 



L 'équat ion  i m p l i c i t e  que nous avons obtenue e s t  d i t e  équat ion 

modale ; e l l e  ne comporte qu 'une seule inconnue, l a  constante de propagat ion 

r é d u i t e  4 . 

2.3 Expressions s i m p l i f i é e s  de P ( o( ) e t  Q ( 4 ) 

Avant de débuter l a  recherche des s o l u t i o n s  de c e t t e  équat ion 
- modale, nous a l l o n s  reprendre l e s  étapes de c a l c u l  f a i t e s  par  CHANG e t  

OLSEN pour montrer  que sous ce r ta ines  approximations, 1 es expressions i n t é -  

g r a l e s  de P e t  Q données en (2.14) peuvent se m e t t r e  sous une forme ana ly -  

t i q u e .  11 f a u t  no ter  que l a  démarche mathématique que nous a l l o n s  s u i v r e  

dans ce paragraphe e s t  re la t i vement  labor ieuse.  Les r é s u l t a t s  q u i  permet t ron t  

de m e t t r e  en évidence l ' e x i s t e n c e  de deux modes de propagation guidés son t  

donnes dans 1 e paragraphe 2.4 , 

En mu1 t i p l i a n t  par  ( A,, - uz ) l e  numérateur e t  l e  dénominateur 

de l a  f o n c t i o n  contepue dans P ( q  ), on o b t i e n t  : 

La f o n c t i o n  à i n t é g r e r  ayant un comportement en exponen t ie l l e  

décroissante, l a  p lus  importante c o n t r i b u t i o n  à 1 ' i n t é g r a l e  sera obtenue 

pour des f a i b l e s  va leurs  de 1, i n f é r i e u r e s  à une va leur  ?rc pour - laque1 l e  

l a  f o n c t i o n  à i n t é g r e r  dev ien t  négl igeable.  La v a l e u r  de ' h c  peut  é t r e  

c h o i s i e  t e l l e  q u ' e l l e  rende l a  c o n t r i b u t i o n  de l ' e x p o n e n t i e l l e  d i x  f o i s  p l u s  

p e t i t e  que pour 1 = O, ce  qu i  mène à : 



Pour é t a b l i r  c e t t e  formule, nous avons suppose ,ye l a  hauteur du f i l  
au-dessus du so l  e s t  i n f é r i e u r e  à l a  longueur d'onde dans l e  v ide ,  s o i t  

2 D < 4 i r .  Nous avons également admis deux aut res  hypothèses dont  l a  v a l  i- 

d i t é  ne pourra ê t r e  v é r i f i é e  qu'a p o s t e r i o r i  : 

- l a  constante de propagation o( e s t  proche de l a  constante de propaga- 

t i o n  dans l e  v ide,  s o i t  1 T2 1 < 4 - 

- l e  module de f e s t  nég l igeab le  par  r a p p o r t  à l a  va leu r  de AC, 
>:> 1 T21 . 

L'ensemble de ces hypothèses d é f i n i t  l e  domaine de v a l i d i t é  de l a  

s i m p l i f i c a t i o n .  

L 'expression d é f i n i e  en (2.4) peut s ' é c r i r e  : 

2 
Dans l a  mesure où on peut considérer  que 1(1c +d2) /n2) l<<d,  

l e  second terme du développement l i m i t é  de ~2 peut ê t r e  nég l i gé  dans l e  

c a l c u l  de P ( oc ) .  Comme nous 1 'avons d i t  précédemment, d e s t  généralement 

proche de 1, l a  va leu r  de h qu i  permet de respecter  l a  c o n d i t i o n  précédente 

dépend de l a  va leu r  de D e t  s ' é c r i t  : 

j s i  2 D > l n  10, l ' app rox ima t ion  e s t  v a l a b l e  pour 1-4- / n21 < 4 .  

Cela correspond à un  cont ras te  important  e n t r e  l ' a i r  e t  l e  so l  qu i  phys i -  

quement peut  ê t r e  l e  r é s u l t a t  s o i t  d 'une c o n d u c t i v i t é  élevée, s o i t  d 'une 

p e r m i t t i v i t é  d i é l e c t r i q u e  du so l  élevée. 

f s i  2 D < I n  10, 1 'approximation e s t  v a l a b l e  pour ( 3' fi2 \ >i. 

S i  1 'ensemble des i n é g a l i t é s  précédentes e s t  vérifié 1 'expression 

P ( q  ) peut  donc s 1 6 c r i r e  : 

f +Oo 



qu i  peut encore se m e t t r e  sous l a  forme suivante : 

Cet te  formule peut ê t r e  e x p l i c i t é e  sous forme de f o n c t i o n  de 
HANKEL en u t i l i s a n t  à nouveau l a  r e l a t i o n  (2.9) dans l a q u e l l e  nous posons 

C = W , B = O  

s o i t  : 

En c a l c u l a n t  l e s  dér ivées premières e t  secondes de l ' é q u a t i o n  

prëcédente, 1 'expression de P ( O( ) dev ien t  : 

J 

2.3.2. : Calcul  ---------- de Q-l-d-1 

Avec l e s  m h e s  approximations que précédemment, Q ( o( ) peut 

s ' é c r i r e  : 



En u t i l i s a n t  à nouveau l a  relat ion (2.9), 1 'expression de Q ( c( ) 

devient : 

a )  Calcul de VG ( o( ) 

Dansul prunier temps, nous allons f a i r e  l e  calcul de Wo ( O (  ) 

par l a  méthode des résidus dans l e  demi-plan complexe supérieur % . 
Les coordonnées des points singul i e r s  de ce demi-plan d'intégration vont 
ê t r e  exprimées en fonction de 1 'inconnue a( e t  i l  f a u t  donc étudier 1 ' i n c i -  
dence du déplacement de o( dans l e  plan complexe sur l a  position de ces 
points singuliersdans l e  plan complexe 3\ . 

- l ieu des points singuliers dans l e  plan complexe e( ---- --- ------ ---------- ---- -- ---- -------- ---- 

Il ex is te  dans u n  prunier temps, dans l e  plan canplexe Â , une 
paire de pales déf inis  par : 

Cette relation e s t  vér i f iée  pour la  valeur *h=Êip définie  par : 



Supposons que o( déc r i ve  l e  p lan  complexe selon une l o i  d é f i n i e  

par : 

où S1 e s t  un nombre r é e l  p o s i t i f  

-'$ e s t  un  angle compris en t re  - e t  +r 

Nous avons t r a c é  sur l e s  f igures(2.3 a)à (2.3 d ) l es  d i f f é r e n t s  

chemins parcourus par  ? r p  dans l e  p lan  complexe 3\, quand S t e t  @ v a r i e n t .  

Pour t r a c e r  ces courbes, nous avons c h o i s i  vl = 5,52 + i 4,53. 

L'examen de ces quat re  con f i gu ra t i ons  montre qu 'il e x i s t e  une v a l e u r  c r i t i -  

que de S I .  Pour une va leu r  "a" de S I  i n f é r i e u r e  à c e t t e  va leu r  c r i t i q u e ,  

l e s  chemins parcourus par l e s  pôles ?\ p ne coupent pas 1 'axe r é e l  ; l e  

choix d 'une déterminat ion  unique s u f f i t  pour t rouve r  l e  p a l e  qu i  r e s t e  

dans l e  demi-plan h supér ieur ,  quelque s o i t  l a  va leu r  de O( ( f i g .  2.3 a) .  

Pour une v a l e u r  "b" de S I ,  supér ieure à l a  va leu r  c r i t i q u e ,  l e  

l i e u  des pales coupe 1 'axe r é e l  ( f i g .  2.3 b à 2.3 d) .  La f i g u r e  2.3 b 

montre que pour un ang le  @ supér ieur  à 70". l e  chemin parcouru par  l e  pô le  

?\ p passe de façon cont inue par l e s  p o i n t s  AO, A l ,  A2, A3 e t  A4. Pour un 

angle @ s i t u é  aux envi rons de 120°, l e  l i e u  parcouru par h p  coupe l e  demi- 

axe r é e l  n é g a t i f  en un p o i n t  compris e n t r e  A2 e t  A3 ; nous appe l le rons  ce 

- p o i n t  p a r t i c u l i e r  ?ipe. Etan t  donné que l a  p a r t i e  imag ina i re  de l a  va leur  

de Ip d o i t  r e s t e r  p o s i t i v e ,  il f a u t  changer de dé terminat ion  au n iveau du 

p o i n t  h p z  e t  c h o i s i r  l e s  p o i n t s  dont  l a  p a r t i e  imag ina i re  s a t i i f a i t  c e t t e  

cond i t ion .  Le chemin narcouru par Ip sera donc c e l u i  d é c r i t  par l e s  po in t s  
F: 2.4 

AO, A l ,  A2, %pz, hp4, A'3, A ' 4 .  Au passage d e l p z  en hjn, il y a change- 

ment de dé terminat ion  e t  d i s c o n t i n u i t é  dans l a  va leu r  de hp. Dans l e  p lan  

r t i e  complexe 4 ( v o i r  f i g .  2 . 4 )  c e t t e  d iscont inui té e s t  d é f i n i e  par  : 
na ina i re t  p, 2 Yi2 

0( = 2 ( 1  - 1 - s ) où s e s t  un nombre 

r é e l  . 
Le long de l a  branche de d i s c o n t i n u i t é  dans 

l e  p lan  6( , l e  signe de 1 'expression 3 p 
+ 2 2 412 d é f i n i e  par  Â p  = - ( 1  - - 1 / ~  ) e s t  

dédu i te  de l a  f i g .  2.3 b. Sur l e s  & t é s  des 

branches de d i s c o n t i n u i t é  repérés par  h 
3\p e s t  un r é e l  n é g a t i f  ; sur  l e s  cô tés  repé- 

r é s  par  Âp  e s t  un r é e l  p o s i t i f .  

I P L A N  COMPLEXE a( I 



I;PLR/~ C O M P L E X E  3 1 



L'autre terme UL du  dénominateur de 1 ' intégrant de Wo ( O (  ) 

possède dans l e  plan complexe Â , une paire de points de branchement défi- 
nis par A d  = O e t  qui s'écrivent : 

Si e( décrit  l e  plan complexe selon la formule (2.19), %a décri t  
dans l e  plan  complexe les 1 ieux représentés sur les figures 2.5 a e t  2.5 b. 

A P L A N  C O M P L E X E  

t Partie imaginaire 

partie 
réelle 

P L A N  COMPLEXE t partie imaginaire 

partie 
réelle 

Ces courbes montrent que quelque-soit la valeur de S I ,  les chemins 
parcourus par A s  coupent 1 'axe réel quand 1 'angi e fl varie. Pour respecter 
la condition sur la partie imaginaire de ?.B i l  y a donc, au niveau de cet te  
intersection, u n  changement de détermination, donc une discontinuité dans 
la  valeur de %B. 



Dans l e  plan complexe 4 ( v o i r  f ig .  2.6), cet te  discontinuité 

e s t  définie par : 

où t es t  u n  nombre réel. 

PLAN COMPLEXE o( Partie imaginaire 
I 

Le long de la branche de discontinuité dans l e  plan 4 , l e  
+ 2 6 1 2  signe de 1 'expression 1 s  définie par 3\13 = - (1 - <i ) es t  déduit des 

figures 2.5 a e t  2.5 b. Sur les cotés des branches de discontinuité repé- 

rés par  h s 4 h ~  est  u n  réel négatif ; sur les cotés repérés par 1\~ ,3 \e  
es t  u n  réel positif .  

'hl 

~ B I  

1 
-if 
l e t  

l B z - a  

- choix du contour d'intégration ----- -- ------- - ----------- 

l e t  
\- 

IB 2 partie + 
t 

E- 

Xe7  

H Â B  I 

Dans l e  calcul de Wo ( O (  ), l e  choix du contour d'intégration dans 

1 e demi -pl an complexe supérieur 'X , devra donc dépendre de 1 a position de c< 
dans le  plan complexe. L'expression de Wo ( o( ) écrite en (2.18) peut se 

décomposer de la façon suivante : 



Dans 1 'expression de Wod , l e  terme AL4 n 'appara t t  ' p l u s  au dénomina- 

t e u r  e t  il n ' y  a donc pas de p o i n t  de branchement en ?i s . Nous cho is issons 

comme contour d ' i n t e g r a t i o n ,  l e  contour d é f i n i  sur l a  f i g .  (2.7) .  On peut 

montrer f ac i l emen t  que 1 ' i n t é g r a l e  l e  long de 

partie ' 'lAN 1 e demi - c i r c o n f  érence superieure e s t  n u l  1 e 
imaginaire lorsque l e  rayon R tend vers  l ' i n f i n i .  Le 

I r é s u l t a t  de 1 ' i n t é g r a l e  s ' é c r i t  donc : 

F. 2.7 MO* ( 4 )  = (2.24) 
\P  

Il f a u t  remarquer que c e t t e  f o r m u l a t i o n  e s t  

va lab le  quelque s o i t  l a  p o s i t i o n  de 4 dans 

I partie 
reells 

l e  p lan  complexe. Pour c a l c u l e r  1 ' i n t é g r a l e  

W02, il f a u t  un contour qu i  e v i t e  l e  p o i n t  

de branchement ho e t  entoure l e  pô le  'Xp . Dans un premier temps, nous 

supposerons que ui e s t  un nombre complexe possédant une p a r t i e  imag ina i re  

t r è s  f a i b l e ,  c ' e s t - à - d i r e  que dans l e  so l ,  p~ << fa . 
Dans ce cas, l e s  l i e u x  des d i s c o n t i n u i t é s  dans l e  p lan  complexe o( , d é f i n i s  

par l e s  f i g .  2.4 e t  f i g .  2.6 prennent l ' a l l u r e  representée sur l a  f i g .  2.8. 
r t ie  
imaginaire 

P L A N  C O M P L E X E ,  
Nous n'avons représentë sur c e t t e  f i g u r e  que 

l ieu de la discontinuité sur Irp l e s  v a r i a t i o n s  de O( d é f i n i e s  par : 

t l ieu de la discontinuité sur 1 B O ( =  4 + 4 l  w r p ( i $ )  

L'expression o( n'apparaissant  que par  son 

ca r ré  dans l e  c a l c u l  de W02, l e s  r é s u l t a t s  

seront  i den t i ques  pour 1 ' a u t r e  demi -p l  an 

d é f i n i  par  -T< p5 <O , obtenu a p a r t i r  du 

premier demi -p l  an par  s y n é t r i e  par r a p p o r t  

a l ' o r i j i n e  0. 



Le p o i n t  + 1 e s t  s i t u é  dans l e  demi-plan supér ieur  o( ca r  il 

represente en va leur  r c d u i t e ,  l a  constante de propagat ion dans l ' a i r  ; 

comme nous 1 'avons d i t  dans l e  paragraphe 2.2, c e l l e x i  possède une p a r t i e  

imag ina i re  t r è s  f a i b l e  e t  p g s i t i v e .  Chacun des s i x  p o i n t s  A à F c a r a c t é r i s e  

une p a r t i e  du p lan  d é f i n i e  par  r a p p o r t  aux d i s c o n t i n u i t 6 s  r e l a t i v e s  a %p 
e t  % B  . Nous a l l o n s  montrer  que pour ces s i x  po in t s ,  1 'expression Wo2 se 

c a l c u l e  diffëremment, mais q u ' i l  e x i s t e  une fo rmule  unique q u i  peut repré-  

senter  1 'ensemble de ces r é s u l t a t s .  Cet te expression sera étendue par  l a  

s u i  t e  à t o u t  l e  $an complexe o( . 

- c a l c u l  de Wo ( o c )  au p o i n t  A ------ -- -- -- i- ----- - 
Pour l a  va leur  de O( correspondant au p o i n t  A, l e  contour d ' i n t é -  

g r a t i o n  dans l e  p lan  complexe S\ e s t  c e l u i  représenté sur l a  f i g .  2.9. Nous 

avons c h o i s i  comme branche de coupure l a  cour-  
partie imaginaire tie d é f i n i e  par  : & ~ u ~ ] = O .  

La p a r t i e  imag ina i re  de AL4 change de s igne 

quand > t rave rse  l a  branche de coupure. 

L ' i n t é g r a l e  l e  long du d m i - c e r c l e  super ieur  

e s t  n u l l e  quand l e  rayon R tend vers l ' i n f i n i  

e t  Elon ( 6 )  peut  se d i v i s e r  en deux p a r t i e s  : 

wo,(dQ)= R ( d e )  - B ( 4 n) 

où : R ( 0<4 ) e s t  l e  rés idu  au po le  Ip. 
B ( O(@ ) e s t  l ' i n t é g r a l e  l e  long de 

F. 2.9 l a  branche de coupure 

Le rés idu  R ( q R )  s'exprime par  : 

s o i t  : 

R k , ) =  TM / ( X p  



Pour calculer l ' i n t ég ra l e  l e  long de l a  branche de coupure, nous 

effectuons l e  changement de variable suivant : 
S=- iu, 

La transf0nni.e de l a  branche de coupure du plan complexe *h se 

trouve donc ê t r e  1 'axe réel dans l e  plan complexe 5 . En e f f e t ,  l e  lonj de 
la tranche de coupure, nous avons ~e{u,{ = O, donC &-= L\,,J . 

Le changement de variable conduit aux relat ions suivantes : 

B ( o ( ~ )  s ' é c r i t  donc : 

Le signe de la racine carrée e s t  donné par la  valeur de h l e  long 
de la branche de coupure dans l e  plan complexe h . 

On a vu que la f igure 2.5a représentait  l e s  variations de hnzT 
quaiid o( décri t  l e  plan complexe selon la fonnule c( = 4 + $1 T c i @ )  
e t  p o u r $ ~ < 4 .  Cettc figure montre que dans l e  cas du point A où 0 e s t  u n  
angle qui a t t e i n t  l D O O  par valeur inférieure,  la valeur de 7 q u i  vé r i f i e  

la  r e i a t i o n % n ( ~ ) > ~ , e s t  u n  réel négatif .représenté par 162. 

Le point singulier appartenant au dmi-axe réel posit if  du plan 

complexe O e s t  donc l e  point ( -  7 ) .  Le point A e s t  s i tué  dans l e  plan , 

ccmulexe a( de façon te l  l e  que : o( > (4 -412) "' , d'où nous pouvons 

facilanent t i r e r  l a  relation : lhf l(4. 

Le point ( -  T )  se trouve donc sur l e  demi-axe réel posi t i f  à 

gauche du point&/n. Dans ces conditions, 1 ' intégrale  B (&Q) peut se 

décomposer en quatre parties BI, B2, B 3  e t  B 4  définies sur la f i g .  2.10. 

- E l  représente l ' i n t ég ra l e  sur la portion du  demi-axe réel posifff 

comprise entre O e t  ( -  7 ) ,  à 1 'exciusion du point ( -  7 ) .  



p a r t i e  
imaginaire PLAN COMPLEXE 5 - 82 représente 1 ' in tégrale  l e  long du d e m i -  

cercle supérieur de rayon infiniment p e t i t  

e t  entourant l e  pôle ( A  7 ). 

- B3 représente 1 ' in tégrale  analogue au contour 
81 82 6  4  8  3 84 B2 mais pour l e  pôle (4/n). 

- B4 represente l ' i n t ég ra l e  sur la  portion du 
partie 
réelle demi-axe réel posit if  comprise entre ( -  f ) - 

e t  + oa , a 1 'exclusion du point ( -  ;i ) e t  
du parcours défini par B3. 

On peut montrer que l e  résidu de l a  fonction 

au point ( -  ) e s t  nul e t  donc que l ' i n t é -  
grale 8 2  e s t  nulle. 

1 L'intégrale B1 s ' 'écr i t  : 

~ t 81 Pour résoudre ce t t e  integrale,  nous u t i l i sons  1 ' ident i té  suivante : 

2 où C e s t  une constante e t  c2 > 
E n  posant x =6, a = f e t  c = l/H 

nous obtenons : 

s o i t  : B 1  = 7 f - i  n ( 2 . 2 2 )  



L ' i n t é g r a l e  B3 e s t  egale au demi-résidu de l a  f o n c t i o n  pour l e  

pô le  4 / ~  , où : 

L '  i n t é g r a l e  84 s " é c r i t  : 

où l e  p o i n t  4 / n  e s t  exc lu  du contour d ' i n t é g r a t i o n .  

Nous posons &=- T.&% avec 3 )O , ce qu i  condu i t  aux r e l a t i o n s  

suivantes : 

L ' i n t é g r a l e  B4 dev ien t  : 



s o i t  B4 = 
4 + viTrJ1'2 

Dans l a  première i n t é g r a l e ,  l e  p o i n t  exc lu du contour  d ' i n t é g r a -  

t i o n  e s t  l e  p o i n t  z c  t e l  que:&' tc--4 e t  84 peut s ' é c r i r e  : 
nT 

J 

Pour résoudre ce ca l  cu l ,  nous u t i l i s o n s  1 ' i d e n t i t é  su ivan te  t 83 

où C e s t  une constante e t  a2 > b2 

En posant : a = 1 x = % e t  b = nf nous obtenons : 

s o i t  pour B4 : 



Les équat ions (2.21) à (2.24) permet ten tmain tenant  de donner 

l a  va leu r  de Wo ( 4 ) au p o i n t  A : 

OU encore : 

- expression générale de Wo ( 4 ) ---------- -------- -- -- --- 
La déterminat îon de l ' exp ress ion  Wo ( o( ) en chacun-des p o i n t s  B, 

C, D, E e t  F de l a  f i g u r e  2.8, se f a i t  d'une manière analogue ; l e s  d é t a i l s  

du c a l c u l  sont  d é c r i t s  dans l 'annexe A l .  Les expressions obtenues sont don- 

nées c i  -dessou s : 

Wo (oc,) = + 2 i# & d / u  + J 4 Z  

, h p  8 l ' i  I 



Les formules exprimant ln10 ( 4 ) pour l e s  p o i n t s  E e t  F sont iden-  

t i q u e s  à l a  formule de Mo ( qs ) mais 1 'expression de ?tp sera d i f f é r e n t e  

selon qu'on se t rouve d 'un  ca té  ou 1 ' a u t r e  de l a  branche de d i s c o n t i n u i t é .  

Ces expressions peuvent s ' é c r i r e  sous une forme unique v a l a b l e  pour ces s i x  

p o i n t s  : 

2 2 4 / Z  
Pour l e s  p o i n t s  A à F, l e s  expressions (T -4/n ) et T 

sont  des nombres r é e l s  où nous avons supposé que n possède une p a r t i e  

imag ina i re  t r e s  p e t i t e .  Ces expressions s ' é c r i v e n t  : 



Etant donné qu ' i l  n 'y a pas d 'autres  points singuliers dans l e  
demi-plan o( supérieur, l a  formule é c r i t e  en (2.27) sera supposée valable 
dans tout ce demi-plan e t  sera u t i l i s é e  même s i  l e  coefficient de réflexion 

n possède une part ie  imaginaire non nulle. La va l id i t é  de ces hypothèses 

sera vér i f iée  a postériori lors  des applications numériques, en comparant 
ces résu l ta t s  approchés aux valeurs exactes obtenues en intégrant numérique- 
ment l a  fonction. 

Calcul de Wd ( o( ) 

Nous pouvons maintenant f a i r e  l e  calcul de Wd ( O ( )  définie  dans 
1 'equation (2.18) : 

Cette expressjon peut se mettre sous l a  forme : 

La valeur l imite  éc r i t e  pour la  borne basse de 1 ' in tégrale  sur l a  
variable W e s t  imposée par la divergence q u i  apparaît lors  de 1 ' intégration 
de l a  fonction exp. ( - W  (a4 - l /n  ))/ALa pour W = 0 . 

En u t i l i s a n t  l a  representation de l a  fonction de HANKEL,  donnée 
par l 'équation (2.9), ce t te  expression devient : 



Le terme exponent ie l  peut  s 1 8 c r i r e  sous l a  forme du développement 

en s e r i e  su ivant  : 

d 'où  l a  v a l e u r  de Wd ( a (  ) : 

OU encore : 

Cet te  i n t é g r a l e  1, peut se c a l c u l e r  en i n t é g r a n t  deux f o i s  par  

p a r t i e s .  Nous u t i l i s o n s  l a  formule l i a n t  l a  f o n c t i o n  de HANKEL e t  sa d é r i -  
vée[ 9 1 . 

IN s ' e c r i t  : 



I 

s o i t  l a  r e l a t i o n  de récurence : 

A 1 'except ion des termes d ' i n d i c e  O e t  1, tous l e s  termes 1.I peuvent 

se c a l c u l e r  à p a r t i r  des termesdp1ndices M - 4 , ~ - 2 .  Le c a l c u l  des deux premiers 

termes d o i t  se f a i r e  de façon d i f f e r e n t e  e t  pour ce la,  nous u t i l i s o n s  1 ' iden-  
1I 401 t i t ë  suivante : 

A e t  B sont  des constantes 

STo (x )  e t  S b  ( x )  sont  respect ivenent  l e s  f o n c t i o n s  de STRUVE d ' o r d r e  O 

e t  d ' o r d r e  1 de l a  v a r i a b l e  x.  

En posant A = 1, B = i, D = O, x  = 2 D e t  t = W 

nous obtenons : 

s o i t  : 



E t  pour l e  terme 14 : 

W.  n f ' ( w . ~ ) . d w  

S o i t  en u t i l i s a n t  à nouveau l a  fo rmule  (2.31) 

où nous avons tenu compte pour l e  c a l c u l  de l a  borne W 7 = & , de 1  ' i d e n t i t é  

su i van te  : 

s i  3 f i x e  e t  d i f f é r e n t  de O e t  z - O 

L 'express ion  s i m p l i f i ë e  de Q ( d  ) s ' é c r i t  donc : 

Q ( & )  = d2 H?'(ZDT)+ 2 d 2  m p ( - i 2 9 / n ) .  wd(fi)+w0(4) 
nZ iTh3 1 

avec W O ( ~ )  = 27Ti - 2 [ 4 / n - i ( ~ t d / 0 ~ s ' ~ ] - $ r + ~ ~  

lP (7' - 4/n2y2 



2.4 Solutions de 1 'équation modale 

L'expression des conditions aux limites sur l e s  valeurs des 
champs électriques e t  magnetiques à l a  surface du f i l ,  nous a amené à poser 
1 'équation modale suivante : 

Les solutions de ce t t e  équation sont l e s  constantes de propagation 
associees aux modes q u i  peuvent se propager l e  long de la  l igne posée au- 
dessus du sol.  Nous allons mettre en évidence, dans u n  cas par t icu l ie r ,  
1 'existence de deux solutions d is t inc tes  e t  ocz. . Nous montrerons ensuite,  
grâce à 1 ' u t i l i s a t ion  de procédés numériques, que dans l e  cas général, i l  
ex is te  également deux solutions différentes  pour 1 'équation é c r i t e  c i -  
dessu S. 

L'expression de ()(oc) présente, dans l e  plan complexe o( , u n  point 
2 4 / 2  singulier en o( p = (1-l/n ) . Autour de ce point par t icu l ie r ,  c ' e s t  l a  

valeur de Q ( o c  ) qui sera prépondérante dans 1 'expression de M (  o( ). Dans l e  
domaine des basses fréquences e t  en dehors de ce point par t icu l ie r ,  l a  va- 
leur de Q(o( ) peut ê t r e  négligée par rapport à ce l l e  de P ( o ( ) .  Dans l e  
domaine des fréquences qui nous intéresse e t  q u i  peut s 'étendre jusque 
quelques GHz, ce t t e  approximation r e s t e  discutable. Nous verrons d ' a i l  leurs  
par la su i te  que l e  rapport des modules des expressions P e t  r e s t e  infé- 
r ieur  à t ro i s .  Cependant, dans u n  premier temps, nous allons quand même 
nésliger la  valeur de Q(oc), en gardant à 1 ' e sp r i t  l e  f a i t  que l e  résu l ta t  

recherche n ' e s t  pas l e  résu l ta t  dé f in i t i f  ; i l  s ' a g i t ,  pour 1 ' ins tan t  de 
trouver une valeur q u i  servira de départ aux processus d ' i t é ra t ion  numérique 
q u i  donneront l a  valeur exacte de la solution. 



Dans l e  cas p a r t i c u l  t e r  où l a  hauteur d e s t  f a i b l e  pa r  rappor t  

à l a  longueur d'onde e t  l e  module du c o e f f i c i e n t  n grand par  rappor t  à 1, 

1 'expression de P ( q )  se résume aux termes prépondérants de son développe- 

ment l i m i t é  ; 1 'équat ion modale s ' é c r i t  : 

ce q u i  donne pour 1a .va leu r  de l a  constante de propagation : 

Dans l e  cas où, dans l e  p l a n  complexe & , 1 ' inconnue e s t  proche 

de%p, c ' e s t  l e  terme Q ( o c )  q u i  e s t  prépondérant sur l e  terme P ( o ( ) .  

Toujours dans l e  cas p a r t i c u l i e r  d 'une hauteur d f a i b l e  e t  d ' u n  c o e f f i c i e n t  

vi grand, l ' e x p r e s s i o n  Q ( N )  se r é d u i t  aux premiers termes de son dévelop- 

pement l i m i t é  autour  d e d p  e t  s ' é c r i t  : 

L 'équat ion  modale dev ién t  : 

11 appara t t  dans c e t t e  zone une deuxième s o l u t i o n  6 2  d é f i n i e  p a r  : 

Nous fa i sons  une a p p l i c a t i o n  numérique pour l e s  va leu rs  suivantes : 

d = 0,04 m a = 0,001 rn F = 1 GHz 

1 2 =  5 €1 Q = 3 t r / m  

d 'où  n = 5,442 + i 4,961 



Cela donne pour e t  0 ( 2  l e s  r é s u l t a t s  é c r i t s  ci-dessous : 

Nous pouvons v é r i f i e r  que l ' a p p l i c a t i o n  numérique u t i l i s é e  c i -  

dessus v é r i f i e  p o i n t  par p o i n t  l e s  cond i t i ons  de v a l i d i t é  des expressions 

s i m p l i f i é e s  de P(o( ) e t  Q(oc  ) ( v o i r  paragraphe 2.3.1). 

) l a  hauteur du f i l  ,au-dessus du so l  e s t  i n f é r i e u r e  à l a  longueur d'onde 

dans l e  v ide,  s o i t  2D < 4T : 2D = 1,67 

f s i  2 0 < h ( 1 0 ) i l  f a u t  < L240 ~ ~ ~ = 0 ~ 0 3 5  

En u t i  1 i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  approchésdi e t  o(= nous pouvons également 

v é r i f i e r  l e s  approximations f a i t e s  en f o n c t i o n  des r é s u l t a t s  sur  7 : 

jt l a  constante de propagation 6 e s t  proche de l a  constante de propagation 

dans l e  v ide,  s o i t  17') < 4 : 1 7 2 1  = 0,04. 

jt l e  module d e 7  e s t  nég l igeab le  par  rappor t  à l a  v a l e u r  de 'Xc , s o i t  

c > 1 ~ ~ 1  : IC = 4 , ~ .  

Pour généra l i se r  l a  recherche dans l e  p lan  complexe O( de ces cons- 

t an tes  de propagation <set d2, nous avons m is  au p o i n t  u n  programme d ' i t é r a -  
Cd41 

t i o n  numérique basé sur l a  méthode de NEGrrON . Ce programme permet, à 

p a r t i r  d'une va leu r  4 imposée, d'approcher par  pas successi fs  l a  va leu r  q u i  

tend à annuler l ' é q u a t t o n  modale. Dans un premier temps, nous avons program- 

mé pour l e  c a l c u l  de P( o( ) e t  Q ( o c  ) l e s  expressions approchées é c r i t e s  en 

(2.17) e t  (2.33). Des d é t a i l s  sur ce programme sont  donnés dans 1 'annexe A2.  

Nous avons noté ci-dessous l e s  r é s u l t a t s  obtenus par  l e  programme 

d ' i t é r a t i o n  numérique en u t i l i s a n t  pour P(o< ) e t  Q(4 )  l e s  expressions appro- 

chées (2.17) e t  (2.33) e t  en in t r 'odu isant  comme va leu rs  de dépar t  l e s  va leu rs  

t rouvées pr6cedemment : 



: solut ion oc4 : solution ~2 

de 1 1,0125 + i 0,0136 1 0,9987 + i 0,0087 dèpart  

r8s'J1t3t 1 1,0119 + i 0,0189 1 0,5976 + i 0,0069 obtenu 

I l  f a u t  noter que quelque s o i t  l a  précision absolue du t e s t  

d ' a r r ê t  dans l e  programme d ' i t é r a t i o n ,  l e s  r é s u l t a t s  convergent vers  1 e s  

mêmes valeurs  numériques. Cela tend à prouver que l e s  expressions N a  e t  

O(Z sont  des s o l u t i o ~ s  v r a i e s  de 1 'équation modale s impl i f iée ,  e t  non des 

min imums  de c e t t e  expression, 

Pour trouver l a  valeur des constantes de propagation en dehors 

du domaine de val i d i t é  des approximations déf in ies  au paragraphe 2.3 .l, 

i l  e s t  nécessai re  de calculer  l e s  expressions exactes de P(oc  ) e t  Q(&) par 
u n  programme d ' in tégra t ion  numérique. La recherche des zéros de l ' équa t ion  

modale s e  f a i t  toujours par l a  méthode de NEWTON. Les d é t a i l s  du programme 

correspondant sont  développés dans 1 'annexe A3. En prenant comme valeurs  de 

départ  l e s  solut ions  de 1 'équation modale approchée, nous obtenons deux 

nouvel 1 e s  valeurs al e t  qz que nous avons portées dans l e  tableau suivant  

en comparaison avec l e s  valeurs déjà  trouvées : 

: solut ion d a  : solut ion 0(2 

de départ 1,0125 + i 0,0136 I 0,9987 + i 0,0087 mulation analytique) . 
r é s u l t a t  obtenu par 
i t é r a t i o n  en u t i i  i s an t i  1,011Cj + i 0,0189 0,9976 + i 0,0069 1 e s  expressions appro-: 
chées de P e t  Q 

r é s u l t a t  obtenu par 
i t é r a t i o n  en u t i i  i s a n t i  1,0118 + 

l e s  expression exactes: : 0,9974 + i 0,0069 

De l a  même façon que précedanment, nous avons v é r i f i é  

que quelque s o i t  l a  précision absolue du t e s t  d ' a r r ê t  dans l e  programme 

d '  i t é r a t i o n ,  l e s  r é s u l t a t s  convergent ve rs  l e s  mêmes valeurs numériques. 

I l  apparal t  dans ce tableau que dans l e  c a s  par t icu-  

1 i e r  où l e s  condit ions de v a l i d i t é  des approximations sont  respectées,  l e s  

r é s u l t a t s  obtenus avec l ' équat ion modale s impl i f iée  ou avec 1 'équation 

modale exacte sont  t r è s  proches l e s  uns des au t res .  



Nous verrons, dans 1 'exemple numérique qui su i t ,  

que s i  les  conditions de va l id i té  ne sont plus respectées, i l  devient 
ngcessaire d ' u t i l i s e r  l 'équation exacte. 

Application numérique : d = 0,04m a = 0 ,001~1  F = 1 GHz 
€ 2 =  5 E 4  al = ~ O ' ~ T T / M I  

d'où : n = 2,2364 + i 0,04024 

IR:<o / $ D2 n2 1 = 0,38 e t  la  condition l h 2 1 0 1 f D 2 r i ~ ~  n 'e s t  pas 
respectée. 

Les résul ta ts  numériques sont l e s  suivants : 

équation approchée : Oc* = 0,918 + i 0,021 

équation modale exacte : Hi = 0,943 + i 0,035 
$2 = 0,982 t i 0,023 

2.5 Validité des hypothèses f a i t e s  dans l e s  paragraphes précédents 
Dans ce paragraphe, nous nous proposons de vé r i f i e r  a postériori  

l a  va l id i t é  des hypothèses qui nous ont permis d ' é t ab l i r  d'une part 1 'expres- 
sion de 1 'équation modale, d 'autre  part ,  l e s  expressions de P(oc ) e t  Q(oc ). 

Dans u n  premier temps, nous avons comparé l e s  résul ta ts  obtenus 
pour l e s  expressions approchées e t  exactes de P ( o c )  e t  Q ( N )  quand a( décr i t  
l e  deni-plan cdnplexe supérieur selon 1 'expression : = 1 + $1 y(i @ )  . 

Nous avons donc f a i t  ces calculs, dans une configuration physique 
e t  géométrique donnée, pour plusieurs valeurs de SI e t  @ ; nous avons notam- 

ment choisi des points proches du point singulier o(p défini par : 

Nous commentons ci-dessous l e s  résul ta ts  obtenus pour chacune des 
configurations considérées 



1) d = 0,04 m a = 0,001 m q = 0 , 0 1 ~ ,  F = 1 GHz 

E 2 =  5 & c  

d'où : n = 2,2364 + i 0,04024 N p  = 0,913 + i 0,0027 

Ces données numériques sont t e l  1 es que 1 es conditions d'approxi- 

mation ne sont pas respectees e t  i l  appara7t effectivement que l e s  r é su l t a t s  

des expressions approchées e t  cxactes sont différents .  Les erreurs  re la t ives  

sont de 1 'ordre de 25% pour les  points s i tués  dans la  zone proche de o(p 

e t  du point 1,  e l l e s  peuvent a t te indre 50% pour des plus grandes valeurs 

de SI (autour de 0,5). Le module de P ( o (  ) res te  supérieur au module de Q(oc ) 

sans que leur rapport ne dépasse quelques unités. 

2) d = 0,04m a = 0,001 m G = 7 v / m  1 2 = 5 & o  F=4GH, 
d'où : n = 8,0964 + i 7,781 wp = 0,9998 + i 0,004 

'a 

Dans ce cas 1 es conditions d'approximation sont respectées. Nous 

avons constaté que les  résu l ta t s  exacts e t  approchés étaient  identiques, à 

mieux que 1% près dans l e  pire des cas. Nous avons également constaté que 

généralement l a  valeur de P ( N )  e s t  supérieure à l a  valeur de Q ( a  ) sauf 

dans la  région proche du point singulier d p  où Q ( 4 )  devient plus grand que 

P(o<  ) .  Pour c e t t e  valeur de la  fréquence, l e  rapport des modules des expres- 

sions P ( o < )  e t  Q(@) ne dépasse cependant pas l a  valeur 2 à 3. 

d'où n = 9,6162 + i 9,359 d p  = 0,99991 + i 0,0028 

C'est dans ce domaine de fréquences qu'apparaft l e  plus nettement 

l a  difference en t re  les  modules de P ( 4 )  e t  Q (  o( ) .  Pour les  différents  

points que nous avons calculé, l e  module de P (  o< ) res te  pratiquement 

constant e t  au moins cinquante f o i s  plus grand que Q ( o c ) .  Il  n 'y a que dans 

la  zone proche de N p  où 1 es modules des deux expressions ont l e s  mêmes 

ordres de grandeur. C'est  ce t te  remarque qui nous a permis de trouver l e  

première solution de 1 'équation modale en supprimant 1 'expression de Q ( o (  ).  



Dans l e  paragraphe 2.2,  pour éc r i r e  l a  condition de nul1 i t é  du 

champ à l a  surface du f i l ,  nous avons choisi de calculer l a  valeur moyenne 
du champ à l a  surface du f i l  p u i s  d'appliquer la condition de nu l l i t é  sur 
ce t t e  valeur moyenne. Pour évaluer l e s  erreurs causées par ce t t e  hypothèse, 
nous avons f a i t  plusieurs calculs en u t i l i s a n t  l e s  conditions aux limites 
suivantes : 

1") l a  valeur moyenne du champ électrique à l a  surface du f i l  e s t  nulle 

2") l a  champ électrique e s t  nul au point supérieur de l a  section du f i l  : 

y = O ,  z  = d+a. 

3 " )  l e  champ électrique e s t  nul à l ' in te rsec t ion  de l a  circonférence de l a  
+ section e t  de l ' axe  horizontal : y = - a, z = d .  

Ces calculs ont é t é  f a i t s  pour plusieurs hauteurs du f i l  au- 
dessus du sol e t  i l  e s t  apparu, comme on pouvait s'y attendre, que les  cas  
l e s  plus défavorables correspondent à ceux obtenus pour des f a ib l e s  hauteurs 
au-dessus du sol. 

C 'est  u n  résu l ta t  logique puisque dans ce cas, 1 'hypothèse du 

courant uniformément répart i  n 'es t  plus valable. Dans l e  cas l e  plus défavo- 
rable que nous avons envisagé, c 'est-à-dire pour u n  f i l  de rayon d mm s i t u é  
à 2 cm au-dessus du so l ,  l e s  résu l ta t s  obtenus pour u n  point par t icul ier  
de l a  circonférence différent  des r é su l t a t s  moyennés de moins de 2%,pour l a  

par t ie  r é e l l e  e t  de moins de 3% pour la  par t ie  imaginaire. Dans tous l e s  
cas, l a  valeur moyenne des résu l ta t s  ponctuel s e s t  égale au résu l ta t  obtenu 
par 1 'annulation de l a  valeur moyenne du champ. 

2.6 Variation des constantes de propagation 
Pour caractéri  ser ces deux constantes de propagation - d i  scrètes 

4 4  e t  qZ, nous avons représenté sur l e s  planches PL2.1 à PL2.6, les  lieux 
qu ' e l  l e s  décrivent dans l e  plan complexe ~ lorsque l e s  .paramètres géomé- 

Ca 21 t r iques e t  électriques de l a  structure varient . 

Pour calculer l e s  valeurs représentées sur ces planches, nous avons 
u t i  1 i  sé 1 'équation modale approchée quand 1 es valeurs des paramètres sont 
t e l  l e s  que 1 es conditions d'approximation sont respectées. Dans l e s  autres  
cas, nous avons u t i l i s é  1 'équation modale exacte ; l e  calcul a é t é  f a i t  , 

s o i t ,  en prenant comme valeur de départ l e  r é su l t a t  de 1 'équation modale 
approchée s o i t ,  de proche en proche à par t i r  d'une valeur connue. 



Les planches PL2.1 à PL2.3 représentent, à des fréquences d i f fé -  

rentes, l e s  lieux décr i t s  par l e s  constantes de propagation quand la hauteur 
d varie. 

On rappel l e  que 1 'expression o( représente une quantité réduite 
par rapport à l a  constante de propagation dans l e  vide. Dans l e  plan complexe, 
l e  point 1 caractérise donc une onde q u i  se propage sans atténuation à l a  
vi tesse de l a  lumière. La part ie  r ée l l e  de & e s t  inversement proportionnelle 

à l a  vi tesse de propagation ; l e  point représentatif dans l e  plan o( corres- 
pond à des vi tesses  supérieures à l a  v i tesse  de l a  lumière lorsqu ' i l  se 

s i tue  dans l e  demi-plan a gauche du point 1, inférieures à l a  vi tesse de l a  
lumière à droi te  du point 1. La part ie  imaginaire de oc e s t  directement pro- 
portionnelle à 1 'affaiblissement de 1 'onde. 

Sur  ces t r o i s  planches, nous avons porté en pointil l é  l e s  résul- 
t a t s  obtenus dans 1 'approximation quasi -TM. 

Cette approximation e s t  valable en basse fréquence e t  pour des 
hauteurs d f a ib l e s  par rapport à l a  longueur d'onde. Dans ce t t e  hypothèse, 
on peut considérer que l a  valeur de l a  constante de propagation e s t  proche 
de ce1 l e  de 1 ' a i r .  On peut donc envTsager de remplacer o( par 1 dans l e s  
expressions des fonctions à intégrer car dans ce cas, 1 'Gquation modale 
devient une équation expl ici te  simple dont nous donnons ci-dessous l 'expres- 
sion : 

avec 

Les résu l ta t s  que nous donnons ont é t é  é t ab l i s  en calculant l e s  
intégral es par u n  programme d ' intégration numérique développé par D M O U L I N ? ~ ~ ,  

Par déf ini t ion,  nous appelërons "mode 1 igne de transmission", 
l e  mode associé aux constantes de propagation l e s  plus proches dans l e  plan 
cmpl exe des résu 1 t a t s  obtenus dans 1 'approximation quasi-TEM. 
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L'autre mode sera appelé "mode rapide", car 1 a vitesse de phase 

qui lui est associée est en général supérieure à l a  vitesse de phase du 

mode " 1"igne de transmission" . 

La première remarque que l'on peut faire à propos de la planche 
PL2.1 est que le  lieu obtenu à partir d'une variation continue du paramètre 
d n'est pas toujours caractéristique du même mode. Pour les faibles hauteurs, 
c 'es t  l a  courbe ( a )  qui présente les résultats les plus proches de ceux de 
1 'approximation quasi-TEM. (par exemple pour d = 0,5 m )  ; quand l a  hauteur 

augmente, c 'es t  l a  courbe ( b )  qui peut être associée au mode 1 igne de 
transmission (environ pour d > 0,6 m ) .  

La comparaison des planches PL2.1 e t  PL2.2 montre qu'il  est possi- 
ble que pour une valeur de fréquence comprise entre 30 'IHz e t  50 MHz, les 
deux lieux des constantes de propagation aient u n  point commun pour l a  même 
valeur de d .  C'est le  phénomène de dégénerescence modale dejà  observé par 
KUESTER et   CHANG'"'^^^^ les représentations des lieux des constantes de 
propagation quand l a  hauteur d et  l e  rayon a du f i l  varient . 

L'observation des trois planches montre qu ' à partir d'une fréquence 
de 50 MHz, l e  mode rapide est moins sensible aux variations de hauteur que 
l e  mode lent. De façon générale, pour des hauteurs faibles, c 'es t - le  mode 
ligne de transmission qui est plus atténué que l e  mode rapide, alors que 
pour les grandes hauteurs, c 'est  le  mode rapide q u i  est plus atténué. 

Sur l a  planche PL2.4, nous avons représenté, toujours  dans l e  
plan complexe 6 , les lieux décrits par les deux constantes de propagation 
quand la conductivité du sol varie. Nous avons également porté en pointillé 
les résultats obtenus dans 1 'approximation quasi-TM. Comme pour les t rois  
premières planches, on peut remarquer que le  1 ieu obtenu à partir d'une 
variation continue du paramètre v n'est pas toujours caractéristique du 

même mode. 

Pour les fortes conductivités, c 'est  la courbe ( a )  qui présente 
les résultats les plus proches de ceux de 1 'approximation quasi-TB4 ; quand 

la conductivité diminue, c 'est  l a  courbe ( b )  q u i  peut être associée au mode 
ligne de transmission. Nous notons également que c 'es t  dans  la région où 
l a  conductivité du sol est égale à w& que les constantes de propagation 
sont les plus sensibles aux variations du parametre . 





Quand la  conductivité du sol augmente, les  deux constantes de 
propagation tendent vers. la valeur de la constante de propagation dans l e  
vide. En ef fe t ,  dans ce cas, la structure peut ê t re  ramenée par  la théorie 
des images électriques à une 1 igne bif i l a i r e  placée dans u n  milieu homogène 
qui es t  1 ' a i r .  

Sur la planche PL2.5, la permittivité diélectrique du sol a 
été introduite en paramètre par sa valeur relative En. 

Comme pour les autres courbes, nous avons tracé ën pointillé l es  
resultats obtenus dans 1 'approximation quasi-TM. De la même façon que pour 
le  cas précédent, i l  appa raq t ,  sur cette planche, que l e  lieu obtenu à 

partir d'une variation continue du paramètre E r  n'est pas toujours caracté- 
ristique du même mode. Pour des valeurs de la permittivité relative supéri- 
eures à 8, c ' e s t  la courbe ( a )  qui présente l es  résultats les  plus proches de 
ceux de 1 'approximation quasi-TEM ; quand-la permittivité relative diminue, 
c ' e s t  l a  courbe ( b )  qui es t  associée au mode ligne de transmission. Avec 
cette définition, la vitesse de phase du mode rapide reste toujours supé- 
rieure à la vitesse de phase du mode de ligne de transmission. 11 apparalt 
également sur cet te  planche que la constante de propagation du mode rapide, 
e t  plus précisbent sa partie réel le ,  es t  plus sensible que la constante de 
propagation du mode 1 igne de transmission. lorsque la permittivité diélectr i-  
que du sol varie. 

La pl anche PL2.6 représente 1 es variations des 'deux constantes 
de propagation en fonction de la fréquence. Le calcul des valeurs réduites 
ocl e t  Nn faisant intervenir la valeur de l a  fréquence par 1 ' intermédiaire 
de la constante de propagation dans l ' a i r  k4, nous avons choisi pour ce cas 
particul ier  une autre représentation dans l e  plan complexe. 

La partie réel 1 e du point représentatif t r a d u i t  1 e rapport entre 
la vitesse de phase de-1 'onde e t  la vitesse de l a  lumière. La partie ima- 
ginaire du point représentatif traduit 1 'affaiblissement associé à 1 'onde 
qui se propage ; i l  s'exprime en Nepers/m. Le point 1 représente toujours 
la constante de propagation dans 1 ' a i r .  La courbe en pointillé représente, 
comme pour les autres planches, 1 es résultats obtenus dans 1 'approximation 
quasi -TM. 
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. Cette approximation est surtout valable dans l e  domaine des 
basses fréquences où l a  longueur d'onde dans l e  vide est grande ; nous 
pouvons constater que jusqu'à une fréquence de 70 MHz, l a  courbe des 
résultats du mode ligne de transmission reste proche de l a  courbe en po in -  

t i l l é s .  Lorsque l a  fréquence augmente, l a  constante de propagation du mode 
1 igne de transmission passe par u n  maximum en valeur d'affaiblissement 
puis par u n  maximum en vitesse de propagation et  enfin tend vers le p o i n t  

représentatif 1. En effet, pour les très hautes fréquences, la longueur 
d'onde dans l e  vide est suffisamment petite pour qu'on puisse supposer 
comme négl igeabl e 1 ' influence de 1 ' interface air-sol . On peut donc consi- 
dérer que 1 'onde se propage dans u n  milieu homogène q u i  est 1 ' à i r ,  le long 
d ' u n  cylindre parfaitement conducteur ; dans ce cas, l a  valeur limite de 
l a  constante de propagation est bien celle de 1 'airC"'. 11 faut égalment 
noter que l a  vitesse de propagation associée au mode rapide est  pratiquement 
indépendante de l a  fréquence. Nous avons v u  au paragraphe 2.4 que le p o i n t  
représentatif du mode rapide étai t ,  moyennant certaines conditions sur 1 a 
valeur de M , l i é  au point singulier de 1 'expression Q ( o c  ) défini par : 

Dans 1 a mesure où 1 e rapport @/wfz est f ai bl e par rapport à 1, 1 e 
point représentatif de 4 p  dans le plan complexe o( reste pratiquement indé- 
pendant de l a  fréquence, Un point immobile dans la représentation en & 

donnera une droite verticale dans 1 a représentation adoptée sur 1 a planche 
PL2.6 ; c 'est  bien ce que 1 'on constate sur une partie de l a  courbe carac- 
térisant le  mode rapide. 

Dans l'exemple choisi, l e  rapportqlwfz est égal à 1 pour une 
fréquence de 36 MHz. Pour des valeurs de fréquence très supérieures à 36 MHz, 

l a  valeur de n restera pratiquement constante. Dans ce cas, la valeur de 
la partie réelle du point singulier 4 p est de 0,913.  ett te valeur ramenée 
à l a  représentation de l a  planche PL2.6 devient 1,095; ce q u i  correspond 
bien à l'ordre de grandeur trouvé pour des valeurs de l a  fréquence supérieu- 
res à 36 MHz. 



2.7 Calcul des champs électriques e t  magnétiques associés aux modes de 

propagation 
En considérant séparément l e s  deux modes de propagation nous 

allons calculer l a  valeur des champs électriques e t  magnétiques en chacun 
des points de l 'espace. Nous tracerons ensuite pour chaque mode l e s  courbes 
iso-énergie dans u n  plan perpendiculaire à l a  direction de propagation. 

2.7 .l. Exeressions _ _  -_______ des _ _ _  champ _-__ _ électriques _-_____ _ _ _  e t  _ _  magnétiques _ _  _ _ _ _  _ _ _  
Le calcul des potentiels de Hertz induits par u n  f i l  in f in i  placé 

au-dessus du sol e t  parcouru par u n  courant de la forme 1 = Io exp(ik4 d x -  

i w t )  a déjà Et6 f a i t  par SOIR ON^^', e t  nous n'en rappelerons i c i  que l e s  
principaux résu l ta t s .  

Potentiel vecteur électrique dans 1 ' a i r  : (2.38) 

Potentigvecteur magnétique dans 1 ' a i r  : 

Potentiel vecteur électrique dans 1 e .sol : 



Potentiel vecteur magnétique dans l e  sol : 

Les formules des champs éTectriques e t  magnétiques s'en'déduisent 
par les  relations suivantes : 

--t _C 

H =(r-iui~)n&F+ d h o T  TT* 

2.7.2. Courbes iso-énergie dans-le Flan transversal ------- -------- -- ---- -- --- ----------- 
Pour caractériser la densite d'énergie associée à chacun des deux 

c 451 modes nous utilisons levecteur complexe de Poynting défini par STRATTON . 

- 
où  H* es t  l e  conjugué de 7 

La partie réelle de ce vecteur représente l ' in tens i te  moyenne du 
flux d'énergie, chacune des composantes caractérisant plus particulièrement 
l 'énergie propagée selon son axe directeur. 

Nous avons représenté sur les planches PL2.7 e t  ~ ~ 2 . 8  les  courbes 
dans l e  plan transversal choisi comme origine (x=O). 

Les données numériques sont les suivantes : 
O hauteurduFil  d = 0 , 0 4 m  
O fréquence : F =1 GHz 

O conductivité du sol : (Tz = 1 0 - ~  m ho/m 
O permittivité diélectrique du sol : €2 = 5 €0 



TL. 2.# : Courber 90 - 3 x pour le 76dC mpide --- 





La planche PL2.7 e s t  t racée pour l e  mode rapide,  1 ' a u t r e  pour l e  

mode l i g n e  de transmission. Nous constatons que pour ce  d e r n i e r  mode, 

l ' é n e r g i e  e s t  concentrée autour  du f i l .  Par contre, pour l e  mode rap ide  

l ' é n e r g i e  e s t  p l u s  r é p a r t i e  e n t r e  l e  f i l  e t  l e  so l ,  e l l e  diminue moins 

rapidement quand on s ' é l o i g n e  du f i l .  Cet te  p a r t i c u l a r i t é  appara f t  mfeux 

sur 1 a p l  anche PL2.9 où nous avons t r a c é  dans 1 e p lan  t ransversa l ,  1 a v a l e u r  

de Sx en f o n c t i o n  de l a  p o s i t i o n  du p o i n t  d 'observa t ion  par r a p p o r t  au f i l  ; 

ce p o i n t  e s t  supposé ê t r e  s i t u é  à l a  surface du sol .  La courbe repérée par  

l ' i n d i c e  1 correspond au mode rapide,  l a  courbe repérée par l ' i n d i c e  3 co r -  

respond au mode l i g n e  de transmission. La courbe repérée par l ' i n d i c e  2 

correspond au cas l i m f t e  d'une onde q u i  se propage sans a t t é n u a t i o n  à l a  

v i t e s s e  d e - l a  lumière. 

Les planches PL2.10 e t  PL2.11 représentent  l e s  mêmes courbes 

iso-Sx mais pour une hauteur de 3 cm au-dessus du so l .  Ceci correspond 

par r a p p o r t  au cas précédent à une i n v e r s i o n  du r a p p o r t  des a f fa ib l i ssemen ts  

de chacun des modes ( v o i r  planche PL2.3). 

Nous constatons cependant l a  même p a r t i c u l a r i t é  que précédemment : 

pour l e  mode 1 i gne  de transmission, 1 'énerg ie  e s t  p l u s  concentrée autour du 

f i l  que pour l e  mode rapide.  Cet te  remarque semble d ' a i l  l e u r s  ê t r e  caracté-  

r i s t i q u e  du comportement des deux modes. 





PL 2.10 : COURBES ~SO-sx pour Ic m O de rapide 





C O N C L U S I O N  
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Dans ce chapitre, nous avons repris l e  détail de la démarche 
théorique proposée par OCSEN e t  CHANG pour calculer les  valeurs de deux 
constantes de propagation différentes pour une onde q u i  se propage le  
long d'un f i l  tendu au-dessus du sdl. 

A partir de ces résultats  théoriques, nous avons développe u n  
programme numérique q u i  permet de calculer ces deux constantes de propa- 
gation pour les cas pratiques qui nous interessent. 11 s ' ag i t ,  cmme nous 
1 'avons vu dans l e  premier chapitre, d'une 1 igne tendue à proximité d ' u n  

milieu à faible conductivité, comme par exemple l e  sable ou u n  mur'de 
briques. Le dmaine des fréquences qui nous intéresse s'étend de 50 YHz 

à quelques Gtlz. 

L'étude du déplacement des points repr6sentatifs des constantes 
de propagation en fonction de la  hauteur du f i l  au-dessus du sol,  a montré 
qu'en général c 'es t  l e  mode ligne de transmission q u i  e s t  l e  plus sensible 
aux variations de ce paramètre. Pour des hauteurs faibles par rapport au 
dizième de la longueur d'onde, c ' e s t  également ce mode q u i  est  l e  plus 
atténué. 

Par contre, pour des hauteurs importantes par rapport au dizième 
de la  longueur d'onde, c ' e s t  l e  mode rapide q u i  a la plus for te  atténuation. 
Dans tous l es  cas, i l  semble que 1 'énergie l i ée  au mode ligne de transmis- 
sien soi t  plus concentrée autour du ' f i l ,  alors que l 'énergie l iée  au mode 
rapide es t  plus répartie entre l e  f i l  e t  l e  sol. 

La comparaison des courbes tracées pour 30 MHz e t  50 MHz nous 
permet de supposer q u  'entre ces deux valeurs, i l  peut exister une fréquence 
pour laque1 1 e se produit une dégsnérescence des deux modes, c'est-à-dire, 
une valeur de la  hauteur t e l l e  qu'il  y a üne solution commune pour les deux 
constantes de propagation. 



Pour des so l s  de c o n d u c t i v i t é  ou de p e r m i t t i v i t é  d i f f é r e n t e s ,  

il appara î t  que l e s  courbes obtenues à p a r t i r  d 'une v a r i a t i o n  cont inue du 

paramètre ne sont pas t o u j o u r s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d 'un  mode au sens où nous 

1 'avons d é f i n i .  Ceci se p r o d u i t  également pour des v a r i a t i o n s  de l a  hauteur 

d à une fréquence de 30 YHz. Les s o l u t i o n s  associées au mode l i g n e  de 

t ransmiss ion correspondent aux s o l u t i o n s  de 1 'approximation quasi-TE.1, 

uniquement pour l e s  basses fréquences e t  p l u s  précisément pour des va leu rs  

i n f é r i e u r e s  à l a  fréquence c a r a c t é r i s t i q u e  du m i l i e u  Fc, d é f i n i e  par c 463 

~ = d c  E z  ( F c = ~ ~ N H , ) .  

Il f a u t  no te r  que dans l e s  cas p ra t i ques  que nous avons étudié,  

on ne peut conclure de façon d é f i n i t i v e  que 1 'un des deux modes e s t  t o u j o u r s  

c a r a c t é r i  sé par  un a f f a i  b l  i ssement beaucoup p l u s  important  que 1 'au t re .  

Selon l e s  va leu rs  des d i f f é r e n t s  paramètres physiques ou é lec t r i ques ,  c ' e s t  

l ' u n  ou l ' a u t r e  des af fa ib l issements qu i  e s t  prépondérant e t  q u i  rend donc 

négl igeable, après une c e r t a i n e  d i s tance  de propagat ion,- le  courant  q u i  l u i  

e s t  associe. 

Cependant, ce la  n ' e s t  v r a i  que s i  1 'ampl i tude des courants modaux 

n ' e s t  pas t e l l e  que, dès l ' o r i g i n e ,  c ' e s t - à - d i r e  au niveau du générateur,  

l ' u n  des deux courants s o i t  nettement prépondérant par  rappor t  à l ' a u t r e .  

La va leu r  de chacun d'eux d o i t  également ê t r e  cmparée aux courants associés 

aux s o l u t i o n s  à spectre cont inu .  

Cet te  étude paramétrique d o i t  donc ê t r e  complétée par  l e  c a l c u l  

des amplttudes de chacun des courants qu i  composent l e  courant  t o t a l ,  c ' e s t  

ce  qu i  f a i t  l ' o b j e t  du t ro i s ième chap i t re .  



CHAPITRE III : CALCUL DE LA REPARTITION DE COURANT LE LONG D 'UN FIL 

ALIMENTE PAR UN GENERATEUR DE TENSION SYMETRIQUE 

Le but  de ce c h a p i t r e  e s t  de déterminer, pour un cas d ' e x c i t a t i o n  

p a r t i c u l i e r ,  l a  c o n t r i b u t i o n  r e l a t i v e  des courants modaux dans l a  valeur  

t o t a l e  'du courant qu i  parcour t  l e  f i l .  Pour a b o u t i r  à ce r é s u l t a t ,  nous 
C1?1 adopterons l a  même démarche que OLSEN e t  CHANG . 

Dans ce chapi t re,  pour é t a b l i r  1 'expression de courant l e  long 

de l a  1 igne, nous u t i l i s e r o n s  l e  formalisme des antennes qu i  cons is te  à 

c a l c u l e r  1 'ampl i tude du champ é l e c t r i q u e  rayonné par l e  f i l  e t  à égaler 

sur  sa surface, l e  champ rayonné e t  l e  champ imposé par  l e  générateur. 

Nous comparerons ensu i te  ces r é s u l t a t s  théor iques aux r é s u l t a t s  

p ra t i ques  obtenus à l ' a i d e  d 'un  montage expérimental. 



3.1 Calcul du champ Glectrique émis par u n  dipale électrique horizontal 
au-dessus du sol 
-- 

l Dans u n  premier temps, nous nous attacherons à calculer l e  champ 

I électrique h i s  par u n  dipble électrique horizontal au-dessus du sol. 
(voir f ig .  3.1) 

Le dipble de longueur dx est  parcourupar u n  courant 1. Il e s t  

I situé à une hauteur d au-dessus du sol e t  u n  point de 1 'espace P est  repré- 

1 senté par ses coordonnées cylindriques r ,  (3 e t  z ou par ses coordonnées 

I cartésiennes x ,  y e t  1. La distance entre ce point e t  l e  centre de 1 'élément 
de courant es t  R44, la distance avec l e  
centre de 1 'image de 1 'élément de courant par 
rapport à l ' interface air-sol es t  R42. Le 
cal cul du champ électrique élénentaire émis 

($43) par ce dipble a été développé par BANOS L 4 e, igl  

e t  nous rappelons ic i  l e  résultat  obtenu 
pour la composante longitudinale : 

d € 4 ~ 2 ~  *b. C M $  . I d a  32 [ ~ 4 4  - {w 
Gaz + k i  V A A ~  + kb [ G<L 

où G i j ,  V i j  e t  Uij sont les fonctions de Green définies par : 



Les expressions a. , k i  , AL,, u, e t  Zo sont l e s  mêmes que ce1 l e s  

d ë f i n i e s  au c h a p i t r e  II e t  nous en rappelons l e s  formules ci-dessous : 

La f o n c t i o n  Ga4 peut également s ' é c r i r e  sous l a  forme i n t é g r a l e  

su ivante  : 

s o i t  en u t i l i s a n t  l a  formule (2.9) : 

De l a  même façon, GA, peut  s ' é c r i r e  : 



Comme nous serons amenésà exprimer la  condition aux limites à 

l a  surface du f i l ,  l es  points d'observation se  situeront à proximité immé- 
d ia te  du plan (xOz). Nous supposerons que nous pouvons confondre l a  coor- 
donnée cylindrique suivant 1 'axe des r avec la  coordonnée cartésienne 
suivant 1 'axe Ox. Dans ce cas par t icu l ie r ,  1 'expression du champ électrique 
élémentaire é c r i t e  en (3.1) devient : 

I ou encore en remplaçant G ,  U e t  V par leurs  valeurs : 

11 faut  rappeler que ce t t e  formulo n ' e s t  
valable que s i  y e t  i sont suffisamment 
pe t i t s  pour pouvoir considérer que 1 'ampli- 
tude de la  composante radiale du champ Er, 
e s t  t r è s  voisine de Ex. 

Dans l e  cas du f i l ,  l a  section de 1 'élément 
de courant n 'es t  pas ponctuelle, e l l e  e s t  
constituée par u n  cercle de rayon a (voir  
f i g .  3 . 2 ) .  S i  ce rayon a e s t  f a ib l e  par 
rapport à l a  hauteur du f i l  au-dessus du sol ,  
nqus pouvons supposer que dans u n  plan de 
section dro i te ,  l e  courant e s t  uniformérrtent 
répart i  l e  long de la circonférence du Ti1 . 
Le champ créé en u n  point proche du plan (xOz) 

e s t  la  somme des champs créés par chacun des 
éléments de courant élémentaires parcourus 
par u n  courant L d Q .  

2TT 



Pour c a l c u l e r  ce champ é l e c t r i q u e  é lémenta i re nous appl iquons 

l a  formule (3.5) au nouveau repère  (x ' ,y ' ,z l )  d é f i n i  de façon t e l l e  que 

l ' é l émen t  de courant considéré s o i t  contenu dans l e  p lan  ( x 1 O ' z ' ) .  Pour 

é c r i r e  c e t t e  formule dans l ' a n c i e n  repère  (x,y,z) nous u t i l i s o n s  l e s  

changements de va r iab les  su ivants  : 

D'où l a  formule du champ é l e c t r i q u e  créé par un élëment de courant  ponctuel  : 

Le champ créé en un p o i n t  de l 'espace par l e  t ronçon de f i l  de 

rayon a e t  de-longueur dx sera l a  somme des champs créés par  chacun des 

éléments de courant ponctuel s, s o i t  : 



Nous avons déjà effectué une intégrale analogue à celle-ci  dans 

l e  chapitre I I ,  pour l e  calcul des formules ( 2 . 7 )  à (2.12). Nous en dédui- 

sons directement que l a  valeur du champ électrique rayonné par u n  dipôle 

é l h e n t a i r e  de longueur dx e t  de section 7TaZ e s t  l e  r é su l t a t  de l a  mul- 

t ip l ica t ion  de la  formule (3.5) par l 'expression JO ( A  ) avec A = kla. 

3.2 Champ électrique ëmis par u n  f i 1  tendu au-dessus du sol 

Nous nous intéressons maintenant au cas d ' u n  

$ 3  
4 P e f i l  d i r igé  selon l ' axe  des x e t  de longueur 

I ' 
> 

f i n i e  21 (voir  f i g .  3.3). Pour u n  point M 

1 8 s i tué  à une abscisse x sur l a  circonférence 
du f i l ,  l e  champ électrique élémentaire créé 

par u n  tronçon de 1 igne de longueur dx ' , 
s ' é c r i t  : 

> 
d El  (X,-c )= -% k: 8 1 2 ' ) .  drc'. 5, (AT ) .  

x ;TT 

J 2  ê)i ".idIda>' - liti[ k i i  

Le champ total  au point M s ' é c r i t  : 
+a. 

/ 

De la  même façon que dans l e  paragraphe 2 .2 ,  i l  s e  pose u n  pro- 
blème au niveau de 1 'application de l a  condition aux limites,  qui consiste 

i c i  à annuler l e  champ electrique longitudinal partout Te long de l a  l igne, 
sauf au niveau de l a  zone d'excitation de 1 'antenne où l e  champ électrique 

longitudinal e s t  celui imposé par 7 e générateur. Les r é su l t a t s  dépendront 

du point choisi sur l a  circonférence. Pour résoudre ce problème, nous pouvons 
comme dans l e  paragraphe 2.2, u t i l i s e r  la  valeur moyenne du champ électrique 

l e  long de la  circonférence. 



L 'app l  i c a t i o n  de c e t t e  méthode nous permet d ' é c r i r e  l a  va leu r  

moyenne du champ é l e c t r i q u e  l o n g i t u d i n a l  à l a  sur face du f i l  : 

où I ( x l )  e s t  l a  va leu r  du courant au p o i n t  d 'absc isse  x '  

M (  O( ) e s t  1 'équat ion modale é c r i t e  en (2.14) e t  dont  nous rappelons 

1 'expression c i  -dessous : 

3.3 Expression du courant  parcourant l a  l i g n e  dans l e  cas où l ' e x c i t a t i o n  

e s t  f a i t e  sur une zone i n f i n i t é s i m a l e  

Nous supposons maintenant qu 'il e x i s t e  au cen t re  de 1 'antenne un 

générateur de tens ion  t e l  que l a  va leu r  moyenne du champ é l e c t r i q u e  tangen- '  

t i e l  à l a  sur face du f i l  v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  : 

où G x )  e s t  l a  f o n c t i o n  de D i rac  de sur face u n i t é .  Dans l e  cas p a r t i c u l  i e r  

d 'un  f i l  de longueur i n f i n i e ,  l e  courant  I ( x )  e s t  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  

su ivante  : 



Pour c a l c u l e r  l a  r é p a r t i t i o n  de courant  I ( x )  à p a r t i r  de c e t t e  

formule, nous u t i l i s o n s  l e s  p r o p r i é t é s  de l a  transformée de Four ie r  e t  du 

p r o d u i t  de convolut ion.  

S i  nous dé f i n i ssons  l a  transformée de Four ie r  d'une fonc t i on  

f ( z )  par  : 

il en r é s u l t e  que l a  transformée de Four ie r  i nve rse  e s t  d é f i n i e  par : 

Nous appl iquons maintenant l e  théorème de convo lu t ion  pour c e t t e  

transformée. Le p r o d u i t  de convo lu t ion  de deux fonc t i ons  f e t  g es t  d é f i n i  

par  l a  r e l a t i o n  : 

t* 

= f ( t )  * g ( t )  = 

ce q u i  donne pour l e s  transformées des f o n c t i o n s  y ( t ) ,  f ( t )  e t  g ( t ) ,  l a  

r e l a t i o n  su ivante  : 

Dans le cadre de c e t t e  d é f i n i t i o n ,  l a  transformée de Four ie r  du 

p r o d u i t  de convo lu t ion  de deux f o n c t i o n s  e s t  égale au p r o d u i t  des t r a n s f o r -  

mées de Four ie r  des deux fonc t ions ,  m u l t i p l i é  par  2 ~ / k ~  . 



Le terme de gauche de 1 'équation (3.12) e s t  l e  produit de convo- 

lution des fonctions M(x)  e t  I (x)  . Si nous appliquons l a  t r a n s f o M e  de 
Fourier à chacun des termes de ce t t e  équation, nous obtenons donc : 

/V 

où M ( 4  ) e t  I ( d )  sont respectivement l e s  transformées de Fourier des 
fonctions M(x) e t  I (x ) .  

De la  formule (3.16), nous t i rons 1 'expression du courant I (x )  
en u t i l  isant l a  transformée inverse : 

avec M (  o( ) = Jo (A7) .  12) ( ~ 7 ) -  h % 2 3 ~ ) ,  J O ( ~ ~ T )  

3.4 Calcul de la  réparti t ion du courant l e  long du f i l  par l e s  expressions 
approchées 

Dans u n  premier temps, nous supposerons que l e s  conditions 
d'approximation exprimées dans l e  paragraphe 2.3 sont vérif iées .  Les 
expressions intégrales P(o( ) e t  Q(d  ) peuvent donc ê t r e  remplacées par 
1 eurs formules simpl i f  iées que nous rappelons ci-dessous : 



Pour ef fectuer  l e  c a l c u l  de l a  r é p a r t i t i o n  de courant exprimée 

en (3.17), nous chois issons d ' i n t é g r e r  par  l a  méthode des rés idus  dans l e  

demi-plan complexe supér ieur  o( . En premier l i e u ,  il appara t t  que l e s  

deux zéros oc4 e t  IX 2 précédemment d é c r i t s  deviennent des pales de l a  f o n c - -  

t i o n  à i n t é g r e r .  

Le c a l c u l  de No(& ) par l a  méthode des r é s i d u s  a  montré qu ' il 
e x i s t a i t  dans l e  p l a n  complexe oc deux ensembles de p o i n t s  de d i s c o n t i n u i t é .  

Le premier ensemble e s t  1  i é  à 1  'expression de h p que nous rappelons c i -  

dessous : 

Il y a  indéterminat ion  sur l e  choix du s igne quand X p  e s t  un 

r é e l  pur, c e t t e  d i s c o n t i n u i t é  e s t  d é f i n i e  dans l e  p lan  complexe % par l e  

fornlu 1  e  : 

00 s  e s t  un nombre r é e l .  

Nous avons dé jà  é tud ié  ce problème e t  d é f i n i  deux va leu rs  bpi et 
'X pz, correspondant à des nombres réels p o s i t i f  e t  n é g a t i f .  Le choix e n t r e  

ces deux va leurs  e s t  d é f i n i  par  l a  p o s i t i o n  de q par  r a p p o r t  à l a  branche de 

coupure ; cec i  e s t  e x p l i c i t é  sur l a  f i g u r e  2.4. 



Le deuxième ensemble de p o i n t s  de d i s c o n t i n u i t é  e s t  l i é  au c a l c u l  

de ;\a dont nous rappelons égalenent l a  formule : 

De l a  même façon que précédemment, c e t t e  d é f i n i t i o n  g é ~ è r e  dans 

l e  p l a n  c o m ~ l e x e d  un ensemble de p o i n t s  de d i s c o n t i n u i t é  d é f i n i  par : 

O ( =  ( 4 -  k ~ ) ~ ' ~  OB t e s t  un nombreréel. 

Il e x i s t e  égal m e n t  deux va leu rs  (Xo 4 ~r ~ B Z  corrëspondant à des 

nombres r é e l s  p o s i t i f  e t  n é g a t i f .  Leur choix e s t  i nd iqué  sur l a  f i g u r e  2.6. 

11 f a u t  no ter  que ce deuxième ensemble de p o i n t s  de d i s c o n t i n u i t é  

t i e n t  l i e u  de branche de coupure pour l e  p o i n t  de branchement o( = 1, ce  
.- 

p o i n t  de branchement Gtant d[l à l a  d é f i n i t i o n  de 7 dans M (  o( ) : 7 =(1- 

6')"" - %Cl-) > o. 

Nous chois issons donc comme contour  d ' i n t é g r a t i o n  l e  contour  (L7 
d é f i n i  sur l a  f i g u r e  3.4. S i  l e  rayon R tend vers 1 ' i n f i n i ,  l ' i n t é g r a l e  l e  - 

long du demi-cercle supér ieur  e s t  nég l igeab le  e t  1 ' i n t é g r a l e  de l a  f o n c t i o n  

1 e long de 1 'axe r é e l  peut se décomposer de 1 a façon suivante : 



Les deux premiers termes sont l e s  contributions &es aux résidus en 4 4  

e t  d 2 ,  Zes deux derniers termes sont Zes contributions Ze long des contours 

hvitant l e s  Zieux de discontinuité.  Le courant to ta l  Iix) peut donc se 

déconposer en la  s m e  de quatre courants ; l e s  deux prmiers  associés 

aux pôles de la j F ~ n c t i ~ n  à intégrer serozt appelés l e s  courants polaires 

Ipl e t  Ip2, l e s  deux autres sont l e s  courants IB1 e t  I B 2  associés aux l ieux 

de discontinuité.  

I (x)  = Ipl + Ip2 + IB1 +IB2 (3.19) 

Nous nous intéressons d'abord au calcul des deux courants polaires 

dont l e s  expressions sont : 

11 apparstt bien, sur ces formules, que ces deux termes représen- 

t en t  des courants qui se  propagent l e  long de l ' axe  des x avec respective- 

ment comme constantes de propagation réduites o(4 $ r;z , c 'est-à-dire  
l e s  zéros de 1 'équation modale. Le calcul de l a  dérivée de 1 'équation 

modale a déjà é t é  f a i t  dans 1 'annexe A 2  à propos du développement de 

1 'algorithne de NEWTON. 

Il  faut  noter que dans l e s  formules (3.20) e t  (3.21), 1 'expression 

M ( o (  ) intervient global ment  ; l e  résu l ta t  obtenu s e r a i t  identique s i -on 
n 'avai t  pas supposé que les  approximations exprimées dans l e  paragraphe 

2.3 é ta ien t  vér if iées .  

Donc, dans l a  mesure où on prend pour û(d & D( l e s  r é su l t a t s  
obtenus au chapitre précédent par la  résolution de l 'équation modale exacte, 

l e s  courant polaires Ipl e t  Ip2 sont donnés, dans tous l e s  cas, par l e s  

formules (3.20) e t  (3.21), la  dérivée de ! v l ( o (  ) e s t  ce l l e  donnée dans 

1 'annexe A3. 



Pour ce cas par t icul ier  d 'exci ta t ion de la l igne, nous connaissons 
donc les  amplitudes respectives de chacun des deux courants polaires e t  

. t  
nous pouvons cal CU l e r  les  importances re la t ives  de 1 ' u n  pas rapport à 

1 'autre.  
* 

Sur l e  tableau 3.1, nous avons porté l e  rapport des amplitudes 
des courants -1 Ipl 1 / 1 Ip2 Ic'"en fonction de l a  hauteur d du f i l  au-dessus 
du sol e t  de la  distance réduite x /h , où h e s t  la longueur d'onde dans l e  
vide. Le courant Ipl e s t  l e  courant l i é  au mode ligne 'de transmission, l e  
courant Ip2 e s t  celui 1 i é  au mode rapide. 

Tableau 3.1 : Rapport des amplitudes des courants modaux IIpll / 1 Ip21 

Dans cet  exemple, la conductivité du sol e s t  <rj = IC-'~V&O/,WI 

e t  sa permitt ivité re la t ive  =5  , 

Pour les  deux fréquences choisies (50 MHz e t  lGHz), l e  courant Ipl 
e s t  toujours plus grand que l e  courant Ip2 au niveau du générateur. 



Dans l e s  deux cas, tant  que l a  hauteur d res te  inférieure à 

environ l e  dizième de l a  longueur d'onde, l e  courant associé au mode rapide 
redevient prepondérant sur 1 ' au t re  courant polaire Ipl ; cela se  produit 
pour une distance x si tuëe approximativement à une dizaine de longueurs 
d ' onde. 

Pour des hauteurs d plus grandes que l e  diziène de l a  longueur 
d 'onde, l e  rapport 1 I p l  ( / 1 1 ~ 2 1  e s t  une fonction croi ssante de 1 a di stance 
x ' : c ' e s t  l e  courant associé au mode ligne de transmission qui res te  
prepondérant sur l e  courant associé au mode rapide. On remarque de plus 
que pour une frcquence de 50 MHz, l e  courant Ip2 peut Otre négl ige à 

par t i r  d'une hauteur d égale 2 0,5 m ,  pour une distance x supérieure à une 
dizaine de longueurs d'onde. 

Dans l e  deuxième chapitre,  l o r s  de l ' é tude  de l a  variation des 
constantes de propagation (planche PL2.2) ,  nous avons v u  qu'à une fréquence 
de 50 MHz e t  pour des hauteurs supérieures à 0,5 m ,  l e s  r é su l t a t s  obtenus 
pour l e  mode ligne de transmission son t - t r è s  proches de ceux obtenus dans 
l e  cadre de 1 'approximation quasi-TM. 

On peut donc considërer qu'à une fréquence de 50 Y H Z ,  1 'approxi- 
mation quasi-TE4 e s t  valable à 10% près pour des hauteurs d supérieures à 

0,5 m e t  pour des distances x supérieures à 60 m .  

Il  ne f au t  cependant pas perdre de vue que ce t t e  approximation ne 
restera  valable que s i  de façon générale la  hauteur r e s t e  inférieure à l a  

longueur d'onde dans l e  vide. 

Pour évaluer la  contribution de ces deux courants polaires dans 
l a  valeur du courant t o t a l ,  i l  e s t  nécessaire de conna'ltre l e s  courants IB1 
e t  IB2 Écri ts  en (3.19). 

Le courant IB1 s ' é c r i t  : 



où 7: 1% e s t  l e  con tour  de l a  f i g u r e  3.4 i s s u  du p o i n t  1. 

S i  Mo( ,y ) e t  M 1;(4) d i i s ignen t  l a  v a l e u r  de 1 ' équa t i on  modale l e  

l ong  du contour  % \ni3r. .L) e t  dans laque1 l e  on impose respec t i vement  

.'fk( 36) ,> C rT , ' a l o r s  If31 p e u t  s ' é c r i r e  : 

Le cou ran t  IB2 s ' é c r i t  : 

Nous f a i s o n s  l e  changement de v a r i a b l e  s u i v a n t  : 

,'- 

Le l ong  du con tour  <C -E,,, W e s t  un  r é e l  n é g a t i f  en \ p2,  p o s i t i f  

en Ipb ( v o i r  f i g  .3.+). 

De l a  même façon  que précédemment, nous appelerons : 

. I ~ o (  O( ) l a  v a l e u r  de 1 'express i6n  M(d ) l e  long de ( ' ! ~ w ~ \ h p ~ = ~ )  

TL.ca,)>c 



fl,T!.dla v a l e u r  de 1 'express ion  M (  ) l e  long  de 'tJC ( + T b % ( ~ p {  =(;),$- 
+LLL f'< ( < A  \, 1 < 2 a 

Le cou ran t  IB2 s ' é c r i t  a l o r s  : 

s o i t  : 

où 4 e s t  d é f i n i  à p a r t i r  de W par  l e s  fo rmu les  : 

F I L  
4 = ( PI - w 2 -  4 )  

I I  - 
et- -3-{.J ,O 

Nous avons app l i qué  n o t r e  programme d ' i n t é g r a t i o n  numérique au 

c a l c u l  de ces fo rmu les  e t  nous donnons ci-dessous l e s  r é s u l t a t s  obtenus dans 

un cas p a r t i c u l i e r  permet tan t  d ' u t i l i s e r  l e s  express ions approchées de P ( q  ) 

e t  Q ( ~ c  1. 

A p p l i c a t i o n  numérique : 

F = 1,8GHz d = 0,0416 m (0,25 3 ) a  = 0,00166 m (0,Ol 3\ ) 
Gi = 1 0  mho/m &RZ= 1 0  ( n  = 7,43 + i 6,73) 
,X4= 1,005 + i 0,0094 

Nz = 0,998 + i 0,0032 

Il e s t  p o s s i b l e  de mont re r  que l e s  c o n d i t i o n s  de v a l i d i t é  des 

s impl  i f i c a t i o n s ,  rappelées ci-dessous, sont  v é r i f i é e s  : 



Pour une distance x = 0,l m nous trouvons : 

Ipl = (0,25 + i 0,57) x 1 0 ' ~  

Ip2 = (1,54 + i 0,59) x 10" 

IB1 = (0,40 - i 0,052) x 1 0 ' ~  

IB2 = (-0,27 - i 0,067) x IO-' 

Pour vér i f ie r  la va l id i té  de ces résu l ta t s ,  nous avons appliqué 

l e  programme d'intégration numérique directetnent sur l a  fonction à intégrer 

def inie  dans l a  formule 3.17, en remplaçant toutefois P ( o 0  e t  Q( o( ) par 

leurs  expressions simpl i i i é e s  rappelées au d e b u t  de ce paragraphe. Le calcul 

de H( O( ) pose u n  problème dans l e s  zones proches de d = 1 (pour .7 = 0 )  à 

cause de l a  présence du logarithne e t  des fonctions de Hankel. Nous avons 

rgsolu ce problème en remplaçant ces fonctions par leur développement 1 imite 

autour de O ; l e  resul t a t  obtenu e s t  l e  suivant : 

P ( 4  t€)= - 2 i  [ & - + i n ]  
Ti- 3 ( n 2 -  1) 

Q ( 4  tO=  - 4 i  [ a,, (-i 2 ~ / * )  1. €4 (-i Z D / ~ )  
TT VI2 

Nous rappelons que E4 ( x )  e s t  1 'exponentiel l e  intégrale d 'ordre 1 

de l a  variable x .  
Pour la même application numérique que précédemment,nous obtenons : 

1 s (4,90 + i < 0 6 )  X 1 0 ' ~  
ce qui est en accord avec la somme des courants trouvés par la nremière 
méthode : 

Ipl + Ip2 + IB1 + IB2 = (1,92 + i 1,04) x 10 -3 

3.5. Calcul de la  répart i t ion du courant l e  long du f i l  par l e s  expressions 

exactes 

Nous étudions maintenant l e  cas plus général 013 les  fonctions 

P(CX ) e t  ? ( & )  ne peuvent plus ê t r e  simplifiées e t  éc r i t e s  expl ici tment .  



Nous avons vu précédemment que pour l e  c a l c u l  de I p l  e t  Ip2, 

il s u f f i s a i t  de remplacer dans l e s  r e l a t i o n s  (3.20) e t  (3.21) 1  'expression 

de M(lx ) par  sa f o r m u l a t i o n  exacte. Il en e s t  de même dans l e  c a l c u l  de IB1 

où l a  dé terminat ion  po r te  sur l e  s igne de 7 . Nous u t i l i s o n s  l e  programme 

q u i  c a l c u l e  P e t  Q sous l e u r  forme i n t é g r a l e ,  en cho is i ssan t  l e  s igne de f 
en f o n c t i o n  de l a  dé termi l ia t ion  imposée pour % R ( > ~ *  OU 1.2). 

Le problème ne peut se résoudre de l a  même façon pour l e  courant  

IB2. Dans ce cas l ' i n d é t e r m i n a t i o n  p o r t e  sur l e  signe de hp qui  e s t  un p ô l e  

de l a  f o n c t i o n  à i n t é g r e r  dans l e  c a l c u l  de Q ( 4  ) .  Pour 1  'expression s i m p l i -  

f iee ,  ce pô le  e s t  d é f i n i  par  : 

Dans l e  p l a n  complexe o( , c e t t e  d é f i n i t i o n  r e s t e  indéterminée 

pour des va leurs  r é e l l e s  de%, c ' e s t - à - d i r e  pour tous l e s  p o i n t s  % s i t u é s  

sur l a  branche de coupure issue du p o i n t  4 p  ( v o i r  f i g u r e  3.5). Ce problème 

e s t  réso lu  en contournant c e t t e  branche de coupure par  l e  contour k?%p, ce 

q u i  r e v i e n t  à déplacer l e s  pôles Ip à p r o x i m i t é  de 1  'axe r é e l  e t  de p a r t  

e t  d ' a u t r e  de c e l u i - c i .  Les conséquences de c e t t e  remarque sur l e  c a l c u l  de 

Q ( w  ) par l a  méthode des rés idus  o n t  ë té  étudiées dans l e  deuxième chap i t re .  

Dans l e  cas génëral où l e s  cond i t i ons  de 1  'approximat ion ne sont 

pas v é r i f i ë e s ,  ce pô le  ip e s t  d é f i n i  par 1  ' annu la t i on  du dénominateur de l a  

f onc t i on  exacte à i n t e g r e r  dans Q ( y ) ,  s o i t  : 

Dans l e  p l a n  complexe&, l e  l i e u  de d i s c o n t i n u i t é  de c e t t e  d é f i -  

n i t i o n ,  c ' e s t - à - d i r e  l e  l i e u  des p o i n t s  4 q u i  donnent un  hp r é e l ,  e s t  une 

courbe analogue à c e l l e  de l a  f i g u r e  3.5 e t  i ssue du p o i n t  4 p  t e l  que : 



Si on contourne ce t t e  branche de coupure par u n  chemin du type 
("lhp,-les pôles de la  fonction à intégrer dans l e  calcul de Q(4 ) seront 
s i tues  à une distance aussi pe t i te  que 1 'on veut de 1 'axe réel .  Pour l e s  
points de 1 'axe réel s i tués  à proximité de ces pôles, i l  e s t  impossible 
d i  intégrer numeriquement. 

Mous avons donc adopté dans ce cas une autre méthode qui consiste 
à calculer l e  courant total  en intégrant directement l a  formule éc r i t e  en 
(3.17) par u n  procede numérique. Des dé ta i l s  sur ce calcul e t  l a  méthode 
employée sont donnés dans 1 'annexe A4. 

Avec la même application numérique que dans l e  paragraphe précé- 
dent, nous trouvons, pour la valeur du courant, l e  résu l ta t  suivant : 

Le programme a é t é  t e s t é  dans u n  cas où i l  e s t  possible de compa- 
r e r  l e s  résu l ta t s  à ceux obtenus précédemment, c 'est-à-dire dans u n  cas où 
l e s  conditions de va l id i t é  des expressions P e t  Q sont remplies ; nous véri-  
f ions bien que l e s  r é su l t a t s  correspondent avec ceux obtenus au paragraphe 

-3 précedent par une autreméthode ( 1  =(1,Ç2 + i 1,04) x 10 ). 

Le temps calcul obtenu en intégrant l e s  expressions exactes e s t  
évidemment plus long, puisque chaque point de l a  fonction à i n t é ~ r e r  e s t  
lui-même l e  résu l ta t  d 'une intéqrale,  

Pour évaluer la  contri bution des courants polaires dans la  valeur 
to ta le  du courant, nous avons calculé l e s  amplitudes respectives de chacun 

C 201 de ces courants pour plusieurs points s i tués  l e  long de la  ligne . 

Dzns ce t te  appl icaticn, nous avons choisi 1 es mêmes paramètres 
que dans l e  calcul des courants modaux : 

d = 0,04 m cJz = 10 m ho/m 62 = 5 €1 a = 0,01 m -2 



Les deux tab leaux 3.2 e t  3.3 représen ten t ,  pour deux f réquences 

d i f f é r e n t e s ,  l e s  ampl i tudes des couran ts  modaux, de l e u r  somme e t  1  ' anp l  i- 

tude du couran t  t o t a l  c a l c u l é  pa r  l a méthode d '  i n t é g r a t i o n  numérique. 

\ I 

( F = 50 MHz ! x(m> ) 
1 

( 1 

/ I P 2 /  0,091 : 0,089 : 0,087 
) 

Tableau 3.2 
( 1 
( 1 
( 11pl + 1 ~ 2 1  1,499 : 1,478 : 1,375 

) 

( 1 
1 ) 

I ' T /  i / 1,462 : 1,368 
( I 

) 
1 

( I x (m) 
( F = lGHz! 1 

eau 3.3 

Le c a l c u l  du couran t  t o t a l  pour  une v a l e u r  n u l l e  de l a  d i s t a n c e  x  

n ' a  pas é t é  e f f e c t u é ,  ca r  dans l e  cas du générateur  que nous avons c h o i s i ,  

l e  champ é l e c t r i q u e  e s t  de v a l e u r  i n f i n i e  en ce p o i n t  p a r t i c u l i e r .  



Sur l e  p r e n i e r  de ces deux tab leaux , c a l c u l é  pour  une f réquence  

de 50 MHz, il a p p a r a î t  que l e  cou ran t  t o t a l  e s t  prat iquement  égal  à l a  somme 

des couran ts  modaux dès que x e s t  p l u s  grand que l e  l / lOème de l a  longueur  

d 'onde. Dans ce cas, l e s  couran ts  nodaux s u f f i s e n t  à d é f i n i r  l e  couran t  

t o t a l ,  à c o n d i t i o n  de t e n i r  compte du mode r a p i d e  q u i  dev iendra d ' a i l l e u r s  

prépondérant pour des d i s tances  x p l u s  grandes que d i x  f o i s  l a  longueur 

d 'onde ( v o i r  tab leau 3.1) .  

Par con t re ,  dans l e s  mêmes c o n d i t i o n s  physiques ma is  pour une 

fréquence de 1 GHz ( t ab leau  3.3), on peu t  c o n s t a t e r  que l a  somme des 

couran ts  de p ropagat ion  ne t r a d u i t  p l u s  l e  comportement du couran t  t o t a l .  

3.6. Mesure de  l a  r é p a r t i t i o n  de couran t  l e  l ona  du f i l  

Nous avons e f f e c t u é  quelques mesures de l ' a f f a i b l i s s e m e n t  du 

couran t  l e  long  d ' u n  f i l  p a r a l l è l e  a l a  su r f ace  du so l  C 247 
- 

Pour une s t r u c t u r e  t e l l e  que c e l l e  que nous étud ions,  l a  v a l e u r  

l a  p l u s  fac i lement  mesurable e s t  1 'amp l i tude  du couran t  en f o n c t i o n  de  l a  

p o s i t i o n  de 1 a sonde de mesure 1 e long  du f i  1 . Nous pourrons comparer c e t t e  

amp l i tude  à c e l l e  du couran t  t o t a l  c a l c u l é  théor iquement a i n s i  q u ' à  c e l l e  

de chacun des couran ts  modaux. 

Le d i s p o s i t i f  de mesure u t i l i s é  e s t  schématisé sur  l a  planche 

PL3.1. La 1 i gne  e s t  tendue au-dessus du so l  p a r  t r o i s  suppor ts  en b o i s  e t  

l a  hauteur d e s t  maintenue cons tan te  par  des cordes tendues à i n t e r v a l l e s  

régu 1 i ers.  

L'ampl i t u d e  du couran t  l e  long  du f i l  e s t  mesurée p a r  1 ' i n t e rmé-  

d i a i r e  d 'une  sonde de couran t  r e l  f ée  à un v o l t m è t r e  accordé (mesureur de  

champ). Le générateur  e s t  é l o i g n é  au maximum pour  é v i t e r  l e s  e f f e t s  p a r a s i t e s  

dus au rayonnement. 

La d i s t a n c e  e n t r e  l e s  deux suppor ts  extrêmes e s t  de 60 m ; au-de là  

de chacun d'eux, l a  hauteur  du f i l  d iminue progress ivement  e t  l e  f i l  pose 

f i na lemen t  su r  l e  s o l  su r  une d i z a i n e  de mèt res  de long.  De c e t t e  façon, 
nous l i m i t o n s  l e s  r é f l e x i o n s  sur  l e s  ex t rém i tés  du f i l  e t  l e s  phénomènes 

d'ondes s t a t i o n n a i r e s  q u i  en découlent .  





Nous avons reproduit sur l e s  planches PL3.2 e t  PL3.6, l a  répar- 
t i t i o n  des anplitudes des courants l e  long de la ligne pour différentes  
valeurs de l a  hauteur d e t  de la  fréquence F.  Sur  la première de ces 
planches, la  hauteur d e s t  égale à 0,lG m e t  l a  fréquence F à 1 GHz. 
Sur l e s  quatre autres planches, la  hauteur r e s t e  constante e t  égale à 

0,04 m ; l e s  fréquences sort respectivement de 1 GHz, 750 MHz, 500 MHz e t  
50 Miiz. 

Sur toutes ces planches, nous avons reporte la  valeur exprimée 
en dB du courant mesure en differents  points de la ligne. Les courbes en 
t r a i t  plein e t  en pointil 16 ,  représentent respectivenient 1 'ampl itude théo- 
rique du courant total  e t  1 'anplitude théorique de la somme des courants 
modaux. 

Compte tenu de la d i f f i cu l t é  de déf in i r  expérimentalement l a  
zone d'excitation de 1 'antenne e t  de déteminer 1 'amplitude du champ 
électrique dans ce t t e  zone, la  courbe th ior i lue  du courant total  a é t é  
t ranslatée pour que l e s  valeurs theoriques e t  expérimentales du courant 
soiént l e s  mêmes en u n  point donné. Ce point e s t  noté sur l e s  planches 
"point de calage", nous avons év i té  de l e  chois ir  à proximité inmédiate 
du générateur car l a  zone d'excitation rea l i sée  pratiquement n ' e s t  pas aussi 
bien définie que dans la théorie. 

Sur la planche PL3.2, nous constatons que l e s  courbes théoriques 
du courant t o t a l ,  tracées pour des permitt ivités re la t ives  €a2 égales à 

5 e t  15, encadrent bien les  resul t a t s  de mesure. Pour f a i r e  ces calculs,  
nous avons choisi une conductivitk du sol égale à 10 -' mho/m mais nous 
avons pu vé r i f i e r  q u ' à  ce t te  fréquence, l e s  valeurs du courant é taient  
t r è s  peu sensibles aux variations de r 2  ; en e f fe t ,  dans ce domaine l e  
courant de déplacement e s t  beaucoup plus important que l e  courant de conduc- 
t ion. 

La courbe du module exprimé en dB de la  somme des courants modaux, 
a e t é  tracée dans 1 ' hypothèse d'une permitt ivité E t 2  = 5. On remarque que 
sa variation devient l inéa i re  pour des distances supérieures à 6 m ,  ce q u i  

t radui t  dans ce t te  zone 1 a préponderance d 'un des deux courants modaux ( Ipl 
dans ce cas) .  Elle se différencie nettement de la  courbe de variation du 

courant total  e t  l e s  courants associés aux modes rayonnés ne peuvent pas 
ê t r e  négl iges dans ce t t e  configuration. 





Sur l e s  planches PL3.3 a PL3.5, l e s  courbes t héo r i ques  o n t  é t é  

t r acées  en supposant pour l e  s o l  une c o n d u c t i v i t é  Tr = 1 0  -' mho/m e t  une 

p e r m i t t i v i  t é  r e l a t i v e  gw= 5. Cmme précédemment, nous constatons une 

bonne correspondance e n t r e  l e s  v a l e u r s  t héo r i ques  e t  expér imenta les du 

module du couran t  t o t a l .  Cependant, l e s  v a l e u r s  t héo r i ques  sont en généra l  

legèrement i n f é r i e u r e s  aux v a l e u r s  mesurées. En e f f e t ,  l a  v a l e u r  de l a  

p e r m i t t i v i t é  e s t  comprise e n t r e  5 e t  15 e t  dans c e t t e  gamme, une m e i l l e u r e  

correspondance e n t r e  l e s  v a l e u r s  théor iques  e t  expér imenta les s e r a i t  p o s s i -  

b l e .  En aucun cas, on ne peut  cons idé re r  que dans l a  zone où nous avons 

e f f e c t u é  ces mesures, l e  cou ran t  se comporte comme l a  somme des couran ts  po- 

l a i r e s  t r a c e e  en p o i n t i l l é  su r  ces courbes. 

Sur l a  p lanche PL3.6 correspondant à une e x c i t a t i o n  de l a  l i g n e  

en basse frequence (58 MHz), on remarque que l a  v a l e u r  du couran t  exprimée 

en dB d e c r o i t  1 inéai rement .  L ' e tude  de 1 'ampl i tude r e l a t i v e  des deux cou- 

r a n t s  de p ropagat ion  m o n t r e r a i t  dans ce cas l a  préponderance du mode t y p e  

"1  i gne  de t ransmiss ion" .  Dans c e t t e  zone de fréquence, 1 ' a f f a i b l i s s e m e n t  

e s t  s u r t o u t  sens ib l e  aux v a r i a t i o n s  de l a  c o n d u c t i v i t é  du so l .  Les courbes 
-2 -3 t héo r i ques  t racées  pour des c o n d u c t i v i t é s  de 10  mho/m e t  10 mho/m 

encadrent  b i en  1 es résu  1 t a t s  expérimentaux. 

3.7. Etude expér imenta le  en rég ime impul s ionne l  

Dans ce paragraphe, nous nous i n té ressons  au problème de l a  d é f o r -  

ma t i on  d 'une  impu l s i on  de couran t  se propageant l e  long de  l a  l i g n e  112 27 . 
Le banc de mesure u t i l  i s é  e s t  c e l u i  d é j à  d é c r i t  au p remier  c h a p i t r e  e t  

schématisé sur l a  f i g u r e  1.9. Le générateur  u t i l i s é  e s t  u n  générateur  

d ' i m p u l s i o n s  HEWLETT PACKARD q u i  dé1 i v r e  dans ce cas des impu ls ions  d 'une  

durée de 5 ns. Les oscil lograrnmes sont  r e l e v é s  su r  l e  t e r r a i n  pa r  l ' i n t e r -  

m e d i a i r e  d ' u n  o s c i l l o s c o p e  à é c h a n t i l  lonnage e t  d ' un  e n r e g i s t r e u r  à casse t -  

t e s  magnétiques. L ' en reg i s t r emen t  e s t  e n s u i t e  t r a i t é  en l a b o r a t o i r e  sur  

u n  m i n i - o r d i n a t e u r  PDP11, e t  l e s  r é s u l t a t s  son t  d i rec tement  s o r t i s  sur  

t a b l e  t r açan te .  

Le t r a i t e n e n t  su r  o r d i n a t e u r  e s t  basé sur  un  programme de t r a n s -  

formée r a p i d e  de FOURIER, m i s  au p o i n t  p a r  D E C ~ O U L I N ~ ~ ~ ~ .  











Nous avons relevé les  formes de 1 ' impul sion de courant pour 

différentes  distances x entre l e  point d'alimentation de l a  ligne e t  l a  
sonde de courant. Le f i l  e s t  tendu à 4 cm au-dessus du sol e t  x e s t  compris 

entre  O e t  6 m .  

Nous avons appliqué à chaque composante spectrale de 1 ' impulsion 
i n i t i a l e  (en x = 0)  l 'affaiblissement e t  l e  déphasage calculés théoriquement 

en supposant Q-i = 10 -' r.-/m e t  k c z =  5. Pour diminuer l e  temps de calcul ,  

nous n'avons tenu compte que du mode 1 igne de transmission qui e s t  prépon- 

dérant pour des fréquences inférieures à quelques centaines de Fltlz. Les 

spectres ainsi  transformés sont ensui t e  recomposés pour donner 1 a forme 
théorique de 1 'impulsion après propagation sur des distances de 2,4 e t  6 m 

(PL3.7 à PL3.9). Sur ces mêmes planches, nous avons porté l e s  résu l ta t s  expé- . 

rimentauxcL41, 

L 'a l lure  générale des impulsions théoriques correspond bien à c e l l e  
des signaux expërimentaux, avec cependant u n  a f fa ib l i sse ien t  théorique q u i  

semble a priori  plus important que 1 'affaiblissement réel .  C'est  une remarque 

qui va dans l e  même sens que ce l le  que nous avons f a i t e  dans l e  cas de 1 ' é tu -  
de en régime sinusoïdal ; u n  ajustement des paramètres électriques du sol 

donnerait de meilleurs résu l ta t s .  Il fau t  également noter que dans ce t te  
première étude, nous n'avons pr is  en compte que l e  mode de propagation 

type "1 igne de transmission", qui ne t radui t  pas dans toute la  gamme des 
fréquences l e  comportement exact du courant to t a l .  









C O N C L U S I O N  
-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

Dans ce chapitre, nous avons ékabli 1 'expression du courant dans 
l e  cas où 1 'excitation de la ligne e s t  f a i t e  sur une zone infinitésimale. 
11 e s t  apparu que ce courant pouvait ê t r e  divisé en quatre composantes d i s -  
t inc tes .  

Les deux premieres composantes sont l e s  courants polaires Ipl e t  
Ip2. Ce sont des courants associés aux constantes de propagation discrètes  

< 1. e t  q 2  des modes de propagation " l igne de transmission" e t  "rapidë". 

Les deux aut res  composantes du courant total  sont des courants 
associes à des constantes de propagation a spectre continu dans l e  plan 
complexe /y . 

Four une fréquence de 50 MHz e t  une hauteur d du f i1  au-dessus du 

sol égale à 0,04 in, ces composantes deviennent négligeables devant les  cou- 
rants  polaires dès que l'onde s ' e s t  propagée sur l e  f i l  d'une distance supé- 
r ieure au dizième de la  longueur d'onde. 

Dans tous l e s  exemples que nous avons donnes, l e  courant Ipl e s t  
toujours plus grand que l e  courant Ip2 au niveau du générateur. Pour des 
hauteurs d inférieures au dizième de la  longueur d'onde, l e  courant Ip2 
devient superieur au courant IpI quand l a  distance a t t e i n t  approximativement 
une dizaine de longueurs d'onde. Pour des hauteurs d superieures au dizième 
de l a  longueur d'onde, l e  courant I p l  r e s t e  toujours plus grand que l e  cou- 
rant Ip2. 

Quand l a  frequence a t t e i n t  1 GHz, l e  courant to ta l  ne peut plus 
ê t r e  considere comme simplement la  somme de deux courants polaires. 

En régi'iie sinusoïdal, rious avons v é r i f i é  expérimentalement pour 
plusieurs valeurs de l a  fréquence e t  de l a  hauteur d l e  bon accord entre l e s  

valeurs théoriques e t  expérimentales de la  dis t r ibut ion de courant sur l a  
1 igne. 

Dans l e  domaine temporel, nous avons étudië la déformation d'une 
impulsion lors  de sa propagation sur l e  f i l .  Afin de f a c i l i t e r  l e s  calculs ,  

l a  duree de 1 ' impul sion a é t é  choisie suffisamment importante ( 5  ns) pour ne 
devoir t en i r  compte, en première approche, que du mode "1 igne de transmission". 



Les courbes tracées pour differentes  distances de propagation, 
montrent que l 'accord entre l e s  précisions thëoriques e t  l e s  rësu l ta t s  expé- 
rimentaux e s t  sa t i s fa i sant .  

Le principe de calcul peut ê t r e  généralise à des impulsions 
tjeaucoup plus e t ro i t e s  à condition de ten i r  compte de tous l e s  modes de 
propagation pour chaque r a i e  du spectre des fréquences. 



C O N C L U S I O N  G E N E R A L E  
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

Nous avons montré 1 a fa isabi l  i t é  de l a  méthode de détection 
d ' interfaces u t i l i s an t  l e  phénomène d'onde de choc créée par une impulsion 
brève de courant se propageant sur u n  f i l .  La nature physique du disposi t i f  
d 'excitation Gtant constituée à l a  f o i s  par l e  f i l  e t  l a  surface du sol ,  i l  

n 'y  a pas d'échc sur 1 ' interface air-sol , comme nous 1 'avons montré expéri- 
mental ment.  

Une étude paramétrique a f a i t  apparaître que l a  hauteur optimum 
de la  ligne par rapport au sol e s t  de 5 à 10 cm e t  que l a  distance entre l e  

' 

point d'alimentation du f i l  e t  l a  sonde de réception doi t  ê t r e  de 1 'ordre 
de 2 à 3 m .  Ces valeurs résultent d'un compromis entre l ' e f f e t  d ' intégrat ion 
que donne chaque élément de la  1 igne e t  1 'élargissement de 1 'impulsion due 
au milieu dispersif  que constitue l e  sol.  Pour une largeur de l'impulsion 
à l a  sor t ie  du générateur de 750 ps à mi-hauteur, la profondeur d' investiga- 
t ion obtenue e s t  de 1 'ordre de 50 cm. 

Nous envisageons d ' u t i l i s e r  par la  sui t e  des générateurs dé1 ivrant 
des impulsions de différentes  largeurs, adaptées aux profondeurs des in t e r -  
faces à détecter.  

La chaîne d'acquisit ion que nous u t i l i sons  permettra ul ter ieure-  
ment la  mise en oeuvre des procedures de traitement de signaux pour permettre 
une meilleure détection de 1 'écho. 

Parallèlement à ce t te  par t ie  expérimentale, nous avons étudié 
théoriquement l a  propagation d'une onde électromagnétique sur une ligne 
tendue à f a ib l e  hauteur au-dessus du sol .  

L'approche en régime sinuso'l'dal a permis de mettre en évidence l e s  
modes de propagation guidés e t  rayonnés, e t  de calculer l a  contribution de 
chacun d'eux au courant to t a l .  Nous avons également déterminé l a  dis t r ibut ion 
de courant sur l e  f i l  e t  montré l e  bon accord ent re  l e s  r é su l t a t s  de mesure 
e t  les prévisions theoriques: 

L'exploitation de ce modèle, associée à une méthode de transforma- 
t ion rapide de F O U R I E R ,  permet de reconstruire 1 'impulsion e t  d 'en suivre 
l a  déformation lo r s  de sa propagation. 



Il s e r a i t  i n té ressan t  de poursu iv re  c e t t e  étude, t a n t  du p o i n t  de 

vue théor ique qu'expérimental  pour a b o u t i r  à l a  r é a l i s a t i o n  d 'un  système 

opérat ionnel  . 

Sur l e  p lan  théorique, c e t t e  nouve l le  étape c o n s i s t e r a i t  d 'abord 

à e x p l o i t e r  l e s  modèles e x i s t a n t s  pour d i f f é r e n t e s  con f i gu ra t i ons  e t  s e r a i t  

également dest inée à f a i r e  appara î t re  1  'écho prenant naissance sur  un p l a n  

r é f l e c t e u r  i n t e r n e  à l a  s t r u c t u r e  ( t r a n s i t i o n  b r u t a l e  de c o n d u c t i v i t é  pour 

1  es revêtements, présence d  'une armature metal 1  i que  dans une s t r u c t u r e  

quel conque.. . ) . 

De nombreux essais expérimentaux seront  ensu i te  indispensables 

pour l a  mise au p o i n t  des procédures de t ra i t emen t  de signaux l e s  p lus  

appropriées. 
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A N N E X E  A l  

CALCUL DE L'EXPRESSION W,(&) POUR CHACUN DES POINTS By C e t  D  .............................................................. 

Pour une v a l e u r  de a p lacée dans l e  p l a n  complexe au p o i n t  By l a  p o s i -  

t i o n  de l a  branche de coupure dans 1e .p l an  complexe A e s t  d i f f é r e n t e  ( v o i r  

f i g .  A1.1). 
Torh; imrj inair*  

1 ~ I a n  ~ o r n ~ ~ r r c .  3, La seu le  d i f f é r e n c e  avec l e  c a l c u l  
I n  ( U A  )<O 

------A--'- 
1. I a d ] ) o  de W,(oc) au p o i n t  A  e s t  dans 1  'expres-  

s i o n  de B1 q u i  s ' é c r i t  dans ce cas : 

(3- 
dc5- 

?*li. 2 

r 4 l L  - __C 

Fig .  A l . l  Bi z -II i n  ( A l ,  1) 

L ' exp ress ion  de VC/,(&) au p o i n t  B s ' é c r i t  donc : 

( A l .  2) 

Pour une v a l e u r  de a p lacée dans l e  p l a n  complexe au p o i n t  C, l a  branche 

de coupure dans l e  p l a n  complexe ?r e s t  l a  même que pour  l e  p o i n t  A ( v o i r  f i g . 2 .9 ) .  



Par contre, dans le plan complexe , le pôle en l/n se trouve sur le demi 
axe réel négatif, avant le point -7 . L'expression Bi s'écrit : 

est exclu du contour d'intégration. où le point 7 

Pour résoudre cette intégrale, nous uti 1 isons 1 'identité suivante L 8 1 .  

4 + x  J"' a - C  ( a 2 > C Z )  

c - 32 JT 
1 en posant x = , c = - et a = -  n 7 nous obtenons : 

d'où nous déduisons : Bi = O 

Dans ce cas B3 s'écrit : 

(Al. 3) 

soit B 3  = -11  vl 

\ I F $ -  
(Al. 4) 



Pour Bq nous obtenons : 

B q = - 2 i  JCT d d  
($ - s2)pdw] ( A l .  5 )  

Comme pour l e  p o i n t  A  nous fa isons  l e  changement de v a r i a b l e  su ivant  : 

J=;=_T& % - & O , d'où 1 'expression de Bq 

( A l .  6 )  

Dans ce cas nous u t i l i s o n s  l ' i d e n t i t é  r 8 1 .  

où l a  f o n c t i o n  a r c s i n  e s t  d é f i n i e  par  sa déterminat ion p r i n c i p a l e ,  

s o i t  a r c s i n  x  + arccos x  = n/2 

En posant : a  = 1, x  = T e t  b nous obtenons : 

D'où l a  va leu r  de B4 : 

( A l .  7 )  



ou encore en utilisant la représentation locarithme de la fonction arcsin : 

(Al. 8) 

Les équations (A1.3) à (A1.8) permettent d'écrire l'expression de M ( 4 )  

au point C : 
r -1 

2 W, (a,) = a - 
Ar 4- 1 ( A l .  9) 

Dans le cas du point D, la branche de coupure dans le plan complexe 1 est celle 
de la fig. Al.1. L'expression B3 s'écrit : 

133 = 77vl (Al. 10) 

La valeur de B1 reste nulle et B4 s'écrit : 

4 = - 2 i n  

 où la valeur de %(',(o(3,) : 

(Al. 11) 



A N N E X E  A2 
------------- 

RECHERCHE D'UNE SOLUTION DE L'EQUAT-ION !IODALE PAR LA METHODE DE NEWTON ...................................................................... 

Le problème cons is te  à t r o u v e r  dans l e  p lan  complexe a, l a  va leur  q u i  

annule 1  'équat ion complexe e t  non l i n é a i r e  M ( a ) .  

S i  nous posons a = a  + i b  où a  e t  b  sont  des valeurs r é e l l e s ,  1  'équa- 

t i o n  modale peut  s ' é c r i r e  : 

où F* (a, ô) = Re M (4) I l  

FI e t  F2 sont  des fonc t i ons  r é e l l e s  des va r iab les  r é e l l e s  a  e t  b. 

L 'équat ion  modale peut  donc se met t re  sous l a  forme d 'un  système non l i n é a i r e  de 

deux équat ions à deux inconnues : 

F4 (a, b)= O 
ou encore [ F ]  = O sous l a  forme m a t r i c i e l l e  

Fi! (&,b)=O 

La l i n é a r i s a t i o n  du système condu i t  à une formule i t é r a t i v e  qu i  s ' é c r i t  : 

D 'uneopéra t i onà  l a  su ivante,  pour que l e s  nouve l les  valeurs s o i e n t  me i l l eu res  



que l e s  précédentes, il f a u t  que l a  r e l a t i o n  su ivante  s o i t  s a t i s f a i t e  : 

Sinon nous e f fec tuons une opéra t ion  de b i p a r t i  t i o n  d é f i n i e  par  

Dans l e  programme, un t e s t  permet de l i m i t e r  l e  nombre de b i p a r t i t i o n s  à une 

va leur  f i x é e  par  l ' u t i l i s a t e u r .  Le t e s t  d ' a r r ê t  e s t  d é f i n i  par  : 

où E e s t  également une valeur  

f i x é e  par  l ' o p é r a t e u r .  

Dans l e  programme, il e s t  apparu p lus  i n té ressan t  de c a l c u l e r  l a  va leur  de 7 
qu i  présente un p l u s  grand é q u i l i b r e  e n t r e  l e s  va leurs  des p a r t i e s  imag ina i res  

e t  r é e l l e s  que l a  va leur  de a( . Nous avons programmé pour l e  c a l c u l  de F I  ( ) 
l e s  formules é c r i t e s  en (2.17) e t  (2.33). Les fonc t i ons  de Hankel sont  program- 

mées selon l a  va leu r  de l e u r  argument s o i t  par  l e u r  développement l i m i t é  en 

sér ie ,  s o i t  par  l e u r  développement asymptotique. 

Dans l e  c a l c u l  de wd(c( ) nous nous sommes l i m i t é s  aux quatre premiers termes du 

développement ; l 'exemple numérique donné ci-dessous montre que l e s  termes s u i -  

vants sont  négl igeables : 

nous trouvons : I = 4 4 4  

Les fonc t i ons  F1 e t  F2 sont  respect ivement l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  e t  imag ina i res  

du r é s u l t a t  a i n s i  t rouvé.  



Le calcul des coefficients A i d  es t  programmé grâce aux formules écri tes  c i -  
dessous : 

.N(ajbj=  F~ (a, b ) + i  FP h , b )  

d'où 

Comme nous faisons l a  recherche de f , c ' e s t  l a  dérivée de M ( 7 )  par rapport à T 
qui nous intéresse. 

mN0, 7' - 0.  H:'(FIT). L(RT) -F ) .  t i I ' (e7). T ~ ( A ~ - ) + z D  H ? > ( Z ~ T )  
97- J 





Pour i 11 us t r e r  l e  fonct ionnement de ce programme nous donnons c i  -dessous 1 es 

r é s u l t a t s  obtenus dans l e  cas d'une a p p l i c a t i o n  numérique p a r t i c u l i è r e .  

- 2 
d = 0,04 m a = 0,001 m o2 = 1 0  v/m E~ = ~ E I  F = l Y 3 G H z  

( n  = 2,24 + i 0,0402) 

Valeur de dépar t  : a = 0,9438 + i 0,0353 

Valeur de l ' é q u a t i o n  modale : M ( a )  = - 0,013 - i 0,13 

S o l u t i o n  trouvée : a = 0,9198 + i 0,0202 

Valeur de 1 'équat ion  modale : M ( a )  = 0,25. 10- l3  + i 0,38. 10- l3  

Nombre d ' i t é r a t i o n s  : 10 



A N N E X E  A3 

CALCUL DES EXPRESSIONS P (a)  ET Q (a )  PAR INTEGRATION NUMERIQUE 

Les express ions P  e t  Q son t  d é f i n i e s  pa r  : 

avec 

Comme nous l ' a v o n s  vu dans l ' annexe  A, il e s t  nécessa i re  pour  a p p l i q u e r  l a  mé- 

thode de Newton de c a l c u l e r  l e s  dér i vées  p a r  r a p p o r t  à 7 des express ions P  e t  Q. 

(-'YU,) 

-_b,/ 
-(- Z D V ~ )  4) ~ a t r )  = 4 ( 4 - ~ * )  _I 1 2 3 ~ ~  + U~+~'~Z-J.F"C~- 

3-T in- 
Y*+ vZ-& ~1 + w a& ira A2 + v 2 * 1 1  

Nous avons t r a c é  en f o n c t i o n  de> , l e s  va leu rs  des p a r t i e s  r é e l l e s  e t  imag ina i res  

des f o n c t i o n s  à i n t é g r e r  pou r  p l u s i e u r s  va leu rs  des paramètres é l e c t r i q u e s  e t  

géométr iques. 



Pour e f f e c t u e r  c e t t e  i n t é g r a t i o n  numérique, nous d iv isons  l e  domaine 

d '  i n t é g r a t i o n  en i n t e r v a l  1  es d i s c r e t s  au pas d '  i n t é g r a t i o n .  Sur chacun des i n -  

t r e v a l l e s  élémentaires a i n s i  d é f i n i s  nous appl iquons séparément l ' a l g o r i t h m e  

de Simpson pour l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  e t  imaginai res de l a  f o n c t i o n  à i n t é g r e r .  

Le processus s ' a r r ê t e  quand l a  c o n t r i b u t i o n  f o u r n i e  par  l e  r é s u l t a t  de l ' i n t é -  

g r a l e  su r  un pas e s t  nég l igeab le  par  rappor t  à l a  somme des r é s u l t a t s  déjà ob- 

tenus. L'examen des a l l u r e s  des fonc t i ons  à i n t é g r e r  montre que dans c e r t a i n s  

cas, l a  f o n c t i o n  peut  passer par  zéro pour une va leu r  de x comprise en t re  l e s  

deux bornes du pas d ' i n t é g r a t i o n .  Le r é s u l t a t  obtenu sur c e t  i n t e r v a l l e  peut  

a l o r s  ê t r e  nég l igeab le  uniquement parce que l e s  va leurs  p o s i t i v e s  compensent 

l e s  va leurs  négat ives.  Pour é v i t e r  que dans ce cas, l e  processus d ' i n t é g r a t i o n  

s ' a r r ê t e  a l o r s  que l a  c o n t r i b u t i o n  des pas su ivants  n ' e s t  pas négl igeable,  nous 

avons imposé dans l e  programme que l e  t e s t  s o i t  s a t i s f a i t  su r  deux i n t e r v a l l e s  

successi fs .  

Il appara î t  également que l e  pas d ' i n t é g r a t i o n  d o i t  ê t r e  constant  en 

f o n c t i o n  de 1 pour l e s  f a i b l e s  valeurs de 1 . Cependant pour l e s  fonc t i ons  P  e t  

Q, l a  va leur  du pas d o i t  v a r i e r  de façon inversement p r o p o r t i o n n e l l e  au para- 

mètre d. Pour l e s  fonc t i ons  '3Q e t  93 , l e  pas peut  r e s t e r  constant  quand d  ou 
a3 37 

l e s  au t res  paramètres v a r i e n t .  

E n f i n  l a  décroissance exponent ie l le  des fonc t i ons  montre que pour l e s  

p l u s  grandes valeurs de 3\ , il e s t  i n té ressan t  par  exemple de doubler l e  pas 

d ' i n t é g r a t i o n  à chaque nouve l le  i t é r a t i o n  ; l e s  r é s u l t a t s  t rouvés pour  chaque 
i n t e r v a l l e  gardent a l o r s  des ordres de grandeur comparables. . 

Pour i l l u s t r e r  l é  fonctionnement de ce programme, nous donnons l e s  r é -  

s u l t a t s  obtenus pour l a  même a p p l i c a t i o n  numérique que dans l 'annexe A : 

d  = 0,04 m a  = 0,001 m a2 = 10 w /m E~ = 5~~ F = 1,3 GHz - 2  

Valeur de départ  : a  = 0,9438 + i 0,0353 

Valeur de l ' é q u a t i o n  modale : M ( a )  = - 5,5.10m3 - i 1,77.10-~ 

So lu t i on  trouvée : a = 0,9419 + i 0,0327 

Valeur de 1 'équat ion  modale : M ( a )  = - 4,64.10-l3 + i 5,83.10-l4 

Nombre d '  i t é r a t i o n s  : 4  



A N N E X E  A4 
------------ 

CALCUL DE L A  VALEUR DU COURANT PAR INTEGRATION 

NUPIERIQUE DE LA FORMULE EXACTE 
.............................. 

l Comme dans l e  cas des formul'es approchées, nous remplaçons dans les 

zones proches de a = 1 (7  = O ) ,  l es  expressions de M ( a ) ,  Q ( a )  e t  P ( a )  par 

leur développement l imité.  

Le calcul de M (a )  pour une valeur de a rée l le  pose u n  problème dû à 

l a  définit ion de filque nous rappelons ci-dessous : 

Pour une valeur de a t e l l e  que gL +JZ > 4  , u1 e s t  un réel pur qui 

doit  donc ê t r e  pos i t i f .  Dans ce t te  zone les  fonctions à intégrer dans P ( a )  e t  

Q (a)auront donc u n  comportement en exponentiel l e  décroissante. 

Pour une valeur de a t e l l e  que ~ ( ~ + ' ) ~ < 4  , u1 e s t  un imaginaire p u r  

e t  l a  détermination par l a  par t ie  r ée l l e  ne peut plus se f a i r e .  11 fau t  t e n i r  

compte dans ce cas du f a i t  que l e  nombre 1 représente la  constante de propa- 

gation réduite dans l ' a i r  qui comme nous l'avons v u  au paragraphe 2.2 e s t  un 
nombre complexe possédant une part ie  imaginaire positive t r è s  pe t i t e .  On peut 

alors montrer que pour avoir \ e ~ j w *  1 > O , i l  faut  choisir  9- [ w,]<Q. 
Nous avons t racé sur les  planches A4.1 à A4.4. les valeurs des par t ies  rée l les  

e t  imaginaires des fonctions à intégrer pour l e  calcul de P ( a )  e t  Q ( a ) .  La 

variable portée en abscisse e s t  h , l e  paramètre e s t  la  valeur de a .  Les cons- 

tantes que nous avons choisies pour ce t te  application sont les  suivantes : 

d = 0,108 m (0,653\) a = 0,00166 m ( 0 ~ 0 1 % )  F = 1,8 GHz 
n = 7,43 + i 6,73 x = 0 , l  m 



Pour une valeur de a donnée, la  fonction présente bien un  comportement 
' 2 

de type sinusoïdal ( u l  imaginaire pur) jusqu'au moment ou o< + AL= 4 . AU 

delà de ce t te  valeur cr i t ique,  l e  comportement de l a  fonction se rapproche d'une 

fonction décroissant exponentiellement. Nous vérifions également que la  position 
du point c r i  tique va ri^ selon l a  loi  1, = . Pour résoudre l e  problème 

posé dans l ' in tégra t ion  numérique par l 'exis tence de ce t te  i r régular i té ,  nous 

avons défini deux pas d' intégration différents  : 

?\ + pour h < Jq , l e  pas A> e s t  te l  que s, N où N e s t  un  nombre. 
nombre en t i e r .  01 

f i  pour 1 > mq , l e  pas 41 e s t  t e l  que : 

Avant d'appliquer l e  programme d ' intégrat ion numérique, i l  e s t  intéres- 
sant d 'é tudier  les variations de la  fonction dans l e  cas limite oü l a  valeur 

de a prend des valeurs importantes. 

L'expression d u  développement limité de M (a )  quand a e s t  grand, montre 

qu 'e l le  varie comme , s o i t  une variation en { ~ ~ ( i , k d o ; s ) ] , ~ ]  

pour l a  fonction à intégrer.  Ce type de variation se prête particulièrement 
bien à l ' u t i l i s a t i o n  d'algorithmes d'accélération de convergence dans les pro- 

grammes d' intégration numérique . Afin d'optimiser les valeurs des paramètres 
u t i l i s é s  dans ce programme, nous l'avons dans u n  premier temps appliqué à un 
cal cul du même genre mais de résu l ta t  connu : 

Nous avons cherché, pour ce genre de fonctions, l a  valeur des paramètres 

qui permettent d 'obtenir l e  résu l ta t  exact (avec la  précision demandée) pour u n  
nombre minimum d'appels de la  fonction à intégrer.  

Compte tenu de l'ensemble de ces remarques, nous avons développé un 
programme qui calcule l e  courant total  par intégration directe  de la formule 
éc r i t e  en (3.17). 










