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INTRODYCTION

La plupart des méthodes électromagnétiques de prospection géophy-
sique utilisent des ondes basses fréguences produites soit par des sources
lTointaines non contrdlées (utilisées en magnétotellurique), soit par des
générateurs mis en place au voisinage immédiat de la zone d prospecter.

Cependant, pour détecter des interfaces situés a faible profon-
deur ou si la couche de recouvrement est trés résistive, 1'utilisation d'on-
des hautes fréquences est justifiée.

Dans tous les cas, il faut effectuer un traitement sur ordinateur
pour extraire de T'amplitude et de la phase du signal recu les informations
utiles concernant notamment 1' epa1sseur des prem1eres couches de terrain.

Des méthodes qui utilisent le principe c1ass1que du radar ont donc fait peu
a peu leur apparition,

Les premiéfes études traitant ce sujet ont &té menées dés 1960 ;
il s'agissait & 1'origine de sonder par un moyen aéroporté 1'épaisseur de
la glace sur les grands lacs américains, afin de découvrir les chenaux
pouvant &tre le plus facilement ouverts & la navigation hivernale par les
brise-glaces. Le fonctionnement de ces appareils repose sur le fait que la
glace est un bon diélectrique qui n'absorbe que trés peu le rayonnement
€lectromagnétique. On peut ainsi détectér.1'ig;grfagg“gggﬁg(1§w§lég§wg§mlleau,
caractérisée par des constantes électriques différentes. B o

D'autres types de‘rgggr sont mis en oeuvre & la surface du sol.
Ces radars sondent verticalement avec une portée qui dépend de la conducti-
vite des terrains, elle-m&me fonction de leur humidité. En montant 1'antenne
sur un véhicule qui se déplace lentement et dont on enregiétre le mouvement,
on peut espérer obtenir une coupe des divers terrains qui constituent le
sous-sol.

Dans ce domaine, un type de radar particulier utilisant des impul-"
sions trés bréves, de 1'ordre de la nanoseconde, avec une portée de 1'ordre
du métre, est actuellement en cours d'étude aux ETATS UNIS. Ce procédé peut
s'appliquer & 1'auscultation des chaussées (mesure de 1'épaisseur de 1a
bande de roulement par exemple), & la détermination de 1*épaisseur de la
maconnerie des tunnels ol & la détection de vides derriére celle-ci.




C'est une mesure qui intéresse plus particuliérement, dans un but de contrd-
le ou de maintenance, les services de voirie des admninistrations gestionnai-
res des routes et autoroutes.

Le dispositif d'émission et de réception utilisé dans ces diffé-
rents types de radar est un cornet délivrant un train de sinusoides ou une
onde plane impulsive non modulée, Dés 1963, le professeur GABILLARD a propo-
sé une nouvelle méthode de prospection geophys1que utilisant le rayonnement
d'une impulsion de courant qui se propagngE“Tbng d'une Tigne placée paral-
1element & la surface du sol. Comme la vitesse de propagation de 1'impulsion
sur le fil est supérieure & la vitesse de propagation de 1'onde dans le sol,
on peut s'attendre & la naissance d'une "onde de choc électromagnétique",

i

dénommée ainsi par analogie avec le "bang sonore" produit par un avion su-

personique. Cette onde se réfléchit sur 1'interface & détecter et induit
sur la ligne un écho qui se propage & la suite de 1'impulsion de courant
incidente. Cette idée fut le point de départ de notre travail qui consiste
en une étude théorique et expérimentale de ce dispositif de prospection.

Le premier chapitre décrit une phase expérimentale ol nous montrons
la faisabilité de la méthode. Nous essayons notamment de déterminer la confi-
guration géométrique optimum de la Tigne, de fagon & distinguer le mieux
possible 1'écho da a la présence d'un interface. Comme la profondeur d'inves-
tigation souhaitée est inférieure au métre, nous avons utilisé un générateur
délivrant des impulsions de 750 ps & mi-hauteur. Chaque &lément de la ligne
se comportant successivement comme un émetteur et un récepteur, 1'effet
d'intégration est d'autant plus important que Ta distance de propagation de
1'impulsion sur la ligne est grande. Cependant, le sol &tant un milieu dis-
persif, 1'impulsion va subir un affaiblissement et un élargissement. La con-
figuration optimum résulte donc d'un compromis entre ces deux effets.

La déformation de 1'impulsion Tors de sa propagation sur la ligne
peut &tre calculée théoriquement. Pour cela, nous avoné d'abord envisagé
T'hypothése du courant sinusoidal ; T'utilisation des procédures de trans-
formées de FOURIER rapides nous permet ensuite de passer au domaine temporel.

v Dans le deuxiéme chapitre, nous déterminons les constantes de
propagation associées aux modes qui peuvent se propager sur une ligne de
lTongueur infinie.




Nous mettons en évidence 1'influence des paramétres électriques et géométri-
ques de la configuration sur 1'affaiblissement et la vitesse de phase de
chacun des modes guidés.

Dans le troisiéme chapitre, nous tenons compte des conditions
d'excitation de la ligne en supposant que le fil est alimenté d'une fagon
symétrique par un générateur imposant un champ électrique sur une zone trés
petite de 1'antenne. Cela permet de calculer la répartition réelle du courant
le Tong de Ta ligne et de voir 1'importance des courants associés aux modes
guidés. Une comparaison entre les résultats théoriques et expérimentaux est
également donnée. Enfin, nous en déduisons dans le domaine tenpore1>1a défor-
mation de 1'impulsion se propageant sur le fil.




CHAPITRE I : PRINCIPE ET MISE EN EVIDENCE EXPERIMENTALE DE LA DETECTION
ELECTROMAGNETIQUE PAR ONDE DE CHOC

Dans ce premier chapitre, nous rappelons d'abord quelques
généralités sur "1'onde de choc électromagnétique”.

Nous définissons la fagon dont elle peut &tre utilisée
dans Tes méthodes de détection électromagnétique et notamment pour la
mesure de 1'épaisseur d'un mur ou d'une couche de revétement du sol.

Nous présentons ensuite quelques résultats de mesures
montrant la faisabilité de cette méthode de détection électromagnétique.
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1.1 Généralités sur 1'onde de choc

Supposons un dipdle é&lectriaue &lémentaire placé dans un milieu
homogéne infini (voir fig. 1.1). Ce dipdle est parcouru par un échelon de
courant tel que :
é?::rnoel:mm pour t £ 0 I(t) =0

pour t > 0 gy =1 (1)

L'espace environnant le dipdle devient alors
le siége d'un rayonnement électromagnétique
qui s'effectue de maniére sphérique en fonction
du temps t. Un point M de 1'espace est donc
atteint au bout du temps @y par un front
d'onde qui instantanément fait passer le

" champ électrique d'une valeur nulle & une
valeur finie. Ensuite la valeur du champ
électrique en ce point tend vers celle obtenue

dans le cas du régime statique.

Nous considérons maintenant le cas d'une suite discréte de dipdles
élémentaires séparés par une distance x (voir fig. 1.2). Chacun de ces dipd-
les d'indice n est parcouru par un échelon de courant identique a celui
défini par la formule (1.1) mais retardé d'un
temps t = nd .

Cela revient @ considérer un &chelon de cou-

F+—a+a-44‘——-+i—44‘—-aﬁ rant qui se propage par bonds le long de 1'axe

formé par les dipdles élémentaires, a une

k12 vitesse apparente v = x/§.

Nous avons représenté sur les figures 1.3 et 1.4 la position dans
1'espace des fronts d'onde aux instants t = n § pour n variant de 1 & 3.

Dans Te premier cas de figure, la vitesse v' de propagation de
1'onde dans le milieu est supérieure a la vitesse de propagation v ou vites-
se apparente de 1'échelon de courant. Dans le second cas, c'est la vitesse
v qui est supérieure a la vitesse v'. Dans ce dernier cas et seulement dans
celui-1a, le schéma met en évidence 1'existence d'un cdne enveloppant 1'en-

semble des sphéres de propagation de chaque dipdle.
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Toute 1'énergie se trouve répartie dans le volume du cOne et sa
surface constitue le front de 1'onde se propageant dans le milieu, dans 1la
direction OH. Pour un point M de 1'espace, le champ reste nul tant que le
front n'y est pas parvenu. Lorsque le front atteint ce point, le champ est
celui créé par un seul dipdle élémentaire de la ligne. Lorsque le front
dépasse le point M, le champ en ce point résulte alors du rayonnement de
plusieurs dipdles et son amplitude augmente. Elle continue @ croitre avec
1'augmentation du nombre de dipbles rayonnants, la limite étant évidemment
le régime statique, c'est-a-dire lorsque tous les dipdles sont parcourus
par un courant continu.

On peut étendre ces propriétés au cas d'une ligne en considérant
que la distance x qui sépare les dipdles €lémentaires est trés petite et
que la Tigne est parcourue par un front de courant qui se propage de fagon
continue le long de celle-ci. De la méme fagon, le ph&noméne du front d'onde
n'apparaitra aque si la vitesse de propagation dans le milieu est plus faible
que la vitesse de propagation du front de courant le long de la ligne.

Nous envisageons maintenant de remplacer le générateur d'échelon
par un générateur d'impulsions. Les fronts montant et descendant de 1'impul-
sion se propagent Te long de la ligne et & un moment donné, il n'y a que
1'é1ément compris entre les points atteints par ces deux fronts qui soit
parcouru par un courant différent de zéro. Cette portion de ligne définit
Ta longueur électrique de 1'impulsion que nous supposerons faible par
rapport & la longueur totale de la ligne.

Dans ce cas, 1'impulsion peut 2tre considérée comme la différence
de deux échelons de courant décalés dans le temps. La propagation de 1'impul-
sion sur la ligne donne donc naissance a deux cdnes, selon le schéma de la
figure 1.5. En un point P de 1'espace, le champ commence & croitre au passage

' du premier front d'onde. Aprés le passage du
F1.5 deuxiéme front d'onde, la valeur du champ dimi-
nue. progressivement pour atteindre une valeur

rigoureusement nulle au bout d'un temps infini.
sens de propagation U _
——- IT se propage donc dans le milieu un champ élec-

! o tromagnétique de forme impulsive. Ce phénoméne
,longueur electrigue

caractéristique fut signalé dés 1963 par

GABILLARD®?7.

' e -
de I'impulsion

%from creé par le debut de I'impulsion

front créé par la fin de I’ impulsion
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En 1977, DELMOTTE £zl 5 entrepris une approche théorique et
expérimentale de cette propriété du rayonnement d'un fil, appelée "Onde de
choc électromagnétique", par analogie avec 1'onde de choc engendrée par le
vel d'un avion supersonique,

1.2 Utilisation de 1'onde de choc €lectromagnétique dans les méthodes de

détection

Nous supposons maintenant qu'au lieu de se trouver dans un milieu
homogéne, Te fil se trouve au-dessus d'un sol ol est située, & une profon-
deur h, une couche de nature différente (voir fig. 1.6).

/ ’ / § /e 7

milieu (1)

A
onde de choc
reflechie

Fig.1.6

onde de choc
incidents

milieu (2) couche réflectrice

Dans un premier temps, nous supposerons que la transmission a
travers 1'interface air-sol se fait sans atténuation., La vitesse de propa-
gation dans le milieu (1) étant inférieure & la vitesse de propagation de
1'impulsion de courant le long du fil, il apparait une onde de choc inci-
dente 1iée a 1'impulsion initiale. Au niveau de 1'interface avec le milieu
(2), cette onde de choc &lectromagnétique est réfléchie et induit alors sur
le fil une impulsion de courant qui se propage a la suite dé 1'impulsion
initiale. L'écart de temps entre ces deux impulsions permet de déceler la
présence de la couche réflectrice et d'évaluer sa profondeur.

En 1963, des essais ont été effectués par 1'équipe du professeur
GABILLARDE 17 au-dessus d'un terrdin dont la structure a pu &tre connue par

un sondage mécanique. Le dispositif expérimental se composait d'un générateur
p g

d'impulsions du type P 201 Férisol, La sortie était constituée d'un fil
isolé tendu au-dessus du sol.




La figure 1.7 représente une coupe verticale du terrain d'essai
et 1'oscillogramme associé nous montre les impulsions recueillies sur le
fil. A Ta suite de 1'impulsion du générateur, on observe deux échos d'ampli-
tudes beaucoup plus faibles, 1'un de signe positif & 55 ns, 1'autre négatif
d 95 ns. Les signes opposés peuvent &tre attribués respectivement au passage
d'une couche a Egélevé, a une couche a Exfaible et inversement.

Plusieurs essais ont permis de s'assurer qu'il s'agissait bien
d'échos provenant des couches géologiques et un calcul simple permettait
d'établir une correspondance entre 1'emplacement des échos par rapport a
1'impulsion et la profondeur des couches du terrain.

En 1977, DELMOTTE‘:Z) a repris ce type d'essai pour tenter de
mesurer 1'épaisseur d'un mur de briques, I1 a notamment réalisé et utilisé
un générateur d'impulsions bréves permettant d'obtenir une impulsion d'une
largeur de 1,6 ns & mi-hauteur. La figure 1.8 montre 1'oscillogramme obtenu
pour un mur de 55 cm d'@paisseur. L'anomalie décelée dans le front de descen-
te de 1'impulsion initiale est due & 1'onde réfléchie par la face arriére du
mur. Cela apparait d'autant mieux que cette anomalie est ensuite modifiée par
la présence d'une plaque métallique derriére le mur. Pour une méilleure
exploitation de ce procédé de mesure, nous avons fait de nouveaux essats en
utilisant une impulsion de largeur plus étroite.Le premier objectif est
d'arriver a séparer de fagon p1u§ nette 1'1mpu1sion initiale de 1'écho
provoqué par la face arriére du mur. Cela permet également de détecter des
épaisseurs plus fines telles que les premiéres couches .de roulemént sur
les routes et autoroutes.

1.3 Etude expérimentale de Ta détection par 1'utilisation de 1'onde de choc
électromagnétique ’

Le dispositif de mesure utilisé est celui représénté sur l1a figure
1.9. Nous utilisons le générateur de DELMOTTE tz:lqui, 1égérement modifieé,
permet de délivrer des impulsions.d'une 1argeur'de 750 ps a mi-hautéur.
Dans 1'exemple schématisé sur la fﬁgure, Te fil est tendu au-dessus d'une
couche de sable fin par deux supports en bois. Le dispositif sera le méme
pour la mesure de 1'épaisseur des murs. La longueur utile de fil est de 6 a
7 m ; cela permet d'éliminer 1'effet de 1'écho provoqué par 1'extrémité de
de 1a ligne. La forme de 1'impulsion est relevée par 1'intermédiaire d'une
sonde de courant reli@e & un oscilloscope a &chantillonnage.
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Les courbes relevées sur 1'oscilloscope peuvent &tre enregistrées
sur le terrain, a 1'aide de cassettes magnétiques, par 1'intermédiaire d'un
interface réalisé au laboratoire par MAYEURl:aj. Ces cassettes magnétiques
sont relues en laboratoire puis traitées sur calculateur (PDP11).

Les résultats que nous présentons dans ce premier paragraphe sont
purement qualitatifs et ont pour but de montrer 1'existence d'un écho qui
apparait derriére une impulsion incidente se propageant au-dessus d'un inter-
face enterré dans le sol a une profondeur h. Les oscillogrammes que nous pré-
sentons dans ce paragraphe, ainsi que tous les oscillogrammes relevés au-des-
sus d'une couche de sable, sont des oscillogrammes moyennés. En effet, pour
ces manipulations, le dispositif de mesure €tait alimenté par un groupe élec-
trogéne et les oscillogrammes effectivement relevés sur le terrain présen-
tent des perturbations dues 3 un mauvais anti-parasitage du moteur. Les
courbes que nous présentons sont les moyennes de plusieurs oscillogrammes
relevés 3 des instants différents.

Les trois oscillogrammes portés sur la planche PL1.1 ont été
relevés & 1'aplomb d'une plaque métallique enterrée dans le sable dans les
conditions suivantes :

PL1.1.a : l1a plaque est placée au fond du trou destiné a la recevoir mais
elle n'est pas recouverte de sable.

PL1.1.b : la plaque est recouverte de sable sur toute sa surface par une
couche de sable fin uniforme.

PL1.i.c : la couche de sable est plus importante que dans le cas précédent

(représentation en pointiliés). '

La comparaison de ces trois oscillogrammes montre bien que 1'écho
n'apparait que si la plaque métallique est surmontée d'un milieu de nature
différente de celui de 1'air. I1 est également possible de vérifier sur les
deux derniers oscillogrammes que le retard entre 1'impulsion incidente et
1'écho est'd'autant plus grand que la couche de sable est importante.
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1.3.2. : Evolution_de_1'écho_en fonction de la position de la sonde de

- - - -

La plague métallique est enterrée dans le sable a une profondeur
de 0,15 m. Le fil est situé & 1'aplomb de la plaque & une hauteur de ‘9 cm
au-dessus du sol. La distance utilisée comme paramétre dans ce paragraphe
est la distance L entre le début de la couche réflectrice et 1a sonde de
courant (voir fig. 1.9). Sur 1a planche PL1.2, nous avons porté les oscil-
Togrammes moyens obtenus pour différentes valeurs de L comprises entre 0
et 3 m. Nous avons €galement porté en référence un oscillogramme obtenu
poﬁr une distance L de 2 m en 1‘'absence de plaqueée métallique. Si la sonde
est placée avant la plaque ou au voisinage immédiat de son extrémité (L = 0),
il n'existe &videmment aucun phénoméne d'écho. I1 apparait lorsque la dis-
tance L augmente et que 1'impulsion a pu se propager sur une longueur suffi-
sante au-dessus de la plaque.

On remarque de plus que 1'amplitude relative de 1'écho augmente
avec la distance. Cependant pour une distance de 3 m, la dispersion sur
1'impulsion incidente augmente sa largeur et 1'é&cho se discerne moins bien.

On peut également vérifier sur ces oscillogrammes que 1'écart de
temps de 1'ordre de 2 ns entre 1'impulsion incidente et 1'écho n'est pas
fonction de la position de la sonde de mesure le Tong du fil.

1.3.3. ; Evolution de 1'écho en fonction de la hauteur du fil au-dessus

O R S N M M N G SR R S M4 e T e G e R M S S G T G R G S R G0 W T P S e S G e v e TR S S e
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Pour une plaque située d la méme profondeur que précédemment et
pour une distance L de 2 m, nous avons porté sur la planche PL1.3 les oscil-
logrammes moyens obtenus pour plusieurs hauteurs d du fil.au-dessus du sol.
Alors que T'amplitude de 1'écho reste pratiquement constante, 1'amplitude
de 1'onde incidente devient d'autant plus faible qu'on se rapproche du sol.
Comme précédemment la largeur de 1'impulsion incidente augmente quand la
hauteur d diminue et 1'écho se discerne moins bien. Nous vérifions également
que le retard de 1'écho par rapport & 1'onde incidente reste constant et
1égérement inférieur & 2 ns.
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Au vu de ces résultats, il apparait que la hauteur d qui semble
donner les meilleurs résultats se trouve aux environs de 0,1 m.

1.3.4, : Evolution de 1'écho en fonction de la profondeur _de_la _couche

Sur la planche PL1.4, nous avons porté les oscillogrammes obtenus
pour plusieurs profondeurs de la couche réflectrice. La hauteur d et la dis- -
tance L restent constantes et &gales respectivement a3 9 cm et 4 m.

Pour une plaque enterrée a 50 cm de profondeur, le phénoméne
d'écho n'apparait pas clairement. Nous pouvons supposer que dans ce cas,
la distance & franchir par 1'onde électromagnétique est telle qu'elle est
trop atténuée pour générer un écho non noyé dans le bruit.

Le phénoméne d'écho commence & apparaitre pour une plaque enterrée
a 30 cm du sol, Te retard entre les deux impulsions étant de 1'ordre de
grandeur de 4 ns. Ce retard correspond bien & un retard double de celui
mesuré au paragraphe 1.3.2 pour une profondeur de 15 cm.

Sur les trois derniéres figures de cette'planche, on peut vérifier
que le retard de 1'écho sur 1'impulsion incidente est proportionnel a la
profondeur de 1'interface.

1.3.5, : Evolution de 1'écho en fonction du coefficient de réflexion sur

Dans ce paragraphe nous présentons des oscillggrammes obtenus pour
un fil tendu le long d'un mur de briques. Pour cet exemple, nous avons pu
alimenter les appareils de mesure directement sur le secteur et nous affran-
chir ainsi des parasites 1iés & 1'utilisation du groupe &lectrogéne. Les
oscillogrammes que nous présentons sont obtenus directement sur la table
tragante reliée a 1'ordinateur PDP1l.

Le mur devant lequel est placé Te fil a une épaisseur de 30 cm ;
Te fil est placé a une distance de 5 cm. Les deux premiers oscillogrammes
de la planche PL1.5.ont été relevés lorsque la sonde de courant est placée
a une distance de 2,5 m du début de la ligne. La premiére courbe fait appa-

raftre un écho retardé de 5 ns par rapport @ 1'onde incidente.
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PL1.5 EVOLUTION DE L'ECHO EN FONCTION DU COEFFICIENT DE REFLEXION

SUR L'INTERFACE
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Pour tracer le second oscillogramme, nous avons placé une plaque
métallique sur la face arriére du mur, dans la zone comprise entre le géné-
rateur et la sonde de courant. I1 apparait comme précédemment un écho retar-
dé de 5 ns mais de signe inverse & celui relevé sans la présence de la plaque.
C'est un résultat classique que 1'on peut rapprocher du phénoméne de réflexion
d'une impulsion & 1'extrémité d'un cdble coaxial & sortie ouverte ou court-

circuitée.

Sur le troisiéme oscillogramme de Ta planche PL1.5 nous avons
porté le résultat obtenu sur la table tracante en faisant effectuer au
calculateur Ta différence point par point des signaux précédents. Ce calcul
simple montre surtout 1'intérét du traitement en différé de ces courbes
relevées sur le terrain. |
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Les quelques oscillogrammes que nous avons présenté démontrent
la faisabilité de la méthode de détection €lectromagnétique par 1'utili-
sation du phénoméne d'écho.

Les différentes courbes enregistrées au cours de 1'ensablement
progressif d'une plaque métallique ont bien montré que le phénoméne d'écho
qui apparait derriére 1'impulsion incidente ne peut exister que si le fil
et T'interface & détecter sont s@parés par un milieu de nature différente
de celle de 1'air. | |

D'autres mesures ont permis de vérifier que le retard entre
1'impuTsion incidente et 1'écho n'est fonction ni de la hauteur du fil
au-dessus du sol, ni de la distance entre la sonde de mesure et le début
de 1a Tigne. Tous les échos réfléchis par 1'interface se présentant en
phase, 1'amplitude de 1'écho relevé sur les oscillogrammes augmente quand
on s'éloigne du générateur. Ceperidant, en raison du phénoméne de dispersion
observé sur 1'onde incidente, il apparait qu'il existe une valeur optimale
de la hauteur, située dans notre cas aux environs de 10 cm, et qui permet
de discerner au mieux 1'écho de 1'impulsion inc¢idente.

Pour les mémes raisons que précédemment, la valeur de la distance
entre T1a sonde de mesure et le début de Ta Tigne doit se situer, dans notre
exemple, aux environs de 2 m pour obtenir les meilleures conditions de
mesure,

Enfin, nous avons vérifié que le retard entre 1'écho €t 1'impulsion
incidente est directement proportionnel & 1'épaisseur de Ta couche recouvrant
1'interface & détecter.

I1 faut remarquer, & propos des oscillogrammes qu'il est parfois
difficile de distinguer 1'écho provoqué par 1'interface des autres échos
parasites provoqués, par exemple, par de mauvaises connexions dans le montage
de mesure. |
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On aura donc intérét, dans ce genre de montage, & apporter le
plus grand soin dans Ta réalisation du dispositif d'émission-réception de
maniére a éviter les réflexions parasites au niveau des connecteurs.

Dans ce premier chapitre, les traitements numériques effectués
ont été 1imités a de simples différences de signaux. Le procédé d'acquisi-
tion de données permettra, par la suite, des traitements plus élaborés
qui pourraient faciliter la reconnaissance de 1'écho.

On peut, en effet, envisager & partir de 1'impulsion émise au
niveau du générateur, de calculer la déformation théorique obtenue aprés
propagation sur une longueur L au-dessus d'un demi-milieu homogéne. La
~différence entre cette courbe théorique et Ta courbe relevée pour une
impulsion qui s'est propagée sur la méme longueur au-dessus d'un milieu a
deux couches, fera apparaitre 1'effet d'écho provogué par les réflexions
sur 1'interface.

L'&étude de la déformation d'une impulsion électrique se propageant
le long d'un fil placé au-dessus d'un demi-milieu homogéne est abordée dans
le chapitre suivant.
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CHAPITRE II : CONSTANTES DE PROPAGATION DISCRETES POUR UNE ONDE
SINUSOIDALE

L'étude théorique de la propagation d'une impulsion de courant
peut &tre abordée par 1'utilisation de la transformée de FOURIER. Il est
donc utile, dans un-premier temps, de faire 1"&tude, en fonction de la
fréquence, de la propagation d'une onde sinusoidale. C'est cette premiére
étape qui fait 1'objet de ce chapitre.

Nous supposerons donc que le courant qui se propage le long du
fil peut se mettre sous la forme suivante :

I:é _Io.mcf(ﬂfn.ac). e/x/f(-iwl')

m

L'expression fh est la constante de propagation que nous nous
proposons de calculer, En 1972, WAITE*T a atabli 1'expression de 1'équation
modale qui régit Ta valeur de la constante de propagation. En 1973, OLSEN
" et CHANG £57 ont montré qu'en plus du mode "ligne de transmission" classique,
il existait pour cette structure un autre mode dit "mode rapidé". Nous
‘adopterons la méme démarche que OLSEN et CHANG pour effectuer le calcul des
constantes de propagation qui sont solutions de 1'&quation modale. Au cours
de cette étude, nous verrons que la sommation sur 1'indice m peut &tre conti-
nue et correspondre a des modes dits rayonnés, par opposition aux modes gui-
dés, caractérisés par des valeurs discrétes de m.

Dans ce chapitre nous ne nous intéressons qu'aux constantes de
propagation discrétes. Quelques hypothéses simp1ificatrices nous permettent
dans un premier temps d'obtenir une expression analytique approchée de
1'équation medale en mettant en évidence 1'existence de deux solutions dis-
tinctes. Nous généralisons ensuite ces résultats en traitant le probléme
numériquement, Pour illustrer ces calculs, nous étudions les variations des
constantes de propagation en fonction des paramétres géométriques et:élec-
triques de la configuration formée par le fil et le sol.
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Enfin, nous calculons pour chaque constante de propagation, la
répartition de la densité d'énergie qui se propage le long de 1'axe du fil.
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2.1 Position du probléme

Le fi1 conducteur de rayon a est placé parallélement & 1'interface
air-sol a une hauteur d (voir fig. 2.1). L'air et le sol sont caractérisés
respectivement par leurs constantes électri-
ques €4 , M1 et €2, 2,07 . Le Fil de Ton-
gueur infinie est supposé parcouru par un ou

plusieurs courants longitudinaux dont 1'expres-
sion générale peut se mettre sous la forme :

s I :Io.eao‘:(r'mx-—iwl') | ‘Z‘.'l)

o E1 ,J- 1
AN AN RARAANS AN NN N NN Z
g2 , ’.l. 2,02

od I'm est 1a constante de propagation d'indi-
ce m. IT est intéressant d'introduire une cons-
tante de propagation réduite e,,, définie par
rapport d la constante de propagation dans
1'air par :Xm= f;'n/A.k'l avec kd ’Ei’uiw . Pour des raisons de facilité de
notation, K, sera notée par la suite X .

x

2.2. Equation modale

En tout point M situé dans 1'air, le champ électrique longitudinal

créé par un fil infiniment fin s'écrit Es,eJ:

Eix=ks . T T (2.2)

N 2
ou ? =1 - 0(2 ; JT\a est la composante selon x du potentiel vecteur de HERTZ
qui se calcule en exprimant les conditions aux Timites au niveau de 1'inter-
face air-sol. On peut montrer [s,e] que TT4 est donnée par 1'expression
suivante :

2 4/2

JAE R %R—If . exp(*;k’%"(x) H(:)(‘K’17[(/3-&)2+% 1

H(:)( ke T [(,—a+d)2 +132 ]4/2

M4+ M2 Mz +n My ]

+2 k3
LTFT

%P[—()‘éd-é)kdm],w,\o(—i’)\ k4)~é>.é’>\ 2.3)
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Io est 1'amplitude du courant au point choisi comme origine.
*4%)(x) est 1a fonction de HANKEL de premiére espéce et d'ordre zéro.

_ Pour assurer la nullité des champs &lectriques rayonnés a 1'infi-
ni,  est choisie telle que : 0 < argT < .

Les expressions in, et an, sont définies de la facon suivante :
‘ 2 27\472
ui:(m-?)

wz = (N +x®=n")

(2.%)

472

ol Re{uq} » Re {uz} > 0 pour assurer la convergence de 1'intégrale
dans le plan complexe

h est le coefficient de réflexion du milieu 2, ou rapport des constantes
de propagation, donné par :

: L 03 4/2
\']:I _g_i_.(’l+ (:)—gz—-)] (25)

D'une maniére générale, la constante de propagation d'un milieu
homogéne d'indice q est donnée par :

2 2 .
k(\: o Pﬂ Ec\ + AW HU}“

Pour lever 1'indétermination sur le signe de ka, constante de
propagation dans le vide, nous supposerons que la conductivité du milieu 1
posséde une valeur finie aussi petite que 1'on veut. La constante ki a donc

une valeur réelle positive aveciune partie imaginaire positive et trés petite.

Le signe de Ta constante de propagation du milieu 2 étant choisi de la'méme
facon, la phase du rapport des constantes de propagation k2/ki est définie

0 < arg 0 <:: /Y%

Le sol et 1'air sont supposés avoir une perméabilité magnétique

par :

égale a celle du vide, c'est-a-dire Ppa= Pz=po- De plus, si Te milieu 1
est 1'air, on a également €4 -=€,.

Zo est 1'impédance du vide, soit Zo = ( po/€o ) 1_/2.
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Dans 1'expression (2.3), les deux premiers termes correspondent
respectivement aux potentiels de HERTZ créés par le fil et son image élec-
trique par rapport & 1'interface air-sol. Le terme intégral complémentaire
caractérise 1'influence de la conductivité finie du milieu 2. "

Dans Te cas d'un fil de rayon fini a (voir fig. 2.2), le premier |

probléme qui se pose est le calcul de la valeur du courant Io @ introduire
dans la formule du potentiel exprimée en (2.3).
En effet, en un point M de 1'espace proche du

- fil, le champ électrique sera fonction de 1a
répartition du courant sur la surface de la
section du fil. Le premier paramétre qui va
influencer cette fonction de répartition est
la valeur de la conductivité du matériau, dans
la mesure ol elle modifie la profondeur de
pénétration dans le fil. Nous supposerons que

1 le fil est parfaitement conducteur et donc
= ‘ que le courant est réparti uniquement sur sa
d! o ' 4 surface. Nous supposerons d'autre part que la
/,/’a: g77' hauteur d est suffisamment grande par rapport
421 au rayon du fil a, pour qu'on puissé considé-

rer que le courant est réparti uniformément
F 22 4 la surface du fil. On néglige ainsi 1'effet
de proximité du sol sur la répartition du courant dans un plan transversal.
Le champ électrique induit en un point'M est donc la somme des champs élec-
triques élémentaires créés par chacun des éléments de courant (Te.d%/2 rr)

(voir fig. 2.2).

La condition aux Timites au niveau du fil s'exprime par 1'annula-
tionde Ta composante Ex.du champ électrique & sa surface. Cela nous ménera
a une équation ol ne subsiste qu'une seule inconnue, la constante de propa-
gation réduite oK . Toujours dans le cas du fil de rayoh fini a, le deuxié-
me probléme qui se pose est le choix du point d'application de cette condi-
tion. La fonction de répartition de courant que nous avons‘choisie, étant
une fonction approchée, il apparait a priori que les résultats obtenus

seront différents selon le point choisi Te long de la circonférence du fil.
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Pour résoudre ce probléme, OLSEN et CHANGEStlont proposé une
solution approchée qui consiste a assurer la nullité de la valeur moyenne
du champ électrique le long du périmétre de la section. Nous donnerons a
- posteriori les écarts entre les résultats obtenus par cette méthode et les
résultats obtenus par 1'annulation du champ électricue en plusieurs points
différents. | h

Le potentiel de HERTZ dTTy, créé en M par un élément de courant
dI s'écrit donc :

AT = _ Zo Lo, exp (tkima').d HO[ k¥ [ (4'-a")°
b ke.2T7 i x {: L

+15,2]4/2]—l‘|(:) [ki?[(%i+dl)2+%12]4/2]+ %}_

: 2 / )
/. [u;ﬂuz - uzoin%u]. mf)(—(%“i)kiui) .

o0

wq*—i%haq.dx 4% (Zﬁ).

ol x', y' et z' sont les coordonnées du point M dans le nouveau repére
(x',y',z') passant par 1'élément de courant dI (voir fig. 2.2).

Dans Je systéme de coordonnées initiales x, y et z, le potentiel
élémentaire s'exprime par :

ATy = - Zo Lo (ikiax) JHO[ KaF[(z-d-aaim¥)’
! hke.21T oF 1 : \[ [

4/2

+ (- acon?)® ] ]_H(:)[ki_{t(r3+d+Q-AM1('P)2+(lé-Q/C_OA(‘?)Z]4/2]

b [ - mm sl ard e b

&qﬂ—iyknt%—qum?)).dﬁ}.d% | .@fﬂ
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Le potentiel TTa sera donné par :

- =f‘“ T(Y) 4% 2.3)

L'application de la représentation intégrale de 1a fonction de

HANKEL au formalisme utilisé dans ce chapitre conduit & la'relation suivan-
Cs1].
te :

<4>(T\;-c—z—73? )_ %q,( Cuy) . emP(-LBm) M (2.9)

ou'T et w4 sont des variables complexes déja utilisées et définies par :

T ) / )J/m{?} >0
My = (')\2’?1)4/2 / :R‘{””‘} >°

Les termes C et B sont des nombres réels, C est choisi positif
pour assurer la convergence de 1' 1ntegra1e ; le signe de B peut &tre choisi
positif ou negat1f

L'expression du potentiel devient :

, , «IT . v :
- ZL (ikiaoc A (" Tenp[eln-d-
AT S S y (& [ eelety
-7
arin®)kins]. w(-;%kg(ﬁ-am‘ﬁ).ax-%ﬁW[-(Ta«,

R 2 %)

mAMCP)kiuil.vmp(—i%ki(%—wxmwf)) AN + 2 .f [

] efx_F[ (’h+d+0u/wv&€)k4u.4] Q/DQ‘)( x/>\k4_(xé—

AL2+\’J A4

aconf )).M}.é‘? (2.10>




-19-

L'indétermination sur le signe de la fonction contenue dans la
premiére intégrale est due au choix du signe du nombre C décrit précédem-
ment. On prendra le signe + si z> (d + a sin%), le signe - si z<(d + a

sin'f) .

I1 apparait dans cette expression un terme Tl4c¢c commun aux
trois fonctions qui la constituent ; i1 s'écrit :

Tic= 2”“_ [TFWP (teu%m‘f kitg ) . e/:;c.P(L'Xk/iCxCDOKe). a¥  (2.44)

On peut montrer L 71 que la formule (2.11) est Ta représentation
intégrale de™d fonction de BESSEL du premier ordre Jo et d'argument AT
avec A = k4.a. Nous en déduisons la valeur du potentiel TT4 :

mz_%%..w(ikiwx).ﬁ(ﬂ?). g’ﬁh?[(@—

2 2 ~A4/2 (4 2 2 4/2
d)+'\6] ]—HO)EHTL—(?@) +y ] 1+ *WTJ [AHHLZ

- °<2 ] eep (- (fb-\-d).k/l ,U.4_> - P (-:k(>\ ki%)d\ﬁ\

A2 + 0oy

(2.42)
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Comme nous 1'avons dit précédemment, pour appliquer la condition
aux limites au niveau du fil nous supposerons que la valeur moyenne du
champ électrique longitudinal est nulle sur la surface du fil, soit :

+T

4 T (K,a).4%=0 (2.43)

.
-

Le Tong du chemin d'intégration, 1'argument de la premiére fonc-
tion de HANKEL reste constant et égal a (k4 1 a).

L'argument de la deuxiéme fonction de HANKEL peut se décomposer
de la facon suivante : ' '

2._4/2

kT (mea) ey 7 2 T L2dvasnt) s (acea) ]

Les arguments des exponentielles du terme complémentaire peuvent
également se décomposer :

_(%+d)kuu-11k4%=-(2&+a&m?)k¢ui—
ifkia conf.

I1 apparait donc dans le calcul de la valeur moyenne du champ,
des intégrales de la forme déja rencontrée en (2.11) et qui sont la repreé-
sentation de la fonction de BESSEL du premier ordre Jo et d'argument RY.

L'équation aux limites s'écrit finalement :
M(x)=0 '
avec M (&) = Jo(AT). {T’ { HO (A7) - HD (227) . To(eT)} +

IO(GT).{E(U - Q(x)}}

et A=ksa
D=k4d
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P(«)=_2 exp(-2Pni) @\
AT - o0 Ag 4 Moy
Q ()= 222 wcp(-2P01) 4 Q)

R 2
AT ) A2z A nt gy

(2.14%)
L'équation implicite que nous avons obtenue est dite équation
modale ; elle ne comporte qu'une seule inconnue, la constante de propagation

réduite & .

2.3 Expressions simplifiées de P (X ) et Q ( X )

Avant de débuter la recherche des solutions de cette équation
modale, nous allons reprendre Tes étapes de calcul faites par CHANG et
OLSEN pour montrer que sous certaines approximations, les expressions inté-
grales de P et Q données en (2.14) peuvent se mettre sous une forme analy-
tique. I1 faut noter que la démarche mathématique que nous allons suivre
dans ce paragraphe est relativement laborieuse. Les résultats qui permettront
de mettre en évidence 1'existence de deux modes de propagation guidés sont
donnég dans le paragraphe 2.4

2.3.1. : Calcul de P_(x)

En multipliant par ( uLy — sg ) le numérateur et le dénominateur
de la fonction conterue dans P (o), on obtient :

f(&)z_;ii____“[‘ (»1-M4).vnp(—Zng).d%
AT (n*-4) |
-0 (2.45)

La fonction & intégrer ayant un comportement en exponentielle
décroissante, la plus importante contribution & 1'intégrale sera obtenue
pour des faibles valeurs de C\, inférieures & une valeur Ac pour "taquelle
1a.fonction a intégrer devient négligeable. La valeur de Ac peut étre
choisie telle qu'elle rende Ta contribution de 1'exponentielle dix fois plus
petite que pour N = 0, ce qui méne a : ’

Ne= AImio/ 2D (2.46)
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Pour établir cette formule, nous avons suppesé aue la hauteur du fil
au-dessus du sol est inférieure & la lTongueur d'onde dans le vide, soit

2D < 47T, Nous avons également admis deux autres hypothéses dont la vali-
dité ne pourra &tre vérifiée qu'a posteriori :

- la constante de propagation & est proche de la constante de propaga-
tion dans le vide, soit |Tzl <A1

- Te module de T est négligeable par rapport & Ta valeur delkc)
2
e >\ T

L'ensemble de ces hypothéses définit Te domaine de validité de la
simplification.

L'expression AL, définie en (2.4) peut s'écrire :

\A/2

Mg = °h2(/‘i- ’Az'*'o(z )

hZ

Dans 1a mesure oll on peut considérer que I(\c2+o<2)/h2)l</l,,
le second terme du développement Timité de AL, peut &tre négligé dans le
calcul de P ( &« ). Comme nous T1'avons dit précédemment, o est généralement
proche de 1, 1a valeur de n qui permet de respecter la condition précédente
‘dépend de la valeur de D et s'écrit :

§ si 2D>> 1n 10, 1'approximation est valable pour |4 / <A,

Cela correspond & un contraste important entre 1'air et le sol qui physi-
quement peut &tre le résultat soit d'une conductivité élevée, soit d'une
permittivité diélectrique du sol &levée. ‘

§si2bD <: 1n 10, l'approximation est valable bour \ibzvf'\f>>iu

Si 1'ensemble des inégalités précédentes est vérifié 1'expression
P (e« ) peut donc s'écrire :

E(x}:,_£~___:/ (M¢+ln)uqﬂ—ZDu¢§sd%

AT (' -4) J
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qui peut encore se mettre sous la forme suivante :

Px)= __2 3 (DO _mQ___)f exp (-Was) g
AT (n’-1) | ‘OwW? QW /) AL 4

Cette formule peut @tre explicitée sous forme de fonction de
HANKEL en utilisant & nouveau la relation (2.9) dans laquelle nous posons
C=W,B=0
soit :

400

ecp(-Was) 4% =i 7. HO (W T)

Ay

-~ 00

En calculant les dérivées premiéres et secondes de 1'équation
précédente, 1'expression de P ( o ) deviént :

E(O():___l_;. T H,l (Z:D?) R +jn] -
(n?-4) ZjD

7 H‘:)(w‘f)} (2.43)

2.3.2, : Calcul de Q_ ()

Avec Tes mémes approximations que précédemment, Q ( & ) peut
s'écrire :

_ 2 2 esep (= 2D ay )
W= ) o 4
-0
ou :
Rx)= 2 £ wep (- 2344)@’}\ [ exp(-2Due) 44\
X Lo Mg ey (Mg =3/ n)
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En utilisant & nouveau la relation (2.9), 1'expression de Q ( & )
devient :

Q«) = z;‘:;_ HE (22 T) +1%§' cenep (=3 29/n) - [ Wa() +Wo ()]

\X/é(o(): enc,p(-ZD(ui—i/n))—i'é%
o Ay (Mg =4/ )

\X/o(o():/ 4 a4l | (2.43)
% /U-4_(M4_-)./Vl)

a) Calcul de Wo (& )

Dans'wn premief temps, nous allons faire le calcul de Wo (X )
par la méthode des résidus dans le demi-plan complexe supérieur N .
Les coordonnées des points singuliers de ce demi-pland'intégration vont
8tre exprimées en fonction de 1'inconnue & et il faut donc étudier 1'inci-
dence du déplacement de « dans le plan complexe sur la position de ces
points singuliersdans le plan complexe A .

- lieu des points singuliers d‘ans le plan complexe &

IT existe dans un premier temps, dans le plan complexe A , une
paire de pdles définis par :

My -i/n=0

Cette relation est vérifiée pour la valeur ')\ﬁ'}\p définie par :

}\P: x (/1 - 0(2- 4/‘\’.12)4/2




F 2.4

rtie
aginaire

\p2

A
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Supposons que & décrive le plan complexe selon une loi définie
par :

d:ri+31@@(i¢) (14%)

ot S1 est un nombre réel positif
@ est un angle compris entre =TT et +7T

Nous avons tracé sur les figures(2.3 a)a(2.3 d)les différents .
chemins parcourus par 7\p dans le plan complexe N, quand'S[et @ varient.

Pour tracer ces courbes, nous avons choisi = 5,52 + i 4,53,
L'examen de ces quatre configurations montre qu'il existe une valeur criti-
que de S1. Pour une valeur "a" de S1 inférieure & cette valeur critique,
les chemins parcourus par les pdles Ap ne coupent pas 1'axe réel ; le
choix d'une détermination unique suffit pour trouver 1le pdle qui reste
dans le demi-plan %\supérieur, quelque soit Ta valeur de & (fig. 2.3 a).

Pour une valeur "b" de S1, supérieure & la valeur critique, le
lieu des pdles coupe 1'axe réel (fig. 2.3 b a 2.3 d). La figure 2.3 b
montre que pour un angle @ supérieur a 70°, le chemin parcouku par le pdle
N p passe de facon continue par les points AQD, Al, A2, A3 et A4. Pour un
angle @ situé aux environs de 120°, Te lieu parcouru par Ap coupe le demi-
axe réel négatif en un point compris entre A2 et A3 ; nous appellerons ce
point particulier 7\pz” Etant donné que la partie imaginaire de la valeur
de 7\p doit rester positive, il faut changer de détermination au niveau du
point 7\pz et choisir les points dont la partie imaginaire satisfait cette
condition. Le chemin narcouru par j\p sera donc celui décrit par les points
A0, A1, A2, 7\p2, 7\p4, A'3, A'4, Au passage de Apz en Apt, il y a change-
ment de détermination et discontinuité dans la valeur de %@. Dans le plan
complexe & (voir fig. 2.4) cette discontinuité est définie par :

x =1 (1 - 1/\4? - szju%u s est un nombre
y .i‘)yi réel,
T nZ Le long de la branche de discontinuité dans
Sl—b le plan & , Te signe de ]'expreision %up
/
S = critique définie par Ap = ¥ (1 - - 1/V1)4 Z est
Sl—=a déduite de la fig. 2.3 b. Sur Tes cdtés des
= partie roelle branches de discontinuité repérés par?\pz,

Ap est un réel négatif ; sur les cOtés repé-
rés par >\p4, 7\p est un réel positif.

PLAN COMPLEXE X
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L'autre terme i, du dénominateur de 1'intégrant de Wo ()
posséde dans le plan complexe A , une paire de points de branchement défi-
nis par Aty = 0 et qui s'écrivent :

e}\B:t

Si & décrit le plan complexe selon la formule (2.19), (>\B décrit
dans le plan comp]exe>\ les Tieux représentés sur les figures 2.5 a et 2.5 b.

PLAN COMPLEXE l\ PLAN COMPLEXE 3\
. * partie imaginaire

A partie imaginaire ; -4

—I7S partie partie
&g roelle réelle
f.,n?s .
/
/
S L= 0,005 SL=15
F. 2.5a F. 2.5 b

Ces- courbes montrent que quelque-soit la valeur de S1, Tes chemins
parcourus par Ae coupent 1'axe réel quand 1'angle @ varie. Pour respecter
la condition sur la partie imaginaire de g i1 y a donc, au niveau de cette
intersection, un changement de détermination, donc une discontinuité dans
la valeur de Ng.
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Dans le plan complexe £ (voir fig. 2.6), cette discontinuité
est définie par :

= (42"

ol t est un nombre réel,

pLaN compLExe X | Partie imaginairs
"\g1 Ne2
e |
‘ l\s 2 partie reelle
— @ o —t
-11 ’ 1
N8R As1
\ea | Ae1
l
|
|
F.2.6

Le long de la branche de discontinuité dans.le plan &£ , le
signe de 1'expression Ag définie par Me=1 (1 =«®)*?  est deduit des
figures 2.5 a et 2.5 b. Sur les cdtés des branches de discontinuité repé-
rés par '}\Bz)'\e est un réel négatif ; sur les cdtés repérés par 7\34,‘)\5

est un réel positif.

- choix du contour d'intégration

Dans le calcul de Wo (&), le choix du contour d'intégration dans
le demi-plan complexe supérieur A , devra donc dépendre de la position de &
dans 1e plan complexe. L'expressidn de Wo (¢ ) écrite en (2.18) peut se
décomposer de la facon suivante :

400

Wo (o) = TS VA -
: («) .M¢(ﬂf +4/n?)

- 00
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pr g
W () = a) Y QR S
(0() ] ,>\7_ _XF +\n _wui('}\-\r;)
o | (2.20)

Wo (x)= Wos + i/nn Wo2

Dans 1'expression de Wo4, le terme Ay n'apparait plus au dénomina-
teur et il n'y a donc pas de point de branchement en N . Nous choisissons
comme contour d'integration, le contour défini sur la fig. (2.7). On peut

montrer facilement que 1'intégrale Te long de

PLAN COMPLEXE le demi-circonférence supérieure est nulle

partie
imaginaire lorsque le rayon R tend vers 1'infini. Le
résultat de 1'intégrale s'écrit donc :
F. 2.7 ' W&4(x):éif (ZfZi)
R P
&P IT faut remarquer que cette formulation.est
o : valable quelque soit la position de & dans
lgm? le plan complexe. Pour calculer 1'intégrale

Woz, i1 faut un contour qui évite le point
de branchement 3\5 et entoure le pdle ')fa. Dans un premier temps, nous
supposerons que "1 est un nombre complexe.possédant une partie imaginaire
trés faible, c'est-a-dire que dans le sol, g3 <§x*,€2_
Dans ce cas, les lieux des discontinuités dans le plan complexe x , dé&finis
par les fig. 2.4 et fig. 2.6 prennent 1'allure représentée sur la fig. 2.8.

rtie
maginaire ) PLAN COMPLEXE X _ ‘
Nous n'avons représenté sur cette figure que
e liou de la discontinuité sur Ap les variations de & définies par :
—lieu de la discontinuite sur ‘>\B B K = 4_ + Sl %9‘7(*¢) »
o(r=(4_-3;)% aee O BT
F2.8 cc /a L'expression & n'apparaissant que par son
carré dans le calcul de Woz, les résultats
v seront identiques pour 1'autre demi-plan
8 { déefini par —T{’< @ <O, obtenu a partir du

5 " T r ] z:x: premier demi-plan par symétrie par rapport
D B

a 1'origine 0.
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Le point + 1 est situé dans Te demi-plan supérieur « car il
représente en valeur réduite, 1a constante de propagation dans 1'air ;
comme nous 1'avons dit dans le paragraphe 2.2, celle-=ci posséde une partie
imaginaire trés faible et pqsitive. Chacun des six points A & F caractérise
une partie du plan définie par rapport aux discontinuités relatives a 7\9
et ?\B . Nous allons montrer que pour ces six points, 1'expression Woz se
calcule différemment, mais qu'il existe une formule unique qui peut repré-

- senter 1'ensemble de ces résultats. Cette expression sera étendue par la

suite & tout leplancomplexe o .

- calcul de Wo (<) au point A

---------- - - - -

-Pour 1a valeur de < correspondant au point A, le contour d'inté-
gration dans le plan complexe A est celui représenté sur la fig. 2.9. Nous
avons choisi comme branche de coupure la cour-
partie imaginaire be définie par : Re{ »,4} =0.

La tie imaginaire de A4 ch de si
255%3<° AL :7%f“4f>° partie imaginaire de A4 change de sTQne |
- quand N traverse la branche de coupure.
L'intégrale le long du demi-cercle supérieur
est nulle quand le rayon R tend vers 1'infini
L et Woz () peut se diviser en deux parties :
‘ V\/‘Z‘{m}:o .
Woz(o(g):-' R (dn) -B ( °(ﬁ)
s \p .
. ° partie
: o [ réelle B ’
ol : R ( (4 ) est le résidu au pdle /)\p.
B (;xg ) est T'intégrale le long de
F.2.9 ~la branche de coupure
Le résidu R (Xp) s'exprime par :
R(xn): 2.0
2 2
D [ua(N-2)]
soit :

R(O(p): T n / ‘}‘P
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Pour calculer 1'intégrale le long de la branche de coupure, nous
effectuons le changement de variable suivant :
» S:_Ln.t
La transformée de la branche de coupure du plan comp]exeﬁ\ se
trouve donc &tre 1'axe réel dans le plan complexe S . En effet, le 1on§ de

la branche de coupure, nous avons Re{uigzo) done S = )LMS\.AH} .

Le changement de variable conduit aux relations suivantes :

Maimdshes(TP- 87 ss (52-74)""
B‘(xn) s'écrit donc :
Blg)==-214 4 ’

o (4/‘42_52){,&(—‘—2-5—2)4/2}

Le signe de la racine carrée est donné par la valeur de A le long
de 1a branche de coupure dans le plan complexe A

On a vu gue la figure 2.5a représentait les variations de Ag=1
quand & décrit le plan complexe selon la formule & = A + 94 e/xJ()(,LSZ)
et pour D8 <A, Cette Figure montre que dans le cas du point A ol @ est un
angle qui atteint 180° par valeur inférieu}e, la valeur de ’T qu% vérifie
la relationIm(T)>0est un réel négatif.représenté par \gz.

Le point singulier appartenant au demi-axe rée]lpositif du plan
camplexe § est donc le point (- T ). Le point A est situé dans le plan
complexe o de fagon telle que : o j>(4,.4/nr)1/2, d'ol nolis pouvons
facilement tirer la relation:|{n¥|<{4. '

Le point (- Y ) se trouve donc sur le demi-axe réel pdsitif a
gauche du point4/n. Dans ces conditions, 1'intégrale B (Xn) peut se
décomposer en quatre parties Bl, B2, B3 et B4 définies sur la fig. 2.10.

- Bl représente 1'intégrale sur la portion du demi-axe réel po&itif
comprise entre 0 et (- T ), & 1'exclusion du point (- 7).
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artie

imaginaire PLAN COMPLEXE O - B2 représente 1'intégrale le long du demi-

cercle supérieur de rayon infiniment petit
et entourant le pdle (-7 ).

- B3 représente 1'intégrale analogue au contour
81 B2 84 B3 B4 B2 mais pour le pdle (4/n).

‘ - B4 représente 1'intégrale sur la portion du
Peelio demi-axe réel positif comprise entre (- ﬁ’ )
_.7 A et +e0 , 3 1'exclusion du point (-5 ) et

du parcours défini par B3.

F.2.10 . ]
On peut montrer que le résidu de la fonction

au point (- T ) est nul-et donc que 1'inté-
grale B2 est nulle,

L'intégrale Bl s'écrit :
(-7} | -3)
51 =.24i d 5- A Cr

SER = o S QA ST o

- eq . . el s s 8
Pour résoudre cette intégrale, nous utilisons 1'identité :suwanteF

/[- doc = 4 th%,xJC— + C
(ct-s®) - o[- c =T

o C est une constante et c2 :> o}

En posant x =c§) a=3% etc=1/n

nous obtenons :

dJ . d,’% S\/4/n1_"’2 L C
G- e VST

soit : Bl =__T in (2.22)
4 =2
PRl
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L'intégrale B3 est égale au demi-résidu de la fonction pour Te

péle 4/n , ou :

B3 = -i/T{-24i. 4

{5%*[(%7—5").@ Wm

[} SR

é::i/@]

soit : B3 = -Tlin

E-T

(2.23)

L'intégrale B4 s"écrit :

-1

B4=-21’][m(/) ag; —
T

By = ZJ{T y d<§~2
cry (= S IE-F

oti Te point 4/n est exclu du contour d'intégration.

Nous posons S:-T.OQ\'G avec/C >0 » Ce qui conduit aux relations
suivantes :

a0 =-T.,h%G. 3%
VS% T - T2 207

L'intégrale B4 devient :
=TT Iy
| (-5 TA)

B4 = -~ 2

B4

]

i ](” ke
) (4048 )(A/n-3)
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2 *® 4’6 R e et
it B4 = -1 J? —_— —_—
so1t { b AT "L T 07w }

Dans la premiére intégrale, le point exclu du contour d'intégra-

tion est le point Te tel que;cj%'6c=;g%,et B4 peut s'écrire :
n

- o Ke-E 2]
2 | 9.
B4 = -N L, [--j _4% —f> _ 4% A]
E»o0 o A+rnidT + Ko o € 4 +nwTh's M

fcvc
1 -nTHhG

Q

Csl

Pour résoudre ce calcul, nous utilisons 1'identité suivante

dec  _ A SZO%C o+ by \Jor-it Xh(x/2)
o +bchx V:;?:"E;T" o+ b = \[oT g7 X (/2)

ol C est une constante et a® > b?

En posant : a = 1}‘ x =G et b=1 n1f nous obtenons :

A% 4y ¢ AxaTaVi-w T (Er2)
4 £ni{h’ \/ZTTz‘ 2 /L:n'f-\//x-nz‘fz S (6/2)

soit pour B4 :

B4 == 52@% 4 v /1w T (2.24)
VE-wr O4 e
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Les équations (2.21) a (2.24) permettent maintenant de donner
Ta valeur de Wo (« ) au point A :

. A 2 .
2T i i Yoo Afn + V= T (2.25)

Wo (O(R) = + s
Ap Vor Ao - & - 7°
ou encore :
o (xp) = 2ME_y _Zi  Jog Al v \thi =T (2.26)

7\’9 \/4./“2 _ TZ lf‘

Np=+ 4/ =T T = o[ 4 -«

- expression générale de Wo (e )

B N N L. L L - -

La détermination de 1'expression Wo ( &« ) en chacun _des points B,
C, D, E et F de la figure 2.8, se fait d'une maniére analogue ; les détails
du calcul sont décrits dans 1'annexe Al. Les expressions obtenues sont don-
nées ci-dessous :

L2 9.0% A/n + 12 -T2
Vi -T2 T

Wo (xg)

o (e ) = 2}\%‘ 2 Q%A/n—im
= 7

Ho (&) -.22 Qo?'i/w _NT= 7
A
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Les formules exprimant Wo ( o¢ ) pour les points E et F sont iden-
tiques a la formule de Wo ( &¢ ) mais 1'expression de 7‘? sera différente
selon qu'on se trouve d'un cdté ou 1'autre de la branche de discontinuité.
Ces expressions peuvent s'é@crire sous une forme unique valable pour ces six
points :

2 2 4/2- .
Wo () =—2M __2 Qo% Afaoi(T=4/n?) g T+i X

avéc ’j,m ( TZ _‘4/n2>¢/2 >0

(2.27)

SUE

_— - s 2 2 \47/2
Pour les points A a F, les expressions (T —4/n ) / et ?
sont des nombres réels oli nous avons supposé que n posséde une partie
imaginaire trés petite. Ces expressions s'écrivent :

en A : ( Tz ~ /l/\n2>4/2 :i,,d/\nz—Tz J T=_ 4- &’
en B :(—Tz —4/n’ )4/2 :i,,’l/nz—‘fz j T:*}- 4-x?
enC:(TZ__A./Vw2 )4/2 :\}T"’_/i/nzj ; T:-\[EP

enD:(.TZ -‘4/#)“2 = /T'-4/n* 5 1=+ 42

en E :(Tz _4/nz>4/z - ‘TZ__’J./Y\Z ; N

en F : didem C
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Etant donné qu'il n'y a pas d'autres points singuliers dans le
demi-plan & supérieur, la formule écrite en (2.27) sera supposée valable
dans tout ce demi-plan et sera utilisée méme si le coefficient de réflexion

N posséde une partie imaginaire non nulle. La validité de ces hypothéses
sera vérifiée a postériori lors des applications numériques, en comparant
ces résultats approchés aux valeurs exactes obtenues en intégrant numérique-
ment la fonction.

b) Caicul de Wd (o )

Nous pouvohs mainténant faire le calcul de Wd (&) définie dans
1'équation (2.18) :

+ 00
Wd (&) = ww(—296w5~dnﬁ_4_ A

My (g —2/n)

— 00
Cette expression peut se mettre sous la forme :

ot 2D

Wd () = 1im - f exp (- W(Mi-1/0)) 4 W Ak
€0 o
- 0D 8

La valeur limite écrite pour la borne basse de 1'intégrale sur la
variable W est imposée par la divergence qui apparait 1ors de 1'intégration
de la fonction exp. (-W (g -s/n ))/»4 pour W = 0,

2D +o0
E e/xf(i\)(//w) Wﬁ&;\w#i) d)\.d\)(/

soit Wd (& ) = lim

€50\~
En utilisant la représentation de la fonction de HANKEL, donnée
par 1'équation (2.9), cette expression devient :

2D
Wd () ==-1T7 mP(JLW/n).HS)(T\Y/),dW
& | (2.28)
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Le terme exponentiel peut s'écrire sous la forme du développement

en série suivant :

(;W)M

exp. (i W/n) = A Sadh
M-0 (Y\)M M'!

d'ol la valeur de Wd (& ) :

o |, ..M 22
W () =-img L W™ O(wT) qw
: M-0 (n) .M.‘ c
OouU encore : .
re {_W" T, (zD7)
Wd (o) = - i Iy
Vs ™ M| T

2D .
avec Iy =f WNH?)(\X/T) a W
€

(2.29)

(2.30)

Cette intégrale Ipn peut se calculer en intégrant deux fois bar

parties. Nous utilisons la formule 1iant la fonction de HANKEL et sa déri«

veel9l .

4 d o 1O G) K

Iy s'écrit :

-4
T

¢

27 |
e, [ W00 Mo (). aty
E .

(2.31)

[\X/ WT H(D(WT)]:D_ —M:Y%J(WT> H(:)(WT)‘WM-Z
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T,-@2 P (227) , MA[ W™ T A4 wOwT) 1
Al TZ[ T ]s
2D
O%Qlf W HO(WT). a W
\ £

soit la relation de récurence :

H (297), = 29" (2D T) (4A) T,,,
(2.32)

A 1'exception des termes d"indice O et 1, tous les termes M peuvent

se calculer & partir des termesd indices M-4,M-2. Le calcul des deux premiers
termes doit se faire de facon différente et pour cela, nous utilisons 1'iden-
tité suivanteuo]:

x

Co(B) d\’-_—acco(:'c)+42_ N {STO (). C1(x) =S Tu(x). Co (x)}

o]

Cy (=)= A Ty(x)+ BYylx) 5 V=01
A et B sont des constantes

STo (x) et ST+ (x) sont respectivement les fonctions de STRUVE d'ordre 0
et d'ordre 1 de la variable x.

En posant A=1,B=4,D=0, x=2D ett=MW

nous obtenons :

T |
Io =4 He (WT) 4 WT
T €
soit :

0=2D H(:)(ZIDT)'-r TFD{STO(ZJ)’T). H‘i’(zy‘{)—STi(zy“y).tﬁ’(zyTﬂ
i
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Et pour le terme 14 :

f W, HO (W T) .
z¢=4_f (W), HO (WT). d(WT)
T )

Soit en utilisant @ nouveau la formule (2.31)

237

-4 1 (WT) . HY (wT )1
&y

ou

Iy = L [w‘f H (2D7) +_2_L_]
T | n

ou nous avons tenu compte pour le calcul de la borne WY = £ ., de 1'identité
suivante : '

si )> fixe et différent de 0 et z —» 0

-H(;o (z) =_=i | _[4(9),(4%)-9

2

L'expression simplifiée de Q(e&) s'écrit donc :

Q(o_<)= 2;‘2 .(4)(237% 2 o encF(—UP/n).[\X/d(m)a-\X/o(x)]

n Tf\ﬂ
avec Wo(o() = 2T _ [4/n- J.(‘; -i/w) deaq T+
. }‘F' (,T ‘4/ )4/2{&% ] Qo%j

'Lm{( A/t) j1>o BONEEDY:
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o M —
M0 ((n)™ M)

2D
L, - ng_,o{ W HS’(\X/T)‘AW} (2.33)
£

2.4 Solutions de 1'équation modale

L'expression des conditions aux limites sur les valeurs des
champs €lectriques et magnétiques & la surface du fil, nous a amené & poser
1'équation modale suivante :

M ) =T2{Hf)(ﬂ‘f)_ Hé"(zm’).:ro(m)} N :ro'(ﬂﬂ{rf(x) -

Q(o«)] =0 .

Les solutions de cette équation sont les constantes de propagation
associées aux modes qui peuvent se propager le long de la ligne posée au-
dessus du sol. Nous allons mettre en évidence, dans un cas particulier,
1'existence de deux solutions distinctes o4 et o2 . Nous montrerons ensuite,
grace a T'utilisation de procédés numériques, que dans le cas général, il
existe également deux solutions différentes pour 1'équation écrite ci-
dessus.

L'expression de () présente, dans le plan complexe o , un point

singulier en op = (1-1/n?)*?

valeur de Q(o ) qui sera prépondérante dans 1'expression de M( « ). Dans le

. Autour de ce point particulier, c'est la

domaine des basses fréquences et en dehors de ce point particulier, la va-
Teur de Q(ex ) peut &tre négligée par rapport & celle de P(x ). Dans le
domaine des fréquences qui nous intéresse et qui peut s'étendre jusque
quelques GHz, cette approximation reste discutable. Nous verrons d'ailleurs
par la suite que Te rapport des modules des expressions P et Q reste infé-
rieur a trois. Cependant, dans un premier temps, nous allons quand méme
négliger la valeur de Q(x ), en gardant a 1'esprit le fait qie le résultat
recherché n'est pas le résultat définitif ; i1 s'agit, pour 1'instant de
trouver une valeur qui servira de départ aux processus d'itération numérique
qui donneront la valeur exacte de la solution.
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Dans le cas particulier ol la hauteur d est faible par rapport
d la longueur d'onde et Te module du coefficient n grand par rapport a 1,
1'expression de P(x ) se résume aux termes prépondérants de son développe-
ment 1imité ; 1'équation modale s'écrit :

26 T2 3eq(2D/R) -2 =0
er T O%( > DT n
(2.34)

ce qui donne pour lavaleur de la constante de propagation :

0(434.

+ L
ZnD io%(ZZD/n) N (2.35)

Dans le cas o, dans le plan complexe & , 1'inconnue est proche
de ®&p, c'est le terme Q( ) qui est prépondérant sur le terme P(«).
Toujours dans le cas particulier d'une hauteur d faible et d'un coefficient
n grand, 1'expression Q(« ) se réduit aux premiers termes de son dévelop-
pement limité autour de «p et s'écrit : '

L'équation modale devient :

2L T2 (w/n)_z. bi -0
1rr‘5lorj Dn

Tn halp_
I1 apparait’ dans cette zone une deuxiéme solution &2 définie par :
i 2 4/(2 ‘
Kz=| Kp 4 4
o [ideg(2®) - 4 ]Z
nir - TD (2.36)

Nous faisons une application numérique pour les valeurs suivantes :
d=0,04m ' a = 0,00l m F =1GHz
E£,=5¢€4 a3 = 30U /m

d'od  n=5,482 + i 4,961
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Cela donne pour x4 et 2 les résultats écrits ci-dessous :

K 4
2

1,0125 + i 0,0136
0,9987 + i 0,0087

Nous pouvons vérifier que 1'application numérique utilisée ci-
dessus vérifie point par point les conditions de validité des expressions
simplifiées de P(o ) et Q(ex ) (voir paragraphe 2.3.1).

§ Ta hauteur du fil au-dessus du sol est inférieure d la longueur d'onde
dans le vide, soit 2D < 47T + 2D = 1,67

§si 20<n(10)i1 faut [T’ 40 <A Sn? A0 _ 0,035
4D%n’ T

En utilisant les résultats approchésc, et o, nous pouvons également
vérifier les approximations faites en fonction des résultats sur 3’:

} la constante de propagation o« est proche de la constante de propagation
“-dans le vide, soit I'Tzi L4 'Tzl = 0,04,

§ Te module de ¥ est négligeable par rapport & la valeur de'kc , soit

Ne > hzl : Ne= 4,3%.

Pour généraliser la recherche dans le plan complexe « de ces cons-
tantes de propagation oiet a2, nous avons mis au point un programme d'itéra-
tion numérique basé sur la méthode de NEWTON[443 Ce programme permet, a
partir d'une valeur X imposée, d'approcher par pas successifs la valeur qui
tend a annuler 1'équation modale. Dans un premier temps, nous avons program-
mé pour le calcul de P(«) et Q(« ) les expressions approchées écrites en
(2.17) et (2.33). Des détails sur ce programme sont donnés dans 1'annexe A2.

Nous avons noté ci-dessous les résultats obtenus par le programme
d'itération numérique en utilisant pour P(«x ) et Q(« ) les expressions appro-
chées (2.17) et (2.33) et en introduisant comme valeurs de départ les valeurs

3

trouvées précédemment :
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solution ™4 © solution =,

g?le“" de 11,0125 + i 0,0136 : 0,9987 + i 0,0087
épart ) .

résultat | . : \ )
obtenu : 1,0119 + 10,0189 : 0,5976 + 1 0,0069

B I1 faut noter que quelque soit la précision absolue du test
d'arrét dans le programme d'itération, les résultats convergent vers les
mémes valeurs numériques. Cela tend a prouver que les expressions o, et
%, sont des solutions vraies de 1'équation modale simplifiée, et non des
minimums de cette expression.

Pour trouver la valeur des constantes de propagation en dehors
du domaine de validité des approximations définies au paragraphe 2.3.1,

i1 est nécessaire de calculer les expressions exactes de P(x ) et Q(«) par

un programme d'intégration numéricue. La recherche des zéros de 1'équation
g q

modale se fait toujours-par la méthode de NEWTON. Les détails du programme
correspondant sont développés dans 1'annexe A3. En prenant comme valeurs de

départ les solutions de 1'équation modale approchée, nous obtenons deux
nouvelles valeurs a4 etoz que nous avons portées dans le tableau suivant
en comparaison avec les valeurs déja trouvées : '

solution o{y solution o2

valeur de départ (for-f . : .
mulation analytique) ° 1,0125 + i 0,0136 : 0,9987 + i 0,0087

résultat obtenu par

itération en utilisant’ . : .
les expressions appro-: 1,0119 + i 0,0189 : 0,9976 + i 0,0069

chées de P et Q

résultat obtenu par

itération en utilisant® i : ,
les expression exactes' 1,0118 + i 0,0191 : 0,9974 + i 0,0069.

de P et Q

De 1a méme fagon que précédemment, nous avons vérifié

que quelque soit Ta précision absolue du test d'arrét dans le programme
d'itération, les résultats convergent vers les mémes valeurs numériques.

IT apparait dans ce tableau que dans le cas particu-
lier ou les conditions de validité des approximations sont respectées, les
résultats obtenus avec 1'équation modale simplifiée ou avec 1'équation
modale exacte sont trés proches les uns des autres.
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Nous verrons, dans 1'exemple numérique qui suit,
que si les conditions de validité ne sont plus respectées, il devient
nécessaire d'utiliser 1'équation exacte.

Application numérique : d = 0,0dm a = 0,00lm F=1GHz
€2=5€4 0=10"%w/m

d'ot : n = 2,2364 + i 0,04024

%n240/ﬁ]frj<@ n'est pas

W40/4D*n* |

0,38 et la condition

respectée.
Les résultats numériques sont les suivants :
équation approchée : ‘ X4 = 0,918 + i 0,021
X2 = 0,995 + i 0,046
équation modale exacte : X4 = 0,943 + i 0,035

%z = 0,982 + i 0,023

2.5 Validite des hypothéses faites dans les paragraphes précédents

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de vérifier a postériori
la validité des hypothéses qui nous ont permis d'établir d'une part 1'expres-
sion de 1'équation modale, d'autre part, les expressions de P(x) et Q(x).

Dans un premier temps, nous avons comparé les résultats obtenus
pour les expressions approchées et exactes de P({ ) et Q(x) quand «x décrit
le demi-plan complexe supérieur selon 1'expression : & = 1 + S2 wz\:»(iosb) .

Noué avons donc fait ces calculs, dané une configuration physique
et géométrique donnée, pour plusieurs valeurs de S1 &t @ ; nous avons notam-
ment choisi des points proches du point singulier Xp défini.par :

4/2
()
0’4

Nous commentons ci-dessous les résultats obtenus pour chacune des

configurations considérées
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1) d = 0,04 m a = 0,001 m a7 = 0,0l m F =1GHz
€2=5¢6
d'od : n=2,2364 + i 0,04024 Ap = 0,913 + i 0,0027

Ces données numériques sont telles que les conditions d'approxi-
mation ne sont pas respectées et il apparait effectivement que Tes résultats
des expressions approchées et cxactes sont différents. Les erreurs relatives
sont de 1'ordre de 25% pour les points situés dans la zone proche de Ap
et du point 1, elles peuvent atteindre 50% pour des plus grandes valeurs
de S1 (autour de 0,5). Le module de P(x ) reste supérieur au module de Q(e)
sans que leur rapport ne dépasse quelques unités.

2) d = 0,04 m a = 0,001 m G = 7w/m E2=5E F=1 GHra
d'od : n = 8,0964 + i 7,781 ~ ™®p =0,9998 + i 0,004

Dans ce cas les conditions d'approximation sont respectées., Nous
avons constaté que les résultats exacts et approchés étaient identiques, a
mieux que 1% prés dans le pire des cas. Nous avons également constaté que
‘généralement la valeur de P(x) est supérieure & la valeur de Q(x ) sauf
dans Tla région proche du point singulier &p ol Q(«) devient plus grand que
P(e¢). Pour cette valeur de la fréquence, le rapport des modules des expres-
sions P(x) et Q(«) ne dépasse cependant pas la valeur 2 & 3.

3) d =0,04m a=20,0lm 0 = 0,01u/m F=1MHz
Ez= 580
d'ol n = 9,6162 + i 9,359 Ap = 0,99991 + i 0,0028

C'est dans ce domaine de fréquences qu'apparait le plus nettement
la différence entre les modules de P() et Q( o ). Pour les différents
points que nous avons calculé, le module de P( < ) reste pratiquement
constant et au moins cinquante fois plus grand que Q(). I1 n'y a que dans
la zone proche de ®p ol les modules des deux expressions ont les mémes
ordres de grandeur. C'est cette remarque qui nous a permis de trouver le
premiére solution de 1'équation modale en supprimant 1'expression de Q(o ).
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Dans le paragraphe 2.2, pour écrire la condition de nullité du
champ a la surface du fil, nous avons choisi de calculer la valeur moyenne
du champ & la surface du fil puis d'appliquer la condition de nullité sur
cette valeur moyenne. Pour évaluer les erreurs causées par cette hypothése,
nous avons fait plusieurs calculs en utilisant Tes conditions aux limites
suivantes : -

1°) Ta valeur moyenne du champ électrique & la surface du fil est nulle
2°) la champ électrique est nul au point supérieur de la section du fil
y =0, z = d+a. |
3°) le champ électrique est nul a 1'intersection de la circonférence de la
section et de 1'axe horizontal : y = b a, z=d.

Ces calculs ont été faits pour plusieurs hauteurs du fil au-
dessus du sol et il est apparu, comme on pouvait s’y attendre, que les cas
les plus défavorables correspondent & ceux obtenus pour des faibles hauteurs
au-dessus du sol.

C'est un résultat logique puisque dans ce cas, 1'hypothése du
courant uniformément réparti n'est plus valable. Dans le cas le plus défavo-
rable que nous avons envisagé, c'est-a-dire pour un fil de rayon & mm situé
d 2 cn au-dessus du sol, les résultats obtenus pour un point particulier
de la circonférence différent des résultats moyénnés de moins de 2% pour la
partie réelle et de moins de 3% pour la partie imaginaire. Dans tous les
cas, la valeur moyenne des résultats ponctuels est égale au résultat obtenu
par 1'annulation de la valeur moyenne du champ.

2.6 Variation des constantes de propagation

Pour caractériser ces deux constantes de propagation.discrétes
x4 et A, , nous avons représenté sur les planches PL2.1 3 PL2.6, les lieux
qu'elles décrivent dans le plan complexe X Torsque les paramétres géomé-

. < . . 4
triques et électriques de la structure vamentE 21

Pour calculer les valeurs représentées sur ces planches, nous avons
utilisé 1'équation modale approchée quand les valeurs des param@tres sont
telles que les conditions d'approximation sont respectées. Dans les autres
cas, nous avons utilisé 1'équation modale exacte ; le calcul a été fait
soit, en prenant comme valeur de départ le résultat de 1'équation modale
approchée sodit, de proche en proche & partir d'une valeur connue.
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Les planches PL2.1 & PL2.3 représentent, & des fréquences diffé-
rentes, les ljeux décrits par les constantes de propagation quand la hauteur
d varie.

On rappelle que 1'expression X représente une quantité réduite
par rapport & la constante de propagation dans 1e vide. Dans le plan complexe,
le point 1 caractérise donc une onde qui se propage sans atténuation a la
vitesse de la lumiére. La partie réelle de oL est inversement proportionnelle
a la vitesse de propagation ; le point représentatif dans le plan « corres-
pond & des vitesses supérieures & la vitesse de la Tumiére lorsqu'il se
situe dans le demi-plan & gauche du point 1, inférieures a la vitesse de la
lumiére a droite du point 1, La partie imaginaire de o est directement pro-
portionnelle & 1'affaiblissement de 1'onde. |

Sur ces trois planches, nous avons porté en pointillé les résul-
tats obtenus dans 1'approximation quasi-TEM.

Cette approximation est valable en basse fréquence et pour des
hauteurs d faibles par rapport a la longueur d'onde. Dans cette hypothése,
on peut considérer que la valeur de la constante de propagation est proche
de celle de 1'air. On peut donc envisager de remplacer o par 1 dans les
expressions des fonctions & intégrer car dans ce cas, 1'équation modaTe
devient une équation explicite simple dont nous donnons ci-dessous 1'expres-
sion :

+®

M(x) = (1- «*)Tog (a/2d) +2_ exp(-2DIA) g A -
AT -0 \'M + A2

+®
._ZAZ Q/Lp(—zbl?\') « '
% I DY RFTP a) (2.3%)

avec

M2

(“ﬁ+4-n2)“2 | Re{uz}'>0
(&4 g)]” o<mn s

Les résultats que nous donnons ont été établis en calculant les

n

intégrales par un programme d'intégration numérique développé par DEMOUL INE'®,

Par définition, nous appelérons "mode ligne de transmission",
le mode associé aux constantes de propagation les plus proches dans le plan
complexe des résultats obtenus dans 1'approximation quasi-TEM.
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L'autre mode sera appelé “mode rapide", car la vitesse de phase
qui Tui est associée est en général supérieure a la vitesse de phase du
mode "Tigne de transmission".

La premiére remarque que 1'on peut faire a propos de la planche
PL2.1 est que le Tieu obtenu & partir d'une variation continue du paramétre
d n'est pas toujours caractéristique du méme mode. Pour Tes faibles hauteurs,
c'est la courbe (a) qui présente les résultats les plus proches de ceux de
1'approximation quasi-TEM. (par exemple pour d = 0,5 m) ; quand la hauteur
augmente, c'est la courbe (b) qui peut &tre associée au mode ligne de
transmission (environ pour d ;> 0,6 m).

La comparaison des planches PL2.1 et PL2.2 montre qu'il est possi-
ble que pour une valeur de fréquence comprise entre 30 MHz et 50 MHz, les
deux lieux des constantes de propagation aient un point commun pour la méme
valeur de d. C'est le phénoméne de dégénérescence modale déja observé par
KUESTER et CHANGFMJdans les représentations des lieux des constantes de
propagation quand la hauteur d et le rayon a du fil varient .

L'observation des trois planches montre qu'a partir d'une fréquence
de 50 MHz, 1e mode rapide est moins sensible aux variations de hauteur que
le mode lent. De facon générale, pour des hauteurs faibles, c'est le mode
ligne de transmission qui est plus atténué que le mode rapide, alors que
pour les grandes hauteurs, c'est le mode rapide qui est plus atténué,

Sur la planche PL2.4, nous avons représenté, toujours dans le
plan complexe o , les lieux décrits par les deux constantes de propagation
quand la conductivité du sol varie. Nous avons également.porté en pointillé
les résultats obtenus dans 1'approximation quasi-TEM. Comme pour les trois
premiéres planches, on peut remarquer que le lieu obtenu & partir d'une
variation continue du paramétre o n'est pas toujours caraétéristique du
mé&me mode.

Pour les fortes conductivités, c'est la courbe (a) qui présente
les résultats les plus proches de ceux de 1'approximation quasi-TEM ; quand
la conductivité diminue, c'est 1a courbe (b) qui peut &tre associée au mode
ligne de transmission. Nous notons également que c'est dans la région ol
Ta conductivité du sol est égale a wk que les constantes de propagation
sont les plus sensibles aux variations du paramétre o3 .
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PL. 2.4 VARIATIONS DES CONSTANTES DE PRDPAGATION EN FONCTION DE LA CONDUCTIVITE DU SOL
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Quand la conductivité du sol augmente, les deux constantes de
propagation tendent vers la valeur de la constante de propagation dans le
vide. En effet, dans ce cas, la structure peut &tre ramenée par la théorie
des images électriques a une 11gne bifilaire placée dans un milieu homogéne
qui est 1'air,

Sur 1a planche PL2.5, la permittivité diélectrique du sol a
été introduite en paramétre par sa valeur relative &x.

Comme pour- les autres courbes, nous avons tracé én pointi]]é les
résultats obtenus dans 1'approximation quasi-TEM. De la méme fagon que pour
le cas précédent, i1 apparait, sur cette planche, que le Tieu obtenu a
partir d'une variation continue du haramétre Er n'est pas toujours caracté-
ristique du méme mode. Pour des valeurs de la permittivité relative supéri-
eures 3 8, c'est la courbe (a) qui présente les résultats lesplus proches de
ceux de 1'approximation quasi-TEM ; quand la permittivité relative diminue,
c'est la courbe (b) qui est associée au mode ligne de transmission. Avec
cette définition, 1a vitesse de phase du mode rapide reste toujours supé-
rieure & la vitesse de phase du mode de 1igne de transmission. I1 apparait /§€§>
également sur cette planche que la constante de propagation du mode rapide, \Ef“
et plus précisément sa partie réelle, est plus sensible que la constante de
propagation du mode Tigne de transmission.lorsque 1a permittivité diélectri~
que du sol varie,

La planche PL2.6 représente les variations des ‘deux constantes
de propagation en fonction de la fréquence. Le calcul des valeurs réduites
X4 et &z faisant intervenir la valeur de la fréquence par 1'intermédiaire
de la constante de propagation dans 1'air k4, nous avons choisi pour ce cas
particulier une autre représentation dans le plan complexe.

La partie réelle du pointreprésentatif traduit 1e rapport entre
la vitesse de phase de 1'onde et la vitesse de la lumiére. La partie ima-
ginaire du point représentatif traduit 1'affaiblissement associé & 1‘'onde
qui se propage ; il s'exprime en Nepers/m. Le point 1 représente toujours
la constante de propagation‘dans 1'air. La courbe en pointillé représente,
comme pour les autres planches, les résultats obtenus dans 1'approximation
quasi-TEM,
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PL 2.6 :VARIATIONS DES CONSTANTES DE PROPAGATION
EN FONCTION DE LA FREQUENCE
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Cette approximation est surtout valable dans le domaine des
basses fréquences ol la longueur d'onde dans le vide est grande ; nous
pouvons constater que jusqu'a une fréquence de 70 MHz, la courbe des
résultats du mode ligne de transmission reste proche de la courbe en poin-
tillés. Lorsque la fréquence augmente, 1a constante de propagation du mode
ligne de transmission passe par un maximum en valeur d'affaiblissement
puis par un maximum en vitesse de propagation et enfin tend vers le point
représentatif 1. En effet, pour les trés hautes fréquences, la longueur
d'onde dans le vide est suffisamment petite pour qu'on puisse supposer
comme négligeable 1'influence de 1'interface air-sol. On peut donc consi-
dérer que 1'onde se propage dans un milieu homogéne ‘qui est 1'air, le long
d'un cylindre parfaitement conducteur ; dans ce cas, la valeur limite de
la constante de propagation est bien celle de 1'airt5, 1 faut également
noter que la vitesse de propagation associée au mode rapide est pratiquement
indépendante de 1a fréquence. Nous avons vu au paragraphe 2.4 que le point
représentatif du mode rapide &tait, moyennant certaines conditions sur la

valeur devnn , 1ié au point singulier de 1'expression Q(o« ) défini par :

/2 4/2
xp=(4 -4 >% aun,n:[§2<4-riﬁi_ ]
n‘+4 - L €4 wE?

Dans la mesure ol le rapportc&ﬂu&:est faible par rapport a 1, le
point représentatif de £p dans le plan complexe x reste pratiquement indé-
pendant de la fréquence. Un point immobile dans la représentation en &
donnera une droite verticale dans la représentation adoptée sur la planche
PL2.6 ; c'est bien ce que 1'on constate sur une partie de la courbe carac-
térisant le mode rapide.

Dans 1'exemple choisi, le rapport a3/wz est &gal a 1 pour une
fréquence de 36 MHz, Pour des valeurs de fréquence trés supérieUres a 36 MHz,
la valeur de 1 restera pratiquement constante. Dans ce cas, la valeur de
la partie réelle du pbint singulier % p est de 0,913. Cette valeur ramenée
a la représentation de la planche PL2.6 devient 1,095, ce qui correspond
bien & 1'ordre de grandeur trouvé pour des valeurs de la fréquencevsupérieu-
res a 36 MHz. |
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2.7 Calcul des champs électriques et magnétiques associés aux modes de

propagation
En considérant séparément les deux modes de propagation nous

allons calculer la valeur des champs é&lectriques et magnétiques en chacun
des points de 1'espace. Nous tracerons ensuite pour chaque mode les courbes
iso-énergie dans un plan perpendiculaire & la direction de propagation.

2.7.1. Expressions des champs €lectriques et magnétiques

Le calcul des potentiels de Hertz induits par un fil infini placé
au-dessus du sol et parcouru par un courant de la forme I = Io exp(ik1 & x-
iw t) a déja été fait par SOIRONEGJ, et nous n'en rappelerons ici que les
principaux résultats.

Potentiel vecteur électrique dans 1'air : - (2.38)
Tz =ZoTo _excplikaax)| Hs (ki TC(-aY e 1 “H ( kaTT (g d) 44> 1)
x4 Lf&i O‘WL } Aﬂ ’5 ‘%

s j [ - e | ot ko emplehbay ). |
ois ez (KT 5 ag= (Ve atnd)™ 5 Relas], Refr] D0
n:[%(/ius:_)]ﬂz‘ O(cm%n< T/y

w€2

Potentid vecteur magnétique dans 1'air :

+ 00

%, = Toalid) grplikann)| emplkanclyeiloxpl-tkady) Ko (2.39)
- 2 ﬂ'Tz ka QUH, +M.z.) (Alz +‘(\z/\-l.4,)

Potentiel vecteur &lectrique dans le sol :

+0Q

MNxz2= - LZQTomp(Lkiux)j [ 4 _ x2 ~l
P

2T ke (x?=n?) Mg + 2 Mo+ 0y

(2.40)

%%(-\(4&19\3 . enC?("“«“—Z’é) . Q/X,P(—.L}\ki%) LA\
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Potentiel vecteur magnétique dans le sol :
40

T = _ o To explikiax) (g2 4_> . @p(— Kaash)
m 2T (&%-n*) ks (st (7 4 0y

-

(2.41)

. eoq;(\ﬂhzfé)- exp(-1 ka'Ny) - A\

Les formules des champs électriques et magnétiques s'en 'déduisent
par les relations suivantes :

E

= xoX X T 4 iw M )uuk’_ﬁ:;

;=(Vr—(w€))\nl’—f+ rol” pok™ TT*

=~

Pour caractériser la densite d'énergie associée & chacun des deux

modes nous utilisons Te vecteur complexe de Poynting défini par STRATTONC“ﬂ.

S= 5 (Ea H)

el

o H¥ est le conjugué de.ﬁ’

La partie réelle de ce vecteur représente 1'intensite moyenne du
flux d'énergie, chacune des composantes caractérisant plus particuliérement
1'énergie propagée selon son axe directeur. |

Nous avons représenté sur les planches PL2.7 et PL2.8 les courbes
dans le plan transversal choisi comme origine (x=0).

Les données numériques sont les suivantes :

° hauteur du fil d =0,04m

° fréquence : F =1 GHz

° conductivité du sol : G = 1072 mho/m

° permittivité diélectrique du sol : E:=5 €
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La planche PL2,7 est tracée pour le mode rapide, 1'autre pour le
mode ligne de transmission. Nous constatons que pour ce dernier mode,
1'énergie est concentrée autour du fil. Par contre, pour le mode rapide
1'énergie est plus répartie entre le fil et le sol, elle diminue moins
rapidement quand on s'éloigne du fil. Cette particularité apparait mieux
sur la planche PL2.9 ol nous avons tracé dans le plan transversal, la valeur
de Sx en fonction de 1a position du point d'observation par rapport au fil ;
ce point est supposé 2tre situé 3 la surface du sol. La courbe repérée par
1'indice 1 correspond au mode rapide, la courbe repérée par 1'indice 3 cor-
respond au mode ligne de transmission. La courbe repérée par 1'indice 2
correspond au cas limite d'une onde qui se propage sans atténuation a la
vitesse de 1a Tumiére. | |

Les planches PL2.10 et PL2.11 représentent Tes mémes courbes
is0-Sx mais pour une hauteur de 3 cm au-dessus du sol. Ceci correspond

par rapport au cas précédent a une inversion du rapport des affaiblissements
de chacun des modes (voir planche PL2.3).

Nous constatons cependant la méme particularité que précédemment :
pour le mode ligne de transmission, 1'énergie est plus concentrée autour du
fil que pour le mode rapide. Cette remarque semble d'ailleurs &tre caracté-
ristique du comportement des deux modes.
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C ONCLUSTION
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Dans ce chapitre, nous avons repris le détail de la dé&marche
théorique proposée par OLSEN et CHANG pour calculer les valeurs de deux
constantes de propagation différentes pour une onde qui se propage le
long d'un fil1 tendu au-dessus du sal.

A partir de ces résultats théoriques, nous avons développé un
programme numérique qui permet de calculer ces deux constantes de propa=-
gation pour Tles cas pratiques qui nous intéressent. Il s'agit, comme nous
1'avons vu dans le premier chapitre, d'une ligne tendue a proximité d'un
milieu & faible conductivité, comme par exemple le sable ou un mur.de
briques. Le domaine des fréquences qui nous intéresse s'étend de 50 MHz
a quelques GHz.

‘ L'étude du déplacement des points représentatifs des constantes
de propagation en fonction de 1a hauteur du fil au-dessus du sol, a montré
qu'en général c'est le mode ligne de transmission qui est le plus sensible
aux variations de ce paramétre. Pour des hauteurs faibles par rapport au
diziéme de Ta Tongueur d'onde, c'est également ce mode qui est le plus
atténue.

Par contre, pour des hauteurs importantes par rapport au diziéme
de la longueur d'onde, c'est le mode rapide qui a la plus forte atténuation.
Dans tous les cas, il semble que 1'énergie 1iée au mode ligne de transmis-
sicn soit plus concentrée autour du fil, alors que 1'énergie 1iée au mode
rapide est plus répartie entre le fil et le sol.

La canparaiéon des courbes tracées pour 30 MHz et 50 MHz nous
permet de supposer qu'entre ces deux valeurs, il peut exister une fréquence
pour laquelle se produit une dégénérescence des deux modes, c'est-a-dire,
une valeur de la hauteur telle qu’f1 y a une solution commune pour Tes deux
constantes de propagation.
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Pour des sols de conductivité ou de permittivité différentes,
il apparait que les courbes obtenues & partir d'une variation continue du
paramétre ne sont pas toujours caractéristiques d'un mode au sens oll nous
1'avons défini. Ceci se produit également pour des variations de la hauteur
d & une fréquence de 30 MHz. Les solutions associées au mode ligne de
transmission correspondent aux solutions de 1'approximation quasi-TEM,
uniquement pour les basses fréquences et'p1us précisément pour des valeurs
inférieures 3 la fréquence caractéristique du milieu Fc, définie parciéj:

g3 = we €2 (Fe =36 MH%)

_ I1 faut noter que dans les cas pratiques que nous avons étudié,
on ne peut conclure de fagon définitive que 1'un des deux modes est toujours
caractérisé par un affaiblissement beaucoup plus important que 1'autre.
Selon les valeurs des différents paramétres physiques ou électriques, c'est
1'un ou 1'autre des affaiblissements qui est prépondérant et qui rend donc
négligeable, aprés une certaine distance de propagation, le courant qui lui
est associé.

Cependant, cela n'est vrai que si 1'amplitude des courants modaux
n'est pas telle que, dés 1'origine, c'est-d-dire au niveau du générateur,
1'un des deux courants soit nettement prépondérant par rapport a 1'autre.

La valeur de chacun d'eux doit également 2tre comparée aux courants associés

-

aux solutions a spectre continu.

Cette étude paramétrique doit donc &tre complétée par le calcul
des amplitudes de chacun des courants qui composent le courant total, c'est
ce qui fait 1'objet du troisiéme chapitre,
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CHAPITRE III : CALCUL DE LA REPARTITION DE COURANT LE LONG D'UN FIL
ALIMENTE PAR UN GENERATEUR DE TENSION SYMETRIQUE

Le but de ce chapitre est de déterminer, pour un cas d'excitation

particulier, Ta contribution relative des courants modaux dans la valeur
totale 'du courant qui parcourt le fil. Pour aboutir & ce résultat, nous
adopterons la méme démarche que OLSEN et CHANG®!*L

Dans ce chapitre, pour établir 1'expression de courant le long
de la Tigne, nous utiliserons le formalisme des antennes qui consiste a
calculer 1'amplitude du champ électrique rayonné par le fil et a égaler
sur sa surface, le champ rayonné et le champ imposé par le générateur.

Nous comparerons ensuite ces résultats théoriques aux résultats
pratiques obtenus & 1'aide d'un montage expérimental,
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3.1 Calcul du champ &lectrique émis par un dipdle électrique horizontal
au-dessus du sol

Dans un premier temps, nous nous attacherons a calculer le champ
électrique émis par un dipdle électrique horizontal au-dessus du sol.
(voir fig. 3.1)

Le dipdle de longueur dx est parcourupar un courant I. Il est
situé a une hauteur d au-dessus du sol et un point de 1'espace P est repré-
senté par ses coordonnées cylindriques r, @ et z ou par ses coordonnées
cartésiennes x, y et 7. La distance entre ce point et le centre de 1'élément
‘ ;; de courant est R44, la distance avec le
ax centre de 1'image de 1'élément de courant par

Y5 SE I ¢ rapport & 1'interface air-sol est Rsz2. Le

calcul du champ é]ectrfque élémentaire émis
P4 43)  par ce dipdle a &té développé par BANOSE#%,187
s =,J et nous rappelons ici le résultat obtenu

e
\?
A
>\

— pour la composante longitudinale :
x

. : 2
Rz | dE4lz=_+tt__T%’Ti.coa¢.Io\m _%1_2_[&44_

4»—-—-—-— Gaz +Ki \fu] +k42[G44—C42 +U44]} .

F.3.1

(3-4)

oll Gij, Vij et Uij sont les fonctions de Green définies par :

Gas =Pl kaR44) Gozo exp(i ke Rie)

Raa Riz

-_ 4 g - ‘ ko 44 da
Vai = WJ}:O mmp[ kaui(dw}))] €13c{>( ko +xk¢\xa\) da.d)\

U= ;“f JM Mi/l*—”vz ,énc,)o[-kziMi(d+%)].mp(ikmx%iki')\xa).chC\?\

-R

Raa= [17,2 +(d _0‘))2 }4/2 Ru:[/tz-\—(dwb)z]“l
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Les expressions o« ,kq, My, Mo €t Zo sont les mémes que celles
définies au chapitre II et nous en rappelons les formules ci-dessous :

ki = Eopr ?

wy=(W-T2)
we= (N raP=n")
Ze=(po/ €)™
Re e}, fefua] 0

4/2

La fonction G44 peut également s'écrire sous la forme intégrale
suivante : '

Gar= K& ﬂ
T

~00

400

7117.%?(—|<4u4ld—3l). exp(ikdax +1 k4}\;3). do.d N\

soit en utilisant la formule (2.9) :

2 o0

Gmikij B[ kTR E T Joesplikina). dx (3.2)

De 1a méme facgon, G4, peut s'écrire :

(3.3)

o]

+00
G“:_izﬁf H@[ki—f\jﬂlddvb)z j].@x,‘:»(iiﬂa(x).de(
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Comme nous serons amenésa exprimer la condition aux limites &
la surface du fil, les points d'observation se situeront & proximité immeé-
diate du plan (x0z). Nous supposerons que nous pouvons confondre Tla coor-
donnée cylindrique suivant 1'axe des r avec la coordonnée cartésienne
suivant 1'axe Ox. Dans ce cas particulier, 1'expression du champ électrique
élémentaire écrite en (3.1) devient :

QBix=21Ze |, T .dn ’D LG44—G42+k1\/44] [G41*G‘4Z+U44

(3.4)
ou encore en remplacant G, U et V par leurs valeurs :

2 (1) - TS5 4o S A PR L
AFuxz=lle T ancj { [T Jays@aY ] -HO [ e T fys(dy) ]]

+B(g,n , o) - Q(%,'x(),o()} wp(‘}lkio(x).dx (’3.5)
of : E(’;\,’b,d): 2/17"!'/_:0(/i/tifnMz)y.&x.‘:[.—kuu(ohaﬂ.%cf(ik&?\xé)-dv’h

Qi) =2«% rr[; (4 /(Mz+“zil¢)).efq>‘[—k¢u4 Mq)].mﬁkg'}\%), M.
5A A3 IT faut rappeler que cette formule n'est
valable que si y et Z sont suffisamment

petits pour pouvoir considérer que 1'ampli-

\\

i
< L v tude de la composante radiale du champ Er,
fj“"‘f"j§§> est trés voisine de Ex.

Dans le cas du fil, la section de 1'élément
B de courant n'est pas ponctuelle, elle est

B
. _

T . P .

— %@' constituée par un cercle de rayon a (voir

fig. 3.2). Si ce rayon a est faible par
rapport @ la hauteur du fil au-dessus du sol,
nous pouvons supposer que dans un plan de
section droite, le courant est uniformément

o
Ryy!

réparti le long de la circonférence du i1,

Le champ créé en un point proche du plan (x0z)
est Ta somme des champs créés par chacun des
éléments de courant &lémentaires parcourus
F.3.2 par un courant 2;'7? 0.
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Pour calculer ce champ électrique &lémentaire nous appliquons
la formule (3.5) au nouveau repére (x',y',z') défini de facon telle que
1'é1ément de courant considéré soit contenu dans le plan (x'0'z'). Pour
écrire cette formule dans 1'ancien repére (x,y,z) nous utilisons les
changements de variables suivants :

Xz
jzs‘:).é- O,@j)@
?';%-\-&pim@

D'ol 1a formule du champ électrique créé par un &lément de courant ponctuel :

(dgix): -Zo i X o\gc d@j {1 (4)[ k1 ] \/(&5 a w@whr®)® 4+

r
<d-qm<e+ﬂ6)” - H“’L ki—f\/(ﬂ-awﬁ‘é)" + (v ammB )" ﬂ +P(:3-

aen®,3,a) - Q(%_am@}fb,x)} encp (L ke z) . d
(3.6)
ol

E(xé—am@,aa,a<3 W:cp[—kaui(dﬂlm@‘r’é)] w‘:(xkﬂ e ~a00D)).dN

)Tl’ 1%y +l’~2

- o0

4<0

Q(y-aws3, %)z 2"‘[ 4 WP(-‘“hi(e\ﬂwv'“‘éf’b)]-wp(ikﬂ(%-mm@))d\'}\

MZ + nz,U.

Le champ créé en un point de 1'espace par le trongon de fil de.
rayon a et de longueur dx sera la somme des champs créés par chacun des
&léments de courant ponctuels, soit :

AT
d Eyx = dE1(®) 4€ (3.7)
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Nous avons déja effectué une intégrale analogue a celle-ci dans
le chapitre II, pour le calcul des formules (2.7) a (2.12). Nous en dédui-
sons directement que la valeur du champ &lectrique rayonné par un dipdle
€lémentaire de longueur dx et de section T a? est le résultat de la mul-
tiplication de la formule (3.5) par 1'expressjon Jo (A § ) avec A = kia.

3.2 Champ électrique émis par un fil tendu au-dessus du sol

Nous nous intéressons maintenant au cas d'un
? F] y ' fil dirigé selon 1'axe des x et de longueur

finie 21 (voir fig. 3.3). Pour un point M
4 situ@ a une abscisse x sur la circonférence

dx' ////ﬁ’ du fil, le champ électrique &lémentaire créeé

»
N E'E - par un trongon de Tigne de Tongueur dx',
o " s'écrit :
I | . ’
d | i 4 Ei(m,x’):_-%ona*__.'I(x’). dac’. To (AT).
‘ l +eo 4 - -
| ] f (T WL T [y - HO [ &t 3
x’ = -
s Viyi4(ds) ]} + By, ,o&)-Q(%,g,,o()} .

ocplikat(a-n’)). du (3- 3)

Le champ total au point M s'écrit :

Eix =[ E4 (x,x’). do’ (3.9)

De la mé&me facon que dans le paragraphe 2.2, il se pose un pro-
bléme au niveau de 1'application de la condition aux limites, qui consiste
ici @ annuler le champ électrique longitudinal partout Te long de 1a ligne,
sauf au niveau de la zone d'excitation de 1'antenne ol le champ &léctrique
longitudinal est celui imposé par le générateur. Les résultats dépendront
du point choisi sur la circonférence. Pour résoudre ce probléme, nous pouvons
comme dans le paragraphe 2.2, utiliser la valeur moyenne du champ électrique
le Tong de la circonférence.
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L'application de cette méthode nous permet d'écrire la valeur
moyenne du champ €lectrique longitudinal & la surface du fil :

Eaoem = 'Z’ ke f M(ir—x) T(x').dx’ (3.10)

ol I(x') est la valeur du courant au point d'abscisse x'

400
My | M. exp[ikin(z-x)] . da

M( ¢ ) est 1'équation modale écrite en (2.14) et dont nous rappelons
1'expression ci-dessous :

M ) = Jo (AT){TZ{H?)(HT)- HS(2DT). IQ(HT)} +36(9’T){r(o<)-Q(oOB

avec P(x) = 2. exp(-2014) 44
AT - 00 Mg+ 02
w22 gy
ATC o Mg + Y]ZJ.L.L )

3.3 Expression du courant parcourant la ligne dans le cas ol 1'excitation

est faite sur une zone infinitésimale

Nous supposons maintenant qu'il existe au centre de 1'antenne un
générateur de tension tel que la valeur moyenne du champ &lectrique tangen-’
tiel a la surface du fil vérifie la relation :

Eaxm(x) = O (x) | | (3.11)
ol é;Ex) est la fonction de Dirac de surface unité. Dans le cas particulier

d'un fil de longueur infinie, le courant I(x) est solution de 1'équation
suivante :

J/ c/%(x ). T(x). dm_-iﬂ_. gh@

(3.12)
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Pour calculer la répartition de courant I(x) a partir de cette
formule, nous utilisons les propriétés de la transformée de Fourier et du
produit de convolution.

Si nous définissons la transformée de Fourier d'une fonction
f(z) par :

~ 00

F(odz_ZK;_ J@(g))- wp@ikm’;;)' d?,v (3.13)

il en résulte que la transformée de Fourier inverse est définie par :

+90

%(%): F(d).me(ik¢a3).<id (3.14)

~ o0

Nous appliquons maintenant le théoréme de convolution pour cette
transformée. Le produit de convolution de deux fonctions f et g est défini
par la relation : '

y(t) = f(t) % g(t) =J /@(A). %U’—A). s

o0

ce qui donne pour les transformées des fonctions y(t), f(t) et g(t), la
relation suivante :

V()= 2T, F(a) . 6(«) |
ka (3.15)

Dans B cadre de cette définition, la transformée de Fourier du
produit de convolution de deux fonctions est égale au produit des transfor-
mées de Fourier des deux fonctions, multiplié par 27 /k4 .
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Le terme de gauche de 1'équation (3.12) est le produit de convo-
lution des fonctions M(x) et I(x). Si nous appliquons la transformée de
Fourier a chacun des termes de cette équation, nous obtenons donc :

2T . M (), f(m):-izl_.b. | (3.16)
k1 ki m '

ol M(x ) et I(x) sont respectivement les transformées de Fourier des
fonctions M(x) et I(x).

De la formule (3.16), nous tirons 1'expression du courant I(x)
en utilisant la transformée inverse :

+o0

Tl)= - 2 encp(i kot x) .
TZ Jw M) (3.17)

avec M( ) = Jo(AT).Si?{ © (AT)- (D7), TO(HT)} +IO(HT)&E(¢)-Q(@}

400 +©

Pl ) =Lf expl2P8) A% Q)=2et|  _ewp(-2Dus) A
AR J_ o i+ AT ) A2 ¥nisy
A=kea ’ D = kad

3.4 Calcul de Ta répartition du courant le long du fil par les expressions

aggrochées

Dans un premier temps, nous supposerons que les conditions
d'approximation exprimées dans le paragraphe 2.3 sont vérifiées. Les
expressions intégrales P(« ) et O(« ) peuvent donc &tre remplacées par'
leurs formules simplifiées que nous rappelons ci-dessous :

P(x)=_ 2 {T. HY (2p7). [_{f_, +in] -7 Hg)(ZDT)}
(n?-4) D

o 20( “ I + 2‘( QAQP‘ l « l




-p5~-

Mo (F°
i\,m{w_unzy“} >c @m{‘f} S0

We ()2 _ _2 -i/ s &Qo%[d/n— 1( 'TZ— 4/w2)“2]_ QOST+ L l‘\}
- 1/v)

WalQ= il Z &2;1_,_ , In(?D,T)}
0 L (). MU :

T, = Qme%{ f”’ W UHE (W), d \X/}
£

Pour effectuer le calcul de la répartition de courant exprimée
en (3.17), nous choisissons d'intégrer par la méthode des résidus dans e
demi-plan complexe supérieur o . En premier lieu, il apparait que les
deux zéros =4 et o, précédemment décrits deviennent des pdles de la fonc="
tion a intégrer.

Le calcul de Wo(x ) par la méthode des résidus a montré qu'il
existait dans le plan complexe < deux ensembles de points de discontinuité.
Le premier ensemble est 1ié & 1'expression de Ap que nous rappelons ci-
dessous :

Np= (A-a?-4 /02 )"

asee %(’XP}}O

IT y a indétermination sur le choix du signe quand 7\p est un
réel pur, cette discontinuité est définie dans le plan complexe X par le
formule :

472

K=(A-4/0*-s%)

ofi s est un nombre réel.

Nous avons déja étudié ce probléme et défini deux valeurs 'Xf>1et
Tx,,zl correspondant i des nombres réels positif et négatif. Le choix entre
ces deux valeurs est défini par la position de « par rapport & 1a branche de
coupure ; ceci est explicité sur la figure 2.4.
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Le deuxiéme ensemble de points de discontinuité est 1ié au caicul
- de Mg dont nous rappelons également la formule :

172

Ng=(4-«*)
e e (Ng) >0

De Ta mé&me fagon que précédemment, cette définition génére dans
le plan complexe X un ensemble de points de discontinuité défini par :

4/2 : o
/ ol t est un nombreréel,

&= (A-¥?)

I1 existe également deux valeurs Az4 od \sz corréspondant & des
nombres réels positif et négatif. Leur choix est indiqué sur la figure 2.6.

IT faut noter que ce deuxiéme ensemble de points de discontinuité
tient lieu de branche de coupure pour le point de branchement o« =1, ce
point de branchement &tant dd & la définition de § dans M(«x ) : T =(1-
x2 )% aee B (T) 20, ’ |

Nous choisissons donc comme contour d'intégration le contour Qf
défini sur la figure 3.%. Si le rayon R tend vers 1'infini, 1'intégrale le ~
long du demi-cercle supérieur est négligeable et 1'intégrale de la fonction
le Tong de 1'axe réel peut se décomposer de la facon suivante :

1+

Torlie imaginaire.
Tian Comg_/zc_g< : f E’ocp(i,\(io(x) ,dO(:ZLFe__qefiktdx!
-0 M () e
&LEM(«ﬂ
:)‘7( =04

R sz +2LW"’25‘E'("*|“°U" - J e,gg(#kw(ac)‘do(
- 7 M)
Mo A
?}‘3 i
Torkic ek __ ( eacpliktax) | AX
— b MW (3.12)
%f}P

F.3.4
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Les deux premiers termes sont les contributions dues aux résidus en K4

et {9, les deux derniers termes sont les contributions le long des contours
évitant les lieux de discontimuité. Le courant total I(x) peut donc se
décomposer en la somme de. quatre courants ; les deux premiers associés

.

aux pdles de la fonction 4 intégrer seront appelés les courants polaires
Ipl et Ip2, les deux autres sont les courants IBl et IB2 associés aux Llieux

de discontinuitd.

I(x) = Ipl + Ip2 + IBl +IB2 (3.19)

Nous nous intéressons d'abord au calcul des deux courants polaires
dont les expressions sont :

Ipl(x) = 4. explikeds) (3.20)
Zs .{ < M(o&)
K:D('l
Ip2(x) =_ ki explikiKox) (3.21)

Ze {Q_ M(x)}
~ eL _o(:o(z

I1 apparait bien, sur ces formules, que ces deux termes représen-
tent des courants qui se propagent le long de 1'axe des x avec respective-
ment comme constantes de propagation réduites {4 & Xz , c'est-a-dire
les zéros de 1'équation modale. Le calcul de la dérivée de 1'équation
modale a déja €té fait dans 1'annexe A2 & propos du développement de
1'algorithme de NEWTON.

IT faut noter que dans les formules (3.20) et (3.21), 1'expression
M(x ) intervient globalement ; le résultat obtenu serait identique si on
n'avait pas supposé que les approximations exprimées dans le paragraphe
2.3 étaient vérifiées.

Donc, dans la mesure ol on prend pourfx4_d‘a<2 les résultats
obtenus au chapitre précédent par la résolution de 1'équation modale exacte,
les courant polaires Ipl et Ip2 sont donnés, dans tous les cas, par les
formules (3.20) et (3.21), la dérivée de M(x ) est celle donnée dans
1'annexe A3.
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Pour ce cas particulier d'excitation de la ligne, nous connaissons
donc les amplitudes respectives de chacun des deux courants polaires et
]
nous pouvons calculer les importances relatives de 1'un pa# rapport &

T'autre.

Sur le tableau 3.1, nous avons porté le rapport des amplitudes
des courants | Ipl] /] IpZIE’ZIen fonction de 1a hauteur d du fil au-dessus
du sol et de la distance réduite x/\ , od N est la longueur d'onde dans le
vide. Le courant Ipl est le courant 1ié au mode Tigne 'de transmission, le
courant Ip2 est celui 1ié au mode rapide.

d(m) . Y\ :
Yoo 10 Y 20 © 40
0,025° 2,1 * 0,2 ‘ 0,02 ‘% 10" F=16Hz ; A=03m
0,04 1 1,4 1 3 i g2 1 26
0,1 ° 2,0 ‘' 3,8 ' 6,7 ' 22

Tableau 3.1 : Rapport des amplitudes des courants modaux llpﬂ / ,Ip2,

X/ \
d(m) o 2 i s ;l 10
0,04 ; 17 ; 5,56 1 1 . 0,06
0,1 I 7,9 3.8 0 1,3 0,2
0,3 1 2,2 ; 2,1 1 1,9 11,6 F=5MHz; N=6m
0,6 : 2,0 [ 2,9 4,9 11,8
0,8 [ 2,7 ; 4,4 1 8,7 28,2
1,0 ;3,1 i 5,0 1 10,0 37

Dans cet exemple, la conductivité du sol est U‘::lG—Z/WJkO//ﬂﬂ
et sa permittivité relative€rz=5.

Pour les deux fréquences choisies (50 MHz et 1GHz), le courant Ipl
est toujours plus grand que le courant Ip2 au niveau du générateur.
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Dans les deux cas, tant que la hauteur d reste inférieure a
environ le diziéme de la longueur d'onde, le courant associé au mode rapide
redevient prépondérant sur 1'autre courant polaire Ipl ; cela se pfoduit
pour une distance x située approximativement & une dizaine de longueurs
d'onde.

Pour des hauteurs d plus grandes que le diziéme de 1a longueur
d'onde, le rapport |Ipl| / |Ip2|est une fonction croissante de la distance
x/ A : c'est le courant associé au mode Tigne de transmission qui reste
prépondérant sur le courant associé au mode rapide. On remarque de plus
que pour une frequence de 50 MHz, le courant Ip2 peut &tre négligé a
partir d'une hauteur d égale & 0,5 m, pour une distance x supérieure & une
dizaine de longueurs d'onde.

Dans le deuxiéme chapitre, lors de 1'étude de Ta variation des
constantes de propagation (planche PL2.2), nous avons vu qu'a une fréquence
de 50 MHz et pour des hauteurs supérieures a 0,5 m, les résultats obtenus
pour le mode Tigne de transmission sont trés proches de ceux obtenus dans
le cadre de 1'approximation quasi-TEM.

On peut donc considérer qu'a une fréguence de 50 MHz, 1'approxi-
mation quasi-TEM est valable & 10% prés pour des hauteurs d supérieures a
0,5 m et pour des distances x supérieures & 60 m,

IT ne faut cependant pas perdre de vue que cette approximation ne
restera valable que si de facon générale la hauteur reste inférieure a la
Tongueur d'onde dans le vide.

Pour évaluer la contribution de ces deux courants polaires dans
la vateur du courant total, il est nécessaire de connaitre les courants IBl

et IB2 écrits en (3.19).

Le courant IBl s'‘écrit :

Tei=_2 f explikadx) (3.22)
M)

%Ka
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ol %j)gg est le contour de la figure 3.4 issu du point 1.

SiMo( x ) et M,T(u} désignent 1a valeur de 1'équation modale le
Tong du contour<€F)@(3~“§\g§:L) et dans laquelle on impose respectivement
Fe(Na)>C oF Re (\p)< ¢, alors 1Bl peut s'écrire :

. Ac —am
P L LR
Ty L Jaw MIT(}\) e .M.c(O()
( " oxelihurd) dx Y  eptikaxax) 4y (3.23)
C 'M‘Tl'(f-’() Iy akto("(\ )
/y_;t\— Tp,,i-; 2 { (i ﬂch\;‘*j\trn(x) . Q’*»;_P<A \‘(i%l): Cjo( -
T Ze 7o ,M;(fx)vi‘hr(x)

;LJ‘(I) MQLL"(\J-M;T(XO() e,x,P(- k'lo(DC)- do( }
Jo

Le courant IBZ s'écrit

IBz:_Z__J/ encp(ikinx) dy (3.24)
TZo 2y, A=)

Nous faisons le changement de variable suivant :

2 1/2
W= (1-x"-4)
"

Le long du contour‘%fyr, W est un réel négatif en A p2, positif
en Npa (voir fig.3.4).

De la mé&me facon que précédemment, nous appelerons :

o Mo(x ) la valeur de 1'expression M(« ) le long de Qfa{>(f$wxxx(?}:(>)
J foux ’R:( A ())>C¢
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o M_()1a valeur de 1'expression M( « ) le long de<€3f,(’G;M.XAPK,:(J>GV‘

FRESIEY Pol\ ARG

Le courant IB2 s'écrit alors :

Tred | 7 sxeliken) (- \.Am/wémka\. -W),iji

'M'IT("V\-) o / .M-c("() X

N
HE R

.~

soit :

X3
Tgr-_= J Meolx) -jv‘-ﬂ‘i-—\'\J @qﬁ(xki)\’t\_w__dw
Tle ), Mol M) X

(3.25)
ol X est défini a partir de W par Tes formules :

o 172 ,
o(_—_(’i-\)(/z_i:> of Ajm{%} >O
. -
Nous avons appliqué notre programme d'intégration numérique au
calcul de ces formules et nous donnons ci-dessous les résultats obtenus dans
un cas particulier permettant d'utiliser les expressions approchées de P( et )

et Q(x ).

Application numérique :
F = 1,8GHz d = 0,0416 m (0,25 \ ) a = 0,00166 m (0,01 A )
T3 = 10 mho/m &rz= 10 (n=7,43 + i 6,73)
X4= 1,005 + i 0,0094 °
Az=0,998 + i 0,0032

IT est possible de montrer que les conditions de validité des
simplifications, rappelées ci-dessous, sont vérifiées :

COAS T
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Pour une distance x = 0,1 m nous trouvons :

Ipl = (0,25 + i 0,57) x 10>
Ip2 = (1,54 + i 0,59) x 10°°
IBl = (0,40 - i 0,052) x 107>
IB2 = (-0,27 - i 0,067) x 10™°

Pour vérifier la validité de ces résultats, nous avons appliqué
le programme d'intégration numérique directement sur la fonction a intégrer
définie dans la formule 3.17, en remplagant toutefois P(«) et Q( « ) par
Teurs expressions simplifiées rappelées au début de ce paragraphe. Le calcul
de M( o ) pose un probléme dans les zones proches de & = 1 (pour | = 0) a
cause de la présence du Togarithme et des fonctions de Hankel. Nous avons
résolu ce probléme en remplagant ces fonctions par leur développement 1limité

autour de 0 ; le résultat obtenu est le suivant :

M(4ee)=2i T fog(A/2D) +P - Q
-/

P (4 +e)s_=2i 1, in (3.26)
=2l [ i |

+ = -k [ esep (-1 n) . ‘«iZD n
Q4 £€) = [exp -2 27/n) T B /)

Nous rappelons que E1(x) est 1'exponentielle intégrale d'ordre 1
de la variable x.
Pour la méme application numérique que précédemment,nous obtenons :
I =(49 + £ 40€6)x 10~

ce qui est en accord avec la somme des courants trouvés par la premiére
méthode : 3

Ipl + Ip2 + IBl + IB2 = (1,92 + i 1,04) x 10 ~

3.5. Calcul de la répartition du courant le long du fil par les expressions

exactes

_ Nous étudions maintenant le cas plus général oit les fonctions
P(x ) et Q(x ) ne peuvent plus &tre simplifiées et écrites explicitement.
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Nous avons vu: précédemment que pour le calcul de Ipl et Ip2,
il suffisait de remplacer dans les relations (3.20) et (3.21) 1'expression
de M(x ) par sa formulation exacte. I1 en est de méme dans le calcul de IBlL
ot la détermination porte sur le signe de 7 . Nous utilisons le programme
qui calcule P et O sous leur forme intégrale, en choisissant le signe de T
en fonction de la détermipation imposée pour '%5(’)34 ou Akez).

Le protléme ne peut se résoudre de la méme fagon pour le courant
IB2, Dans ce cas 1'indétermination porte sur le signe de A\p qui est un pdle
de la fonction & intégrer dans le calcul de Q(e ). Pour 1'expression simpli-
fiee, ce pdle est défini par :

Ay —1/n=0 AonX ,/\P:(i-—o(z—i/ﬂl)“.z Qe /3/WL&'>\P}>C'

Dans Te plan complexe « , cette définition reste indéterminée
pour des valeurs réelles de')p, c'est-a-~dire pour tous les points X situés
sur la branche de coupure issue du point «p (voir fiqure 3.5). Ce probléme .
est résolu en contournant cette branche de coupure par le contour %f%p, ce
qui revient a déplacer les pdles Ap a proximité de 1'axe réel et de part
et d'autre de celui-ci. Les conséquences de cette remarque sur le calcul de
Q(x ) par la méthode des résidus ont été étudiées dans le deuxiéme chapitre.

Dans le cas général od les conditions de 1'approximation ne sont

pas vérifiées, ce pdle 7\p est défini par 1'annulation du dénominateur de la
fonction exacte a intégrer dans Q(~), soit :

(3.27)

R o LU

Dans le plan complexex, le Tieu de discontinuité de cette défi-
nition, c'est-a-dire le lieu des points &« qui donnent un’%p réel, est une
courbe analogue & celle de la figure 3.5 et issue du point &p tel que :

) 4/2
Koz (44 ) | (3.22)
P ( nied  / ,
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‘ Si on contourne cette branche de coupure par un chemin du type
%f%p,"1es pbdles de 1a fonction @ intégrer dans le calcul de Q(« ) seront
- situés a une distance aussi petite que 1'on veut de 1'axe réel. Pour les
points de 1'axe réel situés a proximité de ces pdles, il est impossible

d'intégrer numériguement.

Nous avons donc adopté dans ce cas une autre méthode qui consiste
a calculer le courant total en intégrant directement la formule écrite en
(3.17) par un procédé numérique. Des détails sur ce calcul et la méthode
employée sont donnés dans 1'annexe A4,

Avec la méme application numérique que dans le paragraphe précé-
dent, nous trouvons, pour la valeur du courant, le résultat suivant :

I= (1,90 + i 1,09) x 10 3

Le programme a été testé dans un cas ol il est possible de compa-
rer les résultats a ceux obtenus précédemment, c'est-da-dire dans un cas ol
Tes conditions de validité des expressions P et Q sont remplies ; nous véri-
fions bien que les résultats correspondent avec ceux obtenus au paragraphe
précédent par une autre méthode (I =(1,92 + i 1,04) x 10 '3).

Le temps calcul obtenu en intégrant les expressions exactes est
évidemment plus Tong, puisque chaque point de la fonction @ intégrer est

lui-méme le résultat d'une intégrale.

Pour évaluer la contribution des courants polaires dans la valeur
totale du courant, nous avons calculé les amplitudes respectives de chacun
de ces courants pour plusieurs points situés le long de la 1igne[2°q

Dans cette application, nous avons choisi les mémes paramétres
que dans le calcul des courants modaux :

d=0,00m 93 =10 % mho/m €.-5€&, a=0,0lm
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Les deux tableaux 3.2 et 3.3 représentent, pour deux fréquences
différentes, les amplitudes des courants modaux, de leur somme et 1'ampli-
tude du courant total calculé par 1a méthode d'intégration numérique.

( ! )
( F = 50 MHz 4 x(m) )
( ! 0 0,1 0,6 )
( ! : : )
( |p1] '\ 1,588  : 1,566 - 1,46l )
( ! : : )
( I : : )
Tableas 3.2 IIpZ' ! 0,091  : 0,089 : 0,087 )
B e e SIS B
(|tp1 + 12| 1 1,809 ¢ 1,478 . 1,375 )
g f 3 : —
(|| | i 1,462  : 1,368 )
( ! : : )
( : x(m) )
( F = 1GHz4 : : : : : )
( 0 : 0,2 : 0,5 : 5 : 10 ¢ 15 )
( ! : : : : : )
(1| 13,258 : 2,998 2,539 0,267 : 0,022 :0,0018 }
% i : : _ : : ;
(2| 12,243 : 1,94 :1,589 0,005 : =e-s i o—ee- )
cau 3.3 % : : : IR )
dlpl ¥ 1p4! 1,640 : 1,267 :1,002 : 0,319 : 0,022 :0,0018 )
g % : : : : : g
( IT{ ! : 1,731 : 1,370 : 0,118 : 0,020 :0,006l )
( ! ///// : : : : : )
( ! )

Le calcul du courant total pour une valeur nulle de la distance x
n‘a pas été effectué, car dans le cas du générateur que nous avons choisi,
Te champ électrique est de valeur infinie en ce point particulier.
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Sur le premier de ces deux tableaux , calculé pour une fréquence
de 50 MHz, i1 apparait que le courant total est pratiquement &gal d 1a somme
des courants modaux dés que x est plus grand que Te 1/10éme de la longueur
d'onde. Dans ce cas, les courants modaux suffisent & définir le courant
total, @ condition de tenir compte du mode rapide qui deviendra d'ailleurs
prépondérant pour des distances x plus grandes que dix fois la longueur
d'onde (voir tableau 3.1).

Par contre, dans les mémes conditions physiques mais pour une
fréquence de 1 GHz (tableau 3.3), on peut constater que 1a somme des

courants de propagation ne traduit plus le comportement du courant total.

3.6. Mesure de Ta répartition de courant le long du fil

Nous avons effectué quelques mesures de 1'affaiblissement du

courant le Tong d'un fil paralléle d la surface du sol L2431,

Pour une structure telle que celle que nous étudions, la valeur
la plus facilement mesurable est 1'amplitude du courant en fonction de la
position de la sonde de mesure le Tong du fil. Nous pourrons comparer cette
amplitude a celle du courant total calculé théoriquement ainsi qu'a celle
de chacun des courants modaux.

Le dispositif de mesure utilisé est schématisé sur la planche
PL3.1. La Tligne est tendue au-dessus du sol par trois supports en bois et

la hauteur d est maintenue constante par des cordes tendues & intervalles
réguliers,

L'amplitude du courant le Tong du fil est mesurée par 1'intermé-
diaire d'une sonde de courant reliée & un voltmétre accordé (mesureur de
champ). Le générateur est €loigné au maximum pour éviter les effets parasites

dus au rayonnement,

La distance entre Tes deux supports extrémes est de 60 m ; au-dela
de chacun d'eux, Ta hauteur du fil diminue progressivement et le fil pose
finalement sur le sol sur une dizaine de métres de long. De cette fagon,
nous limitons Tes réflexions sur les extrémités du fil et les phénoménes
d'ondes stationnaires qui en découlent.
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Nous avons reproduit sur les planches PL3.2 et PL3.6, la répar-
tition des amplitudes des courants le long de la ligne pour différentes
valeurs de la hauteur d et de Ta fréquence F. Sur la premiére de ces
planches, la hauteur d est égale & 0,10 m et la fréquence F & 1 GHz.

Sur Tes quatre autres planches, la hauteur reste constante et égale a
0,04 m ; les fréquences sort respectivement de 1 GHz, 750 MHz, 500 MHz et
50 MHz.

Sur toutes ces planches, nous avons reporté la valeur exprimée
en dB du courant mesuré en différents points de la ligne. Les courbes en
trait plein et en pointillé, représentent respectivement 1'amplitude théo-
rique du courant total et 1'amplitude théorique de la somme des courants
modaux .

Compte tenu de la difficulté de définir expérimentalement 1la
zone d'excitation de 1'antenne et de déterminer 1'amplitude du champ
électrique dans cette zone, la courbe théoricue du courant total a été
translatée pour que les valeurs théoriques et expérimentales du courant
soient les mémes en un point donné. Ce point est noté sur les planches
"point de calage", nous avons évité de le choisir a proximité immédiate
" du générateur car la zone d'excitation réalisée pratiquement n'est pas aussi
bien définie que dans la théorie,

Sur la planche PL3.2, nous constatons que les courbes théoriques
du courant total, tracées pour des permittivités relatives &rz égales a
5 et 15, encadrent bien les résultats de mesure. Pour faire ces calculs,
nous avons choisi une conductivité du sol égale a 10 -2 mho/m mais nous
avons pu vérifier qu'a cette fréquence, les valeurs du courant étaient
trés peu sensibles aux variations de 9% ; en effet, dans ce domaine le
courant de déplacement est beaucoup plus important cue le courant de conduc-

tion.

La courbe du module exprimé en dB de la somme des courants modaux,
a €té tracée dans 1'hypothése d'une permittivité &z2z= 5, On remarque que
sa variation devient linéaire pour des distances supérieures 3 6 m, ce qui
traduit dans cette zone la prépondérance d'un des deux courants modaux (Ipl
dans ce cas). Elle se différencie nettement de la courbe de variation du
courant total et les courants associés aux modes rayonnés ne peuvent pas
8tre négligés dans cette configuration.
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Sur les planches PL3.3 & PL3.5, Tes courbes théoriques ont éte
tracées en supposant pour le sol une conductivité T = 10 -2 mho/m et une
permittivité relative &zxz= 5. Comme précédemment, nous constatons une
bonne correspondance entre les valeurs théoricues et expérimentales du
module du courant total. Cependant, les valeurs théorigues sont en général
1égérement inférieures aux valeurs mesurées. En effet, la valeur de la
permittivité est comprise entre 5 et 15 et dans cette gamme, une meilleure
correspondance entre les valeurs théoriques et expérimentales serait possi-
ble. En aucun cas, on ne peut considérer que dans la zone ol nous avons
effectué ces mesures, le courant se comporte comme la somme des courants po-
laires tracée en pointillé sur ces courbes.

Sur la planche PL3.6 correspondant & une excitation de la ligne
en basse fréquence (50 MHz), on remarque que la valeur du courant exprimée
en dB decroit linéairement. L'&tude de 1'amplitude relative des deux cou-
rants de propagation montrerait dans ce cas la prépondérance du mode type
"Tigne de transmission". Dans cette zone de fréquence, 1'affaiblissement
est surtout sensible aux variations de la conductivité du sol. Les courbes
théoriques tracées pour des conductivités de 10 -2 mho/m et 10 -3 mho/m

encadrent bien les résultats expérimentaux.

3.7. Etude expérimentale en régime impulsionnel

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au probléme de la défor-
mation d'une impulsion de courant se propageant le Tong de la 1igneczzj.
Le banc de mesure utilisé est celui déja déerit au oremier chapitre et
schématisé sur la figure 1.9. Le générateur utilisé est un générateur
d'impulsions HEWLETT PACKARD qui délivre dans ce cas des impulsions d'une
durée de 5 ns. Les oscillogrammes sont relevés sur le terrain par 1'inter-
meédiaire d'un oscilloscope & échantillonnage et d'un enregistreur 3 casset-
tes magnétiques. L'enregistrement est ensuite traité en laboratoire sur
un mini-ordinateur PDP11, et Tes résultats sont directement sortis sur

table tracgante.

Le traitement sur ordinateur est basé sur un programme de trans-
formée rapide de FOURIER, mis au point par DEMOULINE237,
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Nous avons relevé les formes de 1'impulsion de courant pour
différentes distances x entre le point d'alimentation de 1a ligne et la
sonde de courant. Le fil est tendu a8 4 cm au-dessus du sol et x est compris
entre 0 et 6 m.

Nous avons appliqué & chaque composante spectrale de 1'impulsion
initiale (en x = 0) 1'affaiblissement et le déphasage calculés théoriquement
en supposant 92 = 10 -2 T/m et Eiz= 5, Pour diminuer le temps de calcul,
nous n'‘avons tenu compte que du mode ligne de transmission qui est prépon-
dérant pour des fréquences inférieures 3 quelques centaines de MHz. Les
spectres ainsi transformés sont ensuite recomposés pour donner la forme
théorique de 1'impulsion aprés propagation sur des distances de 2,4 et 6 m
(PL3.7 & PL3.9). Sur ces mémes planches, nous avons porté les résultats expé-
rimentauxt2%1,

L'allure générale des impulsions théoriques correspond bien & celle
des signaux expérimentaux, avec cependant un affaiblissement théorique qui
semble a priori plus important que 1'affaiblissement réel. C'est une remarque
qui va dans le mé&me sens que celle que nous avons faite dans le cas de 1'étu-
de en régime sinusoidal ; un ajustement des paramétres électriques du sol
donnerait de meilleurs résultats. I1 faut également noter que dans cette
premiére étude, nous n'avons pris en compte que le mode de propagation
type "ligne de transmission", qui ne traduit pas dans toute la gamme des
fréquences le comportement exact du courant total.
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CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons établi 1'expression du courant dans
Te cas ol 1'excitation de la ligne est faite sur une zone infinitésimale.
IT est apparu que ce courant pouvait &tre divisé en quatre composantes dis-
tinctes.

Les deux premiéres composantes sont les courants polaires Ipl et
Ip2. Ce sont des courants associés aux constantes de propagation discrétes
~ 4 et X, des modes de propagation "ligne de transmission” et "rapide".

Les deux autresS composantes du courant total.sont des courants
associés a des constantes de propagation & spectre continu dans le plan
complexe X .

Pour une fréquence de 50 MHz et une hauteur d du fil au-dessus du
sol égale a 0,04 m, ces composantes deviennent négligeables devant les cou-
rants polaires dés que 1'onde s'est propagée sur le fil d'une distance supé-
rieure au diziéme de la longueur d'onde.

Dans tous les exemples que nous avons donnés, le courant Ipl est
toujours plus grand que le courant Ip2 au niveau du générateur. Pour des
hauteurs d inférieures au diziéme de 1a longueur d'onde, le courant Ip2
devient supérieur au courant Ipl quand la distance atteint approximativement
une dizaine de longueurs d'onde. Pour des hauteurs d supérieures au diziéme
de la longueur d'onde, le courant Ipl reste toujours plus grand que le cou-
rant Ip2.

Quand la fréquence atteint 1 GHz, le courant total ne peut plus
étre considéré comme simplement la somme de deux courants polaires.

En régime sinusoidal, nous avons vérifié expérimentalement pour
plusieurs valeurs de la fréouence et de la hauteur d le bon accord entre les
valeurs théoriques et expérimentales de la distribution de courant sur la
ligne.

Dans le domaine temporel, nous avons étudié la déformation d'une
impulsion lors de sa propagation sur le fil. Afin de faciliter les calculs,
la durée de 1'impulsion a &té choisie suffisamment importante (5 ns) pour ne
devoir tenir compte, en premiére approche, que du mode "1ligne de transmission".
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Les courbes tracées pour différentes distances de propagation,

montrent que 1'accord entre les précisions théoriques et les résultats expé-
rimentaux est satisfaisant.

Le principe de calcul peut &tre généralisé a des impulsions
beaucoup plus étroites a condition de tenir compte de tous les modes de
propagation pour chaque raie du spectre des fréquences.



CONCLUSION GENERALE

Nous avons montré la faisabilité de la méthode de détection
d'interfaces utilisant le phénoméne d'onde de choc créée par une impulsion
bréve de courant se propageant sur un fil. La nature physique du dispositif
d'excitation étant constituée 3 la fois par le fil et la surface du sol, il
n‘y a pas d'éche sur 1'interface air-sol, comme nous 1'avons montré expéri-
mentalement.

Une &tude paramétrique a fait apparaitre que la hauteur optimum
de la ligne par rapport au sol est de 5 & 10 cm et que la distance entre le
point d'alimentation du fil et la sonde de réception doit &tre de 1'ordre
de 2 3 3 m. Ces valeurs résultent d'un compromis entre 1'effet d'intégration
que donne chaque élément de la ligne et 1'élargissement de 1'impulsion due
au milieu dispersif que constitue le sol. Pour une largeur de 1'impulsion
d la sortie du génératedr de 750 ps a mi-hauteur, la profondeur d'investiga-
tion obtenue est de 1'ordre de 50 cm.

, Nous envisageons d'utiliser par la suite des générateurs délivrant
des impulsions de différentes largeurs, adaptées aux profondeurs des inter-
faces a détecter.

La chaine d'acquisition que nous utilisons permettra ultérieure-
ment la mise en oeuvre des: procédures de traitement de signaux pour permettre
une meilleure détection de 1'écho.

Parallélement & cette partie expérimentale, nous avons étudié
théoriquement la propagation d'une onde électromagnétique sur une Tligne
tendue a faible hauteur au-dessus du sol.

L'approche en régime sinusoidal a permis de mettre en évidence les
modes de propagation guidés et rayonnés, et de calculer la contribution de
chacun d'eux au courant total. Nous avons également déterminé la distribution
de courant sur le fil et montré le bon accord entre les résultats de mesure
et les prévisions théoriques.

L'exploitation de ce modéle, associée a une méthode de transforma-
tion rapide de FOURIER, permet de reconstruire 1'impulsion et d'en suivre
la déformation lors de sa propagation.




I1 serait intéressant de poursuivre cette étude, tant du point de
vue théorique qu'expérimental pour aboutir a la réalisation d'un systéme
opérationnel.

Sur le plan théorique, cette nouvelle &tape consisterait d'abord
a exploiter les modéles existants pour différentes configurations et serait
également destinée & faire apparaitre 1'écho prenant naissance sur un plan
réflecteur interne a la structure (transition brutale de conductivité pour
les revétements, présence d'une armature métallique dans une structure
quelconque...).

De nombreux essais expérimentaux seront ensuite indispensables
pour la mise au point des procédures de traitement de signaux les plus
appropriées.
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ANNEXE Al

Pour une valeur de o placée dans Tle plan complexe au point B, Ta posi-
tion de la branche de coupure dans ]e plan complexe A est différente (voir
fig. AL.1).

“Terlié imaginaire

Plan Complexs ) La seule différence avec le calcul
Im§u43>o de W,o(«) au point A est dans 1'expres-

/ * - " .
sion de Bl qui s'écrit dans ce cas :

T)
' Bi:—ZL C\S

~Parll o‘

o (ST

‘ re; lle

Fig. Al.1 By- _=Tin (AL
L'expression de‘VV;(x) au point B s'écrit donc :

4 2 ‘
/0 & —T (A1.2)

vVo(0<B) =+ 2 i ' 2%%

= 4 2 = [4 -2
O.LL'}\P-i-X nz'T )T+ X

Pour une valeur de o placée dans le plan complexe au point C, Tla branche
de coupure dans le plan complexe N est la méme que pour le point A (voir fig.2.9).
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Par contre, dans le plan complexe é{’, le pdle en 1/n se trouve sur le demi
axe réel négatif, avant le point -:T . L'expression B} s'écrit :

(-7) . (-7)
Bi: -2 d CS— — 2&

4d
T E

ol le point ~%— est exclu du contour d'intégration.

o

’[‘8]:

Pour résoudre cette intégrale, nous utilisons 1'identité suivante

dec - 4 QogCa cdar-x? 4+ x\/:{__c_z" »(az >C2)
(oot 2e fat-ct (o - w e

L
n

en posant x =§ , ¢ = et a=-7 nous obtenons :

Sz) T2 52' ,/ -4 4/nm?ég\/?_—4/:

d'od nous déduisons : B} = 0 ' (A1.3)

Dans ce cas B3 s'écrit :
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Pour B4 nous obtenons :
4d -2 4J |
O e I Ol il

Comme pour le point A nous faisons' le changement de variable suivant :

By=-24

Cf;.ﬁTODJ%'C ourec s ;> 0 K d'od 1'expression de B4

Bue_ 2 4G [ 4% | (A1.6)
= n{fo4+nTmAWC Yy A -aTeWe

Dans ce cas nous utilisons 1'identité L8 ]:
, _ 2
dac = x/i aRcAWL b‘\-Q.LOAQ\’IL +Ci {Wb2>a
a + bwh be_az , o+ b wshx

otu la fonction arcsin est définie par sa détermination principale,

soit arcsin x + arccos x = 7I/2
Enposant : a=1, x=1 etb=%ni - nous obtenons :
a'G - -y | BRI ni1 +woh’s + Cu
4 + n{wh’C nii-4 4 +nTwh’G
/ 4% , -4 Aoeeas ~n‘{+@/>9\./6 . Cy

- nTelt ~ Ve 4~ nTwh’T

D'oli 1a valeur de B4 :

By= -0’ ancam A I _arcsim =24, T (AL1.7)
Vel Ti-4 nf 2 iy 2
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2 .
soit B4 = ...:_Z..Z‘__.. arenim _A

VeeTd n

ou encore en utilisant la représentation locarithme de 1a fonction arcsin :

} (A1.8)

Les équations (Al.3) & (Al1.8) permettent d'écrire 1'expression de Wo(x)

By=_210% Qo%{
| Va*72-4

"y

au point C :

wo (0((:‘) = 2 7& - 2 . QO% ’.’/n — 4 TZ_ 4/v\z
P 72-4/wf "T‘

oL ‘%Pz,/.Tz_i/nz. y T—_—_,/.4—0(2

Dans le cas du point D, la branche de coupure dans le plan complexe') est celle

(A1.9)

de la fig. Al.l. L'expression B3 s'écrit :

By- —1Iln | (A1.10)
TZ—-/’/WZ .

La valeur de B1 reste nulle et B4 s'écrit

B, ._::;LIL__; QI% {-4/”'--LV T2 - 14/n? E

T4

_—

-3
D'od la valeur de Wo(o(:o)

Wo(op)=o 2 5208{4“1 -?VTZ’“V‘Z } (AL.11).
T4/ T

of No= (/TF-drat’ , T=\f4-a®
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ANNEXE A2

Le probléme consiste & trouver dans le plan complexe o, 1a valeur qui
annule 1'équation complexe et non linéaire M (a).

Si nous posons o = a + ib ol a et b sont des valeurs réelles, 1'équa-
tion modale peut s'écrire :

M(&,b): F«L(a./b)+i, Fz (o_/‘o):o
ol Fo(a,b)= Re {M(x)}

F2 (a,b)= ﬁhn{~MlX)}
F,etF

1 2 sont des fonctions réelles des variables réelles a et b.

L'équation modale peut donc se mettre sous la forme d'un systéme non linéaire de
deux équations & deux inconnues : '

Fa (09\5)5-0
£ (a,b)=0

La linéarisation du systéme conduit & une formule itérative qui s'écrit :

[.XKM]:[ XK]—‘:DFK]-d-[FK].

(K- R[] (DR (0, Yo o
[ t] ). F (a,b) [ _J-(QL(J ! d-@ Xi'(alb)

ou encore[.F] = 0 sous la forme matricielle

D'une opérationd la suivante, pour que les nouvelles valeurs soient meilleures
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que les précédentes, i1 faut que la relation suivante soit satisfaite :
2 2 2 2 ‘
f F’I(XK+1)\<é F¢(XK>
i=4 =4 '

Sinon nous effectuons une opération de bipartition définie par
[ XK«M‘]:-/IZ-—([XK] +[XK+¢’]>

Dans le programme, un test permet de limiter le nombre de bipartitions a une
valeur fixée par 1'utilisateur. Le test d'arrét est défini par :

2 : .
é FLZ (X K+4 ) < g Ofil e est également une valeur
i=4 fixée par 1'opérateur.

Dans le programme, il est apparu plus intéressant de calculer la valeur de_ﬁ’
qui présente un plus grand équilibre entre les valeurs des parties imaginaires
et réelles que la valeur de X . Nous avons programmé pour le calcul de M (§ )
les formules écrites en (2.17) et (2.33). Les fonctions de Hankel sont program-
mées selon la valeur de leur argumeﬁt soit par leur développement 1imité en |
série, soit par leur développement asymptotique.

Dans Te calcul de Wj(x ) nous nous sommes 1imités aux quatre premiers termes du
développement ; 1'exemple numérique donné ci-dessous montre que les termes sui-
vants sont négligeables :

pour d =0,i08 , a =1.6 00, N = 3,43 +46,33 et F =4,3 GH}

nous trouvons : ,Iol=‘44/9

I1]= 3.8
lI2[= 0,34
IIBI= 0,18

Les fonctions F1 et F2 sont respectivement les parties réelles et imaginaires
du résultat ainsi trouvé.
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Le calcul des coefficients ﬂgé est programmé grace aux formules écrites ci-
dessous :

M(a,b)=Fy(a,b) +i Fz (o, b)

OMlab) - VFula,b) , i 2Felab)
Da D a A a
D Mlab) - VFslab) , i D Fzlab)
Vb Ab Db
d'ol ,
oa(a,w:gfze{(ama,w} [ QFa,b) - R [ Mla,b)
Da Da : Db Db
D Fa(ab ) _ Xom (DMCGIE)} QFz(a!b)_ = N ?)M(Qb)}
(DQ (30.. (Db

DMlesb) - DM(ab) . D3 _ D Mla,b)
Da. (D'}, C)GL (3?5

VML) =D M(ab) « 24 i "an(a,b)

Comme nous faisons la recherche def , c'est la dérivée de M (T) par rapport a '?'
qui nous intéresse.

OM(T) - { A. H‘“(a‘ﬂ TL(AT) - A HE (BT). To(AT) +2D H“’(zm’)}
LIt

| +ZT{H§1)(QT). To (AT) _H?(M(Z'_DT)} [%L%(?)__ @aQ’;T)

S e(T) - o {T[/{ +Ln]. [-% (4)(2)-7)4,2])}4(4)(2)7)]:»

07 ni-4 <D

[ A Mn] WY (20F) +2DT2HY(227) - 2T HE (2D 7F)
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DR = _y7 422D _ 42U-T2) v (227)- 4T W(T)
27 w o L5
4+ 2(A-T2) QW(T)
Twn? 97
2wW(T) - @c_xzm/v,),[fawm)' L2We(D) )
2% | 27 07
DWo(T) o 2WaT L 27 g’Y‘”S[AV,-*(TZ“‘Ly/Z]
2 2 Yz 2 i7; n?
> (T=4)(T24,)%  (724,)(T24,) .,
-QO%THUT}-» 22 y < id v —— "% }
(T2 LT (r24)* [&-40-5)" ]
(DWd(S)__LTr DIO(T)‘*_,_L_DIJ,(?)_// DI{Z(T)-A_ DIa(T)
o1 7 "7 Z2n® 97 6w’ 9O7

DT = _ 4 w227
03
+4D Hi)(ZPT)]
=

DTC

[ W (2p7). Ih (227) - T (227). HY (227)

VLT 4D WO (2DT) - LD P (2pT) - AL
7 T ‘ Ty
VT () _ _42* H@’(zm) 222 K (227)- 42 W (2D T)
03 T T T
_ A ’D o + 2 To
TeY T
0I5 (T) o_4. (220 B (227), @D K (227)- A _(4D%) K (27)
53 ‘TZ T T’
_ 4 DIi ‘Z T,
T 07 MR
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Pour illustrer le fonctionnement de ce programme nous donnons ci-dessous les
‘résultats obtenus dans le cas d'une application numérique particuliére.

-2

d=0,00m a=0,001m o5 =10°v/m e =5¢ F=1,3GHz

(n = 2,24 + i 0,0402)

Valeur de départ : o = 0,9438 + i 0,0353

It

Valeur de 1'équation modale : M («) = - 0,013 - § 0,13

Solution trouvée : a = 0,9198 + i 0,0202

-13 n-13

+ 1 0,38. 10

Valeur de 1'équation modale : M (a) = 0,25. 10

Nombre d'ijtérations : 10
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ANNEXE A3

Les expressions P et Q sont définies par :

4+ 0

E(xngf exp(-2Das) A\

Mi +LLZ

Q (&) :_Z_Lz[wo enep (=~ 2Duy) da\
@©

AT T Mae + Y\ZMi

avec
Ay = (RZ-TZ)M?-

\4/2
M2 = (’>\z+0(2—ﬂz>4

T - (4-x2)*"? ’Im{Tg}O

Comme nous 1'avons vu dans 1'annexe A, i1 est nécessaire pour appliquer la mé-
thode de Newton de calculer les dérivées par rapport

R, Tefu]

& ¥ des expressions P et Q.
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Nous avons tracé en fonction de‘k » les valeurs des parties réelles et imaginaires
des fonctions a i

intégrer pour plusieurs valeurs des paramétres électriques et
géométriques.
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Pour effectuer cette intégration numérique, nous divisons le domaine
d'intégration en intervalles discrets au pas d'intégration. Sur chacun des in-
trevalles élémentaires ainsi définis nous appliquons séparément 1'algorithme
de Simpson pour les parties réelles et imaginaires de la fonction & intégrer.
Le processus s'arréte quand 1a contribution fournie par le résultat de 1'inté-
grale sur un pas est négligeable par rapport 3 la somme des résultats déja ob-
tenus. L'examen des allures des fonctions a intégrer montre que dans certains
cas, la fonction peut passer par zéro pour une valeur de A comprise entre les
deux bornes du pas d'intégration. Le résultat obtenu sur cet intervalle peut
alors &tre négligeable uniquement parce que Tes valeurs positives compensent
les valeurs négatives. Pour éviter que dans ce cas, le processus d'intégration
s'arréte alors que la contribution des pas suivants n'est pas négligeable, nous
avons imposé dans le programme que le test soit satisfait sur deux intervalles

successifs.

I1 apparait également que le pas d'intégration doit étre constant en
fonction de A\ pour les faibles valeurs de N . Cependant pour les fonctions P et
Q, Ta valeur du pas doit varier de fagon inversement proportionnelle au para-

métre d. Pour les fonctions 2P etféé%, le pas peut rester constant quand d ou
I - -
les autres paramétres varient.

Enfin la décroissance exponentielle des fonctions montre que pour les
plus grandes valeurs de )\ , il est intéressant par exemple de doubler Te pas
d'intégration a chaque nouvelle itération'; les résultats trouvés pour chaque
intervalle gardent alors des ordres de grandeur comparables. -

Pour illustrer le fonctionnement de ce programme, nous donnons les ré-
sultats obtenus pour la méme application numérique que dans 1'annexe A :

d=0,08m a=0,000m o,=10%w/m e =5, F=1,3GH
(n = 2,24 + i 0,0402) - :
Valeur de départ : o = 0,9438 + i 0,0353

Valeur de 1'équation modale : M (a) = = 5,5.1072 - § 1,77.1072
Solution trouvée : o = 0,9419 + i 0,0327
Valeur de 1'équation modale : M (a) = - 4,64.10713 + i 5,83.1071%

Nombre d'itérations : 4
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ANNEXE A4

CALCUL DE LA VALEUR DU COURANT PAR INTEGRATION
NUMERIQUE DE.LA FORMULE EXACTE

Comme dans le cas des formules approchées, nous remplagons dans Tes
zones proches de a = 1 (7 = 0), les expressions de M (a), Q (o) et P (a) par
leur développement Timiteé.

Le calcul de M (a) pour une valeur de a réelle pose un probléme di a
la définition de iL4sque nous“rappe1ons ci-dessous :

| ag= (N -4 +o(z)4/2 ‘apec ﬁz{«“i} ;O

Pour une valeur de o telle que txzt+§6 >4, Uy est un réel pur qui

doit donc étre positif. Dans cette zone les fonctions & intégrer dans P (a) et
Q (a)auront donc un comportement en exponentielle décroissante.

Pour une valeur de o telle que o(2+’,\2</.f > Up est un imaginaire pur
et la détermination par la partie réelle ne peut plus se faire. I1 faut tenir
compte dans ce cas du fait que le nombre 1 représente la constante de propa-
gation réduite dans 1'air qui comme nous 1'avons vu au paragraphe 2.2 est un
nombre romplexe possédant une partie imaginaire positive trés pétite. On peut
alors montrer que pour avoir Jle §M§ > O, i1 faut choisir “Jam (,Lu_}<0.
Nous avons tracé sur les planches A4.1 3 A4.4. les valeurs des parties réelles
et imaginaires des fonctions & intégrer pour le calcul de P (a) et Q (a). La
variable portée en abscisse est A, le paramétre est la valeur de o. Les cons-
tantes que nous avons choisies pour cette application sont les suivantes :

d = 0,108 m (0,65N) a = 0,00166 m (0,01'}\) F=1,8 Gsz
n=7,43+1 6,73 x=0,1m
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Pour une valeur de o donnée, la fonction présente bien un comportement
. .- . .. . ' N 2 2

de type sinusofidal (u1 imaginaire pur) jusqu'au moment ou o« + A =4. Au
dela de cette valeur critique, le comportement de la fonction se rapproche d'une
fonction décroissant exponentiellement. Nous vérifions également que Ta position
du point critique varie $elon la Toi )\.. \/1-«*. Pour résoudre le probléme
posé dans 1'intégration numérique par 1'existence de cette irrégularité, nous
avons défini deux pas d'intégration différents :

* pour N V4-o* , Te pas AN est tel qW%—°= N od N est un nombre.
nombre entier. A

¥ pour N > Vd4-42 , le pyas AN est tel que

F(he + (AN = F 0D /2
(A}\){ :.(‘AI/\),-{__i x 2
Avant d'appliquer le programme d'intégration numérique, il est intéres-

sant d'étudier les variations de la fonction dans le cas limite ol la valeur
de o prend des valeurs importantes.

L'expression du développement 1imité de M (o) quand o est grand, montre
qu'elle varie comme \/—;_(_' , Soit une variation en {Ew(ik{qx)j /'\/'OT}
pour la fonction & intégrer. Ce type de variation se préte particuliérement
bien & 1'utilisation d'algorithmes d'accélération de convergence dans les pro-
grammes d'intégration numérique . Afin d'optimiser les valeurs des paramétres
utilisés dans ce programme, nous 1'avons dans un premier tempé appliqué a un
calcul du méme genre mais de résultat connu:

/[ eykx da - L7 e #, AL r@>0
c V F )

Nous avons cherché, pour ce genre de fonctions, la valeur des paramétres’

qui permettent d'obtenir le résultat exact (avec la précision demandée) pour un
nombre minimum d'appels de la fonction a intégrer.

Compte tenu de 1'ensembie de ces remarques, nous avons développé un
programme qui calcule le courant total par intégration directe de la formule
écrite en (3.17).
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