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INTRODUCTTION.

Etant donné& une fonction holomorphe f, sur un ouvert w
d'un espace de Banach E, le rayon de convergence du développement
taylorien de f en un point x de w, noté Rf(x), peut &tre
strictement inférieur a la distance de x & la frontiére de w. Plus
précisément on trouvera dans [}] la construction d'une fonction f
telle que Rf prenne des valeurs arbitrairement petites dans une boule
donnée ; la démonstration de Aron affine un argument de Dineen [3] et
utilise une hypothése sur le dual de E qui d'aprés Josefson [4] est

toujours réalisée.

Soit u wune fonction localement bornée supérieurement sur

un espace de Banach complexe E.

Le rayon de bornologie de u est défini par :
R (x) = sup {r >0, u(x + rB) < =} ol B désignera la boule unité

de E.

Si la fonction u est plurisousharmonique sur E, les

propriétés suivantes de R, sont bien connues (6] :

D IR - R« [lx -yl

ii) - Log Ru € p.s.h.(E) ot p.s.h.(E) désignera dans la
suite, le cBne des fonctions plurisousharmoniques sur E.

En particulier, si u = |f| ofi f est dans O(E), espace
des fonctions holomorphes sur E, on sait que u est dans p.s.h. (E)
et que lel(X) est le rayon de convergence du développement taylorien

de f au point x.




On note (R) 1la classe des rayons de bornologie sur E
.+ -
et pour o € [Q,l] on pose La = exp(~ p.s.h.(E)) N Llpa(E) ot
Lip;(E) désigne 1'espace des fonctions strictement positives

Lipschitziennes et de constante de Lipschitz a.

C.0. Kiselman montre dans Eﬂ que sur 2P , p>1, la
fonction S(x) = (1 + cl]x]l)_a , (a et c > 0), n'est pas dans

(R), mais est dans Lac pour ac < 1,

G. Coeuré montre, dans [2], que sur 21 : (R) = LI , et
plus généralement exhibe une classe d'espaces de Banach (espaces EJ)
pour lesquels, & un isomorphisme prés, toute fonction S € La’

o € 0,1[' qui vérifie S(x) < d(x,c w), est le rayon de bornologie

d'une fonction holomorphe sur 1'ouvert w, lorsque w est polynomialement

convexe.

On se propose, dans une premiére partie, d'exhiber des
conditions suffisantes sur E permettant d'étendre le champ de
validité du contre-exemple de Kiselman aux espaces de Banach dont la
béule unité vérifie une propriété métrique faisant intervenir une
topologie moins fine que la topologie affaiblie. Ces conditions nous
perméttent de montrer qu'on peut renormer de fagon équivalente tout
espace de Banach E de telle sorte que (R) ne contienne pas Lu’

quel que soit a > O,

On montre que sur une large classe d'espaces d'Orlicz,

la m8me conclusion a lieu pour la norme naturelle de ces espaces.

Dans une seconde partie, on cherche, & renormer 1l'espace
de telle sorte que (R) = L] ; cette question est partiellement résolue

sur les espaces d'Orlicz.




La notion de module de contraction, AE introduit par
G. Coeuré dans [2] ; permet de réaliser un encadrement de S par

le rayon de bornologie d'une fonction holomorphe :

VSeLa,erO(E): Ag(@) . SR sS

f

ce qui nous a conduit, dans le cadre des espaces d'Orlicz, & chercher
une estimation de AE , que nous avons explicitée en faisant des

hypothéses de monotonie sur les espaces en question.

Par ailleurs, on montre que la classe des espaces £¢
est isomorphe i la classe des espaces d'Orlicz EM ;3 on en déduit
alors que toute fonction S € La s O € [p,][' est, aprés renormage
équivalent, le rayon de bornologieid'une fonction holomorphe sur

"~ 1'espace renormé.

Dans toute la suite, on appellera probléme (I) 1'étude
de 1'inclusion Ll C (R) on dira que le probléme (I) admet une

réponse positive (resp. négative) si L, C (R) (resp. L, & (R)).




CHAPITRE 1

MODULES INTERIEUR ET EXTERTEUR

APPLICATION AU RAYON DE BORNOLOGIE.

I - t-MODULES INTERIEUR ET EXTERIEUR (D'APRES KISELMAN).

Soit E un espace de Banach complexe de dimension infinie
et E' son dual. Dans la suite on note B 1la boule unité ouverte
de E et T désignera une topologie d'espace vectoriel, moins fine
que la topologie affaiblie o(E,E'). En particulier tout T-voisinage

de 1l'origine contient une droite vectorielle,
On note B' 1le complémentaire de B dans E.

Pour x € B , Wx désigne un <t-voisinage de x ; W un

T-voisinage de l'origine , y —%v+ x (resp. y —%T* x) le filtre

des intersections des T-voisinages de x avec B (resp. B').

Deginition et proposition 1.1.-

On appelle t-module intérieur et t-module extérieur

les deux nombres définis, sur B, respectivement par :

(a) mT(x) = sup{m ,3 WX : (x+mB)N wxc; B} = ll_m ||Y'X|l
T
() M (x) = inf{M , Wo:iBOW Cx+M.B = Tim ||yx||




Preuve : (a) Soit W un T-voisinage de x , posons :
m = inf{||y-x||, y € B' N Wx},
alors : [y e W_oet yeB'] ==> ||y=x|| 3 m,
ce qui est équivalent i :
ew, et |lyxll <u] =>yes
ainsi (x + mB) N WX(: B et donc : m g mT(x)

d'ol : sup inf{||y-x||, y e B N W } ¢ m_(x) .
W X T

X

Soit maintenant 0 < A < 1 ; 3 ﬁ& s (x + ) mT(x) .BN Wx(: B
ainsi [y € Wx et ||y-x|| < A.mT(xi] ===> y € B
ce qui est &quivalent 3 :

[y e W et ye B':] => ||y-x|]| A (%),

d'od : Aem (%) € inf{||y-x||, y € B' N Wx} s

et alors : A.mT(x) < sup inf{||y-x||, y e B' N Wx} s
X

et en faisant tendre A vers 1, on obtient donc :

m_(x) < sup inf{||y-x||, y € B' n Wx} ,

T
X
en récapitulant on a bien mT(x) = 1lim Ily—x|| [ ]
y —— x

B'




b) M) = Tim |]y=x[].

B

Soit wX un Tt-voisinage de x,
posons M= sup{Hy-xH, y € BN WX}
Ainsi yeBNW => |ly-x|| € M ; et donc : B AW C x+ M.B

d'od : MT(x) $ M, et ainsi : inf sup{||y—=x]||, ye B N Wl MT(X)
X

Soit maintenant A > 1 | 3 W :BNW Ccx+xM () .B
X X T
y € BN W, = Hly=|] < . MT(x) ; et donc :
sup{||y—=x]||, y ¢ B f\WX} <A, MT(x)

d'od : inf sup{||y-x||, y e B f\Wx} . MT(x)

W
X

et en faisant tendre X vers 1, on obtient : 4

M (x) > inf sup{||y-x|| , y e B NW_}
T W X

X

en récapitulant on a bien : MT (x) = Tlim | y-x| I . B

y—X
B

"

Proposition 1.2, | B]).— Les T-modules intérieur et

extérieur vérifient les propriétés suivantes :
a) m (0) =1 et m (x) ¢ 1
T T
m_(-x) =
b) m (%) = m ()

c) m est concave .




d) mT(t.x) est une fonction décroissante de t > 0O
e) 1-|lx|] s mT(x) < MT(x) < 1+ | x|

f) si la boule unité de E est uniformément

convexe @ lim mT(x) =0 .
x| [1

Preuve :

a) Soient m >0 et W un T-voisinage'de 1'origine
tels que : x + (mB) N WC B, comme W contient une droite vectorielle
de vecteur directeur unitaire b, X +m.b et x - mb sont dans B

-~

et alors 2mb est dans 2.B , d'od mg 1 .

I/

Lorsque x = 0 , il est clair que mT(O) = |

b) Résulte immédiatement du fait que - Wx est un
T-voisinage de - x .

c) Soit j =1,2 ; xj € B ; 0c< mj < m(xj) ; 0 < Aj <1,
Al + Az =1 ; posons m = A] ml + Az m, et x = Al X, + Az X, et

soit W tel que : xj + mj(B N W) C B.

En multipliant ces deux inclusions par A, et en additionnant
. J
on obtient : x + m(B N W) = A]Ek] + mI(B N wj] + Az[%z + m2(B n W)]
C = . .
AlB + AZB B ; donc mT(x) P Al m] + AZ m, ;

tendre mj vers m(xj) on obtient le résultat cherché.

puis en faisant

d) Une fonction concave, atteignant son maximum en t = O ,

est nécessairement décroissante.




e) 1~ ||x]] < mT(x) est conséquence immédiate de
x + (1 - |[|x|]) BCB, de méme MT(x) £1+ lell découle de
BC x + (1 + ||x!l) B, il reste mT(x) < MT(x) ; cette inégalité
provient essentiellement du fait que tout T-voisinage de 1'origine
contient une droite vectorielle ; en effet, soient m < mT(x) et
M o> MT(x), on va montrer que m 5 M , ce qui entrafne alors

mT(X) < MT(X)

3 W; : BN W;(Z x + M.B car MT(x) < M

]w": (x +m.B) N W' CB car m< m (x)
X X T

on pose W= W; n W; R
on a : Bﬂwax+M.B et (x+m.B)ﬂWxCB,
db, ||v]] =1, tel que W contient la droite affine {x + tb} .

en particulier x + mb € (x + mB) N Wx , d'ot x +mb e B et
donc x + m.b € BN W, ce qui entraine alors : x + mb € x +MB

d'ol mg M .

f) Soit o 1la topologie affaiblie sur E , ¢ = o(E,E') ,

il est clair que mT(x) < mc(x) < Mc(x) < MT(x) .

Ainsi il suffit de montrer que T }Tm mc(x) =0 ;
x| |~>]

d'aprés 1'uniforme convexité, on a :

Ve > 0 ,Hu>0,\7’||w|| =1 ,VIIVH =1 : 1 —aslmll ==> IIw-vH < 2e
2




soit donc e positif donné voisin de 0 , soit x, ||x|| <1 et

a > 0 tel que : 1> l[x[|> 1 - a,

Soit wx un o-voisinage symétrique de x, disjoint de la

boule centrée 3 l'origine et de rayon | - o.

Il existe u de norme unité et t tel que :
y=x+tueW et [lyll =1 un tel t est choisi de sorte que
X - tu € W% N B. Soit y' un vecteur de norme unité tel que le segment

d'extrémités y, y' soit de direction u et contienne x - tu.

Alors par construction : ||Z—:—ZL|| 21 -a, donc : ||y - y']l < 2e
et en particulier : ||x + tu - (x - tu)|| = 2|t] £ 2¢ ainsi
lly - x|] = |t] < e, donc inf {]]y - x||} s ¢ et ceci pour
yeB'ﬂWx
tout o-voisinage symétrique x ; or dans’ mc(x) = lim Iy - x| |
B'

on peut se restreindre aux o-voisinages symétriques de x. [l
Par la suite nous aurons 3 supposer que Mt(x) 1.

Nous discutons maintenant cette propriété qui n'a pas
toujours lieu ; ainsi C.0. Kiselman démontre que sur E = LIC]O,I[),
Mo(x) =1+ ||x|| ; par ailleurs si C(K) désigne 1'espace des fonctions,

continues sur un compact K et 3 valeurs complexes on a :

Proposition 1.3.- Pour tout x e C(K) , tel que x|

atteint son maximum en un point d'accumulation de K , on a :

Md(x) =1+ ||x||

Preuve : On sait déja (proposition 1.2) que de fagon

Mc(x) <1+ ||x]] .




_lo_

On va montrer que pour tout W, o-voisinage de 1'origine,
et pour tout € > 0 -assez petit, il existe M > 1 + lell -2c¢

tel que BN (x + W x + M.B
Pour cela, il suffit de montrer que :

Y o-voisinage de O, .3 ueW: [|ul] =1+ [|x]] —¢ et [|x=u]| <1

soit donc W = {u e C(K) : ]J u duil <a,1i=1,.,.,N} od My
sont des mesures sur K ; par ailleurs soit € > 0 fixé.

On pose ||x|| = lx(to)l » V(t ) = {t e K : |x(t)] > ‘X(to)| - e}

1

que : ui{tl} <y, (i=1,...,N), vy est un réel positif & choisir ;

puisque t, estun point d'accumulation, il existe t. € V(to) tel

soit alors w un voisinage de t tel que : ui(w) < y pour

i=1,...,N et wC«SCV(tO).

Soit p € C(K) tel que

( p(t)) =1+ lx(to)l - ¢
P ¢ €% p(t) <1 + |x(to)| - € sur w
L p(t) = ¢ sur C W .

Ensuite on prend u(t) = () p(t) ; on a

|x(0) |
Hu”=1+HXH'€ et Hu—xH<],
De plus : II u dui| < II u duil + € ui(K) <y [} + | x| - €]
w

+ e.ui(K) et pour avoir u e W il suffit de choisir vy tel que

eui(K) +y(1+ |Ix]] -e) <a. B
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Conollaine 1.1.- Si K est un compact parfait, alors
Mc(x) =1+ |]x|]|, VxesB
A 1'inverse dégageons quelques critéres permettant d'assurer MT(x) <1,

Proposition 1.4.- Soit m, une famille d'endomorphismes

de E, indexés par un filtre A, tel que : 1lim ||nk(x) -x|| =0
et la restriction de LY 4 B est rt-continue pour tout A ; on a
alors
a) m_(x) = lim lim ||y - m,(»]|] .
T _— A
A T
y—>Xx
B'
b) MT(X) = lim Iim ||y - ﬂx(y)|| .
A T
y—Xx
B
Preuve :
a) On a : ||ly=x|| = ||y—ﬂx(x)|| + 0()) , avec 1lim 0(X) =0 .
A
I1 en résulte alors, d'aprés la proposition 1.1., que :
m_(x) = lim  ||y-x|| = 1lim [|ly-m, (x)|| + O(x) , d'autre part
T 3" 5 A
y — x y — x
T T

on peut supposer dans le calcul de cette lim que y reste dans une

partie bornée dans laquelle lim II“A(Y)‘“A(X)II =0 , et donc a
y }"” X

fortiori si 1'on se restreint &8 B' (ici y —— x désigne le filtre
T

des T-voisinages de x).
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Ainsi m (x) = lim |]y—ﬂx(y)|| + 0(r) 3 il suffit de passer

y —* X
T

d la limite suivant le filtre A pour obtenir le résultat cherché.

b) M_(x) = lim Tim Hy—TrA(y)H
A v B x
T
On a : | ly-x]|]| = lly—ﬂx(y)|| + 0N avec lim 0(A) =0

A

I1 en résulte alors, d'aprés la proposition (1.1) que :

M (x) = Tim Hy=x|| = T ||ly-m, & || + 0)
B B
y X y—Y"Xx
d'autre part la t-continuité de LY entréine : Iim I[nx(y)—nk(x)ll =0
Y—B""»X
T
donc : M (x) = Tim [y-m. (] + 00 ,
T B A
y—*X '
T

‘il suffit de passer 3 la limite suivant le filtre A pour obtenir

le résultat cherché. [i§

Conollaine 1.2.- Sous les hypothéses de la proposition (1.4)

si Tim ||id—WA|| <1, alors : MT(X) <1, VYxeB.

Proposition 1.5.- Si x n'appartient pas & 1'enveloppe

convexe fermée de B\(x + B) alors Mo(x) < 1

Preuve : D'aprés le théoréme de Hahn-Banach, on peut séparer
{x} et l'enveloppe convexe fermée de B\(x + B) notée T, par un
hyperplan affine de E. Il existe donc Wx , O-voisinage de x tel

que : Fﬂwx=¢,alors BanCx+B,d'oﬁ Mg(x)sl..
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Dans le prochain paragraphe, on va introduire la notion
de T1-rayon de bornologie, RT u(x) , associé A la fonction u
’

définie sur E, & valeurs réelles et localement bornée supérieurement.

C'est alors qu'apparaltra 1'intéré€t des t-modules
intérieur et extérieur qui permettent d'obtenir des estimations

o s
de Ru(x) a 1'aide de RT u(x)

b

1T - t-RAYON DE BORNOLOGIE.

Déginition 1.2.- Soit u une fonction définie sur E,

a valeurs réelles et localement bornée supérieurement.

Le Tt-rayon de bornologie de u au point x de E est

le nombre

RT u(x) = sup{r > 0, 3'&1 tulx + (rB) N W) < =}

Remarque : Si 1 est la topologie grossiére, on obtient

la notion bien connue de rayon de bornologie, noté alors Ru(x).

De fagon générale on a : Ru(x) < RT’u(x) .

Définition 1.3.- Soit 1, une topologie vectorielle moins
fine que la topologie affaiblie o(E,E'). Soit = € L(E) , on dira

que (t,7) est adapté si :

a) ||m|] =1 et m est une projection ,
b) B est TtT-quasicompacte,

c) W= w—l(n(w)) pour tout T-ouvert W.
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Exemples 1.2.-

a) Si E est un dual F', alors (o(E,F), id) est adapté

we

si de plus F est 3 base de Schaiider et si Tt est la topologie des

coordonnées sur la base duale dans F' , alors (T,idE) est adapté.

b) Si m est un projecteur de rang fini, de norme I, le

couple (T",n) est adapté.

Proposition 1.6.- Si (t,m) est un couple adapté, alors

Veen@E) ,W>R (x) : inf R, (x+Ay) <A .M
u yem(E) N B Y T,m
oli on a posé : M = sup M (y) .
T yen(E) N B T

Preuve : Soit x € m(E) et X > Ru(x) ; raisonnons par

1'absurde ; alors il existe r, . T, tel que :

Rr,u(x + Ay)

inf
>r, > X >r, >R (x)
emr(E) N B 2 1
yer (E) M_(y) "
T
nous montrons que u est bornée supérieurement dans x + r, . B, ce

1

qui contredit r, > Ru(x) .

Puisque x + 1 B est Tt-relativement compacte,il suffit

1 °
de montrer que u est Tt-localement bornée supérieurement dans x + r,

soit bex+r, .B et a=7(b) e x+r . m(B) on pose

1 1

r .
1 -
a=Xx+A.y , avec y e n(E) et ||y|| < — 3 par hypothése
A

RT,u(a)

MT(y)

> r, ; par définition de RT u(a) , 11 existe Wl tel que
’

u. est bornée supérieurement sur a + (r2 MT(y) . BN wl 3
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r

par définition de MT(y) et puisque 25 3 W, tel que :
A
2
(D) BN(y+W,)C(y+—MI(y) B N(y+W,)
2 AT 2

et, on peut toujours supposer i . WZC:V“ , en multipliant (1)

par ) et en ajoutant x , on obtient :
(x + A.B) N (a + XWZ) C (a + r, .MT(y).B) N (a + AWZ)C:'a + (r2 MT(y) B) N

AWZ 3 en posant AWZ = W3 ,- on en déduit :

(x + r .B) N (a + w3)c a+ (r, MT(y) .BN Wy oo,

ainsi u est borné sur (a + W,) N (x + r,.B), qui, puisque

ﬂ_l(ﬁ(w3)) = W3 est un T-voisinage de b dans x + r].B . B

Proposition 1.7. (Bﬂ).— Pour toute fonction u localement
bornée supérieurement sur E , on a :

R (R (O) .7y
R (0) < inf —ed d

) [yl l<1 m_(y)

Preuve : En substituant 3 la fonction u, la fonction u
définie par E(X) = u(x.Ru(O)) , on peut supposer que Ru(O) =1,
Soit (y,r) € B x R' tel que : r < mT(y) s puisque mT(Ay) est
con;inue en X, on peut trouver Ao > 1 ; tel que :

r < mT(A.y) pour tout A € ]l,x;] ; pour un tel A, il existe W

t-voisinage de 1'origine tel que : A.y + (rB) N WC B. Ainsi u
est borné sur y + (%-B) N (%-W). I1 en résulte que RT u(y) 2 §~.

En faisant tendre r vers mT(y) et A vers 1, on obtient le

résultat cherché. {i§
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Phogobiiion 1.8. ([5]).- Soit w un ouvert pseudo-convexe

de E. Si u € p.s.h.(w) , alors - Log RT u(x) € p.s.h. (w).

Preuve : Si A est un sous—ensemble de E, A° désignera

1'intérieur de A,

On pose : Q gy = {(x,t) e wx €, u(x + t.y) < k} pour
b

tout y e B et k e R.

o
Q ={ M Q pour tout W T-voisinage de O.
W,k (yew OB k,y)
Q=\U 0
Wk W,k
u e p.s.h. (w) entralne Q pseudo—-convexe, et par suite
k,y W,k

posséde la méme propriété.

2 est alors réunion croissante des lorsque W décrolt

U,k

au sens de 1l'inclusion et k croft ; donc § est pseudo-convexe.

Soit &8(x,t) la distance de (x,t) & la frontiére de @

dans la direction (0,1) , i.e. :§(x,t) = supfr < O ,\f]s] <r : (x,t+s) € 0}
a) 6(x,0) g RT’U(X)
Soit |t| < 8(x,0), alors (x,t) € @ et il existe

donc W,k tel que : u(x + t(B NW)) < k. Ainsi |t| minore RT (x).

su

B 5(x,0) 3R .

?
Pour cela, on montre que : 0 < s < RT u(x) => V1t| < s : (x,t) € Q.
9

I1 existe W , T-voisinage de 0 , a et 6] tels que :

u(x + s(BN W) < a et GIBC §.W , avec 6=—]—[s— ltl:l et GI < §.
2

Ainsi x + 6IB + (t+0)BN W est contenu dans x + s(B N W) pour

, ce qui établit 1'appartenance de (x,t) 3 (/7 N & )°

lo] <6
yeBNwW 22

]

et par conséquent @ 2. B




x| =1

Proposition 1.9.- Si w e p.s.h. (E), alors 3(t) = SUT w(tx)

est une fonction sous-harmonique sur le disque de rayon RW(O), qui ne
dépend que de |t|, et,est donc une fonction convexe croissante de

Log|t| sur 1'intervalle [b,Rw(O)[;

ST . -
Preuve : 1I1 est clair que %(t) = 3(|t|) pour t € B(O,RW(O))

pour © € [b,Zﬂ], on pose wx(t,e) = w(ele.t.x) et wx(t) = sup w (t,8)

N oe[0,27] ¥
alors on a : w(t) = sup wx(t)
| x| =1

Pour x fixé, {wx(t,e), 0 € [b,Zﬁ]} est
- ou bien une famille de fonctionssous—-harmoniques sur (.

- ou bien Vb € [b,Zﬁ], Yeec: wx(t,e) Z -®,

1a définition de %(t) montre qu'il suffit de considérer
les x pour lesquels wx(t,e) est une famille de fonctions
sousharmoniques. Pour de tels x, iwx(t) est enveloppe supérieure
de fonctions sousharmoniques, pour avoir la sous-harmonicité de wx(t)
il suffit de vérifier que cette fonction est semi-continue supérieurement ;
or il est bien connu que si la fonction wx(t,e) est s.c.,s. sur
¢ x [b,Zn], son enveloppe supérieure lorsque 6 décrit [O,Zn] est
$s.c.s.. Ainsi wx(t) est une fonction sousharmonique sur le disque ouvert
de rayon RW(O), ne dépend que de ltl et est donc une fonction
convexe croissante de Logltl. Par suite w(t) est enveloppe supérieure
de fonctions convexes croissantes de Loglt! et vérifie la méme

propriété. B

.
b




- 18 ~

CHAPITRE 11

SUR L'EXISTENCE D'UNE FONCTION PLURISOUSHARMONTQUE

AVANT UN RAYON DE BORNOLOGTE DONNE.

1 - PRELIMINAIRES.

Considérons 1'intervalle I de B),ﬂ formé par les «
tel que 1'équation R =S ait une solution u dans p.s.h. (E),
q u

quel que soit S dans exp(- p.s.h.(E)) N Lipa(E).

On se propose de trouver une majoration de la borne
supérieure oa(E) de I, en fonction des constantes liées 3 la
boule unité de E, &tudiées dans le chapitre précédent ; au préalable,

établissons le résultat suivant :

Proposition 2.1.- L'intervalle I défini, ci-dessus,

contient au moins O.

Preuve : E étant un espace de Banach, il existe, selon
Josefson [4], une suite de formeslin&aires sur E, de norme unité, qui

converge faiblement vers O ; on note {fn} une telle suite ; soit

nelN
. s . n L.
u la fonction définie sur E par : u(y) = Z [fn(yi] , cette série
nx1

converge normalement dans toute boule de rayon strictement inférieur

~

3 | car : T1im sup | £ (y+a)| = r du fait que fn(y) tend
NTHI I

vers O , lorsque n tend vers 1'infini.

Ainsi, u est clairement holomorphe et Ru 2 1. Admettons

pour un instant que Ru(O) = 1 ; d'aprés la proposition (1.8),
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- Log Ru est dans p.s.h. (E) ; ici - Log Ru £ 0 sur E et
- Log Ru(O) = 0 ; le principe du maximum pour les fonctions plurisous-

harmoniquesimplique alors que Ru =1 sur E.

I1 reste 3 vérifier que Ru(O) = 1 ; raisonnons par 1'absurde

et supposons Ru(O) > 1.

= 1 ' = . n
Posons r Ru(O) ;3 soit 1 < r' <r , u(y) nzl Lfn(yi]

est normalement convergente dans la boule de centre O et de rayon

r' que l'on notera B(r') alors on a :

n 1 2m -i0 ing
Efn(y)] = — u(y . e ) . e ds
2t Q0 ‘

si on pose M = sup |u(x)l , on a : I[f (yi]‘s M]/n , ainsi
xeB(r'") n

pour y ¢ B(r) , n assez grand : |fn(y)| g1 +e, oi € est

1+¢

choisi de sorte que : ' <1 -¢, donc, pour y € B(r') et n
r
assez grand :
lf“(f'_)l s—(-‘;‘i‘il< (1-e) 5 d'od [[f || s 1 ~ce.
ce qui est en contradiction avec Ilfnll =1 .8

Remarque : On ne sait pas en général si cet intervalle est

fermé.
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11 - CONDITIONS SUFFISANTES CONDUISANT A UNE REPONSE NEGATIVE AU PROBLEME T.

Déginition 2.1.- Pour tout m € L(E) posons :
x:(t) = sup -— Log mT(tx) , avec t € E),l] .
xen(E)N B

Si w est l'identité on notera cette fonction X s ou si m est

un opérateur de rang fini et T = T, on la notera X,
m

.. v . .
Proposition 2.2.- X, est une fonction convexe croissante

sur B),l_], nulle 3 1'origine.
Preuve : résulte immédiatement de la proposition [1.2 ; (c)]. @

Theonéme 2.1.- Soit (t,m) un couple adapté sur un espace de

Banach E, alors pour tout u € p.s.h.(E) et a >0 :

lim !‘x||a Ru(x) > 0 ===> lim ||x||a Ru(x) Py
| ] Toeo | [x[ T
xen (E) xeT (E)
a+l
[R, (0] a .
———————— max t exp(- x (t))
M Ogt<1 T
T,T

Deémonmsthation : Soit u € p.s.h.(E) tel que

Lim [{x}]® R (x) >0 supposons d'abord que R (0) = |
| [c] | ¢ ¢
xem (E)

erhe . . _ .a m
1 étape. Soit t, € [@,l[ , on pose : B = tO exp( XT(tO)) ,

montrons que :

a) Vxe nE) , Hx|] 2 t, ¢ R (x) 2 —2 H

LRI
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d'aprés la proposition (1.8) la fonction =~ Log R, . ©st dans p.s.h. (E)

’

et, est majorée par - Log Ru , de par l'hypothése faite sur Ru

- Log R~ est majorée par K + a Log r pour ||x|| = r assez grand,
b

x € m(E) et K convenable. La fonction = Log RT . ©st donc bornée

b4

supérieurement sur toute boule de rayon r, d'aprés le principe du

maximum.
I1 résulte alors de la proposition [}.Q] que
v(t) = sup - Log RT u(x) est une fonction convexe croissante
x| |=t ’
xem (E)

de Log t , et majorée par K + a Log t pour t > 0 , assez grand.

D'autre part, on sait d'aprés la proposition [}.i] que

pour ||x|] <1 on a : m (x) s RT’u(x) , d'ob :

v(t) < x:(t) pour tout ¢t € [b,l[

. w
ainsi v(to) <+ Xr(to) Log B + a Log t,

Récapitulons

- +
v(to) < Log B a Log to

{ v(t) s K+ alogt pour t >0 assez grand

l v(t) est une fonction convexe croissante de Log t.
L'ensemble de ces trois propriétés, entraine alors :

v(t) ¢ - Log B +alogt |, Ve > t, -
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eme

2 etape : soit A tel que B > A,

La contraposée de la proposition [].é], s'écrit pour x € 7m(E)

inf {RTﬂu(x + ky)} > k . MT .

[ y]]<1 ’ ’
yen (E)

=> k ¢ Ru(x)

On va déterminer ko’ vérifiant 1'implication ci-dessus ; d'aprés (o)

il suffit que pour tout y e w(E), ||y|| <1 on ait :
N S >k M et ||x + k’yll >t avec x € m(E)
||X+koY||a o T,m o o °*
cela est réalisé si : . SV et kg ||x|| -t
(|!x||+k0)a o T,T o o
.. A 1/a . .
ainsi : l|x|| = (—) - ko , ce qui montre que : lim k (x) = 0
k - X l*w °
o xe7 (E)
donc pour ||x|| assez grand : A 5 = k0 < Ru(x) , x¢€ m(E) ;
el i)
d'od 1im ||x||a R (x) > A .
| [x] [ u M,
xem (E) ’
zeme ¢fape : en faisant tendre A vers B , on obtient donc :
lim ||x|]a Ru(x) > B__ Ml . tz exp(-X:(to))
Ilzeﬂ?;) 1, T,T

et ceci pour tout to € [b,][_; donc :

lim x| R (x) > L. max t® exp(-x:(t))
M Ogt<!
I =
xeT (E)

le théoréme est ainsi démontré pour les u tel que Ru(O) =1,
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Enfin en considérant la fonction g(x) = u(Ru(O).x) .

alors on a :

1

R&(x) = . Ru(x'Ru(O)) , d'ol RE(O) = 1
R (0)
u
. 1 . a
et : lim ||x||a Rv(x) = ——————r lim Hx|]® R (x)
1% [>= R 1F (| "
xen (E) xem (E)
entraine :
. . [Ru(o)]a*-l
tn (<P R0 >0 = Lin [|x]|® R 00 st
| ] |- || %] [»= tom
xem(E) xem(E) *
max t2 exp(~x"(t))
Ost<1 '
ce qui achéve la preuve du théoréme Egl] a
Théoreme 2.2.- On a la majoration suivante de o(E)

a(E) g e . inf + (Log M _ + x"(t))
O<t<l t T T

pour tout couple (t,n) adapté sur E ; plus précisément la
fonction S(x) = [} + E.Iln(x)llj-a est dans exp(-p.s.h.(E)) N Lipa(E)
a

pour tout a > 0 et a 2 0 ; si a est strictement supérieur 3 la

majoration annoncée, il existe a > 0 tel que cette fonction §

soit différente de Ru pour tout u dans p.s.h.(E).

e ——

Démonstration : Vérifions d'abord que S est dans

exp(- p.s.h.(E)) N Lipa(E). La condition de Lipschitz ré&sulte
immédiatement de la propriété analogue pour la fonction

(1 +2 )7 et de [{al| =1 .
a
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I1 reste & vérifier la plurisousharmonicité de - Log S ;

. . s a .

il s'agit de vérifier que t +— Log(l + = Iln(x + ty)|]|) est sousharmonique
a

quels que soient x et y dans E ; d'aprés un résultat classique

de Rado [9 8 15], il suffit de montrer que t +—> Iekt( < x+ey) ||

kt
e |

est sousharmonique quel que soit k dansv C, or | . ]|n(x+ty)||

k . .
| |7 (e bx + tekt y)|| est la semi-norme d'une fonction holomorphe

valeur dans E. On sait qu'une telle composition est sousharmonique.

o

Supposons l'existence de u dans p.s.h.(E) tel que Ru = 8,

D'aprés le théoréme 2.1, on aurait :

a
. 1 a m
(39 = lim lella R (x) > sup [p exp(- x (t))]
o [[x[Toe . M. tefo,1] T
xe (E) T
Ml/a X a x“(t)
. . TyT T
ainsi o £ 1inf exp .

té]O,l[ t ©a

Lorsque o est strictement supérieur & 1l'infimum sur a > O
de la majoration ci-dessus, il existe a > 0O tel que Ru soit différent
de S quel que soit u dans p,.s.h.(E) . Pour t fixé, 1'infimum
sur a est obtenu pour a = Log MT,ﬂ + x:(t) , ce qui fournit 1la

majoration annoncée. a

Conollaine 2.1.- Pour tout couple (t,m) adapté tel que

=1 c'est en particulier le cas si T est la topologie T engendrée

T, ’

par la semi-norme associée & un projecteur de rang fini de norme | et tel
. \J
que ||id - w|| 1, ona : a(E) e(x:) (0) et la

fonction [1 + LS ||Tr(x)||:|—a est,pour a > e(x:)'(O) et a assez
a

petit,différente de Ru pour tout u dans p.s.h.(E)
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Démonstrnation : La précision sur la majoration résulte de

P . m . .
la convexité de la fonction X De plus si o est strictement

1 . . .
supérieur e(x:) (0) et si a = x:(to) , 1'infimum sur t de

0 u

XT(t) A XT(tO)
— exp est inférieur ou égal & e . ——— , et est donc
t a t,

inférieur & o pour to assez voisin de la plus grande valeur
. n T _ ; .
de t qui annule Xp o (lorsque X, F 0 , un raisonnement direct

conduit au méme résultat). B

Conollaine 2.2.- Soit F un Banach 3 base de Schatder et
E son dual on suppose que la base duale, de celle de F, est une base
de Schauder de E ; on sait [ﬂﬂ que ces hypothé&ses sont réalisées si
E est réfléxif et posséde une base de Schauder. On suppose de plus

que lim |‘idE_"n|| <1, avec (wn) pour les projections sur les
n->co

vecteurs de base dans E. Si Tt désigne la topologie de la convergence
des coordonnées sur la base de E , ona : o(E) < e . x%(o) et la

méme conclusion que le corollaire précédent a lieu pour la fonction

(+=]lxIh™*.
a

e —————

Preuve : D'apré&s 1l'exemple 1.2. (a), (7, idE) est adapté

et du corollaire ]:_12] on tire MT,idE = |

Le corollaire précédent permet alors de conclure. [}

Théondme 2.3.- Etant donné un espace de Banach E , on
peut le renormer par une norme équivalente telle que pour cette
nouvelle norme a(E) = 0 ; ainsi pour cette nouvelle norme, quel que soit

o >0, il existe S dans exp(~- p.s.h.(E)) N Lipu(E) tel que

S # Ru pour tout u dans p.s.h.(E).
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Deémonstration : Soit p un projecteur de rang fini

de E, posons

=] = (e |12+ 1= - s |12,

cette nouvelle norme est &quivalente & la norme initiale et
Ilp]l| =1 = |||id-p|||. D'aprés le corollaire [2.1.], il suffit
de montrer que : x; (0) = 0 . D'aprés la proposition [}.IJ,

pour tout x € p(E) :

m 0= lm [[ly=x||| = Lim [|lo - 2|3 ly-2 ][]
P T(y)-rx
vl ]2
2 2
lorsque p(y) > x et [|lpWMI||° + |ly-pM|]° > 1 .
done + m_ () = (-|]x[[H2 = a-[[1x|[|15'? car
P
si xep(® : ||x|| = [[|x]]].
On obtient ainsi : X () = - Log(l—tz)l/2 et x; (0) =0

p P

1/2
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CHAPITRE 111

ETUDE DU RAYON DE BORNOLOGIE D'UNE FONCTION
PLURTSOUSHARMONTQUE SUR LES ESPACES D'ORLICZ.

I - ESPACES D'ORLICZ (Rappel des définitions et propriBtés).

Définition 3.1.- Une fonction d'Orlicz est une fonction

définie sur r0,+wr, convexe positive, non identiquement nulle et

nulle a 1'origine.
Si M(x) est une fonction d'Orlicz KM est l'espace

des suites complexes défini par :

= Ixl
I’M={X={xi}iew’ar>o:§M( r1)<m};
) . b lxil
ZM est muni de la norme IIXIIM = inf{r > O : % M( - )< 1},

L, |

IM) est appelé espace d'Orlicz ; ,KM est un Banach,

Remarque : 11 est aisé de voir que si M est nulle sur un
voisinage de 1'origine alors KM est isomorphe 3 Zw ; dorénavant
on écartera ce cas. On montre aussi que pour M'(Q) # O, EM est iso-

morphe & KI.

Déginition 3.2.- Soit M une fonction d'Orlicz non identi-

quement nulle au voisinage de l'origine. On dit que M vérifie la

. -— M(2x
condition A lorsque : 1lim —S——l-< © 3 on montre que cette

2 x+0 M(x)
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., - . o —.—XM'X
condition est équivalente a@ 1lim M (%)

<o, ol M'(x) désigne la
x>0 M(x) '

dérivée 3 droite de M.

Les résultats suivants sont classiques [7] :

- Soit M une fonction d'Orlicz non identiquement nulle au
voisinage de 1'origine.
Alors EM est séparable si et seulement si M vérifie la
. . anoni [x]
condition A2 3 KM admet alors la base canonique de ¢ comme

base de Schatder.

- Soit £, un espace d'Orlicz séparable, alors £ est

M M
L
réflexif si et seulement si 1lim EM—SEL > 1.
x+0 M(x)
@ |x.]
- On note hM = {x € &wﬂ :¥Var>o . X M(—E) < o},
i=1 A

hM est un sous-espace fermé de £, admettant pour base de Schauder

M
la base canonique de @B&], et donc KM = hM gquivaut 3 M vérifie

la condition A2'

~ Dorénavant si x € €, on notera M(x) = M(lxl).

1T - MODULES INTERIEUR ET EXTERIEUR SUR LES ESPACES D'ORLICZ.

Proposition 3.1.- Les modules intérieur et extérieur,

calculés, relativement 3 la topologie de la convergence des coordonnées

dans le sous-espace hM d'0Orlicz, sont donnés par les formules
MT(X) = sup{||yl|]|, ) M(y,) =1 - ) M(Xi)}
1 1
mT(x) = inf{||y|], % M(yi) =1 ~ ; M(xi)}
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Preuve : (:) Caloul de MT(x).

On note T, la topologie de la convergence des coordonnées
restreinte 3 hM 3 soit x € B, boule unité de hM ; on va définir
une classe particulidre de f—voisinages de x qui permet d'obtenir
pour MT(x) et mT(x) une formule plus agréable que celle de la

proposition (1.1).

Scit :

. € - *
e = {yehgs 1sish, IM(yi) - M(xi)l < ;-} oif NeN, € >0,

pour simplifier on &crira m(x) (resp. M(x)) au lieu de mT(x)

(resp. MT(x)).

La convexité de M montre que les WN c constituent une base
1]

de voisinages convexes de x pour la topologie .

I1 est clair, alors, que la formule de la proposition (1.4)

devient ici :

Mx) = inf supl|ly - B ||,y e B AW 1.

WN,E

Précisons quelques notations ; on pose y' =y - HN(y) et

1]
PN, e N
Si S est un sous-ensemble de ZM : p](S) = sup{| |yl ],y

N
=1-7 M(xi) + ¢ et si il n'y a pas de confu-
1

[ <]
= sup{||y'||,y e BN W ,e} pour A € R+, FA = {y, % M(yi) < A},
€

S}

. o
a=1- § M(xi), aN,e

sion on écrira a au lieu de L
>

(a) M(x) < p,(r).
: N

N
yeBN wN,e entraine : ||y|] <1 et - % M(yi)< - § M(xi) +e

(M
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0
or ||y|] <1 &quivaut a Z M(yi) <1 ; et en utilisant (1) on en
had N !
déduit z M(y.) <1 - Z M(x,) + e ; d'oi y'el , et donc
Nel i " i a

. ..
PN, e < p](Fa) ainsi M(x) svp](ra).

Maintenant, &tant donné A > 1, on va montrer 1'existence
de N et € >0 tels que : Pa C:A.Fa.

I1 s'agit de trouver N et ¢ tels que :

o N o y. 3
z M(y.) <1 - z M(x.) + € entraine Z M(—i) <1 - Z M(x.)
I N I L 1 1 1
T Vi 1% i N

or y M(—) < — I:Z M(yi)] < — [_1 - 5 M(xi) + e] .
1 Y A 1 A 1

I1 suffit donc de choisir € et N tels que :

N =]
(1 - z M(xi) +eg) <] - z M(xi) c'est-a-dire :
] 1

(s

1

)\ v ]

(1 - A)[j - z M(xiil + e + A, Z M(xi) < 0 et sur cette expression on
1 N+1

voit que le choix de N et e est toujours possible. Ainsi
p](Fu) < Ap](Fa) 3 d'od M(x) < A p](Fa) puis en faisant tendre A

vers | on obtient le résultat cherché.

(b) M) > o (T)).

. * p
Soit y € Fa’ pour N e®N , € > 0, on pose yN = HN(x) + Z y. e

i1 N+1
-] N N © N © o
oma: ] My, =] M(x) + ) M(y,) < ] M(x,) + 1 = ] MGe) = 1 - ] Mx))
1 1 1 1 1 N+1
donc : IIyNII €1 ; de plus, yN eW, , d'ol yN e BNW
N’E N,E
Remarquons aussi que ]](yN)'ll = ||yl ; par suite
pl(Fa) < p&’s et finalement : p](Pa) s M), =
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@  cateut de m(x).

La formule de la proposition (1.4) devient ici ;

m(x) = sup inf{||y - WN(y)LI, yeW, N B'} avec B' = {y,||y|] > 1}.
Wy '€
s €

o]

Précisons quelques notations : pour A € m+, on pose FA = {y, z M(yi) > A}
1

et FX = {y', ) M(yi) > A}l,si S est un sous-ensemble de ZM on note
n+l -

N
p2(S) = inf{|]|y||,y e S} ; B8 =1-) M(xi) - ¢ et si il n'y a pas
1

de confusions on écrira B = B

N,e’
' - 1 ' 1 . = '
En posant ON,e 1nf{||y ||, y € wN,e NB'} on a : m(x) sup oy
. ' = "
Montrons que : ON,E pZ(PB)
N N 0
nB' = . . .
yew NB > %M(yl) < ; M(x;) + e et §M<yl) > 1,
o N
. - - . " !
et alors : 2 M(yi) > 1 z M(Xi) e, donc : pz(TB) < ON’E.
N+1 I
o N
Récriproquement, soit y' tel que Z M(yi) > 1 - X M(xi) - g,
N+1 1
il est clair qu'il existe =z € WN e N B' tel que : z' = y' et
© N o ’
M(: = . ] . : ' "y
; (zi) e + % M(xl) + Ngl M(yl) ; donc ON,E < pz(PB)

[

Par ailleurs, il est clair que p2(Fé) p2(P"), et par

B

conséquent : - m(x) = sup.pz(Fé).

(a) mx) < pz(P;)-

N [+<)
 M(x,) - ) M(x.) ;
§ . NZ’] t

' === 1 - =
vy € Pa > % L(yi) > 1 % M(xi) 1

]

B

- . ] 1 ] \ - .
On en déduit Fa C'.I‘B et pz(FB) < pz(Pa) et finalement :

donc, pour € > O donné et N assez grand ona : y e T

m(x) < p,(T}).
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(b) m(x) 2 p,(T)).
On va montrer que VA < 1, EﬂN,e tel que Fé CZA.P;. Ainsi

on aura : A pz(F;) < m(x), et en faisant tendre A vers 1, on

obtient le ré&sultat cherché.

o N
y e I! entraine : z M(y.) 21 - Z M(x,) - g, d'ol
] i i i i
® yl 1 oo 1 N
JME 2= [J )] 2 - (0 = ) Mx,) - e)
1 A1 A 1

donc on aura X M(—) > 1 - Z M(xi) dés que :
1 A i
N o
1 - Z M(xi) - e 2 21 - z M(xi)) ;s c'est-d~dire que :
1 1

(1 - A)[I - % M(xiX] ~ e+ A Nzl M(xi) > 0 1inégalité qui est réalisée
pour un choix convenable de ¢ et N. B

Conollaine 3.1.- Les modules intérieur et extérieur de hM’

calculés relativement 3 la topologie de la convergence des coordonnées
<«

vérifient les inégalités : 1 - X M(xi) g m(x) s Mx) < 1.
i=1

Preuve : Seule 1'inégalité de gauche n'est pas évidente. Soit

A=1- Z M(Xi) ;3 puisque x est dans B, ona : A e_]o,i].
1 (o] (o] y o0
Soit y tel que Z M(yi) = A, alors : z M=) 3 l—z M(yi) > 1
1 1 A Al

un tel y vérifie donc ||y|| 2 A, ce qui démontre 1'inégalité cherchée.

() Estimation de o(E) swr Les espaces d'Onlicz.

Le résultat énoncé ci-apré&s étend aux espaces d'Orlicz la

situation étudiée par C.0. Kiselman sur les espaces £P.
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Posons ﬂM(t) = 1lim ——= ; c'est une fonction convexe, croissante
x>0 M(x)

majorée par t sur E),l:l

Théoréme 3.1.- Supposons KM non isomorphe & 21, c'est-a-dire

M'(0) =0
. ' o -a
(a) La fonction S(x) = [l 3 HnN(x)IU est dans
' Lipa(ﬂM) N exp(—p.s.h.(ﬁM)) elle différe de R, » quel que soit wu

dans p.s.h.(EM) , >0 et a>0 assez voisin de O.

(b) Ssi KM est séparable et lorsque w&(o) = 0, cette derniére condition

étant réalisée en particulier lorsque EM est réflexif, la fonction

S(x) = (1 + %-Hx”)-a vérifie la méme propriété.

Demonstration : Les projecteurs my et id—'rrN sont unitaires.

On sait, d'autre part, [}, p. ]6] que ZM est isomorphe 3 h&, oi N
N X

est la fonction complémentaire de M définie par N(x) = J q(t)de,
X o
q(t) = sup s, M(x) = J p(t)de.
p(s)st o

Cet isomorphisme est donné par 1l'application définie comme suit :

o
i yed,, on associe la forme lindaire sur hN notée f : x - E X.Y.
M y j= L1

ceci montre que nous avons fe =€ ol (ei) désigne la base duale
i

de la base de hN. Ainsi la base duale de hN est la base canonique de
hM ; on peut donc appliquer les corollaires (2-1) et (2-2) ; les

conclusions (a) et (b) résulteront des estimations suivantes de

X, (0) et x;(O).

T
™ .
- on a x; (0) ¢ N.M'(0).M (1) ; en effet : puisque nN(x) € hM
T
N N
d'aprés le corollaire (3-3) : 1 - ) M(x,) sm (mn (x)) ; d'od :
i=1 1 Tn N
N N
x. () < sup - Log(1l - E M(txi)) ; pour IIWN(X)ll =1, ona:

TWN IINN(X)|]=1 i=1

.
b
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N
;) <D, dod 1= ) M(ex) 3 1 - WCeT (1)
1

ainsi : X (t) g -Log(l - N.M(t.M—](l))) et par suite :

T'ﬂ'
N .
X! (0) s N.M'(0).M (D).
™
-on a x;(o) < ﬁﬁ(o) ; en effet :
Soit € > 0 tel que sM_l(l) <1 ; posons we(t) = sup MCex) ;
2 v O<xge M(x)
lorsque ||x]] £ 1, 1le nombre de coordonnées qui vérifient Ixil 2 €
% -1
est au plus ; ainsi : ) M(txi) < M(eM_ (D) ﬂe(t),
M(e) 1 M(e)
quel que soit e > 0 et ||x|' £ 1 3 on pose
-1
ee(t) - MM (1)) + @e(t). Pour t ¢ 82, t assez voisin de zé&ro, on a :
M(e)
-1 2, ~1
D (t) <L ep  MEM (D) MEM (D)) o yleyy, Me) oo plyy <L,
2 M(e) M(e) M(g) 2

. . 2 . s ~
ainsi pour t £ €, t assez voisin de zéro, on a :

A

= [6_(£)]" 8 _(t)
x.(t) g -Log(l - 8 _(t)) =Z£—E~—]—s 6 (t)[l + —F ]
' ) i = € 1-6_(t)
6 (e2)
8 (t) est croissante, donc x (t) < 6 (t)[] + ___E_.__.%
€. T £ ]
1 - ee(e )

or : ee(ez) < e.M—](l) + 52 montre que : Xr(t) g (1 + 0(9))e€(t)

.. 2 .
ainsl pour t £ € , t assez petit on a :

(t) =1 P ()
XT < I:] + O(E)][M(C.M (])) + € }

t t.M(g) t

. . 2 .
maintenant solt t, > e > e 2 t 3 alors, en vertu de la croissance de

1
¥ (0 X (£) M (1) ﬂe(t]{}

on a : s (1 + 0(e)) -
t t t.M(e) t

1
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Faisons tendre t, puis €, et enfin t] vers O, on obtient :

\ L}
XL(0) € 3,(0).
- Le fait que la réfléxivité de EM entraine 0&(0) = 0,

résulte du lemme suivant. [l

Lemme.- Soit M une fonction de Orlicz telle que :

E—X—M%(—)Q> 1, alors 35>0, Viee [O,IJ,VX c]O,l] :
X0 M(x

M(E.x) I+
M(x)

Preuve : Tl existe ¢ et o positifs tel que pour tout

1

' '
t e_]O,@] : 1+ 51 < EM_EEZ ; ensuite EHEZ >0 : 1 + 52 < Ey_iil sur
M(t) M () M(t)
[@,1]. Posons ¢ = inf{el,sz}. Ona: 1+¢eg——=" sur ]0,1] d'od
M(t)
t
liE'S v ; et par intégration sur [ﬁx,g], on obtient
t M(t)
(1 +e)LoglsLog—M—(x—) . B
t M(tx)

, on obtient encore un

Remarque : Lorsque M'(0) < —
e.M (1)
résultat significatif ; le rapport de Lipschitz o de la fonction

S(x) = (1 + %»Ilw](x)ll)_a peut 8tre choisi inférieur & 1 de telle sorte

que R, #5S,Vuep.s.h.(E).

111 - MODULE DE CONTRACTION SUR LES ESPACES D'ORLICZ.

Le chapitre II a montré que l'on pouvait renormer tout espace de
Banach E de telle sorte que a(E) = 0 ; 1'étude du cas particulier des
espaces d'Orlicz a montré de plus que pour leur norme naturelle, on avait

, . . N 1
aussi a(E) = 0 pour ceux qui ne sont pas isomorvhes 3 £ .
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A l'inversé, il est démontré dans Bﬂ que sur 1l'espace 2!
muni de la norme naturelle, 1'équation Ru = § avait une solution
parmi les fonctions holomorphes sur 21 pour tout S dans
exp(—p.s.h.(ﬂl)) n Lipa(ﬂl)' et pour tout o dans BL]]. Plus géné-
ralement, si E est un espace de Banach 3 base de Schaider, normé de
telle sorte que les projecteurs (nn) sur les vecteurs de base soient

R . P ' - £ .
unitaires ; on définit 1l'ouvert W de [?l""’en+l] En+1 ormé

par les vecteurs x + t € lorsque ItI < §(x) et x décrit Erl :
v - . - - T
on pose S(x) = ii: d[in(x),wn*4] et 1l est démontré dans [2] qu'il
v
existe une fonction holomorphe sur E tel que : S g lel < S. Si on

n,

introduit AE(a), 1'infimum des quotients 5(x) lorsque x décrit
S(x)

E et S décrit Lipu(E), AE est appelé le module de contraction de

E et il est démontré dans [2] que AE P 1 ; ainsi pour tout S
3

dans Lipa(E) N exp(-p.s.h.(E)), il existe f holomorphe sur E
tel que : 1 . S$R_ < S. On se propose de préciser ces résultats

3
sur les espaces d'Orlicz.

Notations : Soit A e ]O,+o[ ; et £, un espace d'Orlicz.

o0 n
r,={vef, : | My) >al PK ={yec": % M(y;) > A}

A i=1
. . n
o(a) = inf{||y|], v € FA} cn(A) = inf{||yl|, y ¢ FA}
p(a) = sup{|[y[|, y e I}} o (&) = sup{|[y]], y ¢ "}
ou T 't désignent 1'intérieur des complémentaires de T,,I'D .

A> A A’ A

Proposition 3.2.- Soit ZM un espace d'Orlicz, alors on a :
(a) pour tout x € 2 lim | |m_ ) || = |]x]|
b+ tim i,

(b) 1lim pn(A) = p(A) 3 lim Un(A) = g(A).

n->oo n-><o
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Preuve :
a) pour X € KM’ on pose : q = Ilnn(x)ll et q = ||x]].
q, est une suite croissante majorée par g ; soit donc p = lim q>
; nroo

onadonc : pg<q 3 de ﬁlus, q, § P et, par définition, de Q0

on a :

n Xi n Xi o xi
) M(—) ¢} M(=) =1 ;d'oi ) M(=) 51,
i=1 i=1 I 1P

Ceci entraine par définition de q : q € p ; donc : gq = lim q_ .
n
n-e

bl . p(A) = 1lim p_(A) ; remarquons que la suite p_ (A) est
1> n n
croissante.

Soit e > 0, il existe y e PA

tel que :

p(a) - £ ¢ |ly]] < o(A) ; d'aprés (a) pour n assez grand
2

p(A) - e s [[m (|| s p(8), donc : p(a) - e p (A) 5 0(A),

I
car ﬂn(y) ePA . 0

. 0(A) = lim g_(A) ; remarquons que la suite o_(A) est
U, n

décroissante. Soit € > 0, il existe vy e FA tel que :
o(A) < ||y|| < 0(A) + e, il est clair que pour n assez grand :

n
A

o(A) ¢ on(A) g 0(A) + € ; d'ot le résultat cherché. |

nn(y) e I'" et o(A) € l!nn(y)!l £ g(A) + € d'aprés (a). Ainsi

Proposition 3.3.- Le module de contraction d'un espace d'Orlicz

hM normalisé par M(1) =.1 3 vérifie 1'inégalité

XM(a) > inf =3 !
OgAg1 ]:M (1-A)+ap (A)]

a(r__ (@), [w)
Preuve : Par définitionm, AM(a) = inf lim R
aeE noe S(a)

il s'agit de déterminer A e]O,][ tel que :
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Jn, Yasn, Yaek: as@ <dor @,

w
X n

c'est-a—dire : B(ﬂn_l(a),k.S(a))(W E C @~ pour n assez grand,

ou encore : (1) Ilt €ney * x' - nn(a)ll <A.S(a) => lt[ < s(x").
Posons y' = x' - ﬂn(a) ; 1a lipschtzité de S entralne :
S(nn(a)) - al|y'|] s S(y' + ﬂn(a)) ; donc pour avoir (1), il suffit

de choisir X tel que pour n assez grand :

e ey +y' [ <as@ = |t] <s@_a) - ofly']] ;
s(r_(a)
en divisant par A.S(a), et en remarquant que : lim ———— = — |
n>o AS(a) A
- = 1
on est ramené 3 : ||t e . * vyl <1 = ] < K-; ally'|] pour
n assez grand. Or ||t e .t y'|| <1 &quivaut a3 ) M(yi)+ M(t) < 1,
n
donc on est ramené & : ) M(yi) + M(t) <1 => |t] < %—- ally'l]
1
pour n assez grand ; ou encore en posant |t| =mla-a), ogcAcg,

~

a :

n
Z M(yi) <A => M_l(l—A) +ally'|| < %-.
1

Il suffit pour cela de réaliser Max [ﬂ—l(l—A) + ap (AX] < l—.
n A
0gAg]
On obtient ainsi la minoration annoncée pour AM(u) - M

On retrouve comme cas particulier 1'encadrement par R|f|,

prouvé dans [2], sur les espaces 2P,

Cornollaire 3.2.-

(a) si Ap désigne le module de contraction des espaces ﬂp,

1

p21 onaz:si p=1, A, =1 3 si p>1 A 2 ——— , avec
1 P (1eahy/a

1,1

p q

annoncées dans [2] .

= 1, On retrouve ainsi comme cas particulier les estimations

1 21 . . .
Ah}(a) > — , améliorant ainsi sur les espaces d'Orlicz
1 1+

1'estimation générale rappelée dans 1'introduction.

(b)

e —
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Preuve :
(a) dans le cas £P21 ona: Mt)=tP ; ona: ]]y[]p =) fyilp .
© 1
p(A) = sup{||y|l, ) lyilp = A} d'ou p(A) = Al/p, on est ainsi
]

ramené au calcul du maximum de (l—A)]/p + aAl/p sur [b,f].

(b) pour A dans [b,l], ona : p(A) £ 1 et M-l(l—A) < M_](l) =1,

D'oli 1'estimation annoncée sur hM normalisé par M(1) = 1. [J

Maintenant, on se propose sous certaine hypoth&ses de monotonie
de donner une formule explicite de p(A) et de o(A), ce qui nous

ermettra de préciser l'estimation de X (a).
P P M

Déginition 3.3.- On dit que la fonction d'Orlicz M vérifie

' .

(H) (resp. H+, H) si Viks>1: 0k(t) - M (ke) est strictement
M (t)

monotone (resp. strictement croissante, décroissante) sur ]O,i].

Exemples :
(1) M(t) =t - Arctgt, Me H_ et 1lim ™M(e) _ 3,
t>0 M(t)
t /P \
(2) M(v) = j p(t)dt avec p(t) = ——— , te [0,1] p>o0.
0 1+|Log ¢t
Me H+ et 1im.£ML£El = p+l p(t) =t?P te [l;HnE
t+0 M(t)
t -k
(3 M(t)=f e Pap, MeH et 1im 2O -y

0 t>0 M(t)

Proposition 3.4.- Soit M vérifiant H, alors :
(a) M vérifie H+ ou H_.
(b) Il existe une suite croissante de fonctions d'Orlicz de

m -~
classe C , appartenant 3 la méme classe H+ ou H que M et conver-

gente vers M uniformément sur tout compact.
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L
(¢) Soit ay = lim M (t) ;3 alors quelque soit A € ](),1[
t>0  M(t)

M_](At)
la fonction WA(t) = est strictement monotone dans le méme

M (t)

I/aM
sens que et de plus 1lim ¥, (t) = A ° (que ay soit fini
k -0 A 1

ou non).

(d) si M wvérifie H+, alors M vérifie A la réciproque

2’

étant fausse.

Preuve :

(@ On raisonne par connexité ; pour fixer les idées, supposons

' 1 . o .
1'existence de ko tel que ﬂk € H+ s soit alors E {k > 1, ﬂk € H+} ;

o
montrons que E est ouvert : on raisomme par 1'absurde ; soit k € E,

a <b tel que ka et kb soient des points de continuité de M'. 1I1

existe kn convergeant vers k et ﬂk e H_, ainsi @k (b) < ﬂk (a),
n n n

d'oll par passage d la limite : ﬂk(b) = lim 0k (b) ¢ 1lim 0k (a) = ﬁk(a),
nse n > n

c'est-3-dire : ﬁk(b) < ﬂk(a) ce qui contredit ﬂk € H+. Par ailleurs,

il est clair que E est fermé. §

® Soit Me H+ (pour fixer les idées), soit alors G 1la
foncfion définie sur R par : M'(t) = p(t) = exp[@(Log tj]. La stricte
monotonie de Wk(t) entralne celle de Hk(t) = G(Logkt) - G(Log t).
Soit p > O, & support compact dans BL]] et de classe C 3 pour
e > 0, on pose pe(x) = é-p(%) H G€ =G % P et
Hi(t) = G_(Logkt) - G_(Log t).

On a : Hi(t) = Hk * pE(t) et donc la stricte monotonie de

- €
Hk entraine celle de Hk'

A Ge’ on associe la fonction d'Orlicz, dont la dérivée est

donnée par M;(t) = pe(t) = exp(GE(Log t)).
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M' (kt) e +

Ona: ——= exp(Hk(t)) donc M e H ; M est absolument
N €
M (t)
1 . 1
L | .

continuedonc M' = p(t) € LIOCGR), et par suite : G € Lloc(m) et
comme p_ € C” on en déduit que Gs =G * P € c”.

Ainsi M€ e C” ; d'autre part, la croissance de M' entraine
celle de G8 ; on en déduit alors la convergence croissante de Ge(t)
vers G(t) 1lorsque e + 0 ; qui entraine 3 son tour la convergence
crolissante de Mé(t) vers M'(t), et en utilisant le théoréme de la
convergence dominée on en dé&duit la convergence croissante de Ms(x)
vers M(x). Enfin, en utilisant le théoréme de Dini, on en déduit la

convergence uniforme de Me vers M sur tout compact. I

M_I(At) ; u=kv ;3 p(tr) = M'(t) ;

() On pose u = M_](t), v

(k>1 3 0<A<1) alors v<u ; t=Mu), At = M(v), A = M(v) :
M(u)
un calcul immédiat montre que :
' kv v 1 v
a8 = {} »(e)de - J, () .p(r)de}
u” M(u).p(v) 0 Wk(v) 0

avec ﬁk(t) - p(kt) ; 11 est alors aisé de constater que WA(t) est

p(t)
positif ou négatif suivant que M vérifie H+ ou H_; on pose
: ]
fM(t) - M (t) s alors WA(t) = v [ 1 - ] } donc fM
M(t) u.M. (u) fM(v) fM(u)

est strictement monotone ; on pose, a = ay = lim fM(x) ; soit ¢ > 0 ,
x>0 ‘
-1 -1

pour t assez voisin de 0+ ona: a-¢¢g M (t)pf? (t) Sa+ e ;

M.(M (v))
-1,
d'ol ! < (o _2 (t) < ! et par intégration entre At et t
(a+e)t M (t) (a-€)t

4]
|
m

on en déduit : A <V, (t) ¢ A s en faisant tendre t vers zéro

puis e vers zéro, on obtient le résultat cherché dans le cas oii ay

est fini ; dans le cas ol ay = @ , remarquons que 1'on a toujours
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WA(t) <1 ; soit B >0, pour t assez voisin de zé&ro, on a :
-1 R

) () < ! , et par intrégration, on en dé&duit : V¥, (t) = A]/B
-1 A

M (t) t.B :

d'oli le résultat cherché en faisant tendre t vers zéro, puis B

vers 1'infini. i

@ Soit Me H, ; alors : p(2t) g p(2) .p(t), t e [0,] ;
¥ p(1)

et par intégration :

.
MQ2t) < M (2) ; donc M vérifie la condition AZ'
M(t) M' (1)

La réciproque est fausse : un contre-exemple est fourni par

la fonction
2

L
M(x) = x - Arctgx ; Yks>1: MT(kx) _ k2 _l_i_§_§

M' (%) 1 + k'x

est strictement décroissante alors que M vérifie la condition a,. @

Proposition 3.5.- Soit M une fonction d'Orlicz vérifiant (H) et

normalisée par M(1) =1 , alors :
(a) si MeH, :p(A) =M (&) et o(a) = al/a
) si Mef :o) =AY2 et oa) =),
(On a posé a = TIE'§ML£EL).
x>0 M(x)

Preuve : On procéde par régularisation.

Tene étape : on suppose M de classe Cl.

p(A) = 1im p_(A) et o(A) = lim o_(A) montrent que l'on est ramené 3
nre e O

- . . . .. n
un calcul d'extrémas liés en dimension finie ; pour y € R, on pose

A(y) = ‘!yl] 3 A(y) est implicitement donné par la formule :

v,
X M(j%) =1 3 alors en vertu de la différentiabilité de M et du
i=1.




- 43 -

théoréme des fonctions implicites, on en dé&duit que A est de classe
n iy ~ . s
C1 sur R - {0} ; on utilise alors la méthode des multiplicateurs

delLagrange. On note ko le multiplicateur associé 3 ce probléme.

VAR . 2 5 ¢
j» 1sisn, -k, —— (L M(y;) - A) =0
1

8yj Byj
y
M'Gal n
or A . A et > (J M(y.) - A) = M'(y.).
Y. Y Vi 3y. 1 t J
il MG i
1
V.
M'(—%) noy. Y
Ainsi ¢+ —— =k X — M'(—) ; par ailleurs
M' (y5) °i=1 2 A
T 1
Z M(y.) = A <1 entralne — > 1. Et en utilisant 1l'hypothése H
7 A -1 A
M (=
on en déduit 1'extréma cherché : An = —:3—%L- ; d'aprés la proposi-
M ()
n

tion précédente la suite An est strictement décroissante ou strictement

croissante suivant que M vérifie H+ ou H. Etona:

A]/a

lim kn = ,» ce qui achéve la preuve du cas régulier.

n->o

28me etape : soit M, une fonction d'Orlicz vérifiant H ;
d'aprés la proposition précédente M est limite croissante de fonctions
' . oo - I3 ’
d'Orlicz de classe C et vérifiant H,
Pour fixer les id&es, supposons que M e H+ ; alors Me £ H+

et pour e' <e on a : Mos M, s M

ne~18

Soit PA,E {y € KM : . ]Me(yi) < Al et

p (&) = sup{||y|]|, vy e Tae)

on a : I‘A’ED FA,E. or, ; donc p(A)soev(A) < pe(A)
ainsi DE(A) est décroissante minorée par p(A), d'od 1lim pe(A) 2 p(A)
e>0

~

d'aprés la premiére &tape : pE(A) = M;I(A) et par passage 3 la limite

p(A) M_](A). Or il est clair que p(A) = M_I(A). [ ]
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Par un procédé analogue, on &tablit que o(A) = A]/a. [ ]

Conollaine 3.2.- Soit M une fonction d'Orlicz vérifiant H

et normalisée par M(1) = 1

. . i ] ' .
(a) si Mefl : () z inf E’[—](I-AHOLM_](A):I ’

0gAg]
o 1/2
en particulier, on aura : AM(I) P
M (1/2)
(b) si MeH_: AM(a) > inf =i 1 73|
OgAgl M (1-A)+0A

Conollaine 3.3.- Soit M une fonction d'Orlicz vérifiant H,

alors sur hM (normalisé par M(1) = 1)

(@ si MeH : MG =w"[-Tuep]ls m e = [ -] nep]'2
1 1

[+ [+ o]
. 1/a -1
() si MeH_ : M) =[1- Z M(x,)] sm_(x) =M [1 - % M(x,)] .
Preuve : d'aprés la proposition 3.1., on a :
MT(x) = p(A) et mT(x) = g(A) avec A =1 - Z M(xi) ; la proposition 3.5.
1
permet alors de conclure. On retrouve comme cas particulier les valeurs

trouvées par C.0. Kiselman dans Eﬂ pour les espaces 2P,

IV - UN ISOMORPHISME REMARQUABLE SUR LES ESPACES D'(ORLICZ.

Aprés le théoréme 3.1., on est amené 3 poser les nroblémes

suivants :
(a) S é&tant donné sur ZM, chercher un espace E 1isomornhe
a KM tel que 1'équation R, =S ait une solution sur E.

+ (b) Chercher E isomorphe & Z} tel que & &tant donné

J

sur E 1'équation R, =8 ait une solution sur E.
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EAE(ICQA 2‘9 [2]

. : ]
Soit {en}neN la base canonique de € ; on note E.
1'espace vectoriel engendré par {el,...,en} et la projection

canonique de GEN] sur En.

. . . +
Soit !, une fonction convexe croissante sur R et
vérifiant :

J0) =1, u ﬂ(l) croissante et 1lim u @(l) = 1,
‘ u u>0 u

On notera : ¢(u) = u &(&).

Les relations pn+](x) = Ixn+1,-w(—zgffz) que 1l'on convient
X+l
de prolonger par continuité& en pn+l(x) = pn(x) lorsque X 41 = 0
et pl(x) = lel, définissent par récurrence une norme notée | . I@

ou si il n'y a pas de confusion |

W]

; on a : pn+](x) P pn(x),

ainsi pour x e €

P (%) s HXH,ﬂ = :11-12 p (x) g+ .

Proposition - Définition 3.6.- Soit x € Cly], les deux

conditions suivantes (a) et (b) sont &quivalentes :

(a) 1lim p (X) < =
n>o n
x. |

1 < o

,m @('

i=] T

() 9§ r>o0:

On considére alors les espaces l@ définis par :

Z& = {x e @ : lim p.(x) < @} = {x e s Jdr>0: T (
n->°°n =

D'aprés [2], K@ est un Banach, mais on retrouvera cette

propriété dans la proposition 3.7.

st
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Preuve : Soit x e dN, tel que : 1lim pn(x) < o,

n->ro
On a : ||x||$ 2 pn(x) pour tout n € N, donc :
1 1
lellﬁ 2 pn+](X) P (x) P (——— “nt : P, (x) P (—— Tot
p(X) ||X‘|lp
n+] lxkl
et par récurrence ||xllﬂ P Ix l. I J(——) ot ko est le
o k+1  |lx|lg
o
e .. @ %] .
premier indice tel que Xy # 0, ainsi 1 (————) < ®»,
k*1 1]

Réciproquement, soit x € dN et r >0 tels que :

) <,

Raisonnons par 1'absurde et supposons que
IIXIIW = 11m p (x) =+ alors : I N VonzN: p(x) 21T ;

ainsi pour n 2 N, on a successivement :

] l lx ]l had Ix
)b, () & D) .p () € pg(0). T P&
p, (%) r N+1 r

= P(—

pn+l

d'ot pn(x) est borné, on aboutit donc & une contradiction. [

Proposition 3.7.- Pour tout espace d'Orlicz EM, il existe

un espace lw tel que EM = Kﬂ et réciproquement. De plus, les normes

et sont équivalentes.

11,
Preuve : Etant donné une fonction d'Orlicz M vérifiant
M'(0) = 0, il existe X, > 0 tel que : la fonction M](x), définie
par : M](x) =y, tx si x3 x, et Ml(x) = M(x) si x g X, est
une fonction d'Orlicz. On voit facilement que ZM = EM et que ||-||M
1

on définit alors ¢, par

est &quivalente i | IM H
1

Ju) = u[} + Ml(éﬁ] ; cette fonction { est convexe, croissante et

vérifie ¢(0) =




De pl

Par a

ce qu

ce qu

on no
et q

démon

alors :

n+l

On a

posit

>

Py

c'est

comme

d’'oil
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us : Pu) = u.@(la =1+ Ml(u) est croissante et Y(0) = I.
u o X,
illeurs : x € EM équivaut i : EHA >0, z Ml( Iy <w
i=1 X
o X,
i équivaut 3 : X >0 : ) TLog(l + M](-J—)) <4+ w
i=1 b\
. . Ixil
i équivaut 3 : E}A >0 : I ¢ ) < » , c'est-d-dire x € 2@.
1 A

Vérifions maintenant 1'équivalence des normes

| x

te p_ = pn(x) et q = llnn(x)llM] ; on a : P, = II
%, | -1
R A Comme M] (1) >1, ona: 9, < P,
M (1)
trons que 9, < p, par récurrence. Supposons 9, S P, >
x| no x| 3
I M =1 et §omy +m 2 -
i=l Tn | i=1 9n+1 9h+1
X %41
1
=p [j + Ml(——E:;—i] = pn R %(——E:l_) .
n
pn pn
-1 o lxil .
S LT W D'._z,l M, (—)], d'ot
P
q _ n X,
- an + M ntl Mll (1-7 M ( = )))]s posons
pn ! n+1
-1 n lxil a
nel - M (0= Y M )) et ¥ (u) = u(l +M () avec a réel
i=1 9l u

} par récurrence

if ; on vérifie aisément que Wa est croissante

U s : . = '
q, » et d'aprés la croissance de Yo WK(qn)s'WK(pn) Poep »

q _ n X,
~i-dire : Poep > 9, * 9, M] [:n+l Ml] (1 - 'Z] M]( i )il
qn 1= q“+1 I I
Qh+1 Qh+1 -1 2 *i
z 1 Phe1 2 9, * 9, - ‘ Ml Ml a - .Z‘ Ml( )i]
qn qn 1= qn+]
n x|
Py 29, - a4, L M(—) +q, .
n+1 n n+1 i=1 i n+1

qn+]
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n |xil n X, n X
°r 4, T Ay .z Ml( ) = 4, .z M1 =) - 4+ Z Ml( )
1=l 9h+1 =1 9 1=l p+1
n Ixil IX]‘_ I 1
= X [hn M, ( ) - 9y M ( i] >0 car tMl(—) est décroissante
i=1 qn ) qn+l t
donc : Pryy % 94 ainsi pour tout n : 9, $P P,
or lim q, = IIX‘IM et finalement : IIXIIM < llxllw.
1 1

n>o
A ce niveau on peut déja conclure, 3 1'équivalence des
normes, d 1'aide du théoréme de 1'inverse continue appliquée 3
1'identité.
Toutefois nous allons donner une estimation de la deuxiéme

constante d'équivalence ce qui permettra, sachant que KM est un

Banach, de retrouver le fait que les espaces Kﬂ sont des Banach.

Soit x € ZM tel que |'x'|M1= 1.

Il existe n e N, tel que : Vngn : p_ < M (1)

Ixn+1| =

pour n > n0 : pn+] = pn @(——————D <p_ . W(—:j——“a s Car est
P, M oD
n x. |
= i+l

croissante, par récurrence :

aly
b . b a(___.__) WO ;p(__.__)

(o] nO
pn
(e}

_ co lx, ' _ o« lX.l
donc : p_., s M]I(l) . I Jj(__l_ﬂ__)s M]l(l) . n] J)(_.__l_)
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_ @ _f |x| -
Par ailleurs : Log Mll(l) i} W(-:—i——) = Log M]l(l) +
i=1 M

i p (D
w lxil -1 ® Ixil -1
) Log{l + M|———] s Log M (1) + ) M, —:72_;- < Log M, (1) +
1 M, (1) 1 M. (1
1

— M (lx.l)
M]l(l) % 1 i

ainsi \ﬂl : pn(x) < M;l(l) exp(—:Tl-—O d'old 1'équivalence des

M, (1)

normes : |1x||M] < xlly < i (1) exp Flu_)) 1 xl
1

La norme des espaces £ se préte 3 une bonne estimation
P

du module de contraction ; on a en effet le résultat suivant :

Proposition 3.8, Dﬂ : le module de contraction d‘'un espace

!’\0 a4 base de Schauder tel que §'(0) e]O,l[vérifie :

]
Aa(a) 3 b’ €0) , Yoz ¢'(0)
J a
{ Als
te J
Preuve : I1 s'agit de trouver A tel que pour n assez \\u"
grand , ||xn e + x' - wn_](a)ll < A . S(a) entrafne : Ixnl < S(x'")
D'autre part de 1'inégalité ¥(u) > 1 + ¢'(0) . u , on déduit :
o %! = @]
x|+ 070 |x* - _ @ ]]|s]= |. ¥ l ) =
*n
||xn e + x' - nn_l(a)‘| < A. S(a)
puisque S est dans Lip;(£$) , on a aussi :
a
s(x') 3 S(r__ (a)) - af[x' ‘ﬂrﬁ”||23“m4“” - Dsunﬁij

J' (0)
en passant d la limite lorsque n + =, on constate que la condition

1]
cherchée sur A est réalisée pour A < ﬁ_ﬁQL et o 2 J'(0) ,
lo a
00 g

donc AW(G) 2
o
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Théoneme 3.2.- Soit KM un espace d'Orlicz séparable

. - 1
non isomorphe a3 £

a) quel que soit o € [b,l[f il existe un espace (30)
isomorphe 3 EM tel que pour tout S € Lipa(Z@) N exp(-p.s.h.(KM)) ,

1'équation Ru = § admet une solution u dans p.s.h.(Zﬁ).

b) quel que soit a € [b,l[, il existe un espace (Kﬂ)
isomorphe a ZM et une constante Ka tel que pour tout
i n -p.s.h. ‘e i =
S € Llpa(ZM) exp(-p.s.h (KM)) 1'équation Ru K,-S admet une

solution dans p.s.h.(ﬂw) ; de plus si sup M'(x) <1 alors Ka =1,
xelR

Preuve :

a) Soit ZM un espace d'Orlicz, a € [b,l[ et MI une

fonction d'Orlicz tel que :

M](x) M(x) pour x voisin de 1l'origine

M](x) =x+ a-1 pour X assez grand .

Puisque M et M, coincident au voisinage de 1'origine les normes

associés sont &quivalentes. On a : {(u) = u [} + M] (l{] , d'ol
u

.
3

§'(0) = «a et d'aprés la proposition (3.8) : Aw(a) 3 2L =
a

ainsi Aﬁ(a) =1, donc : Yse Lipu(ﬂﬂ) N exp(—p.s.h.(ﬂM)) .

E}f € O(Kﬂ) : § = lel’ de plus les normes l|.|i$ et ||.||Ml
sont équivalentes d'apré&s la proposition (3.7).

b) Les normes ll.llM et II.IIM sont équivalentes.
Soit alors la constante Ka telle que : ||.||M g Ku . II'I'M H

1
pour S € Lipa(ﬂM) N exp(*p.s.h.(KM)) on a :
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s-sl < o - eyl s ek eyl <ok ol

d'oi : ii—e Lipa(zﬁ) N exp(-p.s.h.(ﬂM)) et par un raisonnement

K
o

analogue & (a) on en déduit l'existence de f dans 0(£$)
tel que : 5. lel, dans le cas oii sup M'(x) <1, il est
Ka x€R

possible de choisir la fonction d'Orlicz M, telle que :

Ml(x) = M(x) pour 0 g x € X
Ml(x) =x +0a -1 3 Mx) pour x 2 X, -
Or M(x) < Ml(x) entraine ll'llM < II'IIM et donc K, = 1. 8

1
Remarque.- Etant donné un espace d'Orlicz KM .
(avec M'(0) = 0), il est aisé de voir que 1l'on peut toujours modifier
la fonction d'Orlicz pour x assez grand de fagon a réaliser

sup_ M'(x) < 1.
xeR




- 52 -

CONCLUSTON

Ce travail suscite plusieurs problémes.

Etant donné un espace de Banach E, au chapitre II, on a

au

we

montré qu'il existe E' isomorphe & E tel que a(E') =0

chapitre IIT, 1lorsque E est un espace d'Orlicz séparable, on a

W

montré l'existence de E' isomorphe 3 E tel que a(E') o,
o P 9 a

tout

7

pour tout o < 1. Cette construction se généralise-t-elle

espace de Banach séparable et se prolonge~t-elle 3 o =1 ?

Dans le cadre des espaces d'Orlicz, on a vu que oa(E) =0
pour une large classe de ces espaces ; dans Dﬂ il est démontré que
a(ﬂl) = 1 3 dans ces deux cas a(E) est atteint : il serait bon

>

de savoir si a(E) est en général atteint.

Soit A >0 et v e p.s.h.(E) peut-on trouver u € p.s.h.(E)

tel que : ARV = Ru. Si u et v e p.s.h.(E) a-t-on l'existence de

w e p.s.h.(E) tel que :

1
E.(Ru + Rv) = Rw’ ou Rw = Max(Ru,Rv),...
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