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Etant donnée une fônction holomorphe f, sur un ouvert w 

d'un espace de Banach E, le rayon de convergence du développement 

taylorien de f en un point x de w, noté R (x), peut être 
f 

strictement inférieur à la distance de x à la frontière de w .  Plus 

précisément on trouvera dans Cl] la construction d'une fonction f 

telle que Rf prenne des valeurs arbitrairement petites dans une boule 

donnée ; la démonstration de Aron affine un argument de Dineen [3] et 

utilise une hypothèse sur le dual de E qui d'après Josefson [4] est 

toujours réalisée. 

Soit u une fonction localement bornée supérieurement sur 

un espace de Banach complexe E. 

Le rayon de bornologie de u est défini par : 

RU(x) = sup {r > O , u(x + rB) < w)  où B désignera la boule unité 

de E. 

Si la fonction u est plurisousharmonique sur E, les 

propriétés suivantes de Ru sont bien connues [6]  : 

ii) - Log RU E p.s.h.(E) où p.s.h.(E) désignera dans la 

suite, le cône des fonctions plurisousharmoniqu~sur E. 

En particulier, si u = If1 où f est dans O(E), espace 

des fonctions holomorphes sur E, on sait que u est dans p.s.h. (E) 

et que 
R/f 1 est le rayon de convergence du développement taylorien 

de f au point x .  



On note (R) la classe des rayons de bornologie sur E 

+ 
et pour a E [O, 11 on pose L = exp (- p. S. h. (E)) f l  Lipa(E) où 

a 
+ 

Lip (E) désigne l'espace des fonctions strictement positives 
a 

Lipschitziennes et de constante de Lipschitz a .  

C.O. Kiselman montre dans [5] que sur lP , p > 1 , la 

fonction S(x) = (1 + C I  1x1 , (a et c 7 O), n'est pas dans 

(R), mais est dans L pour ac < 1 .  
ac 

G. Coeuré montre, dans [2], que sur : (R) = LI , et 

plus généralement exhibe une classe d'espaces de Banach (espaces 1 ) 9 
pour lesquels, à un isomorphisme près, toute fonction S E La, 

l a E [O, 1 1  qui vérifie S(x) 6 d(x, 1 o), est le rayon de bornologie 

d'une fonction holomorphe sur l'ouvert w, lorsque w est polynomialement 

convexe. 

On se propose, dans une première partie, d'exhiber des 

conditions suffisantes sur E permettant d'étendre le champ de 

validité du contre-exemple de Kiselman aux espaces de Banach dont la 

boule unité vérifie une propriété métrique faisant intervenir une 

topologie moins fine que la topologie affaiblie. Ces conditions nous 

permettent de montrer qu'on peut renormer de façon équivalente tout 

espace de Banach E de telle sorte que (R) ne contienne pas La 

quel que soit a > 0. 

On montre que sur une large classe d'espaces d'orlicz, 

la même conclusion a lieu pour la norme naturelle de ces espaces. 

Dans une seconde partie, on cherche, à renormer l'espace 

de telle sorte que (R) = LI ; cette question est partiellement résolue 

sur les espaces d10rlicz. 



La notion de module de contraction, A E  introduit par 

G. Coeuré dans [2] ; permet de réaliser un encadrement de S par 

le rayon de bornologie d'une fonction holomorphe : 

ce qui nous a conduit, dans le cadre des espaces d'Orlicz, à chercher 

une estimation de A E  , que nous avons explicitée en faisant des 

hypothèses de monotonie sur les espaces en question. 

Par ailleurs, on montre que la classe des espaces 

est isomorphe à la classe des espaces d'0rlicz % ; on en déduit 
alors que toute fonction S E La , u o [O, 1 [ est, après renormage 

équivalent, le rayon de bornologie d'une fonction holomorphe sur 

l'espace renormé. 

Dans toute la suite, on appellera problème (1) l'étude 

de l'inclusion L, C ( R )  on dira que le problème (1) admet une 

réponse positive (resp. négative) si LI C (R) (resp . Ll (t (R)) . 



CHAPITRE 7 

MODULES lNTERlEUR ET EXTERIEUR 

APPLlCATlON AU RAYON D E  BORNOLOGTE. 

---------- ----------  

Soit E un espace de Banach complexe de dimension infinie 

et E' son dual. Dans la suite on note B la boule unité ouverte 

de E et T désignera une topologie d'espace vectoriel, moins fine 

que la topologie affaiblie a ( E , E 1 ) .  En particulier tout T-voisinage 

de l'origine contient une droite vectorielle. 

On note B' le complémentaire de B dans E. 

Pour x E. B , Wx désigne un T-voisinage de x ; W un 

T T r-voisinage de l'origine , y x (resp. y 7 X) le filtre 

des intersections des T-voisinages de x avec B (resp. B'). 

On appelle ~-module intérieur et ~-module extérieur 

les deux nombres définis, sur B ,  respectivement par : 

(a) mT(x) =sup{rn ,3 Wx :  ( X + ~ B ) ~ W ~ C B ] =  - lim Ily-xII 

Y+x 

- 
(b) k,iT(x) = inf{M , 3 Wx : B n W x C  x + M . BI = lim 1 Iy-xI 1 

T 
Y y X  



Pkeuue : (a) Soit Wx un r-voisinage de x , posons : 

m = infIl (y-xl 1, y E B' n Wxl, 

alors : E wX et y E B'] -> 1 lY-xI 1 z m , 

ce qui est équivalent à : 

Cy E wX et IlY-xII < m] -> y E B 

ainsi (x + mB) fi W x C  B et donc : m < mT(x) 

d'où : sup in£{] [y-XI 1 ,  y E B' n w l c mT(x) . 
X 

X 

Soit maintenant O < A < 1 ; 3 Wx : (x + A mT (x) . B) Wx C B 

ainsi b wX et 1 lY-xI 1 < A.mr(x)] -> Y c B 

ce qui est équivalent à : 

d'où : 

et alors : 

et en faisant tendre A vers 1 ,  on obtient donc : 

m,(x) I sup infil ly-XI 1, y E 8' n w,} , 
wx 

en récapitulant on a bien m, (x) = lim 1 1 y-xl 1 - 
T 

Y-x 
B ' 



Soit Wx un T-voisinage de x, 

posons M = sup{l(y-x(I, y E B n wx} . 

Ainsi y E B wX => I ( Y - ~ I I  6 M ; et donc : B I l  W C x + M.B 
X 

d'où : MT(x) r M , et ainsi : in£ sup{llY-xII, y E B nwx) 2 MT(x) 
W 
X 

Soit maintenant A > 1 , 3 Wx : B f l  W x C  x + A blT(x) . B 

y~ B n W x  -> /]y-XII < A . MT(x) ; et donc : 

d'où : in£ sup{l/y-xl), y E B n w  ) s A . A.4 (x) 
X T 

wx 

et en faisant tendre A vers 1, on obtient : / 

M,(x) z inf sup{[ ly-xII , y E B n wX} 
wx 

- 
en récapitulant on a bien : MT (x) = lim 1 1 y-xl 1 . 

T 
Y+X 

B 
7 

Ptropobi-.-tLon 7 . 2 .  ( [5] ) . - Les r-modules intérieur et 

extérieur vérifient les propriétés suivantes : 

a) mT(0) = 1 et m (x) 6 1 
T 

b) mT(-x) = mr(x) 

C) mT est concave . 



d) mT(t.x) est une fonction décroissante de t O 

e) 1 - 11x1 1 s mT(x) s MT(x) s 1 + 11x1 1 

f) si la boule unité de E est uniformément 

convexe : lim mT (x) = O . 
I 1x1 131 

a) Soient m 7 O et W un T-voisi~age de l'origine 

tels que : x + (mB) fl W C  B , comme W contient une droite v e ~ t o r i ~ l l ~ ~  

de vecteur directeur unitaire b , x + m.b et x - mb sont dans H 

et alors 2mb est dans 2.B , d'où m s 1 . 
Lorsque x = 0 , il est clair que mT(0) = 1 . 

b) Résulte immédiatement du fait que - W est un 
X 

T-voisinage de - x . 

c) Soit j = 1,2 ; x e B ;  O < m  <m(x.) ; O s  X 
j j J j ~ l ,  

A l  + A2 = 1 ; posons m = A I  ml + h2 m2 et x = A  x + A  1 1  X2 et 

soit W tel que : x + m.(B fl W) C B. 
j J  

En multipliant ces deux inclusions par h et en additionn;irit 
j 

on obtient : x + m(B n W) = A~[x~ + ml(B n w)] + X2[x2 + m2(B f l  w)] 

c XIB + A2B = B ; donc m (x) 2 A m 
1 1  

puis en faisant 
T + h2 m2 , 

tendre m vers m(x.) on obtient le résultat cherché. 
j J 

d) Une fonction concave, atteignant son maximum en t = O , 

est nécessairement décroissante. 



e) 1 - 1 1 xl 1 r mT (x) est conséquence immédiate de 

x + (1 - / / X I I )  B C B ,  de même MT(x) h 1 + / / X I I  découle de 

B  C x + (1 + [lx/ 1 )  B , il reste m (x) i MT(x) ; cette inégalité 
T 

provient essentiellement du fait que tout T-voisinage de l'origine 

contient une droite vectorielle ; en effet, soient m < mT(x) et 

M > M,(x), on va montrer que m s M , ce qui entraîne alors : 

m (XI 6 MT(x) . 
T 

3 W; : B n W ~ C  x + M . B  car M (x) < M 
T 

3 W i :  (x+m.B)n W i C B  car m < m  (x) 
T 

on pose 

on a : B n wxc x + M.B et (X + m . ~ ) n  wXc B , 

jb , b = 1 , tel que Wx contient la droite affine (x + tbItEl 

en ~articulier x + mb E (x + mB) Wx , d'où x + mb E B et 

donc x + m.b E B  l l  Wx , ce qui entraîne alors : x + mb e x +M.B 

d'où m ,< M . 

f) Soit a la topologie affaiblie sur E , a = U(E,E') , 

il est clair que m (x) i mI(x) c Mu(x) r MT(x) . 
T 

Ainsi il suffit de montrer que lim m (x) = O ; 
11x1 1+1 

O 

d'après l'uniforme convexité, on a : 



soit donc. E positif donné voisin de O , soit x, 1 1x1 1 < 1 et 

a > O tel que : 1 > IIxII> 1 -a. 

Soit Wx un a-voisinage symétrique de x, disjoint de la 

boule centrée à l'origine et de rayon 1 - a. 
Il existe u de norme unité et t tel que : 

y = x  + tu E W et llyll = 1 un tel t est choisi de sorte que 
X 

x - tu E WX fl 1. Soit y' un vecteur de norme unité tel que le segment 

d'extrémités y, y' soit de direction u et contienne x - tu. 
Alors par construction : 1 I Y  * Y' 1 1 2 1 - a, donc : 1 1 y - y' 1 1 S 2~ 

2 

et en particulier : 1 lx + tu - (x - tu) ( ( = 2 1 t 1 r 2~ ainsi 

IlY-xII = Itl S E ,  donc inf ( ) l y - x l l I s ~  et cecipour 
YEB' n wX 

tout O-voisinage symétrique x ; or dans ma(x) = - lim 1 1 y - xl 1 
O 

Y4X 
B ' 

on peut se restreindre aux a-voisinages symétriques de x. 4 

Par la suite nous aurons à supposer que MT (x) r 1 . 
Nous discutons maintenant cette propriété qui n'a pas 

1 
toujours lieu ; ainsi C.O. Kiselman démontre que sur E = L (]O, 1 ù, 
Ma (x) = 1 + ( 1 x 1 1 ; par ailleurs si C (K) désigne l'espace des fonctions, 

continues sur un compact K et à valeurs complexes on a : 

PtropoaLtion 1.3.- Pour tout x e C(K) , tel que 1x1 

atteint son maximum en un point d'accumulation de K , on a : L MO(x) = 1 + llxll 

Ptreuve : On sait déjà (proposition 1.2) que de façon 

générale : 



On va montrer que pour tout W,o-voisinage de l'origine, 

et pour tout E > O assez petit, il existe M 2 1 + 11x1 1 - 2 E 
tel que B n (x + W) C#x + M.B . 

Pour cela, il suffit de montrer que : 

w o-voisinage de 0, 3 u o W : llull = 1 + llxll - E et I I x - u I I  < 1 

soit donc W = {u e C(K) : u p .  < a , i = l . . N  où pi II 1 

sont des mesures sur K ; par ailleurs soit E > O fixé. 

on pose x = x , v(t0) = {t E K : Ix(t)I > Ix(t,)I - €1  

puisque 
to 

est un point d'accumulation, il existe t l  o V(to) tel 

que : ui{tll < y , ( i  = 1, ..., N), y est un réel positif à choisir ; 

soit alors o un voisinage de t l  tel que : ui(o) < y pour 

i = 1, ..., N et o c  W C V ( ~  ) .  
O 

Soit p e C(K) tel que 

p(tl) ' 1 + Ix(to)l - E  

E É p(t) s 1 + Ix(to)( - E sur w 

p(t) = E sur G o  
Ensuite on prend u(t) = X(t) p(t) ; on a 

1 x(t> 1 
Ilull = i + l(x(( - E  et IIu-xII < I . 

De plus : (1 u duil d 11 u duil + E ui(K) < y + [ ( X I I  - 4 
o 

+ E.~.(K) et pour avoir u E W il suffit de choisir y tel que 
1 

E + y(l + llxll - E) < a .  



CohoUui~e 1.1.- si K est un compact parfait, alors : 

M x )  = 1 + x 1 , vx c B 

l'inverse dégageons quelques critères permettant d'assurer MT(x) d I . 

P & o p o b ~ o n  1.4.- Soit .rr une famille d'endomorphismes h 

de E, indexés par un filtre A, tel que : lim / InX(x) - xl 1 = O 
A 

et la restriction de r à B est T-continue pour tout X ; on a X 

alors : 

a) mT(x)=lim - lim ~ ~ y - . r r X ( y ) ~ ~  . 
A T 

Y4X 
B' 

b) hiT (XI = lirn lirn 1 1 y - .rrX (Y) 1 1 , 
A T 

Y-x 

a) on a : 1 (y-x( 1 = ( l y-nA(x) 1 ( + &A) , avec lirn O(A) = 0 . 
A 

Il en résulte alors, d'après la proposition I.I., que : 

mT(x) = - lim Ily-xII = lim IlY-rX(x)II + 0(X) , d'autrepart 
B ' 

Y4X 
B' 

T Y T X  

on peut supposer dans le calcul de cette lLm que y reste dans une 

partie bornée dans laquelle - lim 1 1 n A  (y)-nA(x) 1 1 = O , et donc a 
Y T X  

fortiori si l'on se restreint à B' (ici y --t x désigne le filtre 
T 

des T-voisinages de x). 



Ainsi mT(x) = lim IIY-nA(y)II +O(h) ; il suffit depasser 
T 

Y4X 
T 

à la limite suivant le filtre A pour obtenir le résultat cherché. 

b) MT (x) = iim 1 Iy-nA(y) 1 ( 
A B 

Y-x 
T 

On a : 1 (Y-x( 1 = / (y-~~(y) I I  + O(h) avec lim O(A) = O 
A 

Il en résulte alors, d'après la proposition (1.1) que : 

- - M(x)= iim Ily-xI[ = lim I l y - ~ A ( ~ ) ( (  + O ( h )  
T B B 

Y,.X Y T X  

- 
d'autre part la r-continuité de n entraîne : lim 1 (~~(~)-n~(x) 1 ( = O A P 

il suffit de passer à la limite suivant le filtre A pour obtenir 

le résultat cherché. a 

CokoLhiAe 7 .2 . -  Sous les hypothèses de la proposition (1.4) 

- 
si lim )Iid-~~lI E 1 , alors : M (x) S 1 , K E  B .  

A 
T 

I P k o p o a ~ o n  1.5.- s i  x n'appartient pas à l'envelopp,e 

I convexe fermée de B\(x + B) alors M (x) S 1 . u 

Pkeuve : D'après le théorème de Hahn-Banach, on peut séparer 

{XI et l'enveloppe convexe fermée de B\(X + B) notée l', par un 

hyperplan affine de E. Il existe donc Wx , a-voisinage de x tel 

que : F fl W = $I , alors B fi WxC x + B , d'où Ma(x) d 1 . 
X 



Dans le prochain paragraphe, on va introduire la notion 

de T-rayon de bornologie, R (x) , associé à la fonction u 
?YU 

définie sur E ,  à valeurs réelles et localement bornée supérieurement. 

C'est alors qu'apparaîtra l'intérêt des T-modules 

intérieur et extérieur qui permettent d'obtenir des estimations 

de R (x) à l'aide de R (x) . 
u = ,u 

Dd&ini;tion 1 . 2 . -  Soit u une fonction définie sur E, 

à valeurs réelles et localement bornée supérieurement. 

Le T-rayon de bornologie de u au point x de E est 

le nombre 

R (x) = sup{r > O , 3  w : u(x + 
= Y U  , 

Remcvryue : Si T est la topologie grossière, on obtient 

la notion bien connue de rayon de bornologie, noté alors RU(x). 

De façon générale on a : RU(x> S R (x) 
T YU 

I DZ~,hi.tion 7.3.- Soit T,  une topologie vectorielle moins 

I fine que la topologie affaiblie a(E,E1). Soit IT s L(E) , on dira 

I que (T ,n) est adapté si : 

a) 1 I I T I  1 = 1 et w est une projection , 

b) B est T-quasicompacte, 

- 1 
c) W = IT (IT(W)) pour tout ?-ouvert W. 



Exe.ntpe~ 1 . 2 . -  

a) Si E est un dual F', alors (a(E,F), id) est adapté ; 

si de plus F est à base de Schaüder et si T est la topologie des 

coordonnées sur la base duale dans F' , alors (r,idE) est adapté. 

b) Si T est un projecteur de rang fini, de norme 1, le 

couple L T T )  est adapté. 

P t ~ o p o a ~ o n  1.6.- Si T T )  est un couple adapté, alors : 

où on a posé : L M = SUP MT(y) 
yer(E) n B 

Pkeuve : Soit x E T(E) et A > Ru(x) ; raisonnons par 

l'absurde ; alors il existe r 
1 y r2 tel que : 

nous montrons que u est bornée supérieurement dans x + rl . B , ce 
qui contredit r > RU(x) . 

1 

Puisque x + r . B est T-relativement compacte,il suffit 1 

de montrer que u est T-localement bornée supérieurement dans x + r, . B ; 
soit b E x + rl . B et a = n(b) E x + rl . n(B) on pose 

1 
a = x + A.y , avec y c T(E) et 1 l Y l  1 5 - ; par hypothèse : 

X 
R (a) 
T'U > r  ;pardéfinitionde R (a) , ilexiste 

2 
W1 tel que 

MT (Y) T 9" 

u est bornée supérieurement sur a + (r2 hiT(y) . B) W, ; 



par dé£ inition de MT(y) et puisque 2 - 1 3 w2 tel que : 
X 

et, on peut toujours supposer X . W2 C W I  , en multipliant (1) 

par A et en ajoutant x , on obtient : 

AW2 ; en posant XW2 = W3 , on en déduit : 

(X + r .BI n (a + w,) c a + (r M (y) . B) w, , 1 2 T 

ainsi u est borné sur (a + Wj) n (x + rl .B), qui, puisque 

- 1 
s (T(W~)) = W3 est un T-voisinage de b dans x + rl.B . 

Phopon&on 1 . 7 .  ( [s] ) . - Pour toute fonction u localement 

1 bornée supErieurement sur E , on a : 

R (Ru(0) Y) 
O inf T SU  

I I Y I  1.1 mT (Y) 

'L 
~ h ~ v e  : En substituant à la fonction u, la fonction u 

'L 
définie par u(x) = u(x.Ru(0)) , on peut supposer que Ru(0) = 1. 

Soit (y,r) E B x B* tel que : r < mT(y) ; puisque mT(hy) est 

continue en A, on peut trouver h > 1 ; tel que : 
O 

r < m (~.y) pour tout A E]I,AJ ; pour un tel A ,  il existe w 
T 

T-voisinage de l'origine tel que : X.y + (rB) n W C  B. Ainsi u 

r 1 r 
est borné sur y + (T B) fl (* W). Il en résulte que R (y) z . 

T ,u 

En faisant tendre r vers mT(y) et h vers 1, on obtient le 

résultat cherché. . 



Pt tapoaf ian  7 .8 .  ( [5] ) . - Soit o un ouvert pseudo-convexe 

I 
Pneuve : Si A est un sous-ensemble de E, A' désignera 

l'intérieur de A. 

On pose : 
%,Y 

= I(x,t) E w x , U(X + t.y) < kl pour 

tout y E B et k E R. 

O 

'w,k = ( " pour tout W T-voisinage de O. 
y€W n B  

u E p. s .h. (a) entraîne 
%,Y 

pseudo-convexe, et par suite R 
W,k 

possède la même propriété. 

R est alors réunion croissante des $2 
W ,k 

lorsque W décroît 

au sens de l'inclusion et k croît ; donc R est pseudo-convexe. 

Soit 6(x,t) 1.a distance de (x,t) à la frontière de R 

dans la direction (0,l) , i.e. :6(x,t) = sup{r < O , t/ 1s) < r : (x,t+s) c 52) . 

a )  6(x,0) d R (x) . 
T Y U  

Soit Itl < 6(x,0), alors (x,t) e $2 et il existe 

donc W,k tel que : u(x + t(B nW)) < k. Ainsi Itl minore R (x). = ,u 

8) 6(x,0) > R  (x) . = ,u 
Pour cela, on montre que : O < s < R (x) => vltl < s : (x,t) E: 52. 

T ,u 

Il existe W , r-voisinage de O , a et o 1  tels que : 

1 
U(X + s(B n W)) < a et 6]BC 6.W , avec 6 = - 1s - Itl] et 6, < 6. 

2 

Ainsi x + 6,B + (t+B)B n W est contenu dans x + s(B 17 W) pour 

10) < 61 , ce qui établit l'appartenance de (x,t) à ( n R )O 

ysBn W 
et par conséquent à S l .  



2, 

PtopobiXon 1.9 . -  Si w E: p.s.h. (E), alors w(t) = w(tx> 

est une fonction sous-harmonique sur le disque de rayon Rw(0), qui ne 

dépend que de ( t 1 , et, est donc une fonction convexe croissante de 
Log/ t 1 sur l'intervalle @,R~(o)L L 'L 'L 

Pheuve : Il est clair que w(t) = w(l t 1) pour t E B(o,R~(O)) 

i 0 
pour 0 E [0,2~r], on pose w (t,B) = w(e .t.x) et w (t) = sup w (t,B) ; 

X X 

'L e~[o,2~r] 
alors on a : w(t) = sup wx(t) . 

I 1x1 I = l  

pour x fixé, {wx(t,û), e E [0,21~]} est : 

- ou bien une famille de fo~ictionssous-harmoniques sur a .  

- o u  bien \Ie E [0,2n], vt E C : w (t,B) - - m .  
X 

'L 
La définition de w(t) montre qu'il suffit de considérer 

les x pour lesquels wx(t,û) est une famille de fonctions 

sousharmoniques. Pour de tels x, wx(t) est enveloppe supérieure 

de fonctions sousharmoniques, pour avoir la sous-harmonicité de wx(t) 

il suffit de vérifier que cette fonction est semi-continue supérieurement ; 

or il est bien connu que si la fonction wx(t,B) est s.c,s. sur 

a: x [0,2d , son enveloppe supérieure lorsque 0 décrit [0,2d est 

s.c.s.. Ainsi wx(t) est une fonction sousharmonique sur le disque ouvert 

de rayon R (O), ne dépend que de (t ( et est donc une fonction 
W 

convexe croissante de Log 1 t 1 . Par suite w(t) est enveloppe supérieure 

de fonctions convexes croissantes de ~ o ~ l t l  et vérifie la même 

propriété. I 



CHAPITRE 11 

S U R  L'EXISTENCE D'UNE FONCTION PLURISOUSHARMONIo,UE 

AYANT UN RAYON D E  BORNOLOGTE DONNE. 

1 - PUELIMINAIRES. 

Considérons 1 ' intervalle 1 de CO, ÎJ formé par les u 

tel que l'équation R = S ait une solution u dans p.s.h. (E), u 

quel que soit k dans exp (- p. s .h. (E) ) Lipa(E) . 
On se propose de trouver une majoration de la borne 

supérieure a(E) de 1, en fonction des constantes liées à la 

boule unité de E, étudiées dans le chapitre précédent ; au préalable, 

établissons le résultat suivant : 

I PkopohiZion 2.7.- L'intervalle 1 défini, ci-dessus, 

1 contientaumoins O. 

Pkeuve : E étant un espace de Banach, il existe, selon 

Josefson [4] , une suite de formes linéaires sur E, de norme unité, qui 

converge faiblement vers O ; on note 
{ nlnm une telle suite ; soit 

u la fonction dé£ inie sur  E par : u(y) = 1 , cette série 
n? l 

converge normalement dans toute boule de rayon strictement inférieur 

- 
à 1 car: lim sup 1 f n(y+a) ( = r du fait que f ,(y) tend 

n- 1 la1 (sr<] 
vers O , lorsque n tend vers l'infini. 

Ainsi, u est clairement holomorphe et R ? 1 .  Admettons 
u 

pour un instant que Ru(0) = 1 ; d'après la proposition (1.8), 



- Log Ru est dans p.s.h. ( E )  ; ici - Log Ru 6 O sur E et 

- Log RU(0) = O ; le principe du maximum pour les fonctions plurisous- 

harmoniquesimplique alors que R = 1 sur E. 
u 

Il reste à vérifier que RU(0) = 1 ; raisonnons par l'absurde 

et supposons RU(0) > 1 . 
Posons r = RU(0) ; soit 1 < r < r , U )  = 1 Cfn(y)]n 

n> 1 

est normalement convergente dans la boule de centre O et de rayon 

r' que l'on notera B(rl) alors on a : 

si on pose M = sup 1 u(x) 1 , on a : 1 [fn(Y)] 1 s M''~ , ainsi 
xtzB(rl) 

I pour y E B(r) , n assez grand : 1 fn(y) 1 6 1 + E, où E est 

1 +E choisi de sorte que : - < 1 - E , donc, pour y E B(rl) et n 
r' ~ assez grand : 

( I+E) Ifn(L)I - < (1-E) ; d'où ~ ~ f n ~ ~  $ 1 - C o  

r ' r' 

ce qui est en contradiction avec 1 Ifn[ 1 = 1 . . 
Remmque : On ne sait pas en général si cet intervalle est 

fermé. 



Il - CONDITIONS SUFFISANTES CONVUlSANT A UNE REPONSE NEGATlVE AU PROBLEME 1. 

PéOini;tion 2.7.- Pour tout IT E L(E) posons : 

IT 
x,(t) = sup - ~ogrn~(tx) , avec t E @ , g .  

xerrr (E) n B 

1 Si n est l'identité on notera cette fonction xT, ou si IT est 

I un opérateur de rang fini et T = T on la notera 
V X' I  . 

IT 

Ir PhoponLLLon 2.2. - xT est une fonction convexe croissante 

1 sur CO, 11, nulle à l'origine. 

Paeuve : résulte immédiatement de la proposition . 2  ; (c)] . . 
ThéohZrne 2.1.- Soit (TV) un couple adapté sur un espace de 

Banach E, alors pour tout u E p.s.h.(E) et a > O : 

[u(o)] a+ l 
max ta exp(- X:(t)) . 

M OSti 1 
*,IT 

D é m o ~ ; t r L ~ o n  : Soit u E p.s.h.(E) tel que 

l i m  1 1 xl l a  Ru(x) > O supposons d' abord que R (O) = 1 . 
u 

11x1 1- 
XEIT (E) 

a IT lZhe étape. Soit t E @,I [ , on pose : B = to exp(- xr(to)) , 
O 

montrons que : 



d'après la proposition (1.8) la fonction - Log R est dans p.s.h. (E) 
f,U 

et, est majorée par - Log Ru , de par l'hypothèse faîte sur Ru 

- Log R est majorée par K + a Log r pour llxll = r assez grand, 
-r YU 

x cz n(E) et i$ convenable. La fonction - Log R est donc bornée 
f 9" 

supérieurement sur toute boule de rayon r, d'après le principe du 

maximum . 

Il résulte alors de la proposition [l . g  que 

v(t) = sup - Log R (x) est une fonction convexe croissante 
11x1 I=t 

T YU 

de Log t , et majorée par K + a Log t pour t > O , assez grand. 

D'autre part, on sait d'après la proposition [l .7] que 

pour llxll < 1 on a : m,(x) r R (x) , d'où : 
TYU 

v(t) L ~ : ( t )  pour tout t L. [O, I [ 

n 
ainsi v(to) r + xT(to) = - Log B + a Log to 

Récapitulons : 

v(to) 6 - Log B + a Log to 

v(t) 6 K + a Log t pour t > O assez grand 

( ~ ( t )  est une fonction convexe croissante de Log t. 

L'ensemble de ces trois propriétés, entraîne alors : 



zernpe ééappe : soit A tel que B > A. 

La contraposée de la proposition Cl . 6 ] ,  s'écrit pour x E m(E) 

inf IR~,~(x + ky)} > k . M 
T,T 

=> k ç RU(x) . 
I l ~ l l < l  

On va déterminer k ,  vérifiant l'implication ci-dessus ; d'après (a) 

il suffit que pour tout y E E l ,  y < 1 on ait : 

A 
a 3 k O M T,T et [lx + koyll 3 to , avec x E T(E) 

I I x+k0y l I 

cela est réalisé si : 
A = k  . M  

O 
et k s llxll - to 

(1 1x1 l+kOla T 
O 

ainsi : Jlxll = ( A )'la - k , ce qui montre que : iim ko(x) = O 
k M O 

O T,T 11x1 1- 
xeïr (E) 

donc pour 1 1 xl 1 assez grand : 
A 

= k s RU(x) , X E  T(E) ; 
M (1 1x1 l+ko)a O 

T,= 

A d'où iim 11x1 l a  R~(X) . - 
1 1- M 
XETI (E) T,l' 

3èrne Qtape : en faisant tendre A vers B , on obtient donc : 

et ceci pour tout t E [o,I[ ; donc : 
O 

1 
lim ~ 1 x 1 1 ~  ~ ~ ( x )  3- - . max ta exp(-X:(t)) 

M Ost<l 
11x1 1- T 971 

le théorème est ainsi démontré pour les u tel que R (O) = 1 .  u 



'-b 
Enfin en considérant la fonction u(x) = u(Ru(0).x) , 

alors on a : 

entraîne : 

[RU (011 a+ l 
ïim Jlxlla R~(X) > O -> G Ilxlla R~(X) 5 

I I* 1 I x l  1- M 
XEIT (El XEIT (E) -c 971 

max ta exp(TX:(t)) 
Odt< 1 

ce qui achève la preuve du théorème @. 1 .] . 

Théoh2me 2.2 . -  On a la majoration suivante de a(E) . 

1 
a(E) d e . in£ - (Log M 

O<t<l t 

pour tout couple T T )  adapté sur E ; plus précisément la 

fonction S(x) = + -  I~IT(x)II]-~ est dans exp(-p.s.h.(E)) fl Lip (E) 
a D 

pour tout a > O et a 2 O ; si a est strictement supérieur à la 

majoration annoncée, il existe a > O tel que cette fonction S 

soit différente de R pour tout u dans p.s.h.(E). 
u 

Démonh;frL~on : Vérifions d'abord que S est dans 

exp(- p.s.h.(E))n Lip (E). La condition de Lipschitz résulte 
a 

immédiatement de la propriété analogue pour la fonction 



Il reste à vérifier la plurisoushannonicité de - Log S ; 
il s' agit de vérifier que t c-+ Log(1 + 2 1 )n(x + ty) 1 1 ) est sousharmonique 

a 
quels que soient x et y dans E ; d'après un résultat classique 

kt de Rado ; p. 151, il suffit de montrer que t h  le ( . IIn(x+ty)(I 
est sousharmonique quel que soit k dans C , or 1 ekt 1 . 1 1 n (x+ty) 1 1 

kt 
= 1 /n(ektx + te y) / 1 est la semi-norme d'une fonction holomorphe 

à valeur dans E. On sait qu'une telle composition est sousharmonique. 

Supposons l'existence de u dans p.s.h.(E) tel que R = S. u 

D'après le théorème 2.1, on aurait : 

a a 1 (5) = lim Ilxl( ~ ( x ) a -  sup [ta exp(- x:(f))] 
a I IT- M te[0,1 C 

xen (E) T Y ~  

x;(t) 
ainsi a s in£ exp -1 . 

t.]~, 1 [ a 

Lorsque a est strictement supérieur à l'infimum sur a > O 

de la majoration ci-dessus, il existe a > O tel que R soit différent 
u 

de S quel que soit u dans p,s.h.(E) . Pour t fixé, l'infimum 

sur a est obtenu pour a = Log M + X:(t) , ce qui fournit la * ,n 
majoration annoncée. 

C o k o ~ e  2.1.- Pour tout couple (TT) adapté tel que 

M = 1 , c'est en particulier le cas si T est la topologie T~ engendrée 
T, n 

par la semi-norme associée à un projecteur de rang fini de norme 1 et tel 

que 1 1 id - n 1 1 s 1 , on a : a(E) s e(X:) ' (O) et la 

fonction + 2 1 lr(x) 1 est,pour a > e(X:) ' (O) et a assez 
a 

petit,différente de R pour tout u dans p.s.h.(E) . 
u 



Démo~Itnation : La précision sur la majoration résulte de 

R la convexité de la fonction 
XT 

De plus si a est strictement 

IT 
supérieur e(xT>'(~) et si a = xT(to) , i'infimum sur t de 

IT 71 

a X, (t) xT (LOI - exp - est inférieur ou égal à e . , et est donc 
t a 

to 
inférieur à a pour t assez voisin de la plus grande valeur 

O 

TI 
de t qui annule x (lorsque = O , un raisonnement direct 

T '  X: - 

conduit au même résultat). 

C a n o ~ a i n e  2.2 . -  Soit F un Banach à base de ~çhaüder et 

E son dual on suppose que la base duale, de celle de F, est une base 

de Schaüder de E ; on sait [lq que ces hypothèses sont réalisées si 

E est réfléxif et possède une base de ~chaüder. On suppose de plus 

que 1 1 idE-vnl 1 I. 1 , avec ( R  pour les projections sur les 
n* 

vecteurs de base dans E. Si T désigne la topologie de la convergence 

des coordonnées sur la base de E , on a : a(E) s e . xi(0) et la 

même conclusion que le corollaire précédent a lieu pour la fonction 

Pneuve : D'après l'exemple 1.2. (a), (T, idE) est adapté 

et du corollaire .d on tire M = l .  
idE 

Le corollaire précédent permet alors de conclure. 

ThéonErne 2 . 3 .  - Etant donné un espace de Banach E , on 

I peut le renormer par une norme équivalente telle que pour cette 

l nouvelle norme a(E) = O ; ainsi pour cette nouvelle norme, quel que soit 

I a > O , il existe S dans exp(- p.s.h.(E)) n Lipa(E) tel que 

1 S # Ru pour tout u dans p.s .h. (E) . 



D é m o n A M o n  : Soit p un projecteur de rang fini 

de E, posons 

cette nouvelle norme est équivalente à la norme initiale et 

l l l p l l l  = 1 = Illid-PIII. D'après le corollaire C2.1.1, il suffit 

de montrer que : X: (0) = O . D'après la proposition E. 1 a ,  
P 

pour tout x e p(E) : 

2 112 2 112 
donc : T (XI = (1-1 1x1 1 ) = (1-1 11x1 I I  ) car 

P 

On obtient ainsi : xT (t) = - Log(1-t ) et x i  (O) - O . 
P P 



CHAPITRE 777 

ETUDE DU RAYON DE BORNOLOCIE D'UNE FONCTION 

PLURZSOUSHARMONT~UE SUR LES ESPACES D 'ORLZCZ . 

7 - ESPACES D'ORLTCZ (Rappel d a  d & d i ~ o u i n  et p k o p ~ é t é b ) .  

DEdiniaXon 3.7.- Une fonction dlOrlicz est une fonction 

définie sur [O,+m[, convexe positive, non idantiquement nulle et 

nulle à l'origine. 

Si M(x) est une fonction dlOrlicz % est l'espace 

des suites complexes défini par : 

lxil 

lM est muni de la norme 11x1 l M  = inf{r > O : 1 M(-)< I l .  
1 r - (G, 1 1 1 IM) est appelé espace dlOrlicz ; lM est un Banach. 

Rmcvrque : Il est aisé de voir que si M est nulle sur un 

voisinage de l'origine alors % est isomorphe à & ; dorénavant 

on écartera ce cas. On montre aussi que pour M1(0) # O, 5 est iso- 

morphe à 1 ' .  

DE~iniZion 3.2.- Soit M une fonction dlOrlicz non identi- 

quement nulle au voisinage de l'origine. On dit que M vérifie la 

condition - M(2x) A 2  lorsque : l m  - < ; on montre que cette 
x+O M(x) 



- xM' (x) 
condition est équivalente à lim < m,  où M1(x) désigne la 

x-tO M(x) 

dérivée à droite de M. 

Les résultats suivants sont classiques [7] : 

- Soit M une fonction dlOrlicz non identiquement nulle au 

voisinage de l'origine. 

Alors lM est séparable si et seulement si M vérifie la 

condition A 2  ; lM admet alors la base canonique de D lNJ comme 
base de Schaüder. 

- Soit lM un espace dlOrlicz séparable, alors lM est 

réflexif si et seulement si lim xM1 (XI > , . - 
x+O M(x) 

Ixil 
- On note hM = (x e CL*] : 'J A > O , 1 M(-) c m l ,  

i= 1 X 
% est un sous-espace fermé de eM admettant pour base de Schaüder 

la base canonique de Cr'] , et donc % = $ équivaut à M vérifie 

la condition 
*2 ' 

- Dorénavant si x s C ,  on notera M(x) = M(lx1). 

77 - MODULES 1NTERlEUR ET EXTERIEUR SUR LES ESPACES D 'ORLICZ. 

Pn_opoa~on 3.1.- Les modules intérieur et extérieur, 

calculés, relativement à la topologie de la convergence des coordonnées 

dans le sous-espace hM dtOrlicz, sont donnés par les formules : 



Pkeuve : a Calcul de M (x) . 
T 

On note T, la topologie de la convergence des coordonnées 

restreinte à % ; soit x o B, boule unité de % ; on va définir 

une classe particulière de T-voisinages de x qui permet d'obtenir 

pour MT(x) et mT(x) une formule plus agréable que celle de la 

proposition (1.1). 

pour simplifier on écrira m(x) (resp. M(x)) au lieu de m,(x) 

(resp. HT(x)). 

La convexité de M montre que les W constituent une base 
N , E  

de voisinages convexes de x pour la topologie T. 

Il est clair, alors, que la formule de la proposition (1.4) 

devient ici : 

Précisons quelques notations ; on pose y' = y - llN(y) et 

+ 
= sup{( (y'(l,y E B n w 1 pour A E B , rA = {y, 1 ~ ( y ~ )  5 A ) .  P ~ ,  E N¶ E 1 

Si S est un sous-ensemble de : pI(s) = su~{llyll~Y o SI 

w N 
a = 1 - 1 M(xi) , a = 1 - 1 M(xi) + E et si il n'y a pas de confu- 

1 NYE 1 

sion on écrira a au lieu de a N,E' 

(a) M(x) < p l  (ra) 
N N 

y e ~ n ~  entraîne : I ( y ( l  < 1 et - lM(yi)<-rM(xi)+~ (1) 
N,E 1 1 



m 

or 1 l y l  1 < I équivaut à 1 M(yi) < 1 ; et en utilisant (1) on en 
1 

*. 
déduit 1 M(yi) < 1 - 1 M(xi) + E ; d'où y' e Ta, et donc 

N+ 1 1 

Maintenant, étant donné X > 1, on va montrer l'existence 

de N et E > O tels que : T CI A.Ta. 
a 

Il s'agit de trouver N et E tels que : 

00 N Yi w 

1 M(yi) < 1 - 1 M(xi) + E entraîne 1 M(-) < 1 - 1 M(x~) 
1 1 1 X 1 

Il suffit donc de choisir E et N tels que : 

1 N w 

- (1 - 1 M(xi) + E) < 1 - 1 M(x.1 c'est-à-dire : 
X 1 1 1 

m m 

(1 - A) - 1 M(xi)] + E + A. 1 M(xi) < O et sur cette expression on 
1 N+ 1 

voit que le choix de N et E est toujours possible. Ainsi : 

pl(Ta) s Xpl(ra) ; d'où M(x) 6 X p (T ) puis en faisant tendre A 
1 a 

vers 1 on obtient le résultat cherché. 

N donc : llyN1l d 1 ; de plus, y E WN,€ , d'où yN E E n w 
N,E' 

Remarquons aussi que II(yN)'I) = I l y l l  ; par suite 

p l u a )  6 P' et finalement : pI(Ta) 6 M(x). 
N, E 



La formule de la proposition (1.4) devient ici : 

m(x) = sup inf{lly - nN(y)I-l, y E WN,€ n R ' }  avec B' = {y,llyl/ > I l .  
TJ 
N, E: 

Cu + 
Précisons quelques notations : pour A e îR , on pose ri = {y, 1 Nyi> > A }  

m 
1 

et ri = {y', 1 M(yi) > A},si S est un sous-ensemble de l on note 
n+ 1 I I  

N 
p2(S) = infI 1 lyl 1 ,Y E SI ; B ~ , ~  = 1 - 1 M(x~) - E et si il n'y a pas 

1 
de confusions on écrira B = BNiE. 

En posant a' = inf{lIYIII, y~ WN,, O 8 ' )  on a : m(x) = sup o' . 
N,E N, E 

Montrons que : a' = p (I'") 
N,E 2 B 

et alors : 1 ~ ( y ~ )  > 1 - 1 M(xi) - E, donc : p2(ri) 6 o' . 
N+ 1 1 N,E 

Récriproquement, soit y' tel que 1 N(yi) > 1 - 1 N(xi) - E ,  

N+ 1 1 

il est clair qu'il existe z e W n Br tel que : z '  = y' et 
m N m N, e 
1 M(zi) = E + 1 M(xi) + 1 M(yi) ; donc : a '  p p2(rë). 
1 1 N+ 1 N,E 

Par ailleurs, il est clair que p2(rk) = p2(rë), et par 

conséquent : m(x) = sup. p (r ' ) . 
2 B 

donc, pour E > O donné et N assez grand on a : y E I'k. 

On en déduit r' C I'g et p )  r p )  et finalement : 
a 

m(x) r p2<r;1. 



Ib)  m(x) 2 p2(r;). 

On va montrer que t/A c 1, ~ N , E  tel que r' ÇlX.r:. Ainsi 
B 

on aura : A p2(I':) < m(x), et en faisant tendre X vers 1 ,  on 

obtient le résultat cherché. 

y E l'; entraîne : 1 M(yi) 1 - 1 !$(xi) - E ,  d'où 
1 1 

donc on aura 1 ~(2) > 1 - 1 M(x.) dès que : 
1 A 1 

1 

N m 

1 - 1 M(xi) - E 2 A(1 - 1 H(xi)) ; c'est-à-dire que : 
1 1 

m m 

(I - A)[] - 1 v(xi)J - c + A M(x~) > O inégalité qui est réalisée 
1  N+ 1 

pour un choix convenable de s et N. 

Cokok%Li4e 3 . 7 . -  Les modules intérieur et extérieur de 
$19 

I calculés relativement à la topologie de la convergence des coordonnées 
m 

vérifient les inégalités : 1 - 1 M(xi) 6 m(x) < M(x) s 1. 
i= 1 

Pkeuve : Seule l'inégalité de gauche n'est pas évidente. Soit 
m 

A = 1 - 1 M x )  ; puisque x est dans B, on a : A  E J O ,  . 
1 
1 

m Yi m 
1 Soit y tel que 1 %(yi) = A, alors : 1 Y(-) 2 - 1 ~ ( y ~ )  2 I ; 

1 1 A  A  1 
un tel y vérifie donc 1 l y l  1 3 A, ce qui démontre l'inégalité cherchée. 

@ Ed.thna.-?Xon de a(E) 61M lu e 6 p c e ~  d ' 0 f i c z .  

Le résultat énoncé ci-après étend aux espaces d'0rlicz la 

situation étudiée par C.O. Kiselman sur les espaces lP. 



- M(xt) Posons QM(t) = lim - ; c'est une fonction convexe, croissante 
x+O M(x) 

majorée par t sur CO, g. 

Théotcème 3.7.- Supposons eM non isomorphe à 1 1 ,  c'est-à-dire 

M' (O) = O 

(a) La fonction S(x) = [I +: I ~ I T ~ ( x ) ~ ~ - ~  est dans 

~i~,(t~) fl exp(-p.s.h.(eM)) elle diffère de R , quel que soit u 
u 

dans p.s.h.(%) , a > O et a > O assezvoisin de O. 

I (b) Si $( est séparable et lorsque $;(O) = O, cette dernière condition 

étant réalisée en particulier lorsque 54 est réflexif, la fonction 
x = 1 + 1 1x1 1 )  vérifie la même propriété. 

Démom&aa%n : Les projecteurs nN et id-nN sont unitaires. 

On sait, d'autre part, [7, p. 1811 que 5, est isomorphe à h où N 
tx 

est la fonction complémentaire de M dé£ inie par N(x) = 1 q(t)dt, 
X O 

q(t) = sup s, ri(x) = p(t)dt. 
~ ( ~ 1 s t  O 

Cet isomorphisme est donné par l'application définie corne suit : 
w 

à y E e, on associe la forme linéaire sur $ notée 
Y 

: x -t 1 x . y .  . 
1 1 ,  i= 1 

ceci montre que nous avons : fe = E! où (cf) désigne la base duale 
i 1 

de la base de $. Ainsi la base duale de hN est la base canonique de 

on peut donc appliquer les corollaires (2-1) et (2-2) ; les 
h?i y 

conclusions (a) et (b) résulteront des estimations suivantes de 

x; (0) et x;(O). 
R N 

- on a : (0) $ N.M1(0).~-'(1) ; en effet : puisque nN(x) o \l. 
=N N 

d'après le corollaire (3-3) : 1 - 1 M(xi) 6 MT (RN(x)) ; d'où : 
i= 1 71.- 

- 1 M(txi)) ; pour IInN(x)II = 1, o n a :  
i= 1 



ainsi : , (t) 6 -Log(l '- N.M(~.M-'(1))) et par suite : 
IT N 

: (0) 6 N . M' (O) . M-I ( 1) . 
T N 

- on a x:(o) 6 $;(O) ; en effet : 

- 1 1 M(tx) soit E > O tel que EM (1) < -  ; posons J)€(t) = SUP - ; 
2 O < X ~ E  Y(x) 

lorsque 1 lx 1 1 6 1, le nombre de coordonnées qui vérifient lxi 1 2 E 

1 
03 

est au plus - ; ainsi : 1 ~ ( t x ~ )  6 
M(E) 1 

quel que soit E > O et llxll 6 1 ; on pose 

- 1 2 - M(tM (I)) + dE(t). Pour t 6 E , t assez voisin de zéro, on a : eE(t> - 
M(E) 

2 ainsi pour t s E , t assez voisin de zéro, on a : 

eE(E 
0 (t) est croissante, donc x,(t) E BE(t) 
E 

1 - eE(E 2 1 1 
2 2 or : E ) E M  + E montre que : xr(t) 6 (1 + O(~))e~(t) 

2 ainsi pour t 6 E , t assez petit on a : 

L maintenant soit t l  > E > E 3 t ; alors, en vertu de la croissance de 

BE (t) X, (t) + gE(tl) 
o n a :  - 6 (1 + NE)) 

t t 1 



Faisons tendre t, puis E, et enfin t vers O, on obtient : 1 

x;(o) d $&(O) 

- Le fait que la réfléxivité de l& entraîne $;(O) = 0 ,  

résulte du lemme suivant. 

Lemme.- Soit P l  une fonction de Orlicz telle que : - 
limxh('(X) > alors =JE > O, Vt E [o,I], b'x E]o,~] : - 
x-tO M(x) 

Pt~euve : Il existe E et a positifs tel que pour tout 1 

t EJo,~] : 1 + E] 6 t"' (t) ; ensuite 3 c 2  > O : 1 + c2 d tM1(t) sur 
Y(t) M ( t )  

[ol,~]. Posons ~ = i n f I ~  E 1 .  O n a :  1 + E S  1' 2 
tM'(t) sur ]O,,] d'on 
Y(t) 

I+E M1(t) - 2< - ; et par intégration sur [tx,x], on obtient : 
t M(t) 

1 M(x) . . 
(1 + €)Log - $ Log - 

t W(tx) 

RetmAque : Lorsque M' (O) < 
1 , on obtient encore un - 1 e.M (1) 

résultat significatif ; le rapport de Lipschitz a de la fonction 

ci 
S(x) = (1 + a 1 ln, (x) 1 /)-a peut être choisi inférieur à 1 de telle sorte 

R # S, t/ u E: p.s.h. (E). que 

7 7 7  - MODULE DE CONTRACTION SUR LES ESPACES D'OPLiCZ. 

Le chapitre II a montré que l'on pouvait renormer tout espace de 

Banach E de telle sorte que a(E) = O ; l'étude du cas particulier des 

espaces dlOrlicz a montré de plus que pour leur norme naturelle, on avait 

aussi a(E) = O pour ceux qui ne sont pas isomorr>hes à el. 



A l'inverse, il est démontré dans 121 que sur l'espace el 
muni de la norme naturelle, l'équation RU = S avait une solution 

parmi les fonctions holomorphes sur el pour tout S dans 

1 1 exp(-p. s.h. (l ) )  fl ~ i p ~ ( l  ) et pour tout o dans [O, 11. Plus géné- 
ralement, si E est un espace de Banach à base de ~chaüder, normé de 

telle sorte que les projecteurs ( sur les vecteurs de base soient 

unitaires ; on définit l'ouvert w de [el,...,e 
n+ 1 3 = 

formé 
n+ 1 

par les vecteurs x + t e 
n+ 1 lorsque Itl < S(x) et x décrit En ; 

'L 

on pose S(x) = d En(x), et il est démontré dans [2] qu'il 
n- C 

'b 

existe une fonction holomorphe sur E tel que : S 6 R l f /  f S. Si on 
% 

lorsque x décrit introduit X,(a), l'infimum des quotients - 
L1 s (x) 

E et S décrit Lipo(E), hE est appelé le module de contraction de 

1 E et il est démontré dans [2] que hE 3 - ; ainsi pour tout S 
3 

dans Lipo(E) fl exp(-p.s.h.(E)), il existe f holomorphe sur E 

1 
tel que : - . S 6 R 6 S. On se propose de préciser ces résultats 

3 f 

sur les espaces dlOrlicz. 

N o X ~ ~ ~ O Y L ~  : Soit A E ]0,+m[ ; et C un espace d'orlicz. 

m n 

où , rin désignent l'intérieur des complémentaires de r ,rnA. 
A 

Pkoo~odhXon 3.2.- Soit % un espace d'Orlicn, alors on a : 

(a) pour tout x E 5 : lim IImn(x)II = IIxI1 
n- 

(b) lim pn(A) = p(A) ; lim on(A) = o(A). 
ri- n- 



a) pour x E tM, on pose : qn = 1 Jnn(x)I 1 et q = IIxII. 

qn 
est une suite croissante majorée par q ; soit donc p = lirn q n n- 

on a donc : p s q ; de plus, qn s p et, par définition, de qn, 

Ceci entraîne par définition de q : q S p ; donc : q = lirn q . 
n- n 

b )  . p(A) = lirn pn(A) ; remarquons que la suite pn(A) est 
n- 

croissante. 

Soit E > O, il existe y E ri tel que : 

E p(A) - -  6 l l Y l l  d p(A) ; d'après (a) pour n assez grand : 
2 

p(~) - E 6 Ilrn(Y)lI r p(A), donc : p(A) - E f P,(A) f P(A), 

n 
car nn(y) c rpi . 0 

. o(A) = lirn an(A) ; remarquons que la suite an(A) est 
n- 

décroissante. Soit E > 0, il existe y s rA tel que : 

a(A) < 1 l y \  1 d u(A) + E, il est clair que pour n assez grand : 

n nn(y) E FA et u(A) 6 IIrn(Y)I 1 6 U(A) + d'après (a). Ainsi 

a(A) < on(A) f a(A) + E ; d'où le résultat cherché. 

PtropobiXion 3.3.- Le module de contraction d'un espace dlOrlicz 

normalisé par M(1) = 1 ; vérifie l'inégalité 

AM(a) 3 inf 
1 

OsAs1 ~-'(l-~)+ap(~)] ' 

I 
Pteuve  : Par dé£ inition, = inf lim - 

asE n- 

il s'agit de déterminer X E ] 0,1[ tel que : 



c'est-à-dire : B(nn-] (a), A.S(a)) n EnC un pour n assez grand, 

ou encore : (1) Ilt en+] + x l  - nn(a)(l<h.S(a) => (cl < S(xl). 

Posons y' = x' - nn(a) ; la lipschtzité de S entraîne : 

S(nn(a) ) - al lu' 1 1 S ~ ( y '  + nn(a)) ; donc pour avoir (11, il suffit 

de choisir X tel que pour n assez grand : 

s (nn(a) 1 1 
en divisant par A.S(a), et en remarquant que : lim = - 

n- XS(a) X 

on est ramené à : 1 lt en+] 
1 + < I => Itl < y - aIIYIII pour 
n -- 

n assez grand. Or 1 lt en+] + y'] 1 < I équivaut à 1 ~ ( y ~ ) +  ~ ( t )  < 1, 
n 1. 

I 
donc on est ramené à : 1 M(yi) + M(t) < 1 = Itl c ? -  allyl// 

1 
pour n assez grand ; ou encore en posant 1 t 1 = (1 A ,  O d A S 1 ,  

à : 
n - 1 1 ??(yi) < A 

1 => in (1-A) + al I y 1  1 1  < 1 . 
1 

1 
Il suffit pour cela de réaliser ?lax ~-l(l-A) + aPn(~)] < - . 

OrAs 1 X 

On obtient ainsi la minoration annoncée pour hM(a). 

On retrouve comme cas particulier l'encadrement par R l f l y  
prouvé dans [2] , sur les espaces eP. 

(a) si A désigne le module de contraction des espaces tP, 
P 

p 5 1  o n a : s i  p = l ,  X = 1  ; si p > 1  A 5 
1 

1 
avec 

(l+aq)l'q ' 
1 1  - + - = 1. On retrouve ainsi comme cas particulier les estimations 
P q 

annoncées dans [2] . 
' , améliorant ainsi sur les espaces dlOrlicz (b) A (a) 2 - 

\f l +a 
l'estimation générale rappelée dans l'introduction. 



OD 

P (a) dans le cas lpbl on a : Fi(t) = t ; on a : 1 l y l l P  = 1 l y i l P  , 
01 1 

P(A) = SUP{IIYII, 1 lyilP = A >  d'où P(A) =A'/P, on est ainsi 
1 

ramené au calcul du maximum de ( I -A) IIp + u~ Ilp sur [o,ÏJ. 

- 1 
(b)  pour A dans [0,1], o n a :  p(A) s 1 et M (1-A) s?4-'(1) = 1 .  

D'où l'estimation annoncée sur normalisé par Pl( 1) = 1 . 
Maintenant, on se propose sous certaine hypothèses de monotonie 

de donner une formule explicite de p(A) et de a(A), ce qui nous 

permettra de préciser l'estimation de XM(a). 
. - 

r- Dé@&ion 3.3.- On dit que la fonction dlOrlicz M vérifie 

(H) (resp. + f f  si k > 1 : Qk(t) = (kt) est strictement 
Y' (t> . . 

monotone (resp. strictement croissante, décroissante) sur ]O, 11 . 

(1) M(t) = t - Arctgt, M s ff et lim tMf(f) = 3 .  - 
t* M(t) 

r PhopaahXan 3.4.- Soit M vérifiant ff, alors : 

(a) M vérifie H+ ou H . - 

I (b) Il existe une suite croissante de fonctions dfOrlicz de 

I classe cP, appartenant à la même classe H+ ou H que M et conver- - 

I gente vers M uniformément sur tout compact. 



- 
(c) Soit a = iim ; alors quelque soit A E ]O, 1 [ 

t* M(t) 

la fonction YA(t) = est strictement monotone dans le même n1 ct) 
sens que Qk et de plus lim PA(t) = A 

'ay 
(que % soit fini 

t-+O 
ou non). 

(d) Si M vérifie H+, alors Y vérifie A 2 ,  la réciproque 

étant fausse. 

@ On raisonne par connexité ; pour fixer les idées, supposons 

l'existence de k tel que Qk r H+ ; soit alors E = (k > 1, IOk r HI) ; 
O 

O 

montrons que E est ouvert : on raisonne par l'absurde ; soit k e E, 

a < b tel que ka et kb soient des points de continuité de M'. Il 

existe k convergeant vers k et 4 r H , ainsi Qk (b) < a (a), n 
kn 

- 
n n 

d'où par passage à la limite : Qk(b) = 1im qk (b) ) lim dk (a) = gk(a) , 
n- n n+- n 

c'est-à-dire : Qk(b) .C Qk(a) ce qui contredit Qk E H+. Par ailleurs, 

il est clair que E est fermé. 

@ Soit M E H+ (pour fixer les idées), soit alors G la 

fonction définie sur IR par : M' (t) = p(t) = expp(~og t)] . La stricte 
monotonie de Qk(t) entraîne celle de Hk(t) = G(Logkt) - G(Log t). 

soit p > 0, à support compact dans [O, 11 et de classe cm ; pour 

1 x 
E > O, on pose pE(x) = ; P (;) ; GE = G * p et 

E 
E 

Hk(t) GE (L~gkt) - GE (Log t) . 
E On a : Hk(t) = H * p (t) et donc la stricte monotonie de 

k E 

Hk entraîne celle de H E 
k ' 

A G on associe la fonction dlOrlicz, dont la dérivée est 
E y 

donnée par M' (t) = pE(t) = exp(GE(Log t)) . 
E 



M' (kt) 
8 On a : = exp(I-$(t)) donc ME E H* ; M est absolument 
(t) 

1 1 
continuedonc M' = p(t) E. Lloc(lR), et par suite : G E L (R) et loc 

comme 
E 

e cm on en déduit que G = G * p 
E E 

t2 cm. 

Ainsi ME E cm ; d'autre part, la croissance de Mt entraîne 

celle de GE ; on en déduit alors la convergence croissante de GE(t) 

vers G(t) lorsque E -+ O ; qui entraîne à son tour la convergence 

croissante de M'(t) vers M'(t), et en utilisant le théorème de la 
E 

convergence dominée on en déduit la convergence croissante de ME(x) 

vers M(x). Enfin, en utilisant le théorème de Dini, on en déduit la 

convergence uniforme de ME vers M sur tout compact. . 
on pose u = ~-'(t), v = M-'(A~) ; u = kv ; p(t) = M '  (t) ; 

M(v) (k > 1 ; O < A <  1) alors v < u  ; t=M(u), At=M(v), A = -  ; 
M(u) 

un calcul immédiat montre que : 

P (kt) avec qk(t) = - ; il est alors aisé de constater que YL(t) est 
p(t> 

positif ou négatif suivant que M vérifie H+ ou H ; on pose - 
t"'(t) ; alors yi(t) = v f,(t) = 
W t )  

est strictement monotone ; on pose, a = aM = lim fM(x) ; soit E > 0 . 
x* 

pour t assez voisin de O+ on a : a - E 6 ~-'(t>~(~-'(t)) S a + € ;  
M. (M-l (t) 

d ' où 1 d (~-l)'(t) d 1 et par intégration entre At et t 
(a+€> t M-l (t) (a-E) t 

on en déduit : A~-' YA(t) 6 A a+E ; en faisant tendre t vers zéro 

puis E vers zéro, on obtient le résultat cherché dans le cas où a 
M 

est fini ; dans le cas où a = w , remarquons que l'on a toujours 
M 



YA(t) s 1 ; soit B > O, pour t assez voisin de zéro, on a : 

(M--5 ' (t) 1 
S -  , et par intrégration, on en déduit : YA(t) 2 A 

1 / B  

M-l (t) t.B 

d'où le résultat cherché en faisant tendre t vers zéro, puis B 

vers l'infini. 

3 soit M e H+ ; alors : p(2t) 6 - p(2) .p(t), t E [O, 11 ; 
~ ( 1 )  

et par intégration : 

M(2t) d 2M' (2) 
; donc M vérifie la condition A 2 .  

E(t) M'(1) 

La réciproque est fausse : un contre-exemple est fourni par 

la fonction 
P, 

M(x) = x - Arctgx ; k > 1 : M' (kx) = k2 1 + xL 

M' (x) 
2 2 

1 + k x  

est strictement décroissante alors que M vérifie la condition A2- m 

Pkopabi,tion 3 .5 . -  Soit M une fonction dlOrlicz vérifiant (ff) et 

I normalisée par M(1) = 1 , alors : 

(a) si M E H+ : p(A) = M-'(A) et o(A) = A 1 /a 

(b) si ME: ff - : p(A) = A * la et o (A) = M-' (A) . 
- xM' (x) 

(On a posé a = lim ) 
x+O M(x) 

Pkuve : On procède par régularisation. 

1 7è4e é;tape : on suppose M de classe C . 
p(A) = lirn p (A) et a(A) = lirn a (A) montrent que l'on est ramené à n n n* n- 

n 
un calcul d'extrémas liés en dimension finie ; pour y c IR , on pose 

X(y) = 1 l y l  1 ; X(y) est implicitement donné par la formule : 
Yi 

1 M )  = 1 ; alors en vertu de la différentiabilité de M et du 
i= 1 



théorème des fonctions implicites, on en déduit que A est de classe 

CI  sur R" - {O} ; on utilise alors la méthode des multiplicateurs 

delagrange. On note k le multiplicateur associé à ce problème. 
O 

M' n Yi 
Ainsi : Yi 

= k 1 - M (-1 ; par ailleurs 
O 

M' (yj i=l A X 

n 1 1 M(yi) = A < 1 entraîne - > 1. Et en utilisant l'hypothèse ff 
1 A -1 A 

M 
on en déduit l'extréma cherché : 

An 
= ; d'après la proposi- 

-1 1 

tion précédente la suite X est strictement décroissante ou strictement 
n 

croissante suivant que M vérifie H+ ou ff . Et on a : - 
lim An = A"~, ce qui achève la preuve du cas régulier. 
n* 

2ëme Uape : soit M, une fonction dlOrlicz vérifiant H ; 

d'après la proposition précédente M est limite croissante de fonctions 

dlOrlicz de classe cm et vérifiant if. 

Pour fixer les idées, supposons que M E ff+ ; alors 
ME f'+ 

et pour E' $ E  on a : M $ M  $ M .  
E E ' 

Soit r = {y E 5 : 1 ME(yi) :: AI et 
A, E i= 1 

ana: r A,E 3 A,E 3 ; donc p(A)$pE,(A) $pE(A) 

ainsi p (A) est décroissante minorée par p(A), d'où lim pE(A) 2 p(A) ; 
& 

&+O 
d'après la première étape : pE(A) = M;'(A) et par passage à la limite : 

P (A) : M-1 (A). Or il est clair que p (A) 2 M-1 (A). 



Par un procédé analogue, on établit que o(A) = Alla. . 
I C o t a . i Y a i h e  3 . 2 . -  Soit M une fonction dlOrlicz vérifiant H 

et normalisée par M(1) = 1 : 

(a) si M P H+ : AM(a) 5 inf 

en particulier, on aura : AM(]) 3 
1/ 2 

M-'(1/2) 

(b) si M E H : hM(a) 5 inf 
1 - 

C o t r o t t a i h e  3 . 3 . -  Soit M une fonction d'0rlicz vérifiant H, 

alors sur $ (normalisé par M(1) = 1) 
m m 

1 /a (a) si M E if+ : (x) = M-I [l - IM(x~)] ; mT(x) = [l - 1 M(xi)] . 
T 1 1 

I 

P t r w v e  : d'après la proposition 3.1., on a : 
03 

( x )  = (A) et m )  = (A) avec A = 1 - 1 M(xi) ; la proposition 3.5. 
1 

permet alors de conclure. On retrouve comme cas particulier les valeurs 

trouvées par C.O. Kiselman dans [5J pour les espaces lP. 

I V  - UN ISOMORPHISME REMARQUABLE S U R  LES E S P A C E S  P ' O R L I C Z .  

Après le théorème 3.1., on est amené à poser les nroblèmes 

suivants : 

(a) S étant donné sur k&, chercher un espace E isomorqhe 

à tel que l'équation R = S ait une solution sur E. 
u 

(b) Chercher E isomorphe à $, tel que 9 étant donné 

sur E l'équation R = S ait une solution sur E. 
u 



eg [2] 

Soit {en)ndU la base canonique de C [NI ; on note E n 

l'espace vectoriel engendré par e l  e 1 et n la projection 
n n 

canonique de C [PI sur E . n 

+ 
Soit 9, une fonction convexe croissante sur R et 

vérifiant : 

1 1 $(O) = 1, u $(;) croissante et lim u $(-) = 1. 
u* u 

1 
On notera : $(u) = u @(--). 

pn(x) 
Les relations pn+l (XI = 1 e s <  ) que l'on convient 

1 n +  i I 
de prolonger par continuité en 

pn+ 1 
(x) = pn(x) lorsque x = O 

n+ 1 

et p x )  = x 1 , définissent par récurrence une norme notée 1 1 1 1 6i 
ou si il n'y a pas de confusion 1 1 1 1 ; on a : pn+l (x) 2 pn(x), 

ainsi pour x E CNI : 

Pkoposction - DédinhXon 3.6.- soit x e CE], ies deux 
conditions suivantes (a) et (b) sont équivalentes : 

(a) lim pn(x) < 
n- 

a lxil 
(b) 3 r > O : n $(-) < a 

i= 1 r 

On considère alors les espaces l définis par : 9 

D'après [2], eJ) est un Banach, mais on retrouvera cette 
propriété dans la proposition 3.7. 



Pheuve : Soit x E 8, tel que : lim pn(x) c m. 

n- 
On a : I1xlId 2 pn(x) pour tout n E N, donc : 

n+ 1 1 xk l 
et par récurrence : IlxllQ 2 lxk 1 .  ï i  Q( ) où k est le 

O 
0 1 11xll9 

premier indice tel que xk + 0, ainsi a( 1 xk 1 
) < 0 3 .  

k +1 
O 

Raisonnons par l'absurde et supposons que 

11x1 1, = iim pn(x> = + o. aiors : 3 N ,  t/ n 2 N : pn(x) 2 r ; 
n* 

ainsi pour n 2 N, on a successivement : 

d'où pn(x) est borné, on aboutit donc à une contradiction. 

PkopodikLan 3.7.- Pour tout espace dlOrlicz PM, il existe 

un espace 1 tel que r ll 

% = 4 et réciproquement. De plus, les normes 

I ( * I I M  et ( I * ( I J )  sont équivalentes. 

L 
Pheuve : Etant donné une fonction dlOrlicz M vérifiant 

M'(0) = O, il existe x > O tel que : la fonction Ml(x), définie 
O 

par : Ml (x) = Y, + x  si x t x o  et M,(x)=M(x) si x a x  est 
O ' 

une fonction dlOrlicz. On voit facilement que % = P M I  etque I I 0 I I M  
est équivalente à 1 1 1 1, ; on définit alors 4, par 

1 
( = 1 + M l  ; cette fonction 4 est convexe, croissante et 

vérifie d(0) = 1. 



1 
De plus : $(u) = u.$(-) = 1 + M,(u) est croissante et, $(O) = 1 .  

u m lxi l 
Par ailleurs : x IZ lM équivaut à : 3 X > O , 1 Ml (-1 < m 

i= 1 X 
m lx. I 

ce qui équivaut à : 3 X  > O : 1 Log(l + M (1 
i= I I X  
w - lXil 

ce qui équivaut à : SA > O : Il ~p(-) < - , c'est-à-dire x E 

1 X 

Vérifions maintenant l'équivalence des normes : 

on note P,'P,(x) et q n =  Ilrn(x)llM, ; O n a  : pl = l x l [  
I 

- lx1 I - 1 et q1 - . Comme Ml (1) > 1 , on a : ql < pl ; 
~ ' ( 1 )  

démontrons que 
q n 

3 pn par récurrence. Supposons qn S P, 9 

n lxi l 
On a : Ixn+ll = Cln+] M Y I F  - 1 Ml (-11, d'où 

i=l qn+l 

qn+ I - 1 lxil 
'n+ 1 = P,P + M l  (- MI (1 - Ml-)); posons 

'n , , qn+l 

- 1 n lxil 
= qn+1 M l  (1 - 1 MI(-)) et ya(u) = ~ ( 1  +Ml(S)) avec a réel 

i-1 qn+l U 

positif ; on vérifie aisément que Y est croissante ; par récurrence 
a 

pn 3 qn , et d'après la croissance de yK : YK(qn) .' YK(pn) = P,+~ Y 

qn+ 1 - 1 n x c'est-à-dire : P,+~ 1 qn + qn MI [- MI (1 - MI(L))] 

'n i=1 4,+] 

'n+ 1 'n+ 1 n 
comme - lxi l 

5 1 : en+I Z qn + qn . - MI D?yl(l - 1 ~~(-)g 
9 n qn i-1 qnil 

8 # 



n lxil lxi l 
1 

= 1 Csn MI (-1 - qn+] MI (-fl 2 û  car tMI (-) est décroissante 
i= 1 

qn qn+ 1 t 

donc : Pn+l 2 cln+] ; ainsi pour tout n : qn 6 pn S p , 

or lim q = 11x1 1 et finalement : 11x1 I M I  s 11x1 Id.  
n- n 

A ce niveau on peut déjà conclure, à l'équivalence des 

normes, à l'aide du théorème de l'inverse continue appliquée à 

l'identité. 

Toutefois nous allons donner une estimation de la deuxième 

constante d'équivalence ce qui permettra, sachant que lM est un 

Banach, de retrouver le fait que les espaces tg sont des Banach. 

soit x E lM tel que 11x1 I M  = 1 . 
1 

- 1 11 existe n E ni , tel que : t/n 6 n : pn 6 MI (1) O O 

Y n > n  
o 'n 

> M;'(I) 

pour n > n = P, Q( ln+ I 
l 1 n +  I I 

o ' 'n+1 < p n .  a( -, , car est 

'n MI (1) 

/xi+] croissante, par récurrence : < pn +] O( 1 1 
0 n-+i M-'(I) 

m m 

donc : P ~ + ~  6 M;I(I) . fl  J [ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~  M;I(]) • 

i=n +1 
O 



Par ailleurs : Log 

ainsi vn : pn(x) s MY'(]) exp( -I 
1 

) d'où l'équivalence des 
Ml (1) 

normes : 11x1 l M  c 11x1 I d  < (M;'(I) ~ X P  1 
IIxIIM1 

1 M;I(l) 

La norme des espaces se prête à une bonne estimation 

du module de contraction ; on a en effet le résultat suivant : 

Ptropob*tion 3 . 8 .  [z] : le module de contraction d'un espace 

tg à base de SchaÜder tel que 0' (O) E ] O, 1 [vérifie : 

"(O) , Va 2 qf  (0) . Ae(a) 2 - 
a 

Pt~euve : Il s'agit de trouver A tel que pour n assez 

grand , [lxn en + x '  - T T  (a)/[ < A . S(a) entraîne : lxn] < ~(x') n- l 

D'autre part de l'inégalité $(u) 2 1 + $'(O) . u , on déduit : 

+ 
puisque S est dans tipa(t4) , on a aussi : 

a ~(x') 2 S(T a - a x - n (al1 1 2 S(a (a)) - - n- I n- I n- I [A.s(a)-IxnIJ 4' (0) 

en passant à la limite lorsque n +- -, on constate que la condition 
$'(O) et a > $'(O) , cherchée sur A est réalisée pour A d - 

@'(O) , a 
donc Al(a) 2 - 

a 



Théotëme 3.2.- Soit lM un espace dlOrlicz séparable 
1 

non isomorphe à & . 

a) quel que soit a E [O, 1 [ il existe un espace (P4)  

isomorphe à PM tel que pour tout S E Lipa(& ) n e~p(-~.s.h.(e~)) , 9 
l'équation Ru = S admet une solution u dans p.s.h.(e ) .  9 

b) quel que soit a E [O,] [, il existe un espace (li) 

isomorphe à 1, et une constante K tel que pour tout a 

S c ~ i p ~ ( e ~ )  n ex,(-p.s.h. (LM)) l'équation R = K .S admet une u a 

solution dans p.s.h. (e ) ; de plus si sup+ M' (x) < 1 alors K = 1 4 a x€/R 

Pheuve : 

a) Soit LM un espace dtOrlicz, a E [0,I[ et MI une 

fonction dtOrlicz tel que : 

f MI(x) = M(x) pour x voisin de l'origine 

MI(*) = X  + a -  1 pour x assez grand . 

Puisque M et MI coïncident au voisinage de l'origine les normes 

1 
associés sont équivalentes. On a : $(u) = u + MI (-11 , d'où 

u 
a 

$'(O) = a et d'après la proposition (3.8) : hg(o) 3 - = 1 ; 
a 

ainsi hg(a) = 1 , donc : YS E lipa (19) fl exp(-p. s .h. (eM) ) , 

3f E O'e$ 
: = R l f l  , de plus les normes 1 1 . 1 1 9  et I l . l l n l  

sont équivalentes d'après la proposition (3.7). 

b) Les normes 1 1 . 1 l n  et 1 ( . ( I M l  sont équivalentes. 

Soit alors la constante K telle que : 1 1 - 1  l M  s Ka . 1 1 . l  l M 1  ; a 

pour S E Lipa (lM) exp (-p. S. h. (%) ) on a : 



S 
d'où : - E Lip (1 ) n exp(-p.s.h.(& ) )  et par un raisonnement 

K a  9 M 
a  

analogue à (a) on en déduit l'existence de f dans 0(eg) 
S 

tel que : - = R l f l ,  
dans le cas oii sup, Mf(x) < 1 , il est 

K 
a  xeiR 

possible de choisir la fonction d'0rlicz Ml telle que : 

M~ (x) = M(x) pour O 6 x 6 x 
O 

M1(x) = x + a -  1 >M(x) pour x > x  . 
O 

Or M(x) 6MI(x) entraîne I ( . I I M 6  1 1 . 1 1  et donc K a =  1 . 8 

Remahque.- Etant donné un espace d'0rlicz e n .  
(avec M'(0) = O), il est aisé de voir que l'on peut toujours modifier 

la fonction dlOrlicz pour x assez grand de façon à réaliser 



C O N C L U S I O N  

------------------- 

Ce travail suscite plusieurs problèmes. 

Etant donné un espace de Banach E, au chapitre II, on a 

montré qu'il existe E' isomorphe à E tel que a(E') = O ; au 

chapitre III, lorsque E est un espace d'0rlicz séparable, on a 

montré l'existence de EL isomorphe à E tel que a(Et) 5 a, 
a 

pour tout a < 1. Cette construction se généralise-t-elle à tout 

espace de Banach séparable et se prolonge-t-elle à a = 1 ? 

Dans le cadre des espaces d'orlicz, on a vu que a(E) = O 

pour une large classe de ces espaces ; dans [2] il est démontré que 

.(el) = 1 ; dans ces deux cas a(E) est atteint : il serait bon 

de savoir si a(E) est en général atteint. 

Soit X > O et v E p.s.h.(E) peut-on trouver u E p.s.h.(E) 

tel que : AR = RU. Si u et v E p.s.h.(E) a-t-on l'existence de v 

w E p.s.h.(E) tel que : 
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