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INTRODUCTTON.

Le présent mémoire est consacré & 1'étude de 1'homotopie rationnelle
des fibrations de Serre. Plus précisément, &tant donné une fibration de

Serre

F—J1 -5 —Town (%)

On suppose que F, M, E sont des espaces topologiques nilpotents, de coho-
mologie rationnelle de type fini et w](M) opére de facon nilpotente sur
chaque Hk(F,Q). Par localisation, on associe & (%) wune fibration

rationnelle (I.4)

J ™
F Q ~ E @, M (%)

L'étude de 1'homotopie rationnelle de (%) est 1'étude de

la fibration rationnelle (%x%).

Tout d'abord (chap. I) nous rappelons comment la fibration
rationnelle (**) est entiérement décrite par la donnée de son KS modéle

minimal E.
. 1 _h
tE: (B,dB) —— (B ® L(X), d) (L(X),dA)

oi p et 1 sont des homomorphismes d'algébres différentielles graduées
commutatives, L(X) est une algébre libre commutative graduée, et la
différentielle d vérifie certaines propriétés de nilpotence et de compa-
tibilité avec le degré (I.3). Le chapitre II est consacré 3 quelques

. . . ¥ . .
compléments et exemples sur les fibrations T.N.C.Z., (i.e. j surjectif)

.



Dans la premiére partie de la thé&se (chap. III - IV - V) nous

nous intéressons aux fibrations pures. C'est 4 dire les fibrations (%)

dont un KS modéle E vérifie.

pair impair pair

d(X ) =0 d(X ) € B8 LX )

La notion de fibration pure, généralise au niveau algébrique, la notion
classique de complexe de Koszul et la géométrie nous en fournit de nombreux
exemples (ex. les fibrés de fibre un espace homogéne G/H associé 3 un

G -fibré principal - cf. appendice). Comme premier résultat nous obtenons

(Th. III.3.(1)).
Si la fibre F vérifie,

dim H(F,Q) < + =

dim (np F) 8 @) = dim(n (F) 8 Q) < +

air impair

alors

(%) est T.N.C.Z. ssi (*) est une fibration pure.

Ce résultat est 1ié & une conjecture de S. Halperin :

Si F wvérifie les hypothéses ci-dessus alors (%) est T.N.C.Z.

Le second résultat de cette premiére partie est la démonstration

de la conjecture lorsque dim(m, (F) 8 Q) <2 (Th. III.3.(2)).

impair

De ces deux résultats nous déduisons des théorémes d'impossibilité
de fibrer certains espaces (IIL.5). D'autre part en considérant 1'action

d'un groupe de Lie compact connexe G sur un espace X tel que




(X) & @

dim H(X,Q) < + « i . = di . .
im H(X,Q) s dlm(npalr(x) Q) dlm(wlmpalr

nous démontrons que (III.4.)

a) Le fibré de Borel X —— XG —— B est pur

G

b) L'espace total XG est intrinséquement formel

¢)  Krulldim H*(XG,Q) = prof. H*(XG,Q) =rg G .

Dans la deuxiéme partie (chap. VI) nous &tudions le degré de

trivialité des fibrations de Serre en considérant

les fibrations homotopiquement triviales (H.T)

(i.e.) (®x) est une fibration triviale

les fibrations cohomologiquement triviales (C.T)

ne

(i.e.) H*(E,Q) 1*(M,Q) © H'(F,Q)

alg

les fibrations faiblement homotopiquement triviales (F.H.T.)

(i.e.) le connectant de la suite exacte d'homotopie de (*%)

est nul
~ les o-fibrations
(i.e.) (*x) admet une section .
Nous obtenons évidemment le schéma suivant :
(CT) === (T.N.C.Z.) ==—==> (71 injectif)
e -
e
(4T)

™ (g-fibration) ——————> (F.H.T.)




Nous obtenons ensuite diverses conditions pour qu'une fibration soit

c.T, H.T ... Par exemple,

dim H(F,Q) < + «
(c.T) + ¢ =3 (H.T) (vi.3.(3))

dim(ﬂpair(F) R Q = dim(ﬂimp(F) Qe @)

(@.T) + (¥) pure)) =3 (F.H.T.) (VI.6.(6))

(T.N.C.Z. + F est H espacé) === (H.T) (VI.3.(2))

Dans la derniére partie (chap. VII - VIII et IX), nous construisons
un nouvel invariant de 1'homotopie rationnelle d'une fibration (%) que nous
appelons le E.M. mod&le (Eilenberg ~ Moore). C'est un KS modéle (non

minimal)
Foo(B,dp) —1 (B ® L(Y),D) —2 (L(T),D)

oi B ® L(Y) est munie d'une filtration naturelle (Fp) compatible

p30

avec D, qui induit une filtration naturelle Ep sur L(Y) , compatible

avec D. Le niveau E] des suites spectrales associes définit ce que

nous appelons le modéle formel sous jacent de ()

1 p -
@ (8),0),0 —— @ (8,0) 0 L), D)) —— (LD),D))

La réalisation géométrique de (L(Y),ﬁl) est appelée la fibre formelle,

qui n'est pas en général un espace formel. Le complexe (H(B) ® L(Y), DT)

est une résolution libre de H(E) et la suite spectrale définie par F
coincide avec la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de (%) en cohomologie

rationnelle.

Dans le cas oli M = point, on retrouve les modé&les filtrés au
sens de [ﬁ.SJ. Les modéles de M. Vigué sont des cas particuliers de

E.M. modele. Nous donnons un algorithme pour le calcul du E.M. modéle,




que nous appliquons 3 de nombreux exemples et qui nous permet de calculer
les E.M. modé&les des fibrations de base une sphére. D'autre part nous

obtenons les résultats suivants

1 ((*) est T.N.C.Z.) < (La fibre formelle est un espace formel)

2 ((*) est.C.® <===> (Le modéle formel est trivial)

3 ((*) estHD) <==> (Le E.M. modéle est trivial)

4 (E formel + (*)CJD ==> <Z*) est F.H.T. , M et F faiblement formels)

5 (E et F formels, (%) CI) ==> ((»)HI)

Ensuite nous utilisons les E-M modéles pour construire des
obstructions 3 la réalisation d'une équivalence d'homotopie fibrée. Par
exemple, nous démontrons que (%) est T.N.C.Z. et si
Hr(F,Q) =0 1srsd et H(E,Q =0 , s>3L + 1, alors il n'y a

pas d'obstruction non nulle 3 la réalisation d'une c-&quivalence.

Les obstructions sont indépendantes du corps de base et permettent

d'étudier les fibrations formelles c'est-i~dire les fibrations déterminées

~ * . . . .
par la seule donnée de = . Nous obtenons alors la suite d'implications

strictes

€« formellé) ==> (F a méme type d'homotopie ratiommelle que la

H

v

fibre formellg)

(La suite spectrale d'E.M. de la fibration (%)

collapse au niveau EZ)'




Finalement, nous construisons une suite d'obstructions & ce que
F et la fibre formelle aient méme type d'homotopie rationnelle. Ces
obstructions habitent dans le Hl de la cohomologie filtrée du complexe
des dérivations de degré < O sur L(Y). Le cas particulier des fibrations

dont la cohomologie de la base est libre est traité complétement.

Pour terminer la présentation de ce travail, je dirai tout ce
que celui-ci doit 3 D. Lehmann et S. Halperin dont 1'amitié&, 1'expérience
les conseils, les exigences, la patience, m'ont accompagné tout au long
de son élaboration. Si certaines démonstrations sont rédigées avec soin

je le dois aux remarques pertinentes de B. Callenaere. Si ce texte

est émaillé d'exemples, je le dois 3 Y. Félix et & ses nombreuses questions.

Les échanges oraux et épistolaires que j'ai eu avec D. Tanré et M. Vigué

m'ont permis de préciser de nombreux points.

Je dois dire aussi que la franche camaraderie, la disponibilité,
la curiosité des choses mathématiques que j'ai rencontrées auprés de ces

six personnes ont été déterminantes pour 1'élaboration de ce travail.

J'exprime ma reconnaissance 4 J.M. Lemaire d'avoir bien voulu

s'intéresser 4 mes travaux et faire partie du jury.

Que les professeurs G. Hector, qui a bien voulu présider le
jury et M. Rogalski qui m'a posé un second sujet soient également remerciés

pour leur intérét.

Enfin que R. Bérat et A. Lengaigne qui ont assuré la dactylo-

graphie du manuscrit trouvent ici l'expression de ma gratitude.
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CHAPITRE 1

MODELE MINIMAL D'UNE FIBRATION DE SERRE,

Initialement [S—l—l la théorie de Sullivan fut intfoduite pour
1'étude du type d'homotopie rationnelle des espaces topologiques, peu
aprés [S—Z], D. Sullivan étendit ses travaux aux "fibrations algébriques'.
S. Halperin [h—l—ﬂ, [H—Zﬁ] a précisé et redéfini ces fibrations algé-
briques qu'il appelle KS—éxtension (K pour Koszul, § poﬁr Sullivan).

Nous suivrons la terminologie de VD+—PJ et nous rappelons briévement

dans ce chapitre les définitions et résultats de [h-l-ﬂ.

I-1 - NOTATIONS - CONVENTTONS.

I.7.(1) K&k désigne un corps commutatif de caractéristique zéro
(dans la pratique R ou @). Tous les espaces vectoriels, algébres,

applications linéaires ,... sont définis pour le corps k.

1.1.(2) Les algébres sont associatives avec &lément unité. Les

homomorphismes d'algé&bres conservent 1l'unité.

1.1.(3) Un espace vectoriel gradué est une somme directe

Les &léments de VP sont homogénes de degré p. Si x e vP , nous notons

son degré par

|x| = p




1.17.(4) Une algdbre graduée (a.g)

vérifie la relation,

AP 49 c AP*d

pour tout couple d'entiers (p,q).

1.7.(5) Une augmentation de A est un homomorphisme d'algébre

e + A— Kk

tel que AV = @ AP C ker ¢

p>0
(¢ est surjectif d'aprés I.1.(2)). Le couple (A,e) est appelé une

algébre augmentée (a.a) ou (a.g.a)

1.1.{6) Une a.g. A est dite n-connexe si

Lorsque n = 0 , on dit que A est connexe.

I1.1.(?) Une algébre commutative graduée (a.g.c.) A vérifie

a.b = (—1)“5‘”bl b.a
pour tout élément (a,b) € A x A .

1.7.(8) Une dérivation de degré p e Z , de A est une

application linéaire




de degré p ,telle que
6(a.b) = 6(a).b + (-1 21P 4 oby

1.1.{9) Une algébre différentielle graduée (a.d.g) est

une (a.g). A munie d'une dérivation de degré '+ 1

dA : A— A

de carré nul (dA o dA =0).

Nous notons (A,dA) un tel objet et H(A,d,) son a.g.c.

de cohomologie (H(.) est en fait un foncteur homologie !).

1.1.(10) si X= @ X désigne un espace vectoriel gradué,
nz0
on note
p = x P o xP*!
p0

_ Xpalr = @& X

o
|

L(X) désigne 1'a.g.c. libre engendrée par 1'espace vectoriel X.

L(X) = L(P ® Q) = AP @ SQ

AP désigne 1l'algébre extérieure engendrée par P ,

SQ désigne 1'algébre symétrique engendrée par Q .

I.1.(11) si (e))

désigne une base homogéne de X ,
o’ aek

on note

A=LX® = Lie)

aekK

1'algébre libre engendrée par les e.-
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Si K est un ensemble totalement ordonné par la relation x,

on pose pour tout B € K

g
il

H

LX) = Ll(e,) )

>
|

)

= LK) = Llley), g

1.1.(12) ©Une a.g. A est dite de type fini si pour tout

pelN

dim AP < +

1-2 - K.S-EXTENSTONS.

1.2.(1) Soient (B,d) , (C,d.) , (A,d,) trois a.d.g.

A

augmentées, la suite
‘c °c

est appelée une KS-extension si

i) o et pg sont deux homomorphismesd'a.d.g.c. augmentées.

ii) 11 existe un espace vectoriel gradué X tel que

A = L(X)

iii) Il existe un isomorphisme d'a.g.c. augmentées f, rendant

le diagramme suivant commutatif
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oi 1 désigne 1l'inclusion naturelle et p = ¢ 8 IdA avec € 1'augmentation

de B.

on note d = £ o d, o f la différentielle induite par f.

iv) 1Il1 existe une base homogéne (ea)aeK de X et une relation

de bon ordre sur K, notée >, telle que pour tout a € K
d e, € B ® L(X(a)

1.2.(2) Le couple ((ea) f) est appelé une structure

aek’

KS de E et la base (e ) une d-base KS
— o’ oek ————

1.2.(3) 8Si en outre la KS-extension E vérifie

e < |le => g < R
[0

gl

pour tout couple (a,B) € K x K , on dit que E est une KS-extension

minimale.

Le couple ((e)) f) est alors appelé une structure KS
o’ aek,

minimale et la base ne d-base KS minimale.

(ea)aeK s

1.2.(4) Par définition, dans le cas particulier

ol (B,dB) = (k,0), nous obtenons la transcription suivante

(E est une KS-extension) <—— ((C,d.) = (A,dA) est une algébre KS

nilpotente ou KS complexe)

(E est une KS-extension +——— ((C,dC) = (A,dA) est une algébre KS-minimale).

minimale)

1.2.(5) Changement de base.

Soient E :‘(B,dB) —> (C,d,) —> (A,d,) une KS-extension,
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(ea)a une KS base et m : (B',dB,) — (B,dB) un quasi-isomorphisme

* . . . . .
(m est un isomorphisme), alors il existe une KS-extension

E' (B’,dB,) —_— (C',dé,) — (A,4d))

et un morphisme de KS-extension

(m’Lﬁ’I ) : E' — E
dA

tels que
1y (e) est une base KS de €'
a’a
2) P 8 ea) - 18 e, €B8® L(X<a)

* . .
3) ¢ est un isomorphisme.

E' est unique 3 isomorphisme prés, E' est appelé KS-extension

image réciproque de E par m
' -1
E' =m (B)

Exemple : Si HO(B,k) =k et B non connexe, on définit

B' en posant

@Y =k B e dgo = B!, &) =B i 2

. . .. . -1
et 1'inclusion m : B' - B est un quasi-isomorphisme, alors m (E) a

une base connexe.

1.2.(6) E est XS minimale ssi la différentielle dA est

décomposable (i.e. dAX CIL+(X).L+(X)) ce qui équivaut 3 dire que

(A,d,) est minimale au sens de Sullivan. En particulier, pour tout KS
A

complexe minimal conmnexe est une algébre minimale au sens de Sullivan.
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I-3 - EXISTENCE ET UNICITE DU MODELE MINIMAL.

1.3.(1) Soit y un homomorphisme d'a.d.g.c augmentées
Y : (B’dB’EB) — (D!dD,eD)
Par définition, le couple (E,W)' formé par la KS-extension
1

E: (B,d.) —°— (C,d.) e, (A,d))
. ’B !C ’A

et par 1'homomorphisme d'a.d.g.c. augmentées

Yo (C,dc,ec) _ (D,dD,e )

D

est un KS-modéle de y si

1) Yo ¢ = Y

ii) V¥ est un quasi-isomorphisme (i.e. induit un isomorphisme

en cohomologie).

1.3.{2) Si en outre € est une KS-extension minimale,

(E,¥) est un modéle KS minimal.

1.3.(3) Par abus de langage on dit que E est un modéle
de vy. En particulier si vy désigne l'inclusion naturelle de Ik dans

1'a.d.g.c.
(C’dc) = (L(X))dA)
est un modéle de 1'a.d.g.c (D,d.).

1.3.(4) Dpans [H-1-] th. 6.1 et th, 6.2 il est démontré

que :
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Tout homomorphisme <y entre deux a.d.g.c. augmentées et
cohomologiquement connexes admet un modéle KS minimal E, unique

4 isomorphisme prés.

Ce résultat justifie en partie, 1'abus qui consiste & parler

du modéle minimal de .

1.3.(5) Avec les notations de 1.2.(5), si E est un modéle

de base B alors E' est un modéle de base B' (@H] Th. 5.1.9).

1-4 - FIBRATIONS RATTONNELLES.

Dans cette section, nous rappelons le lien entre la topologie

et les considérations algébriques précédentes.

1.4.(1) On note A 1le foncteur de Sullivan [§-2-], des formes
simpliciales a coefficients polynomiaux, qui envoie la catégorie des espaces
topologiques pointés, dans la catégorie des a.d.g.c. augmentées. Une cons-
truction explicite de ce foncteur est donnée dans ﬁJ et Bﬂ (cf. aussi

[B.Q] et [C-Pﬂ ). Nous en retiendrons les propriétés suivantes
i) A(pt) =k
ii) 1I1 existe un isomorphisme naturel d'a.g.c.

H(A(H) ,d,) 2w M,k)

(H*(M,k) désignant la cohomologie singuliére de M & coefficients

dans k).

iii) Si i : N—> M est une cofibration, alors A(i) est

surjectif et on pose A(M,N) = ker A(i).
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Il existe un isomorphisme canonique d'a.g,c.
HAM,N),d) ¥ 5% (M, N;K) |
1.4.(2) Par définition, si f est une appliéatian continue
f (N,no) —_— (M,mo)
le modéle minimal de 1'homomorphisme d'a.d.g.c. augmentée
A(f) - (A(M),dM,EM) — (A(N),steN)

est appelé le modéle minimal de f.

1.4.{3) cCas absolu, si f désigne 1'application constante
£: Mm) — {m }, m )

le modéle minimal de f est appelé le modéle minimal de (Mlmo)'

1.4.(4) D'aprés 1.3.(5), pour tout modéle B de M
m : (B,dB)‘"~* (A(M) ,4,)

il existe un KS modéle minimal de £, de base B, ppurvu que
HO(N,k) = HO(M,k) = k. En particulier il existe toujours un modé&le KS

minimal de f de base B, une a.d.g.c. connexe.

1.4.(5) Considérons une suite d'applications continues entre

espaces pointés

1.4.(6) F, E, M connexes par arcs

m o j(F) = point base de M .

1.4.(7) Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant :
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A ,a 20 s am,a) 2D am),ap)

1.4.(8) Y ¢A
IC DC
(L'existence de wA est assurée par la relation A(j) o A(m) = EB)

ot (E,¥) est un KS modéle minimal de A(rm).

¥ est un quasi-isomorphisme, mais en général WA n'est

pas un quasi-isomorphisme.

1.4.(9) Par définition, I.4.(6) est appelée une fibration

rationnelle lorsque WA est un quasi-isomorphisme.

1.4.(10) Remarques

1) Si TI.4.(6) est une fibration rationnelle et M, E, F

des espaces nilpotents alors la suite localisée Bﬁ_ et a{]

est aussi une fibration rationnelle.
2) Si 1.4.(6) est une fibration rationnelle, F est la

"fibre homotopique rationnelle' de .

3) Si I.4.(6) est une fibration rationnelle, il existe

une fibration de Serre

et une &quivalence d'homotopie f rendant le diagramme suivant commutatif :
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est aussi une fibration rationnelle par suite F et F' ont méme type
d'homotopie rationnelle. Grice i cette remarque on peut définir une
suite exacte longue d'homotopie rationnelle, une suite spectrale de coho-

mologie ,..., d'une fibration rationnelle,

I-5 - CONDITIONS SUFFISANTES POUR QU'UNE FIBRATION DE SERRE SOIT RATTONNELLE.

1.5.(7) Soient G un groupe et M un G module, on pose :

FG(M) le sous module de M engendré par les éléments de la

forme gx - x avec ge G, xe M

i an)

i
FG(M) = PG

1.5.(2) on dit qu'un G-module est nilpotent s'il existe

un entier m tel que la suite centrale

MD T M) D T%(M)D ...... 5P S ......
# # # #

s'annule au rang m+l,
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1.5.(3) Rappelons que pour toute fibration de Serre (I.4.(6))

il existe une opération canonique du ™ de 1la base sur la cohomologie

de la fibre

n* ™, (M,m ) ——> Aut (B (F k)

1.5.(4) on doit & S. Halperin [H-1-] le ré&sultat suivant :
Si chaque Hp(F,k) est un nl(M,m) module nilpotent et si
1'une ou 1l'autre des conditions suivantes est réalisée :

i) H*(F,k) est de type fini,

i) H*(M,k) est de type fini

alors la fibration de Serre I.4.(6) est une fibration rationnelle.

1.5.(5} Si le fibré (localement trivial)

poss&de un groupe structural connexe par arcs, alors H*(F,k) est
. ) *
un w](M) module triv1a1([8e] p. 445), donc si H (F,k) ou H*(M,k)

sont de type fini, c'est une fibration rationnelle.

1.5.(6) Toute fibration principale ([F]) est une fibration

rationnelle.

1-6 - Y-HOMOTOPIE ET CARACTERISTIQUE D'EULER HOMOTOPIQUE.

1.6.(1}) Soit (A,dA) une algébre différentielle graduée
commutative augment&e (a.d.g.c.a) cohomologiquement connexe (H%A,d ) = k).
On considére (C],W]) et (CZ,WZ) deux KS-modéles de A, alors il

existe un homomorphisme d'a.d.g.c.
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¢ 3
tel que UM H(C,,d;) — H(C,,d,)

soit un isomorphisme (i.e. { est un quasiwisomorphisme),(cf. DPJ—]

th. 5.20.).
Si on note
Q(C) = 9/C+C+
1'espace des indécomposables, alors d'aprés ﬁ%ﬂ], lemme 8.3,
Q™ ¢ HQ(C,)»Q(d))) — HQ(C,), Ad,)
est un isomorphisme d'a.g.c., indépendant du choix de 0.

1.6.(2) L'éspace vectoriel'gradﬁé H(Q(Ci), Q(di)) ‘est

appelé 1'espace de ¥-homotopie de A et noté

ﬂw(A)

1.6.(3) Dans le cas particulier od (A,dA) est KS minimale

si A = L(X) alors
Q(A) = X Q(dA) = 0
OIS SN

1.6.(4) Soit M un espace topologique painté, cohomologiquement

connexe (HO(M,k) = k). On appelle VY-homotopie de 1l'espace M, 1l'espace

vectoriel gradué HW(A(M)) oi A désigne le foncteur de Sullivan (I.4.(1)).

On note = (M), cet espace.

v

Y
d'Euler homptopique et le rang en posant

I1.6.(5) Lorsque dim 7 (A) < + o, on définit la caractéristique
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x (A) = ) (—I)i dim wi(A) , rg(A) = dim “imP(A)
izl ‘

Si dim 7 (M) < + « , on pose

v

imp(x)

x ) = § (D' dim Tri(M) , Tg) = dim

11

1.6.(6) pPar définition, un espace topdlogique M est de

type f si dim HM,k) < + » et dim ﬂw(M) < + ®

1-7 - ESPACES SIMPLES - ESPACES NILPOTENTS.

I.7.(1) Soit G un groupe, on définit Gi en posant

Gi est le sous groupe engendré par les éléments de la forme

s'annule pour un entier p + 1.

Supposons que Gp # {1} et G = {1}, on obtient alors

p+]

p extensions centrales
0 — Gi/Gi+1 — G/Gi+l ———r> G/Gi — 1

oii les groupes Gi/Gi+l sont abéliens.
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1.7.(2) Tout groupe abélien est nilpotent, Un groupe fini

est nilpotent si et seulement si ses sous groupes maximaux sont distingués.

I.7.{3) Ppar définition, un espace topologique M, connexe,

est un espace nilpotent (ui]) si

i) w](M) est un groupe nilpotent

o ii) nn(M) est un ﬂl(M) module nilpotent pour l'action

naturelle de ﬁl(M) sur nn(M)’, nzz 2 (I.5.(2)).

I1.7.{4) Tout espace simple (i.e, nl(M) abélien et opére

trivialement sur nn(M)) est un espace nilpotent. En particulier les

espaces simplement connexes sont nilpotents.

v

1.7.{5) Puisque l'applicatioﬁ antipodéle de Sn“eSt‘homotope
d 1'identité ssi n est impair, on véfifie‘directement que' RP" est
un espace simple si n impair et que RP" n'est pas nilpotent si n
est pair, dans ce cas la suite cenfrale du 2/27-module ﬂn(RPn) est

strictement décroissante
ZD2Z247ZD ..,...
La bouteille de Klein n'est pas un espace nilpotent,

1.7.(6) Le théoréme fondamental de D. Sullivan s'énonce :
([s-2-] et [F].

i) Il existe une équivalence de catégorie entre la catégorie
homotopique des espaces rationnels nilpotents et de cohomologie ration-
nelle de type fini et la catégorie homotopique des @ a.d.g.c. dont

le modéle minimal est de type fini,
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ii) Dans cette &quivalence, pour tout i 2 2,

ni(M) z Hom(m, (), &)

1

et 11 exliste sur ww(M), une filtration naturelle
0= cuh, < caly.c c ol
W o PG oy ehee v

telle que si

on ait pour chaque j 2 1

1 oy
(). < Hom(G, / ,» k)
Y] /("3,)_1-—1 ] Gj"']

avec les notations de I.7.(1).

1.7.{#). Si M est un espace simple, alors
i
nw(M) = Hom(ni(M) , k)

pour tout 1 % 1

1-§ - SUITE EXACTE DE y-HOMOTOPIE.

1.5.{1) Soient une fibration rationnelle
F—1 g " M (L.4.(6))

et ((L(Z),dB, ﬂB) un modéle KS de M. Du diagramme I.4.(8) et de

la remarque I.4.(4), on déduit le diagramme commutatif
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ao g~ @), —AE w4

1.&.(2) |y ‘ v N

(L(2),d) ——— (L(2) 8 L(X),d) —Ermr (L(X),d,)
oi ., ¥ et GA sont des quasi-isomorphismes.

(L(2) @ L(X), d) est un modéle KS nilpotent et en général
non minimal de E.
En considérant, la suite exacte longue d'homologie associFe

d la suite exacte courte (I.6.(1)).

0 —— (Q(L(2)),Q(dp)) —— Q(L(Z 8 X)), Q&) —— (QL(K), Qd,)) — 0

on obtient la suite exacte de pseudo-homotopie de la fibration rationnelle
[-1] et [s-2-]
] #

# # . #
__é_ﬂ».wg(M) ,ﬂ__,»»ni(E) —_ WE(F) RN n$+ M) e

1.8.(3) Lorsque les espaces M, E, F sont nilpotents la
suite exacte de yY~homotopie s'interpr@te comme 'duale" de la suite

exacte d'homotopie rationnelle de la fibration I.4,(6).
1.8.(4) oOn retrouve en particulier que
X, (B) = x (M) + x_(F)
pourvu que

dim (0 <+ = et dim Ty (F) <+
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1.8.(5) Si G est un gfoupe de Lie compact et H un sous

groupe fermé, on pbtient

xﬂ(G/H) =rg G~-rgH
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CHAPITRE 11

FIBRATIONS TOTALEMENT NON
COHOMOLOGUES A ZERO (T.N.C.Z.).

11-1 - RAPPELS ET COMPLEMENTS.

I11.7.(7) On considére la fibration de Serre

F j E - M (I.4.(6))

et on rappelle que suivant la terminologie de Samelson, Koszul et Serre,

une telle fibration est dite totalement non cohomologue & zéro (T.N.C.Z.)

relativement au corps k si 1'homomorphisme

* * *

j : H(E,k) — H (F,k)
est surjectif.

11.7.(2) Remarques :

1) Cette définition s'étend de fagon évidente aux fibrations

rationnelles.

2) La définition classique est donnée en homologie (i.e.)

j, t B (F) —> H_(E)

injective.
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11.1.(3) Proposition.-

e ————————————

. * ‘ .
Si H*(M,k) ou H (F,k) sont de type fini.

a) $i la fibration de Serre I.,4.6. est T.N.C.Z., alors c'est

une fibration rationnelle.
b) Les propositions suiwantes sont équivalentes
i) T.4.(6) est une fibration rationnelle T.N.C.Z.

ii) La suite spectrale de Serre collapse au niveau E, et

E, = (B &) @ H'(F k)

1ii) Il existe un isomorphisme d'e.v.g. rendant le diagramme

suivant commutatif

*
S H (B,k)

w* (M, k) _ £ > ¥ R k)

-
T /
Y ¥ (M,k) 8 H (F,k)-

lorsque i et p désignent les applications canoniques.

e m—

11.7.(4) Conollaine. -

Si I.4.(6) est T.N.C.Z., H (E,k) est un H (M,k) module

libre et est injectif.

eeermeyemtammttreneppeme——

11.1.(5) Preuve :

a) De [Sé] page 456, il résulte que si 1.4,(6) est T,N.C.Z.
alors w](M) opére trivialement sur H*(F,k) et alors de I.5.(4) il
résulte que I1.4.(6) est une fibration‘rationneile. |

b) On a évidemment la suite d'implications

(1) ==> (ii) ==> (iii) ==> (1)
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11.7.(6) Remarques : Pour toute fibration rationnelle T.N.C.Z.
. ¥ *
(I.4.(6)),si H (M,k) et H (F,k) sont de type fini alors H*(E,k)

est de type fini et

f (e) = £ (¢) . £ (t)
1 (E) 1* (M) 5* (F)

lorsque f . (t) désigne la série de Poincaré de H*(X). Si

H (X)
* * . . .. %
H (M,k) et H (F,k) sont de dimension finie alors H (E,k) est de

dimension finie et

dim H*(E,k) = dim H (M,k) . dim H (F,k)

11-2 - G-FIBRE T.N.C.Z.

11.2.(1) Proposition. -

Si F est un espace connexe tel que
H™P(F,k) = 0
et si

(%) F—1 > F > M

est un fibré (localement trivial) de groupe structural G connexe

et compact alors (*) est T.N.C.Z.

11.2.(2) Conocllaine.-

Tout fibré (localement trivial) de groupe structural G compact

connexe et de fibre un espace connexe, de type f et de X nul

est T.N.C.Z.

e
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11.2.(3) Exemples d'espaces de type f et de X, = O.

- Les espaces contractiles.

2n o . . .
- S , sphéres de dimensions paires.

Y . . P
G(2p+q, 2p) : grassmanniennes orientées des 2p-plans de R

Gm(n,k) , (resp. Gﬂ(n,k)) grassmanniennes complexes (resp.

quaternioniques) des k-plans complexes (resp. quaternioniques) de c”
(resp. Hn).

- G/T oi G est un groupe de Lie compact connexe et T un

tore maximal.

- Les produits finis d'espaces de type f et de X, = 0o .

11.2.(4) Fibné de Borel.

Soit G wun groupe de Lie compact connexe opérant sur un

espace topologique connexe par arcs X. On considére le G-fibré univer

et le fibré associé de fibre type X

3 T
X > XG BG
11.2.(9)
X =E_ xX
G G G

Le fibré (localement trivial) II1.2.(5) est appelé le fibré de

l'opération G sur X ou fibré de Borel.

11.2.(6) Remarques :

1) G opére trivialement sur X ssi le fibré de Borel est

trivial.

2p+q

sel
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2) Si X est tel que Hlmp(X,k) = 0 alors le fibré de Borel

est T.N.C.Z.
3) Si X est de type f et de Xy = 0 aloré le fibré
de Borel est T.N,C.Z.

171.2.(7?) Preuve de 11.2.(1)}

Considérons une application classifiante f duy fibré (*),

d'oi le diagramme,

F F
j h]

"o

> X =
E e f =¥

w m

f Y °
> B

M G

. .. . . ¥ .
I1 est clair qu'une condition suffisante pour que j soit

. . ¥ . . .
surjectif est que j, soit surjectif.

Comme BG est simplement connexe (G supposé connexe) le terme

E, de la suite spectrale de la fibration

jO TTO
fF—2-nE xF—2 o3

G G

est isomorphe 3

H*(B-G,k) 8 H (F,k)

Comme

|
o

imp
H (BG,k) =

I
o

g (F, k) =
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mn

on a EZ’q =0 si p ou gq 1impair et par suite d2

sur r termine la démonstration (cf. II.1.(3) (b)).

11.2.(8) Preuve de 11.2.(2)

Ceci résulte directement d'un théoréme de S. Halperin

rappelé en III.1.(6) et de II.2.(1).

11-3 - SUITE SPECTRALE D'ETLENBERG-MOORE.

11.3.(1) Supposons que la base de la fibration rationnelle
I1.4.(6) soit simplement connexe, notons f :M' -~ M une application
continue et

F' J — EI m

— M'

la fibration image réciproque de I.4.(6) par f£.

Par définition [Snﬂ, la suite spectrale d'Eilenberg-Moore

du "diagramme image réciproque', vérifie

E-p’q

2 = Tor—z,q (H*(M' k), H*(E,lk)) ,» P,q 20

H (M,k)

B, = H* (B ,Kk)
En particulier si M' = {pt}

E-p’q

— *
P29 = Tor P> &, B (BK) , P,q 20

H (M,k)

B> 1¥ (F k)

0 . Une induction
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11.3.(3) Proposition.- M est supposée simplement connexe.
Si la fibration 1I1.4.(6) est T.N.C,Z. et si H*(M,k) ou H*(F,k)

est de type fini alors le morphisme naturel

k), e 1 (B k) — H(E',K)
w* (M, k)

est un isomorphisme d'algébre.

En particulier, les algébres

HY(FK) et k ,®  H(ENK

H (M,k)

sont isomorphes.

ety remr—

11.3.{(4) Preuve : D'aprés II.{.(3) iii) H*(E,k)' est

un H*(M,k) module libre, ce qui entralte que

]

Tor%* o W, HRE) = B e HEK

H (M,k) H (M,k)

W k) 8 B (F,k)

e

1

Tor B°F @ o0, B (EK)

* 0 , 81 p>0
H (M,k)

Le support de la suite spectrale d'E,M. est réduit 3 1'axe
des q =z 0, donc la suite spectrale dégénére au niveau E2 et les

algébres

W¥E,K) et H'QM') © H(E)
H(M)

sont isomorphes.
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. . . * : . -
11.3.(5) En particulier si H (E,k) est isomorphe 2
* * . . .
H (M,k) & H (F,k) en tant qu'algébre (cf. fibration cohomologiquement
*
triviale) alors H (E',k) est isomorphe en tant qu'algébre a

* . . PR s
H*(M',k) ® H (F,k) . Ceci sera redémontré, plus généralement dans VI.3.(1).
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CHAPITRE 111

FIBR/V\.TIONS RATIONNELLES PURES (F.R.P.).

- — - - SN e " T S " = W " g

T11-1 - KS-EXTENSIONS PURES.

ITT.1.(1) Nous dirons que la KS-extension E (cf. I.2.(1))

est pure s'il existe une structure KS de ‘E, (X,f) telle que
dQ = 0
dPC B @ S(Q5

avec les notations de I.lQ(lQ).

Le couple (X,f) est alors appelé une structure pure.

I11.1.(2) Remarque : S'il existe une structure pure, les autres

structures ne sont pas forcément pures,

Par exemple, considérons la K8 extension minimale E ;
R 1 ' P ‘
E . (Ab,O) _ (Ab 8 L(y]9y21x]9X2)ad) e (L(y]sy2axl9xz)adA)

oo |y [ =2, Iyl =4, x| =3, Ix]=7,p]=1
B = 0
dx yg +2b x

dy, =0 , dy, = by}

i
<
o,
%
N
il

1 1 Y2
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donc d, x, = y% - d, x

En remarquant que
dx, = (y, + bx )2
2 12 !
on définit un homomorphisme d'a.g,¢.

g : Ab 8 L(yl,yz,xl,xz) —> Ab ® L(YI’YZ’XI’XZ)

en posant
g(b) = b
g(y]) =V, g(yz) =y, * b x,
glx)) =%, g(x)) =x,
Or | g =1d - V¥
ol ¥(b) = W(yl) = W(X]) = W(xz) = 0
¥(y,) = bx,

c'est-a~dire que Wz =0 et
g =1d + Y
ce qui prouve que g est un isomorphisme. En posant :

d'=g odog

g devient un isomorphisme d'a.d.g.c. qui rend commutatif le diagramme

suivant :
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,#Ab Q L(yl,yz,xl,xz),d)

N A

(Ab 8 L(y,,7,5%,,%,) ,d)

et on vérifie que

d'b =0

e = 2 e = o2
d X y1 d x2 y2
' - ' =
d y] 0] d y2 0]

c'est-d-dire que E est une extension pure.

111.7.(3) En particulier, lorsque (B,dB) = (k,0), on retrouve
la notion d'algébre pure introduite par S. Halperin dans [H—3;] : A est

une a.d.g.c. pure si,

A = L(X) = AP © SQ

dAP < sQ

dAQ = 0
I111.1.(4) Sur une algébre libre quelconque
A= L(X) = AP 8 SQ

nous distinguerons deux graduations.

® AP induite par la

La graduation supérieure A

p20
graduation de X.
La graduation inférieure A= ® A ol 1l'on pose
, g0 9

q
A =APB®S
q Q
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Exemple : A = S(Q), A =P8 SQ

ne pas confondre

L

NS N

A% et (ap)d

111.71.(5) Lorsque (A,dA) est pure, la différentielle d,

est de degré =~1 pour la graduation inférieure, ce qui permet de définir

le p~iéme groupe d'homologie
Hp(A,dA)

du complexe de chaines

_\A —)A —_._’)A > ...

p+l P p-1

En particulier,

H (A,d.) = SQ
o T A //dAP.SQ

111.1.(6) Proposition ([H-3-] Th. 1)

Soit (A,dA) une a.d.g.c. connexe, de type f et minimale, alors

A) Pour toute base (e],...,en) KS minimale et tout p > | ,
n le-
i
o1 0
i=1
en particulier , xﬂ(A) <0

B) Si Xn(A) =0 , alors (A,dA) est pure et

HAdy) = Hy(A,dy) = SQ@ /4 p g

C) (Himp(A,dA) = 0) <==> (xﬂ(A) = 0) <==> (H+(A,dA) = 0)

I11.7.(7?) Les a.d.g.c. pures munies de leur graduation
inférieure sont des complexes de Koszul. On rappelle qu'un complexe

de Koszul est un complexe de chalnes (C*,d) défini par
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i
Ci = A8 A (xl,xz,...,xn,...)

oi A est une a.g.c. connexe et la différentielle est définie par

d(a ® 1)

i
o

i
[,
-

d(l @ Xi) 1

od fi est un €lément de A de degré pair et d de degré inférieur

1171.71.{8) Une suite (fi)i est réguliére si

f] n'est pas diviseur de zéro dans A

f., n'est pas diviseur de zéro dans A/f A

fn n'est pas diviseur de zé&ro dans A/

111.7.(9) Le théoréme suivant rassemble des résultats

de Koszul Dq

Les propositions suivantes sont équivalentes

. 3 7 . -~ Y 4 =
1) H(A® A SRR seed,d) A/(f ...f L A

«»f ,...) est réguliére.

ii) La suite (fl"' n

iii) A est un k[fl,...,f ,..J module libre.

n

I171.1.{10) Ce résultat entraine en particulier que les i
sont algébriquement indépendants dans A et que toute suite

..) déduite de la suite (f .,f ,...) par

(£ 1y>esEr(nys- [oeeeaf

permutation est aussi réguliére.

-1.
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111.1.(11) Proposition.- Si E est une KS extension pure

et
m : (B',dB,) — (B,d.)

un quasi isomorphisme, alors la KS extension image réciproque

-1 . .
E' =m (E) est aussi une KS extension pure,

1717.1.{(12) Preuve : Posons
E : (B,dB) L (B 8 L(X),d) > (L(X),dA)

et considérons une base KS de E, (ea)aeK telle que

de =0 , si |ea| pair
dea € B® S(Q<a) , si Ieal impair.
Construisons E' et un quasi isomorphisme  tels que
(m,f,Id) soit un homomorphisme de KS extension.
On procéde par récurrence sur o.
On pose

\UIBv =m d’

Supposons avoir construit ¥ et d' dans B 8 L(X<a)

tels que

i) d'e, =0 si e

8 B| pair
| 1] . .
d e; € B' ® S(Q<B) si |e8| impair
.. + . .
ii) @(1 ® eB) -18 eg € B' ® L(X<a) si |e8l impair
J1 8 eB) =18 eg si |e8| pair
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+ P . i . - .
lorsque B' désigne 1'idéal d'augmentation.de B'. De ii) nous déduisons

que
0¥ ¢ H(B' © L(X_)) — H(B & L(X_))

est un isomorphisme. On applique pour cela les théor@mes d'isomorphismes
de [H—]-] au diagramme

(B' 8 5(Q_ ), dy, 8 1) X+ (B' @ L(X,_ ), d'y —=—r (ap_,

B'
n 8 Id i
i

(B 85 ), dg 8 1) —— (B ®© L& ), &) ——— (4P _ , 0)

) _— _
Si e € Q on pose d'e, = 0 ﬂ(ea)

Si e, € P , puisque
de € B @ S(Q<a) N ker d
(dB ® 1)(deu) = 0 et il exiéte @u € (B' ® S(Q<a))r‘ ker(dB ® 1)
tel que (m ® Id)*([baj) =
d'oll la relation ﬁ(@a) #'dea + an

avec Q € B O®LKX )
a <o,

On voit que nécessairement Qa € (B ® SQ<a) e AS'P

et donc on peut supposer que

+ 1
2 e (Bos@ )" 8 ()
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On pose alors

d'(1 ® ea) @a - d'(1 ® D(Qa)) € B® S(Q<a)

- +
ﬁ(leea) 1 8e o, +180(2)

o)

et on vérifie que { s'étend en un homomorphisme d'a.d.g.c. possédant

les propriétés voulues.

111-2 - FIBRATIONS RATTIONNELLES PURES.

111.2.(1) Par définition, une fibration rationnelle
1.4.(6) : F—l>g—"01sn

est dite pure, si elle admet un KS modéle minimal (E,£) ot

la KS extension € est pure.

111.2.(2) Exemples :

1) Si G est un groupe de Lie connexe, H un sous-groupe
fermé de G, le fibré, de fibre G/H associé & un G fibré principal
(lorsque G opére par translation 3 gauche sur G/H) est une fibration

rationnelle pure (cf. appendice A).

En particulier tous les G fibrés principaux sont des

fibrations rationnelles pures.

2) Un espace topologique est dit pur s'il admet un modéle KS
minimal pur. Tout fibré trivial, de fibre un espace pur est une fibration
pure. La fibre d'une fibration rationnelle pure est nécessairement un espace

pur.
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3) La pureté de la fibre, n'entrafne pas celle de la fibration.

Considérons la fibration

(*) T2 -—$Lf~+ PZ T T2

définie de la maniére suivante : T, est un S] fibré principal

défini par

fT : us!, ) —— urt,2 Y us',2 o u(s', 2
a1y

Alors P] admet pour modéle

— . ]
avec dx] = b] bl

On considére alors le fibré principal de base Pl défini

par

*
tel que fz(e) =X, b]
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Finalement on pose . T = O, d'ol la fibration (%)

de fibre TZ.

2 . . .
T est un espace pur, mais (%) n'est pas une fibration
pure (par suite non associéed une fibration principale) puisque le

modéle KS minimal de (*) est de la forme
(A(bl,b;),o) ——~ﬂ-(A(b1,b;) e A(x],x;),d) -—»—(A(x],x;),0)

avec dx = b b} , dx =b. x. , db, =db, =0 .

4) Les deux th8porémes de la section suivante fournissent,

en particulier, d'autres exemples de fibrations pures.

111.2.(3) Remarques :
1) La notion-de pureté d'une fibration est un invariant

en homotopie rationnelle.

2) Si une fibration I.4.(6) est pure nous avons en particulier

les conséquences suivantes pour les invariants classiques
a) La cohomologie paire de la fibre est sphériquement engendrée.

b) La transgression de tout générateur d'homotopie de la fibre,

en degré pair est nulle

c) La suite exacte longue de VY —homotopie se scinde en suites

exactes {(n 'z 1).

H # # H # '
2n 3 2n s 2n ) 2n-1 y 2n-1 T 2n-1
0 «—— ﬂw (F) <= ﬂw (E) nw (M) +—-ﬂ¢ (F) “W (E) +—-Ww M) «— O

D'ol on déduit, si E, F, M sont des espaces nilpotents

dont la cohomologie est de type fini, que
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rg(m, () < rg(n, (£)) , n3 1
' rg(ﬂ2n+l(M)) £ rg(ﬂ2n+1(E)) s 03l
3) Les fibrations pures semblent &tre le cadre naturel, pour
1'étude de 1'homotopie rationnelle des fibrés en espaces homogénes, Associés

a un fibré principal, Il existe des fibpationsvpures qui ne sont pas

de ce type. (cf. les différents exemples des sections suivantes).

IT1-3 - DEUX THEOREMES ET UNE CONJECTURE.

I111.3.(1} Théondme.-

Etant donné une fibratjon rationnelle

E -+~ M (I.4.(6))
dont la fibre est de type f et de X, = 0 alors les propositions
suivantes sont équivalentes

i) I.4.(6) est T.N.C.Z,

i1) I1.4.(6) est pure.

s )

111.3.(2) Theonéme.-

Toute fibration rationnelle
F—-—J—F—*E-——E—*M (I.{_}.(ﬁ))

dont la fibre est de typeb f, de rang < 2 et de X, = 0 est

pure (et par suite T.N.C.Z.).
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171.3.(3) Remarques :

1) Des exemples d'espaces de X, = O ef‘de type f sont

donnés en 11.2.(3).

2) Le premier théoréme nous permet de mettre en évidence
une propriété homotopiqué i.e, la pufeté de la fibration, 3 partir

d'une propriété cohomologique de cette fibration.

3) Le deuxiéme théor&me est un cas particulier d'ume conjecture
pal ]

énoncé par S. Halperin :

111.3.(4) Conjectuﬂe.- Toute fibration rationnelle

Fodos g —T M O (1.4.(6))

dont la fibre est de type f ‘et de Xp = o'.esth}N.C;Z.

111.3.(5) Le premier théoréme donne une forme &quivalente
de cette conjecture, Le deuxi&me théoréme montre que la conjecture
est vraie si on ajoute 1'hypothése rg(F) g 2 , par exemple si F

est 1'un des espaces suivants (liste non exhaustive)

_gn ; e , mp" , s x e, sP% s%P L.
= 808 /5002y x s0(2) S0(4) 2y

= 806 50(1) x s0(3) U gy x u(n)

- sp(2)/sp(1) < sp(1) * Sp(Z)/U(z) s eeeeas

111.3.(6] La démonstration trds technique de ces deux résultats

est reportée aux chapitres IV et V.
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IT1.3.(7) L'hypothése X (F) = 0 est nécessaine,

a) Considérons en effet la fibration rationnelle

aVec F = (sz'v‘sa) ] e7
7y

ol (82 A 84)7 ‘désigne le 7-éme étage de la tour de Posnikov

de s*vst et 9= [s*, [sz,szjj - [sz[sz,s[‘j].

(*) est définie comme la composée de cing fibrations principales, de la

maniére suivante (7 = T,OTm 0 .0 )

| A
34\ |
- H(K(Q,i),k) = L(£.)
i 4E4 = E . 1
H(S7,0) = A(by)
F T
3 4 _
4E3 — K(Q,8) fT(€4) - y,;
F2 s H(FI,Q) F A(x3)
f
3 * -
\‘Ez K(Q,6) £,(85) =Dy,
H(F,,0) = S(y,)
F L) ‘
*
\ , £ | 3 = [y oy, + by x]
NE, K(@,5)
H(F3,Q) = A(x5)
Fo ™ f:(€8) = [&Z + 2 b3 x;]
\\\& £
1
$* x K(Q,2) —— K(a,4) H(F,,Q) = Alx,)
m
(o]
3
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Alors (*) a pour modéle KS minimal
E : (AbB,O) -—-——w—(/\b3 <] L(yz,yq,x3,x4,x2),d) — (L(yi’xj)’dA)

avec db3 =0
dy, = O dy, = P39,

2

. _ _ .2
dx3 Yy o dx5 =Yy Y, + b3 X3 s dx7 =y, + 2 b3 X

]

On vérifie que
a)  x (F) =-1
b) F de type f

9 BEYGEK) =0

La derniére condition entraine que (¥) n'est ni une fibration

pure,ni T.N.C.Z.

b) Dans cet exemple Xn(F) = -1 et F n'est pas un espace

pur. Or on sait que
«Xﬂ = 0 + type f) ==> (espace pur).
L'exemple ITI.2.(2)-3-, montre que 1l'hypothése
espace pur + type f

n'est pas suffisante pour montrer les théorémes ou la conjecture.
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111.3.(8) L'hypothese "type £" est nécessaire.

Considérons un espace de rang nul M simplement connexe
alors (M) est aussi un espace de rang nul, mais rarement de type

f, puisque sa cohomologie est libre. Il est clair que si M # pt ,

la fibration canonique

M <« 4 PM <« 4 QM)

n'est pas T.N.C.Z., ni pure.

111.4. - APPLICATION DU THEOREME 111.3.(1), AU FIBRE DE BOREL.

111.4.(1) On reprend les notations de II1.2.(4), puisque

G est un groupe de Lie compact connexe ,
*
H (BG,k) = S(Z)

oii Z est un espace vectoriel de dimension finie et gradué uniquement

en degré pair

(8(2),0) est le modéle minimal de BG .

Comme en I.8.(2) on obtient le diagramme commutatif

A(m) A
(ABy) ,dy ) (A ,dy ) (A ,dy)
G G
b J J,
(5(2),0) ——— (5(2) 8 A,d) ———— (4,d,)
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-~

ou ' , 9, ﬁA sont des quasi-isomorphismes
A= AP ® SQ

111.4.(2) Si 1'on suppose que X est connexe par arcs,
de type F et que Xn(x) =0 (i.e. dim P = dim Q) alors de I1I.2.(2)

et III.3.(1), il résulte que le fibré de Borel,

G G

est une fibration rationnelle pure. Cette propriété sert de point de

départ pour 8tablir le résultat plus précis :

111.4.(3) Théoneme.-

Soient X un espace connexe par arcs, de type £ tel que
xﬂ(X) = 0 et G un groupe de Lie compact connexe opérant sur X,

alors

a) Il existe une suite réguliére (g],...,gn) de S(Z & Q)

telle que

H(XG,k) = S(z & Q/

(gl,...,gn)

b) L'espace XG est intrinséquement formel.

111.4.(4) Cornollaine.-
a) Krull dim H*(XG,k) = profondeur de H*(XG,k) =rg G .

b) I1 est sans espoir d'obtenir une amélioration des résultats

de Borel, grice au type d'homotopie rationnelle de XG .
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111.4.(5) L'a.d.g.c. (S(Z ®Q 8 AP; d) avec dxi = 8; est
un KS modéle pur de XG » qui en général n'est pas minimal, comme on le

voit en considérant 1'opération de S3 (par translation 3 gauche)
3 2

S] = X = §
Dans ce cas ,
(S(z ® Q) 8 AP, d) = (5(z,y) ® A(x), d)

avec dx =y + z

est un KS modéle pur (non minimal !) de XG =B,
: S

111.4.(6) Démonstration de 111.4.(3) :
a) Comme on 1'a déjd remarqué en III.4.(2), on peut supposer
que la KS extension

E: (5(2),0) —— (5(2) @ (SQ © AP) ,d) —E—» (SQ ® AP, d,)

est pure et puisque la différentielle sur la base est nulle, 1'a.d.g.c.
libre (S(Z ® Q) ® AP, d) est aussi pure. Ceci nous permet de considérer

la graduation inférieure (III.1.(4)) sur les groupes d'homologie :

H(S(Z Q) @ AP, d) = @& Hi(S(Z ® Q) ® AP, d)
‘ iz0
Vérifions que

H,(S(Z Q) © AP, d) =0 ,

pour cela on considére 1'espace vectoriel Z tel que
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et 1'a.d.g.c.

(s(z ® Q) ® A(Z ® P), D)

avec =d

Disiz ®q e Ap
D(z) =z , Vzed
I1 est clair que

H, (S(Z ® Q) ® A(Z ®P), D) = H,(S(Q) & AP, d)
ce qui d'aprés III.1.(6)-B , entraine que

H (S(Z ® Q) 8 A(Z ® P), D) =0

alors d'aprés le lemme 2 de D%{ﬂ , ceci entraine que
H,(S(Z ® Q) 8 AP, d) =0

c'est-a-dire que

H(S(Z & Q) 8 AP, d)

HO(S(Z ® Q) 8 AP, d)

[l

XL R

oti 1'on pose dxi =g, i=1,...,n

(xi).=]’.'. 0 base homogéne de P .

TI1 résulte alors du théoréme III.1.(9) que la suite

(gl,...,gn) est régulidre dans S(Z & Q).
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b) L'a.d.g.c. libre
(s(Z & Q) ® AP, d)

est d'aprés ce qui précéde, un mod&le (non minimal) et bigradué de

(' (X,K),0) (cf. [H-8]).

La bigraduation est donnée par

Y - @ Yz =0 "eqQh
n=0 n>0

Y, = 8 YT = o P
n=0 ‘nz0

En rendant (S(Yo) Q A(Y]), d) minimal ; (i.e., en divisant par

une sous a.d.g.c. contractile) on obtient alors le mod&le bigradué de XG.
(8(Y)) 8 A(Y)), d)

qui est "two stage', par suite il ne peut y avoir de déformations

de la différentielle d , de la forme

D=d+d2+d3+.... '

-~

ol di baisse la graduation inférieure d'exactement i-unités. Ceci
entraine qu'il n'existe qu'un seul type d'homotopie rationnelle réalisant

* . s - . L
H (XG,Q) , c'est-a-dire que X, est intrinséquement formel.

G

111.4.(7) Preuve de 111.4.(4)

S(Z ® Q) est un anneau de polynPmes sur un corps k de caractéris-
tique 0 et (g];...,gn) est une suite réguliére. On déduit (Dﬂat;] chap. 6)

que H*(XG,k) est un anneau de Cohen Macaulay et que




]

Krull dim H*(XG,&) Krull dim S(Z ® Q) - n

dim 2

L]

rg G,

Ll

IT1-5 - CONSEQUENCES DU THEOREME 171.3.(?).

[ p——————

111.5.(1) Proposition.-

F désignant un espace connexe par arcs,non contractile, de

type f, de x_ =0 et de rang < 2 , il n'existe pas de fibration

de Serre

~+ E —————> M : (1.4.(6))

si

i) wPAT(E,k) = o.

ii) E est un groupe de Lie connexe.
iii) E=g" (sauf si Fo $*y |
| I Q

e ———r————————— -

111.5.{2) Proposition.-

F désignant un espace connexe par arc, de type f , de Xp = 0

et de rang < 2 , alors pour toute fibration de Serre

F—3J »F— oM (I.4.(6))
on a

‘1g Ty(E) =-rg my(M) + rg 7,(F)
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IT1,5.3. TLa proposition III.5.(1) améliore en particulier

des résultats de [B-S] et [th] sur "1'impossibilité de fibrer

n n "

R" ou § , car nous n'utilisong pas 1'hypothése

dim H(M) < + =,

111,5.4. Preyve de/sm, propositions :

F vérifiant les hypothéses du th&oréme III.3.(2), la

fibration 1,4,(6) est pure,

a) En particulier, HP?'T(F) £ 0 et Hpalr(E) = 0 est

. . - ¥ . . - s
impossible, puisque d'aprés III.3,(1) j  est surjective d'od (i).

b) En utilisant la remarque III1.2.(3)-2c~- on a nécessairement
Yoz 1, rg(m, (F)) < rglr, (E))

ce qui est impossible puisque si F non contractile il existe des n
pour lesquels rg wzn(F) # O tandis que rg nzn(E) = 0 pour tout n
d'ot (ii).

¢) Considérons une fibration rationnelle pure

(%) F

I1 existe un modeéle de (*) de la forme
(B,d,) — (B ® L(X), d) — (L(X), d,)
avec . L(X) =AP®SQ , dQ=0 dPC B ® SQ .

La pondition

H(B 8 L(X), d) = H'(s?™, k)
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entraine alors que

dim Q=1
Pogons
Q = ky P = kx
alors dy =.O dx = yp + Bl,yp—] + ,.. + bp
or i T — 0 = s

(¥P)

est surjective, on a nécessajrement p = 2 , d'ol iii).

d) F est un espace pur de type‘ f, donc d'apnés ITII.1.(6)A,

F admet un modéle minimal

L(e],ez,e3,e4)

4 le. | 4 le. |
tel que z -1 ' =0 et z (-1) 1 <0
i=] i2
ceci entralne que
25 |e] < le,| s [eg] < el
donc que n&(F) =0 .

De la remarque III1.2.(3)-2c~ il résulte que la suijte
2 2 2
0 —— nw(M)-—-+ ﬂ¢(E)‘———& nw(F) — 0

est exacte, d'ol la proposition III.5.(2).
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CHAPITRE 1V

DEMONSTRATION DU THEOREME I11.3.(1)

T — S GIe W A G B S SE g — — > S v - - = o ma = . e - —

IV-1 - VERSION ALGEBRIQUE DU THEOREME 111.3.(1).

IV.7.(1) De la définition d'unme KS extension pure, de III.1.(11)
et de la remarque 1.2.(5) en utilisant la connexité de M, il résulte que

le théoréme III.3.(1) est &quivalent i

IV.1.12) Théordme.-
Soit E wune KS extension mininale

1 Y
C C
E : (B,dB) —_— (C,dC)

> (A,d)

de base B connexe et de fibre A de type f et de X; =0
alors les propositions suivantes sont équivalentes
1) pc surjective ;

ii) E est pure.

IV.7.(3) Dans tout ce chapitre, B est supposée connexe
et A #1k. Nous allons &tablir ce théor@me en montrant successivement

les implications : P, => P => P_ => P

*
P e

surjective
P2) E admet une structure KS minimale (X,f) telle que si

d = f_1 dC f on ait :

s
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axP?*h) = o.

P3) E est pure.

V-7 - (P3) => (P]).

Supposons que la KS extension E soit pure alors il existe

une structure KS minimale (X,f)

(B,dp) £y (a,d,)

(BBL(X),d)

avec

g
1

L(X), X=P®&Q

-1
f dC f

o
it

telle que dQ =0 et dPC B ® 8Q (cf. III.1.(1)).

D'aprés III.1.(6) - B, nous avons

H(A,d,) = S(Q?/(dAP)SQ
d'oii nous déduisons immédiatement que p* est surjectif, par suite

p: =(p o f—])* est surjectif.
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) = ().

1V.3.(1) Lemme fechnique.

) K={1,2,...,m},

Soient B wune a.g.c. connexe et (
a€ekK

e
a
une base de 1'espace vectoriel X

Si g : B ®L(X) > B ® L(X) est un homomorphisme d'a.g.c.
vérifiant

) gle) B" 8 L(

a g eu : ea € L el,...,e

b) gYB = IdB
alors g est un isomorphisme d'a.g.c. qui rend commutatif le

diagramme suivant

1 et p définis comme en 1.2.(1).

De plus si (ea)u est une - d-base KS minimale de

E:(B,dy) —> (B8 LM, —> (LX),d,)

en posant

d'=g odog

alors (ea)aeK est aussi une d'-base KS minimale et g un iso-

morphisme de KS extension.
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1V.3.(2) Preuve.

On pose

g=1d - ¢

et d'aprés (a), il existe m tel que

d'oli g est inversible puisque
g—] = Td+ V¥ + ...+ ¥"
Par suite g est un isomorphisme d'a.g.c.
D'autre part, puisque
O(g(eu) - ea) =0 et gIB = IdB

le diagramme suivant est commutatif

B ® L(X)

. \

B g L(X)

) est une d-base KS minimale, alors

On suppose que ( aeK

e
a

pour tout o € K

]
A O O O OO
o

-1
L
pod (ea) g o dg(ea)

[¢]

o]

d o g(ed)
)

+
d(ea + ua), u, €B 8 L(e],...,e

Q

a-1
de + p o du
o o

o de
o

Ao

1l
[=

ce qui prouve que pod'
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De plus,
d'eu = g_] od o g(ea)
= g—] o d(ea + ua)’ u, € 8" ® L(e],...,ea_l)
= g-l o d(eu) + g—] o d(ua).
Comme
de, € B ® L(el,...,eu_])
du € B* 8 Lleysevsey )
nous obtenons
d'ea € BB L(e],...,eu_])

ce qui démontre que (e ) est une d'-~-base KS minimale.

e
o’ ek

Par définition, g est alors un isomorphisme de KS extension.

I1V.3.(3) Nous supposons désormais que la KS extension minimale

E vérifie les hypothéses

i') B est connexe
ii) A= L(X), dim H(A,d}) < + =,

iii) dim P = dim Q@ = n (X=P @& Q)

et on supposera que toutes les bases KS minimales {ea}aeK sont indiciées
par l'ensemble

K=1{1,2,...,2n}

1V.3.14) Lemme.-

(Pl) ==> (Pz)
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1V.3,(5) Preuve :

Considérons une KS-structure minimale

((ea)aeK,go)

de € et notons
K" = {a € K, Ieal pair}

d'aprés (iii), (ii) et III.1.(6) - B, on peut choisir 8, de maniére

a ce que si

- l .
dA =po d0 s do =g, © dC og

1'a.d.g.c. libre (A,dA) soit pure et on a alors le diagramme suivant

commutatif :

C,dy)

(B,dB) si go (A’dA)

(BBL(X),d )

. o e * P
De la surjectivité de Pes» on déduit que pour tout o € K",

il existe Qa € (B ® L(X)) N ker do tel que

FED = o]

ce qui entraine

p(®a) = eu * dAea

avec Ga € 5Q8 P,
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De plus, de la surjectivité de p,

Wq € B8 L(X) tel que
oY) =98,

par suite

ce qui entraine que

avec o, € BY 8 L(X)

L'application lindaire
g ¢ X> B ® L(X)

définie par
g(ea) =e + 0 si

si

[
o

g(eu)

se prolonge de maniére unique en un homomorphisme d'a.g.c.,

g : B® LX)

D'aprés le lemme technique, g

extension lorsque 1l'on pose

d = g—ld og

+ B 8 L(X).

on déduit qu'il existe

o € K"

o€ K' =K - K"

B~-linéaire

est un isomorphisme de KS




(B,dp)

(B

de plus

d(e )

ceci pour tout o € K". En

structure est celle

(X,£)

V-4

(P
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8 L(X),d )

® L(X),d)

-1

g do(ea +8)
-1

& (dO(qDOL - dolyOL))

0

posant f =g o 8,

\\\\‘\\fl\\\\\\\*

(a,d,)

on voit que la

cherchée dans le lemme III.3.(4).

) = (@,

La KS extension E vérifiant les hypothéses IV.3.(3),

on dira que E

r 11 existe sur E

telle que si

(Hg) = 4

de =0
o

de_ € (B ®5Q) (8%

vérifie la condition HK si

une structure

(€e) g B

f od,of,

£ ® AP 8 sQ))

on ait

KS minimale

si ‘ea]

si [eal

pair

impair .
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Evidemment, montrer que (HZ) est vraie pour tout £ € W,
entraine que le théoréme IV.1.(2) est vrai

V.4.(1) Lemme.-

Hl est vraie.

1V.4.(2) Preuve : Ceci résulte immédiatement du lemme IV.3.(4)

et du fait que les hypothéses (ii) et (iii) entrainent que

dAPC: SQ (cf. III.1-(6) ~ B).

/

I1V.4.(3) Dans la suite de la démonstration, nous utilisons

l'a.d.g.c.

(BE 8 L(X),d)

>
définie comme le quotient de l'a.g.c. B ® L(X) par 1'idéal B L+l ® L(X),
q

fermé pour la différentielle d. On remarque que BK est isomorphe

en tant que e.v.g. &

k @ B] ® ... 8 BZ

On fera couramment cette identification et on écrira par

exemple

1V.4.(4) Lemme.-

Dans 1'a.d.g.c. quotient (Eﬂ ® L(X),d) on a les relations

- £ 2 = L +
a) (ker d) N (B” 8 L(X)) = (B” ® SQ) + (d(B” @ A P 8 SQ))

by (ker &) N (8% 8 1*p 0 5q) c 3% @ 1*F 0 Q) .
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1V.4.(5) - Preuve :

- 2
1) Puisque d(B ) = 0 et que (A,dA) est pure, on a la

relation

E(BK ® SQ) = 0

ce qui entraine 1l'inclusion

BE @ SQ + E(BE'S AP 8 SQ) C (ker d) N (BK 8 L(X)).

; L . . .
2) soit ¥ € B  ® L(X), ¢y s'écrit de maniére unique

=)
I

| ~18
<=

i=0

ou J. € i 8 2lp 8 5q .

Puisque
(189 - 18d2eKerp= 3" 8 LX)

1 8d

dlﬁeaL(x) - al8leL ()

ceci entraine

T £, i-1
d&i = (18® dA)\ﬂi e B 8®8A P®SQ.

Par suite, la relation
dd = o

entraine que pour 1 = 0,1,...,m
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(18 dA)(‘Di) = 0.

De la relation

H(B ® L(X),1 8 dA) B ® H(A,dA)

et puisque d'aprés III.1.(6) - B,

i
o

H+(A,dA) =

2 .
on déduit que pour tout 1i € {1,2,...,n}, il existe Wi €B 8 A1+1P ® SQ

zfi}que
v i

mi = (18d,)¥, =d¥,

Ce qui implique que

et démontre 1'inclusion

2

(ker d) N (Bz ® L(X))C B" ® SQ + E(BK ® A'p 8 sQ)

La relation (b) se déduit immédiatement de (a).

1V.4.(6) Lemme.-

Hp => H£+]'

iV.4.(7?) Preuve :

Soit ((ea)aeK’g) une structure de € satisfaisant 3 la

condition Hﬁf
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Dans 1'algébre quotient
(B ® 1L00,D) (=g d; e
1'hypothése Hp implique

de =0 si Ieal pair

j==3}
&)

- - 1 +
de_ € (BEalr 8 SQ) & (Bz 8 A'P 8 SQ) si le | impair

Posons K'C K tel que o € K' ssi !eal impair.

len cas : Supposons que £ est pair : £= 2

alors si o € K'

dea=¢>u+ Z "DOLZS

sx>1 ’

4 2s
avec @a,Zs € B- 8 A°°P 8 SQ

o, € By 8 SQ

Des relations d o d(ea) =0, o€Kk',
on déduit 39 =0
o
d@a,Zs =8 dA)‘ﬂoc,Zs =0, 521

Le lemme IV.4.(4) entraine alors que pour chaque o € K'

et chaque s 2 1 il existe V¥ e.Bt 8 A2$+1P ® SQ tel que
a,2s+l

lpoc,ZS = dwa,23+1

ce qui permet d'écrire

1
Wu,25+] , o € K
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Cette derniére relation entraine que dans 1'a.d.g.c.,

(B ® L(X),d) on ait

d(e. - ) V¥ =
a <31 0,y2s+1 a o

pour tout o € K', avec

£ 2s+1
¥ ee1 €B 84T P B SQ .

L'application lindaire

définie par

L]
o
/2]
=
o

o
V]
e
=

g(ea)

impair

I
1

I
0
"N
o

g(ea)

se prolonge de maniére unique en un homomorphisme d'a.g.c. tel que
P q g q

glb = IdB
g : B®L(X) - B ® L.

Des relations

[

l‘FOt,ZsH' = leal
et de 1l'hypothése de KS minimalité, nous déduisons

+
Wu,28+1 €B 8 L(e],...,e

).

a~-1

Le lemme technique IV.3.(]) entraine alors que g est un

isomorphisme de KS extension
]




(8,dp)
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(B 8 L(X),d)
/////L//’///)' 5

g (L(D),d,)

(B 8 L(X),d")

lorsque 1'on pose

d' = g : odog.

D'aprés la définition de g, on montre que

@ - 16 e Lm) c PP e L
-1 . .
(g - Id)(eu) =0 s1 |eal pair
-1 2 + . .
(g ~ Id)(eu) € B8 A P®SQ si1 lea] pair.
I1 est clair que
. _ . .
d e, = 0] si Ieal pair
Si lea| est impair |
-1
' = -—
d ) & (d(eu Z Wu,2s+1))
szl
=g (@ +0)
& o o

d'e_€ (B0 SQ o @& 8 L).

Nous avons donc démontré le lemme IV.4.(6) lorsque £ est pair.

22me cas : Supposons £ impair.

Pour tout o € K'

Eea € (E‘,’&air ® SQ) ® (B}Z 8 Ai™Pp g 5Q)
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d'ol 1'écriture

avec
La relation
entraine ' dd_ + df =0
o o, 1

Le lemme IV.4.(4) entraine l'existence pour tout ao € K'

et pour tout s32 des VY tels que
0,28

) = d(V )

a,2s~1 o,2s

L 2s
¥y € B 8A7P 8 SQ».

‘Dans 1l'a.d.g.c. (B 8 L(X),d) mnous obtenons les relations

d -—‘ = ' +
(eo(, Sg‘2 Wu’zs) ®0L * ‘00.:] Q0(.

avec Qa € B;£+1 ® L(X)

¢a € B @ S(Q

0& | € 8t o Alp o SQ
L

¥ e 8" 8 0%®p 8 5q, s > 2.
0,28

Le lemme technique permet, comme dans le cas pair, de montrer

»

QU'il existe une structure KS minimale ((ea)ueK’fl) telle que si l'on
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-1 .
pose d] = fl odo f1 alors on a les relations

d (ea) =0 . si |ea|‘ pair

1
4 20+1

11.4.(8) ;
dy(e ) € BP** T 95Q) ® (B8 AP @ SQ) © (B ® L(X))

si |ea| impair

1V.4.(9) On continue la démonstration de IV.4.(6) dans le cas £

impair en posant

et en utilisant le lemme suivant, qui sera démontré en IV.5.

IV.4.(10) Lemme.~

I1 existe une structure KS minimale

(Ce ) _»E)

a’oek

vérifiant pour d = f-l od f

c©
de =0 ’ si [eal pair

+1

de ¢ (B ®SQ) ® xlorpe SQ) @ > e a*p o sQ)  si leal impair

1IV.4.{11) Si o € K', d'aprés les relations IV.4.(8) dans

1'algébre quotient BK ® L(X), nous avons l'écriture

dea = dAeu * Z ®a,2r * Z lDoc,sxs
r>1 s21

avec
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by 2r € 8" 88, r » |
nﬂu,s e k0 sq

Xx =e , o €K', a <a.
s o 8 s

)
Comme do . (d, ® 1)® e d8%% 8 sQ
O,2r B o, 2r
d(dAea) = 0
d@ s)=-0 dx e k¢ 8 SQ
0,S s a,s"A's )
des relations
do d(ea> =0
“on tire
Z ¢b,sdAxs =0
szl
par suite

D'aprés le lemme IV,4.(4), il existe pour chaque o €K',

un élément Ba de Bﬁ 8 A'Pe SQ ‘tel que

d'ol les relations dans 1'a.d.g.c. (B 8 L(X),d)

- = 1
d(e, - 8,) =dse + 7 or ¥ 9y O €K
(> |
avec Qa € BZ£+] e \'p @ 8Q
2r
¢a,2r € B ® SQ, r > 1

6, € 8¢ e 10 8 50 .
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De la relation Ieal = lea' et de 1'hypothése de KS

minimalité, on déduit que

£

ea € B8 L(e],...,e )

o-1

ce qui nous permet d'appliquer le lemme technique a 1'unique homo-

morphisme d'algébre
g : B8 L(X) > B8 L(X

défini par
= Id
Bl ™ %
g(ea) = e, si Ieu| pair

g(ea) =e, - ea 31 |ea| impair.

Une simple vérification, permet de voir, que si 1l'on pose

alors d'e. =0 si ‘eal est pair

20+1

d'e € (B ®5Q) & (B 8 AP @ 5Q) si e | impair

ce qui démontre complétement le lemme IV.4.(6).

1V-5 - PREUVE DU LEMME 1V.4.(10).
1V.5.(1) Dans le cas £ =1, 1le résultat est évident.

1V.5.(2) Supposons £ > 1, alors pour tout o € K'

£-1 2L+1

de € (B ®SQ) © (dB ® P ® SQ) © (K2 ® PO SQ) ® (B ® A'p & 5Q)

d'oll 1l'dcriture
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8x_+ ] P _®x +Q

avec ( ua € B 8 SQ

v e 3E! 8 sq /x =e
G,s ] 6]

J S
— 2 ) ,
ﬂa’s £ K™ 8 5Q < as € K

3L+1 +
L Qu € B ® AP ® SQ L a <o

I1 en résulte que

oy = T s

® x =
sx1 ’ S) '

Or,

dx_e (5Q) 8 (3P%'7 8 5Q) @ 3* & 1P 8 5Q
et £ 32, d'ou dx =d,x + T
s A's s
2 .
avec FS € B"” 8 L(X), par suite

LY, Jdx = )V

»S a,sdAxs * z wa,s I|s

sil szl s31
est un élément de
P21 g 50) 0 (8> 8 L))

d'ol 1l'écriture

- = ' '
d(e, - ) ¥, _®x) = u + ] O _®x +0a
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avec

uoe sP2t g sq

2 e 37 8 LX),

a

L'application linéaire

g : X> B8 LX)

définie par gle) 7 e,
g(ea) =e, - ) Wu,s 8 x

si leal  pair

si |ea| impair

se prolonge de mani&re unique en un homomorphisme B 1lingaire

g : B®L(X) > B®&LX.

Par un calcul, sans difficultés en utilisant le fait que

£ 3 2 et lemme technique, on montre le lemme IV.4.(10).
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CHAPITRE V

DEMONSTRATION DU THEOREME I11.3.(2)

- . D S — . YEn S S S G S S A N P ST T e Gy R VR GRS AN VS G S

V-1 - CAS ol dim HW(F) = 2.

V.1.(1) Dans le cas ot dim HW(F) =2 (rg F=1) alors le

théoréme 1I11.3.(2) équivaut a :

V.1.(2) Théonéme.-
Soit E une KS extension minimale

‘c Pc
E: (B,dy) —— (C,d)) — (A,d))

telle que

i) B connexe ;

ii) A connexe dim H¥(A,k) < + @
. L ¥ _ _
ii1) dim HW(A) = 2, XH(A) 0

alors

* . .
pc est surjective.

V.1.(3) Démonstration : Considérons une K§ structure minimale

((y,x%),£)

de E telle que
ly| pair
|x| impair

(A,dA) pure .
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Le dernier point étant possible d'aprés IIIL.1.(6) de plus,

nous avons nécessairement 1'inégalité
Iyl < |xl

ce qui entraine

dx = dAx + polyndme en y & coefficients dans B.

Posons
m
d,x = Ay xek - {0}, m32
alors dx = Aym + b]ym_] + ... +'bm
avec b, | = ilyl.

1

De la relation d o dx 0, on déduit

mAdy + db, = O

par suite,

d(y + = b)) = 0.
mA

1
Comme p(y + ;; bl) =y et que H(A,dA) = S(y)/Qym)

* . .
o est surjective.

V-2 - CAS oa dim HW(F) =4,

V.2.(1) Lorsque rg(F) =2, i.e. dim HW(F) =4 1le

théoréme IIT.3.(2) est équivalent au suivant.




..77_

V.2.(2) Théoreme.-
Soit £ une KS extension minimale

1 P
) C C
E: (Bdy) —— (C,d) ——— (A,d,)

telle que

i) B connexe

ii) dim H (A,k) < + o
C.. . * _ _
1ii) dim HW(A) = 4, XH(A) =0

alors E est pure.

e ————————

V.2.(3) Ce qui Zquivaut évidemment a dirne que est

*

swrfective (th. T11.3.(1)).

V.2.04) Plan de La démonstration.

I1 résulte de IIT1.1.(6) - B que 1l'hypothése H; ci-dessous
définie, est vraie, le théoréme V.2.(3) résultera donc de la suite

d'implications

1
Hp

N e . i P
ou les conditions HZ sont définies par :

r Il existe sur E wune structure KS minimale
({y]syzsxlyxz}af])

H] 4 telle que si d] = f-l od,of on ait
£ 1 C 1’

d]yieBZ'e@L(X), i=1, 2.

L}

L ax; € (& @50 06> 6 1*P o 5Q), i
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( 11 existe sur E wune structure KS minimale
({y] ,yZ’Xl 9X2},f2)

2 2 C 2’

dyy; € 3 8 sq) 8 B 8 1*p 8 Q)

py4
L dp; € (B 8 S0) 0 (B 8 AP 8 sQ)

/
I1 existe sur E une structure KS minimale

(Ly)syy5% 5%y} E5)

) |
telle que s1 d3 = f3 o dC o f3, on ait

d,y, € @ 8 s o B*! 8 1P @ SQ)

d3xj € (B 8 SQ) ® (B£ 8 A]P 8 SQ)

V.2.{5) Lemme.-

| 2
Hy
V.2.(6) Preuve :

Dans 1'algébre quotient (IV.4.(4))

(8, & L(),d)

1'hypothése HE devient

EIQ csle L(X)

ipc (B, ® 5Q) ® @t e 1A' 8 s5Q).

ﬁ telle que si d, = f-] od,of on ait :

M

e

1,2.

1,2.




et d'aprés le lemme IV.4.(4), il existe

relations
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En particulier,

= £
dlyi € (B

dy. =0, + ay.,

Gi € BK ® SQ

Y. e il e A"p @ sQ.

Ceci entraine que dans l'a.d,g.

dly; =¥ =8+ &y

ei e 88 $Q
v, € 8¢ 8 1P 8 sQ
2 € 5> 8 ()

'L'application lingéaire

g : X > B® LX)

définie en posant :

]
"

g(xj)

" 8 L(X)) N ker H]

8,
i

C.

i=1,2

et 'Wi tels que :
1,2
(B ® L(X),d]), on a les
i=1,2
i=1,2
j=1,2

se prolonge de maniére unique en un homomorphisme d'a.g.c.

tel que

g : B8L(X) - B8 LX)

ng = IdB.




on déduit

en posant
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D'autre part, des relations

|‘¥i| = lyi[ i=1,2

v € BT 8 L(X)

que

D'aprés le lemme technique IV.3.(1), g est un isomorphisme

-1

de KS extension lorsque l'on pose d2 =g 0 dl og

(B ® L(X),d)

/

(B,dB) g (A,dA)

(B ® L(X),dz)

D'aprés la définition de g on a les relations

@' -6 e L) c 820 g Lx)
(7 - 1) x) =0 i=1,2
(g'1 - Id)(y) € 5% g A'P ® S0

- -
dz(xj) =g dg(xj) =g (d]xj) ,

dpx; € (8 SQ) @ @ esq e 8 8 AP 8 SQ)

£

d,(x;) € (B 8 5Q) @ 3** & A'P ® SQ)

-1 - _ _ -l

dy(y;) € st e s o 3 e L)),



Ceci prouve que 1a’strﬁcture
l‘({y]’yz,xl‘,xz},fl o g)
vérifie H2
z.

V.2.(7) Lemme.-

2 3
Hy  => H

V.2.(8) Preuve :
Dans 1'glgébre quotient (V.4.(4)
(8, 8 L(X),d,)
, N 2 .
1'hypothése H@ devient

£

) d,y. € B~ 8 5Q Ci=,
H@ - -p 2 + .
dzxje(B ® SQ) @ (B EAPSSQ) j=1,2
len cas : Si £ est pair, alors
dzyi =0
et on fait la méme démonstration que dans IV.4.(7), ler cas et
) , ‘
H}Z => H‘K"’l 3
2%me cas : Si £ est impair :
- 4 ’ L .
d,y. € B~ 8 8Q r = 1,2
=2 271
Hp

I e (#5217 0 s0) @ 8" @ AT™p 6 5) j - 1,2
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d'ol en particulier 1l'écriture

avec ®j € ﬁpalr 8 SQ

]

) € g o 228"

§.25-1 P 8 SQ.

La relation

entralng pour

puisque,

d2|B£ orxy - ! @4

A|B£®L(X)'

Le lemme IV.3.(9) entraine 1'existence pour j =

tout s » 2 des VY, tels que
1,28
\Djszs-l B d(lyjazs)
L 2s
Y, cB ®8ATPBS .
Js2s Q

Dans 1'a.d.g.c. (B 8 L(X),d)

4y, € st e s o ¥ 8 L0)
d . - vy, = ¢, + . + 0.
2(XJ ng J,ZS) ] lDJ,I

1,2

et pour

nous obtenons les relations

e
B 1]

1,2
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avec Q. €

wj’] € Bz 8 A'p s SQ
¥ os € 8 8 125 o sQ, s > 2.
L'application linéaire
g: X ~ B ® L(X)
définie en posant :

g(yi) 1 = 1,2

]
<

]
"

g(x.) .- ) VY.
] ] 532 Js2s

se prolonge de maniére unique en un homomorphisme d'a.g.c.
g : B®L(X) > B8 L(X)

Des relations

lq’j’zsI = ’XJI

+
wj,ZS €B 8 LX)

et de 1'hypothése de KS minimalité, nous déduisons

+
Y € B ® L(e],...,e )

Js2s aj-l

Le lemme technique IV.3.(1) entraine alors que

isomorphisme de KS extension.

g

B-linéaire,

est un

-
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(B 8 L(X),d,)

/ 0

(B,dp) g (L(X),d,)

(B ® L(X),d,)

lorsque 1l'on pose
dy =g dy8
Vérifions que la structure
Uy psyyoxpsxp)s £3 = £, 0 8)

satisfait 1'hypothése Hz. _ ’

d, x

3% g—] od o'g(xj)

g_l o d(xj - Z v,

-1
o, + . + §2.).
g ( j @J,] J)

Or, d'aprés la définition de g, on obtient les relations

@ - 1)@ e L) e B 8 L
' -1 =0
(g-] - Id)(xj) el e AP e SQ
dlot  dgx, e etesy o aleresy e & en'r e sq.
De méme, on vérifie que
dy, € @t e sy e @ 8 LX)

ce qui termine la démonstration de V.2.(7).
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V.2.(9) Lemme.-

3
HK =D HK+1

V.2.(10) Preuve :

1) Tern cas : L pair.

Le lemme est démontré en vertu de V.2.(8), ler cas.

2) 28me cas : £ impair. £ = 2q + 1.

On verra facilement, en généralisant la démonstration de IV.4.(10)

.. 3 P
que la condition H2 se réduit a

dy. € «t e sq) e 3> 8 1P 8 sQ), . i=1,2
dyx; € (B 8 spe@eresy o B entresQ, =1,
alors, dans 1l'algébre quotient (IV.3.(8))
@t e L(X),d,)
on obtient les formules
d3yi = W. i=1,2
v.z.(11) _ 3 j=1
dgx; = L% o ¥ Z ‘ﬂj,s Xg o 3= 1,2
r= s=1
avec Wl € KK, Wz € K2 2] S(y])
2r
Qj,Zr € ® SQ
P, s € 1(z 8 SQ

b

et puisque Kz n as%d - {0}, de la relation
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on déduit la formule

v.2.(12) d, (d x;) = 0

Considérons une base (be) de Kz et &crivons pour tout
¢ e s(Q - c
do = g b, 8 67(9).

Puisque d est une dérivation de degré +1, les applications

8% : sq ~+ SQ

sont des [k-dérivations de degré 1-£. De la relation V.2.(12), on
déduit que

| ; |
Ib_® GE(dij) =7 . d
€ s=]

par suite
Ge(d x.) =0 et Ge(d X.)
A1 A2
appartient & 1'idéal engendré& par dAx] dans SQ c'est-ad-dire que pour

~
€ . .. e 5 _
chaque €, 6 induit une dérivation 6 sur S(yl’y2)/(dAx = H(A,dA).

1294%2
On montrera en V.3., que nécessairement
6 =0

ce qui implique

[ € - €
65(y,) =0 et 0°(y,) =d,0

avec o € SQ ® P. En posant

on trouve Ge(yz) =Y =49
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LIS 3 = = € €

d'od dyy, = ¥, g b” 8 Y,

_ € €

=)b ®8dpo

€

= - 33 ] b 8¢9

c'est-a-dire dy(y, + I D@05 =0 .
€

Dans 1'a.d.g.c.

(B ® L(X),d3)

nous obtenons les relations

( 4y = 8y
€ € 2,@
v.2.(13) { d3yp* 1 b ®2) =10,eB7 8 LX)
€
Jil
\ d,x. =d,x. + g 9. d. + Q'
3 ] A r=1 Jazr s=1 ]85 s ]

L'application linéaire g
g: X — B8 LX)

définie par g(y])

]
~<

€ €
g(y,) =y, + ] b 8¢

]
w

g(xj)

se prolonge de manidre unique en un homomorphisme d'a.g.c. Le lemme
technique IV.3.(1) et quelques vérifications immédiates entralnent

1'existence d'une structure KS minimale
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({y] ,YZ,X] ,xz}’f3)

telle que si dg = (fg)~] ) d3 ) fg, on ait dans l'a.d.,g.c. quotient

(Eﬂ 8 L(X),ag) les relations suivantes :

/7 an = I =
439, =0 » 439 = 0

q
dgx) = dyx; + Z] ®),2r
v.2.(14) ¢ T

" 3] 1t
g%, = dyx, * g 2 o VX

r=1
| o oy € 3’f 8 5q, " e e sq .
’

De la relation Hg 0 &g =0, on tire

ax)) = 0

ce qui d'aprés le lemme IV.3.(9) entraine la relation

v.2.(15) ! .
6eB 8 AP 8 SQ

d'ot les formules dans l'a.d.g.c. (B ® L(X),dg)

( "o =
dyy, = &,
d3y, = &
q
V.Z.(]é 4 " = "
) d(x)) = dyx) + ) o), 4+ 0,
r=1
1" q "
d3(x2 -9) dAx2 + Z] ®2,2r + 94
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est une base KS minimale pure de 1'a.d.g.c. libre (A,dA) telle que

Iy, | € Iy, & oo <y,

|x | € |x2| € ... & |xn|

1

lorsque 1'on désigne par ¥; les éléments de degrg pair et par xj

les éléments de degré impair.
Par définition, d'une KS-base pure, on a

. =0 i=1,2,,..,n

i

o
E
|

Aj—fje S(y]’c-o,yn) J 1,...,n.
D'aprés [H—B-]

H(A,d,) = S(yls---’yn)/Qf],...,fn)

est une algébre de dualité de Poincaré de dimension formelle

Ne= e+ s e ] -yl - =yl

c'est-a~dire que :

|
(@)
n
e
-
\"4
b4

i) Hi(A,dA) -

"
=
m

i) H(A,d,)
iii) La forme bilinéaire

<, > LIV S

définie en posant, <a,b>e =a ub est non dégénérée.
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V.3.(2) Lemme.- Sous les hypothéses V.3.(1),

. . v P .
Pour toute dérivation 0O, de degré négatif ou nul, sur H(A,dA),

on a

(Im 8) N B°(A) = 0O

V.3.(3) Preuve :

Supposons qu'il existe a € H(A,dA) tel que

8¢a) = A e k ~ {0} .

N

Puisque 0 est une dérivation, nécessairement

¥ -
Kk - O
Py

et puisque H(A,dA) est connexe, nécessairement

o+
aeH (A,dA)

Comme, H(A,dA) est de dimension finie il existe £ > 1

tel que '
az # 0 et a£+] =0

0@ty = 0= & + 1afeca)

d'ol

ce qui entraine que

8(a) = A = 0.

V.3.(4) oOn note §i’ la classe de y, modulo 1'idéal

(f],...,f ) et on dit que la dérivation 3 est nilpotente, relativement

- - n, :
la famille ordonnée (y],...,yn) si 6(?&) est un polyname en

[ 1]
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On note
"
DerSO(H(A’dA))
le sous—-espace de
Derso(H(A,dA))
des dérivations nilpotentes relativement a (§1""’§n)°

V.3.(5) Remarques.
a) si i<o, eri(u(A,dA)) = Der, (H(A,d,))

o "
b) D'aprés V.3.(2), pour toute dérivation 8 € Der__(H(A,d,))
<0 A

N
on a e(y]) = 0.

V;3.(6) Lemme.- Sous les hypothéseé v.3.(1),

n N
Pour toute dérivation 6 € DerSO(H(A,dA)), on a :

E(HN(A,dA)) - 0.

V.3.(7) Preuve :

Soit m, le plus grand entier tel que

_m]+1
¥ #0 et v, = 0.

Soit m, le plus grand entier tel que

—ml -mi—l -mi
(yl seees¥ig )y #0
et m m, m,+1
1 - 1-1,-1

(Yl ""’Yi_] )yi = 0.

Op construit ainsi un élément non nul, de degré > O,
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o _m, o

o = Yy Y, ,...,yn

tel que pour tout a € H+(A,dA), a.d = 0.

Si on suppose que I@l < N alors pour tout a € HN—|¢|

<a,®> = 0 ce qui est impossible puisque H(A,dA) est une algébre de

dualité de Poincaré, d'oil nécessairement |¢| = N.
m, m m
On pose alors e =y 1.2 ; n
p 4 y] y2 9"')n
n m. m. m
il =M1 =My =
8e) = Zmiy S ooy 0(y0)
i=1
=0

N - -
puisque, d'aprés V.3.(2), G(Xi) €S (y],...,yi_]).

V.3.(8) Conollaine.- Sous les hypothéses de V.3.(1),

n n
pour tout €lément 6 de Der<0(H(A,dA)), on a

v Y
i) <8(a),b> = —<a,0(b)>
N-1 i
& H .
i=1

"
ii) Im 6 C

V.3.(9) Preuve :

i) <8(a),b>e = 8(a).b

" " " A
B8(a.b) - ab(b) = -ab(b) d'aprés V.3.(7)

!

"
-<a,0(b)>e.

ii) Si deg 6 < 0, on a évidemment ii) compte tenu du

n
lemme V.3.(2), si deg 6 = 0 on utilise V.3.(6).
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v.3.(10) Lemme.-

"\
Sous les hypothéses de V.3.(1), pour tout €lément 08 de

"N
Der<O(H(A,dA)), on a 1'implication suivante

VIR AV [a VR AV
0(y,) = G(yz) = ... =08y _) =0 => (6(yn) = 0).

V.3.(11) Preuve :
Supposons que

e(§n) = %' # 0,

Soit
_p] _p]+]
p, le plus grand entier tel que @'yl #0 et @'yl =0
. =P -Pi .-
P; le plus grand entier tel que o'y °, Y5 #0 et d y,
Notons Y 1'&lément ainsi obtenu
P P
| -n
Y ¢ Y, n
N
alors Y eH (A,dA) et
1
n, I _p] _p _1 _p +
B ( Yy e ¥ E vyP y=v¥40
n-1 n
mn+1

ce qui contredit V.3.(8) (ii).
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V.3.{12) Conollaine.- Sous les hypothéses de V.3.(1) et

n
si n =2 pour tout élément 8 de Der(S(yl,yz)/(f p )), on a :
. I 4 2

N
V,3.(13) En effet d'aprés V.3.(5),b) , e(yl) =0 et

N
d'aprés V,3.(10), G(yz) = 0.
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CHAPITRE VI

FIBRATIONS H.T.. C.T. F.H.T ET <J-FIBRATIONS.

G — T S o - S — D Ik G MEn e e TS G S MR M SRS i A S . S A - — . ———— — aa

VI-T - DEFINITIONS ET EXEMPLES DE FIBRATIONS H.T ET C.T.

VI.1.{(1) ©Une fibration rationnelle (I.4.(6))

est cohomologiquement triviale (C.T), relativement au corps k , s'il

existe un isomorphisme d'a.g.c., § rendant le diagramme suivant

commutatif

B (M) ) 1" (F,k)
\ ) ) /
H (M,k) @ H (F,k)

oi 1 désigne l'injection canonique définie par
i(B) =B 81

et p désigne la projection naturelle définie par

[]
Q

p(1 8 a)

si [8] >0

L]
o

P(B 8 a)
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VI1.1.(2) Une fibration rationmelle (I.4.(6))

est homotopiquement triviale (H.T), relativement au corps Kk, s'il

existe un isomorphisme d'a.d.g.c, f rendant le diagramme suivant

commutatif

(A(M) 8 L(X),d)

(AGD ,d,) £ (L(X),d,)

(A(M) 8 L(X),d, & d,)

ol la KS extension minimale.

E : (A(M),dy) ——— (AQD € L(X),d) —F— L(X),d,)

est un modéle KS minimal de I.4.(6)).

VI.7.(3) Remarques :

1) Si I.4.(6) est H.T, alors pour tout modéle

m : (B,dB) — (A(M),d,)

de la base, la KS extension image réciproque m 1(E) est isomorphe

a 1la KS extension triviale de base B.
(B,dB) — (B ® L(X), dB % dA) — (L(X), dA)

2) On vérifiera en IX.1.(8) que si F, E, M sont nilpotents,
de cohomologie rationnelle de type fini, la fibration I.4.(6) est H.T

ssi la fibration rationnelle localisée
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iq "q

F —E — M
est triviale.

VI.17.(4) 11 va de soi qu'une fibration peut &tre H.T sans
8tre triviale. (cf. si nécessaire le fibré en sphére du fibré tangent

a la sphére S2n+l ,n# 0,1, 3).

VI.1.{5}) 11 résulte des définitions (VI.1.(1) et (2))
que toute fibration rationnelle homotopiquement triviale est

cohomologiquement triviale :

(H.T) ===> (C.T)

Dans 1'exemple suivant, nous vérifions que la réciproque de
’ p

1'implication précédente est fausse.

VI.7.(6) Exemple :
D'aprés Ebéﬂ, il existe un et un seul type d'homotopie

rationnelle simplement connexe X tel que

g (x,0) = 85>, e v*(s? v s%, @

2

Q)

X # S; X (Sé x S

X a pour modéle minimal

(L(x],xz,x3,yl,y2,y3,z],zz,...), d)

ol dx] = dx2 = dx3 =0 s |x]| = |x2| =2 , |x3| =3
d = x° d = x% d = X
P T X% Wy T X ’ Y3 1 %2
dzy =%, ¥ 7 X ¥y * X Xy
dz) = x5, = %X, ¥3
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On peut interpréter X, comme la tour de Posnikov suivante,

dont les premiers invariants ki sont donnés par

o 4 i 4 2
k, = (kz,...,kz) k2 e H (K(@",2))

1 2 2 3 2 4
k2 =0, k2 =X, k2 =Xy k2 = X, x2

1.2 i 5

ky = (ky,k3) ky e H (X,,®)
kl=x X + X, X

37 %Y 1 73 1 %3

2
kg =X, ¥y 7 %Xy Y3

X

On vérifie facilement que

3 2 .2
Xy = Sy x (87 Vs,

ol (82 \% 82)2 désigne le deuxiéme étage de la tour de Posmikov

2 2
d s“wv s
e ( )Q
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Alors, X = 11m;Xi
»et on pose = (l£~ P, OP; ;O ...0 p3) o q

ol q : X3 -> SQ désigne la projection naturelle.
L'application
3
T X ~——S
Q
est une fibration rationnelle, dont la fibre a pour modéle minimal

2

le modéle minimal de S” y Sz, ce qui entralne que

(*) (s? v>?52>q2 dax Il
est une fibrétion rationnelle od j = lig_ji et
ji : (82 v Sz)i —_— Xi
Or, puisque
X et 83><(52 v SZ)

n'ont pas le méme type d'homotopie et que le diagramme suivant est

commutatif

H(s%) 1d H(s? V %)

1(s) e u(s? v s?)




- 101 ~

(*) nous fournit un exemple de fibration rationnelle non homotopiquement

triviale et cohomologiquement triviale.

VI.1.(?) De II.1.(3) (iii), il résulte que si la fibration

de Serre

F—l—o g ——N

est T.N.C.Z. relativement & k, il existe un isomorphisme de &k —espace

vectoriel rendant le diagramme suivant commutatif

1Y (E,K)

ce qui entrafne que tout fibré cohomologiquement trivial est non totalement

cohomologue 3 zéro
(C.T) ==> (N.T.C.Z.)

La réciproque de cette implication est fausse,comme le

montrent les exemples suivants.

VI.1.(8) Exemple :

Considérons, le fibré universel

ESO(ZH"’I) BSO(2n+1)
. - s 3 2n
et le fibré associé de fibre type S = SO(2n+1)/SO(2n)

2n
) " — Bgo(2n) T Bso(an+1)




—]O?.—

D'aprés 1I.2,(4) (%) est‘T.N.C.Z. or

HBgo(2n)) = 5Py vspy5e)

est une algebre symétrique, qui ne peut, par conséquent, &tre isomorphe

en tant qu'algébre 3 1'a.g.c.

S(p],...,pn) 8 S(y%/(yz)

VI.T.(9) Autres exemples :

Considérons un G-fibré principal, dont les classes caractéristiques
ne sont pas toutes nulles, de groupe G compact connexe et de base M

connexe par arcs. Soit T un tore maximal de G.

Le fibré associé de fibre type G/T et‘d'espacé total
B/T =P x G/T
' G
est T.N.C.Z. (cf. Appendice ou ITI.3.(1)) et d'aprés,[@ et ai] th. X et XI

chap., XII, ce fibré n'est jamais cohomologiquement trivial.

VI.1.(10) Proposition.-

Soit un fibré vectoriel

n : m2n+l > E —~—> M

et p (n) sa n-ime classe de Pontrjagin

g ] %'ES > M

son fibré en Sphéres associé. On suppose que n_ est T.N.C.Z.

S
alors

(p,(n) = 0) <==> (ng H.T)
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VI.17.(11) Preuve : Supposons que ng est T.N.C.Z. alors
‘ Z2n
H(ES) et H(M) ® H(S™ )
sont isomorphes en tant que e.v.g. et posons

H(s?®) = s/,

Dans la structure d'a.g.c. de H(ES), on a la relation

Geyp’=1ey’+avy+pel

o 2 2
=(1ey+2eD - (*e1-581

2 4

oi a, B € H(B) .

Il est donc clair que 1'obstruction a ce que la structure
de H(M)—a.g.é. de H(Es) coincide avec celle de H(M) ® H(Szn)

est que

lorsque 1l'on pose
2
*
Ty =301-881.
4
La classe y é&tant bien définie, une fois choisi le

générateur vy, dans H(ES) pour interpréter la classe <y considérons

le fibré tangent aux fibres de ng
2n
E: R — V— ES
alors, €l oo = T(Szn)
n X
S
X
*
et E® (E, xR) =1n
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Si on considére la classe d'Euler e(£) du fibré & alors

i* e(®) e B (s

. . . P ¥
Si on choisit pour générateur y = j e(g) , alors

(18 y)?% = (ee)?

pn(E)

p (€ ® E. xR)

S

*
m p_ (n)
. * o . . .
pulsque 7 est lnjective on obtient
Y = p,(n)

Ce qui précéde démontre que la n-iéme classe de Pontrjagin

de n est l'obstruction 3 ce que

(ns T.N.C.Z.) ==> (nS C.T)

Pour terminer la démonstration de VI.1.(10),1il reste a

montrer que

(n., C.T) <==> (ns H.T)

S

ce qui sera démontré en VI.3.(3).

VI-2 - CONDITTIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES.

V1.2.(1) Proposition

Pour toute fibration rationnelle

F j‘+ E — M (1.4.(6))
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telle que
B (M,k) ou H(FKk)

sont de type fini, une condition nécessaire et suffisante pour
que I.4.(6) soit T.N.C.Z. (resp. C.T) est qu'il existe un

homomorphisme d'e.v.g. (resp. d'a.g.c.)

o : B (F,k) — H (E,k)

tel que j”E oo =1d

1 (F k)
——

V1.2.(2) wagozsi,téon

Pour toute fibration rationnelle

-~

Fd » g T ¥ (I.4.(6))

est qu'il existe un homomorphisme d'a.d.g.c.
g : (L(X),dA) — (A(M) 8 L(X),d)
tel que p oo =

IdL(X)

ceci avec les notations de VI.1.(2).

VI1.2.(3) Preuve de VI.2.(1) ([Se] p. 473).

i) La condition est &videmment nécessaire.

.. P . P ¥
ii) Etant donné une section linéaire o de j , alors

0 : B MK) @ HY(F,k) — H' (E,k)

une condition nécessaire et suffisante pour que I.4.(6)) soit H.T
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définie par
88 ® a) = 7 (B).0(a)

est un isomorphisme linéaire. Dans le cas particulier oi o est

un homomorphisme d'a.g.c., ¥ est un isomorphisme d'a.g.c.

V1.2.(4) Preuve de VI.Z.(2)

i) La condition est &videmment nécessaire.

ii) Supposons qu'il existe un homomorphisme d'a.d.g.c.
o (L(X),dA) — (A(M) 8 L(X), d)
tel que pOoC = IdL(X)

Puisque nous supposons toujours que

O Mk) = K

o]
|
o>
e
~
=
[
H
W
N

posons

B! @ aa®m)) = Al

alors d'aprés Dkﬁfj prop. 1.11, il existe sur la KS extension minimale
(AM),d) —— (A 8 L(X),d) L= (L(X),d,)

une structure KS minimale

((e )

a’aek ’ £)

|
telle que d e, € B ® L(X<a)
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lorsque 1l'on pose d'=f do f.

Or puisque L(X) est connexe on a :
o : (L(X),dA) —— (B ® L(X), d")
et on définit

f : B® LX) — B 8 L(X)

en posant f(bo 1) =b el
f(1 8 ea) = o(ea) =18 e, + Qa
+
3 i = et que 9 =0
od © € B 8L(X ) (puisque |ea| |¢a| q p(2) )

Alors le lemme technique IV.3,(l1) entrafne que £ est

isomorphisme d'a.d.g.c. et f définit un isomorphisme
£ (aM 8 LX), dy ®d,) — (A 8 L(X), d")
tel que fo1=1 et pof=p

Ceci termine la preuve de VI.2.(2).

VI-3 - APPLICATIONS, EXEMPLES.

VI.3. (1) Proposition

Les notions de fibrations H.T, C.T, T.N.C.Z. sont invariantes

par "pull back".

rr————

V1.3.(2) Proposition

Toute fibration rationnelle T.N.C.Z. dont la cohomologie

de 1a fibre est libre est H.T.
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VI.3.(3) Proposition

Toute fibration rationnelle C.T dont la fibre est un espace

de type f et de Xy = 0 est H.T.

VI.3.(4) Exemples

1 - Un fibré orienté en sphéres impaires dont la classe d'Euler

est nulle est homotopiquement trivial.

2 - Un G-fibré principal dont les classes caractéristiques

sont nulles est homotopiquement trivial.

3 - Toute fibration C.T, de fibre une grassmannienne complexe

ou quaternionique ou un produit de sphéres paires est H.T.

4 - 8i T est un tore maximal du groupe de Lie G , alors

toute fibration C.T de fibre G/T est H.T.
5 -81 X est un espace de type f et de Xq = 0 alors

le fibré de Borel

X— X —— B

G G

est H.T si il est' C.T : (i.e.). L'opération du groupe G sur X est

brationnellement triviale si le fibré de Borel est C.T.

V1.3.(5) Preuve de VI.3.{17)

On utilise avec les bonnes hypothéses les propositions VI,2.(1)

et VI.2.(2).
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VI.3.(6) Preuve de VI.3.(2)

On considére la KS extension associée
(AM) ,d ) —— (AQM) 8 L(X),d) —E> (L(X),d,)
Puisque H*(F,k) est libre, on peut supposer que
#*
H (F,k) = L(X) et d, =0

. - . *
Soit (ea) une base homogéne de X, puisque p est

aeK

surjectif, il existe un cocycle Ca’ pour tout o € K , tel que

p*([Ca]) = e,

On pose o(ea) = Ca , o0 se prolonge de maniére unique

en un homomorphisme d'a.d.g.c.
o : (L(X),0) — (A(M) 8 L(X),d)
tels que p o o = Id. D'aprés VI.2.(2), I.4.(6) est homotopiquement triviale.

VI.3.(7) Preuve de VI.3.(3)

Considérons un KS modéle minimal de la fibration rationnelle

1.4.(6)

F—l 5" —M
notée E: (B,d) —— (B & L(X),d) —> (L(X),dA)
avec L(X) =AP8SQ , 4Q=0 , d,PCS@

dim P = dim Q

et d'aprés III.1.(6) , H(L(X),dA) = S(Q)/ dAP.S(Q)



tel que o

et

avec 0o_ €
y

Par suite

et

finalement

et

*
P
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D'aprés VI.2.(1), il existe un homomorphisme d'a.g.c.
o : H(L(X),d,) — H(B @ L(X),d)
00 =

Id
H(L(X),d,)

Soit y € Q , alors il existe ay tel que
cr([:yJA) = [ocy]

([ay]) =y

B O L(X) Nker d , d'ot

|O(ay)| est pair

dA O(ay) =0

o 2 2p
a. =g +a + ...... 0
o Y) y y y
o?t e (59 @ 1%1p) N er d,
o ++ ++ >3
(o) =a +d, B avec B € SQ ® A”P
PRoy y Ay y Q
o ) 1
o =y + d.6 avec 6 e SQOAP
y y y :
+ + >1
o = +d, B s, B €SQ 0O AP
p( y) y Afy v Q
+ +
a_ =y +d, g+ Q' e B 8 LK
y 7 Ay y y )
+ +
= + + Q
y + dBg *+ , Sy €B 8 LX)
0 t(y) = a, - dB}
n pose y ay y
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+
1 - d
alors o 1(y) p(ay) o By

+ +
+ - =

y +d, By d, r By y .

Ceci définit un homomorphisme d'a.d.g.c.

T : (5(Q), 0) —> (B & L(X), d)

tel que T

n
Q

| sQ

poT= IdSQ

D'autre part des formules

|
o

Er(dAx)] et p(T(dAX)) =d

AX

P +
on déduit que r(dAx) dAx + QX = dBX
avec Q; € B+ ® L(X)

Bx € B 8 L(X)

ﬁ 2
or p(Bx) = x + dA Y, avec vy € SQ ® AP
. - _ 2y ~+ +
d'od BX X + dA Yy + QX Qx € B 8 L(X)
- ~ +
—x+dy +0 o' e B 8 L(X)
X X x

Par suite

8 =dx+d 9 =4 x+ g
X A X

I
o
»
-+
o
b ]
"o+

Ce qui implique que T(dAX)

On pose alors

|
w

+
D

(x) =
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ce qui définit
T : (L(X),d,) —> (B 8 L(X), d)

tel que poTtT= IdL(X)

D'aprés VI.2.(2), la fibration I.4.(6) est H.T.

VI-4 - J-FIBRATIONS ET FIBRATIONS F.H.T.

VI.4. (1) Definitions

a) Une fibration rationnelle

F—3 s E -1 oM 1.4.(6)

est une o-fibration, s'il existe un modé&le KS minimal de I.4.(6)

'c °c
et un morphisme d'a.d.g.c. O : (C,dc) —n (B,dB) tel que o o o = IdB .

b) Une fibration rationnelle I1.4.(6) est faiblement

#

homotopiquement triviale (F.H.T.) si le connectant 23 de la longue

suite de yY-homotopie est identiquement nul.

VI.4.(2) Remarques :

1) Si 1.4.(6) admet une section alors 1.4.(6) est une
o-fibration mais la réciproque est fausse comme on le voit dans

1'exemple (1).
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2) Si I.4.(6) est une o-fibration,

#0i i
o ﬁw(M) —_— ﬂw(E)

#

est surjective, par suite 3 = 0 et I.4.(6) est F.H.T. La

réciproque est fausse comme on le voit dans 1'exemple (2).

3) Ssi, F, E, M sont des espaces simples dont la cohomologie
est de type fini la condition F.H.T. équivaut 3 dire que les suites

exactes courtes, 1 > 1 |

0 — 7P 8@ — 1, (&) 80— 1 (M) 8 Q— 0

sont exactes.

4) 1.4.(6) est F.H.T. ssi

# i N i
T nw(M) Ww(E)

est injectif ou ssi

j# : Wi(E) —_— ni(F)

est surjectif.

5) Toute fibration H.T est une o¢-fibration mais la réciproque

est fausse (cf. ex. 3).

6) Pour toute og-fibration, est 1njectif mais

la réciproque est fausse (cf. ex. 4).

Vi.4.(3) Exemples :

1) Considérons le fibré des deux-repéres orthonormés directs

sur S
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(%) s4 —_— SO(6)/SO(4) — s5

I1 admet pour modéle KS minimal
(Abg,0) — (Abg 8 Alx,,y,),d) — (A(x5,7,),d,)

de III.3.(2) il résulte que (%) est HT, donc une o-fibration.
Pourtant (%) n'admet pas de section puisque d'aprés le théoréme

classique de Adams il n'existe pas 2(= p(6)), champs de vecteurs

orthonormés sur SS~(cf. Husemoller - Fibre Bundle Th. 8.2. chap. 11).

2) Considérons la fibration principale (*)

K(e,3)

K(Q,2) —— K(Q,4)
Son modéle KS minimal est donné par

(s(b,),0) — (s(by) 8 Axg, d) —— (8x5,0)

3’
avec dx3 = b% . Alors (%) est F.H.T. mais n'est pas une ¢-fibration,

en effet nécessairement

i
o

o(bz) =

I
o

et ' 0(X3)

d'od o(dx3) =0 = bg , ce qui ne se peut pas !
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3) Considérons la fibration principale

(%) K(Q,2) x K(Q,3) -+ E > K(Q,2)

oi E = (K(Q,2) v K(Q,Z))3 est le troisiéme étage de la tour de

Posnikov de K(Q,2) v K(Q,2). Son modéle minimal est de la forme

(5,00 > (5(by) 8 Llyy,xy),d)  ~ (L(y,»%4),d)

avec

(*) n'est pas HT pourtant (*) est une o-fibration

(0(b,) = b,, 0(y,) = 0(xy) = 0).

4) Considérons la fibration rationnelle

2

(*) S ____-1_—; E ——TT—> CcP

réalisation géométrique du modé&le KS minimal

L(bz’bs) > (L(bz’bs) 8L(y2,x3),d) +(L(y2,x3)3)

3

avec db2 = 0 5 2
2

dy2 = 0 dx3 =Y,

Alors il est clair que I est injectif mais que (*)

pas une O-fibration.

n'est
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VI-5 - TABLEAU COMPARATIF.

VI.5.(1) Des sections VI.l. et VI.4., on déduit le schéma

suivant, ol les implications réciproques sont toutes fausses

(C.T) ==> (T.N.C.Z) ===> (1" injectif)

/

(H.T)

3 (o-fibration) —==> (F.H.T)

VI.5.(2) Remarques :
1) Si on considére 1'unique étage de la tour de Posnikov

du rationnalisé de S

K(Q,3) - i, S; — K(Q,2)

on obtient un exemple de fibration F.H.T dont le ™ n'est pas

injectif.

2) Conjecture : il existe une fibration C.T qui n'est

pas F.H.T .

Les propositions VI.6.(5) et VI.6,(6) &noncent des

conditions suffisantes pour qu'une fibration C.T soit F.H,T .

3) L'étude des relations entre les différents degré de

trivialité H.T, C.T, F.H.T, sera complétée en VII.4.(8).
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VI-6 - COMPLEMENTS.

Vi.6.(1) PnogoAition.

Etant donné une fibration rationnelle
i i
F —34—» E — M (1.4.(6))
et (B,dB) un modéle connexe de M. Une condition nécessaire

et suffisante pour que I.4.(6) soit une O-fibration est qu'il

existe un KS modéle minimal.

(8,d)) —— (B8 LX,d) - (LK),dy)

tel que + +
Vxex s dx - dAx €eB 8L (X).

VI.6.(2) Proposition.

Etant donné une fibration rationnelle
F —345 g —» M (1.4.(6))

et (L(Z),dB) un modéle minimal de M. Une condition nécessaire
et suffisante pour que I.4.(6) soit F.H.T est qu'il existe un

KS modéle minimal

(L(2),dy) —— (L) 8 L(D,d) —— (LK),d,)

tel que

Vxex, dx-dxe@ @it @)e@ @ 8 L"),

V1.6.(3) Conollaire.
Les notions de fibrations F.H.T et de o-fibrations sont

invariantes par "pull back".
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V1.6.(4) Corollaine.
Toute 0O-fibration vérifiant, M est 4{-connexe et Hi(F) =0

i<r i > r+f, est H.T .

VI.6.(5) Proposition.

Toute fibration rationnelle (I.4.(6)) vérifiant
1) dim H(F,k) < + =
2) M est un espace coformel dont la cohomologie sphérique
est nulle en dimension 2p, O € 2p < Sup{2k+l|H$k+l(F) # 0o}

est F.H.T.

V1.6.(6) Proposition.

Toute fibration rationnelle pure et C.T est F.H.T.

VI.6.(7) Remarques.

1) Un espace M est coformel si son modéle de Quillen-Lemaire [Le]
est une conséquence de la structure d'algébre de Lie graduée de son homo-
topie rationnelle (ex. tout co-H espace est coformel). Il résulte des dé-
finitions que le modéle minimal de M (L(Z),d) a une différentielle

quadratique (dZ C LZ(Z)) .

2) Dans le cas oi F est de type f et X = 0, d'aprés

VI.3.(3) et II1.3.(1), on obtient
(CT) => (HT) ==> (FHT)

d'ol en particulier la proposition VI.6.(5)

VI.6.(8) UDémonstration de VI.6.(1).

a) Soit s un homomorphisme d'a.d.g.c. tel que s o 1 = Id, -
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s : (B® L(X),d) - (B,dB)

et (e],ez,...,en,...) une base KS minimale alors

et s(de) = dgs(e) = b,
d'od d(e, - s(e) = 0.
Posons
\D(ei) = e, i#1
Pe)) = e, - sle))

et d'aprés le lemme technique, on obtient un KS modéle minimal de

1.4.(6)
1 P

(B,dy) -1 (B8 LX,d) L 1LM,4,)
avec dl(e]) = 0.

On pose
s, =so J

sl(e]) =0 et sl(ei) = s(ei) i# 1

et une induction sur 1'ordre des générateurs permet de conclure.

b) Réciproquement, si

on pose OI = Id, , 0| =0

alors
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VI.6.(9) Demonstration de V1.6.(2), VI.6.(3) et (4).

a) Ceci résulte de la définition de 8# (I.8.(1)) et de

la remarque I.6.(3).

b) VI.6.(3) résulte directement du calcul du KS modéle d'un
"pull back" d'une fibration rationnelleyﬁkdq, qu en considérant la longue

suite exacte de y~homotopie.

c) VI.6.(4) est trivial.

VI.6.(10] Preuve de VI.6.(5).
Soit (L(Z),dB) un modé&le K8 minimal de M et E un

KS modéle minimal de I.4.(6)
E: (L(2),dp) —= (L) 8 L(D,d) ~F— (L(X),d,).
Puisque M est coformel

~ 22
de CAz

et puisque dim H(F) < + =, d'aprés [H-2] th. 5.16

8#(Xpalr) = 0. Il nous reste donc 3 montrer que 3# (lepalr) = 0.
Supposons qu'il existe x € P = XTPAET e que
3#X = b,

Alors

ax e (L°@) o L) o (L'@ 8 L&) & 32(2) 8 LX)
dx = dx+ (b+0) +Q
1 | 1 +
avec bel (2) el (2) 8L (X).

On peut supposer que X = e, ol o est le plus petit
0
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) - désignant une base KS de E.

s #
indice tel que 3 e, # 0, (ea sek

Comme,

dodx=0-= d(dAx) + db + 4o + dQ

avec d(d,x) € (k 8 ) e 1322 8 LT (x)

db € LZ(Z)
a0 e L*%(2) 8 L7 (%)
a e 3@ 8 LX)
nous avons
db = 0
c'est-3-dire que [b] habite dans la cohomologie sphérique de dimension
2p avec

4 < 2p € (sup lxi|) + 1

' oz P .

lorsque 1'on note (Xi)ieK' les éléments de (ea)aeK de degré impair.
D'aprés notre hypothése, Dﬂ = 0 ce qui entralne que

b = 0, puisque b est indécomposable. Finalement B#P = 0.

V1.6.(11) Démonstration de VI.6.(6).

Considérons la KS extension minimale
1.8.(2) E: (L2),d) —— (L&) eLX,) —> @m,d
d'aprés III.2.(1), on peut supposer que :

dQ =0 dP C L(Z) 8 SQ

. -~ . .
ce qul entralne en part1cu11er
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o¥q = 0

dP C (L(2))P?iT g 8Q .

Si on considére une base linéaire hpmogéne de SQ,

q)o'—'], q)],nv-,¢(x,'o¢

et X,,...3%:5..., 1 €T, les &léments de degré impair d'une base

1

KS minimale pure de E, nous obtenons les relations

dx, = ) by 8 ¢
1 1 ol

o
avec o air
b; € (L(2)? .
Par suite de la relatiaon
d o d(xi) =0
nous déduisons que db; =0

ceci pour tout i et tout a. En particulier,

B#X. = b?
1 1
s =0 .
1

On suppose que
ier, o 40140

et on pose io = inf{iel a#xi#o}

On considére alors une base KS minimale de (L(Z),dB)

(zv)veV
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telle que

On considére L'idéal J = (L(v < vo)).L(Z) ® L(X), engendré
par la sous-algébre L(v < Vo) dans L(Z) ® L(X). J est stable

par d et notons
f:L(Z) ®L(X) ~> L(Z)® L(X)/J

la projection canonique, d 1a différentielle induite par d sur

L(Z) ® L(X)/J.

En tant qu'espace vectoriel gradué différentiel 1'a.d.g.c.

(L(Z) ® L(x)/J,a) s'identifie a (L(z, cresesd) B8 L(X),d).

,Z\)‘ +1°
Q

Alors, on vérifie que
1

¢
. 3 _._o_) 3 .,._...O._-—)
E, ¢ (LG > v ),dg) (Lv > v ) 8 L(X),d) (L(X),d,)

est une KS extension minimale pure et que

(%, %) dx. = d . x, - z

D'autre part, nous avons le diagramme commutatif, dans la

catégorie des a.d.g.c.

L(X),d,) (L(X),d,)
le ] Je,
(L(2)8L(X) ,d) £ — (L3 )EL(X),d
1 1
| | 3

(L(2),dp) > (L) ,dp)
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Comme la fibration

est cohomologiquement triviale, il existe un homomorphisme d'a.g.c. (VI.2.(1))

G : H*(L(x),dA) —_ 7Y@ 8 LX),d)

En posant

P8 0 a) = 12(6).f* o a(a) (cf. VI.2.4)

on obtient un isomorphisme d'a.g.c. ¥ rendant le diagramme suivant

commutatif

* -
1H (L(v;vo) 8 L(X),d)

»* *
1O p0

B (L), ) b H (L(X),d,)

™~ yd

JH*(L(vzvo),E) ® H*(L(x),dA)

Comme

[z\)o] = [dAxi] (*,%)

dans H*(L(v 3 vo) 8 L(X),d), nous obtenons la relation

o0 gz, D =0T (e
o]
dans 1'a.g.c.  H (LOV 3 v )) ® H (LX) ,d,) .

Oor dAxio € S(y],...,yB)

avec
7] € Iyl € oo € Iygl < I |
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lorsque 1l'on désigne par yj les éléments de degré pair de la base

KS minimale pure de E choisie, en début de démonstration.

Alors pour tout j € {1,...,B}

o([y;]p) = [0 pen

ol o € (@L(z) 8 LENPN ker d
*
tel que o ([q)j]B@A) = [yj]A
d'ot
impair
(®.) =y. +4d,60,. . 8. € SQ ® AP
°%3 Y3 Aj J Q
et +
&, =y, +dB, +Y¥, , V¥.eB 8LX.
; y a%; j (X)
Puisque,
0.1 < Ix, |
0
v, e L'( ) 8 L(X)
j € ZiseasZy g
et
—%
£ o o([yj]A) = f ([yj +d,0, 4 \yj]B@A)
-k —3
=f ([yj]BeA) * i ([dAej * lyj]B@A)
= l:yj] gea * (9,0 j:I BOA °
Or, dans B8A=L(V > Vo) ® L(X), on a nécessairement
dAej = Eej ce qui entraine que pour tout j € {1,...,B8}

w([yj]) = ij]

et donc que
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0 Qe = [ax] = o

(car ! est un homomorphisme d'a.g.c.) par suite,

[zv 1=0 (d'aprés *,%,x)
o

et O=5b, =2z = B#X. (%)

puisque z, est indécomposable.
(o]

Ceci contredit 1'hypothése
ier1, o' 40} #¢

et termine la démonstration de VI.6.(6).
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CHAPITRE VII

LE MODELE D’EILENBERG-MOORE D'UN MORPHISME D’A.D.G.C.

T RS e e e e mar e S S e e e W S - G G . S G v T S T e S0 G Sv G mn = R S e S . - — .

VIT-T - E.M. ALGEBRES.

VIT.1.(1) Soient (B,dB) une a.d.g.c.

et Y= 6 Y un espace vectoriel gradué

(B ® L(Y),D) une a.d.g.c.

On suppose qu'il existe sur Y une deuxidme graduation

[]
.
.

degré, y € Yj, |y|

e
]

o
1
[]

o

= degré filtrant, ye Y, ||yl

On définit une bigraduation sur B ® L(Y) en posant :
(B ® L(Y))-k’n = (B ® (L(Y))k)n-k

L(Y) = ® (L(Y))k.
k>0
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On définit une filtration, (E.M. filtration) en posant

F =F =88 (L)), =BB8 ( & (L))
k <k . 1
+1 0<i<k
F . =F =0
-1
0 C F =BRLY)CF. C...CF c ... C B® L)
o o] 1 p
VIT.1.{2?) Nous dirons que D baisse strictement la

Y

filtration si pour tout p > O

D(Y )T F
p p-1

Dans ce cas, nous écrirons

= + + +
D DO D] D2
ol D =d,6 8 1

D, une application B-linéaire telle que

2z . .
pour tout p 2 O, Dl(Yp)C: B ® (L(Y))p_1

VIT.1.(3) L'a.d.g.c. (B ® L(Y),D), munied'une E.M.

filtration (Fp) telle D v baisse strictement la filtration est

appelée une E.M. algdbre. Dans le cas particulier ot B = k une

E.M. algébre est une algébre libre filtrée.

Pour toute E.M. algébre, on considére la suite spectrale,

“P>q9 _ 7P -ptq s _ -
E, =F F(B ® L(Y)) /F p+l(B 8 L(Y)) p+q
- (B8 (L(Y))p)'P*q = (B ® L(Y)) P4
et d =D =4d
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E—p’q

(H(B) ® <L(Y>>p>""*q

d, =D, est de bidegré (1,0)

ce qui induit une bigraduation sur E

~P»q _ q
E (Ez)p

q-p *
’ Hp (H(B) ® L(Y),D])

VIT.7.(4) Lemme.-

Pour toute E.M. algébre les conditions suivantes sont équivalentes

i) E;p,q =0 si p>0
ii) Pour tout entier k > 0, et tout % € ker D N Fk’ il
existe w € Fk+1 tel que
¢ -DwevF.
o

De plus, si (i) ou (ii) est vérifiée, on obtient :

0’
£y

9= 593 8 L(Y),D)

VIT.1.(5) Preuve :

ke &= ®k + Qk-l oo+ @o

avec @i € B8 (L(Y))i. La relation D® = 0 entraine en particulier

a) Soit ® e F




- 130 -

Par suite (i) entraine que
*
o]} = 21 ¥

avec Y € H(B) 8 (L(Y))

k+1 k+1
et @k = D]wk_’_1 + DoQk
avec ik ] € Fk+l N ker Do’ Ewk+]] = Wk+l
2, € B8 (L),
d'oi @ =D(w., * &)+ & ¥ by oyt et o

et une induction sur k permet de conclure.

b) Réciproquement,

Soit =z € H(B) 8 (L(Y))k, k > 1, tel que

D,z = 0, alors

z=]B; 80
1

g, = [b.] e HB,dp
@i € (L(Y))k .
On pose

Yy = g b, 8 ¢, € ker dp 8 (L(Y))k

tel que [Y:Il = z.

.. * -
La condition D]z = 0 entralne alors que

by e (B8 (L), _, oG e (L) )

d'ou 1'écriture
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1

Dy DO® + Q

Do + Q'

avec ® e BB (L(Y)) 2,2' € B ® L(Y))

k-1’ skm2

(si k=1, Q="' =0).

Q' est un D cocycle de F, _,, d'oll d'aprés (ii)

Q' = Dw' + af

\J

Nécessairement, o' est un cobord, o' = Dv', ar suite,
, P

' est un D cocycle de F, et d'aprés (ii),

y-90-w~-v K

1l existe w € Fk+l et o€ Fo tels que

t

Y-0¢-w -v'=Dw+ a.

= + + ... + . .
W =W W W, W, €B® (L(Y)),
En identifiant, on trouve donc

Dowk+l =0
D wk+l + Dowk =Y

ce qui entrailne
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c) La derniére partie du lemme résulte évidemment du fait

que la suite spectrale Er a son support pour r > 2 sur l'axe des q.

VII.7.(5} Lorsqu'une suite spectrale (Ei) vérifie
Eg’q =0 si p #0

on dira qu'elle dégénére complétement.

VITI-2 - MODELE D'EILENBERG-MOORE D'UN MORPHISME D'A.D.G.C.

VIT.2.(1} Soient (B,dB) et (C,dc) deux a.d.g.c. augmentées
c —connexes (i.e HO(B,dB) = HO(C,dC) = k) et un homomorphisme Y

d'a.d.g.c. augmentées. Soit
m: (B',dg,) > (B,dp)

un modéle quelconque de (B,dB). (B' peut toujours étre choisi connexe).

VIT.2.(2) on appelle modéle d'Eilenberg-Moore (E.M. modele)

de <y, de base (B',d un couple (F,n) ot

gt

1) (F,n) est un KS modéle de base (B',dB,)

(B,d,) (C,dy)
m n
] 1 ' P v ~
Fo (8,dy,) ———— (B 8L(Y,D) ——— (LW,D.
2) 11 existe sur Y une graduation Y = @ Yk telle que
k=0

) (B' ® L(Y),D) est une E.M. algébre ;

) Ezp’q =0 si p>0 ;
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3) La différentielle D, = p D

1 est décomposable

1
(ie. D (MC oy, Ty,

VIT.2.(3) Remarques.

1) La condition 2(..) exprime que la suite spectrale associée

a la filtration canonique

Fp =B 8 (L(Y))gp

dégénére complétement, d'oll en particulier
oY = Hime®) e L(¥ ) = H(B & L(V),D).
De (1), il résulte que
n* : E;’q -+ H(C,d)
est un isomorphisme.

2) D désigne la différentielle induite par D sur L(Y)

(p = g ® 1, By = pDy). De la condition 2(.), on déduit que

On définit une filtration sur L(Y) en posant

Fp = (L(Y))gp’ P20

e |

_]=O

et avec la notation introduite en VII.1.(3)

—*——
D, =D,

et (L(Y),B) est une E.M. algébre.
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3) La suite spectrale définie par la filtration F coincide
avec la suite spectrale d'Eilenberg-Moore d'une fibration (cf. VIII.5),

ce qui justifie le nom donné au modéle défini précédemment.

VIT1.2.(4) Modele formel sous-facent.

On définit sur (B,dB) (resp. (B',dB), (C,dC)) une filtra-

tion décroissante triviale

FP =B, p

%

0, F =0

(resp. idem mutatis mutandis).

On obtient ainsi trois suites spectrales complétement dégénérées.

En considérant sur B 8 L(Y) et L(Y) les E.M. filtratioms

+1 _

F-p

I
O

B ® (L(Y))Sp F

_+]

=—p _
F L(Y)gp F 0

les morphismes m, Y, 1, N, P respectent ces filtrations, d'ol le diagramme

. . 0,% .
commutatif au niveau E]’ des suites spectrales.

*  0,%
Y =Y]
H(B,dB) > H(C,dc)
*  O,% 0, %
m =m n
1 1
Ic])’* p?Q*
H(B',dy,) ——— (H(B',dy,) 8 L(Y)) —— (L(Y))
: p,*
et au niveau E] ’ p>0
0 o
p,¥
M
p,¥
A
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D'ol le diagramme commutatif

Y .
H(B,dp) H(C,d )

*
m g
Py

1
G: H'(B',dy) —— (H(B',dy)) 8 L(D),D)) ——— (L(D,5)

lorsque 1l'on pose

( o1, = y;"m;'E (i, =12°%
1 1 1
z| = n3*
¢ L(Y) 1L(Y,)
 Slaan,, "0
Du diagramme suivant
. *
H(H(B',dy,) 8 L(Y),D)) : —~  H(C,d)
* ¥ ¢
O$*=(T\o’ )

Ny

&
2%

H(B' 8 L(Y),D)

on déduit que g est un quasi-isomorphisme ce qui entraine puisque Dl

est décomposable que (G,z) est un modéle KS minimal de Y* de base

H(B',dB.).

VIT.2.(5) Par définition, le couple (G,z) est appelé,

le modéle formel sous-jacent a (F,n).




- 136 -

VIT.2.(6) Remanques.
1) (L(Y),ﬁl) est une a.d.g.c. bigraduée qui ne vérifie pas
en général

H, (L(Y),D,)

]
o

I1 est clair que si Py = Py est surjectif on a

- . X . .
H+(L(Y),D1) 0. On montrera en VIII.3 que si p est surjectif alors

H+(L(Y),D1) 0.

2) Le complexe (E],DT) est une résolution libre de H(E)

par des H(B) modules (cf. VIII.5).

%) D}
— H(B) 8 L(Y), — H(B) 8 (L(N) — HE) =~ 0O

VI1-3 - UNICITE DU MODELE FORMEL SOUS-JACENT.

VIT.3.(1) Les notations sont celles de VII.2.

V11.3.{2) Proposition.-

si (F',n") et (F",n") sont deux E.M. modéles, de mé€me base
((B',dB,),ﬁ> d'un morphisme vy. (G',z') et (G",z") désignent leur
modéle formel sous~jacent respectif, alors il existe un isomorphisme

de KS extensions (IdH(B' ,WJ,0) entre G' et G" tel que
»

dBQ
a) ¥ et ¥ sont de bidegré (0,0)

b) " o

g'.

VIT.3.(3) 1La propriété (b) implique que (G',z') et (G",g")

sont isomorphes en tant que modéle.
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VIT.3.(4) Corollaire.

Sous les hypothéses de VII.3.(2), il existe un E.M. modé&le
(F,n) de vy, de base ((B',dB),m) isomorphe & (F",n"), en tant
que E.M. modéle et admettant (G',Z') comme modéle formel sous-

jacent.

VIT.3.(5) Preuve de VII.3.(Z)}.

Pour fixer les notations, considérons le diagramme commutatif

suivant :
x K _
(H(B') 8 L(Y"),D!") ———— (L("),D))

1]
,/,/,,:lf””////* &
* *

H(B',dg) —0— H(B,d)) S S H(C,d )

)

"

g"
(H(B') ® L(Y"),DY*) 1 (L(e™, b

—

On construit
- * *
¢ : (') 8 L(Y'),D]") — (H(B') & L(¥"),D}")
par récurrence sur le degré filtrant.

a) k=0, JBe1) =881 B e H(B',dy,)

g 4 L "
Yo € Yo, il existe uyo € H(B') & L(Yo) tel que

C'(yo) = C"(ay )
o

on pose ﬁ(yo) =0y .
o]

Ceci définit un homomorphisme d'a.d.g.c., de bidegré (0,0)
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P : (H(B') 8 L(Y),0) > (H(B') 8 L(Y ),0)

tel que ¢" o Y =",
b) k =1,
\ \
v, €Y, w(Dlyl) € H(B') ® L(Yo)
*
et z" o 0(D; yl) = Z'DTyl =0

d'old 1'existence d'un ay € H(B) ® (L(Y"))] tel que
!

Py

*
D" (a .
’ ( yl)

On pose ﬁ(ylj- o

v
Ceci dé&finit, un homomorphisme d'a.d.g.c. , de bidegré (0,0)

0+ (BB 8 LK’ D,DD) > (H(B') 8 L(YL),D)

tel que ¢" o g=1z".

c) k » 2,
v. €Y., J0'%y) e (H(B') 8 (LEM), ., N ker D"
k k’ 1 “k k-1 1
k—l,O . . ] "
comme E2 = 0, 1l existe ay € H(B') ® (L(Y ))k tel que

k

1 ¥ - p¥
0@}y, = Dy %Y

D'ol le morphisme d'a.d.g.c.
0+ m@BH e LD, > (HB') 8 LEM,D

de bidegré (0,0).
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On obtient alors le diagramme commutatif :

1

' * o .
(H(B') 8 L(Y'),D}") ——— (L(Y'),D))

e
| 0 - §

% ,pl]V _
(H(B') ® L(Y"),D}") ——— (L(Y"),D})

De la relation Z" o ¥ = ', on déduit que Y est un quasi-
isomorphisme et de la minimalité des extensions que  est un isomor-

phisme.

VIT.3.(6) Preuve de VII.3.(4).

D'aprés VII.3.(3), 1il existe deux isomorphismes de bidegré

(0,0), ﬂ et @ rendant commutatif le diagramme

(H(B',dg,) ® L(Y'),d])  ~ (L(Y"),d]

')/ 9 |
BN

On considére une section linéaire o de la projection

H(B',d

(H(B',dp,) ® L(Y"M,d)) (L(Y"),ai)

canonique
B' N ker d' —— H(B',d;,)

telle que o(1) = 1. On pose

(b8 1) =b 81 , b e B'

o(18y) = (08 )W)




- 140 -

lorsque y parcourt une base de Y. Ceci définit un unique homomor-

phisme de bidegré (0,0) rendant le diagramme suivant commutatif

R (B' ® L(Y'),dB, ® 1) ~———££**—"~+ (L(Y'),O)
.L| .
(B"dB') o} @ = lp
1"
(' ® L(Y"),dgn © 1) — P s @wEM,0)

d'ol on déduit que ¢ est un isomorphisme. En posant D = ©—1D"®,

D=3 D" on obtient alors le diagramme suivant commutatif

(8' 8 L(Y'),D) ——— (L(Y"),D)
.Ll
(B',dy0) ) 3=
1"
(8' ® L(Y"),D") —E—0n (LEFM,DM
m
n"
v
Y N
(B,d.) (C,d) -

On pose :

Fooo@h,d) —— (' oL, —E— @)D

On vérifie alors facilement que F est un E.M. modéle de Y,

de modéle formel sous—jacent (G,z') puisque d'aprés VIT.3.(4) ¢" o

g'.
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VIT-4 - THEOREME D'UNICITE DU E.M,-MQDELE - CONSEQUENCES.

VIT.4.(1) Théonéme.-

Soient (F',n') et (F",n") deux E.M.-modé&les d'un homo-
morphisme d'a.d.g.c. - y. On suppose que (F',n') et (F",n")
ont la méme base (kB',dB,),@). Alors il existe deux isomorphismes
¥ et ¥ qui conservent les filtrations (W(F;) = F;, ?(f;) o f;)

tels que (Id_,,¥,¥) soit un isomorphisme entre F' et F".

B"
De plus, n" o ¥ vn', rel B.

Dans le théoréme ci-dessus les KS extensions F' et F"
sont isomorphes (par un isomorphisme qui conserve la filtration) mais
les E.M. modéles (F',n') et (F",n") ne sont pas isomorphes car on

a seulement n" o ¥ v n' rel B.

V11.4.(2) Cas absolu.

Si (B',dB,) = (k,0), alors on obtient le diagramme commutatif

(k,0) + (k ® L(Y),D) ———2 (L(N),D)
’ nl /,”’
/(” n
(&,0) + (C,d)

Par définition, (L(Y),D) est un E.M. moddle de (C,dc).
Si on considére le modéle filtré de (C,dc) au sens de Halperin et
Stasheff [H-S]

v (L(2),D) — (C,d)

alors (L(Z),D) est un E.M. modéle de (C’dc)’ i savoir
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1) (L(Z),D) est un KS complexe.
2) VvV est un quasi-isomorphisme.

3) 11 existe une graduation Z = @ Zn telle que
n20

.) D baisse la filtration s&ricteﬁent

A ud(L(z),0) si p=0
S i

2 0 ‘sinon.

* s
4) (L(Z),d) avec (d = D]) est a.d.g.c. minimale.
Alors le théoréme d'unicité des E.M. modéles, appliqué au
cas absolu, entraine 1l'existence d'un isomorphisme Y qui conserve
la filtration de L(Z) et qui rend le diagramme suivant commutatif

a homotopie preés.

(L(Y),D
\
s @ (C’dc)
fe gl
(L(2),D)

Conclusion : Dans le cas absolu le E.M. modéle coincide
avec le modéle filtré au sens de Halperin Stasheff et le E.M. modéle
formel sous—jacent ((L(Y),ﬁl),;) est isomorphe au modéle bigradué

((L(Z),d),p)s ceci d'aprés VII.3.(2).

VIT.4.(3) Modele 4iktrd au sens de M. Vigue [Vi].

Etant donné, un morphisme d'a.d.g.c,

Yoo By o+ (e,d4)




- 143 -

un modéle filtré de (B,dB)
v : (L(Z),D) ~ (B,dB)
de modéle bigradué sous-jacent
u o (L(2),d) =~ H(B,dB)

. - .. * . -
il existe un KS mod&le minimal de 7Yy , noté (GV,U') et un KS modéle

v
(F,v'") de Yy

Y N
H(B,dB) H(C,dc)
u[ [u'
¢V : w@),d) > (L(Z8X),d") S (L(X),d™)
Y N
(B,dB) i (C’dC)
Iv Iv'
FV: (L(2),D) > (L(z86X),D") (L(X),D")
tels que :
4 - q-p ' + +
D) L(ZeX) = ) 220(14(2 e X)) ", d'x ¢ (zn_]) o (L (z8X).L (26X)) _,
\ v "o
) HI(L(z © %),d") = H(C,d)
L H‘+’(L(z ® X),d') =0
7
D R, =Lz e X)) pope D' - d'(X)C FY,

n
1..) [V'(®)] =u'@, de L(z,).
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Lemme . -
FV est un E.M. modéle de Y
v - *
G' est un E.M. modéle de Y
v \ - . .
F¥ et G ont méme modéle formel sous—jacent

~ . - . v
GY a la méme "fibre" que le modéle formel sous-jacent de F .

Preuve :
On considére suf L(Z ® X) = L(Z) ® L(X) 1la filtration Fp

définie par

F = L(Z) ® (L(X))sp

P
alors, Ve F, p > 0.
% p
On pose
D' = D' + D! + ...
o 1
d' =4da' +d} + ...
o 1
avec

DI(X ) C L(2) & (L(X)__;

4} (X)) CL(2) & (LX) _; -

De la définition de D' et d' on déduit

d'
(o)

ft
[a %)
o=

I
)

r )
by =4

+ + + + + + '
4t (x ye @ o1 () L'z Dol (z)8L (X)) 61 (X)).L (X)) si n=1
1 RGN I ANC DI R ((AXcORANC DI si n # 1

1] + + .

arx)cl e @@ @y e @ _ et'x) n#
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Par suite, en remarquant qu'avec nos notations

on obtient

ce qui entralne d'une part que GY 3 méme fibre que le modé&le formel

sous—jacent de FY @@ = D;), d'autre part, que GY et FY ont

*

méme modéle formel sous-jacent (D]

*
''= dl') et enfin

J) 51 et di sont décomposables ;

) E;p’q = Hg-p(H(L(Z)) ® L(x),d;*)

I

Hg'q(H(L(Z)) ® L(x),D!).

Or d'aprés [Y{] th. 4.2.1, il existe un isomorphisme entre

E;p,q ot Torgii%z)(H(L(z)),H(L(z ® X),d)), d'ol

E;p’q =0, s p>0.

VI1.4.(4) UDémonstnation du théonéme VIT1.4.(1).

D'aprés le corollaire VII.B.(A), nous pouvons supposer que
(F',n") et (F",n") ont le méme modéle formel sous-jacent.

Ainsi le théoréme VIT.4.(1) résulte évidemment de la propo-

sition suivante :

VIT.4.(5) Proposition.
Soient (F',n') et (F",n"™) deux E.M. modéles d'un homo-

morphisme d'a.d.g.c. Y. On suppose que (F',n') et (F",n")

ont méme base <(B' ,dB,),m> et méme modéle formel sous—jacent.
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Alors, il existe deux isomorphismes d'a.d.g.c. ¥ et V¥

1 VY - 1d) (Y CF 2 0

) ( ) ( p) p-1 (p )
¥ - I1d)(Y)CF > 0
( )(p -1 (p )

i1) (IdB,,W,@) est un isomorphisme entre les KS extensions
F' et F".

1ii) n"Y vn' (rel. B").

VIT.4.(6) Démonstration.

On construit par récurrence sur le degré filtrant un homo-

morphisme ¥ et une homotopie &.

Fixons les notations,

Pour tout k > 0, notons

I

v = ' v 'y '
(B' 8 L(ng)) (B' B L(YSk) ] L(ng) ® L(D ng),D )
N ' RS B £ i D' = i+1
ol D B'OL(Y' ) D', Yn = Yn , Yn — (DY)n
£k
I
. 1 1 1]

Ao B' ® L(Y Sk) «—— (B ® L(Y Sk))

1'inclusion canonique, i dérivation de degré -1 telle que

i) = i@ =i =0,Vye Y ,i(y) =y

® dérivation de degré O telle que iD' + D'i = 6
6 o" I
e = Z— un automorphisme de (B' ® L(Y<k)) R
n=0 n! s

I
= . R' % '
A e o AO : B' ® L(YSk) > (B' ® L(YSk)) .
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Les deux applications

| A
' ] -
(B' ® L(ng),D ) = . (c,dc)

sont homotopes (rel. B') s'il existe ¢
: I
. '
® + (B' ® L(Yék)) ) (C,dC)

telle que
' = & o A " o ¥ =9 o A,.

Remarquons que,
400
. 1 . _,\n
(F]) Si on pose &(y) = Z — (1D") (y)

n=1 n!

alors §(y )C B ® LY ) ® L(§£n—l) 8 L(D'§Sn—l)'

(Fy) Ay =y +D'(y) + 8y

AI(D'y) = D'y + D' (S8(y)).

Pour construire ¥ et ®, on procéde par récurrence sur

le degré filtrant.

a) k =0.

On pose évidemment WO = Id

(B' 8’L(YO),Dé)

(B' 8 L(Y),D")
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alors

]

(oD -0t (D
e ([ o] -yl

" ) - n"M],

¥

puisque " = ¢' et Wo = Id, d'ou
" _ ] =
n Wo(y) n'(y) dca, ae€ecC

ce qui s'&crit encore

B, () - OA_(y) = d.a

| = -~
et d'apres F2 »(Dy) = dCa'

On pose donc

@(;) = a

ce qui permet de définir de fagon satisfaisante ¥ et &, pour k

yevy, dc(n"(y) -n'(y))

=n"(@"y) -n'(@'y).

Or WOD'y - D"y = D;y - DTy et des relations

DD' +D'D =0 et DD"+D'D =0
o1 1o o1 1 o

on déduit que
' - " =
DO(D]y Dly) 0

de plus % X

Piy -op), = o)y -0y =0

* * .
car D; = DY , d'ol on déduit que

'y = Ny = = '
WOD y - D"y Dowo Dw_, v, € B' 8 L(Yo).
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Par suite

dc(n"(y) = n'(y))

L}

11] \ - ] ¥ — "
n WOD y ~n'D'y -7 (Dwo)

it

@A](D'y) - @AO(D'y) - n"(Dwo)

et d'aprés F2,

i

d(D'y) + &(D'Sy) - @AOD’y - n"(DwO)
ceci entraine que (en utilisant F])

4" = ') = 8Ey) + n"Ww)) = o.

D'ol
" - -t _ =
"y +w - w) - n'(y) - e(@y) =dga
et en comparant avec la formule

n" o ¥(y) =% o A](y) = ¢(y) + o(D'y) + &(8y)

on voit que l'on définit ¢ et V¥ de manidre satisfaisante en posant

W](y) =yt "W
©](§) = a.
) k.3 2.
. ]
Supposons Wk_] et Qk—l définis sur B' ® L(ng_]) et

it .
so1 y € Yk

) * * . .

Puisque Dl' = Dl", il existe w, € B ® L(Yo) tel que
' My - D'

D'y »D y D w, € Fk_2

par suite,
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\Pk_]@'(y) - D"(Y'H*)O))e Fk—Z N ker D"

donc d'aprés le lemme VII.1.(4), il existe w € Fk—l et w_ € FO

tel que
' - n" = " -~
Wk_](D y) D (y+wo) D'"'w + W, -

i

or n"¥, _,(@'y) =& o0 A D'y

®(D'y) + &(D'(8y)) (d'aprés F2)

i

n'(D'y) + dc(é(ﬁy))

il

d, (' (3) + 88y

Il en résulte que W

[

o D"(w') ce qui entraine finalement
la formule

\yk_](D'Y) = D"y + D"V-J

avec Ww € Fk_].

D'autre part,

dc(n"(y) -n'"(y)) =n"@"y) -n'@'y)

"¢ (@'y) - n" (") - n'@'y)

®(D' (§y)) - n"(D"w)
ce qui entraine que
d,(n"(y) = n'(y) - e8y) + n"() =0

et donc que
n"(y) = n'(y) - @y) + n"(w = ") + d.a

avec w € B'® L(Y ).
) 0
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En comparant avec la formule

nM¥(y) = @ 0 A (y) = 8(y) + &(Dy) + ¢(S(y)

on en déduit qu'en posant

Wk(y) =y tv-w
@k(y) = a
on obtient un prolongement satisfaisant de V¥ et ¢

k-1 k-1"

Conclusion : On a construit un homomorphisme d'a.d.g.c.

¥ : (B'® L(Y),D') - (B'® L(Y),D")
tel que :

i) ¥ - Id baisse strictement la filtration

ii) n" o ¥ un (rel. B).

La condition (i) entraine évidemment que Y est un isomor-
phisme de Fp dans Fp’ pour tout p > O et par suite que Y est

un isomorphisme. De plus, ¥ 1induit V¥ ayant les propriétés souhaitdes.

VIT-5 - THEOREME D'EXISTENCE DU E.M. MODELE.

On suppose que

H°(B,k) = H°(C,k) = K

et soit Yy : (B,dB) -> (C,dC) un homomorphisme d'a.d.g.c., alors

on peut énoncer le théoréme.
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e e—————————————

VIT1.5.(1) Theéonéme.

y admet un E.M. modéle (F,n).

Le reste de cette section est consacré i la démonstration du

résultat précédent.

VI1.5.(2) Comstrwetion de (F,n).

On procéde par récurrence sur le degré filtrant

m : (B',dB,) - (B,dB) est un modéle quelconque de '(B,dB).

a) k = 0.

On construit B'® L(Yo),D et no tel que n, soit surjectif
(B,d)) ———— (C,dy)
m n,

(B',dy,) —— (B' 8 L(Y),D) — (L(Y),D).

Pour cela, on considére la composée

¢t N ker d, — H+(C,dc) —r H+(C,dc)/

< H'(C,d M (C,d )+ (17 (B,d,))

)

s désigne une section linéaire.
On définit

+
Y =H (C,dc)/ H+(C’dC)H+(C,dc)+y*(H+(B,dB))
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On pose D = D0 = dB' 81
n,(b 8 1) =y o m(b)

no(l 8 y) = s(y).

On notera, dans la suite H: pour H+(B <] L(Yo),DO)

On considére la suite exacte

*
n
0 — K, - H(B® L(Y),D) -2 H(C,d,) — 0

et les sections o, et s, des applications canoniques suivantes

image réciproque de Ko par la projection canonique).

LO C—— (B B L(Yo)) N ker Do

On remarque que Kg =0 et que

K = Imo, ® K .0
o , 1 o o

d'ol on déduit que Ko = HO.Im o -

(L,
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On pose Y1 = Ko/K H+ , avec la convention suivante le
"o

méme élément est noté y s'il appartient & Y, et y s'il appartient

-~

bk = b= 15l
(o] (o]
D(1 8 y) = s](§) € B8 L(Y)

par suite

n_(0(18y) =n (s, =dga
alors il est naturel de poser

nl(y) = a (a#0 si y+0).

¢) Supposons avoir défini Y D et tels que

<k’ e
Y
(B,dB) T (C’dc)

m N M

(B',dy) ———— (B' 8 L(Y,),D)

) ' =N, _
k |B'eL(v,, ) k-1

..) Db - D0 baisse strictement la filtration

alors on considére la suite exacte
* %
' Ny
0o - Kk -> Fk(H(B ] L(YSk))) ——> H(C,dc) > 0

B'® (L(Y_,)) N ker D
) = - - Im 3

D(R ® L(ng))lT B 9 (L(Ysk))

\
Fp(H(B %] L(Yék

<p

ol jp désigne 1'inclusion canonique
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B ® (L(Y<k))Sp > B 8 L(YSk)'

D'autre part, on définit les sections et s

k+1 aux

Og+1

projections canoniques (Lk image réciproque de Kk par la projection

canonique)
Ly =™ B8 (LY )) N ker D
Sk+l Kk —_— Fk H(B 8 L(YSk))
)0k+1
+
S/, .
Kk = Im Ok+] ® Kk.HO = Ho.Im Uk+l
On pose

en notant le méme élément, y s'il est dans Y et y s'il est

k+1
dans Kk./Kk.H: avec I;I - 1= |y|,

et D(18y) = sk+1(§) € (B ® Lly,)) . N ker D.

gk

On en déduit, .
N D1 8 7)) =1 (s(y)) = da
et alors on pose nk+](y) = a.
Cette construction nous donne, une KS extension F qui est

- * . . .
un modéle de vy (n est un iso) tel que D ~ Do baisse strictement

la filtration.
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(8,d,) > (C,dy)

(B',dg0) > (B' ® L(V),D) ———— (L(V),D).

(La filtration &tant définie comme en VII.1.(1)).

Pour montrer que (F,n) est un E.M. modéle, nous allons

établir une série de lemmes.

VIT1.5.(3) Lemme.-

(F,n) désignant le KS modéle de Y construit ci-dessus,

pour tout k > 1 et pour tout ¢ € Fk N ker D il existe w € Fk+]
—-— ¥ .
tel que & - Dw.e Fo (donc d'aprés VII.1.(4), Ezp’ =0 si
p > 0).
soit &€ ¥, D& =0, alors [§] € F, H(B B8 L(Y,)).

Or, par construction

*

M
Fk(H(B 8 L(Ysk)) —_— H(C,dc)

*

nO

H(B 8 L(Yo))

donc si k > 1, il existe 0€B 8 L(Yo) tel que
* *
(] = n; ()

ce qui entralne que

[6-0o] ek =H Imo,
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d'od 1'écriture

[6 - o] = % A 00y

avec A, € H et Y, €Y d'oll par définition de D

k+1’

- a =] wDy; =D wv,)
1 1

avec w, € B @ L(Yo), en posant

v Z wiv; € Fk+1
i

on a démontré le lemme.

V11.5.(4) Lemme.-

D, -est décomposable.

Ceci équivaut & dire que la KS extension

H(B',dp,) > (H(B',dp) ® L(D,D) > (LMD,D)

est minimale.

Preuve :

Supposons qu'il existe y € Y tel que ﬁly ne soit

k+]

pas décomposable.

Dy € F, = (k®7%) 8 ((B8 LY Nrev)e[ o (B8 (LY)).)ES LX)).)
o k .. i ]
i+3=k
i,j>0
i
alors Dy = x - Z WoZ; ~ Q
1
. 1
par suite . |w l

1 (s}
Dx = Z D, w .z, + Z (=1) 7 w Dz, + DA .
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. . . , . . . i
Puisque D - Do baisse strictement la filtration, nécessairement Dowo

‘ ) '
de plus Q € B 8 L(Ysk— ). En projetant sur Fk_](H(B ® L(Ysk—l)) on

1

obtient la relation

[px]

i

Imo' i
[ % (-?) W, D zij

i
1
g(_]) [wo] [D Zi]
ol .
0, (x) = J (-1 ° [:mcl)]Gk(zi) € Imo, N Hg.Im 9

+
ClIm Ok N Ho’Kk =0

ce qui est impossible si x # O.

Ceci termine la démonstration du théoréme VII.S5.(1).

VIT.5.(5) Remarque.
11 peut se faire que dans le E.M. modéle d'un morphisme
d'a.d.g.c., l'espace vectoriel Y contienne des éléments de degré nul.

Exemple :

Y @ (A(b;,b,,b5),0) > (A(x),0)

gl =Ixl =1 yo®) =x ¥®,) =vkby =o0.

Dans ce cas Y0 0, Y] = (uz,u3), Y. =0 si 122

1

D(uz) =b D(u3) =b

29 |u2| =0 = lu

3’ 3|'
On montre facilement, que ceci ne peut pas se produire si

v oule - wl©

est injective et plus généralement.

0,
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e ——————

VIT.5.(6}) Proposition.

si Y e H(B,dg) » H(C,d;) est n-régulier (v"  isomor-

phisme jusqu'en degré n et injectif en degré n+l) alors L(Y)

est n-—connexe.

e —————

VIT.5.(7}) On rappelle qu'une algéhbre graduée H est
noethérienne si elle admet un nombre fini de générateurs en tant
qu'algébre ; et alors tous ses sous-modules sont de type fini (th. de

Hilbert gradué),
I1 est clair que toute algébre graduée noethérienne est de

type fini (i.e de dimension finie en chaque degré).

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer le résultat

suivant (cf. I:H.S] 3.8).

VIT.5.(8) Proposition.

Deux des trois conditions suivantes entralnent la troisiéme

1) H(C,dc) est noethérienne (resp. type fini).

2) H(B,dB) est noethérienne (resp. type fini).

3) Pour tout k, Yk est de dimension finie (resp. Y est
de type fini),
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CHAPITRE VIII

E.M.-MODELE D’UNE FIBRATION RATIONNELLE ET APPLICATIONS.

VITI-1. E.M. MODELE D'UNE APPLICATION CONTINUE.

Soient M et E deux espaces topologiques pointés, connexes
par arcs et T : E > M une application continue qui respecte le pointage.

Alors en utilisant le foncteur de Sullivan (I.4.(1)), on obtient :

A(m =y : (AM,dp) — (A(E),dp) ,
qui est un homomorphisme d'a.d.g.c. augmentée,
Soit (B,dB) un modéle quelconque de M
m: (Bdy) > (AMD,d).

VITI.1.(1) Définitions.

Un E.M,-modéle (F,n) de 7Y est appelé un E.M. modéle de .

Le E.M.-modé&le formel sous—jacent a4 (F,n) est appelé le

E.M, modéle formel de T.

On a alors les diagrammes commutatifs suivants :

A(m)
VITI.1.(2) (AM),d. )y ———— > (A(E),d.)
M E
m n

1 o

F: (Bd) ——— BOLM,D) —> (L(1),D
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oi m et n sont des quasi-isomorphismes.

,n,*

VITI.1.(4) H(M,k) ——— > H(E,k)

' * P -
G : H(B,dB) ———  (H(B) 8L(Y),D]) — (L(Y),Dl)

N * . . . . .
oi m est un isomorphisme et Z un quasi-isomorphisme.

VITI.1.(5) Déginitions.

(L(Y),B) est appelée la E.M. fibre de .

(L(Y),Bl) est appelée la fibre formelle de .

VITIT.1.(6) Du théoréme d'existence et d'unicité des E.M.~modéles,
il résulte que L(Y) est une algébre bigraduée, dont la bigraduation ne

dépend que de .

D] est homogéne de degré (1,0).

(L(Y),ﬁ) est une a.d.g.c. filtrée,

VITI-2. E.M. MODELE D'UNE FIBRATION RATIONNELLE.

VIT1.2.(1) On considére une fibration rationnelle
F —» g 1o 1.4.(6)
(F,E,M sont toujours supposées connexes par arcs).

On appelle E.M.-modéle de la fibration I.4.(6) tout E.M.-modéle

de 1'application continue T.

On obtient alors le diagramme commutatif suivant
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vItL2.(2)  a,a) —20 am,a) 29 @@,

m n n

(B,d)) ———— (B8 L(),D) — (LW),D)

oi m et 7N sont des quasi-isomorphismes et n un homomorphisme

Du théoréme 2.2. de [H-1-], et puisque la fibration I.4.(6)

est supposée rationnelle, on déduit que n est aussi un quasi-isomorphisme

ce que nous énongons de la maniére suivante :

V111.2.{(3) La E.M.-fibre d'une fibration rationnelle est un

KS modéle de la fibre.

V111.2.(4) En général la E.M. fibre n'est pas un modéle minimal,

ni un modéle filtré (au sens H.S.) de la fibre,v(Cf. exemple VIII.2.(7) b).

VITI.2.(5) Pour le modéle formel sous-jacent, nous avons le

diagramme commutatif :

* - ¥
J
H(M,k) ——— H(E,k) ——> H(F,k)

-

1 e -
H(B,d) —— (H(B,dp) 8 L(Y),D) ——— (L(N,D))

o * . . ‘ . . . =
oi m est un isomorphisme, { un quasi-isomorphisme et ¢ un homo-

morphisme d'a.g.c.

En général, Z n'est pas un quasi-isomorphisme (cf.

exemple VIII.2.(7).Db).
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VITI.Z2.(6) Remarques.

a) Si TI.4.(6) est une fibration de Serre, on a nécessairement

T 3 W](E) — ﬂl(M) est surjective.
# .
Ceci entraine via Hurewicz et le théoréme des coefficients

universels que

o H]( M),k) - HI(E),k)

est injective et d'aprés VII.5.(6), que la E.M. fibre et la fibre formelle

sont connexes.

b) Soient m : E - M wune application continue et
m : (L(X),dB) > (A(M),dM) un modéle minimal de M. Considérons le

modéle KS minimal de T de base (L(X),dB)

A(m)
(A0D,d,) (A(E) ,dp)
m g
(LX) ,dy) ! > (L(X) @ L(X'),d) 0 > (L(X"),d)
Or

(L(X) ® L(X'),d) est un KS modéle de E,

par suite :

(L(X) 8 L(X'),d) = (L(X) 8 L(X"),8) 8 (L(Y),d)

oi (L(Y),d) est une sous—algébre contractile de (L(X) 8 L(X'),d) et

(L(X) ® L(i'),é) est minimale.
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On note p la projection

p : (L(X) 8 L(X"),d) + (L(X) 8 L(X"),8) =M

et f=10p
. p est un quasi-isomorphisme ;
. M est un modéle minimal de E ;
. f est 1'application induite par 7 au niveau des modéles

minimaux.

Du théoréme d'unicité des E.M. modéles, il résulte :

b]) Tout E.M.-modéle de 1 est un E.M.-modéle de .

b Tout E.M.-modéle de f est un E.M.-modéle de .

9)

b La E.M. algébre (L(Y),D) ne dépend que du type d'homotopie

3)
de .

VITI.2.(7) Exemples.

a) Considérons la fibration triviale
F —d+ FxM — M (%)

Si (B,dB) est un modéle quelconque de M et (L(Z),ﬁ) un

modéle filtré de F alors
(B,dy) — (B ® L(2),d; ® D) —— (L(2),D)
est un E.M.-modéle de ().

b) Considérons les fibrations de Hopf

1

S j S2n+1 m n

— (P

7 induit au niveau des modéles minimaux, 1'homomorphisme
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f e (L(b,b'),dB) — (Ax,0)

avec

Ib| = 2 [b*]| = |x]| = 2n+1
f(b) =0 £(b') = x
n+]

= v -
dB(b) = 0, de b

Le E.M.-modéle de f (par conséquent de la fibration de Hopf)

se décrit de la maniére suivante

(L(b,b"),dp) : (Ax,0)
! n
(L(b,b') 8 L(V),D) —— (L(V),D)
avec Y = Yo L) Y] 6 Y2
Y =ky,, Y = ky], Y, = ky,,» Y, =0 ix3 ,
Iy | = 20¢1, |y, | =1, ly,| = 2n,

n
Dy = O, DY1=b, Dy2=y —b'+byls

nv) =x nly)) =0, n(y,) =0.

d'ol on déduit

Dy, = 0, Dy, = 0, Dy, =¥, >
D]yo =0, Dly] = 0, Dly2 =0 ’
Dy =0 D*y = Dﬂ Dy,=0

1o ? 171 ? 172 ’

et le modéle formel sous-jacent est de la forme
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S(b) , . n+] o, s /. n+1. © L(Y),DY) 0 L(Y).D
/™) /(b“ ) D D)

ce qui permet de vérifier que la fibre formelle n'est pas quasi-

isomorphe i H(S],k) et que la E.M. fibre n'est pas minimale.

¢) Pour calculer le E.M.-modéle, il est souvent pratique
de calculer d'abord le E.M.-modé&le formel sous~jacent (ce qui détermine
L(Y)) en utilisant un tableau oli 1'on représente les générateurs et
les relations.

Par exemple, pour les fibrations de Hopf, on obtient

+ 2n+4
+ 2n+3
b =0 4 2n+2

by + 2n+1

Le E.M.-modéle se représente de la maniére suivante




- 167 -

+1
" L 2n+2
n
by y_ - b' T 2n+1
}7/7 o
D
Y2 /l 2 T 2n
b + 2
1
yl + 1
2 1 0

VI11.2.(8) Reéalisation géométrique.

Si on note R, 1le foncteur réalisation géométrique
(cf. IX.1.(2), d'aprés VIII.2.(2), R((L(Y),D)) a le méme type d'homotopie

rationnelle que F.

On note

Fe = R((L(Y),D])).

Ff est aussi appelée fibre formelle.

Si (*) n'est pas T.N.C.Z., alors Ff ne coincide pas avec

1l'espace formel R((L(Z),d)) ot (L(Z),d) est un modéle bigradué de F.

Dans 1'exemple VIII.2.(7), (b),

o7

et

Ff '35 (R(Z,2n+1) x K(Z,1)
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VIT1.2.(9) E.M.-modele des gibrations de base une sphere.

Considérons la fibration rationnelle

(%) S «—"  p 3 5

ol S est une sphére, et un modéle filtré de E
v (L(Z),8) — (A(E),dE)

de modéle bigradué sous-jacent.

S2n+l

1) Supposons que S = , et notons

m ¢ (Ab),0) ——— s (A(Szn+]),ds)

un modéle de 52n+1'

Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant

(hb,0) —AILE s @) ,a) —2L s am),a)
v
t (L(2),9)
s
(Ab ® Sb 8 L(Z),D) — (Sb ® L(z),D)
avec |b| = 2n Db = O Db = b - ?,

@O € L(Zo) tel que v(@o) = A(T) o m(b)

DlL(Z) =34

{ s(b) = © s(b) =0

S|lLezy = Moy
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Alors s est un quasi-isomorphisme.

] - (a) Supposons que ﬂ*(ﬁﬂ) est décomposable (ou nul)
dans H*(E) alors @O est décomposable dans AZO (ou nul) d'od

on déduit que 5] est décomposable.

On pose

o
I
&
<
N

alors

i

-p,q _ ,47P * q-p -
E, H (Ab & L(Y),D)) = H (L(z),d) =0

si p > 0.

D'oli on déduit que (F,n) est un E.M. mod&le de (*) lorsque

F: (Ab,0) —— (Ab 8 L(Y),D) —2— (L(Y),D)

1 - (b) Supposons W*(Dﬂ) indécomposable dans H(E),

alors @o € Zo et nous avons le diagramme suivant commutatif.

(Ab,0) ————— A(E)

F: (A@o,o) - . (A<I>O 8 L(Y),D) — > (L(Y), D)

avec D = §.
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I1 est alors facile de vérifier que (F,v) est un E.M. modéle

de (%), 1lorsque 1l'on pose

N
i
e
(]
@
?
&
O

2
2 - Supposons que S = § " et notons

m ot (L(b,b"),dg) ——> (™™ ,d.)

S
un modéle de Szn.
I1 existe un cocycle ¢ € (L(ZO),S) tel que

A(m) o m(b) = v(9)

et nécessairement

[6]° = o

d'oli 1'existence de &' € L(Z) tel que

en fait &' e (A(zg]))‘

Nous avons donc les éventualités suivantes

a) @' décomposable, (dans ce cas &(¢') = d9'

est de wedge

degré > 3, ce qui entraine que ¢ est décomposable).

b) &' indécomposable et ¢ décomposable.

c) &' indécomposable et ® ind&composable.

2 - (a) ' décomposable.

On considére alors le diagramme commutatif
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(L(b,b"),d) AR am®),dy)
[v
) (L(2),8)
[s
(L(b,b') ® L(b,b') 8 L(2),D) -2 (L(b,b') & L(Z),D)
avec _ -
|b| = n-2 |b'| = 2n-2
Db = 0O Db' = b2
Db=b -9 Db' = (&'-b') + (b+d)b
Dl (zy = O
s(b) = @ s(b') = &'
s(b) = 0 s(b') = 0 |
s L(Z) = Id

alors s est un quasi-isomorphisme, 5] est décomposable (car

5] b=-0, 5] b' = &' + b, 5] L) = d) et en posant
( T, = 2
Y, =2 0k b
ﬂ Y, =2, @0kb
\ Y1 = Zi i>3

on vérifie facilement que

*
H+(S(b)/b2 @‘L(Y),Dl) =0



d'ol un E.M. modéle de (%).

2 - (b) o iﬁdécomposable et & décomposable.
L(b,b") A(m)om (A(E),d})
i
n
F: L(b,¢") — (L(b,?") ® 1.(Y),D) ———s L(Y),ﬁ)
(Y =12
(o] [o]
Y=z, 0+ kb
Z2 = Y2 ® ko
\ Y1 = Zi 123

Db=0, Db=2b -0, D'L(Z =

n(b) = A(m).m(t), v

N =

N est un quasi-isomorphisme et on vérifie facilement que F

est un E.M.-modéle de (%).
2 - (¢] ®' indécomporable et & indécomposable

A(m)om

L(b,b") (ACE) )

] n

¥

F @ L(,0") L(®,9') 8 L(Y),D) ——————> (L(Y),D)

N
]
<t
+
?
1

N
1]
<
+
=
LSl
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On vérifie alors que F est un E.M.-modéle de (*).

VITI-3. E.M. MODELE D'UNE FIBRATION T.N.C.Z.

Les notations sont celles de VIII.Z2.

Dans cette section, nous démontrons les résultats suivants

VITT.3.(1) Théoneme.-
a) Si la fibre formelle est le modéle bigradué de la fibre

alors la fibration est T.N.C.Z.

b) Sous les hypothéses suivantes
i) La fibration est T.N.C.Z.
ii) HM,k) ou H(F,k) est de type fini.
iii) D} - D(V) C W (B,dy) © L(Y)

la fibre formelle est le modéle bigradué de la fibre.
VITI.3.(2} Corollaire.-

a) Si la E.M. fibre est le modéle filtré de la fibre alors la

fibration est T.N.C.Z.

b) Sous les hypothéses suivantes
i) La fibration est T.N.C.Z.
ii) HM,k) ou H(F,k) est de type fini.
i) 0} - B, (M < W (B,dy) 8 LY.
la E.M. fibre est le modéle filtré de la fibre.

e ——

VITI.3.(3) Conollaine.-
Si H](M,k) =0 et H(M,k) ou H(F,k) sont de type fini les

conditions suivantes sont équivalentes :
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i) La fibration I.4.(6) est T.N.C.Z.
ii) La fibre formelle est un modé&le bigradué de la fibre F.

iii) La E.M. fibre est un modé&le filtré de lé fibre F.

VI11.3.(4) Preuve des cono@ﬂa&neé.

a) Le premier corollaire résulte immédiatement du théoréme
VIII.3.(1), une fois que l'on remarque que (L(Y),D) est un modéle

filtré de F ssi (L(Y),ﬁl) est un modéle bigradué de F’ (cf., VII.4.(2)).

b) Le second ré&sulte des deux résyltats précédents puisque si

- > e
HI(M,k) = 0 alors la condition DT - D](Y) CH 2(B) ® L(Y) est vérifiée.

VITTI.3.(5) Démonstration du théoneme VIII.3.(1).

a) Supposons que ((L(Y),ﬁl),g) soit un modéle bigradué de

la fibre F, alors

i) HO(L(Y),D]) ——E;*"* H(F,k) (= E2 )
i) H (LM,D) =0 (= E,°%  si p>o.

1.'homomorphisme p : (B ® L(Y),D) - (L(Y),D)

induit 1'homomorphisme

(E, = H(B) ® L(V),D]) > (E, = L(V),B))

1

et les conditions i) et ii) entrainent que :

*E(_ _ *E) . E N E t . t'f
0,(= Py =P : By o est surjectif.
De la relation

% * —¥ *
] oz =¢ ° Q

- . .* . .
on déduit que j est surjectif.
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b) Supposons que la fibration soit T.N.C.Z. alors d'aprés
11.1.(3), H(E,k) est un H(B) module libre. Du diagramme commutatif

suivant, on déduit que H(B) ® L(Yo)/DT(H(B) 8 (L(Y))I) est aussi un
H(B) module libre.

H(E)
*'4(-
“.\“
H(B) €
*

(H(B) ® L(V),D]) * —= (H(B) 8 L(Y,),0).

Par suite, il existe un sous-espace vectoriel V de L(Yo),

tel que 1'inclusion naturelle

¥ : (H(B) ® V,0) —— (H(B) ® L(Y),DT)

soit un quasi-isomorphisme,

*
Filtrons les a.d.g.c. (H(B) ® V,0) resp. (H(B) ® L(Y),D])
par le degré de H(B). Nous obtencns deux suites spectrales de premier

quadrant E (resp. g) tellesque :

EP2d = gPe9 - §D09 - @PB) 8 V9,0

o 1
B9 - @P() @ (L(¥),5))
B @) e nlam), @] - 5

. = 2 ' .
et de la relation DT - D](Y)<: H 2(B,dB) ® L(Y), on déduit que

M 4
P>q _ ¥Psq
E7 EY

9
¥ induit un homomorphisme wi © E; > E., i 30 tel que :
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*
i) 7 est un isomorphisme ;
ii) w§’° : Eg,o = P (B) ~ Hp(B)‘=_Ep’°. est un isomorphisme

pour tout p » O.

D'aprés le théoréme de Moore (Séminaire Cartan 54-55, p. 3-04)

w;’*:xv + H(L(Y),D))

est un isomorphisme de bidegré (0,0) (puisque 1 est 1'inclusion),

ce qui entralne que

il

{ H+(L(Y)i5]) 0

B (L(Y),D,) = E(L(Y),D,) (z V).

On vérifie aisément que [ qui est défini par les formules

_ j*c(y) si v € Yo
z(y) = {

0 si y € Yi , 1 >0

est un quasi-isomorphisme
@=np

ce qui prouve que ((L(Y),ﬁl),f) est un modéle bigradué de F.

VITI-4. FIBRATIONS COHOMOLOGIQUEMENT OU HOMOTOPIQUEMENT

TRIVIALES.

Les notations sont celles de VIII.2.

VITT.4.(1) L'exemple VIII.2.(7) (a) nous suggére les

définitions suivantes :

Le E.M.-modéle d'une fibration est dit trivial si

i) La E.M. fibre ((L(Y),D),n) est un modéle filtré de F.
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i1) La différentielle DT est triviale 1i.e. D* =d_®D, =

VITI.4.(2) Théonéme.-

Une condition nécessaire et suffiéante pour qu'une fibration
rationnelle soit homotopiquement triviale (resp, cohomologiquement
triviale) est qu'il existe un E.M. mod&le (resp. un modéle formel)

trivial.

VITI.4.(3) Démonstration.

a) Supposons la fibration C.T, alors nous avons le diagramme

suivant commutatif.

H(M) H(F)

Y

* H(M) ® H(F)

* -
Z=m 8
G : H(B,dy) ~—— (H(B,dy) 8 L(V),D)) —— L(¥),D))
1 Dl
oi f est un isomorphisme d'a.g.c. et ((L(Y),ﬁ‘),g) un modéle

bigradué de F.

(G,for) est un modéle formel de la fibration C.T.

Réciproque évidente.

b) Supposons la fibration H.T, alors nous avons le

diagramme suivant commutatif
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AM) B LX) ,d)

(A(M),dy) o N | o L,d)
) ) .
1 D
(A(M) ® ’L(x),dM&E) -
m n
men =7

-~

ol (A(M),dM)'“”“"* (A(M) 8 L(X),d) —— (L(X),d) " est un modéle

KS minimal de la fibration.
Y est un isomorphisme d'a.d,g.c.

(L(Y),ﬁ) est un modéle filtré de (L(X),a) donc de F.

(@®,D) - @, —— AMm,d).

De la définition d'un E.M.rmodéle, il résulte que F est
€

un E.M. modé&le de la fibration.

Remarquons que si f = w*, alors (G, £ o ) est le modéle
formel sous-jacent & (F,f§ o n).

La réciproque est &vidente.

VIT1.4.(4) Remanques.

a) Si une fibration r#tionnelle est H.T (resp., C.T) tous
ses E.M, modéles sont isomorphes au E.M. modéle trivial (resp. au
modéle formel trivial) et toutes les E.M. fibres (resp. fibres
formelles) sont des modéles filtrés (resp. modéles bigradués) de la

fibre F.
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b) Si on considére un modéle filtré au sens de M, Vigué,
d'une fibration C.T, alors le modéle bigradué sous-jacent est isomorphe

(en tant que mod&le bigradué) au modéle trivial de base (L(Z),d).

V .

G (L(2),d) —> (L(Z @ X),d") — (L(X),d").

I1 en résulte que

p' o (L(Z & X),d') >  H(E,k)

est un modéle bigradué de E,

VoL@, — (L(Z 8 X),D') —> (L(X),D")

v' : (L(Z & X),D') - (A(E),dE)

est un modéle filtré de E.

c) Cette propriété ne s'étend pas 3 tout E.M.-modé&le, de
base (L(2),D), d'une fibration C.T.
VITT.4.(5) Proposition.-
Pour toute fibration rationnelle I.4.(6) cohomologiquement
triviale les conditions suivantes sont &quivalentes

i) E est faiblement formel . ;

ii) TI.4.(6) est F.H.T. et M et F sont faiblement formels.
T
VITI.4.(6) On rappelle qu'un espace topologique M est
faiblement formel si la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de M (i.e.
la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration canonique

M « P(M) <« Q(M)) collapse au niveau Eé. Ce qui équivaut encore
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a dire (cf5 [H—S] 7.20) que le moddle filtré de M est minimal. D'od en

particulier 1l'implication

M formel ==> M faiblement formel)

VIT1,3.(7?) Preuve :
Ceci résulte immédiatement de VIII.3,4.(b), VIII.3,(6) et

VIL4.L(5),
VITI.3.(8) Remarques :
Les hypothéses
E formel, F formel, M fprmel

et (%) H.T, (¥) C.T, (%) F.H.T ol (%) désigne une fibration ration-
nelle.

F ey E obr M . (1.4.(6))
sont reliées entre elles de la maniére suivante :

M, F formels E formel
(*¥) H.T (*) H.T

M, F formels E faiblement formel

‘(¥) H.T (1)

A\

(*¥) C.T + F.H.T E formel (1)

E formel ' (%) F.H.T et M et F faiblement
:===¢‘===s=§ formels

(%) C.T = (%) H.T (2)

{ E et F formels

} = (*) H.T (3)
(%) C.T

(1) Les contre—exémples sont décrits en VIII.3.(10).

(2) Nous ne disposons pas de contre-exemple pour cette relation.
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VIT1,.4.(9) Preuve de (3).
Puisque (¥) est C.T, d'aprés VI.2.(1), il existe

o : H(F,K) ~ H (E,k)

telle que j*,o = IdH(F &)

D'autre part, considérons, un mod&le filtré au sens de

M. Vigué de (%)

F : (L(Z),DB) LI (L(Zz ® X),D) L (L(X),D).

D'aprés VIII.4.(4) (b),

(L(X),D) est un modéle filtré de F.

(L(Z & X),D) est un madéle filtré de E.

Or puisque E et F sont formels

(L(X),ﬁ) est un modéle bigradué de F.

(L(Z ® X),D) est un modéle bigradué de E.
Ce qui entraine :

i) F est un KS modéle minimal de (%) (car (L(X),B) minimal) ;
ii) il existe un homomorphisme d'a.d.g.c. T tel que le

diagramme suivant commute ( Eﬂ , Corollaire 14)

“(H(F,k) ,0) g (H(E,K),0)

[nt}
[

(L(X),D) — —  (L(Z 8 X),D) .




- 182

[
Ead!

. K . .
.De la relation j o T - op , on déduit que

—

C =

CAS

QperT

par suite x '

oo T Myam,b)
Puisque (L(X),D) est minimale,
P o T estuyn automorphisme de (L(X),B). Posons o cet
aUtomorphisme,‘élpré
Q‘o (t oo ) IdL(X)

et d'aprés VI,2,(2), (%) est H.T.

VITI.3. (10} Exempfe.
Nous donnpns ici un exemple de fibration de base et fibre
biformelle qui n'est pas H.T, qui est F,H.T et C.T, mais dent 1'espace

total  E n'est‘pas»formel.

Pour cela, posons

3y g3

=i
#

et considérons E obtenu par la déformation au sens de H.S décrite

ci~dessous, du produit

8% x 57y x (s> v g%
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|, SXY,STY, ST T 11

+5 ) @
wl /7 Vy ‘ T ‘0
{w | auy + vx '
é/ / rXy —r 9

tr,tx,ty @,Sy,sr + 8

@v— 1/ 1+ 7
L
\\-§_—/ /w_,xy + 6
‘ L ™
t — | s + 5

3 2 1 0
Z=1rQ ® sQ
X=xQ®yQ 6 tQ ® uQ 6 vQ 6 wQ & ...
Dr = Ds = O D=d 5 =d
D' =d' +d, d'=ded
v = L -
d2u sX d2w2 0
1 — ] —
d2v 0 dzw3 st
d'w, = 0 ar =0
21 2 (Z@X)>3‘
Remarque 1.-

L'algébre de Lie d'homotopie rationnelle W¥(E) 8 Q

est isomorphe 3

L x,y,8) @ 'Qr/( [:s,y] =0, [S#]’[EX,YJ ,X])

par suite elle n'est pas isomorphe a la somme directe de (W (M) 8 Q)

et W*(F) ® @ en tant qu'algdhre de Lie (mais seulement en tant




qu'espace vectoriel puisque la fibration est F.H.T). On déduit de

ceci que la fibration ainsi construite n'est pas H.T.

Remanque 2. -

La classe de cohomologie [?gl est égale au produit de
Massey <xX,x,y> ‘dans H (E,Q) ([t@] = Eéx = <¥,X,y>). Or le
. | * - . -
produit de Massey . <x,Xx,y> est nul dans H (F,Q), ce qui entralne

en particﬁlier que la fibration r'est pas H.T.

VITI-5. FILTRATION ET SUITE SPECTRALE D'EILENBERG-MOORE.

TP T e T

Les notations sont celles de VIII.2,

VITI.5.(1) Si on considére le E.M. mod&le d'une fibration
rationnelle I1.4.(6), la E.M. fibre (L(Y),D) 'est munied'yne filtra-

tion canonique (th. VII.&.(1))

F

(L(Y))g = (L(Y)p)“”P = (L(Y)) P*"

0OCF =L)CFC...C Foooe T L(Y) .

Pour respecter les conventions usuelles de la théorie des

suites spectrales, on pose

[ ]
Par suite
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est une filtration décroissante, convergente supérieurement (i,e

L(Y) = \U F_) et bornée inférieurement,
p=0 ’ ,

Cette filtration donne naissance & une suite spectrale,

notée (Ei,ai), dans le second quadrant,

=TPsq _ ~Psq =
E_ L) ™9, d =o
E']"p’q = (L(Y))"P,q dl = ﬁ]
=7 Psq = q=-p Y

(B, 2 H(F,k))

e ————p—————

VITI.5.(2) Theordme ([Vi], th. 4.2.(6))
Si (%) F —*iv+ E —Y= M est une fihration ration-

nelle de base simplement connexe alors la suite spectrale

définie ci~dessus, converge et coincide 3 partir du terme EZ
avec la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de ().
VITI.5.(3) Ceci résulte directement de VII.4.(3) et
de VITI.3.(3).
VIT1.5.(4) Conollaire.
Si (¥) F i E T -~ M est une fibration ration-

nelle de base simplement connexe alors les propositions suivantes

sont équivalentes

i) La E.M. fibre est modéle filtré de F ;

ii) La fibre formelle est un mod@le bigradué de F ;
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iii) (%) - est N.T.C.Z. ;
iv) La suite spectrale d'Eilenberg-Moore de (*) dégénére

complétement ;

v) La suite spectrale de Serre collapse au niveau EZ'

Si 1'une des propriétés précédentes est vérifiée, on a

évidemment :

e R on

(cf. [H-S] 3.10).

VITI.5.(5) Exempfe : La fibration canonique.

Soient M un espace l-connexe,
QM) — P —— M

désigne la fibration canonique et (AZ,D) un modéle filtré au sens
de DP{Q de M, dont le modéle bigradué sous-jacent est (AZ,d).

-n n+1 b
On pose, Zp = Zp—l’ ZO =0

et on définit une dérivation s sur L(Z) 8 L(Z) en posant
s(z) = z , s(z) =0

s est de degré =-1 et augmente le degré filtrant de +1. On définit

une différentielle D' sur L(Z) ® L(Z) en posant :

D' L(z) = D, D'z=1z - A—I(s Dz)




|
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d'ot D's + sD' = A
avec A un automorphisme linéaire (et une dérivation) qui vérifie

Ly - My

) = 113

L' @et@ (q+l)IdL+(z)@Lq(Z).

Alors (F,n) est un KS modéle de T lorsque l'on pose
F: (L(z),D) — (L(z) ® L(Z),D') —> (L(Z),D")

= A(m).v, n(z) =a tel que dEaz = A(m).v(z) .

™M1.(2) z

On définit d' en posant

4’ d, d'z = z - A V(sdz)

L(z) ~

et on vérifie que (F,n) est un modéle filtré au sens de M. Vigué,

de modéle bigradué sous-jacent G
G : (L(2),d) — (L(2) 8 L(2),d") — (L(2),0).

Si on note,

§' 1la partie linaire de D'

6 1" 1" D
Sv " " I')'v
alors + +
Dz = 6z + D,z avec D .z € L (2).L (2)
d'ou

D'z = z - A (s82) - A7 (sD,2)

et : D'z = - s(8z).
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La E.M. fibre est donc obtenue en translatant les générateurs
du modéle filtré et en munissant L(Z) de la différentielle & obtenue

en prolongeant a L(Z) la partie linéaire de D.

En particulier, ceci démontre que la suite spectrale
d'Eilenberg-Moore d'un espace M introduite dans [ﬁ—é] est précisément
la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration canonique

M +— P(M) +— QM).

La suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration canonique
collapse au niveau E2 ssi M est faiblement formel (D%%ﬂ. Th. 7.20).

VITI.5.{6) Exempfe.

On donne ici un exemple de fibration

(%) F > €P, > S

telle que
i) la suite spectrale d'Eilenberg~Moore de la fibration (%)

collapse mais ne dégénére pas totalement.

ii) la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de 1l'espace F ne

collapse jamais.

Pour cela, considérons l'application cellulaire

qui envoie le 2-squelette de CP2 sur le point base de Sa. T  induit

au niveau des modéles minimaux 1'application :

Y : L(b,b') —— L(x,x")




(cf

[]
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4 |b’
2 | =
Y(b) = x2

L]
~

Y(b')

db' = b

dx’

= xx'.

= X

Le E.M. moddle de Y est décrit par le tableau suivant

: VIII.2.(9))

(/b-:xz)l-)-ﬂ{x' B 1
b' ] ., x3 +6
' /
X -,
”arx +b + 4
- "
b T
X J- 2
2 1 0

La E.M. fibre (L(Y),D)

est décrite par le

tableau suivant :
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Puisque D = 5], F = Ff, la suite spectrale d'Eilenberg-

mais ne dégénére

Moore de la fibration (*) collapse au niveau E,»

pas complétement puisque

[xb + x"] #0€ E;’S

La fibre F peut se définir géométriquement comme

1'espace total d'une fibration principale

K(Q,G)

d'invariant de Posnikov le produit des classes fondamentales T , et

T 5- Un modéle minimal de F est donné par
S

(L(x,b,u,b"),d)
dx
{du

En calculant le modéle filtré de F, on voit facilement que

avec - 2
0, db = -x

0, db' = xu.

la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de F ne collapse jamais ce qui

prouve que F = F_ est loin d'8tre un espace formel au sens de EH—S].

f
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CHAPITRE IX

THEORIE DE L‘OBSTRUCTION A LA REALISATION .
D'UNE C-EQUIVALENCE ENTRE DEUX FIBRATIONS .

IX-1. RAPPELS ET NOTATIONS.

IX.1.(1) On note

Top : la catégorie des espaces topologiques connexes par arcs,

pointés.

C.W.T.F.N. : 1la sous-catégorie de Top des C.W. complexes de type fini,

nilpotents.

k-A.D.G.C. : la catégorie des a.d.g.c., cohomologiquement connexes,

augmentées,

k-K.S.T.F. : la sous-catégorie des A.D.G.C. des KS complexes de type

fini.

I1X.1.12) On considére les deux foncteurs contravariants

S~

adjoints

Top == > A.D.G.C.

A foncteur de Sullivan (I.4.(1))

R foncteur réalisation géométrique
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On note
\[)X:X————>R0A(X) X € Top
f,:C — Ao R(C) C € A.D.G.C.

les applications canoniques qui définissent des transformations

naturelles
¢ : 1d ——— RoA
Top =
. ————y
f : IdADGC = A o R.

Lorsque l'on restreint A et R aux catégories

C.W.T.F.N. et @Q-K.S.T.F.

alors A et R 1induisent des &quivalences de catégories homotopiques.

Dans ce cas :

fC : C — A o R(C)

est une équivalence d'homotopie et

'Dx : X — RoAX) = xQ

est une localisation de X (cf. EHi.]). .

1X.1.(3) On considére des fibrations rationnelles de méme

base
V v i’ v T
(¥ ) F J_—) E POSSAS Y M’ \) - I’" ,lll s
vV AY) v
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1X.1.(4) On note (E“,g?,é“) un modéle KS minimal de (*V),

de base ((B,dB),m).

v ‘ .V
(AGD,4,) M) ). ) AU ).
E F
m u 5\) _ U E\)
EY 1 (B,dy) ——— (8 8 L(x"),d") S > (L(x"),d%)
. 1 ‘ o)

ol ((B,dB),m) est un modéle de M, que 1'on supposera connexe

8° = K).

IX.1.(5) On note (Fv,nv,ﬁv) un E.M,-modé&le de (*v)

de base ((B,dB),m)

\Y .V
40D, 4,) A s aEY ey A ad%).a )
E F
m K‘,i nv k~,7 ﬁv
FYr (Bydy) —— (88 L(¥"),D") - +  (L(YY),DY)
1 P

On note (Gv,CV,EV) le E.M.-modéle formel sous—jacent

- VoV~
a (F,n",m)

H(M,K) (m .+ B(EY,K) a - HEY,K)
m U v U 7V
v N My ¥ Wy F
¢ : H(B,4) — H(B,d) 8 L(P),0T) —————  L(Y),D))

1 P
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IX.1.(6) Proposition.-

Soit f une équivalence d'homotopie
£:E > E"

telle que

™of =mn'

alors les KS extensions minimales E' et E" sont isomorphes.

IX.1.(?) Preuve :

On a le diagramme suivant commutatif :

J F‘

E -~
/
M f
" R
\ o e J"

F"
d'ol on déduit le diagramme commutatif :
(B ® L(X'),d") ol wxH,d
e i
%"m’ AGE") AW > AG")
T "
Om A(E") - A(d ) , — A(F")
1 E" . Ign
(B 8 L(X"),d") — (L(x"),d")

p"

Le théoréme d'unicité des modéles KS minimaux entraine

1'existence d'un isomorphisme (IdB,W,@) entre E' et E".
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IX.1.(8) Proposition.-

si E', E", M, F', F" € C.W.T.F.N. et s8'il existe un isomor-
phisme (IdB,W,@) entre les modéles KS minimaux E' et E",
alors il existe deux &quivalences d'homotopie f et f rendant

le diagramme suivant commutatif :

E! <« — F

/ Q Q
MQ K\\\\\\ £ f
Eq © Fo

IX.1.(9) Preuve :
On peut toujours supposer que B € K.S.T.F. alors B 8 L(X')

et B ® L(X") € K.S.T.F. et on a le diagramme commutatif :

(B 8 L(X'),d') —E— (u(x"),d")

€]

(8,dp) ¥

(B 8 L(X"),d") ——7— (L(X"),d")

En appliquant le foncteur R, compte tenu de IX.1.(2), on

obtient le diagramme désiré.

IX-2. h-EQUIVALENCE, c-EQUIVALENCE.

IX.2.(1) Déginition.-

Les fibrations rationnelles (*') et (*") sont h-8quivalentes
(resp. strictement h—&quivalentes s'il existe un isomorphisme
(IdB,w,@) (resp. (F' =F", =\IdL(X))) entre les KS extensions

minimales E' et E".

e e c—————
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(@,@) est appelée une h-équivalence (resp. une h-équiva-

lence stricte).

1X.2.(2) Remarques.

a) D'aprés IX.1.(8) et (6), dans la catégorie C.W.T.F.N.,
les fibrations (¥') et (¥") sont h~8quivalentes ssi il existe deux
équivalences d'homotopie f et f rendant le diagramme suivant

commutatif :

e/////”/ EQ FQ
f f

My \
Bp T To

b) Si (*') est h-équivalente & la fibration triviale,
alors elle est strictement h-8quivalente 3 la fibration triviale,

c'est-3a-dire homotopiquement triviale (H.T, cf.VI.1.(2)).

¢) Deux fibrations h-équivalentes ont leur fibre qui ont

méme type d'homotopie rationnelle.

1X.2.(3) Déginition.-

Les fibrations rationnelles (*') et (¥'") sont c-&quivalentes

(resp. strictement c-&quivalentes)s'il existe deux isomorphismes

d'a.g.c. f et f rendant le diagramme suivant commutatif :

Gn*
W* L HELE) 1) H )
H(M,k) £ 3

%\ " | "
H(E" k) —  H(F",k)
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(resp. F = F ’ f = idH(F,]k)) H

(f,£) est appelée une é~équiva1ence.

IX.2.(4) Remarques.

a) Il est clair que si deux fibrations sont h-équivalentes
alors elles sont c-Equivalentes. La réciproque a cette proposition

est fausse comme on le verra en (c).

-

b) Si la fibration (%) est c-&quivalente 3 la fibration
triviale, alors elle est strictement c-&gquivalente 3 la fibration

triviale, c'est-a-dire cohomologiquement triviale (C.T cf. VI.1.(1).

c) Les exemples VI.1.(6) et VIII.4.(10) montrent qu'il

existe des fibrations c¢—&quivalentes qui ne sont pas - h-équivalentes.

1X.2.(5) Cas absolu.

Si M est un point, de la définition IX.2.(1) (resp. IX.2.(3)),
on déduit la notion d'espace topologique h-&quivalent (resp. c-équivalent)
et de h-équivalence entre deux espaces topologiques (resp. de c-équiva-
lence).

Dans [h-S] sont étudiées, les obstructions & la réalisation
d'un * c-8quivalence entre deux espaces topologiques ﬁar une h-&quiva-
lence.

Le reste de ce chapitre est une version relative de [H.é] a
savoir : étudier les obstructions 3 la réalisation d'une c-équivalence

entre deux fibrations par une h-&quivalence.

1X.2,{6) 7De Lniiion.f
Une c-équivalence (f,f) est réalisable Paf une h-équi-

valence (P,§) si

£=E oo (M.
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1X.2.(7) Remarque trn2s importante :

Si la c-équivalence (f,f) est réalisée par (,P), alors

sur Im(j')*, on a :
F=@Em* o o &)nH!

par suite, la c-équivalence f entre F' et F" est réalisable

par  si et seulement si (*') est T.N.C.Z.

La réalisation d'une c-équivalence (f,f) n'entraine pas

nécessairement la réalisation de f£.

I1X-3 - THEQORIE DE L'OBSTRUCTION.

I1X.3.(1) Considérons une c—équivalence (£,) entre

(*') et (x"), nous avons donc le diagramme commutatif suivant :

o -
(H(B,dy) 8 L(Y'),(D]) ——— (L(¥'),D)
LCv . lgv
* H(E' 9lk) T (J ) - H(F' Jk)
£ f
4 " *
H(E",k) g7 -~ H(F",K)
’ ‘ _
c" ICII
(H(B,d,) © L(Y"),(D'}')*) > L"), By
1

et d'aprés VII.3.(2), les E.M.-modéles formels (G',C',E') et (G",z",2™M

sont isomorphes.
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Notons (IdH(B,dB)’w’m)’ cet 1somorphlsme.ﬁp et |y sont de
bidegré (0,0». De la méme manid&re qu'en VII,3.(5), on déduit 1'exis-
tence d'un E.M.-modéle (F"™ ,n"',n"") de (*") isbmorphe a (F',n",n"™
en tant que E.M.-modéle et admettant (G',f o Ci,f‘o E') ¢ommebE.M.—

modéle formel sous—jacent.

1X.3.(2) Pour simplifier les motations, on note (G,z,0)

le E.M.-modéle formel de (*')

. 1 0 _
G : H(B,d) —— (u(B,dy) ® L(V),D)) —— (L(V),D)

(F',n",n") un E.M.-modéle de (¥') de modéle formel

sous-jacent (G,Z,Z).

F' : (B,dy) ——> (B8 L(V),D") —L > (L(¥,D")

(F",n",n") un E.M. modéle de (*") de mod&le formel sous- <i}?i)
B2
jacent (G,f o C,f o Z) UgJ

F' i (B,dy) —— (B8 LM,D) —E— (Lm,D".
Un tel modéle existe d'aprés IX.3.(1) et én a les relations

(D]

1X.3.(3) Théoréme.-

Avec les notations de IX.3.(2), une condition nécessaire
et suffisante pour qu'une c-&quivalence (£,f) soit réalisable

est qu'il existe un isomorphisme d'a.d.g.c.

¥ : (B ® L(Y),D') - (B ® L(Y),D")
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tel que

D VYol =1

‘e Y -
) ( 1d) (Yp) C Fp

_;» Voo,

1X.3.{(4) Remarques.

a) En choisissant pour F" un E.M.-modéle de modéle formel
sous-jacent (G,z,Z) 1la réalisation de f  équivaut 3 la réalisation

de IdH(E',k)'

b) La condition ..) et la dégénérescence de la suite

spectrale associée a la filtration Fp entraine que y* = Id.
¢) ¥ induit un isomorphisme
¥ (Lm,d) ~ (Lm,dM

tel que
Y - Id)(Yp)C: Fp_].

Comme la suite spectrale associé a fp, ne dégénére pas
- P * .
forcément, en général V¥ # Id. A l'aide de VII.3.(1), on retrouve

la remarque IX.2.(7).

XI.3.(5) Démonstration du théoném¢ 1X,3.(3).

1) Supposons qu'il existe un tel ¥, alors il existe un

isomorphisme Y et nous avons le diagramme suivant commutatif :
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- -~

(LK), D) —E AGF') — L(Y),D") s L) ,D") e AR <E (L(x™),d™)
4

p' AGG") P p A" ol

(B 8 L(X'),d") 5 AE") 1 (B 8 L(¥),D") — (B 8 L),D") L aE") «Eo(B B LX)

D'aprés la propriété de "relévement des homotopies" (cf, [H—]-J,

th. 5.19) il existe un homomorphisme

a: (B®LX"YD,d'"Y) — (B 8 L(Y),D")

tel que

oo01'"=1 et n'"oanNvE& (rel. B).

Alors o est un quasi-isomorphisme qui induit un quasi-
isomorphisme

o (L(X"),d") > (L@),D").

(E' ,n"oYo0., ﬁ"o@o&) est alors un modé&le KS minimal de (*")
et le théoréme d'unicité des modéles KS minimaux entraine 1'existence d'une

h-équivalence (§,P) telle que :

™y
o°
<l
"
3
o
&1
o
Q1

1 1

or (€ o ¥ o (ENHT = M¥ o ¥ o a¥ o (&M

=¥ o oa o0 @ o (nHH!
= m* o ¥ o (%!
=m* o (HH™!
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or pour tout & € ker D' M B 8 L(Y) il existe @0 € B8 L(Yo)

tel que
(n')”‘([@]) = (C')*[:Qo], par suite | ;
¥ o (M@ = @ o (@] = £ o @)Y o @) 8] -

= (e ) = £ ([eh.

On a donc démontré qu'il existe une h-8quivalence W,P)

qui réalise (f,5).

2) Réciproquement, supposons que la h-équivalence W,

réalise la c-&quivalence (f,f), on obtient le diagramme suivant

commutatif :
(B 8 L(Y),D") B @m,d"
ln' lﬁ'
, IXCH N ,
(AGE",dg,) AF") ,d)
g ' Tgv
(B B L(X'),d") e > (L(X"),d")
) |7
(B ® L(X"),d"™) o’ -+ (L(X"),d"™)
Lgn gn
) " A@"™) M
(A(E )’dE") ° (A(F )aan)
r‘—
n" n"
(B ® L(Y),D") 0 > (L(Y),D")

En appliquant le théoré&me de relévement des homotopies

(T. 5.19, [H—bﬂ, il existe un homomorphisme d'a.d.g.c.

a: (B® L(Y),D') > (B ®&L(X"),d")
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tel que aoo1=1" e E' oa~vn' (rel, B)

alors
(F'.e" o oa, £ 0P od) est up E.M.-modéle de (*") et

le théoréme VII.4.(5), entraine 1l'existence d'un ¥ tel que

D Y¥Yo1r=1

L) - IDE) CF o, Yo s o.

IX.3.(5) Deginitions.

Un couple (f,f) est n-réalisable s'il existe un isomorphisme

Y : (B® LY. ,)-D") > (B® L _ ),D"
tel que i) Yo =1
i) @ - Y)Y CF ) Y pe{0,1,...,n+1}.

Un tel Y est appelé un n-réalisateur pour (f,f).
Si ) est un n-réalisateur pour (f,f), 1'application

linéaire de degré +1

o) : Y —>  H(E",k)

n+2

définie par o).y = [ﬂ"lﬂD'Y] :
est appelé élément d'obstruction.

Notons

On(f,f) = {oW)|y¥ est un n-réalisateur de £}.

1X.3.(6) Remarques.

a) D'aprés le théoréme IX.3.(3), si (f*f) est réalisable

par une h-équivalence, alors f est n-réalisable, pour tout n € IN.
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Nous démontrons dans la suite que si (£,f) est n réalisable pour
tout n € N, alors (f,f) est réalisable (Th.IX.3,(11)), lorsque

H(M,k) et H(E',k) sont de type fini.

b) Une c-équivalence (f,f) est toujours O-réalisable,

par l'identité.

c) On(f,f) est une partie de Homl(Y H(E" ,k)). 81

n+l1’

H(M,k) et H(E",k) sont de type fini, il en est de méme de Y

(VII.5.(8)) et

r * " . "
On(f,f)C Yn+] ® H(E",k) =~ H(E",Y

)

n+l

S Y et IONGE Ry (e B NERTSA1))

BETl . L )
Yn+l WW (Ff) =S ﬂw

i

(F')

et si F% est un espace topologique simple

"W(Ff) = n*(Ff) 8 ik

sous ses conditions On(f,f) apparait comme unsous-ensemble de

H(E"’“n+1(F¥) 8 k).

1X.3.(?) Notons An, 1'ensemble des dérivations 6 de degré O

de B ® L(st) qui vérifient :

.) D6 =6D"

%) e|B 0

L) B)C BO (LY )y s V'p e 0,1,...,n}.

On considére alors l'application linéaire

¥ 8 An - Hom](Y H(E",k))

n+1’
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définie par

v(8).y = [n"ep"y].
Notons 6n(f,f) 1'image de 0n(f,F)‘ dans 1'espace quotient

1 11 .
Hom (Y_, ,H(E ,M))/Q(An) .

Dans la section IX.4., nous &tablirons les résultats suivants :

1X.3.(8) Proposition.-
Supposons que Y est un (n-1) réalisateur pour (f,f),

alors

On(f,f) = 0(y) + Y(An) .

IX.3.(9) Proposition.-

Un (n-1) réalisateur pour (f,f) s'étend en un n-reéalisa-

teur ssi O(y) = O.

1X.3.(10) Corollaire.-
Si (f,f) est (n-1) réalisable, alors (f,f) est n - réa-

lisable ssi On(f,f) = Y(An).

I1X.3.(11) Théonrdme.-
Si H(M,k) et H(E',k) sont de type fini, alors (f,f)
est réalisable ssi

-~

o_(£,6) =0 , Y aen.

IX-4. DEMONSTRATION DES RESULTATS 1X.3.(8), (9), (10), (11).

1X.4.(1) Lemme.-

Tout n-réalisateur de (f,f) est de la forme ee.w ot

est un n-réalisateur arbitraire et © € An.
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IX.4.(2) Preuve :

Soient w] et ¥ deux n-réalisateurs de (f,£), alors

Y = ﬂl 0 $—1 est un automorphisme de (B ® L(Y ),D™

§n+|

tel que
J¥Y¥Yo1=1

L) - Id)(Yp)C B & (L(Y )

gn+1”"gp~1"~

La condition ..) entraTme que Y est localement unipotent
1]

et on peut définir :

+ o
8 = Log ¥ = Z
p= p

_\PHI
CD w - 1P .

On vérifie aisément que 8 € An, d'ol le lemme.

I1X.4.(3) Lemme.-

Si w est un n-l-réalisateur, alors pour tout 60 € An,

0e®)) = o) + v(®)

1X.4.(4) Preuve :

On remarque que s1 ¥y € Yn+l’
lﬂ D'y — Dny

est un D" cocyle de B B L(Y)<nwl" D'aprés le lemme VII.1.(4), il

existe w € Fn et O € FO tels que
d’] Dvy - Dny = an + 0.
I1 résulte de la définition de 0(f) que

(MM o] = o@).x € H(E",K).
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D'autre part, on remarque que 6(D"y) est un D" cocycle

de F alors toujours d'aprés le lemme VII.l.(4), il existe

n-1’

F t F tel :
veF e B e o els que

e(Dny) = D"V + B

Alors,
+00 k
ee'Dny = D"y + Z‘ 9 ) D"y
k=0 (k+1)!
400 Gk
= Dlly + Dn( z V) + B
k=0 (k+I1)!

et MX(BD = @M* (B p"y]) = v(©@).y.

De tout ceci, on déduit :

ee Y D'y = ed D"y + ee D"w + ee a
T ok 0
= D"y + D"'( Z — ) + B+ D"(ew) + a
k=0 (k+1)!

o™y .y = *%n'y] = (¥[8 + (¥ (e

o).y + v(®).y.

1X.4.(5) La proposition IX.3.(8) résulte directement des deux

lemmes précédents.

Les propositions (9) et (10) sont trés faciles i vérifier.

1X.4.(6) Démonstration du théordéme IX.3.(11).

a) Si on suppose que (£,f) est réalisable, alors nous avons
déja remarqué que (f,f) est n-réalisable pour tout n, donc 6n(f,f)

pour tout n.
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b) Supposons que an(f,f) = 0, pour tout n € IN, alors

(f,f) est n-réalisable pour tout n.
Posons,

P O <P
An,n+mC: Hom (YSH,B ® L(YSn))

le sous-espace des applications linéaires de degré 0O qui s'étendent

en une dérivation O appartenant a Am+ .. De fagon évidente, pour

n

chaque p 2 O, on a la suite s(p,n), . {

AP o AP D...:)ZE o R

n,n n,n+i ,n+m

. ~ N
De VII.5.(10), il résulte que, chaque An,n+m est de
dimension finie, donc chaque suite s(p,n) stationne. Notons N(p,m)

le plus petit entier tel que

p - 5
An,n+m An,n+N(p) ’ Vo> N(p)
Lemme [H.S].-
Supposons que { soit un N(p,n)-réalisateur pour (£,5),

alors pour tout £ » N(p,n), il existe un A£-réalisateur { tel que
@( <py = V| <p
BOL(Y,_ ) BBL(Y_ )

En particulier, pour tout £ > N(n,n), on pbtient une suite

(tﬂz)Z de {-réalisateurs telle que

Uos . =% <L
|B@L(Y££) 'BEL(YsZ)
En posant,
J = lim Y
£>N(n,n) £

on définit alors une h-équivalence.
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I1X-5. EXEMPLES - CHANGEMENT DE CORPS DE BASE.

I1X.5.{1) vérifions 3 1'aide de la théorie de 1'obstruction
que la fibration (¥) définie en VIII.3.(10) n'est pas h-&quivalente

a la fibration triviale.

On considére la c-équivalence stricte

H(E)

35/\

H(s> x §%) I H(S® v §°)

. e

1(s3 x 2y xH(SS v §%)

avec les notations de VIII.3.(10), 1le E.M.-modéle de (¥) a pour
"espace total" (L(r,s) ® L(X),D') tandis que le E.M.-modéle de la

fibration triviale a pour espace total (L(r,s) 8 L(X),D).
) = Id est une O-réalisation et
J(Du) = ﬁ(tx) = tx

n'est pas un cobord pour D', par suite Ol(Id) # 0.

. - 1
I1X.5.(2) ©Puisque On(f,f)C: Hom (Yn+

1,H(E",Ik)), il est clair
que les conditions

i) Y =0 si n g (ﬁ+l)£ @€ 3 1)

i) BS(E",K) = O si s >N

entrainent, qu'il existe au plus un nombre fini d'obstructions non

nulles, puisque

Homl(Y H(E",k)) =0, si n>— -2,

n+l1’
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1X.5.(3) Cas particulier.

i) Si (%) est T.N.C.Z. et si

n
o
”n
"
A
S

" (F,k)

1° (E,k) s > N = 38+1

W
o

alors il n'existe pas d'obstructions non nulles (cf. [H-S] rq.3.8 et

VIII.3.(1)).
ii) De ce qui précéde, il résulte que si (#) est C.T et
vérifie .
H (E,k) =0 , l1srgf et r>30 + 1
alors (#) est H.T.
1i1) Si (%) wvérifie

1S (M,k) 1 < s <28 + 1

]
o

1 € s 4

|
o

H®(E,k) =
il résulte de VII.4.(3) et de la formule

. + +
d Xn+]C: Zn @ (L(Z®X).L (Z® X))n

que Y =0 si ng (p+t1)dL (car Y = X).

1X.5.(4) Changement de corps de base.

entre (¥') et (¥") et K une extension de k.

f 8 ]|K : H(E',K) — H(E",K)

f® 1 : H(F',K) — H(F",K)

Considérons une c-équivalence (f,f), relativement au corps

k,
K

|
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(f ® ]M’ £ IK) est une c-équivalence relativement au corps K.

Si on suppose que (f ® HK’E <] IK) est réalisable par une h-

équivalence ({,¥),

(B ®L(x') ®K,d' & 1.) —> (L(X") ®K,d' ® )

/

(B ® K,dy 8 1) P )

I

(B ® L(X") ® K,d" 8 ”K) —  (L(X") B IK,d" ® L)
H

alors toutes les obstructions 6n(f 81 ,f ® hK) sont nulles.

K’

3 1 "
Avec On(f ® HK,f ® hK)C: Hom (Yn ® K, H(E") 8IK)

+1

et On(f 8 ”K,f 8 HK) = Y(An)

ol Zn = 1'ensemble des dérivations 6 de degré O de B ® L(an) ® IK

qui vérifient .), ..) et ...) de IX.3.(7).

Si on note i 1l'inclusion de
Hom! (Y ,H(E"k) <> Hom'(Y_ 8 K,H(E",K))
on vérifie que
iy ) = Imi nvy@)
et une récurrence comme dans [H.S] permet de montrer que
0 (£,£) = v )

pour tout n, c'est-d-dire que (f,f) est réalisable par une h-

équivalence (relativement 3 k).

Essentiellement, c'est la propriété pour les obstructions
On(f,f) d'étre des variétés affines de direction Y(An), qui fait

que la réalisation d'une c-équivalence est indépendante du corps de

base.
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IX-6 - FIBRATIONS FORMELLES.

1X.6.(1) Une fibration rationnelle

(x) F —1o E > M

est dite formelle s'il existe un E.M.-mod&le de (¥) qui soit aussi

*
un E.M.-modéle de 1w .

1X.6.(2) si (F,n) désigne un E.M.-modé&le de (¥) et si (%)

est formelle, on obtient le diagramme commutatif {

*

(H(M,k),0) ————  (H(E,Kk),0)
u AY
Fo (B,dy) s (BB(L(Y),D) ——F—— (L(V),D)
m n n
A(M) Am . am AL) A(F)

oﬁ toutes les fléches verticales sont des quasi-isomorphismes. Il en
résulte que :
1) M et E sont nécessairement des espaces formels ;
2) Si M= pt, (*¥) est une fibration formelles ssi F ='E
est un espace formel au sens de [H—S:] .
3) Si (%) est formelle, tout E.M.-modéle de (*)est un

E.M.-modéle de ﬂ*
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1X.6.(3) On note (G,z) le modéle formel sous-jacent de

(F,n), on obtient le diagramme commutatif . :

*
HM,K) ——— s H(E,Kk)
X 4
) .
m z
G : H(B,d4y) —— (H(B) 8 L(,D]) —— (L(D),D)
0 |8 f 6
-1 1 ¢ 3
6 G : B —mm (B ® (L(Y),d) ——— (L(V),d)

oi O est un quasi-isomorphisme tel que

ol G-IG désigne un E.M.-modéle de 1 (donc de ﬂ*) tel que e—lG

1
admette G comme modéle formel sous-jacent (VII.3.(4)), alors d'aprés

VII.4.(5), nous obtenons le résultat suivant

IX.6.(4) Proposition.-

Une condition nécessaire et suffisante pour que (¥) soit

formelle est qu'il existe un automorphisme d'a.g.c.
Y : B® L(Y) - B ® L(Y)

tel que
D Jor=1 @-IHAHCF .

ii) ay = b,

I1X.6.(5) Remarques :
Si (%) est formelle, il existe un quasi-~isomorphisme entre

(L(Y),ﬁl) et (L(Y),D), c'est-d-dire que F et F_ ont méme type

f
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d'homotopie rationnelle d'ol la suite d'implications suivantes

((*) formelle) => (F ~ F => (H(F,k) = H(Ff,k)

azf)
(La suite spectrale

d'Eilenberg-~Moore
collapse au nivau E2)

IX.6.(6) Exemples :

1) On voit directement, en construisant le E.M.-modéle
de 1'inclusion de 53 v 83 dans S3 X S3, et en notant F'la fibre

homotopique,que la fibration rationnelle

est formelle puisque D = D0 +D

tsty,ty +9
yb, yb' + 8
7 /7

z z' +

bb' + 6
/

y T 5
b,b' + 3

2) De VIII.5.(5), on déduit que M est formel ssi la

fibration canonique (M) - P(M) » M est formelle,

3) La réciproque de la premiére implication de IX.6.(5)

est fausse.
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Considérons la fibration

définie en VIII.4.(10), cette fibration est C.T donc en particulier

F = Ff = S3 v S3, mais elle n'est pas formelle. Comme on le voit

directement en supposant 1'existence d'un automorphisme i de

(L(r,s) ® L(x,y,t,u,v...)

tel que ]

¥D

Id+1ﬂ]+d)2+...

. . *
Dl$ (ici dB =0 et dl = D] = Dl)°

On a nécessairement

P(s) =5, P(xr) =
Px) =x, ¥ =y, P =u, P =v
P(t) = t + Xs,..

et la relation

P(ou) = p,0(w)

-

-entraine que X

i

-1, tandis que la relation

Pov) = D)

0.

1]

implique que A

4) La réciproque de la deuxiéme implication de IX.6.(5) est
fausse comme on le voit en considérant la fibration de base un point

U (s%v 55 o

64 lp

o Y : BeA = S3 - 52 v S2 désigne 1'application canonique.
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Dans ce cas, F = e, \E{ (S2 v Sz) tandis que

Ff = 83 v (82 v Sz), pourtant H(F,k) = H(Ff,k).

1X.6.(7) Obstructions a La formalite.

Définir les obstructions 34 la formalité est un cas particulier

du probléme de la réalisation d'une c-&quivalence par ume h-Equivalence,
. . - e e P

8tudié en IX.3. I1 s'agit 1ci de réaliser (IdH(M)’IdH(E)’IdH(F)) par
une h-équivalence entre F et U-IG.

On retrouve en particulier les résultats suivants :

i) si HP(E,k) =0 1<p € £ et p>3L+1

1P (M, k)

0 1< qg 28+ 1

alors (¥) est formelle.

ii) Si (%) est T.N.C.Z. et si H (F,k) =0, l1<r <&

et HS(E,&) =0, s >30 + 1 alors (¥) est formelle.

1X.6.(8) Obstruction @ ce que F et F_ alent méme type

f
d' homotopie.

En adaptant la théorie des déformations de Gerstenhaber et
en s'inspirant du travail de Félix [?é] on construit une suite d'obstruc-

tions 3 ce que F et F_. aient méme type d'homotopie rationnelle.

f

Rappelons que F et Ff ont méme type d'homotopie ration-

3
nelle ssi il existe un automorphisme ﬂ de L(Y) tel que

JoD = D] o . Si on écrit
D=0+ 0, + ...

alors ¥ o 5] = 51$0, on peut donc toujours supposer que

g = 1d + wl + ﬂé + ...
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Notons Aut le groupe des automorphismes de L(Y) de la
forme Id + W] + WZ + ...

Der; 1'espace des dérivations sur L(Y) de degré s qui

baissent la filtration de p.

8(6) = [D,,8].

[3

H;(ﬁl) les groupes de cohomologie définis pa% 8.
Ceci &tant posé, pour qu'il existe un Y € Aut  tel que :
YJoDs= 51ﬁ

c'est-3a-dire

o
+

Nt
|

(Id + ﬂl + ﬂz + ...)(13l +D =D, (Id + wl + wz +...)

il est nécessaire que
by =Dy - 9D, = B0 = 60
ce qui équivaut &

B0 =0¢ H;<ﬁ,>.

On pose 0](5) = 52 . Supposons que OI(D) = 0, alors il
existe @1 € Der? tel que 52 = [ﬁl’wi] et D' = e lﬁ e?]
D1+D3+D4+. .
De la relation D' o D' = 0, il résulte que
SN R'A =
D‘D + D3D1 =0

c'est-3a-dire que {Bé} € H;(ﬁl).
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Plus généralement, si | € Aut tel que

D' = w"D& = ﬁ] + 5;+] + 5;+2 + o

1

- L3 3 J—_ -
alors on peut définir une classe LDn+l} € Hn+l(Dl)'
Soit ¥ € Aut, tel que
"wo_ -1 - 7N 1] =T
D" =Y D‘P-D]+Dn+Dn+l+...
alors on vérifie que en posant ¢
6= ¥ =1d+0 +0,+
(1) 9 (1)
8 fe =1d + 6 + ..
2
o (D
8 = oMe 2 —1a4+0 4
"""" o2y T 7T
e(n—l) e(n—2) n-3 Id + eﬁll) +

on obtient une relation de la forme

G R O I A R R R NS

d'oli 1la relation

~o IR (n-l)
b, = [Dl’en ]

ce qui entraine

{p"} = 0.
n

Ceci définit une suite d'obstructions naturelles

' @)

(;(D) € Hn+1 o

On(D) étant bien définie dé&s que O](D) = Oé(D) = ...=0 (D) = 0.

n-1
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1X.6.(9) Exemple.

Les obstructions précédentes permettent de voir rapidement
sur le tableau de la différentielle D si une fibration est non

formelle.
Considérons par exemple la fibration rationnelle
S3 —_— 82 X S5 — (P

définie par son modéle KS minimal i

L(b2’b5) — (L(bZ’bs) BAy3,d) — (Ay3,0)

w

]

o
NN W

avec db

Son E.M.-mod&le, a pour espace total (L(b2 8 bS) ® L(Y),D)

avec Y>3 =0 et D représentée par le tableau suivant
3
///’bz - 6
A1
Y32 1. Y575 T
/V
2
e 4 = -
Y4 /bz b Dy, = YgPy T by Vs
/
Y3
b2 + 2 '
2 1 0

D'oi D est représentd par le tableau :
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//, yS T 5
Yy 1 0 + 4
//’
Y3 T
2 1 0

o

i est nul, on ne peut pas

Puisque tout é&lément 0 € Der
avoir D2 = Dle - eDl, ce qui entraine que F et Ff n'ont pas
méme type d'homotopie et par suite que (%) n'est pas formelle.

(Remarque, on pouvait ici vérifier directement que la suite spectrale

d'E.M. ne collapse pas au niveau EZ)’

1X.6.(10}) Fibrations dont La cohomologie de La base est Libre.

Soit M tel que H(M) L(Z) alors il existe un E.M.-modéle

de base (L(Z),0) tel que

De la méme fagon qu'en 1IX.6.(8), on obtient une suite

d'obstructions naturelles.

1

0,0 € fip, @)

-~

P S .
en définissant Hi comme 1'homologie du complexe

— Der® S, PerSt!
1 1+1]

< ~ s P . .
ou Deri désigne 1'espace des dérivations sur B ® L(Y), nulles sur

B, de degré s et qui baissent la filtration de 1.
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Ces obstructions permettent de visualiser sur le tableau

représentant D, la formalité ou la non formalité de D.

IX.6.(17)  Exemples.

1) Considérons la fibration triviale

sTvs) U e ——— E —o 5O

[55353]]

dont le E.M.-modéle peut &@tre représenté&, en basse dimension par le

tableau suivant :

zx,zy  + 11

MR AN it t, t3 b+ 10
/ - .
wowy Wy -+

tIX, tly -+ 8
— /
O 3
2
Xy + 6

de IX.6.(10), il résulte que cette fibration n'est pas formelle
(OI(D) # 0). On pouvait aussi déduire ce résultat de IX.6.(5) et de
VIIT.3.(1) en remarquant qu'une condition nécessaire pour qu'une
fibration T.N.C.Z. soit formelle est que sa fibre soit un espace

formel.
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2) Toute fibration rationnelle de base une sphére impaire

j i 2p+1

—* S

v
1

2p+1

. * P * . Y
telle que 1'image par m du générateur de H (8 ) soit indécom-

posable dans H*(E,k) est formelle ssi 1'espace total E est formel.

Ceci résulte de IX.6.(10) et VIII.2.(9), 1-b.
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APPENDICE

KS-MODELE D'UN FIBRE., DE FIBRE TYPE G/H
ASSOCIE A UN G-FIBRE PRINCIPAL

(1)

Soit G un groupe de Lie compact connexe et H un sous-
groupe fermé de G, alors G opére a gauche par translations sur G/H
et on obtient le fibré de fibre type G/H

(%) G/H — EXG/H — M
G

associé au G fibré principal
G » E > M.

Nous désirons, en utilisant uniquement la théorie de Sullivan,
calculer le modéle KS du fibré (*). Pour cela, nous suivrons la progres-—

sion suivante :

1) Calcul du modé&le minimal d'un groupe de Lie connexe ;
2) Calcul du XS inodéle du fibré universel EG - BG 3

3) Calcul du KS modéle d'un fibré principal ;

4) Calcul du KS modé&le d'un espace homogéne G/H ;

5) Calcul du KS modéle de (¥).

(1) L'hypothése G compacte peut Etre omise en remarquant suivant les
eas que :

1) D'aprés le théoréme d'Iwasawa G a méme type d'homotopie
qu'un sous-groupe compact maximal G-

i1) Le groupe structural d'un G fibré principal différentiable,
de base paracompacte peut-&tre réduit a un sous-groupe compact.
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1) Caleul du modele minimal d'un groupe de Lie connexe.

La multiplication du groupe de Lie G
GxXG =+ G
induit une comultiplication
AP H(GKR) > H(GK) 8 H (GK)
qui fait de H*(G,k) gne algébre de Hopf.

.. P, * e .
Par définition, un é€lément x € H (G,k) est primitif

(rel. k) si
Ak =x08 1+ 18x

et un théoréme classique de E. Cartan, Pontrjagin et Koszul affirme

que lorsque G est réductif
*
H (GR) = ARy

ol %R est 1'espace vectoriel des primitifs (rel. R).

%R est gradué uniquement en degré impair.

En notant :
* * *
Ay 2 H (Gk) — H (G,k) 8 H (Gl
la comultiplication canonique définie par

Ai(x) =18 x+x8 1

o
alors Pk = ker(A'k Ak)
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et puisque,

nécessairement,

di = di .
1mQPQ dlﬂRﬁR

D'autre part, l'application induite par 1l'inclusion de

PQ dans H(G,®), ] : APQ -+ H(G,®) est injective et puisque

H(G,R) = H(G,Q) ® R, nécessairement j est bijective.

Concﬂub&on :

H(G;@) = AP

Q

I1 en résulte que le @Q-modéle minimal de G est de la

forme :
(APG,O)

les primitifs de G relativement 4 Q. (P, est

lorsque 1'on note P G

G

gradué uniquement en degré impair).

2) KS-modele du §ibré universel E. ~ Bg-

G

Puisque G est connexe, BG est l-connexe et le fibré

universel
G G

est une fibration rationnelle qui admet un KS mod&le minimal
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. 1 p
E : (L(Z),dB) —> (L(Z) ® APG,d) ———> (APG,O)

o (L(Z),dB) est un modéle minimal de BG.

De la suite exacte longue de Y-homotopie et de l'acyclicité

de EG, on déduit que

14(6) ot e (B (ef. 1.8.(3)
est un isomorphisme pour tout 1i.
Modulo, 1'isomorphisme
TT;(G) = P
posons, 3#(P ) =Q
G G

par suite un modéle minimal de BG est de la forme

(8(Q,),0)

et la KS extension minimale E de la forme

(5(Qy),0) —— (S5(Qy) 8 AP,d) —F— (AP,0)

ol dy = 0 ’ si ye€ QG
dx = 3#X + o(x) , si X € PG
avec 20 € G @ GTp 8 1R
Comme

d odx =0

nécessairement do(x)=0
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et puisque EG est acyclique, il existe $(x) e S+(Q) ® AP  tel que
e = Y. ‘

Il résulte de ceci qu'il existe un igsomorphisme g tel que

si on pose d' = g_ldg, on ait le diagramme suivant commutatif

(5Q, 8 AP,d)

(SQG,O) g (APG,O)

Y

1
(SQG 8 APG’d )
et tel que : » d'x = 3"x, Vxe PG (cf. lemme IV.3.(1)).

Conclusion :

Le fibré universel

admet un modéle KS-minimal de la forme

1 P
(SQG,O) ‘“-**—*—*+ (SQG ] APG,d) e (APG,O)
tel que
i) 3# : PG > QG est un iéomérphiéme de degré +1
i1) d Q = 0, d P = 8#
G G

iii)  (SQg;0) est un modéle minimal de B




- 228 -

3) Modéle d'un G-4ibré principak.

Soit E ~2—> M un G-fibré principal, il existe une appli-

cation classifiante f : M > BG

G e e G
p

Remarquons, que puisque G est connexe les deux fibrés sont
des fibrations rationnelles et puisque E LM est le "pull back”
du fibré universel dont on connalt le KS modéle, d'aprés D%d] th. 20.6

un modéle KS de E-Jl+ M est de la forme

(AM),d,) —1 (A 8 AP,d) —FE— (AP,0)
oli A(M) est un modéle quelconque de M (non forcément KS) et

|aan =

dx = &(B#X)
lorsque 1'on désigne par ?#, un homomorphisme d'a.d.g,c.

05 (50,00 — (A0,dy)

tel que @* = ¥* ¢ BBLO — HMLQ .

i
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4) KS modefe d'un espace homogene.

Si on note, Fp Ia‘fibre‘hombtopique d'une application

continue

Alors on construit up mod&le du morphisme d'a.g.c.,
* * R
Pt H (Bo,® > H (B,

en définissant g et d, de maniére & ce que le diagramme suivant

commute :

(5(qy),0) > (5(Q),0)

(8Q; ® 5Qy 8 APG,d)

Pour cela, on pose :

g(y) =y si y € Qy
g(z) =p(z) si ze€ Q
=O‘ 1 |
g(X) si X € PG
{ dy =dz =0 si vy e Q> 2 € Q@
dx = S#X - p*aﬁx x€P '

6

Pour montrer que g est un quasi~isomorphisme, on vérifie,

en filtrant par :
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({14

2P
Fp(SQG ® SQ, 8 AP) = (SQ)  ® (sQ, 8 App) .

que 1l'inclusion
LY [N ’
j e (SQH’O) (SQG 8 8Q, © APG,d)
est un quasi-isomorphisme, ensuite on remarque que
jog=1d .
SQH

Ceci prouve, que la KS extension

(5Q,,0) -t (5Q, & S, 8 AP,d) e~ (sq, ® APG,E)

est un KS modéle de la fibration rationnelle

Par suite,

(SQH 3] APG,d)

avec dy =0 , y € QH

dx = -p*a#x , X € PG

est un KS modéle (non nécessairement minimal) de Fp que 1'on rend
facilement minimal en le "divisant" par ume algébre contractile

cf. [H-1-] th. 2.2.

Cas_parnticuliern :

Si H est un sous-groupe fermé connexe de G, considérons
une application Bi classifiante pour le G-fibré obtenuy & partir de

E par extension du groupe structural

H’
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E, X G —> E
H H G
' B,
1
BH > BG

Alors, il est facile de vérifier que Bi admet pour fibre

homotopique

Conclusion :
Un modéle KS de l'espace homogéne G/H est donné par

1'a.d.g.c. libre

(5Q, & AP.,d)

avec

5) KS modeLe de (%).

Considérons le fibré

(%) G/H —— E_. X G/H— M

G
associé au G-fibré principal
G — E — M

alors il existe une application VY,
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G/H G/H
’ y
E x G/H > EGXG/H=BH
G G
l lB'
1
¥
M B,

telle que (¥) soit le '"pull back" de

B,
¢/ ———> B ——t— B

H G

alors d'aprés E%ﬁj th. 20.6, (*) admet un modéle de la forme
. 1 e 3
E: (A(M),dM) —  (A(M) 8 8Q, ® APG,d) —_— (SQH 8 APG,d)

-~

ou 1) (A(M),dM) est un modéle quelconque de M ;

d d = 0, d = @ 0 8# - (Bi)* 0 a#

1) djap = Yy Q P,

lorsque

¥:(5Qg,0) > (AMM),dy

désigne un morphisme d'a.d.g.c. tel que

" = ¥ HBLQ » HM,Q).

Alors du th. 2.2. de EPJ%], il résulte qu'en "divisant" par
une sous-algébre contractile de SQH 8 APG on rend le modéle E
minimal en gardant une structure pure, ce qui entraine que
%) G/H — EXG/H — M
G

est une fibration pure.
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6) Exemples :
1) Considérons le fibré en sphéres associé au fibré tangent
3 1a sphere 2% (@ » 2)
SZn—Z ] E s2n—1 )

(¥) est une fibration rationnelle pure (cf. 5)) car c'est

un fibré de fibre type S n associé d un S0(2n~1) fibré principal,

il admet donc un modéle KS de la forme

E: (x,00 —— (Ax 8 L(y,2),d) —b— (L(y,2),d,)

et nécessairement

S0(2n-2)° on obtient un modéle

En remarquant que E = SO0(2n)/

minimal de SO(Zn)/So(zn_z).

2) En notant

H(BSO(ZH) s'k) = S(Pl ,pzs e ,Pn_] se)

H(BSO(2n+1)"k) = S(Pl’ . ~3pn)

-~

ol p, désigne la i-éme classe de Pontrjagin universelle et e 1la
. 2 . R ..
classe d'Euler universelle (e” = pn), on obtient les modé&les minimaux

des variétés de Stiefel

a) SO(zn)/SO(Zn—Zs)

(S(e) 8 A(I—)n-s,; .”Sn'l’-e-)’d)

n-s+1’°

de = 0, de =0, dp = e",
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b)  80(2m) jqhn_ns+1)

(M(p 4 12Ppog? e 2Pp2©)50)

c) SO(2n+])/SO(2n—ZS)

(S(e) 8 A(p,_ »-+-5p)»d)

- _ 2
de = O, pn-s = e
dApj =0, j % n-s
d) So(zn+l)/SO(2n—ZS+l)
(AP _yys+n+sD.)>0)

On remarque qu'une variété de Stiefel a le type d'homotopie
rationnelle d'un produit de sphéres impaires et d'au plus une sphére

paire.
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INDEX TERMINOLOGIQUE

o - o - -

algébre commutative graduée (a.g.c.) - I.1,(7).
algébre connexe - 1.1.(6). ‘

algébre différentielle graduée (a.d.g.) = I.1,(9).
algébre graduée (a.g.) - I1.1.(4). ‘ . |
algébre libre - I1.1.(10).

algébre (KS) minimale - T1.2.(4).

algébre pure - III.1.(3).

algébre quotient EK ® L(X) - IX.3.(h).

augmentation - I.1.(5).

caractéristique d'Euler (cohomologique) - II.2.(7),
caractéristique d'Euler homotopique - I.6.(5),

complexe de Koszul - III.1.(7).
dérivation - I.1.(8).

élément homogéne - I.1.(3).
E.M.-fibre - VIII.!.(5).

espace nilpotent - I.7.(3).

espace simple - I.7.(4).

espace vectoriel gradué - I1.1.(3).
extension KS - I.2.(1).

extension KS minimale - I.2.(3).

extension KS pure —~ III.1,(1).

fibration de Serre - I.4.(6).

fibration cohomologiquement triviale (C.T) —_VI.I.(]).
fibration formelle - IX.6.(1).

fibration homotopiquement triviale (H.T) - VI.1.(2).
fibration rationnelle - I.4.(9) (pure IIT.2.(1)).

fibration non totalement cohomologue & zéro (N.T.C.Z.) - II.1.(1).
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fibré de Borel - I1.2.(4).
fibre formelle - VIII.1.(5).

graduation, supérieure, inférieure - III.1.(4).

groupe nilpotent - I.7.(1).

modéle d'Eilenberg-Moore - VII.2.(2).
modéle formel - VII.2.(5).

modéle minimal - I.3.(2) - I.4.(2).
module nilpotent - 1.5.(2).

Y - homotopie (ﬂz) - 1.6.(2).
rang d'un espace (rg X) - I1.6.(5).

série de Poincaré - II.2.(7).

structure (KS, minimale) - I1.2.(2) - I.2.(4).
structure pure - IIL.1.(1).

suite exacte de Y-homotopie - I.8.(2).

suite régulieére -~ III.1.(8).

suite spectrale d'Eilenberg-~Moore - II.4.(1). - VIII.S,

type £ - 1.6.(6). .
type fini (algébre graduée de ...) - I.l.(fl).
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