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Le présent mémoire est consacré à l'étude de l'homotopie rationnelle 

des fibrations de Serre. Plus précisément, étant donné une fibration de 

Serre 

On suppose que F, M, E sont des espaces topologiques nilpotents, de coho- 

mologie rationnelle de type fini et al(M) opère de façon nilpotente sur 

k 
chaque H (F,Q). Par localisation, on associe à (*) une fibration 

rationnelle (1.4) 

L'étude de l'homotopie rationnelle de (*) est l'étude de 

la fibration rationnelle (**). 

Tout d'abord (chap. 1) nous rappelons comment la fibration 

rationnelle (**) est entièrement décrite par la donnée de son KS modèle 

minimal E. 

où p et 1 sont des homomorphismes d'algèbres différentielles graduées 

commutatives, L(X) est une algèbre libre commutative graduée, et la 

différentielle d vérifie certaines propriétés de nilpotence et de compa- 

tibilité avec le degré (1.3). Le chapitre II est consacré à quelques 

* 
compléments et exemples sur les fibrations T.N.C.Z. (i.e. j surjectif) 



Dans la première partie de la thèse (chap. III - IV - V) nous 

nous intéressons aux fibrations pures. C'est à dire les fibrations (*) 

dont un KS modèle E vérifie. 

d(Xpair) . O (ximpair ) C B 8 L(xP~~') 

La notion de fibration pure, généralise au niveau algébrique, la notion 

classique de complexe de Koszul et la géométrie nous en fournit de nombreux 

exemples (ex. les fibrés de fibre un espace homogène G/H associé à un 

G -fibré principal - cf. appendice). Comme premier résultat nous obtenons 

(Th. 111.3.(1)). 

alors 

(*> 

Si la fibre F vérifie, 

dim H(F,Q) < + 

dim (n pair (F) B 9) = dim(nimpair (FI 8 Q) < + 

est T.N.C.Z. ssi (*) est une fibration pure. 

Ce résultat est lié à une conjecture de S. Halperin : 

Si F vérifie les hypothèses ci-dessus alors (*) est T.N.C.Z. 

Le second résultat de cette première partie est la démonstration 

de la conjecture lorsque dim(~. 
impair 

(F)  8 Q) 6 2 (Th. 111.3.(2)). 

De ces deux résultats nous déduisons des théorèmes d'impossibilité 

de fibrer certains espaces (111.5). D'autre part en considérant l'action 

d'un groupe de Lie compact connexe G sur un espace X tel que : 



dim H(X,P) < + , dim(n pair (X) B Q) = dim(nimpair(X) 8 0) 

nous démontrons que (111.4.) 

a) Le f ibré de Borel X -4 XG 4 BG est pur 

b) L'espace total XG est intrinsèquement formel 

* * 
c) Krulldim H (XG,U)) = prof. H (XG,Q) = rg G . 

Dans la deuxième partie (chap. VI) nous étudions le degré de 

trivialité des fibrations de Serre en considérant 

- les fibrations homotopiquement triviales (H.T) 
( e . )  ) est une fibration triviale 

- les fibrations cohomologiquement triviales (C.T) 

'-b 
i . .  H*(E,~) = H*(M,Q B H*(F,~) 

alg 

- les fibrations faiblement homotopiquement triviales (F.H.T.) 

( e . )  le connectant de la suite exacte d'homotopie de (**) 

est nul 

- les a-fibrations 

(i..) (**) admet une section . 

Nous obtenons évidemment le schéma suivant : 



Nous obtenons ensuite diverses conditions pour qu'une fibration soit 

C.T, H.T ... Par exemple, 

dim H(F,(q) < + 

f c a T 1 +  { 'I - (VI.3.(3)) 

dim(n (F) B (q = dim(n (F) 8 (q) 
pair imp 

((c.T) + (*) pure)) -> (F.H.T.) (VI. 6. (6)  ) 

C.N.C.Z. + F est H espace) (H.T) (VI.3.(2)) 

Dans la dernière partie (chap. VI1 - VI11 et IX), nous construisons 

un nouvel invariant de lrhomotopie rationnelle d'une fibration (*) que nous 

appelons le E.M. modèle (Eilenberg - Moore). C'est un KS modèle (non 

minimal ) 

où B 8 L(Y) est munie d'une filtration naturelle (Fp)p10 compatible 
- 

avec D, qui induit une filtration naturelle F sur L(Y) , compatible 
P 

avec 5. Le niveau E l  des suites spectrales associées définit ce que 

nous appelons le modèle formel sous jacent de (*) 

La réalisation géométrique de (L(Y) ,Dl) est appelée la fibre formelle, 

qui n'est pas en général un espace formel. Le complexe (H(B) t3 L(Y), DY) 
- 

est une résolution libre de H(E) et la suite spectrale définie par F 
P 

colncide avec la suite spectrale dl~ilenberg-Moore de (*) en cohomologie 

rationnelle. 

Dans le cas où M = point, on retrouve les modèles filtrés au 

sens de [H.s~. Les modèles de M. Vigué sont des cas particuliers de 

E.M. modèle. Nous donnons un algorithme pour le calcul du E.M. modèle, 



que nous appliquons à de nombreux exemples et qui nous permet de calculer 

les E.M. modèles des fibrations de base une sphère. D'autre part nous 

obtenons les résultats suivants : 

1 ((*) est T.N.c.z.) <-> (La fibre formelle est un espace formel) 

2 ((*) est c.9 <-> (~e modèle formel est trivial) 

3 ((*) est H.T) <-> (Le E.M. modèle est trivial) 

4 @ forriel + (*) c.9 -> ((*) est F.H.T. , M et F faiblement formels) 

5 (E et F formels, (*) C . 9  -> ((*) H.T) 

Ensuite nous utilisons les E-M modèles pour construire des 

obstructions à la réalisation d'une équivalence d'homotopie fibrée. Par 

exemple, nous démontrons que (*) est T.N.C.Z. et si 

Hr(~,Q?) = O  1 < r s g et H'(E,Q) = O  , s 2 3 l  + 1 , alors il nVy a 

pas d'obstruction non nulle à la réalisation d'une c-équivalence. 

Les obstructions sont indépendantes du corps de base et permettent 

d'étudier les fibrations formelles c'est-à-dire les fibrations déterminées 

* 
par la seule donnée de . Nous obtenons alors la suite d'implications 
strictes 

((*) formelle) => (F a même type d'homotopie rationnelle que la 

fibre formelle) 

(~a suite spectrale d'E.M. de la fibration (*) 

collapse au niveau 



Finalement, nous construisons une suite d'obstructions à ce que 

F et la fibre formelle aient même type d'homotopie rationnelle. Ces 

1 
obstructions habitent dans le H de la cohomologie filtrée du complexe 

des dérivations de degré 5 O sur L ( Y ) .  Le cas particulier des fibrations 

dont la cohomologie de la base est libre est traité complètement. 
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Je dois dire aussi que la franche camaraderie, la disponibilité, 

la curiosité des choses mathématiques que j'ai rencontrées auprès de ces 
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J'exprime ma reconnaissance à J.M. Lemaire d'avoir bien voulu 

s'intéresser à mes travaux et faire partie du jury. 

Que les professeurs G. Hector, qui a bien voulu présider le 
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CHAPITRE 1 

IlOOELE MII\IIMAL D 'U lE  FlBRATION DE SERRE, 

Initialement [s-1-1 la théorie de Sullivan fut intrsduite pour 
l'étude du type d'homotopie rationnelle des espaces topologiques, peu 

après CS-21 , D. Sullivan étendit ses travaux aux "fibrations algébriques". 

S. Halperin [H-1-1, [H-2-1 a précisé et redéfini ces fibrations algé- 

briques qu'il appelle KS-extension (K pour Koszul, S pour Sullivan). 

Nous suivrons la terminologie de CH-1-1 et noua yappelons brièvement 

dans ce chapitre les dêfinitions et résultats de CH-1-1. 

7 - 1  - NOTATIONS - CONVENTIONS.  

I . 1 . ( 7 )  k désigne un corps commutatif de caractéristique zéro 

(dans la pratique IR ou Q). Tous les espaces vectoriels, algèbres, 

applications linéaires ,... sont définis pour le corps ik. 

1 . 1 . ( 2 )  Les algèbres sont associatives avec élément unité. Les 

homomorphismes d'algèbres conservent l'unité. 

7 . 1 .  ( 3 )  Un espace vectoriel gradué est une some directe 

v =  O vP 
p>-0 

Les éléments de vP sont homogènes de degré p. Si x c vP , nous notons 

son degré par 



7 . 1 .  ( 4 )  Une algèbre graduée (a, g) 

vérifie la relation, 

pour tout couple d'entiers (p,q) . 

1 . 1 . ( 5 )  Une augmentation de A est un homomorphisme d'algèbre 

tel que A+ = 8 A' C ker E 

P'O 

(E est surjectif d'après I.1.(2)). Le couple ( A , € )  e s t  appelé une 

algèbre augmentée (a.a) ou (a.g.a) 

7 . 1 . ( 6 )  Une a.g. A est dite n-connexe si 

Lorsque n = O , on dit que A est connexe. 

1 .  Une algèbre commutative graduée (a.g.c.) A vérifie 

a.b = (-1) l a /  l b l  b Sa 

pour tout élément (a,b) E A x A . 

1 . 7 . ( b )  Une dérivation de degré p E I , de A est une 

application linéaire 



de degré p ,telle que 

1.1.(9) Une algèbre différentielle graduée (a.d.g) est 

une (a.g). A munie d'une dérivation de degré + 1 

d A :  A-A 

de carré nul (dA O dA = 0). 

Nous notons (A,dA) un tel objet et H(A,d ) son a.g.c. 
A 

de cohomologie (H(.) est en fait un foncteur homologie ! ) .  

1 1.1. ( 10) Si X = @l xn désigne un espace vectoriel gradué, 

on note 

L(X) désigne 1'a.g.c. libre engendrée par l'espace vectoriel X. 

l AP désigne l'algèbre extérieure engendrée par P , 

l SQ désigne l'algèbre symétrique engendrée par Q . 

1.7. ( 7 7 )  Si (ea)aE~ désigne une base homogène de X , 

on note 

A = L(X) = L((eC1)acK) 

l'algèbre libre engendrée par les e . 
C1 



Si K est un e~semble totalement ordpnné par la relation Sy 

on pose pour tout B E K 

1 . 1 . ( 7 2 )  Une a.g. A est dite de type fini si pour tout 

1 . 2 .  ( 1  ) Soient (BydB) , (C,dC) , (Ayd trois a.d .g. A 
augmentées, la suite 

est appelée une KS-extension si 

i) l C  et sont deux homomorphismesd'g.d.g.c. augmentées. 

ii) Il existe un espace vectoriel gradué Y tel que 

iii) Il existe un isomorphisme d'a.g.c. augmentées f ,  rendant 

le diagramme suivant commutatif 



où I désigne l'inclusion naturelle et p = E 8 IdA avec E l'augmentation 

de B. 

- 1 
On note d = f O dC O f la différentielle induite par f .  

iv) Il existe une base homogène (ea)cr~~ de X et une relation 

de bon ordre sur Ky notée 3 ,  telle que pour tout a e K 

7.2. (2) Le couple 
((ea)aE~y 

f) est appelé une structure 

KS de E et la base (ea)aEK une d-base KS 

7.2.(3) Si en outre la KS-extension E vérifie 

pour tout couple (a,@) E K x K , on dit que E est une KS-extension 

minimale. 

Le couple ( (ea)a~~, f) est alors appelé une structure KS 

minimale et la base 
(ea)aî~ 

une d-base KS minimale. 

7.2.(4) Par définition, dans le cas particulier 

où (B,dB) = (k,O), nous obtenons la transcription suivante 

(E est une KS-extension) - ((C,dC) = (A,dA) est une algèbre KS 

nilpotente ou KS complexe) 

(E est une KS-extension t--t ((C,dC) = (A,dA) est une algèbre KS-minimale). 

minimale) 

7.2.(5) Changemevvt de b a ~ e .  

Soient E : (BydB) --+ (C,dC) - (A,dA) une KS-extension, 



(ea)a 
une KS base et m : (B1,dB1) -3 (B,d ) un quasi-isomorphisme B 

(2 est un isomorphisme), alors il existe une KS-extension 

E' : (B' ,dB,) (C' ,d;, --" (A,d*) 

et un morphisme de KS-extension 

tels que 

1 )  est une base KS de E' 

2) $ ( l  63 e,) - 1 t3 ea E B 8 L(X<a) 

3) $ est un isomorphisme. 

E' est unique à isomorphisme près, E' est appelé KS-extension 

image réciproque de E par m 

- 1 E' = m (E) 

Exc?mp&c! : Si HO(B,~) = k et B non connexe, on définit 

B' en posant 

1 1 i i 
(BI)' = k (B') @ dBo = B , (B') = B i > 2  

- 1 
et l'inclusion m : B' -+ B est un quasi-isomorphisme, alors m (E) a 

une base connexe. 

1 . 2 . ( 6 )  E est KS minimale ssi la différentielle dA est 

décomposable (i .e . dAX C L+(x). L+(x)) ce qui équivaut à dire que 

(A,dA) est minimale au sens de Sullivan. En particulier, pour tout KS 

complexe minimal connexe est une algèbre minimale au sens de Sullivan. 



7 . 3 .  ( 1 )  Soit y un homomorphisme dla.d.g.c augmentées 

Par définition, le couple (€,Y) formi5 par la KS-extension 

et par l'homomorphisme dla.d.g.c. augmentées 

est un KS-modèle de y si 

ii) Y est un quasi-isomorphisme (i.e. induit un isomorphisme 

en cohomologie). 

7 . 3 . ( 2 )  Si en outre E est une KS-extension minimale, 

(€,Y) est un modèle KS minimal. 

1 . 3 . ( 3 )  Par abus de langage on dit que E est un modèle 

de y. En particulier si y désigne l'inclusian naturelle de k dans D, 

lla.d.g.c. 

est un modèle de lla.d.g.c (D,dD). 

7 . 3 . ( 4 )  Dans [H-1-1 th. 6.1 et th. 6.2 il est démontré 
que : 



Tout homomorphisme y entre deux a.d.g.c. augmentées et 

cohomologiquement connexes admet un modèle KS minimal E ,  unique 

à isomorphisme près. 

Ce résultat justifie en partie, l'abus qui consiste à parler 

du modèle minimal de y. 

1.3.(5) Avec les notations de I . 2 . ( 5 ) ,  si E est un modèle 

de base B alors E '  est un modèle de base 8 '  ( CH,] Th. 5.1.9) .  

7-4 - FIBRATIONS RATIONNELLES. 

Dans cette section, nous rappelons le lien entre la topologie 

et les considérations algébriques précédentes. 

1.4. ( 1 ) On note A le foncteur de Sullivan E-2-1 , des formes 

simpliciales à coefficients polynomiaux, qui envoie la catégorie des espaces 

topologiques pointés, dans la catégorie des a.d.g.c. augmentées. Une cons- 

truction explicite de ce foncteur est donnée dans [L] et [w] (cf. aussi 

[B.G] et [c-1-1 ) . Nous en retiendrons les propriétés suivantes : 

ii) Il existe un isomorphisme naturel dla.g.c. 

* 
(H (M,k) désignant la cohomologie singulière de M à coefficients 

dans k) .  

iii) Si i : N --t M est une cofibration, alors A(i) est 

surjectif et on pose A(M,N) = ker A(i). 



II existe un isomorphisme canonique dla.g,c. 

1 . 4 . ( 2 )  Par définition, si f est une application continue 

le modèle minimal de l'homomorphisme dla.d.g.c. augmentée 

est appelé le modèle minimal de f. 

1 . 4 . ( 3 )  Cas absolu, si f désigne l'spplication constante 

f : (M,mo) ({mol, mol 

le modèle minimal de f est appelé le modèle minimal de (M,mo). 

1 . 4 . ( 4 )  D'après I.3.(5), pour tout modèle B de M 

m : (B,dg) -t (A(M),dM) 

il existe un KS modèle minimal de f, de base B, ppurvu que 

H0(~,Ik) = HO(~,lk) = k. En particulier il existe toujours un modèle KS 

minimal de f de base B, une a.d.g.c. connexe. 

1 . 4 .  ( 5 )  Considérons une suite d'applications continues entre 

espaces pointés 

F - L E L M  

7.4 .  ( 6 )  F, E, M connexes par arcs 

IT O j(F) = point base de M . 

1 . 4 ,  (7) Nous obtenons alars le diagramme commutatif suivant : 



(Am) ,dM) 
A h )  A(j) 

1 . 4 .  ( 8 )  

1 
C c E : (A(M) ,dM) (A, dA) 

(L'existence de $A 
est assurée par la relation A(j) O A(n) = E ~ )  

où (E,+) est un KS modèle minimal de A(T). 

Y est un quasi-isomorphisme, mais en général YA n'est 

pas un quasi-isomorphisme. 

7.4. (9) Par définition, 1.4. (6) est appelée une fibration 

rationnelle lorsque 
y~ 

est un quasi-isomorphisme. 

1) Si 1.4.(6) est une fibration rationnelle et M, E, F 
- 

des espaces nilpotents alors la suite localisée [Hi et a[] 

est aussi une fibration rationnelle. 

2) Si I.4.(6) est une fibration rationnelle, F est la 

"fibre homotopique rationnelle" de TT. 

3) Si I.4.(6) est une fibration rationnelle, il existe 

une fibration de Serre 

j' TT 1 F ' E' - M 
et une équivalence d'homotopie f rendant le diagramme suivant commutatif : 



Il est facile de vérifier que la fibration de Serre 

est aussi une fibration rationnelle par suite F et F' ont même type 

d'homotopie rationnelle. Grâce à cette remarque on peut définir une 

suite exacte longue d'homotopie rationnelle, une suite spectrale de coho- 

mologie ,..., d'une fibration rationnelle. 

1-5 - CUNVITIONS SUFFlSANTES POUR 2U'UNE FIBRATIUN DE SERRE S U I T  RATIONNELLE. 

5 .  ( 1 Soient G un groupe et M un G module, on pose : 

ï' (M) le sous module de M engendré par les éléments de la 
G 

forme gx - x avec g e G , E e M 

2.5. ( 2 )  On dit qu'un G-module est nilpotent s'il existe 

un entier m tel que la suite centrale 

m M 3  ( M )  3 ( 2  ...... 3 rG(~) 3 ...... 
# # # + # 

s'annule au rang m+l. 



1.5 .  ( 3 )  Rappelons que pour toute fibration de Serre (1.4. (6)) 

il existe une opération canonique du de la base sur la cohomologie 1 

de la fibre 

1.5 .  ( 4 )  On doit à S. Halperin [H-1-1 le résultat suivant : 

Si chaque H'(F,L) est un n l  (M,m) module nilpotent et si 

l'une ou l'autre des conditions suivantes est réalisée : 

i) H*(F,~) est de type fini. 

?& 
ii) H (M,k) est de type fini 

I alors la fibration de Serre I.4.(6) est une fibration rationnelle. 

1 .5 .  ( 5 )  Si le fibré (localement trivial) 

possède un groupe sfructpral connexe par arcs, alors H*(F,~) est 

un n l  (M) module trivial ([se] p. 445 ), donc si H*(F,~) ou H*(M,I<) 

sont de type fini, c'est une fibration rationnelle. 

1.5 .  ( 6 )  Toute fibration principale ([FI) est une f ibration 

rationnelle. 

1-6 - Y -HOMOTOP1 E ET CARACTERTSTl2UE D ' EULER HOMOTùP12UE. 

1 . 6 . ( 1 )  Soit (A,dA) une algèbre différentielle graduée 

commutative augmentée (a.d .g .c. a) cohomologiquement connexe (H(A,~*) = k) . 
On considère C , )  et (C2,Y2) deux KS-modèles de A, alors il 

existe un homomorphisme dla.d.g.c. 



tel que f : H(C~ ,dl) --t H ( c ~ , ~ ~ )  

soit un isomorphi~ime (i.e. 4 est un quasi-isomorphisme), ( ~ f .  CH-]-] 

th. 5.20.). 

Si pn note 

Q(C) = 

lleçpace des indécomposables, alors d'après [H-l] , lemme 8.3, 

est un isomorphisme dla.g.c.,indépendant du choix de 9. 

1.6. ( 2 )   e espace vectoriel gradué H(Q(Ci), Q(di)) est 

appelé l'espace de Y-homotopie de A et noté 

na (A) 

1.6.(3) Dans le cas particulier où (A,d ) egt  KS minimale 
A 

si A = L(X)  alors 

7.6. ( 4 )  $oit M un espace topologique painté, c~homologiquement 

conneqe (H'(w,&) = k). On appelle Y-homotopie de l'espace M, l'espace 

vectoriel gradué IT (A(M)) où A désigne le foncteur de Sullivan ( 1 . 4 . ( 1 ) ) .  
Y 

On note na(M), cet espace. 

7.6. ( 5 )  Lorsque dim IT (A) + w ,  on définit la caractéristique a 
d'Euler h~metopique et le rang en posant 



x (A) = 1 (-I)~ dirn  ni(^) , rg(A) = di. nirnp{~) n 
ib 1 Ji 

Si dirn n (M) < + w , on pose 
iCI 

x,(M) = 1 (-I)~ dirn T~(M) , rg(M) 7 dim nimp(x) . 
ib 1 Ji Ji 

1.6. ( 6 )  Par dé£ inition, un espace topolagique M est de 

type f si dirn H(M,&) < + 03 et dim n (M) < + ~1 . Ji 

1-7 - ESPACES SIMPLES - ESPACES NILPOTENTS, 

1 . 7 . ( 1 )  Soit G un groupe, on définit Gi en posant 

Gi est le sous groupe engendré par les éléments de la forme 

avec g E G et x E G i- l 

On dit que G est un lorsque la suite 

s'annule pour un entier p + 1. 

Supposons que G # (1) et G = Cl), on obtient alors 
P P+ 1 

p extensions centrales 

O - G. /Gi+ G/Gi+l -4 G/Gi 1 
1 

où les groupes Gi'Gi+ i sont abéliens. 



1 .7 .  ( 2 )  Tout groupe abélien est ailpotent, Un graupe fini 

est nilpotent si et seulement si ses sous groupes rnaximsux sont distingués. 

7 . 7 .  ( 3 )  Par déf initi~n, un espace topologique 14, connexe, 

est un espace nilpotent ([~i]) si 

i) n,(M) est un groupe nflpotent 

ii) T~(M) est un T~(M) madule nilpotent pour l'action 

naturelle de T, (M) $Ur T,(M) , n 2 2 (1 - 5 *  (2)  

1.1 .  ( 4 )  Tout espace simple e T~ (M) abélien et opère 

trivialement sur n (M)) est un espace nilp~tent. En particulier les 
4 

espaces simplement connexes sont nilpotents. 

v 

1 . 7 .  ( 5 )  Puisque l'application antipodale de 5" est homotope 

à l'identité ssi n est impair, on vérifie direcpement que IRpn est 

un espace çimple si n impair et que RP" n'est pas nilpotent si n 

est pair, dans ce cas la suite centrale du Z/28-module nn(~pn) est 

strictenent décroissante 

La bouteille de Klein n'est pas un espace nilpotent, 

1.7. (6) Le théorème fondamental de D. Sullivan s'enonce : 

i) Il existe une équivalence de catégorie entre lg catégorie 

homotopique des espaces rationsels nilpotents et de cobomologie ration- 

nelle de type fini et la catégorie homotopique des a.d.g,c. dont 

le modèle minimal est de type fini, 



ii) Dans cette équivalence, pour tout i 2 2? 

n i  (M) 2 Hom(ni (M) , k) 

1 
et il existe sur (M), une filtration naturelle 

l( il, 

1 1 1 1 O =  (IT ) C(71 ) c ...... C (n. ).C ...*.. C.rr 
iL 0 i l , '  J il, 

telle que si 

G = nl(M) 

on ait pour chaque j 2 1 

1 

(Til,'j 
HomCG. 1 9 k) 

J Gj+~ 
il, j - 1  

avec les notations de I.7.(1). 

1. S. (7) Si M est un espace simple, alors 

pour tout i 2 1 . 

7-8 - SUITE EXACTE DE il,-ffOMOTUP1E. 

1 .8 . (7 )  Soient une fibration ratioqnelle 

et ((L(Z),dB, gB) un modèle KS de M. Du diagramme I.4.(8) et de 

la remarque I.4.(4), on déduit le diagramme commutatif 



où gg, $ et sont de$ quasi-isomorphismes. 

L @ L X ,  ) est riri madele KS nilpstent qt en gen6ral 

non minimal de E. 

En considérant, la suite exacte longue d'boqmlogie nssoci e ' f  
2 la suite exgçte courte (1.6. ( 1 ) ) .  

0 - (Q(P(Z)) ,Q(dg) )  ---+ (Q(L(Z @ X)), Q ( d ) )  ---* (Q(L(X11, Q ( d A ) )  - O 
on obtient 14 suite exacte de pseudo-homotopCe de la fibration rationnelle 

a # 
71 

# . # 4+ - T!(N) - T ~ ( E )  -A--+ $(FI a# , ,  P+' (M) - n 
nJi 

1.6. ( 3 )  Lorsque l ~ s  espaces M, E, F sont nilpotents la 

suite exacte de Ji-homotopie s'intqrprête conpne "drialg" de la suite 

exacte d'homotopie rationnelle de la fibration 1 , 4 , ( 6 ) .  

7.8 .  (41 On retrouve en particulier que 

x,(E) = x,(M) + x,(F) 

pourvu que 

dimn$(W)  < + -  et dimn (F) < + - .  
Ji 



1. b .  ( 5 )  Si G est un groupe de L i e  compact et B un sous 

groupe fermé, on pbtient 



CHAPITRE II 

FIBRATIONS TOTALEMENT NON 

COHOMOLOGUES A ZERO (T , N , C , Z ,> , 

11 - 1 - RAPPELS ET CÙMPLEMENTS. 

71.7.[1) On considère la fibration de Serre 

et on rappelle que suivant la terminologie de Samelson, Koszul et Serre, 

une telle fibration est dite totalement non cohomologue à zéro (T.N.C.Z.) 

relativement au corps a( si l'homomorphisme 

est surjectif. 

11.7. ( 2 )  Remahqua : 

1) Cette définition s'étend de façon évidente aux fibrations 

rationnelles. 

2) La définition classique est donnée en homologie (i.e.) 

injective. 



Si H"M,L) oq H*(F,L) sont de type fini,. r 
I une fibration rationnelle. 

i 

I I b) bes propositiops suivantes sonf équivalentes 

i) 4 6  est une fibyation rationnelle T.W.C.Z. 

ii) La suite spectrale de Serre collapsg au niveau E2 et 

l iii) Il existe un isomorphisme dle.v.g. rendant le diagramme 

1 suivant commutatif 

lorsque i et p gésignent les applications canoniques. 

Si 1.4. (6) est T . N . C . Z . ,  H*(E,~) est un H*(M,~) mqdule 

libre et T est injectif. I* 
1 1 . 7 . ( 5 )  Pheuve : 

a) De [se] page 456, il résulte que si i.4.(6) est T . N . C . Z .  

alors n l  (M) opère trivialement sur Hf (F,L) et alors de 1.5. ( 4 )  il 

riisulqe que I.4.(6) est qne fibration rationnelle. 

b) On a évidemment la suite d'implications 



1 1 . 7 .  ( 6 )  Rmatrqu~ : Pour toute fibration rationnelle T . N . C . Z .  

(1.4. ( 6 )  si H*(M,~) et H*(~,lk) sont de type fini alors H*(E,o<) 

est de type fini et 

lorsque (t) désigne la série de Poincaré de H*(x). Si 

H*(~,k) et H*(F,~) sont de dimension finie alors H*(E,I~) est de 

dimension finie et 

* * 
dim H*(E,~) = dirn H (M,lk) . dim H ( ~ , k )  

21-2 - G-FIBRE T . N . C . Z .  

Si F est un espace connexe tel que 

est un fibré (localement trivial) de groupe structural G connexe 

et compact alors (*) est ï.C.C.Z, 

11 .2 .  ( 2 )  CotLoUahe.- 

Tout fibré (localement trivial) de groupe structural G compact 

connexe et de fibre un espace connexe, de type f et de xT nul 

I est T . N . C . Z .  



7 7 . 2 . 1 3 )  Exemples d'espacen de type f et de xn = o. 

- Les espaces contractiles. 

- S2n , sphères de dimensions paires. 

% - G(2p+q, 2p) : grassmanniennes orientées des 2p-plans de R~P'~. 

- Ge(n,k) , (resp. G ( n , k ) )  grassmanniennes complexes (resp. 
M 

quaternioniques) des k-plans complexes (resp. quaternioniques) de cn 

(resp. IH~). 

- G/T où G est un groupe de Lie compact connexe et T un 

tore maximal. 

- Les produits finis d'espaces de type f et de x = O . 
71 

7 1 . 2 .  ( 4 )  F i b h Z  de Bah&. 

Soit G un groupe de Lie compact connexe opérant sur un 

espace topologique connexe par arcs X. On considère le G-fibré universel 

et le fibré associé de fibre type X 

Le fibré (localement trivial) II.2.(5) est appelé le fibré de 

l'opération G sur X ou fibré de Borel. 

7 7 . 2 . ( 6 )  R m a t q u ~  : 

1 )  G opère trivialement sur X ssi le fibré de Borel est 

trivial. 



2) Si X est tel que H~~*(X,~) = O alors le fibré de Borel 

est T.N.C.Z. 

3) Si X est de type f et de x = O al~rs le fibré 
n 

de Borel est T.N.C.Z. 

77.2. ( 7 )  Pneuve de 77.2. ( 1 )  

Considérons une application classifiante f du fibré (*), 

d'où le diagramme, 

* 
Il est clair qu'une condition suffisante pour que j soit 

Wr 
surjectif est que 

j O 
soit surjectif. 

Comme BG est simplemept connexe (G supposé connexe) le terme 

E2 de la suite spectrale de la fibration 

est isomorphe à 

Comme 

H'~~(B~,I~) = O 

H'~P(F, &) = O 



on a E~~~ = O si p ou q impair et par suite d : O . Une induction 
2 2 

sur r termine la démonstration (cf. II.1.(3) (b)). 

Ceci résulte directement d'un theorème de S. Halperin 

rappelé en III.I.(6) et de II.2.(1). 

11-3 - SUITE SPECTRALE D'EZLENBERG-MOORE. 

11.3. ( 7 ) Supposons que la base de la f ibrat ion rationnelle 

I.4.(6) soit simplement connexe, notons f :Mt -t M une application 

continue et 

la fibration image réciproque de I.4.(6) par f. 

Par définition [sd , la suite spectrale d'Eilenberg-Moore 
du "diagramme image réciproque", vérifie 

En particulier si M' = {pt) 

E;P~~ =  or-Jyq (k, H*(E,~)) , p,q Z 0 

H (M,k) 

* 
E -> H (F,lk) 
r 



1 11.3. ( 3  1 P h o p o d e o n .  - M e s t  supposée simplement connexe. 

l Si la fibration I . 4 . ( 6 )  e s t  T.N.C.Z. e t  si H*(M,&) ou H*(F,L) 

est de type fini alors le morphisme naturel 

H*(M~ ,lli) B H*(E,~) ---- H(EI ,ik) 
H*(M,~) 

est un isomorphisme d'glgobre. 

En particulier, les algèbres 

sont ~somorphes. L 
11.3. (4) P4ewe : D'après 11.1. (3) iii) H * ( E , ~ )  est 

* 
un H (M,k) module libre, ce qui entraîne qve 

O,* T O ~  * (H*(M' ,*) , H*(E ,k)) = H*(M' ,k) e H*(E ,IN 
H (M,W H*(M,L) 

~or-:'* (HX(~',k), H*(E,~)) = O  , si p > O  
H (M,k) 

Le support de la suite spectrale ~'E,M. est réduit à l'axe 

des q 3 O , donc la suite spectrale dégénére au niveau E 2  et les 

algèbres 

sont isomorphes. 



* 
11.3. ( 5 )  En particulier si H ( E , k )  est isomorphe à 

* * 
H (M,k) 8 H (~ ,k )  @II tant qu'algèbre (cf. fibration cohomologiquement 

* 
triviale) alors H (E1,k) est isomorphe en tant qu'algèbre $ 

H*(M' ,k) 8 H*(F,L) . Ceci sera redémontré, plus géneralement dans VI. 3. ( 1 ) . 
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CWAPITRE II 1 

FIBRATIOlS RATIONNELLES PURES (F ,R,P. ) ,  
----------7------3--i---C---r-i-----7------7v- 

711-7 - KS-EXTENSIONS PURES. 

171.1. ( 7 ) NQUS dirons que la KS-extension E ( c f .  1.2, ( 1)) 

est ~ u x e  s'il existe une struceure KS de E, ( X , f )  telle que 

dQ = O 

dP C B éa S(Q) 

avec les notations de I.l.(lO), 

Le couple ( X , f )  est alors appelé une structure pure. 

111.1. ( 2 )  Remairque : S' il existe uqe structure pure, les autres 

structures ne sont pas forcément pures. 

Par exemple, considérons la KS extension minimale E  ; 



2 2 
donc dA X I  = Y I  dA X 2  = Y 2  

Y 1  
= O d* Y 2  = Q 

~4 repaxquant l u e  

2 
dx2 . (y2 + b x l )  

en posant 

Y(b) = Y(y,) = Y(x1) = Y(x2) = O 

Y(y2) = bx]  

c'est-8-dire que = O et 

ce qui prouve que g est un isamorphisme. En posant r 

- 1 
d ' = g  o d o g  

g devient un isomorphigme dla.d.g.c. q u i  rend çomutqtif le diagramme 

suivant : 



et on vérifie que 

d'b = O 

c'est-à-dire que E est une extension pure. 

111.7.13) En particulier, lorsque (B,dg) = ( J k , O ) ,  on retrouve 

la notion d'algèbre pure introduite par S. Halperin dans [H-3-1 : A est 

une a.d.g.c. pure si, 

111.7.(4) Sur une algèbre libre quelconque 

nous distinguerons deux graduations. 

La graduation supérieure A = 8 A' induite par la 
pbo 

graduation de X. 

La graduation inférieure A = $ A où l'on pose 
qbo q 



6 ne pas confondre 

111.1.15) Lorsque (A,dA) est pure, la différentielle d~ 

est de degré -1 pour la graduation inférieure, ce qui permet de définir 

le p-ième groupe d'homologie 

du complexe de chaînes 

En particulier, 

111.1.(6)  P h o p o n ~ o n  ([H-3-1 Th. 1) 

Soit (A,dA) une a.d.g.c. connexe, de type f et minimale, alors 

A) Pour toute base e , , e  ) KS minimale et tout p > 1 , n n IeiI 
C ( - 1 )  ,< 0 
i= l 

en particulier , X,(A) I 0 . 

B) Si xT(A) = O , alors (A,dA) est pure et 

H(A,d A 1 = Ho(A,dA) = S(Q) IdAPasQ 
C )  = O) <=> (X (A) = O) <=> (H+(A,~~) = O) 

I'r 

111.1.(7] Les a.d.g.c. pures munies de leur graduation 

inférieure sont des complexes de Koszul. On rappelle qu'un complexe 

de Koszul est un complexe de chaînes (C*,d) défini par 



où A est une a.g.c. connexe et la différentielle est définie par 

où f. est un élément de A de degré pair et d de degré inférieur - 1 .  
1 

111.1.181 Une suite (fi)i est régulière si 

fl n'est pas diviseur de zéro dans A 

f 2  
n'est pas diviseur de zéro dans A' fi* 

f n'est pas diviseur de zéro dans 
n 

111.1.(9) Le théorème suivant rassemble des résultats 

de Koszul [K] 

Les propositions suivantes sont équivalentes 

\ a )  - ij H*(A O A(x1 ,. . . ,xn,.. ., ,- - Al(fl .. .f ...) A 
n 

ii) La suite (fly...,fn,...) est régulière. 

iii) A est un k . . . f  , . . .] module libre. 
n 

111.1.(10) Ce résultat entraîne en particulier que les f. 
1 

sont algébriquement indépendants dans A et que toute suite 

(f7(]) . , '.(n) ,...) déduite de la suite ( f  l,..., fn ,...) par 

permutation est aussi régulière. 



7 7 7 .  

et 

un quasi 

- 1 E' = m  

1 . ( 7 1 )  P h o p o a a o n . -  si E est une KS extension pure 

isomorphisme, alors la KS extension image réciproque 

(E) est aussi une KS extension pure. 

1 7 7 . 7 . ( 1 2 )  P h ~ u v ~  : Posons 

et considérons une base KS de E ,  (ea)aEK telle que 

dea = O , si leal pair 

de E B (P S(QJ, si l e  1 impair. 
a a 

Construisons E' et un quasi isomorphisme $ tels que 

(m,$,~d) soit un homomorphisme de KS extension. 

On procède par récurrence sur a. 

On pose 

dIB< = m d ' I B '  = 

Supposons avoir construit et d' dans B 8 L(X<a) 

tels que 

i) d'e = O  B si le 1 pair B 
dieB E B' 8 S(Q<B) si 1 eg 1 impair 

+ 
ii) J)(I 63 eg) - 1 63 e B E 8' 8 L(X<J si leg( impair 

$(i e e ) = 1 e e si leB/ pair B B 



+ 
lorsque B' désigne l'idéal d'augmentation de B'. De ii) nous déduisons 

est un isomorphisme. On applique pour cela les théorèmes d'isomorphismes 

de CH-1 -1 au diagramme 

Si e E Q on pose d1ea = O $(eu) = e 
a a 

Si e E P , puisque 
a 

de E B 8 S(Q,,) n ker d 
a 

(dB B ])(dea) = O et il existe @ E (B' B s(Q,,))n ker(dB b 1 )  
CL 

tel que (m b 1d)*([02) = dea 

d'où la relation $(ma) = dea + daa 

avec R E B 8 L(XIa) . 
a 

+ c 1 
On voit que nécessairement Q E (B B SQ<,) B A' a 

et danc on peut supposer que 



On pose alors 

et on vérifie que $ s'étend en un homomorphisme dla.d.g.c. possédant 

les propriétés voulues. 

777-2 - FZBRATZONS RATLUNNELLES PURES. 

771.2. ( 7 ) Par définition, une f ibration rationnelle 

est dite pure, si elle admet un KS modèle minimal ( E , C )  où 

la KS extension E est pure. 

177.2. ( 2 )  Exempta : 

1) Si G est un groupe de Lie connexe, H un sous-groupe 

fermé de G, le fibré, de fibre G/H associé à un G fibré principal 

(lorsque G opère par translation à gauche sur G/H) est une fibration 

rationnelle pure (cf. appendice A). 

En particulier tous les G fibrés principaux sont des 

fibrations rationnelles pures. 

2) Un espace topologique est dit pur s'il admet un modèle KS 

minimal pur. Tout fibré trivial, de fibre un espace pur est une fibration 

pure. La fibre d'une fibration rationnelle pure est nécessairement un espace 

pur. 



3) La pureté de la fibre, n'entraîne pas celle de la fibration. 

Considérons la fibrafion 

1 définie de la manière suivante : 1~ est un S fibré principal 
1 

défini par 

avec 

Alors P l  admet pour modèle 

On considère alors le fibré principal de base P ,  défini 

* 
tel qve f (e) = x b . 

2 1 1 '  



Finalement on pose n = n O n2 , d'où la fibration (*) 
1 

2 
de fibre T . 

T~ est un espace pur, mais (*) n'est pas une fibration 

pure (par suite non associéeà une fibration principale) puisque le 

modèle KS minimal de (*) est de la forme 

avec dx = b, b; , dx2 = b, x 1  , dbl = db 2 = O . 

4) Les deux cbéorèmes de la section suivante fournissent, 

en particulier, d'autres exemples de fibrations pures. 

7 7 1 . 2 . ( 3 )  Rematrque~ : 

1) La notion.de pureté d'une fibration est un invariant 

en homotopie rationnelle. 

2) Si une fibration I.4.(6) est pure nous avons en particulier 

les conséquences suivantes pour les invariants classiques : 

a) La cohomologie paire de la fibre est sphériquement engendrée. 

b) La transgression de tout générateur d'homotopie de la fibre, 

en degré pair est nulle 

c) La suite exacte longue de Y -homotopie se scinde en suites 

exactes (n 2 1). 

D'où on déduit, si E, F, M sont des espaces nilpotents 

dont la cohomologie est de type fini, que 



) 6 rg(nZn+, (e l )  , n 3 1 

3) Les fibrations pures semblent ê ~ r e  le cadre naturel, pour 

l'êtude da l'homotopie rationnelle des fibrés en espaces homogènes, associés 

à un Éibré principal. Il exi~te des f$bfqtioqs pures qui ne sont pas 

de ce type. (cf. les différents exemples des seatioms suivantes). 

Etant donné une fibration rationnelle 

dont la fibre egt de type f et de xn = O alors les propositions 

suivantes sont équivalentes 

i) 1 . 6 )  est T,N.C.Z, 

ii) 1 . 4 6  est pure. 

Toute f ibration rationnelle 

1 dont la fibre est de type f ,  de rang 

1 pure ( e t  par suite T.N.c.z.). 

$ 2 et dg xn = O est 



1) De$ exemples d'espaces de y = O et de type f sont 
71 

donnés en II.2.(3). 

2) Le premier théorème nous permet de mettre en évidence 

une pr~priété homotopique i.e, la puret6 de la fibration, 3 ~artir 
l 

d'une propriété cohornologique de cette fibration. 

3) Le deuxième theoreme est un cas particulier d'une conjecture 

énonck par S. Halperin : 

111.3.(4] Conjeclcw~e.- Toute fibration rationnelle I 
dont la fibre est de type f et de xn = O est T.N.C.Z. L 

117.3. ( 5 ) Le premier théorème donne une forme équivalente 

de cette çonjecture. Le deuxième théorème mQntre que la conjecture 

est vraie si on ajoute l'hypothèse rg(F) h 2 , Pa?! exemple si F 

est l'un des espaces suivants (liste non exhaustive) 

111.3.(61 La démonstration très technique de ces deux rêsultats 

est reportée aux chapitres IV et V. 



a) Considérons en effet la fibration ratipnnelle 

2 4 avec F = (S V S )7 V e 7 

2 4 
10 

qù (6  V S )7 désigne le 7-ème étage de la tour de Posnikov 

2 4 2 2 2 2 4 
de  S V S  et 3 =  [ s4 ,  [S ,SI] - CS [S ,sJ]. 

(*) est définie comme la composée de cinq fibrations principales, d c  la 

manigre suivante (n = T 
O O " '  O 



Alors (*) a pour modèle KS minimal 

1 avec db3 = O 

On vérifie que 

a) x,(F) = - 1 

b) F de type f 

4 
c) H (E,k) = O  . 

La dernière condition entraîne que (*) n'est ni une fibration 

pure,ni T.N.C.Z. 

b) Dans cet exemple F )  = - 1 et F n'est pas un espace 

pur. Or on sait que 

tx, = o + type f) => (espace pur). 

L'exemple III.2.(2)-3-, montre que l'hypothèse 



1 1 1 . 3 . ( 8 )  L1hqpo;th&e. ";type f"  ait nécaaaihe.  

Considérons un espace de rang nul M simplement connexe 

alors R(M) est aussi un espace de rang nul, mais rarement de type 

f, puisque sa cohomologie est libre. Il est clair que si M # pt , 

la fibration canonique 

M - PM R (M) 

n'est pas T.N.C.Z., ni pure. 

111.4.  - APPLlCATlUN DU THEOREME 7 1 1 . 3 . ( 1 ) ,  AU FIBRE D E  BOREL.  

1 1 1 . 4 . ( 1 )  On reprend les notations de Ii.2.(4), puisque 

G est un groupe de Lie compact connexe , 

où Z est un espace vectoriel de dimension finie et gradué uniquement 

en degré pair 

(S(Z),O) est le modèle minimal de B 
G *  

Comme en I.8.(2) on obtient le diagramme commutatif 



où $' , $, $A sont des quasi-isomorphismes 

2 1 1 . 4 . ( 2 )  Si l'on suppose que X est connexe par arcs, 

de type F et que xT(X) = O (i.e. dim P = dim Q) alors de II.2.(2) 

et III.3.(1), il résulte que le fibré de Borel, 

est une fibration rationnelle pure. Cette propriété sert de point de 

départ pour établir le résultat plus précis : 

l Soient X un espace connexe par arcs, de type f tel que 

x (X) = O et G un groupe de Lie compact connexe opérant sur X, I TI 

l alors 
l a) 11 existe une suite régulière , , n  de S(Z @ Q) 

l telle que 

I b) L'espace 
X~ 

est intrinsèquement formel. 

* W; 
a) Kru11 dim H (X ,k) = profondeur de H (XG,k) = rg G . 

G 

b) Il est sans espoir d'obtenir une amélioration des résultats 

de Borel, grâce au type d'homotopie rationnelle de *G . 



111.4. (5) ~'a.d.g.c. (S(Z @ Q) f3 AP, d) 
avec dxi = gi est 

un KS modèle pur de XG , qui en général n'est pas minimal, comme on le 
3 voit en considérant l'opération de S (par translation à gauche) 

3 2 sur S lS] = X E  S . 

Dans ce cas , 

(S(Z @ Q) 8 AP, d) = (S(z,y) 8 A(x), d) 

avec dx = + z 

est un KS modèle pur (non minimal !) de X = B . 
S 

a) Comme on l'a déjà remarqué en III.4.(2), on peut supposer 

que la KS extension 

I E : (S (Z) ,O) ---t (S (Z) 8 (SQ 8 AP) ,d) 

est pure et puisque la différentielle sur la base est nulle, 1'a.d.g.c. 

libre (s(Z @ Q) @ AP, d) est aussi pure. Ceci nous permet de considérer 

la graduation inférieure (111.1.(4)) sur les groupes d'homologie : 

H(S(z @ Q) 8 AP, d) = 8 Hi(S(Z @ Q) B AP, d) 
i20 

Vérifions que 

l H+(S(Z @ Q) 8 AP, d) = O , 

pour cela on considère l'espace vectoriel .?! tel que 



(S(Z B Q) 8 A(S $ P), D) 

avec 

Il est clair que 

ce qui d'après III.I.(6)-B , entraîne que 

H+(S(Z B Q) 8 A(? B P), D) = O 

alors d'après le lemme 2 de [H-31 ,ceci entraîne que 

H+(S(Z $ Q) 8 AP, d) = O 

c'est-à-dire que 

H(S(Z B Q) 8 AP, d) = H O (S(Z B Q) 8 AP, d) 

où l'on pose - dxi - gi i = 1, ..., n 

base homogène de P . 
(xi)i=l ,. ..,n 

Il résulte alors du théorème III.1.(9) que la suite 

(gl, ...,g ) est régulière dans S(Z @ Q). n 
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b) LVa.d.g.c. libre 

est d'après ce qui préçède, un modèle (non minimal) et bigradué de 

(H* (Y,,s) ,O) (cf L-H-SI ) . 
La bigraduation est dqnnég par 

En rendant (S(Yo) t3 !(Y,), d) minimal ; (i.e, en divisant par 

une sous a.d.g.c. contractile) on obtient alors le modèle bigradué de X . 
G 

qui es t  "two stage", par suite il ne peut y avoir de déformations 
A 

de la différentielle d , de la fome 

où di baisse la graduation inférieure d'exactement i-unités. Ceci 

entraîne qu'il n'existe qu'un seul type d'homotopie rationnelle réalisant 

* 
H (XG,Q) , c'est-à-dire que XG est intrinsèquement formel. 

S(Z $ Q) est un anneau de polynemes syr un çQrps k de caractéris- 

tique O et g , . . . , est une suite régulière. On déduit ([Plat 4 chap. 6) 

* 
que H (y ,&) est un anneau de Cshen Macaulay p t  que 

G 



Krull dim H*(x~,~) = Krull dim S(Z @ Q) - n 
= dim Z 

l F désignant un espace connexe par arcs,non contractile, de 

et de rang 6 2 , il n'existe pas de fibration 

de Serre 

71 
F j + E - M  (1.4. ( 6 ) )  

1 ii) E est un groupe de Lie connexe. 

F désignant un espace connexe par arc, de type f , de X, = O 

et de rang s 2 , alors pour toute fibration de Serre 



1 7 1 , 5 . 3 .  &a proposition IIT.5. ( 1 )  améliore en particplier 

des résultats de [B-S] e t  [~72] sur "l'imposqibilité de f i b r e r  

IR" ou S~ . . ." , car POUF n'utilisonp pas L'hypothèse 
dim H(W) < + 

7 vérifiant les hypothèses du thaortmp III .3. (2), 1q 

fibrati~n T r k , ( 6 )  est pure. 

a) En particulier, Fipair(p) f O e t  H ~ ~ ~ ~ ~ E )  = O est 

X 
impossible, puisque d'aprGs III.3,(1) j e$p surjective d'où c i ) .  

b )  En utilisant la remarque III.2.(3)-2a- on a qécessqirement 

1 , < rg(nZn (E) 

ce qui est impossible puisque si F non contractile il e~iste des n 

pour lesquels 
rg T2n (F) Z O tandis que rg -m2n(E) = O pour tout n 

d'où (ii). 

ç) Considérons une fibration rationnelle pure 

(*> F j 

11 existe un modèle de (*) de la fome 



entraîne alors que 

dim Q = 1 

alors dy = O dx = yP + b l  + ? . ,  + b 
P 

est surjective, on a nécessairement p = 2 , d'où iii). 

d) F est un espace pur de type f, donc dlapnès III.l.(G)A, 

F admet un modèle minimql 

4 lei l 4 leil 
telque 1(-1) = O et 1 (-1) 1 0  

i= 1 i 2 

ceci entrpîne que 

2 < leIl s leZ] le31 s le41 

donc que 
1 

IT (F) = O . 
'4 

De la remarque III.2.(3)-2c~ il résulte que la suite 

2 2 
0 - ( M l  -- n+(E) - *;(F) -t O 

est exacte, d'où la pr~position III.5.(2). 



CHAPITRE I V  

DEMONSTRATION DU THEOREME 

I V -  7 - V E R S I O N  A L G E B R T Q U E  V U  THEOREME 7 7 7 . 3 .  ( 1 ) . 
I V . 7 . ( 1 )  De la définition d'une KS extension pure, de III.I.(II) 

et de la remarque I.2.(5) en utilisant la connexité de M, il résulte que 

le théorème III.3.(1) est équivalent à 

Soit E une KS extension mininale 

1 de base B connexe et de fibre A de type f et de x = O 
'7T 

I alors les propositions suivantes sont équivalentes 
W 

i) pC surjective ; 

ii) E est pure. I 
I V .  7 .  ( 3 )  Dans tout ce chapitre, B est supposée connexe 

et A # k. Nous allons établir ce théorème en montrant successivement 

les implications : 
P3 

- => P, => P2 -> P3 

rC 

Pl) pc sur j ec t ive 

Pz) E admet une structure KS minimale (X,f) telle que si 

- 1 d = f  d f onait: 
C 



d(Xpair) = O. 

P3) E est pure. 

IV-2 - (P,) -> (PI). 

Supposons que la KS extension E soit pure alors il existe 

une structure KS minimale ( X , f )  

avec 

telle que dQ = O et d P C B  8 S Q '  (cf. III.].(])). 

 après III.I.(6) - B, nous avons 

* 
d'où nous déduisons immédiatement que p est surjectif, par suite 

* 
O c  

= (p O f-'1" est surjectif. 



IV.3.(1) Lemme technique. 

Soient B une a.g.c. connexe et (ea)ac~ 
K = { 1 , 2  ,..., ml, 

une base de l'espace vectoriel X 

Si g : B B L(X) + B B L(X) est un homomorphisme dla.g.c. 

vérifiant 

+ 
a) g(ea) - ea E B B L(e,, . . . ,e 1 a- 1 

b) glB = Idg 

alors g est un isomorphisme dfa.g.c. qui rend commutatif le 

diagramme suivant 

i et p définis comme en 1.2.(1). 

De plus si (ea)a est une d-base KS minimale de 

en posant 

d' = - 1 
g O d Q g  

alors (eaIaeK est aussi une d'-base KS minimale et g un iso- 

morphisme de KS extension. 



l V . 3 .  ( 2 1  Pheuve. 

On pose 

et d'après (a), il existe m tel que 

= 0 

d 'où  g est inversible puisque 

- 1 
g = Id + Y  + ... +yrn . 

Par suite g est un isomorphisme dla.g.c. 

 autre part, puisque 

p(g(ea) - ea) = O  et g 1 B = IdB 

le diagramme suivant est commutatif 

On suppose que (eJaEK est une d-base KS minimale, alors 

pour tout a € K 

ce qui prouve que 



De plus, 

Comme 

nous obtenons 

d'e & B B L(el,. . . ,e ) a a- l 

ce qui démontre que (ea)asK est une d'-base KS minimale. 

Par définition, g est alors un isomorphisme de KS extension. 

7 V . 3 . ( 3 )  Nous supposons désormais que la KS extension minimale 

E vérifie les hypothèses 

i '  B est connexe 

ii) A = L(X), dim H(A,dA) < + a, 

i )  d i m P  = dimQ = n ( X =  P 8 Q) 

et on supposera que toutes les bases KS minimales {ea'wK 
sont indiciées 

par l'ensemble 

K = {1,2 ,..., 21-11 . 



Considerons une KS-structure minimale 

( (eci)aE~ ,go) 

de E et notons 

d'après (iii), (ii) et III. 1. (6) - B, on peut choisir go de manière 

à ce que si 

1'a.d.g.c. libre (A,dA) soit pure et on a alors le diagramme suivant 

commutatif : 

@,dB) ( A ,  dA) 

Y. 
De la surjectivité de on déduit que pour tout a E K", 

il existe ma E (B 8 L(X) )  fl ker do tel que 

ce qui entraîne 

avec Ba € SQ 8 P .  



De plus, de la surjectivité de p, on déduit qu'il existe 

Ya E B B L(X) tel que 

par suite 

ce qui entraîne que 

avec 

L'application linéaire 

g : X-t B B L(X) 

définie par : 

se prolonge de manière unique en un homomorphisme dla.g.c., B-linéaire 

g : B B  L(X) + B BL(X). 

D'après le lemme technique, g est un isomorphisme de KS 

extension lorsque l'on pose 

- 1 
d = g  d o g  



de plus 

ceci pour tout a E K". En posant f = g O go, on voit que la 

structure (X,f) est celle cherchée dans le lemme III.3.(4). 

La K S  extension E vérifiant les hypothèses IV.3.(3), 

on dira que E vérifie la condition Hl si 

Il existe sur E une structure KS minimale 

((eJaEK>f) 

J telle que si 

(He) = 

1 
- 1 d = f O dc O f, on ait 

si lec,\ pair 

si 1 ec,l impair . 



Evidemment, montrer que (Hl) est vraie pour tout n iN, 

entraîne que le théorème IV.I.(2) est vrai . 

1 . 4  1 Lemme.- 

H I  est vraie. 

1 V . 4 . ( 2 )  Paeuve : Ceci résulte immédiatement du lemme IV.3.(4) 

et du fait que les hypothèses (ii) et (iii) entraînent que 

dAP C SQ (cf. 111.1-(6) - B). 

/ 

1V.4 .  ( 3 )  Dans la suite de la démonstration, nous utilisons 

2e+ 1 
définie comme le quotient de 1'a.g.c. B B L(X) par l'idéal B 8 L ( X ) ,  

- 
fermé pour la différentielle d. On remarque que Be est isomorphe 

en tant que e.v.g. à 

On fera couramment cette identification et on écrira par 

exemple 

e Z(B ) = 0. 

1 V . 4 . ( 4 )  Lemme.- 

Dans 1'a.d.g.c. quotient (El B L(x),~) on a les relations : 

e P 
a) (ker d) n (B B L(X))  = (8'- B Sq) + (;(Be B A'P B SQ)) 



lV.4.(5) - Pheuve : 

L 
1 )  Puisque d ( ~  ) = O et que (A,dA) est pure, on a la 

relation 

R d ( ~  B SQ) = O 

ce qui entraîne l'inclusion 

R e 
B B SQ + d(BR B A'P B SQ) C (ker d) f I  (B B L(X)). 

L 
2) Soit i ( j  E: B B L(X) , s'écrit de manière unique 

Puisque 

+ d(1 8 @) - 1 8 dA@ s Ker p = B 8 L(X)  

ceci entraîne 

Par suite, la relation 

entraîne que pour i = O,l,...,m 



De la relation 

et puisque d'après III.I.(6) - B, 

H+(A,~*) = O 

i+i 
on déduit que pour tout i c 2 , .  . n ,  il existe Y. E B 8 A P 8 SQ 

1 

Ce qui implique que 

et démontre l'inclusion 

(ker i) fl (B' 8 L(X)) C B' B SQ + d(Be 8 A'P 8 SQ) . 

La relation (b) se déduit immédiatement de (a). 

I V . 4 . ( 7 )  Pkeuve : 

Soit ((ea)aEKyg) une structure de E satisfaisant à la 

condition Hl. 



Dans l'algèbre quotient 

- 
de = O si leal pair 

0. 

- -pair L 
dea c (Be B SC)) Q (B  B A+P B SQ) si leal impair 

posons K '  C K tel que a c K '  ssi 1 cal impair. 

7 ~ n  cûh : Supposons que 1 est pair : e =  21' 
alors si a E K' 

avec 

Des relations Q O d(ea) = O, a E K t ,  

on déduit dma = O 

@a, 2s = (1 8 dA)~a,2s = O  , s 2 1  

Le lemme IV.4.(4) entraîne alors que pour chaque a & K' 

et chaque s ? 1 il existe Ya,2s+1 E B' 8 A~'*'P 8 SQ tel que 

ce qui permet d'écrire 



Cette dernière relation entraîne que dans lla.d.g.c., 

(B B L(X) ,d) on ait : 

pour tout a c K' , avec 

L'application linéaire 

définie par 

g(ea) = e a si 1 eaJ pair 

g(ea) = ea - 1 Ya,2s+1 si Jeal impair 
s2 1 

se prolonge de manière unique en un homomorphisme d'a.g.c. tel que 

Des relations 

1%,2S+l l = leal , S Z 1 

et de l'hypothèse de KS minimalité, nous déduisons 

Le lemme technique IV.3.(1) entraîne alors que g est un 

isomorphisme de KS extension 
l 



lorsque l'on pose 

- 1 
d ' = g  o d o g .  

D'après la définition de g, on montre que 

( - Id) (B* B L(X)) C B 
>ai+ 1 

8 L(X) 

- 1 
(g -ld)(ea) = O  si Jeal pair 

(g -' - =d)(ea) E B' B A+P B SQ si leal pair. 

Il est clair que 

d'e = O  
a 

Si leal est impair , 

d'où d'e a g (B B sQ) 8 (B"+' 8 L(x)). 

Nous avons donc démontré le lemme IV.4.(6) lorsque l est pair. 

2ème cûA : Supposons l impair. 

Pour tout a e K' 

dea E (:yir B SQ) (B' (P himpp B SQ) 



d'oi3 l'écriture 

avec 

La relation 

entraîne d@ + d# = O a a,] - 
dJa,2s-1 = O  si s z 2 .  

Le lemme IV.4.(4) entrafne l'existence pour tout a E K' 

et pour tout s 2 2 des Y tels que 
a, 2s 

Dans lla.d.g.c. (B B L(X),d) nous obtenons les relations 

avec S ~ B  ,l+] i, ,(XI 

Le lemme technique pemet, comme dans le cas pair, de montrer 

L 

qu'il existe une structure KS minimale ((ea)wKyf ) telle que si l'on 
1 



- 1  
pose d l  = f ,  O d O f l  alors on a les rel~tions 

1 si leal impair 

l 

1 I V .  4 .  ( 9 )  On continue la dêmonstration de IV.4. (6) dans le cas 1 

! impair en posant 

B I  = IC 
1  

si 1 4 1  

et en utilisant le lemme suivant, qui sera démontré en IV.5. 

Il existe une structure KS minimale 

- 1 
vérifiant pour d = f O d O E 

C 

decl = Q si le,/ pair 

L 
dea E ( B  8 SQ) @ (K 8 P 9 SQ) @ (B 

s-e+ l 
8 A+P 8 SQ) si l e a l  impair 

Z V . 4 .  ( 7 7 )  Si a E K' , d'après les relations IV.4. (8) dans 

l'algèbre quotient B L(X) , nous avons l'écriture 

avec 



- 
Comme = (dB 8 E Z B ~ ~  8 SQ 

des relations 

on tire 

piir suite 

~'aprgs le lemme IV.4.(4), il existe pour chaque a ê K ' ,  

un élément 
L 

@a de B B A'PB SQ tel que 

d'où les relations dans l l a . d , g . c .  (B B L(X),d) 

avec 



De la relation 1 cal = leal et de llhypoth$se de KS 

minipalité, on qédqit que 

ce qui nous permet d'appliquer le lemme teçhnique à l'unique homo- 

morphisme d 'algèbre 

défini par 

Elp = Idg 

g(ea) = ea si 1 cal pair 

g(e,) = ea - Ba si leal impair. 

Une simple vérification, permet de voir, que si l'on pose 

alors d'e = O si leal est pair a 

d'e, a (B B SQ) L ( B  8 @ SQ) si le a 1 impair 

ce qui démontre complètement le lemme 1~.4.(6). 

I V - 5  - PREUVE VU LEMME Z V . 4 .  (70) .  

1 V . 5 . ( 1 )  Dans le cas 1 = 1 ,  le résultat est évident. 

Z V . 5 . ( 2 )  Supposons 1 > 1, alors pour tout a c K' 

L 
dea E (B B SQ) B (dBt-' B P B ÇQ) B (K B P B SQ) @ (B ),et] 8 A+, B SQ) 

d'où l'écriture 



avec ( I J , E B B S Q  

l.- 1 1 Y C B  B S Q  
a,s 

Il en résulte que 

pair 
dxs E (SQ) 8 (B e SQ) e B" B A+P e sq 

et 1 2  2, d'où dx = d x  + r s  
s A s  

avec Ts E B'~ 8 L(X) , par sui te 

est un élément de 

(B~air e SQ) @ (B ,L+ 1 e L W )  

d'où l'écriture 



avec 

pair ,; , B 8 SQ 

1 

l 
1 ~ ' ~ ~ ~ i i c a t i o n  linéaire 

l 
1 g : X -+ B 8 L(X) 

1 
l définie pqr g(ea) = ea si le,l pair 

l g(ea) = e 
- 7 %,s 

8 x 
s si leal impair i a 

s3 1 

se prol~nge de manière unique en un homomorphisme B linéaire 

g : B @L(X) + B B  L(X). 

Par un calcul, sans difficultés en utilisant le fait que 

4 5 2 et lemme technique, on montre le lemme IV.4.(10). 



CHAPITRE V 

DEMONSTRAT I O N  DU THEOREME 1 1 1 , 3 ,  (2) 

V -  l - CAS où dim lly(F) = 2. 

( Dans le cas où dim ny(F) = 2 (rg F = 1 )  alors le 

théorème III.3.(2) équivaut à : 

I Soit E une KS extension minimale 

telle que 

i) B connexe ; 

ii) A connexe dim H* (A&) < + 

Y: 
iii) dim $,(A) = 2, xn(A) = 0 

alors 

Y: 
pC est surjective. 

V . 1 . ( 3 )  Vémavtcl-an : Considérons une KS structure minimale 

((~9x1 , f )  

de E telle que 

lul pair 

1x1 impair 

(A9dA) pure 



Le dernier point étant possible d'après III.I.(6) de plus, 

nous avons nécessairement l'inégalité 

ce qui entraîne 

dx = d x + polynôme en y à coefficients dans B. A 

Posons 

m 
d x = A y  X E I ~ - { O ) ,  m > 2  

A 

alors 

avec 

De la relation d O dx = O, on déduit 

mXdy + dbl = O 

par suite, 

1 Conme p(y + - bl) = y et que H(A,dA) ' s(Y)/(~~) 
mX 

p* est surjective. 

V - 2  - CAS o ù  dim lly(F) = 4 .  

V . 2 . ( 7 )  Lorsque rg(F) = 2, i.e. dim Il Y (F) = 4 le 

théorème III.3.(2) est équivalent au suivant. 



I Soit E une KS extension minimale 

telle que 

i) B connexe 

ii) dim H * ( A , ~ )  < + 

X 
iii) dim II (A) = 4 ,  x n ( A )  = O Y 

1 alors E est pure. 

V . 2 .  ( 3 )  Ce q u i  épiMv& évidemment ü dVre pue p: eaX 

buhjec;tive ( X h .  111 .3 .  ( 1 )  ) . 

V . 2 .  ( 4 )  Plan d e  La d é m a ~ n ; D t ~ o n .  

Il résulte de III. 1. ( 6) - B que 1' hypothèse H I  ci-dessous 
1 

définie, est vraie, le théorème V.2.(3) résultera donc de la suite 

d'implications 

où les conditions H; sont définies par : 

f Il existe sur E une structure KS minimale 

1 - 1 telle que si d = f l  O d O f,, on ait 
C 



l' 
Il existe sur E une structure KS minimale 

- 1 
H: 

\ telle que si d 2 = f2 O d C O f 2 '  on ait : 

r Il existe sur E une structure KS minimale 

({yI 9y29xI ,x2},f3) 

- 1 
He 

telle que si d3 = f3 O d O f3, on ait C 

d3yi E (B" B SQ) e (B "+l ,,+PB SQ, i = 1,2. 

L 1 
d x. E (B B SQ) 0 (B B A P B SQ) j = 1,2. 
3 3  

V.2.(1) Pheuve : 

Dans l'algèbre quotient (IV.4.(4)) 

l'hypothèse HL devient 



En particulier, 

R dlYi E (B B  L(X)) n ker al i = 1,2 

et d'après le lemme IV.4.(6), il existe Bi et Y tels que : 

e 
Yi E B B A * P  b SQ. 

Ceci entraîne que dans 1'a.d.g.c. (B €3 L(X),dl), on a les 

relations 

L'application linGaire 

g : X + B B  L(X) 

définie en posant : 

se prolonge de panière unique en un homomorphisme d ' a . g . c .  

g : B B L(X) + B B L(X) 

tel que glB = IdB. 



D'autre part, des relations 

on déduit qpe + 
Yi E B B L(el,. . . , e  cl -1 1 

i 

 après le lemme technique IV.3.(1), g est uq isomorphisme 

- 1 
de KS extension lorsque l'on pose d2 = g O dl O g 

 après la définition de g on a les relations 

(g-l - Id) (B+ b L(X) ) C B 
?&+ 1 

8 L(X) 

(g-' - ~ d )  (x. ) = O j = 1,2 
J 

( - Id) (y. ) E B2' B A+P b ÇQ 
1 

et 

d'où 

- 1 - 1 
d (x.) = g dg(x.) = g (d x.) 

2 J J 1 J  

dlxj E (k WQ) a (B+ e sq) o (8" 8 A++ 8 esq) 

- 1 - 1 
d ( y . )  = g dlg(yi) = g-ld (y.-Y.) = g (Bi + f i i )  
2 1 1 1 1  

?&+ 1 
d 1 où d2(yi) E (B' 8 SQ) @3 (B e L(XI). 





d'où en particulier l'écriture 
l 

i La relation 

puisque, 

Le lemme IV.3.(9) entraîne l'existence pour j = 1,2 et pour 

tout s à 2 des Y tels que 
j ,2s 

dj ,*s-i 

1 Dans 1'a.d.g.c. (B B L(X),d) nous obtenons l e s  relations : 



avec R .  e B >c+ 1 
J 

8 L(X) 

<c @.€B. B S Q  
J 

L'application linéaire 

définie en posant : 

se prolonge de manière unique en un homomorphisme d'a .g .c. B-linéaire, 

Des relations 

Y 
j ,2s 

e B+ B L(X) 

et de l'hypothèse de KS minimalité, nous déduisons 

Le lemme technique IV.3.(1) entraîne alors que g est un 

isomorphisme de KS extension. 



lorsque l'on pose 

Vérifions que la structure 

satisfait l'hypothèse . H; 

Or, d'après la définition de g, on obtient les relations 

- 1 
( g  - Id)(y.) = 0 

1 

- 1 
(g - Id) (x .) 6 Be 8 A'P 8 SQ 

J 

61 
d'où d x E (B 8 SQ) 8 (B'B P B SQ) 8 (B "+' B A+P B SQ). 

3 j 

De même, on vérifie que 

d3yi 5 (Be B SQ) 8 (B 
>e+ 1 e 

ce qui termine la démonstration de V.2.(7). 



1 )  lehcLG5 : C pair. 

Le lemme est démontré en vertu de V.2.(8), ler cas. 

2 )  22me cm : L impair. X = 2q + 1. 

On verra facilement, en généralisant la démonstration de IV.4.(10) 

que la condition 
3 Hl se réduit à 

C 
d3yi E (K b SQ) @ (B "+' 8 A+P b SQ), . i = 1 , 2  

C 
d3xj E (B B SQ) @ (K b P B SQ) B (B 

kt+ I 
~ A + P B S Q ) ,  j = 1 , 2  

alors, dans l'algèbre quotient (IV.3.(8)) 

on obtient les formules 

avec 

.t E : K  8 S Q  
j .s 

L et puisque K C l  d~~~ = {O}, de la relation 

o = d  02, 
3 3 j  
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on déduit la formule 

e 
Considérons une base (bE) de K et écrivons pour tout 

Puisque d est une dérivation de degré + 1 ,  les applications 

sont des k-dérivations de degré 1-e. De la relation V.2.(12), on 

déduit que 

par suite 

appartient à l'idéal engendré par d x dans SQ c'est-à-dire que pour A 1 
E 

chaque E, 8 induit une dérivation sur '~2) /(dAx , dAx2) = H(A,dA). 

On montrera en V.3., que nécessairement 
rJ 
eE z O 

ce qui implique 
E E B'(~~) = O et e (y2) = dA@ 

avec @& E: SQ B P.  En posant : 

on trouve 



c'est-à-dire ;,(y2 + 1 bE B mE) = O . 
E 

Dans 1'a.d.g.c. 

(B 8 L ( X )  , d 3 )  

nous obtenons les relations 

L'application linéaire g 

définie par g(Y,) = Y1 

se prolonge de manière unique en un homomorphisme dla.g.c. Le lemme 

technique IV.3.(1) et quelques vérifications immédiates entraînent 

l'existence d'une structure KS minimale 



- 1 
telle que si d3 = (£3) O d3 O f"  on ait dans lla.d.g.c. quotient 3 ' 

(il B L(X) ,d3) les relations suivantes : 

De la relation d; o d" = O , on tire 
3 

ce qui d'après le lemme IV.3.(9) entraîne la relation 

d'où les formules dans lla.d.g.c. ( B  B L(x),~';) 



al 
$4 B s 

Lu .rl 

2 d 

-c aJ 
Lt 

U) P 
Z lal 
3 M 

r( 

w (d 
Z 
-c al 
O 

v) 
5 

Z 
2 2 O 

k 
'al 2~ a 

h .rl 

W 0i 

O 
O "  



est une base KS minimale pure de 1'a.d.g.c. libre (A,dA) telle que 

lorsque l'on désigne par yi les éléments de degré pair et par x 
j 

les éléments de degré impair. 

Par définition, d'une KS-base pure, on a 

D'après CH-3-1 

est une algêbre de dualité de Poincaré de dimension formelle 

c'est-à-dire que : 

i i) H (A,dA) = O si i > N 

N ii) H (A,dA) = k e  

iii) La forme bilinéaire 

< Y > : H~ . HN-P -b Il' 

définie en posant, <a,b>e = a u b est non dégénérée. 



V.3. ( 2 )  Lemme.- Sous les hypothèses V.3. (l), 

'L 
Pour toute dérivation 6, de degré négatif ou nul, sur H(A,dA), 

on a : 

(Im 8) n HO(A) = O 

V.3.(3) Pkeuve : 

Supposons qu'il existe a E H(A,~~) tel que 

'L 
Puisque 6 est une dérivation, necessairement 

et puisque H(A,d ) est connexe, nécessairement A 

Comme, H(A,d ) est de dimension finie il existe L > 1 A 

tel que 

ce qui entraîne que 

8(a) = X = 0 .  

- 
V.3. ( 4 )  On note yi, la classe de y modulo l'idéal i 

( , . . . , )  et on dit que la dérivation 8 est nilpotente, relativement 
- - 'L 

à la famille ordonnée (Y,, . . ,yn) si @(yi) est un polynôme en 



On note 

'L 

Der (H (Ay dA) ) &O 

le sous-espace de 

Der (H (A,  dA) ) a O 

- - 
des dérivations nilpotentes relativement à (yI.. . . ,y n ) 

V . 3 . ( 5 )  Remmquu. 
" 

a) Si i O Deri(H(A.dA)) = Deri(H(A,d A 1) 
% ?, 

b) ~ ' a ~ r è s  V.3. (2), pour toute dérivation 0 e ~er~~(~(A,d~)) 

V . 3 .  ( 6 )  Lemne.- Sous les hypothsses V.3. ( l ) ,  

'L 5 
Pour toute dérivation 9 E Der&O(H(A,dA)), on a : 

" N 
0(H (A,dA)) ' 0. 

V . 3 .  ( 7 )  Pt~uve  : 
-7 

Soit ml le plus grand entier tel que 

Soit m. le plus grand entier tel que 
1 

m 111 m. 
1 - i-l - i (7 ,.Yi-] )y f 0 

On eonstrvit ainsi un élément non nul, de degré > 0, 



+ 
tel que pour tout a 8 H (A,dA), a.@ = 0. 

Si on suppose que (01 < N alors pour tout a c H N- l @ l 

<a,@> = O ce qui est impossible puisque H(A,d ) est une algebre de A 

dualité de Poincaré, d'où nécessairement ( a (  = N. 

-m 1 m 2  - m n On pose alors e = yl y2 ,...,Y, 

n m. m m - i-1 - n2, - 
$(el = 1 mi? l,...,y , . .  .,y @ ( y i )  

i= l 

puisque, d'après V.3.(2), 

V.3.(8) Cokok%he.- Sous les hypothèses de V.3.(1), 
'L 2, 

pour tout élément 0 de Der (H(A,dA)), on a 
60 

2, N-1 
ii) Im 8 C $ H . 

i= 1 

V.3.(9) Pkeuve : 

2, 2, 

i) <8(a),b>e = 8(a).b 
'L 'L 'L 

= @(a.b) - ae(b) = -a@(b) d'après V.3.(7) 
'L 

= -<a,@(b)>e. 

2, 

ii) Si deg 8 < O, on a évidemment ii) compte tenu du 
2, 

lemme V.3.(2), si deg 8 = O on utilise V.3.(6). 



% 
Sous les hypothèses de V.3.(1), pour tout élément 8 de 

'L 
Der (H(A,dA)) ,  on a l'implication suivante 

4< 0 

2r - % - ' L -  
(O(yl) = e ( ~ ~ )  = .. . I I- = B(Y,-, ) = O) = (8(yn) = O). 

V . 3 . ( 1 7 )  Pheuve : 

Supposons que 

e ( y  ) = f O .  
n 

Soit 

-P 1 -P 1 + 1  
pl le plus grand entier tel que @'y, # O et @'yl = O 

-P 1 -P i -P 1 ,P i+  1 
i le plus grand entier tel que .....yi # O et @'yI . . . . . y i  = 0. 

Notons Y l'élément ainsi obtenu 

alors 
N 

Y c H (A,dA) et 

'L 1 -PI -Pn,] -Pn+I 
0 (- Y, a . .  Y,-] Y, = y # 0 
m +1 
n 

ce qui contredit V.3.(8) (ii). 



I V . 3 ,  ( 1 2 )  C o & o M e . -  Sous les hypothèses de V.3. ( 1 )  et 

2> 
s i  n = 2 pour tout élément 0 de Der(S(yl,y2)l(f ) , on a : 

1,  2 

- 
V . 3 .  (131 En effet d'après V.3.(5),b) , @(y1) = O et 

2> - 
d'après V.3.(10), 0(y2) = 0. 
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CHAPITRE \II 

FIBRATIONS H 8 T 8 ,  CmT, F 8 H 8 T  ET CFIBRATIONS, 
.............................................. 

VI-7  - DEF7NZTlUNS ET EXEMPLES DE FlBRATZUNS ff .T ET C . T .  

V 7 . 7 . ( 1 )  Une fibration rationnelle (1.4.(6)) 

est cohomologiquement triviale (C.T) ,  relativement au corps k , s'il 

existe un isomorphisme dla.g.c., $ rendant le diagramme suivant 

commutatif 

où i désigne l'injection canonique définie par 

et p désigne la projection naturelle définie par 



V l . 1 . ( 2 )  Une fibration rationnelle (I.4.(6)) 

est homotopiquement triviale (H.T), relativement au corps k, s'il 

existe un isomorphisme dla.d.g.c, f rendant le diagramme suivant 

commutatif 

où la KS extension minimale. 

est un modèle KS minimal de I.4.(6)). 

V l . l . ( 3 )  Remahqua : 

1 )  Si I.4.(6) estH.T,alors pour tout modèle 

de la base, la KS extension image réciproque m-' (E) est isomorphe 

à la KS extension triviale de base B. 

2) ûn vérifiera en IX.1.(8) que si F, E ,  M sont nilpotents, 

de cohomologie rationnelle de type fini, la fibration I.4.(6) est H.T 

ssi la fibration rationnelle localisée 



est triviale. 

V 1 . 1 . ( 4 )  Il va de soi qu'une fibration peut être H.T sans 

être triviale. (cf. si nécessaire le fibré en sphère du fibré tangent 

2n+ 1 
à la sphère S , n # O , 1, 3). 

V 1 . 1 . ( 5 )  Il résulte des définitions (VI.I.(I) et (2)) 

que toute fibration rationnelle homotopiquement triviale est 

cohomologiquement triviale : 

(H.T) -> (C.T) 

Dans l'exemple suivant, nous vérifions que la réciproque de 

l'implication précédente est fausse. 

V 7 . 7 .  ( 6 )  Exemple : 

D'après [H-SI, il existe un et un seul type d'homotopie 

rationnelle simplement connexe X tel que 

X a pour modèle minimal 



On peut interpréter X, comme la tour de Posnikov suivante, 

dont les premiers invariants k. sont donnés par 
1 

On vérifie facilement que 

2  2  
où ( S  v S ) 2  désigne le deuxième étage de la tour de Posnikov 

2  2  
de ( S  V S )  . 

Q 



Alors, X = lim Xi 9 

et on pose n = ( L m  pi o piml O ... o pj) O q 

3 
où q : X3 -+ S désigne la projection naturelle. 

cP 

L'application 

IT : X-S 3 
cP 

est une fibration rationnelle, dont la fibre a pour modsle minimal 

2 2 le modèle minimal de S v S , ce qui entraîne que 

est une fibration rationnelle où j = @ j et 
i 

Or, puisque 

n'ont pas le même type d'homotopie et que le diagramme suivant est 



(*) nous fournit un exemple de fibration rationnelle non homotopiquement 

triviale et cohomologiquement triviale. 

VI. 1. (7) De II. 1. (3) (iii) , il résulte que si la f ibration 

de Serre 

71 
F j + E - M  

est T.N.C.Z. relativement à Ik, il existe un isomorphisme de Ik-espace 

vectoriel rendant le diagramme suivant commutatif 

ce qui entraîne que tout fibré cohomologiquement trivial est non totalement 

cohomologue à zéro 

(C.T) -> (N.T.C.Z.) 

La réciproque de cette implication est fausse,comme le 

montrent les exemples suivants. 

V l . I . ( d )  Exemple : 

Considérons, le fibré universel 

E~~(în+l ) - B~~(2n+i) 
et le fibré associé de fibre type s2" = ~0(2n+l)/~~(~~) 



D'après II.2,(4) (*) est T.N.C.Z. or 

I est une algèbre symetrique, qui ne peut, par cqnsêquent, être iso~or~he 

en tant qu'algebre à lla.g.c, 

Considérons un G-fibré principal, dont les classes caractéristiques 

ne sont pas toutes pulles, de groupe G compact connexe et de base M 

connexe par arcs. Soit T un tore maximal de G. 

Le Eibré associé de fibre type G/T et d'espace total 

est T.N.C.Z. (cf. Appendice ou II.3.(1)) et d'après [G et a g  th. X et XI 

chap. XII, ce fibré n'est jamais cohomologiquement trivial. 

V I .  1 .  ( 70) PtrapobLtion. - 

S ~ i t  un fibré vectoriel 

2n+ l 
: IR  ---4 E ---t M 

et pn(n) sa n-ième classe de Pontrjagin 

i?s : s2n - ES M 

son fibré en sphères associé. On suppose que s est T.N.C.Z. 

alors 

(pn(n) = 0) -  TI^ H.T) 



VI. 7 .  ( 7 7 ) Ptcuve : Supposons que " s est T.N.C.Z. alors 

sont isomorphes en tant que e.v.g. et posons 

Dans la structure d'9.g.c. de H(E ), an a la relation 
S 

Il est donc clair que l'obstruction à ce que la structure 

de H(M)-a.g.c. de H(E ) coïncide avec celle de H(M) B H(s~~) S 

est que 

y = O  

lorsque l'on pose 

La classe y  étant bien définie, une fois choisi le 

générateur y, dans H(E ) pour interpréter la classe y considérons 
S 

le fibré tangent aux fibres de "s 

alors, 



Si on considère la classe d'Euler e(S) du fibré 5 alors 

. * Si on choisit pour générateur y = J e(6) , alors 

* 
puisque n est injective on obtient 

Ce qui précède démontre que la n-ième classe de Pontrjagin 

de Q est l'obstruction à ce que 

(q T.N.C.Z.) => (riS C.T) 
S 

Pour terminer la démonstration de VI.l.(lO),il reste à 

montrer que 

ce qui sera démontré en VI.3.(3). 

V I - 2  - CUNUITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES. 

Pour toute fibration rationnelle 



telle que 

sont de type fini, une condition nécessaire et suffisante pour 

que I.4.(6) soit T . N . C . Z .  (resp. C . T )  est qu'il existe un 

homomorphisme dle.v.g. (resp. dla.g.c.) 

tel que j X o o = l d *  
H (F,lk) 

Pour toute fibration rationnelle 

une condition nécessaire et suffisante pour que I.4.(6)) soit H . T  

est qu'il existe un homomorphisme dla.d.g.c. 

tel que p o a =  Id~(x) 

ceci avec les notations de VI.1.(2). 

V T . 2 .  ( 3 )  Paeuve de V 1 . 2 .  ( 1 )  ([se] p. 473). 

i) La condition est évidemment nécessaire. 
* 

ii) Etant donné une section linéaire u de j , alors 



définie par 

est un isomorphisme linéaire. Dans le cas particulier où a est 

un homomorphisme dla.g.c., 4 est un isomorphisme dla.g.c. 

V 1 . 2 .  ( 4 )  Ptreuve de V 1 . 2 .  ( 2 1  

i) La condition est évidemment nécessaire. 

ii) Supposons qu'il existe un homomorphisme dla.d.g.c. 

tel que P 0 0 = IdL(X) 

Puisque nous supposons toujours que 

H'(M,~) = ~c 

i 
posons Bi = A (M) i 2 2 

BO = k 

1 
B I  g ~(AO(M)) = A (MI 

alors d'après CH-1-1 prop. 1 . 1 1 ,  il existe sur la KS extension minimale 

(A(M) ,dy) '-t (A(M) 8 L(X) P" (L(x) ydA) 

une structure KS minimale 

telle que d'e E B @ L(X,,) 
a 



lorsque l'on pose d' = f-' d O f. 

Or puisque L(X) est connexe on a : 

u : (L(X),dA) --->. ( B  B L(X), d') 

et on définit 

en posant 

+ 
où @ E B B L(X<a) (puisque 1 eu[ = 1 m a l  et que P(@~) = O) . a 

Alors le lemme technique IV.3.(1) entraîne que f est 

isomorphisme dla.d.g.c. et f définit un isomorphisme 

tel que 

Ceci termine la preuve de VI.2.(2). 

Vl-3 - APPLlCATIUNS, EXEMPLES. 

Les notions de fibrations H.T, C.T, T.N.C.Z. sont invariantes 

par "pull back". 

Toute fiaration rationnelle T.N.C.Z. dont la cohomologie 

de la fibre est libre est H.T. 



de type L. Toute fibration rationnelle C.T dont la fibre est un espace 

f et de xT = O est H.T. 

1 - Un fibré orienté en sphères impaires dont la classe d'Euler 

est nulle est homotopiquement trivial. 

2 - Un G-fibré principal dont les classes caractéristiques 

sont nulles est homotopiquement trivial. 

3 - Toute fibration C.T, de fibre une grassmannienne complexe 
ou quaternionique ou un produit de sphères paires est H.T. 

4 - Si T est un tore maximal du groupe de Lie G , alors 

toute fibration C.T de fibre G/T est H.T. 

5 - Si X est un espace de type f et de xT = O alors 

le fibré de Borel 

est H.T si il estaC.T : (i.e.). L'opération du groupe G sur X est 

rationnellement triviale si le fibré de Borel est C.T. 

V 7 . 3 .  ( 5 )  Ptreuve de V 7 . 3 .  ( 1 )  

On utilise avec les bonnes hypothèses les propositions VI.2.(1) 

et VI.2. (2). 



V 1 . 3 .  ( 6 )  Ptreuve de V 1 . 3 .  ( 2 )  

On considère la KS extension associée 

* 
Puisque H (F,lk) est libre, on peut supposer que 

* 
Soit (eaIaEK une base homogène de X, puisque p est 

surjectif, il existe un cocycle Ca y 
pour tout a s K , tel que 

On pose o(e,) = Ca , a se prolonge de manière unique 

en un homomorphisme dla.d.g.c. 

tels que p O a = Id. D'après VI.2.(2), I.4.(6) est homotopiquement triviale. 

V 1 . 3 .  ( 7 )  Ptreuve de V 1 . 3 .  ( 3 )  

Considérons un KS modèle minimal de la fibration rationnelle 

notée E : ( ~ , d ~ )  -t (B 8 L(X) - (L(X),dA) 
avec L(X) = AP 8 SQ , d Q = O y dAP C S(Q) A 

dim P = dim Q 

et d'après III. 1 .(6) H(L(X) ,dA) = S(Q) / dAP.S(Q) 



D'après VI.2.(1), il existe un homomorphisme dla.g.c. 

a : H(L(X) ,dA) --+ H(B B L(X), d )  

tel que p O a = Id 
H(L(X),dA) ' 

Soit y E Q , alors il existe a tel que 
Y 

et 

avec a E B 8 L(X) n ker d , d'où 
Y 

1 P (ay) 1 est pair 

dA p (ay) = O 

Par suite 

O 2 
p(a.) = a  + a  +......+a 2~ 

Y Y Y  Y 

2i 
c (SQ B A P) fi ker dA 

O d ' où p(ay) = a + dA avec B;+ E SQ (O n131? 
B:+ Y 

et 1 aO = y + d.O avec 8 E SQ (O A P 
Y Y Y .  

+ 
finalement p ( a ) = y + d  B , B;ESQ@A'.'~ 

Y A Y 

On pose ~(y) = a Y - dB: 



alors 

tel que 

Ceci définit un homomorphisme d1a.d.g.c. 

D'autre part des formules 

[~(d~x)] = O  et p(r(dAx)) = dAx 

+ 
on déduit que ~ ( d  x) = d x + R 

A A x 
= dBx 

avec R+ c B+ 8 L(X) 
X 

Bx c B 8 L(X) 

or 
2 

p(Bx) = x + dA y, avec yx E SQ 8 A P 

Par suite 

- + 
Ce qui implique que ~ ( d ~ x )  = dx + d D x 

On pose alors 



ce qui définit 

tel que 

-r : (L(X) ,dA) --- (B 8 L(X), d) 

p o . r = I d  
L (XI 

D'après VI.2.(2), la fibration 1.4.(6) est H.T. 

a) Une fibration rationnelle 

est une a-fibration, s'il existe un modèle KS minimal de 1.4.(6) 

et un morphisme dla.d.g.c. 0 : (C,dC) --+ (B,dg) tel que o O 1 = IdB . C 

b) Une fibration rationnelle I.4.(6) qst faiblement 

homotopiquement triviale (F .H.T.)  si le connectant 3' de la longue 

suite de $-homotopie est identiquement nul. 

V 1 . 4 . ( 2 )  Rematrqua : 

1) Si I.4.(6) admet une section alors I.4.(6) est une 

a-fibration mais la réciproque est fausse comme on le voit dans 

l'exemple (1). 



2) Si I.4.(6) est une a-fibration, 

est surjective, par suite 3' O et I.4.(6) est F.H.T. La 

réciproque est fausse comme on le voit dans l'exemple (2). 

3) Si, F, E, M sont des espaces simples dont la cohomologie 

est de type fini la condition F.H.T. équivaut à dire que les suites 

exactes courtes, i 2 1 . 

O---+ IT~(F) 8 Q - .rri(E) @ Q- ri(M) @ Q - O 
I I a 

sont exactes. 

4) 1.4.(6) est F.H.T. ssi 

i i 
n# : n$(M) -+ na (E) 

est injectif ou ssi 

est surjectif. 

5) Toute fibration H.T est une a-fibration mais la réciproque 

est fausse (cf. ex. 3). 

* 
6) Pour toute a-fibration, n est injectif mais 

la réciproque est fausse (=f. ex. 4). 

1) Considérons le fibré des deux-repères orthonormés directs 

sur S 
5 



Il admet pour modèle KS minimal 

de III.3.(2) il résulte que (*) est HT, donc une a-fibration. 

Pourtant (*) n'admet pas de section puisque d'après le théorème 

classique de Adams il n'existe pas 2(= ~(6))~ champs de vecteurs 

5 orthonormés sur S (cf. Huserqoller - Fibre Bundle Th. 8.2. çhap. 11). 

2) Considérons la fibration principale (*) 

Son modèle KS minimal est donné par 

avec dx = b2 . Alors (*) est F.H.T. mais n'est pas une o-fibration, 
3 2 

en effet nécessairement 

2 
d'où a(dx ) = O = b , ce qui ne se peut pas ! 3 2 



3) Considérons l a  f i b r a t i o n  p r i n c i p a l e  

(*) 
Tr 

K(@,2) x K(Q,3) E -+ K((,2) 

où E = (K(4 ,2)V K(ûl,2))3 e s t  l e  t ro i s i ème  é t a g e  de l a  tour  de 

Posnikov de K(Q2,2) V K(Q,2). Son modêle minimal e s t  d e  l a  forme 

avec 
dy2 = 0  dx = b2y2 3  

(m) n ' e s t  pas  HT pour tan t  (*) e s t  une O- f ib ra t ion  

(a (b2)  = b2, a (y2 )  = o h 3 )  = 0 ) .  

4 )  Considérons l a  f i b r a t i o n  r a t i o n n e l l e  

Tl 2  
("1 s2 ~ ~ E - C P  

r é a l i s a t i o n  géométrique du modèle KS minimal 

L(b2>b5) + ( ~ ( b ~ > b ~ )  8 L(y2,x3) + ( L ( Y ~ , x ~ ) ' )  

avec db2 = O 
3  

db5 = b2 

2  2  
dy2 = O d x 3 = y 2 + b 2  . 

Alors  il e s t  c l a i r  que Il* est  i n j e c t i f  mais que (*) n ' e s t  

pas  une 0 - f ib ra t ion .  



V T - 5  - TABLEAU COMPARATTF. 

V 7 . 5 . ( 7 )  Des sections VI.1. et V I . 4 . ,  on déduit le schéma 

suivant, où les implications réciproques sont toutes fgusses 

V 1 . 5 .  ( 2 )  Remanquecl : 

1) Si on considère l'unique Gtage de la tour de Posnikov 

du rationnalisé de S 2 

* 
on obtient un exemple de fibration F.Y.T dont le n n'est pas 

injectif. 

2) Conjecture : il existe une fibration Ç.T qui n'est 

pas F.H.T . 

Les propositions VI.6.(5) et VI.6.(6) énoncent des 

conditions suffisantes pour qu'une fibration C.T sait F.H,T . 

3) L'étude des relations entre les différents degré de 

trivialité H.T, C.T, F.H.T, sera complétee en VII.0.(8). 



VI-6 - COMPLEMENTS. 

Etant donné une fibration rationnelle 

et (B,dB) un modèle connexe de M. Une condition nécessaire 

et suffisante pour que I.4.(6) soit une O-fibration est qu'il 

existe un KS modèle minimal. 

I 
(Bydg) -t (B 8 L(X) yd) P-+ (L(X) .dA) 

tel que + + 
b ' x ~ X ,  dx - dAx E B B L (X). 

VI.6. ( 2 )  Phopoamon. 

Etant donné une fibration rationnelle 

et (L(Z),dB) un modèle minimal de M. Une condition nécessaire 

et suffisante pour que I.4.(6) soit F.H.T est qu'il existe un 

KS modèle minimal 

1 
(L(z),dB) - (L(Z) 8 L(x) .d l  (L (XI . dA) 

tel que 

b'x E X. d~ - dAx E(L+(z)-L+(z))B(L+(z) B L+(x)). 

V7.6.(3) CokoUtle. 

Les notions de fibrations F.H.T et de O-fibrations sont 

invariantes par "pull back" . 



i 
Toute 0-fibration vérifiant, M est C-connexe e t  ii (F) = O 

Y 

I i < r i 5 r+t, est H.T . 

V1.6 .  ( 5 )  -. 
Toute fibration rationnelle (1.4.(6)) vérifiant 

1 )  dim H(F,k) < + 

l 2) M est un espace coformel dont la cohomologie sphérique 

est nulle en dimension 2p, O a 2p < sup12k+l ln:"(F) # O} 

1 est F.H.T. 

I Toute fibration rationnelle pure et C.T est F.H.T. 

1) Un espace M est coformel si son modèle de Quillen-Lemaire [~e] 

est une conséquence de la structure d'algèbre de Lie graduée de son homo- 

topie rationnelle (ex. tout CO-H espace est coformel). Il résulte des dé- 

finitions que le modèle minimal de M (L(Z),d) a une différentielle 

quadratique (dZ C L~ (z) ) . 

2) Dans le cas où F est de type f et xn = 0, d'après 

VI.3.(3) et 111.3.(1) on obtient 

(CT) => (HT) => (FHT) 

d'où en particulier la proposition VI.6.(5) 

a) Soit s un homomorphisme dla.d.g.c. tel que s o 1 = Idg . 



et (e17e2, ..., e ...) une base KS minimale alors 
n ' 

del = bl E B 

Posons 

et d'après le lemme technique, on obtient un KS modèle minimal de 

avec dl(el) = O. 

On pose 

s = s 0 $  
1 

s l  (el) = O et s ( e . )  = s(e.) i + 1 
1 1  1 

et une induction sur l'ordre des générateurs permet de conclure. 

b) Réciproquement, si 

de. = d e. + R; , 
1 A l  

R .  E B+ 8 L'(XI 
1 

on pose 

alors 



V 1 . 6 .  ( 9 1  D é m a ~ ~ a t i u n  de V1.6. , (21, V 1 . 6 .  ( 31  4R ( 4 ) .  
I - 

a) Ceci résulte de la définition de 3' 8 et de 

la remarque 1.6. (3) . 
b) VI.6.(3) réqulte directement du swlcpl du Y3 modèle d'un 

"pull back" d'une fibration rationpelle [H-11, qu en cansidérant la longue 

suite exacte de 4)-homotopie. 

c )  VI.6. (4) est trivial. 

V1.6.  ( 1 0 )  Pkeuve d e  V 1 . 6 .  ( 5 ) .  

Soit (L(Z) ,dB) un modèle KS minimal de M e t  E un 

KS modèle minimal de 1.4.(6) 

Puisque M est coformel 

et puisque dimH(F) < + d'après [H-21 th. 8.16 

3#(Xpair) = O. Il nous reste donc à monfrer que a' (Ximpair ) = O. 

Supposons qu'il existe x e P = X impair tel que 

Alors 

avec 

On pevt supposer que x F e 
01 

où a es? le plue petit 
O 

O 



ti 
indice tel que 3 ea # 0, (ea) aeK 

désignant une base KS de E. 

Comme, 

avec 

nous avons 
db = O 

c' est-à-dire que [b] habite dans la cohomologie sphérique de dimension 

2p avec 

4 < 2p < (sup lxi[) + 1 

lorsque l'on note les éléments de (ea)aaK de degré impair. 

D'après notre hypothèse, b = O ce qui entraîne que 

# 
b = O, puisque b est indécomposable. Finalement 3 P = 0. 

V 7 . 6 .  ( 1 1 )  D E r n o ~ & ~ o n  de V 7 . 6 .  ( 6 ) .  

Considérons la KS extension minimale 

d'après III.2.(1), on peut supposer que : 

ce qui entraîne en particulier 



Si on considère une base linéaire hpm~gène de S q ,  

@ = l , ,  ,,., 
O $a 

et x l ,  ..., x i'"" i E 1 les élgments de degr6 impair d'une base 

KS minimale pure de E ,  nous obtenons les relations 

avec 
bql € (L (Z)  pair 
1 

Par suite de la relati~n 

nous déduisons que db; = O 

ceci pour tout i et tout a. En particulier, 

On suppose que 

et on pose 

On considère alors une base KS minimale de (L(Z),dg) 

( Z u ) v e ~  



telle que 

On considère L'idéal J = (&(v < vo)).L(E) @ L(X), engendré 

par la sous-algèbre L(v < vo) dans L ( Z )  8 L(X). J est stable 

par d et notons 

la projection canonique, d la différentielle induite par d sur 

En tant qu'espace vectoriel gradué différentiel 1'a.d.g.c. 
- , e )  s'identifie à (L(zv ,z, +,, . . . , . . .) 8 L(X) ,d) . 

O O 

Alors, on vérifie que 

est une KS extension minimale pure et que 

D'autre part, nous avons le diagramme ç~mmutatif, dans la 

catégorie des a.d.g.c. 



Comme la fibration 

7T 
F j .  E . M  

est cohomologiquement triviale, il existe un homomorphisme dla.g.c. (VI.2.(1)) 

o : H*(L(x),~~) - H*(L(z) B L(x),~) . 

En posant 

i 
$(B O a) = io(~).f" O o(a) (cf. VI.2.4) 

on obtient un isomorphisme dla.g.c. $ rendant le diagramme suivant 

commutatif 

dans H*(L(V 2 vo) B L(x),~), nous obtenons la relation 

b 

dans lta.g.c. H*(L(V 2 vo)) 8 H8(L(x),dA) 

avec 



lorsque l'on désigne par les éléments de degré pair de la base 

KS minimale pure de E choisie, en début de démonstration. 

Alors pour tout j E: { 1,. . . , B I  

où 

tel que 

d'où 

@. E: (L(z) B L(x))~ ker d 
1 

, e . E S Q B I \ P  
impair 

3 

Puisque, 

Or, dans E B A = T+(v b yo) 8 L(X) , on a nécessairement 

d 8 = de ce qui entraîne que pour tout j E {I, ..., 81 
A j  j 

et donc que 



(car Q I  est un homomorphisme dla.g.c.) par suite, 

[zv ] = O (d'après *,*,*) 
O 

puisque z est indécomposable. v 
O 

Ceci contredit l'hypothèse 

et termine la démonstration de VI.6.(6). 





CHAPITRE V I  1 

LE MODELE D'EILENBERG-MOORE D'UN l'!ORPHISME D'A .Do G .  C . 
.................................................... 

V Z Z - 7  - E.M. ALGEBRES. 

VII.I.(I) Soient ( ~ , d ~ )  une a.d.g.c. 

et Y = L Y' un espace vectoriel gradué . 
j 20 

(B  6 L ( Y ) , D )  une a.d.g.c. 

On suppose qu'il existe sur Y  une deuxième graduation 

j = degré, y  e Y', l u [  = j. 

k =  degré filtrant, y € Y k ,  I l y I I  = k .  

On définit une bigraduation sur B  8 L ( Y )  en posant : 

( B  8 L ( Y ) )  
-k, n 

= (B 8 ( L ( Y ) I k )  
n-k 



- 128 - 

On définit une filtration, (E.M. filtration) en posant 

V 1 1 . 7 .  ( 2 )  Nous dirons que baisse strictement la 

filtration si pour tout p > O 

Dans ce cas, nous écrirons 

D = D  + D  1 
+ D2 + ... 

O 

Do = dB 8 1 

Di une application 8-linéaire telle que 

pour tout p 2 0, Di(Yp)C B 8 (L(Y))p-i. 

Vil. 7 .  ( 3 )  ~'a.d.g.c. (B B L(Y) ,D) , munie d'une E.M. 

filtration (F ) telle 
Dly 

baisse strictement la filtration est 
P 

appelée une E.M. algèbre. Dans le cas particulier où B = k une 

E.M. algèbre est une algèbre libre filtrée. 

Pour toute E.M. algèbre, on considère la suite spectrale, 



-p*q 

m 
dl = Dl est de bidegre (1,O) 

ce qui induit une bigraduation sur E 
2 l 

V 7 1 . 1 . ( 4 )  Lemme.- 

Pour toute E.M. algèbre les conditions suivantes sont équivalentes 

i) E;P>q = 0 si p > o  

ii) Pour tout entier k > O, et tout @ E ker D fi Fk, il 

existe w E F 
k+ 1 tel que 

De plus, si (i) ou (ii) est vérifiEe, on obtient : 

a) Soit @ E Fky 0 = 0, + @,-, + ... 
+ @O 

avec Qi E B B (L(Y))i. La relation Da = O entraîne en particulier 



P a r  s u i t e  ( i )  e n t r a î n e  que 

avec  Yk+ 1 E H(B) 8 (L(Y))k+l  

e t  @ = D w + DoRk 
k  1 k+l  

- 
avec  w 

k+ l 
E Fk+l n k e r  Do ,  Lwk+J = %+I  

nk  B B ( L ( Y ) ) ~  

d f o ù  = D ( W  + f i k )  + y - ]  ... + m ;  
k+ l 

e t  une i n d u c t i o n  s u r  k  permet  de  c o n c l u r e .  

b) Réciproquement,  

S o i t  z  E H(B) B (L(Y))k,  k  >, 1 ,  t e l  que 

W 
D , z  = O ,  a l o r s  

On pose 

y = 1 b .  63 mi E k e r  dB B ( L ( Y ) ) ~  
1 i 

t e l  que = Z .  

X 
La c o n d i t i o n  D z  = O e n t r a î n e  a l o r s  que 

1 

d ' o ù  l ' é c r i t u r e  



avec 0 B 8 (L(Y))k-l, fi,n1 E @ L(Y))gk72 

(si k = 1, R = R' = 0). 

R' est un D cocycle de Fk-2 ' d'où d'après (ii) 

f i 1  = D ~ '  + a' 

w' s FkVl, a' E Fo 

(si k = 2, w' = O, a' = R'). 

~écessairement, a' est un cobord, a' = DV', par suite, 

y - @ - w' - v' est un D cocycle de Fk et d'après (ii), 

il existe w & F k+ 1 
et a € Fo tels que 

w = w + w + ... + w W. £ B B (L(Y)li. 
k+ l k O' 1 

En identifiant, on trouve donc 

ce qui entraîne 



c) La dernière partie du lemme résulte évidemment du fait 

que la suite spectrale Er a son support pour r 5 2 sur l'axe des q. 

V l 1 (  ~orsqu'une suite spectrale (Ei) vérifie 

on dira qu'elle dégénère complètement. 

V71-2 - MODELE D'E7LENBERG-MOORE D'UN MORPHISME 0'A.D.G.C. 

VII.Z.(l) Soient (B,dB) et (C,d ) deux a.d.g.c. augmentées 
C 

O 
c -connexes (i . e H'(B,~~) = H (C ,dC) = k) et un homomorphisme y 

dla.d.g.c. augmentées. Soit 

un modèle quelconque de (B,dB) (B' peut toujours être choisi connexe). 

V11.2.(2) On appelle modèle d'Eilenberg-Moore (E.M. modèle) 

de y, de base (B1,dB1) un couple (F,q) où 

1) (F,Q) est un KS modèle de base (~',d~,) 

2) Il existe sur Y une graduation Y = @ Y telle que 
kBO 

k 

. (B' 8 L(Y),D) est une E.M. algèbre ; 



- 
3) La différentielle Dl = p D l  est décomposable 

(i.e. El (Y) c L'(Y). L'(Y)). 

V 1 1 . 2 . ( 3 )  RematLqua. 

1) La condition 2(..) exprime que la suite spectrale associée 

à la filtration canonique 

dégénère complètement, d'où en particulier 

De (11, il résulte que 

est un isomorphisme. 

2) B désigne la différentielle induite par D sur L(Y) : 

(p = B 1, ey = pDy). De la condition 2(.), on déduit que 

On définit une filtration sur L(Y) en posant 

et avec la notation introduite en VII.1.(3) 

et (L(Y) ,D) est une E.M. algèbre. 



3) La suite spectrale définie par la filtration F coïncide 

avec la suite spectrale d'Eilenberg-~oore d'une fibration (cf. VIII.5), 

ce qui justifie le nom donné au modèle défini précédemment. 

V 7 7 . 2 . ( 4 )  MadèLe dotunel houn-jacent. 

On définit sur (B,dB) (resp. (B1,dg), (C,dC)) une filtra- 

tion décroissante triviale 

(resp. idem mutatis mutandis). 

On obtient ainsi trois suites spectrales complètement dégénérées. 

En considérant sur B 8 L(Y) et L(Y) les E.M. filtrations 

les morphismes m, y, i, rl, p respectent ces filtrations, d'où le diagramme 

commutatif au niveau E; Y *  des suites spectrales. 

et au niveau E;'*, p > O 



D'où le diagramme commutatif 

lorsque l'on pose 

Du diagramme suivant 

- 
on déduit que 5 est un quasi-isomorphisme ce qui entraîne puisque 

W 
1 

est décomposable que (Gy<) est un modèle KS minimal de y de base 

H(B1 ,dg. 1. 

V 1 1 . 2 . ( 5 )  Par définition, le couple (Gy<) est appelé, 

le modèle formel sous-jacent à (F,Q). 



1) (L(Y) ,DI) est une a.d.g.c. bigraduée qui ne vérifie pas 

en général 

H+(L(Y) ,DI) = O . 

8 
Il est clair que si pl = p2 est surjectif on a 

m 
H+(L(Y) ,Dl) = O. On montrera en VIII.3 que si p est surjectif alors 

H+(L(Y),D~) = o. 

2) Le complexe (EI,D;) est une résolution libre de H(E) 

par des H(B) modules (cf. VIII.5). 

V77-3 - UNICITE DU MODELE FORMEL SOUS-JACENT. 

V71. 3. ( 7 ) Les notations sont celles de VII.2. 

V77.3. (2) Phopobi&ion. - 

Si , )  et (F",ql') sont deux E.M. modèles, de même base 

((BI ,dBi) ,m) d'un morphisme y. (6' ,cf) et (G",cl') désignent leur 

modèle formel sous-jacent respectif, alors il existe un isomorphisme 

I de KS extensions ,dB 4 , )  entre G' et G" tel que 

a) et $ sont de bidegré (0,O) 

b) < " O $ = < ' .  L 
V77.3. (3) La propriété (b) implique que (G' ,<') et (G1',<") 

sont isomorphes en tant que modèle. 



VTT.3.(4) CahoUahe. 

Sous les hypothèses de VII.3.(2), il existe un E.M. modèle 

1 (F ,q)  de y, de base ((B1 ,dg) ,ml isomorphe à (F",Q"), en tant 

que E.M. modèle et admettant (G1,<') comme modèle formel sous- 

I jacent . 
VTT.3. ( 5 )  Pheuve de V77.3. ( 2 ) .  

Pour fixer les notations, considérons le diagramme commutatif 

suivant : 

On construit 

par récurrence sur le degré filtrant. 

a) k = O, 3 ( 8 8  1) = B B  i B E H(B1 ,dBl) 

Y, E Yo, il existe a E H(B1) $ L(Y") tel que 

<'(y0) = <''(a 
Y0 

on pose $(Yo) = a . 

Ceci définit un homomorphisme dla.d .g.c. , de bidegré (0,O) 



$ : (H(B') B L(Y~) ,O) + (H(B') B L(Y~),o) 

tel que <If O $ = 5'. 

b) k = l ,  

YI Q(D;Y~) E H(B') B L(Y~) 

W; 
et <" O $(Di' y,) = 5'DIy1 = O 

d'où l'existence d'un a E H ( B )  8 (L(Y"))] tel que 
Y 1 

On pose J)(Y]~ = a . 
Y 1 

Ceci définit, un homomorphisme dla.d.g.c. , de bidegré (0,O) 

tel que 5" O 3 = 5' . 

comme = O, il existe a E H(B') B (L(Y'f))k tel que 
Yk 

D'où le morphisme dla.d.g.c. 

: (H(B') e L(Y'),D;*) + (H(B') B L(Y~~),D;*) 

de bidegré (0,O). 



On obtient alors le diagramme carnutatif : 

De la relation 5" O = c f ,  on déduit que 9 est un quasi- 

isomorphisme et de la minimalfté des extensions que $ est un isomor- 

phisme. 

V 7 1 . 3 .  ( 6 )  Pneuue de V 1 1 . 3 .  (41 .  

 après VII.3.(3), il existe deux isomorphismes de bidegr6 

(0,0), $ et rendant commutatif le diagramme 

On considère une section linGaire a de la projection 

canonique 

~ ' n  ker d' H(B1,dB1) 

telle que O(]) = 1 .  On pose 



lorsque y parcourt une base de Y. Ceci définit un unique homomor- 

phisme de bidegré (0,O) rendant le diagramme suivant commutatif 

(B' B L(Y1),dgt 

- 1 
d'où on déduit que Q est un isomorphisme. En posant D = Q D"Q, 

-- 1 - 
D = Q D"@ on obtient alors le diagramme suivant commutatif 

On pose : 

1 ' F : (~',d~,) - (8' 8 L(Y'),D) P' + (L(Y'),;) 

On vérifie alors facilement que F est un E.M. modèle de Y, 

de modèle formel sous-jacent ( G , c ' )  puisque d'après VII.3. (4) 5" O $ = 5 ' .  



V17-4 - THEOREME VIUNICITE VU €.M.-MUVELE - CONSE2UENCES. 
Ir ' ' 

Soient ' , ) et (F1',q") deux E .M.-modèZe~ d'un homo- 

morphisme dla.d.g.c. y. On euppose que ( ,  et (F",qf') 

ont la même base ((B' ,dg,  ) ,m> . Alors il existe deux isomorphismes 
Y et qui conservent les filtrations (Y(F1) - F" q(F1) = Eli) 

P P ' P P 
tels que d B  Y ,  soit un isomorphisme entre F1 et F". 

De plus, q" O Y q', rel B. 

Dans le théorème ci-dessus les KS extensions F' et F" 

sont isomorphes (par un isomorphisme qui conserve la filtration) mais 

les E.M. modèles , )  et (F1',r)") ne sont pas isomorphes car on 

a seulement nt' O Y Q TI' rel B. 

V 7 1 . 4 .  ( 2 )  Ca a b ~ o l u .  

Si (~',d~,) = (k,O), alors on obtient le diagramme commutatif 

2 

( k @ L ( Y ) , D )  
- 
/- 

* ( L W  ,El 

Par définition, (L(Y),E) est un E.M. modèle de (C,dc). 

Si on considère le modèle filtré de (C,d ) au sens de Balperin et 
C 

Stashef f [H-S] 

v : (L(Z) ,D) + (C,dc) 

alors (L(Z),D) est un E.M. modèle de (C,dc), à savoir 



.-4. 

1) fL(z)sD> *8t tlQ 

2) v est un qn~si-P 
, r y . 9 i 

- 1 .  I .s:i~:,orr~.t. .d v:yc!h +, iT, L + I d 

3 )  Il existe . . uau grduition Z - e Fm txîle qoe B 
. . [ , : ,  ! >  - < 1 .  b. " " 4  i: . l  

t1.,8 ..&$@#e. li f$tà'i@v, lr,i6'$'mthI. - . p"'@i* ,? *% 
.,*îliv 
ri'$ 

v.2 . * i . . p 7 -  O 

41 (I(Z),d) mec (d D:) est a.d.g.c. minimale. 

k PO é3 i7 :3  ' 
Alors le tfieqrbe dtmiciti dei  $.M. modeler, appliqué au 

cas absolu, entraîne 1' existence d 'un isomorphisme t qui conserve 

la filtration de L(Z) et qui rend le d i a g r m e  suivant commutatif 

~ * r % A k - % % m ,  ' ?  ; i 4 - A .  

Comlu&Lon : Dans le cas absolu la E.M. mdglr s 

avec le @O f i@,f$ u, , . eeqp,,ds,, A ,  n B.lprLI ï.iM$f p~ &.?> R -W. m o d ~ l e  

10-1 s~u.I*ce@ ; fi$(T).s JL?, , . r u  I g w ~ p ~ . q . . O d a l t  << i Pifladu6 + - , r i  

((L(Z) ,d) ,p), ceci d'ipris VII.3. (2). - 
I ' 



un modèle filtré de (B,dB) 

v : (L(Z) ,DI + (B,dg) 

de modèle bigradué sous-jacent 

X 
il existe un KS modèle minimal de y , noté (G",~') et un KS modèle 

V 
(F ,VI) de Y ; 

tels que : 



Lemme. - 

F" est un E.M. modèle de y 

8 
G" est un E.M. modèle de y 

et GV ont même modèle formel sous-jacent 

a la même "fibre" que le modèle formel sous-jacent de F". 

Ptreuve : 

On considère sur L(Z 9 X) = L(Z) b L(X) la filtration F 
P 

définie par 

alors, 

On pose 

avec 

De la définition de Dl et d1 on déduit 



Par suite, en remarquant qu'avqc nos notations 

on obtient - 
D; = 2; = d". 

ce qui entraîne d'une part que G" à mgme fibre que le modèle formel 

sous-jacent de FV (d" = e ; ) ,  d'autre part, que G' et F" ont 

m 
même modèle formel sous-jacent ( D  = d l  et enfin 

- . 5; et d; sont décomposables ; 

Or d'après [vil th. 4.2.1, il existe un isomorphisme entre 

E;"~ et  or-"^ (H(L(Z)),H(L(Z B X),d)), d'où 
H (L (Z) 

E;"~ = O , si p > 0. 

 après le corollaire VII.3.(4), nous pouvons supposer que 

, et (F",n") ont le même modsle formel sous-jacent. 

Ainsi le théorème VII.4.(1) résulte Gvidemment de la propo- 

sition suivante : 

I Soient ( , )  et ) deux E.M. modèles d'un homo- 

morphisme dla.d.g.c. y. On suppose que , et (F",Q") 

ont même base ((BI ,dg,) ,m) et même modèle formel sous-jacent. 



Alors, il existe deux isomorphismes dla.d.g,c. Y et 

i) (Y - Id) (Yp) C F (p  2 0) 
P- 1 

(y - ~ d )  (Y ) C F (P 0) 
P P-1 

ii) (IdBl ,Y,Y) est un isomorphisme entre les KS extensions 

F' et F". 

iii) q"Y % q' (rel. BI). 

Vll.4. (6) Dérnonn&atLon. 

On construit par récurrence sur le degré filtrant un homo- 

morphisme Y et une homotopie @. 

Fixons les notations, 

Pour tout k > O, notons 

1 ' inclusion canonique , i dérivation de degré - 1 telle que 

0 dérivation de degré O telle que i ~ '  + D'i = 8 
+Co - 

0 0 l1 1 e = 1 - un automorphisme de (B' 8 ~(5~)) , 
n=O n! 



Les deux applications 

c ' 

sont homotopes 1 B )  s'il existe 9 

telle que 

Remarquons que, 

+a 
1 

(FI) S i  on pose 6(y) = 1 - ( i ~ ' ) ~ ( ~ )  
n=l n! 

Pour construire Y et , on procède par récurrence sur 

le degré filtrant. 

a) k = 0 .  

On pose évidemment Y = Id 
O 

(B' 8 

(B' B 



alors 

fj"~~(y) - = n*'l([yo(y)]) - V*'([Y]) 
= Z"([Y~(Y)] ,) - C'([Y] 
= O 

puisque 5" = 5' et Y. = Id, d'où 

ce qui s'écrit encore 

@A, (Y) - 9Xo(y) = dCa 

et d'après F2 @(Di) = dCa. 

On pose donc 

~ ( 7 )  = a 

ce qui permet de définir de façon satisfaisante Y et @ ,  pour k = 0. 

Or YODfY - D'!y = D;y - D''y et des relations 
1 

on déduit que 

D~(D;Y - D';Y) = O 

de plus m s 

[.;Y - = D; y - D" 1 y = O 

car Dlrn = Durn 
1 1 '  

d'où on déduit que 



Par suite 

et d'après 
F 2 9  

= @(D'Y) + 9(D1Gy) - mbo~'y - V"(DU~) 

ceci entraîne que (en utilisant F1) 

et en comparant avec la formule 

TI" o Y(y) = Q o hl(y) = ($(y) + @(D';) + @(Sy) 

on voit que l'on définit cP et Y de manière satisfaisante en posant : 

k 23 2. c) - 
Supposons 

Yk- 1 et Qk-, 
définis sur B' 8 L(Y<~-]) et 

< 

soit y e Yk. 

Puisque DY' - DY", il existe w E B 8 L(Yo) tel que 
O 

par suite, 



- 
donc d'après le lemme VII.I.(4), il existe w E Fk-] et w O E: Fo 

tel que - 
YkF1(D1y) - lIu(y+wo) = D"W + w O . 

- - 
Il en résulte que w = ~ " ( w ' )  ce qui entraîne finalement 

O 

la formule 
- 

IYk- l (D'Y) = Duy + D"w 

- 
avec w E: F k-I ' 

 autre part, 

dc(nW(y) - n Y = Q"(D"Y) - n '  (D'Y) 

= qH(Yk-, (D'y)) - n"(DH;) - ~'(D'Y) 

ce qui entraîne que 

et donc que 

avec w E B' B L(Yo) . 
O 



En comparant avec la formule 

T-I"Y(Y) = m O hl(y) = @(Y) + @(DG) +@(&(Y)) 

on en déduit qu'en posant 

on obtient un prolongement satisfaisant de 
yk- 1 et Qk-]. 

Conduh ion  : On a construit un homomorphisme dla.d.g.c. 

Y : (B' €3 L(Y) ,Dl) -+ (B' €3 L(Y) ,Dl1) 

tel que : 

i) Y - Id baisse strictement la filtration 

ii) n" O Y % q (rel. B) . 

La condition (i) entraîne évidemment que Y est un isomor- 

phisme de F dans F pour tout p 2 O et par suite que Y est 
P P y 

un isomorphisme. De plus, Y induit ayant les propriétés souhaitées. 

VIT -5  - THEOREME D' EXISTENCE DU E.M. MOPELE. 

On suppose que 

HO(B,I~) = HO (C ,k) = ~k 

et soit y : (B,dB) -+ (C,dC) un homomorphisme dla.d.g.c., alors 

on peut énoncer le théorème. 



5 .  ( 7 ) Théatème. 

admet un E .M. modèle (F,n). 

Le reste de cette section est consacré à la démonstration du 

résultat précédent. 

V 7 7 . 5 .  ( 2 )  ComR;irucCion de (F,n). 

On procède par récurrence sur le degré filtrant 

m : (B1,dB1) + (B,dB) est un modèle quelconque de (B,dB). 

k = 0. a) - 
m 

On construit B'@ L(Yo),D et no tel que no soit surjectif : 

(B' ,dB<) - (B' B L(Yo) ,D) - (L(Yo) 
Pour cela, on considère la composée 

+ c n ker dC -* H+(c,~~) , -- H+(C9d~)/ ~+(c,~~>H+(c,~~)+Y*(H+(B,~~) 
s 

s désigne une section linéaire. 

On dé£ ini t 



alors 

On pose D = Do = d B ,  8 1 

q0(b 8 1 )  = y O m(b) 

qo(l @ y) = s(y). 

On notera, dans la suite 
H: pour H+(B B L(Y~),D~) 

On considère la suite exacte 

et les sections a et sl des applications canoniques suivantes 
1 (Lo 

image réciproque de Ko par la projection canonique). 

i Lo 
- (B 8 L(Yo)) fl ker Do 

O 
On remarque que K = O et que 

O 

+ 
Ko = lm o1 B KO.Ho 

d'où on déduit que Ko = Ho.lm a 
1 '  



On pose - 
- Ko'~ .$ * avec la convention suivante le 

O 
- 

même élément est noté y s'il appartient à Y 1  et y s'il appartient 

par suite 

alors il est naturel de poser 

r i l  (Y) = a ( a # O  si y#O). 

c) Supposons avoir défini YGk, D et qk tels que 

. D - D baisse strictement la filtration 
O 

alors on considère la suite exacte 

B' B (L(YIk) )( n ker D 8 

F (H (B' B L(YIk)) = = lm j 
P WB' 8 ~(y,,) n 8' e (L(Y&~) P 

SP 

Où jP 
désigne l'inclusion canonique 



D'autre part, on définit les sections a 
k+ l et s 

k+ l aux 

projections canoniques (Lk image réciproque de Kk par la projection 

canonique) 

Lk - B (L(Yak))gkfl ker D 
4 

On pose 

en notant le même élément, y s'il est dans Y 
k+ l 

et s'il est 

dans Kk /K~.H + avec - 1 = lyl, 
O 

On en déduit, - 

Qk(D(I Y)) = qk(s(?)) = dCa 

et alors on pose qk+] (Y) = a. 

Cette construction nous donne, une KS extensiop F qui est 

n 
un modèle de y (ri est un iso) tel que D - Do baisse strictement 

la filtration. 



(La filtration étant définie comme en VI1 . 1 . (1)) . 

Pour montrer que (F,q) est un E.M. modèle, nous allons 

établir une série de lemmes. 

V 7 7 . 5 .  (3) Lemme.- - 
( F , q )  désignant le KS modèle de y construit ci-dessus, 

pour tout k > 1 et pour tout @ E F ker D il existe w E Fk+] k 

tel que @ - Dw IZ F (donc d'après VII.1.(4), E;"* = O si 
O 

Soit (3 E Fk, Dm = O, alors [q B Fk H(B 8 L(YGk)). 

Or, par construction 

donc si k > 1, il existe a c  B B L(Yo) tel que 

ce qui entraîne que 



d'où l'écriture 

avec Xi e Ho et y. f? Y 
1 k+lY d'où par d6Einitiqn de D 

avec W. c B 8 Z(Yo), en posant 
1 

on a démontré le lemme. 

V 1 1 . 5 .  ( 4 )  Lemme.- 1 El est décomposable. 

Ceci équivaut à dire que la KS extension 

est minimale. 

Pkeuve : 
- 

Supposons qu'il existe y s Yk+, tel que D,y ne soit 

pas décomposable. 

' i ,  j > ~  

i 
alors DY = - 1 wozi - a 

i 

par suite 
i 

i lu0l i 
Dx = C D O w 0 . z .  1 + 1 (-1) w Dz. + DQ . 

i i O 1 



1 
Puisque D - Do baisse strictement la filtration, nécessairement DOoO = 0, 

de plus G? E B 63 L(Yck_]). En projetant sur Fk- (H(B' @ L(Ygk- 1) on 

obtient la relation 

ce qui est impossible si x # 0. 

Ceci termine la démonstration du théorème VII.5.(1). 

V Z 7 . 5 .  ( 5 )  Remaque. 

Il peut se faire que dans le E.M. modèle d'un morphisme 

dla.d.g.c., l'espace vectoriel Y contienne des éléments de degré nul. 

Exemple : 

Y : (A(bl,b2,b3),0) + (A(x),O) 

Ibll = lb2/ = (b31 = 1x1 = 1 y(bl) = x y(b2) = y(b3) = O. 

Dans ce cas Y = O, YI = (u2,u3), Y. = O si i ) 2 
O 1 

D(U~) = b2, D(u3) = b3, lu2[ = O =  lu3[. 

On montre facilement, que ceci ne peut pas se produire si 

est injective et plus généralement. 



V11. 5. ( 6 )  P m p o b W o n .  
* W: 

Si y : H(B,dB) + H ( C , d  ) est n-régulier (y isomor- 
C 

phisme jusqulen degré n et injectif en degré o+l) alors L(Y) 

[ est n-connexe. 

V11.5. ( 7 )  On rappelle qu'une algèbre gnaduee est 

noethérienne si elle admet un nombre fini de génGrateurs en tant 

qu'algèbre ; et alors tous ses sousmodu~eti sont de type fini (th. de 

Hilbert gradué), 

Il est clair que toute algèbre graduée noethérienne est de 

type fini (i.e de dimension finie en chaque degré). 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer le résultat 

suivant (cf. [H. S] 3.8) . 

V11.5, ( 8 )  Pkopoh-Ltion. 

Deux des trois conditions suivantes entraînent la troisième 

1) H(C,d ) est noethérienne (resp. type fini). C 

2) H(B,dB) est noethérienne (resp. type fini). 

3) Pour tout k, Y k  est de dimension finie (resp. Y est 

de type fini) . 



CHAPITRE V I 1 1  

E ,Mm -MODELE D'UNE FIBRATION RATIONNELLE ET APPLICATIONS, 

V117-7. €.M. MODELE D'UNE APPLICATION CONTINUE. 

Soient M et E deux espaces topologiques pointés, connexes 

par arcs et T : E, -t M une application continue qui yespecte le pointage. 

Alors en utilisant le foncteur de Sullivan (1 .4 . (1 ) ) ,  on obtient : 

qui est un homomorphisme dla.d.g.c. augmentée, 

Soit (B,dg) un modèle quelconque de M 

Un E.M,-modèle (F,q) de y est appelé un E.M. modèle de T .  

Le E.M.-modèle formel sous-jacent à (F,q) est appelé le 

E.M. modèle formel de IT. 

On a alors les diagrammes commutatifs suivants : 



où m et sont des quasi-isomorphismes. 

n 
où m est un isomorphisme et 5 un quasi-isomorphisme. 

(L(Y) ,D) est appelée la E .M. fibre de IT. 

(L(Y) ,Dl) est appelée la fibre formelle de n .  

V177.1.(6) Du théorème d'existence et d'unicité des E.M.-modèles, 

il résulte que L(Y) est une algèbre bigraduée, dont la bigraduation ne 

dépend que de IT. 

- 
Dl est homogène de degré (1,O). 

(L(Y) ,El est une a.d.g.c. filtrée. 

V71Z-2. E.M. MODELE D'UNE FlBRATZON RATIONNELLE. 

V771.2. ( 1 )  On considère une f ibration rationnelle 

(F,E,M sont toujours supposées connexes par arcs). 

On appelle E.M.-modèle de la fibracion I.4.(6) tout E.M.-modèle 

de l'application continue IT. 

On obtient alors le diagramme commutatif suivant : 



V 1 I I . Z .  ( 2 )  (A(M) ,dM) A(") + (A(E) ,clE) -+ A(j) (A(F) ,dF) 

lm 1 lq 
(B,dB) -- (B 8 L ( ï ) , D )  

I6 
-P" ( L ( Y )  ,DI 

où m et q sont des quasi-isomorphismes et 6 un homomorphisme 

dla.d.g.c. 

Du théorenle 2.2. de [H-]-SI , et puisque la fibration 1.4. (6) 
- 

est svpposée rationnelle, on déduit que q est aussi un quasi-isomorphisme 

ce que nous énonçons de la manière suivante : 

V 1 7 1 . 2 . ( 3 )  La E.M.-fibre d'une fibration rationnelle est un 

KS modèle de La fibre. 

V 1 7 1 . 2 . ( 4 )  En général la E.M. fibre n'est pas UV modèle minimal, 

ni un modèle filtré (au sens H.S.) de la fibre, (Cf. exemple VIII.2.(7) b). 

V 1 1 1 . 2 .  ( 5 )  Pour le modèle formel sous-jacent, nous avons le 

diagramme commutatif : 

l 

i ;K - 
où m est un isomorphisme, C un quasi-isomorphisme et 5 un homo- 

morphisme dla.g.c. 

- 
En général, 5 n'est pas un quasi-isomorphisme (cf. 

exemple VIIT .2. (7) .b) . 



V111.2. (6) Remahquen. 

a) Si I.4.(6) est une fibration de Serre, on a nécessairement : 

n : n l  (E) - T l  (Ml est surjective. 
# 

Ceci entraîne via Hurewicz et le théorème des coefficients 

universels que 

est injective et d'après VII.5.(6), que la E.M. fibre et la fibre formelle 

sont connexes. 

b) Soient .n : E + M une application continue et 

m : (L(X),dg) + (A(M),dM) un modèle minimal de M. Considérons le 

modèle KS minimal de T de base (L(X),dB) 

Or 
(L(X) 8 L(X1),d) est un KS modèle de E, 

par suite : 

où (L(Y),d) est une sous-algèbre contractile de (L(X) B Z(Xf),d) et 

(LX) B L(')) est minimale. 



On note p la projection 

et f = i o p  

. p est un quasi-isomorphisme ; 

. M est un modèle minimal de E ; 

. f est l'application induite par IT au niveau des modèles 

minimaux. 

Du théorème d'unicité des E.M. modèles, il résulte : 

b ) Tout E.M.-modèle de 1 est un E.M.-modèle de IT. 
1 

b2) Tout E.M.-modèle de f est un E.M.-modèle de IT. 

b ) La E.M. algèbre (L(Y) ,D) ne dépend que du type d'homotopie 3 

a) Considérons la fibration triviale 

Si (B,dB) est un modèle quelconque de M et (L(Z) ,&) un 

modèle filtré de F alors 

est un E.M.rnodèle de (*). 

b) Considérons les fibrations de Hopf 

TT j . S2n+l . (Lpn 
IT induit au niveau des modèles minimaux, l'homomorphisme 



avec 

Le E.M.-modèle de f (par conséquent de la fibration de Hopf) 

se décrit de la manière suivante 

avec Y = Y o $ Y 1 $ Y  
2 

d'où on déduit 

et le modèle formel sous-jacent est de la forme 



ce qui permet de vérifier que la fibre formelle n'est pas quasi- 

1 isomorphe à H(S ,k) et que la E.M. fibre n'est pas minimale. 

c) Pour calculer le E.M.-modèle, il est souvent pratique 

de calculer d'abord le E.M.-modèle formel sous-jacent (ce qui détermine 

L(Y))  en utilisant un tableau où l'on représente les générateurs et 

les relations. 

Par exemple, pour les fibrations de Hopf, on obtient : 

Le E.M.-modèle se représente de la manière suivante : 



V111.2.(8) R é ~ ~ o n  géorné&que. 

Si on note R, le foncteur réalisation géométrique 

(cf. IX. 1. (2), d'après VIII.2. (2), R( (L(Y) ,D)) a le même type d'homotopie 

rationnelle que F. 

On note 

Ff = R((L(Y),B,)). 

Ff 
est aussi appelée fibre formelle. 

Si (m) n'est pas T.N.C.Z., alors Ff ne coïncide pas avec 

l'espace formel R((L(Z),d)) où (L(Z),d) est un modèle bigradué de F. 

Dans l'exemple VIII.2.(7), (b), 



V111.2. ( 9 )  €.M. -modèle d a  ~ i b ~ a t i a n s  de bane une aphéae. 

Considérons la fibration rationnelle 

où S est une sphère, et un modèle filtré de E 

V : (L(Z) 9 6 )  (A(&) .dE) 

de modèle bigradué sous-jacent. 

2n+ l 
1) Supposons que S = S , et notons 

m : (A~),o) - (A(S~"+'),~~) 
un modèle de S 

2n+ l 

Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant : 

(Ab ,O> 
A(T) .m 

+ (Am) ,dE) 
, A ( j  

(A(F) ,dF) 

- 
avec Ibl = 2n Db = O D b = b - @  a 

@ E L(Zo) tel que v(@~> = A ( T )  0 m(b) 
O 

D IL(Z) = 



Alors s est un quasi-isomorphisme. 

I - (a) Supposons que nS([b]) est décomposable (ou nul) 

S 
dans H (E) alors @ est décomposable dans AZ (ou nul) d'où 

O 
- 

on déduit que D l  est décomposable. 

On pose 

alors 

~iP.9 = H~-P(A~ 8 L(Y) ,DY) 5 H~-~(L(z) ,dl = O 
P P 

D'où on déduit que ( F , n )  est un E.M. modèle de (*) lorsque 

q = v o s  et 

- ( 6 )  Supposons n*( [b]) indécomposable dans H ( E )  , 

alors Qo & Zo et nous avons le diagramme suivant commutatif. 

avec D = 6. 



Il est alors facile de vérifier que ( f , ~ )  est un E.M. modèle 

de ( m ) ,  lorsque l'on pose 

2 - Supposons que S = s2" et notons 

un modèle de s ~ ~ .  

11 existe un cocycle @ E (L(Zo),6) tel que 

et nécessairement 

[6J2 = O 

d'où l'existence de @ '  c L(Z) tel que 

en fait @' c (A(ZcI)). 

Nous avons donc les éventualités suivantes : 

a) ' décomposable, (dans ce cas 6(@') = da' est de wedge 

degré 3 3, ce qui entraîne que @ est décomposable). 

b) ' indécomposable et @ décomposable. 

c) 0' indécomposable et @ indécomposable. 

2 - (a) ' décomposable. 

On considère alors le diagramme con-unutatif : 



avec 

- 
alors s est un quasi-isomorphisme, D I  est décomposable (car 

- 
b, b = - @ ,  E l  8' = 0' + mb, = d)  et en pasant 

on vérifie facilement que 

H+(S(b) Ib2 8 L(Y) ,DY) = 0 



d'où un E.M. modèle de (*). 

2 - ( 6 )  ' indécomposable et 9 décornposable. 

q est un quasi-isomorphisme et on vérifie facilement que F 

est un E.M.-modèle de ( m )  . 

2 - ( c )  @ indécomposable et @ indécomposable 



~ = 6  , n = v .  

On vérifie alors que F est un E.M.-modèle de (*). 

Vlll-3. E.M. MODELE D'UNE FIBRATZON T.N.C. Z. 

Les notations sont celles de VIII.2. 

Dans cette section, nous démontrons les résultats suivants : 

I a) Si la fibre formelle est le modèle bigradué de la fibre 

l alors la fibration est T . N . C . Z .  

I b) Sous les hypothèses suivantes 

I i) La fibration est T . N . C . Z .  

I ii) H(M,k) ou H(F,k) est de type fini. 

I la fibre formelle est le modèle bigradué de la fibre. 

I a) Si la E.M. fibre est le modèle filtré de la fibre alors la 

fibration est T . N . C . Z .  

b) Sous les hypothèses suivantes 

i) La fibration est T . N . C . Z .  

ii) H(M,k) ou H(F,k) est de type fini. 

>2 
iii) DY - 5, (Y) c HI (~,d,) B L(Y). 

la E.M. fibre est le modèle filtré de la fibre. 

V111.3. (3) C o h o U e . -  

1 
Si H (M,k) = O et H(M,L) ou H(F,b) sont de type fini les 

conditions suivantes sont équivalentes : 



i) La fibration I , 4 . ( 6 )  est T.N.C.Z. 

ii) La fibre formelle est uq modèle bigradué de la fibre F .  

iii) La E.M. fibre est un modèle filtré de la fibre F. 

V 7 1 1 . 3 . ( 4 )  Ptreuve de?, c o a o U & e ~ .  

a) Le premier corollaire résulte immédiatement du théorème 

VIII.3.(1), une fois que l'on remarque que (L(Y),D) est un modèle 

filtré de F ssi (L(Y) ,DI) est un modèle bigradué de F (cf. VII.4. (2)). 

b) Le second résulte des deux résultgts précédents puisque si 

1 
H (M,ik) = O alors la condition D; - E, (Y) C H~~(B) 8 L(Y) est vérifiée. 

V 7 7 7 . 3 .  ( 5 )  Dérnamx%u.tio~ du ,théotrètne V 7 7 7 . 3 .  ( 7 ) .  

a) Supposons que ((L(Y) ,BI) ,?) soit un modèle bigradué de 

la fibre F, alors 

induit llhomomorphisme 

et les conditions i) et ii) entraînent que : 

m * - 
Pl(= P2 = P : E2 + E2 est surjectif. 

De la relation 

* 
on déduit que j est surjectif. 



b) Supposons que la fibration soit T.N.C.Z. alors d'après 

1 . . ( 3 ) ,  H(E,k) est un H(B) module libre. Du diagramme commutatif 

suivant, on déduit que 
H(B) ' L(Y&o~(~) e (LW) I )  

est aussi un 

H(B) module libre. 

Par suite, il existe un sous-espace vectoriel V de L(Yo), 

tel que l'inclusion naturelle 

soit un quasi-isomorphisme, 

X 
Filtrons les a.d.g.c. (H(B) B V,O) resp. (H(B) b L(Y),DI) 

par le degré de H(B). Nous obtenons deux suites spectrales de premier 

v 
quadrant E (resp. 9 )  tellesque : 

et de la relation DY - D,(Y) t H ~ ~ ( B , ~ ~ )  t3 L(Y), on déduit que 

v * 
$ induit un homomorphismt~ qi : Ei -f Ei, i 5 O tel que : 



i) $* est uu isomorphisme ; 

ii) : fP'O = HP(l?) + fIP(g) = Eppo est un isomorphisme 2 

pour tout p 2 0. 

D'après le thgorème de Moore (Séminaire Cartan 54-55, p. 3-04) 

est un isomorphisme de bidegré (0,O) (puisque $ est l'inclusion), 

ce qui entraîne que 

- 
On vérifie aisément que 5 qui est défini pial. les formules 

est un quasi-isomorphisme 

ce qui prouve que ((L(Y).D~),S) est un modèle bigradué de F. 

TRIVIALES. 

Les notations sont celles de VIII.2. 

V111.4. ( 1 )  L'exemple VITI.?. (7) (a) nous suggère les 

définitions suivantes : 

Le E.M.-modèle d'une fibration est dit trivial si 

i) La E.M. fibre ( Y )  6 , )  eqt un modèle filtré de F. 



* 
ii) La différentielle D: est triviale i.e. D = d 8 6 = 

1 B 1 

I Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fibration 

l rationnelle soit homotopiquement triviale (resp, cohomologiquement 
triviale) est qu'il existe un E.M. modèle (resp. un modele formel) 

trivial. 

a) Supposons la fibration C.T, alors nous avons le diagramme 

1 suivant commutatif. 

où f est un isomorphisme dla.g.c. et ((L(Y) , e l )  ,:) un modèle 

bigradué de F. 

(G,for;) est un modèle formel de la fibrati~ri C.T. 

Réciproque évidente. 

b) Supposons la fibration H.T, alors nous avons le 

diagramme suivant commutatif 



03 (A(M),dd -t M M )  B L(X),d) - (L(X) ,d)  est un modèle 

KS minimal de la fibration. 

$ est un isomorphisme dta.d,g,c. 

(L(Y),D) est un modèle filtré de ( ~ ( X 1 , d )  doqc de F. 

De la définition d'un E.M.modèle, il résultg que F est 

I un E.M.  modèle de la fibration. 

I r( 
Remarquons que si f = $ , alors (G, f o 5) est le modèle 

formel sous-jacent à (F,9 O q). 

La rgcipraque est 6vidante. 

Vll2.4. ( 4 J  Remmques. 

a) Si une fibration rationnelle est H.T (rgsp. C.T) t ~ u s  

ses E.M.  modèles sont isomorphes au E.M. modBle trivial (resp. au 

modele formel trivial) et toutes les E.M. fibres (resp. fibres 

formelles) sont des modèles filtri5s (resp. modèles bigradués) de la 

fibre P. 



b) Si on considère un modèle filtré au Sens de M, Vigué, 

d'une fibration C.T, alors le modèle bigradué sous-jacent esf isomorphe 

(en tant que modèle bigradué) au modèle trivial de base (L (Z)  ,d). 

Il en résulte que 

est un modèle bigradué de E .  

est un modèle filtré de E. 

c) Cette propriété ne s'étend pas à tout E.M.-modêle, de 

base ( L ( Z ) , D ) ,  d'une fibration C.T. 

V777.4. ( 5 )  PtopoaLtLon. - 

Pour toute fibration rationnelle I.6.(6) cohomologiquement 

triviale les conditions suivaqtes sont équivalentes 

I i) E est faiblement formel ; 

ii) I.4.(6) est F.H.T. et M et F sont faiblement formels. I 
V111.4.(6) On rappelle qu'un espace topologique M est 

faiblement formel si la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de M (i.e. 

la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration canonique 

M -+ P(M) + fi(M)) collapse au qiveau E 2 .  Ce qui équivaut encore 
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3 dire ( c f .  [H-S] 7.20) que le modele filtré de M est minimal. DfoÙ en 

particulier l'implication 

(M formel > M faiblement fqrmel) . 

Cqci resulte immédiatement de VIII.3,4.($), VIII.3,(6) et 

VI.4. (5). 

V111.3 .11)  Rmmyuy : 

Les hypothèses 

E formel, F formel, M f~rmel 

1 et (%) H.T, (n) C.T, (n) F.H.T où C*) désigne une fibration ration- 

I nel le. 

'T 
F j .  E -  M 

sont reliées entre elles de la manière suivante : 

M, F formels E formel 

(*) H.T (*) M.T 

M, F farmels E faiblement farmel 

(%) H.T ( 1 )  

(*) C.T + F.H.T E formel ( 1 )  

E formel (a) F . H , T  e t  M et F faiblement 
f orme1 s 

*r-- -* ---* 
(*) H.T (2) 

E et F formels 
---' (*) H . T  (3 )  

(w) C.T 

( 1) Les contre-exemples sont décrits en VZII. 3. ( 10) . 
(2) Nous ne disposons pas de contre-exemple pour cette relation. 



VZTZ,4. (9) Prreuve de ( 3 ) .  

Fuisque (*) est C , T ,  d'après ~1.2.(1), il existe 

W; 
telle que j ,o = IdH(F,t). 

 autre part, considérons, un modgle filtré au sens de 

M. Vigué de  (*) 

1 

i Dbprès VIII.4.(4) (b), 

(L(X) ,E) est un modèle filtré de F, 

(L (Z  $ X),D) est un modèle filtré de E. 

Or puisque E et F sont formels 

(L(X) ,6) est un modèle bigradué de F. 

(L(Z $ X),D) est un modèle bigradu6 de E. 

Ce qui entraîne : 

i) F est un KS modèle minimal de (m) (car (L(X) ,E) minimal) ; 

ii) il existe un homomorphisme dla.d,g.c. T tel qup le 

diagramme suivant comuta ( [T] , Cor~llaire 14) 

' ,O) 
0 

h (H CE ,w ,O) 



W - 
De l a  r e \ a t i W  j p 5 5 o p , on deduit que 

par suite 

b i s q u e  CL(Y), 5) est minimale, 

P O T est un qvtoqorphisqe de 4 ,  Yoeaee a c e t  

automorpbisme, îlors 

et d'après V1,2,(2), cf) esf N . T .  

Nous dgnnpqs ici Fm exemple de Eibration de base et fibre 

bifoamelle qui n'est pas H,T, qqj est F,H.T ey C.T, mais dpnt  l'espar c 

total E n 'es t  pas formel. 

Pour cela, posons 

et considérons E obfenu par la déformation au sens de R.S décrite 

ci-dessous, du produit 



Z = rQ 8 SU) 

x = XQ e ~q e tq e UQ e VQ e W ~ Q  e ... 

Dr = Ds = O D = d  E = d  

D' = d' i d; d f = d B d  

d;u = sx 

d'v 2 = O 

d'w = 0 
2 1 

d'w = O 
2 2 

d;w3 = st 

d' = O 

L'algèbre de Lis d'homotopie rationnelle nx(E) B Q 

est isomorphe à 

par suite elle n'est pas ispmorphe à 18 s w e  directe de ( n % ( ~ )  B 9) 

et nx(F) 8 Q en tant qu'algèbre de Lie (mais seulpmeet en tant 



I qu'espace vectoriel puisque la fibratioo est F.H.T) . Qq deduif de 

ceci que la fibration ainsi construite n'est pq$ H,T. 

?,!nIay.lq 2 .  - 
La classe de cohamologie [sd e8t égale au prodyir de 

Massey <x,x,y> dans H*(E,Q) ([tx] = CS4 s <x ,x ,yr ) .  Qr le 

produit de Massey <x,x,y, est nul dans H*(F,Q), ce qvi p n t i a î n p  

~ en particulier que la fibration v'eat pgs Y ,T, 

I Les notations sont celles de V I I I . 2 ,  

I VIIl.5.(1) Si on considère le 6.M. modèle d'usa fibration 

rationnelle 1 . 4 .  (6 ) ,  la E.M. fibre (L(Y) ,D) est munie ciTyrne filtra- 

tion canonique (th. ~ 1 1 . 4 . ( 1 ) )  

I Qn note (cf. V I I . l . ( I ) )  

Pour respecter les oonventions usuellas de la théorie des 

I suites spectrales, on pose 



est une filtration décroissante, convergente svpérbeqrernent (i,e 

Cette filtration donne naissance à ppe suite spectrale, 

notée (Ëi,di), dals le second quadrant, 

V111.5. ( 2 )  Théafièrnei ([vil, ch. 4.2. (6)) 

'n Si ) F E ---+ M est une fibration ration- 

nelle de base simplement connexe alors la suite spectrale 

- 1 dé£ inie ci-dessus, converge et i oïncide à partir du terme 
2 

avec la suite spectrale d'Eilenberg-~oore de (s). I 
V111.5.(~~) Ceci résulta directement de VI1.4.(3) et 

Si (*) F j 71 
E - M est une fibration ration- 

nelle de base simplement connexe alors les propositions suivantes 

sont équivalentes 

i) La E.M. fibre est modèle filfre de F' ; 

ii) La fibre formelle est un modele bigradud de F ; 



I iii) ( 8 )  est N.T.C.Z. ; 

l iv) La suite spectrale d'Eilenberg-~oore de ( 8 )  dégénère 

I complètement ; 

1 v) La suite spectrale de Serre collapse au niveau E 2 .  

Si l'une des propriétés précédentes est vérifiée, on a 

év idemrnen t : 

dim Y ~ ~ + ~  
( 1  + t2"+') P 

f~(~) 
(t) = II II 

n>O p2O 
2n 

dim 
( 1 - t  > P 

V 1 1 1 . 5 . ( 5 )  Exempte : La fibration canonique. 

Soient M un espace 1-connexe, 

désigne la fibration canonique et (AZ,D) un modèle filtré au sens 

de CH-S] de M, dont le modèle bigradué sous-jacent est (AZ,d). 

et on définit une dérivation s sur L(Z) 8 L(S) en posant 

s est de degré -1 et augmente le degré filtrant de +l .  On définit 

une différentielle D' sur L ( Z )  8 L(;) en posant : 



avec A un automorphisme linéaire (et une dérivation) qui vérifie 

Alors (F,n) est un KS modèle de lorsque l'on pose 

~/L(z) 
= A()V, n(Z) = ciz tel que dEaz = A(T) .v(z) . 

On définit d' en posant 

- 
d ' IL(Z) = d9 

d'z = z - A-] (sdz) 

et on vérifie que (F,n) est un modèle filtré au sens de M. Vigué, 

de modèle bigradué sous-jacent G 

Si on note, 

6' la partie linéaire de D' 

6 '1 11 D 

- - 
6 ' II II D ' 

alors 

d'où 

DZ = 62 + D+z avec D+r E L+(z) .L+(z) 



La E.M. fibre est donc obtenue en translatant les générateurs 

du modèle filtré et en munissant ~ ( 2 )  de la différentielle 6 obtenue 

en prolongeant à ~(2) la partie linéaire de D. 

En particulier, ceci démontre que la suite spectrale 

d'Eilenberg-~oore d'un espace M introduite dans k-g est précisément 

la suite spectrale dl~ilenberg-~oore de la fibration canonique 

La suite spectrale dl~ilenberg-~oore de la fibration canonique 

collapse au niveau EZ ssi M est faiblement formel ([H-s]. Th. 7.20). 

V111.5. (6)  Exemple. 

On donne ici un exemple de fibration 

telle que 

i) la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration (*) 

collapse mais ne dégénère pas totalement. 

ii) la suite spectrale d'Eilenberg-~oore de l'espace F ne - 
collapse jamais. 

Pour cela, considérons l'application cellulaire 

4 
qui envoie le 2-squelette de CP* sur le point base de S . T induit 

au niveau des modèles minimaux l'application : 



db' = b 
2 

lbl = 4 l b l l  = 7 

l x 1 [  = 5 dx' = x 
3 

1x1 = 2 

2 
~ ( b )  = x y ( b l )  = xx' .  

Le E.M. modele de y  e s t  d é c r i t  par l e  tableau suivant  

(c f  : VIII .2 . (9) )  : 

La E.M. f i b r e  (L(Y) ,E) e s t  d é c r i t e  par l e  tableau suivant  : 



- - 
Puisque D = DI, F = Ff, la suite spectrale dfEilenberg- 

Moore de la fibration (*) collapse au niveau 
E2, 

mais ne dégénère 

pas complètement puisque 

Lxb * r'] # O E E:'~ 

La fibre F peut se défioir géorn4triqyement comme 

lfespace total d'une fibration principale 

d'invariant de Posnikov le produit des classes fondamentales T et 
s 

T Un modèle minimal de F est donné par 
s5 ' 

avec 

En calculant le modèle filtré de F, on voit facilement que 

la suite spectrale dl~ilenberg-~oore de F ne collapse jamais ce qui 

prouve que F = Ff est loin d'être un espace formel au sens de CH-S] . 



CHAPITRE IX 

THEORIE DE L'OBSTRUCTION A LA REALISATION \ 

D' UNE C-EQUIVALENCE ENTRE DEUX F IBRATI ONS , 

lx-1. RAPPELS ET NOTATIONS. 

1X.1.(7) On note 

Top : la catégorie des espaces topologiques connexes par arcs, 

pointés. 

C.W.T.F.N. : la sous-catégorie de - Top des C.W. complexes de type fini, 

nilpotents. 

k-A.D.G.C. : la catégorie des a.d.g.c., cohomologiquement connexes, 

augmentées. 

Ik-K.S.T.F. : la sous-catégorie des A.D.G.C. des KS complexes de type 

fini . 

1X.1.(2) On considère les deux foncteurs contravariants 

. 
adj oints 

A 
TOP + A.D.G.C. 

R 

A foncteur de Sullivan (1.4.(1)) 

R foncteur réalisation géométrique 



On note 

ox : X - R O A(X) X s - Top 

f : C ----t A O R(C) C tz A.D.G.C. 
C 

les applications canoniques qui définissent des transf~rmations 

naturelles 

: Id - R o A  
TOP - - - - A o R .  

f : IdADGC = 

Lorsque l'on restreint A et R aux catégories 

C.W.T.F.N. 

alors A et R induisent des équivalences de catégories homotopiques. 

Dans ce cas : 

f~ 

: C - A O R(C) 

est une équivalence d'homotopie et 

Bx : x -+ R O A(X) E X 
Q 

est une localisation de X (cf. [ ~ d  ) . . 

lX.1.(3) On considère des fibrations rationnelles de même 

base 



V v -U ZX. 1.  ( 4 )  On no te  (E ,( ) un nodele  KS minimal de (aV) ,  

de  base ( (BydB) .m) . 

où ((BYdB)>m) e s t  un modèle de  M y  que l ' o n  supposera connexe 

v v -v l x .  7 .  (5) On no te  ( Q , ) un E .M,aodê le  de  (av) 

de  base ((B,dB),m) 

v V -V 
On note  (G ,5  , 5  ) l e  E .Y .aodè le  formel sous-jacent 

v v -V 
à (F Yq Y Q  1 



lx.  7 .  ( 6 )  Pt~opbLCLon. - 

Soit f une équivalence d'homotopie 

f : E' -+ E" 

telle que 

?Tt' O f = 71' 

alors les KS extensions minimales 6' ef 

lx .  7 .  ( 7 )  Pheuve : 

On a le diagramme suivant commutatif : 

E" sont isomorphes. 

d'où on déduit le diagramme commutatif : 

Le théorème d'unicité des modèles KS minimauq entraîne 

1' existence d'un isomorphisme (ldg,y, J )  entre E 1  et Et' .  



TX. 7 .  ( 6 )  PkapoaLtZun. - 
Si E ' ,  E", M, F', F" e C.W.T.F.N. et s'il existe un isomor- 

phisme (Id Y , )  entre les modèles KS minimaux E' et E", 
B 

alors il existe deux équivalences d'homotopie f et f rendant 

le diagramme suivant commutatif : 

On peut toujours supposer que B € K.S.T.F. alors B B L(x') 

et B 8 L(x") E: K.S.T.F. et on a le diagramme commutatif : 

En appliquant le foncteur R, compte tenu de IX.1.(2), on 

obtient le diagramme désiré. 

I Les f ibrations rationnelles (*' ) et (*") sont h-équivalentes 

I (resp. strictement h-équivalentes s'il existe un isomorphisme 

1 (ldB,$,$) (resp. ( F I  = F", $ = Id ) )  entre les KS extensions 
L(X) 

1 minimales E' et E". 



(O,$) est appelée une h-équivalence (resp. une h-équiva- 

lence stricte). 

l X . 2 . ( 2 )  Remmyues. 

a) ~ ' a ~ r è s  IX.1.(8) et ( 6 ) ,  dans la catégorie C.W.T.F.N., 

les fibrations (*') et (*") sont h-équivalentes ssi il existe deux 

équivalences d'homotopie f et f rendant le diagramme suivant 

commutatif : 

b) Si (*') est h-équivalente à la fibration triviale, 

alors elle est strictement h-équivalente à la fibration triviale, 

c'est-à-dire homotopiquement triviale (H.T, cf. VI. 1. (2)). 

c) Deux fibrations h-équivalentes ont leur fibre qui ont 

même type d'homotopie rationnelle. 

1X.2. ( 3 )  Dé,$iniaXon.- 

Les fibrations rationnelles ( 8 ' )  et (a")  sont c-équivalentes 

(resp. strictement c-équivalentes)slil e~iste deux isomorphismes 

dla.g.c. f et f rendant le diagramme suivant comtatif : 



- 
(resp. F' = F", f = id 

H(F,I<)) ; 

(f, f) est appelée une c-Gquivalence. 

ZX.2. ( 4 )  Remmque~. 

a) Il est clair que si deux fibrations sont h-équivalentes 

alors elles sont c-équivalentes. La réciproque a cette proposition 

est fausse comme on le verra en (c ) .  

b) Si la fibration (*) est c-équivalente à la fibration 

triviale, alors elle est strictement c-équivalente à la fibration 

triviale, c'est-à-dire cohomologiquement triviale (C.T cf. VI.].(]). 

c) Les exemples VI.1.(6) et VIII.4.(10) montrent qu'il 

existe des fibrations c-équivalentes qui ne sont pas h-équivalentes. 

Si M est un point, de la définition IX.2.(1) (resp. IX.2.(3)), 

on déduit la notion d'espace topologique h-équivalent (resp. c-équivalent) 

et de h-équivalence entre deux espaces topologiques (resp. de c-équiva- 

lence) . 
Dans CH-SI sont étudiées, les obstructions la réalisation 

d'un ' c-équivalence entre deux espaces topologiclues par une h-équiva- 

lence. 

Le reste de ce chapitre est une vergion relative de [H.s] à 

savoir : étudier les obstructions à la réalisation d'une c-équivalence 

entre deux fibrations par une h-équivalence. 

7X. 2, ( 6 )  Pé~ in i ; t ion .  - 

Une c-équivalence (f,f) est réalisable par une h-@qui- 

valence ($,$) si 

* -1 
f = ( E U ) *  O 9% O ( ( 6 ' )  ) . 



Si la c-équivalence (f,f) est réalisée par ($,$), alors 

a 
sur lm(jl) , on a : 

- m - 1  
f = (s")* O sm O ((5') 

- 
par suite, la c-équivalence f entre F' et F" est réalisable 

par $ si et seulement si (%') est T.N.C.Z. 

La réalisation d'une c-équivalence (f , T )  n'entraîne pas 
- 

nécessairement la réalisation de f. 

lx-3 - THEORTE DE L'OBSTRUCTION. 

lx. 3. ( 1 ) Considérons une c-équivalence ( f  , f )  entre 

( )  et (x"), nous avons donc le diagramme commutatif suivant : 

et d'après VII.3. ( 2 ) ,  les E.M.-modèles formels (G' $5' , f l )  et (~",5".5") 

sont isomorphes. 



Notons (IdIl (B , dB) ) cet isomorphisme. @ et $ sont de 

bidegré (0~0). De la même manière qu' en VIX , 3 .  (51, on dêduit I 'exis- 

tence d'un E.M.-modèle (F"' ,TI"' ,6"' ) de (8")  isomorphe à (fl',rl",?") 

en tant que E.M.-modèle et admettant ( G y  ' 0 ' çomme E.M.- 

modèle formel sous-jacent. 

ZX.3. ( 2 )  Pour simplifier les notations, OP pote (G,c,f) 

le E.M.-modèle formel de (*') : 

( ' ) un E.M.-modèle de (*') de modèle formel 

sous-jacent (G,T ,SI . 

(F1 ' ,q" ,~ ' ' )  un E.M. modèle de ) de modele formel sous- #! 
L\LLL 

jacent (G,£ O 5,: O f) O 

Un tel modèle existe d'après IX.3.CI) et on a les relations 

1X. 3. ( 3 )  Théonème. - I 
l Avec les notations de IX.3.(2), une condition necessaire 

et suffisante pour qu'une c-équivalence ( f , f )  soit réalisable 

est qu'il existe un isomorphisme dla.d.g,c. 



I tel que 

I X .  3. (4) Remahqua. 

a) En choisissant paur F" un E;,M..modèle de ni~dèle fsrmel 

sous-jacent (G,<,t) la réalisation de f équivaut à la réalisation 

de Id 
H (E ' ,k) ' 

b) La condition ..) et la dégénérescence de la suite 

W 
spectrale associée à la filtration F entraîne que Y = Id. 

P 

c) Y induit un isomorphisme 

tel que 

- 
Comme la suite spectrale associé à F ne dégénère pas 

P ' 
forcément, en général $ # Id. A l'aide de VII.3. (l), on retrouve 

la remarque IX. 2. (7) . 

1) Supposons qu'il existe un tel Y, a l o r s  il existe un 

isomorphisme et nous avons le diagramme suivant commyqatif : 



 après la propriété de "relèvement des homptopies" (cf, [H-1-1 , 
th. 5.19) il existe un homomorphisme 

tel que 
a O 1' = i et n '  O a % 5' (rel. B) . 

Alors a est un quasi-isomorphisme qui induit un quasi- 

isomorphisme 
- 
a : (L(x'),~') -t (L(Y),D'). 

( E  ' , nl'oYoa, ;iUoT'oa) est alorq un modèle KS minimal de (;KI') 

et le théorème d'unicité des modèles KÇ minimaux entrazne l'existence d'une 

h-équivalence , telle que : 

{"O lp = Tl'' O Y O a 

S1O ;O = ;;ll 0 Y O oE . 

* - 1  m * - 1  or (5m)*09*o ((5')) =(TI') o ~ * ~ a * o  ((51) 1 
m * * 7-1 x - 1  

(rlU)*0Y P a  0 (a 0 ( ( n l )  
* -1 = (Tl")* O Y* O ((q') ) 

* - 1  
= (n'@)*O ( ( n t )  1 



or pour tout @ E: ker D' n B B L(Y) il existe E: B 8 L(Yo) 
O 

tel que 

On a donc démontré qu' il existe une h-êquivalence ($,$) 

qui réalise (f , f )  . 

2) Réciproquement, supposons que la h-équivalepce ($,$) 

réalise la c-équivalence (f,f), on obtient le diagramme suivant 

commutatif : 

En appliquant le théorème de relèvement des homotopies 

(T. 5.19, [H-14, il existe un homomorphisme dla.d.g.c. 



tel que a o i  = I '  et 5' o a % n 1  (ml, B) 

alors 

(F',tl' o 4 O a, 5'' O $ O 8) est up E.M.-modèle de  (8")  et 

le théorème VII.4.(5), entraîne l'exisqence d'un Y tel que 

Un couple (f,f) est n- réalisable s1 il existe un isomorphisme 

tel que i) $ o i = i  

ii) ($ - Id) (Yp) C F 1 b' p E: CO,] ,..., n+ll. 
P- 1 

Un tel est appelé un n-réalisateur ppur (f*?). 

Si $ est un n-réalisateur pour f ,  , l'application 

linéaire de degré + 1  

définie par O($) .Y ' [~"$D'Y] 

est appelé élément d'obstruction. 

Notons 

O,(£,?) = IO($)[$ est un n-réalisateur de f). 

a) D'après le théorème IX.3. (3 ) ,  si (f ,f) est réalisable 

par une h-équivalence, alors f est n-realisable, pour tout n 6 IN. 



Nous démcmtrons 4 h B  4~r: sY&e qti dS (f,f) est  n réalisgble wur 

tout n e ILi1, alots (f ,f) agt s&albsqbla ('Eht 2n,3,Cl))) , lors- 

s (M,%) 9t RCE@IM~{- * & 

? r - 7 : e r 7  I L  -J Y ~2~ 3 ~ E + . J :  i S . ;  $ * - ,  - t + \ F J ~ ,  , r, 2 , 

b) me c-équivalence (f,?) est ~ O U ~ Q Y P S  O-r6aliaable. 

par 1 ' ident i  ta.  

R(M,k) et H(E"&) sont da type f in i ,  il en aatr de m@e de Y 

(VII.5. (8)) et 

- 
i 1 ;  . -:!t.IfJ~ 

et .i p f  *fit uq s+ic. t*pcfo<%pue SupliiY'. 

. TI,?, - t i r , 2  - g ~ 5 ~ t ~ : . ; ~ k a - ~ c  t-,, 

sous ses coriditiona g(t ,$), +parait coma un souszosemble de , 
11 1 

H fat' ,n, I-(FF) 6 % 1 * ..- - '2 3 i ; '  8 

- 
4 . .  " 1 .  r r i t l i l i  $613 

IX.3.11) NQ~QUS An. 1' Int &+ ##rSy:i@&~~ @ dia dwré O 

-'if( ' f i . '  

de 3 0 L(Y5.) qui *rifient : 

:., . < - . p .  - ,  > 
- .) D% ;-'@D" 1 

. e l  = O 
*'3 ...) e ( n p ) c  a e  ( L ( P ~ ~ ~ $ ~ ~ , - ,  Vi$e:fb:l ..... al .  

- (!,7> $? , ( i ' b , <  .~:i ctinyé~l\,$'!  8 ) :  ,soT:!r,": I .  , b 



définie par 

~ ( 6 )  .Y = Ln'' 8 ~"y] . 

Notons Ô (f ,f) l'image de on(f , P I  dans l'espace quotient 
n 

1 
Hom (Yn+, , H ( E " , ~ ) )  /!(A ) 

n 

Dans la section IX.4., nous établirans les resultats suivants : 

Supposons que 4 est un (n-1) réalisaqeur pour ( f , f ) ,  

alors 

lx. 3. ( 9 )  P h o p b h 5 o n .  - 

Un (n-1) réalisateur pour (f ,f) s'étend en un n - réalisa- 
teur ssi O($) = 0. 

Si (f,f) est ( - 1  réalisable, alors ( f , f )  est n -  réa- 

lisable ssi on(£ ,?) = y(An). 

Si H(M,I~) et H ( E '  ,lk) sont de type fini, alors (f ,f) 

est réalisable ssi 

ôn(f,r) = Q , V n c  W. 

est un 

lx-4. DEMUNSTRATIUN DES R&SU,!.TATS IY.3.(8), (91, ( I O ) ,  ( 1 1 ) .  

Tout n-réalisateur de ( f ,? )  est de la forme ee.$ où g 

n-réalisateur arbitraire et 6 e An. 



7X.4. ( 2 )  Ptreuve : 

Soient et deux n-r4alisatevrs dq ( f , S ) ,  alors 
1 

Y = $] O $-l est un automorphisme de (8 B L(Y, ),D") .n+l 

tel que 

. ) Y o i = l  

La condition ..) entraîne que Y est localement uqipotent 
1 

et on peut définir : 

On vérifie aisément que 0 c An, d'où le lemme. 

1X.4.  ( 3 )  Lemme.- 

Si $ est un n-1-réalisateur, alors pour tout 0 E An, 

o(ee$) = O($) + ~ ( 0 1  

7X.4. ( 4 )  Pheuve : 

On remarque que si Y Yn+l' 

est un D" cocyle de B B L(Y)4n_1. D'après lp lemne ~11.1.(4), il 

existe w E F et a e Fo tels que 
n 

d D'y - ~ " y  = D"w + a. 

Il résulte de la dé£ inif ion de O($) que 

(ri") [d = O($) .y 2 H ( E W , $ ) .  



D'autre part, on remarque que O(Df'y) est un Dl' cocycle 

de F I ,  alors toujours d'après le lemme VII.I.(4), il existe 

v c Fn et B c Fo tels que : 

Alors, 

De tout ceci, on déduit : 

d'où 

o(ee$) .y = (nfl)*[eeg~'y] = (nf')*[6] + (ri1')*( [a] 

1X .4 . (5 )  La proposition IX.3.(8) résulte directement des deux 

lemmes précédents. 

Les propositions (9) et (10) sont très faciles à vérifier. 

1X.4. ( 6 )  Démom&a&an du fhéa~ème l x .  3. ( 7 7 ) . 
a) Si on suppose que (f,f) est réalisable, alors nous avons 

A 

déjà remarqué que (f ,?) est n-réalisable pour tout n, donc O,(£ , f )  = 0, 

pour tout n. 

J 



b) Supposons que Ô (f ,f) = O, pour tout n E IN, alors 
n 

(f , f )  est n-réalisable pour tout n. 

Posons, 

le sous-espace des applications linéaires de degré Q qui s'étendent 

en une dérivation 8 appartenant à A . De fgçon évidente, pour 
m+n 

chaque p 2 O, on a la suite s ( p , n ) ,  

De VII.5. (IO), il résulte que, chaque nP n , n+m est de 

dimension finie, donc chaque suite s(p,n) stationne. Notons N(p,m) 

le plus petit entier tel que 

Lemme IH.sJ .- - -  

Sup~osons que 3 soit un N(p,n)-r6aliseteur pour ( f , f ) ,  

alors pour tout l b N(p,n), il existe un [-réalisateur $ tel que 

En particulier, pour tout & 3 N(n,n), on pbtient une suite 

( )  de l-réalisateurs telle que 

En posant, 

on définit alors une h-équivalence. 



lx- 5. EXEMPLES - CHANGEMENT DE CORPS DE B A S E .  

IX.5.(7) Vérifions à l'aide de la théorie de l'obstruction 

que la fibration (x )  définie en VIII.3.(10) n'est pas h-équivalente 

à la fibration triviale. 

On considère la c-équivalence stricte 

avec les notations de VIII.3.(10), le E.M.-modèle de ( 8 )  a pour 

II espace total" (L(r,s) 8 L(x),D') tandis que le E.M.-modèle de la 

f ibration triviale a pour espace total (~(r, s) 8 L(X) ,D) . 

3 = Id est une O-réalisation et 

n'est pas un cobord pour D', par suite O1(Id) f O. 

1 IX.5. (2) Puisque on(£ , P ) c  Hom (Yncl ,H(EW,lk)), il est clair 

que les conditions 

i) yn = O si n a  (p+l)l (1 > 1) 
P 

ii) H'(E",I~) = O si s > N  

entraînent, qu'il existe au plus un nombre fini d'obstructions non 

nulles, puisque 

1 N-2 
Hom (Yn+,,H(~",k)) = O , si n > - -  

1 
2 .  



ZX.5 . (3 )  Cm put t icf im.  

i) Si (*) est T.N.C.Z. et si 

H~ (~,tk) = O i , < r c e  

H'(E,~) = O s > N = 3[+1 

alors il n'existe pas d'obstructions non nulles (cf. CH-S] rq.3.8 et 
? 

VIII.3. (1)). 

ii) De ce qui précède, il résulte que si (*) est C.T et 

vérifie 
H'(E,I~) =O , 1 C r g t  et r > 3 l + 1  

alors (*) est H.T. 

iii) Si (*) vérifie 

il résulte de VII.4.(3) et de la formule 

que = O si n 6 (p+l)e (car Y X) 
P 

ZX. 5. ( 4 )  Changement de  cotpd de base. 

Considérons une c-équivalence (f , f )  , relativement au corps 

ik, entre (*') et (*If) et K une extension de k. 



- 
(f 8 lg, f 8 lIK) est une c-équivalence relativement au corps IK. 

Si on suppose que (f B IlK,f B lK)  est réalisable par une h- 

équivalence ( O , $ ) ,  

- 
alors toutes les obstructions Ô (f B IfK,f B IlK) sont nulles. 

n 

Avec 
1 

On(£ 8 llK,Z B lIK)C Hom (Yn+] 8 lK, H(E1') 8 IK) 

et on(£ e I ,Z e lIK) = Y(~n) 
1K 

où 5 = l'ensemble des dérivations 0 de degré O de B B L(YIn) B IK 
n 

qui vérifient . , . . et . . . de IX.3. (7). 

Si on note i l'inclusion de 

1 1 
HOKI (Y~,H(E",~~) 4 Hom (Y B K,H(E1',M)) n 

on vérifie que 

et une récurrence comme dans [H.s] permet de montrer que 

pour tout n, c'est-à-dire que (f,?) est réalisable par une h- 

équivalence (relativement à k) . 

Essentiellement, c'est la propriété pour les obstructions 

O,(£ , l )  d'être des variétés affines de direction y(An), qui fait 

que la réalisation d'une c-équivalence est indépendante du corps de 

base. 



ZX-6 - FZBRATZUNS FORMELLES. 

ZX.6. ( 7 )  Une fibration rationnelle 

est dite formelle s'il existe un E.M.-modèle de (*) qui soit aussi 

1 
l ZX.6.(2) Si (F,n) désigne un E.M.-modèle de (*) et si (*) 
l 

I 
est formelle, on obtient le diagramme commutatif 

où toutes les flèches verticales sont des quasi-isomorphismes. Il en 

résulte que : 

1) M et E sont nécessairement des espaces formels ; 

2) Si M = pt, (*) est une fibration formelles ssi F = E 

est un espace formel au sens de CH-s]. 
3) Si ( 8 )  est formelle, tout E.M.modèle de(*)est un 



1X.6. (3)  On note ((3,~) le modèle formel sous-jacent de 

( F )  on obtient le diagramme commutatif : 

où 8 est un quasi-isomorphisme tel que 

où 0-IG désigne un E.M.-modèle de 1 (doqc de n*) tel que 0-'G 
1 

admette G comme modèle formel sous-jacent (VII.3.(4)), alors d'après 

VII.4.(5), nous obtenons le résultat suivant : 

1X.6. ( 4 )  Phapo6Lx5Lan.- 

Une condition nécessaire et suffisante pour que (*) soit 

formelle est qu'il existe un automorphisme dla,g.c. 

1 tel que 

1X .6 . (5 )  Remmquen : 

Si (m) est formelle, il existe un quasi-isomorphisme entre 

(L(Y),~]) et (L(Y),~), c'est-à-dire que F et Ff ont même type 



d'homotopie rationnelle d'où la suite d'implications suivantes : 

(La suite spectrale 
d'Eilenberg-Moore 
collapse au nivau E2) 

1 )  On voit directement, en construisant le E.M.-modèle 

3 3 3 de l'inclusion de S v s3 dans S x S , et en notant F' la fibre 

homotopique,que la fibration rationnelle 

est formelle puisque D = Do + D l  

2) De VIII.5.(5), on déduit que M est formel ssi la 

fibration canonique R(M) + P(M) + M est formelle. 

3 )  La réciproque de la première implication de IX.6,(5) 

est fausse. 



Considérons la fibration 

définie en VIII.4.(10), cette fibration est C.T donc en particulier 

3 3 
F = F = S v S , mais elle n'est pas formelle. Corne on le voit 

f 

directement en supposant l'existence d'un automorphisme $ de 

tel que 

Z 
(L(r,s) B L(x,y,t,u,v.. .) 

g = Id + g1 + Q2 + ... 
* 

$0 = O,$ (ici d B = O et dl = D, = DI). 

On a nécessairement : 

$(SI = s, g<r) = r 

$(XI = x, $(Y) = y, $(u) = u, $(v) = v 

$(t) = t + As,.. 

et la relation 

$(DU) = D]$(u) 

entraîne que X = -1, tandis que la relation 

implique que X = 0. 
k 

4) La réciproque de la deuxième implication de IX.6.(5) est 

fausse comme on le voit en considérant la fibration de base un point 

4 2 2 
où : ae = s3 + S v S désigne 1 'application canonique. 



Dans ce cas, F = e u (s2 v s2) tandis que 
4 d 

T 

3 2 2 
Ff 

= S v (S v S ), pourtant H(F,L) = H(Ff,k). 

l x .  6 .  ( 7) U b ~ R n u c ~ o n ~  à l a  ~otundLté. 

Définir les obstructions à la formalité est un cas particulier 

du problème de la réalisation d'une c-équivalence par une h-équivalence, 

étudié en IX.3. Il s'agit ici de réaliser  id^ (M) y  id^ (E) ,~d~(~)) par 
- 1 

une h-équivalence entre F et G. 
L 

On retrouve en particulier les résultats suivants : 

alors (m) est formelle. 

ii) Si (m) est T.N.C.Z. et si Hr(F,Ik) = 0, 1 6 r C 1 

et HS(E,Lk) = O, s > 31 + 1 alors (m) est formelle. 

l X . 6 . l t l )  UbsRnuction à ce que F - et F~ aient même type 

En adaptant la théorie des déformations de Gerstenhaber et 

en s'inspirant du travail de Félix [Fe] on construit une suite d'obstruc- 

tions à ce que F et F aient même type d'homotopie rationnelle. f 

Rappelons que F et Ff ont même type d'homotopie ration- 
\ 

nelle ssi il existe un automorphisme $ de L ( Y )  tel que 

$06 = D  09. si on écrit 
1 

- 
alors $ O El = D]$~, on peut donc toujours supposer que 

(J = Id + Q I  + lp2 + ... . 



Notons  AS^ le groupe des automorphismes de L(Y) de la 

forme Id + 9 + q2 + ... 
1 

DerS l'espace des dérivations sur L(Y) de degré s qui 
P 

baissent la filtration de p. 

s s+ l 6 : Der » Der 
P P+ 1 

I. 
H'(D ) les groupes de cohomologie définis par 6. 
P 1 

A 

Ceci étant posé, pour qu'il existe un $ E Aut tel que : 

c'est-à-dire 

- 
(Id + QI + d2 + ... )(B + D2 1 

+ ... ) = Dl(Id + QI + g2 + ...) 

il est nécessaire que 

ce qui équivaut 2 

- 
On pose OI (B) = D2 . Supposons que OI (D) = O, alors il 

- - 
existe $] E Der0 tel que - 1  

1 
D~ = [BI,$;I et D' = e 

= 5 + 6; + E l  + ... 
1 

De la relation D' O 6' = O, il résulte que 

c'est-à-dire que 



Plus  généralement, s i  IJ E A G t  t e l  que 

1 
a l o r s  on peut d é f i n i r  une c l a s s e  {en+, E Hn+l (Dl ) .  

S o i t  Y E A c t ,  t e l  que 

- - 
= y-lDy = E + D" + D" + ... 

1 n  n+l 

a l o r s  on v é r i f i e  que en posant 

on o b t i e n t u n e  r e l a t i o n  d e  l a  forme 

d'où l a  r e l a t i o n  

ce  q u i  e n t r a î n e  

Ceci d é f i n i t  une s u i t e  d ' o b s t r u c t i o n s  n a t u r e l l e s  

0 (D) é t a n t  b ien  d é f i n i e  dès  que O1(D) = C 2 ( ~ )  = . .. = O (D) = 0. 
n  n- 1 



l x .  6. ( 9 )  Exemple. 

Les obstructions précédentes permettent de voir rapidement 

sur le tableau de la différentielle D si une fibration est non 

formelle . 

Considérons par exemple la fibration rationnelle 

définie par son modèle KS minimal ! 

- b; avec db5 - 
2 

dy3 = b2 . 

Son E.M.-modèle, a pour espace total (L(b2 8 b5) B L ( Y ) , D )  

avec Ya3 = O et D représentée par le tableau suivant 

 où 5 est représenté par le tableau : 



Puisque tout élément 0 c ~ e r O  est nul, on ne peut pas 
1 

avoir D2 = DIB - BD,, ce qui entraîne que F et Ff n'ont pas 

même type d'homotopie et par suite que (m) n'est pas formelle. 

(Remarque, on pouvait ici vérifier directement que la suite spectrale 

dlE.M. ne collapse pas au niveau E ). 
2 

l x .  6 .  ( 10) Fibtraitiom d a n t  l a  cahamalagie de  l a  b u e  ~ A X  a b f i e .  

Soit M tel que H(M) = L ( Z )  alors il existe un E.M.-modèle 

de base (L(Z),O) tel que 

De la même façon qu'en IX.6.(8), on obtient une suite 

d'obstructions naturelles. 

^s 
en définissant H. comme l'homologie du complexe 

1 

- S où Der. désigne l'espace des dérivations sur B B L(Y), nulles sur 
1 

B, de degré s et qui baissent la filtration de i. 



Ces obstructions permettent de visualiser sur le tableau 

représentant D, la formalité ou la non formalité de D. 

1 X . 6 . ( 7 7 )  Exemp&a. 

1) Considérons la fibration triviale 

dont le E.M.-modèle peut être représenté, en basse dimension par le 

tableau suivant : 

de IX.6.(10), il résulte que cette fibration n'est pas formelle 

(O1 (D) # O). On pouvait aussi déduire ce résultat de IX.6.(5) et de 

VIII.3.(1) en remarquant qu'une condition nécessaire pour qu'une 

fibration T.N.C.Z. soit formelle est que sa fibre soit un espace 



2) Toute fibration rationnelle de base une sphère impaire 

F & E S2pC1 

X 
telle que 1' image par n du générateur de H'(s~P*') soit indécom- 

posable dans H*(E,~) est formelle ssi l'espace total E est formel. 

Ceci résulte de IX.6.(10) et VIII.2.(9), 1-b. 



APPENDI CE 
--------- 

KS-MODELE D'UN FIBRÉ, DE F IBRE TYPE G/H 

ASSOCIÉ A UN G-FIBRÉ PRINCIPAL  

Soit G un groupe de Lie compact connexe et H un sous- 

groupe fermé de Gy alors G opère à gauche par translations sur G/H 

et on obtient le fibré de fibre type G/H 

associé au G fibré principal 

Nous désirons, en utilisant uniquement la théorie de Sullivan, 

calculer le modèle KS du fibré (m). Pour cela, nous suivrons la progres- 

sion suivante : 

1) Calcul du modèle minimal d'un groupe de Lie connexe ; 

2 )  Calcul du RS modele du fibré universel + B  E~ G 

3) Calcul du KS modèle d'un fibré principal ; 

4) Calcul du KS modèle d'un espace homogene G/H ; 

5) Calcul du KS modèle de ( v ) .  
........................ 
( 1 )  L'hypothèse G compacte peut ê t re  omise en remarquant suivant l e s  

cas que : 

il D'après l e  théorème drIwasawa G a même type d'homotopie 
qu'un sous-groupe compact maximal Ge. 

ii) Le groupe s tructural  d 'un G f ibré principal d i  f férent iable ,  
de base paracompacte peut-être rédu i t  a un sous-groupe compact. 



I ) CdcLLe & modèle mi&& d' w grroupe d e  Lie connexe. 

La multiplication du groupe de Lie G 

induit une comultiplication 

qui fait de H*(G,I~) une algèbre de Hopf. 

* 
Par définition, un élément x E H (G,k) est primitif 

(rel. k) si 

et un théorème classique de E. Cartan, Pontrjagin et Koszul affirme 

que lorsque G est réductif 

où PR est l'espace vectoriel des primitifs (rel. IR). 

PR 
est gradué uniquement en degré impair. 

En notant : 

la comultiplication canonique définie par 

%(X) = 1 8 x + x B  1 

alors Pk = ker (&-A*>) 



et puisque, 

nécessairement, 

dim P = di%Pa( . 
cP (P 

 a autre part, l'application induite par l'inclusion de 

P dans H(G,q), j : AP -+ H(G,() est injective et puisque 
cP (4 
H(G,R) = H(G,Q) B R y  nécessairement j est bijective. 

forme : 

Il en résulte que le @-modèle minimal de G est de la 

(APG, O) 

lorsque l'on note PG les primitifs de G relativement è Q. (PG est 

gradué uniquement en degré impair). 

Puisque G est connexe, B est 1-cannexe et le fibré G 

universel 

est une fibration rationnelle qui admet un US wod6le minimal 



où (L(Z) ,dg) est un modèle minimal de B ~ *  

De la suite exacte longue de Y-homotopie et de l'acyclicité 

de E on déduit que 
G y  

a# 
I 

i+ 1 ~E(G) y ,  (B,) (cf, I , 8 . ( 3 )  

est un isomorphisme pour tout i. 

Modulo, l'isomorphisme 

posons, # a (PG) = QG 

par suite un modèle minimal de BG est de la forme 

et la KS extension minimale E de la forme 

où 

avec 

Comme 

nécessairement 



et puisque EG est acyclique, il existe $(x) c $*(Q) 9 AP tel que 

11 résulte de ceci qu'il existe un isworphisme g tel que 

- 1 si on pose d' = g dg, on ait le diagrairirae suivant c~mmufatif 

et tel que : # d'x = a X, x c P~ (cf. lemme IV.3.(1)). 

C o n ~ i o n  : 

Le fibré universel 

admet un modèle KS-minimal de la forme 

tel que 

i) a# : PG + QG est un isomorphisme Bq degr6 il 

# 

iii) (SQG,O) est un modèle minimal. de pG. 



3 )  Modèle d'un G-d ibkd  p r u n c i p d .  

Soit E A M un G-Sibré principal, il eqisfe une appli- 

cation classifiante 9 : M + BG 

Remarquons, que puisque G est connexe les deux fibrés sont 

des fibrations rationnelles et puisque E M est la "pull back" 

du fibré universel dont on connaît le KS modèle, d'aprèp CH-11 th. 20.6 
un modèle KS de E A M est de la forme 

où A(M) est un modèle quelconque de M (non forcément KF) et 

lorsque l'on désigne par $, un homomorphisme d'a .cl  . g  ,c, 

tel que 



4 )  KS modPte d'un enpace homogène. 

Si on nota, F la f i b r e  homotopique d'une applicati~n 
P 

continue 

Alors on construit un. qadèle du morphisme dlcl.g.c., 

en définissant g et d, de manière à ce que le diagramme suivant 

Pour cela, on pose : 

Pour montrer que g est un q u a q i ~ i ç o m o ~ p ~ i ~ m e ,  OR vgrifie, 

en filtrant par : 



que l'inclusion 

est un quasi-isomorphisme, ensuite an remarque que 

Ceci prouve, que la KS extension 

est un KS modèle de la fibration rationnelle 

Par suite, 

(SQ, e AP,,~) 

avec 

est un KS modèle (non nécessairement minipgl) de F que l'on rend 
P 

facilement minimal en le "divisant" par une algbbre cqntractile 

cf. [H-1-1 th. 2.2. 

C a h  p ~ c ~ e A  : 

Si H est un sous-groupe ferm6 connexe de Ç, cpnsidérons 

une application B. classifiante pour le G-fibrB obtenu à partir de 
1 

EH, 
par extension du groupe structural 



Alors, il est facile de vérifier que B. admet pour fibre 
1 

homo topique 

C o n c t ~ i o n  : 

Un modèle KS de l'espace homogène G/H est donné par 

1'a.d.g.c. libre 

(sQH 8 APG,d) 

avec 

5 )  KS modèle de (*). 

Considérons le fibré 

associé au G-fibré principal 

G E - M  

alors il existe une application Y. 



telle que (*) soit le "pull back" de 

alors d'après [H-d th. 20.6, (*) admet un modèle de la forme 

où i) (A(M),dM) est un modèle quelconque de M ; 

lorsque 

désigne un morphisme d'a.d.g.c. tel que 

Alors du th. 2.2. de DI-13, il résulte qu'en "divisant" par 
une sous-algèbre contractile de SQH PI APG on rend le modèle E 

minimal en gardant une structure pure, ce qui entraîne que 

est une fibration pure. 



6 ) E x e m p t a  : 

1) Considérons le fibré en spheres associé au fibré tangent 

2n- 1 
à la sphère S (n 2 2) 

S2n-2 j, E -  
S2n- 1 

(*> 

(*) est une fibration rationnelle pure (cf. 5)) car c'est 

un fibré de fibre type S 2n-2 associé à un SO(2n-1) fibre principal, 

il admet donc un modèle KS de la forme 

et nécessairement 

dx = O, dy = O, dz = y 
2 

En remarquant que E x S0(2n)/S0(2n-2), on obtient un modèle 

minimal de !XI (Zn) 1 (2n-2) 

2) En notant 

où pi désigne la i-ème classe de Pontrjagin universelle et e la 

2 
classe d'Euler universelle (e = pn), pn obtient les modeles minimaux 

des variétés de stiefel 



- 
('(el 8 ~ ( i ~ - ~ ,  . . . ,pn) , d l  

- 
= e 

2 
de = O, d~,,~ 

- 
dApj = O, j + n-s . 

On remarque qu'une varieté de Stiefel a le type d'homotopie 

rationnelle d'un produit de sphères impaires et d'au plus une sphère 

paire. 



algèbre commutative graduée (a. g . c .) 1.1 , (7) . 
algèbre connexe - I.1.(6). 
algèbre différentielle graduée (a.d.g.1 - I.1,(9). 
algèbre graduée (a.g.) - I.1.(4). 
algèbre libre - I.1.(10). 
algèbre (KS) minimale - I.2.(4). 
algèbre pure - III.1.(3). 
algèbre quotient il 8 L(X) - IX.3. (5). 
augmentation - I.1.(5). 

caractéristique d'Euler (cohomologique) - II.2.(7), 
caractéristique d'Euler homotopique - 1.6.(5), 
complexe de Koszul - III.1.(7). 

dérivation - I.1.(8). 

élément homogène - I.1.(3). 
E.M.-fibre - VIII.1.(5). 
espace nilpotent - I.7.(3). 
espace simple - I.7.(4). 
espace vectoriel gradué - I.1.(3). . 

extension KS - I.2.(1). 
extension KS minimale - 1.2.(3). 
extension KS pure - III. 1 ,,(I) . 

fibration de Serre - I.4.(6). 
fibration cohomologiquement triviale (C. T) - VX. 1 . ( 1 ) . 
fibration formelle - IX.6.(1). 
fibration homotopiquement triviale (H.T) - VI.1.(2). 
fibration rationnelle - I.4.(9) (pure TXT.2.(1)). 

fibration non totalement cohomologue à zéro (N.T.C.Z.) - II.1.(1). 



fibré de Borel - II.2.(4). 
fibre formelle - VIII.1.(5). 

graduation, supérieure, inférieure - TII.I.(6). 
groupe nilpotent - I.7.(1). 

modèle d'Eilenberg-Moore - VII.2.(2). 
modèle formel - VII.2.(5). 
modèle minimal - I.3.(2) - I.4.(2). 
module nilpotent - I.5.(2). 

X 
Y - homotopie (IT~) - 1.6. (2). 

rang d'un espace (rg X) - 1.6. (5). 

série de Poincaré - II.2.(7). 
structure (KS, minimale) - I.2.(2) - 1.2.(4). 
structure pure - III.I.(I). 
suite exacte de Y-homotopie - 1.8.(2). 
suite régulière - III. 1. (8). 
suite spectrale d'Eilenberg'-Moore - 11.4.(1). - VIII.5. 

type f - I.6.(6). 
type fini (algèbre graduée de ...) - I.I.(I 1). 
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