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Les premiers noyaux reproduisants ont &té &tudiés par
S. Zaremba dans ses recherches sur le probléme de Dirichlet (1907)
puis par S. Bergman en théorie des fonctions analytiques (1929 ;
voir la bibliographie de [3]). En 1943 N. Aronszahn présentait la
théorie des noyaux reproduisants dans toute sa généralité ([2]) et
1'approfondissait en 1950 dans [3]. Le formalisme allait encore &tre
étendu en 1964 par L. Schwartz ([43]). Cette théorie a &té largement
utilisée dans de nombreux domaines et en particulier en probabilité& et
statistique (fl; l] , [_—351 R [16] R [34] s [33] s [12] R [15] R [24] , etc...). D'autre
part 1'étude des variables aléatoires 3 valeurs dans un espace de
Hilbert a fait 1'objet de nombreux articles et ouvrageé sans hypothése
particuliére sur 1l'espace. Or il est fréquent que les espaces utilisés
soient & noyau reproduisant. Nous avons donc tenté de voir ce qu'apportait

cette particularité pour 1'étude des variables aléatoires.

Le chapitre I est consacré aux généralités sur les variables
aléatoires 3 valeurs dans un autoreproduisant : mesurabilité, intégrabilité,
convergence faible des lois, opérateur de covariance. Un espace auto-
reproduisant étant déterminé (& un isomorphisme de Hilbert prés) par
la donnée de son noyau, la plupart des propriétés données sont trés
dépendantes du noyau. Nous donnons en particulier des conditions
nécessaires et suffisantes de mesurabilité et d'intégrabilité au sens

de Pettis.

Dans le chapitre II nous montrons comment on peut considérer
la mesure empirique comme une variable aléatoire & valeurs dans un

espace autoreproduisant et déduire des propriétés du noyau un théoréme
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central limite pour cette mesure. Dans un cas particulier la mesure

empirique est approximée grdce aux résultats obtenus dans [QQJ. Les

hypothéses faites sur 1'espace permettent de le plonger dans un espace
2

L”. Nous étudions les propriétés qui en résultent et nous caractérisons

1'image de son noyau de Schwartz.

Nous pensons que ces deux premiers chapitres sont susceptibles
de développements ultérieurs, en particulier en théorie des mesures
aléatoires (en utilisant les méthodes de [?4]) et en statistique

fonctionnelle (en liaison avec le dernier chapitre).

Le chapitre III est consacré aux méthodes splines en estimation
fonctionnelle (remarquons que ces méthodes mettent souvent en évidence
des variables du type de celles &tudiées dans les deux premiers chapitres).
L'un de nos soucis majeurs, lors de la rédaction de cette thése a été
d'éviter au lecteur des reports constants 3 la bibliographie ; nous
avons donc fait dans chacun des chapitres certains rappels afin de
rendre 1'ensemble facilement accessible. En particulier dans celui-ci,
donnons-nous quelques résultats classiques et leurs démonstrations
afin de permettre au lecteur peu familiarisé avec les splines de suivre
aisément notre exposé. En effet, aprés la publication de Bﬂ, qui contient
une partie des résultats de ce chapitre, de nombreuses questions nous

ont été posées au sujet des estimateurs splines.

Ces estimateurs s'adaptent facilement aux différents problémes
d'estimation fonctionnelle (fonction de répartition, densité, régfession,...).
Aprés des considérations d'ordre général, nous particularisons notre
étude 3 la fonction de répartition et 3 la densité&. Le lecteur intéressé
par le cas de la régression pourra consulter [39]). Nous définissons

les noyaux splines et nous montrons comment les méthodes splines s'intégrent
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4 la théorie générale dé&veloppée dans [}5]. Les majorations obtenues
pour les noyaux permettent d'obtenir des conditions suffisantes de
convergence ponctuelle en moyenne quadratique et presque compléte,

et de convergence uniforme presque compléte dans le cas de subdivisions
quelconques. Dans le cas de subdivisions uniformes des conditions
nécessaires et suffisantes de convergence simple ou uniforme suivant
différents modes stochastiques sont donnés, ainsi qu'un encadrement

de la vitesse de convergence.

Nous terminons par quelques commentaires sur 1'emploi des

méthodes splines en statistique.



CHAPITRE 1

GENERALITES.

1 - PRELIMINAIRES - NOTATIONS.-

Nous commengons par rappeler quelques résultats de la
théorie des noyaux reproduisants introduite dans toute sa généralité

par N. Aronszajn en 1943 ([Z]) et qui a 8té 1'objet de nombreux travaux

([3], [45], [35], [20],... etc).

E est un ensemble non vide et H un espace de Hilbert
séparable de fonctions réelles définies sur E dont le produit
scalaire est noté (.,.) , la norme ||.|| et la tribu borélienne BH .

On suppose que H admet comme noyau reproduisant K. K est
une fonction E x E - R telle que

* VtekE K(.,t) e H

* VfeH Vit e E (f, R(.,t)) = £(t) (propriété de

reproduction)

ol la notation K(.,t) désigne la fonction E — R

s —> K(s,t)

Théonéme 1.- Un espace de Hilbert H de fonctions réelles
(ou complexes) sur E est 3 noyau reproduisant si et seulement si

toutes les fonctionnelles d'&valuation e : H— R (ou € ¢t e6E
f— £(t)

sont continues.



La propriété de reproduction montre que le représentant

dans H de 1'évaluation e est la fonction K(.,t).
t b

Théoneme 2.- Une fonction K : E x E —> R est le noyau
reproduisant d'un espace de Hilbert de fonctions réelles sur E si
et seulement si elle posséde les propriétés suivantes

2

* symétrique : V(t,s) € E K(t,s) = K(s,t)

* gemi-définie positive

* n n
VhelN Vkal,...,an) e R V@tl,...,tn) € E

) a, a, K(t.,t.) 20 .
i I i’7]

Les démonstrations détaillées figurent dans fZQ] et mettent

en évidence les points suivants

a) le sous-espace préhilbertien HO de H engendré par
les fonctions (K(.,t))teE est dense dans H (autrement dit la
famille (K(.,t))teE est totale dans H).

b) H est 1l'ensemble des applications de E dans R qui

sont limites pour la topologie de la convergence simple sur E de

suites d'éléments de Ho qui sont de Cauchy.

T désignera une tribu sur E, (2,A,P) un espace probabilisé
et X une application : § — H

w — X(w,.)

Enfin, pour g € H on notera (.,g) la forme linéaire

continue représentée dans H par g.



IT - MESURABILITE DES FONCTIONS A VALEURS DANS H.-

1%) Lemme. I1 existe un sous-ensemble dénombrable Do de HO

qui est dense dans H.

Démonsthation : Notons (Xp)peN une suite dense dans H.
. * - . .
Soit n € N . Comme Ho = H , pour tout p e N il existe
1 .
yn € Ho tel que ]lyn - X }I < -~ alors DO = Uy {yn I p € N} convient
P P P n neN %
* D CH
o} o
* Soit ye H et € >0 il existe p e N tel que Ily—xp[l < £
. 2 n 1 € 2
Soit n > — Hx-y”<_<_
£ P P n 2
et [y = y2ll <e
P

2°) Trnibu bornélienne de H.

Thon2me 1.- La tribu borélienne d'un Hilbert séparable i

noyau reproduisant est engendrée par les évaluations.

Démonstrhation : Soit E 1la tribu engendrée par (et)

teE °
Les évaluations sont continues sur H donc E CIBH.
D'autre part si feH ||f|| = sup |(f,g)]| = sup | (f,g)].
|lgl <t gl <1
geDo

Pour g € DO la fonction (.,g) est E - BIR mesurable puisque

g est combinaison linéaire d'évaluationms.

Soit r € R+ et fo € H

e | le=g [l seb = O (£ | [(E-£, @) s 1}

el lst °
geD0



Le membre de droite est une intersection dénombrable d'éléments

de &, c'est donc un &lément de E.
Par suite toute boule fermée est dans E.

H étant séparable, tout ouvert est réunion dénombrable de

boules fermées et donc BH(: E.

I1 est facile de voir que la démonstration précédente est

en fait valable pour toute famille totale

Théoneme 2.- Soit (gi)iel une famille totale dans un Hilbert
séparable H. La tribu borélienne de H est engendrée par les applica-

tions (("gi))iel .

3%} Condition de Meswrabilfitd.

Du thé&oréme 1 on déduit que BH est la trace sur H de la

tribu produit sur R" ([32]) et les corollaires suivants
Conollaine 1.- X : (Q,A) ——»—(H,BH) est mesurable si et
wt—> X(w,.)

seulement si pour tout t € E 1'application X(.,t) est une

variable aléatoire réelle (v.a.r.).

Conollaine 2.- La donnée d'une fonction aléatoire & valeurs
dans (H,B,) est équivalente & la donnée d'un processus (Xt)teE dont

les trajectoires appartiennent &4 H et qui est défini sur le méme

espace (Q,A).



4°) Lien entne processus gaussien et mesurne gaussienne.
P g e g

Dans [4@] Rajput et Cambanis ont montré 1'équivalence
entre processus gaussien et mesure gaussienne dans différents espaces
fonctionnels (espaces de fonctions continues, absolument continues et
espace LZ)' Leurs résultats s'étendent aux espaces & noyau reproduisant
([:40:| , Remarque 1).

De finitions

* Un processus (X )

est di aussien si et seulement si
) teT t gauss si et s S

toute combinaison lingaire (finie) des (Xt)teT

est une v.a.r. gaussienne.
¥ Une mesure de probabilité u sur (H,B_ ) est dite gaussienne

si et seulement si pour tout g € H 1la fonction (.,g) est une v.a.r.

gaussienne sur (H,BH,u).

Theondme 3.-

a) Si (X))

) teE est un processus gaussien dé&fini sur (Q,A,P)

et dont les trajectoires appartiennent & H alors la variable al&atoire (v.a.)
X : (Q,A,P) — (H,BH) induit sur (H,B ) wune mesure PX-1 qui est

w — X.(w)
gaussienne,

b) Pour toute mesure gaussienne u sur (H,BH) il existe un

. s . . -1
processus gaussien (Xt) d trajectoires dans H tel que PX = u.

teE

Démonstration :

a) Il nous faut montrer que la v.a.r.

(.,g) : (H,B PX_I) — (R,%R) est gaussienne, pour tout g € H.

H’
f— (f,8)

Soit Be B px"'((.,g) € B) = P((X,g) € B) .



g est limite dans H d'une suite de fonctions

Jn o
g, = Z a K(.,ti) », neN
i=0
In
Donc (X,g) = 1lim Z al x (X)) étant gaussien (X,g)
e i=0 T b L' tek

1

est limite partout d'une suite de v.a.r. gaussiennes, (X,g) est donc

gaussienne et par conséquent (.,g) 1'est aussi.
b) Pour t € E et f € H posons
Xt(f) = f(t)

) *
Soit k € N tl,...,t dans E

.,a_ des réels

i o~

a, X s (H,BH,u) —_— (R,BR) est la forme lindaire continue sur H

i=1 &
k
représentée par z a, K("ti) donc c'est une v.a.r. gaussienne.
i=]
(Xt)teE est un processus gaussien 3 trajectoires dans H
tel que X (f) = £ . Si X est la fonction aléatoire qui lui est associée

(corollaire 2) on a

VBeB, uX'(® =uig|X(g) e B =u®

et u X-1 =u .

ITT - CONVERGENCE FAIBLE SUR H.-

1°) peginitions (13], [8], [37]).

On note Pr(H) 1'ensemble des probabilités sur (H,B )



a) Soit P € Pr(H) et ([Pn)ndN une suite de Pr(H).

On dira que Pn converge faiblement vers P (Pn > P)

n—->+w

si et seulement si J f dPn — J f dP pour toute fonction numérique

f continue bornée sur H.

b) Pour (tl""’tk) € Ek on note T

t ,t

ooty

1'application H — R

f F—H-(f(tl) yeens f(tk))

On dit qu'une partie de H est un ensemble de dimension

finie (ou cylindre) s'il est de la forme W;] c (B) ke N*
ppeeeaty

B borélien de Rk

2°) Proposition 1.-

Si deux éléments de Pr(H) coincident sur la classe [ des
ensembles de dimension finie, ils sont &gaux (autrement dit F est une

classe déterminante [8]).

Démonstration : I1 suffit de montrer que

a) F est une algébre de Boole,

et b) F engendre BH (théoréme de prolongement).

a) résulte immédiatement de la définition de F.

b) les évaluations &tant continues sur H, les applications

- C ]
th""’tk le sont également et F BH donc o(F)C BH

On a vu (II. 2°) Théoréme 1) que toute boule fermée est

une intersection dénombrable d'ensembles de la forme {f | |(f-f ,g)| < r}
)
ol ge€ D, Un tel ensemble est de dimension finie : g s'écrit
k
sous la forme Z ai K("ti) a, € R ti € E pour 1 g i g k .

i=1



k
e | £, < r) = (1 | Iizl a; (£f_, K(.,t )] < 1)
- (B)
R

oli B est le borélien de Rk , lmage réciproque par 1'application

mesurable : RS — R de 1'intervalle [0,r].
k

I B |Zl ali(oti - fo(ti))|
l:

(u],..

Les boules fermées sont donc dans o(F) et BH(: o(F).

3°) Remarque :

En général la classe F ne détermine pas la convergence

(au sens de Bﬂ) : on peut avoir lim P_(A) = P(A) pour tout A e F
n>+«

sans pour autant que la suite (!Pn)ndN de Pr(H) tende vers la

probabilité P au sens de la convergence faible.
Exemple :

H=8(0,1]) = (£ | f et f
absolument continues sur [0,1] et £" € Lz([O,IJ)}

1
(f,8) = £(0) g(0) + £'(0) g'(0) + J £"(x) g"(x) dx

0
K(s,t) =1 +st + 2 -2y i s<¢t
2 6
2 3 h
=1+ st + (EE—-— E—) sinon .
2 6 27 |
" 16 '
Pour n € N soit fn € H ainsi définie : }
L}
2 4 2.3 ‘r7oTh
— — —— ‘ \.\
sur BL —J fn(x) = n x(x ) \ | ‘
n n \
i ! .
i | \\\\l
sur 23 ]] f  s'annule , 0 A ' ~
n .
n il 2
n



s = f (2 = £ (2y 2 2y o y =
£, vérifie £ (0) = f (9 = £l =£( =0 et f () =1
n n n n

K étant un noyau borné, la convergence dans H entraine

la convergence uniforme sur [O,[]. Cela résulte de 1'inégalité

de Schwarz : Vg e H Vt e [Q,E] lg(t)| < |lgl] su (K(t,t))l/2
te |0, 1
1 .
—_ = 1 #*
Comme fn(n) la suite (fn)ndN ne converge pas dans H vers O
donc 6f =h=> § et pourtant
n oo O
RGN (O NI I OO €O
n | R 4 17777k
. 2 o
dés que — < inf t, si 1l'un des t. est non nul ; pour tout n sinon.
n 1gigk
t.>0
i

4°) Cniteére de converngence faible.

Proposition 2.~ Une condition nécessaire et suffisante

pour que P > P est que

n-r+oo
a) (Pn)neN soit équitendue,
et b) Yk e n* V«tl,...,tk) € Ek
P =P 7
Nt ety ooty

Ce résultat bien connu dans le cas de C(BLI]) (&ﬂ) se
démontre aisément de la méme maniére pour H en utilisant les résultats

précédents.

a) est équivalente a (Pn) relativement compacte

nelN

(théoréme de Prokhorov). La proposition 2 résulte donc de la continuité

des applications . £ du théoréme de transfert et de la
EREEEL N

proposition 1.
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Remarque : 11 serait intéressant, pour obtenir un critére
plus pratique, de caractériser de fagon simple les familles de mesures
de probabilité équitendues sur H, comme on peut le faire dans le cas

des fonctions continues grice au théoréme d'Ascoli.

TV - INTEGRATION DES VARTABLES ALEATOIRES A VALEURS DANS H.-

1°) Notations - Déginitions [13], [38], [26]).

X est une v.a. : (2,A,P) — (H,B).
Soit Z wune fonction réelle sur Q et A e A tel que

lAZ soit P-intégrable. On note EA(Z) = J lAZ dP et E(Z) = EQ(Z)

(si Z est intégrable).

Soit A € A. X est faiblement intégrable sur A si

et seulement si
* VfeH (X,f) est intégrable sur A.

* 1l existe X, € H tel que

Vi e H B, (X, D) = (x,,0)

X, est 1'intégrale faible de X sur A. On note X, = J Xdp
A

X est Pettis-intégrable si X est faiblement intégrable sur tout

élément de A.

Soit A € A, X est fortement intégrable sur A si

et seulement si ||X|| est intégrable sur A.

X est Bochner-intégrable si X est fortement intégrable

“sur Q.
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2°) Conséquences.

a) Si X est Bochner intégrable, X est fortement intégrable

sur tout élément de A,

b) Si X est fortement intégrable sur A il existe

€ H tel que  Vf e H E,((X,£)) = (?cA,f).
En effet : [(X,£)| < ||X]| ||£]].

On notera

en particulier X est alors faiblement intégrable sur A et les

intégrales coincident.

c¢) Comme dans le cas général, 1'intégrabilité au sens de Bochner
d'une variable aléatoire & valeurs dans H entrafne son intégrabilité
au sens de Pettis (les deux intégrales étant égales) sans que la

réciproque soit vraie.

Exemple :
@,A,p) = &, Py, p) VYo en® P(a) = —
2
H = KZ(R) si xe H x=(x) *
n’ nelN

n=1 n-n
= *
yeH y (yn)neN
On notera Xn = x(n)
La famille des évaluations (e.,). ,* définies par e.(n) = 8.
1”7 1eN 1 in

est une base hilbertienne de EZ(R).
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Vx e £2@®) (x,e) = x(i)

KZ(R) admet donc un noyau reproduisant K donné par

K{m,n) = izl ei(m) ei(n) = Gmn

Soit X : ™, P%), P) — (22@®) , B

2 ®)
e. s(1)
ibk—> X(i) =
P(1)
ol s est 1'élément de KZ(R) tel que
s(i) =+ Vi en®
i
* X est mesurable
. 1 b2 ) .
x| = ——==; 1 [Ix@]] p) =

ir(i) i 1=l
Donc X n'est pas Bochner - intégrable .

* Soit h e £2(R)

_ _h(i)
iP (i) iP(1)

(h,X(1)) = (h,

. *
Soit ACN

J (h,X(1)) dp(i) = § 2 g 6
R .

1eA i

)

ol s est la projection orthogonale de s sur le sous-espace

A
2 .
de £°(R) engendré par (ei)ieA .

i
Sy = Z (s,ei) e, = z —
1€A ieA 1
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Donc X est Pettis — intégrable.

3°) Intégrabifité au sens de Bochnenr.

Il est évidemment difficile de trouver un critére plus

simple que celui donné en IV 1°) b. La proposition suivante, que 1'on

peut établir en toute généralité dans le cas séparable, et qui n'a rien

i voir avec la propriété de reproduction, peut néanmoins, avec ce qui

suit donner une idée comparative des différentes notions d'intégrale.

Proposition 1.- Les conditions suivantes sont équivalentes
a) X est Bochner - intégrable.

b) Il existe une v.a.r. X0 intégrable telle que Ve € HO

la v.a.r. (X,g) est majorée en valeur absolue par X0 el .

Démonsthation :

(@ => ®) Ygeu |Xglc<|xl] |lgll
(b) => (a) X est mesurable car les (Xt)teE le sont
I]X]] = sup !(X,g)l et Yg e D telle que ||g|| < 1
geb ©
o
gl s
| (x,8) | 5 X

||X]| est intégrable ([lﬂ tome II p. 123).

0 _ o ien
4°) Integrabilite des (X (e

si X : (9,A,P) — (H,B,) est intégrable (faiblement

ou fortement), la v.a.r. Xt est également int3grable pour tout ¢t
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et la fonction E —> R est 1'intégrale de X sur §, en

t — E(Xt)
particulier c'est un &lément de H.

Réciproquement, si pour tout t € E IXt est intégrable,
X (qui est donc mesurable) n'est pas nécessairement faiblement
intégrable : comme le prouve 1'exemple suivapt il est possible que

la fonction ¢t i+ E(Xt) ne soit pas un &lément de H.

E~—R

Exempfe : On reprend les notations de 1'exemple du

IV 2°) ¢
x: o, Py, ») — 'R , B, )
£°(R)
i
i x(i) = § 202
j=1 !
VnelN*P(n) =—2%.
+o (X(1), e.) (i+3j)/2
Soit j eN  E((X,e.)) = R 2
J i=1 2t i%] 21

2+ V2 .

E((X,e.))
i

La suite constante (E((X,ej)))jem* n'est évidemment pas élément

de ﬂz(R) et X n'est pas faiblement intégrable sur N .

Proposition 2.- Pour tout A€ A les conditions suivantes

sont équivalentes
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a) 1'application EA !t — EA Xt est un élément de H

E—R
b) 1'application ﬁA S EA(X,f) est une forme

H — R
o

linéaire continue sur HO.

Si elles sont satisfaites EA est le représentant

dans H de &A'

Demonsthation :

n
a) ==> b) Soit fe HO f = Z ai K(V)ti)

(X,£) =
i

3; X E,(%,0) =
1 1 i

i~

b) ==> a) I1 résulte du théoréme de Hahn-Banach que 0A
se prolonge en une forme linéaire continpe WA sur H de méme

norme que ﬂA et il existe fA e H tel que

Ve e H WA(f) = (f,,0)

on a alors

[}

£,(8) = (£,,K(.,0) = ¥, (R(.,8)) = §,(K(.,©)) = E, X

t

et E =f¢

Proposition 3.- Soit A e A tel que pour tout t E, Xt

existe.

Soit 1 : 8 —R
A 0

£ — J | (x,£)| dp
A
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Les 3 conditions suivantes sont équivalentes :

a) IA est continue en O,

b) IA est continue.

c) ZA est lipschitzienne.

n
Demonstration : IA est bien définie : si f = Z a, K(.,t.)

no~13
[

(X,£) =

: Xt done (X,f) est intégrable sur A.
; ,

1 i

On a trivialement <¢) => b) ==> a) .

IA étant positivement homogéne, sa continuité en O entralne

1'existence d'une constante C telle que
IA(f)sC[]fH VchO

Vi ed V% € H
‘ o o

11,0 - L, @] =[5, D] - [ D]

A

EA I(X:f)l - ‘(ng)l

N

B, |, £-2)] < ¢ ||e-gll.

et donc a) => c¢).

5%) Intégrabilife au sens de Petiis.

Proposition 1.- Soit A e A

Si EA : E—> R est un élément de H et si 1'une des

tP——'>EAXt

conditions équivalentes de la proposition précédente est vérifiée X

est faiblement intégrable sur A.
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Demonstrhation :

Soit f € H . Il nous faut montrer que (X,f) est

intégrable sur A et que EA(X,f) = (EA,f).

Soit (f ) une suite d'éléments de H convergeant
n’ nelN o)

dans H vers f. (X’fn) — (X,f) partout.

La suite ((X,fn))nem* est de Cauchy dans L](A)

JA I(X,fn) - (x,fm)l = I,(f -£) sC [Ifn - fmll

((X,fn))nem* converge donc dans LI(A) vers une v.a. presque

slrement égale a (X,f)

(X,f) est donc intégrable sur A et EA(X,f) = 1lim EA(X’fn)'

D'aprés IV 3°) proposition 2 EA(X,fn) = (EA,fn)

et
EA(X,f) = 1lim EA(X,fn) = lim (EA’fn) = (EA,f)
n n
Déginition.~ On dit qu'une fonction d'ensembles
A—H
6 : est absolument continue sur (f,A,P) si et
A —> 98(4A)

seulement si

Ve > 0 3 N tel que (P(A) < ne ==> l[e(A)|l <€)

e

Théoneme 1.- Si X : (Q,A,P) —> (H,BH) est Pettis — intégrable

(a fortiori si X est Bochner - intégrable) la fonction d'ensembles
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A—H est absolument continue sur (Q,A,P)

Apb— x = J XdP
A

Démenstration :

voir [33] p. 281-284

ou [22] p. 75-78

Theoreme 2.- (Condition nécessaire et suffisante de

Pettis - Antegrabllite.

X : (9,A,P) — (H,B,)
X est Pettis - intégrable si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées.
a) YA e A 1'application E, : t+—— E Xt est un
élément de H.

b) La fonction d'ensembles  —> H est absolument

A —> EA

continue sur (§,A,P).

Demonstrhation :

x AL X est Pettis - «ntégrable.

YVAeA VieE EA(t) = J (X,K(.,t)) dP = XA(t)

A
donc a) est vérifiée. b) 1'est aussi en vertu du théoréme | ci-dessus.
* Réciproque. X est mesurable car les (X)) le sont.

t’ teE

Nous allons montrer que pour tout A € A 1'application IA

est continue en O. L'intégrabilité de X au sens de Pettis résultera

alors de IV 5°) Proposition I.
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Soit

et

Vh e N

Vn e N

et

- 19 ~

Soit (f)) une suite de H  convergeant fortement vers
n’ nelN o]

(X,f ) —— 0 partout, donc aussi en probabilité.
n->+o

Soit & > 0 . Il existe n](e) tel que

1/2
VB e A ((B) < n(e) ==> [[E || < /7).
I1 existe N(e) tel que

P(J(X,£)] > 2 < n o)

2
n x> N(g) ==>
172
et [|£ || <
n
=f |(X,f)|dPsJ | (x,£ )] dp + =
A o AN{|X,£)]>5) " 2
R
AT(e) = A N{] (1) > i} N {(X,£) > 0)
A (e) = AN{(XE)] >3 N{EX,£) < 0}
n 1 2 n
T(f)sj (X,f)dP—J_ (x,f ) dp + =
AT ATey P AT(e) B 2
n n
I.(£) < ||E HETTE [T+ [1E_ ] e ]l + =
AT At (e) n A_(g) n 2
n n
Pour n 3 N(e) [[E N l[ < 81/2
A (¢)
n
1/2
e _ | <<V
An(s)
1/2
e || <=

IA(fn) < €

0.
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Remarque au sujet de fa condition a).

On trouvera dans [?Q] des conditions nécessaires et suffisantes

pour gu'une fonction réelle définie sur E soit un élément de H.

V' - OPERATEUR DL COVARTANCE. -

1°) Opérateuns de H.

P&OBOALILOH : A tout opérateur (endomorphisme continu) L

de H est associée une application A : E x E —> R telle que :
Vx € E AC.,x) e H et

Yf e H (LEY(x) = (£, A(.,x))

A est appelé le noyau de L.

Démons thation : L* désigne 1'adjoint de L (D&ﬂ).

*
On pose pour tout x € E A(.,x) = L (K(..x))

on a alors, de par les propriétés de l'adjoint

VEeH Yxe B (£,0C,0) = (f, LXK.,x))) = (L£,K(.,x)) = (LE) (%)

2°) Noyau d'un opérateur. de covariance.

Dégimition : Soit X : (Q,A,P) —> (H,BH) une v.a. du

second ordre (i.e. }]Xll € LZ(P)).

L'opérateur de covariance de X est l'unique opérateur Cy

défini par

Vi e H V% e H (fo,g) = E((X,f) (X,g))
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C, est un opérateur compact symétrique et positif,

X
Proposition : L'opérateur de covariance de X a pour
noyau N la fonction : E x E — R (fonction des "moments"

X
(t,s) —> E(Xt XS)

ou fonction de covariance dans le cas centré dv processus (X )

t’ teE
associé).
Demonstration : Soit (t,s) € E2
N (£,8) = C (K(.,8)) (£) = (CK(.,8), K(.,t))
N, (t,8) = E((X, K(.,s)) (X,K(.,0)) = E(X_ X))
On notera encore que pour tout t ¢ E 1la fonction
E(Xt X) : E-—R est un élément de H : c'est 1'image

S > E(Xt XS)

par CX de K(.,t) et l'on a

Yeen Veekt C f(t) = (£, E(XX))
Remarque : Les noyaux des opérateurs de covariance ont bien

sir la méme propriété d'additivité que les opérateurs dans le cas

de variables du second ordre, centrées et indépendantes.
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CHAPITRE 11

MESURE EMPIRTQUE.

I - LA MESURE EMPIRIQUE COMME V.A. A VALEURS DANS H.-

1°) Introduction.

Soit Y : (2,A,P) —> (E,T) wune variable aléatoire (v.a.)

de loi p sur E.

Pour tout t € E 1la mesure de Dirac dt définit une

forme linéaire continue sur H : f F—%-J f dét = f(t) qui est
1'évaluation au point t : e, représentée dans H par la fonction
K(.,t).

La variable K(.,Y) est ainsi le représentant dans H de
la mesure de Dirac aléatoire GY.

Supposons donné un échantillon (Y ,Yn) de taille n

reee
de Y(Y],...,Yn sont des variables aléatoires (0,A,P) — (E,T)

indépendantes et de loi u sur E). La mesure empirique associée a

n n

cet échantillon l— Z § admet pour représentant dans H I Z K(.,Y, ).
Y k

n k=1 k n k=1

Du corollaire 1 (chapitre I § II 3°) il résulte que
1'application (2,A,P) — (H,BH) est mesurable pour
;o
Wb — ) K(.,Yk(m))
n k=1
*
tout n e N si et seulement si pour tout t € E K(t,Y) est une

v.a.r.
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Lorsque cette condition est remplie, on peut donc considérer
la mesure empirique comme une v.a. & valeurs dans H . C'est le cas
en particulier si 1l'application FK : (E,T) — (H,B) est mesurable.

t —> K(.,t)

2°) Mesurabilite du noyau reprodulsant.

Proposition.- Les trois conditions suivantes sont équivalentes

a) K est (TZ - B ) mesurable.

®r

b) FK est mesurable.
c) Ve e E K(.,t) est mesurable,

Si 1'une d'elles est vérifide, H est constituée de fonctions mesurables.

Demonsthation :

a) => b) . Il suffit de montrer que Vs ¢ E t +—» (K(.,t),K(.,s))
est mesurable, ce qui résulte du fait que cette fonction est la section

de K(s,t) en s.
b) => ¢) . immédiat

c) ==> a) . La famille (K(.,t))teE étant totale dans H et

constituée de fonctions mesurables, toute fonction de H est mesurable

puisque la convergence dans H entralne la convergence partout dans E.

Soit (e.). une base orthonormale de H.
i’ 1elN

La propriété de reproduction entralne que K(.,t) = Z ei(t) s
ielN

(convergence dans H) et donc que

VTs,t) € E2 K(s,t) = z e.(s) ei(t) (convergence simple
ieN
dans Ez).
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Les (ei)ieN étant mesurables K est (77 - qR) mesurable.

3°) Noyaux mesurables tels que F 404t du second ondre.

Dans la suite de ce paragraphe I, nous ferons les hypothéses

suivantes sur K, H et u

- Hl K est (TZ - BR) mesurable

+
H la fonction E —— R

appartient & Ll(u)
x —> K(x,x)

H3 la fonction nulle de H est la seule fonction de H

qui est nulle p-presque partout.

It

Comme FK(X) K(.,x)

K(x,x) et l'hypothése H, s'écrit encore

e o |17 )

J K(x,x) du(x) j I\FK(X)‘lZ du(x) = J ‘]K(.,Y)]]z dP < + o,

La norme et le produit scalaire dans un espace H' différent

de H seront notés || lIH' et (.,.)H,.

Proposition 1.~ H est un sous-espace hilbertien de Lz(u)
(BS]) ce qui signifie que H est inclus dans Lz(u) et que 1l'injection

canonique est continue.

Démonstrhation : Soit g e H

e 1% = | (g, Ko 1% < g2 k(x,%)

donc g ¢ Lz(u) et on a

/2

el < llsl] (] k60 auen!

(w)
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L'hypothése H3 permet de mettre en correspondance bijective
2 .o
1'espace H et le sous—espace H' de L7(u) constitué des classes

d'équivalence des fonctions de H pour la relation d'égalité u-presque

partout.

Nous noterons encore H ce sous-espace H' muni de la

topologie transportée de H sur H'

Proposition 72.- Pour tout g € Lz(u) , g finie
partout, 1'application H — R est une forme linéaire continue
f b— J fg du

sur H. Elle est représentée dans H par

Ig.u = J K(.,x) g(x) du(x)

La notation g.p désigne la mesure de densité g

par rapport a .

Démonstrhation : Soit g € LZ(U) , finie partout.

La fonction E — H est mesurable
x —> g(x) K(.,x)

(|19 . 218 T 2) et Bochner intégrable d'aprés H
P g P

5
Par conséquent J K(.,x) g(x) du(x) existe et est
un élément de H. De plus les propriétés de 1'intégrale de Bochner

entrainent que

VieH (f, J K(.,x) g(x) du(x)) = J (f, K(.,x) g(x)) du(x) = J fg du.
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Remarque 1.- Si £ est une forme linéaire continue sur H,

£ est représentée dans H par la fonction t b—> £(K(.,t)).

En effet, si vy représente £ on a

Vi e E vp(t) = (vp, K(.,t)) = Z(K(.,t))

Soit g € Lz(u). La continuité de f b J fg du = (f,g) ,
.2

jl

¢
H— R

résultant de la proposition 1, la remarque précédente permet de conclure

que cette forme linéaire continue est représentée dans H par

t — [ K(t,x) g(x) du(x) et donc d'affirmer (seulement) que

J K(.,x) g(x) du(x) existe au sens faible.

Proposition 3.- L'application Lz(u) — Lz(u)

Nt gt— Ig.u = J K(.,x) g'(x) du()

ol g' est finie et appartient 3 la classe g est le noyau de Schwartz

([%5]) de H en tant que sous—espace hilbertien de L2(u).

Démonstration : Le noyau L de H est 1'unique opérateur

.. . P .. 2 2 P
linéaire continu symétrique positif de L7(u) dans L7 (u) caractérisé
en tant qu'application L par

Veet?() Yeen (£,Lg) = (f,8) ,
L)

2
D VY, L Lg = 1
onc g € (u) Lg g1

Remarque 2.- Si g e H Ig L est 1'image de g par
CK( ) opérateur de covariance de K(.,Y) considéré comme v.a. a
- .

valeurs dans H.
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En effet :

_(I sf)

2
V(£,8) € BT (G yy8.0) = E(£(D) g(V)) = J fgodu = (I

Autrement dit 1'opérateur de covariance de K(.,Y) est la

restriction & H du noyau de Schwartz de H.

Remarque 3.- Dans le cas particulier od

(f,g) = (f,g) 9 Y(f,g) € HZ, Ig y est bien sfir la projection orthogonale
L™(m ’

de g sur H. (exemple : estimation par la méthode des fonctions ortho-

gonales).

Proposition 4.- ([2@ théoréme de plongement 2CI).

Si K est borné la relation ui——»—Iu = I1 = J K(.,x) du(x)

définit une application linéaire de ME : espace des mesures signées

bornées ([25] . [42]) sur E, dans H.

Démonstrnation : K

étant borné, 1'hypothése H, est

vérifiée pour tout y € ME. La proposition 2 entraine que

Iu = J K(.,x) du{x) est le représentant dans H de la forme

linéaire continue f b~ J f dyu.

Proposition 5. - K est u ® p intégrable et
2
K(x,y) duGx) du(y) = |[T ||
Demonstrnation :

Si (x,y) € E2 IK(x,9)| < [IxC.,x)|]

K(.,y) ||
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D'oli 1'intégrabilité de K.

l‘z = (J K(.,x) du(x), J K(.,y) du(y)) = J K du ® u

I

de par les propriétés de 1'intégrale et du produit scalaire et le

théoréme de Fubini.

4°) Estimation de Iu = J K(.,x) dp(x).-

On suppose que la loi 1 est inconnue et que pour

*
tout n e N on dispose d'un échantillon (Y .,Yn) de

TR

taille n de Y.

Les variables aléatoires K(.,Yk) : (9,A,p) — (H,B)

sont intégrables, indépendantes et de méme loi. D'aprés la loi des

n S
grands nombres, si 1'on pose S = z K(.,Y,) on a SELNENUN
n k u
k=1 n note
presque sirement puisque
Iu = J K(.,Yk) dp = E(K(.,Yk))

Pour n € N* solt An : (,A,P) — (H,B))

S (w)
w —> An(w) = v/n( n

- IU)
n

Il est possible de montrer, en utilisant le théoréme central
limite dans un Hilbert, que la suite (An)ndN* converge faiblement
en loi vers une gaussienne centrée ([f]).

Ce résultat peut &tre démontré facilement sans utiliser
ce théoréme : c'est 1l'objet de la suite de ce paragraphe qui généralise

donc les résultats de [?8], obtenus pour des espaces de distributions

sur le tore T
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* .
Pour n e N on notera An la loi de An sur H.

Proposition 1.~ A est du second ordre et

2
||

EC[[a_[[7) = J K(x,x) du(x) - J K(x,y) du(x) du(y)

Démonsthation : /\n =

o~

(K(-,Yk) - Iu)

ol b

k=1

2 1
I]Anll = — ZK KC,Y) =T, K(.,Yp) - Iu)

n k#

Ik

~13

1
+ —

|l kC.,v,) -1
n k=1 k H

2
®C,Y) =T, KLY = 1) = K(Y,Yp) = 1Y) - I () + Itluli

2
||

or IIIU J K(x,y) du(x) duly) = E(R(Y,,Y,))

?

et ||Iu (1,1) = J I du = B(I (V)

Donc An est du second ordre et

12 15 12

ECL[a 11D = e(IRC, 0 - 1 [ = B®OLY) - [T

& 2.- i * i
PnopOA&ILOH La suite ()\n)ndN est relativement compacte
dans Pr(H) : espace des mesures de probabilité sur H muni de la

topologie de la convergence faible.

Démonsthation : Dans le cas oi H est de dimension finie,

la conclusion résulte de la proposition | et de 1'inégalité de Tchebychev :

£l 0] %

2

YR>0 Pp(lA ] 2R <
n R
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Soit € > O . Pour R assez grand la boule fermée B*(O,R)

o N *
est donc un compact de An~mesure supérieure a Il-g, pour tout n e N

Dans le cas oiu H est de dimension infinie, il suffit de

montrer (théoréme 2.2 p. 154 de [37]) que

sup r(x) d A (x) —— 0 od r est défini comme suit : une
* N n N
nelN N>+

base orthonormale (e ). étant fixée dans H
: lldN
(e}

rN(x) = z (x,ei)2 s Vx € H

i=N
. * _ 2
Soit n e N . /\.n étant du second ordre (An’ei) est
intégrable par rapport & P pour tout 1 et

+00
2 2

1 OEG e = E( A D (1)

1=0

, 1
(An,ei) =-;§ kzl (ei(Yk) - (Iu,ei))

si k # 4 (ei(Yk) - (Iu’ei)) (ei(Yﬁ) - (Iu’ei)) a une espérance

nulle donc

H

J (An,ei)z dap J [ei(Y) - (1, ei)]2 dP = Var(e, (Y))

2

2 2
J (An,ei) dp E(ei(Y)) - (Iu’ei)

quantité qui est indépendante de n.

E(rN(An)) est donc indépendant de n et tend vers O

avec N puisque c'est le reste de rang N de la série en (1).
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Proposition 3.- La suite (Xn)ndN* des lois des variables

aléatoires (An)n N* converge faiblement vers une loi gaussienne centrée
€l

sur H, de fonction de covariance donnée par :
p _ v 2
C(f,g) = fg du - f du x g du (f,g) € H

< . * . .
Démonsthation : Pour n e€ N la fonction caractéristique

de An est notée ;n ([23], [37_])

> - i(f,g)
V% € H An(g) = J e dkn(f)
L[] ]
. — (Y,) - (I ,8)
~ i(A 9g) — & k H
An(g) = E(e n ) = E(e/g- k=1
iF B - )"
o 5
Notons ﬁz la fonction caractéristique de la variable
g
aléatoire réelle Zg = g(Y) - (Iu,g)
E(Zg) = 0 puisque E(g(Y)) = J g du = (I ,8)
B(zZ) = Var(g(M) = B - (1,8)° .

Un développement limité au point zéro donne donc

&Z () =1 - XéESEﬁXll.tz + o(t2)
g 2
-~ 1 9n Var(g(Y)) " 1
A (g) = [¥, (2] = (1 - ==22) 4+ o(=)
n [ Zg /;-] 2n n
et lim Xn(g) = exp(- XEE—5£¥-2-)

n>+w 2
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Du lemme 2.1. p. 153 de [}f} on déduit alors qu'il

existe A e‘Pr(H) telle que :

> A faiblement
n n->+o

~ 1 )
Vé € H X(g) = exp(- — Var g(Y)) ce qui montre que A
2
est gaussienne centrée sur H.

Soit C sa fonction de covariance et S son opérateur

de covariance.

YeeH VgeH C(f,g) = (sf,g)
Vg e B (Sg,g) = Var g(¥)

Soit (f,g) € H°

(SE,£) - (Sg,g)]

(sf,g) = 1 [(s(t+g), f+g)
2

C(f,g) = (Sf,g) = l—[yar (f+g) (Y) - Var f(Y) - Var g(Yi]
2
C(f,g) = (sf,g) = Cov(f(Y), g(¥)) = E(fg(Y)) - E(£(V)) x E(g(¥))
Evidemment les opérateurs 8§, CAn et C(K(.,Y)—IU) sont égaux. Leur

noyau est la fonction

ExE-—R

(s,t) —> C(K(.,t),K(.,s)) = E[R(t,Y) K(s,Y)] - L,(£) 1(s)

= J K(t,x) K(s,x) du(x) - J K{t,x) du(x) x [ K(s,x) du(x)
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5°) Canactérnisation de £'image de N, noyau de Schwartz de H.

k
Tout élément de H s'écrit sous la forme Z a; K(.,t.)
o - i
k
soit encore J K(.,t) duo(t) ol Wy = z a. §

. 1 t.
1=1 1

Le sous~espace vectoriel de H constitué des &lément de
la forme J K(.,t) dv(t) ot Vv est une mesure bornée sur T est
donc dense dans H. Le but de ce paragraphe est de caractériser une
partie de ces &léments qui constituent 1'image

2 2 o
de N : L7(n) — L°(w) (On note par la méme lettre g

7 P .. 2

un élément partout fini de L7 ()

g'—***J K(.,t) g(t) du(t) 5
et sa classe dans L (p)).

Proposition 1 (L. Schwartz [45]).-

L'image de N est un sous-espace dense de H.

Un élément f de H appartient 3 Im N si et seulement
si la forme linéaire Ye o k —> (k,f) est continue sur H pour la

topologie induite par celle de Lz(u).

Démonstration : Soit hO un &lément de H orthogonal

a ImN

Vg € Lz(u) (h-o, J K(.,t) g(t) du(t)) =0

Ve e 12(w) (h_,g) =0
© Lz(u)

donc ho =0 et Im N est dense dans H.
Soit fe ImN f =N(g) ol ge€ Lz(u).

Yk e H (k,£f) = (k, N(g)) = (k,p) 9 d'od la continuité
L™ (W)
de Y¢ pour la topologie induite.
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Réciproquement si Ye est continue pour cette topologie
.. ] 2
sur H, on peut la prolonger en une forme linéaire continue sur L"(pn),

d'aprés le théoréme de Hahn-Banach.

I1 existe donc g € Lz(u) telle que

i}

YkeH (k,f) = (k,g) ’ = (k, N(g))

L™(w)

et N(g)

1]
+h

.S . R

On suppose que E est un espace topologique compact, que T
est sa tribu borélienne et que K est continu sur EZ.

U est une mesure positive bornée sur E telle que

Supp 1 = E
Les hypothéses Hl’ H2 et H3 sont alors évidemment

vérifiées.
L'opérateur N est alors de Hilbert-Schmidt puisque
K e Lz(u ® u) donc (propositions 6.18 et 3.11 de Eﬂﬂ) il existe

une base orthonormale (hn)nelN de Lz(u) formée de fonctions propres

de 1l'opérateur N telles que les valeurs propres ()\n)ndN associées

(positives ou nulles) forment une suite de KI(R).

En outre la famille (/A h ) oi N = {n | A #.0} est
n n neNO o n

une base orthonormale de H et le noyau K s'écrit

2 .
V(s,t) € E K(s,t) = z Xn hn(s) hn(t) la série convergeant
neN
o

dans HWt € E K(.,t) = z An hn(t) hn) mais aussi uniformément

neN
o

sur E2 (théoréme de Mercer).
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Proposition 2.- Un élément f de H appartient 3 Im N si

et seulement si Z (f,hn)2 < + o,
neNO

Démonéthaf&qn’: Soit feImN f=N(g) ge Lz(u)

Voe N (£,h) = (N(g), h) = (g,h) ,
L™(w)
et I o@n)? < [lgll?, <+
neN0 n L™ (n)

Réciproquement soit f € H tel que z (f,hn)2 < 4+ o
m:No

Soit g 1'élément de Lz(u) défini par

g = Z (f,hn) hn (convergence de la série dans Lz(u)).

neN
On a alors :
VaeN (gh), = (N, h)=(£h)
L7 (w)
donc f = N(g)
Remarques :
a) Si f e H s'écrit f = Z o VA h » la convergence
ney D onon
2 o
a lieu dans H donc aussi dans L™ (u)
Vo e N (£, =q VX = A (E5h)

L™ () oo

La condition nécessaire et suffisante de la proposition

2
(£,0 )%,

P .. . L
précédente s'écrit aussi Z —————7——£51 < + ®,

neN A
o n
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1]
o

b) g e Ker N <=> VYn ¢ N N(g), hn)

]
o

g € Ker N <==> ¥n ¢ N (g,hn) 2
L™ (W)

g € Ker N <=> Vs € E J K(s,t) g(t) du(t) =0 .

Le sous~espace de Hilbert de Lz(u) engendré par (K("S))seE

est donc égal 3 celui engendré par (hn) et égal a

neN
o

2
(Ker N)LL ()

11 - APPROXIMATION FORTE DE LA MESURE EMPIRIQUE.-

1°) Processus empirique fonctionnel mubtidimensionnel (D'apres [29]).

On suppose que E = [b,]]z , que T est sa tribu borélienne
et que u admet une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue

telle que :
2
Vx ¢ [ELI] O0<bg £f(x) <B .

. , 2
On note FM 1'ensemble des fonctions continues sur B),ﬂ ,
bornées en valeur absolue par M (M > 0) et admettant des dérivées

partielles d'ordre 1 et 2 bornées en valeur absolue par M et on

pose F = \U F,, .
M>0 M

n
On pose 1 -1 E 1) et pour toute fonction g de F

a (g) = /H(J gdun-Jg du)

(On définit ainsi un processus empirique ([21])).

On suppose enfin que 1'espace probabilisé (2,A,P) est
suffisamment riche pour que 1'on puisse y définir les suites de
variables et de processus utilisées dans [29]. Cette derniére

supposition ne restreint pas la généralité car on peut toujours
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"agrandir" 1'espace (Q,A,P).
On a alors le théoréme suivant (qui se généralise en

dimension d > 1).

Théonéme.- 11 existe sur (R,A,P) wune suite (Gn)ndN*

processus gaussiens centrés ayant F pour ensemble des paramétres, de

fonction de covariance

de

E(Gn(g) Gn(h)) = E(un(g) an(h)) = C(g,h) = J gh dy - J g du x J h du

tels que pour tout € > 0O, il existe des constantes c¢, et ¢

1 2

dépendant que de € pour lesquelles on ait

' n—l/l2 3/4

Ya e N* P{ s;p Ian(g) - Gn(g)| z ¢ MB (Log n)
g€
M

}

A

CZED(3€+1)/2 nz—:J-l

et le corollaire qui s'en déduit grdce au lemme de Borel-Cantelli

Conollaire.- On a presque siirement, quand n tend vers
-1/12 3/4
sup |a () - G (g)] = O(n 12 (1og w3/%
F
€M
. " .
De plus la suite (Gn)neN est telle que les fonctions
F— R sont presque siirement linéaires.
g+ G_(g)

2°) Application a L'approximation des variables (1)

nelN
. . + .
On suppose qu'il existe Mo e R tel que la boule unité

de HO soit incluse dans FM (on a alors HO<: F).
0]

ne

+

B
0

R
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Proposition.- 1I1 existe sur (R,A,P) une suite de variables

aléatoires (Tn)nem* 3 valeurs dans H, gaussiennes centrées de fonction

de covariance C(f,g) telles que pour tout e > O 1l existe des

constantes 4 et c, ne dépendant que de e pour lesquelles on

ait, pour n assez grand,

p{[[a_ =T || 3¢ MB w42 (Log n)

3/4} . C2I:b(3s:+1)/2 ne]-l

Demonstnation : Du corollaire précédent il résulte qu'il

" * g =
existe n_ elN et (an(M))n>n tels que 1'on ait presque s{irement
"o

Va > n_ sup ‘un(g) = Gn(g)l < an(M)
geFM

Pour n 2 n ona alors presque slirement

sup |Gn(g)| < sup |Gn(g)| < sup Ian(g)| + an(Mo)
geB geFMO geFMo

donc sup |Gn(g)| $2M /n + an(MO) p.s.
geB0

Pour w appartenant d un ensemble Q, de probabilité I
et pour n 2 n 1'application HO — R est donc une forme
g — G_(g,w)
linéaire continue sur Ho’ que 1'on peut prolonger sur H grice

au théoréme de Hahn-Banach et qui est représentée dans H par un élément

gn(w) de norme majorée par [2 Mo vn + an(MOi].

On pose alors Tn(w) gn(w) si we N

Fn(w) 0 sinon
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Tn est bien une v.a. & valeurs dans H puisque

Ve e [0,0%  (r_, KC,0) = 1) G_(K(.,0)

o

Fn est Bochner intégrable, puisque bornée en norme. (Fn)t
et Gn(K(.,t)) sont presque silirement égales donc Fn est

gaussienne centrée.

Comme (Fn, g) = Gn(g) p.s. la fonction de covariance

de Tn est C(f,g).

L'inégalité de la proposition résulte du théoréme
précédent compte tenu de
[a -t 1= sup |(a ~T, @) = sup la_(8) - G_(8)]
geB_ gy

L'application du lemme de Borel-Cantelli entralne

Conollaine.- On a presque slirement pour n tendant

vers + «

-1/12 3/4

a1t [ = o (Log )~'™)
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CHAPITRE 111

METHODES SPLINES EN ESTIMATION FONCTIONNELLE.

I - INTRODUCTION.-

Soit X wune v.a.r. de loi inconnue et (X "Xn) un

2
échantillon de taille n de X.
Le théoréme de Glivenko~-Cantelli fournit un estimateur
presque siirement uniformément convergent de la fonction de répar-
tition F de la loi de X : c'est la fonction de répartition
| B
empirique F (t) = — 1 X. teR .
pirig (0 SR RN S
n i=|
Dans le cas oli la loi de X admet une densité f 4
support inclus dans [b,[], nous nous proposons de ''lisser'" 1'estimateur

Fn et d'en déduire un estimateur de f.

Ce lissage sera effectué au moyen de splines cubiques.

IT - FONCTIONS SPLINES CUBIQUES SUR [o,1]([1]).-

1°) Déginition - Notations. Soit A une subdivision

de BLI]. 0= xO < Xy eeeenn <x. =1 (N> 1),

Une fonction spline cubique (relativement & A) est une
. 2 . L. N
fonction S de classe C sur BL]] dont la restriction a

[%i’ Xi+£] (0 £ i £ N-1) est un polynSme de degré 3 au plus.
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On pose h., = x. - x.

et M

S"(xj) , 0<j <N

On va voir que si l'on impose & S des conditions
d'interpolation : S(Xj) = yj 0<j<N , la fonction spline S

est entiérement déterminde par la donnée de ses '"moments'" (M.)

2°) Expression de La spline en fonction des (Mj).

X,-t t - X.

. -1
Si te |x, ,, X. S"(t) = M, J + M, —3
[J‘l J] () 3-1 ]
h. h.
3 J
en intégrant il vient
(x.-—t)2 (t - x._l)2
s'(t) = - M, —I + M, ] + A
J 2 h, J 2 h,
] J
et
(x.—t)3 (e=x. _})
S(t) = M " J + M + At + B
J 6 h J 6n

on trouve la valeur des constantes A et B en écrivant que

S(Xj-l) = Yj_l

et S(x. 3
J)y

J

D'oli, pour t € [xj—l’ x.]

i
(x.-t)° (t=x,_)° h, (t-x.)
S(t) =M._I—J————+M.—————J———+M._l J J
J 6 h 3 6 nh. J 6
i
h,(t-x._) y.(t=x. ) y._,(t=x.)
- M, N SR IR fnd j-l i
J 6 h,
j
2
(x.-t) (t=x, ) V. = ¥._ M. - M.
s'(t) = - M, , —3 + M AT T bk R B LI
J 2 h 3 2n h 6 J

j70<jsN
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La fonction S vérifie les conditions imposées si et

seulement si S'(xj—) = S'(xj+) 1 £ j ¢ N-1,

ce qui équivaut 3 un systeme de (N-1) équations linéaires

indépendantes en les (Mj)OSjSN

L'existence de la spline d'interpolation est donc assurée.
Son unicité résultera de deux conditions supplémentaires convenablement

cheoisies,

3°) Caleul des (Mj).

Les conditions complémentaires seront de deux types :

(conditions aux limites).

J/S'(O) = a
CL1 (a,b) ¢ RZ
L‘S'(]) = b
CL2 MO = MN = 0
a) 1% cas cL

.
Les (Mj) vérifient un systéme qui est obtenu en remplagant

S' par son expression ci-dessus dans les égalités

S'(xj~) = S'(xj+) 1 ¢ j g N-1

1l
5]

ﬁ S'(0)

I
o

s' (1)

\

c'est le systéme suivant
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" h. h. + h, h. . -y, . =Y.
dy 43 ity 3y 2 Vigt Z Y5 Y5 T Y-
6 17! 3 I e M h, h,
3+l J
I € 3 £ N-1
<
y] -y
2M0+M1=—6—( o—a)=do
hptohy
y Y-
ey = 2 - 2 o - 20 g
- h h N
n N
j+1 b
En posant pour 1 £ j ¢ N=-1 A, = W, =1 =2, = —J
3 h. +h, J 3 h, +h,
3+l N J+1
et d. = 6 (yJ” AT A
J
hj + hj+l hj+l hj
on obtient pour 1 g j £ N-I
u., M. + 2 M.+ 2. M, = d,
3571 33+l i
et le systéme s'écrit
— = s r -
2 1 o 0 M d
0 o
My 2 Al 0 9
0 1, 20N | .
‘ O | ' ‘
' o 1 ' ‘
) 1 i !
. ‘ i !
. ! I |
1 ! i = 1
' ! , [
i O : | t :
: Mg-z 2 Mgy O f |
‘ ;
f Mye1 20 Ageg . f
O 1 ) [
2 N —-MN-— L dN |
AN ~ -
MCL
i
(d'ordre N+1)
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La matrice MCL du systéme est bien slir toujours inversible
1

(elle est & diagonale dominante).

b) 29" has CL..

M o=M =0

S (xj—)

]

S'(xj+) 1 < j g N-I

Le systéme obtenu est alors

—_ — oy — a -
2 A, 0 0 ! ,
: :
uz 2 Xz 0 0 ! :
i
O ¥y 2N O .' '
| ' )
| : ‘
(22) : f = .
1 ' !
1 i "
i i
1 ! .
! o B R I ‘
0 HN-1 2 Me-1 dy-1
T\ — s — - ,
M
CL2
(d'ordre N-1 ; que 1l'on obtient comme sous—-matrice de MCL en

1
supprimant les lignes et colonnes bordantes).

MtL est également & diagonale dominante.
2
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4°) Lemme 11.4.- Si 1'on munit RN+1 et RN—I de 1la

_] —
norme du sup, les normes correspondantes de M et M : sont
CL1 CL2

majorées par 1.

On aura donc dans chaque cas

sup IM.I < sup ld.l
0<jsN ] O<jsN

Démonstration : Elle est faite dans le cas général d'une

matrice 3 diagonale dominante ([}]) :

Soit M = (m..)1<.<N telle que Vi Im..| > z |m..
1j7 lsis ii 4 ij
15jsN
Soit o = (ai)lsisN tel que Ila|l = |ak| (# 0)
et B = MOL ISkSN
‘ N
1811 = 1wl = nx | 1 ]
ol = 11 g e
N
] Ty ] = 11 o o
itk
N
] > fog o = 1 I T1el ]
j#k
N
] = gl = T Il 11e]
itk
y el | 1
M o] = sup § —
b0 1811 min (gl = ] ImgsD

j#i
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et donc ||M_1 |[ < 1 |]M—

A, +u. =1
] ]
puisque pour 1 £ j £ N-I

111 - ESTIMATION PAR DES FONCTIONS SPLINES.-

X v.a.r. dont la densité f est 3 support inclus dans

(Xl""’Xn) échantillon de taille n de X.
Soit A : 0=%x <X, s..e., <%, =1 une subdivision
n o 1 N
de [0,1].
1°) Cas CL

I
Soit ﬁn la spline cubique interpolant la fonction de

répartition empirique Fn sur les noeuds (xi) avec les

Og<igN

conditions

F'(0) = a
F'(1) = b

-~

oi a et b sont également estimés i partir de Fn ¢ étant

~ * . .
donné m € N (fixé une fois pour toutes) , m < N .

a est la dérivée en O du polyndme de degré m
interpolant F_ en x , X ey X
p n O’ ] ] b m

-~

b est la dérivée en 1 du polyndme de degré m

interpolan F e X .o
in polant n noXg oo

[0,1].
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- -~

On pose alors fn = F; , dérivée de Fn (méthode introduite
par G. Wahba [é]] dans le cas particulier d'une subdivision uniforme
et pour lequel 1'auteur ne donne qu'une condition suffisante de

convergence ponctuelle en moyenne quadratique).

°y ¢ )
2 )_:Ei CL2

On n'a pas 3 estimer de paramétres complémentaires : Soit

~

encore Fn la spline cubique interpolant Fn sur les noeuds

(xi)OsisN avee Mo N MN =0

On pose de la méme fagon fn = ﬁ; .

3°) Déginition des noyaux splines.

. 1 . . .
Pour x € [Q,ﬂ soit SX la spline cubique interpolant

ﬂx ot —> IBLtJ(X) sur les noeuds (Xi)OsisN avec les
conditions CL1 : (Si)'(O) = a(x)
1., _ .
(Sx) (1) = b(x»
a(x) : dérivée en O du polynOdme de degré m Interpolant ﬂx
en X . X, ,..., X
b(x) : dérivée en | du polyndme de degré m interpolant ﬂx
en X s ) Xy -
1T \
Comme Fn(t) = = z ][O,t](xk) , te€ I_-O,l:l . On a,
n k=1

par linéarité de 1'application qui, & une fonction associe la spline

qui l'interpole,

sl o

Ve e [O,ﬂ F (t)
R RN

il
=
It ~113

n k

rz‘ 1
(S
n k=1 Xk

il
!

ot £ (t) )" (t)
n
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en posant ii-Sl(t) = K1 (x,t)
X A
dt n
- 151
on a alors f (t) = — z K, (X ,t)
n A k
n k=1 n

et appartient 3 une classe connue d'estimateurs de la densité.

o)
=}

Pour x € [O,IJ soit Si la spline cubique interpolant @Y

sur les noeuds (Xi)OsisN

.. 2 )
avec les conditions CL2 (Sx)"(O) = (Si)”(l) = (),
La méme remarque montre que, dans ce cas en

posant 4 Sz(t) = K2 (x,t)
X A
dt n

-~

)
£ (t) = - ) K, (X, )
n k=1 n

Plus généralement ces remarques seront valables pour le

lissage d'estimateurs qui sont déja de la forme
, o
LD S aNS
n k=1 n

Avant de donner des théorémes de convergence pour les
estimateurs splines, voyons comment ces estimateurs s'intégrent dans

la théorie hilbertienne des splines ([31]).

1V - THEORTIE HILBERTIENNE DES SPLINES D'INTERPCLATION. -

1°) Position du probleme.

Soit X, Y, Z 3 Hilbert réels.
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U:X—>2 et T : X —>Y deux applications linaires continues

surjectives.

Soit =z € Z et IZ = U—l({z})

T

X /)’_\

S

Probfeme (P) : On cherche o € I tel que !|T(G)|[Y = min ||TG)
xel
z

Un tel o s'il existe est appelé fonction spline d'interpolatioun

relativement & T, U et z.

2°) Existence - Unicité.

Th3ondme 1.- 11 existe au moins une fonction spline pour

tout z € Z si et seulement si Ker T + Ker U est fermé.

Théondme 2.- Si Ker T + Ker U est fermé.

On a unicitd si Ker T N Ker U = {0}

3°) Propridtds de minimisation.

Théonome 3.- Si Ker T + Ker U fermé et Ker T NKer U = {0°
Si S =1{s e X | <T(s), T(x)>Y =0 Yk € Ker U} (espace

des fonctions splines).
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Si z est fixé dans Z . Alors
* 11 existe un unique ¢ dans S tel que U(s) = z ,

* Vx e I ‘]T(o—x)[]Y = min llT(s—x)ItY
s€S

v P . ~
et tout autre o ayant cette propriété différe de ¢ par un

élément de Ker T.

* Vs es [IT(=s) |, = min |[T(x-s)]]

xel Y
z

et o est 1'unique élé&ment de Iz ayant cette propriété.

4°) Cas o Z =R™ . Alors Ker T + Ker U est fermé.

Si on a Ker TN EKer U= {0} (donc unicitéd) on a

dim Ker T = g £ n
U(x) = (<k1,x>

) oi k., ,..., kn sont

linéairement indépendants.

Théoreme de caractérisation.-

Soit =z € Z = Rn et 0 € IZ

(¢ est fonction spline) < > (H(Ki)

n
*
= S’ .
l<ign tels que T T(o) ! >, k.

n
{ . ati . <k.,p>, =0
ol les Al satisfont Z A Py C

Tous ces résultats sont démontrés dans Eﬂj.

Les résultats obtenus jusqu'd présent en estimation au
sujet des fonctions splines 1'ont &té par des méthodes trés 'calculatoires'
et il semble difficile (comme le dit G. Wahba dans [F7]) de les étendre
d des splines de degré supérieur & 3 3 cause de la complexité des

expressions locales des splines.
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On peut pourtant penser que pour des fonctions a estimer
"trés réguliéres'", des splines de degré supérieur donnent de meilleurs
résultats. Le cadre hilbertien devrait permettre de donner des résultats
. ' . . . - 2
plus généraux. D'autre part l'opérateur T qul est égal & D
(D : opérateur de dérivation) dans le cas des splines cubiques pourra
8tre choisi suivant le probléme 3 traiter et les informations que 1'on

a sur la fonction & estimer (fon-tion de répartition, densité,

régression, etc ...).

Le lecteur intéressé pourra consulter BO] et [%4] qui

contient une importante bibliographie.

I1 est 4 noter également que pour certains problémes les
splines "d'ajustement" ou les "splines dans un convexe' Dlj peuvent

8tre mieux adaptées.

Nous espérons revenir prochainement sur ces questions.

V - SPLINES ALEATOIRES.-

1°) Cas génénal.

Soit (Q,A,P) un espace probabilisé et =z wune variable

aléatoire sur (f,A) & valeurs dans (Z,BZ).
On suppose que Ker T + Ker U fermé et Ker T (lKer U = {0},

Pour tout w € 1l existe une unique spline S(w)

telle que U(S(w)) = z(w).
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Théoneme.- L'application S : (Q,A) — (X, BX) est

wk— S(w)

mesurable (spline aléatoire).

Demonstrhation : S est un Hilbert car il est fermé

dans X.

* Soit u = UIS

P . .. . ~ -1
u est linéaire, continue, bijective. Il en est donc de méme de u

(théoréme de 1'inverse continu).

-1
¥ S =u o z est donc mesurable.

Dans les applications 1'espace X sera souvent & noyau
reproduisant. La spline aléatoire est alors une variable aléatoire

du type étudié dans la premiére partie.

2°) Esperance de fLa spline aléatoire.

I1 résulte des propriétés de 1'intégrale au sens de

Pettis ou de Bochner (chapitre I) la :

Proposiiion.- Si =z est intégrable S 1'est aussi e+

E(S) = u_l(EZ) :

Ce qui montre que 1'on pourra construire des estimateurs
splines asymptotiquement sans biais d'un é&lément de X d&s que 1'on
aura des théorémes de convergence pour les splines et que 1'on disposera

. n
d'observations convenables dans R
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3°) Cas des splines cubiques avec Les conditions CL,.

x =12 ([o,1]) v = 12([0,1]) z =R

2 1 1 1
T =D <X’y>x = J Xy + J X'y' + J X"y"

0 0 0]
1
<X,y>, = J Xy .
¥ 0
U(x) = x'(0), x(0), X(x]) N , x(D), x"(1))
Si z = (a, Yoo Yy sevevee » Yy o b) la solution

du probléme (P) est la spline cubique obtenue en résolvant (Zl)
et donc (propriétés de minimisation IV 3°) c) cette spline minimise

1
J (f”)2 parmi toutes les fonctions de H2 qui interpolent z.
0

Proprniete de £'estimateun En cornnespondant.
1

fn minimise J g' parmi toutes les fonctions g de
0

-~

H]([O,IJ) dont une primitive interpole Fn en X , X, ;... X

et qui vérifient

[
W)

g(0)

g(1)

i
o)

4°) Cas des splines cubdques avec Les conditions CL, .

f peut &tre obtenu directement comme solution du probléme
n

si w=u'(o,ih yv=1X[o,ih z-wr

1 1
T =D <X’y>X J xy + J X'y'
' 0 0

[]
Y7y 0

(P)
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i

On estime J f(t) dt par la fréquence des observations tombant
X,

i-1

dans [ki—l’ x;] . C'est un cas particulier des splines par moyenne

locale (DIJ).

Propriéte de L'estimateun fn cornespondant.

1
f minimise J g' parmi toutes les fonctions g
n
0

1 . e .
de H ([O,ﬂ) dont une primitive interpole Fn eN X ..., Ky oo

Les conditions CL2 conduisent donc 3 un estimateur meilleur ___

du point de vue "lissage' et bien plus simple & calculer pratiquement.

VI - THEOREMES DE CONVERGENCE POUR LES SPLINES CUBIQUES.-

Les démonstrations classiques ([ﬁ]) s'appliquent (cas CLZ) ou

s'adaptent facilement (cas CLI)'

1°) Conditions CL, .

F fonction continue sur [b,ﬂ . S spline cubique
8'(0) = a
d'interpolation de F avec CL]
8'(1) =b
Notations : On posera dans toute la suite H = max h,
IsjsN
h = min h,
J
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si 6 eR u(F,08) = sup  |F(t) - F(e")] .
[t-t'|<s

Théoreme VI.1.-

Ve e [0,1]

2w’
— (W(F,H) + h max(|al, [b|)) + 2u(F,H)

[F(t) - s(O)] < 5
3/3

o

Démonstration : si t e [%j—l’ Xj]

3 2 3 2
(xj—t) + hj(t—xj) (t~xj_1) - hj(t—xj_])

|S(t)-F(t)| = M, + M,

-1 6 h. J 6 h.
j j

Yj(t_x-_]) - yj”l(t_x.)

+ J J - F(t)
h,
J
La valeur absolue des coefficients de Mj et Mj-l est
n?
majorée par —J . Une &tude plus précise montrerait qu'elle est majorée
9 3
h'
par — .
9v/3
Majornation de  max [M. |
ogjsN  J
Y. -y Y. T ¥Y._
Pour 1 £ j £ N-1 d. = 6 g+l J -] j-1
1 h, +n, h, h
3 3-1 j+l J

o
"
=
~~

!
-

==
S
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2

Du lemme II.4 il résulte que sup |M. < l%r(u(F,H) + h max(|al, |b]).

ogjsN J n

D'autre part

y.(t=x, ) - y._ (t=x.) t-x, t—-x.
it ml I | = | oy - R) - —L g, - F)
h. h. J h. J
] j j
£ 2 u(F,H)

D'od le théoréme.

On supposera qu'il existe une constante CO telle que

pour toutes les subdivisions considérées on ait 1 g H < CO
h
Conollaine VI.1.- Si |a|l et |b| sont majorés par s,
; 2 2
ona Vte [0,1] |F(t) - s(t)| s C“(u(F,H) + h s ) + 2u(F,H)
3/3 © 0
et § ~— F uniformément si H — O .
. . m+ | *
Theondme VI.2.- Si F est de classe C , me N (on

note f = TF').
Si a est la dérivée en O du polyndme Pm de degré m

interpolant F en x _ ,..

. X
o )

.
Si b est la dérivée en | du polynlme Qm de degré m

interpolant F en X e X
P N-m’" " "N
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Alors ] ~ §—F uniformément si H —> O .
2
2 - sup _ |S(t) - F(t)]| = 0(H?)
te [0, 1]
3 - 8" — F' uniformément si H —> O

et sup lS'(t) - F'(t)‘ = 0(H)
te [0, 1]

On a posé M' = sup _ [FM(¢)] ™D o s ™D ) |
te [Oal:] te[O,l]
M= sup _ [f(t)]

te[0,1]

Demons trhation :

a) expression de a et b et démonstration de 1 -

Pour | €1 <m on a (F—Pm)(xi_]) = (F—Pm)(xi) =0

. . - t =
donc il existe Gi € ]Xi—]’ Xi[ tel que (f Pm)(ei) o .

P& est donc le polyndme d'interpolation de f

en 61, 62, “ees Gm .

f étant de classe Cm, il existe 08 € [b, GUJ tel que

vV . (0)
£(0) = P'(0) = £(0) - a = cmel 7 (m) gy

m!

(expression de 1'erreur d'interpolation)

=3

ol Vm_l(x) = (x—ei)

i=1
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m m
on a : |Vm_1(0)l = 1 6, ¢ T i H car 6, e:]xl r xl[:
i=1 i=1
m
!
le_,(0)| <m! H
v . (0)
a=f(0) -2~ (™
m!

b =q (1)
N-m+1 i - = (F- =
Pour i s N ona (F-Q) (Xi-l) (F Qm)(xi) 0
3 3 — 1 —_
donc il existe T, e:]xi_l R xi[: tel que (£ Qm)(Ti) 0
Q% est donc le polyndme d'interpolation de f en
T

Teme] >0 Ty

~ m o, .
f étant de classe C il existe T € [EN—m+1,i] tel que

W (n

-1 (m)
£(1) - Q'(1) = £(1) - b = 2 £y
) Qm m! v
N
ol W (x) = I (x-1.)
m-1 1=N-m+1 .
,
W (1)
b= f(1) - b © 0 p@®@ oy
m!
et on a
N N
W _ ] = 1 a-t) s 1 aeieDE =
m i=N-m+1 t {=N-m+]1
\
Donc la] < |[£CO)| + H" M(m+l)
b < |£C)] + &® M D

et le corollaire VI.l s'applique
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On a donc 1- et la majoration :
Ve e [:O,lj
IF(0)-s(t)| ¢ 2= c®@m' + hor + 1 M™ Dy 4o me
3/3 °
b) majoration de d -, dy et (d)y .oy,
y, -V
dO = —9—( ! 2 - a)
bty
F(x,) - F(x )
il existe « e:lx , x [ tel que = f(a,)
1 o} 1 1
h
1
\Y (0)
-1
donc a =L (f(a)) ~ £(0) + ol 7 opm) (8))
° h m!
1
Or lf(al) - f(O)‘ $ a, M"
donc la | s 6(u" + C_ gl Dy

N
hN N
_ F(XN) - F(XN—I)
1l existe oaN CJXN_], XN[ tel que = f(ocN)
h
N
WD)
donc d =—é— f(1) - £(a,) - m-1 f(m)(T}
N N "y
N !
Or l£(1) - f(uN)l s (1 =) M
donc [yl <6 (" + c g (D,



_60...

4 =6 R RS A WA
3 h. 4+, h h
] j+l I+l J
d, ,
—d  est la différence divisée d'ordre 2 de F en
6
Xj—l s xj , Xj+l donc il existe Cj+l € [%j—l’ Xj+1] tel que
F”( . )
d. = 6 i)
J 2
d'ofl [d.] = 3 M"
i
D'aprés le lemme II.4 sup [M,| < 6(M" + C g M(mH))
OsjsN ©
c) majoration de [s(t) - F(r)| (2-).
si t e [?. 1 xj]
|s(t) - F(o)] < Y onlor v ¢ g™ n®™D,
3V3 ©
t—x._1 (t=x.)
== . - FD) - — (y._, = F(t)
h. J h. J
i ]
or - F(t) = (x,-t) £(8)) Br e [x. ., x
73 ] i j -1 4
- F(t) = (x,_,-t) £(8%) 82 e [x x.]
Yi-1 j=1 j i =1 7

Le deuxiéme terme ci-dessus est donc

1 1 2
- 1(t—xj_1) Geymt) £85) = (ximt) (t=x,_)) f(Bj)l
i

et il est majoré par H2 M" puisque lf(B;) - f(B?)l < hj M"
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Donc

sup IS(E) - F(t)' < [:(i:.,_ 1) M" + _f‘__ C Hm—l M(m+l)j H2

te [0, 1] 3v3 33 ©
D'ot 2- .
d) majoration de |s'(t) - £(e)| (3-).
S1 t e [X‘j—l’ Xj]
(x,-t) (e=x, D7 M-,
[s'(e) = £()] = |- M, ——— e M, VLR .
17 2, 1 2, 6 J
j j
V. < V.
+ =1 f(t)
h,
J
IsT(t) - £(r)] & max [M.| x w(c +-=) + |- - £(t)
OsjsN ° 3 h,

I1 existe Y. € |x X, tel que . - ¥, = h, f(y.)
J | J’ d RS ] ]

j-v

Y. =Y

R Ll R YOR S £ - )] < H

??p Is'(t) - £f(t)] < H{%(co s o s c, g M(m+l)) +rﬂ]
telo,1 — 3 -

2%} Conditions cL,.

Ihéonéme VI.3.- Soit F € HZ([b,lj) et S 1la spline

d'interpolation de F avec les conditions CL, alors :

2
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Démonstration = Pour 1< i s N (F=8) (x,_ ) = (F-S) (x,) =0
donc il existe gi e:]xi_l, Xi[ tel que (F'-8") (Ei) =0 .
Soit t e]xi_], XiE
t
(F'-S") (t) =J (F"-s") (u) du
&
t 2 . 1/2 1/2
[(F'-s")(t)]| = <J [(E"-5") (u)]* du) x |t - g
£,
1

D'aprés les propriétés d'optimalité de S (IV 3°) b).

1 1
J (F"—S”)Z S J F|l2

0 0
gone | |E'=s"||_ < []E"]] 5 < u'’?
L
t
D'autre part (F-3) (t) = J_ (F'-S') (u) du
X
X + x
. = . 1~-1 1 .
oi X = X, si t § ————~ €t X, sinon.
1-1 2 1
poa [[r-s||_ < [1F]] , « w/2xE
L. 2



VIT - ESPERANCE DES ESTIMATEURS SPLINES. -

Si t e [?i_l, x;]

(x.—t)3 (t—x,_l)3 h.(t-x.)
ES(t) = EM,  —%— + EM, el 4 BM, ]
=t ey, I 6, . 6
] ]
(t-x._.) Ey.(t-x,_ )y - Ey. (t-x.)
- EM. h, oy 23 ! ! J
3 6 h,
N
2 2
(x.-t) (t—x._]) Ey, - Ev -1 EM. - EM -
ES'(t) = = EM, | —d—+ EM, ——d + e
J 2 h. J o, h. 6
] J ]
ol les (EMj)O/j<N vérifient dans chaque cas les systémes obtenus
~Js

a partir de (;1) et (22) en Templacant dj par' Edj 0 < j g

Caleul de Edj 0< j<N.

I S I g p— (yj+1 AR yj'l)
]
By + by, By LY
Ev - By Iy, = Ey.
Bd. = 6 ~_( j+1 i_ 3 J—l)
1 h, o+ b h. h,
N 3l j+1 ]
1 n
= — - = )
€30 v Lo e &) = F )
1=1 R o
Eyj = F(Xj)
Pour le cas CLl
6 Eyl - Eyo ~
Ed = — {—ro - - Ea
° n I
i
Ey, - Ey
~ N N-1
ray - £ (36 - |
h h

N.
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Calcul de Ea et Eb

Soit Eo Y le polynime de degré m interpolant 1 en
Ogvem
Xv et O en xJ 0gj]<m
j#v
et Kl N le polyndme de degré m interpolant | en
2
N-mgvsN

x et O en x, ; NPm £ jJ €N
j v

j#

m . N
a= ) (’_6’\)(0) F_(x) b= ] & () F (x)
v=0 v=N-m ’
R m - N
Donc Ea = Ko’v(O) F(x ) Eb = ) El’v(l) F(x,)
v=0 v=N=-m
D'ol le

Theondme VIT.1.~ Dans chacun des cas CL, et CL

1 2

1'espérance de la spline est la spline de méme type interpolant F

sur les mémes noeuds.

1'espérance de la dérivée de la s»line est la dérivée de la spline

de méme type interpolant F sur les mémes noeuds.
On retrouve ainsi les résultats de V 2°).
Du théoréme VI.3 on tire alors le

Théondme VIT.2.- Si F ¢ HZ(BLIT) , s1 S est l'estimateur

du type CL, de F, S est un estimateur uniformément asymptotiquement

2
sans biais (E.U.A.S.B.) de F et S' est un E.U.A.S.B. de f.

Du théoréme VI.2 on tire alors le
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Théoneme VIT.3.- si F e c™F!

([0,1]), si S est du type CL,
S est un E.U.A.S.B. de F.

S' est un E.U.A.S.B. de f.

1
Dans le cas ou F est seulement de classe C sur BLI],
pour déduire du corollaire V.l que S est un E.U.A.S5.B. de F

il suffit de majorer |E§| et |EB].

A
<
7N
=t

Majoration de Iﬁé v(o)! 0

A
<

IA
2z

et ui;’v(l)[ N-m

-1
L. () = T (t-x.)x[ T (x -x.,)
0 ocjsm I Osjsm i
j#v j#v

. , -1
si m32 gy (o =[m (xv—xj):l )1 (e=x.))

’ 0<j<m Ogkgm  0g<j<m
j#v k#v i#k
ity
_1 . .
|Ké’v(0)| < g va_xji z ( q xj)
Ogj<m O<ksm | Ogj<m
j# k#v j#k
ity
——
produit nul sauf si v =0
ou k =0
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-1
2] (0] < L™ 1 b1 x.)
’ 0<j<m O<ksm 0<js<m
itk
m~1
H
£ (0)| £ m ——
I 0,0 )l hm
T X
si m =1 KO,O(X) = —— EO,I(X) =X
- X X
1 1
1 1
1Ly @] = — s = [1’—(')](0)[——1—5l
’ X h ’ X h
1 1
Hm—l Cz_l m!
et donc |£6 v(O)I g ml —— <
’ h h
Vﬁ > 1 Yv O<v<E<m.,
Pour N-m £ v £ N soit LO,N-V défini comme ZO,N—v
mais sur les noeuds 0O , 1 - X o 1 - Xymg , I - Xy ©O0 @ alors

et E; v(l) = - L! (0)

On a donc
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Majoration de |al et |b]

m N
a= ) Ly (0) F (x)) b= ] £ LD F_(x)
v=0 ’ v=N-m ?
comme O < F (t) <1 Yt
Hm—l Cm_l (m+1)!
la] € (m+1)! ¢ =2
h
! Cm—] (m+1)!
b & (me1)! =— g =
h h
Si on pose Cg_l (m+1)! = C (cC =1
on a ];| < c et |g| < ¢
h h

Majoration de |E(Z)| et |E(D)]:

|a| ne peut prendre une valeur non nulle que si au moins

1'un des Xi appartient 3 ]O,XHJ.

|b| ne peut prendre une valeur non nulle que si au moins

' . <
1'un des Xi appartient a-JXN—m . x&].

n
P(ig] (%, e ]Jo, x ])) = P(X; € J0,x ]) s n (F(x) - F(x))

e
I o~3

@) ¢ E(a]) € S xn x mH M
h

IE(E)I $nCC_ M
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=]

n
P(V (Xi e]xN_m, xN])) < Z P(Xi e]xN_m, XI\J) < n(F(xN) - F(x

1=1 1=

)
IE®)] < E(BD) € £ x 0 x man

h

IE®)| sncC c_ mM'

VITT - MAJORATION DES NOYAUX SPLINES ET CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE

DE L'ESTIMATEUR SPLINE (SUBDIVISION QUELCONQUE]).-

1°) Majoration du noyau spline Ki(x,t) (degini au 11T 3°).

Y- - Y. Y. T ¥V._
Pour 15Nl d, = 6 AR TS WA
By + by B b,
les éventualités pour yj—l’ yj et yj+1 sont les suivantes :
i Yy Vg LS TS IS B
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 1 0 1
1 1 1 0 0
et |d| < —3—
j h?
N|s%+6h| MM$%+6M
° n h h h
6(C+1) 6(C+1)
ja | < S ] < S
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Donc sup |M.| < éﬁg%ll (lemme II.4).
osjsN 3 h
1 6(c+1) HS 1 . Ctl
et Vxe [0,1] K (x,t)] « =52 -+ -+ = x 2H
oA h? h h h?
Ve e [0,1]

En posant D = 6 Cg(C+l) + 2 CO(C+1) + 1

sup IKZ\(x,t)I <2
xe | 0,1 h

te [0,1]

2°) Majoration du noyau spline Ki(x,t) (défini au T11 3°).

De méme
2 3 H2 1 1
Ve e [0,1] |Kx,0)] s F—+—-+—H
Ve e [o,1] hoh b B
su K, 0] € 2
xe[g,l h
te [0, 1] )

D=3C_ +C +1
o o

3°) Théoreme VIII.T.-

si  ie {1,2} su K (0| < 2
xe[g,l h

te [0, 1]

D est une constante ne dépendant que de Co si 1=2

de C et m si 1 =1
o
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4°) Notations.-

* A
Pour tout n € N on se donne une subdivision An de [O,l]

n n n
0 = x0 < x1 ...... < XN = ]
n
On pose h, = x? - x?_] 1 €3 ¢ Nn hn = min h?
J J 1gjsN I
n
H = max h
PSS
n
% H
on fait 1'hypothé&se suivante Ynen 2 < CO
h
n
limh =0 .
n>+®

On adoptera les notations de E{I, []4] et [li] ol des résultats

trés généraux sont obtenus notamment a partir des méthodes de [lﬂ R [6]
et [22].

Dl est 1l'ensemble des densités f définies sur BLI],
1
bornées et telles que lim J KA (x,t) f(x) dx existe Vt e [b,[].
n>-+oo O n

£ 1

n
Cette limite est notée f(t) . £ (v) = Z KA (X,,t)
n n i=l n °t

On posera Dn(t) = ]En(t) - E(t)[ t e [p,l] n e N*

R 1
E(F_(6)) = £ () = J K, (x,t) f£(x) dx tefo,]] nen®

0 n
§n<c) = En(t) - £ () (donc E(gn(t)) = 0)
§_ = sup ’E (t) - £(t)]
te[0,1] "

1
D,=1{g | geD et 1lim sup [J K, (x,t) £f(x) dx - £(t)| = 0}
2 ! N>+ te[p,LJ 0 bn

Remarques sun Les ensembles D, et D, :

1
J KA (x,t) f(x)dx est 1l'espérance de la dérivée de 1'estimateur
o n

spline de F,
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Dans le cas CL], d'aprés les théorémes V.2 et VI.1,,

. m+1
on a, si F est de classe C ,

1
sup IJ Ki (x,t) f(x) dx - f(t)l = O(H)
te [O, 1] 0 n

et donc Cm( [0,1]) - DZ CD]

Dans le cas CL2, d'aprés les théorémes V.3 et VI.I

on a, si F e Hz([b,ﬂ)

1
sup |J Ki (x,t) f(x) dx - f(t)]| = O(Hl/z)
te[0,1] 70 “n

et donc HI(IZO,I:[)CUZCDI

On peut aussi remarquer que, d'aprés les majorations de
|E(a)| et |E(b)| et les théorémes VI.I et VI.3, si F est

seulement de classe C1 j (x t) £(x) dx - F(t)[ — 0
ce[0,1]

ol SA (x,.) est défini comme Sx ou S“ (§ 111.3°).
n

Rappel des conditions de convengence gigurant dans [15] et

+%

utilisées dans La suite : a e R

I-(resp. I') 1I1 existe une fonction réelle définie sur
BLI] (resp. définie et bornée sur B),ﬂ) telle que

A (1)

1
su K, (x t)| <
X€ [g , 1] bn ’ hz

IT - (resp. II') 11 existe une fonction positive B

sur [b,l] (resp. définie et bornée sur [b,f]) telle que

1
[K (x,t):|2 dx ¢ B(t)
JO An hi
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IIT - I1 existe g € D, il existe t, € B),ﬂ, il

1

existe A2 > 0 tel que

1
J [kA (x,t]ijz g](x) dx =
0 n

Dzéin?

IV - I1 existe £ e D, , il existe t_ e [0,1] et une
) 1 0

famille (BA ) d'ensembles A-mesurables tels que ;
n
a) fo(to) > 0
b) 'A(BA ) =4 hz(ﬁ > 0) X : mesure de Lebesgue sur BLI]
n
et J KA (x,to) fo(x) dx > 8§ >0
B n
A
n
V- su K, (x,t') - K, (x,0)] € < |t'-t|"
A A my
xe[g,l n n h
n
t e [0,1] t' e [0,1]
C>0m>0 y>0 (condition de Lipschitz).

VI - Est une condition sur 1'espace des observations

vérifiée par [C,I].

5°) Conditions suffisantes de convergence ponctuelle.

1 2
J [kA (x,tZF dx < D_ (condition II de DS] vérifide avec o = 2).
0 n

h
n

Les démonstrations de [9] s'appliquent et on a le théoréme

suilvant :
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Théondme 1.- soit te [0,1] f e D
. . 2
Si lim n hn = 4+ o alors
n->+o
2
a) E [ (0] ——0
N>+
et donc b) E(M (t)) —— O .
n n->+o
D'autre part sup [KA (x,t)| s ll-s l%
xe!0,1 n h h
n n
(condition I de (1) vérifiée pour o = 2) et donc
Théonéme 2.- Si pour tout B > 0O

] exp(- 8 nh?) <+
* n
nelN

alors D (t) —— O
n n—>+oo
2
E((D_(£))T) —— 0
n->+oo
et

E(D (t)) —— 0O
n n->+ow

presque complétement

la démonstration de ce théoréme est basée sur une inégalité de

Hoeffding [ 9]

- 2
P(Sn(t) 2 e) € exp(- Bjen hn)

ol 81 est une constante, et ceci pour ¢

et met en évidence la majoration :

suffisamment petit.
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6°) Condition sugfisante de convergence uniforme.

Théonéme.- Si f € Dz

Log n

et si —> 0
2
n h_ o
n
Alors a) 8§ ——> 0 presque complétement.
nn—>+oo
et b) ES§ — 0
nr+o
La démonstration de Eﬂ s'adapte immédiatement
4 x,-t t-x,
——-KA (x,t) = M._l J + M, —I si t € [x._l, x.]
dt “n I n, I n, ] ]
J J
1
donc IJL-K (x,t)] < 12¢e+1) (page 69)
: A 2
dt n h
n
donc sup _ |K, (x,t') - K, (x,t)] ¢ 12(c+) |t -t]
A A 2
xe[O,l n n hn

et les conditions I', II', V, VI de Dfﬂ sont vérifiées.

IX - CAS DES SUBDIVISIONS UNTFORMES. -

Dans ce cas les matrices des systémes (zl) et (22)

sont des cas particuliers de la matrice réguliére :
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= MG
. (|r] <2
O ul <25
1 1
72 * 7
! 1
2 2
2
- (d'ordre n).
dont on se propose de calculer 1'inverse ([f])
* 1 1
Pour n e N on pose D =det M (—, 5
n n, ',

D =1

équation aux différences finies dont 1'équation caractéristique est

2 -2x+1=0

4

d'ot

Donc

1o 0
2
X2=]+§
2
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DO=1 a+ B =1
< > .
D, = 2 w1 -5 10+ By <2
2 2
a=--—1—(1—§)
3 2
=L+
V3 2
plod D = - L (1 _ﬁ)n+1 1o +§)n+1
n V3 2 V3 2
r=]+l/__§
2
V3
S.—_']——-.-
2
n+l _ n+l
VYoe N p ==L 5 (D > 0)
n /':3' n
Pour X € R on pose Q (1) =det M_(x, —)
* n n 2
nelN
(on a aussi Q_ (1) = det Mn(%, )
i ns 2 () =2D . -2p
st 0z o -1 7 72 “n=2
— —4 —-A-— =
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La matnice des mineuwrs de Mn(x,u) est la

matrice (C..)
1]

1]

ij

Dans le cas CL1 on

déterminée par :

n-i i_](A) pour 1 < i g j
2
ou (1 <1i<n et
1,1-] . .
(2) Qj_l(k) Qn—i(“) pour 1 < j g i
ou (1 <1i<n et
1.3-1
)’ Q_: (W Vi 1<jsna
2 ]
1.n- .
SR P 0Y Vi 1sjisgn
2 J

a A =qp=1 et on posera

Qn(l) = En pour ne N .
Dans le cas CL2 ona A=Uu-= 1 et les résultats
2
ci-dessus se condensent de la fagon suivante : (Qn(l) = Dn)
2
si 1lgisgjsn c.. =3 b D,
ij n-j i-1
2
si 1 £j<1gn C.. = (l-l_J D, D .
ij 2 j-! "n-1i

on a alors C..
1]

est une matrice

Cji (ce qui

symétrique) .

provient du fait que Mn(l
2

n)
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X - CONDITIONS NECESSATRES ET SUFFISANTES DE CONVERGENCE DANS LE CAS

CL2 AVEC SUBDIVISTIONS UNTFORMES. -

si t e EXJ._], si x € [Xk—l’xk]

2 2 k
(x.-t) (t—=x. ) Y. = ¥._ M. - M,
K(x,t)=rM1.‘_]—-—J . M S ok PR N o E
J 2h J 2h h 6
si x =20 Ki(O,t) =0 YV te [@,t].
1°) Expression des M?.
-1
On notera MCL2 = (Aij)lsisN—l
IgjgN-1
si 2 £ k ¢ N-1 seuls d et d sont non nuls d, = 3 d 3
h s k k~1 k h2 > Tk-1 h2
k 3
si 2 £ j £ N-1 M. = (A. - A, ) x —
] R 19 S0 B I SO A
si x € Wx X ] seul d, est nonnul d, = - 3
-0’71 1 1 h2
1
MpT AL G
si x € jx x-] seul d est non nul d =3
N-1’"N N-1 N-1 h2
M? = A5 n-1 Oy
si 1< j, ona
(-n**d 07 ai-i
A.,., = c.. = (=) D .
1j D 1] D 2 N-1-3 "i-1
N-1 N-1
et A,, = A. Vi A
1] J1
1+k=1
(-1)’
Donc A. - A, = c .
ikl T Ak (€5 k-1 % 85,10
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j
1 ] 5=
o LT MR P
Dy, 2 h
donc D2
1,2 N- 1.j-1 9
aih? = @It
Dy, 4 h
N (-1) b N=i-1 3
M; S Dy ¥ 2
Dy 2 h
2
D
1= -l 9
donc (MEI)2 = —%—l (1)N e X =
Dy, & h
Si 2 ¢ k ¢ N-1 et 1 g3 ¢ N-1
.. I k=i
Si j g k-1 4 k-1 ek (;) Dj 1 2Dy + Dy »
1+k~1 .
kK _ 3 _ (=D3 1,k-j
et My = 2 (2) D, Py g * Py
N-1
2 9 D?—] I k=] 2
donc (M.) % ) (ZDN__k + DN—k—l) .
ht D 4
N-1
.. J—k+l
Si Jzk €5 k-1 " %5,k T (2) P17 D1 + Di)
j+k=1
k _ 3 (-1 J—k+]
o 5 H R (2) Dyoyoj PPy + D)
N-1
2
done (92 = 2 NoImi (yickdlon oy 2
] w2 4 k-1 k~2

N-1
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h
2°) Minoration de J Ki(x,o)dx .

o
| : LM
si x eJo,n]  Ky(x,0) = — - —
h 6
D D
NI SN SO
Dy Dy, b
D
donc Ki(x,o) S S | L’ SV E |
h D, 2 h
b 2
d'ot J KA(x,O)dx >
o

et la condition IV de BSJ est vérifiée. La condition III 1l'est donc

aussi puisqu'en appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

1
1 < h x Jo[Ki(x,O)]z dx.

Nous allons voir que cette condition III est en fait vérifiée

pour tout t € E),ﬂ , avec g] z 1 A2 = 1 , Cecl pour n assez
4
grand.
b2 2
3°) Etude de 1I(t) = hJ [k (x,t)] “dx.
e o A
it X, 49X,
° © [xjopo%;]
2 2 2 .2 k 2
9 N K h™ - 3(x.-t) Kk 3(t-X._]) - h Vi< Yi,
I(e) = h° ) M| J + M J + ]
k=1\ 3 6h 1 6h h

a) Calcul de 1I(0)

si x e:]xk_],x;]

k _ kL k
N1 7Y% NP

h 6

2 -
KA(X,O) =



1(0)

1(0)

1(0)

(1)

(1)

I(1)

]
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2 1 M;h
si k =1 KA(x,O) = -
h 6
2 Mll{h
si k > 1 KA(X,O) = - —
6
| Mlh N (Mk)2h2
2.1 2 71 1
Wi ==+ )
h h 6 k=1 36
1,2
M. h 4 N
3 36 k=1
D 4 N
s N2 By (M1]<)2
DN—I 36 k=1
D 3
car Ml = - N-2 X —=
1 D h2
N-1
b) Calcul de I(1)
si x e]xk_wx;
k k k
2 YN T V-1 My B
KA(X,]) = +
h 6
N
h
si k=N Ki(x,l) = l + MN—I
h 6
k
h
si k <N Ki(x,l) = MN—I
6
N k 2.2
4 N (M )7h
hz(%+gMN1 . MN-1 )
h h 6 k=1 36
N
MN-th Y
1+ = ] )
3 36 k=1
D 4 N )
|+ N2 b N (NE_I)2
D 36 k=1
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car Mﬂ - N2 X 3
a -1 2

=)
jou g

Si t 6:30,1[ on aura, pour n assez grand,

t € [Xj—l’xj] avec 2 ¢ j £ N=2

, N 1O S L [ S L SRS
et 1(t) =h° ] (M ———— + M j N
k=1 \ J 6h J 6h
2
2 2 2
N h™=3(x,-t) 3(t-x. .) -h
2 k 2 k,2 -1
I(t) =h" ) 0 ) (-—J——) + () ( L
k=1 6h J 6h
" ‘k h2—3(x.-t)2 3(t—x._1)2—h2
+ oML MC by e )
171 6h 6h
Wo-3e -0 L 3(emx,_)0ob
+ 1+ 2niM] | ——d— 4] J
T 6h J 6h
¢) Notations.
V3
1 - 22
s 2
On pgse u = — = .
r 1 +-fg
2
rn+l - sn+1 rn+1 n+1
On a alors Y neNlN D = = (1 - u )
R Y3 V3
| - un—p+l
on pose T(n,p) = =T
] -u
D m+ 1
_m _ rm—n I - u ‘
D I_un+1
n
D I
LU — T(n,n-m).
D rn
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. . n
On a de fagon évidente 1lim u =0
n->+o

et \/ p lim T(n,p) 5 1.
‘ b

Calcul de (2D + D__)°
—_— n n-1

1 n _.n
2D+ D | = /3'(r (2r+1) - s (2s+1)).
Comme rs=l (on a r2=1+/§ et 52,:1../3_)‘
4 4 4
20 + D %=L @?r+? + 202se? - 2 e 2s+1))
n n-1 3 4

4 N
d) Etude de 2— ¥ (Mf)2
9 k=1
2
D
N-2 1 1.N-2
2 arf 5=+ —— ()
DN—] Dy-1 4
N k=11, 2(8-k) 2 2(N-k) 2 1 N-k
S e G —(r (2r+1)” + s (2s+1)° = 2(=)" T(2r+1)(2s+1))
k=2 D 4 3 4
N-1
I (N=2
4 N =)
oy od?e Lra-n? - OV S aren 20D
9 k=1 r Dy 4 3Dy _, 4r® - 1
o\
2 2(N-1) 2 2 N-2
+ (2s+1)" s is x x (2r+1) x (2s+1)
3D 2 -1 32 A
N~-1 RED!
3 1
tenant compte du fait que = x
o2 SN TN
N-1 u
4 N
on obtient lim h 5 (Mll{)2 4

n>® 9 k;
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On en déduit immédiatement

lim 1¢0) = 22X _ /3,

N>+ 2r-1

4 ,
e) Etude de h (ME_])Z.
9

1

I o~1'2

k
De la méme fagon, on montre que
4 N

lim h z (MN—I) =

n>+e 9 k=1 r(2r-1)
On en déduit immédiatement

lim 1¢1) = 22 _ /3.
>+ 2r-1

N
) (Mlj‘)2 2 < j g N-2,

f) Etude de
1

n
9 k

j est tel que ¢t € Ekj_],xjj, il tend donc vers 1'infini

avec n
4 i )
h_ i o2 - % 2; (l)J‘kHD;_l_. L (r2(k—1)(2r+l)2+52(k+1)(25+1)2
9 k=2 k=2 Dy_, 4 I3
- 2(l)k_1(2r+1)(25+1))
4
4 —] ! .
h % (le)2 -1 ; T(N—l,j)2 (2r+l)2 X LOT 5 X r?]
9 k=2 J 3 ) | - 4r
. 2.3-1 .
. (25+l)2 . (l)JH N 42 y S2 o J (4s )2 — (2r+1) (2s+1) ><J~.~q
4 I - 4s 47
nt 3 k.2 2r+1 V3
1im—— (M,) T e——— T ———

nte 9 k=2 3 3(2r-1) 3



h4
Comme 1im (M.) — = 0
n->+ow 9
4 2
et que  lim - (M) TL.SZEi%l_
n—>+w 9 12 r

Qn a lim

4 3-1
. h 3
et lim — ) o2 = 32
n>+e 9 k=] J 12r
4 N-1 N-1 ,
LI ) (Mk)z = ) —EL—'(])k—JD%_] x Lx (rz(N-k)(ZrH)2 + sz(N—k)(ZsH)2
9 k=j+1 3 k=j+1 Dy, 4 J 3 | Nk
-2 ( ) (2r+1) (2s+1))
- —]—\N—'J_l
4 N-1 2
L) (M?)Z =Ly 2(1]q 5 T(N-1 -2 (2re1)2 x Lx 28737 o \ert]
9 k=j+l1 3 r -] 4 - 1
-j=1 2
- (MLE.)NJ tr
¢ sty g2 (N7I=D is - 2(2r+1) 2s+1) T
4 1 A
-
4s
4 N-1
et lim By afy2 . 2wl /3
nte 9 k=j+1 I 3(2r-1) 3
Comme lim —1:1—— MN
n>+e 9 ]
4 N
on a lim h ? (Ml.()2=§.
n>+e 9 k=j+1 J 3
4 N
D'od 1lim h ; (M )2 2/_
n+e 9 p=| 3
N
et pour 3 g j £ N-] lim h—E —Zl‘-g.
n>+o 9 =] 3
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4 N
g) Calcul de Q = 1lim b Z Ml.(_lle ;
noto 9 k=] I ]

pour 3 £ j < N-2

De 1'expression des (M?), il résulte que

si k g j-1
K Py-;
Mk. =+ M, X 2 X 8|
j-1 ] D
N-1-]
D
si k = j MJ———g—xlxNIJ(ZD + D. )
] h2 2 D =1 i-2
N-1
D.
] _ 3 I 1-2
[ h2 x ) x . (ZDN"j + DN—j"'l)
N-1
D.
si k3 j+l M, = -M x 4 x 172
J 2 D.
3-1
N D je1 . D, _ N
et J MF MIJ.‘=-2 ShAT) (M?)2+M;_]Mi—l¥ )
k=1 j-1 DN_]_J k=1 2D, ) k=j+l
2 V3 h4 ] N 1 V3
et Q=-% 5+ lim — M My - — x =
r 12r n»~ 9 J 2r 3
4 2
lim L w oMl - - L (2”;)
n+eo 9 713 12 r
Donc Q = é/é_"_.é .
3
Y h? - 3(x,-t)2\?
h k 2 j 9
En posant T, = — ) (M'—l) *
9 k=1 J 6h h
2 2.2
4 N h™ - 3(x. . ~-t)
R e R
9 k=1 J 6h h
AN o h =307 3(ex, )7 - b
T, = (= ] My MO x 2 x = ( ) X o —
: 9 k=1 J7J h 6h 6h
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. h2 - 3(x.—t)2 . 3(t—x, _ )2 - h2
T, = 2h|M]_| ] + M) il
J 6h J 6h
On a ; I(t) = Tl + T2 + T3 + 1,
h) Encadrement de T3.
. ' /3
lim hZMJ._1 =B e+h = =330,
N>+ J 2 r
lim thg =-2

n-r+o

Soit e > 0, € < 0,01

pour n assez grand £ - ¢ < th;_] < £+ ¢

-L-¢ < thg <-4+ e.

SR LI 2 _ i 2
Iy = ; + Mj(t—xj_l) - Aj_](xj—t)
342 _ 2
200-e) _ M- TMM agee
3 3 3
2 2 2 2
(=-) [(t=x;_ )"+ (x,-t) ] . [, =t) S+ (e=x, _ )7
Nl R M (tx, )% - M (x,-t)2 J71 2 e
h? DN AR IR B 2
h
2 2 XRi12 1,2
Oor (t=-x, )" + (x.-t)" = 2(t - —J—l—) + —h
3=t ] 2 2
et
2(L-e) _ (+e) < T. < 2(L+e) | —A+e
3 3 3 2
-£~5¢ < T < 7L+e
3 3° 76
1 < (2 - /3) -3k <1+ 7T, < 1L+e+6 < 4.

4 3 3 6
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i) Minoration de 1I(t).

\%

Si T2 2 0, on a alors I(t) l,.
4

Soit e > O, € < 0,01, Pour n assez grand
4 N
k k
- € < — M. M * <0
¢ Zl g My e
4 N
Q+2-e<t J ) cqr2te
» 9 k=1 J
4 N
Q+2-¢e <X Z(Ml.(_l)2<Q+2+e.
9 k=1
Si T2 < 0, on a alors
N T TR L G E (I L
T, + T, > (Q+2-e) x < ( J ) + ( J )
he |\ 6h 6h
2
9 h273(Xj-t) 3(t7xi-])2—h2
- (=Qre) x =5 x 2 ) (s )
h 6h 6h
Or Q+2-e>-Q+ e >0,
Donc
o [h7-3G-07  3(ex,_ 7%
T, 4T, > (-Qte) 5 o 2 0.
h 6h 6h
Donc I(t) > 1 pour n assez grand.

4

j) Majoration de I(t).

Soit ¢ > O.
Pour n assez grand

I(t) 5 2(Q+2+e) + 2(|Ql+e) + 4 = 8 + 4e.
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k) Choix du pas pour une &tude ponctuelle de I(t).

Si on choisit h de la forme £ ~n Xj—l = t).
j-1

On a convergence de TI(t)

4 N 4 N
- h k 2 )
o =2 7 o Hf ey 2l
3-1 ]
9 k=l 9 k=1 4
WY MJ_lh MIh
+— ) M, Moo+ + 2n|- AT - -
9 k=1 J 3 6
et lim I(t) = 2/§.+ 2/3 + 2{6—— 2 4+ 1 - 2(!?&2 + l) - zgkg +,l»
n->+o 3 12 3 6 r 12 r
1im I(t) =-£§ .
n->+oo 2
; x.+x._1
8i on choisit h de la forme -PJLTY (V% t = w'1~-——‘l-~~)
. ' J - L 2
2
lim Tty =133, 7
-+ 24 16

Si h est quelconque, I(t) n'a, en général, pas de limite.
Les caonditions de [Iﬂ étant vérifiées, on a les rhéorémes

suivants

4°) Theonémes de convengence simple.

a) théoreme 1.- convergence en moyenne d'ondre 1 et 2.

Les 3 propositions suivantes sont équivalentes :

a) nh — +
n oo

B ¥V fed,  Yee [o,1] ED_(t)]
WV ted Vee (o] E[Dn(t))2] —— 0.

n—>+w

n->+oo
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b) théoreme 2.- convergence presque complite et en moyenne

d'ondne 1 et 2.
Les 3 propositions suivantes sont &quivalentes

o) Ves>o X*exp[—enh]<+m
nelN n

B) Veelo,i] Veed b (0) —

o 0 presque complétement

et E(Dn(t)) —n_:;: 0.

~+~> O presque complétement

v) Vite [_0,1] V£ e DI Dn(t) prwwve
et E[ﬁDn(t))%] — 0.

n->+o0

5°) Cas ol () est asymptotiguement concave.
h

n

Déginition.- On dira que la suite (BLJnEN* est asymptotiquement
n

concave si

il existe a, > 0, b1 > 0 et une fonction concave 8 telle
b

1

h

n n

(%)

a
que l IS gl(n) IS pour n assez grand.
h

La condition (C) est en particulier vérifiée

pour hn=—c£— o e_]O,l[:
0 1
1
pour hn = B] Bl >0
(Log n)
etc...

Théoneme [Zquivalence entre convergence simple et convergence

unigonme) . -

Si (hn)neN* vérifie (C) les propositions suivantes sont

équivalentes.
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Log n

a)

B) Vite [b,l] Vfe DZ Dn(t) e 0 presque complétement

et E[:Dn(t)]

n>+o

v Ve 02 Gn e 0 presque complétement

et E((Sn) W 0.

6°) Vitesse de converngence.

Théoneme.- Si f € D s'il existe t, € fo,1] et E >0 tels

* . .
pour n € N, alors il existe b, > O

2’
£
- 2

1
2 2
que J [kA (x,t])] f(x)dx =
¢ n 0

tel que pour n assez grand

exp[—p”n2 n h;] < P(Gn 2 n) g 2exp[}p'n n h;]

~ 1

pour 0 < n < b2 od p

et p'" sont des constantes positives ne

é i *
dépendant que de la suite (hn)ngm et de f£.

De la minoration de 1I(t), il résulte que cet encadrememnt est
valable pour toute densité de 92 qui est minorée sur [Q,ﬂ par un

réel strictement positif.

7°) Remarques.

a) L'encadrement obtenu pour I(t), qui sera utilis&@ pour une
étude ultérieure de la variance, permet d'étendre les résultats du 5°)

et du 6°) aux éléments de

1

D_ = {flf e D, et 1lim SUP‘J 'Y (x,)E(x)dx - £(t)| = 0}

F 1 A
n++o  teF 70 n



- 92 -

ot F est un sous-ensemble relativement compact de BLI] tel que

* A(F) > 0O

% la condition IV est vérifiée pour t, € F et fO € DF'

On remplace alors 6, par di = sup|fn(t) - f(t)| et on

teF
ne considére la convergence de Dn(t) que pour t € F,

b) I1 semble que les conditions suffisantes données dans VIII
(5°/ et 6°/) ne soient pas nécessaires et que les conditions nécessaires
et suffisantes données dans la partie X pour le cas (CL2) soient

valables dans les cas (CLI) et (CL2) pour des subdivisions quelconques.

¢) On trouvera dans E]f] un théoréme de convergence uniforme
presque’ compléte avec subdivision uniforme en dimension 2, obtenu a
partir des résultats de Dﬂ sur 1'histogramme. Pour l'estimation en

dimension 2, on pourra consulter [43] et son intéressante bibliographie

d) Les noyaux splines définis en II1.3°) sont susceptibles
de convenir & d'autres problémes d'estimation : par exemple l'estimation

des densités d'un processus stationnaire & temps continu ([}Qj).
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XTI - CONCLUSTON.-

Nous avons vu que les méthodes splines g'intégraient dans un
schéma général d'estimation étudié dans [9] et englobant 1és méthodes
du noyau et des fonctions orthogonales. Nous ne reviendrons pas sur
ces deux derniéres méthodes qui ont été largement utilisées et ont fait

1'objet de nombreuses &tudes.

I1 nous parait important d'insister sur le fait que les méthodes
splines utilisées jusqu'id présent ne sont pas 3 proprement parler des
méthodes statistiques : elles consistent & interpaler la fonction de
répartition empirique et & dériver, ce qui revient 3 interpoler 1'histogramme
par une courbe '"lisse" , réaction habituelle du praticien qui se trouve
en présence d'une courbe discontinue (remarque analogue dans le cas du

regressogramme) .

Du point de vue statistique, le fait de substityer & la fonction
de répartition empirique la spline qui 1l'interpole se traduit par une
perte d'information, sauf si les noeuds de la spline sont les valeurs des
observations (pour chaque échantillon la subdivision est obtenue & partir
de 1'image de la statistique d'ordre). Ce dernier cas pour lequel les
calculs théoriques sont compliqués par le caractére aléatoire des noeuds,
peut conduire 3 des résultats pratiques trés décevants, d cause de la

"proximité" ou de "1'éloignement" relatifs de certains noeuds.
P

L'estimation par les splines n'est &videmment pas stricte
(1'estimateur obtenu n'est pas en général une densité : on n'a pas

1
nécessalrement fn 20 et J fn(t) dt = 1). Il est mEme trés fréquent
0

que 1'estimateur prenne des valeurs négatives sur des intervalles
relativement grands : le lecteur pourra s'en rendre compte en

consultant |10| oli sont représentés nombre d''"histosplines" et ol 1l'on
P ; [%
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trouvera une discussion sur les programmes employés. (On pourra
comparer avec les courbes de [36]). Ce défaut n'eét cependant pas
majeur, il est partagé par begucoup d'estimateurs dont le noyau n'est
pas positif et on peut y remédier ajisément. Il est surtout constaté
dans le cas ol des sous—intervalles de [O,i] contiennent trés peu
d'observations, par exemple des intervalles du type [O,d] , [ﬁ,l]
pour une densité nulle en O & croissance "1enqe'l' sur [O,oﬂ et

a décroissance '"lente'" ves zéro sur [B,l]. On g alors un mauvais

comportement de la spline aux bornes de 1l'intervalle.

Dans le cas inverse : croissance ''rapide" sur [0,&] et
décroissance ''rapide" sur [},l] le comportement de la spline est
en général bon. Dans le cas CL] llestimation de f£f(0O) et de f£(1)
avant lissage permet (théoriquement) une meilleure connaissance de la
densité au voisinage des bornes, mais cette contrainte nuit quelque peu
au lissage. L'étude de 1'estimateur aux bornes mériterait d'ailleurs
une étude plus poussée (voir @7] pour le cas de la "fené€tre mobile'"),
en particulier dans le cas ol des observations tombent en dehors de BLE]‘

Le probléme de l'estimation sur la totalité de la droite réelle se pose

également.

Pour terminer nous &voquerons le probléme le plus important
qui se pose a 1'utilisateur : la détermination du pas de la subdivision.
Les théorémes de convergence nous renseignent sur le comportement
asymptotique et la vitesse de convergence des estimateurs mais ne donnent
pas d'indication précise sur le probléme pratique suivant : €tant donné
un échantillon de taille n, quel pas choisir ? A défaut de connaltre
le pas idéal correspondant 3 un échantillon observé nous pensons que
plusieurs essais seront nécessaires pour obtenir une bonne idée de la
densité i estimer en comparant les courbes obtenues, compte tenu des

phénoménes classiques du lissage : si le pas est trop grand, la courbe
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est trés lisse mais en général trés "lointaine' de la courbe idéale
(sur-lissage) ; si le pas est trop petit, la courbe contient de
nombreuses oscillations (sous-lissage). (Pour ces problémes pratiques

voir également [Hﬂ).

Malgré leurs qualités essentielles (simplicité de mise en
oeuvre et obtention de courbes trés réguliéres) les méthodes splines
actuellement utilisées en statistique ne semblent pas devoir supplanter
les autres méthodes qui ont fait leurs preuves. Il faut noter cependant
que 1'on est loin d'avoir exploité dans ce domaine 1l'ensemble des

possibilités offertes par la théorie des splines.
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