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CHAPITRE 1 - 

ETUDE A HAUTE RESOLUT I O N  D E S  SPECTRES ROV I B R A T  I ONNELS DES 

MOLECULES H a ,  D C 2 ,  H I  et;DI. 

1. Intwductwn. 

Ce chapitre e s t  consacré a l a  présentatiori des résul ta ts  

expérimentaux que nous avons obtenus sur l e s  molécules H I ,  D I ,  l iCl  

e t  DCk.  

Le tableau 1 regroupe l ' é t a t  bibliographique des différentes  

mesures effectuées en absorption sur  l e s  bandes rovibrationnelles de ces 

molécules : mesures des nombres d'ondes des r a i e s  e t  mesures de leurs  

in tens i tés .  Pour que l e  bi lan dressé dans ce tableau s o i t  camplet, nous 

y avons f a i t  f igurer l e s  références aux expériences l e s  plus récentes 

sur ce su je t ,  bien que certaines n 'a ient  pas é t é  conduites par nous- 

mêmes. Connne il apparaît dans l e  tableau 1, une pa r t i e  des mesures 

effectuées à Li l l e  avec un spectromètre S.I.S.A.M. a é t é  recommencée 

à Orsay avec le spectromètre à transformée de Fourier. L'amélioration 

de l a  précision des r é su l t a t s  apportée par l e  spectromètre à transformée 

de Fourier j u s t i f i e  tout à f a i t  l a  reprise  de ces expériences (gain dans 

l a  précision égal à 10). Les données préliminaires acquises à Li l l e  n 'ont 

cependant pas é t é  toutes  abandonnées, puisque des r w e s  correspondant 

à des valeurs élevées de J ont pu ê t r e  mesurées avec i e  S.L.S.A.iI. ,  a lo r s  

qu ' e l l e s  n1 ont pas é t é  détectées à Orsay : ce t t e  d i f  fgrence . résul te  sim- 

plement du f a i t  que l e  spectromètre S.I.S.A.M. enregistre  séquentiellement 

l e s  ra ies ,  si bien que l e s  conditions expérimentales de longueur d'absorp- 

t i o n  e t  de pression peuvent ê t r e  rendues optimales pour l 'enregistrement 

de chaque ra i e  [ 1 1 ; l e  spectromecre par transf ornée de Fourier permet 

de mesurer, par contre, plusieurs bandes d '  absorption à par t i r  d'un même 

enregistrement (avantage de ~ e l l g e t t ) , c e  qui explique que l e s  conditiors 

expérimentales doivent ê t r e  choisies dans l a  pratique en fonction d'une 

in tens i té  moyenne des bandes e t  non pas en fonction des ra ies  l e s  plus 

f a ib les  du spectre. 

Ce t r ava i l  de métrologie a f a i t  l ' o b j e t  de nombreuses publica- 

t ions  ( [ 2 1 [ 7 1 , [ 10 1 , [ 18 1 ) que nous ne reproduisons p a s  inté- 

gralement dans ce mkoire puisque chacune ne correspond qu ' à  un t r ava i l  

pa r t i e l .  Nous avons choisi  de ne présenter que l e s  deux dernières [ A !  

[ l l ]  (qui se rapportent à des nesures t r è s  récentes effectuées su r  l e  
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spectromètre à transformée de ~ o u r i e r ) ,  en complétant les tableaux 

des nombres d'ondes des ra ies  par les mesures antérieures.  Le lecteur  

pourra donc trouver dans ce chapi t re  1 ' ensembl~complet  des mesures 

effectuées par absorption infrarouge sur  les molécules H I ,  D I ,  HCL 

et DCL. 

Noùs présentons ensuite quelques remarques au s u j e t  des 

quatre méthodes que nous avons u t i l i s é e s  pour déterminer les cons- 

t a n t e s  moléculaires des hydracides (constantes moléculaires Y 
i j 

d 'équi l ib re  e t  coeff ic ients  a du poten t ie l  de Dunham). 
i 

Nous avons mis en évidence, au cours de notre t r a v a i l ,  des 

éca r t s  à l 'approximation Born - Oppenheimer en comparant les spectres  

des va r i é t é s  hydrogénées e t  deutérées. Nous avons tenu compte des 

corrections à c e t t e  approximation pour déterminer les constantes 

moléculaires des var ié tés  tritiées TX (X = CL,  1) ( ré f  [ 4  1 et réf 

[ 1 1 1 présentées dans ce  mémoire ) . 

La détermination du rayon de convergence des po ten t ie l s  expri- 

m é s  sous forme analytique const i tue  un problème essen t ie l  pour les 

u t i l i s a t e u r s .  Nous avons, dans l e  cas  de l a  molécule HI, u t i l i s é  l e s  

coef f ic ien ts  du poten t ie l  de Dunham pour t r ace r  des courbes d 'énergie 

po ten t ie l le  généralisée que nous comparons à une courbe de po ten t ie l  

numérique R.K.R.,  c e t t e  comparaison permettant d 'estimer empiriquement 

l e s  l imi tes  de v a l i d i t é  des po ten t ie l s  étudiés.  

La dernière sect ion de ce cilapitre est consacrée à l ' é t u d e  

expérimentale de l ' i n t e n s i t é  des bandes 4. + O et  5 + O de l ' a c ide .  

iodhydrique ; nous présentons nos r é s u l t a t s  sous tormc d'une publication 

parue dans l e  " Canadian Journal of Physics " [ 2 1 1 . 

++ L a  plupart des bandes d 'absorption des autres  hydracides 

ont été également mesurées par spectroscopie de Fourier. Nous avons, 

en raison de son grand in t é r ê t  métrologique [ 19 1 , réuni 1 ' ensemble des 

mesures d 'absorption infrarouge sur les molécules HX ( X  = F, C a ,  B r ,  1) 

dans un a t l a s  1201 . 
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a) Conditions expérimentales. 

Nous avons obtenu en absorption l e s  spectres de l ' a c i d e  

iodhydrique gazeux e t  de l ' a c i d e  chlorhydrique gazeux dans un domaine 

spectral  qui s ' étend de 2000 à 13800 cm-'. L ' étendue de ce  domaine 

a nécessité l 'emploi de quatre spectromètres dont les caractér is t iques 

ont é t é  décr i tes  en d é t a i l  dans l a  référence 11 1 . Nous ne reviendrons 

donc pas i c i  sur  ce s u j e t .  La source d'absorption est constituée par 

une ce l lu le  à réflexions multiples de type White dont l a  longueur de 

base e s t  égale à 2m. Cette cel lule ,construi te  au laboratoire ,  e s t  

protégée intérieurement par un revêtement en nickel. La couche d 'or  

qui recouvre l e s  iniroirs de l a  ce l lu l e  a r é s i s t é  à l ' a t t aque  chimique 

des gaz e t  nous n'avons pas constaté de variation ( à  court et long 

terme) du pouvoir réflecteur.  Une lampe à quartz de fo r t e  br i l lance 

(Phi l ips  250 W ,  r é f .  7 7 4 8 )  a s e rv i  l e  plus souvent de source de lumière 

blanche. C e t t e  source a é t é  remplacée par un rondin de carbone porté 

à haute température (T  > 3000 K) pour l ' enregistrement des spectres 

s i tués  au-delà de ~ I . I  . 

Plusieurs précautions expérimentales ont é t é  pr i ses  avant 

chaque introduction des gaz HX ou DX dans l a  c w e  : 

- Un vide secondaire ( 1 0 - ~  t o r r )  est tout  d '  abord maintenu 

dans l ' ence in te  pendant plusieurs jours pour év i te r  l a  présence de 

vapeur d 'eau qui augmente l ' a c t i v i t é  chimique des hydracides. 

- Avant d 'é tudier  le  spectre  d'une va r i é t é  deutérée, nous 

enfermons a plusieurs reprises  du deutérium dans l a  cuve sous une pres- 

s ion d'une dizaine de t o r r  a f i n  de deutérer les corps hydrogénés ( jo in t s ,  

p a i s s e s  a vide).  Malgré ces séries de deutérations, nous avons souvent 
>L 

constaté des subst i tut ions isotopiques" (DX + HX) importantes [41 [ 11 1 . 

- A f i n  d'empêcher l a  décomposition photochimique des hydracides, 

un f i l t r e  optique passe-haut est placé à l ' e n t r é e  de l a  cuve ( ce t t e  

photodissociation correspond à des t rans i t ions  en t re  l ' é t a t  fondamental 

électronique I e t  3 é t a t s  d i s soc ia t i f s  l n ,  'n ec 3n [22 j ) 1 O 

3:- Dans l e  cas pa r t i cu l i e r  de D I ,  l e  fournisseur ne garant issai t  

d ' a i l l eu r s  pas l a  teneur isotopique du gaz. 



- Le gaz à étudier n ' e s t  introdui t  dans l a  cuve qu'après =.ne 

sé r i e  de d i s t i l l a t i o n s  fractionnées, ce qui permet d 'éliminer en par t ie  

des gaz étrangers t e l s  que, par exemple, CO2 , dont l e s  bandes dl absorp- 

t i on  peuvent perturber l a  qual i té  des spectres recherchés. Cette dernière 

précaution s'est avérée t r è s  u t i l e  pour enre,n;istrer l a  branche R de l a  

bande 1  + O de H I  siLu& dans l a  région spectrale de l a  bande v q  t r è s  

Les condicions expérimentales de pression e t  de longueur d'absorp- 

t ion  dans lesquel les  l e s  spectres ont é t é  obtenus ont é t é  choisies en fonc- 

t i on  de l ' i n t e n s i t é  des bandes, mais auss i  en fonction des propriétés des 

spectromètres u t i l i s é s  pour f a i r e  l a  mesure 1231 . Le tableau II rassemble 

l e s  principales caractéristiques expérimentales des spectres enregistrés 

à Li l l e  e t  à Louvain .  e es conditions correspondant aux mesures effec- 

tuées à Orsay sont réunies dans le tableau I de l a  référence i41 présen- 

t é e  ci-dessous). Nous avons indiqué dans l e  tableau II l a  nature des r a i e s  
- - 

de référence u t i l i s é e s  pour ca l ibrer  " les différents  spectres (par 

interpolation) : à l 'exception de ceux des bandes 6 + O e t  7 + O de H I ,  

tous les nombres d'ondes ont été mesurés directement ou indirectement par 

spectrom&rie de Fourier. 

Afin d ' i l l u s t r e r  l e s  deux publications présentées ci-dessous, 

nous avors reproduit sur l e s  f igures  1  e t  2 l es  enregistrements carac- 

té r i s t iques  de cluelques bandes des hydracides. Ces enregistrements ont 

é t é  t racés  à f a ib l e  dispersion, pour f a c i l i t e r  l a  représentation des 

f i -mes.  

+:- La technique de mesure de chaque r a i e  par interpolation a été 

décri te  dans les références [ 11 [ 2 6 ]  : a f in  de rendre l e s  interpolations 

( l inéa i res  ou quadratiques) plus précises entre  l e s  r a i e s  de référence , 
rious avons enregis tré  ou photographié une échelle régulière de nombres 

d'ondes. Cette échelle a é t é  réa l i sée  à l ' a i d e  de franges en provenance 

s o i t  d ' un in1;erféromètre de Michelson, s o i t  d ' un interféromètre de Fabry- 

Pérot. Pour réduire à leurs vaLeursminimales l e s  erreurs  a léa to i res  dues 

au bru i t  de fond, nous avons procédé a plusieurs enregistrements pour 

chaque ra ie .  La valeur moyenne de toutes  les mesures e s t  retenue comme 

valeur probable du nombre d'ondes a de l a  raie ,  l ' é c a r t  quadratique moyen 

permettant d'estimer l ' i nce r t i t ude  de mesure qui sera  u t i l i s é e  pour pondérer 

l e s  calculs  par moindres carrés. 
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FIGURE 1 

Enreglstrîment par Spectroscopie de Fourier de la bande 2 O de DI 

conditions expérimentales : 13 torr, 120 rn, A D  = 27 x IO-' cm-' 



La fi,we 1 représente l 'enregistrement par spectroscopie 

de Fourier de l a  bande j + O de D I  e t  d'une par t ie  de l a  branche R 

de l a  bande 2 + O de H I .  

L e s  spectres fi,a;urant sur l a  f igure 2 apparaissent sous une 

forme légèrement plus complexe en raison du recouvrement (résolu) des 

bandes 2 + O de H I  (branche P) ,  2 + O de CO (branche P e t  R ) ,  3 + O 

de DCll (branche R )  et de quelques raies résiduelles de H,O. k 

FIGURE 2 : 

Enregistrement par Spectroscopie de Fourier de l a  bande 2 + O de Ka, 

conditions expérimentales : 13 t o r r ,  120 rn , Au = 27 x IO-' 6'. 

5 ) Résul tars smérimenraux . 
Nous présentons les résu l t a t s  des mesures, sous forme 

de deux a r t i c l e s  acceptés pour publication par l e  "Journal of Noiecular 

Spectroscopyfl [ A ]  1 11 . Les tableaux de nombres d 1  ondes ont é t é  complétés 

à l ' a ide  de nos résu l t a t s  antérieurs. 
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Fourier absorption spectra of H I  and D I  w e r e  recorded sirmil- 

taneously i n  a very large spectral  range which p e m i t s  the prediction 

of the T I  1 + O band. For the  wavenders  of most l ines ,  the  absolute 

accuracy was estimated t o  be be t t e r  than 2 x 10-~x u . The T I  spectrum 

was calculated with an estimated precision of 20 x 10-~ cm-l by extra- 

polation from the H I  and D I  spectra through a Dunham analysis correc- 

ted for  t h e  Born-Oppenheimer approximation. In  the course of t h i s  experi- 

ment, Doppler-limited electric-quadrupole hyperfine structures were d e t e e  

ted for  low J l ines  of the f i r s t  overtone bands. 



Although mch information is âvailable about the hydrogen and 

deuterium halide molecules i n  t he i r  ground electronic s ta tes ,  it seems 

important t o  obtain the most accurate and consistent data sets i n  order 

t o  work out some applications of positional spectroscopy on these mole- 

cuies. Thus, t he i r  lines can prove t o  be very uçeful for  spectrometer 

and laser line calibration o r  for  theoretical investigations of numerous 

subjects as different as, ror example, Raman HX lasers ,  pressure induceci 

s h i f t s  and chemical laser  techniques ( l ) ,  ( 2 ) .  

Among the HX type molecules, HI has been the  l a s t  f o r  which 

Fourier transform measurements were performed. Moreover, t o  our knowledge, 

no measurement on the infrared bands of T I  is available. For this reason, 

the Fourier transform spectra of HI and D I  were recorded together in order 

t o  obtain two consistent sets of molecdar parameters for these two isoto- 

pic species f r o m  hhich the T I  fundamental 1 + O band wavenumbers can be 

calculated when taking in to  account the Born-Oppenheimer approximation. 

This paper presents the  results of measurements on t he  2 + O, 

3 + 0, 3 + 0, 5 + O vibration-rotation H I  and D I  bands. Absolute 

wavenumbers are a v e n  with an increased precision when compared with 

the uncertainties of previous measurements (3-7).  A s  a resul t  of the 

hi& resolution of the spectrometer and of the large value of the qua- 

drupo'le coupling constants (eqQ of 1) in HI and D I  molecules, Doppler- 

limited hyperfine structures were detected for  the Ro, RI, Pl, P2 l ines  

of the  f i r s t  overtone bands. 

EXPERIMENTAL DETAILS. 

A multipath White-type absorption ce l l ,  2m long with an absorption 

path length made t o  Vary from 16 t o  160 m, w a s  f i l l e d  with deuterium iodide 

a f t e r  repeated fractional d i s t i l l a t i on  a t  a pressure varying between 2.15 

t o  100 t o r r  depending on the l i n e  irrtensities ( 8) . 

Althougfi pure deuterium had been introduced s i x  times into the 

ce11 a t  30 t o r r  pressure and then evacuated before repeating the process, 

a strong isotopic substitution with hydrogen affected the D I  gas purity. 

1 t was estimated through rougfi intensi ty measurements thac its par t ia l  



TABLE I 

Experirnental conditions of the spem. 

RUN 

1441 

Spectral range in cm-' 

3748 - 6526 

i 

Resolution Au, I Absorbing conditions 

in  IO-^ cm-' i in torr x m 

7.2 7.48 X 80.26 





lable information is somewhat more important since HCri. and DCE spectra 

have been detected a s  impurities (12), completing previouç studies on 

these molecules. However, the main advantage of the Fourier method is, 

this case, the consistency and accuracy of the  resul ts  and certainly 

not the multiplex advantage. 

RESULTS . 
A s  often a s  possible, each experimental wavenumber was taken from 

recordings a t  low pressure a f t e r  computing an average of a l 1  spectra ( a t  

leas t  two independent measurements). Only the  D I  j + O band and some 

l ines  of the  H I  4 + O and 5 + O bands were obtained from the hi& pres- 

sure spectrum. For each of these corrected l ines ,  a precision which was 

lessthan the applied correction was retained i n  the weigt-ited f i t s .  The 

wavenumbers, the differences between observed and calculated wavenumbers, 

and the in tens i t ies  of l ines  of observed transi t ions are displayed i n  

Table II fo r  the 2 + O, j + 0, 4 + 0, 5 + O bands of H I  and i n  Table III 

for  the 2 + 0, 3 + 0, 4 + 0, 5 + O bands of D I .  For most l ines ,  re la t ive  

precision was estimated t o  be bet ter  than 2 x 1 0 - ~  except fo r  the j + O 

bands and some hi& J l ines  for  which the  S / N  r a t io  does not allow such 

precision. 

In  tables II, III and X, w e  have represented the l i ne  strengths - - 1 
1 expressed i n  an 2x atm i n  front of each l ine .  In Table II, the l i ne  

strengths are  experimental results (4)  , ( 9) . For D I  and T I ,  without doing 

any extrapolation, we calculated the i r  values a t  293 K by using very accu- 

ra te  analytic matrix elements (15) i n  the  cmputation of the rotationless 

matrix elements together with CvlIv l  an.d DvIlv, Herman-Wallis coefficients 

deduced i n  the following way. By using the rough assumption tha t  CvI iV,  is 
2 l inear i n  Y and Dvl,v,  i n  y e ,  we calculated the D I  and T I  Heman-Wallis 

e 
coefficients from the  H I  ones, the Mi dipole ser ies  expansion coeffi- 

cients being computed t r o m  re f .  ( 9 ) .  With such assumptions we can determi- 

ne only the  order of magrritude of the l i ne  strengths ; consequently we did  

not extrapolate the resuLts. 

The Doppler-lhnited e lec t r ic  quadrupole hyperfine structure of the 

D I  2 + O band 3- l i n e  is shown on Fig. 1 with an instrumental resolution 
u 

of 5.5 x O 1 , Ciie 3uppLer width a t  316 j cm-' being about 3.6 x 1 0 - ~  
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TABLE II 





I The Cl2ferencer A (obs~rnd-calcuiated) ui 10-~ are gi- &tu each obs~?nd rrau&er. 

-1 '' -z%nn ref crance ( 4 )  : d u e s  axe>res.ad rn x aei at 293K. 

- 1 IC1 Zrom tafatance (9) : a u e t  urprassad i n  cm'2 x aei at 293K. 
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TABLE 11: : conunuea 





-1 cm . The hyperfine sublevel energy can be eas i ly  determined when neglecting 

the  weak nuclear quadrupole constant, of deuterium together with the v o r  J 

dependence of the  iodine eqk constant i n  D I  (16) .  

Then, the quadrupole energy W can be expressed by 

W = eqQ x f ( 1 ,  J, F) (1) 

where f ( 1 ,  J, F) is a Casimir function and the  numerical eqQ value 

is - 1823.23 imz a s  given i n  (17). 

The calculated t r i p l e t  hyperfine s t ruc ture  of a D I  R l i n e  is 
O 

a l so  shown on f i g .  1, above the  recording of t h e  l ine .  The re la t ive  inten- 

sities of each part  of the  t r i p l e t  s t ructure a r e  expressed i n  (16).  The 

weaker component does not appear t o  be resolved on the recorded l i n e  of 

Fig. 1 because the  width of the  adjoining intense component can be show 

to 'be  greater than t h e  in te rva l  between the two sublines when taking i n t o  

account s t ructure broadening by a s l igh t  saturat ion ef fec t .  From a metro- 

logical  point of view, w e  want t o  emphasize t h a t ,  i f  we cannot hope t o  

improve the eqQ microwave datum, t h i s  hyperfine s t ructure does not r ea l ly  

dis turb the  infrared l i n e  position measurement. I n  f ac t ,  the centre of 

gravity of the sublines each weighted by its intensi ty ,  is almost exactly 

located a t  the l i n e  posit ion when there is no hyperfine s t ructure.  For 

higher J values, the hyperfine s t ructures  become more complex and c a ~ o t  

be resolved. The R1 and P l i n e s  show a s l i g h t l y  assyrnetric broadened 2 
pro f i l e  &le the following l i n e s  appear not t o  show any quadrupole e f f ec t .  

DETERMINATION OF MOLECULAR EQUILIE3FUUM PARAMETERS OF H I  -4ND D I .  

Each isotopic molecule was t rea ted  i n  separate computations. 

H I  case. ------- 
A set of equilibrium molecular parameters was determined f o r  t h e  

H I  molecule by using a l 1  the  available accurate measurements (ILI), ( 5 ) ,  
(18), (19) and f i t t i n g  them with a weighted l inea r  least-squares routine 

applied t o  the  following term value expression. 



Figure 1 : D I  2 + O Band Ro l i n e  recording 

y;: y 

Experimental Conditions P = 2.15 t o r r  , L = 80 m 

= 5 . j  x 1 0 - ~  cm 
- 1  

R 



The s e r i e s  expansion was truncated by ascertaining the degree 

of the polynomial f o r  which the coeff ic ient  of the highest term has 

the same magnitude a s  twice its standard deviation. I n  such conditions, 

the Y 6 0 >  Yj2,  YO3 and Y coeff ic ients  were found t o  be s t a t i s t i c a l l y  
13 

s ignif icant .  Two sets of ye, ue and ai Dunham parameters have been 

obtained by using the  two methodç described i n  reference (20) .  The two 

resul t ing s e t s  of Yij molecdar equilibrium parameters and a. Dunham 
1 

potent ial  coeff ic ients  a re  displayed i n  Table I V .  The YbO term corres- 

ponds t o  a tenth order contribution i n  perturbation theory and t h e  non 

l inea r  least-squares routine used i n  the  d i rec t  ai s e t  calculation is 

developed up t o  only eighth order contributions (20) .  Accordingly, 

before being introduced i n  the routine, each wavenumber was corrected 

by a quantity equal t o  the contribution of the term. 

The r e su l t s  a v e n  i n  Table I V  need some comentary. 

The s t a t i s t i c a l  agreement was estimated t o  be d i f fe rent  f o r  each 

routine when comparing t h e i r  standard er rors  Û defined .in reference 

( 2 1 )  û being equal t o  1.1 i n  the  ai deteminat ion f i t  and t o  0 .66  i n  

the  Y one. Such a s i tua t ion  is met f o r  a l 1  the  HX spectra (22)  and 
i .i - 

may be explained i n  the following way : i n  the Yij f i t ,  the  highesi Y 
+ j  

coeff icients  have no f u l l  physical meaning,but a re  s t a t i s t i c a l l y  sib'ni- 

f icant  without, f o r  a l 1  t;nat, being correlated by Dunham framework type 

relat ions.  I n  the  a .  determination f i t ,  we assign these mathematical 
1 

correlations t o  the  Yij v ia  t h e i r  derivatives with respect t o  the  a . 
i 

I f  we assume now t h a t  al1 the  
Yij 

a r e  physically s ig i i f i can t ,  because 

of the breakdown of the  Born-Oppenheimer approximation, the mathematical 

re la t ions  between the  Yi j  a r e  not exactly ident ica l  t o  the  ones deduced 

from the Dunham analysis.  According t o  R.H. H e m  and A. Asgharian (23) ,  

these deviations should r;,ieurei;ica~ly have the r a t i o  of the  electronic  t o  

t h e  molecular-reduced mass magnitude ( y e  ; 5.6 x 1 0 - ~ )  and hence couid 

only s l igh t ly  dis turb the  s t a t i s t i c a l  agreement between the two routines. 

Thus, the  difference between the two Û values shows principally the  

d i f f i cu l ty  of a complete physical a t t r ibut ion  t o  the Y s e t s .  The same 
i .j 

conclusion can a lso  be drawn f o r  the a i  s e t s .  



TABLE I V  

.WL€CJLAR EQUIXSRIUM C3N-S FOR HI 

[ a 1 value corrs-onding to one standard àeviatian. 



TABLE V 

i a 1 Tne cniatad uaecrulnaes art o ~ e  standard a-r. - - 
[ b 1 3 trui m q d  f i t  v i t h  15 &-+s of frwedam, c i  - 4 
[ c ]  'Fm prruslon of Ehe rotauonal B eonsWr r s  grrayr  ui t t u s  f i t  tiw ~1 the mrwd f i t  rance the u c r o w a 7 e  

Qra mre not sncmQIced sr, the A d - y - k m n d  reducaon rouene. . ' "y 
1 1 
' J 

.S.+ ..* 



The interna1 consistency of the  data cannot be f u l l y  appreciated 

from 'ij 
sets. Through another process, we applied a band by band reduc- 

t i o n  routine i n  order t o  deduce the  merged spectroscopic constants f o r  

each vibrational level  i n  the  way described by Albritton et al (24) when 

using separate weighted least-squares f i t  fo r  each band. We reported these 

merged constants i n  Table V together with the ones deduced from the 
Yij 

constant set. No disagreement appears between them i f  twice the quoted 

uncertaint ies  a re  taken i n t o  account. W e  did not introduce the  two micro- 
- 2  wave l ines  (17) i n  the merged f i t  since the estimate o of the  variance 
Pl 

has a well-defined s t a t i s t i c a l  d is t r ibut ion  only i f  the degrees of freedom 

of the separate f i t s  i n  the  band-by band reduction is greater  than 40 (24).  

T h i s  .s;qlains the slight differences observed i n  the  determination of 

D -1 between the  two methods, but one can r ea l i ze  the correct v ,  v v 
behaviour of the infrared data taken separately. The value of 4 of the 

A 2  
residual variance a is greater  than 1 and, as  was claimed i n  ( 2 4 ) ,  this M 
may account fo r  a s l igh t  systematic e r ro r  or a misleading model. One can 

note that  i n  the H I  case a l 1  tilc conditions fo r  the  t e s t  va l id i ty  a re  

not f u l f i l l e d  because, i n  each band, the number of degreesof freedom is 

less than 40. However, i n  order t o  detect the or igin of a possible s y s ~ e -  

matic e r ro r ,  we removed one band a t  a time from the  f i t  and this one a f t e r  

t he  other. The variance moved slowly, its min imum value being equal t o  2 . 9  

when the 1 + O band is removed. Theri we systernatically removed a quantity 

correspondiy t o  the  wavenumber precision ( fo r  instance 1 . 7 x 1 0 - ~  cm-' 

£rom the 4 + O band wavenumbers) ; the variance increased t o  7 . 7  showing; 

t h e  sensitiveness of the  t e s t .  We a lso  checked tha t  a systematic addition 

l ed  t o  a s imilar  increase of the  variance. I n  f ac t ,  a f t e r  these t r i a l s ,  w e  

cannot be cer ta in  tha t  there is no systematic e r ror ,  but i f  there  is one, 

we know t h a t  it is only a s l i g h t  one. 

Consequently, a s  a precaution, we recomend t o  use each Y i j 
constant with a s t a t i s t i c a l  uncertainty corresponding t o  twice the 

standard deviat ion. 

D I  case. ------- 
J U S ~  as  we did f o r  H I ,  we computed a s e t  of D I  molecular 

equilibrium parameters by using a l 1  the available accurate data ( 6 ) ;  ( 7 ) ,  
(19) and f i t t e d  them with a weighted l inear  least-squares routine applied 





t o  the  following term value expression. 

The two r e su l t i ng  s e t s  of Yij molecular equilibrium parameters 

and ai Dunham poten t ia l  coeff ic ients ,  displayed i n  Table VI, show a 

general behaviour s imi la r  t o  those of H I .  Within the quoted uncertain- 

t i e s ,  t he re  is a s l i g h t  disaceement between the sets of a i  f o r  H I  and D I :  

but one can note horiever t h a t  this disagreement, f a r  beyond t h e  e f f ec t  of 

the Born-Oppenheimer approximation, is of t h e  same order of mamgnitude a s  

r;he one h i c h  appears when computing t h e  two a s e t s  of a molecular species i 
via the two d i f f e r en t  methods. We a l so  applied a band by band reduction 

routine t o  the  D I  molecule. The results a r e  show i n  Table VII. I n  D I  case, 
A 2 r> 

the  value (oM = 1.18) of t h e  res idual  variance O; is qui te  close t o  1, 

allowirlg t n e  assumption tha t  a systematic e r r o r  presence is unlikely.  We 

want t o  emphasize t h a t  the  Fourier transform HI results a re  obtained from 

the same spectra  a s  the  D I  ones ; s ince the  D I  l i n e s  a r e  more numerous 

than the  I-II l i n e s  i n  each band, t he  variance test va l id i ty  is probably 

b e t t e r f o r  D I  than f o r  HI. 

CO!4iJARISON BE'llllrEEN THE iIL Yi .  SET AND THE D I  ONE. 

The cornparison between the  sets of Yi f o r  1 i I  and D I  allows 

the preciiction of t he  T I  spectrum by m i n g i s o t o g i c  r e l a t i ons  corrected 

from the  Born-Oppenheimer approximation whose va l id i ty  has been investisa- 

ted by Bunker (25) .  

From a theore t ica l  point of view, it seerrs r e l i a b l e  t o  represent 

the vibration-rotation level  energy q-- of a .~ l ec t ron ic  s t a t e  of a 
v L 

diatomic molecule a s  the  following function (3)  of the vibrat ional  and 

rotat ional  quantum numbers v and J,  even i f  the  d i f fe ren t  correctiori t e m  

t o  the Born-Oppenheimer approximation a r e  taken i n t o  account ( 2 5 )  : 



I 

V I  Values calcu1ah.i bv usin? band-by-band / 'Iaiues c z l c u i a t e a  by ~ s i n q  fij moiecuiar  
t reduction rout ine  [ a 1 [ b 1 
I j set o f  Table v; [ a l  [ c l  

i a 1 Tne quoted u n c e r t a i n t i e s  are one s t a n d a d  error. 
2 2 .  

[ b 1 In t h i s  mrged f i t  with 9 à e g k e s  o f  freeda. CM = 1. i8, w h e ~  Cs 1 s  the  var iance  o f  tne  r e s i d u a l s .  

[ C i AccJ;'dfng :O t h e  microwave data i n t m a u c t i c n ,  the r o t z t i o n s l  c o n s t a n t  p r e c i s i o n  rs b e t t e r  i n  t h i s  f f t  than i n  
the merged f i t .  



where ?iN is the nuclear reduced mass and t h e  U terms, a s  given by i j 
the Dunham formula (26) ,  are isotopically independent functions of the  

equilibrium bond length Re and Dunham coeff icients  ai 

a 
where m e  is the electron mass, ma. mb t h e  nuclear masses, Si , 

b 
Si and are isotopical ly independent and of order unity ( 2  5) . 
From ( 5 )  and ( 6 ) ,  it appears t h a t  the Born-Oppenheimer corrections, 

havingthe same order of magnitude as  the  Dunham corrections, have t o  

be applied together. For YO1 an Y10 constants, P .R. Bunker ( 2 5 )  

has shown t h a t  expression (5)  can be reduced t o  the following form by 

neglecting higher order terms : 

a where Ma and a re  atomic masses ; Ai and nb are  two isotopically i j 
independent parameters. Watson has recently show the val idi ty of relat ion 

( 7 )  for other {i, j) values (27).  

Thus the major d i f f icul ty  comes from the  assigment of a physical 

meaning t o  the  Y.  . (o r  ai) s e t s  i n  t h e -  H I  and D I  Yij cornparison, 
1J 

because, when applying relat ion (4), the double se r i e s  expansion is 

truncated. Then the values for  the 
Yij 

(or  a i )  depend on the  number of 

v or J values included and the  order of the  polynomial. T h i s  point, 

emphasized by J . K .  Cashion ( 2 8 ) ,  is part icular ly clear when one considers 

the  evolution of t h e  H I  Yij ( o r  ai) s e t s  through the previous papers ( 5 ) >  

( 6 ) ,  (ILI), (18). Accordingly, the  s t a t i s t i c a l  errors  given i n  Tables I V  

and VI: must  be augnented i n  order t o  take these variations in to  account. 

A method t o  estimate these truncation type er rors  is given i n  r e f .  ( 2 9 ) .  

A s  w e  assume t h a t  the experimental e r rors  obtained througfi the  

s t a t i s t i c a l  process a re  independent of those from truncation, we simply 

added these two types of error  fo r  each Y i j  The resul ts  are given i n  

Table VIII. Some Yij do not then have an absolute physical meaning 

although they are si&ficant from a s t a t i s t i c a l  point of view. A similar 



TABLE Vlll 

Molecular equilibrium constants of Hi and Dl with their absclute uncertainties 

(in vacuum cm-' ) 



Pa: 
x.3 discussion can be hold about the  a; Dunham se t s .  I f  the  r a t ios  - - P 
1 J 

are  calculated for each i, j pair  and co.npared LO the corresponding 
111 (i/:tj) 

value of t h e  expression - [:: 1 , one can eas i ly  rea l ize  t h a t  the  

'i j corrections mu& be applied t o  only t h e  YIO and YO1 terms 

fo r  which a disagreement appears when taking the  Yij uncertaint ies  

in to  account. For t h e  other Yi j t e m e ,  the  f ollow&g approximations 
seem t o  be correct.  

where riA is the atomic reduced mass. 

In order t o  deduce Y:: and Y: fmm the  two pai rs  1% , 

b 
A A o ~ l  i f  the values for UI0 and UO1 a re  approximated i n  rela- 

t i o n  ( 7 )  by using t h e  ai s e t  in Dunham relat ions.  (It is an approxi- 

mation since the y, and ai coeff icients  of Table IV are  not cor- 

rected from adiabatic and non-adiabatic termç). In  f ac t ,  this s tep  i n  

the calculazion is not necessary when one wants t o  determine the  two 

TI and Y:: values because, a s  can be eas i ly  shown i n  this case, 

values can be expressed i n  an 
Cij 

t he  Yij f r ee  re la t ion  ( 9 ) .  



T 
where , and Na a r e  the atomic reduced masses of respectively a a m.r 

i i ,  D and T. The Y:; a v e n  i n  Table L Y  a re  ubtained using re la t ion  (Q) 

f o r  Y10 and YO1 and approximation ( 3 ' )  f o r  t he  other f i j  constants : 

The derived calculated wavenumber of the  rnicrowave t r ans i t i on  J = Cl - 1, 

a l so  given i n  Table I X ,  is i n  very good agreement with the observed value 

(50) .  The estimation of the  precision of the  T I  calculated 1 + O band 

wavenumbers Cjven i n  Table X m e t  with some d i f f i c u l t y  : the  T I  Y cor- - - 
IJ r e l a t i ons  are unlaiown s ince  w e  don ' t  know how the  H I  Yij  correla t lons  a r e  

a l te red  when the truncation type e r ro r s  a r e  added t o  t he  s t a t i s t i c a l  ones. 

A s  the  whole Yij  set has been used, it seems r e a l l y  d i f f i c u l t  t o  erase  

these correla t ions  i n  t he  e r ro r  analysis .  Ernpirically, t he  precision on t h e  

w a v e n d e r s  of t he  1 + O band w a s  estimated t o  be about 20 x 1 0 - ~  6' 
f o r  s n a l l  J vaiues. 

DISCUSSION. 

I n  L h i s  paper, we have presented the  results of hi& resolution 

1-ourier t ransf  orm measurements on the 2 + O ,  j + O, 4 + 0, 5 + O bands cf HIand 

D I .  Since very precise  da ta  cover a broad speccral  range [ J - 13908 cm-'] 
- 1 

greater  than half  the  value of the  dissociat ion energy (DE = 26030 cm j 

Cs), w e  w e r e  l e d  t o  introduce a great  number of Y molecular parameters 
i j  

i n  vrder t o  obtain a good f i t  of t he  data.  These coef f ic ien ts  have a s ta -  

t i s t i c a l  rneaning, bu t  have proved t o  be strongly ciependent on the develop- 

ment order of the  polynomial chosen t o  best represent the data .  When com- 

paring the two H i  and D I  Y sets obtained £rom two d i f fe ren t  podynomial i j 
expansions, we have then t o  estimate the  absolute 

'i j 
e r rors .  A severe 

l o s s  in the s t a t i s t i c a l  precision is a consequence of this process and w e  

cannot r ea l ly  know how the  correla t ions  between the  Y a re  preserved. i j 
However, the precision of ~ h e  YO1 and Y10 remains su f f i c i en t  t o  show 

a breakdown of the Born-Oppenheimer ap;>roximation, while the  isotopic  

dependence of other 
Yi j 

has been described by an approximate isotopic  

re la t ion .  W e  have then computed the  infrared wavenumbers of the  1 + O - 1 
band of T I  wit.h an estimated precision of 20 10-' an f o r  the  m a l 1  

J values. Finally,  it appears t h a t  t he  high precision and the  consistency 

of the  data a r e  par t ly  l o s t  i n  truncation of the  series expansion of rela- 

t i on  (4)  J accordingly r e l a t i on  ( 7 )  is suinewhat awh-ard f o r  predicting a 

molecular speccrum through an extrapolacion u f t h e  spectra  of two i so topic  
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TABLE I X  

NOLECüTZiR ZPL'ILXRIL% CONSTANTS OF TI WITH TBEIR ABSOLUT3 WCEKTAINTISS (IN VAÇJUM on-') 

Calculaad Microwave Transition J O - 1 - 4.386424 
OSserved Micromve Traasi'Licn J = 0 ' 1 = 4.38642h1.3 x 10- 5 cm" f r o m  ref. (17) 



TABLE X 

WAVENUMBEXS OF CALcülATED I?UUJSITIONS I N  -EIE: 1 ' O BAND OF TI (IN VACVUM cm-') 

r The jrecision was sirimaced ta be about 20 x 10-3 cm" for lov J 0aLue.s. 

i al - 1 These values expresseo in cm" x atm a+ 29% are calcuiated f m m  the carre-ding HI d u e s  (see te-). 



species. However, r e l a t i on  ( 7 )  has proved t o  be very s e f u 1  for  f i t t i n g  

the  various data of i so top ica l ly  subst i tuted carbon monoxide ( 32 ) , ( 3 3 ) ; 
a 

obviously the  question of t h e  physical meaning of t he  parameters A 
ij ' 

;b i n  t h e  s e r i e s  truncations remains t o  be resolved. I n  another way, an 
i j 

e f fec t ive  hamiltonian has been recently obtained f o r  heteropolar diatomic 

molecules ( 3 ~ t ) ~  (35) ; the  da ta  presented here may be a good test f o r  t h e  

hamiltonian a b i l i t y  t o  represent precise experimental data .  
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ABSTRACT : Fourier absorption spectra of HcL and Dc& were recorded 

simultaneously in  the spectral  range p 8 4 0  cm-' - 8450 c m - l ~ .  An U i j  

reduced Dunham coeff icient  s e t  was deduced by f i t t i n g  a l 1  the available 

data and was then used together w i t h e u r  mass-scaling parameters to predict  

the TcR Y i j  Dunham coeff icients .  



In a previous paper ( l ) ,  Fourier transform wavenmber measurements - 
were reported for the 2 + 0, 3 + 0, 4 + O and 5 + O bands of the HI and DI 

molecules. In the course of this experiment, HCR and DCR absorption spectra 

were detected as impurities with partial pressures roughly estimated to be one 

hundredth of the total vapour pressure in-the cell. Consequently, sixty lines 
3 5 3 7 of the 2 + O band and thirty six lines of the 3 + O band for D CR and D C i ,  

together with thirty one lines of the 1 + O.band and thirty lines of the 3 + O 
35 37 band for H CR and H CR have been observed with a signal to noise ratio high 

enough to improve the accuracy of previous measurements (2,5). Although it 
. - -  

appears in the spectra, the HCk 2 + O band is not reported here, since it has 

already been published in Ref. (6). The numerical values of the equilibrium - 
bond length Re and the force constant ke, two characteristic molecular parameters 

mass-invariant within the Born-Oppenheimer approximation, were derived from a 

'i j reduced Dunham coefficient set. These U.. values were directly ootained II 
'Dy fitting al1 the available infrared and microwave data of the various HCR 

isotopic species and were used to preciict the TC2 Y.. Duxhlji cwfficients. 
=J 

The experimental scheme has previously been described (see Table 1 

in Ref.(]) - ). Within the estimated precision of the measurements no significant 

pressure induced line shifts could be measured for HCL and D@ everi in the high 

pressure spectrum (100 torr). In order to reduce systematic errors to their 

minimum, the CO 2 + O band was recorded simultaneously with the HCL 1 + O and 

2 + 8 bands and the wavenumber scale was then calibrated in the manner descri- 

bed in Ref (6) and ( 1 ) . - 

Most of the DCR 2 + O band experimental wavenumbers were taken frum 

an average of three low pressure independent measurments (ans no 144 1 , 1442, 
1448) and their line absolute precision was estimated tobe better than 

2.5 x 10.' x 0 . On the other hand, the DCll 3 + O band and the HCR 1 + 0, 3 + O 

band wavenumbers, obtained from only one low pressure spectrum, have an absolute 

precision of 4 % 1 0 - ~  x a excepr for some weak high J lines. The wavenumbers 

of o~served transitions, their "observed minus calculated" dif ferences A ana 

their intensities 1 are displaped in Tables 1 - IV. In fact, since the exyerimect 
was not performed with the aim of recording the HCR and DCL bands, the present 

measurements have been made on their strongest lines. Thus in order to nave 

complete sets of wavenumbers readily available, the Tables. 1 -IV include al1 



T A B L E  1 

W a v d e r s  of Observed Transit ions  in  the 1 O banas of E L  

E#5 c2 

O l 
l l 2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1  

12 

13 

34 I C I  
15 I C I  
16 [ C l  
17 [ C l  
1s [ C l  
-19 I C I  
20 [ C l  
21: [ C l  
22 I C I  
23 [ C l  
24 [ C l  
25 [cl 
26 I C I  
27 [ C l  
28 [Cl 

2 9 

30 [cl 

I cl 
[ C l  
t  cl 
[ C l  
[ c l  
I c 1  
ICI 

c 1 
[cl 
[ C l  
[ C l  

I C I  
[cl 
I c 1 
[cl 
[cl 
[ C l  
[cl 
[cl 
[ C l  
[cl 
I C I  
[c 1 
fcl 
[c l  
[ C l  
[ C l  
t  c 1 



[ c 1 
[cl 
[cl 
[cl 
c 1 

[cl 
[cl 
I c 1 
[cl 
[ c 1 
c 1 

[cl 
I C I  
[cl 
[cl 
[c 1 
[cl 

[a] Values corrasponding to one standard error in 1 0 - ~  an-' 

[ b ]  From referme= (8) values prpcessed in un-2xann-1 it 300 X 

[Cl Values from re2er-e ( 4 )  

* Calczlated UavencrPlber 



T A B L E  II 

Gavenumbers oi oosemed transi:ions h the 3 - O bands of 9 C L  

s3"C;z 

-3 =-l 
' [a] Values corresponding eo one s. taPdatd error in 10 
) I l ,  , -2 -1  

, , 1 ?rm reerezzce (8) values q r e s s a ù  in cn x a ~ p  at 300 K 
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T A B L E  III 

Wavenumbers of observeci transitions in the 2 + O bands cf CCP. 



I I '  4215.9143 

12 [cl 4220.627 

%a- .  4224.8559 

1 4  4228.601 1  

15 423 1  .a526 

fa] Values carrespoPdiIg to m e  szadard error UI 10 
-3 ;1 

[b-1 Fr, refezenca (8), valnu izpresaed in m'2xamm1 a 300 P 

[cl Fram reference ( 2 )  
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T A B L E  ZV 

Waverimnbers of 0'bseZVed transitions in the 3 + 0 bands oi DCL 
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T A B L E  IV (Conrinued) 

fa] Values corresponding to one standard error iri 10 
-3 =-l 

[b] Frm rrfer-e (8) , values wressed in mœ2xrtm- '  aE 300 iC 

[cl From teference (3) 

Calculated waveaumber 
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the previous data (2-  5). The numerical values given under the differences 
A are those resulting from calculations involving the paramerers of Table V. 

-2 - i The line strengths 1 expressed in CD x atm are obtained from results given 

previously Dy other experimenters a&) . 

The analysis of the data was based on a Dunham type formula (9) for 

the term value expression : 

where the mass-dependent parameters Y are given by the following theoretical 
i j 

expressions ( 10,11) 

-(i/Z+j) n 
Y.. = ua + "ij 33 

1 3  M~~ 

CR 
The reduced D~inham coefficients U. . and mass-scaling factors A' and A. . 

1~ CR f j  LJ 
are mass-independent and the atomic masses M' and M are expressed in stomic 

mass units, With m as the mass of the electron. ua is the atomic red~ced mass e 
of the molecule. 

First each imtopic molecuEë was treated in a separate computation ' 
theough aprocess similar to that used.'-for HI and DI i 1). Thus, four sets of Yij - 
equLLibrium molecular constants were determined by combining the measurements 

in Tables I - IV vith al1 the previously available accurate measurements (12, 
13, 2-6) and by fitting them with a weighted least-squares routine. Each measu- - - 
rement in the infrared and in the microwave regions was included with a weight 

-7 factor proportional to the inverse of the square of its uncertainty (10 x C 

for the microwave transitions). These sets are dis~layed in Table TJ, together . . - 

35 37 with the -standard errors 8 def ined in Ref. ( 14) . For P c R ,  D CL ,D CR, the - 
'40 ' Y31 and Y22 numerical values were introduced as constraints, being deter- 

35 mined from the H CRvalues by using the following approximate isotopic rela- 

tion : 

where k 
Pa is the reauced atomic mass (15) of an isotopic molecule note4 k. - 
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H 
Second , as alreaay done for the CO molecule (16.17), the U i j .  A i j  

CR 
and Aij  were simultaneousiy derived from al1  the high resolution measurenents 

37 
of the various HCR iso:opic species, including the microwave T ~ ~ c ! L  and T CL 

J = 1 + O transitions (18), in  a weightednorrlinear least-squazes routine 

based on relations [ I l  - and 123 .The TCR low resolution infrared data - 1 (2) were not introduced in  the f i t  since systematic deviations of about 0.3 czn 

appear between the experimental wavenumbers and the ones calculated by using 

the Yi j  coefficients given in  Table VII. 

The 14 UZ1 parameters obtained from th i s  over-al1 f i t  a r e  l i s t ed  
=J H CR 

i n  Table V I ,  together with wo pafrs of mass-scaling paranieters {fil0 , ElO} 

and A , . The s t a t i s t i c a l  agreement is  not as good as i n  each sepa- 

ra te  f i t  since theavalue of 1.9 is somewhat greater than the a values given 

in  Table V. Moreover , the msss-scaiing parameters A:: and A" are mt ~ a l l y  s ta t i s -  0 1 
t i ca l ly  significant when compared to their  standard deviations. This can be 

explained by the fact  that  the f i t  i s  ill-conditioned for  the determination of 
CR 

the Aij mass-scaling parameters since the re la t ive  CR a t d c  mass variation i s  
37 CR 

-11 (5.7 x IO-') b e t ~ e e n ~ ~ ~ ~  and CR . Thua, d20  and-^" were found not to 
1 1  

have â s t a t i s t i e a l  meaning. However , t h e  ciif ferences If observeci 

minus calculamd waventrmbers" are s t i l l  sat5sf actory when compared to the uncer - 
3 5 

ta in t ies  and thus the process seems to  be re l iable  for the HCL case. The T CR 
37 

and T CR Duhhaut Yij  coefficients determined f r m  the parameters of Table VI 

are given in  Table V I 1  together with their  s t a t i s t i c a l  standzrd errors obtained 

by using the variance-covariance xuatrix of the overall f i t .  One can note that  

the TCP vibrational constants are obtained from an extrapolation of the c u r r e n t l ~  

available data and consequently the s t a t i s t i ca l  deviations quoted in  Table VII'az 

probably over es thated.  Sndeed, the Ui j  and A F ~  Or CL parameters are not f i a l  

and may Vary, should actual high resolution infrared measurements become 

available. In éact accurate experiments are needed in  the infrared to determine 
35 the errors involved in  t h i s  TC2 computation process. The H Ca Be,we parameters 

of the Dunham analysis were deduced from the U 1 0  and UO1 values through rela- 

tions 13g and 1311 of reference (10). These parameters have theoretically a - 
f u l l  physical meaning since they are corrected f rom "Dunham corrections", 

adiabatic and non adiabatic terms and were used to determine the Re value 

of the Born-Oppenheimer potential curve and the force constant ké which are 

given Table VIII. 



T A B L E  VI 

35 37 35 37 3 5 Beducea D u r h a m  coefficients Fij  f o r  H CL, H Ce , D C2 , D C2 , T Cl , 
T ~ ~ c ~  and mass-scaling coefficie3zs A.. 13  , obtained througb a d i r e c t  non liPsar 

beast-squares f i t .  

[a] Value conespooding t o  one sundard error. 



35 3 7 Predicted T CL and T CA D u r h a m  c o e f f i c i e n t s  obtained by us ing  

reciuced 3 . b  c o e f f i c i e n : ~  and ~ass-scaling parameters o f  Table  V I .  

AY.. [a ]  
L I  

[a] Value corresponding to one standard erzor. 



T A B L E  V5a 

W 
S5c2 $5c1. 

, Bé , Re, k, parametezs obtainad frw ~ h e  UI0 and UOl reducea 
e 

Duniaam coefficients . 



As a conclusion, we want to emphasize that Fourier transform spectra of 

al1 the hydrogen halide molecules are now available, which allows the 

determination of very consistent molecular equilibrium and Dunham parameter 
* 

sets (2). 

* A fist of al1 the available infrared spectra of the ?lX, DX molecules 

was made out, together with tables of molecular equilibrium parameters 

obtained by using the separate fit method described in this paper. These 

lists are available from the authors. A few copies are also on deposit in 

the Editorial Office of the J. Mol. Spectroscopy for the use 06 those who 

are unable to reach the$ authors. 



R E F E R E N C E S  

(1)  G. GUELACHVILI, P. NIAY and P. BERNAGE submitted to the Journal of 

Molecular Spectroscopy 

(2) D.U. WEBB Philosophy dissertation. The OHIO State University (1967) 

(3) P. NIAY, C. COQUANT, P. BERNAGE and H. BOCQUET, J.Mol.Spectrosc. 

65, 388-394 (1 977) 

( 4 )  D.H. RANK, B.S. RA0 and T.A. WIGGINS, J.Mol.Spectrosc., 17, 122-130 

(1 965) 

(5) A. LEW, P. ROSSI and C. HAEUSLER, J. de Phys. PARIS, 27, 526-530 

( 1 966) 

(7) W.S. BENEDICT, R. HERMAm, G.E. MOORE and S. SILVERMAN, J. Chem. 

Phys., 26, 1671-1677 (1957) 

(8) R.A. TQTH, R.H. BUNT and E.K. PLYLER, J. Mol.Spectrosc, 35, 

118-126 (1970) 

(9) J.L. DUNHAM, Phys.Rev. 41, 721-731 (1932) 

(IO) P.R. BUNKER, J.Mol.Spectrosc., 68, 367-371 (1977) 

( 1 1 )  J.K.G. WATSON, In Molecular Spectroscopy : modern research. Vo1.3 

Edited by K. Narahari Rao, Academic Press New-York 1979 ; J.Mol. 

Spectrosc. In press . 

(12) F.C. DE LUCIA, P. EELMINGER and W. GORDY, Phys.Rev., A3, 1849-1857 

(1971) 



(13) D.B. RBNK, W.B. BIRTLEP, D.P. EASTXAN, B.S. RA0 and T.A. WIGGSNS, 

J.Opt.Soc.Arn. 50, 1275-1279 (1960) 

(14)  D.L. ALBUTTON, A.L. SCRMELTEKOPF and R.N. ZARE "Lm introduction to 

the Least-Squares Fitting of Spectroscopie Data", Molecular 

Spectzoscopy, Modern Research, Vol. II ( 1976) 

(15) A.E. WSTU and N.B. GOVE, Nuc. Data Tables Ag, 265 (1971) 

(16) A.H.X. BOSS, R.S. ENG and H. KiLDAL, Opt.Cm, 12, 433437 (1974) 

(18) C.A. 'BWBVS, W. GOXDY, B. B W -  and B. LIVINGSTONE, Phys.Bev. 97, 

1661-1664 (1955) 

(19) L.H. J0rSESsndE.S. ROBINSON, J. Chcm.Phys. 24, 1216-1219 (1956) 

(20) P. =Y, P. BERUGE and G. c.-I, Sirrh Colloquium on High 

Besolution Molecular Spectroseopy (1 979) (Tours, France) 



- 66 - 
TABLE IX 

WAWNUMBERS OF OBSERVED TRANSITIONS IN TliE 2 + O BANDS OF H ~ ~ c ! ~  réf [ 1 41. 

L e s  tableaux CIX + X I V I  correspondent à des mesures effectuées  y 

dans d 'au t res  laboratoires .  NOUS l e s  reproduisons i c i  pour que l e  lec teur  

dispose de touces les données infrarouges récentes sur les molécules HCL - 

et D C L .  
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TABLE IX (continued) 

3 t  Calculated wavenumber . 
[al The differences A (observed-calculated) in 1 0 - ~  6' are given aftzr each 

observed wavenumber. 

[ b 1 f rom ref . [ 13 1 i r z2~es  expressed in x atm-' at 300 R 

I 

I J 

24 

25 

26 

27 

[cl from ref. L 2 I  

R(  J.1 l ibl 

- 
(c) 5769.2725 

(c )  5755.5394 

- 
-5.7 

6.9 

P(J) 

(c) 3864.6321 

(c) 4818.9563 

( 4  4772.4305 

4725.076~ 

A [al 

-1 

1.2 

-0.7 

, [bl 1 
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TABLE X 

'44VENUMBERS OF OBSERVED TRANS :TIONS 1 N THE d ' O BAND OF 

TABLE X I  

W4VEVJMBERS OF OBSERVED TRANSITIONS 1 N THE 5 ' O BAND OF 

réf[l6j 

+$ Calciilated waver~umber . 
' -1 

[al The differences A (observed-calculated) i n  IO-' cm are aven 

J 

O 

1 

2 

3 

4 

j 

6 

after each observed wavenumber. 

R( J) 

13414.02 

13425.95 

13440.76 

13449.61 

13455.37 

13458.03 

13457.68 
I 

P(J) 

13375.403% 
j; 

13j51.532 

13323.64 

13294.93 

13262.09 
>L 

13226.397" 

A [al 

-134 

-- 50 
L-- 

-1 / 

-14 

8.4 

-9 

30 

A [al 

-42 

64 

-9 .-3 

I I 



TABLE X I  1 

WAVENUMBERS OF OBSERVED TR4NSITIONS I N  THE 3 + 1 BAND OF HCli 

3 5 H CE ré f .  [ 1 2 ]  . 

+$ Calculated wavenumber . 
[a  3 The dif f erences A (observed-calculated) i n  10-~  cm-' are given a f t e r  

each observed wül-zliaier. 
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TABLE X I  1 1 

WAVENUMBERS OF OBSERVED TRANSITIONS IN THE 4 + 2 BAND OF I3C.L 

[a] The differencrs n (observed-calculated) in  IO-^ cm-' are given 

in parentheses after each observed wavenumber. 

3:- Calculated wavenumber . 

1 * 

J - 
O 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

P( J) 

5235 .180  

5214.328'' 

5192.3087 

5169.1350 
2L 

5144.790" 

5092.7543 

jO65.0610 

5036.2708% 

5006.4163 

[al A 

3.4  

-0. i 

2 .8  

-3 

1.2 

-2 

-2.9 

R( J) 

5273.317; 

5290.578* 

5306.618* 
>L 

5321.424" 

5333.9895 

5347.293* 

5358.3331 

5368.0994 

5376.573'' 

I [al A 

4.4 

14.4 

10.7 

7.3 

7.6 

R 

I 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

5383.752% 

5389.6205 
JL 

5394.179" 

j397.408?1 

5399.3044 

5399.8527 

5399.0517 



TABLE X I V  

WAVENUMBERS OF OBSERVED TF~ANSITIONS I N  THE 1 + O BANDS OF 

3 5 D CL réf. [16]  

l J 

1 0  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13  

14 

15  

16 

17 

R (  J )  

2101.6240 

2111 .9 j l j  

2122.0510 

2131.9159 

2141.5398 

2150.9279 

2160.0689 

21b8.9632 

( 5 )  2177.598 

i c ) 2 1 8 5 . 9 9 5  

(c)  2194.148 

( c )  2202 .002 

2209.6078 

2216.9614 

2224.0370 

2230.8471 

2237.3790 

( c )2243 .616  

A [a 1 

4 .1  

0 . 5  

0.8 

1 

-1.8 

0.7 

0 . 5  

0.9 

-7.6 

-0.4 

19 .3  

0 . 5  

-6.1 

1 . 4  

-1.1 

1 . 8  

O. 1 

-20.3 

, [bl  

1 

1.245 

2.457 

3.26 

3.84 

3.55 

3 -36  

2.627 

2.212 

i .554 

1.189 

G.695 

0.416 

J )  

2080.2751 

(~12069.271 

(~)2058.042 

2046.6083 

2034.9590 

2023.1005 

201 1 .O60 

1998.7756 

1986.322 

1 9 7 3 . 6 5 8  

1960. 820Q 

(d1947 .813  

(c )1934.571 

(c) 1921.186 

I 1 

A [a 1 

-1.7 

4. 3 

- j . 6  

-1 .C 

-O. 7 

-1.7 

19.5 

-2.4 

3 .8  

22 ,O 

-7.1 

O.  1 

, [bl  

1 .14  

2.32 

2.889 

3 234 

3.193 

2.879 

2 .313.  

1.906 

1.341 

1.001 



45 Calculated wavenumber . 
[a 1 The diff erences A ( observed-calculated) in 1 0 - ~  cm-' are given afber each 

observed wavenumber. 

. [ b ]  fnm ref. 6 1.51 Values exprersed i n  cm-2 x atm-' at 300 K 
I 

j [ c j  from rer' [171 

1 

A [al 

-13.5 

23 .5  

9 .6  

-1.1 

-1.1 

1 . 6  

2.6 

19.8 

-1.2 

5 .2  

7 . 8  

-23.4 

, [b-1 

O. SOI 

O .  677 

0.910 

1 O34 

0.951 

0.76 

O.  666 

O. 794 

O.  412 

0.296 

O. 182 

J 

O 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

i3 

15 

16 

4 

,[al 

13.5  

-0.8 

2 . 3  

17.1 

-14 

-22 

2 .7  

-22 

13.6 

0 .6  

0 .9  

-10.6 

4 .7  

-9 fi 

-12.2 

-5.3 

-12.6 

-13.5 

R ( J )  

2098.610 

2108.897 

2118.971 

2128.823 

2138.392 

2 147 744 

2156.886 

2165.732 

2174.389 

2182.745 

2190.859 

2198.703 

2206.304 

2213.643 

2220.693 

2227.384 

2234.013 

2240.253 

, [ b l  

0.435 

0.756 

1 . 1 2  

1 .30  

1.13 

1.03 

0.797 

0. 765 

0.481 

0.467 

0.236 

O. 141 

' P!J) 

2077.302 

2060.366 

" 2055.162 

2043.716" 

2032.133 

2020.302 

2008.304 

1996.066 

1983.662 

1971.027 

1958.230 

1945.236'' 

1932.072 

1918.703% 

1905.165 



III. -ta w Le d c d  & w m . b h  m o L U m  & hydsac& 

Le tableau III représente l'organigramme du calcul des cons- 

tantes  moléculaires des hydracides t e l  que nous l 'avons conduit dans nos 

à i f fé rents  a r t i c l e s  [ 41 i l i  1 [ 2  1 [ 6 1 : nous avons, rappelons -le, déterminé 

des ensembles { Y . . }  , ivoV, BV, Dy, Hvl , {ai, Be, Y )  
1 J  

ou {Mil 

Le tableau III indique également quelques applications de ces  calculs.  

Nous nous propsons,  dans ce paragraphe, de reprendre plusieurs points 

de l a  discussion concernant l a  détermination des ensembles Y .  et 
1 J 

{a. 1 en adoptant un point de vue plus svnthétique que dans l e s  a r t i c l e s  
1 

c i t é s  c i -dessu .  

Une question préalable se pose toutefois  : f au t - i l  attacher 

une s igni f ica t ion  physique r ée l l e  aux paramètres moléculaires dléqui- 

l i b re ,  ou fau t - i l  ne l e s  considérer avec R.S. WOLLEY que comme un 

moyen de paramétriser sous forme analytique les niveaux moléculaires 

d1  énergie [ 27 1 ?. Dans le cas de c e t t e  seconde in terpré ta t ion  [ 27 1 , 
1es"constantes molécuiaires d 'équi l ibre"  ne doivent pas ê t r e  u t i l i s é e s  

pour déterminer les propriétés mécaniques microscopiques des molécules 

( t e l l e s  que par exemple l e  rayon d lequi l ibre  Re) dont le fondement 

quantique e s t  m a l  é t ab l i .  S i  nous admettons maintenant que les para- 

mètres Yij (OU ai) ont une s igni f ica t ion  physique (dans l e  modèle 

semi-classique de Durham-par exemple) nous pouvons l e s  u t i l i s e r  pour 

calculer des él-nts de matrice <v l xi 1 v ' > , pour prédire l e  spectre 

des var iétés  t r i t i e e s  ou l ' i n t e n s i t é  des t rans i t ions  entre  niveaux 

rovibrationne 1s exci tés  . 
Nous admettons, dans ce mémoire, que l e s  différents  paramètres 

{Y. .1 {ai 1 e t  {Mi 1 ont une s igni f ica t ion  ghysique . Cependant, cane  
1 J  

nous 1 ' avons montré [ 4 1 [ 11 1, nous nous sommes heurtés à une d i f  f i c u l t é  

pratique t r è s  embarrassante : l e s  paramètres Yi ( ai a.  ) convergent 
1 

très lentement vers une valeur déf in ie  à mesure que l e  nombre de bandes 

représentées par ces constantes augmente. C e t  inconvénient est inhérent 

à l a  nature polynomiale de l a  représentation des niveaux d'énergie (ou 

du potent iel)  ; il est en e f f e t  nécessaire, dans les calculs,  de l imi ter  

les ordres de développement à des nombres f i n i s ,  ce qui explique qu'une 

par t ie  de l a  s igni f ica t ion  physique des Yi j (ou a. ) s o i t  perdue dans 
1 

ce t t e  pratique. L ' erreur de "troncaturerl a p p a r c t  dans l e s  quatre. métho- 

des de calcul que nous avons u t i l i s ées ,  l a  comparaison encre les méthodes 





- 7 5  - 
1 e t  II permettant tout particulièrement de l a  mettre en évidence. Nous 

avons,bien sÛr,tenu compte de ce t t e  source d ' incert i tude lors  de l a  

comparaison entre les constantes de H I  e t  cel les  de D I  14 1 . 

Méthodes de Calcul des constantes moléculaires : 

Nous avons u t i l i s é  l e s  quatre méthodes suivantes : 

- Méthode  1 : c a l c u l  d i r e c t .  

Tous les  nombres d '  ondes infrarouges e t  hertziens d '  une même 

variété  isotopique sont t r a i t é s  dans un calcul  par moindres carrés pondérés 

appliqué à 1 ' expression ( 1 ) de 1 ' énergie E ( v, J ) d ' un niveau rovibration- 

L'ordre de développement en i et j e s t  a r rê té  dans l e  calcul suivant 

un procédé dont l e  principe es t  rappelé dans l a  référence [41 . Cette 

méthode de calcul des constantes moléculaires Y , notée 1, a é t é  
LJ 

u t i l i s é e  pour toutes les molécules HX e t  DX ( X  = F, Cri., B r ,  1) [ 20 1 . 
Dans tous les cas, il apparaît que l ' i nce r t i tude  re la t ive  to ta le  (erreur 

d'origine s t a t i s t ique  à laquelle e s t  ajoutée l ' e r reur  de "troncature") 

sur  l e s  paramètres Yij augmente avec I lordre du paramètre : l e s  cons- 

tantes  d 'ordre élevé sont, en f â i t ,  des paramètres empiriques qui permet- 

tent  un ajustement s ta t i s t ique  correct du calcul . 

- M é t h o d e  II : c a l c u l  p a r  l ' i n t e r m  é d i a . i r e  d e s  c o e f -  

f i c i e n t s  a i  du p o t e n t i e l  d e  Dunham . 

Cette méthode notée II permet de représenter l e  spectre d'une 

même variété  isotopique, en déterminant directement les coefficients ai 
du potentiel  de iXurham par un c a l c d  de moindres carrés pondérés non- 

l inéa i re  appliqué directement aux nombres d'ondes des raies .  Il s ' a g i t  

d'une méthode originale qui nous a é t é  suggérée par A .  FAYT et que nous 

avons développée pour déterminer d'une manière rigoureuse l a  matrice de 

variance - covariance des paramètres a .  [ 281 . La publication qui t r a i t e  
1 

l e s  dé ta i l s  de ce calcul figure dans l'appendice 1 de ce chapitre. 

Un point important mérite toutefois  d ' ê t r e  réexaminé. Connie nous 

1 ' avons montré dans l a  référence [ 20 1 ,  1 ' accord s ta t i s t ique  obtenu par l a  

méthode II se révèle, pour tous les hydracides, t r è s  différent de celui qui 
apparaît l o r s  de l ' u t i l i s a t i o n  de l a  méthode 1. Ainsi dans l e  cas de HCL, 

1 'écart  - type réduit est égal à 1 dans l a  méthode 1, alors  qul il devient égal 

à 8 dans l a  méthode II. (Tableau IV). Les arguments suivants peuvent expliquer 

c e  désaccord : 



TABLEAU IV 
CONSTANTES P\OLÉCUL~ 1 RES DE l3''ck 

Molccular equiliorium k%>luul;r ?quilibrium 
mnst:nis obrained bv / i y i i  i Y:.'. 1 cnstmti ouuincd t h o ~ p n  I mi.o. 
bcsrr.rouses roucne l i thr b~rrcr ~i wi:hin 8 4  

(ln cm" ) 1 ( a ]  1 (cm-' ) frarne work (in cm-' ! --- I (a/ - 



- Les corrélations mathémati.ques entre les différents 

sont fixées au cours du calcul II sous l a  forme imposée par le modèle 

théorique choisi (modèle ~orn-Oppenheimer). Les corrections à lTappro- 

ximation Born-Oppenheimer qui interviennent sur les paramètres Y.. 
1 3  

figurant dans l a  relation ( 1 ) correspondent à des termes d ' ordre 
2 

y [ 29 1 . Les corrélations mathématiques entre l e s  paramètres Y dif- 
i j  

fèrent donc a pr ior i  très légèrement entre l e s  deux méthodes ( 1  e t  II). 

- Dans l e  tableau I V  e t  VI: de l a  référence [41 et dans l e  

tableau I V  de ce chapitre, les constantes moléculaires Y? ont é té  
1 J 

calculées à l ' a i d e  de l'ensemble des paramètres ai déterminés par 

l a  méthode II. La comparaison entre les valeurs yBO e t  les valeurs Yij 
i j  

obtenues par l a  méthode 1 montre que l 'accord es t  sa t i s fa isant  pour 

les constantes de vibration. En ce qui concerne les autres constantes 

(rotation, distorsion centrif  w) , 1 ' accord devient de moins en moins 

sa t i s fa isant  a mesure que l ' o rd re  de l a  constante est plus élevé. Par 

exemple, dans l e  cas de H I ,  yB0 est deux fo is  plus pe t i t  que 
13 '13 ' 

Ce désaccord ne peut, à l'évidence, pas s'expliquer seulement par un 

écart à l'approximation Born-Oppenheimer, mais par l e  f a i t  que l a  si- 

gnification physique des constantes 
'ij ( e t  ai) d ' ordre élevé est  perdue 

dans l a  procédure 1 ( e t  dans l a  procédure II). En raison du nombre l imi té  

de paramètres ai calculés par l a  méthode II, l'ajustement s ta t i s t ique  y 

es t  plus délicat.  

- Méthode III : t o u t e s  l e s  v a r i é t é s  i s o t o p i . q u e s  s o n t  

s i m u l t a n é m e n t  d a n s  un m ém e c a l c u l .  

Toutes les données infrarouges e t  hertziennes des différentes 

variétés  isotopiques sont t r a i t é e s  dans un même calcul de moindres carrés 

pondérés appliqué à l a  relat ion (2 )  de l a  référence [ I I ] .  Cette méthode 

permet donc de déterminer les constantes U- e t  l e s  paramètres de "masse" 
b LJ 

ba A à condition de disposer de données correspondant au minimum 
i j  ' i j  

à 3 variétés  isotopiques. Nous n'avons donc pas pu u t i l i s e r  ce t t e  méthode 

dans l e  cas des molécules H I  et D I ,  mis nous l 'avons réservée au t r a i -  
35 37 3 5 3 7 3 5 tement global des variétés isotopiques H CR, H C g ,  D CR, D CR, T CR 

37 e t  T CR de l ' ac ide  chlorhydrique. 

Les d i f f icul tés  nientionnées précédemment concernant l 'applicat ion 

des méthodes 1 e t  II ne sont pas éliminées par c e t t e  méthode qui présente 

toutefois l'avantage suivant : e l l e  t i en t  compte du plus grand nombre 



possible de mesures, par exemple des mesures microonde effec5uées si- l e s  
3 C  37 transitions J = O + 1 de T 'CL e t  de T C L qui n ' auraient pas pu ê t re  

ut i l isées dans l e s  méthodes I e t  II. 

- Méthode I V  : méthode  " Bande p a r  B anae1 '  . 

- Cette méthode décrite en dé ta i l  par. D.L. ALBR.ITTON . 
e t  al  1301 consiste, dans une première étape, à t r a i t e r  séparément chacune 

des bandes v + o dl une même variété isotopique par une méthode de moindres 

carrés pondérés appliquéeàl'expression (1)  du nombre d'ondes a des raie, 

avec J' - J" = + 1 pour les raies R(J")  

J I  - J I 1  = - 1 pour l e s  raies P(J") 

Après ce t te  première étape, nous disposons d'un ensemble de m constantes 

a Bvj Dv, Hv, . . . , BO, DG, Ho pom chaque bande ( l a  valeur de m es t  

fixée par i ' c rd re  du développeaent choisi pour représenter l e s  mesures). 

Ces constantes ne sont pas statistiquement indépendantes e t  leurs corré- 

lations doivent être estimées à l ' a i de  de l a  aatr ice de variance-covariance 

du calcul [ 391 . Les valeurs de certaines constantes sont a ins i  estimées 

plusieurs fo i s  (par exemple, une valeur de B o  a é t é  déterminée pour chaque 

valeur de v) e t  peuveht être ensuite optimalis&s dans un deuxième calcul 

par inoindres carrés où toutes l e s  co-nstantes sont introduites comme don- 

nées en tenant compte des corrélatiorsqui existent entre e l l es .  Nous avons 

appliqué cet te  technique de calcul au cas des molécules H i  e t  D I  e t  

nous avons rassemblé l e s  const.antes lloptinales" dans l e s  tû3leaux V e t  

VU: de l a  ref érence [ 4 1 . D. L . ALBRITTON e t  a l  &O 1 ont montré que l a  

méthode "bande par bande" conduit à des résultats  identiques à ceux de 

l a  méthode 1 ; l e s  valeurs réunies dans l e  tableau VI1 de [ 4 1 ccnfir- 

ment ce t te  déduction. (Nous n'avons donc pas f a i t  figurer ce t te  derniere 

méthode de calcui dans l'or,&gramme du tableau III). 

L a  technique de calcul que nous venons de décrire introduit tou- 

tefois  une di f f icul té  dans 1 ' interprétation de l a  signification stat is t ique 

des résultats  obtenus (valeurs des paramètres e t  valeur de l a  variance). 



Dans un calcul par moindrescarrés l e s  t r o i s  hypothèses a i v a n t e s  

sont en général implicitement f o r d e e s  [ 30 1 - Les erreurs  de mesure sui- 

vent une dis tr ibut ion de Gauss - Leur valeur moyenne e s t  nulle - La ma- 

t r i c e  de variance - covariance es t  connue à un facteur  multïplicatif .  près.  

S i  l e s  deux premières hypothèses s e  trouvent l e  plus souvent vérif iées  

dans l a  deuxième étape du calcul  (optimalisation des constantes), l a  

matrice de variance - covariance n ' e s t  par contre qu'estimée à un 

facteur  multiplicatif  près ( re la t ion  ( 9 )  de l a  référence 1301 ) . D.L. 

ALBRITTON e t  al. ont,de ce f a i t ,  étudié sur une s u i t e  de mille épreuves 

répétées l e s  l o i s  de dis tr ibut ion que vérif ient  les constantes e t  l a  

variance obtenues dans l e  deuxième calcul.  Ils ont, de l a  sor te ,  montré 

que ces quantités suivaient des l o i s  de dis tr ibut ion usuelles à conditior! 

que l e  nombre de degrés de l i b e r t é  des calculs de l a  première étape s o i t  
-2 

supérieur à 40 ( l o i  de dis tr ibut ion t ( f  ) pour l ' é c a r t  en t re  une cors- 
2 

24 
tante et sa valeur lTvraie'l ; l o i  x /fM pour l a  variance) . 

Dam ce t t e  hypothèse il e s t  possible de détecter  l a  présence 

évex-ï~uelle d'une erreur sys . t ;h t ique  après choix d'un in terva l le  de 

confiance pour l a  variance : par exemple dans un calcul  avec 15 degrés 

de l i b e r t é  (fM = 1 j dans le cas de H I ) ,  il y a 95 % de chances pour que 

l a  variance vraie s o i t  comprise entre  0.4 e t  1.8. Une valeur de l a  variance 

s i tuée  en dehors de cet  in terva l le  laisse suspecter l a  présence d ' m e  er- 

reur s y s t b t i i l u e .  Dans l e  cas de HI, aucun des calculs  de l a  première 

étape n ' e s t  effectué avec 40 degrés de l i b e r t é  (ou plus) ; l a  signiTication 
7 

s t a t i s t i q u e  de l a  variance a i  n ' e s t  pas clairement é tabl ie  e t  nous avons 

renonce à effectuer un t e s t  coûtewcd'épreuves.répétées pour élucider l e  
'> 

problème que nous avoris rencontré (cri = 4)  [4 ]  . 

Conclusion : --- 
Nous avons mis au point l e s  progammes de calcul des constantes 

moléculaires des hydracides par quatre methodes différentes  dont nous ve- 

nons de décrire le principe. Bien qu 'e l les  conduisent à des résul ta ts  en 

général concordants, chacune de ces méthodes présente ses propres avantages, 
'1 II 

ce qui j u s t i f i e  leur mul t ip l ic i té  : l a  méthode I I I t r a i t e  globalement toutes  

l e s  var ié tés  isotopiques d 1  une molécule e t  doit  donc ê t r e  u t i l i s é e  de pré- 

férence a toutes l e s  autres ,si l e  problème s e  révèle bien conditionné (3 

isotopes au moins, variation de masse importante d 'un isotope au suivant).  

JG représente l e  nombre de degrés de l i b e r t é  du calcul 

correspondant à l a  deuxième étape c e t t e  méthode IV. 



Dans l e  cas contraire (exemple de HI e t  DI),la méthode 1 

doit alors ê t re  employée. La méthode II permet df  estimer directement 

l a  matrice de variance - covariance des coefficients a du potentiel 
i 

de Duntiam. Elle permet également, lorsque ses  résultats  sont compares 

à ceux de l a  méthode 1, d'apprécier l e  sens physique de l'ensemble des 

pararnèt res 
'ij * 

Enfin l a  méthode IV peut ê t r e  u t i l i sée  c m e  un moyen 

de juger l a  quali té  des mesures à condition de disposer d'un grand 

nombre n de raies dans chaque bande (n 45). 

IV. AppLaLi.on au choix d'une wwbe de p o & n h d  awz&Gque. 

Dans l a  section précédente de ce chapitre, nous avons déterminé 

des ensembles de coefficients de Dunham ai pour l e s  molécriles HCL e t  HI. 

Er. admettant l a  val id i té  du modèle Born - Oppenheimer, nous 

pouvons nous interrogpr sur l a  forme que doit posséder une fonction 

"potentiel analytique" pour représenter correctement l e  comportement 

d'une molécule diatomique dans l e  plus grand domaine possible de va- 

riation de l a  distance internucléaire R (c les t&di re  que l 'introduc- 

tion de ce t te  fonction potentielle dans l 'équation de Schrodinger doit 

conduire à des niveaux moléculaires compatibles avec les observations 

expérimentales). L'origine de ce problème, qui demeure d 'ac tual i té  

comme l e  moncrent les publications récentes sur l e  sujet  !311, [ 321, 

[33] ,  e s t  e.upliquée dans ce qui suit. 

L énergie potentielle V(R)  d1  une molécule diatomique prend 

l a  forme ( 2 )  [341 si l e  nombre quantique Ge rotation J e s t  é - 4  

à zéro. 

A désigne une énergie de référence, B/R caractérise l a  

r6pulsion entre noyaux e t  F(R) provient de l 'énergie d'interaction 

électronique. En raison de l a  forme coulombienne du potentiel d ' in-  

teraction entre noyaux, V(R) présente un pôle pour l a  valeur R = 0. 

Les bornes du rayon de convergence Rc de l a  sér ie  de Dunham sont alors 

données par l ' i néga l i t é  ( 4 )  ij41 . 



R - R  
e 

X = R e 

(Seules l e s  l imites  du rayon de convergence sont indiquées dans 

(4)  en raison de l 'existence possible de s ingulari tés  !'hors d'axe" du 

potentiel  qui pourraient l imiter  l a  valew du rayon de convergence 

1341 1 .  

L'ensemble des Grava= actuels tend donc vers l e  même but : 

traisrormer le développement en sé r i e  de Taylor ( 3 )  par un changement 

de variable t e l  que l a  s inguiar i té  à l ' o r ig ine  s o i t  déplacée e t  qu' a i n s i  

l e  rayon de convergence de l a  nouvelle série s o i t  augmenté. D e  nombre-ux 

changements de variables ont été proposés [ 3 1 1 [ 22 1 [ 3 j 1 [ 3 6 1 . A 

titredlexemple signalons l a  forme d'énergie potent iel le  généralisée pro- 

posée par A . J .  WUWLlR [32] . 

R i l  si p>o 
1 = [signe de $1  [ 1  - ( 2 R avec signe de p = 

- 1 si p<o 

Le potentiel  ( 5 )  admet comme cas par t icul ier  l e  potentiel  de 

Dunham ( 3 ) pour p = - 1 et ce lu i  de SIMONS - PARR - FINLAN [ $11 

pour p = 1, l e s  bornes de son rayon de convergence Rc se déduisant 

de ( 6 )  [331. 

A .  THAKKAR i 31 formule dl autre part 1 'hypothèse que l e  potentiel  ( 5 )  ne 

R ) l P I ,  si converge en f a i t  rapidement que dans 1 ' in terval le  { ( 7 
p e s t  > O e t  que l a  meilleure accélération de l a  convergence est réa- 

l i s é e  si l e  paramètre p est choisi  égal à - 1 - a 
1 ' 



Afin de t e s t e r  l a  rap id i té  de l a  convergence des potent iels  r 

-lytiques qut ikproposent ,  l e s  d i f fé rents  auteurs comparent, en général, 

le  potentiel  étudié à un potentiel  de référence. Ce potentiel  de référen- 

c e  peut ê t r e ,  s o i t  un potent iel  calculé par une méthode "ab inicio": 

s o i t  plus simplement un potentiel  numérique R.K.R. 

En suivant une démarche analogue, nous avons admis avec P. BERVAGE 

[ i 1 que l a  précision ( d e l  'ordre de quelques cm-' dans l e s  régions où 

exis tent  les données spectrales)  du potent iel  R.K.R. é t a i t  suf f i sante  

pour que ce potent iel  numérique puisse se rv i r  de t e s t  de convergence 

pour différents  potent iels  analytiques. Nous avons donc représenté sur 

l a  figure 3 l e s  c~:rrbes de potentiel  de l a  molécule 131 obtenues selon 

les méthodes K .  R. DUNHAM, SXMONS - PARR - FINLAN e t  THlLKKAR. 

Pour t racer  les courbes de potentielanalytique, nous avons tout  d'abord 

calculé les expressions analytiques des coeff ic ients  eo, e l ,  e2, e3, e4, 

5 e t  e6 du potent iel  de THAKUR [321 en fonction des paramètres a de i 
Dunham (Tableau V ) ,  puis nous avons déterminé les valeurs numériques de 

ces  coefficients e pour plusieurs valeurs de p  a able au VI). 
i 

Comme il apparGL sur  l a  figure 3,- l ' accord  ent re  l e  potentiel  de 

Dunham e t  le potent iel  R.K.R. res te  excellent au voisinage de l a  posi- 

t i o n  d 'équi l ibre  L0.8 R/Re 1.37) . Afin de ch i f f r e r  l a  valeur de ce t  

accord, nous avons calculé  l ' i nce r t i t ude  sur  l e  potentiel  V(R) de Dunham 

a l ' a i d e  de l a  matrice de variance-covariance des coeff ic ients  a 
i 

R = 2.19 k0 V(R) = 11412 + 70 cm-' - 
Dunham 

V(R) = 11480 
R.K.R. 

Nous admettrons donc dans l e  chapitre II que l a  concordance 

ent re  l e s  deux potent iels  est suff isante  pour que nous puissions cal-  
R 

culer  des éléments de matrice du type < V I X  1 v l >  jusqu' au niveau de 

35 Le programne R. K. R. que nous avons u t i l i s é  a é t é  mis a u ,  point 

par R.N. ZARE e t  nous a é t é  ahablement communiqué par icladarne LEFEBVRE - 
BUQN que nous remercions. 
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Etat fondamental électronique DE ;u: 

sooa t R K R  

O DUNHAM ordre 6 

5.P.F ordre 6 

a THAKKAR ordrœ 4 

FIGURE 2 : Courbes de Potentiel de l'acide iodhydrique : comparaison 

entre l e s  méthodes R.K.R.j DuNHAiirl, S.P.F. e t  THAKICXR. 
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T A B L E A U  V 

COEFFICIENTS DU WTnNTSEL C;ENERALISE DE THAKUR [ 32 1 L.X FONCPION 
DES COEFFICIENTS ai DU DE DUNHAM. 

ei . .*a 'pl [? +' +'] 
P 

3(l+p) al a2 [ 7 'p g 2 / p2 + - 4  - + - +  - 2p2 p2 12 2 

., - .Up. (p) [t  +3p + 3 / p3 + ~t (1ts)/p3 + ?l/p 3 

T A B L E A U  V I  

- - - - 1.1 lOJ6Q9.945 , 

-2- su117 2 1 .d % IO-' 

5.06226 2 7.9 x IO-' 

-j.3882j - 6  10' 

0.28539 2 j.? . IO" 
-1.0994 2 0.2 

j.93 = 0-7  

1 - . . - P a r r  - FiPLan 

+ 1.1 2OAb99.945 - 
p - al - 1 - 1.jddl 

ïhdckilr 

35UO.SO6 2 0.5 



vibration v '  = 5. 

En raison de l ' accé lé ra t ion  de leur convergence, les poten t ie l s  

S.P.F. et THAKKAR res ten t  en accord avec l e  potent ie l  R.K.R. s u r  un in- 

t e rva l l e  plus grand que l e  potent ie l  de Dunham, puis commencent a diverger 

pour R/R = 1.5  tou t  en s ' é ca r t an t  beaucoup moins du poten t ie l  R.K.K. que e 
l e  potent ie l  de Dunham ( f igure  3 ) .  

Conclusion : 

Dans l e  cas de l a  molécde H I ,  nous admettons que l e  poten t ie l  

de Dunham s u f f i t  pour représenter l a  courbe de potent ie l  au voisinagede l a  

posit ion d 'équi l ib re  t0.8 S R/R S 1.371. L e s  autres  formes analytiques e 
(S. P. F. , T H W )  sont absolument équivalentes au po ten t ie l  de 

Dunham près du minimum de l a  courbe de potent ie l  et semblent mieux adaptées 

pour de grandes valeurs de R : seules des raisons de s impl ic i té  juskif ient  

donc l ' u k i l i s a t i o n  "intensive" du poten t ie l  de Dunham. 

V. k * L t &  den bariden d1&spG.on & L'acide 

S i  nous admettons que l e  moment dipolaire  ~ ( x )  d'une molécule 

diatomique peut être développé en série de Taylor au voisinage de l a  posi- 

t i on  d 'équi l ib re  x = O, il semble que l a  seule  méthode expérimentale sus- 

ceptible,  a l ' heu re  présente, de fourn i r  les valeurs numériques des coef- 

f i c i e n t s  M du développement en série consis te  à effectuer  des mesures i 
d ' in tens i té ,  sur des t rans i t ions  en t r e  l ' é t a t  fondamental v = O et des 

é t a t s  exc i tés  de vibrat ion [ 37 1 138 1 [ 39 1 . 

S i  en théorie  l e  nombre n t  de coeff ic ients  Mi obtenu par l e  

calcul  est égal au nombre n de bandes mesurées, l a  pratique nous ensei- 

gne que seuls les premiers coef f ic ien ts  présentent une s ign i f ica t ion  

physique réelle. Les erreurs dues au mauvais c o n d i t i o ~ e ~ e n t  du système 

l i n é a i r e ( n  équations à n inconnues) q u ' i l  fau t  inverser pour trouver les 

coeff ic ients  Mi , et les erreurs indui tes  par l a  l imi ta t ion  a r b i t r a i r e  

de l ' o r d r e  de développement de M(x) sorit à l ' o r i g i n e  de cette diminution 

du nombre de coef f ic ien ts  s i g n i f i c a t i f s .  O r  il est très important d ' avoi r  

à s a  disposi t ion une représentation précise  du moment dipolaire  (ce  qui 

implique que n' et n soient  les plus  grands possible) a f i n  de pouvoir 

d ' une par t  intrapolerit , ent re  é t a t s  exc i t  és de vibration,  les r é s u l t a t s  

+* L e  cAcu.1 des coerf ic ients  d 'Einste in  d'émission spontanée cons- 

t i t u e ,  par exemple, une application des mesures d ' i n t e n s i t é  sur des t rans i -  

t i ons  en t re  l ' é t a t  v = O et  des é t a t s  exc i tés  de vibrat ion.  



des mesures d ' in tens i té  e t  d ' au t re  part ,  a f in  de l e s  extrapoler "raison- 

nablement'' pour prédire l e s  in t ens i t é s  de t ransi t ions non encore détec- 

tées .  Telles sont l e s  raisons qui nous ont poussés à entreprendre des 

mesures d ' in t ens i t é  sur  l e s  bandes 1 + 0, 2 + 0, 3 + 0, 4 + O e t  5 + O 

de l a  molécule H I .  

Les mesures sur  l a  bande 1 + O ont é t é  réa l i sées  a Louvain 

[ 2 1 par l a  méthode de l a  "courbe de croissance" [ 39 1 . Nous avons a ins i  

déterminé l ' i n t e n s i t é  1 des r a i e s  depuis P(9) jusqu'à R(10). Les r é su l t a t s  

que nous avons obtenus sont, compte tenu de l a  précision (10 %) de l a  

mesure, en accord sa t i s fa isant  avec ceux de nos prédécesseurs [ 31 ; il 

n ' é t a i t  donc pas u t i l e  de leur  consacrer un a r t i c l e  séparé, bien q u ' i l s  

nous aient  parfois permis de compléter l e s  mesures antérieures ( r a i e s  

~ ( 9 ) ~  ~ ( 8 ) ,  ~ ( 7 )  et ~ ( 1 0 )  ) .  L e s  valeurs de 1 (en un-2 x atm-' à 300 K ) ,  

qui figurent dans l e  tableau X I  de ce chapitre ont été obtenues comme 

simple moyenne entre nos r é su l t a t s  e t  ceux de G. M E R  e t  W. BENESCH 131. 

Les mesures sur  l e s  bandes 2 + O e t  3 -+ O ont été effectuées 

mec l ' i n t e n t i o n  de v é r i f i e r  l e s  qual i tés  de notre appareillage : l e  spec- 

tromètre S.I.S.A.M., de par s a  nature in ter férent ie l le ,  e s t  d'un usage 

moins corznnode qu'un spectromètre classique. Des défauts dans l a  l i n é a r i t é  

de sa  réponse ( e t  de c e l l e  de l a  chaîne d'amplification) a ins i  que des 

défauts dans l a  l i n é a r i t é  du balayage du spectre constituent une source 

éventuelle d ' erreurs qu ' il e s t  nécessaire d ' apprécier. P. BERNAGE 1 11 a 

contrôlé par une méthode de caches l a  l i n é a r i t é  de l a  réponse du S.I.S.A.M. 

e t  de s a  chaine d'amplification au f lux incident ( à 2  1 % près en raison 

du rapport signal / b r u i t ) .  A t i t r e  de précaution supplémentaire nous avons 

toutefois  vé r i f i é  (et trouvé sa t i s fa i san t  ) 1 ' accord ent re  l e s  mesures ef- 

fectuées par C. HAEUSLER 15 1 avec un spectromètre classique e t  l e s  nôtres. 

Cette étude n ' a  pas é t é  systématiquement poursuivie sur  toutes  l e s  raies 

de ces deux bandes et nous avons donc retenu dans l e  tableau III de l a  

référence [ 4  1 l e s  r é su l t a t s  de C. HAEUSLER [ 5 1 . 

L e s  mesures d ' in t ens i t é  sur  l e s  bandes 4 + O et 5 + O ont 

é t é  réa l i sées  à Lil le  e t  publiées dans l e  "Canadian Journal of Physics" 

[ 6 1 ; nous reproduisons cet  a r t i c l e  intégralement dans ce qui s u i t .  



Nouç voulons cependant reverir  sur l'hypothèse que nous avons formulée dar 

ce t t e  publication [61 ( e t  u t i l i s ée  pour l a  bande j + 0) concernant 

l'indépendance de l a  demi-largeur de raie  
Y. 

vis-à-vis du nombre 

quantique v de vibration. Des travaux théoriques e t  expérimentaux 

récents montrent que ce t te  supposition n ' es t  qu' approchée [ 4 01 [ 4 11 . 
ilinsi dans l e  cas de l a  molécule HF l a  valeur de l a  deni-largeur 

Y. 
( y o  2 O.  jS an-' x atm-') de l a  ra ie  R autoperturbée de l a  bande 3 
3 + O s 'avère environ 15 % plus fa ib le  que ce l le  de l a  r a ie  corres- 

pondante de l a  bande 1 + o. Pour l e s  autres raies ,  l ' é c a r t  e s t  plus 

fa ib le  'et  devient même négligeable a pa r t i r  de R , [ 4 01 . Dans l e  cas de 
- 1 HCP [4.11 [421 l a  valeur de l a  demi-largeur r o ( y o  * 0.205 an-' x atm ) 

de l a  ra ie  R4 de l a  bande j + O E411 es t  12 % plus faible que cel le  

de l a  ra ie  R4 de l a  bande 1 + O. L'écart devient de l ' o rd re  du pour 

cent , si 1 ' on compare l e s  valeurs des y de l a  bande 4 + O à ceux 
O 

de l a  bande j + 0. 

Dans l e  cas de H I ,  l a  valeur de Y s 'avère toujours inférieur- à 
O - 1 0.12 cm-' x atm . A notre connaissance, il n'  y a pas, dans l a  l i t t é r a -  

ture, d'étude expérimentale précise++, t r a i t an t  de l a  dépendance vibra- 

t ionnelle des demi-largeurs des ra ies  autoperturbées de H i .  C.  HA-YJSLER 

[ j l  e t  nous-mêmes [61 avons déterminé les valeurs de y pour l e s  bandes 
O 

2 + 0, 3 + O e t  4 + O avec une précision relat ive de l ' o rd re  de 20 %, 
précision qui  ne permet pas de mettre en évidence l e s  variations de y 

(3 

avec l e  nombre quantique de vibration. Nouç avons introduit les valeurs 

des demi-1argeur.s Y. des ra ies  de l a  bande 3 + O, dans l e  calcul des 

in tens i tés  des raies  de l a  bande 5 + o. En extrapolant, au cas de H I ,  

l e s  résul ta ts  obtenus pour BCL nous estimons que ce t te  pratique intro- 

duit une erreur systématique négligeable devant l'incertitude de mesure. 

Il s e r a i t  cependant souhaitable de vér i f ier  ce t te  estimation, en effec- 

tuant une étude expérimentale complète e t  prScise de l a  largeur des raies  

des bandes v + O pour v variant de 1 a 5. 

4: C e t t e  étude devrait être réal isée avec un spectromètre de t r è s  grande 

résolution ( A  a < 0.01 cm-') af in d 'at teindre une précision de l 'ordre  

du pour cent (à  condition de f a i r e  intervenir un programme de déconvolu- 

t ion des raies,  programme q u ' i l  e s t  toujours d i f f i c i l e  de mettre en oeuvre). 



Mesure des intensités des bandes d'absorption rovibrationnelles O -+ 4 et O -, 5 de 
l'acide iodhydrique gazeux 
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Nous avons mesuré les intensités des raies des bandes d'absorption O + 4 et O -r 5 de la 
molécule HI à l'aide d'un spectromètre SISAM ayant un pouvoir de résolution de 0.03 cm-'. Les 
enregistrements des raies ont été effectués à une pression suffisante pour que le profil des raies 
soit Lorentzien. En utilisant lesmesures d'intensité effectuées sur les bandeso-, 1, O- 2et O-, 3 
par nos prédécesseurs. nous avons calculé les six premiers coefficients du développement en 
série du moment dipolaire M(x) de la molécule. La graphe représentatif de la fonction 
polynomiale M(x) souligne le caractère covalent de la liaison H-1. 

By using a SISAM spectrometer with a 0.03 cm-' resolving power we have measured the 
line-strengths for the 4 *O and 5 + O  absorption bands of the Hl molecule. The pressure in the 
White cell was important enough to assume the lines to be described through a Lorentz profile. 
and we have used the 'curve ofgrowth' method. By usingall the availabledata on the 1 -0.2 +-O. 
and 3 c O bands. we have calculated the first six coefficients of the dipole moment expansion 
series. The shape of the experimental dipole moment function shows that the HI bond is prirnarily 
covalent. 

Can. J .  Phys.. 56.727 (1978) 

Introduction pour une raie R(Jr') et - J" pour une raie P(Jt') 
La mesure des intensités des raies d'absorption 

entre deux états rovibrationnels notés (t;", J") pour le 
niveau inférieur et (v', J') pour le niveau supérieur 
permet la détermination numérique des carrés des 
éléments de matrice de moment dipolaire associés a 
ces transitions 

[il  [&(vu, J"; vf ,  JT = [ (v" ,  J"IM(x)Jvf, J')J2 

Dans cette expression M(x) désigne le moment 
dipolaire fonction de la distance relative x des noyaux 
autour de la position d'équilibre Re. 

La fonction M(x) peut être développée en série 
polynômiale de Taylor suivant la relation 

Les carrés des éléments de matrice [&(vu, J"; u', 
J')]' se séparent en un produit de deux termes (1) - 
[3] [.,&(vu, J": v', J')'j2 = 

Dans [3] &(a", O; t;', O) représente l'élément de 
matrice de moment dipolaire de l'oscillateur anhar- 
monique en absence de rotation, tandis que I'expres- 
sion polynrjmiale constituant le deuxième terme du 
produit provient de i'iiiteraction entre la rotation et 
la vibration. La variable nz prend la valeur J" i 1 

'Révision reçue ie 9 décembre 2977. 

Herman et al. (2) ont calculé les expressions analy- 
tiques des quantités (vu, Olx"'lu', O)  en résolvant 
par une méthode itérative l'équation radiale de 
Schrodinger dans laquelle un potentiel de type 
Dunham est introduit progressivement. Ces expres- 
sions analytiques avec a" 2 4, c' s 5 et i 5 6 sont 
rassemblées dans un article de synthèse de Tipping et 
Ogilvie (3). 

Nous avons calculé les cinq premiers coefficients Mi 
en introduisant dans [4] les valeurs numériques des 
éléments ,R(O. O: c ' ,  0) que nous avons déterminées 
d'une part, à partir des mesures de nos prédécesseurs 
et d'autre part, à partir des résultats de mesures 
d'intensité sur les bandes O + 4 et O -, 5 qui font 
l'objet du présent article. 

Par ailleurs Tippings (4) a publié les expressions 
analytiques des coefficients Cu,.,, et D,..,. en fonc- 
tion des coefficients du potentiel de Dunham et des 
coefficients Mo et Mi. La valeur du moment dipo- 
laire permanent Mo de la molécule HI se déduit de la 
mesure. au déplacement Stark de la transition hert- 
zienne J = O -+ 1 (5). Nous avons donc calculé, par 
cette méthode, les valeurs numériques des coefi- 
cients d'ilerman et Wallis ( 1 )  afin de les comparer 
avec celies que nous avons obtenues directement à 
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partir des expériences. Cette comparaison constitue 
un test de la cohérence interne des différents résul- 
tats expérimentaux. 

Méthode expérimentale de mesure des intensités 
Choix et description de la n~éthode expérimentale 

Nous nous proposons de déterminer l'intensité So 
d'une raie caractérisée par son coefficient d'absorp- 
tion k(o) 

Une méthode de spectroscopie classique très courante 
consiste à mesurer les aires W caractérisant l'absorp- 
tion d'une même raie dans diverses conditions 
d'enregistrements (6). Pour la raie considérée, W ne 
dépend que de la pression P et de la longueur 1 du 
trajet d'absorption et reste indépendante de la fonc- 
tion d'appareil du spectromètre utilisé lors des 
expériences 

Si la pression P dans l'enceinte d'absorption est suffi- 
sante pour que la largeur collisionnelle des raies 
2y, soit très supérieure à leur largeur Doppler nous 
admettons que le profil du coefficient d'absorption 
peut être représenté par une Lorentzienne. Dans ce 
cas l'absorption dans les "ailes des raies" ne décroît 
que très lentement et la mesure de W  se révèle déli- 
cate parce que la valeur du zéro d'absorption est 
difficilement évaluable. Korb et al. (7) ont proposé 
une méthode expérimentale qui s'affranchit de cet 
inconvénient. La pression du gaz absorbant est 
réduite à une valeur telle que le profil de la raie soit 
purement de type Doppler. La décroissance de 
l'absorption de part et d'autre du centre de la raie est 
alors très rapide ce qui, d'après ces auteurs, a pour 
effet d'améliorer la précision des mesures. 

Toutefois, cette méthode se révèle en pratique 
difficilement applicable dans le cas de raies de faible 
intensité car elle se traduit par une perte importante 
en rapport signal sur bruit, à moins que les expéri- 
mentateurs ne disposent d'une cuve de White de très 
grandes dimensions. Prenons pour justifier cette 
affirmation l'exemple de la raie R5 de la bande O -, 4 
de HI. Le tableau 1 réunit l'ensemble des conditions 
expérimentales qu'il faut réaliser pour obtenir une 
absorbance moyenne (40z) sur cette raie dans le cas 
oh le profil de k(o) est purement Gaussien. Il est 
nécessaire de réaliser un trajet d'absorption supérieur 
à 90 m si la pression vaut 0.3 Torr. Si l'on dispose 
d'une cuvé du type White longue de 2 m et si l'on 
admet que le facteur de réflexion de chacun des 

TABLEAU 1. Ensemble des conditions expérimentales dans le 
cas d'une raie à profil Doppler (raie R5 de la bande O -t 4 de 

HI) 

Nombre d'ondes a = 8478.056 (cm-')" 
Demi-largeur Doppler à 300 K -(, = 4.65 x IO-' (cm-') 
Demi-largeur Lorentzienne à la 

pression P exprimée en atmos- 
phère y, = 0 .07xP (cm-')" 

Condition à réaliser pour que le 
profil de k(v) soit de type v/log yL/y, < 0.C105~ 
Doppler P < 0 . 3  (Torr) 

Coefficient d'absorption au centre 
de la raie (P 5 0.3 Torr) k ,  = 0.144 ( ~ m - ' / a t ) ~  

Longueur minimale à réaliser pour 
obtenir une absorbance de 409. 1 1 90(m) 
( P  = 0.3 Torr; résolution de 
spectromètre infinie) 

'D'aprts Haeusler et al. (1 3). 
*Valeurs obtenues en utilisant les valeurs de y0 et So publites dans cet 

article. 
CCondiiion nkessaire pour que le profil d'une raie soit de type Doppler (7). 

miroirs recouverts d'une couche d'or ne peut dépasser 
la valeur 0.97 en raison de l'activité chimique élevée 
du gaz, la perte sur le niveau du signal entre l'entrée 
et la sortie de la cuve atteint environ 75z et legain 
théorique qu'apporterait la méthode se trouve, dans 
ce cas précis, partiellement perdu par la forte 
diminution du rapport signal sur bruit. Les autres 
raies des bandes O -+ 4 et O -* 5 ont une intensité 
plus faible que la raie R, et les pertes sont encore 
plus importantes si bien que nous avons préféré 
utiliser la méthode expérimentale décrite par Bene- 
dict et al. (8). 

Cette méthode consiste a mesurer les aires W  sous 
les enregistrements des raies pour différents trajets 1 
d'absorption, la pression du gaz absorbant étant 
suffisante pour que le profil du coefficient d'absorp- 
tion puisse toujours être assimilé à  une Lorentzienne. 
Nous pouvons admettre que cette dernière condi- 
tion est remplie si l'inégalité 

se trouve vérifiée, ce qui dans l'exemple de la raie R5 
de la bande O -+ 4 correspond a une pression su- 
périeure à 310 Torr. Le coefficient d'absorption 
s'exprime alors par l'expression suivante 

La relation [Il] qui lie W a  S, (relation de Ladenburg 
et Reiche (9)), prend. la forme simplifiée 1121 si le 
paramètre x de saturation 

1101 x = Sol/2xyo 
est petit 
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[ i l ]  W = 2nyL .Y e-X[JG (ix) - i JI (ix)] différentes longueurs 1 de telle manière que le para- 

[ 3 
mètre x reste toujours inférieur à 0.6. 

S X" 
[12] W = 27~y,x 1 - 7 + 4 + . . . L'étude expérimentale de la quantité W/Pl en fonc- 

tion de 1 pour chaque raie permet, en principe, de 
Nous avons effectué les mesures en choisissant les déterminer So et 70 

Lors de la mesure de l'aire W4 on doit en pratique limiter le domaine d'absorption à g cm-' de part et 
d'autre du centre o0 de la raie. Cette limitation revient à supposer que l'absorption est nulle en dehors du 
domaine spectral [oo - g ;  o, -t g] et entraîne de ce fait une erreur par défaut sur l'évaluation de l'aire W 
de la raie. Une analyse très précise des conséquences de cette. pratique a été effectuée par Korb et al. (7) et 
conduit à la relation de correction suivante entre l'aire mesurée Wapp et l'aire vraie W 

il41 WIPI = W~,,IPI (1 + ~ Y ~ P I ~ C ~ )  
il 51 WaPpIPI = F (P,  1; So, Y,) 
L'expression de la fonction F définie dans la relation [15] s'obtient simplement par combinaison des relations 
[13] et 1141. 
- Dani une première étape, une étude graphique de la quantité W/P6 en fonction de 1 nous permet de déter- 
miner une valeur approchée SO1 et y,' des inconnues So et y, pour chacune des raies. Nous effectuons ensuite 
un développement de Taylor de la relation [ls] au premier ordre 

Un calcul par moindres carrés appliqué à la relation 
[16] nous permet de déterminer un nouveau couple 
de valeurs So2 et Yo2. NOUS avons itéré le processus, 
en calculant à chaque pas de l'itération ia variance 
du système. Nous avons arbitrairement choisi 
d'arrêter le calcul au nième pas de l'itération lorsque 
les variances V vérifient l'inégalité suivante 

La variance V(") calculée à la dernière itération est 
utilisée pour déterminer les écarts types sur l'estima- 
tion de chacune des inconnues So et yo. 

Application de la méthode au cas de la molécule HI 
et description des conditions expérimentales 

Le gaz fourni par la "Matheson et Cie" était 
purifié avant chaque cycle d'expériences par une 
série de IiquCfactions fractionnées. Pour tenir compte 
de la relation [7], la pression du gaz a toujours été 
fixée entre 380 et 760, Torr selon les raies et les 
bandes étudiées. L'incertitude sur la mesure de la 
pression H été évaluée à 2 Torr. Pour la bande 
O -, 4, les longueurs d'absorption ont varié entre 30 
cm et 8 m et pour la bande O -, 5 entre 4 et 44 m. Les 
longueurs supérieures à 2 m ont été réalisées dans une 
cuve de White longue de 2 m. La température des 

enceintes d'absorption a été maintenue à 293 K avec 
une variation maximale de 0.4 K. La totalité des 
mesures a été effectuée à l'aide d'un spectromètre de 
type SISAM, de résolution 0.03 cm-' dont la dis- 
persion était contrôlée en permanence par I'enregis- 
trement d'un spectre cannelé provenant d'un étalon 
Perot-Fabry de 2 cm d'épaisseur. Cette précaution 
est essentielle avec ce type de spectromètre; en 
raison des imperfections mécaniques de l'appareil, la 
dispersion peut, en effet, subir des fluctuations rapides 
autour de sa valeur moyenne (quelques pour cent en 
2 a 3 cm-'). Pour chaque raie, nous avons choisi plus 
de cinq longueurs d'absorption différentes, et procédé 
pour chaque longueur à au moins deux enregistre- 
ments. Le calcul par moindres carrés a été effectué 
en moyenne sur une douzaine de points expérimen- 
taux. 

L'enregistrement des raies à pression élevée, pré- 
sente une difficulté majeure d'application au voisi- 
nage des retournements des branches R des bandes 
O + 4 et O -, 5, en raison du recouvrement des raies. 
Les aires des raies R8 et R, de la bande O -, 4 n'ont 
pu être mesurées. Les raies R,, R,, de la bande 
O -, 4, et R,, R,, R8 de la bande O --* 5 n'apparais- 
sent séparées convenablement que si les valeurs de 
1 sont petites dans les domaines de longueur choisis. 
Nous avons dû nous résigner pour chacune de ces 
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TABLEAU 2. Intensité des raies des bandes O -r 4 et O -, 5 de HI 

Bande O -. 4 Bande O -* 5 

so AS0 2'0 So G o  
ai (cm-2 atm-') (cm-2 atm-') (cm-' atm-') Auo 171 (cm-2 atm-') (cm-2 atm-') 

raies à effectuer seulement un grand nombre d'en- 
registrements à faible longueur d'absorption. 

Afin de vérifier les qualités de notre appareillage, 
nous avons également réalisé des mesures d'intensité 
sur les raies des bandes O -+ 2 et O 4 3 de HI. Bien 
que cette étude n'ait pas été effectuée d'une manière 
systématique (nous nous sommes contentés d'un 
nombre très limité d'enregistrements), nous pouvons 
confirmer les résultats obtenus par Haeusler (10) 
puisque la dispersion entre nos mesures et les siennes 
n'a aucun caractère systématique et reste du même 
ordre de grandeur que la dispersion entre nos 
propres résultats. 

Résultats 
Les valeurs de l'intensité So des raies des bandes 

O 4 4 et O -, 5 ont été calculées de la façon indiquée 
ci-dessus, et sont rassemblées avec leurs écarts- 
types dans le tableau 2. L'écart-type affecté à chaque 
valeur de So, traduit l'incertitude d'origine statis- 
tique, mais l'incertitude finale doit tenir compte des 
autres causes d'erreur. L'étude critique des diverses 
causes d'incertitude qui apparaissent dans ce type 
d'expérience a été effectuée par Bernage (1 I), et nous 
pouvons en conclure que l'incertitude finale sur 
l'intensité de la plupart des raies reste inférieure à 
10%. Les valeurs des demi-largeurs y. des raies sont 
déterminées par cette méthode avec une précision 

beaucoup plus faible, c'est ainsi que l'incertitude 
relative attachée à leur détermination est le plus 
souvent de l'ordre de 30z pour les raies de la bande 
0-5 et atteint cette valeur pour quelques raies de la 
bande 0-4. Nous avons dans ce cas introduit dans le 
calcul les valeurs mesurées par Haeusler (10) pour les 
bandes 0 -+ 2 et O -+ 3 (la précision annoncée par 
cet auteur est de l'ordre de 2073, soit à défaut, celles 
déterminées par Ameer et Benesch (12) dans le cas 
de la bande O -+ 1. Cette pratique suppose évidem- 
ment que la demi-largeur y, d'une raie n'est fonction 
que du nombre quantique J de rotation et reste in- 
dépendante du nombre quantique v de vibration. Il 
est difficile de se prononcer sur la validité expéri- 
mentale d'une telle hypothèse compte tenu de la 
faible précision des mesures de y. effectuées sur les 
bandes O-, 1, O -+ 2, O-+  3, O -+ 4. 

Calcul des éléments de matrice de moment 
dipolaire à partir des mesures d'intensité 

A la température de l'expérience (293 K), le 
nombre de molécules dans les états excités de vibra- 
tion est négligeable devant celui des molécules qui 
peuplent l'état fondamental zj = O. La fonction de 
partition vibrationnelle Q, a pour valeur l'unité à 

près si bien que le carré de I'éiément de matrice 
de moment dipolaire s'exprime simplement par la 
relation 
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TABLEAU 3. Comparaison entre valeurs expérimentales et théoriques des coefficients d'Heman et Wallis (1) 

Bande 
O + o '  

0 - 1  

0 + 2  

0 4 3  

0 - 4  

0 4 5  

!di!(O 4 v ' ,  O)! 
0) 

Valeurs expéri- 
mentales de Co,, 

Valeurs expéri- 
mentales de Do,., 

8.07 x ~ o - ~  
13.5 ~ 1 0 4  

1 . 5 4 4 ~  
13.6 XIO-4  

1.12 x Io-' 
13.8 XIO-4  

2.05 X I O - ~  
5 2 . 2  x Io-' 

1.54 ~ 1 0 4  
+3.3  XIO-4 

Valeurs expéri- 
mentales de E o ,  

Valeur théorique 
de COO. 

Valeur théorique 
de DOV, 

oces valeurs onr Cie cnlculén en utilisant les expressions analytiques publiCes par Tipping (4). Les incenitudes cornpondantes ne tiennent pas compte des 
termes negliges dans les formula (Mn), des corrClations entre les coefficients M.  et d a  incertitudes sur les coeffic~ents de Dunham a,. 

bCes valeurs ont etc calculies par moindres carrés en utilisant l'expression analytique de la fonction Fa::. publiit par Bouanich (16). Les incenitudes cor- 
respondanres ne tiennent pas compte des termes nCgligCs (MO), des corrtlations entre les coefficients M i  et des incertitudes sur les coefficients de Dunham ai.  

3hc QR exp [(lic/kT)B,(J")(J" + l)] 
z- 

8 x 3  lnzl N(Po, 

x So(O -, v ' ,  m) 

QR désigne la fonction de partition rotationnelle, 
tandis que N(Po, T) représente le nombre de molécules 
par unité de volume à la pression atmosphérique Po 
et à la température T de l'expérience. Nous désignons 
par cr, le nombre d'ondes de la raie étudiée, exprimé 
en centimètre-'. Les valeurs de o0 ont été mesurées 
par Haeusler et al. (13) pour la bande O -+ 4 et par 
Bernage et al. (14) pour la bande O -+ 5. La valeur de 
Bo retenue dans le calcul des éléments de matrice 
IJi!(O -, v', m)I2 des raies des bandes O -+ v' ( 1  2 
v' I 5) a été déterminée à partir des valeurs numé- 
riques les plus récentes des constantes de vibration- 
rotation (14) (Bo = 6.426363 cm-'). Nous avons 
pour la bande O -, 1 utilisé les mesures d'intensité 
effectuées par Ameer et Benesch (12) et pour les 
bandes O -+ 2 et O + 3 celles publiées par Haeusler 
(10). 

Les valeurs de ces éléments de matrice ont ensuite 
été introduites dans un calcul par moindres carrés 
appliqué à la relation [3]. Les valeurs numériques des 
quantités IA(0, O; v', O)I, Co,., D ,,., etc. et de leurs 
icarts types, s'en déduisent. Le tableau 3 rassemble 
les résultats obtenus pour les cinq bandes. L'ordre 
de développement en m a été choisi en augmentant 
progressivement le nombre de termes dans I'expres- 
sion polynômiale et arrêté dès qu'un coefficient peut 
prendre la valeur zéro dans son intervalle de con- 
fiance. Dans le cas des bandes O -* 3 et O -+ 5, nous 
connaissons les écarts-types attachés à l'estimation 
numérique des quantités (&(O -, t.', m))' si bien que 
nous avons pondéré, dans le calcul par moindres 
carrés, chaque donnée par un facteur proportionnel 
à l'inverse du carré de son écart-type. Nous avons 

porté dans le tableau 3 les valeurs absolues des 
éléments Jl (0 ,  O ;  v ' ,  O) puisque leurs signes ne sont 
pas connus a priori. Nous avons représenté sur les 
figures 1 et 2 les variations en fonction de m des 
quantités (A(O -, 4, m)j2 et (&!(O -, 5, m))' afin de 
rendre compte de l'accord entre les valeurs expéri- 
mentales et calcuIées de ces éléments de matrice. 

Détermination des coefficients M; du 
developpement polynomial 

Détermination des coefficients Mi 
Nous avons calculé les valeurs numériques des 

éléments de matrice de l'opérateur x'", (O, 0lx'"l 
I;', O), en utilisant les expressions analytiques com- 
plètes publiées par Tipping et Ogilvie (3). Nous 
avons introduit dans ces expressions les valeurs des 
coefficients du potentiel de Dunham ai(ai -+ as) et 
y = 2B,/o, que nous avons déterminées en mesurant 
les nombres d'ondes des raies de bandes harmoniques 
élevées de HI (15). Bien que Bouanich (16) ait calculé 
les expressions analytiques de ces éléments de matrice 
avec une plus grande précision par introduction du 
terme a, dans le potentiel de Dunham, nous n'avons 
pas été en mesure d'utiliser ses résultats puisque 
la détermination numérique du coefficient a, s'est 
révélée ne pas être significative (15). Le coefficient 
ab intervient en particulier dans i'expression des 
termes correctifs aux termes principaux des éléments 
(0, 01xi15, O)  et de ce fait seule la valeur numérique 
de ces termes principaux a pu être déterminée. En 
arrêtant l'ordre de développement du moment di- 
polaire à 5 dans [3] ( M ,  -* M,), nous nous ramenons 
pour déterminer Ies coefficients Mi à la résolution d'un 
système de cinq équations linéaires à cinq inconnues 
avec second membre (éq. 4). Un tel système est en 
principe facile à résoudre, mais le problème se révèle 
en fait un peu plus compliqué puisque l'expérience dé- 
termine le carré des quantités A ( 0 ,  O; r', O). De ce fait 
les signes des ~ l l ( 0 ,  O; t.', O) sont indéterminés. Pour 
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Fic. 1. Bande O -, 4 de HI. Variation de (&(O -, 4, ni))2 en fonction de tri. 

i o o m s  . x p * m m u r  

O wims alai& A l ' ah .  hi 

O p~ml abM L l'ah. mir 

FIG. 2. Bande O -, 5 de Hl.  Variation de (dl(O -, 5, en fonction de n1. 

lever cette indétermination, i l  suffit de remarquer limiter le développement analytique des expressions 
qu'il est possible de calculer des valeurs approchées Co,, au premier ordre en y (15, 17). 
de M,, M, et M ,  a partir des valeurs numériques des Ces trois valeurs approchées sont alors introduites 
quantités Co,, Co, et Co, à condition toutefois de dans les relations [4] et permettant un calcul grossier 



TABLEAU 4. Système d'équations linéaires résolu pour la détermination des MI 

des valeurs des éléments de. matrice ,11(0, O; t t ' ,  O). 
Ce calcul est suffisant pour lever l'indétermination 
sur les signes correspondants (v' variant de 1 à 4), car 
la contribution des termes en M, et M5 négligés dans 
le calcul, est trop faible pour entrainer un change- 
ment de signe lors de leur introduction: les valeurs 
numériques (cf. tableau 4) des coefficients de 1% et 
de IV, dans les quatre premières équations du 
système [4] sont en effet nettement inférieures à 
celles des autres coefficients. L'inc-rtitude globale sur 
les valeurs approchées de LM,, M2 et IV, a également 
pour cause une erreur d'origine statistique sur la 
détermination de Co,, Co,, Co,. Nous avons vérifié 
que cette erreur n'était pas suffisante pour entrainer 
un changement de signe des quantités A'(O, 0; ç', 0). 
Si l'on admet que le signe de 1% est positif, nous 
pouvons en conclure que les signes des quantités 
V/l(O, O: 1, O), ,X(O, 0: 2. 0) et ,K(O, O ;  3, O), ,&(O, O; 
3. 0) sont respectivement - i - i. II subsiste une 
dernière indétermination sur le signe de ,1l(0,0: 5, 0) 
que nous levons finalement en calculant sa valeur 
approchée à partir des valeurs de IM,, iM,, M ,  et IM, 
qui résultent de la résolution du système formé par 
les quatre premières équations. L'introduction du 
terme négligé en M ,  dans la cinquième équation ne 
peut changer en effet le signe de ,K(O, O: 5, O) puisque 
la valeur numérique de (OIx515) est beaucoup plus 
petite que celle des autres coefficients des Mi dans la 
cinquième équation. 

L'élément de matrice ,ki(O. O;  0. O) a été mesuré à 
partir du déplacement Stark de la transition hert- 
zienne c = O, J = O - 1 (5). La connaissance des 
Mi, nous permet donc de calculer la valeur Mo du 
moment dipolaire de la molécule HI à l'équilibre 
(R = R,), puisque les valeurs numériques des élé- 
ments de matrice (O, O(x(''J0, O) sont aisément cal- 
culables (3). L'équation 2 du tableau 4 permet de 
calculer la valeur de 1%. Les incertitudes sur les 
valeurs des coefficients M i  ont été évaluées à partir 
des écarts-types déterminés sur les valeurs des élé- 
ments YLl(O. O; L)', O). Les incertitudes finales sont 
probablement beaucoup plus imponantes pour les 
différentes raisons que nous allons énoncer. 

Nous avons limité le développement de iM(x) à 
six termes si bien que l'introduction d'un terme M ,  

supplémentaire pourrait modifier sensiblement les 
valeurs de M, et même de Aï4. 

Nous n'avons pas tenu compte des incertitudes qui 
proviennent de la détermination numérique des 
éléments de matrice. Cette simplification est en fait 
sujette i caution .puisque le système linéaire (1)  
(tableau 4) de cinq équations à cinq inconnues est 
très sensible à une faible variation numérique des 
coefficients de la matrice associée A. Cette sensibilité 
peut être évaluée par le calcul de la valeur numérique 
du nombre de condition IV(A) du système linéaire 
(18). Si nous transformons la relation [4] sous la 
forme matricielle [18], nous pouvons définir N(A) par 
la relation [19], en associant à la norme Euclidienne 
vectorielle. une norme matricielle induite notée 
I I  I I  égale à la plus srande valeur singulière p, de la 
matrice A. 

5 

Cl83 ,/L(v", O; ü', O) = 1 AVpiiVIi 
i =  1 

Dans la relation 1191, p! désigne la plus petite valeur 
singulière de la matrice A (c'est-à-dire la racine 
carrée de la plus petite valeur propre de la matrice 
symétrique x A associée a la matrice A). Comme 
le montre la relation [20] le système linéaire est bien 
conditionné si I V A )  est voisin de 1, valeur qui serait 
atteinte si la matrice A était orthogonale. 

Dans le cas du système (1) du tableau 4 N(A) vaut 
2800. Les incertitudes sur les valeurs numériques des 
éléments (O, O(xllv', 0) ont principalement une 
double origine. D'une part les termes d'ordre 
supérieur a a, négligés dans le calcul entraînent une 
incertitude que nous ne pouvons évaluer puisque les 
valeurs des coefficients de Dunham a,, a,, a8 ne sont 
pas significatives. D'autre part les incertitudes 
d'origine statistique (variances des a,) qui se dédui- 
sent de la détermination des coefficients ai se propa- 
gent dans le calcul des éléments de matrice (O, O(xil 
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TABLEAU 5. Coefficients du développement en série du moment dipolaire de HI (en D) 

Valeur Remarques 

Valeur déduite de [2] du tableau 4. Incertitude ex- 
périmentale 

Valeurs déduites de [ l ]  du tableau 4. Les incertitudes 
indiquées proviennent des erreurs expérimentales 
sur la mesure des &(O, O; o', O). Les autres sources 
d'incertitude n'ont pas été prises en compte 

Valeurs déduites des coefficients COL, Coz et Col en 
utilisant des expressions analytiques développées 
au premier ordre en y 

FIG. 3. Fonction moment dipolaire de HI M(x). 

v', O). Cette deuxième source d'incertitude n'est pas 
rigoureusement indépendante de la première et devra 
être prise en considération des que les termes correc- 
tifs des éléments (O, 01xi15, O) pourront être calculés 
avec une valeur significative du coefficient a,. Les 
termes M4 et M, devront alors être à nouveau 
déterminés. 

L'ensemble des résultats est rassemblé dans le 
tableau 5. 

Cohérence interne des résultats 
Nous avons utilisé les valeurs numériques des 

coefficients Mi, pour calculer les coefficients d'Her- 
man-Wallis C(0, v') et D(0, v') avec u' variant de 1 à 
5. Ces valeurs figurent dans le tableau 3 et peuvent 
être comparées aux valeurs obtenues expérimentale- 

ment. Cette comparaison se justifie par le fait que 
les valeurs des coefficients C(0, v ' )  et D(0, v') de la 
molécule HI, semblent peu sensibles aux variations 
numériques des termes M4 et M,. Notons que, con- 
trairement aux autres coefficients, les valeurs 
théoriques de Co, et de Do, n'ont pas été calculées à 
l'aide des expressions analytiques publiées par 
Tipping (4) (cet auteur a arrêté son formulaire à 
v' 1 4). Pour les déterminer, nous avons utilisé 
l'expression analytique de la fonction d'Herman et 
Wallis F$ Ji. représentant l'interaction vibration-rota- 
tion, sous la forme publiée par Bouanich (16). 
Bouanich utilise une méthode de calcul par pertur- 
bation et développe successivement le potentiel de 
Dunham jusqu'au terme a4x6, la partie rotationnelle 
du potentiel jusqu'au terme x4 et le moment dipolaire 
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M(x) jusqu'au terme M5xS. Si nous donnons à J" et 
J', une série de valeurs entières en accord avec la 
règle de sélection J" - J' = rt 1, nous disposons 
d'un ensemble de valeurs numériques de la fonction 
FO5(m) pour différentes valeurs de m. Un simple calcul 
par moindres carrés permet ensuite de déterminer les 
valeurs de Cos et Do,. t 

Il n'apparaît pas de désaccord pour les coefficients 
Co,, (v' = 2, 3. 4, 5) si l'on admet qu'un écart 
supérieur à trois ou quatre écarts-types est seul 
significatif. Le coefficient Co, déduit des mesures de 
Ameer et Benesch (12) s'écarte un peu plus que les 
autres de sa valeur théorique, mais reste du même 
ordre de grandeur. L'accord n'est par contre pas 
satisfaisant pour les coefficients Do,,; l'incertitude 
expérimentale sur ces coefficients est en fait probable- 
ment très sous-estimée puisque leurs valeurs seraient 
modifiées si la fonction d'Herman-Wallis (1) pouvait 
être développée à un ordre supérieur, c'est-à-dire si 
l'on disposait de mesures d'intensité sur des raies 
correspondant à des valeurs de J plus élevées. 

Fonction moment dipolaire 
Nous avons représenté sur la fig. 3 le graphe de la 

fonction M(x) pour des valeurs de x variant dans 
l'intervalle (-0.2, +0.4). Si l'on admet la validité 
d'un schéma classique, la distance internucléaire R 
varie pour la bande O -. 5 dans le domaine (1.33- 
2.12 A) comme le montre l'examen de la courbe de 
potentiel RKR de la molécule HI. La distance inter- 
nucléaire d'équilibre Re est égale à 1.6 A si bien que 
sur la fig. 3, le domaine de variation de x est du 
même ordre de grandeur que celui qui correspond à 
la bande O 4 5. L'extrapolation de la fonction poly- 
nômiale M(x) que nous venons de déterminer n'a pas 
de sens physique en dehors de ce domaine. Notons 
toutefois que Herbelin et Emmanuel (19 ont fait une 
analyse détaillée de différentes méthodes d'extrapo- 
lation du moment dipolaire en dehors des domaines 
où existent des données spectroscopiques. Ces 
méthodes font appel a l'approximation de Padé et 
permettent l'introduction d'hypothèses supplémen- 
taires sur le comportement du moment dipolaire au 
voisinage de R = O et de R -r co. 

Tipping et Forbes (20) ont remarqué que la fonc- 
tion M(x) de la molécule HI différait très fortement 
de celie des autres hydracides (HF, HC1, HBr). Ils 
ont suggéré en particulier que contrairement aux 
autres hydracides le maximum de la fonction pouvait 
être situé a une distance intemucléaire R inférieure a 
Re. Ungemach et al. (21) ont calculé la fonction 
moment dipolaire de HI par une méthode M.C.S.C.F. 
Ces auteurs ont montré que le moment dipolaire 
augmentait lentement d'une manière monotone si R 

décroît (ils ont limité leur étude aux valeurs de x 
supérieures à - 0.25). Un tel comportement confirme 
le fait que le coefficient M, est négatif (Mo > O) et 
souligne le caractère fortement covalent de la liaison 
HI dans le domaine étudié. Nous n'avons pas mis en 
évidence expérimentalement l'existence d'un maxi- 
mum de la fonction M(x) pour des valeurs de x 
négatives (M(x) présente un maximum, puisque 
M(x) tend vers zéro si x tend vers - 1). Des mesures 
nouvelles sur des bandes harmoniques plus élevées, 
o" -+ v' (v '  2 6) permettraient de préciser, sans 
hypothèses supplémentaires, l'allure du graphe de la 
fonction polynômiale M(x). 

Conclusion 
La mesure des intensités des cinq premières bandes 

d'absorption 0-0' nous a permis de déterminer les 
valeurs de cinq premiers coefficients du développe- 
ment du moment dipolaire M(x) de la molécule HI. 
Nous confirmons expérimentalement les résultats 
théoriques récents qui soulignent le caractère forte- 
ment covalent de la liaison H-1 si nous admettons 
avec Ungemach et al. (21) que Mo est positif. La mé- 
thode analytique utilisée, outre sa grande précision 
permet de juger la cohérence interne des résultats 
puisqu'elle rend possible, à partir des valeurs des 
Mi, le calcul des valeurs théoriques des Cu.,,, et 
D,..,,. Malgré quelques désaccords qui proviennent 
probablement de la précision limitée des données 
expérimentales, les méthodes analytiques appliquées 
dans le cas d'un potentiel de Dunham rendent quan- 
titativement compte des expériences. Cette remarque 
constitue une justification a postériori du choix de ce 
type de potentiel dans la description des niveaux 
vibrationnels même s'ils sont fortement excités 
(v' = 5). 
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A u  terme de ce chapi t re ,  nous formulerons une idée prospective. 

La mise au point des méthodes de d é t e c t i ~ n  acousto-optique dans l e  doinai- 

ne v i s ib l e  [43] [45 ]  l a i s s e  espérer que nous pourrons bientôt  détecter+c 

e t  mesurer des bandes v +  O, en plaçant une c e l l u l e  acoustique " intra-  

cavité" dans un l a s e r  continu à colorant. Nous construisons, a l ' heu re  

actuelle,une ce l lu l e  llacousto-optiquel' ,psésentant une longueur d'absorp- 

t i o n  de j m et r é s i s t an t  aux gaz corrosifs  [45], a f i n  d 'entreprendre 

c e t t e  expérience dans un court  dé la i .  

- -  
F.W. DALBY et J. V I G I E  s ignalent  q u ' i l s  ont obtenu, par c e t t e  méthode, 

une limite de détection correspondant à un coef f ic ien t  d 'absorption de 
- 1 

cm [4;1 . S i  nous obtenons l a  &me s e n s i b i l i t é ,  nous pouvons 

espérer détecter  l a  bande 9 + O de HI. 
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Nous nous proposons de déterminer numériquement les coefficients a, du potentiel de Dunham 
par une méthode de moindres carrés non linéaire appliquée directement aux nombres d'ondes 
expérimentaux des raies. 

Les résultats sont comparés, dans le cas de la molécule HwBr, aux valeurs numériques qui se 
déduisent des constantes d'équilibre Yio et Y, ,  par la méthode itérative usuelle. 

Cette nouvelle méthode de détermination des a, suppose a priori le choix d'un modèle 
théorique (Born-Oppenheimer (B.O.), adiabatique ou non-adiabatique) dont il est possible d'es- 
timer la validité en comparant le spectre expérimental aux spectres calculés. 

In this paper, the Dunham potenti. coefficients are numencally determined by using a 
nonlinear least squares routine applied directly to the line experimental wave numbers. 

The results are compared to the ones obtained when using the usual iterative process applied to 
the HSIBr Yio and Yi,  equilibrium constants. 

The a,  determination new method assumes a theoretical framework (B.O., adiabatic or 
non-adiabatic) to be valid. One can test this assumption by comparing the experimental data to 
the calculated ones. 
Can. J .  Phys.. 55. 1829 (1977) 

Introduction fonctions d'onde en résolvant par une méthode 
L'interprétation de l'intensité des raies de vibra- itérative l'équation radiale de Schrodinger ; on 

tion-rotation des molécules diatomiques demande introduit progressivement dans cette équation le 
la connaissance la plus précise possible des élé- potentiel de Dunham (1932) en augmentant 
ments de matrice de l'opérateur puissance de la l'ordre du développement polynomial à chaque 
distance internucléaire R. Il est de ce fait néces- pas de l'itération. D'après ces auteurs, la préci- 
saire de faire le choix d'une fonction potentiel sion atteinte après trois pas d'itération est au 
pour l'état électronique fondamental que nous moins égale à celle obtenue par des méthodes 
supposerons être un état 'Z. Herman et al. (1970) purement numériques R.R.R. Pour ne pas limiter 
d'une part, Tipping et Ogilvie (1976) d'autre part, la portée de cette méthode analytique, il est 
ont déterminé des expressions analytiques des essentiel d'une part de déterminer le plus 
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soigneusement possible les valeurs numériques 
des coefficients du potentiel de Dunham et 
d'autre pan de faire une estimation correcte des 
incertitudes qui s'y rattachent. 

La méthode habituelle consiste à déduire les 
coefficients a, du potentiel de Dunham à partir 
des constantes d'équilibre Yij, dkterminées par 
un calcul préalable. 

Nous proposons dans ce qui suit de procéder 
au calcul direct de ces coefficients a, et de leurs 
écarts-types en appliquant une méthode de 
moindres carrés non linéaire aux valeurs expéri- 
mentales des nombres d'ondes des raies. NOUS 

montrons que cette méthode donne des résultats 
satisfaisants si du moins plusieurs hypothèses se 
trouvent vérifiées dans le problème physique 
rencontré. Nous présentons. enfin, à titre 
d'exemple, le calcul des coefficients a, du poten- 
tiel de la molécule HBIBr. 

Extension de la méthode itérative usuelle 
En négligeant l'influence de la rotation, le 

potentiel de Dunham (1932) peut s'écrire: 

x désigne le déplacement relatif des noyaux à 
partir de leur distance d'équilibre, a, et a, les 
coefficients de Dunham. 

D'autre part, en résolvant l'équation de 
Schrodinger par la méthode W.K.B., Dunham 
met les termes spectraux E(v, J) Sous la forme [3] 

Chaque paramètre Yij peut être représenté par 
une fonction non linéaire des paramètres a,, W, 

et y,, synthétisée par Sandeman (1940) sous la 
forme : 

Dans cette relation, xij, yij et zij désignent des 
expressions algébriques des paramètres a,, y, et 
de coefficients C, qui dépendent non Iinéaire- 
ment des seuls paramètres a!. Le terme en xij 
représente le terme d'ordre principal, y.. une 

2" correction à -yij d'ordre d'infinitude y, xij et 
zi: un terme correctif supplémentaire d'ordre 
a'infinitude y?xii. Sandeman a calculé entre 

autres ces expressions analytiques pour les six 
premiers xi,, et les cinq premiers xi,l9 ce qui, 
comme nous le montrerons par la suite, permet 
la détermination des dix premiers coefficients 
Ck (ou a,) à l'exception toutefois de C, (ou a,). 
En effet, Sandeman a arrêté l'ordre de dévelop- 
pement de ses calculs à ye5, ce qui ne permet pas 
d'obtenir directement l'expression de C, (ou 
a,) en fonction de Y,, dont l'ordre d'infinitude 
est ye6. CIO (OU aI0) peut être déterminé à l'aide 
de Y,, et Sandeman suggère de calculer C, par 
interpolation. En pratique, on obtient les valeurs 
numériques des constantes Yij en utilisant la 
relation [3] dans une méthode de moindres 
carrés linéaire appliquée directement aux valeurs 
numériques des nombres d'ondes des raies ob- 
servées. Le nombre de termes retenus dans le 
calcul peut être déterminé d'une manière semi- 
empirique suivant la méthode proposée par 
Bernage (1976) et le plus souvent les constantes 
Yij qui s'en déduisent présentent entre elles de 
fortes corrélations. Les coefficients C, peuvent 
ensuite être calculés par itération (Finlan et 
Simons 1975). Dans un premier pas, les valeurs 
des paramètres Yij sont assimilées à celles des 
xij, ce qui permet d'obtenir des valeurs appro- 
chées des paramètres Ck et donc des termes cor- 
rectifs yij. Dans un second pas, ces termes cor- 
rectifs sont introduits pour un nouveau calcul 
des Ck, et I'itération recommence. On retient 
l'ensemble acceptable de paramètres Ck obtenus 
quand le test d'arrêt est satisfait. 

Les expressions établies par Dunham (1932) 
et Sandeman (1940) restent dans le cadre du 
modèle théorique de Born-Oppenheimer (B.O.) : 
il est donc inutile d'y introduire les termes cor- ' 

rectifs d'ordre élevé zij puisque les corrections 
adiabatiques et non-adiabatiques aux expres- 
sions des paramètres yijB.O interviennent déjà 
à l'ordre d'infinitude des coefficients yij. En 
utilisant l'ensemble a,, il est possible de calculer 
les constantes moléculaires Yij qui n'ont pas été 
utilisées dans le processus intératif (Y,,, Yis, 
Y,,) afin de les comparer aux valeurs déduites de 
l'expérience. Nous pouvons penser avec Dunham 
que cette comparaison constitue un test de 
validité du modèle Born-Oppenheimer, mais on 
peut aussi en contester la signification en avan- 
çant les trois arguments suivants: 

(1) Les valeurs Yij9 introduites comme données 
dans le calcul itératif des coefficients a,, ont été 
calculées en ne faisant aucune hypothèse sur la 
nature du modèle moléculaire théorique choisi 
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(Born-Oppenheimer, adiabatique ou non adia- 
batique), mais en supposant seulement la vali- 
dité de la relation [3]. 
(2) Les incertitudes qui se rattachent aux 

valeurs des paramètres Yij calculées à partir des 
a, ne peuvent être aisément déterminées par ce 
processus itératif qui utilise des données numé- 
riques fortement corrélées. 

(3) La comparaison s'effectue sur des para- 
mètres Yij relativement moins précis que ceux 
qui ont servi pour le calcul des coefficients a,. 

A partir de l'expression approchée [SI, le 
progamme consiste à déterminer un premier 
ensemble des paramètres a,' dont les valeurs 
sont utilisées pour une nouvelle détermination 
numérique des quantités [aa,laa,],,, et on1. 
Réinjectées dans le calcul, ces valeurs fournissent 
un ensemble de valeurs am2 des paramètres a, 
et le processus itératif se poursuit. Nous avons 
arbitrairement choisi d'arrêter ce processus dès 
que la relation [ 6 ]  se trouve vérifiée: 

16 I ive - va-,i 2 1 0 - ~ v ~ - ,  

Détermination des coefficients du potentiel A chaque pas d'itération, la valeur de la 
de Dmnham par une méthode de moindres variance v est affichée pour permettre de con- 

carrés non linéaire trôler la convergence du calcul. 
L'écart-type sur chaque coefficient a, est cal- Pour remédier en partie aux inconvénients de culé après la (aième) itération à partir 

la méthode précédente, nous nous proposons de de la matrice de variance-covariance et de la calculer les paramètres a, ainsi que les incerti- vanance va. qui "Y rattachent par une méthode de Cette nouvelle de détermination des moindres carrés non linéaire qui présente I'avan- coeffiOents am par moindres carrés non linéaire 
tage d'éliminer la détermination intermédiaire permet donc leurs incenitudes d'On- 
des paramètres Yij. Nous nous plaçons tout @ne statistique sans passer par le calcul inter- 
d'abord dans le cadre de l'approximation Born- médiaire des Yi,. 

Oppenheimer. Le nombre d'ondes o,, d'une raie Le pronamme s,acheve par le report des 
peut se mettre sous la forme [ 5 ]  valeurs des coefficients a, dans les expressions 

Dans cette expression, a, désigne un para- 
mètre de Dunham "généralisé" (a,, y,, a,, ..., 
a,), am0 une valeur approchée de ce paramètre 
obtenue en utilisant par exemple la méthode 
itérative décrite plus haut, c.: la valeur du 
nombre d'ondes de la raie on calculée à l'aide 
des valeurs am0. L'expression [aon/aamla,o peut 
être déterminée pour chaque raie à la condition 
de connaître toutes les expressions algébriques 
reliant les différentes constantes Yij aux coeffi- 
cients a,. 

A cet effet, nous avons calculé en fonction des 
a, les expressions analytiques des termes x,,, 
x,,, y,, et y,, (tableau 1) afin de pouvoir 
appliquer cette méthode si le nombre p des 
coefficients de Dunham nécessaires à une bonne 
représentation du spectre est de dix (a,, y,, 
a,, ..., a8). Bien que fastidieux, ce calcul est 
simple puisqu'il ne nécessite que la détermina- 
tion des coefficients CI, en fonction des a, et 
leur remplacement dans les relations publiées 
par Sandeman (1940). Nous avons ensuite 
déterminé les expressions analytiques des i3anlaa,,, 
en fonction des paramètres de Dunham. 

des constantes Yij, déterminées par ~ u n h a m  
(1932) et Sandeman (1940) dans le cadre 
théorique B.O. Les valeurs calculées des coeffi- 
cients Yij, que nous noterons Yi:.'., peuvent 
être comparées aux valeurs des paramètres Yij 
déterminées directement à partir des nombres 
d'ondes. S'il y a accord entre ces deux ensembles 
de valeurs, nous pourrons en déduire que le 
modèle théorique Born-Oppenheimer est suffi- 
sant pour représenter le spectre. 

Application de la méthode au cas de la 
molécule HBr 

Les spectres des molécules HBIBr et H7'Br ont 
fait l'objet de travaux récents et nous avons 
publié (Bemage et Niay 1976) les constantes 
Yij de ces deux molécules ainsi que les incerti- 
tudes associées à leurs déterminations. Les cons- 
tantes Yij de la molécule H8'Br sont rassemblées 
dans la première colonne du tableau 2, et les dix 
premières ont été utilisées pour calculer par la 
méthode habituelle d'itération les dix paramètres 
de Dunham qui figurent dans la deuxième 
colonne. Nous avons alors calculé les cinq der- 
nières constantes moléculaires (Y,,, Y,,, Y,,. 
Y,,, Y,,) en utilisant les relations classiques ae 
Dunham. 
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T~eLuu 1. Expression analytique de y,,, x,,, y,, et de x,, en fonction des coefficients a, de Dunham 

Dans la dernière colonne de ce tableau, nous L'incertitude sur la détermination des con- 
avons rassemblé les dix paramètres a, obtenus stantes a, a une double origine: d'une part les 
directement à partir du spectre par la méthode erreurs de mesure sur les nombres d'ondes des 
de moindres carrés non linéaire que nous pro- raies et d'autre part l'utilisation d'un dévelop- 
posons; leurs écarts-types Au, et les constantes pement plus ou moins tronqué suivant a,. Dans 
notées y i j B . O  calculées à l'aide des coefficients a,. - l'exemple que nous présentons, Aa, traduit 
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TABLEAU 2. Constantes moléculaires YiJ de HS'Br (en cm-') et paramètres de Dunham 

Détermination Détermination 
Yi,, ., directe des YII A  Y ~ J  Méthode itérative Yi,. ,,, directe des a, Aul 

Y i  O 2649.178 3.5 x I O - z  YloB.O 2649.151' 
yz O - 45.4066 3.7 x IO-z Y20a.0. -45.3813' 
y 3  0 5.856 X I O - ~  1 . 6 ~ 1 0 - ~  Y3oB.O' 4.844 x 
y40 -4.0683 X 3.8 x Y40s'0. -2.319 x 
Ys O -6.7675 x I O - ~  3 . 9 ~  Y50B.0. - 7.8394 x 
y o  I 8.464815 4 x l o 4  Yol B.0. 8.464799" 
y1 1 -0.23307 1 x 10 '~  YllB.O. -0.23310" 
y 2  1 7.175 x 1 0 - ~  1 x 1 0 - ~  Y2 B.0 7.786 x IO-& 
y 3  1 -7.228 xlO-' 5 x I O - ~  Y ~ ~ ~ . ~ .  -9.160 x 10-50 
y41 -5.18 x 5 x Ysl -3.47 X I O - ~ ~  

YOZ - 3.458197 x 2 x IO-' - 3.457179 x IO-& YoZa.O. - 3.457289 x IO-& 
YI 2 3.8949 x 2 x IO-' 3.6090 x YlZB.O. 3.62982 x 
y 2  2 -3.712 ~ 1 0 - '  2 . 4 ~  IO- '  -2.941 x IO-'' Y22B.0. -3.396 x IO-"  
y03 7.67 x 4 x 10-'O 7.96 x Yo3B'0. 7.95 X I O - ~ ~  
y1 3 -5.15 XIO-'O 3 XIO-'O -7.43 x 10 -~ "  Y ~ ~ ~ . ~ .  -2.81 x 10-lOn 
oe (cme1) 2649.3198 O e  2649.3221 1.5 x Io-' 
Tc 6.390318 x y, 6.390289 x 4 x IO" 
a1 - 2.436362 al - 2.43659 2 x 1 0 - ~  
a2 3.843327 a2 3.845638 5 x 1 0 - ~  
as - 5.092335 a3 -5.07504 1 . 5 ~  
a& 5.708752 PL 5.440600 9 . 6 ~  10-2 
a5 -4.227613 a5 - 3.07336 O. 18 
a6 - 1.588837 06 -2.3759 1.3 
0 7  2.8371 30 a7 -12.7418 8.6 
08 71 .69713 08 171.96 32 

A 0  = 0.76 A 0  = 1.3 

*Valeurs obtenues A partir des paramètres a,. 

l'estimation statistique des incertitudes ayant 
pour origine les erreurs de mesures, en admettant 
naturellement l'absence d'erreur systématique. 
Dans le cas de HBr, a, et a,  sont donc statis- 
tiquement significatifs, mais leurs valeurs nu- 
mériques seraient probablement très modifiées 
si la mesure d'un plus grand nombre de raies 
avait nécessité l'introduction de termes a, sup- 
lémentaires (avec 1 > 8). 

La matrice de corrélation est présentée dans 
le tableau 3 et montre que les corrélations entre 
les paramètres a, sont importantes de sorte 
qu'ils ne doivent pas être arrondis arbitraire- 
ment lorsqu'ils interviennent dans un calcul 
analytique. 

Dans les calculs directs des constantes Y i j  et 
des paramètres a,, nous avons introduit les raies 
infrarouges correspondant aux transitions (O, 
J) -r (v ' ,  J') où of varie de 1 à 7 ainsi que la 
transition hertzienne J = 0 -r 1 en pondérant 
les nombres d'ondes on avec des poids inverse- 
ment proportionnels aux carrés de leurs incerti- 
tudes Ac,. Pour effectuer ia comparaison entre 
l'accord statistique obtenu dans chacune des 
deux méthodes, nous avons calculé dans les deux 

cas les écarts réduits au sens de Albritton et al. 
(1976). Les valeurs de ces écarts A 6  apparaissent 
dans les colonnes 1 et 2 du tableau 2. L'écart 
réduit qui correspond à la représentation du 
spectre par les paramètres a, est environ deux 
fois plus grand que celui qui résulte du calcul 
direct des constantes Yij. Cet accroissement sig- 
nifie que le modèle purement B.O. est statis- 
tiquement moins bien adapté à la représentation 
du spectre qu'un modèle tenant compte des 
corrections adiabatiques ou non-adiabatiques. 
Toutefois, la comparaison entre les constantes 
YijB.O et les constantes Yij obtenues directe- 
ment ne met pas en évidence, entre ces deux 
déterminations, de désaccord qui soit réellement 
significatif devant les incertitudes A Y i j  attachées 
aux paramètres Yij. 

Introduction des corrections adiabatiques 
a I'approximation Born-Oppenheimer 

Si, dans l'exemple précédent, nous avions 
constaté, entre les valeurs calculées YijB.O et 

. 

expérimentales Yij, un désaccord nettement 
supérieur à l'incertitude AYij  la méthode de 
calcul des paramétres a, n'aurait pu être utilisée 
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TABLEAU 3. Matrice de corrélation des paramètres a, 

sous la forme que nous présentons mais aurait 
dû être modifiée pour tenir compte des termes de 
correction adiabatique à l'approximation B.O. 

L'introduction de ces termes ne pose pas de 
problème formel pour ce qui concerne les con- 
stantes moléculaires Y,,, Y,,, Y,,, et Y,, 
puisque Van Vleck (1936) et Bunker (1970) ont 
déterminé leurs expressions analytiques en fonc- 
tion de quatre nouveaux paramètres K,, Kz, K ,  
et K4. En négligeant les termes de correction 
non-adiabatique, des valeurs approchées de K,, 
K,, K,  et K, peuvent être facilement évaluées en 
calculant numériquement par la relation [7] 
quatre valeurs Bo,, B, ,, B,, et B,, des quan- 
tités Bij dont les formes analytiques non linéaires 
en fonction des K ont été publiées par Van Vleck 
(1936). 

Quatre valeurs approchées des paramètres 
K,, (KI O, KzO, KS0, K40) peuvent s'en déduire et 
être choisies comme valeurs initiales lors du 
premier pas de la méthode de moindrescarrés non 
linéaire où seront introduits les coefficients Km et 
les expressions ôo,/ôK,. Il est alors possible de 
calculer de nouvelles valeurs des paramètres 
Yij, notées Yi;* à partir des valeurs Km et des 
nouvelles valeurs a,. 

Si l'accord entre les constantes YiiPd et Yij 
n'est pas encore satisfaisant, il faut, avant 
d'introduire les termes de correction non- 
adiabatique, vérifier que le désaccord ne provient 
pas des ternes de correction adiabatique négiigés 

sur les constantes autres que Y,,, Y,,' Y,, et 
y20. 

Conclusion 
La méthode de calcul que nous présentons 

offre l'avantage de permettre une estimation 
statistique directe des incertitudes et des conéla- 
tions attachées aux coefficients de Dunham 
(1932). 

En outre, dans l'hypothèse de mesures infra- 
rouges de plus haute précision, cette méthode 
permettrait de mettre en évidence les écarts 
significatifs entre la représentation B.O. et la 
représentation expérimentale du spectre sans 
qu'il soit besoin d'effectuer de comparaison entre 
plusieurs variétés isotopiques. 

Cette méthode permet enfin d'éliminer le cal- 
cul intermédiaire des constantes d'équilibre Yij, 
et donc d'atteindre directement les coefficients 
de Dunham dans un cadre théorique (Bom- 
Oppenheimer, adiabatique ou non-adiabatique) 
bien défini. 
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CALCUL D E S  ELEMENTS D E  M A T 8  I C E  D E  V l B R A T  I ON - R O T A T  I ON 

POUR UN OSC ILLATEUR ANHARMON i QUE : C A S  F A R T  I CUL I E R  DG 

POTENT I EL  DE DUNHAM. 

Nous rappelons tou t  d'abord dans c e t t e  int roduct ion les 

d i f fé ren tes  motivations qu i  nous ont poussés à entreprendre ce  t r a v a i l .  

Lorsque, en 1975, nous avons commencé à ef fec tuer  des mesures 

d ' i n t e n s i t é  sur les bandes harmoniques de IlBr e t  de HI, nous ne 

disposions pas de références bibliographiques t r a i t a n t  directement le 

ca lcu l  (numérique .ou analytique) des  éléments de matrice du moment 

dipolaire  M(R) en t re  1 é t a t  fondamental v = O et des états exc i t é s  

(v > 3)  de vibrat ion.  Afin d ' i n t e r p r é t e r  nos r é s u l t a t s  e-périmencaux, 

11ous avcns a l o r s  en t r ep r i s  des ca l cu l s  originaux des éléments de 

,7at;rice dont nous avions besoin, se lon  une méthode i t é r a t i v e  de per- 

brba t io r i  d é c r i t e  par R. H. TIYPLVG [ 1 1 [ 2 1 . Dans c e t t e  méthode, les 

re l a t i ons  de commutation de l a  mécanique quantique permettent d ' é r a o l i r  

une r e l a t i on  de i-écurr*ence en t re  d i f f é r e n t s  é3&nents de matrice de 

1 ! opérateur 'héplacement r e l a t i f  des noyaux!' Il n' e s t  donc pas necessa*e 

de r.ésoudr*e explicitement l ' équa t ion  de Schrodinger si l e s  éléments de 

matrice qui servent  à c m e n c e r  le ca l cu l  par récurrence one é t é  pr&- 

alablement dé teminés  par une au t r e  méthode ipar  exe-nple, en  ucilisarxt 

des reg1 es de Sonne) 

La s i t u a t i u n  bibliographique a évolué corlsidérablement L 

c e t t e  époque puisque R.H. 1IPPING et  J . F .  OGILVIE [ jl d'une pa r t  e t  

J .  P.  i3CIUXYI;CH et  C.  BR0L)BECI;. [ i  1 dl autre pa r t  publiaieiit des eixpr-5s- 

s ions analsiques pour des éléments de matrice de vibrat ion - rcjcatiori, 

ce qui permeetait l e  ca l cu l  des expressioris < v(?I(R) I V ' >  et ce lu i  des 

coef f ic ien ts  dl llEK\UN et  WALLIS i j 1 ( ( v '  - v )  c 5 ) .  l ) a s  ces d i r ' t ' 6 r . e :~~~  

travaux [ 1 1 [ 2 1 [ j  1 [11 , l e  développerncrit eri s é r i e  du p t e n t i e l  de 

DCTSilt\~l [ O ]  e s t  a r r ê t é  à un ur&e préalablemerit chois i  avzrit so:i i.i:ti.o- 

duction daris l ' équa t ion  rad ia le  de Sc:hrüdinge~-. Cevçe deln iè re  15q11ï~iun 

e s t  ensui te  réaoiue s o i t  par urie tectiriiclue de t vpe W. k.B. ( l i . 1 3 .  IIPPIXG. 

[ 7 1 i j 1 ) 9 soit par une mt.! hc~cic dc. ~>er-r,iir'b;it i ori c . lnss ique  ( J  .1'. BULrCi LCil 

[ 4 1 ) . J . P.  U O I J I Z S ~ C I ~  ! > ! ci~iiip lé~ait 210i.s -es réau 1 t.at3 en d é v c l o j q ~ ~ i  r t  

lc calcul  de pertilrbritiuri jusqu'ri 3 'or.J~-e 0 pour le hanii1tt)riieri de 

vibr .n t ion et; jrisqu ' 1 ' <.)r.dre J poiir ce lu i  de rut;aLion. 



Les mesures d ' in tens i té  que nous avons effectuées sur l e s  bandes 

j c 0 , 4 - O e t j c O  deHBr e t  1 + 0 , 4 + O  e t j c O  deHI  

ont é té  de ce f a i t  exploitées 2 l ' a i d e  des résul ta ts  théoriques 

é tabl i s  dans l e s  références 13; e t  183, ce qui nous a permis de 

déterminer les cinq premiers coeff icients  du déve1oppeiiie:it en s e r i e  

du moment dipolaire de ces molécules [ 9 1 [ 10 1 . 

Nous avons a lors  achevé l a  mise au point de l a  méthode 

i t é ra t ive  de détermination des é l h e n t s  de matrice de vibration 
L < V I X  I V '  > dans l e  cas par t icul ier  d 'un potentiel  de Dunham dévelop- 

pé jusqu ' au sixième ordre (terme a6 ) [ 11 1 . En dépit de quelques 

inconveriients, cet te  méthode analytique présente des avar,t.ages par 

ragport a celles u t i l i sées  par a i l l eu r s .  Nous soulignons dans ce 

ci.,-iLre ces  inconvénients e t  avantages, tout en remarquant l e  par- 

t a i t  accord numérique entre  les différentes  méthodes analytiques si 

nouç l e s  u t i l i sons  au même ordre de développement. 

Après avoir passé en revue les principes de calcul  appliqués 

dans chacune de ces t r o i s  méthodes, nous présentons nos propres résul- 

t a t s  sous forme d 'un  a r t i c l e  paru dans l e  Journal Canadien de Physique 

[ 11 1 . No* avons étendu i c i  ce t r a v a i l  en tenant compte du hairrill~onien 

de rotation déveloDD6 juçqu'au cinquième ordre, ce qui permet, sous cer- 

ta ines  conditions, :m calcul i t é r a t i f  très précis des éléments de 
II 

matrice du type < v,Jjx lv1 ,3  > . 

Pour conclure ce chapitre nouç u t i l i sons  numériquement nos 

résul ta ts  analytiques a f i n  de déterminer l ' a l l u r e  de l a  courbe reprk- 

sentative du moment dipolaire des hydracides HA (Ii = E ,  CL, B r ,  1) 

en fonction de R.  



a) Pypothèses i n i t i a les .  

Nous nous plaçons dans l e  cadre de l'approximation Born-Oppenheimer 

où,après séparation des fonctions d'onde électronique e t  nucléaire,le 

mouvement dds noyaux e s t  t r a i t é  dans l e  potentiel  V ( R )  (équation (1 B l  ) 

obtenu comme solution de 1 'équation de Schrodinger électronique ( 1 a) [ 12 1 

Dans l 'équation (1. a) U ( ~ , R )  désigne l ' énergie  potent iel le  

d 'or igine électrostatique (répu4sion électron-électron, noyau-noyau ; 
h' - 3 a t t rac t ion  noyau-électron), - - Vi représente 1 ' opérateur "énergie 
hl 1 e cinétique des électrons.'' . 

3- 3 
Dans l 'équation (1  0 )  - , v' peut ê t r e  mis sous l a  forme d'une somme 

-i1 R 
d'un opérateur "énergie cinétique de vibration" et d'un opérateur "énergie 

cinétique de rotation" ; i1 désigne l a  masse nucléaire réduite. Le mouve- 

m e n t  des-deux noyaux est caractér isé par l a  distance internucléaire R > 

par l'angle polaire 0 et l ' angle  azimutal 6 qui permettent de f ixer  

l a  position de l ' axe  internucléaire dans un repère @ i l k n  passant par 

le centre de masse des noyaux. 

S i  une solution de t y p e  (2)  est introduite  dans l 'équation 

( 1 B ) les variables R, 8 e t  O se séparent 11 j 1 ; l a  fonction dl onde 

rovibrationnelle $ (R) v é r i f i e  une équation d i f fé ren t i e l l e  ( j ) plus con- 

nue sous l e  nom d'équation radiale de Schrodi=r (molécule diatomique 
1 

dans un é ta t  électronique C ) . 



Dans 1 ' équation ( 3 j l ' expression ' Ji ' ) représente 1 ' énergie de 
R~ 

rotation qui se t radui t  dans les expressions analytiques des niveaux 

d ' énergie E v ~  
par des termes de rotation et par des termes d'interac- 

t ion entre les mouvements de vibration et de rotation. 

Introduisons avec J . L. DUNHAM [ 6 1 le  paramètre x qui carac- 

t é r i se  l e  déplacement re la t i f  des noyaux autour de leur position d'équi- 

l ibre  R = Re ; l 'équation ( 3 )  se  met sous l a  forme ( 5 )  

Dans les relations ( j )  e t  ( 6 )  l 'énergie t o t a l e  E du 

niveau rovibrationnel, l 'énergie potentielle V(x) e t  l a  constante 
-1 

de rotation Be sont exprimées en an . 

R. H . TIPPING e t  J . F OGILVIE [ 3 1 ont montré que 1 introduction 

dans ( 5 )  d'un potentiel de I?unham conduisait à des éléments de matrice 

analytiques aussi précis  que ceux q u ' i l  est possible de calculer par l a  

méthode R.K.R., à condition de s ' in té resse r  à des t rans i t ions  entre 

l ' é t a t  fondamental et des é t a t s  de vibration peu excités. 

- 1 
Dans l a  relation ( 7 )  l a  constante a. s1 exprime en cm 

e t  les paramètres d'anharmonicité ai du potentiel de Dunham sont des 

nombres sans dimension. 

Rappelons que l e  rayon de convergence de l a  sé r i e  ( 7 )  est 

inférieur à 2 Re 1141, ce qui explique que 1 'u t i l i sa t ion  de ce type de 

potentiel doit ê t r e  réservée à des calculs mettant en jeu des niveaux 

d'énergie peu éloignes de l ' é t a t  fondamental. 



Il e s t  très d i f f i c i l e  de préciser exactement l e  niveau 

rovibrationnel à p a r t i r  duquel l e  potentiel  de Dunham doit ê t r e  aban- 

donné en raison du manque de rapidi té  de sa convergence. Une comparai- 

son directe  entre les courbes de potentiel  de Dunham e t  R.K.R. a é t é  

effectuée au chapitre 1 et montre un accord sa t i s fa isant  dans le cas 

de l a  molécule Hi pour des nombres quantiques de vibration v infe- 

r ieurs  à 5. A défaut d'un c r i t è r e  plus rigoureux, nous ferons l'hypo- 

thèse suivante : l a  convergence de l a  s é r i e  de Dunham est suffisamment: 

rapide pour que ce potentiel  puisse ê t r e  utilisé dans l a  détermination 

analytique des éléments de matrice des molécules HX à condition de 

nous l imiter  à des valeurs de v infér ieures ou égales à 5. 

a s 'exprime analytiquement en fonction des constantes de 
O 

vibration we et de rotation Be ( 8 ) .  

La coordonnée normale q e s t  définie  par l a  relat ion ( 10) [ 4 1 

L ' introduction des équations ( 8 ) , ( 9 ) et ( 10) dans la 

relat ion ( 7 )  conduit a l 'expression (11) de l ' énergie  potent iel le  

de vibration 

we 2 1'2 q3 + a? Y q4 + a3 Y 3/2 5 (11) V(q) = 7 (q + al y q i.. . - - 

- 1 
L'énergie de rotat ion Er(*) exprimée en cm peut se  mettre sous l e s  

formes 1 et (13) .  



J . P. BOUANICH [ 4 1 [ 15 1 a comparé l e s  ordres d ' infinitude des termes 
3/2 de rotation à ceux de vibration : les quantités 2J(J+1) Y , 

C, 

3J(J+1)yd, ...,( n+l) J ( J + ~ )  y n/2+1 , ... , ont respectivement le mbe 
1 /2 ordre d ' inf ini tude que l e s  termes de vibration 

al  y , a? y ,  ... 
n/ 2 . . ., a y , . . . , pour des valeurs de J voisines de 4 J max où 

n 
J max caracLérise l e  niveau rotationnel le plus peuplé (par exemple : 

J max 2: 4 pour l a  molécule HC!L ). De ce f a i t ,  ces termes peuvent 

être considérés successivement conme intervenant dans (5) au premier 

ordre, au deuxième ordre, ... , au n i b e  ordre dans le  calcul des va- 

leurs  propres du hamiltonien de vibration - rotation par une méthode 

de perturbation. 

L'énergie E(v,J) du niveau caractér isé par les nombres quan- 

t iques v et J peut toujours être représentée par un développement en 

s é r i e  de Durham [ 61 . 

llifférents auteurs depuis DüNHAM ont calculé les expressions analytiques 

des coefficients Yij en fonction des paramètres a du potentiel  de i 
Dunham, de l a  constante de rotation Be et du paramètre Y 16 1 [ 1 j 1 
[16] I l 7 1  [i81. Le calcul a été effectué jusqulà l ' o rd re  10 dans l a  

référence [ 151 . 
Cliaque coefficient Yi peut ê t r e  développé suivant l a  for- 

me (15).  

2 ( i - l+ j )  2 ( i + l + j )  
( i j )  Yij= Yi j + Yij 

Z(i+3+j) 
+ 'ij 

+ ... 

Dans l a  re la t ion  (15)  l a  quantité 2( i - l+ j )  est égale a 
- - 

l a  valeur de l ' o rd re  principal du coefficient 'i 
". L'énergie E(v,J) (16) 

d'un niveau rovibrationnel peut être, de ce f a i t ,  développée selon l a  

relat ion ( 1 ti) 

(16) E(v,J) = E ( o ) ( V , J )  + E ( 2 ) ( v , J )  + E ( 4 ' ( v , ~ )  + E ( ~ ) ( Y , J ) + .  - + Le cas du paramètre Yoo constitue une exception à cet te  règle puisque 

son ordre principal vaut 2 .  



TABLEAU 1 

Expression de l'énergie de vibration-rotation à l'ordre s i x  

Be 

2 A(, + A2 + A4 + A6 + t (A*) 

B = J  ( J +  1 )  

2 1 A g œ -  ( v + ~ )  + 6 
Y 



- 115 - 
TABLEAU 1 (suite) 

4 
693a2 + 4 1 4 a  a + B2 5 (- 326 - 398 al + 238 a2 - 180 a3 + 90 a4 - -2 1 1 2  

- 205 al a3 - 92 ai + 333 a: a2 - 252 a: - 126 a;) 

1 3 + (v + 2)2 * 3 (- 260 - 500 al + 244 a2 - 120 a3 + 60 a4 - 495 1; 

+ 468 al a2 - 104 a: - 190 a a + 414 o: a2 - 360 a: - 180 a;) 1 3  

5 
+ e3 (V + ?-) 

2 
(699 + 837 al - 360 a2 r 80 i3 + 567 a: - 264 al a, - 

6 
+ 189 a i )  + B4 5 (-52 - 36 il + 4 a2 - 9 a:) 



Nous avons f a i t  figurer dans l e  tableau 1, l'expression 

analytique de E(v, J) / Be en arrêtant l 'ordre  du développement à 

six. 

b) Calcul des éléments de matrice entre états rovibrationnels 

d'un opérateur H l  (x) (ou H' (q) ) par méthodes de 

perturbation : cas particulier du potentiel de Dunham. 

L'équation radiale de Schrodinger peut ê t re  résolue exacte- 

ment dans quelques cas particuliers peu nombreux de potentiel de vibra- 

t ion (par exemple pour un potentiel de MORSE de l a  forme 

~ ( x )  = De (1 - e 
-ax) 2 avec l e  nombre quantique J de rotation égal 

à O 1 19 1 ) . Par contre, dans l e  cas général d ' un potentiel de Dunham 

( 7 ) ,  les solutions de l'équation (5)  prennent une forme approchée et ne 

peuvent ê t re  déterminées que par une méthode de perturbation. Dans ce 

paragraphe, nous nous proposons de passer en revue les t r o i s  principales 

méthodes qui ont été ut i l i sées  avec ce type de potentiel pour déterminer 

l a  forme analytique des éléments de matrice d'un opérateur H'(x) entre 

é ta t s  de vibration-rotation. Les t r o i s  techniques de calcul conduisent 

rapidement à des expressions analytiques très compliquées si une grande 

précision est recherchée ; aussi ne l e s  détaillerons-nous qu'au moment 

où nous décrirons l a  méthode que no& avons ut i l i sée  [ 11 1 ; dans les autres 

cas nous renverrons le plus souvent l e  lecteur à l a  bibliographie exis- 

tante. 

a) Méthode d e  p e r t u r b a t i o n  ...................... d i r e c t e  ------- 
Il s ' ag i t  d'une méthode de calcul initialement décrite par 

R. e t  E. SCHüLER [20] , puis développée par l a  suite par R. TOTH 

et a l  [21] d'une part et J.P.. BOUANICH et C. BRODBECK d'autre part i.41 

181 (ordre 6 en vibration et ordre 4 pour l a  rotation). 

E l l e  procède du principe suivant : l a  solution de l 'équation 

( 5 )  à 1 ordre zero conduit à une base de fonctions d1 onde Y'EJ(x) décri- 

vant l e  comportement de l 'osci l la teur  dans un potentiel harmonique. 

Les termes de perturbation (vibration et rotation) sont alors pr is  en 

compte successivement jusqu'à l 'ordre  n, e t  les fonctions d'onde 



n 
perturbées (x) sont développées sur l a  base des fonctions 
0 

+VJ 
(x) suivant l a  relat ion ( 1 7 )  [JI . 

D a n s  l a  relat ion (l7), l ' i n d i c e  i désigne l ' o rd re  du calcul inter-  

médiaire retenu dans l a  théorie des perturbations. Les expressions 
i 

analytiques des coefficients Cvk sont publiées dans les réfe.rences 

[4][6][201 en fonction des élénents de matrice & hamiltonien de 

perturbation et des valeurs propres non perturbées €O(v, 3 )  et 

~'(k, J) . L ' Blément de matrice d' un opérateur H' (x) se m e t  sous 

la forme (18) L41. 

Cette méthode de p r t u r b a t i o n  es t  d 'un usage complexe, 

puisqu'elle nécessite le  c a l c d  d'un grand nombre d ' intégrales  de 

recouvrement du type de c e l i e  exprhée dans l a  f o r m i e  ( 18 ) ; e l l e  

offre  cependant l 'avantage de pouvoir ê t r e  u t i l i s é e  sans aucune don- 

née i n i t i a l e .  El le  s ' avère  donc suff isante pour déterminer les élé- 

ments de aatricr de viliration-rotation de n'importe quel opérateur 

fonction de i a  distartce internucléaire R, à condition toutefois 
' C  

que 1 ' intégrale  " ( 1 l j  ) s o i t  convergente. 

En u t i l i san t  ce t t e  méthode, J .P .  BOUANICH a calculé les 
II 

expressions analykiques des élthents de matrice < v,Jlx 1 v+Av,J1 > 

de l 'opérateur  x pour des valeurs de n. e t  de Av variant de O 

A 7 [41 [ a l  . 

" La relat ion ( 18)  suppose que la fonction $ v J ( ~ )  est nulle 

si x c - 1 .  



t )  C a l c u l  i t é r a t i f  d e s  f o n c t i o n s  d ' o n d e  p a r  une  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
m ét h o d e  d e  t y p e  W .  K . B . e t  a p p l i c a t i o n  a l a  d é t e r m i n a t i o n  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
des é l é m e n t s  d e  m a t r i c e .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Cette méthode i t é r a t i v e  consiste à effectuer tout d'abord 

une transformation de l 'équat ion radiale v ibra t iomel le  de Scfirodinger 

(J = O) en cherchant une solution de ( 5 ) sous l a  forme ( 19 ) [ 7 1 . 

= exp [ -  y ( x l j  dxll 

L'équation ( 5 )  se scinde a lors  en une paire  d'équations 

d i f férent ie l les  ccjaplées. 

Dans les équations (20) et (21) Ey désigne l ' éne rg ie  d'un niveau 

vibrationnel (v, J = C i j  dont l 'expression analytique f i m m  dans l e  

tableau 1. R.M. HERlriAN e t  a l  171 ont cherché une solution i t é ra t ive  

au système I(20 ) et ( 2  1 )}  sous l a  forme de deux développements poly- 

nomiau en s é r i e  (22) et (23) 

Les ordres de développemene de ces deux séries sont arbi- 

trairement ar rê tés  a chaque pas de i ' i t é r a t i o n  selon l e  principe 

suivant : l e  premier pas de l ' i t é r a t i o n  correspond à un calcul a l ' o r -  
-" ' 

rire zéro, l e  potentiel  harmonique V(x) ( ~ ( x )  = Be Y ' x L )  est intro- 

duit dans l 'équation (20): tandis  que seuls les termes d 'ordre zéro de 
- 1 1 

l 'expression ae E v  sont =tenus dans l e  tableau 1 ( E ~  = ?Be Y ( v ~ )  ) .  - 1 
La solution y(x) de 1 ' équation (20) e s t  alors  égale à ?,y x, l e s  

solutions polynomiales g$xj de l 'équation (21) étant proportionnelles 



aux polynômes dlHermit? de degré v .  Le d e d é n e  pas de l ' i t é r a t i o n  

correspond a un calcul à l ' o rd re  1 ; un terme suppl&nentaire e s t  
-7 3 

ajouté à l 'é, iergie potentielle v(x) (V(x) = Be y - x- ( l+alx) ); 

seuls les termes d'ordre zéro sont retenus dans Ev et l e s  dévelop- 

pements des sé r i e s  ( 2 2 )  e t  ( 2 3 )  sont a r rê tés  selon l e s  relat ions 

(24) e t ( 2 5 )  

Le (n+ l )  ième pas de l ' i t é r a t i o n  correspond à un calcul 

à l ' o rd re  n dans lequel l e  potentiel  V(x) prend l a  forme 
-2 2 

V(x) = r x' Be (1 + a x +  a, x + ... + a  xn).  L e s  termes d'ordre 
1 L. n 

supérieur à ri sont annules dans l 'expression de EV (ai = O si 

i > n) et les relat ions (23) et (25) se généralisent sous l a  forme 

(26) e t  ( 2 7 ) .  

Les expressions analytiques des fonctions y (  x) , gl (x )  , (x) , 
g,<x) et g3(x) (gO(xJ = 1)  ont été réunies dans l a  réf érence [ 3 1 , 
ce qui permet de déterminer ( à  1' ordre 5 )  l e s  cinq premières fonctions 

d'onde iuv(x) ( v  = 0, 1, 2, 3, 4)  en fonction de l a  v a r i a ~ l e  x. 

 article de R. HERiYAN e t  a l  171 rassemble l e s  fonctions %(x) ,  

calculées a l ' o r d r e  t r o i s  pour v allant de O à 10). 

L 1  introduction de l ' énergie de rotation (J f O) a é t é  

effectuée dans ces a r t i c l e s  à l ' a i d e  des paramètres de Dunham dépen- 

dants de J 131 [ 7 1  Les termes de vibration et  de rotation sont regroup& 

selon la relat ion (28). 



7 n 
= V1(x(J)) = cs t  T Be y - ' ( ~ )  x-(J)  (1 +  al(^) X ( J )  +. . .+ an(J)  x ( J )  - ) 

Dans ce qui s u i t ,  nous riotons l a  quantité x ( J )  par l e  symbole x3 

Les expressions analytiques des coefficients Y ( J)  e t  an( J ) 

figurent dans les références [ 3 1 e t  [ 7 1 , si bien que lsms valeurs 

numériques peuvent ê t r e  déterminées pour chaque valeur de J ,  à condi- 

t ion d'avoir calculé ce l les  des paramètres Y et a à par t i r  des n 
données expérimentales. 

L ' équation ( 5 )  s e  ramène à une équation ( 30) qui est iden- 

t ique formellement à l 'équation radiale vibrationnelle. 

L ' équation ( 19) se transforme a lors  en une équation ( 31 ) . [ 3 1 . 

La détermination des fonctions dl onde J! (xJ) s e  f a i t  dcn,. v J 
d'une mniSre analogue a ce l l e  des fonctions purement vibrationnelles 

iy (x )  ; les paramètres y e t  ai sont simplement -placés dans les 

expressions analytiques par l e s  valeurs correspondantes Y ( J ) et ai (J ) . 

L'équation (31) permet de s implif ier  l e  calcul des éléments 

de matrice d 'un opérateur ~ ' ( x )  entre deux é t a t s  rovibrationnels notés 

I v , J >  e t  I v l , J > .  

c ' est- à-dire 

Pvur t r a i t e r  l e  cas des &légents de matrice non diagonaux en 

v e t  eii J, l 'équation (31) peut être généralisée sous l a  forme (33) [3 ]  



0J 
a condition de définir  ( X J )  par l 'équation (34) [ j ]  

Avec l e s  detiiiitions (33) e t  (34) l 'expression d'un é l h e n t  

de matrice non diagonal en v e t  en J prend une forme analogue à l a  

relation ( 2 2 ' ) .  

S i  les opérateurs H1'(x J )  ou î i " '  (x J )  püvc;;:; ê t r e  développés 

en sér ie  de Taylor, l a  solution analytique des équations (32' ) e t  (35)  s e  
II 

ramène au calcul d ' éléments de matrice <O, J 1 x 1 O, J> diagonaux en J dans 

l ' é t a t  fondamental de vibration. La méthode que nous avons présentée i c i  

permet de les calculer directement a 1' aide des relat ions ( 18) ( 19) e t  

de l 'expression analytique de y(x) .  

Ainsi, R.H. TIPPING et J . F OGILVIE [ 3 1 ont, dans leur a r t i c l e  de synthlise, 

rassemblé les différents  éléments de inatrice suivants : (leur calcul est 

développé jusqu'au terme a -  du potentiel  de ûinham) 
3 

R - <o,JI  x (J)Jo,J > o c 1 1 ~ 6  

y )  U t i l i s a t i o n  d e s  r e l a t i o n s  d e  c o m m u t a t i o n  e t  d e s  ........................................... 
r è g l e s  d e  Somme d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  d ' u n  p o t e n t i e l  d e  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
D unham : m é t h o d e  i t é r a t i v e  d e  d é t e r m i n a t i o n  d e s  é l é m e n t s  ------- 
d e  m a t r i c e .  

Cette méthode dgcrite initialement par R.H. TIPPIXG [ 11 171 

a été développée par rious-mêmes [ 11 1 .  El le  repose su r  l e  principe suivant : 

une relat ion de récurrence entre des éléments de matrice de l 'opérateur  



II II 
x ( < v l , J '  / x 1 v,J > )  es t  é tabl ie  sans résoudre explicitement 

l 'équation radiale de Schrodinger ( 5 ) .  Cette relation conduit 

directement à 1 ' expression analytique des éléments de makrice 

diagonaux (v '  = v, J 1  = J I ,  si un potentiel  V'(x J )  y e s t  

introduit  selon un processus i t é r a t i f  [ 11 1 .  Dans l e  cas d'éléments 

de matrice non diagonaux, il faut  avoir à sa'disposition l e s  quel- 

ques éléments de matrice ( 4  au plus)  nécessaires à " l r i n i t i a l i s a t i o n "  

du calcul par récurrence. C e s  é l h e n t s  de matrice de "départM peuvent 

ê t r e  obtenus s o i t  par u t i l i sa t ic r l  des règles de Somme [22],  comme nous 

l e  montrons dans l ' a r t i c l e  présenté par l a  sui te ,  s o i t  à l ' a i d e  des 

expressions analytiques déjà publiées [ 3 1 [ 4 1 [ 8 1 . Nous allons tout  

d'abord é t a b l i r  l a  relation de récurrence (relat ion (41) ) à l a  base 

de nos calculs,  puis nous montrerons en examinant quelques cas parti-  

cu l iers  cornment nous l 'avons u t i l i sée .  

L'équation radiale de Schrodinger peut s'écrire sous l a  forme 

équivalente ( 3 6 ) 

Kous définissons l 'opérateur  W par l a  relat ion (37) 

D a n s  l a  relat ion (37) le  symbole [ 1 désigne l e  commutateur 

au sens de l a  mécanique quantique. 



L'élénent de matrice de l'opérateur H'W - WH défini 

?ar la relation (38) prend la forme (39). 

k 
(39)  <v',J1 1 H'W - WHIv,J> = 

(E(vt ,Jt)-E(v,J) )' < 
¶ J I  l x  I V ,  J > Be 

En utilisant des relations classiq~es de commutation de la 

mécanique quantique ( 40) [ 23 1 , nous pouvons, après quelques manipu- 
Intions, transformer l'équation (39) en une relation (41). 

, R -1 
X avec g(x) = ,, clxl 

O (l+xl j -  i" 



il 
ELEiCNIS  DE 5l.4IRICE S A N S  ROTATION.  < v, O 1 x 1 v ' , O > 

Xous avons tout. d'abord appliqué l a  r e l a t i on  (41) dans 

le cas pa r t i cu l i e r  où l ' i n f luence  de l ' éne rg i e  de ro ta t ion  peut 

ê t r e  négligée (J  = J '  = 8 = B '  = O ) .  C e  t r a v a i l  a été déjà  publié 

e t  nous l e  présentons i c i  sous l a  forme d'un a r t i c l e  paru dans l e  

Journal Canadien de Physique 11 . La re la t ion  (41 ) s ' i d e n t i f i e  
- - 

à l a  r e l a t i on  " notée [ 71 dans cet a r t i c l e ,  si nous y introduisons 

l ' é g a l i t é  J = JI = 0. 

L e s  expressions analytiques des coeff ic ients  C et D qui 

interviennent dans l a  r e l a t i on  de récurrence [ 8 1 de 1 ' a r t i c l e  [ 11 1 
et les expressions analytiques des sept  premières règles de Somme 

sont rassemblées dans les appendices 1 et II de ce chapitre.  

+$ Une er reur  typographique s 'est g l i s sée  dans c e t t e  r e l a t i on  : 

II 
A l a  page 573, il fau t  l i r e  <v~[H,[H,x = 

Be 



Détermination des éléments de matrice d'un oscillateur anharmonique: utilisation des 
relations de commutation dans le cas particulier d'un potentiel de ~ u n h a m  développe 

jusqu'au sixième ordre 

P. NIAY, C. COQUANT ET P. BERNAGE 
Laborutoiru dc Spccrrosropir des Mulicrtles Di<rîomiqrres. Fucrtlté des Sciences er Techniques de Lille. 

B.P.  36-59650 Villeneuve dSAsry.  Fruncr 
Reçu le 19 juin 1978 

Nous avons développé une relation de ricurrenceentre lesélements de matrice d'un oscillateur 
anharmonique dans le cas particulier d'un potentiel de Dunhüm développéjusqu'au sixième ordre 
(terme lie). Les éléments de matrice qui sont nécessaires pour initialiser la procédure itérative 
doivent etre déterminés par d'autres méthodes. Nous montrons que l'utilisation des reples de 
mmme liées aux reliitions de commuiation de mécanique quantique permet de résoudre en partie 
ce problème. 

We have deduced an iterative relation connectinp the vibrdlion matrix elements of various 
powers of the internucleür aisplacement from equilibrium for II: state diatomic molecules. The 
expresion is accurate thpouah terms t o p  in the generd Dunham potentüil and anumcncal method 
is preentrd in order to generate the diagonal and off-diagonal matrix elements. For off-diagonal 
elements ;idditional information available through sum rules is necessary in order to obtain 
numericiil results. Grneral expressions for the first seven sum rules have becn deduced and the 
m r t h d  ha, b e n  upplied numericülly to the CO molecule example. 

Introduction 
La mesure des intensités des raies d'absorption 

entre deux états rovibrationnels notés I V  J ) pour le 
niveau inférieur et [rfJ') pour le niveau supérieur 
permet la détermination numérique des carrés des 
éléments de matrice de l'opérateur moment dipolaire 
M(x) associé à l'état fondamental électronique 'Z 
d'une molécule diatomique. Les carrés des éléments 
de matrice liés à ces transitions [(r, JlM(x)l~', 5'))' 
se séparent en un produit de deux termes (1) qui 
peuvent être déterminés par une méthode de calcul 
par moindres carrés appliquée aux différentes 
mesures expérimentales. 

il1 [(O, JIM(x)Ivl, J')I2 = (ü, OIM(X)IQ', 0)12 
x [l + C ,,.,. lm + D(D,v.,m2 + . . . + ]  

Dans la relation [ l ]  le premier terme du produit re- 
présente le carré de I'élément de matrice du moment 
dipolaire en absence de rotation tandis que I'expres- 
sion polynomiale constituant le deuxième terme 
traduit l'interaction entre les mouvements de vibra- 
tion et de rotation. La variable x désigne le déplace- 
ment relatif des noyaux autour de leur point d'équili- 
bre R, et la fonction M(xj peut être développée en 
série polynomiale de Taylor autour de la valeur de x 
égale à zéro 

Pour déterminer les n premiers coefficients MI, 
l'expérimentateur doit nécessairement disposer de 
mesures d'intensité réalisées sur un nombre de 
bandes égal à n et calculer les valeurs numériques des 
éléments de matrice de l'opérateur x1 avec la plus 
grande précision possible. Ce dernier point doit 
être particulièrement souligné en raison du mauvais 
conditionnement numérique du système [3] de n 
équations linéaires a n inconnues qui doit être résolu 
après limitation à n de l'ordre de développement de 
la relation [2]. De ce fait, le calcul numérique de n 
coefficients MI significatifs se révèle en pratique 
délicat (2). 

Les différentes méthodes qui ont été jusqu'à 
présent utilisées pour le calcul de ces éléments de 
matrice peuvent être classées principalement en deux 
groupes: le premier rassemble les méthodes purement 
numériques (RKR, méthode ab initio) et le second les 
méthodes analytiques (méthode de perturbation, 
méthode WKB, . . .). Un examen critique des avan- 
tages et inconvénients de ces types de méthode a été 
présenté dans un article de synthèse publié par 
Tipping et Ogilvie (3): les méthodes numériques 
fournissent des résultats très précis mais doivent être 
adaptées à chaque modèle moléculaire; les méthodes 

00@8-4204l79/040572- 10$0 1 .O010 
1979 National Reseürch Council of CanadalConseil national de recherches du Canada 
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analytiques sont d'une utilisation simple et générale 
et peuvent conduire à une précision équivalente. Dans 
ce but nous nous proposons de développer jusqu'au 
sixième ordre une méthode analytique originale 
décrite par Tipping (4): cette méthode itérative 
utilise un potentiel de Dunham et, de ce fait, possède 
à priori une précision théorique finale limitée par le 
domaine de validité de l'approximation Born- 
Oppenheimer. Les autres sources d'erreur ont pour 
origine d'une part les incertitudes expérimentales 
liées à la détermination numérique des coefficients 
a, du potentiel de Dunham, et d'autre part la limita- 
tion de son ordre de développement à six. L'évalua- 
tion statistique de l'incertitude expérimentale qui 
provient des coefficients ai se déduit de la matrice de 
variance-covariance de leur estimation, I'incertitude 
liée à la limitation à six de l'ordre de développement 
est quant à elle plus difficile à évaluer puisque à notre 
connaissance aucune détermination du coefficient a, 
ne s'est révélée significative. Notons que des expres- 
sions analytiques ont été récemment publiées par 
Bouanich (5) pour des éléments de matrice diagonaux 
et non diagonaux en nombre quantique de vibration. 
Cet auteur utilise une méthode de perturbation 
classique développée jusqu'à l'ordre six si bien que 
la méthode itérative conduit à une précision iden- 
tiaue. Outre une vérification des ex~ressions obtenues 
par perturbation la méthode queAnous avons déve- 
loppée ici présente, de part sa nature itérative, 
l'intérêt de permettre le calcul d'un élément de 
matrice dans lequel la valeur de 1 est quelconque 
(1 Jv' - VI). Les éléments de matrice (v, Olxllv' 0) 
pour lesquels 1 est inférieur à I V '  - V I  sont utilisés 
comme valeurs d'initialisation dans la procédure de 
récurrence, et suivant Tipping (4) nous montrerons 
sur un exemple comment ils peuvent être obtenus 
par utilisation des règles de somme déduites des 
relations de commutation de la mécanique quan- 
tique. 

Détermination des éléments de matrice de vibration: 
Eléments diagonaux et non diagonaux en nombre 

quantique de vibration 
L'équation radiale de Schrodinger appliquée au 

potentiel intemucléaire V(x) permet de décrire le 
mouvement de vibration des noyaux par I'inter- 
médiaire de la fonction d'onde vibrationnelie Ir, O) 
que nous désignerons par la notation Ir) 

Dans ia relation [4), la constante de rotation Be et la 
valeur numérique du niveau d'énergie de vibration 
E(u, O) sont exprimées en cm". 

Si un potentiel généraiisé de Dunham est introduit 
dans l'équation 141 

l'expression de E(v, 0) s'écrit (6) 

Les paramètres moléculaires Yio sont des fonctions 
des constantes de vibration w,, de rotation Be et des 
coefficients ai. Divers auteurs ont publié les formes 
analytiques de ces fonctions (&IO), il est donc simple 
de déduire de ces articles I'expression analytique de 
E(P, O) en fonction des paramètres a,, Be et o, 
jusqu'aux termes d'ordre huit dans la théorie des 
perturbations (a,). Les valeurs numériques des ai, 
Be et o, se déduisent directement de la mesure des 
nombres d'ondes des raies caractérisant les dif- 
férentes transitions (9). Pour calculer les éléments de 
matrice (vJxlJv'), il n'est pas nécessaire de résoudre 
explicitement l'équation [4] puisque la relation [SI 
de la réf. 4 permet d'établir une relation de récur- 
rence entre les éléments de matrice des cinq opéra- 
teurs x', xl-', XI'?, 

La relation [7] se démontre par utilisation des relations classiques de commutation de aécaniqur quantique 
(1 1). Si selon la méthode indiquée par Tipping (4), nous introduisons progressivement les termes du potentiel 
[ 5 ]  dans la relation [7] en ne retenant que les termes d'ordre inférieur ou égal à k, à chaque pas k de I'itéra- 
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tion, nous transformons la relation [7] en une relation de récurrence [8] qui s'applique aux éléments de 
matrice (vlx'lü') à la condition que l'inégalité stricte I > 1 v' - o ( soit vérifiée. 

Les expressions analytiques des coefficients C et D 
de la relation [BI  sont trop longues pour être publiées 
intégralement dans cet article. Nous les avons donc 
rassemblées dans un appendice qui sera tenu à la 
disposition des lecteurs intéressés par la rédaction du 
Journal.' 

Dans le cas particuiier des éléments diagonaux 
pour lesquels r' est égal à v la condition de normali- 
sation ((vlv) = 1) est suffisante pour initialiser le 
calcul par l'itération. Les valeurs numériques des 
huit premiers éléments diagonaux de l'opérateur x' 
pour l'état fondamental de vibration des molécules 
CO et HBr (v = O) figurent dans le tableau 1. Dans 
le cas de HBr, les valeurs numériques des coefficients 

'On peut obtenir l'appendice à un prix nominal, en s'adres- 
sant au Dépot de données non publiées, ICIST, Conseil 
national de recherches du Canada, Ottawa (Ont.), Canada 
KIA OS2. 

de la matrice de variance-covariance des paramètres 
ai sont connues (9) si bien que nous en avons déduit 
les écarts-types correspondant à l'estimation des 
cinq premiers éléments de matrice. La contribution 
des termes d'ordre six qui intervient pour les éléments 
( O J X ~ ~ ( O )  se révèle supérieure à l'écart-type et aug- 
mente en valeur relative avec k. Les éléments dia- 
gonaux peuvent être également calculés a partir d'une 
relation de récurrence semblable à [SI qui se déduit 
de l'utilisation du théorème hyperviriel (12): nous , 
avons établi cette relation jusqu'à l'ordre sept (a,) et 
vérifié que les résultats à l'ordre six étaient identiques 
à ceux qui figurent dans cet articleU2 Les termes de 
correction à l'ordre sept doivent permettre de pré- 

'Nous pouvons sur simple demande faire parvenir ces 
termes de correction à l'ordre sept ainsi que les valeurs 
numeriques des coefficients C et D (1 = 1)  utiles à la mise au 
point des programmes de calcul. 
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TABLEAU 1 .  Eléments de matrice diagonaux de I'état fondamental de vibration de molécules diatomiques dans I'état fondamental 
électronique 

-- 

Coefficients de Dunham 
- -- 

Eiiments de matrice de l'état fondamental de vibration 

Paramètre Valeur Ordre 5 Ordre 6 

Non: La contriburion d a  tuma d'ordre six e t  indiqute envc parentheses 
*RCfercnn 10. 
bRCfcrcncc 9. 

ciser les valeurs numériques des éléments (OIx2'+ '10) 
des que des valeurs significatives du paramètre a, 
seront publiées. Nous avons d'autres part contrôlé 
l'excellent accord numérique entre les éléments de 
matrice obtenus par cette méthode itérative et ceux 
pubIiés récemment par Bouanich (5). 

Le calcul des éléments non diagonaux <vixl )v ' )  
(I> Jv' - VI) ne peut être mené à bien à l'aide de la re- 
lation [8] que si les valeurs numériques des éléments 
( v ~ x I ~ ' - ~  1 (v lXIv ' -v- l  1 luf), (vlXIv'-v-21 

( y l X I ~ ' - v - 3  I 
IV'), 

I V ' )  sont connues. Nous montrerons 
dans le paragraphe suivant comment l'utilisation 
des règles de somme apporte une solution à cette 
question, mais nous voulons auparavant présenter 
la procédure numérique qui doit être mise en 
oeuvre pour utiliser correctement la relation 18). 
Dans ce qui suit, nous supposons donc que les élé- 
ments de matrice qui servent à I'initialisation de 
l'itération sont disponibles. Chaque élément 
(vlxl/v') se décompose en une somme de termes 
MND(i, 1) qui reprhsentent chacun la contribution à 
l'élément de matrice des termes d'ordre 0, 1,2, . . . '6 
du potentiel de Dunham. 

En pratique la relation générale [9] se simplifie 
puisque les valeurs des termes MND(i, 1) pour 
lesquels i est impair s'annulent si la somme v' + 

v i 1 est paire, et inversement. De plus MND(i, 1) 
n'est différent de zéro que si i est supérieur ou égal 
IV'  - v - II, (1 < I V '  - V I ) .  Nous introduisons la re- 
lation [9] dans l'expression [8] en prenant soin de ne 
retenir que les termes correspondant à un ordre m 
donné (O S m I 6) dans les monômes du type Cd 
MND(i, 1) 

Nous transformons ainsi la relation [8] en un 
ensemble de sept relations de récurrence qui cor- 
respondent chacune à un ordre m donné du calcul 
dans la théorie des perturbations; la résolution 
numérique de l'ensemble est effectuée séquentielle- 
ment en partant de l'ordre zéro pour s'arrêter à 
l'ordre six à chaque pas de l'itération ou la valeur 
de 1 est fixée. L'étape suivante consiste a augmenter 
d'une unité la valeur de 1 et à recommencer la procé- 
dure que nous venons de déc~ire .~  

Le tableau 2 rassemble l'ensemble des éléments de 
matrice non diagonaux de la molécule CO pour 
lesquels u est égal à 0, ci varie de 1 à 5 et Z de 1 à 8. 
Dans ce calcul nous avons utilisé les coefficients de 
Dunham qui figurent dans le tableau 1 ; les valeurs 
des élcments de matrice initiaux pour lesquels 1 est 

peut obtenir le listing de ce programme de calcu! A un 
pnx nominal, cn s'adressant au Dépôt de données non publiées, 
ICIST, Conseil national de recherches du Canada, Ottawa 
(Ont.), Canada K1A OS2. 
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TABLEAU 2. Eléments de matrice non diagonaux de la molécule CO calcules par itération 

1 O 1 0.2991998 x 10" -0.1708929 x IO- '  0.1639129 x IO- '  -0.2077689 x 0.3181115 x 10'" 
(0.299200 ~ 1 0 - l )  (-0.170893 ~ 1 0 " )  (0.163916 ~10'))  (-0.207785 ~ 1 0 ' ~ )  

2 0.3615579 x IO-' 0.1240891 x IO- '  -0.1744999 x IO- '  0.2643308 x -0.4504454 x I O - $  
(0.361560 x 10") (0.124089 x 10-9 (-0.174499 x IO-') (0.264328 x IO-') 

3 0.8439502 x IO-' 0.2727926 x JO" 0.6088023 x -0.1510474 x 10" 0.3262562 x IO- '  
(0.û43951 x10e4) (0.272792 x I O - ~ )  (0.608802 x10-*) (-0.151045 ~ 1 0 ' ~ )  

4 0.2250035 x l O ' V . 7 2 9 9 1 3 4  x I O - V . I 8 1 2 1 4 6  x 10" 0.3309531 x 10'' -0.1266197 x IO" 
(0.225007 x IO-') (0.729913 x IO-') (0.181211 x IO-=) (0.330955 x IO-') 

5 0.4058196 x 0.3044793 x 0.6279314 x 10e6 0.1013436 x 0.1940130 x 
(0.405821 x (0.304485 x (0.627929 x (0.101350 x 10'~) 

6 0.1742536~ IO" 0.5509705 x 10" 0.3583461 x IO-' 0.5402512 x IO" 0.3286579 x 10" 

7 0.2797154 x 0.33-67 x 10" 0.6999671 x IO" 0.3868863 x IO'' 0.4619522 x 10" 

8 0.1678403 x 0.5304682 x 0.5554976 x IO'* 0.8538467 x IOq9 0.3870186 x 

NOTE: Les vriain numCriqua qui fipurnt entre parcnthircf ont Ctt uîculé+r dper in n?f. 13 p.r une d tbode  numhique RKR. 

TABLMU 3. Comparaison entre les éléments expCnrnentaux de 
matrice du moment dipolaire de CO et ceux qui se déduisent 
des résultats du tableau 2. M(x) = -0.12230 + 3.540~ - 0.323~' - 3 . 5 e  i 2.45Paeb 

Eléments de matrice 
du moment dibolaire Calculés ExDCnmentaux' 

*D1aprts la rCf. 13. 
'Cene expression de M ( x )  a Ctt dCtermintc dnns df. 13 i l'ride d'atanents 

de mamce t ~ s  pr6cis (Olxl(u'> folcul& qumçlquunmt et des Uhnaiis de 
mimec expcnmentaux du moment dtpoiaire qui fiwmnt drrv cc ubluu. 

inférieur ou égai à Jv' - V I  ont été déterminées à 
partir des résulta& des réfs. 3 et 5. Nous avons con- 
staté un excellent accord numerique entre les valeurs 
qui figurent dans le tableau 2 et celles qui se déduisent 
des expressions analytiques déjà publiées (3, 5). La 
comparaison directe entre les valeurs qui ont été 
calcul& par la méthode analytique et celles qui ont 
été obtenues par une m6thode numérique RKR 
(13) montre que leur dcast relatif reste toujours 
inikitzar à 6 x I V 5 .  Nous avons d'autre part 
d & C  les él6mmts & niatrirre du moment dipolaire 
de la molécule CO afin de les canzriarer aux valeurs 
-imentales les plus précises dzs~onibles à l'heure 
actuelle (13). L'accord est exoellent comme le mon- 
trent 1 s  résultats du tableau 3, à l'exception toutefois 
de l'élément (OJM(x)J.C) pour lequel l'écart entre 
vdours calculée et mesultee a le même ordre de 
grandeur que l'écart type sur la mesure de cet 
éltpnamt ( 1 4). 

Utiiisation des règles de somme a la détermination 
des éléments non diagonaux 

Les éléments de matrice ( v l x ' l v ' )  pour lesquels 
1 5 IV' - vl peuvent être déterminés à I'aide d'une 
méthode originale décrite par Tipping (4). La 
méthode consiste essentiellement à effectuer n com- 
binaisons linéaires indépendantes de n éléments de 
matrice non diagonaux d'un opérateur x', et à les 
exprimer chacune en fonction d'une expression 
analytique d'éléments diagonaux ( v  = v ' )  appelée 
règle de somme. Les éléments de matrice diagonaux 
sont calculés à l'aide de la relation [8] et servent à 
déterminer les valeurs numériques des régies de 
somme, les éléments non diyonaux sont alors 
obtenus par inversion du système formé par les n 
équations linéaires. La procédure numérique qu'il 
faut mettre en oeuvre est, en pratique, un peu plus 
compliquée, nous la présenterons donc sur un 
exemple après avoir rappelé les étapes les plus 
importantes de la méthode de calcul. 

Soit un ensembie d'opérateurs hermitiques A, 
définis par la reiation de récurrence 

[ i l ]  A o = A ;  A,=[H,A,-11 

Dans [ I l  ] le symbole [ ] désigne le commutateur au 
sens de la mécanique quantique. 

Jackiw (1 1) définit les expressions des règles de 
somme : 
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2 ( E ( V ' ) ~  w)'" ' rassemblé les résultats obtenus pour les sept pre- 
[13] S,2"+' = mières règles de somme dans un appendice disponible 

u ' auprès de la rédaction du Journal.' L'extension de 
x (v(AJv')(v'lAJo) ces calculs à des valeurs plus importantes de a ne 

pose pas de problème de principe, mais conduit à 
= ( -!$<VI [Au, Am+ 1 ]IV) des expressions dont le développement analytique 

devient imposant. 
Si nous choisissons A, = xl, nous pouvons calculer A titre d'application, supposons que la valeur de 
les expressions analytiques des règles de somme en v soit fixée à O, les relations 1121 et [13] se ramènent 
utilisant simplement l'algèbre des règles de commu- à un système [14] formé dans le cas général par n 
tation de la mécanique quantique. Nous avons équations linéaires à n inconnues ( 0 I ~ ' l v ' ) ~  (4). 

avec C ,  = ( (Ej  - EO)/Be)'. 
Si un potentiel de type Dunham est introduit dans les expressions analytiques des règles de somme, chacune 

d'elle Sor(l) se décompose en une somme de quatre termes [SOr(l)],, correspondant aux différentes contribu- 
tions du potentiel de Dunham puisque l'ordre de développement a été limité à six.3 

Les carrés des éléments de matrice et les coefncients Cij  peuvent être décomposés suivant la relation [16] 

Pour déterminer numériquement les différents termes [SOr(I)],, nous calculons, grâce à la relation [8], un 
ensemble d'éléments diagonaux (01x410) qui sont introduits dans les relations analytiques des règles de 
somme en augmentant I'ordre du calcul par pas depuis O jusqu'à 6 [15].%es valeurs numériques des dif- 
férents coefficients (Cij)2p ont été calculées à l'aide de la relation 161. Nous avons rassemblé dans le tableau 
4 les valeurs numériques des coefficients (C,),, et [SOr(I)],, que nous avons utilisés dans l'exemple présenté 
par la suite dans lequel nous traitons le cas de la molécule CO. L'introduction des relations 115) et 1161 dans 
le système 1141 permet de le scinder en quatre systèmes de n' équations linéaires à n' inconnues (Olk),, qui 
correspondent chacun à un ordre d'approximation du calcul itératif. Le nombre n' correspond aux nombres 
d'éléments (Olk),, différents de zéro pour l'ordre 2p choisi pour le calcul, et doit rester inférieur à sept pour 
que la procédure soit applicable avec les résultats présentés dans cet article. 

L'exemple qui figure dans l'appendice 1 illustre l'utilisation pratique des règles de somme lorsque 1 est 
égal à 1 : le rang n' du système linéaire varie avec l'ordre 2p du calcul et le résultat obtenu pour un ordre 
donné est utihé &ans le pas suivant pour calculer les valeurs numériques des deuxièmes membres des équa- 
tions constituant le système linéaire. Chaque système se résoud en inversant une matrice carrée telle que 
B(nf) 

[in B(n') = 

1 1 1 . . .  1 
(c11)0 (c12)0 (cl310 ' * . ( c l n * ) ~  

[(Cl l)O-Jn'- 1 . . . . . . . . . . . . C(cIn~>oln'- l / 




















































































































































































































































































































































































































































































































































