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CHAPITRE 1

INTRODUCTTION

I. Notations et définitions :

Soient

= | = 9
X = (Xl,Xz,...,Xp) € C M y (yl,y29"°’yq) €€

— P . q
o = (a],az,---,up) €N 7 B (81,82.--.,Bq) € N

o ¢ o' signifie : Vi e {1,2,...,p} . g ui

o < o' signifie : o g a' et a # a'.

On note :

o, o a B, B B
p* = p Ip ? ..Dxp ; p® =p p2...p
S ) P YoV Y2 o Yg
o, o o B, B B
a_ _Y1.%2 p B _ "1 P2 q
X=X xR, . Xp 3 y Yy Yy - yq
]a[ = u1+a2+...+ap 5 IBI = 81+82....+@q
! = ! ! 1y . ! = ] DY ]
al (a]-)(a2~)--.(ap-) ;B! (61 )(82 ) (Bq )
n

(x,y) = 6<Px2,...,xp,yl,y2,...y e C

ol n = p+q.

Considirons un opérateur différentiel P qui s'écrit sous la

forme suivante :



B
P(u) (x,y) = a (x,y) p” D” u(x,y)
asm |8+ alg|m| a8 x Y
k v
avec am’o(x,y) = x am’o(x,y)
(1) ol m= (m, ,m,5.0..,Mm ) e NP
1’72 P

Kk = (kl,kz,...,kp) e NP

et Bm,o(o,o) #0

Soit f wune fonction holomorphe au voisinage de l'origine dans c”
f = e(xT) <=> Hg holomorphe au voisinage de O tel que f(x) = x" g(x>.

Définition 1.1. On dit qu'un mondme différentiel a B(x,y)Dz Di
b

est de p-poids par rapport & x, inférieur ou &égal 3 a-1 € A si on a :

a, B(x,y) = 8(x")

Dégainition 1.2. Soit P un opérateur différentiel holomorphe.
(respectivement analytique) sur un voisinage ouvert de 1'origine dans c”
(respectivement dans Rn).

On dit que P est un opérateur de tyre de Fuchs de p-poids

m-k e zP par rapport & X, si on a :

1) P est défini par (I)

2) Tous ses mondmes sont de p-poids par rapport 3 x, inférieur
ou égal 3 m—k.

3) Tous les mondmes a B(x,y) Di Di pour B # 0, sont de p--oids

(O3]

par rapport 3 x inférieur ou &gal 3 m-k~|

en convenant que : m-k-1 = (m]—kl—l, m, -k

9 2-1,...,mp—kp—1)



Soit P un opérateur de Fuchs de p-poids m-k € NP, par rapport

[+¥74
bl

Et prenons un mondme de la forme suivante
a _(x,y) D% avec o > m-k
a,0 X
on sait que
a_ (x,y) = 8(x")
a,0
avec o-t £ m—k, donc on a :
T > a-mtk 20

par conséquent il existe 3 o holomorphe au voisinage de l'origine dans
b

¢ telle que

a (x,y) = Xu—m+k a (x,vy
a,0 "’ a,0" 777

Definition 1.3, L'opérateur différentiel Q défini par la forme

suivante

+m—k

>

Q - 2 3 (0,y) Xa—(m—k)Du - 2
<

o _a
0 x D
m-kgagm a,0 X agk —k,O( ) X

o+m
est apnelé "La partie principale Fuchsienne' de 1'opérateur de Fuchs P.

Définition 1.4. A 1'opérateur Q, on associe le polyndme 2

p-indéterminées XI’XZ""’Xp , suivant

P(X5Xysee X oY) = P(Xyy) = [ A, o(0,y) € (X)

o s
2 m~kgasm ’



et ( (X.) = T (X.-3) si a. #0, et C (X,) =1 par convention
a T 5=0 i i o' i

P(X,y) est appelé le polyndme caractéristique fuchsien associé a 1'opéra-

teur P.

O MUV —

Théoreme 1.1. Soit P un opérateur différentiel holomorphe de
type de Fuchs de p-poids m-k € Np, par rapport & X.

Si le polyndme caractéristique fuchsien de P vérifie

Je >0, Wa= (A

1

g sreeah) € nP i A 3z m-k

on a

m] m2 m
[P(,00] 2 e+ O+ ... G,*D P

Alors pour toutes fonctions f et w holomorphes au voisinage
. n . . . . .
de 1'origine dans €, il existe une fonction unique u holomorphe au voi-

sinage de 1'origine dans €% et qui est solution du probléme de Goursat

Pu = £
(%) { u—y = 9(Xm--k)

Idée de La démonstration :

Nous allons dans une premiére &tape ramener le probléme (*) 3 un

probléme équivalent
(%%) Pl(u) = f

oi P._ est un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul par rapport a4 x.

Puis nous allons décomposer 1'opérateur P, sous la forme

Pr=0Q + 4+ 8



avec Q. sa partie principale fuchsienne.

]

Dans une 3éme étape nous allons chercher un inverse 3 1'opérateur
Q], qu'on notera H, et en utilisant le théoréme du point fixe nous allons
montrer que (1+H A]) est inversible.

Ainsi le probléme (¥¥) devient &quivalent 2
(%) {u = (1+H A])-]H f - (1+H Al)—]H Bl u

Finalement pour trouver la solution du probléme (*%%), nous allons
utiliser la méthode des approximations successives, en définissant une

suite (up)pe par la relation de ré&currence suivante

N,
u = (1+H A T £
o) 1

-1
up+] =u_ (1+H A]) H B] up

Et en montrant qu'il existe un voisinage V de 1'origine dans

" sur lequel on a

i) u_ converge vers une fonction u holomorphe sur V
"'/
1i) u est solution sur V du probléme (#%x)

On utilisera pour cela la technique du théoréme d'Ovsjannikov.

IT. Résultats de Baouendi-Gouwlaouic [1].

Les résultats de Baouendi-Goulaouic sont donnés dans le cas réel
et pour p = 1,
Dans ce cas, on a l'opérateur "partie nrincipale fuchsienne" qui
est de la forme
-1 _m—l m-k
X

_ k m k
Q= am(y) X Dx + am_](y) X DX + ...+ am_k(y) D

avec : me N, k elN et am(O) # 0.



Et le polynOme caractéristique fuchsien est donnée par :

P(X,y) =a (y) C(X) +a (»C_X+...+a (C_ X

Proposition 1.1, Soit P un opérateur de type de Fuchs de poids

m-k ¢ N par rapport a <X.

Alors P s'écrit d'une fagon unique sous la forme suivante

=

Pu = Qu +
o

il ~1

uwla) _a B
X o[ ) b _(x,y) D' u]
0 % g emma *0F y

oi ufa) = max[O, atl - (m-k)]

Thégreme 1.2. Soit P un opérateur différentiel analytique de type

de Fuchs de poids m-k ¢ IN, par rapport & x.

Alors on a &quivalence entre les 2 propriétés suivantes :

i) Vx e m : A2 mek P(%,0) # 0O
ii1) Pour toutes fonctions uj : 0 ¢ J ¢ mk~1 analytiques au

- .. n-1 . .
voisinage de 1'origine dans R et pour toute fonction £ analytique au

voisinage de 1'origine dans Rn, le probléme de Cauchy suivant

P(u) (x,y) = £(x,y)

Dj{ u(0,y) = u,(y) 05 1ig mk-l

. . . . . . . n
admet une solution unique u analytique au voisinage de l'origine dans R .

Idée de La démonstration :

Soient : @ un borné de Rp—]

et s un nombre réel strictement positif.

On note par :

= U
QS a0 B(a,s)



- n-1
ot B(a,s) est la boule ouverte de centre a et de rayon s dans C

et par ES(Q) 1'ensemble des fonctions a valeurs complexes qui sont continues

sur ﬁs et holomorphe sur QS,

ES(Q) est un espace de Banach pour la norme :

HIErr o
yer

et pour ¥ 2 s, on a :
E (Q) &——— E_(2)

et cette injection a une norme égale a 1.

La formule intégrale de Cauchy nous donne le lemme suivant :

Lemme 1.1. Soit P = Z a_(y) DB, un opérateur différentiel &
- |glsm BT Y

coefficients dans ES(Q) alors pour tout s; > s, ona:

Wer, @ Inl, s (mgm —Err Hagll |l

(sl-S)

Soit maintenant s, > 0, fixé de maniére convenable.

Notons par :

Pour p e N, q € N, on considére 1'esnace CE([—T,T],XS) qui

est 1'espace des fonctions u e Cq([?T,T],XS) telles que :

VielN: 0gicgop £ u(e) e Cq+l([—T,Tj,XS)



Proposition 1.2. Soit P un opérateur de Fuchs de poids nul par

rapport & X, on suppose que les racines (Aj(y)) du polynBme carac-—

lgjsm

téristique fuchsien de P, vérifient :
Vi emW : 1 €7 <m Yy € V voisinage de 0 Rexj(y) <0

Alors pour O < s < s> il existe un nombre ¢ € ]O,T[ tel que

pour tout f dans Co([-T,T],XS ) il existe u dans C;([—s,e],xs) unique
1
telle que :

Pu=f sur J-e,e[
Pour montrer cette proposition on vérifie d'abord que
Qu =(x DX—AI)(X DX—AZ) e (x Dx-Am)u
Puis on cherche un opérateur inverse de Q qu'on notera par Hm.

Et pour trouver la solution de Pu = £, on utilise 1la méthode des

approximations successives, en définissant la suite suivante :

[=
]

H_(£)

m
- a+l _a R
1 u Hm[uzo X DX ( z ba’s(x,y) Dy up)}

= |8|<m-a

[
[}

Ensuite on montre qu'il existe ¢ un réel strictement positif

tel que :

dans C;([}e,s],xs) pour la norme de la convergence uniforme,

Et on a, u qui vérifie

u=H (f) - Hm[i S LA ) LINCN ) D}B' u)]

0=0



ce qui est équivalent i :
Pu = £.

Théonéme 1.3. Soit P un opérateur de Fuchs de poids m-k € IN,

tel que :

Vy eV, Vﬁ : 1 g3 <m Re Aj(y) < m-k+h

(on peut supposer en fait que les coefficients de P sont seulement de
m+h N ' . .

classe C sur E—T,Tﬂ a valeurs dans 1'espace des fonctions analytiques

sur V.)

Si le polyndOme caractéristique fuchsien de P vérifie :
VieN: A3 mk Yy e v P(\,y) # O.

Alors il existe ¢ un nombre réel strictement positif et il

m-k+h

existe une solution unique dans Ck ([—e,e],xs) du probléme de Cauchy :
Pu = f
D) u(0,y) = us (y) 05 j g mk-l
m-k+h
On cherche u dans Ck ([—e,e],Xs) donc u est de la forme
suivante :
m—k+h-1 . j
_ () x m-k+h
u(x) = jzo u ET-+ X um_k+h(x).

Pour toute fonction g de classe Ck, on note par xggl le

reste d'ordre & du développement de Taylor de g en O par rapport a Xx.



..10...

Le calcul formel de Pu = f, nous donne :

i)y Ve ew m-k g & £ mk+h-1

L) () mokel (Bm_ju)(g-m+k+3) zil (Bm_ju)(“"‘)
P(R,y) =7 = 71 + — + ——
2! (g-m+k)! 320 (-mtk)! Y Semek (a-3-1)!
oi B. u-=- 2 b 8(x,y) D8 u.
J ‘BlSj J> y
i4) x PGS ) = glx,y. g, w3) )
11) X X U —k+h BAX, ¥ty Og<jsm—k-1
on pose :
Pl(u) = x-h P(xhﬁn‘_k u)

et on montre que Pl est un opérateur de type de Fuchs de poids nul et qu'il

vérifie les hypothéses de la proposition 1.2 donc on peut définir U k+h

Remarque. Le théoréme 1.2 est un cas particulier du théoréme 1.3,

il suffit de prendre Q = {0}.

I11. Résultats de Terbiche [10].

Le travail de Terbéche consiste 3 donner une démonstration des
résultats de Baouendi-Goulaouic dans le cas holomorphe.

I1 donne une formulation géométrique du probléme et utilise des
fonctions majorantes dans la forme particuliérement €légante que leur a

donné C. Wagschal [11].

Soit h un opérateur différentiel holomorphe sur une variété

différentiable E holomorphe de dimension n.
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On notera =z 1'élément générique de E

h est d'ordre m_~ Sur un voisinage de a dans E,.

Et soit S wune hypersurface de E contenant a, et d'équation

locale ¥(z) = 0.

Pour o € Z, © un voisinage ouvert de a dans E et Y une

fonction holomorphe sur §, on note pour z ¢ Q-S, par :
h;(Y)(z) = 49 ™(z) h(Y ™) (z) (pour m > m )

On note aussi par H(z,E) 1le symbole principal de 1'opérateur

Alors on a les 3 définitions suivantes :

(1) 2 S(a) = infro € Z/VQ, VY, Ybe NS

1im h:lH(Y)(z) =0
z>b
z¢8

T S(a) est le poids fuchsien de h en a par rapport & S.

inflo e z/1im ¢° ™o (u(z, grad P(z)) = 0}
z->a

z¢S

(ii) Tﬁ,s“"’

h S(a) c'est la poids fuchsien principal de h en a par rapport & S.
b4

(iii) 'T“h g(a) = infla e z/Vo, YY¥, Vb e 0 Ns

o+1

. o+l =
;_13)1 [h " (M (2) - ¥(2) b " (1)(2)]}= 0
z¢S

¥h S(a) est le poids fuschien réduit de h en a par rapport & 8.
b

Déginition 1.5. Soit h un opérateur différentiel holomorphe
sur E on dit que h est de type de Fuchs de poids T € Z en a par

rapport 34 S si et seulement si on a :



_]2_

i) 1 est finie, constante et €gale 3 T sur un voisinage

de a dans S.

]
—

ii) 1, .(a)

(a)

A
=
1
—

Y
iii) T

Définition 1.6. Soit h un opérateur différentiel de type de
Fuchs de poids T €e N en a par rapport & S. On appelle polyndme
caractéristique fuchsien de h, le polyndme en A & coefficients holomorphes

en y e S défini par

. T=A A
Ch,y) = lim [$° 7 (2) h() ()]
z=>y
z¢S
Théoréme 1.4. Soit h wun opérateur différentiel holomorphe de
type de Fuchs de poids T en a par rapport & une hypersurface S de

E passant par a, d'équation locale {(z) =0 au voisinage de a.

Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes
i) Va 3 1 C(r,a) # 0

ii) Pour toutes fonctions f et w holomorphes au voisinage de

a dans E, le probléme de Cauchy :

{ h(u) = £
u-w = 8(¢7)

admet une solution unique holomorphe au voisinage de a dans E.



_.]3_

Idée de démonstration :

et on pose

Alors on a :

et

h{(u) = h(v+w) = hl(vl) + h(w) = f
donc le probléme de Cauchy se raméne au probléme suivant
hl(vl) =g
avec g = f - h(w).

On montre que h] est un opérateur de type de Fuchs de poids nul en a
par rapport a S.
Et on cherche par la méthode des approximations successives une

solution de
h](vl) = g,

Pour cela, on utilise la méthode des fonctions majorantes sous

la forme donnée par C. Wagschal.



_]4_

Finalement la solution de
{ h(u) = £
u-w = 8 (")

est donnée par :



- 15 -

CHAPITRE 11

PASSAGE D'UN OPERATEUR DE p-POIDS QUELCONQUE
A UN OPERATEUR DE p-POIDS NUL

Soit P un opérateur de type de Fuchs de p~poids 1 € P par
rapport 3 X.

A P on associe 1l'opérateur différentiel Pl défini par :

P (uw) = P(x" w)
Proposition 2.1, (Définition &quivalente du polyndme caractéristique
fuchsien).
Soit P un opérateur de Fuchs de p-poids T € NP par rapport i
x, de polyndme caractéristique fuchsien P(X,y).

Alors on a :

Veed : P(,y) = lim 4P (x, 9]
x>0
%, #0
i
Vi=1,...,p
Preuve :

Si ¢ = (21,% ..,lp) e RP , on notera :

g3
(2] = ([z]]+,[12]+,...,[1p]+)

avec [zi]+ = max(zi,O).
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P(xY)

B, &
) ) a  o(x,y) DY D (x)
asm |8]+]als|m| *° y

' L L=
L &, o9 DG = | a, Gy C () x
osm asm

-2 Ly _ T=0.
x P(x7) = E aa’o(x,y) Ca(l) x
a<m

Comme P est un opérateur de p-poids T par rapport 3 x, on a :

[o-r]
Ya € Np T 0o x +)

A
=]

a, O(x,y) = 6(

donc, si o ne vérifie pas a2 1, il existe i : 1 g1 < p tel que

o. < 1. et on a :
1 1

. T-a .o~ [a—r]+ T-0
lim a 0(x,y) X = 1lim a 0(x,y) X X =0
x>0 % x>0 &
car : [d—T]+ + 7-a > 0 par conséquent on a :

lim x" * P&Y = 1im ) a, o6y € (1) x°

x>0 x>0 Tgogm ’

=lim ] oa Gy () = ] a 009 € ()
x>0 T<agm %> T<o<m o>

= P(2,y)

Proposition 2.2. 1L'opérateur Pl associé @ P est un opérateur
de type de Fuchs de p-poids nul par rapport i x.

De plus, si on note par P (respectivement par Pl) le polyndme

caractéristique fuchsien de P (respectivement de P]).
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Alors on a :

VY e cP , Vyevw voisinage de O

Pl(k,y) = P(A+1,y)

Preuve :

. . . . . . n
Soit u wune fonction holomorphe au voisinage de 1'origine dans € .

Ed

On a :
B, T
P =Px" uw-= 7 y a . (x,y) DX D (x" u)
! am []+]a|<|m| B xy
B
= z z aa,B(x,y) Dz [xT Dy u]

asm |8|+|al<|m|

) a .y 7 ¢’ ¥V o’ pfu
asm IB|+IEISIm| o P Ygu ¢ * ¥

[r-av]
+Dy R

=2 a (x,y) ) ¢l C (1) x D" u
asm |8]+]al<|n] *BTT yia @ oY 7y
Donc on a :
[t-a+y]
g8
P(u = ) Y a_ _(x,y)c' C _(Dx oY pf u
1 y<m y<asm |8|+|0¢|Slm| a,B 7’ o a-y Xy
Le coefficient de DY D6 u est :
x 'y
[e-av]
% +
C = C Yy C
Y,B(X’Y) YSESm o aa,B(x,y, a—Y(T) *

lo|<|m|-[8]
‘Alors on a :

B
P (u) = Z Z C (x,y) DY D° u
D vem elelylelm] BT XY



et

Cm’o(x,y)

Maintenant nous

= a

- 18 -

Y m~-T
am,o(x,y) X

T

T
m’o(x,y) x = X

m v
X am’o(x,y)

allons voir que :

- Y
CY’O(x,y) B(x")
et que si B # 0
y+1
= 0
CY’B(x,y) (x" )
a (x,y)C (T)XT-a+Y si 7
a,B 7 a=y
[r-o+v],
aa,B(x,y) Ca—y(T) X =
0 sinon
On sait que :
[e-r],
= AY
au’o(x,y) B(x )
et que si B #£ 0
[q-T+]]
aa’B(x,y) = 08(x
donc pour T-ot+y: 0, on a :
T=at+y ~ l:OL_T]+ * (T-Q+Y)
= ) =
aa,O(x’y)Ca—y(T)x aa,o(x,y) Ca—Y(T’ X 8(x
car [q—r]+ + 1t-a 2 0, de méme :
[@—T+1]
T=G+y_ 2 \ + T-aty y+1
aa’B(x,y)Ca_Y(T)x aa’o(x,y)Ca_Y(T, X X (x

—a+y 2 0



_]9_.

car [Q“T+l]+ + Tty = [@’T+1]+ + (1=a~-1) + y+1 > y+1
Donc Pl est bien un opérateur différentiel de Fuchs de p-poids O.

Soient £ e C° et y eV, on a

. -9 L
iig [x P (x]

xi#o
"Vie{l,...,p}

%
P]( ) :

= lim [x_2 P(XT+2)]
x>0
x.#0
i

Vie{l,...,p}

1im
x>0
x . #0
i

Viell,...,p}

[kT—(2+T) (XT+£)]

P(+1 sY)

donc : VA e €P , Yy e V:
Pl(A,y) = P(X+1,y)

Passage de P a P,

Soit P un opérateur de Fuchs de p-poids 1 € NP rar rapport 3 x.

Et considérons le probléme de Goursat suivant

Pu
o
u-w

- . . . . n
ot f et w sont deux fonctions holomorphes au voisinage de 1l'origine dans € .

£

0(x")

Faisons le changement de fonction inconnue suivant
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Alors on a :

. .. . . n
avec v, une fonction holomorphe au voisinage de 1'origine dans C

Et on a :
P(w) = P(v+w) = P(v) + P(w)
= P(x" Vl) + P(w) = P](V]) + P(w)
Posons :

g=1f - P(w)

Alors le probléme de Goursat (%) devient équivalent au probléme

(*%) P(v) =&

Donc on constate que le probléme de Goursat (%) pour un opérateur
de Fuchs de p~poids 1 € Np, se raméne au probléme de Goursat (%%) pour un
opérateur de Fuchs de p-poids nul. Et si on note par u (respectivement par

Vl) la solution de (%) (respectivement de (%%)) alors on a :
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CHAPITRE 111

CALCUL DE LA SOLUTION FORMELLE

Le calcul formel que nous allons faire dans ce chapitre montre
l'existence et 1'unicité de la solution série formelle du probléme dans
le cas du p-poids nul par rapport & x.
On se place, pour faire ce calcul, sur un voisinage V de 1'ori-
Gq

gine dans tel que

henw? , Wyevw P(A,y) # 0

I. Decomposition de P en Q+A+B :

Proposition 3.1. Soit P un opérateur différentiel de type de
Fuchs de p-poids nul par rapport a x.

Alors P se décompose sous la forme suivante :
P=Q+A+B

oli ¢ Q est l'opérateur caractéristique fuchsien associé a3 P
A et B sont des opérateurs différentiels holomorphes qui s'@crivent

sous la forme

p

Au = X, x* Da(a(i)(x,y)u)

’ izl 1[o£m x o c ]

Bu = x X,...X z x* p* [ z b (x,y) DB u]
P Padm X fglsfmloja] ©FTT Y

B#0
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Pour montrer cette proposition nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 3.1. Soient 1t € N et f une fonction holomorphe sur un
voisinage V de l'origine dans Cn, il existe des fonctions uniques holomorphes
sur V qu'on notera : fa pour o € N et a g T, telles que
Yu holomorphe sur V : £(x,y) xTD;u(x,y) = z ani[fa(x,y) u(x,y)]
. OsT
Preuve :

I oxlfEg] = 1 @ ] PolPr b

agT asT Bga

o-B

f) D8u = fxD u
X o x X

= Z ( Z czan
<

.. B a_ a—B _ .
ii) Z c X Dx fa =0 si B # 1

Donc si 8 # T on a

xBf8 + z ciana—Bf =0
B<agt X o
ce qui nous donne :
- _ B a—B a-B
fB z cax Dx fu

par conséquent £  est défini 3 partir des fa pour o > B. Donc on peut

§

définir les f8 de fagon unique.
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Preuve de La prhoposition 3.1.

Nous avons

1) Ve e!Np RS m a, O(x,y) Di qui est de p-poids inférieur

ou 8gal 3 0O donc on peut écrire :

- o -~ [0 a
aa,o(x,y)DX = au’o(x,y) X" D

et
o (1)
a, ot6y) = a 40,y + izl x, b "7 (x,y)
2) Va e N : asm et VB e n? . g # (0,...,0)
est de p-poids inférieur ou égal a (-1,-1,...,-1)

donc :

a B _ ~ o _a
aa’B(x,y) DX Dy = XIXZ"'Xp aa’B(x,y) x DX D

< ™

Et par conséquent on a :

Pu= 1} a _(x,y) D% pf u

aim  [g[+]algln| %P Y

= z a (x,y) p% u + Z z a (x,y) p% DB u
agm  *0 x agm [8]<|m[-|a] *2F 7

B£0

= z a (x,y)qua U+ X X.5e..%X z a (x,y)anaDBu

agm *7© x 12 P agm \B|$l£1‘|“l @B *y
B#0

Y .
_ ~ 00, (1) a. o
‘X aa,O(O,y)x DXu + Z ('Z . ba (x,y))x DX u
asm ogm  1i=1

K Ky oKX z 2 ; (x,v) =*p% D
2770 ol elclml-la] *B x
B#0

u

< ™
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Posons

P
) X b( )(x ))x" D u

ogm i=1

Au

) béi)(x,y)xa Di u

asm

[}
[
Il o~10
—_—

et :

Bu = x,%X....X z z a (x,y)xa D
P2 P [glefn]-[a] ©F
B#0

Donc, d'aprés le lemme 3.1, on a :

]
o~ 3

Au X, z. ) xYDl[b;ti (,y)u]

i=1 ag<m y<a

]
t o~1 o

X, Y XYDl[ ) béti(x,y)uj

i=1 y<m y<osm

si on prend :

on a :

Bu = x.%,...X E Z z x'D’ ;
172 qem lB(+(@l$lm‘ y<a x[ Oy Bsy
g#0

| 2...x z. YDY[ z z

P y<m yo<m |B[+

il
»
ol

Lictal ey
B#0
= X, XaeeoX YY
g Lol L
B#0

| v, B( X,y) D

(%,y) DS u]

(x,y) Ds u]

o]
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avec b B(X,Y) = ) (x,y)

9
i y<o<m

laf<|m|~]8]

a
asByY

1T, Caleul formel de Qu :

Nous allons chercher une solution série formelle en x 3 coeffi-

cients fonctions holomorphes en y sur V.

Donc nous supposons que u s'écrit sous la forme suivante :

.
uCe,y) = ) uw (y) JF
Lel’ :

Lemme 3.2. Soient o et £ deux multi-indices de m'.

On a :
LN = ) ¥
X o
avec
D
C()y= 1T C (1.)
o . a. 1
i=1 1
Preuve :
1) si & =2 o, alors on a :
o, O a L, % '3
x> Da(xz) =x*D 1D 2...D p(x ]x 2, X Py
X X, X x 172 P
1 72 P
o 21—a] Rznaz Qp—ap
=x C (L,)x C (2.)x .. C (p)x
o 1 1 o 2772 o P
1 2 P
- £
Ca(i) X
2) si & ne vérifie pas : £ 3z o, alors il existe i : 1 ¢ i g p

tel que on ait

L. g a,-1
i i
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et 4 ce moment on a :
o o, %
x D) =0
X
et

Cui(li) =0 donc Ca(ﬁ) =0

Prenons u(x,y) wune série formelle en x 3 coefficients holomor-—
phe en vy.

Alors on a :

]

Q u(x,y) ( z aa’o(o,y) x“nz) u(x,y)

oasm

-~

2
1Ly R 0@ 5,0 XEED

]

aém Zde
2
= T u(y ] a (0,5 C (@) X
4 1
Ede '8 asm a,0 a 21
) x
= P(Q,Y) u (Y)—,
Zde 2 21

ITT. Cakeul gormel de (A+B)u.

b
A u(x,y) = iz] X, agm XuDz[aél)(X,y) U(X,Y)]
4 o o (i) x"
i izl “i aZm : Dx[ﬁgwp(aa U)R(Y) er
p (i) L
- Z x, ] [}jpca(z) (aul W, I

—

asm LelN

.

L (i) xz
=1 1. 01 €, (a " ), (N] J7 x,

i=1 2eN’ agm t
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oo
Bu-= xlxz...xp z X DX[Bu(x,y,By)uJ
o<m
%

= v X
avec Ba(x’y’Dy) u(x,y) QENP (Bau)z(y; 7

£

oo x
B u(x,y) = X X, ...X z x D [ z (B u) (y) =
172 P m X lde o "R 9}

L
=xx,...x_ ) ) _C @B uw, (y) X
172 P em cen? ¢ o 2 !
R JX“]
= L) C (@G w
oetiP oem a L 2!

IV. Expression de La solution formelle.

Soit f wune série formelle en x i coefficient holomorphes en

y sur un voisinage de l'origine dans cd .

<P

X
£(x,y) = ) o B 7T
2eN )

Et nous allons chercher une solution série formelle du probléme
Pu = f

On a :
Pu = Qu + (A+B)u = f

Par conséquent :

G P (i) X
) P(2,y)u, (y) 27 + ) Cu(z)(au u)Q(y)J or ¥

2eN? i=1 2en?  asm
XJL+1 Xg
10D cme w ol e ] 50 I

Qde o<m ) Qde
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Remarquons d'abord que pour tout 2eN? on a :

. (i) . e . .

i) (a& u)z(y) qui est définie par les fonctions
uk(y) pour k g %

ii) De méme, (Ba u)z(y) est aussi définie & partir des fonctions

uk(y) pour k g .

Donc, en identifiant les deux membres de 1'égalité, on trouve

que P(2,y) l&(y) est une fonction qui est définie d'une fagon unique 2

partir des uk(y) pour k € wP s ko< g,

Ainsi si on prend un voisinage V de l'origine dans ct sur

lequel on a :
Vient Yy e v 2(L,y) # 0

On peut définir d'une fagon unique la solution série formelle

%
U(x,y) = ) P Ug(y) 3—;7 .
2eN :
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CHAPITRE TV

CALCUL D'UN INVERSE DE LA PARTIE
PRINCTIPALE FUCHSTENNE

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser i la partie principale

fuchsienne d'un opérateur P de type de Fuchs de p-poids nul par rapport a

X. Ainsi nous allons essayer de chercher une solution de Qu = f.

I. Notion des fonctions majorantes.

Déginition 4.1. Soient u,U deux séries formelles 3 p-indétermi-

nées : XI’XZ""’Xp ; et telles que :

o
u(X) = 2 u X
aeNp @

U(x)

U}
t~1
(e
Q
>
Q

ot : X = (XI’XZ""’Xp)

u sont des &léments d'une algébre de Banach E et Ua sont des
nombres réels positifs ou nuls,

On dit que u(X) est majorée par U(X> (ou U(X) est une série
majorante de u(X)) si et seulement si, on a :

Va e NP : HuuHE AU

ce qu'on note par :

u(X) << U(X)



_30_

Proprniltis des sérnies majorantes.

1} Soient u,v,U,V des séries formelles telles que :

u(X) << U(X)

v(X) << V(X)

Alors on a :

u(X) + v(X) << U(X) + V(X)

u(X) . v(X) << U(X) . V(X)

2) Soit u(x) wune fonction holomorphe et bornée pour :

Xx.| <R, I < <
131 : jsop
Alors on a :
u(X) << i -m §_x°
1 X] Xp aeNp ;E
(1 - ﬁ—?...(l - i—)
1 j

est le développement en série entiére de u(x) au voisinage de

Et

3) Soient u,U deux séries formelles telles que

u(X) << U(X)

Notons par :

D(u) = {x e cP : Y HuuHE ‘xa| < 4w}

aeNp

P )
D {xec ) U ||xT] < +}
() ueNp o
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Alors on a :
) C D(w)

1T. Formulation des conditions d'existence de fa solution de Qu = £.

Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul par rapport

~

a x
Le polyndme caractéristique fuchsien de P s'écrit sous la forme
suivante :
P(Ly) = ) a, ((0,y) C (%)
agm
Le calcul formel du chapitre III nous donne la solution formelle
de Qu = f.
L f [
O ENCE S P L S
gen? T genP UYL

On va prouver qu'avec des hypothéses convenables sur le polyndme
caractéristique fuchsien P, pour tout £ holomorphe au voisinage de 1'ori-
. n . ..
gine dans €, on peut trouver u holomorphe au voisinage de l'origine dans

¢" solution de 1'dquation différentielle Qu = f.

On remarque d'abord que la condition suivante :

Vs e WP P(%,0) # O

est une condition nécessaire pour 1l'existence de la solution. Mais cette
condition n'est pas suffisante, comme on peut le constater dans 1'exemple

suivant. (On sait cependant [}] que pour p = 1 elle est suffisante) :

Z
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Exemple. Considérons le cas ol :

Et prenons l'opérateur de Fuchs P suivant

Pw)= x.x

i 2DX Dx u + Xle u + X,y Dx u + (l+y)u

1 72 1 2

est un opérateur de Fuchs de bi-poids nul.

Son polynOme caractéristique fuchsien est

P(Q’I!R'z’y) = (2'1"'}’)(22"']) + ]

La solution formelle de P(wW = f est donnée par :

L L
® E X, 1 X, 2
U(x,,%,,y) = ) U (y) = —— =
1’72 %20 % =0 21,22 21. 22.
1 2 Iy .
£ (y) 1 2
) z ot 21,22 Xl x2
] 1
g 20 g 20 FUplyey) 2yt Rl
1 2
on a :
Ve, e N, V%z el P(2,2,,0) = &, (R,41) + 1 £0
Mais
i
™ e IN P(O,M, - Pﬁﬁo =0
Et tout voisinage V de O dans GB contient un &lément
1
(0,0,y) avec y = - w1 M e N.
Et sur ce voisinage on constate que UO M(y) n'est pas définie
b
car on devrait avoir sur V [y(Mil)+1] U (y) = £ (y), ce qui
0,M o,M

) # 0.

. . . 1
est impossible si fO,M( vy
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Maintenant nous allons trouver dans le cas od p est quelconque,
des conditions suffisantes pour lesquelles le polyndme P(&,y) ne s'annulle
pas sur un voisinage de l'origine dans c,

On a le polyndme caractéristique fuchsien de l'opérateur P qui

peut s'€crire comme suit

o
(11) P(L,y) = ] a (y) L
agm
Posons
I=1{1,2,...,p}
= {1 ,1,5...,1,}C
. Jk {11,12, ’lk} I tel que
Jk#I,Jk#(b Tsi siy <o <d gp
p-k . .
. PJ (L,y) , avec L e N , le coefficient dans P(R,y) de
k
k™,
T 2.%j
. i.
=1 7]

Par convention on prend :

P (y) = a (y) et P¢(L,y) = P(L,y) pour L e N°

Proposition 4.1. Soit P(%,y) un polyndme & p-indéterminées qui
est de la forme (II), & coefficients continus sur un voisinage W de 1'ori-
gine dans cd.

Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes :

1) ¥3, € 1 VL e wP ¥ Py (L,0) # 0
k

m,
ii) Jc>0 : Yoen? |p(2,0)] 2 ¢ (2,+1) *

n =2

i=1



- 34 -

Nous allons d'abord montrer le lemme suivant qui implique la

proposition 4.1 quand p = 1

m .
Lemme 4.7. Soit P(L,y) = z ai(y) b avee am(O) # 0 , un
i=0
polyndme 3 une seule variable, 3 coefficients continus sur un voisinage

de 1'origine dans cd.

On a équivalence entre les 2 propriétés suivantes

i) Y2 em : P(2,0) # O

.. . . q .

ii) HC >0 EV' voisinage de O dans €  tels que :
Ve e, Vy e v [P(e,y)] = c+)™

Preuve :

En divisant le polynSme P par am(y) dans un voisinage de

1l'origine sur lequel on a :
am(y) # 0

on remarque qu'on peut se ramener au cas oi :

am(y) =1,
Posons :
v P(4L,
P(s,y) = 2ba¥)
a (y)
m
v m o i
B(L,y) = &+ ] c.(y) 2
i=Q
Ve e N, on a :
m-1

B 2= ] Je ] 2
1=

W
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Prenons

M= sup Ici(y)l
yev'
0gigm-1

oi V' est un voisinage compact de O dans €%, contenu dans W,

Alors on a :

Ve e N : L >1, Vy € V'
N m m-1 i m m-l 1
[Py x et -u ] 2t =" -w ] —]
: i=0 i=0 2
m - M
2 000 - )
Donc si % 3 M+2, on a :
m m
1 M+2 1
Bam ]z " gy s - ™ s B L ()"
(2+1)" M+1 M+1
Prenons maintenant £ : 0 g £ < M+l, on a :
v}
P(2,0) #0

donc par continuité il existe Vg un voisinage de l'origine dans ¢t

et il existe Cz un nombre réel strictement positif tels que

v m
Vyev, : [P,z C, (a+1)

Donc si on prend :

M+1
) m
vi=v'n[nN Vz] et c¢' = dnf (e, g}% E%T )
2=0 O RgM+]

on a :

v
VoeN , VYye V" IP(e,9)]| 3 ' (ue1)™

]
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Soit W' wun voisinage de l'origine dans ¢t sur lequel on a :

Ja>0 : VYyew (am(y)l > a
Alors sur V=V'N W', ona :

VieN, Vyev |PCe,y)| = |am(y)| IF(Z,y)[ 2 ac' ()"

et on prend

Démonstration de La proposition 4.1.

ii) => i)

Soit Jk quelconque contenu dans I tel que :

Jk = {11,12,...,1k}

lP(e,y) |
e tend vers ]PJ (L,y)| quand tous les Qi pour

|5 Gy o+ k j
=1

ij € Jk’ tendent vers 1'infini.

De plus, on a

|P(2,0) |
K R
Imo(, +1) 3]
. 1.
=1 3
donc :
VL e WPK P, (L,0) # 0
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i) => ii)
Nous allons montrer cette implication par récurrence sur p
pour p = 1, et d'aprés le lemme 4.1, c'est vrai.
Supposons que c'est vrai pour tout polyndme 3 (p-1) variables
et considérons P un polyndme & p-variables tel que :
m
PU,y) = ) a @ 2¥=a L + | a () °
asm a<m
on a
m
2,0 3 Ja @ ][27 - ] a ] [2%]
a<m
posons :
M= sup |a (0)]
a<m &
Alors on a :
Ve = (21,22,...,2p) e NP tel que %, > 1 Vie{1,2,...,p} =1
m o . M 1
12(2,00] 2 |2 (02" -M ] 2= [la (@] +M-M )] —]
m u m-o
o<m oagm £
: 1
="[la (@] +M-n § —]
m o
asm &
P L.
m i
o) [lam(o)! +M-M T 2.—1]
1=1 "i
|
donc on constate que :
Je' >0, JA >0 tels que Veen : 2. 24 Viel
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On a :

v M ' o m
[2(2,0)] 2 ¢' &7 =c' ——— (2+1)
‘ (4+1)
ol
o P m,
(D" = T (e.+1) b
=] 1
donc
A |m| 0
[PC2,0)] 2 " [F55] (D)
Prenons maintenant 2i un entier naturel fixé tel que :
0 L., <A
i
Notons
' =
m (ml""’mi—l’mi+l""’mp)
T
a' = (al,...,ai_],ai+],...,ap)
| -
L' = (2],...,Ri_l,li+l,...,2p)
' = {1,2,...,i-1,i+1,...p)
Et considérons le polyndme 3 (p-1) variables, P'(%',y) suivant
P'(2',y) = P(1,y)
m
i a, . ,
p' 'y) = L, v O ) b, ( v\ O
(Q‘ y) = Z Z aQ(Y) Q/i (9, ) = L a! Q’isy)(z )
al=0 a'sm' a'<m’
m.
i o.
oi b ,(%.,y) = X a NGO I T
o' Vi’ (o 5a") i

o.=0
i
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Soit I = {il,iz,...,ik} C 1' tel que :

(L',y), avec L' ¢ Np_k_l, est le coefficient dans P'(R',y) de

Pl

Iy

k m,

I z_lj , et on constate que c'est aussi le coefficient dans P(R,y) de
. i.

j=1 73

k m..

i lilJ .

=t Y

Donc on a :

Vo C 1 VL' e NPTKT! P! (L',0) # 0
Kk

et d'aprés 1'hypothése de récurrence on a :

. a . P m.
]cél) >0 Ve enP! lprat,o] s P n (aer)
i ke j= J

par conséquent si on prend :

e ine D, er gl
ISiSp
05j<A
on a
P m,
Vs e NP lp(e,0)| mo(a+1) 1 C.Q.F.D.
i=1

Pnogob@tion 4.2. Soit P(XI’XZ""’Xp’y) un polyndme, 3 p-indéter-

minées, & coefficients continus sur un voisinage W de 1'origine dans c.

Soit m,, pour ie{1,2,...,p}, le degré de P par rapport i Xi'
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Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes

. = D .
D de, >0 ¢ W (X} XyseesX) €W on a :
P mi
C P02 e, T (X +1)
1., 1
1=1
2) icz >0 : EV voisinage de O dans ¢? tel que
p m,
VX = (X,,%X.5...,X) eN’, Vyev : [PXY)| 2c, T (X.,+1)
1772 P 2 i=1 1
Preuve :

Dans un sens la démonstration est évidente,

Dans l'autre sens nous allons la montrer par récurrence sur le

nombre d'indéterminées p.

D'aprés le lemme 4.1, on constate que la proposition est vraie
pour p =1,

Supposons maintenant que 1'é@quivalence soit vraie pour tout polynd-
me de (p-1)-variables.

Et prenons P un polyndme 3 p-indéterminées tel que

) P m,
e, >0 ¢ Ve [P(X,00] 2 ¢, T (x;+D) *
i=1
m, ml—l
P(X,y) = Pml(Xz,XB,...,Xp,y)X] + Pm]_l(Xz,X3,...,Xp,y)Xl +
oo t P](X21X3’--°,XP,Y)X1 + PO(X23X3""’Xp’y)
il est facile de voir que ‘BV' voisinage de O dans mq, ac' >0

tels que :
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1] r
Vy e v', VX' = (X,,Xg, .

on a :
m

(X, +1) t
2

== ]

IPJ. X',y ¢ <
i

Nous allons montrer d'abord que :

' Vx' = p-l
Qcml 0  tel que X (xz,x3,...,xp) €N
P m,
P X',0)] zc' 1 o(x+)?
1 =2 1
m] ml-l ;
t = - '
Pm](x ,0)X, P(X,0) ) Pj(X ,0) Xy

J=0

Donc VX e Np, on a :

m, -1

m

1 \ 3
|Pml(x',0)x1 | > |P(x,0)] - .2 !Pj(x',o)x]|
1=0

m_ 1
P mi P m, | .
T+ P -e' 1o+t ) ox

i=1 i=2 1 j=0

N\
o}

fl
[LI=e]
~
>
e
+
~—
-
7
0
1
0
o~
i

N\
[ == Rse]
~
o]
e
+
S?
e
Lapngn
[e]
|
0
| ~171
[

P mi ! 1 1 |
&) P ey mg=y 10—
1=1 1 j=0 (X1+1)

Ce qui implique que pour X] assez grand

m, .
1 c : 1
A RS I 3]
2 1 j=0 (X1+1)

[P (X',0)] 3
1 1

L= Rav]

e!
X

e, -8
(X,+1) c, - —
2 L ! ]

4
==

i

..,xp) e NPl et Y5 e {1,2,..

.M

1

-1}
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donc si on prend X, suffisemment grand on trouve que

1

m,

1 i

p
v . Wy p= ' > At I
ﬂcm 0 X' € N [Pm (x',0)| = n (X +1)

1 1 i=2
Par conséquent et d'aprés 1'hypothé&se de récurrence

e >0 Jv voisinage de O dans ¢ VX' e Wp_l, Yy e v
m m m,

1

P m,
P X',y 2c T (x4t
m m A 1
1 1 1=2
m‘~l
| ‘ .
P,y = 2 @K | - ) |P.(x',0) X}
m, 1 . ] 1
1=2
Donc sur V'N V on a :
R
m -1
m] P mi p m. | .
P&,y 2c X' 1T &+ - 1 X+ Y x
m, ! . 1 . 1 . 1
1 i=2 i=2 j=0
m N
p m, Xll my -l x}
e,z 1 @+t le —— -y ]
i=t ! ™ ™ j=0 ™
(X]+1) (X]+1)
m
D mg %! o M
2 0 (Xi+1) Eém m, z __*-_§]
=1 (xpeny BT X+D

donc pour X1 suffisamment grand on a : lac > 0 tel que

m,
(X.+1) t
1 1

IP(X, 9] > ¢

n =g

i
Et il ne nous reste qu'un nombre fini de X1 (c'est-d~dire

0 ¢ X, ¢ M) pour lesquels la relation n'est pas montrée.

1

Soit Xl fixé tel que O g X] <M ona: P(X,y) qui est un

polyndome 3 (p-1) indéterminées qui vérifie en plus des hypothéses de la

proposition la propriété suivante
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P m, P m,
P(X,00] 2 c, T (X.+1) P =c, T (X,+1) 1
1. i X, . i
i=1 1 i=2
ol cy = cl(X]+l) donc d'aprés 1'hypothése de récurrence on a : A}c% > 0
1 1
et IHVQ voisinage de 0 dans €% tels que :
1

) -1 P m, P m,
VxenP ™, Vy e V! [PX,y)| 2 c! T (X+41) P =K, T (X,+1)*
X X, . 1 X, . 1
1 1 i=2 1 i=1
C—'
Xl
avec K, = -—————  donc si on prend :
X ™
(X]+l)
M
v=v'Av N[N Vi] et ¢, = inf (K,,c)
1 i=0 ogisM *
on a :
p m,
VxemwP, Yyev : PX,y | = c, T (X+1) L

-

Corollaine 4.7. Soit P(XI’XZ""’Xp’y) un polyndme 3
p-indéterminées et dont les coefficients sont des fonctions continues en y

sur un voisinage d'un compact K de €Y.

Soit m,, pour i=1,2,...,p, le degré de P par rapport i Xi'

Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes

a) acl >0 : Yy e K, ¥x e mP on a :

m] m2 m
’ PG| 2 e (Xpe) 10D Tl (x4 P

b) ]cz >0 : 9V voisinage de K dans c? tels que

m m m
Vy e v, VX enP |[P(X, 7| > c, (X, +1) 1(x2+1) 2...(xp+1) P
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Preuve :
Soit y € K, on a :

ml m2 m
lpx, v = e (X 1) (X, +1) ...(Xp+1) P

-

d'aprés la proposition 4.2. Hcy >0 » EVy voisinage de y tels que

m m
Vgt e v 5 X ew? : [P(K,y")| 3 c (X +41) L...(x +1) P
y y 1 P
KC \ V.. Comme K est compact on a :
uek
k
KC U vV
i=1 Y3
donc si on prend :
k .
v= UV ) et c, = inf c
i=1 Yi 1gisk i
on a :
m, m
Yyev , ¥XenP : [Py | 2 e, (x#1) (X +1) P

Theoreme 4.1. Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids
nul par rapport 4 x, d coefficients holomorphes en y sur un voisinage d'un
compact K de ¢? contenant 1'origine et en x au voisinage de O dans a”.
Si le polyndme caractéristique fuchsien de P vérifie

m m

1it
Hc >0 : Ve Wp, Vy ¢ K : |P(X,y)| > c(X]+]) ](X2+1) 2"'(Xp+]) p

Alors pour tout f holomorphe sur un voisinage de {0} x K dans
n . . . -
C", il existe une fonction u holomorphe sur un voisinage de {0} x K dans

c? telle que :
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u est solution unique du probléme : Qu = f, oi (Q est la

partie principale fuchsienne de P).

Preuve :
D'aprés le corollaire 4.2. on a : Jec' >0 ﬂvé voisinage
de K tels que :

m

m
en? , We Ve o [P(X,7) ] = c' (X +1) ]...(xp+1) P

Tl existe un voisinage V de {0}xK dans C" sur lequel f£

est holomorphe et bornée.

Prenons V de la forme :

vV = B(O,R) x VK

oll VE est un voisinage de K dans CJ
= *p
R = (R],Rz,...,Rp)e (R,)
et
B(0,R) = B(O,R)) X B(O,R,)) X ... x BOO,R )
et posons :
= 1] ﬂ [}
%C VK VK
M= sup £ (x,y) |
(x,y)eB(O,R)XVK
<
Fay) = 1 £ () X
a!
oelN

La formule intégrale de Cauchy nous donne

o!
sup [ (D] ¢ =M .

erK R
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Et la solution formelle de Qu = £ est donnée par :

fu(y) o o

L x
) ! !
p Pla,y) ol o0 "o ol

u(x,y) = )
aeN

Donc :

I£ (9]
sup |uu(y)| = sup o “ﬁi M

erk erk |P(a,y)| RY '
car : Yy e v, Vo e N :  |P(a,y)| 2 <
donc on a
o a
X M X
u(x,.) = Z u << oy z -
ser® % O e r®

ol u pour o € Np, est un élément de 1'espace de Banach des fonctions
b

a
holomorphes et bornées sur VK’ muni de la topologie de la convergence

uniforme.

Par conséquent u(x,y) est une fonction holomorphe sur le voisi-

nage B(O,R) x VK et u est solution unique de Qu = f.
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CHAPITRE V

CONVERGENCE DE LA SOLUTION

1. Notations.
Soient Q wun compact de ¢d et a un nombre réel strictement
positif,

On pose

= U
Qa veQ B(y,a)

oli B(y,a) est la boule ouverte dans ¢! de centre y et de rayon a.

On note par : E(Qa) 1'ensemble des fonctions 3 valeurs dans

€ qui sont continues sur Qa et holomorphes sur Qa.

E(Qa) est une algébre de Banach pour la norme suivante :

fe E(Qa) : {!fllE(Q ) = sup If(y)‘
a yef
a
Si R = (R.,R R) e RHP :
i = Ry Ry e (R, on pose
xa P R.
0 = I o= 1 i
aeN® Y j=1 N3Ny

On note ER(Qa) 1'ensemble des fonctions séries formelles en

x 3 coefficients dans 1'algébre E(Qa) et qui vérifient
Hc >0 F(x) << ¢ @R(X)

ER(Qa), ainsi défini est un espace de Banach pour la norme suivante : ([11])

FeEl(a) : ]]EﬂIR,a = inf{c|F(x) << ¢ 2. ()}
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Remarques .

. o *
a) Soient R,R' des &léments de (IR+)p ; a et a' des nombres

réels positifs tels que :

R ¢ R' et aga'

Alors on a :
[

Et cette injection a une norme inférieure ou &gale 3 1.

b) Soient B(O,R) le polydisque de centre O et de rayon R
et f wune fonction continue sur B(O,R) x ﬁa et holomorphe sur

B(O,R) x Qa.

On a

o ‘
En posant : F(x) = z X &

— D*f .
[} —
on? ! x /x%x=0

F e ER(Qa)

Preuves :

a) soit f e E(Qa,), on a :

f € E(Qa)

/Qa

En identifiant £ et ¢ griace au théoréme du prolongement

/Q
a

analytique on peut dire que

f e B et que llf||E(Qa) S ”fHE(Qa,)
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et comme R < R' on a
@ < @
R‘ (X) < R(X)

Donc

B (@) ——— E (a)

et la norme de cette injection est inférieure ou égale a 1.

b) Soit f wune fonction holomorphe sur B(O,R) x Qa et continue

sur B(O,R) x ﬁa’ posons :

M = sup LE(x,y) |
(x,y)eB(o,R)xﬁa

Si on identifie f et son développement en série de Taylor em O par

rapport 4 x, on a :

a

o
£Gy) = ] DLf(0,y) 3p
aeN )

La formule intégrale de Cauchy nous donne :

|
sup [Daf(O,y)I < &M
X o
5 R
ye a

Donc on a :

o
o

F(x) = z xf/x=0

aelN

D << M @R(x)

X
p a!
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Lemme 5.1. Soient

R = (Rl’Rz’

a et a

SR ) e (:R’:)P

T = (TI’TZ’

des nombres réels strictement positifs.

o
Si Vie {1,2,...,p} Ri < Ti et a g
Yu e ET(QaO), Vv e ER(Qa) u.v e ER(Qa)
De plus :
p T,
lovllgas B gogy Ml - IV,
1=1 1 1 o)
Preuve : On a :
u(x) << ‘thT,a @T(x)
et
v << lll g o 0p (o)

on constate que pour montrer ce

@T(x) QR(X) <<

Ce qui sera vrai en particulier

R. T,
1 1

lemme il suffit de montrer que

= !

[ =Ty e

®R(X)

si pour tout i e {1,2,...,p} :

; R.
<< L

R.—x. T.-x.
1 1 1 1

qui est une conséquence directe

L.
1-nt

-t

T.-R. R.-x.
i1 171

de

([11h

si neJo,1[

<<

*.p
...,Tp) e R))

< a , alors on a :
0
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R,

1
— et t =
T,

1

N

on prend n =

Lemme 5.2. Soit B € N et considérons 1'application DE suivante

o
s ulx) e ER(Qa) +»D§ u(x) = ang (Ds uu) %T

DB
y

Pour tout b réel tel que 0 < b < a, on a :

8
Dy € L(ER(Qa), ER(Qb))

De plus
1
IoBull, .« —E— ||
y "'R,b |8| R,a
(a-b)
Preuve :
Soit u € ER(Qa)
o
7B - B X
Dy u(x) uzmp (Dy uu) o1
Nous savons que :
al
”ua”E@a) S Ex" “u H R,a

Et il résulte de la formule intégrale de Cauchy que pour b < a,

on a o
B!
12wl ooy —E—— fju]l
y E(Qb) IBl o E(Qa)
(a-b)
B! al

S ———————es ——

Lol
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Donc on a :

B
Dy u € ER(Qb)

et
8 g!
15 ol € == el
(a-b)
Lemme 5.3. Pour tout ieMN : 1 g<1igp , l'application

u(x) - X, u(x)

est une application lin€aire continue de ER(Qa) dans lui-méme.

De plus sa norme est inférieure ou égale 3 Ri

Preuve :

Soit u € ER(Qa)

u(x) << ,hﬂlR a @R(x)

et on a :
<< ]
g u(x) ‘hﬂ|R,a x; @R(x)
R, § x? o x2+1 @ x?
) - = V

X. = X, — =} R, << R, z -

.7X, +
1 Rl *i =0 R? n=0 1 R? I L a=0 R?

par conséquent :

x; @R(x) << R, @R(x)

donc :
X, u(x) e ER(Qa)

ot be; vl o< Ryllullg
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. _ S
Lemme 5.4, Soient o = (01,02,...,0p) € (]O,]]) et u ¢ ER(Qa)

et considérons 1'application définie par :
PP g p

g(x)=u(o x)
oll
ox = (glxl,ozxz,...,opxp)
Alors on a :
g e Ep(n)
et
el ,= lull g
Preuve :
u e ER(Qa)

g(x) = u(ox) << HuHR o Oplox) << HuHR 2 9@

car Vi =1,2,...,p: 0 < o, < | donc g e ER(ﬂa)

comme oR ¢ R, on a : ER(Qa) C'EoR(Qa)
donc :
u(x) << Hul‘oR,a QOR(X)
et g(x) = u(ox) << ”u” oR.a QoR(UX) = |h1”R a QR(X) car QOR(GX) = @R(x)
b ’

et par conséquent :

lellg,, = lull g .
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I1. Converngence de La sclution de Pu = f.

Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul par rapport

a x.
Alors on a P qui se décompose sous la forme suivante
P=Q+A+B
ol Qu-=x D" u + z a 0,y) x*D%u
X 0,0 X
a<m
2 oo, (1)
Au-= Z X. Z x D (a u)
. p:
1=1 oasm

Bu-= X X, lX z anz[Ba(x,y,Dy)u]
a<m

B
avec Ba(x,y,D ) (x,y)Dy u .

= z baB
M IR U T
R#0
On suppose que les coefficients Ea O(O,y) pour o < m, sont des
9

éléments de E(Qa ), ol a  est un nombre réel strictement positif fixé.

o
~ i
De méme on suppose que tous les aé ) et les ba 8 sont des
3

*
éléments de ET(Qa ) pour T e OR+)p fixé,.
o

D'aprés les lemmes 5.1 et 5.2, on a la proposition suivante

Proposition 5.1. Soient R ¢ (R:)p et a € R: tels que :

Vi =1,2,...,p Ri < ’I‘i et ag a
Alors on a :
Vp ¢
b 0< b< a Bd(x’y’Dy) € L(ERQ2a), ERQ?b))
De plus :
o
: B s
ELR 1By D)l L6 6 y,E @) < :
R 27 R™b (a_b)lml o
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(L(ER(Qa),ER(Qb)) : 1'ensemble des applicatiohs linéaires continues de

ER(Qa) dans ER(Qb)).

: i Q
Preuve Soit u € ER( a)

_ B
Bu(x,y,D Ju = z ba,B(X’Y)D u
l8]<|m|-a]
B#0
B
1B, Gesyadull g, ) o, g Dy ullg,p
HNEIRIEY
B#0
T
Y p i B
S L = L lip_ ol
I8l¢|m|=]a] i=1 TRy ~*B T2, Ty TR.b
B#o
P - |
£ )} a E:% ”ba,BHT,a R HUHR’a
lBlfim‘_‘O‘I i=]1 i 1 0 (a_b)(sl
B#0
T, e
e Bl ‘ I st by Gl ey ml=lal-lel
i=1 T34 -2 |m]—|a‘ > T,a
(a-b) 8]<|m|-a] 0
B#0
P T,
1 1
HBéx’y’Dy)u”R;b S .§1 T-R. i~ [a] “uHR,a
1= 1 1 (a-b) o
T gl
L st o, e, ao|ml la|-]8]
18]5|m|-]a] 7%

B#0
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donc il suffit de prendre

T.

1 !

P TRy Z o e,
EINLISEY

B#0

alml=lal-g]

=
]
o=

1

Ma ne dépend que de R et a.

Lemme 5.5. Soient R ¢ (Rt)p et a € Rr.

Sur ER(Qa) on a les 3 propriétés suivantes :

(P]) Vu e ER(Qa) : x;D_u = (Dx.xi—l)u
1 1
N 00 =
(PZ) Vu e Ep(a,) xDu = C (xD)
ol iy
P P %4
C (x DX) =1 C (xi D )= 11 1m (x,D -j)
o i=1 @, i i=1 j=0 i
1
®,) Yu e EgC) > Vi = 1,2,...,p ¢
Xi(xi DXi - ki)u = (xi DXi - Ai - l)xi u

—ee

Preuve :

(Pl) Soit u e ER(Qa), on a :

(DX'xi)u = DX.(xi u) = X, DX.u + u = (xi Dx.+ Du
i i i i

donec :



- 57 -

donc pour montrer (P3) il suffit de voir que :
¥y e WP : x%p® xg= C (xD) x2
X o X

on sait que :

x> DY x"= C (p) x>
X Q

P 1% 25
c xp)x*=[1 € (x,p )]x*= 1 ¢ (x.D )x, -
a X . a. 1 X, . a. 1 x.77i
1=] i 1 i=1 1 1
P G:- 9. P O:-i 2.
oL G LS EVEE R SN SO P
i=1 j=0 x5 i=1 j=0
car : (xi Dxi— J)xi = (zi - J)xi donc :
2.
P
c(xpd= T ()%’ =C (WxF
a i=0 %4 a
(P3) comme X, Dx. = (Dx.xi - 1), on a :
i i
Xi(xi Dxi— Ai)u = Xi(Dxixi -1 - Ai)u = (xi DXi- Ai - ])xiu

Moyennant ces 3 propriétés on a :

Yu e ER(Qa)

Bu = XIXZ"'xp 2 Ca(x Dx) [Ba(x,y,Dy)uJ
o<m

fi

Ggm Ca(x DX— 1) [x]xz...xp Ba(x,y,Dy)uﬂ

I

uzm Ca(Dxx - 2) Ex]xz...xp Ba(x,y,Dy)uJ

 =o

(@]
~
=)

"

|
N
A

oi C (D x=-2) = .
o X j=p @ % i
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donc on peut écrire

Y
o
Bu = qgm (Dx X) Ex]xz...xp Ba(x,y,Dy)u]

Qo n
N a i .. P
oll (Dxx) = et Bu(x,y,Dy) est une combinaison lindaire des

i

N =

O x.)
I x; 1

By(x,y,Dy) pour Yyzo.

De méme, on a

p

- o V(1)
Au = iZ] azm (DX x) (xi au u)
= Z' (D x)a [ E X Z(i)uj
o<m X i=1 Lo

LV
et les a(l)
o

sont tous dans ET(QaO).

, ) *
Conollaine 5.1. Soient R ¢ (iR+)p et ae¢ Rt tels que

Vi =1,2,...,p R, < T et a

A
joi]

Alors on a :

V]
. N
Vb : 0<b< a Ba(x,y,Dy) € L(ER(Qa), ER(Qb/)

et il existe M > 0, ne dépendant pas de a et b, tel que

Vo < m , ”E (x,vy,D ){[ < _r
a y L(ER(Qa)’ER(Qb)) (a_b)lml _Ia[
Preuve :

Nous avons

AV}
Ba(x,y,Dy) = ) A

B (x,y,D )
y30 Y y

QY

donc
v

{
Ba(x,y,Dy) € L‘ERc?a)’ ERGQb))
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i € Q :
Soit u ER( a)

”gu(XsY:Dy)u“R’b s 2 ])\Q,Yl IIBY(X’Y’DY)UHR,b

Y20
M
s 1 Iy =T lu
Yéﬁ *Y (a—b)‘m‘—lYl R,a
Mea 5 o Wl

oy Bl lal e Yy

Donc si on pose :

wo= § |n fuoa lYI-lel
Y30 a,y Y O
et
M = gup M'
o<m
On a
Vo <m 3
a<m HBd(x,y,Dy)[(L(ER(Qa)’ER(Qb))g M

(a_b)‘ml_‘a|

Maintenant nous allons introduire d'autres opérateurs qui vont

nous.@tre trés utiles pour la suite, et qui sont pour i eWN : | <1 ¢ p,

~ <

et u e ER(Qa) :

E Ul XQ
H (uW(x) = 2
X P g.+1 M
1
Remarques.
D VieN :1¢<icgop Hxie L (ER(Qa), ER(Qa))
et
e .
1

LEg(@), Eg(2,))



2) VieMl:

(Hx.)(Dx.Xi)u =

1 1

3) Vienw: 1

(Hx.)(Dx.xj)u -

1 J

Conollaine 5.2.

Vi ew

[1
Hx'u(x) = u(xl,

i ‘0

Preuve :

Soit
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(Dx‘xi)(HX.)u = u
i i

p, VjeWN: 1s5jsop

(O x.)(H )Hu
x. ] X,
j i

1 .1 ¢p Yu e ER(Qa)

o0 e X, OX. X
1

-1 i ,...,xp)do

1+1

Soit u-e ER(Qa)

o € Np, posons
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Alors on a : Yu e ER(Qa)

_ m m N(i)
Au = (D x)"(H ) azm (o x)" [Z a, u

m ( v
= (D x) H" (™ [V %, a
X azm i=1 1 @ UJ
P s
= (Dxx)m Y (Hx)m “r Z x, aél) u]
og<m i=1

_ m m e

Bu = (Dxx) (HX) 0LZm(D x) [X ..xpBa(x,y,Dy)uJ

..x B (x,y,D ) u]

0" T T [xx

%y
o<m

Lemme 5.6. Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul

par rapport 34 x, tel que tous les coefficients de sa partie principale

fuchsienne soient dans E(Qa ).
0

Si son polyndme caractéristique fuchsien vérifie : 3a >0

a g a ¢ >0 tels que :
o 3 g

p m,
Ve € nF, Vy ¢ 2, T (2,+1) * < c|P(e,y)]
i=1 *?
Alors on a :
HD )™ e L(E,(2))
X R a
et
IH(D )" §c
X L(ER(Qa))
H étant 1'opérateur défini par
u 3
2 X
Hu(x) = ) 57— >7 .
enP B(25¥) 2
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Preuve :

Soit wue ER(Qa)

2
u@ = ) ) XZ'—
LeN
P m. A
HO 0™ uG) = H [ 1 (41 Tu
X gelP i=1 L
p m,
m(e+1)*t
. 1
=7 =1, %
]
gen? P(2,y) % 2!
P m,
I (g.+1) 1t
1 A

i=)
5wy Ul E(q,) ¥ el | () € ° 3¢ lully

MO all g o e clloll g,

Proposition 5.2, Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids

~

nul par rapport 4 X, tel que tous les coefficients a O(O,.) de sa partie
’

principale fuchsienne §oient dans E(Qa ) et que tous les coefficients

(1)

a

3 a >0

VR e ®DP @ Vi

o]

de A soient dans ETﬁza ).

o
Si son polynOme caractéristique vérifie :

. p
ag a, Je > 0 tels que : YL e N , Vyffﬂa
P m,
m (241t gcl[P(ay)|
i=1
Alors
= 1,2 R T Va R* i a a
2C20e P oSy €er, N

HA el (ER(Qa))
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et il existe KI’K .,Kp des constantes positives telles que :

g2

P
|| HA|| < ) K. R,
LE,@)) &y 1

Preuve : Soit u e E_(Q )
treuve R“a

4 V(1)
HAu = H(Dxx)m z H:jx[i X, aal u]
agm i=1

donc
ma, t (i)
s ull ose T IHT*CT = a™ Wi,
osm 1=1
2 (1)
co T b HY el
ogm 1+
P (i)
s cC z 2 Rl ”aal uHR a
ogm 1i=1] ’
comme les ;éi) sont des éléments de ET(Qa ) on a :
o
s ul L S ITe
Au <c ¥ R, 1 i (1
"2 asm i=1 =1 TR 14, |Lr,ao lullg

i=1 1 T.-R
i ogm a T,a
donc si on prend
) T.
j (1)

K, =c T ro e

. -R
* =t TR gm0 @ Thay

on a :

”HA uIlR,a < . RiKi Hu”R,a
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Remarquons que z KiR‘ tend vers O quand R tend vers

(0,...,0) dans Gﬁf)+

Théonéme 5.1. Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul

L

par rapport & X, tel que tous les coefficients a (0,.) de sa partie prin-

a,0
cipale fuchsienne soient dans ET(Qa ) et que tous les coefficients aél)
o

et ba 8’ des opérateurs différentiels A et B respectivement, soient dans
b
ET(Qa ).
o
Si le polyndme caractéristique fuchsien de P vérifie
Hd >0 : at¥g as 30 >0 tels que : W2 e NP > Yy € Qa

m,
(241 " 5 clp@a,m)]

W =g

i=1

Alors : VR e (Rt)p tel que Vi e {1,...,p} R, <T, ona:

1 1

VEeE (@) et Yoelo,al, JR' e ®DP: R' <R, Jlue B (2,)

tels que

Pu

i
+h

Preuve :

Pour montrer ce théoréme nous allons utiliser la méthode des
approximations successives comme on le fait classiquement dans le théoréme
d'Qvsjannikov.

} *
Soit R" € ([R+)p tel que :
p
) K, RY < 1
. i i
1=1

Alors on a

P
Y K, RY < 1
;1 1 1

|1l S
LEgu(@))
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donc d'aprés le théor2me du point fixe, on a : (1 + HA) qui est inversible

sutr ER”(Qa) et :

l|C1+HA) ™ !

, .
“L S
(E,n(0_)) P
R 1- ¥ K.RY
. 11
i=1

* . .
Prenons R e 0R+)p tel que R ¢ R", et considérons la suite

(up)pdN , définie par la relation de récurrence suivante
wo= (14 T He
-1
up+1 =u, - (1+HA) ~ HB up pour p € N.
A partir de la suite (up)pdN nous allons construire la suite
(v ) telle que :
p’ pelN d
v =u
o o
Vp e N Vp+1 = up+l - up.
Alors ona (v ) ui vérifie :
p pey 1
. _ -1
i) VpeW Vou1 T (1+HA) ~ HB v,

ii) Wb e Jo,al, VpewW : v, € E(a).
En effet : soit b ¢ ]O,a[
o

N _ -1
v, = u = (1+HA) ~ HE ¢ ER(Qa) CER(QbO)

<
]

-1
pt1 =(1+HA) HB vp

_ -1 m m-g, v
(1+HA) ~ H(D_x) aZmH (%%, 5% B (v )]
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Supposons que : Vb € ]O;a[ vp € ER(Qb) et prenons c¢ tel

que : b0 <c < a
vp € ER(QC)
d'aprés le corollaire 5.1, on a :

n
Ba(vp) € ER(QbO)

HE H(Dxx)m et (]+HA)~] étant des opérateurs qui vont de EW(Qb )

o
dans lui méme, on a :

vp+] € ER(Qb )
(8]

Maintenant nous allons montrer qu'il existe des constantes M1

‘et M, strictement positives telles que :

2
P
M, I R,
j=1 ! "
Vo e J0,af : Vnenw ”Vn“R,b < M > B
1- } K.R, (a-b)
j=1 J ]
comme VY _ e ER(Qa)r, posons
My =1Vl
-1 1
HVn+1”R,b = [|[G+Ha)  HB quR,b ST KB vn“R,b.
1= ¥ K.R"
PR
< O™ T g B 0] g
1- f K.R. a<m
jop 3

m-o i
E agm ”Hx E(lxz...xp Ba(vn)] -
1- K.R. i
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Posons :
Wa, (x) = X Koo e X Ba(v )
Alors on a :
Hmﬂx% X X g (v )J = \ (o0 x) do
172°°""p "ot 'n a,n Cq a
0,17 /al-1s]
(m]_a] mz—ocz mp_d.p )
od g = I o , 11 o s s, @I o et
R B il i,=1 1,2 i tnoP
p m.=—0
do = 1 JH . d o.
=t i i
I [y, - x, B 4 W, a0 @ [y, do
fo,171ml1el
=[ [, do_
[0,1] lm|- ]| o R,b
f n
= J ]hlx co.X B (v )H do
2 P o n 'gR,b o
[0,1]|m|‘10‘| a -
] P B ol
< I x o, R, v do
o, Iml-lal d=rier  igp5d Tt TogRb T
P ™5-oj
< n - o, 'Rj M an” Rcdo
Jro’]] ‘m!-lcﬂ j=1 1j'=;1 1j’J (C_b)lml'lal GOL > a
ol : ce ]b,af
- b mJ-.-oLJ -
m.-q. M I 1 .R.
. p JH J M J =] lJ 1 l !J J 1

o. .R. M
= 153 3 _ 1 m E
B)]]lml Ial j= 1 3T g (C_b)lml lal E_ E Iy Jo- ,R.K](a‘c) |
j=1 5 1 ﬁ,J 1]
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P n+l
[ R.] n m.=o.
< [ MIM -E] j M2 (p i ] }nﬂ ;
-1 . o
J o

00 L L AN P N S ] e
. (c-b) EI—ZIKJ.RJ.] (a-c)

. ﬂi
j=1 J,j=l P
J

p +’1
[n r]" W
e 3=1 3 2 !

- - . |
em =1l N O N i
j=1

Choisissons ¢ tel que

Alors on a :

! = Et._]_ (a—b)

a-c = (a-b)-(c-b) = (a-b) [] T 42 n+2

Donc : b
"I R.
_ " M]M I—.= ]
HHI:: Otl:xlxz...xp Ba(vn)]”R,b < ] l | I J - -
(a=p) ™71 - T kR (a=b) /™|
j=1

[ =ye]

+1
M M [ R.]n n
1 ]

M
_ 1 J 2 e’fm l

[m] -l ¥ " (il
(a-b) [1- } kK.R,]  (a-b)
FEPERA

-

Par conséquent :
p -

TR,

c MM Gopd |m "
n|m P 2
(a-b) )
j=

Vol

K.R.
]

1

_ n _|m|| ]
= CM NI e
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done si on prend :

on a bien

n+1

Vot o < 4y | ™
1- Z K.R. (a-b)
j=1 J ]

C.Q.F.D.

. . . *
Donc on constate que si on choisit R' € (R+)p tel que :

p ]
MZ .I=Il Rj |
J < 1
1- E K, R!  (a-b) T
5= 373
(ce qui est équivalent 3 :
p u, P
y K, R} + —= RJ'. < 1)
1=1 (a—b)'ml j=1

fe o)
Alors la série z v~ converge normalement dans ER,(Qb) et par
n=0

conséquent la suite (un) converge vers un &élément u de ER,(Qb) qui

nelN
est solution de Pu = f.

Car u veérifie :

1

a = (148" HE - (1eHA) ! HBa
<=> (1+HA)u = Hf ~ HBu
<=> Q(1+HA)u = f - Bu
<=> (Q+A+B)u = £,
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L'unicité de la solution est donnée par le calcul formel du

chapitre III.

Théorneme 5.2, Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids
nul par rapport 3 x.

Si le polynOme caractéristique fuchsien de P wvérifie
m

(L) b
1 1

= ©

Je> 0, WA= Gpaeed)e P |[P(2,0)] > ¢

12
1

Alors pour toute fonction f holomorphe au voisinage de 1l'origine
n . . . . ..
dans €, il existe une fonction unique u, holomorphe au voisinage de

l'origine dans ¢", solution de
Pu = £

Preuve :

Nous allons prendre : o = {0} d'aprés la proposition 4.2

?QCI >0, 4V wvoisinage de 0O dans ¢? tels que
p 4 1
Yy e V, ¥r e W P0Gy 2 ep T G D
i=1
on va prendre V de la forme
vV = Qa = j(O,a])

]

. * ..
Soient T ¢ (QR+)p et a. e Ri tels que tous 1eg coefficients de

2

P soient holomorphes et bormés sur B(0,T) x Qa ot B(0,T) est le
2

polydisque de centre O et de rayon T = (T ,...,Tp).

Posons

a = 1nf(al,az).



Alors, en identifiant toutes les fonctions et leurs séries d¢
Taylor en O par rapport & x, on peut appliquer le thébréme 5.1., et on
trouve une solution unique u de Pu = f holomorphe au voisinage de 1'ori-
gine dans ¢

Remarqu.cs .

1) Le théoréme 1.1 découle immédiatement du théoréme 5.2. et du
passage d'un opérateur de p-poids quelconque i un opérateur de p—poids nul

que nous avons vu dans le chapitre II.

2) On pourrait se demander si on peut prendre dans le 3°) de la

définition 1.2. que : les mondmes différentiels a (x,¥) Dz D

04 B

B # O sont de p-roids par rapport { x strictement inférieur 4 m-k.

pour

< ™

L'exemple suivant nous mortre que la réponse est non.

Exemple.
Considérons le cas oi p = 2 et q = 1, et prenons 1'opératerr

différentiel P suivant

Pu= (x.x, D D + x.D + x,D + Du-%x, D u
172 Xy X, i X, 1 7y

Et cherchons une solution de
Pu = —
I-y

Le polynOme caractéristique fuchsien de P est

P('Q'I;Yfzz}I) = (2]+])(}?«2+])
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Le calcul formel nous donne :

. S
- X %
P@Gy) =PCL ) w o &) 7D -
21=0 22=0 1272 1 2°
‘ )
. . xgl Xzz . . XQI L2
1 *2 2 )
% =0 2.=0 1°72 1 2° 2.=0 %.=0 i’72 1 2
1 2 1 2
Xll %y S b
[ x T 1 %2
=1 IrP0Lu.yu ) -1 T epiu ) R
1°72 9. 5% T gt . = Ty o -1,8 9 ! g !
% =0 2.=0 1°72 1° 727 g =1 4._=0 I 2 )
1 2 1 2
Donc on a :
D ou (y) = ——
0,0 1-y
2) Vi, eN u (y) =0
2 iy
2 % 2
3) Vll e N @ VQZ e N U (y) = D U, (y)
1°%2 (2,+1) (2,+1) yohThY
formellement on a :
. xfl 1 E xfl
U(X ,O,y) = Z u (y) -t = Ep— + u (y) —-—-'—
! 2,=0 2150777 441 Iy 2,=1 2150 1
pour &, > 1
o ) = —L 2, ) = —Lp 1 (y) =
2,50 2+1 7y T2 -1,0 2,1y 0,0
¥
1 (221).
2]+} 2g1+1
(1-y)
et
3 3
oo (22! x,1 ® (29 )! X
u(x,,0,5) = —— |1 + ) ! ! = ) ! !
1 I-y Q=1 22] (2]+l%l 1-y ¢ =0 221 (g . +1)!
1 (1-y) 1 (1-y) 1

qui est une série qui ne comverge sur aucun voisinage de 0.
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3) La condition imposée au polyndme caractéristique fuchsien n'est pas

une «ondition nécessaire, comme on peut le constater avec 1'exemple suivant

Exemple. Considérons le cas aill

Et prenons 1l'opérateur de Fuchs P suivant

P(u) = X, %

D D + xD u+u
X, X 1"x

2 1 72 1

P est un opérateur de Fuchs de bi-poids nul.

Son polvnOme caractéristique fuchsien est

P(QI,QZ) = L](£2+l) + 1.

La solution formelle de Pu f est

R: : f &%
x]I X, 2 o 21,22 Xll X22

i ]
! o P(XLT,) 7 T o0

I
~1

oo

) . 0 TITTT
0e.=0 “1'2 1 v

2

u(xl,xz) = 2=

. ,Q,‘:-"Q:
) 0 5

—
ooy

on a

Ve em, Wi, en : o< It I
1 2 N 250y

. .. 2, .
donc pour tout f holomorphe au voicinage de 1l'origine dans. @7, il existe
u holomorphe au voisinage de 1'oriyine solution unique de Pu = f.
Et le pclynOme P(QI,QZ) ne vérifie pas la condition que nous avons

imposée ~ar P(O,fz) = 1.



[4]

[5]

6]

(8]

[9]
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