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CHAPITRE 1 -------- 

a < a' signifie : bi c {1,2,...yp1 a. c a! 
1 1 

a < a' signifie : a < a' et a f a'. 

On note : 

n 
(x,Y) = k1,x2, . ,X ,Y ,y Y.. .yq: E C 

P l 2  

ConsidErons un opérateur différentiel P qui s'écrit sous la 

iorme suivante : 



Soit f une fonction holomorphe au voisinage de l'origine dans an. 
T 

f = 0 (x5) <=> 3 holomorphe au voisinage de O tel que f(x) = x g ( x > .  

DéainiXion 1 . 1 .  On dit qu'un monôme différentiel a (x,~)DX D: 
a,B 

est de p-poids par rapport à x, inférieur ou egal à a-T ç +TP s i  on a : 

DédiniXian - 7.2. Soit P un opérateur différentiel holomorphe. 

(respectivement analytique) sur un voisinage ouvert de l'origine dans cn 

(respectivement dans ilIn). 

On dit que P est un op6rateur de tyre de Fuchs de p-poids 

m-k E: zP par rapport à x, si on a : 

1) P est dsfini par (1) 

2) Tous ses monômes sont de p-poids par rapport à x, inférieur 

ou égal à m-k. 

a B 3) TOUS les monômes a (x,y) Dx Dy pour 8 f O, sont de p-'oids 
a96 

par rapport à x inférieur ou égal à m-k-l 

1 en convenant que : m-k-1 = (m -k - I , m -k -1 , . . . ,m -k -1 ) 
1 1  2 2 P P 



soit P un opérateur de Fuchs de p-poids m-k E /NP, par rapport 

Et prenons un monôme de la forme suivante : 

a 
aa,0(x9~) Dx avec a 3 ~n-k 

on sait que : 

avec a-T 6 m-k, donc on a : 

e 

par conséquent il existe a holomorphe au voisinage de l'origine dans 
a,0 

an telle que : 

D~&~LLI%M 1.3. L'opérateur différentiel Q défini par la Corne 

suivante 

1 est apnelé "La partie principale Fuchsienne" de l'opérateur de Fuchs P. 

VQdiniLLon 1.4. A l'opérateur q ,  on associe le polynôme ii 

p-indéterminées Xl,X2, ..., X , suivant : 
P 



c (X) = n C (X.) 
a i-1 0 1  i 

r:t C (Xi) = 5 (Xi-j) si a. # 0, et Co(Xi) = 1 par convention 
2. 1 
1 j =O 

I / P(X,).) est appelé le polynôme caractéristique fuchsien associé à l1oP6ra- 

1 teur P. 

ThZc t , ' r ë t~~  1.3. Soit P un opérateur différentiel holomorphe de - 

type de Fuchs de p-poids m-k e mP, par rapport 2 x. 

Si le polynôme caractéristique Euchsien de P vérifie : 

3. > O, = (hl,hp ,..., h ) F R  
P ; 2 m-k 

P 

Alors pour toutes fonctions f et w holomorphes au voisinage 

de l'nrigine dans @n, il existe une fonction unique u holomorphe au voi- 

sinage de 1 'origine dans (En et qui est solution du problème de Goursat : 

i 
Pu = f 

(*> u-w = 8 (xm-k) . 

7déc d g  Pa dGmo~n;DLm%on : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Nous allons dans une première étape ramener le problème (*) à un 

problème équivalent : 

où P I  est un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul par rapport à x. 

Puis nous allons décomposer l'opérateur P l  sous la forme : 



avec Q ,  sa partie principale fuchsienne. 

Dans une 3ème étape nous allons chercher un inverse à l'opérateur 

S i ,  qu'on notera H, et en utilisant le théorème du point fixe nous allons 

montrer que (l+ii Al) est inversihle. 

Ainsi le problème (**) devient équivalent à : 

Finalement pour trouver la solution du problème (***), nous allons 

utiliser la méthode des approximations successives, en définissant une 

suite ( t ~ ~ ) ~ ~ ~ ,  par la relation de récurrence suivante : 

Et en nontrant qu'il existe un voisinage i' de l'origine daris 

cn sur leqiiel ori a : 

i) un converge vers une fonction u holomorphe sur V 
I' 

ii) u est solution sur V du problème (***) 

On utilisera pour cela la technique du théorème d'ovsjannikov. 

11. - RGAUIRAR,~ de Ruouendi-GouLuoLuc [I] . 

Les résultats de Baouendi-Goulaouic sont donnés dans le cas réel 

et pour p = 1 .  

Dans ce cas, on a l'opérateur "partie ?rincipale fuchsienne" qui 

est de la forme 

k m k- 1 m-- l 
Q = a,(y) x D + a (y) x D~ 

m-k 
x m-1 + . . . + a  m-k (y)Dx 

avec : m c IN, k E N et am(0) # O. 



Et le polynôme caractéristique fuchsien est donnée par : 

1 ' ( 7 ( , y )  = a , ( ~ )  Cm(X) + am-1 (y) Cm-,(X) + . + a m-k (Y) Cm,(x1 

Ptropon LXion 7 . 7 .  Soit P un opérateur de type de Fuchs de poids 

n-k r N par rapport à x. 

Alors P s'gcrit d'une façon unique sous la forme suivante : 

où u (a) = max [O, a+l  - (m-k)] 

TlzéohPrne 7 . 2 .  Soit P un opérateur différentiel analytique de type --- 

de Fuchs de poids m-k E: IN, par rapport à x. 

Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes : 

i )  VX F I N  : X 2 m-k P(X,O) Z O 

i i )  Pour toutes fonctions u : O < j $ m-k-1 analytiques au 
j 

Rn- 1 
voisinage de l'origine dans et pour toute fonction f analytique au 

voisinage de 1 'origine dans Eln, le problème de Cauchy suivant : 

admet une solutj ?n unique u analytique au voisinage de l'origine dans Rn. 

n- 1 
Soient : R un borné de IR 

et s un nombre réel strictement positif. 

On note par : 



n- l 
où B(a,s) est la boule ouverte de centre a et de rayon s dans @ 

et par E (fi) l'ensemble des fonctions à valeurs complexes qui sont continues 
S 

- 
sur Qs et holomorphe sur fi . 

s 

E (fi) est un espace de Banach pour la norme : s 

et pour r 2 s, on a : 

E,(Q) E (fi) 
s 

et cette injection a une norme égale à 1.. 

La formule intégrale de Cauchy nous donne le lemme suivant : 

Lemme 1 . 1 .  Soit P = ag(y) D:, un opérateur différentiel à 
I B / < ~  

coefficients dans Es(fi) alors pour tout sl > s, on a : 

Soit maintenant s > 0, fixé de manizre convenable. 
1 

Notons par : 

Pour p e N, q E IN, on considère lles?ace Cq( [-T,T] ,Xs) qui P 

est l'espace des fonctions u E cq([-T,T],X ) telles que : 
s 



PhopuniLion 7.2. Soit P un opérateur de Fuchs de poids nul par 

rapport à x, on suppose que les racines (Aj (Y))] sjsm du polyncime carac- 

téristique fuchsien de P, vérifient : 

j e :  1 s j l m  vy E V voisinage de O Rehj (y) < O 

Alors pour O s < s il existe un nombre E E: ]o,T[ tel que 1 ' 
pour tout f dans Co([-T,T] ,X ) il existe u dans Co( [-E,E] ,X ) unique 

S 
1 

m S 

telle que : L PU = f sur 1-E,E[ 

Pour montrer cette proposition on vérifie d'abord que : 

Puis on cherche un opérateur inverse de Q qu'on notera par ff . m 

Et pour trouver la solution de Pu = Z, on utilise la méthode des 

approximations successives, en définissant la suite suivante : 

Ensuite on montre qu'il existe E un réel strictement positif 

tel que : 

u -u 
P P- 

O 
dans C ( [-E , E] ,XS) pour la norme de la convergence uniforme. 

m 

Et on a, u qui vérifie : 



ce qui est équivalent à : 

Théofiëme 1.3. Soit P un opérateur de Fuchs de poids m-k c IN, 

tel que : 

v y s V ,  j :  l < j < m  Re h (y) 6 m-k+h 

(on peut supposer en fait que les coefficients de P sont seulement de 

Cm+h 
classe sur [-T,T] à valeurs dans l'espace des fonctions analytiques 

sur V.) 

Si le polynôme caractéristique fuchsien de P vérifie : 

s IN : X 2 m-k 'dy c V P(A,y) # 0. 

Alors il existe c un nombre réel strictement positif et il 

existe une solution unique dans m-k*h( [-E, E] , X  ) du problème de Cauchy : Ck s 

Pu = f 

0: u(0,y) = uj(y) O s j $ m-k-l 

m-k+h 
On cherche u dans C 

k ( [-E,E] ,XS) donc u est de la forme 

suivante : 

Pour toute fonction g de classe c', on note par ' le 
g R  

reste d'ordre R du développement de Taylor de g en O par rapport à x. 



Le calcul formel de Pu = f, nous donne : 

i) VR E IN : m-k < R 6 m-k+h-l 

( Q-m+k) m-k- l (Bm- u) 
(R-m+k+ j ) (a) f a-1 (B~-~u) 

(R-1) 
U 

P(k,Y) -j,-j-- = (R-m+k) ! + 1 (R-m+k) ! 
j =O 

, + 1 (k-j-l)! 
j =m-k 

on pose : 

pl (u) = x -h p(X+m-k U) 

et on montre que Pl est un opérateur de type de Fuchs de poids nul et qu'il 

vérifie les hypothèses de la proposition 1.2 donc on peut définir u 
m-k+h ' 

Remmque. Le théorème 1.2 est un cas particulier du théorème 1.3, 

il suffit de prendre R = (0). 

117. R ~ A W  de T a b è c h e  [IO] . 

Le travail de Terbèche consiste à donner une démonstration des 

résultats de Baouendi-Goulaouic dans le cas holomorphe. 

Il donne une formulation géométrique du problème et utilise des 

fonctions majorantes dans la forme particulièrement élégante que leur a 

donné C . Wagschal Cl 11 . 

Soit h un opérateur différentiel holomorphe sur une variété 

différentiable E holomorphe de dimension n. 



On notera z l'élément générique de E 

h est d'ordre m sur un voisinage de a dans E. 
O 

Et soit S une hypersurface de E contenant a, et d'équation 

locale $(z) = O. 

Pour O s C ,  Cl un voisinage ouvert de a dans E et Y une 

fonction holomorphe sur Cl, on note pour z E Cl-S, par : 

ho(Y) (z) = $"-(z) h(Y qm) (2) (POUT m I mol 
m 

On note aussi par H(z,S) le symbole principal de l'opérateur h. 

Alors on a les 3 définitions suivantes : 

(i) rh, S(a) = o s ~/bCl, VY, W E Cl fl S 

iim ~;+I(Y) (2) = O 
z+b 

T (a) est le poids fuchsien de h en a par rapport à S. 
h,S 

?k 
T (a) c'est la poids fuchsien principal de h en a par rapport à S. 
h,S 

i i  (a) = inf{a E: z/tJn, VY, Vb E a n s : 
h,S 

a+ l 
lim [ho+' m (Y) (z) - Y (2) hm < I (z)]} = O 
z-tb 

'L 
T (a) est le poids fuschien réduit de h en a par rapport à S. 
h,S 

DC?dinxan 7 . 5 .  Soit h un opérateur différentiel holomorphe 

sur E on dit que h est de type de Fuchs de poids T E E en a par 

rapport à S si et seulement si on a : 



i) T* est finie, constante et égale à T sur un voisinage 
h, S 

de a dans S. 

ii) ~ ~ , ~ ( a )  = T 

"d 
iii) T (a) s T-1 

h, S 

VC?dinA/thun 7.6. Soit h un opérateur différentiel de type de 

Fuchs de poids T c N en a par rapport à S. On appelle polynôme 

caractéristique fuchsien de h, le polynôme en X à coefficients holomorphes 

en y E S défini par : 

Théohème 7 . 4 .  Soit h un opérateur di£ férentiel holomorphe de 

type de Fuchs de poids T en a par rapport à une hypersurface S de 

E passant par a, d'équation locale $ ( z )  = O  au voisinage de a. 

Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes : 

ii) Pour toutes fonctions f et w holomorphes au voisinage de 

a dans E, le problème de Cauchy : 

admet une solution unique holomorphe au voisinage de a dans E. L 



Idée de dEmon,&Lation : ..................... 

On f a i t  l e  changement de f o n c t i o n  inconnue su ivant  : 

e t  on pose : 

h l ( u )  = h(qL u ) .  

Alors  on a : 

donc l e  problème de Cauchy s e  ramène au problème su ivan t  : 

On montre que h l  e s t  un opéra teur  de t ype  de  Fuchs de poids  n u l  en a 

par rappor t  à S. 

E t  on cherche par  l a  méthode des  approximations succes s ives  une 

s o l u t i o n  de 

Pour c e l a ,  on u t i l i s e  l a  méthode des  fonc t ions  majoran tes  sous 

l a  forme donnée pa r  C .  Wagschal. 



Finalement la solution de : 

i h(u) = f 

u-w = 0 (lpT) 

est donnée par : 



CffAPlTRE 17 - - - - - - - - 

PASSAGE D ' UN OPERATEUR DE p- POIDS QUELCON!?UE 

A UN OPERATEUR DE p-POIDS NUL 

Soit P un operateur de type de Fuchs de p-poids T e lNP par 

rapport à x. 

A P on associe l'opérateur différentiel Pl  défini par : 

Pl  (u) = p(xT u) 

P & o ~ o ~ & o M  2 . 7 .  (Définition équivalente du polynôme caractéristique 
fuchsien) . 

Soit P un opérateur de Fuchs de p-poids T E N par rapport à 

x, de polynôme caractéristique fuchsien P(X,y). 

Alors on a : 

YQ E cP : P(Q,~) = iim 
x 4  
xi+0 

Vi=l ,.. . , p  

Preuve : 

Si !î, = ( y 2 y . . .  , ) E IRP , on notera : 
P 

avec [ai]+ = max(a. ,O). 
1 



P 
avec Ca(k )  = n Ca (ai) 

i=l i 

Comme P est un opérateur de p-poids T par rapport à x, on a : 

donc, si a ne vérifie pas a 3 T, il existe i : 1 i 4 p tel que 

T -a .. La-d+ T-a 
lim a (x,y) x = lim a (x,y) x x 

a,o 
= O 

x-to x-to a, 0 

car : [a-TI+ + r-a 7 O par conséquent on a : 

T-R iim x p(xR) = 1im T -a 1 au,,(x,y) Ca(R) x 
x+O x+O -t$a<m 

P&~p~bh?i~n 2 . 2 .   opérateur Pl  associé à P est un opérateur 

de type de Fuchs de p-poids nul par rapport à x. 

De plus, si on note par P (respectivement par P ) le polynôme 
1 

caractéristique fuchsien de P (respectivement de pl). 



Alors on a : 

VA e cP , vy e V voisinage de O 

P, (A,Y) = P(A+T,Y) 

Preuve : 

Soit u une fonction holomorphe au voisinage de l'origine dans (En. 
# 

On a : 

C 
LT-~+YJ+ y 

= 1 a (x,y) 1 c Y C  (T) x 
a, B a a-y 

Dx D u 
1~1+1a1slml yl<a Y 

Donc on a : 

Y B  Le coefficient de D D u est : 
x Y 

cy,B(x,~) = C a a,@ 
[.-.+Y] + 

cY a (x,y) C (7) x 
YSadm a-Y 

Alors on a : 



r %  m-r 7 c (x,y) = am,O(~,~) X = a (X,Y) x X 
m,O m,O 

Maintenant nous allons voir que : 

et que si B # O 

O sinon 

On sait que : 

et que si # O 

donc pour T-a+y> O, on a : 

car [a-r]+ + r-ci > O, de même : 



car : [a-r+l]+ + r-a+y = [a-r+l]+ + (7-a-]) + y+l 2 y+l . 
Donc Pl est bien un opérateur différentiel de Fuchs de p-poids 0. 

Soient , E c et y E V, on a : 

P,(k,y) = lim 
x-to 

donc : VA F tP , vy E V : 

Soit P un opérateur de Fuchs de p-poids r c /NP yar rapport à x. 

Et considérons le problème de Goursat suivant : 

Pu = f 

T 
u-w = 8 (x ) 

n où f et w sont deux fonctions holomorphes au voisinage de l'origine dans C . 

Faisons le changement de fonction inconnue suivant : 



Alors on a : 

avec v une fonction holomorphe au voisinage de l'origine dans cn. 
1 

Et on a : 

P(u) = P(v+w) = P(v) + P(w) 

Posons : 

Alors le problème de Goursat ( x )  devient équivalent au problème 

Donc on constate que le problème de Goursat (*) pour un opérateur 

P de Fuchs de ~ - ~ o i d s  T E IN , se ra~ène au problème de Goursat (**) pour un 

opérateur de Fuchs de p-poids nul. Et si on note par u (respectivement par 

vl) la solution de (r)  (respectivement de (**)) alors on a : 



CHAPITRE - - - - - - - - III 

CALCUL DE LA SOLUTION FORMELLE 

Le calcul formel que nous allons faire dans ce chapitre montre 

l'existence et l'unicité de la solution série formelle du problème dans 

le cas du p-poids nul par rapport à x. 

On se place, pour faire ce calcul, sur un voisinage V de l'ori- 

gine dans cq tel que : 

Pfiupuhitivn 3 . 7 .  Soit P un opérateur différentiel de type de 

Fuchs de p-poids nul par rapport à x. 

Alors P se décompose sous la forme suivante : 

où : Q est l'opérateur caractéristique fuchsien associé à P 

A et B sont des opérateurs différentiels holomorphes qui s'écrivent 

sous la forme : 



Pour montrer cette proposition nous avons besoin du lemme suivant : 

Lemme 3.1. Soient r c N' et f une fonction holomorphe sur un 

voisinage V de l'origine dans cn, il existe des fonctions uniques holomorphes 

sur V qu'on notera : f pour a î et a 6 r, telles que : 
a 

h holomorphe sur V : f (x,~) X~D:U(X,~) = 1 xa~X[f (x,y) u(xSy)] a 
asr 

Preuve : 

B 
= 1 ( 1 CtX%a-Bf ) D u = f x r ~ i  u 

BST Bsas-c 
x a x  x 

Donc en identifiant les deux membres de l'égalité on a : 

Donc si B # T on a : 

ce qui nous donne : 

par conséquent f est défini à partir des f pour a > B. Donc on peut 
B a 

définir les fp de façon unique. 



P t r ~ u v ~  dc &a pkapucliiian 3.7. 

Nous avons : 

a  
1) 'da t IN' : a  s m a (x,y)  D qui est de p-poids inférieur 

a , o  X 

ou égal à O donc on peut écrire : 

2) Va E M' : a  s m et vf3 E INq : B # (0 ,  ..., 0) 

a (x ,y)  D: D: est de p-poids inférieur ou égal à (-1 , - 1 ,  . . . ,-1) 
a ,  B 

donc : 

Et par conséquent on a : 



Posons : 

Donc, d ' a p r è s  l e  l e m m e  3.1, on a : 

AU = 1 X .  1, 1 x ~ D Y [ ~ ( ~ )  (x,y)u] 
1 

i = l  asm y j a  x a,Y 

s i  on prend : 



avec : 

Nous allons chercher une solution série formelle en x à coeffi- 

cients ?onctions holomorphes en y sur V. 

Donc nous supposons que u s'écrit sous la forme suivante : 

ll Lemme 3.2. Soient a  et R  deux multi-indices de IN-. 
-- 

On a : 

Preuve : 

1) si R > a ,  a l o r s o n a :  

2) si E ne vérifie pas : 5 a, alors il existe i : 1 < i < p 

tel que on ait : 



e t  à ce moment on a : 

c (Li) = O a. donc c ( a >  = O 
1 

a 

Prenons u(x ,y)  une s é r i e  formel le  en x  à c o e f f i c i e n t s  holomor--. 

phe en y .  

Alors  on a : 

n 

Q Y = ( a ( 0 , ~ )  2 ~ : )  u ( x , ~ )  
ahm a,O 



I V .  Exp4ennion de l a  n o l u t i o n  ~ o w d l e .  

S o i t  f  une s é r i e  f o r m e l l e  e n  x 9 c o e f f i c i e n t  holomorphes en  

y s u r  un v o i s i n a g e  d e  l ' o r i g i n e  dans cq : 

E t  nous a l l o n s  chercher  une s o l u t i o n  s i r i e  f o r m e l l e  du problGr?e 

Pu = f  

PU = QU + (A+B)U = f  

Par  conséquent  : 



Remarquons d'abord que pour tout R~N' on a : 

i) (,Li) U) (y) qui est définie par les fonctions : 
R 

u,(Y) pour k 6 R 

ii) De même, (Ba u) (y) est aussi définie à partir des fonctions R 

uk(y) pour k s R. 

Donc, en identifiant les deux membres de l'égalité, on trouve 

que P(R,y) uR(y) est une fonction qui est dEfinie d'une façon unique à 

partir des uk(y) pour k e INP : k < a. 

Ainsi si on prend un voisinage V de l'origine dans cq sur 

lequel on a : 

On peut définir d'une façon unique la solution série formelle : 

9. 



CHAPITRE IV ----- - 

CALCUL D ' U N  INVERSE DE LA PART7E 

~ 1 N C l P A L E  FUCHSIENNE 

Dans ce  chapi- t re  nous a l l o n s  nous i n t é r e s s e r  à l a  p a r t i e  p r i n c i p a l e  

fuchs ienne  d 'un  o p é r a t e u r  P de  t y p e  d e  Fuchs d e  p-poids n u l  p a r  r a p p o r t  à 

x .  A i n s i  nous a l l o n s  e s s a y e r  d e  c h e r c h e r  une s o l u t i o n  d e  Qu = f .  

1 .  NoZion d u  d o n d o m  majokantu .  

D E ~ i ~ o n  4.1 .  S o i e n t  u,U deux s é r i e s  f o r m e l l e s  à p-indgtermi- 

nées  : X I , X 2 ,  ..., X ; e t  t e l l e s  que : 
P 

u son t  d e s  é léments  d ' u n e  a l g è b r e  d e  Banach E e t  Ua s o n t  des  " 
nombres r é e l s  p o s i t i f s  ou n u l s .  

On d i t  que u(X) e s t  majorée  p a r  U(X> (ou U(X)  e s t  une s 6 r i e  

majoran te  d e  u(X)) s i  e t  seulement s i ,  on a : 

/ c e  qu 'on n o t e  p a r  : 



Pt~opiLiéXQcl d u  cl C 9 r . i ~  ma jomYLta. 

1) Soient u,v,U,V des séries formelles telles que : 

Alors on a : 

2) Soit u(x) une fonction holomorphe et bornée pour : 

Alors on a : 

où u(X) est le dévelo~pement en série entière de u(x) au voisinage de O. 

M =  sup lu(x)l 

lxj / K R j  

IsjSp 

3) Soient u,U deux séries formelles telles que 

Notons par : 



Alors on a : 

D(u>  c Q(u) 

7 7 .  FotunuR~on d u  c u n c k t i o ~ ~ ~  d'exh;tence de l a  ~ o l u L i o n  de QU = f. 

Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul par rapport 

à x. 

Le polynôme caractéristique fuchsien de T' s'écrit sous la f~rme 

suivante : 

Le calcul formel du chapitre III nous donne la solution formelle 

de Q u =  f. 

On va prouver qu'avec des hypothèses convenables sur le polynôme 

caractéristique fuchsien P, pour tout f holomorphe au voisinage de l'ori- 

gine dans cn, on peut trouver u holomorphe au voisinage de l'origine dans 

cn solution de l'équation différentielle Qu = f. 

On remarque d'abord que la condition suivante : 

est une condition nécessaire pour l'existence de la solution. Mais cette 

condition n'est pas suffisante, comme on peut le constater dans l'exemple 

suivant. (on sait cependant Cl] que pour p = 1 elle est suif isante) : 



Exmp&. Considérons le cas où : 

p = 2  et q = l  

Et prenons l'opérateur de Fuchs P suivant : 

est unopérateur de Fuchs de bi-poids nul. 

Son polynôme caractéristique fuchsien est 

La solution formelle de P(d = f est donnée par : 

Mais 

3 Et tout voisinage V de O dans C contient un élément 

(o,o,Y) avec Y=-lI+l M E N .  

Et sur ce voisinage on constate que UO,M(y) n'est pas définie 

car on devrait avoir sur V : ( + l ) + l  U (y) = fo,M(y), ce qui 
O,M 

1 
est impossible si f (- =) # O. 

0 'M 



Maintenant nous allons trouver dans le cas où p est quelconque, 

des conditions suffisantes pour lesquelles le polynôme P(L,y) ne s'annulle 

pas sur un voisinage de l'origine dans cq.  

On a le polynôme caractéristique fuchsien de l'opérateur P qui 

peut s'écrire comme suit : 

Posons 

. 1 = {1,2 ,..., pl 

. Jk = Ii ,i ,..., i 1 C 1 tel que 
1 2  k 

. P (~,y) , avec L B NP-~, le coefficient dans P(L,Y) de 
Jk 
k *- 
I[ ~ . l j  

1 j = I  j 

Par convention on prend : 

P n a p a d ~ a n  4 . 7 .  Soit P(R,y) un polynôme à p-indéterminées qui 

est de la forme (II), à coefficients continus sur un vaisinage w de l'ori- 

gine dans cq. 

Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes : 



Nous allons d'abord montrer le lemme suivant qui implique la 

proposition 4.1 quand p = 1 : 

L m e  4.1. Soit P(Q,y) = 1 ai(y) ai avec am(0) # O , un 
i=O 

polynôme à une seule variable, à coefficients continus sur un voisinage Fj 

de l'origine dans cq. 

On a équivalence entre les 2 propriétés suivantes : 

i) ' v ' a ~ : ~ :  P(R,O) # O 

ii) J C  > O 3~ voisinage de O dans (C4 tels que : 

l 

Preuve : 

En divisant le polynôme P par am(y) dans un voisinage de 

l'origine sur lequel on a : 

am(y) # O 

on remarque qu'on peut se ramener au cas où : 

Posons : 



Prenons 

où V' est un voisinage compact de O dans aq, contenu dans W, 

Alors on a : 

Donc si R >M+2, o n a  : 

Prenons maintenant R : O g 6 p.f+] on a : 

donc par continuité il existe V un voisinage de l'origine dans aq 
R 

et il existe 
CR 

un nombre réel strictement positif tels que : 

Donc si on prend : 

V" = v '  n [ n  v,] et = inf M+2 1 
a = ~  OS RSM+ I ( ~ a ' [ k $  ) 



Soit W' un voisinage de l'origine dans sur lequel on a : 

Alors sur V = V" n W', on a : 

% 
V R C I N ,  V Y s v  IP(E,Y)/ > Im(y) / /P(R,Y) 1 a cl(a+i) m 

et on prend : 

Dérnon~;t;lratLm de Ra pkaposh'ion 4 . 1 .  

ii) => i) 

Soit J quelconque contênu dans 1 tel que : 
k 

IP(R,Y) 1 
k tend vers I P  (~,y)l quand tous les R. pour 

(ai + ~ ) ~ ~ j  / Jk 1 1 . n  j 
3=1 j 

i E Jk, tendent vers l'infini. 
j 

De plus, on a 

donc : 



i) => ii) 

Nous allons montrer cette implication par récurrence sur p 

pour p = 1, et d'après le lemme 4.1, c'est vrai. 

Supposons que c'est vrai pour tout polynôme à (p-1) variables 

et considérons P un polynâme à p-variables tel que : 

posons : 

M = sup /aa[o) / 
a<m 

Alors on a : 

VR = (Q R ...' R ) E N P 
1' 2' tel que Q, > 1 bi E ~ 1 , 2 ~ . . . ~ p }  = 1 

P 1 

1 
Ip(e,o)I >: / a m ( o ) / ~ m - ~  1 a u =  ~~[la~(~)1 + M - M  , 1 

a<m m-cl alm R 

donc on constate que : 

jc' > 0, ]A > O tels que VR c [NP : R. 2 A 
1 

Vi e 1 



donc 

Prenons main tenan t  R .  u n  e n t i e r  n a t u r e l  f i x é  t e l  que : 
1 

0 , < R i S A  

Notons 

E t  c o n s i d é r o n s  l e  polynôme à (p-1) v a r i a b l e s ,  P ' ( R 1 , y )  s u i v a n t  



Soit J = {i i . . .,ik} C 1' tel que : 
k 1' 2' 

P' (L',Y), avec L'  c iN p-k- l , est le coefficient dans P1(R',y) de 
Jk 
k m. 
n j , et on constate que c'est aussi le coefficient dans P ( k , y )  de 

j = l  j 

Donc on a : 

et d'après l'hypothèse de récurrence on a : 

par conséquent si on prend : 

O i j  SA 

P ~ o p n i t i o n  4.2. Soit P(X1,X2, ..., X ,y) un polynôme, à p-indéter- 
P 

minées, à coefficients continus sur un voisinage B de 1 'origine dans cq. 

Soit m pour i E {1,2, . . . , p l ,  le degré de P par rapport à X.. 
i ' 1 



Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes : 

1 )  3c1 > O : VX = (XI ,X2,. ,x 1 E R o n a :  
P 

2) ]c2 > O : 3~ voisinage de O dans gq tel que : 

Preuve : 

Dans un sens la démonstration est évidente. 

Dans l'autre sens nous allons la montrer par récurrence sur le 

nombre d'indéterminées p. 

 après le lemme 4.1, on constate que la proposition est vraie 

pour p = 1.  

Supposons maintenant que l'équivalence soit vraie pour tout polynô- 

me de (p-1)-variables. 

Et prenons P un polynôme à p-indéterminées tel que : 

il est facile de voir que IV' voisinage de O dans gq, 3 c' > O 

tels que : 



!" m. 
P . ,  1 6 c' (X.+1) 1 

J 1 i=2 

Nous allons montrer d'abord que : 

ICA > 0 tel que YX' = (x2,x3,. . . ,X ) E IN P- 1 
1 P 

Donc VX E N', on a : 

m m-l 
P i 1 

2 n (xi+i> [cl - C' 1 
i= l j =O 

l ml-J -1 
(X1+l) 

Ce qui implique que Pour XI assez grand 



donc si on prend XI suffisemment grand on trouve que : 

Par conséquent et d'après l'hypothèse de récurrence : 

3 c  > O jml voisinage de O dans cq : PX' EN'-], dy E V 
1 m 1 

Donc sur V ' ( 9  V on a : m 
1 

donc pour XI suffisamment grand on a : 3 c  > O tel que : 

Et il ne nous reste qu'un nombre fini de XI (c'est-à-dire 

O 6 X 6 M) pour lesquels la relation n'est pas montrée. 
1 

Soit X fixé tel que O $ X $ M on a : P(X,y) qui est un 
1 1 

polynôme à (p-1) indéterminées qui vérifie en plus des hypothèses de la 

proposition la propriété suivante : 



1  où c = c (X +1 )  donc d'après 1 'hypothèse de récurrence on a : 1 ci > O 
1 1 1  

1 
et IV; voisinage de O dans cq tels que : 

1 

- - 1 avec donc si on prend : m 
(X1+l) 

1 

CokoUai/re 4.2. Soit P(X~,X~,...,X ,y) un polynôme à 
P 

p-indéterminées et dont les coefficients sont des fonctions continues en y 

sur un voisinage d'un compact K de cq. 

Soit m. pour i = 1,2, ...,p, le degré de P par rapport à X.. 
1 y 1 

Alors on a équivalence entre les 2 propriétés suivantes : 

b)  3 c 2 > 0  : I V  voisinage de K dans tq tels que : 



Preuve : 

Soit y c K, on a : 

d'après la proposition 4.2. ]c > O 9 IV voisinage de y tels que : 
Y Y 

K C  u Vy. Comme K est compact on a : 
UEK 

donc si on prend : 

ThZonème 4.1. Soit ?' un opérateur de type de Fuchs de p-poids 

nul par rapport à x, à coefficients holomorphes en y sur un voisinage d'un 

compact K de 9q contenant Iforigine et en x au voisinage de O dans aP .  

Si le polynôme caractéristique fuchsien de P vérifie : 

Alors pour tout f holomorphe sur un voisinage de { O }  x K dans 

c", il existe une fonction u holomorphe sur un voisinage de { O )  x K dans 

n 
C telle que : 



u est solution unique du problème : Qu = f ,  où (Q est la 

partie principale fuchsienne de 0. 

Preuve : 

 après le corollaire 4.2. on a : ]cl > O 3 ~ ;  voisinage 
de K tels que : 

Il existe un voisinage V de (01 x K dans cn sur lequel f 

est holomorphe et bornée. 

Prenons V de la forme : 

V = B(0,R) x V" 
K 

où V c  est un voisinage de K dans cq 

et posons : 

a 
f(x,y) = 1 f (y) x 

a s ( ~ ~  a a! ' 

La formule intégrale de Cauchy nous donne : 



Et la solution formelle de Qu = f est donnée par : 

Donc : 

car : vy vk, Va F : I~(a,y) ( 2 c' 

donc on a 

où u , P 
pour a & ( N  , est un élément de l'espace de Banach des fonctions 

a 
holomorphes et bornées sur VK, muni de la topologie de la convergence 

unif orme. 

Par conséquent u(x,y) est une fonction holomorphe sur le voisi- 

nage B(0,R) x VK et u est solution unique de Qu = f. 



Ci iAPTTRE ----- --- V 

CONVERGENCE D E  L A  S O L U T l O N  

1. N o & o m .  

Soient R un compact de cq et a un nombre réel strictement 

positif. 

On pose 

où B(y,a) est la boule ouverte dans Gq de centre y et de rayon a. 

On note par : E(R ) l'ensemble des fonctions à valeurs dans a 
- 

G qui sont continues sur Ra et holomorphes sur R . a 

E(R ) est une algèbre de Banach pour la norme suivante : 
a 

si R = (R R ..., R ) E (R:)' on pose : 
1 ,  2 P 

On note E (Q ) l'ensemble des fonctions séries formelles en 
R a 

x à coefficients dans l'algèbre E(R ) et qui vérifient : 
a 

E (Q ) , ainsi dé£ ini est un espace de Banach pour la norme suivante : ( [1 I] ) 
R a 



R ~ a h q u ~ .  

a) Soient R,R1 des éléments de R )  ; a et a' des nombres 

réels positifs tels que : 

Alors on a : 

Et cette injection a une norme inférieure ou égale à 1. 

b) Soient B(0,R) le polydisque de centre O et de rayon R 

et f une fonction continue sur B(0,R) x na et holomorphe sur 

x a 
En posant : F(x) = 1 - D:£ lx,0. On a : 

amP a !  

Preuves : 

a) soit f E E(QaI), on a : 

En identifiant f et f grâce au théorème du prolongement 
"a 

analytique on peut dire que : 

et que I l f  I1e(Qa) "If I1E(na,) 



et comme R S R' on a : 

BR, (x) << rn,(x) 

Donc 

et la norme de cette injection est inférieure ou égale à 1 .  

b )  Soit f une fonction holomorphe sur B(0,R) x R et continue 
a - 

sur B(0,R) x na, posons : 

Si on identifie f et son développement en série de Taylor en O par 

rapport à x, on a : 

La formule intégrale de Cauchy nous donne : 

Donc on a : 



Lmme 5.7. Soient : 

a et a des nombres réels strictement positifs. 
O 

Si Yi GZ { 1,2,. . . ,pl R. < T. et a <  a alors o n a  : 
1 1 O' 

1 De plus : 

Preuve : On a : 

on constate que pour montrer ce lemme il suffit de montrer que : 

Ce qui sera vrai en particulier si pour tout i E {1,2, ...,p 1 : 

qui est une conséquence directe de : ( [I 11 ) si o 10, l [ 



R .  
1 

X. 
1 on prend rl = - et t = -  

Ti 
R. ' 
1 

Lemme, 5.2. Soit B c iNq et considérons l'application DB suivante : 
Y 

Pour tout b réel tel que O < b < a, on a : 

De plus : 

Preuve : 

Soit u E E (R ) 
R a 

Nous savons que : 

Et il résulte de la formule intégrale de Cauchy que pour b I a, 



Donc on a : 

Lemme 5.3. Pour tout i E IN : 1 s i 4 p , l'application 

est une application linéaire continue de E (R ) dans lui-même. 
R a 

De plus sa norme est inférieure ou égale à R. . 
1 

Preuve : 

Soit u E ER(Qa) 

par conséquent : 

donc : 



Lemme 5.4.  So i en t  u = ( u l  , a2 , .  . .,a ) E (]O, 1 1 ) ~  e t  u 6 ER(na) 
P 

e t  considérons l ' a p p l i c a t i o n  g d é f i n i e  par  : 

Alors  on a : 

Preuve : 

u P ER(na) 

c a r  i = 2 . p : O < u 6 1 donc g E ER(na) 
i 

donc : 

U(X) << I I U  ILRya 

e t  g(x)  = U(UX) << 1IuII <PaR(ax> = Q (x) c a r  @ (OX) = mR(x) 
I ' U ' I R , ~  R a R 

e t  p a r  conséquent : 

IlgllR,a = I 1 ~ ' I u R , a  



17. Cunvagencc de la aalu;tiun de PU = f. 

Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul par rapport 

à x. 

Alors on a P qui se décompose sous la forme suivante : 

p = Q + A + B  

avec B~(x,~,D ) = C b (X,Y)D~ B u . 
Y 1~161ml-bl a, B 

* 
On suppose que les coefficients a (0,y) pour a < m, sont des 

a, 0 

éléments de E(Qa )y où a, est un nombre réel strictement ~ositif fixé. 
O 

De même on suppose que tous les a (i) et les b sont des a a,B 

éléments de E (a ) pour T E (R:)' fixé. 
a. 

 après les lemmes 5.1 et 5.2, on a la proposition suivante : 

* 
PhopooiAAon 5.1. Soient R (R:>' et a c iR+ tels que : 

Alors on a : 

: O <  b <  a B (X,Y,D~) D L (ERU2,) 9 E R b b ) )  
C1 

De plus : 



(L(E (il ),E (a ) )  : l'ensemble des applications linéaires continues de 
R a  R b  

ER(Qa) dans ER(ab)). 

Preuve : Soit u s E (R ) 
R a 



donc il s u f f i t  d e  p r e n d r e  

M n e d é p e n d q u e d e  R e t  a.  
a 

* P * Lemme 5 . 5 .  S o i e n t  R E (R+) e t  a s  R+. 

Sur E (n ) on  a l e s  3 p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 
R a 

x . (x .  D - X.)u = (x,  D - 
1 1 x.  1 

X i  - 1)x. u 
1 

l x i  1 

Preuve : 

(P I )  S o i t  u  E E (n ), on a : R a 

donc : 

(p2) S o i t  u e ER(n 1, on a  : 
a 



donc pour montrer (P ) il s u f f i t  de  v o i r  que : 
3 

V R ~ I N ~  : x a ~ a X R =  c ( x D ~ )  x R 
X a 

on s a i t  que : 

i 'i 
Car : (xi Dx - j ) x i  = (ai - j )x i  donc : 

i 

(p3) comme x .  D = (D x.  - l ) ,  o n a :  
1 X .  X .  1 

1 1 

x. (x .  D - Xi)u = x.(D x - 1 - X.)u = (x .  D - 
1 1 x.  i x i  1 1 X .  

X i  - 1)x.u 
1 i 1 

1 

Moyennant c e s  3 p r o p r i é t é s  on a : 

vu E ER(na) 

Bu = x x .. .x Ca(x D ) [B (x,y,D )u] 1 2  X a<m a Y 



donc on peut écrire : 

P a. 1 5 
où (D,x)" = (D xi) 

X. et Ba(x,y,Dy) est une combinaison linéaire des 
i= 1 1 

By(x,y,D pour y l a .  
Y 

De même, on a : 

U) Au = 1 1 (D x)" (x. a 
i=I aim x 1 a 

* C u 4 o U h e  5.1. Soient R a (+)P et a. IR+ tels que : 

Alors on a : 

et il existe M > O, ne dépendant pas de a et b, tel que 

preuve : 

Nous avons : 

donc 



Soit u E E (R ) : 
R a 

Donc si on pose : 

M = sup M' a 
a<m 

Maintenant nous allons introduire d'autres opérateurs qui vont 

nousêtre très utiles pour la suite, et qui sont pour i o IN : 1 6 i ( p, 

et u o E ( 5 2 ) :  
R a 



(ff ) (Dx xi)u = (Dx xi) (ffx )U = u X. 
1 i i i 

Preuve : S o i t  u e E (R ) 
R a 

S o i t  a e wP, posons : 



Alors on a : t/il E ER(Qa) 

P 

= (D x ) ~  1 f f m m ( ~  X X x)" [ y  X ,  ;ci> ,] 
a6m 

1 a i= 1 

Lmme 5.6. Soit P un opcrateur de type de Fuchs de p-poids nul 

par rapport à x, tel que tous les coefficients de sa partie principale 

fuchsienne soient dans E(Qa ) . 
O 

Si son polynôme caractéristique fuchsien vérifie : 3 a  > O : 

a 6 a 3 c  > O tels que : 
0 

Alors on a : 



Preuve : -.- 

Soit U E  ER(na) 

donc 

P h o p o n f i a n  5.2. Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids 
A 

nul par rapport à x, tel que tous les coefficients a 0 , )  de sa partie 
a ,O 

principale fuchsienne soient dans E(n2 ) et que tous les coefficients - 
O 

a de A soient dans ETha 1. 
C1 

O 

Si son polynôme caractéristique vérifie : 

3 3  > O  : a s  a 
O 

j c  > O  tels que : VR E I N ~  , ~ h . F n a  

Alors : 

* 
R E (R:)' : ~i = 1 , 2 ,  ...,p R .  < T  

i ' Y a e R  : a ~ a  
1 + O 

HA E L 



et il existe K ,K2,...,K des constantes positives telles que : 
1 P 

Preuve : Soit u E E (R ) 
R a 

;<il HAu = H(D x 1 H X - ~ I  xi 
ajm 1= 1 

uI 

donc 

comme les sont des éléments de E (fi ) on a : 
a T a 

O 

donc si on prend : 



Remarquons que 1 K . R  tend vers O quand R  tend vers 
i= l 1 i 

rc + 
O,. O dans (IR+) 

ThCotrème 5 . 1 .  Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids nul 
ZI 

par rapport à x, tel que t ~ u s  les coefficients a 0 .  de sa partie prin- 
a.0 

cipale fuchsienne soient dans E (Cl ) et que tous les coefficients a (il 

a. C1 

et 
b a , ~ 9  

des opérateurs différentiels A et B respectivement, soient dans 

Si le polynôme caractéristique fuchsien de P vérifie : 

3 i l  > O : a < a ]c > O tels que : VR   IN' 9 \dy E 
O y a 

Alors : k c (R:)' tel que i 1 . . . , R. < Ti  on a : 
1 

tels que 

Pu = f. 

Preuve : 

Pour montrer ce théorème nous allons utiliser la méthode des 

approximations successives comme on le fait classiquement dans le théorème 

soit R" E (R:)' tel que : 

Alors on a : 



donc d ' a p r è s  l e  théorème du p o i n t  f i x e ,  on a : ( 1  + HA) q u i  est  i n v e r s i b l e  

s u r  ER,,(Qa) e t  : 

Prenons  R E t e l  que R g Ru, e t  c o n s i d é r o n s  l a  s u i t e  

( u p ) p m  nu 
d é f i n i e  pa r  l a  r e l a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  s u i v a n t e  

U P+ 1 = u o  - (]+HA)-' HB P pour  p  s N. 

A p a r t i r  de  l a  s u i t e  
(up)pdN 

nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  l a  s u i t e  

(vp) p d  
t e l l e  que : 

v  = u  
O O 

t i p c m :  v  = U - u .  
p+l p+l p  

A l o r s  on a  
("P)Pw 

q u i  v é r i f i e  : 

i )  ~ ' ~ E I N  v 
P+ 1 

= - ( I+HA)-I  HB v  
P  

i i )  € ] o , a [ ,  YP e IN : v  E ER((nb). 
P  

En e f f e t  : s o i t  bo E ]0 ,a [  



SUPPOSD~~ que : b E ]0,a[ v E E (a ) et prenons c tel 
P R b  

que: b < c < a  
O 

ER(aC) 
P 

d'après le corollaire 5.1, on a : 

,,m-a 
X 

, H ( D ~ ~ ) ~  et (I+HA)-' étant des opérateurs qui vont de Ea(nb ) 
O 

dans lui même, on a : 

Maintenant nous allons montrer qu'il existe des constantes 
1 

et If2 strictement positives telles que : 

P 

comme v e E (n ) , posons : 
O R a  

- 
MI - l/vO//R,a 

1 .  JJH(oxxIrn 1 'L s 
X rxIx2...Xp I I ~ , ~  

1- f K . R .  a <m 
j= l  J J 

C % 
S IIff:UkI~2*..x B (v )] I /  

1- f K.R. a<m 
P a n  R ,  b 

j = l  J J 



Posons : 
% 

w (x) = X , X  2 i . . ~ p  Ba(vn) 
a , n  

Alors  on a : 

m -a 
1 1  m2-a2 m -a 

P P 
o ù :  0 = ( n  o 

a 9 n c f  Y . * . >  !, 'i Y P  1 e t  i = I  i Y I  i = I  i 2 , 2  
1 1 2 i - 

P D 

m-a % 1 1 %  rxix2...xp B , ( ~ ~ ~ I I ~ ~ ~ ~  j I I  w (oax) ik , dua 
[O, ]-J lml-lal 

a ,n 



Choisissons c t e l  que 

a-b c - b = -  
n+2 

Alors on a : 

1 n+ l a-c = (a-b)-(c-b) = (a-b) [l - -1 = - 
n+2 n+2 (a-b) 

Donc : 

P a r  conséquent : 



donc si on prend : 

on a bien 

C.Q.F.D. 

Donc on constate que si on choisit R' E (R:)' tel que : 

(ce qui est équivalent à : 

Alors la série vn converge normalement dans E (Rb) et par 
n=O R ' 

conséquent la suite 
(un) n m  converge vers un élément u de Eg,(Rb) qui 

est solution de Pu = f. 

Car u vérifie : 



L'unicité de la soliition est donnée par le calcul formel du 

chapitre III. 

Tizéo&ènte 5.2. Soit P un opérateur de type de Fuchs de p-poids - 

nul par rapport à x. 

Si le polynôme caractéristique fuchsien de P vérifie : 

Alors pour toute fonction f holomorphe au voisinage de l'o~igine 

n 
dans C , il existe une fonction unique u, holomorphe au voisinage de 

1 
I 1' origine dans cq, solution de 
1 

P u = £  

Preuve : 

Nous allons prendre : 2 = {O) d'après la p-oposition 4.2 : 

q c ,  > O , J V  voi;inage de O dans 6' tels que : 

on va prendre V de la forme : 

* 
Soient T a (R:)' et a2 E fi+ tels que tous les coefficients de 

P soient holomorphes et bornés sur où R ( 0 , T )  est le 

polydisque de centre O et de rayon T = ( T I ,  ..., Tp) 

Posons : 



A l o r s ,  -ri i d e n t i f i a n t :  t ~ u t e s  l e s  f o n c t i o n s  e t  l e u r s  s é r i e s  ci( 

\ 

Taylor  e n  O p a r  r a p p o r t  à x,  on aeu t  a p p l i q u e r  l e  théorème 5.1. ,  e t  on 

t r o u v e  une s o l u t i o n  un ique  u d e  Pu = f holomorphe au  v o i s i n a g e  d e  l'ori- 

g i n e  d a n s  cn. 

R~mcvrqu P A .  - 

1) Le théorème 1 . 1  d é c o u l ~  immédiatement du théorème 5 . 2 .  e t  Su 

passage  d ' u n  o p é r a t e u r  d e  p-poids qiielconque à un o p é r a t e u r  de  p-poids l u 1  

que nous avons vu dans  l e  c h a p i t r e  TI. 

2 )  On p o u r r a i t  s e  demander si on peu t  p r e n d r e  dans  l e  3 " )  de l a  

d é f i n i t i o n  1.2. que : l e s  monômes d i f f é r e n t i e l s  a  ( x , y )  D: D' pour 
a, B Y 

R # O s o n t  d e  p-yoids p a r  r a p p o r t  x  s t r i c t e m e n t  i n f é r i e u r  2 m-k. 

L 'exemple s u i v a n t  nous m o r t r e  que l a  réponse  e s t  non. 

Exemple.. 

Considérons  l e  c a s  où p = 2 e t  q  = 1 ,  e t  prenons  l ' o p é r a t e r r  

d i f f é r e n t i e l  P s u i v a n t  : 

E t  cherchons  une s o l u t i o n  de  : 

Le c a r a c t é r i s t i q u e  f u c h s i e n  d e  P e s t  : .  



Le calcul formel nous donne : 

Donc on a : 

formellement on a : 

pour R 5 1 :  1 

2 
u ( y > = -  

R I  90 
D u 

a l + ]  Y RI-1,o 
(Y) = - 2 R 3  

D u (y) = 
R I + ]  Y 0 ,o  

qui est une série qui ne converge sur aucun voisinage de O .  



3) La c o n d i t i o n  i m p ~ s é c  au ~ o l y n ô m e  c a r a c t é r i s t i q u e  f u c h s i e n  n ' t ~ s t  pas  

une & ~ i ~ d i t i o i î  nécessaire, comiie on peut l e  c o n s t a t e r  avec l ' exevp le  siil van t  : 

Exempte. Considérons  l e  c a s  où : 

E t  prenons l ' o p é r a t e u r  d e  Fuchs P s u i v a n t  : 

P e s t  un opéra te i i r  de  Fuchs d e  bi -poids  n u l .  

Son polvnôme c a r a c t é r i s t i q u e  f u c h s i e n  e s t  : 

La so lu t  i o n  f o r m e l l e  de  pu = f e s t  : 

2 c'ont pour t o u t  f  holomorphe a u  vo i : , inage  de  l ' o r i g i n e  clans. @ , il  e x i y t e  

u  holomorphe au l r o i s i n a g e  d e  1 ' o r i l ; i n e  s o l u t i o n  uniqiie de  Fu = f .  

E t  l e  pc<lynÔme P(Rl,P2) ne v é r i f i e  pas  l a  c o n d i t i o n  que noii: avons  

imposée i a r  P(0,C2) = 1 .  
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