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SOMMATRE

L'objet de ce thavail est de prédire un certain type
d'écoulement dans Lequel apparaissent des fLuctuations de masse
volumique. Seules fLes fluctuations dues a des hétérogénéités de
composition senont considénies. Un exemple de ce genrte d'écoulement
est Le mélange isotherme d'hélium et d'azote dans un domaine
bidimensionnel. Le niveau de fermeture des Equations moyennes
du mouvement est au premiern ondre, ce Qui signigie que Les
quantités du second ondre apparaissant dans ces équations telles
que Les contraintes de Reynolds ou Les fLux turbulents de masse
sont exprimies en fonction des varniables primitives (vitesse et
concentration) et d'une viscosité turbulente, qui est fonction
des Echelles caractinistiques Locales de La turbulence. Le modele
de turbulence ainsi obtenu, est utilisé pour décrnine des écoulements
a masses volumiques constantes ou variables. Dans tous Les cas
consideénis La qualité des prédictions est satisfaisante. La valeur
des constantes inclues dans ce modele de turbulence est Lite aux
carnactinistiques des composantes du mélange, probablement par une
gonction plus ou moins complexe du rappont des masses moléculaires,
Néanmoins, Le méﬁange azote-helium peut ethe considéné comme un cas
extneme de mélange non-néactif et on peut 4'attendre a ce que Le
mélange d'autrnes gaz soit dégnit avee des valewrs intermédiaires
entre celles utilisées pour Les Ecoulements incompressibles et celles

utilisées dans Les prédictions exposées dans ce mémoinre.




TABLE DES MATIERES

I.- INTRODUCTION.
1.1.- TURBULENCE
1.2.- PRINCIPALES TENDANCES DE LA RECHERCHE EN TURBULENCE.
1.3.- APPLICATIONS.
1.4.- PLAN DU MEMOIRE.
IT.- EQUATIONS DE LA TURBULENCE.
IT.1.- THERMODYNAMIQUE.
11.2.- TRAITEMENTS STATISTIQUES.
11.3.- EQUATIONS MOYENNES DE LA TURBULENCE.
111.- HYPOTHESES DE FERMETURE.
1T1.1.- FERMETURE DES EQUATTONS.
111.2.- REALISABILITE DE LA FERMETURE.
111.3.- INVARTANCE.
IV.- TRAITEMENT NUMERIQUE.
IV.7.- FORME GENERALE DES EQUATIONS.
1V.2.- CHANGEMENT DE COORDONNEES.

IV.3.- SCHEMA DE DIFFERENCES FINIES.
1V.4.- FORMULATION AUX DIFFERENCES FINIES.
1V.5.- ALGORITHME DE THOMAS.
1V.6.- CARACTERISTIQUES.
IV.7.- CONCLUSTONS.

V.- RESULTATS.
V.1.- MODELE (k-e) POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMIQUE CONSTANTE (MODELE 1).
V.2.- MODELE (k-€¢) POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMIQUE VARIABLE (MODELE 1).
V.3.- MODELE (k-€) POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMIQUE VARTABLE (MODELE 11).
V.4.- MODELE (k-e) POUR MELANGE SUPERSONIQUE.




VI.- CONCLUSTON.

VI.1.- TYPE D'ECOULEMENT CONSIDERE.
VI1.2.- ANALYSE DES RESULTATS.
VI1.3.- PERSPECTIVES.




CHAPITRE 1
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. APPLICATIONS.

. PLAN DU MEMOIRE.




I-1. TURBULENCE

Déja dans la premiére moitié du dix-neuviéme sidcle, l'existence
de deux types d'écoulements différents, maintenant qualifiés de laminaire
et de turbulent, fut. mise en évidence par St Venant [1]. Cependant,
c'est Osborne Reynolds [2] qui fonda la premiére théorie de la turbulence
en considérant les conditions sous lesquelles 1l'écoulement laminaire dans
un tuyau se transforme en &coulement turbulent. Cela amena Reynolds 2
formuler un critére général de similitude dynamique pour les &coulements
des fluides visqueux incompressibles. Ce critére est fondé sur les valeurs
du nombre de Reynolds, du nom de son créateur,

- UL
Re = N (1)

ol U et L sont les échelles caractéristiques de vitesse et de longueur de
1'écoulement et ol v est la viscosité cinématique du fluide. Ce nombre de
Reynolds peut &tre interprété comme le rapport des valeurs caractéristiques
des forces d'inertie aux forces visqueuses agissant dans le fluide. Les
forces d'inertie qui produisent le mélange de différents volumes de fluide
se déplacant avec des vitesses différentes, produisent aussi un transfert
d'énergie entre les composantes 3 grandes échelles du mouvement et celles

a échelles plus petites. Flles assistent ainsi & la formation d'hétérogénéités
de petites tailles dans 1'écoulement qui sont caractéristigues de la
turbulence. Ainsi, des valeurs suffisamment petites du nombre de Reynolds
correspondront & un écoulement laminaire et des valeurs &levées & un
écoulement turbulent. Ceci est un premier résultat fondamental &tabli par

0. Reynolds. Une seéonde contribution majeure est de représenter les valeurs
de toutes les quantités hydrodyn;miques d'un écoulement turbulent par la
somme d'une composante moyenne et d'une composante fluctuantef Cela permet
d'étudier seulement les valeurs moyennes qui varient lentement dans le temps

et dans 1'espace. Depuis Reynolds, le concept de "moyenne" est mieux compris




principalement grice & la théorie des probabilités. Quoique Reynolds

n'ait utilisé que quelques propriétés algébriques de 1l'opérateur "moyenne",
ces propriétés produisent une réelle simplification des &quations de la
mécanique des fluides. Par ces contributions, Reynolds fonda la mécanique
statistique des fluides qui fut & l'origine des travaux de Boussinesq,

Taylor, Von Karman et beaucoup d'autres.

1.2. PRINCIPALES TENDANCES DE LA RECHERCHE.

A cause de 1'étendue des échelles caractéristiques, qui sont
nécessaires pour décrire un écoulement turbulent, il est irréaliste
d'analyser ce type d'écoulement par la résolution des équations de
Navier-Stokes, quoique ces derniféres régissent le mouvement de toute
particule fluide dans un écoulement laminaire ou turbulent. La raison
est que la capacité de calcul requise excéde de plusieurs ordres de

5 6

grandeur ce qui est actuellement disponible. Un rapport de 10” ou 10
peut exister entre les valeurs extrémes des &chelles caractéristiques
d'un écoulement turbulent. Une grille assez fine pour percevoir les
mouvements & petite &chelle de la turbulence exigerait donc un nombre
considérable de noeuds. Toutefois il existe d'autres approches pour
résoudre le probléme des écoulements turbulents. Les principales
d'entre elles sont briévement exposées ici.

a) La premiére technique est la fermeture en un point (single-
point closure) et est certainement la plus utilis@e. La méthode consiste
a4 moyenner les équations de Navier-Stokes. La non-linéarité du terme
convectif introduit un terme inconnu 5?%:75; dans 1'équation moyennée
de quantité de mouvement. Diffé;entes techniques sont employées pour

déterminer cette corrélation, par une relation algébrique ou avec une

ou plusieurs équations aux dérivées partielles. Cette approche est retenue

dans ce mémoire pour prédire le mélange turbulent de deux gaz.




b) La seconde approche consiste & considérer les &quations
différentielles régissant les corrélations en deux points ou les variables
définies dans le plan spectral. Cette approche est la base de la méthode
d'interaction directe envisagée par Kraichnan [3] et développée plus tard
par Herring [L4L] . Elle fut aussi utilisée par Orszag [5] dans son article
sur les théories analytiques de la turbulence. Ce type de méthode est
1imité aux écoulements a faible nombre de Reynolds pour permettre la
prise en compte de toutes les échelles caractéristiques. Les valeurs
moyennes des variables sont obtenues par le traitement stafistique des
résultats d'un nombre suffisamment grand de réalisations. Cela implique

des cofits énormes et la nécessité de trés importantes capacités de calcul.

c¢) Une troisiéme approche importante est la prise en compte des
grandes structures de la turbulence (large eddy simulation). Cette technique
consiste & moyenner les &quations de Navier-Stokes sur un temps T plus
petit que 1'échelle de temps des grandes structures de turbulence de
1'écoulement. Seuls les mouvements d'agitation ayant une é&chelle de temps
plus petite que T, (ou une échelle de longueur inférieure au maillage
utilisé) sont modélisés (subgrid-scale modelling). Deardorff [6] suggéra
le premier cette approche et l'utilisa pour prédire des &coulements dans
un tuyau et dans des couches limites atmosphériques. Mais, d nouveau, la
principale reétriction 8 1'utilisation de cette m&thode est d'ordre matériel.
Deardorff [7] a calculé un cycle diurne en occupant pendant une semaine un
~ordinateur CDC T600. C'est pourquoi, l'avenir d'un tel traitement des
problémes de turbulence semble &tre surtout d'améliorer les hypothdses

de modélisation des fermetures en un point.




1-3. PERSPECTIVES.

A) Choix de la technique utilisée

Dans le paragraphe précédent, les principales tendances de la
recherche en turbulence ont été exposées avec leurs limitations. Pour le
travail qui est présenté dans ce mémoire, la premiére approche est retenue
pour les raisons exposées ci-dessous.

a) Moyens de calcul limités.

La méthode de calcul doit pouvoir &tre utilis€e par des bureaux
d'études pour des applications industrielles ou de laboratoire. Donc il
est indispensable que de tr@s gros ordinateurs ne soient pas nécessaires
pour obtenir des résultats (tous les calculs ont été effectués sur un

ordinateur CII du type Mitra 15).

b) Caractére spécifique du probléme du mélange.

Le type d'écoulement qui est &tudié est le mélange de deux gaz
qui ont des masses moléculaires différentes, tandis que les deux derniéres
approches exposées précédemment concernent seulement les €coulements

incompressibles de fluides homogénes.

B) Appliications.

Deux domaines de la recherche sont directement reliés & ces calculs.

a) La combustion turbulente.

Le systime des équations de Navier-Stokes moyennées doit &tre
utilisé pour prédire une grande variété de problémes de combustion tels
que les flammes turbulentes de diffusion, les flammes pré-mélangées, les
&coulements dans les chambres de combustion, les foyers etc... De nombreuses
équations doivent &tre fermées et résolues, qui sont nécessaires pour décrire
les opérations thermochimiques et pour prédire les valeurs moyennes des

variables thermodynamiques. Ces quantités peuvent €tre la fraction massique,



1l'enthalpie, le flux de chaleur, les fluctuations de masse volumique etc...
En général, une grande variété de covariances et de corrélations est

rencontrée dans le cadre de cette approche.

b) Cavité laser i haute puissance.

Cette technique peut &tre utilisée aussi pour calculer les variables
thermodynamiques d'un écoulement laser (laservchimique ou dynemique & gaz)
ol la description des paramétres du mélange est de premiére importance
pour connaltre le rendement ou la puissance qui peut &tre extraite d'une

cavité laser.

1.4. PLAN DU MEMOIRE

Dans 1'optique de ces applications, un modéle de turbulence eét
utilisé pour prédire des écoulements & masses volumiques constante et
variable. La premiére approche de la turbulence est adoptée, c'est-d-dire,
la résolution des équations de Navier-Stokes moyennées et fermées au premier

ordre. Le mémoire est organisé comme suit .:

Le chapitre II rappelle quelques définitions de base nécessaires
4 la description d'un mélange d'un point de vue thermodynamique. Puis deux
différentes statistiques sont discutées et l'une d'elles est retenue
parce que mieux/adaptée aux écoulements & masse volumique variable. Apres
cela, les premiéres équations moyennées sont introduites pour différentes

quantités qui sont nécessaires aux hypothéses de fermeture.

Le chapitre III donne toutes les hypothéses de modélisation et
se termine avec-1'dcriture compléte des &quations pour les écoulements

paraboliques bi-dimensionnels stationnaires.




Le chapitre IV contient un exposé de la méthode numérique utilisée
pour résoudre les équations aux dérivées partielles qui sont &tablies dans

le chapitre précédent.

La discussion des résultats et la comparaison avec les résultats
expérimentaux est faite dans le chapitre V. Puis le chapitre VI résumera
les résultats obtenus en soulignant les avantages et les inconvénients

de la technique adoptée.
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11-1. THERMODYNAMIQUE

- Ecoulement de §Luide homogéne.
- Hypotheses nestrictives du continuum.
- Déginition des variables internes d'un fLuide.
1 - Masse volumigue.
2 - Quantité de mouvement.

3 - Energie interne.

- Equations de bilan poun un écoulement de {Luide
homogéne avec La RLoi de viscosité de Newton et

La Loi de conduction de chaleurn de Fourlen.

- - Ecoulement de 4luide non homogéne.

- Varniables internes pour chaque espéce.

- Deginition d'un Zcoulement de mélange a partin des
variables d'espeéces.

- Equations de bitan pour un Ecoulement de fluide

non-homogéne incluant La conservation d'espice.




1

I1-1. FONDEMENTS THERMODYNAMIQUES.

Afin de donner une description réaliste du mélange de gaz de masses
volumiques différentes, il est nécessaire d'étendre le concept conventionnel
de fluide homogéne pour considérer en un méme point (x,t) toutes les
composantes qui constituent le mélange dans le cadre de la thermodynamique
des milieux continus. Pour avoir une définition claire des variables
nécessaires, nous les définirons d'abord dans le cas de 1'écoulement
isotherme d'un fluide homogéne, puis ces définitions seront &tendues au
cas non isotherme et finalement une éventuelle non-homogénéité du fluide
sera envisagée.

Un milieu continu doit satisfaire les deux conditions suivantes :

1 - Le milieu est monophasique; il peut &tre liquide ou gazeux.

Des molécules d'espéces chimiques différentes peuvent &tre présentes,

mais dans une méme phase.

2 - Les effets de rarefaction sont exclus. En autres termes,
le libre parcours moyen (m.f.p.) des molécules doit &tre plusieurs ordres
de grandeur plus petit que n'importe quelle échelle de longueur (L)
caractéristique de 1'@coulement. Cette condition peut &tre formulée

avec le nombre de Knudsen Kn par :
K = << 1. (1)

Si cette condition n'est pas remplie, 1'écoulement d'un gaz ne peut pas
€tre décrit par les équations aux dérivées partielles de la mécanique

des Tluides qui seront établies dans la suite. Dans le cadre de la
mécanique des milieux continus, nous supposerons qu'il est possible de
définir un petit domaine 6V dont les dimensions sont plus grandes queb
celles des molécules et sur lequel une moyenne spatiale de toute propriété

moléculaire définit la valeur locale d'une quantité macroscopique ¢ .
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Soit ¢ wune propriété moléculaire de 1l'écoulement. La valeur locale

correspondante ¢ sera
Y
sV

Dans cette relation, I {§ signifie que la sommation est faite
8V .
sur toutes les molécules qui sont & l'intérieur du domaine élémentaire &V.
Deux sortes de variables sont nécessaires pour caractériser ce type

d'écoulement.

1) Masse volumique.

Supposons que N molécules de masse MA se trouvent dans le volume

élémentaire &V entourant un point P . La valeur locale de la masse

volumique en ce point est définie par
_ N.MA

P =57 (3)

2) Quantité de mouvement.

Chaque molécule a sa propre quantité de mouvement ﬁa . De méme
il est possible de définir la valeur locale de la quantité de mouvement

au point P par 5 za
5> o
oV = (4)
v

La sommation sur a est &quivalente & celle sur &V, mais chaque

molécule peut avoir une quantité de mouvement différente de ses voisines.

A) Transport de quantité de mouvement.

Ces quatre variables (masse volumique et composantes de la vitesse)
constituent les paramétres nécessaires pour caractériser le fluide au

point P dans le cadre de 1l'&coulement isotherme d'un fluide homogéne.
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Pour exprimer la conservation de ces variables, il est tout d'abord
nécessaire de faire un choix entre deux systémes de référence possibles
les représentations eulérienne et lagrangienne. Dans la formulation
eulérienne le mouvement du fluide est décrit par rapport & un systéme

de référence donné (O, §1, ;2, ;3), tandis que dans la formulation
lagrangienne, la particule fluide est suivie dans son mouvement.

Pour ce travail, la représentation eulérienne est adoptée, ce qui
implique que les quatre variables définies précédemment (masse volumique
et composantes de la vitesse) doivent satisfaire une &quation de bilan

dont la forme générale est

9 3 9 $ ¢
—m —_— - —— +
g (pe) + 5= (o v, ¢) =5 —(T)) +58 (5)
k k
p est la masse volumique, Vi est la composante de vitesse correspondant
4 la direction X, . Pour chacune des quatre variables internes de

k

1'écoulement, les contributions ¢, Tﬁ et S¢ sont données dans la table 1.

&quation de ) T¢ S¢

. k
conservation de la
masse 1 0 0
P . ., o, v
équations de quantités vy Tok s a
de mouvement (a = 1,2,3)

Table 1

La premiére équation ou &quation de conservation de la masse fait
état du bilan massique nul & travers un volume &lémentaire. Les trois
équations de quantité de mouvement correspondent & un bilan nul des flux
de quantités de mouvement avec les &ventuelles créations ou destructions

de ces quantités. Tt est le flux de la composante a de quantité de

v

- . > [o 3 .
mouvement le long de la direction x, . 8 représente les forces extérieures

ok
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qui s'exercent sur 1'élément fluide. Ces forces peuvent avoir deux
origines différentes : la pression qui rézne dans le fluide et les
forces volumiques extérieures (var ex. la gravitation).

L'équation d'état relie la pression p et la masse volumique p .

P=p RT (6)

R est la constante universelle des gaz divisée par la masse moléculaire
du fluide et T est la température absolue.

En &crivant les trois é&quations de quantités de mouvement, neuf
inconnues <t , ont été introduites. Ces quantités sont les neuf composantes

ok
de TSB connu conme le tenseur de contraintes. La loi de Newton de
viscosité permet 4 ces composantes de contraintes d'é&tre exprimées en
fonction du gradient de vitesse et d'un coefficient appelé viscosité.
A cause des propriétés du tenseur des contraintes (trace nulle et symétrie)

les valeurs des six composantes indépendantes sont, pour les fluides

newtoniens (réf. [1] , p. 571-5T7h)

=2 _ au
Txx ~ 3 W V.u 2u 39X
2 > v
= — —2 —_—
Tyy 3 U V.u ! 3y
= 2 > w
Tze ~ 3 veu - 2w 9z (1)
T =T - - -ai.piv_
Xy ¥X H NS 3x
- - - du . 3w
Txz =~ Tox H (az YA
= = -y (LW
vz T oy H (az C 3y

Les expressions pour les contraintes visqueuses sont des approximations

valides si les gradients de vitesse ne sont pas trop importants [2].
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I1 est alors possible de montrer, & l'aide de la théorie cinétique

des gaz, qu'une condition nécessaire est

v
o]

ax

B

|m.f.pL

<< 1 (8)

c

ol ¢ est une vitesse moléculaire caractéristique (par exemple ¢ = V2RT).
Aux conditions normales on a pour l'air (m;f.p) = 0.6 10—7 m et
¢ = 400 m/s. Ainsi cette condition est clairement satisfaite dans la
plupart des applications. La structure d'une onde de choc est une exception
bien connue.

L'équation de continuité kou de conservation de la masse) et
les équations de quantité de mouvement, en compagnie de 1'équation
d'état, les lois de contraintes et la loi de dépendance de la viscosité
8 1'8gard de la masse volumique forment un systéme fermé 4'équations.

Des conditions initiales et aux limites appropriées permettent
la détermination de la pression, de la masse volumique et des composantes

de la vitesse pour 1l'écoulement isotherme d'un fluide homogéne.

Des équations générales de mouvement pour un fluide newtonien sont

pg—%+pu%§-+pv-g—;+pwg%=—%§+a—i£(2u-g—;}--%uv.a)
s e Z] s 2] vog o)
pg—%+pu—%§+pvg—;+pw%=—%§-+%(2 %—Euv.u)
+§;[v(g—;+'g%)]+%[u(g—;+g—;§)] toa, (10}
p%%+pu%§+pvg~;+pw-g=-%§+%;(2 g:f-guv.ﬁ)
Ll L&) epe, a1
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Ces équations sont rarement ufilisées sous leur forme compléte.

On se limite le plus souvent soit au cas d'un fluide idéal (u=0)
soit au cas d'un fluide incompressible (p = cste).

Aprés avoir &tabli ce premier systdme fermé d'équations pour les
€coulements isothermes homogénes, nous allons &tendre maintenant ce

formalisme aux écoulements non-isothermes.

B) Transport de chaleur.

Quand, en addition au mouvement du fluide, un transfert de chaleur
est présent, il devient nécessaire d'utiliser aussi la notion de bilan
d'énergie, similairement aux concepts de bilan de quantité de mouvement
et de conservation de la masse.

Considérons un &lément de volume dans le cadre d'une description
eulérienne. L'équation de conservation de l'énergie procéde de la premiére

loi de la thermodynamique appliquée & 1'élément fluide et peut &tre écrite :

2 (pe + -lp u2) y 2 vk(pe + lp u2):] = —V.a + p(ﬁ.g)—v.pﬁ - v.(r.2) (13)

3t 2 3%, 2
(1) (11) (IIT) (IV)

Dans cette €quation e est 1'énergie interne du fluide par unité de masse
et %_ug_ est 1'énergie cinétique du fluide par unité de volume. L'énergie
interne comprend la propre énergie des molécules elles-mémes (mouvements

de translation et de rotation et &nergie interne des molécules) et 1'énergie

d'interaction entre les molécules. Les différentes contributions sont

(1) -V.E -+ conduction.

(11) p(ﬁ.g) + puissance des forces de gravitation par unité de volume.
(III) -V.pu - puissance de la pression par unité de volume.

(Iv) -v.(1.9)> puissance des forces visqueuses par unité de volume.

a est le vecteur flux de chaleur et E le vecteur force de gravitation
par unité de masse.
Il a été montré dans le paragraphe précédent que p et T , peuvent

€tre déterminées pour un fluide newtonien mais ce n'est pas le cas du vecteur

flux de chaleur a .

!
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Par analogie & la loi de Newton de viscosité, nous introduisons
maintenant la loi de Fourier de conduction de chaleur qui relie le vecteur
flux de chaleur au gradient de température :

3= - k.VT (14)
De nouveau, la théorie cinétique des gaz indique que (1L4) est une
expression valable tant que les gradients de température ne éont pas

trop grands. Le critére de validité est similaire & (8).

(mfP) ] << 1 (15)

%y

En utilisant les mémes arguments que pour (8) il est possible de montrer
que ce critdre est satisfait dans la plupart des cas pratiques. L'équation
(13) exprime la conservation de 1'énergie totale par unité de volume.

Pour certains problémes de transfert de chaleur, il est plus commode de
travailler avec 1l'équation d'enthalpie. Pour obtenir cette €quation, il
suffit de soustraire de (13) 1'équation de 1l'énergie cinédtique qui est
obtenue en formant le produit scalaire de u avec les équations de quantites
de mouvement (9), (10) et (11) (voir réf. [3]1). L'équation de bilan de

1'enthalpie est alors

o By o Tt = - () (03D, ) v o (16)

avec 0 = - 1:9Va s (17)

h étant l'enthalpie massique. Le symbole : signifie ici produit du
tenseur 1t par le vecteur V 3 .

© est la fonction de dissipation donnée par

Ju 2
e=2u[(3‘§>+(g‘; )1 St ) (e ST
W, du 2 _ 2 du, BV, BW |2
x*2z ) "3 Gx ¥yt ) ¥ (18)

* Le passage de l'énergie interne & 1l'enthalpie est obtenu en exprimant

e en fonction de Vet T
oe

= ar .
3T )V

(av Jp AV + (
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En résumé, 1'équation (16) montre que la température peut &tre modifiée
par - conduction de chaleur

~ effets de détente

- échauffement visqueux.
I1 est remarquable que cette derniére contribution est toujours positive,

ce qui met en évidence son caractére irréversible (réf. [3] p. 82 et p. 31k).

C) Transport d'espéces.

Une extension supplémentaire de ces hypothéses est de considérer
des fluides non homogénes. Dans 1'introduction nous avons supposé qu'il
est possible de définir un petit domaine &V dont les dimensions sont
supérieures aux dimensions moléculaires, et sur lequel une moyenne spatiale
de toute propriété moléculaire définit la valeur locale d'une quantité
macroscopique ¢ . Cette hypothése est encore valable si, & 1l'intérieur
du volume &V des molécules de différentes esp@ces chimiques sont présentes.
Ainsi la moyenne, définie précédemment, permet la définition de la valeur
locale d'une grandeur macroscopique @%V correspondant a4 1l'espéce I
dans &V. La valeur locale de ¢ pour le volume 8V est, en considérant
toutes les espéces,

[} =

v S5y (19)

z
I
I1 est alors aisé de redéfinir les variables internes du mélange.

1 - Masse volumique

Supposons que NI molécules de 1l'espéce I, ayant chacune une masse
M, sont présentes dans §V. La masse volumique partielle pour cette espéce
est donc

e
8V

Py = (20)

Pour un mélange & n composantes, I varie de 1 4 n. La valeur locale de




19

la masse volumique du mélange sera donc

(21)

2 - Quantité de mouvement

Les mémes considérations s'appliquent & la quantité de mouvement

(22)

<¥

+
pv=1

p.
I 11

P1 $I est la valeur locale de la quantité de mouvement de l'espéce I.

3 - Energie interne

§ .pI ei (23)

e est ici 1'énergie interne de 1l'espéce I par unité de masse dans le
volume &V . Les équations (20) & (23) définissent les valeurs locales
des variables internes d'un mélange en fonction des valeurs des variables
correspondantes pour chagque espéce. Ainsi le comportement thermodynamique
est décrit par les &quations (9), (10), (11), (12) et (16) ol toutes les
variables se référent aux variables de mélange définies par les équations

(20) & (23), auxquelles s'ajoutent des informations au sujet de la

composition du mélange. La fraction massique est définie par

o)
=1
c; = > (2k)

qui est le rapport de la masse volumique partielle P a4 la masse volumique
du mélange. De nouveau, comme il a été fait pour le bilan d'énergie,

nous pouvons &écrire une équation de bilan pour la masse de 1'espéce I

dans un volume élémentaire. Il vieht alors

Bpi

->
Py Volpp vy) = 8; (25)
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Cette équation traduit que la modification de masse de l'espéce I en
fonction du temps dans un volume élémentaire fixe dans 1'espace résulte
du mouvement de l'espSce I par convection et éventuellement de réactions
chimiques produisant la composante I & un taux SI par unité de volume.
A priori nous ne connaissons pas la valeur du vecteur flux massique.
Pour exprimer ce dernier en fonction des variables de mélange, une
troisiéme loi de comportement est introduite : c'est la premiére loi de
Fick. La loi de Newton de viscosité exprime le flux de quantité de
mouvement comme &tant linéairement relié au gradient de vitesse, la
loi de Fourier de conduction de chaleur donne une relation linéaire
entre le flux de chaleur et le gradient de température. Similairement,
la premiére loi de Fick de diffusion exprime le flux massique comme &tant
relié linéairement au gradient de concentration [3].

En termes de fraction massique, cette loi peut &tre &crite pour
un mélange binaire.

pr ¥y =pp v - Dpy V() (26)

ol DIJ est le coefficient de diffusion binaire pour les composantes 1 et J.
Avec 1'aide de 1l'équation (26), nous pouvons reformuler 1'équation (25)
sachant que

(27)

c.=1-c,=

Pr
I J  p

g%-(p cI) + V. (p cr 3) = v.{p DLI %cI)+ SI (28)

L'équation (28) décrit le comportement de la concentration dans un systéme

de diffusion binaire, en absence dé diffusion thermique ou due & la pression.
De méme que pour les lois précédentes, la théorie cinétique des gaz restreint
1'utilisation de la loi de Fick aux cas ol les gradients de fraction massique

ne sont pas trop importants. Un critére de validité ad hoc est donc
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(m.f.p) BcI

°r

<< 1 | (29)

ox
o

Cette condition est satisfaite dans la plupart des cas pratiques.
Avec la définition de la fraction massique, 1'équation d'état peut &tre
réécrite :

°1
P=p RT £ () (30)

1

Donc les six équations (9), (10), (11), (12), (28) et (30) permettent
la détermination des variables 3, p, p et r si le champ de température
est constant et connu.

Si le champ de température doit également &tre décrit, 1'équation
de 1'énergie (16) est ajoutée & ce systéme d'équations avec une équation

thermique d'état.
¢

h=: (cPIT-O;HI)ﬁI- (31)
I 1
cpp est le coefficient de chaleur spécifique & pression constante pour
1l'espéce I.

Hy est la chaleur de formation de 1l'espéce I .
M, est la masse moléculaire de 1l'espéce I.
Donc le systéme d'équations (9), (10), (11), (12), (16), (28), (30) et (31)
régit toutes les variables d'un &coulement classique.

Deux derniers détails doivent &tre remarqués : ni 1l'influence
des gradients de température sur la diffusion massique, ni 1'influence
des gradients de concentration ou des contraintes mécaniques sur le flux

de chaleur ne sont considérées dans cette thése (effets Soret et Dufour)

(voir réf. [3]).
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11-2. TRATITEMENTS STATISTIQUES

Dans II.1, des équations ont &té &tablies pour décrire 1'écoulement
d'un fluide compressible. Cette formulation ne nécessite pas d'hypothéses
au sujet du type d'écoulement, autres qﬁe celles qui se rattachent & la
définition d'un milieu continu. Ainsi un mouvement turbulent peut &tre
déecrit par ces équations aussi bien qu'un mouvement laminaire. Toutefois,
1'étendue des échelles caractéristiques d'un mouvement turbulent est si
grande qu'il est impossible d'utiliser la forme instantanée de ces €quations
parce que le nombre de noeuds du maillage nécessaire pour représenter les
petites &chelles d'un tel mouvement serait trés supérieur 3 la capacité de
mémoire des ordinateur les plus récents et les plus puissants. De plus,
les conditions aux limites ne peuvent pas €tre déterminées expérimentalement
8 de telles échelles avec une précision suffisante. Pour éviter ces
difficultés il est nécessaire»de travailler avec les formes moyenhées de

P .
ces équations.

A) Considérons un fluide dans le cadre de la thermodynamique des
milieux continus. Ce fluide peut donc &tre déerit par des quantités qui
sont continues et dérivables dans le temps et dans l'espace.>Ces quantités
forment un ensemble de variables dynamiques et thermodynamiques. Quand
1'écoulement estvturbulent, ces variables affichent un comportement
aléatoire qui nécessite un traitement statistique.

Considérons une variable turbulente ¢ , qui peut &tre n'importe
laquelle des quantités utilis@es pour dé€crire 1l'écoulement du fluide.
Cette variable est donc une fonction aléatoire du temps t et de l'espace x
(x est un vecteur & composantes Xy 32’ Xq dans un espace cartésien) et

peut &tre décomposée en deux parties

db=<¢> + ¢ (1)
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< ¢ > est la valeur moyenne de ¢ et ¢' est la fluctuation autour de cette
valeur moyenne. .

Nous allons discuter maintenant comment définir la valeur moyenne
< ¢ > d'une variable aléatoire. Considérons la fonction densité de proba-

bilité pour ¢ da'dtre & 1'intérieur de 1l'intervalle [a,b]

b
Prob (a ¢ ¢ < b) = f P(¢) do¢ (2)
a,

Cette définition entraine que la probabilité devient &égale & 1 si les

limites a et b sont rejetées & plus et moins 1'infini respectivement :

400
J P($) ap = 1 (3)

4
-—00

et ainsi le premier moment de cette pdf donne la valeur moyenne de

<¢> = f ¢ P(¢) as (%)

Les variations possible{de <¢> dans l'espace ou le temps dépendroﬁt de
celles de P(¢). Pour des &coulements stationnaires, une moyenne temporelle
peut &tre gtilisée 8 la place de (U4). La moyenne temporelle est définie
par

<¢> =$=

£4T
J ¢(x,t) at (5)
t

=B

La prin¢ipale restriction & 1'utilisation de ce type de moyenne est que
la dure T doit &tre grande par rapport & la plus grande échelle de temps
de la turbulence pour que ¢ soit indépendant de t, l'origine de l'intervalle

d'intégration. La définition (4) entraine, que pour deux variables aléatoires

f et g, les relations suivantes sont vérifiées

<f + g> = <f> <+ <g> (6)
<f.<g>> = <f>.<g> # <f.g> (1)
of 3

“on> = 3n <> sin € [x1,x2,x3,t] (8)
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Boussinesq [1] et Reynolds [2] établirent les équations pour les

écoulements incompressibles en moyennant dé la fagon décrite ci-dessus

les équations de conservation de la masse et de quantité de mouvement.

Des quantités telles que la vitesse, la pression ou la masse volumique

sont décomposées en une partie moyenne et une partie fluctuante. Cette
méthode fut €tendue aux écoulements compressibles par Schubauer et Tchen [3],
Hinze [4] et plusieurs autres auteurs. Les &quations &tablies initialément
par Boussinesq et Reynolds ne sont pas linéaires. Pour les &coulements
incompressibles, ces termes non linéaires sont des produits des composantes
de vitesses avec leurs dérivées, et également des produits de vitesses

avec la masse volumique pour le cas des &coulements compressibles.

Les équations établies par Reynolds sont donc similaires aux équatioﬁs

de Navier-Stokes avec un tenseur de contraintes supplémentaires appélées
contraintes de Reynolds. Ces contraintes caractérisent les effets du
frottement turbulent et donnent aussi le taux de production de la turbulence,
par leurs produits avec les gradients de vitesses moyennes. Pour les
écoulements compressibles, ces termes sont plus complexes et ont des effets
supplémentaires qui s'ajoutent 3 la production de turbulence [3]. Un premier
apergu peut &tre obtenu en examinant 1'€quation de conservation de la

masse pour un écoulement compressible.

] 3 9 =
5t ox (pu) + 2y (pv) + o (pw) = 0 (9)

p est la masse volumique et u, v, w sont les trois composantes de la vitesse
dans un repére cartésien. Décomposons ces quantités en composantes moyennes ()

et fluctuarte 'y .

©
"
o1
+
D.
st

<1
"
e
+
z‘

) (10)

<
[}
<i
+
<¢
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etp'=u' =v' =w' =0 (11)
I1 s'ensuit alors :

8p ,dp' 3 (== 9 ot 9 - PR 9 +i.
+ i (p u) + v (p" u') + Y (p' u + p u')+ a7 T ee

(12)

Aprés passage & la moyenne, il reste : ﬁZ(QTﬁ')
*3
éé 2 (qu B (TTy, 9 yTmy, 3 'v+_3_ le
+ (pu) + 5y (pv)+ o (pw)+ = =(p'u’) ay(p v')'=0 (13)

Cette procédure introduit dans l'équation de continuité (sous sa forme
moyenne) trois nouvelles variables qui sont les corrélations p'u’', o'v'

et BT;T. La fermeture du plus simple systéme d'équations moyennes sera

donc conditionnée, au moins par la connaissance de ces corrélations.
D'autres auteurs, tels Hesselberg [5] , Dedebant et Wehrle [6], Van Mieghen
et Dufour [7], Blackadar [8] et Favre [9] établirent des équations pour

des écoulements turbulents compressibles en moyennant le produit de la
vitesse et de la masse volumique et en divisant le résultat par la vaieur

moyenne de la masse volumique. Cette fagon de moyenner rend les &quations

moyennes du mouvement plué simples qu'avec une moyenne temporeile conven-—
tionnelle. Plus tard, Favre [10] étendit ce principe & toute variable

dépendante exceptées la masse volumique et la pression.

Ce type de moyenne peut €tre introduit statistiquement comme une
moyenne ordinaire en utilisant la fonction de densité de probabilité
pour les deux variables p et ¢ (joint pdf) : Pp¢ (p,0) (ref [11] ). Au
sens de Favre, la pdf B(¢) d'une variable ¢ peut &tre définie de la facon

suivante
00

Blo)=t J P Pylese) do
o

Ainsi, moyennes pondérées par la masse, variances et corrélations d'ordre

supérieur suivront comme moments de cette pdf.

0
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¢ =Rt [ ¢.5(6)ds
L

g"2 = 8T o J (6-3)2 B(o) do
p
3 ¢ 3~
on3 = R~ =f (6-8)> (o) d¢
p
¢ .
v "
et £(¢) = J £(¢) pl(o).de

Nous pouvons donc envisager deux types de moyennes possibles

{1} moyenne temporelle conventionnelle.

-
]

*e (14)
fcb(t)at; ¢' =0
T

-y
"
Hi- e

{2} moyenne de Favre
p=¢ + ¢" (15)
;’= gi 3“' pas nécessairement nul.
P
Désormais dans cette thése, le qualificatif moyenne pondérée

référera & la définition {2} et moyenne conventionnelle & la définition {1}.

B) Relation entre moyennes conventionnelles et pondérées.
Les relations entre les différentes moyennes s'obtiennent
directement & partir des définitions (1k4) et (15).

Multiplions (14) par la valeur instantanée de la masse volumique

pd=p¢+tod

Puis aprés prise de moyenne et division par p on obtient

ER
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Dans le dernier terme, p peut &tre décomposée en composantes moyenne

et fluctuante. Ainsi

P=g o+ &2 (16)
p

De méme on peut déduire de la définition (15)

"

— x _ -
pb =pd +pd =54 +p ¢ (17)
I1 s'ensuit immédiatement que
pg" = 0 . (18)

Considérons maintenant 1'équation (17). Selon la définition (14) on peut

éerire

- —

b - o b
d

et en tenant compte

R P
e 1'équation (16)

ST+ 5 = 0

Nous obtenons ainsi la troisiéme relation

o'o" (19)

il s'ensuit gréce & (16)
Y
et
P

Donc une gquatriéme relation est

p " =-p'e" (20)
Comme eXEmple, considérons 1'éqgation de continuité d'un écoulement
compressible (9). L'utilisation de (14) pour la masse volumique et (15)

pour la vitesse entraine
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-, ", 3 - —
—g%+5-(pu)+-:;(pv) +_‘aa;(pW)+§£(p "+ p'u")
BT 4oV 4 (B W+ W) =0 .

oy 9z

De (20) et (19), il s'ensuit que les termes des trois dernidres dérivées
de cette 8&quation sont nuls et 1'&guation moyenne de conservation de

la masse peut &tre réécrite comme 1l'&quation instantanée.

@t D+ GN e GWM=0  (21)

Si nous considérons maintenant le produit de deux variables turbulentes,

qui peuvent &tre moyennées selon (14) ou (15), on peut écrire :

by =8y + 47 =+

L ’\J"
¢2+¢2“'$2+¢2

2

et pour la masse volumique p = p + p'

~—"
by 6y = (6, 8,) + (6, 6,)"

I1 s'ensuit alors, en appliquant les régles de la moyenne pondérée.
=
b1 62 = &y b5 T &y 05

ou
~ N %
O o7 = BT ol + L (6. 0 - =078 . POl - — pTel - -2 57T
1 72 1 72 - 1 72 -2 1 2 - 2 - 1 :
P P Y p
I1 est alors facile de montrer que
' [—y T4t Y Y T 41 40
Une cinquidme relation est done .
O e e ey R e
$3 95 = 67 65— 5 ') o'y + T 0'99, (22)
p p
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C) Sélection d'une combinaison de moyennes.

En accord avec les définitions (1L4) et (15) il serait inconsistant
d'appliquer une moyenne pondérée au facteur de pondération lui-méme car cela
aménerait d'étranges relations entre les valeurs moyennes et les fluctuations
d'une méme espéce. Ainsi la moyenne pondérée ne sera pas appliquée 3 la
masse volumique pour garder quelques signification physique & 1'utilisation
des €quations moyennes. Néanmoins, dans cette partie seulement et pouf
évaluer toutes les possibilités, nous considérons comme possible la
décomposition de p en B et p", mais il doit &tre souligné, ici, que ce
n'est qu'une décomposition formelle, susceptible de mener & des résultats
inconsistants d'un point de vue physique.

Les trois tables suivantes résument les résultats de 1'annexé I
dans laquelle toutes les combinaisons possibles de moyennes sont appliquées
aux différentes sortes de termes qui apparaissent dans les équations
statistiques des écoulements compressibles qui ont été écrites dans 1é
paragraphe précédent. En examinant le contenu de ces tables, il apparait
que la meilleure combinaison de moyennes, ou autrement dit, celle
entrainant le plus petit nombre de nouveaux termes, consiste en moyenne
conventionnelle pour la masse volumique et moyennes pondérées pour les
deux autres types de variable Vi et ¢ .

Pourtant , méme avec ce choix, nous pouvoné voir que, si la dérivée
temporelle est seulement transformée en valeur moyenne, différemment la
dérivée sptaiale du terme de convection introduit un nouveau terme
3%; 5—;§_§W3 qui peut &tre considéré comme un terme de flux et qui,
comme noué le verrons dans le chapitre suivant accroit considéreblement
la difficulté du probléme de la résolution des &quations moyennes du
mouvement turbulent. A cause de la présence d'une dérivée dans le terme

. . . . 9 EQ"
de diffusion, un nouveau terme apparait. Ce terme a la forme Py (ro 5 )
k
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et nous verrons dans le chapitre suivant comment en ténir compte.

Avec ce choix de moyennes, il faut encore ajouter que pour des raisons

d'homogénéité, les variables qui sont présentes dans 1'équation d'état

doivent &tre moyennées de la méme facon. Donc la pression et la température

seront moyennées conventionnellement de méme que l'est la masse volumique.
Toutefois, ce choix rend nécessaire de vérifier si les résultats

des expériences correspondent aux définitions des variables définies pour

la procédure numérique.

moyenne fluctuation
%ot [Prax, | Prat | Pex,
_ Iy 2 in L 9
V.
I L A S 3 2 7
p —
y ¢ 2 3 i 7
k 3 1 2 2 5
- s | 3 5 5 10
V.
x |
. § | 2 5 3 8
N ¢ | 3 4 5 8
Yk
| 2 3 3 6

Table I nombre de termes de la partie convective

dans 1'équation de transport de ¢ .

moy. |fluc. Diffusion Source
- Vi 2 b moyenne |fluct.|moyenne|fluct.
P —
v . 1 2 - ¢ 2 3 2 b
— P p
" Vi 3 5 v 2 3 1 2
P ~ —
Vi 2 4 N ¢ 3 5 3 5
p
Table II 1 3 4 2 3

Nombre de termes dans

1'équation de continuité. Table III

Nombre de termes de diffusion et de source
dans 1'équation de transport de ¢ .
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11.3 - EQUATIONS MOYENNES DE LA TURBULENCE

—_
|

Quantité de mouvement.

2 - Fraction massique.
3 - Contraintes de Reynolds.

- Contraintes de Reynolds.

~ Energie cinétique de turbulence.
4 - Dissipation.

5 = Fluctuations de masse volumique.
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11-3. EQUATIONS DE LA TURBULENCE

Les équations qui seront résolues par une technique numérique

sont développées dans cette partie. Nous essaierons d'expliquer succintement
comment ces &quations sont obtenues & partir des équations instantanées
écrites dans la premidre partie de ce chapitre. Pour des raisons pratiques
de clarté, toutes les considérations seront faites pour un &coulement plan
bidimensionnel. De plus, les effets de gravité seront négligés. Avant‘

d'entrer dans le détail des calculs, le choix des moyennes est rappelé ici :

p - masse volumique
P -+ pression \ moyenne temporelle

T - température conventionnelle

- v -+ composantes de vitesse
C., » fraction massique moyenne temporelle pondérée

h -+ enthalpie par la masse volumique

/

1 - Equation de continuité (conservation de la masse)

La forme instantanée de cette &quation est

5 3, 3 -
ot + Bxct (o va) 0 (1)

Le choix des moyennes utilisées entraine
p=p+op' (2)

v o=v 4y (3)

~

selon la notation qui a été introduite précédemment. L'&quation (1) peut
&tre écrite :

- R ) 3 v ;
+ — + — t 4+ —_— ' + " ] " -
P+ 3 (p v ) v (p') ox (p vie vy to va) 0 (1)
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Sachant que
P ¢"==p" ¢" (5)

aprés prise de moyenne, l'&quation de continuité est

3 - -
TPt (V) =0 (6)
o

L'équation (6) est identique & (1) si les symboles de moyenne sont omis.

2 - Equation de quantité de mouvement

L'équation instantanée pour la composante v8 est

__a;b_.'._a_(-r
BxB 8x8

) (7)

3 3 ~
at () *ax (v vg) = 0 gg aB

P est la pression, TdBeSt le tenseur des contraintes visqueuses et gB est

la composante B du vecteur champ de gravitation. En utilisant la méme

technique de moyenne, 1'équation (7) devient

3 ,~
5;'(0 VB) +

9 GY ¥)

- _ 8 (T Twy,~. _23p , 9 =
x_ (P Yy Vg) = (p v VB)+;)g + (t__)(8)

o o B a
Cette &quation montre que le transport convectif de la quantit? de mouvement
est fonction de 1'action du champ de gravitation, du gradient de pression

moyenne, des forces de frottement visqueux et turbulent.

3 - Equation de conservation de 1l'espéce

De méme, une &quation de transport pour tout scalaire (la fraction

massique CI par exemple) peut &tre &établie et moyennée :

3

9x (g
a

)+ 5 (9)

ox

d 3 _
s (p CI) + ; (p v, CI) = oI

En cas de scalaire passif comme la fraction massique en 1'absence de

réaction chimique, SaI est égal & z€ro et il reste (sachant que Cp = — )

9 4= 9 (TN - TG o
s (p CI) + ox {p v, 8I) ™ PV CI) (10)
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L - Equation des contraintes de Reynolds

Une &quation de transport peut &galement &tre &crite pour le

N
terme de frottement turbulent (contraintes de Reynolds) v; vg . Considérons
le produit de l'équation instantanée de quantité de mouvement p Vg par la
fluctuation de la composante de vitesse vY.
3 3 3P
v = = M 9 + moogn 2 (44
vY at (p A ) + Y o, (o v, vB) vy o (Tch) P gy vy~ VY o, (11)
et celui obtenu en permutant les indices B8 et y
w_9_ . " w 9P
= + -
Vo at (ov ) Ve 3 (pv vY) Ve % (raY) P& Vg~V o, (12)

Aprés prise de moyenne de la somme des &quations (11) et (12) on obtient

1'équation suivante

9 N 3 ;- " N P - n
+ < (] n _9 nw _9
vy at(p V Y+ vgag (Pt V) H vy ot (P V) v vp gy (o V)
+vn_a__ (p V") V"— (p V") v" (p V") _3_ (p' V")
y 3t B B a3t Y at B 3t
- 9 i, Ny - N 9 — v
+ ¢ + " "o o.n n _9 gy | n _9 "
v (p vavB) VY % (p Ve Vg ) + V3 (p v ve) VY ox (p v v,)
o, o o a
a n ny a N
+ v" t + ¢t =2 "o o.n + y" 2 " + ¢y = "
vy 9xX (o va y) VY ax (p'va Vo) vy P (o va v.) v 9x (p'vg va)
o ) o a
I v 3~ 3 - - n
+ " + 1"t 114 11 13} " n"n "
v 9x (o Va vy) v X (p Va v ) VB 9x (o Va ¥ ) VB X (p Vy va)
a o o (4}
9 " " 9 9 9 "
+ ¢ =2 f + vt 2 ] "o w _9 ' " + oy =2 "
v axa (p va y) vB ax (o va vy vB 9x (o va vy) VB ox (o Y va
= n 9P " 3P " 9 " ______3
Y axB B axY Y axa (TaB) vB 3 (Tay) (13)
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La premidre ligne de 1'&quation (13) peut &tre ré-écrite :

n 0 v n 9 vy 9 n N N3
vy ot (p VB) * Ve 3% (p VY) s (p vy VB) P Vg 3t (v")
9 m My v 3w

ulievs (p v VY) A (vB) .

Par définition p¢" =0 Y ¢, il reste donc

n__a__ Y n__a___ v = ngﬂ, Y n_a_Q_
vt (P Vg) tvggp (P V) =V Vige t Y Ve g (14)

La seconde ligne de 1'équation (13) donne

" a " " a 1" a 1" " 1" " 8
2 + = = — +
vy ot (po) Va 3% (OVY) oy (o va VY) Vg VY —-e-at | (15)

Les quatre lignes suivantes de (13) se transforment en

v w 90 w .n _0 v + N n _0o nwoom _98_ (N
vY Vg Bx (o va) te Vg Vo ax (vy) M VY 9x (pva) te vy ‘a 3x (v
o o o o
) 9 3 v
+ 1 1" + " 1" 1"t + " "
vY v —axa (pva) _Bxa (pva Vg VY) —3xa (p Ve vY va) (16)

En utilisant les &quations (1), (14), (15) et 1'expression (16),

1'équation (13) peut &tre reformulée en :

~ ~—r

9 (= _n _n 3 - N o -~ _w .n _9d o - n o.n _39 A
— 4 o— = - . - AL A
at (o v VB) axa (o Va vY vs) P vB va 9x VY) P VY va axa (VB)
) ~—
- R T S T R 1)
3% (o vy vg vy)
" P _ _w 3P

T Iy G SR N e I €10
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La pression peut alors &tre décomposée en moyenne et fluctuation

selon les régles de la moyenne temporelle conventionnelle :

— I ——— T
— = v

VT Ve T (R e g
8 8 B Y g

— av"

I T R S NS |
Ve Bx Va ox  ox (vg P') + P! o
Y Y Y

L'équation exacte de transport pour les contraintes de Reynolds

est donc
3 _ NS /\/
— " " "
= (e v, VB) + axa (p vaY v )
|
I ~ . ~— N 1
_ - " " -~ " n _9o |
° Vg M) " (VY) e Vy Ya s B)i
]
II 3 T~ ‘ E
- [ L e L " opr o4 "oy _ R n ]
axa [:p Vu VB vY GaB vY P Gay vB P TGB vY ayvB ] i
- - 4
I | ] ]
I11 = = } v v" v = {V {
e R e OYadc SRl T I A T "ty S vnf18)
Y 9x B ox_ | | X ax_ 1| TaB ax Tag ax !
° 1oL LA !

Dans cette &quation, nous pouvons reconnaitre les différentes
contributions au transport des contraintes de Reynolds. Donnons une
interprétation des termes du second membre :

- le terme I est le taux de production des contraintes de Reynolds
par interaction avec les gradients de vitesse moyenne;

- le groupe de termes II représente leur diffusion par la
turbulence, les fluctuations de pressioﬁ et le mouvement moléculaire;

- le groupe de termes III est la contribution du champ de pression
moyenne avec les fluctuations de masse volumique;

- le terme IV est la contribution des fluctuations de ﬁression a

la création ou & la destruction de la turbulence;
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- finalement le terme V est la dissipation mécanique des contraintes
de Reynolds, ce qui signifie que, & cause du frottement visqueux, une
partie des contraintes de Reynolds est transformée en chaleur. Ce dernier
processus est irréversible selon le second primcipe de la thermodynamique.
Une nouvelle quantité peut €tre définie en prenant la moitié de
la trace de ce tenseur. Cette quantité est 1'éneigie cinétique de la

turbulence par unité de masse.

1" 1" f\/
k=l 27878 1 o
2 ; 2 B B

Ainsi une équation de transport pour k peut &tre déduite directement

de 1'équation de transport des contraintes de Reynolds (18).

r\/a%-’ -
3 /- ) -n - B —7 9P
= (k) +=—(pvk) =-p v vl
3t axa o B o xa B xB
.....i. [;) V" k 8 V‘" P' - 1 V"
axa a B B af B

+pr B —£ (21)

T
9x aB axa

Cette €quation de transport pour 1l'énergie cinétique de la turbulence
a évidemment une forme trés similaire & 1'équation (18) avec les mémes
types de contribution : production par déformation moyenne, diffusion,
travail des fluctuations de pression et dissipation mécanique due au

frottement visqueux.

5 — Equation de dissipation

Aussi bien pour 1'équation des contraintes de Reynolds que pour
1'équation de 1'énergie de turbulence, le terme de dissipation mécanique
doit &tre connu. I1 est donc nécessaire d'établir une &quation de transport

pour cette quantité.
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Dans 1'équation (18) le tenseur taux de dissipation €8 est

défini par

- 3

" a "
° e T Tap o, P T Ty wg g (22

T
oy axa

tandis que pour 1l'équation (21) le taux de dissipation ¢ est

"
3vk

- Tak 9x
o

(23)

I
m

Comme 1'énergie cinétique de turbulence est liée & la trace du

tenseur des contraintes de Reynolds, il s'ensuit la relation suivante :

- 2
ey = 3%¢p € (24)

La démonstration compléte de 1l'équation de transport pour e ne
sera pas reproduite ici, & cause de la longueur des manipulations nécessaires
pour l'obtenir. Toutefols la procédure est quelque peu semblable & celle
qui est utilisée pour obtenir 1'équation des contraintes de Reynolds.

Tennekes et Lumley [1] ont montré comment ce taux de dissipation est 1ié
aux fluctuations du vecteur tourbillon.

Aprés Davidov [3] et Harlow et Nakayama [L4] , Hanyalic et Launder [2]
rapportent une équation de transport pour & dans le cas des &coulements
incompressibles. Dans son cours sur la modélisation de la turbulence Jones [5]
utilise une &quation identique & celle de Hanyalic et Launder.

Dans de récents travaux d'application, Munjee [6] pour les
écoulements dans les lasers dynamiques 3 gaz et Sirignano [7] pour des
écoulements turbulents réactifs utilisent aussi cette forme incompressible
de 1'équation du taux de dissipation. Dans cette th&se, nous nous référons
au travail de Kollmannb[8] pour 1'établissement complet de 1'équation en
moyenne pondérée du taux de dissipation ¢ pour les écoulements compressibles.

Cette équation est
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— 3t 31
9 t] -\ d " 1 n Bé 1 ' 86+ "4 1 9P
—— — e —— - — et —r——e T — ——
7e (pe) + 5= (p v e) ox. 1Va® T 5 Tgix o TaB ?x (TaB aB’p 3x
o a 8 B8
v’ avl  av"  av" av" vy dT dt
+“%D"aaa§+aa aY(axa"axs)'zlaxa ax(S
Xg 9%, X Xq 5 p 3x, 5
[ = oo 2 4 i v, av y g av_
an._ & k= % P A " +
t3DemzeDe+rzuidam & TR o el
B8 B8 B
vy
oV IV — — —_— —
+2__(_1_ Du}__l}_ ]JD"3+2D"2’B+D" 82
9x  9x 9
g o
" \J v v
. 3Ta8 18P, aTaB 19p v 3va avB
3 3 ] oy X b'd
x, P XB X p axB Y 8 0 y
: ’ T WY \ v :
L v, 1 aras . Sva (3 Z)erav(s . Ve ava ) i
3XB ofB oB ) axa BxY ax6 axa axY Bx6
v 32 v - av" av" v 3V
—e =t -vt T TR (s O QUi R Y
oy 9x § ay 9x 8x6 st 8x6 axa Bx6
av! ovy a#y
+23x ox X } (25)
Y a J =
Dans cette terrible &quation, D est la divergence de la vitesse -
v
p=—28 (26)
X
B
et les symboles (- , ' ) et (v , " ) réfdrent respectivement aux moyennes
conventionnelles et pondérées. Une simpie vue sur 1'é@quation (25) montre que
1l'utilisation de moyennes pondérées pour € n'apporte aucune simplification.
En fait cette €quation devient nettement plus complexe que dans le cas
incompressible (réf. [2]-[k4]).
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6 - Equations pour les fluctuations de masse volumique

La qualité du mélange est décrite par les corrélations de masses

volumiques définies par :

Qs = (o C" (pC)" (21)

En termes de masses volumiques partielles, 1'équation (27) est &quivalente 3

Q; = P1 PJ (28)

7.3 ]
p'" = Q (29)
I=1 J=1 J :

ou pour un mélange binaire

p'¥=q, +2.a,+Q (30)
11 *240 22
)
et p' p' = Q (31)
1 g5

L'équation de transport pour QIJ peut &tre obtenue & partir de 1'équation

de transport pour un scalaire (T7)

9 v 9 = At P _ 08 o an
3t (Qpp) * v, x_ (Qr) 28 q;; -0 %, (v a75)

_ "o _ Mt _ o "
p 81 (pCJ) D p EJ(pCI) D va(pCI) o, (p EJ)

———— od aJ
3 =Y al aJ

. | n _9 - " - "
vy (ch) o (pCI) (pCI) %, (pCJ) ——Bxa

(32)

Dans cette &quation JaI et J,; sont les flux des espéces I ou J dans la

direction a .
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7 — Conclusion

Dans ce chapftre; nous avons établi, & partir de considérations
thermodynamiques, la définition de différentes quantités comme la quantité
de mouvement, la fraction massique etc... nécessaires i la description
des &coulements turbulents. Puis différentes statistiques ont &té présentdes,
dont une fut retenue pour &crire les équations de mouvement sous leur forme
moyenne. Ainsi des &quations de transport ont été écrites pour la quantité
de mouvement, la fraction massique, 1l'énergie cindtique de turbulence et
son taux de dissipation et finalement pour les corrélations entre les
densités partielles. Dans le chapitre suivant, nous verrons comment fermer

un tel systéme d'équations pour décrire un écoulement turbulent.

i
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CHAPITRE TIII

HYPOTHESES DE FERMETURE

FERMETURE DES EQUATIONS.
-k -¢
- k - g avec effets de masse volurique variable.

REALISABILITE DE LA FERMETURE.

INVARTANCE.




48

I11-1. FERMETURE DES EQUATIONS.

Dans le développement des méthodes de prédiction pour les &coulements
turbulents de fluides homogénes, le probléme de base est de déterminer le
flux de quantité de mouvement &quivalent & une contrainte (contraintes de
Reynolds) qui est produit par le mouvement irré&gulier du fluide turbulent.
De méme, dans les cas inhomogénes ou non-isothermes, le flux de masse ou de
chaleur est équivalent & une corrélation entre vitesse et concentration ou
vitesse et température. Si les équations moyennes du mouvement doivent &tre
résolues, il est nécessaire de relier ces quantités aux variables moyennes
telles que vitesse, concentration ou température. Une premiére solution &
ce probléme fut avancée par Boussinesq [1], [2] qui suggéra de relier le
terme de flux de 1l'équation de quantité de mouvement au gradient de vitesse
moyenne multiplié par une viscosité tourbillonnaire (eddy viscosity).

Cela signifie, dans le cas d'un écoulement bidimensionnel :
_ su,
pu!ul = -

1 Y2 ”t'a_x; (1)

L'équation (1) est tout-a-fait semblable & la loi de Newton de viscosité
dans laquelle les composantes du tenseur des contraintes laminaires sont
reliées aux gradients de vitesse et & la viscosité dynamique du fluide

(voir chap. II). Tennekes et Lumley [3] discutent dans le détail des
limitations de cette approximation. Pour résumer leurs arguments Lumley [4]
€erit : "Le mouvement moléculaire a des échelles de temps et de longueur

qui sont petites comparées aux &chelles de temps et de longueur du mouvement
moyen, la turbulence non. Les &chelles de longueur et de temps de la turbulence
sont déterminées par le mouvement moyen et sont du méme ordre de grandeur
qQue celles du mouvement moyen. Ainsi le flux local de quantité de mouvement
n'est pas déterminé par des conditions locales, ce qui est une condition

nécessaire pour 1'équation (1). Toutefois, cette équation est addquate
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pour des écoulements presque paralléles se développant lentement, qui sont
caractérisé@s par des échelles de longueur et de vitesse uniques dans chaque
section. Nous pouvons donc noué attendre & ce que la relation (1) soit mise

en défaut dans des situations évoluant rapidement le long des lignes de courant
situationsdans lesquelles la turbulence produite par un mécanisme est sujette

4 des distorsions d'une nature différente. De telles situations sont

évidemment plus la régle que 1l'exception dans la réalité". Néammoins cette
approche est encore utilisée par de nombreux chercheurs & cause de sa
simplicité. L'usage de l'approximation de Boussinesq requiert la détermination
de M s la viscosité tourbillonnaire, en fonction des &chelles caractéristiques
de la turbulence. La premiére formulation de cette viscosité tourbillonnaire

fut donnée par Prandtl [5]. Par analogie avec le mouvement moléculaire dans

un gaz, Prandtl développa une expression pour le transfert de quantité de
mouvement incluant une léngueur de mélange. Cette longueur de mélange correspond

au libre parcours moyen de la théorie cinétique des gaz. Aussi le flux de

quantité de mouvement est selon Prandtl

T _ | —
Uy Uy AN Bvndl B (2)

La valeur de cette longueur de mélange £ est aussi fonction de la position

dans 1'écoulement. Prandtl obtient certains succés en rendant £ proportionnelle
d la distance y de la surface solide pour des calculs de couches limites
turbulentes. Cinqg ans plus tard, Von Karman [6] , & partir de considérations
dimensionnelles, donna une formulation différente du transfert de quantité

de mouvement incluant une constante univgrselle & la place d'une longueur

de mélange variable avec la géométrie de 1'&coulement :

23 _
(s =

2 39X 1
(] t = . —
et B K T,\» 9% (3)
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Dans 1'équation (3) K tient lieu de constante universelle dont la valeur est
0,4 selon certains auteurs et 0,36 selon d'autres (les valeurs furent
déterminées & partir de donnéeslde profils de vitesse des écoulements dans
un tuyau). Prandtl et Von Karman furent les précurseurs en utilisant
1'hypothése de Boussinesq pour la prédiction d'écoulements turbulents.
Depuis ces travaux, de nombreux chercheurs ont continué dans cette voie en
développant des méthodes de plus en plus &laborées pour déterminer 1la
viscosité tourbillonnaire. Pour avoir une vue d'ensemble sur toutes ces
techniques le lecteur est renvoyé aux références [7] et [8]. Notre but ici
est de fournir une description plus &laborée du mouvement turbulent que
celle qui est obtenue avec les modéles de longueur de mélange de Prandtl [5]
ou Taylor [9]. Dans cette optique, la viscosité tourbillonnaire est déterminée
par deux propriétés scalaires de la turbulence, similairement & Ng et
Spalding [10], Rodi et Spalding [11], Spalding [12], Harlow et Nakaysma [13]
et Jones et Launder [14]. Dans cette th&se une approche similaire & celles
de Harlow et Nakayama [13] et Jones et Launder [14] est considérée, dans
laquelle des équations de transport sont résolues pour 1'énergie cinétique
de turbulence et son taux de dissipation. Des échelles de vitesse et de
longueur de la turbulence peuvent &tre déduites de ces deux paramétres ainsi

que la viscosité tourbillonnaire. Une rapide analyse dimensionnelle montre que :

w =0 o k%2 ()

Dans cette équation, My est la viscosité tourbillonnaire appafaissant
dans la relation de Boussinesq (1), p est la masse volumiqﬁe, k est»l'énergie
cinétique de turbulence, £ est 1'échelle de longueur de cette turbulence et
C est une constante. Suivant 1'hypothése de Hanjalic [15] pour les &coulements
4 grand nombre de Reynolds, le taux de dissipation e de 1l'énergie de
turbulence est

e=c.x'% (5)

ol C est constant.
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Ainsi dans le cadre d'une étude avec k et € nous obtenons la
relation suivante pour la viscosité tourbillonnaire.

2
Avec CD constant.u, = CD p. k e (6)

Toutefois il est nécessaire de rappeler que tous les mod&les
cités plus hauts sont bas@s sur 1'approximation de Boussinesq qui n'est
pas nécessuirement valable. Corrsin [16] critique cette hypothise :
"Aucune condition d'homogénéité et de stationnarité, nécessaire i la
velidit€ d'une telle approximation & 1'aide d'un gradient, dans un processus
de transport particulidrement aléatoire n'est identifife, une ou plusieﬁrs
conditions analogues sont violées dans la plupart des types d'&coulements
turbulents traditionnels. Donc, le fait que des mod&les de transport par
gfadient parfois "marchent" dans des pfoblémes de turbulence, peut souvent
&tre fortuit".

Pour éviter l'usage de telles approximations de transport par
gradient, une techﬂique plus élaborée §oit étre considérée. Ce qui méme
8 inclure des &quations de bilan pour les flux turbulents de quantité de
mouvement et d'autres quantités et de faire des hypothdses de fermeture
sur les grandeurs du troigiéme ordre en termes de quantités du second ordre.
L'idée de départ fut donnée en 1942 par Kolmogorov [17], qui suggéra de
caractériser la turbulence entiérghent par son intensité et une échelle,
et utilisa cela pour simplifier les éduations. Un systéme complet d'équations
de transport pour les moments du second et troisiéme ordre fut initialement
proposé par Chou t18] en 1945-1947 qui donne sussi quelques schémas de
fermetqre pour ces équations. Les contributions signifiantes suivantes 3 la
modélisation au second ordre vinrent de Rotta [19] et Davidov [20] pour
modél?ser le terme de corrélation egtre la pression et le taux de déformation.
Ces chercheurs ont posé les bases de la modélisatiop avec fermeture au second

ordre.

Dans cette thise, nous nous restreindrons toutefois i une fermeture

-

du premier ordre entrainant 1'utilisation de 1'approximation de Boussinesa

pour décrire le mélange isotherme de deux gaz de masses moléculaires différentes.

Dans cette cptique, deux mod&les légdrement différents sercnt ccnsidéréc.
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Le premier modéle (I) utilisera 1'approximation de transport
par gradient telle qu'elle est proposée par Boussinesq tandis que dans le
second modéle (II),cette approximation sera supposée valable pour des
moyennes conventionnelles uniquement, et donc sera reformulée pour les
moyennes pondérées, ce qui fera apparaitre un terme comportant le gradient

de masse volumique.

A) Modéle I : modéle de turbulence & deux €quations pour

écoulements a masse volumique variable.

Dans le cadre de ce travail, l'ensemble le plus &laboré de résultats
expérimentaux concerne le mélange isotherme d'hélium et d'azote, avec ou sans
gradient de pression longitudinal dans un écoulement plan cisaillé. Donc,
pour décrire ce type d'écoulement, d 1'@quation de quantité de mouvement,

il faut ajouter une équation pour le transport de la fraction massique
dans 1'écoulement.
Les &quations &crites dans le chapitre précédent sont rappelées ici.

* Equation de continuité :

B, D 5V ).
2,2 GV)=0 (7)

9 v - 9 n oP ) - -
z + -2 - _ 9% _ _9 "o n _9_
° 5% (vB) PV . (vg) ax, "~ x (p v vg) + . (taB) (8)
ov ov
T oy (=2 4By _2 =
avec Teg = M (axs + axa ) 3 GGB (uD) . (9)
oV
et D= 3;1 (10)
Y —_ -
X . .o PpoPg
* Equation de fraction massique Cp = == # (?r )
p
—~~ e IO

P Sy 93 = 9 (LT o = 1 1
pat(z‘l)+pv x(B)— (pvo'tCI['+pDI3xu+DIpax) (11)
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1 ~."
¥ Equation de l'énergie de turbulence k =3 v; v; :
d = _ .9 e Ty _ o n
o at (k) + p v 5;; (k) . [pov o K+ 8, Vi Ve Tag ]
~/ ava — a—.
+p'D" - p e-p v v o— -y = (12)
% B ox 8 a axa
* L'8quation pour ¢ n'est pas rappelée ici 3 cause de sa longueur.
* Equation pour les corrélations de densités partielles.
9 _9_ - N __9 T -
ot (Qrg) Y ox, (@p) = -2 D q o g Qrg) - D7 g
_ =% 1 o= N 1 [ 1 - ) 1 - __,_______3
P Cp oy D" =0 Cypp D' = vipr 5= (o U = VI RL o= (b ¥))p) ox_ ol
(13)
ot O
pI axa oJ
dans laquelle le terme de flux massique est défini par
BCI
JaI =T DI axa (1h)

en accord avec la premiére loi de Fick de diffusion.

Pour un mélange de gaz parfaits, 1l'équation d'état est [21]

8 pl T
L (1 + %

I o T

) (15)

g
]
e
~
H
He~
=

Dans le cas d'€coulements isothermes, 1'équation (15) se rdduit 3
&

P = ERTE (16)
I
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L'ensemble des 8quations (7) & (16) contient en plus des variables moyennes

conventionnelles, différentes corré&lations inconnues.

1) Equation de la guantité de mouvement.

L'application de 1l'hypothése de Boussinesq aux quantités moyennées
avec pondération par la masse volumique donne la forme suivante pour le terme
de diffusion turbulente (voir réf. [1Lk], [22])

W v

T e, 2228y s 2 G Brrl) (1)
o B t axs Bxa 3 ap Tt
avec la viscosité turbulente définie par
2
= -k
My = Cp P g (18)
C.. est une constante empirique dont la valeur est 0.09 (voir [14]) & est

D

le symbole de Kronecker et D est la divergence de la vitesse

ag

2) Equation de fraction massique.

I1 n'y a aucune raison pour limiter cette formulation au seul
flux turbulent de quantité de mouvement. Ainsi en utilisant le concept
du nombre turbulent de Schmidt/Prandt qui permet au scalaire transporté
d'étre diffusé par la turbulence du champ de vitesse & un taux différent
de celui de la quantité de mouvement si ce nombre est différent de 1'unité,

nous obtenons pour le terme de diffusion massique

N—" 1 83I

- t
—pv" ot = 2. 2 (19)
o I OCI 8xa
9 est le nombre de Schmidt turbulent associé & la variable CI . Le terme
1 ,
ac"
P o est négligé.

o
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3) Equation de 1l'énergie cinétique de la turbulence.

Dans cette équation, apparaissent les moments inconnus suivants

TN T " o1 O
P'D", Vo Tygo VBk,VBp et vy .

a) Considérons tout d'abord le terme p'D".

Aucune approximation autre que de négliger ce terme n'a &té proposée
jusqu'sd ce jour, mais il semble que pour des &coulements avec fort gradient
de pression et fluctuations de masse volumique ce terme peut €tre d'une
certaine importance. Comme ce terme doit etre nul si p = cte et si k =0 ,

1'approximation suivante sera utilisée.

P'D =C 0k B (20)

On remarquera que la divergence de le vitesse D s'anmule si 1l'&coulement

est incompressible (p = cte).

b) Terme v"

B

Ce terme doit etre considéré comme le terme de diffusion de k par

la turbulence. Aussi, par analogie avec 1'équation (19) nous pouvons &crire
b q 1%

Y+ 8k
X

B

N =
P VB k 5

P

oy est ici le nombre de "Schmidt" turbulent associé & la variable k.

c) Terme v" 1
) Te B 0B

Ce terme & le caractére d'une diffusion moléculaire de k et est
petit comparé au terme de diffusion turbulente. Il est donc négligé pour les

écoulements & grand nombre de Reynolds.

d) Terme vi p'

I1 existe trés peu d'informations au sujet de ce terme de diffusion.




56

Le négliger est donc considéré comme une hypothése acceptable pourvu que

les fluctuations de pression et de masse volumique soient modérées. Néammoins,
une spproximation possible pour un &coulement dans lequel la masse volumique
peut varier fortement est de relier ce terme 3 une vitesse caractéristique

de la turbulence vk et a une pression dynamique turbulente par

I = oy )2 (22)

e) Terme v" P
o 99X

o
Dans le cadre d'un modéle turbulence & deux paramétres, la quantité
;Z n'est pas connue explicitement. Toutefois, dans le second chapitre, il

a ét€& montré que v; pouvait &tre reliée & la corrélation densité-vitesse

correspondante par

v_; = - . (23)

L'usage de la formule de Schwarz permet d'avoir une limite pour cette derniére

corrélation :

o' vil &[22 12 (21)

Cela permet de suggérer la relation suivante

-— T ~— q1/2 =
B __, 1]z P
W o 1 [p .k} oF (25)
a 0 a

ce qui suppose que p' et v& sont corrélés positivement partout dans
1'écoulement. Cette faiblesse de 1'hypothése peut &tre supprimée par
quelques arguments qualitatifs.

Considérons la corrélation ET;;E-. Une analogie est qualitativement

possible avec l'approximation de transport par gradient qui est utilisée

dans les &quations pour les variables primitives (%u, EI)'
e e S TS
p' vl =¢C P (26)
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C joue le rdle d'une viscosité, c'est donc une quantité positive. Il s'ensuit
donc que ET;Z- doit avoir un signe opposé & celui du gradient de masse
volumique. Donc le moddle (25) peut étre utilisé seulement si la constante

C est donnée avec un signe en accord avec celui du gradient de masse

p3

volunique.

4 - Equation de dissipation

En addition aux processus classiques de diffusion, production
et destruction, tels qu'ils ont été mis en évidence par Jones et Launder [1L4]
la forme compressible de 1'équation pour le taux de dissipation & montre
1'influence de la divergence de la vitesse, les Tluctuations de masse
volumique et les gradients de pression (voir le chapitre II). Pour &viter
une notation trop lourde, 1'&quation de dissipation est ré-&crite ici sous
une forme synoptique :

QEE.:D

pt - Dp t PV 5y + 8

P+sp+sm : (27)

Le terme de gauche de cette &galité est la dérivée lagrangienne de ¢
La signification de tous les termes de droite et leurs hypothdses de
modélisation sont données maintenant, suivant les idées de Jones et Launder [14],

Kollmann [23] et Bray et al. [24] avec quelques sensibles modifications.

a) Terme Dy :

) 1 od 1 ad
D="""_V"€—— T" - = q
£ Bxa p aB 8x6 p oB Bx6
1 oP 1 3P
+ — ——— _—
TaB o} 3x8 * TaB p axB

Ce terme représente la diffusion de e due & la turbulence, ou plutdt aux

fluctuations de vitesse, de viscosité, de pression et de masse volumique.
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Pour les écoulements 3 grand nombre de Reynolds, tous les
processus moléculaires peuvent &tre négligés devant les actions turbulentes.

Ce terme D_. est donc modélisé en utilisant une approximation du type gradient

hig
moyen :
i
_ 9 _t 3¢
Df ax o 93X (29)
o €
b) Termes P-V :
v v av! v L v av"
o Y 8 o " o
P=-u ( ) -5 D' — — (30)
SXY BxcS Bxa Bx6 3 3X8 Bxa

Ce terme correspond a la production de € due & un mécanisme d'é&longation

des structures tourbillonnaires.

1 %Tay 2Ty
veo- 222 (31)
p X 9x
Y J

V est la destruction de ¢ due & la viscosité moléculaire. Dans ce travail
de modélisation, il est nécessaire de considérer P et V ensemble car ses

quantités dépendent toutes deux du nombre de Reynolds de la turbulence

2
Rt = %E et tendent vers 1'infini quand Rt —> », tandis que leur différence

reste finie. (voir réf. [15] et [25]). Le mod&le suggéré pour ces termes est

indépendant de Rt’ suivant Hanjalic [15]:

P-V=-C_op

e (32)

Donc pour un &coulement de type couche limite dont les lignes de courant sont
align€es avec l'axe des x, les contraintes de Reynolds peuvent &tre exprimées

comme dans 1l'équation de quantité de mouvement et il vient alors :
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€ 33 2 - 82
P-V=Comyx Gy) ~Cpry-
¢) Terme SD :
2 v — 1 on b n3 ne T V2
= - = + = - = + +
SD 3 Dp e 3 € ) u{? 2D D D
v av" v 3V v W AV, —
+ 2 u o _ B + 4p" —2 423 B 8 + 2 o B D" (34)
3 X 3x X X 3x 9%, ¥x
B o B o B ] a

SD est un terme de production-dissipation dont la principale composante est

la divergence de la vitesse. Une approximation grossiére consiste & ne
considérer que le premier terme de 1'équation (34) avec une constante

différente de-% . Ainsi

qui est égal & zéro pour le cas incompressible (D = 0).

d) Terme SP :

" 1]
%48 1 9P 0Tag 1
SP "X b 9% * X, p

B P % g P

dP
: (36)

X
o}

SP est le terme source du au gradient de pression moyenne. Pour estimer

1'influence de SP’ nous supposons que ses composantes sont statistiquement

indépendantes :

N3
’ SP 3x

. (37)
B a

Une analyse dimensionnelle de S_ suggére 1l'approximation suivante, par

P

analogie avec 1'équation pour 1l'énergie cindtique de la turbulence
(voir réf. [26]) :

,2 —1/2 =
—/;Li ) £ (k0D oF (38)
P

= - Y-
5, =~ ¢C, = (1
P
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Pour ce terme, Kollmann fait une suggestion quelque peu différente (réf. 23 )

pour un &coulement parabolique,

2

- _ vo
S, = Ceh 0

1
b 5| = . —_ (39)
3y p

mais 1'expérience montre que le principal effet d'un tel terme est d'introduire

des instabilités & cause de la présence d'une dérivée seconde de [; (k.p'2)1/%].
Y

e) Terme Sp

v' v 9 W, OV
S, = g A [Tt T] T (e ) w g (3Lt S e
o 9x aB aB| p 9x aB 3x 3x,  9x 3x_‘ox
o § Y
W, OV
a .
—¥a 9X axB (ko)
Y oXg Xy

Sp est une collection de vitesses moyennes et de corrélations densité-vitesse

qui est négligée ici [21] .

f) Terme S_ :
m

v 32 ¥ v ov"  av, oV
s =-e  —%-7 T 2 (5= )
m ay SxY § “ay ax6 X X ax(S 8xa ax6

) (k2)
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5. Equations pour les corrélations de densités partielles.

Les termes inconnus des équations pour QIJ ont 1'une des formes

ou pi -—a—(J ) .

9x
o

suivantes QIJ D", v; Qrgs pi DY, pi vg o

Les approximations de modélisation suivantes sont utilisées [23] .

a) Qs D" —=> ce terme est négligé
b) P} D" —> ce terme est négligé
c) vl Q —> une approximation du type gradient moyen est
B 1J
utilisée :
M, 9Q
- - t 1J
-5V a, =t (43)
1J o 9x
? Q g
a) vg pi —> de méme que pour le terme précédent
It e LR B (41)
g "I B I o; BXB I

e) une estimation des ordres de grandeur des différentes

contributions méne & la relation suivante :

9Q
n _0_ - n _93 - _9_ _1J

~lo e 5 Wag) = (o Cp)" 500 0) = 5 (Dp + ;) =3
o o, a o

€ 1 jn % c( Su £

Les corrélations p'(pCI)" et p'(p CJ)" sont définies dans le chapitre II par
- N
t H=
p'(p C1) 321 Qy - (146)

Dans le cas présent de mélange binaire N = 2 .
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6. Systéme fermé d'équations.

Pour résumer cette partie concernant le premier modéle de turbulence
les équations pour un écoulement bidimensionnel parabolique stationnaire

sont données dans le tableau I.

B) Modéle II - Modéle de turbulence & deux &quations pour &coulements

& masse volumique variable. Approximation de transport par gradient exprimée

2~
en moyenne pondérée.

Corsin (réf. [16]), & partir d'argument mathématiques provenant
de la théorie cinétique des gaz, montra l'origine de ce qu'il appelle
"Fourier/Fick transport" ou "simple gradient transport" et que nous qualifions
de transport par gradient. Puis il assembla une liste de limitations 3
l'utilisation de telles approximations qui sont principalement

1) pas de modification de la courbure du profil moyen sur une
distance de l'ordre de 1'échelle de longueur du mécanisme de transport.

2) pas de changement appréciable dans le temps, du gradient de 1la
variable transportée & 1'intérieur d'une période comparable & 1'échelle de
temps du mécanisme de transport.

3) 1'échelle de longueur du mécanisme de transport doit &tre
constante sur une distance &gale & une longueur caractéristique de 1'écoulement
et sur une distance pour laguelle la valeur moyenne de la variable transportée 2
change appréciablement.

L) la vitesse du mécanisme de transport doit &tre sensiblement
plus uniforme que 1l'échelle de longueur.

Dans cette formulation, les valeurs moyennes sont temporelles et
aucun facteur de pondération n'est pris en compte. Puisque 1'approximation
du transport par gradient est bas€e sur des moyennes conventionnelles, il

peut &tre trés imprécis de la transposer directement en moyenne de Favre

sans aucune modification.
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Considérons ¢ = v.¢ .,

Selon les régles de la moyenne pondérée.

" ~v
=0+ 0" ou v.¢ = (v.4) + (v.$)" (L7)
or
Vep = Vg + v E 4 vTe" + V. (48)
Donc, aprés passage & la moyenne pondérée
. ~ Ny
v'.¢" = v.d - V. (L49)
et il s'ensuit alors en termes de moyenhnes conventionnelles
had 1 | ——r ¥ 3
VIt = - = p'vioTet + vtet + o' (V) - T p'e" - Zp'v' (50)
p P p P
V"¢" = V'¢' -= p'V' p|¢| + :'p'v'¢' (51)

P o

Le dernier terme de droite de 1'équation (51) peut &tre reformulé comme

(pp)'v' - ¢'v' — % p'v' (52)
P

p'vie' =

'Oll—h

1
P

En combinant les &quations (51) et (52) on obtient ainsi

~~ n
- o v"¢" = =(po)'v' +¢0'v' (53)
Considérons maintenant la nouvelle variable n = %? . Cette définition
p
entraine :
— n '
= 5= loe) (5)

p

Selon 1l'apptoximation classique du transport par gradient pour n et p on

peut donc écrire

L~ -
Spren =t 2§ Teo (55)
G, ° - o_ 9
6 o %V
Les constaﬁtes c¢ et cp jouent un r8le de nombre de Prandtl/Schmidt
turbulent. o¢ est une fagon de différencier la diffusion turbulente de ¢

du flux turbulent de quantité de mouvement. Toutefois la signification de o,

est moins claire parce que nous ne pouvons pas considérer la masse volumique
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comme une réelle variable transportée. De plus, nous verrons dans le
cinquidme chapitre que la valeur de cp est tout & fait différente de celles
des autres nombres de Prandtl/Schmidt turbulents. Néanmoins, nous gardons
cette constante comme un nombre de Prandtl/Schmidt turbulent, au moins pour
conserver une notation cohérente. L'8quation (55) permet donc d‘'améliorer

le systéme d'équations aux dérivées partielles établies dans le tableau I.

1 - Equation de quantité de mouvement.

Le terme de diffusion turbulente de cette égquation pour un écoulement

N
parabolique bidimensionnel correspond a la corrélation u"v" . L'équation (55)
peut donc &tre appliquée ici
~_ n Vol -
- non o au _u’t 3dp
p u'v Mt By - 5 5y (56)

2 - Equation de fraction massique.

Pareillement 2 1'équation de quantité de mouvement, le terme de flux

turbulent est reformulé :

o~ o o -
u aC u
‘DV"CI=0L ‘a—'I""'__—I G_gﬂ. (57)
ct ¥ P o Y

3 - Equation de l'énergie cinétique de la turbulence.

Dans cette équation, 1l'approximastion du transport par gradient est
utilis€e deux fois. Néanmoins, 1'équation (55) ne doit pas &tre utilisée pour
LI . ~ a 2.2 z :
le terme de diffusion, & cause du caractére non pondéré de cette corrélation.

I1 s'ensuit donc :

o u
diffusion : - p v'k = EE-%% . ' (58)
k
N n M, Vv .= .
. S T 1 9u 2 _ "t u3dp du
production : - p u'v 3y = Mt (ay ) 5, 3y 3y (59)
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4 - Equation de la dissipation.

Pour des raisons identiques, le terme de diffusion turbulente n'est

pas affecté par la modification (55)

_ 9 Mt ose
D, = (% ) (60)

tandis que le terme de production est modifié.

n Ny - n 2
= E 34 42 _ gu_t 3p du _ S E
P-V=Cix ¥ (ay Cet k‘—)cp 5y 3y~ Ce2 P k& (61)

5 - Equations pour les corrélations de densités partielles.

Les termes apparaissant dans ces &quations ne requidrent pas de

nouvelle approximation parce que ce sont des corrélations non pondérées.

6 ~ Systéme fermé d4'équstions.

Avec cette approximation du transport par gradient, les équations

du mouvement turbulent sont données dans le tableau II.

111-2. REALISABILITE DE LA FERMETURE

Une particularité des méthodes de modélisations fut mise en &vidence
guand les f%rmetures du second ordre furent utilis@es de facon extensive pour
décrire une grande variété d'écoulements turbulents. Il peut arriver que le
résultat du travail mathématique qui consiste & modéliser certains termes
des éqﬁations de la turbulence n'ait pas de éens physique. Un exemple typique
est 1'obtention de valeurs négatives pour 1'énergie de turbulence. Une cause
bien connue de ce phénoméne dans une fermeture du second ordre est l'utilisation ‘

d'une approximation quasi normale pour représenter le terme du lYe ordre

qui apparait dans le terme de diffusion des &quations de transport correspondant




_67_

I
(49,9 5 + 10,0 Ty o Oy Ty X g 10,
STTIATIMV
[v]
£ o K £ X
A%ﬂv%a Bm»m+2m n o SELISNAA 3a
» £e T ge |Fo Io| & o be be be
(RO RIF | +1 el bgo9e- : SNOILVIZIHOD
£e d
14 - G3
(ge )™ 0+
A
d (o] 3
— - £3 €3 £e "o Ke £e xe
— 1) TP - ga 0t (52— 28 =804+ 2ng NOLIVAISSIA
3 - 3 —_ -
dez/L <— v _ 4 e’ e 3¢ A 3¢ ~
, Jd_d
oK fe o wis Aeq yia
ne de3 M3 e'me’ 3
xe % 2a
—_ dj = +
& ezt T 9 . FONTINGENT VT
£e To_ Ke Ke xe .
—_——) X — A d 4+ 2nd
| e OO ) Ammpn 5 oA d+gmnd 3q ANBITANID
+390- g 2o (28 ATDYANT
- nede 3 2" ne ,
£e ao -| Ke £e 10, £e wm X0 v}
2 ol A ( o £e A0+ 0 d ANBISSYH
e 3. T | e -
=% *t Toe M ¢ Toe ¥ Toe ™ NOIIOVHA
Jd d
£g o0 - |Ae Xg € X £e 3. £Ke £e X LNAWAANON
Fe = [ - (W) =& = (= ") = 2 Ads2mnd
Jde I n je -’ e g de ne e men - T Te - g0 TLLINVND
£e xe
0 0 . Qer mv < + AMMJ < ALINNTLNOD
NOILVAISSIA/NOILONAONd NOISNAITA NOILOTANOD NOTIIVADE

(enbtumToA SssvW ap JuUSIpBIZ 094A® 3-¥) II eTgpom np suoryenby - IT neaTqr],




68

aux termes du troisiéme ordre. Toutefois, méme avec des fermetures du premier
ordre, il est nécessaire d'assurer un sens physique aux variables durant la
procédure de calcul. Les moyens les plus évidents pour cela sont de forcer

les variables au-dessus ou au-dessous d'une limite connue. Le principe de
covariance positive (énergie) est un critére; un autre critére est 1'inégalité

de Schwarsz.

N
v& v& 20 (62)
[:v(’; vg:l < v&e.v's'g (63)

Une description plus compléte de ce probléme, qui, il faut le
souligner, apparait principalement pour les fermetures du second ordre peut
8tre trouvée dans la référence [27].
La condition (62) est trés simple & mettre en oeuvre, tandis que,
dans le cas d'une corrélation quelconque, l'utilisation de (63) est tributaire
de la connaissance de la covariance de chaque terme. Les corrélations de
densités partielles sont un exemple de termes avec lesquels, 1'inégalité
de Schwarz ne peut pas &tre utilisfe. Il est donc nécessaire de développer
une approche différente pour obtenir des conditions de réalisabilité. Considérons

P(p,C fonction densité de probabilité moyennée conventionnellement pour

SR
les variables p et CI , magsse volumique et fraction massique. Cette pdf
peut &tre utilisée pour définir la pdf de C; en moyenne pondérée.

B(c,) = J ap.p-P(psCq) (64)

1
o

I1 s'ensuit done par définition

1 1
f c, Blc,) ac; = é-J J o C; P(p,Cq) do.dC; (65)
0 o0
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w1
et o 'c‘:‘I = f J p C;-P(p,Cr)dp.dC, (66)
00

La définition de la moyenne pondérée permet d'écrire
"2 - 2 _ - - 2
(pC )" = (oCp)” - 2.0.C; 5 & + (p Cp) (67)

et celle de pdf.

e o1
2 2 2 - -2 AD
. (pCI)' = J f dpdCI P(p,CI) (p° CI 2p CI P BI +p ?"I) (68)
00
= 2 2 _2r\2/
ou (pCI)"2 = J j dpdCy P(p,CI) " Cp— e Cp (69)
00

En l'absence de réaction chimique, la masse volumique est limitée par 1'une

ou l'autre des valeurs limites.

p £ p_ = Max (p) (70)

et dans tous les cas CI <1

L'équation (69) devient donc

- 51
172 52 ue
Qp = (e Cp) / < pg J J dp 4 C; P(p,C;) p.Cp = p BI (71)
00
- _ 0
ou QIIS‘po ) EI 1 o EI . (12)

L'inégalité (72) est une premidre condition de réalisabilité pour les
corrélations de densité partielles. Une seconde inégalité pour le mélange

binaire est

Qe b (1-8)) [ -1;—(1 —BI):] (73)

o

Pour la troisiéme corrélation 1'inégalité de Schwarz peut maintenant &tre

utilisée o
(@7 )" € Q1 . Q5 (Th)
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Ces inégalités peuvent &tre donc utilisées pour limiter la valeur des
corrélations si cela est nécessaire (1'expérience montre que de telles
conditions le sont rarement); toutefois le principe des covariances
positives s'applique €galement a Qrps Qpy pour la limite inférieure.

Les inégalités (62), (63), (72), (73) et (TL4) sont donc un moyen de forcer
les résultats de calcul & une signification physique, mais il faut admettre
que durant un calcul ordinaire, ces conditions ne sont pratiquement pas

utilisées, les inégalités &tant rarement violées.

T11-3. INVARTIANCE

La question de l'invariance dans les problémes de modélisation
est un domaine largement ouvert & la discussion. Récemment un articlev
de Speziale [28] a donné une d&monstration formelle que les équations
- de transport pour les contraintes de Reynolds ne sont pas invariantes
dans un changement arbitraire de systéme de références tandis que les
contraintes de Reynolds, et certaines &quations de transport pour des
grandeurs telles que 1l'énergie cinétique de turbulence ou des échelles
de longueur le sont. Donaldson [29], argumentant pour l'invariance,

a montré que l'expression de longueur de mélange de Prandtl pour les

contraintes de Reynolds est satisfaite par tout changement de systéme 5
de références. Les résultats de Speziale pour les deux &quations de
turbuleéce permettent donc de conclure que les modéles de turbulence

4 deux paramétres, qui utilisent 1'approximation de Boussinesq sont

invariants, quelle que soit la transformation du systéme de référence.
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CHAPITRE IV

TRAITEMENT NUMERIQUE
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IV-1. LA PROCEDURE DE RESOLUTION NUMERTQUE DES EQUATTIONS DIFFERENTIELLES

PARABOLTQUES.

Une version modifiée de la méthode de Patankar et Spalding est
décrite dans ce chapitre. La base est &videmment le livre [2] mais plusieurs
caractéristiques ont été modifiées, comme le traitement des termes sources
et des points de glissement. Partant de la forme générale des équations
paraboliques de transport et aprés un changement approprié de coordonnées

(§ 2), nous obtiendrons une forme commune pour toutes les équations :

9 9 3 9
2iavm) 2 (e, (1)

¢
Puis cette &quation sera mise sous forme de différences finies.
A cause de ses propriétés de type couche limite, cette &quation-
peut &tre résolue par une procédure d'intégration pas i pas. C'est-d-dire
que, 4 une position x, la variable ¢ &étant connue pour des valeurs discrétes
de w, la tache consistera & obtenir ¢ aux mémes valeurs de w & une position
légérement différente x + A x . Ainsi, tout le domaine de 1'écoulement
peut &tre couvert par répétition, pas 4 pas, de cette opération de base.
Le moyen le plus commun d'obtenir une &quation aux différences finies
8 partir d'une &quation différentielle est le suivant : chaque terme est
remplacé par son développement en série de Taylor et, aprds réarrangement,
nous obtenons une relation entre une collection de valeurs de ¢ 4 dés noeuds
adjacents qu maillage et des expressions différentielles. Toutefois, dans
le présent ‘travail une méthode différente sera utilisde : chaque cellule
€lémentaire du maillage sera considérée comme un domaine d'intégration.
Sur chaque cellule, une intégration sera effectuée. Ceci serait évidemment
impossible sans une hypoth&se sur la nature des variations de ¢ entre deux
noeuds adjacentsdans le sens des w et dans le sens des x. En d'autres termes,
1'€quation aux différences finies est obtenue en remplagant chaque terme

de 1'équation aux dérivées partielles par le résultat d'une intégration sur le
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petit volume de contrSle. Ainsi, contrairement 4 la méthode de développement
en série de Taylor, cette procédure assure que 1l'équation de continuité est
satisfaite partout dans le domaine de 1'&coulement.

En développant cette méthode avec plus de détails, nous verrons
dans les paragraphes suivants comment mettre une &quation standard de
transport sous la forme (1) & l'aide d'un changement de coordonnées approprié
et quel est 1'intérét d'un tel changement. Puis une courte description du
maillage sera suivie par la transformation de 1'équation aux dérivées partielles
(1) en un systéme d'équations portant sur trois points (systdme tridiagonal)
adjacents de maillage. Aprés une courte description de 1l'algorithme de Thomas
des considérations générales, sur les conséquences d'une telle méthode, seront
données avec quelques remarques au sujet de la précision et des temps de

calcul nécessaires pour une exécution.

1V-2. CHANGEMENT DE COORDONNEES

T. Aspects théoriques

Considérons le systéme suivant d'équations paraboliques différentielles

formulées en deux dimensions

U Ju 3 Ju P
— + — = = — ) - =+
e u X eV 3y oy (u oy ) 9x Su (1)
o o o
3¢~ ¢ _ 3 3¢ ‘
! P U ax Tev oy oy (D y )+ S¢q (2)

avec les conditions & 1l'entrée du domaine pour x = X, que nous appelerons

conditions initiales

u = uo(y) (3)

-
[t}

45(y) 5 a€[1,N]
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et les conditions aux limites

o

y = yg(x) = > u = uglx, yplx)s 67 = G lx,y(x) )

(4)
a

y = yI(x) =>u-= uI(x, yI(x));¢ = cboi(x,yx(x) )

yE(x) et yI(x) sont les frontidres du domaine de calcul. Ces frontidres
peuvent étre des lignes de courant, mais le transport moyen de masse 3
travers les limites inférieures et supérieures est possible pourvu que le
caractére parabolique de 1l'écoulement ne soit pas détruit.

Le systéme (1), (2) doit &tre complété par 1l'équation de continuité

Ev (pu) + = (DV) (5)

Un systéme équivalent peut &tre &crit pour des problémes axisymétriques :

ou ¢ U oP

=1 2 )
P TPV s T T (r Y or ) * 5y T e (6)
a ) o
3¢ 3 _ 1 3 L
pu X tov ar r 23r (r D ar ) +8 a (7)
avec 1'équation de continuité
! 1
= (pu) + p o2 (rpv) = (8)
F
et des conditions aux limites
x=x_ =u=u(r); ¢%=¢(r), a€[1,N (9)
) o )
i
ol rE ) = s gl rp(x)); 6% = ep (x, rp(x) )
r=ri(x) = u=ulx rpx); 6% =47 (x, rp(x) ) (10)

T

Le passage du cas axisymétrique au cas plan bidimensionnel est immédiat

en remplacgant 2 par 9 et en posant r = 1 .

ar Ay

2

Ainsi dans la suite, seul le cas axisymétrique sera considéré.
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Ce systéme est écrit pour des valeurs instantanées des différentes
variables. En fait, pour les problémes d'écoulements turbulents, les &quations
qui sont résolues concernent les valeurs moyennes de ces variables. Comme
le chapitre II 1'a montré, deux statistiques différentes peuvent &tre
considérées

- moyenne non pondérée (moyenne temporelle conventionnelle)

dénotée par ¢ .
- moyenne pondérée par la masse volumique (moyenne de Favre)
dénotée par 3 .
Comme ce systéme d'équations est supposé valable pour les deux statistiques,
alles seront représentées par le symbole commun < > . Le systéme d'&quations

noyennes peut donc &tre écrit

d<u> d<u> _ 1 3 d<u>  _ 3<P>

<p.u> *<pav> s o e (r u o ) 5 *tsu (11)
3<¢™> 3<e%> _ 1 9 3 .

<p.u> S <p.v> == ;-5;-(1'0 35 <0 >) + S¢a (12)
é%- <p.u> + %-—;—(r.<p.v>) =0 (13)

avec un ensemble de conditions aux limites équivalentes & (10).

II. Transformation du systéme de coordonnées

La fonction de courant ¢ peut €tre définie par
i

* dy = <p.u> r dr - <p.v> r.dx (14)
ce qul méne §
Wy - _ _
(ax )X <p.v> T (15)
(ﬂ) =

 x <p.u> r | (16)
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Pour un écoulement turbulent, c'est une procédure purement formelle
puisqu'il peﬁt y avoir un €coulement transverse instantané sur les lignes
moyennes de courant. Aprés dérivation de (15) par rapport & r et de (16)
par rapport & x, il apparait que l'utilisation d'une telle fonction de
courant assure que 1'é&quation de continuité (13) sera satisfaite
automatiquement. Cette équation n'a donc plus besoin d'&tre considérée
dans la suite. Le systdme de coordonnées (x,r) est transformé en deux

étapes.

1) x=x (&,9) E=x

avec

r (&,9) ay

r <p.u> r dr

ce qui entraine :

&y o 38y _
(ax )r =1 (ar )x 0
(%}%)r=-<DV>r '(g—;’f-)x‘-'<pu>r

Considérons maintenant une fonction y (x,r); ses dérivées partielles

se transformeront en :

(G, = G8) - <u> r (5L, (17)
GE ), =<ou>rlge), (18)

L2 Ec(%%)x] ), = <ow [K Gu> (%%)% e (19)

2) La seconde étape est

£ (x,0) x =E

¥
il

avec Y=y
b= ("0 v =
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wI est la valeur de ¢ & la frontidre intérieure
¥y est la valeur de ¥ & la frontidre extérieure.

. P *
wI et wE peuvent &videmment dépendre de x

La définition de ces nouvelles coordonnées entraine :

ax* Bx*

Ge Jy =15 GGy )g=o

(20 =

B E T Ypug

oy oo _h [%-f&]_,g__iﬁ

3F 'y 2 | 9 o R
(wEwI) E I

Considérons maintenant une fonction ¥(£,9). Ses dérivées partielles se

transformeront done en :

oY oY 3]
gy _ (B 1 I E_ °%r 3¢
Gehy = 0%~ [ag MR )} Gl » (20)
By _ 1 (39
o el ) x \ (21)
(2 x (2 )y = T2 @Y (22)
v Tave e T E e G

3) La combinaison de ces deux étapes de transformation donne les
i
relations finales suivantes

3¢ \ _ (8¢ 1 "o no_ "y - N Al

Cox Jy = (ax* o ¥ T [rl mp - olrg mp = rpop) - <.y r] (e )x* (23)
9¢ = Spu>r 3¢

(55, = = (5 )x* (2k4)

3 EX) _ <pu> T 3 <ou> 99
=gl - By [ o 3D ] (25)

du’ *
wx
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oY oY

dans lesquelles sgl et SE—-sont considérées comme des débits massiques
4 travers les limites intérieureset extérieurescorrespondant respectivement
a: w =0

w =1

Cette hypoth&se permet donc d'écrire (par convention)

3\»1 alj)E "
—ag—=—rImI;f=—rEmE (26)a (27)

IIT. Probléme différentiel transformé.

Le systéme d'équations paraboliques différentielles (11) & (13) doit
étre transformé avec les équations (23) & (25). Le résultat de cette reformu-~

lation est donc

I<u> 1 " 1" " a<u>
+ rom" + o (r ~r.m —
o Vpip [ 1™ E"E " f1 I] 3w

2 ' ,
9| <pu>r u 9<u> 1 <P> 1
= - + S 28
dw (wE-wI)z dw <pu> Bx* <pu> u (28)
A< > 1 3<%
+ r. o + (r "M
N Vg [I I E"E 1™ 3w
? | <pu> r2 D a<¢9> + S¢a (29)
dw (v )2 ow <pu>
E T

i

Toutes les équations d'un tel systéme peuvent donc &tre écrites sous une
forme commune.

3%
9x

9
dw

20

(c dw

+(a+m0) - ) + 8 (30)

avec les coefficients suivants
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I‘I m,
A= = (31)
VgV
T "o "
B = E'w— L 1 (32)
E V1
r® <pu> 2 )
Cc = ____iL_7§ B ou C = EL-SEEE%?- (33)
{(bg—v) (Vo=¥.)
E Y1
s s
—-— u —3
8= ou 8=t (34)

u doit &tre considérée comme une viscosité effective dans 1l'équation de
quantité de mouvement. Pour 1'équation de ¢a , la variable u caractérise
le transport diffusif associé & ¢a . Dans le cas ol ¢a est une fraction
massique par exemple, u sera la diffusivité effective.

Le terme S contient tous les termes sources. Dans 1'&quation de
quantité de mouvement, ces termes pourront &tre le gradient de pression
ou les effets du champ de pesanteur. Pour toutes les autres équations de
transport, S collectera tous les termes non linéaires tels que les termes
de production/destruction de la variable o . Pour tempérer les effets
de la non linéarité de ces derniers termes, ils sont décomposés de la
maniére suivante :

= + .
3 SN @ SL

SN est la composante strictement non linéaire de S et de S, est la grandeur

A L

a5

3 Nous verrons dans la quatriéme partie de ce chapitre, comment cette

décomposition est prise en compte dans la procédure numérique.

IV. CONSEQUEIICES DU CHANGEMENT DE COORDONNEES

Ce type de transformation qui fut proposé initialement par Von Mises

puis utilis€ extensivement dans la méthode de Patankar et Spalding méne aux

conclusions suivantes :




8k

1) L'utilisation de la fonction de courant pour déterminer la nouvelle
coordonnée transverse satisfera toujours 1l'&quation de continuité.

Donc le nombre total d'équations sera réduit quelque soit le systéme d'&quations.

~

2) Comme les calculs se feront sur des points & w constant, le plan physique
sera représenté par un maillage évolutif sur la coordonnée y . La propriété
d'une telle transformation est particulidrement intéressante pour traiter

les problémes & frontiéres libres.

3) Toutefois il faut mettre en évidence un inconvénient certain de cette méthode.
Quand les frontidres de 1'écoulement ne sont pas des lignes de courant, les
valeurs de wI et wE ne sont pas constantes le long de l'axe des x . Ces
valeurs doivent donc &tre déterminées & partir des valeurs initiales et de
caractéristiques de 1'&coulement & chaque nouvelle position suivant x . Un

soin trés particulier doit donc &tre donné au calcul de ces valeurs.

1V-3. SCHEMA DE DIFFERENCES FINIES

Les équations paraboliques différentielles ont une forme commune

(voir paragraphe précédent).
9% 4 (a4 9 _ 3 (3%,
X (A + Bw) dw ow (c aw) 8 (1)
Avant leur résolution numérique, ces &quations doivent &tre discrétisées sur un

maillage puis chaque terme doit €tre intégré sur une cellule &lémentaire définie

sur le maillage. Un exemple de cellule de maillage est montré dans la figure 1.

] Wrey
7 T rer e W
/
ly
y
é* MESH w,
CELL

INSSANSN

LlrtLlftesL Liceldl w.
i

Wr.q

< }
v To Jtm , W

X

Fig. 1 - Cellule élémentaire du maillage.

Cette cellule élémentaire est limitée par les lignes pointillées

dans le sens des w et par les valeurs amont et aval de x.
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L'hypothése de base pour 1l'intégration sur une telle cellule est que ¢
varie linéairement entre deux lignes de courant adjacentes correspondant.

ou w, et w . La variation dans la direction des x est en

g w, et w I -1

I I+1

escalier. Les valeurs de ¢ pour l'intervalle compris entre xﬁ (amont) et

x., (aval) sont uniformes et égales & la valeur en Xp excepté pour x = x

D u

La procédure de Crank-Nicholson [1] prend pour différences en w 1la

moyenne arithmétique des valeurs des termes en X, et‘xD et, est donc libre

de toute limitation quant & la distance entre X, et Xps 4 cause des conditions
de stabilité; mais selon Patankar et Spalding [2] ; "il peut &tre montré au
moins dans des cas simples, que l'utilisation de la valeur correspondant & la
position aval peut &tre beaucoup plus précise pour des grandes valeurs du
pas d'avancée et est toujours stable; cela est aussi plus commode". Cette
méthode est donc utilisée pour la discrétisation des &quations. Dans le
paragraphe suivant, tous les termes qui apparaissent dans 1'équation (1)
seront donc intégrés sur une cellule de maillage, telle qu'elle vient

d'étre définie, avec les hypothéses de comportement en w et x décrites

ci-dessus.

IV. EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES

Chaque terme de la forme générale (1) doit donc &tre remplacé par

la valeur de son intégration sur une cellule &lémentaire
{

' R aesn) oD o2, (1)

(1)Tmme%§.

L'intégration sur une cellule entraine la définition d'une premilre

quantité I,




1. = —1 1 ) J DI T 4 e | (2)

1 ' X
(xp=x) (w+ w_

or 1l'une des hypothéses de comportement est que ¢ est constante et égale

a ¢D le long des lignes w = cte si xu< X g Xy - Donc

+ .
I, = ! j (6-6,) dw (3)

(xD—xu)(w+—m_)

et, en suivant la régle d'intégration du trapéze :

Rl e
_ 1 D u 41 %1
I, = ( ) o+
! (x =% )(w,~w ) 4 2
D Tu + -

I oI . .
D u 1 %11 386 P141 "Y1

" ( 5 )+ = 5 ) (L)

51 maintenant nous supposons que w varie linfairement entre deux noeuds

adjacents.

(w,~w_) ='% (wI+1—wI_1) . (5)

Ainsi, aprés quelques manipulations, la premidre partie du terme de convection
peut &tre écrite :

i

I 3 1 LT T41 Yre1TYg -1 Y17%—4
T e e B el ey B O e
1 D (MO ) | Blepmx ) 1T T P e ey T e e e
(] - Wo—Ww
T+1 T+1 -1 I-1
+ ¢ — 1 — +¢I I (6)
D Mlup, mwp_ ) (xp=x ) Dl e ) (xemx)
I+1 "I-1 D Tu
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2) Terme .Agi.
ow

L'intégration de ce terme méne 3 la définition de I,
w
+
I, = —1 A28 g, | (7)
2 W, ~w_ dw
w—
ou, en utilisant 1'équation (5)
I+1 I-1
b~ ¥
,=a (20 )
I+1 I-1
3) Terme B w 29
3w
De méme que pour 12 nous obtenons
W
1 M)
I3 i f Bw ™ dw (9)
w—
ou encore
I+1 I w I 1I-1 w
B p ¢ %p7% I
I3= = — J w dw + ———— J w dw (10)
wymw_ Jwp,gmwr Wy =Wy
-
I -
et aprés intégration B
I+ I 2 2 I ,I-1 2 2
. - - -— -
I, = —2 o T N7 o e (11)
30w, ~w_ Wl 410 2 WpTwr_, 2
ce qui, aprés réarrangement s'derit
+
Lo T B Ureq T3 1B _I-1 B Suptur_, (12)
3 D L Wpyq “Wp_, D 4L D L Wryq™Wr_y
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9 3¢
4) Terme » (c Bw)

La grandeur I, est définie par

wy
= 9 3¢
Ih - 0, ~w_ J W (c Bw) dw (13)
w-
ou
1, = —— | (c &y _ (¢ (1)
L W, —w 3w’ w dw’w
+ - + -
Soient Cu et Cu les valeurs de C & la position amont et pour y = w, et w = w
" _ -
respectivement 41 T T -1
) ‘QD o9 ‘
1 D D "D
Iy = W, - W Cu W 0. cu— W= (15)
+ - + I+1 I I "I+ ' :

Ainsi, apré@s quelques manipulations, la forme finale de ce terme de

diffusion est

I =¢I+1 2cu.+
S ORI )
_ ¢I 2 Cu— + Cu+
D (wp qmop o) | wpmup_ g 7 wp,mwg
2 ¢
+ oy S (16)

(o qmwp_g) (wpmer_,)

5) Terme source.
Pour faire face & la non linfarité du terme source, seule la valeur amont
est considérée pour le coefficient de la partie lindarisée.

I I I
Iy = (sN) + ¢D(SL) (17)
u u
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6) Equation résultante
En reconstituant 1'équation (1) avec les différents termes I1, I2, I3, IL

et I5 et aprés réarrangement, nous obtenons la forme suivante

I_ I+1 I-1
ap ¢p = A oy * B; ¢D + C; (18)

I+1

5 et ¢£-1 sont les valeurs inconnues de la variable

dans laquelle ¢£, ¢

sur trois noeudssuccessifs 4 la position aval, et ars AI’ B, et CI sont des

I

coefficients calculés avec les valeurs correspondantes connues de la position

amont. Les coefficients sont

C C I
3 B 2 u- ut
o= 3 B, 2 U, w5 (19)
T blgrx) b g mep ) | epmer g D epyy - ep Y
(0w, ,~w.) 2C
1 I+1 I B u+
A= — — — -A+ 7 (w + 3w.) + — (20)
T (wppq-wp_q) h(xD xuyf L Y141 1 Wry g mI)
~(wp~w__.) 2C
B = 15 1w y L2l s %-(wl_1 + 3up) + LS (21)
I+ TI-10 by ) (w;=w _,)
Wy W WrTWy_ _ I
c =.___L:___ 3 ¢% + _lil_:l____ oitl L I=U I s ) (22)
I W(x.—=x) u  (w w u u N'u
D “u I+1 "I-1) (wI+1-wI_1)

{
1V-5. ALGORITHME DE THOMAS

Le paragraphe précédent a montré que toutes les équations

paraboliques de transport peuvent &tre mises sous la forme

ar ¢ = A ¢ + B ¢ + ¢ (1)
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I+1

dans laquelle ¢I-1 s ¢I et ¢ sont les valeurs de ¢ & trois noeuds successifs.

Une telle équation peut s'écrire sous forme matricielle :

- \ 9 r - - -
\ N
\‘\
0
NN $7
AN
! I —
By B el
I+
¢
- B L -l L N

Richtmeyer et Morten [3] considérent la méthode de résolution d'un probléme
de matrice tridiagonale comme une adaptation de la procédure d'éliminstion
de Gauss, mais cette méthode est connue communément comme 1l'algorithme de
Thomas. La description donnée ici suit plus ou moins celle de Roache [4]
avec un traitement détaillé des conditions aux limites.

Pour garder l'erreur d'arrondi raisonnablement petite, Richmeyer

et Morton [3] ont montré que des conditions suffisantes étaient :

( A >0
B. > 0
4 1 (3)
' CI>O
! [ B At G

1 - RESOLUTION
Nous allons voir maintenant comment il est possible de transformer

cette relation en trois points en une relation & deux points adjacents.
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Postulons l'existence de deux vecteurs E et F tels que

07 = By dpq * Fp (4)
qui s'écrira, si I est transformé en I-1

bpo1 = Bpog 0 * Py (5)

La combinaison de 1'équation (1) avec 1l'équation (5) permet donc d'écrire

. = AI A . CI+BI.FI_1 ©)
I aI—BI.EI_1 I+1 aI-BI.EI_1

et en combinant (6) et (k)

A

Bo= ol (7)
I GI BI'EI—1

.
I I'71-1
Basée sur ces relations, la procédure suivante sera donc utilisée :
La condition & la limite intérieure (I=1) permet la détermination des deux
coéfficients E et F de I = 2 & I = N-1 par les relations (7) et (8) E, et
F, viennent de la condition & la limite. Puis ¢, qui est donnée par la

condition & la limite extérieure est la valeur de départ de 1l'é&quation

récurrente (U4) revenant de I = N-1 8 I =1 .

i
2 - CONDITIONS AUX LIMITES

A |- Examinons tout d'abord la condition & la limite intérieure qui est
nécessaire dans la premiére &tape de 1l'algorithme pour déterminer les

coéfficients E,et F, . Deux types de conditionsd la limite seront consid8rés.
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- condition de Dirichlet ¢ = ¢o- a la limite
o 3 _ o N .
- condition de Neumann 3y = ¢o g la limite.
A-1 Condition & la limite intérieure de type Dirichlet.

Cette condition fixe la valeur ¢1 = a, de la variable ¢ au noeud

I = 1. Pour cette valeur de I, 1'équation (4) s'écrit :

¢ = Ey 0, + Fy (9)

Cette relation doit &tre indépendante de ¢,» done

E, =0 (10)
) 3
F, =a, (11)
A-2 Condition & la limite intérieure de type Neumann.
o
Supposons maintgnant que ¢o est la valeur prescrite de %%' d la -
limite (I = 1). Ainsi avec un simple schéma de différences finies,
o}
95704 = ¢, b Y . (12)
Aprés comparaison avec 1'équation (14) il vient immédistement -
E1 = 1 »
o
F.o=-¢, 8% (14)
t
B Aprds que E, et F, sont calculés, les vecteurs E; et FI peuvent
&tre déterminés avec ars AI, BI et CI.,La condition & la limite extérieure

donne maintenant la valeur de départ ¢y pour la rétro-substitution de ¢r
pour I = N - 1 jusque I = 1

B-1 Condition & la limite extérieure de type Dirichlet

Cette condition est évidente oy = 8y -
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B~2 Condition & la limite extérieure de type Neumann.
o
Cette condition (%§-= ¢N) peut s'éerire sous forme de différence finie
o] (6
Oy " Oy-q T O AV 16)
donc
b1 = Byt Oyt Fyeg (17)

ce qui donne par comparaison

(o]
Fo_ . + ¢ .4y
_ N1 *m (18)

N-1

QJ Suivant Roache, il est possible d'envisager un troisiéme type de
condition & la limite. Cette condition est appelée condition mixte ou de
Robin. R ’ -

L
¢ + K By L

gui combine les deux types de conditions déerits précédemment.

1V-6. PROPRIETES DE LA PROCEDURE NUMERIQUE : i

I - PRINCTPALES CARACTERISTIQUES DIFFERANT DE LA METHODE DE PATANKAR ET SPALDING
I-1. Traitement des termes sources

Dans la référence [2], le terme source est considéré comme étant
uniforme sur le volume de contrdle défini précédemment et égal & sa valeur
8 la position aval. Comme ce terme peut ne pas &tre linfaire, en ¢ , la valeur

aval est représentée par

_ LR _ '
Sp =8, *+ (g My (6p7¢,) (1)

u
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Ce qui signifie que le terme %%- doit &tre déterminé avec la valeur amont.

Ce terme, &tant une dérivée par rapport & la variable dépendante ¢ , est
susceptible d'8tre la source d;instabilités du au caractére globalement non
linéaire du terme source. Nous utiliserons donc une méthode modifiée qui donne

de trés bons résultats. Une décomposition similaire & (1) est utilisée

Sp = Sy, * Speép : (2)
Dans ce cas ¢D est la valeur de ¢ & la position aval. Le terme source est
décomposé en deux composantes, linéaire S;, et non linéaire SNL . Dans la
partie "linéaire", la variable ¢ apparait explicitement. Donc Sy, et SL
seont déterminées & la position amont, mais aucune dérivation par rapport

8 ¢ n'est nécessaire ici.

1-2. Trhaitement des valeuwrs Limites

A la différence de Patankar et Spalding, aucun point de glissement
n'est utilisé pour les raisons suivantes

1) Dans tous les problémes d'écoulements libres cisaillés, seules des petites
variations des valeurs limites sont attendues dans la procédure de description
pas & pas de 1l'écoulement.

2) Pour la méme raison, la viscosité tourbillonnaire aux frontiéfes est
inférieure ou égale 4 la viscosité laminaire, ce qui implique aussi que
tout graliient transverse sera proche de zéro dans ces régions.

N
Ainsi, exceptés les cas oll un maillage trop grossier est utilisé,
les points de glissement sont inutiles pour ces écoulements libres cisaillés.

Donc, les conditions aux limites présentées dans le paragraphe IV-5 peuvent &tre !

introduites telles quelles et utilisées sans autre manipulation spéciale.
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1-3. Caleul de L'entrainement

Le calcul de l'entrainement qui gouverne le développement du maillage
est une facon d'assurer que toﬁt le domaine d'intérét de 1l'écoulement est
couvert par le maillasge pour tout x > X (xo est la valeur initiale de x).
Pour cela, nous utilisons une m&thode purement artificielle pour contrdler
les débits massiques au travers des lignes limites de courant. Dans un
écoulement turbulent, le taux d'expansion est régi par le transfert de quantité
de mouvement turbulente. Dans le cadre d'une modélisation & deux paramétres,
la quantité appropriée pour ce contrdle est la viscosité tourbillonnaire u,

Le débit transverse moyen est déterminé par

NN

oF _ 1,8 . N-1, "tut Mtu

mo= oy vy ) T (3)
r -r
u u

Pour &viter d'éventuelles instabilités dues & la division par Ar, nous
introduisons un facteur d'amortissement qui moyenne la valeur actuelle et
la valeur & la position précédente :

rEmE—SmD+(1—9)mu,Oses1 (&)

Par analogie, nous aurons pour l'autre limite

I
o1 a1 2y Pou T Mey (5)
u 2 u 1 2
r -r
u u
o1 ol
"oy —
et r m] .e my + (1-96) mos 06 g1 (6)

Néammoins, il faut remarquer que ceci est une méthode purement artificielle
de calculer l'apport de quantité de mouvement qui est ajoutée & 1'écoulement.
En particulier, pour les &coulements avec transfert thermique, il peut &tre
opportun d'utiliser, par exemple, une diffusité thermique au lieu de la

viscosit@ turbulente, pour prendre en compte le fait que la couche limite
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est beaucoup plus épaisse que la couche limite dynamique [5].

1T - QUELQUES CONSEQUENCES A L'UTILISATION DE CETTE PROCEDURE NUMERIQUE.

11-1. CALCUL DE LA DISTANCE RADIALE

L'exécution de cette procédure aux différences finies fournit
les profils de ¢ en fonction de la variable w . Mais, puisqu'il a été
vu précédemment que les débits massiques transversaux peuvent &€tre différents
de zéro 1la distance dans le plan physique correspondant & chaque Aw du plan
transformé, évolue durant 1'intégration pas—d-pas d'amont en aval. Nous
rappelons ici la relation par laquelle nous avons introduit la fonction de
courant :

dy=<pu>rdr-<pvo>radx (1)

Aprés intégration par rapport & r, nous obtenons

lJJE
2 _ 2 d
2aadee [ Ak (8)
wI
ol rr est la limite inférieure de la distance radisale.
Précédemment w fut défini par i
-y
I »
L
]
done dw (wEwwl) =4y . (10)

La combinaison de (10) et (8) entraine

W !
2 = ri + 2(¢E - wI) J <pgf (11)

'
0

Sous forme de différences finies, le résultat est donné aprés l'application

d'une simple ré&gle d'intégration par trapézes :
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) 1/2

K 2(w,~w
2 ~1
re = {x7 + 2 (ypmvp) ] L1 } (12)
I=2 <pu>I + <pu>I_1
Pour un &coulement plan, l'équation (7) serait
3 = <pu> dy - <pv> dx (13)
ce qui implique :
K 2(wI—wI_1)
Yo = Yo+ 2(y-vy) ] (14)
I=2 <pu>I+<pu>I_1

11-2. Calecul de La divergence

Du changement de coordonnées, nous pouvons déduire une méthode rapide
€ ,

pour calculer la divergence de la vitesse. La transformation rappelée ici :

8¢__3_(2_ 1 "no_ " _ "y _ _@i
oo g Bt ] § 0

82 _our 24 (2)
or wE-wI LIN

. » * P .
permet de passer du plan physique (x,r) au plan transformé (x ,w). L'8quation

de conservation de la masse pour un &coulement du type couche limite est

S w () =0, (3)

|

ce qui entraine pour la divergence D

*
et dans le plan transformé (x ,w)

1"

_ u "o_ — L QR
* " olue) T wlrg mg rImI)] 3w (5)

p=-2 2
P

ax
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Cela signifie qu'il n'est pas nécessaire de connaltre la vitesse transversale
pour obtenir la divergence. Les équations (1) & (5) sont &crites sous leur

forme instantanée. Le passage aux formes moyennes est immédiat :

X ax* wE—wl w

d<g> L 3<p> ] [rlmg-w(rEm%-rImg)—r<pv>]m (6)

9<d> <pu>  3<$>

ar bV W (1)
§§ <pu> + %- é% (r<pv>) =0 . (8)

I1 a été montré dans le chapitre II que la statistique la mieux
appropriée est obtenue en combinant des moyennes conventionnelles pour les
variables d'état (pression, masse volumique et température) avec des moyennes
pondérées pour toutes les autres variables dépendantes (vitesse, fraction

massique etc...), ce qui a pour conséquence :

<¢> = po/p

<pu> = p u (9)
ny

<pd> =p ¢

Donc dans 1'équation (5), u et p peuvent &tre remplacées respectivement
par 5 et U et la forme moyenne de la divergence est déduite de la masse

volumique moyenne et de la vitesse longitudinale moyenne.
i

I11-3. Caleul de La vitesse trhansversale

I1 est possible d'utiliser la fonction de courant pour calculer
la vitesse normale 3 1'écoulement principal.

La fonction de courant est définie par :

%ﬁ =-pvVvr (10)

L]

5y SPWT (11)
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ce qui entraine :
1 3 (F
v E—_— = I p ur'dr' (12)
r
o
Cette &quation peut &tre mise sous sa forme moyenne, & l'aide des relations (9)
v
¥ =

1 3 T

- = [ pur'dr' . (13)

pT ’

Voyons maintenant comment un tel calcul peut &tre effectué dans un maillage
évolutif tel que celui qui est utilisé dans ce programme (fig. 2). De méme
que pour le calcul de la divergence, le développement qui suit est valable

pour des grandeurs instantanées ou moyennes.

w = cte

| Fig. 2 Maillage évolutif entre x, et x,.

La quantité de mouvement § la position X pour r_ g r' ¢ r est

rE r
vy = ( I pur' dr')D . owp = ( f pur'dr')

r r
(o] o}
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Dans la section amont, la quantité de mouvement pour la méme valeur de

r est :
rI'-1 rI I I-1
u u rp =T,
- v t ) 1]
v, = f pur'ar') + (I pur'dr') T 17 (15)
I-1 r-r
r, T u
rI—1 rN
u u
' ' - 1 AT
avec ( [ pur'dr )u ( Jo pur'dr )u W, (16)
20 - .
u u
I N <
o u
' ' = ' ' - ,
et J1—1 pur'dr') =( JO pur' dr'). (u-wy_,) ()
r r
u u

La vitesse transverse est obtenue de la définition (10) par

YV
=-1Du (18)

pr  XpTX

1T - CALCUL DES DERIVEES LONGITUDINALES

La premiére &quation de transformation de coordonndes est

" o_ "o ny_ A?_
ox % Yy [%I mp ~ wlrg mg - rpwp)-o v v | o= (19)

chaque terme de la partie droite peut &tre simplement discrétisé.

_ I_ I
’ 9x XX,
w = Wy (21)
p = pg (22)
v = v% (23)
I+1_ I-1
o b v (o)
w

OT+170r—y
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La substitution des &quations (20) & (24) dans (19) donne donc la valeur
8¢ '

de-g; dans le plan physique & partir de valeurs dans le plan transformé.

11-5. TaillLe du programme et temps d'excécution

Une version standard du programme nécessite la mise en mémoire de
(40 x N) variables environ, N est.le nombre de noeuds dans le sens des y .
Cette dimension peut &tre optimisée et probablement réduite de 10 % . Le temps
d'occupation d'unité centrale (CPU) est approximativement 6 mn sur un

VAX 11 pour résoudre 7 équations sur 1000 pas de calcul pour 60 noeuds.

7. CONCLUSIONS

Les différences majeures avec le programme développé par Patankar
et Spalding sont :

- L'utilisation des p&ints de glissement n'est pas nécessajre pour
les écoulements libres cisaillés si le maillage est assez fin et s'il n'existe
pas de frontidre rigide (paroi).

- Les termes sources sont linéarisés de fagon & &viter d'éventuelles
instabilités introduites par une dérivée longitudinale. Une partie de ces
termes est évaluée & la position amont de la cellule du maillage. L'expérience
a montré que cette procédure est stable.

—‘i'entrainement aux frontiéres n'est pas nul. Une quantité
appropriée pour sa détermination est la viscosité turbulente qui transporte
simultanément des informetions venant des différents peramétres du modéle de

turbulence.
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La définition du changement de coordonnées et la fonction de
courant permet, avec le type de moyenne choisi, de déterminer, dans le
cadre de cette procédure numérique, la divergence de la vitesse,vl&

vitesse normale et toutes les dérivées longitudinales.

IV-7. Conclusions sur La technique numérique.

La technique numérique, utilisée pour ce travail a été décrite en
détail. Mais l'accent est mis sur le fait que cette partie ne constitue pas
un développement original. La méthode de Patankar et Spalding a &té modifiée
pour faciliter le traitement de toute &quation parabolique différentielle

ayant la forme

3 % _ 3 3¢ :
puzs+ov 2y - 3y ( u %y ) + 8 . (1)

’

Les principales modifications concerne le traitement des termes sources et
les points de glissement. Quoique la transformation semble compliquée, une
fois &tablie, il est immédiat d'inclure toute &quation de la forme (1) dans
la procédure numérique. Pour chaque nouvelle équation, il suffit d'exprimer
le terme de diffusion (u) et de décomposer les termes sources en composantes
linéarisées et non linéarisées, puis de fixer convenablement les conditions
initiales et les conditions aux limites. Cela fait, une procédure commune
peut s'appli%uer 4 toutes les équations de transport.

Quelques inconvénients de cette méthode doivent toutefois &tre

mentionnés :

1) Toutes les &quations doivent &tre résolues successivement aveec une procédure

commune. Cela signifie que les termes d'une &quations peuvent &tre déterminés
pour une part par les valeurs aval des variables dont les &quations ont déja

été résolues et d'autre part avec les valeurs amont des autres variables dont
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les équations doivent encore &tre résolues dans l'actuelle procé&dure.
Ceci peut &tre &vité ou en utilisant un schéma de résolution par bloe
ou plus simplement en assurant au maillage une taille assez petite & la

fois dans les directions transverses et longitudinales.

2) La principale propriété de 1'écoulement & décrire doit &tre son caractére
parabolique. Cela a pour conséquence :
- La vitesse longitudinale doit toujours &tre, au minimum positive.
Aucune zone de recirculation ne peut &tre considérée. |
- Les débits massiques & travers les lignes de courant limites doivent

8tre modérés.

Néanmoins, cette procédure de résolution des équations paraboliques -
différentielles a aussi beaucoup de bons aspects :

- Une capacité mémoire raisonnable est nécéssaire comparée & celle de
tout probléme elliptique.

- Cette procédure pas & pas est aussi trés compétitive en temps de calcul.
Comme certains points de la procédure de résolution sont communs & toutes
les équations, seule une fraction du temps d'exécution est proportionnelle =
au nombre d'équations. Ce qui signifie que, par exemple résoudre
8 équations ne nécessitera pas 2 fois le temps requis pour résoudre
4 équattons.

- Les limgtes évolutives sont particulidrement bien adaptées aux problémes

a frontiéres libres.
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CHAPITRE V

1. MODELE k- POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMIQUE CONSTANTE -
MODELE 1 .

2. MODELE k-e POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMIQUE VARIABLE -
MODELE T .

3 MODELE k~e POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMIQUE VARTABLE -
MODELE 11 .

4 MODELE k-¢ POUR MELANGE SUPERSONIQUE -
MODELE 1T .
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V. RESULTATS

Aprés 1'établissement des &quations de la turbulence et la modélisation
des termes inconnus, les modéles de turbulence ainsi formés sont confrontés
aux donnfes expérimentales pour vérifier leur capacité & prédire des
écoulements réels.

Les différents tests concernent donc, un écoulement incomﬁressible,
un &coulement & vitesse modérée avec masse volumique variable et finalement
un écoulement & vitesse élevée.

Pour chaque cas, les conditions expérimentales sont briévement
décrites. Puis les conditions initiales et les conditions aux limites sont

données et les résultats des calculs sont comparés avec les mesures

expérimentales.

V-1. MODELE k-e POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMIQUE CONSTANTE.
MODELE (1).

Une vérification préliminaire de ce mod&le de turbulence est une
tentative de prédiction d'un &coulement libre cisaillé simple sans‘auqun
effet de fluctuation de masse volumique ou de gradient de pression. Ce premier

cas test est fourni par les travaux expérimentaux de Gutmark et Wygnanski [1]

sur le jet plan turbulent.

A - Configuration de 1'&coulement
|

Un croquis de ce simple écoulement de jet libre est donné sur

la figure 1.
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Fig. 1 Configuration de 1'é&coulement

de jet plan turbulent.

Un jet d'air se décharge dans une atmosphdre au repos avec une vitésse
nominale de sortie égale a 35 m/s. Les dimensions de la fente d‘injection
sont 1,3 cm pour 1l'épaisseur et 50 cm pour 1l'envergure. La précision d'usinage
de la fente est donnée comme étant de 0,001 em. La bidimensionnalité de
1'écoulement est obtenue dans la plus grande partie du jet (exceété dans le
voisinage des parois latérales). Le nombre de Reynolds & la sortie, basé sur
1'épaisseur de la fente est de 3 x 10h et le niveau de turbulence est.
approximativement 0,2 % . Le lecteur est renvoyé & la référence [1] pour une
description détaillée des techniques de mesure. Dans 1l'esprit d'une comparaison
avec les résultats d'un modéle de turbulence & deux équations, les mesures
suivantes so%t disponibles :

- le taux de dispersion de 1l'écoulement,

les vitesses moyennes longitudinale et normale,

1l'énergie cinétique de turbulence,

les contraintes de Reynolds,

le taux de dissipation de 1'énergie de turbulence.
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B - Traitement numérigue

Le premier modéle de turbulence qui a été présenté dans le chapitre III
comme &tant le mod&le I, est utilisé pour prédire 1'écoulement de laboratoire
décrit ci-dessus. Cet &coulement &tant incompressible et homogéne, les
équations pour la fraction massique et les corrélations de densités partielles
ne sont pas résolues et, ainsi les éqﬁations inclues dans ce modéle sont :

1

1'équation de continuité,

2 - 1'équation de quantité de mouvement,
3 -~ 1'Bquation de 1l‘'énergie cinétique de turbulence,
4 ~ 1'équation du taux de dissipation.

L'équation de continuité est prise en compte implicitement par la
technique numérique. Ainsi seulement trois &quations de transport ainent :
&tre résolues. A cause du caractére parsbolique de le méthode, les‘w‘raleurs
initiales et les conditions aux limites doivent &tre données pour la vitesse
longitudinale moyenne E, 1'énergie cinétique de turbulence k et gon taux de
dissipation € . Il peut &tre noté que le caractére incompressible de 1'écoulement

enléve toute différence entre les moyennes pondéré et non pondérée.

1 - Conditions initiales

A cause de la forme particuliére de la tuyére produisant le jet
(partie fortement convergente avant le plan de sortie), il n'est pas acceptable
de commencer.le caicul avec un profil de vitesse semblable & celui d'ﬁn
€coulement de tuyau &tabli. Le profil de vitesse initiéle est un profil en
marche d'escalier avec un léger arrondi pour prendre en compte 1'effet d'une
trés fine couche limite. La vitesse dans le coeur de l'écouleﬁent est 35 m/s

tandis que la vitesse extérieure & la marche est &gale au centilme de cette

valeur (cette vitesse non nulle est due au fait que le programme ne tolére
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pas de vitesse longitudinale négative ou nulle). Il est certain qu'aprés

de tels effets de courbure sur la couche limite de paroi, il ést inutile

de supposer un profil de vitesse de couche limite de plaque plane et que
méme si le profil de marche d'escalier n'est pas exact, il n'est probablement
pas pire que n'importe quel profil calculé. Comme 1'écoulement & laisortie

a un niveau de turbulence trés bas (0,2 %), il peut &tre raisonnablement
espéré que les valeurs initiales de k et ¢ n'ont pas grande importance

sur le développement de 1'écoulement. Pour des raisons similaires le niveau
de turbulence dans 1'écoulement de sortie est supposé constant et est fixé&
par le taux de turbulence mentionné par Gutmark et Wygnanski. Cette
hypothése de niveau constant de turbulence n'est physiquement pas précise.
Trés probablement, le profil de k n'est pas constant et comporte certainement
un maximum au voisinage de la paroi de la tuyre & cause du cisaillement

dans la couche limite. Néanmoins le frottement turbﬁlent induit‘par un tel
effet est négligeable comparé aux effets de la viscosité laminaire. De ce
fait, la dissipation € est choisie constante et correspondant & une valeur

de la viscosité turbulente égale ou méme plusieurs ordresde grandeur plus
petite que la viscosité laminaire. la viscosité tourbillonnaire est définie par :
2
k

=Cp e

My
p est la masse volumique et CD est une constante dont la valeur est donnée

dans la table I .

|
2 - Conditions aux Limites

Des conditions aux limites sont aussi nécessaires pour résoudre ces
&quations de transport paraboliques. A cause de la symétrie lé calcul est
effectué sur une moitié du domaine de 1'écoulement. Le plan de symdtrie de
1'écoulement est considéré comme la frontidre intérieure et 1'atmosphére

au repos (avec une petite vitesse non nulle) est la frontiSre extérieure.
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Ces copsidérations impliquent que pour toutes les variables, la condition

& la limite intérieure est du type Neumann :

( =) =0 . o ' (2)

Comme le domaine de calcu]l &volue avec l‘abSCisse, la, veleur extéri¢ure de
la vitesse longitudinale est gardfe constante d'égale & sa valeur initiale.
Pour les variables de la turbulence, les valeurs limiteé peuvent &tre calculées
a partir des’formes limites des équations de transport obtenues en prenant

tous les gradients transverses égaux & zéro [2]. Il s'ensuit ainsi pour y = Yext

les &quations pour les valeurs limites de k et ¢ :
‘ ‘ ok

ext = -
k ” uext ax eext
o€ e2
ext ext
e —> u  —SKbo_ o et (g
o exy ek e kéxt

Mais 1'expérience montre que, pour les variables de turbulence, la transformation
de ces conditions de Dirichlet &volutives en conditions de Dirichlet constantes
ou mémes en conditions de Neumann (par exemple g% = Q) ne modifie pas la

qualité de la prédiction de 1'écoulement de fagon significative.

3 - Constantes gu. modéle

Les constantes utilisées dans ce mod2le sont données dans le tableau I.

Elles ont des valeurs standard tirées de la littérature [4], [8].
[

k ¢ Ce1 ng

—ep—

CD o

0,09 1.0 | 1,3 | 1,45 2.0
 Tableau I . Fnsemble des constantes utilisdes dans
le modéle I pour les écoulements & masse

volumique constante.
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C — Résultats
Aprés que les diverses conditions aux limites ont &té &tablies, les
résultats des calculs numériques sont analysés et comparés aux résultats

expérimentaux.

C-1. Taux de dispersion

Une caractéristique majeure d'un &coulement de jet est le taux de
dispersion, défini comme le taux avec lequel une épaisseur caractéristique
du jet augmente, ou le taux avec lequel la vitesse sur lg ligne centrale"‘
diminue. L'importance d'un tel paramdtre est due au fait que ss valeur est
la conséquence du comportement de toutes les variables de 1'Bcoulement.
Comme nous l'avons mentionné précédemment, deux paramétres différents peuvent
décrire le taux de dispersion. Une &paisseur caractéristique du»jet peut &tre
définie en prenant la distance Y1/2 entre»lekplan de symétrie et les pbints'
ou la vitesse est égale & la moitié de la vitesse sur 1l'axe. Le paramdtre
de décroissance de la vitesse sur l'axe est d&fini par le carré du rapport
de la vitesse gxiale initiale Uo 8 la vitesse axiale locale Un’ c¢'est-8-dire :
‘(UO/Un)E. Les résultats concernant ces deux paramétres sont rapportés par les
figures 2 et 3 et comparées avec les résultats expérimentaux.

La prédiction de la croissance du jet n'est pas parfaite. Dans les

résultats expérimentaux, le jet s'ouvre lindairement selon la relation

. Yip = 051 (x-x,) | (4)

avec x_ = - 2 4 tandis que le calcul numérique prédit effectivement la
linéarité de la croissance mais avec des paramétres sensiblement différents.

Yi/p = 0512 (xx.) (5)

avec x = 6.d. Ces résultats sont beaucoup plus proghes des résultats

expérimentaux de Heskestad [3] qui rapporte la méme origine virtuelle avec
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un taux de dispersion plus proche, de l'ordre de 0,11.

Mais, selon Gutmark et Wygnanski [1], les conditions initiales de
Heskestad sont différentes, dans le sens que le profil de vitesse du jet
émergeant est plus proche de ceiui d'un écoulement de tuyau et a aussi un
taux de turbulence plus &levé (2 & 4 %).

Dans notre esprit, la différence entre nos prédictions et les résultats
expérimentaux est surtout due & la grossiére approximation du profil de
vitesse initiale en marche d'escalier. Des tests furent faits en diminuant
le niveau de turbulence jusqu'd 0,01 % sans changer notablement le taux de

dispersion. A cause de la grande variété destaux de dispersion expérimentaux
obtenug seulement en modifiant 1légérement les conditions initiales (fil de
transition, uniformité du cheamp de vitesse....) il semble qu'un &tat universel
d'€quilibre peut &tre atteint seulement & une distance amont relativement

importante (x > 50d4).

-, &)

\
2 %

0 20 40 60 .80 100 120 X/d

Fig. 2 - Croissance du jet avec la distance.
8, — === — —==~ : exp [1]; -~~~ prédiction présente.
: Heskestad 3 ; — - — exp [11(incluant

l'origine virtuelle prédite).
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La courbe de décroissance de la vitesse axiasle (fig. 3) montre un accord

meilleur avec les résultats expérimentaux. La loi générale de décroissance

u v ox /2 (6)

est bien prédite avec une pente légérement différente mais avec la méme

origine virtuelle :

U .
expériences (59 )2 Y 0,190 (% - 6) (1)
m
Uo 2 X
prédictions (f;-) - 0,207 (E" 6) : - (8)
m
4f T 1
Un 7
P4
20. _ |
/s
/
// ’
15. jiord
.
//
10. 4/
//
/
)78
5. 27
/,
2
0.

0 20 40 60 80 100 120 X/d

Fig. 3 - Décroissance de la vitesse axiale.

8, — - — : exp [1] ; —--- prédiction

C-2. Profil de vitesse moyenne

Le profil de la vitesse longitudinsle moyenne est comparé aux
résultats expérimentaux de Gutmark et Wygnanski (fig. 4) et montre un trés

bon accord. La comparaison est montrée pour une position (§~= 103) mais le
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mais le méme accord est obtenu & différentes positions pourvu que les résultats
soient pris dans la partie du jet ol les profils moyens sont en &quilibre.

A cause du manque de données expérimentales, nous ne pouvons rien conclure

au sujet de 1l'€coulement au coeur du jet. La vitesse moyenne est normalisée

par sa valeur sur la ligne centrale et la variable d'abscisse est la distance

sans dimension n du plan de symétrie.

n = y/(x-xo) | (9)

N
S
o

= ®

04 08 12 16 20 24 Y™z

00

Fig. 4 - Profil de vitesse moyenne longitudinale(x/d = 103)

® exp [1] ;3 -—-- prédiction

C-3. Variables de turnbulence

Dans [1] les valeurs R.M.S. conventionnelles des trois composantes de
vitesse sont rapportées. De telles quantités ne sont pas prédites par le
présent mod&le, aussi la comparaison ne peut Stre faite que pour 1'é€nergie
de turbulence k . Cette quantité est égale & la demi trace du tenseur des

contraintes de Reynolds.
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u'c + v+ w'2 (10)

o)

-~

Avec 1'équation (10), 1'énergie de turbulence peut &tre ecalculée & partir des
valeurs expérimentales. Les résultats sont rapportés sur la figure 5 et

comparés avec les prédictions du modéle.

0.1

P
k — O
07 ~N

\
006 AN!

X

004 , \

V4
/
‘/

Q02

g

000 ==
0 04 08 12 16 20 24 Y/

Fig. 5 - Distribution de 1'@nergie cinétique de turbulence

& travers le jet : x/d = 1065 — : exp [1],

—-——- prédiction.

L'accord entre les résultats expérimentaux et les calculs est tout & fait
satisfaisant. Comme le montrent les expériences, les intensités normalisées
de turbulence dans le plan central du jet atteignent leur état d'équilibre
4 une distance approximative d'environ 30 épaisseurs de fente de la tuydre.
Ce qui signifie aussi que aprés 30 d en aval du plan d'émergence, la

différence entre la valeur de j%- dans le plan central et sa valeur aval
U
M

asymptotique est inférieure & 10 % (fig. 6).
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Fig. 6 - Décroissance prédite de 1'énergie cinétique

de turbulence normalisée sur la ligne central du jet.

o~

0.024 0N,
uv \
U,'Z:- \ \\\
10020 \
\
0.0/ Y
/ NE
0012 \
\
/ | \
0008 AN
/ \\\\
Q004 N
AEEEEN
0000

N

0 04 08 12 16 20 24 Y/Vi,
Fig. T - Distribution des contraintes de Reynolds & travers i\ggaf
le jet.
x/d = 106 exp [1] , ————- prédiction.
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A partir des quantités de turbulence qui sont calculées dans ce
modéle de turbulence, les contraintes de cisaillement turbulent peuvent &tre

évaluées avec 1'approximation de Boussinesq :

—_— U
-1 ! = o2
u' v Vi 5y (11)

2

~ - k-
ol v = CD~e . (12)

¢ est le taux de dissipation de k. La valeur de la constante CD est donnée
dans le tableau I . L'équation (11) permet donc une comparaison entre les
contraintes de Reynolds calculéeset mesurées.la prédiction est correcte

excepté dans la partie intermitente de 1'écoulement ol le frottement

turbulent est légdrement surestimé par le modéle k-¢.

V-2. MODELE k-e POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMIQUE VARIABLE. MODELE 1.

Aprés la prédiction réussie d'un écoulement & masse volumique
constante, le modéle I est utilisé maintenant pour des calculs d'&coulement
4 masse volumique variable. Masse volumique variable ne signifie pas

nécessairement qu'il y a des effets de compressibilité, mais c'est plutbt

la conséquence du mélange de gaz ayant des masses moléculaires trds différentes,

méme dans des €coulements & vitesse modérée. Des expériences correspondant
8 ce type d'écoulement furent rapportées en 1972 par Roskho [Slet en 1973

avec plus de détails par Rebollo [6].

A - Configuration de 1'é&coulement.

Le type d'écoulement couvert par les expériences est un &coulement

turbulent plan de cisaillement sous forme de couche de mélange. Deux gaz, ayant

des masses volumiques différentes aux mémes conditions de pression et

température s'écoulent avec des vitesses paralldles de chaque cdté d'une fine
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plaque plane. Ainsi les deux composantes se mélangent dans la couche de
cisaillement qui se développe en aval de la plaque qui les sépare. A cause
des masses volumiques différentes des courants, des fluctuations dans la
masse volumique du mélange sont présentes dans 1'&coulement cisaillé. Les
expériences de Rebollo [6] concernent le mélange d'hélium et d'azote 3 une
pression p = L4 atm. Les vitesses et masses volumiques des &coulements de

gaz pur donnent les valeurs limites (fig. 8)

Aelium Pp = 0.6k41 kg.m—3
-1
UE = 10.9 m.s
_ -3
Azote pr = L. 49 kg.m
-1
UI = L.12m s

Pour ces courants, les nombres de Reynolds respectifs par unité de longueur

sont alors

Re 3600 cm | (Helium)

Re 12000 cm | (Azote).

I

De plus l'écoulement satisfait la condition d'équilibre

us . (13)

Dans sa thése, Rebollo a considéré deux configurations différentes d'écoulement.

Tout d'abord, le gradient de pression longitudinal est &gal & zéro. Ce qui
signifie que les valeurs limites de la vitesse sont constantes. Le second
cas correspond & un gradient de pression positif. Pour un écoulement en

équilibre [6] le gradient de pression est caractdrisé par la constance du

paramétre de Falkner-Skan o .
-Qg = cte (1h)

a=X
U 3

Deux valeurs différentes de o sont considérées correspondant respectivement

d des gradients de pression positif et nul.

T




119

COUCHE DE MELANGE

HELUM U fe 7
AZOTE U, N

PARAMETRE DE FALKNER-SKAN

« X du
Uu d

Fig. 8 Configuration de 1'Bcoulement de couche

de mélange & masse volumique variable.

B - Traitement numérique.

Ce type d'écoulement nécessite l'utilisation compldte du modé&le I.

Donc, en addition aux &quations de quantitésde mouvement longitudinaleset du

modéle de turbulence lui-méme, il est nécessaire de résoudre les &quations

de transport pour la fraction massique et les fluctuations de masse volumique

afin de décrire correctement le processus de mélange avec ou sans gradient

de pression. La liste des &quations est : (tableau I, Chapitre III)

conservation de la masse.

quantité de mouvement longitudinale.

énergie cinétique de turbulence.

taux de dissipation de l'énergis de turbulence.
fraction massique.

corrélations de densités partielles,

soit 8 &quations. Comme 1'équation de conservation de la masse est

résolue

implicitement, il reste 7 &quations de transport qui sont résolues par la

technique numérique décrite precedemment.
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B - 1 Conditions initiales

Des conditions initiales doivent €tre données pour toutes les &quations
de transport. De chaque cdté de la plaque de séparation le profil de vitesse est
constant en travers de l’écoulemeﬁt et a la valeur nominale excepté au
voisinage de la plaque de séparation ou des profils de couche limite laminaire
sont supposés des deux cOtés. L'épaisseur de ses couches limites fut estimée
par rapport au nombre de Reynolds par unité de longueur donné par les résultats
expérimentaux. 60 points sont utilisés pour décrire 1'écoulement dans la
direction normale et leur espacement est plus aéré dans les zones ol existent
des gradients de vitesse. Puisque la procédure numérique ne toldre pas de
vitesse moyenne longitudinale négative ou nulle, nous avons supposé&, au bord
de fuite de la plaque de séparation une vitesse égale & un centidme de la vitesse
nominale du courant d'azote. L'énergie cinétique de turbulence initiale suivant
la direction normale & 1l'écoulement est, comme son taux de dissipation, constante
et trés faible, de telle fagon que la viscosité tourbillonnaire corréspondante
s0it du méme ordre que la viscosité laminaire (2 2.10—5).

Des résultats identiques furent obtenus avec une viscosité tourbillonnaire

initiale comprise dans le domaine

1072 ¢ TR 2.107° (15)

La fraction massique moyenne est une fonction &chelon au bord de fuite de la

plagque. (81 = 1 dans le courant d'azote, ¢ = 0 dans le courant d'Helium).

I

Les corrélations de densités partielles sont initialement constantes et égales

Pl
zero.

V)4

B - 2 Conditions aux limites

Deux cas différents sont possibles.
a) a = 0 . Le gradient de pression longitudinal est &gal & zéro. Les conditions

aux limites pour 1'équation de quantité de mouvement sontde type Dirichlet ;
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et les valeurs sont gardées constantes le long des bords de la couche de
mélange. Evidemment 1'équation de fraction massique exige des conditions

aux limites identiques puisque les frontiféres du domaine de calcul &voluent

avec les bords de la couche de mélange et restent dans des zones ou 1'&coulement
est mono-constituant. Toutes les quantités d'ordre supérieur telles que k,e,

QII’ QIJ’ QJJ ont des conditions aux limites du type Neumann.

L'expérience montre que pour ce type d'écoulement, l'utilisation de conditions
de Dirichlet comparables & celles décrites dans la partie précédente ne modifie

pas les résultats de fagon significative.

b) o = -0,18. Le paramdtre de Falkner-Skan o est supposé constant pour produire
des profils semblables dans la couche de mélange. Toutefois, il n'est pas
possible d'envisager un tel critére dans la région de la couche de cisaillement
qui est proche de 1l'origine parce que la condition a = cte # O impliquerait

que le gradient de pression tend vers 1'infini quand x tend vers zéro. Pour
supprimer cette condition inutile et irréaliste pour les calculs, le gradient

de pression dans le domaine initial (0 g x g 2,5 cm) est déerit par un polynome
dont la valeur est nulle & 1l'origine (x = 0) et qui rejoint la valeur théorique
ainsi que sa dérivée pour x = 2,5 cm. Les valeurs limites de la vitesse sont
calculées en fonction de 1'expression de %5 et des valeurs initiales.

Les conditions aux limites pour les autres variables sont identiques

d celles décrites précédemment pour a = O .

B - 3 Constantes du modgle

Le tableau IT donne les valeurs des constantes qui sont utilisées
dans ce modéle. Les cing constantes qui furent utilisées dans le cas

d'écoulements & masse volumique constante restent inchangées. Une propriété




122

de ce modéle est que pour o = 0, les corrélations de masses volumiques
partielles ne peuvent pas influencer les deux &quations de la turbulence
(k-€). Donc, entre le cas incompréssible et ce cas dans lequel la masse
volumique peut varier, une seule nouvelle constante est introduite, qui
est susceptible de modifier le profil de vitesse moyenne. Cette constante

0., est le nombre de Schmidt turbulent associé & la variable CI . lLa valeur

CI
de ., est obtenue par comparaison des profils de pression dynamique mesurée
et calculée. En méme temps les constantes CQ1 et CQ2 sont ajustées pour
représenter correctement les fluctuations de masse volumique, Pour o« # O ,
les équations de la turbulence sont cquplées avec les équations de Qg

par l'intermédiaire des termes de gradient de pression. Donc, une fois que
la constante, OCI
est utile pour vérifier la validité des équations pour les fluctuations de

masse volumique et permet de fixer la valeur des constantes qui apparaissent

dans les termes de gradient de pression.

k - eq Oy 1.0 e—-eq . 1,3
Co, 0 ., | 1,45
CP2 0,k C82 2,0
Ce3 0
Qq op | 0,26 ¢, | o
QIJ eq CQ1 3,0 ceS o
Y3 0,6 - Cp-ea onp 0,26
Tableau II Constantes du modéle I

Pour &coulements & masse volumique variable.

est fixée dans le cas précédent (o = 0), ce cas (o = - 0,18)
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C - Résultats

c -1 Taux de dispersion

Comme dans le cas du jet, un paramétre important décrivant le
dévelopbement global de cette couche de mélange est le taux de dispersion.
Pour la comparaison avec les résultats expérimentaux, 1'épaisseur caracté-
ristique §, est définie par le profil de vitesse. Soit A u, la différence de
vitesse entre les deux courants de gaz pur (Au = UF*UI). sc est la distance

entre les points correspondant & u. + 0,2 A u et u. + 0,8 Au.

I I

Les valeurs suivantes furent obtenues pour le taux de dipersion
38
C s

o = 0 (gradient de pression nul)

860 l 0,1 > expériences

ox | 0,085 + calcul

= - 0,18 (gradient de pression pofitif)
35c l 0,128 » expériences
x

| 0.130 + calecul

(mm) ,,

10 e

7|
/O/_’:/
s

A —
A1
A oA |

-+ ol
0 ’/,,:;97’/ o
-002 -001 000 001 002 003 004 005 006 007 008 QO3 010
Fig. 9 Taux de dispersion de la couche plane de cqgaillement

(a=0) :O0, — — exp [6], ———- prédiction

(0=~0,18) 0, — -~ — exp [6] ,

prédiction
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Un accord satisfaisant est obtenu dans le cas d'un gradient de pression
nul, mais pour a = -0,18, la courbe calculée est au-dessus des valeurs expéri-
mentales tandis que sa pente est trés bien prédite. La raison de cette diffé-
rence est probablement le manque d'information au sujet du profil de vitesse
initiale et de la distribution du gradient de pression dans le voisinage de
la plaque de séparation. Des calculs furent faits avec des longueurs différentes
sur lesquelles legradient de pression est extrapoié 8 partir de l'origine du
domaine de mélange. Des polyndmes du troisiéme et du quatridme ordre furent
également utilisés pour exprimer la valeur du gradient de pression dans cette
zone, mais malheureusement tous ces essais n'améliorérent pas la prédiction
de la position de l'origine virtuelle de 1'écoulement.

En accord avec les résultats expérimentaux, des profils d'équilibre
sont prédits avec les conditions décrites dans (13) et (14). La similitudé

des profils commence aprés 5 cm approximativement.

C - 2 Profil de masse volumigue

La figure 10 montre la différence entre les masses volumiques
calculées et mesurées & x = 5,08 cm. Une caractéristique majeure de cet
€coulement est la partie plane de la courbe situde du cdté de la masse
volumique la plus petite qui est due au terme de diffusion de 1'équation
de concentration. Sur toutes les courbes de profils moyens (exceptée la
vitesse) une caractéristique analogue sera observée. Sur les figures
suivantes, les deux cas a = 0 et o = - 0,18 seront rapportés ensemble
pour mettre en évidence 1l'influence importante du gradient de pression

sur les profils moyens.
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Fig. 10 Masse volumique moyenne & x = 5,08 cm Modele I

a=0: 0 exp [6] , ~———— prédiction

a=-0,18 o exp [6], — oprédiction

C -~ 3 Profil de pression dynamique

Pour comparer correctement les résultats numériques et expérimentaux

nous supposons Que la pression dynamique mesurée est (p UQ) parce qu'elle est
obtenue avec une sonde de type pitot. Des définitions de la moyenne pondérée

par la masse volumique, il résulte que :

AL NV

p U2 =p U2 +p u"2 (16)

A ce stade de fermeture, les composantes normales du tenseur des contraintes
~~

de Reynolds ne sont pas connues. Donc u"2 peut &tre approximée seulement comme
une fraction de 1'énergie de turbulence. L‘hypothése d'une turbulence isotrope
améne donc u"2 ='% k ce qui signifie que la correction qui apparait dans

1'équation (16) est de l'ordre de 2 % du terme principal.




126

L'estimation du nombre de Schmidt turbulent Opp st obtenue par
la comparaison des résultats expérimentaux avec les calculs de pression
dynamique, parce que cette quantité combine les effets de masse volumique
(donc de concentration) avec les effets de quantité du mouvement. Ce test
doit 8tre effectué pour a = 0 , parce que les fluctuations de masse volumique
n'influencent pas les processus de diffusion turbulente par le biais des
termes de gradient de pression qui sont présents’dans les équations pour
k et € . Aprés un grand nombre de calculs, la valeur de 0,26 est retenue
pour fournir le meilleur accord avec les résultats expérimentaux de Rebolls [6]

(voir fig. 11).

. 3\ o ~ V7
\ o/,1°
08 \ fi
6 1) \ %’/
\ '’
06 o\
\\Q \q- _
0.4

02

00

0005m— Y

Fig. 11  Pression dynamique pour a = O et ¢ = - 0,18

4 x=5,08 cm Modéle I - Mesures de [6].

Mémes symbbles que la fig. 10.

Toutefois, cette valeur &tonnament faible s'accorde trés bien avec

la valeur donnée par Rebollo, provenant d'une analyse de similitude, et qui
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est rapportée dans la référence [6]. Dans des calculs d'&coulements réactifs
turbulents, Elgobashi [8] donne une valeur de 0,6 pour le nombre de Schmidt
turbulent associé & la fraction de mélange ("mixture fraction") avec un niveau
semblable de fluctuations de masse volumique. Une conséquence importante de

la différence de masses volumiques des deux constituants de mélange est la

forme particuliére du profil de pression dynamique avec un minimum correspondant
au sillage de la plaque séparatrice et également un meximum dfi & des taux de
diffusion différents de la quantité de mouvement et de la fraction massique

(ces taux de diffusion seraient semblables si o.. = 1). Pour montrer

CI

1'influence du nombre de Schmidt o sur le développement de ce maximum,

CI

différentes valeurs de o furent utilisées pour les deux cas de gradient

CI

de pression. Les résultats rapportés sur la figure 12 montrent pour o = O une

relation simple entre o et la croissance du maximum tandis que pour le

CI
cas du gradient de pression positif (a = - 0,18) la relation semble plus
complexe.
-~
tuU = 0.00 x=-0.18

AN -
NN ! S
foaad0 N ] N

MO Amamm oD - o]
2 4

x”

——————— (P
™ STF W
X ’4"'(/\ DAY 4/
0 YR Jooe =10 WOl AT = 1.0
\ rt
8 ‘\ \\ ,’/’{/I T = OGO “\\ ‘\\\ ’ ’II T = 075
o SRR ’
WO ¢ =040 AR "4 T =050
\\\ _/;/ = U \‘ VN, , /,
T v =027 AN ¢ =030
LO 6 \\\_,/'// \\ \ Ry l/
\‘ ,/ N 7y
N \\.,_,’ ,I
O l{ \ /
LM \ 4 .
\\~,"
0.2 -2
N 10 m

Figure 12 - Influence du nombre de Schmadt turbulent sur
le profil de pression dynamique (x = 5,08 cm)
Modéle I .
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Fig. 13 - Influence du nombre de Schmidt turbulent
selon l'analyse de Rebollo [6]
Ceci est 4G & la connexion entre les fluctuations de masse volumique
et les variables de turbulence k et ¢ via le gradient de pression.
Pour Oop = 1 le profil de pression dynamique montre seulement un minimum
qui correspond au sillage de la plaque de séparation. Puis avec des valeurs
P . .
décroissantes de O,; , ce minimum est renforcé et le maximum apparait sur le
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sur le cSté basse vitesse de la couche de mélange et s'accroit au fur et
0

mesure que Oy diminue. Cette tendance est observée dans les deux cas a

o = - 0,18, Dans la figure 13 qui est tirde de la th&se de Rebollo, le

et

méme processus est montré pour des valeurs de 901 dans le méme intervalle que

celui préconisé par les calculs. Toutefois deux remarques sont nécessaires
a) L'analyse de Rebollo ne prédit pas trds bien la largeur totale du profil
de pression dynamique (spécialement le c6té haute vitesse ne correspond pas
aux mesures).
b) Les effets des fluctuations de masse volumique ne sont pas présents dans

cette analyse. Cela peut expliquer l'absence de superposition des courbes avec

différentes valeurs de GC .
I

C - 4 Fluctuations de masse volumigue.

Le résultat des prédictions de fluctustions de masse volumique est

montré dans la figure 14.
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Fig. 14 Fluctuations de masse volumique & 5,08 cm.

Mod&le I (mémes symboles que sur la figure 10).
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Les profils mesurés et calculés ont une forme particulidre avec un plateau
qui indique que les fluctuations de masse volumique sont fortement présentes
dans toute la zone de mélange et spécialement & 1'endroit du maximum de

pression dynamique.

C - 5 Vitesse moyenne

La vitese moyenne n'a pas été mesurée directement dans le travail
expérimental de Rebollo. Toutefois elle peut &tre calculée 3 partir des
mesures de pression dynamique et de masse volumique.

La solution de 1'équation de transport de quantité de mouvement

donne la moyenne pondérée de la vitesse.

plu'

5 (17)

u=u+t

0.2

0.0

0.0lm—sY

Fig. 15 Vitesse moyenne 3 x = 5,08 cm. Modéle I
a=0: .., exp [6] , — — prédiction

a =-0,18 : -—- exp [6], — prédiction.
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A ce niveau de fermeture, la corrélation vitesse-masse volumique n'est pas
connue. Toutefois il est réaliste de supposer que cette quantité est petite
comparée & la vitesse moyenne. Une &valuation possible de cette différence
consiste & supposer que la turbulence est isotrope et en utilisanf 1'inégalité

de Schwarz :

2 2

(p'u')2 £p .u' .

La valeur de cette borne supérieure confirme effectivement que ce terme
peut 8tre négligé devant la variable moyenne. Les différentes courbes de

vitesse sont montré€es dans la figure (15) et montrent un accord trés acceptable.

C - 6 Contraintes de cisaillement turbulent

Comme pour la vitesse moyenne, la compafaison entre les cpntrﬁintes
iésues des mesures et celles issues du calcul nécessite quelques précautions,
dues & la différence entre les deux types de moyenne concernés. La figure 16
montre que les valeurs calcul€es sont notablement plus petites que les valeurs
expérimentales. Néanmoins, les principales caractéristiques des courbes sont
bien prédites. Pour a = - 0,18 la courbe de vitesse moyenne montre de légers
dépassements avant d'atteindre les valeurs limites (fig. 15), ce qui est en
accord avec le comportement asymptotique qui a été montré par Rebollo [6].
Par conséquent, les contraintes de Reynolds montrent une 1légdre dépression du
cOté de faible vitesse. Cette dépression n'apparait pas du coté & vitesse
€levée, ce qui peut &tre du 3 la sous-estimation du niveau des fluctuations

de masse volumique, ce qui change la valeur de la viscosité tourbillonnaire.
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Fig. 16 - Contraintes de cisaillement turbulent & x = 5,08 cm.

Modéle I (mémes symboles que la fig. 15).

V - 3 Modéle k - € pour écoulement & masse volumique variable.

R =
Modele IT .

Ce modéle est une extension du premier. La principale différence est
que 1'approximation de transport par gradient est supposée valable pour une
statistique conventionnelle (pas de pondération par la masse volumique) et ne

peut pas &tre transposée directement i la statistique de Favre. Il s'ensuit que

L
_avn¢n= t_’(ﬁ—-o—t%-éﬂ .(18)
p
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Cette approximation introduit de nouveaux termes sources dans les &quations
décrites au chapitre III. A nouveau, ce modéle est test€ pour la prédiction
de 1'écoulement &tudié par Rebollo et les résultats sont comparés &galement

a4 ceux du modéle I.

A - Constantes du modéle

Les constantes qui sont utilis€es dans ce mod&le ont des valeurs
identiques & celles utilisées dans le moddle précédent. Toutefois la nouvelle
forme de 1l'approximation de transport par gradient introduit une nouvelle
constante op . On pourrait s'attendre & ce que op prenne une valeur proche

de celles de Our OU Of » mais en fait, aprés qu'une grande variété de valeurs

I
aient été essayfes, des résultats satisfaisants furent obtenus avec o, = 7,3.
Le choix de cette valeur vient seulement d‘'une optimisation numérique. I1 est
probable que l'universalité ne doive pas €tre attendue de cette constante, et
que sa valeur soit rattachée de fagon plus ou moins simple & des paramétres

propres de 1'écoulement, comme par exemple le rapport des masses moléculaires

des deux constituants.

B - Résultats

Les prédictions de ce modéle II sont comparées avec les résultats du
moddle I et avec les résultats expérimentaux de Rebollo {6]. Les figures 17, 18
et 19 montrent les résultats concernant la masse volumique moyenne, la pression
dynamique moyenne et les fluctuations de masse volumique.

La prédiction de la masse volumique moyenne est meilleure au bord de la
zone de mélange 3 masse volumique élevée, mais on observe encore le néme gradient
trés fort, cevqui est probablement une conséquence de 1'approximastion de transport

par gradient elle-méme, quand elle est utilisée pour décrire une région de

grande intermittence, plutdt que les implications des fluctuations de masse
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Fig. 1T - Masse volumique moyenne i x = 5,08 cm

o =0 : exp [6] , ——— Mod&le I, — Modéle II

volumique. La prédiction de la pression dynamique est réellement meilleure
quoique la remarque ci-dessus soit encore valable. Sur la figure 18, nous
pouvons voir que le terme additif de 1l'équation de fraction massigque égit
pour renforcer l'effet du nombre de Schmidt turbulent différent de 1l'unité.
Les extrema sont renforcé&s et la largeur totale de la zone de mélange
correspond mieux aux résultats expérimentaux.

Le maximum des fluctuations de masse volumique est diminué d'environ
20 % par rapport aux prédictions du premier modéle, et s'est déplacé vérs le
cOté & masse volumique élevée (fig. 19). Ceéci est dfi aussi au fait que le
transport diffusif de fraction massique s'@tend sur une zone plus large, la
valeur maximum des fluctuations de masse volumique correspond & l'endroit
ou est situ€ le maximum du gradient de masse volumique dans le domaine de

1'écoulement.
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Fig. 18 - Pression dynamique & x = 5,08 cm

(a=0) (mémes symboles que fig. 17).

Une autre approche a ét& suivie par Saetran [9] pour améliorer
1l'approximation de transport par gradient. Ce travail est basé sur une
suggestion de Bradshaw [10] pour approximer la diffusion turbulente d'un

scalaire. L'hypothése résultante de Saetran est

_!\/ 1 Y] _
—pvt et =t k5 )2 (19) 3
o, 9
by
et les résultats sont en bon accord avec les données expérimentales. B

I1 faut néanmoins souligner que dans ce travail, les deux principales
constantes de 1'équation de dissipation (Ce1 » Ce2) n'ont pas des valeurs
standard qui pourraient &tre utilisées pour le calcul d'écoulements & masse
volumique constante.

Une derniére comparaison pour cet’écoulement est faite avec les
contraintes de Reynolds. La figure 20 montre que la prédiction a la méme

qualité que celle du modéle I ; toutefois le meximum est inférieur d'environ 10 %.
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Fig. 19 - Fluctuations de masse volumique & x = 5,08 m.

o = 0 (mémes symboles que fig. 17).
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Fig. 20 - Contraintes de cisaillement turbulent 3 x = 5,08 cm.

o =0: .., exp. [6], ~-- mod&le T, — mod&le II .
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L'hypothése que nous avons faite pour exprimer les termes de diffusion
turbulente (eq. 18) fut également utilisée pour le cas o = - 0,18. Les résultats

sont rapportés dans les figures 21 3 23.
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Fig. 21 - Masse volumique moyenne & x = 5,08 cm.

=-20,18 : 0 exp. [6], —-- moddle I, — modSle II
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Fig. 22 - Pression dynamique a x = 5,08 cm.

o = - 0,18 (mémes symboles que la fig. 21)
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Fig. 23 - Fluctuations de masse volumique & x = 5,08 cm

a = - 0,18 (mémes symboles que la fig. 21).

La propriété majeure de cette approximation (&q. 18) est de renforcer
le transport diffusif de masse. Ceci est montré sur le profil de masse
volumique (fig. 21) par une diminution plus rapide de la masse volumique
d partir de la zone dense de la couche de mélange.

Sur la figure 22, la méme tendance peut &tre observée en méme temps
qu'un renforcement de méximum qui est un critére de différence des taux de
diffusion de la masse et de la quantité de mouvement.

Ce fait peut également &tre remarqué sur les figures 23-2L4 ol une
forte différence apparalt sur le cdté dense du profil des fluctuations de
masse volumique tandis gqu'un tel défaut n‘apparait pas dans la prédiction

des contraintes de cisaillement turbulent.
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Fig. 24 - Contraintes de cisaillement turbulent & x = 5,08 cm.
exp [6]1 , -~— modéle I, — modsle II

Finalement nous pouvons observer que les prédictions des mod&les I et IT
sont &quivalentes pour les contraintes de Reynolds.

V-l

Modéle k - ¢ pour mélange supersonique — Modéle I

Dans cette derniére partie, nous allons voir les possibilités qu'offre

notre méthode pour la prédiction d'écoulements i grande vitesse. Il est toutefois

nécessaire de souligner ici que le modéle de turbulence tel qu'il a &té développé

dans les chapitres II et III avait principalement pour but la prédiction

d'écoulements compressibles, il serait donc nécessaire d'introduire les effets
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de compressibilité dans le calecul. Ce qui signifie 1'utilisation de la forme
compléte de 1'équation d'état (&quation 15 du chapitre III) et la connaissance
du champ thermique, Pour cela il faudrait donc introduire une équation de
transport pour l'enthalpie ainsi que probablement deux équations pour les
corrélations entre la température et les masses volumiques partielles des
constituants du mélange. Les calculs qui sont présentés ici ne concernent pas
ces trois derniéres &quations et ne veulent &tre qu'une ouverture possible
vers la prédiction d'dcoulements compressibles. Le moddle I a &té utilisé

tel qu'il est décrit dans le chapitre III, avec des conditions aux limites
adaptées & un &coulement dans une tuy&re supersonique. Aprés une rapide
description de l'aspect expérimental, les conditions initiales et aux limites

seront détaill€es et suivies de quelques résultats de calculs.

A - Description de 1'écoulement

Un courant d'argon est injecté par une fente dans 1'écoulement
transsonique bidimensionnel d'une tuy@re du type Laval.

L'injecteur est placé dans la partie subsonique de la tuydre de
telle fagon que l'injection se fasse dans le sens du courant prineipal d'air
& partir du col. Le mélange d'air et d'argon se fait donc dans la partie
supersonique de détente de la tuydre ol il est soumis & yne accélération
non négligeable due au gradient de pression négatif dans le divergent de
la tuyére. Des profils de concentration ont été mesurés & différentes
positions axiales en aval de l'injectioﬁ. Les conditions de réservoir pour
les deux gaz ont été choisies de telle fagon que leurs vitesses & 1'endroit
de 1'injectidn soient approximativement les mémes (conditions soniques).
Le fraction massique d'argon moyenne se situe entre 6 et 6,5 % . Le nombre

de Mach aprés le divergent de la tuyére est approximativement de 3,5.
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La technique de prélévement et d'analyse du mélange est rapportée dans les

références [11] et [12] . La fig. (25) donne une vue schématique du montage

expérimental.

SONDE

- INJECTEUR MACH 35 | |

Fig. 25 - Schéma de la tuyére supersonique.

B - Traitement numérique

B - 1 Conditions initiales

Considérant la géométrie de la tuyére montrée dans la fig. 25, les
hypothéses suivantes sont faites. L'écoulement principal est sonique dans la
section située & la sortie de l'injecteur. Le gradient de pression transversal
est négligeable et les cénditions d'arrét sont connues. On suppose également
que la zone de mélange est libre de toute onde de choc. Ainsi le débit massique
d'air peut &tre obtenu & partir de la valeur de la section de 1'écoulement
principal. Puis le débit massique d'argon peut &tre déterminé par le premier
profil mesuré de la concentration. La vitesse initiale de 1'air est constante

tandis que celle de 1l'argon correspond & un &coulement de Poiseuille : A proximité
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de la paroi de l'injecteur, le profil de vitesse de l'air est raccordé & un
profil de couche limite laminaire. Puisque des écoulements de recirculations
ne peuvent pas étre prédits avecvnotre méthode, le sillage des lévres de
l'injecteur est remplacé par un &coulement de vitesse trés faiblg (0,5 %
de la valeur de la vitesse dans 1'écoulement principal) d'air ou d'argon.
La composition de cet &coulement est ajustée par la considération de rapport
des débits massiques de chaque courant.

Les profils initiaux pour les deux variables du modéle de turbulence
sont choisis pour représenter une viscosité tourbillonnaire du méme ordre
de grandeur que la viscosité laminaire. Le profil initial de concentration
est en marche d'escalier. Les fluctuations de masse volumique sont prises
égales & zéro au début du domaine de calcul et la température est supposée

constante dans chaque section transversale de 1'écoulement.

B - 2 Conditions aux limites

-

Des conditions de Neumann sont appliquées aux deux limites du domaine

de calcul

. 0, 9= 3 . k , €, a

3y 1* Y17

La limite inférieuredu domaine correspond & une droite dans le plan de symétrie
de la tuyére. La limite supérieure devrait avoir une condition de Dirichlet

pour représenter la paroi de lé tuyére. Toutefois il est raisonnable de négliger
cette condition parce que 1l'écoulement est si fortement accéléré, que la
production de turbulence dans la couche limite de paroi est insignifiante et que
la couche de mélange ne s'étend pas juSqué cette région de 1'écoulement. Il n'y
a donc pas d'interaction entre la couche limite de paroi et la couche de

mélange du jet 4'argon.
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Le contour de la tuyére est donné de facon & supprimer toute disconti-
nuité suivant la hauteur du tunnel malgré la présence de l'injecteur. A partir
du profil de la tuyeére, le nombre de Mach iseﬁtropique est calculé, qui donne
la température statique (supposée constante dans chaque section transversale)

ainsi que le gradient de pression et la masse volumique 8 la limite supérieure

de la couche de mélange.

C - Résultats

I1 existe deux comparaisons possibles entre les résultats expérimentaux
et numériques, & savoi; la vitesse moyenne et la fraction massique. Une
précision de 1l'ordre de 1 % est obtenue pour la prédiction de la vitesse
moyenne, toutefois il a &té jugé inutile de rapporter ce résultat sur une
figure étant donné 1'allure aplatie des profils de vitesse. Plus intéressants

sont les profils de concentration qui peuvent é&galement €tre comparés aux

résultats expérimentaux (fig. 26).

M
10xY
(mm)
- CA (%)
-2, 10 20
-——exp.
—- calcul.

Fig. 26 - Profils de concentration moyenne et

valeur du nombre de Mach dans la tuyére. (exp [11]).
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Ces résultats sont obtenus avec les valeurs des constantes qui ont
été utilis@es dans les calculs précédents pour le mélange d'hélium et d'azote.
La figure 27 rapporte la décroissance de la fraction massique dans le plan
de symétrie de la tuydre en fonction de la position longitudinale. Afin
d'illustrer 1'influence de la constante UCI qui régit la diffusion turbulente

de masse, la figure 28 donne les positions de cette courbe de concentration

axiale avec différentes valeurs de g comprises entre 0,1 et 1 .
I

60
C l(olo)

40

P~a__

0.02 0.04 0.06 0.08 010 012
X{m) '

4
Fig. 27 - Concentration moyenne sur 1l'axe de la tuyére (exp [11],

calculs avec le modéle I, o, = 0,26).

‘1

Un tel calcul permet d'obtenir toutes les quantités qui furent
discutées pour le cas du mélange & vitesse modérée (masse volumique,
pression dynamique, fluctuations de masse volumique etc...) ainsi que 1'énergie
de turbulence ou son taux de dissipation, toutefois en 1l'absence des résultats
expérimentaux correspondants il serait vain de discuter de 1l'exactitude des
résultats obtenus. L'objet de ces calculs est donc restreint & 1'examen des

phénoménes de transport de masse.
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Fig. 28 - Influence de 0y sur la diffusion de masse
I
(concentrations moyennes sur 1l'axe de la tuyére).

Deux conclusions apparaissent clairement :

1) Le réle du nombre de Schmidt turbulent est confirmé. Lors du traitement

2)

de 1'écoulement proposé par Rebollo, nous avons pu observer au travers les

profils de pression dynamique moyenne que 9 controlait le transfert de
I

masse par rapport & celui de quantité de mouvement. Il apparait msintenant

que pour cet &coulement possédant un axe de symétrie, le paramétre (oc )
I

agit pour diffuser plus ou moins rapidement 1'argon dans 1'écoulement d'air.

Dans les deux cas, le taux de diffusion de masse est plus fort & mesure que

9q diminue & partir de la valeur 1.
I

Conformément aux résultats expérimentaux, le gradient de pression semble
avoir pour effet de "geler" la diffusion massique pour x > 5 cm. Ce qui
signifie que la concentration sur 1l'axe de symétrie ne varie qu'eﬁtre le
début de la zone de mélange (zone d'injection) et la section située
approximativement 5 cm en aval. On peut d'ailleurs constater que ces

cing premiers centimétres de la zone de mélange (fig. 26) correspondent

& une zone ou la section ne change pas beaucoup, donc, ol le gradient de
pression est modéré.
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. VI-1 - TYPE D'ECOULEMENT

Tant dans leurs applieations industrielles que de laboratoire, les
‘problémes de mécanique des fluides sont de plus en plus concernés par les
écoulements 3 masse volumique variable. Ces variations de masse volumique

peuvent avoir différentes origines dans le cadre des milieux continus.

1) Hétérogéndité de composition (méiange de fluides & masses moléculaires
différentes ).

2) Inhomogénéité de température (mélange*de deuxeourants du m&he'fluiae 3
des températures différentes) .

3) Effets de compressibilité des écbulements & grande vitesse.

- k) Réactions chimiques. Dans ceytains cas, une réaction chimique peut &tre.
.liée d une forte productian\ou absorption de chaleur,»Ce~cn$;se raméne
‘alors 3 celui des inhomogéngités de température;

5) Les écoulements dans les cavités laser peuventaussiafficher de fortes
fluctuations de masse volumique en cas d'extraction de puissance. Ce-cas
peut &tre relié au précédent et ne concerne qu'une catégorie trés particulisre

d'écoulements.

Jusqu'a il y a deux ou trois aps, les expériences et les prédictions
numériques ne concernaient pour la plupart, que les écoulements‘incompreS$iblesq
Ce n'est que récemment que 1'inté&ré&t pour des écouléments plusbcomplexes est
apparu et le progrés fut 1ié principalement aux-nogvel}ea,métb¢de$ de diagnostie

‘par laser et aussi 8 l'arrivée sur le marche d'ordinateurs trés rapides.
Ce progrés fut induit par un intérét renfércé pour les prqblémes gnergétiques
et de dispersion des polluants. Néammoins, toute coﬁtribution dans ce domaine

doit &tre basée sur le choix d'hypoth@ses tendant 3 limjter le sujet.
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Deux critéres peuvent &tre retenus :
- origine des fluctuations de masse volumigue.
- configuration de 1'écoulement.
Ainsi dans ce travail :
*¥ les fluctuations de masse volumique n'ont pour origine que des inhomogénéités
de composition. Le fluide considéré principalement est un mélange d'azote

et d'hélium dont le rapport des masses volumiques est égal 8 T .

* tous les écoulements considérés ici sont des &coulements de cisaillement

plans bidimensionnels libres (couche de mélange ou jet).

VI-2 - NIVEAU DE FERMETURE

Une des caractéristiques de la recherche en turbulence est qu'il
n'existe aucun systéme universel pour prédire des écoulements turbylents,
Différentes orientations sont explorées en différents endroits du monde
scientifique, mais il n'y a aucune raison d'exclure 1l'une ou l'autre approche.
Au d€part de toute contribution, il est donc nécessaire de faire un choix.

Le travail, qui fait l'objet de ce mémoire ne concerne que la modélisatian
des corrélations en un point apparaissant dans les équations moyennes du
mouvement turbulent. Deux niveaux différents de fermeture sont envisageables,
toutefois le premier sera seul considéré dans cette theése.

- fermeture au premier ordre (souvent fermeture & deux paramétres).

- fermeture au second ordre (fermeture aux contraintes de Reynolds).

Au niveau de fermeture au premier ordre, les quantités du second ordre
(par exemple les contraintes de Reynolds) sont exprimées en termes de valeurs
moyennes des variables primitives (vitesse ou concentration) au moyen d'une
loi du type gradient. Le terme de viscosité apparaissant dans une telle loj

doit &tre relié aux échelles caractéristiques du mouvement turbulent. Ainsi,
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au minimum, deux quantités sont nécessaires pour caractériser la turbulence,
qui sont des échelles de longueur et de temps. Entre autres combinaisons,
1'énergie cinétique de turbulence, couplée & son taux de dissipation permet
de déterminer commodemment la viscosité turbulente. Les corrélations de la
vitesse avec un scalaire peuvent &tre &galement détermines de cette fagon
en utilisant un nombre de Schmidt turbulent qui permet de représenter des
taux de diffusion turbulente différents pour la masse et la quantité de
mouvement. Donc, dans cette classe de modele de turbulence, deux éqpations
doivent &tre ajoutées aux équatiéns moyennes pour la vitesse et la fraction
massique. De plus trois autres &quations pour les fluctuations de masse
volumique peuvenf 8tre ajoutées au systéme d'équations.

La. fermeture au second ordre consiste en approximant les quantités
du troisidme ordre en termes de grandeurs du second ordre. Ainsi avec les
gquations de transport pour les variables primitives, des €quations pour les
moments du second ordre doivent &tre résolues. Une €quation de transport pour
le taux de dissipation mécanique de 1l'énergie cinétique de la turbulence est
encore nécessaire, ainsi que les trois équations pour le transport des
corrélations de masses volumiques partielles. Il est utile aussi de résoudre
des équations de transport pour les corrélations entre la vitesse et la masse
volumique pour prédire des écoulements soumis & un gradient de pression.

Pour résumer ces deux approches, le nombre total d'équations de
transport pour le premier niveau de fermeture est T, tandis que pour le second,

ce nombre serait 1k.

VI - 3 - RESULTATS

Avant d'aborder les écoulements & masse volumique variable, un
écoulement incompressible a été décrit par un modéle de turbulence avec
fermeture au premier ordre. L'approximation de transport par gradient qui

est habituellement utilis&e pour les &coulement incompressibles est supposée
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valide aussi en utilisant des moyennes pondérées (Modéle I). Puis cette
approximation est supposée juste, uniquement quand elle est employée avec
des moyennes conventionnelles. Cela produit une nouvellé forme de 1'approximation
de transport par gradient contenant un terme de gradient de masse volumique
moyenne (Mode&le II).

Dans les deux cas la qualité des prédictions est satisfaisante vu le
manque d'information au sujet des variables prédites telles gque fluctuations

de masse volumique ou corrélations vitesse masse volumique. Néanmoins quelques

remarques sont nécessaires.

A - Statistique

Pour ce type de fermeture au premier ordre, il est avantageux d'utiliser
la moyenne pondérée des variables primitives, parce que méme dans le cas
d'écoulements avec gradient de pression les prédictions sont satisfaisantes
en utilisant une simple hypothése d'isotropie dans les termes de gradient
de pression des deux équations du modéle de turbulence. De plus il serait
difficile de résoudre les &quations de transport pour les corrélations
vitesse-masse volumique sans connaitre les composantes du tenseur des contraintes
de Reynolds.

I1 faut toutefois rappeler que le choix des moyennes pondérées entraine
une forme beaucoup plus compliquée pour 1l'équation de dissipation. Il semble
que ce soit le prix & payer pour une équation de continuité simplifiée.
Toutefois, &tant donné que l'on se raméne & une forme analogue & 1'équation
d'énergie de turbulence, cet inconvénient est surmonté. Cette solution est
gardée comme &tant la moins pire, vu le manque d'informations expérimentales

pour 1'équation de dissipation.
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B - Comparaison des résultats.

. Pour tous les tests concernant les &coulements & vitesse modérée, la
conclusion premidre est que la qualité des résultats est équivalenﬁe. la
statistique de Favre permet d'utiliser des formes plus simples des €quations
de trénsport, tout particuliérement en ce qui concerne les termes de convection
oll n'apparaissent pas les quantités p' u' etc ... La valeur du nombre de Schmidt
turbulent qui est utilisée dans les deux modeles s'accorde parfaitement avec
les résultats de Rebollo pour les deux configurations possibles de gradient de
pression. L'usage du terme de grgdient de masse volumique (modé&le II) dans
l'apﬁroximation de transport par gradient améliére trés légéremeﬁt leé résultats,
mais cela se paie par l'introduction d'une nouvelle constante op dont la valeur
est &trangement élevée ( o = 7,3) et pour laquelle aucune vérification si
ce n'est l'optimisation numérique n'est possible. La dernidre série de calculs
n'est pas un cas test complet comme les précédents mais plutdt une 6ﬁverture
sur un type d'écoulement plus complexe. Le modéle a &été conservé tel qu'il est
utilisé pour 1'€coulement de Rebollo. Seules les conditions initiales et aux
limites ont &té adaptées au probléme supersonique, et quoique le champ de
température ne soit pas calculé, la prédiction est tout & fait acceptable pour
les grandeurs moyennes. Le champ de vitesse s'accorde parfaitement aux mesures.
Le taux de dispersion est correctement prédit. En effet 1l'utilisation de
coﬁditions de Neumann des deux c8tés de 1l'écoulement ne permet pas de contrdler
directement les frontires du domaine de calcul. Néanmoins par la seule
prescription du gradient de pression et du nombre de Mach, le domaine de calcul
suit le contour de la tuyére 8 1 % prés. Finalement, les profils de concentration
donnent les moins bons résultats quoique la décroissance sur 1'axe soit
correctementvdécrite. Pour obtenir une compléte détermination du mod&le pour
un tel €coulement, il serait donc nécessaire d'avoir des informations sur la

turbulence dans la zone de mélange (contraintes de Reynolds, fluctuations de
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masse volumique etc...). Ce qui est encore inaccessible pour 1'expérimentateur.

VI - 4 - PERSPECTIVES

Différentes directions sont suggérées pour des études & venir.
- Utilisation de ce modéle pour la prédiction d'autres mélanges

8 vitesse modéré (COE—Air, He-Air, N -NO_, ...) pour essayer de mettre en

2
évidence 1l'influence sur le nombre de Schmidt turbulent de différents
paramétres tels que le rapport des vitesses initiales, celui des masses
moléculaires etec...

- Utilisation d'un modéle semblable pour prédire le transfert de
chaleur plutdt que de masse (air chaud-air froid, par exemple).

- Elaboration compléte d'un modéle (k-e) pour &coulements compressibles.

- Passage & une fermeture au second ordre pour la prédiction des

écoulements de mélange déjd cités.
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ANNEXE I

Dans les équations instantanées d'un écoulement compressible,
la dérivée particulaire ou lagrangienne a la forme générale : (avec v, les
composantes de la vitesse et ¢ toute variable dépendante transportable

telle que vitesse, fraction massique, enthalpie etc...).

= (00) + 5 (o v, ¢) (1)

9%y
Dans cette annexe, nous verrons combien de termes seront produits par les
deux différentes méthodes de moyenne (conventionnelle et pondérée). Dans
les deux cas, nous considérons le nombre de termes pour la partie moyenne

et 1a fluctuation. Cette derniére est la différence entre la valeur

instantanée et la valeur moyenne et sa valeur moyenne doit &tre nulle.

I - Moyenne conventionnelle pour la masse volumique + p = p + p'

I.A - Moyenne conventionnelle pour la vitesse - Ve TV + vi

I-A.1 - Moyenne conventionnelle pour ¢ - ¢ = ¢ + ¢'

ot (p¢) = 3t [p ¢+ p'é' 1 | + 2 termes

3 — — - - -
ng' (p Vi $) = . [? Vi o+ p'¢' Vi +p! vi ¢ +p vé $' ] + 4 termes
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. . 3 — 3
Pour la fluctuation 1l reste donc 5t Iip¢—p¢i] + Sxk [pykqa ~pvk¢]

%g (pd-pd) = fzg (p'¢" = p'¢" + 0 ¢'+ p'd)

3 - —_—— - - -
5;2** (ov ¢~ ovkcb) = 3 (p'¢! Vi TPt v tol v ¢ - v 6+
k k

ovl'ttb'-pvl':¢'+5\-fk¢'+5$vl';+p'\7k¢) -+ 9 termes

I-A.2 - Moyenne pondérée pour ¢ = ?ﬁ + 9"

- —oan "
p0=p¢ +p ¢" + o' + 0'¢

3_31? (59) = 5 (09) + 1 terme

%(W):—éﬁ;(g;k%+pv ¢+pv ¢") - 3 termes

= (00-09) = 2 (08" + 0'9) > 2 termes

fx—l;(pvk¢ bV, 8) = oy T (P0" v+ 0t § v+ o8 t0e" vy -0 ¢ vy
+ p! vi $ -p' vi %) > 7 termes

, . ¥
I.B - Moyenne pondérée pour la vitesse v, = v, + v

I-B.1 - Moyenne conventionnelle pour ¢ + ¢ = b+ ¢

Pd = p¢ + p'd +p ¢' + p'e’
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V. 0= p oV, tp' GV, Fpd' V. +p' ¢V +pd v 0% v+
PV P x te xtPe v *top kTePdv P vy

*p o' vl ptw
g%'(gg) alievs (o + p'¢") + 2 termes
v ) =G e ¥ e V) +3t
Bxk k axk 'k f P crmes
= (p¢-pd) (p'¢ + po' + p'd" - p'¢") + 4 termes

-0 o A\ - n n . —
Xk(pv 40 v ‘”“;ﬁ{(""“’k"p“’"“’k*""b"’k”‘?"”'%*p"ﬁ‘”
*oo' v med' V) + T termes

I-B.2 - Masse pondérée pour ¢ + ¢ ='<\5+ ¢"
p=p 8 +p e +p §+pr "
pvk¢=5$k?b'+5¢"vk+p"$v + o ¢"’3k+5'$' Vi ¥ o 4" vy

+ p| 'd\;v" + p| ¢V' vi;
Bt (p¢)- (p$ » 1 terme

—_— 3 - g
gx;(ovk¢)=g;k~(p$$ e ¢ V) + 2 termes
a 1"
53(0“’ p¢)" (p¢ +0'3) + 2 termes
) P 3 ' " ' " ""‘"T"""'"""
a—x—};(p Vk‘b_pvk"’)=3“£k"(9¢"%k*pvk$+° %k$+p¢ v]t'i‘—p"\rk ")> 5 termes
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” ” - '\' [
IT - Moyenne pondérée pour la masse volumique p =p+ p"

- II-A, Moyenne conventionnelle pour la vitesse v v

= '
k—k —'k

II-A.1. Moyenne conventionnelle pour ¢ > ¢ = § + ¢'

n - — n,
pdb =p o+ p" ¢ +p "+p" @'

PV b= DbV " BV 0V to eVt " gV +p o v 4" gt v
X k k X K X K k

— (p9) == (pd + p" ¢ + p"") + 3 termes

bV, +po" ¢V +p""7k+o"vl'{$+p¢' Vf;) + 5 termes
o *"’_i n 7 v T N "oy

*é:g(w-p(b)—at(o 6 ~=p" ¢ +p o' +p0" ¢'-p" ¢') + 5 termes
p"'e’

Yk

$V'+p" V'd)—p" v $ +p o' v -p ¢ v}v{) > 10 termes

NN, 0 v n, .
pd =p &+ p" b+ p ¢ +p" ¢"

no- o no— - ~ - oA o
= + A" non " ' " '
PV d=p vV ¢ p¢vk+p¢vk+o¢ Ve te ot ¢ v
"\'n ' "oy
+p ¢vk+o¢vk
3 Ty - O vV v
5% (p9) = 5% (p ¢ + 0" &) > 2 termes
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’(})JV +pnv1o{’$'+p¢" v!) + L termes

§
ke
o
=]
=]
[¢:)
o
3
2
3
ot
e
Q
s
=]
[
=
=
o
§°
o
c
H
=
¥
-©-
il
=
+
s

__"'\;— " o v Y !

Ve v *o 9" v tp oy
T B e 0 v BT 8 temes
1"

k: k

el

—‘—n(b. ) + 3 termes

Vi; 3 tod v},; -TVE) + 8 termes

+ ’5" 5 %k + p"¢| %k + 5—;]2_4)') -> h temaﬁ
SN et 4 o ot~ 3T + 5 termes
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II-B.2. Masse pondérée pour ¢ »> ¢ = % + "

3t at
_ .9 Ny -— T
axk (o vk ¢) Bxk (o vk ¢ +p vk o +op vk

. n, -y o,
+ nogoan " + nogn
PV ¢ phvy "+ Vi )

+ p" vi{' ¢"

+ 2 termes

o") + 3 termes

+ 3 termes

3 e —— a m n, ny - Y] 1 v "
o, (p v, ¢ -pv, ¢) g (" ¢ v — 0" & v +o00" v, P vy $
R )

> 6 termes

IIT - Résumé de la partie convective

Partie.moyenne fluctuation
3_ 9 9 93
at Xk ot Xk
: ) )
;k
3 1 3 2 7
- T 2 3 4 7
i v
k H 1 2 2 5
- § 3 5 5 10
V.
k
% ¢ 2 5 3 8
p —
3 ¢ 3 i 5 8
k 1 2 3 3 6

Tableau I - nombre de termes de la dérivée

particulaire.
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Le tableau I résume toutes les combinaisons possibles pour la
partie convective des équations. Ces résultats sont donnés sans préciser
k qui est un indice de sommation pour les dérivées spatiales. Donc, le
nombre exact de termes pour ces termes est k x n avec k., le nombre de

4

dimensions de 1'écoulement et n le nombre donné par le tableau I.

IV - Partie diffusive des &quations d'écoulement compressible.

Sous forme instantanée, le terme de diffusion est 2 pT 3% .
Bxk Bxk

Supposons que I (viscosité) est constant et appliquons maintenant
la méme décomposition formelle que pour la partie convective. Les deux

guantités & considérer sont maintenant p et ¥

9%y
1-p=p+p' . ¢d=0¢+4¢'
pdbm p o +p' D +p o'+p' ¢
3 By o8 [z 28, , 89" .
axk(rpaxk) 3Xk.l:r(p axk"'p axk):l 2 termes

_B_[F (o AL_Q_&)} =_a_[r(p.&_+p.m,p._m)] 3 termes

%k*[ro%;%j=5§x;lir(a'g%k‘+0%€x§):l + 2 termes

— : — v

3 3¢ 3¢ ) 3¢ a¢" 3"
~—1(r(p -p )| = r'(p* +p -p ) + 3 termes
axk[ 8x] Bx] :| 3x] { Bxl Bxk Bxk J €
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o6 =p0 b +o" T +p" 9 +p ¢ + 2 termes
5 FY I VA9, w39, —w b
'axk [rp‘axk:l Bxk I:I‘(p Bxk+p axk+° axk):l > 3 termes
v " " '
3. p=p +p" 30 =96+ ¢
0 6=p ¢+ 0" o +o" 4 +p ¢
o . e o o [ v 38, .ae, =28, | |
— T p = r(p +p +p ) + 3 termes
axk L BxK:l aka axk axk axk J »

-— ——

'_a—[.l’ (O%;’;“pi):‘: . LP (pv BT, e

p

ax.k axk axk axk Bxk axk
n 9 n 9¢'
+tp ;t;‘p %)] + 5 termes
hop=p+p" , =8+ 4"

v o n v vy ] 1]
pod=p ¢+ ¢ +p ¢"+p" ¢
2 T Y H TUNEE Y |
— [T p = r (p +p + p" ) + 3 termes
X, [ Bxk:l 9%y { X, Bx_k X, :l :

' 1 Y . '\‘\ n T
3 [P(pzt_py;)}=_a_[r(p..y;+p"z¢;_pasL ii_}»“emes
k k k k
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partie moyenne fluctuation
Iy 2 3
o :
N\
¢ 2 3
[y 3 5
4
P
¢ 3 4
Tableau II - Nombre de termes de la partie diffusive.

V - Terme source

Ce terme s'éerira p.¢ dans la forme instantanée. I1 faut

toutefois noter que ici ¢ peut &tre une variable dépendante ou une

combinaison de variables.

De méme que pour la partie diffusive, quatre combinaisons

sont possibles.

2 termes

4 termes

1 terme

2 termes
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——

P =p s+ o+ o" ¢ : | + 3 termes

|
|

v ¢| + p" ¢" - " 5 termes

[}
°
=]

1
=3

-+
©
©
©

+

(p9= pd)

vB—.= 3 $ + 0" $ + 2 termes
_— —_
(00=p%) = 0" ¢ - p" § +p 4" | > 3 termes

partie moyenne Fluctuation
_ ¢ 2 4
p T
3 1 o
'y 3 5
n
p :
3 2 3
Table III - Nombre de termes de la partie source/puit.

Les tableaux I, II et III résument les différentes contributions des
termes de 1'équation générale de transport. La méme &tude est maintenant

faite pour 1l'équation de continuité.

VI - Equation de conservation de la masse

La forme compressible instantanée de cette équation est rappelée
iei

2 (pvk)=0

P
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De nouveau, quatre combinaisons sont possibles. On remarque que
1'on a une forme identiqué d celle du paragraphe précédent en remplagant

¢ par Vi Les résultats seront donc identiques & ceux du tableau III,
multipliés par ky le nombre de dimension de 1'écoulement considéré.




