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1- 7 .  TURBULENCE 

Déjà dans la première moitié du dix-neuvième siècle, l'existence 

de deux types d'écoulements différents, maintenant qualifiés de laminaire 

et de turbulent, fut . mise en évidence par St Venant [ 1 1. Cependant, 

c'est Osborne Reynolds [2 ]  qui fonda la première théorie de la turbulence 

en considérant les conditions sous lesquelles l'écoulement laminaire dans 

un tuyau se transforme en écoulement turbulent. Cela amena Reynolds 5 

formuler un critère général de similitude dynamique pour les écoulements 

des fluides visqueux incompressibles. Ce critère est fondé sur les valeurs 

du nombre de Reynolds, du nom de son créateur, 

03 U et L sont les échelles caractéristiques de vitesse et de longueur de 

l'écoulement et où v est la viscosité cinématique du fluide. Ce nombre de 

Reynolds peut être interprétg corne le rapport des valeurs caractéristiques 

des forces d'inertie aux forces visqueuses agissant dans le fluide. Les 

forces d'inertie qui produisent le mélange de différents volumes de fluide 

se déplaçant avec des vitesses différentes, produisent aussi un transfert 

d'énergie entre les composantes à grandes échelles du mouvement et celles 

à échelles plus petites. Elles assistent ainsi à la formation d'hétérogénéités 

de petites tailles dans l'écoulement qui sont caractéristiques de la 

turbulence. Ainsi, des valeurs suffisamment petites du nombre de Reynolds 

correspondront à un écoulement laminaire et des valeurs élevées à un 

écoulement turbulent. Ceci est un premier résultat fondamental établi par 

0.Reynolds. Une seconde contribution majeure est de représenter les valeurs 

de toutes les quantités hydrodynamiques d'un écoulement turbulent par la 

somme d'une composante moyenne et d'une composante fluctuante. Cela permet 

d'étudier seulement les valeurs moyennes qui varient lentement dans le temps 

et dans l'espace. Depuis Reynolds, le concept de "moyenne" est mieux compris 



principalement grâce à la théorie des probabilités. Quoique Reynolds 

n ' ait utilisé que quelques propriétés algébriques de 1 'opérateur "moyenne", 

ces propriétés produisent une réelle simplification des équations de la 

mécanique des fluides. Par ces contributions, Reynolds fonda la mécanique 

statistique des fluides qui fut à l'origine des travaux de Boussinesq, 

Taylor, Von Karman et beaucoup d'autres. 

1 . 2 .  PRZNClPALES TENDANCES DE LA RECHERCHE. 

A cause de l'étendue des échelles caractéristiques, qui sont 

nécessaires pour décrire un écoulement turbulent, il est irréaliste 

d'analyser ce type d'écoulement par la résolution des équations de 

Navier-Stokes, quoique ces dernières régissent le mouvement de toute 

particule fluide dans un écoulement laminaire ou turbulent. La raison 

est que la capacité de calcul requise excède de plusieurs ordres de 

5 grandeur ce qui est actuellement disponible. Un rapport de 10 ou 10 
6 

peut exister entre les valeurs extrêmes des échelles caractéristiques 

d'un écoulement turbulent. Une grille assez fine pour percevoir les 

mouvements à petite échelle de la turbulence exigerait donc un nombre 

considérable de noeuds. Toutefois il existe d'autres approches pour 

résoudre le problème des écoulements turbulents. Les principales 

d'entre elles sont brièvement exposées ici. 

a) La première technique est la fermeture en un point (single- 

point closure) et est certainement la plus utilisée. La méthode consiste 

à moyenner les équations de Navier-Stokes. La non-linéarité du terme 

convectif introduit un terme inconnu p a  Y' dans l'équation moyennée 
B 

de quantité de mouvement. Différentes techniques sont employées pour 

déterminer cette corrélation, par une relation algébrique ou avec une 

ou plusieurs équations aux dérivées partielles. Cette approche est retenue 

dans ce mémoire pour prédire le mélange turbulent de deux gaz. 



b) La seconde approche consiste à considérer les équations 

différentielles régissant les corrdlations en deux points ou les variables 

définies dans le plan spectral. Cette approche est la base de la méthode 

d'interaction directe envisagée par Kraichnan [31 et développée plus tard 

par Herring [hl . Elle fut aussi utilisée par 0rsza.g [5] dans son article 

sur les théories analytiques de la turbulence. Ce type de méthode est 

limité aux écoulements à faible nombre de Reynolds pour permettre la 

prise en compte de toutes les échelles caractéristiques. Les valeurs 

moyennes des variables sont obtenues par le traitement statistique des 

résultats d'un nombre suffisamment grand de réalisations. Cela implique 

des coûts énormes et la nécessité de très importantes capacités de calcul. 

c) Une troisième approche importante est la prise en compte des 

grandes structures de la turbulence (large eddy simulation). Cette technique 

consiste à moyenner les équations de Navier-Stokes sur un temps T plus 

petit que l'échelle de temps des grandes structures de turbulence de 

l'écoulement. Seuls les mouvements d'agitation ayant une échelle de temps 

plus petite que T, (ou une échelle de longueur inférieure au maillage 

utilisé) sont modélisés (subgrid-scale modelling). Deardorff [6] suggèrs 

le premier cette approche et l'utilisa pour prédire des écoulements dans 

un tuyau et dans des couches limites atmosphériques. Mais, à nouveau, la 

principale restriction à l'utilisation de cette méthode est d'ordre matériel. 

Deardorff 171 a calculé un cycle diurne en occupant pendant une semaine un 

ordinateur CDC 7600. C'est pourquoi, l'avenir d'un tel traitement des 

problèmes de turbulence semble être surtout d'améliorer les hypothèses 

de modélisation des fermetures 'en un point. 



7- 3 .  PERSPECTT VES . 
A) Choix de la technique utilisée 

Dans le paragraphe précédent, les principales tendances de la 

recherche en turbulence ont été exposées avec leurs limitations. Pour le 

travail qui est présenté dans ce mémoire, la première approche est retenue 

pour les raisons exposées ci-dessous. 

a ) M ~ ~ ~ ~ s - C ~ - c ~ i c u i - i k i t _ ~ ~  
La méthode de calcul doit pouvoir être utilisée par des bureaux 

d'études pour des applications industrielles ou de laboratoire. Donc il 

est indispensable que de très gros ordinateurs ne soient pas nécessaires 

pour obtenir des résultats (tous les calculs ont été effectués sur un 

ordinateur CI1 du type Mitra 15). 

b) ___________ Caractère seécifigue _____ ______ du eroblème ________________ du mélange. 

Le type d'écoulement qui est étudié est le mélange de deux gaz 

qui ont des masses moléculaires différentes, tandis que les deux dernières 

approches exposées précédemment concernent seulement les 6coulements 

incompressibles de fluides homogènes. 

B) Appiications. 

Deux domaines de la recherche sont directement reliés à ces calculs. 

a) La combustion turbulente. ........................ 
Le système des équations de Navier-Stokes moyennées doit être 

utilisé pour prédire une grande variété de problèmes de combustion tels 

que les flammes turbulentes de diffusion, les flammes prém&langées, les 

écoulements dans les chambres de combustion, les foyers etc... De nombreuses 

équations doivent être fermées et résolues, qui sont nécessaires pour décrire 

les opérations thermochimiques et pour prédire les valeurs moyennes des 

variables thermodynamiques. Ces quantités peuvent être la fraction massique, 



l'enthalpie, le flux de chaleur, les fluctuations de masse volumique etc... 

En général, une grande variété de covariances et de corrélations est 

rencontrée dans le cadre de cette approche. 

b) Cavité laser à haute pissance. ..................... -------- 

Cette technique peut être utilisée aussi pour calculer les variables 

thermodynamiques d'un écoulement laser (laser chimique ou dynamique à gaz) 

où la description des paramètres du mélange est de première importance 

pour connaître le rendement ou la puissance qui peut être extraite d'une 

cavité laser. 

1.4 .  PLAN DU MEMOIRE 

Dans l'optique de ces applications, un modèle de turbulence est 

utilisé pour prédire des écoulements à masses volumiques constante et 

variable. La première approche de la turbulence est adoptée, c'est-à-dire, 

la résolution des équations de Navier-Stokes moyennées et fermées au premier 

ordre. Le mémoire est organisé comme suit.: 

Le chapitre II rappelle quelques définitions de base nécessaires 

à la description d'un mélange d'un point de vue thermodynamique. Puis deux 

différentes statistiques sont discutées et l'une d'elles est retenue 

parce que mieux adaptée aux écoulements à masse volumique variable. Après 

cela, les premières équations moyennées sont introduites pour différentes 

quantités qui sont nécessaires aux hypothèses de fermeture. 

Le chapitre III donne toutes les hypothèses de modélisation et 

se termine avec l'écriture compl>te des équations pour les écoulements 

paraboliques bi-dimensionnels stationnaires. 



Le chapitre IV contient un exposé de la méthode numérique utilisée 

pour résoudre les équations aux dérivées partielles qui sont établies dans 

le chapitre précédent. 

La discussion des résultats et la comparaison avec les résultats 

expérimentaux est faite dans le chapitre V. Puis le chapitre VI résumera 

les résultats obtenus en soulignant les avantages et les inconvénients 

de la technique adoptée. 
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CHAPITRE I I  

EQUATIUNS DE LA TURBULENCE 

2 .  TRAITEMENTS STATISTIQUES. 

3 .  EQUATI UNS MU Y ENNES . 



- Ecou&ement de ~CuAde homogène. 

- H ypothèaa /~enRhictiven du com%ui.um. 

- V é ~ i W o n  den  vaniabled intmnen d'un 6Luide. 

1 - Masse volumique. 

2 - Quantité de mouvement. 

3 - Energie interne. 

- Equation~ de bilan powr un écoutemeuzt de @.i.ide 

homogène avec tu l o i  de vdcoaLté de Neutton et 

&a Loi de conducaXon de chaeew~ de Fouhia. 

- Ecoulement de @bide non homog2ne. 

- V & b t u  in tmnes  powr chaque enpèce. 

- Vé&iWon d'un écoutement de mélange à. pua% d a  

- Eq<lation~ de bilan pom un écoutement de 6 t U e  

non-homog2ne ii&.t.ua tu c o n b ~ v a t i o n  ci' espèce. 



Afin de donner une description réaliste du mélange de gaz de masses 

volumiques différentes, il est nécessaire d'étendre le concept conventionnel 

de fluide homogène pour considérer en un même point (x,t) - toutes les 

composantes qui constituent le mélange dans le cadre de la thermodynamique 

des milieux continus. Pour avoir une définition claire des variables 

nécessaires, nous les définirons d'abord dans le cas de l'écoulement 

isotherme d'un fluide homogène, puis ces définitions seront étendues au 

cas non isotherme et finalement une éventuelle non-homogénéité du fluide 

sera envisagée. 

Un milieu continu doit satisfaire les deux conditions suivantes : 

1 - Le milieu est monophasique; il peut être liquide ou gazeux. 

Des molécules d'espèces chimiques différentes peuvent être présentes, 

mais dans une même phase. 

2 - Les effets de rarefaction sont exclus. En autres termes, 

le libre parcours moyen (m.f .p.  ) des molécules doit être plusieurs ordres 

de grandeur plus petit que n'importe quelle échelle de longueur (L) 

caractéristique de l'écoulenent. Cette condition peut être formulée 

avec le nombre de Knudsen Kn par : 

Si cette condition n'est pas remplie, l'&coulement d'un gaz ne peut pas 

A etre décrit par les équations aux dérivées partielles de la mécanique 

des fluides qui seront établies dans la suite. Dans le cadre de la 

mécanique des milieux continus, 'nous supposerons qu'il est possible de 

définir un petit domaine 6V dont les dimensions sont plus grandes que 

celles des moldcules et sur lequel une moyenne spatiale de toute propriété 

moléculaire définit la valeur locale d'une quantité macroscopique @ . 



Soit $ une propriété moléculaire de l'écoulement. La valeur locale  

correspondante @ sera 

Dans ce t t e  relat ion,  E $ s igni f ie  que l a  sommation es t  f a i t e  
6 v 

sur toutes l e s  molécules qui sont à l ' i n t é r i e u r  du domaine élémentaire 6V.  

Deux sortes  de variables sont nécessaires pour caractér iser  ce type 

d' écoulement. 

1 ) Masse volumique. 

Supposons que N mol~cules  de masse M se trouvent dans l e  volume A 

élémentaire 6 V  entourant un point P . La valeur locale  de l a  masse 

volumique en ce point e s t  déf inie  par 

2 )  ~ u a n t i t é  de mouvement. 

Chaque molécule a sa  propre quantité de mouvement 2a . De même 

il e s t  possible de définir  l a  valeur locale de l a  quantité de mouvement 

au point P par 

La sommation sur a e s t  équivalente à ce l l e  sur 8V, mais chaque 

molécule peut avoir une quantité de mouvement différente  de ses  voisines. 

A )  Transport de quantité de mouvement. 

Ces quatre variables (masse volumique e t  composantes de l a  v i tesse)  

constituent l e s  paramètres nécessaires pour caractér iser  l e  f luide au 

point P dans l e  cadre de l'écoulement isotherme d'un f luide homogène. 



Pour exprimer la conservation de ces variables, il est tout d'abord 

nécessaire de faire un choix entre deux systèmes de référence possibles : 

les représentations eulérienne et lagrangienne. Dans la formulation 

eulérienne le mouvement du fluide est décrit par rapport à un système 
+ + +  

de référence donné (0, xl , x2, x3), tandis que dans la formulation 

lagrangienne, la particule fluide est suivie dans son mouvement. 

Pour ce travail, la représentation eulérienne est adoptée, ce qui 

implique que les quatre variables déf inies précédemnent (masse volumique 

et composantes de la vitesse) doivent satisfaire une équation de bilan 

dont la forme générale est 

p est la nasse volumique, v est la composante de vitesse correspondant k 
-+ 

à la direction x Pour chacune des quatre variables internes de k '  
O O l'écoulenent, les contributions 4, Tk et S sont données dans la table 1. 

équations de quantités 
de mouvement (a = 1,2,3) 

équation de 
conservation de la 
nasse 

Table 1 

La première équation ou équation de conservation de la masse fait 

état du bilan massique nul à travers un volume élémentaire. Les trois 

équations de quantité de mouvement correspondent à un bilan nul des flux 

de quantités de mouvement avec les éventuelles créations ou destructions 

de ces quantités. T est le flux de la composante a de quantité de ak 
+ v a mouvement le long de la direction xk. S représente les forces extérieures 

O 

1 O 

s O 
- 

O 



qui s'exercent sur l'élément fluide. Ces forces peuvent avoir deux 

origines différentes : la pression qui règne dans le fluide et les 

forces volumiques extérieures (3ar ex. la gravitation). 

L'équation d'état relie la pression p et la masse volunique p . 

3 est la constante universelle des gaz divisée par la masse moléculaire 

du fluide et T est la température absolue. 

En écrivant les trois équations de quantités de mouvement, neuf 

inconnues r ont été introduites. Ce.s quantités sont les neuf composantes 
ak 

de -r 
T 
a B connu corne le tenseur de contraintes. La loi de Newton de 

viscosité permet à ces composantes de contraintes d'être exprinées en 

fonction du gradient de vitesse et d'un coefficient appelé viscosité. 

A cause des propriétés du tenseur des contraintes (trace nulle et symétrie) 

les valeurs des six coaposantes indéoendantes sont, pour les fluides 

newtoniens (réf. 11 1 , p. 571-574) 

Les expressions pour les contraintes visqueuses sont des apgroxinations 

valides si les gradients de vitesse ne sont pas trop importants 121. 



Il  e s t  a l o r s  poss ible  de montrer, & l ' a i d e  de l a  théor ie  c inét ique 

des gaz, qu'une condition nécessaire e s t  

oii e s t  une v i t e s se  moléculaire ca rac té r i s t ique  (par exemple = m). 
Aux conditions normales on a pour 1' a i r  (m. f .p) = 0.6  IO-^ III e t  
- 
c = 400 m / s .  Ainsi c e t t e  condition e s t  clairement s a t i s f a i t e  dans l a  

plupart  des appl icat ions .  La s t ruc ture  d'une onde de choc e s t  une exception 

bien connue. 

L'équation de cont inui té  (ou de conservation de l a  masse) e t  

l e s  équations de quant i té  de mouvement, en compagnie de l ' équa t ion  

d ' é t a t ,  l e s  l o i s  de contra intes  e t  l a  l o i  de dépendance de  l a  v i s cos i t é  

à l 'égard de l a  masse volumique fornent un s y s t h e  f e m é  d'équations.  

Des conditions i n i t i a l e s  e t  aux l im i t e s  appropriées permettent 

l a  détermination de l a  pression,  de l a  nasse volunique e t  des composantes 

de l a  v i t e s se  pour l'écoulement isotherme d'un f l u ide  homogène. 

Des équations générales de inouvernent pour un f l u ide  newtonien sont 



Ces équations sont rarement utilisées sous leur forme complète. 

On se limite le plus souvent soit au cas d'un fluide idéal (v=0) 

soit au cas d'un fluide incompressible (p = este). 

Après avoir établi ce premier système fermé d'équations pour les 

écoulements isothermes homogènes, nous allons étendre maintenant ce 

formalisme aux écoulements non-isothermes. 

B )  Transport de chaleur. 

Quand, en addition au mouvement du fluide, un transfert de chaleur 

est présent, il devient nécessaire d'utiliser aussi la notion de bilan 

d'énergie, similairement aux concepts de bilan de quantité de mouvement 

et de conservation de la masse. 

Considérons un élément de volume dans le cadre d'une description 

eulérienne. L'équation de conservation de l'énergie procède de la première 

loi de la thermodynamique appliquée à l'élément fluide et peut être écrite : 

Dans cette équation e est l'énergie interne du fluide par unité de masse 

et $ u2- est l'énergie cinétique du fluide par unité de volume.  é énergie 

interne comprend la propre énergie des molécules elles-mêmes (mouvements 

de translation et de rotation et énergie interne des molécules) et 1 'énergie 

d'interaction entre les mol~cules. Les différentes contributions sont 

(1) 
-P 

-V.q -+ conduction. 

-b -+ 
(II) p(u.g) -+ puissance des forces de gravitation par unité de volume. 

-+ 
(III) -V.pu -+ puissance de la pression par unité de volume. 

-b 
(IV) -v.(T.u)-+ puissance des forces visqueuses par unité de volume. 

-+ + 
q est le vecteur flux de chaleur et g le vecteur force de gravitation 

par unité de masse. 

Il a été montré dans le paragraphe ~récédent que p et T , peuvent 
4 etre déterminées pour un fluide newtonien mais ce n'est pas le cas du vecteur 

flux de chaleur q . 



Par analogie à l a  l o i  de Newton de v i s cos i t é ,  nous introduisons 

maintenant l a  l o i  de Fourier de conduction de chaleur qui r e l i e  l e  vecteur 

f l ux  de chaleur au gradient  de température : 

-b + 
q = - ~ . V T  ( 1 4 )  

De nouveau, l a  théor ie  cinétique des gaz indique que ( 14) e s t  une 

expression valable  t a n t  que l e s  gradients  de température ne sont pas 

t r o p  grands. Le c r i t è r e  de v a l i d i t é  e s t  s imi la i re  à (8) .  

En u t i l i s a n t  l e s  mêmes arguments que pour (8 )  il e s t  possible de montrer 

que ce c r i t è r e  e s t  s a t i s f a i t  dans l a  plupart  des cas pratiques.   équation 

(13) exprime l a  conservation de l ' éne rg i e  t o t a l e  par un i t é  de volume. 

Pour ce r ta ins  problèmes de t r a n s f e r t  de chaleur, il e s t  p lus  commode de 

t r a v a i l l e r  avec 1 ' équation d ' enthalpie.  Pour ob ten i r  c e t t e  équation, il 

s u f f i t  de sous t ra i re  de (13) l ' équat ion de l ' éne rg i e  cinétique qui e s t  

obtenue en formant l e  produit s ca l a i r e  de u avec l e s  équations de quant i tes  

de mouvement ( 9 ) ,  ( 10) e t  ( 11 ) (voir  r é f .  [31)  . L'équation de b i l an  de 

l ' en tha lp ie  e s t  a l o r s  : 

ah -b -+ + 
p + p U . V ~  = - (v.;) (v .u)  + O (16) 

-b 
avec O = -  T : V U ,  (17) 

h é tan t  l ' en tha lp i e  massique. Le symbole : s i g n i f i e  i c i  produit  du 

+ 
tenseur T par l e  vecteur V u . 
O e s t  l a  fonction de d i ss ipa t ion  donnée par 

* Le passage de l ' énerg ie  in terne à l ' en tha lp i e  e s t  obtenu en exprimant 

e en fonction de V e t  T 



En résumé, l'équation (16) montre que la température peut être modifiée 

par - conduction de chaleur 

- effets de détente 
- échauffement visqueux . 

Il est remarquable que cette dernière contribution est toujours positive, 

ce qui met en évidence son caractère irréversible (réf. [31 p. 82 et p. 314) .  

C) Transport d'espèces. 

Une extension supplémentaire de ces hypothèses est de considérer 

des fluides non homogènes. Dans l'introduction nous avons supposé qu'il 

est possible de définir un petit domaine 6 V  dont les dimensions sont 

supérieures aux dimensions moléculaires, et sur lequel une moyenne spatiale 

de toute propriété moléculaire définit la valeur locale d'une quantité 

macroscopique @ . Cette hypothèse est encore valable si, à l'intérieur 

du volume 6 V  des molécules de différentes espèces chimiques sont présentes. 

Ainsi la moyenne, définie précédemment, permet la définition de la valeur 

locale d'une grandeur macroscopique miv correspondant à 1' espèce 1 

dans 6V. La valeur locale de @ pour le volume 6V est, en considérant 

toutes les espèces, 

Il est alors aisé de redéfinir les variables internes du mélange. 

1 - Masse volumigue ------------ -- 
Supposons que N molécules de l'espèce 1, ayant chacune une masse 1 

M sont présentes dans 6V. La masse volumique partielle pour cette espèce 1 

est donc 

Pour un mélange 8 n composantes, 1 varie de 1 à n. La valeur locale de 



la masse volumique du mélange sera donc 

2 - ~uantité de mouvement ..................... 
Les mêmes considérations s'appliquent à la quantité de mouvement 

-k 
pI vI est la valeur locale de la quantité de mouvement de l'espèce 1. 

3 - Energie interne ---- ---------- 

e est ici l'énergie interne de l'espèce 1 par unité de masse dans le 1 

volume 6V . Les équations (20) à (23) définissent les valeurs locales 

des variables internes d'un mélange en fonction des valeurs des variables 

correspondantes pour chaque espèce. Ainsi le comportement thermodynamique 

est décrit par les équations (g), (IO), (Il), (12) et (16) 0-3 toutes les 

variables se réfèrent aux variables de mélange définies par les équations 

(20) à (23), auxquelles s'ajoutent des informations au sujet de la 

composition du mélange. La fraction massique est définie par 

- -  
C~ - p (24 1 

qui est le rapport de la masse volumique partielle pI à la masse volumique 

du mélange. De nouveau, comme il a été fait pour le bilan d'énergie, 

nous pouvons écrire une équation de bilan pour la masse de l'espèce 1 

dans un volume élémentaire. Il vient alors 



Cette équation traduit que la modification de masse de l'espèce 1 en 

fonction du temps dans un volume élémentaire fixe dans l'espace résulte 

du mouvement de l'espèce 1 par convection et éventuellement de réactions 

chimiques produisant la composante 1 à un taux SI par unité de volume. 

A priori nous ne connaissons pas la valeur du vecteur flux massique. 

Pour exprimer ce dernier en fonction des variables de mélange, une 

troisième loi de comportement est introduite : c'est la première loi de 

Fick. La loi de Newton de viscosité exprime le flux de quantité de 

mouvement comme étant linéairement relié au gradient de vitesse, la 

loi de Fourier de conduction de chaleur donne une relation linéaire 

entre le flux de chaleur et le gradient de température. Similairement, 

la première loi de Fick de diffusion exprime le flux massique comme étant 

relié linéairement au gradient de concentration 131 . 
En termes de fraction massique, cette loi peut être écrite pour 

un mélange binaire. 

+ - -+ 1 
pI - pI - P ~ ( p  1 (26 

où DfJ est le coefficient de diffusion binaire pour les composantes i et j. 

Avec l'aide de l'équation (26), nous pouvons reformuler l'équation (25) 

sachant que 
O ,  

L'équation (28) décrit le comportement de la concentration dans un système 

de diffusion binaire, en absence de diffusion thermique ou due à la pression. 

De même que pour les lois la théorie cinétique des gaz restreint 

l'utilisation de la loi de Fick aux cas où les gradients de fraction massique 

ne sont pas trop importants. Un critère de validité ad hoc est donc : 



Cette condition est satisfaite dans la plupart des cas pratiques. 

Avec la définition de la fraction massique, l'équation d'état peut être 

réécrite : 

Donc les six équations (9), (IO), (Il), (12), (28) et (30) permettent 

+ 
la détermination des variables v, p, p et cI si le champ de température 

est constant et connu. 

Si le champ de température doit également être décrit, l'équation 

de l'énergie (16) est ajoutée à ce système d'équations avec une équation 

thermique d'état. 

c est le coefficient de chaleur spécifique à pression constante pour PI 

l'espèce 1. 

HI est la chaleur de formation de l'espèce 1 . 
est la masse moléculaire de l'espèce 1. 

Donc le système d'équations (g) ,  (IO), (II), (12), (16),  (281, (30) et (31)  

régit toutes les variables d'un écoulement classique. 

Deux derniers détails doivent être remarqués : ni l'influence 

des gradients de température sur la diffusion massique, ni l'influence 
\ 

des gradients de concentration ou des contraintes mécaniques sur le flux 

de chaleur ne sont considérées dans cette thèse (effets Soret et Dufour) 

(voir réfr [31) . 
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7 1 - 2 .  TRAlTEMENTS STATZSTIQUES 

Dans 11.1, des équations ont été établies pour décrire l'écoulement 

d'un fluide compressible. Cette formulation ne nécessite pas d'hypothèses 

au sujet du type d'écoulement, autres que celles qui se rattachent à la 

définition d'un nilieu continu. Ainsi un mouvement turbulent peut être 

décrit par ces équations aussi bien qu'un mouvement laminaire. Toutefois, 

1 ' étendue des échelles caractéristiques d'un mouvement turbulent est si 

grande qu'il est impossible d'utiliser la forme instantanée de ces 6quations 

parce que le nombre de noeuds du maillage nécessaire pour représenter les 

petites échelles d'un tel mouvement serait très supérieur à la capacité de 

mémoire des ordinateur les plus récents ,et les plus puissants. De plus, 

les conditions aux limites ne peuvent pas être déterminées expérimentalement 

à de telles échelles avec une précision suffisante. Pour éviter ces 

difficultés il est nécessaire de travailler avec les formes moyennées de 

ces équations. 

A) Considérons un fluide dans le cadre de la thermodynamique des 

milieux continus. Ce fluide peut donc être décrit par des quantités qui 

sont continues et dérivables dans le temps et dans l'espace. Ces quantités 

forment un ensemble de variables dynamiques et thermodynamiques. Quand 

1' écoulement est turbulent, ces variables affichent un comportement 

aléatoire qui nécessite un traitement statistique. 

Considérons une variable turbulente 4 ,  qui peut être n'importe 

laquelle des quantités utilisées pour décrire l'écoulement du fluide. 

Cette variable est donc une fonction aléatoire du temps t et de l'espace 5 

(X - est un vecteur à composantes xl, x2, x3 dans un espace cartésien) et 

peut être décomposée en deux p&ties 



< 4 > e s t  l a  valeur moyenne de 4 e t  4' e s t  l a  fluctuation autour de ce t t e  

valeur moyenne. 

Nous allons discuter maintenant comment déf in i r  l a  valeur moyenne 

< I$ > d'une variable aléatoire .  Considérons l a  fonction densité de proba- 

b i l i t é  pour 4 d ' ê t r e  à l ' i n t é r i eu r  de l ' i n t e rva l l e  [a,b] 

b  
Prob ( a  6 ( 6 b )  = P(4)  d( (2)  

a 

Cette déf ini t ion entraine que l a  probabili té devient égale à 1 s i  l e s  

l imites  a  e t  b  sont rejetées  à plus e t  moins l ' i n f i n i  respectivement : 

e t  a ins i  l e  premier moment de ce t t e  pdf donne l a  valeur moyenne de 

Les variations possible5,de <(> dans l 'espace ou l e  temps dépendront de 

ce l l e s  de P( 4). Pour des écoulements stationnaires,  une moyenne temporelle 

peut ê t r e  u t i l i s é e  à l a  place de ( 4 ) .  La moyenne temporelle e s t  déf inie  

La principale r e s t r i c t ion  à l ' u t i l i s a t i o n  de ce type de moyenne e s t  que 

l a  durée T doit  ê t r e  grande par rapport à l a  plus grande échelle de temps 

de l a  turbulence pour que 5 s o i t  indépendant de t ,  l 'o r ig ine  de l ' i n t e r v a l l e  

d' intégration. La défini t ion (4 )  entraine, que pour deux variables a léa to i res  

f e t  g ,  l és  relat ions suivantes sont vér i f iées  

<f + g> 3 < f >  + <g> (6) 

<f.<g>> = <f>.<g> # <f.g> (7  



Boussinesq [Il et Reynolds [SI établirent les équations pour les 

écoulements incompressibles en moyennant de la façon décrite ci-dessus 

les équations de conservation de la masse et de quantité de mouvement. 

Des quantités telles que la vitesse, la pression ou la masse volumique 

sont décomposées en une partie moyenne et une partie fluctuante. Cette 

méthode fut étendue aux écoulements compressibles par Schubauer et Tchen 131, 

Hinze C41 et plusieurs autres auteurs. Les équations établies initialement 

par Boussinesq et Reynolds ne sont pas linéaires. Pour les écoulements 

incompressibles, ces termes non linéaires sont des produits des composantes 

de vitesses avec leurs dérivées, et également des produits de vitesses 

avec la masse volumique pour le cas des écoulements compressibles. 

Les équations établies par Reynolds sont donc similaires aux équations 

de Navier-Stokes avec un tenseur de contraintes supplémentaires appelées 

contraintes de Reynolds. Ces contraintes caractérisent les effets du 

frottement turbulent et donnent aussi le taux de production de la turbulence, 

par leurs produits avec les gradients de vitesses moyennes. Pour les 

écoulements compressibles, ces termes sont plus complexes et ont des effets 

supplémentaires qui s'ajoutent à la production de turbulence C31. Un premier 

aperçu peut être obtenu en examinant l'équation de conservation de la 

masse pour un écoulement compressible. 

p  est la masse volumique et u, v, w sont les trois composantes de la vitesse 

dans un repère cartésien. Décomposons ces quantités en composantes moyennes (') 

1 
fluctuarite ( ) . 

- 
P = P + p l  



- - - - 
et p' = u' = v' = w' = 0 

Il s 'ensuit alors : 

Après passage à la moyenne, il reste : (\"') 
- ' 7) 
- a -- a~ + a ( p ; )  + a (;Y)+ aZ(Pw)+ &(=)+ (13) at ax ay ay 

Cette procédure introduit dans l'équation de continuité (sous sa forme 
-- 

moyenne) trois nouvelles variables qui sont les corrélations p'u', p'v' 

et p'w'. La fermeture du plus simple système d'équations moyennes sera 

donc conditionnée, au moins par la connaissance de ces corrélations. 

D'autres auteurs, tels Hesselberg [51 , Dedebant et Wehrle [61, Van Mieghen 

et Dufour [Tl, Blackadar [8] et Favre [g] établirent des équations pour 

des écoulements turbulents compressibles en moyennant le produit de la 

vitesse et de la masse volumique et en divisant le résultat par la valeur 

moyenne de la masse volumique. Cette façon de moyenner rend les équations 

moyennes du mouvement plus simples qu'avec une moyenne temporelle conven- 

tionnelle. Plus tard, Favre [IO] étendit ce principe à toute variable 

dépendante exceptées la masse volumique et la pression. 

Ce type de moyenne peut être introduit statistiquement comme une 

moyenne ordinaire en utilisant la fonction de densité de probabilité 

pour les deux variables p et $I (joint pdf) : P (p ,4) (ref [ 1 1  ] ) . Au 
P 4 

'ïJ 

sens de Favre, la pdf p($I) d'une variable $I peut être définie de la façon 

suivante 

Ainsi, moyennes pondérées par la masse, variances et corrklations d'ordre 

supérieur suivront comme moments de cette pdf. 



Nous pouvons donc envisager deux ty-pes de moyennes possibles 

(1)  moyenne temporelle conventionnelle. 

( 2 )  moyenne de Favre 

;= Pa - 
- 4"  pas nécessairement nul. 
P 

~ésormais dans cette thèse,le qualificatif moyenne pondérée 

référera à la définition (2) et moyenne conventionnelle à la définition 1 1 ) .  

B) Relation entre moyennes conventionnelles et pondérées. 

Les relations entre les différentes moyennes s'obtiennent 

directement à partir des définitions ( 14) et ( 15). 

.b!ultiplions ( 14) par la valeur instantanée de la masse volumique 

- 
Puis après prise de moyenne et division par p on obtient 



Dans le dernier terme, p peut être décomposée en composantes moyenne 

et fluctuante. Ainsi 

De même on peut déduire de la définition ( 15) 

11 s'ensuit immédiatement que 

 ons sidérons maintenant 1 ' équation ( 17 ) . Selon la définit ion ( 1 4 ) on peut 

écrire 

et en tenant compte de 1 ' équation ( 16 ) 

Nous obtenons ainsi la troisième relation 

Si maintenant ( 1 5 ) est moyennée 

il s'ensuit grâce à (16) 

Donc une quatrième relation est 

Comme exemple, considérons l'équation de continuité d'un écoulement 

compressible (9). ~'utilisat'ion de ( 14) pour la masse volumique et ( 15) 

pour la vitesse entraine : 



a - -  - 
+ - (p vtt a + p'vt') + - (6 W,r + p' w") = 0 . 

ay a z 

De (20) et (lg), il s'ensuit que les termes des trois dernières dérivées 

de cette équation sont nuls et l'équation moyenne de conservation de 

la masse peut être réécrite comme l'équation instantanée. 

Si nous considérons maintenant le produit de deux variables turbulentes, 

qui peuvent être moyennées selon ( 14 ) ou ( 15 ) , on peut écrire : 

- 
et pour la masse volumique p = p + p' 

Il s'ensuit alors, en appliquant les règles de la moyenne pondérée. 

11 est alors facile de montrer que 

Une cinquième relation est donc . 



c ) Sélect ion d 'une combinaison de moyennes. 

En accord avec les définitions (14 )  et (15 )  il serait inconsistant 

d'appliquer une moyenne pondérée au facteur de pondération lui-même car cela 

amènerait d'étranges relations entre les valeurs moyennes et les fluctuations 

d'une même espèce. Ainsi la moyenne pondérée ne sera pas appliquée à la 

masse volumique pour garder quelques signification physique à l'utilisation 

des équations moyennes. Néanmoins, dans cette partie seulement et pour 

évaluer toutes les possibilités, nous considérons comme possible la 

'-b 
décomposition de p en p et mais il doit être souligné, ici, que ce 

n'est qu'une décomposition formelle, susceptible de mener à des résultats 

inconsistants d'un point de vue physique. 

Les trois tables suivantes résument les résultats de l'annexe 1 

dans laquelle toutes les combinaisons possibles de moyennes sont appliquées 

aux différentes sortes de termes qui apparaissent dans les équations 

statistiques des écoulements compressibles qui ont été écrites dans le 

paragraphe précédent. En examinant le contenu de ces tables, il apparait 

que la meilleure combinaison de moyennes, ou autrement dit, celle 

entrainant le plus petit nombre de nouveaux termes, consiste en moyenne 

conventionnelle pour la masse volumique et moyennes pondérées pour les 

deux autres types de variable vk et . 
Pourtant,même avec ce choix, nous pouvons voir que, si la dérivée 

temporelle est seulement transformée en valeur moyenne, différemment la 

dérivée sptaiale du terme de convection introduit un nouveau terme 

a - ( p  vi d') qui peut être considéré comme un terme de flux et qui, 
comme nous le verrons dans le chapitre suivant accroît considérablement 

la difficulté du problème de la résolution des équations moyennes du 

mouvement turbulent. A cause de la présence d'une d6rivée dans le terme 

a de diffusion, un nouveau terme apparait . Ce terme a la forme - ( r  p* ) 
axk 



et nous verrons dans le chapitre suivant comment en tenir compte. 

Avec ce choix de moyennes, il faut encore ajouter que pour des raisons 

d'homogénéité, les variables qui sont présentes dans l'équation d'état 

doivent être moyennées de la même façon. Donc la pression et la température 

seront moyennées conventionnellement de même que l'est la masse volumique. 

Toutefois, ce choix rend nécessaire de vérifier si les résultats 

des expériences correspondent aux définitions des variables définies pour 

la procédure numérique. 

Table 1 nombre de termes de la partie convective 

dans l'équation de transport de $I . 

Table II 

Nombre de termes dans 
l'équation de continuité. Table III 

Nombre de termes de diffusion et de source 

- 

% 

dans l'équation de transport de 4 . 

moy . 
2 

1 

3 

2 

- 
"k 
% 
V k -, 

- 
v k 
% 

"k 

fïuc . 
4 

2 

5 

4 

* 
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1 1 . 3  - EQUATIONS MOYENNES DE LA TURBULENCE 

1 - ~ u a n t i t é  de mouvement. 

2 - Fraction massique. 

3 - Contraintes de Reynolds. 

- Contraintes de Reynolds. 

- Energie cinétique de turbulence. 

4 - Dissipation. 

5 - Fluctuations de masse volumique. 



71-3. EQUATTUNS DE LA TURBULENCE 

Les équations qui seront résolues par une technique numérique 

sont développées dans c e t t e  pa r t i e .  Nous essaierons d'expliquer succintement 

comment ces équations sont obtenues & p a r t i r  des équations instantanées 

é c r i t e s  dans l a  première p a r t i e  de ce  chapi t re .  Pour des ra isons  pratiques 

de c l a r t é ,  tou tes  l e s  considérations seront f a i t e s  pour un écoulement plan 

bidimensionnel. De plus,  l e s  e f f e t s  de g rav i té  seront négligés. Avant 

d ' en t re r  dans l e  d é t a i l  des ca lcu l s ,  l e  choix des moyennes e s t  rappelé i c i  : 

p -+ masse volumique 

P -+ pression 1 moyenne temporelle 

T + température conventionnelle 

v -+ composantes de v i t e s se  
C1 

C -+ f r ac t i on  massique 1 
moyenne temporelle pondérée 

h -+ enthalpie par l a  masse volumique 

1 - Equation de cont inui té  (conservation de l a  masse) 

La forme instantanée de c e t t e  équation e s t  

Le choix des moyennes u t i l i s é e s  entra ine  

selon l a  no ta t ion  qui a é t é  in t rodui te  précédemment.  équation ( 1 ) peut 

ê t r e  é c r i t e  : 



Sachant que 
- - 
p 4%- p '  4" 

après p r i s e  de moyenne, l ' équa t ion  de con t inu i té  e s t  

L' équation ( 6 )  e s t  identique à ( 1 ) s i  l e s  symboles de moyenne sont omis. 

2 - Equation de quant i té  de mouvement 

L'équation instantanée pour l a  composante v e s t  
B 

P e s t  l a  pression , 'a3 e s t  l e  tenseur des con t ra in tes  visqueuses e t  g e s t  
B 

l a  composante B du vecteur champ de g rav i ta t ion .  En u t i l i s a n t  l a  même 

technique de moyenne, 1 ' équation ( 7)  devient 

Cette équation montre que l e  t ranspor t  convectif de l a  quant i té  de mouvement 

e s t  fonction de l ' a c t i o n  du champ de g rav i ta t ion ,  du gradient  de pression 

moyenne, des forces  de frottement visqueux e t  turbulent .  

3 - Equation de conservation de l ' espèce  

De même, une équation de t ranspor t  pour t o u t  s c a l a i r e  ( l a  f r ac t i on  

massique C par exemple) peut ê t r e  é t a b l i e  e t  moyennée : 
1 

En cas de s ca l a i r e  pass i f  comme l a  f r a c t i on  massique en l 'absence de 

1 réac t ion  chimique, SaI e s t  égal  à zéro e t  il r e s t e  (sachant que C = - ) 1 O 



4 - Equation des contra intes  de Reynolds 

Une équation de t ranspor t  peut également ê t r e  é c r i t e  pour l e  - 
terme de frottement turbulent  (contra intes  de ~ e y n o l d s )  v" v" .  ons sidérons 

Y B  

l e  produit de l ' équat ion instantanée de quant i té  de mouvement p v par l a  
B  

f luc tua t ion  de l a  composante de v i t e s se  v  . 
Y  

e t  c e lu i  obtenu en permutant l e s  indices B e t  y 

 près p r i s e  de moyenne de l a  somme des équations ( 1  1 )  e t  (12) on obt ient  

1 ' h t i o n  suivante 



La première ligne de l'équation (13) peut être ré-écrite : 

- 
a 2, a % a '11 a - (p YB) + y" - (p vy) = - (p Y" v ) -p v - (Y") 

Y at B at at Y B  B at Y 

- 
Par définition p@" = 0 v @, il reste donc 

La seconde ligne de l'équation ( 13) donne 

Les quatre lignes suivantes de (13) se transforment en 

En utilisant les équations (l), (14), (15) et l'expression (161, 

l'équation (13) peut être reformulée en : 

a r\/ a % -  - r\c/ 
- (p Y" y") + - ( p  va ." .") = - p Y" - w 
a t 

a (, )-p Y" Y'' - 
Y B ax a Y B  B a axa Y Y a axa a (aB) 



La pression peut a l o r s  ê t r e  décomposée en moyenne e t  f luc tua t ion  

selon l e s  règles  de l a  moyenne temporelle conventionnelle : 

- - 
a P a P 

av" 
- v f l  - = - - - - a (v" P l )  + p l  2 

Y axB Y axB axB y ax B 

L'équation exacte de t ranspor t  pour l e s  contra intes  de Reynolds 

e s t  donc : I 

l-------------------------------------------i ...................................................................... 
f 11 w I  

I 
I p v: v" v" + 6aB vy P t  + 6 I 
I a x B Y 
---------S-----------------------------------------------------------J ........................ ------------------- ............................ 

I I 
I I I I I 

I  
I  I I / III - ai; - ,p 1 IV avM avn ( I V  I 

I - - - V" - 
I 

B 
Y axB fi ax I ax 

+ I p 1 ( 2 + -  1 - r  -%v")-r %v; j ( i8)  
I 

y ! I  B aB axa Y aB axa 
I 
I------------------------\ 

I  y I l  I 
L-----------------A 4---------------------------I 

Dans c e t t e  équation, nous pouvons reconnaître l e s  d i f fé ren tes  

contributions au t ranspor t  des contra intes  de Reynolds. Donnons une 

in te rpré ta t ion  des termes du second membre : 

- l e  terme 1 e s t  l e  taux de production des contra intes  de Reynolds 

par in te rac t ion  avec l e s  gradients  de v i t e s s e  moyenne; 

- l e  groupe de termes II représente l e u r  d i f fus ion  par la  

turbulence, l e s  f luctuat ions  de pression e t  l e  mouvement moléculaire; 

- l e  groupe de termes III e s t  l a  contribution du champ de pression 

moyenne avec l e s  f luctuat ions  de masse volumique; 

- l e  terme I V  e s t  l a  contribution des f luc tua t ions  de pression à 

l a  c réa t ion  ou à l a  des t ruct ion de l a  turbulence; 



- finalement l e  terme V e s t  l a  diss ipat ion mécanique dacon t r a in t e s  

de Reynolds, ce qui s ign i f i e  que, à cause du frottement visqueux, une 

pa r t i e  des contraintes de Reynolds e s t  transformée en chaleur. Ce dernier  

processus e s t  i r révers ib le  selon l e  second prmcipe de l a  thermodynamique. 

Une nouvelle quanti té peut ê t r e  déf in ie  en prenant l a  moitié de 

l a  t r ace  de ce tenseur. Cette quanti té e s t  l ' énerg ie  cingtique de l a  

turbulence par uni té  de masse. 

Ainsi une équation de t ransport  pour k peut ê t r e  déduite directement 

de 1 ' équation de transport  des contraintes de Reynolds ( 18). 

Cette équation de transport  pour l ' énerg ie  cinétique de l a  turbulence 

a évidemment une forme t r è s  s imila i re  à l ' équat ion (18) avec l e s  mêmes 

types de contribution : production par déformation moyenne, di f fusion,  

t r a v a i l  des f luctuat ions  de pression e t  d i ss ipa t ion  mécanique due au 

frottement visqueux. 

5 - Equation de diss ipat ion 

Aussi bien pour l 'équation des contraintes de Reynolds que pour 

1 ' équation de 1 ' énergie de turbulence, l e  terme de diss ipat ion mécanique 

doi t  ê t r e  connu. Il e s t  donc nécessaire d ' é t ab l i r  une équation de transport  

pour c e t t e  quanti té.  



Dans l'équation (18) le tenseur taux de dissipation E 
Y 9 

est 

défini par 

tandis que pour l'équation (21) le taux de dissipation E est 

Comme l'énergie cinétique de turbulence est liée à la trace du 

tenseur des contraintes de Reynolds, il s'ensuit la relation suivante : 

La démonstration complète de l'équation de transport pour E ne 

sera pas reproduite ici, à cause de la longueur des manipulations nécessaires 

pour l'obtenir. Toutefois la procédure est quelque peu semblable à celle 

qui est utilisée pour obtenir l'équation des contraintes de Reynolds. 

Tennekes et Lumley [ I l  ont montré comment ce taux de dissipation est lié 

aux fluctuations du vecteur tourbillon. 

Après Davidov [3] et Harlow et Nakayama [hl , Hanyalic et Launder [2]  

rapportent une équation de transport pour E dans le cas des écoulements 

incompressibles. Dans son cours sur la modélisation de la turbulence Jones [5] 

utilise une équation identique à celle de Hanyalic et Launder. 

Ilans' de récents travaux d'application, 14unjee [6] pour les 

écoulements dans les lasers dynamiques à gaz et Sirignano [ T l  Pour des 

écoulements turbulents réactifs utilisent aussi cette forme incompressible 

de l'équation du taux de dissipation. Dans cette thèse, nous nous référons 

au travail de Kollmann [81 pour l'établissement complet de l'équation en 

moyenne pondérée du taux de dissipation E pour les kcoulements compressibles. 

Cette équation est 



Dans cette terrible équation, D est la divergence de la vitesse 

et les symboles (- , ' ) et (I , " ) réfèrent respectivement aux moyennes 

conventionnelles et pondérées. Une simple vue sur 1 ' équation ( 25 ) montre que 

l'utilisation de moyennes pondérées pour E n'apporte aucune simplification. 

En fait cette équation devient nettement plus complexe que dans le cas 

incompressible (réf. [2]-141) . 



6 - Equations pour les fluctuations de masse volumique 

La qualité du mélange est décrite par les corrélations de masses 

volumiques définies par : 

En termes de masses volumiques partielles, l'équation (27) est gquivalente à 

QIJ = P; P; (28) 

De cette définition, il s'ensuit immédiatement : 

ou pour un mélange binaire 

L'équation de transport pour Q peut être obtenue à partir de l'équation 
1 J 

de transport pour un scalaire (7) : 

Dans cette équation J et JaJ sont les flux des espèces 1 ou J dans la a1 

direction a . 



7 - Conclusion 

Dans ce  chapî t re ,  nous avons é t a b l i ,  à p a r t i r  de considérations 

thermodynamiques, l a  déf in i t ion  de d i f fé ren tes  quant i tés  comme l a  quant i té  

de mouvement, l a  f r ac t i on  massique e t c . . .  nécessaires à l a  descr ipt ion 

des écoulements turbulents .  Puis d i f fé ren tes  s t a t i s t i q u e s  ont é t é  présentées,  

dont une f u t  retenue pour é c r i r e  l e s  équations de mouvement sous l eu r  forme 

moyenne. Ainsi des équations de t ranspor t  ont  é t é  é c r i t e s  pour l a  quant i té  

de mouvement, l a  f r ac t i on  massique, l ' éne rg i e  c inét ique de turbulence e t  

son taux de d i ss ipa t ion  e t  finalement pour l e s  cor ré la t ions  en t r e  l e s  

densi t  6s p a r t i e l l e s .  Dans l e  chapi t re  suivant,  nous verrons comment fermer 

un t e l  système d'équations pour décr i re  un écoulement turbulent .  
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CHAPITRE I I I  

HYPUTUESES D E  FERMETURE 

1.  FERMETURE DES EO,UATZUNS. 

- k - E  

- k  - E avec ed,jt.i% de mafiae voCumLque vdruable. 

2. REALZSARI LZTE DE LA FERMETURE. 



77 7- 1 .  FERMETURE DES E2UATlONS. 

Dans l e  développement des méthodes de prédic t ion pour l e s  écoulements 

turbulents  de f l u ide s  homogènes, l e  problème de base e s t  de déterminer l e  

f l ux  de quant i té  de mouvement équivalent à une contra inte  (contra intes  de 

Reynolds) qui e s t  produit par l e  mouvement i r r égu l i e r  du f l u ide  turbulent .  

De même, dans l e s  cas  inhomogènes ou non-isothermes, l e  f l ux  de masse ou de 

chaleur e s t  équivalent à une cor ré la t ion  en t r e  v i t e s se  e t  concentration ou 

v i t e s se  e t  température. S i  l e s  équations moyennes du mouvement doivent ê t r e  

résolues,  il e s t  nécessaire de r e l i e r  ces quant i tés  aux var iables  moyennes 

t e l l e s  que v i t e s se ,  concentration ou température. Une première solut ion à 

ce problème f u t  avancée par Boussinesq [ 1 1 , 121 qui suggéra de r e l i e r  l e  

terme de f l ux  de l 'équat ion de quant i té  de mouvement au gradient  de v i t e s se  

moyenne mul t ip l i é  par une v i s cos i t é  tourbi l lonnaire  ( eddy v i s cos i t y )  . 
Cela s i g n i f i e ,  dans l e  cas d'un écoulement bidimensionnel : 

- 
au 1 --  

p u; u; = - "q (1 1 

L'équation ( 1 )  e s t  tout-&-fai t  semblable à l a  l o i  de Newton de v i s cos i t é  

dans l aque l le  l e s  composantes du tenseur des contra intes  laminaires sont 

r e l i é e s  aux gradients  de v i t e s se  e t  à l a  v i s cos i t é  dynamique du f l u ide  

(voir  chap. II).  Tennekes e t  Lumiey [31 discutent  dans l e  d é t a i l  des 

l imi ta t ions  de c e t t e  approximation. Pour résumer l eu r s  arguments Lumley [ 41 

é c r i t  : " ~ e  mouvement moléculaire a des échel les  de temps e t  de longueur 

qui sont p e t i t e s  comparées aux échel les  de temps e t  de longueur du mouvement 

moyen, l a  turbulence non. Les échel les  de longueur e t  de temps de l a  turbulence 

sont déterminées par  l e  mouvenent moyen e t  sont du même ordre de grandeur 

que c e l l e s  du mouvement moyen. Ainsi l e  f l u x  l o c a l  de quant i té  de  mouvement 

n ' e s t  pas déterminé par des conditions l oca l e s ,  ce  qui e s t  une condit ion 

nécessaire pour 1' équation ( 1 ) . Toutefois, c e t t e  équation e s t  adéquate 



pour des écoulemerit s presque pa ra l l è l e s  s e  développant lentement , qui sont 

ca rac té r i sés  par des échelles de longueur e t  de v i t e s se  uniques dans chaque 

section.  Nous pouvons donc nous a t tendre  à ce que l a  r e l a t i o n  ( 1 )  s o i t  mise 

en défaut dans des s i t ua t i ons  évoluant rapidement l e  long des l ignes  de courant 

s i tuat iorsdans  l esque l les  l a  turbulence produite par un mécanisme e s t  s u j e t t e  

à des dis tors ions  d'une nature d i f fé ren te .  De t e l l e s  s i t ua t i ons  sont 

évidemment plus l a  r èg l e  que l 'except ion dans l a  r éa l i t é " .  Néanmoins c e t t e  

approche e s t  encore u t i l i s é e  par de nombreux chercheurs à cause de sa 

s impl ic i té .  L'usage de l'approximation de Boussinesq requ ie r t  l a  détermination 

de ut , l a  v i s cos i t é  tourbi l lonnaire ,  en fonction des échel les  ca rac té r i s t iques  

de l a  turbulence. La première formulation de c e t t e  v i s cos i t é  tourbi l lonnaire  

f u t  donnée par Prandtl  151. Par analogie avec l e  mouvement moléculaire clans 

un gaz, Prandt l  développa une expression pour l e  t r a n s f e r t  de quant i té  de 

mouvement incluant une longueur de mélange. Cette longueur de mélange correspond 

au l i b r e  parcours moyen de l a  théor ie  c inét ique des gaz. Aussi l e  fliix de 

quant i té  de mouvement e s t  selon Prandtl  

La valeur de c e t t e  longueur de mélange e s t  auss i  fonction de l a  posi t ion 

dans l'écoulement. Prandtl  obt ient  ce r ta ins  succés en rendant proportionnelle 

à l a  d is tance y de l a  surface so l ide  pour des calculs  de couches l im i t e s  

turbulentes.  Cinq ans plus t a r d ,  Von Karman 161 , à p a r t i r  de considérations 

dimensionnelles, donna une formulation d i f f é r en t e  du t r a n s f e r t  de quant i té  

de mouvement incluant une constante un iverse l le  à l a  place d'une longueur 

de mélange var iable  avec l a  géométrie de l'écoulement : 



Dans l'équation ( 3 )  K tient lieu de constante universelle dont la valeur est 

0,4 selon certains auteurs et 0,36 selon d'autres (les valeurs furent 

déterminées à partir de données de profils de vitesse des écoulements dans 

un tuyau). Prandtl et Von Karman furent les précurseurs en utilisant 

l'hypothèse de Boussinesq pour la prédiction d'écoulements turbulents. 

Depuis ces travaux, de nombreux chercheurs ont continué dans cette voie en 

développant des méthodes de plus en plus élaborées pour déterminer la 

viscosité tourbillonnaire. Pour avoir une vue d'ensemble sur toutes ces 

techniques le lecteur est renvoyé aux références C71 et [al. Notre but ici 

est de fournir une description plus élaborée du mouvement turbulent que 

celle qui est obtenue avec les modèles de longueur de mélange de Prandtl 151 

ou Taylor 191. Dans cette optique, la viscosité tourbillonnaire est déterminée 

par deux propriétés scalaires de la turbulence, similairement à Ng et 

Spalding 11 01 , Rodi et Spalding [ 1 1 1 , Spalding [ 12 1 , Harlow et Nakayama [ 13 1 

et Jones et Launder [14]. Dans cette thèse une approche similaire à delies 

de Harlow et Makayama [ 131 et Jones et Launder [ 141 est considérée, dans 

laquelle des équations de transport sont résolues pour l'énergie cinétique 

de turbulence et son taux de dissipation. Des échelles de vitesse et de 

longueur de la turbulence peuvent être déduites de ces deux paramètres ainsi 

que la viscosité tourbillonnaire. Une rapide analyse dimensionnelle montre que : 

ut = C '  p k 112 , ( 4 )  

Dans cette équation, p est la viscosité tourbillonnaire apparaissant t 

dans la relation de Boussinesq ( l ) ,  p est la masse volumique, k est l'énergie 

cinétique de turbulence, t est l'échelle de longueur de cette turbulence et 

C est une constante. Suivant l'hypothèse de Hanjalic [ 151 pour les écoulements 

à grand nombre de Reynolds, le taux de dissipation E de l'énergie de 

turbulence est 

où C est constant. 



Ainsi dans le cadre d'une étude avec k et E nous obtenons la 

relation suivante pour la viscosit 6 tourbillonnaire. 

Avec C  constant.^^ = CD p. k 2 D / E  ' 

Toutefois il est nécessaire de rappeler que tous les modèles 

cités plus hauts sont basés sur l'approximation de Boussinesq qui n'est 

pas nécessairement valable. Corrsin 116 1 critique cette hypothèse : 

"Aucune condition d'homogénéité et de stationnarité, nécessaire à la 

validité d'une telle approximation à l'aide d'un gradient, dans un processus 

de transport particulièrement aléatoire n'est identifiée, une ou plusieurs 

I conditions analogues sont violées dans la plupart des types d'écoulements 

turbulents traditionnels. Donc, le fait que des modèles de transport par 

gradient parfois "marchent" dans des problèmes de turbulence, peut souvent 

être fortuit " . 
Pour éviter l'usage de telles approximations de transport par 

gradient, une technique plus élaborée doit être considérée. Ce qui même 

B inclure des équations de bilan pour les flux turbulents de quantité de 

mouvement et d'autres quantités et de faire des hypothèses de fermeture 

sur les grandeurs du troisième ordre en ternes de quantités du second ordre. 

L' idée de départ fut donnée en 1942 par Kolmogorov [ 171, qui suggéra de 

caractériser la turbulence entièrement par son i~tensité et une échelle, 

et utilisa cela pour simplifier les équations. Un système conplet d'équations 

de transport pour les moments du second et troisième ordre fut initialement 

proposé par Chou 1181 en 1945-1947 qui donna aussi quelques schgmas de 

fermeture pour ces équations. Les contributions signifiantes suivantes 5 la 
I 

modélisation au second ordre vinrent de Rotta [ 191 et Davidov 1201 pour 

modéliser le terme de corrélation entre la pression et le taux de déformation. 
1 

Ces chercheurs ont posé les bases de la modélisation avec fermeture au second 

ordre. 

Dans cette thèse, nous nous restreindrons toutefois à une femeture 

du premier ordre entrainant l'utilisation de l'approximation de Boussinesq 

l pour décrire le mélange isotherme de deux gaz de masses noléculaires différectes 

Dans cette vptique, deux modèles légèrerient différents sercnt ccnsidérés. 



Le premier modèle (1) utilisera l'approximation de transport 

par gradient telle qu'elle est proposée par ~oussinesq tandis que dans le 

second modèle (II), cette approximation sera supposée valable pour des 

moyennes conventionnelles uniquement, et donc sera reformulée pour les 

moyennes ce qui fera apparaître un terme comportant le gradient 

de masse volumique. 

A) Modèle 1 : modèle de turbulence à deux équations pour 

écoulements à masse volumique variable. 

Dans le cadre de ce travail, l'ensemble le plus élaboré de résultats 

expérimentaux concerne le mélange isotherme d'hélium et d'azote, avec ou sans 

gradient de pression longitudinal dans un écoulement plan cisaillé. Donc, 

pour décrire ce type d'écoulement, à l'équation de quantité de mouvement, 

il faut ajouter une équation pour le transport de la fraction massique 

dans l'écoulement. 

Les équations écrites dans le chapître précédent sont rappelées ici. 

* Equation de continuité : 
- 

* Equation de quantité de mouvement : 

- av a av 
avec d a X  + - )  8 - -  * 6 (5) . 

aB B 3 aB 

'L "1 * Equation de fraction massique CI = - #  - (--) : 
n 



w 
1 * Equation de l ' éne rg i e  de turbulence k = - Y" vt' 
2 a a "  

r  équation pour E n ' e s t  pas rappelée i c i  à cause de sa longueur. 

r Equation pour l e s  corré la t ions  de densités p a r t i e l l e s .  

dans l aque l le  l e  terme de f lux massique e s t  d é f i n i  par 

en accord avec l a  première l o i  de Fick de di f fus ion.  

Pour un mélange de gaz p a r f a i t s ,  l ' équat ion d ' é t a t  e s t  [21] 

Dans l e  cas d'écoulements isothermes, l ' équat ion ( 15) s e  rédu i t  à 



L'ensemble des équations ( 7 )  à ( 16) contient  en plus des var iables  moyennes 

conventionnelles, d i f fé ren tes  cor ré la t ions  inconnues. 

1 )  Equation de l a  quant i té  de mouvement. 

L'application de l 'hypothèse de Boussinesq aux quant i tés  moyennées 

avec pondération par l a  masse volumique donne l a  forme suivante pour l e  terme 

de di f fus ion turbulente (vo i r  r é f .  [14], [22]) 

avec l a  v i scos i t6  turbulente déf in ie  par 

C e s t  une constante empirique dont l a  valeur e s t  0.09 (voir  [14]) 6 
D a B e s t  

l e  symbole de Kronecker e t  D e s t  l a  divergence de l a  v i t e s se  

2 )  Equation de f r ac t i on  massique. 

Il  n 'y a aucune ra ison pour l im i t e r  c e t t e  formulation au seul  

f l ux  turbulent  de quant i té  de mouvement. Ainsi en u t i l i s a n t  l e  concept 

du nombre turbulent  de ~chmidt/Prandt qui permet au s ca l a i r e  t ranspor t6  

d ' ê t r e  d i f fusé  par l a  turbulence du champ de v i t e s se  à un taux d i f f é r en t  

de ce lu i  de l a  quant i té  de mouvement s i  ce nombre e s t  d i f f é r en t  de l ' u n i t é ,  

nous obtenons- pour l e  terme de di f fus ion massique 

- ut a?!I 
- v: = - - I 'CI axa 

( 1 9 )  

o e s t  l e  nombre de Schmidt turbulent  associé à l a  var iable  C . Le terme 
G1 1 

a ci; 
P -  e s t  négligé. 

axa 



3) Equation de  116nergie c inét ique de l a  turbulence. 

Dans c e t t e  équation, apparaissent l e s  moments inconnus suivants : 
- 

a )   ons sidérons t ou t  d'abord l e  terme p'Df'. 

Aucune approximation au t r e  que de négliger ce terme n ' a  é t é  proposée 

jusqu'à ce  jour,  mais il semble que pour des écoulements avec f o r t  gradient  

de pression e t  f luc tua t ions  de masse volumique c e  terme peut ê t re  d'une 

ce r ta ine  importance. Comme ce  terme d o i t  ê t r e  nul  s i  p = c t e  e t  s i  k = O , 

l 'approximation suivante sera  u t i l i s é e .  

On remarquera que la  divergence de l a  v i t e s s e  D s 'annule s i  l'écoulement 

e s t  incompressible (p  = c t e ) .  

- 
b)  Terme v" k 

B 
Ce terme do i t  ê t r e  considéré comme l e  terme de d i f fus ion  de k par  

l a  turbulence. Aussi, par analogie avec l 'équat ion (19) nous pouvons é c r i r e  

a e s t  i c i  l e  nombre de "~chmidt"  turbulent  associé & l a  var iab le  k. 
k 

C )  Terme v" 
B Tafi 

Ce terme à l e  caractère  d'une d i f fus ion  moléculaire de k e t  e s t  

p e t i t  comparé au terme de d i f fus ion  turbulente.  I l  e s t  donc négligé pour l e s  

écoulements à grand nombre de Reynolds. 

d )  Terme v i  p '  

I l  ex i s t e  t r è s  peu d'informations au s u j e t  de ce  terme de di f fus ion.  



Le négliger e s t  donc considéré comme une hypothèse acceptable pourvu que 

l e s  f luc tua t ions  de pression e t  de masse volumique soient  modérées. ~éanmoins ,  

une approximation possible pour un écoulement dans lequel  l a  masse volumique 

peut va r i e r  fortement e s t  de r e l i e r  ce  terme à une v i t e s s e  ca rac té r i s t ique  

de l a  turbulence Sk e t  a une pression dynamique turbulente  par 

ap 
e )  Terme v" - a axa 

Dans l e  cadre d'un modèle turbulence 2 deux paramètres, l a  quant i té  

v" n ' es t  pas connue explicitement. Toutefois, dans l e  second chapi t re ,  il 
a - 

a é t é  montré que v" pouvait ê t r e  r e l i é e  à l a  cor ré la t ion  densité-vitesse 
a 

correspondante par 

L'usage de l a  formule de Schwarz permet d 'avoir  une l im i t e  pour c e t t e  dernière  

cor ré la t ion  : 

Cela permet de suggérer l a  r e l a t i o n  suivante 

ce  qui suppose que p '  e t  vk sont cor ré lés  positivement partout  dans 

1' écoulement. Cette fa ib lesse  de l 'hypothèse peut ê t r e  supprimée par 

quelques arguments q u a l i t a t i f s  . 
Considérons l a  cor ré la t ion  p '  v '  . Une analogie e s t  qualitativement 

a 

poss ible  avec l'approximation de t ranspor t  par gradient  qui e s t  u t i l i s é e  

'h '-u dans l e s  équations pour l e s  var iables  primitives (v  a, C I ) -  



C joue le rôle d'une viscosité, c'est donc une quantité positive. Il s'ensuit l - 
donc que p'v; doit avoir un signe opposé à celui du gradient de masse 

volumique. Donc le modèle (25) peut être utilisé seulement si la constante 

C est donnée avec un signe en accord avec celui du gradient de masse 
P3 

volumique. 

4 - Equation de dissipation 
En addition aux processus classiques de diffusion, production 

et destruction, tels qu'ils ont été mis en évidence par Jones et Launder [14] 

la forme compressible de l'équation pour le taux de dissipation E montre 

l'influence de la divergence de la vitesse, les fluctuations de masse 

volumique et les gradients de pression (voir le chapitre II). Pour éviter 

une notation trop lourde, l'équation de dissipation est ré-écrite ici sous 

une forme synoptique : 

Le terme de gauche de cette égalité est la dérivée lagrangienne de E . I 
La signification de tous les termes de droite et leurshypothèses de 1 
modélisation sont données maintenant, suivant les idées de Jones et Launder [14], 

Kollmann [231 et Bray et al. [24] avec quelques sensibles modifications. 

a) Terme Df : 

Ce terme représente la diffusion de E due à la turbulence, ou plutôt aux 

fluctuations de vitesse, de viscosité, de pression et de masse volumique. 



Pour l e s  écoulements à grand nombre de Reynolds, tous l e s  

processus moléculaires peuvent ê t r e  négligés devant l e s  act ions  turbulentes .  

Ce terme Df e s t  donc modélisé en u t i l i s a n t  une approximation du type gradient  

moyen : 

b )  Termes P-V : 

Ce terme correspond à l a  production de E. due à un mécanisme d'élongation 

des s t ructures  tourbi l lonnaires .  

V e s t  l a  des t ruct ion de E due à l a  v i scos i té  moléculaire. Dans ce  t r a v a i l  

de modélisation, il e s t  nécessaire de considérer P e t  V ensemble car  ses  

quant i tés  dépendent toutes  deux du nombre de Reynolds de l a  turbulence 

k2 Rt = - 
v E 

e t  tendent vers  l ' i n f i n i  quand R -> rn, t and is  que l e u r  d i f férence t 

r e s t e  f i n i e .  (vo i r  rd f .  Cl51 e t  C251). Le modèle suggéré pour ces  termes e s t  

indépendant de R t ,  suivant Hanjalic [15]: 

Donc pour un écoulement de type couche l i m i t e  dont l e s  l ignes  de courant sont 

al ignées avec l ' a x e  des x ,  l e s  contra intes  de Reynolds peuvent ê t r e  exprimées 

comme dans l 'équat ion de quant i té  de mouvement e t  il vient  a l o r s  : 



c) Terme SD : 

S est un terme de production-dissipation dont la principale composante est D 

la divergence de la vitesse. Une approximation grossière consiste à ne 

considérer que le premier terme de l'équation (34) avec une constante 

2 
différente de - . Ainsi 

3 

qui est égal à zéro pour le cas incompressible (D = 0 ) .  

d) Terme Sp : 

S est le terme source du au gradient de pression moyenne. Pour estimer P 

l'influence de Sp, nous supposons que ses composantes sont statistiquement 

indépendantes : 

% a  - 1 ai; - - 
S~ - Z ('aB) ax B a 

Une analyse dimensionnelle de S suggère l'approximation suivante, par 
P 

analogie avec l'équation pour l'énergie cinétique de la turbulence 

(voir réf. [26]) : 



Pour ce terme, Kollmann fait une suggestion quelque peu différente (réf. 23 ) 

pour un écoulement parabolique, 

mais l'expérience montre que le principal effet d'un tel terme est d'introduire 
- 
'2 1/2 des instabilités à cause de la présence d'une dérivée seconde de [ (k.p ) 1. 

e) Terme S : 
P 

S est une collection de vitesses moyennes et de corrélations densité-vitesse 
P 

qui est négligée ici [211 . 

f) Terme Sm : 

Ce terme est essentiellement dû au tourbillon moyen : 



5. Equations pour l e s  cor ré la t ions  de densi tés  p a r t i e l l e s .  

Les termes inconnus des équations pour Q ont l ' une  des formes IJ -- 
suivant es  QIJ D", v i  QIJ> pI ' DYi 9 P i  v" a 

1 6  
Ou P; <(JaJ) 

Les approximations de modélisation suivantes sont  u t i l i s é e s  [231 . 

QIJ 
Di' -> ce terme e s t  négligé 

b )  p i  D" - ce terme e s t  négligé 

C )  VI'  QIJ - une approximation du type gradient  moyen e s t  
B 

u t i l i s é e  : 

d )  v" p '  - de même que pour l e  terme précédent 
B 1 

e )  une est imation des ordres de grandeur des d i f f é r en t e s  

contr ibut ions  mène à l a  r e l a t i on  suivante : 

Les corréladions ~ ' ( P c  ) "  e t  p ' ( ~  C ) "  sont dé f i n i e s  dans l e  chapi t re  II par 
1 J 

Dans l e  cas   ré sent de mélange b ina i r e  N = 2 . 



6. Système fermé d'équations. 

Pour résumer cette partie concernant le premier modèle de turbulence 

les équations pour un écoulement bidimensionnel parabolique stationnaire 

sont données dans le tableau 1. 

B) Modèle II - Modèle de turbulence à deux équations pour écoulements 

à masse volumique variable. Approximation de transport par aradient exprimée 

en moyenne pondérée. 

Corsin (réf. [161), à partir d'argument mathématiques provenant 

de la théorie cinétique des gaz, montra l'origine de ce qu'il appelle 

"Fourier/Fick transport" ou "simple gradient transport" et que nous qualifions 

de transport par gradient. Puis il assembla une liste de limitations à 

l'utilisation de telles approximations qui sont principalement : 

1) pas de modification de la courbure du profil moyen sur une 

distance de l'ordre de l'échelle de longueur du mécanisme de transport. 

2) pas de changement appréciable dans le temps, du gradient de la 

variable transportée à l'intérieur d'une période comparable à l'échelle de 

temps du mécanisme de transport. 

3) l'échelle de longueur du mécanisme de transport doit être 

constante sur une distance égale à une longueur caractéristique de l'écoulement 

et sur une distance pour laquelle la valeur moyenne de la variable transportée 

change appr6ciablement. 

4 )  la vitesse du mécanisme de transport doit être sensiblement 

plus uniforme que l'échelle de longueur. 

Dans cette formulation, les valeurs moyennes sont temporelles et 

aucun facteur de pondération n'est pris en compte. Puisque l'approximation 

du transport par gradient est basée sur des moyennes conventionnelles, il 

peut être très imprécis de la transposer directement en moyenne de Favre 

sans aucune modification. 





considérons @ = v. $I . 
Selon les règles de la moyenne pondérée. 

'L 
/V 

@ = Q + Q" OU v.4 = (v.4) + (v.@)l' 

Donc, après passage à la moyenne pondérée 

et il s'ensuit alors en termes de moyennes conventionnelles 

Le dernier terme de droite de l'équation (51) peut être reformulé comme 

En combinant les équations (51) et (52) on obtient ainsi 

- . Cette définition considérons maintenant la nouvelle variable TI - - 
P 

entraine : 

Selon l'appkoximation classique du transport par gradient pour q et p on 

peut donc écrire 
- w ' ' t t - z  ut a; - p v"911 = ay 

4 
- O ay 
P P 

Les constantes a et o jouent un rôle de nombre de Prandtl/Schmidt 
9 P 

turbulent. a est une façon de différencier la diffusion turbulente de 41 
4 

du flux turbulent de quantité de mouvement. Toutefois la signification de o 
P 

est moins claire parce que nous ne pouvons pas considérer la masse volumique 



comme une r é e l l e  var iable  transportée.  De plus ,  nous verrons dans l e  

cinquième chapî t re  que l a  valeur de a e s t  tou t  à f a i t  d i f fé ren te  de c e l l e s  
P 

des autres  nombres de Prandtl/Schmidt turbulents.  Néanmoins, nous gardons 

c e t t e  constante comme un nombre de Prandtllschmidt turbulent ,  au. moins pour 

conserver une notation cohérente. L' équation ( 55 ) permet donc d '  améliorer 

l e  système d'équations aux dérivées p a r t i e l l e s  é t ab l i e s  dans l e  tableau 1. 

1 - Equation de quanti té de mouvement. 

Le terme de dif fusion turbulente de c e t t e  équation pour un écoulement - 
parabolique bidimensionnel correspond à l a  corré la t ion u " ~ "  . L' équation ( 55 ) 

peut donc ê t r e  appliquée i c i  

w 
-p uflv" = au" U Pt %""-Pa - u ay 

2 - Equation de f r ac t i on  massique. 

Pareillement à l ' équat ion de quant i té  de mouvement, l e  terme de f lux 

turbulent es t  reformulé : 

3 - Equation de l ' énerg ie  c inét ique de l a  turbulence. 

Dans c e t t e  équation, l 'approximation du t ransport  par gradient e s t  

u t i l i s é e  deux f o i s .  Néanmoins, l 'équation (55)  ne do i t  pas ê t r e  u t i l i s é e  pour 

4 
l e  terme de dif fusion,  à cause du caractère  non pondéré de c e t t e  corré la t ion.  

I l  s' ensuit  donc : 
- -  Pt ak d i f fus ion  : - p v"k = - - . 

Ok a~ 

- - QJ QJ QJ - QJ 

production : - p uflvfl - - P  (- a u ) 2  - -  I i t g a p  au 
ay t ay a - ay ay 

P P 



4 - Equation de la dissipation. 

Pour des raisons identiques, le terme de diffusion turbulente n'est 

pas affecté par la modification ( 5 5 )  

tandis que le terme de production est modifié. 

5  - Equations pour les corrélations de densités partielles. 

Les termes apparaissant dans ces équations ne requièrent pas de 

nouvelle approximation parce que ce sont des corrélations non pondérées. 

6 - Système fermé d'équations. 
Avec cette approximation du transport par gradient, les équations 

du mouvement turbulent sont données dans le tableau II. 

111-2. REALISABZLlTE D E  LA FERMETURE 

Une particularité des méthodes de modélisations fut mise en évidence 

quand les fermetures du second ordre furent utilisées de façon extensive pour 
i 

décrire une grande variété d'écoulements turbulents. Il peut arriver que le 

résultat du travail mathématique qui consiste à modkliser certains termes 

des équations de la turbulence n'ait pas de sens physique. Un exemple typique 

est l'obtention de valeurs négatives pour l'énergie de turbulence. Une cause 

bien connue de ce phénomène dans une fermeture du second ordre est l'utilisation 

d'une approximation quasi normale pour représenter le terme du 4e ordre 

qui apparait dans le terme de diffusion des équations de transport correspondant 





aux termes du troisième ordre. Toutefois, même avec des fermetures du premier 

ordre, il est nécessaire d'assurer un sens physique aux variables durant la 

procédure de calcul. Les moyens les plus évidents pour cela sont de forcer 

les variables au-dessus ou au-dessous d'une limite connue. Le principe de 

covariance positive (énergie) est un critère; un autre critère est l'inégalité 

de Schwarz. 
w 

Une description plus complète de ce problème, qui, il faut le 

soulizner, apparaît principalement pour les fermetures du second ordre peut 

être trouvée dans la référence [271. 

La condition (62) est très simple à mettre en oeuvre, tandis que, 

dans le cas d'une corrélation quelconque, l'utilisation de (63) est tributaire 

de la connaissance de la covariance de chaque terme. Les corrélations de 

densités partielles sont un exemple de termes avec lesquels, 1 'inégalité 

de Schwarz ne peut pas être utilisée. Il est donc nécessaire de développer 

une approche différente pour obtenir des conditions de réalisabilité. Considérons 

p(p,C ) ,  fonction densité de probabilité moyennée conventionnellement pour 1 

les variables p et CI , masse volumique et fraction massique. Cette pdf 

peut être uqilisée pour définir la pdf de CI en moyenne pondérée. 

l Il s'ensuit donc par définition 



La déf in i t ion  de l a  moyenne pondérée permet d ' é c r i r e  

e t  c e l l e  de pdf. 

En 1 'absence de réact ion chimique, l a  masse volumique e s t  l im i t ée  par l ' une  

ou l ' a u t r e  desvaleurs  l imi tes .  

e t  dans tous l e s  cas CI d 1 . 
L' équation ( 69 ) devient donc 

 inégalité (72) e s t  une première condit ion de r é a l i s a b i l i t é  pour l e s  

corré la t ions  de densi té  p a r t i e l l e s .  Une seconde i néga l i t é  pour l e  mélange 

b ina i re  e s t  

Pour l a  troisième cor ré la t ion  l ' i n é g a l i t é  de Schwarz peut maintenant ê t r e  

u t i l i s é e  
2 

Q QII . QJJ (74 1 



Ces inégal i tés  peuvent ê t r e  donc u t i l i s ées  pour l imi ter  l a  valeur des 

corrélations s i  cela  es t  nécessaire (l 'expérience montre que de t e l l e s  

conditions l e  sont rarement); toutefois l e  principe des covariances 

posit ives s'applique également à Q QSJ pour l a  l imi t e  inférieure.  1.1 ' 
Les inégal i tés  (62) ,  (63),  (72) ,  (73) e t  (74) sont donc un moyen de forcer 

l e s  r é su l t a t s  de calcul à une s ignif icat ion physique, mais il faut  admettre 

que durant un calcul ordinaire,  ces conditions ne sont pratiquement pas 

u t i l i s é e s ,  l e s  inégal i tés  é tan t  rarement violées. 

777- 3. lNVAR7ANCE 

La question de l ' invariance dans l e s  problèmes de modélisation 

es t  un domaine largement ouvert à l a  discussion. Récemment un a r t i c l e  

de Speziale 1281 a donné une démonstration formelle que l e s  équations 

de transport  pour l e s  contraintes de Reynolds ne sont pas invciriantes 

dans un changement a r b i t r a i r e  de système de références tandis que l e s  

contraintes de Reynolds, e t  certaines équations de transport  pour des 

grandeurs t e l l e s  que 1 ' énergie cinétique de turbulence ou des échelles 

de longueur l e  sont. Donaldson [29] , argumentant pour 1' invariance, 

a montré que l 'expression de longueur de mélange de Prandtl pour l e s  

contraintes de Reynolds es t  s a t i s f a i t e  par tout  changement de s y s t h e  

de références. Les r é su l t a t s  de Speziale pour l e s  deux équations de 
1 

t u r b u l e l e  permettent donc de conclure que l e s  modèles de turbulence 

à deux paramètres, qui u t i l i s e n t  l'approximation de Boussinesq sont 

invariants,  quelle que so i t  l a  transformation du système de réfgrence . 
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I V -  1 .  LA PROCEDURE DE RESOLUTTUN NUMEUTQUE DES EQUATIUNS DTf  f ERENTIELLES 

PARABO LTqU ES. 

Une version modifiée de l a  méthode de Patankar e t  Bpalding e s t  

déc r i t e  dans ce chapître.  La base e s t  évidemment l e  l i v r e  121 mais p l u ~ i e u r s  

ca rac té r i s t iques  ont  é t é  modifiées, comme l e  trai tement des termes sources 

e t  des points de glissement. Par tant  de l a  forme générale des 6quatioqs 

paraboliques de t ranspor t  e t  après un changement approprié de coordonn6es 

( $  2 ) ,  nous obtiendrons une forme commune pour toutes  l e s  équation6 : 

Puis c e t t e  équation sera  mise sous forme de di f férences  f inies .  

A cause de ses  propr ié tés  de type couche l im i t e ,  c e t t e  équation 

peut ê t r e  résolue par une procédure d ' in tégra t ion  pas à pas. C'est-$-dire 

que, à une posi t ion x ,  l a  var iab le  (I é t an t  connue pour des valeurs  d i s c r è t e s  

de o ,  l a  tache consis tera  à obtenir  $I aux mêmes valeurs  de w une posi t ion 

légèrement d i f f é r en t e  x + A x . Ainsi, t o u t  l e  domaine de l'écoulement 

peut ê t r e  couvert par r épé t i t i on ,  pas à pas,  de c e t t e  opération de base. 

Le moyen l e  plus commun d 'obtenir  une équation aux dif férences  f i n i e s  

à p a r t i r  d'une équation d i f f é r e n t i e l l e  e s t  l e  suivant : chaque terme e s t  

remplacé par son développement en s é r i e  de Taylor e t ,  après réarrangement, 

nous obtenons une r e l a t i on  en t re  une co l lec t ion  de valeurs  de + à des noeuds 

adjacents qu maillage e t  des expressions d i f f é r e n t i e l l e s .  Toutefois, dans 

l e  présent ' t r a v a i l  une méthode d i f f é r en t e  se ra  u t i l i s é e  : chaque c e l l u l e  

élémentaire du maillage se ra  considérée comme un domaine d ' in tégrat ion.  

Sur chaque ce l l u l e ,  une in tégra t ion  sera  effectuée.  Ceci s e r a i t  évidemment 

impossible sans une hypothèse sur  l a  nature des var ia t ions  de 4 en t r e  deux 

noeuds adjacentsdans l e  sens des o e t  dans l e  sens des x. En d ' au t res  termes, 

l ' équat ion aux dif férences  f i n i e s  e s t  obtenue en remplaçant cbaque terme 

de l 'équat ion aux dérivées p a r t i e l l e s  par l e  r é s u l t a t  d'une in tégra t ion  Sur l e  



petit volume de contrôle. Ainsi, contrairement à la méthode de développement 

en série de Taylor, cette procédure assure que l'équation de continuité est 

satisfaite partout dans le domaine de l'écoulement. 

En développant cette méthode avec plus de détails, nous verrons 

dans les paragraphes suivants comment mettre une équation standard de 

transport sous la forme (1) à l'aide d'un changement de coordonnées approprie 

et quel est l'intérêt d'un tel changement. Puis une courte description du 

maillage sera suivie par la transformation de l'équation aux dérivées partielles 

( 1 ) en un système d'équations portant sur trois points (système tridiagonal) 

adjacents de maillage. Après une courte description de l'algorithme de Thomas 

des considkrations générales, sur les conséquences d'une telle methode, seront 

données avec quelques remarques au sujet de la précision et des temps de 

calcul nécessaires pour une exécution. 

1 V- 2. CffAtdGEhiENT DE COURDONNEES 

1. Aspects théoriques 

Considérons le système suivant d' équations paraboliques différentielles 

formulées en deux dimensions : 

avec les conditions à l'entrée du domaine pour x = x que nous appelerons 
O 

conditions initiales : 



et les conditions aux limites 

Y = yE(x) = > u = uE(xy yE(x); @a = $E(X¶Y~(X) 1 

yE(x) et yI (x) sont les frontières du domaine de calcul. Ces frontières 

peuvent être des lignes de courant, mais le transport moyen de masse à 

travers les limites inférieures et supérieures est possible pourvu que le 

caractère parabolique de l'écoulement ne soit pas détruit. 

Le système (l), (2) doit être complété par l'équation de continuité 

l Un système équivalent peut être écrit pour des problèmes axisymdtriques : 

a - (pu) + - - 
ax r ar a ( r p v ) = ~  

et des conditions aux limites 

Le passage du cas axisymktrique au cas plan bidimensionnel est immédiat 

a en remplapant - par A- et en posant = ' a r aY 

Ainsi dans la suite, seul le cas axisym6trique sera considéré. 



Ce système est écrit pour des valeurs instantanées des différentes 

variables. En fait, pour les problèmes d'écoulements turbulents, les équations 

qui sont résolues concernent les valeurs moyennes de ces variables. Comme 

Le chapitre II l'a montré, deux statistiques différentes peuvent être 

considérées : 

- moyenne non pondérée (moyenne temporelle conventionnelle) 
- 

dénotée par @ . 
- moyenne pondérée par la masse volumique (moyenne de ~avre) 

'L 
dénotée par I#I . 

Comme ce système d'équations est supposé valable pour les deux statistiques, 

elles seront représentées par le symbole commun < > . Le système d'équations 

noyennes peut donc être écrit : 

avec un ensemble de conditions aux limites équivalentes à (10). 

II. Transformation du système de coordonnées 

La fonction de courant Ji peut être définie par 
1 

ce qui mène à 



Pour un écoulement turbulent, c'est une procédure purement formelle 

puisqu'il peut y avoir un écoulement transverse instantané sur les lignes 

moyennes de courant. ~ ~ r è s  dérivation de ( 15) par rapport à r et de ( 16) 

par rapport à x, il apparait que l'utilisation d'une telle foncti~n de 

courant assure que 1 ' équation de continuité ( 13) sera satisfaite 

automatiquement. Cette équation n'a donc plus besoin d'être considérée 

dans la suite. Le système de coordonnées (x,r) est transformé en deux 

étapes. 

1) x = x ( c , + )  s = x  
avec 

r = r (5,$) d$ =<p.u> r dr 

ce qui entraine : 

Considérons maintenant une fonction $ (x,r); ses dérivées partielles 

se transformeront en : 

2) La seconde étape est 



i1, e s t  l a  valeur de $ à l a  f r o n t i è r e  i n t é r i e u r e  
1 

QE e s t  l a  valeur de $ à l a  f r o n t i è r e  ex té r i eu re .  . $I e t  il, peuvent évidemment dépendre de x . 
E 

La d é f i n i t i o n  de ces  nouvelles  coordonnées e n t r a i n e  : 

considérons maintenant une fonct ion  $((,+). Ses dér ivées  p a r t i e l l e s  s e  

transformeront donc en : 

3) La combinaison de  ces  deux é tapes  de  transformation donne les  
1 

r e l a t i o n s  f i n a l e s  su ivantes  
1 



dans l esque l les  - a 6 
e t  - a g 

sont considérées comme des déb i t s  massiques 

à t r ave r s  l e s  l im i t e s  in té r ieurese t  extérieurescorrespondant respectivement 

à :  w = O  

w = l .  

Cette hypothèse permet donc d ' é c r i r e  (par  convention) 

III. Problème d i f f é r e n t i e l  transformé. 

Le système d'équations paraboliques d i f f é r e n t i e l l e s  (11) à ( 1 3 )  d o i t  

ê5re transformé avec l e s  équations (23) à (25).  Le r é s u l t a t  de c e t t e  refomu- 

l a t i o n  e s t  donc : 

Toutes l e s  équations d'un t e l  système peuvent donc ê t r e  é c r i t e s  sous une 

forme commune. 

avec l e s  coef f ic ien t s  suivants 



doit être considérée comme une viscosité effective dans lt6quation de 

quantité de mouvement. Pour l'équation de 4" , la variable p caractérise 

le transport diffusif associé à $a . Dans le cas 09 +a est une fraction 

massique par exemple, p sera la diffusivité effective. 

Le terme S contient tous les termes sources. Dans l'êquation de 

quantité de mouvement, ces ternes pourront être le gradient de pression 

ou les effets du chmp de pesanteur. Pour toutes les autres équations de 

transport, S collectera tous les termes non linéaires tels que les termes 

de production/destruction de la variable a . Pour tempérer les effets 
de la non linéarité de ces derniers termes, ils sont déconposés de la 

nanière suivante : 

S = S + 9.SL N 

SN est la composante strictement non linéaire de S et de S est la grandeur 
1 L 

- . Nous v'errons dans la quatrième partie de ce chapitre, comment cette 
a Q 
déconposition est prise en compte dans la procddure numérique. 

1 

1 V .  C O U E Q U E I J C  ES DU CffA?JGEAIEIfT DE CUUiZPONNEES 

Ce type de transformation qui fut proposé initialement par Von Mises 

puis utilisé extensivenent dans la méthode de Patankar et Spaldin& m8ne a u  

conclusions suivantes : 



1) L'utilisation de la fonction de courant pour déterminer la nouvelle 

coordonnée transverse satisfera toujours l'équation de continuité. 

Donc le nombre total d'équations sera réduit quelque soit le système d'squations. 

2) Comme les calculs se feront sur des points à w constant, le plan physique 

sera représenté par un maillage évolutif sur la coordonnée y . La propriété 
d'une telle transformation est particulièrement intéressante pour traiter 

les problèmes à frontières libres. 

3) Toutefois il faut mettre en évidence un inconvénient certain de cette méthode. 

Quand les frontières de l'écoulement ne sont pas des lignes de courant, les 

valeurs de $I et $ ne sont pas constantes le long de l'axe des x . Ces E 
valeurs doivent donc être déterminées à partir des valeurs initiales et de 

caractéristiques de l'écoulement à chaque nouvelle position suivant; x . Un 
soin très particulier doit donc être donné au calcul de ces valeurs. 

I V - 3 .  SCHEMA D E  V I F F E R E N C E S  F I N I E S  

Les équations paraboliques différentielles ont une forme corpuune 

(voir paragraphe précédent ) . 

Avant leur résolution numérique, ces équations doivent être discrétisées sur un 

maillage puis chaque terme doit être intégré sur une cellule élémentaire définie 

sur le maillage. Un exemple de cellule de maillage est montré dans la figure 1. 

Y* 1 

(7 T ~rn7~rr.n rr/f~r;r? w+ 
/ 

I 
I MESH :' wz 

CELL 

L / I I / .  
I 

4 

ui-1 

Fig. 1 - Cellule élémentaire du maillage. 

Cette cellule élémentaire est limitée par les lignes pointillées 

dans le sens des w et par les valeurs amont et aval de x. 



L'hypothèse de base pour l'intégration sur une telle cellule est que $I 

varie linéairement entre deux lignes de courant adjacentes corrpspondant. 

à w et wI+, 
1 ou wI et wI-l . La variation dans la direction des x est en 

escalier. Les valeurs de + pour l'intervalle compris entre x (amont) et u 

x (aval) sont uniformes et égales à la valeur en xD excepté pour x = D u 

La de Crank-Nicholson [ 11 prend pour différences en w la 
- 

moyenne arithmétique des valeurs des termes en x et xD et, est donc libre u 

de toute limitation quant à la distance entre x et xD, à cause des conditions u 

de stabilité; mais selon Patankar et Spalding [2 ]  ; "il peut être montré au 

moins dans des cas simples, que l'utilisation de la valeur correspondant à la 

position aval peut être beaucoup plus précise pour des grandes valeurs du 

pas d'avancée et est toujours stable; cela est aussi plus commode". Cette 

méthode est donc utilisée pour la discrétisation des équati~ps. Dans le 

paragraphe suivant, tous les termes qui apparaissent dans l'équation (1 ) 

seront donc intégrés sur une cellule de maillage, telle qu'elle vient 

d' être définie, avec les hypothèses de comportement en w et x décrites 

ci-dessus. 

I V .  E2UATTONS AUX VIFFERENCES FINIES 
I 

Chaque terme de la forme générale ( 1 )  doit donc être remplacé par 

la valeur de son intégration sur une cellule élémentaire 

( 1 )  Terme . ax 

L'intégration sur une cellule entraine la définition d'une première 

l 
quantité 1, 



or l'une des hypothèses de comportement est que 4 est constante et égale 

à $D le long des lignes w = cte si x < x 6 x . Donc u D 

et, en suivant la règle d'intégration du trapèze : 

Si maintenant nous supposons que w vaiie linéairement entre deux noeuds 

adj ac ent S. 

Ainsi, après quelques manipulations, la première partie du terme de convection 

peut être écrite : 



2) Terme A 3 .  
am 

L'intégration de ce terme mène à la définition de I2 

ou, en utilisant l'équation (5) 

3) Terme B w kt 
au 

De même que pour I2 nous obtenons 

OU encore 

et après intégration 

ce qui, après réarrangement s 'écrit 



La grandeur I4 est définie par 

1 
I4 = 
- ( 1 4 )  

Soient C et Cu les valeurs de C à la position amont et gour w = W+ et = 
u+ - 

respect ivement 

- 1 
I 4 - W  - - C u- W -w (15 )  + 1 1-1 

Ainsi, après quelques manipulations, la forme finale de ce terme de 

diffusion est 

5 )  Terme source. 

Pour faire face à la non linéarité du terme source, seule la valeur amont 

est considérée pour le coefficient de la partie linéarisée. 

1 1 
I5 = + ):(s~) 

u u 
(17) 



6 )  Equation résu l tan te  

En reconsti tuant l ' équat ion ( 1 ) avec l e s  d i f f é r en t s  termes Il, 12, 13, 14 

e t  15 e t  après réarrangement, nous obtenons l a  forme suivante 

1 I+1 dans l aque l le  OD, 4D e t  4i-l sont l e s  valeurs  inconnues de l a  var iab le  

sur  t r o i s  noeud~success i fs  à l a  posi t ion ava l ,  e t  aI, AI, BI e t  CI sont des 

coeff ic ients  calculés  avec l e s  valeurs correspondantes connues de l a  posi t ion 

amont. Les coef f ic ien t s  sont 

3 B 2 
C 

a = u- 1 

1 4(xD-xu) - 4 +  1 + 1 - 1  + W - 0 - (SL) (19) 
I+ 1 1 1 Y 

4 
IV-5. ALGORITHME D E  T H O M A S  

Le paragraphe précédent a montré que toutes  l e s  équations 

saraboliques de t ranspor t  peuvent ê t r e  mises sous l a  forme 



1- 1 1 dans l aque l le  ) , 4 e t  4''' sont l e s  valeurs  de ) à. t r o i s  noeuds suocessifs .  

Une t e l l e  équation peut s ' é c r i r e  sous forme ma t r i c i e l l e  : 

Richtmeyer e t  Morten [31 considèrent l a  méthode de résolut ion d'un problème 

de matrice t r id iagonale  comme une adaptation de l a  procédure d161imination 

de Gauss, mais c e t t e  méthode e s t  connue communément comme 1 'algorithme de 

Thomas. La descr ipt ion donnée i c i  s u i t  p lus  ou moins c e l l e  de Roache [4J 

avec un trai tement d é t a i l l é  des conditions aux l imi tes .  

Pour garder l ' e r r e u r  d 'arrondi raisonnablement p e t i t e ,  Richmeyer 

e t  Morton [31 ont montré que des conditions suf f i san tes  é ta ien t  : 

Nous a l lons  vo i r  maintenant comment il e s t  poss ible  de transformer 

c e t t e  r e l a t i o n  en t r o i s  points en une r e l a t i o n  à deux points  adjacents. 



Postulons l'existence de deux vecteurs E et F tels que 

$ 1  = E~ 41+1 + 

qui s'écrira, si 1 est transformé en 1-1 

- 
4 + FI-l 1 -  - 1 1 ( 5  

La combinaison de l'équation ( 1 ) avec l'équation ( 5 )  permet donc d'&rire 

- - CI+BI *FI- 
41 a - B . E  

+ 
I I  1-1 

a -B .E 41+1 I I  1-1 
( 6 )  

et en combinant (6) et (4) 

Basée sur ces relations, la procédure suivante sera donc utilisée : 

La condition à la limite intérieure ( 1 = l )  permet la détermination des deux 

coéfficients E et F de 1 = 2 à 1 = N-1 par les relations ( 7 )  et (8) El  et 

F1 viennent de la condition à la limite. Puis + , qui est donnée par la 
N 

condition à la limite extérieure est la valeur de départ de l'équation 

récurrente (4) revenant de 1 = N-1 à 1 = 1 . 

2 - CONOZTiONS AUX LIMITES 

AJ- Examinons tout d'abord la condition à la limite intérieure qui est, 

nécessaire dans la première étape de l'algorithme pour déterminer les 

coéfficients E l  et F I  . Deux types de conditionsa la limite seront considérés. 



- condition de Dirichlet 4 = à la  l imi te  

- condition de Neumann ?!k= O 
ay 40 à l a  l imite .  

A- 1 Condition à l a  l imite  intér ieure de type Dirichlet .  

Cette condition f ixe  l a  valeur b l  = a l  de l a  variable $ au noeud 

1 = 1 .  Pour ce t t e  valeur de 1, l 'équation ( 4 )  s ' é c r i t  : 

$1 = El  o2 + FI ( 9 )  

Cette re la t ion  doi t  ê t r e  indépendante de 02, donc 

A-2 - Condition à l a  l imite  intér ieure de type Neumann. 
O 

Supposons maintenant que e s t  l a  valeur prescr i te  de 
O 

aQ. à l a  
ay 

l imi te  (1 = 1 ) .  Ainsi avec un simple schéma de diffgrences f in i e s ,  

Après comparaison avec l 'équation ( 1 4 )  il vient immkdiatement 

- B 1 1 1 Après que E l  e t  F1  sont calculés, l e s  vecteurs E e t  F peuvent 

ê t r e  déterminés avec a AI, BI e t  CI. La condition à l a  l imi te  extérieure 
1 ' 

donne maintenant l a  valeur de départ ON pour l a  rétro-substi tution de (I 

pour 1 = N - 1 jusque 1 = 1 . 
B- 1 - Condition à l a  l imite  extérieure de type Dirichlet  

Cette condition e s t  évidente $N = aN . 



B- 2 - Condition à la limite extérieure de type Neumann. 
O 

Cette condition (-e = peut s'écrire sous forme de différence finie 
ay 

donc 

ce quidonne par comparaison 

LI Suivant Roache, il est possible d'envisager un troisième t ype de 

condition à la limite. Cette condition est appelée condition mixte ou de 

Robin. 

qui combine les deux types de conditions décrits précédemment. 

IV-6. PROPRIETES DE LA PROCEPURE NUMERIQUE 

P R I N C I  PALES CARACTERISTI2UES DTFFERANT DE LA METH ODE DE PATANKAR ET SPALDING 

Dans la référence [SI, le terme source est considéré comme étant 

uniforme sur le volume de contrôle défini précédemment et égal à sa valeur 

à la position aval. Comme ce terme peut ne pas être linéaire, en 4 , la valeur 

aval est représentée par 



Ce qui signifie que le terme - doit être déterminé avec la valeur amont. a 4 
Ce terme, étant une dérivée par rapport à la variable dgpendante $ , est 

susceptible d'être la source d'instabilités du au caractère globalement von 

linéaire du terme source. Nous utiliserons donc une méthode modifie@ qui donne 

de très bons résultats. Une décomposition similaire à (1) est utilisée 

Dans ce cas $D est la valeur de 4 à la position aval. Le terme source est 

décomposé en deux composantes, linéaire S et non linéaire SNL . Dans la L 

partie "linéaire", la variable 4 apparait explicitement. Donc SNL et SL 

seont déterminées à la position amont, mais aucune dérivation p&r rapport 

à 4 n'est nécessaire ici. 

7 - 2 .  T&men;t den v & m  LhLXu 

A la différence de Patankar et Spalding, aucun point de glissement 

n'est utilisé pour les raisons suivantes : 

1) Dans tous les problèmes d'écoulements libres cisaillés, seules des petites 

variations des valeurs limites sont attendues dans la procédure de description 

pas à pas de l'écoulement. 

2) Pour la même raison, la viscosité tourbillonnaire aux frontières est 

inférieure ou égale à la viscosité laminaire, ce qui implique auesi qua 

tout grhient transverse sera proche de zéro dans ces régions. 
1 

Ainsi, exceptés les cas 03 un maillage trop grossier est utilisé, 

les points de glissement sont inutiles pour ces écoulements libres cisaillés. 

Donc, les conditions aux limites présentées dans le paragraphe IV-5 p~uvent etre 

introduites telles quelles et utilisées sans autre manipulation spéciale. 



1 - 3 .  Calcul de L 1 e W n e m e &  

Le calcul de l'entrainement qui gouverne le développement du maillage 

est une façon d'assurer que tout le domaine d'intérêt de l'écoulement est 

couvert par le maillage pour tout x > x (xo est la valeur initiale de x). 
O 

Pour cela, nous utilisons une méthode purement artificielle pour contrôler 

les débits massiques au travers des lignes limites de courant. Dans un 

écoulement turbulent, le taux d'expansion est régi par le transfert de quantité 

de mouvement turbulente. Dans le cadre d'une modélisation à deux pwamktres, 

la quantité appropriée pour ce contrôle est la viscosité tourbillonnaire ut , 

Le débit transverse moyen est déterminé par 

Pour éviter d'éventuelles instabilités dues à la division par Ar, nous 

introduisons un facteur d'amortissement qui moyenne la valeur actuelle et 

la valeur à la position précédente : 

Par analogie, nous aurons pour l'autre limite 

1 2 
O 1 1 2 "tu + "tu m = - - (rl + ru) u 2 u 1 

r - r  
2 

u u 

~éanmoins, il faut remarquer que ceci est une méthode purement artificielle 

de calculer l'apport de quantité de mouvement qui est ajout& à l'éc~ulement. 

En particulier, pour les écoulements avec transfert thermique, il peut êDre 

opportun d'utiliser, par exemple, une diffusité thermique au lieu de la 

viscosité turbulente, pour prendre en compte le fait que la couche limite 



est beaucoup plus épaisse que la couche limite dynamique [51. 

1 7  - QUELQUES CONSEQUENCES A L 'UT1 LTSATZON D E  CETTE PROCEDURE NUhfERIQUE. 

7 1 -  7 .  CALCUL DE LA DISTANCE RADIALE 

 exécution de cette procédure aux différences finies fournit 

les profils de $ en fonction de la variable w . Mais, puisqu'il a 6té 
vu précédemment que les débits massiques transversaux peuvent être différents 

de zéro la distance dans le plan physique correspondant à chaque Au du plan 

transformé, évolue durant l'intégration pas-à-pas d'amont en aval. Nous 

rappelons ici la relation par laquelle nous avons introduit la fonction de 

courant : 

Après intégration par rapport à r, nous obtenons 

où r est la limite inférieure de la distance radiale. 1 

Précédemment w fut défini par 

donc dw ($J~*$,) = dQ . (10) 

La combinaison de ( 10) et (8 )  entraine 

w du' r2 = r: + 2(qE - 1 <? 
O w ' 

Sous forme de différences finies, le résultat est donné après l'application 

d'une simple règle d'intégration par trapèzes : 



Pour un écoulement plan,  l ' équat ion ( 7 )  s e r a i t  

ce qui implique : 
K 2(oI-uI-1 ) 

y~ = YI + E I  I= 1 2 <pu>I + <pu> 
1- 1 

Du changement de coordonnées, nous pouvons déduire une méthode rapide 1 
pour calculer  l a  divergence de l a  v i tesse .  La transformation rappelée i c i  : 

d permet de passer du plan physique ( x , r )  au plan transformé (x , w ) .  L'équation 

de conservation de l a  masse pour un écoulement du type couche l i m i t e  e s t  

ce  qui e n t k i n e  pour l a  divergence D 

* 
e t  dans l e  plan transformé (x  , a )  I 



Cela signifie qu'il n'est pas nécessaire de connaître la vitesse transversale 

pour obtenir la divergence. Les équations (1) à (5) sont écrites sous leur 

forme instantanée. Le passage aux formes moyennes est immédiat : 

Il a été montré dans le chapitre II que la statistique la mieux 

appropriée est obtenue en combinant des moyennes conventionnelles pour les 

variables d'état (pression, masse volumique et tempgrature) avec des moyennes 

pondérées pour toutes les autres variables dépendantes (vitesse, fraction 

massique etc...), ce qui a pour conséquence : 

Donc dans l'équation ( 5 ) ,  u et p peuvent être remplacées respectivement 

% 
par p et u et la forme moyenne de la divergence est déduite de la masse 

volumique moyenne et de la vitesse longitudinale moyenne. 
I 

Il est possible d'utiliser la fonction de courant pour calculer 

la vitesse normale à i'écoulement principal. 

La fonction de courant est définie par : 



ce qui entra ine  : 

Cette équation peut ê t r e  mise sous s a  forme moyenne, à l ' a i d e  des r e l a t i ons  (9 )  

Voyons maintenant comment un t e l  ca lcu l  peut ê t r e  effectué  dans un maillage 

évolut i f  t e l  que c e l u i  qui e s t  u t i l i s é  dans ce  programme ( f i g .  2 ) .  De même 

que pour l e  ca lcu l  de l a  divergence, l e  développement qui  s u i t  e s t  valable  

pour des grandeurs instantanées ou moyennes. 

Fig. 2 Maillage évolut i f  en t r e  x e t  xD. 
U 

La quant i té  de mouvement à l a  posi t ion xD pour ro 6 r '  6 r e s t  



Dans la section amont, la quantité de mouvement pour la même valeur de 

r est : 

r I- 1 
u 

avec ( ( p u r 1  

La vitesse transverse est obtenue de la définition (10) par 

7 7  - C A L C U L  D E S  P E R l V E E S  L O N G l T U V l N A L E S  

La première équation de transformation de coordonnées est 

chaque terme de la partie droite peut être simplement discrétisé. 



La substitution des équations (20) à (2b) dans ( 19) donne donc lg valeur 

de - a' dans le plan physique à partir de valeurs dans le plaq transformé. ax 

71 -5 .  T&e du phOgU?mme et ;te!n1)36 d '  e x c é d o n  

Une version standard du programme nécessite lg mise en mgmoire de 

(40 x N) variables environ, N est le nombre de noeuds dans 19 sens des y . 
Cette dimension peut être optimisée et probablement réduite de 10 5 . Le temps 
d'occupation d'unité centrale (CPU) est approximativement 6 mn sur un 

VAX 1 1 pour résoudre 7 équations sur 1000 pas de calcul pour 60 noeuds. 

7. COtJCLUSlUNS 

Les différences majeures avec le programme développé par Patankar 

et Spalding sont : 

- L'utilisation des points de glissement n'est pas nécessaçre pour 

les écoulements libres cisaillés si le maillage est assez fin et s'il n'existe 

pas de frontière rigide (paroi). 

- Les termes sources sont linéarisks de façon à 6viter s'éventuelles 

instabilités introduites par une dérivée longitudinale. Une partie de ces 

termes est évaluée à la position amont de la cellule du maillage. L'eqpérience 

a montré qup cette procédure est stable. 

- ilentrainement aux frontières n'est pas nul. Une quantité 
appropriée pour sa détermination est la viscosité turbulente qui transporte 

simultanément des informations venant des différent a paraudtres du modèle de 

turbulence. 



La défini t ion du changement de coordonnées e t  l a  fonction de 

courant permet, avec l e  type de moyenne choisi ,  de déterminer, dans l e  

cadre de ce t t e  procédure numérique, l a  divergence de l a  vi tesse,  l a  

v i tesse  normale e t  toutes l e s  dérivées longitudinales. 

I V -  7. Conceu6ion6 AUA lu technique numihique. 

La technique numérique, u t i l i s é e  pour ce travail, g 6té décr i te  en 

dé ta i l .  Mais l 'accent e s t  m i s  sur l e  f a i t  que ce t t e  pa r t i e  ne consti tue paa 

un développement or iginal .  La méthode de Patankar e t  Spalding a Et6 modifike 

pour f a c i l i t e r  l e  traitement de toute  équation parabolique d i f f6rent ie l le  

ayant l a  forme 

Les principales modifications concerne l e  traitement des ternes sources e t  

l e s  points de glissement. Quoique l a  transformation semble c~mpliqude, une 

f o i s  é tab l ie ,  il e s t  immédiat d ' inclure toute  équation de 1s forme ( 1 )  dans 

l a  procédure numérique. Pour chaque nouvelle équation, il s u f f i t  d ' exprimer 

l e  terme de diffusion (p) e t  de décomposer l e s  termes sources an composantes 

l i néa r i sémet  non l indarisée,  puis de f ixe r  convenablement l e s  conditions 

i n i t i a l e s  e t  l e s  conditions aux limites.  Cela f a i t ,  une procédure commune 

peut s ' appli  uer à toutes l e s  équations de transport .  4 
Queiiques inconvénients de ce t t e  méthode doivent toutefois  ê t r e  

1 )  Toutes l e s  équations doivent ê t r e  résolues successivement avec une procédure 

commune. Cela s igni f ie  que l e s  termes d'une équations peuvent ê t r e  dgterminés 

pour une part  par l e s  valeurs aval des variables dont l e s  équations ont déjà 

é t é  résolues e t  d'autre par t  avec l e s  valeurs amont des autres variables dont 



les équations doivent encore être rdsolues dans l'actuelle procédure. 

Ceci peut être évité ou en utilisant un schéma de résolution par bloc 

ou plus simplement en assurant au maillage une taille assez petite à la 

fois dans les directions transverses et longitudinales. 

2) La principale propriété de 1' écoulement à décrire doit être son caractère 

parabolique. Cela a pour conséquence : 

- La vitesse longitudinale doit toujours être, au minimum positive. 
Aucune zone de recirculation ne peut être considgrée. 

- Les débits massiques à travers les lignes de courant limites doivent 

être modérés. 

Néanmoins, cette prockdure de résolution des équations paraboliques 

différentielles a aussi beaucoup de bons aspects : 

- Une capacité mémoire raisonnable est nécessaire comparée à celle de 

tout problème elliptique. 

- Cette prockdure pas à pas est aussi très compétitive en temps de calcul. 

Comme certains points de la procédure de résolution sont communs à toutes 

les équations, seule une fraction du temps d'exécution est proportionnelle 

au nombre d'équations. Ce qui signifie que, par exemple résoudre 

8 équations ne nécessitera pas 2 fois le temps requis pour résoudre 

4 équattions. 
6 

- Les limites évolutives sont particulièrement bien adaptées aux problèmes 

à frontières libres. 
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CHAPITRE V 

7. MUVELE k-E POUR ECUULEMENT A MASSE VPLUM12UE CONSTANTE - 
MUDELE 1 . 

2. MOVELE k-E POUR ECOULEMENT A t4ASSE VOLUM12UE VARTAqLE - 
MOVELE 1 . 

3 MOVELE k-E POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUthlQUE VARIABLE - 
MUDELE 11 . 

4 MOVELE k-E POUR MELANGE SUPERSONT2UE - 

MODELE 1 . 
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V .  RESULTATS 

Après l'établissement des équations de la turbulence et la mod62isation 

des termes inconnus, les modèles de turbulence ainsi formgs sont confrorlt6s 

aux données expérimentales pour vérifier leur capacité à prédire des 

écoulements réels. 

Les différents tests concernent donc, un écouleme& inc~mpressible, 

un écoulement à vitesse modérée avec masse volumique variable et finalemant 

un écoulement à vitesse élevée. 

Pour chaque cas, les conditions expérimentales sont b~iGvement 

décrites. Puis les conditions initiales et les conditions aux limites sont 

données et les résultats des calculs sont compar6s avec les mesures 

expériment ales. 

V - 1 .  MOPELE k-E POUR ECOULEMENT A MASSE VOLUMI2UE CO!JSTANTE. 

MUPELE ( 7 )  . 
Une vérification préliminaire de ce modèle de turbulence est une 

tentative de prédiction d'un écoulement libre cisaillé simple sans auçun 

effet de fluctuation de nasse volumique ou de gradient de pression. Ce premier 

cas test est fourni par les travaux expérimentaux de Gutmark et Fmnanski [ I l  

sur le jet plan turbulent. 

A - Configuration de l'écoulement 

Un croquis de ce simple $coulement de jet libre est dqnn6 sur 

la figure 1. 



Fig. 1 Configuration de l'écoulement 

de jet plan turbulent. 

Un jet d'air se décharge dans une atmosphère au repos avec une vitesse 

nominale de sortie égale à 35 m/s. Les dimensions de la fente d'injection 

sont 1,3 cm pour l'épaisseur et 50 cm pour l'envergure. La précision d'usinage 

de la fente est donnée comme étant de 0,001 cm. La bidimensionntalite de 

1' écoulement est obtenue dans la plus grande partie du jet (excepté dans le 

voisinage des parois latérales) . Le nombre de Reynolds à la  ortie , bss6 sun 
4 l'épaisseur de la fente est de 3 x 10 et le niveau de turbulence est 

approximativement 0,2 % . Le lecteur est renvoyé à la référence 111 pour une 

description détaillée des techniques de mesure. Dans l'esprit d'une comparaison 

avec les résultats d'un modèle de turbulence à d e w  équations, les mesures 
1 

suivantes so( disponibles : 

- le taux de dispersion de l'écoulement, 

- les vitesses moyennes longitudinale et normale, 

- l'énergie cinétique de turbulence, 

- les contraintes de Reynolds, 

- le taux de dissipation de l'énergie de turbulence. 



B - Traitement numérique 

Le premier modèle de turbulence qui a été présenté dans le chapitre III 

comme étant le modèle 1, est utilisé pour prédire ï'6couïernent de labora$oire 

décrit ci-dessus. Cet ecoulement étant incompressible et homogène, les 

équations pour la fraction massique et les corrélations de densi$& partielles 

ne sont pas résolues et, ainsi les équations inclues dans ce moaè$e sont : l 
1 - l'équation de continuité, 

2 - 1 'équation de quantité de mouvement, 

3 - lt6quation de lt6nergig cinétique de turbulence, 
4 - l'équation du taux de dissipation. 

 équation de continuité est prise en compte impliçiteqent par la 

technique numérique. Ainsi seulenlent trois équations de transport daivent 

être ré@oluesi. A cause du caractsre pêxaboliquq dq la mi%thode, La$ valeurs 

initiales et les conditions aux limites doivent etre données pour la vitesse I 
% 

longitudinale moyenne u, l'énergie cinétique de turbulence k et pan taux de 

dissipation E . Il peut être noté que le caraçtère incompressible de l'écoulement 
enlève toute différence entre les moyennes pondéré et non pondérge. 

1 - C o n ~ o n ? l  i W u  

A cause de la forme particulisre de la tuyGre produisant le jet 

(partie fortement convergente avant le plan de sortie), il n'est pas açceptable 

de commencer le calcul avec un profil de vitesse semblable à celyi d'un 
1 

écoulement de tuyau établi. Le profil ae vitesse initiale est un profil en I 
marche d'escalier avec un léger arrondi pour prendre en compte l'effet d'une 1 
très fine couche limite. La vitesse dans le coeur de l'écoulement est 35 m/s l 
tandis que la vitesse extérieure à la mwche est égale au centi5me ae cette I 
valeur (cette vitesse non nulle est due au fait que le programme ne tolère 



pas de vitesse longitudinale négative ou nulle). Il est certain qu'apyès 

de tels effets de courbure sur la couche limite de paroi, il est inutile 

de supposer un profil de vitesse de couche limite de plaque plane et que 

même si le profil de marche d'escalier n'est pas exact, il n'est probablement 

pas pire que n'importe quel profil calculé. Comme l'écoulement k la s~rtie 

a un niveau de turbulence très bas (0 ,2 %) , il peut être raisonnablement 

espéré que les valeurs initiales de k et E n'ont pas grande importance 

sur le développement de l'dcoulement. Pour des raisons similaires le niveau 

de turbulence dans l'écoulement de sortie es* suppos& congtant et est f i ~ 6  

par le taux de turbulence mentionné par Gutmark et Wygnanski. Cette 

hypothèse de niveau constant de turbulence n'est physiquement pas précise. 

Très probablement, le profil de k n'est pas constant et comporte certainement 

un maximum au voisinage de la paroi de la tuyêre cause du cisaillement 

dans la couche limite. Néannwins le frottement turbulent induit par un tel 

effet est négligeable comparé aux effets de la viscosité laminaire, De ce 

fait, la dissipation E est choisie constante et correspondant à une valeur 

de la viscosité turbulente égale ou même plusieurs ordresde gr~tndeur plus 

petite que la viscosité laminaire. La viscosit6 tourbillonnaire est définie par: 
n 

1 p est la masse volumique et CD est une constante dont la valeur est donnée 

dans la table 1 . 

1 Des conditions aux limites sont aussi n6cessaires pour résoudre ces 
l 

1 équations de transport paraboliques. A cause de la symétrie le calcul est 

effectué sur une moitié du domaine de l'écoulement. Le plan de symetrie de 

l'écoulement est considéré comme la frontière intérieure et l'atmosphhere 

I au repos (avec une petite vitesse non nulle) est la frontière extérieure. 



Ces çopaid6rations impliquent que Wur toutes l e s  variable?, l a  condition 

à la  lh içe:  in té r ieure  est, du Içype Nqumaqn r 

Comrpe l e  gomaipe de calcul 6v~ilue rzveç l 'abscisise, 19 valeur sxt6rieurq de 

l a  vi tesse loegitudin@le e s t  garage eonstantie d'$gale sa valsur i n i t i a l e .  

Pour l e s  variables de l a  turbulenoe, l e s  valeurs l imites  peuvent ê t r e  calcul&es 

à par t i r  des formes l imites  des équations de transport  obtenues en prenant 

tous  l e s  gxadienOs bransversqa égaux à zéro 1 2 1  II s 'ensui t  ainsi pour y = yext 

les  équations psur las vd.eurs l h i t e a  c l @  k e% s : 

ak 
> u %Oxtoxt = - k - ext ax 'ext 

E 
2 

E --- u aqext -s- ext 
e x  ax -t 

Mais l' expérience montre que, pouy l e $  variables de tyrbulermce, l a  transfom8tion 

de ces conditions de Dirichlet  évolutives en conditions de Dir icNqt  constantes 

a ou mêmes en conditions de Neumann (par exemple - = O )  ne mgdif ie psa la 
a~ 

qual i té  de l a   réd diction de 1'6coulemqnk de fason s ignif icat ive.  

Les constantes u t i l i s ees  dane ce mod8le sont d~nn$eq dana be tableau 1. 

Elles  ont des va ïews  standard t i r é e s  de la l i t t6raDure 141, [8]. 
1 

Tableau 1 . Ensemble deg e~ng tqn tes  u t i i i sges  dms 

l e  modèle 1 pour l e s  6o~ulements à masse 

volumique constante. 



C ' Résultats 

Après que l e s  diverses conditions aux l imi tes  ont 6t6 6tabl;ies, l e s  

r é su l t a t s  des calculs nwpériques sont analys6s e t  comparés a w  ~ 6 s u l t a t s  

expérimentaux. 

C- 7 .  Taux de disperrn-Lon 

Une caractér is t ique majeure d'un écoulwent de j e t  e s t  l e  tgux de 

dispersion, d&fin i  comme l e  taux avec lequel une épaisseur carack6ristique 

du j e t  augmente, ou l e  taux avec lequel l a  v i tesse  sur l a  ligse cein$ra,ï.e 

dimieue. L'importance d'un t e l  parmètre  e ~ i t  due gbu f & i t  que se, valeur e s t  

l a  cons6quenice du conportement de t ~ u t e s  l e s  variables dq l'kcoulement. 

Comme nous ll@vons aentionqé précédemment, deux paramètres d i f f  6rents geuvent 

décrire  l e  taux de dispersion. Une épaisseur caractér is t ique du je$ peut ê t r e  

déf inie  en prenant l a  distance y enkre l e  plsn dg s~rai&trie e t  les points 
1 /2 

ou l a  vi tesse e s t  égale à l a  moitié de l a  v i tesse  sur l'axe. Le parrzm6tre 

de décroissance de l a  v i t e s se  sur l ' axe  e s t  dgfini par l e  carré  du r a p p r t  

de l a  vi tesse axiale i n i t i a l e  Uo à l a  vi tqsse ax ia le  locale  Un, c'est-à-dire : 

2 (uo/un) . Les r é su l t a t s  concernant ces deux paramètres sont rapportés par Les 

figures 2 e t  3 e t  comparées avec l e s  réaulta%s expérimentaw. 

La prédiction de l a  croissance du j e t  n 'es t  pas parfaiçe. Dans l e s  

r é su l t a t s  expérimestaux, l e  j e t  s'ouvre linéairement selon l a  re la t ion  

'L - 031 (x-x,) 
1 

( 4 )  

avec xo = - 2 d tandis que l e  calcul nw6rique prEdit effectivement l a  

l i n é a r i t é  de l a  croissance mais avec des paramètres sensiblement d i f fé rents .  

'L - 0,12 ( x l o )  ( 5 )  

1 avec x f 6.8. Ces r é su l t a t s  sont beaucpup plus prophes des réqul tats  
O 

1 

l expérimentaux de Heskestad [31 qui rapporte l a  même origine v i r t u e l l e  avec 



un taux de dispersion plus proche, de l 'o rdre  de 0,11. 

Mais, selon Gutmark e t  Wygnsnski [ I l ,  l e s  conditions i n i t i a l e s  de 

Heskestad sont dif férentes ,  dans l e  sens que l e  p r o f i l  de v i t e s se  dq jet 

émergeant e s t  plus proche de ce lu i  d'un écoulement de tuyau e t  a aussi  un 

taux de turbulence plus élevé (2  à 4 %). 

Dans notre e sp r i t ,  l a  différence entre  nos prédictions e t  l e s  r é s u l t a t s  

expérimentaux e s t  surtout due à l a  grossière  approximation du p r o f i l  de 

v i t e s se  i n i t i a l e  en marche d 'esca l ie r .  Des t e s t s  furent  f a i t s  en diminuant 

l e  niveau de turbulence jusqu'à 0,01 % sans changer notablement l e  taux de 

dispersion. A cause de l a  grande va r i é t é  destaru de dispersion expérimentaux 

obtenus seulement en modifiant légèrement l e s  conditions i n i t i a l e s  ( f i l  de 

t r ans i t i on ,  uniformité du champ de v i tesse . .  . . ) il semble qu'un é t a t  universel  

d 'équi l ibre  peut ê t r e  a t t e i n t  seulement à une distance amont relativement 

importante (x > 50d). 

Fig. 2 - Croissance du j e t  avec l a  digtance. 
8 ,  - --- - --- . . exp [ I l  ; ----- prédict ian présente. 

: Heskestqd 3 ; - - - exp 1 1 ( incluant 

1 'origine v i r t u e l l e  p réd i te ) .  



La courbe de décroissance de la vitesse axiale (fig. 3) montre un accord 

meilleur avec les résultats expérimentaux. La loi générale de décroissance 

est bien prédite avec une pente légèrement différente mais avec la même 

origine virtuelle : 

U 
O 2 %  

expériences (- ) - 0,190 (a - 6 )  
m 

U 
O 

prédictions (- )2 - 0,207 ($ - 6 )  
m 

Fig. 3 - Décroissance de la vitesse axiale. 
8 , - - - .  . exp 11 1 ; ---- prédicti~n 

I C-2.  PmdAR de v a u s e  moyenne 
l 

Le profil de la vitesse longitudinale moyenne est coxupqré aux ~ 
résultats expérimentaux de Gutmark et Wygnanski ( fig. 4) et mantre un krês 

l X 

l 
bon accord. La comparaison est montrée pour une position (; = 103) mais le 



mais l e  même accord e s t  obtenu & di f fé ren tes  posi t ions  pourvu que l e s  r é s u l t a t s  

soient  p r i s  dans l a  p a r t i e  du j e t  03 l e s  p r o f i l s  moyens sont en équi l ibre .  

A cause du manque de données expérimentales, nous ne pouvons r i e n  conclure 

au s u j e t  de l'écoulement au coeur du j e t .  La v i t e s se  moyenne e s t  normalisée 

par sa valeur sur l a  l igne cen t ra le  e t  l a  var iable  d 'abscisse  e s t  l a  d is tance 

sans dimension q du plan de symétrie. 

n = y/(x-xo) ( 9 )  

Fig. 4 - P r o f i l  de v i t e s se  moyenne longitudinale(x/d = 103) 

8 exp [ 11 ; ---- prédic t ion 

C-3. VahiabLu de fu/rblLeence 

Dans [ I l  l e s  valeurs R.M.S. conventionnelles des t r o i s  composantes de 

v i t e s s e  sont rapportées. De t e l l e s  quant i tés  ne sont pas prédi tes  par  l e  

présent modèle, auss i  l a  comparaison ne peut ê t r e  f a i t e  que pour l ' êne rg i e  

de turbulence k . Cette quant i té  e s t  égale à l a  demi t r ace  du tenseur des 

contra intes  de Reynolds. 



Avec l'équation ( IO), l'énergie de turbulence peut être calculée à partir des 

valeurs expérimentales. Les résultats sont rapportés sur la figure 7 et 

comparés avec les prédictions du modèle. 

Fig. 5 - Distribution de l'énergie cinétique de turbulence 
à travers le jet : x/d= 106; - :  exp Cl], 

---- prédiction. 

L'accord entre les résultats expérimentaux et les calculs est tout à fait 

satisfaisant. Comme le montrent les expériences, les intensitgs normalisées 

de turbulence dans le plan central du jet atteignent leur état d'équilibre 

à une distance approximative d'environ 30 épaisseurs de fente de la tuysre. 

Ce qui signifie aussi que après 30 d en aval du plan d'émergence, la 

différence entre la valeur de - dans le plan central et sa valeur aval 

asymptotique est inférieure à 10 % (fig. 6). 



Fig. 6 - Décroissance prédite de l'énergie cinétique 

x/d = 106 exp [ I l  , ----- prédiction. 



A partir des quantités de turbulence qui sont calculées dans ce 

modèle de turbulence, les contraintes de cisaillement turbulent peuvent être 

évaluées avec l'approximation de Boussinesq : 

E est le taux de dissipation de k. La valeur de la constante CD est donnée 

dans le tableau 1 . L'équation ( 1  1 ) permet donc une comparaison entre les 

contraintes de Reynolds calculéeset mesurée~.~a prédiction est correcte 

excepté dans la partie intermitente de l'écoulement où le frottement 

turbulent est légèrement surestimé par le modèle k-E. 

V - 2 .  MOPELE k-E POUR ECOULEME!G A MASSE VOLUMIQUE VARIABLE. MUVELE 1. 

Après la prédiction réussie d'un écoulement à masse volumique 

constante, le modèle 1 est utilisé maintenant pour des calculs d'écoulement 

à masse volumique variable. Masse volumique variable ne signifie pas 

nécessairement qu'il y a des effets de compressibilité, mais c'est piut6t 

la conséquence du mélange de gaz ayant des masses moléculaires très différentes, 

même dans des écoulements à vitesse modérée. Des expériences correspondant 

à ce type d'écoulement furent rapportées en 1972 par Roskho [5]et en 1973 

avec plus de détails par Rebollo [61. 

A - Configuration de 1 ' écouiement . 
Le type d'écoulement couvert par les expériences est un écoulement 

1 turbulent plan de cisaillement sous forne de couche de mdlange. Deum $az, ayant 

des masses volumiques différentes aux mêmes conditions de pression et 

température s'écoulent avec des vitesses parallèles de chaque côté d'une fine 



plaque plane. Ainsi les deux composantes se mélangent dans la couche de 

cisaillement qui se développe en aval de la plaque qui les sépare. A cause 

des masses volumiques différentes des courants, des fluctuations dans la 

masse volumique du mélange sont présentes dans l'écoulement cisaillé. Les 

expériences de Rebollo [61 concernent le mélange d'hélium et d'azote à une 

pression p = 4 atm. Les vitesses et masses volumiques des écoulements de 

gaz pur donnent les valeurs limites (fig. 8) 

Azote = 4.49 kg.m -3 

Pour ces courants, les nombres de Reynolds respectifs par unité de longueur 

sont alors 

Re = 3600 cm-' 
E ( Hel ium ) 

De plus 116coulement satisfait la condition d'équilibre 

Dans sa thèse, Rebollo a considéré deux configurations différentes d'écoulement. 

Tout d'abord, le gradient de pression longitudinal est égal à zéro. Ce qui 

signifie que les valeurs limites de la vitesse sont constantes. Le second 

cas correspond à un gradient de pression positif. Pour un écoulement en 

équilibre [61 le gradient de pression est caractérisé par la constance du 

paramètre de Falkner-Skan a . 

a = -  - -  au - cte u ax 

Deux valeurs différentes de a sont considérées correspondant respectivement 

à des gradients de pression positif et nul. 



COUCHE DE MELANGE 

HELlUM U, ,Pr 

AZOTE U, , 

PARAMETRE DE FALKNER-SKAN 

X d u  
4' 

O(=- - 
U d X  . 
Fig. 8 Configuration de l'écoulement de couche 

de mélange à masse volumiqye variable. 

B - Traitement numérique. 

Ce type d'écoulement nécessite l'utilisation complète du modele 1. 

Donc, en addition aux équations de quantitkde mouvement longitudinal,sset du 

modèle de turbulence lui-même, il est nécessaire de résoudre les 6quati~ss 

de transport pour la fraction massique et les fluctuations de masse volumique 

afin de décrire correctement le processus de mélange avec ou sans gradient 

de pression. La liste des équations est : (tableau 1, Chapitre IIT) : 

- conservation de la masse. 

- quantité de mouvement longitudinale. 

- énergie cinétique de turbulence. 

- taux de dissipation de l'énergie de turbulencq. 
- fraction massique. 

- corrélations de densités partielles, 

soit 8 équations. Comme l'équation de conservation de la masse est résolue 

implicitement, il reste 7 équations de transport gui sont résolues par la 
kechnique numérique décrite précédemment. 



B - 1 Conditions i n i t i a l e s  

Des conditions i n i t i a l e s  doivent ê t r e  données pour toutes  l e s  équations 

de t ranspor t .  De chaque côté de l a  plaque de séparation 1.e p r o f i l  da v i t e s s e  e s t  
l 

constant en t r ave r s  de l'écoulement e t  a  l a  valeur nominale excepté au l 
voisinage de l a  plaque de séparation où des p r o f i l s  ae  couche limite laminaire 1 
sont supposés des deux côtés.  L'épaisseur de s e s  couçhes l im i t e s  f u t  estimée 

par rapport au nombre de Reynolds par uni té  de longcieur donn6 par l e @  r 6 s u l t a t s  I 
expérimentaux. 60 points sont u t i l i s é s  pour déc r i r e  l'écoulement dans l a  

d i rec t ion  normale e t  l e u r  espacement e s t  plus aéré  dans l e s  zones où ex i s ten t  I 
des gradients  de v i t e s se .  Puisque l a  procédure numérique ne t o l è r e  pqs de 

v i t e s se  moyenne longitudinale négative ou nu l le ,  nous avons supposé, au bord, I 
de f u i t e  de l a  plaque de séparation une v i t e s se  égale à un centièae de l a  v i t e s se  I 
nominale du courant d'azote.  énergie cinétique de tqrbulence i n i t i a l e  suivaqt I 
l a  d i rec t ion  normale à l'écoulement e s t ,  comme son tqw de dissipa-kion, ccsnstante I 
e t  trss f a i b l e ,  de t e l l e  façon que l a  v i scos i té  t o u r b i l l o n n s i ~ e  correspondante I 

'L 
s o i t  du même ordre que l a  v i scos i té  laminaire - 2 .10-~) .  

Des r é s u l t a t s  identiques furent  obtenus avec uqe viscos.it6 tourbi l lonnaire  I 
i n i t i a l e  comprise dans l e  domaine 

La  f r ac t i on  massique moyenne e s t  une fonction échelon au bord de f u i t e  de l a  

'-b 
plaque. (c* = 1 dans l e  courant d 'azote,  ??I = O dans l e  courant d l ~ q l i u n ) .  

Les cor ré la t ions  de densi tés  p a r t i e l l e s  sont in i t ia lement  constantes e t  égales 

à zéro. 

B - 2 Conditions aux l im i t e s  

Deux cas d i f f é r en t s  sont possibles.  

a,) a = O . Le gradient de pression longi tudinal  e s t  égal  à zéro. Les condit ions 

aux l im i t e s  pour l ' équat ion de quant i té  de mouvanent sontde type Di r ich le t  



et les valeurs sont gardées constantes le long des bords de la couche de 

mélange. Evidemment l'équation de fraction massique exige des conditions 

aux limites identiques puisque les frontières du domaine de calcul évolu$nt 

avec les bords de la couche de mélange et restent dans des zones ou lt6c~ulemen% 

est mono-constituant. Toutes les quantités d'ordre sup6riour telles que k,&, 

ont des conditions aux limites du Neumann. 

L'expérience montre que pour ce type d'kcoulment, l'utilisation de conditions 

de Dirichlet comparables à celles décrites dans la partie pr$c$dente ne modifie 

pas les résultats de façon significative. 

b) a = -0'18. Le paramètre de Falkner-Skan a est supposé constqnt gour produire 

des profils semblables dans la couche de mélange. Toutefois, il n'est pas 

possible d'envisager un tel critère dans la région de la couche de cisaillenient 

qui est proche de l'origine parce que la condition a = cte # O impliquerait 

que le gradient de pression tend vers l'infini quand x tend vers zéro. Pour 

supprimer cette condition inutile et irréaliste pour les calculs, le gradient 

de pression dans le domaine initial (O 6 x 6 2,5 cm) est décrit pqr Un polyqome 

dont la valeur est nulle à l'origine (x = O) et qui rejoint la valeur théorique 

ainsi que sa dérivée pour x = 2,5 cm. Les valeurs limites de la vitesse sont 

calculées en fonction de l'expression de - et des valeurs initiales. 
dx 

Les conditions aux limites pour les autres variables sont identiques 

à celles décrites précédemment pour a = O . 

B - 3 Constantes du modèle 

Le tableau II donne les valeurs des constaptes qui sont utilisées 

dans ce modèle. Les cinq constantes qui furent utilisées dans le cas 

d ' écoulements à mas se volumique constante restent inchangées. Une propriété 



de ce modèle est que pour a = O, les corrélations de masses volumiques 

partielles ne peuvent pas influencer les deux équations de la turbulence 

(k-E). Donc, entre le cas incompressible et ce cas dans lequel la masse 

volumique peut varier, une seule nouvelle constante est introduite, qui 

est susceptible de modifier le profil de vitesse moyenne. Cette coqstante 

a est le nombre de Schmidt turbulent associé à la variable C . La valeur CI I 

de CI est obtenue par comparaison des profils ae pression dynamique mesurée 

et calculée. En même temps les constantes C et C sont ajustées pour 
Q 1 Q2 

représenter correctement les fluctuations de masse volumiquq, Pour a # Q , 
les équations de la turbulence sont couplées avec les équations de QIJ 

par l'intermédiaire des termes de gradient de pression. Donc, une fois que 

la constante, u est fixée dans le cas précédent (a = O), ce cas f a  = - 0,18) CI 

est utile pour vérifier la validité des équations pour les fluctuations de 

masse volumique et permet de fixer la valeur des constantes qui spparaissent 

dans les termes de gradient de pression. 

TableauII Constantes dumodèle 1 

Pour écoulements à masse volumique variable. 



C - Résultats 
C - 1 Taux de dispersion 

Comme dans le cas du jet, un paramètre important décrivan* le 

développement global de cette couche de mélange est le taux de dispersion. 

Pour la comparaison avec les résultats expérimentaux, l'épaisseur caracté- 

ristique 6 est définie par le profil de vitesse. Soit A u, la différence de 
C 

vitesse entre les deux courants de gaz pur (AU = U -U . 6, est la distance 
F 1 

entre les points correspondant à u + 0,2 A u et u + 0,8 A u . 1 1 

Les valeurs suivantes furent obtenues pour le taux de dipersion 

a s 
C - (fig. 9 )  ax 

a = O (gradient de pression nul) 

as 
C 

I0,1 + expériences 
- - - 
ax 1 0,085 + calcul 

= - 0,18 (gradient de pression pofitif) 

a 6 0,128 +- expériences --  C I - 
ax 1 0,130 + calcul 

14 
s, 

imml 12 

/ ,/ 
10 

- -  

-0.02 - 0.01 0.00 Ml 0.02 M3 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 009 0.10 
XIm) Fig. 9 Taux de dispersion de la couche plane de cisaillement 

(a=o) :O, -- exp [ 6 ] ,  ----- prédiction 

(a=-0,18) O, - -- - exp C61 , - prédiction 



Un accord satisfaisant est obtenu dans le cas d'un gradient de pression 

nul, mais pour a = -0,18, la courbe calculée est au-dessus des valeurs expéri- 

mentales tandis que sa pente est très bien prédite. La raison de cette diffé- 

rente est probablement le manque d'information au sujet du profil de vitesse 

initiale et de la distribution du gradient de pression dans le voisinage de 

la plaque de séparation. Des calculs furent faits avec des longueurs différentes 

surl$squell~slegradient de pression est extrapolé ?i partir de l'origine du 

domaine de mélange. Des polynômes du troisième et du quatriame ordre furent 

/ egalement utilisés pour exprimer la valeur du gradient de pression dans cette 

zone, mais malheureusement tous ces essais n'améliorèrent pas la prédiction 

de la position de l'origine virtuelle de l'écoulement. 

En accord avec les résultats expérimentaux, des profils d'équilibre 

sont prédits avec les conditions décrites dans (13) et (14) .  La similitude 

des profils commence après 5 cm approximativement. 

C - 2 Profil de masse volumique - 

La figure 10 montre la différence entre les masses volumiques 

calculées et mesurées à x = 5,08 cm. Une caractéristique majeure de cet 

écoulement est la partie plane de la courbe située du côté de la masse 

volumique la plus petite qui est due au terme de diffusion de l'équation 

de concentration. Sur toutes les courbes de profils moyens (exceptée la 

vitesse) une caractéristique analogue sera observée. Sur les figures 

suivantes, les deux cas a = O et a = - 0,18 seront rapport& ensemble 

pour mettre en évidence l'influence importante du gradient de pression 

sur les profils moyens. 



Fig, 10 Masse volumique moyenne à x = 5,08 cm Modele I 

a = O : D exp C61 , ----- prédiction 
a = -0,18 O exp [61, - prédiction 

C - 3 Profil de pression dynamique 

Pour compwer correctement les résultats numériques et expérimentaux 

2 nous supposons que la pression dynamique mesurée est (P U ) parce qu'elle est 

obtenue avec une sonde de type pitot. Des définitions de la moyenne pondérée 

par la masse volumique, il résulte que : 

A ce stade de fermeture, les composantes normales du tenseur des contraintes 
w 

de Reynolds ne sont pas connues. Donc un2 peut être approximée seulement comme 

une fraction de l'énergie de turbulence.  hypothèse d'une turbulence isotrope - 2 amène donc utf2 = - k ce qui signifie que la correction qui apparait dans 
3 

l'équation (16) est de l'ordre de 2 % du terme principal. 



L'estimation du nombre de Schmidt turbulent  oCI e s t  obtenue par 

l a  comparaison des r é s u l t a t s  expérimentaux avec l e s  ca lcu l s  de p r e s s i ~ n  

dynamique, parce que c e t t e  quant i té  combine l e s  e f f e t s  de masse volwnique 

(donc de concentrat ion) avec l e s  e f f e t s  de quant i té  du mouvement. Ce t e s t  

do i t  ê t r e  effectué  pour a = O , parce que l e s  f luc tua t ions  de masse volumique 

n ' influencent pas l e s  processus de d i f fus ion  turbulente  par  l e  b i a i s  des 

termes de gradient  de pression qui sont présents dans l e s  équations pour 

k e t  E . Après un grand nombre de ca lcu l s ,  l a  valeur de 0,26 e s t  retenue 

pour fourn i r  l e  meil leur accord avec l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux de Rebolis [ 6 ]  

(vo i r  f i g .  1 1 ) .  

Fig. 11  Pression dynamique pow a = O e t  ÇX = - 0,18 

à x = 5,08 cm Modèle 1 - Mesures de [ 6 ] .  

M̂ emes symboles que l a  f i g .  10. 

Toutefois, c e t t e  valeur étonnament f a i b l e  s 'accorde t rès  bien avec 

l a  valeur donnée par Rebollo, provenant d'une analyse de s imil i tude,  e t  qui  



e s t  rapportée dans l a  référence [61. Dans des calculs  d'écoulements r é a c t i f s  

turbulents ,  Elgobashi [81 donne une valeur de 0,6 pour l e  nombre de Schmidt 

turbulent  associé à l a  f r ac t i on  de mélange ("mixture f ract ion")  avec un niveau 

semblable de f luc tua t ions  de masse volumique. Une conséquence importante de 

l a  d i f férence de masses volumiques des deux const i tuants  de melange e s t  l a  

forme pa r t i cu l i è r e  du p r o f i l  de pression dynamique avec un minimum correspondant 

au s i l l a g e  de l a  plaque séparat r ice  e t  également un maximum dû à des taux de 

di f fus ion d i f fé ren t s  de l a  quant i té  de mouvement e t  de l a  f r ac t i on  massique 

(ces  t a u  de di f fus ion sera ient  semblables s i  o = 1 ). Pour montrer 
C I  

1' influence du nombre de Schmidt aCI sur  l e  développement de ce maximum, 

di f férentes  valeurs de a furent  u t i l i s é e s  pour l e s  deux cas de gradient  
C I  

de pression. Les r é s u l t a t s  rapportés sur  l a  f i gu re  12 montrent pour a = O une 

r e l a t i on  simple en t re  oCI e t  l a  croissance du maximum t and i s  que pour l e  

cas du gradient  de pression p o s i t i f  ( a  = - 0,18) l a  r e l a t i o n  semble plus  

complexe. 

Figure 12 - Influence du nombre de Schmadt turbulent  sur 

l e  p r o f i l  de pression dynamique (x = 5,08 cm) 

Modèle 1 . 
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Fig. 13 - Influence du nombre de Schrnidt turbulent 
selon l'analyse de Rebollo [61 

Ceci est dû à la connexion entre les fluctuations de masse volumique 

et les variables de turbulence k et E via le gradient de pression. - 
Pour crCI = 1 le profil de pression dynamique montre seulement un minimum 

6 

i > , L . i  
qui correspond au sillage de la plaque de séparation. Puis avec des valeurs \.- # * +  

décroissantes de , ce minimum est renforcé et le maximum apparait sur le 



sur le côté basse vitesse de la couche de mélange et s'accroit au fur et à 

mesure que a diminue. Cette tendance est observée dans les deux cas a = O CI 

et a = -  0~18. Dans la figure 13 qui est tirée de la thèse de Rebollo, le 

même processus est montré pour des valeurs de u dans le même intervalle que CI 

celui préconisé par les calculs. Toutefois deux remarques sont nécessaires : 

a) L'analyse de Rebollo ne prédit pas très bien la largeur totale du profil 

de pression dynamique (spécialement le côté haute vitesse ne correspond pas 

aux mesures). 

b) Les effets des fluctuations de masse volumique ne sont pas présents dans 

cette analyse. Cela peut expliquer l'absence de superposition des courbes avec 

différentes valeurs de a . 
C~ 

C - 4 Fluctuations de masse volumique. 
Le résultat des prédictions de fluctuations de masse volumique est 

montré dans la figure 14. 

Fig. 14 Fluctuations de masse volumique à 5,08 cm. 

Modele 1 (mêmes symboles que sur la figure 10). 



Les profils mesurés et calculés ont une forme particulière avec un plateau 

qui indique que les fluctuations de masse volumique sont fortement présentes 

dans toute la zone de mélange et spécialement à l'endroit du maximum de 

pression dynamique. 

C - 5 Vitesse moyenne 

La vitese moyenne n'a pas été mesurée directement dans le travail 

expérimental de Rebollo. Toutefois elle peut être calculée à partir des 

mesures de pression dynamique et de masse volumique. 

La solution de l'équation de transport de quantité de mouvement 

donne la moyenne pondérée de la vitesse. 

Fig. 15 Vitesse moyenne à x = 5,08 cm. iclodèle 1 

a = O : ... exp 161 , -- prédiction 

a = -0,18 : --- exp [61, - prédiction. 



A ce niveau de fermeture, la corrélation vitesse-masse volumique n'est gas 
1 

connue. Toutefois il est réaliste de supposer que cette quantitg est petite 

comparée à la vitesse moyenne. Une évaluation possible de cette diffgrence 

consiste à supposer que la turbulence est isotrope et en utilisant l'inégalité 

de Schwarz : 

La vaeur de cette borne supérieure confirme effectivement que ce teme 

peut être négligé devant la variable moyenne. Les différentes courbes de 

vitesse sont montrées dans la figure (15) et montrent un acc~r4 tres acceptable, 

C - 6 Contraintes de cisaillement turbulent 
Comme pour la vitesse moyenne, la comparaison entre les coqtraintes 

issues des mesures et celles issues du calcul nécessite quelques précautions, 

dues 8. la différence entre les deux types de moyenne concernés. La figure 16 

montre que les valeurs calculées sont notablement plus petites que le8 valeurs 

expérimentales. Néanmoins, les principales caractéristiques des courbes sont 

bien prgdites. Pour a = - 0,18 la courbe de vitesse moyenne montre de l6gers 

dépassements avant d'atteindre les valeurs limites (fig. 151, ce qui est en 

accord avec le comportement asymptotique qui a été montré par Rebollo [61. 

Par conséquent, les contraintes de Reynolds montrent une légère dépression du 

cÔt6 de faible vitesse. Cette dépression n'apparait pas du cotg à vitesse 

C elevée, ce qui peut être du à la sous-estimation du niveau des fluctuations 

de masse volumique, ce qui change la valeur de la viscosité tourbilloqsaire. 



Fig . 16 - Contraintes de cisaillement turbulent à x = 5 ,O8 cm. 

~odèle 1 (mêmes symboles que la fig . 15 ) . 

V - 3 Modèle k - E pour écoulement à masse volumique variabie. 

Modèle II . 
Ce modèle est une extension du premier. La principale dipférence est 

que l'approximation de transport par gradient est suppos6e valable pour une 

statistique conventionnelle (pas de pondération par la masse volumique) et ne 

peut pas être transposge directement à la statistique de Favre. 11 s'ensuit que 



Cette approximation introduit de nouveaux termes sources dans les équations 

décrites au chapitre III. A nouveau, ce modèle est testé pour la prgdiction 

de l'écoulement étudié par Rebollo et les résultats sont compar6s également 

à ceux du modèle 1. 

A - Constantes du modèle 
Les constantes qui sont utilisées dans ce modsle ont des valeurs 

identiques à celles utilisées dans le modèle précédent. Toutefois la nouvelle 

forme de l'approximation de transport par gradient introduit une nouvelle 

constante a . On pourrait s'attendre 2 ce que a prenne une valeur proche 
P P 

de celles de uCI 
OU 

, mais en fait, après qu'une grande variété de valeurs 

aient été essayées, des résultats satisfaisants furent obtenus avec u 7,3. 
P 

Le choix de cette valeur vient seulement d'une optimisation nm6rique. Il es$ 

probable que l'universalité ne doive pas être attendue de ce+Ce cons%ate, et 

que sa valeur soit rattachée de façon plus ou moins simple à des paramètres 

propres de l'écoulement, comme par exemple le rapport des masses maléculaires 

des deux constituants. 

B - Résultats 

Les prédictions de ce modèle II sont comparées avec las r6sultats $u 

modèle 1 et avec les résultats expérimentaux de Rebollo C61. Les figures 17, 18 

et 19 montrent les résultats concernant la masse volumique moyenne, la pression 

dynamique moyenne et les fluctuations de masse volumique. 

La prédiction de la masse volumique moyenne est meilleure au bord de la 

zone de mélange à masse volumique élevée, mais on observe encore le même gradient 

, très fort, ce qui est probablement une conséquence de l'approximation de transport 
* .  

par gradient elle-même, quand elle est utilisée pour décrire une rggion de 

vande intermittence, plutôt que les implications des fluctuations de masse 



Fig. 17 - Nasse volumique moyenne à x = 5,08 cm 

a = O :  exp [ 6  1 , --- Modèle 1, - Modèle II 

volumique. La prédiction de la pression dynamique est réellement meilleure 

quoique la remarque ci-dessus soit encore valable. Sur la figure 18, nous 

pouvons voir que le terme additif de l'équation de fraction massique agit 

pour renforcer 1' effet du nombre de Schmidt turbulent diffsrent de 1 'unita. 

Les extrema sont renforcés et la largeur totale de la zone de mélange 

correspond mieux aux résultats expérimentaux. 

Le maximum des fluctuations de masse volwique est diminué d'environ 

20 $ par rapport aux prédictions du premier modèle, et s'est déplacé vers le 

côté à masse volumique élev&e (fig. 19) .  Ceci est dû aussi au fait que le 

transport diffusif de fraction massique s'étend sur une zone plus large, la 

valeur maximum des fluctuations de masse volumique correspond à l'endroit 

ou est situé le maximum du gradient de masse volumique dans le domaine de 

l'écoulement. 



Fig. 18 - Pression dynamique à x = 5,08 cm 

(a=O) (mêmes symboles que fig. 17). 

Une autre approche a été suivie par Saetran 191 pour méliqrer 

l'approximation de transport par gradient. Ce travail est basé sur une 

suggestion de Bradshaw [IO] pour approximer la diffusion turbulente d'un 

scalaire. L'hypothèse résultante de Saetran est 

et les résultats sont en bon accord avec les données expérimentales. 

Il faut néanmoins souligner que dans ce travail, les deux principales 

constantes de l'équation de dissipation (C , c,~) n'ont pas des valeurs 
E 1 

standard qui pourraient être utilisées pour le calcul d'écoulements à masse 

volumique constante. 

Une dernière comparaison pour cet écoulement est faite avec les 

contraintes de Reynolds. La figure 20 montre que la prédiction a la même 

qualité que celle du modèle 1 ; toutefois le maximum est inférieur d'environ 10 %. 



Fia. 19 - Fluctuations de masse volumique à x = 5,08 m. 

a = O (mêmes symboles que fig . 17). 

- 
Fig. 20 - Contraintes de cisaillement turbulent à x = 5,09 cm. 

a = O : . . . exp. [ 6 ] ,  --- modèle 1, - modèle II . 



L'hypothèse que nous avons faite pour exprimer les termes de diffusion 

turbulente (eq. 18) fut également utilisée pour le cas a = - 0,18. Les résultats 

sont rapportés dans les figures 21 à 23. 

Fig. 21 - Masse volumique moyenne à x = 5,08 cm. 

= - 0,18 : O exp. [61, --- modèle 1, - modèle II 
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Fig. 22 - Pression dynamique a x = 5,08 cm. 

a = - 0,18 (mêmes symboles que la fig . 2 1 ) 



Fig. 23 - Fluctuations de masse volumique à x = 5,08 cm 

a = - 0,18 (mêmes symboles que la f ig . 2 1 ) . 

La propriété majeure de cette approximation (éq. 18) est de renforcer 

le transport diffusif de masse. Ceci est montré sur le profil de masse 

volumique (fig. 21) par une diminution plus rapide de la masse volunique 

à partir de la zone dense de la couche de mélange. 

Sur la figure 22, la même tendance peut être observ6e en même temps 

qu'un renforcement de maximum qui est un critère de différence des taux de 

diffusion de la masse et de la quantité de mouvement. 

Ce fait peut également être remarqué sur les figures 23-24 où une . 

forte différence apparaît sur le côté dense du profil des fluctuations de 

masse volumique tandis qu'un tel défaut n'apparaît pas dans la prédiction 

des contraintes de cisaillement turbulent. 



Fig. 24 - Contraintes de cisaillement turbulent à x = 5,08 cm. 

ci = - 0,18 : ... exp [61 , --- modèle 1, - modèle II 

Finalement nous pouvons observer que les prédictions des modeles 1 et II 

sont équivalentes pour les contraintes de Reynolds. 

V - 4 Modèle k - E pour mélange supersonique - Modèle 1 
Dans cette dernière partie, nous allons voir les possibilités qu'offre 

notre méthode pour la  réd diction d'écoulements à grande vitesse. Il est toutefois I 
nécessaire de souligner ici que le modèle de turbulence tel qu'il a dt6 développé I 
dans les chapitres II et III avait principalement pour but la prédiction 

d'écoulements compressibles, il serait donc nécessaire d'introduire les effets 



de compressibilité dans le calcul. Ce qui signifie l'utiligation de la forme 

complète de l'équation d'état (gquation 15 du chapitre III) et la csnnaissance 

du champ thermique, Pour cela il faudrait donc introdqire une équation de 

transport pour l'enthalpie ainsi que probablement deux équations pour les 

corrélations entre la temp6rcature et les masse8 volumiques partielles des 

constituants du mélange, Les calculs qui sont priTsent6s ici ne concernent pas 

ces trois dernieres 6quakions et ne veulent être qu'une ouverture possible 

vers 18 prgdiction d'6coulements compressibles. Le modèle 1 a étb utilisé 

tel qu'il est déorit dans le ahapitra III, avec des conditions a w  limites 

adaptées un écoylement dans une tuyère supersonique. Aprss une rapide 

description de l'aspect expérimental, les conditions initiales et aux limites 

seront détaillées et suivies de quelques rgsultats de calcula. 

A - Description de l'écoulement 
Un courant dl@rgon est injecté par une fente dans 116coulement 

transsonique bidimensionnel d'une tuyère du type Laval, 

L'injecteur est placé dans la partie subsonique de la tuysre de 

telle façon que l'injection se fasse dans le sens du coyrant principal d'air 

à partir du col. Le mélange d'air et d'argon se fait donc dans la pstrtie 

supersonique de détente de lg tuyère où il est soumis une acc616ration 

non négligeable due au gradient de presaion nggatif dans le divergent de 

la tuydre. Des profils de concentration ont $tk mesurés $ diffkrentes 

positions axiales en aval de l'injection. Les conditions de rsservoir pour 

les deux gaz ont 6té choisies de telle façon que leurs vitesses à l'endroit 

de 1' injection soient @pproximativement les m@mes (conditions soniques ) . 
Lia fraction massique d'argon moyenne se situe enOre 6 et 6 ,S d . Le nombre 
de Mach agrès le divergent de la tuyêre est approxima$ivement de 3,s. 



La technique de préldvement et d'analyse du mélange est rapportée dans les 

références 1 1 1 et 1121 . La fig . (25 ) donne une vue schdmatiqye du montage 
exp griment al. 

Fig. 25 - Schéma de la tuyère supersonique. 

B - Traitement numérique 

B - 1 Conditions initiales 

Considérant la de la tuyère montrée dans la fig. 25, les 

hypothèses suivantes sont faites. L'écoulement principal est sonique dans la 

section située à la sortie de l'injecteur. Le gradient de pression transversal 

est négligeable et les conditions d'arrêt sont connues. On suppose également 

que la zone de mélange est libre de toute onde de choc. Ainsi le débit massique 

d'air peut être obtenu $ partir de la valeur de la section de l'écoulement 

principal. Puis le débit massique d'argon peut être d6teminé par le premier 
. . 

profil mesuré de la concentration. La vitesse initiale de l'air est constante 

tandis que celle de l'argon correspond à un écoulement de Poiseuille : A proximité 



de la paroi de l'injecteur, le profil de vitesse de l'air est raccordé à un 

profil de couche limite laminaire. Puisque des écoulements de recirculations 

ne peuvent pas être prédits evec notre méthode, le sillage des lèvres de 

l'injecteur est remplacé par un écoulement de vitesse très faible (0,5 % 

de la valeur de la vitesse dans l'écoulement principal) d'air ou d'argon. 

La composition de cet écoulement est ajustée par la considération de rapport 

des débits massiques de chaque courant. 

Les profils initiaux pour les deux variables du modèle de turbulence 

sont choisis pour représenter une viscosité tourbillonnaire du même ordre 

de grandeur que la viscosité laminaire, Le profil initid de concentration 

est en marche d'escalier. Les fluctuations de masse volumique sont prises 

égales b zéro au début du domaine de calcul et la température est supposée 

constante dans chaque section transversale de l'écoulement. 

B - 2 Conditions aux limites 
- 

Des conditions de Neumann sont appliquées aux deux limites du domaine 

de calcul 

La limite inférieuredu domaine correspond Èi une droite dans le plan de symékrie 

de la tuyère. La limite supérieure devrait avoir une condition de DirichLet 

pour représenter la paroi de la tuyère. Toutefois il est raisonnable de négliger 

cette condition parce que l'écoulement est si fortement accgléré, que la 

production de turbulence dans la couche limite de paroi est insignifiante et qua 

la couche de mélange ne s'étend pas jusque cette région de l'écoulement. Il n'y 

a donc pas d'interaction entre la couche limite de paroi et la couche de 

mélange du jet d'argon. 



nuité suivant la hauteur du tunnel malgré la présence de l'injecteur. A partir 

l du profil de la tuyère, le nombre de Mach isentropique est calcul6, qui donne 

la température statique ( supposée constante dans chaque section transversale ) 

1 ainsi que le gradient de pression et la masse volumique à la limite supérieure 

de la couche de mélange. 

C - Résultats 
Il existe deux comparaisons possibles entre les résultats expérimentaux 

et numériques, à savoir la vitesse moyenne et la fraction massique. Une 

précision de l'ordre de 1 % est obtenue pour la prédiction de la vitesse 

moyenne, toutefois il a été jugé inutile de rapporter ce résultat sur une 

figure étant donné l'allure aplatie des profils de vitesse. Plus intéressants 

sont les profils de concentration qui peuvent également être cwmparés a q  

résultats expérimentaux (fig. 26). 

I l I I I I 1 - - 
M 
10xY 
(mm) 

- calcul. 

Fig. 26 - Profils de concentration moyenne et 
valeur du nombre de Mach dans la tuyère. (exp [ I l ] ) .  



Ces résultats sont obtenus avec les valeurs des constantes qui ont 

été utilisées dans les calculs précédents pour le mélange d'hélium et d'azote. 

La figure 27 rapporte la décroissance de la fraction massique dans le plan 

de symétrie de la tuyère en fonction de la position longitudinale. Afin 

d'illustrer l'influence de la constante a qui régit la diffusion turbulente 

de masse, la figure 28 donne les positions de cette courbe de concentration 

axiale avec différentes valeurs de a comprises entre 0,1 et 1 . 
C~ 

Fig . 27 - Concentration moyenne sur 1 'axe de la tuyère ( exp [ 1 1 1, 

calculs avec le modèle 1, a = 0,26). 
C~ 

Un tel calcul permet d'obtenir toutes les quantités qui furent 

discutées pour le cas du mélange à vitesse modérée (masse volumique, 

pression dynajnique, fluctuations de masse volumique etc. . . ) ainsi que 116nergie 
de turbulence ou son taux de dissipation, toutefois en l'absence des r6sultats 

expérimentaux correspondants il serait vain de discuter de l'exactitude des 

résultats obtenus. L'objet de ces calculs est donc restreint à l'examen des 

phénomènes de transport de mas se. 



Fig. 28 - Influence de oc sur la diffusion de masse l 

1 
(concentrations moyennes sur l'axe de la tuyère). 

Deux conclusions apparaissent clairement : 

1) Le rôle du nombre de Schmidt turbulent est confirmé. Lors du traitement 

de l'écoulement proposé par Rebollo, nous avons pu observer au travers les 

profils de pression dymamique moyenne que a controlait le transfert de 
C~ 

masse par rapport à celui de quantité de mouvement. Il apparait maintenant 

que pour cet écoulement possédant un axe de symétrie, le paramètre (a ) 

agit pour diffuser plus ou moins rapidement l'argon dans 116coulement d'air. 

Dans les deux cas, le taux de diffusion de masse est plus fort à mesure que 

Oc1 
diminue à partir de la valeur 1. 

2) Conformément aux résultats expérimentaux, le gradient de pression semble 

avoir pour effet de "geler" la diffusion massique pour x > 5 cm, Ce qui 

signifie que la concentration sur l'axe de symétrie ne varie qu'entre le 

début de la zone de mélange (zone d'injection) et la section située 

approximativement 5 cm en aval. On peut d'ailleurs constater que ces 

cinq premiers centimètres de la zone de mélange (fig. 26) correspondent 

à une zone ou la section ne change pas beaucoup, donc, 03 le gradient de 

pression est  maéré. 
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V I - 1  - TYPE P 1 E C U U L ~ M E N 7  

Tant dêns leurs appliag;tions ipdqstrip$les qve de lc;tb~r~t~ir~, le@ 

problèmes de mécanique des fluides sont de plvs en plu8 coneern6s par les 

6coulements 3 masse volumique variable. Ces var$,atiansr 4e masse volumique 

peuvent avoir différentes origines dans le cadre des milieux continus. 

1 ) ~6térogénéité de compositian (melange dg! fluide@ a m@eq@M ~Xbaulaireq 

différentes ) 

2 ) ~nhomogénéitk de température (nielange de deux ~ o w & r i t ~  41.$ &me fluiag & 

des températures diff6reptqs) . 
3 )  Effets de compressibilité des 6coulements $ granda viDei@@a, 

b )  Réactions chimiques. Dans cgrtaias qaq, uns r6eçtioa cblaliquo peut &r$ 

lide à une forte productian ou absorpti~n da chaleur. Ce c&e ss rwsne 

alors à celui des inhomogén&ités de température. 

5) Les écoulements dans les cavités laser peuvent aussi afficher de fortes 

fluctuations de masse volwmj,que en cas d'exkractilon qe: pulsslance. Ce caq 

peut être relié au précédent et ne concerne qu'une ca.t;égorie très particulière 

d' écoulement S. 

Jusqulà il y a deux QU trois aps, Les axp6rien~es e$ t e s  prédictions 

numériques ne conçernaicpt pour l,~k pi,upart, quw Tes 6couAemsnts iqcomp~eegiblbs, 

Ce n'est que récemment que l'intérêt Eour des 6poulemen$s plus complexes est 

par laser et aussi à 11arriv6e sur le mqrche dtordi~a0eurs tr&s rapides. 

Ce progrès fut induit par un iqt6rêt renforc6 1 1 ) o ~  les pr~blhmes 6ne~g6tiqueç 

et de dispersion des polluants. p6anmoins, toute contribution dans ce domaine 

doit être basée sur le çhoix d1hy-poth&8ea %endan$ & $hu$$ar le su,jst. 



Deux critères peuvent être retenus : 

- origine des fluctuations de maase volumique, 
- configuration de 1 ' écoulement. 
Ainsi dans ce travail : 

* les fluctuations de masse volumique n'ont pour origine que des in4omogénéités 

de composition, Le fluide considéré principelement ~ s t  un mélqnee dl~zote 

et d'hélium dont le rapport des masses volumiques est 6 g 4  à 7 . 

* tous les écoulements considérés ici sont des écgulements de cisaillement 

plans bidimensionnels libres (couche de mélange ou jet ) . 

V I - 2  - NIVEAU DE FERMETURE 

Une des caractéristiques de la recherche en turbulence est qu'il 

n'existe aucun système universel pour prédire des 6coulwents turbulents. 

Pifférentes orientations sont explorées en différe~ts endroits du monde 

scientifique, mais il n'y a aucune raison d'exclure l'une ou l'autre approche. 

Au 86paTt de toute contribution, il est donc nécessaire de faire un choix. 

Le travail, qui fait l'objet de ce mémoire ne concerne que la mod6;lisatiqn 

des corrklations en un point apparaissant dans les équations moyennes du 

moyvement turbulent. Deux niveaux différents de fermeture sont envisageables, 

toutefois le premier sera seul considéré dans cette thèse. 

- fermeture au premier ordre (souvent fermeture à deux paramètres). 

- fermeture au second ordre (fermeture aux cqntraiptes de Reynolds ) , 
Au niveau de fermeture au premier ordre, les quantités du second orare 

(par exemple les contraintes de Reynolds) sont exprimées en ternies de vgleurs 

moycsnes rlea variables primitives (vitesse ou concentration) ail rpgyen d'ync 

loi 4u type gradient. Le terme de viscosité apparaissant dans une telle loi 

doit e t ~ e  relié aux échelles caractéristiques du mouvement turbulent. Ainsi, 



au minimqm, deux quantités sont nécessaires pour caractériser la turbulence, 

qui soqt des échelles de longueur et de temps. Entre autres combinaisons, 

1'dne~g~;ie cinétique de turbulence, couplée à son taux de dissipation permet 

de dgterminer cornmodemment la viscosité turbulente. Les correilations de la 

vitesse avec un scalaire peuvent être également déterminées de cette façon 

en utilisant en nombre de Schmidt turbulent qui perpiet de représenter des 

taux de diffusion turbulente différents pour la masse et la quantité de 

mouvement. Donc, dans cette classe de modèle de turbuence, deux équations 

doivent être ajoutées aux équations moyennes pour 1g vitesse et la fraction 

massique. De plus trois autres équations pour les fluctuations de masse 

volumique peuvent être ajoutées au système d'équations. 

La fermeture au second ordre consiste en approximant les qvan-tités 

du troisième ordre en termes de grandeurs du second ordre. Ainsi avec les 

6~uations de transport pour les variables primitives, des 6qu@$ions pour les 

moments du second ordre doivent être résolues. Une équation de transport pQur 

le taux de dissipation mécanique de l'énergie cinétique de la turbulence est 

encore nécessaire, ainsi que les trois équations pour le transport des 

corrélations de masses volumiques partielles. Il est utile aussi de résopdre 

des équations de transport pour les corrélations entre la vitesse et la masse 

volumique pour prédire des écoulements soumis à un gradient de pression. 

Pour résumer ces deux approches, le nombre total d'équations de 

transport pour le premier niveau de fermeture est 7, tandis que pow 19 second, 

ce nombre serait 14. 

VI - 3 - RESULTATS 

Avant d'aborder les écoulements à masse volumique varieble, un 

kcoulqment ipcompressible a été décrit par un mod3le de turbulence avec 

femeture au premier ordre. L'approximation de transport par gradient qui 

est habituellement utilisée pour le$ écoulement inco~pressibles est suppos6e 



valide aussi en utilisant des moyennes pondérées (Modèle 1). Puis cette 

approximation est supposée juste, uniquement quand elle est employke avec 

des moyennes conventionnelles. Cela produit une nauvelle forme de l'approximation 

de transport par gradient contenant un terme de gradient de masse volumique 

moyenne (Modèle II). 

Dans les deux cas la qualit6 des prédictions est sqtisfaisante vu le 

manque d'information au sujet des variables prédites telles que fluctuations 

de masse volumique ou corrélations vitesse masse volumique. Yéanmoins quelques 

remarques sont nécessaires. 

A - Statistique 

Pour ce type de fermeture au premier ordre, il est avantageux d'utiliser 

la moyenne pondérée des variables primitives, parce que même dans le cas 

d'écozrlements avec gradient de pression les prédictiogs sont satisfaioankes 

en utilisant une simple hypothèse d'isotropie dans les termes de gradient 

de pression des deux équations du modèle de turbulence. De plus il serait 

difficile de résoudre les équations de transport pour les corrélations 

vi-tesse-masse volumique sans connaitre les composantes du tenseur des contraintes 

de Reynolds. 

Il faut toutefois rappeler que le choix des moyennes pondérées entraîne 

une forme beaucoup plus compliquée pour l'équation de dissipation. Il semble 

que ce soit le prix à payer pour une équation de continuité simplifiée. 

Toutefois, étant donné que l'on se ramène à une forme analogue à lt6quation 

d'énergie de turbulence, cet inconvénient est surmonté. Cette solution est 

gardée comme étant la moins pire, vu le manque d'informations expérimentales 

pour 1 ' équation de dissipation. 



B - Comparaison des résultats. 
Pour t ~ u s  les tests concernant les écoulements à vitesse modérée, 18 

çonclusion première est que la quaLite des résultats est $quivalente. La 

statistique de Favre permet d'utiliser des formes p$vs simples des 6quations 

de tranap~rt, tout particulièrement en ce qui concerne les termes de convection 
- 

où n'apparaissent pas les quantités pl u' etc . , . La vaLeur du nombre de Schmidt 
turbulent qui est utilisée dans les deux modèles s 'accorde pa,rfaitemeqt avec 

les résultats de Rebollo pour les deux configurations possibles de gradient de 

pression, L'usage du terme de gradient de masse volumique (modèle II) dans 

l'ap~roximation de transport par gradient améliore tr8s légèrement les rés~tats, 

mqjs ceLa se paie par l'introduction d'une nouvelle canstaqte a dont la valeur 
P 

est gtrangement élevée ( a = 7 , 3 )  et pour laquelle aucune v6rification si 
P 

ce n'est l'optimisation numérique n'est possible. La derniare s6rie de calculs 

n'?a% pas nui cas test complet comme l es  pr6c6dents mais plutôt une ouverture 

sur un type d'écoulement plus complexe. Le modèle a été conservé tel qu'il est 

utilisé pour l'écoulement de Rebollo. Seules les conditions initiales et aux 

limites ont été adaptées au problème supersonique, et quoique le champ de 

température ne soit pas calculé, la prédiction est tout à fait accept8ble pour 

les grandeurs moyennes. Le champ de vitesse s'accorde parfaitement aux qiesures. 

taux de dispersion est correctement prédit. En effet l'utilisation de 

conditions de Neumann des deux côtés de l'écoulemenk ne permet pas de contrôler 

directement les frontitres du domaine de caïcul. Nésnmoins par la geule 

prescription du gradient de pression et du nombre de Mach, le domaine de calcul 

suit 1s contour de la tuyèrq à 1 % pres. Finalement, les profils de copcentration 

donnent les moins bons résultats quoique la décroissance sur l'axe soit 

c~rrectement décrite. Pour obtenir une complète détermination du modkle pour 

un tel 6cou1.ement, il serait donc nécessaire d'avoir des inr~makions sur la 

turbulence dans la zone de mélange (contraintes de Reynolds, fJuctuations de 



masse volumique etc. . . ) . Ce qui est encore inaccessible pour 1 ' expérimentateur. 

Différentes directions sont suggérées pour des études à venir. 

- Utilisation de ce modèle pour la prédiction d'autres m6langes 
à vitesse modéré (CO2-Air, He-Air, B -NOr ...) pour essayer de mettre en 

2 

évidence l'influence sur le nombre de Schmidt turbulent de diffsrents 

paramètres tels que le rapport des vitesses initiales, celui des masses 

moléculaires etc. . . 
- Utilisation d'un modèle semblable pour prédire le transfert de 

ch8leur plutôt que de masse (air chaud-air froid, par exemple). 

- Elaboration complète d'un modèle (k-E) pour écoulements compressi'bles 

- Passage à une fermeture au second ordre pour la prédiction des 

6coulements de mélange déjà cités. 



Dans l e s  équations instantanées d'un écoulement compressible, 

l a  dérivée pa r t i cu l a i r e  ou lagrangienne a l a  forme générale : (avec v l e s  k 

composantes de l a  v i t e s se  e t  ( t ou t e  var iab le  dépendante transportable 

t e l l e  que v i t e s se ,  f rac t ion  massique, enthalpie e t c . . . ) .  

Dans c e t t e  annexe, nous verrons combien de termes seront produits gar l e s  

deux d i f fé ren tes  méthodes de moyenne (conventionnelle e t  pondérée). Dans 

l e s  deux cas ,  nous considérons l e  nombre de termes pqur 1@ p a r t i e  moyenne 

e t  l a  f luctuat ion.  Cette dernière  e s t  l a  di f fsrence en t r e  l a  valeur 

instantanée e t  l a  valeur moyenne e t  s a  valeur moyenne d o i t  ê t r e  nu l le .  

- 
1 - Moyenne conventionnelle pour l a  masse volumique -+ p  = p  + p '  

- 
1 . A  - Moyenne conventionnelle pour l a  v i t esse  -+ v = v + v '  

k k k  

- 
1-A.l - Moyenne conventionnelle pour 4 -t ( = ( + 4 '  

-t 2 termes 

- 
a - -  - -  -- a ;, $ + p l ( '  Vk + p '  v; ( + p  v; V I  + 4 termes ax ( P  vk 4 = - 
k a% 



Pour la fluctuation il reste donc a [ p(-p+ -1 +< kvkP--] 

P vi O' - P V; + P vk + P $ + p i  vk 4 )  -> 9 termes 

'L 
I-A.2 - 14oyenne pondérée pour I$ = 4 + $" 

p$=plQ; + p @I1 + pl? + p'$" 

+- 2 termes 

'L 
+ p' v' k - - 3 )  + 7 termes 

'L I.B - Moyenne pondérée pour la vitesse 
vk 5% 5; 

- 
14ayenne conventionnelle pour 4 -+ I$ = 4 + 4 '  



'-b 
1-B. 2 - Masse pondér6e pour 4 + 4 4 + 4" 

+ 2 termes 



- 
II-A. Moyenne conventionnelle pour la vitesse vk y + v' 

k -  k 

2, 
II - Moyenne pondérée pour la masse volumique p  = p +  p "  

- 
II-A.1. Moyenne conventionnelle pour ( -+ ( = ( + r$' 

- 
pQ) 5 ;  6 + p f t  ( +; ( ' + p f '  (' 

-+ 3 ternes 
a a 
jjj' ( ~ 4 )  = (;;S + l + P T ' $ ' )  

% - -  - - -  - - - - - a ( p  ( vk + p "  ( vk + p w ( i  v, + p "  v; ( + p ( '  vl;) + 5 termes 

a a % - %t ( -  = %  - if + $ t + p f f  - ' p )  + 5 termes 

% - - -- 
+ P ( ~ 1 ;  + p" V; ( - pl' Y; 4 + P ( '  vl; - p ( '  v;) + 10 termes 

2, 
II-A.2. Moyenne pondérée pour I$ -t ) = ( + ( "  

2, 2, 2, 2, 

p( = p  ( + pl' ( + p  4:' + 4" 

+ 2 termes 



+ 4 termes 

* 3 ternies 

'L - 'lJ + ~i ( - V I  
k 

4 + p  ('l v 1  - p ( l t  Y;) 
k + 8 tenpes 

'L 
II-B. Moyenne pondérée pour la vitesse vk = 

- 
II-B.1. Moyenne conventionnelle pour ( + ( = ( + 4 '  

'L - 
p + = p  O$ + pt t  $ + ;) 4 '  + p "  ( ' 

+ 3 termes 

-t k Cemes 
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'L 
II-B.2. Masse pondérée pour 4 -t 4 = 4 + 4" 

' b 2 ,  
p$ = p 4 + $' + ; O"+ 4" 

'L'L 'L 'L'L QJ 2, 'L ?, 'L 'L 'l* 
v k (  5 P vk 4 + p V v  6 + p v;: 6 + p M ~ ; ; (  + p vk $" + pftvk 6 " t p  v;(" 

-tt" a(S)  a% = &  + p 4 )  
-t 2 termes 

a QJ 'II - 'L a ( P V  $ ' + p W V k +  + p ~ ; ; $ ~ ~ )  - ( P  vk 4 )  = - 
k -t 3 termes 

axk axk 

a 2 , -  2, 

a t  -t 3 termes 

a 2, 2, % 2, - ( P  vk 6 - p v k  6 )  = -  
a\ 

+ p V; 6" - p v;; 6") -+ 6 termes 

III - Résum6 de l a  p a r t i e  convective 

Tableau 1 - nombre de termes de l a  dérivée pa r t i cu l a i r e ,  

P a r t i e  .moyenne f luctuat ion 

a - a - a - a - 
a t axk a t 

- axk 

6 2 4 4 9 - 
v 
k 

3 1 3 2 7 
- - - 

P 4 2 3 4 
'L 

7 
v k QJ 

$ 1 2 2 5 

- 3 3 5 5 10 
v 
k 

2i 9 2 5 3 8 
P - 

'L 4 3 4 5 8 
v k 'L 

cP 2 3 3 6 



Le tableau 1 résume toutes les combinaisons possibles pour la 

partie convective des équations. Ces résultats sont donnés sans préciser 

k qui est un indice de sommation pour les dérivées spatiales. Donc, le 

nombre exact de termes pour ces termes est k x n avec k le nombre de 
d 

dimepsians de l'écoulement et n le nombre donné par le tableau I. 

IV - Partie diffusive des équations d'écoulement compressible. 
Sous forme instantanée, le terme de diffusion est - 

Supposons que r (viscosité) est constant et appliquons maintenant 

la m&ne décomposition formelle que pour la partie convective. &es deux 

quantités à considérer sont maintenant p et x .  
a% 

-+ 2 termes 

+ 3 termes 



-+ 2 termes 

-+ 3 termes 

-+ 3 termes 

-+ 5 termes 

+ 3 termes 



Tableau II - Nombre de termes de l a  pa r t i e  d i f fus ive .  

V - Terme source 

C e  terme s ' é c r i r a  p .  9 dans l a  forme i n s t a n ~ n é e .  51 faut 

- 
P 

'b 
P 

tou te fo i s  noter que i c i  9 peut ê t r e  une var iab le  dépendante ou une 

p a r t i e  moyenne 

2 

2 

3 

3 

- 
9 

'b 
6 

- 
9 

'b 

9 

combinaison de var iables .  

f luctuat ion 

3 

3 

5 

4 

De même que pour l a  p a r t i e  d i f fus ive ,  quatre combinaisons 

sont possibles.  

-t 2 termes 

- 
( p + - Z )  = p t  T + p 4 ,  + P '  O '  - ~ ' 4 ~  -+ 4 termes 

-t 1 terme 

-t 2 termes 



Tsble III - Nombre de termes de la partie source/puit. 

Les tableaux 1, II et III résment les différentes contributions des 

termes de l'équation générale de transport. La même étude est maintenant 

- 
P 

'L 
P 

faite pour 1 ' équation de continuité. 

VI - Equation de conservation de la masse 

* 

partie moyenne 

2 

1 

3 

2 

- 
9 

3 
- 
9 

' 3 

La forme compressible instantange de cette équation est rappelée 

ici 

Fluctuation 

4 

2 

5 

3 
- 



D e  nouveau, quatre combinaisons sont possibles.  On remarque que 

l ' o n  a une forme identique à c e l l e  du paragraphe précédent en remplaçane- 

@ par vk . Les r é s u l t a t s  seront donc identiques à ceux du tableau III, 

mul t ip l iés  par kd l e  nombre de dimension de l'écoulement considéré. 


