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INTRODUCTTION.

La cohomologie feuilletée a &té introduite il y a une
vingtaine d'années par Reinﬁart. C'est Vaisman [}4] qui en a donné
une formalisation en montrant l'existence d'une résolution fine du
faisceau ¢p des germes de p-formes feuilletées 3 1'aide des formes

de type (p,q).
Jusqu'id trés récemment,

i) On ne disposait pratiquement d'aucun calcul explicite &
part celui du tore muni du feuilletage en droites qui a été fait par
Heitsch [3] dans le cadre des déformations infinitésimales des

feuilletages et par Roger [li] dans le cas général de la cohomologie

de type (p,q).

ii) On n'en connaissait guére d'interprétation de type

géométrique.

Dans ce travail nous établissons quelques régles de calcul
analogues @ celles de la cohomologie réelle, et nous donnons des calculs
de Hl de quelques exemples représentatifs de feuilletages de
codimension un. Nous donnons un début d'interprétation de cette cohomo~-
logie, en la reliant & 1'holonomie linéaire pour un feuilletage de

codimension un transversalement orientable.

Notre démarche est la suivante. Les chapitres I et II donnent
quelques rappels de théorie de la cohomologie & valeurs dans un faisceau

et introduisent la cohomologie de type (p,q) d'une variété feuilletée.
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Dans le chapitre III nous montrons 1'invariance de cette cohomologie

par homotopie intégrable et un théoréme du type Mayer - Vietoris. Dans
le chapitre IV nous donnons quelques exemples de calculs de Hl pour
certains feuilletages de codimension un. Dans le chapitre V nous donnons
une interprétation de la cohomologie feuilletée en reliant le Hl a
1'honomie linéaire du feuilletage. Dans le chapitre VI nous montrons

que le feuilletage en cylindres et plans Dﬂ sur les fibrés hyperboliques
Tz n'a pas de déformation infinitésimale en calculant son premier
groupe de cohomologie 3 valeurs dans le faisceau des germes des champs
de vecteurs feuillet&s [15]. Enfin dans le chapitre VII nous donnons

une généralisation de cette cohomologie en introduisant une cohomologie

de type (p,q) des courants sur une variété feuilletée analogue i celle

oo
des formes C .




CHAPITRE 1

RAPPELS.

Ce chapitre est un ensemble de rappels de toutes les notions
dont on aura besoin dans la suite. Il fait référence au livre

de Vaisman [14] .

A - PREFAISCEAUX - FAISCEAUX.

Déginition I-A-1.- Un préfaisceau P de modules sur un

espace topologique X est la donnée pour chaque ouvert U de X d'un

module P(U) et pour chaque paire d'ouverts U CV d'un morphisme de

restriction :
\'
ry P(V) —— P(U)
tel que :
. u .
i) pour tout ouvert U de X : rU = 1dU .
.. . w_ .V W
ii) si U CVCW alors rU—rU - Ty o

L'espace X est appelé la base du préfaisceau. Un &lément de P(U)

est appelé une section de P au-dessus de U.

Exemple 1-A-2.- Pour tout ouvert U de X on note C(U)
1'ensemble des fonctions continues de U dans R et pour UCV ,

\ . . . s
ry 1'application de restriction :




rg : C(V) —— C(U)

f — flU

I1 est clair qu'on obtient sur X un préfaisceau de modules.

Déginition 1-A-3.- Un faisceau F de modules sur X est un

préfaisceau de modules sur X qui vérifie en plus les propriétés

suivantes :

i) Soient U wun ouvert de X et (Ui)iEI un recouvrement
ouvert de U. Si s, et 8, sont deux sections au~dessus de U telles
que pour tout 1 de I Sl[U. = SZIU. alors s, = S, -

i i
ii) Soit s. € F(U,) ou (U.). est une famille d'ouverts
1 1 171€el

de X. Si SiIUi n Uj = stUi n Uj alors il existe une section s

au-dessus de U = Iﬁ_ telle que SI =5, .

iel u, 1

Pour tout x € X , la limite inductive Fx = lim F(U)
xea

est un module que 1'on appelle la fibre au-dessus de X.

Deginition 1-A-4.- Soient F et F' deux faisceaux de

modules sur X. Un homomorphisme de F dans F' est la donnée pour

chaque ouvert U de X d'un homomorphisme ﬁU de F(U) dans F'(U)

tel que si UCV le diagramme :

F(V) > F' (V)

v v

Ty Ty

F(U) — F'(U)
'ITU ]

commute,




si ¢

est un isomorphisme de faisceaux.

y estun isomorphisme pour tout U, on dira que

Soient f wune application continue d'un espace topologique X
dans un espace topologique Y et F un faisceau sur X. On définit

un faisceau fF sur Y en posant pour tout U, ouvert de Y :
EF(U) = F(E ' (U)) .

Le faisceau fF est appelé 1'image directe de F par l'application f.

Déginition 1-A-5.- Soit X un espace topologique séparé
et paracompact. Un faisceau F de modules sur X est fin si pour
tout recouvrement (Ui)iel localement fini de X, il existe des

endomorphismes hi : F>F tels que :

i) ] h, =id
iel

ii) 1le support de hi,supp hi = {x e X | hi(Fx) # 0} est

inclus dans Ui'

B - COHOMOLOGIE A VALEURS DANS UN FAISCEAU.

Soit F wun faisceau de modules sur un espace topologique
X qu'on supposera séparé et paracompact. Soit (Ui)i = U un recouvrement

ouvert de X. On pose :

Alors {Zq} est un complexe simplicial appelé le nerf du recouvrement U,




Posons :

Fw,r = 11 F(Ug )
S € q
G

et soit p, ¢ Cq(U,F) — F(US )} la projection de Cq(U,F) sur le

q q
facteur F(Usq). Pour Sq+l = (so,...,sq+]) on pose
S;+] = (so,...,Qi,...,sq+1) et on considére 1'homomorphisme :
Ui
9 i S +1
Dty e s U —— Ry )
i=0 sq+l q+l q+l

On définit donc un homomorphisme unique :

5 ¢+ ¢l — ¢,

qui vérifie 62 = 0.

Si on pose C(U,F) = (Cq(U,F),ﬁ), on a un complexe de cochaines
qui donne lieu & une théorie de cohomologie H*(U,F) qu'on appelle

la cohomologie de X & valeurs dans F et relative au recouvrement U.

Soit V= (Vj)jeJ un recouvrement ouvert de X plus fin

que U. On obtient un homomorphisme :
cl,Fry —— c(,m)
qui induit un homomorphisme :
W, r) —— 13, r)

D2 ginition I-B-1.- La limite inductive de Hq(U,F) sur

les recouvrements de plus en plus fins de X est appelée le qeme

module de cohomologie de X 3 valeurs dans F. On le note Hq(X,F).




Tout homomorphisme de faisceaux ¢ : F > F' induit des
homomorphismes $*q : Hq(X,F) > Hq(X,F'). Si 0 est un isomorphisme,

* . .
¥'? est un isomorphisme.

Soit f une application continue de X dans un espace

topologique Y. Alors f induit des homomorphismes :

£*4 . gy, fF) — HY(X,F)

C - THEOREMES FONDAMENTAUX.

Soient X un espace séparé et paracompact et F un faisceau

sur X.

Théondme 1-C-1.- Si F est fin alors HY(X,F) = 0 pour

Déginition 1-C-2.- On appelle résolution de F une suite
exacte de faisceaux et d'homomorphismes :

, h h
0 — F —= F_ O F, —F, — ... (1)

1 2

o
"

telle que Hq(X,Fa) =0 pour o 20 et q 21 (2)

Theoneme de de Rham 1-C-3.- Soit X un espace topologique

séparé et paracompact. Soient F un faisceau de modules sur X et p

~

une résolution de F. Considérons le complexe K = (F(X,Fa), h:) ol

#*

F(X,Fa) désigne le module des sections globales de F et ha

1'homomorphisme induit par ha' Alors on a :

1, r) = 1% .




Démonstrhation : De la suite (1) on déduit la suite exacte :

0 — ker ha — Fa — ker ha+] — 0 (3)

pour o 2 0. A cette suite on associe la suite exacte longue de

cohomologie.
i i i i+l
. > B (X,ker hq) - H (X’Fa) - H (X, ,ker ha+1) > H (X,ker ha) > ... (4)
En utilisant la relation (2) on obtient :
i+1 i .
H (X,ker h ) = H(X,ker h ,.) pour i 321 et o 320 (5)
o a+l
En particulier pour o =0 on a :
. i+l i
i) H (X,ker ho) = H (X,ker h]) .
En itérant on obtient :
(%, ker h) = u' (X, ker h,) (6)

Par exactitude de la suite (1) on a ker ho =F ; d'ot :

Hl+l(X,F) = Hl(X,ker hi) pour 1 2 0 (7

ii) Pour o =1 > 0 on a une suite exacte :

0

> ker h, > F, » ker h. — 0 .
1 i 1+]

Les premiers six termes de la suite exacte longue de cohomologie

qui lui est associée sont

*
h.
0 > Ho(X,ker h) > K°(X,F,) 1 B*(X,ker h,, ) - ! (%, ker h,) > 0 (8)
o 1O (X, ker heyp) .
On en déduit 1'isomorphisme H (X,ker hi) = : (9)

Im h?
i




En définitive les suites (7), (8) et (9) donnent :

i+l * *
H  (X,F) = ker hi+1 / Im hi . (10)
ker h*
Finalement on a : Hq(X,F) = i
*
Im h
q-1
Pour q =0 on a HO(X,F) =TX,FD. B




CHAPITRE 11

COHOMOLOGIE DES VARIETES FEUILLETEES.,

Soit V wune vari@té riemannienne de dimension n + m munie

d'un feuilletage F de codimension n et de classe C. [?4] .

A - FORMES DIFFERENTIELLES DE TYPE (p,q).

En chaque point x de V, TX(F) et Nx(F) désignent
1'espace tangent et 1'espace normal & la feuille passant par x.

On a :
Tx(V) = TX(F) & NX(F)

Deginition T1-A-1.- Une forme différentielle w est dite
de type (p,q) si elle est de degré r = p + q et si pour tout

r-uple de vecteurs ) = (X "Xr) on a :

T

"Xr) =0 sauf si q vecteurs de |

sont tangents 3 F et p vecteurs de ) sont normaux a F.

On vérifie facilement que toute forme différentielle de
degré r s'écrit de fagon unique comme somme de formes différentielles
de type (p,q) oi p+q=r1r. D'od :
A" = @ AP
p+q=r
AP»4

oii A" est l'espace des r-formes différentielles et

1'espace des (p,q) formes.




Lemme TI-A-2.- La différentielle extérieure d'une forme de
type (p,q) se décompose en la somme de trois formes respectivement

de types (p,q+l) , (p+l, q) et (p+2, g-1).

Démonsthation : Soit w wune forme différentielle de type

(p,q). Sa différentielle extérieure dw est une forme de degré p+q+l

définie par :

p+§+] i+l -
dw(X],...,Xp+q+]) = L (-1) xi w(xl,...,xi,...,xp+q+])
_pyit] Rk
+ 1§j ( ]) U)([Xisxj]s x19'*°9xi"",st"'axp+q+])

Les seules composantes non nulles de d sont de type

(p,q+1), (p+l,q) et (p+2,q-1). En effet :

i) Les premiers termes donnent deux types de composantes :
pour Xi tangent au feuilletage on obtient une composante de type

(p,q+!) et pour Xi normal au feuilletage on obtient une composante

de type (p+l,q).
ii) Les deuxiémes termes donnent trois types de composantes :
- Pour X, et Xj tangents 4 F, le crochet est aussi tangent 4 F
d'aprés le théoréme de Frobenius et on a une composante de type (p,q+!).

- Pour Xi et Xj normaux & F, en chaque point on peut décomposer

[X.,Xj] sous forme X!. + X?. odl X!. est tangent 3 F et X?.
i ij ij ij ij

est normal & F. Ce qui donne une composante de type (p+2,q-1) et

une composante de type (p+l,q).
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-~ Pour Xi tangent 3 F et Xj normal & F, on décompose comme
précédemment Eki,xjj et on obtient une composante de type (p+l,q)

et une composante de type (p,q+l).

La différentielle extérieure se décompose donc en la somme

de trois opérateurs dOl s dlo et d2 -1 respectivement de types
b

(0,1), (1,0) et (2,-1). Nous serons intéressés par l'opérateur dol

qu'on note dF'

Lemme 11-A-3.- L'opérateur dp-satisfait aux propriétés :

i) dp(ahB) =d.alhB+ (-1)des® alhdg 8.
i1) d§ 0.

L'opérateur dp est appelé la différentielle extérieure

feuilletée.

Démonstrhation : On a d = dF + d]’0+ dz,_]

D'oi d(o A B) = dF(a AB) + dlea A B) + dz,_](a A B). D'autre

dego

part d(a A B) =da A B + (~1) o A dB. En identifiant les

composantes de méme type on obtient la relation (i).
Par ailleurs de d2 = 0 on déduit :

2 2
dp + (dy g+ dpdy  +dy o dp) + (dp d) o+ G o dp)

*ldygdy *dy ;49 =0

Dans cette somme 1'opérateur d% est le seul de type (0,2). Il

est donc nécessairement nul. Ce qui démontre (ii).
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Deginition 11-A-4.- Une forme w de type (p,q) est dite
dF—fermée 51 de = 0, Elle dite dF—exacte s'il existe une forme B

de type (p,q-1) telle que w = dFB'

B - THEOREME DE DE RAHM POUR LES VARIETES FEUILLETEES.

Définition 11-B-1.~- Une p-forme différentielle o sur V

est dite feuilletée si elle est de type (p,0) et vérifie dFa = 0,
Pour p = 0 on a une fonction feuilletée.
Lemme I11-B-2Z.- Soit w wune forme différentielle de type
(p,q) avec q > 1 et telle que de = 0. Alors pour tout point X

dans V il existe un voisinage U de X et une forme 8 de type

(p,q-1) définie dans U telle que w = dFB .

Demonsthation : Au voisinage de x, on peut trouver un

systéme de coordonnées locales (xl,...,xn,yl,...,ym) telles que

le feuilletage F soit défini par les équations dxi =0 oi

i=0,...,n et w s'Bcrit :

| a b1 b
w=1]w dx " A ... AdxPpady A ... Ady 9.

La démonstration se fera par récurrence sur l'entier k qui est défini

ar la condition que l'écriture précédente ne contient pas les
q P

termes dxk+] se sy ax"

b b
. 1
i) Pour k=0 ona w=) wy oy dy A ... Ady 9

1 q

et donc de = dw = 0. Par le lemme de Poincaré usuel, il existe
un voisinage U de x et une forme B définie sur U telle que
w = dB. La forme B8 est de type (0,q-1), la forme w est de type

(0,q) on en déduit que w = drB.
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ii) Supposons donc que le théoréme est vrai pour k < h
et soit w de type (p,q) telle que son &criture locale ne contient
pas les termes dxh+l seses dxn . 0na w-= dxh AX+pyp o A et y
sont des formes dont 1'écriture locale ne contient pas dx ,..., dx".
Alors de = - dxh A dFA + dFu et dFk = 0 entralne dFA =0
et dFu = 0. Il existe donc ¢ de type (p,q-1) et 1t de type

(p~-1,q-1) telles que u = dFo et A = dFT.

On obtient finalement que w = dF (dxh At+0). B

On note P 1le faisceau des germes des p-formes différentielles
feuilletées sur V et AP? 1e faisceau des germes des formes

différentielles de type (p,q) sur V.
Lemme 11-B-3.- Le faisceau APY est fin.

Démonstrhation : Soit (Ui)ieI un recouvrement ouvert

localement fini de V et soit (lﬂi)ieI une partition de 1'unité

différentiable associée & (Ui)iel' On définit :

h, : AP9 ., P4 avec hy [w] = wim].

APq

Alors hi est un endomorphisme de et on a @

igl bilw] = 1 [9;u]

leI

[. Z ‘pi“’]

1el

[(’Z ﬁi)ua
iel

[v]

1

On en déduit Z hi = id ce qui aché&ve la démonstration.
iel
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Théongme 11-B-4. (de Rham) [14].-

o 9

. 1
La suite 0 — oP —— APOY T, APs% . o5t exacte en
raison de la caractérisation des p-formes feuilletées, de la relation
d% =0 et du lemme II-B-2. C'est donc une résolution fine du faisceau oPF.

on a donc le théoréme :

Théoneme. -

ker(qu _— Ap’q+1)

nlqv, oFy = -
Im(Ap’q > Ap’q)

Le groupe Hq(X,Qp) est appelé le groupe de cohomologie de type (p,q)

de la variété feuilletée (V,F). Pour p = O on appellera Hq(X,¢o)

le groupe de cohomologie feuilletée de la variété (V,F).

Pour q >m on a évidemment Hq(V,®p) = 0,
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CHAPITRE 111

PROPRIETES DE LA COMOMOLOGIE DE TYPE (p,q).

Contrairement & la cohomologie réelle, la cohomologie de
type (p,q) n'est pas invariante par homotopie méme si cette homotopie
préserve le feuilletage. Cependant nous allons montrer que cette
cohomologie est un invariant d'un type d'homotopie qu'on appelle

homotopie intégrable.

Nous montrerons aussi un théoréme du type Mayer-Vietoris
lorsqu'on coupe la variété feuilletée par une sous-variété de codimension

un normale au feuilletage.

A - INVARTANCE PAR HOMOTOPIE INTEGRABLE.

Soient (V,F) et (V',F') deux variétés riemanniennes
feuilletées. Une application f de V dans V' préserve les feuilletages

F et F' si elle envoie chaque feuille de F dans une feuille de F'.

Déginition 111-A-2.- Soient £ et g deux applications

différentiables de (V,F) dans (V',F'). Une homotopie intégrable

de f 3 g est une application H différentiable de (V xR, F x R)
dans (V',F') préservant les feuilletages F xR et F' et

telle que H( ,t) =f pour t £ 0 et H( ,t) =g pour t 3 1,

Déginition 111-A-3.- Les variétés feuilletées (V,F) et
(V',F') ont méme type d'homotopie intégrable s'il existe une application
f de V dans V' et une application g de V' dans V et des homotopies

intégrables respectivement de f o g & idv, et de gof a idV .
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On munit V x R du feuilletage F x R. Alors pour tout

t eR:
J : V—V xR
x — (x,t)

est une injection de la variété feuilletée V dans la variété

feuilletée V x R.

Proposition 111-A-4.- Soit APP* - ) AP | 11 existe
q

une application linéaire :
K : AP x R) — AP (V)
vérifiant i) K(Ap’q(V xR)C AP,Q‘I (V)

(o}

ii) d oK+ Ko dg = JT N

Démonstnation : La construction de K se fera comme

dans le cas usuel.

a) modé&le local V = R™ x R™ feuilletée par les plans

{6} x R™ On pose :

Kf =0 si f est une fonction différentiable .

Ko =0 si o=adx, A ... Adx, Ady. A ... A dy.
i i 3y i
P q
1
KB = (J b dt) dxi A oo A dx:.L A dyj A ..o A dyj
o} 1 P 1 q-1
g = b dt A dxi Ao A dxi A dyj Ao A dyj .
1 P 1 q-1

I1 est clair qu'on a k(AP (v x R)) C APQ‘I(V)

Par ailleurs on a :

si




- 16 -

I
*) d. KE +Kd, £f=| 2Lae=f£0) - £(0) c'est-a-dire :
F F 0 at

* *
dF Kf + K dF f = (Jl - Jo) f .

*%) dF Ko = 0
I d
et K dF o = (J 22 4t) dxi A ... A dxi Ady, A ... Ady.
0 ot 1 P ! ' Jq
*
=J, -J

*x%) Finalement JTB - J:B =0 et

i
d: K8 = ) (J 3 4ey dy, A dx; A ... Adx, Ady, A ...Ady,
Isjsm Y0 3y, J 1 W N Jg-1
I ab
Kd 8=~ ] (J 22 dt) dy, Adx, A ... Adx, Ady, A ...A dy,
1gi< 3 J L ! 3 Jq-1
sSism o YJ p q
* *
ona: KdgB+d Ke= (I -5

b) Nous allons globaliser le résultat précédent. Si h est
un difféomorphisme préservant le feuilletage de V = R® x R" on a

K(k*y) h*K(y) ot k est le difféomorphisme de V x R défini par

L]

k(x,t) (h(x),t) et qui préserve le feuilletage de V x R.

On suppose que V est une variété feuilletée définie par un

atlas (Ui’hi) tel que :

i) (U,) est un recouvrement ouvert localement fini

i’iel

de V.

. ‘s . +
ii) hi est un difféomorphisme de Ui sur RO
iii) Les changements de cartes sont des difféomorphismes

de R" x R™ préservant le feuilletage {6} x R™ .




-17 -

La famille (Ui x R, ki)ieI oil ki(x,t) = (hi(x),t)
est un atlas définissant le feuilletage de V x R. Soit (\J?i)iel

une partition différentiable de l'unité subordonnée au recouvrement

(U.) . La famille (Wi).

iel ier ° Wi(x,t) = @i(x) est une partition

i
de 1'unité subordonnée au recouvrement (Ui X R)iFI .
On pose :
- * -1 %
K@ = ] h K[k ¥ o
1el

On a alors :

i) RAPIW x R))c AP2 97N (vy
i) d R(a) + K dr(a) = igl a E(\pi a) + K dp(¥; o)

% -1 % * -1
= iEI‘hi dF K(ki ) (wi a) + hi K dF(ki ) (wi a)

=T -y a= T -5
, il o i 1 o
1el

ce qui achéve la démonstration.

Remarquons que toute application de (V,F) dans (V',F')
préservant les feuilletages induit un homomorphisme en cohomologie

de type (p,q).

Proposition 111-A-5.- Soient f et g deux applications
différentiables de (V,F) dans (V',F') préservant les feuilletages
F et F'. S'il existe une homotopie intégrable de f & g alors

f et g induisent le méme homomorphisme en cohomologie de type (p,q).

Démonstration : Si H : VxR > V' est une homotopie

intégrable de f & g ona Ho J0 =f et HolJ, =g. Si a est

une forme de type (p,q) et dp fermée sur V' on a :
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> e - 5.
1 0

* *
go-fo

d; K@E* o) + K dF(H* a)

%
dF K(H o) .

* * .
Les formes g a et f o sont donc cohomologues. Ce qui donne le

résultat annoncé.

Conollaine 111-A-6.- Si (V,F) et (V',F') ont méme type
d'homotopie intégrable alors elles ont des groupes de cohomologie de

type (p,q) isomorphes.

Déginition 111-A-7.- Soit We V une sous-variété de V

transverse & F munie du feuilletage Fl . On dira qu'une application :

W

r: V— W

est une rétraction par déformation intégrable si :
i) r est une rétraction par déformation,
ii) 1la restriction de r & chaque feuille F de F est

une rétraction par déformation de F sur F N W,

Conollaine 1I1-A-8.- Si W est un rétracte par déformation

intégrable de V alors V et W ont mémes groupes de cohomologie

de type (p,q).

B - THEOREME DE MAYER-VIETORIS.

(Soient V,F) une variété feuilletée et M et N deux

sous~-variétés fermées de V telles que :
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i) MUN=V .
ii) Et oM = 3N est transverse & F.

Alors ona K=MNN= 3 = 3N qui sont munis respectivement de

feuilletages FK . FM et FN .

On a un diagramme de variétés et d'applications feuilletées

qui est commutatif :

M NN < — N
1

M < - V

Soient A et u les applications :

Az AP* ) —— AP * ) @ AP ()

% J*
w (1 w,~ j w

wos AP e AP —— AP ()

(a,B) — k'o + £%8

Lemme 111-B-1.- La suite :
0 — AP *(v) — AP () ® AP F () — AP F(R) — 0 (1)

est exacte.

Démonstruation :

a) A est injective car si (i*w , - j*w) = (0,0) , w

est évidemment nulle.

Si (a,B) e ImX ona: a=1w et B==-3uw.
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* *
D'od ko + £ B =0 et par conséquent (o,B) € ker u. De méme si

* * . \ .
(0,8) e ker 1t ona ka+ £ 8 =0 et par conséquent il existe une

L ® % s s
iw et B=-3jw; c'est-d-dire

forme w sur V telle que a

(a,B) € Im A. Finalement Im A = ker u.

L}

b) Montrons que u est surjective. Soient <y une forme
de type (p,q) sur K et Y, une (p,q) forme sur K x [}1, ]]

ol [;1, + 1] est tangent a FK x [}I, +4], définie par :

YI(X,t) = y(x) .

. - N [+s]
Considérons une fonction C  {(x,t) sur K x [-1, +i],
ne dépendant que de t, nulle sur un voisinage du bord et vérifiant

f#(x,0) = 1. Posons Yy = J Yy - En prolongeant Y, Par la forme

nulle, on obtient un &lément ? € Ap’q(M) ) Ap’q(N) telle que : ? R =Y

Théondme 111-B~2.- On a une suite exacte :

0 — Ho(v,oP) — H°(M,6P) @ HO(N,sP) — HO(K,$P) — 1 (v, eP) — ..

Cette suite est exactement la suite exacte longue de cohomologie associée

4 la suite exacte (1).

. (2)
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CHAPITRE 1V

EXEMPLES DE CALCULS DE COHOMOLOGIE FEUILLETEE.

Dans la suite nous nous intéresserons uniquement au cas
oi p =0, c'est & la cohomologie & valeurs dans le faisceau ® des
germes des fonctions constantes sur les feuilles que nous avons appelée

la cohomologie feuilletée.

Rappelons (cf. th. I-C-3) que le groupe HO(V,Q) est 1'espace
des fonctions constantes sur les feuilles (on suppose que V est connexe).

Par conséquent on a :
i) Si V/F est une variété on a HO(V,Q) = Cm(V/F).

ii) Si V est compacte, toute feuille contient un minimal
dans son adhérence et on a donc : HO(V,Q) est 1l'espace des fonctions

constantes sur les minimaux.

A - EXEMPLES SIMPLES.

Exemple IV-A-T.- Soit V =R x R dont les feuilles sont

les droites {x} x R. On a HO(V,Q) CP(R) .

Pour calculer HI(V,Q) considérons une (0,1) forme
w = f(x,y) dy od f est une fonction ¢’ en x et y. La forme w
est nécessairement dF—fermée car elle est de degré maximum sur les
feuilles. Elle est dF—exacte s'il existe une fonction h, c et

telle que :
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~—=f ., On a donc h(x,y)

y
J‘ f(x,t) dt + K(x)
o

D'ot H'(V,0) = O.

$1 x $l muni du feuilletage

Exemple TV-A-2.- Soit V
produit i.e. dont les feuilles sont {x} x $1 . On calcule Hl(V,Q)
de la méme fagon que précédemment sauf que f et h doivent &tre
périodiques. Ce qui donne la relation :

1
J f(x,t) dt = 0 .

o

Nous en déduisons que les formes w = f(x,y) dy telles
que f est une constante non nulle en y n'admettent pas de primitive

au sens de la différentielle dF‘ Par conséquent Hl(V,Q) = Cw(sl).

B - PRODUIT DE DEUX VARIETES.

On remarque que le groupe Hq(V,¢) n'est rien d'autre que
le groupe de cohomologie réelle de la feuille type tensorisé par
1'espace des fonctions différentiables sur la transversale. Nous allons

montrer que c'est toujours vrai dans le cas d'un produit.

Proposition TV-B-1.- Soient F et T deux variétés
différentiables et posons V = T x F munies du feuilletage dont les

feuilles sont les variétés {x} x F. Alors :
1(wv,s) = 84@E,R) & C7(T) .

Démonstration : Considérons 1'application :
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et U un ouvert de F. On a p-l(U) = T x U. La cohomologie feuilletée

étant invariante par rétraction intégrable on a :

Lig B (W), o = 1l(1,9)

—_——

yeU

D'aprés le théoréme de Leray [3] on a une suite spectrale
qu = Hp(F, Hq(T,Q)) qui converge vers la cohomologie de V & valeurs

dans le faisceau .

Le feuilletage induit sur T est un feuilletage par points.

On a donc Hq(T,¢) =0 pour q # 0 et HO(T,Q) = Cm(T). Par

£Pd

est
2

= 0 pour q # 0. La suite spectrale

conséquent qu

donc dégénérée. Ceci donne :
H(V,8) = H™(F,C(T))
L'action de n](F) sur Hn(F,Cw(T)) étant triviale on a :

1 (v,e) = H"(F,R) @ C™(T)

2

C - TORE T° MUNT DU FEUILLETAGE LINEAIRE.

On considére le tore T2 muni du feuilletage linéaire
de pente a. Le calcul de sa cohomologie a &té aussi donné par Heitsch [5]
dans le cadre des déformations infinitésimales des feuilletages et

par Roger [lﬂ dans le cas de la cohomologie de type (p,q).

Définition 1V-C-1.- Soit a un nombre réel irrationnel.

i) o est un nombre de Liouville, si pour tout entier s 3 |

il existe des entiers m et n tels que :

m + anl <

In]®
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ii) Si o n'est pas de Liouville, on dit alors qu'il vérifie

une condition diophantienne ; il existe un entier s 2 1 et A réel
A

strictement positif vérifiant |m + an| > — -
(lm| + [n])

On rappelle que HO(V,¢) est l'espace des fonctions
différentiables constantes sur les feuilles. Par conséquent on a :

. 0,2 o .

i) H(T ,Qa) =C(8) si aeq.

. 0,.2 .
ii) H (T ,@a) =R si ad Q.

1,2 ‘ 2
Pour H (T ,@a) on a le résultat

Théoneme 1V-C-2.-
. . 1, 2 o ]
i) S8i ae®, ona H (T ,Qa) =C (%) .

ii) Si a ¢ Qon a :

R si o vérifie une condition diophantienne.
1,2
H (T, ¢a) =

Un espace de dimension infinie si o est un

nombre de Liouville.

- . 2 ..
Démonstrhation : Toute forme sur T° s'écrit comme forme

2 . . . . s \ .
sur R invariante par les translations entiéres., En particulier w
de type (0,1) s'@crit w = f(x,y) dz avec x et y 1les coordonnées
\ 2 - . -
canoniques sur R~ et 2z une coordonnée sur la feuille ; f &tant
. L » - . -
une fonction C  bipériodique.

I1 est clair que w est d,.-fermée. Elle est d,-exacte s'il
F F

. , 2 o
existe une fonction h sur T |, C et telle que :
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dF h=f (n
c'est-d-dire EE-+ a dh f (2)
9x oy

Les fonctions f et h étant bipériodiques en x et y

on peut les développer en série de Fourier :

f(xyy) = L g oZim(memy)

mn
m,n

et hix,y) = ) hmn e211T(mx+nY)
m,n

En dérivant formellement h 1'&quation (2) se raméne

o

2im (m+an) hmn = fmn (3
On en déduit :
fmn
hmn = — si (m,n) # (0,0)
2im (m+an)

si fOO # 0 1'équation (2) n'a pas de solution.

La différentiabilité de h dépend de la nature arithmétique
de o. Nous distinguerons deux cas :

i) si o vérifie une condition diophantienne, alors il

. * A
existe s e N et A >0 tels que |m+ an| > pour m

(ln + |nD®

et n assez grands, Cette inégalité donne :

| < K(lm| + [aD® |£

lhmn mnl

Ce qui montre que les coefficients (h ) définissent
mn’m,n

une fonction C et par conséquent Hl(Tz,Qa) =R .
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ii) Si o est un nombre de Liouville, on construit une
infinité de (0,!)-formes non cohomologues deux 3 deux et qui

n'admettent pas de primitives au sens de la différentielle dr.

Pour tout entier s > | considérons la suite d'entiers
1
s
|n|
I3 I3 x© - . I3 . .
Soit f 1la fonction C définie par ses coefficients de

. 1 . . . .
Fourier f =573 , les autres &tant choisis arbitrairement

,n (mn)S

(m,n) tels que '|m + an| <

parmi les suites 3 décroissance rapide.

On a alors :

h o= ‘

m,n
(mn)®/? 2in (+irran)
! m,s/2
S . — —
d'ot : hlm,nl > o . (n) .
Quand s tend vers 1l'infini on a Ihm n| >4 o
3

Les hmn ne sont pas donc les coefficients de Fourier

d'une fonction C ; par conséquent on a :
t .2

est de dimension infinie.

D - TORE T3 MUNI DU FEUTLLETAGE EN CYLINDRES.

On considére le feuilletage sur T2 de pente o qu'on
note Fa' Le feuilletage sur T2 x R dont les feuilles sont F x R
oi F est une feuille de Fa est invariant par 1'application
(m,t) — (m, t+l) et passe donc au quotient en un feuilletage en

cylindres sur T3.
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lLes feuilles &tant denses si a est irrationnel on a
0,3
H (T ,4) =R ,

Nous allons faire le calcul des groupes de cohomologie
feuilletée dans le cas ot a vérifie une condition diophantienne
en utilisant la suite spectrale de Leray [3] associée 3 un

recouvrement,

Proposition 1V-D-1.- On a :

2

(13,0 = R? et w2(13,0) =R .

- 3 ¢ 3 ~
Démonstration : La variété T peut &tre obtenue en collant

deux exemplaires de T2 x I & l'aide de 1'identité du bord. On pose :

M =M =T  xI et K=M NK =Tx{0} U T°x {1}
o} 1 o 1 . e
disjointe
On a une suite exacte [3] :
o,n n, .3 1,n-1
0 - E2 ~ H (T7,9) ———0>E2 — 0

ol E;’n est le sous—groupe de Hn(Mo,é) x Hn(M],Q) formé des
couples (ao,a]) qui induisent la m&me classe de cohomologie sur
M NM..
o 1
1,n~1 , n-1
Le groupe E, est le quotient de H (Mo N M],Q)
par le sous-groupe formé des classes de cohomologie qui sont différence

de deux classes induites par des classes de Mo et M].
' 2 2 ~ ' .
D'autre part T x I et T~ ont méme type d'homotopie

intégrable donc ont méme groupes de cohomogie feuilletée. On a

finalement :
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0,1 = ‘ 1,0 _
E2 R et E2 =R
0,2 _ 1,1 _
E2 =0 et E2 = R

ce qui donne les résultats-annoncés.

3

E - FIBRES HYPERBOLIQUES T,-

1 - Construction du feuilletage sur TZ [2].

Pour tout A e SLZ(Z) on désigne par Ti le fibré en
tores obtenu en quotientant T2 x R par la relation d'équivalence
identifiant (m,t) & (A(m), t+l)., Un tel fibré est dit hyperbolique

si A est hyperbolique, c'est-d-dire si |tr A| > 2. On note la

Py
fibration de TZ induite par l1'application (m,t) € T2 xR —> t € R.
L'automorphisme A é&tant hyperbolique, il a deux directions
propres réelles de pente irrationnelles. On note A wune des valeurs
propres et o la pente associée, Le feuilletage du plan par droites
de pente o passe au quotient en un feuilletage en droites. le
feuilletage produit sur T2 x R est invariant par 1'application
(m,t) —>» (A(m), t + 1) et définit donc un feuilletage sur Tz. Les

feuilles sont des plans ou des cylindres et sont toutes denses,

2 - Caleul de £a cohomologie feuilletée de TZ.

Les feuilles sont toutes denses, on a donc HO(TZ,Q) =R .

Proposition TV-E-1.- On a :

1.3
H (TA,Q) =R .
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Démonstrhation : Considérons la fibration :

P
T2 - Ti A s]

. . 1 . s
Soient m un point'de $ et U wun voisinage ouvert

de m. L'ouvert p_l(U) est difféomorphe a T2 x U, La fibre Ti
au-dessus de m et p_l(U) ont méme type d'homotopie intégrable.

On en déduit une suite spectrale [3] :
1 2 + 3
ebd = wP(s’, wl(1%,0)) ==—> WP dery,0)

or f9 =0 pour q # 0,1 ; ce qui donne une suite

2
exacte []]

0,0

0 — E, ——-»HO(TZ,@)——»E 1,0

el 2,0

-1,1

2

0,1

(1

On a HO(T2,®) = R et par conséquent E;’O =R

Lemme IV-E-2.- On a :
! 1l r?,0)) =0 .

Démonstrhation : HO(SI,HI(TZ,Q)) est le groupe de cohomologie

feuilletée des (0,1) formes sur T2 invariantes par le difféomorphisme A.

Soit w = f(x,y) dz une (0,1) forme invariante par A sur
12 c'est-d-dire telle que f vérifie Af(A(x,y)) = f(x,y). Déterminons
une (0,0) forme h sur T2 invariante par A telle que th = w,
c'est-3-dire vérifiant h(A(x,y)) = h(x,y). La fonction h est définie
par ses coefficients de Fourier :

f
h = mo

mn 2in(m+an)

——=->H](T3,‘I>) -—-+E2 —s> E5’7 — ..
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13 - * . » o - - 13 . - £ .
qul définissent une fonction C car o é&tant algébrique, il vérifie
une condition diophantienne [ 7] . La condition d'invariance sur

f se traduit au niveau des coefficients de Fourier par :

= ! 5 ! =
fA'(m,n) Afm,n ol A' est la transposée de A.

_ fA'(m,n)

On a : h, , = avec (m',n') = A'(m,n).
ATmn) o (m'+an')
Or m' + an' = A(m + oan) . On en déduit :
A fmn fmn
h, , = = c'est-d~dire :

2ipA (m+an) 2i7m (m+an)

Batnty = P

La fonction h est donc invariante par A.

Les formes de type (0,1) qui n'admettent pas de primitives
sont de la forme k dz ou k est une constante. Or ces formes

ne sont pas invariantes. Ce qui donne :

1

wes!, ulr?,0)) =0 .

Nous terminons la démonstration en remarquant que la suite
exacte (1) se réduit & :

3
A’

3
A’

$) —> 0 — R ——> H](T %) —> 0 .

0 —> R — HO(T

d'od : H‘(Tz,cp) R .
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F - COMPOSANTE DE REEB.

1 - Construction.

Soit H* 1e demi-espace {(x,y,z) | z 2 0} privé du point
(0,0,0) et feuilleté par les surfaces d'équations dz = 0. Il est

difféomorphe 3 D2 x R. On le rapporte aux coordonnées cylindriques
(r,0,2).
. o . +
Soit ¥ un difféomorphisme de IR~ contractant et ayant O

comme point fixe.

A 9z

L'action de Z engendrée par 1'application

(r,e,z)-—l;+ (& ,6, ¥(z)) laisse le feuilletage invariant. On a donc
2

. s . *
un feuilletage F sur la variété obtenue en quotientant H  par cette
. . . 2 1 , .
action qui n'est rien d'autre que D" x § muni du feuilletage de

Reeb habituel.
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7 - Caleul du H® et du H].

La composante de Reeb a une seule feuille compacte on a donc

1 m? x §', 9) = R.

Calculons Hl(D2 X $], %)

a) Une (0,1) forme sur D2 x Sl s'écrit :

w = f(r,0,z) dr + g(r,8,2) d® oG f et g
sont des fonctions C  de r,0,z avec Y*m = w.

* .
Ona vyw=w s1

i) £, 0, §(z)) = 2£(x,0,2)
2
g(£ » 0, 10(2)) = g(r,e,z)

2

en plus :
ii) f et g sont périodiques en 6.
Pour que w soit dF-fermée il faut et il suffit d'avoir

iii) of _ 38
a6 or
w est dF exacte s'il existe une fonction h(r,0,z), c” en

r,0,z et telle que :
i) h périodique en @,

ii) y'h=h i.e. h(&,0,0(z)) = h(r,0,2)
2

EE
ar

iii)

oh

L

(2)

]
o
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b) Résolution des équations (1) et (2).

e
on a h(r,0,2) = J g(r,t,z) dt + K(r,z)
|

En dérivant par rapport & r on obtient :

6
sh _ J 25-(r,t,z) dt + K (r,z)
ar 1 9r or
Or %g _ 3f et par conséquent
or a6
sh f+ LS . On en dé&duit que 3K 0 . La fonction K
or ar or

ne dépend que de 2z :
8

h(r,8,z) = J g(r,t,z) dt + K(z)
1

c) Vérifions les conditions d'invariance :

i) La fonction h doit &tre périodique en 6. On doit avoir :

1
[ g(r,0,z) d6 = 0
0

Ceci implique : %8 est non identiquement nulle.

a0

Ceci nous permet de caractériser les formes non dF—exactes.

Elles s'&crivent
w = £(r,0,z) dr + g(r,z) de.
azf
Or — = -2, Ce qui implique — = 0 et puisque f est périodique
36

en 6 on en déduit que f ne dépend pas en fait de 6 et donc que

g ne dépend pas de r.

Finalement w = f(r,z) dr + g(z) de.
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ii) Si on choisit K wvérifiant K(z) = K({(z)) 1la

condition h(E-, 6, ﬁ(z)) = h(r, 8, z) est automatiquement vérifiée.
2

En définitive deux formes :

£
]

f](r,z) dr + g](z) de

= fz(r,z) dr + gz(z) de

sont cohomologues si et seulement si g](z) - gz(z) est une fonction
de 6. Mais comme elle constante en 6 on a nécessairement
gl(z) = gz(z). On en déduit que chaque classe de cohomologie est

représentée par une forme w = g(z) d® ol g vérifie g(Y(z)) = g(z).

La fonction g ne dépend ni de r ni de 8 donc elle

est constante sur les feuilles et par conséquent constante partout. D'ol :

B xs!, o) =R.

G - COHOMOLOGIE FEUILLETEE DE 82 x s'.

1 - Comstruction du feudllletage Lindaire sur $2 x s

. i 3 _ P
On considére 1'espace R* rapporté aux coordonnées
cylindriques r, 6 et 2z et feuilleté par les surfaces d'équations

dz = 0.

L'action de Z engendrée par l'application : (r,0,z) - (E,S,EJ
2 2
laisse le feuilletage invariant et définit donc un feuilletage sur

. . 2 1 .
le quotient qui est § x § . Les feuilles sont des plans avec une

feuille compacte qui est le tore Tz. Ce feuilletage peut &tre obtenu

de la maniére suivante.
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On considére deux composantes de Reeb comme précédemment

obtenues 3 1'aide du difféomorphisme Y(z) = z . On recolle ces

1
2

deux composantes 3 1'aide de 1'identité du bord.

2 - Cohomologie feuilletie de $2 x .

on a @ xs', ¢) =R .

Le calcul de Hl(s2 x $I, $) se fait exactement de la méme

fagon que celui de la composante de Reeb. On trouve :

u'(s? x 3!, 9) =R
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CHAPITRE V

RELATION ENTRE L'HOLONOMIE ET LA COHOMOLOGIE FEUILLETEE.

Dans le calcul de la cohomologie feuillet&e de la composante
de Reeb D2 x Sl nous avons vu apparaitre une relation entre 1'holonomie
et H](D2 x Sl, ®). Nous allons montrer l'existence d'une relation entre

1'holonomie linéaire et la cohomologie feuilleté&e dans le cas d'un

feuilletage transversalement orientable.

A - FEUILLETAGES TRANSVERSALEMENT ORTENTABLES.

Soit V une variété riemannienne munie d'un feuilletage F
de codimension un et transversalement orientable. Un tel feuilletage
peut &@tre défini par une &quation de Pfaff w =0 ol w est une

I-forme complétement intégrable.
On peut trouver une l-forme (cf. [9] ) o telle que :
i) dw=w A a

ii) Pour toute feuille L de F 1la restriction « L

de o a8 L est une forme fermée.

iii) La classe de cohomologie réelle de al ne dépend

L
que de F et de L.

iv On a : o = Log dh our e m,(L) et ot dh
) L L g dh p Y (L v v

représente l'holonomie linéaire.
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Proposition V-A-1.- La composante de type (0,1) de a

définit une classe de cohomologie dans H](V,Q).

Démonstrhation : La forme o s'écrit d'une manidre unique

sous forme :

o =0 + o

0l 10

oi %) est de type (0,!) et %0 de type (1,0).
D'autre part pour toute feuille L de F on a :
d(aIL) = 0. Ceci implique que a est dF—fermée ; et par conséquent

on a :

Les formes dF aO] et dF alO sont respectivement de types
(0,2) et (1,1) ; et puisque la décomposition d'une forme en somme de

formes de type (p,q) est unique on en déduit que «o est dF

0l

fermée ; donc définit une classe de cohomologie dans H](V,Q). |

Nous allons montrer qu'en fait 1'holonomie linaire

du feuilletage F va &tre représentée par la forme 2y

Lemme V-C-2.- Soit B une forme différentielle sur V
de type (0,r). Si L est une feuille de F et y une chafne de L

de dimension r+! .

dg = dF B + dlo B + d ] (cf. II-A-2).

2,-1
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On aura donc :

o]

dFB+Jd B+Jd B .
10 2,-1
Y Iy Y y °°

Puisque vy est sur une feuille on a :

J dip B J dy,-1 8=0
Y

Y

Finalement : J dR = J dF B .
Y

D'aprés le lemme de Stockes usuel on a :
J dB = J B
¥

on en déduit : J dFB=J A |
Y 3y
On peut &crire donc :

J a|L = J % car o, est de type (1,0) et
v Y Y
par conséquent son intégrale sur une chafne tangente au feuilletage

est nulle,

D'aprés le lemme V-A-2 1'intégrale J @y, ne dépend

y
que de la classe de cohomologie feuilletée de a,.,. On a donc

(]

le théoréme :

Théondme V-A-3.- Soit F un feuilletage de codimension un
transversalement orientable sur une variété riemannienne V,
. 1 . . o
Si H (V,$) =0 , alors F est sans holonomie linéaire.

Cornollaine V-A-4.- Soit F un feuilletage de codimension

un transversalement affine sur une variété riemannienne V.
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Si H](V,Q) = 0 alors F est sans holonomie.

En effet l'holonomie linéaire d'un feuilletage transversalement

affine caractérise entiérement 1l'holonomie.

B - SUSPENSION D'UN DIFFEOMORPHISME DE [0 , + =[,

Dans ce paragraphe, nous montrerons le r8le que joue

1'holonomie linéaire dans le calcul de la cohomologie feuilletée.
Soit f un difféomorphisme ¢’ de E), + °°|: tel que :
i) £(0) =0
ii) £ est contractant i.e. f(t) <t pour t >0 .

iii) f£'(0) = a avec 0 < a < 1,

beco

"t

En suspendant f on obtient un feuilletage sur

M= S] X BL +(»E en droites spiralant sur la feuille compacte

$] x {0},
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ona H°(M,9) =R (cf. ch. 1IV).
Theondme V-B-1.- (Sternbeng [13]).

Si f est un difféomorphisme c~ de BL + w[ tel

que :
i) f(0) =0
ii) f est contractant i.e. f(t) <t pour t > O .
iii) f£'(0) =a avec 0 < a < |
Alors :

f est C° conjugué 3 1'homothétie :
t — at .,

Ceci montre que le feuilletage défini par f est C

conjugué a la suspension de cette homothétie.

Puisque la cohomologie feuilletée est invariante par

conjugaison ¢” il suffit de calculer Hl(M,Q) pour cette suspension.

Caleut de ' (M,0).

Une (0,1) «forme sur M s'écrit comme (0,1) forme sur

R x BL + w[ invariante par 1l'application :
(x,t) — (x + 1, at)
Une telle forme s'écrit :

w = P(x,t) dt ot { est une fonction C  en x,t

sur R x EJ, + m[ vérifiant ¢(x,t) = §(x + 1, at).
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i) La forme w est dF-fermée car elle est de degré

maximum sur les feuilles.

ii) Elle est dF—exacte s'il existe une fonction h ,C°°

sur R x [:0, + 00[: vérifiant :

hi(x + 1, at) = h(x,t)

3h _
Ix

En intégrant cette é&quation on obtient :
X

h(x,t) = J P(t,t) dt + K(t)
i

La condition d'invariance s'exprime donc par :

X+ X
J P(r,at) dt + K(at) = I P(t,t) dt + K(t)
i 1

En faisant un changement de variable de T en T+I

on obtient :

i
J J(t,t) dt + KR(at) = K(t) .
0

I1 faut donc trouver une fonction K(t), c” et

vérifiant une telle relation.
Lemme V-B-2.- on a H'(M,¢) # O.

Démonstrhation : La fonction K doit &tre continue i

1'origine. On doit avoir :

1
K(0) = K(0) - J P#(1,0) dr
0

1
c'est-d~dire : J $(x,0) dx = 0 .
0
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Pour t = 0 1la condition d'invariance sur ! est une
condition de périodicitd. Les formes @(x,t) dx telles que @(x,0)
est une constante non nulle ne sont pas dF - exactes. Ce qui montre

le lemme.

Proposition V-B-3.- On a :

u'(M,0) = R .

Démonstrnation : Soit w = P(x,t) dx telle que

i
J J(x,0) dx = 0 .
0

On a nécessairement

1
K(t) = ) J P(x,a"t) dx .
nz0 ‘0

Lemme B-3a.- La fonction K est de classe C]

Démonstration : On a

1
Dun(t) = a" Jo D, P(x,a"t) dx

1
oli on a posé 6 = at et un(t) = [ m(x,ant) dx . La fonction
0

fl De @(x,ant) dx est différentiable donc bornée sur tout compact
0

[O,to] indépendamment de n.

La série de terme général Dun(t) est donc uniformément
convergente sur tout compact B), t;] et par conséquent la série
de terme général un(t) aussi car pour t =0 on a un(o) =0 et

donc . K(0) = 0.
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Lemme V-B-3b.- La fonction K est de classe c”.

puEShaana

Pémonsthation : On a :
1

p* u (t) = ankwj N ﬁ(x,ant) dx .
n 0 6

En raisonnant de la méme fagon que le lemme précédent on

montre que la série :

z Dk u (t)
n0 n

est uniformément convergente sur tout compact [p,té]. [ |
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CHAPITRE V1

UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE SANS FEUILLES COMPACTES
ET SANS DEFORMATION INFINITESIMALE.

- e e e - — -

A - COHOMOLOGIE FEUILLETEE A VALEURS DANS LE FIBRE NORMAL.

Soit (V,F) wune variété riemannienne feuilletée.
On désigne par :

i) A 1le faisceau des germes des champs de vecteurs

feuilletés sur V.

aPd 1'espace des formes différentielles sur V de type

ii)
(p,q) & valeurs dans le fibré normal et qu, le faisceau des germes

correspondant,

On a une résolution fine du faisceau A []5]

d
00 _F 0,5 ...

0 ——> A — A

de sorte que :

dF 0,q+l

ker(AOq —_ A )

H(v,n) = <
m(a02971 _F, 509,

Le groupe Hq(V,A) est appelé le qéme groupe de cohomologie
feuilletée de V 3 valeurs dans le fibré normal.

On sait [6] que Hl(V,A) contient les déformations

infinitésimales du feuilletage F. Ce groupe a été aussi utilisé
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par Hamilton [4] dans 1'étude de la C -stabilité des feuilletages

sur une variété riemannienne compacte.

Les exemples de feuilletages sans déformation infinitésimale

que l1'on connait sont & feuilles compactes [b.].

Ici nous en donnons un sans feuilles compactes.

B - EXEMPLE.

On considére la variété feuilletée (Ti,F) (cf. IV-E-1).
On supposera donnée sur Tz une métrique riemannienne telle que sur
chaque fibre T2 1'autre direction propre soit orthogonale au

feuilletage.

On désignera par (x,y,t) les coordonndes d'un point
de Rz x IR et par (z,8) les coordonnées d'un point de Tz

respectivement dans la direction du feuilletage et son orthogonale.

i) Un élément de AOO s'écrit :

9
Y = h(XQY’t) 8 —
a8
oi h vérifie : h(A(x,y),t+1) = h(x,y,t) et est C” et

périodique en x et vy,

ii) Un é&lément de AOl s'écrit :

w = f(x,y,t) dz @ 2, g(x,y,t) dt 8 2
36 a6

oi f et g sont ¢~ vérifiant

Azf(A(x,y), t+1) f(x,y,t)

Ag(A(x,y), t+l) = g(x,y,t)
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et sont périodiques en x et vy,

e . P, 02 ..
i1ii) Enfin un élément de A s'écrit :

n = £(x,y,t) dz A dt © 2

a6
-~ o - . 3
oi £ est C vérifiant :

A2£(A(x,y), t+1) = £(x,y,t) et périodique en x et y .

Proposition VI-B-1.- 11 existe des opérateurs H et K :

vérifiant : dF H + K dF id .

f(x,y,t) dz 8 ii-+ g(x,y,t) dt ® _3_.
36 20

Démonstrhation ¢+ Soit w

La fonction £ s'écrit :

£(x,y,t) = ] £_(¢) o 2im (mx+ny)

m,n

Considérons la fonction h définie par ses coefficients

de Fourier hmn(t) tels que :

f (t)
h_ (t) =—"2 _ si (m,n) # (0,0)
m 2im (m+an)
hoo(t) =0 .
£ (t) ,
On a : h(x,y,t) = _mn " 2im(mx+ny)

m,n 2iw(m+an)
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Lemme VI-B-l1a.- La fonction h est de classe C .

Démomstrhation ¢ On a formellement :

k
ak+P+q h _ mp nq R d fmn(t) zi"(mx+ny) , .
5 T e d'autre part on a :

ats axP ayp m,n 2im(m+on) dt

1 =21 +
fmn(t) = — [ 2 f(x,y,t) e 247 (mx+ny) dx dy .
2im It
On pose :

k
oP g9 4 fmn(t)

u (t)

mn 2inw (m+on) dtk
On a :
mP nq ka -2im(mx+ny)
umn(t) =K. 2 "k © dx dy .
(m+an) ‘T dt

oi K est une constante.

En intégrant p' fois par parties on obtient :

P .4 ' .
u (1) =K LI + . J 9 R o im(mxiny) 4 dy
mn (m+on) (mn)p T afﬁkéxp ayp
D'autre part on sait qu'il existe s > 1 et A > 0 tels
que :
m + anl > A S
(lm| + [n])
On aura finalement :
s k+2p'
o o] < po [P Inl dal + lnD LI P
u_(t < . dx dy
n L T T 2
. |mn|p T2 Btk axP ayp
ok*2p' ¢
La fonction J 2 i v dx dy est bornée .
T |at" axP a3y
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,On choisit p' suffisamment grand et on obtient :

e2in(mx+ny)

La série z umn(t) converge donc uniformément

m,n

ce qui démontre le lemme.

Un calcul analogue & celui fait dans la partie IV-E-2

montre que h vérifie :
Ah(A(x,y), t+l1) = h(x,y,t)

On pose donc :

H(w) = h(x,y,t) & -

96

De la méme fagon on pose :

)
R(y) = g(x,y,t) dt 8 —
30

oli g est définie par ses coefficients de Fourier :

h (t)
g (t) = — ™ si (m,n) # (0,0)
2im (m+on)
8gp = O
3
avec y = L(x,y,t) dz A dt & —
a6

Lemme VI-B-1b.- Les opérateurs H et K vérifient :

dF H + K dF = id .

Démonsthation : Soit w = f(x,y,t) dz © 2 g(x,y,t) dt @ 2

a6 a8
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On a :

£ (t) e211r(mx+ny)

dp Bw) = § £ (1) HTY) 4, 92 L 2 3 m dt @ 2
m,n 36 30 m,n 21 m(m+an) 39
et :
2im (mx+ny)
. £ _(t) e
n 3
K dF(w) = ) g (t) e21n(mx+ny) dt @ = - 2 L dt & — .
m,n O 36 ot m,n 2im(m+an) 30
On obtient la relation cherchée.
De la proposition VI-B-1 on déduit :
(2,0 =0 .
Ce qui montre que le feuilletage F sur Tz n'a pas

de déformation infinitésimale.

£ EHS
LILLE
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CHAPITRE V11

COHOMOLOGIE DES COURANTS DE TYPE (p,q} SUR
UNE VARTETE FEUTLLETEE.

‘o 2 . . .
On considére le tore T~ muni du feuilletage en droites

de pente a € Q. On a vu (cf. IV-C-2) que si :

2

i) o est un nombre de Liouville on a Hl(T ,@a) est un

espace de dimension infinie.

ii) o vérifie une condition diophantienne on a :

1 .2
H (T ,@a) =R .

Les propriétés arithmétiques de o déterminent 1'ordre

de différentiabilité de la solution h de 1'équation :

Si on ne s'intéresse qu'aux formes mesurables on aura

beaucoup plus de formes dF-exactes pour o irrationnel.

Ceci motive 1'introduction d'une cohomologie des courants

analogue @ celle des formes ¢” de type (p,q) introduite au chapitre 11.

Dans la suite V dé&signera une variété riemannienne de
dimension n + m munie d'un feuilletage F de codimension n et

de classe C .
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A - COURANTS DE TYPE (p,q).

On note qu 1'espace des formes différentielles de type (p,q)

de classe C et & support compact dans V.
On munit 1'espace qu de la pseudo-topologie suivante :

. i . . .
81 B € qu on notera B ses coefficients et on dira

que la suite (B ) converge vers O si

n’n30
i) supp Bic K oli K est un compact fixe indépendant
de i et de n.
i

ii1) (B )n>o tend vers 0O pour tout i uniformément sur

K ainsi que toutes ses dérivées.

Soit o wune forme différentielle de type (p,q) localement
intégrable sur V. L'application :
SeAg_p’m-q—%J o ABeR
\'
est linéaire continue.

Ceci motive la définition suivante :

Déginition VII-A-1.- On appelle courant de type

P . n-p,m-
(p,q) sur V toute forme lindaire continue sur 1'espace Ac p,m=q

On peut &videmment définir un tel courant comme &tant une
k,L '
forme sur & AC en supposant qu'il est nul sur les formes de

type (k,£) # (n-p, m—q).

On notera TPY 1'espace des courants de type (p,q) sur V.

8i t e ™9 et J e Ag-p,m—q alors <t,{> désignera

1'&valuation de t en 4.
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Exemples VIT-A-2.-

a) Toute forme différentielle o de type (p,q) localement

intégrable définit un courant de type (p,q) sur V.

b) Si T est une chaine singulidre cubique de type (p,q)

[l 2] , on pose :
<% , B> = j B .
r
’\" - ‘ . - .
I' est un courant appelé le courant d'intégration sur T.
I1 est de type (n-p, m—q).
c) Courant de Dirac de type (p,q)

) =1

Soit a € V. Soit (Xl,...,XP,XpH,...,Xp+q

un systéme de p+q-vecteurs oil Xi est normal 3 F

pour i=1,...,p et Xi tangent & F pour i = p+l ,..., p+q.

Pourtout B € qu(V) on pose :

<Z’B> = Ba(xl"..’xp’x )

SRTRTIYE S
z définit un courant de type (n-p, m~q) de support le point a. @

On peut définir le produit extérieur d'un courant t par
une forme Cm, o en posant :

<t Aa, > =<t, a A >

Si t est de type (p,q) et a de type (p',q') alors

t A o est de type (p+p', q+q').
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B - ECRITURE LOCALE.

Soit (x],...,xn,yl,...,ym) un systéme de coordonnées locales
définissant la variété feuilletée (V,F) au voisinage d'un certain
point.

j]...jq
Si t, (L, < ... <1 et j, < ... <3j ) sont N
1]...1p 1 p ] q

courants ot N = Cﬁ . C; de type (0,0) alors :
ST S j
4 dx Loy o naxPady ' a ... ndyd
poeeiy

iy

t=1]t,

est un courant de type (p,q).

Inversement tout courant de type (p,q) peut &tre représenté

localement par une telle expression.

En effet si t est un courant de type (p,q) on pose :

Jieeed i i j j
e 9, 0axa o naxPaay ' a L ndy D -
peeedy
i' i' j' j'
e<t, Ddx ' A ... Adx " P Ady A ... Ady ™9

avec
Y une fonction ¢ a support compact .
e =0T TR IO
17 tptrttta-pdr ot dgdi e dg—q
et (il,...,ip,ii,...,ié_p,j],...,jq,j;,...,jé?q)

est une permutation de (l,...,n+m)
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On a donc :

Jyeeed
ti] iq est un courant de type (0,0) .

o
On voit donc que localement tout courant de type (p,q)

est une forme différentielle de type (p,q) & coefficients distributions.

C - DIFFERENTIELLE FEUILLETEE D'UN COURANT DE TYPE (p,q).

Soit « wune forme différentielle de type (p,q) et de

classe C]. Soit B € An—p,m—q-l

La forme o A B est donc de type (n, m-1). Calculons

sa différentielle extérieure :

d(a A B) = dF(a A B) + dlo(a A B) + d2 _l(u A B)
Or dlo(a A B) = dz’_l(a AB) =0

car la forme o A B est de degré maximum dans la direction normale

au feuilletage.

I1 reste finalement :

dF(u A B) =d(a A B)

dF a A B+ (-1) a A dF B .
C'est-d-dire :

dF a A B (_l)p+q+l o A dF B + dF(a A B) qui donne :

1
de o A B = (-1)PH9* f a A d B+ J dr (o A B)
JV F A" F v F

Or J dF(a AB) = J d(a AB) =0 car a A B est de classe Cl
\Y Vv
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et de degré total (n+m-!1) et @ support compact (cf. [ﬂﬂ).

Finalement :

dy o A B = (-1)P+q”f @ A d. B
[+ s

Déginition VII-C-1.- Soit t wun courant de type (p,q).
La différentielle feuilletée de t est un courant GF t de
type (p,q+!) défini par :

<6p t, 8> = CDPTT ce g s
=P ,m—q-l

oi B est un élément de Ag

I1 est clair qu'on a :
2 . s 2
GF = 0 . Ceci découle de dF =0 .

Un courant t de type (p,q) est GF-fermé
si §pt =0 c'est-d-dire :

<8y t, B> = 0 pour tout €lément B de Ag—p,m-q—l

On dira que t est nul sur l'ouvert U si :
<t, B> = 0 pour toute forme B de type (n-p, m~q) &
support compact inclus dans U.

Les courants t, et t, sont égaux sur U s'ils sont

du méme type et si t, - t, =0 sur U.

Un courant t de type (p,q) est GF—exact s'il existe

un courant s de type (p,q-1) tel que :
6F8=t-

Un courant GF-exact est évidemment GF—fermé.
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Lemme VII-C-2.- Un courant t de type (p,q) GF-fermé

est localement SF-exact.

Démonstration : Soient x un point de V et B un

n-p,m-q+l

élément de AC

et dF—ferme .

. o n- - e
Il existe un élément w de A" P>M4 défini sur un

voisinage U de x et vérifiant :
dF w=8§,

Si w n'est pas & support compact, soit U' un ouvert
de U tel que U'C U et xe€ U' ,
. . . o]
On multiplie w par une fonction ¢ de classe C wvalant
1 sur U' et nulle hors de W ol W est un ouvert vérifiant

U'c Wwcu.
On peut donc supposer w & support compact.

Soit alors s le courant de type (p,q-1) défini sur U’

par :
<s,8> = (-DP"Y <, 0>

Le courant s est défini sur les formes dF—fermées de
type (n-p, m-q+l) & support compact qui forment un sous-espace
- —+ - -~
de Ag p,m=q+l . D'aprés le théoréme de Hann-Banach s se prolonge

. - o - —q+1
continliment a Ag p,m=q
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n=p,m=q

On vérifie que si B € AC on a :

<S¢ s, B> (-1)P* <, dr 8>

= (PP ¢

<t,B>

D - COHOMOLOGIE DES COURANTS DE TYPE (p,q).

Un courant t sur V est dit feuilleté s'il est de

type (p,0) et s'il vérifie 6.t = 0.
On désigne par :

i) CP  1e faisceau des germes des courants de type (p,0)

feuilletés.

ii) TPY 1e faisceau des germes des courants de type (p,q)

sur V.

On a une résolution fine du faisceau CP :

8 §
0 ~ P » TP F > Tp’q+] £, ... de sorte qu'on a :

8
pq F p,q+l
Hq(V,Cp) _ker(T"? —— T )

8 ‘
Im(TP,Q"l F 5 TP,q)

Hq(V,Cp) est le groupe de cohomologie des courants de type (p,q)

de la variété feuilletée V.
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CONCLUSTON.

On peut se poser &videmment les questions suivantes :

, v a s V. 1 . . .
i) Les variétés DZ x § et $3 étant munies du feuilletage

de Reeb, on a vu que Hl(D2 x S], $) = R . Peut-on en déduire un

calcul de HI(S3,¢) ?

ii) On a vu que pour une suspension d'un difféomorphisme
de [p, +<»[ ayant O comme point fixe, le Hl est de dimension un.
L'holonomie linéaire implique-t-elle que le Hl est de dimension finie
non nulle dans le cas d'un feuilletage de codimension un transversalement

orientable ?
iii) Quel type d'interprétation géométrique peut-on attribuer

a4 la cohomologie feuilletée.

Nous espérons répondre & toutes ces questions dans un

proche avenir.
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