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T N T R O D U C T T U N .  
....................... 

La ~~homologie feuilletée a été introduite il y a une 

vingtaine d'années par Reinhart. C'est Vaisman F 4 1  qui en a donné 

une formalisation en montrant l'existence d'une résolution fine du 

faisceau 4' des germes de p-formes feuilletées à l'aide des formes 

de type (P , q) 

Jusqu'à très récemment, 

i) On ne disposait pratiquement d'aucun calcul explicite à 

part celui du tore muni du feuilletage en droites qui a été fait par 

IIeitsch [5] dans le cadre des déformations infinitésimales des 

feuilletages et par Roger [I 11 dans le cas général de la cohomologie 

ii) On n'en connaissait guère d'interprétation de type 

géométrique. 

Dans ce travail nous établissons quelques règles de calcul 

analogues à celles de la cohomologie réelle, et nous donnons des calculs 

de H I  de quelques exemples représentatifs de feuilletages de 

codimension un. Nous donnons un début d'interprétation de cette cohomo- 

logie, en la reliant à l'holonomie linéaire pour un feuilletage de 

codimension un transversalement orientable. 

Notre démarche est la suivante. Les chapitres 1 et II donnent 

quelques rappels de théorie de la cohomologie à valeurs dans un faisceau 

et introduisent la cohomologie de type (p,q) d'une variété feuilletée. 



Dans le chapitre III nous montrons l'invariance de cette cohomologie 

par homotopie intégrable et un théorème du type Elayer - Vietoris. Dans 
1 le chapitre IV nous donnons quelques exemples de calculs de H pour 

certains feuilletages de codimension un. Dans le chapitre V nous donnons 

une interprétation de la cohomologie feuilletée en reliant le H' à 

l'honomie linéaire du feuilletage. Dans le chapitre VI nous montrons 

que le feuilletage en cylindres et plans [2] sur les fibrés hyperboliques 

3 
TA n'a pas de déformation infinitésimale en calculant son premier 

groupe de cohomologie à valeurs dans le faisceau des germes des champs 

de vecteurs feuilletés [15]. Enfin dans le chapitre VI1 nous donnons 

une généralisation de cette cohomologie en introduisant une cohomologie 

de type (p,q) des courants sur une variété feuilletée analogue à celle 

des formes cm. 
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CHAPITRE 1 

R A P P E L S .  
------------- 

Ce chapitre est un ensemble de rappels de toutes les notions 

dont on aura besoin dans la suite. Il fait référence au livre 

de Vaisman [ 1 4 ] .  

A - PREFAISCEAUX - FAISCEAUX. 

P é & L ~ o n  7 - A -  7 .  - Un préfaisceau P de modules sur un 

espace topologique X est la donnée pour chaque ouvert U de X d'un 

module P(U) et pour chaque paire d'ouverts U C V  d'un morphisme de 

restriction : 

tel que : 

U 
i) pour tout ouvert U de X : ru = idU . 

w v w  ii) si U C V C W alors ru = ru . rV . 
L'espace X est appelé la base du préfaisceau. Un élément de P(U) 

est appelé une section de P au-dessus de U. 

Exempte 1 - A - 2 . -  Pour tout ouvert U de X on note C(U) 

l'ensemble des fonctions continues de U dans R et pour U C V  , 

rv l'application de restriction : u 



f-f lu 

Il est clair qu'on obtient sur X un préfaisceau de modules. 

D é O i W a f l  1 -A-3 . -  Un faisceau F de modules sur X est un 

préfaisceau de modules sur X qui vérifie en plus les propriétés 

suivantes : 

i) Soient U un ouvert de X et (Ui)iEI un recouvrement 

ouvert de U. Si sl et s sont deux sections au-dessus de U telles 
2 

que pour tout i de 1 s = s llui 21ui 
alors s 1 = '2 

ii) Soit si E F(Ui) où (Ui)iEI est une famille d'ouverts 

de X. Si silu. = s 
jlui n u  alors il existe une section s 

1 j j 

au-dessus de U = u Ui telle que s = S. . 
is I I ui 1 

Pour tout x E X , la limite inductive Fx = 3 F(U) 

est un module que l'on appelle la fibre au-dessus de X. 

V é ~ i n i i X o f l  1 -A-4 . -  Soient F et F' deux faisceaux de 

modules sur X. Un homomorphisme de F dans F' est la donnée pour 

chaque ouvert U de X d'un homomorphisme QU de F(U) dans F' (U) 

tel que si U C V le diagramme : 

commute. 



Si QU est un isomorphisme pour tout U, on dira que 9 

est un isomorphisme de faisceaux. 

Soient f une application continue d'un espace topologique X 

dans un espace topologique Y et F un faisceau sur X. On définit 

un faisceau fF sur Y en posant pour tout U,ouvert de Y : 

Le faisceau fF est appelé l'image directe de F par l'application f. 

D é ~ i W o n  1-A-5.- Soit X un espace topologique séparé 

et paracompact. Un faisceau F de modules sur X est fin si pour - 
tout recouvrement (Ui) iEI localement fini de X, il existe des 

endomorphismes 
hi 

: F -t F tels que : 

ii) le support de hi ,supp hi = {x E X 1 hi(Fx) # 01 est 

inclus dans Ui . 

8 - COHOMOLOGTE A VALEURS DANS UN FAISCEAU. 

Soit F un faisceau de modules sur un espace topologique 

X qu'on supposera séparé et paracompact. Soit (Ui)i = Li un recouvrement 

ouvert de X. On pose : 

i) us = us n ... n u où s = (s, ,..., sq) 
S 

q O 4 q 

ii) E = jSq 1 Us # $1 . 
4 

9 

Alors {Eq} est un complexe simplicial appelé le nerf du recouvrement U. 



Posons : 

et soit 
Ps 

: c~(u,F) ---+ F(U ) la projection de c~(u,F) sur le 
S 

4 9 

facteur F(Us ) . Pour S = s 0 ,  s q  on pose 
4 q+ 1 

4 si = (so,. . .,si,. . .,s 
q+ 1 q+ 1 

) et on considère l'homomorphisme : 

On définit donc un homomorphisme unique : 

2 qui vérifie 6 = 0. 

Si on pose C(U,F) = (cq(u,F) ,6), on a un complexe de cochaîneç 

qui donne lieu à une théorie de cohomologie H*(u,F) qu'on appelle 

la cohomologie de X à valeurs dans F et relative au recouvrement U. 

Soit V = j c ~  un recouvrement ouvert de X plus fin 

que U. On obtient un homomorphisme : 

qui induit un homomorphisme : 

D E 6 i M A / t i o ~  1-8- 1 .- La limite inductive de H~(u,F) sur 

ème les recouvrements de plus en plus fins de X est appelée le q 

module de cohomologie de X à valeurs dans F. On le note H~(x,F). 



Tout homomorphisme de faisceaux $ : F -+ F' induit des 

homomorphismes 9fq : H~(x,F) + H~(x,F'). Si 4 est un isomorphisme, 

dfq est un isomorphisme. 

Soit f une application continue de X dans un espace 

topologique Y. Alors f induit des homomorphismes : 

C - THEUREMES FUNDAMENTAUX. 

Soient X un espace séparé et paracompact et F un faisceau 

sur X. 

Théakème 7-C-1.- Si F est fin alors H~(x,F) = 0 pour 

q 5 1 .  

Vé6ini;tian 7-C-2.- On appelle résolution de F une suite 

exacte de faisceaux et d'homomorphismes : 

telle que H~(x,F~) = O pour u 5 0 et q 5 1 ( 2 )  

Théakème de de Rham 7-C-3.- Soit x un espace topologique 

séparé et paracompact. Soient F un faisceau de modules sur X et p 

?+! 
une résolution de F. Considérons le complexe K = (I'(X,Fa), ha) où 

T(X,F,) désigne le module des sections globales de Fa et h* 
a 

l'homomorphisme induit par h . Alors on a : 
ct 



V é m o h t 4 ~ o n  : De la suite (1) on déduit la suite exacte : 

O - ker ha- Fa. ker ha+l 4 O  ( 3 )  

pour a 5  0. A cette suite on' associe la suite exacte longue de 

cohomologie. 

En utilisant la relation (2) on obtient : 

Hi+ 1 (X,ker h )  = H  i (X,ker ha+l) pour i 5  1 et a 5 0  
a 

En particulier pour a = O on a : 

i) Hi+' (x,ker ho) = ~~(X,ker hl) . 
En itérant on obtient : 

Hi+ l (X,ker ho) = H 1 (X,ker hi) 

Par exactitude de la suite (1) on a ker h = F ; d'où : 
O 

1 
Hi+'(x,F) = H (X,ker hi) pour i 3 O 

ii) Pour a = i > O on a une suite exacte : 

O -F ker h. --+ F. ker hi+l -3 O . 
1 1 

Les premiers six termes de la suite exacte longue de cohomologie 

qui lui est associée sont 

* 
hi o I O + Ho(x,ker hi) + H'(x,F~) --+ H (X,ker hi+]) .+ H (X,ker hi) -+ O  

1 ~'(x,ker hi+l) 
On en déduit l'isomorphisme H (X,ker hi) = 

1m h: 



En définitive les suites (7), (8) et (9) donnent : 

Hi+ 1 * 
(X,F) = ker hi+] / Im h; . 

ker h* 
Finalement on a : H~(x,F) = 4 

ïm h* 
q- 1 

O Pour q = O on a H ( X , F )  = I'(X,F). 
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CHAPITRE 11 

COHOMOLOGIE DES VARTETES FEUILLETEES. 
.................................... 

Soit V une variété riemannienne de dimension n + m munie 

d'un feuilletage F de codimension n et de classe c P b ]  . 

A - FORMES DZFFERENTIELLES DE TYPE (p,q). 

Enchaquepoint x de V, T (F) et N (F) désignent 
X X 

l'espace tangent et l'espace normal à la feuille passant par x. 

On a : 

T (V) = T (FI @Nx(F) . 
X X 

DEdini;tion 11-A-1.- Une forme différentielle w est dite 

de type (p,q) si elle est de degré r = p + q et si pour tout 

r-uple de vecteurs 1 = (XI,. . . ,X ) on a : 
r 

w(Xl,. . . ,X ) = O sauf si q vecteurs de 1 
r 

sont tangents à F et p vecteurs de 1 sont normaux à F. 

On vérifie facilement que toute forme différentielle de 

degré r s'écrit de façon unique comme somme de formes différentielles 

de type (p,q) où p + q = r. D'où : 

où est l'espace des r-formes différentielles et APyq 

l'espace des (p,q) formes. 



Lemme 17-A-2.-  La différentielle extérieure d'une forme de 

type (~,q) se décompose en la somme de trois formes respectivement 

de types (p,q+l) , (p+l, q) et (p+2, q-1). 

DCrnan?l&aR;ian : Soit w une forme différentielle de type 

(p,q). Sa différentielle extérieure du est une forme de degré p+q+l 

définie par : 

Les seules composantes non nulles de d sont de type 

(p,q+l), (p+l,q) et (p+2,q-1). En effet : 

i) Les premiers termes donnent deux types de composantes : 

pour X. tangent au feuilletage on obtient une composante de type 
1 

(p,q+l) et pour 'i 
normal au feuilletage on obtient une composante 

de type (p+l,q). 

ii) Les deuxièmes termes donnent trois types de composantes : 

- Pour X et X tangents à F, le crochet est aussi tangent à F i j 

d'après le théorème de Frobenius et on a une composante de type (p,q+l). 

- Pour X et X normaux à F, en chaque point on peut décomposer 
i j 

[xi,xj] sous forme 
1 2 1 

Xij + Xij o u i j  est tangent à F et Xij 2 

est normal à F. Ce qui donne une composante de type (p+2,q-1) et 

une composante de type (p+l,q). 



- Pour X. tangent à f et X normal à f, on décompose comme 
1 j 

précédemment [xiYxJ et on obtient une composante de type (pi1 , q )  

et une composante de type (p,q+l). 

La différentielle extérieure se décompose donc en la somme 

de trois opérateurs 
y d10 

et d respectivement de types 
2,-1 

(0,1), (],O) et (2,-1). Nous serons intéressés par l'opérateur 1 

qu'on note dF. 

Lemme 11-A-3.- L'opérateur dF-satisfait aux propriétés : 

i) dF(a 6) = dF a B + (-1) 
dega 

andF 6. 

2 
ii) dF = O . 
L'opérateur dF est appelé la différentielle extérieure 

feuilletée. 

Dérno~&at ion  : On a d = dF + d 
+ d2,-1 . 1 ,O 

= d (a A B) + dlY0(a A 6) + d2,-l D'où d(a A 6) F (a A 6). D'autre 

dega 
part d(a A B )  = da A 6 + ( - 1 )  a A dB. En identifiant les 

composantes de même type on obtient la relation (i). 

Par ailleurs de d2 = O on déduit : 

Dans cette somme l'opérateur d; est le seul de type (0,2). Il 

est donc nécessairement nul. Ce qui démontre (ii). 



D é a i d o n  11-A-4.- Une forme w de type (p,q) est dite 

d fermée si F- dFw = O. Elle dite d exacte s'il existe une forme B F- 
de type (p,q-I) telle que w = dFB. 

B - THEOREME DE DE RAHM POUR LES VARZETES FEUZLLETEES. 

Dé~inition 11-8-7.- Une p-forme différentielle a sur V 

est dite feuilletée si elle est de type (p,O) et vérifie dFa = 0. 

Pour p = O on a une fonction feuilletée. 

Lemme 21-8-2.- Soit w une forme différentielle de type 

(p,q) avec q 2 1 et telle que dFw = O. Alors pour tout point x 

dans V il existe un voisinage U de x et une forme fi3 de type 

(p,q-1) définie dans U telle que w = dFB . 

D é m o m ~ o n  : Au voisinage de x ,  on peut trouver un 

système de coordonnées locales (xI 9 . Pn,YI , . . . y ) telles que 
m 

le feuilletage F soit défini par les équations dx = O où 
i 

i = O, ..., n et w s'écrit : 

La démonstration se fera par récurrence sur l'entier k qui est défini 

par la condition que l'écriture précédente ne contient pas les 

k+ l n 
termes dx ,..., dx . 

1 
b 

i) Pour k = O on a w = dy A...Ady q 1 Ob, ... b 
9 

et donc dFw = dw = O. Par le lemme de Poincaré usuel, il existe 

un voisinage U de x et une forme B définie sur U telle que 

w = dB. La forme B est de type (0,q-l), la forme w est de type 

(0,q) on en déduit que o = dF@. 



ii) Supposons donc que le théorème est vrai pour k < h 

et soit w de type (p,q) telle que son écriture locale ne contient 

h+ 1 n h 
pas les termes dx ,..., dx . On a w = dx A A + p où h et u 

h n sont des formes dont l'écriture locale ne contient pas dx ,..., dx . 
Alors 

h 
dFw = - dx A dFX + dFp et dFA = O entraîne dFX = O 

et d p = O. Il existe donc a de type (p,q-1) et T de type F 
p - 1 - 1 )  telles que p = dFo et X = dFr. 

h 
On obtient finalement que w = dF (dx A r + O). 

On note le faisceau des germes des p-formes différentielles 

feuilletées sur V et APq le faisceau des germes des formes 

différentielles de type (p,q) sur V. 

Lemme 11-8-3.- Le faisceau APq est fin. 

Démond&aLion : Soit (Ui) ioI un recouvrement ouvert 

localement fini de V et soit 
(Ji) i c ~  une partition de l'unité 

différentiable associée à (Ui)iEI. On définit : 

hi 
: A P ~ + A P ~  avec hi[wJ = [diw]. 

Alors hi est un endomorphisme de APq et on a : 

On en déduit 1 hi = id ce qui achève la démonstration. 
i~ 1 



Théokème 11-8-4. (de  Rham) [I 41 .- 
d~ 

La suite O -+ @P -* APs0 + A"' . . . est exacte en 

raison de la caractérisation des p-formes feuilletées, de la relation 

df = O et du lemme 11-8-2. C'est donc une résolution fine du faisceau mP. 

On a donc le théorème : 

Le groupe Hq(x,mP) est appelé le groupe de cohomologie de type (p,q) 

de la variété feuilletée (V,F). Pour p = O on appellera H~(X,@') 

le groupe de cohomologie feuilletée de la variété (v,F). 

Pour q > m on a évidemment Hq(v,aP) = 0. 



PROPRlETES DE LA COUOMOLOGlE DE TYPE ( p , q )  . 
........................................... 

Contrairement à la ~~homologie réelle, la ~~homologie de 

type (p,q) n'est pas invariante par homotopie même si cette homotopie 

préserve le feuilletage. Cependant nous allons montrer que cette 

cohomologie est un invariant d'un type d'homotopie qu'on appelle 

homotopie intégrable. 

Nous montrerons aussi un théorème du type Mayer-Vietoris 

lorsqu'on coupe la variété feuilletée par une sous-variété de codimension 

un normale au feuilletage. 

A - 1NVARlANCE PAR HOMOTOPTE 1NTEGRABLE. 

Soient (V,F) et (V1,F') deux variétés riemanniennes 

feuilletées. Une application f de V dans V' préserve les feuilletages 

F et F '  si elle envoie chaque feuille de F dans une feuille de F'. 

U é ~ ~ ~ o n  111-A-2.- Soient f et g deux applications 

différentiables de (V,F) dans (V1,F'). Une homotopie intégrable 

de f à g est une application H différentiable de (V x IR, F x W) 

dans (V',F1) préservant les feuilletages F x IR et F' et 

telle que H( ,t) = f  pour t 6 O et H( ,t) = g pour t 2 1 .  

D é ~ i W o n  171-A-3. - Les variétés feuilletées (V,F) et 

(V',F1) ont même type d'homotopie intégrable s'il existe une application 

E de V dans V' et une application g de V' dans V et des homotopies 

intégrables respectivement de f O g à idV, et de g O f à idv. 



On munit V x R du feuilletage F x R, Alors pour tout 

t e l R :  

est une injection de la variété feuilletée V dans la variété 

feuilletée V x R. 

P f i ~ p ~ d ~ O n  III-A-4.- Soit A"" = 1 APq . Il existe 
4 

une application linéaire : 

vérifiant i) K(A~'~(v x R)) c Apyq-l (v) . 

Démam&ation : La construction de K se fera comme 

dans le cas usuel. 

a) modèle local V = IR" x am feuilletée par les plans 

( 0 )  x IRm.0n pose : 

Kf = O si f est une fonction différentiable . 
Ka = O si a = a dx A ... A dx A dyj A ... A dyj 

1 i 
P 1 4 

1 
KB = (j b dt) dxi A ... A dui A dyj A ... A dyj si 

O 1 P 1 q- 1 

Il est clair qu'on a K(A~~(v x R)) c Apq-' (V) . 
Par ailleurs on a : 



*) dF Kf + K dF f = dt = fcl) - £(O) c'est-à-dire : 

dxi A , . .  A dxi "yj A... Adyj 
1 P 1 q 

* 
*I*) Finalement J;B - JOB = O et : 

dF KB = a b  dt) dy. A dxi A ... A dxi M y j  A... A dyj 
J 1 P 1 q- ' 

1 
K d F  B = -  5: (1 Z d t )  dy. Adxi A ... Adx. Adyj A ... Adyj 

J 1 1 

ayj P 
1 q- 1 

# * 
on a : K dF B + dp KB = (J1 - JO) . 

b) Nous allons globaliser le résultat précédent. Si h est 

un difféomorphisme préservant le feuilletage de V = x IRm on a 

* 
K(k y) = h*~(~) où k est le difféomorphisme de V x R défini par 

k(x,t) = (h(x),t) et qui préserve le feuilletage de V x IR. 

On suppose que V est une variété feuilletée définie par un 

atlas (U.,hi) tel que : 
1 

i l  (UiIieI est un recouvrement ouvert localement fini 

ii) hi est un difféomorphisme de U. sur IRnfm . 
1 

iii) Les changements de cartes sont des difféomorphismes 

de IRn x IRm préservant le feuilletage {BI x IRm . 



La famille (Ui x IR, ki)ieI où ki(x,t) = (hi(x) , t) 

est un atlas définissant le feuilletage de V x IR. Soit (di) i. I 

une partition différentiable de l'unité subordonnée au recouvrement 

('il iE I 
. La famille (Yi)iEI où Yi(x,t) = Qi(x) est une partition 

de l'unité subordonnée au recouvrement (ui IR)icI . 

On pose : 

On a alors : 

A h A 

ii) dF K(o) + K dF(a) = 1 dF K(Yi a) + K dF(Yi a) 
is 1 

ce qui achève la démonstration. 

Remarquons que toute application de (v,F) dans (V' , F' ) 

préservant les feuilletages induit un homomorphisme en cohomologie 

de type (P, q) 

PhopoaLCLon 111-A-5.  - Soient f et g deux applications 

différentiables de (V,f) dans (V1,f') préservant les feuilletages 

F et F'. S'il existe une homotopie intégrable de f à g alors 

f et g induisent le même homomorphisme en cohomologie de type (p,q). 

D é m o m A h d o n  : Si H : V x IR + V' est une homotopie 

intégrable de f à g on a H O JO = f et H O J I  = g. Si a est 

une forme de type (p,q) et dF fermée sur V' on a : 



?& * 
Les formes g a et f a sont donc cohomologues. Ce qui donne le 

résultat annoncé. 

C o r t o U a h e  111-A-6.- Si (V,F) et (V',F1) ont même type 

d'homotopie intégrable alors elles ont des groupes de cohomologie de 

type (p,q) isomorphes. 

D é ~ i W a n  Ill-A-7.- Soit W w  V une sous-variété de V 

transverse à f munie du feuilletage f . On dira qu'une application : l w 

est une rétraction par déformation intégrable si : 

i) r est une rétraction par déformation, 

ii) la restriction de r à chaque feuille F de F est 

une rétraction par déformation de F sur F n W. 

Corto&?&te 111-A-8.- Si W est un rétracte par déformation 

intégrable de V alors V et W ont mêmes groupes de cohomologie 

t3 - THEOREME D E  MAYER-VlETORlS. 

(Soient v,F) une variété feuilletée et M et N deux 

sous-variétés fermées de V telles que : 



i) M U N - V .  

ii) Et aM = aN est transverse à f. 

Alors on a K = M n N = aM = aN qui sont munis respectivement de 

feuilletages FK , FM et FN . 
On a un diagramme de variétés et d'applications feuilletées 

qui est commutatif : 

Soient A et les applications : 

Lmme 111-8-1.- La suite : 

O - APS*(V) - AP~*(M) AP**(N) -+ AP**(K) -+ O ( 1  1 

est exacte. 

Vérna~hzt . ion : 

* * 
a) A est injective car si (i w , - j w) = (0,0) , w 

est évidemment nulle. 

. * * si (a,B) E Im A on a : a = 1 et = - j w .  



?& * 
D'où k a + B = O et par conséquent (a,@) E ker p, De même si 

(a,@) E ker p on a k*a + = O et par conséquent il existe une 

. * * 
forme w sur V telle que a = i w et @ = - j w ; c'est-à-dire 

(ay@) c Im A. Finalement Im 4 = ker v .  

b) Montrons que p est surjective. Soient y une forme 

de type (p,g) sur K et yl  une (p,q) forme sur K x 1-1, 11 
où 1 + 1 est tangent à FK x [-1, il? , dé£ inie par : 

Considérons une fonction cm $(x,t) sur K El, +II, 

ne dépendant que de t, nulle sur un voisinage du bord et vérifiant 

$(*,O) = 1. Posons y2 = 4 y1 . En prolongeant y2 par la forme 

% % 
nulle, on obtient un élément y s APyq(~) @ APyq(~) telle que : YiK = Y. 

Théokéme 717-B-2.- On a une suite exacte : 

Cette suite est exactement la suite exacte longue de cohomologie associée 

à la suite exacte (1). 
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CHAPITRE IV 

EXEMPLES DE CALCULS DE COHOMOLOGIE FEUlLLETEE. 

Dans la suite nous nous intéresserons uniquement au cas 

où p = O , c'est à la cohomologie à valeurs dans le faisceau @ des 

germes des fonctions constantes sur les feuilles que nous avons appelée 

la cohomologie feuilletée. 

Rappelons (cf. th. 1-C-3) que le groupe HO(v,@) est l'espace 

des fonctions constantes sur les feuilles (on suppose que V est connexe). 

Par conséquent on a : 

i) Si VIF est une variété on a H0(v,@) = c~(v/F). 

ii) Si V est compacte, toute feuille contient un minimal 

dans son adhérence et on a donc : H~(v,Q) est l'espace des fonctions 

constantes sur les minimaux. 

A - EXEMPLES SIMPLES. 

Exemple IV-A-1.- Soit V = R x (R dont les feuilles sont 

les droites {XI x IR. On a HO(V,@) = cW(lEt). 

1 
Pour calculer H (V,@) considérons une (O,]) forme 

w = f(x,y) dy où f est une fonction en x et y. La forme w 

est nécessairement d fermée car elle est de degré maximum sur les F- 
feuilles. Elle est d exacte s'il existe une fonction h, cW et F- 
telle que : 



1 
D'où H (V,@) = 0. 

1 E x e m p l e  I V - A - 2 . -  Soit V = $' x $ muni du feuilletage 

1 1 
produit i.e. dont les feuilles sont Ix) x $ . On calcule H (V,@) 

de la même façon que précédemment sauf que f et h doivent être 

périodiques. Ce qui donne la relation : 

Nous en déduisons que les formes w = f(x,y) dy telles 

que f est une constante non nulle en y n'admettent pas de primitive 

au sens de la différentielle 1 1 
dF. Par conséquent H (V,@) = cm($ ) . 

B - PRODUIT DE DEUX VARTETES.  

4 On remarque que le groupe H (V,@) n'est rien d'autre que 

le groupe de cohomologie réelle de la feuille type tensorisé par 

l'espace des fonctions différentiables sur la transversale. Nous allons 

montrer que c'est toujours vrai dans le cas d'un produit. 

P / ~ o p o a ~ a n  TV-B-  1 .  - Soient F et T deux variétés 

différentiables et posons V = T x F munies du feuilletage dont les 

feuilles sont les variétés Ix) x F. Alors : 

D é m o ~ ~ ~ o n  : Considérons l'application : 

p : V-F 



- 1 
et U un ouvert de F. On a p (U) = T x U. La cohomologie feuilletée 

étant invariante par rétraction intégrable on a : 

D'après le théorème de Leray [3] on a une suite spectrale 

EPq = HP(F, H~(T,O)) qui converge vers la cohomologie de V à valeurs 2 

dans le faisceau @. 

Le feuilletage induit sur T est un feuilletage par points. 

On a donc H~(T,o) = 0 pour q # O et H0(~,O) = C-(T) . Par 

conséquent ~2~ = O pour q + O .  La suite spectrale ~2~ est 
donc dégénérée. Ceci donne : 

L'action de n l  (F) sur H"(F,c-(T)) étant triviale on a : 

C - TORE T~ MUNI VU FEUILLETAGE LINEAIRE. - 
On considère le tore T' muni du feuilletage linéaire 

de pente a. Le calcul de sa cohomologie a été aussi donné par Heitsch [5] 

dans le cadre des déformations infinitésimales des feuilletages et 

par Roger 11 fl dans le cas de la cohomologie de type (p,q). 

V b ~ i & o n  IV-C-1.- Soit a un nombre réel irrationnel. 

i) a est un nombre de Liouville, si pour tout entier s > 1 

il existe des entiers m et n tels que : 



ii) Si a n'est pas de Liouville, on dit alors qu'il vérifie 

une condition diophantienne ; il existe un entier s 2 1 et A réel 

strictement positif vérifiant 1 m + an 1 > 
A 

(Iml + lnbS 

On rappelle que HO(v,@) est l'espace des fonctions 

différentiables constantes sur les feuilles. Par conséquent on a : 

1 2  Pour H (T ,9,) on a le résultat : 

IR si a vérifie une condition diophantienne 
1 2  

H (T , @a) = 

Un espace de dimension infinie si a est un 

nombre de Liouville. 

2  vémonn.&ation : Toute forme sur T s'écrit comme forme 

sur invariante par les translations entières. En particulier w 

de type (0 , l )  s'écrit w = f(x,y) dz avec x et y les coordonnées 

canoniques sur IR2 et z une coordonnée sur la feuille ; £ étant 

une fonction cm bipériodique . 
Il est clair que w est d fermée. Elle est d exacte s'il F- F- 

existe une fonction h sur T , C- et telle que : 



c'est-à-dire ah - + a  ah - =  f 

ax ay 

Les fonctions f et h étant bipériodiques en x et y 

on peut les développer en série de Fourier : 

En dérivant formellement h l'équation (2) se ramène 

On en déduit : 

si f # O l'équation (2) n'a pas de solution. 
O O 

La différentiabilité de h dépend de la nature arithmétique 

de a. Nous distinguerons deux cas : 

i) si a vérifie une condition diophantienne, alors il 

* 
existe s E Pi et A > O tels que lm + an1 > A pour m 

(lm! + lnOS 

et n assez grands. Cette inégalité donne : 

Ce qui montre que les coefficients (h ) définissent 
mn m,n 

1 2  une fonction cm et par conséquent H (T ,ma) = R . 



ii) Si a est un nombre de Liouville, on construit une 

infinité de (O,])-formes non cohomologues deux à deux et qui 

n'admettent pas de primitives au sens de la différentielle dF. 

Pour tout entier s 2 1 considérons la suite d'entiers 

1 
(m,n) tels que 'lm + an1 < - . 

1.1" 
Soit f la fonction C* définie par ses coefficients de 

Fourier f 
1 , les autres étant choisis arbitrairement 

parmi les suites à décroissance rapide. 

On a alors : 

d'où : 

Quand s tend vers l'infini on a Ih 1 -t + * . 
m,n 

Les hW ne sont pas donc les coefficients de Fourier 

d'une fonction C* ; par conséquent on a : 

est de dimension infinie. 

il - TORE T3 MUNI DU FEUILLETAGE EN CYLINDRES. - 

On considère le feuilletage sur TL de pente a qu'on 

note F . le feuilletage sur T2 x IR dont les feuilles sont F x R 
a 

où F est une feuille de Fa est invariant par l'application 

(m,t) - (m, t + l )  et passe donc au quotient en un feuilletage en 

3 cylindres sur T . 



Les feuilles étant denses si a est irrationnel on a 

3 
HO(T ,+) = I R  . 

Nous allons fairé le calcul des groupes de cohomologie 

feuilletée dans le cas où a vérifie une condition diophantienne 

en utilisant la suite spectrale de Leray 1 3 1  associée à un 

recouvrement. 

3 Détn~nh&&i~n : La variété T peut être obtenue en collant 

deux exemplaires de T2 x 1 à l'aide de l'identité du bord. On pose : 

2 M = M ~ = T ~ ~ I  et K = M  ~ K , = T  x l o l  u 
O O 

T2 x 1 1 1  . 
disjointe 

On a une suite exacte [3]  : 

03 E:'" est le sous-groupe de H"(o,@) x H"(M ,@) formé des 1 

couples (ao,al) qui induisent la même classe de cohomologie sur 

Le groupe est le quotient de H"-I (M n M, ,@) 
O 

par le sous-groupe formé des classes de cohomologie qui sont différence 

de deux classes induites par des classes de M et Ml. 
O 

2 
D'autre part T~ x 1 et T ont même type d'homotopie 

intégrable donc ont même groupes de cohomogie feuilletée. On a 

finalement : 



ce qui donne les résultats.annoncés. 

E - FIBRES HYPERBOLIQUES Ta. 

i - C o ~ t m c t i o n  du d e W e t a g e  ML T: 1 2 1 .  

Pour tout A E SLZ(2) on désigne par 
3 

TA le fibré en 

2 
tores obtenu en quotientant T x B par la relation d'équivalence 

identifiant (m,t) à (A(m), t+l). Un tel fibré est dit hyperbolique 

si A est hyperbolique, c'est-à-dire si 1 tr A I  > 2. On note pA la 

fibration de 
3 
TA induite par l'application (m,t) E T2 x R- t E R .  

L'automorphisme A étant hyperbolique, il a deux directions 

propres réelles de pente irrationnelles. On note h une des valeurs 

propres et a la pente associée. Le feuilletage du plan par droites 

de pente a passe au quotient en un feuilletage en droites. 1,e 

L 
feuilletage produit sur T x IR est invariant par l'application 

3 
(m,t) -+ (A(m), t + 1 )  et définit donc un feuilletage sur TA. Les 

feuilles sont des plans ou des cylindres et sont toutes denses. 

2 - Calcul! de k5.t c&otnoXogie &ui lXdée  de TT. 
3 

Les feuilles sont toutes denses, on a donc H'(T~,@) = R . 

PhopoahXon IV-E- I . - On a : 



DémonnRhation : Considérons la fibration : 

1 Soient m un point.de â et U un voisinage ouvert 

de m. L'ouvert p-l(~) est difféomorphe à T2 x U. La fibre 2 m 
- 1 au-dessus de m et p (U) ont même type d'homotopie intégrable. 

On en déduit une suite spectrale [3] : 

Or E : ~  = 0 pour q # O, 1 ; ce qui donne une suite 

exacte LI ] : 

2 On a H'(T ,@) = iR et par conséquent 

Lemme IV-E-2.- On a : - 

1 1 2  Démo~&a;tion : Ho($ ,H (T ,@)) est le groupe de cohomologie 

feuilletée des (O, 1) formes sur T2 invariantes par le difféomorphisme A. 

Soit w = f (x,y) dz une (O, 1) forme invariante par A sur 

T2 c'est-à-dire telle que f vérifie hf (A(x,y)) = f (x,y) . Déterminons , 
une (0,O) forme h sur T~ invariante par A telle que dFh = w, 

c'est-à-dire vérifiant h(A(x,y)) = h(x,y). La fonction h est définie 

par ses coefficients de Fourier : 



I qui définissent une fonction cs car a étant algébrique, il vérifie 

une condition diophantienne 1 7 1  . La condition d' invariance sur 

f se traduit au niveau des coefficients de Fourier par : 

f ~ '  (m,n) = Xf où A' est la transposée de A. 
m,n 

avec (m' ,nl) = A' (m,n) . 

Or m' + an' = X(m + an) . On en déduit : 

c'est-à-dire : 

La fonction h est donc invariante par A. 

Les formes de type (O,]) qui n'admettent pas de primitives 

sont de la forme k dz ou k est une constante. Or ces formes 

ne sont pas invariantes. Ce qui donne : 

Nous terminons la démonstration en remarquant que la suite 

exacte (1) se réduit à : 

d'où : 
1 3  H (TA'@) = IR . 



F - COMPOSANTE DE REEB. 

Soit H* le demi-espace {(x,y,z) 1 z 3 01 privé du point 

(0,0,0) et feuilleté par les surfaces d'équations dz = O. Il est 

difféomorphe à D~ x R. On le rapporte aux coordonnées cylindriques 

Soit 4 un difféomorphisme de IR* contractant et ayant O 

comme point fixe. 

 a action de Z engendrée par l'application 

(r,e,z> ( , 0 , z )  laisse le feuilletage invariant. On a donc 
2 

un feuilletage F sur la variété obtenue en quotientant H* par cette 

2 1 action qui n'est rien d'autre que D x % muni du feuilletage de 

Reeb habituel. 



La composante de Reeb a une seule feuille compacte on a donc 

1 HO(D~ x s , m) = R. 

1 2  1 
Calculons H (D x $ , @) , 

a) Une (0,l) formesur D 2 x a 1  s'écrit: 

* 
sont des fonctions cm de r,8,z avec y w  = w .  

* 
O n a  y w = w  si 

en plus : 

ii) f et g sont périodiques en 8. 

Pour que w  soit dF-fermée il faut et il suffit d'avoir 

w  est dF exacte s'il existe une fonction h(r,e,z), C* en 

r,e,z et telle que : 

i) h périodique en 8, 



b) Résolution des équations ( 1) et (2) . 

En dérivant par rapport à r on obtient : 

ag - af Or - - -  et par conséquent : 
ar ae 

- -  a h _ £  + -  a' . On en déduit que - aK - - O . ~a fonction K 
ar ar a r 

ne dépend que de z : 

c) Vérifions les conditions d'invariance : 

i) La fonction h doit être périodique en 8. On doit avoir : 

Ceci implique : est non identiquement nulle. 
a e 

Ceci nous permet de caractériser les formes non d exactes. F- 

Elles s'écrivent : 

- O et puisque f est périodique - ag . Ce qui implique - - Or - - -  
ae ar ao2 

en 8 on en déduit que f ne dépend pas en fait de 8 et donc que 

g ne dépend pas de r. 

Finalement w = f(r,z) dr + g(z) dB. 



ii) Si on choisit K vérifiant K(z) = K($(z)) la 

r 
condition h(- , 8, $(z)) = h(r, 8, z) est automatiquement vérifiée. 

2 

En définitive deux formes : 

sont cohomologues si et seulement si gl(z) - g2(z) est une fonction 

de 8. Mais comme elle constante en 8 on a nécessairement 

g (z) = g (2). On en déduit que chaque classe de cohomologie est 
1 2 

représentée par une forme o = g(z) dû où g vérifie g(+(z)) = g(z). 

La fonction g ne dépend ni de r ni de 8 donc elle 

est constante sur les feuilles et par conséquent constante partout. D'où : 

1 G - COHOMOLOGZE FEUILLETEE D E  s2 x $ . 

3 
On considère l'espace IR* rapporté aux coordonnées 

cylindriques r, 8 et z et feuilleté par les surfaces d'équations 

r z L'action de Z engendrée par l'application : (rY8,z) -+ (- ,0,-)  
2 2 

laisse le feuilletage invariant et définit donc un feuilletage sur 

1 
le quotient qui est s2 x $ . Les feuilles sont des plans avec une 
feuille compacte qui est le tore T ~ .  Ce feuilletage peut être obtenu 

de la manière suivante. 



On considère deux composantes de Reeb comme précédemment 

1 
obtenues à l'aide du difféomorphisme $ ( z )  = - z . On recolle ces 

2 

deux composantes à l'aide de l'identité du bord. 

t 
Le calcul de ~ ' ( 1 ~  x $ 4) se fait exactement de la même 

façon que celui de la composante de Reeb. On trouve : 
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CHAPITRE V 

RELATION ENTRE L1ffOLONOMIE ET LA COHOMOLOGIE FEUZLLETEE. 

Dans le calcul de la ~~homologie feuilletée de la composante 

1 
de Reeb D~ x S nous avons vu apparaître une relation entre l'holonomie 

1 2  1 et H (D x $ , @). Nous allons montrer l'existence d'une relation entre 

l'holonomie linéaire et la cohomologie feuilletée dans le cas d'un 

feuilletage transversalement orientable. 

A - FEUILLETAGES TRANSVERSALEMENT OR1ENTABLES. 

Soit V une variété riemannienne munie d'un feuilletage F 

de codimension un et transversalement orientable. Un tel feuilletage 

peut être défini par une équation de Pfaff w = O où w est une 

1-forme complètement intégrable. 

On peut trouver une 1-forme (cf. [9] ) a telle que : 

ii) Pour toute feuille L de F la restriction 

de a à L est une forme fermée. 

iii) La classe de cohomologie réelle de ne dépend 

que de F et de L. 

iv) On a : = Log dh pour y E n l  (L) et où dh 
Y Y 

représente l'holonomie linéaire. 



P k o p 0 6 ~ 0 n  V-A-  1 .  - La composante de type (O, 1 ) de a 

1 
définit une classe de cohomologie dans H (V,@). 

Démunh&tLation : La forme a s'écrit d'une manière unique 

sous forme : 

où a estdetype(0,I) et a detype(1,O). 
O 1 10 

D'autre part pour toute feuille L de F on a : 

d(alL) = O. Ceci implique que a est d fermée ; et par conséquent F - 
on a : 

Les formes d~ u ~ l  et d~ "10 
sont respectivement de types 

(0,2) et ( 1 , l )  ; et puisque la décomposition d'une forme en somme de 

formes de type (p,q) est unique on en déduit que a 
0 1 est dF 

1 
fermée ; donc dé£ init une classe de cohomologie dans H (V,@) . 8 

Nous allons montrer qu'en fait l'holonomie linéaire 

du feuilletage F va être représentée par la forme a 
O1 ' 

L m e  V - C - 2 . -  Soit B une forme différentielle sur V - 
de type (0,r). Si L est une feuille de F et y une chaîne de L 

de dimension r+l . 

(cf. II-A-2). 



On aura donc : 

Puisque y est sur une feuille on a : 

Finalement : 1, dB = 1 di 6 
Y 

D'après le lemme de Stockes usuel on a : 

on en déduit : I y d i B = /  6 a Y 

On peut écrire donc : 

jy = j car a estdetype(1,O) et 
10 

Y 

par conséquent son intégrale sur une chaîne tangente au feuilletage 

est nulle. 

D'après le lemme V-A-2 l'intégrale a ne dépend 

que de la classe de cohomologie feuilletée de a0 . On a donc 
le théorème : 

Thtak2me V - A - 3 . -  Soit F un feuilletage de codimension un 

transversalement orientable sur une variété riemannienne V. 

1 
Si H (V,@) = O , alors f est sans holonomie linéaire. 

CokoMahe V-A-4 . -  Soit F un feuilletage de codimension 

un transversalement affine sur une variété riemannienne V. 



1 
Si H (V,@) = O alors f est sans holonomie. 

En effet l'holonomie linéaire d'un feuilletage transversalement 

affine caractérise entiêrement l'holonomie. 

Dans ce paragraphe, nous montrerons le rôle que joue 

l'holonomie linéaire dans le calcul de la cohomologie feuilletée. 

Soit f un difféomorphisme cm de @, + m[ tel que : 

i) f (O) = O 

ii) f est contractant i.e. f(t) < t pour t 7 O . 
iii) f'(0) = a  avec O < a < 1. 

En suspendant f on obtient un feuilletage sur 

1 
M = S x [O, + en droites spiralant sur la feuille compacte 

x {O]. 



on a H'(M,~) = IR (cf. ch. IV). 

ThgokLme V-i3- 1 . - ( S X a n b a g  31 ) . 

Si f est un difféomorphisme cm de [O, + m[ tel 

que : 

i) f (O) = O 

ii) f est contractant i.e. f(t) < t pour t > O . 

iii) £'(O) = a  avec O < a < 1 . 

Alors : 

f est cm conjugué l'homothétie : 

Ceci montre que le feuilletage dé£ ini par f est cm 

conjugué à la suspension de cette homothétie. 

Puisque la cohomologie feuilletée est invariante par 

1 conjugaison cm il suffit de calculer H (My@) pour cette suspension. 

Une (0,l) -forme sur M s'écrit comme (O,]) forme sur 

IR x CO, + m[ invariante par l'application : 

(x,t) --+ (x + 1, at) . 

Une telle forme s'écrit : 

w=$(x,t) dt oii 4 est une fonction C" en x,t 

sur W x [O, + w [  vérifiant (?(x,t) = $(x + 1, at). 



i) La forme w est dF-fermée car elle est de degré 

maximum sur les feuilles. 

ii) Elle est d exacte s'il existe une fonction h , c m  F- 
sur IR x [O, + m[ vérifiant : 

I h(x + 1 ,  at) = h(x,t) 

En intégrant cette équation on obtient : 

La condition d'invariance s'exprime donc par : 

En faisant un changement de variable de T en r+1 

on obtient : 

Il faut donc trouver une fonction K(t), cm et 

vérifiant une telle relation. 

V é m a ~ ~ o n  : La fonction K doit être continue à 

l'origine. On doit avoir : 

c'est-à-dire : $(,,O) dx = O . 



Pour t = O la condition d'invariance sur $ est une 

condition de périodicité. Les formes $(x, t) dx telles que $(x,O) 

est une constante non nulle ne sont pas dF -exactes. Ce qui montre 

le lemme. 

V é m o m ~ o n  : Soit w = $(x,t) dx telle que 

On a nécessairement : 

1 Lemme B-3a.- La fonction K est de classe C . 

n 
oùonaposé û r a t  et un(t) = $(x,ant) d x .  Lafonction 

' D $(x,ant) dx est différentiable donc bornée sur tout compact 
10 

[O, tJ indépendamment de n. 

La série de terme général Du (t) est donc uniformément n 

convergente sur tout compact [O, tJ et par conséquent la série 

de terme général u (t) aussi car pour t = O on a un(0) = O et 
n 

donc K ( 0 )  = 0. 



Lemme V - & S b . -  La fonction K est de classe cm. 

En raisonnant de la même façon que le lemme précédent on 

montre que la série : 

1 D~ un(t) 
n2O 

est uniformément convergente sur tout compact L0,td. 



CHAPITRE V I  

UN EXEMPLE D E  FEUILLETAGE S A N S  FEUILLES COMPACTES 

ET S A N S  DEFORMATION I N F l N T T E S l ~ ~ A L E .  

A - COHOMOLOGTE FEUILLETEE A VALEURS DANS LE FIBRE NORMAL. 

Soit (v,F) une variété riemannienne feuilletée. 

On désigne par : 

i) A le faisceau des germes des champs de vecteurs 

feuilletés sur V. 

ii) APq l'espace des formes différentielles sur V de type 

(p,q) à valeurs dans le fibré normal et A'~, le faisceau des germes 

correspondant. 

On a une résolution fine du faisceau A [lq : 

de sorte que : 

4 Le groupe H (V,A) est appelé le qème groupe de cohomologie 

feuilletée de V à valeurs dans le fibré normal. 

On sait [s] que H1(V,A) contient les déformations 

infinitésimales du feuilletage F .  Ce groupe a été aussi utilisé 



par Hamilton [4J dans l'étude de la cm-stabilité des feuilletages 

sur une variété riemannienne compacte. 

Les exemples de feuilletages sans déformation infinitésimale 

que 1' on connaît sont à feuilles compactes [8 ] . 

Ici nous en donnons un sans feuilles compactes. 

B - E X E M P L E .  

3 On considère la variété feuilletée (TA,F) (cf. IV-E-1). 

On supposera donnée sur 3 
TA une métrique riemannienne telle que sur 

2 chaque fibre T l'autre direction propre soit orthogonale au 

feuilletage. 

On désignera par (x,y,t) les coordonnées d'un point 

2 
de IR x IR et par (z,8) les coordonnées d'un point de T 2 

respectivement dans la direction du feuilletage et son orthogonale. 

i) Un élément de s'écrit : 

où h vérifie : Xh(A(x,y),t+l) = h(x,y,t) et est cW et 

0 1 ii) Un élément de A s'écrit : 

où f et g sont cm vérifiant : 



et sont périodiques en x et y, 

0 2 iii) Enfinunélément de A s'écrit: 

où L est cm vérifiant : 

X~R(A(X,~), t+l) = L(x,y,t) et périodique en x et y . 

P t r o p o h ~ o n  VI-8-1.-  Il existe des opérateurs H et K : 

O 1 H : A  ---+A O0 

vérifiant : d F H + K d F = i d .  

a a Dérnov~&atiun : Soit w = f(x,y,t) dz 8 - + g(x,y,t) dt 8 - . 
a e a e 

La fonction f s'écrit : 

Considérons la fonction h définie par ses coefficients 

de Fourier hmn(t) tels que : 



Lemme VI-B-la.- La fonction h est de classe cm. 

V é m a ~ W o n  : On a formellement : 

ak+~+q h 
= C mP nq - dk fmn(t) 2in(mx+ny) 

e d'autre part on a : 
atk axP ayP myn 2in(m+an) dtk 

On pose : 

mp nq dk fmn(t) 
u (t) = 
mn 2irr(m+an) dt 

k 

mp n4 
u (t) = K  .-  - akf -2in(mx+ny) 
mn k dx dy , 

m a n  1, dt 

où K est une constante. 

En intégrant p' fois par parties on obtient : 

 autre part on sait qu'il existe s 1 et A > O tels 

que : 

On aura finalement : 

l m l P  l n l q  ( l m [  + 1 ~ 1 ) ~  f 
Iurnn(t) 1 S K' , 

lmlP' 

La fonction 

d x d y .  

dx dy est bornée . 



,On choisit p' suffisamment grand et on obtient : 

2 i-rr (mx+ny ) 
La série 1 umn(t) e converge donc uniformément 

m,n 

ce qui démontre le lemme. 

Un calcul analogue à celui fait dans la partie IV-E-2 

montre que h vérifie : 

On pose donc : 

De la même façon on pose : 

où g est définie par ses coefficients de Fourier : 

avec 

Lemme VI -8 - l b . -  Les opérateurs H et K vérifient : 

a a V é m a v l e l ~ a n  : Soit w = f(x,y,t) dz 63 - + g(x,y,t) dt 8 - 
a e a e 



On obtient la relation cherchée. 

De la proposition VI-B-1 on déduit : 

3 Ce qui montre que le feuilletage F sur TA n'a pas 

de déformation infinitésimale. 



COHOMOLOGIE DES COURAMS DE TYPE ( p , q )  SUR 

UNE VARIETE FEU7 LLDEE . 

On considère le tore T~ muni du feuilletage en droites 

de pente ct 4 Q. On a vu (cf. IV-C-2) que si : 

1 2  i) a est un nombre de Liouville on a H ( T  ,Qa) est un 

espace de dimension infinie. 

ii) a vérifie une condition diophantienne on a : 

Les propriétés arithmétiques de a déterminent l'ordre 

de différentiabilité de la solution h de l'équation : 

Si on ne s'intéresse qu'aux formes mesurables on aura 

beaucoup plus de formes dF-exactes pour a irrationnel. 

Ceci motive l'introduction d'une cohomologie des courants 

analogue à celle des formes C* de type (p,q) introduite au chapitre II 

Dans la suite V désignera une variété riemannienne de 

dimension n + m munie d'un feuilletage F de codimension n et 

de classe c*. 



A - COURANTS DE T Y P E  ( p , q ) .  

On note 8Eq l'espace des formes di£ férentielles de type (p,q) 

de classe cm et à support compact dans V. 

On munit l'espace  AC^ de la pseudo-topologie suivante : 

i 
si f3 o 8Eq on notera 6 ses coefficients et on dira 

que la suite (Bn)n,O converge vers O si : 

i 
i) supp f3, C K où K est un compact fixe indépendant 

de i et de n. 

i 
ii) tend vers O pour tout i uniformément sur 

K ainsi que toutes ses dérivées. 

Soit a une forme différentielle de type ( p , q )  localement 

intégrable sur V. L'application : 

est linéaire continue. 

Ceci motive la définition suivante : 

D é ~ i W o n  V 7 1 - A - 7 . -  On appelle courant de type 

(p,q) sur V toute forme linéaire continue sur l'espace A ~ - ~ ~ ~ - ~  . C 

On peut évidemment définir un tel courant comme étant une 

forme sur @ A:" en supposant qu'il est nul sur les formes de 

type ( k , l )  f (n-p, m-q) . 

On notera TPq l'espace des courants de type (p,q) sur 

Si t E TPq et 4 E A E - ~ ' ~ - ~  alors c t , $ >  désignera 

l'évaluation de t en 3 .  



Exemples V 1 1 - A - 2 . -  

a) Toute forme différentielle a de type (p,q) localement 

intégrable définit un courant de type (p,q) sur V. 

b) Si est uni chaîne singulière cubique de type (p,q) 

'L <r  , B> = 

'L r est un courant appelé le courant d'intégration sur I'. 

Il est de type (n-p, m-q). 

c) Courant de Dirac de type (p,q) . 

Soit a c V. Soit (XI, . . . ,X X , . . . ,Xpcq) = 2 
P' p+1 

un système de p+q-vecteurs où Xi est normal à F 

pour i = 1, ...,p et tangent à F pour i = p+l ,..., p+q. 

Pourtout B E A:~(V) on pose : 

1 définit un courant de type (n-p, m-q) de support le point a. 

On peut définir le produit extérieur d'un courant t par 

une forme cm, a en posant : 

Si t est de type (p,q) et a de type (p',q') alors 

t A a est de type (p+p', q+q'). 



B - ECRZTURE LOCALE.  

Soit (xl,. . ,xn,y ] , .  . . ,ym) un système de coordonnées locales 

définissant la variété feuilletée (v,F)  au voisinage d'un certain 

point. 

courants où N = cP . cq de type (0,O) alors : 
n m 

est un courant de type (p,q) . 
Inversement tout courant de type (p,q) peut être représenté 

localement par une telle expression. 

En effet si t est un courant de type (p,q) on pose : 

avec : 

$ une fonction cm à support compact . 
1, ..., n+m 

E = 6. 1,. . .i ii. . .i' j . . .jqji.. .j&-, 
P n-p 1 

est une permutation de (1, ..., n+m) . 



On a donc : 

jl...j 
t. . est un courant de type (0,O) , 

..lp 

On voit donc que localement tout courant de type (p,q) 

est une forme différentielle de type (p,q) à coefficients distributions. 

C - D7FFERENTZELLE FEUZLLETEE D'UN COURANT DE TYPE ( p , q ) .  

Soit a une forme différentielle de type (p,q) et de 

classe CI. Soit B E A ~ - ~ ~ ~ - ~ - ~  . 
La forme a A B est donc de type (n, m-1). Calculons 

sa différentielle extérieure : 

car la forme a A B est de degré maximum dans la direction normale 

au feuilletage. 

Il reste finalement : 

C'est-à-dire : 

d F a A B =  (-I)P+~+' a A dF B + dF(a A 6) qui donne : 

dF(a A 8) = 1 d(a A 6) = O car a A B est de classe C 1 J v  v 



et de degré total (n+rn-1) et à support compact (cf. PO]). 
Finalement : 

D é ~ i W a n  VII-C- 1 .  - Soit t un courant de type ( p , q )  . 
La différentielle feuilletée de t est un courant t de 

type (p,q+l) défini par : 

n-p ,m-q- 1 où B est un élément de A 
C 

Il est clair qu'on a : 

2 2 6~ = O . Ceci découle de dF = O . 

Un courant t de type (p,q) est GF-fermé 

si 6 t = O c'est-à-dire : F 

<6F t, f3> = 0 pour tout élément fi de A ~ - P > ~ - ~ - ~  
C 

On dira que t est nul sur l'ouvert U si : 

<t, B> = O pour toute forme B de type (n-p, m-q) à 

support compact inclus dans U. 

Les courants t l  et t2 sont égaux sur U s'ils sont 

du même type et si t l  - t2 = O sur U. 

Un courant t de type (p,q) est GF-exact s'il existe 

un courant s de type (p,q-1) tel que : 

Un courant 6 exact est évidemment 6 fermé. F- F- 



L m e  VII-C-2.- Un courant t de type (p,q) GF-fermé 

est localement 6 -exact. 
F 

V é r n o ~ ~ ~ o n  : Soient x un point de V et B un 

élément de A n-pym-qcl et dF-fermé . 
C 

Il existe un élément w de A ~ ' ~ ~ ~ ' ~  défini sur un 

voisinage U de x et vérifiant : 

Si w n'est pas à support compact, soit Ut un ouvert 

de U tel que Ü'C U et x E U' . 
On multiplie LI par une fonction de classe cW valant 

1 sur et nulle hors de où W est un ouvert vérifiant 

Ü'c wcu. 

On peut donc supposer w à support compact. 

Soit alors s le courant de type (p,q-1) défini sur U' 

par : 

Le courant s est défini sur les formes dFfermées de 

type (n-p, m-q+l) à support compact qui forment un sous-espace 

de  an'^ ,m'4+1 
C 

. D'après le théorème de Hann-Banach s se prolonge 

continûment à . 
C 



Onvérifie que si $ E ~ t - ~ * ~ - q  on a : 

D - COHOMOLOGTE DES COURANTS DE TYPE ( p , ~ )  . 

Un courant t sur V est dit feuilleté s'il est de 

type (p,O) et s'il vérifie 6 F  t = 0. 

On désigne par : 

i) cP le faisceau des germes des courants de type (p,O) 

feuilletés. 

ii) TPq le faisceau des germes des courants de type (p,q) 

sur V. 

On a une résolution fine du faisceau cP : 

6 
O----+C~---+ Tpq L-F TP,~+I k... desortequ'ona: 

Hq(v,cP) est le groupe de cohomologie des courants de type (p,q) 

de la variété feuilletée V. 



On peut se poser évidemment les questions suivantes : 

i) Les variétés D' x $' et s3 étant munies du feuilletage 
1 2  1 de Reeb, on a vu que H (D x % , 4) = R . Peut-on en déduire un 

1 3  calcul de E (S ,+) ? 

ii) On a vu que pour une suspension d'un difféomorphisme 

1 
de CO, + ayant O comme point fixe, le H est de dimension un. 

1 
L'holonomie linéaire implique-t-elle que le H est de dimension finie 

non nulle dans le cas d'un feuilletage de codimension un transversalement 

orientable ? 

iii) Quel type d'interprétation géométrique peut-on attribuer 

à la cohomologie feuilletée. 

Mous espérons répondre à toutes ces questions dans un 

proche avenir. 
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