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INTRODUCTTON.

Les formes fermées sans singularités fournissent des exemples
de feuilletages dont les propriétés sont bien connues. L'objet de ce
travail est de regatder comment celles-ci s'étendent & des feuilletages
avec singularités définis par des formes fermées qui sont localement

des différentielles de fonctions de Morse.

I. Kupka (cf. Em{]) a montré que, sur une surface, les feuilles

du feuilletage dé&fini par une telle forme étaient toutes denses

lorsque

i) les singularités sont des points selles,

ii) il n'existe pas de connexions de selles.

L'un de nos résultat sera la généralisation de cette propriété

aux variétés de dimension plus grande.

/
Dans un article récent, Imanishi (cf. [Iﬁ]) a montré que

les feuilles d'un feuilletage défini par une forme fermée dont les

singularités sont isolées sont soit fermées soit localement denses.

Nous obtenons, de fagon indépendante, un'résultat analogue, mais les

hypothéses plus restrictives dans lesqueliés nous nous plagons permettent

de caractériser les trois situations suivantes : (cf. chapitre 3).

i) toutes les feuilles sont fermées,
ii) toutes les feuilles sont denses,
iii) il existe & la fois des feuilles fermées et des feuilles

localement denses.




I1

Enfin une étude de l'espace des feuilles lorsque toutes les
feuilles sont fermées permet d'é@tablir 1'analogue pour les formes de
Morse du résultat selon lequel un feuilletage défini par une forme
fermée sans singularité dont toutes les feuilles sont compactes est

. . . . 1 .
définie par une fibration sur S (cf. chapitre IV).

Le premier chapitre rappelle les éléments de théorie de
Morse nécessaires a 1'étude locale, au voisinage d'une singularité
des feuilletages qui nous intéressent ici et donne des exemples de

tels feuilletages.

Au deuxiéme chapitre on généralise les résultats sur les
formes fermées sans singularité@s qui concernent les ensembles minimaux

et 1'holonomie.




CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET PRELIMINAIRES.

On se propose d'introduire les formes différentielles fermées
. dites de Morse ; ces formes sont localement des différentielles de
fonctions de Morse. Dans ce chapitre nous ferons quelques rappels sur
les fonctions de Morse de maniére & décrire les propriétés locales des
formes de Morse, (1,1) (1,2) et (1,3). Aux paragraphes (1,4) et (1,5)

on décrira des familles d'exemples.

(1,1} - RAPPELS SUR LES FONCTIONS DE MORSE.

. . . 2 co s
Soit £ : M >R une application de classe C d'une variété
de dimension n dans R. Le point s € M est un point critique si

df(s) = 0.

Soit (x],...,xn) un systéme de coordonnées locales défini

dans un voisinage V de s.
3f (s)
Le rang de la matrice H(f) = (———) est indépendant
9x. 09X,
1 ]
du systéme de coordonnées. On dit que s est un point critique non

dégénéré si le rang de H(f) est maximum.

On rappelle que 1'indice d'une forme quadratique est la

dimension d'un sous-espace vectoriel maximal sur lequel la forme

quadratique est définie négative. L'indice de la forme quadratique

définie par la matrice H(f) est indépendant du systéme de coordonnées.

C'est 1'indice de f en s.




(1,1,1) Déginition.- Une fonction f : M > R de classe C

est dite de Morse si tous ses points critiques sont non dégénérés.
Le lemme suivant est bien connu (cf.Dﬂ).

(1,1,2) Lemme de Monse.- Soit s un point critique non

o . s P o . 2 .
dégénéré d'indice A d'une fonction f de classe C~. Il existe
un voisinage V de s et un systéme de coordonnées (xl,...,x )

n

dans V tels que
i) xi(s) =0, pour tout 1.

i1) £ = £(s) - x° - xz =% e g L+ xi dans V.

1

{1,1,3) Corollaire.- Les points critiques d'une fonction

de Morse sont isolés.

(1,2) - DESCRIPTION LOCALE DES VARIETES DE NIVEAUX D'UNE FONCTION DE MORSE.

Soit s un point critique d'une fonction de Morse f. Pour

simplifier les notations on supposera f(s) = O.

(1,2,1) Déginition.- On appelle voisinage adapté du point
critique s wun voisinage VS de s, difféomorphe 3 R" , muni d'un

systéme de coordonnées locales (X]""’Xn) tel que :

i) xi(s) = Q0 , pour tout 1i.

. 2 2 2
ii) fIVS = - x ee Xy F X et X -

On se propose dans ce paragraphe de décrire quelques propriétés
€lémentaires du feuilletage défini dans VS - {s} par les variétés

de niveaux de f.




En fonction de 1'indice X on distinguera trois catégories

de points critiques ; le point s sera :
a) un centre : si A =0 ou XA =n

b) wun point' selle de type I : si A =1 ou A = n-l

N

n-2 (Il n'en

c¢) un point selle de type II : si 2 g A

existe que si n > 4).

Cette classification résulte du fait que les variétés

invariantes du champ : X : (x1 s xn) W (= Xl""’-xx’xl+1""’xn)
s
sont les sous-espaces W = {(x],...,xn) l X =X, = ...x) = 0}
et W= {(x x) | x x = 0}
EREEE N WEEEERTEE
qui selon que XA est ou non €gal @ 1 ou n-1 séparent ou non les

variétés de niveaux de f en deux composantes connexes.

On peut remarquer é€galement que si S(u) est la sphére
de rayon u, l'intersection de S(u) avec les variétés de niveau

A-1 n-i~-1

de f est homéomorphe & S X 8 et est connexe pour les

singularités de type II et non connexe pour les singularités de type I.

De plus en faisant tendre p vers O on peut voir que
lorsque s est une selle les composantes connexes de la variété

des niveaux f = 0 sont des cOnes. On les appellera cSnes singuliers

de s.

Ces cOnes sont au nombre de un si s est une selle
de type II, de deux si s est une selle de type I et n 2 3 ,

de quatre si s est une selle de type I et n = 2.




Lorsque s est un centre les variétés de niveaux de f sont

des sphéres.

Terminons par quelques cas de figures typiques.

(1,3) - ESPACE DES FEUILLES DES VARIETES DE NIVEAUX DANS UN VOISINAGE

ADAPTE.

Au voisinage d'un point régulier d'un feuilletage on peut
toujours définir un ouvert distingué tel que 1'espace des plaques
sont homéomorphe & R. Ce n'est plus le cas pour un voisinage adapté
d'une singularité. L'espace des feuiiles sera en général une variété

non séparée de dimension | 3 nombre fini de points de branchement.

Pour le voir considérons le champ linéaire

X : (x] yeoas Xn) M (= i seer s Ty, Xps aees xn)




transverse au feuilletage défini par les variétés de niveaux connexes
de f. Une courbe intégrale de X coupe toutes les feuilles qui

intersectent une composante connexe du complémentaire des variétés
invariantes de X. On obtient donc 1'espace des feuilles & partir
d'un ensemble fini de trajectoires en identifiant les points de

deux trajectoires qui sont sur une méme feuille.
On a donc les espaces des feuilles suivant :
i) s est un centre : 1'espace des feuilles est R ,
ii) s est une selle de type II : 1l'espace des feuilles est IR ,

iii) s est une selle de type I et n =2 : 1l'espace des

feuilles est une variété non séparée possédant quatre branchements simples.

’

a - %

.1v) s est une selle de type I et n > 3 : 1l'espace des

feuilles est un branchement simple.

d




(1,4) - FORMES FERMEES DE MORSE.

Nous pouvons maintenant globaliser les données précédentes.
Soit w une forme fermée sur une variété M.

Le lemme suivant est classique.

(1,4,1) Lemme de Poincar@.- Toute forme fermée est

localement exacte.

En particulier toute l-forme fermée est localement la
différentielle d'une fonction et on s'intéresse au cas ou ces

fonctions sont des fonctions de Morse

(1,4,7) Définition.- On dira qu'une 1-forme fermée w est
de Morse si pour toute singularité s de w il existe un voisinage V

de s et une fonction de Morse f : V>R tels que w,v = df

On a le résultat évident suivant

(1,4,3) Proposition.- Si w est une l-forme fermée de Morse

sur une variété compacte M le nombre de singularités de w est fini.

En effet les singularités de w sont isolées. Puisque M

est compacte il y en a un nombre fini. (J

Les singularités de w seront appelées centres, selles de

type I, selles de type II, selon qu'elles sont des centres ou des

selles de type I ou II et une fonction de Morse f telle que wlv = df.

On notera z 1'ensemble des singularités de et
respectivement ZC . ZI . EII 1'ensemble des centres, des selles de

type I, des selles de type de II de la forme w.




On a donc Z = ZC U ZI U ZII
Rappelons le résultat bien connu suivant

(1,4,4) Lemme.- Soit o wune l-forme fermée sur une
variété M et C et C' deux lacets différentiables dans M.

* *
Si C et C' sont homotopes alors JSI Ca = JS] C'a

* *
En effet les formes Ca et C' o sont alors cohomologues

. * *
et il existe une fonction £ : S1 + R telle que Ca - C' a = df

Et le théoréme de Stokes montre que
* *
JSI(CQ—C' a)-[sl df =0 O

On peut donc définir une application IOL de ﬂl(u)

dans R par Ia : n](u) — R
[C] AV VAP J Ca
Cette application est clairement un homomorphisme de groupe. Son
image est le groupe des périodes Po de la forme «a.
-~ On démontre facilement le résultat ci~dessous

(1,4,5) Lemme.- Le groupe des périodes d'une l-forme

fermée o est nul si et seulement si la forme est exacte.

Une forme de Morse sur une variété compacte M est sans
singularité en restriction 3 M - Z et définit sur cet ouvert un

feuilletage, qu'on appellera le feuilletage associé 3 la forme

de Morse w. L'étude de ce feuilletage est le but principal

de notre travail.




Le cas le plus simple de tels feuilletages est évidemment
celui od E = ¢ . Rappelons les résultats bien connus sur ces

feuilletages définis par une forme fermée w sans singularité

a) 11 existe une métrique g et un champ X dual de la
forme w pour cette métrique, tel que le feuilletage défini par w

soit invariant par le flot ﬁt associé a X.
b) Toutes les feuilles sont difféomorphes.
c) Le feuilletage est sans holonomie.

d) En fonction du groupe de périodes Pw, trois situations
sont possibles
i) Pw = (0) . Alors toutes les feuilles sont compactes
et le feuilletage est une fibration sur B),G.
ii) Pw est cyclique non nul. Alors toutes les feuilles
sont compactes et le feuilletage est une fibration sur sl

iii) Pw est non cyclique. Alors toutes les feuilles sont denses.

Nous allons maintenant examiner les phénoménes nouveaux

qui peuvent se produire lorsqu'on introduit des singularités

(1,5) - EXEMPLES DE FORMES FERMEES DE MORSES.

A - Fewilletage dégini par une fonction de Mornse £ : M~ R.

Le théoréme ci-dessous est bien connu (cf. Dﬂ).

(1,5,1) Théoréme.- Sur toute variété M il existe

des fonctions de Morse.




La forme de Morse w est alors globalement la différentielle

de la fonction de Morse f.
Les remarques suivantes sont alors évidentes :

i) Si M est compacte, w posséde au moins un centre

qui est un maximum et au moins un centre qui est un minimum.
ii) Pw =0 car w est exacte.

iii) Toutes les feuilles sont fermées : ce sont les composantes

connexes des variétés de niveaux de f.

iv) Les feuilles ne sont pas toutes homéomorphes.

Pour illustrer ce dernier point on considérera la famille (f )
n
. . 2 . R
suivantes de fonctions de Morse sur S  qui a les propriétés

suivantes :

a) fn posséde n maxima et n minima ,

b) fn posséde 2n-2 points selles qui correspondent i

des valeurs critiques distinctes :




Les feuilles du feuilletage défini par fn sont alors
des cercles sauf 2(2n-2) qui sont des droites. Elles sont donc

toutes fermées dans M - Z mais pas toutes compactes.

Nous allons maintenant décrire des procédés de construction
pour obtenir d'autres formes de Morse 3 partir des fonctions de Morse,

en nous intéressant plus particuliérement au cas des surfaces orientables.

a) Construction par "addition d'anses".

Soit Sg 1la surface orientable de genre g et w une
forme de Morse sur Sg qui posséde un maximum A et un minimum B.
Le champ X dual de la forme w par rapport & une métrique quelconque

sur Sg va d'un minimum vers un maximum.

Découpons deux disques DA et DB autour de A et B

dont les bofds sont des feuilles et
identifions ces bords a 1'aide d'un
difféomorphisme  : 8D, » 8Dy qui
préserve les orientations définies

sur BDA et BDB a 1'aide du champ

transverse X. On obtient ainsi une

06

6 nouvelle variété orientable Sg+l s

un feuilletage F et un champ X' transverse 3 F. La forme duale w'

du champ X' est fermée. Ses singularités sont localement des différen-
\i

tielles de fonction de Morse. Mais w a un minimum et un maximum

de moins que w.




. . . 2
En particulier en partant des fonctions de Morse fg sur S

et en itérant g fois cette construction on obtient sur Sg une forme
de Morse ®» dont les singularit@s sont 2g-2 points selles.Cette
forme ne peut &tre définie globalement par une fonction de Morse car

une telle fonction n'aurait pas d'extréma.
Les feuilles du feuilletage ainsi obtenu restent fermées.

Le groupe des périodes Pw C R est engendré par l'intégrale
de dfg sur les arcs de trajectoires du champ dual X allant d'un
bord d'un disque au bord du disque auquel on recolle le premier. Par
conséquent, en choisissant convenablement les disques que 1'on Ote,
le groupe des périodes du feuilletage défini sur Sg peut avoir un

rang compris entre | et g.

b) Construction par "twist".

Soient Sg wune surface orientable, « une forme de Morse

sur Sg et 0O une transversale fermée au feuilletage. Soit V
un voisinage tubulaire de 6. En prenant une métrique convenable,
on peut supposer que 6 est orthogonale aux feuilles : coupons la
. £
\/ variété le long de 6 et recollons
les deux bords 3 1'aide d'une
rotation d'angle a.

La variété M' obtenue est encore Sg.

Le champ dual X de w sur Sg, qui a 6 comme trajectoire, définit
au nouveau champ X' sur M' et la forme ', duale de X', est une

forme fermée qui a les mémes singularités que w.




Par exemple soit S, la surface de genre 2 et soit w

la forme sans centre défini en a).

Soient C et C deux

T, ‘ 2
AT TN
s/ T cercles transverses.
/. / . - \\\
(f:~~£:“” T En coupant le long de o
ANy N -
~ t 1 o
) - - P \] h ]
N e L et en recollant a 1'aide d'une
\h.-‘-“f e
Cv rotation irrationnelle on

supprime deux connexions de selles.
On verra en (3,3,4) que le feuilletage ainsi obtenu posséde des feuilles

compactes et des feuilles localement denses.

En procédant de méme avec C2 et en prenant une rotation

indépendante de celle effectuée sur C] on obtient un feuilletage
sans connexion de selles. On verra que dans ce cas toutes les feuilles

sont partout denses (cf. 3,3,3).

Chaque rotation introduit un générateur de plus dans le

groupe des périodes : précisément 1'angle de la rotation effectude.

c) Exemples en dimension supérieure.

a) feuilletage produit : si w et w' sont de formes

* *
de Morse sur M et M', alors pw + p' w' est une forme de Morse

sur M x M' o p et p' sont les projections M x M' > M et

M x M' > M' les singularités de ® sont les points (s,s') ou

s et s' sont des singularités de w et w' respectivement.

L'indice de (s,s') est la somme des indices de s et de s'.




. . 1 .
En particulier on peut prendre M' = § et w' = sin 8 d6

qui a O comme singularité d'indice O et 7 comme singularité

d'indice 1. Alors si M = 5, et si w est la forme construite en
, . . n . N .

(B,b) on voit qu'il existe sur 82 x T° wun feuilletage a feuilles

denses dont les indices des singularités prennent toutes valeurs entre

1 et n+l.,

b) feuilletage induit : tout feuilletage avec singularité

sur M peut €tre considéré comme obtenu & partir d'un feuilletage

\ .. 1 e s *
sans singularité sur M x S défini par @ =pow + p' db.

Réciproquement, soit w est une forme sans singularité
sur une variété N qui définit un feuilletage F. Si M est une
sous~variété de N, en mettant M en position générale par rapport
éu feuilletage F on obtient sur M wun feuilletage défini par une

forme fermée de Morse.

Les sous—-variétés en position générale formant un ouvert
dense dans 1'espace des plongements on voit que tout feuilletage avec
singularité sur une variété M défini par une forme fermée peut &tre

approchée par un feuilletage défini par une forme de Morse.
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CHAPITRE 11

PROPRIETES GLOBALES DU FEUTLLETAGE ASSOCIE A UNE FORME DE MORSE.

Dans ce chapitre et les suivants on utilisera systématiquement

les notations ci-dessous.
On désigne par :

i) M une variété compacte connexe de dimension n.
ii) w une forme de Morse sur M.

iii) z 1'ensemble des singularités de w.

~ ~

On pose M=M- z et w = wIM.

~

Alors le feuilletage F sur M défini par la forme fermée

-~

sans singularité w est appelé feuilletage associé a la forme

de Morse w.

On se propose dans ce chapitre d'étendre au feuilletage
F quelques résultats bien connus sur les feuilletages définis par des
formes fermées sans singularités et concernant 1'holonomie (2,1) et
les ensembles minimaux (2,2). On termine par une caractérisation
des minimaux que 1l'on ne rencontre pas dans le cas sans singularité

les feuilles fermées non compactes.
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(2,1) - PSEUDO-GROUPE D'HOLONOMIE DE F.

Soit g une métrique riemannienne sur M et soit X le

champ dual de w relativement & la métrique g. Le champ X a

~

exactement les mémes singularités que w. Par suite g = g(X,X) g

. - s 1 P
est une métrique sur M et le champ X = —— X , défini
g(X,X)
sur M , est le champ dual de o pour la métrique é . I1 vérifie
a(i) =1 et domc L,w =1L, do + dL,w = O. Par suite la forme @

X X X

-~

est invariante par le flot ¢t associé a X

Remarque : Nous pouvons noter une premiére différence avec

le cas des feuilletages définis par des formes fermées sans singularités.

-~

Le raisonnement de Reeb (cf.[Bé] p. 110) montre que si X est complet
toutes les feuilles de F sont homéomorphes. Les exemples étudiés
en (1,5,B) montre que ce n'est pas le cas. Donc, en général le

champ X n'est pas complet.

~

On peut définir le pseudo-groupe d'holonomie de F de

manidre analogue au cas usuel (cf. [He]).

)

I1 existe un recouvrement localement fini § = (inneN

~

de M par des ouverts bidistingués réguliers, c'est-d-dire un

recouvrement par des ouverts Qi distingués a la fois pour le
feuilletage F et par le feuilletage transverse défini par le champ
X et tels que si Qi N Qj # @ il existe un ouvert bidistingué

Q! . tel que Q. N Q.C Q! .
1, 1 J 1,]




Pour tout i, on choisit une X plaque

| RN
! .
; d P Ai et on appelle A, la somme disjolinte
P = = e
&, ' !
l ' - ' ! des A,, 1'axe du recouvrement . La
! x ! , f 1
t .
0 Y L condition de régularité montre que si
}
) 'VA [ -~
v . i ! Qi NQ. #0 toute F plaque de 2.
P ; ! Jp}' ‘ ? 2
{ R e = rencontre au plus une F plaque de Q.
b ot ) ' ]
UL R {PE{ Jlﬂd . et les deux plaques sont contenues dans

une plaque de Qi
b

Pour x € A., soit a! .(x) 1la plaque de Q! . qui contient
i i,] 1,]

’

Alors hj . Ai ——r> Aj est un hom&omorphisme local.

x v al L ((xX)N Q..
1’J( ) J

L'ensemble {hj i} engendre un pseudo-groupe d'homéomorphisme
bl

locaux de A qui est le pseudo-groupe d'holonomie de F réduit 3 A.

Remarque.- Le pseudo-groupe ainsi construit, n'est pas, en
général, de type fini car M n'est pas compact. On pourrait cependant

construire un pseudo-groupe de type fini de la manidre suivante

Pour toute singularité s choisissons un voisinage adapté V

L'espace M -y (VS) étant compact peut &tre recouvert par un
1

recouvrement bidistingué régulier fini (Qi)jﬂN

X.




:jLi On peut définir l'axe A de
¥ (N — s
R T TR Y B B
' 1'ouvert adapté V comme étant
N ‘\ f . s
AN O ‘ s
LN s 1'espace des plaques de v, (cf. 1,3).
N :v\ PR S ‘/ J// .
N »'T\;/’ L'axe A _ peut étre représenté dans
\ \ e - ‘21,‘ &( x) s
) L7 , V., par une famille finie de courbes
8 ; R
ThHY N ' intégrales du champ X dont on
N v o~ N \ .
‘ i ” - - 5 -
Y. T o WA, identifie les points appartenant 3 une
“ \\
f, méme plaque de VS

Si Qi N VS # ¢ on définit un homéomorphisme local

h . : A, ~ A en désignant par h_.(x) le point de A déterminé
s,1 i s s,1 8

par 1'intersection de la famille passant par x avec 1'une des courbes

-~

intégrales de S représentant AS . 0O

La remarque suivante sera fondamentale pour 1'é&tude des ensembles

minimaux (cf. (2,2)).

(2,1,1) Proposition.- Le pseudo-groupe d'holonomie de F

est un pseudo-groupe de translations.

En paramétrant les courbes intégrales du champ X 4 1'aide

du flot @t , le fait que le feuilletage F soit invariant par &t

montre que les h, ; sont des translations. [J
]

Le premier résultat important, bien que naturel,est

~

(2,1,2) Théondme.- Le feuilletage F associé & une forme

de Morse w est sans holonomie.

Démonstrnation : Soit F une feuille de F et o : sl +> F

un lacet en X = o(1). Le flot &t étant un groupe local il existe

€ > 0 tel que ﬂtfb(s‘)] soit défini pour |t| < e.




''xJ-e,e[—n

6,6) — ¥ [0,(e)]

L'application ﬂc : S

~ * = . PP
est transverse a4 F. Donc la forme &o w est sans singularité
1 * ~ | < !
sur S x |-e,e[ . En outre &0 w est fermé et admet S x {0}
. . P ]

comme feuille. Donc le feuilletage défini sur § Xj]— e,e[ par

* ~ . . ' -
@O w est un feuilletage par cercles. Ceci montre que les relévements
de o dans M sont des lacets fermés et F est sans holonomie.

~

Par conséquent F est sans holonomie. [J

(2,2) - ENSEMBLES MINIMAUX DE F.

I1 est bien connu que du point de vue de 1'étude
qualitative des feuilletages, les sous—ensembles les plus importants

sont les ensembles minimaux.

Rappelons qu'un ensemble M est dit minimal si il est
fermé, saturé non vide, minimal pour 1'inclusion parmi les ensembles
possédant ces trois propridtés. Les minimaux considérés habituellement
sont des ensembles compacts. Ce ne sera pas le cas ici, et 1'on devra
méme commencer par s'assurer de l'existence de minimaux pour le feuilletage

?, la variété M n'étant plus compacte (cf. (2,2,2)).

11 est facile de voir qu'un minimal M de F est

de 1'un des trois types suivants (cf. [C,N] p. 233)

a) une feuille fermée,

b) la variété M toute entiére. Dans ce cas toutes les
feuilles sont partout denses,

¢) un minimal exceptionnel. Dans ce cas 1l'intersection

du minimal avec une transversale est localement un ensemble de Cantor.
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(2,2,1}) Remarque.- Soit F une feuille de F et L une

~ -~

feuille de F contenue dans adhﬁF , 1'adhérence de F dans M.

Alors si L est une sphére on a L =F,

Puisque L est une sphére le théoréme de stabilité de Reeb
(cf. [Re], [C,N]) montre que les feuilles voisines de L sont aussi

des sphéres., Donc F est une sphére et adh&F’= F. Par suite L = F.[]

~

(2,2,2) Proposition.- Pour toute feuille F de F il

-~

existe un minimal de F contenu dans adhﬁ(F).

Deémonsthation : Pour toute singularité s de w choisissons

A"
yn voisinage adapté Vo . Posons V=yV et M=M-V.
s

On a deux cas :
i) Il existe un centre s tel que (adhﬂF)(} VS #0 .
Alors adhﬁF contient une sphére et d'aprés (2,2,1) F est une

sphére et donc est minimale puisque fermée.

ii) Pour tout centre s, l'intersection de adhﬂF avec
Vs est vide. Dans ce cas, d'aprés le lemme de Zorn, il suffit de

montrer que 1l'ensemble des ferm&s non vides, saturés dans M

contenues dans adhﬁf est inductif.

our cela soit n ille &
Pour ce (Ak)keK une famille totalement ordonnée
de tels fermés saturés non vides. L'ensemble A = M ALk est un

kekK
fermé saturé. Il nous faut montrer qu'il est non vide.

n, Y] N n,
Posons Ak = Ak OAM et A=ANM.

On a K =M Xk
keK
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Or les voisinages VS coupés par adhﬁF sont des voisinages
adaptés de points selleset ils ne contiennent donc aucun ensemble

’\J » -
saturé. Donc (A ) est une famille totalement ordonnée de compacts

k’ keK

,\) .
non réelles. Par suite A et donc A sont non vides. [J

~

(2,2,3) Proposition.- Le feuilletage F ne posséde pas
de minimal exceptionnel.

Ce résultat se déduit du théoréme de Sacksteder (cf. [Sé])

-~

et du fait que le pseudo-groupe d'holonomie de F est un pseudo-groupe

~

d'holonomie de F est un pseudo-groupe de translations. Le théoréme
de Sacksteder peut se formuler de la fagon suivante, légérement
différente de 1'&noncé original de Sacksteder, en ce que le pseudo-

groupe n'est pas supposé de type fini.

(2,2,4) Théoneme de Sackstedern.- Soit T un pseudo-groupe

de Cz—difféomorphismes de R et To un systéme de générateurs de T.
Supposons qu'il existe deux constantes positives X et 8 telles

que pour tout h e r, on ait
i) |n'| <2
ii) |n"/h'| < 6
Alors si I possé&de un minimal exceptionnel M, il existe

xeM et feTl tels que f(x) = x et lf'(x)l <1 .0

{2,2,5) Démonstration de La proposition (2,2,3)

Comme le pseudo-groupe d'holonomie est un pseudo-groupe
de translations 1'existence des constantes A et 6 est assurée.
Par conséquent si le feuilletage F possédait un minimal exceptionnel

il aurait de 1'holonomie, ce qui est impossible d'aprés (2,1,2). [J
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(2,3) - UNE CARACTERISATION DES FEUILLES FERMEES.

Dans ce paragraphe on caractérise les feuilles fermées du
feuilletage F & 1'aide de leurs "ensembles limites' suivant un bout",
notion qui généralise celle d'a-limite et d'w-limite des trajectoires
des équations différentielles. Ceci nous sera utile aux paragraphes (3,2)

et (3,3).

Rappelons que les bouts d'une variété V se définissent
comme suit. Soit A 1'ensemble des suites (An)ndN de fermés

connexes de V telles que

i) Ah_HC'An

iil) N A =9
neiN n

iii) SAn est compact, non vide .

Les suites (An) sont en particulier des bases de filtres
et on dira que deux telles suites sont équivalentes si elles
définissent le méme filtre. Une classe d'équivalence est appelée

un bout de V.

Remarquons qu'une variété compacte n'a pas de bout . Un

bout € sera représenté par une suite de fermés (An) appartenant

nelN

~

Soit F wune feuille de F et ¢ un bout de F représenté

par une suite (An) L'ensemble 1im€F = M Zn ol Kn désigne

nelN neN

1'adhérence de An dans M ne dépend pas de la suite An choisie.

On appellera 1im€F 1'ensemble limite de F selon le bout «.

On a, bien sur : 1im€F CF.
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(2,3,1) Proposition.- Soit F une feuille non compacte
de ?. L'ensemble limEF est un fermé de M, saturé dans M, non

vide, connexe.

Démonsitrnation : Soit (An) une suite représentant €.

nelN

i) L'ensemble limEF est un fermé non vide car c'est

1'intersection d'une suite décroissante de compact non vides.

ii) Pour montrer que limEF est saturé on va montrer
qu'il est ouvert et fermé dans M muni de la topologie des feuilles.
D'aprés i) 1'ensemble lim F est fermé dans cette topologie. Il
reste A montrer qu'il est ouvert. Pour cela soit X, € 1im€F - z
et soit Vx un voisinage distingué de X Si a est la plaque
de VX qug contient X il suffit de montrer que,pour n assez

0 —-—

grand,on a o C A .
o n

Or il existe n tel que pour n n_ on ait X ¢ An .

Par définition de 1im€F , pour n : n_ il existe une suite

n . s n
(xp)p€|N de points de An telle que X, = ;iz X . On peut supposer
cette suite contenue dans VX . Appelons alors ap la plaque de

o
n . .
VX contenant xp. Comme BAn est compact il existe P, tel que
o
our 2 on ait o A . I1 en résulte A > .
P p P, 1 pc: n o C 0 pour n n

- o
— = }i’:” (i A
i e | Par suite a C limEF et (lim_F) N M
l ;
ol est bien un ouvert pour la topologie
&
L e
6 ! des feuilles.

iii) limEF est connexe : sinon il existerait deux ouverts

disjoints Vl et V2 de M tels que

a) 11m€FC V] U V2

b) (limeF)(W Vl + @ et (limEF) N V2 £ 0.
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Par conséquent N A C V_y Vv
n 1 2

est compact il existe n € N tel que An "M =@ pour n = n-

Donc on a A.nC,'Vl J V., pour n 3 n_ et puisque (An) est une

2

suite décroissante de fermés connexespour n > n_ tous les fermés

An sont contenus dans 1'un des deux ouverts V] ou V2. Par suite

1'un des ensembles (1im€F) n Vl ou (limEF) N V2 est vide ce qui
est contradictoire.

-~

(2,3,2) Lemme.- Soient F une feuille de F et X

un point de F - F. Il existe un bout ¢ de F tel que X € limEF.

Demonstration : Il existe une suite (Xn) dans F telle

que lim x_ = x  dans M.
n o
n—>oe

Soit (K ) une suite croissante de compacts de F
p’ pelN
telle que { Kp = F. Pour tout p il existe une composante connexe
P
-]
A de F -K telle que
P P

i) AP contienne une infinité de points de la suite (xn).

ii) A CA
p p-1l

I1 est clair que la suite (A) définit un bout
p peN

qui posséde la propriété demandée. [J

~

(2,3,3) Proposition.- Une feuille non compacte F de F
est fermée dans M si et seulement si pour tout bout & de F,

1'ensemble limeF est formé d'une singularité et d'une seule. En

particulier une telle feuille a un nombre fini de bouts.

Démonstrhation :

a) Supposons que F soit fermée. Alors 1im€F N = )

Donc 1im€F CIZ. Et par connexité limEF est un point.

et puisque M' =M - (Vl U V2)
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b) Réciproquement supposons que pour tout bout ¢ de F,
1im€F soit formée d'une singularité. D'aprés le lemme (2,3,2) les
points de F - F sont des singularités, F &tant 1'adhérence de

-~

F dans M, Il en résulte que F est égale & son adhérence dans M . [

-~

Remarque : Appelons feuille singuliére toute feuille de F

contenant un c8ne singulier. La proposition (2,3,3) montre que les

feuilles fermées non compactes de F sont des feuilles singuliéres.
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CHAPITRE 111

UN CRITERE DE MINIMALITE DU FEUTLLETAGE F.

L'objet de ce chapitre est de décrire la structure du

feuilletage F associé 3 une forme de Morse (voir (3,4)).

i)

On donnera, en particulier, des conditions pour que
posséde 1l'une des deux propriétés suivantes :
i) Toutes les feuilles de F sont fermées (voir (3,2) ;

ii) Toutes les feuilles de F sont denses (voir (3,3)).

-

Dans ce dernier cas le feuilletage F sera dit minimal.

Nous commengons par un théoréme de stabilité qui étend aux

formes de Morse le résultat de Reeb (cf. @e] s [C,N:I).

Dans tout le chapitre, « désigne une forme de Morse sur

une variété compacte connexe M.

{3,7) - UN THEOREME DE STABILITE.

Soit K 1la réunion des singularités de w et des feuilles

singuliéres fermées de F. Soit C une composante connexe de K
non réduite 3 une singularité. La composante C est un compact

réunion d'un nombre fini de feuilles singuliéres L], L2,...,Lp et

d'un nombre fini de singularités s.,, s ,sq qui sont des points

1> Sgr-e-

selles.

~ q -~
On posera C = |J L,=C-=¢C n M.
i=1
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Pour tout i, soit Vi un petit voisinage adapté de la
singularité 85 et (x],xz,...,xn) son systéme de coordonnées
locales défini en (1,2,1). En utilisant une partition de l'unité conve-
nable on construit aisément une métrique g sur M qui coincide sur
les Vi avec la métrique déduite de celle de R® a 1'aide du systéme de
coordonnées. Pour cette métrique le champ X dual de w est en
restriction 3 Vi le champ linéaire (xl,...,xn)+ 2(~ X seees™ Xy, XA+1""’Xn)
ou A est 1'indice de la singularité s, Comme en (2,1), on modifie

la métrique g dans M pour obtenir un champ X dual de & tel que

-
~

le feuilletage F soit invariant par le flot ﬂt associé a X.

- 1
Dans V. - {Si}’ on a X|Vi = —-§-XIV..

4Tx,
i
En particulier, XIV est invariant par la symétrie o par
i
rapport 3 une variété invariante du champ X c'est-i-dire

oo ﬂt = ﬂt oo (3,1,1).

(3,1,1) Lemme.- Soit P une feuille du feuilletage induit
par E dans Vi - {si}. I1 existe t € R unique et une application
continue Tt P> C qui est égale 3 ﬁt sur le complémentaire dans P
des variétés invariantes du champ X‘V. et & s, sur 1'intersection

1

de P avec les variétés invariantes.

Démonstration : Soit VIi la réunion des variétés invariants

du champ XIV et soit
i

x€ P - VI,, Il existe \ . WisY
i p \ .\- 4
. AN ’
t € R unique tel que : \\ s/
lp ) . . \ /
t(x) soit sur un cOne '\\/71
_‘_.,«’/ h n . )(\._
. . . e R e
singulier issue de s,. R -
A i s it e ,.._;‘_’).- -,-.-.-._;:‘_...— s
. ) T ' -~
L'invariance de F par ™~ N v
' . yd
n \//
wt montre que pour tout ( s
i
. s \ ! / ~ »
poeint y de la composante A /
/ "/(’




- 27 -

connexe de P - VIi contenant X, on a Jt(y) e C.

Or P - VIi a une ou deux composantes connexes. Dans ce
dernier cas soit o0(x) le svmétrique de x par rapport 3 la variété
invariante qui sépare P en deux composantes connexes. La symétrie
du champ X (c*f. 3,1,1) montre que ﬁt(o(x)) est sur un cdne sin-
gulier pour la méme valeur de t. Par suite, tous les points v de

la composante connexe de P - VI, contenant o(x) sont aussi tels
que ﬂt(y) € C.

Enfin, on prolonge ﬁt sur VIi en une application conti-

nue 7 en posant nt(P - VIi) = 3

t i

Soit W un ouvert de M. On notera FW et iw le feuille-

~

tage et le champ induit par F et X dans l'ouvert W N M.

(3,1,2) Proposition.- Soit C wune composante connexe de K.

I1 existe un voisinage ouvert W de C tel que toute feuille de FW

couple toute courbe intégrale de ﬁw en au plus un point. Par suite,

les feuilles de Fw sont fermées.

Démonstration :

Puisque C est compacte,
on peut recouvrir C par un nombre ¢
fini d'ouverts bidistingués ou

adaptés (Qi) tels que Q. nec

1gign

-

soit une plaque si Qi est distingué

ou une réunion de cdnes si Qi est un voisinage adapté d'une singularité.

Posons W = y Qi et soit F une feuille de F
i

W Supposons qu'une

courbe intégrale de iw coupe F en deux points x et y et soit o

un chemin dans F de x & y. Puisque o est dans W, pour tout
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6 € BL]] il existe un nombre réel ty unique tel que &t (c(8)) € C
0

ou que T (0(8)) € C si c(8) est dans un ouvert adépté.
5 ‘

On peut donc définir une application VY : RLI] > R

8wt

L'invariance du feuilletage par @t et la définition de Wt

montre que l'application ¥ est localement constante et donc constante
par connexité. Par suite t, =t et g(0) = o(1). Donc F mne coupe

une transversale qu'en un seul point. O

Remarque : Le voisinage W de C défini en (3,1,2) n'est,

en général, pas saturé, pour le feuilletage F. Nous allons maintenant

donner des conditions pour qu'il le soit.

-

(3,1,3) Definition.- On dira que le feuilletage F associé

d la forme de Morse w posséde suffisamment de feuilles fermées si

1'une des conditions suivantes est vérifiée

i) ZI # @ et toutes les feuilles singulidres issues de

points de ZI sont fermées.

ii) I

I 9 et ZC # @.

iii)

ZII et il existe au moins une feuille fermée.

Remarquons que dans iii) la feuille fermée exigée n'est pas

nécessairement singuliére.

(3,1,4) Théordme de stabilité.- Soit C une composante

connexe de K. Si F a suffisamment de feuilles fermées il existe
N
un voisinage saturé W de C tel que toute feuille de Fw soit

fermée.
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Démonstrhation : Construisons W comme en (3,1,2). On trouve

aisément un nombre réel t, tel que pour x € C et tout t tel que

|tl <t, on ait ﬂt(x) € W. L'ensemble E = {yeM/y = 0t(x), x € C,
A%

|t‘ < to} est un ouvert. Donc si, W' est son saturé, W = W' Y I est

Y
un voisinage saturé de C. Il nous suffit de montrer que W est

-

contenu dans W. Pour cela soit F une feuille de F contenue dans

A
W. Par construction F posséde un point x dans W et il existe t,

-

avec |t} < t, tel que @t(x) € C. Le fait que F ait suffisamment

de feuilles fermées assure que si C contient un cOne singulier issu

d'une singularité s., il contient aussi tout autre cdne issu de s,
i

Alors si FX est la feuille passant par x du feuilletage Fw, les

applications 0t et m_ permettent de définir une application conti-

nue T : FX + C qui coincide avec ﬁt sur les ouverts distingués

et avec Ht sur 1'ouvert adapté@ pour une méme valeur de t. Comme
1l'ensemble des points de F qui sont dans le domaine de Ht est un
ouvert et un fermé non vide de F ona F= FX et F est contenu
dans W.

Par suite F est fermée et compacte si elle n'est pas

singuliére. [J

Remarque 1.- Il résulte de (3,1,2) que toute feuille de W

coupe une courbe intégrale de X en au plus un point.

Remarque 2.~ Dans le cas ou I = Iip = @#, notre résultat

est le théoréme de Reeb pour les formes sans singularités.

(3,2) - UN CRITERE POUR QUE TOUTES LES FEUILLES DE F SOTENT FERMEES.

I1 est bien connu que lorsque toutes les singularités de w

-

sont des centres toutes les feuilles de F sont des sphéres g"
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(cf. [Re], [C,N]). De plus w posséde alors exactement deux singularités

.oy oz . +1 cex .
la variété M est une sphére s et w est la différentielle d'une

fonction de Morse.

Rappelons briévement la démonstration de ce résultat.

Soient {s.} 1'ensemble non vide des centres de w, et,

i (e{1,...,p})

pour tout i, soit Ui un voisinage adapté de s; tel que an soit

P o

une feuille sphérique de F. La variété N =M - \J U
i=1

variété compacte connexe muni d'un feuilletage F tel que les compo-

; est une
santes connexes de 09N, qui sont des sphéres Sn_1 soient des feuilles
de F. Alors le théoréme de stabilité compléte de Reeb montre que
toutes les feuilles de F sont des sphéres. De plus, & 1l'aide du

champ transverse X (cf. 2,1) on voit que N est un fibré localement
trivial a fibre Sn_l sur 1'espace des feuilles N/F qui est une
variété compacte connexe de dimension un i bord. Donc N/F est homéo-
morphe 3 [Q,l] et N 3 Sn_] X [b,]]. Par suite w possé&de
exactement deux centres et M, qui est obtenu en recollant & N

deux boules U] et U, est la sphére s™. O

Le théoréme ci-dessous va donner des conditions pour que toutes

les feuilles de F soient fermées (et presque toutes compactes) lorsque

il existe des points selles.

(3,2,1) Théoreme.- Les propriétés suivantes sont &quivalentes
i) Le feuilletage F possé@de suffisamment de feuilles fermées.

ii) Toutes les feuilles de F sont fermées.

Démonstration : I1 suffit de voir que i) entralne ii).

- -~

Pour cela soit A 1la réunion des feuilles fermées de F. Comme M
a le type d'homotopie d'une variété compacte a bord, le théoréme de

Haefliger (cf. Bkﬂ) montre que A est un fermé de M.




~

Montrons que A est un ouvert de M : soit F une feuille
de A et dans le cas oi F est singuliére soit C 1la composante
connexe de la réunion des singularités et des feuilles singuliéres,
(cet ensemble est différent de K) contenant F. Trois cas sont
possibles :

i) F est une feuille compacte. Alors le théoréme de sta-
bilité de Reeb montre que F posséde un voisinage de feuilles
compactes.

ii) F est une feuille singulidre qui ne contient que des
singularités de type II dans son adhérence dans M. Alors C est
la réunion de la feuille F et des singularités adhérentes 3 F.

iii) F est une feuille singuliére qui contient une singu-
larité de type I dans son adhérence dans M. Alors C est réunion
de feuilles singuliéres issues de singularités de type I et,comme le
feuilletage posséde suffisamment de feuilles fermées,toutes les
feuilles singuli&res contenues dans C sont fermées.

Dans les deux derniers cas, il résulte de (3,1,4) que F
posséde un voisinage de feuilles fermées. Comme A est non vide

~

d'aprés ii), A est donc &gal &4 M, ce qui démontre le théoréme.

(3,3) - UN CRITERE DE MINIMALITE DU FEUTLLETAGE F.

Un résultat, non publié&, de Kupka, dit qu'une forme de Morse
sur une surface, possédant des singularités qui sont toutes des points
selle définit un feuilletage minimal si et seulement si il n'existe
pas de connexion de selles. On se propose ici de généraliser ce résul-
tat 3 des variétés de dimension plus grande.

Remarquons qu'une condition nécessaire évidente de minimalité
de F est que w ne posséde pas de centre. On n'aura cependant besoin

que d'une hypoth&se un peu plus faible.
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(3,3,1) Theoneme.- Si 1'ensemble I des singularités de w

contient un point selle les conditions suivantes sont &quivalentes

i) F est minimal ;

ii) Toute feuille fermée de F est compacte ;

iii) Il n'y a pas de feuilles singuliéres fermées.

Demonstration : Il résulte immédiatement de (2,3,3) que la

condition ii) est &quivalente & la condition iii). D'autre part, un
feuilletage minimal n'ayant pas de feuille fermée la condition i)
entraine la condition ii). Il suffit donc de voir que ii) entraine 1i).
La variété M a le type d'homotopie d'une variété compacte
3 bord et par suite son premier nombre de Betti est fini. Donc si C
désigne la ré&union des feuilles fermées de ?. L'ensemble C est
un fermé de M d'aprés le théoréme de Haefliger (cf. [ﬁé]).
$i 1la condition ii) est vérifiée, C est la réunion des
feuilles compactesde E. Puisque ? est sans holonomie, ( est un
ouvert de M d'aprés le théoréme de stabilité de Reeb (cf. [Re], BS,NJ).

-~

Or C ne peut &tre égal 3 M puisque, w possédant au moins un point
selle, F contient une feuille non compacte. Donc C = @. Par suite,

un minimal M de F n'est ni une feuille fermée, ni un minimal excep-

tionnel d'aprés (2,2,3). Donc M = M et F est minimal. ]

{3,4) - STRUCTURE DU FEUILLETAGE ASSOCIE A UNE FORME DE MORSE.

Pour étudier les feuilletages presque sans holonomie, on a
1'habitude de décomposer la variété en un nombre fini de modéles en
la découpant le long des feuilles compactes (cf. [he]). Par analogie,

on va &tudier le feuilletage F sur le complémentaire de la réunion

K des feuilles singuliéres fermées et des singularités.
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Soit A une composante connexe de M - K.
Nous commengons pour étudier les ensembles minimaux du feuilletage FA

défini par w sur A. Ici encore A est non compact, et le probléme

de 1'existence des minimaux se pose.

(3,4,7) Lemme 1.- Le feuilletage FA posséde un ensemble

minimal.

Démonstration : Soit A 1'adhérence de A dans M. A - A w

est une réunion de composantes connexes de K et d'aprés (3,1,2) on
peut trouver un voisinage non saturé W de A - A dans A tel que
toute feuille F de FW coupe une courbe intégrale de X en au plus
un point.

Deux cas sont alors possibles :

i) Il existe une feuille F de FA contenue dans W. Alors

F qui d'aprés (3,1,2) est un fermé de W est aussi un fermé de W

et est donc compacte. Par suite, FA posséde un minimal : la feuille F.

ii) aucune feuille de FA n'est contenue dans W. Alors un

raisonnement analogue i (2,2,2) montre que FA posséde un minimal. [

(3,4,2) Lemme 2.~ Le feuilletage F, ne posséde pas de

A

minimal exceptionnel.

On peut construire sur A un pseudo-groupe d'holonomie qui
est un pseudo-groupe de translation. Ce pseudo-groupe n'est en général
pas de type fini, mais le thé&oréme de Sacksteder énoncé en (3,2,4)

reste valable.
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(3,4,3) Théondme.- Soit A wune composante connexe de M - K.
i) Ou bien le feuilletage défini par w dans A a toutes
ses feuilles compactes et hom@omorphes, et le feuilletage FA est un
produit F XJO,][.
ii) Ou bien toutes les feuilles de F sont denses dans A.

A

Démonstration : Si A contient une feuille fermée F, alors

F est compacte et les théorémes de Reeb et Haefliger montrent que la
réunion des feuilles compactes est A tout entier.

De plus, les feuilles voisines de F sont homéomorphes car
ce sont les images de F par &t' La connexité de A entralne alors
que toutes les feuilles sont homéomorphes.

Enfin, on voit & 1'aide de flot Wt que A est un fibré
localement trivial sur une variété ouverte de dimension 1. Donc A

est homéomorphe & F ><:|O,l|:.

ii) Si A n'a pas de feuilles fermées, coome A n'a pas
non plus de minimal exceptionnel, toutes les feuilles sont denses

dans A. [
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CHAPITRE 1V

GRAPHE ASSOCIE A UNE FORME DE MORSE.

Nous &tudions plus spécialement dans ce chapitre les feuille-
tages définis par des formes de Morse qui ont toutes leurs feuilles
fermées. Dans le cas ou w est sans singularités on sait que le
feuilletage est défini par une fibration sur S]. On se propose
d'établir un résultat analogue lorsqu'il existe des singularités (4,3).
Nous commencons par définir les formes &tudiées dans ce chapitre (4,1)

et par étudier leur espace des feuilles (4,2).

(4,1) - FORMES GENERIQUES.

On a vu en (1,5) que tout feuilletage défini par une forme
fermée w pouvant €tre considérée comme 1'image réciproque par un
plongement h : M > M x S] du feuilletage dé&fini sur M x S] par

la forme Q = p*w + p'*de.

I1 est facile de voir que 1l'espace des plongements de M
dans M x S] étant muni de la c topologie on peut faire les

approximations suivantes :

1) I1 existe h1 tel que hTQ soit de Morse, les singula-
rités &tant les points x de M tels que h](M) soit tangent en

hl(x) au feuilletage définmipar Q (cf. Eﬁaé])

*
tel que h,Q soit de Morse

2) 11 existe hz, proche de h 9

1’

et que de chaque point selle de type I de h;ﬂ soient issues deux feuilles



singuliéres.
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11 suffit pour cela de procé&der localement. Si s est un

point selle ayant ses deux cdnes dans une méme feuille F on modifie

h, de facon

1
qu'il existe

)

cone de s

3)

guliére de

et deux cOne

a faire apparaitre un point selle supplémentaire s' tel

une feuille singuliére F' contenant un cdne de s et un

Ay

I1 existe h3, proche de h2, telle que toute feuille sin-

* . ~ . . . .
h3Q continue exactement un c¢dne singulier si dim M = 3

s si dim M = 2. Pour cela, on choisit simplement h3 de

telle maniére que tous ses points de contact appartiennent a des feuilles

différentes

Fi

M dans M x

de Q.

nalement, soit P(M,M x S]) 1'ensemble des plongements de

S' et soit K 1'ensemble des plongements k vérifiant

la propriété suivante :

I1
i)

ii)

iii)

existe une forme fermée sans singularité Q telle que
»*
kQ est une forme de Morse ;
D'un point selle de type I de k Q sont issues au moins
deux feuilles singuliéres ;
. . . s * .
Toute feuille singuliére de k  contient exactement un

cone singulier si dim M > 3 et deux cOnes si dim M =

9
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La proposition suivante résulte alors aisément des considéra-
tions précédentes :

(4,1,1)  Proposition, - K est un ouvert dense de P(M,M x S])

*
On appellera formes génériques les formes k Q correspondantes.

(4,2) - ESPACE DES FEUILLES.

Nous nous proposons de montrer que,pour une forme de Morse
dont toutes les feuilles sont fermées,l'espace des feuilles M/? a
une structure trés simple : celle d'une variété de dimension un non

séparée ayant un nombre fini de points de branchement et de bouts.

a) Rappelons qu'on appelle point de branchement d'ordre n

d'une variété non séparéeun n-uplet (xl,xz,...,xn) de points de

la variété tel que

n
i) pour tout voisinage Vi de g (i=1,...,0) M Vi # Q.
i=1

ii) il n'existe pas de (n+l)-uplet ayant LI SRR
comme composanteset possédant la propriété i),

Le branchement est simple lorsque n = 2.

b) On peut définir les bouts d'une variété non séparée comme
pour une variété séparée en considérant le méme type de suites (Fn).
Bien slir le complété par les bouts que 1l'on peut définir de la méme
maniére que pour une variété séparée n'est plus compacte, mais seulement
quasi-compacte. Néanmoins dans ce complété 1'ensemble des bouts est
séparé car cette propriété n'est qu'une conséquence de 1'axiome de Borel-

Lebesgue appliqué aux frontiéres des suites de fermés définissant le bout.

(4,2,1) Théoneme.- Si le feuilletage associé 3 une forme de

Morse w ne posséde que des feuilles fermées, 1'espace des feuilles
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est une variété de dimension un affine orientée, non séparée M/? véri-
fiant les propriétés suivantes :

~

i) Les bouts de M,2 sont en nombre fini et en bijection

/F
avec les centres de w
ii) Les points de branchement sont en nombre fini et si « est

générique, ils sont simples et en bijection avec les points selles de

type I de w.

Démonmstrhation :

Soit K 1la réunion des feuilles singuliéres et des singularités.
Il résulte du théoréme de stabilité (3,1,4) que chaque composante connexe
de K posséde un voisinage ouvert saturé W telle que chadue feuille
coupe une trajectoire du champ ﬁw en un point au plus. De plus, les
composantes connexes de M - K sont des ouverts V feuilletds en pro-
duit d'aprés (3,4,3).

On peut donc recouvrir M par un nombre fini d'ouverts saturés

Dans chacun de ces ouverts U on choisit une famille finie
de trajectoires du champ dual XIU dont la réunion coupe toutes les
feuilles et on paramétre chaque courbe intégrale 3 1'aide du flot ﬂt
associé 2 XIU'
L'espace des feuilles est obtenu en identifiant les points

de cet ensemble de trajectoires qui sont sur une méme feuille.

Il est alors facile de vérifier les faits suivants :
i) Le paramétrage des transversales définit sur M/ﬁ un

-

atlas affine qui fait de M/ﬁ une variété affine orientée.

ii) Au voisinage d'un centre ou d'un point selle de type II,

1'espace des feuilles est homéomorphe a R.
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Les points de branchements sont obtenues, en procédant aux
jdentifications convenables dans le voisinage W d'un point selle

de type I,

Mais tous les points selles de type I ne donnent pas des

points de branchements :

a) Ainsi si les deux cdnes issus d'un point selle sont sur

une méme feuille, l'espace des feuilles w/g est R.

b) L'ordre du point de branchement dépend du nombre de singu-
larités de type I contenu dans W :

N

E ) i
‘ i
1

H

A -

A

pour le feuilletage défini sur 82 (comme ci-dessus) par la fonction

-

cote W/f contient un branchement d'ordre 4 (x,y,z,t).

Un exemple analogue en dimension trois, oli les feuilles 2z

et t sont confondues donnerait un branchement d'ordre trois.

¢) Toutefois,lorsque la forme de Morse w est générique,
tous les branchements sont simples et il y en a un par singularité

de type I :
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Les points de branchements sont obtenues, en procédant aux
identifications convenables dans le voisinage W d'un point selle

de type I.

Mais tous les points selles de type I ne donnent pas des

points de branchements :

a) Ainsi si les deux cdnes issus d'un point selle sont sur

une méme feuille, 1'espace des feuilles w/ﬁ est R.

’-

\ } W/ T

/ ¢

NS

b) L'ordre du point de branchement dépend du nombre de singu-

larités de type I contenu dans W :

/\

- g [T
W IF e~ v
Poar ," .
“$ -

pour le feuilletage défini sur 82 (comme ci-dessus) par la fonction

cote W/F contient un branchement d'ordre 4 (x,y,z,t).

Un exemple analogue en dimension trois, oh les feuilles =z

et t sont confondues donnerait un branchement d'ordre trois.

c) Toutefois,lorsque la forme de Morse w est générique,

tous les branchements sont simples et il y en a un par singularité

de type I :
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|

Y
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R e s
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Dans ce cas, les points de branchement (x,y) représentent le

-

couple de feuilles singuliéres issues de la singularité.

1ii) Les bouts de ﬁ/? sont les bouts des trajectoires aboutis-

sant 3 un centre. [J

(4,2,2) Corollaine.- ﬁ/ﬁ est quasi-compacte si et seulement si

w ne posséde pas de centre.

-

Soit £ : M - /E la projection canonique. On peut prolonger

f en une application continue de M, = MUz sur ﬁ/f ¢ en effet,

2

si s est un point selle de type II il n'y a qu'une seule feuille singu-

I1

~

liére issue de s et si a est l'image de cette feuille par f on pro-

longe f en s en posant f(s) = a.

De plus, soit dt 1la forme coordonnée dans une carte de l'atlas
affine défini plus haut. Comme les applications de transition sont des
translations, les formes dt définissent une forme d6 sur ﬁ/g qu'on

appellera forme fondamentale.

(4,2,3) Proposition.- L'application £ . M, *> @# est
différentiable. Les points critiques sont les points selles de type II

et sont non dégénérés.
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*
De plus W 1 = f de.
M,

En effet, si x est un point de MZ et (U,¥) une carte de
ﬂ/ﬁ au voisinage de f(x), dans un voisinage de x, f coincide avec

une fonction de Morse g telle que w =dg . [

(4,3) - GRAPHE ASSOCIEE A UNE FORME DE MORSE GENERICUE.

On se propose dans ce paragraphe d'associer un graphe Cuw
a une forme de Morse w dont les feuilles sont fermées. Bien que ce
ne soit pas nécessaire pour la construction du graphe on se limitera
au cas oli w est générique pour obtenir une interprétation simple

des sommets du graphe en terme de singularités.

Gw se construit & partir de l'espace des feuilles de la
maniére suivante :
i) On identifie les couples de points (x,y) tels que

(x,v) soit un branchement simple.
ii) On compactifie l'espace obtenu par les bouts.

iii) On rajoute un sommet en tout point f(s) tel que s soit

un point selle de type II.

On obtient ainsi un graphe fini orienté Gu ayant les pro-

priétés suivantes :

a) Les sommets du graphe sont de degré 1, 2 ou 3 et respecti-
vement en bijection avec les centres, les points selles de type II et

les points selles de type I de w.

b) Les arcs représentent des transversales allant d'une

singularité & une autre sans couper des feuilles singulidres.

c) Enfin Gw peut €tre muni d'une structure affine en un

sens que nous allons préciser :
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I1 est clair que la structure affine sur M/ﬁ définit une

N
structure affine sur le complété par les bouts (M/ﬁ) de M/ﬁ. De
N
plus, la projection P : (M/E) + Gw est une bijection entre le

N\
domaine U d'une carte (U,{) de (M/ﬁ) et son image P(U).

e s ' N -1
On peut alors définir un "atlas™ (P(U),¥) ot Y = JopP
du graphe Gw dont les applications de transitions sont encore des

translations.

Remarquons que les domaines des cartes de cet "atlas’ ne

sont pas des ouverts de fuw.

Toutefois, on peut définir sur “w, comme sur une variété
un fibré tangent et 1'on a donc la notion d'application différentiable

a valeur dans Guw.

De plus, les formes coordonnées dt définissent globalement

une forme d6 sur Gw qu'on appellera forme fondamentale.

Ces remarques permettent d'améliorer la proposition (4,2,3).

(4,3,1) Proposition.- L'application p o £ . M, > G
se prolonge en une application différentiable f : M - Guw dont
1'ensemble des points critiques est exactement 1l'ensemble 7 des
singularités de w. De plus w = £¥d0 ot de est la forme fonda-

mentale sur Gw. [

Démonstration : On prolonge po f & M en envoyant chaque

singularité de ® sur le sommet du graphe qui lui est associé. Si

(U,¥) est une carte de Gw 1'application V¥ o f - est les res-
-, £ ()

trictions & £ (U) d'une fonction de Morse g définie sur un ouvert

V de M et telle que wIV = dg. Donc f est différentiable et est

-~

une submersion en restriction & M.
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-~ *
De plus, w = (Wi o f)*dt = f*W:dt = fde. O

Remarque : On a construit Gw & partir de l'espace des feuilles.
Inversement, il est clair que la donnée du graphe Guw détermine 1l'espace

des feuilles.

(4,4) - GRAPHE DUAL ASSOCIE A UNE FORME GENERIQUE.

Nous allons décrire un autre procé&dé permettant d'associer un
graphe 3 une forme de Morse générique w dont toutes les feuilles sont
fermées.

Soit K 1la réunion des feuilles singuliéres et des singula-

A LA .

rités. M - K a un nombre fini de composantes connexes A PIRRREL

]’
Toutes les feuilles de Ai sont difféomorphes entre elles. On en fixe

une notée Fi'

On construit un graphe Guw de la fagon suivante
i) Les sommets de o sont les feuilles Fi'

ii) Un arc de Gy est un couple (Fi’Fj) tel qu'il existe
une trajectoire orientée du champ dual X allant de Fi a Fj sans

couper les autres feuilles Fk choisies.

Rappelons que le graphe dual d'up graphe orienté G est le
graphe G obtenu en prenant comme sommets les arcs de G et en reliant
deux sommets x et y par un arc si l'extrémité de 1'arc x est
1l'origine de 1l'arc y.

. . N,
On a alors la relation suivante entre Gw et Gw :

(4,4,1) Proposition.- Go est le graphe dual de Guw.

Deémonstration : En effet, d un arc de Gw correspond une

composante connexe de M - K donc une feuille Fi' De plus, deux arcs




- 44 -

consécutifs de Gw représentent une transversale de X qui joint les

feuilles types correspondantes sans en couper d'autres. [J

Remarque : Gw n'est en général pas le dual de

.

Prenons le feuilletage, sans centre défini i partir du feuilletage

. 2
sulvant sur S

',
D2 et D2 :

On a Gw :

Lo

Mais le dual de

)
Guw

est

en recollant les disques D

1

et D!

ain
1

si que




- 45 -

(4,5) UN THEQREME DE TISCHLER POUR LES FNRMES AVEC SINGULARITES.

Tischler (ET{]) a montré que toute forme fermée sans singula-
rité pouvait &tre approchée par une forme fermée sans singularité dont
toutes les feuilles sont compactes et définissant par conséquent une

fibration de base SI.

Pour une forme quelconque ce résultat s'étend facilement

de la fagon suivante :

(4,5,1) Proposition.- Soit M une variété compacte de classe
C". Les formes fermées génériques w sur M vérifiant les conditions
suivantes :

i) toutes les feuilles de w sont fermées ,

ii) le groupe des périodes Pw est isomorphe 4 Z,

B - 3 o - .
sont denses dans l'ensemble des formes fermées munis de la C topologie.

Démonstration : Soit o wune forme fermée sur M et p et

' 1les projections de M x S1 sur M et S' respectivement. Alors

P
* V¥ . . ' .
=po +p' d6 est une forme sans singularité sur M x S et s1 h

est le plongement h : M > M x Sl ona hQ= a.

X (x,1) .

Le théoréme de Tischler (DHJ) appliqué 3 la forme fermée
sans singularité Q montre qu'il existe une forme fermée Q' sans

L3 [ - 0o e
singularité C proche de @ dont toutes les feuilles sont compactes.

D'autre part, on peut trouver d'aprés (4,1,1) un plongement

* . P
h c” proche de h, tel que w = h]Q' soit générique.

l’
0
Alors w est une forme C proche de o vérifiant les
propriétés suivantes :
i) w définit un feuilletage avec singularités dont toutes

les feuilles sont fermées.
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1

ii1) Le groupe des périodes Pw de w, qui s'injecte dans

le groupe des périodes de Q' est isomorphe 3 Z car P, = Z,
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