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INTRODUCTION



Tout comme les langages reconnaissables, les for&ts reconnaissables jouent
un rSle fondamental en informatique.

Nous étudions ici 1l'effet d'opérations simples telles que homcmorphismes,
union ou intersection sur la classe des forits reconnaissables, ce qui
nous améne entre autres 3 définir une nouvelle famille d'automates : les
Reconnaisseurs Avec Test d'EGalité (en abrégé RATEG).

Nous prenons pour cadre d notre &tude la théorie des magmoIdes (Arnold

et Dauchet [AD1, AD2].:: -

Pour mieux situer notre travail, présentons d'abord bridvement les notions
de base que nous utilisons en en mentionnant les principales motivations,
puis 1l'essentiel de nos résultats.
Un arbre peut 8tre considéré comme une description d'une composition
formelle d'opérateurs. Si on interpréte ces opérateurs comme :

- opérateurs arithmétiques et de contr8le, on obtient les schémas de
calculs et les arbres pz;ogrmatiques,

~ opérateurs grmaticqux,( on obtient les arbres linguistiques,

- "constructeurs de types”, on obtient des structures d'objets.
Une for@t étant un ensemble d'arbres, 1'étude des propriétés des arbres
méne 3 1'étude des classes de foréts,
La classe des for8ts reconnaissables a été la plus &tudiée,
De fajit elle est essentielle dans hien des domaines ;

~ tout achéma de calcul itératif peut 8tre déyeloppé en une fordt
reconnaissable (Cousineau [cousl),

« 1'enseshle des a_r&oa de dérivation d'une grammaire algébrique est une
for@t reconnaissable (Pair et Quéré [PAQ], Rounds.[Ril, Thatcher [TH1].

~ 1'ensemble des composés d'opérateurs typés est une for8t reconnaissable,



La notion de transformation d'arbres sst apparue dés lors qu'il s'agissait
de transformer des phrases -~ naturelles ou informatiques (des programmes) -
en respectant leur structure syntaxique :

- c'est le cas en linguistique transformationnelle Gross et Lentin [GL3}),
ol 1l'on étend un noyau de phrases {en général un langage algébrique) par
composition de transformations simples guidées par la syntaxe (Ginsburg
et Partee [GP], Peters et Richie [PR]). En termes d'arbres cela revient
donc 3 transformer des for8ts reconnaissables ;

-~ de m8me en compilation sont nés les "syntax-directed translators"

(Ahd et Ullman [AL1, AUQB; Lotirol[ L0], Schreiber [SC]) puis les transducteurs
d'arbres. Ces transducteurs sont d'abord apparus du point de vue algo-
rithmique comme des reconnaisseurs d'états finis avec sortie (Bjorner [BJ],
Engelfriet [EN1], Lilin [LI), Reundé [R1]4 Thatcher [TH33) phis lewr formalisation
algébrique s'est effectuée en termes d'homomorphismes et de bimorphismes.
(Arnold et Dauchet [ADS1, [AD6], Baker [BA], Dauchet [D], Engelfriet [EN21],
Takahashi [TA]).

Rappelons gqu'un homomeorphisme d'arbres (ou morphisme) est une application
compatible avec les opérations sur les arbres c'est 3 dire, pour nous,
compatible ayec la structure de magmolde. Si I et 4 sont deux alphabets
gradués nous appelons Tl(Z) et Tl(A) les ensembles des arbres construits

sur I et A.

Un homomorphisme ¢ transformant des arbres de TH(E) en arbres de TH4) est
alors totalement défini par sa donnée sur I et s'étend de fagon compatible
i,Tl(Z). Soit par exemple les deux alphabets gradués

T ﬂv{#(xl, X9 x50, alx,), blx,), al

et & = {+(x1, x,), %(x, x,), alx,)), al,

ol les~variablea.xl, Xy Xg seront dans un arbre remplacéesen chacune de

leurs occurrences par tl, t2, t3.



Et soit ¢ tel que :

NA/I\ /\

x
1 %2 %3 / \
xl x2 X, X%,
$(a)d)= a
I !
Xy X
a( b) = a
| / \
x; x, ?
X
¢(a)=a
Pour t = ¥
/]\
aab
| 1
a a
on obtient alors
¢(t) = +
/ \
X x
/' \N_ /\
o aQa a
I Iy
o a aa
|
a

Un morphisme ¢ est

- linéaire ssi pour toute lettre a de I, chaque variable de a apparalt au
plus une fois dans ¢(a) ;

- complet ssi, pour tout a € I, chaque variable de a apparalt au moins
une fois dans ¢(a) ;

~ strict ssi, pour tout a ¢ I, ¢(a) contient au moins une lettre de A ;

- un démarquage ssi ¢ est linéaire et tel que ¢(a)Mau plus une lettre de A ;

- un démarquage propre ssi ¢ ne transforme que les labels.



Illustrons ces différents cas en prenant ¢ défini psr 1'identité sur

I - {a} et sur a par :

-¢$( a ) = a ; ¢ est linéaire, complet, strict.
/1\ /1A
X, X, X4 X, X, ?
*3
-¢( a )= a ; ¢ est complet, strict, non linéaire.
/1A /\
X, X, X x, 8
17273 1 /|\
X, X, T
X3
-¢( a )= a ; ¢ est strict, non linéaire, non complet.
/N /\
X, X, X x, B
17273 1 I\
X1 %2
- §( T ) = T 3 ¢ est un démarquage non complet.
/1N
X1 ¥2 %3 X1
-¢( a ) = a 3 ¢ est un démarquage propre.
/1N /1N
Xy X, Xg Xy Xy Xg
-¢( a ) = a- ; ¢ est un démarquage non propre.
/1\ /1N
Xy X, Xy X, X; Xg
- ¢ a = X, ; ¢ est non strict.
/1N
X1 %2 %3

Un bimorphisme B = (¢, K, ¥) est le composé& d'un morphisme inverse ¢, d'une
intersection avec une for&t reconnaissable K et d'un morphisme ¥ ; pour
tout arbre t la transformation assocife est définie par B(t) = ?[¢-1(t) n KJ.
Tout bimorphisme s'interpréte comme la succession d'une phase d'analyse

(1'appartenance i.¢‘l(t) n K revient 3 reconnaltre 3 t certaines propriétés)



et d'une phase de synthise (le choix de ¥ peut 83tre un choix d'implémentation
de 1'image, l'application de ¥ synthétisant en ce sens les propriétés
analysées précédemment).

Nous verrons par exemple dans le chapitre 0 le cas de la distributivité de

X par rapport 3 +. Pouvoir appliquer la distributivité 3 un arbre t revient'

3 vérifier 1'existence d'un triplet d'arbres (tl, ty, t3)

+
/7 \
x x
/\ / \

H Yy Y

ce qui se traduit 3 l'analyse par l'existence d'un antécédent dans

tels que t =

¢'l(t) n K de la forme t' = u(tl; t2, ts).
Par un certain Y on transforme alors t' en

]

/\
.+
1/
L, 1

t

8i on veut traduire les opérations + et X en termes de procédures
(le résultat de 1'addition est la valeur de A dans la procédure

+ (x, y, A)) cela revient 2 choisir ¥ tel que

¥(x, y, z2) = séquence
/A

+ x

I\ A\

yzA xAB

Rappelons qu'en théorie des langages la mBme démarche a été faite : 1'étude
des langages reconnaissables (ou rationnels, ou réguliers selon le point

de vue adopté) a mené des transductions aux bimorphismes (Nivat [NIJ]).

En fait les notions de reconnaissabilité rationnalité et de bimorphisme
peuvent Btre définis dans des structures tout 3 fait générales (Eilenberg

et Wright [EW]). Dans le cas des langages, on a obtenu de bonnes propriétés



de cl8ture : clSture des langages reconnaissables par bimorphismes,
cldture des bimorphismes par composition, d'ol 1'étude des cdnes de
langages (Boasson - Nivat [BN], Latteux [L]). Mais ces résultats ne
s'étendent pas au cas des arbres : il est cénnu que la classe des fordts

reconnaissables n'est pas close par morphisme non linéaire.

Etudier la classe de for8ts obtenue par cl8ture de la classe des foréts
reconnaissables par union, intersection et morphisme s'impose alors :
c'est le centre de notre &tude et nous avons entre autres, établi les
résultats suivants :
- la cléture par homomorphisme, réunion et intersection de la classe
des forets reconnaissables est la classe des fordts récursivement
énumérables. (Conséquence du corollaire I.4 &tabli au chapitre I).
Nous définissons une nouvelle classe d'automates permettant de tester
des égalités de sous-arbres (voir fin de l'introduction et chapitre II).
Nous montrons que
~ la classe des foréts RATEG contient la classe des for8ts reconnaissables
« la classe des fordts RATEG est incluse dans la classe des foréts
récurstves
- la classe des foréts RATEG est close par union intersection et morphisme

complet.

La classe des for@ts RATEG contient donc la clfture par union intersection
et morphiame complet des foréts reconbaissables.

L'importance de la "complétude" des mqbphismea, que nous avons ici mise

en évidence peut faire 1l'objet d'un paralléle avec la théorie des langages :
én se limitant d des morphismes non effacants (Book et Greibach [BE} ont

défini la classe des "Quasi-Realtime Languages” comme cl8ture de Alg par



union intersection et morphisme non effagant. De plus chaque Quasi
Realtime Language est 1'image par morphisme non effagant de 1l'intersection
de trois langages algébriques.

Bien que les manipulations et analyses d'images ne soient pas le but de
notre travail, nous allons maintenant illustrer de trois exemples
figuratifs les différentes classes de for&ts que nous introduisons dans la
suite, et tout d'abord la classe des images par morphismes de foréts

reconnaissables - que nous noterons ¢(Rec) -

Considérons un arbre correspondant 3 un schéma (trés simpliste) du squelette
humain. (On conviendra qu'un os long de
n centimétres est représenté par n noeuds

d'arbres, ainsi "

" de longueur n

est approximé& graphiquement par " ------ "
oll les tirés représentent les arcs joignant
n n les n noeuds. Ceci permet de représenter
avec un alphabet fini 1'infinie diversité des mensurations ... )
Yérifier que-le fémur précéde 1'ensemble tibia-péroné est du domaine
du reconnaissable : il suffit d'imposer le bon enchalnement des états
correspondants d la "lecture” de chaque membre, c'est le principe de
reconnaissance par mémoire finie des automates d'états finis d'arbres.
Par contre vérifier 1'égalité des deux jambes on des cBtes n'est plus
de ce domaine - car les membres peuvent 8tre arbitrairement longs -
mais du domaine de $(Rec) : il s'agit ici de réaliser 1'égalité de deux
sous-arbres arbitrairement longs, ce que l'on peut obtenir par morphisme
non linéaire, c'est 3 dire générant des égalités, Ceci montre bien comment
la classe Rec des for8ts reconnaissables n'est pas close en général par
morphisme (mais Rec est close par morphismes linéaires),

Yoyons maintenant sur un deuxidme exemple (inspiré du classique calcul de n!)



comment les arbres des foréts RATEG peuvent contenir un nombre quelconque
des eocus-arbres fgaux situés 3 des profondeurs toutes différentes
(contrairement au cas des ¢(Rec)).

La résolution par point fixe de 1'équation

F(x) = x(a(x), F(a(x)) ou a donnera

Fo(x) = Q (1'indéfini)
Fl(x) z aouf
F(x) = x  ou a ou Q2
/ \_
a a
|
x
Fa(x) = % ou x ouaoufl
/ \ / \_
a x a a
|7\ |
xa a X
I
a
|
x

et de T _(x) on déduit l'arbre
n+l

N
N

a
I

a
I

X

x
///// )
Y
. -
~
~
AN
~

~
X

/ O\,

a

Ke————p

K— ~ - -
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Pour vérifier alors que la sous-branche gauche d'un "x" guelconque
contient un "a" de moins que celle du "x" successeur immédiat de droite
on appliquera ce qui sera une régle de RATEG de la forme

<x1, X >

~
-~
Vv
~
-~

L'application de cette régle peut &tre comprise comme suit :

On transite du couple d'états <q, q'> 3 q' en lisant x
/ \

si et seulement si, dans l'arbre 1lu, X, X

1'arbre t1 substitué 2 x4 et 1l'arbre t2 substitué a x, vérifient

sy, ett, = x "

1 1 2 / \
? u

Y

Cette derniére contrainte étant la traductien du membre de contrdle

"3 u, et u, tels que t

1 2

2

<x1, /x\ > ou uy est substitué a Xy et u, a X,

2
-
X

Deux applications consécutives d'une telle régle donneront la

séquence =
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X X x
/ N\ /' \ / '\
‘x\ ‘x q'x
/ / N\ / N\
q, x =P W g'x =P t x
/NN 't/ N\ /7 \\
qf‘a‘: q'x - a x a s
NP N I,
e N a . t a N
A\,L I I
:a, a a
ae I
Lt t t

et par conséquent on testera la présence d'un m@me t tout au long de
l'arbre. (Le lecteur trouvera au chapitre II § III, un exemple totalement
développé dérivé de celui-ci).

On remarquera qu'on en est amené 3 manipuler des suites finies d'arbres,
et c'est ici que le choix de la structure de magmolde prend son intérét

(voir chapitre 0).

Considérons maintenant le 3éme exemple plus complexe de la "fougérs"

que l'on représentera par un arbre de la forme suivante :
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n+2
b-b-b--—-b-p-F-b-b--—-b-b-b
O A A

t t | f ' L
a ny ajn | Mfa o fm a

! l +: !

A L B T

a a 4 %1 a

a a

n+l

!
w—he
oo —0
'f
ot
!
(o 4]

L

Y o R el

w-p-- - —p—

-

!

o v

1
ot
[}

prre— e~

o

'

»I—tr

'

N —tr
1

B — —P —= — P — W — R —— P = e —]

i

o —p—tr
t

o

i

e

Il est facile de constater que sur chaque branche horizontale de "#" on
passe d'un "b" au "b" consécutif en ajoutant ou en enlevant un "a" 3 la
branche verticale de "b". Quant aux branches de "#" (3 distance finie ici
de deux "g") on constate qu'elles ne différent que d'un "b" - le fait
d'avoir un "a" de plus sur la branche de ce "b" étant 1ié aux conditions

sur les "b" et non sur les "#". On peut alors se donner les régles suivantes
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(en considérant des régles symétriques pour les branches droite et
gauche des "#"), régles qui sont de la forme de celles des reconnaisseurs
classiques pour les 7 premidres et qui imposent pour les trois derniéres

des structures particuliéres avec contraintes d'égalité :

a -+ q, a
S+q15
Py
9% *; X
b *q, b et b + q'3 b
/ \ / \ / \ / \
WX UYX, X X U*; X2 X X
+q
///T\\\\ ‘ \\
%) ¥ 944%;3 X1 X3 X3
-
AR
*, Xy
a, b
| / \
Y. Y, ¥
b 1 Y152 4 b
/ \ / \
B* 95%2 ’ X %
b , a
/\
b Y192 ¥ a', b
/ \ / \
!
g%y ¥y X1 ¥
£
|
b 3 b
/ \ | / \
Y1, ¥ Y¥g,
172 /l\
Y, ¥a ¥y
# 13 > q, #
AN / IN
3% UXy 3%, Xy Xy %3



1y

I1 est alors aisé de générer de tels arbres puisqu'd partir de

b-#-5b
|
a
on déduira b-b-#-b-b
I'il
S‘E
l
I
b-#-D
|
a

puis de fagon générale, étant donné un arbre de la forme

u'-b-#-b-u
]
w
on générera u' - T - T - - ? - T -u
v T l T v
l
v T v
u'-b-¥-b-u
N
v v
w

I1 est intéressant de noter que la description donnée ici différe
fondamentalement de 1'évolution dynamique décrite par les L-systémes.
La comparaison des for&ts RATEG avec les arbres de dérivation des

L-systémes reste 3 faire.

Le chapitre 0 des préliminaires est essentiellement consacré d des rappels
de la théorie des arbres et des foréts. On y trouvera un rappel de toutes
les définitions précisant le cadre formel de notre &tude.

Dans le chapitre I nous abordons un premier théoréme essentiel qui montre
comment, 3 partir de la classe Rec, engendrer toutes les foréts récursi-

vement énumérables :
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Pour toute fordt F récursivement énumérable, il existe deux foréts
reconnaissables Kl et K2, deux morphismes ¢1 et ¢2 complets stricts,
un démarquage strict 7 tels que

F = 1r(¢1(l(1) n 02(K2))

En corollaire, toute forét récursivement énumérable est transformée
d'une forét reconnaissable par composition de deux bimorphismes.
Nous en déduisons également un résultat important :
Etant donnés ¢1 et ¢2 complets

K, et K, reconnaissables

1 2
il est indécidable de savoir si

¢1(K1) n¢,(K,) =9

Le chapitre II se divise en deux parties : dans la premiére partie nous
définissons de fagon rigoureuse une relation d'équivalence mettant en
évidence que les torsions (n-uples de variables) n'ont d'autre but ici
que de préciser des contraintes d'égalité.
On y redéfinit aussi un algorithme d'unification (Guard [JG], Huet [H],
Robinson [R]) qui nous servira d &tablir la clSture par intersection des
foréts RATEG. La 2éme partie consiste en la définition de la nouvelle classe
d'automates appelés Reconnaisseurs Avec Tests d'EGalité ou RATEG.
Intuitivement ce sont des reconnaisseurs qui ajoutent 3 1l'automate
classique d'états finis d'arbres la possibilité de tester des contraintes
d'égalité de sous-arbres, |
Rappelons en effet qu'une rdgle de l'automate classique s'écrit par
exemple

/T\ —

¥y ¥y 93%3 X1 ¥3 ¥3
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En imposant aux successeurs de a des contraintes de forme et d'égalité,

nous aurons pour les RATEG des régles de la forme

b c d
NN
. 1 Y21 Y, 35 4 .
I ™\ /1A
9%1 9%, 93%; Xy ¥ Xy

qui s'appliqueront 3 un arbre de la forme

a
b/ cI:\d
/ \ | / \

u u u u

1 Y2 Y Y M

2 3
Nous étudions alors les propriétés de la classe des for@ts RATEG (qui sont
manifestement récursives). Et entre autres nous démontrons le résultat
important suivant :

La classe des foréts RATEG contient la cl3ture par union intersection

et morphisme complet de la classe des foréts reconnaissables.

Le lecteur y verra le rdle essentiel de la "complétude” pour ne pas

atteindre la classe des récursivement énumérables (Chapitre I).

I1 était alors naturel de chercher 3 prouver la réciproque. Nous avons
distingué le cas des RATEG homogénes : on dit qu'un arbre est h-homogéne si
chaque branche menant du sommet 3 une variable est de longueur h et chaque
branche menant du sommet 3 un terminal de longueur < h. Un RATEG est
h-homogéne si les arbres figurant dans ses régles sont tous h-homogénes.
Une forBt est RATEG h-homogéne si elle est reconnue par un RATEG
h-homogéne.

Dans le chapitre III nous montrons 1l'inclusion des RATEG homogénes dans

la cl8ture de Rec par union intersection et morphisme compiet et donnons

méme une caractérisation de telles for8ts :
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Une forét F est RATEG h-homogéne si et seulement 3i {1 existe
K et K' foréts reconnaissables

¢ complet strict

™ démarquage propre

tels que

F = 7l¢(X) n ¢(X")]

Ce résultat différe fondamentalement de celui &tabli au chapitre I
concernant les foréts récursivement énumérables par le fait que T est
ici un démarquage complet.

Nous conjecturons 1'égalité dans le cas général de la classe RATEG et

de la cl8ture de la classe des for@ts reconnaissables par homomorphismes

complets, union et intersection,
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CHaPITRE 0

PRELIMINAIRES
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Présentation intuitive et informelle

Nous présentons ici 1'idée intuitive des objets de notre &tude et introduisons
informellement les notions mathématiques de fagon que le lecteur puisse

appréhender globalement notre travail.

Un arbre peut &tre représenté par un graphe :
- les noeuds sont labellés par des éléments (lettres) d'un ensemble L

(alphabet gradué) ;
- le nombre de leurs successeurs (degré) est donné ;

- les branches sont terminées par des lettres (de degré 0) ou des variables

indicées.

Soit par exemple
b/\c\d b/\x
/' \ A
1 2

ou

Un arbre est ordonné ; on distinguera en effet
a\\ a\\
et
b// c 6// b

Deux arbres sont dits égaux si et seulement si ils sont superposables.
L'exemple suivant introduit aisément la notion de greffe :
soit une lettre e de degré 2 et 2 arbres a et //p\\ ; on peut alors

c d

obtenir e

d// \\b
VAN

c d
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La substitution formalise la greffe : elle remplace chaque occurrence d'une
méme variable par un méme arbre. La substitution de ty a Xy dans
a a .
/IN /1N
¥1 %1 %2 1M1 %
On étend l'appellation d'arbres aux n-uples d'arbres (tl, t, tu). La

donne ainsi

notation T(Z): - voir § 0.B.3 - correspond ainsi 3 1'ensemble des p-uples
d'arbres sur I indicés par des variables choisies dans {xl, Rgs «oes xq}.
Le produit tensoriel - noté 8 - est alors défini sur des arbres : a

n arbres tl, t2

les indices de sorte que les t'i n'aient pas de variables communes.

vee by il associe le n-uple <t1, tl, vees té> en décalant

Soit par exemple

2
t, =< a c > e T(L)
1 ’ 3
/N /
X1 %X R X
t, = < b , d> € T(Z)g
/IN
Xl x2 C x2

alors t, 8 t, est le 4-uple défini par

1 2
t, 8t = (t,, ') = ( c d).
A A A
X, X, Xy Xy X, X C  Xg
Le produit de composition - noté . - qui formalise la substitution, et le

produit tensoriel ® sont les deux opérations binaires définies dans le
cadre du magmoYde T(I), ensemble des séquences finies d'arbres sur I - le
magmolde est la structure algébrique de notre étude et assure une bonne

formalisation algébrique des arbres. (Voir § 0.B.3) -

Parmi les éléments de T(I) les p-uples d'arbres réduits 3 des variables
jouent un rdle particulier : intuitivement si 1'on considére un arbre t

indicé tel que
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a on distingue sa forme a et la séquence

/////’l\\\\\\\c b//l\\c
x{/b\\k2 1 ig/ \\kz /// \\ // \\

(x1 X, Xy X4 x2) des variables qui terminent ses branches.

On associe 3 la forme précédente l'arhre noté

A1

™~

b Xq c

x;/ \\XQ x:/,\\ks

appelé ¥, arbre initial de t, &lément du magmolde ¥(£) (voir § 0.B.4).
Le 5-uple 8 = (x1 X, X, Xg x2) définit des contraintes d'égalité : on .
substituera dans t un méme arbre en ler et 3e rang, et en 2e et Se rang.
8 est appelé torsion, &€lément du magmoTde des torsions © (voir § 0.B.2).
Le lemme 0.1 montre que tout arbre peut se décomposer canoniquement de

fagon unique en un arbre initial composé avec sa torsion :

Dans notre exemple, on é&crira

b’/////l\\\\\\\c - b’/////i\\\\\\\c
x/ \x ' x/ \x x/ \x 3 x/ \x
1 3 X2 4 5

1 2

. <x1, x2, xl, X,y X,.>

3" 72

2

Une forét est un ensemble d'arbres de T(Z)i c'est i diretdes l-uples sans
variables dont les branches sont achevées par des lettres de L de degré 0,

appelées terminaux.

La classe des foréts reconnaissables (Rec) est un exemple de foréts
reconnues par des machines appelées les automates d'états finis d'arbres
(Voir § 0.C.1).

L'étude d'une structure algébrique est inséparable de celle des morphismes
associés : nous introduisons alors intuitivement la notion de morphisme

d'arbres, transformation qui 3 un arbre associe un arbre.
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Un morphisme ¢ est une application de T(I) dans T(A), compatible avec les
produits de composition et tensoriel c'est a dire tel que

¢(u.v) = ¢(u).¢(v)

¢(u 8 v) = ¢(u) 8 ¢(v)

Il est donc entidrement défini par sa donnée sur I et s'étend par composition.

Soit par exemple

a ¢ +
LN "N
P x/ \x x/ \x
1 271 3

1'image de
x//z\\i est alors //// \\\\
' /N /N

¢(x) ¢(y) ¢(x) ¢(2)

'6-

Dans cet exemple x. se répéte et par duplication on recopie ¢(x).

1
On dira que ¢ n'est pas linéaire puisqu’'il génére des €galités. On voit alors
immédiatement que Rec n'est pas close par morphisme c'est 3 dire que les
morphismes ne conservent pas la reconnaissabilité ou encore que les automates
d'états finis ne peuvent reconnaltre ¢(Rec).

Précisons les différents cas des morphismes :

- ¢ est linéaire si pour tout a € I chaque variable de a apparait au plus
une fois dans ¢(a), c'est 3 dire que ¢ n'effectue pas de copie.

- ¢ est complet si chaque variable de a apparalt au moins une fois dans ¢(a)
c'est d dire que, ¢ conservant toutes les variables, il conserve toute 1'infor-
mation contenue dans les arbres.

- ¢ est strict si 1'image de toute lettre a de I contient au moins une lettre
de A.

- ¢ est un démarquage s'il est linéaire et tel que ¢(a) contient au plus une

lettre de 4.
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- ¢ est un démarquage propre s'il est complet linéajire strict et respecte

1l'ordre des variables c'est 3 dire que ¢ ne transforme que les labels.

Ces différents cas sont illustrés par les exemples 0.5, 0.6, 0.7 et 0.8.
Le lecteur verra en fait que les morphismes d'arbres que nous utiliserons
sont des cas particuliers de morphismes de magmoldes (voir en § 0.D.1).
De méme nous nous limiterons 3 des cas particuliers de bimorphismes de
magmoldes (voir en 0.E) dérivés des morphismes en tant que composés d'un
morphisme - inverse, d'une intersection avec des reconnaissables et d'un

morphisme.

Un bimorphisme est un triplet B = (¢, K, ¥) représenté par le schéma

et 1'image par B d'une for8t F se définit par

B(F) = ¥ (F) n K]

Considérons les deux exemples suivants :
1) Associativité de + :
soit

- la forét K reconnaissable des arhres de la forme

/T\

y z
- ¢ défini par ¢( % ) = +
/1\ AN
Xy Xy X3 by X3
"
Xy 2

]
+

- ¥ défini par Y¥( r ) =

X, X
17273 1 ///~\\

X
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Alors on a le schéma suivant d'un bimorphisme linéaire car ¢ et ¥ sont linéaires :

= { }
TN
Xyz
+/+\z X/+\+
/ \y y/ \z

2) diétributivité de + et x :

Avec la meéme foreét K, on définit
¢( //r\\~ ) =

x///*\\\x
17273 \x/
1

X1 X2 X1 X5

) = X

JNTT N

Xl X2 Xa xl /‘1’\(
X2 73

¢ n'est pas linéaire car il génére des égalités et le bimorphisme associé

qu'on représentera par

+ x
x/\x x/ \1-
/N 7\ /\
x y x z y z
simule alors une l#re phase d'analyse en vérifiant 1'égalité des ldre et

3éme branche, une 2e phase de contrSle par intersection avec une forét
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reconnaissable (ici K elle-méme) et une 3e phase de synthése par le morphisme Y.

Par génération d'égalités, la non linéarité d'un morphisme ne permet pas la
conservation de la reconnaissabilité. Considérons 1'exemple suivant d'un

arbre ol des contraintes d'égalité se propagent sur toute son image sans que

leur nombre en soit bormé,

Wt

[ B

[N

wr W
]

[

L'ensemble de tels arbres n'est manifestement pas l1l'image par morphisme
d'une forét reconnaissable.

11 nous a cependant paru trés interessant de reconnaitre de tels ensembles
d'arbres et dans le chapitre II le lecteur trouvera la description formelle
des machines qui reconnaissent ces classes d'arbres, machines que l'on a
tout naturellement appelées “"Reconnaisseurs Avec Test d'Egalité". Les foréts

RATEG reconnues par ces automates se révéleront avoir de bonnes propriétés.
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A - LES ARBRES

Définitions

001 - Un alphabet gradué est la donnée d'un couple (I, d) ol I est un ensemble
quelconque d'éléments appelés lettres et d une application de I dans N
associant 3 chaque lettre un degré ou arité. Par la suite nous prendrons

toujours I fini.

Notation :

L, = d-l(i) est le sous-ensemble des lettres de I de degré i,

0.2 ~ On appelle ensemble des variables (ou index) 1'ensemble infini

X : {XI’ x2, [N ] xn e 9 .}
Nqtation :

X = [xl, x, xn}
Xo =9

0.3 - On appelle ensemble des arbres sur I indexés par Xn 1'ensemble T(z)i défini par
: 1
- Zo txxn c T(Z)n

~siaef ett
P

1
SRR tp € T(E)n alors a(t

1
1, ceaey tp) € T(Z)n

‘Remarque :
On trouvera dans d'autres ouvrages la notation TZ(Xn) pour T(Z)i.
On verra plus loin comment les notations de magmolde justifient cette

écriture,

0.4 ~ Un noeud d'un arbre t est une occurrence dans t d'une lettre de I ou d'un

index.



27

0.5 - Le label d'un noeud étant cette lettre ou cet index.

0.6 - La taille d'un arbre t noté |t| est le nombre de ses noeuds, plus précisément

~8it-=

- s8it=

xie

ael

X
n

o

|t
||

0

1

n
-t Ja(t, ... t )| =14+ ] |t,]
1 n 171 i

Sur tout arbre t on peut définir un ordre partiel noté < entre ses noeuds :

~ a Rt b ssi t s'écrit

t = tl(rl

cee Ty a(sl ..

.

t

sj, b(ul ces uk), s . SL)’ Tipn v rn)

j+2

0.7 - b est dit successeur immédiat de a

et a

prédecesseur immédiat de b

- < est la clBture transitive de Rt'

t

Cet ordre introduit de nouvelles définitions:

0.8 - Le sommet de t est 1'élément de t minimal pour <

t

0.9 - Les feuilles de t sont les noeuds autres que les variables, maximaux pour <

t

donc de label appartenant a Zo.

0.10- Un arbre sans variables est un arbre de T(z)i

011~ Le feuillage d'un arbre sans yariable est le mot obtenu par concaténation des

feuilles. C'est l'application ¢ définie par ¢ : T(Z)i + f;

-site

z
o

$(t) = t

-s8it-= to(tl,

A

tn) ¢(t) = ¢(t1) ¢(t2) ves ¢(tn)
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0.12 Une sous-branche de t est une suite (a) = (a est

1 00"

ap) ol ¥ i a;

successeur immédiat de a,.

0.13 La lonqueur d'une sous branche (a) notée long(a) est

»w

long(a) = p-1 si ap est une variable

o sinon (ap € L)

0.14 Une branche de t est une sous-branche oi a, est minimal (sommet) et ap

maximal (feuille ou variable).

0.15 La profondeur de t est la borne supérieure des longueurs de ses branches.

0.16 Un arbre h-homogéne ou de profondeur homogene h est un arbre dont toutes les
branches joignant le sommet @ une variable sont de longeur h, les autres

joignant le sommet @ une feuille de Zo étant de longueur < h,

0.17 La distance entre deux noeuds a, 8 d'un arbre t est définie par
d,(a, B) = sup [long (a, V), long (B, V)]

ol v est le premier prédecesseur commun 3 o et 8.

Exemple 0.1 : Un arbre de T(I) :
Soit I = {(c, 3), (a, 2), (b, 2), (4, 1), (a, 0), (B, Q)}

t = a(ﬁ(c(i, S, d(a)), b), a) se représente
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Il est sans variable, de sommet a, de taille 9, de profondeur 5, de feuillage

(a b b) est une branche de longueur 3. La distance de b 3 a (noeuds cerclés)

est 3.
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B - LES MAGMOIDES

Notation :

On notera [pl] 1l'ensemble {1, 2, ..., p} des entiers de 1 3 p.

1) Définitions
Un magmoYde est un 5-uple <M, ., 8, e, e > noté M (en agonfondant structure
algébrique et support) oi

~ M est un ensemble

. une opération binaire partielle sur M appelée composition
- ® une opération binaire sur M appelée produit tensoriel
-eete 2 éléments distingués de M

et qui vérifie les 5 axiomes suivants :

(i) - ¥ p, q € N, il existe une partie Mg de M appelée fibre p-q de M. Les
fibres sont disjointes deux 3 deux et leur réunion est 1l'ensemble M.

Tout élément de Mg est dit de degré inférieur q, de degré supérieur p.

' 1
(ii) - ¥p, p'y 95, Q' €N, ¥m e Mg, ¥m' eng,

m.n' est défini ssi q = p' et m.m' € Mg,. Le produit de composition est

associatif,

L
(iii)- ¥ p, p's @» @' €N, ¥ m ¢ Mg, ¥m' e M,

q
mom' € Mgig,. Le produit tensoriel est associatif.

t

3 - M. ' '
(iv) ¥ m, m, m',m eM

s ' ' s : P ' '
si (ml;mQ) 8 (m'y.m 2) est défini, il est égal a(ml %m l).(m2 om 2)

1 o
(v) ~e e M, e € Mo

1
¥psoite meBe .., WP
p p efe . B ec b
P
Ona: ¥me Mp e .m=m
qQ P
= m

¥Y¥m e M3 m.e
P ™%

e O m=m@Be ~m
o o
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ep et e sont les éléments neutres respectifs de la composition et du produit

tensorjel. Ils sont uniques pour chaque fibre Hg.

Nous rappelons ensuite trois exemples classiques de magmoldes.

2) Le magmoYde des torsions

0.20 Une torsion 6 est une application de [p] dans [q] o U4 p, q € N et on

identifiera 6 3 un p-uple

Q5 Xg(1)* Xg(2) 0 *a(p)”

Remarque importante :

On notera indifféremment une torsion avec ses variables X; ou les seuls

indices i. Par exemple <3 ; 1, 1, 2> = <3, X5 X >

1* %2
On appelle Og l'ensemble des applications de [p] dans [q]. Produits de
composition et tensoriel sont définis par
- soit 0 € Op, 8" ¢ 03
q r
0.6' est l'application de [p] dans [r] égale a 6' o 6,

~ soit 0 ¢ eg, 0' € 65,
6 9 6' est l'application de [p+p'] dans [q+q'] égale a
8(i) si i<p
q + 0'(i-p) si p < i < ptp'
L'élément neutre e est 1l'unique application de [1] dans [1] noté Idl'

L'élément neutre e est 1'unique application de 62 noté Id .

ep € Gg est 1l'application identique de [p] dans [pl. On la notera Idp.

N.B. Q = ° = {a
sipta o =p o (o}

On vérifie alors que 6 = v Gg est un magmolde,
P4
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Les projections

Définition : ¥ n e N, ¥ i € [n]

wi est 1'élément de e:;«qui 3 1 associe i.

0.21 wi est appelée projection.

C'est un cas particulier d& torsion. On potera .
i i, _ i . -
ﬂn(t) =M.t = ﬂn(p 30tgs eees £ F T

Exemple 0.2 ® Projection

“§(<4;a,b,c>)= b
/N /\
2 34

/
1 4 3 4

3) Le magmotde T (Z)

Soit p et q € N.

On note T(X)g 1l'ensemble {q} X (’I‘(X)cll)p des p-uples d'éléments de T(E);
e , 1
indicés dans Xq <q 5t t, tp> ol ¥ i e [p] ty e '1‘(23)q

On note T(L) = v T(Z)g.
Psq

Le produit de composition se définit comme suit.

Soit t € T(Z‘)g et u € T(E)g

n

t.u 4

cees vp> € T(X)ﬁ

<q 3 t.l’ veey tp>.<n 3 UL, e uq>

<n ; ‘Vl,

ol ¥ i e [p] v, se déduit de t; en substituant 3 chaque occurrence Xy de

variable de ti 1'arhre u:i de u.

Exemple Q.3 : Produit de composition dans T(I)

t=<33 a , b , o T(z)g
| /\
1 i 2 3



33

u=<4; a , b , a> e T(Z)i

s b 5, c>e€ T(Z)i

N~
N~

L'élément neutre est alors

Idp = <p ; X10 Xy xp> =<p 31, 2, ..., P> € T(Z)g

2
Le produit tensoriel se définit comme suit .

Soit U = €q ; Usy eeey up> € T(Z)g

1’
p'
v =<' ; Vis eveo Vp,> € T(E)q'

\J
u®v==<+tq ;u cen wp,> e (PP od v 1 e [p']

TEIREE a+q'
w, = vi.<q+q"; q+l, q+2, ..., q+q'> c'est 3 dire que pour tout i < q' on

“p’ "13

ax,.

substitue XQ*i i

Exemple 0.4 : Produit tensoriel dans T(I);pour t et u précédemment définis
on aura
t®u=<7; a s, b s C y QA s b , d> dans T(E)S.

| / \ | | / \
1 1 2 3 u 5 5 7

On vérifie encore que T(I) est un magmolde,

Dans [A.D.1 et A.D.2] le lecteur trouvera la notion de magmolde projetable.
L'idée est que tout magmolde projetable contient le magmolde des torsions
et que chaque élément est caractérisé par ses "projections". On vérifie

alors que l'on a bien formalisé ce qu'on voulait en vérifiant la

Propriété : T(I) est le magmolde projetable libre engendré par L.

Remarque importante ;

Les éléments de T(I) sont appelés arhres c'est 3 dire qu'on confondra sous
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cette appellation la notion classique d'arbre t de T(Z)i, celle de p-uple
<q 3 tl, ey tp> et meme celle de torsion <q ; x6(1)~"' xe(p)> correspondant

d des éléments t, réduits d une variable.

4) Le magmoide ?(Z)

Soit ¢ 1'application qui d tout u de T(I) associe le mot de X" obtenu en

A prenant les variables de u de gauche & droite :

t

- soitu=+<q 3t > ¢ T(I)P
u q 5 p€ q

l '.V.
¢(u) = ¢&1)X e X ¢(tp) (ol X est la multiplication dans le monolde x*)

- soit u = <q> € T(Z)z

A (élément neutre de X')

¢(u)
'j soit t € Tx(Xq)

t e Eo ¢(t) = A

t=x; e Xq. ¢(t).= Xs

't = a(tl ves t) ¢(t) = ¢(tl) X (.. % ¢(tm)

e el 0 P p =
On définit ?(Z)q {u € T(E)q | ¢(u) Xy eee xq}
v TP,
P»q20

b

et ?(2)

On vérifie alors que ¥(L) est 1le magmoide libre engendré par I et un sous-

magmoide de T(I). L'élément neutre de . étant Idp =<p 3 X xp> € ?(Z)g.

L
L'ordre suivant noté fiﬁdéfini sur %(Z) introduit la notion d'arbre initial :
t' <t ssiJue ?(X) tt=t=1t'.u
1
0.22 On dit que t' est un sous-arbre initial de £.¥(L) est par conséquent

l'ensemble des arbres initiaux.

Rappelons enfin le lemme suivant permettant d'exprimer de fagon unique tout
€lément de*T(t)g comme composition d'un élément de ?(Z)g par une torsion de

oF ;
q.
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Lemme 0.1'(décomposition canonique).
Vp,qeN, YVue T(Z)g
il existe un et un seul r € N

un et un seul U € %(Z)i

. r
une et une seule torsion 6 € O

q
tels que u = 3.6
Exemple 0.4
Nous avons défini T(L) = u T(I)P comme ensemble de p-uples d'arbres i

P»q
variables dans Xq' En particulier T(Z)é ensemble des arbres sur I & variables

dans Xq permet donc de décrire tout arbre avec le formalisme du magmolide,
ce qui se traduit sur l'exemple (q = 4) suivant par :

t = a = a.(b 8 Idl).(c 8 Ic12).(:rd2 8 ae® Id2).<u 501, 2, 4, u>
/ \

Remarque importante :

- . . 'I . < . .. >;
Dans Gg du magmoide des torsions, toute torsion 6 s'écrit <q ; xe(l) . xe(p)

dans T(ZL) tout élément t de T(Z)g s'éerit <q 3 t tp> 3 dans ?(E) tout

1 "

IR tp>.

élément T de ?(E)g s'écerit <q, ¥

La necessité de préciser par q l'ensemble Xq des index se justifie par la

disjonction des fibres de magmolde : en effet sinon si q < q' on aurait
1 1 p p .

T(Z)q c T(E)q, et T(Z)q c T(X)q, ce qui est absurde.

Toutefois lorsque le contexte sous entendra de fagon unique q sans confusion

. 4 s v
possible cn amettra q dans l'écriture de 6, t ou t.
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C - LES FORETS

1) Définitions

0.23 Une forét F sur l'alphabet gradué L est une partie de T(X)i

0.24 Un automate d'états finis d'arbres M est un quadruplet M = (I, Q, F, R) ol

- I est un alphabet gradué fini

1

Q un ensemble fini d'états

1

F ¢ Q un ensemble d'états distingués

4

R un ensemble fini de régles

Notons Q[I] 1l'alphabet gradué défini par

QCZ] = {q[a(xl . xn)ll qe€Q, a(xl - xn) € Zn}

Il existe deux sortes d'automates, ascendant ou descendant avec des régles

- définies comme suit :

0.25 régles ascendantes : F est 1'ensemble des états finaux,
- a(qill:xl] s qincxnﬂ) hd q[a(xl e xn):l
si a e Xn
et q, qi P qi € Q
1 n

- a + qfa] siael

0.26 Un mouyement de l'automate t Lg u se définit par :

t Fi‘u ssi - t to.a(qi [tl] . qin[tn])

1
t .qlalty ... t )]

n

- u
et ~ a(qil[xlfl qinExn]) + qlalx, ... xn)ll € R

*
On note }'ﬂ' la clBture transitive de "ﬁ .
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Définition :
t e T(X)i est reconnu par M ssi
JqerF: t}-g-q[t]

Notation

FM) = {t e M), | 3qeF st b qltl)

F(M) est la forét reconnue par M,

0,27 régles descendantes : F est l'ensemble des états initiaux,
- q[a(xl veo xn)J + a(qiltle ce qinExn])
- qﬁa] +a siace Zo

Un mouvement est défini par :

t Pﬁ u ssi -t =t qlalt; ... t )]

-u =t a(qilttll ves qin[tn])

et q[a(xl cee xn)] + a(qil[tlj vee Qg (t, 1) eR
n

On note F% la cl8ture transitive de Fi-et on dit que t € T(Z)i est

reconnu par M ssi 3 qe F : qlt] H% t

Définition ;
0.28 Une for8t F ¢ T(Z)i est reconnaissable ssi il existe un automate d'états

finis ascendant M tel que F = F(M),

~'Notatlon ;

On note Rec la classe des for8ts reconnaissables,

2 P4

* Propriétés :
~ M peut toujours Btre choisi déterministe dans le cas "ascendant”.

« M peut Btre pris "descendant" mais on ne peut plus toujours le choisir

déterministe,
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2) Grammaires

0.29 Définitions : Une grammaire d'arbres G est un gquadruplet G = (I, V, R, S) ot

I est un alphabet gradué fini terminal

V un alphabet gradué fini de variables (syntaxiques)

S 1'axiome S € V et de degré 0O

R un ensemble fini de régles de dérivation

0.30 Une réqle est la donnée d'un couple g + d tel qu'il existe p ¢ N appelé
degré : g et d € T(Z UV);.
On écrit g + d

ou encore 2.6 + d d'aprés le lemme 0,1

0.31 Une dérivation notée t => u se définit par :
G

tetueT(E UV)i' tels que

t

1]

vlg'"

v.d.w

u

et g+deR

On note 3N la cl8ture transitive de => et
G G

0.32 on appelle F(G) la forét engendrée par G :
w

> t}

F(G) = {t € 'r(t)i | s 2

Définitlens :
0.33 Une régle est réquliére ssi elle est de la forme
X+alx; o0 X))
ol ~a € L,

v-X, Xl e chvo
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* une grammaire est réguliére ssi R est un ensemble de régles régulidres

» une forét est régulidre ssi elle est engendrée par une grammaire réguliérs.

Propr jétés :

- La classe des for@ts réguliéres colncide avec Rec
- Elle est close par union, intersection, homomorphisme linéaire et
homomorphisme inverse.

(Voir les morphismes ci-aprés § 0.D).

Propriété fondamentale :

I1 y a identité entre la classe des langages algébriques sans mot vide et la

classe des feuillages des foréts reconnaissables,

Rappelons qu‘un langage algébrique est engendré par une grammaire
algébrique G = (I vV, R, S) ol T UV est un alphabet, S l'axiome et R un

ensemble de régles de la forme £ + u oll £ et u € (I v,
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D - LES MORPHISMES

1) Morphisme de magmoide

Définition : Une application ¢ du magmoIde M dans le magmoide N est un

k-morphisme de magmoide ssi
i) ¢ conserve les degrés :

¥vmeM  ¢(m) e NP
q q

ii) ¢ préserve les éléments neutres
iii) ¢ est compatible avec la composition et le produit tensoriel :
- ¥me Mp, ¥ e ML
q r
$(m.m') = ¢(m).¢p(m")
1]
- ¥me Mg, ¥m' ¢ Mg,

do(m 8 m') = ¢(m) ® ¢$(m')

Un morphisme de magmoide de T(E) + M est donc totalement défini par sa donnée
sur l'alphabet Z.

Le lecteur se reportera d [A.D.1] pour 1'étude formelle de ces morphismes.

2) Morphisme d'arbres

Nous considérerons ici les morphismes d'arbres comme cas particuliers de

1-morphismes de magmoide

Définitions
Un morphisme d'arbre ¢ : T(Z) » T(A) est défini par l'application I > T(A)

qui respecte les degrés (¢(Ei) c T(A)i) et s'étend par composition.

Un morphisme est linéaire ssi chaque lettre a de I apparait au plus une fois

dans ¢(a).



L1

Pour dupliquer ou faire des copies de sous-arbres le morphisme utilisé sera

» P .
non-linéaire.

Exemples 0.5 :

Soit I un alphabet fini et a € I.
-9, défini par - 1'identité sur I - {a}
—¢l( a )= a

/N /\
1 2 1 b

¢1 est linéaire.

- ¢, défini par - 1'identité sur I - {a}
—¢2( a )= a

/ N\ /\
1 2 1 b
/ \
1 02

n'est pas linéaire et duplique la branche gauche de a.

0.37 Un morphisme est complet ssi toute lettre a de I apparalt au moins une fois

dans ¢(a).

ExemEle Q.6

¢ défini par 1'identité sur I - {a}
et ¢( a )= a
/\ /\
123 1 b
/N
123

est complet (mais non linéaire).

Nous verrons que la notion de complétude joue un rdle essentiel dans la
conservation de toutes les informations en recopiant au moins une fois

chaque branche d'un arbre dans son image,
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0.38 Un morphisme est strict ssipour toute lettre a de I, 1l'image ¢(a) contient

au moins une lettre de A.

(Ceci est analogue d la notion de morphisme non-effagant en théorie des

langages).

Exemple 0.7
¢ défini par 1'identité sur I - {a}
et ¢( a )= «a

/|\ / \
123 1

B8
|
2

est strict, non complet, linéaire.

0.39 Un démarquage est un morphisme linéaire "alphabétique'" tel que l'image ¢(a)

de toute lettre a de L contient au plus une lettre de A.

0.40 Un démarquage propre est un morphisme lindaire complet strict, qui ne
transforme que les labels (¥ a ¢ L, ¢(a) € Ai) et respecte l'ordre des

variables.

Exemple 0.8
- ¢ défini par 1l'identité sur I - {a}
et ¢( a ) =1

/' \
1 2

est un démarquage non complet non strict.

- ¢ défini par 1'identité sur I - {a}

et ¢( a )= o
/\ / \
1 2 1 2

est un démarquage propre.
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Remarque
Nous utiliserons encore le fait que toute image ¢(a) pourra se décomposer
en un arbre initial x(a) € %(A) et une torsion 6 et qu'un morphisme sera

donc défini entre autres par sa torsion.
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E - LES BIMORPHISMES

La notion de bimorphismes de magmolde introduite par M. Dauchet [D]
est une généralisation de la notion de bimorphismes de langages.
Nous nous interessons ici 3 une classe restreinte de bimorphismes dont on

considérera la définition restreinte suivante :

0.41 Définition (restreinte)
Nous appelerons bimorphisme un triplet B = (¢, K, ¥) o
- ¢ et ¥ sont des morphismes (d‘'arbres)

- K une for8t reconnaissable.

Nous confondrons sous la m@me appellation la transformation associée.
¥ = {(o(0), ¥(1)) | t ek}

et on utilisera le schéma suivant

K
L'image par un bimorphisme B d'une forét F est alors définie par

B(F) ={u| 3tek: (t,un) e’
= {?[¢'1(w) n K] | werF}

0.42 Nous dirons qu'un bimorphisme est 1inéaire respectivement complet, strict

ssi les 2 morphismes ¢ et ¥ sont linéaires respectivement complets, stricts..
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CHAPITRE |

GENERATION DES FORETS RECURSIVEMENT ENUMERABLES
A PARTIR DE FORETS RECONNAISSABLES
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Dans ce chapitre, nous montrons que la clSture par union intersection et
morphisme des for@ts reconnaissables est 1'ensemble des foré&ts récursivement

énumérables.

Plus précisément toute for8t récursivement énumérable s'obtient comme simple
image par un démarquage strict de l'intersection des images par homomorphismes

complets stricts de deux forEts reconnaissables. C'est le théoréme I.1.

On peut remarquer que tous les morphismes sont stricts. Si l'on impose
comme seule hypothése supplémentaire que les morphismes soient complets,
on obtient alors une inclusion dans la classe des for8ts récursives comme

nous le verrons au chapitre suivant.

Théoréme I,.1

Quelle que soit la for8t F récursivement énumérable, il existe
- K, et K2 for8ts reconnaissables
- ¢1 et ¢2 morphismes complets stricts injectifs
-7 démarquage strict

tels que F = vEQl(Kl) n ¢2(K2)]

Idée de la preuye

Toute for8t récursivement énumérable peut 8tre selon un résultat connu
[A.D,3] engendrée par une grammaire d'arbres G "sans torsion" d'axiome S,

d'alphabet L 1V, d'ensemble fini R de régles de la forme R, : £i + ri

i
sans torsion oll £i et ri ont méme degré di.
Il parait donc naturel d'essayer de simuler les dérivations dans G de

fagon analogue 3 la simulation en langages [A.D.3] et de ne garder que

les éléments filnalement engendrés par le démarquage 7.
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Nous allons donc montrer 1l'équivalence

(1) [s = ril =u, 4 v, r. Vy e ®>uwor, vo=T]
: 2 2 n
<=>
(2) (¥TeF 4 '1‘l € K 3 T, € Ky : T= ﬂ(¢1(Tl) n ¢2(T2))]
et plus précisément prouver
(1) [s=>r, =z=u, & v,=>u,r, v, .
i 2 12 2 2 i, 2
e Up g Ty V-1 T U Li Vp T up Ty Vp ee T2upry v S T]
p-1 p P n
<=>
(2') il existe dans ¢1(K1) n ¢2(K2) un arbre de la forme suivante :
7
AN
T* 7
N
T #
/N
Cn y £
u r, “17"—'—'—‘ #‘.
n i 'n / .
n / c! 1 7
=C -
n D L \¢
2 AN
u £, v
n i 'n Cp #
= Ch1 B/ \#
nv—
u r;7 v ! 7
i -1
P P b / \\\
—Cp D Cp--l 4
PLe /
ud, v
Pijp £ N
:C' 1 Cl/ C'/ \¢
d i P72/ N\
p-1 ., c 7
Cp-? 2 / \\
F 3 #
J——
C2// /' \
c! N
D, AN
1
C 1 ri S
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¢, morphisme non linéaire (donc engendrant des égalités) va entre autres
imposer le bon enchainement des dérivations par 1'égalité des contextes
Cj = C'j.

Reste alors 3 simuler un pas de dérivation up Li vP => up r, vp par un

p p
2
“p rf lp}ti p
P p

(1'utilité de Dp apparaitra dans la suite).

arbre de la forme t =

Dans le cas des langages ceci se réalise aisément par la génération de
1'ensemble

(AP VEveLud” | £+r e R, uetve r*}
par une grammaire algébrique.
Dans le cas des arbres c'est ici que se situe la difficulté : on ne peut
en effet générer des arbres de la forme de t par un seul homomorphisme.

En effet up est en général non borné et on ne peut générer des arhres

"presque égaux" (en général li ] r. ) que si u, est borné comme le précise

le lemme suivant. P P

Lerme

Seit u 1'image d'un arbre t par un homomorphisme ¢ tel que a # a' et
a/ \a' tel que les deux occurrences de tlsoient images d'un
L t méme sous arbre de t.

Alors la distance d(a, o') est bornée.

La preuve, formellement laissée au lecteur, repose sur le fait que o et a'
occurent nécessairement dans 1'image d'un méme noeud o de .

On a le schéma suivant :
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u v
| —5
a / \
| a a
t ||
t t
avec - ¢(a ) = w
| /\
x a a'
ooy
3 X
-¢(u) = T
Xl xl
-¢(t) = ¢

Nous allons montrer comment, par conjonction de contraintes d'égalités
générées par $, et ¢2 "le long de Dp" nous parvenons néammoins 3 réaliser
cette simulation d'un pas de dérivation.

2 1

dont les sommets sont les symboles # occurant 3 une distance égale 2

Nous introduisons les ford@ts K'l, K', et K' = K'_ n K'2 des sous-arbres

2 modulo 3 du sommet des arbres respectifs de ¢1(K1) ¢2(K2) et Ol(xl) n 02(K2).
Nous montrons alors dans le corollaire I.3 comment tout arbre t de K'
simule un pas de dérivation par

teK «=> JR:L+r €@

Ju, vet b : '

3
71\

1'jdée est de parcourir les sous branches menant du sommet de u jusqu'au
sommet de l (ou r) en décomposant ulv et urv le long de l'arbre D et en
assurant

- par ¢, les contraintes d'égalités des contextes

- par ¢, le bon enchalnement des dérivations.
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Cette idée est fllustrée par l'exemple I.1 suivant et précisée par le lemme I.Z.

Exemple 1.1
Considérons la dérivation ulv => urv décrite par le schéma suivant, utiiisant

la régle R : L + v de G et ol Y, et v, sont des lettres de I :

AN AN

AL AT

'

Les branches correspondant 3 cette dérivation seront respectivement de la
forme suivante :

dans K, : , dans K

1
- 5 S, -
;pl/ \x t.// \t
/YQ\ t'1// ™~

1 Y2 i‘ t'2/ \
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Ce qui donnera par application de ¢1 et ¢2

N
A

T ¢
7/ N\ /
/,‘\\\ L #\ 4

SN ’

/o - #

| ‘ \\ | / \l
\ i
I / \ \ Itls 10
£ { | / \ I
/// \ ! t! t |
|
\ g 1 & 1
Y Y
2 2 | ‘ {
MNIN /1N
{ | !
u, wé ué u, W, ué ) ‘ t'2 t, g
: | - £
, \ \ [
“ i \ |
/ \ t'g ty, /
w2 W2 ) \\‘__‘_’/
' !
£ /
/N
/
r L /
v v /
~ o /

— -

(Notons au passage que l'enchainement des dérivations est assuré par X = t).

La branche correspondante de K' = K'l n K'2 est alors de la forme §
/1\
représentée sur les arbres ci-dessus par le sous-arbre upu
£ r
de pointillés. v v

On y vérifie que impose 1'égalité des contextes u, et u', pour chaque
y , imp g N i P q

lecture d'un y; et ¢2 impose le bon enchainement en vérifiant
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' = = ' = =
t TE W ) f ¥,
' = = ' = =
t y Tz\ oYy y 12\ Y1
L ]
u, ru', u, £ u',
v v
t! = = ulv, t = = urv
1 * 1
/ T \ / T \
u u' u u'
1 Tz\ 1 /Tz\ 1
L |
u, r u', u, L2 u p
v v

Preuve du théoréme I

Outre la définition de ¢, ¢, et 7, il faut définir les foréts K, et K
172 1 2

sur de nouveaux alphabets et introduire les nouveaux symboles suivants :

1) Définition de nouvelles lettres

* I :
: : P P . F

¥a e L on lui associe {a* | pelnl, a’ ¢ En+2}
L= Y fn+2

n,0el

n

* R :
¥R, : £, * r, on lui associe R, de méme degré d, que £, et r, ;

i i i i i i i
R= w ﬁ;

i<|R|
xR

¥R, :8>r de membre gauche réduit a l'axiome S on lui associe ﬁi de degré 0.

P11}
1]
|

* DZ :

¥V ae En on lui associe #a de degré n+l.

Dy = v {¢a}

n,ael
n
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»

# de degré 3

*»

§ de degré 4

»

§' de degré 2

*

€ de degré 3

*

€' de degré 2

Notation :

Soit T un arbre de sommet a € Zn, nous noterons T' le n-uple des sous-arbres

successeurs de a, tel que T = a.T'

2) Définition de la forét reconnais

sable K; :

K, est définie sur l'alphabet

Ay =L uv vl uR uR u Dy v {#}

et dont les arbres sont de la forme
- L
T, = #,-(T'" 8 %).(U_8W 87).(U_
e (U2 ® H2 8 Rk)

ol

-¥i,2<i<n W, T2 xtV)l

Ek € R

T' € T(Z)g tel que a.T' =T e F

1

1

¥i, 2<i<n Ui a la forme

b
U, = 1

] 1
i (u i 8w 1,1 8 u 1.1 0w

a.
]1’1 1,

o1 1,1

L8W . 87)

o]

suivante :

P

® a.2
3o

_p

. 8 a.3

33,1

. B w
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ol ¥k € [m,]
i
p 1

w o€ T(Z uV)
> d(a, )-pk éventuellement vides

' ]
u'y g € T(L uV)o k

—w .etw. .eTI uv ub)?
1 o]

R, e R
i

v, € T(I lJV)i éventuellement vide

Soit de fagon schématique

T, =
AN
AN

W
n n

et -U, =
i

Yz,i 2,1 2,i 2,1 /////1/ '1 =
i

,1 “m. ,1 m »1 ml,l

On montrerait aisément que Kl est reconnaissable en construisant un

automate d'états finis d'arbres dont les états distingueraient la lecture

des lettres de & uV, R et ﬁ, f,Dz et #.

3) Homomorphismes ¢1

¢, est défini sur A, et 3 image dans
=T vV U{S, 3'3 ¢}

ol £, B' et # sont de nouvelles lettres de degré respectif 3, 2 et 2.
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* ¥is |R]

¢.( R,
VAN
1 d.
1

>
i

) = z'(ri ] Li) <di 3 Iddi, Idd

ol Idd représente la torsion identité <1, 2 ..., di>
i

x Vks R

6, (k)

B' avec ¢t S+ r € G.
/ A\ " k

rk S

* ¢1( /T\ ) = #(Idl ] #).(Id2 8 #) <4 ; 1, 2, 2,
123

* ¥ #a € DZ’ ae Zn

¢1( /Ta\ ) = #a(Idn 8 #) (Idn ®as Idl) <1d_, Id_.,>
1 n+l
d'ol # ¢ #
/A s A
T W .
™A
T ¢(W)
-Voa e Zn+2, ¥ n tel que @ € Zn
¢, ( aP ) = f(a® 8 a) <nt2 ; Id , p, n+2, n+l, a_.n+l>
1 /l\ n p
12 nt2

ol a .ntl = a(Id 8 n+l 8 Id )
P p-1 n-p

- ¢l est 1'identité sur L u V.
Par définition ¢l est

- complet

-~ strict

- non linéaire

-~ injectif sur Kl
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4) Image ¢1(K1)

Les arbres ¢1(’l’1) images des T, de K, ont alors la forme suivante :

ol ¥i»2 i Sn, t; a la forme :

t = ﬁ((le(u_1 w'l u'l) LV B (:J.l(ul W u'l))‘("':l 8ago wl)

(csjm(um w'm u'm) 9509 “jm(um W u'm))

(w' 989 wm).(r(v), L(v))

soit schématiquement



u ai:\h' \i-\h'
4
w"////// \\\\\w
g
r'//// \\\\\t

la branche principale &tant composée de 2n "£" et un symbole "$'".

Définition :

On appelera K' K la for&€t constituée par les sous-arbres t; de ¢1(K1) dont

1
les sommets ¥ occurent & une distance égale 3 2 modulo 3 du sommet #a

des arbres ¢1(Tl).

S) Définition de la for8t reconnaissable Kj

K, est définie sur 1'alphabet

A3=£uV1J{G, §', €, €'} u Dy

et ses arbres ont la forme
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T2 = #a(T' 8 §) (W'n 8 Un ] Wn 8 GX“(W'2 ) U2 ] W2 LIS (w'l 8 S)
ol

-y¥i, 2<s4i<n

1

] L
W, et W', et W ;€ T(Z u V)o

i i
-T' € T(Z)g tel que g.T' = Te F
- et Ui de la forme
= ' ' ' ' '
U= eu ,8¢€8 ul)(u 9 oco u2)...(u p 8c' e up) (v', v)

avec v, v' € T(Z u V)i

soit schématiquement

W' oiw .
n'n S
u’y “\n,l \5
N
u :u W' |Ww. §'

K2 est manifestement reconnaissable et la construction de l'automate

d'arbres qui la reconnait est laissée au lecteur.

6) Homomorphisme ¢,

¢, est défini sur b, et 3 image dans a,.

# 0,0 & ) =#(1a, 84)(1d, BEB ) <6 ; 1, 14, 3, ¥
/7 \\

1234

3!
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*

¢2( ') = #(Id1 e g') <Id1, Id2>
/ \
12

* ¢2( /?\ ) = S(Idl 8gH Idl) <1, Ida, 3
123

* ¢é( /e; ) = £(1d, 8 ' Idl) <1, 4,, 2>
102

»

¢2 est 1'identité sur T uV u DZ'

¢2 est par définition

- complet

strict

non linéaire

injectif.

7) Image ¢2(K7)

On obtient des arbres dont la branche principale comporte comme pour
¢1(Tl) des symboles "¥'" au nombre de 3n-2, un symbole "#a" et un symbole

"g'" ot de la forme :
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Définition :

On appelera K', la for&t constituée par les sous-avivan *+, de & (M Y dont
& e <

2
sommets # occurent a une distance égale 3 2 modulc 3 du sommat #a des

arbres ¢2(T2).

8) Démarquage T

m est défini sur 1l'alphabet A2 par
- identité sur T vV v {g, 8', #}
g K DZ (tel que a € Zn)
m( ¥ ) = . a
/R /\
1nntl 1 n
Par définition T est un démarquage strict qui 2 toute lettre de 4,
associe une lettre de AQ/DZ'

En particulier on aura

rr[:,bl(Tl) n ¢2(T2)] = a.T' = T.

Remarque :

La simulation des dérivations dans G par 1l'intermédiaire de @1 et ¢, nous
oblige & conserver toutes les informations c'est 3 dire 3 choisir ¢1 et ¢,
complets de fagon 3 n'effacer aucune donnée avant 1l'étape ultime du
démarquage qui ne garde que les arbres engendrés T de F. On peut faire ici
un paralléle avec la théorie des langages ol la necessité de la complétude

a le méme r8le dans les simulations de dérivations de mots.

Ces définitions étant posées nous allons prouver le théuréme en deux

étapes par un lemme et son corollaire d'abord.

HEEY
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Lemme [.2
] % -
tekK n K'y, <=>

t est de la forme
S(B'l L3 ) Bl).(B'2 8ge 82)(8'2 I I ] 82) ces (B'n sge Bn)(B'n 6286 Bn)

(B' , @8 88 (B 8B )

n+l
avec
- ¥ 1ie [n]
- L
By = 0y, (0 Byygo )
1 - t ]
B's * O‘ji(“ 50 B'i41e U
- B = fv
n+l avec £ + r e Ret v e T(Z tJV)i
] -
8 n+l v

Preuve du lemme I.2 (par induction)

=> .
vo<=>
teky

t de la forme

U= t(ajl(ql, w'l, u'l) 9f9 ajl(ul, ¥, u'l)).(wl 8ge w'l)
...(ajn(un, w'n, u'n) 950 ajn(un, LA u'n)).(w'n g9 wn)(r(v), 2(v))

t  «=>
t € K 2

t de la forme
U' = 5(8'l LIV 38 B_l)(s'2 LI I8 ) 62)(8'2 B g8 82) oo

(8" 89588 )(B' 8£8 BB A 8E BB

nt1) (B

B

n+1)

|
n+1’
avec U et U' de branche principale longue de 2n symboles "g" et un symbole

"£'" au rang 2n+l.
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Par identification des branches de £' (en rang impair) on a

B 41 ° L(v)

n

Bl

= . = '
nel r(v) avec £ + r € R et Bn+1 G> 8 ntl

Au "g" précédent de rang pair on a

Bn+l

B'n+l = w'n = r(v)

2w = (v)

puis au rang impair précédent on a

- 1
B, = ajn(un, WU n)

or w_ =
n Bn+1

d'ol Bn = ajn(un, Bn+1’ u'n)

et de méme

] - ] ]
B' = aj (un, W osu n)

1 L} - L ]
§ ol B n - ajn(un, B8 nt1® U n)

et par conséquent Bn = B'n.
Supposons 1'hypothése vérifiée jusqu'd un rang impair k c'est 3 dire :
B = “jk(“k* Brers v

By = “jk(“k’ B e1s U'y)

et 8

- 1)
K = By

Par passage au rang pair précédent on a

B = Y1

LR |

B = ¥ k1

puis au rang impair précédent
= a ( s W, .y u' )

B-1 jkd“k.l k=1 % k-1

) - 1] 1
By * “jkd(“k-l’ ¥e1r W)
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= ' = R? = '
or W1 F B Wiy T By et B => By

D'od
By-1 = “jk_l(“k-l' B> u'y_y)

)

- L 1
Bly-1 * “jk_l(“k~1’ B U1

et B => B'

k-1 k-1
La propriété est donc vraie et en particulier pour le ler symbole £ de
rang impair on a |

- 1 - '

B'l = ajl(ulo W'l’ u'l) = Gjl(u'l: 8'22 q'l)
avec Bl => B'l.

<=,

Réciproquement soit t de la forme

S(B'l 9f9 Bl)(B'2 8 g8 82)(8'2 889 82) .

| . (B'n LI W Bn)(B'n 06ge Bn)(B'n+l 8g' e Bn+1)(8'n+l’ Bn+1)
et vérifiant les conditions du lemme.

On a immédiatement t € K'2

D'autre part
[

8 = £(v)
i n+l avec £ +r ¢ R
[ 84y = 7OV
(. )
[ 8705, Braae ¥y
| B F “ji(“l’ B 41" U

permettent de réécrire t sous la forme

S(ajl(ul, 8'2, uﬂl) ef0 ajl(ul, 82, u'l))(B'2 ege 32)'~-.

...(ajn(un, B'n+1’ u'n) 8g8 ajn(un, 8

u' (' ., 88 )00, £(v))

n+1’

soit t e K', et par conséquent t ¢ K'y n K.
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Corollaire 1.3

B E> Y (ol B non réduit 3 S)
<=>

Ite K') n K'2 tel que t = B(y, g(v), B)

Preuve du corollaire I.3

B E> Y<=>3JR:L£+r : 8 =ulv =1y = uv.
Soit 0 8y oo O la sous branche menant du sommet de u jusqu'd £ dans B
(ou r dans Yy).
On écrit :
- ) 1 1
u=o(w 8a,8w l)(w2 8a, ®w,)..(w 818w )<1>

Alors il faut et il suffit de construire t € K', n K', tel que :

1 2
t=8(8', 88888, 0808)(8, 8£8E)...
(B 0808 8B 88 B ., B )

avec Bn+1 = L(v)
B'n+1 = r(v)

et ¥1i e [n]
By = ay(vgs By W'

s, W'.)

L - []
B'y = a;(nys By iqe WYy

- 1
6i => B i
s = U - s
soit donc Bl = Bet g 1= Y.

Le lemme précédent entraine immédiatement 1'équivalence annoncée.

Preuve du théoréme I.1

=5,
La preuve se fait en deux étapes :
1) D'aprés le corollaire précédent on sait associer 3 chaque dérivation

Il nous reste alors a

u. £, v. =» u, r., v. un arbre t. € K', n K'.,
i, R j 1 2

J J :
J
montrer qu'il existe deux arbres t; et t? tels que
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- 1, _ 2
tj = ¢1(tj) (uj rij vj, ¢2(tj), uj lij vj)

2) En construisant T

et T, a partir de t; et t§ associés & chaque

dérivation de rang j, il faut encore vérifier que
¢1(Tl) n ¢2(T2) t '/

et ﬂ[¢1(Tl) n_¢2(T2)] =Te¢€F.

lére étape
Considérons la séquence

S §f=> r, =u, Li v, §?=> U, Ty Yy .. =3 w4y Vo1 S YU, Li v
1l 1 2 i 2 n-

utilisant dans 1l'ordre les régles R, R, ...R, .
11 i2 *n
Le corollaire précédent entraine :
¥3je [nl, j 1
(uj li. vy => uy Py vj) <=>
] ]
] t
i tj € K'ynK', tel que
'3 = [} L
si uy “1,j("1,j 9 a2,j 8w 1,j) e (wnj,j 818w n.,j) <1>
1 t, = L . L ® . 'L 8 1 RN
alors t, 2(8 1,3 LN 31,3’(3 2,3 LI 82’3)(3 2,3 LI 3 82’3)
..Q( ' .o a * ' 8 'a s ' . 3
8 ny.3 ) 3 an,J)(B pj+l’j 3 an+1’3)(8 nj+l’3’ an+l,3)
oli
- B =L, (v
nj+1,J 1j 3)
1) -
8 n,+l,J rij(v])
- ¥keln]
- 1
Pka3 7 %3050 Berst i3
1] - ] 1
k03 7 %3 Mg Benge )
~¥ke Enj+1]

. = 8
Bks] 8 kyJ
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Considérons alors pour chaque Bk 3 = j(wk 3 Bk+l T w'k j) le rang p,
] 9 * 1] $

de ak,j ol apparait Bk+1,j (soit encore la co-arité p -1 de wk,j)' On peut

_p
alors associer a o, 3 un symbole akkj de fagon unique.
» ’

- - - | - .
De méme si B z Li.(vj) =>B' 1 Pi.(vj) avec la régle R; : £i~ +r,

+1,7 . i
el j j j 3 j
on sait lui associer la lettre Ri de R correspondante.
3
Soit alors t% 1'arbre défini par :
t% = &Pl.(w .8 8" .08w'_ _.BB .8 apz.)
] 1,7 71,3 2,] 1,3 2,3 2,3
( ' ' ap3
. . 8 . 0 . 8 . 8 L) .
"2, ® Bla,5 0 2,5 0 Bayy %) o
.. 8B _ .8 w . 8 . 8 a3,
(an_l B njs] v nj'l’J an’J nj:J)
. . 8 . 89w .8 . 8 R, (v.
(wnja:] an+1’] v nj:] an+1s] 1j(v]))
On a immédiatement ¢1(t;) = tj'
De méme considérons t; défini par :
2
t. =e(B', .08 € 8 . 't .88 e) eee
] (8 2,3 82.3)(8 353 83,3)
. (B'. . ®€'® (e, (vy), £, (v,
B 03,3 an’J)(rlj(v]), 1j(VJ))
oll
- ¥keln]
€

- )

Brad ® %0305 Byt Yy

1 - ' '
B3 T %0350 B3 M,s)
Alors on a ¢2(t§) tel que

2 1

t, = (u, r, v, ts 2, v.) = ).

5 = (9 1,73 bty uy i 3 = 005
Remarquons que la définition de ¢1 et ¢2 entrainent l'unicité de t; et t?.

2éme étaEe :

Nous construisons maintenant T. et T, de Kl et X, 3 partir des régles R,

1 X

utilisées dans la séquence de dérivation :

2
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- 1 1 =
* T, = £ (T" @ #)(t 8s 87 ... (t;85,8 Ril)
ol
- i. est associé 3 Ri : S+ r,
M1 - 1 1
tel que ¢ (R, ) = £'(r, , S)
1 il i,

ti utilise la régle R

1, _

e

-¥kelnl, k#1
S, = uk Lik Vi utilisant le membre gauche de la
¢(s,) = 5, -

- T' vérifie T = a.T' € F.

Soit s, =8 =u, lil v, avec u, et v, vides et tl =
*T_ =7 (T' 8 8) (Ww_ 8 t2ewW o 8§)...(W'_  ® 20
2 a n n n 2 2

ol
- T' vérifie T = a.T' ¢ F
«¥kelnl, k#1
k
et vérifie
- 2
tj = (uj r, vj, ¢2(tj), uy Lij vj)
~-¥kelnl, kg1

W, =u £, v

k k lk k
T -
W‘k = uk rik vk

Soit W‘l T u, r, vy avec u, et vl vides.

?
e
wn
<

et Wi

Alors en appliquant ¢, é,Tl et ¢, a T, on obtient

et vérifie selon le procédé de la lére étape

régle R, tel que
k

W, 8 §')(W',, S)

t2 est défini par le procédé de la lére étape 3 partir de la régle R,

k
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¢, (T) = #.(T' @ #)(T 8 #)(t_ 8 #)(s 8 #)(s_ 8 #)

. (t, 8)(s, 8 #)(s, 8 £')(s}, )

- | ] ] 2
¢2(T2) = #a(T 8 #)(W . ® #)(B(W 0’ ¢2(tn), wn) 8 #)(wn 87 ...
] 1 2 2 % 1
eoo(W o 8 #)(B(W o ¢2(t2). w2) ® #)(w2 8 #)(W 19 B (W 1° Wl))
Or
- ¥k € [n]

Sk = Y Lik Vi T "
—Vke[n],k#l

ot
1

1 . 2

- 2
t(uk Pik Vi ¢2(tk), u, lik vk)

17 By S E B, W)

-t
soit d'aprés 1'enchalnement des dérivations

- ¥k € [n-1]

n
X
1]
=
]
[=

s Z, v
i

= u
k+1 ktl k+1

k+1 k+1 k
et
- W' = =
W‘n T Y rin vn
Soit par conséquent ¢1(T1) = ¢2(T2)

En appliquant ™ qui ne conserve que a.T' on obtient alors

T = e, (T)) n 6,(T,)]

<=,
Réciproquement soit T, et T, tels que
T = mle (T) n ¢,(T))].
Nécessairement ¢l(Tl) n ¢2(T2) est de la forme
#a(T' % #)(T® #)(s(yn, D_, Bn) 8 #)(Bn 8 7)
veo (v, ® #)(B(y,, D,y B)) 8 #)(B, 8 8") (v, B))
ayec

- ¥ k € [n-1]
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Yy © Bk+1 par application de ¢1
- ¥k ¢ [n]

By => Y, par le corollaire précédent
- 8,

S => Yl = ril
T par application de ¢2

- Yn
d'ol la dérivation
s => Y, =Ty = 82 = u, Li v, =Y, u,r

1 2
C.Q.F.D.

Corollaire 1.4

Pour toute for8&t F récursivement énumérable,
il existe une forét reconnaissable K2
un morphisme ¢2 complet strict
et un bimorphisme (¢l l(l ¥) ol ¢1 est complet strict et ¥ strict
tels que

F=04,0 (4, K, V] (K,)

Preuve du corollaire I.4

Le théoréme précédent nous donne 3 ¢l et T tels que

¢2 Kl K2
P = WE¢1(K1) n ¢2(K2)3
Utilisons la propriété ensembliste

610K 0 8,(K,) = 8,0K; n 677(8,(K,))]

On obtient

F = mo LK n ¢77(9,(K,))]
ou F = ¥Y[K n ¢;1(¢2(x2))3
ou F =

(4, 0 B) (K,)

en posant ¥ = ¢, ow

et B (¢l’ K, ¥)



71
Nous avons ¢l et ¢2 complets stricts d'aprés le théoréme précédent et
strict entraine alors Y = ¢l o T est strict.

Nous avons le schéma suivant :

()

récursivement
P4 7z
énumérable

Corollaire 1.5

I1 est indécidable de savoir si pour ¢l et ¢2 complets et Kl et K2

reconnaissables, ¢l(Kl) n ¢2(K2) = 9.

Preuve du corollaire I.5

Soit F récursivement énumérable et le probléme d'appartenance indécidable
suivant : étant donné t, t appartient-il 3 F ?
Le théoréme nous donne

F = w[¢l(Kl) n ¢2(K2)]
On peut formuler le probléme d'appartenance ainsi ;

T (t) n (¢1(Kl),n ¢2(K2)) =9

-1, -1 2

ou ¢l[¢l (m 7 (t)) n Kl] n ¢2(K2) )
Kl nv¢11(n_l(t)) est reconnaissable puisque la reconnaissabilité est
conservée par morphisme inverse et intersection.

1

Si on pouvait alors décider si

Soit KXK', = K, n ¢11(ﬂel(t)) € Rec

1 ’ -
¢1(K 1) n ¢2(K2) =0
on saurait décider de l'appartenance de t & F ce qui est absurde.

C.D.F.D.

o



CHAPITRE 11

LES FORETS RATEG
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A - PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

Dans 1l'étude des foréts RATEG nous verrons que le seul rdle des
torsions est d'imposer des égalités de sous-arbres et ce, indépendamment
de la numérotation choisie pour les variables.

Ainsi les deux écritures

et t

N
[
(4, =
[UPRES W

seront équivalentes, une classe d'équivalence pouvant &tre schématisée par

et les objets que nous manipulerons seront en fait de telles classes.

Nous formalisons mathématiquement cette idée en définissant une relation
d'équivalence - notée = - sur les arbres de T(I).

Cette relation = est 1'équivalence associée au préordre sur T(I) "est un
sous arbre au sommet de" et noté <.

On dira que t est un sous arbre au sommet de t' ou t < t' si il existe u
tel que t.u = t', La notion de sous-arbre joue un rdle essentiel dans
notre étude mais < n'est qu'un préordre sur T(I) car si t < t' et t' < t
c'est que justement t et t' ne différent que par les numérotations de
leurs torsions,

Nous pouvons alors définir les bornes supérieure (notée v) et inférieure

(notée A) sur 1'ensemble quotient T(I),_ qui est nous le verrons un

/=

inf-demi-treillis.
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La notion d'unifié - au sens classique du terme - se confond alors ici
avec celle de borne supérieure et l'unification est & la base de la
construction de 1'intersection de deux RATEG et jouera également un rdle

important dans la recherche de 1'image par morphisme de forét RATEG.

Remarque :

I1 importe de noter que l'invariance par = est dle justement au fait que
les RATEG testent des égalités mais ne modifient pas l'ordre des variables.
Notons alors qu'il n'y a pas compatibilité‘des morphismes avec = comme

le montre 1'exemple suivant

soit ¢( a ) - b

/\ /N
12 102

et Y( a ) b

->

/A /\
1 2 2 1

Ces deux morphismes sont strictement différents bien que l'on ait

b b

/A /' \
1 2 2 1

I - DEFINITION DE L'ENSEMBLE ORDONNE T(Z) /=
- (2

—— G i G S M (i G TEE g G W G S GUS G s N G R GER W M e

1) Le préordre "est un sous-arbre au sommet de"

Définition

Soit t, t' ¢ T(I)., La relation t "est un sous-arbre au sommet de" t' notée
t < t' est définie par : '

t <t' ssi 3ueT(I) : tiu=t'
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Exemple II.1 : sous-arbre au sommet

t' = a € T(E); t= a € T(Z)i
/\ / \
b c 2 c
/N I
1 3 1 I
Ona t < t' avec u = (1, b s 3, 1) ¢ T(Z)u
3
/ N\
1 3

Propriété II.1

< est un préordre sur T(X)

Preuve :

Nous vérifions en effet les propriétés de
* reflexivité ;

soit t € T(B)g et 6 1'identité sur [ql

‘alors t.0 = t,

* transitivité

soit t € t' <=> 3 u : tu = t°
et t'<th«<=>Jdv:t'y=1t"

2> t,.(uv) = (t.u,)v = th.y = t" <=> t < t",

2) L'équivalence = associée au préordre <

Nous allons voir qu'intuitivement t = t' ssi ils ne différent que par la
numérotation des variables, propriété formalisée par (P).

Définition
1
Soit t = 1.6 € T(Z)g et t' = Y. e T(Z)g.

alors
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() t=t' ssi [¥=7%
et il existe une bijection
4 b : Im(68) > Im(6"')
| telle que bo6 = 6.b = 6'
Notation :

Nous adopterons la convention suivante pour noter la composition des
torsions :
0.8' =8' 0o ©

oli o est la composition classique des applicationms.

Remarque :

b est une bijection mais non une torsion.

6
> Im(0)
b -1
\//b
Im(0')

On remarquera que cette caractérisation de = équivaut 3 la définition

classique d'une équivalence = associée a un préordre < :

t <t

ct

et t'<
ce qui se traduit ici par
Ju:tus=t'

(QQ t=t' <=>

t
<
"
t

etdv



77

Preuve
- (P) => (Q)
N
t = t' <=> ¢t = t!
(P) 4b: Im(8) + Im(8') : 8.b = 6"

On peut étendre b en une torsion B : [q] + [q']
telle que 6.8 = 6'
On a alors t = t.0

t' = ¥0.0' = ¥.0.8 = t.B

<=> t < t!

De méme on aurait t' < t.

- (Q) => (p)
t=t'.wv=(tu).v=t.(uv)
=> uv € Og, et la restriction de u,v & Im(f) est 1'identité.
De m&me la restriction de v.u & Im(8') est 1'identité,
Soit B la restriction de u d Im(8) et
B' la restriction de v 3 Im(68').
Nécessairement B et B' sont injectives,
Alors tu = £.0% => Im(u) = Im(8')
vDe méme Im(vy) = Im(0).
B est donc une bijection et B' la bijection inverse

)

—> Im(0)

Im(6')
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Exemple II.2 : arbres équivalents et non comparables.

a) t = t'.

t=t.0=( a » d )i<5;1, 2,1, 2, 3»
/\N [\

b .
\
2

Yo' =%¥<s ; 3,5, 3,5, 6>

On a I

t.u=t'avecu = (3, 5, 6, 4, 5) soit t < t'

t'v=tavecvs=(1, 2,1, 2, 3) soit t' < t

La bijection b est alors définie par :

b : Im(8) = {1, 2, 3} + m(6') = {3, 5, 6}

vérifie - b(1) = 3
- b(2) =5
-b(3) =6
b) t 2 ¢!
t=(a , b) € T(t)i
/\
B ¢ 1
AR
12 2

t'=( a ,b)eTD]

YN |

b c )

| 7\

3y 5

vérifient t = %.6 =( a , b).<1, 2, 2, 1>
/ \ ;
P ¢ 4
A
12 3
t' & ¥1.9' = ¥.<3, 4, 5, W
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mais on a 8(2) = 6(3) et 6'(2) # 6'(3) i1 n'y a donc pas bijection entre

6 et 8' c'est 3 dire t et t' ne sont pas comparables.

Définition :
Nous appelerons 'I‘(l?)/_= 1'espace quotient des classes d'équivalence t des
arbres t définies sur T(L) par la relation = et nous noterons < l'ordre
quotient canoniquement induit par < sur 'l'(!:)/= :

t e T(Z)g t' e r(z)g.

TsT <= 3ue T(z)g. : tu = t',

Notation
La classe T d'un arbre t sera généralement représentée par t.5 oll § est
la torsion classique en ordre croissant
§ : [nl =+ [|m 8(CaD)|)
ol [n] = {1, 2 .., n}
et [|m 8(n)|)1={1,2... |m &§CaD|}
avec |Im 5(En])| représentant le nombre des &léments imagesde {1, 2 .. n}
par 8. (N.B, |®m 8([n]) | < n),

On retrouvers cette notation dans les exemples suivants,

Exemple II.3 : Classes ordonnées et non comparables de T(Z7/=

a) t s '

f=(a, d )=tes;1,2 31, 2>
/
/\

T'r=(Ca, d )=%¥.<7;1,2,3,4,1,2, 3»
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En prenant t = t et t' = t' on construit facilement
u=1{5;3;¢, b , U4, 4,5)
/\
12 3

tel que tu = t' soit tu = t' et t S t'.

b) t £ t'.

n
t.<5 ; 1, 2, 3, 1, 2>

[ad
1]
o~
-]

-
[ 9
A d
"

T'=(a , 4 )=t.<6;1,2,3,4,1, 2>

t et t' sont 2 classes incomparables. En effet ¥ t ¢ t, ¥ t' ¢ t', ¥ u
tu # t!
car t.u s'écrira ( a » d ) et ne peut vérifier u, = b =c.

/\ /\ /' \ |

tlz ul u2 2 3 2
u

3) Propriétés de = et <.

P II.2 = est compatible avec le degré supérieur.

P P’
Soit t € T(X):, t' e T(Z)F,

q q
t=t' =>p=p'
(Ceci de fagon &vidente puisque ¥z e T(E)z)
On peut alors restreindre pour tout p 1'équivalence sur T(I)P et considérer
1'espace quotient T(X)p/s. Par contre = n'est pas compatible avec le degré
inférieure : t = t' ¥ q = q'

(trivial car on choisit arbitrairement les variables).
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P II.3 = est compatible avec le produit tensoriel.

Soit u = u' avec u ¢ T(E)g et u' ¢ T(t)g.

A"

c'est 3 dire u = u.0
n et 6.b =86
u' = u.8'
soit v = 3.p € T(Z):
on a u0v=(303)<eop>¢'r(z)§::'

uevz(UeV) <o o e 'r(lt)‘;'.’:s
b est une bijection de Im(8) + Im(6').
Considérons les applications constantes q et q'.(q < q') on peut alors
étendre b en une bijection de Im(8) ‘v Im(u+q) - Im(8) v Im(ut+q')
par : ¥ i € Im(utq)
b(1i) = i+(q'~q)

On aura donc

UBYVZUB V.08

u' 8v =1:1;_;1(6' o u)
et 3b: Im(6 & u) + Im(0' 6 u)
tel que (6 ® u).b = (8' ® u)
soitu®vEau' 6v.

Le lecteur vérifierait de méme v O u Z v 8 u'.

P II.4 = n'est pas compatible avec la composition 3 gauche.
2
Soitu = ( a , b) e T(L),
/ \

1 2 1

=
1]

( a , benDd;
/\
2 3 2

et v = (vl, Vs v3) € T(Z);
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et donc u.v #u'.v

On ne peut donc pas munir T(I) /= d'une structure de magmolde.

On a cependant un lemme de compatibilité 3 droite avec la composition :

Lerme I1.5

Yu, v, v'

v S v' 32> u,v = u,v'

Preuve :

" Sojt u € 'r(}:)g v € 'r(z)g et v' € T(z)g,.

vEv's> |vav.sh ol -V e T(X)g.
N
v|=,v'el v\e’(e:et 9'(9:'
- Qt evb = e'

On a alors :
t 2 uww = u(v.0) = (u.9).0 = t.p.8
‘ n
£ = uw' Eu.(v.0') = (u.v).8' = t.,u.8°

et 6.b = 68' => pu.(6.b) = (11.8).b = (u.0")

(11]

on a donc par définition t = t'

u.v',

soit u.v

Remarque

Ains} la notation t.u a un sens et on a immédiatement t.u t.u,
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Remarque
11 importe de faire la différence entre la relation d‘'ordre partiel sur

¥(L) notée $ "est un sous-arbre initial de" et le préordre < défini sur

(D).

P I1.6 = n'est pas compatible avec $

I1 suffit de noter que la notion d'arbre initial donc d'&tre un &élément

de *(Z) n'est pas compatible avec = par conséquent 1l'ordre 5 défini sur ¥(I)
ne peut étre compatible avec E,
Notons toutefois que

t = t' sur T(I)

'\; N ") n n, n,
=> t i t' et t' i t t = t!

car

4) Bornes inférteure et supérieure dans T(;)gs

Nous étudions maintenant les propriétés de bornes supérieure et inférieure

pour l'ordre < induit sur T(Z) ..

Notations
= Soit E une partie de T(E)/E.
Nous noterons A(E) la borne inférieure (si elle existe) de E et V(E) sa

borne supérieure (si elle existe).

~ 51 E se réduit A 2 &éléments « {t, t'} - on notera encore
A({t, t'H =t at |

a({t, t'}) =t a t'

Définition ;

On dira que t et t' sont compatibles asi 1'ensemble {t, t'} admet un majorant,
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Remarque :
I1 n'est pas nécessaire que t et t' soient compatibles pour que leur borne

inférieure existe.

Exgggle :
t=-a t' =D
| |
1 1

Propriétés de A

P II.7 Si AE existe, alors il existe p tel que E c T(Z)l;E

P II.8 Pour tout p ¢ N T(Z)P_ est un inf-demi-treillis,

P II.9 Dans le cas d'ensembles E finis, A est récursive

j.e. il existe un algorithme construisant AE pour tout E fini,

Preuve
A —————————

II.7 =~ Si t et t' sont de degré supérieur différent alors t a t' = @,

II.8 et II.9
I1 faut prouver que pour tout p, toute partie non vide de T(Z)gi a une

borne inférieure et que la construction est effective dans le cas E fini,

Remarquons d'abord que
- il est décidable de savoir si 2 arbres sont égaux

~ 1'ordre < est décidable, ie il est décidable de sayoir si t < t',
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Soit alors E # @ une partie de T(E)pE et fixons un représentant pour
chaque classe de E.
Nous appelerons E' c T(Z)P 1'ensemble ainsi défini. On va construire un
minorant m = m.8 de E' et montrer que

m' minore E' => m' < m

ce qui prouvera ainsi que m = AE.

- Nous définissons m comme 1'élément de T(L) dont "les noeuds labellés
dans I sont tous les noeuds labellés dans I communs 3 tous les arbres de E'.
(Deux arbres équivalents par = ayant les m@mes noeuds, on peut raisonner
indifféremment sur les classes de = ou sur les représentants).

S1 E' est fini la construction de g est alors effective.

- Définition de 8
Pour tout t de E' ona t = g.t'.
On choisit alers 6 telle que
(i) = 6(3) <=> ¥ t ¢ E' wi(t') 2 wj(t')
Il est évident que le choix de B est effectif si E' est fini,
Nous avons donc construit (effectivement si E est fini) un &lément m,
Vérifions que m est la borne inférieure cherchée,

"

« Pour tout t de E' on a d'aprés le choix de 6 : t = m.0.t" = m,t"

et donc immédiatement m minore E'.

= Soit un minorant m' quelconque de E', On a m'= m'.9'

et pour tout t de E' t = m .t

Le choix de ; impose que 3' est sous-arhre initial de g soit
m =':'.m"

Montrons alors 6' < m" c'est 3 dire

0'(1) = 8'(3) = m(a") = mia")
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On a

8'(i) = 8'(j) => ¥ t ¢ E' ﬂi(t"') = ﬂj(t"')
Le fait que‘;zim") =/;;zm") est alors évident et le choix de 6 impose
ﬂi(m") = ﬂj(m").

On a donc montré m' < m.

Exemple II.4 : Bornes inférieures

a) T o ' dans le cas oll t et t' ne sont pas compatibles :

Ez(ﬂ s b )

/ A\ /\

b ¢ c b
AN A
c d c dd d
|| I
1 21 2 3 3
t'=( a , b )
/ \ / \

b ¢ c b
/N | l /\

e fe e
IR
1 21 3y 4

On vérifie facilement que

ta¥=s( a , b )
/ \ /
\

b ¢
l
1

/

)

o
o
N—0 —0
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t'= ( a , ¢ )
/A |
b b 3
/' N/ \
c de e
[ O
1 21 2
On a
tAat = ( a s C)
/ \ |
b b y
/N /\
1 21 3

(ag]
n
~
o}

-
o
~

Toute partie majorée de T(I) est pour un certain p incluse dans T(I)P,

Comme on a T(E)P_ inf-demi~treillis on a :

Proposition [I.10

Toute partie‘majorée E de T(Z)/= admet une borne supérieure v E.

Nous allons maintenant considérer dans le cas E fini la construction
effective de la borne supérieure VE,

Puisque la borne supérieure est assoclative on est ramené A un algorithﬁ;
de construction de la borne supérieure d'un couple (t, t') de deux
éléments cempatibles de T(X)/E. C'est le probléme d'unification (du 1ler

or‘dre) .
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[I - ALGORITHME D’'UNIFICATION

Le corollaire précédent montre que pour la borne supérieure t v t' existe
i1 faut et i1 suffit que t et t' soient compatibles. Nous allons donner
un algorithme qui décide de 1'existence de t V t' et la construit quand
elle existe. Bien que la notion d'unification soit définie sur T(E)/E.
comme les classes sont de manipulation peu aisée 1'algorithme suivant
manipulera des représentatns de classes et définira U(t, t') comme

1'unifié des arbres t et t' représentants des classes t et t',

1) Forme générale de 1‘'algorithme

Uct, t') est défini récursivement par
(S) U(t, t') = si degré sup(t) ¥ degré sup (t') alors {1
sinon si t = t' alors t
sinon s1 B(t, t') alors
fu(t, ') Uy (fr(t, t'))
sinon 0
Nous définirons par la suite les opérateurs b f et y dont les domaines de
définition et de valeurs sont :
b2 (1(@)? + Ivrai, faux}
v+ (1@? + (1)’
£ (r? -+ ran®
et fu 1Tt
f} R AN,y Xg?s £
Nous imposerons 3 ces opérateurs une certaine compatibilité ayec = :
(P1)

i) T ¢« T existe => b(t, t') = vrai
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A —————————

ii) fu(t. t'). v Y(fr(t. t')) =tvt

t=u
ou ot o=y => fu(t, t'). v Y(fr(t, t')) = fu(u, u'). v YZfr(u.u'ss
Remarque :

La cohérence de la derniédre égalité se justifie par le lemme de

compatibilité 3 droite avec la composition (II.S).

Comme le degré supérieur est aussi compatible avec = on déduira du schéma (S)

par (P1) un schéma (S) manipulant les classes de ’1‘(21)/E :
(% U, ) = si degré sup(f) # degré sup (t') alors f
sinon si ¥ = t' alors t

sinon si b(Ef, t') alors

fu(t. th). U y(£ (¢, t"))

sinon Q

De plus on s'impose (P2) :
(p2)
Il existe une application A de T(2)? dans N telle que

Aly(£ (1, t'))) < A(x, t)
Le lecteur vérifiera facilement que (P1) implique la correction partielle
du programme (S) & savoir que quand (S) s'arr8te on a

TE, ) = £ vi' si tvi' existe

= Q sinon

Clairewent (P2) assure l'arr8t du programme,

Remarquons par conséquent que b est une condition suffisante d'existence de
1'unifié. D'autre part = est décidable, il suffit alors de se donner b f et

Y récursives vérifiant (P1) et (P2),
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2) Définition de b f et y

a) - £ : (T(Z))2 -+ (T(Z))3 est une application qui 3 (t, t') associe
(v, u, u') tels que

- torsion de v complfte

-v=EtaAt

v.u et t' = v,u'

-t

Comme A est récursif (propriété (iii) de A) la construction de v est

effective donc celle de u et u' et f est récursive.

On pose
f ('t, t') = v
u
£ (t, t') = (u, u')

Remarque : t et t' étant des représentants de T et t' on les choisira

vérifiant la condition initiale Im(torsion de t) n Im(torsion de t') F @.

b) Définjtion :
* un couple (u, u') de (T(!:))2 east une frange si degré sup(u) = degré sup(u').

fr(t’ t') est une frange.

* une frange est sans recouvrement ssi ¥ i wi(u)c © ou ﬂi(u') € o

Exemple II.5 : Franges avec et sans recouyrement

~t=s1,¢ d )
/' \
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fu(t, t')

(1, c, d )
/ \
2 3 L

fr(t, t') = ((1, 2, 1, 2), (a, 4, a, 6))

3 ]

est sans recouvrement.

- la frange ((1, 2, d ), (1, ¢, e ))
/ \ VAR
1 2 2 4 5

a 2 arbres distincts au 3e rang de ses 2 composantes et n'est donc pas

sans recouvrement.

* Une frange sans recouvrement est $ans cycle ssi

N

( ﬂi(u) = xj

=> Im(torsion m.(u')) ¥ ]
et ﬂi(u') # xy )

wi(u') = x, |
- 31 => Im(torsion m,(u)) ¥ 3
| et "i(u) 7 Xj *

/

Exemple II.6 : Franges avec ou sans cycle.

Le ler exemple précédent de frange sans recouvrement est sans cycle,
Par contre la frange (u, u') = ((a, b ), (1, b )) comporte un cycle
/ \ / \
11 2 3 y

puisqu'on retrouve la variable x, dans wl(u) = a et ﬂl(u') =1

s —

Définition de b :

Nous poserons
b(t, t') = vrai ssi fr(t’ t') <« construit dans 1l'algorithme - est sans
recouvrement et sans cycle. (Rappelons que b est une condition suffisante

d'existence de 1'unifié de t, t').
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c) Opérateur y
Y ne s'applique dans (S) qu'd des franges sans recouvrement et sans cyclé.
D'autre part

- fr(t, t') = (u, u) =>t = t'

-t EFt D>t £t
donc Yy ne s'applique qu'ad des franges (u, u') sans recouvrement sans cycle
et ol u # u'. Ceci nous permet de restreindre comme suit la définition de y :
Soit i tel que wi(u) 7 ﬂi(u').
D'aprés les restrictions précédentes un tel i existe et de plus il existe j
tel que wi(u) = X ou ﬂi(u') = Xy
Supposons ﬂi(u) = % et soit ﬂi(u') =V
Soit v (respectivement v') l'arbre obtenu en substituant dans u (respecti-
vement u') l'arbre V d *j' On posera

y(u, u') = (v, v').

Nous allens maintenant prouver (P1) et (P2).

3) Propriétés de b, f, et y

PIRAL f (t, t'). V£ (t, ') = tvi

Preuve :

Elle repose sur le lemme suivant,

Lemme II.12

- —_—
vyiwVYw)=sy.evy.w

Preuve du lemme

~Soitt>wet t > w

Alors v.t > v.w et v,t > v.w'
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et v.t 2 vou'

=> v.t 2 vVv.WwWVVv.w

En particulier pour t élément de la classe (w vV w') on a

v.iwvw)2V.WVV.W

- Réciproquement soit u élément de la classe v.w V v.w'.

On adoncuz2v.w u>v,w
- donc
etu 2v.w u>v.w

u peut s'écrire u = v.u' et on a

v.u' > v.w

v.au' > v,.w'
La torsion de v étant compléte (i.e, surjective), on a alors

u' > w

et u' > w

soit donc u' 2 W A W'
Par conséquent

yU' = VU R U VN VYLN 2v.(wAR)
Appliquons alors le lemme précédent avec fr(t' t') = (u, u").

On aura

£ (t, t').(a vu') = ?ZT%, tha v i, tha

or t = £ (t, t),u
u

n

t! fu(t,,t').u'

d'edl £ (t, t"). (G va') = tvi.

Remarque

Il est important que la torsion de v soit surjective sinon les deux membres
du lemme II.12 peuvent ne pas exister simultanément ainsi que le montre

1'exemple suivant :
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), w =(b, c , e)
/ \
1 2 3 3

vz a ,w=(b, c ,
/ \ A
1 2 11 2

w-—

- - — —t
Manifestement w vV w' n'existe pas et pourtant v.w V vw  existe et se

définit par

P II.13 V y(fr(t, t')) = v Zfrlt, t')

Preuve :
Nous allons montrer simultanément une propriété intermédiaire des égalités

dans les torsions :

Propriété 11.14 :

Si dans fr(t’ t') X; = xj, tout majorant commun de t et t' est nécessai-
rement obtenu en substituant un m@me arbre a L et xj.
La preuve de cette propriété se fait par récurrence dans (S) :

- la condition initiale

Im(torsion de t) n Im(torsion de t') = ¢

entraine que la propriété est initialement vraie.

- D'autre part f  ne modifie pas la numérotation des variables et conserve
donc cette propriété.

- Montrons que Yy conserve encore cette propriété :
soit avec les notations définies en II.2.C :

y¥(u, u') = (v, ¥v') avec ﬂiku) = Xy et wi(u') =V

soit w, > u et > u'

1 b1
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= = u! '
donc v, u.w et v, u'.w

ui(wl) = ﬂi(u.w) = xj.w = ﬂj(w) = ﬂi(u'.w') = V.w'

On construit alors ; a partir de w tel que :

- pour tout Xp figurant dans v mais pas dans u on &gale la l§me composante
de w 3 celle de w'.

- Pour tout x, figurant dans v et dans u on a par hypothése “L(") = wl(w').
Alors v.¥ = u.w = wy

Comme tout xp de v figure dans u' on a

! ! = 1 ! -
view! = u'.w = w
1

Donc w, majore aussi v et v'.

1
D'autre part tout majorant de v et v' majore évidemment u et u' d'old
1'égalité annoncée en b.

Enfin 3 toute occurrence de Xp dans v ou v' doit @tre nécessairement
substitué un méme arbre d'odl la propriété des égalités dans les torsions.
I1 est important de noter que l'arbre substitué peut éventuellement se

réduire 3 une torsion c'est 3 dire 3 une variable comme on le verra dans

1'exemple I1I.7.

De P II.11 et P II.13 on déduit immédiatement la propriété P1 ii) :

£, £ Yy (£ (e, €)= E

Prouvons alors P1 i) :

Si t ¢ 1' existe (u, u') = fr(t, t') est sans recouvrement, En effet
supposons le contraire : soit i tel que wi(u) £ O et ni(u') £ O,
Nécessairement les sommets de Wi(u) et wi(u') sont des lettres différentes
de T sinon on aurait wi(u) = wi(u') contenu dans t A t'. Puisqu'alors u

et u' se composent au méme rang i de deux arbres distincts on ne peut

construire leur unifié et t et t' &tant alors incomparables t v t n'existe

pas.
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D'aprés la propriété des égalités dans les torsions si fr(t, t') a un cycle
(soit par exemple (xk, v.xk) ce cycle) alors tout majorant commun 3 t et

t' s'obtient nécessairement en substituant un méme arbre 3 chaque occurrence
de x ce qui est impossible et t et t' sont incompatibles.

On aurait en effet

Si t v t' existe on a donc fr(t’ t') sans recouvrement ni cycle et

b(t, t') = vrai.

Montrons enfin la propriété P2 :

Soit A la fonction qui d (t, t') associe le nombre de variables différentes
apparaissant effectivement dans (t, t'),

£ ne modifie pas ce nombre mais Yy le diminue effectivement de 1 puisque a

chaque substitution d'un V a X5 ce X, disparafit.

4) Exemple II.7 : recherche d'unifiés de 2 arbres.

a)

-t = a t!' = a
/ \ / N\

b e b e

/ \ /\ /' \N /\

c d 3 a 5 d6 8
VAR | / \
1 21 2 n 6 a
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-t At = a = fu(t, t')
/ \

/N A
/\

- fr‘(t, t') = (u, u'y) = ( /c\ » 1, 2, 3, a), (5, 6, a, 6, 8))
1 2 L 7

est sans cycle et sans recouvrement donc b(t, t') = vrai, et u, 7 u'1

donc Y s'applique une lére fois ;

Substituons a a 2, On obtient

vau', = v v
et gl u.l v v

1
Cherchons alors v1 vy 1°

-v, Ay' =(, 2, a, 4, 5) = fu(vl, v'.)

1 1 1

3

- fr(vl’ v') = (uy, u'2) = (( /c\ » 1, 7, 3, a), (5, 6, 7, 6, 8))
1 a y

7

est sans cycle et sans recouyvrement donc b(v ) = vrai, et u, #u'

1
1° V1 2

donc ¥ s'applique une 2e fois ;

substituons ¢ 3 5. Onobtient v, =( ¢ , 1, 7, 3, a) = v
2
/ A\ / \
l_ T 1 T i

7 7

1
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= t = '
v', ( ¢ ,6, 7, 6, 8) et vy v vy v, vV,
/ \
C
7
Cherchons alors v2 v v'2.
- v, A v’2 =( ¢ , 3, 2, 5, 6) = fu(v2, v'2)
/ \
"
2

fr(v2, v'2) z (ua. u'3) =((, 7,1, 7, 3, a), (1, 7, 6, 7, 6, 8))

4
est sans recouvrement ni cycle, donc b(v2, v'2) = vrai et u, £ u'3 # u'3
donc Y s'applique une 3éme fois.

Substituons a & 8. On obtient

n
vy ® (1, 7,1, 7, 3, a) = ug
u
vy = (, 7, 8, 7, 6, Q&)
L
’ | ]
et v2 vy 9 v3 vy 3
Cherchons'v3 v v'3 :
vy A v'3 =, 2, 3, 2, 4, a) = fu(vs, v‘s)

5
£.(vgy v'g) & (uy, u'y) = (2, 7, 1, 7, 3, W), (1, 7, 6, 7, 6, ¥))
est sans recouvrement ni cycle donc b(va. v'a) = vrai et u, # u'u.
On applique y et cette fois la substitution porte sur une mé@me variable

selon la propriété des égalités dans les torsions :



99

On substitue 1 3 6 :

v, = (1, 7, 1, 7, 3, 4) = u

4
v'u = (1, 7,1, 7, 1, &)
LI ; '
et v3 vv 3 vu v v y
On aura
v, Av' = (l, 2, 1’ 2: 3' 4)

4 y
fr(vu’ V'u) = (u59 U's) = (1, 7,1,7,3,4), (1, 7,1, 7, 1, ¥))

(u_, u's) est encore sans cycle ni recouvrement, b(v“, v' = vrai et

5
¥ s'applique une derniére fois en substituant 3 1 et 3 une variable

y)

commune soit finalement

Vg ='v'5 =, 7,1, 7, 1, 4)

On a alors Ve V-v's = v

D'ol en récapitulant et en prenant 1'image de la torsion de v, dans {1, 2, 3}:

g et l'algoritlme s'arr@te,

tvt = (taA t').(vl A v'l).(v2 A v'2).(v3 A v'a).(v“ A v'u)'vs 9U§
UL‘E
= ( a ).(1, 2, a, 4, 5).( ¢ , 3, 2, 5, 6) .
/ \ | / \
b e 3 1 a
AN |
1 duy 5 2
/ \
2 3

.1, 2, 38, 2, 4, a).(1, 2, 1, 2, 3, 4).(1, 2, 1, 2, 1, 3)
5
et en recomposant

tvt'= a
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b)
t = t’A t! t' = t A t\\\\
L1 1 \\\\ {11
T 77T T ! 1
111 2bec
/] |\
3usy

fr(t, t') = (u, u') = ((19 1, l), (2’ b , c ))
/N /N
3 4 5 4
est sans recouvrement ni cycle donc b(t, t') = yrai, et u # u' donc

Y s'applique,

On suﬁstitue P ald'on
/\

etuvu =z vvy',
Cherchons v A y!
vay' =(1, b ,4)

/' \
2 3

fr(V, V') =(( b ’ 3: 4, b )9 (23 3, 4, c ))
{\ /N / \
3 y 3 L 5 L

elle n'est pas sans recouyrement donc b(v, v') est faux et t v t' n'existe

pas.
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c) /}\
t = t At thE o Jroath
\ [
i i \

} t
a 3 3
/ \
2 1

fod e

£.(t, 1) = (1, a ), (8, 3)) = (u, u')

/' \

2 1
est sans recouvrement et sans cyclie donc b(t, t') est vrai et u # u'
donc y s'applique. On substitue a & 2d'cl

/ \
2 1

ve(1, a )
/\

etuvu' =vvy'
Cherchons
vav'= (1, a )
/\
2 1
£ (v, v') = (1, 2,1, ( a , 2, 1)) (v, w')
r
/\
2 1
Cette frange a un cycle en rang 1 puisque
m,(w) =1 et wl(w') = a
‘ /' \
2 1

donc b(v, v) est faux et l'algoritime s'arrfite : t ¥ t' n'existe pas.
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B - LES FORETS RATEG

L'étude des propriétés de clSture des for@ts reconnaissables par unien
intersection et morphisme nous a amens 3 introduive ia nonion de

foréts RATEG.

[ - INTRODUCTION AUX RATEG

Les for@ts RATEG sont des for&ts reconnues par des automates particuliers :
ce sont des autowmates ascendants d'états finis d'arbres cliassiques qui
permettent en plus de tester des &galités de sous arhres - d'ol leur nom
de Reconnaisseurs Avec Tests d'Egalité -

De plus ces tests peuvent se faire sur des sous-arbres situés 3 distance
bornée des noeuds en cours de reconnaissance.

Plus précisément :

* un automate classique a des régles de la forme

qui ne font qu'assurer des contraintes de reconnaisgabilité entre les
sommets,
» si on ajoute par une torsion la possibilité de tester des &galités
uniquement sur les successeurs immédiats des noeuds en cours de
reconnaissance, on obtient des régles de la forme
a q' a
/ \\\\ — /\

~N. ~—
q x t vy q '!‘q x !'lq x LI K} qx x
1,51 ihx%x ‘ikl igh 1*n 1 "

i
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permettaht de reconnaitre des arbres de la forme

si et seulement si tl = tk et th = tl'

On obtient ainsi une classe de for&ts strictement incluse dans 1'ensemble
des images homomorphes de reconnaissables et sans beaucoup d'intérét car
trop restreinte.

Il est visible qu'on ne pourra par ces automates reconnalitre les images

homomorphes de reconnaissables de la forme b
/' \
t b
/\
t t

* On introduit alors des régles de la forme
t=( 2 % §) \
< & - q

1 "1 1.
Q7 x, q. X, q, X > X, X, X
il'l 12 2 13 3 1 2 3

qui ne s'appliqueront 3 un arbre u que si u vérifie

u = a

/ |\
b t c
/N 2
tHH oYy

Ainsi 1'adjonction 3 la régle d'un arbre t permet de contr8ler des

égalités de sous-arbres situés a distance bornée du noeud concerné.

Considérons par exemple la for8t des arbres de la forme
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/ N\
a b
P AR
ny, _1[?. \\
ani, .
a a b
a /" \\
a b
2[a / \\\
a 1(a a
a ‘|p
a
a

ol les branches gauches de deux "b" consécutifs différent d'un "a"
Le lecteur aomstatere sans difficulté que la vérification de cette

contrainte se fera par une régle

reconnaissant des arbres de la forme

b
/

a b
l
u

\
/\
u v

Nous donnerons en Exemples II.10 et II.11 deux RATEG et 1l'ensemble de toutaz

leurs régles.

* Pour des raisons techniques (&tablissement de la proposition I1.3C =2n
particulier) nous introduirons également la notion de RATEG généralisé,
se différentiant du précédent par le fait que le membre gauche (et droit)
des régles généralisées sera un arbre de T(Z)i et non plus une lettre de
Zn. Et 1'on vérifiera (proposition II1.20) que la classe des for8ts KATEG

colncide avec celles reconnues par les RATEG généralisés.
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Nature des régles des RATEG

On remarquera, comme annoncé précédemment, que les torsions o' interririne: ©
dans les régles que pour imposer des tests d'égalité.

De ce fait la vraie nature des RATEG est de manipuler des &lément: de TiJ.
Dans la présentation formelle (II.B.II1.1) nous définirons d'abord issx

RATEG dont les régles font apparaltre des classes de T(Z)/EQ Nous vereens
néanmoins (II.B.II.2) que dans la pratique on se raménera 3 1'étuds Jas
RATEG ce qui revient 3 travailler sur des représentants de classes ¢'est &

dire "aux numérotations de torsions prés".

IT ~ DEFINITIONS FORMELLES

L G R G O GER G R, GTR OT G GNE PR OED GAR G Y

Kotations

a8

- x = (x ces xn) est un n-uple de variables x; que l'on Borir

1? ¥0 ¢

encore (l, 2, XEE] n)v

)
- U = (ul, Upy seey un) est un n-uple d'arbres uy de T(I‘,)pi gul a’écrirs

" N
encore u = u,0 oll u est 1l'arhre sans torsion correspondant de %(Z) et &

la torsion,

~q=®8 (ql, Qo1 +eey qn) est un n-uple d'états q; et pour tout g et tout x
de méme ordre n, nous noterons
qcx:l B (ql$ q29 vevy qn) E(xlv x2a ey xn)3 = (ql[:xl], q2[x2] e qh[l'in]}
le n-uple des variahlesxi affectées des états q de m8me rang i,
De mBme qfu] = (qltglj, cevy anunj) désignera le n-uple d'arbres u, dont

le sommet est affecté de l'état 9y de méme rang i.

1) Les RATEG
Définition

Un RATEG est un quadruplet M = (I, Q, F, R) ol
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- I est un alphabet gradué fini

- Q un ensemble fini d'états

F un ensemble d'états finaux pris dans Q

R un ensemble fini de régles définies comme suit :

Définition
Toute régle d'un RATEG a l'une des 2 formes suivantes :

- 81 a ¢ Zo

8

a —> qfa] avec § classe de la torsion vide .

N.B. Rappelons que la torsion vide est la seule application de ¢ dans @.

-~ S8iace Zﬁ
a(qlx]) = q'Ta(x)]

oll t désigne une classe de T(I)

/="

Définition
Un mouvement &lémentaire de RATEG M est défini par

- T(L)?
u e T( )p

- y.a.qful }% v.q'[a(u)]
ssi <+« ]l existe dans M une régle r :

a(q[x]) ——> q'la(x)]

~ et 11 existe t ¢ §, t e T(t)g. tel que

Iwe T(x)g Tt uSs tew

Remarque : Cette définition est indépendante du représentant choisi de t

et le lecteur prouvera facilemint le lemme suivant,
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Lemme II.15
Soit t = t'

alors (3 w:u=tw)<=>(Iw :u=t.w)

L'idée de la preuve est que les torsions de deux représentants d'une méme

classe testent les mémes égalités,

Nous introduisons maintenant les RATEG dont les définitions différent des

précédentes en remplagant les classes de T(L),_ par un représentant, c'est

/=

d dire cela revient intuitivement 3 choisir un systéme de représentants

de régles, Par la suite nous ne manipulerons plus que des RATEG.

2) Les RATEG

Définition

Un RATEG est un quadruplet M = tZ. Q, F, R) ol
- I est un alphabet gradué fini
- Q un ensemble fini d'états
~ F un ensemble d'états finaux pris dans Q

= R un ensemble fini de régles définjies comme suit :

Définjtion
Une régle de RATEG est de la forme

-siac tb

a —2—0* qfal avec § torsion yide

~s8iace€ Rn

a(q[x]) —> q'la(x)]
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oli - t

m

n
T():)p
-qeqQ
- x = (xl, ceesy X_)

-q' €Q

Nous définissons immédiatement des rdgles équivalentes.

Définition
Soit r : a(qﬂxﬂ) LN q'la(x)]
r' : a(q[x]) —-—> q'la(x)}

Ondirar = r' ssi t=t',

"D?finition

Un mouvement &lémentaire d'un RATEG esf défini'paf :
v.a.q[u])”}z- v.q'la(u)] |

<=>

« i1 existe r :

a(q[xli LY q'fa(x)]

~ il existe w ;

‘Propriété 1I1.16

<=> y,a.qul }-H—- v.q'la(u)]
<=> v.a.qu) L—— v.q'[a(u)]

-

M

r
[ v.a. q[u] I—- v.q'la(u)]
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Cette propriété immédiate justifie la manipulation de RATEG au lieu des
RATEG puisque tout mouvement d'un M peut &tre représenté par un mouvement

de M.

Exemple II.8 :

Une rdgle de RATEG :

<3 3 b , 2, b>
/ \ / \
b 2 1 3

/ \

alq x,J, g lx,] q lxg)) ——= > qla(1, 2, 3)]

Un mouvement de RATEG utilisant cette régle :
v.alq lu ], g,lu,], q_3[“3]) = v.qlatu), u,, u))]

= < > 3
s?i 3w Wi Wy Was Wy Woy W

u, = b ,U. = W.,u, = - b
1 / \ 2 2 3 /\
b W w W,
3
/\ 2 | _ 1
LI
Définition

Soit P:- la cldture reflexive et transitive de }|-.
Un arbre t de T(E)‘; est reconnu par le RATEG M ssi
JgeF: t = qt)

On appelera F(M) = {t | t }:- qftl, q € F}

Définition
Une forét RATEG est une for&t F de T(Z)g reconnue par un RATEG c'est 3 dire

3M: F = F(M).
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Remarque
Les définitions de régle et de mouvement d'un RATEG sont des généralisations
de celles d'un automate d'états finis d'arbres classique.
Rappelons en effet qu'une régle d'un tel automate s'écrit :
-siael
o
a + qlal
-siael
n
AN 1
9% 9 *2 U*q X3 X2 X

I1 est alors aisé de les réécrire sous la forme

n

-a-2s gqla] avec 6 torsion vide

L]

- alglx]) = q'lalx)]

(g --. qn)
(x

avec q

x l"’xn)

t = (xlﬁx-1 ven le) = Idn

et on écrit alors

v.a.qlul b— v q'la(w)]

ssi a qfx] + q'(a(x)] dans R.

Par conséquent tout automate d'états finis M = (I, Q, F, R) est un RATEG

M' = (Q, I, F, R') ol R' se déduit de R en adjoignant 3 chaque régle la
torsion vide ou la torsion identité.

4

Lemme (des' torsions”surjectives) I1.17 :

'\' (] '3 £ .
Dans la décomposition t = t.0 on peut toujours considérer O surjective.
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Considérons t = 1.8 ol ¥ e f(Z);
et 6 ¢ eﬁ soit 8 : [pl -+ [r]

Soit q = Sup Im(8)
Alors ¥ p' 2 q, soit Gp. : [p) » [p'] associée A 6 par :
¥ 1ie (p) Gp,(i) = 0(i)
I1 est évident que ¥V p' 2 q, ¥ W ¢ T(Z)S et ¥ w' ¢ T(Z)g'—q

Bq.w = ep,<q,a w'>,
Dans la définition d'un mouvement d'un RATEG, le couple (8, w) n'intervenant
que par 6.w, on peut par Eonséquent supposer 6 = Gq, c'est 3 dire prendre
0 surjective sans restreindre la définition.

Dans 1'exemple II.8 cela revient d considérer w réduit d ses 3 premiéres

cdmposantes. Par la suite on supposera toujours 6 surjective.

3) Les RATEG généralisés

Définition
Un RATEG généralisé est un quadruplet M = (X, Q, F, R) od I, Q, F sont
définis cémme pour un RATEG et R l'ensemble fini de régles de la forme

suivante :
- si‘a € Xo
a —2> qla] avec 8 torsion vide
~siace %(Z)i (membre gauche non réduit 3 une lettre)

a(qlx]) —~ q'la(x)]
ol q € Qn
Q' e Q
n
t e T(Z)p
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Exemple II.S

Une régle généralisée

- a A | q a
. 1 2 2 3 / 0\
SN IS ’ N
/ \ X
q, 1 q22 T q, M‘ 1 2 T 4
q, 3 3

que l'on écrira encore

a(b 8 c)(I1d, 8'd 8 1d,)(qlx]) ——> qla(b 8 c)(Id, 8 d 8 1d ) (x)]

Exemple I1.10

Soit M = (L, Q, F, R) avec '

z

= {a, a(1), b(1, 2)}
Q= {q,, q,}
F = {ql}

et R ensemble des régles suivantes :
RO a + qOEEJ
Rl a(qofl]) +> qo[a(l)J

R2 b((qgs a )1, 21) S22 q,1b(1, 2)]

. | 7\
R3 b((qo, ql)[1"2]) 112 ql[b(l, 2)1]
—
La régle Rl permet de reconnaitre une branche de "a" de longueur quelconque.
La régle R2 assure comme RO le départ de tout mouvement de t e F(M). Enfin
R3 permet le passage d'un "b" 3 son prédecesseur immédiat "b" en vérifiant
lladjonction d'un "a" 3 la branche gauche.

On vérifie en effet que la for&t RATEG reconnue par M est constituée des

arbres de la forme suivante (ol p, q et n € )
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T eT T Hx:l_‘oxj_

p+ns

t =

113

o ——
o —

R ) ——

ba(aaq_[a1) 8 b(aaq [31) ® b(a(q (3] 8 aaq [a])))
b(qo[aaaSJ ] b(qo[aaal e b(qo[a5] B'qo[aaSJ)))
b(qo[aaa;] 8 b(qo[aaal ® q1[b(a5, aaa)l))

b(qo[aaail 3 q1[b(aa§ ® b(aa, aaa))])

'ql[tJ.
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Exemple 1I.11

Considérons M = (£, Q, F, R) ave&

- 1l'alphabet I = {#(1, 2, 3), 81, 2), a(1), a}
- 1'ensemble d'étgts Q= {qo, 9> 9p» 9g» qf}

- 1'ensemble d'états finaux F = {qf}

- et 1l'ensemble fini des régles R suivantes :
R. a2 qo[;J (avec 8 torsion vide)

R,. a(q[1]) = q,la(1)]
R,. $(q 11, q (21) L2250 1g1, 2)]
_q° A 4, 2 e
o : ‘ / \
Ry #(q,[11, q,[2], qf3]) 1 1 1 1 q,#(1, 2, 9]

<a, ¥ , a>
, /N
R,- #(qltll, q2[2], qltal) 1121 1 ’q2[#(1,'2, 3)]

* <1, I S b
i\
a :
Rye #(g[1. q,(21, qfe1 | I q,[#(1, 2, 3)]

Rg- #(q,[1], q4[2], q,[3]) > 9L#(1, 2, 3))
| <.

R, #(q (1], q,(2], q [3]) > g l#(1, 2, 3]

On peut remarquer que la torsion <1, 1> attachée 3 la rédgle R, est superflue

2
car q n'est atteint qu'en un sommet a et on pourrait la réécrire

<1, 2> ‘
. 22y 22,
R'2 : S(qoill, q°[2]) > q2[8(l. 2)]
ou méme

_ <a, a>
R"2 : S(q°[1], q°C2]) —t—> q2[8(1. 2)1] |
La régle R, (qui assure elle aussi le départ de tout mouvement de M) pourrait

aussi s'écrire
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<a, 5 , a
||
a a a &

R', : #(qlfll, q2[2], ql[3])

3 > qu#(l, 2, 31

Enfin R, (qui assure le passage 3 1'état final qf) pourrait s'écrire encore
| @, # ,a
/N
i 2
R+ #(q 1], qyf2], q [3]) —2 > q[#(1, 2, 3)]

o

On constate aisément que la régle R, -permet de remonter les hranches

a...aade longueur quelconque dans le méme état 9 Enfin R3 assure

le passage d'un "#" au "#" précédent en ajoutant un "a" de part et d'autre

tandis que R_ et R6 assure ce méme passage en enlevant un "a" de part et

5
d'autre de ¥.
Manifestement ce RATEG M reconnait la foreét RATEG des arbres de la forms

suivante (ol n € N).

#
|
7
|
'
|
I
#
|
#
I
¥
|
|
'
i
#
|-
3
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Vérifions le pour l'arbre suivant :

a-7-a
a-a- i -a-a
a-a-a- L -a-a-a
i-a-a-a- i ~-a-a-a-a
a-a-a- i -a-a-a
a-a- l -a-a
i

Dans M le mouvement reconnaissant t est le suivant :

t h;—;—— #(qOCSJ 878 qOESJ).(a.qOESJ CIE a.q°[5])
° .(aaqo[;] 8 7@ aaqo[gl).(aaaqofa] CE ) aaaqo[il)
.(aaq°[5] 878 aaqofal).(aqofal 8ge aqo[SJ)
l—R—;— #(qfal ® # 8 q_[a1).(q,(aa] 8 7 8 q,[aa])
1 .(q,faaal 8 7 & q,[aaa)).(q [aaad] @ # & q [a2aa))
' .(ql[aaij 878 qlfaaal).(qltail ss0 ql[aQJ)
.(q°[5]’0 qo[al)

= #'wl'"2'"3'wu'"5'w6'w7

};—~ #‘"1‘"2‘"5'“4‘"5(q1[a5] 8 qQES(S, a)le ql[a ;])

9 ‘
}ﬁg— 1;wl.w2.w3.w“.(qi[aa§] ] q2[¥(a5 8 f(a,a) 8 aa)l 8 ql[aasl)
}ﬁz- 1.wl.w2.w3.(q1[aaa§] 8 q2[#(aa5 8 7(aa 8 g(a,a) ® aa) 8 aaa)l @ ql[aaaéj)
R, #.wl.w2.(q1[aa§] L] q2[#(aaa5 ® 7 (aaa @ #(aa 8 B(3,a) @ aa) 8 aaa)

® aaaa)l 8 ql[aag )]

}in- #.wl.(ql[ag] e q3[#(aa5 8 #(aaaa ® #(aaa @ #(aa ® g(a, a) @ aa)

s .

® aaa) ® aaaa) 8 aaa)l © ql[aS])
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}ﬁ-— #(qo[al ® qa[#(ai ® #(aaa 8 7 (aaaa ® #(aaa ® 7 (aa &
6
£(a,3) B aa) ® aaa) B aaaa) B aaa) 8 aa)] & qota-l)

}R_ qf[t].

7
Le lecteur pourra sans aucune difficulté s'inspirer des régles précédentes
pour construire les RATEG reconnaissant les foréts RATEG dont les arbres

ont les formes ainsi schématisées :

et toute forme déduite des précédentes par composition et itération

(opération "étoile").

IV - PropRIETES DES RATEG

- — - v S GM S G S S T S G S -
-

L'essentiel des propriétés de clSture se résume en le théoréme suivant :

Théoréme I11.18

La ‘classe des RATEG est close par union, intersection et morphisme complét

et contient la classe des reconnaissables.

Ce théoréme est une conséquence immédiate des propositions II.22, II.23,"
I1I.24, I1.27 énoncées et démontrées ci-aprés.
)

On déduit le corollaire suivant qui concrétise le but poursuivi dans

cette étude :
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Corollaire I11.19

La classe des RATEG contient la cldture des reconnaissables par uniocn

intersection et morphisme complet.

On conjecture la réciproque. - établie au dernier chapitre dans le cas
particulier des RATEG homogénes.

Soulignons une fois encore 1'importance de prendre des morphismes complets

ce qui assure par clBtur; des RATEG d'obtenir ainsi une classe de furéts
incluses dans la classe des foréts récursives, puisque sans cette restriction
on obtient toutes les récursivement &numérables comme on 1l'a vu au

chapitre I.

Proposition II.20

La classe des foréts reconnues par les RATEG généralisés coincide avec la

classe des foréts RATEG.

La preuve consiste 3 associer 3 toute régle d'un RATEG généralisé Mg un
nombre fini de régles non généralisées et 3 considérer alors le RATEG M
obtenu de sorte que tout mouvement dans Mg soit associé 3 un mouvement

composé dans M. Nous prouvons d'abord le lemme suivant..

Lemme 1I.21

Pour tout RATEG généralisé Mg il existe un RATEG M tel que ¥ r régle de Mg,
3 un ensemble d'états Q, de M vérifiant

i- r#r' = Qr n Qr' =9

ii - a = v.a(qlul) |—§- v.q'la(u)] = 8
g.

<=> @ F%— B avec des états extreémes dans Q de Mg

et des états intermédiaires dans Qr de M,
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Preuve du lemme :

Soit Mg = (E, Q, F, R) et une régle r de R :
a(qlx]) > q'la(x)]

avec T = |a| = taille de 1'arbre a.
-8iT =1 (ii) ;st immédiat.

Supposons alors (ii) vrai pour toute régle généralisée telle que la taille

de l'arbre a soit < T - 1.

- Et soit a de taille T :

a(xl, Ko oo xn) = al(xl, Xy eoe Xes a2(xi+1 - xk), Xpp1 *0° xn)
avec - Iall =T-1

- a2 € zk-i

On construit alors les 2 régles ;j et Ty
- ;j non généralisée

2,(ax1) 2> 408,

ol x (xl, L SYIRRE xk—i) de (k-i) variables

q.c (qi+l’ Qyps oo qk) de (k-i) états de Q,
composantes de rang i+l, i+2 .., k de q
aj nouiel état de Qr vérifiant (i)

0 torsion identité

- et rj déduite de r avec ay de taille T-1 :

al((ql, sy qi’ Qja qk+l e qn) [xl’ ""'xn"k+i+l])
)]

bt

> Q'[a(xl$ x
(

2 " *n-k+it+l

t )t

avec t = (t,, ..., ti’ a

1 2 ip10 o0 k+1® °°

Considérons le mouvement suivant de Mg utilisant la régle r :

a = v.a(q[ul)l{%— v.q'la(u)] = B

g
Avec les régles ij et r; ona

"

a = v.a(qlul) = v.a(q lu,], ... qi[ui] . qk[uk] eve g fu D)

v.al(ql[ulj...qi[ufl a2‘q1+1[ui+1]"' qk[ukj), qk+1[uk+lj"' qn[un])
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r.
J — -
- o, = v.a,(q [u,], ...q,lu,], qlay(ug 1see o))y g Ty Toq Tu D)

La régle rj portant sur a, de taille T-1, on a en appliquant 1'hypothése

1

de récurrence
o, }:— v.q'[al(ul,;. U, 32(\1i oo uk), Yy e un)]
= v.q'la(u)] = B

d'od a}{‘_— ay I% B ou al-;— B
3

avec des états - initiaux q dans Q

final q' dans Q

intermédiaires dans Q, par hypotlése de récurrence et

création de aj'

Il suffit alors 3 tout RATEG généralisé Mg = (Z, Q, F, R) d'associer le
RATEG M = (Z, Q', F, R') avec

-0 =

USRI

- R' déduit de R en remplagant toute régle généralisée r par un nombre
fini (égal & T) de régles non généralisées obtenues par la construction
de récurrence, associées 3 un nombre fini (égal 3 T-1) de nouveaux états
distincts dont la réunion est Q.-
La preuve'de la proposition est alors immédiate :

- F(Hg) c F(M) puisque tout mouvement de Mg correspond 3 un mouvement

composé de M menant des mémes états initiaux 3 un méme état final de F c Q.

- F(M) < F(M )
g
évident car un RATEG est un RATEG généralisé particulier (les arbres figurant

en membres gauche et droit sont réduits 3 une lettre).

Proposition I1.22

La classe des foréts reconnaissables est incluse dans la classe des foréts

RATEG, qui coincide avec la classe des for@ts reconnues par RATEG généralisées.
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C'est un corollaire immédiat de la remarque sur les automates d'états finis

d'arbres et de la prqposition précédente.

Proposition II.23

La classe des foréts RATEG est close par union.

Preuve :
I1 suffit de la vérifier pour deux. -

Soit Fl et F, respectivement reconnues par

M) = (2, Q5 Fis Ry)

y 2 (22’ Qz’ Fz’ Rz)

M

v R2) vépifie F1 uF. ¢ F(M)

1 2

Alors M = (E; v 22, Q1 LJQ2. Fl tJF2, R
de fagon triviale. - '

uF, = F(M).

Ssi de/plus Q1 et Q2 ou 21 et 22 sont disjoints alors Pl VF,

Proposition 11.24

La classe des foréts RATEG est close par intersection.

La preuve'résulte immédiatement du lemme II.25 qui 3 2 foréts RATEG et
leurs RATEG associés fait correspondre un RATEG reconnaissant leur
intersection par la construction suivante :

Soit F et F' reconnues par M = (I, Q, F, R) et M' = (%, Q', F', R').

Pour tout couple de régles (r, r') de R x R' telles que

r : a(qlx]) LI q,fa(x)]

r': a(q'[x)) &> ¢’ la(x)]

nous appliguons l'algoriﬁhme d'unification précédemment défini en II.A.II.1
Lorsque i'unifié t v t' existe on associera alors 3 r et r' une régle r de

la forme
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“r : al(q, q')[x]A) rtyel, (q,5 q')) [a(x)]

Soit alors M = (I, Q x Q', F x F', R) le RATEG dont les états sont des
couples d'états de M et M' et dont les régles sont déduites de R et R’
selon la construct;on ci-dessus. On vérifie alors que tout mouvement

simultané dans M et M' correspond 3 un mouvement dans M et réciproquement.

Lemme 1I.25
U *ﬁ‘ qful

et U' }ﬁ1 q'lul J

Preuve du. lemme :

(Par induction sur la longueur du mouvement)
-n= 1.
U=-ael
o
a };- qlal od r : a + qlal:
a };1 q'lal ol r' : a + q'[al
A r et R' on associe immédiatement
r:a-+ (q, q') [a]

d'ol a |— (q, q') [a] dans M et réciproquement.
r

- Supposons la propriété vraie jusqu'au rang n et soit

U }%— a(qlv]) };;:I- ql[a.v] z ql[U]
et

1 §] }51 a(q'lv]) };T——— q'lfa.v] = q'l[U]
n+l

Par hypothése de recurrence on a

U = al(q, q') [vD)
M

Considérons alors

r .. : a(qlx]) ——> q,[a(x)]

n+l

r'n+1 : a(q'l(x]) —£L> q'l[a(x)]
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D'aprés les mouvements utilisant r et r' on a :

n+l nt+l

Iw:vs=tw

Jw :vs= tf.w'
La simultanéité des mouvements entraine nécessairement 1l'existence de
1'unifié t v t' de t et t' et on déduit alors la régle r

LY 5 (g q'p) lat)]

n+l :

;n+1 : a((q, q')[x1)

D'autre part
Jw:vEtaw=taw = (tvt)w
et on a le mouvement |
a((q, QNIv]) — (q4 q'l) fa(v)]
r

n+l

soit

U = al(q, ¢)Iv]D) — (q; q')) [a(»)]
« M . r

: _ n+l

la propriété est donc vraie ¥ n :

u = qul

=> U FL (q, q') [U]
et U - q'[u] :

- Réciproquement :
Supposons la relation vraie pour une longueur n et soit dans M

a.U = a(q, q') [U]l |—— (q; q',) [a.U]
r
n+l

La derniére régle s'écrit

;'n;l : al(g, 9")Ix]) > (g, q'}) [a(x)]

et 4 w: U= t.w

ol P * by ]
avec r .. déduite de 2 régles LR et r 1 de la forme

n+

r

g ¢ alalxD) > qla(x)]

r'n+1 : a(q'lx]) AN qflfa(x)]

olt <tett'<t.
Il existe donc w et w' tel que

U=twz tow = t'.w
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On peut donc appliquer r et r'n » soit dans M et M' :

n+l

a.u |~ a.qlul — q,la(m)]
n+l

+1

a.U |- a.q'(u] f— q',[a(w)]
ntl

et la propriété est vraie ¥ n.

Corollaire 11.26

La classe des foréts RATEG est close par intersection avec une forét

reconnaissable.
(Immédiat puisque Rec c RATEG).

Exemple 11.12 : Forét RATEG F intersection de 2 foréts RATEG F1 et F2

reconnues par Rl et R2 et construction par unification des régles du RATEG R

reconnaissant F 3 partir des régles de Rl et R2.

Soient les 2 foréts F1 et F2 construites sur I = {ao, a(1), b(1, 2)}
dont les arbres ont une branche principale constituée d'un nombre impair

de "b" et de la forme respective suivante
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De fagon évidente leur intersection F = F. n F, sera constitué d'arbres

vérifiant la forme

avec p et q.quelconques.

On peéut définir assez aisément les RATEG non déterministes

R1 = (zI, Ql’ Fl, Rl) et R2 = (z, Q2, F

2 R2) reconnaissant Fl1 et F2 :

1 :
Q = a5, 955 9y, a5}

- pour R

b

Fp = {ay}

1 : .

Ri a - qo[aol

R]  alg[1D) 22> q [a(1)] | q,fa(D)]

R2  b((q, q ) [1, 2) S22 q2[b(1, 2)]
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ta, b )
7\
R b((q, 9, [1, 22225 q.[b(1, 2)]
Ry Dl(ags a) [1, 21) S22 g [n(1, 2))

(s'appliquant en alternance avec la précédente).

- Pour R2
Q, = {ko_’ kp» Kys kgl
F, = {k2}
R2 :
n; a_ +k[a]
R; aCk_[11) <1, k [a(1)] | kLa(1)]
Rg b((k , k) [1, 27) Lo 2> k, b(1, 2)]
(o] (o]
Rg b((k_, k,) [1, 2]) <1, 2> ky[b(1, 2)1
(a, D )
/\

4 ' : 11 2
R2 b((kl, ka) [1, 20 > k2[b(1. 2)1]

(en alternance avec la précédente).

On considére alors les régles s'appliquant simultanément 3 un méme noeud o
d'un arbre t de F c'est 3 dire les régles Ri et R; pour 0 < i £ U4 de
la forme

T
a(q'[x])

1 qra(x)]

T

a(k'Cx]) —2> kla(x)]

On réalise alors l'unification de Tl et T2 selon l'algorithme II.A.II.1

d'ol les régles suivantes :

(o]

R -> (q . ko) [a ]

R a((q , k) [1]) @, (q» k)LD | (qg, kPLa(] | (q;, k)la(D)]

2

B b((q, k)s(q_k )01,2]) T2

22% (q,, k,) [b(1,2)]
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{a, b )
/\
R b(((q,, k_)»(q,,k,))01,21) — 2
(a, b )
/\

11 2, (a,5 k) [b(1, 2)]

> (q3, k3) [b(1, 2)]

R b((q;, ky)s(ag, kg)01,21)

(en alternance avec la précédente).

Alors le RATEG R = (£, Q, F, R) ot

Q-= {(qos ko)9 (31’ ko): (qoa kl)’ (QQ, kQ)’ (qa3 k3)} < Ql x Q2
R= (R | 0 i<y}

vérifie F = F(R) = F(Rl) n P(R2) = Pl n F2.

Faisons enfin fonctionner R sur l'arbre t de F défini par :

t = b
YA
a b
| / \
a a b
| 1 - 7 A
a a a b -
I / \
a a a a b
[ T / o\
a a a a a a
o o o o o l
a
|
a
o

odln=2,p=0,q= 2.

Nous aurons la séquence suivante de mouvements de R :

t = ba'(q,, ka J, bla’(q .k a1, bla’(q,, k )a_I,
R
2
b(a(qo, ko)[aol, b((qo,ko)[aol, a (qo,ko)[aol)))))

*

1

b((q_, k,)la'a ls b((q,, k )a’a ], bl(q .k )a’a 1,
R

2
b((q,,k )laa 1, bl(q_,k )la 1,(q_ .k )la a_ 1))
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b((q,.k,)a"a ], b((a,,k Ma’a ], b((q_,k )a’a 1,

T

b((q,, k )aa 1, (q,.k,) [bla_, a’a )1))))

b((q ,k,)a'a 1, bl(q.,k )a%a 1, b((g_,k,)la%a 1,
o’ 1 fo) 1’ o o) o’ 1 fe]

..3
) (a4:k;)[b(aa_, bla_, a’a_))1)))
= b((q .k )la'a 1, b((q, .k )a’a_1,(q,,k,)[b(a’a ,baa_,bla_,a’a_)))7))
yzg- b((qo,kl)ta“aoj;(qa,k3)[b(a3a°,b(azao,b(aao,b(ao,a2a°))))J)
};5- (qz,k;S[b(auao,b(a3ao,b(a2a°,b(aao,b(ao,a2a°)))))J

= (q2,k2) [t) et (q2, k2) e F.
Le lecteur généralisera aisément les mouvements obtenus pour n p et q
quelconques.

Proposition 11.27

La classe des foréts RATEG est close par homomorphisme complet.

La preuve résulte des lemmes II.30 et II.32. On obtient alors pour image
par homomorphisme ¢ complet d'une forét RATEG F une forét reconnue par
un RATEG généralisé Mg' Or on sait associer & Mg un RATEG M tel que

F(Mg) = F(M). On a donc ¢(F) = F(Mg) = F(M).

Corollaire I1.28

La classe des foréts RATEG est close par démarquage propre.

Immédiat puisque par définition un démarquage propre est un morphisme complet

strict qui ne modifie que les labels,
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Corollaire 11.29

Les images par homomorphisme complet des foréts reconnaissables sont

des forets RATEG.

On a Rec c© RATEG et ¢(RATEG) c RATEG d'ou ¢(Rec) < RATEG.

On retrouve ici le fait que par des morphismes non linéaires on génére
des égalités que ne peu§ept tester des autoﬁates d'états finis d'arbres
(d'ol la non-cldture par homomorphisﬁe de Rec) mais vérifiables par les

RATEG.

I1 importe de noter une fois encore que plus que la strictitude c'est la
complétude des morphismes qui joﬁe ici un rSle essentiel de conservation
dans 1'image d'un arbre de toutes les informationé qu'il contient. On

peut faire un paralléle avec le rdle des ﬁorphismes non effagants en théorie

des langages dans le cas des Quasi Realtime Languages par exemple [BGI.

Notation
Etant donné un n-uple d'états q = (95 9y +v0 @) € Q" et une torsion p de

gt s . n
Gg nous définissons 1l'opération notée . de Gg x Q"+ P :

Pa = (dpea) =+ oy

Lemme I1.30

L'image par morphiéme complet strict d'une forét RATEG est reconnue par un

RATEG généralisé,

Preuve :

Soit F reconnue par M = (I, Q, F, R) et ¢ complet strict ¢ : I + A.
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A partir de chaque régle r de R et de ¢ nous allons construire une régle
;g par le procédé suivant :
Soit r de M :

a(qlx]) ——> q'la(x)]

avec a € L
n

n
q€Q
X = (xl . Xn)
n -
t e T(Z)G’ t = (tl, t, .. tn) i
et si §, est le degré de t, pour i € [n] & = ] §
i i L1
i=1
N
Soit ¢{a) = ta =t -p
/- \
*1 *n
N 1
avec ta’ ta € T(A)p et p € Oﬁ
(Rappelons que les fibres sont conservées par ¢).
D'autre part ¢ complet strict signifie que
- ta contient au moins une lettre de A
- et que tous les X, «.. X_ Se retrouvent dans ¢(a).

. . = [] A 1
Soit ¥ i € [ul ¢(ti) t', de degré 8 i

1 - ] 1 n
= (t lt'2 R n) € T(Z)G'

Nous construisons alors la régle généralisée r
" - Lo(t N -
¥ (poq kD) 28 g1 o)

avec % € T(Z)l
a D

p.q e QP
x = (Xl’ . xp)

- 1 1 p "t - ]
P = (£ (1) wee T () € T(D], avec §" = ¥ s e

i=1

Soit alors R' l'ensemble des régles déduites de R par cette construction
et soit Mg = (A, Q, F, Rg) le RATEG généralisé associé a M.

Le sous-lemme II.31 montre alors qu'a tout mouvement de M reconnaissant



132

1 . s s
u de T(Z)0 correspond un mouvement de Mg reconnaissant ¢(u) et réciproquement.
Et par conséquent

F=FM) <=> ¢(F) = F(Mg)

Exemple II.13 : Construction de r

g
Soit r : ( b , T )
/ \
a q. L a 1
/\ t 12 SV
qlxl q2x2 1 2
et ¢
o( a )= o = qa <2 31, 1, 2>
/ \ /N / N\ —_—
1 2 1 B 1 B P
/ \ / A\
1 2 2 3
¢C b ) = B
/ N\ / \
1 2 1 Y
/ N\
2 2
¢C ¢ )= ¥y
| / \
1 1 1
On construit r ( 8 , 8 , Y )
/ \ / \ / \
o 1 Y 1 Y 2 2 q. I a ]
/ \ / \ 3
7\ 1 1 1 1 /\
%, B > x, B
/ \ / \
¥y %3 X %3
avec

(ql ql q2) =<2 31, 1, 2>'(qla q2) = p.q



133

p.¢(t)

Sous-Temme 11.31

o]
A
11l
g
<3
T
T
O
3
<3
L

Preuve du sous-lemme

(par récurrence sur la longueur du mouvement).

=>.

- Longueur 1
U = ale Zo) — q'fal avec r : a + q'[a].
On associe de facon triviale d r la régle
Eg s ¢(a) » q'[e(a)]

d'ol ¢(U) = V }— q'[V]
r
g
- Si la propriété est vraie pour tout mouvement de longueur < £, soit

*
- = | 7
U=a.v a(vl, Vo e vn) }ﬁ- a(qlvl) F;— q'fa(v)]
avec q = (ql, Qy +r- qn)
¥ i € [n] le mouvement affectant 1l'état q; au sommet de A vérifie

1'hypothése de recurrence soit
* r .
vi b ‘ri qgivyl <=>
*
¢(v.) T }g—— q;[o(v)]

g;

Alors

si¢(a.v) = $(a).9(v) = t_.o(v) = “t’a.p.qb(v)
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on

a

* x N
U Fﬁ— a(qlv]) => ¢(U) Fﬁ“ ta(p-q[p-¢(v)])
g

Par construction de ;g associée 3 r on a
t
r : a(qlx]) —> q'lTa(x)]

o ¥ (p.qrxy) 2880, q'[¥ G3

D'autre part le mouvement
alqlvl) = q'la(v)]
a lieu ssi dw:v=tw
On a alors ¢(v) = ¢(t.w) = ¢(t).¢(w)
et p.¢(v) = p.¢p(t).d(w)
On peut par conséquent appliquer la régle ;g et on a
T (p.qlp.$(v)] }-r-& Q'Y .p9(v)]

c'est 3 dire

r
¢(a.v) b '%a(p.q [p.-0(w)1) & q'[d(a.v)]
g

ou $(U) P~  q'[¢(U)]

et par conséquent la propriété est vérifiée pour tout mouvement.

<=.
Pour un mouvement de longueur 1 on a
Ve T(A)l
o
tel que V hf~ q'lv]
les régles dg Mg étant déduites de celles de M on a nécessairement
3 U e Xo s o(U) = v
et de fagon triyiale U —> q'fUu]
soit U Fﬁ— q'fu]
Supposons alors la propriété vraie pour tout mouvement de Mg de longueur

< £ et soit



ol q" € QP
" - " " 1"
v (v EAPIEETI P)
" T(A)l
a e€
b

Les mouvements affectant les états q"i aux sommets des v"i pour tout i € [p]
sont de longueur < £ et par hypothése de récurrence on a

" * " " => ! . | - n \ * " 1
v — q i [v i] <=>3u'; : ¢(u i) vh,oet ', = q i[u i]

La régle Eg Eppliquée dans

a(qlv 1) F& qram.y"]

se déduit d'une régle r de M de la forme
a(qlx1) = q'la(x)]

et s'écrit alors

o a (p.qfx"1) 2208 5 oian(xm)]

avec ¢(a) = a' = a".p a ¢ Zn
Q" =p.q qgeqQ
. n

Considérons alors l'arbre u de T(E)E formé des composantes de
{u', |
i
p.¢(u)

e [pl} tel que

P

(¢(up(l)), cees ¢(up(P)))

(¢(u'l) . e . ¢(u'p)) = (v"1 cen v"p) = v,

Le dernier mouvement de Mg utilise la régle ;g donc

1 w" e T(A)g tel que
V= p.g(t) Wt = p.¢(u)
d'ol ¢(u) = ¢p(t).w"
On sait que ¢ est complet, donc
I we T(E)g tel que ¢(w) = w"

soit ¢(u) = ¢(t).d(w) = ¢(t.w)
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et par conséquent u = t. w

On pourra donc appliquer la régle r :

Soit U = a.u tel que ¢(U) = V. On aura le mouvement suivant
U = alqful) = q'fa(u)] = q'CUl.

La propriété est donc vraie quelle que soit la longueur £ du mouvement.

Lemme 11.32

L'image par morphisme complet non strict d'une forét RATEG est reconnue

par un RATEG.

Preuve ;
On pourra toujours se ramener au cas d'un morphisme dont la non-
strictitude porte sur une seule lettre de degré 1 c'est a dire

- ¢ est 1'identité sur ¥ - {a}

-¢a) = 1

!

La preuve se fait alors en 2 étapes : on construit d'abord un RATEG
généralisé Mg avec un nombre infini de régles obtenues a partir de
1'algorithme d'unification qui reconnait la méme for@t initiale F puis
un 2e RATEG simple M déduit de Mg par ¢ qui reconnait ¢(F).
On a alors

F = F(M) = F(Mg)

et $(F) = ¢(F(Mg)) = F(M)

Sous-lemme I1.33

A toute séquence de mouvements simples de M utilisant des régles r, r. o
1

r, ... T, avec aen membre gauche des r, » on associe un mouvement

2 n j
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simple de RATEG généralisé M_ utilisant une régle r dont l'arbre t
g g u

s'obtient par unification des arbres t, t, , t. ... t, der, r, ,
i i i i
1 2 n 1
P, o.e.. TS
2 n
i.e.

aa ... aa'(qful) F:— q'la ... a a'.ul
X S S

ol a' € ZP, a' # a

<=>
r
1 ] 1
a ... aa'(qlul) Fﬁz— q'la x a a'.uj
n

Preuve du sous-lemme :

(Par induction sur le nombre n de régles r, avec a en membre gauche).

J
-n=1
On a dans M
T3
a.a'(qlul) & a q"a'.u] 2 q'fa.a’.ul
ol r : a'(qlx1) LN qg"[a'.x]

t e T(Z)P, q € QP
ti

. 1" 1 |
v, a(q [xl]) > q [a(xl)]

1 1
t, € T(Z)G" qQ" € Q

1
L'application successive de r et r, entrafine
1
u= tw
a'.u = t; W= a'.t.v
1
On réalise alors l'unification de t, et a'.t en un arbre unique
1

t =t, va'.te T(Z)ln tel que
u i $

et on définit rg :



138

soit t' défini par t = a'.t' . On a
u u u

t'
u

rg : a.a'(qlx1) > q'laa'(x)]

d'ol le mouvement dans M

aa'(qful) P;—- q'laa'(u)].
g

- Réciproquement
r

soit aa'(q[ul) }—g q'la.a'(u)]
alors u = t' .s
u
Comme t'u résulte de l'unification de a'.t et ti de 2 régles de M on a

3

- (t)k < (t'u) ¥k e [81 (8= degré de a')

k

donc 3 v tel que

a'.u = a'.t'u.s = a'.t.v

et a'(qful) |= q"[a'(u)]
De méme
t., < a'.t"
i. u
]
donc % w tel que

a'.u = a'.t'u.s = ti oW

- 3
et a(q"fa'.ul) F;—- q'fa.a' u]
. i.
J
- Supposons la propriété vraie jusqu'au rang n c'est a dire :
1 1 |
a...aa (qful) Fﬁ- q'fla ... a a' ul

n n
<=>
r .
... aa'(qfu ! ...aa'u
a .. (qEJ)}—qu[a _ ]
ol Ty et t sont définis comme précédemment.

Considérons dans M le rang n+l du mouvement

1] t 1" 1
a(q'la o aa ul) }— q"la .., a a' u]
n+l n+l
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utilisant ri

t n+l
' in+1
a( q'[x]) ——— q"l[a(x)]

avec t, € T(Z)1 de profondeur p(t, ) < p.
i § i
n+l n+l

ol p est la profondeur maximale des arbres t associés aux régles r de M.

2 cas peuvent se produire : n' <p et n 2 p

ler cas : n 2 p.

p(ti ) < p £ n et nécessairement ty est constitué d'une branche de
nt+l n+l
p "a" au plus et § = 1, Il n'y a plus d'unification a faire et a
(rr, ...pr, P, ) on associe une nouvelle régle r' ou t' =t der
i i i g u u g
1 n n+l
soit
t'
r' :a...aq'(alx]) 2 q"[a ... a a'(x)]
& n¥1l n+l
Dans Mg on a alors le mouvement simple
a ... a q'(qfu "la ... a a'(u
a ... aq'(qlud) = q'la ... 3 a'(w)]
n+l g n+l
2e cas : n < p
a) ou p(ti ) <n
n+l
alors t. est une branche de p(ti ) "a" et § = 1. On construit alors
n+l n+l
r'g et t'u comme dans le ler cas et on a la méme conclusion.
b) ou P(ti ) >n
nt+l
alors nécessairement ts est de la forme
n+l
ty =a..aa' t‘i
n+l ; ntl
On réalise alors l'unification de t, associé 3 (t ty el by ) de
1 n
1'étape précédente et t', en un arbre t' puis on déduit la régle

el
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r' :a...aa'(qx]) ——> q'[a ... a2 a"(x)]
g ¥ T n¥1

d'ou le mouvement simple dans Mg

a ... aa' (gful) F;T——[q" a...aa'(l
n+l g

Réciproquement : soit dansM

a...aa'(qul) b— gqfa ... aa'(w]
¥l ¥l
utilisant r' associée 3 1'arbre t'u, déduite de régles (r Pis oo

v

Fec
associées 3 t, t, , ... t, et telle que u = t' .s.
i i u
1 n+l
L'unification entraine

¥ k (t)k < (t'u)k

et ¥ j € [n+1]

t., <a...a .a'.t'
i, —_— u

J ]
donc - 3 v :u= t'u.s = t.v

et a'(qlul) = g la(w)]

- ¥3 e [n+t1] 3 W

a..aa'u=a..,aa.t' .s=t, .w
—— —_— u lj
3 3

et
r

i,
] \J
a(qj[a ..oaa'(w)l L 541 fa ... aa'ul
j j+l

d'oll dans M le mouvement composé

a...aa'(qul) - a ... a qlEa'.u]

n+l n+l
1 )
F;T—— a ... a q2[a a' ul };T—— a ... a qs[a aa' u]
i v i '
1 n 2 n-1
. b—— qMa ... aa'ul
r' -——-V-———
i
n+l n+l

Soit alors Mg =(, Q, F, Rg) le RATEG généralisé déduit de M avec

Rg={régles de M dont le membre gauche ¢ L - {a}}
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U {rg déduites de r par la construction du sous-lemme II.33}

On a immédiatement

F(M) = F(M )

g

avec pour Mg un nombre infini de régles généralisées rg.
Considérons alors dans une 2e étape les images par le morphisme ¢ complet
non strict des régles de Mg

- A toute régle r dont le membre gauche appartient 3 L - {a} de la forme
r : alglx]) ——> q'la(x)]
on associe

7 :oalalx]) 2 oirax) T

- A toute régle r généralisée

r :a...aa'(qxD LN q'fa ... a a'{x}]
24 _— N
n n

on associe

§5g : a'(qfx]) 9 q'la'(x)]

D'aprés la construction de rg on sait que t reste le méme si le nomhre u
de "a" précédent a' est > p. Par conséquent toutes les régles g telles
que n > p auront une image unique ;;':

a'(qlx1) 9 g'la*(x)]

Soit alors R 1'ensemble fini des régles simples ainsi obtenues et

M = (L - {a}, Q, F, R) le RATEG correspondant.

Nous allons montrer que

F = m«g) <=> ¢(F) = F(M)

Sous-lemme 11.34 :

3 U e T(X)1 tel que V = ¢(U)
Q - '
. <=> V| q'[V]
et U hf_ q'CU] M
g
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Preuve

(par récurrence sur la longueur du mouvement)
=>.

Longueur 1 :

ou U € Xo c L - {a} et immédiatement

U }—M—— q'[ul <=> U }= q'[u]
g M

ouU=a ...aa avec a € L . Le mouvement utilise alors une régle
—— 0 o o
n
définie de facon unique telle que

aa...aa —>q'la... aa
o q'C o]

n
et on a r déduite de rg :
— '
a —>q [ao]
d'oll ¢(U) }— q'[é(U)]

Supposons 1'équivalence vraie pour tout mouvement de longueur £ et soit

ler cas :

U = a(u1 Uy s un) }%;— a(qlul) }E— q'Ca(u)]
avec o ¢ I - {a}

Par hypothése de récurrence on a

(W) - alqle(u))

-

M
de blus le mouvement
¢(qlul) = q'la(u)]
a lieu ssi
1w u=t.w
On a alors ¢(u) = ¢(t).d(w)
La régle r associée 3 r soit

r : olqlx1) LIS q'fa(x)]



peut alors s'appliquer et on a

alqlée(u)] q'la(e(u))]

d'ol $(U) alqfe(w) ] F-qle(u)]

)
=
M

2e cas
* T,
- ' ! 1 RS
U=a...aa(uy ...u) Fﬁ; a...aa'(qul) & q,[g_;&;_g;a {u}]
1% p P

Par hypothése de récurrence on a

o) = alq ¢(u)d)
M

De plus
r
a .é.mg.a'(q[u]) & gq'fa ... aa'(w)]
p

a lieu ssi 4w :u=t.ww

Alors ¢(u) = ¢(t).¢(w)

On peut donc appliquer la régle };

5; : a'(qlx1) 9£323> q'fa'(x)]

soit a'(qle(w)]) & q'la'(d(u)]

soit (V) ﬁ; a'(qLe(w) D kiﬁ- q'[o (W]

Alors la propriété est vraie pour tout mouvement.

C'est le mBme raisonnement que dans le ler cas en remplagant & par

==
p

de M et la régle Eg'

a ... a a' dans le mouvement de Mg et la régle Pg et par a' dans le mouvement

<z,

. *
Soit V }= q'[V1]
r ‘
Pour un mouvement de longueur 1 on a
Vel&- {a}
e. la régle utilisée étant déduite d'une régle de M on a nécessai.ement

10 v = ¢(U)

avec V Fﬁ—- q'lv]
g
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(N.B. la régle de Mg associée peut avoir les 2 formes

S

algfxD) L85 qrralx)]

at(qfx1) 25 qrrar)l

ou

s
o

respectivement déduites de

r a(qlx]) ——> q'Ta(x)]
t

rg a...aa'(qgxl > q'la ... a a'(x)]

i

dans le ler cas on aura U V=o

dans le 2¢ cas onaura V=a'etU=a ... aV.,)

Considérons alors la propriété vraie pour un mouvement de longueur £

et soit

* “H
V = b.v = b(q"[v]) }— q'lb.v]
M M

Le mouvement V F;— b(q"[v]) étant de longueur s £
M

on a par hypothése de recurrence
I3 u v =)
et u f%—— q"lul
g

Considérons alors b et rg ¢

ler cas b = a, ry = r : alq"[x]) L0, q'fa(x)]

le mouvemement a lieu ssi

Jw:veo(t)ow

or on a v = ¢(u)

d'ofi d(u) = ¢(t).w

¢ étant complet 4 w' : ¢(w') = w

et donc u = t,w' |

On peut alors appliquer r dans Mg soit
a(q"lul) = q'(a(u))

et 3 U = a.u tel que
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U }—ﬁ- a(q"[ul) — q' (W)
g

2e cas : b=z a', »

== M

= ;g s a'(g"lx]) ) q'fa'(x)]

> q'[E—JQ' q a'(x)]
P

t

associée dr_ :a ... a a'(q"[x])
g e
le mouvement a lieu ssi
Jw:vz=oeot)w
et ¢(u) = ¢(t).w
¢ étant complet 3 w' : ¢(w') = w
on peut donc appliquer r dans M

3U=a... aa'.u tel que
=

P
U F%;’ ——E—Q;L;i a'(q"lul) Fﬁ;‘ q'la e @ a'(u)] = q'lul.
p P

La propriété est donc vraie pour tout mouvement.

N.B. Une remarque‘s'impose concernant la régle ;g : elle peut &€tre
associée 3 une infinité de régles rg ol le nombre n de a figurant en
membre gauche est > p. C'est 3 dire il y a une infinité d'arbres U
ayant méme image V lorsque la régle utilisée dans M derive d'une telle

régle généralisée de Mg.

Proposition II.35

La classe des foréts RATEG n'est pas close par morphisme inverse (mEme
P pa P

si on se restreint aux démarquages propres inverses).

Idée de la preuve

I1 suffit de considérer le contre-exemple suivant,
Soit la for8t RATEG F construite sur

r = [#@, 2), a(1), a}
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&

des arbres de la forme #(t, t) o t = .| p = aP a

o e .

et soit ¢ défini par
¢ : A= {#(1, 2), a(1), B(1), a} » &
tel que
¢ est 1'identité sur # et a
¢(a) = ¢(B) = T

A
Alors ¢-1(F) contient des arbres de la forme #(u, v) ol u et v sont
indifféremment constitués de "a" ou "B" mais ont une méme longueur.
Or si les régles de RATEG permettent de tester 1'égalité de deux sous-
arbres, il leur est impossible de vérifier 1'égalité du nombre de noeuds

de deux sous-arbres. Et manifestement ¢’1(F) n'est pas une for&t RATEG.

Propriétés de décidabilité

Proposition II.36

Le probléme du vide est indécidable pour la classe des for@ts RATEG,

Preuve
C'est une conséquence du corollaire I,5 du chapitre I. En effet supposons
le probléme décidable, Comme la classe des RATEG est close par morphisme
complet et intersection on a
¥ Kl, K2 € Rec, ¥ ¢1 et ¢2 complets
¢, (K;) n ¢,(K,) < RATEG
On aurait alors la décidabilité du probléme
?
£
910K 0 9, (K5) = @

ce qul est absurde en vertu du corcllaire I.5,
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Proposition 1I.37

Toute forét RATEG est récursive.

Evident puisqu'il existe des automates qui les reconnaissent.

Proposition II.38

Toute forét récursivement énumérable est 1l'image par un démarquage strict

d'une forét RATEG.

Conséquence immédiate du théoréme I.1 et de l'inclusion de la cl3ture

des reconnaissables par morphisme complet et intersection dans les RATEG.

Corollaire I1.3¢

La classe des foréts RATEG n'est pas close par morphisme non complet.

Immédiat. Insistons encore sur le fait que la perte d'informations par
morphisme non complet fait passer dans la plus large classe des

recursivement énumérables.
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CHaP1TRE I11

LE CAS DES RATEG HOMOGENES
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Nous avons vu dans la deuxiéme partie que

RATEG > cd(n, v, s Rec)
Nous conjecturons la réciproque 3 savoir

RATEG c cfl(n, u, ¢c, Rec)
ce qui entrafnerait 1'égalité,
Nous montrons cette inclusion dans le cas particulier des RATEG homogénes
et plus particuliérment que toute for@t RATEG homogéne P peut s’écrire

F = w{¢(K) n ¢(K")]
ol T est un démarquage propre, ¢ un morphisme complet strict et K et K'
deux reconnaissables.
Intuitivement on appelera for8t RATEG h-homogéne une forg&t reconnue par
un RATEG h-homogéne dont les régles seront de la forme

a(qlx]) —> q'fa(x)]
ol t sera un arbre h-homogéne c'est & dire un arbre dont chaque branche
joignant le sommet d une variable sera de longueur h et chaque branche
joignant le sommet d un terminal de longueur < h.
Tout naturellement nous introduircns la notion de RATEG k-h-hoemogéne
généralisé dont les régles serént de la forme

alqfx]) == q'la(x)]
avec a k-homogéne et t h-homogéne.
La proposition III.1 montrera alors l'équivalence detout RATEG h-homogéne
avec un RATEG généralisé k-h-homogéne,
L'idée de la preuve du théoréme III.3 est alors de simuler 1l'application
des régles de RATEG par l'appartenance tant8t a ¢(K) tant8t a ¢(K') selon
le profondeur & laquelle se trouvera le noeud.
Dans 1'exemple III.2 on verra ainsi que les régles appliquées en des
noeuds de profondeur paire sont simulées par 1l'appartenance a ¢(K'),

celles appliquées en des noeuds de profondeur impaire & ¢(Kj.



Le rdle de K et K' est de synchroniser ces simulations sur tout arbre t.
Dans le cas homogéne cette synchronisation est aisée ; elle consiste a
découper t en des "tranches" de profonduer 2h qui se chevaucheront sur
une profondeur h de sorte que les membres gauches a des régles appliquées
en des noeuds sommets de tranches d'ordre impair colncident avec les
arbres t mémorisant les tests d'égalité des régles appliquées en des

noeuds sommets de tranches d'ordre pair et vice-versa,

Nous conjecturons qu'une telle synchronisation est possible dans le

cas général par deux ou plusieurs for8ts reconnaissables.

Mais la difficulté dans le cas général est de synchroniser les simulations
des régles. Les régles - qu'elles soient simples ou généralisées -
n'étant plus homogénes, on ne peut plus faire chevaucher les arbres
figurant en membre gauche et ceux mémorisant les tests d'égalité car

leur profondeur est quelconque. D'autre part si on veut remplacer une
séquence de mouvements simples par une régle généralisée selon le procédé
du lemme III.2 on constate aisément que l'unification donne un arbre unifié
t Vv t' de profondeur plus grande que t et t' au lieu de se stabiliser 3
une méme profondeur unique,

Considérons l'exemple suivant des régles non-homogénes

<b s h s e> =t

/N L/
c c 2 1 3
|
a((ql’ q22 qs) [l, 2’ 3:}) 1 2 > qu[a(l, 2, 3)]
<f> =t
/\ .
1 1
h(qgl1D) > q,[h(1)]
Bllag qg) [1, 21) 2225 g 131, 2]
d , g> = t
AN
d 2 2
|
1

e((qQ, q7) {1, 21 > qafe(l, 2)1
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Le lecteur vérjifiera aisément que l'unification de t et a{tj, t?‘ ta)

donnera l'arbre suivant non-homogéne.

et donc on ne pourra jamais substituer une régle généraiisée k-h-homogéne

d toute séquence utilisant 1'enchainement de ces régles.

1) Définitions préliminaires

Un arbre t est dit h-momogéne (ou de profondeur homogéne h) ssi
- toutes les branches joignant son sommet 3@ une variable sont de longueur h
- toutes les autres branches joignant son sommet 3 une feuille de ZO sont de

longueur < h,

Une régle r d'un RATEG est dite h-homogéne ssi les arbres composant t
dans
alqlx1) =t q'fa(x)]

sont tous h-homogénes.

On appelera régle généralisée k-h-homogene une régle généralisée de la
forme

a(qlx1) LY q'la(x)]
oll - a ¢ T(E)g est k-homogéne

t a toutes ses composantes h-homogénes.,

Un RATEG généralisé est dit k-h-homogéne ssi toutes ses régles sont

k~h-homogénes,
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* Une forét F est RATEG h-homogéne s'il existe un RATEG M h-homogéne tel que
F = F(M).

* Un morphisme est h~homogéne ssi 1'image de toute lettre de L est un arbre
I3

t h-homogéne de T(A)i.

ExemEle 0.9
-¢( a ) = o
/1\ /\
123 8 8
/ N\ T
122

-¥bel-{a}

¢ b ) =¢
/ \
1 n

¢ est non linéaire, non complet, strict, 2-homogéne.

2) Propriétés
Proposition 1I1.1

Quel que soit R RATEG h-homogéne et quel que soit k ¢ N, il existe un

RATEG généralisé R' k-h-homogéne équivalent 3 R.

La preuve s'appuie sur le lemme suivant :

Lemme III.2

Les séquences de mouvements simples de R sur un arbre a k-homogéne sont en

correspondance avec les mouvements simples de R' par 1'équivalence suivante :

¥ a k-homogéne

v.a,qlul H% v.q'la(u)} <=> v.a.qlu] hﬁ v.q'la(u)]
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Preuve du lemme III.2

Par récurrence sur k, on associe & toute séquence de R sur & k-homogéne
un arbre T h-homogéne et on en déduit une régle généralisée v’ k-h-homo-
géne

-k =1
soit a(qful) F;- q'fafuw)]
avec r : a(qlx]) ELIEN q'la(x)]
On prendra T = t et r' = .
. Supposons le lemme vérifié jusqu'au rang k et soit dans R le mouvement
composé suivant
v.b.a(qlul) Fg- v.b.(q'Ta(u)]) h;» v.q"[b.a(u)]

ol - s est une séquence de R sur a k~homogéne

- b e Zn
- a-=s (a1 ree @ ) avec a; € T(Z)
oy
n,
-1u = (ul “ee un) avec u, € T(L) :

L'hypothése de récurrence s'applique pour tout i e [n] sur les a; k-homogénes :
" On sait construire T.

T
et r', : a;(q;[x]) —=— q' [a,(x}]

de sorte que
* | - )
a;(q; vy ) kg a'ylay(up)] <=> a;(qy uy ) |’£1'1' q'3la;(u)]
Considérons alors la régle r :
b(q'[x]) ——> q"[b(x)]
f = ] ?
oﬁq—(qlaoaqn)
L'enchainement des mouvements dans R implique 1'égalité des arbres initiaux
de profondeur homogéne inf(k, h) dans t et T = (a

e 1""’an'Tn) soit

schématiquement (si h < k).
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Nous procédons alors 3 1l'unification de t et T de profondeur homcgéne
respective h et k+h. L'algorithme d'unification va alors substituer aux
variables de t des sous arbres de profondeur homogéne k, i} en résultera
par conséquent un arbre unifié de profondeur homogéne kth que l'onm écrit
a.T' ol a est k-homogéne et T' h-homogéne.
On en déduit alors une régle généralisée r' (k+l)-h-homogéne
T’ v

b.a.{(q[x]) —— q"[b.a(x)1]
oll q = (q19 cens qn)
et 1'on a
v.b.a(qful} FE%% v.q"[b.a.(u)] <=» v.b.a(qlul) };1 g"ib.adui!

. la propriété est donc vraie pour tout k.

La preuve de la proposition III.1 est alors immédiate
Soit t € F(R). On peut toujours décomposer t en sous-arbres k-homogénes

par "tranches'" de profondeur k 27\\ Ik

depuis le sommet de t et par /// \\\ *

\
k

conséquent t € F(R) <=> il existe é\\x» j>>"
\ K

de R se décomposant en séquences de mouvements simples de R sur les

un mouvement composé de reconnaissance

sous-arbres k-homogénes ainsi découpés -dans t.



Le lemme III.2 permet alors d'affirmer t € F(R) <=> il existe un mouvement
composé de R' résultant des mouvements simples associés 3 chacune de ces

séquences de R et par conséquent t ¢ F(R) <> t ¢ F(R").

®

On peut déduire de cette proposition un corollaire immédiat.

Corollaire III.3

A tout RATEG h-homogéne on sait associer un RATEG généralisé h-h-homogéne

équivalent.

Exemple III.1

Construction d'une régle généralisés 3-1-homogéne 3 partir de régles
1-homogénes.

Considérons la séquence suivante

- 1 "
v.a(qlul) rrlrzrarurSrs v qlo[a(u)J
ol - a = ¢ e T(5);

d///// \\\\\b
/N /N
a e a o4
/N /N /A \
1 23 45 & 7

- 7
- 27 (455 99> 90 g0 Ipr I G € Q

utilisant les régles

(hy, £ )
| / \
rl H a((q1, q2) Els 2]) = = 2 > Q3[a(ls 2)]
f
/\
r, ¢ elq[1]) T—2- qfc(1)]
( a s C )
/ \ |
ry ¢ b((qg qg) [1, 21) =—2—2 5 q [b(1, 2)]



r, e((qo, qg) (1, 21)

r_ d((qa, q7) [1, 21)

#((qgs q5) [1, 2D) [#(1, 2)]

> 930

Nous allons construire r' 3-1-homogéne.

k=1
Pour r, r, et r, appliquées 3 a, ¢ et e
on a
T, = (h, £ ) T, = f T.( g , h)
S VA VAN VAN
1 1 2 1 2 1 2 3
k=2
Considérons r, et.rs. On va unifier
( a ,c)et (a.T,, c.T,))
1 2
/ \
1 2 2

ce qui donne

puis ( a , e ) avec (a.Tl, e.Ts)

/NN
1 23 1

ce qui donne
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k=3

——

Pour re on unifie

(d, b )et (d.T'l, b.T'2)
/\ /\
1 2 1 3

ce qui donne

T = ( d\ , b
a/// e a/// \\\C
/ \ / \ / \ |
h f g h h f £
2N AN | /7N 7\
11 2 3 i1 11 21 2

- d'ol l'arbre

et la régle
r' : alqlx]) AN qlo[a(x)]

et on vérifie aisément 1l'équivalence
1 *

=
rlr2r3rur5r6

v.a(qlul) v.qlo[a(u)] <=> v.a(qlul) };1 v.qlofa(u)]

Théoréme III.4

Quelle que soit F forét Rateg h-homogéne
il existe K, K' foréts reconnaissables

¢ complet strict

T démarquage propre

tels que F = wl¢(X) n ¢(K")]

Preuve du théoréme III.N4

Avec le corollaire III.3 on sait construire R = (I, Q, F, R) Rateg
généralisé h-h-homogéne reconnaissant F.
Définissons alors de nouveaux symboles d partir de Z et Q puis ¢, T et

K et K!
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Alphabets I et A

- V¥ael, tel qu'il existe r :
r : a(q'lx]) SLEEN qla(x)]
ol a est h~homogéne de sommet a ¢ Zm’ et t h-homogéne nous définissons un .
nouveau symbole a9 de méme degré m que a.
Et soit I 1'ensemble des a? ainsi définis.
Nous noterons alors o l'arbre h-homogéne obtenu 3 partir du membre gauche a

de r en remplagant son sommet a par ad,

- A toute régle généralisée h-h-homogéne r de R :
r ¢ alq'lx]) ——> qla(x)]
oli t € T(Z)i nous associons une nouvelle lettre r de degré n égal au degré
inférieur de t.

Nous notons & = {r | r € R}

Homomorphisme ¢

¢ est défini sur £ v% vA 3 image dans & v I.
~ ¥ r de degré n associé i r

r i alqlx]) —=> q Lax)]

]
=7
je]

ala, ® Gy <00 B am) € T(X).p

t
n

P
(tl’ Teey tp) € T(X)n

(ql, e qp)

nous définissons

[fal
n

o( r© ) =a.t

%

a (al 8 o

2...0qm)(t, e g ey tp)q
ol ¥ i € [p] le sommet a; de t, est remplacé par a - dans {i

t ayant la méme torsion que t.
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- ¥ p de degré 0 associé 3 r
r: o —E~>‘q[a] ol a € T(Z); et t ¢ T(Z)g
$(5) = a1
(Rappelons que si a € T(Z)i t est réduit 3 la torsion vide)
- ¢ est 1l'identité sur T v z.

Par définition ¢ est un homomorphisme complet strict.

Démarquage T

T est défini sur ¥ u I 3 image dans I :
-va%lef w( a% )= a
/ \ / N\

*1 *n *1 n
- 7 est 1'identité sur I
Par définition T est complet strict et ne modifie que les labels :

c'est un démarquage propre.

On vérifie facilement que ma) = a.

For8ts K et K

Les arbres de K et K' sont construits sur l'alphabet A, les arbres de XK'
étant de profondeur 2 h avec un sous arbre initial h-homogéne dont le
sommet € & et les autres labels 3 I.

K est manifestement reconnaissable., On vérifie aisément que K' l'est

aussi avec les régles

-¥redh r +q r
" /\ °
qoxl qo m xl xm
-Yael a +q a
m /' \ 1
qo*l qum xl xm
- % ie [h-2] a + q, a
/\ il
ql 1 qixm xl Xm
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-va%e fm a * q al  avec 9y état final.
/\ / N\

9h-1%1  p-1*nm X X

1 m

Schématiquement les arbres de K et K' auront les formes respectives

A

r
_ /Y 7y
r.r.r et r T
R A
To T5Ts s T1

Et on constate aisément que les images par ¢ de K et K' seront des arbres
dont la longueur de chaque branche sera multiple de h.
La démonstration du théoréme précédent résulte alors immédiatement du

lemme suivant :

Lermme III.5

¥ T e F reconnu par R
1tekK 3¢t'eK

T = wle(t) n ¢(t")]

Preuve du lemme III.5

Soit T € F, reconnu par la séquence

T }:— qfT] oll g e F
utilisant des régles généralisées h-h-homogénes.
Intuitivement nous allons découper T en tranches de profondeur h de fagon
d simuler par ¢ les régles utilisées 3 partir d'un t de K pour les rangs
impairs et d'un t' de K' pour les rangs pairs ce qu'on traduira par un

schéma de la forme suivante pour ¢(t) n ¢(t') :
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Nous notons

- la régle h-h-homogéne de la forme
n,k t
v ﬂnzk Yor .
%,k (2 kX ) > 1 L%,k 30

appliquée au k*™€ sous arbre 3 partir de la gauche et 3 la profondeur
1+4nh dans T,
et

- an,k le sommet de anﬁk'

. .e
L'enchainement des mouvements impose alors que pour toute ] composante

3 .
tn,k de tn,k’ on y applique en son sommet a1
'3

- = ;Eme composante de q'
1,2 = ok ) p 9 h,x
et

I3 la régle r 2 telle que

n+l

- = 43
0"n—f-J.,l tn,k

(Rappelons que s'il s'agit d'une régle terminale on a
PP q g g

- . 1
0‘n-rl,l - tn,k € T(z)o')



1
- I\
r
T3,1 T3k,
/ \
/ \
r T
(2n+1),1 (2n'+1),k2n,+l
- /N
r r,.
(2p+1),1 (2p+1),k2p+l
en prenant les r de rang impair
n,k
. -
et t' = Gl
VAN
T2,1 T2,k
/ \
/ \
A \_
r r
2n,1 2n',k2n,
- _ /\_
r r
2p+2,1 2p+2,ky 10

en prenant les r de rang pair

n,k
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o
[#%]

(N.B. On note kr le nombre de sommets de T & la profondeur nh+l).

On vérifie alors immédiatement que ¢$(t) o 4(t') est de la forme

%y
/N
*2,1 Y2k,
/ A
a, Oy
2n+l,1 Zn'el, an,+l
/0 \

a o
2p+2,1 2p+2,k2p¢2

et en appliquant T on retrouve T puisque

¥ i, k ﬂ(di’k) = ai,k

Réciproquement

Soit t et t' € K et K' et soit

T = mle(t) n ¢(t")]
8i l'intersection est non vide elle est nécessairement un arbre de la
forme ci-dessus.

Les feuilles de l'arbre sont des &n € T(Z)i correspondant a

kK

1'application des régles r de la forme

n,k
%k T O a0 ]

Considérons alors les o sous-arbres de

n,k an,k+l Oln,h

an_l’i dans ¢(t) n ¢(t').

Les sommets a ce. @ étant marqués des états

n,k an,k+l’ n,h

4.k kel **° In,n OF Pourra appliquer la régle

: L
Paelyi ¢ %1, 1A T qy glen (00
avec q = (qp s G yygs or O p)
et t = (g )

o voo O
n,k> “n,k+1’ n,h
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et on a dans T

¥*

( b

cee o 0}

a (a o a (qla » ot
n-1,i n,k’> “n,k+1’ n,.h nwlsl(qt n,k*" " "n,h

v vsuD
n,x" n,k+1 t.h

. . £ .
}in_l : Y-1,i %-1,15%, k" " "%, 0
, R

Supposons alors pour que pour tout sous arbre u_ , de T dont le sommet
iy )

est au rang nh+l on ait

* .
g a5ty

. ]
5]
Alors considérons O g de successeurs
RS ]
u u A
n,k> "n,k+l nsh
On va appliquer la régle

. t .
To-1,i ¢ Ope1,slA0xD) —a gy leg (0]

(4 4 xe1 o 9, n)
( )

H

avec q

et t (ln',k, an’kﬂ e Qn,h

et par conséquent on aura dans R le mouvement

*
anﬂl,i(un,k’ vens un,h) S anﬂl,i(q[un,k eos Un,h])

b qnwl,i[anwl,i(un,k Tt un,h)]

r .
n-1,1

et l'enchainement des régles est vrai pour tout rang (n~1)h+l.

On aura donc
T P q, ,[T]
R +*1,1
En impeosant alors pour les arbres de K un sommet 52 correspondant &
1l'affectation d'un état final qy de F au sommet de a, on aura alors
9,1 "9 € F

et par conséquent T € F.

3) Exemple IIl.2 : Forét Rateg h-homoagdne et sa caractérisation comme

image nar un démarquage propre de 1'intersection des images homomorphes

de 2 foréts reconnaissables

Nous reprenons 1'exemple "classique" de la forét F sur
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T = {ao, a(1), b(i, 2)} des arbres de la forme

b(an+p a ® b(an+pwl a 8 b(an+PE? B h(a?*l a 8uaPa #alad) ... 1))
o o G c o o

dont la branche principale est constitufe de (n+1)"b" avec (n+l) impair)

(p et q quelconques). Cette forét est reconnue par le Rateg R défini par

R=(, g, F, R) ol

Q {q09 ql’ q2}

F = {ql}

et R ensemble fini des régles suivantes :

Ro ao > qo[ao]
a(q [11) 2 g [a(1)]
<1l, 2> ,
b((qo qo) i, 21) —=——> qltb(l, 2)]
(a, b )
‘ | -/
1 1 2
R, b((qo ql) (1, 21) > qQEb(l, 2)]
(a, b )
A
1 1 2

Rg b((q0 q,) [1, 21)

—> qlfb(l, 23]
De fagon évidente la premiére régle R les 2 dernidres R7 et R8 sont

1-1-homogénes. Remplagons alors les autres par :

a
(e}

R1 a(qo[l]) > qo[a(l)]

(2).
I

R2 a(qul]) > qo[a(l)]

(a a)

RS bl(q, q) [1, 21) —2—> q,[b(1, 2)]
(a, a)

Re  B((q, q) [1, 21) ———> q,[b(1, 2)]
(ao, a)

RS b((q q.) [1, 2]) —2 q,[b(1, 2)]
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{ )

a,
l
R6  b((q q) [1, 21) 2.2, q,[b(1, 2]

P ———

Alors le Rateg R' = (I, Q, F, R') ol R’ est 1l'ensemble {Ri | 0 i< s}
est un Rateg 1-1-homogéne reconnaissant F.
Selon le procédé décrit dans la démonstration précédente du théoréme III.U
nous définissons

f= {a:°, a2, v, 2), b 231, 2))
et 4 = {R, Ry, Ry, Ry(1), R (1), R(D), R.(1, 2), Ry(1, 2, 3), Ry(1, 2, 3)}
D'autre part les arbres a membres gauches des R, étant l-homogénes, les
arbres a obtenus en remplagant le sommet a par la lettre associée a% de ¥
seront ici réduits 3 a9,

Par 1'homomorphisme ¢ décrit précédemment on aura ici

q
- - %
¢(Ro) =a
_ 1, 4
¢(R1) = a °(ao°)
] 9 9, 4
$(R) = b @, a®)
_ q
$(R) = a °(a °(1))
1
_ 4 4
$(R,) = b “(a °(1), a_°)
1
_ 9, a, 1
$(R,) = b “(a °, a °(1))
1
_ 4 g q
6C R_) = b (a °1), a °(2))

a, & g
= b 2(a °(1), b °(2, 3))

-

—~

s

~
1

q q q
= b 2(q °(1), b (2, 3))

o
—~
el
~
|}

/18
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¢ étant 1'identité sur I vl

De méme ™ : £ UL + I se réduira ici 3 1'identité sur I

etm( a%) = a pour tout ad de Zm.
/ \ / N\

1 m 1 m

Notons qu'en plus on aura

M a V)= at)y= a = a .
/ \ / \ / \ / \
1 m 1 m 1 m 1 m

Les foréts K et K' étant construites sur A vérifient dans ce cas
respectivement

- les arbres de K ont un sommet correspondant 3 l'application d'une régle
de R' menant dans 1l'état final ;s ici donc : R3,4,5,6 ou R8.
- Les arbres de K' ont "un sous-arbre initial 1-homogéne dont le sommet
est dans I" soit ici ont pour sommet un a? de I.

Par ¢ on obtient alors des arbres dont les branches ont une longueur
multiple de 1 ce qui est ici (et toujours) vérifié !...

Le cas des régles R correspondant 3 des arbres contenant un seul

3,4,5,6
symbole "b" ne présente aucun intérét. Nous allons nous attacher au cas
suivant ol n = 4, p = 0, q = 2. Le lecteur vérifierait facilement que
pour p = 0, 1oup21etq=0,10ugq221onappliquerait R3, Ru, R5 ou

RG’ - et on pourrait aisément généraliser la construction pour n quelconque

Considérons plus particuliérement 1'arbre T suivant de F :

N — ) — ) ——
m—— — ) —

o —o —n
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On peut alors définir de fagon unique t € K, t' € K' tel que

T = wl¢(t) n ¢(t")]
On prend en effet pour t € K les sommets ﬁi associés aux régles R,
appliquées en rang impair dans le mouvement de R' reconnaissant T et pour
t' € K' le sommet bql puis les sommets ii associés aux régles R,

appliquées en rang pair dans le méme mouvement.

On vérifie alors ¢(t) = ¢(t') et T = wle¢(t)].

t = 1'18 t' = bql
VAN VAN
R, R R R R
2 12 8 2 7
VRN NSNS
R R fs rz Tz Tz /T
il R R R R R R
[e} o o] (o} O'
\ ¢ R
q
N
o NG T
a b
%qo qO// \ 9,
a a b
qo lqo ?;/- . 32- o
a a a
T —_q;— Iqo Iqo qo/ \ ql
a a a b
(o} l o] ,qO -qu- —q_O/_X E'I"O— -
a a a a a
(o] o] O [e] (o] -,l
19,
a
L5

4) Cas des morphismes complets homogénes

Proposition III.6

La classe des foréts RATEG homogénes est close par union, intersection

et morphisme complet homogéne.
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Preuve

C'est une conséquence des propositions II.23, II.24 et II.27 pour
lesquelles le fait d'imposer 1'homogénéité des arhres t testant les
égalités dans les régles ne change rien 3 la démonstration. Le lecteur
vérifiera aisément que l'unification de deux arbres h et h'-homogénes
donne - s'il existe - un unifié sup(h, h')-homogéne et que le lemme
11.25 reste vrai. De mBme la construction du lemme II.30 donne un
RATEG généralisé h-h-homogéne et assure que 1'image par morphisme
complet strict homogéne d'une for8t RATEG homogéne est une for@t RATEG
homogéne.

Enfin le cas d'un morphisme ¢ complet non strict homogéne ne présente
pas d'intérét (cas d'un alphabet dont les lettres sont de degré 0 ou 1
uniquement et tel que 1l'image par ¢ de toute for8t se réduit 3 1'ensemble

des terminaux).

Corollaire 111.7

La classe des RATEG homogénes est close par démarquage propre.

Evident puisqu'un démarquage propre est un morphisme complet strict

1-homogéne,

Corollaire III.8

La classe des RATEG homogénes contient la clB8ture par union, intersection

et morphisme complet homogéne des reconnaissables.

Evident puisque Rec sont des for8ts RATEG reconnues par des RATEG

O~homogénes.
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Nous pouvons alors récapituler les résultats obtenus par 3 inclusions :
RATEG » CL£(Rec, u, n , ¢c)

RATEG homogénes > C&(Rec, u, n, ¢_.)

c,h
RATEG homogénes > C&(Rec, u, n, ¢c)

L'inclusion inverse

RATEG homogénes c CL(Rec, u, n, ¢ )

c,h
n'est pas vraie. Le lecteur vérifiera aisément que le découpage des arbres

ne peut se faire comme dans le théoréme III.4 qu'd 1'aide d'un morphisme ¢

non homogéne.
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