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Tout cas# les langages ~sconnaiaaables,  les f o f i t r  rocanoaiaaabler jouent 

un r ô l e  fondamental .a Xniomt iqW.  

Wou. 6tudions i c i  l ' e f f e t  d'op6mtiona rîmples telles que h a m o r p h i m r ,  

Union ou intersection M? la c lasse  des f d t s  r.oanaiii&es, ce  qui  

nous a d n e  m m  autres  d6f in i r  me nouvelle famille d'automates : les 

ibcomai r8ews  Avec Test d'Eûalit6 (en abobg6 RATEG). 

Nous prenonr pour cadro a n o m  6 n d e  la tb&rie des rigpioldes (Arnold 

et Dauchet [NU, A D 2 l . r  

Pour sieux s i t u e r  notre m a i l ,  présentons d'abord b i ~ v e m e n t  les notions 

de base que nous u t i l i m n s  en en mentionnant le8 principales motivations, 

puis l ' e a m n t i e l  de nos r é su l t a t s .  

Un a c h e  peut B t r a  consid&& comte une description d'une composition 

formelle d'opérateurs, S i  on in te rprè te  ces opérateurs coge : 

- opérritrurs arithm6ttquerr et de c o n t d l e ,  on obt ient  lem schBiPis de 

ca lcu ls  e t  l e s  arbes pxvpuwa t  iques , 
- o&wteur s  grmt icam,' on obtient l e s  arIres l i n y i s t  tques, 

- flconetructeurs de types", on obtient des strmctnmes d'objets. 

Une f d t  6tant  un ensemble d'arbass, l '6tude des prapriCt6s der arbres 

&ne 1 ' &tude des cluaselt de fo re t s ,  

u c l a m  d e s  fora t s  ~econna$ssables a 6t6 l a  plus étudiée, 

De i q t t  e l l e  est e e w n t t e i l e  dans Fden des domaines : 

- tout  wh6mq de ca lcu l  i t 6 r a t f f  peut 8 t r e  déyelopp6 en une f d t  

reconwiswble  ( Cousineau C COUS1 1, 

- l'en-e des arkes de d k $ a a t  ion d'une gmnmabe a lg6bique  est une 

f d t  reconnaf asable (Pa* e t  Qubrd CPAQII , Rounda. [W,I Tba tcb r  [TH11 

- l'ansiiipble des c a p d s  d'op6ratsurs typés e s t  une f o d t  reconnaissable, 



La notion de t r a n s f o m t i a a  d 'arbres e s t  apparus das l o r s  qu ' i l  a'aigisaait 

de t ransfomer des phrases - naturelàss au i n f o r ~ ~ g t i q u e s  (deei progr 

en respectant leur structurés syntaxique 2 

- c ' e s t  l e  cas en 1 i a t  ique wagabaaaat ionnelle Grosa e t  h t i n  EGL31, 

03. l ' on  &tend un noyau de p b m a  Cen g & d ~ l  un langage a lg6hique)  par 

s i tdsn  de trensfcnaations simples guidées par la syntaxe (Ginahmg 

e t  Partee Ce], Petex-s et Richie CPPI). En temes d 'a rbms cela reviant 

donc h transformer des f o f i t s  reconnai8sables ; 

- de mhe en cmipilation sont n6s les "syntax-direct& translatma'" 

(Ahd e t  U1Mn CAUI, AU23, LohroCLO1, Schrefbar CSCI) puis l e s  transducteurs 

d'arbres. Ces tslanducteurs sont d'abord apparus du point de vue algo- 

rithmique comnrc? des reconnaissaurs d ' é t a t s  f i n i s  avec eo r t i e  (Bjornar [&JI, 

Engelfriet CENl3, Lildn  LI^, Raundb [ R I ~ J ~  Thardher Lek34) p ~ i s  le* farodalisation 

a lgéb ique  s 'es t  effectuée en ternes d'homomorphianee et de b h r p h i a e s .  

(Arn~ld e t  Muchet fWl, [ADGII, Bakm [BA], Muchet rD3, Engelfriat EEN23, 

Takabashi DA] 1. 

Rappelons qu'un homomarghime d'wbres lou morphisme? e s t  une application 

compatible wec les opérations sur l e s  arbres c ' e s t  B di re ,  pour nous, 

compatible mec l a  s t ructure  de loalyoofde. S i  C e t  6 sont deux alphabets 

gradues nous appelon8 $ ( E )  et T'(A) l e s  enssmbles des mbes construi ts  

 PU? E. e t  h. 
1 

ün hwaorphiae transfo-fit des a r h e s  de T1(z) en wbes da T ( A )  e s t  

alors latqlaaent déf in i  par sa donnée sur t e t  s'6tend de façon cuupatible 

à '?(T). Soit pqr exemple l a s  deux alphabets wadués 

r {#cx1, x ~ ,  x,), 9(x1), ~(4). i l  

e t  b = I+(xl, x2) ,  x x2) a(xl), a), 
04 les v a r i w e s  xl, x2, x3  seront dans un a r b e  r e ip l acba  en chacune de 

leurs txcmences  par tl, t2, t3- 



E t  s o i t  4 t e l  qua : 

X X X  X X 

1 2 3  / \  / \ 
x X X  X 1 2 1  3 

Pour t = # 

a a b  
I l  
a a 

on obt ient  a l o r s  

Un morphJsme $ e s t  

- l inCaire ssi pour tou te  l e t t r e  a de C, chaque var iable  de a apparaît  au 

plus  une fois dans O(a) ; 

- coaiplet s a i ,  pour t ou t  a cr C, chaque var iable  de a apparaXt au moins 

une fo i s  dans +(a)  ; 

- s t r i c t  su$, pur tou t  a É g, $(a) contient au moins une l e t t r e  de A ; 

- un dbwguago se2 4 est l i n é a k e  e t  t e l  que + ( a h a u  plus une l e t t r e  de A ; 

- un dça#cquage propre as i  4 ne transforme que l e s  labels .  



I l l u s t rons  ces d i f fé ren ts  cas en prenant $ ddf in i  p-cl i Y d e n t i t 6  sm 

- a ) =  ; eut l i n h i m .  complet, strict. 
/ I \ 

X X X 1 2 3  

- 44 ) =  a ; 4 est cornplet, s t r i c t ,  nan P i n é a i r e .  /Y\ / \ 
X X X  1 2 3  x 8 

I I \  

- 4  a ) = a  ; 4 e s t  s t r i c t ,  non l i néa i r e  , non complet. 
/ l \ / \ 

X X X  
1 2 3  x 0 

l / \  

- O( ) =  a ; 9 e s t  un démarquage non complet. /Y\ 
X  X X 

I 
1 2 3  

X 
1 

- 4  a ) =  ; $ e s t  un d b r q u a g e  propre. 
/ I \ 

X X X  1 2 3  X X X  1 2 3  

- 44 1 = ; e s t  un démarquage non propre. 
17, 

XI x2 x3 X X X 2 1 3  

- 4 = X 3  ; 4 e s t  non s t r i c t .  

Un binioi-phisme B = (4, K, Y)  e s t  l e  caapaa6 d'un morphisme inverse $, d'une 

intersect ion avec une f o r a t  reconnaissable K e t  d'un morphisme 'Y ; pour 

tout  arbre  t l a  transformation associae e s t  déf in ie  par B(t)  = 'l[4"(t) n KI. 

Tout himorphisme s ' in te rprè te  comme La succession d'une phase d'analyse 

(l'appartenance ). (-'(t) n K revient  3 reconnahre  a t cer ta ines  pmprié t6s)  



e t  d'une phare de rynthère ( l e  c b i x  de Y peut b t re  un choix d l h p l h c # i t a t i o n  

de l'image, l 'appl icat ion de Y synthétisant en ce  sens l e s  propri6tbs 

analysées pdcédomnent). 

Nous v-ns par exemple dans l e  chapitra O l e  cas  de la d ia t r i bu t iv i t6  da 

x par rapport a +. b u v o i r  appliquer la d i s t r i à i t i v i t 6  B un a rbe  t revient 

a v6r i f i e r  l 'exis tence d'un t r i p l e t  d 'arbres ( t l ,  t2, t 3 )  

t e l s  que t = 
/+\  

ce qui  s e  t r adu i t  a l 'analyse par l 'existence d'un antécédent dans 

-1 ( t )  n K de l a  forme t '  = a( t l ,  t2, tg). 

Pm un cer ta in  Y on transforme a l o r s  t '  en 

S i  on veut t raduise  les opérations + e t  en t m e s  de procédures 

( l e  p6sultat  de l 'addi t ion est la valeur de A dans la  procédure 

+ (x, y, A ) )  cela  ~ e v i e n t  a chois i r  Y t e l  que 

y(% Y, 2) a séquence 
/ ' ' \  

Rappelons qu'en théorie des langages l a  mhe démarche a 6té f a i t e  : l t6 tude  

des langages reconnaissables (ou rationnels,  ou régul ie rs  selon l e  point 

de vue adopt6) a mené des transductions aux bimorphiames (Nivat CNII ) . 
En f a i t  l e s  notions de reconnaissabil i té r a t i onna l i t é  e t  de bimorphiame 

peuvent etre déf inis  dans des s t ructures  tou t  a f a i t  générales (Eilenberg 

e t  Wrtght CEU1). Dans l e  cas  des langages, on a obtenu de bonnes proprigtés 



de c l8 ture  : c16tu1-e des langages reconnaissables gar b h r p h i r i e s ,  

c l o t w e  des biwrrphimnea par c a ~ p o e i t i o n ,  d'oil l ' é tude desr cane. de 

langages (basson - Nivat [BNI, L a t t a  f LI). b is  ces  r é s u l t a t s  ne 

s 'étendent pas au cas des arhres : il est counu qua la classe des fa ra ta  

reconnaissables n 'es t  pas c lose  par, w>rphi.na non l indaire .  

Etudier l a  c lasse  de f o d t s  obtenue par c l8ture  de la  c lasse  des f d t s  

reconmissahlcs par union, in tersect ion e t  utorphiriara s'impose a l o r s  : 

c ' e s t  l e  centra de  notre étude et noua avons entre  autres ,  a t a b l i  l e s  

r é s u l t a t  s suivant 8 : 

- la clibture par h6nionorpblsme, réunion ai Intersection de la classe 

des forêts reconnaissables est la classe des foiats récursivcment 

Cnmérnbles. (Conséquence du coro l la i re  1.4 Ctabli  au chapi t re  1) .  

Nous définissons une nouvelle c lasse  d'automates pannattant de  t e s t e r  

des éga l i t és  de  sous-arbres (mir f i n  de l ' in t roduct ion e t  chapitre I I ) .  

Nous montrons gue 

- la classe des forêts RATEG conttent la classe des forêts ~ o n ~ i t ~ a b l f ! ~  

- la classe des ?orC)ts RATE6 est tncluse dans la classe des forêts 

r4curstves 

- la clqsse des forêts MTEG est close pnr unton Intersection et  morphisme 

calpl et .  

Lri classe  des for)&ts RATEG contient  donc la  clflture par union intersect ion 

e t  mrphfzme canplet des f d 6  r « r m % W a U e s .  

Ltimportgnce de l a  ncoipplCtudeu des ~scirphisioea, que nous avons i c i  mise 

en évidence peut f a i r e  l ' ob je t  d'un pa ra l l è l e  avec l a  théor ie  des langages : 

en s e  l h i t q n t  à- des morph$smes non effaçant8 (~ook e t  Greibach [ B B ~  ont 

déf$ni 14 clqslrc des "Quasi-Raitiare Lbnguages" came c l8 ture  de Alg par 



union intersect ion e t  mox'phisrpe non effaçant. De plus chaque -si 

Realtime Laquage e s t  l'image par morphisme non effaçant de l t i n t e r sec t i on  

de t r o i s  langages algCbri ques , 

Bien que l e s  manipulations e t  analyses d'imagea ne soient pas l e  but de 

notre  t r ava i l ,  nous a l l ons  maintenant illustrer de t m f s  exemples 

f i g u r a t i f s  l e s  di f fgrentee  c h s a e s  de fo ra t s  que nous introduisons dans l a  

su i t e ,  e t  tout  d'abord d classe  des images par morphismes de f o r e t s  

reconnaissables - que nous noterons 4(Rec) - 

Considérons un arbre  cmespondant  a un schéma (tziès simpliste)  du squelet te  
I 

h w i n .  (On conviendra qu'un o s  long de 

- -  / -1- \ n centiniatres e s t  représenté ger n noeud8 
3'- 
7 -* . 

/ \  d'arbres,  a i n s i  " " de longueur n 

e s t  approximsé graphiquement par " ------ " 
oQ l e s  tirés reprgsentent les arcs joignant 

# 4\' l e s  n noeuds, Ceci permet de rep~ésenter ,  

avec un alphabet f i n i  l ' i n f i n i e  d ivemi t6  des mensurations ... 
Vér i f ie r  que l e  f b  précade l'ensrarble t i b i a - p h n é - e s t  du domaine 

du i?econnaissable : il s u f f i t  d'imposer l e  bon enchaeneaent des &ta t a  

correspondant6 h l a  "lecture'' de chaque m e m b r e ,  c ' e s t  l e  principe de 

reconnaissance par mémoire f i n i e  des automates d ' é t a t s  f i n i s  d ' a r b e s .  

par contre rhifler l ' é g a l i t é  des deux jambes on des ce t e s  n 'es t  plus 

de  ce damaine - car  l e s  memhres peuvent Otre arbitrairement longs - 
mais du domaine de # ( R e )  : il s ' ag i t  i c i  de r é a l i s e r  l ' k g a l i t é  de deux 

sous-arbres arbitraulement longs, ce que l ' on  peut obtenir  par morphisme 

non l inéa i re ,  c ' e s t  B d i r e  générant des éga l i t és .  Ceci montre bien comment 

l a  c lasse  'Rec des forQts  reconnaissables n ' e s t  pas close  en général par 

mwphiame (mais Rec e s t  c lose  par morphismes l in6a i res ) .  

'Yoyons maintenant sur un deux ihe  exemple ( i n sp i r é  du classique ca lcu l  de n!) 



cornnent l e s  a r b e s  des forbts RATEG peuvent contenir un naaibse quelconque 

des mus-arbres dgaw situas B des profondeurs toutea diffarentes 

(contrairanent au cas des $(Rec)). 

La résolution par point f i x e  de lv6quation 



Pour v6r i f i . r  a l o r s  que l a  sous-branche gauche d'un 'QPq wslconqus 

contient  un "a" de moins que c e l l e  du '"x" successeup inmQdiat de b o i t e  

on appliquara ce qui s.ra une d g l e  de R A T E  de la forme 

L'application de c e t t e  d g l e  peut ê t r e  comprise comne s u i t  : 

Ontrans i teducoupled'6tats  <q, q'> B q '  e n l i s a n t  x 
/ \ 

si  e t  seulement si, dans l ' a rb re  l u ,  x x 1 2  

l ' a r b r e  tl substi tu6 a xl e t  l t a r b e  t2 subst i tu6 1 x2 vgrif ient  

ul e t  u2 t e l s  que t = ul e t  t2 = x " 1 
/ \ 

Cette dernière contra inte  Ctant l a  t raduct ian du membre de contrQle 

<xl, x > où u e s t  substi tug a xl e t  u à x2. 
/ \ 1 2 

Deux applications consécutives d'une t e l l e  règ le  donneront la  

séquence = 



e t  P cons6quent on tes te ra  l a  présence d'un mhe t tout  au long de 

l'arbre. (La lecteur trouvma au chap i tm  II 5 III, un exemple totalement 

d6velopp6 d6riv6 de celui-ci  1. 

On remarquera qu'on en e s t  amené a manipuler des s u i t e s  f i n i e s  d'arbres, 

e t  c '  e s t  i c i  que l e  choix de l a  s t ruc tura  de magpioIde prend son intgrdt  

(voir  chapitre 0 ) .  

Considérons maintenant l e  3 h e  exemple plus complexe de la "fougior.âtt 

que l ' on  repr6sentera par un arbe de la fowe  suivante : 



a a a  a a 
L i l i L  
a a l l a a  

11 e s t  f a c i l e  de constater que sur chaque branche horizontale de "#" on 

passe d'un "b" au "b" cons6cutif en a joutant ou en enlevant un 'ka" 3 l a  

branche ver t ica le  de "b". Quant aux branches de "#11 ( 3  distance f i n i e  i c i  

de deux "4") on constate qu 'e l les  ne d i f fè ren t  que d'un "bl'- l e  f a i t  

d 'avoir  un "a1' de plus sur l a  branche de ce l'bu é tan t  l i é  aux conditions 

sur l e s  "b" e t  non sur l e s  "fl'. On peut a l o r s  s e  donner l e s  règ les  suivantes 



(en considbant des règles symétriques pour l e s  branchas droite et 

gauche des "#"), règles qui sont de la forme de c e l l e s  des reconnaiss.urs 

classiques pour les 7 pranisres e t  qui imposent pour l e s  mis derniares 

des structures par t i cu l ibes  avec contraintes d96gal i t< : 



11 e s t  a l o r s  a i s é  de générer de t e l s  arbres puisquta partir de 

on déduira 

puis de façon générale, é tant  donné un a rbre  de l a  forme 

on gènérera 

I l  e s t  intéressant de noter que l a  description donnée i c i  d i f f è r e  

fondamentalement de l 'évolution dynamique décr i te  par l e s  L-systèmes. 

La comparaison des fo rê t s  RATEG avec l e s  arbres  de dérivation des 

L-systèmes r e s t e  3 f a i r e .  

Le chapitre O des p~é l imina i r e s  e s t  essentiellement consacré 3 des rappels 

de l a  théor ie  des arbres  e t  des forê t s .  On y trouvera un rappel de toutes  

l e s  déf in i t ions  précisant l e  cadre formel de notre étude. 

Dans l e  chapi t re  1 nous abordons un premier théorème essen t ie l  qui  montre 

caimnent, a p a r t i r  de l a  c lasse  Rec, engendrer toutes  l e s  f o r ê t s  récurs i -  

vement énumérables : 



lPow toute fora t  F r6cursivment 6nUmié1upble. il u i s t e  de!= fo r8 t s  

I reconnaissables K1 e t  K2, deux i o r p h i a e s  @ et  +2 cmplcta a tx~ic t s ,  
1 

lun dihwquage s t r i c t  n t e l s  que 

En corol la i re ,  tou te  fo rê t  r k w s f v a n e n t  6nirniCMble e s t  tsansfom6e 

d'une forê t  ~ e c o n n a i s ~ b l e  par composition de deux bborphfamele. 

Nous en déduisons Cgalement un rk su l t a t  important : 

I Etant donnes $1 e t  42 complets 

K1 e t  K2 reconnaissables 

il es t  indécidable de savoir s i  

Le cbapitre IT se d iv i se  an deux p a r t i e s  : dans l a  première p a r t i e  nous 

définissons de façon rigoureuse une r e l a t i on  d'équivalence mettant en 

évidence que l e s  tors ions  (n-uples de var iables)  nqont d 'autre  but ici 

que de préciser des contraintes dféég1i t6 .  

On y redéf in i t  aus s i  un algorithne d 'unif icat ion (Guard cJG3, Muet C H I ,  

Robinson CR]) qui  nous servira  a 4 tab l i r  l a  c ld ture  par in tersect ion des 

f o ~ ê t s  MTEG, La 26me p a r t i e  consiste en l a  déf in i t ion  de l a  nouvelle c lasse  

d'automates appeles - Reconmisseurs - Avec - Tests dtEGalité - ou RATEG. 

Intuitivement ce  sont des ~ e c o n m i s s e u r s  qui  ajoutent l'automate 

classique d ' é t a t s  f i n i s  d'arbres l a  pos s ib i l i t é  de t e s t e r  des contra intes  

d' éga l i t é  de sous-arbres . 
Rappelons en e f fe t  qu'une règle  de l'automate classique s ' é c r i t  par 

exemple 

/ l \  
O---P - 

il\ 
qlXl RX2 q3X3 X X X  1 2 3  



hi imposant a w  successeurs de a des contra intes  de f o m a  e t  d a  QgaLitC, 

nous aurons pour l e s  R A T E  des r èg l e s  de l a  forma 

b c d 

qui s 'appliqueront B un mbre  de l a  forara 

Nous étudions a l o r s  l e s  propr ié tés  de la c lasse  des f o r a t s  R A T E  (qui  sont 

manifestement récursives).  E t  en t re  au t res  nous démontrons l e  r é s u l t a t  

important suivant : 

La c lasse  des fo rê t s  RATEG contient  l a  c l6ture  par union intersect ion 

e t  morphisme complet de l a  c lasse  des fo rê t s  reconnaissables. 

Le l ec teur  y verra l e  r â l e  e s sen t i e l  de l a  "cunplétudas' pour ne pas 

a t t e ind re  l a  c lasse  des récursivement 6nm6rables (Chapitre I l .  

11 é t a i t  a l o r s  naturel  de chercher a prouver l a  r6ciprocpe. Hous avons 

dist ingué l e  cas  des RATEG homogènes : on d i t  qu'un a rbre  e s t  h-homogsne s i  

chaque hanche  menant du somnet a une variable e s t  de longueur h e t  chaque 

branche menant du sammet 3 un terminal de longueur % h. Un WTEG e s t  

h-homogène si l e s  arbres  f igurant dans ses  règ les  sont tous h-homogènes. 

Une fo re t  e s t  RATEG h-homogène s i  e l l e  e s t  reconnue par un RATEG 

h-hamogène . 
Dans l e  chapi t re  III nous montrons l ' inclusion des RATEG homogènes dans 

l a  c la ture  de Rec par union intersect ion e t  morphisme complet e t  donnons 

même une c a r a c t é r i a t l o n  de t e l l e s  f o r s t s  : 



Une f o r ê t  F est RATEG h-homogane s i  e t  seulement sJ, fl e x i s t e  

K et  K ' f o r ê t a  reconnaissables 

complet strict 

nr démarquage propre 

te ls  que 

F = TC$(K) n +(Kt)] 

C e  r é s u l t a t  d i f f è r e  fondamentalement de c e l u i  é t a b l i  au chclpitre I 

concernant l e s  f o r ê t s  récursivement énmérab les  par Xe f a i t  gus n est  

i c i  un démarquage complet. 

Nous conjecturons l ' é g a l i t é  dans l e  c a s  généra l  de la c l a s s e  RATEG et 

de  l a  c lô ture  de l a  c l a s s e  des  f o r ê t s  reconnai.ssables par hmomorphisaies 

complets, union e t  in te r sec t ion .  



CHAPITRE 0 

PREL IN I NA 1 RES 



~ r 6 s e n t a t i o n  i n t u i t i v e  e t  informelle 

Nous présentons i c i  l r$d&e in tu i t i ve  des ob je t s  de notre étude e t  introduisons 

informellement les notions mathézmtiques de façon que l e  l ec teur  puisse 

appréhender globalement notre  t rava i l .  

Un arbre  peut être représenté par un graphe : 

- l e s  ROCU~S sont l abe l l é s  par des éléments ( l e t t res )  d'un ensemble C 

(alphabet gradue) ; 

- l e  nombre de leurs successeurs (degré) e s t  donné ; 

- l e s  branches sont terminées par des l e t t r e s  (de degr6 O )  ou des variables 

i ndi cées . 
Soif par exemple 

Un arbre e s t  ordonnQ ; on distinguera en e f f e t  

Deux arbres sont d i t s  Bgaux si e t  seulement si i l s  sont superposables. 

L'exemple suivant in t rodui t  aisément l a  notion de greffe : 

s o i t  une l e t t r e  e de degr6 2 e t  2 a rbres  c et 

; on peut a l o r s  

c c d 



La substitution formalise l a  greffe  : e l l e  remplace chaque occurrence d'une 

même variable par un même arbre.  La subs t i tu t ion  de tl a xl dans 

a donne a i n s i  a 

/I\ 
X X X  1 1 2  

ûn étend l 'appel la t ion d 'arbres aux n-uples d 'arbres  ( t l ,  t2 - hl. la 
notation T(Z)~ - voi r  1 0.8.3 - correspond a i n s i  3 l'ensemble des p-uplss 

9 
d'arbres sur  C indicés par des var iables  chois ies  dana {xl, x2, . . . , x 1 .  

Le produit tensoriel  - noté 8 - e s t  a l o r s  dé f in i  sur des arbres  : a 

n arbres tl, t2 . .. t,, il associe l e  n-uple <tl, t;, .. ., $> en décalant 

l e s  indices de s o r t e  que l e s  t q i  n 'a ient  pas de variables communes. 

Soit  par exemple 

2 

t1 = </a\  X 

1 X 2 
' ' T(L)3 

"5 X 3 

a lo r s  tl 8 t2 es t  l e  4-uple déf in i  par 

Le produit de cmposi t ion - noté . - qui formalise l a  subst i tu t ion,  e t  l e  

produit t ensor ie l  9 sont l e s  deux opérations binaires  déf inies  dans l e  

cadre du mgmorde T(C), ensemble des séquences f i n i e s  d 'arbres sur C - l e  

magmoIde e s t  l a  s t ruc ture  algébrique de notre  étude e t  assure une bonne 

formalisation algébrique des arbres.  (Voir 1 0.B.3) - 

Parmi l e s  éléments de T(C) l e s  p-uples d 'arbres rédui t s  a des var iables  

jouent un rô l e  pa r t i cu l i e r  : intuitivement si l 'on  considère un a rbre  t 

indicé t e l  que 



(xl x2 x1 x3 x2) des var iables  qui terminent ses  hanches .  

On associe a l a  forme précédente l ' a rb re  noté 

appelé Y, arbre  i n i t i a l  de t ,  6ïément du mageolde ?(z) (voir  5 0.B.4). 

x x x 1 d6f in i t  des contra intes  d16gali t6 : on , L e s - u p l e O = ( x l  

subst i tuera  dans t un m'ime a rbre  en ler e t  3e rang, e t  en 2e e t  5e rang. 

0 e s t  appelé torsion, élément du magmo?de des torsions 8 (voir  5 0.B.2). 

Le lemme 0.1montre que tou t  arbre peut s e  décomposer canoniquement de 

façon unique en un arbre i n i t i a l  composé avec sa to rs ion  : 

Dans notre exemple, on &rira 

1 üne f o d t  e s t  un ensemble d 'arbres de T(L), c ' e s t  a dire%- 1-uples sans 

var iables  dont l e s  branches sont achevées par des l e t t r e s  de C de degré 0, 

appelées terminaux. 

La c lasse  des forets reconnaissables (Rec) e s t  un exemple de fo rê t s  

reconnues par des machines appelées l e s  automates d ' é t a t s  f i n i s  d 'arbres 

(vo i r  § o.c.1). 

L'étude d'une s t ructure  algébrique e s t  inséparable de c e l l e  des morphismes 

associés  : nous introduisons a lo r s  intuitivement l a  notion de morphisme 

d'arbres,  transformation qui  h un arbre  associe un arbre.  



Un morphisme $ e s t  une application de T(C) dans T(A), compatible avec l e s  

produits  de composition e t  t enso r i e l  c ' e s t  a d i r e  te l  que 

+(u.v) = +(u).$(v) 

$(u 8 v) = $(u) 8 9 ( v )  

11 e s t  donc entiarement dgf in i  par sa donnée sur C e t  s' étend par composition. 

Soit  par exemple 

1' image de 

e s t  a lo r s  /Y\ 
X Y Z  

/ + \  
i\ /X\ 

$(XI +(y) 44x1 442) 

Dans ce t  exemple xl s e  répète  et  par duplication on recopie @(x) .  

On d i r a  que 4 n 'es t  pas l i n é a i r e  puisqu ' i l  génère des Cgalités. On vo i t  a l o r s  

immédiatement que Rec n 'es t  pas c lose  par morphisme c ' e s t  h d i r e  que l e s  

morphismes ne conservent pas l a  reconnaissabil i té ou encore que l e s  automates 

d ' é t a t s  f i n i s  ne peuvent reconnaetre $(Rec). 

e ré ci sons l e s  d i f fé ren ts  cas  des morphismes : 

- $ e s t  lineaire si pour tou t  a é C chaque variable de a apparalt au plus 

dne f o i s  dans $(a) ,  c ' e s t  a d i r e  que 4 n 'effectue pas de copie. 

- 4 e s t  canpiet si chaque var iable  de a apparaTt au moins une f o i s  dans @(a) 

c 'es t  i d i r e  que, $ conservant toutes  l e s  variables,  il conserve toute  l ' i n fo r -  

mation contenue dans l e s  a r b e s .  

- 4 e s t  strict si l'image de toute  l e t t r e  a de C contient  au moins une l e t t r e  

de 6. 

- + e s t  un démarquage s ' i l  e s t  l i néa i r e  e t  t e l  que $(a )  contient au plus une 

l e t t r e  de d. 



- $ e s t  un démarquage propre s ' i l  e u t  canplet l i néa i r e  s t r i c t  e t  respecte 

l ' o rdre  des var iables  c ' e s t  h d i r e  que $ ne transforme que les labels .  

Ces d i f f é r en t s  ca s  sont i l l u s t r 6 s  par l e s  exemples 0.5, 0.6, 0.7 et 0.8. 

Le l ec teur  verra en f a i t  que l e s  morphismes d ' a r b e s  que nous u t i l i s e rons  

sont des cas pa r t i cu l i e r s  de morphismes de mapoides (vo i r  en 5 O.D.l). 

D e  m ê m e  nous nous l imiterons à des cas  pa r t i cu l i e r s  de bimorphimnes de 

magmordes (vo i r  en 0.E) d6riv6s des morphisaies en t an t  que composés d'un 

morphisme. inverse, d'une intersect ion avec des reconnaissables e t  d'un 

morphisme. 

Un bimorphisme e s t  un t r i p l e t  B = ($, K, Y)  représenté par l e  schéma 

e t  l'image par B d'une fo re t  F s e  dé f in i t  par 

B(F) = YCO-'(F) n KI 

considérons l e s  deux exemples suivants : 

1) Associativité de f : 

s o i t  

- l a  for& K reconnaissable des arbres  de l a  forme 

- @ dé f in i  par $( /r\ ' = 
X X X  1 2 3  

X 

/*\ 3 

- Y dé f in i  par Y( /r\ 
X X X  1 2 3  



Aïom, on a l e  schéma suivant d'un biisorphimne l i n é a i r e  car  I$ e t  Y sont l i néa i r e s  : 

Avec l a  même f o d t  K, on dé f in i t  

Y ( 
./ r\ 
X X X  1 2 3  

) = /"\ 
"' X ri 

2 3 

Q, n ' e s t  pas l i néa i r e  car il gbnère des éga l i tés  e t  l e  bimorphisme associé 

qu'on représentera par 

simule a lors  une l a r e  phase d'analyse en vé r i f i an t  l ' é g a l i t é  des 18re e t  

3ème branche, une 2e phase de contr8le par intersect ion avec une for& 



reconnaissable (ici K elle-même) et une 3e phase de nynthbse par le morphisme Y. 

Par génémtion d'égalités, la non linéarité d'un morphisme ne permet pas la 

conservation de la reconnaissabilité . Considérons 1 'exemple suivant d'un 
arbre 03 den contraintes d'égalité se propagent sur toute son image sans que 

leur nombre en soit borné. 

L'ensemble de tels arbres n'est manifestement pas l'image par morphisme 

d ' une forêt reconnaissable. 
Il nous a cependant paru très interessant de reconnaPtre de tels ensembles 

d'arbres et dans le chapitre II le lecteur trouvera la description formelle 

des machines qui reconnaissent ces classes d'arbres, machines que l'on a 

tout naturellement appeï6es "Reconnaisseurs Avec Test d'Egali t6".  Les forêts 

RATEG reconnues par ces autamates se révèleront avoir de bonnes propriétés. 



A - LES ARBRES 

Mfini tions 

0 ~ 1 .  - ün alphabet gradue e s t  l a  donnée d'un couple (C, d )  où C e s t  un ensemble 

quelconque d'éléments appelés lettres e t  d une application de C dans N 

associant a chaque l e t t r e  un degre ou arite. Par l a  s u i t e  nous prendrons 

toujours C f i n i .  

Notation : 

1 = d i  e s t  l e  sous-ensemble des l e t t r e s  de Z de degré i. 

0 .2  - On appelle ensenble des variables (ou index) l'ensemble i n f i n i  

O.  3 - 0x1 appelle ensanble des arbres sur E indures par Xn l'ensemble T ( E ) ~  dé f in i  par 

1 1 - si a r Z e t  tl ,.. t c T(Z), a l o r s  a( t l ,  ..., t ) c ~ ( t ) ,  
P P P 

'Remarque : 

On t ~ m v e r a  dans d 'autres  o r n a g e s  l a  notation T (X ) pour T(Z);. C n 

On verra plus l o in  cairnnent l e s  notations de magmorde j u s t i f i en t  c e t t e  

éc r i tu re .  

0.4 - Un noeud d'un arbre t e s t  une occurrence dans t d'une l e t t r e  de C ou d'un 

index, 



0.5 - Le label  d'un noeud é tan t  c e t t e  l e t t r e  ou c e t  index. 

0.6 - La t a i l l e  d'un arbre t noté Itl e s t  l e  nombre de s e s  noeuds, p lus  précisément : 

- s i t =  xi c xn itl = O 

- s i t = a a C o  Itl = 1 
n 

- t la ( t l  . . . t n ) l  = 1 + ltil 
i=1 

Sur t o u t  a rbre  t on peut d é f i n i r  un o rd re  p a r t i e l  noté < e n t r e  s e s  noeuds : 
t 

- a Rt b ssi t s'&rit 

0.7 - h e s t  d i t  successeur i W d i a t  de a 

e t  a predecesseur i W d i  a t  de b 

- < est l a  c l ô t u r e  t r a n s i t i v e  de Rt. 
t 

Cet o rd re  i n t r o d u i t  de nouvelles  d é f i n i t i o n s :  

0.8 - Le  ~Mnet de t est l 'é lément de t minimal pour c 
t 

0.9 - L e s  feuiï  les  de t sont  l e s  noeuds a u t r e s  que l e s  va r i ab les ,  maximaux pour < 
t 

donc de l a b e l  appartenant I Co. 

1 o. la-  Un arbre sans variables e s t  un arhre de T ( Z ) ~  

011- Le feuil lnge d'un a r h r e  sans r a r i a b l e  est l e  mot obtenu par  concaténation des  

f e u i l l e s .  C'est l ' a p p l i c a t i o n  41 d é f i n i e  par  : ~ ( 1 ) '  O + t: 

- si  t € Co + ( t )  = t 

- s i  t = to( t l ,  t2¶ . .., t n )  @ ( t )  = O(tl) O( t2)  .. . O(tn) 



0.12 Une sous-branche de t est une s u i t e  ( a )  = (a l  . . . a où V i ai+l est 
P 

successeur h é d i a t  de ai. 

0.13 La longueur d'une sous branche ( a )  notée long(a)  est 

long(a) 2 p-1 si a est une va r iab le  
P 

= p  sinon ( a p r Z O )  

0.'14 Une branche de t est une sous-branche où a e s t  minimal (sommet) e t  a 
1 P 

maximal ( f e u i l l e  ou var iable) .  

0.15 La profondeur de t est l a  borne supérieure des longueurs de s e s  branches. 

0.16 Un arbre h-honogene ou de profondeur homogene h e s t  un a r b r e  dont t o u t e s  les 

branches joignant l e  sommet à une va r iab le  sont de  longeur h, les a u t r e s  

joignant l e  sommet 1 une f e u i l l e  de Lo é t a n t  de longueur I h. 

0.17 La distance e n t r e  deux noeuds a, B d'un arbre t est dkf in ie  par 

dt(a ,  0) = sup Clong (a, VI,  long (6,  v ) ?  

oh v est l e  premier prédecesseur camnun a a e t  B. 

kemple  0.1 : Un a r b e  de T(Ç) : 

Soi t  C = { ( c ,  3 ) ,  (a, 21, (b, 21, (d,  I ) ,  (à, O ) ,  ( 5 ,  0)) 

t = a(b(c(à ,  b, d ( à ) ) ,  61, a) s e  représente  



11 e s t  sans variable, de sommet a ,  de  t a i l l e  9 ,  de profondeur 5 ,  de f eu i l lage  
- - - - -  
a b a b a ; c e s t  un successeur innnédiat de b ; (b c d)  est une sous-branche ; 

(a b 6) est une hanche  de longueur 3.  La distance de b à a (noeuds cerc lés)  

e s t  3.  



B - LES NAGNQIDES 

Notation : 

On notera [p l  l'ensemble (1, 2, ..., p l  des en t i e r s  de 1 a p. 

1) ûéfinitions 

O .  18 ün magmorde e s t  un 5-uple CM, . , 0 ,  e ,  eo> note i/l (en oonfondîant s t ructure  

algébrique e t  support) oi3 

- M e s t  un ensemble 

- . une opération binaire  p a r t i e l l e  sur M appelée C O I ~ ~ O S ~ ~ ~ O ~ I  

- 9 une opération binaire  sur M appelée produit tensoriel 

- e e t  e 2 éléments distingués de M 
O 

e t  qui vé r i f i e  l e s  5 axiomes suivants : 

0.19 ( i l  - V p, q E N, il exis te  une p a r t i e  Plp de M appelée f ibre p-q de M. Les 
9 

f i b r e s  sont d i s jo in t e s  deux a deux e t  l eur  réunion e s t  l'ensemble M. 

Tout élément de MP e s t  d i t  de degre inférieur q, de degré supérieur p. 
q 

( i i )  - V p. p ' ,  q, q' r î?, Y m r M:, V m 1  r MP' 
Q' 

m.ml e s t  dé f in i  ssi q E: p' e t  m.ml r MP Le produit de composition e s t  
q' ' 

assoc ia t i f .  

( i i i ) -  V p, p' , q, q' r N, Y m c nP v m '  r MP' 
Q * Q' 

m 9 III' E @'pt Le produit t ensor ie l  e s t  assoc ia t i f .  
Q+Q' 

s i  (ml*m2) 3 ( ~ ' ~ . m ' ~ )  e s t  déf in i ,  il e s t  égal  il (ml 8 m t l ) .  (m2 O ml2) 

Y p so i t  e E e 3 e ... 8 e r t8 
P -7 P 

P 



e e t  eo sont les éléments neutres r e s p e c t i f s  de l a  cmpos i t ion  e t  du produit 
P 

t ensor ie l .  Ils sont  uniques pour chaque f i b r e  HP. 
P 

Nous rappelons ena~ite t r o i s  exemples c lass iques  de magmordes. . 

2) Le maqmofde des torsions 

0.20 Une torsion 8 e s t  une appl ica t ion de [p l  dans Cql O il p, q E N e t  on 

i d e n t i f i e r a  8 h un p-uple 

<q ; 

Remarque importante : 

On notera indifféremment une to r s ion  avec s e s  va r iab les  x ou les seu l s  i 

M i c e s  i. Par exemple <3 ; 1, 1, 2> = <3, xl, xl, x2> 

On appelle 0 l'ensemble des appl ica t ions  de [p l  dans Cql. Produits  de  
q 

composition e t  t e n s o r i e l  sont d é f i n i s  par  

- s o i t  8 € eP, 8 '  € 0; 
q 

8.8' e s t  l ' app l i ca t ion  de Cp3 dans Cr] égale  8'  O 8 ,  
' - s o i t  r BPq, 6' e $l 

8 9 8' e s t  l ' app l i ca t ion  de Cptp' 3 dans Cqtq' l égale 3 

q t 0 ' ( i -p)  si p < i s ptp '  

L'élément neutre e est l 'unique appl ica t fon de [13  dans C l ]  noté Idl. 

O  élément neutre e e s t  l 'unique app l i ca t ion  de Bo noté Ido. 
O 

e  r 0 e s t  l ' app l i ca t ion  identique de [p l  dans [p l .  On l a  notera Idp. 
P P 

N.B. s i  p # (1 9 = $ o0 = {a  1 - P P 
On v é r i f i e  a l o r s  que 0 = u 8P e s t  un magmoIde. 

P99 
4 



Les projections 

Définition : Y n c N, V i c Cnl 

i 1 vn est l t 6 1 b e n t  de en qui  il 1 associe i. 

i 0 .21  mn e s t  appelée projection. 

C'est un cas  pa r t i cu l i e r  dC tomion. ûn potan 

i i i 
t = vn.t = a ~ p  ; . t l ,  ..., t n > = ti 

3) Le magmoIde T (I) 

Soit  p  e t  q CH. 

On note T ( z ) ~  l'ensemble (q} X ( T ( Z ) ' ) ~  des p-uples dt616ments de T(Z)  
1 

Q  Q Q  
1 

indices dans X < q  ; tl, t2- t , où V i c Cp3 ti c T ( L I q  
Q P 

P On note T ( Z )  = u T(Llq .  
P s Q  

Le produit de composition se d é f i n i t  comme su i t .  

OP Y i c Cp3 vi se  déduit de t .  en substi tuant a chaque occurrence x de 
L j 

r a r i a b l e  de t .  l ' a r b e  u de u. 
1 j 

Exemple 0.3 : Produit de composition dans T ( Z )  



L'élément neutre e s t  a l o r s  

Id = <p ; xl, x î ,  x > = <p ; 1, 2, ..., p> c T ( L ) ~  
P P P 

Le produit t ensor ie l  se  d é f i n i t  coiwe s u i t  . 
s o i t  u = <q ; ul, ..., u > c T ( E P  

P q 

wi = vi. <q+qt ' ; q+l,  q+2, . . . , q+qt > c ' e s t  à d i r e  que pour tout  i S q' on 

subst i tue  x a ri. 
q+l  

Exemple 0.4 : Produit t enso r i e l  dans T(C);pour t e t  u précédemment dé f in i s  

on aura 

On vé r i f i e  encore que T(C) e s t  un magmolde, 

Dans CA.D.1 e t  A.D.23 l e  l ec teur  trouvera l a  notion de magmolde projetable.  

L'idée e s t  que t o u t  magmorde projetable contient  l e  magmolde des tors ions  

e t  que chaque élément e s t  caractér isé  par ses  "projections". On v é r i f i e  

a l o r s  que l 'on a bien formalisé ce qu'on voulai t  en vér i f ian t  l a  

Propr$&té : T(E) e s t  l e  magmo!ide projetable l i b r e  engendré par C. 

Remarque importante : 

Les éléments de T(C) sont appelés arhres c ' e s t  a d i r e  qu'on confondra sous 



i c e t t e  appellat ion l a  not ion  c las s ique  d ' a r b r e  t de  T(Z)O, c e l l e  de p-uple 

<q ; tl, . . ., t > e t  même c e l l e  de  to r s ion  <q ; 
X e ( l )  " '  Xe(p) > correspondant 

P 
à des éléments t .  r é d u i t s  à une va r i ab le .  

1 

4)  Le magmoide ?(2 )  

* 
Soi t  (I l ' a p p l i c a t i o n  qu i  à t o u t  u de T(C) a s s o c i e  l e  mot de X obtenu en 

prenant l e s  v a r i a b l e s  de  u  de gauche à d r o i t e  : 

- s o i t  u  = <q ; t, ... t > e ~ ( 2 ) '  
P  9 * 

4(u)  = t$(tl) x ... x @ ( t  ) (où x e s t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  dans l e  monolde X 
P 

- s o i t  u  = <q> c T(c)O 
q  * 

$(u) = h (élément neu t re  de  X ) 

'- s o i t  t T (X 
C 

t e Co ( I ( t )  = h 

On d é f i n i t  ?(ClP = {u c T(c)Q 1 (I(u) = xl ... x 1 
9 Q 

On v é r i f i e  a l o r s  que ?(C) est l e  magmoide l ibre engendré par  C e t  un sous- 

magmoide de T(C). L'élément neu t re  de . é t a n t  Id = <p ; xl . . . x > c ?(ClP 
P P  P ' 

L'ordre suivant  noté f . d é f i n i  sur ?(l) i n t r o d u i t  l a  not ion  d ' a r b r e  i n i t i a l  : 

t1  < t ssi 3 u s ? ( ~ )  : t = t = t t . u  
1 

0.22 On d i t  que t '  e s t  un SOUS-arbre i n i t i a l  de t .?(C) est par  conséquent 

l 'ensemble des  a r b r e s  i n i t i a u x .  

Rappelons enf in  l e  lemme suivant  permettant d'exprimer de façon unique t o u t  

P élément de T(L) comme composition d'un élément de  ?(C)$ par  une t o r s i o n  de 
Q 



k f m e  0.1 (décomposition canonique). 

Y p, q IN, v u E ~ ( 1 ) ~  
9 

il e x i s t e  un e t  un seul  r E W 

Q Q P  un e t  un seul  u r T(ZIr 

r 
une e t  une seu le  t o r s i o n  0 E O 

9 
'b 

t e l s  que u = u.  8 

Exemple 0 . 4  

Nous avons d é f i n i  T(C) = u T ( Z ~  comme ensemble de p-uples d ' a rb res  à . 

P > Q  
Y 

1 var iab les  dans X En p a r t i c u l i e r  T(C)  ensemble des  a r b r e s  s u r  C à v a r i a b l e s  
Q' Q 

dans X permet donc de d é c r i r e  t o u t  a r b r e  avec l e  formalisme du magmolde, 
9 

ce  q u i  se  t r a d u i t  su r  l 'exemple ( q  = 4 )  suivant  par  : 

Remarque importante : 

Dans @ du magmoide des t o r s i o n s ,  t o u t e  t o r s i o n  8 s ' é c r i t  <q ; 
9 X8(1) * * *  Xe(p)> 

dans T(C) t o u t  glanent t de ~ ( 1 ) ~  s ' é c r i t  <q ; tl ... t > ; dans ?(Z) t o u t  
Q P 

% % 
élément ? de ? ( E ) ~  s ' é c r i t  <q, tl, . . . ,  t,. 

9 P 

La necess i té  de  p réc i se r  pa r  q l 'ensemble X des  index s e  j u s t i f i e  par  l a  
4 

d is jonct ion  des  f i b r e s  de magmofde : en e f f e t  s inon s i  q I q '  on a u r a i t  

T (E) l  T ( z ) '  e t  T(L);  c T ( z ) ~ ,  c e  qu i  e s t  absurde. 
Q 4 )  

Toutefois lorsque  l e  contexte  sous entendra de façon unique q sans confusion 

Q 
poss ib le  cncrnettraq dans l ' é c r i t u r e  de 8, t ou t .  



C - LES FORETS 

1) Défi nt tlons 

0.23 M e  forêt F sur ltalpbsbet gradua I est une partie de T(c)~ 

0.24 un autanate d'etats finis d'arbres n est un quadruplet M = (C ,  Q, F, R) oQ 

- C est un alphabet g~adu6 fini 
- Q un ensemble fini d'états 
- F c Q un ensemble d'états distingués 
- R un enasmble fini de dgles 

Notons QCCl l'alphabet gradué dQfini par 

PCC3 = IqCa(xl . . . xn)3 I q r Q, a(xl - xn) c Ln} 

Il existe deux sortes d'autwtes, ascendant ou descendant avec des regles 

définies cormie suit : 

0.25 regles nscendnntes : F est l'ensanble des états finaux, 

0.26 Un mwement de l'automate t u se définit par : 
H 

* 
On note la cl8ttue transitive de . 



Défini t ion : 

t 6 ~ ( 1 ) :  e s t  reconnu par M ssi 

3 q c F :  t 6 qCt1 

Notation 

1 F(M) = { t  c T(C)o 1 3 q c F : t qCtl} 

F(M) e s t  l a  foret reconnue par M. 

0.27 regles descendantes : F e s t  l'ensemble des  é t a t s  i n i t i a u x .  

Un mouvement e s t  d é f i n i  par : 

t u ssi - t = to qCa(tl .-. t )1 
n 

On note 6 l a  c ï 6 t u r e  t r a n s i t i v e  de $ et  on d i t  que t c ~(1): e s t  

reconnu par 11 ssi 3 q r F : qCt1 6 t 

Défini t  ion : 

1 
0.28 Une f o r e t  F 6 T(L)o e s t  reconnaissable ssi il e x i s t e  un automate d ' é t a t s  

f r n i s  ascendant Il t e l  que P = l ' ( M l .  

On note Rec l a  c l a s s e  des  f o r e t s  reconnaissables.  

P r o p r t M s  C : 

F N peut toujours  Btre c h o i s i  dé terminis te  dans l e  cas  llascendant''. 

- 13 peut e t r e  p r i s  "descendant" mais on ne peut p l u s  toujours l e  c h o i s i r  

déterministe ,  



0.29 Défini t ions : Une gramaire d'arbres G est un quadrupiet G = ( C ,  V, R, S) oa 

- C e s t  un alphabet gradug f i n i  ternina1 

- v un alphabet gradué f i n i  de  variables (syntaxiques) 

- S  l'axiaM! S r  V et  de degré O 

- R un ensanble f i n i  de  egles de dérivation 

0.30 Une regle est l a  donn6e d'un couple g + d t e l  q u ' i l  e x i s t e  p é N appel6 

degrk : g e t  d c T(L U V ) ~  
P 

On é c r i t  g -t d 

% 
ou encore g.8 + d d 'après  l e  lemme 0.1 

0.31 Une derlvation notée t => u se d é f i n i t  par : 
G 

1 
t e t  u r ~ ( i  u v l o  t e l s  que 

note gb l a  c l 8 t w e  t r a n s i t i v e  de  => et  
G G 

o. 32 on appel le  F(G) l a  forêt engendree par G : 

1 * F(G) = it c T(x)o 1 S Ép t l  

Nf Ln$tiwna t 

0.33 Une r è g l e  est Pegu1 iere s s i  e l l e  e s t  de l a  forme 

x - s(x, . . . Xnl  

on - 4 r En 

XI XI ... 'n " 0  



* une grammaire e s t  reguliere ssi R e s t  un enremble de d g l e s  r6guli i rres  

* une f o r ê t  e s t  r@lli&r@ ssi e l l e  e s t  engendrée par une griuamaire r ç g u l i è r e ,  

~ r o p r i é t é s  : 

- La c l a s s e  des f o r s t s  régul ièpes  corneide avec Rec 

- Elle  e s t  c lose  par union, in te r sec t ion ,  hananorphirnne l i n é a i r e  e t  

homomorphiane inverse.  

(Voir les rno~phismes ci-après i 0.D). 

~ r o p i é t é  fondamentale : 

11 y a i d e n t i t é  e n t r e  l a  c l a s s e  des  langages algébriques sans  mot v ide  e t  l a  

c l a s se  des  f e u i l l a g e s  des f o r ê t s  reconnaissables,  

Rappelons qu'un langage algébrique e s t  engendré par une grammaire 

algébrique G = ( C  u V ,  R, S)  oQ G u V e s t  un alphabet ,  S l ' a x i m e  e t  R un 

ensemble d e  r à g l e s  de  l a  forme + u ob E et  u r (Z u VI*. 



D - LES MORPHISMES 

1) Morphisme de magmoïde 

0.34  Déf in i t i on  : Une a p p l i c a t i o n  $ du magrnoide M dans l e  magmoEde N e s t  un 

k-morphisme de magmoyde ssi 

i )  41 conserve l e s  degrés  : 

v m E MP $(ml E NP 
9  9  

i i )  $ préserve  l e s  éléments n e u t r e s  

i i i )  $ e s t  compatible avec l a  composition e t  l e  produi t  t e n s o r i e l  : 

Un morphisme de magmoïde d e  T(C) + M e s t  donc totalement  d é f i n i  par  sa donnée 

s u r  l ' a l p h a b e t  C. 

Le l e c t e u r  s e  r e p o r t e r a  à C A . D . 1 1  pour l ' é t u d e  formel le  d e  c e s  morphismes. 

2) Morphisme d'arbres 

Nous considérerons i c i  l e s  morphismes d ' a r b r e s  comme c a s  p a r t i c u l i e r s  de  

l-morphismes de magmoïde 

D é f i n i t  i ons  

0.35 Un morphisme d'arbre $ : T(C9 -+ T(4) e s t  d é f i n i  par  l ' a p p l i c a t i o n  C + T(A) 

q u i  r e s p e c t e  l e s  degrés  ($(L.)  c ~(4) : )  e t  s ' é t end  par composition. 
1 1 

0.36 Un morphisme e s t  linéaire ssi chaque l e t t r e  a d e  C a p p a r a i t  au p l u s  une f o i s  

dans $ ( a i .  



Pour dupl iquer  ou f a i r e  des  copies  de  sous-arbres  l e  morphisme u t i l i s é  s e ra  

non- l inéa i re .  

Exemples 0.5 : 

S o i t  C un alphabet  f i n i  e t  a E C. 

- $l d é f i n i  par - l ' i d e n t i t é  su r  .Z - {a)  

$1 e s t  l i n é a i r e .  

- @ d é f i n i  par  - l ' i d e n t i t é  su r  C - { a )  2 

n ' e s t  pas  l i n é a i r e  e t  dupl ique l a  branche gauche de  a .  

0.37 Un morphisme e s t  complet ssi t o u t e  l e t t r e  a d e  C a p p a r a î t  au  moins une f o i s  

dans @ ( a ) .  

Exemple 0.6 

@ d é f i n i  par  l ' i d e n t i t é  s u r  C - {a)  

e s t  complet (mais non l i n é a i r e ) .  

Nous ver rons  que l a  not ion  de complétude joue un r ô l e  e s s e n t i e l  dans l a  

conservat ion de t o u t e s  l e s  informations en r ecop ian t  au moins une f o i s  

chaque branche d ' u n  a r b r e  dans son image, 



0.38 Un morphisme e s t  s t r i c t s s i p o u r  t o u t e  l e t t r e  a de C ,  l ' image $ (a )  cont ient  

au moins une l e t t r e  de A .  

(Ceci e s t  analogue à l a  notion de morphisme non-effaçant en t h é o r i e  des 

langages).  

$ d é f i n i  par  1' i d e n t i t é  su r  1 - {a)  

e s t  s t r i c t ,  non complet, l i n é a i r e .  

0.39 Un demarquage e s t  un morphisme l i n é a i r e  "alphabétique" t e l  que l ' image $ (a )  

de t o u t e  l e t t r e  a de C con t i en t  au p lus  une l e t t r e  de A.  

0.40 Un démarquage propre e s t  un morphisme l i n é a i r e  complet s t r i c t ,  qui  ne 

transforme que l e s  l a b e l s  (Y a E C $(a )  E A.) e t  r e spec te  l ' o r d r e  des i 1 

var iab les .  

Exemple 0.8 

- $ d é f i n i  par  l ' i d e n t i t é  s u r  C - {a) 

e s t  un démarquage non complet non s t r i c t .  

- $ d é f i n i  par  l ' i d e n t i t é  su r  C - {a)  

e t  $ a ) =  a 
/ \ / \ 

1 2  1 2  

e s t  un démarquage propre. 



Remarque 

Nous uti l iserons encore l e  f a i t  que toute Mage $(a) pourra s e  décomposer 

en un arbre i n i t i a l  $(a) E ?(A) e t  une torsion 0 e t  qu'un morphisme sera 

donc dé f in i  entre autres par sa torsion. 



E - LES BIMORPHISMES 

La notion de bbrphimnes  de magmoIde introdui te  par X. Dauchet CD] 

e s t  une généralisation de l a  notion de bimoi.phimes de langages. 

Nous nous interessons i c i  a une c lasse  r e s t r e in t e  de biaiarphiaaies dont on 

considérera l a  déf ini t ion r e s t r e i n t e  suivante : 

0.41 Ddfdrsition ( r e s t r e in t e )  

Nous appelerons bimorphiane un t r i p l e t  B = (4, K, Y) où 

- 4 e t  Y sont des morphianes (dBarhres)  

- K une forê t  reconnaissable. 

Nous confonclmns sous la m h e  appellation l a  transformation associée. 

e t  on u t i l i s e r a  l e  schéma suivant 

L'image par un bimorphisme B d'une for& P e s t  a l o r s  déf inie  par 

B(T) = Iu 1 3 t c K : ( t ,  n) c 8)  
= ~n+%) o K3 1 FI 

a. 42 Nous dirons qu'un bborphime e s t  i  ineaire respectivement coinpl e t ,  s t r ic t  

ssi l e s  2 niorphismes e t  Y sont l in6airea  respectivsment complets, s t r i c t s .  



CHAPITRE 1 

GENERAT ION DES FORETS RECURS IVPW(T ENMERABLES 

A PARTIR DE FORETS RECONNAISSABLES 



Dans ce  chapi t re ,  nous montrons que l a  c l8 ture  par union intersect ion et 

morphisme des f o r t t s  reconnaissables e s t  l'ensemble des f o r ê t s  récursivement 

Plus précisément toute  fo&t récursivement d n d r a b l e  s 'obt ient  comme simple 

image par un démarquage s t r i c t  de 1' intersect ion des images par hamomol?phismes 

complets stricts de deux fo re t s  reconnaissables, C'est l e  théorème 1.1. 

On peut remarquer que tous  leg morphismes sont s t r i c t s .  S i  l ' on  impose 

comne seule hypothèse supplémentaire que l e s  morphismes soient  complets, 

on obtient  a l o r s  une inclusion dans la  c lasse  des fo ra t s  récursives corne 

nous l e  verrons au chapi t re  suivant. 

Quelle que s o i t  14 fore t  P récwsivement énumécable, il ex i s t e  

- KI e t  5 fo re t s  reconnaissables 

- 91 e t  $2 morphismes complets s t r i c t s  i n j e c t i f s  

- n démarquage s t r i c t  

t e l s  que F E rCOI(%) n 02(K2)1 

ldee de l a  preuve 

Toute foret récursirement énuméruhle peut & t r e  selon un r é s u l t a t  connu 

[ A . D . ~ !  engendrée par une gramai re  d 'arbres G "sans torsion" d'axiome S, 

d 'iqlphqbet L Y V, d'  ensemble f i n i  R de d g l e s  de la forme Ri : L i  + ri 

sans tors ion oQ ti e t  r i  ont m h e  degré d i .  

Il paraTt donc naturel  d'essayer de simuler l e s  dérivations dans G de 

façon qnalogue a l a  s h u l a t  ion en langages f A,  D, 39 e t  de ne garder que 

l e s  éléments ffnalement engendrés par  l e  démarquage n, 



Nous a l lons  donc montrer l'équivalence 

e t  plus précisément prouver 

(2 '  ) il e x i s t e  dans $ 1 ( ~ 1 )  n $ 2 ( ~ 2 )  un arbre de l a  forme suivante : 



$2 morphisme non l i n é a i r e  (donc engendrant des  é g a l i t é s )  va e n t r e  a u t r e s  

imposer l e  bon enchaînement des  dé r iva t ions  par l ' é g a l i t é  des  contextes  

C = C' 
j j ' 

Reste a l o r s  3 simuler un pas de d é r i v a t i o n u  v => u r v par  un 
P ip P P ip P 

a r b r e  de l a  forme t = 

u r .  
P l p P  P P i p P  

( l ' u t i l i t é  de D apparaqtra dans l a  s u i t e ) .  
P 

Dans l e  c a s  des  langages c e c i  se r é a l i s e  aisément par  l a  générat ion de 

1 ' ensemble 

'b 'b 'b * 
( ( u r v $ v l u # ) *  1 l + r c ~ , u e t v ~ C )  

par une grammaire algébrique.  

Dans l e  cas  des  a r b r e s  c ' e s t  i c i  que s e  s i t u e  l a  d i f f i c u l t é  : on ne peut 

en e f f e t  générer  des a r b r e s  de l a  forme de t par  un seu l  homomorphisme. 

En e f f e t  u est en généra l  non borné e t  on ne peut générer des  a r b r e s  
P 

"p~esque  égaux" (en généra l  l # ri ) que s i  u e s t  borné comme l e  p réc i se  i 
P P 

P 

l e  lemme suivant .  

Lemne - 
Soi t  u l ' image d'un a rb re  par un homomorphisme $ t e l  que a # a' e t  

/ 1 
a a' t e l  que l e s  deux occurrences de t so ien t  images d'un 

I I 
t t m h e  sous a r b r e  de t .  

Alors l a  d i s t ance  d (a ,  a' ) e s t  bornée, 

La preuve, formellement l a i s s é e  au l e c t e u r ,  repose su r  l e  fait que a e t  a' 

occurent nécessairement dans 1' image d'un même noeud Ü de c. 
On a l e  schéma suivant  : 



Nous al lons  montrer cairnont, par conjonction de contraintes d'6galitCu 

g6nérÇes par 41 e t  +2 ''le long de D " nous parvenons néailoins 1 réaliser 
P 

c e t t e  simulation d'un pas de dk iva t ion .  

Nous introduisons l e s  f o r ê t s  Kt1, K t 2  e t  K' = K' n K t 2  des mus--bras 

dont l e s  m e t s  sont l e s  symboles # occurant a une diutance &gale 1 

2 d u 1 0  3 du sonmet des m i r a i  respectifs de el(K1) +2(K2)  e t  +l(K1) O 2 ( K 2 ) .  

Nous montrons a l a r a  dans l e  coro l la i re  1.3 comment tout a r b e  t de K' 

s h u l e  un pas de dérivation par 

l ' tdée  est de pamourir  l e s  sous branches menant du sanmet de u jusqu'au 

soumet de Z (ou r) en d6coœpoMnt utv et urv l e  long de 1'arbo.e D e t  en 

assurant 

- par +l leu contrainte. d1&gal i t6s  des contextes 

- par #2 l e  bon encbarnrent  des dh iva t ions .  



Cette id6a e s t  i l lus trée  par l'ckxm~pla 1.1 suivant et prCicis6e pu, l e  1 I , I .  

Considérons I. d6rivation d v  =>  pl d k r i t e  par l e  IDC suivant, aetilimrnt 

l a  règle 8 : L + v de G e t  où y e t  'y2 sont des leth'.. de  E : 
1 

Les branches correspondant h cet te  dCrivation seront re tivsaaaent de l a  

forme suivante : 

dans K1 : , dans K2 : 



C e  qui  donnera par  app l i ca t ion  de @1 e t  @2 

(Notons au passage que l 'enchaînement des  dé r iva t ions  e s t  assuré  par X = t ) .  

La branche correspondante de  K' = K t 1  n K t 2  e s t  a l o r s  de l a  forme $ 
/I\ 

représentée sur  l e s  a rb res  ci-dessus par  l e  sous-arbre 

de p o i n t i l l é s .  

On y v é r i f i e  que @ 1 impose l ' é g a l i t é  des  contextes u i e t  u t i  pour chaque 

l e c t u r e  d'un yi e t  42 impose l e  bon enchaînement en v é r i f i a n t  



Preuve du theor& 1 

Outre l a  d é f i n i t i o n  de t#l t#2 e t  r, il f a u t  d é f i n i r  l e s  f o r ê t s  K1 e t  K2 

sur de nouveaux a lphabets  et in t rodu i re  les nouveaux symboles su ivan t s  : 

1) Défini t ion de nouvelles  l e t t r e s  
- 

* C :  

v a r Zn on l u i  a s soc ie  {ÜP 1 p c Cn3, ÛP r 

V Ri : 1, + r i on l u i  a s soc ie  R i de même degré di que ei e t  ri ; 

- 
V Ri : S + r de  membre gauche r é d u i t  à l 'axiome S on l u i  a s soc ie  Ri de degré 0. 

V a c Ln on l u i  a s soc ie  #a de degré n+l .  



* # de degré 3 

* 6 de degr6 4 

* 6' de degré 2 

* E de degré 3 

* E' de degré 2 

Notation : 

Soi t  T un arbre  d e  soimnet a c En, nous noterons TI l e  n-uple des  sous-arbres 

successeurs de a, t e l  que T = a.P1. 

2 )  Défini t ion de la f o r ê t  reconnaissable K1 : 

KI e s t  dé f in ie  sur l ' a lphabet  

e t  dont l e s  a r b r e s  sont de l a  forme 

- T t  c T(z): t e l  que a.Tt = T c F 

- Y i, 2 S i 5 n U, a la  forme suivante  : 



A 
pk-l 

- \,i a T(C U V ) ~  
d(a. 1-pk éventuellement vides 

- ut E T(C v V)o 'k 
k,i 

- v. a T( C u v): éventuellement vide 
1 

Soit de façon schématique 

On montrerait aisément que K est reconnaissable en construisant un 
1 

automate d'états finis d'arbres dont les états distingueraient la lecture - 
des lettres de L U V ,  R et B, L,DZ et #. 

3) Homomorphismes @1 

41 est défini sur Al et à image dans 

où b ,  8' et # sont de nouvelles lettres de degré respectif 3, 2 et 2. 



oh Idd reprhsente l a  to r s ion  i d e n t i t é  C l ,  2 ..., di> 

$l(\) = 4' avec \ : S + r k i r  O. 
/ \ 

d'oh Za $1 'a 
/ \ - > / \  

T ' W 
/+\ 

-P - - V a r  En+2, V n  t e l  que a  a Zn 

( GP ) = $ ( a 9 $ 9 a )  <nt2 ; Idn, p ,  n+2, n + l ,  a  .n+l> 
/ I  \ P 

- $l est l ' i d e n t i t é  sur  I: u V. 

Par dé f in i t ion  $1 e s t  

- complet 

- s t r i c t  

- non l i n é a i r e  

- i n j e c t i f  sur KI 



4) Image gl(K1) 

s a l T l  images des Tl de K1 ont alors la  forae suivante : 

. . . . . . . . (a. (um utr uVm) b & 9 a (um W. u tm) )  
3, j m 

(utm b &' @ . v ,  l ( v ) )  

so i t  schématiquement 



l a  branche principale 6tant cmpos6e de 2n "#" e t  un symbole "8'". 

Définition : 

(hi appelera Kt1 l a  f o d t  conatitu6e par l e s  sous-arbres ti de $l(K1) dont 

l e s  somnets f occurent a une distance égale a 2 d u 1 0  3 du sonnet #a 

des arbres @l(T1). 

5)  Définition de l a  foret  reconnajssable K 2  

K2 e s t  daf inie  sur l 'alphabet 

4 E Z U V  Q I & ,  6', 9, CO u D 2  

e t  ses  arbres ont l a  forme 



wi e t  e t  w t l  c T(L v VI: i 

- T' T(z): t e l  que a.7' = T c F 

- e t  U .  de l a  forme 
1 

u = €(ut1 8 € O u1)(ut2 e E e U2) ... (u '  8 E' O U ) (v ' ,  V )  
P P 

1 avec v, v' c T ( Z  u V I o  

s o i t  schématiquement 

K e s t  manifestement reconnaissable e t  l a  construction de l 'automate 
2 

d 'a rh res  qui  l a  reconnazt est l a i s s é e  au l ec teur .  

6 )  Homomorphisme 49 

42 est d é f i n i  sur A 3  e t  a image dans A2. 



* 42 e s t  l ' i d e n t i t é  sur I: U V  uDX. 

@2 e s t  par dé f in i t ion  : 

- complet 

- strict 

- non l inéaire  

- i n j e c t i f .  

7) Image 42(K?) 

ûn obtient des arbres dont l a  branche principale comporte corne pour 

$l(T1) des symboles "#" au nombre de 3n-2, un symbole "#," e t  un symbole 

u $ l l l  e t  de l a  forme : 





Défini t ion : 

On appelera K'? l a  f o r ê t  cons t i tuge  p r  11s no:ia-a::: i a  + -  2r if,;<fi. 3 1. L *  
a A r' 

somnets # occurent a une d i s t ance  éga le  i 2 faodulo 3 du sommet # .-;ifas 
a 

a rb res  +2 (T2 1. 

8) Démarquage ?r : 

n e s t  d é f i n i  sur l ' a lphabet  A? par 

- i d e n t i t é  sur C u V u C(I ,  $', # )  

- V i r a  e D ( t e l  q u e a  c Ln) 
C 

Par dé f in i t ion  n e s t  un démarquage s t r i c t  qui à toute lettre de A2 

associe  une l e t t r e  de A2/Dz. 

En p a r t i c u l i e r  on aura 

af+,(T,) n 45(T2)3 = a.Tt = T. 

Remarque ; 

La simulation d e s  dér iva t ions  dans G par l ' i n t e rmédia i re  d e  4 e-t +2 nous 
1 

obl ige  conserver tou tes  l e s  informations c ' e s t  à d i r e  à c h o i s i r  Oi e t  +2 

~Ornplets de façon A n 'ef facer  aucune donnée avant l ' é t a y e  ul t ime du 

démarquage qui ne  garde que l e s  a r b r e s  engendrés T de F. On pect f a i r e  i c i  

un p a r a l l è l e  avec l a  thgor ie  des langages oh l a  necess i t é  de l a  complétude 

s. l e  même r81e dans l e s  s b u l a t i o n s  de dé r iva t ions  de  mors, 

Ces dé f in i t ions  é t a n t  posées nous a l l o n s  prouver l e  théorème en deux 

é tapes  par  un lemme e t  son c o r o l l a i r e  d'abord. 



Leme 1.2 

t € K t 1  " K ' 2  <=> 

t e s t  de l a  forme 

$ ( P t l  8 %  8 81).(812 8 %  @B2?)(8 '2 8 I e 8,) ... (6'  8 %  8 8 n ) ( f 3 ' n e d  8 8,' n 

(Bvn+l  e 11 8 8n+1)(8'nt1 8 fin+,) 

avec 

- Bntl = l v  1 
avec l + r  E R et v E T(C UV)- 

Preuve du leunue 1.2 (par  induction) 

t de l a  forme 

m e c  U e t  U1 de branche pr incipale  longue de 2n symboles 'l$" e t  un symbole 

O 1 11 d au rang 2n t l .  



Par ident i f icat ion des hanches  de d' (en rang impair) on a 

en+, = L(v) 

B1n+l 
= r ( v )  avec 1 + r c R e t  8n+l 2 6tn+l 

Au '1#11 précédent de rang pair on a 

puis au rang impair précédent on a 

et par conséquent 8 n => e tn .  

Supposons l'hypothèse vé r i f i ée  jusqut h un rang impair k c ' e s t  3 d i r e  : 

e t  Bk => 8' k ' 
Par passage au rang pa i r  précédent on a 

Bk = W k-1 
- Btk - wtkcl 

puis  au rang impair précédent 



o r w  = % , w ' ~ - ~  = fitk e t  => B V k  k-1 

D'où 

La propriéta e s t  donc vra ie  e t  en pa r t i cu l i e r  pour l e  l e r  symbole $ de 

rang impair on a 

avec 0 => BI1. 1 

<= , 

Réciproquement s o i t  t de l a  forme 

$($', e # 8 B1)(B', 8 $ O B2)(Bq2 0 & 8 82) 

. . . 8 8 I 8 Bn)(Btn 0 8 0 Bn)(8'n+1 0 & 8 8n+1B'n+1 Bn+,) n 

e t  vér i f ian t  l e s  conditions du lemme. 

On a immédiatement t K t 2  

D'autre part 

/ On+l = L(v) 
avec l -c r E R 

permettent de r ééc r i r e  t sous la forme 

soit t r Kt e t  par conséquent t f K t 1  n K t 2 .  1 



Corollaire 1.3 

B => y (où $ non r é d u i t  3 S)  
G 

<=> 

3 t c K t 1  n K V 2  t e l  que t = $ ( y ,  $(v) ,  8) 

Preuve du c o r o l l a i r e  1.3 

B = > Y < = > ~ R :  e + r :  B = U . ~ V = > ~  = u r v .  
G 

Soi t  al a2 ... a l a  sous branche menant du soimiet de u jusqu'à 1 dans B n 

(OU r dans y ) .  

On é c r i t  : 

u = al(wl 8 a2 13 W ' ~ ) ( W ~  @ a 3  9 w ' ~ ) . . ( w  8 1 8 w1 c l >  n n 

Alors il fau t  e t  il s u f f i t  de cons t ru i re  t r K t  n K t 2  t e l  que : 
1 

t = $ ( B l l  8 8 81)(812 0 d 8 B2)(Bq2 8 d 8 B2). . . 
g (BIn 8 $ e I ~ ~ ) ( B ~ ~ + ~  8 d 1  8 Bn+,)(B1,,,, 8,+,) 

avec B = l ( v )  n+ 1 

"n+1 = r ( v )  

e t  V i i CnJ 

oi = a.(wi, 1 
B i t 1 9  w1 i 1 

B V i  = 4.(wi. 
I B i  i ) 

Bi => 6' i 

s o i t  donc BI = B e t  et1 = y. 

Le l e m e  précédent entraene immédiat m e n t  1 ' équivalence annoncée. 

Preuve du théorème 1.1 

= 5 ,  

La preuve s e  f a i t  en deux é tapes  : 

1 )  D'après l e  c o r o l l a i r e  précédent on s a i t  a s soc ie r  a chaque dé r iva t ion  

u .  1. v = u r Y. un a rb re  t .  r Kt1 Mt2,  I l  nous r e s t e  a l o r s  à 
J j 1 ij I I . m 

montrer q u ' i l  e x i s t e  deux a rb res  tL e t  tL t e l s  que 
j 5 



2 2) En const ru isant  T e t  T2 a p a r t i r  de t1 et  t .  assoc iés  chaque 1 j 3 

dér iva t ion  de rang j, il f a u t  encore v é r i f i e r  que 

Considérons la  séquence 

v = T  R . > U n r i  n 
1 n 

u t i l i s a n t  dans l ' o r d r e  l e s  r è g l e s  Ri n  

n 
Le c o r o l l a i r e  précédent en t ra îne  : 

(u. ei => 
j 

v . )  <=> 
j j Pij 3 

3 tj Kt1 n K t 2  t e l  que 



considérons a l o r s  pour chaque Bk,j  ' < ~ , ~ ( ~ k , j '  Bk+l,js w1 k , ~  .) l e  rang p k 

de %,j où apparar t  Bktl j k j J 
( s o i t  encore l a  CO-arité p -1 de wk . . On peut 

a l o r s  associer  a q, un symbole -Pk de f a ~ o n  unique. %, j 
D e  même si Bntl = Li (v . )  => 6' = r (v .  ) avec l a  r è g l e  Ri : fi.. + r , j j 

3 n + l  i 3 j j 1 - 
on sait l u i  a s soc ie r  l a  l e t t r e  Ri de R correspondante. 

j 
1 

Soi t  a l o r s  t, l ' a r b r e  dCfin i  par  : 

1 On a innnédiatement 4 (t  .) = t 
1 1  j ' 

2 De m ê m e  considérons t . d6f i n i  par : 
3 

j 
. ) ( 0 ' 3 , j  8 l? 0 B 3 y j )  * * *  t2 = ~ ( 6 ' ~ , j  8 E 0 fi2,] 

2  
Alors on a 4 (t . ) t e l  que 

2 3 
2 1 

t = (u .  r. V 4 ( t  ) '  U j  Li v . )  = 4 (t 1. 
j 1 1 j '  2  j 3  1 j j 

2 
Remarquons que la  d é f i n i t i o n  de I $ ~  e t  m2 en t ra inen t  l ' u n i c i t é  de t1 e t  t . . j 1 

2ème é tape  : 

Nous construisons maintenant T e t  T de K e t  K à p a r t i r  des r è g l e s  R 1 2  1 2  i k  
u t i l i s é e s  dans l a  séquence de  dér iva t ion  : 



- - - Ri est a s s o c i é  a Ri : S + ri 
1 - 1 1 

t e l  que t$lti(i.) = I t ( r  , S)  i. 

1 
tk u t i l i s e  la  r è g l e  R e t  v é r i f i e  se lon  l e  procédé d e  l a  l è r e  étape 

ik 

s u 1 vk u t i l i s a n t  l e  mrmfce gauche de l a  r è g l e  R t e l  que 
k  k  ik i k 

- Tt v é r i f i e  T  = a.Tt r F. 

S o i t  s = S = u C v avec u  e t  v  v ides  e t  t = t$ (E ). 1 1 il 1 1 1 1 1 il 

- Tt v é r i f i e  T  = a.Tt E F 

2  
t e s t  d é f i n i  par l e  procédé de  l a  l è r e  étape a partir de l a  r è g l e  R 

k  ik 

2  t = ( u j r i  V ( t . ) , U j  Li v . )  
j j j' 2  I 

j 3 
- Y k c C n l ,  k # 1  

avec u  e t  v  v ides .  1 1 

e t %  = u l S  

Alors en appliquant  $1 Tl e t  $2 à T2 on ob t i en t  



- V k E Cnl 

- tl = $'(r , SI = 8'(WV1, Wl) 
il 

s o i t  d'après l'enchaenement des dér ivat ions  

- W t n = T = u  r v 
n in n 

Soi t  par conséquent $ (T ) = $ (T ) 
1 1  2 2 

En appliquant T qu i  ne conserve que a.T1 on ob t ien t  a l o r s  

~éciproquement soit  T e t  T t e l s  que 
1 2 

T T [ $ ~ ( T ~ )  n +2(T2)3. 

~écessai rement  $l(T1) n +2(T2) est de l a  forme 

' 8 #)(T 9 #)($(yn, Dn, 6,) B #) (en  e $1 



yk = q+, par application de I$ 
1 

% => y par l e  coro l la ire  pr6cédent 
k 

- yn = T par application de $2 

d'où l a  ddrivation 

C.Q.F.D. 

Corollaire 1.4 

Pour toute for& F récursivement énumérable , 

il e x i s t e  une forêt  reconnaissable K 
2 

un morphisme t$ complet s t r i c t  
2 

e t  un b h r p h i s m e  ($1 K1 Y)  où+l e s t  complet strict e t  'Y s t r i c t  

tels que 

Preuve du corol la ire  1 .4  

Le théorème précédent nous donne 3 $ $ K K e-t: n t e l s  que 
1 2 1 2  

P = s ~ + ~ ( K i j  n +2(K2)1 

Uti l i sons  l a  propriété ensemhliste 

@,(%) n = $lC~l n $;1($2(~2))~ 

On obtient 



Nous avons @ e t  $2 complets s t r i c t s  d ' ap rès  l e  théorème précédent e t  n 

s t r i c t  ent ra îne  a l o r s  Y = @1 O l~ e s t  s t r i c t .  

Nous avons l e  schéma suivant  : 

.-\ 4 reconnaissable 

récursivement 
énumérable 

Corollaire 1.5 

Il  e s t  indécidable de savoir  s i  pour + et  42 complets e t  K e t  K 
1 2 

reconnaissables,  @ (K ) n +2(K2) = P. 
1 1  

Preuve du c o r o l l a i r e  1 .5  

S o i t  F récursivement énumérable,et l e  problème d'appartenance indécidable 

suivant : é tan t  donné t ,  t a p p a r t i e n t - i l  à F ? 

Le théorème nous donne 

On peut formuler l e  problème d 'appartenance a i n s i  : 

-1 -1 
K1 O1 (IT ( t ) )  est reconnaissable puisque l a  r e c o n n a i s s a b i l i t é  e s t  

conservée par morphisme inverse  e t  i n t e r s e c t i o n .  

-1 -1 S o i t  Kt1 = K1 Ol ( r  ( t ) )  E Rec 

S i  on pouvait a l o r s  décider  s i  

on s a u r a i t  décider de  l 'appartenance de t à F c e  q u i  e s t  absurde. 



CHAPITRE I I  

LES FORETS RkTEG 



A - PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES 

Dans l ' é t u d e  des f o r ê t s  RATEG nous verrons que l e  s e u l  r ô l e  des  

torsioris  e s t  d'imposer d e s  é g a l i t é s  de sous-arbres e t  c e ,  indépendamment 

de la  numérotation cho i s i e  pour l e s  va r i ab les .  

Ains i  l e s  deux é c r i t u r e s  

se ron t  équivalentes ,  une classe d'équivalence pouvant ê t r e  schématisée par  

e t  l e s  o b j e t s  que nous manipulerons seront  en f a i t  de t e l l e s  c l a s s e s .  

Nous fo rna l i sons  mathématiquemènt c e t t e  idée  en d é f i n i s s a n t  une r e l a t i o n  

d'équivalence - notée Z - s u r  l e s  a r b r e s  de T(C). 

Ce t t e  r e l a t i o n  : e s t  l ' équivalence  assoc iée  a u  préordre  s u r  T(C) l'est un 

sous a rb re  au sommet de" e t  noté  c .  

On d i r a  que t e s t  un sous a r b r e  au sommet de t '  ou t < t '  s i  il e x i s t e  u 

t e l  qui t . u  = t ' ,  La not ion  de  sous-arbre joue un r ô l e  e s s e n t i e l  dans 

no t re  étude mais 4 n ' e s t  qu'un préordre  s u r  T(C) c a r  s i  t < t '  e t  t '  < t 

c ' e s t  que justement t e t  t '  ne d i f f è r e n t  que p a r  l e s  humérotations de 

l e u r s  to r s ions .  

Nous pouvons a l o r s  d é f i n i r  l e s  bornes supér ieure  (notée  v )  e t  i n f é r i e u r e  

(notée  A )  sur  l 'ensemble quo t i en t  T(C) qu i  est nous l e  verrons  un / f 

i n f  -demi - t r e i l l i s ,  



La not ion  d 'un i f i é  - au sens  c l a s s i q u e  du terme - s e  confond a l o r s  i c i  

avec c e l l e  de borne supér ieure  ef l ' u n i f i c a t i o n  e s t  à la  base de l a  

cons t ruct ion  de l ' i n t e r s e c t i o n  de deux RATEG e t  jouera également un r ô l e  

important dans l a  recherche d e  l ' image par  morphisme de f o r ê t  RATEG. 

Remarque : 

I l  importe de no te r  que l ' i n v a r i a n c e  par  Z e s t  düe justement au f a i t  que 

l e s  RATEG t e s t e n t  des  é g a l i t é s  mais ne modifient pas  l ' o r d r e  des va r i ab les .  

Notons a l o r s  q u ' i l  n 'y  a pas  compa t ib i l i t é  des  morphismes avec E comme 

l e  montre l'exemple suivant  : 

s o i t  4 ( ,  a 1 + b 
/ \ / \ 

Ces deux morphismes sont s t r i c t ement  d i f f é r e n t s  bien que l ' o n  a i t  

1) Le préordre "est un sous-arbre au sommet de" 

So i t  t , t '  E T(Z). La r e l a t i o n  t " e s t  un sousrarbre  au sommet de" t '  notée 

t < t '  est dé f in ie  par  : 

t < t '  ssi 3 u c T(C) ; t . u  = t '  



Exem~le II .  1 : sous-arbre au sommet 

4 On a t  < t '  avec u = (1, b , 3 ,  1 )  É T(C)3  
/ \ 

propr ié t é  11.1 

< e s t  un préordre sur T(Z) 

Preuve : 

Nous v é r i f i o n s  en e f f e t  l e s  p r o p r i é t é s  de 

* r e f l e x i v i t é  ; 

s o i t  t E ~ ( 6 ) ~  e t  8  l ' i d e n t i t é  sur [ q l  
9 

' a l o r s  t . 9  = t .  

* t r a n s i t i v i t é  

s o i t  t 4 t '  $=3 3 u  : t u  = t '  . 
e t  t '  < tu <=3 3 v : t ' y  = t" 

23 t . ( u v )  = ( t . u , ) v  = t ' . Y  = t" <=> t < tl'. 

2) L'éauivalence E associee a u  préordre < 

Nous a l l o n s  v o i r  qu ' intui t ivement t Z t '  ssi i l s  ne d i f f è r e n t  que par  l a  

numérotation des  va r i ab les ,  p r o p r i é t é  formal isée  par ( P l .  

Déf in i t  ion 

'-b '-b 
s o i t  t = t . 9  É T ( E ) ~  e t  t '  = t 1 . 8 '  r ~(1):: 

9 

a l o r s  



Notation : 

Nous adopterons l a  convention suivante pour no te r  l a  composition des  

(P) t = t '  ssi ' % = % '  

t o r s i o n s  : 

8.8' = 8'  O 8 

4 

oh O e s t  l a  composition c lass ique  des  app l i ca t ions .  

e t  il e x i s t e  une b i j e c t i o n  - 
b : Im(8) + Im(8') 

t e l l e  que boe = 8.b = 8 '  

Remarque : 

b e s t  une b i j e c t i o n  mais non une to r s ion .  

On remarquera que c e t t e  c a r a c t é r i s a t i o n  de équivaut a l a  d é f i n i t i o n  

c la s s ique  d'une équivalence 5 associée  à un préordre < : 

l 
t < t '  

t E t' <=3 

e t  t '< t 
7 

ce qu i  s e  t r a d u i t  i c i  par  

3 u : t . u  = t '  

(Q) t - t '  SE3 

et 3 v : t l . v  = t - 



Preuve 

- (Pl  => (Ql  
% t : t '  <=> t = t r  

(P) 3 b  : Im(8) + 1rn(ef) : 8.b = 8 '  

On peut étendre b  en une tors ion B : Cql -+ [ q ' l  

t e l l e  que 8.B = 8 '  

fb 
On a  a l o r s  t = t . 8  

% 'L 
t1  = t ' . O i  = t.8.B = t . B  

<=> t < t '  

D e  même on a u r a i t  t1 < t. 

- (QI  => (Pl 

t = t r , v  = ( t . u ) . v  = t . ( u v )  

=> UV .E oq e t  l a  r e s t r i c t i o n  de u ,v  h Im(8) est l ' i d e n t i t é .  
Q' 

De m'&ne l a  r e s t r i c t i o n  de v,u a Im(8') e s t  l ' i d e n t i t é ,  

So i t  B l a  r e s t r i c t i o n  de u  à 1m(8) e t  

B r  l a  r e s t r i c t i o n  de v  à Im(8' ) , 

Nécessairement B e t  B'  sont i n j e c t i v e s .  

% 
Alors t u  : t,O1 => Im(u) ; Im(0') 

D e  même Im(v) = Im(8). 

B e s t  donc une b i j e c t i o n  e t  Bq l a  b i j e c t i o n  inverse 



Exemple II.  2 : arbres équivalents e t  non cmpambles. 

a)  t Z t ' .  

t . u  = t' avec u = (3, 5, 6, 4, 5) mit t < t' 

t'r = t avec v = (1, 2, 1, 2, 3) soit t' < t 

La bijection b eut  alors déf inie  par : 

b : h ( 9 )  = fl, 2. 3) -+ 1m(B1) = {3, 5, 6) 

vér i f i e  - b(1) = 3 

'b 
vérifient t = t.8 = ( a b).<l, 2, 2, 1> 

/ \ ' 1  
b c  4 
I / \  
1 2  3 

% 'b 
t' s t ' . O '  = t,C3, Y, 5 ,  4> 



mais on a 8(2) = 8(3) e t  8 ' (2 )  # 8'(3) il n'y a donc pas b i jec t ion  entre 

8 e t  8 '  c ' e s t  a d i r e  t e t  t '  ne sont pas comparables. 

Définition : 

Nous appelemns T( T) ,p 1' espace quotient des c lasses  d16quivalence des 

arbres  t déf in ies  sur T(C) par la ~ l a t i o n  3 e t  nous noterons S l ' o rdre  

cpotient  canoniquement indui t  par < nir T(L)/: : 

t c T(Z); t t  r ~(x)Pg, 

S ' <=3 4 u T ( z ) ~ ,  : t u  f t '  . 
q 

Notation 

% 
La classe  t d'un arbre t sera gCnCralament représent6e par t .6  oh 6 e s t  

l a  torsion classLque en o-e croissant 

B r CnI + clria F(CnJ)11 

oQ Cn3 = 11, 2 . . , ri} 
e t  8( n ) I I  = 11, 2 .., IIIII B ( c ~ I ) ~ )  

wec 1 1n1 8( [ n ~ )  1 représentant l e  ncmbre des 616ments imaga de 11, 2 . . n) 

par 8. (N.B. 1 ~a 8(CnI) 1 s n). 
On retrouvera c e t t e  notation dans les exemples suivants. 

Xxmpid 11.3 : Classes ordonn6eu e t  non compa~ables de T ( Z ) / ~  



- 
En prenant t = < e t  t '  = t '  on construi t  facilement 

t e l  que t u  = t ' s o i t  t u  E t '  e t  Z L Z ' .  

e t  :' sont 2 c lasses  incomparables. En e f f e t  Y t a z, Y t' E z ' ,  V u 

u u u  1 2 3  

3) Proprietes de 2 e t  S. 

P 11.2 E e s t  canpatible avec l e  degré sup6rieur. 

v 
soit t c T(z)P t t  r T(L~:~ 

Q ' 
t 5 t '  => p E pl  

(Ceci de façon évidente puisque 2 = 2' c T(L);) 

On peut a lors  res t re indre  pour tou t  p l 'équivalence sur T ( z ) ~  e t  considérer 

l 'espace quotient T ( E ) ~ ~ .  Par contre E n 'es t  pas c-tible avec l e  degr6 

infér ieure  : t r t1 #> q = q' 

( t r i v i a l  car on chois i t  arbitrairement les var iables) ,  



P 11.3 5 e s t  coppatihle avec l e  produit t ensor ie l .  

% 
c ' e s t  a d i r e  u = u.8 

% 
e t  O.b = 8'  

u' = u.0' 

% 
s a i t  Y r v,p T(L); 

~n a u e = (2 O 3 <e O y2 c T(I)F"+' 
q+s 

u' 9 v = (U 9 ?) <O' O ,P c T ( E ) ~ ~ *  

h e s t  une b i jec t ion  de i d e )  + Im(0'). 

Considérons l e s  applications constantes q e t  q ' . (q < q') on peut a l o r s  

&tendre b en une bi jec t ion  de I i ( 8 )  lu Im(p+q) 4 1 d 0 )  u lm(p+ql ) 

par : Y P € IIn(yltq) 

b ( i )  = i t ( q l -q )  

On aura donc 

t e l  que (8 8 p).b = (8 '  O p) 

s o i t  u 8 v E u t  8 v. 

Le lecteur  v é r i f i e r a i t  de même v b u E v O u t .  

P 11.4 5 n'es t  pas compatible avec la amposi t ion a gauche. 

Soit  u = ( a , b) c ~ ( 1 ) :  
I 



On a bien u 5 u' 

et  donc u,v 3 u l . v  

On ne peut donc pas munir T(E),E d'une s t ruc tw de magmozde. 

(hi a cependant un I r e  de caapa t ib i l i t a  a dro i t e  avec la composition : 

- 
CI, CI, 

y ~ ~ ' z 3  r a v . 9  Q - v c T(Z18, 

% 
V I  a -v,el - 0 05 e t  e t  c û:, 

On a a lor r  : 

CI, CI, 'b 
t = u.v = u.(v.9) = (u.v) .9 = t *p . e  

b CI, CI, 

t '  = u.7' r u.(v.el)  = (u.v).O1 = t . 1 ~ ~ 9 '  

e t  0.b z 8' => p.(B.b) = ( ~ . 9 ) . b  = (p.8') 

on a donc par défini t ion t E t' 

s o i t  uev  E u.v te  

RenWque - 
Atnsi l a  notation t .Ü a un 8ens et on a h6d ia t emen t  t .u = t .Ü. 



Remarque 

I l  importe de f a i r e  l a  différence entre l a  r e l a t i on  d%*e p a r t i e l  sur 

?(LI not6e f "est  un sous-arbre i n i t i a l  dett e t  l e  préordre u d a f i n i  nu. 

T(C).  

P 11.6 5 n'es t  pas compatible avec i * 

I l  s u f f i t  de noter  que la notion d ' a r k e  i n i t i a l  donc d '$me un élément 

de ?(L) n 'es t  pas compatible mec I par cons6quent l 'ordre  f d é f i n i  sur ?(LI 

ne peut ê t r e  compatible avec 4. 

Notons tou te fo i s  que 

t Z t' sur T(L) 

4) Bornes tnf4rteum et su part eu^ dans TQ, - 
Nous étudions maintenant les pmpr ié tés  de bornes sup6 r i eu~e  e t  infér ieure  

pour l ' o rdre  J indui t  sur T(2)/5. 

~ 6 i a t  ions 

- Soit  E une wtie de T(Z),E. 

Nous noterons 4 E )  la  borne inf6rt-e (st elle exls te)  de E et v(E) sa 

berne suparieme (5% elle exls te) .  

- S i  E se rédui t  a 2 éléments - {t, t ') - on notera encore 

&({ta t '} )  E t A t '  

~ ( f t ,  t ' ) )  = t A t '  

Mfin$t ton : 

ûn d i r a  que t et t ' sont cgnipatthles ssi l t u i s ~ 1 e  ( t  , t ' admet un majorant, 



Remarque : 

Il n'es t  pas nacessaire que t e t  t '  soient compatibles pour que l eu r  borne 

infér ieure  existe.  

Exemple : 

t = a  t '  = b 
I 
1 

I 
1 

on a t A t '  = 1, 

P Ir. 7 S i  nE exis te ,  a l o r s  il exis te  p t e l  qua E c T ( z ) ~  F 

P II. 8 Pour tout  p r N T(2)Yz e s t  un i n f d m i - t r e i l l i s .  - 
P 11.9 Dans l e  cas  dtensemhles E f i n i s ,  A e s t  récursive 

i. e. il exis te  un algorithme construisant aE pour tout E f i n t .  

Preuve 
Cs** 

21.7 - S i  t e t  t '  sont de d e p é  aup6rieur diff6rent a lo r s  t A t '  = 0, 

11.8 et Ir.¶ 

Il faut pmww que pow tout  p, toute  p a r t i e  non vide de T(E)'& a une i- 

borne in fé r fewe et que l a  construction e s t  effect ive  dans l e  cas  E f i n i ,  

Remarquons d'abord que 

- il e s t  d é c i a b l e  de savoir si 2 arbPies sont égaux 

- llordr?e * e s t  décidahle, i e  il e s t  d6cidable de 8worx) s i  t < t ' ,  



Soit  a lo r s  E # 0 une p a r t i e  de T(L):= a t  f ixons un représentant pour 

chaque c lasse  de E. 

Nous appelerons E' c T(c)' 1' ensuable a i n s i  déf in i .  On va construire  un 

'L 
minorant m = m.O de E '  e t  montrer que 

m '  minore E' => m' < m 

ce  qui prouvera a i n s i  que = AE. 

'L - Nous définissons m comme l'élément de T(C) dont " les  noeuds l abe l l é s  

dans C sont tous  l e s  noeuds labe l lés  dans Z cammuns B tous les a rbres  de E ' .  

(Deux mimes équivalents par E ayant l e s  m8mes noeuds, on peut raisonner 

indifféremment sur l e s  c lasses  de Z ou sur l e s  représentants) .  

% 
S i  E' e s t  f i n i  l a  construction de m est a fo r s  effect ive .  

- Définition de 8  
% 

Pour tout t de E' on a t = m , t ' ,  

On cfiotsit alors 8 t e l l e  que 

8 ( i )  = 0 ( j )  <;>Y t r E t  n i ( t t )  = n j ( t f )  

11 est &$dent que l e  c h o b  de 0 e s t  effect i f  si E' e s t  f i n i .  

Nous wons donc construi t  (effectivement s i  E est f i n i )  un Clément m,  

Yérff ions que m e s t  la borne Jnférieure chewchée. 

% - Pour tou t  t de E' on a d'apaSs l e  choix de 0 : t = m.0,tW = m , t W  

et donc haaedhtement m minore E ' ,  

'L - Soit  un minorant m' quelconque de E t ,  On a m' = m ' , O '  

e t  pot& tout  t de E' t E .'.tg'' 

% 'L 'L 
Le chotx de ai Jmj)ose que ID' e s t  sous-arbre i n i t i a l  de m s o i t  

% 
m = ?o' .mW 

Ihntrons  alors 0' i m" c ' e s t  d i r e  



û n a  

CV hl 

Le  f a i t  que ni(mtt) = ..(mlt) e s t  a lors  évident e t  l e  c h o h  de 0 impose 
3 

ni(mW) = '.(mlt). 
1 

ûn a donc montré m' 5 m .  

Exemple XI. 4 : Bornes inférieures 

a) A T t  dans l e  cas oil et zt ne sont pas c-tihles : 

On vér i f ie  facilement que 

b) A z t  dana l e  cas oQ t e t  z t  -nt compatibles. 



a l o r s  

Toute partte w j o r é e  de  T(L) est pour un c e r t a i n  p inc luse  dans T ( z ) ~ .  

Toute pwtie m j ~ r é e  E de T(Z) admet une borne supér ieure  v E. (5 

Nous a l l o n s  maintenant consfdérer  dans l e  cas E f i n i  l a  construction 

e f f e c t b e  de l a  borne supérieure uE. 

Puisque l a  borne supérieure est assoc ia t ive  on est ramené h un a lgor i thne  

de construction de l a  borne supérieure d'un couple (t, t*' ) de deux 

é l h e n t r i  coapat ib les  de  T(Z)lz, C'est l e  p r o b l h e  d 'un i f i ca t ion  (du ler 

ordre), 



Le coro l la i re  préchdent montre que pour l a  borne supb ieu re  t V t'  exis te  

il faut  e t  il s u f f i t  que t e t  f ' soient  compatibles. Nous a l lons  donner 

un algorithne qui décide de l 'exis tence de ? v t' e t  l a  construi t  quand 

e l l e  exis te .  Bien que l a  notion d 'unification s o i t  déf in ie  sur T(Z),z, 

c ame  l e s  c lasses  sont de manipulation peu a i sée  l l a lgo r i t hne  suivant 

manfpule~a des représentatns de c lasses  e t  déf in i ra  U(t, t ' )  corne 

l ' unf f ié  des arbres  t e t  t '  représentants des c lasses  ? e t  T t .  

1) v F o m  generale de 1 'algorithme 

U t ,  t '  ) e s t  déf in i  récurslrement par 

(S )  U(t, t l )  a s i  degré sup( t )  # degré sup ( t ' )  a l o r s  fi - __C 

sinon s i  t 2 t1  a l o r s  t -- CIC 

sinon s i  b ( t ,  t ' )  a l o r s  
- C C  - 

sinon il 
Crr_ 

Nous définirons par l a  s u t t e  l e s  opérateurs b f e t  y dont l e s  dairaines de 

déf in i t ion  e t  de veleurs sont : 

- 
Nous *serons ces opérrstews une cer ta ine  compatibil i té avec = : 

(Pl) 

A)  i u f m  ex i s te  => d(t, t ') = -- mi 



- 

=> f ( t ,  t ' ) .  V y( f r ( t ,  t ' ) )  = fu(u, u t ) .  v y(fr(u,ul))  
ou 1 e t  ;II u 

Remarque : 

La coh6rence de l a  dernière éga l i t 6  s e  j u s t i f i e  par l e  lemme de 

compatibil i té d ro i t e  avec l a  composition (11.5). 

Comme l e  degré supérieur e s t  aus s i  compatible avec E on déduira du s c h h  (SI 

par (PI) un s c h b  ((j manipulant l e s  c lasses  de T(L),. : 

(a)  ( ) = y si  dem6 s u  $ degr6 sup (i') a l o r s  Q - 
sinon s i  f = z'  a l o r s  -- - 

einon s i  b(z, ?' ) a l o r s  - 

sinon Q - 
De plus  on s'impose (P2) : 

(P2 

2 
I l  ex is te  une application A de T(C) dans N t e l l e  que 

f t ,  ' 1 ) )  A t ,  i )  

Le l ec teur  r h i f i e r a  facilement que (Pl) implique l a  correction part ie l  le  

du pzu>pame (s)  il s w o i r  que quand (S )  s ' d t e  on a 

m t  E u  Zt" s i  t u t"t exis te  

c C1 sinon 

Clqircapent (P2) a s m e  l ' s r r 8 t  dir programme, 

m r q u o n s  par condquent que b est une condition nuff i san te  d'existence de 

l ' un i f ié .  D'autre part Z e s t  d6cidable, il su f f i t  a l o r s  de se  donner b f e t  

y récursives r é r i f b n t  (pl) e t  (P2). 



2) Definit ion de b f e t  y 

3 
a) - f : ( T ( E ) ) ~  + ( T ( Z ) )  e s t  une application qui a ( t ,  t t )  associe 

(v, u, u t )  t e l s  que 

- torsion de v complète 

Coirme A es t  r6curs i f  (propriaté ( i i i )  de A )  l a  construction de v e s t  

e f fec t ive  donc c e l l e  de u et u t  e t  f e s t  récursive.  

on Po- 
f ( t ,  t ' )  = v 
u 

f ( t ,  t t )  = (u, u ' )  r 

-que : t e t  t ' étant de$ reprksentants de e t  T t  on les  chois i ra  

vé r r f i an t  la c ~ n d l t i o n  i n i t i a l e  Im(torsion de t) n Im(to@sion de t ' )  F 0. 

r un couple (u, u t )  de (T(L))' es t  une frange s i  de& sup(u) = de& sup(uq) .  

f (t, t t )  est une frange. r 

* une fiange e s t  sans ~ C O U V P O T ~ ~ ~  ssl Y i ni(u)c 0 ou ni(uf)  c 8 

Bremple TL.5 : Franges avec et sans recouvrement 



f r ( t ,  t t )  = ( ( 1 ,  2, 1, 21, (a ,  4, a ,  6 ) )  
I I 
3 5 

i 

e s t  sans recouvrement. 

- l a  frange ( (1 ,  2, d 1, 1 e 1) 
/ \ 

1 2  
I / \  
2 4  5 

a 2 arbres d i s t i n c t s  au  3e rang de ses 2 composantes et  n ' e s t  donc pas 

sans recouvrement. 

* Une frange sans recouvrement e s t  San3 cycle ssi 

Exemple 11.6 : Franges avec ou sans cycle. 

Le l e r  exemple précédent de  frange sans recouvrement e s t  sans cycle .  

Par contre  l a  frange (u, u t )  = ( (a ,  b , (1,  b 1) comporte un cyc le  
I / \  / \ 
11 2 3 4 

puisqu'on re t rouve l a  va r iab le  x dans sl(u)  = a e t  n l ( u V )  = 1 1 I 

Définit ion de  b : 

Nous poserons 

b ( t ,  t '  ) = - vrai  ssi f r ( t ,  t '  ) - cons t ru i t  dans l ' a l g o r i t h n e  - est sans 

recouvrement et  sans cycle.  (Rappelons que b est une condition s u f f i s a n t e  

d 'existence de l ' u n i f i é  de t ,  t ' ) .  



C)  ûpératew) y 

y ne s 'applique dans (S) qu'a des  f ranges  sans recouvrement et  sans cycle.  

D'autre par t  

- f r ( t ,  t ' )  = (u,  u )  => t = t '  

- t j ! t t = > t  # t '  

donc y ne s 'appl ique  qu'a des  f ranges  (u ,  u t )  sans recouvrement sans cycle  

e t  09 u # u t .  C e c i  nous permet de r e s t r e i n d r e  comne s u i t  la d é f i n i t i o n  de y : 

Soi t  i t e l  que r i (u )  # n . ( u l ) .  
1 

D1ap&s l e s  r e s t r i c t i o n s  précédentes un t e l  i e x i s t e  e t  de p lus  il e x i s t e  j 

t e l  que ni(u) = x j  ou n i ( u t )  = X j  

Supposons n (u )  i = Xj  
e t  s o i t  n i ( u t )  = V 

So i t  v (respectivement v ' )  l ' a r b r e  obtenu en subs t i tuan t  dans u ( r e spec t i -  

vement u ' ) 1 ' a r b r e  V a x On posera 
j * 

y(u,  u ' )  = (Y, Y ' ) ,  

Nous a l l o n s  maintenant prouver (Pl) et  (P2) 

W e w e  : 

E l l e  repose sur l e  lemme suivant ,  

Alors 7.t 3 Y I W  et v. t  3 v.wl 



- - 
=> v.t  2 V.W V v.wt 

En pa r t i cu l i e r  pour t élément de l a  c lasse  (Ü v G ' )  on a 

- - - ~éciproquement s o i t  u élément de l a  c lasse  v.w V v.w'. 

- - 
On a donc u 2 v.w u > v.w 

- donc 
e t  Ü 2 v.wt u > v.wt 

u peut s ' é c r i r e  u = v.ut e t  on a 

La to rs ion  de v é tan t  complète ( i . e .  sur ject ive) ,  on a a l o r s  

s o i t  donc G t  r Ü A Ü t  

Par conséquent 
- C - 

vaut = = U = V * W  V 2 y,(; A ü') 

Appliquons a l o r s  l e  lemme précédent avec f ( t ,  t '  ) = (u, u t ) .  
r 

On aura 

f (1, t t  ). (ü Y U' ) = v < ( t - *  t - ' ) -*ÜT u 

o r  t = q t ,  t t ) * u  

t '  = f u ( t ,  t t ) . u t  

d toQ f u ( t ,  t t ) * ( G  u Üt) = v 

Remarque 

Il e s t  important que la  to rs ion  de v s o i t  sur jec t ive  sinon l e s  deux membres 

du lemme 11.12 peuvent ne pas ex is te r  simultanément a i n s i  que l e  montre 

1' exemple suivant : 



- - 
V =  a , w =  (b, c , d l ,  w' = (b, c , e )  

/ \ I / \  I I / \  I 

- -' 
Manifestement Ü V Ü' n'exis te  pas e t  pourtant v.w v vw exis te  e t  se  

dé f in i t  par 

Preuve : 

Nous a l l ons  montrer simultanément une propriété intermédiaire des éga l i t é s  

dans l e s  torsions : 

Propriete 11.14 : 

S i  dans f r ( t ,  t ' )  x = x tou t  majorant commun de t e t  t' e s t  nécessai- i j' 

rement obtenu en substi tuant un même arbre  à xi e t  x 
j ' 

La preuve de c e t t e  propriété s e  f a i t  par récurrence dans (SI : 

- la  condition i n i t i a l e  

Im(torsion de t )  n Im(torsion de t ' )  = (U 

entraine que l a  propriété e s t  init ialement vraie .  

- Dfautre par t  fr ne modifie pas la  num6rotation des var iables  e t  conserve 

donc c e t t e  propriété. 

- Montrons que y conserve encore c e t t e  propriété : 

soit avec l e s  notations déf inies  en 11.2.C ; 

s o i t  wl > u e t  wl ? u' 



donc w1 = U.W e t  w = ut.w' 1 

On cons t ru i t  a l o r s  w a p a r t i r  de w t e l  que : 

- pour tou t  x f igurant  dans v  mais pas dans u  on égale l a  th.' cmposante t 
de w a c e l l e  de w ' .  

- Pour tou t  x f igurant  dans v  e t  dans u  on a  par hypothèse n  (w) = nt(wf). t t 
Alors v.9 = u.w = w 

1 

Comme tout  x de v f igure  dans u t  on a  t 

Donc wlmajore auss i  v  e t  v ' .  

D'autre part tout  majorant de v  e t  v' majore évidemment u  e t  u t  d'où 

l ' é g a l i t é  annoncée en b. 

Enfin a toute  occurrence de x dans v  ou v' do i t  a t r e  nécessairement t 
subs t i tué  un même a r h e  d'oii l a  propriété des éga l i t é s  dans l e s  torsions.  

E l  est important de noter que l ' a r b r e  subst i tué  peut éventuellement se  

réduire  h une torsion c ' e s t  a d i r e  h une var iable  comme on l e  v m a  dans 

lt exemple I L .  7.  

De P I1.U e t  P 11.13 on déduit immédiatement l a  propriété Pl i i )  : 

f U ( t >  t ' ) .  v y ( f r ( t ,  t ' ) )  = f u f ' .  

Prouvons a l o r s  Pl i )  : 

51 i u i' exis te  (u, ut) : f r ( t ,  t ' )  e s t  sans recouvrement. En e f f e t  

supposons l e  contra i re  : soit i t e l  que r i (u)  4 8 e t  n i (u t )  4 8. 

NécessaArment l e s  sommets de n  (u)  e t  n  ( u t )  sont des l e t t r e s  d i f fé ren tes  i i 
de Z sinon on au ra i t  n (u) = w.(u') contenu dans A ?'. Puisqu'alors u  

i 1 

e t  u t  s e  composent au m ê m e  rang i de deux arhres  d i s t i n c t s  on ne peut 

construire  l eur  un i f ié  e t  t e t  t.' é tant  a l o r s  incomparables t v n'existe 



né après l a  propriété des éga l i t 6 s  dans l e s  tors ions  s i  f r ( t ,  t l )  a un cycle 

( s o i t  par exemple (xk, v.xk) c e  cycle) a l o r s  tou t  majorant commun a t e t  

t '  s 'obt ient  nécessairement en substi tuant un même arbre  a chaque occurrence 

de \ ce  qui e s t  impossible e t  t e t  t '  sont incompatibles. 

On au ra i t  en e f f e t  

S i  i u exis te  on a donc f r ( t ,  t ' )  sans recouwment n i  cycle e t  

b ( t ,  t ' )  = vrai. - 
Montrons enfin l a  propriété P2 : 

Soit  A l a  fonction qui a ( t ,  t t )  associe l e  nombre de var iables  d i f fé ren tes  

apparaissant effectivement dans ( t  , t ' ) . 
fr ne modifie pas ce nombre mais 'y l e  d b i n u e  effectivement de 1 puisque a 

chaque subst i tu t ion d'un Y a x ce x j  d isparar t .  

4) bempïe 11.7 : recherche d 'unif iés  de 2 arbres.  



- f r ( t ,  t ' )  = ( u ~ ,  U' 1 ) ' ( (  C , 1, 2, 3, a), (5,  6, a ,  6, 8))  
/ \ 1 I 

e s t  sans cycle e t  sans recouvrement donc b ( t ,  t t )  = vra i ,  e t  ul # u t l  

donc y s'applique une I d ~ e  f o i s  : 

Suhstftuons a a 2, On obt ient  
I 
7 

Cherchons a l o r s  vl u v' 
1 ' 

- fp(vl, Y ' ~ )  = (u2> U '  2 ) = ( (  c , 1. 7, 3,  a ) ,  (5, 6 ,  7, 6, 8 ) )  
/ \ I 

e s t  sans cycle e t  sans recouvrement donc b(vl, v t l )  = w a i ,  e t  u # u t 2  2 

donc y s'applique une 2e f o i s  : 

substituons c à 5. ûxl obt ient  v2 = ( c , 1, 7, 3, a )  = vl 
/ \ / \ I 



Chexhons a lors  v V vt2 .  
2 

e s t  sans recouvrement n i  cycle, donc b(v2, v q 2 )  = v r a i  e t  u $ u t 3  # u t 3  3 

donc y s'applique une 3ème fo i s .  

Substituons a il 8. On obt ient  
I 
4 

Cherchons v3 u v' : 

v3 A 
V '  3 = (1, 2* 3> 2, 4$ a )  = fU(v3, v ' ~ )  

I 
5 

e s t  sans  r ecomanen t  n i  cycle donc b(v3, v t j )  = v r a i  e t  u4 # u'  4 ' 

On applique y e t  c e t t e  f o i s  la substitutllon porte sur une mbe variable 

selon l a  propriété des éga l i t é s  dans l e s  tors ions  : 



On substitue 1 a 6 : 

e t  v3  v V 3  = v4 Y 

On aura 

(U , u t 5 )  e s t  encore sans cycle  n i  recouvrement, b(v4, VI,+) = vrai e t  
5 

y s'applique une dernière fois en substituant a 1 e t  3 une variable 

camune soit finalement 

D'O~ en récapitulant e t  en prenant 1' imge  de l a  torsion de v5 dans {l, 2 ,  3) : 

t u t '  = 



est sans recouvrement ni cycle donc b(t, t') = vrai, et u # u t  donc 

y s'applique, 

bn substitue b a 1 d'où 
/ \ 

3 4 

et u u u' = v V v ' ,  

Cherchons v A Y' : 

elle n'est pas sans recouvrement donc b(v, v') est faux et t v t' n'existe 



e8t asns recouvrement et sans cycle dors@ M t ,  *tv est aragai e t  u j u1 

donc y s'applique. On substitue ia 3 d k 3  
/ 'l 

2 1 

Cette fiange a un cycle en rang 1 puisque 

donc b(v, v) est faux et lqalgoritha s1am8te r t ut' n'existe pas. 



B - LES PORETS RATEG 

~ ' C t u d e  des pmppiétés de c l~ ture  de& forstri rscon1?&Praau3blæs pax- ~ K P ~ O T ,  

in tersect ion e t  morphisme nous a aman6ër a inrxvdbf~w Ia ?,~*i;;. *kc 

f o r ê t s  RATEG. 

Les fo ra t s  RATEG sont des fo&ts  reconnues yar des automcates pgll t iculiers ; 

ce sont des automates ascendants d t 6 t a t s  f i n i s  d'arbores c-laasiquara qui 

permettent en PIUS de t e s t e r  des Cgalitas de mus  =&es - d'ail leur nom 

de Recoqnaisseurs Avec Tests d t ~ g a l i t d  - 
De plus  ces  tests peuvent se fabe  our den sous-arbres situCs h distance 

ba~née des noeuds en coma da reconnaissance. 

Plus p r é c i d w n t  : 

qui ne font qu'assurer de8 contraintes de reconna$ssakflité entre  l e s  

* s i  on ajoute par une tors ion la possSbil i t$ de t e s t e r  des éga ï i t6s  

uniquement sur l e s  successeurs im&dbts  des noeuds en cows de 

~econnaissqnce, on obt tent  des d g l e s  de la  Forme 



permettant de reconnaitre des arbres de la forme 

si et seulement si tl = t et th = tt. k 

On obtient ainsi une classe de fsr@ts strictement incluse dans l'ensemble 

des images hmmorphes de reconnaissables et sans beaucoup dYnt(s&t car 

trop restreinte. 

Il est visible qu'on ne pourra par ces autamates recon~Ttre les images 

hommorphes de reconnaissables de la fo b 
/ \ 

* $ n W u i t  alom des dg108 de h fo- 

/i\ 
X X X  
1 2 3  

qui ne s'appliqueront a un arke u que si u v6rifie 

Ainsi l'adjonction h la dgle d'un arbre t pumiet de contrôler des 

CgalitCs de sous-arbres situds distance born6e du nomid concern6. 

ConsEdCrons par axeiple la f o d t  des arbres de la forme 



oa les branches gauches de d e w  "b" consécutifs d i f fgrcn t  d'un "'a" 

Le lecteur-- m n s  d i f f i c u l t e  que l a  var i f ica t ion  da c e t t e  

contra inte  s e  fe ra  par une r ag l e  

( a ,  b 1 
I / \ 

b x X1 X1 2 > q2 b 
/ \ / \ 

reconnaissant der arbres  de l a  forme 

Nous donnerons en Exemples 11.10 et 11.11 deux RATEG e t  l'ensemble 3s tcg?*.a-.z 

l eu r s  règles.  

* Pour des raisons techniques (établissement de l a  proposition XT. JC ea 

pa r t i cu l i e r )  nous introduirons égalament l a  notion de RATEG généralis&, 

s e  d i f fa ren t ian t  du précédent par l e  f a i t  que l e  membre gauche (et &mit> 

1 des règles  gQCraïisCes sera  un a rbre  de T(L), e t  non plus une l e t t r e  do 

En. E t  l ' on  v h i f i e r a  (proposition II. 20) que l a  c lasse  des f o d t a  'MCEG 

corncide avec ce l l e s  reconnues par l e s  RATEG g6nCraïisCs. 



Mature des règles  des RATEG 

inc?marguera, came annoncé prgcaeanaent, que l e s  tor*ror%arsw +I ' f . t g , + e ~ ~  *- 24 

dans l e s  règ les  que pour imposer des t e s t s  dq6ga l i t é .  

De ce  f a i t  la vraie natum des MTEG e s t  de mnipule r  des 61h-DL?. dss 

Dans l a  présentation formelle (II.B.PI.l) m u s  de f inbons  d'abord Lok 

~ T E G  dont l e s  règles  font apparartre des c lasses  de T(E)/ , .  H?iia v n r n i .  - 
néanmoins (II .B. II, 2 )  que dans l a  pratique on se  rwdnara  à 1*6tuie V**s 

WTEG ce qui  revient h t r a v a i l l e r  sur des repr&sentants de classes c"aut- " 

d i r e  "aux n i s p h t a t i o n s  de tors ions  prèsn', 

I I  - DEFINIT~ONS FORMELLES 
C I I - ~ ~ C I - C C C - r - œ - - - œ ~  

- X E  (xl, x2, . . . , xn) e s t  un n-uple de variables xi pue l'on écrin 

encorn (1, 2 )  ,,,, n) ,  

- u = (ul, u2? ...> u ) e s t  un n-uple d 'arbres u de T ( z ) ~  nt12 q2ecrir~i+ 
n i P, 

'L <L 
.L 

encore u = u.0 OP u e s t  1'arh.e sans tors ion correspondant da ? ( L I  et f? 

de mhe  ordre n, nous noterons 

qCxl a (ql* q2, C(xJ, x2, n )I = (qlCx13, q2Cx2J . . .  B L \ ~ I  

l e  n u p l e  des variables a a f f e c t h a  des 6 t a t s  qi de m b e  rang i. P 
De *e qCu3 (qlCulj, ..., %Cu n 1) d6signera l e  n u p l e  d 'arbres ui dont 

l e  saaaret e s t  arffect6 de l ' é t a t  q de même rang i. i 

1) Les WTEG 

D6f i n i t i on  

Un ~ T E G  e s t  un quadruplet U = (C,  Q, F, g) oh 



- C e s t  un alphabet gradu6 f i n i  

- Q un ensemble f i n i  d ' é t a t s  

- F un ensemble d '6 ta t s  finaux p r i s  dans Q 

- R un ensemble f i n i  de règ les  d6f inies  comme s u i t  : 

Définition 

Toute règle d 'un ~ T E G  a l 'une des 2 formes suivantes : 

- si a r Co 

6 a 4 qCa3 avec 6 c lasse  de l a  to rs ion  vide . 
N.B. Rappelons que la  tors ion vide e s t  l a  seule application de 0 dans 0. 

- S i  a c C* 

a ( g x 3 )  2 q i ~ a ( x ) 3  

OP dbsigne une c lasse  de T(L),z. 

Définit ion 

un mwemcnt t!îeRentalre de ~ T E G  H e s t  d6f in i  par 

s i  - il exis te  dans H une règ le  r : 

t' 
a(qCx3) '--b q'Ca(x13 

- e t  il a r f s t e  t r i, t r T ( c ) ~  t e l  que 
Q ' 

3 w r T ( c ) ~  : u = t . w  
P 

R : Cette dçffa i t ion e s t  ind6pendante du représentant cho is i  de i 

e t  l e  lecteur  prouvera f a c i l e m n t  l e  l a m e  suivant. 



Lenme 11.15 

So i t  t E t '  

a ïo r*  ( 3  w : u = t . w )  <=> ( 3  w' : u = t l . w ' )  

 idée de l a  preuve e s t  que l e s  t o r s i o n s  de deux r e p d s e n t a n t s  d'une mhe 

c l a s s e  t e s t e n t  les mêmes é g a l i t é s .  

Nous introduisons maintenant l e s  RATEG dont l e s  d é f i n i t i o n s  d i f f è r e n t  des  

précedentes en remplaçant les c l a s s e s  de  T(L),E par  un r e p d s e n t a n t ,  c'est 

a d i r e  ce la  r e v i e n t  intuitivement a c h o i s i r  un s y s t h e  de représentants  

de r èg les .  Par l a  s u i t e  nous ne manipulerons p lus  que des  RATEG, 

2) Les RATEG 

D6f i n i t  ion 

ün RATEG est un quadrupiet N = (C,  Q, F, R) 03, 

- C e s t  un alphabet  gradué f i n i  

- Q un ensembïe f i n i  d ' é t a t s  

- F un ensesohle d '&ta ta  f % ~ u x  p r i s  dans Q 

- R un ensemble f i n i  de d g l e s  d é f i n i e s  conne s u i t  : 

& f i n i t  ion 

une e g l e  de RATEG e s t  de la  forme 

6 a -4 qCa] w e c  8 t o r s t o n  v ide  



Nous déf inissons  immédiatement des r è g l e s  équivalentes. 

Définit ion 

t s o i t  r : a(qCx3) -> qtCa(x)l 

r t  : a(q~r3) tl- qtCa(r)l 
On d b a  r E r' s s i  t 2 t'. 

D6f in3t ion 
t 

ün mouvement Clémentaire d' un RATEG est d é f i n i  par : 

. v.a.qCu3) v.qtCa(u)I 

<=> 

[ il existe r : 

- il e x i s t e  w ; 

u = t , w  



Cette propriété h é d i a t e  j u s t i f i e  l a  manipulation de RATEG du l i e u  des 
- \ 

~ T E G  puisque tou t  mouvement d'un peut ê t r e  reprgsenté par un mouvement 

Exemple 11.8 : 

Une règle  de RATEG : 

Un mouvement de RATEG u t i l i s a n t  c e t t e  &gle : 

v.a(ql~u13, q2[u21, q3Cu31 1 t v.qCa(u19 u2 5 u3)3 

s s i  3 w = <wl, w2, w3, w4, YS> wg' : 
$ 

Définit ion 

Soit  la c lô ture  re f lex ive  e t  t r a n s i t i v e  de k. 
1 

Un arbre t de T(Z)o e s t  reconnu par le  RATEG M ssi 

3 4 e F :  t P q C t 3  

On appelera T(M) = { t  1 t q[ t l ,  q c FI 

D6f i n i t  ion 
- .  

1 
Une for&t RATEG e s t  une fo rê t  F de T(Z)o reconnue par un RATEG c ' e s t  à d i r e  



Remarque 

Les dé f in i t i ons  de règ le  e t  de mouvement d'un RATEG sont des général isa t ions  

de c e l l e s  d'un automate d ' é t a t s  f i n i s  d 'arbres classique.  

Rappelons en e f f e t  qu'une r è g l e  d'un t e l  automate s ' é c r i t  : 

11 e s t  a l o r s  a i s é  de l e s  r é é c r i r e  sous l a  forme 

8 - a -> qCaJ avec 8 t o r s ion  vide 
, 

avec q = (qi . . 9) 
x = (xl ... xn) 

t = (xi 8 x1 ... ex1) = I n  

e t  on é c r i t  a l o r s  

v.a.qCu3 v qlCa(u)J 

ssi a qCxl -c qUCa(x)3 dans R. 

Par conséquent tou t  automate d ' é t a t s  f i n i s  M = (C ,  Q, F, R) e s t  un RATEG 

M' = (Q, C, F, R' ) OS, R' s e  déduit de R en adjoignant 3 chaque r èg l e  l a  

to rs ion  vide ou l a  to rs ion  i den t i t é .  
t 

4 

Lei'nfW (des tors ions"sur ject ives)  11.17 : 
% 

Dans l a  décomposition t = t .8 on peut toujours considérer 8 sur jec t ive .  



Preuve : 

'L 
Considérons t = t . 0  où ? 6 T'(nn 

P 
e t  0 E s o i t  0 : [ p l  + Crl 

Soi t  q = Sup Im(0) 

Alors V p' 2 q, s o i t  O : [ p l  + [ p ' l  associée  a 0 par : 
P ' 

V i E Cpl O p t  ( i l  = B(i )  

P' -q Il  e s t  &vident q u e  V p' 2 q, V w c T(L): et V w' E T(C)o 

0 . w  = 0 , < w  8 w t > .  
9 P ' a  

Dans l a  d é f i n i t i o n  d'un mouvement d'un RATEG, l e  couple (0,  w) n ' in tervenant  

que pa r  0 . w ,  on peut  par conséquent supposer 0 = 8 c'est à d i r e  prendre ' 
0 s u r j e ç t i v e  sans r e s t r e i n d r e  l a  d é f i n i t i o n .  

Dans l'exemple 11.8 ce la  r e v i e n t  à considérer  w r é d u i t  a s e s  3 premières 

cdmposantes, Par l a  s u i t e  on supposera tou jours  8 s u r j e c t i v e .  

3)- Les RATEG qenéral i ses 

Défini t  ion  

ün RATEG genéralise est un quadruplet M = ( C ,  Q, F, R )  oil 1, Q ,  F sont  

d é f i n i s  cdnmie pour un RATEG e t  R l 'ensemble f i n i  de r è g l e s  de l a  forme 

suivante  : 

- s i a %  

0 a -? qCal avec 8 t o r s i o n  v ide  

1 - s i  e c ?(2), (membre gauche non r d d u i t  a une l e t t r e )  



Exemple 11.9 

Une reg1 e genéral i sée 
Cd, b , 3,  d> 
I / \  I Q a 

. . /a\ 1 2  2 3 / \ 
> 

i\ b c 
/ \ 

1 2  
I \: 

9 1 1  q22 d q 4 4  d 4 
I I 

que l ' o n  é c r i r a  encore 

II 1 - DEUX EXEMPLES DE RATEG 

Exemple 1 1 .10 

S o i t  M =  (E, Q, F, R) a v e c '  

e t  R ensemble des  r è g l e s  su ivan tes  : 

La r è g l e  R 1  permet de r econna i t r e  une branche de  "a1' ,de longueur quelconque. 

La r è g l e  R2 assure  comme RO l e  dépar t  de t o u t  mouvement de t E F(M). Enfin 

R 3  permet l e  passage d 'un "b" 3 son prédecesseur immédiat "b" en v é r i f i a n t  

l t a d j o n c t i o n  d'un "a" 3 l a  branche gauche. 

On v é r i f i e  en e f f e t  que l a  f o r ê t  RATEG reconnue par  M e s t  cons t i tuée  des  

a r b r e s  de l a  forme suivante  (où p, q e t  n r ) 



Eqrivons par exemple le mouvement reconnaissant 

a a a  a 
1 1 1  I 
a a a  a  

l 
a 



Exemple 11.11 

consid6rons l4 = ( C ,  Q, F, R) avec 

- l 'alphabet C = {#(1, 2, 31, d(1,  21, a ( l ) ,  a) 
\ 

- lgansenble  d ' é t a t s  Q = {s, ql, q2, q3, pf} 

- l'ensemble d ' 8 t a t s  finaux F 1%) 
- et l'ensemble f i n i  des r èg l e s  R suivantes : 

- 8 
Ro. a -> qo~;l (avec 8 tors ion vide) 

hi peut remarquer que la tors ion  C l ,  l> attach6e a la  r ag l e  R2 est superflue 

car 9, n'es t  a t t e i n t  qu'en un soimnet à e t  on pourrait  l a  r66cr i re  

la r èg l e  R3 (qui assure e l l e  aus s i  l e  départ de tou t  mouvement de M) pourrait 

aus s i  s' é c r i r e  



Enfin % (qui assure  l e  passage à l lé ra t  f i n a l  +) g o ~ m r a i t  sv&criro encore 

On constate aisCrnent que i a  d g 1 0  RI-permet de remonter l e s  hanches  

a . . . a de longueur quelconque dans l e  même 6 t a t  q Enfin R3 assure 
1' 

l e  passage d'un "#lt au "#" précédent en ajoutant  un "a" de part et d ' au t re  

t and i s  que R e t  R assure c e  même passage en enlevant un "a1' de par t  e t  
5 6 

d 'au t re  de #. 

Manifestement ce RATEG H reconnaît l a  f o r ê t  RATEG des arbres  de l a  fomà 

suivante (oii n c H) . 
/#\ 



V6rifions l e  pour l'arbre suivant : 

- - 
a - # - a  

Dans H le mouvement reconnaissant t es t  l e  suivant : 



Le l e c t e u r  pourra sans aucune d i f f i c u l t é  s ' i n s p i r e r  des  r è g l e s  préc6dentca 

pour c o n s t r u i r e  l e s  RATEG reconnaissant  l e s  f o r e t s  RATEG dont les a r k r e s  

ont  l e s  formes a i n s i  schématisées : 

e$ t o u t e  forme déduite  d e s  précédentes par  composition et  i t e r a t i o n  

(opéra t ion  "é to i l e i t  ) . 

IV - P R O P R I ~ T ~ S  DES RATEG 
------------------c- 

L'essen t i e l  des  p ropr ié t é s  de c l ô t u r e  se résume en l e  théorème suivant  : 

La e l a s s e  des  RATEG e s t  c l o s e  par union, i n t e r s e c t i o n  et  morphisme complet 

e t  con t i en t  la  c l a s s e  des  reconnaissables.  

C e  théorème e s t  une conséquence immédiate des  proposi t ions  11.22, 11.23, 

11.24, 11.27 énoncées e t  démontrées ci-après.  
I 

Ch dédui t  l e  c o r o l l a i r e  su ivant  q u i  concré t i se  l e  but  poursuivi  dans 

cette étude : 



Corollaire 11.19 - 

La c lasse  des RATEG cont ient  l a  c lô ture  des reconmissables  par unior, 

in te rsec t ion  e t  morphisme complet. 

On conjecture l a  réciproque - é t a b l i e  au dern ie r  chapi t re  dans l e  c a s  

p a r t i c u l i e r  des RATEG homogènes. 

Soulignons une f o i s  encore l'importance de prenàre des morphismes campleta 

ce  qui  assure par c lô tu re  des RATEG d'obtenir  a i n s i  une c lasse  de f o r ê t s  

inc luses  dans l a  c lasse  des  f o r ê t s  récursives,  puisque sans c e t t e  r e s t r i c t i o n  

on ob t ien t  tou tes  l e s  récursivement énumérables camne on l ' a  vu au 

chapi t re  1. 

Proposition 11.20 

La c l a s se  des f o r ê t s  reconnues par l e s  RATEG généralis6s corricide avec la 

c l a s se  des f o r ê t s  RATEG. 

La preuve consis te  3 associer  3 tou te  règ le  d'un RATEG gén6raîisé M un 
g 

nombre f i n i  de règ les  non généralisées e t  a considérer a l o r s  l e  RATE M 

obtenu de so r t e  que tou t  mouvement dans M s o i t  associé a un mouvement 
g 

composé dans M. Nous prouvons d'abord l e  lemne suivant. 

Pour tou t  RATEG généralisé M il exis te  un RATEG M t e l  que V r règ l e  de M 
g $ ' 

3 un ensemble d ' é t a t s  de II vé r i f i an t  

i -  r # r ' = 3 s n Q +  = 0  

<=> a $ B avec des états extrêmes dans iJ de IS 
g 

e t  des é t a t s  intermediaires dans C+, de M. 



Preuve du lemme : 

Soi t  H = (C ,  Q, F, R) e t  une r èg l e  r de R : 
g += 

t 
a(qCx1) -> qtCa(x)l  

avec T = la 1 = t a i l l e  de l ' a r b r e  a .  

- S i  T = 1 ( i i )  e s t  immédiat. 

Supposons a l o r s  ( i i )  v r a i  pour tou te  règ le  généralisée t e l l e  que l a  t a i l l e  

de  l tarbi .e a soit S T - 1. 

- Et s o i t  a de t a i l l e  T : 

a(xl, x2, ... xn) = al(xl, x2 ... xi, a2(xitl ... xk) ,  x ~ + ~  ... 
avec - lal! = T - 1 

On cons t ru i t  a l o r s  l e s  2 règ les  e t  r : 

* - j j 
- r non généralisée 

j 

- 
où x = (xl, x2, ... x ' de (k- i )  var iables  

k-i  
. - 

q .=  qi+2, ... qk) de (k-if  é t a t s  de Q, 

composantes de rang i+l, 1+2 ... k de q 

5 nouvel Ctat de Pp v é r i f i a n t  ( i l  

8 tors ion i den t i t é  

- e t  r déduite de r avec al de t a i l l e  T-1 : 
j - 

alC(ql, . - g r  qi, 2 ,  9k+1 . * .  <hl [xl, ..=s X n-k+i+l 1)  
- 
t > qtCa(xl, x2 . . . x n-k+i+ 1 1 3  

- 
avec t = ( t l ,  . . . , ti, a î  (ti+l, . . . , t k ) ,  tktl, . . . , t n ) .  

Considérons l e  mouvement suivant de il u t i l i s a n t  l a  r èg l e  r : 
g 

r a = v.a(qCu3) 1 v.qtCa(u)l = B 
g 

Avec l e s  règ les  F e t  r on a 
j j 

a = v.a(qCul) = v.a(qlCull, . . . qiCui1 . . . qkCuk1 . . . %Cun3) 

= v.a 1 1 1  (qCu  l...qiCuil a 2 (q  i+l Cu i+l l... q k k  Cu 3 1 ,  qk+lCuk+13... %Cun]) 



La r è g l e  r .  por tant  sur a de t a i l l e  T-1, on a en appliquant  l 'hypothdse 
3 1 

de récurrence 

avec des é t a t s  - i n i t i a u x  q dans Q . 

- f i n a l  q'  dans Q 

- in termédia i res  dans par hypotlièse de  récurrence et  

c r é a t i o n  de Q. . 
3 

Il s u f f i t  a l o r s  a t o u t  RATEG M = ( C ,  Q,  F, R) d 'assoc ie r  l e  
g 

RATEG M = (C,'Q1, F, R') avec 
6 

- R' dédui t  de R en remplaçant t o u t e  r è g l e  généra l i sée  r par un riambre 

f i n i  ( éga l  h T) de r è g l e s  non généra l isées  obtenues pa r  l a  const ruct ion 

de  récurrence,  associées  à un nombre f i n i  ( é g a l  3 T-1) d e  nouveaux é t a t s  

d i s t i n c t s  dont l a  réunion est S. 
La preuve de la proposi t ion  e s t  a l o r s  immédiate : 

- F(Mg) c F(M) puisque t o u t  mouvement de M correspond a un mouvement 
8 

composé de M menant des mêmes é t a t s  i n i t i a u x  3 un m ê m e  état f i n a l  de F c Q. 

évident  car un RATEG e s t  un RATEG généra l isé  p a r t i c u l i e r  ( l e s  a r b r e s  f iguran t  

en membres gauche e t  d r o i t  sont  r é d u i t s  3 une l e t t r e ) .  

Proposition 11.22 

La c l a s s e  des  f o r ê t s  reconnaissables  e s t  inc luse  dans l a  c l a s s e  des  f o r ê t s  

RATEG, qu i  coincide avec l a  c l a s s e  des f o r z t s  reconnues par  RATEG gênéra l i sêes .  



C'est un coro l la i re  immédiat de l a  remarque sur l e s  automates d ' é t a t s  f i n i s  

d 'arbres  e t  de l a  p r ~ p o s i t i o n  précédente. 

La c lasse  des f o r ê t s  RATEG e s t  c lose  par union. 

Preuve :. 

I l  s u f f i t  de l a  v é r i f i e r  pour deux. ' 

Soit  F e t  F respectivement reconnues par 1 2 
- 

Ml - E l  Q,, F1, RI) 

Alors l4 = (El U E2, QI u Q2, F1 u F2, R 1 u Rî) v é r i f i e  F1 u F2 c F(M) 

de façon t r i v i a l e .  
, 

S i  de p lus  QI e t  Q2 ou C et C sont d i s j o i n t s  a l o r s  F1 u F2 = F(II). 1 2 

Proposition 11.24 

La c l a s se  des f o r s t s  RATEG est c lose  par  in tersect ion.  

La preuve r é su l t e  immédiatement du lemme 11.25 qui  a 2 f o r ê t s  RATEG e t  

l e u r s  RATEG associés  f a i t  correspondre un RATEG reconnaissant l eur  

in te rsec t ion  par l a  construction suivante : 

Soit  F e t  F' reconnues par M = (C ,  Q ,  F ,  R) e t  H' = (1, Q 1 ,  F I ,  R 1 ) .  

Pour t o u t  couple de reg les  (r, r ' )  de R x R1 t e l l e s  que 

nous appliquons l 'algorithme d 'unif icat ion précédemment dé f in i  en II.A.II.l 

Lorsque l ' u n i f i é  t V t '  e x i s t e  on associera a l o r s  a r e t  r '  une règle r de 

l a  forme 



- 
r : a ( ( q ,  q f )Cxl )  

t v t '  
> (ql, q t l )  Ca(x)3 

Soi t  a l o r s  Ü = ( C ,  Q x Q' , F x F' , R )  l e  RATE6 dont l e s  é t a t s  sont des  

couples d ' é t a t s  de M e t  M' e t  dont l e s  règ les  sont déduites de W e t  ]ta;' 

selon l a  construction ci-dessus. On v é r i f i e  a l o r s  que tou t  mouvement 

simultané dans M e t  M t  correspond à un mouvement dans M e t  réciproquement. 

} c=> u g (q. q' CUI 

Preuve du. lemme : 

(Par induction sur l a  longueur du mouvement) 

- n = l .  

U = a . 

a qLa3 où r : a + qCa1 

A r e t  R' on associe  immédiatement 
- 
r : a + (q, q ' )  Cal 

d'oii a t=- (q, q ' )  Cal dans fi e t  réciproquement. 
r 

- Supposons l a  propriété v r a i e  jusqu'au rang n e t  s o i t  

Par hypothèse de recurrence on a 

Considérons a l o r s  



D'après l e s  mouvements u t i l i s a n t  r e t  an a : n + l  , 

3 w :  v = t . w  

3 w' : v =  t l . w '  

La s imul tanéi té  d e s  mouvements en t ra îne  nécessairement l ' e x i s t e n c e  de 

l ' u n i f i é  t v t '  d e  t e t  t '  e t  on dédui t  a l o r s  la r è g l e  Fn+l : 

- 
r : a ( ( q ,  q '  )Cxl) 

t v t '  
n+ l > (ql q t l )  Ca(x)l  

D 'aut re  par t  
- 

3 w : v = t . w =  t ' . w '  = ( t  v t'LW - 

e t  on a l e  mouvement 

a ( ( q ,  q))Cvl) (ql q ' l )  [a (v)3  
r n t 1  

s o i t  

u a ( ( q ,  q ' )Cvl)  - (ql qV1) Ca(v)l  
, H c n t 1  

l a  p ropr ié t é  e s t  donc vraie Y n : 

- Réciproquement : 

Supposons l a  r e l a t i o n  vraie pour une longueur n et  s o i t  dans W : 
a.U a(q ,  q ' )  C U I  1: (ql q t l )  Ca-U] 

r n + l  

La de rn iè re  r è g l e  s ' é c r i t  

- 
r 

z 
n + l  : a ( (q ,  qOCx3) -> (ql qt1) Ca(x)J 

e t  3 W : u = Z.W 
- 

avec r déduite  de 2 r è g l e s  rntl et  r '  n + l  
de la  forme 

n + l  
t r n + l  : a(qCxl) -> qlCa(x)l 

I l  e x i s t e  donc w e t  w' t e l  que 



On peut donc appliquer r e t  r '  9 s o i t  dans M e t  M' : 
n t 1  n t 1  

e t  l a  propr ié té  e s t  v r a i e  V n. 

Cor01 1 aire I I .  26 

La c l a s se  des f o r ê t s  RATEG e s t  c lose  par in te rsec t ion  avec une f o r ê t  

reconnaissable. 

( Immédiat puisque Rec c RATEG) . 

~xemple I I  .12 : Fo*t RATEG F intersection de 2 forêts M T E G  F1 et  F2 

reconnues par R1 e t  R2 e t  construction par unifixation des regles du RATEG R 

reconnaissant F s'partir des r èg l e s  de R1 e t  R2. 

soient  l e s  2 fo rê t s  F1 e t  F2 cons t ru i tes  sur I: = fa0,  a ( l ) ,  b(1, 2) )  

dont l e s  a rbres  ont une branche pr incipale  const i tuée d'un nombre impair 

de "b" e t  ' de l a  forme respect  i ve  suivante 





De  façon évidente leur  intersect ion F = F n F sera constitue d'arbres 1 2  

v é r i f i a n t  l a  forme 

avec p et q .  quelconques. 

On peut d é f i n i r  assez  aisément l e s  RATEG non déterministes 

- 
R1 - ( 2 s  Q1¶ F1¶ RI) e t  R2 = ( 2 ,  Q2¶ F2. R2) reconnaissant F1 et  F2 : 

- pour R1 : 

QI ' {cl0. (21' 92' q3 1 

F1 ,= h2} 

R1 : 

R: a. + q Cao] 
O 



(s 'appliquant en alternance avec l a  précédente). 

- Pour R2 : 

Q2 = {ko, kl, k2, kg} 

F2 = {k2} 

R2 : 

a. + koCaol 

(a ,  b 1 
1 / r  

(en alternance avec l a  précédente). 

On considère a l o r s  l e s  r èg l e s  s'appliquant simultanément à un même noeud a 

d'un a rbre  t de F c ' e s t  à d i r e  l e s  règ les  R: e t  Rf, pour O 5 i 5 4 de 

l a  forme 

On r é a l i s e  a l o r s  l ' un i f i ca t i on  de T e t  T selon l ' a l g o r i t h e  II.A.II.1 
1 2 

d'oil l e s  règles  suivantes : 



( a ,  ' b  1 
I / \  

( a ,  b )  
I / \  

(en a l t e r n a n c e  avec l a  précédente) .  

Alors  l e  RATEG R = ( C ,  Q,  F, R) 03 

Q = {(B. ko)r (qls ko)r (%s kl)s (q2, k2) ,  (q3, k3)} Q1 Q2 

F = {(q2,  k2)} 

R =  { R ~  1 O ~ i i 4 )  

v é r i f i e  F = F(R) = f(R1) n F(R2) = F1 n FÎ. 

Faisons e n f i n  fonct ionner  R sur L 'arbre  t de  F d é f i n i  p a r  : 

t =  b 
/ \ 

8 

a b 
I / \ 

7 i b 
/ \ 

i i i  ' b .  
/ \ 

i i l i  b 
/ \ 

a a a a a  a 
0 0 0 0 0  I 

o ù n  = 2, p = O,  q =  2. 

Nous aurons  l a  séquence su ivan te  d e  mouvements de  R : 



= (q2,k2) Ctl et (q2, k2) c F. 

Le l e c t e u r  généra l i se ra  aisément les  mouvements obtenus pour n p et q 

quelconques. 

Proposition 11.27 

'La c l a s s e  des f o r ê t s  RATEG e s t  c l o s e  par  homomorphisme complet. 

La preuve r é s u l t e  des  l e m m e s  11.30 et 11.32. On o b t i e n t  a l o r s  pour image 

p a r  homomorphiçme @ complet d'une f o r ê t  RATEG F une f o r ê t  reconnue par 

un RATEG généra l i sé  M . Or on sait assoc ie r  à M un RATEG M t e l  que 
g g 

F(M ) F(M). On a donc $(FI = F ( M ~ )  = F(M). 
g 

Corollaire 11.28 

La c l a s s e  des  f o r ê t s  RATEG est c l o s e  par  démarquage propre. 

Inmédiat puisque par d é f i n i t i o n  un démarquage propre e s t  un morphisme complet 

s t r ict  qu i  ne modifie que l e s  l a b e l s .  



Corollaire 11.29 

Les images pa r  homomorphisme complet des  f o r è t s  reconnaissables  çtant 

des  f o r ê t s  RATEG. 

On a Rec c RATEG e t  $(RATEG) c RATEG d'oh $(Rec) c RATEG. 

On re t rouve  i c i  l e  f a i t  que par  d e s  morphismes non l i n é a i r e s  on g6nère 

des  é g a l i t é s  que ne peuvent t e s t e r  des  automates d ' é t a t s  f i n i s  d ' a r b ~ e s  

(d'où l a  non-clôture par homomorphisme de  Rec) mais v é r i f i a b l e s  par l e s  

RATEG . 

Il  importe de no te r  une f o i s  encore que p l u s  que l a  s t r i c t i t u d e  c ' e s t  l a  

complétude des  morphismes q u i  joue i c i  un r ô l e  e s s e n t i e l  de conservation 

dfns  l ' image d'un a r b r e  de t o u t e s  l e s  informations q u ' i l  c o n t i e n t ,  On 

peut  f a i r e  un p a r a l l è l e  avec l e  r ô l e  des  morphismes non e f f a ç a n t s  en théor ie  

d e s  langages dans l e  c a s  des  Quasi Realtime Languages par exemple CBGl .  

~ o t a t  ion 

Etant  donné un n u p l e  d 1 6 t a t s  q = q2 . . . a) c Q~ et  une t o r s i o n  p dr 

@ nous d 'éf inissons l ' opé ra t ion  notée . de  8P x Q" + Q~ : n n 

P*P = (qp(l) " *  qP(P)) 

L e m  11.30 

L'image par  morph$sme complet s t r i c t  d'une f o r ê t  RATEG e s t  reconnue pair un 

RATEG g é n é r a l i s é ,  

Preuve : 

S o i t  F reconnue par  M = (C ,  Q,  F, R) e t  I#I complet s t r i c t  4 : C -+ A .  



A p a r t i r  de chaque r è g l e  r de  R e t  de $ nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  une r è g l e  

- 
r par  l e  procédé su ivant  : 

g 

S o i t  r de M : 

avec a  E C 
n 

q E Qn 

e t  s i  6 .  e s t  l e  degré de  t .  pour i e [ n l  6  = 1 a i  1 1 i= 1 

- 'L 
S o i t  $ ( a )  = ta - t a . p  

/ \ 
X X 
1 n 

'L 
avec t t L ~ ( 8 ) '  e t  p  r < 

a '  a  P 

(Rappelons que l e s  f i b r e s  sont  conservées par  $ ) .  

D'aut re  pa r t  $ complet s t r i c t  s i g n i f i e  que 

- t cont ien t  a u  moins une l e t t r e  de A 
a 

- e t  que tous  l e s  x  
1 " '  

x s e  r e t rouven t  dans @ ( a ) .  
n  

S o i t  iJ i E Cul $ ( t i )  = t f i  de degré 61i 

-- 
(où 6' = 1 61i) 

i=l 

Nous cons t ru isons  a l o r s  l a  r è g l e  géné ra l i s ée  F : 
g 

'L 

'L 
avec t E T(L)'  a  P 

- 
x = (xl' ... x 

P 
p.$( t )  = ( t ' p ( l )  ... t 1  p(p ) )  L T(L);,, avec 6" = f 6 'p( i ) .  

i= 1 

S o i t  a l o r s  R'  l 'ensemble d e s  r è g l e s  dédu i t e s  de  R par  c e t t e  cons t ruc t ion  

e t  s o i t  M = ( A ,  Q ,  F, R ) l e  RATEG g é n é r a l i s é  a s s o c i é  à M .  
g  g  

Le sous-lemme 11.31 montre a l o r s  qu ' à  t o u t  mouvement de M reconnaissant  



1 
u de T(L)o correspond un mouvement de  M reconnaissant  $ (u )  e t  réciproquement. 

g 

E t  par  conséquent 

Exemple II .13 : Construct ion de  F 
g 

Soi t  r : 
( b , c )  

On c o n s t r u i t  r : 
g B Y B ¶ Y )  

/ \ / \ / \ 

X 
2 

X qlX2 q2X3 3 

avec 

(ql  q1 q2)  = C2 ; 1, 1, 2>.(ql> q2 )  = P.9 



Sous-1 emne I I .  31 

Preuve du sous-lemme 

( p a r  récurrence s u r  l a  longueur du mouvement). 

- Longueur 1 

U = a ( €  ZO) /- q f  Cal avec r : a -t q f C a l .  

On assoc ie  de façon t r i v i a l e  à r l a  r è g l e  

àfoÙ $(U) = V t- - q'CVI 
r 

g 

- S i  l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour t o u t  mouvement de longueur 5 e, s o i t  

avec q ( q l ,  q2 ... a) 
V i E In1 l e  mouvement a f f e c t a n t  l ' é t a t  q .  1 au  sommet de Vi v é r i f i e  

l 'hypothèse de recunrence s o i t  

i 

Alors 



Par construct ion de r associée  à r on a 
g 

t 
r : a(qCx2) -> q 1 [ a ( x > l  
- 'b 
r : ~ , ( P . ~ C ; I )  > ~ ' c < ( G ) I  
g 

D'autre p a r t  l e  mouvement 

a(qCv1) q l f a ( v > l  

a  l i e u  ssi 3 w : v = t . w  

On a a l o r s  $(v)  = +(t .w) = $( t ) .$(w)  

On peut par  conséquent appliquer l a  r èg le  e t  on a 

'b 
r l3 

t a ( P . ~ c P . + ( v ) I  tg q 1 r t a . p + ( v ) ~  

c ' e s t  à d i r e  - 

e t  par conséquent l a  p ropr ié t é  e s t  v é r i f i é e  pour t o u t  mouvement. 

Pour un mouvement de longueur 1 on a 

t e l  que v q' Cvl 
g 

l e s  r è g l e s  de M é t a n t  déduites  de c e l l e s  de M on a nécessairement e 
3 u € Lo : $(U) = v 

r' e t  de façon t r i v i a l e  U -> q1[UI 

s o i t  U q' CU! 

Supposons a l o r s  l a  p ropr ié t é  v r a i e  pour t o u t  mouvement de M de longueur 
g 

5 e e t  s o i t  



Les mouvements a f f e c t a n t  l e s  é t a t s  q" aux sommets des  v" pour t o u t  i E [ p l  
i i 

sont de  longueur < l e t  par  hypothèse de récurrence on a 

La r è g l e  appliquée - dans 

se  dédui t  dlune r è g l e  r de M de l a  forme 

t 
a(qLxl> -> qlCa(x) l  

e t  s ' é c r i t  a l o r s  

- I I  

r : a (p.qCx"1) p . $ ( t )  > q1  Cal'(xl') 1 
g 

avec + ( a )  = a '  = al1.p a E C n 

qtl = p . q  9 E Q~ 

t1  E T($ 

Considérons a l o r s  l l a r b r e  u de T(z): formé des composantes de  

Iu l  1 i E Cpl) t e l  que 
i 

p.+(u) = ( $ ( u ~ ( ~ )  1, . . . , + ( u ~ ( ~ )  1) 

= ($(ul,) . . . $(u t  1) = (vlll S . .  VI' ) = v f l .  
P P 

Le de rn ie r  mouvement de M u t i l i s e  l a  r è g l e  F donc 
g g 

3 w" E T(A): t e l  que 

v" = p.+(t).wl1 = p.$(u) 

On s a i t  que $ e s t  complet, donc 

3 u E T ( ~ ) > e l  que $(w) = ull 

s o i t  $(u) = $(t) .4(w) = +(t.w) 



e t  par  conséquent u = t. w 

On pourra donc appliquer l a  r è g l e  r : 

Soi t  U = a.u t e l  que $(U) = V. On aura l e  mouvement suivant  

u a ( q ~ u 3 )  If q i [ a ( u ) l  =  C CUI. 

La p ropr ié t é  e s t  donc v r a i e  que l l e  que s o i t  l a  longueur 4? du mouvement. 

L m  11.32 

L'image par  morphisme complet non s t r i c t  d'une f o r ê t  RATEG e s t  reconnue 

par  un RATEG. 

Preuve : 

On pourra toujours  s e  ramener au cas  d'un morphisme dont l a  non- 

s t r i c t i t u d e  por te  sur une seu le  l e t t r e  de degré 1 c ' e s t  à d i r e  

- $ e s t  l ' i d e n t i t é  sur C - {a) 

- $(a)  = 1 
1 
1 

La preuve se  f a i t  a l o r s  en 2 é tapes  ; on c o n s t r u i t  d'abord un RATEG 

généra l i sé  M avec un nombre i n f i n i  de r è g l e s  obtenues à p a r t i r  de 
€5 

l ' a lgor i thme d 'un i f i ca t ion  qu i  reconnaPt l a  m'&ne fo r& i n i t i a l e  F pu i s  

un 2e RATEG simple M déduit  de M par $ qu i  reconnai t  $(FI. 
g 

On a a l o r s  

F = F(M) = F(Ng) 

e t  O(F) = $ ( F ( N ~ ) )  = F(H) 

A t o u t e  séquence de mouvements simples de M u t i l i s a n t  des  r è g l e s  r ,  r. , 
1, 

r .  ... r avec a en membre gauche des r .  , on assoc ie  un mouvement 
1 

2 
i n l j  



simple de RATEG généra l i sé  M u t i l i s a n t  une r è g l e  r dont l ' a r b r e  tu 
g g 

s ' o b t i e n t  par  un i f i ca t ion  des a r b r e s  t ,  ti , ti ... ti de r, r 
1 2  

il' n 

a a  . . . aa '  (qCul) q' Ca . . . a  a '  . u l  
-7 Y 

n 

Preuve du sous-lemme : 

(Par  induction s u r  l e  nombre n  de r è g l e s  r avec a  en membre gauche). iî 

On a  dans M r i 
a.al(qCul)  a  qfrCa'.ul q l [ a . a ' . u l  

L 'applicat ion successive de r e t  ri en t ra lne  
1 

U = t . V  

a l , u  = ti .W = a l . t . v  
1 

On r é a l i s e  a l o r s  l ' u n i f i c a t i o n  de t e t  a l . t  en un a r b r e  unique 
i 

-l 1 

I 

e t  on d é f i n i t  r : 
g 



soit t' défini par t = a'.tl . On a 
u t' u u 

u r : a.a1(qCxl> -> qlCaa'(x)l 
g 

d'où le mouvement dans M : 
g 

aa' (qCu1) qlCaa' (u) 1. 
g 

- Réciproquement 
r 

soit aa' (qlul) tg q'Ca.al(u)l 

alors u = t' .s 
u 

Comme t' résulte de l'unification de at.t et t de 2 règles de M on a 
u i 

j 
- (t)k < (tVu), V k E C61 (6 = degré de a') 

donc 3 v tel que 

donc 3 w tel que 

at.u = a'.tl 
u*S = tij 

. W  

et a(i1'~a'.u3) qqCa.a' ul 
i 
j 

- Supposons la propriété vraie jusqu'au rang n c'est à dire : 

où r et t sont définis comme précédemment. 
g u 

Considérons dans M le rang n+l du mouvement 

a(qlla ... aa' ul) ql'Ca .+. a a' u3 
Y 
nt1 n#l 



u t i l i s a n t  r, 

l. 
avec t c T(L)6 de profondeur p ( t i  ) 5 p. 

i n + l  n+ 1 

où p e s t  l a  profondeur maximale des  a r b r e s  t assoc iés  aux r è g l e s  r de M. 

2 c a s  peuvent s e  produire : n ' p et  n 2 p 

l e r  cas  : n 2 p. 

p ( t i  ) 5 p 5 n e t  nécessairement t i e s t  cons t i tué  d'une branche de 
n+ 1 n t 1  

p llall au p lus  e t  6 = 1. I l  n 'y  a p l u s  d 'un i f i ca t ion  à f a i r e  e t  à 

(r ri . . . r .  r .  ) on assoc ie  une nouvelle r è g l e  r ' où t '  = t de r 
1 1  g u u 
n n t 1  8 1 

s o i t  
* 1 

Dans M on a a l o r s  l e  mouvement simple 
g 

2e cas  : n < p 

a l o r s  ti e s t  une branche de p ( t .  ) "a" e t  6 = 1. On c o n s t r u i t  a l o r s  
n t 1  ln71 

r '  e t  t t u  comme dans l e  le r  cas e t  on a l a  même conclusion. 
g 

a l o r s  nécessairement ti e s t  de l a  forme 
n+ 1 

On r é a l i s e  a l o r s  l ' u n i f i c a t i o n  de t associé  à (t ti ... ti  
u 1 de 

1 n 

l ' é t a p e  précédente e t  t ' ,  en un a r b r e  t", pu i s  on dédui t  l a  r è g l e  
.' n + l  



d'où l e  mouvement simple dans M : 
g 

Réciproquement : s o i t  dansM 
g 

u t i l i s a n t  r '  as soc iée  à l ' a r b r e  t '  dgdui te  da r s g l e s  Ir ri, ..., ? 
g u h . "  n ?  r. 

associées  à t ,  ti , ... ti e t  t e l l e  que u = t q U e s .  
1 n+ 1 

L'uni f ica t ion  en t ra ine  

donc - 3 v : u = t fU . s  = t . v  

d'où dans M l e  mouvement composé 

So i t  a l o r s  M = (C, Q, F, R ) l e  RATEG généra l i sé  déduit  de M a.vec 
g g 

R ={règles de M dont l e  membre gauche E C - {a))  
g 



u { r  déduites  de  r par l a  cons t ruct ion  du sous-à-e 11.33) 
g 

F(M)  = F(M ) 
g 

avec pour M un nombre i n f i n i  de ~ è g l e s  g6n&ralio&es r . 
g I: 

Considérons a l o r s  dans une 2e étage l e s  images par l e  morphisme $ ccmplet 

non s t r i c t  des  r è g l e s  de M : 
g 

- A t ou te  r è g l e  r dont l e  membre gauche appar t i en t  à C - (a) de la fora+ 
t 

r : a(qlx1) -> qlCa(x)l  

os1 associe  

- 
+ ( t )  > qtCa(x) l  r : a(qLx1) - 

- A t ou te  r è g l e  r généra l i sée  
k3 

t r : a . . . a a'(qCx1) -> q'Ca ... a a"x) l  
u- V 

n n 

on associe  

R%près l a  construct ion de r on sait que t r e s t e  l e  n ihe  ç.i. l e  rmrvb-r* ..i 
g 

de "a" précédent a '  e s t  > p. Par conséquent tou tes  l e s  r è g l e s  r telles 
g 

que n > p auront  une image unique : 
g 

9 ( t )  > q'Cat ( x ) l  a'(qCx1) - 
S o i t  a l o r s  l'ensemble f i n i  des r è g l e s  simples a i n s i  obtenues e t  
- 
41 = ( C  - (a), Q ,  F, R )  l e  RATEG correspondant.  

Nous a l lons  montrer que 

Sous-1 emne I I .  34 : 
1 3 U r T(T)~ t e l  que Y - $(u) 

<=> v tg q'CY3 
e t  u &-- qs'uS M 

g 



Preuve 

(pa r  récurrence su r  l a  longueur du mouvement) 

Longueur 1 : 

ou U E Eo c C - {a} e t  immédiatement 

ou U = a ... a a avec a É Co. Le mouvement u t i l i s e  a l o r s  une r è g l e  
- 0  O 

n 
d é f i n i e  de façon unique t e l l e  que 

e t  on a F déduite  de r : 
g 

Supposons l 'équivalence v r a i e  pour t o u t  mouvement de  longueur l e t  s o i t  

l e r  cas : 

avec a E C - Ia) 

Par hypothsse de réc-ence on a 

$ tu )  a ( q ~ $ ( u ) ~ )  
Tl 

de p lus  l e  mouvement 

a l i e u  ssi 

On a a l o r s  $(u)  = @(t).$(w) 

La r è g l e  F associée  à r s o i t  
- 9 ( t )  
a? : a(qCx3) --- > qtCa(x)? 



peut a l o r s  s 'appliquer e t  on a 
- 

a(qE$(u) l>  q lCa($(u ) ) I  - 
d'où $(U) - u ( q ~ $ ( u ) ~ " ' ~ p ~ $ ( ~ ) ~  

M 

2e cas  
L. 

ü = a . . . a a l ( u  . . . un) $ a . . . a a '  (q[ul)  tg q 1 r 5 + z  a '  ',u> 1 
__V__ 1 

P g P  P 
Par hypothèse de récurrence on a 

De p lus  

a l i e u  ssi 3 w : u = t . w  

Alors 4 (u )  = $(t) .$)(w) 

On peut donc appliquer l a  r è g l e  7 
g 

s o i t  +tu) /+ a l ( q l B ( u ) l )  @ ~ ' C B ( U ) I  
M 

Alors l a  propr ié té  e s t  v r a i e  pour t o u t  mouvement. 

C'est  l e  même raisonnement que dans l e  l e r  c a s  en remplaçînt or par 

a ... a a '  dans l e  mouvement de M e t  l a  r è g l e  r e t  par  a '  dans l e  mouvemesit 
Y- g g 

P 
de k e t  l a  r èg le  F . 

g 

s o i t  v qqCv3 
M 

Pour un mouvement de longueur 1 on a 

e .  l a  r è g l e  u t i l i s é e  é t a n t  dédui te  d'une r è g l e  de M ,  on a nécessai,ement 
-, 

avec v q1[V3 
g 



(N.B. l a  r è g l e  de M associée  peut avo i r  l e s  2 formes 

- g 

r a(qrx1) $0, q iCa(x) l  

- 
ou r a l (qCxl>  $ ( t )  > q 'Ca l (x ) l  

!3 

respectivement déduites  de 

dans l e  l e r  cas  on aura U = V = a 

dans l e  2e c a s  on a w a  V = a '  e t  U = a ... a V.) 

Considérons a l o r s  l a  p ropr ié t é  v r a i e  pour un mouvment de longueur & 

e t  s o i t  

r M  
V = b.v - b(q1'Cv3) qlCb.vl 

M M 

Le mouvement V b(qtl[vl) é t an t  de longueur i t 
M 

on a par hypothèse de recurrence 

considérocs a l o r s  b e t  rfi : 

F 

l e r  cas  b = a, r- = r : ~ ( q ' ~ C x l )  - 
v- M 't) > qlCa(x) l  

l e  mowemement a  l i e u  ssi 

3 w : v = $( t ) .w  

or on a Y = 4(u)  

dloG $(u)  = + ( t ) , w  

4 é t a n t  complet 3 w' : $(w') = w 

e t  donc u = t . w l  

On peut a l o r s  appliquer r dans Mg s o i t  

a(qnCull Ff q ' ( a ( u ) )  

e t  3 U = a .u  t e l  que 



u a(q"Cu1) - qq(U) 
g 

- 
2e cas : b = a ' ,  -- TE = rg 

: a V ( p l q i x l )  qflaq(xjj 

t 
associée à r : a . . . a a '  (ql'Cxl) -> q' C-6q a f  ( X I '  

& ---v--- 
P P 

l e  mouvement a l i e u  ssi 

4 é tan t  complet 3 w'  : #(wl) = w 

on peut donc appliquer r dans M : 
.9 

? U = a .. . a a '  .u  t e l  que -- Y- 

L a  propr ié té  es t  donc v ra ie  pour t o u t  mouvement. 

N ,  B. Une remarque s '  impose concernant l a  r è g l e  : e l l e  peut Btre - g 

associée à une i n f i n i t é  de r è g l e s  r 03. l e  nombre n de a f iguran t  en 
g 

membre gauche e s t  p. C'est à d i r e  il y a. une i n f i n i t é  d ' a rb res  U 

ayant même image V lorsque l a  r èg le  u t i l i s é e  dans fi derive dkune te l . le  

Proposition II .35 

La c lasse  des f o r ê t s  RATEG n ' e s t  pas c i o s e  par morphisme inverse  (mgme 

s i  on s e  r e s t r e i n t  aux dharquages  propres inverses) .  

Idée de l a  preuve 

Il s u f f i t  de cons idérer  l e  contrerexemple suivant ,  

So i t  l a  for& RATEG F cons t ru i t e  sur 

Z = I # ( l 9  2 ) ,  a ( l ) ,  Gl 



des  a r b r e s  de l a  forme # ( t ,  t )  oh t = 11 p = aP a 
'5 - 
a e t  s o i t  + d é f i n i  par  

t e l  que 

$ e s t  l ' i d e n t i t é  sur # e t  a 

- 1 
Alors $I (F) cont ient  des  a r b r e s  de l a  forme # (u ,  v )  où u e t  v sont 

indifféremment cons t i tués  de "an ou mais ont  une m&e longueur. 

Or s i  l e s  r è g l e s  de RATEG permettent de t e s t e r  l ' é g a l i t é  de deux sous- 

a rb res ,  il l e u r  e s t  impossible de v é r i f i e r  l % é g l i t é  du nomb~e de nomds 

de deux sous-arbres. E t  manifestement $-'(F) n f e s t  pas iine f o r ê t  RATEG. 

Propriétés de decidahi1 i t é  

Proposition TI .36 

Le problème du v ide  e s t  indécidable paur l a  c l a s s e  des  f s r 8 t s  RATEG, 

C'est une conséquence du c o r o l l a i r e  1.5 du chap i t r e  1. En e f f e t  supposons 

l e  problème décidahle. Comme l a  c l a s s e  des  RATEG e s t  c l o s e  par morphisme 

complet e t  in t e r sec t ion  on a 

Y KI$ K2 E Rec, Y $l e t  $12 complets 

$l(K1) 0 2 ( K 2 )  c IUTEG 

On a u r a i t  a l o r s  l a  d é c i d a b i l i t é  du problème 

ce  qu i  e s t  absurde en v e r t u  du c o r a l l a i r e  1.5.  



Pro~osi ti on II. 37 

Toute f o r ê t  RATEG e s t  récurs ive .  

Evident pu i squ ' i l  e x i s t e  des  automates qui  l e s  reconnaissent .  

Proposition 11.38 

Toute f o r ê t  récursivement énumérahle e s t  ls lmage par  un dharguage  s t r i c t  

d'une f o r ê t  RATEG. 

Conséquence immédiate du théorème 1.1 e t  de  l ' i n c l u s i o n  de ha c i8ture  

des  reconnaissables par morphisme complet e t  i n t e r s e c t i o n  dans l e s  WATEG. 

Corollaire 11.39 

Lai c l a s s e  des f o r ê t s  R,ATEG n ' e s t  pas  c lose  par  morphisme non comple t .  

~mmédiat.  Ins i s tons  encore sur  l e  f a i t  que l a  pe r t e  ds lnfomaCions  par 

morphisme non complet f a i t  passer  dans l a  g l u s  l a r g e  c l a s s e  des 

recursivement énumérahles, 



CHAPITRE H I 1  

LE CAS DES RATE6 HOIIOGENES 



Mous avons vu dans l a  deuxième p a r t i e  que 

RATEG 3 ce( n , v ,  oc Rec) 

Nous conjecturons l a  réciproque 2 savoir  

RATEG c c U ( n ,  u, oc, Rec) 

ce  qu i  en t raznera i t  l ' é g a l i t é .  

Nous montrons c e t t e  inc lus ion dans le CAL p a r t i c t ~ ~ l e ~  des WS"EG hunlsgsnes 

e t  p lus  part icul ièrment que t o u t e  f o r ê t  MTEG homogène F peub s ' é c r i r e  

F = T C + ( K )  n $(K1)3 

où T e s t  un demarquage propre, @ un mtarphisrne complet ;trie..: e t  K e t  K'  

deux reconnaissables.  

Intui t ivement on appelera f o r &  MTEG 11-homogène une for": Fecorinue par 

un RATEG h-homogène dont l e s  r è g l e s  seront  de l a  forme 

t 
a(qCx3) -> q1La(x)3 

03 t s e r a  an a r b r e  h-homogène c ' es t  à d i r e  un a rb re  dont chaque branche 

joignant l e  sommet à une va r i ab le  s e r a  de longueur k e t  chaque branche 

joignant l e  sommet à un terminal  de longueur 2 h. 

Tout naturellement nous in t roduirons  l a  notion de RATEG k-h-hcmogène 

généra l i sé  dont l e s  r è g l e s  seront  de l a  forme 

t 
a(qCx1) -3 qlCa(x)l 

avec a k-homogène e t  t h-homogène, 

La proposi t ion  TII .1montrera  a l o r s  19équivalence d e t o u t  WTEG h-homogène 

avec un MTEG g6néral isé k-h-homogène, 

L'2dée de l a  preuve du théorème I I I , 3  e s t  a l o r s  de simuler l ' a p p l i c a t i o n  

des r è g l e s  de MTEG par  l 'appartenance t a n t ô t  à + ( K I  t a n t &  à @(K8) selon 

l a  profondeur 2 l aque l l e  s e  t rouvera l e  noeud. 

Dans l 'exemple III.2 on ve r ra  a i n s i  que l e s  r è g l e s  appliquées en des 

noeuds de profondeur p a i r e  sont  s b u l é e s  par  l 'appartenance a $ ( K T ) ,  

c e l l e s  appliquées en des noeuds de profondeur impaire à $ C K j .  



Le r ô l e  d e  K e t  K t  e s t  de  spch3?sniser  c e s  s imula t jons  su:? tout. a r b r e  t. 

Dans l e  c a s  homogène c e t t e  s y n c i ~ ~ n n i s a t l o n  e s t  a i s e s  ; e71t c o n s i s t e  5 

découper t en des "tranches" d e  profonduer 2h qu i  s e  chevaucheroiit s u r  

une profondeur h de  s o r t e  que l e s  membres gairches a des  règJ.es appl iquées  

en des  noeuds sommets de t r anches  d'ol3dre impair colriciden"cavec l e s  

a r b r e s  t mémorisant l e s  t e s t s  d 1 é g a l i t 6  des  r è g l e s  appl iquées  en des  

noeuds sommets de t r anches  d ' o r d r e  p a i r  e t  v ice-versa .  

Nous conjecturons qu'une t e l l e  syzcbroni ça t ion  e s t  possi.ùl e dans l e  

c a s  g é n é r a l  par deux ou p l u s i e u r s  Ferêts reconnaissabl .es ,  

Mais l a  d i f f i c u l t é  dans l e  c a s  g6ri6ral e s t  de synchroniser  l e s  s imula t ions  

des  r è g l e s .  Les r è g l e s  - q u ' e l l e s  s o i e n t  simples ou gén6~aP iuées  - 

n ' é t a n t  p l u s  homogènes, on ne peut  p lus  f a i r e  chevaucher Les a r b r e s  

f i g u r a n t  en membre gauche e t  ceux rnémo-isant l e s  t e s t s  d f e g a l i t é  c a r  

l e u r  profondeur e s t  quelconque. D'autre  p a r t  s i  on veuf remplacer une 

séquence de  mouvements simples pas  une r è g l e  géné ra l i s ée  se lon  l e  procédé 

du lemme 111.2 on c o n s t a t e  aisément que l ' u n i f i c a t i o n  donne urt aFbre u n i f i é  

t V t '  d e  profondeur p lus  grande que t e t  t' au l i e u  de  s e  s t a b i l i s e r  à 

une même profondeur unique, 

Considérons l 'exemple su ivant  des  r è g l e s  non-homogènes 



Le l e c t e u r  v é r i f i e r a  aisément que l ' u n i f i c a t i o n  de t e t  a(t1, t2, tg) 

donnera l ' a r b r e  suivant  non-homogène. 

e t  donc on ne pourra jamais s u b s t i t u e r  une r è g l e  g6n6x.alisée k-h-homogène 

à t o u t e  séquence u t i l i s a n t  l'enchabnement de ces  r èg les .  

1) Défini t ions pré1 iminaires 

* Un a r b r e  t e s t  d i t  h-mmogêne (ou de  profondeur homogêne h l  ssi 

- t o u t e s  l e s  branches joignant son sommet à une va r i ab le  sont de longueur h 

- t o u t e s  l e s  a u t r e s  branches joignant son sommet à une f e u i l l e  de C sont de 
8 

longueur S h. 

* Une r è g l e  r d'un RATEG e s t  d i t e  h-hom~glene ssi l e s  a r h r e s  composant t 

dans 

a(qCx1) qtCa(x)J 

sont tous  h-homogènes. 

* On appelera r è g l e  généra l i sée  k-h-h~mgène une r è g l e  généra l i sée  de l a  

forme 

a(qcx3) 1-s qtCa(x)J 

oÛ - a E T ( c ) ~  e s t  k-homogène 
P 

t a t o u t e s  s e s  composantes h-hmsgènes. 

* Un RATEG généra l i sé  e s t  d i t  k-h-hmogène ssi tou tes  s e s  r è g l e s  sont 

k-h-homogènes. 



* Une forék F e s t  RATEG h-homogene s ' i l  a i s t e  un MTEG Pi h-n~nmgène t e l  que 

E' = F(M). 

* Un morphisme e s t  h-hmgene ssi l'image de t o u t e  lettre de In e s t  un arbre 

1 
t h-honiogene de T(hIn. 

Exemple 0.9 

4 e s t  non l i n é a i r e ,  non complet, s t r i c t ,  2-homogine. 

Quel que s o i t  R RATEG h-homogène e t  quel que s o i t  k E 34, E l  existe un 

RATEG général isé R' k-h-homogène équivalent  a R. 

La preuve s 'appuie sur l e  lemme suivant : 

Les séquences de mouvements simples de R sur un a r b r e  a k-homogène sont en 

correspondance mec l e s  mouvements simples de R' par l 'équivalence suivante  : 

V a k-homogène 

v.a.qCul $ vv.qtCa(u)3  4.7 v.a.qCu3 v.q1Ca(u)3 



Preuve du lenime 111.2 

Par récurrence sur k ,  on associe  & t o u t e  séquence de R sur. J, k-homugène 

un a r b r e  T h-homogène e t  on en d6duit uile r è g l e  g6~l$raPia6e Y *  k-h-.hcmo- 

gène 

- k = l  

s o i t  a(qCul) g tCa(u) l  

t 
avec r : a(qlx1)  -> q'Cagx>S 

On prendra T z t e t  r '  = F, 

Supposons l e  l m e  v é r i f i é  jusquksau rang k e t  s o i t  dans R l e  mouvement 

composé suivant  

v .b .a(q lu l )  v.b.(q1Ca(u)1) v.q"Cb.a(u)l 

ail - s e s t  une séquence de R sur a k-homogène 

- a = (al , , . an)  avec ai E T(L)' 
: 

2. - u = (uI u ) a rec  u a T(L) n i P i  
L'hypothèse de récurrence s ' a p p l i q ~ e  p u r  t o u t  P a [fil sur* les a k-homogènes : 

i 

On S a i t  cons t ru i re  f 

de s o r t e  que 

Considérons a l o r s  l a  r è g l e  r : 

o t  q' = (q f l  . . . q t n )  

L'enchaenqent  des  mouvements dans W implique l ' é g a l i t é  des  a r b r e s  i n i t i a u x  

de profondeur homogène i n f ( k ,  h )  dans t e t  T = ( a , . . ,  .Tn) s o i t  n 

schématiquement ( s i  h k) . 



~ e ç p e c t i v e  h e t  k+h. L'algorithme dPuwi f i ca t ion  va a l o r s  s t ihs t i tuer  aux 

varsiables de t des  sous a r b e s  de pro-isrideur. homogerle k ,  1 1 en s 6 s u l t w a  

pa r  conséquent un arbre  u n i f i 6  de gsofondeur homogène kt11 3rie I.%oxl é c r i t  

a .  T' où a e s t  k-hdnogerne e t  1 v.-hor~~ogeirc. 

OR en déduit a l o r s  une r è g l e  généra l i sée  r t  (k+l)-h-homopcue : 

e t  l ' o n  a 

. la proprieté e s t  donc v r a i e  pour t o u t  k.  

La  preuve de l a  proposi t ion 111.1 est a l o r s  immédiate ; 

S o i t  t E P ( R ) .  On peut t o u j o m s  décamposer t en sous-arbres k-homogènes 

p a r  "tranches1' de  profondeur k 

depuis  l e  sommet de t e t  par 

conséquent t E F ( R )  <=> il e x i s t e  --- 

un mouvement composé de reconnaissance 

de  R se  décomposant en séquences de mouvements simples de R sü.r l e s  

sous-arbres k-homogènes a i n s i  d6coupés dans t , 



Le lemme III . 2  permet alors d ' a f f i m e r  t c F(R)  <=9 il existe un mouvement 

composé de R' résultant des meuvmanenrs simples associés a chacune de ces 

sequences de R e t  par conséquent t 4: F 4 R )  G> t E FGR'). 

On peut déduire de cette  p r o p s f t % ~ a  un corollaire h é d i a t .  

Corollaire 111.3 

A tout RATEG h-homogène on sa i t  associer un RATEG généralisé h-h-homogène 

équivalent. 

Construction d'une règle généraliske 3-1-homogène a partir de  règles 

1-homogènes. 

Considérons la  séquence suivante 

util isant l e s  règles 



C a ,  e )  
/ \  / \  

r . d((q3> 97) Cl, 21) 2, q,Cd(l, 211 
5 - 

Nous a l l o n s  cons t ru i re  r' 3-1-hsmsg6ne. 

Pour rl r2 e t  r,, appliquées 3 a ,  c et e 

Considérons r3 e t  r 5' On va u n i f t e r  

ce qui  donne 

ce qui  donne 



k= 3 - 
Pour r6 on u n i f i e  

ce qui  donne 

d'où l ' a r b r e  

e t  l a  r è g l e  

e t  on v é r i f i e  aisément lqéqu iva lence  

Que l l e  que s o i t  F f o r ê t  Rateg h-homogène 

il e x i s t e  K, K' f o r ê t s  reconnaissables 

$ complet s t r i c t  

n démarquage propre 

t e l s  que F = d $ ( K )  n $ ( K ' ) ]  

Preuve du théorème 111.4 

Avec l e  c o r o l l a i r e  111.3 on sait cons t ru i re  R = (C, Q,  F, R) Rateg 

généra l i sé  h-h-homogène reconnaissant  F . 
Définissons a l o r s  de nouveaux symboles à p a r t i r  de 2 e t  Q puis  $, n e t  



Alphabets C e t  A 

- Y a E C, t e l  q u ' i l  e x i s t e  r : 

t 
r : a(qlCxl)  -> qCa(x)l 

oii a e s t  h-homogène de somnet a é C e t  t h-homogène nous déifinissons un 
m % 

nouveau symbole aq  de m e m e  d e p é  m que a .  

E t  s o i t  f l 'ensemble des  aq  a i n s i  d é f i n i s .  

Nous noterons a l o r s  Ü l ' a r b r e  h-hoanogenta obtenu à p a r t i r  du membre gauche a 

9 de  r en remplaçant son sommet a par a . 

- ,A toute  r è g l e  généra l i sée  h-h-homogène r de : 

P oÛ t E T(C) nous associons une nouvelle l e t t r e  de degr6 n éga l  au degré 
n 

i n f é r i e u r  de t .  

NOUS notons A = G 1 r É R I  

Homomorphisme 4 

4 est dé f in i  sur C ti E u A à image dans E v C, 

- Y $ de degré n a s soc ié  à r 

q E (41, . . ' 9  4p' 
nous déf in  Assons 

C C 

( 5 ) = a.t 
1 2  

X X 
1 n 

90 = a (al 8 a2 ... W a,>(:,, ..., i ) 
P 

QG Y i é [pl l e  sommet ai de t .  e s t  remplacé par. aqi dans 
1 i 

f ayant l a  même to r s ion  que t .  



- V r de degré O associé  à r 

t r : a -> q ~ a i  où a . T(L)'  et t r T(c): 
P  - - 

$(?) = a.t 

L 
(Rappelons que s i  a r T(C)o t e s t  r é d u i t  à l a  t o r s i o n  v ide)  

- $ e s t  1' i d e n t i t é  si= C u f . 
Par d é f i n i t i o n  $ e s t  un homomorphisme complet strict. 

IT e s t  d é f i n i  sur C at E à image dans C : 

- r est l ' i d e n t i t é  sur C 

Par d é f i n i t i o n  IT e s t  complet s t r i c t  e t  ne modifie que l e s  l a b e l s  : 

c ' e s t  un démarquage proprie. 

On y é r i f i e  facilement que TT(&) = or. 

Forets  K e t  K' 

Les a r b r e s  de K e t  K' sont  c o n s t r u i t s  sur l ' a lphabet  A ,  l e s  a r b r e s  de K t  

é t a n t  de profondeur 2 h  avec un sous a r b r e  i n i t i a l  h-homogène dont l e  

sommet E f e t  l e s  a u t r e s  l a b e l s  à C.  

K e s t  manifestement reconnaissable,  On v é r i f i e  aisément que K t  l ' e s t  

a u s s i  avec l e s  r è g l e s  



aq avec q é t a t  f i n a l .  
/ ,  h 

Schématiquement les arbres  de K e t  K'  auront l e s  formes respec t ives  

r r r  2 
- 1 I 1' 

E t  on constate aisément que l e s  h s g e s  par  $ de K e t  K' seront  des  a r b r e s  

dont l a  longueur de  chaque branche se ra  mul t ip le  de h. 

La démonstration du théorème précédent r é s u l t e  a l o r s  immédiatement du 

lemme suivant : 

Lemme 111.5 

V T E F reconnu pa r  R 

3 t € K , 3 t ' E K 1  : 

T = rC$(t)  n 4 ( t q ) l  

Preuve du lemme III. 5 

Soi t  T E F, reconnu par l a  séquence 

T qLT3 oÛ q r F 

u t i l i s a n t  des r è g l e s  généra l i sées  h-h-homogènes. 

Intuitivement nous a l l o n s  découper T en tranches de  profondeur h de  façon 

à simuler par 4 l e s  r èg les  u t i l i s é e s  à p a r t i r  d'un t de K pour l e s  rangs 

impairs  e t  d'un t '  de K'  pour l e s  rangs p a i r s  c e  qu'on t r a d u i r a  par  un 

schéma de l a  forme suivante pour $ ( t )  n $ ( t ' )  : 



Nous notons 

- r L a  règle h-h-homogène de l a  Fnme 
n,k t 

a n,k("n,k Cxl) n 9 k  > %:klansk fx)J 

èrne 
appliquée au k sous mbre à p a r t i r  de l a  ga*ahê et a l a  profondeur 

17nh dans T, 

e 
L'enchaînement des  mouvements impose a l o r s  que pour? t o u t e  j composante 

t j  de fn ,k ,  on y applique en son sommet a l a  r è g l e  rn+l,e t e l l e  que 
n,k n + l , l  

- ème 
Q n t l , ~  = , j 

composante de q' 
n,k 

(Rappelons que s ' i l  s ' a g i t  d'une r è g l e  terminale on a 



On peut  a l o r s  d é f i n i r  t d e  K e t  t1 de  K' de façon unique par  : 

en prenant  l e s  r de rang  impair 
n ,k 

en prenant  l e s  r de r ang  p a i r  
n,k 



(N.B. On note  kn l e  nmbre  de som~sta de T à l a  profondeur n h f l ) .  

On vérifie alssaç h é d i a m e n t  q ~ ~ e  @(t) r: @ ( t r S  e s t  de  l a  forme 

e t  en appli.$uané T on re t rouve T puisque 

So i t  t e t  t '  E K e t  K' e t  s o i t  

S i  l ' i n t e r s e c t i o n  e s t  non v ide  e l l e  e s t  nécessa isment  un a r b r e  de l a  

forme ci-dessus. 

1 
Les f e u i l l e s  de l ' a r b r e  sont des  Ü E T(C)  correspondant a 

n,k O 

1' app l i ca t ion  des  r è g l e s  r de l a  forme 
n,k 

a n,k -' %,kCan,k 3 

- - - 
a sous-arbres de Considérons a l o r s  l e s  anSk 4,k+l 

n,h - 
'n-1, i dans @ ( t )  n @ ( t l ) .  

Les sommets a a ... a é t a n t m a r q u é s d e s é t a t s  n,k n,k+l '  n,h 

%,k R , k + l  . . *  %,h 
on pourra appliquer l a  r è g l e  

t 
r n-1, i  ' a n - ~ , i  (qcxl )  -' %-l,ican-l,i (x) l 

avec q = 
(%,k3 %,k+19 O *  * %,hl 

et -t = ( 4 , k '  



e t  on a dans T 

Supposons a l o r s  pour que poux- t o u t  tous a r b r e  id- . d e  T dorit l e  sonmiet 
:AS j 

est a u  rang nh+l on a i t  

Alors  considérons a_ d e  successeurs  
LI-1 i 

On va appl iquer  l a  r è g l e  

avec q = (%,k3 %,k+19 * " .  %,h9 

e t  p a r  conséquent on aura  dans  R l e  moiivernient 

e t  l 'enchaînement des  r è g l e s  e s t  v r a i  pour t o u t  r ang  (n- l )h+l .  

On aura donc 

En imposant a l o r s  pour l e s  a r b r e s  de K un sommet cornespondant à i 

l ' a f f e c t a t i o n  d 'un  é t a t  f i n a l  q de  F au  sommet d e  a. on au ra  a l o r s  
i 1 

e t  p a r  conséquent T E F. 

3) Exemple ILI. 2 : Foret Rateg h-homoaene e t  s a  ca rac t é r . i s a t ion  comme 

Smage par un démarquage propre de 1 ' intersection des images homomorphes 

de 2 forets reconnaissables 

Nous reprenons l 'exemple "classique" de  l a  f o r ê t  F sur 



L = %ao, a ( l ) ,  b(l, 2 ) )  des arhres de l a  fomr 

b(antp a. B b(a ncp-1 n+p-2 l.i+ l. 
a 9 bia ac 8 la(a a B s(z2 
O C 

a 8 aq a o ) )  . B a  1 ) )  
0 

dont l a  branche p r inc ipa le  e s t  e o n s ~ i t u 6 e  de (r,+l)"bW avec ( m l )  Impa i r )  

( p  e t  q quelconques). Cette for" e s t  I'econznlfe par" l e  Pateg F d é f i n i  pas 

e t  R ensemble f i n i  des r e g l e s  suivantes : 

( a ,  b )  
I / \  

De façon évidente l a  première r è g l e  R l e s  2 dern iè res  R7 e t  R8 sbnt  
O 

1-1-homogènes. Remplaçons a l o r s  l e s  a u t r e s  par : 

( a ,  ao)  
I 

R4 b((qo qo) Cl, 21) 1 > qlCb(l, 211 



Alors l e  Rateg R' = (C, Q, F. RI) où R' e s t  l ' e n s a b l e  {Ri 1 O i i i 8 )  

e s t  un Rateg 1-1- homogène reconnaissant  F . 
Selon l e  procédé d é c r i t  dans l a  démns t sa t ion  précédente du théorème 111.4 

nous déf in issons  

D'autre par t  l e s  a rb res  a membres gauches des R 1 k tan t  1-homogènes, l e s  

a r b r e s  d obtenus en remplaçant l e  sommet a par l a  l e t t r e  associée  aq de L 
9 seront  i c i  r é d u i t s  à a . 

Par l'homomorphisme $ d é c r i t  précédmlent  on aura i c i  



$ é t a n t  l ' i d e n t i t é  sur C u E 

De m&e .rr : C u f + C s e  r édu i ra  i c i  2 l t i d e n t l t Q  su r  G 

e t  n( aq ) = a pour t o u t  a q  de <. 
/ \ / \ 

Notons qu'en p lus  on aura 

( ) =  a q ) =  a = a . 
/ \ / \ / \ / \ 

1 m l m  l m l m  

Les f o r ê t s  K e t  K' é t a n t  c o n s t r u i t e s  sur A v é r i f i e n t  dans ce  c a s  

r e spec t  ivement : 

- l e s  a r b r e s  de K ont  un s m e t  correspondant a l ' a p p l i c a t i o n  d'une r è g l e  

de R' menant dans l ' é t a t  f i n a l  q i c i  donc : R 
1' 

ou Re. 
3,4,5,6 

- Les a r b r e s  de K' ont  "un sous-arbre i n i t i a l  1-homogène dont l e  sommet 

e s t  dans Cf' s o i t  i c i  ont  pour sommet un a' de f .  

Par I$ on o b t i e n t  a l o r s  des  a r b r e s  dont l e s  branches on t  une longueur 

mul t ip le  de 1 c e  qu i  e s t  i c i  ( e t  toujours)  v é r i f i é  !... 
Le cas  des  r è g l e s  R correspondant à des  a r b r e s  contenant un s e u l  

3,4,5,6 

symbole 'lbll ne présente aucun i n t é r ê t .  Nous a l l o n s  nous a t t a c h e r  au c a s  

suivant  oa n = 4, p = O, q = 2. Le l e c t e u r  v é r i f i e r a i t  facilement que 

pour p = 0, 1 ou p r 1 e t  q = 0, 1 ou q 2 1 on app l iquera i t  R 3 ' R4, R ou 
5 

R ~ '  - e t  on pour ra i t  aisément généra l i se r  l a  cons t ruct ion  pour n quelconque 

considérons p lus  part icul ièrement l ' a r b r e  T suivant de F : 



On peut a l o r s  d e f i n i r  de facon unique t LE K, t '  E KQ t e l  que 

On prend en e f f e t  pour t r K l e s  sommets R i assoc iés  aux r è g l e s  Ri 

appliquées en rang impair dans l e  mouvement de R' reconnaissant T e t  pour 

q1 t '  E K' l e  sommet b p u i s  l e s  scmmets i? i assoc ies  aux r & g l e s  Ri 

appliquées en rang pai r  dans l e  même mouvement. 

4) Cas des morphismes complets homogenes 

Proposition 111.6 

La c l a s s e  des f o r ê t s  RATEG homogènes e s t  c l o s e  par union, in te r sec t ion  

e t  morphisme complet homogène. 



Preuve 

C'est une conséquence des proposit ions 11.23, 11.24 e t  11.27 pour 

l e sque l l es  l e  f a i t  d'imposer l'homogénéité des a rb res  t t e s t a n t  l e s  

é g a l i t é s  dans l e s  r è g l e s  ne change r i e n  l a  d6monstration. Le lecteur 

v é r i f i e r a  aisément que l ' u n i f i c a t i o n  de deux a rb res  h e t  hl-homogènes 

donne - s ' i l  e x i s t e  - un u n i f i é  sup(h, ht)-homogène e t  que l e  lemme 

11.25 reste v r a i .  D e  m h e  l a  construction du lemne 11.30 donne un 

RATEG généra l isé  h-h-homogène e t  assure que l'image par morphisme 

complet s t r i c t  homogène d'une f o r e t  RATEG homogène est une f o r e t  RATEG 

homogène. 

Enfin l e  c a s  d'un morphisme t$ complet non s t r i c t  homogène ne présente 

pas d 1 i n t é r @ t  (cas  d'un alphabet dont l e s  l e t t r e s  sont  de degré O ou 1 

uniquement e t  t e l  que l'image pa r  t$ de t o u t e  f o r ê t  s e  r é d u i t  l'ensemble 

des terminaux). 

Corollaire 111.7 

La c l a s s e  des  RATEG homogènes e s t  c lose  par démarquage propre. 

Evident puisqu'un ddmdrquage propre e s t  un morphisme complet strict 

1-homogène , 

Corollaire H I , 8  

La c lasse  des  WTEG hanogènes con t i en t  la  c l b t u r e  par union, in te r sec t ion  

e t  morphisme complet homogène des reconnaissables,  

Evident puisque Rec sont  des f o r e t s  RATEG reconnues par des  RATEG 

(3-homogènes. 



Nous pouvons a l o r s  r é c a p i t u l e r  l e s  r é s u l t a t s  obtenus par  3 inc lus ions  : 

RATE6 9 ~ l ( R e c ,  u ,  n , 4c) 

RATEG homogènes 3 c ~ ( R ~ c ,  ut, n , 4 1 
c ,h 

RATEG homogènes 3 c . ~ ( R ~ c ,  u ,  n, 

L' inclusion inverse  

RATEG homogènes c C.e(Rec, u ,  n, @ 1 
c ,h 

n ' e s t  pas v r a i e .  Le l e c t e u r  v é r i f i e r a  aisément que l e  découpage des  a r b r e s  

ne peut se  f a i r e  comme dans l e  théorème 111.4 qu 'a  l ' a i d e  d'un morphisme @ 

non homogène. 
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