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Po~ition du p~obième. 

Soit le problème de contrôle optimal perturbé.suivant 
·<1 • 

{ 
Trouver u e: Uad solution de . 

E· 

(I) 

J (u ) "' !nf (J (v)) E E 
vcUad 

e: 

où Uad est un convexe fermé de L2(r) et JE(v) = Jrlye:(v) - zdl
2 

dr + 

N Jr v
2 

df 

N ~ constante positive. 

zd a une fonction donnée appartenant 

à t 2
(r) • 

y (v) m est l'état du système, il est solution de l'équation aux 
e: 

(II) 

dériyées partielles suivante : 

- t,y (v) ,.. 0 
e: 

dans n 

ôy (v) 
E _.:;___ + e: y (v) = v 

. E 
sur 

ô v 

2 
v e: L (r) , 

1 
y (v) e: H (r2) • 

e: 

r 

Il est évident que le problème (II) mis sous forme variationnelle, admet 

une solution unique y (v) 
E 

(théorème de Lax-!-lilgrannn). 

Le problème (I) possède une solution unique 

. (théorème 1.1., [1]). 

u E Uad · voir 
E 



On veut que x = 
€ 
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!nf 
vcUad 

(J (v)) , admette une limite finie qu3nd 
€ 

tend vers O. 

La suite (xe:)e:>O ne converge pas pour tout 
2 

uad cL (r). 

Un exemple : 

Soit U ad = {v} , 
2 

v e: L (r) et Ir v dr, o . 

On a la proposition suivante 

P1Lopo.6ilion La suite (xe:)e:>O tend vers ~, quand E tend 

vers O. 

Plteuve: On fait un raisonnement par l'absurde. On suppose 

que y (v) 
€ 

e: y (v) 
e: 

tend dans L 
2 
(r) vers 0, 

quand e: -+ 0 

reste borné dans 
ay (v) 

€ 
--- -=·- e: y (v) + v , reste bornée dans L

2
(r) donc 

e: 

à la limite on a 

Par la 

{

- t.y(v) • 0 , 

ay(v) 
.. v ' 

0 â\1 

formule de Green 

,,;' 

dans n 

sur r 

on a 

Jr v.ar a Jr 
ay(v) 

• 1 dr . .,. J n 
é)\) 

Jr v dr .,. 0 contradiction 1 

(Vy(v), VJ) dx = 0 

J 
(y (v)) 2 dr tend donc vers ~, quand e: ·-+ 0 

r e: 

J
0

(v) • Ir ly
0

(v) - zdl 2 dr + N Ir v
2 

dr devient infini pour < tendant 

vers O. 
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Si on suppose que le convexe Uad (ensemble des contrôles 

admissibles) vérifie Uad A {v € L2 (r)/J v df = 0} = ~ , la suite UE 

ne converge pas et la limit~ des coGts 

. . 

J 
E 

tend vers oo, quand € ~ o. 
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CHAPITRE 1 

On suppose dans tout ce chapitre 

• &·> 0, un nombre réel positif- petit • 

• Uad m {v E L2(r) 1 Ir v dr= O} , le convexe des contrôles 

admissibles • 

(P) 

• V • {y E H
1
(n) tJr y dr~ O} , espace des états du système . 

• (.,.) le produit scalaire dans V 

Le p~obtème du eo~ôte optimal p~~bé : 

On cherche u E U d , solution du problème 
E . a . , 

J (u ) • 
E E 

!nf 
v&Uad 

(J (v)) 
E 

J 
2 . J 2 J (v) = IY (v) - zdl dr + N v 

e: r & r 
dr , Vv E u~d • 

• zd est une fonction quelconque dans L
2

(r) , donnée à l'avance • 

• N = constante positive . 

• y (v) est l'état du système à contrôler. Il est solution 
E 

du problème (Pl). suivant :· 

- t.y (v) "" 0 ' dans n 
E 

(Pl) 
ay (v) 

E + e: y (v) sur r 1::1 v ' 
-av e: 

y (v) E V , (~ E uad). 
E 

Cet exemple a été considéré par Lions [3] . 
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Il s'agit dans ce chapitre, d'étudier la convergence de u ' e: 

le contrôle optimal perturbé, quand. e: ~ 0 et d'établi~ les systèmes 

d'optima li tés. 

1 - FoJt.muf.a;U_on va!Uct.Uonnelle. .6Wl. ..e.' HilbeAt V. 

On désigne par 

• 1 IYI 1 )] a cfn (Vy,Vy) dx + f ,2 
dx)

1
'

2 

H (n) u f2 . 

la norme usuelle de H
1(n). 

· (.,.)V le produit scalaire suivant : 

(y,~) V = J. (Vy, V~) dx , \/y e: V , V~ e: V 
f2 . 

• llill 
2 

.. cf (y2) dr) 112
·, la norme usuelle de L

2
(r). 

L (r) t . 

• (.,.) 
2 

, le produit scalaire usuel dans t
2
(r), on 

L (r) 

applique la formule de Green au problème (Pl). On obtient, Vve: Uad : 

0 a - Jn(âye:(v) • ~) dx = 

fr (Vye:(v), V~) dx mIr 

• ~ dr v~ e: v . 

Le problème (P J) est équivalent au problème (P2) ,· suivant, 

(P2)' · 

Trouver y (v) e: V solutio~ de : 
e: 

J (Vy (v), VI/)) dx + e: f y (v) • ~ dr = fr v • t/J dr, V~ e: V . 
n e: . r e: 
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Le.mme. 1.1.- Soit p + ...... V + R , def1n1e par 

p
2

(y) a J (Vy,Vy) dx , \/y € V 
n . 

L'application p est une norme sur V équivalente à la norme 

induite par H1
(n) sur V. 

Preuve : 

a) On vérifie facilement que · p est une norme sur le so~s-espace 

vectoriel V de H1(n). Il est évident que p vérifie les axiomes d'une 

semi-norme. 

p(y) ~ 0 ===> Jn (Vy,Vy) dx = 0 ===> y _ este 

Si y E V , on a Jr y dr c o ===> este - 0 ===> y _ 0 

donc p est une norme sur V. 

b) p est une norme équivalente à la no~e induite par 

H 
1 

(n) sur V. 

On utilise le lemme suivant 

Le.mme. de. Pe.~e. : Soient E et F deux espaces de Banach 

munis respectivement de Il liE , et Il Il F • 

Hl) E--..J~F ' 
injection compacte. 

H2) 
+ E continue p . E+IR , ·une norme sur . . 

H3) On suppose :3 À > 0 telle que . 
' 

. 

Vy E: E 
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Alors 

3 c > 0 telle que p (y} ~ c Il y Il E ' V y €, E • 

On applique, le lemme pour 

E = V muni de sa norme usuelle. 

muni d~ sa norme usuelle. 

E~F , il y a injection compacte; 

E est muni de la norme p. 

On a 2. ) IIYII 2
2 IIYII\ Vy e v alors il existe p (y + ~ ' L (n) H (n) 

c > 0 telle que 

2 IIYII 2
1 p (y) ~ c . 

H (n) 
' 

Lemne 1.2.- Le sous-espace vectoriel v de H1 
(n) est un 

Hilbert pour le produit scalaire associé à la norme p. 

Preuve On définit le produit scalaire suivant 

on vérifie que l'on a 

Soit (yn) une suite de Cauchy dans V pour la norme p. 

C'est une suite de Cauchy de n1(n). 

Car la norme induite sur V par H1
(n) est équivalente 

à la norme p. 
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· H1
(n) est un Hilbert, donc complet et la su~te yn converge 

lim J yn dr .. J 
n-+oo r r 

y e: H
1(n) et Jr 

on a 

y) drl ~ lrl 1 IYn- YI 1 2 
L (r) 

~ lrl IIYn- Yll 1 
H (n) 

y dr 
J 

y dr = o 
r n 

y dr = 0 car y e: V. 

car y e: V 
n 

P
2<Yn - y) .. IIYn - Yll~ ~ 

y -+- y fortement dans Il 
1 

(n) donc 
n n-+«> 

lim 1 jyn - YI 1 1 = 0 • 
n-+«> H (n) 

on obtient 

Toute suite de Cauchy dans V converge fortement pour la 
. ' 

norme p dans V. 

Lemme 7.3.- Le problème (P2), admet une solution unique 

ye:(v) e: v , Vv e: uad • 

Preuve On applique le théorème de Lax-Hilgramm. 

Soit v quelconque dans Uad' 

• L'application a : V x V ---+ R 

\JI \JJ 

(~,~) ---+ a(~,o/) = fn (Vo/,V~) dx 

· + e: J r o/ • ~ dr 

est bilinéaire-continue sur V x V. 
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• L'application, L:V~IR 

w u,-

~---+ L($) = Jr v • ~dr est 

linéaire continue sur V. 

L'application a est coercive sur V 

Il faut vérifier que l'on a : 

. 2 
a(y,y) ~ C 1 IYI lv , Vy e V 

C = constante positive • 

a(y,y) = Jn (Vy,Vy). dx + e Jr y
2 

dr 

~ Inf(1,E) cfn(Vy,Vy) dx +Ir y
2 

dr) 

soit q(y) = <J (Vy,Vy) dx + f y
2 

dr) 
112 

n . r 

est une norme sur H1(n) ,·équivalente la norme usuelle dans u1
(n). 

On prend c(E) = Inf ( 1 ,E) •· 

Il existe c > 0 telle que : 
2 2 

C Il Y Il 1 · ~ q (Y) on a , 
H (n) 

~ c(e) • p 2(y) ·= c(e) IIYII 2 

v 
, Vy e V. 

Le problème (P2) · admet une solution un1que Y E (v) e V , Vv e Uad 

puisque toutes les hypothèses du théorème de Lax-Milgramm ont été vérifiées. 

On écrit la formulation variationnelle, sous la forme 



où 

B(y (v),~) 
E 

A(y (v),~) 
E 
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= J {Vy (v), V~) dx n e 

= J y·{v) • ~dr , 
r e . 

v~ e: v 

. v~ e: v 

2 - Etude de la ~onvengen~e du ~o~ôle optimal ~un uad· 

Théo~ème 2.1.- VvE: U d , la solution y (v) du problème a E 

(P2) converge fortement dans V, muni de la norme induite par H
1
(n), 

vers y(v) e: V solution du problème 

- t.y(v) • 0 dans n 

(P4) ay(v) 
a V sur r . 

d\) 

Jr 
y{v) dr = 0 . 

Preuve : 
·. ~ 

A - Etude de la ~onvengen~e 1a).ble ~un v. 

On utilise la formulation variationnelle. 

On pose y (v) = y 
E E 

. on a, 0{2) E A(y , y E) + B(y ' y E) = Jr v ~ y dr , Vve: uad E e: E 

E A(y , yE) = e <J (y )
2 

dr) ~ 0 E r e 

~ J v • y dr ~ 
r e 

On désigne toutes les constantes de majorations par la même lettre C. 

1 IYel 1~ ~ c<Jr v
2 

dr) 
112 

1 IYel lv 

car Il~ Il v ~ c Il VJ Il · 1 , V~ e: v 
n {n) 



- Il -

v êtant .fixê, on a (3) IIY li ~ C livi! 2 ~ C' • 
e: V L (r) . 

La suite y e: 

est bornée dans V, elle converge donc faiblemènt vers y 1(v) e: V. 

La limite faible vêrifie le problème (P3) suivant : 

(P3) { B(yl'~) =Ir v • ~dr ' v~ e: v 

YI e: v Vv e: uad 

Etude de la. conveAgenc.e 6o!tte .6Wt v. 

On pose : 

(v, Y - Yt) 2 
e: L Cr) 

~ B(y , y ) - B(y , y 1) - (v, y - y 1) 2 
e: e: ' e: e: L (r) 

on vérifie à l'aide de la formulation variationnelle : 

5 e: A(y , y ) + B(y , y ) = (v, y ) 2 e: e: e: e:. e: L (r) 

ye: converge faiblement vers y 1 e: V , on a 

lim (X ) • 0 
e:-+0 E 
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On a donc , lim Il y E - y 1 Il 1 = 0 ' 
e:-+O H (n) 

yE converge fortement vers y
1 

c V , la limite faible solution du 

problème (P4). 

Théo~ème 2.2.- On a les résultats suivants 

J) 

2) 

J (v) ---+ J(v) ' Vv E uad • 
e; e:-+0 

u -+u 
e; E-+0 

fortement dans Uad , muni de la norme 

induite par celle de u est l'optimum : 

(P4) 

Preuve : 

J(u) = !nf (J(v)) • 
vcUad 

*' 1) Le problème limite admet une solution unique u 

. ' 
* J(u ) .,. !nf (J(v)) • 

vcUad 

J(v) • J ly(v) - zdl
2 

dr + N fr v2 . r 
y(v) est la solution du problème 

-6y(v) = 0 

ély(v) 

él\1 
- v 

J r y(v) .dr = o 

dans n 

sur r 

df , -Vv c U d .a 

• Pour l'existence et l'unicité de l'optimum u 



- 13 -

on applique le théorème (1.1.) (J.L. Lions [1]) à l'application 

strictement convexe J sur Uad • 

2) On a 

on déduit de (2) 

ue: converge donc faiblement vers un u E Uad (une sous-suite) , muni de 

la norme induite par celle de L2
(r) • 

3) On a, • J (u ) ---+ J(u ) 
e: e: e:-+0 

Pour la démonstration de 3) on utilise le théorème (2.1.) établi 

précédenunent. 

J (u ) ~ J (v) 
E E e: 

V'v e: Uad (définition du contrôle optimal 

perturbé). 

Vv e: Uad , on a : 

0 ~ lim (J (u )) < lim J (v)= J(v) (d'après le théorème 2.1.) 
~o e: e: , ~ e: e: . €-rv 

• en prenant v = u on a donc 

lim J (u) ~ J(u~) (u~ l'optimum dans uad) 
e:-+0 e: e: 

application s.emi-continue inférieurement sur Uad • 

J est une 
e: 

On a, lim (J (u )) ~ J(u) 
-- e: e: 

(u ~ u -.-> y (u) ___.. y(u) , 
e: e: . 

e:~o 

dans H1
(n) donc dans L2

(n)) ; (démontré dans la page suivante). 

u est la limite faible de u e: 
dans 

• • Donc 1' optimum u v_érifie, J(u ) ~ J(u). 
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On a donc, 
Il! 

u = u car l'optimum de J est unique. 

Donc u* (l'optimum), est la limite faible dans L2
(r) 

de toute·la suite u • 
E: 

* 4) La suite u 
E: 

converge fortement vers u pour la norme 

a) en a, 'IIY - z 11
2 

--+-IIY<u*>- zdll
2

') 
e: d L2(r) L .. (r) 

Pour démontrer a) on utilise la formulation variationnelle 

du problème perturbé. 

Les calculs précédents donnent 

f (~y , ~Y ) dx + e: J y
2 

dr = J 
ne: e: re: r 

u • y dr • e: e: 

L'inégalité de Cauchy-Schwartz donne 

f (~y , ~Y ) dx + e: f Y
2 

dr { liu Il 2 Î IY Il 2 n e: e: r , e: · L (r) e: L (r) 

On utilise (4.2.), (4.1.) et (4.3.). 

(4.2.) llue:ll2 ~ C 
L (r) 

c 11Ye:ll
2

1 ~ IIYe:llv 
H (n) 

(4.1.) 

on obtient 

2 V C H
1 
(rl)~L (n) , il y a injection compacte. 

La suite étant bornée dans V , elle converge faiblement 

Il! 
vers y(u ) dans V. 



- 15 -

yE converge donc fortement dans L
2

(n) • vers y(u ) car 

il y a injection compacte de V dans 2 
L (n) donc on a : 

1 im Il Y - z d Il 2 ... Il Y< u * > - z d Il 2 
e:-+0 E L (r) . . L (r) 

b) On a, le résultat suivant 

€ + 0 

lim J (u) a lim f IY -.zdl
2 

dr+ lim N J u
2 

dr= Jr ly<u*)- zdl
2 

dr+ 
e:-+0 € e: e:+O r e: e-+0 r· E 

on utilise le résultat b), on obtient 

liu Il 2 ·~ llu*ll 2 · 
e: L (r) e-+0 L (r) 

On a les deux résultats suivants 

1) 

2) u converge faiblement dans L
2

(r) e: 
* vers l'optimum u 

On en conclut de 1) et de 2) que la suite u converge fortement e: 

• vers l'optimum u du problème limite. 

3- Le .6y-6.tème d'op:ti..maf.Uê. L'étude de la c.onveJr.geJtc.e de l'é.ta.t adjo-<..nt 

peJt..twr..bé.. 

3 • 1 , - L ' é..ta.t - adj a )..n;t p eJr..tWLb é. : 

On introduit pe:(v) E v ' VvE uad ' solution du problème (El) 

suivant 



(El) 
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- 6p (v) = 0 , dans n e: 

ap (v) 
e: 

-~- + e: p (v) = 
av e: 

J p (v) dr = o 
r e: 

On a la formule suivante 

, . sur 

Jr (p
0

(v) + Nv) • • dr - Jr (y0 (v) - zd) y
0

(w) dr + N fr v . w dr , 

Vw e: uad • 

Preuve de la formule On sait que, Vw e: Uad , 

la solution du problème : 

(P) 

fr (ye:(v) - z ) d 

- 6y (w) = 0 e: 
dans n 

ay (w) 
e: + .e: 'y (w) 

e: = w 
av 

J 
y (w) 

r e: 

y (w) dr = e: 

dr = o 

Jr 

ap (v) 
( e: 

av 
ap (v) 

sur r 

+ e: p (v)) 
e: 

• y (w) dr 
e: 

y (w) 
e: 

est 

r 

fr 
e: • y (w)· dr+ e: J p (v) • y (w) dr = 

e: r e: e: 
av 

on applique la formule de Green deux fois, on a 

ap . 
J ay f e: . e: dr -y dr "" --p 

r av e: r av e: 

·on obtient 

Jr (ye:(v) - zd) • ye:(w) dr = Jr 

=fr C.Q.F.D. 
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3. 2. - Le .6 y.6.tè.me d' op.:ti.mal.Ué 

• L'application Uad : v--+ JE(v) eR est strictement - convexe 

et Gateaux - différentiable. 

On vérifie que l'on a : 

(3.2.1.) (J' (v) . w) = J 2(p (v) + N v) . w dr , . Vw e: Uad • 
E r E 

On applique le théorème 3.1. ·(J.L. Lions, [1]) . 

L'unique élément vérifiant : 

caractérisé par 

(3.2.2.) (J' (u ) • v) ~ 0 
E E 

J (u ) = 
E E 

!nf 
ve:Uad 

(J (v)) , 
E 

est 

Uad est un sous-espace vectoriel de L2(r) , l'inégalité (3.2.2.) est une 

égalité dans uad· 

L'optimum vérifie la condition : 

(3.2.3.) 

on a d'après (3.2.1.) 

(3.2.4.) J (p (u ) + N u ) • v dr = 0 , . Vv e: uad 
r e: e: .e: 

on pose 

donc sur r, À e R •. p + N u .: À , 
E E 

Calc.ul. de .ta c.on6.tante À 

0 • J p dr + N J u dr = À. mesure (r) 
r e r E: 
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car Pe: E: v = {y E: Hl (Q) 1 Jr Y dr = 0} 

et 2 
1 Jr. w dr = o} u E Uad = {w E L (r) e: 

On a À .,. 0 . 

On obtient la ·Condition (3.3.5.), appelé la condition d'optimalité 

(3.2.5.) 

(ye:, pe:, ue:) e: V x V x Uad , est la solution du système d'optimalité 

(S) 

- by 0::: 0 dans n e: 

- bp .,. 0 dans n e: 

a y 
_e:_ + e: y .,. u sur· r 
av e: e: 

ap 

- zd) +~fr e: e: p z: ·(y zd dr r -+ sur 
av e: . e: 

p~ + N u = 0 sur r e: 

3. 3. - E.tude. de. .e.a. c.o n.veJtg e.n.c.e. de. .e. 'é:t.a.:t a.d j abu:. : 

Théo!tè.me. 3.3.- L'état adjoint p , converge fortement dans e: 

muni de sa norme Il llv , vers • p(u ) la solution du problème (E2) , 

suivant 

.(E2) 

• 

• - bp(u ) = 0 , dans n 

ap(u•) 
av 

J 
• 

p(u ). dr 
r 

0::: 0 

u est le contrôle optimal limite (voir page 12). 

sur r 

v 
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· Prèuve 

A - Etude. de. fu c.onveJr.ge.nc.e. ficU.ble.. 

On sait que p est la solution du problème 
e: 

- t.p = 0 e: dans n 

{E) ap J _e: + e: P e: ... (y e: - z ) + -
1
- z d dr , 

av d 1 r 1 r 
sur r 

p e: v e: 

La formulation variationnelle du problème (E) s'écrit 

J {Vp ,V~) dx + e: J p • ~dr = J (y - zd) • ~dr , \!~ e: V 
n e: r . e: r e: 

on prend, ~a p et on utilise l'équivalence de la norme 
e: 

1 1 1 1 1 sur V on obtient 
H {n) 

Il llv et 

p èst une suite bornée dans un Hilbert, elle converge faiblement e: 

• vers p(u ) la solution du problème - limite - faible 

(E2) 

• - t.p(u ) -= 0 dans n 

-~~u•) = (y(u"l - zd) + ïfï Ir zd dr 

Jr p(u•) dr = o 

B - La c.onveJr.ge.nc.e. - 6onte.. 

a> Il P e: Il 1 ~ c 
H un 

donc e: Il p e: Il 2 -+- 0 
L {r) 

e: -+ 0 
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ap 
b) IIP Il 2 ~ c et _e: e:L2

(r) alors on a 
e: L (r) av 

1 IPe:ll 3 ; 2 ~ c on en conclut que pe: converge fortement dans H
1

(n) 
H (n) 

vers. 

Le -6 !fi.:J.tè.me. d' op.ümaLUé à. la. .u.nu.te. 

* - fly(u ) "" 0 dans n 

* - flp(u ) .,. 0 dans n 

. * ay(u ) • "' u sur r 
av 

• 
+ i:ï Ir 

ap(u ) !1! 
.. y(u ) - z zd dr sur r 

av d 

* li! 
p(u ) + N u = 0 sur r 

Jr y(u•) dr = o , Jr 
• p(u ) dr = o et Jr u• dr = 0 

• 1 . ' • 1 • 2 
y(u ) e: H (n) , p(u ) e: H (n) et u e: L (r) • 
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(P 1) 
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CHAPITRE II 

Les notations sont les mêmes, comme le chapitre (I). 

On suppose dans tout ce chapitre 

ua L
2 (r) et uad={v € L

2 (r) 1 Ir v dr = 0} 

V~ H
1

(n) , espace des états du système à contrôler. 

On munit H
1
(n) de son produit sc~laire et de sa norme 

On cherche u E L2
(r) solution de 

e: 

J (u ) = 
e: e: Inf 

VEL 
2 
(r) 

J (v) a J IY (v) 
e: r e: , 

(J (v)) 
e: 

donnée à l'avance dans L2 (r) • 

ye(v) est l'état,solution du problème 

- 6y (v) .. 0 
e: 

ôy (v) 
_e __ + e: Y (v) 

e: 
ÔV 

1 

dans n ' 

.. v sur r ' 

Le problème (P) admet une solution unique , 2 
u EL (r) 

e: 

le théorème ( 1.1 .) [1], (J .L. Lions). 

d'après 
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Ruwné. du. c.hapilie. 1I : 

Il s'agit dans ce chapitre, d'étudier la convergence de la 

suite u€ des contrôles optimau~ perturbés dans le cas où l'ensemble 

des solutions admissibles est l'espace tout entier L2
(r). 

On établira les sytèmes d'optimalités perturbé et limite. 

1- Fo~u.lation v~onne.tte. du. p~oblème. (Pl). 

(P2) 

Le problème (Pl) est équivalent au problème, 

Soit 2 
v E: L (r) 

Trouver y (v) E: H1{n) , solution de 
e: 

fn (Vy<(v),VQ) dx + e Jr y<(v) • .P dr c fr v.,P dr ,W < a1(n) . 

Le problème (P2), admet une solution unique 

VvE: L2
(r) • 

1 
y (v) E: H (n) , 

e: 

2 - E.tu.de. de. la. c.onv~ge.nc.e. de. la .6uli:e. de..6 c.on:tttôle.-6 u 
e: 

On note : J(y(v),v) • fr ly(v) 

On a le théorème 

2 
Théo~ème. 2.1.- La suite u EL {r) , converge fortement 

e: 
• • •• vers u E Uad solution de J(y(u ), u) = Inf (J(y{v),v)) 

VEUad 

• u introduit à la page 12. 

; . 
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y(v) est la solution du problème 

-·6y(v) ... 0 dans n 

(P4) ôy(v) = v sur r 
Ô\1 

Jr y(v) dr ... 0 • 

La preuve du théorème * On considère l'optimum u E uad ' 

(introduit à la page 12). 

J(y(u*), u*) = !nf [J(y(v),v)] 

veUad 

où y(v) est solution du problème (P4). 

(Le problème (P4)'n'admet pas de solution si Jr v dr~ 0). 

Soit, A(v) ~{y € H1(n) /solutions du problème 

(A) 

- fly "" 0 

!r =v 
Ô\1 

dans n 

sur r . } 

On introduit la fonction suivante 

Soit le problème (Al) . . 

(Al) trouver (y,u) E A(u) x Uad 

.l) On a : 

J(y,u) "" !nf (J(y,v) 
veUad 
yeA(v) 
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·Lemme. 2.1.- On a le résultat suivant : 

Inf (J(y,v) ·. 
VE:Uad 
ye:A(v) 

Preuve du lemme : Comme il y a unicité et existence du 

couple (y,u) (réalisant l'optimum de J), car J est une application 

strictement convexe, en le couple (y,v) E A(v) x Uad , 

Il suffit de montrer que 

V v E U ad , V y e A (v) 

J(y,v) ~ Jr IY<u*) + _!_ J zd dr- zdl
2 

dr+ N.J (u*) 2 dr 
1 r 1 r r 

Soit V E uad • 

On a y • y(v) .. + c ' (C "" constante) 

conune Jr y(v) dr m 0 on a 

c a~ fr y dr donc 

J(y,v) • J(y(v) + c ' v) 

· Ir ly(v) + C- zdl2 dr + N fr v2 dr 

· Ir (y(v) - zd)
2 

dr + 2C Jr (y(v) - zd) dr + c2 . 1 r 1 + N J r v2 dr 

J(y,v) = J(y(v), v) - 2c Jr zd dr + c
2 

lrl , VvE uad • 

On sait .que [page 12] 

• • J(y(u ), u) a Inf (J(y(v), v)) 
veUad 

donc on a 
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• • J(y,v) ~ J(y(u ), u) - 2C , Vc e: R donc 

J(y,v) • • ~ Inf (J(y(u ), u) 
Cdl 

lrl> 

P(C) = J(y(u*), u*) - 2C J zd d~ + c2 lrl 
r· 

est un trinôme en C. 

Le minimum du polynôme est atteint pour C = --1-- J z dr 
. lrl r d 

on obtient : 

Or 

(A' 1) * * . 1 J 2 LI J (y , v) ~ ( J (y ( u ) , u ) - - ( z d dr) ) , v v e: U d 
1 r 1 r a 

*. 1 f 2 • 1 f • J(y(u ), u) -- ( zd dr) ""J(y(u) +- zd dr , u ) 
1 ri r · 1 r 1 r 

Inf (J(y,v) = J(y,u) 
vcU ad 
yEA(v) 

D'après le résultat (A'I), 

(y E: A(u)) 

. • 1 J J(y,u) >, J(y(u ) +- zd 
lrl r 

on a alors puisque le couple (y,u) est l'optimum unique dans , 

(A(u) x U ad) • 

On a donc 

(A' 2) 

· J(y,u) ~ J(y(u*) + --
1
-- J zd dr , 

1 r 1 r 

y(u*) + -
1
- J· zd dr ... y 

1 r 1 r 

• u • u 

U *> f = In J(y,v) 
VEUad 
ycA(v) 

d U*> r, 



- 26 -

A - Etude de ~a ~onv~gen~e paible. · 

Le problème du contrôle optimal perturbé s'écrit avec les 

notations précédentes 

1 
y (v) E H (n) 

e: 

(Pl) 

Il en résulte 

(1.1.) 

J(y , 'u ) a 
E E 

vérifie 

- ây (v) = 0 
E 

!nf 
. . 2 
ve:L (r) 

dans n 

ay (v) 
E _.:::____ + e: y (v) = v 

E 

2 
v E L (r) 

J(y , u ) ~ J(O,O) 
e: e: 

sur r ' 

liu Il 2 ~ C 
e: L (r) 

et Il Y Il 2 ~ c 
E L (r) 

La formulation variationnelle pour v = u 
e: 

de (P 1) 

On prend 

On a donc 

y • 
e: 

s'écrit 

J (Vy , Vy ) dx + e: J y
2 

dr = J u • y dr 
ne: e: re: re: e: 

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwartz et on utilise (1.1.) .. 
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On obtient 

( 1 • 2'.) 
J 

(Vy , Vy ) dx ~ C 
n € € 

(1.2.) et (1 .1 .) donnent 

(1.3.) 

car la norme : cJn 
norme Il Y € Il . 1 

H (rl) 

est équivalente à la 

Les résultats (1.1.) et (1.3.) donnent la convergence faible. 

Les suites yE , 

dans H1
(n) et L2

(r) • 

u convergent faiblement respectivement 
€ 

{ 
u ~u dans L 2(r) 

€ 00 

' On a 

y€ 
--!:a Yoo dans Hl (!"2) 

On va montrer que l'on a le résultat suivant 

Lemme. 2.2.- La limite faible u est effectivement l'optimum 
00 

Il! 
u (introduit page 12). 
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La démon6~on du lemme 2.2. 

On sait que : 

J(y(u*) + --
1
-- f zd dr , u*) ~ J(yœ, uœ> 

· 1 ri r 

car le couple : (y(u•) + _!_ J zd dr ' u•) réalise l'optimum de 
lrl r 

la fonction J(y,v) , V E Uad • 

On a quand t ~ 0 

faiblement dans L
2(r). 

On en déduit : 

Par ailleurs 

y ---+y. dans LÏ(r) et u.,. ~ uœ e: 00 .. 

J(y, u) ~ J(y (u*) +.--
1
-- J zd dr , u• + __ e: __ J zd dr) 

e: t e: Ir! r lrl r 
' 

lim J(y , u ) ~ lim J(y (u•) + --
1
-- J zd dr , u* + __ t __ J zd dr) c 

e:-+O e: e: t-+O t 1 r 1 r ·. 1 r 1 r 

On a alors 

(2.2.1.) 

J(y(u*) + .J_ f zd dr ; u*) 
Ir 1 r 

~ lim (J(ye:' u )) ~ J(y(u*) + --
1
-- J zd dr , u*) 

e:~o t 1 ri r 

lim (J(yt, u )) = J(y(u*) + ~ J zd dr, u*) 
t-+O e: 1 r 1 r 

)f 

et d'après l'unicité de u 

(2.2.2.) 
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Un~ démo~thation de la eonv~g~nee 1ohte de (y p u ) 
- lJ E' E' E 

Le .6 yJ.J.tème d' op:UmaLUê. pe!L.twtbé 

On suppose, que l'ensemble des contrôles est tout l'espace. 

On sait que le syst~me d'optimalitê perturbê est le suivant : 

(I) 

unique de 

où 

- 6y "' 0 dans n e: 

- 6p = 0 dans n 
e: 

a y 
__ E + 

E y "" u sur r 
d\1 

E E 

âp 
__ E + 

E p = YE - z sur r 
d\1 

e: d 

sur r 

. ' 
et 

Raepet: On suppose, zd quelconque dans L
2
(r). 

u est le contrôle optimal perturbé , il est la solution 
e: 

J (u ) = !nf (J (v)) 
e: e:. 2 .E 

.VE:L (r) 
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N a constante positive. 

- !!.y (v) = 0 , sur n e: 

y (v) ay (v) e: e: + e: y (v) r sàl~tion de = v sur 
av e: 

y (v) e: H
1 

{n) 
2 et v e: L (r) e: 

On sait que l'on a : 

J (Vy , Vy ) dx + e: J y2 
dr a J u y dr n e: e: r e: r e: e: · 

on a les estimations suivantes 

t>IIYII 2 ~c 
e: L (r) 

2) 1 lu 11 2 ·E C u ~ u faiblement dans L
2
(r) , e: OC> 

e: L {r) 

et uOC> e: Uad • {v e: L
2
(r) / Jr v ~r = O} 

3) f (Vy , Vy ) dx E C 
r e: e: 

et y ---+y fortement dans L2
(r) • e: OC> 

Y faiblement dans OC> 

Il u e: -u OC> Il 2 - Il Y e: -y ,.,Il 2 -
. L (r) . L. (r) 

~ c e: Il Y e: -y 00 Il 2 + c Il Y e: -y oo 1 1 2 
L (r) L {r) 
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Ce qui implique : 

lim <J (~(ye:-y~) , ~(ye:-y~) + J (y -y )
2 

dr) = o 
e:-+O n r e: ~ 

on obtient alors Y solution de 
~ 

- fl.y = 0 
co 

dans n 
(SI) é)y 

~ * --= u sur r 
é'lv 

la dernière relation est (2.2.2.). 

6) * u ---+ u fortement dans e: 

a) 

b) 

J (u )·~ J(u*) 
e: e: 

L 2(r) 
YE: .loo 

e: .... 0 

on en déduit que 

c) u ~ * faiblement dans u e: 

conclut que l'on a * dans on en u ---+ u e: 
* (J(v)) J(u ) =- !nf . 

VE:Uad 

7) p solution de 
co.-----

- fl.p • 0 dans n 
00 

é)p 
(S6) 

00 __ .. 
y - zd sur r 

00 

é'lv 

-'J r Poo dr = 0 

L2(r) 

t
2(r) solution de 
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on a , 

(6.1.) IIP Il 2 ~ c 
E L (r) . 

(6.2.) J (Vp , Vp ) dx ~° C 
n e: e: 

f (Vp , Vp ) dx + e: J p
2 

dr = J (y - zd) p dr ne: e: re: re: e: 
car 

Jn ( Vp ' Vp ) dx ~ Il y - zd Il 2 Il p Il 2 ~ 0 C 
e: e: e: 1 <r> · e: Lo<r> 

(6.3.) IIPe:ll 1 ~ c ' 
· u <n> 

H
1 
(n) ...... 

P - p faiblement dans e: co 

p --+ p fortement dans 
E: CD vérifie (S6) 

On a alors, lirn f (V(p -p ') 
e:-+O n e: CD 

V(p -p )) dx + J (p -p )
2 

dr E o • 
E:CD r e:CD 

• 0 1 
On en conclut que l'on a , p --+ p dans H (n) • 

(II) 

E: CD 

Le ·~y-&.tème d' op:Umali..:té a la. .ti.mUe u.t le -&u..i.va.nt 

- 6y - 0 ' dans n CD 

- 6p • 0 dans n 
00 ' 

é)yoo * 
-""U 

é)pCXI 

sur r 

- ... y - z ' sur r 
00 d av 
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CHAPITRE III 

ETUVE VU PROBLEME VE CONTROLE OPTIMAL 

. PERTURBE VANS LE CAS VES CONVEXES. 

On étudie, la convergence du contrôle optimal perturbé, et les 

systèmes d'optimalité pour le cas d'un convexe fermé K, · inclus 

Le problème de contrôle optimal p~rturbé, dans K s'énonce 

trouver u e: K e: tel que : 

Je:<Ye:<ue:), ue:;) • Inf Je:(Ye:(v), v) 
vcK 

. ' 
y (v) est la solution de : 

e: 

- t:,y (v) ,.. 0 
e: 

ay (v) e: 

. dans n 

(I) + e: y (v) = v 
av e: 

y (v) 
} 

v e: K e: H. (n) 
e: 

2 zd quelconque dans L (r). 

N = constante positive. 

sur r 
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On a, le système d'optimalité perturbé 

- t.y ... 0 dans n e: 

- t.p a:: 0 dans n e: 

a y 

(S) 
__ e: + 

e: y .. u sur r 
av e: e: 

ap __ e: + 
e: p .. (ye: - zd) sur r 

ÔV 
e: 

Jr (pe: + N u ) • (v - u ) dr ~ 0 ' VvE K e: e: 

On fait l'hypothèse, suivante 

~: K est une convexe-fermé de L
2
(r) , tel que K n U

8
d 1 ~ . 

Théo~ème 7.7.- Si (Hl) est vraie. On a les deux résultats : 

a) On peut extraire une sous-suite u qui converge faiblement 
e: 

dans L2(r), vers u €Knud. 
"" a 

b) converge fortement dans H
1 
(n) 

. J 
Ye: , vers y"" e: H (n), de 

plus Y co et u co sont liés par la relation 

- t.y = 0 dans n 
co 

ôyao __ .. 
u sur r 

co av 

Preuve du théorème Soit 

on utilise (Hl), on obtient J (u , y) ~ C • On en déduit que l'on a ·e: e: e: 
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llue;ll 2 
·' 1) ~ c 

L (r) 

2) IIY Il 2 ~ c 
e: L (r) . 

3) J (Vy , Vy ) dx 
n e: e: 

~ c 

4) u --~~ u faiblement dans L 
2 

(r) • e; 00 
On peut extraire 

une sous-suite u qui converge faiblement dans L2(r) vers u E:K()Ud oo a 

(y ()0 et 

(II) 

(III) 

5) 

u ) 
()0 

6) 

e; 

Ye; 
..... 

Yoo converge faiblement vers Yoo 

sont liés par la relation 

dans n 

sur r 

] 
Ye; converge fortement dans H (n), on a 

. ' 
- â(y - y ) ~ 0 e; ()0 

dans n 

a 
-- (y - y ) c - e; y + (u - uœ) , sur r av € œ € . E 

u E:K()Ud 
œ a u E K 

E 

dans Hl (Q). 

La formulation variationnelle donne 

IIYe:- Y..,ll 2 + 
. L (r) 

1 J f (uE - u,.) Ye; dr 1 

~ c E: 1 IY - Y
00

1 1 2 + IJ (u· - uoo) Ye; drl 
e: L (r) r e: 



- 36 -

5) implique Ye:· converge dans L2(r) , fortement vers y <X> • 

5) et 4) impliquent que lim <f (u - u ) y dr ~ o et e: <X> e: e:-+{) r 

quand, t + 0 , on a 

J (V(y - y ) , V(ye: - y<»)) dx---+- 0 
n e: 0> e:-+<> 

on en déduit 1 im <Il Y e: - Y <X> Il 1 > = o 
e:-+O H (n) 

Soit • u c K n Uad la solution de 

(III bis) • • J(u , y(u )) = Inf (J(v,y(v)) 
vcK n Uad 

y(v) solution de 

- tJ.y(v) Il: 0 dans n 

(IV) ()y(v) 
Il: v sur r 

d\1 

Jr 
y(v) dr = 0 

On définit, la fonction suivante 

--IR 

---------+ ~(v,c) 

définie par : 
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· Le.mme. 1.1.-

On a (u* solution de III bis) 

min 
ve:K n Uad 

min 
CE IR 

• '(v,c) ~ '(u , c ) , 
0 

Preuve du lemrn'e 

Le second membre, est un polynôme en C de degré 2, min ('(v,c)) 
cdR 

s'obtient pour , c ~ --
1
-- J zd dr. 

o lrl r . 

min '(v,c) ~ J(v, y(v)) - --
1
-- (J zd dr)

2 
, Vlv E K 0 Uad 

ce:R 1 r ~ 0 r 
. / 

or • • J(u ,y(u )) a min J(v, y(v)) 

on a alors, 

min '(v,c) 
ce:JR 

on obtient, donc 

ve:K n Uad 

'(u•, --
1
-- J zd dr) • min min ('(v,c)) • 

0 
lrl r ve:K n Uad ce:R 

Etude. du~ KC Uad. 

Dans ce cas u.-+ u • dans L 2 
(r) 

€ 

solution de III bis (K n Uad = K). 

1 

•. 1 
y -+ y(u ) dans H (Q) , 

e: 



- 38 -

Ceci a êtê pratiquement dêmontrê, dans la pre~iire partie. 

où 

Il est clair que si, ·Jr zd dr~ 0 on a, 

{

- ây - 0 ' 

~=v 
av 

dans n 

sur r 

min 
ve:K 

+ N 

(on n'impose pas de condition sur y~. 

On a, la remarque suivante 

+ N Min Min (~(v,c)) 

ve:K n uad ce:R 

On a,. d'abord une candit ion 'nécessaire pour que u converge fortement 
e: 

• vers u vêrifiant (y(v) solution de IV) 

rêalise, 

P~opo~ition 7.1.- Une condition nêcessaire pour que 

Min 
ve::K n Uad 

<JJy-zJI2 +NIIvll22) 
d L2(r) L <r> 

(y est dêterminée à une constante près) est que l'on ait 

.. 
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Preuve On sait, que l'on a : 

réalise le minimum de 

2 !lvii 2 
L (r) 

( * 1 ·f y ... y u ) + - zd dr 
co 1 r 1 r 

* U a U 
co 

tar.le problème (P) admet une solution unique. On a, alors 

lesquels 

où 

On cherche, des convexes, K C L 2 
(r) 

(y u ) réalise le minimum de 
co' co 

{ 

- 6.y ... 0 ' 

ay a v ' 
av 

dans n 

sur r 

(Pas de condition sut 

pour 



- 40 -

·On fait l'hypothèse suivante : 

+ J K n U
8

d + R (signe 
r 

Théo~ème.- On suppose (K) vérifie (H2) alors (y€, u€) converge 

fortement dans vers (y u ) réalisant le 
oo' oo 

2 llvll 2 ) • 
· L (r) 

et Yœ solution de (A) 

- !::.y = œ 0 ' dans n 

ayœ 
(A) -· u sur r ' œ av 

Ir "!œ dr 
mIr zd dr • 

' 

Preuve du théorème 

Soit, 
l 

. i 

où • • J(u , y(u )) = Min [J(v ,y(v) )] 
VEK n Uad 

1 ,, 

on suppose, qu~ l'on a l'hypothèse (H2). 

"' On vérifie, que y€ est la solution de 

"' - ty E 0 t dans n 
€ 
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D'après l'hypothèse (H2). 

on peut alors écrire 

Jr1Ye-zdj
2 

dr + N Jr u~ dr 

Irlym-zdl
2 

dr+ N Ir u: dr 

~ Ir ~~<-zdl2 dr+ N Ir (u• + 1;1 Jr zd dr)2 dr 

~ lim (J(y ,u )) ~ lim (J(y ,~ )) 
. '" e: e: . ,1'\ e: e: 
e:~ e:~ . 

~ J ly(u•) + --
1
-- J zd dr - zdl 2 dr + N Jr(u•) 2 dr 

r 1 r 1 r 

- ~(u•, ~Ir zd dr) 

D'autre part 

I 1Yœ-zdj 2 dr + N J u: dr= J (y(uœ) + --
1
-- J y~ dr zd) 2 dr + N Jr u: dr 

r r r lrl r 

• ~(u , --
1
-- J y dr). ·., ~ lrl r ~ 

L'unicité du minimum de ~' implique 

On a ·alors les résultats suivants 

+ N 

3) y est la solution de A 
co 

+ N 

• 1 
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4) yE converge fortement dans H1
(n) vers y E H1(n) , vérifiant 3). 

"'! 

5) u 
E 

converge fortement dans L2 (r) 
ill 

vers u D u~ E K n uad 

J(u , y(u )) = 
co ~ 

E xempte.-6 . -

Exempte 7 : 

Min 
VE:K () Uad 

Cr (v 'y (v))] • 

et on a : 

On a démontré dans la deuxième partie que l'on a : uE converge 

fortement vers u dans L
2 (r) 

co 
et converge fortement dans 

vers y~ la solution de 

. ~ 

Exempte 2 : K • {f E L2
(r) 1 f = constante, sur r} 

K nU • {O} et l'hypothèse (H2) est encore vérifiée 
ad 

et on peut appliquer le théorème précédent. 

~1 n u ad .. {0} on a 

{ 
ây • 0 dans 

E: 

sur r 

donc, E: Jr YE: dr ~fr v dr ·~ o ce qui implique 

. fr y dr ~ o 
E: 

(VE > 0) 

~ 
.1 

' 

i 
i 
1 
1 
1 

1 
1 

l 
1 

1 

! 
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on suppose, donc Jr zd dr ~ 0 l'hypothêse (H2) est vfirifiêe, pour 

le convexe KI. On peut, appliquer le théorème précédent. On a, 

• u = 0 

réalise le minimum de + N 

+ 
et on a Kt () Uad + ~: (signe 

Jr zd dr > 0 . 

J zd dr) c Kt 
r 

l'hypothèse (H2) est encore vérifiée et dans ce cas la réponse n'est 

pas aussi triviale. 

En concluAion : Si le convexe K fermé de L2(r) vérifie 

l'hypothèse (H2), le système d'optimalité à la limite est le suivant 

·. , 

- 6y .. 0 dans n 
00 

- 6p • 0 dans n 
00 

a y 
00 --- u ' sur r 

00 

av 

(S) ap 
00 

(yoo - z ) --- sur r 
av d 

fr (p + 
00 

N u ) 
co 

• (v - u ) dr 
co ~ 0 V v E: U

8
d () K 

Ir Yco dr a fr zd dr ' fr Poo 
dr li::: 0 et u E: K () Uad 

00 
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CHAPITRE IV 

1 ntJr.o du mon. -

Il s'agit de mettre (yE, pE, uE) , la solution du système 

d'optimalité pour E (petit positif), sous la forme : 

0 J 
Yt "" Y + E Y + 

0 J k k 
PE 

a p + E p + ... + E p + 

0 ; J k k u 1:1 u + E !-1 + ... + E: u + 
t 

Pour avoir davantage de détails sur le calcul asymptotique, 

on peut se référer à [2] et [3]. 

L'objet de ce chapitre, d'une part est de déterminer les systèmes 

que vérifient les triplets k k k (y , p , u ), kt~ d'autre part à déterminer 

des estimations, des corre.ct'eurs que 1 'on précisera ultérieurement. 

1 - Etude du c.ctlc.ut Cl6ifmp.to.:ti.que. poWt le. c.Cl6 u = u . . ad 

A- Application à l'état - p~bê, ~on adjo~ et le c.ontJr.ôle 

optlmal·p~Wtbé. 

On rappelle que·: 

uad .. {v t L~(r) 1 
Jr 

v dr ... o} , et 

v .. {y t n 1 (n) 
1 Jr 

y dr = o} 

on utilise le système d'optimalité (S). 
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- l!.y "' 0 dans n e: 

- 6p - 0 dans n e: 

a y __ e: + 
e: y = u sur r 

' av E e: 

ap J _e: + e: p "' (y -z ) + - 1- zd dr , 
av e: e: d 1 r 1 r 

sur r . 

pe: +Nue: = 0 , sur r. 

f y dr ... o 
r e: 

1 
y e: H {n) 

e: 

' 

, 

7 ) Calcul du cae66~cient de 

Soient . . 

'i' 
0 1 •k k 

- y + e: y + + e: y e: . ' 

~e: 
0 1 + e: k k 

- p + e: p + p 

0 1 k k w -u + e: u + ... + e: u e: 

et 

et 

k e: 

:fr ue: dr= 0 

u e: L2
(r) 

e: 

• ( 
0 0 

u
0

) V V U Y , p ' e: x x ad , le coefficient de 0 e: , est la 

solution du système 

... 6yo ... 0 dans n 

0 - 6p • 0 dans n 

A(O) 
a o . 

0 _x_ 11::: u sur r 
av 

apo - (yo - z ) + _!_ f zd dr 
av d 1 r 1 r 

sur r 

' 
sur r 
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E: v x v x uad est la solution 

- b.y 
] 

1:1 0 dans n 

- b.p 
] 

1:1 0 dans n 

a y J J J 
-- + -: p + yo • 0 
av N 

] 

!P_ + Po = Yl 
av 
] ] 

p + N u = 0 

sur r 

sur r 

sur r 

En général, k k k (y , p , u ) € v x v x u d 
a 

du système suivant (pour k ~ 1). 

k - b.y .. 0 dans n 

k 
- b.p - 0 dans n 

ayk 1 k k-1 
- 0 r A(k) --+-p + y sur 

av N 

a k k-1 k 2.2_ + p .. y sur r 
av 

k + N k .. 0 r p u sur 

du pr.ohlème . .... ·,. 

est la solution 

RemMque. : ( o o uo) y , p , est la solution du système limite 

d'optimalité (chapitre I). 

· On a, la proposition suivante 

P~opo~~on 1.7.- Pour tout k ~ 1 , entier naturel, le problème 

A(k) possède une solution unique (yk, pk, uk) appartenant à V x V x Uad • 
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Preuve : On fait, la démonstration pour le cas k = 1 • La 

formulation variationnelle du problème A(k) s'écrit : 

I
0

(vy1,vf) dx +~In (vp 1 ,v~) d~- ~Ir y1 .~ dr+~ Ir p1 
• 1 dr 

On pose : 

et, 

a -·J y0 
• ~dr -! J p

0 
• ~ dr , V<~,~> e v x v 

r N r 

+ ! J p • ~ dr , 
N r 

V(y,p,~,~) € (V x V) 

a) L'application A est une application bilinéaire continue 

2 sur (V x V) • 

A est coercive sur (V x V) , car l'espace V x V muni 

de la norme 

Les calculs précédents donnent : 

A(($,~), (~,~)) • J (V~,V~) dx +! J (V~,V~) dx 
n N n 

a~~~~~~+~~~~~~ 

On a, alors : 

2 . 

• 
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b) Il est évident que l'application L définie sur V x V 

est linéaire~ continue sur l'Hilbert (V x V). On peut donc appliquer 

le théorème de Lax-Milgramm ce qui implique l'existence et l'unicité, 

dans v x v x uad de 
1 1 1 

(y ' p ' u ) solution de : 

1 1 
A((y, p ), (~,'i')) = L(~,'i') 

(P) 
1 1 1 u a - - p sur r 

N 

Vc~,'i') E: cv x v> . 

On a, la proposition suivante 

P~opo~ition 1.2.- Il existe C, une constante, qui ne dépend 

pas de k E: N , telle que : 

k 
~ c et Il Pk Il 

1 
. ~ ck 

H (n) 

V k k 
. (y ' p ) , solution du problème A(k) • 

Preuve : On fait, la formulation va~iationnelle du système 

A(k) , en appliquant la formule de Green. On trouve : 

f k k 1 J k k J k-1 k 1 J k k-1 (1) (Vy ,Vy ) dx +- (Vp , Vp ) dx • - y • y dr ~- p .p dr 
n N n r N r 

On applique, au second membre de (1) l'inégalité suivante :. 

~ - a b Va E: IR et 'vbtR •. 

On prend, sur V la norme suivante 

(1), donne : 

(2) (Il Y. k 11 2 + .!. Il Pk 11 2> ~ . <Il k- ~"11 Il kIl Il k-
111 Il kIl ) v N. v - ct Y v Y v + P . v } v. 
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(grâce au théorème de Trace) 

donc, avec (2) 

en réitérant : 

On appelle, correcteurs 

0 ' 1 n • y - (y + e y + 
k k k+1 yk+l) + E y + E 

E E 

et 
0 1 

W • p - (p + E p 
E E 

+ •••••• 
k •k k+l pk+]) 

+ E p + e: 

On a, la proposition suivante 

(V) 

Ptr..opo.6ilion 2.1.-. (ne:' ne:) est la solution du système 

- ~n c 0 ' dans n 
e: 

- 6w a 0 dans n 
E . 

an 1 k+2 k+t 
_e + e: ne: + - w = - e: Y 
av N e: 

an k+2 k+l 
_e:+t1f -n •-e: P 
av e: e: 

(n , n ) e: V x V 
e: E 

sur r 

sur r 
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· Preuve de la proposition 2 .1. 

Il est évident que l'on a dans l'ouvert n, - fln = o 
E 

et - tilT .,. 0 . 
E 

Les conditions aux bords, s'obtiennent de la façon suivante 

an 1 a y ayo ayl k a k+l __ E + E (-+ 
k ()y . k+l y ) t n +-1T ---- E -- + ...... + e: --+ e: 

av E 
N 

e: av av av av av 

0 k k k+l yk+1) + E y - E (y + ...... + e: y + e: 
e: 

1 1 0 1 k k k+1 pk+1) +-p -- (p + e: p + • • • • • • + e: p + e: 
N E N 

on utilise, les systèmes donnant les coefficients de k 
e: , pour k e: ~ , 

on a alors au bord, r : 

ay 1 
___ E + e:·y +- p = 0 
3v e: N E ' 

ay0 
1 0 ---+-p :0: 0 

av N 
1 

- E (~ + 
av 

0 1 0 
y + - p ) ... 0 

N ' 

k+ 1 ( k 1 k+ 1 e: y +-p 
k+1 

+ ()y ) .,. 0 
N av 

an 
on obtient, en ajoutant membre à membre,· __ E_ + E n 

av E 

on fait exactement la même démarche pour obtenir , 

t k+2 k+l 
+ - 1T m - E y 

N E 

-- k+2 
E 

k+1 
p on obtient , donc le système (V). 
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On cherche, des estimations de n , et TI dans u1(n) 
E E 

en fonction de e: (petit ). 

On a le théorème, suivant 

Théo~ème (I) 2.7.- On a les estimations suivantes 

1) IIY - (yo 1 k 
Yk> Il ck k+l + E y + ••• + E 

H
1 
(n) 

~ E 
E # • 

2) Il o ·J k 
Pk> Il ck • k+l 

p - (p + e:: p + ••• + E 

H
1 (n) 

~ e: 
E 

où c o:: c(n) , une constante ne dépendant q~e de l'ouvert n. 

Preuve La formulation variationnelle du système (V) 

donne 

(A) : Jo (Vn ,Vn ) dx + 
e:: Jo 2 

dr 
0::- ~ Jr dr -

k+2 

Jr 
k+l 

dr ne: TI • n e: y • n e: e: e: e: e: 

et . / 

(B) 1 f e: J 2 dr • .!. J dr 
_ ek+2 J k+J 

: - (VTI , VTI ) dx + - TI TI • n p • TI dr 
NOe: e: NOe: e: e: N . r e: . N r 

on ajoute (A) à (B), on obtient 

J (Vn ~ Vn ) dx + .!_ f (VTI , VTI ) dx + e: J ·n
2 

dr + ~ J TI 2 
dr 

o e: e: N n ~ e: r e: N r e: 

e:k+2 J k+l dr 
e:k+2 f . k+l 

dr -- y • n --- p • TI e: N r e: . r 

on utilise les résultats, suivants 

(2.2.) 
2k+3 

1Yk+ll2 + E. ln 1
2 k+2 Jr Yk+l e: dr > - e: ne: 

L
2

<r> 2 e: L2(r) 
, 

2 

2k+3 
1Pk+l.l 2 

ITI 1
2 - e:k+2 J k+l e: +~ dr >, p • TI 

2 L 2(r) 2N e: L2(r) N r 
e: (2.3.) 

(2.2.), (2.3.) et la proposition (1.2.) nous donnent 
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f (Vn , Vn ) dx + ~ ln 12 + .!. J . (V1r , V1r ) dx + ·~ J 1r 2 dr ~ 
0 E E 2 E L2(r) N 0 . E E 2N r E 

11€ tV a {y E H
1
(n) / Jr y dr~ 0} et 1r E V donc 

E 

Jn (Vne' Vne) dx ~ C • 1 Inti 121 
u H (n) 

et 

on a donc, pour , ( 0 < e < 1) : 

c • t [ll1r Il \ + Il n Il \ J ~ 
E H (n) e H (n) 

[c<n>] k • € 

on obtient, alors les deux estimations, .suivantes 

et 

k+l 
• e 

ll1r Il 1 ~ [c <n>] k • 
e H (n) . 

k+l 
e 

2k+3 

C(n) est une constante positive, ne dépendant que de l'ouvert n. 

( I) 

Le p~obtème p~~bé : 

- ~y€ ~ 0 ' dans n 

- ~p - 0 ' dans n e 

ély 
__ e+ey 

Ô\1 e 
.. u 

€ 
sur r 

élp e: . 
- + e: p a y - zd ' sur r 

Ô\1 e: e: 

1 
y e E: H (n) , 

sur r 

et u E: e: 

2k+3 
e: 
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On sait que 

J (u ) "" e: e: !nf 
... 2 .. 
ve:L (r) 

(J (v)) 
e: 

On cherche un développement asymptotique de ye: de la forme 

-

forme 

(I)o 

on pose, 

0 J 
ye: "" y + e: y + ••• + 

k k e: y + ••• 

De même, on cherche un développement de pe: de la 

0 J k k p ""p + e: p + ••• + e: p + ••• e: 

Le c.oe66-[cie.nt de. 0 
e: 

On 1 1 (yo, p0
, u0

) 1 1 · d ' ca cu e, a so ut1on u systeme 

0 - 6y .. 0 dans n 

0 
0 dans n - 6p .. 

' 

a o 0 2X_ .. u sur r 
av 
a o 0 ...L. y - z sur r d ' av 

0 + N 0 
1:1 0 r p u sur 

fr 

0 dr 
• Jr 

dr , Jr Po dr ... o et 
Jr 

0 
y zd u 

"-o 0 
- -

1
- J z dr y = y 

lrl r d 

.o "-o et 0 "-0 
p .. p u ... u 

On a, ("-0 "-0 ~0) la solution de y ' p ' 

dr = o 
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"'o - !::.y = 0 dans n 

"'o !::.p = 0 dans n 

1\.o 
!L = 1\.o· 

r u sur 
Ô\1 

a"'o 
"'o 1 J ~- (y -zd) + - zd dr sur r 

Ô\1 1 ri r 

'\.0 
+ N 1\.o 

.. 0 ' r p u sur 

'\.0 
E: v '\.0 

E: v '\.0 
E: uad y .,. p et u 

(
'\,0 '\.0 "'o> 
y ' p ' u est le coefficient de 0 

e: trouvé dans le cas u ... u . 
ad 

Le ~oe6S~cient de e: 

(y
1, p 1, u 1) E: H1 (~) x H1

(n) x L2
(r) la solution de 

!::.y 1 .. 0 dans n 

- !::.p 
1 

- 0 dans n 

a 1 
1 1 0 !L.+-p ... - y sur r 

Ô\1 N 

(II) 

1 1 !L+ 0 r av p .. y sur 

1 + N 
1 

0 r p u ·= sur 

Cette solution vérifie en outre 
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On pose, 1 "'1 y = y 

"'1 1 -i:iJr zd dr U. ... u 

"'1 . 1 

+ 1~1 Ir zd dr p .. p 

on a, 1 "'1 1 1 •i:iJr•d dr -p •-p 
N N 

et 
1 . "'1 "' 1 1 1 
-p + u .. u +-p = 0 sur r 
N 

1 
N 

"'1 "'1 "' (y , p , u
1
) € V x V x Uad est exactement ie coefficient de E , dans 

le calcul asymptotique du cas précédent U c Uad . 

(I)2k 

on pose, 

En général, le coefficient de 2k 
c , pour k ~ 1 

Il est la solution de 
. / 

2k 
- 6y .. 0 dans n 

2k 
- 6p .. 0 dans n 

ap2
k + P2k-l • Y2k 

av 
f sur r 

ay2k 1 2k 2k-l 
--+-p +y .. o 

av N 

sur r 

"'2k 2k (-l)k+l J 
y .. y + r zd dr 

1 r 1 

2k "'2k 
u "" u et 

sur r 

est 
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On vérifie, que l'on a, (~2k ~2k ~2k) v v 
y , p , u E X X Uad ! et 

est le coefficient de 2k 
e , dans le calcul asymptotique du cas U = Uad , 

fait précédemment. 

Le ~oe66~cient de 2k+1 
€ 

(y
2k+ 1 2k+ 1. 2k+ 1) 1 . 1 2 

, p , u E H (n) x H (n) x L (r) , est la 

solution de : 

â 2k+l 
- y = 0 dans n 

â 2k+1 - p "" 0 dans n 

alk+1 1 2k+1 2k .. 0 , r +-p + y sur 
av N 

(1)2k+1 
ap2k+1 

+ p 2k 2k+1 
r .. y sur 

av 

fr 

2k+1 dr .. o Ir P~k+1 dr .. (-J)k+1 N J r zd dr y 

fr 

2k+ 1 ' k 

Ir 
zd dr et u dr .. (-1) 

Si, on pose 
~2k+1 2k+1 
y .. y 

~2k+1 2k+1 (-1)k 

fr 
z dr· p .. p + N 

lrl d 

et 
~2k+1 2k+1 + 

(-1)k+1 

Jr zd dr u .. u 
1 r 1 

on vérifie que l'on a (~2k+1 ~2k+1 ~2k+1 
y . , p , U ) E V x V X Uad d'une part 

et il est coefficient de 

d'autre part. 

2k+1 
e: dans le calcul asymptotique du cas U a Uad , 

• 
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On appelle, correcteurs 

(yo 1 
ne: a Y - + E: y + 

e: 
k k k+l yk+1) ...... + E: y + _e: 

et (po 1 k k k+l pk+!) 1f - p - + e: p + ...... + e: p + e: 
E: e: 

On vérifie, en utilisant les calculs précédents que 

(nt' 1ft) e: H
1

(n) x H
1(n) est la solution de 

- ân • 0 dans n e: 

- â1f 10: 0 dans n 
e: 

an 1 k+2 k+l 
(V) 

__ e: + 
e: n +-TI .. - e: y sur r 

av t 
N 

E: 

a1f k+2 k+l E: 
r -- + E: 1f - n .. - E: p sur 

·av e: € 

On a, le théorème suivant 

Théo~ème (11) 2.7.- Il existe une constante, positive, ne 

dépendant que de l'ouvert n, telle que : 

J) 

2) 

. 

Jn 

...... 

0 Jk+l 
~ c(n) • 

k+l 
e: 

k+l 
• e: 

Preuve : La formulation variationnelle du système (V), donne 

(Vn , Vn ) dx + l J (VTI , V1r ) dx + e: J 2 . t I 1r
2 dr n dr + -

te: Nn e: e: r t N r t 

k+2 

Jr 
k+l dr - e:k+2 J k+l dr -- e: y • ne: p • 1f 

N r 
e: 
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On utilise, l'inégalité 2 + b2 a >, - 2 ab, Va e: R et b e: R 

on obtient pour le second membre 

k+2 f k+l 
2k+3 

1Pk+ll2 +.!_11T 1
2 dr ~ 

e: e: p 0 '1T 
r e: 2N . L 2 (r) 2N e: L2(r) 

k+2 J k+l 
2k+3 

1Yk+ll2 ln 1
2 

dr ~ 
e: +~ - e: y . n 

r e: 2 L2
(r) . 2 e: L2(r) 

D'après ce qui précède, on a : 

k+l '\ik+l 1 J k+l dr 
'\ik+l 

E V y = y +- y ' . y 
1 r 1 r 

k+l '\ik+l + __ 1 __ J Pk+! dr '\ik+l 
E V p .. p p 

lrl r 

on remarque que : 

j-• J Yk+t drj - c et j-•- J Pk+J dr 1 .. c Vk. e: N 

1 r 1 r 
. ' lrl r 

Ceci, se vérifie à partir des systèmes, (I)k précédents on a , donc 

et 

D'après, la partie (I), on a : 

On, en déduit que l'on peut écrire 
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J (~n , ~n ) dx + ~ J n; dr + ~ J TI
2 

dr + ~ J (~TI ,~TI ) dx 
n · c c 2 r 2N r e N n c e 

2k+3 c 

c(n) = constante positive ne dépendant que de n , pour 0 < c < 1 , on a 

e J (~n , Vn ) dx + ~ J n~ dr + i: J TI
2 

dr + ~ J (~TI , ~TI ) dx 
n e e 2 r 2N r e N n c e 

~ e J (~n , Vn ) dx + ~ J n2 
d + ~ J (VTI , VTI ) dx 

n ce 2re Nn e e 

+ e J 
2N r 

2 TI dr • e 

D'où : 

.!. J (Vn , Vn ) dx +.!. J n~ dr ~ [ë<n>Jk+l • e2k+2 

2 n e c 2 r ~ 

et 

-
1 J (VTI , Vn ) dx + -1 J n

2 
dr ~ [c<n>J k+ 1 

2N n c e 2N n c 

ce qui implique que l'on a : 

et 

Il Il $: rc<n>]k+l ne 1 - ~ 
H (n) 

k+l 
• e 

ll1r Il 1 ~ [c<n>]k+l • 
e H (n) 

k+1 
e 

2k+2 
• E 
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CHAPITRE V 

ALGORITHMES VE RESOLUTION '()U SYSTEME PERTURBE •. 

A - ALGORITHHE POUR LA RESOLUTION VIRECTE VU SYSTEf.!E V' OPTIMALITE.-

Il s'agit, dans cette partie, d'utiliser un algorithme, 

résolvant par une méthode itérative le système d'optimalité perturbé. 

Soient : 

uad - {v E L
2
(r) 1 Ir v dr K 0} ' et 

v a {y E H
1
(n) 1 Ir y dr= 0} 

On sait que, le système d'optimalité perturbé est 

- 6y 11::: 0 dans n 
E 

- 6p - 0 dans n 
E 

a y 
E r - + e: YE = u sur 

av e: 

ap 
(I) (y - z ) + __ 1 __ f ~+ e: p - zd dr 

av E e: d lrl r 

p· + N .u . .. 0 ' sur r 
e: e:: 

J y . dr 11::: 0 ' J P dr-= o et u 
r e: r e: e: 

sur r 

E uad 
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On supposera, 2 
zd quelconque dans L (r). 

Soit l'opérateur 
:...1 

A : V ---+ H (n) 

\.v \.1.1 

y ---+ Ay 

On définit A par 

<Ay,~> -l a J (~y, V~) dx 
H <n>, v n 

v~ E: v 

soient, les deux opérateurs suivants 

v-- B(v) 

c: v---H-1(n) 

\V 

y---

\V 

c(y) 

définie par 

définie par 

J y • ~ dr 
r 

On peut, définir la trace sur H
1
(n) • 

T Hl (n) ---+ H1 12 (r) 

t..u I,J.) 

y T(y) 

y~ E: v 
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·Le système (I) est équivalent au système (II). suivant 

A(y) + € C(y) - B(v) "" 0 

A(p) + € C(p) - B(T(y )) .. - (zd) + ( 1 J zd dr), 
E: 

lrl r (il) 
T(p) + N u = 0 

(p,y) E: v x v et u E: uad 

Algo!t.Lthme.. 

Soit 0 u , quelconque dans . 2 J u a {v E L (r) 1 r v dr = 0}. ad 

( n+1 n+1 n+1 On définit, y , p , u ) . par 

A(yn+ 1) + E: C(yn+1) = B(un) 

A(pn+l) C(pn+1) n 
(zd) + (-1- J zd dr)' + e: = B(T(y )) -

1 r 1 r 
ALG ( 1) n+1 -1 • T(pn+1) u .. - N 

( n+1 n+J . n+ J) U x v x v u ' p y E ad 

2- Etude. de. la conv~ge.nce. de. ALG (1). 

Pour l'étude de la convergence de cet algorithme, On utilise [s]. 

Théorème 2 • J • (Mie llou [s] ) . 

P~opo~~on.- Alg (1) converge vers la solution du système 

d'optimalité perturbé, si N vérifie N > C(n), où C(n) est une constante 

qui ne dépend que de l'ouvert n. 

Preuve : On vérifie que l'on a : 
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2) 3 C(rl) > 0 ' I!Yn+ 111 
€ . L2(r) 

~ C(n) <J n 
(V n+1 

y€ ' 
V n+1)1/2) 
. y€ dx) , 

n+1 
€ v . car y€ 

3) <f (V n+1 V n+l) dx) 112 ~ C(rl) Il u Il 2 • y€ ' ye: 
n n L (r) 

4) n -1 n u • - N • p€ ' sur r 
E 

5) 

6) (J (v n "n) dx)1/2 < c(~) 11 n Il p€ ' vp€ .. u y - zd . 2 
0 E L (r) 

7) 

. ' 

On en déduit, que l'on a (par récurrence) 

n+1 n+l k 

Il n+1ll C(rl) Il oll ~ (C(rl)) YE V :: (--) • YE 2 + L 
N L (r) k=1 N 

Il suffit de prendre 0 < C(rl) < 1 , pour avoir une série géométrique 
N 

convergente. 

Si cette condition est vérifiée.la série : 

; C(n) n+1 
L (--) Il zd Il 2 est convergente • 

k= 1 N L (r) 

On a , donc 
C(n) n+1 . 

<--> ~o. 
N n-+co 
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00 

Soit, < r 
k=l 

On obtient, 

1 IY~I 1 2 + l c c ' 
L (r) 

Vn e: IN 

On peut extraire une sous-suite qui converge faiblement dans 

vers y , la solution de : 
e: '00 

(SI) 

8) 

9) 

- 6y a 0 ' dans n 
e: '00 

aye:,oo 
_ _,__+e:y =u 

e:,oo e:,oo sur r 

y~ oo e: V et J u~ oo dr c 0 
.. ' r .. ' 

On a, yn---+ y dans L2(r) 
e: n-+co e: ' oo . 

fortement. 

J 
(V(yn - y ) V(yn - y ) dx + e: J (yn - y )

2 
dr 

n e: e:,oo ' e: e:,oo 0 r e: e:,oo 

J (un - u ) • ( n ) dr 
c r e: e:,oo ye: - Ye:,oo 

On sait que l'on a 

9) devient 
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on a, donc 

lim <J 
n-+<><> n 

(V(yn- y ), V(yn- y )) dx = 0 
e e,= e e,= 

n converge fortement (quand n -+. =) dans L
2
(r) car y€ vers YE: =· ' . 

n fortement dans H1 
(n) la solution de y€ converge 

' vers YE: = 

n 
PE: 

de (52) 

(52) 

On a, 

on obtient, 

' 

converge fortement dans H 
1 
(n) vers PE: = 

' 

- 6p - 0 e:,= dans n 

ôpt,= 1 J 
_....;~ + e p • y - zd + zd dr 

av e ,.~ E ,= 1 r 1 r 

J p dr • o r e,oo 

(Jn (V(pn- p ), V(pn- p )) dx)l/2 ~ 
u E € ,œ € E ,œ 

car (pn p ) e: v= {y e: H
1

(n) 1 J y dr= o} . 
€ - E œ ' r . 

solution 

sur r 

( s 1) • 
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n-+<>o 
lim <1 IPn- P 11 ) 

E: e:,oo V 
.. 0 puisqu'.on a 

lim IIY~-ye:ooll2 · =0 
n-+<>o ' L (r) . 

converge donc fortement dans H1
(n) vers p e: V la solution 

e: '00 
de (S2). 

On sait que l'on a 

n -] n u "' - N Pe: sur r c 

-] r et u = - N Pe:,oo sur 
E: 00 

' 

un converge fortement dans L2
(r) vers u l'optimum perturbé. 

t e:,oo 

En définitive, la méthode définie par ALG(I) converge 

' pour 0 < C(n) < N , vers le système d'optimalité perturbé. 

B - APPLICATION V' UNE METHOVE VU GRAVIENT.-

• On utilise, une méthode du gradient pour le calcul du 

contrôle optimal perturbé • 

• Le problème du contrôle optimal perturbé s'énonce 

Trouver,. u~ t Uad tel que. : J (u ) "" e: e: 

Rappelons les notations 

Inf 
ve:Uad 

(J (v)) • e: .. 
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u .. 
ad {v e: L2(r) 1 Jr v 

dr = 0} 

v ... {y E: Hl (n) 1 Jr Y 
dr ... 0} 

J (v) J IY Cv> -·~dl 2 
dr+ N J 2 = v 

E r e: · r 

N = une constante positive donnée. 

zd supposé quelconque dans L 2(r) 

y (v) est l'état, il est solution de e: 

6y (v) "" 0 
e: 

dans n 

dr 

. 

a y 
e: -(v) + e: y (v) • v sur r 

av e: 

y (v) E: V 
e: v e: uad 

On définit l'algorithme, suivant 

. ' 
Soit 0 

u quelconque dans Uad (par exemple 

• ALGORITHME 

1) 0 u • 0 pour i "" 0 , . 

2) 
i grad(J (u )) 

E e: = - 2 • (p~(u!) +Nu~) 
est l'adjoint, associé à solution de (I). 

3) solution du problème 

ALG(2) ~(>, i) • Min <HÀ)) 
E ÀCIR 

sur r 

HÀ) ... J IY (ui + À di) 
r e:e: e: 

- zdl2 dr+ N Jr (ui + À di) 2 dr , 
e: e: 

4) i+l i + Ài di puis on retourne pour l'itération u • u 
e: ·e: e: e: 

suivante à 2). 

VÀ E: Dl • 
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!le Etude. de. .ta c.onveJtge.nc_e. de. ALG(2) : 

h i L2(r) T éo~ème..- La suite (u ). IN, converge fortement dans e; l.E: 

vers u e; U d , le contrôle optimal perturbé. 
E a . 

La preuve du théorème : 

0 0 On suppose u , quelconque dans uad ' (u = 0) on a, 

i-1 0 
~ J (u ) ~ ••• ~ J (u) ~ C e;e: . e: • D'après la définition de [ALG(2)]. 

La suite i 
(J (u ))._~ est donc bornée. 

E e: l. tJJ.~ 

J) , \ln e: ~ pour e: fixé. 

2) llu~ll 2 ~ C et 
L (r) 

un~ u 
e: e:,oo n-+<>o 

faiblement dans 

vers 

3) Vn e: IN • 

n n 
u • y dr e; e: 

donc J (Vy~, V y~) dx ~ Il u~ Il. 2 Il Y: Il 2 ~ C 
n L (r) L (r) 

nH
1
(n) ..... 

Y - y on peut extraire 
E oo,e: 

une sous-suite 

solution de 

(II) 

n ye: qui converge faiblement dans 

- !::.y = 0 
00' e: 

ôyoo e: ____ ,- + e: y 
Ô\1 oo,e: 

J Yco e: dr = 0 
r ' 

dans n 

- u e:,co sur 

vers y e: v 
00' e: 

r 
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6) 
n 

ye: converge fortement dans L2
(r) , puisqu'il y a convergence 

faible dans H 1 (s-2). 

. 7) 
J (V( n ) V{ n )) d y~ - ye: ~ ' y - y x n ... ' e: e:,~ 

lim <f (V(yn- y ), V(yn- y )) dx) = 0 
n~ n e: e:,= e: e:,= 

car on a, lim <IIYn- y ~Il 2 ) .. 0 
n~ e: e:, L (r) 

on en déduit que 

yn · converge fortement dans H
1
(n) 

e: vers y e: co solution de (I.I). 
' 

n 
8) Pe: 

la solution de 

(III) 

converge fortement dans a1(n) , vers p e: V 
e: 'co 

6p .. 0 
e: 'co 

dans n 

ape: = 1 J _ __..;.,_ + e: p .,. Ye: co - zd + -- zd dr 
av e:,= ' lrl r 

sur r 

On vérifie que l'on a 
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Ce qui implique lim <J (V(pn- p ), e: e: co n-+co n , . 
V(p~ - p ) )· dx) = 0 

"" E, co car 

on a , lim 1 IY~ - Ye: col 1 2 . = 0 • 
n-+œ ' L (r) 

En résumé on a extrait une sous-suite. n 
u 

e: et on a les 

résultats suivants : 

un ----=::. u faiblement dans L2(r) . e: e:, co n-+œ 

n 
--~ fortement dans Hl (fl) ye: Ye;,co . 
n-+œ 

n fortement dans H
1 
(fl) pe: --:> Pe:,co n-+co 

On a 

9) lim [J (un)] ~ J (u ) , car J est continue et 
- e: e: E e:,co e: n-+œ 

n >u faiblement dans L2(r)·, il y a même égalité, u ' e: e;,oo 

lim (J (un)) • J (u ). 
E E e; e;,co 

JO) On en déduit 

llu~ll 2 
L (r) n-+œ 

llue: JI 2 
' L (r) 

(puisqu'on a n fortement dans L 2(r) Ye; co). Ye: converge vers 
' 

11 ) On en conclut que l'on a;: • 
n converge fortement dans L 

2
<r) u vers u 

E E ,co 

12) On a, p + N U m 0 e:,oo e:,oo sur r' ' 

e: uad • 

c'est-à-dire u vérifie la condition d'optimalité sur Uad et donc e: ,co 

u est le contrôle optimal perturbé. e:, 00 
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. 
Pour démontrer 12) on procède de la façon suivante 

~O,i) ""Hin [~0,)] 
e: Àe:JR 

~·o,i> ... o 
e: car réalise le minimum 

lim ~(À + h~ -~O.>j "' 2 . 0 

fr 
di [p (ui + À di) + N(ui + 

e: e: e: h-+0 

di+l i Ài di) N(ui Ài di) .. p (u + + + 
e: e: e: e: e: e: 

Ce qui implique 

On a, 

2 0 J di 
r e: 

di+l .. 0 
e: 

lim <J di • di+l dr) a o 
• r·e: e: 1-+oo ' 

e: 

,. sur r 

mais lim 
Î-+co 

<fr d! 2 
(p + Nue:,=) dr 

e: 'co 

n L 2 
(r) 

u -~--+- u 
e: e:,co car, on a et 

Il reste donc, 

on a alors la condition d'optimalité 

Pe: co + N u a 0 
' e:,co 

sur r 

et toutes les suites convergent. 

À di)] dr 
e: 
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C - APPLICATION VE LA METHOVE VE LA SECANTE.-

(P) 

où 

(I) : 

Soit le problème (P), suivant 

{ 

1) 

2) 

3) 

Trouver, 

J (u ) = e: e: 

' ' 

Min 
ve:Uad 

2 
u - {v e: L (r) 

ad 

[J (v)] 
e: 

1 J r v dr = o}. 

J (v) a Ir IYe:(v) - zdl2 dr + N e: 

y (v) la solution de 
e: 

- 6y (v) .. 0 
e: 

ay (v) 
e: 

dans n 

Ir v2 

-'---- + e: y (v) c v sur r 
av e: 

4) y (v) e: V a {y e: H
1

(n) 1 J y dr= 0} 
e: . r 

2 
On suppose, zd quelconque dans L (r) • 

• Ex.pUc.a:Uon de. lA. mU.hode.'": 

dr , Vv e: uad 

.. .. 
• 0 

Le problème (P) est un problème de minimisation avec la contrainte, 

rr v dr .. 0 . 

On relaxe cette condition, en introduisant un multiplicateur 

de Lagrange À. 
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Soit, donc l'application strictement convexe 

définie par 

f: .. J (v) + À(Jr v dr ) V'v E: L 2(r) JÀ(v) ' f: . 

Soit À fixé , il existe f: 2 
UÀ E: L (r) unique solution de 

Min 
2 

ve::L (r) 

u~ est donc la solution de 

Cl v 

Les calculs précédents mont~nt que 

aJ~{v) 
< ---' W> 

av 

Avec 

{II) 

On pose 

(p (v) + N v + À) • w dr , 
€ 

~ 6p {v) c 0 , dans Q 
€ 

Clp {v) 
f: 

av 

p (v) E: H
1 

(Q) e: . 

, sur r 

Il s'agit de résoudre ~(À) .. O. Ceci peut se faire au moyen de la 
€ 

méthode de Newton. Il faut alors calculer ~'(À) = J duÀ dr donc 
r dÀ 

qui est défini implicitement par 

·• 

-. 
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Or, on a, 2 E: D (JÀ(v))(w,w) 

où C est une constante positive. 

On en déduit que : 

on peut donc appliquer le théorème des fonctions implicites. 

où .t 

On a, alors : 

l'application linéaire : 

L
2
(r) ---+IR 

\.v 

w .t(w) = Jr w dr 
. ' 

On est donc amené à calculer la matrice inverse de 

0 2 J~ (u~) . , .... ' . . d • ~ ~ ce qu1 est tres couteux. C est pourquo1 on va 1ntro u1re 

la méthode de la sécante. 

ALGORITHME : ( [7]) . 

1) Soit À 
0 

donné, • 

On suppose que -~(À ) > 0 
0 

et HÀ > = 
0 J 

E: 
uÀ dr . 

r o 

2) 
e: e: 1 

uÀ , réalise le minimum de JÀ(v) , 
0 

Pour le calcul du minimum , on utilise une méthode du gradient. 

{pages 66-67). 
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3) cjl(), ) 
0 

dr = l(u~ ) 
0 

· 4) On prend, À1 tel que: ~(>.') < 0 
0 0 

on calcule alors 

4>0,') = J u~, dr. 
0 r 1\o 

5) On détermine >.
1 par , une interpolation linéaire 

. ' 

À 
0 

. , ' 

• 
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la solution de : 

Min 
2 vcL (r) 

[J~ (v)] 
1 

J J À 1· 7) On calcule, ~(À ) = uc dr • 
r 

8) Suivant le signe de ~(À 1 ) , on reprend la méthode de la 

sécante avec À , ou À1 etc ••• 
0 0 

V - V1SCRETISAT10N VES ALGORITm!ES.-

On utilise une méthode d'éléments finis pour les 

trois algorithmes précédents. 

7) CoYL6.tJr.uc..tiort d' wt .6oM-cupa.c.e. de. dùc.Jr.~Wort. 

Vé6~nition6 - Nota.tlon6 : 

Soit h .n o - .n J W = {~h E C (Q) / ~hiT E P } 

1 • p ~ : ensemble des polynômes de degré J • 
•• oP .... 

~ 

T E Th : une triangulation de n, supposée régulière . . . • 
h le pas de discrétisation • 

• NS le nombre total des noeuds. 

(a.) J :: i :: NS 
l 

les sommets de tous les triangles formant Th 
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Soient (~j) 1 ~j~NS la base classique de Wh , 

On sait que, pour j E [1 ,Ns] 

~.(a.) c: 
J l { 

si i ... j 

0 sinon 

On définit, le sous-espace vh de wh ' de la façon suivante 

On introduit les deux-ensembles suivants 

1 a {ensemble des noeuds intérieurs à n} 

F c {ensemble des noeuds Frontières}. 

On suppose de plus que le noeud, est sur le bord r. 

On définit, pour i E. [t , NS - 1] : 

~. si i E 1 
l 

~ ... 
J 1/Ji dr· 

1. 

~. < r ) . ~~s si i E F 
1. 

Jr 
1/JNS. dr ., 

Lemme.- La suite (~.) 1 ~ i ~ NS-1 est une base de l'espace 
1. 

On vérifie que l'on a 

une base de Vh , car la suite 

~. E Vh , La suite 
1. 

est 

( .n ) est une base de 1' espace lvh, 
'~'i l~i~NS 
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·L'ensemble des contrôles discrétisé sera 

2) Le p!toblè.me app!toc.hé - peM:Wtbé : 

h 
On introduit, le problème (P ) du contrôle optimal perturbé 

de la manière suivante : 

Le p!toblème - a.pp!toclté 

{ 
Trouver, h uh solution de u E: ad E 

Jh(uE:) = Min Jh(vh) 
E h h h E E 

V EUad 

I 1 
h h hl2 J h 2 v h h 

c r yE(v ) - zd dr + N r (v ) dr , v € Uad 

h 'l' . zd est un e ement approx1mant 
2 

z d e L (r) • 

Yh(vh) .,. vh ~ est la solution de 
E 

h.,. vh On introduit, pE ~ solution de 

h wh h 
~ dr , v~ E v . 

3.7. -Etude. de la. c.onveJtge.nc.e du p!tobiè.me app!toc.hé.. 

On démontre aisément la solution discrétisée du problème approché 

(Ph) converge fortement vers la solution optimale quand h ~ O. 
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3. 2. - La ciWCJtW.6a:t[on. de. ALG ( 7). 

a) [ALG(l)] discrétisé s'écrit: 

On prend, comme espace de. discrétisation des é.tats 1 'espace Vh 

et comme ensemble des contrôles admissibles l'espace 

. o uh So1t, uh E ad quelconque : 

On résout 

1) 

NS-1 
r 

i=1 

2) A. h B(T( n+1) h 
pn+1,e: = zd) yh e: 

3) 

NS-1 e: 
Ph,n+1 E R 

n+1(.) uh 1. 

' 

' 
NS-1 

I 
i=1 

p~n+1(i) 
' 

n+ 1 (.) 
ph . l 

• ~. e: vh 
1. 

si i est un noeud frontalier 

sinon • 

Pour l'itération suivante, on revient à 1). 

A est la matrice du système linéaire approché 

A(l, ~.)a In (V~., v~.) dx + e: J (~ .. ~.)dr 
1. 3 u 

1 3 · r 1 3 
j e: [l, NS-1] et 

i e: [t ... , Ns-1] 

n 
•. B(uh,e:) a (V(i))l~i~NS- 1 , le second membre du système 

linéaire approché. 

Les composantes de ce vecteur sont données par la formule 

V(i) J 
n 

.. u • 
r h,e: 

Vi E [1 ' NS-1] • l dr , 
l. 

Même chose pour les autres algorithmes utilisés. 
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CHAPITRE VI 

RESOLUTION NUMERIQUE VU pROBLEME PERTURBE. 

Pour la discr~tisation des diff~rentes m~thodes, on prend 

comme ouvert le carr~ unit~ . 

• NS a lOO noeuds • 

• h • 1/10 (le pas de discr~tisation régulier) • 

• NT .. le nombre de triangles utilis~s. · (162) • 

On suppose, h 0 - 1 
W a {~h E C (n) / ~hjT E P } ( .n ) la base 

lfli 1~i~NS 

associ~e à cet espace. 

(~) , la base associ~e à cet espace. 
ljli ld~NS-1 

On d~finit 

on prend comme fonction d'observation sur le carr~ ABCD (par exemple) 

sur AB 

0 sur BC 
ZD .. 

sur CD 

0 sur AD 

On applique les 3 algorithmes précédents. 



FORMA 

FORMAI 

FORHA2 

SE MEL 

SEHEL2 

MAIL 

DRGAU 

GAUSS 
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• Les sous-programmes utilisés sont 

forme la matrice 

A(i, j) .. J (V~. 
n l. 

forme la matrice 

B(i,j) = Jr ~i 

A 

"' Vl/}.) dx 
J 

B ' 

~. dr 
J 

dont 

calcule la matrice : 

les coefficients sont 

~ i ~ NS-1 

~ j ~ NS-1 

les coefficients sont 

~ i ~ NS-1 

~ j ~ NS-1 

C • A + e: B (e: petit positif). 

calcule le vecteur V 

V(i) a J u • ~. dr , 
r l. 

~ i ~· NS 

u ' étant une fonction donnée appartenant à L2
(r) • 

"' calcule le vecteur V 

v(i) .,. Jr u • "' 1/]. dr , 
l. 

1 ~ i ~ NS-1 

sous-programme qui fait le mailiage du carré - unité. 

Il calcule les numéros des sommets dans un tableau, les coordonnéE 
.. 

des sommets, les numéros des triangles etc • 

. . 
fait la résolution d'un système linéaire par la méthode 

descente - remontée. 

décompose la matrice du système sous forme A = LU L matrice 

diagonale inférieure dont la diagonale est égale à 1. 
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COUT calcule la fonction coût suivante 

OPT 

MIN UmM 

calcule le minimum R € R de 
0 

calcule le minimum (U R ) de 
0 

· J(u + Rp) +À Jr u dr À ~ nombre réel donné. 

On fait les calculs pour 

€ ~ 0 , 01 (par exemple) • 

Test-d'arrêt 

• Pour la méthode ftirecte, on a choisi 

• Pour la méthode du gradient 

.. 

7) Méthode de ~é~otution ~ecte : 

On a programmé cette méthode dans un programme appelé RESOL. 

(temps d'exécution 1,02 minute). Cette méthode présente l'inconvénient de 

nécessiter N assez grand pour converger. Cependant les temps de 

calculs sont tr~s bons (voir fig,· 1). 
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2) Méthode. du. gJtacüen:t : 

Cette méthode a été programmée dans un programme appelé COPT. 

(temps d'exécution 1,27 minute). Elle convient au problème de contrôle 

optimal perturbé, car elle est utilisable pour N quelconque positif. 

On peut, donc ·l'utiliser pour calculer des coefficients dans 

le calcul asymptotique (voir fig. 2). 

3) Méthode. du. LagJtag-i.e.rt 

La méthode itérative du Lagragien a été programmée dans un 

programme appelé NEW. (temps d'exécution 1,87 minute). Cette méthode 

ne converge pas pour € petit. Ceci est dû au fait que la matrice 

du système linéaire à inverser est très instable (pour € petit). 
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CONCLUSIONS.-

Dans ce travail, on a montré que l'on a une convergence forte 

dans L2
(r), de la suite d~s contrôles perturbés pour différents cas 

d'ensembles de contrôles. 

On a établi les systèmes d'optimalités pour plusieurs ensembles 

de contrôles. 

La méthode du calcul asymptotique a été appliquée au système 

perturbé dans deux cas : 

On a établi des estimations du contrôle perturbé de l'état et de son 

adjoint de la forme [c<n>] k • k+l 
€ 

Dans le cas où l'ensemble des contrôles admissibles est 

un convexe fermé de L2
(r) ~érifiant (signe de 

on a montré la convergence des contrôles perturbées. Le problème des 

convexes généraux reste ouvert. On a essayé 3 méthodes numériques pour 

approximer la solution perturbée. 

1) On a résolu 1~ système perturbé par une méthode directe. 

Cette méthode converge pour N assez grand. 

2) On a employé une méthode du gradient cette méthode converge 

et permet de calculer les ·coefficients du calcul asymptotique. 

3) L'algorithme utilisant un multiplicateur de Lagrange ne 

_converge pas pour e. petit et donc on ne peut pas l'appliquer ~our le 

problème perturbé. 

Dans la plupart de ces cas comme on a à résoudre un problème 

de Fredholm les calculs sont assez longs. 
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FIGURE 1 
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FIGURE 2 
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FIGURE 3 

N .,. 1 

ALG(2). 

Graphe du contrôle optimal E = 0,01 • 
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