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Position du problLeme.

Soit le probléme de contrdle optimal perturb& suivant :

Trouver u_ € Usq » .solution de.

(1) :
Je(ue) = Inf (Je(v))
velUgag
oii Uad est un convexe fermé de LZ(F) et Je(v) = I |ye(v) - zdlz dr +
. : T
N J v2 dr
r

N = constante positive.

zy = une fonction donnée appartenant

a 14 .
ye(v) = est 1'état du systéme, il est solution de 1l'€quation aux
dérivées partielles suivante :
( . . ’ .
- Aye(v) =0 , dans @
3y (V)
(I1) ﬁ tey (W =v , sur T
v :
2 1
v e L°(D) , ye(v) € H (Q) .
k .

Il est évident que le probléme (II) mis sous forme variationnelle, admet

une solution unique ye(v) (théoréme de Lax-Milgramm).

Le probléme (I) possé&de une solution unique u_ e Uyq - voir

(théoreme 1.1., [1]).



On veut que x_ = Inf (J (v)) , admette une limite finie quand ¢
€ velgy €

tend vers O,

. _ ‘ . 2
La suite (Xe) ne ¢onverge pas pour tout U, CL (r).

>0

Un exemple :

Soit Uyq=1{v}l, ve L2(F) et J vdlr # 0.
r

On a la proposition suivante :

Proposition : La suite (Xe)e>0 tend vers «, quand € tend

vers O.

N

2
que ye(v) reste b?r?é dans LZ(P). € ys(v) tend dans L°(I') vers O,
dy (v
€

Preuve : On fait un raisonnement par 1'absurde. On suppose

2
quand € + O =~ g ye(v) + v , reste bornée dans L7(I) donc

v

d la limite on a :

- Ay(v) =0, dans Q

ay(v) .
. 9V

v, sur T

Par la formule de Green on a :

I v.dl' = J ) . 1 dr-= J (Vy(v), V1) dx =0
T : I ov Y]

J v dT = 0 contradiction !
r

J (ye(v))2 dI' tend donc vers =, quand €= 0
r

3 (v) = j 2

ly vy - zd[z dl + N I v® dT' devient infini pour € tendant
€

r r

vers O,



Conclusion :

Si on suppose que le convexe Uyq (ensemble des contrdles

admissibles) vérifie Ugg N {v e L2(F)/I v dlr = 0} = ¢ , la suite Ue ,

. ne converge pas et la limite des cofits Je tend vers «, quand € > 0.




CHAPITRE 1

On suppose dans tout ce chapitre :
. €> 0, un nombre réel positif - petit.

L {ve LZ(P) / I v dr = 0} , 1le convexe des contrSles
r .
admissibles,

Ve {ye HI(Q) /J' y dT' = 0} , espace des Etats du systéme.
. T .

e (oyd) le produit scalaire dans V

(y,ﬁ)v = I (Vy, W) dx , YWweVv,WWeV.
Q

Le problime du contrile optimal perturbé :

On cherche u_ € Uad , solution du probléme :

.

(P) J(u) = Tnf (I (V)
vel
ad

J (v) = ly (v) -z lzdI‘+N viar , Vveu'd.
€ € d a

r r

: 2 .
-z, est une fonction quelconque dans L7(I') , donnée & l'avance,

. N = constante positive.

. ye(v) est 1'état du systéme 2 contrSler. Il est solution

du probléme (P1). suivant :°

( - Aye(v) = 0, dans Q
dy_(v) ~
(P1) 1 € + € ye(v) =v, sur T
v
AR eV, (veUy).

Cet exemple a &t& considéré par Lions Eﬂ.



Objectif du chapitre [1).

I1 s'agit dans ce chapitre, d'étudier la convergence de u_,
le contrdle optimal perturbé, quand e + O et d'établir les systémes

d'optimalités.

1 - Formulation varationnelle surn L'Hilbent V.

On désigne par :

Y, . (I (Vy,Vy) dx + J y? axy /2
H (Q) Q Q

la norme usuelle de H](Q).

. (.,.)v le produit scalaire suivant 3

(y.ﬂ)v = Jé (vy,v) dx , Wwev,We v

Ayl , = (I (3 ar)'/?, 1a norme usuelle de L2(r) .
m

2
e (o) 2 , le produit scalaire usuel dans L°(T), on
L7(m)

applique la formule de Green au probléme (P1). On obtient, Yv e Uéd :

3y, (v)
0=~ J Ay (v) . @) dx = J (Vye(v),Vﬁ) dx - J .Pdr Vev.
a ¢ Q , r v
3y _(v)
I (Vy _(v), W) dx = I £ .9dr, Wev.
r ¢ r  3v

Le'probléme (P1) est équivalent au probléme (P2), suivant,

Weu,:
( Trouver y_(v) € V solution de :
(P2)%
LJQ (Vye(v),V@).dx + € J

ys(v) L Pdr = I v . §dr, V@ eV
r r . .



Lemme 1.71.- Soit p : V= R , définie par
2
p (y) = I (Vy,Vy) dx , Yy eV
1Y)

L'application p est une norme sur V &quivalente 3 la norme

induite par HI(Q) sur V.,

Preuve :
a) On vérifie facilement que - p est une norme sur le sous-—espace
vectoriel V de H](Q). I1 est évident que p vVérifie les axiomes d'une

semi-norme.

p(y) = 0 => I (Vy,Vy) dx = 0 ==> y = cste .
9]

Si yeV, ona I y dlr = 0 ==> cste = 0 ==>y = 0
' r

donc p est une norme sur V,

N4 . .
b) p est une norme équivalente & la norme induite par

H](Q) sur V.

On utilise le lemme suivant ¢

Lemme de Peetre : Soient E et F deux espaces de Banach

munis respectivement de || llE , et || llF .
H) E.___2F , injection compacte.
H,) p:E=~ R , une norme sur E continue .

H3) On Supbose :4 x>0, telle que :

p() + A iyllp 2 dlvlly » WeE



.Alors :

3 C>0 telleque: p(y)xC ||y||E , VyeE.

.On applique, le lemme pour :

E=1V ,» muni de sa norme usuelle.
F = LZ(Q) , muni de sa norme usuelle,

E aF , il y a injection compacte:
E est muni de la norme p.

On a : pz(y) + ]|yl|22 > ||YI|2| , Yy e V alors il existe
L™(Q) H (Q)

C>0 telle que :

P 2 c |y}
H (Q)

1
Lemme 1.2.- Le sous-espace vectoriel V de H (2) est un

Hilbert pour le produit scalaire associé 3 la norme p.

Preuve : On définit le produit scalaire suivant :

(y,ﬂ)v = J (Vy,V@) dx , Vye v , Wev

Q

on vérifie que 1l'on a :

| pz(y) = ~(y,y).;,,Vy eV

- Soit (yn) une suite de Cauchy dans V pour la norme p.

1
C'est une suite de Cauchy de H (Q).

Car la norme induite sur V par H](Q) est équivalente

d la ncrme p.



'H](Q) est un Hilbert, donc complet et la suite y, converge

fortement dans H](Q) vers y € H](Q) on a ,
| [ oy =9 arl < 10l Uy, = o1l
r " . n L3
< Il Iy = vl
n ' Hl(

lim J y dI = J y dar , J y df =0 car y_ € V on obtient
r ° r r ° n

n-+e

y € H](Q) et I ydl =0 car ye V.
r

2 2 2
p°y_ = = |ly. -yl sy, - vl
n n \Y ''n HI(Q)

Yq — y fortement dans H](Q) donc
Nn-Hrco

tin lly_-vll, =o.
n-e H (Q)

Toute suite de Cauchy dans v converge fortement pour la

.’

norme p dans V.

Lemme 1.3.- Le probléme (P2), admet une solution unique

ye(v) eV, Vb €Uy .
Preuve ¢ On applique le théoréme de Lax-Milgramm.

Soit v quelconque dans U.ar

. L'application a: VxV—R
W \

(d,¥) — a(f,¥) = I (vy,vf) dx
Q

' 4+ o€ J Y . ﬁ dar
r

est bilindaire-continue sur V x V,



. L'application, L : V—sR

linéaire continue sur V.

. L'application a est coercive sur V :

Il faut vérifier que 1l'on a :
2 v
ay,v) 2 ClIylly » Wwev
C = constante positive .

a(y,y) = I (Vy,Vy)'dx + € J y2 ar
Q r
(Vy,Vy) dx + I y2 dr)
r
soit q(y) =(J (Vy;Vy) dx + J y2 dl‘)‘/2
Q r

2 Inf(l,e) (I
Q

1
est une norme sur HI(Q) , équivalente la norme usuelle dans H Q.

On prend c(e) = Inf(l,e) .

. - 2 2 '
I1 existe ¢ > 0 telle que : Cllyll ;o $4 (y) on a,
: H (Q) ‘

WV

2
2) 2 @ |l1E 2 e cpfy) = c@ [IllC . Ve,
H .

Le probléme (P2) ~ admet une solution unique ye(v) eV ,\fv € Uy ,

puisque toutes les hypothéses du théoréme de Lax-Milgramm ont &té& vérifikes.

On &crit la formulation variationnelle, sous la forme :

| B(y (v), ¥) + ¢ A(y_(v), ) = (Vy_(v), ¥J) dx + ¢ J (y (v) . ) dr
e € o € .o dr T8
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B(ye(v),ﬂ) = I (Vy (V) v dx , WeVv

Q

A(ye(V).ﬁ) = I y (V) . ¢ar, Yev

r

do

2 - Etude de fa convergence du contrile optimal suwr U

Théondme 2.1.- Wv e U la solution y.(v) du probléme
‘ . . ]
(P2) converge fortement dans V , muni de la norme induite par H (),

vers y(v) € V solution du probléme :

- Ay(v) =0, dans Q,

(p4) M v, sur T .
' v

k Ir y(v)‘dP =0 .

Preuve :

.,

A - Etude de La cowvergence faible sun V.

On utilise la formulation variationnelle.

On pose ye(v) =y,

+

on a, (2) ¢ Aly., v) *+ By, v) = I vy dr, Y e U4

r

€ A(ye, y) =€ (Jr(ye)2 dr) 2 0

1/2

A .

B(ye’ ye) €

1/2 2
I v .y dI g (J v2 dr) / (J y.)
r € r T
.On désigne toutes les constantes de majorations par la méme lettre C.
2 2 1/2 :
[Iyel 12 < o] +* ' 11y, 11,
r

car : ||$||V x ¢ ||9]] , Wev .
' H (R)



v étant fixé, on a (3) Hy 1l s ¢ Hvl] £ C' . La suite y
X € v L2 r . €
est bornée dans V , elle converge donc faiblement vers yl(v) e V.

La limite faible vérifie le probléme (P3) suivant :

B(y, V) =J v.gdr, Wev
(P3) | T

Y| € v , VQ e'Uad

Etude de fa convergence fonte sun V.

On pose :

>
]

€ B(ye T Y Ye T y])

X = B(y€ ’ yE = yl) = B(yl’ yE - yl)

A

B(ye ’ ye = yl) - (V’ Ys - y])Lz(r)

~

B(y.» ¥) ~ By, ¥)) - (v, Yo =¥y

A

L2(r)
X seAly, y)+Bly,y)-Bly,y) - v,y - Yl)Lz(r)

on vérifie 3 1'aide de la formulation variationnelle :

5 e Aly_, y) *+ By, ¥.) = (v, ye?Lz(r)
0 s XE £ - B(yss Yl) + (v, y])LZ(r)b

y. converge faiblement vers Y, € V,ona:

0 ¢ lim (X)) ¢ lim (- B(y_, y,) + (v,y) 5 )
€0 €0 LM

1im (Xe) = 0
>0

2
X = B(y€ -y ¥y ~ypzclly- y"'u'(n) .
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On a donc , lim Hye - ylll | = 0
: e+0 H (8)

y, converge fortement vers v, € V , la limite faible solution du

probléme (P4).

Théonsme 2.2.- On a les résultats suivants :

1) Je(v) — J(v) , Y e Ua

e>0 d

2) u —> u, fortement dans U , , muni de la norme
€ 30 ad

induite par celle de LZ(F) , ol u est l'optimum :

J(u) = Inf (J(V)) .
vel
ad

Preuve :

*
1) Le probléme limite admet une solution unique u ,

4

J(u*)‘ﬂ Inf  (J(v)) .
vel
ad

i 2
J(v). = Jr ly(v) - zdl dT + N L v2 ar , W €Uy

y(v) est la solution du probléme :

,

-.Ay(v) 0 , dans @

(P4) | 3y (v)
oV

L JI‘ yk(V) dar =

I
o

*

Pour l'existence et l'unicité de l'optimum u
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on applique le théoreme (1.1.) (J.L. Lions [1]) a 1'application

strictement convexe J sur U

ad °
2) ona J (u) gJ) = I 22 dr = C
€ € d
T :
on déduit de (2) ||u€|| 9 <C
L(T)

u. converge donc faiblement vers un u € Ua (une sous-suite) , muni de

d
la norme induite par celle de LZ(F).

3) On a, Je(ue) —_— J(u*)
€0

Pour la démonstration de 3) on utilise le théoréme (2.1.) établi

précédemment,

Je(ue) < Je(v) , We U, (définition du contrdle optimal

d
perturbé).

’

Vv € Uad , ONn a :

0 ¢ lim (J (u)) ¢ 1lim J (v) = J(v) (d'aprés le théoréme 2.1.)
€ € €
>0 : e>0

*
en prenant v = u on a donc :

lim J (u) < J(u*) (u* 1'optimum dans U d) J est une
>0 € ¢ a €

application semi-continue inférieurement sur Uad .

On a, %é% (Je(ue)) s J(u) (ue — y => ye(u) — y(u) ,

_dans HI(Q) donc dans LZ(Q)) ; (démontré dans la page suivante).

u est la limite faible de ue dans Uad .

Donc 1'optimum o vérifie, J(u*) 2 J(u).
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* . .
On a donc, u =u car l'optimum de J est unique,

Donc u‘ (1'optimum), est la limite faible dans LZ(F)'

de toute la suite ug .

. ‘ *
4) La suite u_ converge fortement vers u  pour la norme

de L3,

2
.
L°()

: 2 *
a) On a , ||y -z || ——é-lly(u ) -2 Il
€ d LZ(P) d

Pour démontrer a) on utilise la formulation variationnelle
du probléme perturbé.

Les calculs précédents donnent :

2
IQ (Vye’ Vye) dx + ¢ Ir Ye dr = Jr u_ .V, dr .

L'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

vy vy>dx+e[ydrsuu|| ™
Lz e’ e r €12 € L2

On utilise (4.2.), (4.1.) et (4.3.).

4.2.) ¢+ J]u

2
4.1y« ¢ |ly |l s [y 1l
£ H](Q) e 'V

on obtient ||y€||V £C.

2 . . s .
vC H](Q), aL°(Q) , il y a injection compacte.

La suite Ye étant bornée dans V , elle converge faiblement

vers y(u*) dans V.
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y. converge donc fortement dans LZ(Q) vers y(u*) car

il y a injection compacte dé V dans LZ(Q) donc on a :

lim ||y_ - z,]] = [y -z
€0 € d LZ(F) | d LZ(P)

b) On a, le résultat suivant :

[lu | — [ [u"]] e+ 0
€ L2 C iy
. . 2 . 2 * 2
lim J_(u_) = lim I ly = 2,°dr + lin N J u_ dr = J lyu') = z,|° dr +
£+0 £ € €30 IT e - d 60 r € r d
N I (u*)2 dr
r

on utilise le résultat b), on obtient :

: *
— |]u 1 2

[ u_[]
€ LZ(I‘) -0 L°(I)

On a les deux résultats suivants :

D lull, — ]
€ 2(1") e+0 L°(I)

) *
2) u_ converge faiblement dans LZ(F) vers l'optimum u .

On en conclut de 1) et de 2) que la suite u converge fortement

. * - . .
vers 1'optimum u  du probléme limite.

3 - Le systeme d'optimalits - L'dtude de fa convergence de L'état adjoint

pertunbé .

3.1, - L'e¢tat - adjoint pertunbi :

On introduit 'pe(v) eV, W e Uad , solution du probléme (EI)

suivant @
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- Ape(v) =0, dans 0

3PE(V)

(E1) ﬁ -

1
= - —— d .
+ € PC(V) (yECV) zd) + il Jr zgdr ,. sur T

JF PE(V) dr =0 , ve Uad .

On a la formule suivante :

Jr (pe(v) + Nv) . wdl = J (ye(v) - éd)‘; ye(w) dl + N I v . wdlr ,

r
V% € Uad .

r

s ye(w) est

Preuve de la formule : On sait que, YW e Uad

la solution du probléme :

( - Aye(w) =0 , dans Q
3y _(w)
(p) : \ £ +'e’ye(w) =w , sur T
v
y (w) dI' = 0
L Ir € .

ap_(v)

(y‘(v)-z)y(w)th(
J1‘ € d” “e I v

I ap (V)
r v

+ € pe(v)) . ye(w) dr

. ye(W)'dF + e Ir pe(v) . ye(W)-dF

on applique la formule de Green deux fois, on a :

ap T dy
J—-—E-yedl‘=J —= p dr
I dv Jr oav €
-on obtient :
aye
J (y_(v) - zd) .y (w) dI = J (—=(w) + ey (W) p (v)dr, W € Uad
r € € r av € €
= J pe(v) .wdr, We Ug - C.Q.F.D.

r
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3.2, - Le systeme d'optimalits :

. L'application Uad PV — Je(v) € R est strictement -~ convexe

et Gateaux - différentiable.

On vérifie que l'on a :

(3.2.1.) (Jé(v) . w) = J 2(p€(v) + Nv) . wdlr, Y e Ua

r d

On applique le théoréme 3.1. (J.L. Lions, [I]) .

L'unique élément vérifiant : J (ue) = Inf (JE(V)) » est
€ veUad

caractérisé par :

(3.2.2.) - i) . vy 20, W e Uy o

Uad est un sous-espace vectoriel de LZ(P) , 1'inégalité (3.2.2.) est une

€galité dans Uad'

L'optimum vérifie 1a condition :
(3.2.3.) (31 . V) .o , We Uy -
on a d'aprés (3.2.1.) :
(3.2.4.) Jr (pe(ue) + N ue) .vdl=0, - W e Uad

on pose : pe(ue) =P,

donc . P + N u, =X, sur T, XeR,

- Calcul de La constante A

0= J p_dr + N J u_dr = . mesure (I)
r € r ©
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car p 0}

€ V={yeH](Q)/I y dr
I\ B

€

0}

et u el  ={we LZ(F) / J ~w dr
€ ad
T
On a : A=0.,
On obtient la .condition (3.3.5.), appelé la condition d'optimalité :

(3.2.5.) p +Nu =0, sur T.
€ € :

(Yea Pe» ue) € VxVx Uad » est la solution du systéme d'optimalité :

€
Bye
—+€ey =u , sur T
€ €
(s) : < v
EEE +ep =A(y - zd) + —l-J zy dar , sur T
AV € € |rl r

3.3. - Etude de La convergence de £'état adjoint :

Thondme 3.3.- L'état adjoint P, » converge fortement dans V

muni de sa norme ]I IIV , vers p(u*) la solution du probléme (E2) ,
suivant :
( *
- Ap(u’) =0, dans Q
-(E2) : < Eg(u*) = (y(u*) - zd) + L J z3 dl', sur T
v Ir] /r

J p(u*) dr = 0
r

* . . . .
u  est le contrGle optimal limite (voir page 12).
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" Preuve :

A - Etude de fa convergence faible.

On sait que P, est la solution du probléme :

( - Ape =0 , dans Q
ap .
1
(E) : \ —f 4+ p.=(y -2) +— [ z,dll, sur T
oV € € d 1P| r d
\ P, €V

La formulation variationnelle du probléme (E) s'écrit :

J (Vp_,V¥) dx + ¢ J p. . ¥dl = (y. -2z,) .vYdr, Ve e v
0 € € T € d . _

r
on prend, ¥ =p_ et on utilise 1'équivalence de la norme [ IIV et
|| || 1 sur V on obtient :
H ()
eIl , ¢
€ H](Q)

P, ést une suite bornée dans un Hilbert, elle converge faiblement

vers p(u‘) » la solution du probléme - limite - faible :

( - Ap(u*) =0 , dans
. ,
(E2) : 4 dplu) (y™) - zg) * —%- Jr z4 dI

ov I I

]
o
-

‘ *»
p(u’) dr
\ JF

B =~ La convergence - fonte.

A

a) ||p || c donc ellp [l -0 e~>0
€ Hl(Q) ! € L2 r ’

1 * 1
(y. -2z, + ———-J 2, df —> y(u') -z, + ———-J z, dr
I TIPS R v d " 7r] Jr %

dans LZ(F) fort.
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‘ ape 2
b) ||Pe|| 2 £c et —eL(r) alors on a
L (T) oV

IIP ll £ ¢ on en conclut que p_  converge fortement dans H](Q)
€ H3/2 €

(@)

vers.

Le systéme d'optimalite a La Limite :

- Ay(u*) =0 , dans Q

- Ap(u*) =0 , dans Q

N
M = u* , sur I‘
v
ap(u” * 1
w) . y(u) = 23 + T—T I z, dr , sur T
v Ty ‘r :

*
p(u*) +Nu =0 , sur T

*
I y(u*) dr =0 , I p(u*) dl = 0 et J u dlr =0
r I r

Y(u*) € Hl(d)’ R ﬁ(u*) € Hl(Q) et u € LZ(P) .
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" CHAPITRE 11

Les notations sont les mémes, comme le chapitre (I).

On suppose dans tout ce chapitre :

. U= L2(F) et Uad={v € L2(P) / J v dTI' = 0}

r

. V= H](Q) , espace des €tats du systéme & contrdler.

On munit H](Q) de son produit scalaire et de sa norme

usuels.
On cherche u_ € Lz(r) solution de :
(p) : Je(ue) = In§ (Je(v))
vel " (T)
, ‘ 2 :
e J (V) = I ly (v) - 2 |2 dl + N J v2 dr , Vv e L°(I)
€ €, d
r r
- Z4 donnée 3 1'avance dans LZ(P) .
. ye(v) est 1'état, solution du probléme :
,
- Aye(v) =0 , dans Q ,
. ay (V)
(p1) : + € ye(v) =v , sur T,
T v
| V. 2
L y (V) e B () vel(r) .

Le probléme (P) admet une solution unique , u_e L2(F) d'aprés

le théoréme (1.1.) [I], (J.L. Lions). !
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Résumé du chapitrne 11 :

I1 s'agit dans ce chapitre, d'étudier la convergence de la
suite u. des contrdles optimaux perturbés dans le cas ot 1'ensemble

. . . . 2
des solutions admissibles est l'espace tout entier L7(I).

On établira les sytémes d'optimalités perturbé et limite.

1 - Forvmulation variationnelle du probLéme (P1).

Le probléme (P1) est &quivalent au probléme,

( Soit v e LZ(P)
(PZ)ﬁ Trouver ye(v) € H](Q) , solution de
d (Vye(v),V\U) dx + eI ye(v) . Jdr = J v.fdr W e H](Q) .
Q .

r r

LeAprobléme (PZ), admet une solution unique ye(v)_e H](Q) ,

W e Lz(r) . .

2 - Etude de fa convergence de £a suite des contnoles u_ .

On note : J(y(v),v) = I Iy(v) - zd|2 dr + N J v2 dar , YW € L2(P).

r r

On a le théoréme :

Théondme 2.1.- La suite u_ € LZ(F) , converge fortement

vers u* eU d solution de J(y(u*), u‘) = Inf (J(y(v),v))
a . VeUad

u*  introduit a la page 12.

. Uad = {ve LZ(P) / Jr v dT = 0}
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. y(v) est la solution du probléme :

~'4y(v) =0 , dans @

ay(v) _
ov

(P4) , sur T

e
-

J y(v) dr = 0 ,
r

P . s . »
La preuve du théoréme : On considére l'optimum u € U
P a

d ]
(introduit & la page 12). '

J(y(u*), u*) = Inf [?(y(v),vi]
velU_ 4

ol y(v) est solutiop du probléme (P4).

(Le probléme (P4) n'admet pas de solution si J v dT # 0).
: r

Soit, A(v) = {y ¢ H](Q) / solutions du probléme :
-4dy=0 , dans
(a) :

¥y |
3% v ,A sur T , ]

On introduit la fonction suivante :

J(P,v) = J v - zdl2 ar + N'J v ar, Wevu
T a

; 4 Y@ € A(v) .

Soit le probléme (Al) :

’ .J(y,u) - Inf (J(y,V) .
vel
ad

yeA(v)

(A1) : trouver (y,u) € A(u) x Uad

1) On a



- 24 ~

"Lemme 2.1.- On a le résultat suivant :

J(y(u*) + -l—-J Z3 dar, u‘) = Inf (@J(y,v)
r

lFl veUad
yeA(v)

Preuve du lemme : Comme il y a unicité et existence du

couple (y,u) (réalisant l'optimum de J), car J est une application

" strictement convexe, en le couple (y,V)'e.A(v) x Uad s

I1 suffit de montrer que :

W e Uad , V@'e Alv)

J(y,v) 2 I ly(u*) 1 j z, dl' - z |2 dr + NAJ' (u*)2 dr
r [r] ’r ’

Soit v e Uad .

On a y=y(v) + C, (C= constante)

comme I y(v) dT = 0 on a
r

Cs= . J y dT donc
Ir| ‘r '

J(y,v) = J(y(v) + C, v)

dl' + N J v2 dar

r
(y(v) = 2zy) dI + CZ'IPI + N J

II‘ IY(V) +C - zdlz

vz dr

J (y(v) -z ar + 2c J
r

r r

2 .
J(y(v), v) - 2C J zy dl + C IF[ s W e Uad .

r

I(y,v)

On sait que [page 12] o

Iy, v = Inf @GO, v)
. veUad

donc on a :
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Jy,v) 2 Iy, u) - 2C J zy dT + c? Ir] , We v,
~ r

J(y,v) 2 Inf (J(y(u*), u*) - 2C J 2 dr + C2 |F|) .
CeR . T
€

4 ° Yc ¢ R donc

P(C) = J(y(u*), u*) - 2C J z4 dr + C2 ]Pl , est un trindme en C.
T

- ~ . 1
Le minimum du polyndme est atteint pour C = — J zy dr
r

| Il

on obtient :

(A'1) : J(y,v) (J(y(u*), u*) - —1—-(I zy df)z) R Weu
r ad

v
Or
2 » 1 *
Iy, oy - L (j z, dr)” = J(y(u®) + —j zy dr , u*)
Ir] ‘r Ir| ‘r
Inf (J(y,v) = J(y,u) (y € A(u))
vel
ad
yeA(v)
D'aprés le résultat (A'l), J(y,u) i J(y(u*) + TlT-J zy dr, u*)
r r
on a alors puisque le couple (y,u) est 1'optimum unique dans ,

(A(u) x Uad) .

D I(y,u) = J(y(a™) + _'_f z  dr , ) = Inf I(y,v)
[r| r vel_,
yeA(v)
. On a donc : .
y(u*) PR J' 24 dl = y
- Ir| ’r
(A'2) : < ,
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A - Etude de La convengence faible.

Le probléme du contrdle optimal perturbé s'écrit : avec les

notations précédentes :

Iy u) = Inf Uy (W), V)
QCLZ(F)

YE(V) € H](Q) , vérifie :

p
- Aye(v) =0 , dans Q ,
3y€(V)
(p1) : ﬁ + ¢ ye(v) =y , sur I ,
ov
k vV e L2(P)
. 9.
J(y_, u) 5 J(0,0) = I z,dr = ¢
€ € ., r d
I1 en résulte :
(1.1.) [[u ]| sCc et |y ] sC .
€ LZ(P) . € 'LZ(F)

La formulation variationnelle pour v = u de (PI) , s'écrit :

Ve - f dr = J u_ . Pdr, We H](Q) .

I (Vye, V) dx + € I
Q r

r

On prend { = Ve

On a donc :

2
Jg (Vye, Vye) dx + ¢ [ Y. dr = [ u_ .y, dar .

r r

On appliqﬁe 1'inégalité de Cauchy-Schwartz et on utilise (1.

1.).
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On obtient
(1.2) J (Vy , Wy ) dx g C
. Q € €

(1.2.) et (1.1.) donnent :

(1.3.) IEAIIREE:
H (D) :
2 1/2 DU 5
car la norme : ( (Vy , Vy ) dx + y_ dI') ' est équivalente & la
Q € € r € o '
norme ||y ||, :
H ()

Les résultats (1,1.) et (1.3.) donnent la convergence faible.

Les suites Ye » U convergent faiblement respectivement

dans HI(Q) et LZ(F) .

u —> u_ dans LZ(P)

.’

1
Ye —> 'y dans H (Q)

y(uw) € A(um) et u_e€ Uad .

On va montrer que l'on a le résultat suivant :

Lemme 2.2.- 1La limite faible u_ est effectivement 1'optimum

u* (introduit page 12),

7
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La démonstrhation du Lemme 2.2, :

On sait que :

. J(y(u*) + TlT J zd'dP', u ) J(Yr Ug)
i r T

car le couple : (y(u*) + ]lT-J zg dI , u%) réalise 1'optimum de
' r

la fonction J(y,v) , ve Uad .

On a quand € > 0, Ye = Vg ‘dans L2(T)’ et u, — u_

faiblement dans LZ(F).

On en déduit :

lim J(y , u ) > J(y.» u)
e*O

Par ailleurs :

Iy, u) s Iy (u)+—;]-J zddr,u*'r—e——j 2, dT)

/

lim J(y , U ) < lim J(y (u ) + I 2y ar , ¥+ & I z, dr) =
€+0 €0 IPI

1 ' %
J(}’(U)*mj zy dl' y u)

L aG,.u) § lin GG, u)) € I + J—J 2, dr , o)
. >0 lI‘l

On a alors :

(2.2.1,) : lim (J(y s U )) = J(y(u ) + L J zy dar, u*)
€+0 Ir| ‘r

. e *
et d'aprés 1'unicité de u

] *
(2.2.2.) : Yoo ™ y(u ) + — I d dr et u_ f u

|r|
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Une démonstration de La convergence forte de (Ye» Pes )

dan& H’(Q) x H'(n) X Lz(r) :

.

" Le systeme d'optimalité pertunbi :

On suppose, que l'ensemble des contrdles est tout 1'espace.

LZ(P) . On sait que le systéme d'optimalité perturbé est le suivant :

’

- Aye =0 , dans

- Ape =0 , dans

—_— + € ye =u , sur T

€
(I) : ﬁ 3p

— + ¢ P = Ye zy s Sur r

P +Nu =0

, sur T
€ € )

Rl

| e B@ , p en'@ et u et’m

Rappel : On suppose, z4 quelconque dans LZ(F).

u est le contrdle optimal perturb@ , il est la solution

‘unique de :

Js(ue)A= Igf (fE(V))
veLl™(T)

ly ) - 2 |% ar + N J v ar o, Wetln .

Je(V) = I ;

r
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N = constante positive.

- Aye(v) =0 , sur 0 | -
éye(V)

v

+ € ye(v) =v , sur T

\ YE(V) € HI(Q) et ve Lz(r)

On sait que 1'on a :

L} (Vys, Vyel) dx + ¢ J

2 :
Ye dlr = I u. Y, dr

r r

on a les estimations suivantes :

et u €U
(- -]

2) ||u_|] 9 '£C , u ——->-u; faiblement dans LZ(F)
© L)

ad ™ {ve L2(F) /_J v dr = 0}

r

3) I (Vy , ¥y ) dx g C
r € €

4)-||Y€|'H,( y sC , Ve ™ Yo faiblement dans HI(Q)
f

et y, —— y_ fortement dans LZ(T) .

-~ 5) J (V(y 7v.)s V(y 7y,)) dx ¢ €|J (ye~ve) v ar +
Q r

M= ll 5 yovall ,
R K26 TR Kol o

sCe ||y€_y°°”L2([‘) +C ”ye—ymHLz r

(r)
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Ce qui implique :

lim (JQ(V(ye-ym) » V(y -y, + J (ye-ym)z- dr) = 0

>0 r
: i (@) .
on obtient alors : Ye T Y, solution de
(
- Ay°° =0 , dans &
(s1) : { 3y
© *
~——=u , sur T
k v

Y dr = J z, dr
JI‘ r d

la derniére relation est (2.2.2.).

6) u —_— u* fortement dans L2(P). Car :

a) Je(ue)'——* J(u‘) , € +'0

b) y E_Silf‘ym
on en déduit que : ||u || , | 1u*]] 5
LN 0 L™(r)

- c) u, — u‘ faiblement dans LZ(F)

on en conclut que 1l'on a u — u*  dans Lz(r) solution de
JW*) = Imf AW)) .

veUad

1 - .
7) P, E-—-S--SZZ-+ P, solution de :

,
- - 4p, = 0O , dans Q
op,,
(s6) : —— =Y, 2%; , Sur r
T ov :
J p,dl =0
R
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on a ,

(6.1.) ||p€|| , $C

(6.2.) I (p_, p ) dx s C
0

n(vzp,vwdelye zgll 5 Alp ll , sc
' 1l () 1
(6.3.) ||Pel| 1 <C , P, —_— P, faiblement dans H (Q) .
’ “H(Q)

p_ —> p, fortement dans L2(P) . p, Vérifie (S6)

€

JQ(V(pe—pm), V(P P,)) dx = - ¢ J (pe-P,) P dT +'J (y,v) (o p,) dr

T r

csCe |l vy vl e -p.|
S 5 O N s X760 U £IE

On a alors, 1lim J (V(pe-pa) » V(p —pw)) dx + J (p -pm)2 dr = 0 .
e*0 /@ € r ¢

On en conclut que l'on a , P, — P, dans H](Q) .

Le systeme d'optimalits a La Limite est Le suivant :

-4y, =0 , dans Q

1 _ -48p =0 , dans Q
Y, .
_— u"E s, Ssur T
ov :
. op
(1I1) : \ =y - 2, » sur T
- v

P, + Nu, =0 , sur T

J y_dr = I zy dr , .J' p_dr = 0 et J udr=o0.
\ ’T r T r
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CHAPITRE 111

ETUDE DU PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL
" PERTURBE DANS LE CAS DES CONVEXES.

- e - - - - . -

On &tudie, la convergence du contrdle optimal perturbé, et les

systémes d'optimalité pour le cas d'un convexe fermé K,  inclus

dans LZ(F).

Le probléme de contrdle optimal perturb&, dans K s'énonce ;

trouver u_ € K , tel que :

Je(ye(ug), ue) = Inf J(y (v), v)
. veK .

Iye(v) - zdlz dl + N J v2 ar , Wwexk

Je()’e(v) ’V) = I r

r

ye(v) est la solution de :

( - Aye(v) =0 , .dans @
3y (v)
(1) : ﬁ - + € ye(v) =v ., sur T
3. () eR@ , vex o

. zd quelconque dans L2(F).

. N = constante positive.
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On a, le systéme d'optimalité perturbé :

( - Aye =0, dans :
- Ape =0, dans @

3y

€
. —+ €y =u_, sur T
(s) : ﬁ v £ €

ap
€ .

—+ep =(y -2) , sur T

v € € d

\ J (pe + N ue) e (v - ue) ars o, Wek ;
r .

On fait 1'hypothé&se, suivante :

(H1) + K est une convexe-fermé de L2(P) , tel que KN Ua 0.

d

Théondme 1.1.- Si (HI) est vraie., On a les deux résultats :

a) On peut extraire une sous-suite u qui converge faiblement
dans Lz(r), vers u_ € K N Uad°
b) y, converge fortement dans Hl(Q) y Vers y_ € HI(Q), de

plus y_ et u_ sont liés par la relation :

-4y =0 , dans Q
oy,

—_—= s sur T
(-]
oV

Preuve du théordme : Soit

Inf J_(y_(V), V)

J (y > u_)
€E "€ € .VCK

on utilise (H!), on obtient : Je(ue’ ye) < C . On en dé&duit que l'on a :
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2) ||y Il sC
e L2

3) J (Vy_» Vy,) dx 5 C
Q

) u —> u

e faiblement dans L2(F) . On peut extraire

une sous-—suite u, qui converge faiblement dans LZ(P) , vers u_ € KN Uad .

5) Ye —— y_ converge faiblement vers y_  dans H](Q).

(y, et u) sont liés par la relation :

-8y, ,= 0 , dans @

(11) : 3y

— R u

v

o ?

6) y, converge fortement dans H](Q), on a

(- A(ye - ym) =0, dans Q

9
(111) ﬁ -—-(ye -y)=-¢ Ve + (ue -u),sur T
v A '

L u e KNU u € K
© a

d ° €

La formulation variationnelle donne :

IQ(V(YS = Yao)s Yy, - ¥)) dx = - e J Yy, =y, dr + f (u, = u) y, dr

r r

se|ly |l lly_ -y +
e 12(r) €, °°||L?‘(r)

. I«[r (ue -u) yedI‘I

sce ||y - Yoo||L2<r) ’ ljr (u, = u,) v, dr|
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5) implique Y.+ converge dans Lz(r) , fortement vers y_ .
5) et 4) impliquent que : 1lim (I (u -u)y dr =0 et
€ L >
e+0 ‘T

quand, ¢ +0 , on a:

J (V(y, = ¥v,) » V'.(yel- y,)) dx — 0 ,
Q €0

on en d&duit : lim (|]y -y H ;] ) =0 .
e+0 € *'H Q) .

Notations et définitions :

Soit u" € K N U,y » 1la solution de :

(I1I bis) J(u*, y(u*)) = Inf  (J(v,y(v))

vek N Uad

y(v) solution de :

( - Ay(v) = 0 , dans @
() : { , Efﬁll =v , sur T
v

L I y(v) dT = 0
r
On définit, la fonctipn suivante :

¥ : (KNU ) xR — R
ad
W

(v,¢) —————— ¥(v,0)

définie par :

3 (v) "C-zdlz dI‘+NI vZ dr

¥(v,c) = J
" r

r
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“Lemme 1.7.-
On a : (u‘ solution de III bis)

min min Y¥(v,c) = W(u*, c), c = — J z, dI .
o r d

WKﬂIgd ceR | ° r]

Preuve du lemme :

¥v,0) = Iy + e -z, 12+ |v|IZ
42 L2(r)

- (v - 2012 +n(lvl1% )+ || - zcj 2. dr)
Ly L2(r) p @

Le second membre, est un polyndme en C de degré.Z, min (¥(v,c))
ceR

! 1 I am————
s'obtient pour , s |r| Ir z, dar.

C, 1 2
min ¥(v,c) J(v, y(v)) - — (I z, dn)" , YWekrnNu .
ceR Ir}. Jr ¢ ad
ﬁin J(v, y(v))
veK N U
ad

or J(u‘,y(u‘))

on a alors,

W

min ¥Y(v,c) J(u*,y(u*)) - (J Z4 dl")2
ceR r] ‘r

on obtient, donc

¥(u®, -'-J z dP) = min  min (¥(v,0)) .
rl Ir

veK N U , ceR
ad

- Etude du cas RCU , .
ad

: 1
Dans ce cas u€+u* dans LZ(P) Ye > y(u‘) dans H (Q) ,

solution de III bis (KN Uad = K).
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Ceci a été pratiquement'démontré, dans la premiére partie.
I1 est clair que si, 'J zydl #0 ona,
r :

. 2 2 . 2 2
min ||y(v)-z || + N |]v]] > min ||y-z,]| + N ||v]]
veK 4" 12(r) 12 4" 2¢r 2

(r)y wvek L°()
- Ay =0, dans Q
ol
CEAS v, sur T
ov
(on n'impose pas de condition sur y).
On a, la remarque suivante :
. 2 2 e .
Min (Ily-zd|| 9 + N Ilvll 2 ) =  Min Min (¥(v,c)) .
vek N Vg - L°(T) .. L) vek N U 4 ceR

On a, d'abord une condition nécessaire pour que u_ converge fortement

* PP .
vers u , vérifiant : (y(v) solution de IV)

J(u*, y(u*)) =  Min b[g(v;y(v))]
vek N Uad

Proposition 1.1.- Une condition nécessaire pour que (y,, U )

. 00

2 2
galise,  Mi (ly - z4ll N[5, ) .
réalise in ]I d Lz(r Lz

veK N U (r)
ad

(y est déterminée & une constante pré&s) est que 1'on ait

y, df = I z, dlr .
II‘ r ¢
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Preuve : On sait, que 1'on a :

Min (|]y- 2 : 2 ) *
vekK Ny “yzd”Lzr PNV, ) “’(U.“Jpzd

dar !

ad (T) L(r) Ir| )
= J(U ’ y(u )) - ._l_ (f z dl‘)z‘
| Jr 4T

Si (yw, u ) réalise le minimum de

) .
® Hy-211%,  +n (vl
. L™(T) L°(T).

On a @

y, = y(u) + -i—f g @7

Ir| /1
et
*
u =u ,

tar.le probléme (P) admet une solution unique. On a, alors

¥, df' = J z, dT .
JF r d

Objectif : On cherche, des convexes, K.C:LZ(F) pour

lesquels (y_, u ) réalise le minimum de

—

2 : 2 .
(}|y-2 + N ||v]] ) VeERNU
|I . d‘le(F) LZ(F) o ad

PRSI LV )

-4y =0, dans Q i

PR R

31 =v, sur T

v

(Pas de condition sut I y dI').
r
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" On fait 1'hypothése suivante :

(H2) : KNU ., + lR+ (signe J z, . dl)C K .
ad . r d
' Théonlme.- On suppose (K) vérifie (H2) alors (ye,‘ us) converge

fortement dans (Hl(Q) X L2(I‘)) » vers (y_, u ) réalisant le

. 2 2
Min (”y-zd” 2 * N ”VH 2 ) .
(vek N Uad) L°(M LY -

et y, solution de (A) :

r -4y, =0, dans @ ,

ay,,
(a) : 9 — =u , sur T,
ov '
L y, dr = J z, dr .
JI" r d
Preuve du théoréme :
Soit, ;s = ye(u*) + -—]—J zy dr
-l r
' » * -
ol Ju, yw)) = Min I:J(v,y(v))]
: vekK N U '
ad
on suppose, que l'on a 1'hypoth&se (H2).
On vérifie, que ;e est la solution de
( - A?e =0, dans Q
0N
oy

(B) : < —£+e;e=(u*+—§—J zddI‘), sur T

' v ir] ‘r

. J ?; dr = J z, dr ,
r r -

LnY o mie e cemewwmer
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D'aprés 1'hypothése (HZ);

(u* + —E—-J z4 dr) e X ,
ir| /r

on peut alors écrire :

A

2 2
Ir|y€_zd| dr + N Jr u_ dr

I |ym—zd!2 dr + N J ui dl' ¢ lim (J(ye,ue)) < lim (J(} ,36))
r r 0 ' e+0 €

2 * € 2
]; -z, | dr + N I (v + — J z, dr)” dr
Ir e d r o rjir ¢

A

A

|r] r

* 1 .
‘l‘(u N m Jr Zd dI‘)

D'autre part :

I lym—zdlz dr + N J ui ar
r

J (yCu) + L J y, dr - zd)2 dr + N I ui dr
r r r

|| r
- ¥(u_, -l—-J y, dI).
‘L, [r| ’r

L'unicité du minimum de ¥, implique :

Y, = y(u®) + ———-J zd dr
r

et donc, J y dr = J z, dr.
. r r

On a alors les résultats suivants

[ 38}

. 2 | 2 . . 2 2
D el e llol?, = e [llegliZ, e fill?,
L™(T) LY(r) vek NU_, L°(r) L°(T

2) J(u_,y(u))) = I,y = Min [0v,y()]

vek N Uad

3) y_, est la solution de A .

Iy(u*) + 1 z, dl' - z |2 dl + N (u*)2 dr
r r d d
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4) Ye con&erge fortement dans H](Q) vers y, € H](Q) , vérifiant 3).

. . . .
5) u converge fortement dans L2(P) vers u =u_ € KN Ua

. Ju, y)) = Min  [J(v,y(»))] .
vek N Uad

Exemples .-
Exemple 1 ¢+ K = Lz(r) .

On a démontré dans la deuxiéme partie que l'on a : u

€

1
fortement vers u_  dans L2(P) et y. Converge fortement dans H (Q)

vers y_  la solution de :

Min ||y-z

2 2 : ' 2 2
a5y o+ NI, = gz S, +n e ]]7,
veUad - L) L) L(r) L

(T)

4

| 2
Exemole 2 : K= {f € L°(r') / f = constante, sur T} .

RKNU_, = {0} et 1'hypoth&se (H2) est encore vérifiée

et on peut appliquer le théoreme précédent.

Exemple 3 : Kl = {v e L2(P) / v >0} .

glfﬁ Uad = {0} on a :

- Aye = (0 , dans Q

- ayg
— 4+ € Ye 5 V , sur r )
oV :

donc, € I Ye dr = I vdlr 20 , ce qui implique :
. r r

J y dr = 0 , CVE > 0)

e 1 :
d t on a

converge

e AR Ak e i e e—emaen 4
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on SUpposé,.donc J 2, dl' 3 0 1l'hypothése (H2) est vérifiée, pour
T .

le convexe KI, On peut, appliquer le théoréme ﬁrécédent. On a ,

* 1 )
u =0 y. = ———-J z, dl .
AR

2 2
(y u*) réalise le minimum de : ||y-z || + N ||v]]
= ' 42 (r L2(r)

Exemple 4 : K] = {v e LZ(F) [ v -1} et Ir z4 dr > o .

. _
n " (si d 1

K,NU_, #@ et ona K, n Uad + R’ (signe [r 24 rC K
1'hypothése (H2) est encore vérifiée et dans ce cas la réponse n'est

pas aussi triviale.

En conclusion : Si le convexe K fermé de L2(F) vérifie

1'hypothése (H2), le systéme d'optimalité 3 la limite est le suivant :

.

-4y =0 , dans Q

f
-~ dp,_=0 , dans Q
ay°°
— =u_, sur r
av
(s) : < dp,,
C—=(y, - zd) s sur T
oV
(p°° + N uw) o (v - u) dlr 2 0 , Vv é U d N K
r a

Ir y, dr = Jr zy dar , [r p,dr =0 e; u €K N Uad
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" CHAPITRE 1V

Inthoduction, -

Il s'agit de mettre (ys, Pes ue) , la solution du systéme

d'optimalité pour € (petit positif), sous la forme :

Ye ° v + ¢ Y] + ...t ek yk + ..

!
P,=P tep + ...+ X p¥ 4+ ...

o n k
u =u teu +o...4 ek u +

Pour avoir davantage de détails sur le calcul asymptotique,

on peut se référer i [2] eﬁ [3]

L'objet de ce chapitre, d'une part est de déterminer les systémes

que vérifient les triplets (yk, pk, uk), k e N d'autre part 3@ déterminer

des estimations, des correcteurs que 1l'on précisera ultérieurement.

I - Etude du caleul asymptotique pour Le cas U = u,

da

A - Application & L'état - pertunbe, son adjoint et Le contnile
optimal pertunrb@.

On rappelle que-:
- 2
e U, ={vel()/ J vdr = 0} , et
ad . r
¢ .

. Ve={yeH(Q / J y dr = 0}
' T

on utilise le systéme d'optimalité (S).

e e — e e
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- Ay =0 , dans
- Ap =0 , dans
(s) : 1 —+ey_ =u

ape 1
-—-—+ep=(y—z)+——szI‘, sur I .
3v € e 4" gpydp ¢ '

P, + N u, = 0O, sur T.

On a :
y dfr =0 , J p df =0 et 'I u dr =0
IP € r € ' Jp €
1 1 2
Y. € H (Q) » P € H (Q)' et u_ € L(r) .
1) Caleul du coefficient de e :
Soient :
We = yo + € y] + ... ék yk
ﬂe = po + e pl + .0 F ek pk
et 'we = uo + € u] + ... F ek uk

* (yo, po, u®) € V x V x Uad , le coefficient de e® , est la

solution du systéme

ay° | o
A(0) : ¢ Y =y®, sur T
v
o
% . (yo - zd) + A J z4 dr , sur T
oV |P|. r
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* (yl, p],'u]) € VxV x Uad , est la solution du probléme : -~ *~

> | '
- Ay =0 , dans

- Ap] =0 , dans Q

A(D) : 3, va] + yo =0 , sur T

' ) ﬁ v N :
9 ! o ~
Lo+ p%=y , sur T
v

1
L pl +Nu =0 , sur T

En général, (yk, pk, uk) €V xVx Ua est la solution

d ’
du systéme suivant : (pour k 2 1).

( - Ayk =0 , dans Q

- Apk =0 , dans Q@

k
\ . l-p_k‘+ yk . 0 , sur T
Al } 3v. N

k
p + pk-l - yk
v

, sur T

pk + N uk = 0. s sur T

Remarque : (yo, po, u®) est la solution du systéme limite

d'optimalité (chapitre I).

- On a, la proposition suivante : -

Proposition 1.1.- Pour tout k 3 1 , entier naturel, le probléme

A(k) posséde une solution unique (yk, pk, uk) appartenant & V x V x Uad .
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Preuve : On fait, la démonstration pour le cas k =1 , La

formulation variationnelle du probléme A(k) s'€crit :

J (Vyl,Vﬁ) dx + 1 J _(Vpl,VW)'dx.- 1 J yI ¥ dr o+ 1 J pl . fdr
9] N‘Q N‘T NP .

=-'I yo.\UdF-lJ . vdr , V) evxy
r r .

N
On pose :
Al(y,p),(§,1)) = I (Vy,vy) dx + lJ (vp,V¥) dx - lj y . ¥dr
2 N/Q N/T
+ l'J P . 0 dar ’ VKY,P,W,V) € (V X V)2
N’T

et,

L(wﬂ,‘l’)-'-J y°_.¢1dr—lf p°ivdr, VW, e (WxV) .
r N'r

a) L'application A est une application bilinéaire continue

sur (V x V)2 .

A est coercive sur (V x V) , car l'espace V x V muni

2 2,1/2
de la norme -, ||({, W)IleV “.dlwllv + ||V||V) .

Les calculs précédents donnent :

A((ﬂ,w), (&,W)) = J (Vﬁ,VW) dx + l J (VW,V¢) dx
' Q N 'Q

2 2
= 110115 + [llg

On a, alors :

ALY, (9 3 c AnllZ, .
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b) Il est évident que l'application L définie sur V x V
est linéaire - continue sur 1'Hilbert (V x V). On peut donc appliquer
le théoréme de Lax-Milgramm ce qui implique 1l'existence et l'unicité,

dans V x V x Uad de (yl, p], ul) solution de :

(A, B, WY) = LW,
(p) : ﬁ ul = - l—pl , sur T
N
\ V(,¥) e (Vx V) .

On a, la proposition suivante :

Proposition 1.2.- Il existe C, une constante, qui ne dé&pend
pas de k € N , telle que :
k k

k .
€ et |[p"]] 1 sC .
H (Q)

A

k
Hy 1
H (Q)
k k . .
VQy s P) » solution du probléme A(k).

Preuve : On fait, la formulation variationnelle du systéme
A(k) , en appliquant la formule de Green. On trouve :
k 1 k k k-1 k 1 k k-1
(n I (Vyk.Vy)dx+—j (Vp,Vp)dx"-Jy -y dl‘*—[p-p dr
Q N ‘Q r N‘T -
On applique, au second membre de (1) 1'inégalité suivante :

2 9 : :
a +b >=~-ab , VaeR et o eR ..
2 .

On prend, sur V 1la norme suivante :

9115 = | whom e, We

(1), donne :

K ' -1 k-1 k
@ : 2 +§4Hpkll‘?}).s ¢ 1Yy T Ly + 1R MY
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(grdce au théoréme de Trace)

k-1 Kk TR k=12
¢, Iy IHIHHVSZHYHV+UIH Hy

k-1 k 1 k(12 o o o1y k=112
c, lle Ilvllpllvs-zgllpllv*fc e |1y

donc, avec (2)

1 k12 1 k,,2 k-1;,2 k-1;,2
LAz e LD s o dy 2 ek
2 N .

en réitérant

K2 k(2 ok 2 2
Hy Hg + e g s © (llyc’lIV*llpollv) :

2 - Estimations des cornrecteuns.

On appelle, correcteurs :

(o] -1 k k k+1 k+l 1r
= - + EY + teiaee + + B
ne ' ye (y ey * € ) y € y ) . L/Lig

et LA T (p° + ¢ p‘ T .+ e P+ P )

On a, la proposition suivante :

Proposition 2.1.-. (ne, ne) est la solution du systéme :

f
- Ane =0 , dans
- Aﬂe =0 , dans Q
D : —£ + ¢ ngt—m =- ek 2 yk+] , sur T
j v N € '
om
—£ 4 ET_-nN - ek+2 pk+] s Sur T
€ €
ov '
L‘ (nea ﬂe) e Vx¥V
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- Preuve de la proposition 2.1, :

Il est évident que l'on a dans 1l'ouvert Q, - Ane = 0

et - An_ =0 .
€

Les conditions aux bords, s'obtiennent de la fagon suivante :

on oy 3y oy k

—Eeen +dn = T8 (e Tl R
€

v N

tey -—¢ (yo + otieees ¥ e? yk + ek+

1
N N

AV v 9V v

1

k

. « . . k
on utilise, les systémes donnant les coefficients de ¢

on a alors au bord, T :

aye
—+t ey + ~P. - o ,
v N

° d

] 1 o
-_X—.-} = 0 s
v N
|
- ¢ (EX— +y°+-p% =0 ,
ov N
k
. A 4 =yl p)=0 ,
v N
k+1

+ k 1 k+l 3

-Gt Ly Y y=0 ,
N v
o v on
on obtient, en ajoutant membre 3 membre,” —= + ¢ ne *
av

on fait exactement la méme démarche pour obtenir ,

a"e ' k+2  k+l
—+ e moon - P

H
oV €

1
N

+,ek+] dy

k+1
——)

av

k+1
y )

k+l k+l

+ L l-(p° + € p] + teeaes * ek p + € P )

, pour kel ,

T

_ k2 kel
e y

on obtient , donc le systéme (D).
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On cherche, des estimations de n, » et LA dans I{1

en fonction de € (petit ).

e ——— Y

donne

(4)

et

(B)

On a le théoréme, suivant :

Théoneme (1) 2.1.- On a les estimations suivantes :
o 1 :
1) ||ye - (y +ey + ...+t y)l] 1 $C .«

2) llpe - 0% +e ﬁl + ..o+ ¢ pHl 1 £C .«

oi C = C(R) , une constante ne dépendant que de 1l'ouvert Q.

Preuve : La formulation variationnelle du systéme (D)

()

I (Yn_,Un ) dx + ¢ J ”2 dr = - l-J * . n_ dr - ek+2 J yk+l . n_dr
Q e’ e £ r ¢ € r €

N

Q N

1 k+2

, E 2 _ €
JQ (Vne, V"e) dx + = IQ L dr -Jr LIS N dr

N . N N .

on ajoute (A) 3 (B), on obtient :

‘I (Vn_, Yn ) dx + l-l (Vr , Vr ) dx + ¢ J ~n2 ar + £ J “2 dr
Q € € Q € € € r ¢

N r N

k+2 K+ K2 0
= - ¢ . n dr - . ™ dT
y . P .
r

ST N

on utilise les résultats, suivants :

A(2.2.)

(2.3.)

J pk+l . "e dr
r

R . 2 K+2 S
ly 2 —ngl o2 > - ¢ y L
2 L°(r) 2 L7(r) r
2k+3 lpk+ 1 l 2 + _E__ !‘" l 2 S - €k+2 J pk'!'l T dr
2 2y an L) N Jr €

(2.2.), (2.3.) et la proposition (1.2.) nous donnent :



- 52 -

o 2 1
[ (g, ™) dx + = |n_| +~J
Q €

el 2 (Vne, V"e) dx + = J “2 dr ¢
2 L°(r)y N r

Q . 2N €

[C(Q)]k . €2k+3

ngevs= {y e H](Q) / I y dT' = 0} et m. €V ~ donc :
T

1\

(vn_, ) dxz¢C. |In||?
JQ € € . € HI(Q)

et

1\’

l-I (Vr_, V) dx
Q € €

c. |ln |1%,
N H (Q

)

on a donc, pour , (0 <e < 1)

2
c.effin ll7, + Ilnellzl 7 ¢ le]* . 23
R (Q) "H (Q) :

on obtient, alors les deux estimations, suivantes :

ol )« fe@]® . &
H (Q)
et ndl s fe@]* . !
H (Q) :

C(R) est une constante positive, ne dépendant que de 1l'ouvert Q.

2 - Etude du caleul asymptolique, cas ot U = LZ(I‘).

Le probleme pertunbt :

r - Aye =0, dans

- Ape =0 , dans

aye '
-——+¢€¢y =u_, sur T
3 € €
. ape .
(I : ﬁ :;r tep =y, ~zy, sur r
p.+Nu =20 sur T )

€ € ’

1 1 2
Ve € H () , P, € H (Q) et u_ € L°(T)

\.
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On sait .que :
Je(ue) = MIng . (Je(v)) .
vel7(T)
On cherche un développement asymptotique de Ye de la forme :

ye = y0 + € yl + ... t ek yk + ...

De méme, on cherche un développement de P de la

forme :
pC = po + € pl + .0+ ek pk + ...
Le coefficient de €° :
On calcule, (yo, po, u®) 1a solution du systéme :
(
o
~Ay =0 , dans
- Apo = 0 '; dans
ay° o
Y oey , sur T
ov
o o
(- : { p_. y° - zy, sur r
v
p +Nu =0, sur T
I yo dr = J zy dT J p° dr = 0 et J wWdr=o0
r r r r
. \. ’
"
on pose, yO ='y° - L [ z4 dr
ir} °r
0 o o o

On a, (;o, 30, 30) la solution de :
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"0
DH° : J % . (§°-zd) + -l—-J zd dr , sur T
r ,

\

v-'{yeH'(Q)/J y dT = 0} et Uadﬂ{veLz(I‘)/J v dI' = 0}

r r

Ao A0 A .. ’ .
(yo, po, uo) est le coefficient de ¢&° , trouvé dans le cas U = Uad .

Le coefficient de € :

(Yl. Pl. Ul) € Hl(h) x HI(Q) x LZ(P) la solution de :

r
- Ay] =0 , dans Q
|

- Ap =0 , dans @
ay! 1 1 o
> A —-p =-y , sur T
ov N
BE] o 1

(1I1) : J 3y +p =y , sur T

pl + N ul'=‘0 , sur T

Cette solution vérifie en outre

I pl dlr = = N J 24 dr , I y1 dl' = 0 et J ul dr = I zy dar
r r r r r

\
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On pose, y =y
a! - ul - —l—-J z2y dar
Ir| ’r
n
P] =p] +—-—-N I Zd dar
Ir] /r
on a, 1-3' = l-pI + —l—-J 2,4 dr
N N Ir| ’r
N, :
et 1 pI + 31 = u] + l-pl =0 , sur T

(;l, ;l, 31) € VxVx Uad est exactement le coefficient de e , dans

le calcul asymptotique du cas précédent U = Ua

q°
P . . 2k
En général, le coefficient de ¢ , pour k 2 1 est
2k 2k 2k 1 1 2
(y" p ,u ) e H(Q) x H(Q) x L°(T) .
I1 est la solution de :
- Ayzk =0 , dans
,
- Ap2k = (0 , dans £
2k
] + 2k-1 _ 2k , sur T
v
2k
(I)2k P y ., 1_p2k + y2k 1 0 , sur T
v N
p2k + N qu =0 , sur T
N . . 2k
J ka dr = (-l)k N I z4 ar , J ka dl = 0 et J u dr =0
\ r r r r
k+1
on pose, YK 2k + S:ll——— J zy dr
It} 'r
;Zk 2k 2k 2k

= p et u =u .
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On vérifie, que l'on a, (§2k, 32k, 32k) e VxVx Uad s et (;Zk, SZk, tZk)

est le coefficient de eZk , dans le calcul asymptotique du cas U = Ua

d 9
fait précédemment,
Le coefficient de g2kt!
T P2 W2y gy < w1l (@) x L2(D) , est 1a
solution de :
.- ¥V a0, dans @
- 20, dans @
2k+1
y +-l p2k+] + y2k =0, sur T
av N
2k+1
2t ) T 2k ke
ov _ .
J y2k+l ar=o0 , J p2k+l ar = (-n¥* g I 2 dr
r r r
e I w2 g = (-nk f z, dr .
: r r
. v2k+1 2k+1
Si, on pose : y =y
n2ktl | 2k+l | (-DF
P =p B N J Zd dr-
Ir] ‘r
k+1
et 32k+l = u2k+l + LGl D J zy dr
Ir| r
on vérifie que 1'on a (;ZRfl, 32k+], 32k+]) e VxVx Uad d'une part
. . 2k+1 .
et il est coefficient de ¢ dans le calcul asymptotique du cas U = Uad .

d'autre part.
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~» Estimations des correcteuns :

On appelle, correcteurs :

e = ¥ ~ (yo + € y] + ieeee. t ek yk + £k+] yk+]

)

et L T (p° + ¢ pl Fouenea, + €8 pk + et pk+]

)

On vérifie, en utilisant les calculs précédents que

(ne, ne) € H](Q) x H](Q) est la solution de :

- Ane =0 , dans
- Ane =0 , dans Q
on

o : ﬁ —E4ien + l'"e - ek+2 yk+] , sur T

Y € N
a"e k+2 k+l
—+enw ~nNn_ =~ p s, sur T

L v € €

On a, le théoré&me suivant :

Théordme (II) 2.1.- 1I1 existe une constante, positive, ne

dépendant que de l'ouvert Q, telle que :

™
<

n o ly, - (P tey 4t e yk)ll},l(n) ¢ [e@]*! . e

m
)
+
+

2 lp, - G°+ &, o« @] LT L

H (R)

e

Preuve : La formulation variationnelle du systéme (D), donne :

+

I(Vn,Vn)dx I(Vn,Vn)dx+eJn2df+£J 2 dr
Q € € Q € € € I.,E

1
N r N

' k+2
= - ek+2 J yk+] . ne ar - £ J pk+] . ﬂe dr
r N T
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On utilise, 1'inégalité a2 + b2 > -~ 2 ab, VaeR et beR

on obtient pour le second membre :

2k+3 :
k+2 k+1
- € J P LA dr ¢ & pk+]|22 + £ |n 22 _
r 2N L) 28 B LY
2k+3 ,
k+2 k+1 k+1,2 2
- Jy en dr g = Iy 5, S5, .
r 2 L°(r) 2 L°(r)

D'aprés ce qui précéde, on a :
+1 + o
yk - }k 1,1 J yk+1 a - ;k+1 J
r .
k+1 k+1 1 k+1 k+1
Pl =P 4 j poidr , plevw
r

on remarque que :

1 J S ap
| ‘1

1

= C et —_—
|

k+]
I p drf=c¢c , Ykew .
r

.

Ceci, se vérifie d@ partir des systémes, (I)k précédents on a , donc :

] .
1, s 13, +c
L°(r) L°(r)
et
1
M1, < 1B, +c
L™(T) L™ (1)
D'aprés, la partie (I), on a :
k+1
SO, e k@I e 1B, s @]
H (Q) . H (R) :

On, en déduit que 1l'on peut écrire :
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I (Vn,Vn)dx+£J nzdr+-‘3—J ﬂzdl‘+lJ (Vr_,vn ) dx
Q- € € 2 T € 2N T N Q € €

¢ [ 23
C(2) = constante positive ne dépendant que de 9 , pour O <e <1 , on a :

2 2 2 2. €
€ J (Vn_, Vn ) dx + E—J n dr + e—-J n dr + —J (Vn_, Vn) dx
Q 2 'r 2N/t N/@

S€I (Vn,Vn)dx+§-I nzd +E-J (Vne, V‘Ne) dx
a & ¢ 2/r ¢ N'Q

D'ol :

-!-I (In_, Un ) dx + lj n2 dr s [:C(Q)]k” . ekt
27q 2J)r ¢

-—'—f (Vn_, r ) dx + -'—J n?ar ¢ fe@]®! . 262
2N ¢ € 2N Jg €

ce qui implique que l'on a :
Iln II | < [C(Q)]k+] . ek+]
€ H(R)
et

”n_ ” : < [C(Q)]k+l . E:k+] .
€1 () _
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CHAPITRE V

ALGORITHMES DE RESOLUTION DU SYSTEME PERTURBE .

A - ALGORITHUE POUR LA RESOLUTTION DIRECTE DU SYSTEME D' OPTIMALITE. -

Il s'agit, dans cette partie, d'utiliser un algorithme,

résolvant par une méthode itérative le systéme d'optimalité perturbé,

Soient :
2
e« U .= {vel()/ J vdll = 0} , et
ad r

. Ve{yen /s J y dr = 0}
r

On sait que, le systdme d'optimalité perturbé est :

( - by = O , dans R

-4fp = 0 , dans Q

€
8ye
- +e€ey =u_, sur T
€ €
v
. op
(1) = { —% 4+ p. = (ye- zd) + —l—-J z4 dr sur T
9y € Ir| ‘r
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On supposera, z4 quelconque dans LZ(F).

1 - Définitions et Algonithmes.

Soit 1l'opérateur A : V —— H~’(Q)

W W
y —* Ay
On définit A par :
<ay,{> _, = I (vy, V) dx , Voev
H (?,V Q

soient, les deux opérateurs suivants :

B:U , — Lz(r)

ad
W w .
v B(v) , définie par :

/

<B(v), ¥> 2

) =Jv.‘l’dr‘ . Well(n
iy, 12ay  Ur

c(y) , définie par :

<c(y), ¥, =J y.fdr , Wev
| Ho(@,v ’r |

On peut, définir la trace sur HI(Q) .

T : H](Q) e H]/Z

W W

(T)

y — T(y)
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"Le systéme (I) est équivalent au systéme (II). suivant :

Aly) + € C(y) - B(v) = 0,

AG) + e Cp) = BTG = = (z) + (ijzdun
A r r

(I1) : j
T(p) + Nu=20
k (p,y) e VXV et ue Uad
Algonithme.
Soit u° , quelconque dans Uad = {Q € LZ(F) / I v dI' = 0}.
r
On définit, (yn+l, pn+], un+l)- par

¢ A(yn+l) + € C(yn+]) = B(W") ,

( n+l

A(p !

B(T(y")) - (z,) + (-——'f z, dr),
_ d Irl r d

) + € C(pn+])

ALG (1) ﬁ n+l -1 ( n+l

woo=-N LT )

@ ey e v x vy

L d

2 - Etude de £a convergence de ALG (1).

Pour 1'étude de la convergence de cet algorithme. On utilise [5].

Théoréme 2.1. (Miellou [5]).

P&ogobiIZOH.- Alg (1) converge vers la solution du systéme

d'optimalité perturbé, si N vérifie N > C(Q), ol C(R) est une constante

qui ne dépend que de 1'ouvert Q.
s Preuve : On vérifie que 1l'on a :

+1 +1 +1,2 n+l
J (\7y’€l , Vyz ) dx + ¢ I (y'e1 )< dr = I u‘; Lyodr
Q r r
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. H n+1

ur || y
ll € LZ(F) €

+1 +1
D J vy, vy ) dx s
Q

L2(ry

2 Jew>o , (K™, <cw (J oy, M h 2 g

L°(r) Q
car y2+] e V.
+1 +1 1/2 '
3) (J @y ao s o],
Q L ()
4) W= - N"l . pn , sur T

SR O M I PR O TS T
L™(T)

/2

[
6 (| ", »h a'

' n
< C(Q - X
J. < e |l -zl

(T)

D Y™l ¢ ERy 1yt
€ \'4 N € LZ(P)

R

c(Q)
+ (=2 |lz,1| , Vo
N 42

On en déduit, que l'on a (par récurrence) :

n+1|| cw). ™

k
Q
Iy« 2 C@ " e Il

1 o . n+!
0, v 1 @
L°(T) k=1 N L)
C(R)
N

I1 suffit de prendre O < < 1, pour avoir une série géométrique

convergente,

Si cette condition est vérifide la série :

oo n+1
z (C(Q)) llzd|] ’ est convergente .,
_ k=1 N L™(T)
. N l
) C(QS n+l
On a , donc (—= —* 0 .

N ne
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w K
soit, £=llzgll , (I &2y,
L°(r) k=1 N

On obtient,

Myl s 2l | +Ll=c, Vaen .
e''vV € LZ(F) .

On peut extraire une sous-suite qui converge faiblement dans

n
.(ye)ndN
HI(Q) Vers y_ . la solution de :

3

- Ay =0, dans &

(s1) : ﬁ €7 4+ ¢ y = u sur T

8) On a, yz —_— Ye w dans L2(F) fortement.
b4 : .

e A
9 IQ(V(}"; - }'e’w’), \7(}':‘1 - ye,“) d).t + € II‘ (yte1 - ye’m)2 dr
- Jr (ug = vy ) - (g - Ve,
TP A R I [P
Hye. - ys,mlle(r) :

On sait que 1'on a :

IESIIPEE.

9) devient :
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J (V(yz = Yoo V(yz = Ve o)) dx g
Q . ] ’

n n
LA P R PR B |

()
on a, donc :
. n n '
rlx:: (JQ (\7(yAe ye’w). vy, ye’w)) dx = 0
car yz converge fortement (quand n -+ «) dans LZ(P) vers y_ ..
—_— s,

yz converge fortement dans H](Q) » vers y_ o la solution de (Sl).
’

. pz converge fortement dans HI(Q) vers Pe w solution
9

de (S2) ;

: 1
(s2) : —E8Z 4 ¢ ) =Y, .~ 2% ———-I z,dlr , sur T
ﬁ av € e, dpylp

On a,

Vol - n _ dx . o _
f R R AL LR N P

| 1/2
Je@ >0, |[p} - pe,mlle(r) s C(@) (JQ.(V(pZ " P UPg ~ P o) /

on obtient,

; n _ n _ 1/2 n _
(JQ (Vlpg = b s Vg = p, ,)) d0) " c@ . fly yS,"“Lz(r)

car ' (pz - P, S eve=1{ye H](Q) / J y dI' = 0} .

r
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1 n_ - . .

nlm (Hp€ pe,wllv) 0 f puisqu'on a
lim |]y" - y . =0

tin 1157 = v, ]y

pz converge donc fortement dans H](Q) vers p_ € V la solution
’

de (52).
On sait que l'on a :
n -1 n
u == N p y sur T
et u = - N-] r
£,® pe’°° y Sur
n -1 n
u -u = N - L= 0
G = weoll =N I =0 L], s

n 2 . -
ue converge fortement dans L7(I') vers ue - 1'optimum perturbé.
’

En définitive, la méthode définie par ALG(1) converge

pour 0 < C(R) < N, vers le systéme d'optimalité perturbé.

B - APPLICATION D'UNE METHODE DU GRADIENT.-

. On utilise, une méthode du gradient pour le calcul du

contrdle optimal perturbé,

. Le probldme du contrSle optimal perturbé s'énonce :

Trouver, ue € Uad tel que : Je(ue) = Inf (Je(v)) .
veUad :

Rappelons les notations :
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[
]

ad {ve Lz(r)'/ Jr v dT = 0}

<3
[}

{yeHI(Q)/I y 4T = 0}
r
Jr ly () -'édjz dr + N Jr vVar , We U,

Je(v) d

N = une constante positive donnée.
- 2
z, supposé quelconque dans L°(T) .

ye(v) est 1'état, il est solution de :

- Aye(v) =0 , dans @

3y

(1) : —E(W) +ey(v)=v , sur T
v €

yewevV , vel,
On définit 1'algorithme, suivant :

L

Soit u° quelcoﬁque dans Uad (par exemple w’ = 0).

» ALGORITHME

) =0, pour i=0,

' i
> 2) de

i i i
- - grad(Je(ue)) = -2 . (pe(ue) + N ue) , sur T

pe(u:) est 1'adjoint, associé 3 ye(u:) solution de (I). o

3) A: € R, solution du probléme :

ALG(2) (A1) = Kin (40))
. eR

(1) = J ly (* +2a%) -z |%2ar + N J wrsaahlar, Vaer.
. r €E € € d € €

r
i+l i i i . P,
uo o= ug + Ae de , puls on retourne pouyr l'itération

— 4)

suivante a 2).
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x Etude de fa convergence de ALG(2)

Théondme.- La suite (u:)ielN , converge fortement dans LZ(P)

vers u_ € Uad » le contrGle optimal perturbé.

La preuve du théoréme :

On suppose u® , quelconque dans Uad . (u® = 0) on a,

Je(u:) < Je(u:—l) € oo & Je(uo) < C . D'aprés la définition de EALG(Z)].

. i -
La suite (Je(ue))idN est donc bornée.
1) JC(UZ) <C , Vhen pour é fixa.
2) ||un|| < C et ut —a faiblement dans LZ(F)
€ L2(F) _ € £,0 ——————— :

n-> 4

vers u eV .
€, ad

» Iyl , sc, Vaen.
Li(r

)
4) J (vyT, vy dx + ¢ J (yH?2 ar = I ut Loyt dr
€ € € € €
Q ) r r
n n
donc J (Vyz, Vyg) dx ¢ lluEII,Z ||y€|| ) < C
Q L(T) L°(T)
n n HI(Q) ]
5) IIY Il <C , y —m—™y on peut extraire
€ 1 € ®©,€
H (Q)
une sous-suite yz qui converge faiblement dans HI(Q) vers y eV

W’e

solution de

- Ay =0 , dans @

(11) ok LAY y =y , sur T

dr = 0
Jr yw?e
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6) yz converge fortement dans LZ(F) » puisqu'il y a convergence

faible dans H'(Q).

) ]9 Vg = v, s g~y D)) dx

n ' 2 _ n
+¢e Jr (ye - ye,w) dr = Jr.(ue’n - ue’w) Gy - ye’m) dT
n n ' n
V(y" - , V" - < - -
jg((ye Ve, VO e an s Hlug oy Byl
scllyg -y, Wl + o,
€ €, Lz(r €, LZ(F)

lim (IQ (V(yz - ye,m), V(yz - yc,m)) dx) = 0

n->x

car on a, lim (IlyZ -y
n->o

e ol | ) =0 , on en déduit que :
]

LZ(F)

yz - converge fortement dans HI(Q) vers y_ solution de (1I).
—_— b4

8) pz converge fortement dans HI(Q) » vers p_ € v
- . ’

la solution de :

- Ap =0 , dans

. ap o i 1 .
(I1D) : 22 + ¢ P =y -z, + —- I 2,dlr, sur T
S v €= e d o ppp d
pe’eo eV -
On vérifie que l'on a :
.
. 2
(Vo - p, ), V(o =p, M dx+e | (F-p )l
a € £,% € €, r € €,®
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n-oo

Ce qui imblique : lim (J (V(pn “P_ > V(pn - p_,))dx) =0 car
Q e €,% € €,

on a , lim‘||y: -y =0 .

1in .l

L2(r)

P P . . n
En résumé on a ext_ralt une sous—-sulte, Ue et on a les

résultats suivants @

’ u: ——3 U, faiblement dans LZ(T) .
n-e ’
n . 1,
ﬁ Ye > Ve o fortement dans H (Q) .
n-e .
n 1,
L Pe > Py o o fortement dans H (Q) .
n-o ’

On a :

. n .
9) %:E [ﬁe(ue)] 2 Je(ue,w) » car J_ est continue et

uz'———=> u ; faiblement dans L2(P)', il y a méme égalité,

’,

13 n
Lin (3 (s0) = I (o ).

10) On en déduit :

I | P T
LE(I) noe SL R ANED!

(puisqu'on a yz converge fortement dans L2(P) vers y_ ).

'11) On en conclut que 1'on aj:

n 2
u_  converge fortement dans L"(I') , vers u eU

12) On a, Pe wt N u_ = o ,
? ’

c'est-d-dire U vérifie la condition d'optimalité sur U_, et donc
. ; concition

u ., est le contrdle optimal perturbé,
L)
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'Pour’démontrer 12) on procéde de la fagoﬁ suivante :
(1) = ly @ +aady -z 2ar+n]| wrerahrZar, ier.
T I d r € €
i .
¢(r)) = Min o]
AeR

¢'(A:) =0 , car A: réalise le minimum

e+ h) -], i i i i i
}1138 I: A ] 2, L d_[p (" + 2 d)) + N +Ad)] dr

i+l
€

i i i i i . ;
d pe(u + Ae ds) + N(ue + A de) . sur T

Ce qui implique :

2, J at L atttao View .
€ €
r |
on a, lim ([ at L attlan =0
) T ,

mais 1lim (J at .t - I (p _+Nu_ J2ar
r ¢ € r

i e’w e’co
n L2(F) | n H’(Q)

car, ona u ——u et p —— .
€ €,® € €,

I1 reste donc,

2

+ =
Hpe,°° N ue,wllL () 0

on a alors la condition d'optimalité :

B P + Nu = 0 sur T

et toutes les suites convergent,
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C - APPLICATION DE LA METHODE DE LA SECANTE.-

Soit le probléme (P), suivant :

) Trouver, u_ € U tel que :
€ ad
(P) :
Js(ue) = Min [Je(v):]
vel
ad
ol @
, .
1) Uad = {v e L°() / j v dT = 0}
T
2 2 2 Y
) JW =] Jy -z ]|°dar+N]| vidr, WeuU
£ r € d T ad
3) ye(v) , la solution de
( - Aye(v) =0 , dans Q
3y (V)
(I) : + ¢ ye(v) = v , sur T
: W v
L J y (v) dT = 0 .
€
r
4) ye(v) eV={ye H](Q) / I y dI = 0} .
. r

On suppose, zy quelconque dans LZ(F) . -

* Explication de Ra méthode™ :

Le probléme (P) est un probléme de minimisation avec la contrainte,

IVdr"o. . !
r

On relaxe cette condition, en introduisant un multiplicateur

de Lagrange A.
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Soit, donc J; 1'application strictement convexe :
2 et
L°(r) x R —+ R , définie par :

J;(v) = Je(V) +.R(J

vdr) , V@ € L2(P) .
r _

Soit A fixé , il existe ui € LZ(F) unique solution de :
€, € . €
Jk‘uk) Mlg [Jx(v)]
vel™(TI)
ui est donc la solution de :
335 (u3)
—_——= 0
v

Les calculs précédents montrent que :

aJi(v) )
< » V>, =2, I (p (v) + Nv+ 1)) .wdr, Vi e L°(T)
v L™(r) r € .

Avec

, " Ape(v) =0, dans Q

3PE(V) :

(1) & j ot PV = (y (V) -2y , sur T

L P e 1! (0) | .
On pose :

. ‘ : - €
: () Ir uy dr

Il s'agit de résoudre ¢(A) = 0. Ceci peut se faire au moyen de la

‘ g L du’ du
méthode de Newton. Il faut alors calculer ¢'(X) = J —= dI' donc —,
' ' I dx da

qui est défini implicitement par DJ(ui) = 0,
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Or, on a, D2(J§(v))(w,w) > C ||w||22 , Yoot ,
L e L™(T)

oi C est une constante positive.

On en déduit que':

[ J;(v):] e Tson[L3(r) , 13(D)]

on peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites.

On a, alors :

€

du, 2r e, A
— == PL5w)I] W
di

ot £ , 1'application linéaire :

2y — R
W

W —— L(w) = J w dr
-, I‘

On est donc amené 3 calculer la matrice inverse de

2 e, ¢ . . ~ . . .
D JA(UA) ce qui est trés coliteux. C'est pourquoi on va introduire

la méthode de la sécante.

" ALGORITHME : ([7]).

1) Soit A , donné. .. iy
On'suppose que $(X ) >0 et ¢(1) = J uS odr .
o o A
' "o
2) ui , réalise le minimum de Ji(v) ,
o

Pour le calcul du minimum , on utilise une méthode du gradient.

(pages 66-67).
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3) e(r) = J ul AT = £(u} )
' o 0

" 4) On prend, A; tel que : ¢(Aé) <0 on calcule alors

ui. , ¢(ké) = J u;. dar .
o T (o}

P . 1 . . < 2 s
5) On détermine A  par , une interpolation linéaire :

0609 Lm0 A

(40D = o))

J0)
A
1
s(al) <0
A,
0 ;> A
169
A
) ]
sy > 0
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6) Al —_ u‘e1 la solution de :
A .
e , €\ . €
J)\](u)\]) = Min [JA](V)]

veL"(T)

I .
7) On calcule, ¢(A]) = I uz dr
T

8) Suivant le signe de ﬂ(kl) , on feprend la méthode de la

sécante avec Ao , Ou Aé etc ...

D - DISCRETISATION DES ALGORITHMES.-

On utilise une méthode d'éléments finis pour les

trois algorithmes précédents.

1) Construction d'un sous-espace de discrhitisation.

Définitions - Notations :

1

Soit : W' = {J e (@ / ﬁth eP}.

. P. : ensemble des polyndmes de degré 1.

e
£
P

. Te Th ¢ une triangulation de §, supposée réguliére.
. .« - . L}

. h : le pas de discrétisation,

« NS : le nombre total des noeuds.

(ai) 1 €1 < NS : les sommets de tous les triangles formant Th .



une base de Vh , car la suite
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h

Soient (ﬂj)] la base classique de W .

$j<NS

On sait que, pour j e [1,NS] :
, si i=3
‘Dj(ai) =

0 , sinon

On définit, le sous-espace Vh. de Wh , de la fagon suivante :

vh-{xﬂhewh/J thdI‘=O}

r

On introduit les deux—ensembles suivants :

I = {ensemble des noeuds intérieurs a Q}

F = {ensemble des noeuds Frontiéres}.

On suppose de plus que le noeud, ays est sur le bord T.

On définit, pour ie [1 , NS - 1] :

(9., si diel

I

. I 9, dr’

Lemme.- La suite (wi) ]l £ i ¢ NS-1 est une base de l'esﬁace'

On vérifie que 1'on a %i e V' . La suite (%i),<i<Ns_l est

‘ h
(wi)lsisNS est une base de l'espace W .
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"L'ensemble des contrdles discrétisé sera :

h h | h 1
U .={y ¢ wh(r) /Y ~eP , TeT} .
ad TAT , h

2) Le probleme approche - perturbe :

On introduit, le probléme (Ph) du contrble optimal perturbé

de la maniére suivante :

Le probleme - approché

h h .
Trouver, u_ € U solution de :

ad
h
(p) :
Jh(uc) = Min Jh(vh)
€ h €' €
vh Uh :
€%ad
Jh(vh) = th(vh) - zhlz dl' + N (vh)2 dar , VVh € Uh .
€ £ d ad
r r .
h P . 2
S est un elementAapprox1mant z € L°(T) .
h, h h
. YC(V ) € V' est la solution de :
I (Vyh(vh) , v¢h) dx + ¢ I yh(vh) . wh dr = J vh . wh dar , v@h e v
a € ' r ¢ by .
. h __ h .
On introduit, P € V" solution de :
I (Vph.wh>dx+ef ph.whdhj G- L Par, Whe V.
Q € r € r € d .

1

3.1. - Etude de fa convergence du probfeme approché.

On démontre aisément la solution discrétisée du problémé approché

(Ph) converge fortement vers la solution optimale quand h =+ O.
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3.2. - la discndtisation de ALG (1).

a) [ALG(])] discrétisé s'écrit :

On prend, comme espace de discrétisation des &tats l'espace Vh

o~ e ey h
et comme ensemble des contrGles admissibles 1l'espace Uad .

. o h
Soit, U € Uad quelconque :

———b On résout :
o .
1) A, yn+l,e B(uh,s)
NS-1 | N
€ NS-1 € .
Gper,n) € R ’ iZl Yns1,n{l) « 95 € v
h n+l h
2) A. Prsl,e B(T(yh,s) Zd)
[ac(n], ,
€ Ns-1 NI ¢ y h
Phontl R izl Pponet (D) - ¥y eV
- N-.I p§+?(i) , si i est un noeud frontalier
3) UE+I(i) n»
0 sinon .
. Pour 1'itération suivante, on revient 3 1).

. A est la matrice du systéme linéaire approché :

N i v .
A(kpi. 03) = J (:211 . ‘ﬂJ) dr J € [l’ NS_I] et

ie [1., Ns-1]

n, n,
vy, Vﬁj) dx + ¢ J

fl r

n . o
. B(uh,e) (V(l))lsisNS-l » le second membre du systéme

linéaire approché.

Les composantes de ce vecteur sont donmnées par la formule :

V(i) = J ug’s . 3i ar, Vie[D, Ns—lj_.

r

Méme chose pour les autres algorithmes utilisés.
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CHAPITRE VI

RESOLUTTON NUMERIQﬂE DU PROBLEME PERTURBE.

Pour la discrétisation des différentes méthodes, on prend

comme ouvert le carré unité.

a=7J0,1 xJo,1I[cr? .
« NS = 100 noeuds.
. h =1/10 (le pas de discrétisation régulier). -

. NT = le nombre de triangles utilisés, (162)

h - ]
On suppose, W = {ﬂh € CO(Q) / thT € P} (d)i)l<i la base
associée 3 cet espace.

. W {ﬁh e Wt / I &h dr = 0}
r

(ai)lsisNS—l » la base associée 3 cet espace.
On définit :

.
U {&h e W / &hlg 0 et Jr 0h dar = o} .
on prend comme fonction d'observation sur le carré ABCD (par eiemple)
1 , sur AB
0 , sur BC
ZD =
1 , sur CD

0O , sur AD

On applique les 3 algorithmes précédents.



FORMA

FORMAI

FORMA2

SEMEL

SEMEL2

MAIL

DRGAU

GAUSS
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. Les sous-programmes utilisés sont :

forme la matrice A , les coefficients sont :
. - N . [d .
A(i,§) = (vai » W ax 1 £ i g NS-1
& 1 € 3J € NS-I

forme la matrice B , dont les coefficients sont :

: N
s - [ B Ye s

r

calcule la matrice :

C=A+eB , (e petit positif),

calcule le vecteur V :

V(i) = I u . ﬂi dr , ' 1 <1ig<NsS
r

’

- . ; s 2
u , &tant une fonction donnée appartenant & L°(T) .

N
calcule le vecteur V :

" " L
V(i) = I u . ﬂi dar , 1 ¢ 1 g Ns-1
r

sous-programme qui fait le maillage du carré ~ unité.
I1 calcule les numéros des sommets dans un tableau, les coordonnée¢

-

des sommets, les numéros des triangles etc .

fait la résolution d'un systéme linéaire par la méthode

descente - remontée.

décompose la matrice du systéme sous forme A = LU , L matrice

diagonale inférieure dont la diagonale est égale a 1.
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CcouT : calcule la fonction colit suivante :

J(u) = ||y(u) - z ||2 + N ||U||2
d'l2 0y L2(r)

OPT : calcule le minimum Ro e R de

I+ Bp) = |lyCu + Bp) - 24117, + N [lu+ rol|%
L°(T) L (T

MINIMUM : calcule le minimum v Ro) de

J(u + Rp) + A J u dr' , A = nombre réel donné.
T .

On fait les calculs pour :
e =0, 0l (par exemple) .

Test-d'arrét :

. Pour la méthode directe, on a choisi :

n+l n
3™ = 3D oy oo

(I ™)

. Pour la méthode du gradient :

n .
max l(§££3—20| £e2=0,5.10 2

ie|1,N8-1] 3%,

. Comparaisons entre Les difgerentes méthodes.

1) Méthode de nésolution directe :

On a programmé cette méthode dans un programme appelé RESOL.
(temps d'exécution 1,02 minute). Cette méthode présente 1'inconvénient de

nécessiter N assez grand pour converger. Cependant les temps de

calculs sont trés bons (voir fig.-1).




- 83 -

"~ 2) Méthode du gradient :

Cette méthode a €té programmée dans un programme appelé COPT.
(temps d'exécution 1,27 minute). Elle convient au probléme de contrdle

optimal perturbé, car elle est utilisable pour N quelconque positif.,

On peut, donc ‘l'utiliser pour calculer des coefficients dans

le calcul asymptotique (voir fig. 2).

3) Méthode du Lagragien :

La méthode itérative du Lagrégien a été programmée dans un
programme appelé NEW. (temps d'exécution 1,87 minute). Cette méthode
ne converge pas pour € petit, Ceci est di au fait que la matrice

du syst@me linéaire 3 inverser est trés instable (pour e petit).
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CONCLUSTONS. -

Dans ce travail, on a montré que l'on a une convergence forte

dans L2(F), de la suite des contr8les perturbés pour différents cas

d'ensembles de contr8les.

On a établi les systémes d'optimalités pour plusieurs ensembles

de contrdles,

La méthode du calcul asymptotique a &té appliquée au systéme
perturbé dans deux cas :
2 2
U= {vel™()/ v dl = 0} et U= L°(I) .
r
On a établi des estimations du contrdle perturbé de 1'état et de son

adjoint de la forme [C(Q)]k . ekH .

Dans le cas oli 1'ensemble des contrdles admissibles est

2 2 PP + .
un convexe fermé de L"(I) wvérifiant U_, + R (signe de z,dI')C U .
: ad r d ad
on a montré la convergence des contrdles perturbées. Le probléme des
convexes généraux reste ouvert. On a essayé 3 méthodes numériques pour

approximer la solution perturbée.

1) On a résolu le systéme perturbé par une méthode directe.

‘Cette méthode converge pour N assez grand.

2) On a employé une méthode du gradient cette méthode converge

et permet de calculer les -coefficients du calcul asymptotique.

3) L'algorithme utilisant un multiplicateur de Lagrange ne

. converge pas pour € .petit et donc on ne peut pas l'appliquer pour le

probléme perturbé.

Dans la plupart de ces cas comme on a 3 résoudre un probléme

de Fredholm les calculs sont assez longs.
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FIGURE 3
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