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CHAPITRE 0 : INTRODUCTION GENERALE

Dans ce chapitre, on expose d'une fagon assez générale les
problémes de '"CONTROLE PAR LE DOMAINE", de "DOMAINE OPTIMAL" ou de
"OPTIMAL DESIGN". On présente aussi un bref rappel historique sur les

différentes méthodes envisagées pour résoudre de tels problémes.

On se limitera dans ce travail 3 définir une classe de
domaines et un cadre fonctionnel bien adapté@ aux calculs; on cherchera

égalament 3 optimiser des fonctions cofits, en appliquant la méthode des

variations intérieures.

0 - 1 s MOTIVATION.
L'objet de ce travail est 1'&tude de quelques problémes de
contrdle optimal ol le contrdle est la forme géométrique d'un domaine

et ou 1l'état du systdme est défini par une équation aux dérivées partielles.
y P q

" Quelques exemples de problémes de recherche du domaine optimal.

1 = Recherche d'une meilleure forme parmi un ensemble de formes admissibles :

Ce peut &tre la forme d'un diélectrique, d'un disque de turbo machine, d'un

réacteur nucléaire, d'un rédacteur d'avion ou d'un rai%.

2 - Un objet ayant une forme donnée, on cherche i le placer au mieux :

il s'agit donc d'un probléme de meilleure place; 1l'objet peut @tre un tuyau,

un électrode, une barre ou un réflecteur.

3 - Une identification de forme : l'objet existe, une partie de sa frontiére

peut €tre accessible et une partie ne l'est pas. Il s'agit donc de détermine:



la forme de la partie non accessible (fond d'un glacier).

4 - Contrdle optimal - Support optimal.

On désigne par-Q le support du contrdle dans un probléme de
contrdle optimal. Le contrdle optimal dépend de @ ; la fonction &conomique
du probléme de contrdle pour le choix du contrdle optimal peut &tre encoré
"meilleure" si le support 2 est bien choisi. Il é’agit donc de trouver
le meilleur support.

On considé&re dans une premiére partie, une classe de domaines D
dont une partie de la frontidre est susceptible de varier (Fig. I-1). On
traitera ensuite le cas de 1'ensemble des disques homothétiques au disque
unité (dilatations), le centre étant fixé 3 1l'origine du repére et le rayon
variable (Fig. 1-2) on étudigra aussi les variations des contraintes g et
des déplacements ¥ du probléme bidimensionnel de 1'élasticité linédaire

statique par rapport au domaine.

35 (8)
YR

3u(8)
36

3(9) et ;(6) sont solutions du>prob1éme :

Il s'agit donc de calculer (0).T et (0).1 ol

(1) | -divo@(®) =¥  dans (I +8) (D)
(ii) 1 fr =3  sur rg.
(i) | o@ei = 2 . sur r?

? étant la densité de forces volumiques appliquées & (I + 8) (D),
-+ . . .
g &tant la densité de forces surfaciques appliquées @ une partie de sa
. G
frontiére Pl .
Une des difficultés qui se présente est la dérivation de la
condition aux limites (iii), qui est due essentiellement 3 la dérivation .

- . -
de la normale extérieure n par rapport au champ de vecteurs 8 . .
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On se propose donc de traiter ce probléme dans le cas simple
ol les variations de D se traduisent par des homothéties, dans ce cas
la normale exté&rieure est cblinéaire au champ de vecteurs 8 .

Ensuite on envisage le cas oi D est un ouvert borné en couronne
de frontiéres (I) et (S), pour 6'a§sez petit, (I + ©)(D) est encore un

ouvert borné en couronne de frontiéres (Ze) et (Se).

‘ >
On suppose données des forces surfaciques g sur (Se), le probléme

devient ¢

- div o(u(®) =¥ dans (I +0) (D .

:(6) = sur I

]

sur S

-
)
-}
g )

S(u) n =

>
on calculera égéﬁl (0).T en utilisant le théoréme des fonctions implicites,

.

ceci nous permettra de calculer les dérivées par rapport au champ de

vecteurs 6 des fonctionnelles définies par :

Jﬁm-IZHRm-QHZM et

Se.

3,06 = f 123112 4o ,
(1+8) (D)

et de les mettre sous la forme :

E%égl (0).T = J < 3,

S

T>F @), B(D) do* - ob

ﬁ(D) est la solution du probléme (i), (ii), (iii) pour 8 = 0O et.

- ) .
P(D) est un état adjoint qui ne dépend pas de T .



De nombreux problémes de physique sont de ce type : citons par
exemple, la détermination de la forme d'un profil de coque ou d'une aile

créant une trainée minimale ¢ BOUROT , KRAIKO-TILLIAEVA, MIELE, MURAT~SIMON,

PIRONNEAU [ ].

La recherche de la forme d'une paroie poreuse assurant un régime .

de diffusion donné (BEGIS—-GLOWINSKI [ ' 1).

La localisation d'un objet de forme donnée : tube &lectronique,

KOENIG-ZOLESIO.

La détermination de la forme d'une piéce de poids minimal pouvant

supporter certaines contraintes : DESTUYNDER.

11 y a aussi de nombreux problémes qui ont &t& considérés, notamment
en ce qui concerne les variations des valeurs propres associés 3 un domaine

Vs

quand celui-ci est déformé : MIGNOT, MURAT-PUEL [ ] .

HADAMARD dans son mémoire sur le probléme d'analyse relatif 3

1'équilibre des plaques &lastiques encastrées), @ &tudié des problémes

analogues sur le bilaplacien.

0 - 2 : POSITION DU PROBLEME.

0 -2 -1 : PROBLEME INITIAL.

A) Soit D = 10,1 [X10,1[ 1le carré unité.

Soit a (x) une fonction de Tz’b(Rz) et soit :

i
Da = { (I + ea)(x) /] XED} ol Ba est un champ de vecteurs

appartenant 3 Tz’b ORZ, Rz) tel que :



Ba X) = (¢ (X), 0)- et

| a0 V¥xebd

a(o, Xz).= O pour 0 X, g1,

I étant l'application identité de RZA.

On considére la fonction u(Da) définie dans Da et solution du

probléme aux limites :

rh

A(u (Da) ) = dans D .

B(u (Da) Y=g " dans 3D .

on définit la fonction colit par :

J(,) -‘J C(u (Da)' ') dx .

D
a

. . ; < 2
A, B et C Etant des opérateurs aux dérivées partielles donnés dans R®,

lin8aires et 4 coefficients constants. f et g étant des fonctions données

dans Rz .

Les problémes qu'on se propose de traiter consistent & &tudier

les variations de u(,) et J(Da) par rapport au domaine D, -

2 2,y <1y,

B) Soit'D] = {xy erR: 7 X2y

Soit P] la frontiére de Dl' Pour tout nombre réel strictement

positif e , on considére le domaine D = {(X,Y) € Rz / X2 + Yz < e2}

et ' = 3D .,
. e e

Soit u(De) la solution du probléme de Dirichlet homogéne :

- A u(De) = f dans De . .

u = 0
lP
e ’



et soit J la fonction coiit définie par :

du(d )
e 2
J (e) J l T zl do .
r .
e
I1 s'agit donc d'établir les variations de :(De) en fonction du domaine De
et de calculer la dérivée de J par rapport a D,. L'ensemble des domaines

n'ayant pas de structure affine, on précisera donc la fagon dont variera

le domaine D : par exemple dans le cas A).

(I+9a)={x+6a(x)/X€D}

Pour a assez petit dans C2’b (R2), (I + ea) est un difféomorphisme de

2

R et (I + Ba)(D) est donc un ouvert de Rz voisin de D; on se limitera

3 de telles variations. Ainsi, moralement dire que u et J dépendent de Da
revient 3 dire que u et J dépendent de ea ; Ceci est un exemple simple de
la méthode des variations intérieures, elle a &té introduite par

GARABEDIAN-SPENCER et développée par MURAT-SIMON.

O - 3 : DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTION

0 -3 -1 : Variations de la fonction caractéristique.

Cette méthode consiste 3 considérer un ensemble d'ouverts formé
des parties de RN localement images d'un demi-espace par des bijections
bilipschitziennes, (CHESNAIS [ 1). Cet ensemble est défini de la maniare
suivante : , '

Soient r et k 2 nombres positifs et D un ouvert borné, régulier

de RN, VL(r,k) est l'ensemble des ouverts de RN contenus dans D tels que

Vxeada, a'Vx ouvert de RN et T : B(x,r) —> Ve

bijective, bilipschitzienne de constante k telle que :



. o
. ST (BGTIND) =V AR,

La topologie considérée sur VL(r,k) est la topologie Ll(D) des fonctions

caractéristiques de ses €léments.

Q' tend vers 2 dans VL(r,k) si et seulement si :

. ) 1
Xq! —— Xq dans L (D) fort .

On peut remarquer que c'est une topologie métrique sur VL(r,k).

0 - 3= 2 : Variations de la frontiére.

Il s'agit de repérer 1eAdomaine optimal par sa frontiére, ce
dernier étant soumis 3 certaines contraintes. Il est possible d'introduire
un repérage de la frontiére I' , ce repérage dépendant d'un certain nombre
de paramétres. JEAN CEA, ALAIN GIOAN et JEAN MICHEL [ ]'ont étudié une

méthode indépendante du repérage, en définissant un accroissement §Q de Q

de la fagon suivante :

+ - N
§Q et 680 sont deux ouverts contenus dans un compact K de R

tels que : .
stnNa= ¢

80 C 0
Q+80 = { x /x €60 ou Xx€EQ et x £60 } et :

Q+38Q tend vers @ si et seulement si mes (|82]) tend vers O . (On peut
également &tudier une paramétrisation géométrique du domaine, on le fait

varier en déplagant les points de la normale a3 T .

0 - 3 ~ 3 : Méthode des variations intérieures.

L'idée est de déplacer tous les points de l'ouvert (et non seulement

ceux du bord), par application d'un champ de vecteurs. L'ouvert D est alors



déformé en l'ouvert (I + €6)(D), € étant un nombre réel petit et 8 un

champ de vecteurs.
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CHAPITRE 1 : RESULTATS ET PRELIMINATRES TECHNIQUES

Pour les détails et démonstrations des résultats qui suivent,

nous renvoyons 3 MURAT-SIMON [ -] et J. SIMON [  ].

I - 1 ¢ ESPACE DE DIFFEOMORPHIS!ES

b (RZ,RZ) 1'espace des fonctions continues et bornées

2

On note C™’

2 . A .. s = . . st ~ N

de R” dans lui-méme ainsi que leurs dérivées d'ordre inférieur ou égal 3

deux.

L'application || l|2 : C2’b GRZ;RZ) —s Rr'

8 —> lle]]2= Sup ess IDae(x)l

) | xGRz,[ﬂ g 2
est une norme sur C2’b (Rz,Rz) et

Tz’b GRZ,RZ) nmuni de cette norme est un espace de Banach. On note I

1'identité de R2 : de I(X) =X VYX € R® .

" Résultat :

. : . . 2
Si ||e|| < %—, alors 6 est une contraction stricte de R” et
: ) ,

1'application (I + 6) est inversible d'inverse :

(1 + 9)—] =I1+1 ourt€ c2»b (RZ,RZ) et § C> O telle que :

el s cllell .
2 2

I - 2 : DERIVATION DE L'APPLICATION 6 —> Jac (I + 8)

Soit 6 € T°® ®%,r%), o (Xp2Xp) = (0, (X[,X)), 8,(X;,X5))

on note
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9T,
] t : -1 : e ol 3
36 [(I + 6)'] . T [ax.}
. . (0) i sid,isa.

" Résultat 2 :

2

' . L1 2
si 0 € c2? (&%, R?) tel que llolf, <3 etsifew ' ®%,

1
)

alors :

VEO(IL+8)="[+6) 1 g (fo(T+9))

> fo(l + 6)

I - 4 : DERIVATION DE L'APPLICATION 8

. 2,b 2 2
Soit f une fonction réelle définie sur Rz et 6 €EC’° (R®, RY),

fo(I + 6) est une fonction réelle définie sur Rz et on a :

Lerme (MURAT-SIMON) :
si £€ v™F @Y lgrgm mg 3
£ € CURY 8 r=o

2

Alors l'application Cz’b (Rz, Rz) —_— wm-l,r (R

6 —> fo(l + 6)

est dérivable en O et Y 1 € C2’b (Rz, RZ), sa dérivée dans la direction Tt

est donnée par @

]
— [fo(I + 08)] T =TV £
006 (0)




-1] -

Jac (I + 8) = | dét [—"—(—I—%;i)—l]

J

Résultat

L'application Cz’b (RZ, R2)

> R

G

> Jac (I + 0) est dérivable en O

et \f’t € CZ b(R2 RZ), sa dérivée dans la direction T est donnée par la

formule :

9 .
— |Jac (I+6) T = div T
28 [ :‘(0) |

I -~ 3 : DERIVATION D'UNE MATRICE

On note .
[}I + 8) ] [ (g + 9)i ] la matrice
X, 1gi, § g2,

.'de la différentielle de l'application (I + 6).

"On note t[(I + e)']" la transposée de son inverse.

Résultat 1}

2
L'application ¢2sb (R2, R2) > ¢lsb ®R", Ra)

6 —> C[(I + e)']'] est

dérivable en O et V T € Tz’b ((R?', Rz) , sa dérivéé dans la direction Tt est

donnée par :
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I - 5 : DERIVATION DE L'APPLICATION 6 —> & (8) O (I + 6).

Soit ¢ (8) vérifiant :
Q(e)ew‘“’r(Rz) l¢mg 2 l1grcw

® (0) € C"(RY) v sir=o, Alorsona:

2, &) — W TR)

Lemme : Si 1'application Tz’b (R

) >® (8)o(I + 6)

~-1,r 2
est dérivable en 0, alors 1l'application Cz’b (RZ, Rz) — W (R™)

6 —> ¢ (6)
est dérivable en 0, et Y 1 € T%b (Rz, R2), sa dérivée dans la

direction 1 est donnée par :

.’

-5% [¢(e)] . 1:' = 3%— [6(8)o(T + 6)] .t~ 1.V ¢(0)

(0) (0)

I - 6 : DERIVATION LOCALE D'UNE FONCTION DEFINIE SUR UN OUVERT VARIABLE.

. . . o, 2,b,.2 2 e .
Soit D un ouvert fixé de Rz et soit 6 €T’ (R", R"), on définit -

1'ouvert (I + 6) (D) de Rz'pour 8 assez petit par :

(I+08) D)= {x+06 (x)/ x€ED].

Soit & (8) une fonction dé&finie sur l'ouvert (I + 8)(D) variable avec 6 .
.%(0) est une fonction qui varie donc avec le domaine dans lequel elle est
définie, il est par conséquence difficile de dériver une telle fonction

par rapport & 6, par contre, on peut envisager de dériver ses restrictions

8 des ouverts fixes. On aura donc ce qu'on appelle une dérivation locale

dans D.
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En fait, 3 méthodes ont &té proposdes pour lever cette difficulté.

(i) 1°7€ méthode :

On considére une fonction ¢(8) définie dans H (I + 8)(D)).

Soit 3(6) la fonction définie par :

. $(8) sur (I + 8) (D),
Q(e) = 2 .
: 0 sur R™ - (I + 6)(D)

3(9) est le prolongement par O de ¢ (8) en dehors de (I + 6)(D).
L'application 6 —> 3(9) est donc définie de 2 bGRz R ) & valeurs
dans H (R ), on peut sans difficulté étudier sa continuité et sa dériva-
bilité. Mais, cette méthode ne peut &tre aussi facilement applicable

dans les cas ol ¢(0) appartient 3 des espaces de fonctions quelconques,

notarment lorsque ®(8) a une trace qui n'est pas nulle sur (I + 6)(D).

(ii) 2™ méthode.

. v e ' ) " .
Elle consiste 3 dériver dans des espaces strictement contenus dans
1'ouvert fixe D".

Soit w un ouvert de Rz

tel que w C D. Pour § assez petit,
w C (I + 8)(D) et la restriction de ¢ (8) 3 w , & (8) o °St bien didfinie,
on pourra donc &tudier la continuité et la dérivabilité de l'application

6 —> 9(8) 0

(iii) 3™ méthode.

Considérons par exemple une fonction ¢(8) € W ( (I +0)(D)),
en effectuant le changement de variable (I + 8), la fonction

" Y@®) = (o (L +6) o (I +6) ) appartient donc 3 1l'espace WZ’P(D) et on peut
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en &tudiant la dérivabilité de ¥ (0) déduire la dérivabilité de 1'appli-
cation 0 —> ¢(06) grice & une‘condition suffisante de dérivabilité

locale (voir 1I-7).

Remarque :

2

Soit E un espace de Banach fixé, soit ? un ouvert fixé de R

On considére une application ¢ définie par :

f

> (I + 6)(R) ———> E, et on considére l'application
vic®? @2, 8% —>

9 ——> P(8) = & ((I + 8)(2))

72,b

. 2
Soient 6, et 8, deux champs de vecteurs de ORZ, R”) tels que :

/

(T +0)(R) = (I+86,)(R), alors § (8,) =¥ (6,).

Autrement dit, D ¢ (8) ne dépend que de la valeur de & au bord de Q .
Ceci permet.de faire le lien entre la méthode des variationes intérieures

.et la méthode des accroissements sur la normale.

-

I - 7 : FORMULES DE DERIVATION PAR RAPPORT AUX DOMAINES ET AUX SURFACES

A partir des espaées de difféomorphismes définis dans (I - 1),
on peut définir les espaces de domaines dans lesquels on pourra &tudier

les variations des fonctions du type : ‘

3,(0) = J dDdx et I,M) = J ¢(D) dS ol ¢ est une
D - ' ob - :

fonction définie sur D et dépendant de D.
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~I1 s'agit donc d'une généralisation de 1'&tude de :

b
J ([a,b] ) = J ¢ (a,b) (x) dx par rapport d a et b.
a

. : S 1t R AEFE ot 2
S1 f est une fonction réguliére définie sur R, alors

5 I £ dx .e-J <n,8>f do
D ()

oD
o

2 f do .0 = <n, 0> A%, H{l do
3D 5D on
(Do) BDO :

Vo e cP )

L7

oi H est la courbure moyenne de 3D, et

-’ - * -
n est la normale extérieure & ano .

I.= 7 -1 : Dérivation d'une intégrale par rapport 3 son

CY

"_domaine d'intégration.

: . 1 .
Soit D, un ouvert régulier de R%. Soit ¢ (D) € L' (D). Si

1'application 5D définie par : ¢

(6) =8 ((T +8)(D)) o (T +6)
] B

]

est dérivable en O de TZ’b (IRZ, fRz)' —_ L](Dl) alors :

- .y - -22,b 2
1'application J(D) = J ¢(D) dx est dérivable de T (R™, IRZ) —> R
D
au point 0 et Vo € C2’b (IR?', (Rz)
53 24D,
3 .0 = ID [ o)) dive+ —L (0). 0 1.dx
1
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1'= 7 - 2 : Dérivation de-1'intégrale superficielle
[1]

1) Définition

Soit Q un ouvert borné de Rz, localement graphe lipschitzien,
on dit que f € L](aQ) si f(X'J, wJ(X'J),) € L‘(AJ) et on définit 1'intégrale

superficielle par :

2n . . o o . .j . n-l a,j ]/2 .
J fdo = Z J f(X'J, WJ(X'J)) GJ(X'J, wJ(X'J)) 1 + 2 ._V_.- dX'J.
=115 | i= 1 [ox?

3Q

ol 3Q est représenté@ par les pavés AY  dans 1e systéme de cartes

. e [ .' L
(x'J, xi) par Xi = 3 (X'J) et od o} est une partition de 1'unité

subordonnée au recouvrement de 9Q par les AJ X ]wJ - gJ, W o+8d [

2 - Théoréme :
Soit Q un ouvert borné de Rz, localement graphe lipschitzien et
soit T un difféomorphisme. Si f € Ll ( 9(T(Q))) alors :

forTe L(Q) et :

fdo = (f oT). |dét T'| . [|® [1'] n]| , do
3(T(Q)) 3 L

-

[1] : JINDRICH NECAS : Les méthodes directes en théorie des &quations

elliptiques.
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3) Théoréme :

Soit D un ouvert borné de RZ, localement graphe lipschitzien,

" soit ¢(D) € Ll(aD), alors :.

Si l'application $D(6) = &(1 +ve)(D)) o (I +6)E€ Ll(aD) est

2,b,.2

dérivable de T’ (R", m?) — Ll(aD) au point 0, alors l'application

J(D) = I $(D) do est dérivable au péint D dans R et :

aD
2,b
Veer @& &)

0y . ' 38,(8)
5 (D).6 = I { [e(D)(@ive -<[6']In,n>)] + 30

) I , :

(0).6'} do

I - 8 : THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES (SCHVARTZ).

On énonce une variante de ce théordme définie comme suit :
soient E, F et G 3 espaces de Banach. Soit a un élément de F, et soient
V(0) un voisinage ouvert de O dans E et W(a) un voisinage ouvert de a

dans F°.

On considére deux applications f et g telles que :
,

£:V(0) XW (a) —> G

| 83 V(0) —————>W(a)

g(0) = a et £(X, g(x) =0 - Y X € V (0)
\
Si :
(i) f est dérivable (Fréchet) au point (0,a)
(ii) %é (0,a) est un isomorphisme de F sur G.

(iii) g est continue en X = 0 .
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Alors g est dérivable (Fréchet) en X = O et sa dérivée est

définie par :
of 38 _ _ of '
P (O,a).[ ™ (O).%] 5% (0,3).1

\fr € E.

Remarque :
g représente l'application 8§ —> u(8), f est 1'application définie par :

£ (6,u(8) ) =0 .

su(e)

Ce théoréme permettra de calculer =5

0.t .
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CHAPITRE 11 : CONSTRUCTION DES ESPACES DE DOMAINES

II - 1 : INTRODUCTION

L'objet de ce chapitre est de-construire un espace de domaines
Q de le d partir du rectangle fixe D, = Jo,1 [X] 0,1[ dont seule la
partie I'y = {(1, X,) € R% /0 s X, € 1} de sa frontizre varie d'une fagon
qu'on déterminera ultérieurement. On traite en détail le cas des domaines
translatés, en montrant que la métrique introduite sur cet espace est
&quivalente 3 la métrique de Haussdorf dans ce cas particulier (Fig. II=- 1),
On construit &galement un espace de domaines obtenus en dilatant
le disque unité de R? par application d'une classs d'homothéties (Fig. 1-2),
I1 s'agit donc de‘munir ces espaces d'une structure métrique af;n
d'étudier la continuité et la différentiabilité de fonctionnelles définies

. . . . - = 1=
sur ces espaces. Ainsi, on a un cadre fonctionnel bien adapté & 1'€tude des

problémes de contrdle ol ce dernier est le domaine.

II - 2 : DEFINITION ET PROPRIETES D'ESPACES DE DIFFEOMORPHISMES.

Soit £ = (£,, £,) odf €N di=1,2et e[ =8 +¢,.

. NIaB
On note : D’ = — .
51,52
DXl 8X2 ,
Soit Ti’bORz,le) le sous-ensemble de C2’b GR2,1R2)~défini par :

2

2@, RY = (0t R —> &2/ 0 (x,,%) = (0,(X, %), 0} .
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Remarque : on notera 6  les &léments de Ci’b ORZ,IRZ) 8, (X = (a (X), 0)

o a € 2P Y,
Lemme ¢
. 2,b 2 2 :
L'ensemble To (R®, IR™) est un sous-espace vectoriel de
Tz’b (Rz, Rz), muni de la norme induite par celle de Tz’b GRZ,IRZ) c'est

un espace de Banach.

IT = 2 =1 : Définitions :
Z’b ) . ) . 2 . -~
On note Ao 1l'espace des applications § de R® dans lui meme
telles que d] -1€C i’b(Rz, lR?); I étant 1'identité de IRZ .

A2,b
o

: . 2,
est un espace affine normé complet construit sur Co bGRz,{Rz),
On définit ensuite 1'espace/T§’b par :
: ee . 2,b
Tz’b = { bijections de IR2 dans lui-méme telles que TGAO et }
o

’

2,b
II - 2 - 2 : Propriétés des espaces Az’b et To :

1)) Ai’b est stable pour la composition des applications.

En effet :
Soit ﬁAG Ag’b , 3 a € Tz’b ORZ) telle que :

| 2
J (X;s X)) = (X| +a (xl, X)), X,) ' (X, X,) GFIR .

Soit ¢ € Az’b »J B E€ T2’b GRZ) telle que :
w(xl’ Xz-(xl+8 (Xl’ xz), Xz) .
Wy W X, %) =[xy, x0]= I x 8 %), %, ] =

(X, + B(X,, X)) +a (X + (X}, %), %), Xp)
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On pose ¢
Y(Xl’ XZ)BB(XI’ X2)+a(xl+8(xl’ Xz)’ xz) on a :
Yy € Cz’b (RZ) et

9 @ = + 300, x) won J ve At

2) Tz’b est ouvert dans Ag'b .

3) L'application T —> Tl est continue de Ag’b — Ai’b en tout point

T. € TP
1 o

2,b
II - 3 : PSEUDO-DISTANCE ET PROPRIETES METRIQUES DES ESPACES TO’

I1 - 3 ~ 1 : Définitions et propriétés

4

On appelle pseudo-distance sur un espace E, une application

§ : EXE

> R+ telle que :
(i) G(e], e2) = § (ez, el) Vel, e, € E

.(11) 6(el, ez) s 0 <= e, = e,

(iii) .G(el,ez)s 6(e!,e3)+6(e3,e2)+6(el,e3).6(e3,e2).P[G(ei,e3)+6(e2,e3)]

3

' N . . .
V(el, €ys e3) € E° ol P est une fonction continue et croissante de R

dans R+ .

Soit & une pseudo-distance sur E, pour tout nombre réel o tel que

0<a<1, il existe n,> 0 tel que :
L'application 6(§) définie par :
G(a)(el, e2) = Inf'{S(el,ez), na}a soit une distance sur E.

Dans un espace E muni d'une pseudo-distance §, on peut donc définir une

topologie en introduisant la base de voisinages (Ve)e>0 définie parv:
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2
Ve = {(e], ez) EE“/ & (el, e2) <el} .

On peut ainsi définir les suites de Cauchy, et cette structure peut &tre

définie par une quelconque distance G(a)~ 0<acx<l

II - 3 - 2 : Pseudo~distance sur Tz’b.

. 720D 720 5
(o] [o]

T+
On considére l'application § i valeur dans R

2
définie par :

1 1
8,(T;, T,)) = [[T, 0T " = I|], + ||Tl °oT, - ill,

) 2,b,2
Va1 e 7).

§, est une pseudo-distance sur Tg’b et 1'espace Tﬁ’b est complet pour

cette pseudo-distance. ‘

IT1 - 3 - 3 : Définition et propriétés des espaces de domaines

Définition

Soit D, = J0,1 [ X 10,1[ , on définit :

v;’;:‘; = (1) / TET®}  avec
T(D,) = {T(X) / X €D} .

Remarque : Tout ensemble de Dg’b est un ouvert, connexe borné de RZ.
]

Pseudo-distance sur Dz’b .

D,

L'application d, : [0 DD

+
—> R définie par :
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4, (0,0) =  Tnf BIEEEIIA It
Tg T2
T(D) = D'
2 .
VY (,0") € (Dg;b )  est une pseudo-distance et l'espace U;;b muni de d,

est complet.
Remarque : On peut vérifier que :
d, (0,D') = Inf 6,(T,T")

T, 1" €720

T(D]) =D

T'(D,) = D'

o . 2,b
Dérivation dans les espaces [0

D,

. . P 2,b
Soit ¢ une fonction définie sur DD’ 3 valeurs dans un espace
' 1

de Banach E.

Soit D, € Dlz)’b . 3 aGDz’b(le) tel que :
1

D, = (1 + ea) (D]) oll ea(x) = (a (x), 0). On suppose en outre que :’

a (x) 2 0 VXGD et

1
a (0, xz) = 0 pour O ¢ Xy <1 .

on dira que ¢ est dérivable de D;’b i valeurs dans E au point D, si

|
1'application :

o5+ TP@RY —E
1

B, —> (1 +0)(D)) est .
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dérivable au point O et on dit que :

3
3¢ (8)
3¢(D ) D,'a
a 1 2,b,.2 2
'752:—- (D,) = -—jﬂi:-— (0) .€ Lc (To ®R", R7), E)

IITI - 3 - 4 : Condition suffisante de dérivabilité locale.

Lemme @

Soit ¢ une fonction définie sur Ti’b GRZ;IRZ) vérifiant :

A
o]
A

8

, T
® (8,) € W (D) mg 2 1
® () ET (D) si r==
. ' . . ,'. Tz’b 2 2
$i 1'application 8 —> ¢ (ea) o (I + ea) est dérivable en O de | R™, R®)

a valeurs dans W°F (Dl)’ alors l'application 9

> & (ea) est dérivable

en 0 de Tz’b GRZ, RZ) o WTO (D ) et on a :

—a%— [@(e)] =-—g——[®(6)o(1+6)] 05 = 857 ¢ (0)
* (0)

Preuve du Lemme ¢

Soit D' CCD au sens D' CD , on considére une fonction e € CmGRz)

telle que e =1 sur Do’ ‘e = 1 hors de D, avec D' CC&) CCb .CC D'

1
. . . . ’ . 2 b 2
(Fig., II - 2). On définit pour ea assez petit dans RrR"-, R ) la fonction

e ¢ (ea) dans Dl

W) =

0 dans RZ-D]

L'application O, —>& (8. ) o (I + 6_) &tant dérivable en O de Ti’b(le, R%)

3 valeurs dans Wm’r(D]),-il en résulte donc que l'application
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ea —> w(ea) o (I + ea) est dérivable au point O de Tz’b(Rz, Rz) dans

Wt (fRz), la formule (I-5) entrafne que l'application ea —_— w(ea) est

dérivable au point O de Ti’b GRZ, R?) dans wm—l,r GRZ) et :

¥ ) 0.8, = =2 [ w8 yo | (0)
— (0) .0 - e— w 2] )o I 46 ) .0 —eB.Vu) 0
aea B aea [ o .o_':lt:O) B

d'ol par restriction & D on a le résultat.

I1 - 4 : ETUDE DES TRANSLATIONS ET DES DILATATIONS

II - 4 - 1 :"Translations"

On considére les champs de vecteurs ea définis par :

ea (Xl, Xz) = (a Xl, 0) oi o € R

J

6, (0, X,) = 0 V x, € [0,1]

D, =(I+8) (D)

calculons d2(Da, Dl) ol d2 est la pseudo-distance définie précé&demment.

. ’ —l
d.(D , D,) = Inf -l + T - 1f], 0}
2Dy Dy 2 2
_Teﬁ'b

T(Dl)= Da

L'apﬁlication T! est définie par

=1 X, !
T (x]. xz) - (m » xz)

T =1+86 1 » i1 en résulte donc que :
Toa 7! '
0 (2+a)
d, (D, D)) = o et

L d2 (Du’ Dl) £2a d'od d2 est équivalente & o .
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Remarque

Dans ce cas simple, on dit que le domaine Da tend vers le

domaine DB dans Dg’b si o« tend vers B dans R .
1

IT - 4 - 2 ¢ Dilatations
- 2,5 2 2 , ‘
On considére le sous~espace de T R®, R”) formé par les
homothéties de rapport e > O et de centre O .
On note :

TZ,b 2

2,b
4 - { ee €C (133

JRY S8, (0 =e Y .

Soit D le disque unité
On note @
2,b iy 2,b
vd {1 ¥ 6,) (D) / o, € Tq }.

. 2,b -
Soit De € Dd => De (I + ee) (D)

2,b Vo
D; € DD => De (I + eec) (D)

. -1 =1

d,,, D) =Inf (||t 7 - 1|, + [T, T - 1], }
- 2,b .
T ETS
T(D) = D

T'(D) = D,

Ti’b étant 1l'ensemble des bijections T de Rz dans lui-méme telles que

_ 2,b =1 _ 2,b
T-1€ cd' et T I € Td .

e-e'

€

1 ]
On a dZ(De’ De) 3
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On peut vérifier comme pour les translations que la pseudo-distance d2 est

éduivalent a le-e'l.

Remargue :

DZ,b

Dans ce cas particulier, on dit que De tend vers De' dans d

si e tend vers e' dans R.

II - 5 : UN RESULTAT DE TRACE.

DZ,b

Dy

Soit D, un &lément de D, = (1 + ea) (Dl)

Soit T = { (x, y) € R /] x=letOgys<l} et
I’q = {a(1, X,) / 0 g X, & 1} .

On va déterminer la trace sur ' de la dérivée locale de la fonction

4

ea — ¢ (9a) lorsque ¢ (ea) a une trace nulle sur Pa .

1,1

On suppose que ¢ (8.)) € W ((@+8) (Dl) ).

Lemme :

On suppose que :
(i) 1'application 8, ——>¢(ea) o (I + ea) est dérivable en O de

Ti’b GRZ, R?) dans w'*! (Dl)'

-

(ii) o (ea) = 0 sur 8Da .

Gii) 6(0) € w! (). Alors :

L'application 8, — ¢(6a) est dérivable en O de Ti’b GR2,|R2)

dans L1°

o (Dl) et
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V’OB € Tz’b (mz, mz), sa dérivée dans la direction 68 vérifie :
3 ' 1,1
— ] 9(8) .8 BEW (D,) et
98 o 1
o (0)

0 45(6“)

- = 34 (0)
-———-—-aea (o)eB B n . ——

I ax1 sur T

ol n, est la premiére composante de la normale extérieure i T .

Preuve du lemme :

Le letme II - 3 - 4 entraine que 1'application ¢ (ea) est

]

dérivable dans Lloc(Dl) au point O et en appliquant 1'application trace,

on a

IO | )
tr T (0).9B = tr ge—;- (9 (ea)O(I'!-ea))(o).eB

- tr [SB.VQ (O)] d'ol

le Lemme.
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CHAPITRE 111 : DERIVATION DE QUELQUES PROBLEMES
D'EQUATTIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Dans ce chapitre, on va &tudier quelques problémes modéles de
contrdle par le domaine et quelques variantes, en utilisant les espaces

de domaines Dg’b et Dg’b qu'on a munis au chapitre II d'une struc-

ture compléte.

On considérera les fonctions cofits Jl et J2 définies

respectivement sur les espaces Ug’b et Us’b par :

J, ) = ID IV(u(Da)-z)Izdx.
a

Bu(Dp)

J, (D )'w[ | —+
270 oD on

- z|2 do ol les états

u(Da) et u(Dp) sont solutions du probléme homogéne de Dirichlet

respectivement dans les domaines D et D

"IIT - 1 : DERIVATION D'UN PROBLEME GENERAL. SIMON[1]

III - 1 - 1 : Position du probléme.

. - 2 R ‘
Soit 6 e Cg’b(mz,mz), 8,(x) = (a(x),0) o aeC b(IRZ) .

et a(O,xz) = 0 pour O g X, € 1.
1
On suppose que ||6u||2 <3 de sorte que Da = (I+ea)(Dl)

2,b

D,

appartienne & 0

Soient A, B et C trois opérateurs aux dérivées partielles

linéaires et continus d'ordre deux au plus.
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Pour donner un sens au probléme, on suppose que pour tout

ouvert D' voisin de D, les opérateurs A, B et C vérifient :
A, B et C envoient wm’p(D ) respectivement dans D'(p"),

W »1 " (D') et L (D' ) o 1 gm g 2

Remarque : On note encore A, B et C les opérateurs obtenus

par restriction & D' des coefficients.

Soient f et g deux fonctions suffisamment réguliéres

- 2 L3 - . ) - . L3
données dans R”. On considére 1la fonction u(ea) définie dans D

telle que
u( ) e w’P(n ) l$mg?2 lsp<ew
, a a
(111 - 1) A(u(ea)) = f dans Da
B(u(ea)) = o sur BDa.

,.,,

on considére la fonction J définie sur Dz’b
|

ad valeurs réelles telle

que :

J(Da) a f c(u(ea))dx.

D
a.

-

III - 1 - 2 : Théoréme.
On suppose que 1l'application oa -+ u(ea)O(I+6a) est dérivakle

au point 0O de 2 b(Rz Rz) dans wm’p(Dl). Algors :
1'application 9 > u(e ) est dérivable en 0O dans Wm_]’p(D ) et

loc
Ve ccz’b(R,fR), on a i

r au(e ) .
A | —& (0). 9 = 0 dans D

au(ea) > |
B -Tﬁi:—— (0).98 == <n’98> EH'[%(u(O)) - %]'

sur 9D

l.
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De plus, l'application ea -+ J(ea) est dérivable au point
0 dans R et sa dérivée dans la direction 6. est donnée par :

8 :

3J(6 ) N ' | |
e (0).6‘3 = I c [—~°‘— (0).68:|dx + J <n,98>C(u(0))do.
aea Dl aaa, aDI _

+ - - [ \.
n étant la normale extérieure 3 Dl'

u(0) est la solution du probléme (III-1) dans le domaine Dl'

Remarque : On suppose que le probléme (III-1) admet une

solution unique.

Preuve du théoréme :

L'hypothése de dérivabilitd de 1a fonction u(g ) o (1+6 )
au point O et les hypothdses sur les opérateurs A, B et C impliquent
que les applications ea -+ B(u(ea) o (I+ea) et ea -+ c(u(ea)) o) (I+ea)

. . . 1
sont dérivables au point 0 respectivement dans L](Fl) et L (Dl)'

Par ailleurs, le lemme I-5 implique que la fonction

ea > u(ea) est dérivable au point O dans wm;;’p(Dl) et on a

1 :
(o duley) ,
———— . =1,P
(O)'eB € wI]‘.loc (Dl)
96
4 o
' 3u (6 ) :
A|—=2 (0).6.| = 0°dans D , Yosge Cg’b([Rz,le).
\ 36, B 1 ] ,

En appliquant le résultat de trace &tabli au chapitre I,

on a : l'application ea -+ B(u(ea)) - g est dérivable localement

dans L](Pl) et .

Vesge Ccz)’b(Rz,tRz) :

3 oo |
v [Bgu(eq)) - ;_{l(o).e‘3 € L'(r)) avec :




|
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L]

- o - g

9
;}— B(u(ea)) - g-J(o).GB = ~<n,68> 2 E3(u(0)) - gj' sur I‘l.
[

on

Dérivation de la fonction J.

On effectue le changement de variable (I+6a) dans 1'expression
de J, et on a :

J(ea) = I .C(U(Ba)) o (I+9a).Jac(I+ea).dx d'ol :

D,

8J(9a)

d . ; .
(o).eB = JD {;;—-[%(u(ea)) o (I+eai](0)'68 + C(u(0)).div BB}dx.
: o

aea i

L'application du lemme I-5 relative 3 la dérivation de

C(u(ea)) o (I+6a) donne donc :

BJ(ea)

96
a

du(e )

(0).6, = f [c¢ (0).6.) + <8,,VC(u)> + C(u(0))div 6_]dx
8", g * <% 8
1

Y- R
a

or puisque C(u(0)) € w"'(nl), ona:

I [<eB,vc(u(o))> + C(u(0)).div es]dx = J div[_—es C(u(0))]dx
D, | . ’p,

et par suite :

aJ(ea) du(e )

— (0).8, -J {C— (0).6,) }dx +J

o D, 90, | 3D,

<n, eé>c (u(0))do.
36

d'oll le théoréme.

III - 2 : PREMIER CAS MODELE : ETUDE DU PROBLEME DE CONTROLE

ASSOCIE AU PROBLEME DE DIRICHLET.

III.<= 2 - 1 ; Position du probléme.

. ‘ : 2,b,.2 2 .
Soit D, -]O,IEX.]O,IE et ea € Co’ (R™,R") assez petit.
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On suppose que a(O,xz) =0 pour O ¢ x, g1,

2
Soit f € H](Rz) et Z e H]GRZ) deux fonctions données,

Remarque

Pour tout champ de vecteurs 'ea, le domaine Da est un

- 2
ouvert connexe borné de R,

On considére le probléme aux limites :

- = f
Au(Da) f dans Da

(111 -~ 2)
Ulap = 0.
(]
La formulation variationnelle du probléme (III - 2) se traduit
par :
| _—
u(d,) € H (D) et
(I11 - 2") 1
. Vve Ho(Da)’ I <Vu(D ),Vv>dx = I f.v dx
- Da : Dy

Le théoréme de Lax-Milgram entraine qu'il existe une solution

unique U(Da) du probléme (III - 2'),

On définit la fonction Jl :. Dg’b + R telle que :
1
) : 2
J ) = I |v(u(p ) - 2)|“dx.
a D a .

a

L'application u(Da) -+ J IV(U(Da) - Z)dex est bien définie -

D
]

1
?ur HO(Da)'

i

III - 2 - 2 : Existence d'un domaine optimal.

Théoréme

s 2,b .
Soit vad un sous-ensemble compact de DD’b. Alors il
: 1

existe un domaine optimal, i.e. -

e = g e - cqpa -y

l

g e A e e
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= D, é vad tel que : VDe vad J](Do) g J,().

Remarque, :

. . 2 P
Soit Cad 1'ensemble des fonctions a : P° + R vérifiant

(1) ae {a/ace C30R2), D3a lipschitzienne}.
(ii) o0 ¢ a(x,,%,) < A, A constante positive fixée.
(iii) a(O,xZ) =0 pour O g x, € 1.
1
(iv) I a(l,xz)dx2 =c, < > 0 (aire constante)
0 .
) lD3a(x)| < c, ¢, constante positive

L'ensemble des champs de vecteurs ea tels que a € Cad

est un compact de Cg’bGRz,Rz) et :

2,b

D

Dad - {(I+9a)(D]?{a € cad' est un compact de D’ }.

Preuve du théoréme :

Soit {Dn}neN une suite de Dad qui tend vers D_, alors

(I{D })ndN tend vers } dans LpGRZ) 1 £ p < =,
n

"o
o .
(]{E} étant la fonction caractéristique de 1'ensemble E}).

3 - [ '\' - 3 *
On considére la fonction 'u(Dn) définie par :

' u(D_) (%) si xeD
¥ () = { n no
0 si x € RZ - Dn ol

v

u(Dn) est 1'unique solution du probléme (III - 2) relative au domaine

D_.
n

a ' 1, 2 Iy
u(d JeH (R°) et () 5 = |lum)H] .
P. l'u n IIHIGRZ) || n HI(D

L'équation d'état relative au domaine Dn est donnée par :

P .

,,‘._.4,..

R e T

Harar o -

P 3w
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( . .

' J <Vu(D_),Vv>dx = J f.v dx Vve H](D )- Y
. D n . D (o} n o
(i1 - 2§ ° n i

u(d ) u(‘)(nn)

\

en faisant v = u(Dn) dans (III - 2)", on a : f

I IVu(Dn)|2 dx = J f.u(Dﬁ)dx d'oii
D D
n n

2 n
||u(D )| 3 llfll - L] ]de YH donc
"l o) L*() o)

2 "
||3(D ) < ||£]] Jdlumo ]| et par suite :
n HLORZ) | ‘ LZGRZ) n HIORZ)

A
(@]

N .
I'Q(Dn)llul 2

C constante positive. .
R") '

n, . o
On peut donc extraire de la suite (u(Dn))netN une sous-suite

notée encore (S(Dn)) convergente dans H]GRZ) faible,
N 1, 2 . .
u(Dn) + W dans H (R") faible. Par ailleurs, on a :

g(Dn){l - 1 }} = 0 d'od W est nul presque partout il
n ‘

2 ’ 1 n,
dans R - Do' et donc WIDn € Ho(Dn) et (WIDn) = ],

0m b e =

Passage 3 la limite :

Soit Y € D(Do), pour m > N, Supp(§) CD_ et :

B P e

I 2<V;\1'(D ),V$>dx = J f.$ dx
R n R?

$ étant le prolongement par 0 de ¢ en dehors de Do en passant

8 la limite dans 1'égalité ci-dessus, il vient que :

<VW,V$>dx - f.$ dx et par densité de 0(D ) dans Hl(D-),
R2 RZ . _ o o o
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.z . A
cette €galité est encore vraie pour tout ¥ e Hl(Do)' D'ot W = u(Do)
et donc 1l'application Dad - HIORZ) qui, 3 tout Da fait corres-

pondre U(Da) est continue et par suite Jl est continue sur vad

d'oli le théoréme.

Remaraue :

On peut supposer que la partie F3 de Dl susceptible de

varier peut-8tre représentée par une fonction réelle X, = v(xz),

x, et[@,ﬂ lorsque v décrit 1'ensemble

dv’

dx2

oi U est 1l'ensemble des fonctions lispchitziennes sur [b,i] H

Ve{vel/ 0<asgveg B,

~

0 2

et on pourra ensuite ramener le probléme d'optimisation par rapport

au domaine & un probléme d'optimisation par rapport & la fonction v.

IIT - 2 = 3 : Dérivation de 1'état par rapport au domaine.

Soit u(Da) l'ﬁnique solution du probléme (III - 2), on

définit :

uDl(ea) = u(Da) o (Ifea).
e changement de variable ﬂI+éa) dans l'éduation (11T - 2)°

implique que :

. t ' N-lgn t n-lgs 2 '
Jn < [(I+ea):] V(uDl(ea)), [(I+ea)] V‘i’>.[.det(I+ea) | dx
1

- J £ o (1+0 ).¥.|det(1+6 )'|dx
D [+ a
1

ol ¥ =y o'(1+ea) décrit l'espace Hl(D]) lorsque ¥ décrit Hl(D )

2,b,.2 2

on considére l'application F définie sur Co R”,R7) x Hl(Dl) a

valeurs dans H-](Dl) telle que

1
§Cp, I v(x,)dx, = CZ}‘
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F(B_,V) = -dfv{]detmea)'l](1+ea)'| |(1*9a"| w} -
fo (I+6).[det(z+e )],
L'équation d'état ci-dessus est équivalente 3 :
F(ea,uDI(ea)) = 0,

Vérification des hypoth&ses du théoréme des fonctions implicites :

On pose F (6) =~ fo (I+ea).|dét(1+ea)'|
F,(8,.) = -div{ldét(1+ea)'|[(I+ea)']-’ t[_'(1+ea) 3 ! ‘

f e HI(RZ) ==> F, est dérivable au point 0 de Ci’bﬂRzﬁRz)

dans H-I(Dl) etona: Voge Cz’b(Rz,Rz)

o
(
3F (6 )
1 . - 38 of
—————(0).8, = = div{f.0 .} = = [%. — + B ——;]
28, 8 o B 9x, 9%,
aF, (8 _,V) '
< ‘:e L (0,u(D})).8, = - div {fx—“l— 7(u(0,)) - ([o8] "+* (o8] Hvu(D)))
a
. F, (8 ,V) i
: 2 a (O,u(d)).Y =-aY Vye 8 ()
L . a8y ) o1

d'oﬁidonc :

(i)  F est dérivable au point (O’U(Dl))'

oF

| I
(ii) Frrialie A est un isomorphisme de Ho(Dl) dans H I(D]).

(iii) L'application GD (ea) est continue au point O,
1

L'application du théoréme des fonctions implicites entrafne

que ¢
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auD](ea) | 38 5f
- A —-—-(0).68 n |f, 22 4+ g 22| 4
aea : ax] 9xX

1

div [-?i Vo)) - (o] + t[ee]')v(u(Dl))] dans H' (D).
: 9x .
1

D'autre part, GD (6 ) étant nulle sur aD

, on a :
~ l ¢ . ’ ]
BuDl(e ) |
(0).6, =0 sur 3D d'oli :
ae B ] .
a
Lemme :
L'application GD (ea) est dérivable au point O dans
! ©ab. (8))
1 2,b, 2 2 D, e’
H (D) et VoBgeC ®R,RY), en posant V(8,) = ———"(0).0.,
o 1 o 8 20 8
V(eB) est définie par : ' ¢
( G HI

e i

I

dans H~1(Dl).

\

Remargue :

GD (ea) étant dérivable au point 0, il en résulte donc
l .

que U(Da) est dérivable au point 0 et :

’
3u(D,) . '
-A[ (0)'88] = 0 dans Dl'
99
a
ﬁ 8u(Da) Bu(DI) i
(0).6B - - Bn] . sur BD] ot
aea : on

n, est la premiére composante de la normale extérieure 3 D

-ABI(SB)] - [fa—axBT + B ‘aax_f] + div[-g{—sl V(u(D]))A- (L'eB]vq.t[eB]')V(u(Dl))]

1"
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IIT - 2 - 4 : Dérivation de la fonction cofit.

Théoréme :
1, 2 2,2 ~ .
On suppose que f € H (R°) et Z e H°(R ). Alors la fonction

J] définie par (III) est dérivable au point O dans R et :

Voge ci’boRz,mz) :

aJl(ea) 2 au(D‘) aP(DI) '
_— (O).eB = J <n’eB> |V(u(Dl)fz)| + 2 — do
96 aD1 L . an In

oi n est la normale extérieure 3 Dl et ol 1'état adjoint P(D])

est défini par :
P(D) e u;(ol)
-alp))] = -A(u(D)-Z) = £ + AZ dans D'(D)).

Preuve du théoréme : A

Le résultat établi au paragraphe (I-7-1) avec

”
(D ) = IV(u(D )-Z)l2 montre que si l'application 6 =+ ¢&¢_ (8 ) =
a a o Dl o
IV(u(Da)-Z)I2 o (I+6a) est dérivable de Ci’bORz,Rz) dans Ll(Dl)

| est dérivable de Dg’b dans
1

au point O, alors 1'application J

R au ﬁoint Dl et V 0g € Cz’b(Rz,Rz) :

33, (8,) | - P 8o
— (0).6, = I {|vCu(0,)-2) | “aiv 6g + ———— (0).0,}dx
90, D, 26,

or la formule de changement de variable jointe & la définitién de

~ ' " - |t n-lg,n _ 2
uD](ea) montre que °D1(°a) | [(1+ea)] V(uDl(ea) Z o (1+6 )",

Les résultats de dérivation de GD (ea) et les lemmes
’ 1
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de dérivation des fonctions t[ZI+9a)f]—] et Zo (1+ea) montrent
que 1'hypothése ci-dessus est vérifiée et que : V 6 B ¢ Ci’b(RzJRz) :
34>D (ea)

L (0.8, = 27U )-2), {-"[6,]'V(u(D,)-2) +

'86(f .
uDl(Ba)
V(——— (0).8, - <VZ,06_>}>
30 B B
a
3ty (o) |
ot —— (0).68 est donnée par le lemme III - 2 - 4. Ainsi on a :
36u
3J, (6 ) ‘
_]__(_1, (0).68 = I {lV(U(D])—Z)IZ _3_8__ + 2<V(U(D])—Z),
90 D 9%
o 1 1
. aﬁD](ea)
{- EOB]' (U(D])—Z) + (—'a—e'—- (0).68 - <VZ’83>)}}dx
]
on pose :
.‘/
A= 7eop-n]? 224 20wo)-2), -] Vw2 +
9x .
1 ,
auD (ea)

1
96
a

v( (0).e8 - <vz,eB>)}>.

| 33, (8,) |
Acl'®d) et (0).84 = f A dx.

D

aea 1

Dans une premiére &tape, on transforme A et on déduira

ensuite l'expression de Jl en utilisant la formule de STNCKES
'(Dl étant régulier). Pour cela,
QﬁDl(ea)
on pose ¢ ————— = U(8,.) + <Vu(d,)),0 > .
36 8 "8
o

h(eB) n'est autre que la dérivée locale de u(Da) par

rapport 3 D, et vérifie :
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] 2
( U(eB) € Hloc(Dl) NL (D])

1
Bu(ﬁ])'

{-8[uce)] =0 dans D

sur 9D

\ U(eB) = ~ <n,0 > I

B an

d'oii

A= 2<V(u(Dl)-Z),VU(68)> + B avec

B = div{lV(u(Dl)—Z)lz.ee}.
La formule de Stockes implique que

J B dx = J <n,8,>|v(u(D )-z)l2 .
D D B8 ] do
1 1

D'autre part, en considérant 1'état adjoint p(Dl)’ il

vient que :

I <V(u(Dl)—Z),VUz68)>dx = I
D

0 Ap(Dl).U(GB)dx
1 .

1

l " . - .
or on a dans Lloc(Dl) 1'égalité :

- Ap(Dl)U(OB) = div{p(Dl).VU(ee) - U(ee).Vp(D,)} d'ol :

- ZI Ap(Dl).U(SB)dx = ZJ _div{p(D])VU(es) - U(GB).Vp(Dl)}dx =
D, D, '

ZI <n,p(D])VU(6 ) = U, )Vp(D,)>do =
3D B B’ 1
1
au(n,) Bp(D])
- 2[ <n,U(66)Vp(D])>do = ZI <n,eB> . do
- anl BD‘ oan on

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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III - 3 : DEUXIEME CAS MODELE : APPLICATION A UNE INTEGRALE

SUPERFICIELLE,

Nous allons dans, ce paragraphe étudier une application du
probléme de contrdle par le domaine & une int&grale superficielle,

dans le cas simple oiti les domaines considérés sont les disques homo-

thétiques au disque unité.

III - 3 - 1 : Position du probléme.

Soit De le disque de centre l'origine et de rayon e > O,

on considére le probléme homogéne de Dirichlet dans 1'ouvert De :

(- Au(D ) =f dans D
~e e

(111 ; 3) | ﬁ

s

Soit J2 la fonction 3 valeurs réelles définie par :

ou(D ).
e"Zl dO' ¢ .

J(D)ﬂj |
2% e

e

an

La fonctionnelle J2 est d'ordre. %3 en ce sens que 1l'appli-

cation

su(d ) _ + €

u - .I l""li— - z|2 do est définie sur H e > 0). .
oD on

W

III - 3 - 2 : Existence d'un domaine optimal.

On suppose que f € HIORZ) et Ze€ HIGRZ), la solution

u(De) du probléme (III - 3) est réguliére au sens :u(De) € Hz(De).

Théoréme ¢~

Soit e et e, deux nombres réels strictement positifs.,
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Il.existe e € an,e]__] tel que :

Ye'e Eeo,e]] | Jo(D) £ J,(D_4).

Preuve du théoréme :

Soit (en)neN une suite de nombres réels strictement positifs
. 2,b
qui tend vers e. (Den)neN tend vers (De) dans DD] .

- continuité du transporté de 1'état sur le domaine fixe D

e
Soit u(De ) 1'unique solution du probléme (III - 3)
n
relative au domaine D . Ona u(D ) o (I+8_ ) € Hl(D ) ot ]
en en en o1 en

est défini par : 6  (x) = (e -1)(x) Vxe D, et
n

<Vu(D_ ),Vy>dx = fvix VVYerRO® ).
e [o] e
D n D n
e e
n n

-/

On fait le changement de variable (I+6e ), il vient alors
n

J <V(u(d ) o (I+8 )),V§>dx = J e2.fo(I+6 ). ¥dx
D e e p. D e

1 n n 1 n

. : . 1
avec ? =Yo (I+8e ) décrit Hl(D]) lorsque ¥ décrit’ Ho(De ).
n. : n
Or on a ei -+ e2 dans R et

-

fo (I+6e ) =+ fo (I+ee) dans LZ(DI).
n .

D'autre part, puisque la solution d'une &quation elliptique
est continue par rapport & ses coefficients et au second membre,
il en résulte donc que u(De Y o (I+eé ) = u(De) o (I+ee) dans

2 T n n
H (Dl) faible,.
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- continuité de J

20

On note n(De ) 1la normale extérieure i De , alors
n n

' ' 2
J, (D ) = J |<n(D_),v(u(@_ ))>-z|° do =
2 en aDen ’ en °n

Ian |<n(D]),V(U(De ) o (I+6_ )) = 2 o (I+8 )lz.en da.
] n n ‘n

Or, on a :

V(u(Den) o (1+een)) > V(u(D) o (1+6)) dans LZ(D‘) faible.

Zo (I+6e ) — Z o0 (I+ee) dans Lz(Dl) fort, d'ot :
n

J2(De ) ~» J2(De) dans R et par suite, J2 est continue

sur [;o,ei] ce qui &tablit le théoréme.

g

III - 3 - 3 : Dérivation de la fonction coiit.

On suppose pour avoir des résultats de dérivation que

fen' @) et zen ®.

Lemme
' L3 [ ~ - ’ - [
L'application ee > Uy (ee) u(De) o (1+ee) est dérivable

au point O dans HZ(D]) N H;(Dl) et Ye'eRr"

auD](ee) .
(0).6e, vérifie :
20
e(
ﬁDl(ee) 5F 5f
- A/ (0).0 ,| = (e'-1)|2f(x) + x, — + x, —
e 1 2
96 9X Ix
e 1 2
— (0).6,, € H (D).
e

\

La démonstration de ce lemme est analogue i celle du lemme III ~ 2 - 3,
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Théoréme :
La fonction Jz est dérivable au point 0 dans R et

Ve'eR+:

23,(8,) %, (D))

) 9 Bp](D]) au(D])
(e'-1) 2p, (D)) + (p, ()%= 2 :
1 an an on

(o).ee. = J

}
36 aD de
e

oli 1'état adjoint pl(Dl) est défini par :
P (D) en (D)
1771 1

- API(D]) = 0 dans D'(H;)
Bu(D])

AN

-2 sur oD

PI(DI) =

\ on |
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CHAPITRE IV : PROBLEMES DE CONTROLE
PAR LE DOMAINE EN ELASTICITE LINEAIRE

IV - 1 : RAPPELS DE MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS.

Nous n'envisageons pas de refaire toute la théorie des miliéux
continus. pour un tel exposé, nous renvoyons aux ouvrages de

P. GERMAIN [ ], G. MONDEL [ ] et w. norL [ J.

Néanmoins, nous tenons & rappeler les principes et les résul-
tats essentiels dont nous aurons besoin pour la suite, et fixer les
notations qui seront utilis@es. Les rappels porteront sur le tenseur

des contraintes, le tenseur des déformations et les lois de comportement.

S
IV - 1 = 1 ¢ Tenseur des contraintes.

Soit un milieu continu qui occupe une région ouverte Q de
R3 rapporté 3 un systéme d'axes orthonormés OXIX2X3.. Ce milieu est
en équilibre'sous 1'effet d'efforts extérieurs, constitués en général
par une densité de forces volumiques dans Q et une densité de forces
surfaciques sur une partie de la frontiére de Q. Ces efforts engen-
drent au sein du milieu continu un champ de contraintes qpi peuvent
€tre décrites de la fagon.sﬁivante : Soit un point M de § et V
une variété de dimension 2 continfiment différentiable passant par M
et partageant le milieu continu en deux régions ,Ql et 92. Soit n

la normale unitaire 3 V en M dirigée vers Qz. On &tablit alors

: . o R
que l'action de , sur _Q] se traduit par une densité de forces F

2

sur V dépendant du point M et du vecteur normal 1 par la formule :



(1) - F, =0, n i=1,2,3 j=.1,2,3

oll les coefficients o

i dépendent du point M, nj étant les compo-~

-5
santes du vecteur n.

Remargue :

On a utilisé dans 1'équation (1) (on le fera dans la suite
de cet exposé) la convention de sommation sur 1'indice répété.
Les quantités oij sont les composantes d'un tenseur du

- = - - : .
second ordre noté o et appelé tenseur des contraintes.

IV-1 -2 : Lois de conservation de la quantité de mouvement.

Cette loi de conservation, connue aussi sous le nom de principe
fondamental de la dynamique s'&nonce de la fagon suivante :
I1 existe un repére et une chronologie - t dits galiléens tels que pour
tout systéme matériel et 3 chaque instant, le torseur des forces exté-
rieﬁ;es appliquées au Systéée est &gal 3 la dérivée par rapport &du temps

du torseur des quantités de mouvement.

Reprenons le milieu Q introduit précédemment, le systéme d'axes
OXIXZX3 étant supposé galiléen, en &crivant 1'égalité des 2 torseurs par

leurs &léments de réduction en O, on a :

I‘ fidx + I 6..n, do = JL I p.vi.dx Vo
Q o 3 J at Ja

en transformant 1'intégrale de surface en intégrale de volume et en

- utilisant la conservation de la masse, on a :

90..

+ fi = p Yy, i=1,2,3.

X, i
J

Y; &tant les composantes du vecteur accélération, p 1la

densité de masse. Dans toute la suite,:.on n'envisage que le cas sta-
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tique (t n'intervient pas), il vient alors que :

+ fi = 0 dans § ou

-divo =f dans Q.
Cette €quation est appelée &quation d'équilibre.

Remarque :

Le tenseur des contraintes est symétrique (oij = cji).

IV - 1 = 3 : Tenseur des déformations.

(i) Description cinématique.

Soit 'un milieu continu en mouvement qui occupe un ouvert 2 de

R3 " rapporté a sa base orthonormé directe OX

1%2%5
Soit (aa) (o = 1,2,3) les composantes de la particule

matérielle 3 1'instant initial se trouvant au point de coordonnées
(xi) (i=1,2,3) 3 l'instant t.

Les composantes (aa)' sont appelées coordonnées de Lagrange

de la particule.

Les composantes (xi) sont les coordonnées eulériennes &

1'instant t.

(ii) Gradient de la déformation,

On suppose qu'il existe une correspondance biunivoque entre

les (aa) et les (xi) d'une méme particule.
a, =g, (x,t) o =1,2,3 X = (xl,xz,x3)-

x; = fi(a,t) i=1,2,3 am= (al,az,a3).

- -
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9x,
d%, = —= da ou dMi=F ,dM of
i ] o
da .
o .
= v 9x,
F est le tenseur de composantes F, = —= .
N da
o
F est le tenseur de composantes F, = —— |,
la  2a
a
Le tenseur F est appelé gradient de la déformation.
Soit C 1le tenseur défini par : C = F.F et
X = l-(E - T) oi 1 est le tenseur unité..
2

X est appelé tenseur des déformations.

Si xaB sont les composantes du tenseur X, on a ¢

: >
(ua) sont les composantes du vecteur déplacement u (xi =a, + ui(a))'

On introduit :

= -
eaB sont les composantes du tenseur ¢ appelé tenseur des

-

déformations linéarisé.

IV -1 ~4 : Lois de comportement.

Les lois de comportement n'ont pas de caractére universel,
elles caractérisent le comportement de chaque type de milieu.
D'une fagon générale, ce sont des relations entre le tenseur des con-

traintes et le tenseur des déformations.
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IV -~ 2 : PROBLEMES CLASSIQUES EN ELASTICITE LINEAIRE,

. Dans la théorie linéaire qui nous occupe, la loi de compor-
tement exprime une relation ent?e le tenseur des contraintes cij
et le tenseur des déformatigns linéarisé eij(u) soit :

(2) oij = aijkﬂekﬂ(u)’ ot

les aijkl sont les coefficients d'élasticité@ indépendants du tenseur

des déformations. Ces coefficients ont les propriétés de symétrie .

= = """:
aijki ajiﬁk akﬂij et d'ellipticité
B13ke%15°%15 2 *1%19°%45
@, constante positive,.
Ve

i3

‘Cette loi correspond i un matériau anisotrope. La relation (2)

.’

peut encore s'écrire :
€35(W) = Ajeoe 8
Aisee = Ajiek = Aeeij °F

Ai5ke®i3 %L % %2515 13
Yo

ij

®, constante positive.

. en posant a = min(al,az), on a donc

Cas isotrope :
Dans le cas ol le milieu est isotrope, les coefficients aijkﬂ

peuvent s'écrire :
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Bigkp = A0p5 Bp t u(8 p 8up ¥ 800040 o

les scalaires X et u sont appelés : coefficients de Lamé,

IV - 2 - 1 : Equations de 1'€lasticité linéaire statique,

Soit £ un ouvert de R3 occupé par le corps €lastique dans
son &tat non déformé. On supposé que & est borné et de frontidre assez
- o . 3 -’.
réguliére. Soit x = {xi} un point de Q et u = {ui} le vecteur

déplacement de la particule x.

Les &quations de 1'élasticité linéaire en cas statique sont :
. =
= div o = f dans Q
' >
s 0 = ¢ o L]
%43 aljkﬂekl(u)

- Conditions aux limites.

On suppose que les déplacements sont donnés sur une partie r

de T et que les forces surfaciques sont données sur le reste PF de

la frontiére.

I's= PU U PF et FU n PF = @

ru ﬁ s r
{ u ur U .

= 5
o(n) = § sur FF.

-* A - [
n &tant la normale extérieure & FF.

En résumé : le probléme de 1'élasticité linéaire statique se

. -+ =
traduit par la recherche de u et de o tels que :

(~div o = £ dans

.> ] L]
oij - aijkﬂekﬂ(u) i,j = 1,2,3
* . 3 = ﬁ sur PU
L o) = F sur T
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IV - 2 - 2 : Elasticité plane statique.

Par rapport au repére orthonormé 0X1X2X3, on considére le

cylindre
. 3 -
(B) = {(x],xz,x3) e R7/(X,X,) € D et lx3| < hl,

D étant le disque unité de Rz, 2h est la hauteur du cylindre.
On suppose que le cy}indre est constitué d'uﬁ matériau &lastique,
linéaire, homogéne et isotrope de constantes de Lamé A et yu.
Sl et S2 désignent deux parties complémeptaires de la surface

latérale de (B) telles que §l n §2 soit formé au plus de segments

de droites de longueur 2h et paralléles 4 Ox, (Fig. IV - 1). On

3
suppose données des forces volumiques de densité f dans (B), des
ol

-
déplacements U sur (Sl) et des efforts F sur (SZ)

-+ > . o
f, U et F sont indépendants de x et paralléles au plan OX]XZ.

3

(i) @@, 0, €) est un &tat de déformation plane si :
up = XXy)
u, = u2(X],X2)

u, =0

3

Compte tenu des relations contraintes~déformations, on a :

13 % €23 " €33 7 0
0]3 = 023 = 0
O33 ™ A€y

Le probléme dans R3 se raméne donc 3 un probléme plan oii

les contraintes et les déformations ne dépendent pas de Xg.

> ™ N .
(ii) (u, 3, €) est un état de contraintes planes si :

O3 = 093 ™ 033 ™ 0 dans (B), on peut remarquer dans ce cas que

o(f) A é; =3 pour tout vecteur n paralléle a 0X,, é; étant
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le vecteur unitaire porté par 1'axe 0X3.

caractérisé par la relation de compatibilité :

- (3)

D

vertu de 1'équation d'équilibre

¥

On peut remarquer &galement que le champ des contraintes est

(iii) Fonction d'Airy.

On suppose que la densité de forces volumiques appliquées i

est nulle,

de classe

(3"

Si

Cn+2

o,
1

) .,.81’2
; (i,j )

div o

i n
est de classe € sur D en

> . . .
= 0, 11 existe une fonction

sur D wvérifiant :

o ; azw
1 axg
. 3 %y
922 2
3
A/l
%12 © 92

Y
ox 9x2

N 2
et 1'équation de compatibilité (3) entraine que A'Y =0,

- Une fonctlon d'AIRY est une fonction définie sur D,

biharmonique dont

]
les contralntes assoc1ees sont définies par les équations (3)

- définies 3 une fonction linéaire pres.

Remargue :

Deux fonctions d'AIRY engendrant les mémes contraintes sont

Le probléme bidimensionnel oli seules les forces & la frontiare

sont imposées pour un ouvert D

simplement connexe consiste donc 3

la recherche d'une fonction ¥ vérifiant :



- 55 -~

( 'AZW = 0 dans D
ofy  a%y .
7 M L) 1
ox 9% . 0%
W 2 1°%2 :
sur D
2 2
R SN i AR
9x, 9x ! 8x2 2 2
R !

avec les conditions de compatibilité qu'on précisera.

Interprétation.

Soit T wun arc de courbe injectif de représentation paramétrique :
I = {x(s)/ O ¢ s g2} supposé différentiable par morceaux.

On peut démontrer qu'il existe Y vérifiant :
M= ¥(S)e,

'Eg-(S) = -L(S) ot
3n )

)

M est le moment des forces extérieures appliquées & I et

L(S) est la résultante des efforts tangentiels appliqués 3 l'arc [@,é].

IV - 2 = 3 : Formulation variationnelle.

3 - . - 3 ’ LY
On considére un ensemble Q ouvert borné de R~, de frontiére
assez réguligre. Soit Po une partie ouverte de I de mesure stricte-

ment positive et T, =T -~ Po.

1 |
2 ’ 2,3 > N 2
Soit f = (£):01,2,3 € L°@)]° et F = (F)ie1,2,3 € L (r])j3.

Le probléme de 1'élasticité lindaire statique &quivaut

-* - . 3
formellement 3 la recherche d'un champ u vérifiant :
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o 3 :
CONN - — Bisiese@] = £ dans 2 i=1,2,3
73
Gy {3 =0 sur T,
(1ii) | o@ =F, sur T, i=1,2,3.

. -+ . e ‘e
La condition u = 0 sur I‘o signifie qu'il y a encastrement

sur la partie I‘o.

Soit [HI(Q)]3 1'espace des champs V= (v tels

Pi=1,2,3
1 1 3 . .
que v, € H (Q). EI (Q):] muni de la norme produit est un espace

de Hilbert. On définit

V() = {v = ;) e'Ei](Q)]:;/,"\; =0 sur r}

Lerme | :
,

V() est un espéce de Hilbert pour la norme induite par

celle de [:H](Q):]3.

Lemme 2.: Inégalité de KORN.

I1 existe une constante C(R) positive et dépendant de &

telle que :

2

Jn eij(3).eij(3)dx‘+ J vi.v, dx 2 C(n)||3||V(Q)

. Q

Vve E{](Q):P.

i
Une conséquence immédiate de ce lemme est que l'application

P:V(R) =~ [R+ définie par :

p(—\;) -‘[Jgeij(v)'eij (v)dx 1/2 est uﬁe norme sur V(.Q)
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- . N -~ ->

équivalente & IIVI'V(Q)'

' . '* : . . - k3 3 >

Soit v € v(Q), on multiplie 1'équation (i) par v et on

intégre sur Q, on a alors :
2 @ v, d £.v.d liquant la formul
. - aijklekﬂ u) (v, dx . ;V;dx et en appliqua a formule

de Green, on a :

fividx + I Fivido.
I.l

- -+
Jg aijkﬁekﬁ(u)'eij(v)dx n IQ

On pose :

> > . -+
a(u,v) = Jn aijklekﬂ(u)'eij(v)dx

R .
L(v).= J fividx + I Fivido.

r

@ 1

a est une forme bilinéaire, continue et coercive sur V(Q)
pour la norme p, L est une forme linéaire continue sur V(Q). Le
probléme (i), (ii), (iii), équivaut & la recherche de U e V() tel
que

3 e V(Q) et

a(3,3) =L V73eve.

Interprétation physique :

I1 s'agit donc de minimiser parmi tous les champs cinémati-
: : > o _ - . . . . -> 3
quement admissibles (v  est cinématiquement admissible si v =

sur Po} 1'énergie potentielle de v définie par :

EQ) -% aw. 3y - L.
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Le théoréme de Lax-Milgram entraine que le probléme (i), (ii),

(iii) admet une solution unique.

IV -2 -4 : Cas ol il n'y a pas de déplacements fixés sur le

bord.,
On examine dans ce paragraphe le cas oil seules les forces
sur la frontiére sont imposées (Po = @) et V() = [H](Qﬂ'3.
. . - - . o [ ]/2 1
La difficulté réside dans le fait que .[é(v,vi] n'est plus une
norme sur @](9)]3 mais une semi-norme,

Soit R = {v/¥ =2 + BAX, 2, B e R},

> > ->
Alors a(v,v) =0 «<==> wveUR.,
R est 1'ensemble des déplacements rigides.
On définit 1'espace V = V(Q)/R et pour u et veV,
on définit la forme bilinéaire 5(6,6) = a(u,v) oi ueu et Vv ev.
La forme bilinéaire a est coercive ; on définit la forme

linéaire L par :

le

i(&) = I Fivido ol V€
r

Le probléme n'est possible que si la forme linfaire "L est

nulle sur R c'est-d-dire :

V’p € R I F..p.do =0
p 14

D'un point de vue mécanique, cette condition exprime que le
torseur des forces extérieures {Fi} est équivalent & O. Sous cette

condition, le probléme : '

uey
- { a(u,v) = L(v) Vv eV admet une solution unique..
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" On dit que le probléme (i), (ii), (iii) admet une solutidn

> e e - ) -
u définie & un déplacement rigide prés.

IV = 3 : PROBLEMES DE CONTROLE PAR LE DOMAINE ASSOCIES AU PROBLENE

DE L'ELASTICITE LINEAIRE STATIQUE.

IV -3 - 1 : Introduction.

On considére dans cette partie un probléme de contrdle par

. ~ - -+ ~ 4 .
le domaine ol 1'état u(D) du systéme est solution de

- div o(u(D)) =

->
f dans D

-+ >
u = 0 sgsur T
o

o ‘ >
o(z(D)).n = sgr FI.

Po et Pl étant 2 parties disjointes de la frontiére de D.

On &tudiera aussi le comportement des fonctions coiit J], J2 et J3

définies par :

(
3,00 = | |[3m)-z|o.
"

.
J,(D) = IIG(D)-zllzdx, et
‘D

I = ' .
J3(D) = ||o(§)-§||2do par rapport 3 D.
‘T
.o

On énonce un résultat d'existence qui se démontre par une

méthode de transport sur le domaine fixe D On démontre ensuite

ll
1* I et J3 sont dérivables dans R au

point O, on calcule leurs dérivées en les mettant sous la forme. :

que les fonctionnelles J,, J
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3 0y.1 = I <n, >F(D,),p(D.))do ol :
1 |
oD r
1
3 ) -
<n,T> = z n.T, est la composante normale de T et ol p(Dl) est
i=1 ,

un état adjoint qui ne dépend pas de T..
Cette expression de la dérivée de J permet de déterminer explicitement

les directions de descente.

IV - 3 - 2 : Position du probléme.

. - 3 . .
Soit D wun ouvert borné de R en couronne et régulier

vérifiant ¢+ D = D2 - 5] ol D1 et D2 sont deux ouverts bornés,

Dl inclus strictement dans D2 au sens Bq'c: D2 et localement

d'un seul cdté de leur frontiére respective § et I (Fig. IV - 2),

\\
l\n

[

oo -~

- E -

_---.\‘

Fig, IV - 1
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Fig. IV - 2

On suppose que S et I sont de classe Cz.

2,b,.3 3

Soit 6 € C°?"(R",R”) wun champ de vecteurs assez petit de

telle sorte que (I+8) soit un difféomorphisme de R3.

On pose De = (1+6) (D).

- Pour & assez petit, De est assez voisin de D, par exemple,

pour la métrique de Haussdorf.
0 ' 6 '
On pose D, = (I+0)(Dl) et D, = (I+6)(D2),

Sg = 3((1+0) (D)) et [ = 3((1+6)(D,)).

D = Dg - D? est encore un ouvert borné de RS régulier et

en couronne.,
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. ’ > . ,
Soient f et g deux fonctions données dans |R3 telles que :

te'®®)H]? et e mEa®]3.
5>

. )
EEEPi,3 0 87 (B0

Soit 3(8) la solution du probléme :

(e e BPo,° |
] +> .
- 2158k B (O))]
%5

u(e)

fi dans D, 1i=1,2,3 '
(Iv - 3) ¢

3 sur 26

[]
oQ

; Sur Se, i=1,2,3,

aijkf.ekl(g(e))nj

Remarque :

La solution du probléme (i), (ii), (iii) est réguliére au
2 e .
sens U € [ﬁ (92]3 lorsque, Q est en couronne et régulier.
-+ -> .
On note u = u(0) la solution du probléme (IV -~ 3) relative

au domaine D.

Soit ;e @2(83)]3 et J(8) 1'application définie sur

Cz’b(R3,R3) et 3 valeurs réelles telle que :

3(0) = J |13 ¢6)-2] | 2do.

S¢

Remarque :

La fonctionnelie J est d'ordre 1, on pourrait &tudier des
fonctionnelles d'ordre plus &levé en faisant intérvenir des hypothéses
de régularité plus fortes, ou encore &tudier des fonctionnelles dé-

finies par une intégrale sur un domaine fixe.



- 63 =

IV -~ 3 - 3 : Existence d'un domaine optimal,

Théoréme :

* On suppose que t C’E{!(RS)]B, Ee EH‘(IR3)]3 et Z e E{](}R3):|3.

2’b0R3,R3), il existe un

Soit Cad un sous—ensemble compact de C
domaine optimal. i.e. :
-_—HD1 tel que : Dl = (I+8)(D), 6 € Cad et

J(D,) s J(D) VoenD ob
Dog = (D' = (1+8")(D)]6" € C 3.

Preuve du théoréme

it {D i la distance
Soit { m}meN une suite convergente vers D, pour
d2 définie au chapitre II, on peut en extraire une sous-suite notée

encore {Dm}mdN telle que :

D = Tm(D) et Do = TO(D) avec Tm et T définies par :
Tm = (I + em)
= 3 i Cc ..
T, (1 + 6,) ot 6, et 6 appartiennent a Cy

On a :

o -1 -
Tl + T =17, s ¢ et

-1 =1 R
gl f1ag! -l ———— 0

- continuité du transporté de 1'état sur le domaine fixe D,

. <> .
La fonction u(Dm) est solution de :

'J(Dm) ev(D) et ¥YVvev) :

fiv.dx + I g.v.do

i'i
Dm Tm(S)

. > ]
ID aijklekﬂ(u(Dm))’Eij(v)dx = I

m
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oﬁ. Dm = Tm(D).
‘ On fait le changement de variable Tm’ il vient alors :

¢ ¢ ) SN ) ' :
I aijk!il-—ekﬂ(a(nm)) o Tm] '[eij (v) o Tm] .|det(Tm) |dx =

R s . '-1
(fion) . (vion) . | dét(Tm) ! |dx+[ (gion) . (vion) l ltl (Tm) n| IIR3

l«n S

-

ldge(T ) |do.

Par ailleurs, on a"le résultat du transport des dérivées :

Si ¢ est une fonction définie sur Tz’b, alors VTe '1'2’b
] 3 3
'&; E’(T)] = hzl Mi,h(T) Fx; [¢(T)oT]. Avec :

Mi,h[T] = [E[T'J-l]i,h. I1 en résulte §onc que :

du, (D.) 3u,(D))
1 k' m’ . 2% m
€, p(A(D )oT = = + oT =
ke m m 2 |: axz axk :| m

du, (D) du,(d ) du, (D) : 3

.l.._k__u_‘._o'r +__‘e___m_°T Or—k—--m—.Tm-z M2 (T).-LEJk(D)oT:l

2 ox n 3x m ox h=1 shm mon
2 : k L

t -1 '
~avec 3 MZ,h(Tm) = [(Tm)ji,h d'ol

ekt(z(Dm))on = lLZ Mp (T 2 (uy (D YoT )+ ] Mon T — E‘z(Dm)“J

2|h=1 9%y h=1 Xy
comme donc
)] > ] dans L ®",R)
|age(r )| - |dse(r))| dans 12()
£, 0T ' + £, 0T dans LZ(D)
i ‘m i.” 7o

T | > T -dans LZ(S)

8i ° " ' . ’ & ° % )
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et puisque la solution d'une équation elliptique est continue par rapport

8 ses coefficients et au second membre, il en résulte que :

> . > .
u(Dm) o Tm ¥ u(Do) o To dans V(D).

D étant de classe C2’°° et puisque 1l'équation (IV - 3)

est uniformément elliptique en m, on a :

> > 2 3 .
U(Dm) oT =~ — u(Do) o T dans E_i (D):I faible.

Continuité de J :

’ ->
On note n(D) 1la normale extérieure 3 D.

J(D_) = f |13 )—z||2do‘.
m Tm(S) m

on effectue le changement de variable Tm’ d'ol :

’

J(_) = Lllu(nm)o'rm - zormllz.lI‘[('rm)':[‘l n(n)||R3.|dét(Tm)'|dg .

Les résultats de convergence établis précédemment restent

encore valables dans LQ(S) d'ol :
.l:(D oT — -J(D )‘ o T dans . ELZ(S)]3 fort
m m : o) o ’

: ' 2,.13 -
| ZoT —— ZoT dans 1°s)]°  fort;

d'oill () N J() ‘“dans R. Ce qui Etablit le

théoréme,

Remargue :

Cette méthode sert également pour démontrer des résultats
d'existence du domaine optimal dans le cas des fonctionnelles J2

et J3.
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IV - 3 = 4 ¢ Quelques résultats sur le bord.

Dans le but d'obtenir des résultats de dérivation dans le
cas général, on rappelle dans cétte partie quelques formules concernant
.la dérivation du jacobien tangentiel d'un difféomorphisme (I+8)
restreint & un bord 93D, ainsi que quelques définitions intervenant

dans la suite de l'exposé. Nous renvoyons pour les démonstrations &

J. sMoN [ ].

IV.- 3 ~ 4 = 1 : Changement de variable dans une intégrale

superficielle.

Soit D un ouvert borné de bord 23D, de classe C] et
de normale extérieure n.. Soit T un C]—difféomorphisme de IRN.

On définit le Jacobien tangentiel de T sur 9D par :

Jac, (T) = Ht[T':l_.] n||.Jac(T) sur 3D

.,‘

Réspltat :
Soit F une fonction définie sur 3(T(D)), si f € LI(B(T(D))),

foTe L](BD) £t on a ¢

I | f do= I (foT).JacaD(T).do.
3(T(D)) aD

Y

IV -3 -4 -~ 2 : Définition de la divergence tangentielle.
1 N
Soit v un champ de vecteurs appartenant 3 C (3D,R7), on
définit sa divergence tangentielle par

N

¢ N 5V, v
divaDv = div v ~ Lv']n.n = Z —l - Z — n.np
j ax, k,2 3x
{ 3 ¢
od ‘

- n
v est un prolongement de v, V€ C](RN,RN).
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Cette définition a bien un sens car le second membre ne dépend

pas du prolongement v utilisé.

Remarque : divaDv € CO(BD).

Lemme @
. e - 2,b N
L'application 6 + Jac, (I+6) définie sur 2P w ,RN)

2
et 3 valeurs dans Cl’b(aD) .est dérivable en 0, et VzecC ’bGRN,RN)

sa dérivée dans la direction 1 vaut :

? : .
” JacaD(I+6{](o).r = leaDT.

"IV -3 -4 -3 : Décomposition de la divergence tangentielle.

Soit V un champ de vecteurs sur 3D, sa composante tan-

gentielle est donnée par :

L’

Vap =V - n(n.V) .

Lemme

. N
Soit D un ouvert de classe C2 et Ve C](Z)D,’R ). Ona:

div, . v = d

3D Vap Vap + H<n,v> _sur aD

ol H est la courbure moyenne de 3D.

Soit g une fonction de C](BD), on définit son gradient

tangentiel par :

~ "
gradaDg = grad E - n. 38 sur 3D ol
. dn '

' N N
g est un prolongement de g, & € CIOR sR7) .
Lemme ¢
. 1 1 N
Etant donnés g e C (D) et t e C (3D,R'), on a :

r.gradaDg + g dlvaDr = d1vaD(g.T) sur 3D
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et on a la propriété intégrale :

si v e C](aD,RN), on a :

J diva-D v do = I H(n.V)do.
) oD

IV - 3 = 5 : Dérivation du probléme de 1'élasticité.

On considére le domaine D défini dans (IV -3 = 1).
. -+ 2 3. >
Soit V(D) = {v ¢ [ﬁ (D)] /v'=0 sur Z}
2 3
V(D) est un sous-espace de E{ (D):I .

Soit V(Dé) = {\7 € E{Z(IDB)]3/3 =0 sur 26}

et 3(6) la solution du probléme :

.

(i) u(8) € V(D)
(ii) - div 6(2(8)) = ¥ dans D,
(iii) o((8)).7 = & sur S

.7

'J(e) =3 sur Ze ==> 3(9) o (I+8) = 0 sur z

D'autre part, 3(6) € EIZ(DQ):[3 ==> u(8) o (I+6) € [HZ(D):P.

2 -+ o e e .
I1 en résulte donc que lorsque u(8) décrit 1l'espace

V(Dg), . W(6) o (1+6) décrit V(D).

Théoréme :
L'application 8 -~ -\:(6) o (I+8) est dérivable au point O

de €23 Rr3) dans VD).

Preuve du théoréme :

On va démontrer ce théoréme en utilisant le thé&oréme des
fonctions implicites.

- . R - . o vee

u(8) étant l'unique solution du probléme (i), (ii), (iii),

en composant avec (I+8), il vient donc que :
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- ;’8:__ Eijkﬁek,é(g(e))] o (I+8) = fi o (I+8) d.ans D
J

d'oli en utilisant la formule du'transport des dérivées, on a :

- a% [aijkzekz(ﬁ(e)):l o (I+6) =
j

3 .
= ¥ M. L (8) ~2- [a.., e, ,(0(8)) o (1+6)].
h=1 J’h axh [ljkE. k£ 3 ]

R i auk(e) au[_(e)
D'autre part : ekz(u(e))o(He) =; + o o (I+9) =
X X
- £ k

3(u, (8)0(1+6)) 3 a<u£<e)o<1+e))}

3
1
-1 TM (8 + (6)
2 L=1 t.p ax p-z:-l "o

. 9X
p P

. ' : -1
ol on désigne par Mi j(6) la matrice t[_-_(I+6)'] .

On pose GD(S) = 3(9) o (I+6), 1l'équation (i) devient donc

, % aﬁk'. aﬁz
M, . (8). — |a.. M, (8) — + ®) —™ | =
jsh ox, ijke p=1 £,p ox Mo ox

£, 0 (I+6) i=1,2,3.

* On pose :

> 1 3 3 . g‘ (6) avk sz
A, (8, =-= . 2 |a,, M — + 0) —=
p P

- fi o (1I+8).

2,b,.3 .3

VeeC*"®R R et V‘\;eV(D).

De méme, en composant l'équation (ii) avec (I+8), il vient :
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aiju[eke(ﬁ(e)) o (I+8)]nj o (I+6) = g, o (I+8) sur S 4§ = 1,2,3

n:.I o (I+8) sont les éomposantes de la normale extérieure
& D. L'équation (ii) devient :

i 3 aﬁk Z)G£
3 aijkz pzl Mz’p(e) — + M I)(e). —| ny o (I+8) = g; o (I+6) sur s,

3x ’ 9x
P

On pose :

avk evz
B, (0,V) = ) Z Mo, p(8) — + M (e)——— ng - g; o (I+0).

ox ox

Il en résulte donc que -JD(e) vérifie les équations implicites

~

A(e,B’D(e)).- S dans D
{ B(e,%D(e)) =0 sur S

'JD(e) € V(D)

Y3 e
> .
2
Or, on a que D (0).t = 0 sur ) Yt b(lP3 3)
a0

On considére 1'application G = (G,,G,) d&finie sur

' 1/2 e .
Cz’b([R3,fR3) x V(D) 3 valeurs dans ELZ(D):]3 X EI / (S)]3 définie par :

{ Gl(e,v) = A(0,v)

Gz(e,v) = B(o,v).

- Vérification des hypothéses du théoréme des fonctions implicite

(i) G est dérivable de Cz’ 3

,R ) x V(D) au point (0,-\:)
d'aprés les résultats du chapitre (I).

gG (0,d) est um isomorphisme de V(D) sur

EL (D)]3 ‘ [1/2 )j .

(ii)
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o (iid) l'appligation 3b(6) est continue de C2,b0R3’m3)
d valeurs dans V(D) au point O. D'ol :

”~

3 T (6) .
3G D 3G >
3;'(0,U)- ——— (0).T| = - — (O,u).T
96 08
Ve C2’b0R3;R3), ce qui &tablit le théoréme.

Dérivation de 1'état par rapport au domaine.

->
u(6) o (I+8) &tant dérivable en O dans V(D), 1le
théoréme III - 2 entralne que l'application 6 - u(8) est dérivable

en 0 de C>P@®3,®%) dans [H](D)]ioc et : Ve cPr3R3

-* .
- ;2— [%ijkﬂekﬂ(égigl (0).1{] = 0 1localement dans D.
X, a0 :

J

s

Cette €quation est €quivalente en termes de contraintes &
1'équation :

Al

N .
- div ;(22&92-(0).1) = 0 localement dans D.
a9 '

Dérivation des conditions aux limites :

1) On a 3(9) =0 sur E D'aprés le théoréme IIL - 2 :

g °

. ->
—i'(z(e))(o).r = -<h,T> 8u(0) localement sur )
- 30 on

—> ) - L] 3
ol n est la normale extérieure & ).

2) L'équation (iii) s'écrit :

=g, s .
g; sur

-
aijkﬂekﬂ(u(e))'nj 6

* -’ —’
Soit wv(8) 1le vecteur de composantes [éijkﬂeki(u(e))¢£]j=l,2,3

ol ﬁi est une fonction C°OR3), on a :
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>
aijklekﬁ(u(e))nj"‘pi = gi!ﬂi sur Se. On pose :

F‘p(e) = IS (aijkﬁekl(z(e))nj"ai - gilﬂi)do, on a donc
6 . .

Fg(8) = 0 Ve @1,

Soit o € C°°0R3) telle que o« = 1 au vbisinage de S, et
d 0

o = 0 partout ailleurs. Alotrs :

Fw(e) = J a.v(e)._r: do - I ) ag.\Dido =0
3((1+8) (D)) 3((1+6) (D))
or :
I a,-\;(e); cio = J divEﬁ'(e):]dx d'ol :
3((1+8) (D)) (1+8) (D)
Fy(e) = I div[av(6)]dx - I ag, ¥, do
(I1+6) (D)

3((1+6) (D)

en appliquant les formules de dérivation d'une intégrale par rapport

au domaine d'intégration, on obtient :

. 9F,(8) - > .
’ 0).t = f diV[a.'Me—) (O).'r:]dx + J <T,n>div[a_\;(0):]dc
26 Jp 26 3D
- <r,n>[aHg.tD. + 2 (o Hgilﬂi)-_]do
/3D 11 9n

en appliquant les résultats IV - 3 - 4, il vient alors :

div(ov(0)) = divaD(av(O)) + 1. 2 (av(0)) sur D
on

d'oll :
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<1, [3iv(@¥(©0)) = > (a g0,

R an
-
<1,n> divaD(a-\;(O)) +1 . 2 (av(0)) - = (01 8. ‘ﬂ
- on
<T,n> divaD(a3(0)) +0. (a. () + v(O) LR -i'(giﬁi)
- on oan an
Jda
- \0 == =
11 Bé}
- > 3v(0) L >, D Ba oy %23
fT,n> divaD(av(O)) + an., 2l 4 n.v(0). LA giwi —Teg — o @i - .
on an on on on
D'autre part :
VO = Bype @I, 5 =
-+ ' ' -1
ov(0) s .
= € ( )@ +a,. e ,(Q). d'od :
an [.Jkﬂ ke ijk& kL | 3;}J=l,2,3
<t,w>[iv@v(0) - > (g 9,)] =
an
, , -+ > 8-\: (u) &) +
<t,n> divy, (av(0)) + “n(aijk!,ekz(;)‘ﬂi * At o

Y da 0 da a“pi —a %; =

"5 15tk (Vg = gyl = - e gy ——= —ed;
) + ag.
<T n> dlvaD(av(O)) +a a, kﬂekﬂ( )J n -a W —

€ (D), = r S
car aijkzeke u nj gi sur .
On a donc :

<, [ivev(0) - 2 (@ g 4,)] -
9
N ) 3 %
<t,n> div, (av(0)) + <r,n>a$i(aijk£€k£(;;9nj - ‘;;9°
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- Par ailleurs, 1'application des résultats de IV -~ 3 - 4 implique

que :

. > e > -
dlvaD(hf) = h div, f + grad, h.f d'ou

*

aD
< ; e . | + ' >
T,n>d1vaD(av(O)) = dlvaD[Er,n> av(oi] - o gradaD(<T,n>).v(0) et en

vertu de 1'égalité :
->
J divaD(<r,n>a3(O))dc = J ‘H.<1,n>.av(0).n do
oD ' D .
on a donc :

9F ,(8) 5 |
i hiad 0.t = J a. 22592-(0).1.;-<r,n> H giﬁi a +
26 aD 38 |

H<t,n>g.¥. a - a grad. (<t,n>)a € (3)ﬁ- +
N78i V4 Bradypti<T,n>)a; ik ke ¥i

' au 984
<T,n>q 01(315kz9k£(;;°“5 - 7;:) do

et par suite on a :

V;ﬁ e [C®3]3, V7Te 2Pl

oF ,(8)
' it ).t = I xﬂl[
: a6 S

3u (8)
30

->
aijkzekz( (O)‘T)nj—gradaD(<T’n>)aijk£€k£(u)

+ <t +>( (33) - agi) do = 0
. T,n aiju€u;nj 8n

et donc

. .
du(s) >
" (0).r)nj = gradaD(<T’n>)aijk£€k£(U)

aijkﬂekﬂ(
-+ 9g.
du 1
| ou - ___J S
<T,n> aijkﬂekﬂ(an)nj sur

an

et on a :
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Théoréme :
Soit B un ouvert de IR3 tel que BCD, 1'application

0 +3(6)|B est dérivable au point O dans (_11](B):]3 et :

V< 2 b(m3 3)
2 K(G)IB] )T = ﬁ(r)‘B avec @
20
(o 1, .13
U(t) e [ (D)] |
(1 div 5(U(1)) = 8 dans [0 ()3
-
(2) B(r) = - <ton> 2 dans  [1'/2(2y]°
]
! = > )
(3) o(U(1))(n) =

-
gradaD (<1,n>) aijkﬂskﬂ(u)

9g. | _ ‘
<T’n>[aijk ekz(-z;—:)nj - -—-—1] dans Ei ]/Z(S)]B

an

IV -~ 3 - 6 : Dérivation de la fonction coiit.

On se place dans les hypothéses du paragraphe IV = 3 = 2, et
on considére la fonction J définie sur ¢ b(lR3 lR3) d valeurs réelles

telle que :

J(6) = I llu(e)-;l |2dc ol -1:(6) est solution du

S¢

probleme (i), (ii), (iii) et z e E{l(m3):]3 est fixée. - .

Théoréme :
L'application 6 =+ J(8) est dérivable au point 0O de

b(fR3,lR3) dans R, et Ve Cz’b(tR3,lR3), sa dérivée dans la

direction 1t est donnée par l'expression :
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33(8) (). 1 = J »<T,n>Ei.||3-'z'l|2 « 2 (132 -
36 S an

ag -
2a Jkﬂekﬂ( )n P + 2-7;: Pj]dc * ZJS gradGD(<T’n>)'aijkiekﬂ(u)'Piéo

oi H est la courbure moyenne de D.
> o -
n est la normale extérieure & §,

e . . X = . cen s gees . .

u l'unique solution du probléme (i), (ii), (iii) relatif au domaine D

et ol 1'état adjoint P(D) est 1'unique solution du

Probléme :

P(D) € V(D)
IV-3-6 div 53M) =8  dans [LE0)]3

SFM)@) = U(D)-2 dans '/ %>

Démonstration du théoréme :-

Soit a wune fonction de CwGRB) telle que o est identiquement

nulle au voisinage de Xe, et a = 1 au voisinage de S On a donc :

eo

J(8) = I a.llﬁ(e)—‘z’l Izdo.
3((1+6) (D) .

L'application 6§ - 3(6) étant dérivable en O de 0R3 3)
2 valeurs dans Eﬂ(Di]3,. 1a formule de dérivation d'une intégrale super-

ficielle par rapport & son domaine d'intégration entraine que :

aJ(e) (0).1. = [ <T,n5ExH.||u-Zl| + — (a.llu-2|| ]do +
56 3D én

] 1122 :[(o).-r do. Ve clb@dd,
aD 89
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Calculons J .—i-(allg(e)—;!lz)(o).r =A ona:
aDh 238

3 > 2 3 > > > >
A= I — (o (6)- ) T do = J — (<u(®)~z,u(6)~z> .T d
3D 36 [Tac-z] © T ae(u )72:u(0722) (g 7 do

3u(0) . T(e
A= ZJ a. <2220 (0).T,u-z>do = ZI <§2——l (0).1,u~2z>do. On pose
aD a0 S 20

-5 a*
U(t) = du(e) 0).1.
1]

>
U(t) est déterminée par le théoréme IV - 3 - 5. D'od :

A= 2Jé<ﬁ(r),u—z>dc = ZJS aijkzekz(F(D))njUi(r)d§

ol f(D) est définie par IV - 3 - 6. D'oili en appliquant la formule de

Green, on a alors :

A= 2J £ (P(D)) U, (t)d +2J (P(D))e (U(T))dx
D axJ [ ke ke ] X i kLKL

3 > >
2ID a—x; E‘ijkzekz(U(T)):IPi(D)dx + 2 Ian aijkzek{’.(U(T))“j P, do

or Pi = 0 sur X, d'ol donc :

+ - - 3 L3
A= ZJS aijkzekz(U(f))nj Pi(D)do et les résultats de dérivation des

conditions aux limites entrainent que :
+ ' aq

A= ZIS{gradaD<r n>a, 1Ke k£(u) - <t1,n>|a, i5ke kZ( )n --:;: }P d .

D'oli le théoréme.

Remarques :.
. . - :
1) ﬁ(r) est la dérivée de l'état ~u(De) par rapport i D

Cette dérivation n'a qu'un sens local,

e.
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-> o -t .
" 2) Etant donné v € EJ(DZJ3, on définit sa.dérivée normale

>
dv € [?_I/Z(DX]3 par la formule de Green (A 3 € [iz(D)]3).
on . .

- Théoréme 2 :

On se place dans les mémes hypothéses que le théoréme 1,

alors, 1'application J2 définie sur Cz’b(R3,R3)' et a valeurs

réelles par :

3,(0) = J |13¢0)-2||2ax on (e)
D
6

est 1'unique solution du probléme (i), (ii), (iii) est dérivable au

point 0, et V1e Cz’b(lR3,lR3) on a :

3J.(8) '
2 0.t = J

<n,1>||ﬁ(D)—?||2do +

a0 aD

L.

> 3g. .
du i !
ZIS<T’n>[%ijk£ek€C;;)nj -— Pl(D)do—ZJ

>, 1
8radaD(<T,n>)aijk£€k£(u)Pi(D)d0
an .

S

-> P R
ol n est la normale extérieure 3 3D.

U est 1'unique solution du probléme (i), (ii), (iii)

<> PN
relative au domaine D et oli 1'état adjoint P](D) est défini par :

- div 5(31(D)) -

>
0 dans D
P](D) = 6 sur I
5(31(D)).K =0 sur S

Démonstration du théoréme :

- . 2 b
L'application 6 =~ 3(6) étant dérivable de C™° 0R3,g3)
dans [F](Dijs au point O, il en résulte en appliquant la formule

de dérivation p&ur f= Ilﬁ-gllz (chapitre I - 7) que :
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3J2(6)

ORI R [ R e CIOR RO PN
26 , aD . D 36

[ <n,r>||3—§||2dc + 2[ < 2ul®) (0) .1,u~z>dx.
J 3D D 36 :

a+(e) &> 3>
On pose B = J <SP (0).t,u-2>dx.
D 96

On a alors en utilisant 1'é@tat adjoint 3](D) :

) ' A
B = j - [aijkﬁekf_(P(D))]Ui(T)do o
D ox.
J
ﬁ(r) est la solution du probléme (1), (2), (3) 1'application de la

formule de Green implique donc que :

-5
T o= [} - - - .
B Jan aijkzgkz(P(D))nj,Ui(T)do d'pu le théoréme
IV - 3 = 7 : Compléments.
Pour &tablir les résultats de dérivation de la condition aux

. . = - <> 3> - - P . .
limites : o(u(6)).n = g, on a &été amener 3 dériver l'expression

Fg(6) = I ()R - BV do.
3((1+6) (D))

On pourrait dériver une telle condition aux limites directement
comme au chapitre (III), mais la difficulté réside dans le fait qu'on

ne peut pas dériver la normale extérieure & D par rapport au champ

!
de vecteurs 6.

Dans le cas des dilatations du disque unité considérés au
chapitre (11), la normale extérieure au domaine D£ est colinéaire

au champ de vecteurs 9£ et sa dérivation ne pose donc aucun probléme.
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" Dans le cas général, cette difficulté a &té levée dans un

article de J, SIMON (& paraitre) par la construction d'un prolongement

de la normale,

On définit une fonction & dans &Y par :

dist(x,3) si x ¢ D

§(x) =

~dist(x,dD) si x € D.
I1 existe un voinage ouvert V de 93D tel que :
k-
6eC(V) et |grad 6] =1 sur V.

Soit V' un voisinage ouvert de 9D tel que v c o,

2,b, N N

On se donne 8 ¢ C°*>°(R ,R ) assez petit pour que :

: . . N
- (I+6) soit un difféomorphisme de R .

- (@+0)(H DV

On définit alors un champ de vecteurs v(8) dans (I+8)(V)

pér :

1

grad (50 (1+8) 1)

||grad(so(z+6)" ") |]

v(g) = dans (I+8) (V)

RN

Si on note n(8) = n((I+6) (D)) 1le champ de vecteurs défini
sur’ 3((I+6)(D)) unitaire, normal & 3((I+8)(D)) et dirigé vers

1'extérieur, on a donc :

{ v(8) € CI(V',RN)

v(8) = n(8) sur 3((I+6)(D)).

et on a le résultat :
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- L'application 6 =+ v(8) o (I+9) est dérivable en O de Cz’b(RN,RN)

a valeurs dans CI(V',RN).

- L'application 8 + v(6) est dérivable en O de Cz’b(RN,RN) 3

valeurs dans CO(D',RN) et Ve Cz’b(RN,RN),

() (0).T = - grad

n.T sur dD.
36 oD

Le prolongement adopté n'est pas intrinséque, car un domaine

D' = (I+8)(D) peut &tre défini par plusieurs champs 6.

Dérivation de la condition aux limites.

3(3(6)).3(6) = E sur S, entralne donc que :

0

> >
;Em(e) (O)OT]; - <oomo] P& - 3_8]+ (grad,p(1,m))5@) -
96 on on

’

. . > - .
On retrouve donc l'expression de la dérivée de wu(8) &tablie

dans” le paragraphe précédent.

Ceci nous permettra de calculer la dérivée de J3. En effet :

—3 ).t = I <n,‘r>{||§(n)—z||2 + 02 ||c(n)“2||2} +
S

26 on

IS ;‘?e. (<5(’£)-Z,§<n)-‘z*>)(o).r do.
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CONCLUSTON

La méthode des variations intérieures s'applique donc au
systéme de 1'&lasticité linéaire statique pour la recherche d'un

domaine optimal, dans le cas d'un domaine régulier et en couronne,
’ 124

Deux remarques essentielles peuvent &tre dégagées :

1) La dérivation de la normale e#térieure par rapﬁort au champ de vecteurs
caractérisant les variations du domaine, pose un probléme pour la dériva-
tion des conditions aux limites. Cette difficulté est levée par 1'utili-
sation de la formule de Stockes aprés changement de variable permettant
de se ramener sur le domaine fixe.

L'application des résultats de J. SIMON en ce qui concerne la
dérivation de la normale éxéérieure par rapport au domaine donne les

mémes formules.

2) Le probléme &tudié au chapitre IV est un probléﬁe mixte avec des
conditions de Dirichlet sur une partie de la frontidre du domaine et
- des conditions de Neumann sur 1'autre.

Dans le cas d'un AOmaine quelconque (non fortement en couronne),
leé ;echniqﬁes qu'on a utilisées ne peuvent s'appliquer si facilement ;-
car aprés application du ;hamp de vecteurs 6 au domaine D, on risque

d'avoir glissement d'une partie de la frontidre sur l'autre.
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